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Onsoz

Soyut cebir bir 6grenci i¢in matematigin hi¢ kuskusuz en zor konusudur. Satir
satir okuyarak anlamak o kadar zor degildir (eger buna anlamak denirse), ne
de olsa mantigin sinirlar i¢inde dolaniyoruz, ama soyut cebirin 6ziimsenmesi
zordur. Bu zorlugu yenmenin yegane yolu zamana ve aklina giivenip yilmadan
caligmaktir. Zamanla kavramlar oturacaktir.

Calismaktan kastim: Bol 6rnek ve aligtirma, harcanan kagida ve zamana
acimadan yazip silmek, teoremleri kendi bagina kanitlamaya caligmak ve bunu
“tabii ki boyle olmali, bagka tiirlii nasil miimkiin ki” diyene kadar tekrar tek-
rar yapmak, kendi 6rneklerini yaratmak, soyut kavramlarin somut resimlerini
¢izmek, harcanan zamana acimadan geriye doniip kitabi tekrar tekrar okumak.
Bir iki ay ¢alismaya ara verip tekrar geri donmek de ige yarar; bezdiginizde,
umutsuzluga kapildiginizda boyle yapin, zaman ve bilincalt1 devreye girer ve
iki ay sonra kitaba geri dondiigiintizde her seyi ¢ok daha rahat anlayabilirsiniz.
Ozellikle en basit érneklere ézellikle 6nem verin. Zor érnekler samlanin aksine
kafa karigtirir.

Eger kitabin amacladigr seviyede bir 6grenciyseniz, muhtemelen satir satir
okuyarak, sayfalar1 teker teker cevirerek anlamayacaginiz anlar olacaktir. Bo-
liim1 bitirdiginizde, hatta bazen bir iki boliim daha sonra, once okuduklarinizi
¢ok daha iyi anlayacaksiniz, o kadar ki ilk okuyusta neden anlamadiginiza bile
sagiracaksiniz.

Ikinci bir énerim de, anlamadigimz bir seyle karsilagtigimizda, ondan daha
zor geyleri anlamaya ¢alismaniz. Boylece daha zor seylerianlamasaniz da daha
kolaylarin1 anlayacaksiniz. Grup teorisi zaten yeterince soyut, dolayisiyla zor
oldugundan, akademisyenler agagidan (6grencilerden) ve yukaridan (idareden)
gelen baskilara direnemeyerek, dersleri ve kitaplari giderek daha fazla ko-
laylastiriyorlar. Boyle yaparak 6grencilerin sinavi bagarmalarina yardimei olu-
yorlar belki ama konuyu anlamalarini imkansiz hale getiriyorlar. Ben sahsen,
grup teoriyi faso fiso kitaplar: bir yana atip en zor konular1 anlamaya calisarak
anladim.

En az dort ciltten olusacak olan bu soyut cebir serisi grup teoriyle basliyor.
Ikinci cilt halkalara ve cisimlere ayrilacak. Uciincii ciltte lineer cebir yapacagiz,
yani modiiller ve vektor uzaylariyla ilgilenecegiz. Dordiincii ve besinci ciltlerde



2 Onsdz

ilk ti¢ cilde sigmayan konular ele aliriz.

Bolim ve altbélim bagliklarina bakildiginda teoremlere degil, kavram-
lara onem verdigim gozlenecektir. Ornegin cok yararl olan ve grup teorisi-
nin vazgecilmezi olan meshur Cauchy teoremini 6rnek ve alistirmalarda, do-
layisiyla kiigiik puntoyla bulacaksiniz. Buna tek istisna, 6zel bir béliim ayrilmig
olan ve kitabin son boliimiinde yer alan Sylow teoremleridir.

Her ne kadar kitab1 birinci sayfasindan sonuncu sayfasina kadar satir satir
okunmasi niyetiyle yazmigsam da, bunun ¢ogu zaman miimkiin olmadigini bi-
livorum. Zaten bu kitapta da bezdirici sayida 6rnek ve aligtirma oldugundan,
kitabi satir satir okumak pek akil kar1 degildir. Bir matematik kitabi bir Dosto-
yevski romani okur gibi satir satir okunmaz. Sik sik gegmige referans koyarak,
bazen de kendimi tekrarlayarak, kitabi atlaya ziplaya okumaya karar veren
okura kolaylik saglamak istedim. Umarim tekrar eden bu referanslar akiciligi
bozmaz ve referanslara ihtiyaci olmayan okuru fazla rahatsiz etmez.

Ornekleri, aligtirmalar1 ve ilk okunugta séyle bir bakilmasi gereken bo-
liimleri kii¢iik puntolarla yazdim. Ama gerektiginde buralara geri déniip daha
dikkatli bir okuma yapmak gerekecektir. Ornek ve aligtirmalarin her biri énem-
lidir; 6rnek olsun ¢uval dolsun diye konmamiglardir. Bazi 6érnek ve aligtirmalar
ilk okunusta zor bulunabilir; geri doniildiiginde zorlugun kaybolacagini umu-
yorum. Ilk okuyusta zamansizliktan ya da bagka nedenden atladiginiz boliim-
lere daha sonra geri doniin, daha iyi anlayacaksiniz ve iyi anlayacaginiz birkag
kavram, kanit ve teorem, daha bagka bircok seyi ¢cok daha rahatlikla anlaminizi
saglayarak soyut cebirin kapisim aralayacaktir. (Ne kadar sdylesem azdir!)

Dedigim gibi érnekler ve aligtirmalar metnin bir parcasidir. I¢inde teorem
gecen Ornekleri okumanizi tavsiye ederim, en azindan bir géz atin ve beg
on dakika zaman gecirip neyin kamtlandigim anlayin. Ornek ve aligtirmalar
arasindan bazilarina daha fazla zaman ayirin, 6zellikle ilk 6rnek ve aligtirmala-
ra, bunlar neredeyse hemen her zaman digerlerinden daha temel ve 6nemlidir;
dogal olarak.

Bazen daha sonra kanitlayacagim teoremleri énceki boliimlerde 6rnek ola-
rak verdigim ya da aligtirma olarak okura sordugum oldu. Ayni teoremin birkag
farkl kanitim1 verdigim de oldu.

Kitab1 yazarken aklimda olan okur tipi, matematik lisans 2’nci ya da
3inci simf 6grencileriydi. Bir de lisansiistii 6grencileri diigiindiim. (Dérdiin-
cii siuf lisans 6grencileri i¢in bu kitap ya ¢ok ge¢ ya da ¢ok erkendir!) Bir
donemlik bir ders kitabi olarak diigiindiim. (Ama bu, kitap bir dénemde 6ztim-
senecektir anlamina gelmez!) Atlanacak boliim olmamali, ancak atlanacak ve
gerektiginde geri doniilecek ornek ve aligtirma bol bol olmali. Boliim 13’teki
Altbélim 13.5 ve sonrasi ilk iki ii¢ (!) okumada atlanabilir. Lisansiistii 6gren-
cileri ise, ekler dahil, kitab1 bagindan sonuna satir satir okumali.

Ama her durumda yetigmekte olan geng matematikci kitabi iki ii¢ kez
bastan asagi, bazi boliimleri daha fazla kez okumali.



Kitabin sonuna, 6grencilerin birbirlerine seminer olarak sunabilecekleri,
boylece grup teoriyi daha iyi 6grenebilecekleri bazilari kolay, bazilari daha
zor birkag ek bolim koydum. Ek boéliimler illa kolaydan zora dogru siralan-
mamislardir. Bunlardan biri diginda hicbiri ana metinde kullanilmayacaktir.
Ama mutlaka hepsinin metinde bir 6nemi olacaktir. Ekleri bilen bir 6grenci
hi¢ kuskusuz konuyu daha iyi kavrayacaktir. Metinde kullanilacak olan ek,
Zorn Onsavr’yla ilgili olan ektir. Zorn Onsavi’na da sadece Boliim 13’iin son-
larina dogru, Altboliim 13.3’ten sonra esash bicimde ihtiya¢ duyulacaktir ve
kitabin sonuna kadar da Zorn Onsavi kullanilarak kamitlanmig sonuclar kul-
lanilmayacaktir. Ote yandan, sonlu eleman tarafindan tiretilmis gruplarla il-
gilenen, dolayisiyla Zorn Onsavi’na ihtiyaci olmayan 6grencinin bu boliimleri
Zorn Onsavi'na takilmadan kolaylikla okuyabilmesi igin gereken uyarilar1 yap-
tim.

Son olarak sunu s6yleyeyim ki smifta 6grencilerin karsisinda ders vermekle
kitap yazmak arasinda daglar kadar fark var. Higbir dersimde higbir kitabi
takip edemem. Onceden Ggrencilere séz vermis olsam bile. Kendi yazdigim
kitaplar da dahil buna. Ders vermek baska tiirlii bir 6zgiirliikk taniyor insana.
Verecegim soyut cebir derslerinde halkalara ve modiillere daha hizli bir girig
yapardim. En azindan bu olgun yaglarimda. Kitapta bu miimkiin olmuyor ne
yazik ki.

Tesekkiir. Bir¢cok yaziyr ITEX’e dontistiiren Cigdem Sahin’e, bana her tiir-
lii caligma imkam yaratan ve teknik konularda yardimc: olan asistanmim Ash
Can Korkmaz’a, ortak yazdigimiz baz yazilari kitaba ek olarak aldigim 6gren-
cilerim Halime Omriiuzun ve Seyfi Tiirkelli’ye, diizeltmeler yapan 6grencilerim
Ergin ve Ersin Siier kardeslere, Betiil Tolgay’a tesekkiirii borg bilirim ama
yeterli bulmam.

Ali Nesin / NMK, xx xxx 2013






Cebire Baslarken

Matematigin, en azindan tarihin ilk dénemindeki ve belki de nihai amac,
icinde yasadigimiz evreni anlamaktir. Gozle goriilen evren de biiylik Olglide
geometriyle anlagilir. Oklid geometrisi 6nemlidir, olmazsa olmaz, ama tiim
geometriyi anlamaya yeterli degildir. Oklid geometrisinden Gtesini anlamak
i¢in analiz gerekir.

Analiz ise mesafelerle, yani sayilarla yapilir. Sayilarda da toplama, gikarma,
carpma, bolme gibi iglemler vardir. igte cebirin baglangici bu iglemlerdir. Cebir
sayilarla baglar, ama sayilarla bitmez.

Cebirin varolus nedeni geometriye yardimci olmaktir. Geometri problem-
lerini fazla diigiinmeden, otomatige baglanarak, yani bir algoritma kullanarak
¢Oozmeyi amaglar cebir. Gergekten de sayilarla yapilan iglemlerin ¢ogu zaman
pek anlamli olduklar sGylenemez. Ornegin iki say1y1 carparken ya da bir sayiy1
bir bagka sayiya bolerken kendimizi aligkanliklarimiza birakirz, yaptigimizin
bir anlami olup olmadigini, yazdiklarimizin hangi gercgekle ortiigtiiginii pek
diistinmeyiz. Tlimevarimla kanit yapildiginda da cogu zaman otomatige bagla-
nip kanit yapariz. Zaten tiimevarimla kanita baglamadan 6nce neyi kanitlamak
istedigimizi, yani dogru onermeyi 6nceden bilmemiz gerekir, ki bu da ancak
cebirin matematigin 6ziini tegkil etmedigine dair bir delil olabilir. Cebirin nes-
neleri olan polinomlar ve matrislerle caligirken de anlam pesinden kogsmayiz.
Geometri daha anlamhidir, geometri sezgilerimize seslenir ¢linkii; oysa cebir an-
lamsizdir, algoritmiktir, hesap kitap, kalem kagit isidir. Bu yiizden geometrik
kavramlar: resmetmek cebirsel kavramlar: resmetmekten daha kolaydir. Ge-
ometri kitaplarinda bol bol gekil, sema, resim vardir, ama cebir kitaplarinda
bunlardan pek eser yoktur.

Cebiri bu algoritmik 6ziinden kurtarmak tamamen imkéansiz degildir, bunu
yapmak icin cebirle geometriyi yanyana gérmek lazim. Cebirle geometri ara-
sinda bir se¢cim yaparken geometriyi yeglemek lazim. Bu kitapta elimizden
geldigince iste bunu yapmaya calisacagiz. Ama bu hemen olmayacak, biraz
zaman gerekecek.

Asina oldugumuz say1 yapilar1 diginda bircok cebirsel yap1 vardir. Ornek
verelim: (Z,+, X), (Q,+, x), (R, +, x) gibi “halka” adi verilen yapilar mate-
matikte biiyiik olciide sifat gorevini goriirler. Okurun muhtemelen daha once
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6 0. Cebire Baslarken

gordigt (Z/nZ,+, x) modiiler say1 yapilar1 da halkadirlar.

(Q, +, x) ve (R, +, x) halkalarma 6zel bir ad verilir, bunlara “cisim” denir,
¢iinkii bu halkalarda 0 disinda her elemanin carpimsal bir tersi vardir; ama
mesela (Z, +, x) halkas: cisim degildir. Eger p bir asalsa, (Z/pZ,+, X) yapist
da bir cisimdir. Cisimler 6zel halkalardir.

R?, R3 gibi birka¢ boyutlu uzaylar geometrinin temel nesneleridir. Bunlara
“vektor uzay1” denir.

72 ve 73 yapilar vektor uzay: degildirler ama matematikte énemlidirler.
Bunlara “modiil” adi verilir. Modiilleri matematigin nesneleri olarak algilaya-
biliriz.

Modiiller ve vektor uzaylar: nesnedirler, halkalar ve cisimler ise sifat.

Bazi yapilar hem modiil hem de halkadirlar. Bunlara “cebir” adi verilir.
Ornegin matrisler bir cebir olugtururlar. Yani aym anda hem nesne hem de
sifat olabilirler.

Modiiller, vektor uzaylari, halkalar, cisimler ve cebirler diginda cebirde ¢ok
onemli bir yapi daha vardir: Gruplar.

Gruplar soyut cebirin, ele avuca sigan, hesaba kitaba gelen, insani kargi-
sinda caresiz birakmayan olabilecek en yalin ve en dogal yapilardir. Bu soyle-
diklerime anlam kazandirmak icin soyle bir 6rnek vereyim: Diyelim elimizde
bir X kiimesi var. Bu kiime hakkinda ne syleyebiliriz? Ne soyleyebiliriz ki?
Sadece bir kiime hakkinda ne sdylenebilir ki? S6ylenecek fazla bir gey yok, en
azindan cebirsel anlamda. Bu kiime tizerine bir de

FiXxX —X

fonksiyonu verilmis olsun. Simdi bu kiime ve fonksiyon iizerine ne soyleyebili-
riz? Gene soylenecek fazla bir sey bulamayiz. Ama diyelim bu fonksiyon, her
x, Yy, 2 € X icin

f(@, [y, 2)) = f(f(2,2),y)
gibi bir esitligi sagliyor. Konu biraz daha ilginglesti. Bir de ayrica mesela

f(f(may)vf(yv Z)) = f(x,z)

gibi bir esitlik saglaniyorsa, soyleyecek ¢ok daha fazla seyimiz olabilir.

Yukardaki ornek yapaydi ve sanirim pek ilging degildi. Gruplar ise ¢ok
daha dogal, uygulamada yararli ve ilgin¢ yapilardir. Matematigin en temel
kavramlarindan biridir. Her yerde kargimiza ¢ikarlar.

Her ne kadar gruplarin ele avuca sigan, hesaba kitaba gelen, insani karsisin-
da caresiz birakmayan olabilecek en yalin ve en dogal yapilar oldugunu soyle-
diysek de, bundan gruplarin anlagilmasi ¢ok kolay yapilar oldugu sanilmasin.
Tam tersine, grup teori oldukga zor bir konudur. Cebirin diger 6nemli kavram-
lar1 olan halka, cisim, modiil, vektor uzayi, cebir gibi yapilardan daha soyut
ve daha zordur.
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Modiilleri ve vektor uzaylarim yer yiizlindeki toz pargaciklar: kiimesine,
halka ve cisimleri de bu toz pargaciklarini niteleyen sifat kiimelerine (6rnegin
say1 kiimelerine) benzetirsek, gruplar1 da bu tozlar: hareket ettiren riizgar filan
gibi kuvvet kiimelerine benzetmek lazim.

Kuvveti gozle gormek daha zor oldugu icin, grup teori daha soyuttur.
Ornegin bir kiirenin resmi ¢izilebilir, fotografi ¢ekilebilir ama bir grup i¢in
ayni seyi yapamayiz.

Bu toz ve kuvvet benzetmesini ciddiye alirsak, pedagojik olarak cebir ca-
lismaya modiillerden ve vektor uzaylarindan, o da olmadi sifat gérevini goren
halkalardan baglamak lazim. Cebir yazarlar1 tarafindan pek ragbet gormese
de ve teknik olarak miimkiin olmasa da bunun c¢ok yanlis bir bakis acisi
oldugunu sanmiyorum. Kisa bir grup teoriye giristen sonra halkalara ve ci-
simlere, ardindan modiillere ve vektor uzaylarina yonelecegiz. Grup teoriyi de
— olabildigince — etkiledigi nesnelerle birlikte gorecegiz.

Okuyacagimz cebir notlar1 herhangi bir cebir altyapisi gerektirmeyecek
bicimde yazilmaya caligilmistir. Ama bu demek degildir ki matematige yeni
baglayanlar icin yazilmiglardir; sanirim notlardan maksimim yarar igin belli
bir matematiksel olgunluk gerektiriyor. Ote yandan yazilam hemen anlama-
yan okur panige kapilmadan devam etsin, ¢ok biiyiik bir olasilikla daha sonra
birkac sayfa once soyleneni ¢cok daha iyi anlayacaktir ve hatta neden daha 6nce
anlamadigina sagiracaktir. En azindan boyle olacagini umuyorum.

Icimden bagar1 ve kolayliklar dilemek geciyor ama ne yazmk ki her ikisi
birden ayni anda miimkiin olmuyor.






1. Grup Kavrami

1.1 I"Jg Grup érnegi

U¢ 6rnekle grup kavramma giris yapalim. Matematiksel tanimi daha sonra

verecegiz.

Notlar ve Ornekler

1.1.

1.2

Tamsayilar kiimesi Z’yi ve Z lizerine tanimlanan toplama islemini ele alalim, yani (Z, +)
yapisin ele alalim. Her seyden 6nce toplama Z kiimesi tizerine (ikili) bir iglemdir, yani
iki tamsayinin toplami gene bir tamsayidir. Z kiimesi iizerine tanimlanmig bu toplama
isleminin gu ozellikleri vardir.

Toplama iglemi “birlesme 6zelligi” ni saglar, yani her z, y, z € Z i¢in

e+ (y+z)=(x+y +2

olur. Bunun diginda, Z’de toplama iglemi icin bir “etkisiz eleman” vardir: 0; yani her
z € X icin

z+0=0+z==2
olur. Bir {iciincii 6zellik daha vardir: Her z € Z igin 6yle bir y € Z vardir ki

z+y=y+ax=0

olur. Bu y’nin —z oldugunu bilmeyen yoktur. i§te grup denen sey, bir kiime (6rnekte Z)
ve bu kiime tizerinde yukardaki {ig 6zelligi saglayan (ikili) bir islemdir (6rnekte toplama).
Tam matematiksel tanim 6rneklerden sonra gelecek.
Bu 6rnekte, iglemi degigtirmeden Z kiimesi yerine Q ya da R kiimesini de alabilirdik,
i¢ Ozellik gene saglanirdi. Hatta ¢ift sayilar kiimesi 2Z’yi ya da daha genel olarak bir
n sayisinin katlarindan olusan nZ kiimesini de alabilirdik. Burada n, 0 dahil, herhangi
bir gercel say1 olabilir, mesela %Z kiimesi ve toplama iglemi yukardaki ti¢ ozelligi saglar.
Ama Z yerine N’yi alsaydik {igiincii 6zellik dogru olmazda.
Z yerine Z\ {3, —3} alsaydik toplama altinda bir grup elde etmezdik, ¢iinkii her ne kadar
i¢ 6zellik dogruysa da, bu kiime iizerinde toplama her zaman taniml degildir, 6rnegin
1 ile 2 bu kiimededir ama toplamlari olan 3 bu kiimede degildir. 9 ve —6’nin toplami da
bu kiimede degildir. Yani toplama Z\ {3, —3} kiimesi iizerinde bir islem degildir. Z\ {0}
kiimesi de toplama altinda kapali degildir.
Bu sefer R* olarak gosterecegimiz 0’dan farkli gercel sayilar kiimesini alacagiz: R* =
R\{0}. Ama iglemimiz ¢arpma olacak. Yani (R*, - ) yapisi ele alacagiz. Birlesme ozelligi
gene gecerli:

- (y-2)=(z-y) =z
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1.3.

1. Grup Kavrami

Etkisiz eleman gene var: 1; yani her z € R* i¢in

olur. Bu y elbette 1/z sayisidir.

Bu 6rnekte R* yerine Q* = Q\ {0}, R™° = (0, 00) ya da Q”° = R”° N Q kiimelerinden
birini de alabilirdik, ti¢ 6zellik gene saglanirdi. Ama R* yerine Z \ {0} kiimesini alsaydik
tigiincti 6zellik dogru olmazdi, mesela 2 sayisinin garpimsal tersi olan 1/2 bu kiimede
degildir. Ote yandan {1, —1} kiimesi ¢arpma islemi i¢in yukardaki ti¢ 6zelligi de saglar.
Tek elemanli {1} kiimesi de garpma altinda kapalidir ve ii¢ 6zelligi saglar. Su érnek de
ilging: Eger a € R* ve A = {a" : n € Z} ise, (A, -) yapisiun yukardaki {i¢ 6zelligi vardir.
Eger a, b € R* ve A = {a™b™ : n, m € Z} ise, (4,-) yapisinin da yukardaki ii¢ 6zelligi
vardir. Bir de su ornege bakalim:

B={r"q:n€Z qeqQ"}.

Bu son kiime de ¢arpma iglemi altinda kapalidir ve yukardaki ii¢ 6zelligi de saglar.
Yukardaki 6rnekler degigmeli grup ornekleridir, yani her x, y icin, birinci 6rnekte x +
y = y + x, ikinci ornekte x - y = y - x olur. Degismeli gruba daha ziyade abel grubu
denir. Bu 6rnekteki grup abel grubu olmayacak.

Dikkat ederseniz yukardaki iki 6rnekte bir kiime ve bu kiime tizerine bir iglem (birinci
ornekte toplama, ikinci érnekte garpma) aldik. Nitekim bir grup olmas: i¢in bir kiime
ve bu kiime tlizerine tanmimli (ikili) bir iglem olmalidir. Bu son Ornegimizde herhangi
bir X kiimesi alacagiz ve iizerine iglem tamimlayacagimiz kiime X’in eslegmeleri (ya da
bijeksiyonlar1), yani X ten X’e giden birebir ve 6rten fonksiyonlar kiimesi olacak. Grup
teoride eglesme ya da bijeksiyon yerine permiitasyon sozcigi kullanilir, biz de oyle
yapacagiz. X'’in permiitasyonlar: kiimesi Sym X olarak yazilir:

SymX = {f: X — X : f birebir ve orten}.

Islem olarak fonksiyonlarm bilegkesini alacagiz. Bileske kavramim ammsatalim. Eger
f: X —Y veg:Y — Z birer fonksiyonsa, kisaca “gof” diye okunan go f: X — Z
fonksiyonu, her z € X i¢in

(g0 f)(x) =g(f(x))
olarak tanimlanir. Birebir ve érten fonksiyonlarin bilegkesi de birebir ve 6rtendir, do-
laysiyla eger f, g € Sym X ise go f ve f o g fonksiyonlar1 da Sym X kiimesindedir.
Ilk iki 6rnekte altmni cizdigimiz tig ozelligi teker teker kontrol edelim. Birlesme o6zelligi
sadece permiitasyonlar igin degil, bilegkesi alinabilen tiim fonksiyonlar icin gegerlidir:
Eger f: X —Y,9:Y —2Z h:Z — T ise,

ho(gof)=(hog)of

olur. Bu 6nemli esitligi kanitlayalim. Her iki fonksiyonun da tanim kiimesi X, deger
kiimesi 7. Bakalim iki fonksiyon da ayni elemanda aym degeri aliyor mu? =z € X,
rastgele bir eleman olsun. Bilegkenin tanimini kullanarak hesaplayalim:

(ho(ge f))(x) =h((go f)(z)) = h(g(f(z)))

ve

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(z)))



1.1. Ug Grup Ornegi 11

olur. Boylece birinci ozelligin (birlesme 6zelliginin) saglandigini gostermis olduk. Ikinci
ozellik, etkisiz elemanin varligini sdyliiyor. Sym X'te etkisiz eleman var mi? Ozdeslik
fonksiyonu ya da birim fonksiyon Idx : X — X, sadece eglegsmelerin degil, tiim uygun
fonksiyonlar igin bilegke igleminin etkisiz elemanidir ve elbette Sym X’in bir elemanidir.
Unutanlar i¢in animsatalim, Idx fonksiyonu, her z € X i¢in

Idx(z) ==
olarak tanimlanmigtir. Elbette her f : X — Y fonksiyonu i¢in
foldx = f ve Idy of = f
olur. Bu 6zellik de saglandi. Sonuncu 6zellige gelelim. f € Sym X olsun. Acaba
fog=gof=1Idx
esitligini saglayan bir g € Sym X var m1? Var, ¢linkii f birebir ve 6rten oldugundan, f’nin

bir “ters fonksiyonu” vardir. Bunu da unutanlar i¢in animsatalim: Eger f : X — Y bir
eslemeyse, o zaman f~!:Y — X fonksiyonu, her y € Y icin

Ty =z fla)=y

onermesi dogru olacak bigimde tanimlanmigtir, yani f fonksiyonu a’y1 b’ye gétiiriiyorsa,
f~! fonksiyonu f’nin yaptigimi bozarak b’yi tekrar a’ya geri getirir. f ! fonksiyonu da
bir eglemedir ve

fof '=Idy ve flof=1Idx

olur. Demek ki eger f € Sym X ise f~ ! fonksiyonu da Sym X tedir ve
foft=fltof=1Idx

olur. Onemsedigimiz fi¢iincii dzellik de saglanda.
Eger | X| > 2 ise bilegke iglemi Sym X {izerine degismeli degildir. Ornegin X = {1,2,3}
olsun ve f, g € Sym X permiitasyonlar: soyle tanimlansinlar:

f) =2 f2)=1, f(3)=3

g(1)=1, g(2) =3, g(3) =2
O zaman
(o)1) =g(f(1)) =9g(2)=1

(fog)(1) = f(g(1)) = f(1) =2

olur. go f ve fog permiitasyonlar: 1’de farkli deger aldiklarindan birbirine esit degildirler.
Sonug olarak Sym X kiimesi bilegke iglemiyle birlikte bir grup olur. Cok ¢ok 6nemli bir
gruptur. Hakkinda ¢ok daha fazla konusacagiz.

Eger X = {1, 2, ..., n} ise Sym X yerine Symn yazilir. Bolim 3’te sadece bunlar: konu
edecegiz.

Ornekleri daha sonra ¢ogaltmak iizere, grubun tammina gelelim.
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1.2 Grup Tanimi

Kiime ve i§lem. Bir grubun olugmas: icin her seyden once bir kiime ge-
rekir. Kiimeye G diyelim, grubun G’si. Bir grup sadece bir kiime degildir —
yoksa grup yerine kiime derdik. Bir grup bir G kiimesinden ve G x G kartez-
yen carpimindan G’ye giden bir fonksiyondan olusur. Bu fonksiyona “fonksi-
yon”dan ziyade iglem, bazen de ikili iglem denir. Ayrica eger (z,y) € G x G
ise, fonksiyonun bu ikiliyi gonderdigi G'nin elemanin *(z, y) olarak degil, zxy
olarak yazalim. Yukaridaki orneklerde x y islemi sirasiyla ¢ +y, x -y ve zoy
idi. Islemde unutulmamas1 gereken nokta, iglemin sonucunun gene G kiime-
sinde olma zorunlulugudur. Ornegin (z,y) — 2 — y kural N iizerine bir iglem
tanimlamaz, ¢iinkii  ve y birer dogal sayiysa x — y her zaman bir dogal say1
degildir; 6te yandan aym kural bize Z kiimesi lizerine bir iglem tamimlar. Bir
bagka ornek: (z,y) — z/y kural R {izerine bir iglem tamimlamaz, ¢iinkii y = 0
ise z/y anlamsizdir; 6te yandan aym kural bize R \ {0} kiimesi tizerine bir
islem tanimlar.

o x
o<

L]
*,

Xy

Bir grubun olusmas: i¢in bir kiime ve bu kiime iizerine tamimlanmig bir
islem gerekir dedik, ama bir grubun olusmasi i¢in bunlar yeterli degildir, ayrica
kiimenin ve iglemin agagida G1, G2, G3 olarak listeleyecegimiz ii¢ ozelligi
saglamas1 gerekir.

G1. Birlesme 6zelli§i. Bir grubun olugmasi icin saglanmasi gereken birinci
ozellik, birlesme 6zelligidir. Yani her x, y, z € G i¢in

Tk (yxz)=(rxy)*z

olmali. Bu ¢ok 6nemli bir 6zelliktir. Bir iglemde bu ya da en azindan buna
benzer bir 6zellik yoksa durum umutsuz demektir, iglemi erigmesi uzak bir
kenara kaldirabilirsiniz! En azindan

xx(zxx)=(rxx)*x

esitligi dogru olmal ki, hangi sirayla garpacagimiza (yani islem yapacagimiza)
dair kuskuya diismeden z’i kendisiyle ii¢ defa carpabilelim ve z2 diye bir ele-
mandan sozedebilelim.

Birlesme 0zelligi sayesinde elli tane elemani, belirlenmis siray1 bozmamak
kaydiyla istedigimiz gibi ¢arpabiliriz; 6rnegin,

(xxy)*xz)xt, (xx(yxz))*t, (xxy)*x(z%t), zx ((y*2)*t), z* (y*(2xt))
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carpimlarinin hepsi esittir; dolayisiyla bu ¢arpimlar
TxYyxzxt

olarak parantezsiz yazabiliriz. Uc¢ ve dort eleman icin dogru olan bu 6zel-
lik her sayida elemanin ¢arpimi i¢in de dogrudur. (Bunun kanmtlanmas: gere-
kir, ama Bourbaki diginda herhangi bir kitapta bu bariz ve sikici énermenin
kamtlandigim gérmedim; giizelim geleneklere uyarak biz de kanitlamayacagiz.)

Ama elemanlarin ¢arpim sirasini her zaman degigtiremeyebiliriz, ¢linkii x*y
her zaman y x x olmak zorunda degildir. Bu 6zelligin saglandigi gruplara
degismeli grup ya da abel grubu denir. Abel gruplari, en basit gruplar ol-
duklarindan, bunlarin grup teorisinde 6zel bir yeri vardir.

Sonlu sayida elemanin ¢arpiminin tamimlandigini da goézlemleyelim. Son-
suz sayida elemani garpmak (ya da toplamak) icin yakinsaklik gibi analize
Ozgl kavramlar gerekir.

G2. Etkisiz Elemanin Varligi. Bir grubun olugmasi i¢in * igleminin bir-
legme 0zelligi diginda bir de ayrica etkisiz elemanz olmalidir, yani G’nin 6yle
bir e elemani olmalidir ki, her z € GG i¢gin

EXT =T *k€e=2T

esitligi saglansin. (Dikkat: “her z igin Gyle bir e vardir ki...” demedik, “Oyle bir
e var ki her z i¢in...” dedik.) Bu 6zelligi saglayan bir elemana etkisiz eleman
denir. Aslinda her z € G igin e x x = x egitligini saglayan elemana soldan
etkisiz eleman, her x € G icin x x e = x esitligini saglayan elemana sagdan
etkisiz eleman denir. Ama soldan ve sagdan etkisiz elemanlar - eger varlarsa
- egittirler:

Onsav 1.1. x, G fdzerine ikili bir islemse ve bu islemin sagdan ve soldan
etkisiz elemanlar, varsa, bu elemanlar esittirler.

Kanit: e soldan, f de sagdan etkisiz eleman olsun. Her z € G icin exx = x
oldugundan (bunu z = f 6zeline uygulayarak)

exf=1[

esitligini elde ederiz. Her = € G i¢in x % f = x oldugundan (bunu x = e 6zeline
uygulayarak)
exf=e

esitligini elde ederiz. Demek ki
f=exf=e.
istedigimiz kanitlanmistir. O

Demek ki bir grupta tek bir etkisiz eleman vardir.
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G3. Elemanlarin Tersi. Bir grupta, grubun her x eleman igin
TxYy=y*xr=e

esitligini saglayan bir y elemani olmahidir. Buradaki e, G2’de varlig1 sGylenen
grubun yegane etkisiz elemanidir. Verilmis bir x icin bu o6zelligi saglayan bir
y vardir ama her  icin bagka bir y olabilir (ve nitekim &yle de olur.) Once
verilmis bir x icin bu 0zelligi saglayan y’nin biricik oldugunu kanitlayalim.

Onsav 1.2. Birlesme ézelligini saglayan ve etkisiz elemant e olan bir (G, *)
yaprsinda (e’nin biricik oldugunu bir onceki énsavdan biliyoruz) eger z x x =
Txy =e ise z =1y olur.

Kanit: Kanitimiz tek bir satirdan olugacak:
y=exy=(zxx)*y=zx(xxy)=z%e=2z.

Kanitimiz bitmigtir. O

Madem ki bir grupta, verilmis bir z icin, zxy = y*x = e esgitligini saglayan
bir ve bir tane y var, bu y elemanina 6zel bir ad verelim: y’ye z’in (x iglemine
gore) tersi adi verilir ve bu eleman

Iil

olarak yazilir. Yukardaki onsava gore bir grupta her x elemani i¢in
y:xflﬁx*y:e@y*x:e

olur. Bunun sonucu olarak, eger y, x’in tersiyse, ’in de y’'nin tersi oldugu
anlagilir; nitekim yukardaki egdeger kosullardan son ikisi  ve y’ye gore birbi-
rinin simetrigidir. Yani x’in tersinin tersi x’tir:
(z7H ™t =1

exe = e oldugundan, e”' = e olur. Ama e kendi kendisinin tersi olan
yegane eleman olmayabilir; érnegin R* grubunda —1 eleman1 da kendisinin
tersidir, ya da Sym X grubunda X’in iki elemanini degigtiren ama diger hicbir
elemani degigtirmeyen esleme kendi kendisinin tersidir.

Kolayca gosterilebilecegi iizere bir grupta z x y elemanmin tersi y = % 27!
elemanidir ve (z xy = y * x olmadikca) = xy~! degildir.

Bir grupta sadelestirme yapilabilir, yani zxa = z%b ise y = z olur. Nitekim,
esitligin her iki tarafim da ! ile carparsak a = b esitligini buluruz. Bu kanit1
daha formel olarak yazalim:

“lx(zra) =z o (zxb) = (7 xz) kb = exb =1b.
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Ve elbette a x x = bx x ise a = b olur, kanit aynidir. Ama dikkat xt xa = bxx
ise a ve b egit olmak zorunda degildirler.

Bir grupta a x x * b = ¢ denkleminin bir ve bir tane ¢oziimii vardir: x =
atxcxb~t Ama x % a*x = b esitliginin ¢oziimii olmayabilir.

Grubun tanimini bigimsel olarak yazalim.

Tanim. Bir grup, bir G kiumesi ve bu G kiimesi tizerine asagidaki G1, G2, G3
ozelliklerini saglayan bir x : G x G — G ikili isleminden olusur.

Gl. Herz,y, z€ G igcinx* (y*z) = (x xy) * 2.

G2. Oyle bir e € G vardir ki, her x € G i¢in xxe = exx = x olur. (Bu ozelligi
olan e elemani zorunlu olarak biriciktir.)

G3. e, bir onceki ézelligi saglayan yegane eleman olsun. Her x € G i¢in dyle
biry € G vardir ki x xy = y*x = e egitlikleri saglanir. (Verilmis her x € G
icin, bu ozelligi saglayan y elemany zorunlu olarak biriciktir ve x~% olarak
yazlur.)

Demek ki bir grup, yukarndaki G1, G2, G3 o6zelliklerini saglayan bir G
kiimesinden ve bu kiime iizerine tanimlanmig bir % igleminden olugur; yani bir
grup bir (G, %) ikilisidir. Ama ¢ogu zaman iglemin ne oldugu ya ¢ok barizdir ya
da igelem 6nemli degildir ve bu durumda (G, *) grubundan degil G' grubundan
sozedilir. Ornegin R, Q ya da Z grubundan sozedildiginde iglemin toplama
oldugu séylenmeden varsayilir. R*, Q*, R>?, Q>0 gruplar aksi sdylenmedikce
carpma altinda bir gruptur. Sym X ise sasmaz bir bicimde bileske altinda bir
gruptur.

x %y elemanima “z ve y’'nin ¢arpima” denir (ama iglem toplama bile ola-
bilir!)

Notlar ve Ornekler

1.4. Ik 3 6rnegimiz say1 ve fonksiyon kiimelerinden oluguyordu. Bu érnekte bir X kiime-
sinin altkiimelerini eleman olarak kabul eden (X) kiimesine bakacagiz. Bu kiimeyi
bir gruba doéniistiirecegiz. Once iglemi tanimlayalim, bir gruba ulasmanin bagka yolu
yok. i§lemimiz simetrik fark iglemi olarak adlandirilan A iglemi olacak. Bu isglemi
tanimlayalim: A, B € p(X) i¢in, AAB goyle tammlanmigtir:

AAB =(AUB)\ (AN B).
Simetrik farki goyle de tanimlayabilirdik:
AAB = (A\ B)U(B\ A).

Iki tanimin esdeger oldugunun kamtini okura birakiyorum. Su ézellikler dogrudur:

G1. Her A, B, C € p(X) i¢cin AA(BAC) = (AAB)AC. Bu, hemen bakinca dogrulugu
anlagilacak egitliklerden degil, biraz ugragmak gerekiyor. Ama bundan sonraki esitlikler
bariz.

G2. Her A € p(X) igin AAD = 0AA = A olur. Demek ki @, simetrik fark igleminin
etkisiz elemana.

G3. Her A € p(X) igin AAA = () olur. Demek ki her elemanin tersi var ve bu ters
elemanin kendisi. Bir bagka deyisle her A icin A~ = A.
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1.5.

1.6.

1.7.

1. Grup Kavrami

Demek ki (p(X), A) bir gruptur. Ayrica bir abel grubudur, yani her A, B € p(X) igin
AAB = BAA olur.

X tercihan sonsuz bir kiime olsun ve X’in sonlu altkiimelerinden olugan o< (X) kiime-
sine bakalim. Eger A ve B bu kiimedelerse, AAB de elbette bu kiimededir. Demek ki
A, ©<“(X) kiimesi iizerine bir iglemdir. G1 elbette saglaniyor. Bogkiime sonlu bir kiime
oldugundan p<*(X) kiimesinin bir elemanidir, dolayisiyla G2 de saglaniyor. Yukardaki
ornekte de gordiigiimiiz iizere bir A € p<“(X) elemaninin A iglemi igin tersi gene
kendisi oldugundan, G3 &zelligi de saglaniyor. Demek ki (p<“(X),A) bir gruptur. Bu
tiir durumlarda p<*(X) grubunun (bir énceki 6rnekte tanimlanan) p(X) grubunun bir
altgrubu oldugu sdylenir. Ama altgruplar ¢ok 6nemli bir kavram oldugu i¢in bu kavrami
apayr1 ve upuzun bir yazida ele alacagiz.

G={2>+9?: 2z, y<€Q}\{0} olsun.
(@® +9°)(2° +1°) = (w2 +yt)” + (at — y2)°

esitliginden G’nin ¢arpma altinda kapali oldugu belli.

1 . 2 Y 2
22+ 2 = <x2+y2> + <x2+y2)

esitliginden, eger ¢ € G ise 1/q € G oldugu belli. Tabii ki 1 € G. Dolaysiyla G garpma
iglemi altinda bir gruptur.

Vwerdigimiz bu ii¢ 6rnegin oldukca egzotik oldugunu sdyleyebiliriz. Gruplarin en ol-
madik yerlerde kargimiza gikabileceklerini géstermek igin verilmiglerdir. Asagida ve (ge-
nel olarak) bu kitapta ¢ok daha klasik grup ornekleri verecegiz.

(Kartezyen Carpim 1.) G ve H iki grup olsun. G ve H farkli kiimeler ve iglemleri de
farkl olabilir ama biz gene de G'nin ve H’nin iglemlerini ayni simgeyle, * ile gosterelim.
G x H kartezyen carpimi kiimesi,

(g1, h1) * (g2, h2) = (g1 * g2, h1 * h2)
formiiliiyle tanmimlanan iglemle “dogal olarak” bir grup olur. G1’in basit kaniti:

((g1,h1) * (g2, h2)) * (g3, h3) = (g1 x g2, h1 * h2) % (g3, h3)
(g1 * g2) * g3, (h1 * h2) * h3)

(
(

= Egl x (g2 * g3), h1 % (h2 * h3))
(

g1, h1) * (g2 * g3, ha x h3)
g1, h1) * ((g2, h2) x (g3, ha)).

Diger iki 6zelligin de kaniti kolay: Eger eq ve em sirasiyla G ve H gruplarinin etkisiz
elemaniysa,

(eq,en)
eleman1 G x H grubunun etkisiz elemamdir. Ayrica, eger (g,h) € G x H ise, kolayca
kontrol edilebilecegi tizere

(97 h)71 = (gilv hil)

olur.
G x H grubuna G ve H gruplarinin kartezyen carpima adi verilir. Eger G ve H abel
gruplariysa, G x H grubu da bir abel grubudur.
Iki grubun kartezyen carpim gibi, sonlu sayida grubun da kartezyen carpim alabilir.
Sonraki 6rneklerde sonsuz sayida grubun kartezyen g¢arpimini almay: gorecegiz.
Bu kitapta sik sik karsilagacagiz,

mi(g,h) = g ve m2(g,h) = h
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1.8.

1.9.

formiilleriyle tanimlanmig
m:GxH—Gvems :GXxH —H

fonksiyonlarina dogal izdiigiim fonksiyonlar: ad: verilir. Kolayca kontrol edilebilecegi
uzere,
mi((g,h) (g1, h1)) = mi(g, h)mi(g1, ha)
olur.
(Kartezyen Carpim 2.) I herhangi bir kiime ve G bir grup olsun. Fonk(I, G), I’dan
G’ye giden foksiyonlar kiimesi olsun. G’yi grup yapan iglemi * olarak yazalim. G’nin
etkisiz elemani da e olsun. Simdi Fonk(I, G) tizerinde bir iglem tanimlayalim. Bu iglem
de genellikle x olarak yazilir. Eger f, g € Fonk(I,G) ise f*xg: I — G fonksiyonu goyle
tanimlanir: Her ¢ € [ igin,
(fx9)(i) = f(@) * g().
f * g fonksiyonuna f ve g fonksiyonlarinin noktasal ¢arpim: adi verilir. Fonk(I, Q)
bu iglem altinda bir grup olur. G1 6zelliginin kanitini okura birakiyoruz; nitekim G bu
ozelligi sagladigindan Fonk(I, G) de saglar. I'nin her noktasinda e degerini alan sabit e
fonksiyonu Fonk (I, G) grubunun etkisiz elemandir. Ve son olarak eger f € Fonk([, Q)
ise, her ¢ € I igin
£ = £

kuraliyla tanimlanan fonksiyon f’nin tersidir; nitekim, her i € I igin,

(f*f DO =FO* @) = F@)*f0) " =e
olur, yani f + f~! fonksiyonu sabit e degerini alan fonksiyondur; benzer sekilde f~1 % f
fonksiyonunun sabit e fonksiyonu oldugu gosterilebilir.
Bu grup genelde Fonk(I, G) olarak degil de [[; G ya da Gt ya da G olarak yazilir ve
G grubunun kendisiyle I defa kartezyen c¢arpima olarak adlandirilir. Ve bir fonksiyon
aldig1 degerler tarafindan belirlendiginden, f € Fonk(I,G) = G fonksiyonu

=)
olarak yazabilir ve bu yazilim tercih edilir. Hatta ¢ogu zaman f(4) yerine f; yazilir:
f= (i)

Bu yazilimla fonksiyonlarin carpima,

(fi)i* (gi)i = (fi* gi)i
seklini alir.
Eger I sonluysa, diyelim 3 elemani varsa, Gx G x G yazilimi tercih edilebilir ve elemanlar:
(g1, g2, g3) olarak yazlabilir. Eger I'nin n tane elemani varsa G™ yada G X G X -+ X G
yazilir. n = 2 oldugunda bir 6nceki érnegin G = H durumuna ¢ok benzer bir 6rnek elde
ettigimize dikkat edin!.
G’ grubunun abel olmas i¢in G’nin abel olmas: yeter ve gerek kosuldur. Ayrica, bir X
kiimesinin kardinalitesini | X| olarak gosterirsek, |G1| = |G| esitligi gecerlidir.
(Kartezyen Carpim 3.) I bir kiime ve (G;)ier bir grup ailesi olsun. Her G; grubunun
islemini ayn1 simgeyle, x ile gosterelim.

HGZ-—{f:[—)UGi:heriEIiginf(i)EGz}
T

il

Hleride bu benzerligi izomorfi olarak adlandiracagiz ve gruplarin izomorfik olduklarini

soyleyecegiz.
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1.10.

1. Grup Kavrami

olsun. f € T]; Gi i¢in f(i) yerine f; yazalm ve f elemanm (ya da fonksiyonunu) (f;)
olarak gosterelim. Simdi J]; G kiimesinde

(fi)ix (gi)i = (fixgi)i

tanmmini yapalim. Bu iglemle []; G; kiimesi bir grup olur. Bunun kamt1 kolaydir ve
okura birakilmigtir. [, G; grubuna (G:); grup ailesinin kartezyen ¢arpima adi verilir.
Kartezyen carpimin abel olmasi igin yeter ve gerek kogul her G; grubunun abel olmasidir.
Eger her G; grubu G grubuna esitse, bir 6nceki 6rnegi buluruz.

Eger I sonluysa, mesela I = {1,2,...,n} ise [ [; G; yerine su yazilimlar da kullanilr:

Gix...xGn=]]G:

Bu kitapta sik sik kargilagacagiz,
mi((9:)i) = gi

formiiliiyle tanimlanmaisg

WZHGZ—>GL
I

fonksiyonlarina dogal izdiigim fonksiyonlar: adi verilir. Bu fonksiyonlar elbette or-
tendir ve kolayca kontrol edilebilecegi iizere,

mi((g:)i(hi)i) = mi((gi)a)mi((ha)i)
olur.
(Direkt Toplam, Yan Carpim ya da Kisitlanmig Carpim.) Yukarida, bir (G;)ier
grup ailesi igin []; G; kiimesini bir fonksiyon kiimesi olarak tanimladik: (G;)ser kiimesi-

nin bir g elemani I’dan | J,; G: kiimesine giden ve her i € I igin g; = g(i) € G 6zelligini
saglayan bir fonksiyondu.

Suppg ={i € I: herielign g; #e;}

olsun. (Kiime parantezi i¢indeki e;, G; grubunun etkisiz elemanidir.) Supp g kiimesine
g’nin kaidesi adi verilir. Simdi su kiimeye bakalim:

@Gi = {f € HGi : Supp f sonlu}.
T

iel

Bu kiimenin ¢arpma altinda kapali oldugunu, []; G; grubunun etkisiz elemanim iger-
digini ve igerdigi her elemanin tersini de igerdigini kanitlamak zor degil. Dolayisiyla
P, Gi kitmesi []; G; grubunda tammlanan iglemle birlikte bir grup olur. Bu gruba
kisitlanmas carpim, yan carpim ya da direkt toplam adi verilir. Biz, birinci ya da
sonuncu terimi tercih edecegiz. Direkt toplam bazen ][, ; G; olarak yazilir.

Eger I sonluysa, @,; Gi ile [[,.; G:i arasinda bir fark yoktur. Eger I = {1,2,...,n}
ise @; G yerine

iel

Gi®...dG,

yazilimi da kullanilir.

. Eger bir 6nceki 6rnekte her i € [ igin G; = G alirsak, o zaman direkt toplam &;G ya

da][;GyadaG () olarak gosterilir. Biz daha sade oldugundan sonuncu yazilimi tercih
edecegiz.
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1.12.

1.14.

Her grup matematiksel bir yapi 6rnegidir. Bu kitaplarda ileride ¢ok daha bagka matema-
tiksel yap1 ornekleri gorecegiz. M herhangi bir matematiksel yap1 olsun. M bir ¢izge, bir
topolojik uzay, bir metrik uzay, bir grup, bir halka, bir cisim, bir modiil, bir vektor uzayi,
bir cebir ya da yazarin ya da okurun adim1 duymadigi, varhigini bilmedigi matematiksel
bir yapi olabilir. Her matematiksel yapinin otomorfileri bir bigimde tanimlanir. Otomor-
fisi tanimlanmamig matematiksel yap1 nerdeyse diiglintilemez. Otomorfiler, M’den M’ye
giden ve baz1 6zellikleri olan fonksiyonlardir. Otomorfi kavrami yapiya gore degigir ama
otomorfi kavrami istisnasiz her zaman, otomorfiler kiimesi Aut M bilegke altinda grup
olacak bigimde tanimlanir. Dolayisiyla otomorfiler her zaman eslesmedirler ve

a. Iki otomorfinin bilegkesi otomorfi,

b. Ozdeslik fonksiyonu Idss otomorfi,

c. Bir otomorfinin tersi de otomorfi
olacak bigimde tanimlanirlar.

. Analizden biraz grup érnegi verelim. R’den R’ye giden fonksiyonlar (toplama altinda)

bir grup olugtururlar. R’den R’ye giden siirekli fonksiyonlar (gene toplama altinda) bir
grup olustururlar. R’den R’ye giden tiirevlenebilir ya da integrallenebilir fonksiyonlar
bir grup olustururlar. Asagidaki fonksiyon kiimeleri de toplama iglemi altinda bir grup
olustururlar:

{f:R— R:limys5 f(z) =0}, {f:R—R:lim, 5 f(z) =0},

{f ' R—R:limyseo f(x) =0}, {f:R—R: f'(5) =0},

{f:R—R: [ fx)dz=0}, {f:R-—R: [ f(z)dzecZ}.
Biraz da geometriden grup drnegi verelim. Bir (a,b) € R? elemani igin

(,y) = (x+a,y+0b)
kuraliyla tanimlanmig R?’nin déniisiimlerine bakalim. (Bunlara ételeme adi verilir.) Bu
doniigiimii 7(,,) olarak gosterelim.
T = {7(ap) : (a,b) € R?}

olsun. T', bilegke iglemi altinda bir gruptur. Nitekim,

(1) T(a,b) © T(e,d) = T(ate,btd)
olur, 7(o,0) etkisiz elemandir ve
-1

T(a,b) = T(—a,—b)
olur. (1)’den dolay1 bu grupla R? grubu arasinda pek bir fark yoktur.
Bir r € R* eleman icin R*’nin

(a,b) = (ra,rb)
kuraliyla tanimlanmaig p, doniiglimlerine bakalim. Bu tiir doniisiimlerin kiimesi M olsun.

(Bu tir doniigiimlere homoteti denir.) M, fonksiyonlarin bileskesi altinda bir gruptur.
Nitekim,

(2) [ir © fs = flrs

olur, p1 etkisiz elemandir ve

et = g
olur. (2)’den dolay1 bu grupla R* grubu arasinda pek bir fark yoktur.
Bir « agist igin, R? diizlemini O(0,0) noktasi etrafinda o derece déndiirelim. Bu dén-
diirtiyi po olarak gosterelim. Bu tiir déniiglimlerin kiimesi R olsun. R, fonksiyonlarin
bilegkesi altinda bir gruptur. Nitekim,

(3) Pa © Pg = Patp
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olur, po etkisiz elemandir ve
,0;1 = pP-a = P2r—a

olur. Bu arada p2, = po = Id esitligini farkedelim.

. Daha sonra matematiksel olarak tanimlayacagimiz ama okurun lise yillarindan bilmesi

gereken “modiilo n” sayilar kiimesi toplama altinda bir grup olusturur.

Bundan béyle, (Z,+) ve (Sym X, o) oérneklerinde oldugu gibi somut bir

gruptan sozedilmiyorsa, szkonusu olan rastgele bir grupsa, dolayisiyla x iglemi
belirtilmemigse, x yerine - ve x xy yerine z -y, hatta hic noktasiz xy yazacagz.
Ayrica e yerine 1 yazacagiz. Tabii bu 1, 1 dogal sayisi olmayabilir. Bu yazida
kanitladigimiz

y:xfl(:):c*y:e@y*x:e

esdegerlikleri bir defa daha bu dilde yazalim, 6nemliler ¢iinki:

y:x_1<:>1:y:1<:>yx:1.

Bundan bdyle biitiin kitap boyunca, aksi soylenmedikge G bir grup olacak.

Aligtirmalar

1.16.

1.17.

1.20.

1.21.

1.22.

Q[V2] = {a+bV2 : a, b € Q} olsun. Q[v/2] kiimesinin toplama iglemi altinda, Q[v/2]\{0}
kiimesinin ¢arpma iglemi altinda birer grup oldugunu gosterin. (ikincisi birincisi kadar
kolay olmayabilir.)

G bir grup, X bir kiime olsun. f : G — X herhangi bir esleme olsun. z, y € X i¢in
zxy = f(f Hz)f*(y)) tammini yapalim. (X, «) ikilisinin bir grup oldugunu kanitlayn.
Her a, b € G igin f(ab) = f(a) x f(b) esitligi kanitlayin.

. G ve H iki grup olsun. f : G — H fonksiyonu her z, y € G i¢in f(zy) = f(x)f(y)

egitligini saglasin. f(eg) = en esitligini ve her ¢ € G icin f(z™') = f(x)™" esitligini
kamtlaym. (Buradaki eg ve e, sirasiyla G ve H gruplarinin etkisiz elemanlardir.)

. G ve H iki grup olsun. f : G — H fonksiyonu her z, y € G i¢in f(zy) = f(x)f(y)

esitligini saglasin. Ayrica f birebir ve 6rten olsun. f~' : H — G fonksiyonunun her
u, v € H icin f~1(uwv) = f1(uw)f*(v) esitligini sagladigini kanitlaymn.

G sonlu bir abel grubu olsun. G’nin derecesi 2 olmayan elemanlarinin ¢arpimimin 1
oldugunu gosterin. G’nin elemanlariin karelerinin ¢arpiminin 1 oldugunu gdsterin.

c € G olsun. Eger x € G igin xc = cx egitligi dogruysa x’in c’yi merkezledigi ya da c
ile 2’in birbiriyle degistigi soylenir.

Ca(c) ={z € G:zc=cz}

olsun. Sunlar1 kanitlayin:

a. G'nin etkisiz eleman1 Cg(c) dedir.

b. Eger z, y € Cg(c) ise xy € Cg(c) olur.

c. BEger z € Ca(c) ise 271 € Cg(c) olur.

Cc(c) kiimesine ¢’'nin (G’de) merkezleyicisi adi verilir.

C C G olsun. Eger x € G elemam her ¢ € C' icin xc = cz esitligini sagliyorsa z’in C’yi
merkezledigi ya da x ile C’nin elemanlarimin birbiriyle degistigi sdylenir.

Ca(C)={z € G: her ce C igin zc = cx}
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olsun.
Ca(C) = [ Cale)
ceC
esitligine dikkat edelim. Sunlar1 kanitlayin:
a. G'nin etkisiz eleman1 Cg(C)’dedir.
b. Eger z, y € Cg(C) ise zy € Ca(C) olur.
c. BEger x € Ca(c) ise 27! € Cg(c) olur.
d. C C Ca(Cc(0)).
e. C C Dise Cq(D) C Ca(C).
f. Ca(Ca(Ca(C))) = Ca(C).
Cc(C) kiimesine C’nin (G’de) merkezleyicisi ad1 verilir.
1.23. Her a, b € G igin
[a,b] = a" b "ab ve a” = b~ "ab

tanimlarini yapalim. Her a, b, ¢ € G igin,

(ab)¢ = ab®,
[a, b]° = [a°, b7,
(ab)c — abc

[av b]71 = [bv a]7_1
[a,b71] = b, a]ll17
[a_lvb] = [b7 a]a

[

[

esitliklerini kanitlayin. [a, b] tiiriinden yazilan elemanlara komditatér adi verilir. [a, b] =
1 ve ab = ba esdeger esitliklerdir. Eger a® = ¢ ise a ve b elemanlariin eslenik olduklar:
soylenir. Philip Hall egitligi olarak adlandirilmasi gereken

Haz b_l}v C]b[[b7 C_l]v a]c[[cz a_1]7 b}a =1

esitligini kanitlayin. Her n dogal sayisi igin,

(ab)" = a"b"b,a" 1" [b,a" " b a)”
esitligini kanitlayin.
1.24. Her z, y € G ve her n dogal sayis1 igin
n n—1
[1‘7 Yy } = [3:7 y]["xvy}y e [1‘, y]y

oldugunu kanitlaym. Ipucu: (1) ve tiimevarim. Ayrica (n = 0 igin) “hi¢ tane” komiita-
toriin ¢arpimi tanim geregi 1'dir.

1.25. Her z, y € G ve her n dogal sayis1 i¢in [z™,y"] elemaninin [z, y]ziyj tiriinden eleman-
larin ¢arpimi oldugunu kanitlayin.

1.26. a € G icin a€ = {af : g € G} olsun. a€ kiimesine a’'nin egleniklik sinafi ad1 verilir.
Her a, b € G igin ya o = b€ ya da a® N b = 0 oldugunu kanitlayn. Bir bagka deyisle

a=b< birg € G igina="0’

olarak tanimlananan = iligkisinin bir denklik iligkisi oldugunu kanitlayin.



22

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

1. Grup Kavrami

a € G igin A\, : G — G fonksiyonu her z € G igin A\q(z) = ax formiiliiyle tanimlanmig
olsun. A, fonksiyonunun birebir ve érten oldugunu, yani A, € Sym G oldugunu kanit-
laym. Ag 0 Ay = Aap, A1 = Idg (buradaki 1, grubun etkisiz elemanidir) ve Aot =1
esitliklerini kanitlaymn. a — A, kuraliyla tanimlanmig A : G — Sym G fonksiyonunun
birebir oldugunu kanitlayin.

a € Gigin p, : G — G fonksiyonu her z € G igin p,(x) = za~* formiililyle tanimlanmig
olsun. p,’'nin birebir ve 6rten oldugunu, yani p, € Sym G oldugunu kanitlaymn. p, o
b = pab, p1 = Idg (buradaki 1, grubun etkisiz elemamdir) ve p;' = p,-1 esitliklerini
kanitlayin. a — p, kuraliyla tanimlanmig p : G — Sym G fonksiyonunun birebir oldu-
gunu kanitlayn.

G bir grup ve A : G — SymG ve p : G — Sym G yukardaki aligtirmalarda verilen
fonksiyonlar olsun. Her a, b € G igin pg 0 Ay = Ay © po oldugunu kamtlaymn. p(G), p
fonksiyonunun Sym G’deki imgesi olsun, yani

p(G) ={pg : g € G}

olsun.

p(G)={f€SymG: hera € Gigin fod, =X, 0 f}
esgitligini kanitlayin. Ayni geyi p ve A'nin yerlerini degistirerek yapin.
G bir grup olsun. a € G igin ¢, : G — G fonksiyonu her = € G igin ¢q(2) = ara™"
formiiliiyle tanimlanmig olsun.
a. ¢o € Sym G oldugunu gosterin.
b. Her z, y € G igin ¢o(zy) = ¢a() 0 ¢a(y) esitligini kanitlayin.
C. a0 Pp = Pap, p1 = Idg ve ¢! = ¢,—1 esitliklerini kanitlaym.
X C G ve a € G olsun. Yukardaki alistirmalardan yararlanarak aX, Xa ve a ' Xa
kiimelerinin eleman sayilarimin (X sonsuzsa kardinalitelerinin) esit oldugunu kanitlaymn.
§ # A C G olsun. Eger AA™" C A ise, A’'nin G grubunun iglemi altinda kapali oldugunu
ve A'nin bu iglemle birlikte bir grup oldugunu kamtlaym. (AA™" kiimesi, a, b € A igin
ab™! olarak yazilan elemanlardan olugan kiimedir.)
A C G olsun. Eger her z € G icin 2 ' Az C A ise her = € G i¢in 7' Az = A esitligini
kanitlayin.
Eger her € G icin z° = 1 ise her z, y € G icin zy = yz esitligini kamtlaym. (Ote
yandan her = € G i¢in x> = 1 esitligini saglayan ama degismeli olmayan gruplar vardir.
En kiigigiiniin 27 elemamn vardir.)



2. Z Grubu ve Tamsayilar

Tamsayilar kiimesi Z, toplama iglemiyle birlikte, bir 6nceki boliimde gordi-
glimiiz lizere bir gruptur. Gruplar arasinda herhalde okurun en asina oldugu
gruptur. Oldukga basit bir gruptur ama yapacagimiz her seyin temelidir. Bu
yvazida Z grubunu inceleyecegiz. Ama sadece toplamayla degil, ¢carpmayla da
ilgilenecegiz. Tam sayilarda toplamayla carpma arasinda oldukca yakin bir
iligki oldugundan, bu pek zor olmayacak.

2.1 Z’nin Altgruplari

Bir n tamsayisi icin

nZ = {nk : k € Z}

olarak tamimlanan nZ kiimesi de toplama altinda bir gruptur. Nitekim grup
olmanin tiim 6zelliklerini saglar. Bu ylizden nZ grubuna Z’nin altgrubu adi
verilir. Daha genel tanim g0yle: Eger Z’'nin bir A altkiimesi toplama iglemiyle
birlikte bir grup oluyorsa, o zaman A’ya Z’nin altgrubu adi verilir ve bu du-
rumda A < Z yazilir. Eger A altgrubu Z’den farkliysa, A’ya Z'nin é6zaltgrubu
adi1 verilir.

Asgagidaki teorem bu yazinin ana teoremidir. Kamitinin 6ziinde su basit
olgu yatar: Eger n > 0 ise, n sayisi, nZ kiimesinin en kiiciik pozitif dogal
sayisidir, yani n = min(NNnZ\ {0}) olur.

Teorem 2.1. Z’nin her altgrubu, bir ve bir tek n € N i¢in nZ bicimindedir.

Kanit: A < Z olsun.

A’nin etkisiz elemanina bu paragraflik x adini verelim. Tabii ki x + z =z
esitligi saglanir. Demek ki x = 0 olur. Boylece 0 sayisinin A’da oldugunu
kanitladik. Demek ki A’nin etkisiz elemani 0 imis.

Eger x € A ise, 2’in A’da bir tersi vardir, diyelim y € A. Bir 6nceki
paragrafa gore x +y = 0 olur. Demek ki —z = y € A. Boylece A'min her

elemaninin eksilisinin de A’da oldugunu, yani —A C A i¢indeligini kanitlamig
olduk.
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Eger A = {0} ise, n = 0 alalim; teorem saglanir. Bundan bdyle A'nin
0 sayisindan ibaret olmadigini varsayalim. Eger 0 # z € A ise, bir 6nceki
paragrafa gére —z de A’da oldugundan, A’da en azindan pozitif bir dogal
saymin oldugunu goriiriiz. Yani NN A\ {0} # 0 olur.

n=min(NN A\ {0})

olsun. nZ = A esitligini kanitlayacagiz.
Once nZ C A igindeligini kamitlayalim. Eger nk € A ise, n sayis1 da A’nin
bir elemani oldugundan,

nk+1)=nk+necAd

olur. Ayrica n0 = 0 € A. Bu iki olgudan, tiimevarimla nN C A gikar. Simdi
istedigimize igindeligi kanitlayabiliriz:

nZ =n(NU-N) =nNUn(-N) =nNU—-(nN) C AU —-A = A.

Simdi A C nZ igindeligini kanitlayalim. Once ANN kiimesinden rastgele bir
m elemani alalim. Tiimevarimla m’nin nZ kiimesinde oldugunu kanitlayacagiz.
ANN kiimesinin m’den kiigiik sayilarinin nZ kiimesinde olduklarini varsayalim.
Eger m < n ise, n sayisinin se¢iminden dolay1r m = 0 € nZ olmak zorundadir.
Eger m > nise, 0 < m —n € A olur. m —n < m oldugundan, tiimevarim
varsayimina gére m — n € nZ olur. Buradan da m € nZ cikar.

Eger m € A negatif bir sayiysa, o zaman —m € A NN olur ve bir 6nceki
paragrafa gore —m € nZ olur. Buradan m € nZ bulunur. U

Benzer bir simiflandirmayi, Ornek 5.23'de Z x Z i¢in yapacagiz.

2.2 7Z’de Bolunebilirlik

nZ altgruplarinin bazi basit ama 6nemli 6zellikleri vardir. Bu ozellikleri si-
ralayalim. Ama Once bir tanim. a, b € Z olsun. Eger bir k € Z igin a = bk
esitligi saglaniyorsa, b’nin a’y1 béldiigu sylenir ve bu bla olarak gosterilir.
Tanima gére 1 her sayiy1 boler ve 0 sayisi, O dahil, her sayiya boliintir. Ama
0 sadece 0’1 boler, nitekim a = 0k esitliginin ancak a = 0 ise bir ¢oziimii vardir
ve bu durumda her k bir ¢éztimdiir. Eger bla ve b # 0 ise tamimdaki k sayist
biriciktir; bu durumda k’ya “a boli b” adi verilir ve k = a/b olarak yazilir.
Eger b = a = 0 ise her k sayisi a = bk esitligini sagladigindan bu durumda “0
boli 07 diye bir sayidan sézedilmez, yani “0 bolii 07 tanimlanmamigtir.

Eger d # 0 sayis1 a—b’yi boliiyorsa, bu olgu a = bmod d yazisiyla gosterilir.
Bunu “a, modiilo d, b sayisina denk” olarak okuruz.

Bolme hakkinda en basit olgular: okurun bildigini varsayacagiz.
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Onsav 2.2. Her n, m € Z i¢in su onermeler dogrudur:

t. nZ C mZ i¢indeligi ancak ve ancak n € mZ ise, yani ancak ve ancak
m|n ise dogrudur.

t1. nZ = mZ esitligi ancak ve ancak n = +m ise dogrudur. Demek ki
nZ’nin bir 6zaltgrup olmaswyla n # +1 esdeger kosullardr.

t1t. nZ altgrubunun maksimal bir ozaltgrup olmast i¢in n # +1 ve n'nin
+1 ve £n’den baska bir tamsayrya bélinmemesi gerek ve yeter kosuldur.

Kanit: (i) okura birakilmistir. (ii), (i)’den hemen ¢ikar. (iii) de (i) ve (ii)’den
cikar. O

2.3 Z’de Asallik, indirgenemezlik VS.

Onsavin iii’iincii maddesindeki gibi bir n tamsayisina indirgenemez adi veri-
lir. 2, 3, 5 gibi sayilar indirgenemezdir. —2, —3, —5 sayilar1 da indirgenemezdir.
0, 1, —1, 4, 6 sayilar1 indirgenemez degildirler.

A ve B, Z’nin iki altgrubu olsun. O zaman,

A+B={a+b:ac A, be B}

kiimesi de bir gruptur. Nitekim, a, a; € A ve b, by € B rastgele elemanlar
olsun.
(a4+b)+ (a1 +b1) = (a+a1) + (b+by)

oldugundan, A + B kiimesi toplama altinda kapalidir. Ayrica, 0 € AN B
oldugundan, 0 = 0+ 0 € A + B olur. Son olarak, —(a +b) = (—a) + (=b) €
A + B olur. Demek ki A + B kiimesi gergekten toplama iglemiyle birlikte
bir grupmus, yani Z’nin bir altgrubuymus. Bu soylediklerimizden ve Teorem
2.1’den su 6nemli sonug gikar:

Teorem 2.3. Hern, m € Z i¢in oyle bir ve bir tane d € N vardwr ki nZ+mZ =
dZ: olur. O

Yazimizin bundan sonraki boliimii grup teoriden ziyade basit aritmetikle
ve carpmayla ilgili olacak. Okur muhtemelen ve umariz kanitlayacaklarimizin
0zlni biliyordur. Yontemin ve tanimlarin ilgi ¢cekecegini umuyoruz.

Teorem 2.3’teki d sayisina n ve m’nin en biytk ortak boleni adi verilir.
Nitekim gercekten oyledir, adina layiktir yani: n = n-14m-0 € nZ+mZ = dZ
oldugundan, n sayisit d’ye boliiniir. Benzer sekilde m sayisi da d’ye boltiniir.
Demek ki d sayist hem n’yi hem de m’yi boliiyor. Ayrica, eger e dogal sayist
hem n’yi hem de m’yi boliiyorsa, o zaman e sayisi nZ + mZ = dZ kiimesinin
tim elemanlarini ve oOzellikle de d’yi boler. Yani n ve m sayilarinin ortak
bolenleri aynen d sayisinin bélenleridir.



26 2. Z Grubu ve Tamsayilar

Verilmig n, m € 7Z igin teoremde varligi ve biricikligi kanitlanan d sayis
d = ebob(n,m) olarak yazilir. Bazilar1 ebob yerine Tiirkge ses uyumuna daha
uydugu icin obeb’i tercih eder.

Asgagidaki sonug ebob’un taniminin dogrudan bir sonucu.

Sonug 2.4 (Bézout Teoremi). Her n, m € Z i¢in oyle u, v € N vardur ki
nu + mv = ebob(n, m) olur. O

Eger ebob(n,m) = 1 ise n, m tamsayilarinin aralarinda asal oldugu
sOylenir. Ornegin 6 ve 35 aralarinda asal sayilardir. Bazen de n, m’ye asal
deriz.

Teorem 2.5. n ve m tamsayilarinin aralarinda asal olmas i¢in yeter ve gerek
kosul nu + mv = 1 egitligini saglayan u, v € Z tamsayilarinin olmasidar.

Kanit: Gereklilik (yani soldan saga) tanimdan hemen anlagiliyor. Tersine nu+

mv = 1 egitligini saglayan u, v € Z tamsayillarin oldugunu varsayalim. O
zaman ebob(n, m) sayist hem n’yi hem de m’yi boldigiinden, 1’i de bélmek
zorundadir. Demek ki ebob(n,m) = 1. O

Ama yukaridaki teoremde 1 yerine d alamayiz; 6rnegin 3-4 42 - (—=5) = 2
olur ama ebob(3,2) = 2 olmaz.

Eger £1’den farkli bir p € Z tamsayisi, her n, m € Z igin, nm’yi boldii-
giinde, ya n’yi ya da m’yi bolmek zorunda kaliyorsa, o zaman p’ye asal say:
adi verilir. Elbette eger p bir asal sayiysa ve nins - --ny carpimini boliiyorsa,
o zaman (k lizerine tiimevarimla) p sayisi ny, ..., n; sayilarindan birini boler.

Simdi indirgenemezlikle asallik arasinda bir ayrim olmadigini gorecegiz.

Teorem 2.6. Bir tamsayinin asal olmast i¢in yeter ve gerek kosul indirgene-
mez olmasidar.

Kanit: Once p'nin asal oldugunu varsayahm. d dogal sayis1 p’yi bolsiin.
d==+1, +p

esitliklerinden birinin dogru oldugunu kanitlayacagiz. Demek ki bir e € Z icin
p = de olur. O zaman p sayis1 de’yi boler. Bundan da, p asal oldugundan, p’nin
ya d’yi ya da e’yi boldiigii cikar. Once pld varsayimim yapalim. O zaman bir
f tamsayisi icin d = pf olur. Buradan da

p=de=(pf)e=p(fe)

ve dolayisiyla fe = 1, e = £1 ve p = de = £d ve d = £p gkar. Simdi ple
varsayimini yapalim. O zaman bir f tamsayisi i¢in e = pf olur. Buradan da

p=de=d(pf) = p(df)
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ve dolaywsiyla df = 1, d = +1 cikar.

Simdi de p’nin bir indirgenemez oldugunu varsayalim. n, m € Z icin p =
nm olsun. p’nin ya n’yi ya da m’yi boldiigiinii kanitlamaliy1z. Diyelim p sayisi
n’yi bolmiiyor. O zaman p’nin m’yi boldiigiinii kanitlamaliyiz. p bir asal oldu-
gundan, hem p’yi hem de n’yi sadece +1 ve £p sayilar1 boler. Ama +p, n’yi
(varsayimimizdan dolay1) bolmediginden, p ve n’nin ortak bolenleri sadece £1
sayilaridir, yani p ve n aralarinda asaldir. Bézout teoremine gore nu + pv = 1
esitligini saglayan u ve v sayilar1 vardir. Bu egitligi m ile carpalim: nmu +
pvm = m elde ederiz. Ama nm = p. Demek ki pu+ pvm = m. Bu esitligin sag
tarafini p boler. Demek ki sol tarafini da boler. Yani p, m’yi boler. O

Aligtirmalar

2.1. obeb(n,m) = d ise, nZ ve mZ’in igeren en kii¢iik altgrubun dZ oldugunu kanitlayin.

2.2. ni,...,nk € Z olsun. d, bu sayilarin en biiyiik béleni olsun.
niul + - +ngug = d

esitligini saglayan w1, ..., ur € Z sayilariin varhigini kanitlayin.

2.3. ni,...,nk € Z sayilarinin ortak boéleni olmamas igin
niul + - +npup =1

esitligini saglayan ui,...,u;r € Z sayilarimin varhginin gerek ve yeter kogul oldugunu
kanitlayin.

2.4 Aritmetigin Temel Teoremi

Buraya kadar gelmigken aritmetigin temel teoremini kanitlamamak olmaz.
Once bir iki yardimer sonug kanitlayalim.

Onsav 2.7. 1'den biiyik her dogal sayr bir indirgenemeze (yani bir asala)
boliniir.

Kamit: Dogal sayimiza n diyelim. A = {m € N\ {1} : m|n} olsun. n € A
oldugundan, A bogkiime degildir. A, N'nin bir altkiimesi oldugundan en kiigiik
bir elemani vardir. Bu elemana p diyelim. Demek ki p, n’yi boliiyor ve p, n’yi
bolen en kiiciik 1’den biiyiik dogal say1. p’yi bélen her dogal say1 n’yi de bélmek
zorunda oldugundan, p bir indirgenemez olmal. O

Sonug 2.8. Eger a sayist be carpymans boliyorsa ve a ve b aralarinda asalsa,
a sayist ¢yt boler.

Kanit: Eger a = 0, £1 ise sorun yok, ayrintilar1 okura birakiyoruz. Bundan
boyle |a|] > 1 olsun. p, a’y1 bdlen pozitif bir asal say1 olsun. O zaman p,
bc’yi de boler. Demek ki p ya b’yi ya da c’yi boler. Ama a ile b aralarinda
asal oldugundan, p, b’yi bolemez. Demek ki p, ¢’yi boler. Simdi a = pa; ve
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¢ = pcp yazalim. a = pa; sayist bc = bpc; sayisini boldigiinden, a; sayist
bey saywismu boler. Ve a; ve b sayilar: (aynen a ve b gibi) aralarinda asaldir.
la1| < |a| oldugundan, tiimevarimla a;’in ¢;’i boldiigiinii s6yleyebiliriz. Demek
ki a = pay sayisi ¢ = pec; sayisini boler. (]

Teorem 2.9 (Aritmetigin Temel Teoremi). 0’dan farkly her dogal sayr sonlu
sayrda pozitif asalin ¢arpyma olarak yazilir. Ayrica eger pi,...,pn Ve q1, ..., Qm
asallar: i¢in

P1-"Pn=4q1" " "dm

ise n. = m olur ve bir ¢ € Symn i¢in p; = *q,;) olur. (Yani sagda ve
solda aynt sayrda asal vardwr ve soldaki carpwmla sagdaki carpim arasinda,
belki asallarin ¢arpim sirasy disinda, hichir fark yoktur.)

Kanit: 0 # n € Z olsun. Kanitimizda asallarla indirgenemezler arasinda
ayrim olmadigi olgusunu kullanacagiz, ama iki ayri kavramdan soézettigimiz
acgikca belli olsun diye “asal” ve “indirgenemez” terimlerini tanimlarina uygun
bigimde kullanacagiz. n’yi (asallarin degil!) indirgenemezlerin ¢arpimi olarak
yazacagiz. Bunu n iizerine tiimevarimla yapacagiz.

Eger n = 1 ise, n, hi¢ tane indirgenemezin ¢arpimidir! Ciinkii matematikte
bogkiimenin elemanlarinin ¢arpimi 1 olarak tanimlanir. (Bogkiimenin eleman-
larinin toplami da 0 olarak tanimlanir.) Bundan bdyle n > 1 olsun ve n’den
kiigiik her sayinin sonlu sayida indirgenemezin carpimi olarak yazildigini var-
sayalim. Onsav 2.7’ye gore bir p indirgenemezi n’yi boler. Diyelim n = pm.
Ama m < n oldugundan, tiimevarim varsayimina gore m sonlu sayida indirge-
nemezin carpimidir. Demek ki n = pm sayis1 da sonlu sayida asalin ¢arpimidir.

Bunu tiimevarimla kanitlamak yerine (ashinda ayni kapiya gikan) “sonsuza
inig” yontemiyle de kanitlayabilirdik: Diyelim teoremin ilk 6nermesi yanlis,
yvani 0’dan farkl her dogal say1 indirgenemezlerin ¢arpimi olarak yazilamiyor.
O zaman indirgenemezlerin ¢arpimi olarak yazilan en kiiciik pozitif dogal
say1 vardir. Bu dogal sayiya n diyelim ve yukardaki paragaraftaki gibi p ve
m sayilarim1 bulalim. n < m oldugundan, m indirgenemezlerin ¢arpimi ola-
rak yazilabilir; demek ki n = pm sayis1 da indirgenemezlerin ¢arpimi olarak
yazilabilir.

Simdi ikinci 6nermeyi kanitlayalim. py,...,p, ve qi, ..., ¢, asallar igin

P1Pn=4d1"""Qm

olsun. Kanitimizi n {izerinden tiimevarimla yapacagiz. Eger n = 0 ise, yani sol
tarafta ¢arpilan hi¢ asal yoksa, o zaman soldaki ¢carpim 1’e egittir. Dolayisiyla
sagdaki carpim da 1’e egittir. Buradan da sagda da ¢arpilan asal olmadig: cikar.
Demek ki m = 0 olur. Bundan boyle n > 1 olsun. p; asali soldaki ¢arpimi
boldiigi icin sagdaki ¢arpimi da boler, demek ki sagdaki ¢; asallarindan birini
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boler. p;’in boldiigi bu asala ¢; diyelim. Ama ¢; > 1 bir asal, dolayisiyla bir
indirgenemez oldugundan, bundan p; = ¢; ¢ikar. Sadelestirmeyi yaparsak,

P2 "Pn=4q1" " qi-19i+1" " dm

gikar. Sol tarafta n — 1 tane, sag tarafta m — 1 tane asal say1 carpildigindan,

timevarim varsayimina gore, n — 1 = m — 1 olur ve soldaki ps, ..., p, asalinin
her biri sagdaki q1,...,¢i—1,4i+1,---,qm asallarindan birine esit olur. Bu da
kanitimizi tamamlar. O

2.5 En Kiucik Ortak Kat

Z’nin iki altgrubunun kesigimi de bir altgruptur. Nitekim eger A, B < 7Z ise,
0 € ANB olur; eger x, y € ANBise,hem z+y, —x € Ahemdez+y, —x € B
oldugundan, z +y, —x € AN B olur.

Simdi n, m € Z olsun. Bir 6nceki paragrafa gore nZNmZ < Z olur. Teorem
2.1’e gore, bir ve bir tane e € N i¢in nZ NmZ < eZ olur. Bu e sayisina n ve
m sayllarinin en kiictik ortak kat: adi verilir ve bu say1

e = ekok(n, m)

olarak yazilir. Tanima gore, n’ye ve m’ye boliinen sayilar aynen ekok(n, m)’ye
boliinen sayilardir. Yani e, gercekten de adimin ifade ettigi gibi hem n’ye hem
de m’ye boliinen en kiiciik dogal sayidir.

Bazilar1 ekok yerine Tiirkce ses uyumuna daha uydugu igin okek’i tercih
eder.

ebob ile ekok arasinda basit bir iligki vardir:

Teorem 2.10. Her n, m € Z i¢in nm = + ebob(n, m) ekok(n,m) olur.

Kanit: Teoremi pozitif n ve m dogal sayilar i¢in kanitlamak yeterli. Bun-
dan boyle n, m € N olsun. Amacimiz nm = ebob(n,m) ekok(n,m) esitligini
kanitlamak.

ebob(n,m) = d, n = dnj, m = dm; olsun. Elbette n; ve m; sayilari
aralarinda asaldir. Ve d sayws1 elbette nm sayisim boler. nm/d = nym =
nmy = dnym, sayisinin ekok(n,m) sayisina esit oldugunu kanitlayacagiz.

nm/d = nim = nm; esitliklerinden dolay1 nm/d sayisi hem n’ye hem de
m’ye boliintir.

Diger yandan; diyelim k sayisi hem n’ye hem de m’ye bdliiniiyor. k'nin
nm/d = nym = nmy = dnym, sayisina boliindiigiinti kanitlayacagiz ve boylece
nm/d = ekok(n, m) esitligi kanitlanmig olacak. Bir u € Z igin k = nu = dnju
yvazalim. m = dm; sayisi k = dnju sayisini boldiigiine gore, m; sayisi nju
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sayisini boler. Ama my ile ny aralarinda asal oldugundan, buradan m;’in «’yu
boldugi ¢ikar. Demek ki nm/d = nm; sayist k = nu sayisi boler. O

Notlar ve Ornekler

2.4. Bu ornekte nZ+ a gibi kiimelerin kesigimlerini bulacagiz. Herhangi bir karigikliga mahal
vermemek i¢in tanimi acik agik yazalim:

nZ+a={nx+a:x €%}

Ornegin 27 + 1 tek sayilar kiimesidir. 5Z + 2, 5’e boliindiigiinde kalanm 2 oldugu tam-
sayilar kiimesidir, yani

5Z+2=1{...,—13, -8, —3,2, 7,12, ... }.

Bu arada,
52 +2=52+T7T=52+12=052Z—3 = —5Z + 2

gibi egitliklere dikkat edelim. Genel olarak nZ + a kiimesini betimlemede kullanilan n
yerine —n ve a yerine nZ + a kiimesinden herhangi bir say1 koyabiliriz, kiime degismez;
yani

nZ+a=mZ+bs m==xnvenla—>b
egdegerligi gecerlidir. Bunun kanitini okura birakiyoruz. Dolayisiyla n’yi her zaman > 0
ve a’y1 0, 1, ...,n — 1 sayilarn arasindan segebiliriz (a yerine, a’y1 n’ye boldugiimizde
elde edilen kalani alabiliriz).
Birkag ¢rnekle baglayalim:

2Z+1)N(6Z+4)=10

olur ¢linkii 2Z+ 1 kiimesi tek sayilardan olusur, oysa 6Z-+4 kiimesinin elemanlar: ¢ifttir.

Su 6rnek de kolay:
(2Z+1)N(6Z+1)=6Z+1.

ya da
32N (9Z + 6) = 9Z + 6.

Daha zor érnekler var. Ornegin,
(18Z +7) N (21Z + 4).

Bu kesigimi bulmak yukaridaki érneklerdeki kesigimleri bulmaktan daha zor. Birazdan
dogrulugunu gorecegimiz yanit1 verelim:

(18Z +7) N (21Z + 4) = 126Z + 25.

Bu 6rnekte soracagimiz soru su: (nZ + a) N (mZ + b) kesigimi ne zaman boskiime olur?
Ve bogkiime olmadiginda hangi kiimeye esit olur?
Diyelim (nZ + a) N (mZ 4 b) # 0. Kesisimden bir s eleman1 alalim. Demek ki z, y € Z
icin

s=nr+a=my+b
olur. n, m, a, b sayilarinin verildigini ve yukaridaki esitligi saglayan = ve y sayilarini
bulmaya caligtigimizi unutmayalim. Yukaridaki esitlikten, eger d = ebob(n,m) ise

b—a=nx—myenZ+mZi=dZL

olur. Demek ki (nZ 4 a) N (mZ + b) # 0 ise a = bmod d olur.



2.5. En Kuglk Ortak Kat 31

Simdi @ = bmodd varsayimini yapalim. Diyelim b — a = dw. Bézout teoremine gore
nu + mv = d egitligini saglayan u ve v tamsayilar1 vardir. Bu esitligi w ile garparsak,
nuw + mow = dw = b — a yani,

nuw +a = —mvw + b

buluruz. Ama bu sayiya s dersek, soldaki ifadeden s € nZ + a oldugu, sagdaki ifadeden
s € mZ + b oldugu gikar. Demek ki (nZ + a) N (mZ + b) # 0. Boylece, d = ebob(n,m)
tanimiyla,

(nZ+a)N(mZ+b) #0 < a=bmodd
Onermesini kanitlamig olduk.
Simdi a = bmod d 6nermesini varsayip, bogkiime olmadigim bildigimiz (nZ+a)N(mZ+Db)
kiimesinin hangi kiime oldugunu bulalim. d tabii ki hala ebob(n, m) sayisina esit. w sayisi
b — a = dw olacak bicimde secilsin. Simdi,

(nZ+a)N(mZ+b) = (nZ+ a) N (mMZ+ a+ dw) = (nZN (MZ+ dw)) + a

olur. Ama d hem n’yi hem de m’yi boldiigiinden, xxxx dergiden tamamla xxx MD-2013-
II say1s1

XXXXXXXXXXXXXXXX






3. Simetrik Grup Symn

Eger X bir kiimeyse, X’in eglesmelerinden (ya da permiitasyonlarindan, yani
X’ten X’e giden birebir ve érten fonksiyonlardan) olugsan Sym X kiimesi biles-
ke iglemi altinda bir gruptur. Bunu bir énceki bolimde gérmiigtiik. Simetrik
grup adi verilen bu gruplar matematikte cok énemlidir ve elbette X’in sonlu
oldugu durumlar daha da 6nemlidir.

Eger X ve Y arasinda bir esleme varsa, kiimeler kurami agisindan X ile YV
arasinda fazla bir fark yoktur; dolayisiyla, fonksiyonlar da kiimeler kuraminin
nesneleri oldugundan, bu durumda Sym X ile SymY arasinda da fazla bir
fark yoktur; birini anlamak demek digerini de anlamak demektir!. Demek ki
| X| = n ise, Sym X grubunu anlamakla Sym{1,2,...,n} grubunu anlamak
ayni seydir. Sym{1,2,...,n} yerine Symn bazen de S,, yazlr.

Bu yazida Symn grubuyla hasir nesir olacagiz.

Sym n Grubunun Eleman Sayisi. n kadin ve n erkek kag farkli bicimde
(her kadina bir erkek ve her erkege bir kadin diisecek bigimde) eslestirilebi-
lir? Sorunun (kolay olan) yanitim1 bulmak icin kadinlari numaralandiralim.
Birinci kadimi n erkekten birini eslestirecegiz. Tkinci kadm geri kalan n — 1
erkekten birini, ii¢lincii kadini geri kalan n — 2 erkekten birini eglestirecegiz ve
bunu boylece devam ettirecegiz. Anlasilacagi gibi, toplam n! farkl kadin-erkek
eslemesi vardir. Bu n! sayisi, elbette, ayni zamanda, n elemanl herhangi bir
kiimeden n elemanli herhangi bir kiimeye giden egleme sayisidir.
Sonug olarak, Sym n’nin tam n! tane elemani vardir.

3.1 Sym n’nin Elemanlarmin Yazilimi
Once Symn kiimesinin elemanlarini inceleyelim, sonra modern matematik

geregi, kiimeye bir biitiin olarak bakariz. Bir 6rnekle baglayalim.
Sym 7’nin agagidaki permiitasyonunu ele alalim.

Hleride iki grup arasinda pek bir fark olmadigini belirtmek i¢in, matematiksel olarak
tanimlayacagimiz “izomorfik” sifatin1 kullanacagiz.
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Tanmim kiimesini iist sirada, deger kiimesini alt sirada gosterdik. Permiitasyon
aslinda sunu yapiyor:

1—3

2—=5

34

4—6

5= 2

6—1

T 7

Bu permiitasyonu daha sade olarak soyle yazabiliriz:
1234567
3546217/

Ust sira tanim kiimesinin elemanlarini, alt sira da deger kiimesinin eleman-
larini simgeler. 5’in hemen altinda 2 olmasi, bu permiitasyonun 5’teki degerinin

2 oldugunu soyler, yani,
s (1234567
- \3546217

ise, f(1) =3, f(2) =5, f(3) =4, f(4) =6, f(5) =2, f(6) =1, f(7) =7 olur.
Yukardakinden daha kolay bir yazilim vardir. Ornegimizdeki permiitasyona
bakalim.
e Bu permiitasyonu 1'i 3’e, 3’i 4’e, 4’1 6’ya, 6’y1 da 1’e (bagladigimiz
saylya) gondermis. Yani
l—»3—=4—=6—1

diye bir dongi olmus.
e Aymni permiitasyon 2’yi 5’e ve 5’1 2’ye (basgladigimiz sayiya) yollamis.
Demek ki bir de
2952

diye bir dongii s6zkonusu.
e Son olarak, bu permiitasyon 7’yi 7’ye gondermis.
Yukardaki ti¢ nedenden dolay1 bu permiitasyon

(1346)(25)(7)
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olarak gosterilir. Buradaki her sayinin imgesi hemen sagindaki sayidir, ama
eger sayl parantezin sonundaysa, o zaman o sayinin imgesi bulundugu paran-
tezin ilk sayisidir.

Her bir paranteze dong adi verilir. (1 3 4 6)(2 5)(7) permiitasyonunda 3
dongii vardir.

(1346) ve (25) dongiileri ayriktir. Ama (1 3 4 6) ve (2 5 6) dongiileri
ayrik degildirler, ortak bir elemanlar: (6) vardir.

Sym n’nin her elemani, yukaridaki yontemle, ayrik dongiilerin ¢arpimi ola-
rak yazilabilir.

Ornegin Sym 7’nin (1 2 7)(3 4 5 6) permiitasyonunun resmi agagidadur.
Goriildiigi gibi, (1 2 7) dongiisii nedeniyle 1 sagindaki 2’ye, 2 sagindaki 7’ye,
7 de ta en bagtaki 1’e gidiyor.

Dongiiyle gosterilen permiitasyonlarda her say1 hemen sagindaki sayiya gider.
Saginda say1 olmayan sayilar, bulunduklar dongiiniin (parantezin) en bagina
giderler. Sym 7’'nin her eleman: (ki 7! = 5040 tane eleman vardir) boyle ayrik
dongiiler bigiminde yazilabilir.

Yalniz dikkat edilmesi gereken bir nokta var: Bu yazilimla,

(127)(3456)ile (3456)(127)
permiitasyonlar: da birbirine esittir. Ayni bigimde,

(127)(3456) = (271)(3456)=(3456)(271)
(4563)(271) = (5634)(712)

gibi egitlikler gegerlidir. Genel olarak (1 5 9 3 6) gibi bir déngiiyli yazmaya
dongiideki herhangi bir elemandan baslayabiliriz:

(15936)=(59361)=(93615)=(36159)=(615093).

Ama dongiiniin en kiiclik sayisindan baglamak bir gelenektir.
Sym 4’{in 4! yani 24 elemanini bu yazilimla yazabiliriz:

(1)(2)(3)(4)

(12)(3)(4), (13)(2)(4), (14)(2)(3), (1)(23)(4), (1)(24)(3), (1)(2)(3 4)
(12)(34), (13)(24), (14)(23)

(123)(4), (124)(3), (134)(2), (1)(234)

(132)(4), (142)(3), (143)(2), (1)(243)
(1234),(1243),(1324),(1342),(1423), (1432)
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Yazilimi biraz daha sadelestirebiliriz. Eger n’nin kac¢ oldugunu onceden
biliyorsak tek elemanl doéngiileri yazmasak da olur. Ornegin (1 3 4 6)(2 5)(7)
yerine daha basit olarak (1 3 4 6)(2 5) yazabiliriz. Bunun gibi (1 2 3)(4 5)(6)(7)
yerine (1 2 3)(4 5) yazalm. Ama o zaman (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7) yerine ne
yazacagiz? Onun yerine de Idy yazalim. Eger 7 umurumuzda degilse, Id7 yerine
sadece Id yazalim. Bu daha basit yazilimla, Sym 4’{in 24 elemani1 agagidaki gibi
yazilir.

1dy

(12), (13), (14), (23), (24), (34)

(12)34). (1L3)24), (1423

(123), (124), (134), (234)

(132), (142), (143), (243)
(1234),(1243),(1324), (1342),(1423), (1432)

Bu yazilimin bir tehlikesi var. O da su: Bu yazilimla
(1346)(25)

elemani Sym 6’nin da, Sym 7'nin de, Sym 8’in de elemani olabilir. Hatta hatta
Sym N’nin de bir elemani olabilir. Nasil anlayacagiz hangisinin elemani oldu-
gunu? Konunun geliginden... Biraz dikkat etmek gerekir sadece o kadar.

Bu yazilimin tehlikesi yaninda bir avantaji vardir: Bu yazilim sayesinde,
ornegin, Sym 6’y1 rahatlikla Sym 9’un altkiimesi olarak gorebiliriz. Nitekim
Sym 6’nmin her elemani, Sym9un 7, 8 ve 9’u sabitleyen bir elemani olarak
goriilebilir.

Notlar ve Ornekler

3.1. Iskambil kagitlarini 1’den 52’ye kadar numaralandiralim ve 1 en {istte, 52 en altta olmak
iizere siraya dizelim. Bu numaralar aslinda kagitlarin tistten baglayarak siralari. Desteyi
tam ortadan 26’sar kagitlik iki kiigiik desteye bolelim. Destelerden birinde 1’den 26’ya
kadar olan kagitlar (sol deste), digerinde 27’den 52’ye kadar olan kagitlar (sag deste)
var. Simdi iki desteyi o bilinen fiyakali bicimde karalim.

Sag destenin son kagidi olan 52 numara gene en alta gelsin. Sol destenin sonuncu kagidi
olan 26 numara sondan bir onceki kagit olsun. Kagitlar1 bu yontemle bir sagdan bir
soldan kararsak, birinci destenin ilk kagidi (1 yani) en liste gelir, ikinci destenin ilk
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3.2.

kagidi (27 yani) ikinci kagit olur. Sonra 2 numarali kagit, sonra 28 numarali kigit, sonra
3 numarali kagit gelir ve bu boyle devam eder. Karmadan 6nceki destenin kagitlar: nasil
degigmigtir? 1 numarali kAgit gene en basgtadir, gene 1 numaradir diyelim. Dolayisiyla (1)
dongiisii olugmusgtur. Ama 2 numarali kagit karmadan sonra 3’iincii siraya gelmigtir, yani
3 numaral kdgit olmustur. 3 numara ise 5 numara olmustur. Genel olarak, ilk destedeki
1 ile 26 arasindaki » numarali kagit yeni destede 2n — 1 numarali kagit olmuslardir.
Ote yandan 27 numarali kagit 2 numarali kagit, 28 numarali kagit 4 numaral kagit
olmusgtur. Genel olarak ikinci destedeki 27 ile 52 arasinda olan m numarali kagit yeni
destede 2(n — 26) numarali kagit olmusgtur. Doniigiimii g0yle gosterebiliriz:

Fn) = 2n —1 eger 1 < n < 26 ise
Tl 2(n—26) eger 27 <n < 52 ise

Bu doniigiimii (permiitasyonu) 6grendigimiz bigimde yazarsak (tek satira sigmayan),

(1)(23 591733 14 27)(4 7 13 25 49 46 40 28)(6 11 21 41 30 8 15 29)
(10 19 37 22 43 34 16 31)(12 23 45 38 24 47 42 32)(18 35)(20 39 26 51 50 48 44 36)(52)

permiitasyonunu elde ederiz.

SymN grubunun elemanlarini da bu yontemle yazabiliriz, en azindan formiilii olan
permiitasyonlarini. Ornegin
(01)(23)(45)...

permiitasyonu cift sayilara 1 ekler, tek sayilardan 1 ¢ikarir.
(01)(234)(5678)...

bir bagka 6rnek. Ama dikkat
(0123 ...

bir permiitasyonun gdsterimi degildir ¢ilinkii 0’a giden eleman yok, yani fonksiyon orten
degil.
Z’den Z’ye giden ve f(n) = n + 1 formiiliiyle tanimlanan eslesmeyi ele alalim. Kiimeler
kurami agisindan Z ile N arasinda bir fark yoktur, ¢linkii her ikisi de sayilabilir sonsuz-
luktadir. Z’den N’ye giden bir g eslemesi bulalim. O zaman go fog~! € SymN olur. g
olarak mesela,
2n eger n > 0 ise
g(n) = { —2n—1 egern <0 ise

olabilir. Bu durumda kolayca kontrol edilebilecegi tizere
gofog '=(...5310246...)

olur.

Alistirmalar

3.3.

Asagida gosterilen permiitasyonlarin en kisa yazilimini bulun.

1234567 1234567 1234567

LA A

1234567 1234567 1234567
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3.4. f ve g asagida (bu sirayla) gosterilen permiitasyonlar olsun. f o g ve go f permiitasyon-

larini bulun.
1—+3 1—5

2—5 2—6
3—4 3—3
46 4—7
5—2 5—4
6—1 6+—2
T—T7 7T—1

3.5. Asagida gosterilen permiitasyonlarin en kisa yazilimini bulun.

13 1—5 1—2
25 2—6 2—3
3—4 3—3 3—4
46 4—7 4—5
52 54 5—6
6—1 6—2 6—7
T—7 7T—1 7T—1

3.6. Asagidaki f ve g permiitasyonlari i¢in f o g permiitasyonunu bulun ve bu permiitasyonu
en kisa gosterimiyle yazin.

F=(123)4567), g=(143)(2567)
F=(123)(4567), g=(132)(4576)
F=(123)(4567), g=(132)
F=(123)4567), g=(132)(4765)
f=(123), g=(4567)
f=(123)45), g=f=(123)(45)

Hangi durumlarda fog = go f olur?

3.7. Ornek 3.1’de karmaya sag destenin son kagidi en alta gelecek bigimde degil de, sol
destenin en son kagidi en alta gelecek bigimde baslasaydik hangi permiitasyonu elde
ederdik?

3.2 Sym n’de Bileske

Sym X’ten iki elemanin bilegkesinin yine Sym X'tedir elbette. Symn grup-
larinda ve hatta Sym N grubunda, elemanlarin bileskesini almanin kolay bir
yontemi vardir.

Notlar ve Ornekler
3.8. Sym 7’den iki eleman alip bunlarin bilegkesini bulalim. Diyelim,
(123)(45)ile (1472)(365)
elemanlarini aldik. Bu iki elemanin

(123)(45)0(1472)(365)



3.2. Sym n'de Bileske 39

bilegkesini bulalim:
1—4+—5
21— 2
3—>6—6
477
5—3—1
6—5—14
T—2—3

En soldan baglayip oklar1 takip edersek (yani ortadaki kademeyi resimden atarsak),

1—5
22
3—6
47
51
6—4
7T—3

buluruz. Bu permiitasyon da
(15)(3647)

olarak yazilir. Demek ki
(123)(45)0(1472)(365)=(15)(364T7)

olur. Bu esitligi yukardaki zahmetli gekilleri ¢izmeden de bulabiliriz. S0yle yapariz:
Bilegkeyi bulmak i¢in 6nce 1’in imgesini bulalim.

(1

yazarak hesaplara baglayalim. (1 4 7 2)(3 6 5) permiitasyonu 1’i 4’e gotiiriiyor. Bir
sonraki (1 2 3)(4 5) permiitasyonu da 4’ii 5’e gotiiriiyor. Demek ki bulmak istedigimiz
bilegke 1’i 5’e gotiiriiyor. Bu ylizden 1’in yanina 5 yazalim:

15

Simdi 5’in bilegke altinda akibetini bulmaliyiz. (1 4 7 2)(3 6 5) permiitasyonu 5’i 3’e
gotiiriiyor. Bir sonraki (1 2 3)(4 5) permiitasyon da 3’1 1’e gotiiriiyor. Demek ki bulmak
istedigimiz bilegske 51 1’e gotiiriiyor. Hesaplara basgladigimiz 1 sayisina geri dondiik.
Actigimiz parantezi kapatalim:

(15)

Simdi nereye gittigini bilmedigimiz ilk say1 olan 2'nin akibetini 6grenelim. Yeni bir
parantez acip sagina 2 yazalim:
(15)(2

(1472)(365) permiitasyonu 2’yi 1’e gotiiriiyor. Bir sonraki (1 2 3)(4 5) permiitasyonu
da 1'i 2’ye gotiiriiyor. Demek ki bulmak istedigimiz bilegke 2’yi 2’ye g6tiiriiyor. Paranteze
bagladigimiz 2 sayisina ¢abuk geri dondiik. Parantezi hemen kapatalim:

(15)(2)

Akibetini bilmedigimiz bir sonraki say1 3. Once

(15)(2)(3
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yazalim. (1 4 7 2)(3 6 5) permiitasyonu 3’ 6’ya gotiiriiyor. Bir sonraki (1 2 3)(4 5)
permiitasyon da 6’y1 6’ya gotiiriiyor. Demek ki bulmak istedigimiz bileske 3'd 6’ya
gotliriiyor. Bu yiizden 3’in yanina 5 yazalim:

(15)(2)(36

Simdi 6’nin nereye gittigini bulmaliyiz. (1 4 7 2)(3 6 5) permiitasyonu 6’y1 5’e gotiiriiyor.
Bir sonraki (1 2 3)(4 5) permiitasyonu da 5’i 4’e gotiiriiyor. Demek ki bulmak istedigimiz
bilegke 6’y1 4’e gotiiriiyor. Bu yiizden 6'nin yanina 4 yazalim:

(15)(2)(3 6 4

Bakalim 4 nereye gidiyor? Diger tiim sayilar1 kullandigimiz i¢in 4’iin ya 3’e ya da 7’ye
gitmesi gerektigini biliyoruz. Bulalim: (1 4 7 2)(3 6 5) permiitasyonu 4’ii 7’ye gotiiriiyor.
Bir sonraki (1 2 3)(4 5) permiitasyonu da 7’yi 7’ye gotiiriiyor. Demek ki bulmak is-
tedigimiz bilegke 4’1 7’ye gotiiriiyor. Bu yiizden 4’iin yanina 7 yazalim:
(15)(2)(3647

Simdi 7'nin bilegke altinda nereye gittigini bulmaliyiz. 7’nin 3’ten baska gidecek yeri
kalmad: ama biz gene de yukaridaki yontemi uygulayalim: (1 4 7 2)(3 6 5) permiitasyonu
T’yi 2'ye gotiiriiyor. Bir sonraki (1 2 3)(4 5) permiitasyonu da 2’yi 3’e gotiiriiyor. Demek
ki bulmak istedigimiz bileske 7’yi gergekten 3’e gdtiiriiyor. Paranteze basladigimiz 3
sayisina geri dondiik. Ag¢tigimiz parantezi kapatalim:

(15)(2)(3647).
Kontrol edilmemig bagka say1 kalmadigindan,
(123)(45)0(1472)(365)=(15)(2)(3647)
esitligine ulagiriz. (2) parantezini yazmadigimizdan, aynen yukardaki gibi
(123)(45)0(1472)(365)=(15)(3647)
buluruz.
3.9. Tabii ikiden fazla permiitasyonun da bilegkesini alabiliriz. Ornegin,

(135)0(236)0(126)=(15)(2)(36).

Aligtirmalar
3.10. Eger f € SymN ise
Socf={neN: f(n) #n}
olsun. Soc f’ye f’nin kaidesi (ingilizcesi socle) ad1 verilir.
Sym<“N = {f € Sym N : Soc f sonlu}

olsun. Sym<“ N kiimesinin bilegke altinda kapali oldugunu ve bilegke islemiyle birlikte
bir grup oldugunu gosterin.

Son olarak (1 2 3)(4 5) permiitasyonunun (1 2 3) ile (4 5) permiitasyonu-
nun bilegkesi olduguna dikkat edelim, yani

(123)0(45) =(123)(45).

Bu iki permiitasyon birbiriyle yer degistirir: (1 2 3)(4 5) = (4 5)(1 2 3);
¢linkii (1 2 3) ile (4 5) permiitasyonlarinin degistirdigi elemanlar kiimesi (yani
bu permiitasyonlarin kaideleri) sirasiyla {1,2,3} ve {4,5} kiimeleridir ve bu
kiimeler ayrik kiimelerdir.
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3.3 Sym n’de Elemanlarin Tersleri ve Dereceleri

Her permiitasyonun bir tersi vardir: Eger bir permiitasyon z’i ’ye gotiiriiyorsa,
bu permiitasyonun tersi y’yi z’e gotiiriir. Ornegin f = (123 4)(56 7 8 9)
permiitasyonun tersi ¢ = (1 4 3 2)(5 9 8 7 6) permiistasyonudur. Ornegin
f permiitasyonu 1’i 2’ye gotiirdiiglinden, g permiitasyonu 2’yi 1’e gotiirtir; f
permiitasyonu 4’4 1’e gotiirdiigiinden, g permiitasyonu 1’i 4’e gotiiriir. f ne
yaplyorsa, g tam tersini yapar.

f'nin tersi f~! olarak yazilr.

Ayrik dongiiler halinde yazilmig bir permiitasyonun tersini gene ayrik don-
giiler halinde yazmak cok kolaydir: her dongiiniin ilk elemanin sabitleyip geri
kalan elemanlar: tersten siralayarak yazmak yeter. Yukarda oldugu gibi. Bir
ornek daha:

[(1473)(258)(69)] " = (1374)(285)(69).

Bazi elemanlar kendi kendilerinin tersidir. Ornegin, (1 2), (1 3)(2 5) gibi ele-
manlarin tersleri kendileridir.

Eger f bir permiitasyonsa (hatta bir kiimeden kendisine giden herhangi
bir fonksiyonsa), f’'nin kendisiyle bilegkesini alabiliriz, yani of bilegkesini bu-
labiliriz. Bu bilegke f? olarak yazihir. (Ama f'nin degerlerinin karelerini alma
fonksiyonuyla karigtirilmasin.) f’nin kendisiyle 3 defa da bilegkesini alabili-
riz. Bu yeni permiitasyon f3 olarak gosterilir. Bunu boyle devam ederek f"
bilegkesini alabiliriz. f' = Id ve f! = f anlamma gelirler. Bunlara fnin kuv-
vetleri adi verilir. Birkag 6rnek verelim:

Notlar ve Ornekler

3.11. f=(1234)(567) olsun. f’'nin kuvvetlerini teker teker yazalim:

O =1

o= (1234667 ="
2= (13)(24)(76)
P o= (1432
o= (567
5= (1234)(576)
o= (13)(249)

7 = (1432)(567)
o= (576

P = (1234)

9 = (13)(24)((567)
o= (1432)(576)
fl2 — 1d

Goriildigi iizere tam 12’inci kuvvette Id buluyoruz. daha 6nce degil. Bu durumda f’nin
derecesinin 12 oldugu soylenir. Bu listeyi devam ettirirsek, pek farkli bir sey bulmayiz:

=1t ==
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yukaridaki liste kendini yeniler. Ornegin,
P =r=13)24)(567)

olur.

3.12. Yukardaki ornekte iki déngii vardi: (1 2 3 4) déngiisii ve (5 6 7) dongiisii. Kolayca
goriilecegi iizere birinci dongiiniin derecesi 4, ikincisinin ise 3. Carpimin derecesi ise
4 x 3 =12 ama her zaman boyle olmaz. Ornegin,

f=(12345678910)(11 12)
ise f’nin derecesi 10 x 2 = 20 degil 10 olur. Ayni sekilde
f=(123456)(78910)

permiitasyonunun derecesi 6 X 4 = 24 degil 12 olur.
3.13. k uzunlugunda bir dongiiniin derecesi tam k’dir.

3.14. Genel olarak k1, ..., k, uzunlugunda ayrik r dongiiden olugan bir permiistasyonun de-
recesi ekok(k1, ..., k) olur.

3.15. Id derecesi 1 olan yegane elemandir.
3.16. Sym 5’in derecesi 2 olan elemanlarini yazalim:

(12), (13), (14), (15),(23)(24)(25)(34)(35) (45),
(12)(34), (12)(35), (12)(45), ( 3)(24), (13)(25), (13)(45),
(14)(23), (14)(25), (14)(35), (15)(23), (15)(24), (14)(35).

Symn’nin bir f elemanmin derecesi, f¢ kuvvetinin 6zdeslik fonksiyonu
oldugu en kiiciik pozitif d dogal sayisidir. Bu durumda f o f¢1 = f4 = 1d
esitliginden dolay1 f~! = 91! olur. Genel olarak eger f* =Id ise f~1 = f»~!
olur.

(12), (13)(25) gibi elemanlarin dereceleri 2'dir. Derecesi 2 olan her ele-
manin déngiileri 2 uzunlugundadir. Nitekim eger f2 = Id ise ve f(a) # a
ise,

(a, f(a))

dongiisii mutlaka f’de yer almalidir. Elbette derecesi 2 olan elemanlar kendi
kendilerinin tersidir ve kendi kendisinin tersi olan her elemanin derecesi 2’dir.

Alistirmalar

3.17. Sym 6’nin kag tane derecesi 2 olan elemani vardir?

3.18. Sym 7’nin kag tane derecesi 3 olan elemani vardir?

3.19. Sym &’in kag tane derecesi 4 olan elemani vardir?

3.20. Sym 9’un kag tane derecesi 6 olan elemani vardir?

3.21. Eger p bir asalsa, Symn’nin (p — 1)! x (7)) tane derecesi p olan dongiisii oldugunu
kanitlayin.

3.22. n=1,...20 igin Sym n’nin elemanlarinin maksimum derecelerini bulun.

3.23. Ornek 3.1’deki karmay1 kag defa yaparsak kartlar eski haline gelir?

3.24. Ayni soru Aligtirma 3.7’teki karma icin.

3.25. Yukardaki iki soruda destedeki kagit sayis1 (¢ift kalmak tizere) degigse yanit ne olur?

3.26. f" = f™ =1d ise d = ebob(n,m) igin f¢ = Id oldugunu kamtlaymn.
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3.27. f’nin derecesi d olsun. Eger bir n € N i¢in f™ = Id ise d’nin n’yi boldiiglini kanitlaymn.
3.28. g € Symn ise g™ = Id, esitligini kamtlaym.

3.4 Sym n’nin I“Jrete(;leri

(12), (35) gibi sadece iki elemanin yerlerini degistiren (digerlerini sabitleyen)
permiitasyonlara transpozisyon adi verilir. Tirkce karsiligi olarak makas
terimini Oneriyoruz. Makaslarin derecesi 2’dir elbette ve Symn grubunda tam

(5) ="

tane makas vardir. Ama derecesi 2 olan her eleman bir makas degildir, 6rnegin
(1 2)(3 5) permiitasyonunun derecesi 2 olmasina ragmen bir makas degildir.
Ote yandan, (1 2)(3 5)(4 7) gibi, Sym n’nin derecesi 2 olan her eleman ayrik
makaslarin ¢arpimi olarak yazlabilir. (Neden?)

Ote yandan Sym N'de
(01)(23)(45)(67)---

elemani sonlu sayida makasin carpimi degildir?.
Makaslarin 6nemi suradan gelmektedir: Symn’nin her elemani (ayrik ya
da degil) makaslarin bilegkesi olarak yazlabilir. Ornegin

(12)0(23)=(123),
(12)0(23)0(34) =(1234),
(12)0(23)0(34)0(45)=(12345).

Bir bagka 6rnek:
(1256)(384)=(12)0(25)0(56)0(38)0(84).

(1 @) tirtinden makaslara temel makas diyelim. Symn’de tam n — 1 tane
temel makas vardir: (12),...,(1n).

(La)o(1b)o(la)=(ab)

oldugundan, bir onceki paragrafa gore, Symn’nin her eleman1 temel makas-
larin bilegkesi olarak yazilabilir. Ornegin,

(1234) = (12)0(23)0(34)
= (12)o(12)o(13)0o(12)0(13)o(14)0(13)
= (13)o(12)0o(13)o(14)0(13)

2Bir grupta sadece sonlu sayida eleman carpilabilir; sonsuz sayida elemanin carpimin
tanimlamak icin 6zel kosullar gerekir.
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olur. Daha teknik bir deyisle, temel makaslar Sym n grubunun tretegleridir.
(12), (2, 3), (34) gibi ardigik sayilardan olugan makaslara ardisik ma-
kaslar ad1 verelim.

(13)=(23)0(12)0(23)
(14)=(34)0(23)0(12)
(15) = (45)0(34)0(23)

gibi egitlikler sayesinde, bir 6nceki paragraftan dolayi, Sym n’nin her elema-

ninin ardisitk makaslarin bilegkesi olarak yazilabilecegi goriiliir. Yani ardigik

makaslar da (aynen temel makaslar gibi) Symn grubunun dretegleridir.
Ayrica, dogrulugu kolayca kontrol edilebilen

o (3
(12)o0(23)0(34)0(45)

gibi esitlikler sayesinde, bir 6nceki paragraftan dolay:r Sym n’nin her elemaninin
(12...n),(12), ve(12...n)""

permiitasyonlarinin ¢arpimi olarak yazildigi goriiliir.
Kanmitladiklarimizi yazalim:

Teorem 3.1. Symn 'nin her elemani makaslar/temel makaslar/ardisik makas-
lar cinsinden yazlabilir. Symn 'nin her elemans (12 ... n) ve (1 2) permiitas-
yonlary cinsinden de yazilr.

Kamit: (12 ... n)7' = (12 ... n)"! oldugundan, sonug bir énceki parag-
raftan cikar. O

Bundan béyle bilegke icin o igaretini kullanamayacagiz. Ornegin (1 2)o(2 3)
yerine (1 2)(2 3) yazacagiz. (1 2) o (3 4) = (1 2)(3 4) esitliginden dolay1 bu
yeni yazilim herhangi bir karigikliga neden olmayacak. Sik sik bilegke yerine
carpim dedigimiz de olacak.

Aligtirmalar

3.29. Sym 3 ve Sym 4 gruplarinin elemanlarini temel makaslarin ¢arpimi olarak en kisa bigimde
yazin.

3.30. Sym3 ve Sym4 gruplarinin elemanlarini ardigik makaslarin ¢arpimi olarak en kisa
bicimde yazin.

3.31. Sym3 ve Sym4 gruplarmin elemanlarim (1 2) ve (1 2 ... n) elemanlarmin garpimi
olarak yazin.

3.32. (Cift sayida makasin ¢arpiminin tek sayida makasin ¢arpimina esit olamayacagini goste-
rin. (Bunun kanit1 zordur; ileride, biraz daha grup teorisi 6grendigimizde bunun g¢ok
daha kolay bir kanitin1 gorecegiz.)
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3.5 Altn Grubu

Onceki altboliimde Sym n'nin her elemanmin makaslarin ¢arpim olarak yazil-
digim gordiik. Sym n’nin ¢ift sayida makasin garpimi olarak yazilan eleman-
larindan olusan kiimeye Altn diyelim. Altn kiimesinin bilegke iglemi altinda
kapali oldugu belli, ne de olsa 2k makasin carpimiyla, 2¢ makasin carpimini
carparsak, 2(k+ /) makasin ¢arpiminm elde ederiz. Alt n’nin elemanlarinin tersi
de Alt n’dedir, ¢iinkii bir makasin tersi yine bir makastir. Id,, de Alt n kiimesin-
dedir, ¢iinkii Id,,’yi 0 tane makasin ¢carpimi olarak gorebiliriz, ya da eger n > 2
ise, Id,,’yi (1 2)(1 2) olarak yazabiliriz. Demek ki Symn’nin Altn altkiimesi
(bilegke iglemiyle birlikte) kendi bagina bir gruptur.
Mesela Alt 4 grubu asagidaki elemanlardan olusgur:

Idy, (12)(34), (13)(24), (14)(23),
(132),(142), (143), (243).

Bundan boyle n > 2 olsun. Eger Alt n’yi soldan ya da sagdan (1 2) ile (ya
da herhangi bir makasla) ¢arparsak tek sayida makasin ¢arpimi olarak yazilan
elemanlar kiimesini buluruz. Bunun tersi de dogrudur: Tek sayida makasin
carpimi olarak yazilan bir eleman: solda ya da sagdan (1 2) ile garparsak
c¢ift sayida makasin carpimi olarak yazilan elemanlar kiimesini, yani Altn’yi
buluruz. Demek ki,

Symn = Altn U (12)Altn

olur. Birazdan Altn ve (1 2)Altn altkiimelerinin ayrik olduklarim goste-
recegiz. Yani ¢ift sayida makasin ¢arpimi olarak yazilan bir eleman tek sayida
makasin ¢arpimi olarak yazilamaz. Makaslarin carpimindan olusan olasi bir

ap oo = B Bogyr

esitliginde, tiim makaslar1 esitligin bir tarafinda toplayarak, tek sayida ma-
kasin carpimimin Id,’ye esit oldugunu goririiz. Bunun mimkiin olmadigini
gostermemiz lazim. Diyelim, (a; b;) makaslar: i¢in

(1) (a1 bl)(GQ bQ) s (ak bk) = Idn .

Burada a; # b; varsayimini yapiyoruz elbette.

(az ba) - - (ak b)

carpiminda a; mutlaka belirmeli, aksi halde (1)’in solundaki garpimda aq, a;’e
degil by’e giderdi. a;’in soldan ikinci makastan itibaren belirdigi ilk makasi ele
alalim. Diyelim a; ilk defa i’inci makasta beliriyor. i > 2 elbette. (a; b;) makas
yerine buna egit olan (b; a;) makasim alirsak, a; = a1 varsayimimi yapabiliriz.
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Simdi bu ¢’inci makasi soldan ikinci makas olarak yazabilecegimizi gorecegiz.
Ilk makastan sonra ve ¢’inci makastan 6nce a; belirmedigini aklimizda tutup
su gbzlemi yapalim: a, b, ¢, d birbirinden farklh sayilar ise,

(cd)(ab)=(ab)(cd)ve (bec)lab)=(ac)(bc)=(ach)

esitlikleri gegerlidir. Bu esitlikleri kullanarak i’inci makasta beliren a; sayisini,
teker teker sola gecirerek ikinci makas haline getirebiliriz ve bunu yaparken
araya daha fazla a; koymus olmayiz. Yani carpimdaki a; sayis1 ayni kalir,
ama ¢’inci makasta beliren ¢ artik ikinci makasta belirir. Ayrica yeni carpimda
makas sayisi degismez. Boylece (1) ¢arpimi

(2) (a1 b1)(az b2)(as c3) -+ (a by) = 1d,

biciminde bir esitlige dontigiir. Eger bs = by ise, en soldaki iki makasi sa-
delestirip k — 2 tane makasin ¢carpiminin Id,, oldugunu goriiriiz ve tiimevarimla
k — 2’nin, dolayisiyla k’min da ¢ift olduguna hiikmederiz. Bundan béyle by # by
varsayimini yapalim. Ama

(a1 b1)(a1 b2) = (a1 b2)(b1 b2) = (a1 b2 b1)
esitlikleri gegerli oldugundan, (2) esitligini

(3) (a1 bg)(bl bg)(ag Cg) cee (ak bk) = Idn

olarak yazabiliriz. Sadece ilk iki terim degisti. Ama carpimdaki a; sayisi 1
azaldi, ikinci makasta beliren a; kayboldu. Bu iglemi tekrar tekrar yaparak,
ya k’y1 2 eksiltip k—2 yapariz (ve tlimevarimla sonuca variriz), ya da en bagtaki
a1 diginda carpimlardaki tiim aq’leri yok ederiz. iglemler bittiginde ¢arpimda
tek bir a; kalamayacagindan, bir zaman sonra sadelestirme olmali ve uzunluk
2 eksilmeli. Boylece istedigimiz kanitlanmig olur. Buldugumuzu yazalim:

Teorem 3.2. n > 2 olsun. Symn’nin ¢ift sayrda makasin ¢arpvme olarak
yazilan elemanlar n!/2 tane elemany olan bir gruptur. O

Altn grubu alterne grup olarak bilinir. Grup teorisinde ¢ok énemlidir.

Yukaridaki kamt [Sp]’tan alinmigtir. Tleride Teorem 3.2'nin daha kavramsal
ve daha az zahmetli bir kanitin verecegiz. (Bkz. Teorem 14.3.)

Sym n’nin bir elemam farkli bicimlerde ve farkh sayilarda makaslarin car-
pimi1 olarak yazilabilir, yani eger ¢ € Symn elemani k£ tane makasin carpimi
olarak yaziliyorsa, k sayisi o'nin bir degismezi degildir; 6te yandan (—1)* sayist
o’nin bir degismezidir, ¢linkii k£ tane makasin ¢arpimi £ tane makasin carpimina
esitse, artik k — £ sayismin cift oldugunu biliyoruz. Bu (—1)* sayisina ¢’nin
igareti adi verilir ve £1’e egit olan bu say1 sg o olarak gosterilir.

Aligtirmalar



3.6. Sym n'de Esleniklik 47

3.33. Symn’in 3’e boliinen sayida makaslarin carpimi da bir grup olur elbette. Ama bu grup
Symn’ye esittir!

3.34. Alt 5’in elemanlarinin tiplerini ve her bir tipten kag¢ tane oldugunu bulun.

3.35. Bir 6nceki aligtirmay1 n = 6, ..., 10 i¢in yapin.

3.36. Her o, B € Symn igin sg(afB) = sg(a) sg(B) oldugunu gosterin.

3.6 Sym n’de Esleniklik
Sym 9’da, 6rnegin
(12)(345)(678)ile (29)(376)(458)

elemanlar1 aym tiptendirler, ¢inkii her ikisinde de her k ic¢in uzunlugu k
olan her ayrik dongiiden ayni sayida vardir. Sym 9’un elemanlarinin tiplerini
siralayalim:

12 3) tipi
12)(3 4) tipi
123 4) tipi
12)(345) tipi
12345) tipi

2)(3 4)(5 6) tipi

)(3 45 6) tipi
3)(4 5 6) tipi
345 6) tipi

)(3 4)(5 6 7) tipi
)(34567) tipi
3)(4567) tipi
34567) tipi

)(3 4)(5 6)(7 8) tipi
)(34)(56 7 8) tipi
)(345)(678) tipi
(34567 8) tipi
3)(4 567 8) tipi
34)(5 6 7 8) tipi
)(34)(5 6)(7 8 9) tipi
)(34)(56789) tipi
)(345)(67809) tipi
23)(4 5 6)(7 8 9) tipi
123)(4567809) tipi
1234)(567809) tipi
123456789) tipi
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Her birinden kag¢ tane oldugunu ileride bulacagiz. Bu paragrafta amacimiz
ayni tipten iki eleman arasinda grup teorisi acisindan nasil bir iligki oldugunu
irdelemek. Ornek olarak ayni tipten olan

F=(12)B4)(56789)

permiitasyonuyla
g=1(15)(28)(37964)

permiitasyonuna bakalim. Birincisinde sayilarin adlarim degistirirsek (Sayilar:
Tiirkgeden Macarcaya cevirelim), mesela

1 yerine 1
2 yerine 5
3 yerine 2
4 yerine 8
5 yerine 3
6 yerine 7
7 yerine 9
8 yerine 6
9 yerine 4

yazarsak (Macarca 2 yerine 5 deniyormus) ikincisini buluruz.
g=(15)(28)(37964)=(82)(15)(79643)
oldugundan, goyle de yapabilirdik:

1 yerine 8
2 yerine 2
3 yerine 1
4 yerine 5
5 yerine 7
6 yerine 9
7 yerine 6
8 yerine 4
9 yerine 3

de yazabilirdik. Bu “yerine yazmanim” ne demek oldugunu gérelim. Ikinci yer
degisikligini ele alarak,
h=(18457693)

yazalim ve

hofoh™!
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elemanina bakalim. (Eger h, Tiirkceden Macarcaya sozliikse, h~! Macarca-
dan Tirkgeye sozliik olsun; boylece Tiirkce bir doniistim olan f’yi Macarcaya
gevirmigoluruz. Tahmin edilecegi iizere f’nin tipi degigmemeli. Agagida bilegke
icin artik o yazmayacagiz.)

hfh™' = (18457693)(12)(34)(56789)(13867548)
= (15)(28)(37964) =g

buluruz. Yani

hfh 't =g

olur. Ve elbette soldaki h’leri sag tarafa atarak ve k = f~! tanimim yaparsak,
kgk™' = f

buluruz. Eger Symn’nin f ve g elemanlarimin tipleri ayniysa, bir A € Symn
icin,

hfh =g
olur. Bu esitligi saglayan birden ¢ok h € Symn vardir ama en az bir tane
vardir.

Teorem 3.3. Eger Symn’nin f ve g elemanlarinin tipi ayniysa, o zaman bir
h € Symn i¢in hfh~! = g olur. Bunun tersi de dogrudur: Eger bir h € Symn
icin hfh™' = g oluyorsa o zaman f ve g nin tipleri aynidar.

Kanit: Birinci kismun kanitinin nasil olmasi gerektigi teoremden once yazi-
lanlardan belli. Tkinci onermeyi kanitlayalim. Diyelim f’nin i¢inde uzunlugu
k ile baglayan bir déngii var. Bu déngiiniin (1 2 ... k) dongiisii oldugunu
varsaymak bize bir gey kaybettirmez. ()yle yapalim. Simdi

g(h(1)) = (hfh=1)(h(1)) = h(f(1)) = h(2)
olur. Ayrica
g(h(2)) = (hfh™1)(h(2)) = h(f(2)) = h(3)
olur. Bunu h(k)’ya kadar devam ettiririz, her i = 1,2,...,k — 1 i¢in
g(h(i)) = h(i+1)

buluruz. £ igin ise,

g(h(k)) = (hfh=")(h(k)) = h(f(k)) = h(1)

bulunur. Yani f'nin (12 ... k) dongiisii, g’de (h(1) h(2) ... h(k)) dongiisiine
doniigmiistiir. Her dongii igin ayni sey oldugundan kanitimiz tamamlanmigtir.
O
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Sonug 3.4. Eger n > 5 ise (a b ¢) € Altn gibi ucgli dongiler Altn’de
esleniktirler, yani o ve 8 bu tir iki eleman ise, bir v € Altn icin yay™' = 3
olur.

Kanit: Bu esitligi saglayan bir v € Symn oldugunu biliyoruz. Eger v € Altn
ise sorun yok. Aksi halde, n > 5 oldugundan a’'nin yerinden oynatmadig iki
farkh 4, j € {1,2,...,n} vardir; simdi 6 = v (i j) € Altn olur ve elbette
dad™! = yay~! = B olur. O

3.7 Sym n’de Hangi Tipten Ka¢ Eleman Var?

Sym n ile biraz daha hagir negir olmak i¢in biraz hesap yapalim. Bu ve bundan
sonraki boliim, Sym n’nin anlagilmasi i¢in ya da grup teorisi icin illa okunmasi
gereken boliimler degildir. Konuyla daha agina olmak isteyenlere 6nerilir ama.
Symn’de “tipi” ayni olan elemanlarin sayisini hesaplayalim.
(“)rnegin (1 2) gibi ikili dongii bigiminde yazilabilen kag eleman vardir?
Eger n = 4 ise 6 tane vardir:

(12),(13),(14),(23),(24), (34).
Eger n = 5 ise, 10 tane vardir:
(12),(13),(14),(15),(23),(24),(25),(34), (35), (45).

Genel olarak bu tip elemanlardan n’nin ikilisi kadar, yani

n\ n(n—1)
2/ 2
tane vardir.

Ya (1 2 3) gibi yazilabilen kag eleman vardir?

n
3
tane degil. Ciinkil sectigimiz her {iclii icin iki ayr1 secenegimiz var. Ornegin,

1, 2, 3 segilmigse, bu sayilarla elde edecegimiz (1 2 3) ve (1 3 2) gibi iki ayr
permiitasyon var. Bu tipten toplam

(5)

tane eleman vardir. n = 5 olsun ve bu 20 elemanin her birini yazalim:

(123),(124), (125), (134), (135), (145),
(234), (235), (245), (345),
(132),(142),(152),(143), (153), (154),
(243),(253), (254), (354).

P
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Ya (12)(34) tipinden? Birinci ¢ift i¢in

secenek var. Ikinei cift i¢in
n—2
2

tane segenek vardir. Ancak bu iki sayiy1 carparsak yanlig sonug buluruz. CGiin-
kii boyle yaparsak (12)(34) ve (34)(12)’yi sanki iki ayr1 elemanmig gibi iki kez
sayariz. Carpimu ikiye bélmek gerekir. Sonug olarak, (12)(34) tipinden

Ayni tipten olan elemanlara eglenik denir. Eglenik elemanlardan olugan
kiimeye de egleniklik sinifi denir.

Asagidaki tabloda n = 2, ..., 8 igin, S,,’de her eglenik sinifinda kag eleman
oldugunu hesapladik. Her siitunun altinda buldugumuz sayilar1 toplayarak,
toplamin n! olup olmadigini kontrol ettik. Boylece yaptigimiz hesaplarin sag-
lamasini yapmig olduk. (Gene de hata olabilir! Yanhga tahammiilii olmayan
okur kendi bagina hesaplamalidir bu sayilari.)
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Eslenik Siniflar1 Sayisi

Sym2 | Sym3 | Sym4 | Sym5 | Sym6 | Sym7 | Sym8
Id 1 1 1 1 1 1 1
(12) 1 3 6 10 15 21 28
(123) 2 8 20 40 70 112
(12)(34) 3 15 45 105 210
(1234) 6 30 90 210 420
(12)(345) 20 | 120 | 420 1120
(12345) 24 144 504 | 1344
(12)(34)(56) 15 105 420
(12)(3456) 90 630 | 2520
(123)(456) 40 [ 280 | 1120
(123456) 120 840 | 3360
(12)(34)(567) 210 | 1680
(12)(34567) 504 | 4032
(123)(4567) 420 | 3360
(1234567) 720 | 5760
(12)(34)(56)(78) 105
(12)(34)(5678) 1260
(12)(345)(678) 1120
(12)(345678) 3360
(123)(45678) 2688
(1234)(5678) 1260
(12345678) 5040
Toplam 2 6 24 120 720 | 5040 | 40320

Ornegin tipi, (1 2)(3 4)(5 6) elemamnm tipiyle aym olan eleman sayismi

bulmak igin,
n\/n—2\/n—4
2 2 2

sayisini 3!’e bolmek zorundayiz, aksi halde, érnegin, hepsi birbirine esit olan

(12)(34)(56), (12)(56)(34), (34)(12)(56),
(34)(56)(12), (56)(12)(34), (56)(34)(12)

permiitasyonlarin hepsini ayri ayri saymig olurduk.
Bunun gibi, n > 22 i¢in, Symn’de, tipi

(12)(34)(56)(78)(910)(11 12 13)(14 15 16)(17 18 19)(20 21 22)
olan elemanlardan tam,

() (") (D)) (EE) () (752!

5! x 4!
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tane vardir; paydaki ilk bes ve son dort terim sadelegir ve geriye,

nl

(n =220 % (5125) % (413)

kalir. Bir sonraki teoremi okudugunuzda bu sayimnin anlamini daha iyi anlagi-
lacak.

Teorem 3.5. f € S, olsun. k;, f’de i uzunlugundaki dongiilerin sayist olsun.
(Demek ki > i-ki =mn.) O zaman, f’nin esleniklik sinifinan eleman sayst,

n!
(klllkl) (k2'2k2) s (kn‘nkn)

olur.

Kamt: Once déngiilerimizin parantezlerini hazirlayalim.

(0 [0 PUOYED VA DUPY A TS [ PO GRS PO

Burada k; tane 1 sayilik parantez, ko tane 2 sayilik parantez, ..., k, tane n
sayilik parantez var. (En uzun doéngiiniin uzunlugu ancak n olabilir.) Say1 ko-
nulabilecek toplam n tane yuva var. Once n tane say1y1 her bicimde bu paran-
tezlere (her parantezin kabul ettigi kadar) yerlegtirelim. Bunu elbette n! degigik
bigimde yapabiliriz. Ama bu n! yerlestirmenin bazilar1 S,,’nin ayni elemanini
verir. Kag tanesinin ayni eleman1 verdigini bulup bu sayiya bolelim. I¢inde i
tane say1 yerlegtirilebilen bir parantezi alalim. Bu parantezin i¢indeki sayilar:
i degisik bicimde yerlegtirirsek S,,’nin aym elemanmi elde ederiz. Ornegin,

(12345),(23451),(34512),(45123),(51234)

yerlegtirmeleri ayni permiitasyonu verir. Bu parantezlerden tam k; tane oldu-
gundan, sayilar1 bulunduklar parantezlerden ¢gikarmadan

tane farkh yerlestirmenin aym permiitasyonu verdigini buluruz. Ote yandan
bu parantezlerin de yerlerini degistirebiliriz. Ornegin,

(12)(34)(56), (12)(56)(34), (34)(12)(56),
(34)(56)(12), (56)(12)(34), (56)(34)(12)

yerlegtirmelerinin hepsi ayni permiitasyonu verir. ¢ uzunlugundaki k; parantezi
k;! farkli bicimde yerlestirebiliriz. Demek ki sadece ¢ uzunlugundaki parantez-
lere yapilan

i k)

3Bu saymin bir tamsay1 olmasi bile sagirtic: olmali!
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tane farkli yerlegtirme ayni permiitasyonu verir. Bunlar1 ¢ = 1,2,...,n igin
carparsak, toplam

(15 B ) (2R kpl) - (R Ryl - (0P k)

farkl yerlegtirmenin ayni permiitasyonu verecegini buluruz. Demek ki bu tip-
teki eleman sayisin1 bulmak igin, toplam yerlestirme sayisi olan n! sayisini bu
sayilya bolmeliyiz. (]

Onceki sayfadaki listede Sym n’de en fazla eleman olan esleniklik smiflarim
koyu harflerle, Id permiitasyonu diginda, en az eleman olan siniflar1 da alt1 ¢izili
olarak gosterdik.

Belli ki, eger n > 5 ise en az (12) tipinde eleman var.

Ve gene belli ki S,,’de en kalabalik sinif

(12...n—1)

smifi. Bu siifin n(n — 2)! tane, yani

(n—1)

tane elemani var. Bir bagka deyisle, her n—1 elemandan biri bu tipten (yani bu
esleniklik simifinda). En az elemanl eglenik smifinin (1 2)’nin egleniklik sinifi
oldugunu birazdan kanitlayacagiz.

(12 ...n-1)

elemaninin smifinin en kalabalik oldugu da dogru ama bu olgunun bu kitaba
alacak kadar kolay bir kanitini bilmiyorum. Merakli okur Matematik Diinyasi
dergisinin 2003-II sayisinin 103’ inci sayfasindaki Ozer Cozer’in kamtimi oku-
yabilir. Zaten o kadar da ilging bir soru degil!

3.8 Sym n’de Esglenik Sinifi Sayisi

Her esleniklik siifinin sayisini bulduk. Peki Sym n kiimesinde kag tane esle-
niklik sinifi var? Birkag sayfa once egleniklik siniflarini ve dolayisiyla kag tane
olduklarini n = 8’e kadar teker teker bulduk. Biraz daha ileri gidelim:
Sy’deki esleniklik simifi sayisi aslinda n sayisinin parcalanis sayisina
esittir. Ornegin, eger n = 6 ise, n'nin parcalamsglaryla esleniklik smiflari
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arasinda soyle bir permiitasyon vardir:

6 = 1+414+14+14+14+1 Id smufi

6 = 24+14+1+1+4+1 (12) simfi

6 = 3+1+1+1 (12 3) simfi

6 = 2+2+1+1 (12)(34) smufi
6 = 44+1+1 (1234) smfi

6 = 3+2+1 (123)(45) smufi
6 = 5+1 (12345) smufi
6 = 2+2+2 (12)(34)(56) smfi
6 = 442 (1234)(56) smufi
6 = 3+3 (123)(456) sifi
6 = 6 (123456) smify

Bir dogal saymin parcalanig sayisi, o sayiy1 (sira gozetmeden) dogal sayilarin
toplami olarak kag tiirlii yazilabilecegidir. Dolayisiyla 6’'nin parcalanig sayisi
yukarda goriildiigii gibi 11’dir, Sym 6’nin esleniklik sinifi sayisina esittir. Genel
olarak, Symn’nin egleniklik sinifi sayis1 n’nin parcalanig sayisina egittir. Tk
birkag¢ sayi icin liste asagida:

n:

6 7 8 9 10 11 12 13 15
1

1 2 3 4
1 2 3 5 15 22 30 42 56 77 101 135

5
sinif sayisi : 7 1
Uzerine pek cok aragtirmalar yapilan parcalanig sayisi matematigin bagka bir
dalinin konusudur ve bu konuya daha fazla girmeyecegiz.

Teorem 3.6. Eger n > 4 ise, (1 2) nin esleniklik sinafs, 1d’in sinife disinda,
Symn’nin en az elemanly esleniklik sinafidor.

Kanit: Id # f € Symn olsun. f’nin egleniklik sinifinin eleman sayisini [f]
olarak gosterelim. f’yi ayrik dongiilerine ayirip, uzunlugu r olan dongtilerini,
adina f, diyecegimiz bir elemanda toparlayalim. Ornegin

f=012)(34)(5678)
ise
fo=(12)(34),fs=1d, f4 = (56 78).

Demek ki her f, uzunlugu r olan ayrik dongiilerin ¢arpimi ve f, bu f,.’lerin
carpimi. Eger f ve g permitasyonlar: ayni tiptelerse, yani ayni egleniklik
sinifindalarsa, elbette f, ve g, de ayni esleniklik sinifindadirlar. Ve f, ile ayni
esleniklik simfinda olan her eleman mutlaka f ile aym esleniklik simfinda olan
bir elemanda belirir, hatta muhtemelen 1’den fazla kez belirir. Ornegin yu-

kardaki ornekteki fo ile aym esleniklik simfinda olan (1 3)(2 5) elemam, f’ye
eslenik olan (1 3)(2 5)(467 8) elemaninda belirir. Eger f, # Id ise, [f,] < [f]
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esitsizligi bu ylizden bariz. Demek ki [(1 2)] < [f,] esitsizligini kanitlamak
yeterli.

Bundan boyle, f, herbirinin uzunlugu r olan k ayrik dongiiniin ¢arpimi
olsun. Demek ki kr < n. Ayrica 2 < r. Bu bilgiler daha sonra gerekecek.
Simdi g = (1 2...7) olsun. Once [g] < [f] esitsizligini kamtlayacagiz. Her iki
say1y1 da acik acik bulabiliriz:

9] = (Z) (r—1)!
=)0 (7T

(Teorem 3.5’1 de kullanabilirdik.) Bundan sonra [g] < [f] esitsizligini k& ve n
iizerine tlimevarimla kanitlamak, biraz mesakkatli olsa da ¢ok zor degil; okura
birakiyoruz. Demek ki [(12)] < [g] esitsizligini, yani

(=)o

esitsizligini kanitlamamiz gerekiyor. Bu da megakkatli belki ama kolay. Ufak
tefek ayrintilar1 saymazsak teorem boylece kanitlanmigtir. O

Aligtirmalar

3.37. (Bu soru IMO 1987 yarigmasinda sorulmustur).
P, (k) = |{f € Sym,, : f tam k eleman sabitliyor}|

olsun. .
> kP, (k) =n!
k=0

esitligini kanitlayin.

3.38. Her i =1,...,n—11i¢in 0; = (4,5 + 1) € Sy, olsun. Sy ’nin her elemaninin sonlu tane
o;'nin ¢arpimi oldugunu kanitlaym. Her i ve j = 1,...,n — 1 icin ya (0; 0 0;)' =1d, ya
(0i00;)* =1d, ya da (0; 0 0;)® = Id olmal. Kamtlaymn.

3.39. Her i = 2,...,n igin 7; = (1,7) € S, olsun. S, ’nin her elemaninin sonlu tane 7;’nin
carpimi oldugunu kanitlayin.

3.40. Sym N'nin her elemanmin f? = g2 esitliklerini saglayan iki f ve g permiitasyonu icin
f o g olarak yazildigini kanitlayin.



4. Elemanlarin Kuvvetleri ve
Dereceleri

4.1 Elemanlarin Kuvvetleri

Bundan boyle, (Z, +) ve (Sym X, o) 6rneklerinde oldugu gibi somut bir gruptan
sozedilmiyorsa, yani sozkonusu olan 6zellikle belirtilmemis rastgele bir grupsa,
yani ne grubun elemanlar1 ne de x iglemi belirtilmisse, x yerine - ve z %y yerine
x -y, hatta hi¢ noktasiz xy yazacagiz. Ayrica e yerine 1 yazacagiz. Tabii bu 1,
1 dogal sayis1 olmayabilir. Onceki yazida kamtladigimiz

yzm_léx*y:e@y*x:e
esdegerlikleri bir defa daha bu dilde yazalim, énemliler clinkii:
y::z_1<:>xy:1<:>y:c:1.

Bir grubun bir x elemani kendisiyle n defa carpildiginda elde edilen eleman
x™ olarak gosterilir ve bu elemana z’in n’inci kuvveti adi verilir. Burada n

pozitif bir dogal sayidir. z° eleman: 1 olarak tanimlanir. Tanmim geregi z! = z

olur. Diger kuvvetlerin ne demek olduklar1 bariz: 22 = rz, 23 = rzxr = 2%r =
zz?. Bir grubun bir z elemanimm kuvvetinin formel tanimi soyle: 2% = 1 ve
her n € N i¢in 2"t! = 2"z,

Eger bir grupta, n > 0 tamsayisi icin 2" = 1 olursa, o zaman, zz" ! =
z™ = 1 oldugundan, yukardaki egdegerliklere gore 2= = 2"~! olur. Bu 6nemli
gozlemi sik sik kullanacagiz. Bunun 6zel bir durumu olarak, 22 = lisez ™' =«

oldugu bulunur.

Onsav 4.1. Bir grupta her x elemans ve her n, m € N igin ™z™ = ™™

(™)™ = ™™ olur. Demek ki x"x™ = x™z"™ olur.

ve

Kanit: Birinci egitlikten baglayalim. m {izerine tiimevarimla kanitlayacagiz.
Eger m = 0 ise
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Simdi esitligin m i¢in dogru oldugunu varsayip esitligi m + 1 igin kanitlayalim:

nm+1 + (n+m)+1 _ anr(erl)'

x =z"(z"x) = (") =2""T"r =2
Sira ikinci esitlikte. Eger m = 0 ise hem (2™)™ hem de ™™ elemani 1’e esittir.
Simdi egitligin m i¢in dogru oldugunu varsayalim. Kanitlanan bir 6nceki egitligi

kullanarak,

n(m+1)

(xn)erl — (xn)mxn — wnmxn — xnern =

elde ederiz. Kanitimiz tamamlanmigtir. O

Eger n > 0 bir tamsayiysa, z~"’yi (")~! olarak (yani 2™ 'nin tersi olarak)

tanimliyoruz:

= (™)L

Ama burada bir seyi kontrol etmek gerekir: Daha 6nce ™! elemanini 2’in tersi
olarak tanmmmlamistik. Oysa burada z~’in farkli bir tanimini yaptik: Burada
27! (eger tanimda n = 1 alimirsa), x'’in, yani 2’in tersi olarak tanimlanmistir.
Her iki tanimin da aymi elemani isaret ettigi belli, yani daha 6nceki tanimla bu
tanim n = 1 ise Ortiigiiyor; bir sorun yok. Hatta tanimda n = 0 bile alabiliriz,
gene bir sorun olmaz: Eski tanima gore 270 = 20 = 1 diger yandan yeni tanima
gore de 279 = (20)7! =171 =1 ¢ikar.

Pozitif n tamsayilar: i¢in (tanim geregi) dogru olan bu esitligin taraflarinin
tersini alirsak 2" = (z~")~! elde ederiz. Demek ki m = —n igin (™)1 = z™™
olur. ayni esitligin negatif sayilar icin de dogru oldugunu goériiriiz. Demek ki
her n € Z icin

olur.

n+m

Onsav 4.2. Bir grubun her x elemani ve her n, m € Z i¢in x"x™ = x ve

(z™)™ = ™™ olur. Demek ki (x™1)" = x™" ve z"z™ = z™z" olur.

Kanit: Birinci esitlikten baglayalim. Gerekirse kanitlamak istedigimiz esitligin
tersini alarak (o zaman 2z~ (™) = £="2~" elde ederiz), n+m > 0 varsayimini
yapabiliriz. Demek ki ya n > 0 ya da m > 0. Onsav 4.1’den dolay1 n ya da
m’nin negatif oldugunu varsayabiliriz.

Birinci Sik: m < 0. Bu durumda Onsav 4.1%e gore,

ntm)+(—m) _ .n

=T x :l'( x

l,n+m(xm)71 n+m,_,—m

olur. Sol taraftaki ™’yi sag tarafa atarak istedigimiz x"+™
elde ederiz.
Ikinci Sik: n < 0. Bu durumda Onsav 4.1’e gore,

= z"z"™ esitligini

(xn)flxn+m — n—+m

T — x(fn)+(n+m) —_ m

T
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olur. Soldaki x™’yi sag tarafa atarak istedigimiz 2™ = z"2™ esitligini elde
ederiz.

Gelelim (2™)™ = ™™ egitligine. Gerekirse taraflarin tersini alarak m > 0
varsayimini yapabiliriz. Eger m = 0 ise egitlik 0’inc1 kuvvetin tanimindan
cikiyor. Esitligin m i¢in dogru oldugunu varsayip esitligi m+1 icin kanitlayalim.
Kanitlanan bir onceki egitlikten ve tanimdan,

(:L,n)m—i—l _ (xn)mwn — M — prmtn xn(m—i—l)

elde ederiz.
(x71)™ = 27" esitligi bir 6ncekinden elde edilir. Nitekim bir énceki (™)™ =
™™ esitliginde n = —1 alirsak, her m € Z icin (z=1)™ = 2™ buluruz.

Son esitligin kaniti: 2"z = " = g = Mg, O

Sonug 4.3. Her grubun her x elemant i¢in, {x™ : n € Z} kiimesi ¢arpma ve
tersini alma islemleri altinda kapalidir ve grubun etkisiz elemanin icerir. Bir
baska deyisle bu kiime grubun islemi altinda kendi basina bir grup olur.

Kanit: Dogrudan bir onceki énsavin sonucudur. O

Ama dikkat, {z" : n € Z} kiimesi sonsuz olmak zorunda degildir. Bu
konuya bir sonraki béliimde deginecegiz.

Sonug 4.4. Eger bir grubun bir x elemans icin ™ = 1 oluyorsa ve ejer n
sayst k — £ sayusina boliiyorsa (yani k = {modn oluyorsa), o zaman x* = x*

olur.

Kanit: k — £ = nu olsun. O zaman zF = 2/ = glpm = gf(z™)* = 201" =
2!l = 2¢ olur. g

Onemli bir seye dikkat etmek lazim: (zy)™ elemam z"y" elemanina esit
olmayabilir. Ote yandan eger xy = yz ise (zy)” = z"y" olur. Simdi bunu
kanitlayalim.

Onsav 4.5. Eger bir grubun x vey elemanlar: birbirleriyle degisiyorlarsa, yani
xy = yx ise o zaman her n ve m tamsayisy i¢in x"y"™ = y™z" ve (zy)" = z"y"
olur.

Kanit: Once xy™ = y™z esitligini kanitlayalim. Ik olarak m > 0 varsaylmini
yapalim. Eger m = 0 ya da m = 1 ise kanitlayacak bir sey yok. Esitligin m
igin gegerli oldugunu varsayalim. O zaman egitlik m + 1 i¢in de gecerli olur:

wy™t = x(yb¥d) = (xy™)y = (y"x)y =y (xy)

= y"(yz) = (y"y)z =y e,
Demek ki her m > 0 i¢in zy™ = y"z. Eger m < 0 ise, —m > 0 oldugundan,
biraz once yaptigimizdan
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olur. y~"™ terimlerini diger tarafa atarak

xy™ =y"x
buluruz.
Simdi de z"y™ = y™z" egitligini kanitlayalim. Eger n = 0 ise egitlik ba-
riz. Eger esitlik n i¢in dogruysa, biraz 6nce kanitlanan y"z = xy™ esitligini
kullanarak,

(zy)™* = (zy)"(zy) = (a"y")(zy) = 2" (y"x)y
= a"(zy")y = (z"z)(y"y) = 2"y

elde ederiz. Demek ki (tiimevarimla) esitlik n > 0 i¢in dogru. Simdi n < 0

olsun. m = —n > 0 tanmmn yapalim. Biraz énce kamtladigimiz (zy)™ =
My™ egitligini ters gevirirsek, y~"ax ™™ = (zy) ", yani y"z" = (zy)" buluruz.
Bu ve bir 6nceki esitlik z"y" = (zy)™ verir. O

Ilerde bu 6nsavlar: referans vermeden 6zgiirce kullanacagiz.

Notlar ve Ornekler
4.1. Eger g=(1234)(56789) € Sym9 ise

= (13)(24)(579628)
= (1432)(58697)
= (59876)
= (1234)
= (13)(24)(56789)
= (1432)(57968)
= (58697)

(5

4)

© W N s W N

= (1234)
= (13)(2

9876)

b}_}a@b‘e@b‘a@
S

olur. Dolayisiyla
g =g = (4")" = (132 =1dy
ve g~ 1 = ¢'? olur. Ayrica,

9143 = g20‘7+3 = (g20)793 = g3 = (1 43 2)(5 869 7)

olur.

4.2. g = (12)(345)(6789)(10 11 12 13 14) ise g*** permiitasyonunu bulalim. ¢°° = Id
oldugu belli. Demek ki ¢'*® = ¢?3. Simdi ¢* permiitasyonunu bulalm. Kareler alarak,

¢ = (354)(68)(79)(101214 11 13)
gt = (345)(1014131211)
¢ = (354)(1013111412)
g'® = (345)(10111213 14)
buluruz. Buradan
gl43 — g 16+8—1 __ 91698971

4 5?(10 111213 14)][(3 5 4)(10 13 11 14 12)]
2)(3 4)(6 98 7)(10 14 13 12 11))]

(3
(1
(12)(354)(6987)(1013 11 14 12)
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Soyle de yapabilirdik: a = (1 2), b=(345),¢c=(6789),d= (10 11 12 13 14) olsun.
Bu dort eleman birbirleriyle degisirler, yani mesela ab = ba olur.

=Idy, b* = Idy, ¢* = Idg, d° = Idy
oldugundan,
" = ¢ = (abed)®® = a'b?*c*d® = (12)(354)(6 98 7)(10 13 11 14 12)

olur.
4.3. Eger G ve H birer grupsa ve g € G ve h € H ise, G x H kartezyen carpiminda, her
n € Zigin (g, h)" = (g", h"™) olur. Benzer sey []; G;i ve @@; G; gruplarinda da gecerlidir.
4.4. Eger grubun islemi + ise, ki bu durumda matematikg¢iler arasinda yapilan bir anlagmaya
gore grup degismeli olmak zorundadir, o zaman ¢g" yerine ng yazildigini séylemistik.
Islemi toplamayla yazilan bir grup olan Z x Z’den érnek verelim. k € Z ve (z,y) € Z X Z
i¢in k(x,y) = (kx, ky) olur.

Eger grubun iglemi toplama (+) igaretiyle simgeleniyorsa (ki bu durumda
grubun abel oldugu varsayilir), o zaman G’nin etkisiz elemani 0 olarak ve bir
g elemaninin tersi —g olarak yazilir. Ayrica n € Z igin g" yerine ng yazilir.
Elbette 1g = g, 0g = 0 ve —1g = —g olur. Yukarida kanmitladigimiz esitlikler
bu yeni yazilimla su hali alirlar: Her n, m € Z ve her z, y € G igin,

Ayrica bu durumda

x + (—y) yerine z — y,
(—x) + y yerine —x + vy,
(—x) + (—y) yerine —z —y

yazilir. Islemi toplama olarak yazilan bir gruba toplamsal grup denir. Bu
durumda iglemin her zaman degismeli oldugu varsayildigini bir kez daha anim-
satalim.

Alistirmalar

4.5. Eger bir grubun a ve b elemanlari i¢in ab = ba ve a™ = b™ = 1 oluyorsa, e = ekok(n, m)
igin (ab)® =1 esitligini kanitlaymn.

4.6. Eger bir grubun bir a elemani i¢in a™ = o™ = 1 oluyorsa, d = ebob(n, m) igin a =1
esitligini kanitlayin.

4.7. X bir kiime, z € X ve f € Sym X olsun. Eger f"(z) = x ve f™(z) = z oluyorsa,
d = ebob(n,m) igin f%(z) = z esitligini kanitlaym.

4.8. G bir grup ve ¢, ¢ € G olsun. Eger 2", 2™ € Cg(c) ise, d = ebob(n, m) i¢in 2% € Cq(c)
oldugunu kanitlayin.
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4.2 Elemanlarin Dereceleri

G bir grup ve ¢ € G olsun. Bazen bir n # 0 tamsayis1 i¢in g" = 1 olur.
g™ = (¢")~! = 1 oldugundan, eger g" = 1 esitligini saglayan bir n # 0
tamsayisi varsa, o zaman ¢" = 1 esitligini saglayan pozitif bir n dogal sayisi
vardir. Bu durumda, ¢" = 1 esitligini saglayan en kii¢iik n > 0 dogal sayisina
g'nin derecesi (ya da mertebesi) adi verilir ve bu degg = n olarak gosteri-
lir. Bazen de boyle bir n > 0 sayis1 yoktur; bu durumda derecenin sonsuz
oldugu soylenir ve deg g = oo yazilir. Derecesi 1 olan yegane eleman 1’dir. Bir
grubun derecesi sonlu olan elemanlarina burulmaly eleman adi verilir. Diger
elemanlar burulmasiz eleman olarak anilir. Her elemani burulmali olan bir
gruba burulmaly grup denir. Eger bir grupta bir n > 0 dogal sayis1 icin, her
g elemani g™ = 1 esitligini sagliyorsa, gruba sonlu eksponentli grup denir;
eger n bu egitlikleri saglayan en kiiclik dogal sayiysa, grubun eksponentinin
n oldugu soylenir.

Eger G degismeli bir grupsa ve iglemi + ile ifade edilmisse, g" yerine ng
yazildigim1 unutmayin. Konuya yeni baslayan biri icin, ¢carpimsal ifadeden top-
lamsal ifadeye ge¢mek biraz zahmet ve dikkat gerektirebilir.

Notlar ve Ornekler
4.9. Bir grupta bir elemanin ve tersinin dereceleri esittir: deg g = deg g~ ! ciinkii
g =19 "=1

onermesi dogrudur.

4.10. Z, Q, R gruplarinda etkisiz eleman 0 disinda elemanlarin dereceleri sonlu olamazlar
¢iinkii bu gruplarda n € Z i¢in nx = 0 oluyorsa, n = 0 olmak zorundadir.

4.11. ¢g=(1234)(56789) elemaninin derecesi 20’dir.

4.12. SymN grubunun su iki elemanini alalim:

g=(01)(23)(45)... ve h=(12)(34)(56)...
Her iki elemanin da derecesi 2’dir. Carpim (bilegke yani) yapilirsa,
gh=(...6420135...)vehg=(...5310246...)

bulunur. deg g = deg h = 2’dir ama deg gh = deg hg = oo olur.

4.13. G, eleman sayist ¢ift olan sonlu bir grup olsun. G’nin derecesi 2 olan eleman: oldugunu
gbsterecegiz. Eger g2 # 1 ise, g # ¢~ * olur. Ayrica her g elemam icin degg = degg™*
olur. {g € G : ¢g* = 1} kiimesi {g,g™ '} olarak ikiger ikiger gruplamrlar, dolayisiyla
eleman sayisi cifttir. Dolayisiyla geriye kalan {g € G : g? # 1} kiimesinin eleman sayisi
da ¢ift olmak zorundadir. Bu kiimede derecesi 1 olan 1 elemanm da var. O eleman
cikarirsak geriye tek sayida derecesi 2 olan eleman kalir.

Tleride, eger p bir asalsa ve p, G grubunun eleman sayisini boliiyorsa, o zaman G’nin
derecesi p olan bir elemani oldugunu gosterecegiz (bkz. Teoprem 4.11 ve Teorem 10.15).

Aligtirmalar
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4.14. Gy ve G2 iki grup, g1 € Gi1 ve g2 € G2 olsun. Eger g1 ve g2 elemanlarindan biri-
nin derecesi sonsuzsa, G1 X G2 kartezyen ¢arpiminin (g1, g2) elemaninin da derecesinin
sonsuz oldugunu kanitlaym. Eger deggi ve degge birer dogal sayiysa, deg(gi,g2) =
ekok(deg g1, deg g2) esitligini kanitlayin. Buradan, eger deg(g1, g2) = oo ise ya deg ¢g1’in
ya da deg g2’nin sonsuz olmasi gerektigi ¢ikar.

4.15. Bir grupta derecesi sonlu olan iki elemanin ¢arpiminin derecesi sonlu olmak zorunda
mudir?

4.16. ab ve ba’mn derecelerinin aym oldugunu kamtlaymn. abc ve bca’min derecelerinin ayni
oldugunu kanitlayin. Oyle bir grup ve a, b, ¢ elemanlar1 bulun ki abc ve acb’nin dereceleri
farkli olsun.

4.17. a 'ba = b? ise a "ba" = b*" esitligini kamtlaymn. a* = 1 ise b’nin derecesi hakkinda ne
soyleyebilirsiniz?

4.18. b~ 'ab = a® ve ¢ tac = a® ise ve b ve ¢ elemanlarinin dereceleri sirasiyla 4 ve 3 ise a’nin
derecesi hakkinda ne soyleyebilirsiniz?

4.19. (G;); bir grup ailesi olsun. Her G; grubunun her elemanin burulmaliysa, . ; G; gru-
bunun her elemaninin burulmali oldugunu kanitlayn.

il

Sonlu bir grupta tiim elemanlarin derecesi sonludur. Ciinkii sonlu bir grup-
ta

9, 9% g%, ...

elemanlarinin hepsi birbirinden farkli olamaz, demek ki 0 < m < n igin g" =
g™ ve dolayisiyla ¢"~™ = 1 olmak zorundadir. Bundan da deg g < oo gikar.

Onsav 4.6. G bir grup, g € G ve degg = d < oo olsun. O zaman g" = 1
egitliginin dogru olmast icin d’nin n’yi bélmesi gerek ve yeter kosuldur. Bunun
sonucu olarak, g* = ¢° esitliginin dojru olmas: i¢in yeter ve gerek kosul d’nin
k — £ sayrsina bolmesidir.

Kanit: Eger d, n’yi boliiyorsa, n = dq esitligini saglayan bir ¢ € Z segelim. O
zaman,
=gt =g =1"=1

olur.
Simdi ¢" = 1 varsayimini yapalim. n’yi d’ye bélelim: Bir ¢ € Z ve r =
0,1...,d—11icin n =gqd+ r olur ve o zaman da
1=g" =g =gV = (¢)1g" =1'g" = ¢,
yani

g =1
olur. Ama 0 < r < d oldugundan, derecenin tanimindan dolay1 » = 0 bulunur.
Demek ki n = qd +r = qd + 0 = qd ve d, n’yi boler.
g = g° esitligi ancak ¢* ¢ = 1 ise gecerlidir. Son énerme bundan ve bir
onceki 6nermeden cikar. O

Sonug 4.7. G bir grup, g € G ve p bir asal olsun. Eger g =1 ise ya g =1
ya da deg g = p olur. O
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Eger p bir asalsa ve bir n tamsayisi icin g?" = 1 oluyorsa g'ye p-eleman
adi verilir. 1’den farkl bir eleman ancak tek bir p asali i¢in bir p-eleman olabilir
(bkz. Alistirma 4.6).

Sonug 4.8. G bir grup ve g € G bir p-elemansa g’nin derecesi p’nin bir
kuvvetidir. O

Sonug 4.9. G bir grup ve g € G olsun. Ejer degg = n < oo ve m sayisi
n’ye asalsa, bir h € G i¢in h'™ = g olur. Dilenirse h, g’nin bir kuvveti olarak
alinabilir.

Kanmit: A = {1,g,4¢%...,9" !} olsun. f(z) = 2™ formiiliiyle verilmis A’dan
A’ya giden fonksiyonu ele alalm. Eger f(z) = f(y) ise, (zy~1)™ = 1 olur.
Onsav 4.6’ya gore deg(zy~")|m, aym 6nsava gore deg(xy~1)|n. Alstirma 4.6%
gore deg(ry ') = 1, yani = 5. Demek ki f fonksiyonu birebirdir; dolayisiyla
ortendir. Demek ki g'nin bir kuvvetinin m’inci kuvveti g’ye esit olur.

Aymni sonucu daha basit olarak goyle de kanitlayabilirdik: Bir u, v € Z igin

un + mv = 1 olur. Demek ki
_ 1 _ unt+mv __ n\u/ v\m __ v\m
g=9 =g = (9")"(g")" = (¢")
olur. O

Notlar ve Ornekler

4.20. Bu 6rnekte su sonucu kanitlayacagiz.

Teorem 4.10. G bir grup, g € G, degg = n < 0o olsun. n = p{l ---pi’“, n’nin farkh
asal ¢arpanlarma ayrima olsun. O zaman oyle g1, ...,gr € G vardwr ki,

1. g=g1---gr olur.

2. Her i, j i¢in gig; = g;9i olur. (Dolayiswyla gg; = gig olur.)

3. Her g; bir p;-elemandar.

Hatta g;’lert g ’'nin bir kuvveti olarak segebiliriz.

Kanit: m; = n/pz‘ olsun. O zaman mi, ..., my sayilar1 aralarinda asaldir. Dolayisiyla
miur + -+ mrup =1

esitligini saglayan w1, ..., us sayilar: vardir (bkz. Ahgtirma 2.3). Simdi kolay bir hesap
yapalim:

g= gl — gm1u1+“‘+mkuk:1 — gm1u1 o
Simdi g; = ¢™*"* tamimin1 yaparsak istedigimiz her gsey dogru olur. a
Tleride bu sonucu bir kez daha Sonug 10.23 olarak kamitlayacagiz.

mp U

4.21. p bir asal ve GG, eleman sayis1 p’ye boliinen bir grup olsun. Bu paragrafta G’nin derecesi
p olan bir eleman1 oldugunu gorecegiz.

X:{(gla"'7gp):gl"'gpzl}

olsun. Her g1,...,gp—1 igin
(91,-- - 9p-1,9) € X
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Oonermesini saglayan bir ve bir tane g € G oldugu icin
x| = e
olur; ama bizim i¢in 6nemli olan X’in eleman sayisinin p’ye boliindiigii olgusu olacak.
Bu arada (1,...,1) € X ve
(z,...,z) e X &2’ =
oldugunu gozden kagirmayalim. Demek ki Sonug 4.7’ye gore
(z,...,2) € X & (r=1yada degz =p)
olur.
D=A{(z,...,x) € X}
tanimini yapalim. D’nin 1’den fazla elemani oldugunu gostermek istiyoruz.
(91,---,9p) € X igin
t(gh s 79}’7) = (gpygl,927 s 7gP—1)
olsun. Yani ¢, X’in elemanlarinin koordinatlarini bir saga kaydirsin, en sagdaki koordi-

nat1 da en basa alsin. ¢ elbette X’ ten X’e giden birebir ve érten bir fonksiyondur (yani
t € Sym X olur); ayrica t? = Idx olur.

T = {ldx,t,t*,...,t" '}

olsun. Elbette ¢, D’nin elemanlarim sabitler, yani z € D ise t(z) = z olur, ama ¢, D
diginda bir eleman sabitleyemez. Bunun da 6tesinde, T"nin Idx diginda hicbir elemani
X’in herhangi bir elemanim sabitleyemez (bkz. Ornek 4.7) ¢linkii p bir asal. Demek ki
her z € X \ D i¢in
Ta = {z,t(z), t*(z),..., " ()}
kiimesinin tam p elemani var. Ayrica eger x # y ise,
TeNTy=10

olur (neden?) Bundan X \ D kiimesinin her biri ayrik ve her birinde p elemani olan
Tz pargalarina ayrildigr ¢ikar. Demek X \ D kiimesinin eleman sayisi p’ye boliiniir.
Dolayisiyla D’nin eleman sayisi p’ye boliiniir. Sunu kanitladik:

Teorem 4.11 (Cauchy Teoremi). Eleman sayist p asalina bélimen sonlu bir grubun,
derecest p olan bir elemant varder. (]

Ileride bu teoremin daha standart bir bagka kamtin verecegiz (Teorem 10.15).

Demek ki Onsav 4.6’ya gore, bir grupta degg = 6 ise, ¢'2* = ¢* olur ve
g'nin (negatif ya da pozitif) tiim kuvvetleri
L, 9,.9% 9% ¢ ¢

elemanlarindan birine egittir. Ayrica yukarida siralanan elemanlar birbirine
esit olamazlar. Bunu bir 6nsav olarak yazalim:

Teorem 4.12. Eger bir grubun bir g elemaninin derecesi d < oo ise
{g":nezy={1,9,6% ..., 9" "}

olur ve bu kiimenin tam d tane elemani vardir. Tersine, eger bu kimenin d
tane elemant varsa, o zaman g ’nin derecesi d’dir.
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Kanit: n € Z olsun. n’yi d’ye bolelim: Bir ¢ € Zve r =0,1...,d — 1 i¢cin
n = qd + r olur ve o zaman da

g" =g =gl = (g7 =1'g" = ¢

olur. Bu birinci 6nerme. Esitligin sagindaki kiimede d tane eleman oldugunu
kanitlayalim: Eger k, £ € {0,1 ..., d — 1} icin g¥ = ¢* ise 0 zaman g¢¥=* =1
olur. Demek ki bir Onsav 4.6’ya gore d sayis1 k — ¢ sayisim bolmeli. —d <
k — £ < d oldugundan, bu da ancak k — ¢ = 0 ise, yani k = £ ise mimkiindiir.

Simdi {g" : n € Z} kiimesinin tam d tane elemani oldugunu varsayalim.
Eger 0 < k < £ < d icin g* = ¢° olsaydi, o zaman ¢*~% = 1 olurdu. Ama o
zaman da ¢g’nin derecesi £ — k’dan, dolayisiyla d’den kiigiik olurdu. Ama birinci
onermeye gore bu durumda {¢" : n € Z} kiimesinin d’den az elemani olurdu,
celigki. Demek ki

df
1=¢%g=9" 6% ..., 9"

elemanlar: birbirinden farklh ve

{":neZ}={1,9,¢*...,9" '}

Demek ki g¢ elemamn sag kiimede beliren d elemandan birine esit olmali, yani
0 <k <d-1icn ¢g¢ = ¢g¥ olmal. Buradan ¢? % = 1 = ¢° cikar. Bir iki
satir 6nce bu esitligin ancak k = 0 ise dogru olabilecegini gordiik. Demek
ki g = g¢F = ¢° = 1. Ote yandan g¢’'nin daha kiigiikk bir pozitif kuvveti 1
olamayacagindan, ¢g'nin derecesi d olmalidir. O

Eger grubun iglemi + ise, teoremdeki

{g":nezy={1,9 ¢ ..., g}
esitligi
{ng:neZ}={0,9 29, ..., (d-1)g}
bi¢imini alir. Bu durumda (elemanin derecesi sonlu da olsa sonsuz da olsa)
{ng : n € Z} kiimesi Zg ya da gZ olarak yazilir.
Teoremden, sonlu bir grubunun eksponentinin sonlu oldugu anlagilir.

Bu 6nemli teoremden sonra yaziyi dereceler iizerine ¢ok yararli birkag
sonugla bitiriyoruz.

Onsav 4.13. degg=d < 0o ve n € Z ise

d

degg" = —
69" = Sbob(d,n)

olur. Demek ki ebob(d,n) =1 ise degg = deg g™ olur.
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Kanit: Onsav 4.12’ye gore, 0 < n < d varsayiminm yapabiliriz. deg¢” = k
olsun. Kanit1 iki pargaya ayiracagiz.

a. Eger ebob(d n) =1 ise. Bu durumda deg g" = d esitligini kanitlamaliy1z.
Elbette (g ”) = (g")* = 1™ = 1 olur. Onsav 4.6’ya gore k|d. Ayrica 1 =
(g™)* = g™ oldugundan, d|nk. Demek ki varsayimimiza gore d|k. Buradan
k = d cikar.

b. Eger n]d ise. Bu durumda deg ¢" = d/n esitligini kanitlamaliyiz. Elbette
(gM)¥" =g =1 olur Onsav 4.6'ya gore k|d/n ve k < d/n. Eger k < d/n
olsaydi, kn < d ve g" = (¢™)* = 1 olurdu, celigki. Demek ki k = d/n.

c. Genel durum. d’yi bolen bir a ve d’ye asal bir b i¢in n = ab olsun.
Elbette a = ebob(d,n)’dir. O zaman yukarda yapilanlardan dolayi, deg ¢g" =
deg(g®)® = deg g* = d/a olur. a

Onsav 4.14. G bir grup ve a, b € G dereceleri sonlu olan ve ab = ba esitligini
saglayan iki eleman olsun. Bu durumda deg ab| ekok(deg a,degb) olur. Ayrica
eger ebob(deg a,degb) = 1 ise degab = degadegb olur.

Kanit: Birinci kisim Onsav 4.5 ve 4.6’dan cikar. Ikinci kismu kanitlayalim.
k = deg ab olsun. Demek ki (ab)* = 1, yani a* = b=F,

Birinci kisma gore k| deg a deg b. Madem 0Oyle, d| deg a ve e| deg b igin k = de
yazalim. Onsav 4.13’a gore

dega dega _ degb _ degb
dega® = cbob(dega, k) d © degb™* = chob(degb, k) e
olur. Dolayisiyla
dega  degb
d e
olmali. Ama dega ve degb aralarinda asal oldugundan, bundan, dega = d ve
deg b = e cikar. Demek ki k = de = dega degb olur. O

Aligtirmalar
4.22. G degismeli bir grup olsun. Eger ¢ € G burulmasiz, 1 # b € G burulmaliysa, ab
elemaninin burulmasiz oldugunu kanitlayin.
4.23. Sym 12 grubunun derecesi en biiyiik elemanlarinin tipini bulun.

4.24. Eger deg g = n ve m sayis1 n’yi boliiyorsa, grupta derecesi m olan bir elemanin varligini
kanitlayin.






5. Altgruplar

Bazen bir grubun bir altkiimesi, grubun islemiyle birlikte kendi bagina bir grup
olur;

1
nZQZgizg@nge@*gR*

orneklerinde oldugu gibi. G’nin iglemiyle birlikte bir grup olan altkiimelerine
G'nin altgrubu adi verilir. Eger H, G’nin altgrubuysa, bu, H < G olarak
gosterilir. Genelde bir alkiimenin altgrup olmast igin iglem altinda kapali olmasi
yetmez, 6rnegin N toplama altinda kapali olmasina ragmen Z’nin bir altgrubu
degildir. (Ote yandan birazdan kanitlayacagimiz Teorem 5.1°e gore altkiime
sonluysa ¢arpma altinda kapali olmak altgrup olmak igin yeterlidir.)

G, G’nin bir altgrubudur elbette. G’nin G’den farkli altgruplarina é6zalt-
grup adi verilir ve eger H, G'nin bir 6zaltgrubuysa, bu < olarak gosterilir.
Eger G'nin etkisiz elemani e ise, {e¢} < G olur. Bu altgruba triskadan altgrup
adi1 verilir. Bunlar pek o kadar ilging altgruplar degiller.

Aligtirmalar
5.1. Eger G bir grupsa ve g € G ise
{g" :neZ}
kiimesinin bir altgrup oldugunu gosterin. Eger g'nin derecesi d < oo ise bu altgrubun
tam d tane elemani oldugunu ve

{17 g? 927 MR | gdil}

kiimesine esit oldugunu Teorem 4.12’de gérmiistiik. Eger d = 12 ise {1, g2, ¢°, gg}
kiimesi, hem G’nin hem de {1, g, ¢°,..., g"'} grubunun bir altgrubudur.

5.2. G bir grup olsun. i ve j iki dogal say1 olsun. {¢"" : n € Z} ve {¢’" : n € Z}, G’nin iki
altgrubudur. Bu altgruplarin kesigimini bulun. (Eger deg g = oo ise, sonug pek zor degil.
Eger deg g = d < oo ise biraz ugragmak gerekebilir.)

5.3. p bir dogal sayiysa A(p) = {a/p" : a € Z, n € N} kiimesinin Q grubunun bir altgrubu
oldugunu gosterin. Birbirine asal p ve ¢ dogal sayilari igin A(p) N A(q) = Z oldugunu
kanitlayin. Eger p ve g aralarinda asal degilse kesigim ne olur?

Birazdan cok daha fazla érnek verecegiz. Once altgruplarm temel 6zellik-
lerini ortaya c¢ikaralim.

G’nin bir H altgrubunun, H kendi basina bir grup oldugundan, etkisiz
elemani vardir. Eger G'nin etkisiz elemanina e ve H'ninkine de f diyelim.
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Elbette ff = f olur; ayrica f € G oldugundan, G’de hesap yaparak fe = f

bulunur; demek ki ff = f = fe ve buradan da (G grubunda sadelestirme

yaparak) e = f buluruz. Demek ki H ile G'nin etkisiz eleman aynidir. Benzer

sekilde H’deki bir elemanin H’de ve G’de terslerinin ayni oldugu kanitlanir.
Eger G bir grup ve A, B C G ise,

AB=1{ab:a€ A,be B}ve At ={a"':ac A}

tanimlarini yapalim. Demek A’nin ¢arpma altinda kapali olmasi demek, aynen

AA C A demektir. (AB)C = A(BC) ve (AB)™! = B71A~! gibi eitlikler

bariz olmali. Dolayisiyla (AB)C' yerine parantezsiz olarak ABC yazabiliriz.
Demek ki bir H C G altkiimesinin G’nin bir altgrubu olmas: igin,

HHCH,ec H H'CH

kogullar1 gerek ve yeterdir. Birinci kogul, H’nin iglem altinda kapali oldugunu,
ikincisi H'nin G’nin etkisiz elemanim igerdigini ve {igiinciisit H’deki bir ele-
manin G grubundaki tersinin gene H’de oldugunu soyliiyor. Eger G toplama
altinda bir grupsa, yukardaki kogullar,

H+HCH 0eH, —~HCH

kogullarina dontisiir.
Bir grup ve altgrubunun ve egantiyon olarak altgrubun birka¢ elemaninin
resmi agagida:

- L]
>
>
[}

e~ o I
o
[\ )

L]

Asgagida boyle bir durum irdeleniyor.

Teorem 5.1. Bir grubun, carpma islemi altinda kapaly olan, ama boskime
olmayan sonlu bir altkimest grubun islemiyle birlikte bir grup olur.

Kanit: Gruba G, grubun sonlu altkiimesine de H diyelim. Varsayima gore
H’nin elemanlariyla H’nin elemanlarini ¢arptigimizda sonug gene H’de cikar.
Grup taniminin {ig ozelliginin H i¢in saglandigini kanitlamaliyiz. Islem olarak,
tabii ki G’yi grup yapan iglemi aliyoruz. Birlesme 6zelligi G'nin elemanlar i¢in
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dogru oldugundan, H’nin elemanlar: i¢in de dogrudur. Simdi H’de etkisiz ele-
manin varligini kanitlayalim. Aslinda G’nin etkisiz elemaninin zorunlu olarak
H’de oldugunu kanitlayacagiz. H'nin bogkiime olmadigini biliyoruz. H’den bir
h elemani segelim ve h’yi kendisiyle carpip

h, h%, B3, b, ...

elemanlarimi elde edelim. Varsayima gore bunlarin hepsi H’nin elemanlaridir.
Ama H sonlu bir kiime oldugundan, iki farkli n ve m pozitif dogal sayisi i¢in

W= hm

olmali. Diyelim n > m. O zaman "™ = h™ = h"~"™h™ egitliginden, G grubunda
sadelestirme yaparak, h”~™ = 1 elde ederiz. Varsayima goére h"~™ € H. De-
mek ki 1 € H. Ayrica h»™ = 1 esitliginden, hh" "™ 1 = h»~™ = 1 cikar.
Demek ki

h_l — hn_m_l

olur. Eger n —m = lise h"! = h® =1 € H, eger n —m > 1ise h! =
h~m=1 ¢ H olur. Demek ki her iki durumda da h'nin (G grubundaki) tersi
H’dedir. Boylece H’nin kendi bagina bir grup oldugu kanitlanmis oldu. g

Teoreme gore, eger X sonlu bir kiimeyse, Sym X’in bilegke iglemi altinda
kapali olan ama boskiime olmayan her altkiimesi bilegke iglemiyle birlikte bir
grup olur. Tleride bu olguyu sik sik kullanacagiz.

Asagidaki sonug da c¢ok yararhdir.

Onsav 5.2. G bir grup olsun. Eger A, B C G altkiimeleri ¢arpma altinda
kapaliysa ve BA C AB ise, AB kiimesi de carpma altinda kapalidir. Eger
ayrica A ve B sonluysa, AB < G olur.

Kamt: Kamt bir satirdan ibarettir: (AB)(AB) = A(BA)B C A(AB)B =
(AA)(BB) C AB. Ikinci énerme bundan ve bir 6nceki teoremden ¢ikar. [

Onsav 5.3. G bir grup olsun. Eger A, B < G ve BA C AB ise, AB < (G
olur.

Kanit: AB’nin carpma altinda kapali oldugu onceki onsavdan anlagiliyor.
AB’nin elemanlarinin da terseleri AB’dedir: (AB)~! C B~'A~1 C BA C AB.
O

Bundan bdyle G'nin etkisiz elemanini e yerine 1 ile gosterecegiz. G, el-
bette G'nin bir altgrubudur. Ayrica sadece 1 elemanindan olugan altkiime bir
altgruptur: {1} < G. Belki okur tasvip etmeyebilir ama {1} altgrubu yerine
sik sik 1 yazilir ve bu yazihm ¢ok kullanighdir. Ama higbir zaman 1 = {1}
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yvazilmaz ¢iinkii boyle bir tanim kiimeler kuraminin temellendirme aksiyo-

muyla celigirdi. {1} yerine 1 yazilmas: (yanhs olan!) 1 = {1} esitliginden degil,

matematikgilerin yaptigi bir anlagsmadan kaynaklanir. 1 simgesinin ne zaman

etkisiz eleman 1 olarak ne zaman {1} altgrubu olarak kullamildigi her za-

man anlagilacagindan, bu tuhaf anlagsma herhangi karisikliga yol agmayacaktir.

(Oyle bir olasilik varsa 1 altgrubu yerine yazilmas: gerektigi gibi {1} yazmn.)
Asagidaki sonug da ¢ok yararh olacak.

Onsav 5.4. G bir grup ve A, B < G olsun. Ejer AN B = {1} ise (a,b) — ab
kurals A x B’den AB’ye giden bir esleme verir. Dolaysiyla |AB| = |A||B|
olur.

Kanit: Fonksiyonun orten oldugu belli. Diyelim, a, a; € A ve b, by € B icin
ab = a1b1 o zaman al_la =bb~! € AN B = {1} olur, yani al_la =bb ! =1,
yani a = a1 ve b = by olur. Demek ki fonksiyon birebirmis. O

Notlar ve Ornekler

5.4. Once basit orneklerden baglayalim: 27 < Z < 32 < Q <R, {1,-1} < Q" <R,
Q7% < R>°. Ayrica

ZIV2) ={a+bV2:0a,bcZ} ve QV2] = {a+bV2:a, bec Q}

gibi kiimeler de R’nin altgruplaridir.
Biraz daha az bariz bir érnek: Q[v/2] \ {0} < R* olur. (Okura aligtirma.)

5.5. Z grubunun tim altgruplarini Teorem 2.1’de simiflandirmistik: Z’nin her altgrubu bir
ve bir tek n € Z i¢in nZ bigimindedir. Birazdan Z X Z grubunun tiim altgruplarini da
smiflandiracagz.

5.6. G bir abel grubu olsun.

Eger n € Z ise, G, = {g € G : g" = 1} kiimesi G’nin bir altgrubudur. (Bkz. Sonug 4.3.)
m, bir asal sayilar kiimesi olsun. Asal bolenleri 7 kiimesinde olan sayilara w-say: adi
verilir. {g € G : deg g bir 7-say1} bir altgruptur.

Eger m, tiim asallar kiimesiyse, yukardaki ornek, derecesi sonlu olan (yani burulmali)
elemanlardan olugan bir kiimenin bir altkiime oldugunu gosterir.

Ama 1 diginda burulmali elemanlar1 olan degigsmeli bir grupta, burulmasiz elemanlar
kiimesi higbir zaman bir altgrup olamaz. (Neden?)

5.7. G degismeli bir grup ve n € Z olsun. G, = {¢" : g € G}, G’nin bir altgrubudur. Bu tiir
altgruplarin gesitli n sayilar: i¢in kesigimleri de alinabilir elbet. Eger G, = G ise G’ye
n-bolindr denir. Q grubu her n # 0 igin n-boliniirdiir ¢iinkii Q grubunda her a € Q
ve n # 0 icin nz = a denklemi coziilebilir. Bu tiir gruplara béliiniir grup denir. R>°
grubu da boliniirdiir. Ama R* grubu sadece tek n sayilar1 igin n-boliniirdiir. Ornegin
z? = —1 denkleminin R’de ¢oziimii olmadigindan R* grubu 2-béliiniir degildir. Eger

Pp1,..., Dk asallart n’yi bolen tlim asallarsa, grubun n-boliiniir olmas: demek, grubun her

1 igin p;-boliniir olmasit demektir (neden?)

Béliiniir bir grubun ya 1 elemanli ya da sonsuz oldugunu gosterin. Boliiniir gruplarin kar-

tezyen carpimlarinin ve kisitlanmig ¢arpimlarinin boliiniir oldugunu kanitlayin. Bir kar-

tezyen carpim ya da kisitlanmig ¢carpim boliiniirse, ¢arpimi alinan gruplarin da boliintir
oldugunu kanitlayin.

5.8. (Gi)ier bir grup ailesi olsun. O zaman @; G; < [[; G; olur.
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A <G ve B < H olsun. O zaman A x B < G x H olur. Ama dikkat: G x H’nin tim
altgruplar1 bu tiirden degildir. Ornegin, eger G = H ise,

{(9,9): g€ G} <G xG

olur ve G = 1 olmadikga (yani G = {1} olmadikga!) A x B tiiriinden yazilan bir altgrup
degildir.

Birazdan, Aligtirma 5.23’te Z x Z grubunun altgruplarini siniflandiracagiz.

Ne tiir G gruplar icin {(g,¢7") : g € G} < G x G olur?

Bir onceki 6rnegi sonsuz sayida grubun kartezyen garpimina genellegtirmek isten bile
degildir: (G;)scr bir grup ailesi olsun. Her 4 € I icin H; < G; olsun. O zaman @; H; <
@D; G:i ve [1; Hi <[], Gi olur.

H < TI;G: olsun. g € I sabit bir gostergec olsun. m;, : [[; Gi — Gy, fonksiyonu
o ((9i)i) = gs, formiiliiyle tanimlanmig olsun. m;, fonksiyonuna i’ inc1 dogal izdiigiim
fonksiyonu denir. m;,(H) < G, olur.

[Merkezleyici] G bir grup ve X C G olsun. O zaman

Ca(X)={9g€ G: herz € X igin gz = zg}

olarak tamimlanan Cg(X) kiimesi G'nin bir altgrubudur. (Bkz. Ahstirma 1.22.) Bu
altgruba X’in merkezleyicist ad: verilir.

[Merkezleyici] G bir grup, H < G ve X C G olsun. O zaman
Cu(X)={9€G: her z € X igin gz = zg}

olarak tamimlanan Cpy(X) kiimesi G'nin bir altgrubudur. (Bkz. Aligtirma 1.22.) Bu
altgruba X’in H’deki merkezleyicist ad1 verilir.

[Merkez] G bir grup ve H < G olsun. O zaman H’nin merkezi
Z(H)={z€ H: her z € H i¢in za = zz}

olarak tanimlanir. Elbette bir altgruptur ve bir énceki aligtirmanin yazilimiyla Z(H) =
Cu(H) olur. Z(G) nin altgruplarina G’nin merkezi altgruplar, elemanlarina da mer-
kezi elemanlar denir.

Her sey yukaridaki aligtirmalarda oldugu gibiyse, Z(Cu (X)) gibi altgruplar da tanim-
lanabilir. Eger g € G i¢in g" € H oluyorsa, ¢" € Z(Cu(g)) oldugunu kanitlayin.

[Normalleyici] Eger G bir grup ve X C G ise,
X9={a':zeX}={g 'ag:z e X}
olarak tamimlansin. O zaman,
Ne(X)={geG: X=X}

kiimesi G'nin bir altgrubu olur. Bu altgruba X’in normalleyicisi adi verilir. (Uygula-
mada genellikle X bir altgrup olur.)

X bir kiime ve Y C X olsun.
{geSymX :g(Y)=Y}ve{g€SymX : hery €Y icin g(y) =y}
kiimeleri Sym X’in altgruplaridir. Tkinci birincisinin de altgrubudur. Eger Z C X ise,
{geSymX: yag(Y)=Y veg(Z)=Z yadag(Y)=Zveg(Z)=Y}

kiimesi de Sym X’in bir altgrubudur.
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5.18.

5.19.

5.20.
5.21.

5.22.

5.23.

5. Altgruplar

Eger g € Sym X ise, g, X’in altkiimeler kiimesi olan p(X) kiimesi tizerine de bir etkisi
vardir: A C X igin

3(A) = {g(a) : a € A}.
g € Sym p(X) olur ve g — g fonksiyon her g, h € Sym X igin gNh = gh esitligini saglayan
Sym X’ten Sym (X )’e giden birebir bir fonksiyondur. Boylece g elemanimi Sym (X))
grubunun bir elemani olarak da gorebiliriz.
G bir grup ve a, b € G olsun. H kiimesi, a, b, a~ !, b~! elemanlarmimn her tiirlii car-
pimlarindan olusan kiime olsun. Olrnegin7 a*b®a3b%a, b2a?b 420" € H. (Tabii bu
elemanlar egit olabilirler, 6rnegin grup degismeliyse esittirler.) H kiimesi bir altgruptur.
Bu yaptigimizi a, b, ¢ elemanlariyla ya da sonsuz sayida elemanla da yapabiliriz.
Bir grupta her altgrup kiimesinin kesigimi bir altgruptur.
Bir altgrubun da altgruplar1 vardir. Bir grubun bir altgrubunun altgruplar: grubun
altgruplaridir elbette. Yani C < B ve B < A ise C' < A olur.
Z’nin altgruplarinin bir ve bir tek n € N igin nZ bigiminde olduklarim biliyoruz (Teorem
2.1). Elbette nZ < mZ igindeligi ancak ve ancak m, n’yi béliiyorsa dogrudur. Dolayisiyla
Z’nin maksimal altgruplari® bir p asal i¢in pZ bicimindedir. Ote yandan Z’nin minimal
altgrubu yoktur. Ileride Q@’nun maksimal altgrubu olmadig1 gosterecegiz. Ancak Q'nun
1’i igermeyen maksimal altgrubu vardir. Yani 6yle bir A < Q vardir ki, 1 € A olur ve
eger A < B < Qise 1 € B olur. Okur boyle bir A altgrubu bulmaya g¢aligabilir. Cok
kolay degildir ama imkéansiz da degildir. (Bkz. Teorem F.3.) R grubunun da bdoyle bir
altgrubu vardir ancak bu algrubun varligim1 kanitlamak i¢in Segim Aksiyomu’na ihtiyag
vardir, yani varligi bilinen altgrubun ne oldugunu kimse bilemez!
[Z x Z’nin Altgruplari] Z’'nin altgruplarinin bir ve bir tek n € N igin nZ bi¢iminde
olduklarimi biliyoruz (Teorem 2.1). Bu ornekte Z X Z grubunun altgruplarim siniflandi-
racagiz?. H < 7 x Z olsun.

A={x €Z: biry€Zigin (z,y) € H}

tanimin yapalim. (A, H’nin birinci izdiigiimidiir.) A’nin Z’nin bir altgrubu oldugunu
kanitlamak zor degil. Demek ki Teorem 5.1’e gore bir ve bir tek n € N igin A = nZ olur.
Tanima gore
H<AXZ=nZx17Z
olmali. Ayrica
B={yeZ:(0,y) € H}
tanimini yapalim. B < Z oldugundan (kanit1 kolay), bir ve bir tek k € N igin B = kZ

olur. Demek ki
HN ({0} xZ) ={0} x B={0} x kZ.

Eger n = 0ise H < {0} x Z ve H = {0} x B = {0} x kZ olur. Bundan boyle n > 0
olsun.

'Bir grubun maksimal altgrubu terimi, en biiyiik 6zaltgrubu anlamina kullanilir, aksi

halde grubun kendisi tabii ki grubun maksimal altgrubu olurdu. Benzer gekilde 1 altgrubu
bir grubun en kiigiik altgrubudur. Bu yiizden minimal altgrup deyimi en kiigiik ve 1’den
farkli altgrup anlamina kullanilir.

2Matematikte bir kiimeyi singflandirmak, kiimeyle cok daha agina oldugumuz bir kiime

arasinda bir egleme bulmak anlamina gelir. Bir bagka deyigle simiflandirilmak istenen kiime-
nin elemanlar1, daha asina oldugumuz bir kiimenin elemanlariyla kodlanir. Ornegin Z’nin
altgruplar1 N'nin elemanlar1 tarafindan kodlanmiglardir. Z’nin her altgrubu N’nin birele-
manina ve N'nin her elemani1 Z’nin bir altgrubuna tekabiil eder. N’'nin elemanlariyla daha
agina oldugumuzdan (ne de olsa dogal sayilar), boylece Z’nin altgruplarim siniflandirmig
oluruz.
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n € A oldugundan, 6yle bir m € Z vardir ki (n,m) € H olur. Boyle bir m € Z
sabitleyelim. Simdi H’den herhangi bir (z,y) elemam secelim. z’i n’ye bolelim: Oyle
q, 7 € Z bulunur ki,

r=ng+rvel<r<n

olur. (z,y) — q(n,m) € H ve
(z,y) —q(n,m) = (x —gn,y —gm) = (r,y—qm) € H <nZ X 7Z
oldugundan r = 0 olmak zorunda. Demek ki,
(z,y) —a(n,m) = (0,y — gm) € H N ({0} x Z) = {0} x kZ.
Dolayisiyla bir z € Z igin

(x,y) - q(n7 m) = (07 kz) = Z(O, k)

olur. Buradan da

(z,9) = a(n,m) + (0, k)
gikar. Demek ki

H < Z(n,m) + Z(0, k).
Diger yandan, (n,m), (0,k) € H oldugundan, Z(n,m) + Z(0,k) < H igindeligi bariz.
Béylece n € N\ {0}, k € N ve m € Z igin

H =Z(n,m) + Z(0, k)

esitligini kamitlamig olduk. Ancak bulunan n, m, k sayilar1 biricik olmayabilir. Aslinda
n ve k sayilar1 biricik de, k degisik degerler alabilir. k iizerindeki kosullar1 daha da
kisitlamak amaciyla devam edelim. Eger k = 0 ise H = Z(n,m) olur ve biriciklik
konusunda bir sorun yasanmaz. Ama eger k > 0 ise, m’yi k’ya bolelim ve

m=kqg+rive0<ri <k

Onermelerini saglayan qi1, r1 € Z bulalim.

(na m) = (117 Tl) + q1(0, k) € Z(n’ Tl) + Z(Oa k)
oldugundan

H =7Z(n,m)+ Z(0,k) < Z(n,r1) + Z(0, k)
olur. Ama (n,r1) = (n,m) — q1(0,k) € H, dolayisiyla Z(n,r1) < H ve
H =Z(n,r1) + Z(0, k).

Asagidaki teoremin yarisim1 kanitladik:
Teorem 5.5. H < Z x 7Z olsun. Asagidakilerden biri ve sadece biri gegerldiir:
i. Bir ve bir tek k € N i¢in H = Z(0, k) olur.
ii. Bir ve bir tek 0 #n € N ve m € Z ¢ifti i¢in H = Z(n,m) olur.
iii. Bir ve bir tekn, k € N\{0} vem € {0, 1, ..., k—1} d¢list igin H = Z(n, m)+7Z(0, k)
olur.
Kamit: Varhk kismim biraz 6nce kamtladik. Ik iki sikkin biriciklik kismi kolay ve
okura birakilmigtir. Uglinctsiiniinki de ¢ok zor degil. Eger kosullar1 saglayan (n,m, k)
ve (n1,m1, k1) tglileri i¢in

Z(n,m) + Z(0,k) = Z(n1,m1) + Z(0, k1)

olursa, o zaman kolayca goriilecegi tizere (0, k) ve (0, k1) birbirinin kati olmak zorunda.
Buradan da k = ki c¢ikar. Ayni sey n ve n; igin de gegerli. Demek ki n = m1. Son
olarak m = m; esitligini kanitlayalim. Bir z, y € Z i¢in (n,m) = z(n1,m1) + y(0,k1) =
z(n,m1) + y(0,k) = (zn,zmy + yk) oldugundan, z = 1 ve m = my + yk olmal. Ama
m € {0, 1, ..., k— 1} igindeligi y = 0 verir. Demek ki m = m;. a
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Alistirmalar

5.24. G bir grup ve H ve K iki altgrup olsun. Eger K C H ise K < H oldugunu kanitlayin.

5.25. G bir grup ve A, B < G olsun. AU B kiimesinin bir altgrup olmasi igin ya Anin
B’yi ya da B’nin A’y1 icermesi gerektigini kanitlayin. Ug altgrup icin bu dogru degildir.
Kargi6rnek bulun.

5.26. G bir grup olsun. Eger Z(G) < H < G ise Z(G) < Z(H) oldugunu kamtlaym. Eger
H < Gise, Z(G)N H < Z(H) oldugunu kanitlayin.

5.27. G bir grup olsun ve her n dogal sayisi icin H, < G olsun. Eger her n i¢in H, < Hpy1
ise, |,, Hn < G oldugunu kanitlayin.

5.28. G bir grup olsun. G’nin bir (H;);er altgrup ailesi verilmis olsun. Her 4, j € I igin,
H; < H; ve H; < H; igindeliklerinden birinin gegerli oldugunu varsayalim. O zaman
U; H: < G oldugunu kanitlayim.

5.29. G bir grup ve p bir asal olsun. Eger bir H < G altgrubunun her elemaninin derecesi
p’nin bir kuvvetiyse, H’ye p-altgrup denir. Bir 6nceki alistirmadaki H; altgruplar p-
gruplarsa, |J; H; altgrubunun da bir p-grup oldugu belli. Bu olgudan hareket ederek ve
Zorn Onsavr’mi kullanarak, G'nin maksimal p-altgruplarinin oldugunu kanitlayn.

5.30. Aligtirma 5.28’y1 genellestirebiliriz. G bir grup ve (H;)ier, G'nin bir altgrup ailesi olsun.
Eger her ¢, j € I ve her h; € H; ve h; € H; icin h;h; € Hy igindeligini saglayan bir
k € K varsa, | J;c; H: kiimesinin bir altgrup oldugunu kanitlaymn.

5.31. G bir grup, H < G ve z € G olsun. Eger 2", 2™ € H ise, d = ebob(n,m) i¢in z? € H
oldugunu kanitlayin.

5.32. Eger n > 3 ise Z(Symn) = {Id, } esitligini kamtlayin.

5.33. Sym 3 grubunun tiim altgruplarini bulun.

5.34. Sym4 grubunun tiim altgruplarimi bulun.

5.35. K <G ve Ng(K) < H <G olsun. Ng(K) = N (K) esitligini gosterin.

5.36. f(T1,...,Tn) bir polinom olsun. (Katsayilarm nereden alindigi 6nemli degil, drnegin

Z’den almabilir.) o € Symn i¢in

(O-f)(Xh c 3X’"«) = f(XU(1)7 . '7Xa(n))

olsun.
G(f)={ceSymn:of = f}

kiimesinin Sym n’nin bir altgrubu oldugunu kanitlayin.
J( X1, X2, X3) = Xi Xo X3 + X1 + Xo + X5
igin G(f) grubunu bulun.
F( X1, X0, X3) = XaXe + X1 X3 + X2 X3
i¢in G(f) grubunu bulun.
(X1, X2, X3) = X1 X2 X3+ X1+ Xo
icin G(f) grubunu bulun.
F( X1, X2, X3) = X1Xo + X3
icin G(f) grubunu bulun.
F(X1, X2, X3) = XuXo + X3+ X3

icin G(f) grubunu bulun.
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5.41.
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5.43.

5.44.

5.45.

5.46.

77

Q grubunun maksimal bir altgrubunun olmadigini kamtlayin. (Not: Maksimal altgrup,
maksimal 6zaltgrup anlamina gelir. Bu alistirma kolay olmayabilir; Bkz. Ornek 11.10.)
Oyle bir G grubu ve bu grubun dyle Hy > Hs > ... altgruplarim bulun ki N, Hn =1
olsun. (Buradaki 1, {1} anlamindadir.)

H < G ve z € G olsun. 7 'Hz kiimesinin bir altgrup oldugunu kanitlaym. Bu tiir
altgruplara H’nin eslenigi adi verilir. z ' Hx yerine H® yazmak adettendir (ve ¢ok
yararhdir!) (H®)Y = H"Y esitligini kanitlaymn. Eger her € G i¢in H* < H oluyorsa,
her z € G igin H® = H oldugunu kamtlaymn. Cq(H®) = Cq(H)" ve Ng(H®) = Ng(H)”
esitliklerini kanitlayin.

H < G ve x € G olsun. xH kiimesinin bir altgrup olmasi i¢in z’in H’de olmasinin yeter
ve gerek kogul oldugunu kanitlayimn. (Bu durumda ©H = H olur, yani yeni bir altgrup
elde edilmez.)

Z X Z grubunun altgruplarini Ornek 5.23'de smiflandirmigtik. Z x Z grubunun maksimal
altgruplarimi bulun.

Z X Z x Z grubunun altgruplarini Ornek 5.23’deki (va da Teorem 5.5’teki) gibi tam-
sayilarla siniflandirin.

Eger p1,...,pr asallar1 n’yi bolen tiim asallarsa, bir grubun n-boliiniir olmasi demek,
grubun her ¢ i¢in p;-boliiniir olmas1 demek oldugunu kanitlayin.

Kiime olarak G = R x R* olsun®. @ iistiine su ikili iglemi tanimlayalim:
(@,9)(2,t) = (yz + z, yt).

a. G'nin bu islemle birlikte bir grup oldugunu kanitlayin. G'nin degismeli bir grup ol-
madigini gosterin.

b. H={(z,1) € G:z € Z} olsun. H < G oldugunu kanitlayin.

c. t =(0,2) olsun. Ht C tH oldugunu ama esitligin dogru olmadigini kanitlayn.

d. Ce(t) = {g € G : gt = tg} altgrubunu bulun. (Bkz. Ornek 5.12.) Bu altgrubun
degigmeli bir grup oldugunu kanitlayin.

e. u = (1,1) olsun. C¢(u) altgrubunu bulun. Bu altgrubun degismeli bir grup oldugunu
kanitlayin.

f. G = Cq(u)Ceq(t) esitligini kanitlayin. G’nin her elemaninin, bir ve bir tek a € Ca(u)
ve b € Cg(t) igin ab bigiminde yazildigimi kanitlayin.

1 ve G’den baska altgrubu olmayan (yani en fazla iki altgrubu olan) bir grubun sonlu
oldugunu ve eleman sayisinin 1 ya da bir asal say1 oldugunu kanitlayin.

G bir grup ve X C G olsun.

{zt -z :neN z;, € X, ¢ = +1}
kiimesinin bir altgrup oldugunu goésterin. Bu algrubun

{z* -z :neN z, € X, 6 € Z}
kiimesine esit oldugunu goézlemleyin. Sabit her k£ > 0 dogal sayis1 igin

{a:ell cexsrineN x; € X, 6 = £1, Zei =Omodk}

k3

kiimesinin bir altgrup oldugunu kanitlayin.

3Bilenlere: R yerine, Q, C ya da asal bir p > 2 i¢in Z/pZ gibi, karakteristigi 2 olmayan

herhangi bir K cismi alinabilir. Aligtirmadaki her sey gene gegerlidir.
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5.47.

5.48.

5.49.

5.50.

5. Altgruplar

G bir grup ve H < G olsun. Her a, b € G igin, ya aHNbH = () ya da aH = bH oldugunu
kanitlayin. Ayrica her a, b € G igin agagidaki énermelerin egdeger oldugunu kanitlayn:
i. aH = bH.

iil. aH NbH # 0.

iii. b 'a € H.

iv.a b€ H.

v.a € bH.

vi.be€aH.

G bir grup ve a € G olsun. Hangi kosullarda {z € G : 2® # a} bir grup olur. (Bu
alistirma kolay olmayabilir. =2 # a yerine z?az® # b gibi kosullar alimirsa cok cok daha
zor olabilir.)

Boliintir bir grubun ya 1 elemanli ya da sonsuz oldugunu gosterin. Boliiniir gruplarin kar-
tezyen carpimlarinin ve kisitlanmig ¢arpimlarinin boliintir oldugunu kanitlayin. Bir kar-
tezyen carpim ya da kisitlanmig carpim boliiniirse, garpimi alinan gruplarin da boliiniir
oldugunu kanitlayin.

G bir grup ve A, B < G olsun. |AB| < |A||B| esitsizligi bariz olmal. |[AB||AN B| =
|A|| B esitligini kamtlaym. (Ipucu: f(a,b) = ab formiiliiyle tamimlanan f : Ax B — AB
fonksiyonundan hareket edebilirsiniz.) Eger A ve B sonlu altgruplarsa, ekok(|A|, |B|)
sayisinin |AB| sayisin1 boldiigiinii kanitlayimn.



6. Geometri ve Gruplar

Bu uzun boliimde cesitli geometrik nesnelerin “simetri”lerini bulacagiz. Her
seferinde, ele aldigimiz geometrik nesnenin simetriler kiimesi bilegke islemiyle
birlikte bir grup olacak. Yani bu béliimde bircok grup érnegi gorecegiz. Ik
orneklerden sonra, okuma daha hizli yapilabilir, her okur her 6rnegi ilk oku-
mada anlamak zorunda degildir, ama ilk birkac 6rnegin iyi anlasilmasi gerekir.

Notlar ve Ornekler

6.1. Karenin Simetrileri. Bir kareyle baglayalim. Karenin koselerini 1, 2, 3 ve 4 olarak
numaralandiralim. Heniiz simetrinin matematiksel anlamini bilmesek de karenin simet-
rilerini bulacagiz. Karenin simetrileri bilegke iglemi altinda bir grup olusturacak bigimde
tanmimlanacak. (Tamim birazdan.) Karenin simetrilerinden olusan gruba G adini verelim.

3 2

4 1

Merkezini sabit tutarak kareyi saatin (mesela) ters yoniine dogru 90 derece déndiirebi-
liriz. Sekil agagida. Bu doniigiime r adini verelim. O zaman, sadece karenin kdsgelerine
odaklanirsak, bu doniigim

r=(1234)

olarak yazilir. r’yi iki defa da uygulayip kareyi 180 derece dondiirebiliriz. Ug defa da
uygulayabiliriz. Dort defa uyguladigimizda kare 360 derece doniip eski yerine gelir; yani

T4 = Id4

olur. Demek ki r’nin derecesi 4’tiir. r’nin kendisiyle bilegkesini alarak

Id4
r=(1234)
r? =(13)(24)
r*=(1432)

déniigiimlerini elde ederiz. (r°, tamm geregi Id4 olur; dolayisiyla 74 = r° = Idy ve r® = r,

8 =p2 103 =43 olur.)
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6. Geometri ve Gruplar

Bunlara déndqiird denir. Dondiiriiler kiimesine R diyelim:

R = {Idy,r,r*, 1%}

Rnin bilegke altinda kapali olduguna dikkat edelim. Mesela r3r = r* = Ids ve r?r® =

r®> = r olur. Ayrica r’deki her elemanin bir tersi vardir ve bu ters de R’dedir:

Yani R bir gruptur. (Bunu Teorem 5.1’ten de biliyoruz.) Bir bagka deyigle R < G olur.
Bu dort doniigiimii gerceklegtirmek icin diizlemden ¢ikmaya gerek yok, kareyi diizlemde
kalarak dondiirebiliriz.

Bu dort doniigim diginda karenin dort simetrisi daha vardir. Bunlardan biri agagidaki
noktali eksene gore ayna goriintiistidir.

Kogelere odaklanirsak, bu doniigiimii
s=(24)

permiitasyonu olarak yazabiliriz. Bu tiir simetrilere yansima adi verilir.

Yansimalar: kareyi egip biikmeden ve diizlemin digina ¢gikarmadan fiziksel olarak gercek-
legtiremeyiz. Yansimalar: fiziksel olarak gerceklestirmek i¢in iigiincii boyutu kullanarak
kareyi kaldirip ters gevirip tekrar diizleme yatirmak gerekir.

Karenin yukardaki eksen gibi {i¢ simetri ekseni daha vardir (toplamda dort tane yani).
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Ornegin karenin ortasindan dikey inen dogru da bir simetri eksenidir; karenin bu eksene
gore simetrisini alirsak (1 2)(3 4) yansimasini buluruz. Karenin tiim yansimalar1 soyle:

) =

)3 )
)(23),

):

Bir yansimay1 kareye iki defa pegpese uygularsak 6zdeslik fonksiyonu Id4’ti buluruz; yani

yansimalarin derecesi 2’dir. Dolayisiyla yansimalarin her biri Idy ile birlikte bir grup
olusturur. (Bu kadar basit bir sey i¢in Teorem 5.1’i uygulamaya gerek yok) Ornegin

S = {Id4, S}

(2
(1
(1
(1

W B N

bir gruptur, yani S < G olur. Ama iki yansimanin bilegkesi yansima degildir. Kont-
rol edildigi zaman goriilecegi ve agagida da gorecegimiz lizere iki yansimanin bilegkesi
yukaridaki doért dondiiriiden biridir.
s’yi teker teker R’nin dort elemaniyla (soldan ya da sagdan) garparsak aynen yukarida
siraladigimiz 4 simetriyi elde ederiz:

slds =s=(24) =1Idys

sT=(24)(1234) = (14)(23) =
=@2413)24) =(13)=1r%
=(24)(1432)=(12)(34) =

Boylece toplam 8 tane simetri bulduk. Bu simetrilerin kiimesi Dg olarak gosterilir.
=SR=RS =RURs={ld4,r, rz,rg,s,rs,TQS,r?’s}.

Nitekim RN S = {1} oldugundan, Onsav 5.4%¢ gére RS’nin |R||S| = 4 x 2 = 8 tane
eleman vardir. Ayrica Onsav 5.2’ye gore Dsg kiimesi bilegke iglemi altinda kapalidir,
dolayistyla Teorem 5.1’e gore bir gruptur, yani Ds < G olur. (Hala daha G’nin tanimini
bilmiyoruz! Ama tanim her ne olursa olsun, bilegke altinda bir grup olacak.) Dg grubu-
nun ¢arpim tablosunu gizelim. 7’inci satirdaki elemani soldan j’inci satirdaki elemanla
carparsak,

Id4 2 r? r3 s rs r?s | ris
Ids | Id4 r 72 rs s rs r’s | rs
r r r2 1 Idy | rs | r%s | r3s
r? r2 rs Id4 r r’s | ris s s
s s Id4 r r? s s rs r’s
s s s | s | rs | Idg | 75 2 r
s rs s s | r?s r Id4 rs 2
r’s | r%s rs s r3s r? r Ids s

carpim tablosunu elde ederiz. Carpim tablosu aslinda su ii¢ kuralla belirlenmigtir:
=1dy, s> =1dy, sr=1>s.

Nitekim bu kurallar: bilirsek, gruplarin birlesme 6zelligini kullanarak, istedigimiz ele-
manla istedigimiz elemani ¢arpabiliriz. Ornegin

(r2s)(rs) = r2(sr)s =2 (1s)s =r’s> =r° =rlr =7
ya da

rs(rS) = r(sr)r2 = 1“(7‘35)7’2 = r4(sr)r = r4(r3$)r = r7(sr) = r7(r33) =0 =rs.
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Bu grup 8 elemanlh dihedral grup olarak adlandirilir ve biraz 6nce de dedigimiz gibi
Dsg olarak gosterilir.

Bir kareyi, bir egriyi ya da genel olarak fiziksel bir nesneyi resmetmek kolaydir, fotografi
bile gekilebilir ama bir grubu resmetmek kolay degildir. Daha cok hareketi temsil etti-
ginden, bir grubun her elemaninin ancak filmi gekilebilir, bir grup da o zaman bir film
argivi olur! Bir kitapta bu miimkiin olmadigindan biz gene de gruplarin resmini ¢izmeye
calisacagiz. Dg’i s0yle gizecegiz:

D8 =SR =RS
rs 725 rs S
« o o s
R
7'3 1’2 r
e o o Id4

Karenin bagka simetrisi yoktur. Bunu kanitlamak igin simetrinin tanimini bilmemiz
lazim. Cesitli tanimlar verilebilir. Biz gu tanimi tercih edecegiz: Karenin simetrisi
koselerin bir permiitasyonudur, ama herhangi bir permiitasyonu degil, baglantili koseleri
baglantili koselere gotiiren bir permiitasyonudur. Ornegin yukardaki notasyonla, karenin
bir simetrisi, 1 kosesini 3 kosesine gotiiriiyorsa, 2 kosesini ya kendisine ya da 4 kosesine
gotiirmek zorundadir, ¢linkii 2 kogesi 1 kosesine baglantihidir; dolayisiyla 2'nin gittigi
kose, l'in gittigi koseye (Ornegimizde 3 kogesine) baglantili olmak zorundadir.

Bu tanimla karenin yukaridaki 8 simetriden baska simetrisi olmadigini kanitlayalim.

G, karenin simetrilerinden olugan kiime olsun. G elbette Sym 4’iin bir altkiimesidir ve
Dy’i igerir. G'nin bilegke altinda kapali oldugu simetrinin tanimindan belli. Sayfa xx’teki
Teorem 5.1’e gore G bilegke iglemiyle birlikte bir gruptur.

Rastgele bir g € G alalim. Bu g elemaninin Dg’in yukarida siraladigimiz 8 permiitasyo-
nundan biri oldugunu kanitlayacagiz. Once su saptamay1 yapalim: R’nin

0 =1dy, r, 2, 13
elemanlar1 1 kogesini sirasiyla 1, 2, 3 ve 4 kogesine gotiiriir. Demek ki bir ve bir tek
1 € {0,1,2,3} igin _

9(1) =r*(1)
olur. (Aslinda i = g(1) — 1 olur ama bunun bir énemi yok.) Simdi r~*g permiitasyonuna
bakalim. Bu permiitasyon da G’dedir, yani karenin bir simetrisidir, ¢iinkii ne de olsa
karenin simetrilerinin bilegkesidir. Ama en basta aldigimiz g simetrisi 1’i rastgele bir
koseye gotiirtirken, bu simetri 1’1 1’e gotiirtir:

(r'g)(1) =1L

Eger tabiri caizse r~ ‘g simetrisi g permiitasyonundan daha evcildir. Simdi (r~"g)(2)
kogesine bakalim. 1 ile 2 koseleri karede baglantihi olduklarindan, (r~%g)(1) = 1 ile
(r~*g)(2) koseleri de baglantili olmalilar. Ama 1’e baglantili olan sadece 2 ve 4 koseleri
var. Demek ki
ya (r'g)(2) =2 yada (r'g)(2) = 4.

Simdi s’nin 1 kosgesini sabitledigini ve 2 ve 4 koselerinin yerlerini degistirdigini gézlemle-
yelim. Eger (r~g)(2) = 2ise r "¢ simetrisi 1 ve 2 noktalarini sabitler. Eger (r~%¢)(2) = 4
ise, bu sefer sr g simetrisi 1 ve 2 noktalarin sabitler. Demek ki birinci durumda s% g
simetrisi, ikinci durumda s'r~%g simetrisi 1 ve 2 noktalarim sabitler. Bir ve bir tek
j € {0,1} i¢in s7r~'g simetrisinin 1 ve 2 noktalarim sabitledigini gosterdik. Ve sir~'g
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héla daha karenin bir simetrisidir, yani hala G’dedir. Son olarak 1 ve 2 noktalarini sabit-
leyen karenin bir simetrisinin 6zdeslik fonksiyonu olmasi gerektigini kanitlayalim. Bunu
kanitlarsak, s’r~'g = Ids4 ve dolayisiyla g = r*(s?) ™! = r's? € Dsg olur ve istedigimiz
kanitlanmig olur.

t € G simetrisi 1 ve 2 noktalarini sabitlesin. 2 ve 3 noktalar1 baglantili olduklarindan,
t(3) noktasi £(2) = 2 noktasina baglantili olmahdir. Demek ki ya ¢t(3) = 1 ya da ¢(3) = 3.
Ama zaten t(1) = 1. Demek ki ¢(3) = 1 olamaz ve ¢(3) = 3 olmali. Jimdi ¢ simetrisi 1,
2 ve 3 noktalari sabitliyor. Geriye kalan son noktanin kendisinden bagka gidecek yeri
kalmamigtir. Boylece t = Id4 ve G = Dg esitlikleri kanitlanmig oldu. g
ﬂggen Tabanli Piramidin Simetrileri. Bu sefer ii¢ boyutlu bir nesne alalim: Uggen
tabanl diizgiin piramit.

4 2

Kogelerden birinden, diyelim 1 noktasindan, bu noktanin karsisindaki yiizeye dik bir
dogru gegirelim. Bu dogruyu eksen kabul eden 120 derecelik bir déndiirii vardir ve bu
dondiirii elbette piramitin bir simetrisidir. Bu dondiiriiyli 1 olarak gosterelim.

1200

Sekilden de goriilecegi iizere, koselere odaklanirsak, 11 = (2 3 4) olur. r1’in kendisiyle
bilegkesini alabiliriz:
r=(234), ri =(243), r} =1Id4.

Aynen bu 71 gibi, 72, 73, r4 simetrilerini de bulabiliriz:
T2 = (143), 7‘3:(124), T4 = (132).

Boylece toplam 9 tane simetri bulduk: Ids4 ve

r=(234), ri=(243),
ra=(143), r3=(134),
r3=(124), r3=(142),
ra=(132), ri=(123)

Cok daha fazlasin1 bulacagiz. Simdilik, ¢ = 1, 2, 3, 4 i¢in
Ri = {Id4, T4, T’,LQ}

tanimini yapalim. R;, bilegke iglemi altinda bir gruptur.
Basgka simetriler bulmaya galisgalim. Kesigsmeyen iki kenarin orta noktalarini birlegtiren
dogruyu alalim. Piramiti bu dogru etrafinda 180 derece dondiirebiliriz.
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180°

Sekildeki dondiirtiyii yaparsak
az = (12)(34)

permiitasyonunu buluruz. Bunun gibi iki tane daha vardir. Her birini yazalim:

az = (12)(34),
as = (13)(24),
as = (14)(23).

Simdi ¢ok tuhaf bir sey soyleyecegim:
A ={1d4, a2, as, as}

kiimesi bileske iglemiyle birlikte bir grup olur. (Bu tuhaf olgu sadece 4 sayisina 6zgiidiir.)
Hatta abelyen bir grup olur. Okur bunu kolaylikla kontrol edebilir ama biz de kontrol
edelim:

azaz = [(12)(34)][(13)(24)] =(14)(23) = aa.

Benzer esitlik digerleri i¢in de gegerlidir:

a2a3 = aza2 = a4,
a2a4 = a4G2 = as,
asza4 = a40a3 = az.

Ayrica A kiimesinin her eleman: kendisinin tersidir. Ve
ANR; = {Id4}

olur. Nitekim Onsav 5.4’ gore |AR1| = |A||R1| = 4 x 3 = 12 olmalidir. AR, kiimesinin
elemanlar1 simdiye kadar buldugumuz

2 2 2 2
Id4, r1, 71, 72, 75, 73, T3, T4, T4, G2,03, G4.
elemanlaridir. Gergekten de,

asr = (12)(34)(234) = (124) =73, aorf = (12)(34)(243) = (123) —1"47
azri = (13)(24)(234) = (132) =74, asri=(13)(24)(243)=(134) _1“2,
agr = (14)(23)(234) = (143) =ra, asr?=(14)(23)(243) = (142) =r3

egitliklerinden
ARy = AU Ary U Ar} = {Idy, 1, v3, 1o, 73, v3, 75, 14, 3, G2, a3, as}
esitligini buluruz. Bu kiimeye H adini verelim:
H = AR, = {Id4, 1, T3, Tro, TS, T3, T3, T4, T, a2, a3, as}.
Benzer gekilde R1A = H esitligini kanitlayabiliriz:

riaz = (234)(12)(34) = (132) =14, r1a2 (243)(12)(34)=(142) :1"%7
rias = (234)(13)(24) = (143) =72, rias=(243)(13)(24) = (123) =77,
rias = (234)(14)(23)=(124) =r3, rias=(243)(14)(23)=(134)=r3.

Demek ki Onsav 5.2’ye gore H bilegke altinda kapalidir ve Teorem 5.1’e gore bir gruptur.
Sekli agagida
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H = ARy

H’nin her elemaninin piramitin bir simetrisi oldugunu biliyoruz. (Simetriyi bir énceki
ornekteki gibi tanimliyoruz.) Yani eger G piramitin simetrilerinden olusan grupsa, H <
G olur.

Piramitin daha fazla simetrisi vardir, ama digerleri piramidi egip biikmeden ii¢ bo-
yutlu uzayda fiziksel olarak gergeklegtirilemezler. Nitekim piramitin kargilikli iki ke-
narmdan birini igeren, digerinin orta noktasindan gegen diizleme gore simetrisini (ayna
goriintiisiinii) alabiliriz.

Yukaridaki sekildeki 6rnekte

t=(14)

simetrisini elde ederiz. t> = Ids olur elbette. Her ne kadar t déniigiimii ii¢ boyutlu
uzayda gergeklegtirilemiyorsa da, ¢ piramitin bir simetrisidir, ama H’de degildir (¢iinkii ¢
dontiigiimii sag1 sol, solu sag yapar, oysa uzayda istediginiz kadar dolagin saginiz solunuza,
solunuz saginiza gelmez).

T = {Ida, t} olsun. T bir gruptur ve H N'T = {Id4} olur. Demek ki Onsav 5.4’ gore

|HT| = |H|x |T|=12x2=24
olur. Ama HT C Sym4 ve her ikisinin de 24 elemani var. Demek ki
G = HT = SymA4.

H’nin elemanlar1 sag1 solu korudugundan, t ise sagi sol yaptigindan, Ht kiimesinin
elemanlar1 sag1 sol yaparlar, dolayisiyla ii¢ boyutlu uzayda cekip cekistirmeden gercek-
legtirilemezler. H’nin elemanlar1 (12 tane) uzayda gergeklestirilebilirler. Ileride H’nin
Alt 4 olarak adlandirildigin1 gérecegiz.

Piramitin Simetrileri. Bu sefer tabani diizgiin n-gen olan bir dik piramit alalim.
n = 3 durumunu yukarda gérmiistiikk. Simdi n > 3 durumuna bakalim.
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Tabandaki noktalarin ii¢ baglantis1 vardir; yani dereceleri 3’tiir. Oysa tepe noktasiin
derecesi n’dir. Tepe noktasi derecesi n olan yegéne nokta oldugundan, her simetri tepe
noktasini tepe noktasina gotiirmek zorundadir. Dolayisiyla eger istersek tepe noktasini
unutup diizglin bir n-gen olan tabanin simetrilerine odaklanabiliriz. (Tabanin her si-
metrisi piramitin bir simetrisine genigletebilir ve piramitin her simetrisi tabanin bir
simetrisini verir.)

Bildigimiz simetrileri yazalim. Oncelikle tepe noktasim sabitleyen dondiiriiler var. Eger
r en kiiglik pozitif agili dondiirliyse, toplam n tane dondiirii elde ederiz:

R={1,r 7 ..., '}

Bunlarin diginda bir de tabanin farkli eksenlere gore ayna simetrileri vardir. Bunlardan
da tam n tane vardir, ama eger s bunlarsan biriyse, Rs kiimesi tiim ayna simetriler
kiimesidir. Piramitin simetriler grubu

D3, = RURs
dir ve bu simetrilerin sadece yaris1 (R’deki dondiiriiler) ii¢ boyutlu uzayda gergeklesti-

rilebilir. Bunun boéyle oldugunun kanitini okura birakiyoruz. Carpim tablosu da

2 —1
r"=1d,s*=1d ve sr =71"""s

egitlikleri tarafindan belirlenir. D3, grubuna, 2n elemanli dihedral grup adi verilir.

Kiipiin Simetrileri. Kogelerini agagidaki sekildeki gibi 1’den 8’e kadar adlandirdigimiz
kiiplin simetrilerini bulacagiz.

Kiipii bize dogru gelen eksen iizerinde saatin ters yoniinde 90 derece déndiirebiliriz.

8 7

RN
N

%;{” A

Bu doniigtime r diyelim. Koseler r altinda goyle doniisiir:

r=(1234)(5678).
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Tabii r’nin kuvvetlerini alirsak,

= Ids

=r=(1234)(5678)

=(13)(24)(57)(68)
=(1432)(5876)

S 30303
[S I SR -

buluruz. r* = Ids olur.
R = {1ds, r, r2, r3}

olsun. R bilegke iglemi altinda bir gruptur.
Bir de 6n yilizle arka yiizii ayna goriintiisii sayesinde degistirebiliriz.

/
v oog 7
4 3
3 e
1 2

Bu dontiisiimii s olarak gosterelim:
s=(15)(26)(37)(48).

Tabii s? = Ids olur.
S = {Ids, s}

olsun. S de bilegke iglemi altinda bir gruptur. Ama RS de bir gruptur. Nitekim,
srs=(15)(26)(37)(48)(1234)(5678)(15)(26)(37)(48)=(1234)(5678)=r

oldugundan,
ST =rs

olur ve Teorem 5.2’e gére RS bir gruptur, hatta degismeli bir gruptur. RS grubunun
tam 8 elemani vardir:

Ids

r= (1234)(5678)

7’ =(13)(24)(57)(68)

3 =(1432)(5876)

s=(15)(26)(37)(48)

rs=(1234)(5678)(15)(26)(37)(48) =(1638)(2745)

r2s = (1 3)( 4)(57)(68)(15)(26)(37)(48) = (17)(28)(35)(46)
r3s=(rs)"' =(1836)(2547)

RS’nin 8 tane elemani oldugu sayfa xx’teki Onsav 5.4’ten de belli.

Dikkat ederseniz i = 1,...8 verilmigse, 1 kOgesini i kogesine gétiiren bir ve bir tane
g € RS var. Mesela 1’i 6’ya sadece rs € RS gotiiriiyor, 1’1 1’e sadece Idg € RS gotiiriiyor.
Yukarida yaptiklarimizi aklimizin bir k¢sesinde tutup kiipiin bagka simetrilerini bulmak
amaciyla yola koyulalim. Bunu yapmak icin kiipiin koselerini 1, 2 gibi sayilarla degil,
agagidaki gibi 0 ve 1 iigliileriyle gosterelim.
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z
101 11
001 o1l
7X
110
100
000 010 %y

Dikkat ederseniz iki kosenin birbiriyle baglantili olmasi igin yeter ve gerek kosul iki
kogenin sadece tek bir teriminin farkl olmasidir. Ornegin 010 ile 011 baglantihidir,
¢iinkili sadece son terimleri farlidir. Bunun gibi 110 ile 100 baglantihidir ama 010 ile
001 baglantili degildir. Hatta iki noktanin farkli terim sayisi iki nokta arasindaki “me-
safedir: 100 noktasindan 011 noktasina gitmek icin 3 kenardan gegmek gerekir, daha
az kenardan gegerek gidemeyiz.

Bir onceki paragraftaki agiklamalardan dolayi, koordinatlarin yerlerini degigtirmek kii-
piin baglantililik iligkisini bozmaz. (.jrnegin7 birinci ve ikinci koordinatlarin yerlerini
degigtirirsek, kiipiin

000 +~ 000
001 +~— 001
010 +~ 100
011 +— 101
100 — 010
101 ~ 011
110 ~ 110
111 — 111

doniigimiini elde ederiz, ki bu doniigtim baglantili noktalar1 baglantili noktalara, bag-
lantisiz noktalar1 baglantisiz noktalara gotiiriir Ya da birinci koordinati ikinci koordi-
nata, ikinci koordinat: iigiincii koordinata, tigiincii koordinati birinci koordinata yolla-
yabiliriz. O zaman,

000 +~ 000
001 +~ 100
010 +~— 001
011 +~ 101
100 ~ 010
101 — 110
110 ~ 011
111~ 111

doniigtimiinii elde ederiz. Boylece, koordinatlarin her déniigtimii bize kiipiin bir simet-
risini verir ve bunlardan da 3! = 6 tane vardir, Sym3’iin eleman sayisi kadar. Bu
dontigimlerin kiimesine 7' adin1 verelim. T elbette bir gruptur. (Sym 3’e gok benzer.)
T’nin elemanlarinin her biri 000 kogesini (yani yukaridaki yazihimla 1 kogesini) sabitler.
Daha 6nce buldugumuz RS grubunun sadece Ids elemani 1 kosesini sabitlediginden
T N RS = {Idg} olur. Buradan da, Onsav 5.4’ gbre, RST kiimesinin |RS| x |T| =
8 X 6 = 48 elemani oldugu ¢ikar.

Kiipiin RST nin elemanlarindan bagka bir simetrisinin olmadigini kanitlayalim. g, kiiptin
herhangi bir simetrisi olsun. RS grubunun her elemaninin 1 kégesini bir bagka koseye
gotiirdiiginii animsayalim. RS’de 1 kogesini g(1) kogesine gotiiren bir ve bir tane a
eleman1 vardir. O zaman a~ g simetrisi 1 kogesini 1 kogesine gotiiriir. Ama 1 kogesini
1 kogesine gotiiren her simetri 7°de olmak zorundadir. (Neden?) Demek ki bir ve bir
tane t € T icin a™''g = ¢, yani g = at olur. Béylece kiipiin tiim simetrileri RST
kiimesindedir. Boylece kiipiin toplam 48 tane simetrisi oldugunu gordiik.
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Soru: Kiipiin kogelerini Ol-iicliileri olarak gosterelim. Her 0 koordinatini 1’e, her 1
koordinatini da 0’a doniigtiiren simetri G = RST grubunda nasil yazilir?

[Dért Boyutlu Kiipiin Simetrileri.] Once dért boyutlu kiipii tammlayalim. Ama
daha once 0, 1, 2 ve 3 boyutlu kiipiin tanimlarina bir bagka gozle bakalim.

0 boyutlu kiip bir noktadan ibarettir. Cizmeyi gerek gérmiiyoruz.

1 boyutlu kiipt [0, 1] aralig1 olarak gorebiliriz. Kége noktalar: 0 ve 1’dir.

0 1

1 boyutlu kiipii s6yle de gosterebiliriz: 1ki tane 0 boyutlu (yani iki nokta) alip noktalari
bir dogruyla birlegtirmek.

. 3

iki tane 0 boyutlu kiip

0 1

0 boyutlu kiipler birlestirilerek
1 boyutlu kiip elde ediliyor.

2 boyutlu kiipti, koseleri (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) noktalarina gelecek bigimde yerlesti-
relim.

Bunu goyle de gosterebiliriz. iki tane 1 boyutlu kiiple (yani iki tane [0,1] dogru par-
gasiyla) baglayalim. (Bkz. asagidaki soldaki sekil.) Sonra 1 boyutlu kiiplerden birinin
koordinatlarinin basina 0, digerinin basina 1 getirelim ve birbirine tekabiil eden nokta-
larim bir dogruyla birlestirelim. (Bkz. asagidaki sagdaki sekil. Elde edilen geklin bir kare
olmamas sizi rahatsiz etmesin, kare de yapabilirdik.)

0 1 00 01
0 1 \\go \\\11
iki tane 1 boyutlu kiip 1 boyutlu kiipler birlestirilerek

2 boyutlu kiip elde ediliyor.

3 boyutlu kiipii, R® uzayima yukardakine benzer sekilde, koseler 4, j, k = 0, 1 igin (4, j, k)
ya da daha basit olarak ijk noktalarina gelecek sekilde yerlegtirelim. (Asagidaki sagdaki
sekil.) Eger iki noktanin ti¢ koordinatindan sadece biri degisikse, koseler arasina bir
kenar ¢iziyoruz.

001
00 01 000

101

00 01 100

010 011

10 11

111

10 11 110

Bunu soyle de gosterebiliriz. Iki tane 2 boyutlu kiiple (yani iki tane kareyle) baglayalim.
(Bkz. yukaridaki soldaki gekil.) Sonra 2 boyutlu kiiplerden birinin koordinatlarinimn
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bagina 0, digerinin bagina 1 getirelim ve birbirine tekabiil eden noktalarini bir dogruyla
birlegtirelim. (Bkz. yukaridaki sagdaki sekil.)

Simdi 4 boyutlu kiipii betimleyebiliriz. Iki tane ii¢ boyutlu kiip alalim. Bunlardan birinin
koordinatlarinin basina 0, digerinin bagina 1 getirelim ve kiiplerin birbirine tekabiil eden
koselerini bir kenarla birlegtirelim.

000 001 0000 0001
101 0101
100 0100
010 o 0010 \ 0011
o 111 o1 \\ \\ 011
001 1901
000 Yoo \
101 1101
100 100
010 o011 1010 1011
o 111 110 1111

iki tane 3 boyutlu kiipten bir tane 4 boyutlu kiip elde edilir.

Dikkat ederseniz, iki nokta sadece tek bir koordinatta ayrigiyorsa birbiriyle baglantilidir.
Boylece geometriyi cebirsellegtirmis olduk.

Daha estetik bir 4 boyutlu kiip

Dort boyutlu kiipe K adin1 verelim. K’nin simetrilerini bulalim. K’nin simetrilerinden
olusan gruba G adimi verelim.

K’nin baginda 0 olan noktalar: ii¢ boyutlu bir kiip olugtururlar. Bu kiipe Ko diyelim.
Baginda 1 olanlara da K; diyelim.

Bir 6nceki 6rnekte buldugumuz ii¢ boyutlu kiiplin RS simetrilerini ele alalim. Anim-
sarsaniz RS, 8 elemanli bir gruptu ve ii¢ boyutlu kiipiin herhangi bir noktasini RS’nin
elemanlariyla {i¢ boyutlu kiipiin herhangi bir noktasina gotiirebiliyorduk. Eger RS’deki
simetrileri ayn1 anda Ky ve K; kiiplerine uygularsak (birinci koordinata dokunmadan),
K’nin simetrilerini buluruz. K’nin bu simetri grubuna da ii¢ boyutlu kiipte oldugu gibi
RS adini verelim.

Bir de Ky ile K1 degistokus eden bir ¢ ayna simetrisi bulalim. Mesela ¢, noktalarin birinci
koordinatini degistirsin, 0 ise 1, 1 ise 0 yapsin. t* = Idis oldugundan, T = {Idss, t}
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kiimesi bir gruptur. RS N T = {Idis} oldugundan, |RST| = |RS| x |[T| =8 x 2 =16
olur. Ayrica RST kiimesinin, K’'nin herhangi bir noktasim istedigimiz herhangi bir
noktasina gotiirecek bir ve bir tane elemani vardir. Aslinda kolay bir hesapla goriilecegi
iizere RST degismeli bir gruptur.

Yukaridaki paragrafta bulunan RST simetrileri diginda, K’nin dort koordinatini karan
ve bu yilizden Sym 4’e ¢ok gok benzeyen bir simetri grubu vardir. Bu simetri grubuna U
adini verelim: mesela ¢ = (1 2 3) permiitasyonuysa, o (i, , k, £) = (k, i, 7,£) olur, ya da
o = (1 2)(3 4) permiitasyonuysa, o(i, j, k, £) = (4,1, £, k) olur.

U’nun her eleman: (0,0,0,0) noktasim sabitlediginden, ama RST’nin sadece Idi¢ ele-
mani bu noktay: sabitlediginden, RST N U = {Idis} olur. Buradan da |RSTU| =
|RST| x |U| = 16 x 4! = 2* x 4! cikar.

Ayrica Unun elemanlarnn A; = (1,0,0,0), A2 = (0,1,0,0), A3 = (0,0,1,0), As =
(0,0,0,1) elemanlarimi birbirine gotiiriir, hatta U’'nun elemanlar: bu noktalara olan et-
kileriyle betimlenirler.

Boylece, RSTU C G oldugundan, G'nin 16 x 4! tane elemanim bulduk. Simdi G =
RSTU esitligini kanitlayalim. g € G rastgele bir eleman olsun. RST grubunda,

9(07 07 07 0) = a(07 07 07 0)

esitligini saglayan bir ve bir tane a elemani vardir. Simdi a~'g eleman: (0,0, 0,0) nok-
tasini sabitler. Ve bu yiizden de K’nin dort eksenini birbirine doniigtiiriir. U grubunda,
eksenleri ya da (aym sey) A1, A2, Az, A4 noktalarim aynen o' g elemani gibi déniigtiiren
bir ¢ eleman1 vardir. Demek ki, G’nin 0 *a"'g eleman1 (0,0,0,0) ve A1, A2, A3, A4
noktalarini sabitler. Boyle bir eleman tiim noktalar1 sabitlemek, yani Idis’ya esit ol-
mak zorundadir. Nitekim bu eleman A; ve Az noktalarim sabitlediginden, bu noktalara
komsu olan
(0,0,0,0) ve (1,1,0,0)

noktalarini birbirine gétiirmek zorundadir. Ama (0,0, 0,0) noktasini zaten kendine go-
tiiriyor, demek ki (1,1,0,0) noktasin1 da kendine gotiirmek zorundadir. Bu fikri de-
vam ettirirsek, o~ la"1g elemammnn K’ mn tiim noktalarim sabitledigi, yani Idis oldugu
anlagilir. Demek ki 0~ 'a"'g = Idig ve g = aoc € RSTU.
Soru: Kiipiin koselerini 01-iicliileri olarak gosterelim. 0 koordinatini 1’e, 1 koordinatini
da 0’a doniistiiren simetri G = RST grubunda nasil yazilir?
n boyutlu kiipii

K, ={(01,...,0,) : her i igin §; = 0, 1}

olarak tamimlayabiliriz. Eger kiipii, kiipiin i¢ini de igerecek bicimde tanimlamak istersek,
K, ={(61,...,0,) : her i igin §; € [0, 1]}

tanimini yapabiliriz. Bizim i¢in hangi tanimin kabul edildigi farketmeyecek. Fikirleri
sabitemek amaciyla birincisini kabul edelim. Eger iki noktanin sadece bir koordinati
degisikse, bu noktalar arasinda bir baglant1 olsun. (Baglantilar kiipiin kenarlaridir.)
K, nin 2" x n! tane simetrisi vardir. Bu, aynen yukaridaki iki érnekteki yontemle goste-
rilebilir. Ama bunlarin hepsi n boyutlu uzay egip biikmeden gerceklesmez, bazilar1 ayna
simetrileridir. Sadece yarisi n-boyutlu uzaydan ¢ikmadan gerceklegtirilebilir.

[1.{0,1} ve €@_{0,1} kiimelerinden de bir nevi sonsuz boyutlu kiip elde edilebilir.
Iki kosenin (noktanin yani) baglantili olmas: demek, tek bir koordinatin farkli olmasi
demektir. Bu kiiplerin de simetri gruplari vardir. Ama bu sefer simetriyi biraz farkh
tanimlamak gerekebilir. Daha 6nce simetriyi

A ile B koseleri baglantiliysa, f(A) ile f(B) koseleri de baglantilidir
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6.8.

6. Geometri ve Gruplar

kogulunu saglayan koselerin bir f permiitasyonu olarak tanimlanmigtik. Bu sefer,

A ile B koselerinin baglantili olmasi igin,
f(A) ile f(B) koselerinin baglantili olmalari yeter ve gerektir
kosulunu saglayan koselerin bir f permiitasyonu olarak tanimlamak gerekir, ki eger f
bir simetriyse, f~' de bir simetri olsun. (Ama bu 6zelligin saglanmasi igin eski tanim
da yeterli olabilir. Bu climleden de anlagilacag lizere sonsuz boyutlu kiiplerin simetri
grubu hakkinda bu yazarin bir bilgisi bulunmamaktadir.)

[Oktahedronun Simetrileri.] Oktahedron, asagidaki 6 koseli, 12 kenarli, 8 yiizeyli
diizgiin cisimdir.

Kiipiin 6rneginde oldugu gibi koseleri degil de, ylizeyleri birbirine déniigtiiren 8 elemanli
bir simetri grubu bulmak zor degildir. Mesela dikey eksen etrafinda déndiiriilerle, yatay
diizleme gore ayna simetrisi boyle bir grup verir. Bu grup sayesinde oktahedronun tam
8 x 3! = 48 tane simetrisi oldugunu gostermek zor degildir. Okur aligtirma olarak bunu
gostermelidir. Biz burada bir bagka yontem kullanacagiz.

Ug boyutlu kiipiin her yiizeyinin agirlik noktasim alp, komsu yiizeylerin agirhk merkez-
lerini birlestirirsek bir oktahedron elde ederiz.

AN

v

Bu sayede kiipiin her simetrisinin oktahedronun bir simetrisine yol actigin1 gézlemle-
yebiliriz. Nitekim kiipiin bir o simetrisini ve bir ABCD yiizeyini alalim. o mesafesi 2
olan A ve C koselerini mesafesi 2 olan o(A) ve o(C) koselerine gotiiriir. Dolayisiyla
A ve C koselerinin ortak komgular: olan B ve C koselerini o(A) ve o(B) koselerinin
ortak komgularina gotiiriir. Demek ki o simetrisi kiipiin ABC D yiizeyini gene kiipiin
bir bagka yiizeyine, o(A)o(B)o(C)o (D) ylzeyine gotiiriir. Dolayisiyla o simetrisi kiiptin
ABCD yiizeyinin orta noktasini o(A)o(B)o(C)o (D) yiizeyinin orta noktasina gotiirir,
yani kiipiin i¢ine ¢izilen oktahedronu gene oktahedrona gotiiriir.
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Nasil kiipten oktahedron elde etmigsek, oktahedrondan da benzer gekilde bir kiip elde
ederiz.

Aynen yukaridaki yaptigimiz gibi oktahedronun her simetrisinin kiiptin bir simetrisini
verdigi kanitlanabilir. Dolayisiyla oktahedronun simetri grubuyla 3 boyutlu kiipiin si-
metri grubu aynidir.






7. ﬂretegler

Bir grupta iki altgrubun kesigimi gene bir gruptur. Bunun kaniti ¢ok basittir: H
ve K iki altgrup olsun. 1 elemani her iki altgrupta da oldugundan kesigimdedir
de. Eger x K kesisimdeyse, x elemani hem H’de hem de K’da oldugundan, z’in
tersi, yani 27! eleman1 hem H’de hem de K’dadir; demek ki 27! € HN K
olur. Simdi kesigimden iki eleman alalim: x ve y. Bu elemanlar hem H’de hem
de K’da olduklarindan carpimi olan zy de hem H’de hem de K’dadir. Demek
ki zy kesisimdedir. Boylece H N K kesigimin bir altgrup oldugu kanitlanmis

oldu.
H
K

Dikkat ederseniz yukaridaki akil yliriitme sadece iki altgrubun degil, kag
tane olursa olsun, isterse sonsuz sayida olsun, altgruplarin kesigiminin de bir
altgrup oldugunu gosteriyor. Yani bir grupta, herhangi bir altgruplar kiimesi-
nin kesigimi bir altgruptur.

Simdi X, bir G grubunun herhangi bir altkiimesi olsun. X’i igeren en az
bir altgrup vardir: G. Bu altkiimeyi iceren tiim altgruplar: kesigtirelim. Bu
kesigimin bir altgrup oldugunu biliyoruz. Ayrica kesisim X'’i de icerir tabii
ki. Demek ki X’i igeren tiim algruplarin kesisimi gene X'i igceren bir altgrup-
tur. Dolayisiyla bu kesisim X'i igeren en kiiclik altgrup olmak zorundadir. Su
sonucu kanitladik:

Teorem 7.1. G bir grup ve X C G olsun. X i iceren tim altgruplarin kesisimi
X i iceren en kiicik altgruptur. O
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X'iigeren en kiigiik altgrubu (X) olarak gosterelim. Eger X = {x1,...,2z,}
sonluysa, ({x1,...,z,}) yerine (z1,...,x,) yazilir. Ve eger X, Y C G ise,
(X UY) yerine (X, Y) yazilir. Benzer kisaltmalar1 yapmakta kendimizi kisit-

lamayacagiz.
X)= (] H
XCH<G

esitligini biliyoruz. Ayrica eger X C H < G ise (X) < H icindeligini de
biliyoruz.

Eger X = () ya da X = {1} ise (X) = 1 olur’. (G) = G esitligi de kolay.
(G\ {1}) = G esitliginin kanitin1 da okura birakiyoruz.

Yukaridaki teorem uygulamada pek yararli olmayabilir, ¢iinkii teorem bize
X’i igeren en kiiciik altgrubun oldugunu soyliiyor ama altgrubun neye ben-
zedigini sdylemiyor. Simdi (X') altgrubunun neye benzedigini biraz daha somut
olarak gorelim.

x,y € X ise, zy € (X) oldugunu biliyoruz. Bunun gibi

1 3

wy = a? Y70, wyw, ya Tty TP € (X)
icindelikleri de biliyoruz. Daha da genel olarak, z1, ..., x, € X veey, ..., T, =
+1 ise,

it -ar € (X)

n

olur. Demek ki,

{xil...ze’l:nGN,$¢€X,€i:i1}g<X>

n

olur?. Ama sol taraftaki kiime Xi igeriyor (tammda n = 1 ve ¢; = 1 alin)
ve ayrica bir altgrup (¢linkii garpma altinda kapali, elemanlarimin tersi de
kiimenin icinde ve elbette 11 iceriyor?). Bundan ve (X) altgrubunun X’i iceren
en kiiciik altgrup olmasindan esitlik cikar:

(X)={a{"--2p :neN, z; € X, ¢ =+£1}.

n

Bu yiizden (X) altgrubuna X tarafindan retilen altgrup adi verilir ve
X’e de tirete¢ ktimesi denir.

(Xy={ab ..akr . neN ;e X, k ez}

esitligini okur gozden kacirmamalidir. Bu tiir bir yazilimla z; ile x;4; eleman-
larinin birbirinden farkli olduklarini varsayabiliriz.

'Buradaki 1, {1} altgrubu anlamina geliyor.

?Dikkat: Tanimdaki ' - - - 25 ifadesinde X’in ayni elemani tekrar edebilir.

3Eger X # 0 ise, X ten bir z secelim ve tanimdan =2, 21 =xs =x vee; = 1, €3 = —1
alalm; 1 = zz~! olur. Eger X = () ise, tanimda n = 0 olsun, G’nin hic¢ tane elemaninin
carpimi 1 olarak tanimlanmigtir. Demek ki 1 gercekten soldaki kiimededir.
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Eger X = {z1,...,2,} ise (X) yerine (x1,...,z,) yazilr.
Ozel bir durum olarak X = {z} durumunu ele alalim. Bu durumda biitiin
x;’ler x’e esit olmak zorundadir ve

(x) ={«" :n € N}
bulunur. Eger degx = n < oo ise,
() = {La,2% ... 2"}

esitligini daha Once goérmiigtiik. Tek bir eleman tarafindan tiretilen gruplara
dongisel ya da devirli grup denir. Devirli gruplar abel gruplaridirlar ve en
basit gruplardir. Ileride bu konuya 6zel bir boliim ayiracagiz.

Eger X = {z, y} ise durum hemen karmagiklagir:

(z, y) = {aFryfr .. abnyln o e N, ky, 4; € Z}.
Ama zy = yx ise bu karmasik durum kendini toparlar:
(z,y) = {z""  k, € 7).
Eger bir de ayrica degx = n < oo ve degy = m < oo ise, o zaman,i
(x, y) :{xkyezk:O,l,...,n—l, =0,1,...,m—1}

olur. (Ama sagda goriilen biitiin elemanlar farkli olmak zorunda degildir.)
Daha genel olarak, eger X’in elemanlar:1 aralarinda degigiyorlarsa, yani her
x,y € X icin xy = yz oluyorsa, o zaman,
(Xy={ab.abr . neN ;e X, k ez}

n

olur ve bu ifadede eger istersek i # j icin x; # x; alabiliriz.

Bazen zy = yx yerine z ile y arasinda bagka iligkiler olabilir; bu du-
rumda da (x, y) altgrubunun olduk¢a basit gosterimi olabilir. En standart
ornek degx = degy = 2 ve degxy = n oldugu durumdur. Bu durumda 2z = zy
tanmimuyla, zz = 2"z olur ve

(z,y) = (z,2) ={2'27 i€ {0,1},j€{0,1,..., n—1}}

elde edilir. Ayrintilar1 okura aligtirma olarak birakiyoruz.
Tabii eger grubun iglemi + ile ifade ediliyorsa (dolayisiyla degismeli bir
grup sdzkonusuysa) o zaman,

olur ve istersek ¢ # j i¢in x; # x; alabiliriz.

Notlar ve Ornekler
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7.1.
7.2.
7.3.
7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

7.10.

7. Uretegler

Eger n € Z ise (n) = nZ olur.

Eger n, m € Z ise, d = ebob(n,m) i¢in (n, m) = nZ + mZ = dZ olur.

Eger (n,m) € Z x Z ise, ((n,m)) = (n,m)Z olur.

((n,0), (0,m)) = nZ x mZ olur. n ya da m sayilarindan en az biri 0’a esit olmadik¢a bu
iki altgrup birbirine esit degildir. (Neden?)

Z x Z grubu e; = (1,0) ve ez = (0, 1) elemanlar tarafindan tretilir. Z" grubu da

e1 = (1,0,0,...,0,0), es = (0,1,0,...,0,0), ..., en = (0,0,0,...,0,1)

elemanlar tarafindan iiretilir. Bu grubun bagka tiretegleri de vardir elbette. Ancak yu-
karida verilen iireteclere dogal tiretegler diyebiliriz. Teorem 5.5’te Z x Z grubunun
her elemaninin en fazla iki eleman tarafindan iretildigini gostermistik. Birazdan Z"
grubunun her elemaninin en fazla n eleman tarafindan tretildigini gosterecegiz.

Symn grubu {(1 k) : k = 2,...,n} kiimesi tarafindan tiretilir ve daha kiigiik bir altkiime
tarafindan tiretilmez. (Neden? Bkz. sayfa 43.)

Symn grubu {(k k+1): k=1,...,n— 1} kiimesi tarafindan tiretilir ve daha kiiciik bir
altkiime tarafindan iiretilmez. (Neden? Bkz. sayfa 44.)

Symn grubu (1 2 ... n) ve (1 2) tarafindan iretilir ve daha kiigiik bir altkiime ta-
rafindan tretilmez. (Teorem 3.1.)

Eger n > 2 ise, Symn’nin (a b)(c d) tiriinden elemanlar tarafindan tiretilen altgrubu
Symn’nin Alt n olarak gosterilen bir 6zaltgrubudur, tam n!/2 tane eleman vardir. (Bkz.
Teorem 3.2 ve Teorem 14.3.)

n > 3 i¢in Altn grubu (¢ j k) biciminde yazilan elemanlar tarafindan iretilir. Nitekim
(ab)(bec)=1(abc)ve (ab)cd) = (ab)bc)bc)cd) = (abc)bcd) oldugundan,
¢ift sayida makasin ¢arpimini bu sayede (a b ¢) tirtinden doéngiilerin garpimi olarak
yazabiliriz.

n > 5 i¢in Altn grubu iki ayrik makasin ¢arpimi olarak yazilan (a b)(c d) elemanlar:
tarafindan retilir. Nitekim bir 6nceki paragrafta Altn’nin (a b ¢) tiiriinden doéngiiler
tarafindan tretildigini gordiik. Eger e ve d, bu a, b, ¢ sayilarindan farkliysa, (a b ¢) =
(ab)(bec) = (ab)(de)(de)(bc) oldugundan, her (a b ¢) dongistinii (a b)(c d) tipinden
iki elemanin ¢arpimi olarak yazabiliriz.

G bir grup ve X C G olsun. Cg(X) = Ca((X)) esitligini gosterin.

Eger H = (X) ise H’in X kiimesi tarafindan tiretildigi sdylenir. Eger ayrica

| X| =n < oo ise, H'nin n eleman tarafindan tiretildigi s6ylenir.

X C (X) oldugundan elbette | X| < [(X)| olur. Eger X sonluysa ya da

sayilabilir sonsuzluktaysa |(X)| < w olur, aksi halde, [(X)| = | X| olur. Kiime-
ler kuramindan kardinaliteleri animsayan biri i¢gin bunlar ¢ok kolay aligtirma-
lardir.

Notlar ve Ornekler

7.11.
7.12.
7.13.

7.14.

Eger Z = (a) ise, a tamsayis1 ya 1 ya da —1 olmak zorundadir.

G = R olsun. O zaman her a € R igin (a) = aZ olur.

G = R* olsun. O zaman her a € R* i¢in (a) = {a" : n € Z} olur (tabii ki!) Eger a = —1
ise (a) = {1, —1} olur.

Eger G = (Z(G),z) ise G bir abel grubudur. (Burada Z(G), G’nin tim elemanlariyla
degisen elemanlar kiimesi, yani G’nin merkezidir.) Nitekim koguldan dolay,

G=A{zz":2€Z(G),neZ}



7.15.

7.16.

7.17.

7.18.

7.19.
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olur ve bu grubun bir abel grubu oldugu

+m +n

(z2™)(z12™) = zz12" 2™ = 2212"7" ve (212 (22") = 2212 2" = 2212™

esitliklerinden belli.

Eger A, B C G ise (genellikle uygulamada A ve B altgrup olurlar), {[a,b] : a € A, b € B)
altgrubu [A, B] olarak gosterilir. Burada [a,b] yazilimimnm o~ 'b~'ab anlamina geldigini
animsatiriz.

Eger B < Ng(A) ise, a € A, b € B igin [a,b] = a b ab = a (b7 tab) € AAC A
oldugundan, [A, B] < A olur.

Eger B < N¢(A) ve A < N¢(B) ise, kolayca goriilecegi izere [A, B] < AN B olur.

Bir 6nceki satirdan, eger B < Ng(A), A < Ng(B) ve ANB = {1} ise, [A,B] < ANB =
{1} oldugu anlagilir; yani her a € A, b € B igin ab = ba olur.

G bir grup ve A, B < G olsun. B < Ng(A) olsun, yani her b € B i¢in A’ = A olsun. O
zaman (A, B) = AB olur (bkz. Onsav 5.3).

G bir grup ve z € G olsun. Eger ni,...,n, € Z ise d = ebob(ni, ..., nk) igin

olur. Nitekim bir m; igin dm; = n; oldugu icin
fL'ni — l'dmi _ (xd)ml c <.Z'd>

olur. Demek ki (z™1,... ™) < (z%).
Diger yondeki igindeligi kanitlayalim. d = ebob(na, ..., ni) oldugundan, Ahigtirma 2.2’ye
gore, Oyle u1,...,ur € Z vardir ki,

d=niui + -+ ngug
olur; dolayisiyla

.’Ed — xn1u1+A.A+nkuk — (mnl)ul . (mnk)uk c <xn17 L ’mnk>’

ni
g o

yani (z%) < (z .,x™) olur. Bundan su ¢ikar

Teorem 7.2. Dongiisel bir grubun altgruplar da dongiseldir.

G = HI Z olsun. e; € G elemani, ¢ diginda her koordinati 0 olan ve ¢’inci koordinati 1
olan eleman olsun. Yani eger
P 1 egeri=jise
YT 0 eger i # g ise
ise*,
ei = (0i5)jer
olsun. Eger X = {e; : 4 € I} ise
(X) =@i1Z
olur. Benzer durum bagka gruplarin kartezyen carpiminda da yasanir.
Teorem 2.1’de Z’nin altgruplarimin en fazla bir eleman tarafindan tiretildigini géstermis-
tik. Teorem 5.5’te de Z x Z grubunun her altgrubunun en fazla iki eleman tarafindan

iiretildigini gostermisgtik. Simdi Z™ grubunun her altgrubu en fazla n eleman tarafindan
tiretildigini gosterecegiz.

45;; Kronecker § sembolii olarak bilinir.
50 eleman tarafindan iiretilen altgrup {0} altgrubudur.
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Teorem 7.3. Z" grubunun her altgrubu en fazla n eleman tarafindan tretilir.

Kanit: n =1 ve n = 2 igin, ve hatta n = 0 i¢in teoremin dogru oldugunu biliyoruz.
Bundan boyle n > 2 olsun ve teoremin n — 1 i¢in dogru oldugunu varsayalim. A < Z"
olsun. Kanitimizda Z" = Z" ! x 7Z esitligini kullanacagiz. Su kiimeye bakalim

B={y€Z:birxcZ" " igin (z,9) € A}.

Bir bagka deyigle B, A altgrubunun son koordinata izdiigiimiidiir. B < Z oldugunu
gostermek kolay. Demek ki bir ve bir tek m > 0 icin

B =mZ

olur. Yani A’nin elemanlarmin son koordinatlar1 m’nin bir kati olmak zorunda. m € B
oldugundan, bir zo € Z"~! icin
(zo,m) € A

olur.
A’dan rastgele bir eleman alalim. Bu elemani, = € Z"™ ! ve y € Z igin, (z,y) olarak
yazalim. y € B oldugundan, bir u € Z icin y = um olur. Buradan,

(z,y) — u(zo,m) = (z,y) — (uzo,um) = (z — uxo,y — um) = (z — uxzo,0) € AR {0}

olur. Ama bu eleman ayrica A altgrubunda da, ¢linkii hem (z, y), hem de (zo, m) elemani
A’da. Boylece bir u € Z igin,

(,y) — ulzo,m) € AN(Z" " x {0})

eldeederiz.
Simdi hesaplara bir paragraflik ara verip AN(Z™! x{0}) kiimesine (aslinda altgrubuna)

daha yakindan bakalim.
C={zxez"":(x,0) € A}

olsun.
AN(Z" " x {0}) =C x {0}

olur. Elbette C' < Z™*. Tiimevarim varsayimina gore C en fazla n— 1 elemanla iiretilir,
diyelim ¢1,...,ch—1 € C' < YARREIIS iretiliyor, yani

C=Zc1+...+Zcpn-1

olur.
a; = (¢, 0)

tanimini yaparsak
AN(Z" " x {0}) =C x {0} = Zar + - - - + Zan—

buluruz.
Kaldigimiz yerden devam edelim. Rastgele bir (z,y) € A almig ve bir u € Z igin,

(2,9) — ulwo,m) € AN (2" x {0}) = C x {0}
oldugunu kanitlamigtik. Bir 6nceki paragrafa gore,
(z,y) —u(zo,m) € Zais + - - - + Zan_1

olur. Eger
an = (zo, m)
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tanimini yaparsak, bundan,
(z,y) € Za1 + -+ + Zan-1 + Zan

cikar. Demek ki,
A< Zar+ -+ Zan-1 + Zan.

Diger yondeki igindelik kolay, ¢linkii a1, ...,an—1,an € A. O
7.20. Burada daha sonra gesitli vesilelerle kullanacagimiz su teoremi kanitlayacagiz:
Teorem 7.4. (gi)icr, G grubunun bir trete¢ altkiimesi olsun. Ayrica I’min sonsuz
oldugunu ve {g; : i € I} kiimesinin daha ki¢ik kardinalitede bir altkimesinin G nin
drete¢ kimesi olamayacagin varsayalim. O zaman G 'nin her treteg kiimesinin en az |I|
kadar elemant vardar.
Kamt: (hj)jcs, G'nin bir tireteg kiimesi olsun. Her hj, g;’ler cinsinden yazilir; bu
yazilimda kullanilan I'nin altkiimesine I; diyelim. Her I; sonlu bir kiimedir. Elbette
I’'nin Uj <y I; altkiimesi G'nin bir iireteg kiimesidir. Buradan ve varsayimdan dolay1
=
jeJ
cikar. Buradan da J’nin sonlu olamayacag: ¢ikar. J sonsuz oldugundan, kardinal arit-
metiginden,
Un| <l
jed
gikar. Yani |I] < |J|. O
7.21. Asgagidaki sonug direkt toplamda tiretilen bir altgrubun ne kadar biiyiik olabilecegine
dair bir gey soyliyor.
Teorem 7.5. G = @; G, mi : G — Gy dogal izdisim fonksiyonlar, ¢; : Gi — G
dogal gomme fonksiyonlar, X C G ve H; = {p;(mi(X))) < G; olsun. O zaman (X) <
@D, H: olur.
Kanit: X’in her elemaninin @; H; altgrubunda oldugunu kamtlamak yeterli. Ama el-
bette her x eleman1 x = []; pi(m:(x)) olarak yazilir. Eger ¢;, (mi, (2)), - . ., @i, (T, (x)) #
1 ama digerleri 1 ise,
T = Hac = anzj(mj(x)) € HHJ- < @H‘
j=1 j=1 j=1 I
olur. g
Aligtirmalar
722. G=Zvex =3,y =2olsun. (z, y) = Z esitligini kanitlayn.
723. G =Z ve x = 84, y = 30, z = 231 olsun. (z, y, z) altgrubunun neye esit oldugunu
bulun.
724. G =R*, z = /2, y = V3 olsun. (z, y) altgrubunun z"y™ elemanlarinin farkh n ve m
tamsayilari igin farkl degerler verdigini kanitlayin.
7.25. G bir grup ve z, y € G olsun. Bir n € Z i¢in 2" = y varsayimin yapalim. (y) = (x)
oldugunu kanitlayin.
7.26. G bir grup ve z, y € G olsun. Bir n € Z i¢in 2™ = y varsayimimi yapalhm. (z,y) = {(x)

oldugunu kanitlayin.
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7.27.

7.28.
7.29.
7.30.
7.31.
7.32.

7.33.

7.34.

7.35.

7.36.
7.37.

7.38.

7.39.

7.40.

7.41.

7.42.
7.43.

7.44.

7.45.

7.46.

7.47.

7.48.

7. Uretegler

G bir grup ve z, y € G igin

r=y e (r)=(y)
tanimini yapalim. Bu iligkinin bir denklik iligkisi oldugunu ve her denklik sinifinin sonlu
oldugunu kanitlayin.
Ne zaman X = (X) olur?
G bir grup ve Y C X C G olsun. (Y) < (X) oldugunu kamtlayin.
G bir grup, Y, X C G ve Y C (X) olsun. (Y) < (X) oldugunu kamtlayimn.
Z? grubunun (2, 3) ve (1,2) elemanlar: tarafindan iiretildigini gésterin.
7? grubunun (2,3) ve (3,2) elemanlar tarafindan iiretilen altgrubunun elemanlarini
bulun.
7? grubunun (2,3) ve (5,1) elemanlar1 tarafindan iiretilen altgrubunun elemanlarini
bulun.
Q grubunun 2/7 ve 1/5 elemanlar: tarafindan iiretilen altgrubunu bulun. (Bkz. Teorem
10.24 ve kanit.)
Q grubunun 2/5, 4/7 ve 6/13 elemanlar tarafindan iiretilen altgrubunu bulun. (Bkz.
Teorem 10.24 ve kanit1.)
G bir grup ve X C G olsun. (X) = (X1 = (X U X ") oldugunu kanitlayn.
X C G olsun. Her z,y € X igin zy = yz varsayimini ayaplim. Bu durumda (X)
altgrubunun bir abel grubu oldugunu kanitlayn.
G bir grup ve z,y € G olsun. degx = degy = 2 ve degzry = n < oo varsayimini
yapalim. |(z, y)| = 2n esitligini kamtlaymn.
H < G ve z € G olsun. Eger H altgrubu en fazla n eleman tarafindan {iiretiliyorsa,
(H, ) altgrubunun en fazla n + 1 eleman tarafindan tiretildigini kanitlayin.
n > 0 bir tamsay1 olsun. r, diizlemi (0, 0) noktasi etrafinda 27 /n radyan (ya da 360/n
derece) déndiiren doniigiim olsun. 7 € Sym R ve degr = n olur. k € Z olsun. (r*) = ()
esitliginin gegerli olmasi i¢in obeb(n, k) = 1 olmasi gerektigini kanitlayin.
Bir grubun minimal bir altgrubunun (oldugunda) dongiisel olmak zorunda oldugunu
kanitlayin.
Farkli n dogal sayilar: igin Symn’nin en fazla elemanl dongiisel altgruplarini bulun.
G bir grup, X C G ve H = (X) olsun. Eger g € G igin g~'Xg C X oluyorsa g~ Hg C
H oldugunu kanitlaym. Eger her g € G icin g7 Xg C X oluyorsa, her g € G icin
¢ 'Hg = H oldugunu kanitlayin.
H, K < G olsun. Eger H altgrubu en fazla n, H altgrubu en fazla m eleman tarafindan
tretiliyorsa, (H, K) altgrubunun en fazla n+m eleman tarafindan iiretildigini kanitlayin.
H < G ve z € G olsun. Eger H altgrubu en fazla n eleman tarafindan {iretiliyorsa,
7' Hz altgrubunun da en fazla n eleman tarafindan iiretildigini kanitlaym
G bir grup ve z, y € G olsun. degx = degy = 2 ve degxy = oo varsayiminl yapalim.

(x, y) ={(zy)" : neZ}U{z(zy)" : n€Z}

esitligini ve sag tarafta gosterilen elemanlarin herbirinin digerinden farkli oldugunu
kanitlayin.

G bir grup ve z, y € G olsun. zy = yx varsayimini yapalim. (z, y) altgrubunun z"y™
elemanlarinin farkli n ve m tamsayilar: igin farkli degerler vermemesiyle, her ikisi birden
0 olmayan n ve m tamsayilar: i¢in 2™ = y™ esitliginin dogru olmasimin yeter ve gerek
oldugunu kanitlayin.

Z™’nin her altgrubunun en fazla n eleman tarafindan iiretilebilecegini kamtlaymn. (n
lizerine tiimevarimla ama bu aligtirma bu agamada zor olabilir, bkz. Teorem 13.6.)
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Q grubunun sonlu sayida eleman tarafindan iiretilmedigini kanitlayin.

Eger X kiimesi Q grubu tiretiyorsa ve z € X ise X \ {z} kiimesinin de Q kiimesini
irettigini kamtlayin. (Cok kolay olmayabilir.)

R’nin (ya da Q'niin) her altgrubunun ya 1 eleman tarafindan tiretildigini ya da R’de (ya
da Q’de) yogun oldugunu kanitlayn.

G bir grup olsun. Bir « kardinali igin (G g)g<a bir altgrup ailesi olsun. Her v < 8 < a igin
G~ < G varsaymmini yapalim. Xg C Gg bir lireteg kiimesi olsun. |J s<o Xp klimesinin
U p<a G altgrubunu iirettigini kanitlaym.






8. Altgrup Otelemeleri

Sanirim soyut cebirin en 6nemli konusuna geldik. Bu ve bundan sonraki birkag
boliim ne kadar gok okunur, tizerinde ne kadar ¢cok durulursa o kadar yararlhdir.

8.1 Altgruplarin Otelemeleri

G bir grup, H de G’nin bir altgrubu olsun. Eger a € G ise, aH'’yi tahmin
edildigi gibi tanmimlayalim:

aH = {ah:h € H}.

aH kiimesini H'nin oOtelemesi olarak yorumlayabiliriz, ¢iinkii gercekten aH
kiimesinin elemanlari, H’nin elemanlarinin a ile soldan bir tiir 6telenmesidir.
aH kiimesine H'nin a tarafindan soldan ételemesi (bazen de sol eskiime, sol
yankiime ya da sol simif) adi verilir. Biz daha ¢ok 6teleme terimini kullanacagiz
ve ¢ok gerekmedikge “sol” ibaresini kullanmaktan kaginacagiz. Ama okur sol
oteleme oldugu gibi sag otelemenin de oldugunu ve bu iki 6telemenin farkl
olabilecegini aklindan ¢ikarmamalidir.

Eger a € H ise elbette aH C H, hatta aH = H olur. (Neden?) Bunun
tersi de dogrudur: aH = H ise, a € H olmak zorundadir. Demek ki H’nin
kendisi de H’nin bir 6telemesidir. Bu arada a = a -1 € aH icindeligini de
gozlemleyelim.

Elbette h +— ah kurali bize H ile aH arasinda bir esleme tammlar!. Do-
layisiyla H ile aH kiimesinin eleman sayisi aymdir. Bir bagka deyisle tiim sol
Otelemelerin kardinalitesi (eleman sayisi) esittir; bu dedigimiz H altgrubu son-
suz olsa da gecerlidir. Benzer gekilde sag 6telemeler de tanimlanir ve ayni sonug
sag otelemeler igin de gecerlidir. Dolayisiyla sol otelemelerle sag otelemelerin
eleman sayisi esittir.

Birazdan bir altgrubun herhangi iki sol 6telemesinin ya egit ya da ayrik
oldugunu kanitlayacagiz; yani kesigsimde en az bir eleman olan iki sol 6teleme
esit olmak zorundadirlar. Bunun béyle oldugunu agagidaki érneklerde de tespit
edeceksiniz.

!Bu eglemenin tersi « — a 'z kuraliyla verilmistir.
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Notlar ve Ornekler

8.1. G = Symb ve H = Sym4 olsun. H grubunu G’nin i¢ine gémebiliriz, yani H’yi G’nin
bir altgrubu olarak gorebiliriz?.
H’nin kendisi H’nin bir 6telemesidir. Hatta biraz 6nce gérdiigiimiiz gibi

ocH=H&oeH

onermesi dogrudur. Simdi H digindan bir o alalm. o’'nin H diginda olmasi o(5) # 5 de-
mektir. Mesela o = (1 5) olsun. o H telemesinin elemanlarini bulalim. H’nin elemanlari
5’1 5’e gotiirdiigiinden, o da 5’1 1’e gotiirdiiginden, o H 'nin elemanlari 5’i 1’e gotiiriirler.
Demek ki,

oH C {a € Symb5: a(5) = 1}.
Ote yandan Sym 5’in 5'i 1’e gotiiren tam 4! tane elemani vardir (neden?), yani |cH| =
|H| = 4! kadar. Demek ki yukaridaki igindelik aslinda bir esitliktir:

oH ={a € Sym5: «a(5) =1}.
Ornegin

(135),(1325), (135)(24) € oH

olur.
H’nin bagka Otelemesi var mi? Evet var. Ornegin,

(25)H = {a € Sym5 : a(b) = 2}
kiimesi H’nin bir bagka 6telemesidir. Boylece Sym 4’tin Sym 5 iginde tam 5 farklh Gtele-
mesi oldugu goriiliir: Her 4 = 1, 2, 3, 4, 5 icin o; = (i 5) ise®
o;H ={a € Sym5: a(b) =i}
kiimeleri H’nin birbirinden farkl sol 6telemeleri olur ve H’nin bagka da 6telemesi yoktur.
Toplamda, her birinin eleman sayis1 4! olan 5 tane sol 6teleme bulduk. Bu 6telemelerin

ayrik olduklarini ve Sym 5'i kapladiklarini gozlemleyin. Yani
5

Sym5 = | |(i 5) Sym 4

i=1
olur. Sekil asagida.

Sym 4 (15)Sym4 (25)Sym4 (35)Sym4 (45)Sym4

Sym4’tin Sym 5 igindeki 6telemeleri

2Aslinda, Sym 4’iin elemanlar {1, 2, 3, 4} kiimesinin permiitasyonlari, Sym 5’in eleman-
lar1 {1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin permiitasyonlar1 olduklarindan, illa formel olmak gerekiyorsa,
Sym 4 grubuyla Sym 5 grubu kesigmezler, ayriktirlar. Ancak Sym 4’iin her eleman1 Sym 5’in
bir elemanina gayet dogal bir bigimde genisletilebilir; bunun i¢in bir o € Sym4 i¢in o(5) = 5
tanimini yapmak yeterlidir. Demek ki Sym4 grubunu (dogal olarak) Sym 5’in bir altgrubu
olarak gorebiliriz. Daha genel olarak eger Y C X ise, SymY grubu Sym X’in bir altgrubu
olarak goriilebilir. Bunun i¢gin Sym Y’nin elemanlarini X tizerine X \ Y {istiinde 6zdeslik
olacak bigimde genigletmek yeterlidir.

3Eger i = 5 ise (5 5) permiitasyonunu Ids olarak algilayin.
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(2 4 5)(1 3)H = (2 5)H ve benzer egitlikleri okur gorebilmelidir. H’nin G’deki her
Otelemesi yukaridaki 5 kiimeden biridir.

Bu arada X = {(1 5), (2 5), (3 5), (4 5), Ids} kiimesinin her sol telemeden bir ve
bir tek eleman igerdigini gozlemleyelim. Bu 6zelligi olan kiimelere H’nin sol temsilci
kiimest denir.

H’nin sag otelemeleri de vardir. Rastlant1 bu ya, yukaridaki X kiimesi H’nin sag tem-
silcileri kiimesidir ayni zamanda. Nitekim, ¢ = 1, 2, 3, 4, 5 icin

Ho; = {a € Sym5: a(i) =5}

kiimeleri H’nin tiim sag Otelemeleridir ve her biri digerlerinden farklidir. Bu 6rnekte
H diginda higbir sol 6teleme bir sag oteleme degildir. Bazi 6zel durumlarda, 6rnegin G
degigmeli grup oldugunda, ama baz1 bagka durumlarda da sol 6telemelerle sag Gtelemeler
arasinda fark yoktur.

Sym 4 Sym4(15) Sym4(25) Sym4(35) Sym4(45)

Sym 4’tin Sym 5 igindeki 6telemeleri

Derecesi n olan bir ¢ elemani i¢in G = (g) = {1, g, ¢%,...,¢" '} olsun. k, n’yi bélen bir
dogal say1 olsun, diyelim n = km. Simdi H = (¢*) = {1, ¢*, ¢**,..., g™} olsun.
H < G olur. H’nin her dtelemesi bir i = 0,1,...,k — 1 i¢in g H olarak yazilir (neden?)
ve bu tiir 6telemeler birbirinden farkhidir. Yani

k=1
G = |_| g H
i=0
olur. Demek ki X = {1, z, 2%,...,2" "'} kiimesi H’nin her (sag ya da sol farketmez,

¢inkli G bir abel grubu) Gtelemesinden bir ve bir tek eleman igerir. Bu tiir kiimelere
temsilci kiimesi dendigini bir 6nceki 6rnekte sdylemigtik.

Eger grubun islemi toplamayla yaziliyorsa?, H 6telemesi yerine x + H olarak yazilir
elbette. Aligkanlik daha ¢ok H + z olarak yazmaktir. Bu 6rnekte G = Z ve H = 5Z
olsun. O zaman H’nin G iginde tam 5 6telemesi vardir:

5Z, 52+ 1, 57+ 2, 57+ 3, 5Z + 4.

Bu 6telemeler bir énceki érnekte oldugu gibi birbirinden ayriktirlar. Otelemeler goyledir:

57 = {...,-10,-5,0,5, 10, 15, ...}
5Z2+1 = {...,—9,—4,1,6, 11,16, ...}
5Z+2 = {...,—-8 -3,2,7,12,17, ...}
5243 = {...,-7,-2 38, 13,18, ...}
5Z+4 = {...,—6,—1,4,9, 14,19, ...}
Sonug olarak,
4
7= |(5Z+1)
i=0

olur. Bu beg o6telemeden ikisini agagidaki resimde goriiyorsunuz.

4Bu durumda islemin degismeli oldugunu unutmayalim.



108 8. Altgrup Otelemeleri

57 +1

5432210 1 2 34 5 6 778 91011

SZ+3
Ama bu 6rnekte Z'nin siralamasi pek 6nemli olmadigindan, Z’yi bir dogru iizerinde
gbstermenin yarar1 yoktur. Bu yilizden 5 Otelemenin 5’inin de kolaylikla goriindiigii aga-

gidaki gosterimi tercih edecegiz.

57 57 + 1 57 +2 57 +3 57 + 4

°0 °1 °2 *3 e 4
5 6 °7 L °9

°_5 ° 4 °_3 °_) o _1

Bu arada {0, 1, 2, 3, 4} kiimesinin her Otelemeden bir ve bir tek eleman igerdigini
gbzlemleyelim®.

8.4. Yukaridaki iki drnekte dteleme sayisi sonluydu. Oteleme sayisimn sonsuz oldugu bir
ornek verelim. G = R ve H = Z olsun. Her n € Z igin Z + n = Z oldugundan, her » € R
icin

Z+r=Z+r—-1=Z+r—-2=2Z+r—-3=Z+r+1=Z+r+2
olur. Bu nedenle,
z+r=7Z+r—|r

olur®. Demek ki her teleme, bir » € [0,1) eleman igin Z 4 r bigimindedir. Peki r, s €
[0,1) i¢in ne zaman Z+1r = Z+ s esitligi gegerli olur? Ancak ve ancak r — s € Z ise, yani
r = s ise gegerli olur. Boylece her 6telemenin bir ve bir tek r € [0,1) eleman igin Z + r
bi¢iminde oldugunu gostermis olduk. Z’nin her Gtelemesinde de bir ve bir tek r € [0, 1)
sayist oldugunu goézlemleyin. Sonug olarak,

R= || Z+r)
rel0,1)

olur. Demek ki [0, 1) kiimesi Z’'nin R’deki 6telemelerinin temsilciler kiimesidir, yani Z’nin
her Gtelemesinde [0, 1) kiimesinden bir ve bir tek eleman vardir. [2,3) ya da (0, 1] bagka
temsilciler kiimeleridir ama [0,1) en dogal segimdir.

-3 -2 -1 0 1 2 3

®Genel kaninin aksine bunlar modiiler sayilar degildirler, ilkokuldan beri bildigimiz
sayilardir!
5Burada [r], r sayisinin tamkismidir, yani r’den kiiciikesit en biiyiik tamsayidir.
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8.5. Eger G = R ve H = Q ise, H'nin gene sonsuz sayida 6telemesi vardir, ancak bu sefer
yukaridaki gibi bir temsilciler kiimesi bulamayiz” .

8.6. G =R* =R\ {0} ve H = {1, -1} olsun. G, carpma altinda bir gruptur, H de G’nin bir
altgrubudur. H’nin her 6telemesi tH = {x, —x} bi¢imindedir. z = 0 durumu diginda
her 6teleme biri pozitif biri negatif olmak iizere iki say1 igerir. Her 6telemede bir ve bir
tek negatif olmayan bir say1 vardir. Yani

R*:UxH

x>0

olur.

Dikkat ettiyseniz yukaridaki orneklerde otelemeler ayrik kiimelerdi. Bu,
genel bir olgudur ve ¢ok 6nemlidir. Ileride ¢ok daha fazla 6rnek vermek iizere,
otelemelerle ilgili bu 6nemli olguyu kanitlayalim hemen.

Teorem 8.1. G bir grup ve H < G olsun. Her a, b € G icin, ya aH NbH = ()
olur ya da aH = bH. Yani eger bir altgrubun iki 6telemesinin ortak tek bir
elemansy dahi varsa bu dtelemeler esittirler. Ayrica her a, b € G i¢in asagidaki
onermeler esdegerdir:

i. aH = bH.

ii. aH NbH # ().

iii. b"la € H.

iv.a"'bc H.

v.a € bH.

vi. b€ aH.

Kanit: Diyelim aH NbH # (). Bu varsayimla aH = bH esitligini kanitla-
maliy1z. Varsayim a ve b'ye gore simetrik oldugundan (mesela) aH C bH
igindeligini kanitlamak yeterli.

aHNbH # () énermesini dogrulayan bir eleman alalim: Diyelim hy, ho € H
igin ah; = bhy € aH NbH. Bu durumda her h € H igin,

ah = (ahy)(h7'h) = (bha)(hy*h) = b(hehy'h) € bH

olur ¢iinkti H bir altgrup oldugundan hghflh € H igindeligi dogrudur.
(ii) dogruysa (i)’in dogru oldugunu yukarida kanitladik.
Digerleri ¢ok bariz. H

Bu teoreme gore, H altgrubunun &telemeleri G’yi kesigmeyen parcalara
ayirir. Iste sekil:

"Bir temsilciler kiimesi elle bulunamaz, ancak Secim Aksiyomu kullamlarak temsilciler
kiimesinin varligi kanitlanabilir.
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b

Bunun birkag érnegini verelim.

Notlar ve Ornekler

8.7. G =R xR olsun®. H =R x {0} olsun. Elbette H < G olur.

(:E,y) = (:C,O) + (Ovy) € H+ (Ovy)

oldugundan, H’nin her 6telemesi bir y € R i¢in H + (0, y) bigiminde yazilir. Ayrica bu
y biriciktir, ¢linkii

+0,9) =H +(0,2) < (0,y)—(0,2) e H
& (O,yfz)GH

< (0,y —z) e Rx {0}
& y=2z

esdegerligi gegerlidir. Demek ki X = {0} x R kiimesi bir temsilciler kiimesidir: H’nin
her otelemesinde X kiimesinden bir ve bir tek eleman bulunur. Dikkat ederseniz X bir
altgruptur. Bir temsilciler kiimesinin altgrup olarak segilebilmesi istisnaidir, her zaman
olmaz.

X

b+H
— o a+H

¢ c+H

Bagka temsilciler kiimesi de vardir mesela
Y ={(z,z) : z € R}

kiimesi de bir temsilciler kiimesidir. Y de bir altgruptur. Ama
Z ={(z*z):z R}

kiimesi bir temsilciler kiimesidir ama bir altgrup degildir.

z

8Grup iglemi toplama elbette: (z,y) + (2,t) = (z + 2,y + t).
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8.8. G gene yukaridaki gibi olsun. H = {(z,z) : z € R} olsun. Kolayca goriilecegi lizere
H < G olur.
(xvy) = (CC,.T) + (01 Y- x)
esitliginden, X = {0} X R kiimesinin (aslinda altgrubunun) bir temsilciler kiimesi oldugu
anlagilir. Ayni bicimde Y = R x {0} ve Z = {(z, —z) : € R} kiimeleri de (altgruplarn
de) temsilciler kiimesidir.

8.9. (Karmagsik sayilar1 bilenlere.) G = C* kiimesi garpma altinda bir gruptur.
H=8"={CeC:|¢|=1} ={cosO +isinf:0 e R} = {e : 0 € R}
kiimesi C*'in bir altgrubudur. Her a € C, tek bir 6 € [0, 27) igin
o = |ale”
biciminde yazildigindan ve e* € S* oldugundan,
as' = |ale”s' = |a|S?

olur ve ayrica aS"in her elemaninin modiiliisii (normu) |a|’ya esittir; yani S'’in her
Stelemesinde bir ve bir tane pozitif gercel say1 vardir. Bir baska deyisle R™° kiimesi
SV’in Stelemelerinin bir temsilciler kiimesi vardir. Daha bagka temsilciler kiimesi de
vardir elbette.

Bir altgrup Otelemesi icindeki herhangi bir eleman tarafindan belirlenir:
Eger a, bir H altgrubunun yankiimesiyse ve a € « ise, o zaman a = aH olur.

Bir kiimeyi birbiriyle kesismeyen parcalara ayirmak, o kiime iizerinde bir
denklik iligkisi tanimlamak demektir. (Kesigmeyen parcalar verildiginde, denk-
lik iligkisini tamimlamak igin, ayni1 parcada olan iki elemanin birbirine denk
oldugunu soylemek yeterlidir.) Demek ki her altgrup grupta bir denklik iligkisi
tanimlar ve altgrubun her 6telemesi bu denklik iligkisinin bir denklik sinifidir;
bir bagka deyisle su sonu¢ dogrudur:

Sonug 8.2. G bir grup ve H bir altgrup olsun.
a=b<s aH =bH

olarak tamimlanan = ikili iliskisi G tzerine bir denklik iliskisi tanymlar. Asa-
grdaki kosullardan her biri bu denklik iliskisinin bu tamima esdeger kosullar:
soyledir:

a.a=b.

b.becaH.

c.a 'be H.

d. aHNbH # .

e.aH C bH.

Eger yukardaki satirda a ile b’nin yerlerini degistirirsek, gene esdeger
kosullar elde ederiz. Ayrica her a € H igin

{reG:a=z}=aH

olur; yani aH yankimesi bu denklik iliskisine gore a’nin sinifidar. O
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Yukaridaki 6rneklerde buldugumuz temsilciler kiimesi, her denklik siifin-
dan bir eleman se¢gmekten bagka bir sey degildi; ama secilen bu elemanlarin
bir kiime olugturmas: gerekmektedir, ki bu da her zaman ¢ok kolay degildir,
Ornek 8.5’te érnegin boyle bir zorluk vardur.

Notlar ve Ornekler

8.10. Farkli Altgruplarin Otelemelerinin Kesisimi. Yukaridaki sonugta ayni altgrubun
iki otelemesinin kesigimi hakkinda bir olgu kanitladik. Burada bunu genellegtirecegiz:

Teorem 8.3. H, K < G ve a, b € G olsun. O zaman ya aH NbK = () olur, ya da
herhangi bir ¢ € aH NbK i¢in aH NbK = c(H N K) olur.

Kanit: Diyelim aH N bK # (. Rastgele bir ¢ € aH N bK alalim. O zaman, ¢ € aH
oldugundan, cH = aH olur. Benzer gekilde ¢cK = bK olur. Demek ki aH NbK =
cHNcK = c¢(HNK) olur. O

Okur Ornek 2.4’ii buradaki sonug 1ggimda da okumalidr.

8.11. Yukaridaki teoreme somut O6rnekler verelim. G = Z, H = 14Z, K = 21Z, a = 10, b =9
olsun. Yani (14Z+10)N(21Z+9) kesigimini bulalim. 14Z+10 C 7Z+3 ve 21Z+9 C 7Z+2
oldugundan, kesisim boskiime olmak zorundadir. Ote yandan (14Z + 10) N (21Z + 3)
bosgkiime olmaz, ¢linkii mesela 24 her iki kiimededir. Okur kesigimin bu durumda 427+24
oldugunu kanitlamak isteyebilir. Daha genel olarak (aZ + b) N (bZ + d) kesigiminin ne
zaman bogkiime oldugunu, ne zaman olmadigini ve olmadiginda da hangi kiimeye esit
oldugunu kanitlamaya caligabilir.

8.12. Cifte Otelemeler. H, K < G olsun. g € G icin HgK kiimesine H-K c¢ifte otele-
mest denir. Kolayca gosterilebilecegi tizere, HtK N HyK # () ise 1K = HyK olur.
Demek ki ¢ifte 6telemeler bir grubu ayrik parcalara boler. Ama bu sefer her iki ¢ifte
Otelemenin eleman sayis1 ayni degildir. HxK kiimesinin eleman sayisini bulalim. Bu-
nun i¢in f(h,k) = hzk esitligiyle tammlanan f : H x K — HxzK fonksiyonuna ba-
kalim. Bu fonksiyon ortendir ama birebir olmak zorunda degildir. Bakalim kag tane
(h1,k1) € H x K elemam i¢in hizki = hzk oluyor. Esitligin dogru oldugunu var-
sayip hi ve ki hakkinda bilgi toplayalm. k1k™' = 27 (A" 'hi)z € K N H® olmal.
L = K N H® olsun. Demek ki k1k~' € L ve k; € Lk olmali. Bundan da k; icin en fazla
|L| tane segenegimiz oldugu ¢ikar. Ama her k; igin en fazla bir tane hy € H bulunur,
clinkii inceledigimiz esitligin saglanmas igin h; = h:rkkl_lafl olmak zorundadir. De-
mek ki en fazla |L| tane (h1,k1) € H x K ¢ifti igin hixki = hak olabilir. Simdi diger
taraftan gidelim. k1 € Lk rastgele bir eleman olsun. Diyelim ¢ € L icin k1 = lk esitligi
gecerli. L’nin tanimindan dolay1 £ € K ve bir he € H icin £ = h% = 2~ hox olmali. Simdi
h1 = hakk*z~" tanimimi yapalim. h;’in tammindan dolay1 elbette hyaxk: = hak olmal.
Onemli olan hy’in H’de olup olmadig1. Bakalim: hy = hakk; 'z ™! = hak(k~ 0" )2z™! =
hxt™'z™! = ha(z ™ hex) 'z~ = hx(z ™ hy 'z)z~" = hhy' € H. Boylece analizin so-
nuna geldik. H x K kiimesinin tam |L| tane elemaninin imgesi ayni, ne daha az ne daha
fazla. Demek ki

|H||K| = |HzK||K N H"|.

8.2 Bolum Kumesi

Simdi énemli bir tanim yapalim. G bir grup ve H < G olsun. Sol 6telemeler
kimesi G/H soyle tanimlanir:

G/H ={zH : z € G}.
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Bu kiime aynen yukarida tamimladigimiz = denklik iligkisinin siniflarindan
olusan kiimedir. Bu yilizden G/H kiimesine daha ziyade bélim kimesi adi
verilir. Resim asagida:

H xH =xH yH =y,H

x Y

9.61 ).)1
GIH
H xH =x,H yH =y,H

Sonug 8.4 (Lagrange Teoremi). Eger G bir grupsa ve H < G ise, |G| =
|G/H| |H| olur. Dolaysiyla ejer G sonluysa
G|

G/H| = 2
/H| |

olur. O

Bu sonug elbette G sonlu bir grup iken gecerlidir, ama kardinaliteleri bilen
biri ayni sonucun sonsuz gruplar i¢in de gegerli oldugunu zorluk c¢ekmeden
anlayacaktir.

G/ H kiimesini sol 6telemeler i¢in tanimladik. Ayni seyi sag 6telemeler igin
de tanimlayabilirdik. Aym kiimeyi bulmayiz genellikle. Yani aslinda yukarida
ayr1 ayri

(G/H)go) ve (G/H)sag

tanimlarini yapmaliydik. Notasyonu agirlagtirmamak i¢in bunu tercih etme-
yecegiz. Yeri geldiginde G/H’yi sol bolim kiimesi i¢in, yeri geldiginde sag
boliim kiimesi anlaminda kullanacagiz. Ne zaman hangi anlamda kullandigimiz
kapsamdan anlagilacak ve bir karigiklik olmayacak. Ama yukaridaki sonug el-
bette sag otelemeler kiimesi igin de gecerli oldugundan,

(G/H)goll = [(G/H)ga

olur. Bu esitlik soyle de goriilebilir: zH — Hz~! kuraliyla tanimlanan fonk-
siyon, sol boliim kiimesiyle sag boliim kiimesi arasinda bir egleme verir. (Ama
xH — Hx olmazdi! Cinkii xtH = yH ise, illa Hx = Hy esitligi dogru olmak
zorunda degildir.)

Yukaridaki sonuglar konuya yeni baglayan biri i¢in belki sikici bulunabilir
ama had sathada 6nemli olduklar1 agagidaki 6nemli ve ilging sonuclardan belli.
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Sonug 8.5. Eger G sonlu bir grupsa ve H < G ise, H' nin (ve G/H 'nin)
eleman sayst G 'nin eleman sayrsina boler. O

Sonug 8.6. Eger G sonlu bir grupsa ve x € G ise deg x, G 'nin eleman sayisini
boler; bir baska deyisle her g € G icin ¢/l =1 olur.

Kamit: |(z)| = degx esitligini Teorem 4.12’den biliyoruz. Sonug, bundan ve
bir 6nceki sonuctan cikar. O

Ornegin 28 elemanli bir grubun elemanlarmin dereceleri ve altgruplarmin
cleman sayilar1 ancak 1, 2, 4, 7, 14 ve 28 olabilir, ama mesela 3 olamaz. Onceki
sayidaki tiim 6rneklerde bunun boéyle oldugunu okur dilerse kontrol edebilir.
Mesela Sym 3 grubunun eleman sayist 3! = 6’dir ve derecesi 1, 2 ve 3 olan
elemanlar1 vardir, sirasiyla Ids, (1 2) ve (1 23) mesela. Ama Sym 3’tin derecesi
6 olan bir eleman1 yoktur.

Sonug 8.7. Eleman sayist asal olan bir grup dénglseldir ve 1°den farkly her
elemant tarafindan tretilir.

Kanit: Gruba G diyelim. |G| = p olsun. g € G\ {1} olsun. O zaman
1<{g9) <@

olur. Demek ki 1 < [(g)| olur ve bu say1 p asalim béler. Yani |[(9)| = p = |G|
olur. Bundan hemen (g) < G ¢ikar. O

Sonug 8.8. Sonlu bir grubun eksponenti sonludur. Hatta eksponent eleman-
larn derecelerinin en kiuctik ortak katidir ve grubun eleman sayisine boler.

Gruba G diyelim. Eger m, G’nin elemanlarinin derecelerinin en kiigiik ortak
katiysa, elbette her g € G igin ¢™ = 1 olur. Demek ki eksponent sonludur ve
exp G < m olur. Ayrica her g € G icin ¢®P¢ = 1 oldugundan, deg g, exp G’yi
béler, dolayisiyla m, exp G’yi boler ve m < exp GG olur. O

Sonug 8.9. Eger p bir asal ve |G| = p" ise, G nin elemanlarinan dereceleri
ancak p’nin bir kuvveti olur.

Notlar ve Ornekler

8.13. Sym4’in altgruplarinin olasi eleman sayisini bulalim. Sym4’tin 4! = 24 eleman oldu-
gundan, altgruplarinin eleman sayist ancak 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 ve 24 olabilir. 1 elemanl
sadece bir altgrup vardir: {Id4}.

((12)), {((123)) ve ((1234)) altgruplarinin eleman sayisi sirasiyla 2, 3 ve 4’tiir.

Sym 3’ dogal olarak Sym 4’iin i¢ine gomebilecegimizi biliyoruz: Sym 4’iin 4’{i sabitleyen
permiitasyonlarindan olusan altgrup, yani ((1 2), (1 2 3)) altgrubu Sym 3’e ¢ok benzer
ve eleman sayis1 3! = 6’dur.

Sym4’iin 8 elemanh altgrubu da vardir (bkz. sayfa 81): ((12 3 4), (24)).
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8.14.

8.15.

8.16.

Sym 4’tin 12 elemanh altgrubu da vardir (bkz. sayfa 84): ((12 3), (124), (134), (23 4)).
Nitekim bu grup su 12 elemandan olugur:

Altd = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23),
(123),(124), (134), (234), (132), (142), (143), (243)}.

Bu kiimenin gergekten bir altgrup olugturdugunu gostermeyi okura birakiyoruz. Ileride
bunun ¢ok daha kolay bir yolunu bulacagiz.

24 elemanl bir altgrubu bulmak kolay, ¢iinkii sadece bir tane var: Sym 4.

Demek ki 24’1 bolen her dogal sayi i¢in, o kadar elemani olan bir altgrup bulduk. Ama
bu 4 sayisina 6zgidiir, ayn1 sey Sym 5’te gecgerli degildir.

Sym 5’in altgruplarinin olasi eleman sayilarini bulabildigimiz kadariyla bulalim.

Sym 5’in 5! = 120 elemani oldugundan, altgruplarinin eleman sayis1 ancak 1, 2, 3, 4, 5, 6,
8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 60, 120 olabilir. Bir 6nceki aligtirmanin yardimiyla eleman sayisi
1,2, 3,4, 6, 12, 24 olan altgruplar bulabiliriz, ne de olsa 5’i sabitleyen permiitasyonlardan
olusan altgrup Sym4’e ¢ok benzer. {(1 2 3 4 5)) altgrubunun 5 elemam vardir. 10
elemanli bir altgrup bulmak da ¢ok zor degil: ((1 2 3 4 5), (2 5)(3 4)) altgrubunun
10 eleman: vardir. (Bu altgrup, Ornek 6.3’te tammlanan Do grubuna benzer.) Sym 5
kendisinin 120 elemanli bir altgrubudur. Geriye 15, 20, 30 ve 60 elemanli altgruplar
bulmak kaldi. 60 elemanh bir altgrup vardir:

Alt5 = ((ab)(cd):a,b, c,de{l, 2, 3,4,5})
altgrubunun tam 60 tane eleman: vardir (Teorem 3.2).
((12345),(2354))

altgrubunun ise tam 20 elemani vardir. (Okura aligtirma.) Ileride Sym 5’in 15 ya da 30
elemanli altgrubunun olmadigini gosterebilecek bilgiye sahip olacagiz (bkz. Aligtirma
16.26).

H, K < G olsun. |H| bir asal olsun. O zaman ya H < K ya da H N K = {1} olur,
glinki H N K kesigimi H’nin bir altgrubu oldugundan, eleman sayis1 |H|’yi boler. Do-
layisiylaya HN K =1yada HNK = H, yani H < K olur.

Eger |H]| ile |K| aralarinda asalsa da H N K = {1} olmak zorundadur.

n > 0 bir dogal say1 olsun. 0 < m < n olsun.
A={o €Symn :egeri>misec(i) =1}

ve
B ={o € Symn:eger i <miseoc(i) =1}

olsun. A’min elemanlari, sadece {1,...,m} sayilar iizerinde bir etkisi bulunan, m’den
biiyiik sayilarin yerini degigtirmeyen permiitasyonlardir. B’nin elemanlar1 da, sadece
{m + 1,...,n} sayilan {izerinde bir etkisi bulunan, m + 1’den kiiciik sayilarin yerini
degistirmeyen permiitasyonlardir. A ve B, elbette Sym n’nin altgruplaridir ve AN B =
{Id,} olur. Ayrica her « € A ve 8 € B i¢in o = fa olur. A'nin m!, B’nin ise
(n — m)! tane elemam vardir. Dolayisiyla AB altgrubunun n!(m — n)! tane elemamn
vardir. Sym n’nin n! tane eleman: oldugundan, bundan n!(m — n)! sayisimin n! sayisini
boldiigi ¢ikar. Ama biz bunu zaten biliyorduk, ne de olsa

n n!
<m) - ml(n —m)! €N

oldugunu biliyoruz. Ama ayni yontemle su kamitlanabilir: mq, ..., mx dogal sayilarsa,
ma!---mg! sayist (m1 + - -+ + my)! sayisi boler.
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8.17. 3!, 4! ve 5! sayilarini bolen 3%iin en biiyiik kuvveti 3' = 3’tiir. Dolayisiyla Sym 3, Sym 4
ve Sym 5’in maksimum 3-altgruplarinin eleman sayis1 ancak 3 olabilir. ((1 2 3)) boyle
bir altgruptur.

Ote yandan Sym 6, Sym 7 ve Sym 8 gruplarmin eleman sayisi 3> = 9 sayisina boliiniir
ama 3% = 27’ye béliinmez. Dolayisiyla bu gruplarin 27 elemanli bir altgrubu olamaz
ama 9 elemanli altgruplar: olabilir. Nitekim, ((1 2 3), (4 5 6)) boyle bir altgruptur.
Sym9, Sym 10 ve Sym 11’e gelince. Bu gruplar 3* sayisina boliiniirler ama 3% sayisina
boliinmezler. Acaba 3* elemanh bir altgruplar: var mi1? Evet var:

((123),(456),(789), (147)(258)(369))
boyle bir altgruptur. Bu altgrup digerleri gibi abel grubu degildir.
((123),(456), (789))

altgrubu 27 elemanlidir ve abeldir ama sonuncu tirete¢ abelligi bozar.

Yukaridaki 6rneklerden de anlagilacagi iizere, sonlu bile olsa, bir grubun
altgruplarimi bulmak hi¢ de kolay bir ugras degildir.
G’den G/H kiimesine giden ve her = € G i¢in,

m(x) =xH

olarak tanimlanan dogal bir 7 : G — G/H fonksiyonu vardir. Bu fonksiyon
ortendir ve
1=y e () = n(y)

olur. Izdiistim fonksiyonu adi verilen bu 6rten fonksiyonun resmi agagida.

H xH =x,H G
x
. 7
&

i 5 G/H

H xH =x,H

Tleride bu izdiigiim fonksiyonunu sik sik kullanacagiz. Bu arada (daha gok
sonlu oldugunda) |G|/|H| kardinalitesine H nin G’deki indeksi dendigini de
soyleyelim. Indeks genellikle [G : H] olarak yazilir. Sol indeks ile sag indeksin
ayriminin gereksiz oldugunu sayfa 113’da soylemistik. Eger [G : H| = n ise
bunu bazen kisaca

n
H<dG
olarak gosterecegiz. Eger index sonlu degilse, indeksin sonsuz oldugunu soyle-
yecegiz ve bunu yaziyla [G : H] = oo olarak gisterecegiz.

Notlar ve Ornekler



8.2. Bolim Kimesi 117

8.18.

8.19.
8.20.

8.21.

Eger m < n ise Symm’yi Symn’nin bir altgrubu olarak gorebiliriz. Bu durumda index
n!/m! olur elbette. Bunun dzel bir durumu olarak [Sym(n + 1) : Symn] = n + 1 olur.
Ornek 8.1’1 anlayan okur Sym n’nin Sym(n+1)’deki (sol ya da sag) temsilciler kiimesini
bulmakta zorlanmayacaktir.

Teorem 3.2’a gore n > 2 igin [Symn : Altn] = 2 olur.

G bir grup ve K < H < G ise [G: K| =[G : H|[H : K] olur.

Kamt: Eger [G: K] < oo ise sonug

I6l _ 161 1H]

(& KI=16/K1= % = 1m1 K]

=[G : H|[H : K]

egitliginden bariz, ki bu da en ilging durumdur. En genel haliyle kanitlayalim. K'nin H
iginde bir sol temsilciler kiimesi segelim ve bu kiimeye Y diyelim. Demek ki

H=||yH

yey

Ayrica, H'nin G iginde bir sol temsilciler kiimesi secelim ve bu kiimeye Z diyelim. Demek

ki
G= |_| zH.
2€Z
Bu ikisinden
G = |_| zH = |_| zyK
z€Z z€Z,ycy

cikar. Buradan da ZY’nin K’nin G’de temsilcileri kiimesi oldugu anlasilir ve bu da
istenileni kanitlar. g

H ve K, G'nin sonlu indeksli iki altgrubu olsun. [H : H N K| indeksiyle ilgili bir geyler
soylemeye caligalim. Tanim geregi,

H/(HNK)={z(HNK):x € H}.
Ama z € H igin,
z(HNK)=zHNzK = HNzK.

Demek ki,
H/HNK)={HNzK:2 € H} C{HNzK :z € G}.

Dolayisiyla H N K’nin H’deki 6telemeleri K'nin G’deki 6telemelerinden daha fazla ola-
maz:
[H: HN K] <[G: K].

Buradan,
[G:HNK|=[G:H|[H: HN K| <[G: H|[G : K]

cikar. Demek ki sonlu indeksli iki altgrubun kesigiminin indeksi de sonludur. Dolayisiyla
sonlu indeksli sonlu sayida altgrubun kesisiminin indeksi de sonludur. Hatta bu durumda

[G:HiN...NH,) <[G: H] - [G: Hy]

olur.

Aligtirmalar

8.22.

8.23.

H < G ve x € G olsun. Eger bir y € G i¢in H = Hy oluyorsa, tH = Hx ve yH = Hy
olmas1 gerektigini gosterin.
Oyle H < G ve z, y € G 6rnegi bulun ki, zH = yH olsun ama Hxz = Hy olmasin.
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8.24.

8.25.

8.26. 72

8.27.
8.28.

8.29.

8.30.

8.31.

8.32.

8.33.

8.34.

8.35.

8. Altgrup Otelemeleri

Eger p ve ¢ birbirine asal iki sayiysa, 1/p + Z ve 1/q + Z 6telemelerinin ayrik odlugunu
gosterin. Buradan [Q : Z] = oo esitligini kanitlayin.

n > 3 ve H, Symn’de, {1, 2, 3} kiimesini kendisine gétiiren permiitasyonlar kiimesi
olsun. Elbette H < Symn olur. [Symn : H] sayisin1 bulun.

grubunda, H = ((2,3), (3,2)) altgrubunun indeksinin sonsuz oldugunu gosterin.

Z? grubunda, H = ((2,3), (5,1)) altgrubunun indeksinin sonlu oldugunu gosterin.

G bir grup ve H < G olsun. g, z € G i¢in

g(zH) = gzH

tanimini yapalim. Boylece g — § kurallyla tanlmlanm1§ bir G — Sym(G/H) fonksi-

-1

yonu verildigini kanitlaymn. g o h= gh 1= Idg/m ve g—1 = g~ esitliklerini kanitlayin.

G = R* x R olsun. G {istiine su ikili iglemi tanimlayalim:
(2,9)(2,1) = (yz + =, yt).

. G'nin bu iglemle birlikte bir grup oldugunu kanitlayin.

H = {(z,0) € G: xz € Z} olsun. H < G oldugunu kanitlaymn.

t = (1,2) olsun. Ht C tH oldugunu ama esitligin dogru olmadigini kanitlayin.
Ca(t) = {g € G : gt = tg} altgrubunu bulun.

.u=(1,1) olsun. Cg(u) altgrubunu bulun.

e o

=, 0

G = C¢(u)Cea(t) esitligini kamtlaym. G'nin her elemanimin, bir ve bir tek a € Cg(u)
ve b € Cg(t) igin ab bigiminde yazildigimi kanitlayin.

G bir grup olsun. Z(G) = {z € G : her g € G iginzg = gz} olsun. Z(G)’nin her sol
Otelemesinin ayni zamanda bir sag 6teleme oldugunu kanitlayin.

G bir grup ve H ve K iki altgrup olsun. z € G i¢gin Hx K bigiminde yazilan bir kiimeye
H-K-é6telemesti adi verilir. Herhangi iki H-K 6telemenin ya esit ya da ayrik oldugunu
kanitlayin.

G bir grup ve H, K < G olsun.

HK/K = {hK : h € H}

ve
H/(HNK)={hHNK):heH}

olsun. hK — h(H N K) kuralmin HK/K kimesinden H/(H N K) kiimesine giden bir
fonksiyon oldugunu kanitlayin. Bu fonksiyonun bir egleme oldugunu kanitlayin.

G bir grup ve z € G olsun. Cg(z) = {c € G : cx = zc} olsun. Ce(z) < G olur. (z’in
G’deki merkezleyicisi denir bu altgruba.) g € G icin 29 = ¢~ 'zg tammin yapalim.
Bu elemana z’in bir eslenigi denir. z¢ = {29 : g € G} kiimesine ise z’in esleniklik
stnafi denir. G/Cq(x) = {Ca(z)g : g € G} olsun (sag Stelemeler kiimesi). Cg(z)g — x?
kuraliyla belirlenen fonksiyonun G/Cg(z) kiimesinden x% kiimesine giden iyi taniml
bir fonksiyon oldugunu kanitlayin. Bu fonksiyonun bir egleme oldugunu kanitlayin. Do-
layisiyla sonlu bir grupta esleniklik sinifinin eleman sayis1 grubun eleman sayisini boler.
[G : Z(G)] = n ise G’deki her egleniklik simifinin eleman sayisinin n’yi béldigint kanit-
layin.

G bir grup, H < G ve € G olsun. Cy(z) = {¢c € H : cx = zc} olsun. Cy(z) < G
olur. (z’in H’deki merkezleyicisi denir bu altgruba.) z = {z" : h € H} olsun.
H/Cu(z) = {Cu(z)g : g € H} olsun. Cx(z)h — z" kurahyla belirlenen fonksiyonun
H/Cyg(z) kiimesinden ™ kiimesine giden iyi tamml bir fonksiyon oldugunu kanitlatin.
Bu fonksiyonun bir egleme oldugunu kanitlayin.
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8.36.

8.37.

8.38.

8.39.

8.40.

8.41.

G bir grup ve H < G olsun. g € G icin HY = g~ 'Hg tanimm yapalm. HY < G
oldugunu kamtlaym. Ng(H) = {g € G : H? = H} olsun. H < Ng(H) < G oldugunu
kamitlaym. (H’nin G’deki normalleyicisi denir bu N¢(H) altgrubuna.)

HY ={H:g€ G} ve G/Ng(H)={Ng(H)g: g€ G}

olsun. Ng(H)g — H? kuraliyla belirlenen fonksiyonun G/Ng(H) sag Stelemeler kiime-
sinden HY kiimesine giden iyi taniml bir fonksiyon oldugunu kamtlaym. (Bir bagka
deyisle No¢(H)g = Ng(H)g: ise H? = H9' esitligini kanitlamalisiniz.) Bu fonksiyonun
bir egleme oldugunu kanitlayin.

G bir grup ve H, K < G olsun. Nx(H) ={g € K : HY = H} olsun.

KNH<Ng(H) <K
oldugunu kanitlaymn. (H’nin K’daki normalleyicisi denir bu Nk (H) altgrubuna.)
H® ={HY:ge K} ve K/Nk(H) = {Nx(H)g: g€ K}

olsun. Ni (H)g — HY kuraliyla belirlenen fonksiyonun K /N (H) sag Otelemeler kiime-
sinden HX kiimesine giden iyi taniml bir fonksiyon oldugunu kanmitlaym.

X C @G altkiimesi G'yi tiretsin ve 0 < n € N olsun.

Gn = {m)fl xf' reN, x, € X, k; €7, ijl :Omodn}
altgrubunun G’deki indeksinin en fazla n oldugunu kanitlaymn.

Bir 6nceki aligtirmada G = Symm ve n = 2 olsun. X makaslardan olusan kiime olsun.
X’in G’yi trettigini Altbolim 3.4’ten biliyoruz. m = 2, 3, 4 igin bir 6nce aligtirmada
tanimlanan G2 altgrubunun indeksinin tam 2 oldugunu gosterin. Eger n bir tek sayiysa
indeksin 1 oldugunu gosterin.

Bu boliimii 6nemli bir sonugla bitirelim:
Teorem 8.10. p bir asal, n > 0 bir dogal sayr ve G, p" elemanls bir grup ise, Z(G) # 1
olur. g

Kamit: p bir asal, n > 0 bir dogal say1 ve G, p" elemanl bir grup olsun. Ornek 8.33’den
dolay1 her g € G icin |g%| = |G|/|Ca(g)| olur, yani p’nin bir kuvveti olur.

g€ Z(G) & g% ={g} & Calg) =G

esdegerliginden dolayi, eger g ¢ Z(G) ise, g© esleniklik simifinin eleman sayis1 p’nin po-
zitif bir kuvvetidir, dolayisiyla p’ye boliiniir. Ayrica G'nin eleman sayisi da p’ye boliiniir.
Esleniklik simflar1 ayrik olduklarimdan (Aligtirma 1.26) G kiimesini egleniklik simiflarinin
ayrik bilesimi olarak yazabiliriz:

G=2Z(G)u | g°
baz1 g ¢ Z(G) i¢in
olur. En sagdaki bilegsimdeki her egleniklik simfi p’ye boliindiigiinden, Z(G) nin eleman

sayis1 da p’ye boliniir, yani Z(G) # 1 olur. O
Asagidaki sonuca gore 169 elemanli gruplar ¢ok karmasik olamazlar:

Sonug 8.11. p bir asal olsun. p* elemanl her grup bir abel grubudur.

Kamt: G, p? elemanli bir grup olsun. Bir énceki teoreme gore Z(G) > 1. Eger Z(G) nin
p? elemani varsa Z(G) = G olur ve sorun kalmaz. Eger Z(G)'nin p elemani varsa, o
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zaman G/Z(G) grubunun p elemani vardir, dolayisiyla dongiiseldir. g € G/Z(G) elemani
bir iireteg olsun. O zaman G = (Z(G), g) olur, dolayisiyla abeldir. O

Bunun sonucu olarak ileride p? elemanli bir grubun ya Z/pZ x Z/pZ ya da Z/p*Z grubuna
gok benzedigini (cebirin jargonunda izomorf oldugunu) gorecegiz.
Aligtirmalar

8.42. Sadece iki esleniklik sinifi olan bir grubun sadece 2 elemani oldugunu kanitlayin. (Teorem
8.107u kullanabilirsiniz.)



9. Normal Altgrup ve Bolum
Grubu

Bu sefer soyut cebirin en énemli konusuna gercekten geldik.

9.1 Normal Altgrup

G bir grup ve H < G olsun. Bir 6nceki yazidan G/H sol boliim kiimesinin
tanimini animsayalim:

G/H ={zH : z € G}.

Bu kiime iizerinde olabilecek en dogal ve aklimiza gelebilecek ilk yolla bir
¢arpma iglemi tamimlamaya kalkigalim: Her z, y € GG igin

(zH)(yH) = xyH

olsun. Gortildigi gibi G/H kiimesi {izerine tanmimladigimizi iddia ettigimiz
bu iglem G’nin islemini yansitiyor; G/H nin elemanlarini ¢arpmak igin G'nin
iizerine var olan carpmay1 kullaniyoruz.

Birazdan bu iglemin tanimda bir sorun oldugunu goérecegiz, ama bir an icin
bu tanimda bir sorun olmadigini kabul edip 6zelliklerini gorelim.

Her seyden 6nce G/H kiimesinden alman iki elemanin ¢arpimi gene bu
kiimede. Bunun diginda su 6zellikler dogru:

1. Bu islemin birlesme ozelligi vardir, yani her x, y, z € G i¢in

(xH)((yH)(zH)) = ((«H)(yH))(2H)

olur.
Bunun kanit1 ¢cok basit:

(zH)((yH)(zH)) = (zH)(yzH) = 2(yz)H = (zy)zH
= (eyH)(zH) = ((zH)(yH))(zH).

2. Bu islemin bir etkisiz elemant vardar.
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Nitekim H € G/H iglemin etkisiz elemanidir ¢iinkii her = € G i¢in,
(xH)H = (zH)(1H) = 21H = zH

ve

H(zH)= (1H)(zH) = (1)H = H

olur.

3. G/H kiimesinin her elemaninin bu islem igin bir tersi vardar.

Nitekim #H elemaninin tersi z~'H elemanmidir. (Etkisiz elemanin H oldu-
gunu unutmayalhm.) Bunu kontrol edelim:

(cH)(z'H) =22 'H =1H = H ve (¢« 'H)(zH) = 2 '2H = 1H = H.

Boylece G/H kiimesinin bu iglem altinda bir grup oldugunu goérdiik...
Yalniz tanimda bir hata var, o da su: (zH)(yH) = xyH kuralimin gercekten
bir iglem tanimladigini gostermedik. Yani xH = x1 H ise ve ayrica yH = y1 H
ise, elbette

(cH)(yH) = (w1 H) (y: H)

olmali; aksi halde esit elemanlar1 carparak farkli sonuglar buluruz ki bu da
igslem iyi tanimlanmamig demektir. Sorun su ki x H 6telemesi x’i belirlemiyor;
nitekim xH 6telemesinin her x; elemani icin xH = z1H olur ve carpmada x
yerine x1 kullanirsak bir bagka sonug bulabiliriz.

Bu tanim sorununun biraz iistiine gidelim, énemlidir ¢linkii. Eger

7:G— G/H

fonksiyonu,
w(x) =xH

kuraliyla tanimlanmigsa, G/H nin a ve 8 elemanlarimi ¢arpmak igin, verilen
tanima gore, o ve f’nin m-6nimgelerinden sirasiyla birer x ve y elemani segilir
ve sonra af carpimi mw(zy) olarak tammlanir. Asagidaki sekildeki gorsellikle
ifade edecek olursak, a ve 8’y1 ¢arpmak icin “yukar: ¢ik, carp, agagi in”. Yani
a, f € G/H elemanlarin ¢arpmak igin,

1. 771(a) ve 771(B) kiimelerinden birer z € G ve y € G elemamn sec,

2. G grubunda zy carpimini yap,

3. Simdi af ¢arpimini 7(xy) olarak tanimla.

Sekil gelecek, pi’li fila. alfa ve beta carpiliyor... Yukar: ¢ik agagi in.

Sorun birinci adimdaki = ve y segimlerinde. Farkli = ve y secimleri igin
farkli 7(zy) sonuglar1 bulunabilir; nitekim agagidaki érnek de bazen gercekten
farkl sonug bulacagimiz gosteriyor.

Notlar ve Ornekler



9.1. Normal Altgrup 123
9.1. G =Symb5 ve H = Sym4 olsun. H’yi G’nin bir altgrubu olarak gorebilecegimizi biliyo-
ruz. o« = (15)H € G/H ve f = (25)H € G/H olsun.
a=(15)H=(125)H ={o € Sym5:0(5) =1}

esitligini Ornek 8.1°de gosterdik. Simdi yukarida metinde 6nerdigimiz gibi a5 ¢arpimini
hesaplayalim. Bir yandan,

af=(15)H(25)H=(15)(25)H=(152)H ={c € Sym5:0(5) =2}
olur, diger yandan,
af=(125)H(25)H =(125)(25)H =(12)H =H = {0 € Sym5:0(5) =5}

olur; iki farkli yanit!

9.2. G =Sym4 ve H = {Id4, (1 2)(34),(13)(24),(14)(23)} olsun. H < G olur. Bu sefer
G/H kiimesinde yukarida metinde énerilen iglem herhangi bir sorun arzetmez, yani her
z, T1, Y, y1 € Symd igin, eger tH = x1H ve yH = y1 H ise,

(zH)(yH) = (21 H)(y1 H)
olur.

Tanimin sorunsuz olmasi icin su 6zellik dogru olmali elbette:
Her x, 1, y, y1 € G i¢in, eger tH = x1H ve yH = y1 H ise xyH = x1y1 H.

Bu 6zelligi saglayan G’nin H altgruplarina normal adi verilir. Ama bu tanim,
her ne kadar dogal olsa da, ¢ok kullanigli olmadigindan, buna egdeger bir kogul
bulmak yararli olacaktir. Simdi bunu yapiyoruz:

Teorem 9.1. H ’nin G 'nin normal bir altgrubu olmasi i¢in yeter ve gerek kogul
her x € G i¢in tH = Hux egitliginin dogru olmasidar.

Kanit: Once H'nin G’nin normal bir altgrubu oldugunu varsayalim. Her z €
G ve h € H igin, hH = 1H ve xH = xH oldugundan, varsayima gore, hx H =
leH = zH, yani hx € xH olmahdir. Demek ki Hx C xH. Eger bu esitlikte x
yerine ! alirsak, Hx~! C 27! H elde ederiz; kiimelerin elemanlarimin tersini
alirsak da *H C Hzx elde ederiz. Demek ki Hx = zH.

Simdi her x € G igin *H = Hx esgitliginin dogru oldugunu varsayalim.
x, x1, Y, y1 € G elemanlarn «H = x1H ve yH = y1 H esitliklerini saglasinlar.
Hesap yapalim:

ryH = oy H = xHyy = v1Hy1 = Hryyn = vy H.

Istedigimizi kamtladik. O

Tanim Uzerine. Teoremdeki kosul akilda tutulmas: ¢cok daha kolay oldugun-
dan, normal altgrubun tanimi kitaplarda bizim yaptigimiz gibi yapilmaz; soyle
yapilir: Eger H < G altgrubu

Her x € G icin «H = Hx
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ozelligini saglyorsal, yani altgrubun sag 6telemeleriyle sol 6telemeleri arasinda
bir fark yoksa H’ye G’nin normal altgrubu oldugu séylenir ve bu durum

yazili olarak
H<G

bigiminde gosterilir. Bazen “H’ye, G’de normal” ya da G-normal denir ¢iin-
ki eger H<1G < (1 ise “H <1G1” 6nermesi dogru olmayabilir. Hatta H <G <Gy
ise de H <1G1 dogru olmayabilir. Bu yiizden H’nin G-normal ya da G1-normal
oldugunu 6zellikle belirtmekte yarar vardir (bkz. Ornek 9.7). Eger H, G’de
normal ise, bazen H'nin G-normal oldugu soylenir.

Elbette H = Hz esitligi ile 2 ' Ha = H esitligi esdegerdir. H* = ' Hx
tanimini animsatiriz. Bu esitligi saglayan bir z elemanimin H’yi normalize
ettigi sOylenir. Demek ki bir H < G altgrubunun G-normal olmasi igin yeter
ve gerek kosul,

her x € G i¢in H* = H
kosuludur. Simdi bir H < G altgrubu i¢in su tanimi yapalim:
Ng(H)={x€ G:H* = H}.

Elbette H < Ng(H) < G olur. Ve gene elbette H<INg(H ) olur. Hatta Ng(H),
H’nin i¢inde normal oldugu G’nin en biiyiik altgrubudur. Ng(H) altgrubuna
G’nin normalleyicisi ad1 verilir.

Demek ki H’nin G-normal olmasi i¢in yeter ve gerek kosul Ng(H) = G
esitligidir. Normalligin bir bagka esdeger kogulu

her x € G icin H* C H

koguludur (bkz. Aligtirma 5.39). Ama dikkat, 6zel bir « eleman i¢in H* C H
icindeligi H* = H esitligi anlamina gelmeyebilir; esitligin olmasi icin i¢indeli-
gin her x i¢in olmasi gerekmektedir.

Eger bir K < G altgrubu i¢in K < Ng(H) oluyorsa, o zaman K'nin
H’yi normalledigi soylenir. Bu durumda (H, K) = HK esitliginin dogru
oldugunu gecmiste, Onsav 5.3’te fistii kapali bir bicimde séylemigtik. Okur bu
onemli olguyu bir defa daha kontrol etmek isteyebilir (bkz. Algtirma 9.8.)

Bu altboliimde kanitladiklarimizi 6zetleyelim.

Teorem 9.2. H < G oldugunda, G/H bolim kimesi tuzerine G’nin grup
yapisine yansitan bir grup yapist vardir. Bu grup yapis

(zH)(yH) = xyH

carpim kuralyla tansmlanar. G/H grup yapisiman etkisiz elemans H 'dir. ayrica
vH € G/H elemanmn tersi x ' H elemandar. O

'Eger her h € H icin zh = hx ise, elbette H = Hz egitligi saglamr, ama tH = Hax
esitliginin saglanmas: igin illa bu degisme 6zelligi gerekli degildir; her h € H igin, xh = hix
ve hax = xho esitliklerinin saglandigi hi, ho € H olmas: esitligin saglanmasi icin yeter.
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G/H grubuna béliim grubu adi verilir. Eger H <G ve [G: H] =n < o0

ise, bu durum kisaca
HaG

olarak gosterilir.

xyH olarak tammlanan (zH )(yH) ¢arpiminin gergekten xH kiimesinin ele-
manlariyla yH kiimesinin elemanlarini (bu sirayla) garpmak demek oldugunu
gorelim: Her h, hy € H icin, y~'hy € HY = Y oldugundan, (zh)(yhi) =
(zy)(y~thyhi) € zyH olur. Demek ki 2H ile yH nin elemanlarmi bu sirayla

carptigimizda sonug xyH = (xH)(yH) kiimesinde g¢ikiyor. Ters istikamet ba-
riz: xyh = (x1)(yh). Demek ki,

{(zh)(yh1) : h, hy € H} = zyH.

Ancak G/H grubunun garpimimi altkiimelerin ¢garpimi olarak gérmek yanhstir.
Higbir cebirci G/H fizerindeki ¢arpimi boyle gérmez. Bu konudan sonraki
altboliimlerde daha etraflica s6zedecegiz.

Notlar ve Ornekler

9.3. Eger G bir abel grubuysa, elbette her H < GG ve her x € G igin xH = Hx olur. Demek
ki bu durumda G’nin her altgrubu normaldir.

9.4. G’nin merkezinin
Z(G) ={z € G: her g € Gicin zg = gz}
olarak tanimlandigim amimsayalim. Z(G) bir altgruptur. Z(G) <G oldugunu gostermek
kolaydir.

9.5. Eger H < G altgrubunun indeksi 2 ise, o zaman H <G olur. Nitekim bu durumda G’nin
sadece iki sol 6telemesi ve iki sag otelemesi vardir. Bu 6telemelerden biri H’dir. Eger
z € G\ H ise, zH diger sol ve Hx diger sag Otelemedir. Demek ki G = HUzH =
H U Hzx. Buradan da Hx = xH cikar. Esitlik * € H iken bariz oldugundan, istedigimiz
kanitlanmigtir. Buradan da Altn < Symn cikar.

9.6. Symn’nin Sym(n + 1)’deki indeksi n + 1’dir ama eger n > 2 ise normallik s6zkonusu
olamaz. Demek ki bir 6nceki 6rnekteki olgu, 2 yerine (mesela) 3 i¢in yanhgtir. Ama daha
sonra sunu kamitlayacagiz: Eger p, |G|’yi bolen en kiigiik asal sayiysa, G'deki indeksi p
olan altgruplar normaldirler (bkz. Sonug 10.17).

9.7. H ={Id4, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} kiimesinin Sym4’iin bir altgrubu oldugunu
biliyoruz. H <1 G olur. (Bu, elle de gosterilebilir ama ayrica Aligtirma 9.19 da kul-
lanilabilir.) H ayrica bir abel grubudur. Demek ki K = {Id4, (1 2)} < H olur. Ama
K’nin G’de normal olmadigini gostermek kolay. (Teorem 3.3 de zaten Oyle soyliiyor.)
Béylece K <H ve H <{G oldugu ama K <G olmadig: bir érnek bulmug olduk. Normallik
iligkisi gecisken bir iligki degildir.

98. H<G ve K < G olsun. O zaman (H,K) = HK = KH olur. Bu dedigimiz Onsav
5.3’ten hemen c¢ikar. Nitekim H <1 G oldugundan, HK C K H olur. Demek ki HK < G
dolayisiyla (H, K) C HK. Olur. HK C (H, K) igindeligi bariz.

Bir 6nceki paragrafta sdyledigimizin dogru olmasi i¢in illa H’nin normal bir altgrup
olmas: gerekmez, K < Ng(H) ise de ayni olgu aym kanmitla dogrudur: K < Ng(H) ise
(H,K) = HK olur.

Bu aligtirmay1 metinde defalarca kullanacagiz; dolayisiyla 6ziimsenmesinde yarar vardir.
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9.9.

9.10.

9. Normal Altgrup ve Bolim Grubu

A<G olsun. O zaman her b € G ve a € Aigin [a,b] = a b rab=a"*(b"'ab) € AAC A
olur. Dolaysiyla A, B <G ise, her a € A ve b € B igin [a,b] € AN B olur, daha profes-
yonel bir deyisle [4, B] < AN B olur. Bunun sonucu olarak, eger ayrica AN B = {1} ise
[A, B] = {1} olur, yani A'nin her elemani B’nin her elemaniyla degisir.

1 ve kendisinden bagka normal altgrubu olmayan gruplara basit grup denir. Ornegin,
asal p'ler Z/pZ gruplar basit gruplardir. Ama bunlar en basit basit gruplardir, basit
gruplar genelde bu gruplar kadar basit olmazlar. n > 5i¢in Alt n gruplarinin basit grup-
lar olduklarini birazdan kanitlayacagiz. G herhangi bir grup olsun. H basit ama abel
olmayan grup olsun. G x H grubunun normal altgruplarinin, bir G; < G icin G; x 1
va da G1 X H bigiminde oldugunu gosterecegiz. Buradaki GG; tabii ki normal altgrubun
ilk izdiigiimii olmak zorundadir. N << G x H olsun. Eger N’nin elemanlarinin ikinci ko-
ordinat1 hep 1 ise, N = pri(N) x 1 olur elbette. Simdi diyelim N’de ikinci koordinati
1 olmayan bir eleman var, diyelim (g, h). Eger ¢ € H ise, (g,h)<1’c) (g,h)”' € N olur
elbette. Ama,

(9:0) (g, h) " = (1,0) (g, 1) (1,0)(g,h) " = (1, [¢, k).
Bu her ¢ € H igin dogru oldugundan,
1x[H,h| <N
olur. h yerine h’nin kuvvetlerini de alirsak,
1x[H,(h)] <N

buluruz. Ama Ahgtirma 9.32.a’ya gore [H, (h)]<<H olur. h # 1 ve Z(H) = 1 oldugundan,
[H, (h)] # 1 olur. H basit bir grup oldugundan [H, (h)] = H olur. Demek ki

IxH<N

olur. Buradan kolaylikla istenen sonug ¢ikar. Asagidaki teorem de bu yaptigimizin bir
sonucudur.

Teorem 9.3. Hi,..., H, basit ama abel olmayan gruplar olsun. O zaman Hy X ...xX H,
grubunun tam 2" tane normal altgrubu vardir ve bu altgruplar baz koordinatlar, hep 1
olan, baz koordinatlarda tim degerleri alan altgruplardir, yani H; lerin bazilarinin direkt
carpymadar.

. lleride n > 5 igin Alt n gruplarinin basit olduklarimi kanitlayacagiz. Simdilik n > 5 igin

Symn’nin 1, Alt n ve kendisi olmak {izere sadece 3 tane normal altgrubu oldugunu, yani
neredeyse basit oldugunu kanitlayalim.

Teorem 9.4. n > 5 i¢in Symn’nin 1’den farklh normal bir ézaltgrubu Altn olmak
zorundadir ve Altn basit bir gruptur.

Kanmit: 1 < H < Symn olsun. H’nin Altn’yi igerdigini kanitlayacagiz. Not 7.9’a gore
farkli a, b, ¢, d € {1,...,n} noktalar i¢in ya (a b ¢) ya da (a b)(c d) tiriinden eleman-
larin H’de olduklarini kanitlamak yeterli. Teorem 3.3’e gore bu elemanlardan sadece
birinin H’de oldugunu gostermek yeterli. 1 # o € H olsun. « elemam i € {1,2,...,n}
noktasini yerinden oynatsin, yani «(i) # ¢ olsun. ¢ ve «(i) noktalarindan farkl bir
j€{1,2,...,n} secelim. H'nin a(i j)a~ ' elemanini hesaplayalim. Bu eleman da (i j)
gibi bir makas olmali. Kolayca goriilecegi iizere a(i j)a™t = (a(i) a(j)) olur. Demek ki

a(ij)a” (i j) = (a(i) a(i)(i ).
Ama a(i j)a (i j) = aa~ %9 ¢ H ¢iinkii H <t Symn. Demek ki,

(a(i) a(4))(i ) € H.
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a(i) # i, j oldugunu biliyoruz. Eger a(j) # i j ise H’de (a b)(c d) tiirtinden bir eleman
buluruz. Eger a(j) = ij ise (a(2) a(j))(¢ j) € H elemam (a b ¢) tiiriinden bir elemandur.
O

H < G olsun. K = [, ., H” olsun. Elbette her g € G igin K9 C K olur. Aligtirma
5.39’a gore, K <1 G olur. Eger G’nin bir G-normal L altgrubu H’nin altgrubuysa, o
zaman her x € G i¢gin L = L* < H” oldugundan, L < K olur. Demek ki H’nin her
G-normal altgrubu K’nin i¢indedir. K da H’nin bir G-normal altgrubu oldugundan,
bundan K’nin H’nin en biiyiik G-normal altgrubu oldugu cikar. K’ya H’nin G’deki
g6begi® ad1 verilir ve K = Coreg H ya da daha basit olarak K = Core H yazilir.

H < @ sonlu indeksli bir altgrup olsun. O zaman, Aligtirma 8.36’e gore,
{H" :z € G}| =|G/Ng(H)| < o0

olur. Ornek 8.21 ve bir 6énceki ahgtirmadaki tamma gére, [G : Coreq H] < oo olur:
Sonlu indeksli bir altgrubun, sonlu indeksli bir G-normal altgrubu vardar. ileride7 eger
[G : H] = n ise, [G : Coreg H] sayisinin n! sayisim boldigiini kanmitlayacagiz (bkz
Teorem 10.16).

Bu notta n > 5 icin Alt n’nin basit bir grup oldugunu kanitlayacagiz.

Aligtirmalar

9.15.
9.16.
9.17.
9.18.
9.19.

9.20.

9.21.

9.22.

H < G dnermesiyle Ng(H) = H esitliginin ayn1 anlama geldigini goriin.

Her z € G igin xH C Hx ise, H'nin G’de normal oldugunu gosterin.

Eger H < G ise, Co(H) < G oldugunu gosterin.

Eger H <G ve K <G ise (H K) = HK = KH esitliklerini gosterin.

X C G su 6zelligi saglasin: Her g € G i¢in ¢X C Xg. Bu durumda (X) < G oldugunu
gosterin. (Bkz. Aligtirma 7.43.) Buradan {Id4, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}<Sym4
oldugunu gosterin. (Teorem 3.3’ye de bakabilirsiniz.)

X C G olsun. Eger her g € G igin X9 = X ise, (X) < G oldugunu gosterin (bkz. sayfa
124). Eger her g € G igin X9 C X ise, (X) < G oldugunu gosterin. <U96G X9> <G
oldugunu gosterin.

Sonlu ya da sonsuz sayida normal altgrubun kesigiminin her zaman normal bir altgrup
oldugunu gosterin. Buradan, eger X C G ise,

(| H
XCH<G
kiimesinin X’i igeren en kiigiikk normal altgrup oldugunu gosterin.
XCH«G geG

esitligini gosterin. Bu gruba, X tarafindan diretilmis en kiigiik normal altgrup ad1 verilir.
Bu grup ((X)) olarak ya da (X%) olarak yazlr.

X C @G altkiimesi G’yi tiretsin.

Gn—{xlf1~~~xfT:reN,xi€X, kieZ,ZkiEOmodn}

K3

grubunun G’de normal oldugunu kanitlayin. (Bu konuyla ilgili bkz. Aligtirma 8.38.)

Ingilizcesi core.
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9.23. G bir grup, A<G, B<Gve A< C <Golsun. A< ABNC ile BNC £ A kogullarinin
egdeger olduklarini kanitlayin.

9.24. Eger n > 3 ise Z(Symn) = {Id,} oldugunu kamtlayin.

9.25. Z>(G) = {2 € G :her g € G igin g'27'g2 € Z(G)} olsun. Z>(G) <1 G oldugunu kanit-
layin.

9.26. x,y € G i¢in [z,9] = ™'y 'y tanimim ammsaymm. G’ = {[z,y] : =, y € G) olsun.
G’ < G oldugunu kanitlaym. G’ grubuna G’nin tiirevi ya da birinci tiirevi adi verilir.

9.27. H, K <G icin [H, K] = ([z,y] 1« € H, y € K) olsun. [H, K] < G oldugunu kanitlayimn.

9.28. H1 <1 H ve G1 <G kosullariyla Hy x G1 << H X G kogulunun egdeger oldugunu kanitlayn.

9.29. @ bir grup olsun. {(g,9) € G X G} ne zaman G x G’nin normal bir altgrubu olur?

9.30. G bir grup ve X = {(g,9) € G x G} olsun. G’ x G’ < (X®) oldugunu gosterin. (G’
altgrubunun tanimi i¢in bkz. Aligtirma 9.26.)

9.31. Sym<“ N altgrubunun (bkz. Aligtirma 3.10) Sym n’de normal oldugunu kanitlayin.

9.32. (P. Hall, [H]) a. z,y,z € G i¢in [z, yz] = [z, ][z, y]* and [zy, 2] = [z, 2]Y[y, 2] esitliklerini
gosterin. Buradan, eger H, K < G ise H ve K gruplarinin [H, K| altgrubunu normalize
ettigini gosterin ([H, K] altgrubunun tanmi i¢in bkz. Aligtirma 9.27). Buradan [H, G]<G
oldugunu gosterin.
b. Eger A < G bir abel altgrubuysa ve g € Ng(A) ise ady(a) = [g,a] formiiliiyle
tanimlanmig ad(g) : A — A fonksiyonunun bir homomorfizma oldugunu ve ¢ekirdeginin
Ca(g) oldugunu kanitlayn.
c. z, y, z € G olsun.

(2,57, 2 lly, 2~ L el [z, 27 1], 9] = 1

esitlifini gosterin. Buradan eger H, K < G ise ve [[H,K], K| = 1 ise [H,K'] = 1
oldugunu kamtlaym. (K’ = [K, K] olarak tanimlanmigtir; bkz. Aligtirma 9.26.)
d. P. Hall ﬁg Altgrup Onsavi. H, K ve L altgruplar1 G’de normal olsunlar. (c)’yi
kullanarak
([#, K], L] < [[K, L], H][[L, H], K]

igindeligini kanitlayn.
e. G' =G ve G = [G",G] olsun. G* <1 G ve G* < G oldugunu kanitlaym.
£. GO =G ve G = [GD, 3D olsun. GV <G ve G < G oldugunu kanitlaym.
(d)’yi kullanarak [G, G7] < G711 ve G < G*' 1 igindeliklerini kamtlayimn.

9.33. H, K < Gve A, B< Z(G) olsun. [AH, BK| = [H, K] esitligini kamtlaym. (Algtirma
9.32.a’daki esitliklerden yararlanabilirsiniz.)

9.34. A, B, C, D <G olsun. [AB,CD] < [A,C][B, C][A, D][B, D] oldugunu kanitlayin.

Not. G bir grup olsun. =, G tizerine bir denklik iligkisi olsun. Eger z € G ise, z’in
denklik siifin [x] olarak yazalim, yani

] ={a € G:a=x}
olsun. G/ =, G’nin denklik simiflarindan olugan kiime olsun, yani
G/ =={[z]: x € G}.

G/ = kiimesi {izerine ikili bir iglem tanimlama deneyiminde bulunalim: [z], [y] € G/ =
icin

(1) [][y] = [zy]
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olsun. Bunun gegerli bir tanim olmasi i¢in her =, z1,y, y1 € G igin
(2) T =T Ve y =y ise xy = 1191
Oonermesinin dogru olmas: gerekmektedir.

Teorem 9.5. Her z, x1,y, y1 € G i¢in (2) dnermesinin dogru olmase igin, yani G/ =
kimesi izerine (1) ’deki tanvman gecerli olmasy i¢in H = [1] normal bir altgrup olmals
ve denklik iliskisi

r=y<szH=yH

esdegerligi tarafindan verilmeli. Bir baska deyisle G/ == G/H wve [x] = xH olmal.

Kamt: z, y € [1] igin, = 1 ve y = 1 oldugundan, (2)’ye gore zy = 1, yani zy € [1].
Ayrica x = 1 ve 27! = 27! oldugundan, gene (2)’ye gére 1 = z~ 1, yani 27! € [1].
Ayrica 1 elemamnin [1]’de oldugu belli. Demek ki [1] bir altgrup.

xr €[1] ve y € G olsun. O zaman y~! =y~!, 2 =1 ve y = y oldugundan, (2)’ye
gore, y~tary = y~ty = 1, yani y 1]y C [1] olur. Bu da [1] altgrubunun normal
oldugunu gosterir.

Simdi x = y varsayimin yapalim. y~
vani y~ 'z € [1], yani z[1] = y[1] olur.

Son olarak z[1] = y[1] olsun. O zaman y~ 'z € [1], yani y 'z = 1 olur. Amay =y
oldugundan, (2)’den = =y ¢ikar. O

1 1

= y~! oldugundan (2)’ye gore, y 'z = 1,

1

9.2 Bolum Grubuna Hazirhk

Okur muhtemelen modiiler sayilari lise yillarindan biliyordur. Modiiler sa-
yilarda, bir n dogal sayis1 secilir ve birdenbire bu n’nin 0’a esit olduguna
hiikmedilir ve bu hiikmiin sonuclarina katlanilr, drnegin 3(n+1)2—7(n—1)+4
sadece 14 esit olur. Iste bir G grubunu bir H normal altgrubuna “bdlmek”
demek, 6ziinde H’nin elemanlarini 1’e egitleyip bu esitlemenin sonuglarina
katlanmak demektir. Bu altbéliimde bu konuyu isleyecegiz. Ama litfen okur bu
altboliimii bitirdiginde konuyu hemen 6ziimseyecegini diigiinmesin. Tecriibeyle
sabittir ki, bu altbélimin konusu olan boliim gruplarini 6ziimsemek uzun
ugraglar gerektirir.

Tanimi vermeden 6nce rneklerle baglayahm. Orneklerde okur normal altg-
rup gormiiyorsa, normal altgrubu gizledigimizdendir.

Notlar ve Ornekler

9.35. Serbest Grup. a ve b iki yeni simge olsun. a~' ve b~ ! olarak gosterecegimiz iki yeni

simge daha yaratalim. Bu dort simgeyle yazilmig sonlu uzunluktaki tiim kelimeleri
(dizileri yani) ele alalim, ama kelimelerimizde a ve a lya dabve b~! yanyana geliyorsa,
bu iki terimi kelimeden silme hakkini kendimize taniyalim. Ornegin

aabbbba *a taa bbb = aabbbba ta"'b

olsun. Ayrica, kisallk ugruna, érnegin aa yerine a?, b= '67'b~! yerine b=3 yazalim.
Boylece, yukaridaki 6rnegimiz

aabbbba " *a " raa bbb = aabbbba ta"'b = a*b*a"?b
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olarak yazilir.
1 uzunlugunda 4 kelimemiz var: a, ¢~ 1, b, b~ 1.
2 uzunlugunda 12 kelimemiz var:

2 -1 2, —1 -1, =2 —1;—1 ;-1 -1 —1 ;-2
a”, ab, ab” ", ba, b, ba” ", a "b,a “,a b ,b "a,b "a ,b °.

Bu kelimelerin sonuna sirasiyla a, b, a~ !, b=! koyarak ve uzunlugu kisalanlar1 atarak
uzunlugu 3 olan kelimeler elde ederiz. Her bir kelimenin sonuna a, b, a~*, b~' harfle-
rinden {i¢li geleceginden (biri sadelegir), bir sonraki agamada 12 x 3 = 36 yeni kelime
yaratiriz.

0 uzunlugunda da bir kelime vardir. 0 uzunlugundaki kelime hi¢ tane simgeyle yazilir.
Adina bogkelime diyebiliriz. Bogkelimeyi 1 olarak simgeleyelim.

Kolayca kanitlanabilecegi iizere, eger n > 1 ise n uzunlugunda toplam 4 x 3"~ ! kelime
vardir. Asagidaki sekilde tiim kelimeler goriiliiyor, bogkelime, yani 1 elemani merkezde.
XXXXXKXKX

o

HE

H+

N
+
CaE

H

Bu kiimeyi F> olarak gosterelim. Fb kiimesi, “kelimeleri yanyana koyup sadelegtirme”
islemi altinda bir grup olur. Ornegin a’b?a=? ile ab~'a? elemanlarinin bu sirayla car-
pimlari

(a®b*a"?)(ab"'a®) = a*b*a ab '’
olur. Bir bagka ornek:

(a®b*a"?)(a*b""a?) = a®b*ab™ ' a®.

Bu gruba iki eleman tarafindan serbestge tretilmis grup adi verilir. Gruba serbest
grup adi verilmesinin nedeni anlagilmigtir saniyorum: a ve b elemanlar: arasinda &zel
higbir iliski yok. Sonraki 6rneklerde a ve b arasinda 6zel iligkiler tanimlayacagiz.
Yukaridaki 6rnegi alalim ama bundan béyle ab = ba, yani a” b 'ab = 1 esitligini var-
sayalim. O zaman, en basit grup teorisi bize her n, m € Z igin a”"b™ = b™a" esitligini
verir. Bu yeni grubun elemanlar: bir ve bir tek n, m € Z say: cifti i¢in a"b™ bigiminde
yazilirlar, ¢clinkii ne de olsa artik ba = ab esitliginden yararlanarak soldaki b’leri kelime-
lerin en sagina yigabiliriz. Carpma kuralimiz artik soyledir:

(anbm)(akbf) _ an+kbm+l.

Yine bir grup elde ederiz, ¢iinkii grup olma kurallarina riayet ediyoruz. Bu grubun Z x Z
grubundan pek farki yoktur, nitekim (n,m) — a™b™ birebir ve orten fonksiyonu bize
Z x Z grubuyla bu yeni grup arasinda bir tiir sozliik gérevini goriir. Bu 6rnekteki grup

(a, b|a "b"ab)

olareak yazilir. | simgesinden Once gelen simgeler iiretecleri, bu simgeden sonra gelen
kelimeler de 1’e esitlenmesi gereken kelimeleri gosterir.

Ornek 9.35%{ tekrar ele alahm (artik bir énceki ornekteki ab = ba esitligi gegerli degil)
ama bundan boyle a® = 1, b*> = 1 esitliklerini varsayalim. O zaman o' = a ve b~! =
b? olur ve dolayisiyla a=' ve b~ ! terimlerine ihtiyacimiz kalmaz, bu terimler yerine
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9.38.

9.39.

sirasiyla a ve b® yazabiliriz. Ayrica a? ve b® elemanlar1 da yok olurlar, ¢iinkii bunlar 1’e
esittirler. Boylece kelimelerde sadece a, b ve b? goriiniir olur; ve tabii bir de bogkelime
olan 1 elemani. Bu yeni grubun elemanlarini énce uzunluklarina gore, sonra alfabetik
siralamalarina gore dizebiliriz:

L,

a7 b7

ab, ba, b2,

aba, ab?, bab, ba,

abab, aba, baba, bab?, b*ab

Bu kiime iizerinde de bir ¢carpma iglemi var, ama ¢arpma yaparken olasi sadelestirmeleri
yapmakta yarar var. Mesela,

(ababab® abab®)(bab’ ababab®) = abab®ab®

olur, ¢iinkii parantezleri kaldirdigimizda ortaya cikan b2b yok olur ve ardindan bagka
terimler de yok olur. Boylece grubumuzun elemanlari, & € N, mq,...,mi_1 € {1,2},
n € {0, 1} ve my, € {0, 1, 2} sayilar igin bir ve bir tek bigimde

a"bmtab™? - ab™r " Lab™k
olarak yazilir. Bu, sonsuz bir gruptur®. Bu grup,
(a, b | a’, b3>

olarak gosterilir.

Bir énceki érnegi alalim, yani hala daha a® = 1 = b® olsun, ama ayrica (ab)®> = 1 olsun.
Béylece abab = 1, yani aba = b2 = b, yani ba = ab olur. Gene b’leri en saga gecirebiliriz.
Bu sefer geriye sonlu sayida eleman kalir:

{1, a, b, ab, b*, ab®}.

B
u grup, ) ,
(a,b]a”, b7, (ab)”)

olarak gosterilir.

Grubumuz yine F» olsun. Gene a?> = 1 = b® hiikiimlerini verelim, ama bir de ayrica
(ab)® = 1 olsun. Bakalim F’den geriye neler kalacak. 1 = (ab)® = ababab esitliginden

b’a = (ab)™" = abab

elde edilir. Demek ki kelime listemizde abab belirmeyecek, kelime olarak belirmeyecegi
gibi herhangi bir kelimenin i¢inde de belirmeyecek. Onun yerine daha kisa olan (3
uzunlugunda olan) b%a koyaca@iz. Kabul ettigimiz esitliklerin bir baska sonucu daha
var:

baba = ab”.

Dolayisiyla kelimelerde baba yerine daha kisa olan ab® yazacagiz. Bu esitliklerden yola
cikarak tliim kelimeleri yazabiliriz. Kelimeleri uzunluklarina gore dizelim. Bir sonraki
uzunluktaki kelimeleri bulmak igin, bir 6nceki kelimelerin sonuna a ve b getirelim, ama

3Bu tiir 6nermeleri kanitlamak her zaman kolay degildir. Yontemi ileri goriiriiz.
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daha kisa gosterimi olan kelimeleri atalim, icinde abab ve baba beliren kelimeleri listeden

silebiliriz.

0 uzunlugunda:
1 uzunlugunda:
2 uzunlugunda:
3 uzunlugunda:
4 uzunlugunda:

1

a, b

ab, ba, b?

aba, ab?, bab, b%a
bab®, b*ab.

Liste bitti, ¢linkii 4 uzunlugunda kelimelerin sonuna a ya da b koyarsak daha kisa ke-
limeler elde ederiz. Elde edilen grubun 12 elemanini bulduk. Eleman sayisi daha da
azalabilir mi? Hayir, ¢linkiit G = Sym4 grubunda a = (1 2)(3 4) ve b = (1 2 3) ele-
manlarim alirsak, a® = b*> = (ab)® = 1 olur ve bu iki elemann iirettigi altgrubun tam
12 eleman: vardir (okura aligtirma); bu yiizden grubun eleman sayis1 12’den az olamaz.
(Okura diigiinmesi i¢in malzeme... a® = b*> = (ab)® = 1 esitliklerinin saglandig1 a ve b
tarafindan iretilen serbest grubun eleman sayisi (1 2)(3 4) ve b = (1 2 3) tarafindan

tiretilen eleman sayisindan daha az olamaz.)

Bu grup,

(a, b]a® b7, (ab)®)

olarak gosterilir.

Alistirmalar
9.40. {(a, b|a?, b®, (ab)*) grubunu hesaplayin.
9.41. {(a, b|a?, b, (ab)®) grubunu hesaplayn.
9.42. {a, b|a? b?, (ab)™) grubunu hesaplayn.
9.43. {(a, b, c|a?, b, 2, (ab)?, (bc)?, (ac)?) grubunu hesaplayin.
9.44.

Alfabeyle serbestge tiretilen grupta, simifimzdaki 6grencilerin adlarini, soyadlarini ve
gbbek adlarini 1’e egitleyin. Kag elemanli bir grup elde edersiniz?

9.3 Bolum Grubu

G bir grup ve H <1 G olsun. Demek ki her x € G icin ©H = Hz esitligi gegerli.
Daha da onemlisi

G/H ={zH : z € G}

boliim kiimesi iizerinde dogal? bir grup yapisi var. Bu durumda zH altkiimesini
G’nin bir altkiimesi olarak gérmek yerine G/H grubunun bir eleman: olarak
gormek istendiginden, daha cok bir altkiimeyi andiran xH yazilimi yerine bir
eleman1 daha ¢ok andiran = yazilimi kullanilir. Tabii  yazihminda H'nin kay-
bolmus olmasi bazen sorun yaratabilir. Mesela H ve K diye iki normal altgru-
bumuz varsa, T yaziliminin H yerine mi yoksa z K yerine mi yazildig1 kugkuya
neden olabilir. Bu gibi durumlarda z, & gibi varyasyonlar kullanacagiz. Demek
ki sayfa 116’de 7(z) = H olarak tamimlanan 7 : G — G/H izdigim fonk-
siyonunu artik bir iistcizgi ile gosteriyoruz:

m(zr) = 7.

4«G’nin grup yapisindan kaynaklanan” anlaminda.
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Eger H normal altgrubunun ne oldugu konunun geliginden belliyse ya da
énemsizse, G/H yerine G yazilir. Ama dikkat, eger H normal olmayan sade
bir altgrupsa, cok mecbur kalmadikca, zH yerine T ve G/H yerine G yazilim
tercih edilmez.

Bu yazilimla,

(zH)(yH) = xzyH yerine Ty = Ty,

H yerine 1,

(zH) ' =2 'H yerine z ! = 2~ 1

(xH)" = 2" H yerine T" = z™
yazilir. Ornegin, G /H boliim grubunun Z, 7 ve Z ! elemanlarim carpmak ¢ok
kolaydir:

1

Tyz - = ayz~ L

Yani G’de islem yapmasim biliyorsak, G/H’de de iglem yapabiliriz: Eleman-
larin iistiindeki ¢izgiyi silip G’de iglem yapalim ve ¢ikan sonucun iistiine bir
cizgi gekelim; bu kadar basit. Hatta G/ H’de islem yapmak G’de iglem yapmak-
tan ¢ok daha kolaydir, ¢iinkii G’de 1’e esit olmayan elemanlar ya da ¢arpimlar
G/H’de 1’e esit olabilirler. Laf agilmigken,

T=1<xeH
egdegerligini unutmayalim, onemlidir. (“)rnegin,
@b et =1

esitligi, yani

Il
=

a?b—1le3

esitligi ancak ve ancak
ise gegerlidir. Ya da
esitligi, yani

esitligi, yani

a?b—lededd—4 =1

esitligi ancak ve ancak
a?bi3edt e H

ise gecerlidir. Yani G grubundaki her olguyu G ve H’yle ilgili bir olgu olarak
yazabiliriz. Dolayisiyla G grubunun birgok 6zelligi G/ H boliim grubuna yansir.
Asgagida birgok érnek verecegiz.
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Eger G toplamsal yaziliyorsa, o zaman ¢arpimsal yazilimla T§ = Ty olarak
yazilan esitlik
THyY=1+y
esitligine, T" = ™ olarak yazilan esitlik

nr = nc

esitligine déniisiir. Yukaridaki @2 pled =dted ornegi de
2a—b+3c=4d —3eise2a —b+3c—4d+3ec H

haline dontsiir.
Sik sik kargimiza gikabilecek bir durum: Eger H <G ve [G : H] = n ise her
g € G icin ¢" € H olur; ciinkii Sonug 8.6’ya gore her g € G i¢gin, g" = 1 olur.
Asgagidaki orneklerde H her zaman G grubunun normal bir altgrubudur.

Notlar ve Ornekler

9.45. G hangi grup olursa olsun, G’nin G altgrubunun normal oldugunu biliyoruz. Yukarida
yvapilanlarda H = G alalim. O zaman G’nin tek bir Otelemesi vardir: G. Ciinkii her
z € Gicin T = G = G olur. Demek ki her z € G icin T =1 = G ve G/G = {1}.
Dolaysiyla G/G, tek elemanli gruptur, sadece etkisiz eleman vardir.

9.46. G hangi grup olursa olsun, G’nin sadece etkisiz elemanindan olusan {1} altgrubunun
normal oldugunu biliyoruz. Yukarida yapilanlarda H = {1} alalim. O zaman her g € G
igin

g=9{1} = {9},
dolayisiyla
GH{1y={{g}:9€G}
olur. Ayrica her z, y € G igin, G/{1} grubunda,

{zHy} =7y =77 = {2y}
olur. Bu durumda G/{1} grubuyla G grubu arasinda, elemanlarin ve iglemin adlar
disinda, higbir fark yoktur: G’nin x elemani, G/{1} grubunda {z} elemanina déniisiir
ve G grubundaki zy iglemi G/{1} grubunda {z}{y} = {zy} islemine dontsgiir.

9.47. H <G, g € G ve p bir asal olsun. Eger ¢° € H ise ya g € H ya da deg(g) = p olur,
clinkii g7 € H ile g° = 1 egdeger dnermelerdir ve Onsav 4.7’den istedigimiz cikar.

9.48. G boliiniir bir grup® ve H < G olsun. O zaman G/H grubu da béliiniir bir gruptur.
Nitekim eger 2" = g denklemini G’de ¢oziimii varsa, " = g" denkleminin G/H’de
¢oziimi vardir: G’deki ¢6ziim a ise, G/H’deki (bir) ¢6ziim @ olur.

9.49. Eger G bir abel grubuysa, Tor G, G’nin burulmali elemanlarindan olugan kiime olsun.
Tor G bir altgruptur. H < G olsun. Eger K = {g € G : birn > 0igin g" € H} ise
H < K <G veTor(G/H) = K/H olur.

9.50. G bir grup, H < G olsun. Her h € H i¢in A" = 1 olsun. Eger degg = m ise, ¢" € H
oldugundan, ¢g™" = 1 olur. Okur m’nin deg ¢’yi, deg ¢’nin de nm’yi boldiigini kanitla-
mak isteyebilir. Ashnda deg g = degg x deg(g?°89) olur.

) 5Yani her ¢ € G ve n > 0 tamsayisi i¢in ™ = g denkleminin G’de bir ¢dziimii olsun.
Ornegin Q, R ve R>° béliiniir gruplardir.
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9.51.

9.52.

9.53.

7, /pZ gruplarinin elemanlari
0,1,....,p—1

siflaridir. Bildigimiz gibi bu kiime “toplama” iglemi altinda bir gruptur; tanim goyledir:
a+b=a+b.

p bir asal olsun. (p’nin bir asal say1 alinmasi i¢in higbir neden yoktur ama bu 6rnekte
yapacaklarimiz genelde p asallar1 igin yapilir.) Bir a € N dogal sayisi alalim. a sayisini
p tabaninda yazalim: ao, a1, ..., ax € {0,1,...,p — 1} igin

a=ao+ap+--+app”.
n > k i¢in a,, = 0 olsun ve boylece a’y1
a=Y ap =ap+ap+---+anp"+ -
i=0

olarak yazabilelim. O zaman Z/p"Z grubunda,th:pnisemerkez

a=ao+ap+---+ap_1p"!

olur. Ayrica bu elemanin po, p1, ..., px € {0,1,...,p — 1} “rakamlar” i¢in

b=bo+bip+ -+ bp_1p" !
bigiminde bir elemana egit olmasi i¢in, her =0, 1, ..., n — 1 igin
a; = bl

olmali. a’nin bu gosterimiyle,

pa = aop + aip® + - + an_2p™ !

olur. Ve sagdaki bigimde yazilan her eleman bir bagka elemanin p katidir:

aop 4+ a1p? + - -+ an—2p" 1 = pao + a1p+ - - + an—2p" 2.

Demek ki
p-(Z/p"Z) =pZ/p"L

olur ve bu altgrubun tam p"~! tane elemam vardir. Benzer sekilde,

P'a=aop’ +aipFl 4 aniap!

olur ve Demek ki . .
p -Z/p"Z =p'Z/p"Z

olur ve i < n icin bu altgrubun tam p"~¢ tane eleman: vardir.

p gene bir asal olsun. Z/p"Z grubunda ¢alisacagiz. Bir ¢ € N i¢in
{aczZ/p"Z:p'a=0}

altgrubunun elemanlarini bulacagiz. Bunun icin bir 6nceki 6rnekteki gosterim kullanigh
olacak.

aG=ao+aip+---+an_1p"!

olsun. O zaman,

P'a@=aop' + a1ptl 4 4 an_i1p" !
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9.54.

9.55.

9.56.

9.57.

9.58.

9.59.

9.60.

9.61.

9. Normal Altgrup ve Bolim Grubu

olur. Demek ki p‘@ = 0 olmas: igin
ap=a1 =...=0n—4i—1 =0

olmalidir. Yani

T=an—ip" "+ an_1p" L = p " tan—i + -+ an—1piT?

olmali. Demek ki,
{acz/p"Z:p'a=0}=p" " Z/p"ZL=p"""L/p"L

olur. Bu grubun tam p’ tane elemani vardir.
1<Hi<H;<...<Hp,=Golsun ve [Hi+1 : Hi] =p varsaylmlnluyapahm. O zaman
her g € G i¢in g¢* =1 olur, ama g’nin derecesi daha diisiik olabilir. Ote yandan derecesi
p° olan elemanlar H;4+1 \ H; kiimesindedir.
Q/Z grubunun her elemaninin derecesi sonludur. Nitekim eger n, m € Z i¢in ¢ = n/m
ise, |m|q € Z oldugundan, Q/Z grubunda |m|q = |m|q = 0 olur.Q/ZQQ/Z
G bir abel grubu olsun.

T(G) ={g € G: bir n > 0 tamsayis i¢in g" = 1}

olsun. T'(G), G'nin burulmali elemanlarindan olusan altkiimedir. Elbette T'(G) < G olur.
G/T(G) grubu burulmasizdir, yani 1’den bagka burulmali elemam yoktur, ¢iinkii bir
g € G/T(G) ve m > 0 igin g™ = 1 olursa, o zaman g™ € T(G) olur, dolayisiyla bir
n > 0igin g™ = (¢™)™ = 1 olur, ya g € T(M), bir bagka deyigle g = 1 olur.

X C G kiimesi G’yi iiretsin. H <G ve G = G/H olsun. X = {7 : = € X} C G
tammini yapalim. O zaman X kiimesi G grubunu iiretir. Nitekim G’nin her elemani
X’in elemanlarinin ve terslerinin ¢arpimi oldugundan, bu ¢arpimin izdiigimiinii alinca
G grubunun her elemaninin X kiimesinin elemanlarinin ve terslerinin ¢arpimi oldugunu
goriiriiz. Bunun 6zel bir durumu olarak, eger G dongiisel bir grupsa, G/H grubunun da
dongiisel oldugu ¢ikar.

Eger G bir abel grubuysa, G/H de bir abel grubudur, ¢linkii ne de olsa her z,y € G
i¢in, Ty =Ty = yx = y T olur.

G/H’nin komitatorleri, G’nin komiitatérlerinin izdistimidiir:

[,9] = [, 4]

olur. Bunun gibi,

TV =2V
olur; yani ¢ = & olur. Demek ki G/H’deki esleniklik smuflar1 G’deki esleniklik
simiflarinin 7 : G — G/H dogal izdiisiim fonksiyonu altinda imgesidir.
G grubunun bir abel grubu olmas: aslinda G' ve H’nin bir 6zelligidir. G grubunun bir
abel grubu olmasinin ne demek oldugunu anlamaya calisalim. G grubunun abel grubu
olmasi demek, her a, b € G icin @b = ba esitliginin gecerli olmasi demektir; bu son
esitlik de a v lab=1 esitligine denktir; ve nihayet bu son esitlik a='b"tab € H,
yani [a,b] € H 6nermesine denktir. Demek ki G/H grubunun bir abel grubu olmasi igin,
yeter ve gerek kosul, her “a, b € G igin [a,b] € H” kosuludur.
Eger her z, y € G igin [z,y] elemani grubun merkezindeyse, ayni sey G/H grubunda
da gegerlidir. Yani, her x, y, z € G igin [[z,y],2] = 1 ise, ayn1 sey G = G/H grubunda
da olur: Her 7,7, Z € G igin [[Z,7],Z] = 1 olur. Ote yandan [[Z,7],Z] = 1 esitligi,
[[z,y], z] =1 esitligi saglanmadan da saglanabilir. Genel olarak,

[[Evy]vz] =l< [[:c,y],z} €H

onermesi dogrudur.
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9.62.

9.63.

9.64.

9.65.

9.66.

G = G/H grubunun merkezini betimlemeye calisalim. Merkez,
Z(G)={¢C €G: her a € G igin (a = aC}
olarak tanimlanmistir. G grubunun her elemani bir g € G icin g olarak yazildigindan,
Z(G)={z € G: her g € G icin zg = gz}
olur. Simdi asagidaki egdegerlilikleri takip edin:
Zg=gz oz g 'Zg=1e2"g'2gc He [z, € H.

Demek ki,
Z(G)={z€G: her g€ G icin [z,g] € H}

Gériildiigii gibi Z(G) altgrubunun z elemanlari, G’de anlaml olan
her g € G i¢in [z,9] € H

iligkisiyle betimleniyorlar.

x € G olsun. G grubunda T elemaninin merkezleyicisini, yani
Cg(@) ={g € G : gz = 7g}

altgrubunu bulalim. Aynen yukardaki gibi hareket ederek,
Co@) ={geCG:lg2] € H}

buluruz.

z,y € G igin [z,y] = 2 'y oy tanimini ammsayalim. G’ = ([z,y] : =, y € G) olsun.

Aligtirma 9.26’da G’ <1 G oldugunu kanitlamigtik. G’ grubuna G’nin tiirev altgrubu ya
da birinc: tirevi adi verilir.
Eger G' < H < G ise, H <1 G olur ciinkii her h € H ve g € G icin

g 'hg=hh"'g 'hg=hlh,g] e HG' CHH = H

olur. Ayrica G/H bir abel grubudur giinkii her z, y € G igin [z,y] € G’ < H oldugu
icin,

Z9] =[x,y =1

olur.
Bunun tersi de dogrudur. H <1 G olsun. Eger G/H bir abel grubuysa, G’ < H olur,
¢inkii her z, y € G igin
[x7y] = [f,@] =1
oldugundan, [z,y] € H olur. Demek ki G’ < H olur.

H < G olsun. H altgrubu X altkiimesi tarafindan, G/H grubu da bir Y C G igin

{7 : y € Y} kiimesi tarafindan tretilsin. O zaman G grubu XY kiimesi tarafindan

iiretilir. Nitekim, g € G ise, g eleman1 y1,...,ym € Y icin g = yitl -yt olur. Do-

layisiyla gyLt--- yfl € H olur. Ama H, X tarafindan iiretildiginden, z1,...,z,m € X
icin gyt yFt =2t afl ve g =2ty g2 olur

Eger G/Z(Q) déngiiselse, G bir abel grubudur.

Kamit: Nitekim eger G/Z(G) grubu a tarafindan iiretiliyorsa, bir 6nceki ornege gore
G = (Z(@), a) olur. Uretecler birbiriyle degistiginden, G zorunlu olarak bir abel grubu
olur (Alstirma 7.37).
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9.67.

9. Normal Altgrup ve Bolim Grubu

Bu ornekte Q/Z abel grubunu galigacagiz. Eger ¢ = k/n ise (k, n € Z elbette), ng =k €
Z oldugundan, Q/Z grubunda ng = 0 olur. Demek ki Q/Z burulmali bir gruptur. Ayrica
k ve n aralarinda asalsa, degg = n oldugunu ve ng = 0 esitligini saglayan elemanlarin,
paydas1 n olarak yazilan g kesirli sayilarimin simmiflar1 oldugunu kanitlamak zor degil;
okura aligtirma olarak birakiyoruz. Demek ki,

Aln] ={q€ Q/Z :ng=0}
altgrubunun tam n tane elemani vardir ve bu elemanlar
012  a-

) ’ [
n n n n

kesirli sayilarinin siiflaridir. Bunlar arasinda derecesi n olanlar, n’ye asal bir k& =

0,1,...,n — 1 tamsayisi i¢in

k

n
bi¢iminde yazilan kesirli sayilarin simflaridir. A[n] altgrubu dongiiseldir, mesela 1/n’nin
sinif tarafindan tretilir. Q/Z grubunun, derecesi n olan her eleman bu altgruptadir ve
bu altgrubu iiretir.

Bu arada A[n] < A[m] kosuluyla n|m kosulunun egdeger oldugunu ve

Q/z= | A
neN
egitligini gorelim.
Ayrica Q boliiniir bir grup oldugundan, Q/Z grubu da boliiniirdiir. Nitekim eger § € Q/Z
ve n > 0 ise, ¢ = q/n olsun, o zaman ng’ = g olur.
Simdi p bir asal olsun. A[p*°], Q/Z grubunun, derecesi p’nin bir kuvveti olan eleman-
lardan olugan altkiimesi olsun. Elbette,

neN

olur ve dolayisiyla A[p™] sonsuz bir altgruptur. Elemanlar1, paydas: p’nin bir kuvveti
olarak yazilan kesirli sayilarin simiflaridir. A[p®] grubuna Prifer p-grubu ad: verilir
ve bu grup Zy,- olarak gosterilir. Kolaylikla

pA[p" ] = Alp"]

esitligi kamitlanir ve bu egitlikten A[p*°] grubunun p-béliiniir oldugu ¢ikar. A[p] grubu
bir p-grup oldugundan, diger asallara da boliiniir, dolayisiyla A[p] boliintir bir gruptur.

Aligtirmalar

9.68.

9.69.

9.70.
9.71.
9.72.
9.73.

A< Gve H K <G, A'y1igeren iki altgrup olsun. H/AN K/A = (H N K)/A oldugunu
kanitlayin.

A<Gve H, K < G, A’y1 igeren iki altgrup olsun. H/ANK/A # 1 kosuluyla A < HNK
kosulunun egdeger oldugunu kanitlayin.

p bir asal olsun. ([],, Z/p"Z) / (B,, Z/p"Z) grubunun burulmasiz oldugunu kamtlaym.
H =1{(2,3),(3,2)) < Z? olsun. Z*/H grubunun grup yapisini bulun.

H = {(2,3),(5,1)) < Z? olsun. Z?/H grubunun grup yapisini bulun.

Z x Z grubunun altgruplarim Ornek 5.23'de simflandirmistik. O smiflandirmadan bir
H < Z X Z altgrubu alalim. Z x Z/ H'nin kag eleman: vardir? (Z x Z)/H grubu hakkinda
neler sOyleyebilirsiniz?



9.4. Z’nin BAIim Gruplari 139

9.74. Q/Z grubunun her 6zaltgrubunun sonlu oldugunu kamtlayin. Eger altgrubun n elemam
varsa, bu grubun A[n] oldugunu kanitlaym. (Ipucu ve A[n]nin tanim igin bkz. Ornek
9.67.)

9.75. X C G altkiimesi G’yi iiretsin ve 1 < n € N olsun.
G, = {x’fl cegfrireN s eX ki €2, Zkl :Omodn}

altgrubunun normal oldugunu, G/G, grubunun doéngiisel oldugunu ve eleman sayisinin
n’yi boldigiini kanitlaym. (Eger 1 # x € X ise G/G, grubu T tarafindan iretilir.)

9.4 Z’nin Boluim Gruplari

Z’nin toplama altinda bir grup oldugunu, hatta bir abel grubu oldugunu, do-
layisiyla her altgrubunun normal oldugunu (bkz. Ornek 9.58) ve her altgrubu-
nun bir ve bir tek n € N i¢in nZ bi¢iminde oldugunu (bkz. Teorem 2.1) biliyo-
ruz. Bir 6nceki altboliimlerde G grubu yerine (toplamsal yazilan) Z grubunu
ve H altgrubu yerine bir nZ altgrubu alacagiz. n’yi de dogal say1 sececegiz.

Islemimiz toplama oldugundan, bu durumda nZ altgrubunun Gtelemeleri
k 4+ nZ ya da nZ + k bigiminde yazilirlar; biz ikinci yazilimi tercih edecegiz.

Eger n = 0 ise, 0 zaman nZ = 0Z = {0} olur (bkz. Ornek 9.45) ve Stele-
meler k = {0} + k = {k} olurlar, yani tek elemanh her kiime bir 6teleme olur.
Dolayisiyla

Z)0Z = {{k} : ke Z}

olur. Z/0Z grubunda iglem goyle ifade edilir:
Y+ {0} =k+l=k+0={k+(};

Dolayisiyla Z/0Z grubunun Z grubundan pek fark: yoktur. Bundan boyle n >
0 olsun.
Farkl k£ sayilar: icin ayni 6telemeyi elde edebiliriz. Teorem 8.1°i toplamsal
olarak yazarsak,
nZ+k=nZ+{0sk—-Lenk

elde ederiz. Yani nZ + k ve nZ+ £ 6telemelerinin esit olmasi igin yeter ve gerek
kogul n sayisinin k — ¢ sayisin1 bolmesidir.

Simdi herhangi bir nZ+k 6telemesi alalim. k’y1 n’ye bolelim. Tamsayilarda
caligtigimiz icin bir kalan olacaktir: Oyle q ve r tamsayilar1 vardir ki hem

k=ng+r

hem de
0<r<n
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olur. Demek ki
nZ+k=nZ+nqg+r=n(Z+q)+r=nl+r

olur. Boylece
nZ+k=nZ+r

esitligini géstermis olduk. Sag taraftaki r, k sayisi n’ye boliindiigiinde kalandir
ve 0, 1, 2, ...,n — 1 sayilarindan biridir. Demek ki Z/nZ kiimesinde en fazla
n tane eleman vardir:

nZ,nZ+1, nZ+2,...,nZ+ (n—1).

Ornegin n = 2 ise, iki teleme buluruz: Cift sayilar kiimesi 27 ve tek sayilar
kiimesi 2Z + 1. Eger n = 3 ise ii¢ 6teleme buluruz:
3’e boliinen sayilar kiimesi 3Z,
3’e boliindiigiinde 1 kalan sayilar kiimesi 3Z + 1, ve
3’e boliindiigiinde 2 kalan sayilar kiimesi 3Z + 2.
Eger n =4 ise
ZJAZ = {4Z, AZ + 1, AZ + 2, 47 + 3}

olur. Ama bir 6nceki altbélimde nZ + k yerine k yazmanm faziletlerini gor-
miigtiik. Oyle yapalim:
7/47. = {0, 1, 2, 3}.

Genel olarak
Z/nZ=1{0,1,2,....,n—1}={k:0< k <n}

olur. Yukarida goriinen k Gtelemenin her birinin farkl olduklarini géstermek
zor degildir, nitekim eger 0 < k < ¢ < n igin, nZ + k = nZ + ¥ olsaydi, o
zaman n’'nin £ — k sayisin1 bolmesi gerekirdi, ama 0 < k — £ < n esitsizlikleri,
bu durumda ¢ — k = 0 yani ¢ = k verir. Demek ki Z/nZ boliim grubunun tam
tamina n tane elemani vardir ve bu elemanlar yukarida siralanmislardir.

Z/nZ grubunun elemanlarina “modiilo n” sayilar denir. Lisede &grenilen
modiiler sayilar aslinda bunlardir, dogru tanim burada yapildig1 gibidir, ama
lisede nZ + k Otelemesi yerine “k’nin kalan sinifi”’ndan sézedilir.

Onsav 9.6. Her n € Z icin Z/nZ devirli bir gruptur ve n’ye asal m sayilar:
icin T elemanlar tarafindan tretilir ve baska elemanlar tarafindan tretilmez.

Kanit: 1 elbette Z/nZ grubunu iiretir, ¢iinkii ne de olsa her dogal sayiy1 1’i
kendisiyle toplayarak elde ederiz. Ornek 9.57 de zaten aym seyi soylityor: 1,
Z’yi iirettiginden, 1 elemam Z/nZ’yi iiretir. Dolayisiyla Z/nZ grubu devirli
bir gruptur®.

%Tleride devirli gruplar i¢in ayr1 bir bolim ayiwracagiz; dolayisiyla o zaman burada
yapilanlarin hepsi o béliimiin sonuglarindan gikacak.
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Simdim € Z/nZ elemanimin Z/nZ grubunu tirettigini varsayalim. O zaman
Z/nZ’nin her elemani m elemaninin bir katidir. Bunun 6zel bir durumu olarak,
1 elemaninin m elemanmnin bir kat1 oldugunu goriiriiz. Yani oyle bir k € Z
vardir ki, T = km = km olur. Demek ki n sayis1 km — 1 sayismi boler; yani
Oyle bir v € Z vardir ki nu = km — 1 olur. Dolayisiyla n ve m’nin ortak boéleni
1’i de bolmek zorundadir. Bundan da n ve m’nin ortak bodlenlerinin sadece 1
ve —1 oldugu c¢ikar, yani n ve m aralarinda asaldir.

Simdi tam tersine n ve m elemanlarinin aralarinda asal oldugunu varsa-
yalim. Teorem 2.5’e gore, 6yle u, v tamsayilar1 vardir ki nu +muv = 1 olur. Bu
esitligi Z/nZ grubuna indirirsek,

l=nu+mv=nu+mv=mv=uvm

olur, yani 1 € (m) olur. Buradan da (bkz. Ahgtirma 7.25)

Z/nZ = (1) < (m) < Z/nZ

ve dolayisiyla (m) = Z/nZ c¢ikar. Demek ki m elemani Z/nZ grubunu {iretir.
g

Tleride bu gruptan ¢ok daha fazla sézedecegiz.

Not: Z/nZ grubunda toplamay1 T+7 = = + y olarak tamimladik, daha dogru-
su tanimlayabilecegimizi gosterdik. Aymi kiime {izerinde benzer yontemle bir
carpma iglemi de tamimlayabiliriz: T§ = ZTy. Nitekim eger T = T1 ve § = 41
ise, yani n, x — x1 ve y — y1 sayilarini boliiyorsa, o zaman,

vy —x1yr = z(y —y1) + (. — 21)y1

esitliginden dolay1 n, xy — x1y; sayisini da bdoler, yani Ty = Z1g; olur. Demek
ki

Ty =71Y
tanimini yapmaya hakkimiz var. Boylece Z/nZ kiimesi tizerine ikili bir iglem
(¢arpma iglemi) tanimlamig oluruz. Ornegin eger n = 8 ise,

5:6=5-6=30=6

olur. Bu iglem degisme ve birlesme 6zelligini saglar, ¢linkii ayn ozellikler Z’de
saglanir. Benzer nedenden 0 € Z/nZ yutan elemandar ¢iinki her T € Z/nZ
i¢in 0-7 = 0 olur. Ve gene ayni nedenden 1 etkisiz elemandir: her Z € Z/nZ igin
1-Z7 = 7 olur. Ama bu iglemle birlikte Z/nZ bir grup olmaz, ¢iinkii her elemanin
carpma islemi icin bir tersi yoktur. Ornegin Z/6Z’de, 0, 2, 3, 4 elemanlarmin
carpimsal tersleri yoktur. Ote yandan

(Z/nZ)* ={T € Z/nZ :biry € Z i¢in Ty = 1}
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kiimesi carpma altinda bir grup olur. Bu grubun
{T € Z/nZ : ebob(z,n) =1}
kiimesine esit oldugunu kanitlamak zor degil. (")rnegin Eger p bir asalsa
(Z/p2)" = {1, 2,...,p=1}

olur. Eger ayrica n > 0 bir dogal sayiysa, Ornek 9.52’deki yazilimla, (Z/p"Z)*
grubunun elemanlari, ag, ai, ..., a,—1 € {0, 1, ..., p— 1} ama ag # 0 igin

ap +aip+ -+ ap—1p" !

V2

bi¢iminde yazilirlar. Dolayisiyla bunlardan (p—1)p"~! = p"—p"~! tane vardir.

Bu dediklerimizin bir bagka sonucu, eger p bir asalsa,
(Z/p"Z)* = (Z/p"Z) \ (pZ/p"Z)
esitligidir. (Bkz. Ornek 9.52.) Biitiin bunlardan su sonuglar gikar:

Teorem 9.7 (Fermat'nin Kiigiikk Teoremi). Eger p bir asalsa her x i¢in xP =
xmod p olur.

Kanit: z’in p’ye boliinmedigini varsayabiliriz. O zaman T € (Z/pZ)* olur.
Ama bu grubun derecesi p — 1 oldugundan, Sonuc 8.6’ya gore Z°~! = 1, yani
7P = T olur. |

Euler-Fermat Teoremi adiyla bilinen Euler’in agagidaki teoremi Fermat'nin
kiigiik teoremini genellegtirir:

Teorem 9.8 (Euler-Fermat Teoremi). n ve m birbirine asal iki dogal say
olsun. n’den kiigik esit ve n’ye asal pozitif dogal sayr sayst p(n) olsun. Bu
durumda m?™ = 1modn olur.

Kanit: Metinde m € (Z/nZ)* oldugunu gordiik. Ayrica [(Z/nZ)*| = ¢(n)
oldugunu gordiik. Demek ki Sonuc 8.6’ya gore m#™ =T olur. O

Bu son teoremdeki ¢ fonksiyonuna Fuler ¢ fonksiyonu adi verilir. Te-
oremden de belli ki Euler ¢ fonksiyonunu hesaplayabilmek 6nemli. Yukarida
asal p sayilari icin ¢(p”) = p™ — p"~! oldugunu gordiik. Bu bilgi ve asagidaki
olguyla Euler -fonksiyonunun aldigi degerleri hesaplayabiliriz, yeter ki sayiy1
asallarina ayirabilelim.

Olgu 9.9. Eger n ve m birbirine asal iki dogal sayiysa p(nm) = @(n)e(m)
olur.

Bu olguyu kanitlamak bu asamada gercekten zor degildir. kanit1 pek zor
olamayan Teorem 10.19’in biraz fazlas1 kullanilarak kolaylikla kanitlanabilir.
Ama bu kanit1 vermek bizi bagka mecralara siiriikleyebileceginden, bu 6nemli
olgunun (oldukga kolay) kamtini halkalarla ilgili bir sonraki cilde saklayacagiz.

Z/nZ kiumesi, toplama ve ¢arpma iglemleriyle birlikte bir “halka” olur.
Halkalardan bir sonraki ciltte stzedecegiz.



10. Homomorfiler

Bu boliimde soyut cebirin en 6nemli konusuyla tanigsacagiz.

10.1 Homomorfi

G ve H iki grup olsun. Eger ¢ : G — H fonksiyonu her g;, g2 € G i¢in

(1) o(g191) = ¢(g1)¢(g2)

esitligini saghyorsa, ¢ fonksiyonuna homomorfi ad: verilir. Bir bagka deyisle,
iglemlerle uyumlu ya da ¢carpmaya dagilan fonksiyonlara homomorfi de-
nir. Tabii eger G'nin islemi toplamaysa (1) esitligi

w91+ 91) = p(91)p(92)

olarak yazilmali. Benzer degisiklik eger H’nin islemi toplamaysa esitligin sag
tarafinda da yapilmali.

Homomorfi yerine homomorfizma, morfizma ya da egyap: dontigimi gibi
tabirler de kullanilir. Bagka cebirsel yapilarin da homomorfileri oldugundan,
digerlerinden ayrigtirmak amaciyla homomorfi yerine grup homomorfisi de
diyebiliriz.

Eger ¢ : G — H bir homomorfiyse, G'nin etkisiz elemani ¢ altinda H’nin
etkisiz elemanina gitmek zorundadir, nitekim eger 1g € G ve 1y € H etkisiz
elemanlarsa,

e(le) = ¢(lc - 1a) = v(1lc) - ¢(1c)

oldugundan, ¢(1g) = 1g olur. Ayrica her g € G i¢in

1 =o(la) = (g™ ") = o(9)elg™")

oldugundan,
wlg™h) = pl9)™

olur. Biitiin bunlardan kolaylikla ¢(G) < H cikar. Ayrica her n € Z igin
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esitligi ¢ikar. Dolayisiyla eger ¢ = 1 ise, ¢(g) ancak, H’nin derecesi n’yi bo-
len bir eleman olabilir. Bir bagka deyisle homomorfi olmak kolay degildir. Bu
kadarla da kalmiyor: Eger, 6rnegin, G'nin a, b, ¢ elemanlar1 arasinda

a’b3c%ab =1
gibi bir iligki varsa, H'nin ¢(a), ¢(b), ¢(c) elemanlar1 arasinda da

0(a)?p(b)*p(c)p(a)e(b) =1

gibi bir iligki olmak zorundadir, yani 6rnegin ¢(a) ve ¢(c) elemanlar1 belir-
lenmisse, ¢(b), H nin herhangi bir eleman: olamaz, yukaridaki esitligi saglamak
zorundadir. Ya da eger G degismeli bir grupsa, ¢(G), G'nin degismeli bir altg-
rubu olmak zorundadir. Ya da her g € G icin ¢® = 1 oluyorsa, (G)nin
elemanlar1 da bu iligkiyi saglamak zorundadir. Ya da her z, y, z € GG igin

1 1

Yy a:_lyajz_ :L"_ly_lxyz =1

ise, ¢(G)’nin herhangi ii¢ eleman1 da aym esitligi saglamak zorundadir. Demek
ki G’de elemanlar arasinda gesitli iligkilerin bulunmasi homomorfilerin varligini
zorlagtinr. Ote yandan G’de abe # 1 ise, H’de bal gibi ¢(a)p(b)p(c) = 1
olabilir. Yani ¢, G’nin “olumlu (pozitif)” iligkilerine duyarh olmak zorundadur,
olumsuz iligkileri bozabilir.

Genel bir felsefi goriig olarak sunu soyleyebiliriz: G'nin elemanlar1 arasinda
ne kadar az iligki varsa ve H’nin elemanlar1 arasinda ne kadar fazla iliski
varsa, G'den H'ye giden o kadar ¢ok homomorfi vardir. G’deki iligki sayisi
cogaldiginda ya da H'deki iligki sayis1 azaldiginda, G’den H’ye giden homo-
morfi bulmak zorlagir.

Biitiin bunlardan bir de su ¢ikar: Eger X C G altkiimesi G’nin bir {ireteg
kiimesiyse, o zaman herhangi bir ¢ : G — H homomorfisi ¢’nin X kiimesi
tizerinde alacag degerler tarafindan belirlenir. Nitekim ¢’nin X tizerine aldig:
degerleri biliyorsak, bir g € G elemanini, n € N, z; € X, k; € Z igin

g — :L‘lfl ‘,L‘fbn
olarak yazarsak,
p(g) = pla))™ - p(an)*
esitligi dogru olur, yani ¢(g) elemam ¢(x1), ..., ¢(x,) elemanlar1 tarafindan

belirlenir. Ama tabii p’'nin X ’te alacag1 degerler de genellikle rastgele olamaz.

Homomorfilerin bilegkesinin bir homomorfi oldugu bariz olmali.

Eger ¢ : G — H bir homomorfiyse, p(G) < H olur. Dolayisiyla G’nin
altgruplarinin imgeleri de H'nin altgrubu olurlar. Bu arada, eger K < G ise,
¢’'nin K’ya kisitlamasi ¢ fonksiyonunun da K’dan H’ye giden bir homomorfi
oldugunu soyleyelim, kanit1 barizdir.
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Tanim kiimesi G olan bir ¢ homomorfisi igin ¢(G) olarak yazilan gruplara
G’nin homomorfik imgesi adi verilir. Homomorfik imgeler G’ye oldukga
benzer, en azindan G’nin izlerini tagir. Daha 6nce de s6yledigimiz gibi G'nin
tiim iligkileri ¢(G)’ye ¢ sayesinde yansir, mesela G burulmali bir grupsa ¢(G)
de burulmali bir gruptur, G bir abel grubuysa, ¢(G) de abeldir vs ama ¢(G)’de
G’den daha fazla iligki olabilir, mesela (ug 6rnek) ¢(G)’de biitiin elemanlar 1’e
esit olabilirler ama G’de boyle olmayabilir.

G grubundan H grubuna giden homomorfilerden olugan kiimeyi

Hom(G, H)

olarak gosterelim. Hom (G, H) kiimesi HY = Fonk(G, H) grubunun (kartezyen
carpiminin) bir altkiimesidir (elbette), ama illa bir altgrubu degildir ¢linkii iki
homomorfinin ¢arpim illa bir homomorfi olmak zorunda degildir. Iki homo-
morfinmin ¢arpiminin bir homomorfi olmasi i¢in yeter ve gerek kosulu bulmak
¢ok zor degildir. Bulalim. ¢, v € Hom(G, H) olsun. ¢ -1 : G — H fonksiyo-
nunun, her g € G igin

(- ¥)(g) = »(9)¥(9)

kuraliyla tanimlandigini animsayalim. (Fonksiyonlarin garpimlarmin bir nok-
tadaki degeri, fonksiyonlarin o noktadaki degerlerinin ¢arpimidir.) ¢ -1 fonksi-
yonunun bir homomorfi olmasi i¢in, homomorfinin tanimi geregi, her g1, g2 €
G igin
(0 - 9)(g192) = (¢ - ) (g1) (0 - ) (g2)

olmahdir. Iki fonksiyonun ¢arpimimin tammim uygularsak, bu kosul, her g1, g2 €
G igin

©(9192)¥(9192) = ©(91)1(91)¢(92)¥(g2)
esitligine denktir. Egitligin solunda ¢ ve t’nin birer homomorfi oldugunu kul-
lanalim: Yukaridaki kosul, her ¢1, g2 € G igin

©(91)(92)¥(91)¥(92) = @(91)¥(91)p(92)¢ (g2)

esitligine denktir. Esitlikte sadelegtirmeleri yaparsak, kogulun, her g;, g2 € G
icin
p(92)U(g1) = ¢(g1)¢(92)

esitligine denk oldugunu goriiriiz. Demek ki ¢ - fonksiyonunun bir homomorfi
olmasi igin yeter ve gerek kosul, her g1, go € G icin

©(92)¥(91) = ©(91)¢(g2)

esitligidir, yani ¢(G) ile ¢(G)’nin elemanlar: birbirleriyle degigmeli olmasidir,
yani o(G) < Cg(¥(Q)) igindeligidir. Eger H degismeli bir grupsa bu kosul
elbette saglanir. Bunu bir sonug olarak kayda diiselim:
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Onsav 10.1. Eger H degismeli bir grupsa Hom(G, H) ¢arpma altinda bir
grup olur. O

Notlar ve Ornekler

10.1.

10.2.
10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

10.7.

10.8.

10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

G ve H herhangi iki grup olsun. H'’nin etkisiz elemanini aligik oldugumuz tizere 1 sim-
gesiyle gosterelim. O zaman her g € G i¢in ¢(g) = 1 olarak tamimlanan f : G — H
fonksiyonu bir homomorfidir. Homomorfi olan tek sabit fonksiyon bu fonksiyondur. De-
mek ki Hom(G, H) kiimesi higbir zaman bogkiime degildir.

Tammda G = H alalim. Ozdeglik fonksiyonu Ide, G’den G’ye giden bir homomorfidir.
G < H olsun ve i : G — H fonksiyonu, her g € G igin i(g) = g olarak tanimlansin. ¢
bir homomorfidir. i’ye dogal gémme ad verilir.

Eger G bir abel grubuysa ve n € Z ise  +— 2™ kurali bize G’den G’ye giden bir homo-
morfi verir. Eger G’nin iglemi toplamayla yaziliyorsa, bu kural x — nz olarak gosterilir.
Yukaridaki 6rnegi G = Z grubuna uygulayalim. a € Z sabit bir say1 olsun. ¢q(n) = an
kuraliyla tanimlanan ¢, : Z — Z bir morfizmadir. Ornek 10.17°da Z’den Z’ye giden
tiim homomorfilerin bu tiirden oldugunu gosterecegiz.

Analiz derslerinden bildigimiz exp fonksiyonu R grubundan R>° grubuna giden bir ho-
momorfidir ¢linkii her z, y € R igin exp(z + y) = expx expy olur. (R toplama altinda,
R>? ise carpma altinda bir gruptur.) In fonksiyonu da R>° grubundan R grubuna giden
bir homomorfidir.

G herhangi bir grup ve g € G olsun. Inng(z) = gzg~' kurahyla tammlanmig Inn,
fonksiyonu G’den gene G’ye giden bir homomorfizmadir (bkz. Ornek 1.30).

G herhangi bir grup ve H, K < G olsun. K < N¢(H) varsayimin yapalim. O zaman
k€ K ve h € H igin pi(h) = khk™! kuraliyla tanimlanmig ¢y, fonksiyonu H’den gene
H’ye giden bir homomorfidir. Bu homomorfiler birebir ve 6rtendir. Ayrica ¢ropy = Qgrs
olur.

G bir grup olsun. z € G elemamn: su 6zelligi saglasin: Her g € G i¢in [z,g9] € Z(G). O
zaman ad.(g) = [z, g] kuraliyla tanimlanmig fonksiyon bir grup homomorfizmasidir.

G bir grup ve H < G olsun. Sayfa 116’da 7(g) = gH = g kuralyla tanimladigimiz
7 : G — G/H izdigiim fonksiyonu bir homomorfidir. Bu homomorfizma ileride gok
onemli olacaktir.

Eger ¢ : G — H ve ¥ : H — K birer homomorfiyse, ¥ o ¢ : G — H de bir
homomorfidir.

(¢i : G — H;); bir homomorfi ailesi olsun. O zaman,

(H %‘) ((90)i) = (pilg:))

homorfisi verir. Eger ¢;’lerin her biri birebirse (ya da 6rtense), [, ¢; homomorfisi de
birebirdir (értendir) ama tabii bu olgu grup teorisiyle degil kiimeler kuramiyla ilgili bir
Onermedir.

kurali bize bir

T (n)(ee)-en

oldugundan (¢iinkil ¢;(1) = 1 olur), [, i, @, G:i grubundan @, H; grubuna giden bir
homomorfi tanimlar.
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10.13.

10.14.

10.15.

G, Hy ve H iig¢ grup olsun. Hom(G, H1 x Hs), Hom(G, H1) ve Hom(G, H>) arasinda
bir iligki bulalim. Eger ¢1 € Hom(G, H1) ve 2 € Hom(G, Hz) iki homomorfiyse,

(1 % w2)(9) = (p1(9), p2(g1))

formiiliiyle tanimlanmaig
4,01X(p2:G—>H1><H2

fonksiyonu bir homomorfidir. Béylece
a(p1,02) = p1 X @2
kuraliyla tanimlanmig bir
a : Hom(G, H1) x Hom(G, H2) — Hom(G, H1 X Hj)
fonksiyonu elde ederiz. Bu fonksiyonun tersi de vardir.
tHy x Hy — Hy ve mo : Hy X Hy — Ho

dogal izdiigiim fonksiyonlariysa o zaman

Blp) = (mop,mop)

kurali bize,

B : Hom(G, H1 x Hy) — Hom(G, H1) x Hom(G, H>)
fonksiyonunu verir. o ve 8 fonksiyonlarinin birbirinin tersi olduklarini kontrol etmek zor
degildir.
Bir 6nceki 6rnegi somutlagtiralim. n, m > 0 tamsay1 olsunlar. Eger = € Z ise, T € Z/nZ
ve & € Z/mZ tahmin edilen modiiler sayilar1 simgelesinler. ¢ : Z — Z/nZ X Z/mZ
fonksiyonu

p(r) = (T, 1)

olarak tanimlansin. Bu fonksiyon bir homomorfidir.
G bir grup ve (H;); bir grup ailesi olsun. Hom (G, IL Hl-) ve Hom(G, H;) kiimeleri
arasinda bir iligki bulalim. Eger her 7 gostergeci i¢in ¢; € Hom(G, H;) homomorfisi

verilmigse,
<H 901> ’L( ))1

Hgoi:G—)HHi

fonksiyonu bir homomorfidir. Bylece

formiiliiyle tanimlanmig

kuraliyla tanimlanmig bir
a: HHom(G,Hi) — Hom (G, HH’>

fonksiyonu elde ederiz. Bu fonksiyonun tersi de vardir. Eger

7r¢:HHZ-—>Hi
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10.16.

10.17.
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dogal izdiigiim fonksiyonlariysa o zaman

B(p) = (mio )i

kural bize,

$ : Hom <G, HHi> — [ [ Hom(G, H,)

fonksiyonunu verir. o ve 8 fonksiyonlarinin birbirinin tersi olduklarini kontrol etmek zor
degildir.
Soru: Benzer bir seyi Hom (G, I Hi) yerine Hom (G, @, H;) i¢in ya da [], Hom(G, H;)
yerine @; Hom(G, H;) i¢in yapabilir miyiz?
n > 0 bir tamsay1 olsun. Z/nZ grubundan Z grubuna giden homomorfileri bulalim.
¢ : Z/nZ —> Z bir homomorfi olsun. Z/nZ grubu 1 tarafindan iiretildiginden, yu-
karidaki metinde soylediklerimizden, ¢’nin (1) degeri tarafindan belirlendigi anlagilir.
Nitekim, her k € Z i¢in,

p(k) = (k- 1) = kp(1)
olur. Burada k£ = n alirsak,

0=(0) = p(n) = np(1),

yani np(1) = 0 buluruz. Ama n, (1) € Z ve Z’de iki saymin ¢arpimu 0 ise, ikisinden
biri 0 olmalidir. Demek ki ¢(1) = 0 ve her k € Z igin,

p(k) = k(1) =k-0=0
olmali. Sonug: Z/nZ grubundan Z grubuna giden homomorfi sabit 0 fonksiyonu olmak
zorundadir. Zaten Z/nZ burulmali bir grup oldugundan, homomorfik imgesi de burul-
mali olmalidir, ama Z’nin burulmali tek elemam 0’dir.
H herhangi bir grup olsun. Z grubundan H'’ye giden tiim homomorfileri bulalim.
¢ : Z — H bir homomorfi olsun. Z grubu 1 tarafindan iiretildiginden, yukaridaki
metinde soylediklerimizden, ¢’nin ¢(1) degeri tarafindan belirlendigi anlagilir. Nitekim,
her n € Z igin,

p(n) =p(n-1) = p(1)"
olur. (Toplamadan garpmaya gegtigimiz gasirtmasin; H'nin islemi garpimsal olabilir.)
Simdi soru (1)’in H’nin hangi eleman: olabilecegi. 1’in Z grubunda saglamak zorunda
oldugu 6zel bir iligki olmadigindan, ¢(1), H’nin herhangi bir eleman: olabilir. Eger h € H
verilmigse, ¢y : Z — H fonksiyonu ¢p(n) = h™ olarak tamimlansin. O zaman ¢, bir
homomorfidir, ne de olsa

@(n+m)=h""" = h"h"™ = p(n)p(m)

olur. Demek ki H ile Hom(Z, H) kiimesi arasinda h — ¢}, kuraliyla verilmis bir egleme
vardir. Bu eglemenin tersini bulahim: Eger ¢ = ¢, verilmisse, h = ¢(1) olur ve bu kural
da Hom(Z, H)’den H’ye giden ters eslemedir. Bir bagka deyisle her ¢ € Hom(Z, H) igin
© =) olur.

Bunun 6zel bir durumu olarak Hom(Z,Z) kiimesine bakalim. (Bu kiime EndZ ola-
rak yazilir ve bir kiimeden ¢ok daha fazladir, bir halkadir. Halka kavramini ileride ele
alacagiz.) Z’den Z’ye giden her homomorfizma bir n € Z igin

p(z) =nz

formiiliiyle verilmigtir, yani homomorfi her sayiy1 sabit n sayisi ile carpar. 0 ile garpma
diginda her biri birebirdir ama sadece ikisi 6rtendir: 1 ile carpma (ki 6zdeslik fonksiyonu
Idz’dir) ve —1 ile carpma (ki —Idz olarak gosterilir.)
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10.18. Bu ornekte G = Z x Z olarak alahm. H herhangi bir grup ve ¢ € Hom(Z X Z, H) olsun.
er = (1,0) ve ez = (0, 1) tanimlarimi yapalim. Z X Z’nin her x eleman bir ve bir tane n
ve m say1 ¢ifti i¢in © = ne; + me2 olarak yazlir.

p(x) = p(ner +mez) = p(e1)"p(e2)™
olmak zorunda oldugundan, ¢ homomorfisi H'nin ¢(e1) ve p(ez2) elemanlan tarafindan
belirlenir. Dolayisiyla
a(p) = (ple1), plez)
kuraliyla belirlenmis
a:Hom(Z xZ,H) — H x H

fonksiyonu birebirdir. o 6rten midir? Her zaman degildir, ¢iinkii

pler)p(e2) = pler + e2) = p(e2) + p(e1) = plez)p(er)
esitligi saglanmak zorundadir. Yani « fonksiyonun imgesi
{(h1,h2) € HxH:hihy = hghl}

kiimesinde olmak zorundadir. Ote yandan, eger hi, ha € H elemanlari hiha = hahi
esitligini sagliyorsa, o zaman p(e1) = h1 ve p(e2) = hs esitliklerini saglayan bir ve bir
tane ¢ € Hom(Z X Z, H) vardir; bu homomorfi de her (n,m) € Z X Z igin

p(n,m) = p(ner + mez) = p(e1)"p(e2)™
esitligi tarafindan tanimlanmigtir elbette.
10.19. H herhangi bir grup ve n > 0 bir tamsay: olsun. Z/nZ grubundan H'ye giden tiim
homomorfileri bulalim.
¢ : Z/nZ — H bir homomorfi olsun. Z/nZ grubu 1 tarafindan iiretildiginden, yu-
karidaki metinde soylediklerimizden, ¢’nin ¢(1) degeri tarafindan belirlendigi anlagilir.
Nitekim, her k € Z i¢in,
p(k) = ok - 1) = ()"
olur. §imdi soru, ¢(1)’in H’nin hangi elemani olabilecegi. 1 elemaninin derecesi n ol-

dugundan, 1 = ¢(0) = p(m) = ¢(1)" olmal, yani Hnin f(1) elemam (1)" = 1
esitligini saglamal (yani derecesi n’yi bolmeli.) ¢(1) iizerine bagka da bir kogul yoktur.
Demek ki derecesi n’yi bélen her h elemam icin, ¢p(k) = h* kuraliyla tanmimlanmig
oh : Z/nZ — H fonksiyonu bir homomorfidir ve bunlardan bagka da Z/nZ’den H’ye
giden bir homomorfi yoktur.

Sonug olarak sunu bulduk: Eger H, = {h € H : h™ = 1} ise H, ile Hom(Z/nZ, H)
kiimesi arasinda h +— 5 kuraliyla verilmis bir egleme vardir.

10.20. Bir 6nceki 6rnekten yararlanarak Hom(Z/nZ,Z/mZ) kiimesini bulalim. Demek ki, &yle
k € Z/mZ elemanlarini artyoruz ki, nk = 0 olsun, yani m, nk sayismi bolsiin. Béyle
bir k tamsayis: segelim. d = ebob(n,m) olsun. n = dni, m = dm: yazalim. Demek ki
dm1, dnik’y1 boliiyor, yani m1, nik’y1 boliiyor. Ama n; ve my aralarinda asaldir tabii.
Dolayisiyla mq, k’y1 boler, yani bir ¢ sayisi igin k& = tmy olur. Kontrol edelim: Acaba
k = tm, ise m, nk’y1 béliyor mu?

nk = ntmy = dnitmi = nit(dmi) = (nit)m

oldugundan, m sayis1 nk’y1 gergekten de boler. k = tm; sayisim Z/mZ grubunda he-
saplayacagimizdan ve m = dms oldugundan, t sayisim {0, 1,...,d — 1} kiimesinden
alabiliriz. Demek ki béyle bir ¢ icin?

Ve (Z) = tmax

'Eger x € Z ise, & € Z/nZ ve T € Z/mZ elemanlar x tamsayisimin sirasiyla Z/nZ ve
Z/mZ bélum gruplarindaki izdiigtimlerini simgelesin.
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10.21.

10.22.

10.23.
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kurali bize bir
Ve Z/nL — Z/mZ

homomorfisi verir ve bagka da yoktur:
Hom(Z/nZ,Z/mZ) = {¢y : t =0, 1,...,d — 1}.

Okur n = m durumunu 6zellikle irdelemek isteyebilir. Bu 6zel durum igin bkz. Ornek
10.51.
Q grubundan Z grubuna giden homomorfileri bulalim. ¢ € Hom(Q, Z) olsun. Her a € Q
ve her n > 0 i¢in nz = a denkleminin Q’da bir ¢6ziimii oldugundan, bu denkleme ¢’yi
uygulayarak np(z) = ¢(a) esitligini elde ederiz. Demek ki ny = p(a) denkleminin Z’de
bir ¢ozlimii vardir. Ama n’yi ¢(a)’ya asal alabilirsek, bu denklemin Z’de ¢éztiimii olamaz.
Demek ki ¢(a) = 0 olmali. Dolayisiyla Hom(Q, Z) kiimesi sadece sabit 0 fonksiyonundan
ibarettir. Gortildiigii gibi homomorfi olmak kolay degil.
Q grubundan Q grubuna giden homomorfileri bulalim. ¢ € Hom(Q,Q) olsun. Her
n, mnZ ve m # 0 igin,
p(n) = np(1)
ve
me(n/m) = ¢(m - (n/m)) = ¢(n) = ne(1)

olur. Demek ki

p(n/m) = (n/m)p(1)
olur. Bir bagka deyisle, her z € Q i¢in,

p(z) = zp(1)
olur. Demek ki ¢(1) € Q degeri ¢’yi belirliyor. Boylece

a(p) = ¢(1)
kurali bize birebir bir
a:Hom(Q,Q) — Q
fonksiyonu veriyor. Bu fonksiyon ortendir de. Nitekim eqer a € Q rastgele bir kesirli
say1 ise
¢(z) = za
kurali Q’dan Q’ya giden bir homomorfi tanimlar.

H herhangi bir grup olsun. Q grubundan H’ye giden tiim homomorfileri bulmaya
caligsalim. Cok kolay olmadigini gorecegiz. ¢ € Hom(Q, H) olsun. H bir abel grubu olmak
zorunda olmadigindan, H 'nin iglemini toplamsal olarak degil carpimsal olarak yaziyoruz.
Demek ki her ¢ € Q i¢in ¢(ng) = ¢(q)" olur. Buradan da ¢’nin aslinda m € N igin
©(1/m) elemanlar tarafindan belirlendigi anlagilir ¢linkii ne de olsa p(n/m) = ¢(1/m)"
olur. p(1) = a tanimini yapalim ve 0 # m € N igin ¢(1/m) degerini bulmaya ¢aligalim.

a=¢(1)=¢(m-(1/m)) =p(1/m)™
oldugundan H’nin ¢(1/m) elemani
a=(1/m)"

esitligini saglamak durumundadir. Yani H’de, her 0 # m € N igin @ = 2™ esitliginin
bir ¢ozlimii olmali, aksi halde ¢(1) = a olamaz. Bu esitligi saglayan bir a., segelim.
Demek ki a;i = a. (Dolayisiyla a1 = a.) Amacimizi anlamigsimizdir, amacimiz ¢(1/m)
elemaninin a,, olarak tanimlamak. Ama

@ = p(1/nm)" = p(n/nm) = o(1/m) = a,
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10.24

10.25

olmasi gerektiginden, segtigimiz bu elemanlar, her n ve m dogal sayilar i¢in ay,,, = am
esitligini saglamali. H grubunda bdyle bir (a,)» ailesi segebilirsek Q’dan H'ye giden
bir homomorfiyi ¢(n/m) = a,, kuraliyla tamimlayabiliriz. Homomorfi bulmak kolay
olmayabilir demigtik.

. G burulmal bir grup® ve ¢ : G — H bir homomorfi olsun. O zaman ¢(G) grubu da
burulmali bir gruptur. Eger G’nin her elemaninin n’inci kuvveti 1 ise, G’nin homomorfik
imgelerinin de ayni 6zelligi vardir.

. G boliiniir bir grup® ve ¢ : G — H bir homomorfi olsun. O zaman ¢(G) grubu da
boliiniir bir gruptur. Nitekim eger ™ = g denklemini G’de ¢6ziimii varsa, 2" = ¢(g)"
denkleminin ¢(G)’de ¢oziimii vardir: G’deki ¢oziim a ise, p(G)’deki (bir) ¢oziim ¢(a)
olur.

Bu 6rnek 151g1nda Ornek 10.21%¢ bir daha bakalim. Z’nin boliiniir bir altgrubu {0} olmak
zorunda oldugundan, Hom(Q, Z)’de sadece sabit 0 fonksiyonu vardir.

Alistirmalar
10.26. Eger ¢ : G — H bir homomorfiyse ve A < G ise p(A) < H oldugunu kanitlaymn.
10.27. Eger ¢ : G — H bir homomorfiyse ve B < H ise ¢~ !(B) < G oldugunu kanitlayin.
10.28. o(x) = 2~ ! kuraliyla tanimlanmig fonksiyonun homomorfi olmasi i¢in grubun abel
grubu olmasi yeter ve gerek kosul oldugunu kanitlayin.
10.29. Eger ¢ : G — H bir homomorfiyse ve B <t H ise ¢ *(B) <1 G oldugunu kanitlayn.
10.30. Eger ¢ : G — H bir homomorfiyse ve A <1 G ise ¢(A) < H oldugu her zaman dogru

10.31.

10.32.

10.33.

10.34.

10.35.

10.36

degildir. Bunu gérmek igin bir H grubu ve H’nin normal olmayan bir A grubunu alalim.
Mesela A = Sym 2, H = Sym 3 olabilir. G = A olsun ve ¢ : G — H gémme fonksiyonu
olsun, yani her g € G i¢in ¢(g) = g olsun. O zaman A < G olur (esitler ¢iinkii) ama
©(A) < H olmaz. Ote yandan Eger ¢ : G — H bir homomorfiyse ve A < G ise ¢(A) <
»(G) oldugu dogrudur; kanitlayin. Yani érten homomorfizmalarda normal altgruplarin
imgeleri de normaldir.

G bir grup ve A bir abel grubu olsun. Hom(G, A), G’den A’ya giden homomorfiler
kiimesi olsun. Eger «, 8 € Hom(G, A) ise, aff : G — H fonksiyonunu, her g € G igin

(aB)(g) = alg)B(g)

olarak tanmimlayalim. af’nin da bir homomorfi oldugunu gostermek zor degil. Bunun
igin A’nin bir abel grubu olmasi 6nemlidir, aksi halde dogru degildir.

Eger o : G — H bir homomorfiyse ve aym zamanda bir eglemeyse o™ : H — G
fonksiyonunun da bir homomorfi oldugunu kanitlayin.

G ve G1 birer grup, ¢ : G — G1 bir homomorfi ve (H;);er ailesi G’nin bir altgrup
ailesi olsun. Bu durumda @((H; : i € I)) = (p(H;) : i € I) esitligini gésterin.

G bir grup, N <G ve (H;);er ailesi G'nin bir altgrup ailesi olsun. Yukaridaki aligtirmay1
kullanarak (H; : 4 € I)N/N = (H;N/N : i € I) esitligini gosterin.

H herhangi bir grup ise Hom(Z x Z x Z, H) kiimesinin elemanlarini betimleyin. (Bkz.
Ornek 10.18.)

. Ornek 10.18 ve 10.22’ten esinlenerek Hom(Q x Q, Q) kiimesinin elemanlarini belirleyin.

2Yani her g € G &yle bir n > 0 tamsayis: vardir ki g" = 1 olur.
3Yani her ¢ € G ve n > 0 tamsayisi icin 2" = g denkleminin G’de bir ¢bziimii olsun.

Ornegin Q, R ve R”? béliniir gruplardir.
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10.2 Otomorfi Grubu

Homomorfilerin bilegkelerinin de homomorfi oldugunu kanitlamak zor degil.
Nitekim eger ¢ : G — H ve ¢ : H — K iki homomorfiyse,

Wop)(zy) = Y(p(ry)) = (p(T)e(y))
= P(f@)P(f(y) = (o) (y)(¥op)(y)

esitligi bize ¥ o : G — K fonksiyonunun da bir homomorfi oldugunu soyler.
Ayni zamanda egleme olan ¢ : G — H homomorfilerine izomorfi adi ve-
rilir. Ayn1 zamanda eglesme olan ¢ : G — G homomorfilerine otomorfi adi
verilir. G'nin otomorfilerinden olugan kiime Aut G olarak yazilir. Bir onceki
paragrafa gore izomorfilerin bilegkesi gene bir izomorfidir ve dolayisiyla Aut G
kiimesi bilegke altinda kapalidir. Bir G grubundan kendisine giden homomorfi-
lere endomorfi adi verilir ve bu kiime Hom(G, G) yerine End G olarak goste-
rilir. End G kiimesi de Aut G kiimesi gibi bilegke altinda kapalidir.
Eger ¢ : G — H bir izomorfiyse, o zaman @’nin ters fonksiyonu olan
~1: H — @ de bir izomorfidir. Nitekim eger hi, ho € H ise, p(g1) = hq
ve p(g2) = ha esitliklerini, yani ¢ ='(h1) = g1 ve o 1(ha) = g2 esitliklerini
saglayan g1, go € G elemanlarini segip hesap yapalm:

e t(hiha) = f(f(g )( 2)) = 1 f(g0)fH(f(g2))
= g2 =¢ (h)p~ (h2)

olur. Dolayisiyla otomorfilerin (bilegke iglemine gore) tersleri de bir otomorfi-
dir.
Bunun disinda Idg : G — G 6zdeslik fonksiyonu elbette bir otomorfidir.
Yukaridaki soylediklermizden su sonug cikar:

Teorem 10.2. Eger G bir grupsa, Aut G kiimesi de fonksiyonlarin bileskesi
islemi altinda bir gruptur. O

Elbette Aut G, Sym G’nin bir altgrubudur, ne de olsa Aut G'nin elemanlari
ayni zamanda G’nin eglesmeleridir.

Notlar ve Ornekler
10.37. ¢ € EndQ olsun p(l)=a olsun Her ¢ € Q i¢in ¢(q) = agq esitligini kanitlayacagiz.
o(n+1) =)+ ¢(1) = p(n) + a esitliginden tiimevarimla her n € N igin p(n) = an

esitligi ¢ikar. o(— ) = —<p( ) esitliginden de her n € N igin ¢(n) = an esitligi ¢ikar.
Simdi n, m € Z olmak iizere ¢ = n/m olsun. O zaman

an=¢(n)=¢ (m%) =myp (%) = mp(q)

olur ve bundan da istenen ¢(q) = an/m = aq esitligi ¢ikar.
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10.38.

10.39.

10.40.

10.41.

10.42.

10.43.

Z x Z grubunun endomorfilerini bulalim. ¢ € End(Z X Z) olsun. Z x Z grubu e; =
(1,0) ve e2 = (0,1) elemanlar: tarafindan tretildiginden, ¢ endomorfisi bu elemanlarin
imgeleri tarafindan belirlenir. Nitekim eger

p(e1) = (a, b) ve p(e2) = (¢, d)
ise her (z, y) € Z x Z igin,
e(z, y) = p(wer +yez) = zp(er) + yp(e2) = z(a, b) +y(c, d) = (za + ye, vb + yd)

olur. Ayrica her (a, b) ve (¢, d) segimi bize bir endomorfi verir.
exp fonksiyonu R grubundan R>° grubuna giden bir izomorfidir ve tersi olan In fonksi-
yonu R>? grubundan R grubuna giden bir izomomorfidir.
Aut Z iki elemandan olugur: Idz ve —Idz. (Bkz. Ornek 10.17.) Birincisi z — x, ikincisi
x — —x kuraliyla verilir. Simdi Z yerine, bir a igin A = {a™ : n € Z} bic¢iminde yazilan
sonsuz dongtisel grubu ele alalim. Bu grup elbette Z grubuna izomorftur. Dolayisiyla
Aut A >~ AutZ olmali, dolayisiyla A'min iki otomorfisi olmali. Bunlardan biri x +— =,
digeri ¢ — 2~ ! kuraliyla verilmigtir.
H < G olsun. O zaman G'nin her g elemanm z +— z? kuraliyla H’nin bir otomorfi-
sini dogurur. H’nin bu otomorfisine ¢4 diyelim. Kolaylikla ¢g,¢9, = ©g, © g, esitligi
kanitlanabilir. Demek ki ¢(g) = ¢4 kuraliyla tamimlanmig ¢ : G — Aut H fonksiyonu
bir homomorfidir.
Yukaridaki 6rnegi genellestirebiliriz. G herhangi bir grup ve H, K < G olsun. K <
Ng(H) varsayimini yapalim. O zaman k € K ve h € H icin o (h) = khk™! kuraliyla
tanimlanmig ¢ fonksiyonu H’den gene H’ye giden bir otomorfidir. Ayrica i o @ =
prie olur; yani o(k) = ¢ kurah bize bir ¢ : K — Aut H homomorfisi verir.
G herhangi bir grup, n > 0 bir tamsay1 ve ¢ € Symn olsun. O zaman G™ kartezyen gru-
bunun koordinatlarini o elemanina gére kararsak, yani (g;); elemanini (g, (;)): elemanina
déniistiiriirsek, G™'nin bir ¢, otomorfisini elde ederiz. Ornegin n = 6 ve o = (1 2 3)(5 6)
ise

©o (91,92, 93,94, 95, 96) = (92,93, 91, 94, g6 J5)
olur. Her a, 8 € Symn igin ¢a 0 o3 = pap olur. Boylece p(o) = ¢, kuraliyla verilmig
bir ¢ : Symn — Aut G" homomorfisi elde ederiz.
Bu 6rnekte endis kiimesini sonlu olmak zorunda degildik, endis kiimesi herhangi bir 1
kiimesi olabilirdi. Bu durumda o’y1 Sym n’den se¢gmek durumunda olurduk.

Aligtirmalar

10.44.

10.45.

10.46.

10.47.

10.48.

G bir grup olsun. z — z~! fonksiyonunun bir otomorfi olmasiyla G’nin abel grubu
olmasinin egdeger kosullar oldugunu gosterin.

G bir grup olsun. = +— z? fonksiyonunun bir endomorfi olmasiyla G’nin abel grubu
olmasiin egdeger kogullar oldugunu gosterin. (Aymi aligtirma, 2 yerine 3 sayisi igin
dogru degildir.)

G bir grup olsun. (g1,92) — (g2,91) fonksiyonunun G x G grubunun bir otomorfisi
oldugunu gosterin.

G bir grup olsun. G = G x ... X G (n defa) olsun. Symn grubundan Aut G™ grubu-
nun igine giden birebir homomorfi oldugunu gosterin. (ipucu: Symn’nin elemanlar1 G"
grubunun koordinatlarini tahmin edildigi gibi degistirsin.)

Z x 7Z grubunu ele alalim. e; = (1,0) ve ez = (0,1) olsun. Rastgele bir G grubu olsun
ve ¢ : Z X Z — G bir homomorfi olsun. ¢(e1)p(e2) = ¢(e2)p(e1) esitligini kanitlayn.
Simdi G grubundan g; ve g2 elemanlar: alalim. Bu elemanlarin birbirileriyle degistigini
varsayalim, yani gigs = ¢2g1 olsun. Z X Z grubundan G grubuna giden ve p(e1) =
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10.49.

10.50.

10.51.

10.52.

10.53.

10.54.
10.55.
10.56.

10.57.

10. Homomorfiler

g1 ve p(e2) = go esitliklerini saglayan bir homomorfi oldugunu kamtlayin; ayrica bu
homomorfinin biricik oldugunu kanitlaymn.

Yukaridaki aligtirmay1 Z @ Z @ Z ve herhangi bir I gostergeg kiimesi igin @77 gruplarina
genellestirin.

A = Z x Z grubunu ele alalim. e; = (1,0) ve ez = (0,1) olsun. A’dan A’ya giden ve
pler) = (1,2), p(e2) = (1,1) esitliklerini saglayan bir ¢ € End A oldugunu bir énceki
aligtirmadan biliyoruz. Bu endomorfinin bir izomorfi oldugunu kanitlayn.

pler) = (1,2), p(e2) = (3,1) esitliklerini saglayan ¢ € End A endomorfisinin birebir
oldugunu ama orten olmadigini kanitlayin.

p(er) = (1,2), p(e2) = (2,1) esitliklerini saglayan ¢ € End A endomorfisinin ne birebir
ne orten oldugunu kanitlayin.

Hangi a, b, ¢, d € Z sayilan igin ¢(e1) = (a,b), p(e2) = (c¢,d) esitliklerini saglayan
¢ € End A endomorfisi birebirdir, ya da ortendir?

Bu aligtirmada bir abel grubunun endomorfilerinin bir “halka” olusturdugunu goste-
recegiz. A # 1 bir abel grubu olsun. Kolaylik olmasi agisindan A’nin iglemini toplamayla
yazalim. Eger o, § € End A ise a4+ 8 : A — A fonksiyonu da bir endomorfi olur. (Bkz.
Algtirma 10.31.) Ayrica a o 8 fonksiyonunun da bir endomorfizma oldugunu biliyoruz.
Bundan boyle o o 8 yerine aff yazalim ve bunu « ile f'nin ¢arpimi olarak algilayalim.
a. End A kiimesinin toplama altinda bir abel grubu oldugunu gosterin. Toplamanin
etkisiz elemani olan sabit 0 fonksiyonunu gene 0 olarak gosterecegiz.

b. Her o, B8, v € End A igin (a8)y = a(B7) oldugunu zaten biliyoruz; bu esitlik sadece
endomorfiler i¢in degil, tiim fonksiyonlar i¢in gegerlidir.

c. Her o, 8, v € End A igin a(8 +v) = af + ay ve (a + B)y = ay + B esitliklerini
gosterin.

d. Ida € Aut A C End A elemani ¢arpmanin etkisiz elemanidir. Bu elemam 1 olarak
gosterecegiz. 1 # 0 oldugunu goézlemleyin.

Yukaridaki 6zellikleri olan bir (End A, +,0,0,1) yapisina halka denir.

Her z, t € Z igin ¢,(T) = tx kural bize bir ¢ : Z/nZ — 7Z/nZ grup endomorfisi verir.
End(Z/nZ) = {t: : t =0, 1,...,n — 1} esitligini kantlaym. (Bkz. Ornek 10.20.)

Y(t) = ¢ kuralyla tanimlanmis ¢ : Z/nZ — End(Z/nZ) fonksiyonunun (gercekten)
iyl taniml, birebir ve orten oldugunu kamitlaymn. (t +3) = ¥ (t) + %(35) ve ¥(ts) =
(L) o1 (3) esitliklerini kanitlayin.

Aut(Z/nZ) ={¢y : t=0,1,...,n— 1 ve ebob(t,n) =1} esitligini kamtlayin.

Bir 6nceki aligtirmadan esinlenerek End Z halkasini (kiimesini ve toplama ve bilegke
islemlerini) bulun.

Ornek 10.15’deki H; gruplari abel gruplar: olsun. O 6rnekte bulunan « ve 3 fonksiyonlari
homomorfilerin toplamasiyla uyumlu mudur, yani bir grup homomorfisi midir?

Aut Dg gurubunu bulun.

Z x Z grubunun otomorfi grubunu ve bu grubun merkezini bulun.

A C G bir altkiime ve X = {A” : © € G} olsun. Eger g € G ise ve B € X ise §(B) = BY
tanimini yapalim. g € Sym X oldugunu kanitlayin. v — g fonksiyonunun G’den Sym X’e
giden bir homomorfi oldugunu kanitlayin.

G sonlu bir grup olsun. ¢ € Aut G, derecesi 2 olan bir otomorfi olsun, yani ¢ o ¢ = Idg
olsun. Eger ¢(g) = g oldugunda g = 1 oluyorsa, yani ¢’'nin 1’den basgka sabitledigi
nokta yoksa, o zaman her ¢ € G icin p(g) = ¢~ ' oldugunu (dolayisiyla G’nin abel
oldugunu, bkz. Aligtirma 10.44) kanitlaymn. Ipucu: Once G'nin her elemaninin g to(g)
olarak yazildigini gbsterin; sonra bu tiir elemanlara ¢’yi uygulayin.
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I¢ Otomorfiler. Simdi bir G grubunun ozel otomorfilerinden sézedecegiz.
Kolayca kanitlanabilecegi iizere, g € G ise, = +— grg~' kurahyla tanimlanmig
Inn, : G — G fonksiyonu G'nin bir otomorfisidir. Bunu kamitlamak icin,
Inn, fonksiyonunun birebir ve érten oldugunu ve Inng(zy) = Inng(z) Inng(y)
esitligini gostermek gerekir, ki bunlar da oldukca basit hesaplardir. Inn, tiirtin-
den otomorfilere G’nin 2¢ otomorfisi ad1 verilir. Buradan, G’den Aut G’ye gi-
den bir Inn : G — Aut G fonksiyonu elde ederiz: Inn(g) = Inn,. Bu fonksiyon
da bir homomorfidir, ancak birebir ya da orten olmayabilir. Inn fonksiyonunun
homomorfi oldugunu kamtlamak kolay: Her g, h, x € G icin,

(InngoInny)(z) = Inng((Inny)(z)) = Inng(hah™1) = ghah~tg~!
= (gh)z(gh)~t = Inngy, ()

ve dolayisiyla her g, h € G igin
Inng o Inny, = Inngyy,
olur. Inn fonksiyonunun bir homomorfi olmasindan,
(Inng) ™ = Inng,—

esitligi cikar, ama bunu dogrudan gostermek de ¢ok kolay.

Bir grubun i¢ otomorfilerinden bagka otomorfileri de olabilir; ama bazen
de olmayabilir. Mesela n > 3 amd n # 6 ise, Symn’'nin sadece i¢ otomorfileri
vardir ama bunu gostermek hig kolay degildir.

I¢ otomorfiler kiimesi Inn G elbette Aut G grubunun bir altgrubudur. Bu
altgrubun normal bir altgrup oldugunu iddia edip kanithyoruz. g, x € G ve
p € Aut G olsun. Hesap yapalim:

(¢ Inng ) () = ¢ (gp(x)g™ ") = o (g)zp ' (9) ! = Inng 14 (2)

ve dolayisiyla
@1 Inng ¢ = Inng,-1(y),

yani Inn G < Aut G.

Alistirmalar

10.58. g € Z(G) koguluyla Inng = Idg kogulunun egdeger oldugunu kanitlayimn.

10.59. Inng = Inny, esitliginin dogru olmas: igin gh™le Z(G) kogulunun gerek ve yeter oldugu-
nu kanitlayin. Dolaysiyla eger Z(G) = 1 ise Inn : G — Aut G homomorfisi birebirdir.

10.60. H <1 G olsun. O zaman G’nin her g elemani x +— zY kuraliyla H’nin bir otomorfi-
sini dogurur. H’nin bu otomorfisine ¢4 diyelim. Kolaylikla ¢g4,¢9, = ©g, © g, esitligi
kanitlanabilir. Demek ki ¢(g) = ¢4 kuraliyla tanimlanmig ¢ : G — Aut H fonksiyonu

bir homomorfidir.
p(g) €InnH & ge Co(H)H

Oonermesini kanitlayin.
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Karakteristik Altgruplar. G bir grup ve H < G olsun. Eger her ¢ €
Aut G icin o(H) C H, dolaywisiyla p(H) = H oluyorsa, H’ye karakteris-
tik altgrup denir. Bu durumda H char G yazilir. Karakteristik altgruplar ig
otomorfiler altinda degigsmediginden normal olurlar.

Eger X C G altkiimesi G’nin otomorfileri altinda yerinden kimildamiyorsa,
X’e karakteristik altkime denir. Karakteristik altkiimeler tarafindan tre-
tilen altgruplar karakteristik altgruplar olurlar elbet.

Alstirmalar

10.61. Z’nin her altgrubu karakteristiktir.

10.62. Z x Z grubunun karakteristik olmayan bir altgrubunu bulun.

10.63. Z x Z grubunun karakteristik olan sonsuz sayida altgrubunu bulun.

10.64. Z(G) char G oldugunu gosterin.

10.65. K char H char G ise K char G oldugunu gosterin.

10.66. Eger H char G ise C¢(H) char G oldugunu gosterin.

10.67. Eger H, K char G ise HK char G oldugunu gosterin.

10.68. Eger H, K char G ise [H, K] char G oldugunu gosterin.

10.69. 7 bir asallar kiimesiyse, (h : h bir w-eleman) char G oldugunu gosterin.

10.70. n € Nise (h" : h € G) char G oldugunu gosterin.

10.71. h € G ise {¢(h) : ¢ € Aut G) char G oldugunu gosterin.

10.72. G bir grup, ¢t € G derecesi 2 olan bir eleman olsun. X = {[t,g] : ¢ € G} olsun. Bu
aligtirmada X’in bir abel grubu oldugunu (ve fazlasini) kanitlayacagiz.
a. z € X icin ' = 27! oldugunu kanitlayin. Elbette ¢ ¢ X. Buradan, tX’in eleman-
larinin derecesinin 2 oldugunu gosterin.
b. ©(gCc(t)) = [t, g7 '] kurahyla tanimlanmig ¢ : G/Cq(t) — X fonksiyonunun iyi
tanimlanmig oldugunu ve bir egleme oldugunu kanitlayin.
Bundan béyle G'nin sonlu oldugunu ve Cg(t) = {1, ¢} varsayimini yapalim.
c. (b)’den dolay1 | X| = |G|/2 oldugunu gosterin.
d. (a)’dan dolay1 X’te derecesi 2 olan bir elemaninin olmadigini gosterin.
e. Yukaridakilerden X N¢X = () oldugunu gosterin.
f. Buradan G = X U tX esitligini ve X’in derecesi # 2 olan elemanlardan olugtugunu
gosterin.
g. Demek ki X, G’nin karakteristik bir altkiimesidir, yani otomorfiler tarafindan yerin-
den oynatilamaz.
h. 2 € X \ {1} sabit bir eleman olsun. {*’in de X’in elemanlarim terslerine yolladigim
yani her y € X igin ytm =y~ ! oldugunu kanitlayin.
i. Buradan 1 # z? = #t° elemaninm X’in elemanlarini merkezledigini gosterin.
j. Buradan X = Cg(2?) < G ¢ikar.
k. (1)’den dolay1 X bir abel grubudur.

10.73. G derecesi 2 olan elemani bulunmayan burulmali bir grup olsun. G’nin derecesi 2 olan bir
¢ otomorfisi oldugunu ve bu otomorfinin 1’den bagka eleman sabitlemedigini varsayalim.
Her g € G icin p(g) = g~ ' oldugunu (dolayisiyla G’nin bir abel grubu oldugunu)
kanitlayacagiz.
a. Her a, b € G icgin eger a® = b? ise a = b oldugunu gosterin.
Bundan boyle bir g € G sabitleyelim. G’nin 2-béliniir oldugunu biliyoruz (Sonug 4.9).
h? = p(g~1)g esitligini saglayan bir h € G alalim.
b. ¢(h)? = b2 oldugunu, buradan da (k) = h™" esitligini kanitlayin.



10.3. izomorfik Gruplar 157

c. p(gh™) = gh™! esitligini, buradan da g = h esitligini kanitlaym. Bu da istedigimiz
sonucu verir.

10.3 Izomorfik Gruplar

Iki izomorfik grup arasmnda gruplarm elemanlarimm ve islemlerinin adlari ve
gosterimleri diginda grup teori agisindan higbir fark yoktur. Nitekim eger f :
G — H bir izomorfiyse, ¢’yi bir sozliik gibi kullanip G dilinde yazilan 6ner-
meleri H dilinde yazilmig 6énermeler haline doniistiirebiliriz ve birinde dogru
olan énermenin cevrilmis hali digerinde de dogru olur. Ornegin a, b, ¢ € G gibi
elemanlar arasindaki her tirli iligki ¢(a), ¢(b), f(c) € H elemanlar arasinda
da gecerlidir. Ya da a, b, ¢ € G gibi elemanlar iceren zayabryrc = 1 ben-
zeri herhangi bir denklemin G’de ¢Oziimii varsa, bu denklemin muadili olan
(6rnegimizde zp(a)yp(a)p(b)xyzrp(c) = 1) denkleminin H’de de ¢oziimii var-
dir ve G’de ne kadar ¢oztim varsa, H’de de o kadar ¢éziim vardir. Ya da G bir
abel grubuysa H’de bir abel grubudur. G’de her z, y, z i¢in [[z,y], [z, 2]] = 1
esitligi gecerliyse, ayni egitlik H’nin her x, y, z elemani i¢in de gegerlidir. Bu
dediklerimizin ters istikameti de dogrudur: H’de dogru olan her 6nerme, ¢!
sozliigiiyle G'nin diline ¢evrildiginde G’de de dogru olur.

Dolayisiyla izomorfik gruplar grup teori acisindan egit sayilmalidir. Esit
olmadiklarindan, esitlik yerine ~ igaretini kullanacagiz ve G ve H gruplari
izomorfikse G ~ H yazacagiz. ~ iligkisi gruplar simfi* iizerine bir denklik
iligkisidir: Her G, H, K grubu igin,

G~G

G~Hise H>~G

G~Hise H~Kise G~ K
Onermeleri gecerlidir.

Notlar ve Ornekler

10.74. Tim 1 elemanl gruplar birbirine izomorfiktir.

10.75. Z/2Z = {0, 1} grubuyla garpma altinda bir grup olan R* grubunun {1, —1} altgrubu
izomorfiktirler. Nitekim 0 elemanini 1’e (etkisiz eleman etkisiz elemana gitmek zorunda),
1 elemanin1 —1’e gotiiren ¢ fonksiyonu bir izomorfidir, ¢(z + y) = f(z)¢(y) esitligini
saglar.

10.76. Iki elemanli tiim gruplar izomorfiktirler. Nitekim {1, x}, iki elemanli bir grup olsun. 1
etkisiz eleman oldugundan, 2’in tersi 1 olamaz; ’in tersi gene x olmali. Demek ki 2% = 1
olmali. Goriildiigi gibi grubun ¢arpmasi tamamen belirlendi. Bu yaptigimiz tabii ki tiim
gruplar i¢in gegerli. (Eger grubun islemi toplamaysa, yaptiklarimizi toplamanin diline
gevirmek gerekir.) Dolayisiyla tiim iki elemanh gruplar izomorfiktirler ve hatta birinden

4Gruplar bir kiime olugturmazlar. Ne de olsa her z kiimesi icin bir elemanl {z} kiimesi
vardir, yani ¢ok fazla grup vardir, kiime olamayacak kadar. Kiime olan ya da olmayan top-
luluklara genel olarak sinsf adi verilir. Mesele tiim kiimeler toplulugu kiime olmayan bir
siiftir.
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10.78.
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digerine giden tek bir izomorfi vardir. Eger gruplardan biri {1, z} digeri {1, y} ise,
izomorfi 1’1 1’e, 2’1 y’ye gotiirmek zorundadir.

Ug elemanl tiim gruplar da izomorfiktirler, ama bu sefer ii¢ elemanl iki grup arasinda
iki farkli izomorfi vardir. Eger gruplardan biri {1,z 2%} digeri {1,y,y?} ise  +— y ve
x — y? iki farkli izomorfiye yol acar.

P C N, asallar kiimesi olsun. 0 # = € N olsun. z’i asallarina ayiralim:

z = Hpvalpac.

peP
Burada val, z, p'nin 2’i bolen en biiyiik kuvvetidir. Ornegin, her p € P i¢in
vals 18 = 2, valy 18 = 1, val5 1000 = 3, val; 121 =0, val, 1 = 0, val, p" = n

olur. Eger p asali 2’i bolmiiyorsa, val, z = 0 olur; dolayisiyla yukaridaki ¢arpim aslinda
sonlu bir ¢arpimdir, carpilan terimlerin hemen hepsi 1’e esittir. Elbette

val, zy = valp, x + val, y
olur; bir bagka deyisle eger N’de elemanlar: asallarina ayirabilirsek, ¢carpma iglemi aslinda
elemanlar1 bolen asallarin en biiyiik kuvvetlerinin toplamasiyla elde edilir;6rnegin
(2754324576 (141 515714y _ 9895324591714
olur. Simdi ¢ € Q”° olsun. z, y € \{0} i¢in ¢ = z/y olarak yazalim. O zaman,

valp,

x HPEPP val, z—valy, y
q:§:H p“alpy:Hp ! !
peP pEP
olur.
valp, ¢ = val, x — val, y

tanimini yapalim. Bu tanimin iyi bir tanmim oldugu, yani z/y = x1/y1 ise
val, x — val, y = val, 1 — val, y1

oldugu belli. Yukarida elde ettigimiz esitligi bu tamimla tamgtiralim: Aynen dogal say1-
larda oldugu gibi
q= H pvalp q

peP
elde ederiz, ama bu sefer val, g sayilar1 negatif de olabilirler. Gene aynen dogal sayilarda
oldugu gibi,
val, q¢' = val, g + val, ¢

olur; ama bunun diginda bir de,
val, 2/ = val, ¢ — val, ¢’
q

olur. Simdi,

go:@>0*>@Z
P

fonksiyonunu
¢(q) = (valp q)p
olarak tanimlayalim. ¢ fonksiyonu birebir ve értendir. Ayrica ¢(qq’) = ¢(q)+¢(q’) olur.
Demek ki ¢ bir izomorfidir:
e~Ppz.
P
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G bir grup, X bir kiime olsun. f : G — X bir egleme olsun. z, y € X i¢cin z xy =
FUF Y (x)f~ (y)) tammim yapalim. (X, «) ikilisi bir grup olur ve boylece f : G — X
bir izomorfiye déniigiir. (Bkz. Algtirma 1.79.)

A, ®ic1Z grubunun koordinatlar: ¢ift sayilardan olugan altkiimesi olsun. A’nin bir grup
oldugu bariz olmali. A ile ®;crZ grubunun izomorfik olduklarini gésterin.

Aym eleman sayisina sahip (sonlu ya da sonsuz) tiim doéngiisel gruplar izomorfiktirler.
Eger grubun n elemam varsa, grup {1, , 2%, ..., 2" "'} bigimindedir ve z"2° = z"**
oldugundan, 7 — z" fonksiyonu Z/nZ grubundan bu guruba giden bir izomorfidir. Eger
grubun sonsuz sayida elemani varsa, o zaman grubun z™ tiriinden elemanlar1 farkh
n tamsayilar igin farkli elemanlardir ve n +— z" fonksiyonu Z’den gruba giden bir
izomorfidir.

Teorem 10.3. Ayni elemana sahip iki déngilisel grup birbirine izomorfiktir. Eleman
sayst m < oo olan bir dongisel grup 7 /nZ grubuna, eleman sayist sonsuz olan dongisel
bir grup Z grubuna izomorfiktir. O

Asal sayida elemani olan bir grup dongiisel olmak zorundadir. Dolayisiyla bir p asal
icin p tane eleman: olan bir grup Z/pZ grubuna izomorftur.

Teorem 10.4. Eger p bir asalsa, p elemana sahip her grup Z/pZ grubuna izomorfiktir.
(Dolayrswyla déngliseldir, dolaysiyla abel grubudur.) (]

G bir grup ve A, B < G olsun. Her a € A ve her b € B i¢in ab = ba varsayimini
yapalim. O zaman AB < G olur. Bir de ayrica A N B = 1 varsayimini yapalim. O
zaman (a,b) — ab kurali bize A x B grubuyla (kartezyen garpim, bkz. Aligtirma 1.7)
AB altgrubu arasinda bir homomorfi verir (kontrol edilmeli; bunun igin A ve B’nin
elemanlarinin birbirleriyle degismeleri 6nemlidir). Bu homomorfi 6rtendir elbette, ama
ayn1 zamanda birebirdir: a, a1 € A ve b, b1 € B igin ab = a1b1 ise o zaman afla =
hole ANB=1 olur, yani a = a1 ve b = by olur. Demek ki bu durumda A x B ~ AB
olur. Agagidaki teoremi kanitladik:

Teorem 10.5. G bir grup ve A, B < G olsun. Her a € A ve her b € B igin ab = ba
ve AN B = 1 varsayimlarini yapalim. O zaman (a,b) — ab kurals bize A x B grubuyla
G'nin AB altgrubu arasinda bir izomorfi verir. g

G, kendisinden ve 1’den bagka altgrubu olmayan bir grup olsun. Diyelim G # 1. O
zaman her 1 # z € G igin () = G olur. Demek ki bir 1 # n € N i¢in G ~ Z/nZ.
Ama n asal degilse Z/nZ’nin 1’den farkli ézaltgruplar: vardir. Demek ki bir p asali igin
G ~ Z/pZ. Bunu da teorem olarak yazalim:

Teorem 10.6. Kendisinden ve 1°den baska altgrubu olmayan bir grup bir p asaly i¢in
7./pZ grubuna izomorftur. d

G bir grup, I bir index kiimesi ve (Aser), G'nin bir altgrup ailesi olsun. Her i # j ve
her a; € A; ve aj € A; igin a;a; = aja; varsayimini yapalim. Bu durumda (A; : ¢ € T)
grubunun elemanlarini birbirinden farkli i1, ..., 4y € I gostergecleri ve a;; € A;; eleman-
lar1 igin a4, - - - a;, biciminde yazabiliriz. Yani A; altgruplarmin elemanlarini herhangi
bir sira gézetmeksizin diledigimiz gibi ¢arpabiliriz. Dolayisiyla (a;); + []; a; kural bize
@®A; grubundan (A; : i € I) altgrubuna giden bir fonksiyon verir. Bu fonksiyon el-
bette orten bir homomorfidir. Ama birebir olmayabilir. Birebir olabilmesi igin A;’lerden
birinin 1’den farkli bir elemanini digerlerinin elemanlarinin ¢arpimi olarak yazamamiz
gerekir, yani (A; : i € I\ {j}) N A; = 1 esitliginin olmas:i gerekir (neden?) O zaman
(ai)i = T, ai kural bize @A; grubuyla G'nin (A; : ¢ € I) altgrubu arasinda bir izomorfi
verir.

Bunu da bir teorem olarak yazabiliriz.



160

10.86.

10.87.
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10.89.
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Teorem 10.7. G bir grup, I bir index kiimesi ve (Aicr), G'nin bir altgrup ailesi olsun.
Her i # j ve her a; € A; ve aj € Aj igin a;a; = aja; ve (A; i€ IN{j})NA; =1
varsayimany yapalm. O zaman (a;); — Hz a; kuraly bize ®A; grubuyla G'nin (A; :i € I)
altgrubu arasinda bir izomorfi verir. g
(a, b a?, b, (ab)?) grubunun

{1, a, b, ab, b*, ab®}

kiimesinden ibaret oldugunu biliyoruz (bkz. Ornek 9.86). Bu grubun Sym3 grubuna
izomorf oldugunu kanitlayin.

(a, b a*, v*, (ab)?) grubunun Dg grubuna izomorf oldugunu kanitlaym.

n > 2 bir dogal say1 olsun. {a, b | a, b%, (ab)?) grubunun Ds, grubuna izomorf
oldugunu kanitlayin.

n > 2 bir dogal say1 olsun. (a, b | a®, b?, (ab)™) grubunun da Da, grubuna izomorf
oldugunu kanitlayin.

. G bir grup olsun. Z ~ A < G olsun. Ayrica [G : A] = 2 olsun. G grubu hakkinda ne
soyleyebiliriz?

Yanit: A grubu a elemam tarafindan tretilsin. b € G\ A olsun. Demek ki

G = (a,b) = AL Ab

olur. A’'nin indeksi 2 oldugundan, b*> € A olur (bkz. sayfa 134). Dolayisiyla bir n € N
icin b2 = @™ olur. n’nin tek ya da ¢ift olmasi 6nemli olacak, bu yiizden,

n=2m+e
olacak bigimde m € N ve e = 0, 1 sayilarini secelim. Demek ki
(1) b’ = a’a’.

Ayrica, b eleman,  — x° kuraliyla A grubunun bir otomorfisine yol acar. Ama A’'nin
sadece iki otomorfisi vardir (Ornek 10.40); bunlardan biri 6zdeslik fonksiyonu z — z,
digeri de = + x~* kuraliyla verilmis tersini alma fonksiyonudur; bir baska deyisle

b +1
a =a

olur. Tki durumu ayr1 ayr1 irdeleyelim.
Once her z € A i¢in 2° = 2z durumunu ele alahm. Bu durumda G abel grubu olmak
zorundadir. Dolayisiyla (1)’den dolay1,

olur. ba™t € G \ A oldugundan, ta en basta sec¢tigimiz b yerine ba~! elemanim alip
2 e
b =a

varsayimini yapabiliriz. Simdi iki ayr1 altdurum var: e = 0 ya da e = 1. Birinci altdu-
rumda b* = 1 olur. Bu durumda B = {1,b} bir altgruptur ve elbette Z/2Z ~ B < G
olur. Dolayisiyla, Teorem 10.5 ve Aligtirma 10.105’den dolay:

G ={a,b) =(a){b) =AB~A®B~ZDL/2Z

olur. Bu izomorfide a elemam Z & Z/27 grubunun (+1,0) elemanina (ikisinden birine)
ve b eleman1 (0, 1) elemanina tekabiil etmektedir. Simdi e = 1 altdurumunu ele alalim.
Bu altdurumda b? = a oldugundan,

G=(ab)=(b)~7
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olur. Bu izomorfide b elemani Z’nin +1 elemanina tekabiil eder (Z’'nin +1’den bagka
ireteci yoktur ¢linkii); a ise £2 elemanina ve A altgrubu Z’nin 27 altgrubuna tekabiil
eder.

1mdi1 her x € icin x° =x~ urumunu ele alalim. u durumda,
imdi h A icin xb td le alalim. Bu d d
a'n _ b2 _ (b2)b _ (an)b _ (an)fl _ afn

oldugundan, a™ = 1 olur. Demek ki > = 1 olur. Bu son esitlik grubun yapisimi tamamen
ortaya gikarir:
G={a"b":ne€Z,e=0,1}

ve
ba = babb = b~ abba’b = a~'b.

Buldugumuz bu ba = a™'b (ya da baba = 1) esitligi ve varsayimimiz olan b* = 1 esitligi,

grubun a”b® ve a™b¢ elemanlarmi carpmak igin yeterlidir. Su teoremi kanitladik.

Teorem 10.8. G bir grup olsun. G’nin Z’ye izomorfik indeksi 2 olan bir altgrubu
oldugunu varsayalim. O zaman G ~Z ® Z/2Z, G ~ 7 ya da G = {(a, b | b* = baba = 1)
olur. Her i¢ durumda da Z’ye izomorf olan altgrup siraswyla Z @ {0}, Z = 27 ve {a)
olur. g

Aligtirmalar

10.91.
10.92.
10.93.
10.94.
10.95.
10.96.
10.97.
10.98.
10.99.

Z ile Z & 7Z grubunun izomorfik olmadiklarini gdsterin.
Z/4Z ile Z./27 @ Z72Z grubunun izomorfik olmadiklarini gosterin.
De ile Sym 3 gruplarimin izomorfik olduklarini gésterin.
Z’nin 0’dan farkli her altgrubunun Z’ye izomorfik oldugunu gosterin.
Q grubunun Q’ya izomorfik bir 6z altgrubu olmadigini gésterin.
@D, Z/nZ ile [],, Z/nZ gruplarimin izomorfik olmadiklarini gosterin.
n > 3 i¢in Symn’nin ((1 2 3)) altgrubunun Z/3Z’ye izomorf oldugunu gosterin.
m < ni¢in Symn’nin ((12 ... m)) altgrubunun Z/mZ’ye izomorf oldugunu gosterin.
6 < n i¢in Symn’nin
((123), (456))

altgrubunun Z/3Z @ Z/3Z’ye izomorf oldugunu gosterin.

10.100. 9 < n igin Symn’nin

((123), (456), (789), (147)(258)(369))

altgrubunun 81 elemanli oldugunu gosterin. Bu grubun abel olmadigini gdsterin. Bu
grubun 27 elemanli bir abel altgrubunu bulun.

Sym9, Sym 10 ve Sym 11’ gelince. Bu gruplar 3! sayisina boliiniirler ama 3° sayisina
béliinmezler. Acaba 3* elemanl bir altgruplar: var mu? Evet var: boyle bir altgruptur.
Bu altgrup digerleri gibi abel grubu degildir.

((123),(456), (789))

altgrubu Z/3Z x Z/37Z x Z/3Z grubuna izomorftur ama sonuncu iireteg abelligi bozar.

10.101. ¢ : G — G1 bir izomorfi olsun. H < G olsun. [G : H] = [G1 : ¢(H)] oldugunu

kanitlayin.

10.102. ¢o : G — H bir izomorfi olsun. G’den H’ye giden tiim izomorfilerin bir a € Aut H

igin a o o seklinde oldugunu kanitlayin.
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10.103. ¢o : G — H bir izomorfi olsun. G’den H’ye giden tiim izomorfilerin bir 8 € Aut G
igin ¢o o B seklinde oldugunu kanitlayin.

10.104. Eger A ~ Ay ve B~ B; ise A x B ~ A; x B; oldugunu kanitlaym.

10.105. Izomorfik gruplarm kartezyen carpimlarinm izomorfik oldugunu kanitlayn, yani her ¢
icin G ~ H; ise [], Gi ~ [, H:i oldugunu kanmitlaymn. (Bkz. Ornek 10.12.)

10.106. Aut Dg’in Dg’e izomorfik oldugunu gosterin.

2
10.107. G bir grup olsun. Z/3Z ~ H < G olsun. G’nin ya Z/6Z’ye ya da Sym 3’e izomorf
oldugunu kanitlayin.

2
10.108. G bir grup, p > 2 bir asal olsun. Z/pZ ~ H < G olsun. G'nin Z/2pZ ya da Dy,
gruplarindan birine izomorf oldugunu kanitlayin.

2
10.109. G bir grup olsun. Z/4Z ~ H < G olsun. G’nin Z/8Z, Z/AZ ® Z/2Z, Dg ve Q grup-
larindan birine izomorf oldugunu kanitlayin.

2
10.110. G bir grup olsun. Z/8Z ~ H < G olsun. G’nin olasi grup yapilarini siniflandirin. (Bu
agamada biraz zordur. Smiflandirma igin Aut(Z/8Z) ~ (Z/8Z)* grubunun derecesi < 2

olan elemanlarini bulmaniz gerekir. Ama yetmez, daha fazlasi gerekir.)

10.111. G = Z/2Z x Z/4Z~>< Z/8Z olsun. x,y, z € Z i¢in T € Z/2Z,y € ZJAZ, 2 € Z/8Z
yazacagiz. K = ((1,1,1)) < G olsun. G/K ~ G = Z /27 x 7Z/4Z oldugunu gosterin.
(Bkz Ahstirma 10.111.)

10.4 Cekirdek

G ve H iki grup ve ¢ : G — H bir homomorfi olsun. ¢’nin imgesinin,
yani ¢(G)'nin H’nin bir altgrubu oldugunu kanitlamak kolay. Dolayisiyla H
yerine ¢(G) alirsak, ¢ homomorfisinin 6rten oldugunu varsayabiliriz. Demek
ki homomorfileri 6rten yapmak kolay, bunun ic¢in deger grubunu kii¢iltmek
yeterli.

T l6)

1

Simdi ¢’nin birebirligiyle ya da tam tersine ne kadar birebir olmadigiyla
ilgilenelim.

h € H olsun. h’nin énimgesi ¢~ !(h) kiimesini bulmak istiyoruz. Eger h,
¢'nin imgesinde degilse, yani h ¢ o(G) ise, elbette o~ 1(h) = () olur. Simdi
h € ¢(G) varsayimim yapalim. Demek ki bir g € G icin ¢(g) = h. Boyle bir
g sabitleyelim. A’nin @-6nimgesinden bir bagka eleman alalim, diyelim x, yani
o(x) = h esitligi de saglansin. 2’in ne olabilecegini anlamaya ¢ahigalim.

p(r) =h=¢(g)
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oldugundan,
plg~'z) =1

olur, yani

gtz e (1)
olur. ¢ ~1(1) kiimesi, aslinda H’nin {1} altgrubunun énimgesi oldugu i¢in G’nin
bir altgrubudur, nitekim 1 € ¢=1(1) ve eger x, y € f1(1) ise, p(zy~!) =
o@)p(y) L =1-1=1vexy ! € f~1(1) olur. Bu altgruba ¢'nin ¢ekirdegi
adi1 verilir ve altgrup Ker ¢ olarak yazilir. Demek ki,

1

g "z € Kerp.

Bu son kosul da elbette,
x € gKerp
anlamina gelir. Simdi ters istikametten gidelim, x € g Ker ¢ varsayimini ya-
palim. O zaman bir a € Ker ¢ igin = ga olur. Bu esitligin iki tarafina ¢
uygularsak, p(a) = 1 oldugundan,
p(x) = @(ga) = p(g)p(a) = ¢(g)

elde ederiz. Boylece,

{reG:p(x)=p(g)} =gKeryp

esitligini bulmug olduk. Ote yandan ¢’nin birebir olmasi demek soldaki kiime-
nin, dolayisiyla sagdaki kiimenin de tek elemanli olmasi demektir. Demek ki
©'nin birebir olmasiyla Ker ¢ = 1 esitligi esdeger 6nermelerdir®.

Ker ¢ altgrubu, H-normal oldugunu bildigimiz {1} altgrubunun 6nimgesi
oldugundan G-normaldir (bkz. Aligtirma 10.29). Aym olguyu dogrudan da
kanitlayabiliriz: x € Ker ¢ ve g € G olsun. O zaman

-1

w9 zg) = (g e@)e(g) = w(g~")elg) = w(g) elg) =1

oldugundan, g 'xzg € Ker ¢, yani her g € G icin ¢~ Ker ¢ g C Ker ¢ olur, ki

bu da Ker ¢’nin normal olmasi demektir (bkz. sayfa 124).
Kanitladiklarimizi teorem olarak yazalim.

SBundan bdyle {1} altgrubu yerine gelenek oldugu iizere 1 yazacagiz. Yazinin geliginden
okur 1 ile eleman1 m1 yoksa altgrubu mu kastettigimizi anlayacaktir.
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Teorem 10.9. ¢ : G — H bir grup homomorfisi olsun. O zaman Ker p <G
olur ve w’nin birebir olmasi icin yeter ve gerek kosul Ker ¢ = 1 egitligidir. [

Teoremin ikinci onermesi pratikte cok ise yarar; gelecekte sik sik kulla-
nacagiz.

Eger ¢ : G — H birebir bir homomorfiyse, ¢’ye bazen gomme adi
verilir. Eger G’den H’ye giden bir gbmme varsa, G’'nin H'nin i¢ine gémdildigii
sOylenir. Bu durumda bazen G — H ya da daha acik olmak isteniyorsa GG S H
yazilir.

Simdi biraz geriye gidelim ve biraz once kanitladigimiz

{reG:p(x)=0p(g)}=gKeryp

esitligini gozden gecirelim. g Ker ¢ kiimesinin tiim elemanlarinin ¢-imgesi bir-
birine esit (hepsi ¢(g)’ye esit) ve birebirligi bozan da Ker ¢’'nin 1’den fazla
elemani olmasi. Demek ki eger g Ker o 6telemelerini tek bir eleman yaparsak
¢ birebir bir fonksiyona doniigiir. Ama G/ Ker ¢ grubunda g Ker ¢ 6telemesi
tek bir eleman, g olarak yazdigimiz tek bir eleman.

\Z,,f_f,'.f.'.ff.'f_‘f_f,'_f—f;%_'j;j';jj,_

gKer ¢ G/H

G/ Ker ¢ ibaresi eksik xxx
Yukaridaki resimden takip edelim. g € G/ Ker ¢ igin,

#(9) = »(9)

tanimini yapalim. Bu, gercekten bir tamimdir ¢iinkii, g = g7 ise g € g1 Kerp
ve dolayisiyla ¢(g) = ¢(g1) olur. Boylece bir

©:G/Kerp — H

fonksiyonunu elde ederiz. Bu fonksiyon bir grup homomorfisidir, nitekim, her
7, g1 € G/ Ker ¢ icin

P(gq1) = P(991) = w(991) = ¢(9)¢(91) = P(9)P(g1) = P(9)P(g1)
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olur. Ayrica ¢ birebirdir, ¢linkii
Kerp={Z:97)=1}={T:p(x) =1} ={T: 2 € Kerp} = {1}

ve cekirdegi tek elemanh oldugundan f birebir; nitekim @'nin birebir olmas:
i¢in elimizden geleni yaptik: ¢’nin birebirligini bozan elemanlar1 G/ Ker ¢ gru-
bunda tek bir eleman olarak gordiik.

Sonug olarak @ fonksiyonu G/ Ker ¢ ile ¢(G) arasinda bir izomorfi oldu.

Simdi yukarda yaptigimizi biraz genellestirmeye caligalim. @ fonksiyonunu
G/ Ker ¢ grubunda tanimladik, ama dikkat ederseniz @ fonksiyonunu tanim-
lamak icin G grubunu illa Ker ¢ normal altgrubuna bolmek zorunda olmadi-
gimiz goriirsiiniiz; Ker ¢ altgrubundan daha kiigiik bir G-normal altgrup da
igimizi gorebilirdi. Nitekim, K < Ker ¢ bir G-normal altgrup ise T € G/K
icin,

(@) = f(=)
kurali bize bir
v:G/K — H

tanimlar, gercekten de eger G/K grubunda T = 77 ise, z127 ' € K < Ker o,
dolayisiyla 1 = p(z127") = p(21)p(z™!) = p(a1)e(@) ! ve p(21) = p(z) olur;
demek ki @ iyitanimhi. Tanimladigimiz bu @ : G/K — H fonksiyonunun ne
kadar birebir oldugunu olcebiliriz:

Kerpg = {7e€eG/K:9(x)=1}={z € G/K: f(z) =1}
= {Te€G/K 2 € Kerp} =Kerp/K.

Biitiin bunlar1 teorem olarak yazalim, énemlidir ¢iinkii:

Teorem 10.10. ¢ : G — H bir homomorfi ve K < Kery bir G-normal
altgrup olsun. O zaman T € G/K igin

P(T) = o(x)
formiiliiyle tanimlanmis @ : G/K — H fonksiyonu bir homomorfidir ve
Kerp = Kerp/K

olur. Bunun ozel bir durumu olarak, K = Ker ¢ alirsak, g : G/ Ker p — ¢(G)
bir izomorfi olur. Sonu¢ olarak

G/Kerp ~ ¢o(H)

izomorfisini elde ederiz. O

Notlar ve Ornekler
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10.112. G bir grup, A bir abel grubu ve ¢ : G — A bir homomorfi olsun. O zaman G’ < Ker ¢
olur. Nitekim her z, y € GG igin, A abel oldugundan,

o([z,9]) = ey tzy) = o()  o(y)

olur.

10.113. G bir grup ve A, B < G olsun. B < Ng(A) olsun, yani her b € B icin A® = A
olsun. (Bu durumda, B, A’y1 normalize eder denir.) O zaman (A4, B) = AB oldugunu
biliyoruz (bkz. Onsav 5.3). A < AB oldugunu kamtlamak kolay, ciinkii a € A, b € B
icin A®® = A® = A olur. Demek ki AB/A grubundan sézedebiliriz. p(a) = @ esitligiyle
tanimlanan ¢ : B — AB/A fonksiyonunu ele alahm. Bu fonksiyon elbette 6rten bir
homomorfidir. Cekirdegini bulalim:

Kerp={beB:pb)=1}={beB:b=1}={beB:bc A} = ANB.
Yukaridaki teoreme gore, bundan,
AB/A~ B/(ANB)

cikar. Bu izomorfi bir teorem olmay1 hakeder.

Teorem 10.11. G bir grup ve A, B < G olsun. Ejer B, A’yr normalize ediyorsa,
A< AB ve AB/A ~ B/(AN B) olur.

10.114. Yukaridaki teoremin bir uygulamasini gérelim. Eger A ve B altgruplari ayrica bir p
asal1 igin sonlu p-altgruplarsa (yani eleman sayis1 p’nin bir kuvvetiyse ya da elemanlar:
p-elemansa), o zaman AB de bir p-altgrup olur, ¢linkii bir 6nceki teoreme gore,

|AB| = |A[[B|/|AN B

olur ve esgitligin sagindaki ii¢ say1 da p’nin kuvvetleridir.
10.115. Yukaridaki sonucun sonsuz p-altgruplar i¢in de gegerli oldugu biraz zahmetle gosteri-
lebilir:

Teorem 10.12. G bir grup ve A, B < G olsun. Ejer B, A’yr normalize ediyorsa ve
A wve B birer p-altgrupsa (yani elemanlari p-elemanlarsa), o zaman (A, B) = AB de
bir p-altgrubu olur. Dolayisiyla maksimal bir p-altgrup normalse, bu altgrup grubun tim
p-elemanlaring igerir.

Kanit: (A, B) = AB esitligini biliyoruz. Simdi a € A, b € B olsun. ab’'nin bir p-eleman
oldugunu kanitlayacagiz. (ab)® elemanim hesaplayalim. Bir ax € A icin

(ab)k = ab”

egitligini kanitlayalim. k = 0, 1 icin esitlik bariz. (ab)® = axb® esitligini varsayalim. O
zaman .
(ab)* ! = (ab)*(ab) = arb®ab = arb”ab o = ara® B!

olur. ax41 = akabik € A oldugundan istedigimiz kanitlamir. Demek ki degb = p” ise,
(ab)pk —db” =d eA

olur. Eger dega’ = p’ ise,

£ ‘2

= (@) = e =1

(ab)?"

olur. Ikinci 6nerme birincinin dogrudan bir sonucudur. O
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10.116. p bir asal olsun. H, G’nin maksimal bir p-altgrubu olsun. Eger G sonluysa, maksimal
p-altgrup elbette vardir. Eger G sonsuzsa, maksimal p-altgrubun varligi Zorn Onsavi sa-
yesinde gosterilebilir (bkz.Algtirma 529). Eger H <G ise, Teorem 10.12’e gore, H, G'nin
tiim p-elemanlarindan olusan kiimedir, dolayisiyla G’nin biricik maksimal p-altgrubudur
ve G’nin tiim p-altgruplarim kapsar.

10.117. G bir grup ve (H;); bir normal altgrup ailesi olsun. m; : G — G/H; dogal izdiigim
fonksiyonu olsun. (m); : G — [[, G/H; bu homomorfilerin ¢arpimi olsun, yani her

g € G igin
(m:)i(g) = (mi(9))s
olarak tammlansim (bkz. Ornek 10.15).

Ker (m;); = ﬂ H;

olur. Dolayisiyla (m;); homomorfisinin birebir olmas: icin (), H; = 1 esitligi yeter ve
gerek kosuldur.

Bunun 6zel bir durumu olarak G = Z, I = N ve H, = nZ alalim. Béylece Z grubunu
I1,, Z/nZ grubuna gémebiliriz.

Bir basgka ozel durum: G = Z, I = N, p > 1 bir dogal say1 olsun. (Genelde p bir asal
olur.) Bu 6rnekte aciklanan yéntemle Z grubunu [], Z/p"Z grubuna gémebiliriz.
10.118. H < G olsun. O zaman G’nin her g elemani z — z? kuraliyla H’nin bir otomorfi-
sini dogurur. H’nin bu otomorfisine ¢4 diyelim. Kolaylikla ¢g4,¢9, = ©g, © g, esitligi
kamitlanabilir. Demek ki ¢(g) = ¢4 kuraliyla tanimlanmig ¢ : G — Aut H fonksiyonu

bir homomorfidir. Bu homomorfinin ¢ekirdegi,

Kerop={g€G:g=Ildg}={9 € G :herz € H icin 2 =z} = Cq(H)

olur.

10.119. Yukaridaki 6rnegi genellestirebiliriz. G herhangi bir grup ve H, K < G olsun. K <
Ng(H) varsaymmini yapalim. O zaman k € K ve h € H icin px(h) = khk™" kuraliyla
tamimlanmig ¢ fonksiyonu H’den gene H’ye giden bir otomorfidir. Ayrica ¢k o g =
ke olur; yani (k) = ¢k kural bize bir ¢ : K — Aut H homomorfisi verir. Cekirdegini
bulmak zor degil: Ker ¢ = Cx(H) olur.

10.120. A = ®1Z ve n > 0 bir dogal say: olsun. A/nA ~ ®;Z/nZ olur.

Kanit: A grubundan @;Z/nZ grubuna giden

(ai)i = (@7);

kuraliyla tanmimlanmig dogal ¢ homomorfisine bakalim. ¢ elbette értendir. Eger (a;); €
Ker ¢ ise, her ¢ € I igin a; € nZ olur; bir b; = a;/n € Z olsun; o zaman a; = nb; ve
(as)i = n(b;); € nA olur. Demek ki Ker ¢ < nA. Ters igindelik bariz. O
10.121. p bir asal olsun. Eger bir grup burulmaliysa ve derecesi p olan bir eleman: yoksa, o
zaman grubun p-boliinebilir oldugunu gdsterelim. Gruptan bir a elemani alalm. z¥ = a
denkleminin grupta ¢éziimi oldugunu gosterecegiz. H = (a) sonlu grubundan yine ken-
disine giden z — z” fonksiyonuna bakalim. H abel grubu oldugundan bu bir homomorfi-
dir. Grupta derecesi p olan bir eleman olmadigindan bu fonksiyon birebirdir (bkz. Sonug
4.7). H sonlu oldugundan bu fonksiyon ayrica ortendir. Demek ki bir z igin 2 = a olur.

Teorem 10.13. Derecesi p olan elemant bulunmayan burulmaly gruplar p-boliunebilir
gruplardar. d

10.122. Bu 6rnekte asagidaki teoremi kanitlayacagiz.

Teorem 10.14. Sonlu bir grubun eleman sayist p asalina bolimmiyorsa grup p-boline-
bilerdir.
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Kanit: G grup, g € G olsun. Lagrange Teoremi’'ne (Sonug 8.5) gore H = (g) abel
grubunun eleman sayisi p’ye boliinmez ve Sonug 8.6’ya gore H grubunun derecesi p
olan bir elemani yoktur. Demek ki H’den H’ye giden x + zP kuraliyla tanimlanmig
homomorfinin gekirdegi 1’dir, dolayisiyla bu homomorfi birebirdir (Sonug 4.7). Ama H
sonlu oldugundan bundan homomorfinin érten oldugu ¢ikar. Demek ki bir x € H < G
i¢in P = g olur. d

10.123. G bir grup, H < G, g € G\ H, p bir asal olsun. ¢* € H, |H| < oo ve |H|'nin p’ye asal
oldugu varsayimlarim yapalim. gH oOtelemesinde derecesi p olan bir eleman bulacagiz.
Elbette g° € Cr(g), hatta g* € Z(Cr(g)). (Bundan emin olun.) Cx(g) sonlu bir grup
oldugundan ve eleman sayisi p’ye boliinmediginden, p-bolinebilir bir altgruptur (Teorem
10.14). Demek ki bir ¢ € Cr(g) < H igin ¢ = ¢* olur. Ama cg = gc oldugundan
(gc™")? =1 olur. g ¢ H oldugundan gc~* # 1 ve bundan de deg gc™' = p cikar.

10.124. Cauchy Teoremi. Eleman sayis1 p asalina boliinen sonlu bir grubun derecesi p olan bir
elemani oldugunu daha 6nce (6rnek olarak) Teorem 4.11’da kanitlamigtik. Bu paragrafta
ayni teoremin daha uzun ve daha standart bir kanitin1 verecegiz. Okurun bu kanit1 tiim
ayrntilariyla anlamasi 6nemlidir; béylece bu ana kadar edindigi teorik bircok bilginin
uygulamasini gorecektir.

Teorem 10.15 (Cauchy Teoremi). Eleman sayist p asalina bélinen sonlu bir grubun
derecesi p olan bir elemans vardar. d

Kanit: Grubuza G diyelim. |G| = n olsun. Teoremi n iizerine tiimevarimla kamtlayaca-
g1z. Dolayisiyla eger G'nin bir 6zaltgrubunun eleman sayisi p’ye boliiniiyorsa, o zaman
tiimevarimla bu 6zaltgrubun derecesi p olan bir elemani olduguna hiikmederiz ve bu
durumda kanit biter. Dolayisiyla bundan bdyle G'nin 6zaltgruplarinin eleman sayisinin
p’ye boliinmedigini varsayabiliriz.

g € G olsun. g’nin G’deki merkezleyicisi olarak tanimlanan

Cal(g) ={c€G:cg=gc}

altgrubunu animsatiriz.
G/Calg) ={Ca(g)w :x € G}
sol otelemeler kiimesiyle ¢ esleniklik simifi arasinda
f(Co(H)z) = g*

kuraliyla verilmis bir egleme vardir. (Kanit: Eger Ca(g9)z = Ca(g)y ise zy~* € Ca(g)
oldugundan, g“’”f1 = g ve dolayisiyla g” = ¢g¥ olur, dolaysiyla f fonksiyonu iyi tanim-
hdir. Bu adimlarin geriye doniisii oldugundan f ayrica birebirdir; ortenlik bariz. Bkz.
Ornek 8.33.) Demek ki

99 = 1G/Ca(g)| = |GI/|Ca(9)]
olur. Eger g ¢ Z(G) ise Cg(g) < G olur, ve p asali Cg(g)'nin eleman sayisin1 bélmedi-
ginden, p asali g© egleniklik sinifinin eleman sayisim boler.
Ote yandan g% esleniklik simflar: ya birbirine esittir ya da ayriktir. (Kamt: Eger g° = hY
ise her z i¢in ¢g* = (hw_l)z = h¥" "% € hY olur. Ters igindelik de benzer sekilde
kanitlanir. Bkz. Alistirma 1.26.) Sadece 1 elamani olan g€ esleniklik simflar1 Z(G)™nin
elemanlarinin egleniklik siniflaridir; 1’den fazla elemani olanlarin eleman sayisi da p’ye
boliiniir. Boylece

a
G=2Z(G)u |—|Z(G)’de olmayan baz1 g’ler icin?

olur. p en soldaki ve en sagdaki kiimelerin eleman sayisin1 boldiigiinden, buradan p’nin

|Z(G)| sayisin da boldiigi gikar. Dolayisiyla Z(G), G'nin bir ézaltgrubu olamaz, yani
Z(G) = G olmali. Demek ki G bir abel grubu olmak zorundadir.
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1 < A < G olsun. A'nin eleman sayisi p’ye bolinmediginden G/A grubunun eleman
sayisi p’ye boliiniir. Tiimevarimla G/A grubunun derecesi p olan bir elemani oldugunu
buluruz. Bu elemana g diyelim. Demek ki g ¢ A ama ¢ € A. Ote yandan Teorem 10.14%¢
gbre A'nin elemanlar1 p-boliinebilir. Boylece bir a € A igin g = af olur ve buradan da
(ga™')? = 1 qikar ciinkii G artik bir abel grubu. Demek ki deg(ga™") = 1, p. Ama derece

1 olsaydi, g = a € A olurdu, geligki. O
10.125. H < G olsun. X = G/H = {zH : € G} olsun (sol 6telemeler kiimesi). Eger g € G
ise,
pg(zH) = gzH

kural1 bize bir ¢4 : X — X fonksiyonu verir. Bu fonksiyonun birebir ve 6rten oldugunu
kanitlamak zor degildir. Demek ki ¢, € Sym X. Boylece

©(g) = @y

kuraliyla tanimlanmig ¢ : G — Sym X fonksiyonunu elde ettik. Bu fonksiyon aslinda
bir homomorfidir ¢iinkii her g1, g2 € G ve xH € X igin,

w(g192)(xH) = (g192)zH = g1(g2(zH)) = (p(g1) 0 p(g2))(zH),

dolayisiyla
p(9192) = ¢(g1) 0 ¢(g2)
olur. Simdi ¢'nin g¢ekirdegini bulalim:

Kerop = {9€G:9,=1dx}={g€ G: herz € Gigin grH =zH}
= {g€G: herze€GigingrH =zH}
= {g€G: herzcGicinz 'gxc H}
= {g€G: herze€GicingecaHx '}
= NH".

Ornek 9.12°de Coreg H = (| H® tammumn yapmistik (H’nin G’deki gébegi, H’nin en
biiyiik G-normal altgrubu). Demek ki, G/ Core¢ H grubundan Sym G/H grubuna giden
birebir bir homomorfizma var. Buradan da su teorem c¢ikar:

Teorem 10.16. Ejer [G: H| = n ise [G : Coreg H| sayist n! sayisine boler. a
10.126. Yukaridaki teoremin (Ornek 9.5’y1 genellegtiren) sagirtict bir uygulamasi vardir:

Sonug 10.17. Eger p asaly bir grubun eleman sayisine bélen en kiigtk asalsa, o zaman
grubun endisi p olan her altgrubu normaldir.

Kanmit: Gruba G, altgruba H diyelim. [G : H] = p olsun. Bir 6nceki teoreme gore [G :
Coreg H] sayis1 p! sayisim boler. Ama [G : Coreq H] sayist |G|'yi de boler. Onermenin
hipotezine gore [G : Coreg H|] = 1 ya da p olmak zorundadir. Core¢ H < H < G
oldugundan Coreq H = H (bkz. Ornek 8.20) ve H < G olur. O
10.127. Asal sayida elemani olan bir grubun déngiisel, dolayisiyla bir abel grubu oldugunu
biliyoruz (Teorem 10.4). Derecesi bir asalin karesi olan gruplar da abel gruplaridir:

Sonug 10.18. p bir asal olsun. Eger |G| = p? ise G bir abel grubudur.

Birinci Kanit: Eger Z(G) = p? ise Z(G) = G ve G abel olamak zorunda.

Eger |Z(G)| = p ise, |G/Z(G)| = p olur. Dolayisiyla Teorem 10.4’¢ gore G/Z(G)
déngiiseldir ve Ornek 9.66’e gore G bir abel grubu olur.

Simdi Z(G) = 1 olsun. 1 # a € G olsun. Eger A = (a) = G ise, G bir abel grubudur,
geligki. Demek ki A'nin eleman sayisi p’dir, dolayisiyla endisi p®/p = p olur. Sonug
10.17%e gore A <G olur. Bir b € G\ A alalim. Aynen A ile oldugu gibi B = (b) < G olur
ve p tane eleman: vardir. A = B olamayacagindan, AN B = 1 olur (bkz. Ornek 8.15).
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Biitiin bunlardan G = (A, B) = AB gikar (Ornek 9.8). Ama daha da énemlisi, Ornek
9.9dan x € A ve y € B i¢in zy = yx ¢ikar, yani G = AB bir abel grubudur (Teorem
10.5). 0
ikinci Kamt: Teorem 8.10°a gore Z(G) # 1 olur. Dolayisiyla G/Z(G) grubunun 1 ya
da p eleman: vardir. Dolayisiyla Teorem 10.4’e gore G/Z(G) dongiiseldir ve Ornek 9.66%e
gore G bir abel grubu olur. d

10.128. p? elemanli bir grup ya Z/pZ x Z/pZ grubuna ya da Z/p2Z grubuna izomorftur. Bunun
artik kolay olan kanitini okura birakiyoruz.

10.129. A C G bir altkiime ve X = {A® : © € G} olsun. Eger g € G ise ve B € X ise
g(B) = BY tanimim yapalim. § € Sym X oldugunu kamtlayin. v — g fonksiyonunun
G’den Sym X’e giden bir homomorfi oldugunu kamtlayin. Eger | X| = n ise, bundan
G’nin,

[G : N]|n!,

NG,

N<{zeG:A*=A} <G
ozelliklerini saglayan bir N altgrubunun varhgimi kamitlaymm. Eger A < G ise, | X| =
|G/Nc(A)| esitligi yararh olabilir.

Aligtirmalar
10.130. G =7Z/2Z x Z/AZ x Z/8Z ve H = 7 /27 X Z/4Z olsun.
p:G— H
fonksiyonu g6yle tanimlansin:
(P(f7 g’ 2) = (m + y7 ’Z/:/y)'
Burada z, y, 2 € Zve T € Z/2Z, § € Z/AZ, z € 7/8Z.
a. ¢ fonksiyonunun iyi taniml oldugunu géosterin.
b. ¢ fonksiyonunun bir homomorfi oldugunu gosterin.
c. o fonksiyonunun 6rten oldugunu gosterin.
d. (1,1,1) € Ker ¢ oldugunu gésterin.
K =((1,1,1)) < G olsun.
|K| = 8 oldugunu gosterin.
. G/K ~ H oldugunu gosterin.

| o

10.5 Z, Yeniden

Bu yaptiklarimizin 6nemli bir uygulamasini gorelim. n, m > 0 iki tamsay1
olsun. Eger z € Z ise, T € Z/nZ ve & € Z/mZ tahmin edilen modiiler sayilari
simgelesin. ¢(x) = (7, Z) formiiliiyle tamimlanmis ¢ : Z — Z/nZ x Z/mZ
homomorfisini ele alalim (bkz. Ornek 10.14). Bu homomorfizmanin ¢ekirdegini
bulalim: Eger e = ekok(n,m) ise,
Kero = {2€Z:p(x)=0}={zcZ:T=0vei=0}
= {z€Z:xenZnml}=nZNmZ=eZ

olur. Boylece, eger x € Z igin & € Z/eZ malum eleman: simgeliyorsa,

?(2) = (z,7)
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kurali bize birebir bir
Z)el — Z/nZ x Z/mZ

homomorfisini verir.
Bunun 6zel durumu olarak (n,m) = 1 alalim. O zaman e = nm olur. Bu
ornekten

o(z) = (z,2)
kuraliyla tamimlanmig

Z/nmZ — Z/nZ x Z/mZ

birebir bir grup homomorfisini elde ederiz. Eleman sayilar1 ayn1 (= nm) oldu-
gundan homomorfi ayni zamanda ortendir, yani bir izomorfidir. Elde ettigimiz
teoremi yazalim.

Teorem 10.19. n ve m birbirine asal iki dogal sayr olsun. O zaman
Z/nmZ ~ Z/nZ X L]/ mZ
olur. Ayrica,
o(&) = (z,7)
formiiliiyle (dogal olarak) tanwmlanmis Z/nmZ — 7Z./nZ x Z./mZ fonksiyonu

bir izomomorfidir. O

Sonug 10.20. Birbirine asal sayida elemany olan iki dongiisel grubun kartez-
yen carpime da donguseldir. U

Sonug 10.21. n > 1 dogal saysine asallarina ayrralsm: n = p]fl ---pFr. Bu

durumda
ZInZ ~ T T x ... x T/pkr 7,

olur. O
Sonug 10.22 (Cin Kalan Teoremi). Egerny,...,n, birbirine ikiser ikiser asal
dogal saplarsa ve aq,...,a, tamsayilarsa,

(x = a; modn;)i=1,. r
denklem sisteminin bir ¢ozimi vardwr ve ki ¢ézimdin farks ny ---n, sayisina
bélindir.
Kanit: n = nq---n, olsun.

ZInZ ~ZL]mZ X -+ X L/n,Z

izomorfisini biliyoruz. @ € Z/nZ elemani, bu izomorfizma altinda sag taraf-
taki (ag, ..., @) elemanina tekabiil etsin. z = a sistemin bir ¢oztimiudiir. Tki
¢ozlimiin fark: elbette n’ye boliinecektir. O

Teorem 4.10’u bir kez daha kanitlayabiliriz:
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Sonug 10.23. Bir grupta her burulmaly eleman, asal p sayilary igin birbirle-
riyle degisen p-elemanlarin carpimadar.

Kanit: G bir grup ve g € G derecesi n olan bir eleman olsun. Teoremi (g)
altgrubunda kanitlamak yeterli. Ama (g) ~ Z/nZ oldugundan teoremi Z/nZ
grubunda kanitlamak yeterli. Bu da Sonug 10.21 tarafindan verilmistir. O

Notlar ve Ornekler

10.131. G bir grup olsun. g, x € G icin Inng(x) = gzg~! taniminin bize ic otomorfi denen
bir Inng : G — G otomorfisi verdigini gordiik (bkz sayfa 154). Ayrica Inn(g) = Inng
kuraliyla tanimlanan Inn : G — Aut G fonksiyonunun bir grup homomorfisi oldugunu
da biliyoruz. Inn homorfisinin g¢ekirdegini bulalim:

KerInn = {g€ G:Inng=1dg}
= {g€G:herzecGicin Inng(x) =z}
= {g€G:herzcGicingrg ' =2} =Z(G).
Demek ki
G/Z(G) ~ Inn(QG).

10.132. Ornek 10.81’de ayni (sonlu) sayida elemam olan tiim dongiisel gruplarin izomorfik
oldugu sOylenmisg ve okurdan bunu kanitlamasi istenmigti. Bu kanit aslinda su sekilde
yapilmali: n elemanli dongiisel gruba G diyelim. O zaman grup, bir x € G i¢in, G =
{1, z, 2%, ..., 2" "'} bicimindedir. Her r, s € Z i¢in 2"z* = 2" oldugundan, ¢(r) = z"
fonksiyonu Z grubundan bu guruba giden &rten bir homomorfidir. Bu homomorfinin
cekirdegini bulalim:

Kero={reZ:po(r)y=1}={reZ:2" =1} ={r € Z:n|r} =nZ.
Dolayisiyla G ~ Z/nZ olur.

Carpma. Simdi biraz da ¢arpmayla ilgilenelim. Z/nZ kiimesi iizerinde bir
toplama iglemi tanimladik. Toplamay1 T +7y = x + y esitligiyle tanimladik. Bu
toplama tanimi gecerli ¢iinkii gordiigiimiiz ve kanitlamasi kolay oldugu tizere
T =72y vey =7 ise x+y = x1 + y1 olur. Benzer tanimi carpma icin de
yapabiliriz, ¢iinkii T = 71 ve §¥ = 71 ise Ty = Z1y1 olur; nitekim eger n sayisi
T — x1 ve y — yp sayisini boliiyorsa, o zaman

ry — 21y = 2(y —y1) + (. — 21)n

esitliginden dolay1 n sayisi xy — x1y;1 sayisii da boler. Demek ki artik Z/nZ
kiimesinde toplama diginda bir de

Ty =71Y
esitligiyle tanimlanmis ¢arpma igslemimiz var. Aslinda carpma iglemi toplama
isleminden ¢ok ¢ok farkli degil, nasil, dogal sayilarda xy, x’i kendisiyle y defa
toplamak ya da y’yi kendisiyle = defa toplamak anlamina geliyorsa, Z/nZ
kiimesinde de

Ty=z-§=y-T
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esitligi gegerlidir. Buradan, Z’den Z/nZ’ye giden
T +—T

formiiliiyle tanimlanmig dogal fonksiyonun sadece toplamaya degil, carpmaya
da dagildig1 anlagilir.

Carpmanin bir de etkisiz eleman1 vardir: 1. Nitekim her x € Z i¢cin 71 =
1 =7 olur.

Simdi gu tanimi yapalim:

(Z/nZ)" ={a € Z/nZ : bir § € Z/nZ i¢in aff = 1}.

Bu kiimenin elemanlarina tersinir elemanlar denir. Tersinir elemanlar kii-
mesi (Z/nZ)* bir gruptur. Nitekim «, a; elemanlar tersinirse, o zaman aoy
elemani da tersinirdir ¢linkii eger a8 =1 ve ay 81 = 1 ise (af)(B1a1) = 1 olur;
ayrica 1 tersinirdir (tersi gene kendisidir) ve (Z/nZ)* kiimesinin her elemaninin
(kiimenin tanimi geregi) bir tersi vardir ve tersi gene (Z/nZ)* kiimesindedir
(¢linkii o’nin tersi § ise, S’nin tersi elbette o’dir).

Notlar ve Ornekler

10.133. (2/22)* = {1}.

10.134. (2/32)* = {1, 2}.

10.135. (2/47)* = {1, 3}.

10.136. (Z/5Z)* = {1, 2, 3, 4}.
10.137. (2/6Z)* = {1, 5}.

10.138. (2/87)* = {1, 3, 5, 7}.
10.139. (2/97)* = {1, 32,4, 5, 7, 8).

10.140. Bu 6rnekte asagidaki teoremi kanitlayacagiz:

Teorem 10.24. Q’niin sonlu sayrda elemant tarafindan tretilen altgruplar: ya 0’dvr ya
da Z’ye izomorftur.

Kanait: Ureteglerden en az biri 0 olmasin. Atgrubun Z’ye izomorf oldugunu gosterme-

liyiz. Elemanlara g1, ..., g, diyelim. a;, b; € Z olmak tizere
qi = bj
yazalim.

b = ekok(b1,...bn)
olsun. ¢; = b/b; € Z ise,

olur. Dolayisiyla

varsayimini yapabiliriz. O zaman

<q17--«7Qn>:<%,...,%>:%(al,...,an>

olur. (a1,...,an) < Z oldugundan, bir a € Z i¢in aZ grubuna esittir. Demek ki grup a/b
tarafindan tiretilmigtir.
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(Z/nZ)* grubunun elemanlarimi bulmak zor degildir:
Teorem 10.25. (Z/nZ)* ={T € Z/nZ : ebob(z,n) = 1} olur.

Kanit: Eger ebob(z,n) = 1 ise, Teorem 2.5’ gore nu + zv = 1 esitligini
saglayan u ve v tamsayilar1 vardir. Bu esitligi Z/nZ grubuna indirgersek,

Il=nu+azv=nu+TV=T0=2T0

olur; dolayisiyla T tersinirdir.

Simdi T elemaninin tersinir oldugunu varsayalim. Demek ki bir 3 icin Ty =
1 olur, yani xy — 1 € nZ olur. Demek ki bir z € Z i¢in 2y — 1 = nz, yani
xy + n(—z) = 1. Gene Teorem 2.5’e gore n ve = sayilar1 aralarinda asaldir. [J

Notlar ve Ornekler
10.141. p bir asal olsun. k € Z icin p(k) = 1 + kp € (Z/p*Z)* olsun.
pk)f(6) = (L +kp)(L+4€p) =1+ (k+L)p=¢(k+0)

oldugundan, ¢ : Z — (Z/p*Z)* grubuna giden bir homomorfidir (toplamay1 ¢arpmaya
dontgtiiriir). Cekirdegi hesaplayalim:

Keryp ={k € Z : plk} = pZ.

imgesi de kolay: -
o(Z) =1+ pZ/p°Z < (Z/p’Z)".
Demek ki
Z/pZ ~ 1+ pZ/p*Z

olur.
10.142. p bir asal ve n bir dogal say1 olsun. Her £k =1,...,n — 1,n i¢in

Up=1+4p"2/p"Z

olsun. Uy kiimesi ¢garpma altinda kapali oldugundan U, < (Z/p"Z)* olur (bkz Teorem
5.1). Uy, altgrubunun p™~* tane elemani vardir ve

1=Up<Up1<...<Upp1 <Up<...<Us =1+pZ/p"Z

olur. Dolayisiyla
Uk/Uk+1 ~ Z/pZ

ve her x € U; igin 27" =T olur. Ayrica,
Uk \ U1 = 1+ p"(Z/p"2)*

esitligini gostermek zor degil. Buradan kolaylikla su kanitlanir: Eger p > 2 ve 1 +p*z €
Ui \ Ugs1 ise (14 p"z)P € Ugy1 \ Ugro olur. Demek ki deg T+ p = p"~* ve dolayisiyla

U={1+p)~2Z/p" 'Z
ve her k igin
—k n—
Ue=(1+p))~Z/p""Z
olur.

p = 2 igin Uy, gruplarinin yapisi biraz daha farklidir. Bu yapiy: kesfetmeyi okura aligtirma
olarak birakiyoruz.
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Alistirmalar

10.143. Q grubunun 1/3 ve 2/7 tarafindan iiretilen altgrubunu bulun.

10.144. Q grubunun 2/5, 4/7 ve 6/13 elemanlar tarafindan iiretilen altgrubunu bulun.

10.145. Z/6Z’de x* 4 = polinomunun kag kokii vardir?

10.146. Z/8Z’de x* — 1 polinomunun kag kokii vardir?

10.147. Eger p > 2 asalsa Z/pZ’de z? — 1 polinomunun iki kékii oldugunu kanitlaym.

10.148. n = 2,...,16 i¢in (Z/nZ)* gruplarindan dongiisel olanlarini bulun ve her biri igin
grubu tireten bir eleman bulun. (Bu sonuncu soru ancak elemanlar: teker teker deneyerek
yapilabilir.)

10.149. (Z/8Z)* grubunun doéngiisel olmadigini ama Z /27 x Z /27 grubuna izomorfik oldugunu
kanitlayin.

10.150. (Z/16Z)* ve (Z/24Z)* gruplar: nasil gruplardir?

10.151. ebob(n,m) =1 ise,

(Z/nmZ)* ~ (Z/nZ)* x (Z/mZ)*
oldugunu kanitlamaya caligin. Bu agamada bu aligtirma kolay olmayabilir ama bir ipucu
verelim: Z/nZ x Z/mZ kiumesi iizerinde dogal bir garpma islemi tanimlayip Teorem
10.19’yi kullanin. Halkalar kurami asamasina geldigimizde bu konuyu dikkatlice igleye-
cegiz.






11. Béliim Grubu Uzerine
Daha Fazla

Bu boliimde soyut cebirin en 6nemli konusuyla tanigsacagiz.

11.1 Bolim Gruplarinin Altgruplari

G bir grup ve H < G olsun. G/H grubu G ve H tarafindan belirleniyor,
dolayisiyla G/H grubunun tim ozellikleri aslinda G ve H gruplarim ozellik-
leridir. Bu béliimde amacimiz G/H grubunun altgruplarin1 G ve H cinsinden
belirlemek.

G/H yerine G yazalim. Eger g € G ise, G grubunun gH eleman yerine
aligilageldigi iizere g yazacagiz. m : G — G de dogal izdiigiim homomorfizmas:
olsun:

m(9) =9
a < G bir altgrup olsun. O zaman 7~ *(a) < G olur ciinkii bir altgrubun bir
homomorfi altinda 6nimgesi de bir altgruptur. Ayrica H = 7= 1(1) < 77 (a)

olur. Demek ki
a— 1 Ha)

kurali G grubunun altgruplar1 kiimesinden G'nin (H'yi igeren) altgruplari
kiimesine giden bir fonksiyon tamimlar. Bu fonksiyonu da 7~! olarak goste-
relim.

G/H
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Simdi G’nin herhangi bir A altgrubunun 7-imgesini, yani G grubundaki
izdiigiimiinii alahm: w(A). Elbette m(4) < G olur. Bu sefer A — 7(A) ku-
rali G'nin altgruplar kiimesinden G grubunun altgruplar: kiimesine giden bir
fonksiyon tanimlar. Bu fonksiyonu da 7 olarak gosterelim.

H R G
a
P GIH
H
m(A)

Boylece G'nin altgruplar: kiimesiyle, G/H nin altgruplar1 kiimesi arasinda
biri soldan saga, digeri sagdan sola giden iki fonksiyon elde ettik: 7 ve 7.
Bakalim bunlar ne kadar birbirinin tersi. Elbette G grubunun her « altgrubu
icin

n(r ) =a
olur, yani 7 o 7~ = Id olur. Demek ki 7 érten ve 7! birebir. Ama 7 tor =
Id esitligi dogru olmayabilir, clinkii mesela 7 birebir olmayabilir, ne de olsa
H’nin her altgrubunun izdiigiimii (mesela 1 ve H altgruplarmm izdiigiimii) G
grubunun {1} altgrubudur ve H’nin birgok altgrubu olabilir; demek ki H =1
olmadikca 7 birebir olamaz ve m~! fonksiyonunun tersi olmasi beklenemez.

H ; G
T n
B
§ G/H
1 a=b
n(A) = (B)

Ayrica 71 fonksiyonu 6rten olmayabilir, ciinkii @ < G ise o zaman 7 1(a) >
H olur, ama G’nin her altgrubu H’yi icermek zorunda degildir, mesela 1 altg-
rubu genellikle H’yi icermez, demek ki H # 1 ise 7! 6rten olamaz. Madem
7! fonksiyonu orten degil, bu fonksiyonun imgesini bulalim ve 7’yi bu im-
geye kisitlayalim, belki bu kisitlamayla 7~ or = Id esitligi dogru olur. 7—(G)
fonksiyonunun imgesini bulmak icin, 7 6rten oldugundan, A < G i¢in G'nin
71 (n(A)) altgrubunu bulmak yeterli.

Sav: Ejer A C G ise n=1(m(A)) = HA olur.
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Kanit: x € 771 (7(A)) olsun. O zaman 7(z) € m(A) olur. Demek ki bir a € A
i¢in 7(z) = 7(a), yani T = @, yani a~ 'z € H olur. Demek ki x € Ha C HA.
Ters istikameti kamtlamak daha da kolay m(HA) = n(H)n(A) =1-7(4) =
7(A) oldugundan, HA C 7~ (7(A)) olur. O

Bu arada A < G oldugunda, HA < G oldugunu da animsayalim (Aligtirma
9.18).

Yukaridaki savdan, eger H < A < G ise, 7~ (m(A)) = HA = A gikar. Yani
eger 1 fonksiyonunu H'yi iceren altgruplar kiimesine kisitlarsak, 7—! o7 = Id
olur. Bu 6nemli sonucu teorem olarak yazalim.

Teorem 11.1. H < G olsun.

7 G'nin H ’yi iceren altgruplar kimesi — G/H 'nin altgruplar kiimesi
ve
al.G /H 'nin altgruplar: kimesi — G ’'nin H ’yi i¢eren altgruplary kimesi

fonksiyonlary birbirinin tersidir. Yani G/H 'nin her altgrubu, G ’'nin H yi ice-
ren bir ve bir tek altgrubunun w-imgesidir. Ayrica ejer A < G ise,

H(n(A) = HA

olur. Ayrica yukardaki © ve w1 fonksiyonlari, G ’nin H ’yi iceren normal
altgruplar ve G/H 'nin normal altgruplar arasinda bir esleme verir.

Kanit: Sadece son kismi kanitlamamiz lazim. Son kisim da Aligtirma 10.29
ve 10.30’dan c¢ikar. O

Notlar ve Ornekler

11.1. A< G ve A< B < G olsun. G = G/A ve B = B/A tanmumlarim yapalm. O zaman

Ng(B)/A = N&(B) olur.
Kanit: Ng(B)/A < Ng(B) igindeliginin dogru oldugu bariz. Diger igindeligi kanit-
layalm. § € Ng(B) olsun. O zaman BYA/A = B’ = B = B/A olur. (ilk esitlikten
emin olun.) Demek ki Teorem 11.1’e gore BYA = B ama A = A9 < BY ve dolayisiyla
BYA = BY. Buradan BY = BYA = B ve g € Ng(B) ¢ikar. O
11.2. G sonlu bir p-grup olsun.
1:AO<A1<...<An
ve Ait1/A; ~ Z/pZ o6zelliklerini saglayan G-normal altgruplar oldugunu kanitlayin.
(ipucu: Teorem 8.10 ve tiimevarim.)

11.3. G sonlu bir p-grubu ve H < G olsun.
H=A<A1<...<A,

ve Ait1/A; ~ Z/pZ ozelliklerini saglayan altgruplar oldugunu kanitlayin.
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11.4.

11.5.

11.6.

11. Bélim Grubu Uzerine Daha Fazla

Teorem 11.1’i kullanarak, n bir dogal say1 olmak {izere, Z/nZ grubunun altgruplarini bu-
lalim. Teoremde G = Z, H = nZ alirsak, bunlar, nZ < A < Z igin, A/nZ bigimindedir.
Tabii A, bir m > 0 igin mZ bigiminde olmalidir; ayrica nZ < A = mZ olmas1 ge-
rektiginden, m sayisi n’yi bolmelidir. Demek ki, Z/nZ grubunun altgruplari, n’yi bolen
bir m sayisi i¢in mZ/nZ bicimindedir!. Ama mZ, m tarafindan iretildiginden, mZ/nZ
grubu da m’nin imgesi tarafindan tiretilir, yani dongiiseldir (Ornek 9.57). Tiim dongiisel
gruplar bir n dogal sayisi i¢in Z/nZ’ye izomorf olduklarindan (Teorem 10.3), bundan,
daha once Teorem 7.2 olarak kanitladigimiz su teorem gikar:

Teorem 11.2. Dongiisel bir grubun altgruplar: da donguseldir. g

m dogal sayis1 n dogal sayisimi bolsiin ve d = n/m olsun. Bir 6nceki ornege gore
mZ/nZ < Z/nZ olur. mZ/nZ grubunun yapisini bulalim. 7 tarafindan iretildiginden
mZ/nZ grubu dongiiseldir. Elemanlar1 da belli:

0, m, 2m, ..., (d — 1)m;
ya da
0,m, 2m, ..., [d— Dm.
Bu elemanlarin herbiri digerinden farkl oldugundan tam tamina d tane eleman bulmusg

olduk. Demek ki mZ/nZ grubu dongiisel ve d tane eleman: var. Dolayisiyla Z/dZ gru-
buna izomorfik olmahdir (Teorem 10.3).

Teorem 11.3. Ejer m|n ise mZ/nZ ~ Z/(n/m)Z olur. O

Bu teoremin daha iist diizey ve daha sik bir kanitini verelim.
Kanit: n = md olsun. Su dogal homomorfileri takip edelim:

Z — mZ — mZ/nZ.

Bu homomorfiye ¢ diyelim. Tanim geregi ¢(x) = mz. Elbette ¢ ortendir. Cekirdegini
hesaplayalim:

Kerop = {2€Z:p(x)=0}={zeZ:mz=0}
= {z€Z:nmz}={zx€Z:dz}=dZ.
Demek ki, Teorem 10.10’a gére, Z/dZ ~ mZ/nZ olur. O

Bir sonraki dogal soru su: Eger m sayis1 n’yi bolmiiyorsa, m - Z/nZ grubunun yapisi
nedir? Teorem 11.2’ye gore bu grubun dongiisel oldugunu biliyoruz. Ayrica Lagrange
teoremine gore (Teorem 8.5), grubun eleman sayisi n’yi boler. Demek ki bir d|n igin,
m - Z/nZ ~ Z/dZ. Amacimiz d’yi n ve m cinsinden bulmak.

d = ebob(n, m) alabilecegimizi gorelim. m = dm1 ve n = dn; olarak yazalim. (mi,n) =
1 oldugundan, Teorem 10.25’e gore M1 eleman Z/nZ’de tersinir olur. Demek ki

my - Z/nZ =m1-Z/nZ = Z/nZ
olur. Ayrica d, n’yi boldiigiinden, bir 6nceki teoreme gore,
m-Z/nZ =dmi-Z/nZ =d-7Z/nZ =dZ/nZ ~7/nZ

olur. Su teoremi kanitladik:

'Dikkat: m - Z/nZ ile mZ/nZ arasinda (tanim itibariyle) bir ayrim gozetilmelidir. Birinci
grup m - Z/nZ = {mZT : T € Z/nZ} anlamina gelir ama ikinci grup mZ/nZ = (mZ)/(nZ) =

{:

y € mL} = {mz : x € Z} anlamma gelir. Neyse ki mZ = mz oldugundan kiimeler

birbirine esittir. Ote yandan eger m, n’yi bolmezse mZ/nZ yazilim pek hosg kargilanmaz,
¢iinkii grup teoride G/H yazildiginda H’nin G’nin altgrubu oldugu varsayim yapilir. Mesela
n=4,m=3ise 3-Z/4Z = (—1) - Z/4Z = Z/AZ olur. Ama 4Z ¢ 37 oldugundan 3Z/4Z
yazilmaz.
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11.7.

Teorem 11.4. d = ebob(n,m) olsun. O zaman
m-Z/nZ ~7Z/(n/d)Z
olur. g

Bu teoremin de daha gik bir kanitini verelim.
Kanit: n = dn; ve m = dms olsun. Asagidaki homomorfileri takip edelim:

Z— Z/nZ — m-Z/nZ.

Bu homomorfilerin bilegkesine ¢ diyelim. ¢ orten bir homomorfidir. Cekirdegini hesap-
layalim:

Kerp = {2€Z:9(x)=0}={x€Z:mz=0}={xeZ:mz=0}
= {xe€Z:nma}={ze€Z:nilmiz} ={x €Z:mlz} =nmZ.
Demek ki, Teorem 10.10’a gére, Z/n1Z ~ m - Z/nZ olur. a

m|n olsun. Demek ki mZ/nZ < Z/nZ. Dolaysiyla (Z/nZ)/(mZ/nZ) bolim grubu
vardir. Bu grubun grup yapisimi bulaim. Z/nZ déngiisel oldugundan (Z/nZ)/(mZ/nZ)
grubu da déngiiseldir (bkz. Ornek 9.57). Ayrica Teorem 11.3’e gore

((Z/nZ)/(mZ/nZ)| = |Z/nZ|/ImZ/nZ| = n/(n/m) = m

olur. Demek ki

(Z/nZ)/(mZ/nZ) ~ Z/mZ
olmalidir.
Su teoremi kanitladik:
Teorem 11.5. m|n ise

(Z/nZ)/(mZ/nZ) ~ Z/mZ
olur.

Bu teoremin de daha gik bir kanitini verelim.
Kanit: Asagidaki homomorfileri takip edelim:

Z — Z/nZl — (Z/nZ)/(mZ/nZ).

Bilegkeye ¢ diyelim. Bilegkesini aldigimiz homomorfiler érten oldugundan ¢ de ortendir.
’nin ¢ekirdegini hesaplayacagiz. Ama 6nce notasyonumuzu sabitleyelim. x € Z igin T €
Z/nZ gosterimi, x’in Z/nZ grubu iizerine tahmin edilen dogal izdiigiimiinii simgeleyecek.
Ayrica, T € Z/nZ igin, T € (Z/n7Z)/(mZ/nZ) gosterimi, T elemaninin (Z/nZ)/(mZ/nZ)
grubu iizerine tahmin edilen dogal izdiigiimiinii simgeleyecek. Demek ki her x € Z i¢in

p(z) =2
mZ < Ker ¢ igindeligi bariz ¢iinkii her z € Z igin

p(mz) =Mz = m=T =0

olur. Diger igindeligi kanitlayalim:

Kerop = {x€Z:2=0}={x€Z:Tcmi/nl}
{x €Z: biry € Z i¢in T = my}

= {x€Z: biry € Zigin n|(x —my)}

C {z€Z:mlz} =mZ.

Demek ki Ker ¢ = mZ ve Teorem 10.10’a gore, Z/mZ ~ (Z/nZ)/(mZ/nZ) olur. O

Birazdan bu teoremdeki anafikri somiiriip ¢ok daha genel bir teorem kanitlayacagiz.
(Bkz. Teorem 11.6.)
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11.2 Bolim Gruplarinin Boliim Gruplar:

G bir grup ve H < G olsun. G/H’nin bir normal altgrubunu alalim. Teorem
11.1’e gore bu normal altgrup, bir H < K < G igin K/H bigimindedir. Do-
layisiyla G/H grubunu K/H grubuna bélip, (G/H)/(K/H) grubunu bulabi-

liriz. Okurun iginden gereken sadelestirmeyi yapip (1)
(G/H)/(K/H) ~G/K
yazmak geciyorsa, okur kendini i¢glidiilerine biraksin yanilmayacaktir:

Teorem 11.6. H < G olsun. H < K < G olsun. Bu durumde K/H < G/H
oldugunu biliyoruz.
(G/H)/(K/H) ~G/K

olur ve bu iki grup arasinda & € G/K elemammn T € (G/H)/(K/H) ele-
mamna gotiren dogal bir izomorfi vardar.

Kanit: Once notasyon konusunda anlagalm: Eger z € G ise # € G /K ele-
mani z'in G/K grubundaki dogal izdiigimini, 7 € G/K elemam 2’in G/H
grubundaki dogal izdiisiimiinii ve a« € G/H ise, & € (G/H)/(K/H) ele-
mani o’nin (G/H)/(G/K) grubundaki dogal izdligiimiinii temsil edecek. Simdi
G — G/H — (G/H)/(K/H) dogal homomorfilerini izleyelim: z € G ele-
mani 6nce T € G/H elemanina gider, ardindan da ikinci homomorfiyi takip
ederek T elemanina gider. Bu iki homomorfinin bileskesine ¢ diyelim. Demek
ki
o(z) =7.

Bu homomorfilerin bilegimi bir homomorfidir. Ayrica bilegkesi alinan homo-
morfiler 6rten oldugundan ¢ de ortendir. ¢’nin ¢ekirdegini hesaplamak farz
oldu:

(x) =1}

Kerp = {z€G:p
= {zeG:x=1
= {zreG: 7€ K/H}

{z € G: Oyle bir y € K var ki T =7 olur}

{x € G: &yle bir y € K var ki zy~! € H olur}
= {z € G: dyle bir y € K var ki z € Hy olur}
= {veG:re HK)

= {zreG:zeK}=K

Teorem 10.10’a gore, G/K ~Imp = (G/H)/(K/H) olur. O
Kanitimizin aynen Teorem 11.5’in kanit1 gibi olduguna dikkatinizi ¢ekerim.

Notlar ve Ornekler
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11.8.
11.9.

11.10.

11.11.

Q/Z elbette R/Z’nin bir altgrubu. Yukaridaki teoreme gore (R/Z)/(Q/Z) ~ R/Q olur.

Asagidaki teorem, tiimevarima izin verdiginden, sonlu p-gruplarin analizinde ¢ok 6nemli
olabilir.

Teorem 11.7. p bir asal ve G sonlu bir p-grubu olsun. O zaman G 'nin A;41/A; ~ 7 /pZ
onermesini saglayan
Av=1< A1 <...< A, =(C

normal altgruplar vardar.

Kanit: Teorem 8.10’a ya da 14.6’ya gore Z(G) # 1 olur. Cauchy Teoremi'ne gore
Z(G)de derecesi p olan bir eleman vardir. Bu elemanla iiretilmig grup elbette p ele-
manlhdir, dolayisiyla Z/pZ grubuna izomorftur, ve merkezde oldugundan G-normaldir.
Bu altgruba A; diyelim. |G| lizerine tiimevarimla, G/A; grubunun istenen 6zelligi saglayan
normal altgruplar1 vardir. Teorem 11.1%¢ gére bu altgruplart A1 < A; < G i¢in, A;/A:
olarak yazabiliriz. Demek ki, Teorem 11.6’ya goére

Z[pZL = (Ait1/A1)/(AifAr) = Aig1 /A

olur. Istedigimiz kanmtlanmigtar. d

Sonug 11.8. p bir asalsa p™ elemanly bir grubun heri=0,1,...,n icin p' elemanls bir
altgrubu vardar.

G bir abel grubu olsun. H < G, G’nin maksimal bir (6z)altgrubu olsun. (Maksimal
ozaltgrup olmayabilir ama biz oldugunu varsayiyoruz.) Bu, Teorem 11.1’den dolay,
G/H’nin sadece iki altgrubu var anlamina gelir. Teorem 10.6’ten dolay1, bir p asal i¢in
G/H ~ 7/pZ olur. Dolayisiyla Ahstirma 5.7 ve Ornek 9.48’¢ gore, boliiniir bir gru-
bun maksimal ¢zaltgrubu yoktur. Orneé;in Q grubunun maksimal altgrubu yoktur. Ote
yandan Q grubunun, 1i (ya da 0’dan farkl herhangi bir eleman1) icermeyen altgrup-
lar arasinda maksimal olan vardir (ve birkag tane vardir; bir bagka deyigle Qnun 1’i
igermeyen Oyle altgruplar: vardir ki bu altgruplardan daha biiyiik her altgrup 1’i igerir).
Okur aligtirma olarak bu altgrubu bulmaya galigabilir. (Bkz. Teorem F.3.)

Burada yukaridaki soruyu yanitlayalim. Q grubunun 1’icermeyen en az bir altgrubu
vardir, mesela {0} altgrubu. 2Z bir basgkasidir. Q grubunun 1’i igermeyen altgruplar:
arasinda en biiyiiklerinin oldugunu kanitlayacagiz. Boyle bir altgrup, 1/2, 1/3 gibi
sayilar1 da igeremez elbet. S6yle bir tanim yapalim:

A:{%:aeQZ,bgzzZ}.

Yani A pay1 ¢ift paydasi tek olan kesirli sayilar olsun. Bu kiime toplama ve gikarma
altinda kapalidir ve bogkiime degildir, dolayisiyla bir altgruptur. 1’i igermedigi bariz,
hatta hicbir tek tamsayiy1 icermedigi bariz. Ama A ¢ift tamsayilar: icerir Jimdi A < B
olsun. B’nin 1'i igerdigini kamitlayacagiz. B’den A’da olmayan bir eleman alalim: u/v.
Pay ve payday1 sadelestirilmig olarak alalim. O zaman wu ¢ift say1 olamaz, ¢iinkii aksi
halde v de gift say1 olmak zorunda olurdu. u/v elemanmm kendisiyle v defa toplayarak
u € B varsayimini yapabiliriz. u = 2u; 4+ 1 olarak yazalim. 2u; € 2Z < A oldugundan,
1 —u — 2uy € B olur ve boylece istedigimiz kanitlanmig olur.

Okur, yukarida 2 ile yaptigimiz rastgele bir p asal igin yapabilir. Ayrica aligtirma olarak
Q/A grubunun grup yapisini anlamaya galigabilir. Birka¢ ipucu: Q boliiniir oldugundan,
Q/A elbette boliiniir bir gruptur. Eger A’y1 p asal igin tanimlamigsak, Q/A grubunun
her elemani bir p-elemandir. Ayrica Q/A’nin her 6zaltgrubu sonludur ve bir n € N igin
Z/p"Z grubuna izomorftur. Zp~ olarak gosterilen bu gruba Prifer p-grubu adi verilir.






12. Direkt ve Yaridirekt
Carpimlar

12.1 1ki Grubun Kartezyen Carpimi

Eger G ve G» iki grupsa, G X G2 kiimesini bir gruba dontigtiirmeyi biliyoruz.
Bunun igin ¢arpim (olabilecek en dogal bigimde),

(CL, b)(cv d) - (CZC, bd)

olarak tanimlamak yeterli. Bu altbéliimde ters problemi ele alacagiz, yani bir
grubun hangi kogullarda G x G2 tiirtinden bir gruba izomorfik oldugunu bu-
lacagiz.

Once G = G x G grubu iizerine bir iki kelime soyleyelim.

Hy =G x {1} ve Hy = {1} x G»
tanimlarini yapalim. O zaman
Hy ~ G, Hy ~ Gy
onermeleri ve dolayisiyla
G =Gy xGy~ Hy x Hy

onermesi dogrudur. Bunlarin kolay kanitin1 okur teyit edebilir. Ayrica, kolayca
kanitlanabilecegi tizere,

(1) Hi <G, H <G, G=H{Hy, ve HHNHy =1

olur!. Simdi, (1) kosullarini saglayan H; ve Hs altgruplarmin varliginmn, G
grubunun H; x Hy grubuna izomorf olmasi igin yeterli oldugunu gorecegiz.

'En sondaki 1, G = G x Go grubunun tek elemanli altgrubunu simgelemektedir, yani
{(1,1)} anlaminadir.
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G Dbir grup olsun. Diyelim G'nin H; ve Hy altgruplar (1) kogullarim
saglhyor. O zaman, Hs normal bir altgrup oldugundan, h; € Hy ve hy € Ho
icin,

hithythihy = (hy'hythi)he € HoHy C Hy

olur; benzer sekilde
hithy thahy = hyt(hy thihg) € HiHy C Hy

oldugundan,
hithy'hihe € HiNHy =1

olur; buradan da énce hy 'hy 'hihy = 1, sonra
(2) hihy = hahy

gikar. Simdi
@(h1,h2) = hihy

kuraliyla tanimlanmig
@ : H1 X H2 — G

fonksiyonuna bakalim. HyHy = G oldugundan bu fonksiyon o6rtendir. Ayrica
(2)’den dolay1 ¢ bir homomorfidir:

©((h1,h2)(hy, hy)) = (hihi, hahy) = hihihahy
= hihahihty = @(hy, ha)p(hhy).

@’nin ¢ekirdegini hesaplayalim:

Kero = {(h1,h2) € Hi x Hy : p(h1hg) =1}

= {(hl,hz) € Hy x Hy: hiho = 1}

= {(h1,h2) € Hy x Hy: hy = hy'}

= {(hl,hz)EHl XHQ:hthgl EHlﬂHQZI}
= {(h1,h2) € Hy x Hy: hy = hy' =1}

= {1}

Demek ki ¢ ayrica birebirmis. Boylece H; x Hy ~ G izomorfisi kanitlanmig
oldu. Kanitladigimizi bir teorem olarak yazalim.

Teorem 12.1. G grubunun Hy ve Hs altgruplar
(1) H1 <G, Hy<G, G=H1Hy, ve HHN Hy =1

onermelerini saghyorsa,
G~ H1 X HQ

olur. O
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Varsayimlardan G = Hi Hs kogulunu atarsak da bir sonug elde ederiz.

Teorem 12.2. Bir grubun Hi ve Ho altgruplar: birbirlerini normalize ediyorsa
ve Hi N Hy =1 ise, 0o zaman

<H1,H2> = H1H2 ~ H1 X H2
olur.

Kamt: (Hy, Hy) = HyH> esitligini biliyoruz. Bir 6nceki teoremde G = Hy H,
alalim. O

Hemen bir uygulama gorelim.

Sonug 12.3. G bir abel grubu, n ve m birbirine asal pozitif dogal sayilar ve
her g € G ic¢in g™ =1 olsun.

Gnl={9geG:¢g"=1}veGim|={9g € G: g™ =1}
tanimlarime yapalim. O zaman G ~ G[n] x G[m] olur.

Kamt: Once, her g € G icin g" € G[m] ve ¢™ € G[n] oldugunu gorelim. Sonra,
Bézout Teoremi'ne gore nu + mov = 1 esitligini saglayan u, v € Z tamsayilari
oldugunu farkedelim. Simdi her g € G igin,

g= gl — gnu+mv _ (gn)u(gm)v
olur. Demek ki G = G[m]G[n|. Teorem 12.1’i uygulayabilmek igin son olarak
G[n|NG[m] = 1 egitligini kanitlamamiz lazim. Bu da kolay: Eger ¢" = ¢ =1
ise,
olur. g
Sonug 12.4. G, sonlu eksponentli bir abel grubu olsun. Her p asali i¢cin
Gp>®]={9g€ G: birieN igin gpi =1}

tanvmane yapalim. O zaman G[p>®] < G ve sadece n’yi bélen p asallary igin
G[p™] # 1 olur. Ve G ~ [, G[p*] olur.

Kanit: expG = n olsun. Tabii sadece n’yi bdlen p asallar1 i¢in G[p*>] # 1
olur; dolayisiyla n’yi bolen farkli asallara pq, ..., pi dersek, 6nermeyi

G ~ Gp°] x ... x G[py’]

olarak yazabilirdik.
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Eger n sayis1 p'’ye boliiniiyorsa ama p*!’e boliinmiiyorsa, m = n/p’ tani-

min1 yaparak, Sonug 12.3’ten
G ~ G[p'] x G[m)]

elde ederiz. G[p'] = G[p™] oldugundan, sonug tiimevarimla kolaylikla kanitla-
nir. O

Bu teoremin bir benzeri daha genel olarak burulmali abel gruplar: icin
dogrudur, bkz. Sonug 12.9.

Notlar ve Ornekler

12.1. Alt1 = {Id:}, Alt2 = {Id2}, Alt3 = {Ids, (1 2 3) (1 3 2)} gruplan basit gruplardir.
Ama Alt4 basit birgrup degildir; 6rnegin,

{Ids, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} < Alt4

olur. Ama Alt5 ve sonrasi basittir. Simdi bu teoremi kanitlayacagiz.

Sonug 12.5. n > 5 i¢in Altn basit bir gruptur.

Kanmit: H, Altn’nin minimal bir normal altgrubu olsun. H # Altn varsayimini ya-
palim. a € Symn rastgele bir makas olsun. H® <1 Altn olur. Eger H® = H ise, H,
Symn = (Altn,a) tarafindan normallenir. Bu durumda Teorem 9.4’e gére H = Altn
olur. Bundan boyle her o makasi i¢gin H® # H varsayimini yapalim. H minimal normal
altgrup oldugundan, H N H* = 1 olur. Demek ki H ile H* nin elemanlar:1 birbirleriyle

degisirler. Dolayisiyla
(HH*) =H® H“

olur. Ama bu altgrup hem Altn tarafindan hem de « tarafindan,dolayisiyla Symn ta-
rafindan normallenir. Gene Teorem 9.4’ gore Altn = H @ H* olur. Demek ki |H|* =
n!/2 ve dolaysiyla |H| bir ¢ift say1 olmak zorunda. Demek ki H’de derecesi 2 olan bir h
eleman1 vardir. Bu eleman makaslarin ¢arpimidir. Eger a’y1 bu makaslardan biri olarak
alirsak, h™ = h ve dolayisiyla h € H N H* = 1 olur. Celigki. O

12.2 Cok Sayida Grubun Direkt Toplami

Verilmis bir (G;)icr grup ailesiyle @; G; olarak gosterdigimiz bir grup ya-
ratmistik. Animsatalim. Kiime olarak tamim soyleydi:

P Gi= 1 (9:)ics € [[Gi: {i € T+ gi # 1} sonlu
I I

Kolaylik agisindan (g;);e; elemanini (g;); olarak gosterelim. Carpimi tahmin
edildigi gibi:

(9:)i(hi)i = (gihi)i-
Simdi G = @; G; ve her j € I icin

H; ={(g9i)i € G: herie I icin eger i # j ise g; = 1}
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tamimlarim yapalim. Yani H; kiimesi, belki j’inci terim diginda, her terimi 1
olan elemanlardan olugsun. Her j € I i¢in, G; ~ H; < G ve

I I

oldugu bariz olmali. Ayrica her j € [ icgin

(3) Hj <G,

(4) G=(H;:iel)

ve

(5) Hin(H;:ie I\ {j})=1

olur. (3) bariz olmali. (4) de zor degil, ¢linkii G = @; G; grubunun bir g = (g;);
elemaninda sonlu sayida 1’den farkli terim vardir. Eger i1, ..., i, gostergecleri
icing;, #1, ..., gi, # 1 vediger gostergecler i¢in terimler 1 ise, g € H;, --- H;,

olur. (5)’1 kamitlayalim: (H; : i € I\ {j}) altgrubunun her elemanimin j’inci
koordinat: 1’dir; ama H; grubunun j’inci koordinat diginda her koordinati
1’dir; demek ki kesisimdeki bir elemanin tiim koordinatlar: 1’dir, yani kesigsim
1’dir.

Cogu zaman (5)’1 bagka tiirlii yazmak daha kullanigh olur. (5) ile su kosul
esdegerdir:

Eger iy, ..., i, € I farkl gostergeglerse, h;, € H;,, ..., h;, € H; ise ve
hil"'h‘in :1 iS@ hil ::h’ln :1 OZUT.

Bu iki kosulun esdeger oldugunun kanit1 ¢ok kolaydir: Eger 1 = [], h; ise, her
J igin,
hit=][heHnH:icI\{j})=1,
i#]
dolayisiyla hj = 1 olur. Diger istikamet de kolay.

Simdi problemi tersten ele alalim. G herhangi bir grup olsun. G’nin bir
(H;)ier altgrup ailesi verilmis olsun. (3), (4) ve (5) kogullarmin G ~ @, H;
olmasi i¢in yeter kosullar oldugunu kamitlayalim. Bunun ic¢in énce i # j ve
hi € H;, hj € Hj icin h;h; = hjh; esitligini kamtlamaliy1z. (5)ten dolay:
H; N Hj =1 oldugundan, bu aynen bir 6nceki altbéliimdeki gibi (3) kullanila-
rak kanitlanir (bkz. Ornek 9.9): [H;, H;] < H; N H; = 1. Simdi

o((hi)i) = H hi
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kuraliyla tanimlanmig

@:@Hi—>G’
I

fonksiyonuna bakalim. h;’ler arasinda sonlu sayida 1’den farkli eleman oldu-
gundan ve h;’ler aralarinda degistiginden, [], h; carpimi anlamhdir, sonucta
sonlu sayida eleman garpilmaktadir. ¢ elbette bir homomorfidir ve (4)’ten
dolay1 6rten bir homomorfidir. Birebir oldugu da, yukarida (5)’e esdeger oldugu
kanitlanan 6nermeden ¢ikiyor: Eger 1 = ¢((h;);) = [, hs ise, her j i¢in h; =1
olur.

Teorem 12.6. Eger bir G grubunun (H;); altgrup ailesi (3), (4) ve (5) kosul-
larina saglwyorsa

o((ha)i) = [ ] s
formiiliiyle tanvmlanan ¢ : @; Hi — G fonksiyonu bir izomorfidir. O

Teorem 12.7. Eger bir grubun birbirini normalize eden (H;); altgrup ailesi
(5) Hyn (Hie T\ {j}) =1
kosulunu saghyorsa (H; : i € I) ~ &@; H; olur. g

Bazen (H;); altgrup ailesi kargimiza bir kiime olarak ¢ikar. Zaten bir 6nceki
teoremdeki H;’'lerden ikisi egit olamayacaklarindan (hatta kesigemeyeceklerin-
den), teoremdeki aileyi bir kiime olarak almak sonucu zayiflatamaz. Bu du-
rumu da kaydedelim:

Teorem 12.8. G bir grup ve X, elemanlart G'nin birbirini normalize eden
(bazi) altgruplarindan olusan bir kiime olsun. Diyelim birbirinden farkly her
Hy,...,H, € X ve her h; € H; i¢cin hy---h, = 1 esitligi ancak hy = ... =
hy, = 1 igin dogru olabiliyor. Bu durumda (H : H € X) ~ @pycx H olur. O

Bu teoremi burulmali abel gruplarina uygulayalim:
Sonug 12.9. G burulmaly bir abel grubu olsun. Her p asaly i¢in
Gp™] ={g9 € G: birie N igin g = 1}
tanemina yapalim. O zaman G[p™] < G ve G =P, 454 GPp™] olur.

Kanit: G[p>] altkiimesinin bir altgrup oldugu bariz olmali. Teorem 4.10 ya
da Sonug 10.23’den dolayr G[p™] altgruplar1 G’yi tiretir. Sabit bir ¢ asal igin
(G[p*>®] : p # q) grubunun elemanlarimin dereceleri g asalina boliinmezler.
Demek ki bu altgrubun G[g*] ile kesigimi 1’dir. Teorem 12.6 istedigimiz izo-
morfiyi verir. O

Notlar ve Ornekler
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12.2.

12.3.
12.4.

12.5.

12.6.

Ornek 9.55’¢ gore Q/Z burulmal bir gruptur. G = Q/Z ve p bir asal olsun. O zaman
Sonug 12.9’de tanmimlanan G[p*] altgrubu,

{a:a=a/p":neN,acZ}

grubuna, yani
{a:a=a/p":neN,a=0,1,2,...,p" — 1}

grubuna esittir. Dolayisiyla Q/Z bélim grubu bu altgruplarin direkt toplamina izomorf-
tur. Bu kitapta arada bir s6zedecegimiz ve matematikte 6nemli bir yer tutan G[p™°]
gruplarina Prifer p-grubu adi verilir ve bu altgruplar Z,~ olarak gosterilir.
G bir abel grubu ve H < G olsun. p bir asal olsun. Elbette H[p™] = G[p>°] N H olur.
G burulmali bir abel grubu H < G olsun. Sonug 12.9’e ve bir 6nceki érnege gore,
H, < G[p™] altgruplar igin,

H~ P H,

p asal

olur. Elbette H, = G[p*™] N H olur.

Eger G = (g), n elemanli dongiisel bir grupsa, her d|n i¢in G’nin d elemanl tek bir
altgrubu vardir:

<gn/d>:{xn/d:xEG}:{xeG:xdzl}.

Bunun tersi de dogrudur:

Her d ig¢in d elemanly en fazla bir altgrubu olan sonlu gruplar déngiiseldir.

Kamt: Onermeyi grubun eleman sayis1 iizerine tiimevarimla kamitlayacagiz, ne de
olsa altgruplarinin da ayni 6zelligi vardir. Teoremi once asal sayilarin kuvvetleri igin
kanitlayalim. p bir asal, n € N ve G grubunun p” elemani olsun. Merkezden derecesi
p olan bir a elemam alalim (Teorem 8.10 ya da 14.6). (a) grubu G’nin eleman sayis1 p
olan yegane altgrubudur, demek ki triskadan olmayan her altgrubun altgrubudur, yani
a, trigkadan olmayan her altgrubun elemamdir. G/(a) grubu da énermenin hipotezini
saglar. Demek ki tiimevarimla G/(a) grubunun doéngiisel oldugunu anlariz. b € G igin
G/{a) = (b) olsun. Demek ki G = (a)(b). Ama (a) < (b). Demek ki G = (b).

Simdi G’nin eleman sayis1 bir asalin bir kuvveti olmasin. O zaman her p igin G’de
tek bir maksimal p-altgrubu vardir (iki tane olsa eleman sayilar1 farkli olmak zorunda;
Sonug 11.8’den dolay1 da az sayida elemani olan digerinin iginde olmak zorunda, bu da
maksimallikle geligir). Dolayisiyla maksimal p-altgruplari grubun tiim p-elemanlarindan
olusur. Buradan da grubun maksimal p-altgruplarinin direkt toplami oldugu anlagilir
(Alstirma 12.11). Ama her p-altgrubun déngiisel oldugunu bir paragraf once kanitla-
dik. Cin Kalan Teoremi’ne gore (Teorem 10.22) G dongiiseldir. a
G sonlu bir grup olsun. Eger |G|’yi bolen her d dogal sayist igin z¢ = 1 denkleminin
G’de en fazla d tane ¢ozimi varsa G dongiseldir.

Kanit: Varsayim altgruplara gectiginden, grubun eleman sayisi iizerine tiimevarim ya-
pabiliriz. Once G’nin bir asal p sayis1 i¢in bir p-grubu oldugunu varsayalim. Diyelim
|G| = p™. Teorem 11.7’ye gore G'nin p™~* elemanl bir H altgrubu vardir. T{iimevarimla
H altgrubu, G’nin derecesi < p"~! olan elemanlardan olusur. Dolayisiyla G \ H kiime-
sinde derecesi p"~!’den kgiikesit bir eleman olamaz. Eger g € G'\ H ise, g'nin derecesi
tam tamina p" olmahdir ve dolayisiyla G’yi iiretir.

Simdi G bir p-grup olmasm. |G|’yi bdlen asal bir p alalim. G’nin en fazla elemanh
bir p-altgrubunu alalim, diyelim P. Yukarida yapilandan dolay:r P dongiiseldir. P’nin
eleman sayis1 p” olsun. p maksimal oldugundan, G’de derecesi p™’den biiyiik eleman
olamaz, aksi halde bu elemanin iirettigi altgrubun eleman sayisi p™’den biiyiik olurdu.
P dongiisel oldugundan, her k& < n igin P’de 2”" = 1 denklemini saglayan tam p*
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tane eleman vardir, demek ki G’nin derecesi p* olan tiim elemanlari P’dedir. Bundan
da P’nin G’nin p-elemanlarindan olugtugu ¢ikar. Buradan da grubun p-altgruplarinin
direkt toplami oldugu anlagilir (Ahstirma 12.11). Her p-altgrubun déngiisel oldugunu
bildigimizden Cin Kalan Teoremi’ne gore (Teorem 10.22) G dongiiseldir. O

Asgagidaki sonuca ileride sik sik ihtiyacimiz olacak. Aradan ¢ikarmanin tam
zamani.

Onsav 12.10. G bir grup, 1 bir gosterge¢ kiimesi ve her i € I icin X;, G'nin
birbirini normalize eden bir altgrup kimesi olsun. Ayrica i, j € I icin ya
Xi € Xj ya da X; C X; varsaymmin yapalhm. X = Ul X, olsun. Eger her 1
1cin

(H:HeX)= P H

HeX;
oluyorsa
(H:HeX)=P H
HeX
olur.

Kanit: Teorem 12.8’yi kullanacagiz. Farkh Hy,...,H, € X ve h; € H; icin
hi--h,=1

olsun. Her H; € X;; olsun. Hipoteze gore, X;; lerden biri digerlerini kapsar,
diyelim Xj;, hepsini kapsiyor. O zaman hy---h, = 1 esitligi (H : H € X;,)
grubunda yer aldigindan, diger hipoteze gore H; = ... = h, = 1 olur. O

Aligtirmalar
12.7. Z (I1,; Gs) =11, Z(G:) ve Z (B, G:i) = @, Z(Gi) esitliklerini kanitlaym.
12.8. I ve J ayrik gostergeg kiimeleri olsun. K = I U J olsun. Son olarak (Gk)kek bir grup

ailesi olsun.
Do (@) o (D)
K I J
izomorfisini kanitlayin.

12.9. o € A igin (Ia)o ikiger ikiger ayrik gostergeg kiimeleri olsun. J = |J, Io olsun. Son
olarak (Gj);es bir grup ailesi olsun.

IJe= I (IT¢)

izomorfisini kamtlayin. Ayni 6nermeyi [ yerine € ile kanitlaymn.

12.10. A = Q/Z olsun. Her p asali i¢in A[p*], A’nin, derecesi p’nin bir kuvveti olan eleman-
lardan olusan altkiimesi olsun.

Alp"|={7€Q/Z:p"q =10}
olsun. Ayrica A[p"] ve A[p>°] birer altgruptur. Ikincisine Priifer p-grubu denir. Elbette,
A"l S AP™T < APp¥] < A
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ve ayrica
Ap™] ={q€ Q/Z : bir n € N igin p"qg =0} = U Alp"]
neN
olur.
Qz= P Ap™]
p asal

esitligini kamtlaym. Eger ¢ = 1/6 ise, § elemanmnin p asallar1 igin A[p®°] bilegenlerine
aywrin. (Bkz. Ornek 9.67.)

12.11. G burulmali bir grup olsun. Her p asali igin grubun p-elemanlarinin kiimesinin bir altg-
rup oldugunu varsayalim, diyelim Gp. Bu durumda G = @pasal G)p oldugunu kanitlayn.
(Bkz. Teorem 4.10.)

Direkt Toplamin Kategorik ézelligi

(H;)icr bir grup ailesi olsun. @; H; grubunun “kategorik” olarak adlandirilacak bir
ozelligi vardir. Bu paragrafta @, H; grubunun bu 6zelligini agiklayacagiz.

Her j € I igin H;’den ), H; grubuna giden dogal bir gdmme vardir: Eger h € H;
ise, ej(h) € @; H; elemamn, j’inci koordinati & olan, diger koordinatlar: 1 olan elemamn
temsil etsin. Her ¢ # j ve her h; € H; ve h; € Hj icin

ei(hi)ej(h;) = ej(hj)ei(hi)
esitligini biliyoruz.
Simdi rastgele bir G grubu ve bir (f; : H; — G);e; homomorfi ailesi alalim. Her
i # j ve her h; € H; ve h; € H; icin
filhi) f5(hg) = fi () fi(hs)
esitligini varsayalm. (h;); € ®;H; icin

f((hi)i) = Hfi(hi)

tanimini yapalim. Sadece sonlu sayida h; # 1 oldugundan ve garpilan elemanlar ara-
larinda degistiginden, sagdaki ifade anlamlidir. Boylece bir

I

fonksiyonu elde ettik. Bu fonksiyonun bir homomorfi oldugunu ve her ¢ € I i¢in

(6) foei=f;

esitligini kontrol etmek zor degildir. Ayrica (elbette) f homomorfisi (6) egitliklerini
saglayan biricik homomorfidir ¢iinkii (6), f’nin her koordinatinda almas1 gerektigi
degeri sOylemektedir.
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Demek ki:

Teorem 12.11. (H;)ier bir grup ailesi ve her j € I i¢in e; : H; — &1H; dogal
gomme olsun. O zaman

((Hi)u @Hi7 (ei cH; —» @HJ >
T 7 .

dglistntn su ézelligi vardur: Rastgele bir G grubu alalim. Her i # j ve her h; € H;
ve hj € Hj ig¢in

filha) fi(hg) = fi(hy) fi(hi)
esitligini saglayan bir (f; : H; — G);er homomorfi ailesi alalim. O zaman éyle bir
ve bir tane

I
homomorfisi vardir ki her i € I igin
Joei=[i
olur. g

Teoremdeki “bir ve bir tane” sozleri 6nemlidir, hafife ahmmamalidir. Simdi yu-
karidaki teoreme bir ek yapalim:

Teorem 12.12. (H;); bir grup ailesi, H bir grup ve (e} : H; — H); bir homomorfi
atlesi olsun. Eger
((Hi)i, H, (ef : Hi — H);)

tiglist bir onceki teoremdeki é6zelligi saglyorsa, o zaman H ~ @, H; olur. Ayrica
dyle bir g : H — @, H; izomorfisi vardur ki her i € I igin g o e; = e; olur.

’
e; e;

f

4
Kamit: Yukaridaki semadan takip edin. Teorem 12.11°dan dolay1

foei=¢;
esitliklerini saglayan bir
fPpH —H
I

homomorfisi vardir. Kamitlamak istedigimiz teoremin hipotezine gore

!
goe; =¢i
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esitliklerini saglayan bir
g: H— @ H;
I
homomorfisi vardir. Demek ki f o g: H — H homomorfisi her ¢ € I i¢in

(fog)ocy=folgoel) =foei=¢

esitligini saglar. f o g : H — H homomorfisinin sagladig1 bu esitligi Idy 6zdeslik
fonksiyonu da saglar. Teoremdeki “bir ve bir tane” nitelemesinden dolay1 fog = Idy
olmali. Benzer nedenden go f : @, H; — @ H, fonksiyonu da birim fonksiyondur.
Boylece f ve g’nin birbirinin tersi izomorfiler olduklarini kanitladik. O

Kartezyen Carpimin Kategorik Ozelligi

(H;)icr bir grup ailesi olsun. [ [, H; grubunun da “kategorik” olarak adlandirilacak
bir 6zelligi vardir. Bu paragrafta bu ozelligini agiklayacagiz.

Her j € I i¢in [[; H; grubundan H; grubuna giden izdiigiim fonksiyonu vardur:
7;((hi)i) = h;j. Bu fonksiyon elbette 6rten bir homomorfidir.

Simdi herhangi bir G' grubu ve bir (p; : G — H;); homomorfi ailesi alalim.
Amacimiz her i € I icin 7; 0 p = p; esitligini saglayan p : G — [[; H; homomorfisi
bulmak. Eger gergekten boyle bir p varsa, ve g € G igin

p(g) = (hi)i

ise, 0 zaman (m; 0 p)(g) = pi(g), yani h; = p;(g) olmal. Demek ki tek garemiz

p(g) = (pi(9))i

tanimini yapmak. Nitekim bu tanim istedigimiz ozellikleri saglar. Once bunu bir te-
orem olarak yazalim. Sonra daha fazlasimi ekleyecegiz.

Teorem 12.13. (H;);c; bir grup ailesi ve her j € I i¢in w; : [, Hi — Hj izdisiim
fonksiyonu olsun. O zaman

((Hz)u HH,;, (71'1' : HHl N H,) >

i
Gglistinin su ozelligi vardir: Rastgele bir G grubu ve bir (p; : G — H;); homomorfi
ailesi alalim. O zaman oyle bir ve bir tane

I
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homomorfisi vardir ki her i € I igin
T 0P = pPi
olur. p homomorfisi her g € G i¢in
p(g) = (pi(9))i
olarak tanimlanmastir. O

Bu teoremdeki “bir ve bir tane” sozleri de 6nemlidir, simdi bu s6zlerin 6nemini
gorelim:

Teorem 12.14. (H;); bir grup ailesi, H bir grup ve (w, : H — H;); bir homomorfi
ailesi olsun. Eger

ticlist bir onceki teoremdeki ozelligi saghyorsa, o zaman H ~ [[, H; olur. Ayrica
dyle bir g : H — []; H; izomorfisi vardur ki her i € I igin w; = m; o g olur.

g
[T, H, T N\H
~__
f
ﬂ:i J'I:;
Hi

Kanit: Yukaridaki semadan takip edin. Teorem 12.13’den dolay:
/
T og =",

esitliklerini saglayan bir g : H — []; H; homomorfisi vardir. Kamtlamak istedigimiz
teoremin hipotezine gore

7T§ of=m
esitliklerini saglayan bir
f[[H —H
I
homomorfisi vardir. O zaman fog: H — H homomorfisi
mio(fog) =

esitligini saglar. f o g : H — H homomorfisinin sagladigi bu esitlik Idy : H — H
tarafindan da saglanir. Ama varsayimdaki biriciklikten dolay1r bundan f o g = Idy
¢ikar. Benzer nedenden g o f = Idpy, g, olur. Demek ki f ve g birer izomorfidir. U
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12.3 Yaridirekt Carpim

Bir grubun iki altgrubunun direkt carpimi olmasi oldukca basit gruplarda
rastlanan bir durumdur. Bu altboliimde ¢ok daha sik rastlanan bir durumdan
sozedecegiz. G bir grup olsun. H, K < G olsun. Diyelim K, H’yi normalize
ediyor, yani K < Ng(H). Bu durumda

(H,K)=HK = {hk:h € H k€ K}

esitligini ve H <« H K oldugunu biliyoruz. Bundan sonra yapacagimiz i¢in G’yi
HK altgrubuna esit almanin bir sakincasi olmayacak, istersek G = HK var-
sayimini yapabiliriz. Demek ki H K grubunun her elemani bir h € H ve k € K
icin hk biciminde yazilabilir. Bir bagka deyisle

£ (hk) — hk

kuraliyla tamimlanan H x K kiimesinden H K grubuna giden fonksiyon orten
bir fonksiyondur. Ama birebir olmayabilir. Altbéliim 12.1°de bu fonksiyonun
bir grup izomorfisi oldugu durumu ele almigtik. Bu altboliimde bu fonksiyonun
sadece birebir oldugu daha genel durumu ele alacagiz.

f fonksiyonunda birebirligi bozanin ne oldugu ¢ok belli: HNK altgrubunun
1 olmamasi birebirligin 6niindeki yegane engeldir. Nitekim eger a € H N K ise,
(ha,a='k)ile (h, k) elemanlarinin f-imgeleri aynidir. Bundan béyle HNK = 1
varsayimini yapalim. Bu durumda H x K kiimesiyle (grubuyla degil!) H K altg-
rubu arasinda birebir ve érten bir egleme vardir. Amacimiz H K altgrubunun
carpmasini f eslemesini kullanarak H x K kiimesine ¢cekmek, bir bagka deyisle,
verilmis (h, k), (h1,k1) € H x K elemanlari i¢in

FYF(h k) f(h, k1)) € Hx K

elemanimi bulmak. Nitekim bir grupla bir kiime arasinda bir esleme varsa,
bu eslemeyi kullanarak grubun iglemini kiime iizerinde tanimlayarak kiimeyi
bir gruba doniigtiirebiliriz; egleme de boylece bir izomorfi olur (bkz. Aligtirma
10.79).

Bu amagla, h, hy € H ve k, k1 € K elemanlar: i¢in (hk)(h1k1) ¢arpimin
hesaplayalim:

(hk)(hik1) = hkhiky = hkhik™'kky = (hkhik™ 1) (kky).

Esitligin en sagmdaki ifadenin birinci parantezindeki hkhik~! elemani H'nin
bir elemam ¢iinki K altgrubu H’yi normalize ediyor. k € K icin

pr:H—H

fonksiyonu
or(h) = khk™?
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olarak tanimlansin. Bildigimiz ve kanitlamasi kolay oldugu iizere ¢ € Aut H
olur. Demek ki,
(hk)(hik1) = (her(h1)) (k1)

esitligi gecerlidir. Buradan hareketle H x K kiimesi iizerinde bir iglem tanim-
layabiliriz:
(h, k) * (hl, kl) = (hgok(hl), kk‘l).

Boylece H x K kiimesi HK grubuna izomorfik bir grup yapisina kavugmus
olur. Izomorfizma da elbette f : (h, k) — hk fonksiyonuyla verilmistir.

Dikkat ederseniz yukarida tanimlanan carpim kartezyen carpimdaki garpi-
ma ¢ok benziyor. Ikinci koordinatta gercekten K’daki carpmay1 kullaniyoruz,
ama birinci koordinatta hh; yerine hi’e hafif bir degisim uygulayarak hoy(hq)
yazdik. Eger ¢ = Idy ise (yani k, H'nin elemanlariyla degigiyorsa, yani k €
Ck(H) ise), aynen kartezyen carpimi elde ederiz. Carpmada

khi = kh1k™'k = @p(h1)k

esitligini kullandigimiz gozden kacmamali; k£’y1 hq’in solundan sagina gecirir-
ken hi’e gereken doniigiimii uyguluyoruz.

Her k € K igin tanmimlanmig olan ¢y, : H — H otomorfilerine dikkatimizi
cevirelim konuyu daha soyut haliyle ele almadan 6nce.

p: K — AutH

fonksiyonunu
o(k) = ¢x

kuraliyla tanimlanmig olsun. ¢’nin bir grup homomorfisi oldugunu biliyoruz.
Sonug olarak, HK grubunun carpim tablosu, H ve K gruplarinin carpim
tablolar1 ve ¢ homomorfisi tarafindan tamamen belirleniyor. igte bu olguyu
bir sonra paragraftan itibaren sdmiirecegiz. Ama 6nce G yerine H K grubunu
alarak yukaridaki varsayimlarimizin bir listesini ¢ikaralim, ileride gerekecek:

(6) G=HK, H<G K<G HNK=1.

Ters Problem. Simdi yukarida yaptiklarimizi unutmusg gibi yapip problemi
tersten ele alalim. Ortada G grubu yok ama onun yerine K ve H gruplari
ve bir ¢ : K — Aut H homorfisi verilmig olsun. k¥ € K igin (k) yerine @i
yazmay1 tercih edecegiz?. H x K kiimesi iizerine su islemi tanimlayalim:

(h,k)(h1, k1) = (hog(h1), kk1).

2 Aksi halde (o(k))(R) gibi bol parantezli ifadeler olugur, oysa f(k) yerine @y yazarak bu
ifade @i (h) olarak gosterilebilir.
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Bu iglemin H x K kiimesini bir gruba dontigtiirdigiinii kanmitlayacagiz.
Once birlesme 6zelligini kanitlayalim.

(h,k)((h1,k1)(h2,k2)) = (h,k)(hipy, (he), kik2)
o (h1ok, (h2)), kkik
2

(h

(hor(h ) 2)
(hor(h1) ek (pr, (R
(hor(h )(h
(hor(h

1
)); kk1ks)
2), kkikg)
Kkiks).

ok (h1) (Prpr,
@k (h1)Prk (h2),

Diger yandan
((hy k) (h1, k1)) (he, k2) = (hok(h1), kk1)(he, k2) = (hok(h1)ekk, (he), kkikz).

Ayni sonucu bulduk. Demek ki birlesme 6zelligi saglaniyor.
Simdi (1, 1) elemanmnin etkisiz eleman oldugunu goézlemleyelim:

(L1)(h, k) = (1-1(h),1- k) = (p1(h), k) = (Idp (h), k) = (h, k)
(¢linkit ¢ bir homomorfi oldugundan ¢ = ¢(1) = Idg olur) ve
(h7 k)(lv 1) = (h(pk(l), k- 1) = (h ’ 17k) = (h7 k)

(¢inkii ¢y bir homomorfi oldugundan ¢ (1) = 1 olur) olur.
Son olarak bir (h, k) elemaninin tersinin oldugunu kanitlayalim, hatta daha
iyisini yapip tersini bulahm. Eger (h, k)’nin ters elemania (hq, k1) dersek,

(17 1) = (h7 k)(hlakl) = (hﬁpk(hl)vkkl)

olmal. Demek ki k1 = k7! ve hy = (o) 1 (h™!) = pp-1(h)~! olmali, yani
(h, k) elemaniin tersi — eger varsa —

(pr-1(h)~H k™)

olmali. Son olarak (¢g-1(h)~1, k1) elemanmin (h,k) elemaninin sagdan da
ters elemani oldugunu gosterelim:

(h, k) (-1 (W)~ k7 =
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Yukarida insa ettigimiz H x K grubuna H ve K’nin (bu sirayla) ¢’ye
gore yarigarprma adi verilir ve bu grup H x , K olarak yazilir. ¢ fonksiyonu
hep Idg degerini alan sabit fonksiyon oldugunda bildigimiz H x K kartezyen
carpim grubunu elde ederiz, yani direkt carpim yaridirekt carpimin 6zel bir
halidir.

G = H x ,K grubunun Hy = H x {1} ve K1 = {1} x K altkiimelerine
bakalim. Elbette H; N K1 = 1 olur. Ayrica H;, K1 < G oldugu ¢arpimin
tanimina bakinca bariz olmali. H; < G olgusunu kamitlamak da zor degil.
H K, = G egitligi ise su hesaptan gikiyor:

(7) (h, (1, k) = (her(1),1 - k) = (R, k).

Demek ki G'nin Hy ve K altgruplar (6)’y1 saghyor.

H x , K yaricarpiminda (eger bir karigikliga neden olmayacaksa) (h, 1) ye-
rine de h, (1,k) yerine de k yazlabilir; dolayisiyla (7)’den dolay: (h, k) yerine
hk yazilabilir. Bu durumda ¢arpmayi

(hk)(hiky) = hkhik™ kky = hop(hi)kk:

olarak gosterebilriz. Ama tabii 1 # a € H N K ise, (1,a) elemaniyla (a,1)
eleman farkli elemanlar oldugundan, bu elemanlar1 a olarak gostermek yanlig
olur; bu elemanlar: sirasiyla la ve al olarak gostermek gerekir ki bu yazim
bicimi de kolaylikla hataya yol acabilir. Bu durumda K ’nin a elemanini a’ gibi
bagka bir simgeyle gostermek diistiniilebilir. Bir bagka sorun da su olabilir: H
toplamsal, K carpimsal bir grupsa (hk)(hik1) = hkhik='kk; = hepy(h1)kk;
yerine
(hk)(hik1) = (h + khik Y kky = (b + @(h1))kk:

yazmak gerekir, ki bu yazim da tecriibesiz biri icin kafa karigtirici olabilir.
Sonug olarak hk yazilimi kolayliklar saglasa da tehlikesiz degildir, dikkatle
kullanilmali. Matris garpimini bilen biri (h, k) elemanin

k h

0 1
olarak goriirse, H’nin toplamsal bir grup oldugu durumlarda ¢arpim ¢ok daha
kolay bicimde akla yerlegebilir:

E R\ (k1 hi1\ _ (kk1 Ekhi+h\
0 1 0 1) \o0 1 ’
ama tabii burada khy garpimi ¢g(hy) olarak diigtiniilmeli. Okur bu agsamada

Ornek 12.23e goz atabilir.
Artik teoremi yazabiliriz:
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Teorem 12.15. H ve K birer grup ve ¢ : K — Aut H bir homomorfi olsun.
w(k) yerine @i yazalim. O zaman,

(h,k)(h1, k1) = (heg(ha), kki1)

islemi G = H x K kiimesini (H x ,K olarak yazlan) bir gruba dondstiriir.
Eger Hy = H x {1} ve K1 = {1} x K tanumlarim yaparsak, G 'nin bu altkiime-
leri (6) 'yo saglarlar.

Aksine, bir G grubu ve G’nin (6) 'y saglayan H ve K altgruplar: verilmis
olsun. O zaman bir ¢ : K — Aut H homomorfisi i¢in G ~ H x ,K olur.
Burada ¢ homomorfisini her k € K ve h € H icin (¢(k))(h) = khk™' olarak
alabiliriz. g

Ama dikkat, iki farkli ¢ ve 1 icin H x ,K ~ H x 4K olabilir. Ahstirma-
larda buna ornek gosterecegiz.

Eger ¢’nin ne oldugu belliyse ya da 6nemi yoksa, o zaman H x ,K yerine
H x K yazlr.

H < G olsun. Eger bir K < G igin G = H x K oluyorsa, K'min H’nin bir
tiumleyeni oldugu soylenir; H’nin de G’de ayristiges sOylenir.

Notlar ve Ornekler

12.12. H x K grubunun bir yaricarpim oldugunu soylemistik. Bunun i¢in H X , K grubunun
ingasinda her k € K icin ¢, = Idy almak yeterli.

12.13. H herhangi bir abel grubu olsun. H'nin 7 otomorfisi her h € H igin 7(h) = h™!
formiiliiyle verilsin. K = {Idg,7} olsun. ¢ : K — Aut H dogal gémme fonksiyonu
olsun. Boylece H X , K grubu elde ederiz. Grubun elemanlarm h € H ve € = 0,1 icin
h7¢ biciminde yazabiliriz. Carpma su kuralla belirlenir:

Th=h"tr.

Dolayisiyla
(A7) (haT') = (hhy )T
olur. Ama tabii ayrica 7> = 1 olur.
Eger H = Z/nZ ise, elde edilen grubun Ds, dihedral grubuna izomorf olur.
12.14. Yukaridaki aligtirmay: tersten ele alalm. G = Da, olsun. Once bu grubun yapismi
animsayalim:
Dy, = (rys:r" = =1, srs = 7"71).
Ya da g0yle:
Dop ={r's*:i=0,1,...n—1,e=0,1}
ve carpma 7" = 5% = 1 ve sr = r 's iligkileriyle belirlenmistir.
R = (r) ~Z/nZ ve S = (s) ~ Z/2Z olsun. [Ds, : R] = 2 oldugundan, R < D3, olur.
Ama bunu s6yle de goérebiliriz: 7 € R oldugundan r, R’yi normalize eder; s~ 'rs = srs =
r~tss = 7! oldugundan s 'r's = (s 'rs)t = (1) = v olur ve dolayisiyla s de R’yi
normalize eder; hem r hem de s tarafindan normalize edilen R, D2, = (r, s) tarafindan
da normalize edilir.
(6)’daki her sey saglanmigtir, dolayisiyla D2, = R X S olur. S’nin 1’den farkh elemani
R’nin elemanlarini egleniklik altinda ters cevirdiginden, bu aynen bir énceki 6rnektir.
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12.15.

12.16.

12.17.

12.18.

12.19.

12.20.

12.21.

12.22.

12. Direkt ve Yaridirekt Garpimlar

G = Sym3 olsun. H = {Ids, (1 2 3), (1 3 2)} ~ Z/3Z ve K = {Id2, (1 2)} ~ Z/2Z
olsun. O zaman G = H X K olur. Bu 6rnegin bir 6nceki 6rnegin n = 3 durumu oldugu
gozden kacmasin.

G = Symn olsun. Teorem 3.2’ye gdre
K ={Id4, (12)}

igin, G = Altn X K olur.
Alt 4 altgrubunun kendisi de bagka altgruplarin yaricarpimidir. Nitekim,

Hy = {Id4, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

ve

Ki=((123))
ise Alt4 = H; X K3 olur. Okur bunun neden bdyle oldugunu kanitlayabilir ama saniriz
bir sonraki 6rnek buna ve bundan 6nceki 6rneklerin hepsine birden agiklik getirecek.
H<G olsun. [G : H| = p bir asal olsun. G\ H kiimesinde derecesi p olan bir k elemaninin
oldugunu varsayalm. O zaman (k) N H = 1 olmak zorundadir (bkz. Ornek 5.31) ve
dolayisiyla G = HK olur. Bu durumda G = H X K olur. Yukaridaki her yaricarpim
ornegi bu olgunun bir sonucudur.
a=(123),8=(456) € Sym6 olsun. Bu iki eleman Z/3Z x Z/3Z grubuna izormorf
bir altgrup tiretirler. v = (1 4)(2 5)(3 6) olsun. {y) ~ Z/2Z ve a” = 3 ve 87 = « olur.
Demek ki v eleman {(a, 8) altgrubunu normalize eder.

G =(a,8,7) = (@, B) X (v) ~ (Z/3L x L/3L) X Z/2Z

olur.
(af™) = (aB™) " ve (aB)” = aB
oldugundan,
G=(af ") x(y)® (af) ~ Sym3 x Z/3Z
olur. Ayrintilar: okura birakiyoruz.
Yukaridaki 6rnegi kolaylikla cesitlendirebiliriz: « = (12 3), 8 =(456),v=(789) €
Sym9 olsun. Bu elemanlar H ~ (Z/3Z)* grubunu iiretirler. $imdi H grubunun bu

ireteclerini esleniklik etkisiyle karan, dolayisiyla H’yi normalize eden su elemana ba-
kalim: o = (14 7)(2 5 8)(3 6 9). Kolaylikla goriilecegi tizere,

G = (o, B,7, 0) = (a, B, ) ¥ (o) ~ (Z/3Z)* X Z/3Z

olur.
Ca(o) = {apy, o)y ~Z/3Z x Z/3Z

oldugunun kanitin1 okura birakiyoruz.

G bir grup olsun. Inn : G — Aut G homomorfisini ammsayalim: Inn,(z) = grg™".

Boylece G X 1nn G grubunu elde ederiz. Bu grubun elemanlar1t G x G kiimesinin eleman-
laridir ve garpim g0yle yapilir:

(g:h)(z,y) = (gInny(z), hy) = (ghah ™", hy).

G bir grup, n > 0 bir dogal say1 olsun. G™ grubunun elemanlarinin koordinatlarini belli
bir ¢ € Symn elemanina gore degigtirmek G™ grubunun bir otomorfisini verir:

&(917 v 79”) = (gfr(l)> o 795(1))'
Boylece Symn — Aut G™ ve bu sayede G™ X Symn elde ederiz. Eger H < Symn ise,
G" X H grubu da ayni yontemle tanimlanir. Tabii burada {1,...,n} kiimesi igin yapilan

sonlu ya da sonsuz herhangi bir X kiimesi i¢in de yapilabilir; o zaman her H < Sym X
igin (@zGX Gz) X H ve (Hzex GI) X H gruplarim elde ederiz.
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12.23. p bir asal, K = Z/pZ ve K* = Z/pZ\ {0} olsun. K toplama altinda, K* ¢arpma altinda
bir gruptur®. Her k= 1,...,p— 1 icin ¢4 (z) = kz formiild bir ¢y : K — K otomorfisi
verir ve ¢ : K* — Aut K bir grup homomorfisidir. Béylece K X , K* grubunu elde
ederiz. Carpma goyledir:

(2,1)(z 1) = (@ + yz yt).

Matrisleri bilenler, bu grubun

{(g “f):xeK,yeK*}

grubu oldugunu farkedeceklerdir.

Simdi bu 6rnegi biraz degistirelim. oy : ¢ — 2* formiilii K* grubunun bir andomorfi-
sini verir. Dolayisiyla ¢; = ¢ o a; : K* — Aut K bir grup homomorfisidir. Boylece
K X 4, K* grubunu elde ederiz. Carpma bu sefer goyledir:

(@,9)(2,t) = (z + 'z, y1).

Eger ¢ = 1 ise bir dnceki ornegi elde ederiz. Eger ¢+ = 0 ise direkt ¢arpimi elde ederiz.
Buradaki ¢’leri {0,1,...,p — 2} arasindan segmek yeterlidir, daha dogrusu #’yi modiilo
p — 1 almak yeterlidir, ¢iinkii her y € K* i¢in Fermat'nin Kiigiik Teoremi’nden dolay1
(Teorem 9.7) y?~! =1 olur.

i ¢ (z,y) — (z,y") fonksiyonu K X ,, K* grubundan K X ,K* grubuna giden bir ho-
momorfidir, nitekim

1111((33: y)(zvt)) = 1[)1(28 + yizvyt) = (:E + yizv yiti)

ve
d)i(w’ y)¢1(27 t) = (‘T7 yl)(z7 tl) = (JZ + y127 yltl)

olur. Daha genel olarak, ; : (z,y) — (x, ") fonksiyonu K x 0, K" grubundan K X ,, K*

grubuna giden bir homomorfidir. Bu homomorfinin ¢ekirdegi

Kert; = {(0,y) 1y = 1}

olur elbette. Demek ki t; nin bir izomorfi olmasi i¢in (7, p—1) = 1 olmalidir ¢iinkii ancak
bu durumda Ker ¢); = {(0,1)} olur. Demek ki eger i € (Z/(p—1)Z)* igin k = ij oluyorsa
i, K X o, K* ile K X ,, K* gruplar arasinda bir izomorfidir.

12.24. Her p asali ve her k € N igin (1 + p)* = 1 4+ pkmodp® ve (1 + pk)? = 1mod p?
olur. Binom a¢ilimim kullanarak bu esitlikleri kamitlamak oldukga kolaydir. (Hatta eger
p = 2ise (1+pk)? = 1 mod p® olur.) Dolayisiyla oy (z) = (14 pk)z kuralyla tanimlanmig
fonksiyon Z/p*Z grubunun derecesi p olan bir otomorfisidir. Buradan eleman sayis1 p?
olan Z/p*7Z x {(o}) grubunu elde ederiz. k = 0,1,...,p — 1 alinabilir. Eger k = 0 ise elde
edilen grup Z/p®Z x Z/pZ abel grubudur ama aksi halde grup abel degildir. Grubun
isleminin agilimi g6yledir:

(@,b)(c,d) = (a+ (1 + pk)Pe, bd).

Bu arada o), = of esitligine dikkatinizi gekeriz.

3Bilenler icin: Bu 6rnegin bir kismi herhangi bir K cismi icin de gecerlidir. Mesela kk’y1
Q, R alabilirsiniz.






13. Abel Gruplar:

Bu boliimde amacimiz en basit gruplar olarak addedilebilecek olan abel grup-
larin1 anlamaya cgalismak. Grubu bazen cgarpimsal yazilimla yazacagiz clin-
kii genel olarak abel gruplar1 abel olmayan gruplarin altgruplar olarak, yani
carpimsal yazilimla belirirler. Ama okur kanitladigimiz her sonucu garpimsal
dilden toplamsal dile gevirmelidir.

Ne yazik ki Abel gruplarini simflandirmak miimkiin degildir; konu mate-
matigin temelleriyle ve kiimeler kuraminin kabul edilen aksiyomlariyla yakin
iligkidedir. Tiim abel gruplar: simflandiramasak da birgok abel grubunu sinif-
landiracagiz, sonlu ya da boliiniir abel gruplarini mesela. Hatta ¢ok daha faz-
lasim yapaca@iz. Bazen Zorn Onsavi’m kullanmak zorunda kalacagiz. Ihtiyac
olan okur icin kitabm ekinde Zorn Onsavi'na uzunca bir yer ayirdik.

Burada kanitlananlarin hepsi ¢ok daha genel bir kapsamda (tek iiretegli
bolgeler iizerine modiiller kapsaminda) ve ayn1 yontemlerle kanmitlanabilir ve
daha sonraki ciltlerde kamitlayacagiz. Ama okurlar1 o kadar bekletmenin dogru
olmayacagim diigtindiik.

Her ne kadar bu kitabin varsayimi degilse de temel lineer cebir bilgisi olan
bir okur, bu béliimii ¢ok daha rahat okuyacaktir. ((")te yandan bu kitabin oku-
runun, hele hele kitabin bu agamasina kadar gelebilmis bir okurun temel lineer
cebir bildigi de bir bagka gercektir.) Gelecekte bu kitapta bu boliime esash bir
bicimde ihtiyacimiz olmayacagindan okur ilk okuyusta bu bolimii atlayabilir.

13.1 Serbest Abel Gruplari

13.1.1 Z’nin Direkt Toplamlari

@17 gruplari, tabiri caizse, diger tiim abel gruplara tepeden bakan gruplardir
¢iinkii bu gruplardan tiim abel gruplarina giden ve istedigimiz tiim makul
degerleri alan homomorfiler bulmak miimkiindiir. Bunun nedeni de ®&;7Z gru-
bunda zry = yx disinda, daha dogrusu z+y = y+z disinda elemanlar arasinda
higbir iligki bulunmamasidir. (Hatirlarsanmz bir grupta elemanlar arasinda ne
kadar ¢ok iligki varsa, o gruptan bagka gruplara giden homomorfiler bulmak o
kadar zordur.)
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En basit 6rnekten baglayalim; I’nin sadece bir elemani olsun, yani bu tiir
gruplarin en basiti olan Z grubuna bakalim. Rastgele bir G grubu ve bu G
grubundan rastgele bir eleman secelim. O zaman Z’den G’ye giden ve Z’nin 1
elemanini G’nin g elemanina gotiiren bir ve bir tane homomorfi vardir. 1’i g’ye
gbtirdiigiine gore, bu homomorfinin n tamsayisini ¢g" elemanina gotiirmekten
bagka garesi yoktur, yani homomorfi

n—g"
kuraliyla belirlenir. Sonug olarak, G’de ne kadar eleman varsa Z’den G’ye giden
o kadar homomorfi vardir. Bunu Ornek 10.17’da da gormiistiik.

Simdi igler biraz daha zorlagsin, bu sefer I’da iki eleman olsun, yani Z x Z
grubunu ele alalim. e; = (1,0) ve es = (0,1) tamimlarin1 yapalm. Z X Z
grubunun her elemani bir ve bir tane n, m tamsay ¢ifti i¢in ne; + meo olarak
yazilir, nitekim,

(n,m) = (n,0)+ (0,m) = n(1,0) + m(0,1) = ne; + mes
olur. Dolayisiyla eger ¢ : Z & Z — G bir homomorfiyse,

(1) o(n,m) = o(ne; +mes) = p(e1) " p(ex)™

olmak zorundadir. (G grubunu gene carpimsal aldik; toplamsal alsaydik (1)
yerine p(n,m) = np(er) + mp(e2) yazardik.) Yani ¢(n,m) elemam ¢(eq)
ve p(e2) elemanlar tarafindan belirlenmistir. Ama ¢(e;) ve p(e2) elemanlar
rastgele olamazlar, ¢linkii e; 4+ e2 = ea + e oldugundan,

(2) ple1)plez) = p(ez)p(er)

esitligi saglanmak zorunda, yani ¢(e;) ve ¢(ez) elemanlar1 birbirleriyle de-
gismeli. Simdi soru su: Birbiriyle degisen her ¢q, go € G elemam igin, (1)
kural bir ¢ : Z ® Z — G homomorfisi tanimlar m1? Yamt olumludur. (1)
formiiliiniin gergekten bir homomorfi tanimladigini gérmek zor degil. Birazdan
daha genelini yapacagiz.

En genel durumu ele alalim. I rastgele bir gostergec kiimesi olsun. I sonlu
da olabilir sonsuz da. A = @©;Z olsun. Her j € I icin e; € A elemani, j’inci
terim (ya da koordinat) diginda her terimi 0 olan ve j’inci terimi 1 olan eleman
olsun. Eger

5”_{ 1 egeri=j ise
I 0 eger i # j ise

tanimini yaparsak (Kronecker delta sembolii),

ej = (05,)i
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olur. Eger I sonlu bir kiimeyse ya da N ise, e; elemanlarini
(0,0,...,0,1,0,...)

olarak ¢ok daha anlagilir bir bigimde gosterebilirdik. (Burada j’inci bilesen
1, digerleri 0’dir.) Ama I kiimesi ¢ok ¢ok vahsi bir kiime olabilir, érnegin
R’nin altkiimeleri kiimesinin sonlu altkiimelerinden Z’ye giden fonksiyonlar-
dan olusan kiime olabilir; o zaman I'min elemanlarini makul bir yontemle
siralamak miimkiin olmaz. Bu durumlari es gegmemek i¢in e; = (d;;); goste-
rimini kullanacagiz. Bu tanimla A’nin her a elemam

a = E a; €4

el
olarak tek bir bicimde yazilir. Bu toplamdaki a;’ler birer tamsayidir ve sa-
dece sonlu tanesi 0’dan farklidir, yani aslinda yukaridaki toplam sonlu bir
toplamdir.
Simdi G herhangi bir grup olsun ve her ¢ € [ i¢in G’den bir g; elemani
secelim. Her ¢, j € I i¢in g;9; = gjg; varsayimin yapalim. Mesela g;’lerin
hepsi ayni elemansa bu egitlik saglanir. Simdi

p:A—G

fonksiyonunu

3) ? (Z ) =11

(2

formiiliiyle tanimlayalim. Bu formiiliin gercekten bir fonksiyon tanimladig:
belli:

a. Eger a; = 0 ise ¢ = 1 oldugundan ve sadece sonlu sayida i i¢in a; # 0
oldugundan, sagdaki carpimda sonlu sayida terim carpilmaktadir, yani sagdaki
carpma anlamhdir?.

b. ©;Z; grubunun her eleman tek bir bicimde ), a;e; olarak yazilabilir,
yani ) . a;e; = ), bie; ise a; = b; olmak zorundadir; dolayisiyla f(a) degerini
bulmak i¢in énce a’y1 ), a;e; olarak (tek bir bicimde) yazip, sonra 0 olmayan
sonlu sayidaki a; i¢in G grubunun g¢;* elemanlarim hesaplayip, bu elemanlar:
carpmak yeterli; tistelik carpmay1 herhangi bir sirada yapabiliriz, ¢linkii g;’ler
birbirleriyle degisiyorlar.

Bu uzun agiklamalardan, ¢ fonksiyonunun tanimli oldugu anlagiliyor. Ve
elbette her i € I igin ¢(e;) = g; olur. Simdi ¢’nin bir homomorfi oldugunu

Mesela ayni fonksiyonu, sonsuz sayida i € I icin g; # 1 ise ve G’de sonsuz sayida elemanin
carpimini tanimlayacak (metrik gibi) bir aygit yoksa, [[; Z; grubu {izerinde tanimlayamaz-
dik.
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kanitlayalim. A’dan a ve b elemanlar1 alalim. Amacimiz ¢(a + b) = p(a)p(b)
esitligini kanitlamak. Bu elemanlar1 (e;); cinsinden yazalim, diyelim hemen
hemen her terimi 0 olan? (a;); ve (b;); tamsay1 dizileri icin

a= E a;e; ve b= g bie;.
i i

O zaman
a+b= Z(az + bz)ez

olur. Simdi

7

i+bi i ,bi
i i
olur. Ama g;g; = g;9; oldugundan, sagdaki ¢arpimi

Hgi” Hgﬁ” = ¢(a)e(b)

olarak yazabiliriz. Demek ki gergekten de ¢(a + b) = ¢(a)p(b) imis, yani ¢
gercekten bir homomorfi imis.

13.1.2 Taban

Yukarida yaptiklarimiz {izerine biraz durup diigiinelim. ¢’nin varhigi i¢in A’nin
e; elemanlarini kullandik. Aslinda A’nin e; elemanlarin degil, bu elemanlarin
baz1 ozelliklerini kullandik. O ozellikler de sunlardi:

a. A grubunun her eleman1 ), a;e; biciminde yazilabilir, yani {e; : i € I'}
kiimesi A grubunu tretir.

b. Y . aje; = ), bie; esitligi ancak (ve ancak) her ¢ € I igin a; = b; ise
dogrudur. Bunun egdeger bir bi¢imi g6yledir: )", c;e; = 0 esitligi ancak ve
ancak her ¢ € I i¢in ¢; = 0 ise miimkiindiir.

Ureteg Kiimeleri. Bir A grubunun birinci 6zelligi saglayan bir {e; i e}
altkiimesine A'nin trete¢ kiimesi dendigini biliyoruz. ), a;e; biciminde bir
ifadeye e;’lerin (iireteglerin) dogrusal kombinasyonu adi verilir. Demek ki
A’nin her eleman iirete¢ kiimesinin bir kombinasyonudur. Eger £ C A bir
iireteg kiimesiyse ve £ C F' C A ise, F' de elbette bir iirete¢ kiimesidir. a = a
esitliginden dolay1 (!) A bariz bicimde A'min iirete¢ kiimesidir. Dolayisiyla
biiyiik tirete¢ kiimeleri bulmak zor degildir, marifet kiiciik iirete¢ kiimeleri bul-
maktir ya da bulunmus bir iiretec kiimesini olabildigince kii¢iiltmektir. Uretec

2“Hemen hemen her terim” sozleri, aksi soylenmedikce “sonlu sayida her terim” anlamina
gelmektedir.
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kiimeleri hakkinda bir 6nemli not: Eger E/, A’nin bir iirete¢ kiimesiyse ve E’'nin
her eleman1 F' C A kiimesinin bir dogrusal kombinasyonuysa, o zaman F' de
A’nin bir iirete¢ kiimesidir (bkz. Aligtirma 7.30).

Bagimsiz Kiimeler. Ikinci ozelligi saglayan bir {e; : i € I} altkiimesine
A’nin dogrusal bagimsiz ya da Z-bagimsiz ya da daha kisa olarak sadece
baguimsiz altkiimesi denir. Bir {e; : i € I'} altkiimesinin bagimsiz oldugunu
gostermek igin ) . cje; = 0 varsayim yapihp her ¢ € I icin ¢; = 0 esitligi
kanitlanir. Eger F C A bagimsiz bir altkiimeyse, E’'nin altkiimeleri de bagimsiz
altkiimelerdir. () bagimsiz bir altkiimedir, ¢iinkii bagimhiliga yol agacak ele-
mani yoktur. Dolayisiyla kiiciik bagimsiz altkiimeler bulmaktan ziyade biiyiik
bagimsiz altkiimeler bulmak marifettir. Bagimsiz kiimeler hakkinda basit ama
6nemli bir olgu: Icinde 0 elemani olan bir kiime bagimsiz olamaz. Son bir not:
Bagimsiz bir altkiimenin bir eleman1 altkiimenin diger elemanlarinin dogrusal
kombinasyonu olamaz.

Z grubunun {2} kiimesi bagimsizdir ama Z’yi iiretmez. Ote yandan {1}
kiimesi hem bagimsizdir hem de Z’yi tiretir. Aym sekilde {—1} kiimesi hem
bagimsizdir hem de Z’yi iiretir. Ama Q grubunun {1} kiimesi Q grubunu
iiretmez. Hatta Q’niin sonlu sayida iireteci yoktur, ¢iinkii paydalar yeterince
biiyiiyemez.

Taban. Bir A grubunun bagimsiz olan bir tirete¢ kiimesine taban adi verilir.
Eger T bir tabansa ve S C T C U C A ise, ne S ne de U bir taban olabilir,
¢iinkii S artik lireteg kiimesi degildir ve U bagimsiz olamaz.

Eger T bir serbest abel grubunun tabaniysa, bazen 1T’nin abel grubunu
serbestge direttigi soylenir. Serbestge uretilmek kavramindan Altaltbolim
13.1.6’da daha etraflica s6zedecegiz.

Aligtirmalar

13.1. A =Z®™ olsun. Her n € N i¢in e, € A metindeki gibi olsun. v : A — Q homomor-
fisi p(en) = 1/n! esitlikleriyle tanimlansin. ¢’nin 6rten oldugunu kanitlayin. Ker ¢’nin
tireteglerini bulun. Demek ki A/ Ker ¢ ~ Q.

13.2. A=@.7 | Z olsun. Her n > 1 icin e,, € A metindeki gibi olsun.
B=(ne,—e1:n>1)

tanimini yapalim. A/B grubunun boliniir oldugunu kanitlaym. A/B grubu Q grubuna
izomorf mudur?

13.1.3 Serbest Abel Gruplar:

Tabam olan bir abel grubuna serbest abel grubu adi verilir. Demek ki Z(/)
grubu serbest bir abel grubu ve metinde tammladigimiz {e; : i € I} kiimesi
bu grubun bir tabani. Bu tabana A grubunun dogal tabana: denir. Birazdan
her serbest abel grubunun bir I kiimesi i¢in @;Z grubuna izomorf oldugunu
kanitlayacagiz.



210 13. Abel Gruplari

@¢Z = 0 oldugundan, tanima gore 0 grubu serbest bir abel grubudur ve
(), 0’ bir tabamdir. Z serbest abel grubunun iki farkh tabam vardir: {1} ve
{—1}; bagka da yoktur. Ama bu iki serbest abel grubu diginda, her serbest abel
grubunun sonsuz sayida tabam vardir. Ornekler agagida. Birazdan bir serbest
abel grubunun tabaninin eleman sayisinin degismedigini kamitlayacagiz.

Notlar ve Ornekler
13.3. e1 = (1,0) ve ez = (0,1) elemanlar1 Z @ Z grubunun bir tabani oldugu gibi,
fl = (151) ve f2 = (27 1)
elemanlar1 da aym grubun bir tabanidir. Nitekim her (z,y) € Z ® Z eleman:
(z,y) = Ry —z)fi + (z —y)f2
olarak yazilir. Demek ki f1 ve f2 elemanlar1 Z @ Z grubunu tretiyorlar. Ayrica eger
zf1+yf2=(0,0)
ise, 0 zaman
(0,0) =zfi +yfo = x(1,1) +y(2,1) = (z,2) + 2u,y) = (v + 2y,2 + ),
yani
r+2y = 0
z+y = 0
olur. Bu sistemin de yegéane ¢éziimii x = y = 0’dur.
13.4. f1 =(2,1), fo = (3,6) elemanlar1 Z & Z grubunu tiretmezler, ¢linki
vfi+yfe = 2z + 3y, z + 6y)
elemanlarinin koordinatlarinin toplami

(2z + 3y) + (x + 6y) = 3z + 9y

sayisidir ve bu toplam her zaman 3’e béluniir. Demek ki koordinatlarmin toplam 3’e
boliinmeyen bir eleman fi ve f, cinsinden yazilamaz. Ote yandan { f1, f2} bagimsiz bir
kiimedir. Bunun kolay kanitin1 okura birakiyoruz.

13.5. f1 = (4,2) ve foa = (6,3) ise, {f1, f2} bagimsiz bir kiime degildir, fi ile f, arasinda
3fi+(=2)fa=0
iligkisi vardir.
13.6. @nZ kiimesinin dogal tabanimi (aynen metindeki gibi) eo, e1, ez, ... olarak gdsterelim.
i=1,2,...1i¢in
fi = (1,1,...,1,0,0,...):€0+...+6i_1
elemanlarini tammmlayalim. (Burada 4 tane 1 vardir.) eg = f1 ve i > 1 igin

e = fix1— fi
oldugundan, (f;); ailesi de bir tabandir.

Aligtirmalar
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13.7. A = Z® olsun. Herhangi bir a, b, ¢ € Z igin (a,b,c), (b,c,a) ve (c,a,b) elemanlarinin
bagimsiz olamayacaklarini gosterin.

13.8. (1,3) ve (2,2) elemanlarmin Z*’nin bir tabani oldugunu gosterin.

13.9. (1,3) ve (5,3) elemanlarinin Z*’yi iiretemeyecegini gosterin.

13.10. Z? grubunun (a,b) ve (¢, d) elemanlarimin bagimsiz olmalari i¢in ad — be # 0 kogulunun
yeter ve gerek oldugunu kanitlayn.

13.11. (a,b) ve (c,d) elemanlarmin Z> grubunu iiretmeleri icin e; = (1,0) ve e2 = (0,1)
elemanlarimin bu iki eleman cinsinden yazilmalarimin yeter ve gerek kosul oldugunu
kanitlayin.

13.12. (a,b) ve (c,d) elemanlarimin 72 grubunu iiretmeleri icin ad — be = +1 esitliginin yeter
ve gerek kosul oldugunu kanitlayin.

13.13. (en)nen ailesi @nZ grubunun bir tabam olsun. a € [y Z elemam her koordinati 1 olan
eleman olsun. {e, : n € N} U {a} kiimesinin []Z grubunun bagimsiz bir altgrubu
oldugunu kanitlayin. Bu kiime tarafindan tiretilen grubun elemanlarini betimleyin.

13.14. A, J[yZ kiimesinin bir zaman sonra sabitlegsen elemanlardan olugan altkiimesi olsun.
Bu kiimenin []yZ grubunun bir altgrubu oldugu bariz olmali. Bu grubun serbest abel
grubu oldugunu kamitlaymn ve grubun bir tabanini bulun.

13.1.4 Boyut

Simdi tiim serbest abel gruplarimin bir [ igin &;Z grubuna izomorf oldugunu
kanitlayalim. Daha sonra I'min kardinalitesinin serbest abel grubunun bir
degismezi oldugunu gosterecegiz.

Teorem 13.1. G bir serbest abel grubu olsun. G 'nin bir tabaninin kardinalitesi
I ise® G~ 71 olur.

Kamit: Toplamsal olarak yazacagimiz G grubunun tabanini (g;);c; olarak
gosterelim. A = ZU) olsun. Her i € I icin ¢; € A eleman metindeki gibi olsun.
(e;)icr ailesinin A grubunun bir tabam oldugunu biliyoruz. Metindeki gibi, her
i € I icin p(e;) = g; esitligini saglayan (yegane) homomorfiyi tanimlayalim.
Yani (3)’te (garpimsal yazilimla) gosterdigimiz tizere

¥ Zaiei :Zaigi
i i

olsun. (g;)iesr ailesi G’yi irettiginden ¢ orten olur. (g;)icr ailesi bagimsiz
oldugundan ¢ birebirdir. Demek ki ¢ bir izomorfidir. Istedigimiz kanitlan-
migtir. O

Serbest abel grubunun bir tabaninin kardinalitesi grubun bir degismezidir.
Simdi bunu kanitlayacagiz.

Teorem 13.2. Ejer Z\) ~ 7)) ise |I| = |J| olur.

3Kardinalitenin tanimim bilmeyen okur bunu “Eger bir (g;)icr ailesi G’nin bir tabaniysa”
olarak okuyabilir.
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Kamt: 4 = Z0 ~ Z) olsun. Ornek 10.120% gore, A/2A grubu hem
(2/27)) hem de (Z/27)) grubuna izomorf olur. Eger |I| < oo ise, bun-
dan

olll — ‘(Z/ZZ)U)‘ - ‘(2/22)“)‘

ve dolayisiyla |I| = |J| cikar*. Eger J sonluysa ayni kanit teoremi kanitlar.
Bundan béyle I ve J'nin sonsuz olduklarim varsayalim. (e;);er, A'nin dogal
tabam olsun. ZU) ile Z(/) arasindaki izomorfiyi kullanarak, A’da bir (fj)jes
tabani bulabiliriz. Teorem 7.4’e gore |I| = |J| olur. O

Yukaridaki teorem sayesinde, serbest abel gruplarimin tabanlarinin ayni
kardinalitede olduklarini anliyoruz. Bu kardinaliteye grubun boyutu adi verilir
ve eger gruba A dersek, bu kardinalite dim A bazen de dimy A olarak gosterilir.

13.1.5 Sonucglar

Son derece basit ama ayni derecede giiglii bir sonugla baglayalim:

Teorem 13.3. G bir abel grubu ve H < G olsun. G/H grubunun bir ser-
best abel grubu oldugunu varsayalim. O zaman H 'nin (serbest) bir timleyeni
vardir, yani serbest bir A < G altgrubu i¢in G = H® A olur. Hatta egere; € G
icin {€; : 1 € I} kiimesi G/H bolim grubunun herhangi bir tabaniysa, o zaman
Ay (e; : 1 € I) olarak alabiliriz; bu durumda A = (e; : i € I) = ©Ze; olur.

Kanit: G grubunu toplamsal alalim. (e;); ailesi 6nermedeki gibi segilsin. A =
(i i € I) = ) ,Ze; olsun. Eger > . ne; € H ise, > n;e; = 0 olur ve
dolayisiyla her i i¢in n;, = 0 ve >, nje; = 0 olur. Demek ki AN H = 0. Bu
yaptigimizdan ayrica

A:<ei2i€I>:@iZ€i

cikar, ¢iinkii eger ), nse; = Oise ), nse; € H olur. §imdi G = H + A esitligini
kanitlayalim. g € G olsun. O zaman (€;);cs ailesi G/H grubunu iirettiginden,
bir a € A elemani i¢gin g = @, yani g —a € H olur. Buradan da g € a + H C
A+ H gikar. 0

Teoremde varligi sdylenen A altgrubunun genellikle biricik olmadigina dik-
katinizi ¢ekeriz.

Asagidaki sonucla bu teorem arasinda aslinda bir fark yok, H = Kerp
alirsak, teoremden asagidaki kanit1 elde ederiz. Biz gene de kamti tekrara-
yacaglz.

Sonug 13.4. G bir abel grubu, F serbest bir abel grubu ve ¢ : G — F' orten
bir homomorfi olsun. O zaman bir A < G altgrubu icin G = Ker o ® A olur.

4Vektor uzaylarini bilen bir okur, bu argiimanin |I| sonsuz oldugunda da teoremi kanit-
ladigini gorecektir.
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Elbette A ~ G/ Kerp = ¢(G) = F olur, yani A da serbest bir abel grubudur.
Hatta eger f; € F elemanlary icin (f;)icr, F 'nin bir tabanysa ve e; € = 1(fi)
elemanlar: rastgele secilmiglerse, o zaman A’y (e; : i € I) olarak alabiliriz; bu
durumda A = (e; : i € I) = ®Ze; olur. O

Kanit: G grubunu toplamsal alalim. (e;); ailesi onermedeki gibi segilsin. A =
(ei:i€l)=7>",Ze; olsun. Eger ) . n;e; € Ker ¢ ise,

0=p0)=¢ (Z ni€i> = Zm@(ei) = Znifz’

olur. Dolayisiyla her ¢ igin n; = 0 ve ), n;e; = 0 olmak zorundadir. Demek ki
AN H = 0. Bu yaptigimizdan ayrica

A:<6i:i€f>:@izei

cikar, ¢linkii eger >, nse; = 0 ise Y, nse; € Ker g olur. Simdi G = Kerp + A
esitligini kanitlayalim. g € G olsun. O zaman n; € Z igin

v(g) = anfz = an(ei) = (Z niei) ;

yani
g— Zniei € Keryp
i

olur. Buradan da

g= (9 - Zm&) + Zniei ceKerp+ A
7 %
gikar. U

Sonug 13.5. G bir abel grubu, H < G olsun. Eger H ve G/H serbest grup-
larsa, G de serbest bir gruptur. Hatta (h;)icr ailesi H 'nin bir tabans, (Gj);cs
ailesi G /H "nin bir tabanwysa, {h; : i € I} U{g; : j € J} kiimesi, G 'nin bir
taban olur. Yani dim G = dim H + dim G/H olur. O

Notlar ve Ornekler

13.15. Yukaridaki teoremi kullanarak su olguyu kanitlayacagiz: G bir grup, Z ~ H < G ve
G/H ~ Z olsun. O zaman dyle a, b € Z vardwr ki, her g € G bir ve bir tek n, m € Z
tamsayrlary i¢in a™b™ biciminde yazlir. Ayrica ya G bir abel grubudur ve dolayisiyla
7. ® 7 grubuna izomorfiktir ya da ba = a” b olur.

Kanit: Birinci 6nerme teoremden hemen c¢ikiyor: a’yi H’nin bir tireteci olarak alalim.
b € G de, b elemam G/H’nin iireteci olacak bigimde segilsin. b eleman, h +— h® kuraliyla
H’nin bir otomorfisine yol acar. Ama H ~ Z oldugundan H’nin iki otomorfisi vardir:
h — h ve h— h™!. Bu, istedigimizi verir. O
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13.16. Bu Ornegin oldukga aydinlatict olacagini diisiiniiyoruz, 6zellikle birazdan kanitlayaca-
gimiz teoremlerin kamtlarinda ne kadar dikkatli olmamiz gerektigi konusunda uyarici
olacak. @Q grubu serbest abel grubu degildir, ¢iinkii Q bdliiniir oysa bir serbest abel
grubu hicbir dogal sayiya béliinemez. Ote yandan Q grubunu, her biri Z’ye izomorfik
A,, altgruplarimin bilesimi olarak yazabiliriz. Nitekim,

An=1z
n!

olsun. Elbette, A, ~ Z, A, < Apy1 ve Un A, = Q olur. Demek ki bir serbest abel
grubu zincirinin bilegimi serbest olmayabiliyor.

Teorem 13.6. Serbest abel gruplarinin altgruplar: da serbesttir ve altgruplarin
boyutlary grubun boyutunu asamaz.

Kanit: Once teoremin 1 boyutlu serbest abel gruplar i¢in, yani Z’ye izomorf
gruplar i¢in dogru oldugundan emin olalim: Z’nin bir altgrubu nZ bi¢iminde
oldugundan, teorem bu durumda bariz olmali, nitekim eger n = 0 ise altgrubun
boyutu 0’dir, aksi halde 1’dir.

Simdi A rastgele bir serbest abel grubu olsun. Diyelim bir « kardinali icin
(ag)p<a ailesi Ann bir tabam®. Her 3 < « igin

Ag=(ay:v<pB)

olsun. Ag, |3| boyutlu serbest bir abel grubudur. Ayrica 51 < ficin Ag, < Ag
olur ve her A limit ordinali i¢in (ve ozellikle A = « i¢in) Ay = [, Ap olur.

Birinci Adim. Eger teorem A, i¢in dogruysa A, igin de dogrudur. Ayrica
eger B < Ay ise ama B £ A, ise, o zaman bir b € B elemam i¢in B =
(BN Ay) ®Zb olur. Bir baska deyisle B N Ay grubunu serbestce iireten bir
altkiimeye en fazla bir eleman daha ekleyerek B’nin bir tabanine elde ederiz.
Birinci Adimin Kamti: B < A, olsun. Varsayima goére B N A, serbest
bir gruptur ve boyutu |y| kardinalitesinden biiyiik degildir. Eger B < A, ise,
sorun yok. Bundan boyle B £ A, varsayimini yapalim.

0+ B/(BNA,) ~ BA,JA, < Ayy1 /A, = (Ay & Zay) /Ay ~ T

oldugundan, B/(B N Ay) ~ Z olur, dolayisiyla Sonug 13.5’e gére, bir b €
B\ (BNA,) igin
B=(BNA,)®Zb

olur. Birinci adimin kanit1 tamamlanmigtir.

®Ordinal ve kardinalleri bilmeyen okur, teoremi ancak sayilabilir eleman tarafindan iire-
tilmis serbest abel gruplari igin kanitlayabilir. Sadece bu durumla ilgilenen okur, eger grup n
tane (sonlu sayida) elemanla iiretilmigse, « = {0, 1,...,n—1} alabilir. Bu durumda kanittaki
ikinci adim (limit ordinal adimi) atlanabilir, ¢linkii gerek yoktur. Sayilabilir sonsuzlukta ele-
man tarafindan tiretilen serbest abel grubu i¢in o = N ve ikinci adimda A = N alinmali.
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Ikinci Adim. \ bir limit ordinal olsun. Eder teorem her Ag (B < A) igin
dogruysa Ay icin de dogrudur.
Ikinci Adimin Kaniti: B < Ay olsun. Varsayima gore, her 5 < A igin

A852213FNA5
serbest bir gruptur ve boyutu || kardinalitesinden biiyiik degildir. Ayrica

B=|JBs=J(BnA4y)

B<A B<A

olur. Ancak bu iki olgu ikinci adimin kamtlanmasi i¢in yeterli degildir (bkz.
Ornek 13.16). Fazlasina ihtiyacimiz var, sun kanitlamamiz gerekiyor: Her 5 <
A igin oyle bir Xg C Bg vardwr ki, Xg, Bg 'y serbestce dretir ve her v < 8
icin Xy C Xg olur. Xg'y1 timevarimla bulmak hi¢ zor degil: Eger § = v+ 1
ise ve X, bulunmussa, Birinci Adim’da X,’ya en fazla bir eleman ekleyerek
Xg'y1 nasil bulacagimizi gostermistik. Eger 8 bir limit ordinalse ve v < 8
icin X, bulunmussa, Xg = U7 <5 Xy tammim yapahm. X, kiimeleri bagimsiz
oldugundan ve bagimhlik sadece sonlu sayida elemam bagladigindan Xz da
bagimsizdir (nitekim Xgnin elli eleman1 arasinda dogrusal bir bagint: varsa,
bu elli eleman X, ’'lardan birinde olmali.) Xg'nin Bg’y1 iirettigine gelince:

<Xﬁ>:<uxv>: U= U B =5

<8 <8 <8

(Bkz. Aligtirma 7.52). Demek ki B = B, grubu X, tarafindan tiretilmistir.
X, kiimesinin eleman sayisinin o’dan biiyiik olamayacagi teoremin kanitindan
hemen anlasiliyor. Teorem kanitlanmigtir. O

Sonug 13.7. A serbest abel grubu (a;)ier tarafindan dretilirse dim A < |I]
olur.

Kamt: F = ZY olsun. (e;)icr ailesi bu grubun dogal tabam olsun. ¢(e;) = a;
kuraliyla, F' serbest abel grubundan A serbest abel grubuna giden homomor-
fiyi ele alalim. Bu homomorfi értendir. Sonug 13.4’e goére A’ya izomorf bir B
(serbest abel) altgrubu igin F' = Ker ¢ @ B olur. Teorem 13.6’ya gore Ker ¢
serbest bir abel grubudur. Elbette

|I| = dim F' = dim Ker ¢ + dim B = dim Ker ¢ 4+ dim A
olur. g

Sonug 13.8. A~ @ | Z olsun. A’y ireten n tane eleman dogrusal bagimsiz
olmak zorundadar.
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Kanit: aq,...,a, elemanlar1 A’y1 tiretsin. O zaman
n
o(kr, k) =Y kiay
=1

kurali bize @] Z grubundan A’ya giden 6rten bir homomorfi verir. Sonug
13.4%e gore A’ya, dolaysiyla @D;" ; Z grubuna izomorf bir B (serbest abel)
altgrubu i¢in A = Ker ¢ @ B olur. Teorem 13.6’ya gore Ker ¢ serbest bir abel
grubudur. Elbette

n =dim A = dimKer ¢ + dim B = dimKer ¢ + n
olur. Demek ki dim Ker p = 0 ve Ker o = 0. Bu da aynen ay,...,a, eleman-
larinin dogrusal bagimiszligi anlamina gelir. O

Serbest abel gruplar: burulmasiz abel gruplaridir. Ama burulmasiz her abel
grubu serbest degildir. Béliim B’de buna bir 6rnek verdik: ZN. Ote yandan eger
grup sonlu eleman tarafindan iiretiliyorsa, bu dogrudur.

Teorem 13.9. Burulmasiz ve sonlu sayida eleman tarafindan dretilen bir
abel grubu serbest abel grubudur. Ayrica grubun boyutu grubun iretec sayisiny
gecemez.

Kanmit: Gruba A diyelim. Grubu iireten eleman sayisi n olsun, iireteglere de

a1,...,ay, diyelim. Teoremi n ilizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. Eger n = 0
ise A = 0 olur ve sorun yok. n = 1 ise, A = (a1) ~ Z olur ve gene sorun
yok. Simdi B = (ai,...,an—1) altgrubunun serbest oldugunu ve boyutunun

en fazla n — 1 oldugunu varsayalim. B < A varsayimini yapabiliriz, aksi halde
teoremin kanit1 zaten bitmistir. A/B eleman: @, tarafindan tiretilir. Eger A/B
burulmasizsa, o zaman A/B grubu Z’ye izomorftur ve sonug¢ Sonug 13.5'ten
gikar. Eger A/B burulmaliysa, o zaman bir k£ > 0 tamsayisi i¢in ka, € B,
ve dolaysiyla kA < B olur. Ama bu durumda, Teorem 13.6’dan dolay1 kA
serbest bir grup olur. Ayrica A burulmasiz oldugundan A ~ kA olur. Demek
ki A da serbest bir gruptur. O

Notlar ve Ornekler

13.17. Q/Z grubunun burulmali oldugunu biliyoruz. Bu érnekte bu olguyu genellestiren su
teoremi kanitlayacagiz:

Teorem 13.10. A bir abel grubu olsun. O zaman A’nin maksimal boyutlu serbest bir
altgrubu vardwr. Eger B boyle bir altgrupsa A/B burulmaly olur.

Kamt: Zorn Onsavi’m kullanacagiz. Z, G’nin dogrusal bagimsiz altkiimelerinden olus-
sun. Z’yi i¢indelik iligkisiyle kii¢iikten biiyiige siralayalim. Eger C C Z bir zincirse (yani
her X, Y € Cigmya X CY yadaY C X ise), o zaman |JC € Z olur, ¢iinkii lineer
bagimlilik sonlu sayida elemani ilgilendiren bir ozelliktir. Bu dedigimizi agiklayalim,
¢linkl benzer akil yuriitmeler sik sik yapilir matematikte. 1, ..., 2, € |JC birbirinden
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farkli elemanlar olsun. Diyelim k1,...,k, € Z i¢in kix1 + -+ + knxn, = 0. Her k;’nin
0’a esit oldugunu kanitlayacagiz. Her ¢ = 1,...,n i¢in, z;'nin elemani oldugu bir X; € C
segelim. Bu Xj’lerden biri digerlerini kapsar. Diyelim X; digerlerini kapsiyor. O zaman
Z1,...,Zn € X, olur. Ama X, dogrusal bagimsiz bir kiime oldugundan, bundan ki =
... =kn =0 cikar.

Béylece Zorn Onsavi sayesinde Z’den maksimal bir kiime segebiliriz, diyelim X. Bu
kiime maksimal lineer bagimsizdir. Dolayisiyla, eger B bu altkiime tarafindan {iretilen

altgrupsa,
B=(X)=Pzz~Pz

zeX X

olur. Simdi A/B grubuna bakalim. Diyelim Z € A/B burulmasiz bir eleman. Bu du-
rumda,

(B,z)/B ~(Z) ~Z

oldugundan, Sonug 13.5’e gore,
(B,z)/B = B& ()

olur, yani X LI{z} dogrusal bagimsizdir. Ama bu da X’in maksimalligiyle geligir. Demek
ki B/A torsion bir gruptur. O
Ama dikkat, A’da B’den daha biiyiik bir serbest abel grubu olabilir. Ornegin A = Q,
B = Z ise, B1 = %Z altgrubu serbesttir ve B’den daha biiyiliktiir. Ama B < B; igin
Bl/ B burulmasiz bir eleman igeremez.

13.1.6 Evrensel Ozellik

Bu altboliimde serbest abel gruplarinin I gostergec kiimesini X olarak ya-
zacagz, ¢iinkii gostergeg kiimesini “gercek” bir kiime olarak gormek istiyoruz,
o kadar ki elemanlarina gostergec yerine “nokta” demeyi tercih edecegiz. X
herhangi bir kiime olsun. ZX) = D  Z grubunun X'’ten Z’ye giden ve kaidesi
sonlu olan fonksiyonlar kiimesi olarak tanimlandigini amimsayalim (bkz. Ornek
1.11). Gegmiste, eger f € ZXX) ise, f(z) yerine f, yazms ve f’yi degerleriyle
gostermeyi yegleyip f yerine (f;), yazmistik. Bazen (f;), yazilimi yerine
> o oz ve ZX) yerine @ y Zz yazilimlar: kullanilir. Bu yeni yazilimlarin bir-
den ¢ok nedeni vardir. Agiklamaya galigalim. Birazdan kanitlayacagimiz te-
orem bu yeni yazilimin nedenini ¢ok daha iyi gozler 6niine serecek.

Eger X = Nise, Z(XY) grubunun bir elemamm bir dizi olarak gosterebiliriz.
Ornegin,

(0,0,0,3,0,5,0,0,...)

gbsteriminin hangi elemani simgeledigi barizdir. Ama eger X kiimesi tizerine
N’deki gibi bir iyisiralama yoksa, hatta eger sayillamaz sonsuzluktaysa, o za-
man ZX) grubunun elemanlarim yukaridaki gibi bir dizi olarak gosteremeyiz.
(")rneg‘in eger X kiimesi lizerinde bir iyisiralama yoksa, bu yazilimla 2’inci ko-
ordinati 5, bir bagka g’inci koordinat1 3, diger koordinatlari 0 olan bir elemanin
nasil gosterilecegi belli degildir. Simdi, X ne olursa olsun, Z(X) grubunun ele-
manlarini daha kolay bir bigimde yazmanin yolunu gosterecegiz.
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f = (f2)s gosterimi yerine f = 3"  fyx yazalim. O zaman bir dnceki pa-
ragrafta verdigimiz o6rnekteki elemani 5x + 3y olarak gosterilir ve bu yazilimla
2’inci koordinatin 5, y’inci koordinatin 3, diger koordinatlarin 0 oldugu hemen
anlagihr. Bu durumda, eskiden Z(X) ya da @D « Z olarak gosterdigimiz grup
@.,c x Zx olarak gosterilir ve elemanlar1 (f;), yerine

Zf:z:x

biciminde yazilir®.
Bu yazilimin teorik olarak nasil miimkiin oldugunu gosterelim: x € X
olsun. ZX) grubunun, z’te 1 degerini alan, diger noktalarda 0 degerini alan

z: X —7Z

elemanim ele alalim. Sadece bir kez 0’dan farkli bir deger aldigindan, T €
ZX) olur. Fonksiyonlar1 bir tamsayiyla carpmay1 ve iki fonksiyonu toplamay1
biliyoruz: Bu iglemleri fonksiyonun degerleri tizerinden yapiyoruz. Ornegin,
eger x ve y elemanlar1 X’in iki farkli elemaniysa, 5z + 3y fonksiyonu z’te 5
degerini alan, y’de 3 degerini alan ve X’in diger noktalarinda 0 degerini alan
fonsiyondur. Boylece eger f € @ y Z fonksiyonu birbirinden farkh z1, ..., 2, €
X noktalarinda sirasiyla fs,,..., fz, degerlerini aliyorsa ve diger noktalarda
0 degerini aliyorsa, f fonksiyonunu

yani
n

i=1

grubunun her elemani
§ fzT
x

olarak gosterilebilir. Tabii buradaki toplam sonlu bir toplam olmalidir, aksi
halde direkt toplamin bir elemanini elde etmeyiz.
Ayrica

olarak gosterebiliriz. Boylece Z(X)

T T

fonksiyonu X’ten 7X) grubuna giden birebir bir fonksiyondur. Bu birebir

fonksiyon sayesinde z € X noktasiyla (ya da gostergeciyle) € ZX) elemaninm
ozdeslestirebiliriz. Boylece,
> faE
x

5Tabii X = N ise, 5z yazmak sakincalidir! Bu durumda eski yazihm tercih edilmelidir, ya
da, anlamsiz bir  simgesi uydurup, @y Z yerine @, Zx; yazilmalidir.
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yerine
> fen
x

yazma hakkini kendimizde gorebiliriz. Bu yazilimla,

(Z fﬂ) + (ng) =3 (et gl

xT

ve

olur. Daha da 6nemlisi, boylece X1,
2% =Pz =P
X X

grubunun bir altkiimesi olarak gorebiliriz; hatta X altkiimesi serbest grubun
tabani olur.

Rastgele bir X kiimesi icin @,y Zz grubuna X tarafindan serbestce
uretilmis grup adi verilir.

Hayat1 kolaylastiracagini diisiindiigiimiiz biitiin bu agiklamalardan sonra
bu altaltbéliimiin amac: olan teoremi kanitlayalim.

Teorem 13.11. X bir kiime, A herhangi bir abel grubu ve o : X — A bir
fonksiyon olsun. O zaman Z\X) = D.cx Zx serbest abel grubundan A grubuna
giden, ve her x € X i¢in p(z) = a(x) egitligini saglayan bir ve bir tane homo-
morfi vardur.

Ayrica ejer F abel grubu X i kapsworsa ve Fnin yukarida Z
lirtilen ézelligi varsa, o zaman F ~ @y Zx olur.

X) icin be-

Kanit: A grubunu toplamsal yazalim. @ Zzx serbest abel grubunun her f

elemani tek bir bicimde

zeX
[ = Z fzx

reX
olarak yazihr. Simdi ¢ : @, x Zx — A fonksiyonunu

o(f) = fra(z) € A

zeX

olarak tanimlayalim. Sag taraftaki toplam elbette A’da hesaplanmaktadir’. ¢
fonksiyonunun iyi taniml oldugu belli, ¢iinkii €, x Zz serbest abel grubunun

"X C A ve a(r) = z olsa da bu fonksiyonun o(f) = f formiiliiyle tanimlandigini soyle-
mek yanlglarin en biiyiigii olur. Ornegin, P,y Zz serbest abel grubunda > . fox #
Y wex 9ox olabilir ama A grubunda, » . fax = > .y gz olabilir.
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her f elemani tek bir bigimde

f:fox

zeX

olarak yazilir ve A abel oldugundan ¢(f)nin tamimindaki toplamin siras
onemli degildir. p’nin homomorfi oldugu da bariz. ¢(x) = x egitligi de. Bu
kosullar: saglayan ikinci bir homomorfinin olmadig: da.

Tkinci 6nermeyi kamtlayalim. Varsayima gore Y(x) = x esitligini saglayan
bir ¢ : F — @y Zx homomorfisi vardir. Aym sekilde ¢(z) = x esitligini
saglayan bir ¢ : @y Za — F homomorfisi vardir. Demek ki,

potp: Pz — Pza
X X
homomorfisi ’i x’e gotiriir. Aym seyi,

Id:@Zx—)@Zx
X X

homomorfisi de yapar. Bu asamada, ilk énermedeki “bir ve bir tane” sozleri
onemli olacak: ¢ o1 = Id olmali. Benzer sekilde ¢ o ¢ = Id olmali. Demek ki
@ ve 9 birer izomorfidirler. 0

13.2 Sonlu Sayida Uretecli Abel Gruplar: (1)

Bir onceki altboéliimde kanitlanan teoremlerin sonuglarini bulalim.

Sonug 13.12. Sonlu eleman tarafindan tretilmis bir abel grubunun altgruplar:
da sonlu eleman tarafindan dretilir ve altgrubun drete¢ sayist grubu treten
eleman sayisindan kiicikesit alinabilir.

Kanit: Gruba G diyelim. Grup g1, . . . , gn elemanlar: tarafindan iiretilsin. A =
;| Z olsun. eq,...,e, elemanlart A'nin bir tabam olsun, dogal tiretegleri
olabilirler mesela. ¢ : A — G fonksiyonu e;’yi g;’ye gotiiren érten homomorfi
olsun. H < G olsun. Teorem 13.6"ya gére ¢~ (H) altgrubu en fazla n eleman
tarafindan tiretilir. Ama H bu altgrubun p-imgesidir. Demek ki H de en fazla
n eleman tarafindan tiretilir. g

Aligtirmalar
13.18. k tane eleman tarafindan iiretilmig bir abel grubunun altgruplarinin en fazla x elemanl
bir tireteg kiimesi oldugunu kanitlayin.
Yukaridaki teorem abel olmayan gruplar icin dogru degildir. Ornegin iki
eleman tarafindan iiretilmis serbest gruplarin sonlu eleman tarafindan tiretil-
meyen altgruplari vardir, bkz. Ornek E.3.
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Sonug 13.13. G, n tane eleman tarafindan tretilmis bir abel grubu olsun. T,
G'’nin derecesi sonlu olan elemanlarindan olussun. O zaman T < G olur ve
T en fazla n eleman tarafindan tretilir. Demek ki T 'nin eksponenti sonludur.
Ayrica boyutu n’den kictkesit bir A serbest abel grubu icin G =T ® A olur.

Kamt: 7’nin bir altgrup oldugu bariz (bkz. Ornek 9.56). Sonug 13.12’ye
gore T, en fazla n eleman tarafindan tretilir. Eger 7'nin bu sonlu sayidaki
iireteclerinin derecelerinin en kiiciik ortak kati m ise, het ¢ € T i¢cin t™ =1
olur.

G /T burulmasiz bir gruptur ve en fazla n eleman tarafindan iiretilir. De-
mek ki Teorem 13.9’a gore G /T serbest abel grubudur. Teorem 13.3’e gore
boyutu en fazla n olan bir A serbest abel grubu i¢cin G =T & A olur. O

Demek ki sonlu abel gruplarini simiflandirmak igin elemanlarinin derece-
lerinin st simirimmin oldugu burulmali abel gruplarini siniflandirmak yeterli.
Bu tiir gruplara sonlu eksponantly abel gruplari denir. Bu tiir gruplar
simiflandirmak miimkiindiir. Bir sonraki altboliimde bunu yapacagiz.

13.3 Burulmali Abel Gruplar:

Sonug¢ 12.9’u amimsatalim:
Olgu 13.14. G burulmaly bir abel grubu olsun. Her p asaly i¢in
Gp>*]={9 € G: birieN igin g = 1}
tamimane yapalm. O zaman G[p™] < G ve G = @, G[p™] olur. O

Demek ki burulmali abel gruplarimi simiflandirmak igin, p asallari i¢in abel
p-gruplarini siniflandirmak yeterli. Bunu yapamayacagiz ama eger eksponent
sonluysa iistesinden gelebilecegiz.

Teorem soyle:

Teorem 13.15. Eksponenti sonlu olan abel p-gruplar dongisel (dolayisiyla
Z/p"Z gruplarina izomorfik) altgruplarin direkt toplamadar. Il

Birazdan kanitlayacagimiz bu teoremden ve Olgu 13.14’ten su cikar:

Sonug 13.16. Eksponenti sonlu olan abel gruplary her biri bir p asaly ve bir
n > 0 dogal sayisu i¢in Z/p"Z grubuna izomorfik altgruplarin direkt toplamadar.
O

Bu teoremin kanit1 biraz zaman alacak. Eger grup sonluysa (ya da aym
sey, sonlu eleman tarafindan tiretilmigse), kanit ¢ok daha kolay. Teoremi en
genel haliyle kanitlamak igin Se¢im Aksiyomu’na ihtiyag vardir. Sadece sonlu
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gruplarla ilgilenen okura Se¢im Aksiyomu’na toslamamasi igin yol géstermeye
caligsacagiz.

Asagidaki 6nsav teoremin kanitinda tahmin edildigi tizere ¢ok 6nemli ola-
cak. Onsav’in kanitinin yontemi de énemlidir, ¢iinkii bu yénteme sik sik bagvu-
rulur, biz de ileride ayn1 yontemle baska derin sonuclar kamitlayacagiz. Teorem
13.33, bu 6nsavin bir genellemesi olacak.

Onsav 13.17. p bir asal ve G, eksponenti p™ olan bir abel grubu olsun. H < G
altgrubu bir I gésterge¢ kimesi igin @1Z/p"Z grubuna izomorf olsun. O zaman
bir K < G altgrubu i¢in G = H & K olur.

Kanit: Eger G sonluysa, o zaman H N K = 1 esitligini saglayan maksimal
bir K altgrubu vardir elbette. Eger G sonsuzsa bu esitligi saglayan bir K
altgrubunun varhg ancak Secim Aksiyomu’yla, daha dogrusu Zorn Onsavi
ile gosterilebilir ve gimdi bunu yapiyoruz. (Sonlu gruplarla ilgilenen okur bu
paragrafin gerisini atlayabilir.) Grubun iglemini ¢arpimsal yazacagiz.

Z={K<G:KNH=1}

olsun. 1 € Z oldugundan Z # () olur. Z’yi altgrup (ya da altkiime) olma
iligkisiyle siralayalim, altgruplar iistgruplardan kiiciik olsun. Eger (K;);, Z’nin
bir zinciriyse, |J; K; € Z olur, ¢iinkil |J; K; altgrubunun H ile 1’den farkh
bir elemanda kesigmesi i¢in, K; altgruplarindan birinin H ile 1’den farkli bir
elemanda kesismesi lazim. Dolayisiyla, Zorn Onsavi'na gére Z’nin maksimal
bir elemani vardir. Bu altgruba K diyelim. Demek ki

(H,K)=HK = H® K <G.

HK = G esitligini kanitlayacagiz. Diyelim egitlik yok ve HK < G. Amaci-
miz (K, g) N H = 1 esitliginin dogru oldugu bir g € G\ K elemanimin varlhigin
kanitlamak; boylece K < (K, g) olacak ve K’'mn maksimalligiyle celisecegiz.

Once rastgele bir g € G \ HK alalim. Bu eleman istedigimizi saglamasi
icin yavag yavag degigtirecegiz. Ik olarak

2 n
g’gpjgp’“"gp =1

dizisine bakalm. Tk terim, ¢ yani, HK’da degil. Ama son terim, g?" yani, 1’e
esit oldugundan H K’da. Bu dizinin elemanlarini soldan saga dogru tararken,
bir i =0,1,...,n — 1 i¢in

¢" ¢ HK ama ¢*"" € HK
olmali. g yerine bu gpi elemanini alarak,

(1) g¢ HK ama g* €¢ HK
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varsayimini yapabiliriz; 6yle yapalim. Simdi, h € H ve k € K igin
(2) ¢° = hk

olur. Grubun eksponenti p™ oldugundan,

n—1 n—1

l=g"" = (gp)p’“l _ (hk,)p"*1 — P ep

1 n—1

olur ve bu durumda, A*" =kP" e HNK =1 ve

hpn—l _ 1
elde ederiz.

Simdi H grubunda hangi elemanlarin p”~!inci kuvvetinin 1’e esit oldugu-
nu gorelim. Teoremin hipotezine gore H ~ (Z/p"Z)D). Ama

{x € Z/p"Z : p" 1o = 0} = pZ/p"Z

esitligini Ornek 9.53’de kamtlamigtik; demek ki aym sey (Z/p"Z)) grubunda
da dogru:

{ze @)V :p" e =0} = (pz/p"2)" =p- (2/p"2)".

Sonug olarak benzer énerme (garpimsal bir grup olan) H i¢in de gegerlidir ve
h?""" = 1 oldugundan, bir hy € H icin h = h? egitliginin dogru oldugunu
goriiriiz. (2)’den dolay1, ¢? = hk = h¥k ve (hi'g)? = k € K elde ederiz.
hilg € G\ HK oldugundan (aksi halde g = hy(h{'g) € H(HK) = HK
olurdu), g yerine hfl g elemanini alip,

(3) ge G\HK ve g* € K

varsayimini yapabiliriz.

Bu asamada (K, g) altgrubuna bakalim. Bu altgrubun elemanlar bir k €
K ve m € Z igin kg™ bi¢imindedir (daha énceki k’y1 artik unutun). K’nin
se¢iminden dolay1, (K,g) N H # 1 olmali. Kesigimden 1’e esit olmayan bir
eleman secelim:

1#4k¢g™eH

olsun. Demek ki ¢™ € HK. Eger p asali n’yi bolmezse, g” de H K’da oldugun-
dan,
g= gl _ gobeb(n,p) c HK

olur (bkz. Alhgtirma 5.31), ki bu da g’nin se¢imiyle ¢eligir. Demek ki p|m,
diyelim ps = m. Bu durumda, ¢gP € K oldugundan,

kg™ = kg" = k(g")* € K
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olur. Ama ayni zamanda kg™ € H. Demek ki kg™ € HN K =1, geligki. 0O

Uyar1. Eger m <nic¢in H ~ & 1Z/mZ olursa yukaridaki teorem dogru olmaz.
Ornegin G = Z/9Z ve H = 3Z/9Z ~ 7/37Z olsun. Bu durumda teorem dogru
degildir. Teoremin yanhs oldugu bir bagka érnek: G = Z/4Z © 7/27 ve H =
((2,1)).

Agagidaki 6nsavla Teorem 13.15’in kanitina oldiiriicii darbeyi indirecegiz.

Onsav 13.18. p bir asal, n > 0 bir dogal sayr ve G, eksponenti p" olan bir
abel grubu olsun. O zaman G’nin (Z/p"Z)) grubuna izomorfik Gyle bir H
altgrubu ve bir m < n dogal sayst icin eksponenti p™ olan dyle bir K altgrubu
vardir ki G = H & K olur.

Kanit: Teorem ashnda, (Z/p"Z)!) grubuna izomorfik maksimal bir altgrup
oldugunu soyliiyor. H altgrubunun bir A altkiimesinin su 6zellikleri varsa:

L. (4) = @, cala)

2. Her a € A i¢in (a) ~ Z/p"Z
o zaman A’ya bu kamtlk giizel kiime diyelim.

Once G'nin sonlu eleman tarafindan iiretildigini, yani sonlu oldugunu var-
sayalim. O zaman maksimal bir gilizel A kiimesi vardir elbette. Eger G son-
suzsa, maksimal bir giizel A kiimesi bulmak i¢in Se¢cim Aksiyomu’'nu kullan-
maliyiz. G'nin sonsuz oldugu durumla ilgilenmek istemeyen okur bu parag-
rafin devamini atlayabilir. Eksponent p” oldugundan, derecesi p™ olan bir ele-
man mutlaka vardir, dolayisiyla, tek elemanli da olsa giizel bir kiime vardir.
(Aslinda bogkiime de giizel kiimedir!) Z kiimesi G'nin giizel altkiimelerinden
olusan kiime olsun. Bu kiimenin bog olmadigimi1 biraz once gordiik. Z kiimesi
iizerine altkiime olma yarisiralamasini koyalim ve bu yarisiralamayla Z’nin
tiimevarimsal bir kiime oldugunu gosterelim. Bu amacla Z’den bir (A;),cs
zinciri alahm. (J; A; kiimesinin de bir giizel kiime oldugunu savliyoruz ve
hemen kamithyoruz. Her a € (J; A4; icin (a) ~ Z/p"Z oldugu belli. Eger
(UsAj) = @,ecala) olmasaydi, o zaman oyunbozanlik yapan sonlu sayida ele-
man A;’lerin birinde belirirdi ki, bu da imkansizdir. Demek ki | J; A; € Z olur.
Demek ki Z kiimesine Zorn Onsavi’mi uygulayabiliriz. Boylece, Zorn Onsavi
sayesinde, Z kiimesinin maksimal bir elemani oldugu ¢ikar. Bu maksimal giizel
kiimeye A diyelim.

Simdi

H=(A)=Pa) ~Pz/p"Z

acA a€A

tanimini yapalim. Onsav 13.17’ye gore G = H ® K esitligini saglayan bir K <
G vardir. A’'nin maksimalliginden dolay1, K’da derecesi p™ olan bir eleman
olamaz. Demek ki exp K < p" ve dolayisiyla bir m < n icin exp K =p™. 0O

Bu iki onsav teoremi n tizerine timevarimla kanitlar.
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Sonug 13.19. Eksponenti p™ olan bir grup, I1, ..., I, kimeleri (ya da kardi-
nalleri) igin
n

D | Dzi'z

k=1 \ I

grubuna izomorfturlar. O

13.4 Sonlu Sayida Uretecli Abel Gruplar: (2)

Yukarida yapilanlardan su teorem c¢ikar:

Teorem 13.20. Sonlu eleman tarafindan dretilen bir abel grubu sonlu sayida
dongusel altgrubun direkt toplamadir. Bu dongiisel altgruplarin her biri Z’ye
ya da bir p" asal kuvveti icin Z/p"7Z grubuna izomorf olarak alinabilir.

Kanit: Gruba G diyelim. T'; G'nin burulmali elemanlarindan olusan kiime
olsun. Elbette T' < G olur. Sonug 13.13’e gore bir A serbest abel grubu igin
G =T @ A olur. Sonug 13.12’ye gore T ve A sonlu sayida eleman tarafindan
iretilirler. Teorem 7.4’¢ gore A’min ancak sonlu bir tabam olabilir. T sonlu
sayida eleman tarafindan tiretildiginden, eksponenti sonludur. Sonug 13.16’ya
gore T' de dongiisel altgruplarin direct toplamidir. Sonug olarak G, ya Z’ye
ya da bir p™ asal kuvveti igin Z/p"Z grubuna izomorf sonlu sayida altgrubun
direkt toplamadir. O

Uyari. n eleman tarafindan iiretilen bir abel grubu daha fazla dongiisel grubun
direkt toplam olabilir. Ornegin, p # ¢ birbirine asal iki dogal sayiysa, Z /PqZ
grubu 1 elemam tarafindan iiretilir ama Z/pZ @ Z/qZ grubuna izomorftur.

Ote yandan bir p asali i¢in, n eleman tarafindan {iretilen bir G abel p-
grubu, en fazla n tane altgrubun direkt toplami olabilir. Bunu gérmek igin,
eger

k
G ~ GB Z./pM 7
=1
ise, grubu
k
Bz
i=1
altgrubuna bolerek,
k
G~Pz/vz
i=1

oldugunu varsayabiliriz. Eksponenti p olan ve n eleman tarafindan iiretilen bir
grubun en fazla p” tane eleman olabilir. Demek ki p* < p™ ve k < n.
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Notlar ve Ornekler

13.19.

13.20.

13.21.

13.22.

13.23.

Bu aligtirmalarda p hep bir asal say1 olacak. p elemanli tiim gruplar Z/pZ grubuna
izomorfturlar. Bunu biliyoruz. Bundan sonraki aligtirmalarda kiigiik n sayilar1 igin p™
elemanli birbirine izomorf olmayan abel grubu sayisini bulacagiz.

p? elemanli tiim gruplar abeldirler (Sonug 8.11). Dolayisiyla sadece iki tip p? elemanh
grup vardir: Z/pZ x Z/pZ ve Z[p*Z.

p® elemanh bir grup abel grubu olmak zorunda degil. ()rneéim G kiime olarak

G =1Z/pZ x Z/pZ x Z]pZ
ise ve iglemi
(z,9,2)(a",y,2) = (@ + a2,y + o 2 + oy’ +2)

formiiliiyle verilmigse ve eger p > 2 ise, G abel olmayan bir gruptur. 8 elemanl abel
olmayan gruplar biliyoruz. Eger G abel olmayan bir grupsa ve |G| = p® > 8 ise, G'nin
bu paragrafta agiklanan gruba izomorf oldugunu kanitlamak ¢ok zor degildir; en son
boliimde bunu yapacagiz, simdilik okura birakiyoruz.

p® elemanh abel gruplara gelince: Birbirine izomorf olmayan {i¢ grup vardir:

(Z/pZ)*, Z/pZ x Z/p°Z, Z/p*L.

p* elemanli izomorfik olmayan gruplar sunlardir: Once,bir onceki gruplarn Z/pZ ile
direkt toplamini alabiliriz:

(Z/pZ)*, (Z/pZ)* x Z/p°Z, Z/pZ x L|p L.

Bunlar iginde Z/pZ faktoriinii barindiran gruplardir. Bunlarin disinda iki tane daha
vardir:

(Z/p°Z)?, Z/p"Z.

p° ve p® elemanli izomorf olmayan abel gruplarimi bulmay: okura birakiyoruz.

13.5 Boliniir Abel Gruplari

G bir abel grubu olsun. Eger her g € G eleman1 ve her n > 0 dogal sayis1 i¢in

xn

= ¢ denkleminin g’de bir ¢6ziimii varsa, G'ye béliintir grup denir. Bir

grubun, kendi basina bir grup olarak boliiniir altgruplarina béliindir altgrup
ad1 verilir.

Notlar ve Ornekler

13.24.
13.25.
13.26.
13.27.

13.28.

13.29.

Q boliiniir bir gruptur.

G bolinir bir grup ve H < G ise G/H boliniir bir gruptur.

Boliiniir gruplarin direkt toplamlar: ve kartezyen carpimlar: boltintirdiir.

Bir G abel grubunun boliiniir altgruplarin tirettigi altgrup boliintirdiir. Dolayisiyla G’nin
tiim boliintir altgruplarin iirettigi altgrup en biiyiikk boliintlir altgruptur. Bu altgruba
D(G) diyelim.

Eger bir direkt toplam bodliiniirse, direkt toplami alinan her grup boliintirdiir. Dolayisiyla
boliiniir bir abel grubunda tiimleyeni olan her altgrup béliintirdiir.

(Gegmigte sozettigimiz ama birazdan bir daha ele alacagimiz) Priifer p-gruplar1 Zpeo
boliiniir gruplardir.
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13.30.

13.31.

G toplama altinda yazilmig bir abel grubu olsun. E(G) = (,—, nG olsun. E(G), G’de
her pozitif tamsayiya boliinen elemanlar kiimesidir ve elbette bir altgruptur. E(G), G’nin
biitlin bélinir altgruplarini, dolayisiyla G’nin en biiyiik boliniir altgrubu olan D(G)’yi
kapsar (bkz. Ornek 13.27). Dikkat: Eger G burulmaliysa, F(G)’nin 1’e esit oldugunu
sanmayin; ornegin E(Zpw ) = Zpo olur. (n + 1)!G < n!G oldugundan, E(G) =, n!G
yazillmi E(G)’nin daha sarih bir gosterimi olabilir. Eger G burulmasiz bir grupsa,
E(G) = D(G) olur, ¢linkii bu durumda her k£ > 0 tamsayisi i¢in g — kg fonksiyonu
birebirdir, dolayisiyla

E(G) > kE(G) =k ﬁ nG = ﬁ knG > ﬁ nG = E(G)

(G’nin burulmasizhigini tiglincti adimdak esitlikte kullandik), yani E(G) = kE(G), yani
E(G) boliniir, yani E(G) = D(G) olur. Ote yandan G burulmaliysa, D(G) < E(G)
olabilir. Bunun bir 6rnegini agagida bulacaksiniz.

A=P7, 7,/2%7 olsun. ey, k’ma1 koordinat1 1, diger koordinatlari 0 olan eleman olsun.
A, bu elemanlar tarafindan iiretilir. Z/2"'nin elemanlariyla e’y1 carpmanm anlaml
oldugunu belirtelim. Her a € A elemani, a; € Z/ZkZ sayilar1 igin ), arer olarak tek
bir bi¢imde yazilir. Buradaki aj’larin sonlu tanesi diginda hepsi 0’dir elbette.

B=(2"" er—er1:k=1,2,...)

olsun. G = A/B tammim yapalim ve D(G)’yi bulalim. Her p > 2 asah i¢in A grubu
p-boliiniir oldugundan, G de p-boliiniirdiir, dolayisiyla 2-bdliiniirliige odaklanmaliyiz.
|D(G)| = 2 bulacagiz, dolayisiyla D(G) boluniir olamayacak. Hatta D(G) = {1,e1}
bulacagiz.

€1 elemani 2k_béliiniir oldugundan, belli ki &7 € D(G). Aksi istikamete odaklanalim.
Once B’nin elemanlarim daha iyi betimleyelim. B’nin rastgele bir b elemani

oo

b= Zbk(Qkilek — 61)

k=1
olarak yazilir. kK = 1 iken toplanan terim 0 oldugundan, toplami 2’den baglatabiliriz:

[e')

b= Zbk(zkilek — 61).

k=2

Ayrica 2(287tex) = 0 ve 2e; = 0 oldugundan, by ’y1 ya 0’a ya da 1’e esit alabiliriz. Demek
ki by = 0,1 igin (k > 2),

b=— Zbk 61+22k716k
k>2 k>2

olur. Bu eleman1 daha gorsel bigimde yazalm. e, = 2*~' € Z/2"Z olsun. e, Z/2%7Z
grubunun derecesi 2 olan yegane elemanidir. Demek ki b elemani koordinatlariyla soyle
gosterilir: b, € {0, 1} i¢in (k > 2),

b= — Zbk ,1)2627 l)3,€37
k>2
Simdi T € D(G) olsun. Bir k > 0 tamsayisi segelim. O zaman bir ¥ € G igin,

7 = 2k,
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yani

T — Qky €eB
olur. 2’in k’inc1 koordinatina bakalim. B’nin elemanlarinin olas1 k’inc1 koordginatlar: ya
0 ya € oldugundan, bu son egitlikten

zr =0, €
cikar.
Simdi
b= Zl’k , T2, T3, ... | €EB
E>2
ve

a= (1’1— (Z:ck> ,0, 0, ) € {0,e1}
E>2

olsun. Ya a = 0 ya da a = e; olur.

T=x—-b=a
egitliginden sayesinde istedigimizi elde ederiz.

Bu altbéliimde® béliiniir abel gruplarimi siiflandiracagiz. Ama ilk olarak
onemli bir boltiniir abel grubu ailesi tamitalim: Priifer p-gruplari. Daha sonra
boliiniir gruplarin (gesitli p asallar: igin) Priifer p-gruplarinin ve Q grubunun
direkt toplamlarina izomorf oldugunu kamtlayacagiz.

13.5.1 Priifer p-Gruplari

Priifer p-gruplarindan daha once Ornek 9.67 ve 11.11°de sozetmigtik. Ayrica
bu gruptan Ornek D2’de de sozedildi. Bu boliimde tanimi yeniden yapacagiz
ve biraz daha ayrintiya girecegiz.

Priifer p-gruplarinin cesitli tanimlar1 vardir ve her birini bilmek gerekir.

Birinci Tanmim. Eger karmagik sayilar1 biliyorsaniz tanimi soyle verebiliriz®:

Kiime olarak, ‘
Lo = {2F7/P" .k € N}.

Ama tabii bu tanimda n > 0 ve £k =0,1,...,p" — 1 olarak alinabilir. Carpma
olarak da karmasik sayilarin carpmasini alacagiz, yani e'nin kuvvetlerini top-
layacagiz. Zyo kiimesinin ¢arpma altinda bir grup oldugunun kolay kanitin
okura birakiyoruz. Bu grupta,

y s
oy = e27rz/p
tanimini yapalim. O zaman, o, 'nin derecesi p™’dir; dolayisiyla iirettigi

A, = <627ri/p"> = {eXm/P" | =0,1,...,p" — 1}

8Bu altboliim ve sonrasi grup teoriye yeni baglayanlar tarafindan simdilik atlanabilir.
9Karmagik sayilar1 bilmeyenler bu paragrafi atlayabilirler.
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altgrubu Z/p"Z grubuna izomorftur. Ayrica her n igin,

ab = apq
ve
Ap={aP:z € Apt1} < Apt
ve
[Any1: An] =p
olur. Dahasi,
0
Zp~ = | ) An
n=1

olur. Yani Zye grubu, Z/p"Z gruplarimma izomorf altgruplarin bilesimidir. Her
elemaninin derecesi p asalinin bir kuvvetidir; dolayisiyla bir p-gruptur; ama
grubun eksponenti sonlu degildir. A, = {zF : z € Ap1} ve Zpo = oo | An
esitliklerinden Zjye~ grubunun p-boliiniir oldugu anlasiliyor. Ayrica bir p-grubu
oldugundan, Zye~ grubu her ¢ # p asal icin de g-boltiniirdiir. Demek ki Zj,o
grubu béliiniir bir gruptur.

Ikinci Tamm. Zp grubunun bir bagka tanimi direkt limitle yapilabilir ve
bu matematikgilerin favori tanmimidir. (Direkt limit igin bkz. Altb6liim D.2 ve
Ornek D.2. Ama bu paragrafin o ek okunmadan da hissedilecegini umuyoruz. )
7/pnZ grubunu Z/p"*17Z grubunun icine su sekilde gémebiliriz:

T T.

Bu fonksiyon gercekten iyitammmhdir ¢iinkii T = 3 ise, yani z — y sayisi p”
sayisina boliiniiyorsa, px — py sayist p"t! sayisina gomiilebilir. Boylece su
gommeleri elde ederiz:

0 Z/pl — LJp* L — ... = L[p~ — L/p" T — ...

Bu gommelerin bilegimini alin, Z,~ grubunu elde edersiniz. Eger bunu yap-
makta matematiksel olarak zorlaniyorsaniz kitabin ekindeki Béliim D.2’i oku-
yun.

Ugiincii Tanim. Zpe grubunun iciincii (anlasilmasi en kolay) tanimi soyle
yapilabilir: P, paydasi p’nin bir kuvveti olarak yazilabilen kesirli sayilar kiimesi
olsun:

P={a/p":n€eZ acl}.

P toplama altinda bir gruptur. Tanimda n = 0 alirsak Z < P oldugu goriile-
cektir. §imdi Zpe grubunu
Zpo = PJ7
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olarak tanimlayabiliriz.
p"a/pt =a€l

oldugundan, Zye bir p-gruptur. Hatta Zye grubu Q/Z grubunun p-elemanla-
rindan olugan altgruptur, yani eger G = Q/Z ise, Sonug 12.9’daki tanimla

olur. O sonuca gére de,

Q/Z ~ @ Lo

pasal
olur.
anp =1/p" € P
ve
Qp = Qp

tanimlarini yapalim. «,, derecesi p” olan bir elemandir; dolayisiyla iirettigi
Ay = (o) ={kayn, : k=0,1,...,p" — 1}
altgrupu Z/p"7Z grubuna izomorftur. Ayrica, her n igin,

plin = 0n—1

ve
An = {px HEURS An+1} < An+1

olur. Dahasi,
o0
Ly = | ) An
n=1

olur. Yani Zy~ grubu, Z/p"Z’ye izomorf altgruplarin bilesimidir, dolayisiyla
bir p-gruptur; ama grubun eksponenti sonlu degildir. A,, = {px : x € A1}
ve Zyeo = J; 1 Ay, esitliklerinden Zpe grubunun p-béliiniir oldugu anlasiliyor.
Ayrica bir p-grubu oldugundan, Zy grubu her ¢ # p asali i¢in de g-boliiniir-
diir. Demek ki Zjp~ grubu boliniir bir gruptur. Ayrica Zpe~ grubunun her
elemam of olarak yazilabilir. Eger dilersek n’yi elemanim derecesine esit ve
k’y1 da p’ye asal alabiliriz.

Onsav 13.21. Lo grubunun ozaltgruplar, yukarida tanvme verien A, alt-
gruplardur. Dolayiswyla Zpeo grubunun ézaltgruplary Z/p"Z gruplarina izo-
morfturlar.



13.5. BolUnar Abel Gruplar 231

Kanit: Once,
{x € Zp~ : p"z =0} = A,

esitliginin farkina varalim. Bu esitlik Zpe grubunun tanimindan hemen gikar.
A < Zpos olsun. Eger A sonluysa, A’da derecesi en biiyiik olan bir eleman
secelim. Eger bu eleman a ve derecesi de p” ise, A = A,, olur. Eger A sonsuzsa,
o zaman A’da dereceleri sonsuza kadar artan elemanlar bulunur. Demek ki her
n € Nicin A, < A olur. Bundan da Zp~ = J,, An < A < Zpeo, yani A = Zpes
esitligi gikar. O

Birazdan boliiniir p-gruplarinin Zye~ grubuna izomorf altgruplarinin direkt
toplami oldugunu kanitlayacagiz. Simdilik, ileride de kullanacagimiz asagidaki
sonucla yetinelim.

Onsav 13.22. Bolinir ve 1’den farkl bir p-grupta Zpe grubuna izomorf bir
altgrup vardar.

Kanit: Gruba G diyelim ve G’yi toplamsal yazalim. x1 € G derecesi p olan bir
eleman olsun. Tiimevarimla pz,41 = x, esitligini saglayan elemanlar bulalim.

H=(x1,...,2pn,...)
olsun. Metindeki «,, elemanlarini animsayalim.
Qp > Ty

fonksiyonu Z,e’ten H’ye giden bir izomorfidir. Ayrintilar1 okura birakiyoruz.
O

Alistirmalar
13.32. Zpe grubunun sonlu sayida elemanla iiretilemedigini kanitlayin.
13.33. Boliiniir ve 1’den farkli bir grubun sonlu sayida eleman tarafindan iiretilemeyecegini
kanitlayin.
13.34. Zpoe grubunun iiciincii tanimindan ve Q/Z grubunun Priifer p-gruplarinin altgruplariin
direkt toplamina izomorf oldugu ¢ikar. Onsav 13.21°de Zp~ grubunun altgruplarinin ya
Zpos grubunun kendisi oldugunu ya da bir n € N dogal say1s1 igin

{g:bira€ZveneNiging=a/p"} ={x € Zpo : p"z =0} ~Z/p"Z

grubuna izomorf oldugunu gosterdik.

13.35. Q toplamsal grubunun altgruplarini siniflandiralim. 0 # A < Q olsun. O zaman ANZ #
0 olur. Diyelim n > 0 dogal sayis1 i¢in ANZ = nZ oluyor. A yerine %A altgrubunu alarak,
n’nin 1 oldugunu, yani Z < A varsayimini yapabiliriz. (Bu varsayimla A’y1 bulursak,
genel durumdaki altgrubu buldugumuz grubun elemanlarini n ile ¢arparak buluruz.) Do-
layisiyla Z < A varsayimini yaparak Q/Z’nin A/Z altgrubunun hangi kesirli sayilardan
olugtugunu bulmak yeterli (bkz. Teorem 11.1). Ornek 12.2 ve hemen sonrasindan, eger
PP tiim asal sayilardan olugan kiimeyse, bir P; C P ve (sonlu ya da sonsuz) bir (n(p))pep,
dogal say1 dizisi igin,

Py Po
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oldugu anlagilir. Yani,

A={a/b:a,beZ, eger p € P, asah b'yi bolityorsa, p" P+ sayis1 b’yi bolmez}

olur. Demek ki Q grubunun altgruplari, n € N ve Py C P igin,
A={a/b:aenZ, becZ, eger pc Py asal b’yi bolityorsa, p" P+ sayis1 b’yi bolmez}

bicimindedir.
Bundan sonraki aligtirmalarda amacimiz End Zy,~ yapisim (toplama ve bilegke altinda)
anlamak olacak. Zpee grubunun ikinci tanimini kabul edecegiz, yani Zp~ = P/Z olacak;
dolayisiyla grup iglemini toplama olarak yazacagiz. A, ~ Z/p"Z metindeki gibi olacak.
Eger a € Z/p"Z ise
X : Z/p" L — Z/p" 7
fonksiyonu
Aa(x) = ax
olarak tanimlansin.
End(Z/p"Z) ={\a:a € Z/p"Z}
oldugunu biliyoruz (bkz. Ornek 10.51). Bir abel grubunun andomorfi kiimesinin toplama
altinda bir grup oldugunu ve ayrica bilegke islemi altinda kapali oldugunu biliyoruz (bkz.
Ornek 10.50). Ayrica Aq + Ay = Aats ve Aa 0 Ay = Aap olur. Aq(1) = a oldugundan, eger
f € EndZ/p"Z ise f = Ay olur. Asagidaki aligtirmalara gegmeden 6nce okur bu
olgular1 6ztimsemeli.
Eger f € EndZy~ ise, f(A,) < An icindeligini kanitlaym (demek ki fj4, € End A,
olur). Eger f € AutZp ise, f(An) = Ay esitligini kamitlaymn (demek ki fia, € Aut A,
olur). Bundan boyle f € End Zp icin f, = f|a, € End A, yazalm.
¢ : End Zpes — T[], End A,, fonksiyonu,

e(f) = (fa)n

esitligiyle tanimlanmig olsun. ¢’'nin bir grup homomorfisi oldugunu, yani her f, g €
End Zye i¢in o(f + g) = o(f) + ©(g) esitligini kamtlayn.

Zp ve Ay abel gruplar olduklarindan, End Z,~ ve End A,, gruplari, toplama altinda
kapali olduklar gibi, bileske iglemi altinda kapaldir. (fn)n, (gn)n € [],, End Ay igin

(fn)n o (gn)n = (fn o gn)n

tanimini yapalim. Her f, g € End Zye~ igin ¢(f o g) = ¢(f) o ¢(g) esitligini kamtlaymn.
f € EndZps icin, ¥(f) = (fn(1))n € 1, %Z/p"Z olsun. ¢’'nin EndZ,e grubundan
I1,,Z/p"Z grubuna giden bir homomorfi oldugunu ve ayrica (f o g) = ¥(f) - ¥(g)
esitliginin saglandigini kamitlaym. ([],, Z/p"Z grubunda ¢arpma, aynen toplama gibi,
koordinat koordinat, yani terim terim yapilir.)

frn+1(1) = fn(1) mod p™ denkligini kanitlayin.

fn(1) sayilarimi 0 ile p™ — 1 arasinda bir tamsay1 olarak gorelim. f,,(1)’i p tabaninda
yazalim: ag, a1, az,...,an—1 € {0,1,2,...,p — 1} i¢in,

fa=ao+ap+awp’+- - +an_1p" "
Bir 6nceki aligtirmadan, bir a, € {0, 1, 2, ..., p — 1} igin,
fatt = fa+anp™ = ao+aip+asp® + -+ an_1p" " + anp”

egitligini kanitlayin.
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13.43. Bir 6nceki ahigtirmadan, bir f € End Zye andomorfisinin a; € {0,1,2,...,p — 1} igin,

oo
i
a;p
1=0

bigiminde gosterilebilecegini kanitlayin. Bu tiir toplamlara p-sel say: adi verilir.
13.44. Eger f, g € End Zp~ elemanlar1 bir 6nceki aligtirmadaki gibi

i aipi ve i bipi
i=0 i=0

p-sel sayilarina karsilik geliyorlarsa, f+g ve fog andomorfileri hangi p-sel sayiya kargilik
gelirler?

13.5.2 Boliiniir Abel Gruplarinin Sinmiflandirilmasi

Bu altboliimde, yapacagimiz her seyin temelini tegkil edecek olan su teoremi
kanitlayacagiz.

Teorem 13.23. Bolinir bir G abel grubu Q ve asal p saylary i¢in Zy~ grup-
lariman direkt toplamina izomorftur; yani Iy ve (Ip),, qsq1 kimeleri (ya da kar-
dinalleri) igin

o=awe | @ 2
p asal

olur. Ayrica |Ip| ve |I,| kardinalleri G 'nin izomorfi tipini belirlerler, yani de-
gismezleridir.

Kanit altbolimiin sonuna kadar surecek.
Ilk teoremimiz ¢ok yararh olacak:

Teorem 13.24. Bir abel grubunun boluntr bir altgrubunun timleyeni vardar.

Kanit: Abel grubuna G, boliintir altgruba da D diyelim. Z kiimesini goyle
tanimlayalim:
Z={B<G:BNnD=1}.

1 altgrubu Z’de oldugundan, Z # ) olur. Z’yi altgrup olma iligkisiyle si-
ralayalim, her zamanki gibi altgruplar kiigiik, tistgruplar biiyiik olsun. Eger
C C Z bir zincirse, elbette |JZ € Z olur. Demek ki Z yarisirali kiimesine
Zorn Onsavimi uygulayabiliriz. Demek ki BN D = 1 egitligini saglayan mak-
simal bir B altgrubu vardir. Eger G = DB ise, o zaman G = D & B olur ve
teorem kanitlanir. Bundan boyle DB < G varsayimini yapalim. DN (B, g) = 1
esitligini saglayan bir g ¢ B bularak bir geligki elde edecegiz.

Once rastgele bir ¢ € G\ DB eleman segelim. ¢’yi yavag yavag degistirip
tam istedigimiz bigimde bir elemana doniistiirecegiz.
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B < (B, g) oldugundan,
DN (B,g) #1

olur. Bu kesigimde 1’e egit olmayan bir eleman secelim: Diyelim d € D, b€ B
ve n € Z igin,

1#£d=0bg" € DN(B,g).

n # 0 olmali, ¢linkii aksi halde d = b € DN B =1 olur. Gerekirse, yukaridaki
esitlikte taraflarin terslerini alarak n > 0 varsayimini yapabiliriz. (¢’yi ilk kez
degistirdik.)
Yukaridaki egitlikten
g"=db"' € DB

gikar. Simdi n’yi asallarin ¢arpimi olarak yazalim: n = pips - - - pr. BOylece
g, gPr, gP*P2, ... gPP2 Pk = g" ¢ DB

dizisi elde ederiz. Bu dizinin birinci terimi DB’de degil, ama sonuncu te-
rimi DB’de. Diziyi soldan saga tarayarak D B’ye diigmeyen ilk terimi alalim.
Yukaridaki notasyonu degistirerek, ¢’yi bu eleman olarak alabiliriz. Boylece
g ¢ DB, ama bir p asali i¢in g € DB varsayimin yapabiliriz. (¢’yi ikinci kez
degistirdik.)

Simdi yukaridaki d ve b elemanlarini unutup, d € D ve b € B igin

g =db
yazalim. di € D elemam d] = d esitligini saglasin. O zaman
g¥ =db=dib

ve
(dr'g =be B

elde ederiz. Simdi g yerine cll_1 g elemanini bulursak,
g€ G\ DB, ve g* € B

icindeliklerini buluruz. (¢’yi tiglincii kez degistirdik.)
Gene yukaridaki d ve b elemanlarini unutalim ve ta en bagtan baglayalim.
B < (B, g) oldugundan,
DnN(B,g) #1

olur. Bu kesigimde 1’e esit olmayan bir eleman secelim: Diyelim d € D, b € B
ve n € Z igin,
1#4d="0bg" € DN (B,g).



13.5. BolUnar Abel Gruplar 235

Demek ki ¢" € DB. Ama ayrica ¢ € B < DB. Eger n ve p aralarinda asalsa,
bunlardan g € DB ¢ikar (bkz. Aligtirma 5.31), ki bu bir ¢eligkidir. Demek ki
p, n’yi boler. Ama bundan da ¢" € B gikar. Demek ki,

1#4d=b"e DNB=1,
gene bir celigki. O

Sonug 13.25. Her G abel grubunun maksimum bir bolindr altgrubu varder.
Bu maksimum bolundir altgrup tim bolintr altgruplar: icerir. Eger bu altgruba
D dersek, bir B < G i¢in G = D® B olur. B altgrubunun 1’den farkly béluntir
bir altgrubu yoktur.

Kanit: Boliiniir altgruplarin iirettigi altgrup boliiniir oldugundan, D’yi tiim
boliiniir altgruplarin iirettigi altgrup olarak alalim. Geri kalan her sey Teorem
13.24°den gikar. O

Demek ki abel gruplarini siniflandirmak igin, 1’den farkh boltintir altgrubu
olmayan abel gruplarim simflandirmak yeterlidir.

Asgagidaki 6nsav sayesinde boliiniir gruplarin analizini burulmali ve burul-
masiz boliiniir gruplar olarak ikiye ayirabilecegiz.

Sonug 13.26. G bolindr bir grup olsun. T, G’nin burulmaly elemanlarndan
olugsan bir altgrup olsun. O zaman bir D < G i¢in G =T & D olur. Ayrica T
ve D bolundirdiur ve D burulmasiz bir gruptur.

Kanit: t € T ve n > 0 bir tamsay1 olsun. G boliintir oldugundan z” = ¢
denkleminin G’de bir ¢éziimii vardir. Eger g bir ¢oziimse, elbette gndest =
tdeet — 1 olur, yani g € T olur. Demek ki 7' boliiniir bir gruptur. Teorem
13.24°e gore T’nin G’de bir tiimleyeni vardir, diyelim D. Demek ki G =T & D.
Bundan da D’nin boéliiniir oldugu ¢ikar. Ayrica D’nin burulmali elemanlar:
T’de olmak zorunda oldugundan, D burulmasizdir. O

Sonug 12.9’a gore yukaridaki sonugtaki 7' grubu, asal p ve

T[p™] ={t €T :birie Nicin t* = 1}

altgruplarinin direkt toplamina izomorftur:
T~ P TP
p asal

Buradan su sonucu elde ederiz:
Sonug 13.27. G bélindir bir grup olsun. Asal p icin,

Gp™] ={g9 € G: birieN igin g = 1}
olsun. O zaman G[p>*] < G bélinir bir p-gruptur. Ayrica burulmasiz ve
bolindir bir D altgrubu i¢in, G = (@p asalG[poo](Ip)> @ D olur. O
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Demek ki boliintir gruplar: siniflandirmak igin boliiniir p-gruplarini ve bo-
liiniir burulmasiz gruplar: simiflandirmamiz lazim. Bunu da simdi yapiyoruz.

Teorem 13.28. Burulmasiz ve bolintr bir grup Q gruplarnin direkt top-
lamadar.

Kanit: Gruba A diyelim ve grubun iglemini toplamsal olarak yazalim. Eger
m # 0 bir tamsay1 ve a € A ise, a = mx denkleminin A’da bir ¢éztimi vardir,
¢inkii A boliiniir bir grup; ama ayrica, A burulmasiz oldugundan bu ¢6ziim
biriciktir, nitekim eger a = mx ve a = my olsaydi, m(z —y) = 0 ve dolayisiyla
x —y =0 ve x = y olurdu. Bundan boyle bu ¢oziimii

1

—a

m

olarak gosterelim. Demek ki

= —a<mr=a.
m

Simdi herhangi bir ¢ kesirli sayisimi alalim. Amacimiz A’nin rastgele bir ele-
manin ¢ kesirli sayisiyla garpmak. Once ¢ sayisini n, m € Z ic¢in n/m olarak
yazalim ve bir a € A igin gqa elemanini

qa =
olarak tanmimlayalim. Yani,
T = qa < mr = na

onermesi dogru olsun. Bu tamimin ¢ sayisinin n/m olarak gosteriminden ba-
gimsiz oldugunu gostermek zorundayiz. Nitekim eger n/m = n'/m’, mz = na
ve m'y = n'a ise, sirasiyla nm’ = n'm,

/ / / / /
nmr=nna=nna=nmpuy=nmy

ve A burulmasiz oldugundan x = y olur. Demek ki ga carpiminin taniminda
bir sorun yok. Bu ¢arpim gesitli 6zdeslikler saglar. Ornegin,

gla+d') =qa+qd, (¢+¢)a=qa+da, ¢(qa) = (¢'q)a, 0a = 0.

Ayrica ¢ € Z oldugunda, ga’nin bu tanimi eski tamma esittir'®. Demek ki
artik, a € A icin

Qa = {qa: q € Q}

Biraz lineer cebir bilen bir okur, A abel grubunun bu tamm sayesinde Q cismi tizerine
bir vektor uzay1 oldugunu gorecektir.
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anlamli ve A’nin bir altgrubu. Ayrica bir X C Q igin

(Uer)-Te

zeX reX

olur ve bu altgrup elbette boliintir bir gruptur.
Hepsi 0’a egit olmayan q1,...,q, € Q kesirli sayilar1 ve birbirinden farklh
1, ..., Tn € A elemanlar icin,

qiai + -+ quap, =0

tlirtinden bir esitlige dogrusal bagimlilik denir. X C A olsun. Eger X’in ele-
manlar1 arasinda dogrusal bagimlilik yoksa, X kiimesine dogrusal bagimsiz
kiime diyelim. Demek ki X C A kiimesinin dogrusal bagimsiz olmas: igin
birbirinden farkli x1, ..., x, € X elemanlan igin,

Gry+ -+ gpry, =0

esitligi ancak
G=.=q¢,=0

ise dogru olabilmeli. Bundan da gu cikar: Eger X C A dogrusal bagimsizsa, o

zamarn,
Y- Qe

zeX zeX
olur. Amacimiz, dogrusal bir X C A igin ) . Qx = A esitliginin dogru
oldugu. ¢ — gz kurali Q grubuyla Qz altgrubu arasinda bir izomorfi oldugun-
dan, boylece teoremimiz kanitlanmig olacak. X’i maksimal dogrusal bagimsiz
bir kiime olarak sececegiz. Once maksimal dogrusal bagimsiz kiimenin varhgimi
kanitlayalim.

Sav 1. A’min maksimal bir dogrusal bagimsiz altkiimesi vardar.

Sav 1’in Kaniti. Z, elemanlar1 A'min dogrusal bagimsiz altkiimelerinden
olugan kiime olsun. ) € Z oldugundan (neden?), Z boskiime degildir. Z’yi
altkiime olma iligkisi altinda kiiciikten biiyiige yarisiralayalim. C C Z bir zin-
cir olsun. |JC € Z oldugunu, yani |JC kiimesinin dogrusal bagimsiz oldugunu
savliyorum ve hemen kanmitina geciyorum. x1,...,x, € C birbirinden farkh
elemanlar olsun. Diyelim, Ci,...,C, € C igin x; € C;. Ama C bir zincir
oldugundan, bu C;’lerden biri digerlerini kapsar. Diyelim C, digerlerini kapsi-
yor. O zaman x1,...,x, € C} olur, ki C} dogrusal bagimsiz oldugundan bu
bariz bir celigkidir. Demek ki Z tiimevarimsal bir kiime. Zorn Onsavi’na gore
A’da maksimal bir dogrusal kiime vardir. Sav 1 kanitlanmigtir. U

Sav 2. Eger X C A, maksimal dogrusal bagimsiz bir altkiimesiyse, A =
> ex Q olur.
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Sav 2’nin Kamti. Diyelim ) . Qz < A. O zaman A\ ) _y Qz kiime-
sinden herhangi bir y elemani alahm. X U {y} kiimesinin dogrusal bagimsiz
oldugunu kantlayacagiz ve boylece X’in maksimalligiyle celisecegiz. Nitekim
eger, birbirinden farkli z1,...,x, € X ve y elemanlar1 arasinda dogrusal bir
bagimlilik olsaydi, o zaman hepsi 0 olmayan q1, ..., g, ¢ € Q sayilar: icin,

QT4+ qutn +qy =0
olurdu. Eger ¢ = 0 ise, X’in dogrusal bagimsiz x1, ..., z, elemanlar: arasinda
@1+t g, =0

bagintisi olurdu ve bu da ¢; = ... = ¢, = 0 egitliklerini gerektirirdi, ki bu da
q1s---5qn, ¢ € Q sayilarimin hepsinin 0 olmamasiyla geligir. Demek ki g # 0.
Ama bu durumda da y’yi x;’ler cinsinden yazabiliriz:

q
ki bu da y’nin se¢imiyle geligir. Sav 2 de kanitlanmigtir. g
Bu iki sav teoremi tamamen kanitlar. g

Teorem 13.29. Bolindr bir p-grubu Prifer p-gruplarinin direkt toplamadar.

Kanit: G boliintir bir p-grup olsun. X, G'nin bir altgrup kiimesi olsun; yani
X’in her eleman1 G'nin bir altgrubu olsun. Eger X’in her altgrubu Zpe~ gru-
buna izomorf ise ve
(A:AeX)=PA
AeX

oluyorsa, X’e bu kanithik giizel kiime diyelim. Elbette () giizel bir kiimedir. Z
kiimesi giizel kiimelerden olugsun. Z’yi kapsama iligkisiyle kiigiikten biiyiige
dogru yarisiralayalim. Boylece yarisiralanmis Z kiimesine Zorn Onsavi’'m uy-
gulayacagiz, ama 6nce Z klimesinin tiimevarimsal oldugunu gostermeliyiz. Bu
amagla bir C C Z zinciri secelim. | JC’nin elemanlar1 elbette G'nin Z,~ gru-
buna izomorf altgruplaridir. Teorem 12.8’ye gore

<A;AeUc>: P 4

Aelc

olur. Demek ki [JC € Z. Demek ki Zorn Onsavi’'na gére Z'nin maksimal bir
eleman1 vardir. Bu elemana M ve iirettigi guruba H diyelim.

H, boliiniir Z,~ gruplarinin direkt toplami oldugu i¢in boliiniir bir altg-
ruptur. Dolayisiyla Teorem 13.24’e gore bir K < H i¢in G = H @ K olur. Eger
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K # 1 ise, Onsav 13.22’ye gore K'nin Zye grubuna izomorf bir altgrup vardur,
ki bu da M’nin maksimalligiyle celigir. Demek ki K = 1 olmal:. O

Boylece Sonug 13.27, Teorem 13.29 ve Teorem 13.28 sayesinde, boliiniir
gruplar1 Teorem 13.23’te sOylendigi gibi siniflandirmig olduk. Tek eksigimiz,
teoremdeki kardinallerin biricikligi. Onu da simdi ii¢ agsamada kanithiyoruz.

(1) o 7

Onsav 13.30. p bir asal olsun. Lo = Lo ise |I| = |J| olur.

Kanit: Z,~ sayilabilir oldugundan, gruplardan biri sayilamaz sonsuzluktaysa,
I J
1 = 22| = |22] = 1]

olur. Bundan boyle gruplarin sayilabilir sonsuzlukta olduklarini varsayalim.
Demek ki I ve J (sonlu ya da sonsuz) sayilabilir kiimeler.

G ve H varsayimdaki izomorfik gruplar olsun. G, ve H), derecesi < p olan
elemanlardan olugan altgruplar olsun. O zaman,

(2/p2)D =~ G, = Hy = (2/p)"”

olur. Eger G, ya da H, gruplarindan biri sonluysa, ikisi de sonlu olmak zo-
runda, hatta eleman sayilar1 p/!l ve pl/l olmali. Demek ki |I| = |.J|. Eger Eger
G)p ya da H), gruplarindan biri sonsuzsa, |/| = w = |J| olmali. O

Onsav 13.31. Q) ~ QW) ise |I| = |J| olur'!.

Kanit: Eger gruplardan biri sayillamaz sonsuzluktaysa, onsav, aynen bir énce-
ki 6nsav gibi kanitlanir. Bundan béyle her iki grubun da sayilabilir sonsuzlukta
olduklarini varsayalim. Demek ki I ve J sayilabilir kiimeler. Eger hem I hem J
sonsuzsa, sorun yok, |I| = w = |J| olur. Ikisinden en az birinin sonlu oldugunu
varsayalim, diyelim |I| = n < oco. Diyelim |I| # |J|. Gerekirse I yerine J, J
yerine [ alarak, |J| sonlu da olsa sonsuz da olsa |I| < |J| varsayimini yapabi-
liriz.

A=0QW = P2, Q ve B = Q) olsun. ¢ : B — A bir izomorfi olsun.
B’den n+1 tane dogrusal bagimsiz eleman alalim: by, ..., b,41. Bu elemanlar,
B’nin Z™*! grubuna izomorfik bir altgrup iiretirler. ¢ birebir oldugundan, bu
elemanlarin @-imgeleri de dogrusal bagimsizdirlar ve bunlar da Amm Z"*+!
grubuna izomorfik bir altgrubunu tretirler, diyelim A;. Teorem 10.24’e gore,
A71’in her 7’inci izdiigimii ya 0 ya da Z’ye izomorf. Bu izdiigiime Ay; diyelim.
Demek ki, eger tam k tane Ay; # 0 ise,

7V~ Ay < @ Ay ZF

olur. Ama k < n <n + 1 oldugundan, bu Teorem 13.6 ile gelisir. g

1T ineer cebir bilen bir okur icin bu énsav cok kolay, ne de olsa gruplar Q iizerine birer
vektor uzayidir ve boyutlar sirasiyla |I| ve | J|'dir. Verecegimiz kamt da ashnda lineer cebirin
bu teoremini kanitlayacak.
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Teorem 13.32. Eger

Qe | Pz | ~oWe | P 2

p asal p asal
ise |Io| = |Jo| ve her p asaly icin |Iy| = |Jp| olur.

Kanit: G ve H varsayimdaki izomorfik gruplar olsun. 7'(G) ve T'(H) derecesi
sonlu olan elemanlardan olusan altgrup olsun. Elbette T'(G) ~ T(H) olur.
Buradan da

Q) ~ G/T(G) ~ G/T(H) ~ Q)

ve Onsav 13.31’den |Iy| = |Jo| cikar. Asal bir p i¢in, T(G), ve T(H),, grup-
larin p-elemanlarindan olusan altgruplar olsun. 7'(G) ~ T'(H) izomorfisinden,
T(G)p ~ T(H), cikar. Demek ki

».

(Ip) N 7
Lyt ~T(G) ~T(H) ~ L,

Onsav 13.30’dan |I,| = |.J,| cikar. O

Teorem 13.23’iin kanit1 tamamlanmistir.
Teoremdeki |Iy| ve |I| kardinal sayilaria grubun Ulm degismezleri ad:
verilir.

13.6 Abel Gruplarinin Saf Altgruplari

G bir abel grubu ve H < G olsun. H’nin bir elemaninin G’de n’inci kokii ola-
bilir ama H’de olmayabilir. Ornegin G = Z, H = 27Z ise, H’nin 2 elemaninin
G’de “karekoki” vardir: 1, ama ayni elemanin H’de karekokii yoktur. Eger
her h € H eleman1 ve n > 0 tamsayis1 i¢in 2 = h esitliginin G’de bir
¢Ozimii oldugunda, bu denklemin H’de de bir ¢oziimii varsa, H’ye G'nin saf
altgrubu adi verilir. Eger igslemi toplama altinda yazarsak, saf altgrup demek,
her n > 0 tamsayisi i¢in nG N H = nH demektir.
Bu altboliimde her grup bir abel grubu olacak.

Notlar ve Ornekler

13.45. Tiimleyeni olan algruplar saf altgruplardir.

13.46. Saf bir altgrubun saf altgrubu saf altgruptur.

13.47. Boliinebilir altgruplar saf altgruplardir.

13.48. G/H burulmasizsa, H saf bir altgruptur.

13.49. Eger Tor G, G’nin burulmali elemanlarindan olugan altgrupsa, Tor G saf bir altgruptur.
13.50. Saf altgruplar zincirinin bilegimi saf bir altgruptur.

13.51. Onsav 13.17°deki H altgrubu saf bir altgruptur. Dolayisiyla agagidaki teorem aslinda o
sonucun bir genellemesidir.
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13.52. p bir asal, G bir p-grup ve H < G olsun. Bu durumda H’nin G’de saf olmasi igin
her k > 0 icin p*G N H = p*H esitligi gerek ve yeter koguldur. Bunun kamt: oldukca
kolaydir: Eger n > 0 ise, p’ye asal bir m ve bir k € N icin n = p*m yazmlabilir. Bu
durumda nG N H = p*mG N H = p"*mG N mH = m(p"G N H) = mp*H = nH olur.
(Ugﬁncﬁ esitlik m ile garpmanin birebir bir fonksiyon olmasindan kaynaklanmaktadir.)

Aligtirmalar

13.53. H < G ve P(H) ={g € G : bir n > 0 dogal sayis1 i¢cin ng € H} olsun. P(H) nin bir saf
altgrup oldugunu kanitlayin.

13.54. Tor G, G’nin burulmali elemanlarindan olusan altgrup olsun. P(0) = Tor G esitligini
kanitlayin.

13.55. Tor G < P(H) oldugunu kamtlaymn.

13.56. G/P(H)’nin burulmasiz bir grup oldugunu kanitlayin.

13.57. Tor(G/H) = P(H)/H esitligini kanitlayin.

13.58. P(H)'nin H’yi ve Tor G’yi igeren en kiigiik saf altgrup oldugunu kanitlayin.

13.59. G burulmasiz bir grup ve H < G olsun. H’nin saf olmas: igin “G/H burulmasizdir”
kosulunun yeter ve gerek oldugunu kanitlayin.

13.60. G = Z x Z, H = (3,2)Z, K = (1,2)Z olsun. G/H ve G/K gruplarinim burulmasiz
oldugunu kanitlaym. Bir 6nceki aligtirmay: kullanarak H ve K’nin saf altgruplar olduk-
larm gosterin. L = (G, H) = (3,2)Z+ (1,2)Z olsun. (2,0) € L ama (1,0) ¢ L oldugunu
gosterin. Bunu kullanarak L’nin saf bir altgrup olmadigini gdsterin.

13.61. G = Z/nZ, H = (m) olsun. d = obeb(n,m) ve e = n/d olsun. H’nin G’de saf olmasi
igin obeb(d, e) = 1 esitliginin yeter ve gerek oldugunu kanitlayin.

Agagidaki saf altgruplarla ilgili 6nemli teorem, Onsav 13.17’yi genellestir-
mektedir.

Teorem 13.33. G bir abel grubu ve H, G’nin bir saf altgrubu olsun. Eger
H ’'nin eksponenti sonluysa H 'nin G’de bir tumleyeni vardar.

Kanit: G’yi carpimsal yazacagiz. H’nin eksponentlerini bolen farkl asal-
lar pi,...,pr olsun. Once teoremi k& = 1 durumunda kanmitlamanin yeterli
oldugunu, gerisinin k iizerine tiimevarimla kolaylikla kanitlanacagini goste-
relim. Teoremin k£ = 1 durumda kanitlandigini varsayalim. Bir p asali igin,

H,={h € H: bir n > 0 tamsaysi i¢in h?" =1}
olsun. O zaman H, < H ve
H=H, ®...®H,,

olur. H’de ayngtiklar1 i¢in, Hp,’lerin her biri H’de saftir. H de G’de saf
oldugundan, Hp,’leri her biri G’de saftir. k& = 1 durumunda teoremi kanit-
ladigimiz1 varsaydigimiz icin, bir K < G igin

G=H, &K
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olur. ¢ > 2 igin p; ve pq iki farkl asal oldugundan
H, <K
olur; ayrica H,,,, K’da saftir. Tiimevarimla, bir L < K igin,
K=(Hp,®...®Hpy)DL
olur. Demek Kki,

G = Hy ®K=H, ©((Hy,®...0 Hy)dL)
= (Hy®H,®..®H,)®dL=HaL

olur. Demek ki teoremi k£ = 1 icin kanitlamak yeterli.
Bundan boyle p = p1, H = H,, ve exp H = p" olsun. Teorem 13.19’a gore
Ii,..., I, kiimeleri i¢in

(1) H= |Pzp'z

k=1 \ I

olur.

Hy, = @Z/ka
I,

olsun. H/H,,, G/H,, grubunun saf bir altgrubudur ve exp H/H,, < p"~!'dir.
Demek ki tlimevarimla H/H,, altgrubunun G/H,, altgrubunda bir tiimleyeni
vardir. Demek ki bir H, < K < (G igin,

G/H,=H/H,® K/H,
olur, yani
G=HKve HNK =H,

olur.

Bu arada H,’nin K’da saf oldugunu gorelim: Eger k£ € K ve m € N igin
k™ € H, < H oluyorsa, bir h € H igin k™ = h™ olur; ama (1)’den dolay:
h € H elemanini H,,’de segebiliriz.

Eger

K=H,®L

esitligini saglayan bir L < K bulabilirsek, o zaman isimiz is, ¢linkii o zaman

ve
HNL<HN(KNL)<(HNK)NL=H,NL=1
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olur, yani G = H @ L olur.

Bundan béyle G = K ve H = H,, ~ ; Z/p"Z olsun. Teoremi bu durum-
da kamtlamanm yeterli oldugunu gordiik. Kamti ufak bir degisiklikle Onsav
13.17’nin kamit1 gibi olacak. Akiciligi bozmamak igin o 6nsavin kamitini gok
ufak degisikliklerle tekrarliyoruz.

Once GP" = {¢*" : g € G} altgrubuyla H’nin kesismedigini gorelim: Eger
g’" € H ise, bir h € H icin ¢?" = h?" olur. Ama exp H = p" oldugundan,
buradan g?" = h?" = 1 cikar. Bu s6yle de daha kolay bicimde anlagilir: GP" N
H = H?" = 1. Demek ki GP" N H = 1.

Z={K<G:KNH=1veG" <K}

olsun. G?" € Z oldugundan Z # ) olur. Z’yi altgrup (ya da altkiime) olma,
iligkisiyle siralayalim, altgruplar iistgruplardan kiigiik olsun. Eger (Kj;);, Z’nin
bir zinciriyse, |J; K; € Z olur. Dolayisiyla, Zorn Onsavi'na gore Z’nin maksi-
mal bir elemani vardir. Bu altgruba K diyelim. Demek ki

(HKY=HK=H®K<G.

HK = G esitligini kanitlayacagiz. Diyelim esitlik yok ve HK < G. Amaci-
miz (K, g) N H = 1 egitliginin dogru oldugu bir g € G\ K elemanimin varhigim
kanitlamak; boylece K < (K, g) olacak ve K'nin maksimalligiyle celisecegiz.

Once rastgele bir g € G \ HK alalim. Bu eleman istedigimizi saglamasi
icin yavag yavag degistirecegiz. Ilk olarak

(e

2
g, 9% g%, ...9" =1

dizisine bakalim. Ilk terim, ¢ yani, HK’da degil. Ama son terim, ¢’" elemam
yani, HK’da ciinkii g»" € G?" < K < HK. Bu dizinin elemanlarim soldan
saga dogru tararken, bir ¢ = 0,1,...,n — 1 igin

¢" ¢ HK ama ¢*'' € HK
olmali. g yerine bu gpi elemanimi alarak,
g¢ HK ama ¢g* € HK
varsayimini yapabiliriz; oyle yapalim. Simdi, h € H ve k € K icin
g° = hk

olur. H'nin eksponenti p™ oldugundan

n—1 n—1

¢ = ()" = (k)T = TR
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olur. Ama ¢?" € GP" < K oldugundan, buradan W' e HNK =1 ve

n—1

Wt =1

elde ederiz.
Simdi H grubunda hangi elemanlarin p™~"’inci kuvvetinin 1’e esit oldugu-
nu gorelim. Teoremin hipotezine gore H ~ (Z/p"Z)D). Ama

1

{x €Z/p"Z :p" tox =0} = pZ/p"Z

esitligini Ornek 9.53’te kamtlamstik; demek ki aym sey (Z/p"Z)) grubunda
da dogru:

{z e @/p")D : p" e =0} = 2 /p"2) V) = p - (2/p"2)D.

Sonug olarak benzer énerme (garpimsal bir grup olan) H i¢in de gegerlidir ve
=1 oldugundan, bir h; € H i¢in h = A} esitliginin dogru oldugunu
goriiriiz. Boylece g? = hk = hPk ve (hy'g)? = k € K elde ederiz. hy'g €
G\ HK oldugundan (aksi halde g = hy(hy'g) € H(HK) = HK olurdu), g

yerine hfl g elemanini alip,
ge G\HK ve g* € K

varsayimini yapabiliriz.

Bu asamada (K, g) altgrubuna bakalim. Bu altgrubun elemanlar1 bir k €
K ve m € Z i¢in kg™ bicimindedir (daha énceki £’y1 artik unutun). K'nin
se¢iminden dolay1, (K,g) N H # 1 olmali. Kesigimden 1’e esit olmayan bir
eleman segelim:

1#£k¢gm e H

olsun. Demek ki ¢ € HK. Eger p asali n’yi bélmezse, g? de H K’da oldugun-
dan,
g= gl _ gobeb(n,p) c HK

olur (bkz. Aligtirma 5.31), ki bu da g¢’nin segimiyle gelisir. Demek ki p|m,
diyelim ps = m. Bu durumda, ¢ € K oldugundan,

kg™ = kg"* = k(g")* € K

olur. Ama aymi zamanda kg™ € H. Demek ki kg™ € HN K =1, geligki. O



14. Grup Etkisi

Bu boliimde grup teorisinin uygulamaya en elverigli, dolayisiyla en onemli
konusuyla tanisacagiz. Gruplar dogada bulunduklar: haliyle gérecegiz.

Gruplar dogada tek baglarina gortinmezler, mutlaka gruplarin yaninda etki-
dikleri bir kiime vardir. Otelemeler ve déndiiriiler diizleme etkir, Symn grubu
{1,2,...,n} kiimesine etkir, Aut G grubu G grubuna etkir vs. Biraz daha so-
mut bir 6rnek: {1,z} ~ Z/27 grubu masaya konmug bir bozuk paraya etkir:
1 eleman1 parada herhangi bir degisiklik yapmazken x elemani paray: ters yiiz
eder, yaziysa tura, turaysa yazi yapar; gorilldigi tizere x’i iki defa paraya
uygulamak hicbir sey yapmamak, yani 1 elemaniyla etkimek demektir. Grubu
olas1 tiim riizgar esintileri, kiimeyi de riizgardan etkilenecek toz zerreleri olarak
gormek cok yanlig olmayan benzetme olabilir.

Grup etkisinin daha derin ve ilging bir incelemesini daha sonraki ciltlerde,
biraz lineer cebir gordiikten sonra yapacagiz.

14.1 Tanmim ve Ornekler

G bir grup, X de bir kiime olsun. X’in elemanlarina “nokta” demeyi tercih
edecegiz. G x X’ten X’e giden bir « fonksiyonu ele alalim. Bu fonksiyonun
(g, x) ikilisini gotiirdiigli noktay1 g - « olarak gosterelim, yani «(g,z) yerine
g-x yazalim; ¢ctinkli «’y1 bir fonksiyondan ziyade bir tiir islem olarak algilamak
istiyoruz. G'nin elemanlariyla X’in noktalarini ¢arpiyoruz ve sonu¢ X'’in bir
noktasi ¢ikiyor: g € G eleman1 ¢ € X noktasima etkiyor ve sonug g - x ¢ikiyor.
Demek ki her g € G ve z € X igin bir bigimde g - € X noktasi verilmis. Bu
“carpma” su ozellikleri saglasin:

Al.Herz € X i¢cin 1 -z = =.

A2. Herg,he Gvex € X iging- (h-z)=(gh)-x.
Bir bagka deyisle carpma islemi grubun islemiyle uyumlu olsun. Bu durumda
(G, X, ) uclistine grup etkisi denir. Bazen de “G grubu X kiimesine «
vasitasiyla etkiyor” denir. Bazen de X’e G-kiime ad1 verilir.

Cogu zaman « yazlmaz (¢linkii ya 6nemli degildir ya da ne oldugu g¢ok
barizdir) ve grup etkisi (G, X) ikilisi olarak gosterilir. Ayrica ¢cogu zaman g - x
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yerine gx yazilir, ancak G x X — X carpmasiyla G grubundaki G x G — G
carpmasinin karigma ihtimali varsa g - © yazilimina geri doniilmelidir.
Birazdan bircok 6rnek verecegiz. Ama 6nce ayni kavrami bir bagka bicimde
tanimlayalim. Her iki tanim da 6nemlidir, birini bilip digerini bilmemek so-
nuclar: olabilecek bir eksikliktir.
Bir (G, X, a) grup etkisinde gz = gy ise, o zaman her iki tarafi da g~
carparak x = y elde ederiz. Bunu daha ayrintili gésterelim:

Lile

r=1lr=(g""'g)x=9""gz) =9 (gy) = (g '9)y =1y =vy.

Dolaysiyla X'’in elemanlarim (soldan tabii ki) sabit bir ¢ € G elemaniyla
carpmak X’ten X'e giden birebir bir fonksiyondur. Bu fonksiyon ayrica orten-
dir de, ¢iinki her y € X icin

gy =y

olur. Demek ki z — gz kuraliyla tamimlanmig fonksiyon X’in bir eslesmesidir,
yani Sym X’in bir elemanidir. Bu fonksiyonu ¢, olarak gosterelim. Demek ki
her g € G igin,
pg: X — X
fonksiyonu
pg(x) = gz

olarak tamimlandi; ve bu fonksiyon Sym X’in bir elemani. Ayrica

Pg © Ph = Pgh

olur, c¢iinkii her z € X i¢in,

(¢g 0 on)(®) = @g(pn(z)) = @g(hx) = g(hz) = (gh)z = Ygn(x)

olur. Bundan da
©(g) = ¢g

olarak tanimlanmig
p:G— Sym X

fonksiyonunun bir grup homomorfisi oldugu ¢ikar. Boylece her (G, X, ) grup
etkisinin bir ¢ : G — Sym X grup homomorfisi verdigini gordiik.
Simdi tam tersine bir
@:G— SymX

grup homomorfisi verilmis olsun. Eger g € G ise, tamamen estetik nedenlerden
dolay1 ¢(g) yerine ¢, yazalim. Boylece g € G ve z € X igin (¢(g))(x) yerine
@q(x) yazarak yiikli bir yazihmdan kurtulmusg oluruz.

g-x = g4()
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tanimini yapalim. Boylece G x X’ten X’e giden bir fonksiyon tanimlamig olu-
ruz. Yukaridaki Al ve A2 onermelerin saglandigimi kamtlayalim. ¢ fonksi-
yonu G’den Sym X’e giden bir homomorfi oldugundan, ¢, G'nin 1 elemanin
Sym X’in birim elemani olan Idx fonksiyonuna gotiiriir; demek ki

1-z=¢i(zr) =Idx(z) =z
olur. Béylece A1l’in dogru oldugunu gordiik. Simdi A2’ye bakalim:

g (h-z) = @g(pn(x)) = (pg 0 n)(x) = @gn(x) = (gh) - z.

Boylece bir grup etkisi elde ettik.

Eger yukaridaki iki prosediirii ardarda uygularsak bagladigimiz yere done-
riz. Bir bagka deyisle, bir (G, X, ) grup etkisiyle bir ¢ : G — Sym X homo-
morfisi arasinda bir fark yoktur.

Grup etkisi grup kavraminin somutlagmig halidir; soyut bir grubu fiziksel
olarak gerceklestirmek olarak algilanabilir.

Notlar ve Ornekler

14.1. G herhangi bir grup ve X herhangi bir kiime olsun. g € G ve z € X i¢in g- = x tanimim
yapalim; yani ikinci tanima gore, her g € G icin ¢, = Idx olsun, yani ¢ fonksiyonu sabit
Idx fonksiyonu olsun. Bu bir grup etkisidir. Tahm,n edi,lecegi iizere en ilging grup etkisi
degildir, ne de olsa G’nin elemanlar1 X’in elemanlarini yerlerinden oynatmiyorlar. Bu
etkiye triskadan etki adini verebiliriz’.

14.2. Sym X’in her altgrubu X {izerine dogal olarak etkir.

14.3. R? diizleminin (0,0) merkezli déndiiriileri kiimesi (ki bir gruptur) diizleme etkir.

14.4. R? diizleminin 6telemeleri kiimesi (ki bir gruptur) diizleme etkir.

14.5. Eger G, X grubu iizerine etkiyorsa ve H < G ise, H grubu da X iizerine etkir. Daha
matematiksel bir dille: Eger (G, X, a) bir grup etkisiyse ve H < G ise, (H, X, ap)
ticliisii de bir grup etkisidir.

14.6. Son iki 6rnegin 6zel bir durumu olarak: Eger G bir grupsa, Aut G grubu, hatta Aut G
grubunun herhangi bir altgrubu G kiimesi iizerine dogal olarak etkir.

14.7. Eger G grubu X kiimesi {izerine etkiyorsa ve Y C X altkiimesi GY C Y ic¢indeligini
sagliyorsa (ki bu durumda esitlik olmalidir), o zaman G grubu Y kiimesi iizerine etkir.
Herhangi bir A C X altkiimesi i¢in

Y =GA={ga:ac A}
olursa, elbette GY C Y olur ve G grubu Y kiimesi iizerine etkir. Bu arada

GA = UGa

a€cA

esitligini gorelim. Ga kiimesine a’nin G-yoringesi adi verilir. Cok 6nemli olan bu kav-
rama tekrar deginecegiz ve sik sik kullanacagiz. G elbette Ga yoriingesini etkir.

ngilizcesi trivial action.
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14.8.

14.9.

14.10.

14.11.

14.12.

14.13.

14.14.

14.15.

14.16.

14.17.

14.18.

14.19.

14. Grup Etkisi

G herhangi bir grup olsun. X = G olsun. O zaman g € G ve x € X igin
g -z =gz
tanmimi bize G'nin X (yani kendisi!) {izerine etkidigini gosterir. G'nin bu etkisine stan-

dart etki diyelim?.
G herhangi bir grup olsun. X = G olsun. O zaman g € G ve x € X igin

-1
gz =ag

tanimi bize G'nin X (yani kendisi!) tizerine etkidigini gosterir. G'nin bu etkisine sagdan

standart etki diyelim.

G herhangi bir grup olsun. X = G olsun. O zaman (g,h) € G X G ve x € X igin

(g,h) -z = gzh ™"

tanimi bize G x G grubunun G iizerine etkidigini gosterir.

G herhangi bir grup olsun. X = G olsun. O zaman g € G ve x € X igin
-1
g-r=grg
tanimi G grubunun kendisi {izerine bir grup etkisini verir.

G herhangi bir grup ve H <1 G olsun. X = H alalim. O zaman g € G ve z € X icin
g-x=gxg”'
tanimi1 G grubunun H iizerine bir grup etkisini verir.
G herhangi bir grup ve H, K < G olsun. H < Ng(K) varsayimini yapalim. O zaman
k€ K ve h € H icin
h-k=hkh™"
tanim1 H grubunun K {izerine bir grup etkisini verir.
G bir grup ve X, G’nin altgruplarindan olusan kiime olsun. g - H = HY tanimiyla G
grubu X kiimesini etkir.
Yukaridaki etkide X kiimesini daha kiigiik alabiliriz. K < G olsun. Y = {K? : g € G}
olsun. Bir 6nceki aligtirmadaki tanimla G grubu Y {izerine etkir.
Yukaridaki etkide G grubunu bir altgrup olarak da alabiliriz. K, H < G olsun. Y =
{KY:g € G} olsun. H grubu Y iizerine etkir.
Boliim 6’daki 6rneklerdeki her geometrik nesneye nesnenin simetrileri etkiyordu. Orne-
gin Dg grubu kareye etkir, Sym 4 grubu {iggen tabanli piramide etkir.
G =R" olsun. X = R" olsun. g € G ve z € G igin g- = v+ g olarak tanimlansin. Grup
toplamsal yazildigindan, A1 ve A2 kosullarini toplama diline ¢evirmeliyiz: 0-x = x40 =0
ve g, h € G i¢in

(g-(h-z))=g-(x+h)=(@+h)+g=a+(h+tg)=(h+g) z

olur. Bu Ornegin Ornek 14.8°deki ornegin ozel bir durumu olduguna dikkatinizi ¢ekeriz.
Eger (G, X) bir grup etkisiyse, G’yi dogal olarak p(X) iizerine (yani X’in altkiimele-
rinden olugan kiime {izerine) etkiyebiliriz; (G, p(X)) de bir grup etkisidir. Bu 6rnegin
varyasyonlar1 yapilabilir, drnegin p(X)’i alacagimiza X ’in sonlu altkiimelerinden olugan
kiimeyi alabiliriz.

Ornekleri cogaltacagiz. Ama 6nce énemli birkac temel kavram tanimlaya-

lim ve bu kavramlar tizerine birkag temel teorem kanitlayalim.

2ingilizcesi regular action ya da standard reqular action.
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14.2 Kavramlar ve Temel Teoremler

Bu altboliimde grup etkileriyle ilgili bazi 6nemli kavramlar tanimlayacagiz. Bu
altboliim boyunca bir (G, X) grup etkisi sabitlenmis olsun.

Cekirdek. Ornek 14.1’de her g € G ve her z € X icin g-x = & 6rnegini vermis
ve bu etkiyi “triskadan etki” olarak adlandirmistik. G’nin belki her elemani
degil ama bazi elemanlar1 X iizerine birim fonksiyon olarak etkiyebilirler, yani
bazi g € G elemanlar1 her z € X i¢in gz = x esiligini saglayabilirler.

Ker(G,X) ={g € G : her z € X igin gz = gz}

tanimim yapalim. Bu bir altgruptur ve adina etkinin cekirdegi adi verilir.
Eger etkiyi ¢ : G — Sym X homomorfisi olarak gosterirsek,

Ker(G, X) = Ker p

olur. Dolayisiyla Ker(G, X)) <G olur. Eger etkinin ne oldugu konunun geligin-
den belliyse, Ker(G, X) yerine sadece Ker yazmakla yetinecegiz.

Bir etkinin cekirdegi 1 ise, etkiye sadik etki adi verilir*. Etkinin sadik
olmasi demek ¢ : G — Sym X homomorfisinin birebir olmasi demektir; ya
da daha somut olarak, her 1 # g € G elemaninin X'’in en az bir noktasini
yerinden oynatiyor demektir.

Eger bir etki sadik degilse, etkim sadik degil diye liziilmeyin, grupta kiigiik
bir degisiklikle etkiyi sadik hale getirebiliriz. Nitekim,

S%(SU) =gr
formiiliiyle tanimlanmig
©:G/Kerp — Sym X

homomorfisi (gekirdege boliindiigiinden) birebirdir, dolayisiyla sadik bir etki
tanmimlar. Bu etki daha somut olarak su formiille tanimlanir: gz = gz.

Notlar ve Ornekler

14.20. Eger (G, X) bir grup etkisiyse ve | X| = n < oo ise, G/ Ker(G, X) grubunun eleman
sayist n! sayisim1 bolmek zorundadir. Dolayisiyla (G, X) sadiksa ve X sonluysa, G de
sonlu olmak zorundadir.

14.21. G bir grup ve X C G olsun. H = {g € G : X9 = X} olsun. H < G olur. (H, X) bir
grup etkisidir. Ker(H, X) = Cg(X) olur. Demek ki Cq(X) < H ve eger | X| =n < oo
ise [H : Ca(X)] sayist n! sayisin boler.

14.22. Yukaridaki aligtirmadan su gikar: Eger A < G sonlu ve normal bir altgrupsa, Ca(A),
G’nin sonlu endisli normal bir altgrubudur, endis |A[! sayisim béler.

3ingilizcesi kernel.
4ngilizcesi faithful.
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14.23. G bir grup, H < G olsun. X = {zH : = € G}, sol otelemeler kiimesi olsun. g € G
ve xH € X i¢in g - ¢H = gxH tammin yapalm. (G, X) ikilisinin bir grup etkisi
oldugunu kontrol etmek ¢ok zor degil; okura birakiyoruz. Bu etki gok 6nemlidir, sadik
grup etkileri daha sonraki ciltlerde agiklayacagimiz bir anlamda bu etkiye denktirler.
Cekirdegi bulalim:

Ker(G,X) = {g€G: hera€eGicing-zH =zH}
{g € G: herz € Gi¢in gzH =zH}
{g€G: herz € Gicginz 'gzH = H}
{9 €G: her xz € Gigin 27 gz € H}
{9 €G: herz € GigingecaHs '}
= NyegrHz ™"

Ornek 9.12 ve 10.125'de Naeca xHz™! grubuna H’'nin G'deki gébegi adini vermis ve
H’nin gébegini Coreg H olarak gostermisik: Corec H = [, zHz~'. Bu grup H’nin
i¢indeki en biiyiik G-normal altgruptur.

14.24. G bir grup, H < G olsun. X = {H® : x € G}, H'nin esleniklerinden olusan kiimesi
olsun. ¢ € G ve H* € X igin g - H* = H*" tanimim yapalim. (G, X) ikilisinin bir
grup etkisi oldugunu kontrol etmek cok zor degil; okura birakiyoruz. Cekirdegi bulalim:

Ker(G,X) = {g€G: herxe€Giging- H* = H*}

= {g€G: herzeGicin H* = H*}
{g€G: herz € Gicin H=H"" '}
{g € G: her x € G igin g2~ € Ng(H)}
{g€G: her x € Gigin g € 2 ' Ng(H)z}
= Myeg® "Na(H)z = Core Ng(H).

Bu arada ™' Ng(H)z = Ng(z ™' Hz) esitligine dikkatinizi gekeriz.

Sabitleyici. Eger z € X ise
Gy ={ceG:cx =1}

tanimmim yapalim. Bu bir altgruptur ve adina z’in sabitleyicisi ad1 verilir®.
Elbette
Ker(G, X) = ﬂ Gy
zeX

olur. g € G i¢in G, ile G, arasmda yakin bir iligki vardir:

Ggr = {c€G:c(gr) =gz} ={ceG:gtegr =z}
{ceG:gtcge Gyl ={ceG:ccgGg !}
= ngg—l = Gg:_la

yani

(1) Ggo =GY '

x

5ingilizcesi stabilizer.
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olur.
Eger Y C X ise

Gy = ﬂGy:{geG:hereri(;ingy:y}
yey

tanimini yapalim. Bu da bir altgruptur elbette. Adina Y’nin noktasal sabit-
leyicisi ad1 verilir®. Eger GY C Y ise, Gy <G olur; bu dedigimiz Gge = Gg’[l
esitliginden kolaylikla ¢ikar ve okura birakilmistir.
Elbette Ker(G, X) = Gx olur.
Buna benzer bir bagka tanim daha verilebilir. Y’i kiime olarak sabileyen
elemanlari ele alalim:
{9eG:gY =Y}

Burada, Y'nin her elemanini sabitleyen g € G elemanlari degil, Yyi kiime ola-
rak sabitleyen g € G elemanlar ele alimiyor. Bu grubu Gy olarak yazabiliriz.
G(yy grubu Y kiimesi tizerine etkir ve bu etkinin ¢ekirdegi Gy altgrubudur.
Elbette eger [Y| = 1 ise Gy = Gy, olur.

Alistirmalar

14.25. (G, X) bir grup etkisi olsun. Eger G = G/ Ker ve z € X ise G = G, esitligini kanitlaym.

Bundan sonraki aligtimalarda (G, X) bir grup etkisi ve Y C X.

14.26. Eger GY C Y ise, GY =Y oldugunu kanitlayin. Ama gY C Y ise esitlik olmak zorunda
degil, 6rnegin eger i > 0 icin g’y # y ise ve Y = {giy : 4 € N} ise aynen bu olur. Ote
yandan eger ¢g’'nin derecesi sonluysa, ya da her y € Y igin (g)y sonluysa, gY C Y
icindeligi esitligi gerektirir.

14.27. Gy <1 Gyyy oldugunu kanitlayin.

14.28. |Y| = n olsun. [G{yy} : Gy] sayisinin n! sayisini boldiigiinii kanitlayin.

14.29. |Y|=nvey € Y olsun. [G{y} : Gy N Gyy] < n oldugunu kamtlayn.

14.30. |Y| = n ve y € Y olsun. Eger Gy y = Y ise [Giyy : Gy N Gyy}] = n oldugunu

14.31.

kanitlayin.
Eger GY C Y ise, Gy < G oldugunu kanitlayn.

Yoriinge. = € X ise,
Gz ={gx: g€ G}

kiimesine 2’in yoriingesi’, ya da daha dikkatli olmak istiyorsak z’in G-yé-
ringesi adi verilir. Elbette z € Gz olur. Eger Gx = X ise, (G,X) grup
etkisine gecigli grup etkisi adi verilir®. Her z € X icin, (G,Gz) gecisli bir
grup etkisidir. Gegisgli grup etkilerinde her z € X igin Ker = Gx =) Gy =

-1
myEGw Gy = mgeG ng = ﬂgEG Gg = mgeG Gg" = CoreG Gf’f olur.

SIngilizcesi pointwise stabilizer.
"Ingilizcesi orbit.

yeX

8Ingilizcesi transitive group action.
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Notlar ve Ornekler

14.32.
14.33.

14.34.

14.35.

14.36

14.37.
14.38.

Sym X grubu X kiimesine gecisli etkir.

R? diizleminin (0,0) merkezli dondiiriilerinden olugan grup diizleme etkir ama bu etki
gecigli degildir. Her yoriinge (0, 0) merkezli cemberdir.

R? diizleminin 6telemelerinden olugan grup diizleme gecisli etkir. Bu (ve bir 6nceki
ornek), daha genel olarak R™ i¢in de gegerlidir.

Bir grubun sag ve sol standart etkileri gecisli etkilerdir.

. Ornek 14.23 ve 14.24’teki etkiler gegisli etkilerdir.

1 elemani yiiziinden, eger G # 1 ise Aut G grubu G iizerine gegisli etkiyemez.

1 # G sonlu bir grupsa ve AutG grubu G* = G\ {1} iizerine gegisli etkiyorsa, o
zaman grubun 1 diginda tiim elemanlarmin derecesi ayni olmalidir. Cauchy teoremin-
den dolay1 bu ortak derece ancak bir p asali olabilir. Demek ki grup bir p-gruptur.
Sonlu p-gruplarmin merkezi oldugundan (yani Z(G) # 1 oldugundan), gegisli etki
ylzlinden, grup abel grubu olmak zorundadir. Demek ki bir n > 0 i¢in G = &,7Z/pZ. Bu
gruplarin otomorfi gruplarmin G* iizerine gecisli etkidigi biraz lineer cebirle kolaylikla
kanitlanabilir (ama bu kitapta okurun lineer cebir bildigini varsaymiyoruz).

Tk olarak yoriingelerin esit ya da birbirinden ayrik olduklarim kanitlayalim.

Onsav 14.1. ki yoringe ya esittir ya da ayrik.

Kamt: z, y € X olsun. Gz N Gy # () varsayimini yazpalim. Kesisimden bir
eleman alalim, diyelim ggz = g1y. O zaman her g € G igin,

- 1
gz = 995 'g0r = 995 "1y € Gy

olur. Demek ki Gz C Gy. Simetriden dolayr Gy C Gz i¢indeligi de dogrudur.

O

Demek ki yoriingeler X kiimesini ayrik parcalara boler. Her yoriingeden

bir temsilci segersek ve bu temsilciler kiimesine 7' dersek,

X:|_|Gt

teT

olur.

Bazen de Gz tek bir elemandan olusur, o eleman da x’ten bagkas1 olamaz

tabii. Bu durum her g € G icin gz = x oldugunda, yani G, = G oldugunda
vuku bulur. G; ne kadar biiylikse, G'nin o kadar c¢ok elemani z’i sabitler
(yerinden kimildatmaz) ve dolayisiyla x’in yoriingesi Gz o kadar kiigiik olur.
Bir bagka deyisle G, ile Gx birbirine ters orantihdir:

Onsav 14.2. G/G, = {¢G, : g € G} sol dtelemeler kiimesi olsun. O zaman
9Gaz — gx
kurals G/G ile Gz yéringesi arasinda bir esleme verir. Dolayisiyla

|G/Ge| = |Gl
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yani

|G| = |G|l G|

olur ve eger G sonluysa, Gz yoringesinin eleman sayist |G| sayisine béler.

Kanit: Agagidaki 6nermelerin birbirine esdeger olduklar1 bariz:

gr = hzx,
hlgr =z,
h~tg € Ga,
g € hGy,
gG, = hG,.

Boylece ¢gG, +— gz kuralinin iyi tamiml oldugunu ve G/G,’ten Gx’e giden
birebir fonksiyon tanimladigimi kanmitlamig olduk. Fonksiyonun orten oldugu
bariz. Diger onermeler de bu kanitladigimizin dogrudan bir sonucu. U

Notlar ve Ornekler

14.39.

14.40.

G bir grup olsun. X'i de G’ye esit alalim. g € G ve z € G igin daha 6nce Ornek 14.8’de

g = gx tammum (standart etki) ve Ornek 14.9'da g - = zg~! tanmm yapmigtik.

1

Burada g -z = gxrg™ " = a7 ~' tanimini yapacagiz. Tanimlanan bu grup etkisi i¢in,

G. = Co(x), Gz = 2, Ker = Z(G)

olur. Onsav 14.1%¢ gbre yoriingeler, yani z€ egleniklik simuflar1 ya esittir ya da ayrik.
Eger G = Symn ise, egleniklik siniflar1 ayni tipte olan elemanlar kiimesidir (bkz. sayfa
51). Onsav 14.2’ye gore G/Cg(z) (sol 6telemeler kiimesi) ile & arasimda gCq(x) —
29" tarafindan verilen bir egleme vardir. Bu eglemeyi sag otelemeler kiimesinden de
baglatabiliriz: Ce(z)g — x9. Bunu zaten Aligtirma 8.33’ten biliyoruz. Demek ki

G| = 2°]|Cq ()|

olur.

Yukaridaki 6rnegi alalim. 1’in yoriingesi sadece kendisinden olusur ciinkii g-1 = glg™' =
1 olur. Bu grup etkisinde ne zaman tam iki yoriinge olabilecegini bulmaya g¢aligalim.
Diyelim tam iki yoriinge var. O zaman herhangi bir z € G* = G \ {1} i¢in,

GZ{I}UxG

olur. Demek ki grubun 1 digindaki elemanlarinin dereceleri esittir. Eger grupta derecesi
sonlu olan 1’den farkli bir eleman varsa, o zaman grupta derecesi bir p asali olan bir
eleman vardir; dolayisiyla grubun tiim elemanlarinin derecesi p’dir. Eger p = 2 ise grup
abel olmak zorunda ve buradan da G = {1}Uz% = {1,z} ~ Z/2Z ¢ikar. Simdi p asalinim
2 olmadigin varsayalim. O zaman grubun her elemani ve her altgrubu 2-boltintrdiir.
z € G olsun. grg™! = z7 ! egitligini saglayan bir ¢ alalim. g € Ca(x) olsaydi, z’in
derecesi 2 olurdu, bir geligki. Demek ki g & Cg(z).

=(gzg )= ) =2

esitliklerinden dolay1 g°> € Cq(x) ve dolayisiyla g% € Ca(z, g) olur. Ama Cq(z, g) grubu
2-béliiniir. Dolayisiyla bir ¢ € Cg(z, g) igin g> = ¢* olur. Bundan da (gc™*)? = 1 ¢ikar.

2 —2 —1 —1 —1
gzg " =glgzg~ )9 =gr—1lg
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14.41.

14.42.

14. Grup Etkisi

g # c oldugundan (aksi halde g € Cc(c,g)), derecesi 2 olan bir eleman buluruz; bir
celigki.

Sadece iki egleniklik sinifi olan burulmasiz gruplar vardir. Ama bu gruplar boliiniir olmak
zorundadir. Ote yandan bu gruplarda Cg(z, g) gibi altgruplarin hepsi boliiniir olamazlar;
olsaydi yukaridaki gibi akil yiirtitiip grubun sadece 2 elemani oldugunu kanitlayabilirdik.

H < @G olsun. X, G'nin altgruplarindan olusan kiime olsun. H grubu X kiimesi {izerine
h-L = L" kuraliyla etkir. L’nin H-yoriingesi,

L7 ={L" :heH}
olur. L'nin H’deki sabitleyicisi ise,
H,={hcH:L"=L1L}=Nyu(L)
olur. Dolayisiyla,
|£7| = |H/He) = |H/Nu (L)
olur. Buradan da

)LH‘ =14 Nu(L) = H & H, L’yi normalize eder

egdegerlikleri cikar.

Alterne Grup Alt n. G = Symn olsun. G'nin, adina makas dedigimiz (¢ 7) tlrtinden
elemanlarla tiretildigini biliyoruz (sayfa 44). Ornek 8.38’ten,

Altn = ((i 5)(k 0) -4, 5, k, £ € {1,...,n})

grubunun indeksinin en fazla 2 oldugunu biliyoruz. Ornek 9.22°den bu altgrubun normal
oldugunu biliyoruz. Demek ki ya Symn = Altn ya da [Symn : Altn] = 2. Teorem 3.2’te
Indeksin tam 2 oldugunu kanitlamigtik. Burada farkli bir kanit sunacagiz.

G grubunu n degigkenli ve tamsay1 katsayili polinomlardan olusan Z[T4, ..., T,] kiimesi
tizerine etkiyebiliriz:

o”f(le"?Tn) = f(TU(l)a"-aTo(n))

olsun. Bunun bir grup etkisi oldugunu gérmek ¢ok kolay, okura birakiyoruz. Her o € G
ve her f, g € Z[Th,...,T,] igin

o(fg) =cf+ogveo(f+g)=0cfog

olur. Ozel bir f € Z[Th,...,T,] eleman: alalim:
F=1Ix - x5
i>j

olsun. Her o € G i¢in, o(X; — X;) = £(X; — X;) oldugundan,
of =%f
olur. Demek ki G grubu {f, —f} kiimesi iizerine de etkir. Bundan boyle n > 2 olsun.
(1)) =
esitligini kanitlamak kolay. Dolayisiyla her ¢ # j icin de
@if=—r
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olur. Bundan da, her o € Altn igin,
of = f
bulunur. Bir bagka deyisle,
(1) Altn < Gy <G
olur. (12)f = —f esitliginden, G’nin {f, — f} kiimesine gecisli etkidigi ¢ikar. Dolayisiyla
2=Gf| =1G/Gyl

olur. [G : Altn] < 2 oldugundan, bu esitlikten ve (1)’den, [Symn : Altn] = 2 ¢ikar. Su
teoremin birinci énermesini kamtladik®, ikinci énerme de hemen bundan cikar.

Teorem 14.3. Eger n > 2 ise, Altn = ((i j)(k €) : ¢, j, k, £ € {1,...,n}) grubu Symn
grubunun indeksi 2 olan normal bir altgrubudur. Ejer o € Symn \ Altn derecesi 2 olan
herhangi bir elemansa (mesela (1 2) makaswysa), Symn = Altn X (a) olur. O

Alt n’nin elemanlan ¢ift sayida makasin garpimi olan elemanlar kiimesi olduguna dik-
katinizi cekeriz. Geri kalanlar da tek sayida makasin ¢arpimidir elbette. Demek ki tek
sayida makasin carpimi, ¢ift sayida makasin garpimina esit olamaz. Bir bagka deyisle,
tek sayida makasin ¢arpimi Id,, olamaz.

Eger a € Symn elemani ayni zamanda hem k tane hem de ¢ tane makasin garpimiysa,
diyelim o = ¢1 -+ -t = s1-- - 8¢ ise,

ty - trSe---81 =1

olur, dolayisiyla k ve s ya ikisi birden tektir ya da ikisi birden cifttir. Demek ki sga =
(—1)'v = #£1 tanimim yapabiliriz. Bu sayiya a’nin igareti adi verilir. Alt n’nin eleman-
lariin igareti 1, digerlerinin igareti —1’dir.

a— sga

fonksiyonunun bir sg : Symn — {1, —1} ~ Z/27Z grup homomorfisi verdigini kontrol
etmek ¢ok kolay. Buna igaret homomorfisi adi verilir. Cekirdegi elbette Altn olur.

14.43. n bir tek say1 olmak iizere |G| = 2n olsun. G’'nin indeksi 2 olan bir altgrubu oldugunu
kanitlayacagiz. ¢ : G — Sym G homomorfisi g, ¢ € G i¢in p4(z) = gz olarak ta-
nimlansin (standart etki, bkz. Ornek 14.8). Eger g € G derecesi 2 olan bir elemansa,
pg € Sym G permiitasyonu tam n tane, yani tek sayida makasin ¢arpimidir, dolayisiyla
igsareti —1’dir, yani sg(¢g) = —1 olur. Demek ki sgop : G — {—1,1} homomorfisi
ortendir. Dolayisiyla K = Ker sg op normal bir altgruptur ve indeksi 2’dir. Eger g € G,
derecesi 2 olan herhangi bir elemansa, elbette G = K x (g) olur.

14.44. (Reineke [R]) G eksponenti asal bir p olan bir grup olsun. g, z € G\ {1} igin g* = ¢* olu-
yorsa, O zaman H = (z) ~ Z/pZ grubu p—1 elemanh X = (g)\{1} kiimesine esleniklikle
etkir. Onsav 14.2’ye gore, g™ kiimesinin eleman sayisi ya 1 ya da p olmak zorundadir.
p olamayacagindan, 1 olur, yani ¢* = g olmak zorundadir. Demek ki eksponenti p olan
bir grubun en az p tane esleniklik siifi vardir. Dolayisiyla sadece 2 esleniklik sinifi olan
bir grup, Aligtirma 14.38’e gore sadece 2 eleman: olabilir, yani Z/2Z’ye izomorftur.

14.45. Fixx G = {x € X : her g € G igin gz = z} olsun. Fixx G’nin elemanlar1, yoriingesi tek
bir elemandan olusan elemanlardir. Su esdegerlilikler vardir:

zr€FixxG& |Gzl=1Gr={2} o G =G & |G/Gz| = 1.

9Kanit [La)’dan alinmugtir. Bircok kitapta bu teoremin ya gok karmagik ya da yanhs kanit
yayimlanmigtir. Verdigimiz kanita benzemeyen her kanit, Ornegin Teorem 3.2'nin kanit1 (1)
kugkuyla kargilanmalidir.
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14.46.

14. Grup Etkisi

Simdi (1) esitligini ele alalim. Elbette Fixx G C T olur, ne de olsa Fixx G kiimesinin bir
elemaninin yoriingesi sadece o elemandan olugur ve dolayisiyla bu eleman 7’de olmak
zorundadir. (1) esitligini goyle yazalim:

X = l_lteT Gt = (l_ltET\FixX G Gt) U (I_ItEFixX G Gt)
= theT\FixX lel Gt)u (l_lteFixX G{t}>
I_ltGT\FixX ¢ Gt) UFixx G.

Simdi X’in sonlu oldugunu varsayip, yukaridaki esitligi kiimelerin eleman sayis: cinsin-
den yazalim:

(2) |X| = > |Gt | +|Fixx Gl.

teT\Fixx G

Ama Onsav 14.2'ye gére t € T\ Fixx G igin |Gt| = |G/G:| = |G|/|G:| # 1 olur. Demek
ki,

G .
3) = % + | Fixx G|,

teT\Fixx G |G|

Eger bir p asali ve bir n > 0 sayisi igin |G| = p" ise, t € T'\ Fixx G igin |Gt| sayis1 p’ye
boliiniir; dolayisiyla (3)’ten dolay1 | Fixx G| sayis1 da p’ye boliiniir. Su sonucu kamtladik:

Onsav 14.4. (G, X) bir grup etkisi olsun. Eger G ve X sonluysa,

G
|X| = > 16 + | Fixx G|

e 1G]
teT\Fixx G

olur. Eger ayrica bir p asals igin G # 1 bir p-grupsa, | X| = |Fixx G| mod p olur. Do-
layiswyla eger X 'in eleman sayst p’ye bolinmiyorsa, X 'te G 'nin her elemans tarafindan
sabitlenen en az bir nokta vardar. |

Onsav 14.4’te X = G olsun ve G, X iizerine esleniklikle etkisin, yani g - ¢ = 29 olsun.
O zaman Fixx G = Z(G) ve G = Cg(x) olur. (3)’ten su gikar:

Gl e

zeU

Gl =12(&)+

zeU

Formiildeki U, merkezde olmayan esleniklik siifindan bir ve bir tek eleman barindirir.
Ornegin eger G = Sym4 ise, Z(G) = 1 olur. U = {(12), (123), (12)(34),(1234)}
olarak alabiliriz. Egleniklik siniflarinin eleman sayilar:

olur. Denklem bize
41=1+6+8+3+6

verir.
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14.47.

14.48.

14.49.

14.50.

[Matsuyama, H.] G sonlu bir p-grup ve H < G olsun. Ya H < G olur ya da H® <
N¢(H) igindeliging saglayan bir x € G\ Na(H) vardr.

Kamt: X = {H” : « € G} olsun. |H| = |G/Ng(H)|, dolayisiyla p’nin bir kuvveti
oldugunu biliyoruz. Diyelim H normal degil. O zaman |X| > 1 olur. Y = X \ {H} olsun.

H grubu Y fizerine egleniklikle etkir: h - H® = Heh Simdi Onsav 14.4’{i uygularsak
H’nin sabitledigi, yani normalize ettigi bir H® € Y noktasinin varligini goriiriiz. Hatta
bunlardan en az p — 1 tane vardir. O

Onsav 14.4’{in énemli bir sonucunu daha bulalm.
Teorem 14.5. H < Aut G olsun. Bir p asali i¢cin G ve H 'nin sonlu p-gruplary olduk-

larina varsayalim. O zaman 1 < Fixg H = {g € G : her p € H i¢in 9(g9) =g} < G
olur.

Kanit: (H,G) bir grup etkisidir (Ornek 14.6). Fixg H elbette G'nin bir altgrubudur.
Onsav 14.4%i uygularsak p asalinin Fixg H altgrubunun eleman saysuni boldiigi gikar.
Etkisiz elemanin varhgmdan dolay1 0 < | Fixg H| olur. O
Aslinda bu teoremde H'nin illa sonlu oldugunu varsaymak gerekmez, énemli olan G’ye
sadik etkiyen H/Ker(H,G) grubunun sonlu bir p-grubu olmasidir, ki G sonlu oldugun-
dan bu grup da mutlaka sonlu olmalidir.

Teorem 14.5’i kullanarak Teorem 8.10’u bir kez daha kanitlayabiliriz:
Teorem 14.6. Sonlu bir p-grubunun merkezi 1°den farklidar.

Kanit: Cauchy teoreminden dolay: sonlu bir p-grubunun eleman sayis1 p’nin bir kuvve-
tidir. Bir 6nceki teoremde H yerine Inn G alalim. Inn G ~ G/Z(G) oldugundan, Inn G’de
bir p-grubudur. Dolayisiyla Fixe(Inn G) # 1. Ama tabii ki

Fixg(InnG) = {z € G : Her g € G i¢in Inny(z) =z} = Z(G).

Teorem kanitlanmigtir. d
Dikkatli okur, bu kanitin Teorem 8.10’un kanitindan farkli olmadigini, sadece ayni kaniti
bir bagka dile gevirdigimizin farkina varacaktir.
Burnside egitligi olarak anilan son derece ilging ve sagirtici bir esitlik kanitlayacagiz.
g € G igin,

Fixxg={r € X : gz =z}
tanimini yapalim. Fixx g, g’nin sabitledigi noktalar kiimesidir. Mesela Fixx 1 = X olur.

Teorem 14.7 (Burnside). G ve X sonluysa, G 'nin bir elemaninin sabitledigi ortalama
nokta sayist yoriunge sayist kadardir. Yani eger yoriinge sayist t ise,

ﬁ g; |Fixx g| =t
olur.
Kanit: Asagidaki kiimeyi iki farkli bicimde sayacagiz:
A={(g9,x) e Gx X : gx =x}.
Once su hesab1 yapalim:
A= HzeX:gr=a} =) |Fixxgl.
9eG geG
Bir de su hesab1:

A= X o€ Grgr=a}|= 3 |6 = X .

zeX rzeX zeX
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14.51.

14. Grup Etkisi

Ama ayn yoriingede olan x noktalari igin |Gz| sabittir. Dolayisiyla eger T' C X kiimesi
her yoriingeden bir ve bir tane nokta barindiriyorsa, ¢t € T igin,

el 16l _
2 jGal ~ 22 jan ~
olur. Bunu goz 6niine alarak bir 6nceki esitlik dizisini kaldigimiz yerden devam ettirelim:
G| G|
A=Y -5 (3 ) - Xl i
zeX teT \zeGt teT

elde ederiz. Ilk egitligimizle birlikte,
> | Fixx g| = |A| = |T|G|
geG

elde ederiz. 0O

Simdi IMO 1987 yarigsmasinda sorulan ve Aligtirma 3.37’te sordugumuz soruyu yanit-
layabiliriz:
P, (k) ={f € Symn : f tam k eleman sabitliyor}

Zk|P )| =n!

olsun.

esitligini kanitlayin.
Kanit: Biraz once kanitlanan Burnside egitligini uygulayalim:

e}

- |Z|lexg| |Z > |Fixxg| = ,Z > k—%Z

gea k=0 g€ Py, (k) k=0 g€ Py, (k) k=0

istedi{;imiz esitlik kanitlanmigir. Lise 6grencilerinin bu cevabu bulabilmeleri igin, Burn-
side’in teoreminde oldugu gibi

A={(g,z) € Symn x {1,...,n}: gz =z}

kiimesini iki farkl bicimde saymalar1 gerekiyordu herhalde. d

Aligtirmalar

14.52.
14.53.
14.54.

14.55.

(Symn)’ < Altn oldugunu kanitlayin.

Symn’nin tek elemanli her altgrubunun Alt n’nin bir altgrubu oldugunu kanitlayin.
Symn’nin Alt n’nin altgrubu olmayan her altgrubunun indeksi 2 olan normal bir altg-
rubu oldugunu kanitlayin.

(G, X) bir grup etkisi olsun. A, BC G veY, Z C X olsun.

F(A)=Fixx A={x € X: hera€ Aigin ax =z} = ﬂ Fixx a
acA
olsun. Asagidaki énermeleri kanitlayin:
a. A Q GF(A)-
b. Y C F(Gy).
c. Eger AC Bise F(B) C F(A).
d. Eger Y C Z ise Gz < Gy.
F(Greay) = F(A),
Gr@y) = Gy.

= o0



15. Sifirkuvvetli ve Cozulur
Gruplar

Bu boliimde illa abel grubu olmak zorunda olmayan ama abel gruplarina ol-
dukca benzeyen gruplar tizerinde duracagiz: sifirkuvvetli ve ¢oziiliir gruplar.
Dileyen okur bu (son derece énemli) boliimii daha sonraya birakarak bir son-
raki boliime gegebilir.

15.1 Komitator Altgruplar:

G bir grup ve H, K < G olsun. H ve K'min komdtitatér grubu adi verilen
[H, K] altgrubu goyle tanimlanir:

[H,K| = (lh,k] :h € H, k € K).

Buradaki [k, k] elemam [h, k] = h~'k~'hk olarak tamimlanmistir. Bu tiir ele-
manlara komdtator adi verilir. Demek ki [H, K] altgrubunun elemanlarr,
h € H ve k € K igin [h, k] ya da [h,k]~! biciminde yazilan sonlu sayida
elemanin carpimidir; carpilacak komiitator ve tersi sayisinin bir tistsinir: ol-
mayabilecegi gibi, baz1 durumlarda sadece bir tek carpim yetebilir; en ug 6rnek

[H,K] = 1 durumu, bu durumda [H, K] altgrubunun her eleman: 0 tane
komiitatoriin carpimidir.
Biraz hesapla kolayca kanitlanacagi iizere [k,h] = [h,k]™! oldugundan,

[H, K] = [K, H] olur.
Eger H altgrubu K’y1 normalize ediyorsa, her h € H ve k € K icin

[h, k] = h 'k thk = (h 'k 'h)k € KK C K,

dolaywsiyla [H, K] < K olur. Eger H ve K birbirlerini normalize ediyorlarsa
(mesela her ikisi de G’de normalse), [H, K| < H N K olur. Bir de ayrica
HNK =1ise, her h € H ve k € K icin hk = kh olur.

[h, k]9 = [h9, k9] esitliginden, eger bir g elemanm1 H ve K altgruplarim
normalize ediyorsa, o zaman g'nin [H, K] altgrubunu da normalize ettigi ¢ikar.
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Dolayisiyla eger H, K <G ise, [H, K] <G gikar. Bu buldugumuz sonug sagirtict
olmayabilir, ama bir sonraki paragrafta normallik konusunda beklenmedik bir
sonug kanitlayacagiz.

Basit bir hesapla hemen c¢ikan

(1) [vy, 2] = [z, 2)[y, 2] ve [z, y2] = [, 2][z, y]”
esitliklerinden, daha dogrusu bunlarin dogrudan bir sonucu olan

[, 2] = [zy, 2]ly, 2] 7" ve [2,y]* = [w, 2] [z, y2]
esitliklerinden kolaylikla (ve sirasiyla) H ve K altgruplarmin [H, K] altgru-
bunu normalize ettigi anlasilir, yani (H, K) < Ng([H, K]) olur. Bunun 6zel
bir durumu olarak her H < G i¢in [G, H| < G elde ederiz.
Eger ¢ : G — G bir grup homomorfisiyse, elbette

o([H, K]) = [¢(H), p(K)]
olur. Eger A <1 G ise, bundan,
[HA/A,KA/A] = [H,K]A/A

cikar.
Bu bulduklarimizi ileride referans verebilmek amaciyla bir énsavda topar-
layalim:

Onsav 15.1. G bir grup ve H, K < G olsun.

i. [H, K] = [K, H] olur.

ii. Eger H, K < G ise [H, K] < G olur.

iii. Eger H altgrubu K "yi normalize ediyorsa, [H, K| < K olur. Dolayisiyla
eger H ve K birbirlerini normalize ediyorlarsa (ornegin G’de normallerse)
[H, K] < HN K olur; ve eger bir de ayrica HN K = 1 ise, her h € H wve
k € K ic¢in hk = kh olur.

iv. H ve K altgruplar: [H, K] altgrubunu normalize eder.

v. [G,H] < G olur.

vi. Eger ¢ : G — G bir grup homomorfisiyse, her H, K < G igin,

p([H, K]) = [p(H), p(K)]

olur.

vii. Eger A< G ise [HA/A,KA/A] = [H,K|A/A olur. O

Notlar ve Ornekler
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15.1. [Transfer'] G bir grup ve H < G, indeksi n < co olan bir altgrup olsun. G/H sol dte-

lemeler kiimesinin temsilcilerini segelim, diyelim x1,...,z, elemanlarini se¢tik. Demek
ki

n

i=1

Simdi g € G olsun. Her i = 1,...,n i¢in, &yle bir j =1,...,n ve h € H var ki
gx; = x;h
olur. Buradaki j ve h elbette i’ye g’ye gore degisir. Bir
ag:{1,2,...,n} — {1,2,...,n}
fonksiyonu ve f;(g) € H elemani igin
9Ti = Tq i) fi(9)

yazalim. Ardindan H/H' grubunun su elemanin ele alalim:

(9) = Hfi(g) € H/H .

Carpim sirasinin 6nemi yoktur giinkii H/H' bir abel grubudur. (H/H' grubu yerine
H' < A< H igin H/A tiiriinden bir grup da alabilirdik.)

Simdi birkag¢ (oldukga sagirtic) sey kanitlayalim.

a. Her g € G i¢in o4 € Symn olur.

Kanit: ag’nin birebir oldugunu kanitlamak yeterli. Diyelim o4 (i) = 04(j). O zaman

9%is 975 € ToyiyH = x0,() H
olur, ve dolayisiyla

o e = ((92) ) (gwi) € H
olur, ki bundan da z; = z;, yani 7 = j ¢ikar.
b. 7(g) elemans x; lerin se¢iminden bagimsizdar.
Kanit: Bir bagka temsilciler kiimesi segelim: h; € H i¢in y; = x;h; olsun. g € G olsun.
O zaman

9yi = grihi = 3o, i) fi(9hi = Yo, yhi  Fi(9)hi € Yoo H

olur. Demek ki f;’ye tekabiil eden f; fonksiyonu

filg) = hi ' filg)hi
olarak tanimlanmistir. Bu eleman H/H' grubunda hesaplandiginda
filg) = fi(9)

gikar. Demek ki 7(g) degeri de degismez. (Bu arada o, permiitasyonunun da x;’lerin
seciminden bagimsiz oldugunu gosterdik.)

c. 7 bir homomorfidir.

Kanit: a, b € G olsun.

(ab)xi = a(bz;) = a(Tqy, (i) fi (D)) = (aZoy (1)) [i() = To (o4 (i) fop (1) (@) fi (D)

Issai Schur ve Emil Artin tarafindan bagimsiz bulunan transfer kavrami, sonlu grup
teoride ve cebirsel sayilar kuraminda 6nemlidir, ama bu notlarda bir daha kullanilmayacaktir.
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15.2.

15.3.

15. Sifirkuvvetli ve Gozilur Gruplar

ve

(ab)xi = x%b(i)fi(ab)
hesaplarindan,

fi(ab) = fo,)(a)fi(b)
gikar. Demek ki

7(ab) =

z(fcrbm ))
( IL fi(0) =11, fl(a) [1; fi(b)

i
= T(a

(Sondan bir onceki egitlik o,’nin bir permiitasyon olmasindan gikar.) Bu arada cqp =
o(a)oo(b) esitligini de kamtladik, ama bunu gok daha 6nceden de biliyorduk: Bkz 6rnek
8.28.

d. G’ < KerT olur, bu sayede 7(g) = 7(g) fonksiyonu G /G’ grubundan H/H' grubuna
giden bir homomorfi tanimlar.

Kanmit: H/H' bir abel grubu oldugundan, G’ < Ker 7 olur. Gerisi kolay. |
n>2,G=Symn, H={((12)) ={Idn, (12)} ~Z/2Z olsun. 7 : Symn — H transfer
fonksiyonunu hesaplayalim. Teorem 14.3’e gore

Symn = Altn U Altn(1 2) = Altn H.

Demek ki sol temsilciler kiimesi olarak Altn grubunu alabiliriz. o, 8 € Altn igin, a8 =
~vh egitligini saglayan v € Altn ve h € H vardir. Ama Alt n bir grup oldugu i¢in h = Id,,
olmak zorundadir. Demek ki 7 fonksiyonu Altn iizerinde sabit 1 (ya da Id,) degerini
aliyor. Ote yandan (1 2)8 = ((12)8(12)7")(12), ve (12)3(12)"" € Altnve (12) € H
oldugundan, 7(1 2) = (1 2)!4*" = (1 2)""/2 olur. Demek ki n > 4 ise 7, sabit Id,
fonksiyonudur. Eger n = 3 ise 7 fonksiyonu Altn iizerinde Id,, geri kalan elemanlar
tizerine (1 2) degerini alir, yani isaret fonksiyonunun yaptigini yapar agagr yukar.

G = (z) ~ Z/nZ ve n’yi bélen bir k dogal sayis1 icin, H = (z*) olsun. O zaman
X = {1,z 2% ...,2" '} kiimesi H'nin bir temsilciler kiimesidir. (Bkz. Ornek 8.2.)
7 : G — H transfer homomorfisini bulalim. G dongiisel oldugundan, 7(z) degerini
bulmak yeterli. i = 0, 1,2,..., k—2icin zz' = '™ € X oldugundan ve za* ' =2 ¢ H
oldugundan, 7(x) = z* olur. Demek ki 7 homomorfisi elemanlarin kinci kuvvetlerini
alir: Her g € G icin 7(g) = ¢* olur.

Alistirmalar

15.4.

15.5.

15.6.

15.7.

15.8.

Herhangi bir G grubunda, her z, y € G ve her n dogal sayis! icin

("] = [yl ) )
esitligini kamtlaym. Ipucu: (1) ve tiimevarim. Ayrica (n = 0 igin) “hi¢ tane” komiita-
toriin ¢arpimi tanim geregi 1’dir.
Herhangi bir G grubunda, her z, y € G ve her n, m dogal saysi i¢in [z, y"] elemaninin
[z, y]”"”iyj tliriinden elemanlarin garpimi oldugunu kanitlayin.
A, B, C <G olsun. [A, BC] = [A, B][A,C] ve [AB,C] = [A, C|]|B, C] esitliklerini goste-
rin.
A= (X)ve B=(Y) olsun. Her g € G i¢in X9 C X ve Y? C Y varsayimini yapalim.
[A,B] = ([z,y] s € X, y € Y) esitligini gosterin.
G bir grup ve A < G bir abel altgrubu olsun. Bir ¢ € G alalim. Aligtirma 9.32.b’ye
gore ad(g) : A — A bir grup homomorfisidir. [G’, A] = 1 varsayimini yapalim. Sunlari
gosterin:
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a. Oy (g) d.
b. [g, A] = ad(g)(A).
c. [g,A] < G.

15.9. g € Gve H < G olsun. [g, H] C Z varsayimmni yapalm. ad(g)(h) = [g, h] ile tanimlanmig
ad(g) : H — Z fonksiyonunun bir grup homomorfisi oldugunu gosterin. Her h € H,
n € Z igin [g, h]™ = [¢", h] = [g, h"] esitligini gosterin.

15.10. Eger z € Z>(G) elemani 2™ € Z igindeligini saghyorsa, [z, G] altgrubunun eksponentinin
sonlu oldugunu ve n’yi boldiigiinti kanitlayin.

15.11. G = Dg ~ Sym3 ve Z/3Z ~ H = G’ < @G, derecesi iig olan bir eleman tarafindan
iiretilen altgrup olsun. 7 : G — H transfer homomorfisinin sabit 1 fonksiyonu oldugunu
kanitlayin.

15.12. G = D¢ ve t € G ~ Sym 3, derecesi iki olan bir eleman ve H = (t) = {1,¢} olsun.
7 : G — H transfer homomorfisini bulun. (Bu sefer sabit 1 fonksiyonu olmaz).

15.2 Azalan Merkezi Seriler, Turev Serileri

Bu altboliimde bir G grubunun ¢ok 6zel ve ¢ok 6nemli altgruplarini tanimla-
yacaglz.
G=c"=q¢

olsun. ¢ iizerine tiimevarimla,
Gi+1 — [G, Gl]
ve
G = (g0, gV

tanimlarini yapalim.

G'=cY =[G,q]

esitligine dikkatinizi gekerim. Adina G’nin tiirevi denen bu altgrup daha zi-
yade G’ olarak yazilir ve ¢ok 6nemlidir. Basat ozellikleri agagida:

Onsav 15.2. G’ altgrubu G/H 'nin bir abel altgrubu oldugu G’nin en kig¢ik
altgrubudur; bir baska deyisle G /G’ bir abel grubudur ve ejer H <G i¢in G/H
bir abel grubuysa G' < H olur. Ayrica ejer G' < H < G ise, H <1 G olur ve
G/H grubu abeldir.

Kamt: Her z, y € G igin, G/G’ grubunda galigarak,

Ty lmy = oy ey = [r,y] = 1
yani,
Ty =yr
buluruz. Demek ki G/G’ bir abel grubudur.
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Simdi H <G olsun ve G/H grubunun abel oldugunu varsayahm. O zaman
G/H grubunda hesap yaparak, her z, y € G igin,

1

ey~ ley =7 'y 'z =1,

yani
x_ly_lxy €cH
buluruz. G’ grubunun elemanlar1 bu tir elemanlarin ve terslerinin garpimi
oldugundan, bu buldugumuzdan G’ < H cikar.
Son olarak G’ altgrubunu igeren bir H < G alalim. O zaman her h € H ve

g € G icin,
hd = g 'hg = hh~ ‘g 'hg = hlh,g] € HG' C H

olur. Demek ki H <1 G olur.
Bu son sonucun bir bagka kanitin1 verelim: G/G’ grubu abel oldugundan
her altgrubu normaldir. Simdi sonug, Teorem 11.1%in son climlesinden gikar. [

Eger H < G ise H' altgrubundan da sézedebiliriz: H' = [H, H]. Ornegin,
tanima gore,

Gli+1) — [G(i)’ G(i)] _ (G(i))’ <qg®

olur. Demek ki G /GUH+Y bir abel grubudur.

G’ ve G altgruplarmin daha basgka temel 6zelliklerini gérelim.

Onsav 15.1.v’e gore her G* <1 G olur. (Bunu kamtlamak icin tiimevarima
bile gerek yok.) Onsav 15.1.i"ye gore tiimevarimla her i icin G < G olur.

Tammdan hemen GUHY =[G, GW] < GO icindeligi cikar. G™ <1 G
oldugundan, Onsav 15.1.iii’{in ikinci ciimlesinden, her i icin G+t = [G,GY <
G' oldugu goriiliir. Ayni olgu tiimevarimla da kanitlanabilir: Gi*! = [G, G7] <
[G, G = G". Demek ki hem (G?); hem de (G®); altgrup dizisi azalandir.
(G™),, dizisine azalan merkezi seri adi verilir. (G™), dizisine de azalan
tiirev serisi denir?.

Bu dizilerin iki ardigik teriminde egitlik elde edersek, esitlik sonsuza dek
siirer: Eger G' = Gt ise G2 = [G, G = [G, GY] = G olur; aym sekilde
eger GO = GUHD) jge GUH2) = [UHD D] = (G0, W] = GUHD olur,

G < G i¢indeligi kolaylikla tiimevarimla kanitlanabilir:

Ama birazdan bundan ¢ok daha iyisini kanitlayacagz.
(G(i))(j ) = GU+) egitligi j tizerine tiimevarimla kolaylikla kanitlanabilir.
Bu bulduklarimizi da not edelim:

2 Aslinda bir seriden degil, bir diziden sozetmek gerekir ama gelenek bu yondedir.

Sgw = MNien Gt ve GW) = MNien G tanmmlar1 yapilip ayn1 prosediirle dizi devam ettirile-
bilir. Bir o ordinali icin G* ve G®) altgruplar: tahmin edilen yéntemle tanimlanabilir; ama
biz boyle bir ugrasa girismeyecegiz.
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Onsav 15.3. Her 1, 7 € N icin asagrdakiler dogrudur:

i ¢, GY qG.

ii. G < G ve GUTY < GO,

iii. GO < G

iv. GO /GO bir abel grubudur.

v. (G0 = GEHI) olur. O

Eger H < G ise, tiimevarimla kolaylikla H? < G ve H® < G oldugu

gosterilebilir. Ayrica, gene tiimevarimla, eger H < G ise, Onsav 15.1.vii kul-
lanilarak (G/H)" = G'H/H ve (G/H)® = GWH/H oldugunu gostermek
isten bile degildir.

Onsav 15.4. Ejer H < G ise H* < G' ve HD < GO olur. Ayrica, ejer

H <G ise (G/H) = G'H/H ve (G/H)Y = GO H/H olur. O
Alistirmalar

15.13. G*/G*** béliim grubunun bir abel grubu oldugunu kanitlayin.

15.14. G = Da, grubu icin G* ve G@ altgruplarini hesaplayin.

15.15. (Symn)’ < Altn oldugunu kanitlayin.

15.16. (Symn) = Altn esitligini kamtlaym. Ipucu: Eger n = 3 ise Altn’nin her elemam

15.17.
15.18.
15.19.
15.20.

bir komiitatordiir. Eger n > 4 ise, her ayrik (¢ j) ve (k ) makaslar i¢in (¢ j)(k £)
permiitasyonu 2 komiitatoriin ¢arpimidir.

Eger n > 5 ise (Altn)’ = Altn esitligini (bir bicimde!) kanitlayin.

Onsav 15.3’ii dikkatlice kanitlayin. (Basit fakat énemli bir aligtirmadir.)

Onsav 15.4’i1 dikkatlice kanitlayin. (Basit fakat énemli bir aligtirmadir.)

G" grubunun [z1, [z2,. .., [Tn, Tnt1] .. .]] tirlinden elemanlar tarafindan {iretildigini ka-
nitlayin. Benzer bir 6nermeyi el gruplari i¢in bulup kanitlayin.

Onsav 15.3.iii’ten ¢ok daha iyisini yapabiliriz:

Onsav 15.5. G bir grup olsun.

i Her z,y, z € G igin [[z,y~'], 2)Y[[y, 2], 2]*[[z, 27 ], 9" = 1 olur.

ii. Eger H, K < G altgruplar [[H, K|, K] = 1 egitligini saghyorlarsa [H, K'] =
1 olur.

iii.

P. Hall’un ﬂ'g Altgrup Onsavi. H, K, L < G olsun. O zaman

[H, K], L] < [[K, L], H][[L, H], K]

olur.

iv.

Her i ve j dogal sayplar icin [GF,GI] < G+ olur.

v. Her i i¢in GO < G2~ olur.

Kanit: i. Tamamen hesaba dayali. Okura birakiyoruz.

ii. Eger birinci kissmda x € H ve y, 2 € K alrsak, [[y,271],2] = 1 elde

ederiz. Bu da istedigimizi verir.
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iii. Bu da birinci kisimdan kolayca cikar.

iv. Onermenin her i ve j icin dogru oldugunu j iizerine tiimevarimla ka-
nitlayacagiz. Eger j = 0 ise tanimdan istedigimiz ¢ikar. Eger 6nerme sabit bir
J ama her 7 i¢in dogruysa, bir 6nceki kisimdan

G, a7 = [ [G7,G) < (&[G GG, [G, G7]]

(G GG, (G, ) < G GI)[G, G
G, Gitit]] = Qi+ it
Giti+2

Al

gikar. istedigimiz kanitlanmigtir.
v. Eger i = 0 ise kanitlayacak bir sey yok. Eger 6nerme ¢ i¢in dogruysa,

Gt = [G0,G0] < [GQi—lvGQi—l]
< GER-DHE@ DL 2ol g2itiol

olur. Istedigimiz kamtlanmistur. O

15.3 Coziilur Gruplar

Abel gruplarim gegmiste incelemistik ve her ne kadar simflandiramasak da
en azindan sonlu eleman tarafindan iiretilenleri (dolayisiyla sonlu olanlarimi)
smiflandirmigtik. Bu ve daha birgok nedenden (tam olarak dogru olmasa da)
abel gruplar1 anlagilmasi kolay gruplar olarak addedilebilir. Eger bir G grubu-
nun normal bir 1 # A < G abel altgrubu varsa ve ayrica G/A bélim grubu
abelse, o zaman G'nin abel gruplarindan biraz daha komplike bir grup oldugu
ama anlagilmasi ¢cok da zor olmayan bir grup olduguna hiikmedebiliriz. Bu
tiir gruplara bazen metabel gruplar: dendigi olur. Bu gruplar bir anlamda
“yarim abeldirler”. Eger bir G grubunun normal bir abel A grubu varsa ve
G /A metabelse, o zaman bu grup metabel gruplar1 kadar olmasa da gene de
bir nebze kolay bir grup olduguna hiikmedebiliriz; bu gruplar da “ligte bir
abel” olarak addedilebilir. Bunu devam ettirebiliriz. Iste bu béliimde bir gru-
bun abel-bolii-abel-bolii-abel-...-bolii-abel olmasini kavramlagtiracagiz.
G bir grup olsun ve diyelim G’nin 6yle

normal altgruplar1 var ki her ¢ = 0,1,...,n — 1 igin 4;/A;+1 bir abel grubu
oluyor. Bu durumda G’ye ¢ézilir grup denir. Cozilir grup kavrami, kat-
sayilarinin koklerini alarak ve toplama carpma gibi temel aritmetik iglemleriyle
polinomiyal denklemlerin koklerin bulunmasina dayanir ve ta Evariste Ga-
lois’ya kadar gider. Eger n bu o6zelligi saglayan en kiiciik dogal sayiysa, G’ye
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n’inct dereceden c¢oziuliur grup ve n’ye G'nin ¢ozultrlik sinifi adi ve-
rilir. Demek ki 1 grubu 0’'inc1 dereceden ¢oziiliir gruptur, 1 olmayan bir abel
grubu 1’inci dereceden ¢oziiliir gruptur, abel olmayan bir metabel grup 2’inci
dereceden ¢oziiliir gruptur vs.

Bu kavram ¢ok yararhdir ¢linkii ¢oziiliirliik sinifi izerine tiimevarim yapilip
kimileyin abel gruplari i¢in dogru olan olgular ¢oziiliir gruplar icin genellesti-
rilebilir.

Bu arada, A;/A;41 grubunun abel olmasinin A, < A;.; dnermesine denk
oldugunu amimsayalim. Bu gozlemden, eger G grubunun (C)’deki gibi bir nor-
mal altgrup dizisi varsa o zaman her 7 icin G < A; oldugu cikar; nitekim
i = 0 ise kamitlanacak bir sey yok ve eger G < A; ise, GUtD = [G(i), G(i)] <
[A;, Ai] < Aitq olur. Dolayisiyla G = 1 olur. Demek ki eger GG en fazla n’inci
dereceden ¢oziiliirse o zaman G = 1 olur.

Tersine, diyelim G = 1. O zaman Onsav 15.3.iv’e gore, G ¢oziiliir bir
gruptur ve (tanima gore) ¢oziliirliik sinifi en fazla n’dir. Bir teorem elde ettik.

Teorem 15.6. G'nin en fazla n’inci dereceden ¢ézuliir olmast icin yeter ve
gerek kosul G™ = 1 esitligidir. Ejer G™ =1 ama GV #£ 1 ise G grubu
n’inci dereceden ¢ozilir olur. O

Demek ki bir grup n’inci dereceden ¢oziiliirse ve n > 0 ise, o zaman 1 #
G(™=1) 9@ normal altgrubu abel olur. Her grubun 1’den farkli normal bir abel
altgrubu yoktur ve bu bir ayricalik sayilabilir.

Bir grubun ¢oziiliir olmasi igin (C)’deki A;41 altgruplarmin illa G’de nor-
mal olmalarina gerek yok, A;’de normal olmalar1 yeter. (Ama A;/A;11 grubu-
nun abel olmas1 kogulu hala daha gecerli.) Bazen gerekli olabilecek bu sonucu
kanitlayalim.

Omnsav 15.7. Ejer G grubunun, her i igin Ai/Air1 bolim grubunun abel
oldugu bir
1=A,<A4,1<9...<A1 <A =G

altgrup dizisi varsa o zaman G ¢ozilir olur ve ¢ozuliirlik sinife < n’dir.

Kanmit: B; = Agi_l) olsun. By = A; < G olur. B;y; = BZ{ oldugundan, Onsav
15.1.iv’e gore tlimevarimla her ¢ icin B; < G olur. Ve elbette B;1 < B; olur.
Bg = Bj4+1 oldugundan, B;/B;11 bir abel grubudur. O

Bir grubun c¢oziiliir oldugu soyle de anlasilir, 6zellikle grup sonluysa:

Onsav 15.8. G bir grup ve A< G olsun.

i. Eger G, n’inci dereceden ¢ozilirse, A ve G/A en fazla n’inci dereceden
cozulir olur.

ii. Eger A ve G/A ¢ozilir gruplarsa o zaman G ¢ozulir bir gruptur. Ayrica
G'nin ¢ozilirlik simfi, A ve G/A man ¢ozulirlik simiflarimin toplamindan
kuctkesittir.
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iii. Eder G, n’inci dereceden ¢éziliirse ve 0 < i < n ise, o zaman GW altgrubu
(n — 1) "inci dereceden ¢ozilirdiir.

Kanit: Birinci 6nerme tamamen Onsav 15.4’ten ¢ikar. Tkinci ¢ onermeyi kanit-
layalim. Diyelim A®) = 1 ve (G/A)(J = 1. Bu son esitlikten ve Onsav 15.4’ten
GU) < A gkar. Bundan ve Onsav 15.3.v’ten G0+ = (GUHO < A0) = 1
cikar. Son énerme Onsav 15.3.v’ten cikar. Istedlglmlz kanitlanmigtir. O

Notlar ve Ornekler

15.21. Birbirini normalize eden iki ¢ozilur altgrubun urettigi altgrup da ¢ozulurdir.
Kanit: A ve B birbirini normalize eden iki altgrup olsun. AB grubunun ¢oziiliir ol-
dugunu kantlamak istiyoruz. Onsav 15.8.ii’ye gore AB/A grubunun ¢oziilir oldugunu
kanitlamak yeterli. Ama AB/A ~ B/(AN B) (Ornek 10.4.113) ve Onsav 15.8.i'¢ gore
B/(AnN B) grubu ¢oztliirdur. O

15.22. Sonlu bir G grubunun bir tane maksimal normal ve ¢ozilir altgrubu vardir. Eder bu
altgruba R(G) dersek, G/R(G) grubunun {1} ’den baska ¢oziliir normal altgrubu yoktur.
Kanit: Iki normal ve ¢oziilir altgrup tarafindan tiretilmis bir grubun normal ve ¢oziiliir
oldugunu kanitlamak yeterli ¢linkii o zaman R(G)’yi tiim normal ¢oziiliir altgruplar
tarafindan iiretilmig grup olarak almak yeterli. Normallik bariz. Coziiliirliik de Ornek
15.21’dan ¢ikiyor. Son 6nerme bariz. O
R(G) altgrubuna grubun ¢ézilirlik radikali ad1 verilir. Sonsuz gruplarda da R(G),
normal ve ¢oziiliir altgruplar tarafindan iiretilen altgrup olarak tamimlanabilir; bu du-
rumda R(G) yerel ¢oziiliir olur(yani sonlu sayida eleman tarafindan iretilen altgruplar:
¢oziiliir olur) ama ¢oziiliir olmak zorunda degildir.

Aligtirmalar

15.23. Dy, grubunun ¢oziiliir oldugunu ve ¢oziiliirlitkk sinifinin en fazla 2 oldugunu gosterin.
Bu grup ne zaman abeldir?

15.24. Eger n > 5 ise Symn ve Alt n ¢oziiliir degildirler. Ote yandan Sym 4 ¢ziiliir bir gruptur.
Gosterin.

15.25. (z,y|[z,y] = y") grubunun ¢oziiliir oldugunu kanmtlayin. Eger n # 0 ise bu grubun
metabel oldugunu kanitlayin.

15.26. Eger G; gruplarmm her biri en fazla n’inci dereceden ¢oziiliirse, [[; Gi ve @, G; gru-
bunun en fazla n’inci dereceden ¢oziiliir oldugunu kanitlayin.

15.27. Aut(Z x Z) ¢owziiliir bir grup degildir. (Kanit1 kolay olmayabilir.)

15.28. (Lineer cebir ve matris halkalarini bilenlere.) Herhangi bir K cismi {izerine (me-
sela K = Q, R, C ya da Z/pZ olabilir), i < j igin (i,7)’inci girdisi 0 olan tersinir
(vani gaprazinda 0 bulunmayan) matrisler kiimesi, matris garpimi altinda bir gruptur
ve ¢Ozulir bir gruptur.

15.29. Sonlu eleman tarafindan {iretilmig ¢oziiliir ve burulmali bir grubun sonlu oldugunu
kanitlayin. ipucu: Aligtirma 15.20.

15.30. Her sonlu sayida elemanin sonlu altgrup iirettigi gruplara yerel sonlu grup denir.
Bir 6nceki aligtirmadan hareketle ¢oziiltir bir grubun yerel sonlu olmasi igin burulmali
olmasinin yeter ve gerek oldugunu gdsterin.
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15.4 Artan Merkezil Seri

G bir grup olsun. Her i < 0 igin Z;(G) = 1 tamimim yapip ¢ > 0 igin G'nin
1’tnct merkezint tiimevarimla goyle tanimlayalim:

Zi—i—l(G) = {Z eqG: [Z,G] - ZZ(G)}

Elbette

yani Z1(G) grubun merkezi olur. Eger G konunun geliginden belliyse Z;(G)
yerine bazen Z; yazacagiz.

Timevarimla Z;(G) < G olgusunu kanitlamak zor degildir. Ashinda (gene
tiimevarimla) daha giiclii bir ifade kanitlanabilir: Her ¢ : G — H homomorfisi
icin, kolayca goriilecegi tlizere

0(Zi(G)) < Zi(p(G))

olur. Ama esitligin dogru olmadigi durumlar olabilir, 6rnegin Z5(G) > Z(G)
ise ve p : G — G/Z(G) dogal izdiisiim ise, p(Z1(G)) = 1 < Z2(G)/Z(G) =
Z(p(G)) olur. Ote yandan eger ¢ birebirse, kolayca goriilecegi tizere

p(Zi(G) = Zi((G))

olur. Buradan da (¢’yi ¢4 :  — 29 i¢ otomorfileri olarak alarak) Z;(G) < G
oldugu goriiliir. Hemen ardindan da Z;(G) < Z;+1(G) oldugu ve G/Z;(G)

grubundan sozedebilecegimiz ¢ikar. Tanimdan hemen, ¢ > 0 igin
2(G/Zi(G)) = Zi(G)/Zi(G)
esitliginin dogru oldugu anlasilir. Demek ki Z;11(G)/Z;(G) bir abel grubudur.
1=2y(G) < Z1(G) <...< Zi(G) < Zi1(G) < ...

dizisine artan merkezi seri adi verilir*. Serinin ardigik iki terimi bir defa
esitlendi mi ondan sonra hep esitlenir. Ama seri siirekli de artabilir®.
Bulduklarimiz: yazalim:

Onsav 15.9. Her i i¢in Z;_1(G) < Zi(G) < G olur. Ejer ¢ : G —s H bir
grup homomorfisiyse ©(Z;(G)) < Z;i(¢(Q)) olur. Homomorfi birebirse egitlik
olur. g

4Aslinda bir seriden degil, bir diziden s6zetmek gerekir ama gelenek bu yéndedir.

®Eger a bir ordinalse Za4+1 tahmin edildigi tizere Z(G/Za(G)) = Za+1(G)/Za(G) olacak
bigimde ve eger o bir limit ordinalse Za(G) = Uz, Z5(G) olarak tammlanabilir. Ama bu
kavramlara bu kitapta ihtiyacimiz olmayacak.
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Artan merkezi seriyle azalan merkezi seri arasinda bir iligki vardir:
Onsav 15.10. Her j ve her i > 0 i¢in
G, Zj(@)] < Zj—i1(G) ve [GF, Zin (G)) = 1
olur.

Kanit: Birinci 6nermeyi kanitlayalim. Eger ¢ = 0 ise sorun yok. Geri kalani ¢
lizerine tiimevarimla kamtlayacagiz. Onermenin ¢ ve her j i¢in dogru oldugunu
varsayalim. Onsav 15.5.iii’te normal altgruplar i¢in kanitlanan

[H, K], L] < [[K, L], H][[L, H], K]

icindeligini kullanacagiz. Buna gore,

Gz = ¢ ] Z;] < (|G, Z;], G112, G"], G
< [Zj-1,G] [[Z])Gl] Gl <[Z;- LG 11Zj-i-1,G]
< [25-1,GZj—ia < Zj1i1 Zj—io = Zj_(i11)—1
olur. Eger j =i 4 1 alirsak ikinci 6nerme bundan hemen gikar. O
Alistirmalar

15.31. Her z € Z2(G) igin g — [g, z] kuraliyla tanimlanmig ad z : G — Z(G) fonksiyonunun
bir grup homomorfisi oldugunu ve [g, 2]" = [g,2"] = [¢", 7] esitliklerini kamtlayin. Bu-
radan, eger g ya da z’den biri p-elemansa, [g, z]'nin de bir p-eleman oldugunu kanitlayin.
Eger p # q asallar igin g ve z elemanlarinin biri p-eleman, digeri g-elemansa gz = zg
esitligini kanitlayin. Bu son dedigimiz Z,(G) altgrubunun tiim elemanlari igin dogrudur
ve yakin gelecekte kanitlanacaktir. Simdilik sonucu elemanlardan biri ikinci merkezdeyse
kanitladik.

15.32. z € Z(G) elemam, bir p asall ve bir n € N dogal says icin 27" € Z(G) igindeligini
saglasm. (Yani z € Z2(G)/Z(G) elemam bir p-eleman olsun.) Her ¢ € G igin [g, z]'nin
de bir p-eleman oldugunu kanitlayin.

15.33. (I. Schur). G/Z(G) grubunun sonlu oldugunu varsayalim. G’ altgrubunun sonlu oldu-
gunu gosterecegiz. |G/Z(G)| = n olsun.

a. G’ /(G'NZ(@G)) grubunun sonlu oldugunu kanitlayimn. Demek ki istedigimizi kanitlamak
icin G’ N Z(G) grubunun sonlu oldugunu gostermek yetecek.

b. X = {[g,h] : g, h € G} kiimesinin en fazla n? elemani oldugunu gésterin.

c. X = {z1,...,2x} olsun. G’ N Z(G) grubunun her elemaninin mq,...,my; € N igin
" -+ z"* bi¢iminde yazilacagim gosterin.

d. Her g, h € G,

- n = n— -1
l9.h]" " =g [g. h]"glg,h] = g '[9, h]" [g> h)? g

egitliklerini gosterin.

e. (c) ve (d)’den G'NZ(G) grubunun her elemanmin X’in en fazla n® elemaninin garpimi
olarak yazildigin1 gosterin. Demek ki G’ N Z(G) sonlu bir gruptur.

Bunu bir teorem olarak yazalim:

Teorem 15.11 (I. Schur). G/Z(G) grubu sonluysa G' grubu sonludur. O
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15.34. [R. Baer, bkz. [Ro]]. A ve B, G grubunun birbirini normalleyen iki altgrubu olsun.
X =A{la,b] :a € A, be B}

kiimesinin sonlu oldugunu varsayalim. [A, B] altgrubunun sonlu oldugunu gosterecegiz.
G yerine AB altgrubunu alarak, G = AB esitligini varsayabiliriz. Bu varsayimla A ve B,
G’nin normal altgruplar olurlar. U = [A, B] = (X) < AN B tanmmmin yapahm. Elbette
U < G olur.

G grubu X kiimesi iizerine egleniklik etkisiyle etkir. X sonlu oldugundan, bu etkinin
gekirdegi olan Cq(X) altgrubunun G’deki indeksi sonludur. Elbette Ca(X) = Ca(U)
olur (bkz. Alistirma 7.10), dolayisiyla Cy (X ) = Z(U) olur.

U/Z(U)=U/Cy(X)=U/(Ca(X)NU) ~Ca(X)U/Ca(X) < G/Cq(X)

oldugundan, [U : Z(U)] < [G : Ca(X)] < oo olur ve Ornek 15.33’ten U’ altgrubunun
sonlu oldugu gikar. Béylece biitiin altgruplarin G/U’ grubunda imgesini alarak U’ = 1
varsayimini yapabiliriz. (G grubu yerine G/U’ grubunu, A altgrubu yerine A/U’ altg-
rubunu vs. alahm.) Elbette X’in {[a,u] : a € A, u € U} altkiimesi sonludur ve, U’ =1
oldugundan, elemanlar1 birbiriyle degisir.

Show that [a,u]* = [a,u?]. Conclude that [A,U] is finite. Show that, without loss of
generality, we may assume that [A, U] = 1. Conclude that, without loss of generality U
is central in G.

e. Show that X is closed under the squaring map « + x2. Conclude that [A, B] is finite.
D.9.0.0.0.0.0.9.0.9.9.0.0.0.0.0.0.9.0.0.0.0.0.¢

15.5 Sifirkuvvetli Gruplar

Eger bir n dogal sayisi i¢in Z,,(G) = G oluyorsa G’ye sifirkuvvetli grup ya da
nilpotent grup adi verilir. Eger n, bu esitligi saglayan en kiiciik dogal say1iysa,
G’ye n’inct dereceden sifirkuvvetli grup ya da n-sifirkuvvetli grup de-
nir. Bu durumda ¢(G) = n yazacagiz ve n’ye G'nin stfirkuvvet derecesi
adini verecegiz. Eger ¢(G) = n ise, G’ye bazen n-ssfirkuvvetli diyecegiz.

Sifirkuvvetli gruplarin ¢oziiliir oldugu Onsav 15.7°den hemen cikiyor, ne de
olsa Z;/Z;11 gruplar abel gruplaridir. Hatta ayni énsavdan, eger sifirkuvvet
edercesi n ise, ¢oziillirliik derceesinin < n oldugu ¢ikiyor. Ama birazdan bun-
dan ¢ok daha iyisini yapacagiz (bkz. Teorem 15.15).

Sifirkuvvetlik sinifi tizerine tiimevarim yapilip kimileyin abel gruplari igin
dogru olan olgular sifirkuvvetli gruplar i¢in genellestirilebileceginden 6nemli
ve yararl bir kavramdir.

Onsav 15.12. i bir dogal sayr olsun. G 'nin sifirkuvvetli olmasu igin yeter ve
gerek kosul G/Z; grubunun sifirkuvvetli olmasidur. Eger Z; # G ise, ¢(G) =
c(G/Z;) + i olur.

Kanit: Tanima bakilirsa ¢(G/Z;) = ¢(G) — i oldugu hemen anlagilir. O

Sifirkuvvetli olmanin bir bagka egdeger tanimi daha vardir. Merkezl se-
rilerden biri artan, biri azalandir. (G?); azalr, (Z;(G)); artar. Eger G sifir-
kuvvetliyse, Z;(G) altgruplarmin G grubuna ulagsma hizi, G* altgruplarmm 1
altgrubuna ulagma hizina egittir. Simdi bunu kanitlacagiz.
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Teorem 15.13. i. Eger G™ = 1 ise, her i icin G"~* < Z;(GQ) olur. Dolaysiyla
Zn(G) = G olur.

ii. Eger Z,(G) = G ise G' < Z,_i(G) olur. Dolaypsiyla G™ =1 olur.

iii. FEger G™ = 1 ise G en fazla n’inci dereceden sifirkuvvetlidir. Eger n,
bu esitligini saglayan en kiicik dogal sayiysa G tam n’inci dereceden syfirkuv-
vetlidir.

Kanit: i. Eger i = 0 ise, istedigimiz i¢indelik hipotezden ¢ikar. Onermeyi 7 icin
kabul edip i +1 igin kanitlayahm. [+~ @] = [GM1, G] = G™ ™ < Zi(G)
oldugundan, tamma gére G+t~ < Z; 1 (G) olur.

ii. Eger ¢ = 0 ise, istedigimiz icindelik hipotezden ¢ikar. ()nermeyi 7 icin ka-
bul edip i + 1 i¢in kanitlayalhm: G411 = [G*, G] < [Z,-i(G),G] = Zn_i-1(G) =
Zn—(i+1)(G)-

iii. Yukarida kanitlananlardan ¢ikar. O

Sonug 15.14. Z;(G) en fazla i’inci dereceden sifirkuvvetlidir.

Kanait: [G, Z](G)] < Zj_l(G) oldugundan, [ZZ(G),Z](G)] < Zj_l(G) olur.
Bunu tekrar tekrar kullanarak Z;(G)* = 1 buluruz. O

Teorem 15.15. Sifirkuvvetli gruplar ¢ozilir gruplarder. Sifirkuvvet derecesi
n ise, grubun ¢ozulirlik derecesi n < 2™ — 1 esitsizliging saglayan en kicik m
dogal sayrsindan kiigiikesittir, yani ¢oziliirlik derecesi < [logy(n 4 1)] olur®.

Kanit: Onsav 15.5.v'i kullanacagz: Gm < G-l <gr=1. O

Ote yandan ¢ozuliir gruplar sifirkuvvetli olmak zorunda degildirler, hatta
¢oziiliir gruplarin merkezleri 1 olabilir; Ornek 5.44’teki grup boyle bir gruptur.

Asal bir p sayisi icin sonlu p-gruplarinin sifirkuvvetli olmasi ¢ok énemlidir,
bir sonraki boliimde bunu kullanacagiz:

Teorem 15.16. Asal bir p sayist igin sonlu p-gruplary sifirkuvvetlidir. Ayrica
grubun eleman sayist n > 2 i¢in p'* ise sifirkuvvet sinife en fazla n — 1’dir

Kanit: Grubun eleman sayisi {izerine tiimevarim yapacagiz. Eger grubun p
elemani varsa, grup abel grubudur, dolayisiyla 1’inci dereceden sifirkuvvetlidir.
En genel durumda: Gruba G adimi verirsek, Teorem 8.10’a ya da 14.6’ya gore
Z(G) # 1 olur. G/Z(G) tiimevarimla sifirkuvvetli oldugundan, Onsav 15.12’¢
gore G sifirkuvvetlidir.

Simdi |G| = p™ varsayimim yapalim. Eger n = 2 ise grubun abel grubu
oldugunu, dolayisiyla birinci sinif sifirkuvvetli oldugunu biliyoruz. Simdi n > 2
varsayimini yapahm. O zaman |G/Z(G)| < p"~! olur. Tiimevarimla, G/Z(Q)
grubunun sifirkuvvet derecesi en fazla n — 2'dir. Onsav 15.12’ye gore G’nin
sifirkuvvet derecesi en fazla n — 1°dir. O

Notlar ve Ornekler

6] sayis1 ’ten biiyiikesit en kiiciik tamsayidir.
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15.35. Bu notta, asal bir p > 2 icin p> elemanl gruplar1 simiflandiracagiz. Eger grup abelse iic
secenegimiz oldugunu biliyoruz:

(Z/pZ)?, Z/pZ x Z/p*Z, Z/p° L.

Bundan béyle p® elemanli G grubunun abel olmadigimi varsayalim. Teorem 15.16’ya
gore G'nin 2-sifirkuvvetli oldugunu biliyoruz. Ama bunu ve gok daha fazlasimi goyle
de kamtlayabiliriz: 1 < Z(G) < G oldugunu biliyoruz. Demek ki ya |Z(G)| = p ya
da |Z(G)| = p*. Ama ikinci gikta |G/Z(G)| = p ve dolaysiyla G/Z(G) dongiisel ve
o zaman da G abel grubu olur (Ornek 9.66), eligki. Demek ki |Z(G)| = p ve dere-
cesi p olan bir z elemam ic¢in Z(G) = (z). Burada z merkezin 1’den farkli herhangi
bir eleman olabilir, dolayisiyla her an igin z’yi degistirebiliriz. Ayrica |G/Z(G)| = P>
oldugundan, G/Z(G) bir abel grubudur (Sonug 8.11), dolayisiyla G’ < Z(G) olur.
G' # 1 oldugundan G’ = Z(G) olmali. Aym zamanda, p> elemanli bir grup olan
G/Z(G) déngiisel olamayacagindan (aksi halde G bir abel grubu olurdu, Ornek 9.66),
G/Z(G) ~ Z/pZ & Z/pZ olur. Grubun yapisi bayagi ortaya ¢ikti ama daha fazlasim
bulacagiz. Diyelim G/Z(G) = (Z, 7). O zaman

G = (z, v, z)z{a:aybzc:a, b, ce {0,1,...,p—1}}

olur. (x ve y secimimizi de degistirebiliriz.) Daha garpim tablosunu, yani
CRRSICEE
carpimini bulmamiz lazim. Bu ¢arpimi
(xabeC)(xa/yb/zc/) _ xa”yb”zc”
olarak yazabilmemiz lazim. z € Z(G) oldugundan

’ ’ ’

(xu.beC)(xu/yb ZC ) — .’L'Eybl?a,yb 2:c

’

+c

’
olur. Demek ki, 6nemli olan 3°2® elemanim

ybza, — IEalybl ch
olarak yazabilmek; bir de degx ve degy derecelerini bulmak gerekiyor. Bu derecelerin
ya p ya da p® olmalar1 gerektigini biliyoruz. Ama her durumda z?, y* € Z(G) olmal.
Her ikisinin de derecesinin p? oldugunu varsayalim. O zaman bir i = 1,...,p — 1 icin
y? = (2P)" = 2'? olur. Aligtirma 1.23’te her grupta her a ve b elemam ve her n € N igin

n—1 pn—2
[

(ab)™ = a™b"[b,a™ """ [b,a" 7] . [b,a]’
esitligini kamtlamigtik. Ornegimizde [b,a] € G’ = Z(G) oldugundan, esitlik,
(ab)™ = a"b"[b,a™ '][b,a" %] - - - [b, a]
esitligine doniigiir. Grubun sifirkuvvet derecesi 2 oldugundan, bundan
(ab)™ = a™b"[b, T3] = g b, o)V

elde ederiz. Simdi n = p alalim ve p > 2 varsayimini yapalim. O zaman, [b,a] € Z(G) ~
Z/pZ oldugundan
(ab)? = d®b* = a"b"[b, a]p(pfl)/2 — aPbP

olur. Son olarak, a yerine ™%, b yerine y alalim:

@y =27y =1
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elde ederiz. Demek ki y yerine 2~y elemanini alirsak, y? = 1 varsayimini yapabiliriz.
Boylece, eger p > 2 ise en azindan y’yi derecesi p olan bir eleman olarak alabilecegimizi
gosterdik. Bundan boyle deg y = p varsayimini yapabilecegiz.

Eger degz = p? ise, Z(G) = G’ < (x) < G olur. Demek ki,

G = (z) X (y) ~Z/p°ZL X Z/pZ.

Ornek 12.24’te  ve y’den birinin derecesinin p?, digerinin derecesinin p oldugu érnekler
vermigtik. Bunlarin bu tiir tiim gruplar1 verdigini gostermek zor degil.
Bundan boyle deg x = p varsayimini yapalm. z € Z(G) \ {1} elemanim [z, y] elemanina
esit segebiliriz. O zaman

vy = yalz,y] = yzz
olur ve boylece grubun yapisi tamamen ortaya ¢ikar:

G=(z,yz|la”=y" =2" =[x 2] =y, 2] =1, [x,y] = 2).
Buldugumuz gruba Heisenberg p-grubu adi verilir.

Heisenberg grubu resmi gelecek

Eksponenti p’dir (glinkii p > 2 varsayimim yaptik, p = 2 ise Heisenberg grubunun eks-
ponenti 4’tiir; zaten 2 olsaydi G abel grubu olurdu). Matrisleri bilenler igin Heisenberg
grubu sOyle tasvir edilebilir:

O = o

1 k
ziyi2F =10 jl:i, 5, keZ/pZ
0 1

Aligtirmalar

15.36.

15.37.

15.38.

15.39.

15.40.
15.41.

15.42.

15.43.
15.44.

15.45.

Ornek 5.44teki grubun ikinci dereceden ¢oziiliir oldugunu, ama merkezinin 1 oldugunu,
dolayisiyla sifirkuvvetli olamayacagim kanitlayin.

Eger n bir tek sayiysa, D2, grubunun merkezinin 1 oldugunu dolayisiyla sifirkuvvetli ol-
madigini kanitlayin. Bu grubun ikinci dereceden ¢oziiliir oldugunu daha 6nce gormiigtiik.
Eger n > 2 bir ¢ift sayiysa, D2, grubunun merkezinin 2 elemanli oldugunu kanitlayin.
D2y /Z(D2n) ~ D, oldugunu kanitlaym. n = 2 ise Dap ~ Z/27Z X Z/2Z olur.

Onceki iki aligtirmadan hareketle, eger n, 2'nin bir kuvveti degilse D2, grubunun
sifirkuvvetli olmadigini kanitlayin. (Bkz. Teorem 15.16.) Eger bir k£ > 1 tek sayisi igin
n = 2™k ise, her i < k igin Z;(D2,) ~ Z/2'Z oldugunu, ama i > m igin Z;11(Day,) =
Z;i(D2n) oldugunu kanitlayin.

(x,y | [[z, 9], z], [z, y],y]) grubunun 2-sifirkuvvetli oldugunu kanitlayimn.

G = (a,b | a'?, b2, baba®) grubunun sifirkuvvetli oldugunu gésterin. Ipucuw: G
{a) 3 (b) ve eger u = a® ve v = a®* ise (a) ~ (u) ® (v) olur. Ayrica u® = u~ !, v* =
Simdi G ~ ((u) % (b)) X (v) =~ Dg X Z/3Z oldugunu gosterin.

Eger G; gruplarmin her biri en fazla n’inci dereceden sifirkuvvetliyse, []; Gi ve @; G
grubunun en fazla n’inci dereceden sifirkuvvetli oldugunu kanitlayn.

~
V.

2-sifirkuvvetli bir grupta (zy)"™ = z"y"[y, =]~ Y/? oldugunu kamtlaymn.

Teorem 15.16 sonsuz p-gruplar i¢in dogru degildir, 6rnegin eger o = (1 2...p) € Symp
ise, Ornek 12.22’de tammlanan G = Z e % (o) bir p-gruptur ancak sifirkuvvetli degildir.
Kanitlayin.

(Lineer cebir ve matris halkalarim bilenlere.) Herhangi bir K cismi {izerine (me-
sela K = Q, R, C ya da Z/pZ olabilir), i < j i¢in (¢, 7)’inci girdisi 0 ve (4,4)’inci girdisi
1 olan matrisler kiimesi, matris ¢arpimi altinda bir gruptur ve sifirkuvvetli bir gruptur.



15.5. Sifirkuvvetli Gruplar 275

15.46.

15.47.

(Lineer cebir ve matris halkalarim bilenlere.) Herhangi bir K cismi {izerine (me-
sela K = Q, R, C ya da Z/pZ olabilir), i < j icin (7, j)’inci girdisi 0 olan tersinir (yani
gaprazinda 0 bulunmayan) matrisler kiimesi, matris ¢arpimi altinda bir gruptur. Bu
grup ¢oziiliirdiir (bkz. Ahigtirma 15.28.) ama eger |K| > 2 ise sifirkuvvetli degildir.

p bir asal olsun. Sifirkuvvetli bir p-grubun yerel sonlu oldugunu kanitlayn. Ipucu:
Algtirma 15.30.

Notlar ve Ornekler

15.48.

15.49.

15.50.

15.51.

15.52.

15.53.

Eger sifirkuvvetli bir grubun 1’den farkly bir p-elemans varsa (p bundan boyle hep bir
asal olacak), o zaman grubun merkezinde 1’den farkl bir p-eleman vardar.

Kanit: Sonucu sifirkuvvet derecesi iizerine tiimevarimla kanitlayalim. Gruba G diye-
lim. Grup abelse sorun yok. Bundan bdyle grubun abel olmadigini varsayalim. Diyelim
Z(G)’de 1’den farkh bir p-eleman yok. O zaman G/Z(G) grubunda 1’den farkli bir p-
eleman vardir. Onsav 15.12’ye gore, tiimevarimla, Z(G/Z(G)) = Z2(G)/Z(G) grubunda
1’den farkli bir p-eleman vardir, diyelim z. Demek ki z € Z52(G) \ Z(G) ve bir n > 0 igin
2*" € Z(@) olur. z merkezde olmadigindan, C(z) < G olur. Bir g € G\ C(2) secelim.
O zaman Aligtirma 15.32’ye gore, 1 # [g, 2] € Z(G) bir p-elemandr. a
G sifirkuvvetli bir grup olsun. G/Z(G)’de 1’den farkly bir p-elemant varsa, o zaman
Z(GYNG" altgrubunda 1°den farkly bir p-eleman vardar.

Kanit: Ornek 15.48%e gore Z(G/Z(G)) = Z2(G)/Z(G) grubunda 1’den farkh bir p-
eleman vardir. z € Z2(G) \ Z(G) elemam 2P € Z(G) igindeligini saglasin. Eger g €
G\ Ca(z) ise, 1 # [g, 2] € Z(G) NG’ olur. Ayrica [g, 2]* = [g,2"] = 1 olur. O
G sifirkuvvetli bir grup ve i > 0 olsun. Eger G/Z;(G)’de 1’den farkly bir p-elemans
varsa, o zaman Z(G) NG’ altgrubunda 1’den farkly bir p-eleman vardar.

Kamnit: i fizerine tiimevarimla kamtlayacagiz. ¢ = 1 durumu Ornek 15.49’da halledildi.

G/Zi ~(G[Zi-1)[(Zi]Zi-1) = (G| Zi-1) | Z(G [ Zi-1)

oldugundan, (G/Z;i—1)/Z(G/Z;—1) grubunda 1’den farkli bir p-eleman vardir. Ornek
15.48’e gore G/Z;—1 grubunda 1’den farkli bir p-eleman vardir. Tiimevarimla istenen
sonug kanitlanir. O
G sifirkuwvvetli bir group ve D < G, p-bolindr bir altgrup olsun. O zaman D ’nin ele-
manlary G’nin tim p-elemanlaryla degisir. Hatta D 'nin elemanlart G/Z(G) grubunun
tim p-elemanlariyla degigir.

Kamt: Ikinci énermeyi kanitlamak yeterli. ¢ € G elemam bir n € N igin = Z(G)
icindeligini saglasin. Sifirkuvvet derecesi iizerine tiimevarimla G = G/Z(G) grubunda
[D,g] = 1, yani [D,g] < Z(G) olur. Rastgele bir d € D alahm ve e?" = d esitligini
saglayan bir ¢ € D elemam bulahm. Ornek 15.9a gore [d,g] = [epn,g] = e, gpn} =1

olur. O
p-bolinir ve sifirkuvvetli bir p-grup abel grubu olmak zorundadar.
Kanit: Bir 6ncekinden cikar. g

Sifirkuvvetli gruplarin su 6zelligi de ¢ok énemlidir:

Teorem 15.17. Normalleme Kosulu. Eger G sifirkuvvetli bir grupsa ve H < G ise
H < N¢(H) olur.

Kanit: Kanit1 grubun sifirkuvvetlilik sinifi {izerine tiimevarimla yapacagiz. Grup abel
oldugunda, sorun yok. Bundan bdyle grubun abel olmadigini varsayalim. Eger Z(G) £ H
ise, H < HZ(G) < Ng(H) oldugundan, 6nermenin dogrulugu bariz. Bundan bdyle
Z(G) < H varsaymm yapahm. Onsav 15.12’ye gore ¢(G/Z(G)) = ¢(G) — 1 < ¢(Q)
oldugundan, eger G = G/Z(G) ve H = H/Z(G) < G ise, tiimevarimla, H/Z(G) = H <
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15.54.

15.55.
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N(H) elde ederiz. Ama Ornek 11.1%e gore Ng(H) = Ng(H)/Z(G). Demek ki
H/Z(G) < Na(H)/Z(G),

dolayisiyla H < Ng(H). O
ikinci Kanit: Elbette Z(G) < Ng(H) olur. Hy = H ve H;11 = Ng(H;) tanimlarin
yapalim. Tiimevarimla Z,(G) < H; oldugunu kamitlamak zor degil: [Z;11(G), H;] <
Z;(G) < H; oldugundan, bundan kolaylikla Z;1(G)nin H;’yi normallestirdigi, yani
Zi+1(G) < H;tq c¢ikar. Dolayisiyla H, = G olur. Buradan da Ng(H) < H gikar (aksi
halde normalleylcﬂerle G’ye kadar gikamazdik). g
Ugiincii Kamit: Oyle bir j vardir ki G'*' < H ama G’ £ H. Elbette H/GJle
G7/GIT olur, ¢iinkii GY/G?1! bir abel grubudur. Teorem 11.1’¢ gére H <1 G? olmali.
Bundan da H < HGY ¢ikar. Ama H < HGY oldugundan, istedigimiz kanitlanmigtir. O
Sifirkuvvetli bir G grubunun maksimal bir altgrubu normaldir ve indeksi bir asaldur.
Dolayiswyla maksimal altgrup G’ altgrubunu icermek zorundadir. (Eger maksimal bir
altgrup varsa tabii; olmayabilir de.)

Kanit: Grup G, maksimal altgrup da M olsun. M < Ng(M) oldugundan, Ng(M) = G,
yani M < G olur. Demek ki M ile G arasinda bagka bir altgrup yoktur, yani G/M nin
sadece iki altgrubu vardir. Bu da bir p asali i¢in G/M ~ Z/pZ demektir. G/M abel
grubu oldugundan, G’ < M olur. O
A§agldak1 teoremin iki farkli kanitin1 sunacagiz. Ik kanitimiz (eger grup sonsuzsa) Zorn
Onsavi’mi kullanacak ve standart argiiman tiplerinden sasmayacak. Ikinci kamtimiz Zorn
Onsavi'm kullanmayacak.

Teorem 15.18. Eger G sifirkuvvetli bir grupsa ve p bir asalsa, G’nin p-elemanlar:
(mecburen karakteristik) bir altgrup olusturur. Dolaysiyla sifirkuvvetli ve burulmals bir
grup, asal p sayilary i¢in maksimal p-altgruplarinin direkt toplamadar.

Birinci Kanit: Bunun bir kanit1 goyle yapilabilir: Zorn Onsavi'm kullanarak G’nin
maksimal bir p altgrubunu bulabiliriz. (Eger grup sonluysa maksimal p altgrubu bulmak
icin Zorn Onsavina gerek yok.) Bu p-altgruba P adimi verelim. Eger P’nin G-normal
oldugunu kanitlarsak, Teorem 12.7’ye gore istedigimiz kanitlanmig olur. Diyelim P, G-
normal degil. O zaman Teorem 15.17’ye gore, P < Ng(P) < Ng(Ng(P)) olur. Teorem
10.12% gore P, N¢(P) altgrubunun p-elemanlarimin kiimesidir, dolayisiyla Ng(P) nin
bir otomorfisi altinda degismez, yani Ng(P) nin karakteristik altgrubudur. Ama eger
g € Ng(Na(P)) ise, x — x fonksiyonu Ng(P)’nin bir otomorfisidir, dolayisiyla P9 = P
ve g € Ng(P) olur; buradan da Ng(Ng(P)) = Ng(P) gikar, geligki. Birinci énerme
kanitlanmigtir. Ikinci énerme bundan ve Teorem 4.10’dan gikar. g
Yukaridaki teoremi kanitlamak igin maksimal p-altgruplarin varligina ihtiyacimiz vardi
ve bu altgruplarin varligim1 kanitlamnak igin Zorn Onsavi'm kullandik. Ama kanitin
sonunda bu maksimal p-altgruptan tek bir tane oldugunu gordiik (p-elemanlar kiimesi).
Dolayisiyla bu énsav Zorn Onsavi kullanilmadan da kanitlanabilmeli, ¢iinkii varhg: Zorn
Onsavfyla kanitlanan bir nesneden bir tane olmamali, hatta ne oldugu anlagilamamali
bile; oysa biz maksimal p-altgrubun p-elemanlar kiimesi oldugunu kanitladik.

S1md1 aym teoremi Zorn Onsavi’'m kullanmadan kamtlamaya koyulacagiz.

ikinci Kamt: Bu sefer Zorn Onsavi'm kullanmayacagiz. P, G’nin p-elemanlarindan
olusan altkiime olsun. Eger G bir abel grubuysa, P elbette bir altgruptur. Gerisini gru-
bun sifirkuvvet derecesine gore tiimevarimla kanitlayacagiz. Tiimevarimla P, = PNG’ <
G olur. Elbette PNG’ <G, hatta bu altgrup G’de karakteristiktir. Simdi P;’in sifirkuvvet
siufi iizerinden tiimevarim yapacagiz. Once P, = 1 durumunu, yani PN G’ = 1 duru-
munu ele alalim. P’nin merkezl oldugunu gosterecegiz, bu da istedigimizi kanitlamig
olacak. Ornek 15.49’a gére G/Z(G)de 1’den farkli bir p-eleman yoktur. Demek ki
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15.56.

15.57.

15.58.

15.59.

P C Z(@). Simdilik timevarim adimimi yapahm. Elbette P/Z(P1), G/Z(P1) grubu-
nun p-elemanlarindan olusan kiimedir ve

(G/Z(P)) NP/Z(P) = G'Z(P)/Z(P)NP/Z(P)=G'/Z(P)NP/Z(P)
= (G'NP)/Z(P) =P /Z(P)

olur. Dolayisiyla tiimevarim varsayimimizi G/Z(P1) grubuna uygulayabiliriz: P/Z(Pi) <
G/Z(Py) olur. Ama Z(P1) C P oldugundan, bundan P < G gikar. Boylece tiimevarim
adimi da tamamlanmig oldu. d

Sonug 15.19. Sifirkuvvetli bir grupta burulmaly elemanlar bir altgrup olusturur ve bu
altgrup (maksimal) p-altgruplarinin direkt toplamadar. O

Sonug 15.20. p ve q iki farkl asal olsun. Sifirkuvvetli bir grupta p-elamanlarin ¢arpim-
lart ve komditatorleri de p elemanlardir. Ayrica p-elemanlarla q-elemanlar birbirleriyle
degigirler. d

Sonug 15.21. Burulmaly bir sifirkuvvetli grup maksimal p-altgruplarinin direkt top-
lamadar, dolayiswyla yerel sonludur.

Sonug 15.22. Sifirkuvvetli ve burulmaly bir grupta bélinir altgruplar merkezidir.

Kamit: Ornek 15.51°den ve yukaridaki sonuglardan gikar. g
(Chernikov [Chl, Ch2]) G sifirkuvvetli ve p-bolinir bir grup olsun. O zaman gru-
bun merkezi Z, grubun tim p-elemanlarine icerir ve p-bolindrdir. i > 1 i¢in G/Z;
ve Ziy1/Zs gruplary p-bolundrdir ve etkisiz elemandan baska p-elemanlary yoktur.
Kamt: Ornek 15.51% gore, grubun p-elemanlart merkezidir. Ayni ornege gore G/Z
grubunun etkisiz elemandan bagka p-elemani yoktur. Buradan Z altgrubunun p-boliiniir
oldugu ¢ikar. G/Z;(G) gruplarn elbette p-bollintirdiir. Biraz once kamtladigimiz tizere
bu gruplarin merkezi olan Z;1+1/Z; gruplar: da p-boliintirdiir. Ve gene biraz dnce kanit-
ladigimiz iizere, ¢ > 0 icin

(G]2:)]2(G/Zi) = (G Z:) [(Zit1] Zi) = G| Zita

grubunun etkisiz elemandan bagka p-elemani yoktur. Dolayisiyla, G/Z;+1 grubunun bir
altgrubu olan Z;11/Z; grubunun da etkisiz elemandan bagka p-elemani yoktur. O
Eger A < Z(Q) ise ve G/A grubu n’inci dereceden sifirkuvvetliyse, G ya n ya da
(n + 1) %nci dereceden sifirkuvvetlidir.
Kamt: Onsav 15.4%¢ gore

1=(G/A)"=G"A/A
ve dolayisiyla G™ < A < Z(G) olur. Buradan da G™*' = [G,G"] < [G, Z(G)] = 1 cikar.
Teorem 15.13e gore G en fazla (n + 1)’inci dereceden sifirkuvvetlidir. G’nin sifirkuvvet
smifinin n’den kiigiik olamayacagini zaten biliyoruz. g
G bir grup ve H, K < G, birbirini normalize eden iki nilpotent altgrup olsun. O zaman
HK de nilpotent bir altgruptur.
Kanit: G yerine (H, K) alarak, H ve K’nin G’de normal olduklarini varsayabiliriz. Eger
G bir abel grubuysa, sonug bariz. Gerisini G'nin sifirkuvvet derecesi {izerine tlimevarimla
yapalim. Tiimevarim varsayimina gore

(HZ(G))Z(G), KZ(G)/Z(G)) = HKZ(G)/Z(G) ~ HK/(HK N Z(G))

nilpotent bir gruptur. HK N Z(G) < Z(HK) oldugundan, sonug Ornek 15.57’den ¢ikar.
d

Sonlu bir grubun normal sifirkuvvetli altgruplarinin maksimali vardwr ve bu altgrup bi-
rictktir.
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15.60.

15.61.

15.62.

15.63.

15.64.

15. Sifirkuvvetli ve Gozilur Gruplar

Kanit: Ornek 15.58’¢ gore tiim normal sifirkuvvetli altgruplar tarafindan tiretilmis
altgrup maksimal sifirkuvvetli normal altgruptur. O
F(G) olarak yazilan bu altgrup Fitting altgrubu olarak bilinir. Sonlu grup teorisinde
¢ok Onemlidir.

G sifirkuvvetli bir grup ve i > 1 bir dogal sayr olsun. Eger G/G" grubu p-béliiniirse
G/G*™ grubu da p-bolindirdir. Demek ki G /G’ grubu p-bélindirse G de p-bélinyir.
Kanit: G/G* ~ (G/G"™™)/(G"/G*™) oldugu icin, G yerine G/G**' grubunu alarak
G = 1 varsayimini yapabiliriz. O zaman G* < Z(G) ve G~ < Z5(G) olur. Demek ki
G" bir abel grubu olur. Diyelim G* grubunun p-béliiniir oldugunu kanitladik. Bir g € G
alalim. Hipoteze gore dyle bir h € G vardir ki G/G* grubunda g = R” olur, yani gh™? €
G* olur. Ama G*"nin p-béliiniir oldugunu varsaymigtik. Demek ki bir & € G* < Z(G)
icin gh™P = kP ve dolaywsiyla g = (kh)P olur ve boylece istedigimiz kanitlanir. Demek ki
G altgrubunun p-boliiniir oldugunu kanitlamak yeterli. G¢ bir abel grubu oldugu icin,
iireteclerinin p-boliiniir oldugunu kanitlamaliyiz. Demek ki g € G ve h € G < Z5(@G)
icin G¥’nin rastgele bir iireteci olan [g, h] elemaninin p-boliniir oldugunu kanitlamaliyiz.
G/G" grubunda g = TP esitligini saglayan bir x € G alalm. Bir y € G* < Z(G) igin
gz~P = y olur. Bu durumda, Ornek 15.31%¢ gore, [g, h] = [Py, h] = [« h] = [z, h]? olur.
istedig'imiz kanitlanmigtir. O
Sifirkuvvetli gruplarn yegane en biyik p-bolindr altgruplary vardwr. Bu altgrup biricik
oldugundan normal, hatta karakteristiktir.

Kanit: Gruba G diyelim. D, G’nin p-boliiniir altgruplarindan olusan kiime olsun. D’nin
elemanlar1 tarafindan iiretilen altgrup da D olsun. Ornek 15.60’a gore, D/D’ gru-
bunun p-boliiniir oldugunu kanitlamak yeterli. Kolayca gosterilebilecegi iizere, D/D’
abel grubu, {HD'/D' : H € D} kiimesinin elemanlar1 tarafindan iiretilmistir (bkz.
Aligtirma 10.34). Ama bu kiimenin elemanlar1 D/D’ grubunun p-béliiniir altgruplaridir,
dolaysiyla D/D’ grubu p-boliiniirdiir. (]
G sifirkuvvetli bir grup olsun. Eger bir D <G ig¢in, D ve G/D gruplar p-boliniirse, G
grubu da p-bolundir.

Kanit: Ornek 15.60’a gore, G /G’ grubunun p-béliiniir oldugunu kanitlamak yeterli.
(G/D)/(G/D) = (G/D)/(G'D/D) ~ G/G'D grubunun p-béliiniir oldugunu biliyoruz.
Ayrica D/D’ grubu p-béliiniir oldugundan, (D/D")/((G' N D)/D") ~ D/(G' N D) gru-
bunun p-béliiniir oldugunu biliyoruz. Ama G'D/G’ ~ D/(G’' N D) oldugundan, bundan
G'D/G" grubu da p-béliiniir oldugu ¢ikar.

G/G'D ve G'D/G’ gruplarimin p-boliiniir oldugunu kamitladik. G/G’ bir abel grubu
oldugundan, bundan kolaylikla G/G’ grubunun p-béliiniir oldugu gikar.

G, sifirkuvvet derecesi n > 2 olan bir grup olsun. Her g € G i¢in (G',g) altgrubunun
sifirkuvvet derecesi en fazla n — 1 dir.

Kanit: Eger n = 2 ise, o zaman G’ < Z(G), dolayisiyla (G', g) < (Z(G), g) olur. Ama
(Z(G), g) elbette bir abel grubudur. Demek ki (G’, g) grubu da abeldir, yani en fazla
1’inci dereceden sifirkuvvetlidir. Simdi n > 2 durumunu tiimevarimla ele alahm. H =
(G, g) olsun. G/Z(@G) grubu (n—1)’inci dereceden sifirkuvvetlidir. Ayrica (G/Z(G))" =
G'Z(G)/(G) oldugunu biliyoruz (Onsav 15.4). Boylece, tiimevarimla

(G/2(G)),9) = (G'2(G)/2(G).9) = (G',9)2(G)/2(G) = HZ(G)/Z(G)

grubunun sifirkuvvet derecesinin en fazla n—2 oldugunu anlamis oluruz. Elbette Z(G) <
Z(HZ(G)) olur. Ornek 15.57’ye gore HZ(G) grubunun sifirkuvvet derecesi en fazla n—1
olur. H bu grubun bir altgrubu oldugundan, onun da sifirkuvvet derecesi en fazla n — 1
olur. g
G sifirkuvvetli bir grup olsun. Ejer G /G’ dongiisel bir grupsa G de dongiisel bir gruptur.
Kanit: G'nin abel olmadigini varsayalim. O zaman sifirkuvvet derecesi n > 2 olur. g
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15.65.

elemam G/G’ grubunun bir iireteci olsun. Demek ki G = (G’, g) olur. Ornek 15.63’¢
gore G'nin sifirkuvvet derecesi n — 1 olur. Bir celigki. Demek ki G bir abel grubu ve
G'=1. a
Asgagidaki teorem de sifirkuvvetli gruplarda énemlidir. Teorem, sifirkuvvetli gruplarin
merkezinin her normal altgrupla kesistigini, yani merkezin bayag: biiyiik oldugunu soy-
liiyor.

Teorem 15.23 (Hirsch). Ejer G sifirkuvvetliyse ve 1 # A< G ise, ANZ(G) # 1 olur.

Kanmit: Sifirkuvvet derecesi iizerine tiimevarim yapacagiz. Eger G bir abel grubuysa
énerme bariz. Genel durumu ele alalim. Tiimevarimla AZ(G)/Z(G) N Z(G/Z(G)) # 1,
yani AZ(G)/Z(G)NZ2(G)/Z(G) # 1, yani Z(G) < AZ(G)NZ2(G) (bkz. Aligtirma 9.69),
yani AN Z2(G) £ Z(G) (bkz. Ahgtirma 9.23). Madem 0Oyle, bir z € AN Z2(G) \ Z(G)
eleman1 alalim. Bir de z ile degismeyen bir g € G eleman1 alahm. O zaman z € Z>(G)
oldugundan, [z,9] € Z(G) olur ve z € A < G oldugundan, [z,g] € A olur. Demek ki
1#[z,9] € AN Z(G). O
Bunun sonucu olarak, sifirkuvvetli gruplarin minimal normal altgruplar: merkezi olmak
zorundadir.

Aligtirmalar

15.66.

15.67.

15.68.

15.69.

G sifirkuvvetli bir grup ve A < G minimal normalse A < Z(G) ve A ~ Z/pZ oldugunu
kanitlayin.

p bir asal olsun. Eleman sayis1 p™ olan bir grubun her ¢ = 0,1,...,n icin p’ elemanh
normal bir altgrubu oldugunu kanitlayin. Bu normal altgruplarin birbirini kapsayacak
bigimde segebilecegimizi kanitlayn.

G sifirkuvvetli bir grup olsun. Bir N <G icin G = G'N ise N = G esitligini kanitlayin.
Ipucu: i iizerine tiimevarimla G* < G N icindeligini kanitlaym.

(Dixmier [D], see [Wa, Corollary 3.2]). G sifirkuvvetli bir grup olsun. exp(G/G’) = n
varsayimini yapalim.

a. Her i icin exp(G*/G*™)|n oldugunu gésterin.

b. ¢, grubun sifirkuvvet derecesiyse, exp(G)|n® oldugunu gosterin.






16. Sylow Teoremleri

G sonlu bir grup olsun. Diyelim |G| = n. Ayrica bir p asali segelim. G’nin
p-altgruplar1 vardir, mesela 1 altgrubu. Ama G sonlu oldugundan G’nin mak-
simal p-altgruplar1 da vardir, yani kendisinden daha biiyiik bir p-altgrup ol-
mayan p-altgruplar: vardir’. Tabii eger p asali n’yi bolmiiyorsa, bu maksimal
p-altgrup 1 altgrubu olmak zorundadir; ama tam tersine boliiyorsa, o zaman
Cauchy teoremine gore G’'nin maksimal p-altgruplar1 1’den farkli olurlar.
Norvegli matematik¢i (ve ashinda bir lise 6gretmeni olan) Sylow, G’nin
maksimal p-altgruplar1 hakkinda ¢ok 6nemli sonuglar bulmustur. Bu boélim
bu teorem ve uygulamalar: hakkinda. Birinci boliimde teoremi kanitlayacagiz.
Ikinci boliimde teoremi kullanarak baz kiiciik gruplar: simiflandiracagz.

16.1 Sylow Teoremleri

G, n ve p girigteki gibi olsun. Bu altboéliimiin igerik kazanmasi acisindan p’nin
n’yi boldiigiinii varsayalim. p'nin n’yi bolen en bityiik kuvveti p* olsun. Diyelim
n = p*m. Tabii m sayis1 p asalina boliinmez. G'nin maksimal p-altgruplarina
Sylow p-altgruplary adi verilir. Elbette her p-altgrup bir Sylow p-grubunun
igindedir.

Sylow p-altgruplariyla ilgili su harika 6nermeler dogrudur.

Teorem 16.1 (Sylow Teoremleri). G sonlu bir grup, |G| = n, p bir asal ve
obeb(n,m) = 1 olmak iizere, bir k € N i¢in n = p*m olsun.
i. G'nin Sylow p-altgruplarnin eleman sayise p* dar.
ii. Bu altgruplarn sayis s, 1se sp, m’yi boler ve s, = 1modp olur.
iii. G'’nin Sylow p-altgruplar: birbirine esleniktirler.

Kanit: X, G’nin Sylow p-altgruplari kiimesi olsun. Kanit boyunca G’yi ve
G’nin altgruplarini, X’in ve X’in altkiimeleri iizerine esleniklik etkisiyle etki-

Her grubun maksimal bir p-altgrubu oldugu Zorn Onsavi kullanilarak kolaylikla ka-
nitlanabilir (bkz. Aligtirma 5.29). Ancak sonlu gruplarin maksimal p-altgruplar1 oldugunu
kanitlamak igin (elbette) Zorn Onsavi'na ihtiyac yok, ve ayrica bu béliimde kanitlayacagimiz
teoremler sonsuz gruplar icin her zaman dogru degil.
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1

yecegiz, yani Altbolim 14.1’in yazilimiyla, g € G ve P € X i¢in g- P = P9
olacak.

Sav 1. Eger bir Sylow p-altgrubu P bir p-eleman tarafindan normalize edi-
liyorsa, o zaman bu p-eleman Sylow p-altgrubunda olmak zorundadir. Do-
layisiyla P grubu Ng(P) 'nin p-elemanlarindan olusur ve Ng(P)/P grubunun
1’den baska p-elemans yoktur.

Sav 1’in Kaniti: Diyelim Sylow p-altgrubu P, bir p-eleman olan g tarafindan
normalize ediliyor. O zaman Teorem 10.12’¢ gére P(g) bir p-gruptur. Ama
P maksimal bir p-altgrubu. Demek ki P = P(g) ve g € P. Birinci 6énerme
kamtlandi. Son iki 6nerme birincisinin sonucudur. g

Sav 2. P, Q € X ise P9 = {P1: q € Q} kiimesinin eleman sayist p’nin bir
kuvvetidir. Eger P = @ ise bu kiimenin tek bir eleman: vardir elbette, o da
P’dir, ama eger P # @ ise kiimenin eleman sayist p’ye boliniir.

Sav 2’nin Kamt1: |[P?| = |Q/Ng(P)| oldugunu biliyoruz (Bkz. Ornek 14.41).
Eger Ng(P) = @ ise, yani (), P’yi normalize ediyorsa, bir énceki sava gore
@ < P, yani Q = P olur. Demek ki Q # P ise, Ng(P) < @ olur, yani
’PQ‘ = |Q/Nqg(P)| sayis1 p’ye boliiniir. O

Kanita devam edelim. P bir Sylow p-altgrubu ve
Y=PY={PV:geG}CX

olsun. Once P grubunu Y iizerine etkiyelim. Sav 2'ye gore biri diginda tiim P-
yoriingelerin eleman sayisi p’ye boliinlir ve p’ye boliinmeyen yegane yoriinge
P’nin P-yoriingesidir, ¢iinkii tek elemanhdir. Boylece |Y| = 1modp gikar.
Simdi, eger varsa, X \ Y’den bir @ elemani alalhm ve @ grubunu Y iizerine
etkiyelim. Bu sefer, gene Sav 2’ye gore, tiim @-yoriingeler p’ye boliintir; do-
layisiyla |Y| = 0mod p olur, ki bu da biraz énce buldugumuzla geligir. Demek
ki X =Y ve |X| = 1modp. (iii) ve (ii)’nin ikinci yaris1 kanitlanda.

Yukarida kamitladigimiz X = PC esitliginden, |X| = |G/Ng(P)| cikar.
Demek ki |G/Ng(P)| saywst p'ye asal. Sav 1’den dolayr |Ng(P)/P| de p’ye
asal. Demek ki |G/P| = |G/Ng(P)||Ng(P)/P| de p’ye asal. Buradan |P| = p*
gikar. (i) kanitlanda.

m = |G/P| = |G/Ng(P)||Ng(P)/P| = | X||Ng(P)/P]| esitliklerinden do-
lay1 | X |, m’yi boler. Bu da (ii)’nin ilk yarisini kanitlar. O

G sonlu bir grup olsun. Syl, G, G grubunun Sylow p-altgruplari kiime-
sini simgeler. G grubunun Syl, G’ kiimesi iizerine esleniklik etkisi bize bir
G — SymSyl, G homomorfizmasi verir. G grubu Syl, G tizerine gegisli et-
kidiginden, bu homomorfi oldukga zengindir. Asagida bu zenginlige (oldukga
basit) 6rnekler verecegiz.

sp(G), G grubunun Sylow p-altgrubu sayisini temsil edecek, yani s,(G) =
| Syl, G|. Grup belliyse s,(G) yerine sadece s, yazacagiz. Eger s, = 1 ise, Sylow
teoremine gore grubun Sylow p-altgrubu normaldir.
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Notlar ve Ornekler

16.1.

16.2.

G = Sym3 olsun. |G| = 3! =6 =2 x 3 olur.
Once p = 2 durumunu ele alalim. s = 1mod 2 ve s2|3 oldugundan sz ya 1 ya 3 olur.
Nitekim so = 3’tiir:

G3 =((12)), G2 =((13)), G:((23))
altgruplar1 Sylow 2-altgruplaridir. Bu altgruplar Sylow teoreminin de syledigi gibi bir-
birlerine egleniktirler: Eger g = (1 2 3) ise, G§ = G2 ve G§ = G, olur.
Eger X = {G1,G2,G3s} ise, G, esleniklikle X kiimesi iizerine etkir: Her ¢ € G igin
§(G:) = gGig™' ise, g — § kurali bize bir “: G — Sym X ~ Sym 3 homomorfisini verir.
Bu homomorfinin 6rten oldugunu, dolayisiyla bir izomorfizma oldugunu gostermek zor
degil. Bu yaptigimiz1 soyle ifade edebiliriz: Sym 3 grubu, {1, 2, 3} kiimesini bilmese de,
yani kendisinin Sym 3 oldugunu bilmese de, Sym 3’e izomorf oldugunu biliyor.
Simdi p = 3 durumuna bakalim. s3 = 1mod 3 ve s3|2 oldugundan s3 = 1 olmali, yani
tek bir Sylow 3-altgrubu olmali; nitekim,

A=((123)) = {Ids, (123),(132)}

altgrubu Sym 3’lin yegane Sylow 3-altgrubudur. Boylece Sym3 = A X G1 oldugu, do-
layisiyla Sym 3’iin ¢oziillir bir grup oldugu anlasilir.

G = Sym 4 olsun. Demek ki |G| = 4! = 24 = 233.

Once p = 2 durumunu ele alahm. Bir Sylow 2-altgrubunun 2° = 8 tane eleman vardir
ve s2 = 1mod 2 ve s2|3 oldugundan bunlarin sayisi ya 1 ya 3’tiir. Nitekim so = 3’tiir.
Sylow 2-altgruplarindan biri

Ha = ((12), (34)) x((13)(24)) = ((1324)) x((12)) ~ Ds
altgrubudur. Digerleri
Hs = ((13), (24)) x((12)(3 4))
Hay = ((14),(23)) x((12)(34))
altgruplaridir. Biitiin bu Sylow 2-altgruplari, G’nin normal bir altgrubu olan
A={Id4, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}~Z/2Z x Z/2Z

altgrubunda kesigirler.

H,, Hy ve Hs altgruplar1 Sylow teoreminin de styledigi gibi birbirlerine egleniktirler.
Ancak A altgrubu hepsini normalize eder. Bunu s0yle de agiklayabiliriz: Eger X =
{H1, H2, H3} ise, G, esleniklikle X kiimesi iizerine etkir: Her g € G igin §(H;) = gH;g™!
ise, g — ¢ kurali bize bir © : ¢ — Sym X =~ Sym3 homomorfisini verir. Bu ho-
momorfinin 6rten oldugu, cekirdeginin de A oldugu kolaylikla kontrol edilebilir. Do-
layisiyla G/A ~ Sym3 olur. Daha da fazlasi dogru: Eger G4, G = Sym4 grubu-
nun 4’4 sabitleyen elemanlarindan olusan Sym 3’e izomorf altgrupsa, G = A X Gy ~
(Z/2Z x Z/2Z) x Sym 3 olur, dolayisiyla G = Sym4 de ¢oziilir bir gruptur.

Simdi p = 3 durumuna bakalim. s3 = 1 mod 3 ve s3|8 oldugundan s3 ya 1 ya 4 olmali.
Nitekim s3 = 4’tiir. Sylow 3-altgruplarindan biri

Bys={((123)) <Ga

olur. B1, B2 ve Bs altgruplarinin ne olduklarini okur anlamistir.

Eger X = {Bi, B2, Bs, Ba} ise, G, esleniklikle X kiimesi iizerine etkir: Her ¢ € G
icin g(H;) = gH;g™ " ise, g — § kurah bize bir ~: G — SymX ~ Sym4 homo-
morfisini verir. Bu homomorfinin 6rten oldugu, dolayisiyla birebir, yani bir izomorfi
oldugu kolaylikla kontrol edilebilir. Demek ki Sym4 grubu da kendisinin Sym4’e izo-
morf oldugunun farkinda.
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16.3.

16.4.

16. Sylow Teoremleri

Sira Sym 5’e geldi, ama bir Symb5 yerine bir p asali i¢cin Symp grubunun Sylow p-
altgruplarin1 sayalim. Sylow p-altgruplarinin eleman sayisi p’dir, dolayisiyla dongiisel-
dirler ve 1 diginda elemanlarinin derecesi p’dir ve ayrica iki farkli Sylow p-altgrubu 1’de
kesisirler. Bu bilgileri kullanarak s,’yi hesaplayalim. Sym p’nin derecesi p olan eleman-
lar1 p uzunlugunda déngiilerdir, bunlardan da (p — 1)! tane vardir. Bu (p — 1)! tane p
dereceli elemanin p — 1 tanesi ayni Sylow p-altgrubundadir. Demek ki
—1)!
sp = (I;fll)' =(-2)

Sylow teoreminden dolay1 bu say1 = 1 mod p olmalidir. Wilson teoremini kanitladik:

Sonug 16.2 (Wilson Teoremi). Eder p bir asalsa (p—2)! = 1 mod p, dolayrsiyla (p—1)! =
—1modp olur.

Genel olarak Symn grubunun bir Sylow p-altgrubunu bulmak g¢ok zor degildir. p bir
asal olsun. p’nin n! sayisin1 bolen en biiyiik issii

valy(n!) = [ﬂ + L%} + L%} e

valp, n! valp n!

sayisidir; yani p sayist n! sayisim boler ama p sayist n! sayisim bolmez. Bu-
rada [z], ’in tamkismi anlamina gelmektedir. Bunun kaniti kolaydir ve aritmetikle ilgili
hemen hemen her kitapta bulunur, mesela [N2]’de. Bu toplam sonlu bir toplamdir el-
bette.

Sym n’nin bir Sylow p-altgrubu bulma yéntemini bir 6rnekle gosterelim. n = 1000, p = 3
olsun. Sylow 3 grubunun eleman sayisin1 hesaplayalim.

1000 n 1000 n 1000 4.
3 9 27

333+ 111 +37+12+4+1 =498

oldugundan Sylow 3-altgrubunun 3%°® tane elemani vardir. Bu grubu iireten 498 eleman:
yazacaglz.
Sylow 3-altgrubunun iireteglerini siralayacagiz. Once su tiretegleri alalim:

(123), (456), (789), ... (997 998 999).

say1s1

Bu elemanlar H; ~ (Z/37)*** grubunu iiretirler. Ama Sylow 3-altgrubunun cok daha
fazla elemani vardir. Simdi H; grubunun bu iireteglerini egleniklik etkisiyle iiger tiger
karan su elemanlara bakalim:

(147)(258)(369), ..., (991 994 997)(992 995 998)(993 996 999).

Bu elemanlardan 111 tane vardir. Bu 111 eleman tarafindan tiretilen gruba Hs der-
sek, Hy ~ (Z/3Z)*"" olur. Hz, Hi'in iireteglerini kardigindan, Ho, H:’i normalize eder,
dolayisiyla

<H1,H2> = Hy X Hy

olur ve bu grup da Sym 1000’in bir 3-altgrubu olur. Boylece elemanli
bir 3-altgrubu elde etmis oluruz. Simdi H;’in ve Hz'niin lireteglerini ayr1 ayr1 karan 3-
elemanlar bulacagiz. Bunun i¢in Ho'nin ilk {i¢ liretecini yazalim:

33333111 _ 3333+111

(147)(258)(369), (1013 16)(11 14 17)(12 15 18), (19 22 25)(20 23 26)(21 24 27)
ve gu elemana bakalim:

(110 19)(4 13 22)(7 16 25)(2 11 20)(5 14 23)(8 17 26)(3 12 21)(6 15 24)(9 18 27).
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Bu eleman H; ve Hy'nin yukarida ortaya cikardigimiz {ireteglerini karar. Bunun gibi
daha 37 tane vardir. Bu elemanlar tarafindan iiretilen gruba Hj diyelim. Hs ~ (Z/3Z)"
olur ve H; X Hs altgrubunu normalize eder.

<H1,H2,H3> = (Hl X H2) X Hs

olur. Bu grubun tam 3333311337 — 33331437 tane eclemam vardir. Okur herhalde
devamini kendi getirebilir.

Bu boliimii uzatarak yukaridaki giizel kanitin biiyiistinii bozmayalim.

16.2 Sylow Teoremlerinin Sonuclar1 ve Uygulama-
lar:

Bu boliimde p hep bir asal olacak.

Sonug 16.3. p ve q iki asal, n bir dogal sayr olsun. Eger ¢ Z 1 mod p ise p™q
elemanly bir grupta bir tane Sylow p-altgrubu vardir, dolaysiyla grup ¢oziliir-
dair.

Kanit: Teoreme gore s, = 1modp ve sp|g olur. Demek ki ya s, = 1 ya da
sp = ¢. Hipotez ikinci olasihg1 yasakliyor. Demek ki s, = 1 ve Sylow p-altgrubu
normal. Eger gruba G, Sylow p-altgrubuna da P dersek, P < G ve |G/P| = q
olur. Dolayisiyla G/P dongiisel bir gruptur, dolayisiyla abeldir. P ise p-grup
oldugundan sifirkuvvetlidir (Teorem 15.16), dolayisiyla o da ¢oziiliirdiir (Te-
orem 15.15). G/P ve P ¢oziiliir oldugundan, G de ¢oziiliirdiir (Onsav 15.8.i).
O

Eger p > ¢ ise yukaridaki sonucun hipotezi dogru olur. Ama bu durumda
teoremin dogrulugunu Sonug 10.17’dan da biliyoruz.

Sonug 16.4. p ve q iki asal olsun. pg elemanly bir grup ele alalim. Grup
cozilirdiir. Eder p < q ise grubun normal bir Sylow q-altgrubu vardir. Eger
p < q ise ve ayrica ¢ Z 1 mod p ise grup déngiseldir.

Kanit: Eger p = ¢ ise, p? elemanh bir grubun abel grubu oldugunu biliyoruz.
Eger p # ¢q ise ya p > ¢ ya da ¢ > p olur ve sonug 6nceki sonugtan gikar.

Simdi ikinci 6nermeye gecelim. s, = 1mod ¢ denkligini saglayan s, sayisi
p’yi bolmek zorunda oldugundan, ¢ > p varsayimindan dolayi, s, = 1 olur.
Demek ki Sylow g-altgrubu da normaldir; ayrica déngiiseldir de.

Uciincii 6nerme: Sonug 16.3%e gore (p elemanli, dolayisiyla dongiisel olan)
Sylow p-altgrubu normaldir. Eger A ve B, G'nin Sylow p ve g-altgruplariysa,
biitiin bunlardan G = A® B ~ Z/pZ ® 7./ qZ ~ 7./ pqZ ¢ikar. O

Sonug 16.5. p ve q iki asal olsun. p?>q elemanh bir grup ¢ozilirdir. Eger
p < q ve g% 1modp ise p’q elemanle bir grup abel grubudur.
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Kanit: Gruba G diyelim. Eger p = ¢ ise, grup bir p-grubu olur, dolayisiyla
sifirkuvvetlidir. Eger p > ¢ ise Sonug 16.3’ten dolay1 G ¢oziiliirdiir. Simdi ¢ > p
varsayimini yapalim. Eger Sylow altgruplarindan biri normalse (hatta grubun
1’den farkli normal bir 6zaltgrubu varsa), istedigimizi elde etmis oluruz. Bun-
dan boyle Sylow altgruplarinin normal olmadiklarini varsayalim. Demek ki
s = p ya da p?. Ama s = 1modgq ve ¢ > p oldugundan s; # p. Demek ki
8¢ = p?. Sylow g-altgruplarimm eleman sayisi ¢ (bir asal) oldugundan, birbirin-
den farkl iki Sylow ¢-grubu ancak 1’de kesigebilirler. Demek ki g-eleman sayisi
p?(g—1) = |G| —p? olur. Boylece G'nin tam p? tane p-eleman1 oldugu goriiliir.
Sylow p-altgrubunun eleman sayisi p? oldugundan, bu p-elemanlar Sylow p-
altgrubunu tegkil ederler. Demek ki grubun tek bir Sylow p-altgrubu vardir ve
bu Sylow p-altgrubu mecburen normaldir. Birinci 6nerme kanitlanmigtir.

Simdi ikinci 6nermeyi kanitlayalim. s,|q oldugundan s, = 1 ya da ¢ olmal.
Ayrica s, = 1 mod g oldugundan, s, # ¢ olur. Demek ki s, = 1 ve p? elemanl
(dolayisiyla bir abel grubu olan) Sylow p-altgrubu normal.

sq\p2 oldugundan s; = 1, p, p? olur. Ayrica s¢ = 1modq olmali. ¢ > p
oldugundan, s, # p olmali. Eger s, = p? ise, g asali p? — 1= (p—1)(p+ 1)
sayisini boler, dolayisiyla g asali p—1 ve p+ 1 sayilarindan birini béler. Birinci
sikkin miimkiin olmadigini ¢ > p esitsizliginden biliyoruz. Demek ki ¢ asali
p + 1’i boler; ama ¢ > p oldugundan bundan da ¢ = p + 1 gikar, ki bu da
g # 1modp kosuluyla celigir. Demek ki s, = 1 ve ¢ elemanh (dolayistyla bir
abel grubu olan) Sylow g-altgrubu da normal.

Eger A ve B, G’nin Sylow p ve g-altgruplariysa, biitiin bunlardan G =
A ® B gikar. O

Notlar ve Ornekler

16.5. 15 elemanl bir grup Z/15Z grubuna izomorf olmak zorundadir ¢iinkii Sonug 16.3’e gore
Sylow 3 ve 5-altgruplari normal olmak zorundadir. Kesigimleri 1 oldugundan elemanlari
birbirleriyle degigirler.

16.6. Ayni nedenden 35 elemanl bir grup Z/35Z grubuna izomorf olmak zorundadir.

16.7. |G| =12 = 22 x 3 ise, bu durum Sonug 16.5’in kapsamina girmiyor ama gene de iiste-
sinden gelebiliriz. s3 = 1mod 3 ve s3|4 olur. Demek ki s3 =1 ya da s3 = 4. Eger s3 =4
ise, her biri 3 elemanli olan Sylow 3-altgruplar: ikiger ikigser 1’de kesisirler ve boylece
derecesi 3 olan toplam 4 x (3 — 1) = 8 tane eleman olur. Geri kalan 12 — 8 = 4 eleman
normal bir Sylow 2-altgrubu olugturmak zorundadir. Demek ki 12 elemanli bir grupta
Sylow altgruplarindan biri normal olmak zorundadir.

16.8. |G| =28 = 22 x 7 ise, s7 = 1mod 7 ve s7|4 olur. Demek ki s7 =1 olur.

16.9. |G| = 2% x 7 =156 ise, sy = 1mod 7 ve s7|8 olur. Demek ki s7 = 1 ya da 8 olmali. Eger
s7 = 8 ise G’nin 8 X (7—1) = 48 tane derecesi 7 olan eleman verdir. Geri kalan 8 eleman
normal bir Sylow 2-altgrubu olusturmak zorunda kalir.

16.10. |G| = 2® x 5™ ise, s5 = 1 mod 5 ve s5|8 olur. Demek ki s5 = 1 olur.

16.11. |G| = 2% x 5 = 80 ise, derecesi 5 olan elemanlar: sayarak, eger s5 # 1 ise so = 1
oldugu gosterilebilir. Ote yandan aym1 beceri aym yontemle |G| = 2* x 5% = 400 igin
gosterilemez. Kanitlamasi oldukga zor bir teorem, p™¢™ eleman sayili gruplarin ¢oziiliir
oldugunu séyler (Burnside teoremi). Kanitlamasi ¢ok ¢ok daha zor bir teorem, eleman
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16.12.

16.13.

16.14.

16.15.

16.16.

16.17.

say1s1 2’ye boliinmeyen sonlu gruplarin ¢oziiliir oldugunu séyler (Feit-Thompson teoremi,
[FT)).
Yukaridaki 6rnek ve teoremlerde Sylow p-altgruplarindan biri hep normal oluyordu
ama bu her zaman bdyle olmak zorunda degil. Ornegin Ornek 16.2°de ele aldigimiz ve
coziiliir oldugunu kamtladigimiz Sym 4 grubunun eleman sayis1 2% x 3’tiir ama ne Sylow
2-altgruplar1 ne de Sylow 3-altgruplari normaldir.
p # 2 i¢in Sym n’nin Sylow p-altgruplar: Alt n’nin i¢indedir. Hatta Sym n’nin tek ele-
manli her altgrubu Alt n’nin bir altgrubudur. Bu dedigimiz elbette Sylow 2-altgruplar
icin gecerli degildir.
Déngiisel gruplarin Sylow p-altgruplar: (dongiisel gruplarin her altgrubu gibi) dongiisel-
dir. Ama bunun tersi dogru degildir: n bir tek sayiysa, D2, 'nin her Sylow p-altgrubu
dongiiseldir ama Do, birakin donglisel olmayi, abel grubu bile degildir.
|G| = 30 olsun. Ornek 14.43’e gore G’nin 15 elemanl normal bir H altgrubu vardr.
Ornek 16.5%¢ gére H bir abel grubudur ve 3 ve 5-Sylow altgruplarimin ¢arpimidir. Bu
altgruplar H’nin karakteristik altgruplar1 olduklarindan, G’de normaldirler. Demek ki
30 elemanli gruplarda ss = s5 = 1 olur. Daha fazlasim1 yapabiliriz: Ornek 14.43% gore
G ~ (Z/3Z x Z/5Z) X Z/2Z. Buradan G'nin agagidaki gruplardan birine izomorf oldugu
kolaylikla ¢ikar:

Z/3OZ, Z/?)Z X l)1()7 Z/5Z X D@, D30.

|G| = 105 olsun. Once s5 = s7 = 1 oldugunu kanitlayacagiz, daha sonra 105 elemanl
gruplar1 siniflandiracagiz. Sylow teoremlerinden hemen,

s5=1,7,85=1,21, sr=1, 15

gikar.
Once s5 va da s7’'nin 1 oldugunu gosterelim. Eger ikisinden biri 1’e esit olmasaydi,
derecesi 5 olan 21(5 — 1) = 84, derecesi 7 olan 15(7 — 1) = 90 eleman olurdu ve bdylece
grubun eleman sayis1 105’1 ¢ok asardu.
Sp < G, bir Sylow p-altgrup olsun. O zaman, Ss ya da S7’den biri normal oldugundan,
S5S7, G'nin 35 elemanl bir altgrubu olur. Indeksi 3 oldugundan, Teorem 10.17’ya gore
5557 <1 G olur. Ama Ornek 16.6’ya gore S5S7 ~ Z/35Z olur. Dolaysiyla S5 ve S7 bu
altgrubun karakteristik altgruplaridir. Bundan da S5 ve S7’nin G’de normal olduklari
gikar. Demek ki,

G~ (Z/5Z X Z]TZL) XN Z/3Z

olur. Grup hakkinda daha fazla bilgi elde edebiliriz: Z/5Z X Z/3Z altgrubu 15 elemanh
oldugundan bir abel grubudur. Demek ki Z/5Z < Z(G) olur. Ote yandan Z/7Z grubunun
derecesi 3 olan iki otomorfisi vardir: elemanlar: 2 ve 4 ile carpmak. Demek ki 105 elemanl
en az iki, en fazla {i¢ izomorf olmayan grup vardir. Ama 2 ile ya da 4 ile garpmanin yol
agtigl gruplar izomorfturlar. Demek ki 105 elemanl sadece 2 grup vardir.

p > 2 bir asal olsun. 2p elemanli bir grubun ya déngiisel ya da D2y, ye izomorf oldugunu
kanitlayin.

Alistirmalar

16.18.
16.19.

16.20.

16.21.

20 ve 100 elemanl gruplarda Sylow 5-altgrubunun normal oldugunu kanitlayin.

p # q iki asal olsun. Eger s,(G) = s4(G) = 1 ise Sylow p-altgrubun elemanlariyla Sylow
g-grubunun elemanlar1 degisirler.

Sonlu bir grubun sifirkuvvetli olmasi i¢in her Sylow p-altgrubunun normal olmasi yeter
ve gerek koguldur. (Bkz. Teorem 15.18.)

D2, ’nin Sylow p-altgruplarinin izomorfi tipini ve eleman sayisini bulun.



288

16.22.
16.23.
16.24.
16.25.

16.26.

16. Sylow Teoremleri

Symb5 ve Alt5 gruplarinda sz = 10 ve s5 = 6 oldugunu kanitlayin.
45 elemanli gruplarin abel olduklarim kanitlayin.
99 ve 175 elemanl gruplarin abel olduklarimi kanitlayin. (Bkz. Sonug 16.5.)

Sonlu bir grupta Sylow p-altgruplarinin kesisiminin normal (hatta karakteristik) bir
altgrup oldugunu kanitlayin. Eger G = Sym4 ve p = 2 ise bu kesisimi bulun.

Sym 5’in 15 ya da 30 elemanl altgrubu olmadigini kanitlayin.

Asagidaki sonucun sadece kendisi degil, kamit yontemi de énemlidir. Ben-
zer kanit yontemleri bagka kapsamlarda da ige yarayabilir. Zaten bu ytlizden
“Frattini Teoremi” degil “Frattini argiman” ya da “akil yiirtitmesi” adi veri-
lir.

Sonug 16.6 (Frattini Akil Yiiriitmesi). G' bir grup, H < G ve P € Syl, H
olsun. O zaman G = HNg(P) olur.

Kanmit: g € G olsun. PY < HY = H olur. Demek ki P9 € Syl, H. Sylow
teoremine gore bir h € H icin P9 = P", yani gh™' € Ng(P) olur. Buradan

g € Ng(P)H cikar. O

Notlar ve Ornekler

16.27.

16.28.

G sonlu bir grup ve P € Syl, G olsun. Ejer No(P) < H < G ise Ng(H) = H wve
|G/H| = 1modp olur. Bunun ézel bir durumu olarak Ng(Ng(P)) = Na(P) elde ederiz.
Kanit: P € Syl, H ve H <t No(H) oldugundan, Frattini akil yiiriitmesine gére (Sonug
16.6’da G yerine Ng(H) alin), Ng(H) = HNy,m)(P) < HNg(P) = H olur. Demek
ki Ne(H) = H.

N¢g(P) < H oldugundan, N¢g(P) = Ng(P) olur. Sylow teoremine gore,

|G/Na(P)| = sp(G) = 1modp
olur. Ayni teoremi H’ye uygularsak
|H/NG(P)| = |H/Nu(P)| = sp(H) = 1modp

buluruz.

|G/Ne(P)| = |G/H||H/Nc(P)|
oldugundan, basit modiiler aritmetik geregi |G/H| = 1mod p buluruz.
Son énerme i¢in H = N¢(P) almak yeterli. O
120 elemanly bir grup basit olamaz.
Kanit: G eleman sayis1 120 olan basit bir grup olsun. G’nin 6 tane Sylow 5-altgrubu
var. Dolayisiyla G’yi Sym 6’nin icine gémebiliriz. G’nin normal altgrubu olmadig icin G,
Alt 6’nin igine gémiiliir. Bundan boyle G < Alt 6 varsayimim yapalim. P < G < Alt6
bir Sylow 5-altgrubu olsun. |Ng(P)| = 20 ama basit bir hesapla goriilebilecegi tizere
|Nawws(P)| = 10. Celigki. Bkz. https://crazyproject.wordpress.com/2010/07/18/
there-are-no-finite-simple-groups-of-even-order-less-than-500-except-for-
the-orders-2-60-168-and-360/

Aligtirmalar

16.29.

N <G ve P, N’nin bir Sylow p-altgrubu olsun. Eger P<4N ise P<1G oldugunu kanitlayin.
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16.30. |G| = 24 olsun. G'nin 4 ya da 8 elemanh normal bir altgrubu oldugunu kamtlayacagiz.
P € Syl, G olsun. |P| = 8 olur. G — SymG/P ~ Sym 3, homomorfisi G’nin G/P
sol 6telemeler kiimesine standart etkisi olsun. K, bu homomorfinin etkisi olsun. K < P
oldugundan, |K| sayis1 8’ béler. Ote yandan 24/|K| = |G/K| says1 |Sym3| = 3! = 6
sayisini boler, demek ki |[K| =4 ya da 8 olmali. Ayrintilar1 kontrol edin.
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A. Oklid Diizleminin

Simetrileri

Cocuklugumuzdan beri agina oldugumuz Oklid diizleminde mesafe, paralellik,
agl, dogrusal olmak gibi kavramlar ve iligkiler vardir. Bu kavramlara saygi
duyan dontigiimler, mesela mesafeyi degigtirmeyen, paralelligi bozmayan, agiy1
degistirmeyen, dogrusalligi koruyan doniigtimler illa ki 6nemli olmali, en azin-
dan haritacilikta, denizcilikte, havacilikta! Bu boliimde bu kavramlardan ba-
zilarini koruyan doniisiimlerle ilgilenecegiz!.

A.1 Izometriler

Diizlemde iki noktamn uzakhgimi degistirmeyen doéntigiimler (fonksiyonlar)

vardir. Bunlara izometr: adi verilir. Birazdan bunlarin hepsini bulacagiz.
Bu tiir doniigtimlere birkag 6rnek verelim:

1. Oteleme. Noktalar belli bir dogrultuda ve belli bir uzakhkta 6teledigimiz-

de, noktalarin aralarindaki mesafe degigmez. Bu tiir doniigtimlere oteleme

denir.

[
L

Bir vektor dogrultusunda 6teleme noktalarin birbirlerine olan uzakhigini degistirmez.

2. Simetri. Iki noktanin herhangi bir dogruya gore simetrigini aldiginizda, o
iki nokta arasindaki mesafe degismez.

1Bu ek Seyfi Tiirkelli’yle birlikte yazilmigtr.
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3. Dondiirii. Diizlemi belli bir nokta etrafinda belli bir derece dondiirmek
noktalar arasindaki mesafeyi bozmaz.

>
>
Bir dogruya gore alinan simetri noktalarin
birbirlerine olan uzakhgini degistirmez.
Bu doniisiimlere rotasyon ya da dénduri denir.
A

>
__________ lid

Diizlemi bir noktanin etrafinda dondiirmek noktalar arasindaki mesafeyi degistimez.

Yukardaki doniigiimlerin bileskeleri de noktalar arasindaki mesafeleri degistir-
mezler. Bu yazida, bunlarin birbirleriyle bilegkeleri diginda, diizlemin mesafe
degistirmeyen dontigiimi olmadigini kanitlayacagiz. Buna benzer bir sonucu
once gercel sayilar kiimesi R i¢in kanitlayalim, daha kolay olacak.

A.1.1 R’nin Izometrileri

Gergel sayilarda x ve y arasindaki mesafe, herkesin bildigi tizere, |z —y| olarak
tamimlanir. Demek ki,

lz —yl = |f(z) = f(y)]

esitligini saglayan tim f : R — R dontigtimlerini (fonksiyonlarmi) bulmak
istiyoruz.
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f boyle bir doniigtim olsun. Asagida, f’yi adim adim degistirerek en so-

nunda Idg (yani birim fonksiyonu, yani hi¢bir noktanin yerini degistirmeyen
fonksiyon) yapacagiz. Birinci adimda f’yi f(0) = 0 esitligini saglayan bir
doniigiimle degistirecegiz. Ikinci adimda f’yi f(0) = 0 ve f(1) = 1 esitligini
saglayan bir doniisiimle degistirecegiz. Uciincii adimda boyle bir déniisiimiim
hi¢bir noktanin yerini degistirmedigini kanitlayacagiz. flk iki adimda yaptigi-
miz degigimleri bildigimizden, ii¢iinci adim bize mesafeleri degistirmeyen tiim
doniigtimleri verecek.
Birinci Adimm. Tlk olarak 01 tekrar 0’a geri getirecegiz. Soyle yapalhm: Diye-
lim 0 noktasi f altinda a noktasina gitti, yani f(0) = a. Tim = noktalarim
x — a noktalarina génderen dontigiime t_, diyelim ve t_, o f doniigimiine
bakalim. Bu déniigiim héala daha mesafeleri korur (glinkii hem f hem de ¢_,
doniigimii mesafeleri korur). Dahasi, bu doniigtim 0 noktasini 0 noktasina yol-
lar:

(t-a© f)(0) = t-a(f(0)) =t-a(a) =a—a=0.

|
0 fl0)=a x-a x

t_, dontisimii

Ikinci Adim. Yukarda 0 noktasim 0 noktasima geri gotiirdiik. Bu ikinci adim-
da f’'nin ayrica bu 6zelligi oldugunu varsayalim. Demek ki f doniigimi
a. Noktalar arasindaki mesafeyi koruyor, ve

b. £(0) = 0.

| | |
1 1

T

-x 0 X

~._ 7

r_1 dontisiimii, 180 derecelik dondiiriici...

Simdi, yukardaki iki 6zelligi bozmadan 1 noktasini 1 noktasina yollattiracagiz.
Asagidaki esitliklere bakalim: 1 = |1 —0] = |f(1) — f(0)| = [f(1) — 0] = | f(1)],
yani |f(1)] = 1. Demek ki f(1) ya 1’e ya da —1’e esit. f(1) = € = £1 olsun.

Simdi 7¢(z) = ex déniigiimiine bakalim?. Bu doniisiim noktalar arasmdaki
mesafeyi bozmaz ve bu da, f gibi, 0 noktasini 0 noktasina gonderir.

2Her ¢ € N icin, 71 (z) =z ve r_1(z) = —z.
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Simdi rco f doniistimiinti ele alalim. Bu r.o f dontisiimii hala daha noktalar
arasindaki mesafeyi korur, ayrica 0’1 0’a ve 1’i 1’e génderir:

(re o £)(0) = 7<(£(0)) = re(0) = €0 = 0.
(reo Y1) =re(f(1)) =re(e) =€ = 1.

Demek ki, eger f,0 noktasini 0 gonderiyorsa, r. o f doniisiimii noktalar ara-
sindaki mesafeyi korur, ayrica 0’1 0’a ve 1’i 1’e gonderir.
ﬂ'giincii Adim. Yukarda 1 noktasini tekrar 1 noktasina geri gétiirdiik, ayrica
0 da 0’a gidiyor. Simdi dontiglimiimiiziin bu iki 6zelligi sagladigini varsayalim.
Demek ki f doniigtimii,

a. Noktalar arasindaki mesafeyi koruyor,

b. f(0) =0,

c. f(1)=1.

Bu iig 6zelligi saglayan bir doniigiimiin hicbir noktanin yerini degigtirme-
yecegini, yani 6zdesglik fonksiyonu oldugunu kanitlayacagim simdi.

Herhangi bir 2 noktasi (sayisi1) alalim. Iki kiigiik hesap yapalim:

|z = & = 0 = |f (=) = f(O)] = [f(2)],
[z — 1] = [f(z) = fF()] = [f(z) = 1].

Birinci hesaptan f(z) = 4z gkar. Diyelim f(z) = —z. Bundan ve ikinci
hesaptan +(z — 1) = —x — 1 gikar. Bunun tek bir ¢éziimi vardir: =z = 0.
Demek ki f(x) = —x ise, z =0 ve f(x) = .

Istedigimizi kanitladik, yani boyle bir f, birim fonksiyonu olmak zorunda.
Ozetleyin. Noktalar arasindaki mesafeyi degistirmeyen herhangi bir f : R —
R dontisiimi aldik. Birinci adimda t_, o f doniisimiinti alarak 0’1 0’a yol-
ladik (Burada a = f(0).) Ikinci adimda, belli bir € = %1 icin, 7 0 t_q 0 f
doniigiimiiniin 01 0’a ve 1'i 1’e yolladigini kanitladik. (Burada € = (t_, o
) = t_o(f(1) = f(1) —a = f(1) — £(0).) Ugiincii adimda béyle bir
doniigtimiin Idg oldugunu kanitladik, yani

reot_qo f =1Idg, yani f =t,ore.
Teorem A.1l. Gergel sayilarn mesafeyi degistirmeyen donisimleri kimess
{toorc:a e Re=+1}
kiimesidir. Eger f mesafeleri degistirmeyen bir donistimse, f,
flz) = (f(1) = £(0))x + f(0)

olarak tanamlanan doniisimiidiir. Burada f(1)— f(0) = 1 olmak zorundadur®.

3Uzmanin dilinde yukardaki sonug Isom(R) ~ R x Z/2Z olarak okunur.
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A.1.2 R?*nin Izometrileri

Simdi f : R? — R?, mesafeleri degistirmeyen bir doniisiim olsun. Yukardaki
gibi f’yi yavas yavag birim fonksiyonuna doniistiirecegiz.

Birinci Adim. Yukardaki gibi, énce (0,0) noktasini gittigi yerden geri geti-
relim. §6yle yapalim: f(0,0) = (a, b) ise, noktalarimiz1 (—a, —b) yoniine dogru
oteleyelim, ki (a,b) noktasma giden (0,0) noktas: tekrar (0,0) noktasina geri
donstin. Bir bagka deyisle, ¢(_, ) doniisimi,

tca-t)(T,y) = (x —a,y —b)
olarak tanimlanmig 6telemeyse, f yerine
t—a,—ty© f

dontisiimiine bakalim. Bu doéniigiim noktalarin mesafesini bozmadig gibi, ay-
rica (0,0) noktasimin yerini de degistirmez:

(t(=a,—b) © £)(0,0) = t(_a,—1)(f(0,0)) = t(_4p)(a,b) = (a — a,b—b) = (0,0).

(x, y)
o
(x—a,x-Db) e
04 00=@b)

v®

t(_q, -p) Otelemesi

t(—a, —h)(xa y) = (-x —-a,y - b)

Ikinci Adim. Simdi f, noktalarin aralarindaki mesafeyi degistirmeyen ve
£(0,0) = (0,0) esitligini saglayan bir doniigiim olsun. f’yi degistirerek, f’ye
(1,0) noktasini da sabitlettirecegiz. (1,0) noktasinin (0, 0) noktasina uzaklig 1.
Bu yiizden, f, (0,0) noktasim sabitledigine gore, mesafeleri de degistirmedigine
gore ve f,(1,0) noktasim (0,0)’dan uzaklhgr gene 1 olan bir bagka noktaya
yollar. (0,0) merkezli bir dondiiriiyle bu noktay1 tekrar (1,0) noktasina geri
gotiirebiliriz: Oyle bir p déndiiriisii vardir ki, p o f déniisiimii,

a. Noktalar arasindaki mesafeyi korur,

b. (0,0)’mn yerini degistirmez,

c. (1,0)1n yerini degistirmez.
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ﬂ'gﬁncﬁ Adim. Simdi f’nin yukardaki ii¢ 6zelligi sagladigini varsayalim. Bu
sefer (0, 1) noktasim tekrar (0, 1) noktasina geri gotiirecegiz. (0, 1) noktasinin
(0,0) noktasindan uzakligi 1,(1,0) noktasindan uzaklhgr +/2’dir. Dolayisiyla
(0,1) noktasinin gittigi yer de bu iki 6zelligi saglamal. Yani (0,1) noktasi
ya gene (0,1) noktasina ya da (0, —1) noktasma gitmeli. Bir bagka deyisle,
belli bir e = +1 igin f(0,1) = (0, €) esitligi gegerlidir. Simdi r.(z,y) = (x, ey)
doniigtimiine bakalim. Bu doniigiim, eger € = 1 ise birim doéniigiimdiir, eger
e = —1 ise x eksenine gore simetridir. Dolayisiyla r. doniisiimii - aynen f
gibi - noktalar arasindaki mesafeyi degistirmez ve (0,0) ve (1,0) noktalarimi
sabitler. Dolayisiyla r. o f doniigiimii de ayni 6zellikleri saglar. Ayrica re o f
dontigiimii (0, 1) noktasini gene (0, 1) noktasina yollar:

(re© f)(0,1) = re(f(0,1)) = re(0,€) = (0, €%) = (0, 1).

Demek ki r. o f dontigiimii,
a. Noktalar arasindaki mesafeyi korur,
b. (0,0)"mn yerini degistirmez,
c. (1,0)1n yerini degistirmez,

d. (0,1)’mn yerini degistirmez.
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Doérdiincii Adim. Simdi f'nin yukardaki dort 6zelligi sagladigini varsayalim.
Bu durumda f’nin birim fonksiyon oldugunu kanitlamak oldukca kolaydir.
Ayrintilar1 okura birakiyoruz.

Ozetleyin. Noktalar arasindaki mesafeyi degistirmeyen bir f doniisiimiiyle
basgladik ige. Birinci adimda f yerine, belli bir t 6telemesi icin, ¢ o f alarak
(0,0) noktasinin sabitlendigini varsayabildik. Ikinci adim sayesinde, to f yerine,
(0,0) merkezli belli bir p dondiiriisii i¢in, p ot o f doniigiimiinii alarak sadece
(0,0) noktasinin degil, ayrica (1,0) noktasimin da sabitlendigini varsayabiliriz.
Uciincii adim sayesinde, poto f yerine, x eksenli bir r, simetrisi igin, r.opoto f
doniigiimiini alarak sadece (0,0) ve (1,0) noktalarimin degil, ayrica (0, 1) nok-
tasinin da sabitlendigini varsayabiliriz. Dordiincii adimda boyle bir dontigtimiin
birim fonksiyon olmasi gerektigini sdyledik (kanitim okura biraktik.) Demek
ki, belli bir ¢ 6telemesi, (0,0) merkezli belli bir p dondiiriisii ve = eksenli bir
re simetrisi igin, r. o poto f = Id. Agagidaki teoremi kanitladik:

Teorem A.2. f : R? — R2?, noktalarn arasindaki mesafeyi degistirmeyen
bir donigim olsun. O zaman, belli bir t dtelemesi, (0,0) merkezli belli bir p
déndiiriisii ve x eksenli bir r. simetrisi i¢in, f =t o pore olur.

A.2 Dogrular1 Dogrulara Gotiiren Dontuisiimler

Bir 6nceki boliimde R? diizleminin uzakhg1 degistirmeyen déniisiimlerini bul-
duk. O yazidaki teoreme (ikincisine) bakildiginda, bu déniigiimlerin dogrular
dogrulara yolladig1 anlagilir, ¢linkii 6telemeler, simetriler ve dondiiriiler dog-
rular: dogrulara yollarlar.

4Uzman dilinde bu teorem, Isom(R?) ~ (R? x R/Z) x Z/27Z olarak okunur.
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Bu yazida R? diizleminin dogrular: dogrulara yollayan birebir doniisiimle-
rini, yani her ¢ dogrusu igin, f(¢) = ¢ iligkisini saglayan saglayan bir ¢
dogrusunun bulundugu déniigiimleri simflandiracagiz (¢ dogrusu her ¢ igin
degisir, yoksa f birebir olamaz.)

Yukardaki 6zelligi olan bir f doniisimii paralel dogrular1 paralel dogrulara
gotiirmek zorundadir. Nitekim, eger ¢ ve m paralel dogrularsa ve f(¢) = ¢ ve
f(m) = m/ ise ve P € ¢'Nm/ ise, o zaman, belli bir Q € ¢ ve R € m igin
f(Q) = P = f(R) olmak zorunda; ve f birebir oldugundan Q@ = R € m N ¢,
celigki.

Bu yiizden (paralel dogrular paralel dogrulara gotiirdiigiinden) bu dénii-
stimler, R? Oklid geometrisinin 6zyap1 doniisiimleri olarak diigiiniilebilir.

Heyecani kaybetmemek icin sonucu gsimdiden séylemeyecegiz.

f : R? — R? yukardaki gibi bir déniigiim olsun. Demek ki her P, Q € R?
i¢in, f, PQ dogrusunu f(P) ve f(Q)'dan gegen dogruya yolluyor, yani

f(PQ) = f(P)f(Q).

0

Birinci Adim. Bir 6nceki yazidaki gibi f’nin bir 6telemeyle bilegkesini
alip, f'nin (0,0) noktasim gene (0,0) noktasina gotiirdiigiinti varsayabiliriz.
Soyle yapariz: £(0,0) = (a,b) ise ve t : R? — R? fonksiyonu (6telemesi)

f(wvy) = (‘T_CL?y_a)

olarak tamimlanmigsa, f yerine t o f dontisimiinii alip, f’'nin dogrular1 dogru-
lara gotirdiigiinii, ayrica (0, 0) noktasini yerinden kimildatmadigini varsaya-
biliriz.

A

Ikinci Adim. f : R? — R? dogrular1 dogrulara gétiiren ve (0,0) noktasim ki-
mildatmayan bir déniigiim olsun. O zaman (0,0)’dan gecen dogrular f altinda
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gene (0,0)’dan gegen dogrulara giderler. (0,0) merkezli bir dondiiriiyle x ekse-
nini gittigi yerden aynen geri getirebiliriz, yani 6yle bir r dondiiriisii bulabiliriz
ki, r o f doniigtimii dogrular1 dogrulara gétiiriir, (0,0) noktasini sabit tutar ve
ayrica = eksenini gene x eksenine yollar®.

A

Goriildiign gibi f doniisimiinii yavag yavas 6zdesglige benzetiyoruz.

Ugiincii Adim. f : R? — R2, dogrular dogrulara gétiiren, (0,0) noktasimni
kimildatmayan ve x eksenini  eksenine gétiiren bir déniigiim olsun. (1,0) nok-
tasi, belli bir a € R\ {0} i¢in, (a,0) noktasma gider. r, : R? — R? fonksiyonu
ro(z,y) = (a~'x,y) olarak tanimlansin. r, fonksiyonu, aynen f gibi, dogrular
dogrulara gotiiriir, (0,0) noktasini (0, 0) noktasina gotiiriir, = eksenini gene x
eksenine gotiirtir. Simdi r, o f doniigtimiine bakalim. Bu doniigim de dogrular:
dogrulara gotiiriir, (0,0) noktasim (0,0) noktasina gotiiriir, = eksenini gene x
eksenine gotiiriir, ama ayrica (1,0) noktasini gene (1,0) noktasina gotiiriir.

4

Dérdiincii Adim. f : R? — R? fonksiyonu, dogrular1 dogrulara gotiirsiin ve
(0,0) ve (1,0) noktalarim sabitlesin. (O zaman z eksenini = eksenine gotiirmek
zorundadir. Dolayisiyla, paralel dogrular: paralel dogrulara gotiirdiigtinden ya-
tay dogrular1 yatay dogrulara gotiirmek zorundadir.) §imdi (0,1) noktasini
tekrar (0,1) noktasina gotiirmek istiyoruz. Nasil yapacagiz? Bu, biraz daha
ZOT.

£(0,1) = (¢, d) olsun. Simdi g : R? — R? doniigiimiinii

9(z,y) = (z —d ey, dy)

SUzmana Not: Eger R yerine bagka bir cisim alirsak, bu adimda dondiirii kullanamay1z,
ama dogrusal bir doniigiimle = eksenini x eksenine gotiirebiliriz.
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kuraliyla tanimlayalim. g déniisiimii dogrular1 dogrulara gotiiriir ve (0,0) ve
(0, 1) noktalarini sabitler. Ayrica (¢, d) noktasini (0, 1) noktasina gotiiriir. De-
mek ki g o f doniigiimii dogrular1 dogrulara gotiiriir ve (0,0), (1,0) ve (0,1)
noktalarini sabitler (dolayisiyla x ye y eksenlerini de kendilerine gotiiriir.)

ikinci, ﬂ'gﬁncﬁ ve Dordiincii Adimlar Uzerine Bir Not. Iki, {i¢ ve dor-
diincii adimlar1 dogrusal bir doéniigiimle tek hamlede yapabilirdik.

f(1,0) = (a,b) ise f(0,1) = (¢,d)

ise,

(2,1) = dex —cy —bxr+ ay
KEY) = ad —be’ ad—be

kuraliyla tanimlanmig olsun. Simdi go f doniigiimii dogrular1 dogrulara gotiiriir
ve (0,0),(1,0) ve (0,1) noktalarmn: sabitler. (Tabii bunu yapmadan énce ad —
be # 0 esitsizligini kanitlamak lazim.)

Besinci Adim. f : R?> — R? fonksiyonu, dogrular dogrulara gotiirsiin ve
(0,0),(1,0) ve (0,1) noktalarmni sabitlesin. O zaman f déniisimii bu nokta-
lardan gegen ii¢ dogruyu gene kendilerine gotiiriir, yani x eksenini x eksenine,
y eksenini y eksenine ve y = —x + 1 dogrusunu gene kendine gotiirmek zorun-
dadir. Ayrica f’nin paralel dogrular: paralel dogrulara gotiirdiigiini biliyoruz.
Dolayisiyla yatay dogrular: yatay dogrulara, dikey dogrulari dikey dogrulara
gotiiriir. Ayrica egimi —1 olan dogrular: gene egimi —1 olan dogrulara gotiiriir.
Bayag sey biliyoruz. Biitiin bunlardan f’nin her noktay: sabitledigini kanitla-
yacaglz.

Simdi = € R olsun. (z,0) noktas: x ekseninde oldugundan,

f(a;,O) = ((p(x),O)

tlirtinden yazilabilir. Boylece bir ¢ : R — R fonksiyonu elde ediyoruz. f
doniigiimii (0,0) ve (1,0) noktalarim sabitlediginden ¢(0) = 0 ve ¢(1) = 1.
Yakin gelecekte, her = € R igin, ¢(x) = x esitligini kanitlayacagz.
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(0, 1)

(1, 0) \ (b, 0)

Bundan béyle f : R? — R? ve ¢ : R — R bu paragrafta tanimlandig1 gibi
olsunlar.

Altinct Adim. Bu adimda, her z € R igin f(0,z) = (0,¢(x)) esitligini
kanitlayacagiz. Herhangi bir b € R alalim. f doniigiimii y eksenini gene y
eksenine gotiirdiigiinden, f(0,b) noktasi y ekseni iistiindedir, yani birinci ko-
ordinat1 0’dir. Tkinci koordinatn ¢(b) oldugunu kamtlayacagz.

Simdi (b,0) ve (0,b) noktalarmdan gegen ¢ dogrusunu ele alahm ve yukaridaki
sekilden izleyelim. Egimi —1 olan ¢ dogrusu f tarafindan kendisine paralel bir
dogruya yollanir. Ama (b,0) € ¢ oldugundan, (¢(b),0) = f(b,0) € f(¢). Demek

ki f(0,b) = (0,(b)).
Yedinci Adim. Simdi sunu iddia ediyoruz: Her (z,y) € R? i¢in

f(z,y) = (e(x),0(y))

esitligi dogrudur.
Herhangi bir (z,y) noktas: alahm. (z,0)’dan gegen dikey dogru

f($a0) = ((p(:E),O)

‘"dan gecen dikey dogruya gitmek zorunda. Ayni zamanda (0,y)’den gegen
yatay dogru f(0,y) = (0, ¢(y))’den gegen yatay dogruya gitmek zorunda. Do-
laywsiyla (z,y) noktasi (¢(z), ¢(y)) noktasina gitmek zorunda.
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(0, @(y)) flx, y) = (9(x), o(y))
®
(x, )
(0, )
o >
(x, 0) (@(x), 0)

Bir Sonug. Yukardaki adima gore, (1,1) noktas1 f altinda

F1L1) = (p(1), (1)) = (1,1)

noktasina, yani kendine gitmek zorunda. Dolayisiyla (0,0) ve (1,1) nokta-
larindan gegen dogru da kendine gider. Demek ki egimi 1 olan bir dogru gene
egimi 1 olan bir dogruya gider. Egimi —1 olan bir dogrunun gene egimi —1
olan bir dogruya gittigini zaten biliyoruz.

Sekizinci Adim. Bu paragrafta, ¢’nin toplamaya saygi duydugunu, yani her
z,y € Rigin, p(x +y) = p(z) + ¢(y) esitligini kanitlayacagiz.

(a+b, 0)
4’ [ >
(a, 0

) (6,0)
Yukaridaki sekilden de goriilecegi tizere, (a,0) ve (b,0) noktas: verilmigse,
(a+1b,0)

noktasini dikey, yatay ve egimi 1 ve —1 olan dogrularin kesigimlerinden elde
edebiliriz. Simdi, (a + b,0) noktasmi bulmak igin kullandigimiz bu yedi dog-
ruya ve yedi noktaya f’yi uygulayalim. Aynen bu sekle benzeyen bir durum
elde ederiz. x ve y eksenler ve (0,0) noktas: yerlerinden kimildamaz. Boylece

f(a’7 0) = (90((1), 0)
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ve f(b,0) = (¢(b),0) noktalarindan hareket ederek ve aym yontemle

(w(a) + ¢(b),0)

noktasimi elde ederiz. Ote yandan bu nokta aym zamanda f (a + b,0), yani
(p(a+b),0) noktasidir da. Demek ki p(a + b) = p(a) + ¢(b).

Dokuzuncu Adim. Bu paragrafta, ¢’nin carpmayla uyumlu oldugunu, yani
her z,y € R i¢in, p(xy) = ¢(z)¢(y) esitligini kanitlayacagz.

Asagidaki sekilden de goriilecegi tizere, (a,0) ve (b,0) noktasi verilmisse,
(ab,0) noktasim verilmis noktalardan gecen dogrularla elde edebiliriz. Simdi,
(ab, 0) noktasini bulmak igin kullandigimiz bu dokuz dogru ve dokuz noktaya
fyi uygulayalm. Aynen bu sekle benzeyen bir durum elde ederiz. U¢ dogru
(x ve y eksenleri ve z = 1 dogrusu) ve iki nokta ((0,0) ve (1,0) noktalar:)
yerlerinden kimildamaz.

(0, ab) .<

(0, a)

(ab, 0)

(6, 0)

(1,0) (a,0)
Boylece f(a,0) = (¢(a),0) ve f(b,0) = (¢(b),0) noktalarindan hareket ederek
aym yontemle (¢(a)p(b),0) noktasim elde ederiz. Ote yandan bu nokta aym
zamanda f(ab,0), yani (¢(ab),0) noktasidir da. Demek ki ¢(ab) = ¢(a)p(b).
Onuncu Adim. Adim adim yolun sonuna geldik. Simdi 6niimiizde, her z,y €
R icin, p(z +y) = ¢(x) + ¢(y) ve p(zy) = ¢(x)p(y) esitliklerini saglayan bir
fonksiyon var. Boyle bir ¢ fonksiyonunun birim fonksiyon oldugunu goéstermek
zor degildir. Demek ki dordiincti adimda buldugumuz dontisiim birim fonksi-
yonuymus.
ézetleyin. Dogrular1 dogrulara génderen birebir bir f : R — R fonksiyonuyla
yola koyulduk.

Birinci adimda, bir ¢ 6telemesi igin, to f doniigtimiiniin dogrular1 dogrular
gotiirdiiglinii, ayrica (0,0) noktasinin yerini degistirmedigini gordiik.
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Ikinci adimda, bir p dondiirtisii igin, p o t o f doniigimiiniin dogrular
dogrular1 gotiirdiigiinii, (0,0) noktasinin yerini degistirmedigini, ayrica x ek-
senini x eksenine gotirdigiini gordiik.

Ugiincii adimda, belli bir «a igin,

1

r(z,y) = (a” z,y)

kuraliyla tanimlanan bir r fonksiyonu igin,
ropotof

doniiglimiiniin dogrulari dogrular: gétiirdiigiinii, (0,0) noktasinin yerini degis-
tirmedigini, x eksenini x eksenine gétiirdiigiinii ve ayrica (1,0) noktasini (1,0)
noktasina gotiirdiigiini gordiik.

Dérdiincii adimda, belli bir u,v € R igin ve g(x,y) = (z — uy, vy) kuraliyla
tanimlanan g fonksiyonu i¢in, goropoto f doniigimiiniin dogrular1 dogrular:
gotiirdiiglini, (0,0) noktasinin yerini degistirmedigini, x eksenini x eksenine
gotiirdiigiini, (1,0) noktasmi (1,0) noktasina gotiirdiigiinii ve ayrica (0, 1)
noktasini (0, 1) noktasina gotiirdiigiinii gordiik.

Beginci ve sonraki adimlarda, yukardaki 6zellige sahip bir fonksiyonun bi-
rim fonksiyon olmasi gerektigini gordiik, yani goropoto f = Idg. Bundan
da kolaylikla su sonug ¢ikar:

Teorem A.3. f:R? — R? dogrular dogrulara gétiiren birebir bir fonksiyon
olsun. O zaman, 6yle bir t dtelemesi, oyle bir p dondirisi ve oyle bir

9(x,y) = (azx + by, cy)
fonksiyonu varder ki, f =to po g esitligi saglan®.

Aligtirmalar

A.l. R"™ uzaymin mesafe degigtirmeyen déntigiimlerini bulun. (Not: R™ uzayinda (x1,...,Zn)
ve (y1,...,Yn) arasindaki mesafe

Ylar =)+ + (@0 —ya)?

olarak tanimlanir.)

A.2. “Mesafe” kavrami bulundugumuz cografyaya gore degisebilir. Ornegin, bir sehrin sokak-
larindaysaniz, bir noktadan bir diger noktaya gitmek icin diiz dogruyu secemeyebilirsi-
niz, karginiza evler, hanlar, konaklar gikar, ozellikle bu is icin tasarlanmig sokaklardan
yirtimek zorundasiniz.

6Uzmana Not: Bu teoremin kanitindan sunlar ¢ikar: 1. K bir cisim olsun. K ?’nin dogrular:
dogrulara gotiiren eglemeleri (K2 x GL2(K)) x Aut(K) grubuna izomorfiktir. 2. Eger Ba(R)
tist-liggen matrislerse (yani standard Borel altgrubu), GL2(R) = SO2(R)B2(R). (Ama bu iki
altgrubun hicbiri normal degil, ayrica ikisi de ¢oziilebilir.)
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Ornegin New York’ta, bir noktadan bir bagka bir noktaya ancak kuzey, dogu, giiney
ve bat1 yonlerine dogru giderek gidebilirsiniz. New York sokaklarindaki (z,y) ve (z,t)
noktalar1 arasindaki (en kisa) mesafe

d((z,9), (2,1)) = |z — 2 + |y — |

olarak tanimlanmali. R? diizleminin bu mesafe kavramim degistirmeyen doniigiimlerini
bulun, yani her x,y, z,t € R icin,

d((z, y)v (2,1)) = d(f (=, y)a f(z?t))

egitligini saglayan tiim f : R? — R? déniigiimlerini bulun.






B. Kartezyen Carpim Serbest
Abel Grubu Olmayabilir

@Dy Z grubu, tamm geregi, serbest abel grubudur. Acaba, [[Z grubu da
serbest mi? Bu ekte! [y Z grubunun serbest abel grup olmadigini, yani bir /
kiimesi icin @©;Z grubuna izomorf olmadigini kanitlayacagiz?.

Teorem B.1. P = [[{Z grubu serbest abel grubu degildir.

Kanitin Anafikri: Herhangi bir I icin é;7Z serbest abel grubunda 2’ye bo-
liinen, yani 2’nin kati olan elemanlar kiimesi ¢;2Z altgrubudur. 3’e boltinen
elemanlar kiimesi ise @737 altgrubudur. Genel olarak, n’ye boliinen elemanlar
kiimesi @ nZ altgrubudur. Bunlarin hepsinin kesigimi de 0 altgrubudur. Yani
@17 serbest abel grubunda tiim dogal sayilara boliinen 0’dan farkli bir eleman
yoktur. Bir bagka deyisle, verilmig herhangi bir a # 0 elemamn igin, a = nz
denkleminin ¢o6ziimiiniin olmadig: bir n > 0 dogal sayis1 vardir. Yani

(2) da #0Vn > 03z a =nx

onermesi @7 serbest abel grubunda ve her serbest abel grubunda yanlgtir.
Bunu aklimizda tutalim.

Ayni 6nerme ayni nedenden P grubunda da yanligtir. Ama bu 6nermenin
P’de dogru olmasina ramak kalmistir. Bu muglak ciimleyi aciklayalim.

A:@ZgHZ:P
N N

olsun.
p=(n)n=(1,1,2,624,120,...,n!,...) € [[ Z
N

1Bu ek Halime Omriiuzun ile birlikte yazilmigtir.

2Lineer Cebir bilenlere not: Eger K bir cisimse, [ Iy K bir vektor uzay: oldugundan, vektor
uzay1 olarak (dolayisiyla bir grup olarak da) @;K vektor uzayina izomorftur. Bu nedenden
dolay1 benzer sonucun [ [ Z grubu i¢in dogru olmamasi olduk¢a sagirtici bulunabilir.
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olsun. P grubunda p = 2z denkleminin ¢6ztimi yoktur ¢linkii p’nin ilk iki
koordinati 2’ye boliinmez. Benzer nedenden p = 3z ya da p = 42 denkleminin
de ¢oziimleri yoktur. Ama sonlu sayidaki ilk birkag koordinat1 yok sayarsak,
yani biraz hata payiyla p = nx denklemini P grubunda ¢ozebiliriz. Mesela

z=(0,0,0,2,8,40,...,n!/3,...)

ise
3z =(0,0,0,6,24,120,...,n!,...)

olur ve
p—3zx=(1,1,2,0,0,...,0,...) € A

olur. Bir basgka deyisle, P grubunda,
p=nx

denklemini, birakin her n icin ¢ézmeyi, tek bir n > 1 icin bile ¢bzemeyiz belki
ama,

p=nx

denklemini her n > 0 i¢in P/A béliim grubunda ¢6zebiliriz. Sonug olarak (2)
onermesi P/A bolim grubunda dogrudur.

(2) 6nermesi P/A bolim grubunda dogru oldugu gibi, elbette, A < H < P
i¢indeliklerini saglayan her H altgrubu i¢in P/H boliim grubunda da dogrudur.
Dolayisiyla eger H'yi, (1) esitligini kullanarak,

a. A< H<P,

b. P/H serbest
olacak bigimde segebilirsek, o zaman bir ¢eligki elde ederiz ve boylece (1)
esitliginin dogru olamayacag1 gikar.

Planimiz tam boéyle yiirtimeyecek. p’yi yukaridaki verildigi sekilde se¢me-
yecegiz. Ama her pozitif dogal sayiya olmasa da, giderek artan dogal sayilara
boliinen bir p elemaninin ve yukaridaki gibi bir A altgrubunun varlhigin1 goste-
rebilecegiz, bunlar da bize yetecek.

Kanit: Tam tersine P’nin bir serbest abel grubu oldugunu varsayalim. O
zaman P’nin bir tabam vardir, diyelim (e;);er:

(1) P=]]z=EpZe..
N I

i. P sayillamaz sonsuzlukta oldugundan, I da sayilamaz sonsuzluktadir. (Hatta
her ikisinin de kardinalitesi R'nin kardinalitesi kadardur.)
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ii. f, € P elemani, n’inci koordinati 1, diger tiim koordinatlar: 0 olan ele-
man olsun. Bunlardan sayilabilir sonsuzlukta vardir ve A altgrubunu tretirler.
fn'yi e;’lerin lineer kombinasyonu olarak yazalim:

fa= Z Qn;i€i.
el
Verilmig bir n i¢in bu toplamda sadece sonlu sayida 0’dan farkh «,; vardir. J,
yukaridaki esitliklerde gergekten kullanilan gostergeg kiimesi olsun, yani

J={iel: birneNigin a, # 0}

olsun. J kiimesi sayilabilir sonsuzluktadir. Boylece,

(3) fo = e

e

yazabiliriz.
iii. Bu paragrafta so6z verdigimiz H altgrubunu bulacagiz.

Hz(ei:i€J>:@Zei
ieJ
olsun. J sayilabilir sonsuzlukta oldugundan, H de sayilabilir sonsuzluktadir.
Ayrica, (3)’ten dolayi, her n i¢in f,, € H oldugundan,

A=(fn:nel)<H

olur. Ayrica elbette,

P=PZei=Ho | PZe;
1

NJ

ve dolayisiyla

P/H ~ P Ze;

NJ

olur. Yani P/ H serbest abeldir. Dolayisiyla (2) 6nermesi P/H grubunda dogru
olamaz.

iv. Eger bir p = (pn)n € P elemannin tiim koordinatlar1 0’dan degisikse
ve her n i¢in p, < pp41 ise ve p, koordinati p,+1 koordinatini boliiyorsa, p ele-
manna istel artan eleman diyelim. Ustel artan elemanlar kiimesi say1lamaz
sonsuzluktadir ¢linkii iistel bir eleman elde etmek i¢cin her koordinattan bir
sonraki koordinat1 elde etmek icin o koordinat1 2’yle ya da 3’le carpabiliriz.
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v. H sayilabilir sonsuzlukta, tistel artan elemanlar sayilamaz sonsuzlukta
oldugundan oldugundan, H’de olmayan bir iistel artan eleman vardir. Bu ele-
manlardan birine p = (py,), diyelim. P/H grubunda, her n igin

D = pnT
denkleminin bir ¢6ziimi vardir. Nitekim eger
T = (07 07 .. 707 17pn+1/p717pn+2/pTZ7 . ) S P
ise
P —=PnT = (pOapla s 7pn71a0a05 .- ) S < Ha
ve P/H grubunda,
D = pnT
olur. Demek ki (2) 6nermesi P/H’de dogru. Bu da bir 6nceki paragrafla gelisir.
Hedefledigimiz teorem kanitlanmistir. O



C. Hemen Hemen Her Sonlu
Cizge Asimetriktir

Eger bir ¢izgenin 6zdeslik, yani Id fonksiyonundan bagka otomorfizmas1 yoksa,
bu cizgeye asimetrik denir. Iste birden fazla noktasi olan en kiigiik asimetrik

cizge:
Resim gelecek, otomorfizmasiz ¢izge

Asimetrik ¢izge bulmak hi¢ kolay degildir. Ama bu zorluk anlagilan, asi-
metrik ¢izgelerin enderliginden degil, beynimizin simetrisiz diigsiinmede zorlan-
masindan kaynaklanmaktadir. Nitekim hemen hemen her sonlu c¢izge asimet-
riktir. Bir bagka deyisle, bliylik bir n dogal sayisi icin n noktali rastgele bir
cizge segseniz, bu cizge ¢ok biiyiik bir olasilikla asimetrik olacaktir. Bu yazida
bunu kanitlayacagiz. Tam olarak neyi kanitlayacagimizi agiklayalim.

n elemanli bir V kiimesi alahm. V' = {1,2,...,n} olabilir mesela. Noktalar
kiimesi V' olan cizgelerden olugan kiimeye €2 diyelim. 2’'nin tam
2(5)

tane elemani vardir. Nitekim noktalar kiimesi V' olan bir X c¢izgesi bagintila-
riyla, yani E(X) olarak simgelenen bagintilar kiimesiyle belirlenir ve E(X) de,
V’nin 2 elemanl altkiimeler kiimesi olan 2(V)’nin bir altkiimesidir. Demek
ki

9] = lp(pa(V))] = 2721 = 202).

Bu boliimde Q kiimesiyle p(p2(V)) kiimesini 6zdeslestirecegiz. (Q2’daki
gizgelerin noktalar1 V'nin elemanlar1 olarak belirlenmisg oldugundan, €2’daki
cgizgeler bagintilar kiimesi tarafindan tamamen belirlenir.)

Q kiimesindeki asimetrik ¢izge sayis1 a,, olsun.
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sayisi, asimetrik cizgelerin () kiimesindeki oranidir. Bu yazida bu oranin 1’e
yakinsadigini, yani
nh—>rnoo Fon = 1
esitligini kanitlayacagiz. Boylece bliyiik n dogal sayilari igin asimetrik cizge
sayisinin hemen hemen toplam cizge sayis1 kadar oldugu anlagilacak.
Kanitimizin iskeletini olugturacak olan basit bir énsavla basglayalim.

Onsav C.1 (Burnside!). Sonlu G grubu sonlu bir V kiimesine etkisin. O
zaman V ’deki yoringe sayist G 'nin elemanlarinin sabitledigi ortalama eleman

sayrsina, yansi
1 .
il Z | Fixy (g)]
geG

sayisina esittir.

Kamit: A= {(g,x2) € G xV : gr = x} kiimesini iki degisik bigimde sayalim.
Eger saymay1 g € G lizerine toplayarak yaparsak,

(1) Al =) | Fixv(g)]

geG

buluruz. Simdi de saymay1 x € X ftizerine yapalim. Okurun
Gz = {gz : g € G} = 2’in G-yodriingesi

ve
Gy ={g € G: gr = x} = 2’in G'deki sabitleyicisi < G

tanimlariyla,

|G| = |Gz||Gal

esitligini bildigini varsayiyoruz?. Her yoriingeden bir eleman (temsilci) secelim
ve bu temsilcilerden olugan kiimeye Y diyelim. Bu durumda,

G G
@ A=Y= ,'Ga; -y 'Gy||a‘\ — Y6 =[Gl
rzeX zeX yey y yey

olur. (1) ve (2) esitliklerinden istedigimiz ¢ikar. O

G = Sym(V) olsun. G, Q {iizerine dogal olarak etkir. Bu etkimeyi goyle
gorebiliriz: G, elbette V {izerine etkir; dolayisiyla po(V) tizerine de etkir; do-
layisiyla p(gp2(V)) = Q iizerine de etkir.

'Halk arasinda Burnside Onsav1 olarak bilinen bu 6nsav ashnda Burnside’dan daha eski-
dir, Frobenius’a, hatta Cauchy’ye kadar uzanir.

ZNitekim, kolayca kamtlanabilecegi iizere, gG, — gz fonksiyonu G/G, sol otelemeler
kiimesinden Gx yoriingesine giden bir eglemedir.
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X € Q igin, X’in G-yoringesi GX, elbette X’e izomorf olan ¢izgelerden
olugur; ne de olsa g, X ile gX arasindaki izomorfizmadir. Gx = Aut(X) esitligi
de bariz bigimde dogrudur. Demek ki X’e izomorf ¢izge sayisi,

Gl 1G] n!

Gx| [Aut(X)]  [Aut(X)]

Gx| =

dir.

Simdi, yukardaki énsavdaki A kiimesinin analogu olan,
{(9,X) 19X = X} = {(9,X) : g € Aut(X)}

kiimesinin elemanlarim1 g € G lizerine toplayarak hesaplayalhim. g € G olsun.
g € Aut(X) ise X’in bagntilar kiimesi, X’in her bagmtis: i¢in, bu bagintinin
(g)-yoriingesini de igerir; yani E(X) kiimesi po(V)'nin (g)-yoriingelerinden
olusur. Ve bu kogul sadece gerek degil, ayrica yeterdir de: Eger F(X) kiimesi
©2(V)'nin (g)-yoringelerinden olusuyorsa o zaman g € Aut(X) olur. Do-
layisiyla eger po(V)’deki (g)-yOriinge sayisi r ise, g tam tamina 2" tane farkh
¢izgenin otomorfizmasidir. Bu r sayisim y(g) olarak gosterelim:

y(g) = p2(V ) nin (g)-yoriinge sayis.

|A| = Z 2y(9)

gelG

Demek ki

olur. Burnside Onsavi'na gore, Q' nin G-yoriingesi sayisi, yani birbirine izomorf
olmayan cizge sayisi,

1 S ovto)

n!

e
dir. Simdi bu say1 hakkinda genel bir bilgi edinelim:

Onsav C.2. Q'nn izomorf olmayan ¢izge sayist, yani G-yorungesi sayist
lim,, o0 0(n) = 0 egitligini saglayan bir o fonksiyonu i¢in

2(5)

(1+0(n) ="

dir.

Kanit: Bir ¢ € G elemaninin destegi, ¢g'nin sabitlemedigi, yani yerinden
oynattig1 elemanlar kiimesidir. Bir g elemani ne kadar fazla eleman sabitli-
yorsa, yani destegi ne kadar kiiciikse, V' ve po(V') kiimelerindeki yoriingeleri
o kadar kiigiik, dolayisiyla yoriinge sayilar1 da o kadar biiyiik olur. Ornegin
Idy € G elemaninin her yoriingesi tek bir elemandan olugur, dolayisiyla pa (V)
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kiimesindeki yoriinge sayisi (maksimal say1 olan) (g) dir. Eger a # b € V icin
g = (ab) € G ikili dongiisiiyse, g-yoOriingelerin ya 1 ya da 2 elemani vardir.
Nitekim bu durumda g-yoriingeler sunlardir:

1. {{a,b}},

2. Her z € V'\ {a, b} icin {{a,x},{b,x}},

3. Her z,y € V' \ {a,b} i¢in {{z,y}}
Demek ki g-yOriingesi sayisi

dir. Bu 1sinma hareketlerinden sonra ciddi hesaplara gegelim.

g" =1 ise, bir (g)-yoriingesinde en fazla n tane eleman vardir, o eleman-
lar da X, ¢X,¢%X,...,¢" !X biciminde yazilan cizgelerdir. (Ama bunlardan
bazilar1 birbirine esit olabilir.) Ve yoriingelerde ne kadar az eleman varsa, top-
lam yoriinge sayisi o kadar artar. Dolayisiyla, eger Idy elemanini saymazsak en
fazla yoriingeyi derecesi 2 olan elemanlar verir, ¢iinkii bu elemanlarin yériinge-
lerinde ya 1 ya da 2 ¢izge vardir. Bunlar arasindan da en fazla yoriinge yukarda
ele aldigimiz (ab) ikili dongiileri tarafindan verilir.

Yukarda soylediklerimizden su cikar: Desteginin eleman sayis1 27 olan g €
G elemanlar1 arasinda yoriinge sayisi en biiyiik olanlar, r tane ikili ayrik
dongiiden olusan g’lerdir. Simdi bu tiir bir elemanin yoriinge sayisini hesapla-
yalim. Iki elemanli yoriingeleri teker teker siralayalim:

1. g’nin desteginde olan ama ayni dongiide bulunmayan x # y € V igin
{{z,y}, {9z, gy}} kiimesi iki elemanli bir yoriingedir ve bunlardan

r(r—1)

tane vardir.

2. g’nin desteginde olan bir x ve g’nin desteginde olmayan bir y i¢in
{{z,y}, {92, y}}

kiimesi iki elemanli bir yoriingedir ve bunlardan
r(n — 2r)

tane vardir.

Demek ki 2 elemanli yoriinge sayisi

rir=1)+rn=2r)=r(n—r—1)
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dir. Tek elemanli yoriinge sayist da bunlarin diginda kalanlardir ve onlardan

da
(;‘) —or(n—r—1)

tane vardir. Dolayisiyla toplam g-yoriinge sayisi

r(n—r—1)+ <<Z> —2r(n—r—1)) - (Z) rn—r—1)
olur.

Simdi m < n — 2 herhangi bir dogal say1 olsun. m’nin degerini daha sonra
isimize geldigi gibi belirleyecegiz. G’nin elemanlarim ii¢ kiimeye ayiralim:

e (q smifi: Sadece Idy elemani. Bu smifta 1 tane eleman vardir.

e (5 siifi: Destegi en fazla m elemanl olan ve Idy’den degisik elemanlar.
Bu simifta en fazla

|
"Vl < —<pm
m (n —m)!

tane eleman vardir.
e (3 smifi: Geri kalanlar. Bu sinifta en fazla
n! <n”
tane eleman vardir.

Her bir sinifin elemanlarimin yoriinge sayisinin tistsinirini bulacagiz.
Cy smifi igin: Idy’in y6riinge sayis1 tam tamina

2(3)

dir.

Cy smifi igin: Cy’nin elemanlar1 arasindan maksimum yoriinge sayisi, bir
tek ikili dongiliden olusan elemanlar tarafindan elde edilir. Bunlarin yoriinge
sayisin1 yukarda belirlemigtik:

n
—(n—2).
(5) - -2

Cs smifi i¢in: C3’tin elemanlar arasindan maksimum yoriinge sayisi, m /2
tane ikili dongiilerden olusan elemanlar tarafindan elde edilir. Bunlarin yo6riin-
ge sayisini da yukarda belirlemigtik:
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Demek ki,
Yyeq w9 < 205) 4 pma(3)-(n=2) 4 pno(5)—nm/4
= 20) (1 4 pmant2 4 pro-nm/a)
Bundan da 6nsavin kanitin1 bitirmek igin,
nmo—n+2 +nn2fnm/4
dizisinin ya da
nmo" _’_nn27nm/4

dizisinin limitinin 0 oldugunu kanitlamanin yeterli oldugu anlagiliyor. Bu iki
ifadenin her birinin limitinin ayr1 ayri 0 oldugunu gostermeliyiz. Bunun icin
ozel bir m segecegiz. ¢ > 4 ve 2’lik tabanda log fonksiyonu igin,

m = [clogn]

olsun. Once birinci terimin 0’a gittigini kamtlayalim: 2!°6™ = n esitligini kul-
lanarak ve yeterince biiyiik n alarak,

ne logn ¢ log?n

nmo—"n — @ < _ 2010g2 n-n 2010gn7n
P T T
buluruz. lim, _,~(clogn — n) = —oo oldugundan, birinci terimin 0’a gittigi

anlagilir. Ikinci terime bakalim gimdi:

no—nm/4 __ n" _ n" _ n" _ . n(l—c/4)
n'2 - onm/4  9n(c/4)logn  pnc/d n
ve 1 — ¢/4 < 0 oldugundan, ikinci terim de 0’a gider. U

Simdi artik asimetrik cizgelerin tiim cizgelere oraninin, nokta sayisi n son-
suza gittiginde 1’e gittigini kanitayabiliriz.

Girigten p, oranini animsayiniz. Bu say1 asimetrik ¢izgelerin tiim cizgelere
orani olarak tanimlanmigti. Asimetrik olmayan bir X ¢izgesinin yoriingesinin
eleman sayisi

n! n!
GX|=——=<—
IGXI |Aut X| = 2
oldugundan, asimetrik olanlarin yoriingesinde de tam n! tane eleman bu-
lundugundan, bir yoriingenin ortalama eleman sayis,

n n |
55 3 16X1 < o (2@t + (1= 2 ) =
2(2 XeN 2(2) 2 2
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olur. Yoriinge sayisi da bir 6nceki 6nsav tarafindan verildi. Demek ki

<n'1+2“”) ((1 + o(n))ﬁ))

carpimi ¢izge sayisindan, yani 2(3) sayisindan biiytiktiir:

(3)

<n'1+2“”> ((1+o(n))2n! ) > 2(3),

1+ pin
2
¢ikar. Carpmay1 ve bariz sadelestirmeleri yapalim:

Bundan,

(1+o(n)) > 1

tn + o(n) + ppo(n) > 1.

Ama ayrica limo(n) = 0 ve 0 < u,, <1 oldugundan, lim y,,0(n) = 0 olur. Son
iki satirdan,

lim py, > 1,
yani
limp, =1
gikar. Demek ki sonlu cizgelerin ¢ok biiyiik bir ¢ogunlugu, hatta tamamina
yakini asimetrikmis. O
Kaynakga
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D. Direkt ve Ters Limit

X herhangi bir kiime olsun. X’in baz altkiimelerinden olusan bir aile alalim:
(Xi)i- Bu altkiimelerin bilegimini alip X’in bir bagka altkiimesini bulabili-
riz elbet: | J; X;. Bu boliimde yapacaklarimiz iste bu “bilesim alma” iglemini
genellestirecek.

D.1 Ozde§le§tirme

Matematikte, her seyi daha basit ve daha kullanigh kilan “6zdeslestirmek”
diye bir sey vardir. Sik sik bagvurulur 6zdeglestirmeye. Bir A kiimesi, bir bagka
kiimenin A’ya ¢ok benzeyen bir altkiimesiyle “6zdeslestirildigi”, boylece esit
olamayan elemanlara egit muamelesi ¢ekildigi olur. Yapilan 6zdeslestirme ge-
nellikle o kadar dogaldir ki, ortalama bir vatandag farkina varmaz bile.

Ornegin bir n tamsayisi, n /1 kesirli sayisiyla 6zdeslestirilir ve boylece her
tamsayiyr bir kesirli say1 olarak gorebiliriz. Oysa tamsayilar kiimesiyle ke-
sirli sayilar kiimesi, baglangicta birbirinden ayrik kiimeler olarak insa edilir,
Ozdeslestirmeden sonra dogal sayilar kiimesi kesirli sayilar kiimesinin altkiimesi
olarak gortliir.

Bir bagka ornek: Her gercel sayr hemen hemen her zaman sabit bir po-
linomla 6zdeslestirilir. Sabit polinomlarla gergel sayilar arasinda bir ayrim
gozetilmez, ki aslinda gozetilmesi gerekir, ne de olsa gergel say1 gercel sayidir,
polinom da polinom.

Liselerde her polinom (en azindan katsayilar1 gercel sayilar kiimesindeyse)
bir fonksiyon olarak goriiliir. Burada da ashinda (matematikgiler arasinda her
zaman pek ragbet gérmeyen) bir 6zdeslestirme sézkonusudur. Bir polinom asla
bir fonksiyon degildir. Ama her polinom bir fonksiyon yaratir ve kimi zaman
polinomu yarattigi fonksiyon olarak gérmekte bir sakinca yoktur.

Bir lise matematik kitabinda R’nin R x R kiimesinin altkiimesi oldugu
yaziyordu. Bu tamamen yanligtir. Yazarin yaptigr yanlst anlamak zor degil,
yazar muhtemelen gengliginde karmagik sayilara biraz fazla odaklanmis (ger-
gekten de r gergel sayisi r + 0i karmagik sayisiyla 6zdeglestirilir) ve kimseye
haber vermeden, R ile R x R'nin R x {0} altkiimesini 6zdeglestirmis. Oysa R
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ile, Ornegin,

{(z,z) : x € R}
altkiimesini de 6zdeslestirebilirdi... Dolayisiyla yazarin hi¢ de bariz olmayan
bir 6zel 6zdeslestirmeyi yaptigim sdylemesi gerekiyordu.

Ozdeslestirmek soyle bir seydir: A ve B iki kiime olsun ve f, A’dan B’ye
giden birebir bir fonksiyon olsun. f, elbette A ile f(A) kiimeleri arasinda bir
esleme tetikler. Bu esleme kimi zaman Oylesine dogal olabilir ki, A’nin bir a
elemaniyla B'nin f(a) eleman arasinda bir ayrim yapmak i¢imizden gelmez,

tam tersine ayrim yapmak nerdeyse giinah kategorisine girer. Bu durumda, B
kiimesi yerine

(B\f(A4)uA

kiimesi alinir, yani B’den f(A) koparilip yerine A yapigtirilir. Eskiden f(a)
elemaninin B’de gérdugi gorevi, bu yeni kiimede a elemani goriir. Bu islem,
f(A)’y1 kesip yerine A’y1 dikmek olarak ya da f(A)’daki elemanlarin adlarin
degistirmek olarak goriilebilir, hatta bu son yorum daha kullamighdir. Isin piif
noktasi su: Eski B unutulur ve artik B yerine

(B\f(4)uA

kiimesiyle caligilir, hem de sanki B eski B imisgesine... Biraz sagma olacak
ama, sanki

fa)=ave B=(B\ f(4)U A

esitlikleri gecerliymis gibi davranilir.
Bu yapilana, “A ile f(A) kiimelerini f eglemesi kullanarak 6zdeglegtirmek”
denir (oysa aslinda altkiimelerden 6te elemanlar 6zdeslestiriliyordur).
Simdi bir adim daha gidelim. Agagidaki sekilden izleyin. Sadece A ve B
kiimeleri ve
f:A— B

birebir fonksiyonu degil, bir de ayrica C kiimesi ve
g:B—>C

birebir fonksiyonu verilmig olsun. A’y1 f(A) ile 6zdeslestirip elde edilen yeni
B’yi g(B) ile 6zdeslestirmek igten bile degildir. Yukarda yaptigimiz iki defa
yapmak yeterlidir. Boylece C'nin g(f(a)) elemani a elemaniyla 6zdeslesir ve
g(B) \ g(f(A))'nin bir g(b) elemam b ile 6zdeslesir.
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Eger iig yerine dort kiime olursa, igler belki biraz daha zorlagir ama her sefe-
rinde zorlukla kolayca basa c¢ikabiliriz.

Daha karmagik 6zdeslestirmeler de olabilir. Diyelim A, B ve C diye ad-
landirilmig ii¢ kiimemiz ve f : A — C ve g : B — C birebir fonksiyonlarimiz
var. f’yi kullanarak A ve f(A) kiimelerini 6zdeslestirebiliriz. ¢’yi kullanarak
B ve g(B) kiimelerini de 6zdeslestirebiliriz. Ama f(A)Ng(B) nin elemanlarina
ne olacak? Bu elemanlar A'nin mi1 yoksa B’nin mi elemaniyla 6zdeglesecekler?
Yanit: Her ikisiyle birden 6zdeslesecekler.

Agagidaki sekildeki gibi ¢ok daha karmasik durumlar da olabilir. Asagidaki
durumda, imgeleri bir zaman sonra egit olan elemanlar 6zdeslestirilirler.
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esitligini saghyorsa, A'nin a elemaniyla D’nin d elemani eglegtirilmek istene-
bilir.

Aslinda 6zdeglegtirmenin gergeklegmesi igin fonksiyonlarin birebir olma-
larina gerek yok. Fonksiyonlar birebir olmasalar da 6zdeslestirmeleri yapabi-
liriz. Hatta kiimelerin birbirinden degigik olmalarina da gerek yok, kiimelerin
hepsi ayn1 bile olabilirler.

Yapmak istedigimiz su: Bazi kiimeler ve bu kiimeler arasinda bazi fonk-
siyonlar verilmis. Verilen tiim kiimelerin bilesimini almak istiyoruz, ancak
goriintiileri bir zaman sonra ayni olan elemanlar: bilesim kiimesinde sanki
tek bir elemanmig gibi gormek, yani matematikte yaygin olarak kullanilan
deyimle, bu elemanlar1 birbirleriyle 6zdeslestirmek istiyoruz. Ozde§le§tirmek
yerine biiziistiirmek de diyebilirdik.

Ama dikkat, gereginden fazla eleman 6zdeslestirmek istemiyoruz. érnegin,
abartip, tiim kiimelerdeki tiim elemanlar: tek bir elemana biiziistiirebilirdik...
Ozde§le§mesi gereken elemanlar 6zdesmeli ama Ozdeslegmemesi gereken ele-
manlar da 6zdesmemeli. Yani kivami tutturmaliyiz.

Iki 6rnek alalim. Birincisi uydurma bir érnek, ikincisiyse klasik.

Ornekler
D.1. I = N olsun ve bildigimiz siralamayla siralanmig olsun. Her ¢ € I i¢in, X; = N ve
Qi - XZ — Xi+1

fonksiyonu
pi(r) =z +1
formiiliiyle tanimlanmig olsun. Kiimelerin ve fonksiyonlarin resimleri agagida:

NNNNNNNNNN -
01919101 010797 07 0

_ e e e
LN PR PLOOV O AR WN —mLO

“a ‘a

Xo’'in 0 elemaniyla X;’in 1 eleman ve X2’nin 2 eleman ve X3’iin 3 eleman1 ve genel
olarak X, ’in n eleman 6zdeslestirilecekler ¢iinkii o, Xo'in 0 elemanini X;’in 1 elema-
nina gotiliriiyor, 1, X1’in 1 elemanini X7'nin 2 elemanina gotiiriiyor vs.
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D.2.

Bunun gibi X1’in 0 elemaniyla X>’nin 1 elemani, X3’iin 2 elemani, X4'tin 3 elemani ve
genel olarak X,,’in n — 1 elemani 6zdeslesecekler.

Sekillerdeki her okun iistiinden gegtigi noktalar birbirleriyle 6zdesglesip nihai kiimede
(bir tiir bilesim kiimesinde) tek bir eleman olacaklar. Yani nihai kiimede her ok igin ayr1
bir eleman olacak.

NNNNNNNNNN -
.09.07.07.01.07.01.01 01 0

N e e
T LA BRW NP, ONVV O L W = O

Elde edilecek nihai kiime, “art1 1” fonksiyonlarini da kale alinca, belli ki Z’ye benzeyecek.
Xo’daki (yani ilk N kiimesindeki) her eleman igin nihai kiimede bir eleman gerekiyor,
¢iinkii bu elemanlar birbirleriyle 6zdesglesemezler. Bir de nihai kiimede, her ¢ > 0 igin,
0 € X; elemaninin 6zdeslesecegi ayr1 bir eleman gerekiyor, cilinkii bunlar ne aralarinda
ne de daha o6ncekilerle 6zdeslesgebilirler. Resmi yukarda.

Priifer p-Grubu. Teoriye girismeden once ¢ok basit olmayan bir ¢rnek verelim. Her
k > 0 dogal sayis1 ve her = tamsayisi igin

oi([z]k) = [p]Kt1

formiiliiyle tanimlanmis olan

or: L)p" L — 2 )p" L

fonksiyonunu ele alalim. Burada [z]y, 2’in Z/p"Z kiimesindeki imgesini temsil etmekte-
dir. @ fonksiyonlarinin birebir olduklarini kanitlamak zor degildir.
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Yukaridaki gekilde p = 2 ve k = 1,2,3 igin ¢ fonksiyonlarini gostermeye caligtik.
Amacimiz, érnegin,

Z/2Z’nin [1] elemanini

Z/4Z’nin [2] elemanini
Z/8Z’nin [4] elemanini

birbirleriyle 6zdeslestirmek. (Gereksiz gostergecleri attik.) Bunun gibi,

Z/4Z’nin [3] elemanini
Z/8Z’nin [6] elemanini
Z/16Z'nin [12] elemanini

birbirleriyle 6zdeslestirmek istiyoruz. Bir bagka deyisle, Z/ 2F 7 kiimelerinin tiim k’lar

icin bilegimini alip, bu bilesimdeki her [a], € Z/2*Z elemanimi [2a]x11 € Z/2°T'7Z ele-
maniyla Ozdeslestirmek istiyoruz. Her maksimum ok silsilesini tek bir eleman olarak
gormek de diyebiliriz yapmak istedigimiz seye; boylece bilesimdeki her eleman, iginde
bulundugu (yegane) ok silsilesiyle 6zdeslestirebiliriz. Ornegin,

[24]6 € 2/2°7
elemanini
[3]2 — [6]4 — [12}5 — [24]6 — [48]7 —r e

maksimal ok silsilesiyle 6zdeslestirebiliriz. (Tam bunu yapmayacagiz ama yapabilirdik;
buna ¢ok benzer bir sey yapacagiz.)

Tam ne yapacagimiz citlatalim: 0 < a < 2F icin, Z/2kZ kiimesinin [a]; elemanini (1/2’c
kesirli sayisiyla 6zdelestirecegiz.

Bagliyoruz: Zae, [0,1) araligindaki, paydasi 2'nin bir kuvveti olarak yazilabilen kesirli
sayilar kiimesi olsun. Bir bagka deyisle

Lo~ ={a/2" : ke N\ {0} vea =0,1,...,2" — 1}

olsun. Simdi her k ve her a = 0,1,2,...,2" —1 icin Z/2"Z kiimesinin [a]; elemanini Zg
kiimesinin a/ 2% elemamiyla 6zdeslestirelim. Sdylediklerimiz daha iyi anlagilsin diye,

Ui : Z)2% 7 — Zoyeo
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fonksiyonunu
Yi(lalk) = a/2"

kuraliyla tanimlayahm ve Z/2*Z kiimesinin bir [a], elemanini Zss kiimesinin

Yi(lalk) = a/2"

elemaniyla 6zdeglestirelim.

7127 21 7/47 925 7187 935 71167 P45

2y, Z/2*7 kiimelerinin bir anlamda bilesimidir;

¢, fonksiyonlariyla birbirlerine baglantilanmis elemanlar,

Z, kiimesinde tek bir elemanmus gibi gosterilmislerdir

y’ler 6zdeglestirme fonksiyonlaridir.

Her kiginy, , © @, =, esitligi saglanir.

gekildeki art1 eksi bilegke olacak xxxxx

Boylece istedigimiz olur ¢linkii (yukardaki sekilden yaptiklarimizi takip edebilirsiniz),
1. Hem Z/2"Z kiimesinin [a];, eleman1, hem de Z/2""'Z kiimesinin [2a];+1 elemani, Zae
kiimesinin ayni elemaniyla, a/ 2% elemaniyla Gzdeslestirilmistir.
2. Zigoo , i (Z,/2%7) kiimelerinin bilegimidir.
Bu yaptiklarimizi 2’den herhangi bir p asalina genellestirmek isten bile degildir. Hatta
p’nin asal olmasina bile gerek yoktur. (Ama uygulamada p hep bir asaldir.)

Birazdan biitiin bunlar1 kuramsal olarak yapacagiz. Sayfanin en altindaki
sekildeki gibi bir durum s6zkonusu olacak ve geklin en sagindaki soru igaretli
kiimeyi bulmaya calisacagiz. Sekilde ayni kiime bircok kez belirebilir, her
kiimenin degisik olmasina neden yok.

“Ozdeslestirmek” diyen aslinda “denklik iligkisi” der, ciinkii a ile b eleman-
larinin 6zdeglestirildigini ¢ = b simgesiyle gosterirsek, belli ki gu 6nermeler
dogru olur (ya da olmal):

a = a,
a=biseb=a,

a=bveb=cisea=c,

ki bunlar da bir denklik iligkisinin tanminin kogullaridir.

Okura yeterince sezgi kazandirdigimiz1 diigiinerek artik matematige gege-
lim. Elde edecegimiz nihai kiimeye kiimeler ve fonksiyonlar sisteminin direkt
yva da timevarimsal limit adi verilir.

D.2 Direkt Limit

Once verilerimizi toparlayalim.
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I yarisirali bir kiime olsun, yani I tstiinde, her ¢, j, k € I igin,
1 <4,
i<jvej<i=i=]j
1<jvej<k=1<k
ozelliklerini saglayan bir < ikili iligkisi olsun. (Yukarda verdigimiz o6rnekte
I = N ve siralama da bildigimiz siralamaydi.) Bir de ayrica I'min < yarisira-
lamasinin yénlendirilmis oldugunu, yani her ¢,57 € [ icin, i1 < kve j < k
esitsizliklerini saglayan bir k € I oldugunu varsayalim. Bu I kiimesi gostergeg
kiimemiz olacak. Simdi de kiimelerimizi ve aralarindaki fonksiyonlari belirle-
yelim.
(X)ier herhangi bir kiime ailesi olsun. Her ¢ < j gostergeci igin,

Soij:Xi —)Xj

bir fonksiyon olsun. Ve bu (;;);; fonksiyon kiimesi {izerine su varsayimi ya-
palim: Her ¢ < j < k gostergeci igin,

i = Idx, ve @jr 0 pij = Pik-

Tim bu veri,
(Xi: 0ij)icjer
olarak simgelenir ve adina direkt sistem denir.
Amacimiz bu X; kiimelerinin bilesimini almak ama ¢;; fonksiyonlar: altin-
da ayni elemana giden elemanlar arasinda bir ayrim gézetmemek, yani bunlari
birbirleriyle 6zdeslestirmek.

Degisik ¢’ler icin X; kiimeleri kesigebilirler, hatta Ornek 1°de oldugu gibi X;
kiimelerinin bazilar1 ayni kiime olabilirler. Bunu engellemek icin X; yerine
X; x {i} kiimesini alip bu ayrik kiimelerin bilesimini alalim.

X =J&xix (i)

el
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olsun. (OZde§le§tirmek yerine ayrigtirdigimizin farkindayiz, 6zdeslestirmeye bi-
razdan gececegiz. Amacimiz degisik gostergeclerle ifade edilmis X; kiimele-
rinde bulunan aym elemanlar: 6zdeslestirmek degil, bunu yapmak oldukca ko-
laydir, bunun i¢in X;’lerin bilegimini almak yeterdir; amacimiz ¢ fonksiyonlar
altinda imgesi ayni olan, ya da imgesi bir zaman sonra ayni olan elemanlar:

(z,7) = (y,7)

ancak ve ancak ¢ ve j’den biiytiikesit bir k igin,

vir() = @jr(y)

ise. Eger i < j ise (= iligkisinin taniminda k = j alin),

(1) = (wij(2), 7)

iligkisinin dogru oldugunu dikkatlerinize sunariz.

Tanimladigimiz bu iligki bir denklik iligkisidir. Nitekim:

e Her i € [ igin ¢;i(z) = ldy,(z) = x oldugundan, her x € X; igin
(x,i) = (x,1) olur.

o Eger (z,i) = (y,j) ise ve k > i ve k > j esitsizliklerini saglayan bir
k gostergeci i¢in @ip(x) = ¢;i(y) oluyorsa, aym k gostergeci (y,j) = (x,1)
denkligini gostermek i¢in de kullanilabilir.

o (z,1) = (y,7) ve (y,J) = (2, k) olsun. u ve v gostergegleri

Piu(T) = ©ju(y) ve ©ju(y) = Pru(2)

esitliklerini saglasin. w € I, hem u hem de v’den biiyiik bir géstergeg olsun. O
zaman,

Piw(T) = (Puw © Piu) () = Guw (Piu(2)) = Puw (Pju(y)) = (Puw © ju) (y)
= @jw(y) = (Pow © Pjv) (¥) = Covw (Pu(Y)) = Pow (Pro(2)) = Prw(2)

olur, dolaysiyla (x,i) = (z, k) olur.
Boylece = iligkisinin bir denklik iligkisi oldugu kanitlanda.
(x,7) € X; x {i} elemaninin denklik simfini [z, 7] olarak gosterelim:

[z,i] ={(y,7) 1 y € Xj ve (z,i) = (y,5)}

Demek ki her ¢ < 7 icin,

olur.
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Son olarak X/ = kiimesini alalim:
X/ =={[z,i]:iel,xe X;}

igte bu, tam istedigimiz kiimedir! Bu bolimiin devaminda okuru buna ikna
etmeye calisacagiz.

X; kiimesinin bir z elemanini, X/ = kiimesindeki [z,i] elemanyla 6zdes-
lestirecegiz. Bu 6zdeslestirmeyi matematiksel olarak ifade edebilmek amaciyla,

U, X; > X/ =
fonksiyonunu
Vi(x) = [z,1]

formiiliiyle tanimlayalim. X;’nin = elemanimin X/ = kiimesinin ¥;(x) elema-
niyla 6zdeslegtirilmig oldugunu hayal edin.

Iste bu X / = kiimesi aradigimiz kiimedir.

Yazinin baginda amacladigimiz hedefe ulagtigimizi gostermek icin iki sey
kanitlamaliyiz:

Al. Eger p;; fonksiyonlar birebirse, ¥; fonksiyonu da birebirdir.

Nitekim z,y € X; icin ¥;(z) = ¥;(y) olsun. O zaman [z,i] = [y, 1], yani
(z,i) = (y,7), yani bir k& > i icin @ip(z) = @ir(y) olur. Ama ;) birebir
oldugundan, bundan x = y ¢ikar.

A2. X/ = kiimesi (X;'lerin olmasa da) U;(X;) lerin bilesimidir. Yani

X/ == JW(X)
1€l

esitligi gecerlidir.

Bunun dogrulugu tanimlardan hemen ¢ikiyor:

X/=={[zi]:iclzeX;} ={¥(x):iclzecX;}=]TX)
i€l

Onemli bir 6zellik daha:

A3. Her i < j €1 igin, Vjop;; =V,

X/=

o/ \y
X, —2i X;

Her i <jicin ;@ =y, esitligi saglanir.

+ yerine o olacak xxxxx
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Nitekim her z € X; icin,

(V) o pij)(x) = V; (pij(z)) = [pij(2), 1] = [z,i] = Vi(z)

olur.

Bu son ozellikten su gikar: € X; elemaniyla ¢;j(x) € X; elemani, X/ =
kiimesinin ayni elemamyla, ¥;(z) elemaniyla 6zdeglegtirilmistir.

X/ = kiimesine (X, ¢ij);_ ;; direkt sisteminin direkt ya da timevarim-
sal limiti ad1 verilir ve X/ = yerine

hﬂ (X, 90ij)i<je]

yazilir. Eger kolaylik karigikliga neden olmayacaksa hgl (X, ©ij); <jeI yerine

lim X;

yazilir. Biz bir siire (gercek tammi verinceye dek) X/ = yazihmim kulla-
nacagiz. ¥; fonksiyonlarina ozdeslestirme fonksiyonlar: ad1 verilebilir.
Yazinin en son bolimiinde direkt limitin tanimini hafifce degistirecegiz ve
yukardaki X/ = kiimesi direkt limitlerden sadece biri olacak.
Okur, umariz, direkt limitin taniminin ne kadar dogal oldugunu gérmiistiir.
Nerdeyse bilegim kadar dogal. O kadar dogal ki tanim bagka tiirli yapilamaz-
di!.. Bu kadar dogal bir tanimin bazi olaganiistii sonuclar: olmali.

D.3 Direkt Limitin Evrensel (“)zelligi

Yukardaki gibi bir
(Xis i) icjer
direkt sistemi verilmig olsun. X/ = kiimesi ve ¥; : X; — X/ = fonksiyonlar

da bir 6nceki boliimde tanimlandiklar: gibi olsun. Her ¢ < j € [ i¢in, bir 6nceki
bolimde kanitladigimiz

Wjopy=V;

esitligini anmimsayin.
Biittin bunlarin disinda herhangi bir Y kiimesi ve her ¢ < j € I icin

0j 0 pij = 0;

esitliklerini saglayan 6; : X; — Y fonksiyonlar1 verilmis olsun. (Bkz. agagidaki
sekil.)
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Oyle bir 0 : X/ =— Y fonksiyonu bulacagiz ki, her i € T icin
0o \Ifl = HZ
esitligi saglanacak. (Bkz. asagidaki gekil.)

X/=

X, ©;; X/ 6

Y«

Bu 6zellik, direkt limitin evrensel 6zelligi olarak bilinir.

D. Direkt ve Ters Limit

Saglanmasim istedigimiz 6 o ¥; = 6; esitligi bize ashnda 6 : X/ =— Y
fonksiyonunun tek bir bicimde tanimlanmasi gerektigini soylityor. Nitekim,

madem ki 6 o ¥; = 0; esitligi saglanmali, o zaman her z € X;

Oi(x) = (0 0 ¥i) (z) = 0 (Vi(z)) = 0 ([x,1])
olmali, yani 6 : X/ = — Y fonksiyonu

0 ([x,1]) = 0i(x)

icin

formiiliiyle tanimlanmali. Bunun gergekten bir tanim oldugunu gosterelim.

r € X; vey € Xj igin

[z,1] = [y, J]
olsun. O zaman

(z,4) = (,7)

olur ve tanima gore ¢ ve j'den biiyiikesit bir k£ € I igin

oi(x) = @jr(y)
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olur. Demek ki,

0i(2) = (Ok © wir) (v) = Ok (pir()) = Ok (5k(y)) = (Ok 0 wji) (v) = 0;(y),

yani

Sonug olarak,
[z,4] = [y, ] = bi(x) = 0;(y)

onermesini kanitladik. Bundan da,
0 ([, 1]) = bi(x)

formiiliinii yazmaya hakkimiz oldugu gikar. Boylece tammlanan 6 : X/ =—Y
fonksiyonu elbette her i € I icin

HO\IJz:Hz

esitligini saglar.

Direkt limitin dordiincii 6zelligini kanitladik:
A4. Eger bir Y kimesi ve 05 o @;; = 0; esitliklerini saglayan 0; : X; — 'Y
fonksiyonlar verilmisse, o zaman her i € I i¢in 6 o U; = 0, esitligini saglayan
bir ve bir tane 6§ : X/ =— 'Y fonksiyonu vardr.

Ornekler

D.3. Boliimiin ta baginda verdigimiz en basit 6rnege geri donelim. X herhangi bir kiime olsun.
X’in bazi altkiimelerinden olusan bir aile alahm: (X;);. Eger her 7 < j igin X; C X ise,
pij + Xi — X; fonksiyonu

pij(z) =z
olarak tamimlansin. O zaman ligXi aynen X; kiimelerinin bilegimidir ve ¥;(z) = =
olarak tanimlanir.

D.4. Eger I'nin en biiyiik eleman: varsa ve bu elemana m dersek, yukarda bulunan hﬂXi
kiimesinin bu X,,’den pek bir farki yoktur ve ¥; = ;,, olarak alinabilir.

Teorem D.1 (Ana Teorem). i. Bir (X;,@i;), ey direkt sistemi verilmis olsun.

Dik
Ci‘{i Ui X] ] Xk
@;; = Idy,

Veri : g;; = Idx, ve @, © ¢ = 9
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Oyle bir L kiimesi ve her i < j € I igin
Vjopy=V;

egitliklerini saglayan o6yle V; : X; — L fonksiyonlar: vardir ki,

L
A
Wi . W
X; 5 ‘Xi
P;© @i =;
her M kiimesi ve
0 0 pij = 0;

egitliklerini saglayan her (0; : X; — M); fonksiyon ailesi i¢in,
L
Wi
X,— X,
L
M

Veri : 9] o (Pl/ = 6,

xrrr £ igreti o olacak.

00\111292

egitliklerini saglayan bir ve bir tane 6 : L — M fonksiyonu varder. [Evrensel
ozellik]

ii. Eger (L,V; : X; — L); ailesi yukardaki evrensel ézelligi sagliyorsa ve X :
L — L' herhangi bir eslemeyse, o zaman

(L', oW, : X; — L)

%

ailesi de evrensel 6zelligi saglar.
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L

VN

(pij

Ao,

4K

L/
xzrrr + igreti o olacak.
iii. Eger (L,¥; : X; — L), ailesinin sagladige bu evrensel ozelligi bir de ayrica

(L', V5 : X; — L), ailesi de saghyorsa, o zaman oyle bir X : L — L' eslemesi
vardwr ki, her i € I icin,

olur.

Kanit: i. Teoremin birinci kismini zaten kanitlamigtik: L kiimesi X/ = olsun
ve U, : X; — L fonksiyonlarim1 daha 6nce tanimladigimiz gibi alin.
ii. (L,¥;: X; — L), ailesi evrensel 6zelligi saglasin ve A : L — L’ bir esleme
olsun.

(L' AoW;: X; = L),

ailesinin de evrensel ozelligi sagladigini kanitlamak istiyoruz. Elbette,
(AoW;)opij =Ao(V;0p) =Ao U,
esitligi saglanir. Simdi M bir kiime ve 6; : X; — M fonksiyonlar
0j 0 pij =0

esitliklerini saglasin.

xxxx =+ isreti o olacak.
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Yukardaki sekilden takip edin. § o A=! : L’ — M fonksiyonuna bakalim. Her 4
icin,

(fox™)o(AoW;)=00W; =0
olur. istedigimiz kanitlanmigtir.
iii. Simdi de hem (L,¥; : X; — L); ailesinin hem de (L', ¥} : X; — L');
ailesinin evrensel ozelligi sagladigini varsayalim. Birinci sistem evrensel 6zelligi
sagladigindan, evrensel ézelligin taniminda M = L' ve §; = ¥} alarak,

(90‘1’2':‘1/;

esitliklerini saglayan bir 0 : L — L’ fonksiyonunun oldugunu buluruz. Ikinci
sistem de evrensel 6zelligi sagladigindan, evrensel 6zelligin taniminda bu sefer
M = L ve §; = ¥; alarak,

9/ o \I’; = \I’l

esitliklerini saglayan bir ¢’ : L’ — L fonksiyonunun oldugunu buluruz.

Simdi 6’ 0 6 : L — L fonksiyonu, her i icin,
(0/09)O\I/Z‘ZHIO(GO‘I’Z')ZGIOW;:\I/Z‘,

yani

(9,09)0\111':\1/1'

esitligini saglar. Ayrica Idy, : L — L fonksiyonu da, her i icin,

IdL O\Ifi = \Ifl

esitligini saglar.

o igareti yanlig. xxx uniicode’da olacak, daha kiiciik olmali.
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Ama evrensel dzellige gore (tammda M = L ve §; = ¥; alin) bu tiir esitlikleri
saglayan fonksiyon biriciktir. Demek ki ' o § = Id;, olmali. Aym nedenden
6 o6 =1dy olur. Demek ki 6 ve ¢ birbirinin tersi eglemelerdir. A = 6 alalim.
Istenen Ul = Xo U, esitligi elbette saglanir. O

Verilmis bir (Xj, ¢ij)icjer direkt sistemi i¢in, bu 6zelligi saglayan bir
(L, \I/Z' : Xi — L)z

ailesi ana teoremde goriildiigii gibi cok giiclii bir anlamda biriciktir. Boyle bir
aileye (Xj, pij)icjer direkt sisteminin direkt limiti adi verilir. Direkt limiti

lim (Xis i) icjer

olarak yazacagiz (direkt limitlerden herhangi biri anlaminda). Eger kolaylik
olacaksa ve karigikliga neden olmayacaksa hﬂ (Xis 0ij);c jer yerine

lim X;
yazilir.

Sonug D.2. Yukardaki varsayvm ve yazilimlaria,

io L = UjerVi(X;) esitligi gecerlidir.

ii. Eger o;; fonksiyonlar: birebirse, ¥; fonksiyonlar: da birebirdir.

iii. a € X; ve b € X; olsun. V;(a) = V;(b) esitligi icin yeter ve gerek kosul,
hem i’den hem de j’den biyikesit bir k icin @;p(a) = p;i(b) esitliginin gecerli
olmasidar.

Kanit: Tiim soylenenler L = X/ = ve U;(x) = [z,i] fonksiyonlar igin
gecerlidir. Dolayisiyla Ana Teorem’den dolay1 ayni 6zellikler herhangi bir di-
rekt limit icin de gecgerlidir. Bu kanitin ayrintilarimi okura birakiyoruz.
(i)’in bir bagka kamiti: X;’lerin en az birinin bogkiime olmadigini ve L’de
1’den fazla eleman oldugunu varsayabiliriz. L' = U;erV;(X;) ve ¥, @ X; — L'
fonksiyonu

W(2) = Wi(a)
esitligiyle verilmig olsun. Evrensel 6zellige gore, 6 o ¥; = ! esitligini saglayan
bir ve bir tane 6 : L — L’ vardir. Eger L' C L olsaydi, o zaman bir v € L\ L'
i¢in, diger degerlere dokunmadan, 6(u) tanimim degigik bigimlerde yapabilir-
dik ve 0 o ¥; = V. esitligi bozulmazdi; ki bu da 6’min biricikligiyle celisir.
O

Dileyen okur, direkt limitin kiimesini en bagta tamimladigimiz gibi X/ =
olarak alabilir; tabii o zaman ¥;(z) = [z,i] olarak tanimlanmak zorundadir.
Asgagida direkt limiti X/ = olarak almayacagiz, bunun yerine Sonug D.2’ye
bagvuracagiz. Dogrusu direkt limiti X/ = olarak alsaydik kanitlarimiz birazcik
daha somut ve anlagilir olurdu.
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D.4 Cebirsel Yapilarda Direkt Limit

Eger her X; kiimesi {izerinde grup, halka, cisim, R-modiil, R-cebiri gibi ce-
birsel bir yap:1 varsa ve X;’ler arasindaki ¢;; fonksiyonlar1 s6z konusu olan
yapiya gore birer homomorfiyse, o zaman lim X; direkt limiti {izerine “olabi-
lecek en dogal bicimde” ayni cebirsel yap:1 tanimlanabilir ve bu yapiya gore bir
onceki boliimde bulunan ¥; fonksiyonlar: birer homomorfi olur. Ayrica gegen
altboliimde soziinii ettigimiz evrensel 6zellik bu kapsama da uyum saglar. Bir
bagka deyigle, Ana Teorem’deki “kiime” yerine ”grup, halka, modiil” gibi uy-
gun olan cebirsel yapiy: yazarsak ve “fonksiyon” yerine uygun cebirsel yapinin
morfizmasin yazarsak, teorem gecerliligini korur. Bu sonucu sadece grup-
lar igin yazip kanitlayacagiz. Diger yapilar icin kanmit ¢ok benzerdir ve okura
birakilacaktir.

Ornek D.2’deki Zp (ki ashinda bir gruptur, Prifer p-grubu olarak bili-
nir) aslinda yapacaklarimiza verilebilecek en standart 6rnektir.

Teorem D.3. (XiaSDij)Kje[ bir direkt sistem olsun. Ayrica her X; nin bir
grup oldugunu ve her ¢;; : X; — X; fonksiyonunun bir grup homomorfizmas:
oldugunu varsayalim.

ailesi bu sistemin bir direkt limiti olsun. O zaman L tzerine oyle bir ve bir tek
grup yapist konulabilir ki V; : X; — L fonksiyonlar: grup morfizmalary olur.
Ayrica her M grubu ve

0j 0 pij = b;

egitliklerini saglayan her (0; : X; — M); grup morfizmasi ailesi igin dyle bir
ve bir tane 0 : L — M grup morfizmast vardwr ki her i € I i¢in

HO\IJZ-ZQZ-

olur. Ayrica eger (L', V) : X; — L"), bu 6zelligi saglayan bir baska sistemse,
Ana Teorem iii’te bulunan \ bir grup izomorfizmast olur.

Kanit: L iizerinde bir grup yapis: tanimlayacagiz ve daha sonra W¥;’lerin bir
grup homomorfizmas: olduklarini gosterecegiz. Grup yapisi tanimlamak biraz
zaman alacak.

a, B € L olsun. af diye bir eleman tamimlamak istiyoruz, ki L lizerine bir
grup yapisindan bahsedebilelim. Once bir sav:

Sav 1. o, 8 € L ise oyle bir i € I gostergeci ve a,b € X; elemanlary vardur ki,
U;(a) =a ve ¥;(b)=p

olur.
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o, PEL

W,
a,beX;
xxx Resim neden kiictik?

Kanit: L = U;jer¥;(X;) esitligini ammsayahim (A2 6zelligi). Bu esitlikten
dolay1 6yle 4,5 € I ve a; € X;,b; € X, vardir ki,

\I/Z(az) = (x ve \I/j(bj) = 5

olur. Eger ¢ = j olsaydi ve kanitimiz biterdi, ama Oyle olmayabilir. Hem ¢’den
hem de j’den biiyiik bir £ € I bulalim. O zaman,

Uy (pir(ai) = V; (a;) =

U, (pjk(bs) = ¥ (b;) = B

olur. Simdi ;i (a;) , ¢jk (bj) € Xi ve bu elemanlarin ¥; imgeleri sirasiyla o
ve [’ya egit. Demek ki,

Up(a) = ave Ui(b) =p
esitliklerini saglayan
a = g (a;) € Xy, ve b = @jy, (bj) € X,

elemanlar1 bulduk. Savimiz kanitlanmisgtir. g

Sav’in Kanitina Dair Not: Burada 6nemli olan a ve b'nin ayn1 X kiime-
sinde secilmis olmalar1. (Daha dnceki a; ve b;'nin biri X;’de 6biirii X;’deydi.)

Sav 1’in varsayimlarindan devam edelim.

X; bir grup oldugundan, a ve b elemanlarini ¢arpip gene X; grubunda bir
eleman elde edebiliriz ve bu carpimin ¥, imgesini alarak L’den bir eleman
bulabiliriz.

Niyetimiz

aff = U;(ab)

tanimini yapmak ama 6nce boyle bir tanima hak kazandigimizi kanitlamaliyiz,
U, (ab)'nin sadece a ve [’ya gore degistigini, segilen a,b ve i’den bagimsiz
oldugunu kanitlamaliyiz.
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ae X; k
W;l v, 0,(a) =a,
m

o, Be La(xB<Wk—albleXk

<  w
‘V,} \Vk/,(p/- (b) = b,
be X/. P,

o, Be Lolsun.ae X ve b e X.elemanlar:

V(@) = o ve \V/.(b) = B esitliklerini saglasin. k > i, j olsun.
a,; =@,la) veb, = (pfk(b) olsun.

O zaman y,(a,) = o ve Y, (b,) = B olur.

o garpimini (@, b,) olarak tanimlamak istiyoruz.

Sav 2. a,b € X; ve a1, b € X; elemanlar,
Vi(a) = ¥; (a1), ¥i(b) = ¥ (by)
egitliklerini saglasinlar. O zaman

\I/Z(ab) = \I/j (albl)

/N

a,b,ab e X, X/. sa,, by, a.b,

olur.

@

i ST
i i

Kamt: V;(a) = ¥;(a1) oldugundan, Sonug 2.iii’e gore, bir k > 4, j gdstergeci
icin,

pir(a) = @jr(ar)
olur. Aynmi nedenden, bir ¢ > i, j gbstergeci icin,

©ie(b) = @je(b1)

olur. Simdi m > k, ¢ olsun. Yukardaki iki egitlikteki terimlerin sirasiyla g,
ve @, morfizmalar: altinda imgelerini alalim. Ornegin birincisinden,

Pim(a) = Prm (Pik(a)) = orm (Pjr(a1)) = @jmlar)
elde ederiz. Benzer sekilde, ikinci egitlik bize

Pim(b) = pjm(b1)
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verir. Simdi, @im(a), @jm(a1), Pim(b), ¢jm(b1) elemanlarmin hepsi X, gru-
bunda. Dolayisiyla

Pim(ab) = @im (@) 0im(b) = @jm(a1)pjm(b1) = pim (a1b1)
bulunur. Bundan da - Sonug D.2.iii’e gore

\Ill(ab) = \I/j (albl)

gikar. Savimiz kanitlanmigtir. O

Simdi «, 8 € L igin, Sav D.4’e gore
Vi(a) = a ve ¥;(b) =

esitliklerini saglayan herhangi bir ¢ € [ gostergeci ve a,b € X; elemanlar:
secelim ve a8 carpimini
aff = U;(ab)

olarak tanimlayalim. Sav D.4’e gbére tanim ¢’nin ve a ve b’nin se¢imlerinden
bagimsizdir.

Bu iglemin L tizerine bir grup yapisi tamimladigi ¢cok belli. Ayrica ¢carpimin
tanimindan dolay:

Vi(a)¥;(a) = af = Vi(ab)

olur, yani ¥; : X; — L fonksiyonlar1 artik birer grup homomorfizmasi olurlar.
Boylece teoremin birinci kismi kanitlandi. Gelelim ikinci kismina. M bir
grup ve 6; : X; — M grup morfizmalar1 ve her ¢ < j € [ igin

0j 0 pij = b;
esitliklerini saglasinlar. Oyle bir ¢ : L — M grup morfizmasi bulacagiz ki her
1 € I igin

0o \I/i = 01
olacak. 0 o ¥; = 0; kogulundan dolayi, eger 0, varsa, her x € X; i¢in

9 o \I/I(.%') = 91(1'),

yani

0 (Vi(x)) = 0i(x)

esitligini saglamali. Dolayisiyla, Sonug’a gore, 6’y1 tanimlamanin tek bir yolu
vardir: Verilmisg bir a € L igin 6nce

o = \Ifl(x)
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esitligini saglayan bir x € X; segilir; sonra

olarak alimir. Demek ki, 6 varsa ancak boyle tanimlanabilir. Simdi yukar-
daki tanimin caiz oldugunu, ¥;(z) = V,(y) i¢in 0;(z) = 0;(y) oldugunu
kanitlayalim. Nitekim,

Vi(z) = ¥ (y)

oldugundan, Sonug’a gore, ¢ ve j’den biiyiik bir k igin

pir(z) = pi(y)

olur. Her iki tarafa da 6, uygulayalim:

Ok (pir(7)) = Ok (pjx (7))

buluruz. ¢;’ler iizerine yapilan varsayimdan dolay1, bundan da

¢ikar. Teorem tamamen kanitlanmistir. O

Yukardakinin nerdeyse aynisinin tipkisi hemen hemen her tiirlii cebirsel
yapida yapilabilir: Halkalarda, cisimlerde, modiillerde (ayni halka tizerine)...
Direkt limit de dogal olarak ayni1 yapiya sahiptir. Hatta nesnelerimiz sirali
kiimeler, morfizmalarimiz da siralamayi koruyan fonksiyonlar olabilir. Birinci
ornegimiz bu tiirden zaten. Dikkat ederseniz, o 6rnekte sirali bir kiime olan
Z’yi elde ettik.

Aligtirmalar

D.1. Her i dogal sayist i¢in X; = RZ° olsun. Her i < j igin, fi;(z) = 22" olsun. Bu verilerin

bir direkt sistem tamimladigini kanitlayin. Direkt limiti bulun. Direkt limit {izerine Ana
Teorem’de kanitlanan dogal grup yapisi nedir? Direkt limit iizerine bir siralama bulun.
Gostergegleri N yerine Z’de alsaydik ne degigirdi?

D.5 Ters Limit

D.6 Aralarindaki ili§ki



E. Serbest Gruplar Uzerine

E.1 Altgruplarin ﬁretegleri

G bir grup ve H < G bir altgrup olsun. Gerekirse Se¢im Aksiyomu’nu kullana-
rak, H'nin G’deki her sol 6telemesinden sol temsilci ya da kisaca temsilci
adin1 verecegimiz bir eleman secelim ve secilen bu temsilciler kiimesini L ile
gosterelim. Demek ki
G=||¢H.
{eL

Yani L C G 6yle secilmig olsun ki, her g € G igin
g€ lH

igindeligini saglayan bir ve bir tane £ € L olsun. Bu £ € L elemanini g olarak
yazalim. Yani g elemani,
geLvegegH

igindelikleriyle belirlensin. Demek ki
g=g<gel.
Ayrica H otelemesinin temsilcisi olarak hep 1’i secelim, yani
LnH={1}

olsun.
Her ¢ € L ve g € G igin,

gl =gl-6(g,0)

esitligini saglayan bir ve bir tane 6(g,¢) € H vardir. Demek ki,
(1) 5(g.6) =gl " gt € H.

Kanitlayacagimiz ilk sonug¢ yazimizin temel diregini olusturacak:
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Teorem E.1. G, X altkiimesi tarafindan tretilmis bir grup olsun. H < G
bir altgrup ve L, H 'nin bir sol temsilcileri kiimesi olsun. Ayrica LN H = {1}
olsun. O zaman, yukardaki yazilimla,

H=({(x,0): L€ LxeX)
olur.

Kanit: h € H olsun. h’yi X’in elemanlar cinsinden yazalm: Oyle bir n € N
ve T1,...,Tn € X ve €1,...,€6, = £1 vardir ki,

fr— 61--- en
h=ai' -z

olur. Simdi hesap yapalim.
Bir ¢,,_; € L i¢in,

€ € € €n—1/_.€ € €n—1 €
h = xll Tyt = xll e xnn—l (wnn : 1) = xll o "Tnn—l En_lé(wnn7 1)

n

olur. Ayni diiglinceyi kaldigimiz yerden x;__fﬁn_l icin tekrar ettirelim: Bir
ln—2 € L icin,

= xil e x:ZL:;fn*Z(S(xenn:ll ) En,1)5(z;”, 1)'

Bunu boyle devam ettirerek, ¢, ¢y, ...,¢,-1 € L igin
h=10-8(x,01) 02 bn—1)d(z5, 1)

n—1>

buluruz. §’lar ve h eleman1 H’de oldugundan ¢ € HN L = {1}, yani £ = 1
bulunur. Demek ki ¢, =1 € L tanimiyla

h=6(aft ) - 6(2y ) bnm1)d (25, )

n—1>
bulunur. o
Son olarak, 1 = x=1¢ ve {5 = x/y icin,
e = 016(x71,0)
ve
0= xl16(x 1, 0) = lad(a, £1)6(x 1, 0)

olur, yani

§(z,0)0(z 1, 0) =1
ve dolayisiyla

(a0 = o(x, 1)~
olur. Teoremimiz kanitlanmisgtir. O
Sonug E.2. Sonlu sayida eleman tarafindan tretilmis bir grubun sonlu endisli
altgruplar da sonlu sayrda eleman tarafindan dretilir. Eger grup n eleman

tarafindan dretilmis ve altgrubun endisi m ise, altgrup en fazla nm eleman
tarafindan tretilmistir. O
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E.2 Serbest Gruplarin Altgruplari

Teorem E.3. Serbest gruplarin altgruplar da serbesttir.

Kanit biraz zaman alacak. F', X altkiimesi tarafindan serbestce iiretilmis
serbest bir grup olsun.
H < F olsun. S, H’nin birimli sol temsilciler kiimesi olsun. Her x; € X ve
€; = £1 icgin,
s=a'--ar el

oldugunda ve yazilim indirgenemez oldugunda (yani daha kisasi yazilamiyorsa,

yani ardigik x;’ler arasinda sadelesme yasanmiyorsa), her i = 1,...,n igin
€ €n
;' -exr €S

oluyorsa, o zaman S’ye Schreier temsilcileri kiimesi diyecegiz. Bu

€ €n
;' exr €S

elemanlarina s'nin son dilimi adini verecegiz.
Omnsav E.4. Schreier temsilcileri kiimesi her zaman vardar.

Kanit: f € F icin |f|, f'nin X e gore uzunlugu olsun, yani f’nin esit oldugu
indirgenemez kelimenin uzunlugu olsun. fH &telemesinin uzunlugu |fH| de,

|fH| = min fH = min{|fh|: h € H}

olarak tanimlansin. Schreier temsilcilerini |f H| 6telemesinin uzunlugu tizerine
tiimevarimla sececegiz.

fH otelemesinden secilen temsilcinin uzunlugu | fH|’ye esit olacak. Uzun-
lugu 0 olan H’den 1'i segelim. Sy = {1} olsun. Tiimevarimla Gyle

SoC€SC...C5, CSC...

altkiimeleri bulacagiz ki, eger fH nin uzunlugu n ise, S,’de fH kiimesinden
bir ve bir tane eleman olacak ve ayrica, S, 'nin elemanlarinin son dilimleri gene
Sy’de (ashinda S,,_;’de) olacak. Tahmin edilecegi ve kolayca goriilecegi iizere,
S = U, S, istedigimiz Schreier temsilcilerini verir.

Diyelim uzunlugu < n olan Otelemelerden uygun temsilcileri, yani S,
kiimesini segtik. Uzunlugu n+1 olan bir f H 6telemesi alalim. Demek ki f H'nin

Y1y - Yn+1

indirgenemez yazilimli bir elemani igin (y; € X U X; 1),

fH=y1y2- Ynt1H
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olur.
m=|y2- Ynt1H|

olsun. Elbette m < |ya - - - yn+1| = n. Dolayisiyla, tiimevarim varsayimina gore,
bu 6telemenin .S,,’de olan bir temsilcisi vardir; diyelim bu temsilci z; € XUX i_l
icin

210 Zm € Y2 Ynp1 H

olarak yaziliyor. Simdi

iz zmH =y1(21- - 2mH) = yi1(y2 - Yn1 H) = fH

oldugundan, 1 +m > |y121--- zm| > |fH| = n+ 1 ve m = n olur. Demek ki
Y121 * * * Zm yazilimi indirgenemezdir. Bu elemani ve bu yontemle elde edilen
tiim elemanlar1 S,, kiimesine ekleyelim. Boylece istenen S,41 kiimesini elde
ederiz. ]

Eger |gh| = |g| + |h| ise, yani ¢g’nin ve h'nin indirgenemez gosterimlerinde
g'nin son elemaniyla A’nin ilk elemam sadelesmiyorsa, bunu gh yerine gah
yazarak gosterecegiz. Aksi halde, yani uzunluk kisaliyorsa gh yerine g_h ya-
zacagiz.

Simdi oldukca teknik ama ¢ok 6nemli bir 6nsav.

Onsav E.5. F, X ve H yukardaki gibi olsun. S bir Schreier sol temsilciler
kiimesi olsun. s,t € S ve x,y € X olsun.

i. Eger 6(z,s) # 1 ise 6(x,s) =5 ! azas.

4. Eger §(x,s) = d(y,t) # 1 ise x =y ve s = L.

tii. h € H=(0(x,s) : s € S,x € X) olsun. Eger

(2) h=6(w1,81)" -+ 6(zn, 50),

h elemaninan O ’lar cinsinden indirgenemez bir gosterimiyse, yani en kisa ya-
zilimaysa, yani hicbir 0(x;, s;) elemani 1’e egit degilse ve ardisik 0’lar bariz
bicimde sadelesmiyorsa (ki bir onceki maddeye gére bu ancak x’ler ve s’ler
esitse ve isaretleri farklysa olabilir), o zaman

olur; bir baska deyisle h’'nin X cinsinden indirgenemez gosteriminde (2)’deki
d(zi, s;) ifadesinde beliren x; ireteci sadelesmez.

Kanit: i. Diyelim xs = 2_s. O zaman bir t € S icin s = 27! ot olur. (S
Schreier oldugundan ¢ gergekten de S’dedir.) O zaman da

S(z,s) =75 Loas=1 ‘t=t"t=1,
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geligki.
Simdi diyelim Zs ' _z, ya da ayni anlama gelen x~
t € S icin Ts = xt olur. Bu durumda da,

L _%5. O zaman bir

1 1

§(z,s) =75 ' -xs= (vt) les =t ls,
yani t™'s € H ve sH = tH ve s = t ve bir satir yukardaki merkezlenmis
formiilden §(z, s) = 1 olur, celigki.

ii. 0(x,s) = 0(y,t) # 1 varsayimimi yapahm. Demek ki (i)’e gore,

z5 ! ATAS = 75! AYAL.

Eger |s| = [t| ise s = t olur ve sadelegtirmeden sonra x = y elde ederiz, tam
istedigimiz gibi. Eger |s| < [¢| ise, |xs| < |¢| olur ve yukarda merkezlenen
esitlikten dolayi, bir w i¢in uaxs = t olur. S, Schreier oldugundan, xs € S.
Demek ki
Ts ' azpas = (xs)_lxs =1,

celigki.

iii. 2,5 € X ve s,t € S icin, §(z, s)T10(y, t)*! ifadesini acarsak dort sikla
kars1 karsiya kaliriz:
(@' aas) (v ayat)
(@3 azas) (7 ay~ ayt)
(s ax™ aAT) (4 ayal)
(s7haz™t aTS) (171 Ay~ ayl)

Birinci durumda sadelesmenin olmasi i¢in s = ﬁfl ve xy = 1 olmal, ki
bu imkansiz. Ayni nedenden son durum da imkansiz.

Ikinci durumda sadelesmenin olmasi i¢in s = ¢t ve z = y olmali, ki bu
durum varsayimdan dolay1 olamaz.

Uciincii durumda sadelesmenin olabilmesi icin 5 = yt ve & = y olmal.
Demek ki zsH = 7sH = ytH = ytH = ztH ve sH = tH ve s = t. Bu da
varsayimdan dolayr mimkiin degil.

Demek ki sadelesme olmuyor. O

Teorem E.3’tin Kaniti: Yukardaki 6nsavin ikinci ve liclincii maddesinden
hemen c¢ikar. Hatta su daha keskin ifadeyi kanitladik:

Teorem E.6. Eger F' serbest grubu X altkimesi tarafindan serbestce tretili-
yorsa, H < F ise ve S, H 'nin bir Schreier temsilcileri kimesiyse, o zaman H
altgrubu,

Y ={(z,s):xe€X,se8, d(x,s)}\ {1}

altkiimesi tarafindan serbestce tretilir. O
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Ornekler

E.1. F grubu z ve y tarafindan serbestge tiretilmis olsun. A = {1,a} ~ Z/2Z olsun. ¢ : F —»
A homomorfisi ¢(z) = a ve ¢(y) = 1 esitlikleriyle tanimlanmis olsun. H = Ker ¢ olsun.
Elbette H, endisi 2 olan normal bir altgruptur. H’yi serbestce iireten (ve yukardaki
teoremin soyledigi) elemanlar: bulalim. Once Schreier temsilcilerini segelim:

S={1,z}

olsun. S elbette Schreier temsilcileri kiimesidir.

X ={z,y}

alacagiz elbette. Yukardaki teoremdeki Y kiimesinin elemanlarini bulalim. Bunun igin
0(x,1), 6(z,x), 4(y, 1), 0(y, z) elemanlarim teker teker hesaplamaliyiz.

0(z,1) hesabr: -1 =z =z-1€ zH. Demek ki §(z,1) =1¢ Y.

§(z, ) hesabt: x-x = 2? = 1-2° € H ciinkii ¢(2?) = ¢(z)? = a®> = 1 ve 2> € H. Demek
ki 6(z,2) =x> €Y.

0(y,1) hesabi: y- 1=y =1-y € zH. Demek ki §(y,1) =y €Y.

S(y,x) hesabr: y -z =z -z~ 'yx € H. Demek ki 6(y,z) =z lyzr =y* €Y.

Demek ki Y = {xZ, y,y"} ve H bu ii¢ eleman tarafindan serbestge tiretiliyor.

Eger F,,, n eleman tarafindan serbestge iiretilmis serbest grupsa, bu oérnekte, F3 ~ H <
F; iligkilerini gosterdik.

E.2. F gene yukardaki gibi « ve y tarafindan iiretilen serbest grup olsun. Bu sefer H = (f? :
f € F) olsun. Elbette H < G ve

G/H = (z,9) = (T) X () ~ZL/2Z & Z/2Z.

Schreier temsilcilerini segelim:
S = {17 T, Y, my}
ve teoremdeki Y’yi bulalim, yani §’lar1 hesaplayalim.
0(x,1) hesabi: x-1 =x =z -1 € zH oldugundan, é(z,1) = 1.
§(z, ) hesabt: z - x = 2* € H oldugundan, §(z,1) = z*.
0(x,y) hesabi: z -y = zy e zyH oldugundan, §(z,y) = 1.
§(x, zy) hesabr: ¢ - vy = 2%y = y -y~ o’y € yH oldugundan, 6(z,zy) = vy~ '2%y = z?¥

0(y,1) hesabi: y -1 =y € yH oldugundan, §(y,1) = 1.

—1 1

5(y,x) hesabi: y -z = yx = zy -y 'z~ 'yx € zyH oldugundan, §(y,z) = y 'z lyx =
[y, z].

5(y,y) hesabr: y-y =y*> € H oldugundan S(y,y) = v>.

§(y, y) hesabr: y - xy = yoy = x - 2~ 'yay € :UH oldugundan, §(y, zy) = =~ ‘yry.
Demek ki H grubu z?, %Y, [y,z], ¥?, £ 'yzy elemanlar tarafindan serbestge iire-
tilmigtir.

Bu ornekte, F5 ~ H 4 F5 iligkilerini gosterdik.

E.3. F gene yukardaki gibi x ve y tarafindan iiretilen serbest grup olsun.
A=(a) x () ~Z X Z

olsun. ¢ : F — A homomorfisi ¢(x) = a ve ¢(y) = b esitlikleriyle tammlansin. H =
Ker ¢ olsun. F/H ~ 7Z x 7 abelyen bir grup oldugundan F’ < H olur. Ashnda

*{a;“ Yt zimy’ ineN, i, ju € Z, Zik:ij:O}
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egitligini gérmek zor degil. Birazdan H = F’ esitliginin dogru oldugunu gorecegiz. Once
H’yi serbestge iireten altkiimeyi bulalim.

S ={z'y :i,j € 7}
olsun. S elbette bir Schreier temsilcileri kiimesidir. H'yi iireten §’lar1 hesaplayalim.
§(x, x*y?) hesabi: x - z'y? = 2Tyl € ™y H. Demek ki 6(z, z'y?) = 1.
5(y, x'y?) hesabr: y - z'y? = 'y Tty I e iyaty’ € 2Py T H. Demek ki

Sz, 2'y’) =y 7T yaly’ =y ly a2’y = [y, 2y

ve H altgrubu ‘

{ly, ') :i € Z,j € Z,i # 0}
kiimesi tarafindan serbestce gerilmistir. Bu altkiime de F’ altgrubunun bir altkiimesi
oldugundan, H < F’, yani H = F' cikar.
Bu ornekten de goriildiigii gibi iki elemanli serbest grubun altgruplar: her zaman sonlu
sayida eleman tarafindan iiretilmek zorunda degil, mesela Fj ~ F,, olur.

Bu arada soz (yukardaki érnekte) agilmigken F' grubu X ve Y altkiimeleri
tarafindan serbestge iiretiliyorsa, F/F’ grubu, abelyen grup olarak X ve Y
tarafindan serbestce tretilir, yani

F:@Zx:@Zg/

reX yey

olur. Abelyen grup teoriden (ya da tek tiretecli idealler bolgeleri tizerine modiil-
lerin siiflandirilmasindan) biliyoruz ki bu durumda |X| = |Y| olmali. Demek
ki serbest bir grubun serbest iireteclerinin kiimesinin kardinali degismez ve bir
r kardinali i¢in F); notasyonu caizdir.

E.3 Serbest Tumleyen

F, X tarafindan serbestge iiretilmis serbest grup, X =Y U Z, H = (Y) ve
K = (Z) olsun. H ve K’ya birbirinin serbest timleyeni diyecegiz ve bunu
gostermek igin

F=HxK

yazacagiz. Bu durumda F’nin her elemani H ve K’'nin elemanlarinin alterne

eden ¢arpimlari olarak yazilir ve bu yazilim 6ziinde biriciktir; bir basgka deyisle
F’nin her f elemani igin, 6yle bir ve bir tane n € N\ {0}, hy € H, ho,...,h, €
H\A{1}, ky,...,kn—1 € K\ {1}, k,, € K elemanlar1 vardir ki

f = hlkl t 'hnkn

olur. Bu durum basgosterdiginde H'ye (ya da K’ya), F'nin serbest faktori
ad1 verilir.

Ornekler
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E.4. F grubu z ve y elemanlar1 tarafindan serbestce iiretilsin. H = (z,2¥) ve K = (y)
olsun. H’nin her z™'y™! - .- x™ky™k elemammninda Y m; = 0 olur ama K’nin sadece 1
elemaninda bu durum basggosterir. Dolayisiyla H N K = 1 ama (H, K) = H x K olmaz
ginki l£2¢h=ac H 1l#h=a'€H 1#k=y 'cK,1#k =y <€ K igin
hkhik, = xyyflzr*ly =1 olur.

Demek ki eger F' = (H, K) serbest bir grupsa ve HN K = 1 ise, Y, Hyi ve Z, K'y1
serbestge iiretse bile, Y U Z kiimesi Fyi serbestge germek zorunda degildir.

E.5. F serbest bir grup olsun. Yukardaki ornekten de kolayca anlagilacag: gibi eger N < F’
ve K < Fise (N,K) = N x K ancak K = 1 i¢gin mimkiindiir. Bunun sonuglarim bir
sonraki altbolimde gorecegiz.

Teorem E.7. F' serbest bir grup ve H < F olsun. Eger H sonlu sayida eleman
tarafindan iretiliyorsa, dyle bir K < F altgrubu vardwr ki, (H,K) ~ H x K
olur ve bu altgrubun F’de endisi sonludur.

Kanit: R, H’nin bir Schreier temsilcileri kiimesi olsun. Teorem E.6’dan dolay1,
H’nin
Y ={0(z,r):x € X,r € R, 6(x,r)} \ {1}

altkiimesi tarafindan serbestce tliretildigini biliyoruz. Ama varsayima gore H
sonlu eleman tarafindan tretiliyor. Demek ki Y sonlu. |Y'| = n olsun ve

Y = {(5(%’1, 7"1), RN (5(-7Un,7"n>}

olsun.

Oyle bir Z D Y bulacagiz ki, (Z) altgrubu Z tarafindan serbestge tire-
tilecek ve bu altgrubun F’deki endisi sonlu olacak. Bunu kanitlarsak teorem
kanitlanmig olacak ¢linkii bu durumda K = (Y \ Z) almak yeterli.

§(ws,r;) = Ty L - wyry esitligini animsayalim. S kiimesini

T1T1, 1 - ooy TnTn, Tn

elemanlarinin son dilimlerinden olusan kiime olsun. .S, R’nin sonlu bir altkii-
mesidir. Ayrica 1 € § ve S’nin elemanlarinin son dilimleri de S’dedir.

Ik olarak F’den Sym S’ye giden bir ¢ homomorfisi bulacagiz, yani F gru-
bunun S kiimesi iizerine bir etkimesini bulacagiz. Bir paragraf 6nce bulmaya
s0z verdigimiz Z tiretec kiimesi,

Stabp(l) =F = {f eF: ¢f(1) = 1}

altgrubunu serbestce iiretecek!. [F : Fy] < |S| oldugundan bu da teoremi
kanitlayacak. Ashinda [F': Fi] = | S| esitligini bulacagiz.

¢ homomorfisini bulmak i¢in X’ ten Sym S’ye giden bir fonksiyon bulmak
yeterli. Istediklerimizin yerine gelmesi icin bu fonksiyonu dikkatlice sececegiz.

1S’nin Fy’in F’de bir Schreier temsilcileri kiimesi oldugunu kanitlayacagiz ve Z, Teorem
E.6’da X ve S igin verilen F}’in iirete¢ kiimesi olacak.
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Her z € X igin,
S(x)={seS:Tse S}

olsun. S(z), elbette S’nin bir altkiimesidir (ama bogkiime de olabilir). Boylece
her z € X icin

¢z(s) =Ts

kuraliyla tanimlanmig bir
Oy S(x) — S

fonksiyonu bulmus olduk. ¢,’in birebir oldugunu savliyoruz. Nitekim, diyelim
¢2(8) = ¢ (t), yani T5 = xt 0 zaman xsH = xtH ve sH = tH olur ve bundan
da s =t c¢ikar. Demek ki ¢, birebirmis.

Simdi ¢, ’i rastgele bir bicimde S’den S’ye giden bir eglesmeye tamamla-
yalim?. Bu genislemeye de ¢, admi verelim. Demek ki ¢, € Sym S ve her
s € S(x) igin ¢, (s) = Ts.

Boylece ¢(x) = ¢, kuraliyla verilmig bir

¢: X — SymS

fonksiyonu bulunur. F', X tarafindan serbestge tiretildiginden, buldugumuz (ya
da segtigimiz) bu ¢ fonksiyonunu genisleten bir ve bir tane

F — Sym S
homomorfisi vardir. Bu homomorfiyi de ¢ ile gosterelim. Son olarak
Stabp(l) =F = {f eF: (Z)f(l) = 1}

tanimini yapalim.

Simdi her ¢t € S icin ¢;(1) = t esitligini kamtlayacagiz®. Bunun icin iki
teknik hesap yapacagiz:

Birinci teknik hesap: s € S ve x € X olsun. xs € S varsayimini yapalim.
Demek ki s = zs € S ve s € S(z). Dolayisiyla

(3) ¢z(s) =TS = ws.

Ikinci teknik hesap: s € S ve 2 € X olsun. Ama bu sefer 27 's € S
varsayimini yapalim. Demek ki 215 = 2715 € X (s) ve dolayisiyla ¢, (2~ 1s)
r(x~'s) = s. Son esitlikte ¢,’i sol taraftan sag tarafa gecirirsek, ¢,-1(s)
z~1s buluruz.

2Bu secimi Se¢im Aksiyomu kullanmadan yapmak i¢in, Sym S’nin elemanlarini bir
bigimde tamsiralamak ve ¢,’i genigleten Sym S’nin ilk elemanini segcmek yeterli.
3Béylece F serbest grubunun S kiimesini gecisli etkidigi kanitlanmis olacak.
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Demek kis € S,y € XUX ! veys € S ise,

Py(s) =ys
olur. Bunu temel alarak, t € S igin ¢;(1)’i hesaplayalim. t'yi XUX ~! kiimesinin
elemanlar cinsinden yazalim: Diyelim w1, ...,y € X UX ! icin

t=y1- Yk

olsun. S’nin elemanlarinin son dilimleri de S’de oldugundan, yukarda yaptik-
larimizdan,

¢t(1) = ¢y1-~~yk(1) = ¢y1 e '¢yk_1¢yk(1)
= ¢y1 T ¢yk71(yk) = Qbyl e '¢yk72 (yk—lyk)
...:y1-~yk:t

olur. Demek ki her t € S igin
Pr(1) =t

Bundan da S kiimesinin F}’in F’deki temsilcileri kiimesi oldugu ¢ikar. Nitekim,
eger f € F ise, ¢f(1) = t € S tammum yaparak, sirasiyla, ¢¢(1) = ¢4(1),
Bp-14(1) = 1, t=1f € Fy ve f € tF; bulunur. Ayrica s,t € S icin sF| = tI}
ise, sirasiyla, t71s € Fy grubu, ¢,-1,(1) = 1, s = ¢5(1) = ¢¢(1) = ¢ olur.

S kiimesi bir Schreier temsilcileri kiimesi oldugundan, Teorem E.6’ya gore,
F altgrubu

Z ={e(x,s):xeX,seb, ex,s)}\ {1}

tarafindan serbestge tiretilir. Buradaki €(z, s) € Fy elemani, Teorem E.6’daki
Fy ve S’ye tekabiil eden elemanlardir, yani e(z, s) € Fy ve s € S olmak {izere,

e(z,s) =75 - us

olarak tanimlanmistir.

Son olarak Y C Z igindeligini kanitlayalim. Bunun i¢in her ¢ = 1,...,n
icin,

esitligini kanitlamak yeterli. Bunun igin iki kiigiik olguya ihtiyacimiz var:
f € F olsun. Demek ki bir t = f € S igin f € tF;. Dolayisiyla

~

¢r(1) = ¢e(1) =t = f.

Ayrica S’nin tanimi geregi z;r; € S; ve elbette r; € S. Yani r; € S(xy).
Buradan da (3)’ten dolay1 ¢, (r;) = x;7; gikar.
Bunlardan hareketle hesaplayalim:

f@'\ri = @bxin(l) = @bxﬁbn(l) = bel (Tz) = XyT; = X5

Boylece Y C Z igindeligi kanitlandi. O
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E.4 Birkag Sonug

Bu boliimde serbest gruplarla ilgili birka¢ sonu¢ kanitlayacagiz. Her biri yu-
karda yaptiklarimizdan cikacak.

Sonug E.8 (Schreier). Serbest bir grubun sonlu eleman tarafindan tretilmis
normal bir altgrubu ya 1°dir ya da sonlu endislidir.

Kanit: F serbest grup olsun. H <1 F' sonlu eleman tarafindan iiretilmis olsun.
O zaman Teorem E.7’ye gore, bir K < F i¢in (H, K) = H * K grubunun F’de
endisi sonlu olur. Ama H < F' oldugundan K = 1 olmalidir. O

Eger bir grubun sonlu endisli altgruplarinin kesigimi 1 ise, gruba kalint:-
sal sonlu grup adi verilir. Bir G grubunun kalhintisal sonlu olmasi géyle de
ifade edilir: Her 1 # g € G igin ¢’yi igermeyen sonlu endisli bir altgrup vardir.
Ornegin, sonlu tretecli abelyen gruplar, dongiisel gruplarin direkt toplami ol-
duklarindan, kalintisal sonludurlar.

Teorem E.9 (F.W. Levi). Serbest gruplar kalintisal sonludur.

Kanit: F serbest bir grup olsun. 1 # f € F olsun. Theorem E.7’ye gore,
(f, K) = (f) x K esitligini saglayan sonlu endisli bir K altgrubu vardir. J =
(f)*K olsun. K, Y altkiimesi tarafindan serbestge tiretilmis olsun. Son olarak,

L={(J\Y, f?

olsun. Elbette [J : L] = [J/J': L/J'] = 2'dir ve f ¢ L. O

Bir G grubunun hopf grubu olmasi demek, her 1 # N <G i¢in G /N #£G
demektir. Ornegin sonlu gruplar Hopf gruplaridir, ama Priifer p-gruplar1 Hopf
gruplar degildirler, hatta antihopfdurlar diyebiliriz!

Teorem E.10. Sonlu eleman tarafindan dretilmis serbest gruplar Hopfiyan-
durlar.

Bu teorem, Teorem E.9’un ve bir sonrakinin sonucu.

Teorem E.11 (I.LA. Mal’cev). Sonlu eleman tarafindan dretilmis kalintisal
sonlu gruplar hopfiyandiriar.

Mal’cev’in teoremini kanitlamak igin 6nce kendi bagina 6nemli bir 6nsav
kanitlayalim.

Onsav E.12. n € N olsun. Sonlu (diyelim m tane) eleman tarafindan dre-
tilmis bir grubun endisi n olan sonlu sayda (en fazla (n!))™ tane) altgrubu
vardar.
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Kanit: Gruba G diyelim. G, eleman sayisi m olan X altkiimesi tarafindan
tiretilmig olsun. H < G, endisi n olan bir altgrup olsun.

G/H ={zH : z € G},

olsun. G, G/H kiimesini soldan bilinen sekilde soldan 6telemeyle etkisin: g € G
ve vH € G/H igin,
g-(zH)=gxH

olsun. Boylece ¢(g)(xH) = gz H formiiliiyle verilmig bir
Y : G — Sym(G/H)
grup homomorfisi buluruz. Elbette,
Gp={9€eG:yH=H}=H

olur.

|G/H| = n oldugundan G/H ile {1,2,...,n} kiimeleri arasinda birebir bir
esleme vardir. f(H) = 1 esitligini saglayan boyle bir esleme secelim. Bu f
eslemesi sayesinde

dr(o) = foooft

formiiliiyle verilen bir
¢f: Sym(G/H) — Symn
grup izomorfisi bulunur ve boylece bir
Yyi=¢poyp: G — Symn

grup homomorfisi elde ederiz. Béylece G grubu {1,...,n} kiimesini etkiler:
g*i=(1Ys(g))(i). Bu etkilemeyle,

Gii={geG:gx1=1}={geG: (Yyg)(1) =1} =H

olur. Demek ki endisi n olan H < G sayisi, olast ¢y : G — Symn homo-
morfizma sayisindan daha fazla olamaz. Ama G, X tarafindan iiretildiginden
G’den Symn’ye giden homomorfi sayis1 X ten Sym n’ye giden fonksiyon sayi-
sindan fazla olamaz. Bundan da en fazla (n!)™ tane vardir?. O

4Bu kanitta her H < G igin bir f : G/H — {1,...,n} eslemesi segerek, daha sonra sonlu
olacagim kamitlayacagimiz G/H kiimesi i¢in Se¢im Aksiyomu’nu kullanmig olduk! Aslinda
Segim Aksiyomunu kullanmak zorunda degildik. Her H < G i¢in f(H) = 1 esitligini saglayan
bir f : G/H — {1,...,n} eslemesi segecegimize, bu esitligi saglayan tiim f eslemelerini
alalim. Ardindan, tiim bu f’ler icin tiim s leri alalim. B&ylece Se¢im Aksiyomu’nu kullan-
madan ayni sonucu elde ederiz.
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Teorem E.11’in Kaniti. G teoremdeki gibi bir grup olsun. Diyelim bir N <G
icin G/N ~ G. Herhangi bir n € N sabitleyelim. Onsav E.12’ye gére G'nin
endisi n olan sonlu sayida altgrubu oldugundan, G/N nin de endisi n olan ayni
sayida altgrubu vardir. Ama G/N’nin altgruplari, bir ve bir tane N < H < &
icin G/H bigiminde yazilirlar ve [G/N : H/N| = [G : H] olur. Demek ki G’nin
endisi n olan tiim altgruplar:1 N’yi icermek zorundadir. n rastgele oldugundan,
bundan da G’nin endisi sonlu olan her algrubunun N’yi icerdigi cikar. Demek
ki G’nin sonlu altgruplarinin kesigimi N’yi igeriyor. Dolayisiyla N = 1. g

Teorem E.13 (J. Nielsen, 1918). Eger F' grubu n elemanl X altkimesi ta-
rafindan serbestce tretilmis bir grupsa ve Y C F, n elemanl ve F’yi treten
bir altkumeyse, o zaman Y, F ’yi serbestce tretir.

Kanit: f : X — Y herhangi bir esleme olsun. Bu esleme sayesinde ¢y :

F — F homomorfisi elde ederiz. Y, X"i gerdiginden, ¢, ¢rtendir. Demek

ki F//Ker¢; ~ F olur. Teorem E.10’a gére Ker¢; = 1'dir. Demek ki ¢y

birebirdir. Bu da aynen F’nin Y tarafindan serbestge iiretildigi anlamina gelir

(Y’nin elemanlar tarafindan saglanan herhangi bir esitlik, Ker ¢ ¢'te 1 olmayan

bir eleman yaratir). O
Kaynakga

Gilbert Baumslag, Topics in Combinatorial Group Theory, Birkhduser, Lectures
in Mathematics 1993.






F. Zorn Onsavi

F.1 Problemler

F.1.1 Imkansiz Bir Problem

Imkéansiz bir problemle baglayalim: Gergel sayilar kiimesi R’nin maksimal bir
sonlu altkiimesini bulmaya ¢aligalim...

Dogru anladiniz! Dedigimiz gibi imkéansiz bir problemi ¢6zmeye calisaca-
giz... Gergel sayilardan olugan Oyle bir sonlu kiime bulmaya calisacagiz ki,
bu kiimeden daha fazla gercel say1 iceren hicbir gercel say:1 kiimesi sonlu ola-
masin...

Boyle bir kiime olamaz elbet. Eger R’nin bir altkiimesinin sonlu sayida
elemani varsa, bu altkiimeye yeni bir gergel say1 ekleyerek ondan daha biiyiik
ama gene sonlu sayida elemani olan bir bagka kiime elde ederiz.

Biz gene de boyle bir kiime bulmaya caligalim! Maksat komiklik olsun...

R

R’nin tiim altkiimeleri

Olsalardi, en biiyiik sonlu altkiimeler burada (sinirda)
olacaklardi. Yeni bir eleman daha eklendiginde
bu kiimeler sonsuz olacaklardi...

R’nin sonlu altkiimeleri

Aradigimiz, “en biiyiikk” sonlu kiime degil, yani tiim sonlu kiimeleri altkiime
olarak iceren sonlu bir kiime aramiyoruz. Sadece o sonlu kiimeden “daha
biiyiik”, yani o sonlu kiimeyi ozeltkiime olarak igeren sonlu bir altkiime ol-
masini istemiyoruz.

R’nin sonlu bir altkiimesini alalim. Eger bu kiime R’nin maksimal bir sonlu
altkiimesiyse igimiz ig. Degilse (ki degildir!) o zaman bu kiimeden daha biiyiik
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ama hala sonlu bir kiime daha vardir. (Kiimelerimiz hep R’nin altkiimeleri
olsunlar, artik bunu siirekli tekrarlamayalim.) imdi eskisinden daha biiyiik
olan bu yeni kiimeye bakalim. Bu yeni kiimenin maksimal sonlu kiime olma
olasilig1 eski kiimeye gore daha yiiksek tabii... Eger bu yeni kiime maksimal bir
sonlu kiimeyse, isimiz is, istedigimizi elde ettik. Degilse, o zaman bu kiimeden
daha biiyiik sonlu bir kiime daha vardir (ki var, biliyoruz). Simdi bu en yeni
sonlu kiimeye bakalim, acaba bu en yeni sonlu kiime maksimal bir sonlu kiime
mi? Eger Gyleyse maksimal bir sonlu kiime bulduk ve sorunumuzu hallettik.
Degilse, bu kiimeden daha biiylik bir sonlu altkiime vardir. Simdi bu sonlu
altktimeye bakalim, acaba bu en gicir sonlu kiime maksimal bir sonlu altkiime
mi?..

Birinci kiilmemize Ag diyelim. Eger Ay, R’nin maksimal bir sonlu altkiime-
siyse, sorun yok. Diyelim sansimiz yaver gitmedi (!) ve Ap, R'nin maksimal
bir sonlu altkiimesi degil, o zaman ondan daha biiyiik sonlu bir kiime vardir.
Ap’dan daha biiylik sonlu bir kiime alalim ve bu kiimeye A; diyelim. A;, mak-
simal bir sonlu kiime degilse, A;’den daha biiyiik sonlu bir kiime vardir. Bu
kiimeye de Ao diyelim. Bunu boylece siirdiirebiliriz:

Ay C Ay C Ay, CA3C...CA,.

Bunlarin biri maksimal bir sonlu kiimeyse imkansiz problemimizi ¢ézdiik de-
mektir. Ama degilse islemi sonsuza kadar siirdiirebiliriz. Stirdiirelim:

AyCAL CAyCA3C...CA,C...

Boyle bir diziye zincir adini verelim.

Yukardaki zincirin A, “halkalar1’” sonlu gercel say1 kiimeleri. Herbirinin
bir éncekinden daha fazla elemani var. Dolayisiyla hi¢biri maksimal bir sonlu
kiime degil. Bunlarin herbirinden daha biiyiik ama hala sonlu bir gercel say1
kiimesi bulup bu kiimenin maksimal bir sonlu kiime olup olmadigina bakalim...
Bulacagimiz bu yeni kiime A,,’lerin hepsini (altkiime olarak) icermek zorunda
oldugundan sonlu olamaz maalesef. Ama olsaydi ne giizel olurdu... Bu, biitiin
Ap’leri igeren sonlu kiimeye A, der ve kaldigimiz yerden devam ederdik...
Durum soyle olurdu:

Ay C AL CAyCA3C...CA,C...CA,.

Eger A, maksimal bir sonlu kiimeyse sorunu ¢ézmiig olurduk. Degilse (ki degil,
¢linkii A, sonlu bile degil), o zaman A, ’dan daha biiyiik sonlu bir kiime bulur
ve ayni iglemi maksimal bir sonlu altkiimeye toslayana dek stirekli tekrarlardik.
Bir zincire geldigimizde ise zincirin bilegimini iceren sonlu bir kiime bulmay1
umup gene yolumuza devam ederdik. Bu yontemi hi¢ durmadan tekrarlayarak
maksimal bir sonlu kiime bulmaya calisabilirdik.
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Ama ne yazik ki bunlar hayal, biitin A,,’leri igeren A, gibi sonlu bir kiime
yok evrende.

Biittin bu yaptiklarimizi sonlu altkiimeler yerine R’nin sayilabilir altkiime-
leriyle yapsaydik, gene bagarisizliga ugrardik, ¢iinkii R’nin en biiytik sayilabilir
altkiimesi de yoktur (¢iinkii sayilabilir bir kiimeye bir eleman daha ekler-
sek gene sayilabilir bir kiime elde ederiz) ama bu sefer yukardaki yontemle
bagarisizliga ugrayacagimizi gosteremezdik (¢linkii sayilabilir sonsuzluktaki
sayilabilir kiimenin bilegimi gene sayilabilirdir (ama bu sonucu kanitlamak
icin Se¢im Aksiyomu’na ihtiyag vardir)).

Gene de yukardaki fikrin bagariya ulasacagi durumlar olacaktir. Bizi izle-
meye devam edin!

F.1.2 Cok Kolay Bir Problem

Gene ¢ok kolay bir problem ele alalim, ama bu sefer liitfen ¢oziimii olsun! Bu
sefer R’nin 1’1 igermeyen maksimal bir altkiimesini bulalim.

Gergekten ¢ok kolay bir problem bu. Tek bir ¢oziimii var: R\ {1}. Yani
bu sefer sadece maksimal degil, gercekten de kogulumuzu saglayan en biiyiik
altkiime var. Ama biz bu ¢6ziimii bilmedigimizi varsayarak yukardaki yontemi
deneyelim.

R’nin 1’i icermeyen herhangi bir altkiimesinden baglayalim. Bu altkiime
bogkiime de olabilir, {0} ya da {7} kiimesi de olabilir, hatta, sans bu ya,
R\ {1} kiimesi de olabilir; énemli olan 1’i igermemesi. 1’i icermeyen bu ilk
kiimeye Ag diyelim. Eger Ay kiimesi 1’1 igermeyen maksimal bir altkiimeyse,
o zaman keyfimize diyecek yok, problemi ¢ozditk. Ama diyelim Ag kiimesi
1’i igermeyen maksimal bir kiime degil. O zaman Ag’1 iceren ve Ag’dan daha
fazla elemam olan ama 1’1 igcermeyen bir A; kiimesi vardir. Eger A; kiimesi
1’1 icermeyen maksimal bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢oézdiik demektir.
Ama diyelim A; kiimesi 1’i igermeyen maksimal bir kiime degil. O zaman
Aq’i iceren ve Ap’den daha fazla elemani olan ama hala daha 1’i icermeyen
bir As kiimesi vardir. Eger Ay kiimesi 1’1 igermeyen maksimal bir kiimeyse, o
zaman problemimizi ¢6zdiik demektir... Bunu boylece devam ettirelim. Eger
belli bir agamada, diyelim n’inci agamada A, kiimesi 1’1 icermeyen maksimal
bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢ozdiik demektir... Diyelim hicbir A,,
1’i icermeyen maksimal bir kiime degil, siirekli daha biiytigiinii buluyoruz.
Durumu resmedelim:

AyCAL CAyCA3C...CA,C...

ve Ozetleyelim: Bunlarin hepsi gercel say1 kiimeleri ve higbiri 1’1 igermiyor ve
herbirinin bir 6ncekinden daha fazla elemani var.
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Bunlarin herbirinden daha biiyiik ve 1’i igermeyen bir kiime bulup bu
kiimenin 1’1 icermeyen maksimal bir kiime olup olmadigina bakalim. Bulacagi-
miz bu yeni kiimenin A, lerin hepsinden daha biiyiik olmasin istedigimizden,
Ap’lerin hepsini altkiime olarak icermek zorundadir. Bir 6nceki érnekte A, ’le-
rin hepsinden daha biiyliik ve sonlu bir kiime bulamamistik, yoktu 6yle bir
kiime, bakalim simdi bulabilecek miyiz? Heyecan son haddinde!

Biitiin bu A, ’lerin bilesimini alirsak, A, ’lerin hepsinden daha biiyiik bir
kiime buluruz elbet. Ayrica, A, lerin higbiri 1’i eleman olarak igermediginden,
Ap’lerin bilegimi de 1’i eleman olarak icermez. Ne giizel!

Demek ki tiim A;,’leri altkiime olarak iceren ama 1’i eleman igermeyen en
az bir kiime vardir. A,,, bu kiimelerden biri olsun. Ornegin

A, = U A,
neN

olabilir, ama bundan daha biiyiik bir kiime de olabilir, ne oldugu pek 6nemli
degil, 6nemli olan A,’nin A,’lerin hepsini altkiime olarak icermesi ama 1’i
icermemesi.

R\ {1}

R’nin 1°i igermeyen
altkimeler1

Kaldigimiz yerden Ag yerine A, ile devam edelim. Eger A, kiimesi 1’1 iger-
meyen maksimal bir kiimeyse, o zaman bagariya ulastik demektir... Degilse,
Ay’y1 altkiime olarak iceren ama A,’dan daha blytlik olan ve 1’i icermeyen
bir kiime var demektir. Bu kiimeye A, ;1 diyelim. Okur tahmin ediyordur
bundan sonra ne yapacagimizi. Eger A, kiimesi 1’i icermeyen maksimal bir
kiimeyse, o zaman problemimizi ¢6zdiik demektir... Degilse, A,,41’in, A,11’den
daha biiylik ve 1’i igermeyen bir listkiimesi var demektir. Bu kiimeye A, 19
diyelim... Bunu boylece stirdiiriiriiz... Eger

Ap CAps1 CApr2 C ... CApin C ...

zincirinin A, 4, halkalarindan higbiri 1’i igermeyen maksimal bir kiime degilse,
bunlarin bilegimi O6rnegin, 1’i icermeyen ve yukardakilerin herbirinden daha
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biiyiik bir kiimedir. Boyle bir kiimeye A,s adini verelim. Eger A,o kiimesi
1’i igermeyen maksimal bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢ozdiikk demek-
tir... Degilse, islemi devam ettirebiliriz... Eger belli bir asamada, 1’i icermeyen
maksimal bir altkiimeye (yani R\{1}’e, ama sonucun bu oldugunu bilmiyormus
gibi davraniyoruz) rastlarsak o zaman gayretlerimiz amacina ulagmig demek-
tir, duralim. Ama eger kiimeleri hep 1’i icermeyecek bigimde biiytitebiliyorsak,
bir adim ileri gidelim. Bagariya ulasmadigimiz stirece hep ileri gidebilecegimizi
biliyoruz.

Ao C Aw2+1 C Aw2+2 Cc...C Aw2+n ...

Eger hep basarisizliga ugramigsak, bir sonraki agamada bu kiimelerin bilegsimini
igeren ama 1’1 igermeyen herhangi bir kiime alip buna A3 diyelim ve yukardaki
gibi devam edelim.

Peki ama bu durmadan ileri gitmenin bir sonu gelecek mi? En sonunda,
gerekirse sonsuz hatta ¢ok sonsuz adimi agip R\ {1} kiimesine ulagabilecek
miyiz?

Bu sorunun yaniti hi¢ de bariz degil. R ¢ok biiyiik bir kiime oldugundan
(bkz. [SKK]) ulagmak istedigimiz R\ {1} kiimesi de bayag: biiyiiktiir, sayilamaz
sonsuzluktadir. (Bunun ne demek oldugunu bilmeyen umursamasm.) Yukari-
daki yontemle zaten bildigimiz R\ {1} ¢6ziimiine ulagip ulagamayacagimizdan
emin olamayiz.

F.1.3 Benzer Bir Problem

Bu sefer R'nin maksimal bir 6zaltkiimesini bulmaya caligalim. Yani R’nin 6yle
bir altkiimesini bulalim ki, R’nin bu altkiimeden daha biiyiik bir altkiimesi
R’ye esit olsun. Yaniti1 gene biliyoruz: Eger a, R'nin herhangi bir elemaniysa,
R\ {a} kiimesi R'nin maksimal bir 6zaltkiimelerinden biridir, R'nin ondan
daha biiytlik bir 6zaltkiimesi yoktur.

Bu sefer birden fazla yanit var, R'nin her a elemani i¢in bir ¢éziim (R\ {a}
¢Oziimiini) bulabiliriz.

Ayni yontemi denersek bu sefer de birinci 6rnegimizdeki zorluga toslariz:
Eger

AyC Ay C Ay CA3C...CA,C...

kiimelerinin herbiri R’nin 6zaltkiimesiyse, bunlarin hepsini birden igeren bir
kiime R’ye esit olabilir, yani bunlarin hepsinin bilegsimi R olabilir. C)rneéin,
n € N igin,

Ay = (—o0, n)

araligiysa, bu A,’lerin hepsi Ozaltklimedir, hi¢biri maksimal bir 6zaltkiime
degildir, ama bilegimleri R’dir.
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Bu zorlugu yenmek i¢in bu problemi bir 6nceki probleme doniistiiriip belli
bir a i¢in (a = 1 olabilir), bu belirlenmis a’y1 igermeyen maksimal bir altkii-
meyi bulmaya caligmaliyiz. Sans bu ya, a’y1 igermeyen maksimal bir altkiime
R’nin maksimal bir 6zaltkiimesidir.

F.1.4 Orta Zorlukta Bir Problem

Simdi bir bagka probleme el atalim. Bu problem daha zor olacak. Kesirli sayilar
kiimesi Q’nilin ¢ikarma altinda kapali ve 1’i icermeyen maksimal bir altkiime-
sini bulmaya ¢alisalim. Yani 6yle bir M C Q kiimesi bulmaya ¢aligalim ki,

1. Her z, y € M i¢in, x — y € M olsun.

2. 1 sayis1 M’de olmasin.

3. M, Q’niin yukardaki iki kosulu saglayan maksimal bir altkiimesi olsun.
Yani M C N C Q ise, N ya ¢ikarma altinda kapali olmayacak (yani birinci
kosulu saglamayacak) ya da 1’1 igerecek (yani ikinci kosulu saglamayacak).

“Maksimal” kogulundan vazgecip ilk iki kogulu saglayan bir kiime bulalim.
() ya da {0} bu tiir kiimelerdendir. Cift sayilar kiimesi 2Z de ¢gikarma altinda
kapalidir ve 1’i igermez. Bu iki 6zelligi saglayan herhangi bir kiime alalim ve
bu kiimeye Ay adimi verelim. Eger Ag ilk iki kogulu saglayan maksimal bir
kiimeyse sorun yok, ¢coziime ulagtik. Degilse, ilk iki kogulu saglayan ve Ag’dan
daha biiyiik bir A; C Q vardir.

Bu islemi siirdiirelim.

AyC AL CAy CA3C...CA,

kiimelerini elde ederiz. Amacimiza heniiz ulagmamigsak, yani A,,, ilk iki kogulu
saglayan maksimal bir kiime degilse devam edelim. Sonlu bir agamada ilk iki
kosulu saglayan Q’niin maksimal bir altkiimesine rastlamamigsak soyle bir
zincir elde ederiz:

AyCA L CAyCA3C...CA,C...

Bunlarin her biri Q’niin 1’1 icermeyen ve ¢ikarma altinda kapali altkiimeleri,
ama hicbiri en biiyligii degil, yani her biri bir 6ncekinden daha fazla eleman
iceriyor. Bunlarin bilegsimini alalim:

A, = U A,

neN

A, da 1’1 igermez, ¢iinkii A, ’lerin higbiri 1'i igermiyor. (A, nmin 1’i igermesi
i¢cin A, ’lerin en az birinin 1’1 icermesi gerekir.) Ayrica A, da ¢ikarma altinda
kapalidir. Bunu kanitlayalim. A, ’dan iki eleman alalim, diyelim z ve y. Bu iki
eleman A, ’da oldugundan, herbiri A, ’lerden birindedir, ama ikisi birden ayni
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A, ’de olmayabilir, en azindan bundan hentiz emin degiliz, birazdan olacagz
ama... Diyelim,
r €A, vey € Ap,.

Simdi ya n < m ya da m < n. Durum z ve y acisindan simetrik oldugundan,
birinin digerinden fark: yok, dolayisiyla goniil rahathigiyla m < n egitsizligini
varsayabiliriz. Boylece,

y € Am C Ay

olur. Demek ki hem x, hem de y sayilar1 A,, kiimesindeler. Ama A, ¢ikarma
altinda kapali. Buradan x — y € A, gikar. Ama gimdi, A, C A, oldugundan,
x—1y € A, gkar. Boylece A, kiimesinin ¢ikarma altinda kapali oldugunu
kanitlamig olduk.

Demek ki bir sonraki asamada A, kiimesini alabiliriz. Bu kiime A,, kiimele-
rinin hepsinden daha biiyiik ve ayrica 1’i igeriyor ve de ¢ikarma altinda kapali.
Kaldigimiz yerden Ay yerine A, ile devam edelim. Eger A, kiimesi, 1’i igerme-
yen ve ¢ikarma altinda kapali olan maksimal bir kiimeyse, o zaman isimiz bitti,
istedigimizi bulduk. Oyle degilse, o zaman, A,’y1 altkiime olarak iceren (yani
A, ’nin istkiimesi olan) ama A, ’dan daha fazla eleman igeren 6te yandan 1’i
icermeyen ve gene ¢ikarma altinda kapali bir kiime var demektir. Bu kiimeye
A1 diyelim. Eger A,+1 kiimesi 1’i igermeyen ve ¢ikarma altinda kapal mak-
simal bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢6zdiik demektir... Degilse, A,+1’in,
Ap+1’den daha biiyiik ve 1’1 igermeyen ve ¢ikarma altinda kapali bir listkiimesi
var demektir. Bu kiimeye Ao diyelim... Bunu boylece siirdiiriiriiz... Eger

Ay CApy1 CAuia C ... CApsn C ...

zincirinin A1, halkalarindan hicbiri 1’1 igermeyen ve ¢ikarma altinda kapali
maksimal bir kiime degilse, bunlarin bilesimi 6rnegin, 1’i igermeyen ve ¢ikarma
altinda kapali ve yukardakilerin herbirinden daha biiyiik bir kiimedir. Boyle
bir kiimeye Ao adim verelim. Eger A, kiimesi 1’i icermeyen ve c¢ikarma
altinda kapali maksimal bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢6zdiik demektir...
Degilse, igslemi devam ettirebiliriz... Eger belli bir asamada, 1’i icermeyen ve
¢ikarma altinda kapali maksimal bir altkiimeye rastlarsak o zaman ¢abalarimiz
amacina ulagmig demektir, duralim. Ama eger kiimeleri hep 1’1 icermeyecek ve
¢gikarma altinda kapali olacak bigimde biiyiitebiliyorsak, bir adim ileri gidelim.
Hep ileri gidebilecegimizi biliyoruz.

Ao C Aw2+1 C Aw2+2 cC...C Aw2+n C ...

Eger siirekli basarisizliga ugramigsak, bir sonraki asamada bu kiimelerin
bilesimini iceren ama 1’i icermeyen ve c¢ikarma altinda kapali herhangi bir
kiime alip buna A3 diyelim ve yolumuza devam edelim...

Bir zaman sonra istedigimiz kiimeye rastlayacak miyiz? Zor soru...
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Cozim: Yukaridaki yontemi terkedelim, belli ki bir yere varamayacak.
Aradigimiz kiimelerden birini ayan beyan yazacagim:
p herhangi bir asal say1 olsun.

M = {pa/b: a, b € Z ve p, b’yi bolmiiyor}

olsun. M g¢ikarma altinda kapalidir, bunu gérmek kolay. Ayrica M, 1'i de
icermez; ciinkli aksi takdirde, p’nin b’yi bolmedigi a, b € Z tamsayilar: icin
1 = pa/b olur, buradan pa = b ve p’nin b’yi boldigi ¢ikar ki bunun boyle
olmadigini biliyoruz... Demek ki 1 ¢ M.

Simdi M ’nin, Q’niin bu iki 6zelligi olan maksimal bir altkiimesi oldugunu
kanitlayalim. N, M’den daha biiyik ve gikarma altinda kapali herhangi bir
kesirli sayilar kiimesi olsun. 1’in N’de oldugunu kanitlayacagiz ve boylece is-
tedigimiz kamitlanmig olacak.

Once gikarma altinda kapali kiimelerin ¢ok bilinen ve kolay kanitlanan bir
ozelligini verelim:

Onsav F.1. Eger N ¢ikarma altinda kapaliysa ve boskiime degilse, o zaman
0 € N ve N toplama altinda da kapalidir. Ayrica —IN C N olur.

Kanit: N # () oldugundan, N’de en az bir eleman vardir. a ve b, (birbirine
esit ya da degil) N'nin herhangi iki elemani olsun. N ¢ikarma altinda kapal
oldugundan,

0=a—a€N,
—a=0—-—a€eN
ve
a+b=a—(-b)eN
olur. g

Sonug F.2. N ve M, Q’nin ¢ikarma altinda kapaly iki altkimesi olsun. Eger
M C N vex € N ise o zaman M + Zx C N olur. O

Simdi biraz énce tammladigimiz,
M = {pa/b: a, b € Z ve p, b’yi bolmiiyor}

kiimesinin, 1’i icermeyen ve ¢ikarma altinda kapali maksimal kesirli say1 kii-
mesi oldugunu kanitlayalim.

Teorem F.3. Yukarida tamimlanan M kiimesi, 171 icermeyen ve ¢ikarma al-
tinda kapaly bir maksimal kesirli sayr kumesidir.
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Kanit: N, M’nin gikarma altinda kapali herhangi bir tistkiimesi olsun. Diye-
lim, N’de olan ama M ’de olmayan bir x kesirli sayisi var. a ve b tamsayilar1 icin,
x = a/b yazahm. a ve b’nin birbirine asal olduklarini varsayabiliriz. x, M’de
olmadigindan, p, a’y1 bolmez. Demek ki a ve p birbirine asallar. Dolayisiyla
pu + av = 1 egitligini saglayan u ve v tamsayilar1 vardir [S]. Dolayisiyla,

pu + vbx = pu + vb(a/b) = pu+ va = 1.
Ama pu = pu/1 € M ve vbx € Zz. Dolayisiyla,
1=pu—+vbre M+ Zx C N.

Boylece, M’nin oOzaltkiimesi oldugu cikarma altinda kapali her kesirli sayi
kiimesinin 1’i igermek zorunda oldugunu kanitladik. Demek ki M, 1’i icermeyen
ve ¢ikarma altinda kapali olan Q’ntin bir maksimal altkiimesidir. O

F.1.5 Cetin Bir Problem

Son olarak ¢etin bir problemi ele alacagiz. Problemimiz bir énceki problemin
benzeri olacak. Yalnmz bu sefer Q’niin degil R’nin altkiimeleriyle ugrasacagiz.

R’nin ¢ikarma altinda kapali ve 1’1 igermeyen maksimal bir altkiimesini bul-
maya caligacagiz. Yontemimizi biliyorsunuz, eger ¢ikarma altinda kapali ve 1’i

igermeyen bir kiime maksimalsa, duralim; degilse o kiimeden bir biiyiigi vardir.
Simdi o bliylik kiimeden hareket edelim. Bunu boylece stirdiirelim. Eger hicbir
zaman maksimal bir kiimeye rastlamazsak, o zaman

Ay C A CAyCA3C...CA,C...

diye bir dizi elde ederiz. Bu dizideki kiimelerin her biri bir 6ncekinden daha
biiyiiktiir. Her biri ¢ikarma altinda kapalidir. Higbirinde 1 yoktur. Simdi bu
kiimelerin bilegsimini alalim. Bu bilesim de ¢ikarma altinda kapalidir ve 1’i
igcermez. Simdi Ag’la yaptigimizi bu bilegsimle yapalim. Ve bunu ¢ikarma altinda
kapali ve 1'i igermeyen maksimal bir kiimeye rastlayana dek siirekli siirdiirelim.

Bu yontemle, boyle bir kiimeye rastlama sansimz var m? [SI] ders not-
larinda gordiiklerimiz béyle bir maksimal kiimeye rastlayacagimiz konusunda
bize bir giivence veremez.

Peki, bir 6nceki problemdeki gibi, ¢cikarma altinda kapali ve 1’i icermeyen
maksimal bir kiimeyi - sanki gokten inmis gibi - okurlara sunabilir miyiz?
Sunamay1z! Sadece biz degil kimse sunamaz.

Boyle bir kiimenin varlig: bir sonraki béliimde s6z edecegimiz Zorn Onsa-
v1 kullanilarak kanitlanabilir. Zorn Onsavinin kamit1 da Secim Aksiyomu’nu
gerektirir, Secim Aksiyomu olmadan yapilamaz.
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Secim Aksiyomunun yardimyla kamtlayacagimiz Zorn Onsavi sayesinde,
elle, akilla, emek vererek bulamayacagimiz matematiksel nesnelerin varligini
kamtlayabilecegiz. Zorn Onsavi’m (daha dogrusu Se¢im Aksiyomu’nu) mate-
matikcilerin yardimina yetisen tanrisal bir el olarak algilayabilirsiniz: Secim
Aksiyomu sayesinde, olmasii ¢ok arzuladigimiz ama geleneksel yontemlerle
varligi kanitlanamayan kiimeler var olacaklar.

F.2 Zorn Onsavi ve Birkag Sonucu

F.2.1 Hazirhk

Okurun bir 6nceki altbolimii okudugunu ve orada ortaya konulan derin so-
runu kavradigini varsayiyoruz. O altboliimde ele aldigimiz ama pek basgarili
olamadigimiz kanitlama yoOnteminden, yani bir kiimenin belli kogullara sa-
hip maksimal bir altkiimesinin varligini gosterme cabamizdan sézedecegiz bu
altboliimde.

Gecen altboliimde, son 6rnekte, cikarma altinda kapali olan ve 1’i icerme-
yen gercel sayilar kiimelerini ele almigtik. Bu béliimiin en azindan basginda
R’nin bu tiir altkiimelerine yogunlagalim. R’nin bu tiir altkiimelerini eleman
olarak iceren kiimeye Z adini verelim. Uzunca bir siire bu 6rnekle ugrasacagiz.

oMp+Z\/2+Zn

M, 22 *My+2T
'MP = {palb :fa, b € 7 ve p, b’yi bolmez}

¢ikarma altinda kapali
ve 1’1 icermeyen gergel
sayilar kiimesi

Yukardaki sekilde Z’yi cizdik. Altkiimeleri agagiya, tistkiimeleri yukariya yaz-
dik, yani Z’nin elemanlarinin (altkiime iligkisine gore agagidan yukariya dogru)
siralanmasina dikkat ettik: A C B ise A’y1 alta B’yi yukariya yazdik. Do-
layisiyla boskiimeyi en alta koyduk. Bunun bir iistiinde Z’nin tek sonlu sayida
elemam olan {0} kiimesi var. Daha yukarda 1 ve —1 digindaki a sayilarinin
katlarindan olusan aZ kiimeleri var. Resimde gostermedik ama bir iist katta
V27 + 77 gibi iki elemanla “liretilen” gikarma altinda kapali ve 1’i icermeyen
aZ + bZ kiimeleri var. (Soru: \/2Z + /37 kiimesi Z’de midir?) Resimde bir de
M, diye bir kiime var, tanimina bakilirsa 1'i icermiyor ve ¢ikarma altinda ka-
pali, yani Z’de. Velhasil, R'nin c¢ikarma altinda kapali ve 1’i icermeyen her
altkiimesi Z’nin bir elemani ve bu altkiimeler kii¢iikten biiyiige dogru di-
zilmisler.
Z kiimesinin zincir ozelligi ad: verilen su 6zelligi var:
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Eger T C Ziseve her X, Y €T i¢ginya X CY ya da'Y C X ise, o zaman
T ‘nin elemanlarinan bilesimi olan Uxcr X kimesi de Z’dedir.

z

zincirin elemanlarinin
bilegimi
zincir
¢ikarma altinda kapali

ve 1’1 icermeyen gergel
sayilar kiimesi

Bunun kanit1 oldukca kolay. Eger (Jy o, X kiimesi 11 igerseydi, 7 'nin bir X
elemani da 1’i igermek zorunda olurdu ki, bu imkansiz, ¢iinkii

XeTCZ

Demek ki |Jyo7 X kiimesi 1'i iceremez. Simdi (Jyo X kiimesinin ¢ikarma
altinda kapali oldugunu kanitlayalm. x ve y, |Jxc7 X kiimesinden iki eleman
olsun. O zaman, z € X ve y € Y iligkilerinin dogru oldugu X, Y € T kiimeleri
vardir. 7 'nin zincir 6zelliginden dolay1 ya X C Y ya da Y C X olmali. z ve
y agisindan durum simetrik oldugundan, ¥ C X iligkisini kabul etmede bir
mahsur yok. O zaman y € Y C X ve hem = hem de y, X’in birer elemani.
Ama X cikarma altinda kapali bir kiime. Demek ki z —y € X. Ote yandan, X
elbette | Jy 7 X kiimesinin bir altkiimesi. Sonug: 2 —y € Uxcr X ve Uxe 7 X
kiimesi ¢ikarma altinda kapali.

Z'nin, “her X, Y € T iginya X CY yada Y C X” 6zelligini saglayan T
altkiimelerine zincir diyelim. O zaman yukardaki 6zellik goyle okunur:

Z’nin her zincirinin bilesimi gene Z’dedir.

Gegen boliimde, bu 6zelligi, Z’nin sayilabilir sonsuzlukta elemani olan zincir-
leri i¢in kullanmigtik. Birazdan yazacagimiz Zorn Onsavi'nda Z’nin sayilabilir
yva da sayilamaz sonsuzluktaki tiim zincirlerini ele almamiz gerekecek.
Bu arada, |y X kiimesinin kimileyin (J 7 olarak yazildigim da animsa-
talim. Bu tikiz yazilim, simge sayisinda hatir1 sayilir bir indirim saglar.
Birazdan ifade edecegimiz Zorn Onsavi icin “Z’nin her zincirinin bilegimi
gene Z’dedir” ozelliginden daha zayif bir 6zellik gerekir. Iste o 6zellik:

T, Z’nin herhangi bir zinciriyse, Z’de T 'nin her elemanindan biyiikegit bir
eleman vardr.

Yukardaki 6rnekte, eger 7 C Z bir zincirse, |7, Z’dedir ve 7 'nin her ele-
manindan biiytikesittir. (Eger A C B ise B’nin A’dan buytkegit oldugunu
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soyliiyoruz. Eger A C B ise B'nin A’dan biyiik oldugunu soyleyecegiz. As-
linda, agagidaki sekilden de goriilecegi tizere, | J 7T, Z’de bulunan ve 7 'nin
her elemanimindan daha biiyiikesit olan elemanlarin en kiigiigiidiir. Ama bu
ozelligin bir 6nemi olmayacak bizim igin.)

M Zorn Onsavr’nin
4+— varoldugunu
soyledigi eleman(lardan biri)

T ’nin her elemanim
iceren kiimeler.

T zinciri

¢ikarma altinda kapali
ve 1’i icermeyen gergel
sayilar kiimesi

Birazdan tamtacagimiz Zorn Onsavi, eger Z yukardaki son italik kosulu sag-
liyorsa, o zaman Z’nin en az bir maksimal elemaninin oldugunu séyler.

M Zorn Onsavi'nin
7 2" varoldugunu
soyledigi eleman(lardan biri)

T ’nin her elemanini
iceren kiimeler.

T zinciri
¢ikarma altinda kapali

ve 1’ icermeyen gergel
sayilar kiimesi

Yani, Zorn Onsavi, Z {izerine kosulan yukardaki italik kogul dogru oldugunda,
oyle bir M € Z vardir ki, der, Z’nin hicbir eleman1 M’den daha biiyiik olamaz,
en fazla M’ye egit olabilir. Ama dikkat: Bu maksimal elemanlardan sonsuz
sayida olabilir (ki gogu zaman da dyledir).

F.2.2 Zorn Onsavi

Artik Zorn Onsavi'mi anlayacak bilgi birikimine sahibiz:

Onsav F.4. (Z, <) kismi siraly bir kiime olsun. Eger Z # () ise ve Z ’nin her
zincirinin bir Ustsinire varsa o zaman Z nin maksimal bir elemant vardir.
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Zorn Onsavr’nin varoldugunu soyledigi
maksimum elemanlar

AT

T ’nin bir Gstsinirt
(Zorn Onsavr’ni uygulamak icin her
T zincirinin bir tistsinir1 olmali.)

T zinciri

Yarisirali bir Z kiimesi

Dikkat ederseniz, Zorn Onsavi, gecen boliimde yapmak isteyip de yapamadi-
gimiz1 herhangi bir zahmete girmeksizin yapiyor. Bir tiir sihirbazlik, ya da
Tanri’nin eli diyebilirsiniz.

Zorn Onsavi’m [N4]’te Se¢im Aksiyomu’nu kullanarak kanitlayacagiz. Bu-
rada Zorn Onsavim kanitlamadan kabul edip, énsavi kullanan birkac basit
ama Onemli 6rnek verecegiz.

Ik olarak, Zorn Onsavi’m kullanarak, daha énce bulmaya caligip bula-
madigimiz, bu béliimde de konu mankeni olarak kullandigimiz kiimenin varli-
gin1 kanitlayalim:

Teorem F.5. Gercel sayilar kimesi R 'nin ¢ikarma altinda kapaly ve 171 icer-
meyen maksimal bir altkiimest vardar.

Kamt: Zorn Onsavim kullanacagiz.
Z ={ACR: A gkarma altinda kapali ve 1 ¢ A}

olsun. Z’yi “altkiimesi olmak” iligkisiyle siralayalim. Simdi (2, C) kismi sirala-
masimn Zorn Onsavi’nin kogullarim sagladigim gosterelim. {0} € Z oldugun-
dan Z # (). Simdi ikinci kogulun saglandigim1 kamitlayalim. 7 C Z bir zincir
olsun. | J7 ,7 'nin her elemamnin bir {istkiimesi oldugundan, eger | J 7 € Z ise,
U7 , T'nin bir iistsmir olur. Dolayisiyla | J7 € Z 6nermesini kamtlayalim.
Bunun igin iki sey kanitlamaliyiz:

1. UT gkarma altinda kapali olmals,

2. UT, 1'i igermemeli.

Birinciden baglayalim. x, y € |J7 olsun. Bu iki eleman 7 nin eleman-
larindan birindedir, ama ikisi birden ayni1 elemanda olmayabilir, en azindan
bundan heniiz emin degiliz, birazdan olacagiz ama... Diyelim, A, B € T igin,
x € Avey e B. Ama T bir zincir oldugundan,

va AC Byada B C A.
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Durum z ve y agisindan simetrik oldugundan, birinin digerinden fark: yok,
dolayisiyla goniil rahathgiyla A C B iligkisini varsayabiliriz. Boylece,

r€ACB

olur. Demek ki hem x, hem de y, B’de. Ama B ¢ikarma altinda kapali. Buradan
x —y € B gikar. Ama simdi, B C |J7 oldugundan, z —y € |J 7 olur. Boylece
7 kiimesinin ¢ikarma altinda kapali oldugunu kanitlamig olduk.

Simdi, 1 ¢ |J7 Onermesini kamtlayalim. |J 7 kiimesinin elemanlar1 7 'nin
elemanlarinin elemanlaridir; dolayisiyla 1, | J 7 kiimesinde olsayds, 1, 7 kiime-
sinin bir elemaninin elemani olurdu. Ama 7 ’nin hicbir elemani 1’i igermez.
Dolayisiyla, 1 de |J7T kiimesinde olamaz. O

Notlar

1. Zorn Onsavi'nda Z # () kogulunu kanitlamak genel olarak kolaydir ama
gene de unutulmamas: gerekir. Eger Z bogkiimeyse, Z’nin maksimal bir ele-
man barindirma sansi yoktur!

2. Uygulamada ¢ogu zaman Z bir kiimeler kiimesidir ve kismi siralama da
C tarafindan verilmigtir. Bu arada, Z ’de bir kismi siralama tanimlanmamigsa
onsavi uygulayamayacaginiza dikkatinizi ¢ekerim.

3. Uygulamada ¢ogu zaman Z’nin bir T zincirinin en kiiciik listsinir1 bu-
lunmaya c¢aligilir (daha kolaydir ¢iinkii) ama bdyle bir zorunluluk yoktur tabii.

4. Zorn Onsavi’nin var oldugunu soyledigi maksimal elemam gérebiliyor-
saniz, yani acik acik tanimim yazabiliyorsaniz ya da diger tiim maksimal ele-
manlardan ayirdedebiliyorsaniz, o zaman Zorn Onsavimi gereksiz yere kul-
lanmigsiiz demektir, maksimal elemann varhgm Zorn Onsavi'm kullanma-
dan da kanitlayabilirdiniz.

Ornegin, Zorn Onsavi yardimiyla yukarda varligi kanitlanan R’nin ¢ikarma
altinda kapali ve 1’i icermeyen maksimal bir altkiimesini agik agik yazamazsi-
niz. Zorn Onsavi dogruysa boyle maksimal bir altkiime vardir ama birini bile
“igte budur” diye gosteremezsiniz. Ote yandan aym problemi Q icin sormus
ve Teorem F.3’te agik acik bir ¢oziimiini bulmustuk. Demek ki Q igin Zorn
Onsavi gerekmiyor ama R icin gerekiyor. Ilging...

5. Zorn Onsavi'm gerekmedikce kullanmamakta estetik ve matematiksel
yarar vardir. Ornegin maksimal elemandan tek bir tane varsa, Zorn Onsavini
gereksiz yere kullanmig olmalisiniz. Ayn teoremi bu sefer Zorn Onsavi kullan-
madan kanitlamaya ¢aligmalisiniz.

6. Zorn Onsavi’'nin varsayimlarini saglayan Z kiimelerine talihsiz bir gekil-
de timevarimsal kiime denir; [N3)’de verdigimiz tiimevarimsal kiime tani-
miyla karigtirilmamali.

Zorn Onsavi uygulamasi olarak bir bagka érnek verelim.
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Eger iki r ve s gergel sayis1 arasindaki fark tamsayiysa bu iki gercel sayiya
birbirine denk diyelim ve bunu r = s olarak gosterelim. Demek ki,

r=s<r—sez.

(")rnegin, w, m+1, m+2, m— 3 sayilar1 birbirine denktir. 7’ye denk gergel sayilar
belli bir n € Z tamsayisi icin m + n olarak yazilan sayilardir.

Bu, daha genel olarak dogrudur, her r gergel sayisi icin, r’ye denk gergel
sayilar, belli bir n € Z icin r + n olarak yazilan sayilardir.

-2 2 -1r-1 0r 1 r+1 2 r+2 3 r+3
to—feo—te e te—+Fe

Birbirine denk sayilar

Simdi amacimiz, 6yle bir X C R kiimesi bulmak ki, her » € R igin, r = =
denkliginin dogru oldugu bir ve bir tek « € X olsun. Boyle bir X kiimesi
kolaylikla bulunabilir, 6rnegin X = [0, 1) yar1 acik araligi istedigimiz 6zelligi
saglar.

r=r—2¢e0,1)

Nitekim, eger bir r gercel sayis1 verilmigse, r’ye yeterince 1 ekleyerek ya da
r’den yeterince 1 ¢ikararak, [0, 1) araliginda r’ye denk bir sayiya ulagiriz ve
[0, 1) araliginda r’ye denk basgka bir say1 da yoktur.

Su basit teoremi kanitladik:

Teorem F.6. Oyle bir X C R vardir ki, her r € R i¢in r — z'in tamsay:
oldugu bir ve bir tek x € X vardwr. (X =10, 1) alinabilir.)

Yukardaki basit teoremde Z yerine Q koyarsak teorem ¢ok daha cetin bir
Onermeye dontsiir: O
Teorem F.7. Oyle bir X C R varder ki, her r € R igin r — x sayisinan kesirli
bir sayr oldugu bir ve bir tek x € X wvardr.

Kanit: R kiimesi iizerine = iligkisini,
r=sosr—seQ

olarak tanimlayalim. Daha 6nceki Z burada Q oldu. Ama bu sefer, [0, 1) aralig:
gibi acik secik bir yaniti yok bu sorunun.

Oyle bir X C R kiimesi bulmak istiyoruz ki, her » € R i¢in, r = x
denkliginin dogru oldugu bir ve bir tek x € X olsun.
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r+Q

Béyle bir X kiimesi vardir. Hem de ¢ok vardir. Ama biri bile elle bulunamaz,
illa Zorn Onsawv1 gerekiyor!

X kiimesinin varligini hemen kanitlayalim. Kanitta (zorunlu olarak) Zorn
Onsavi’'mi kullanacagiz. (Ashinda aynm kanit Se¢im Aksiyomu kullanilarak gok
daha basit bir bicimde yapilabilir ama verecegimiz kanit Zorn Onsavi’nin kul-
lanildigr kanitlarin tipik 6zelliklerini tagidigindan, kanitimizi 6nemsiyoruz. )

Z ={X CR: X’in iki farkli eleman1 birbirine denk olamaz}

olsun. Yani X € Z ise, X’in iki farklh elemaninin farki Q’de olamaz. Z’yi
“altkiime olma” iligkisiyle siralandiralim. Bakalim Z, Zorn Onsavi’nin kosul-
larini sagliyor mu?

Bogkiime ve tek elemanli her say1 kiimesi Z 'de oldugundan, Z bogkiime
degildir. Gozii 6rnege doymayan okur, {1, \/2} kiimesinin de Z’de oldugunu
kanitlayabilir.

Simdi 7 € Z bir zincir olsun. |J7 'nin Z’nin bir eleman oldugunu ka-
nitlayacagiz. x ve y, UT kiimesinden iki degigik say1 olsun. Bu iki eleman 7T
'nin elemanlarindan birinin elemanidir. Diyelim, A, B € T icin, x € A ve
y € B. Ama T bir zincir oldugundan, ya A C B yada B C A. Durum z ve y
acisindan simetrik oldugundan, birinin digerinden farki yok, dolayisiyla goniil
rahathgiyla A C B iligkisini varsayabiliriz. Boylece, x € A C B olur. Demek
ki hem x, hem de y, B’de. B, Z’de oldugundan x ve y denk olamazlar.

Demek ki Z, Zorn Onsavi’min énkosullarmi sagliyor. Dolayisiyla Zorn On-
savi’na gére Z’nin bir maksimal elemani olmali. Bu elemana X diyelim. Simdi
bu X’in diledigimiz X oldugunu kantlayacagiz.

r € R olsun. Diyelim 7’nin denk oldugu bir x € X yok. O zaman r,
X’te olamaz. Simdi X7 = X U {r} olsun. X;, X’ten daha biiyiik oldugundan,
X1, Z kiimesinde olamaz. Ama biz gene de X;’in Z’de oldugunu kanitlama
basgarisinda bulunacagiz.

Eger X, Z’de olmasaydi, o zaman X;’de x = y denkligini saglayan iki
farkli x ve y elemani olurdu.

Xi=XU{r}veXeZ

oldugundan, hem x hem de y, X te olamaz, demek ki ikisinden biri r’ye esit
olmali. Diyelim y = r. Ama o zaman da r = z € X olur, oysa biz boyle bir z’in
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olmadigini varsaymigtik. Bir ¢eligki. Demek ki boyle bir » € R yok. Dolayisiyla
R’nin her elemani X’in bir elemanina denktir.

Eger R’nin bir eleman1 X'in iki elemanina denk olsaydi, o zaman X’in o iki
elemani birbirine denk olurdu, dolayisiyla X € Z oldugundan, bu iki eleman
birbirine esit olurdu. Demek ki R’nin her elemani1 X’in bir ve bir tek elemanina
denktir. Kanitimiz bitmigtir. (|






Kaynakca

[9] M. Ashbacher, Finite Group Theory, Cambridge University Press, 1986.

[B] Baumslag, Gilbert, Lecture Notes on Nilpotent Groups, AMS (Conference Board of the
Mathematical Sciences, Regional Conference Series in Mathematics) 1971.

[Chl] Chernikov, S. N., Complete groups with ascending central series, Mat. Sb. 18 (1946) 397-422
(Rusga).
[Ch2] Chernikov, S. N., On the theory of complete groups, Mat. Sb. 22 (1948) 319-348, 455-456.

[Co] Conrad, Keith, Consequences of Sylow Theorems, http://www.math.uconn.edu/~kconrad/-
blurbs/grouptheory/sylowapp.pdf (son erigim: 27 Ekim 2013) ve daha genel olarak
http://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/.

[D] Dixmier, S., Ezposants des quotients des suites centrales descendantes et ascendantes d’un
groupe, C.R. Acad. Sci. Paris 258 (1964) 2751-2753.

[FT] Feit, W. ve Thompson, J. G., Solvability of groups of odd order, Pacific J. Math. 13 (1963)
775-1029.

[F]  Fuchs, L., Abelian Groups, Publishing House of the Academy of Sciences 1958 ya da Per-
gamon Press 1960.

[G]  Griffith, Phillip A., Infinite Abelian Group Theory, The University of Chicago Press 1970.

[H] Hall, P., A contribution to the theory of groups of prime-power order, Proc. London Math.
Soc. (2) 36 (1933) 29-62.

[Hi] K. Hirsch, On infinite soluble groups II, Proc. London Math. Soc (2) 44 (1938) 336—344.

[Kap] Kaplansky, Irving, Infinite Abelian Groups, University of Michigan 1954.

[Ku] Kurosh, A. G., Theory of Groups, AMS Chelsea Publishing House 1960, Ingilizceye geviren
K. A. Hirsch (iki cilt).

[Ro] Rosenlicht, M., On a result of Baer, Proc. Amer. Math. Soc. 12 (1961) 984-988.

[La] Lang, Serge, Algebra, xxx.

[N1] Nesin, Ali, Sezgisel Kiimeler Kurami, 3’incii basim, Nesin Yaymncilik 2011.

[N2] Nesin, Ali, Sayma, Nesin Yayncilik 2013.

[N3] Nesin, Ali, Sayilarin in§a51, Nesin Yayincilik tarafindan muhtemelen 2014’te yayimlanacak.
Bkz. TUBA agik ders notlar:: http://www.acikders.org.tr/course/category.php?id=2.

[N4] Nesin, Ali, Aksiyomatik Kiimeler Kurami, Nesin Yayincilik tarafindan yayimlanacak. Bkz.
TUBA agik ders notlari: http://www.acikders.org.tr/course/category.php?id=2.

[P] Passman, D., Permutation Groups, Mathematics Lecture Series, Benjamin, New York, 1968.
[R] Reineke, J., Minimale Gruppen, Z. Math. Logik Grundl. Math. 21 (1975) 357-379.
[Sp] Spitznagel, E. L., Note on the Alternating Group, Amer. Math. Monthly 75 (1968), 68-69.

[Su] Suzuki, Michio, Group Theory I ve II, Springer-Verlag 1982 ve 1986. (Japonca orijinali
1977 ve 1978.)

[Wa] Warfield, Robert B., Jr., Nilpotent Groups, Springer Verlag, Lecture Notes in Mathematics
513, 1976.

[Wi] Wielandt, Helmut, Finite Permutation Groups, Academic Press 1964. Almancadan geviren
R. Berkov.

[Z]  Zassenhaus, H., The Theory of Groups, Chelsea, 1949.



376 KAYNAKGA



Dizin

%, 343 Alt 4, 85

—g, 61 Altn, 46, 50, 98, 116, 125, 127, 184, 198, 250

14 p*Z/p"Z, 172 alterne grup, 46, 250

<, 69 altgrup, 16, 23, 69

AA-L 22 aralarinda asal, 26

D(G), 222 ardigik makas, 44

G’, 128, 137 artan merkezi seri, 265

G[n], 183 Artin, Emil, 257

G[p>], 183 asal say1, 26

G, 18 asimetrik cizge, 307

HE, 118 Aut G, 151

H9, 118 AutZ, 150

H=®, 77 ayrik dongii, 35

|G : H], 116 ayrismak, 197

[H, K], 128 azalan merkezi seri, 260

la,b], 21 azalan tirev serisi, 260

7, 132

Dic; Gi, 18 Bézout teoremi, 26

o, 10 Baer, R., 267

11;G, 18 bagimsiz kiime, 205

[ier Gi, 18 basit grup, 126

dim A, 208 Baumslag, Gilbert, 349

dimy A, 208 bijeksiyon, 10

=, 24 bilegke, 10

—, 161 birbiriyle degismek, 20

(X), 96 birim fonksiyon, 11

(X, Y),9 birinci tiirev, 128, 137

(X G) 127 birlesme zelligi, 9, 10, 12

(z1,...,2n), 96 boskelime, 130

(X)), 127 boyut, 208

<, 23,69 bolmek, 24

®rG, 18 boli, 24

X, 196 bolim grubu, 125

%’ 116 bolum kiimesi, 113

n boliintir, 72

4?7 125 boliiniir abel gruplari, 229-236

hﬂ’ 325 bolinir altgrup, 222

Z/nZ halkas, 141 boliiniir grup, 72, 134, 138, 148, 179, 222

Zpoo, 138, 179, 187 Burnside, 253

a%, 21 Burnside esitligi, 253

ab, 21 burulmali elemanlar, 134

ng, 61 burulmali eleman, 62, 169
burulmali grup, 62, 136, 148

0,9, 61 burulmasiz, 62

1, 20, 57, 72 burulmasiz grup, 136

abel grubu, 10, 13, 137 Cauchy Teoremi, 65, 165

ad, 144, 258 cebir, 6

377
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Ca (C)7 20

cisim, 6

Core, 127, 166, 246
cekirdek, 160

gekirdek (etkinin), 245
cifte Gteleme, 112

Cin Kalan Teoremi, 169
coziliir grup, 262
coziiliir gruplar, 262—-264
cozulirlik radikali, 264
coziliirlik sinifi, 263

A, 15

D(G), 222

D2n7 86

Dg, 82

dagilma, 143

deg g, 62

degismeli grup, 10, 13

derece, 134

derece (Symmn’de), 41, 42

derece (cizgede), 86

derece (elemanin), 62, 114

devirli grup, 97

dihedral grup, 82, 86

direkt limit, 325, 331

direkt sistem, 322

direkt toplam, 18, 184

dogal gomme, 143

dogal izdiisim fonksiyonlar:, 17, 18
dogal izdiigiim fonksiyonu, 73
dogal taban, 205

dogal iiretegler, 98

dogrusal bagimhlik, 233

dogrusal bagimsiz kiime, 205, 233
dogrusal kombinasyonu, 204
dondiirii, 19, 288

dongii, 34, 35

dongiisel grup, 97, 136, 137, 169, 187
dongiisel gruplar, 187

dort boyutlu kiip, 89

e, 20, 57

ebob, 26

ekok, 29

eksponent, 62

en biiylik ortak boleni, 25
en kiigiik ortak kat, 29
End, 149

End Q, 150

End Zpe, 228

EndZ x Z, 150

End A, 151

endomorfi, 149
egkiime, 105

eslenik, 21, 118
eslenik altgrup, 77
eslenik elemanlar, 51

DIZIN

esleniklik sinifi, 21, 51, 118, 249
eslesme, 10

esyap1 doniigiimii, 143

etkimek, 241

etkisiz eleman, 9, 10, 13

Euler ¢ fonksiyonu, 142

Euler, L., 142

Euler-Fermat Teoremi, 142

exp fonksiyonu, 150

F(Q), 274

f_17 41

Feit-Thompson teoremi, 283
Fermat’nin Kiigiik Teoremi, 142
Fitting altgrubu, 274

Fixx G, 251

Fixx g, 253

G', 128

G 18

G-kiime, 241
G-yoriinge, 243, 247
G1 X...xGp, 18
G1®...0 Gy, 18
Galois, Evariste, 262
gecisli grup etkisi, 247
Gt, 128

G[n], 183

G™, 17

G-normal, 124

gof, 10

gbbek, 127, 246
gomme, 161
gomiilmek, 161
G[p], 183

grup, 6

grup etkisi, 241
grup homomorfisi, 143
Gy, 246

Gy, 247

Gyyy, 247

Hx K, 343

halka, 5, 142, 151
Hall, P., 128, 261
Heisenberg p-grubu, 270
hi¢ tane, 258

Hirsch, 275

[H, K], 128
H-K-6telemesi, 118
Hom(G, H), 143
Hom(G, Hy x Ha), 144
Hom (G, 1L Hi)7 145
homomorfi, 143
homomorfik imge, 146
homomorfizma, 143
homoteti, 19
Hom(Q, Z), 148
Hom(Z, H), 147
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Hom(Z/nZ, H), 147 n’inci dereceden ¢oziiliir grup, 263
Hom(Z/nZ,Z), 147 n’inci dereceden sifirkuvvetli grup, 267
Hom(Z/nZ,7./mZ), 148 n-boliiniir, 72
Hopf grubu, 347 n-sifirkuvvetli, 267
Ng(X), 73
isaret homomorfisi, 251 Nielsen, J., 349
i¢ otomorfi, 152 nilpotent grup, 267
Idx, 11 noktasal ¢arpimi, 17
7’inci merkez, 265 noktasal sabitleyicisi, 247
ikili iglem, 12 normal altgrup, 123, 124
indeks, 116 normalize etmek, 124, 163
indirgenemez, 25 normalleme kosulu, 271
Inn, 152, 169 normalleyici, 73, 118, 119, 124, 175
Inng, 144, 152, 169 n-sifirkuvvetli grup, 267
isaret, 46, 251
islem, 12 obeb, 26
izdiisim fonksiyonu, 17, 18, 73, 116, 132, 144 otomorfi, 19, 149
izometri, 287 Omriiuzun, Halime, 3, 303
izomorfi, 149 oteleme, 19, 105
Oteleme (geometrik), 287
kaide, 18, 40 ozaltgrup, 23, 69
kalintisal sonlu grup, 347 ozdesglestirme, 315
karakteristik altgruplar, 153 Ozdeslestirme fonksiyonlari, 325
kartezyen ¢arpim, 16, 17 ozdeslik fonksiyonu, 11
kelime, 129
Ker, 160 P, 155
Ker(G, X), 245 [, Gi, 18
kisitlanmig carpim, 18 p-grup (Symmn’de), 115
komiitator, 21, 255, 258, 259, 266 p-altgrup, 76, 163
komiitator grubu, 255 p-boliiniir, 77
Korkmaz, Ash Can, 3 p-boliiniir grup, 72
Kronecker § sembolii, 99 p-boliiniir, 138, 271, 273
Kronecker delta sembolii, 202 p-eleman, 64, 163, 169, 271
kuvvet (elemann), 57 p-group, 253
kiipiin simetrileri, 86—-89 p-grup, 76, 119, 175
p-sel say1, 229
Lagrange teoremi, 113 p? elemanl gruplar, 119
Levi, F.W., 347 p3 elemanl gruplar, 269
li_H)lXi, 331 pargalanis sayisi, 54
p-boliinebilir, 165
makas, 43 p-eleman, 64
maksimal altgrup, 74, 77, 179 permiitasyon, 10, 33
maksimal p-altgrup, 76, 164, 277 permitasyonun tersi, 41
Mal’cev, L.A., 347 Philip Hall esitligi, 21
matematiksel yapi, 19 m-say1, 72
Matsuyama, H., 253 HI G, 17
merkez, 73, 125, 137, 253 piramitin simetrileri, 83-86
merkezi altgrup, 73 Priifer p-grubu, 138, 179, 187, 189, 224-229, 319,
merkezi eleman, 73 332
merkezlemek, 20
merkezleyici, 20, 21, 73, 118, 137 Q, 5, 15, 74, 77, 171, 179, 228, 356-359
mertebe, 62 Q (altgruplar), 227
minimal altgrup, 74 Q*, 10, 15
mod, 24 Q/Z, 138
modiiler sayilar, 6 Q>9, 15, 155
modiil, 6
modiilo, 20, 24 R, 5, 15
R*, 9

n eleman tarafindan iiretilmek, 98 R*, 15
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R*, 9-10

R*, 72

R>9. 10, 15, 72
Reineke, J., 251
rotasyon, 288

sagdan etkisiz eleman, 13
sabitleyici, 246

sadik etki, 245

saf altgrup, 236

sagdan standart etki, 244
Schreier temsilcileri kiimesi, 339
Schur, I., 266

Schur, Issai, 257

serbest abel grubu, 205
serbest abel gruplari, 201
serbest faktor, 343

serbest grup, 129

serbest tiimleyen, 343
serbestge tiretilmis grup, 215
serbestce liretmek, 205
Seyfi Tirkelli, 287

sg, 46, 251

sifirkuvvet derecesi, 267
sifirkuvvetli grup, 267-275
smf, 105

simiflandirmak, 74

simetri, 79, 82

simetrik fark, 15

simetrik grup, 33

Sn, 33

sol 6telemeler kiimesi, 112
sol temsilci kiimesi, 107
soldan etkisiz eleman, 13
son dilim, 339

sonlu eksponanth grup, 217
sonlu eksponent, 62, 183
sonsuz derece, 62

standart etki, 244

Supp, 18

Siier, Ergin, 3

Stiier, Ersin, 3

Sylow p-altgruplari, 277
Sylow teoremleri, 277
Sylow, Peter Ludwig Mejdell, 277

Symn’nin Sylow p-altgruplari, 280

Sym X, 10-11, 33
Symmn, 11, 33
Sahin, Cigdem, 3

T(G), 136

taban, 205

temel makas, 43
temsilciler, 107

ters eleman, 14

ters fonksiyon, 11
tersinir elemanlar, 170
Tolgay, Betiil, 3
toplamsal grup, 61

Tor G, 134, 236
transfer, 257
transpozisyon, 43
trigkadan altgrup, 69
triskadan etki, 243
Tirkelli, Seyfi, 3
tiimevarimsal limit, 325
tiimevarimsal, 364
timleyen, 197
tirev, 128, 259
tiirev altgrubu, 137
Tirkelli, Seyfi, 287

Ulm degismezleri, 236
uyumlu, 143

i¢ altgrup onsavi, 128, 261

lreteg, 43, 44, 96

ureteg kiimesi, 96, 103, 204

lireteg sayisi, 101, 221
tretilmek, 98, 127

valp, 155
vektor uzayi, 6

Wilson teoremi, 280

z0, 57
X9,73
z™, 57

yan carpim, 18
yankiime, 105
yansima, 80
yarigarpim, 196
yerel ¢oziliir, 264
yerel sonlu, 273

yerel sonlu grup, 264, 271

yoriinge, 243, 247
yutan eleman, 141

Z, 5,9, 15, 23-31

Z (altgruplar), 23
Z-bagimsiz kiime, 205
Z/nZ, 6, 140
(Z/p"Z)*, 172
Z/p™Z, 135, 136, 142
Z/pZ, 6, 135, 156

Zg, 66

Z;, 265

Zi(G), 265

zincir, 352

zincir 6zelligi, 360
Zpoo (altgruplar), 226
7™, 100

Z/nZ, 141

Zorn Onsa,w, 359, 362
Zorn Onsavi, 362
Lo, 332

Zp, 138, 179, 187

7 x 7, 151

(Z/nZ)*, 142



