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SUNU 

"Matematik Yaşamın Soyutlanmış Biç:imidir:" şeklinde yapı lan tan.mı herhalde 

en gerçekçi ve geniş haliyle matematiği ij'ade eda O halde matenımik yaşam kadar 

eski, yaşamia birlikte gelişen, insanlrk tarihi ile paralel hir gelişim gösteren hilim 

dalıdu : İnsanın insanlaşmu sıirecinde matematiğin gelişim seyri de izlenebilir. Bu/)()­
yutu ile belki de en eski bilim olup d(~er bilimlerin de anasıdır. 

insan tasarlayabildiği sürece ve soyutlayahildi,~ince insanlaşmış, tarihsel serüve­

nimle avn toplayıcı toplumdan yerleşik düzene; tanm roplumwıa geçmiş ihıce köy, 

sonra kent kunnuş ve daha sonra büyük devletleı; imparatorluklar örgiitlenıişıiı: Top ­
lumsal gelişmeyle birlikte matematikte gelişmişiiı: Ya da başka hir ifade ile maıemaıiği 

gelişen tüm toplıınılar komşu toplumlara oranla daha fazla ve hızlı bir gelişme göster­

mişlerdir. Hatta günümüz bilim dünyasım geliştiren ve modern toplumu yarman/ar 

hiiyük nwtematikçilerdir denebilir. 

Tarihsel süreçre (O) sayısımn hulunması bir dönüm noktasıdır: İnsamn soyutlama 

yeteneğinin nitelik değişimlerinden hirini oluşrıırıır. Yine (0 ve J) sayılarından oiuşa11 

digital sistem günümüz bilgi toplumunun xörsei ve işitsel ilcrişim a.~ının en gelişmiş 

biçimini oluşturnıaktaciır. Tiinı bilgisayar sistemleri. televizyon ve telefon sistemleri 

bu teknolojiye dayanmaktadır. 



Matematik bilimi ciddi bir 

siplin olmayıp, tersine yaşam gibi 

Ama aslında asık ve korku birdi-

neşeli ve insanı dinlendiren u,~raş alanıdır 
da. Tüm dünyada bilgisayar oyunları, e,~1ence oyunları, satran&· gibi, darna gibi oyun 
ve sporlar dahi matemati,~e dayanmaktadn: sevmek, bilmek ve onıı yaşam­

da kullanmak insanı ayrıcalıklı yapar. O insana saygı duyulı11~ o insan sevi/İl: 

Ülkemizde matematik tarihi konııswıda hemen hemen bir çalışma yokrur. Böyle 

bilim adamı Prof Dr. Ali Dönmez 40 yıllık 

çalışması sonucu ve Serüveni" adlı 10 ciltlik eserini meydana 

getirmiştiı: Bize de, öğretmenlere, öğrencilere ve aydınlara bu eseri 
yınlama görevi düştü. 

Türkiye' de böyle bir kitap dizisinin 

öteye toplumsal, kültürel, ekonomik 

Sunmaktan onur ımıuyorıc. 
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Yabancı kaynaklara bakıldığında, matematik tarihi kitabı vardır. Bu 
yönde yapılan özel matematik tarihi araştırmalarıysa, elden geçirilemeyecek kadar 
fazladır. Özellikle, İngilizce ve araştırmalar, keıtüphaneler dolduracak boyutlara 
ulaşmıştır. Fransızca ve Almanca'da da durum buna yakın düzeydedir. Bu konuda 
araştırma yapmak oldukça zordur. Özellikle Türkiye koşullarında bu daha da güçleş­
mektedir. Çünkü, kaynak bulma sorunu başta gelen konudur. 

İkinci güçlük de; eski devirlerde yaşayan atalarımızın matematiği haki.çında hiç bir 
bilgiye sahip olamayışımızdır. Bilebildiğimiz kadarıyla, başlattığımız matematik tarihi 
bize yakın dönem sayılır. Uygarlığın ve insanların yaşadığı her yerde matematik var-
dır. Mağara devrinde bile matematiğin kuşkusuz. Çünkü, duvarlarda ve 
taşlardaki çizgilerin matematikle vardır. En ilkel dönemlerde de en azından 
saymayı biliyorlardı. Hayvanları ehlileştirdikleri zaman, kaç hayvanın veya koyunun 
olduğunu kontrol etmek için sayısı kadar taş toplayıp onunla karşılaştırma 

Bugün, Avustralya adalannda, 
az yeı-lerde matematik 
ren ve uygarlığın çok az girdiği bu 
Örneğin parmaklarını 
taş yığınlarından sayma işinde 
luğu hakkında bir ölçCıleri var. 
vardı. Geçirdiği evrim içinde de bu 
düzeye ulaşmıştır. 
kanıtlanmıştır. Örneğin, biı­
başka, maymunlar üzerinde de 



Tüm canlı yaratıkların en zekisi ve en beceriklisi olan insanların, ilkel devirlerde 

matematiğe ilk olarak sayma ile başladığını sanıyoruz. Bu da, İ. ö. 50.000 yıl önce 

olabileceği sanılıyor. Bunu kanıtlayan mağaralar var. Daha öncede başlamış olması 

olasıdır. Yine kalıntılara göre, İ. Ö. 25.000 yıllarında mağara duvarlarında ilkel geometrik 
şekiller görülmekte. Bugünkü dille söylersek, hayvan ağılları biie oldukça eski kalıntı­
lardır. Yine, incelemelere göre insanlığın başlangıcı İ. Ö. iki milyon yıl önce olduğu 

tahmin ediliyor. Buna göre, İ. Ö. 6000 tarihi ile başlattığımız matematik tarihi oldukça 

kısa bir süredir. Bundan önceki yıllara ve insanların matematiğine ait bilgilerimiz olduk­

ça az. İ. Ö. 10.000 yıllarında ziraat yapıldığına göre, en azından ürünü için kullandığı 
bir matimatik olacaktır. 

Atalarımızın matematiğini bilemediğimiz için üzülmeye pek gerekte yok. Bu ka­
dar uzak devirlere bile gitmeye çalışmayalım. Biz Türkler'in anayurdu olan Ortaasya'­
daki Türk atalarımızın matematiğini bile bugün bilemiyoruz. Fakat, uygarlığın oldu­
ğu yerde muklaka bir matematik var. Çağına göre atalarımızından kalan kalıntılara 
ve bugün Çin'de bulunan belgelere ve kazılara göre uygarlığı oldukça ileri düzeydey­
di. Öyleyse bir matematikleri olması gerekir. 

Dikkat edilirse, uygarlıkla matematik beraber gelişmiştir. Örneğin, uygarlık ovalık 
ve verimli yeri seçmiş ve buna bağlı olarak oralarda matematik gelişmiştir. Mezopotamya, 
Mısır'ın Nil Vadisi, Ege sahillerimiz, Hindistan'daki ovalık bölgeler buna en güzel ör­
neklerdir. Tarihi gelişim içinde uygarlık matematiği doğurmuştur. 

Bizde, bu yönde Türkçe yazılmış bir matematik tarihi yoktur. Türkçe kaynak yö­
nüyle bu saha oldukça boştur. Öğrencilerimden gelen istek ve destekle böyle bir çalış­
maya girdim. Matematiğin gelişimi hakkındaki boşluğu biraz doldurdum sanıyorum. 
Öğrencilerin, meslektaşlarımın ve meraklı okuyucuların severek okuyacağını umuyorum. 

Bu eserde, yaşam öykülerini anlatacağım ve tanıtacağım matematikçilerin nasıl 
varolduklarını ve nasıl yokolduklarını vurgulamaya çalıştım. Zaten üstün zekalı kimse­
lerin yokolması çok kolaydır. Onlar birer gül gibidir. Bir gün sulanmazsa bir çiçek gibi 
solar giderler. Hiç kimse de bunu farkedemez. Türkiyemiz için bu olay daha da acıdır. 
Önce şunu kabul etmek gerekir. Piyano olmayan evden bir Mozart veya Chopen çık­
maz. Bunun gibi, Türkiye'de üstün zekalı birçok matematikçi çıkmış ve ortam bulamadığı 
için yokolup gitmiştir. Burada vurgulamak istediğimiz de budur. Üstün zekalı bir çocu­
ğun diğer çocuklardan pek farkı yoktur. Hatta bazen hiç dikkat bile çekmez. Belki sı­
nıfının en başarısızlarından biri olabileceği gibi, en yaramaz ve derisine bile sığmayabilir. 
Bu eserde bunları görecek ve okuyacaksınız. Öğretmen olarak, eğitici olarak, anne 
ve baba olarak insanlık ve uygarlık bizden üstün zekalı kimseleri yok etmememizi ve 

onları korumamızı istiyor. 



Genel olarak, tarıhi aKış içınde, ot.ırada yaşam öyKi.i:e.rini anfattığ:r.ı rnatematil<çilen 
doğum tarihlerine gore sı ralamayı uygun buldur.. Bazılarınrn yaşcı.m oyküleri hal~kın­

da yetel'li bilgi bula.m adığ 1 rrıdcı.r1 cnlaıı mladığ ırrı da oldu. Bunun yanı sira, baz ı la•·ınırı 

yaşam öykülerini fazla ilginç bul'Tiad ığ ım için ele f2z!a derinlenıesine inmedim. Fakat 
ilginç oian ve eğitim icın gerekli görduğCim matematikçiienn yaşamlarını en ince nokta­
ıarına kadar anlatınay ı bir görev saydım . 

Maıema1ik, ataukca teknik ve kavranıııa;;. ı ço~ gl.ıç i:ıir bilır-ıdır 8oy!e bi! tarih· ya­
zarı<en, özeiHkle ı~aç ı ndığ ım bir nokta, olanaklar ölçtısürıde maternatiğiıı Teknik tararıııa 
girırıeden ve okuyucuları sıkmadar bir bı yograli türünde- yaz'Tlayn ça lı ştım. Zaten bu 
kadar matematikçinin matematik bu iuş larındB.n ve kendileri tarat ından yapılan ları bu­
raya aktarma olanağ ı yoktur. Bunu hiç bı •· matematikçinin de becere:ııeyeceği açıl<tı r. 

APcak, bir eKipıe bı. croblem çözülebilir. Bı ... n·Jn dışında parça oarça araştırma yapıla · 
bilir 

Türkiye'de, matematik tarihi bakımından materrarn~ öğrencilerinin bu oılgısı..,i 

oolaurabllmek. arnaoı yla ışe başladı ~. İ !eride daha ı y; offTJas ı arzusunday,;:. Okuyucuıara 
ve öğrerıcı lere oira;z yararl ı olabilirsek. ~endimizi mutlu sayacağ ız . 3az ı yan ılg ı l arı n 

veya bc•şlukları:ı bL tOr eserlerde olrras ı ocğaldı r. Gelecek her tür1C. öneri gehştfrıci 
hilgi!ere :;; ;;ık olouğumu herrıen söyleyevırn. Saygılanr:ı!a. 

.'lli DÖNMEZ 





BİRİNCİ BÖLÜM 
1. ERKEN YUNAN MATEMATİGİ 

İlk ve erken Yunan ya da Grek diyeceğimiz matematiğin tek bir disiplin altında 
toplanması l<esln bir tarihte olmam ı ştır. Bu matematiğin geçmişinin köl<eni M ısır ve 
Babll rnatemat[ğinin özümlenmesinden getir. Babil ve Mısır matematiğinin özü uygula­
maya yoneliktir. Deneme ve yanılmalar çok yapılmı ştır. Bunun için bazı aletler yaparak 
kullanmışlardır. Meıopotamya'da ve Mısırda yerleşik düzen vardır ama halkın yaşayı­
şı ve o dönemin uygarlığı göçebe yaşayan halklarırı di:i:zeylrıdedir. Za\en Yunan maıe­

matiğinın en büyük özelliği soyut olması ve al<siyomatik düşürıceye dayanmasıdır. 

Yunan matematiğinde soyut düşünce egemendir ve tOmdengelimlidir. Yani ispatlar 
belli bir mantık düzeni içinde verrnr. Tutarsızl ık yoktur Üçgen. l<are, koni ve küre gibi 
kavramlar bile soyut geometrik şekillerdir. Bu nedenle Yunan geometrısi tümdenge­
limli soyut bir kavramdı r. Daha sonra bu soyut kavramları somut olarak kullanmışlardı r_ 

Eflatun·un kendisi asl ı nda bir matematikçi deği ldir. Ama Yunan matematiğini ve 
onun özünü bfll r. O daha çok bu matematiğin ilkelerinde. l<endisini göstermiştir. Mate­
matik düşünceye o yön vermiştir. "Geometri bilmeyen bu akademiye giremez" yazısını 
kapının üzerine yazması boşuna değildir. O, matematik disiplinin! bilir ve uygular. Ba­
blll iler ı./2 say ı sını yaklaş ık olarak hesaplarken, Yunanl ı lar bu sayın ın irrasyonel bir 
sayı olduğunu kanıtlamışlardı r. Bu ispat ilk kez Euclldes tarafından verilmi ştir. 

Procıus'a (\. Ö. 450) ve Eudemus'a (İ. ö_ 320) göre Mısır'a ilk giden ve Yunarus­
tan'a geri dönen ilk matematil<çi olarak Thales'ı (İ. ö . 625 · 547) görürüz. Tlıales, Mı­
sı r'da öğrendiği matematik bilgileriyle geri döndüğünde Yunanistan daha gelişme dö­
nemlerini yaşıyordu . Zaten matematikte ispat düşüncesi Thales ve onun öncülerinde 
görülür. 

Yunanistan ' ın yönetimi o zamanlar demokrasi diyebileceğimiz bir rnonarşiydL 

Yöneti';n biçim! site devletiydi. Yasalar ve kurallarla yöneti ldiğinden matematikte de 
kurallara dayanan ispat gerel<liydi. Yunan uygarlığı olarak Akdeniz yöresi kabul edildi­
ğinden diğer halklarla çok yakın ticaret ve kültür alı ş verişten vard ı. Anadolu ve Mı sır 

da bu Yunan uygarl ığı içine alınmıştı r. Sicilya, Girit ve Kıbrıs bile Yunan uygarl ığ ının 

yeşerdiği yerler olarak kabul edilir. 

Yunanlılar sorunlarının çözümlerinde hep niçin ve neden sözcükieriyle soru sora­
rak sonuca gidiyorlardı. Bu neden ve niçin sorularına verdikleri yanı tlarla pozitif bil!m-
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!ere ulaşmışlardır. Bu nedenle onlarda belli bir mantık düzeni içinde gelişen tümden­
gelimli bir ispat yöntemi vardı r. Yani, izledikleri yöntemde önce tanımlar veri lir. Sonra 
belli aksiyom diyeceğimiz lçabu lleı-i sıraiarlar . Bu aksiyomlar altında teoremlerin /-ıipo ­

tezleri sunulur. Bu koşullarda teoremler ispatlanır. Bu matematik tartlıi ndekl flk düşün­
cedir. 

Yunanlifar, matematikte, astrononıide, coğrafyada, fizikte, tıpta ve diğer bi lim 
dallarında hep niçin ve neden sorusunu soruyor ve bunlara beili bir mantık düzeni 
içinde yanıtlar arıyorlardı. Özellikle matematiksel ispatları her türlü övgünün üstündeydi. 
Onların bu düşünce biçimi modern uygarl ığa ve pozitif bi limlere nasıl ulaştıklarını 
gösterir. 

Yunanlılardaki ispatlı matematik L Ö. 6. yüzyıllarda başlar. İ. Ö. 4. ve 3. yüzyı lla­
rın matematiği i. Ö. 6. yüzyılın ispat düşüncesi nin ürünüdür. İspat düşüncesi ilk kez 
Yunan matematiğinde görü lür. Mısır, Babil1 Maya ve Eski Çin matematiklerinde ispat 
dü şüncesi yoktur. Problemlerin çözümleri daha çok uygulamalar biçimindedir. Çokları 
da doğrudur. 

Yunanlıların bu ispat düşü ncesi matematikte büyük bir devrimdir. Bu büyük dev­
rimi daha önceki uygarlıkların hiçbiri yakalayamamıştir. Yunanlıların tüm belgeleı-i ya­
zılıdır. Mısırlılarda olduğu gibi papirüsler, Babillilerde olduğu gibi çivi yazısı olan tab­
letler ve Mayalarda olduğu gibi kodeksler değlld ı r. Yaz ı lar kitaplara dönüşmüştür. Bu 
kitap l arın kopyalarının kopyaları ancak gelecek kuşaklara aktarılabilm iştir. Bu arada 
bazr elyazmalarını n kaybolduğu da olmuştur. Bu l~opya!arın ne kadarının değiştirildiği 
ya da ne kadarının kaybolduğu bilinmemektedir. Bu kitapların bazılarının sadece bazı 
parçaları günümüze kadar i leti lebiirniştir. 

Yunan uygarlığı dendiği zaman, bugünkü Yunanistan' ın yerleşim bölgesindeki 
uygarlık akla gelmemelidir. Kısaca Grek uygarlığı , Akdeniz yöresi , Batı Anadolu , Orta­
doğu ve Mısır'ı da içine alacak biçimde düşünülmelidir. Bu uygarlığın ilk yeşermesi 
de L Ö, 8. yüzyılın ortaları ile L ö. 650 yı l ları arasında olmuştur. Öyleyse, Grek ismi 
verilen bu büyük uygarlığı i. Ö. 800 yıl larından başlatmakta iazla bir abartma yoktur. 
Çünkü bu yüzyıllarda kurulmuş çok sayıda modern diyebil eceğimiz yerleşim yerleri 
yeni kazılarla ortaya çı karı lmıştır. Kı saca, Grek uygarl ığna Akdeniz uygarlığı denmiş­

tir. Bu söylemde yanl ışlık yoktur. 

Bizim Ege bölgesindeki Grek uygarlığı İ. ö. 800 ile i. Ö. 600 yıi!arı arasında ge­
lişmiştrr. Bunu kanıtlayan çok say ıda yerleşim yerleri ortaya çıkarı !mıştır. Bu uygaı·!ığa 
eski Mı sır ve Babil kültürlerini de katarsanız . Yunan ıJygarl ığının ve biliminin nereden 
kaynaklandığım kolayca söyleyebilirsiniz. Çünkü, Yunan alfabesindeki haıile rin çoğu 
Ortadoğu l\ökenli Fenike alfabesinden alınmış ve kendi dillerine uyarlamışlardır. Tica­
ret yoHarın ı n uygun olması nedeniyle L Ö. ?DO yıliarında Pers kökeni[ Udya paraların; 
da ku llanmış lard ı r. Daha sonra İspanya'dan Hindistan'a kadar sın ı rlarını genişletmiş­
lerdir. Bu genişleme i. Ö. 323 yılında 32 yaş111da ölen Büyük İ skender dönemiyle do­

ruğa ulaşmıştı r. 



i. Syracuse 
2. Crotona 

3. Elea 
4.Rome 
5. Tarentuııı 
6. Cyrene 
7. Elis 
8. Athens 
9. Stagira 
iO. Abdera 
11. Byzantium 
12. Chalcedon 
13. Nicaea 
14. Cyzicus 
15. Pergaıııum 
i 6. Chios 
17. Samos 
18. Smyrna 
19. Miletus 
20. Cnidus 
21. Rhodes 
22. Perga 
23. Chalcis 
24. Gerasa 
25. Alexandria 
26. Syene 
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Abdera 
Alexandria 

Athens 
Byzantium 
Chalcedon 
Chalcis 
Chios 
Cnidus 
Crotona 
Cyrene 
Cyzicus 
Elea 
Elis 
Gerasa 
Miletus 
Nicaea 
Perga 
Pergamum 
Rhodes 
Rome 
Samos 
Smyrna 
Stagira 
Syene 
Syracuse 
Tarentum 

1 O (Democritus) 
25 (Euclid, Heron, Ptolemy, Pappus, Menelaus 

ve diğerleri) 
8 (Plato, Theaetetus) 

11 (Proclus) 
12 (Xenocrates) 
23 (lmblichus) 
16 (Hippocrates) 
20 (Eudoxus) 

2 (Pythagoras) 
6 (Theodorus, Eratosthenes) 

14 (Callippus) 
3 (Parmenides, Zeno) 
7 (Hippias) 

24 (Nicomachus) 
19 (Thales) 
13 (Hipparchus) 
22 (Apollonius) 
15 (Apollaııius) 
21 (Eudemus, Geminus) 

4 (Boethius) 
17 (Pythagoras, Conon, Aristarchus) 
18 (Theon) 

9 (Aristotle) 
26 (Eratosthenes) 

1 (Archimedes) 
5 (Pythagoras, Archytas, Philolaus) 

Ege bölgesinde matematiğin yayıldığı o dönemin yerleşim şehirleri. 
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Thales ( İ. Ö. 640 - 550). 

Aristoteles {İ. ö. 384 - 322). 



ERKEN YUNAK :v1ATEMATIÖİ 17 

Gaius Julius Caesar. 

0 tolemy d. s. ıoo - -170)_ 



18 ERKEN YUNAN \'fATEMATİGİ 

Eflatun ( İ. Ö. 429 - 348). 

Archimedes (i_ ö. 287 - 212) 
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2. THALES ÇAGI MATEMATİGİ 

Yunan matematiğinin ilk başlarında ünlü olan Miletli Thales (İ. Ö. 640 - 550) ya 
da (İ. Ö. 625 - 547), Sisamiı olan Pythagoras (İ. Ö. 580 - 500) ve Euclides (İ. ö. 365 
- 300) gelir. Bunlardan Thales ilki sayılabilir. Thales'in ataları Fenikelidir. İyonyalı olan 
Thales'in gençlik yılları ticaret işleriyle geçmiştir. Bu nedenle çok gezilere katılmış ve 
bilgilerini bu gezilerden elde etmiştir. Mısır'da geometriyi ve Ortadoğu'da da astrono­
miyi öğrenmiştir. Miletli hemşehrileri onunla çok övünmüş ve gurur duymuşlardır. Onu 
her zaman bir devlet adamı, düşünür, matematikçi ve bir bilge olarak görmüşlerdir. 
Daha sonra gelen Miletli genç kuşaklar hep onu örnek bir kişi olarak anmışlardır. 

Bu kadar ünlü olan Thales hakkında çok sayıda ilginç öyküler anlatılmıştır. Bu 
öykülerin bazıları ciddi ve doğru olduğu halde bazıları gerçekten uzak olan yakıştırma­
lar ve hayal şeylerdir. Anlatılan öykülere daha sonraki kuşaklar bazı ekler de yapmış­
lardır. Bunların çok ilginç olanları da vardır. Bir tanesi Aristo'ya aittir. 

Uzun yıllardan sonra zeytin ağaçları meyve vermez olmuş. Astronomi ve meteo­
roloji gözlemlerinde deneyimli ve eğitimli olan Thales, gelecek yıl bol zeytin olacağını 
tahmin eder. Zeytin yağı çıkaran tüm değirmenleri önceden kiralar. Havalar çok iyi 
gider ve bol zeytin ürünü alınır. Tüm zeytinler Thales'in değirmenlerinde işlenerek 
ona çok kar bırakır. 

Thales'e yakıştırılan ve çok sevilen bir öykü de Ezop'a aittir. Thales'in tuz yükü 
taşıyan katırlarından birisi her zaman ırmağın tam ortasına geldiğinde suya yatar, 
tuzların çoğu eridikten sonra kalkar ve yoluna hafiflemiş yüküyle devam edermiş. Ka­
tırın bu alışkanlığını gören Thales ona bir ders vermek istemiş. Katırın yükünü bu kez 
tuzla değil de su emen sünger ve paçavralarla doldurmuş. ırmağın tam ortasına gelen 
katır eski alışkanlığını tekrarlamış. Suyu emen sünger ve paçavralar ağırlaşmış ve 
katır sudan kalkamayarak boğulmuştur. 

Bu öykülerden birisi de Eflatun'un Teetet isimli diyaloğunda geçer. Thales, havanın 
açık olduğu bir gecede yıldızları gözetleyerek giderken önünde su dolu olan bir kuyuya 
düşer. Orada bulunan uşaklarından birisinin onunla alay ettiğini yazar. Olaya şahit 
olan komşu kadın, burnunun önündeki kuyuyu göremeyen Thales'in gökyüzündeki 
yıldızlara bakarak gelecekten nasıl haber verebileceğiyle alay eder. 

Bu ve bunun gibi Thales'e mal edilmiş doğru ya da yanlış çok sayıda başka öy­
küler de vardır. İyi bir devlet adamı ve iyi bir yönetici oları Thales'e çok övgüler düzen­
lenmiştir. Thales, her şeyin özü sudur diyordu. Manisa yöresinde mıknatısı da o bul­
muştu. Yazılı bir eser bırakmamıştır. Onun yaptığına ilişkin bazı buluşların onun olup 
olmadığı kesin değildir. Ama bunları öğrencilerine öğrettiği kesindir. 
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Gerek tarihçi Herodot (i . ö. 485-430) gerekse Proc!us (İ. S. 4i 0-485), Thales'i 
ilk Yunanlı matematikçi olarak kabul ederler Her ne kadar esl'i Yunanlı iar tarafından 

bilinse de aşağıdaki bağ ı nt ıların Thaies tarafınd an ortaya at!ldığı ileri sürülür. 

a. Çapı gören çevre aç ı diktir. 

b. Çember, çapı tarafından iki eşit parçaya bölünür. 
c . İkizkenar bir üçgenin taban açılan eşitt i r. 
d . Ters açılar birbirine eşittir. 

e. Benzer üçgenlerin kenarlan oran tıl ı dır. 

f. İki üçgenin birer kenarı ve bu kenarlara bitişik aç ı lar ı eşitse , bu iki üçgen bir­
birine eşitti r. 

Bu önermelerin eski Mıs i rlıiar tarafından da bilindiği iieri sürüiiTiüştür. Bu nedenle 
M ıs ı r matematiğinden Yunan matematiğine sürekil bir yoı olmuştur. Buna ek olarak, 
Yunanhiar geometriye daha başka ekler de yapm ışlar ve onu geli ştirmişlerdir. Bu ne­
denle geometrinin ve matematiğin babası olarak. Thales'i kabul ederler. Bu sav i 940 
yı llarına kadar doğru olarak kabul edilmişti. Bu tarihten sonra yapılan kazılarda bunun 
böyle olmadığ ı ortaya çıkmıştır. Matematiğin temelleri Mezopotamya ve Mısırdır. Da­
ha sonra eski Çin gel ir. 

Thales, Mısır'da bu l unduğu yıl l arda piramitlerin yüksekliklerini doğıudan ölçüm 

yapmadan hesaplayarak M ıs ı r kıralın ı n dikkatini c;ekmiştlr. Kendi gölgesinin uzuniuğu 
boyuna eşit o lduğu zaman piramidin gölgesinin uzuniuğurıun piramidin yükseı<li gine 

eşit o lacağ ını söylemiştir. Thales, bu pratik bilgileri kendi ad ıyla bilinen Thales tecrem­
lerinden biliyordu . Thales bu teoremlerini kullanarak yanına varılmayan arazi lerin öl· 
çüm lerini, nehirlerin genişli k le rin! ve denizdeki bir geminin kıyıdan ne kadar uzaklıkta 
olduğunu lıesaplayabi!iyordu . 

Thales'in teoremleri Jqsaca şu nlardı. Benzer üçgenlerin kenarları orartılıdır. Bu 
öze·lliği kuilanaraiı; denizin içindeki bi r geminin kıy ıdan ne kadar uzaklı kta olduğunu 

hesaplayabiliyordu. Thales teoremleri bugün bı!e ilse öğrenciieri nin çok sevdiği konula­
rın başında gelir. 

Herodot, Tha!es'in iyi bir matematikçiliğrnoen çok onun çok iyi bir astronom olma­
sı nı över. Devlet adaml ığ ını ve yöneticiliğin i göklere çıkarır. Oysa, Thales"in o dönemler-­
de yaptı ğı gözlemlerin çoğurıurı bugür. yeterli duyarlılıi\ta olmadığı biliniyor. Yc:ılnı z . 

o kayıtların o dönemlerde yapı!rrıası bile onun ne kadar büyük b\r bilgin olduğunu 
söylemeye yeter. Bunran cüşünmek bı ie Ostürı bir zeka ürünüdür. Thates'in Ay. Güneş 
ve Dünya'n ın hareketleri üzerine olan biigi leri Babi! kökenlidir ve bun1arın çoğu Sabi! 
biiginıeri ve astronomlarınca bilinmektedir. 

Thales, Yunan matematiğine yazılı bir belge ve kitap bırakmam ı ştır. Geometriyi 
mant ı ksal bir yakl aşımla çevresine tanıtmıştır. Thales, Pisagor'un öğretmenidir. Pisa-



rının 

tarihçisi Eudemus (İ. 
ama, r_)roclus (İ S. 41 O -

biraz da teoremlerini ıtalım. Hk.1 
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Herhangi iki doğru birbirine paralei üç doğru tarafından kesiidiğinde 

AC BD 
CE- DF 

olur. Buna birinci Thales bağlili ı sı denir. 

A 

8 

/ 
D 

ya,:ıcı AC BD 
i\E: = BF 

E 

Kesişen iki doğrunun ı~ollan bh·bfrine pa:·alel it<:i dcğru ta;-af ı ndan kesilirse 

AB BC~ :~(~ 
AD= DE"' AE 

olur. Buna da ikinci Tha!es bağıntıs ı denir_ 

Şimdi, Thales bu teoremleri öze\ problemlere na.sı.. uygulamıştı~, o nları gösterelim_ 
Önce piramidin yüksekiiği en kolay yoldan nas;l hesap;a:ıır? Piramidi şekilde olduğu 
gibi yerleştireli m. 

Çubuı< 

' ~ ~ Çubugun l g~gesi 
l _ __::_ 
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Piramidin yüksekliğini bulmak için, yere dikilen bir çubuğun gölgesinin uzunlugunun, 
çubuğun uzunluğuna eşit olmasını beklemek ve o anda piramidin gölgesinin uzunluğunu 

ölçme!< yeter Thales teoremine göre bu gölgenin uzurıluğu piramidin yüksekliğini 
verecektir 

Kumsaldasınız. Buradaki b ir yarın yüksekligini ölçmek istiyorsunuz. Şeki lde görü ide 
göıüldüğü gibi yüksekliği ya rıçapına eşit olan bir daire çiziniz. Çubuğun gölgesi çember 
üzerine düştı.)ğü anda gidip yarın gölgesini ölçunuz. Bu gölgenin uzunluğu yarın yük­
sekliğine eşil olur. 

Şeki lde görü ldüğü gibi bir dağın yüksekliğini ölçmek istiyorsunuz. Önce~i yöntem­
lerde olduğu gibi bir kere ağacm yüksekffğinı b oıarai< hesaplayabiliriz. Bundan sonra 
a, d ve c uzunluklarını ôlçeriz. Thales bağıntısına göre x yüksekllğ 

-c--------,::----··~----, 

ıb - a) (c ı dl 
Dagırı yllk3er- liğin ı buımaK •çin 3., b c, d öl-;ürıııerı yapııırsa ;; = c + a buıu nur. 
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ya da 

(b - a) (c + d) 
X= C +a 

olarak bulunur. 

Şimdi de denizdeki bir geminin kıyıdan ne kadar ukaklıkta olduğunu hesaplayalım . 

a 

;f, 
b :~; Deniz 

M feneri 

Deniz 

x Gemi 

Bu hesaplama için bu konum işimize yarar. Burada a, b ve c uzunluklarını ölçebiliriz. 
Thales bağıntısına göre 

ya da 

x b + a 
c=-a-

c(a + b) 
X =--a-

olarak bulunur. Bu da geminin kule dibinden ne kadar uzaklıkta olduğunu gösterir. 

Bir ırmağın genişliğini ölçmek istiyoruz. Bunun için aşağıdaki şekli çizebiliriz. Bu 
şekilde a, b ve c uzun lukları ölçülebilir. Thales bağıntısına göre b/x = a/c veya 
x = bcıa ırmağın genişliğini verir. 

ırmağın ya da yanına varılamayan bir bataklığın ölçülmesinde biraz daha kolay 
bir yöntem vardır. Dik üçgenlerde dar açılardan birisi 30 derece olursa, 30 derece 
karşısındaki kenar hipotenüsün yarısı olur. 
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a 
c 

Varılamayan uzaklıkların ölçümü. 

Şeı<ilde çibi ABC açıs ı 30"" oruncaya Kadar yurü'1i.Jrse, A ar,.ıs ı dık o ur_ '3u halde 
AC =- BC/2 olur. AR = ..J3BC/2 o1duğunclar AC = tı,S / ,13 oiaraK bulunur. Bu ca ırmag ın 
genişlığ ıdir. 

Thales teoremleriyle bu ve bun lata benzer daha çok sayıda oror;lemıe~ ve öiçümler 
düzenlerıebi lk. 

Ş;mdi Ay'ın dünyadan uzakl .ğ ı nı besa;ıla rnat< •stıyon.!z. BunJn ı c,>111 tam öğıe vaktr 
aşagıdaki konumu yapalım. Burada x vay uzunluk!arını 'Ju1amay•z arra d = x -y ~ar­
kını ölçebi lı rız . Buradan y = x - d olur. 3urada ik: tane benzer üçgen var. 



(}ıw 

lt-fALE~ Ç.'-\ÔJ lv: .. ATE.vıATI~, -

lVi~tırı tlu: al\~-i-c:"'- (nı;,.::hn~ i}~4 
~:!r,lJ!, cf 1·13.d~·.~ .. ! ıJ..r,,uı:J,,. fr, ilıe. 
hf!;,ı;~hc 0r t.'11.ıı :.ha.do-t•,.r·. vr.ı!n~ '(lw 
l<{u:~l.iiJ (n) J..ı( tf~c ~;)'r;.ıır~id G ., 
')pt. l;y e. :lı.~.;:ı/ ıJ;; 1ctıf.,;/:ıı d 
~:J ı :: ~)u~:.! :'·? ( \."{} a> /ı-:-.Yf ·~· ı.ıı 

Xz";.-: ı ~1 .! 



28 THALES ÇAGl M,ı\TEMATİGT 

CRfT€ 

i. ö. 550 yıllannda Ege Bölgesi noe yeııeşım yerıerı. 



Bu konuma göre 

ya da 
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x-d=y 

h.J3=X ~=J3 
y 

h.v'3-d=h 

3h -dv'3 = h 
2h = dv'3 

h=v'3.d 
2 

olarak hesaplanır. Bu da Ay'ın yerden olan uzaklığıdır. 

h Y=-
v'3 

29 

Thales'in yaptığı bu hesaplamalar Euclides'in üçüncü ve on ikinci kitaplarında 
vardır. Bu bilgilerin İ. Ö. 1500 yıllarından önce Mısır papazları ve ustaları taraı'ından 
bilindiği söylenmektedir. 

Thales bunlarla da yetinmemiştir. O sıralarda yaklaşmakta olan güneş tutulmasını 
haber verir. Bunu biraz fazla bularak inanmıyorlar ama söylediği gün yöresinde bir 
güneş tutulması olunca ancak iman ediyorlar. Ondan sonra ünlü bir bilgin olarak İs­
kenderiye'den Millete dönüyor. Hatta o sıralarda devam eden savaşı güneş tutulmasını 
haber vermesiyle durduruyor. Oysa bu öykülerin ne kadarı doğru olduğu bilinmiyor. 

Thales, Pisagor ve Euclides'in teoremleri kullanılarak pergel ve ölçümsüz cetvelle 
bazı gerçel sayıların çizimleri olanaklı olduğu halde pi ve e sayılarının pergel ve cet­
velle çizimleri olanaklı değildir. 



30 THALES 

Matematiğin askeri amaçla kullarııımasL 



TIIALES ÇAGJ MATElVlATtGi 

Matematiğin arazi öıçumıerinde kullan ı lması. 

~1\ _.., _._ 
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A 

14 i5 

13 
E '-------------" F 

3 ? 

B ? c 

R 

T 

A 

B 
DE// BC 

c 

Thales teoreminin uygulamaları. 
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Doğal mıknatısın demir parçalarını çekmesi. 

3. PİSAGOR MATEMATİGİ 

Pisagor, Pitagor ya da Pythagoras ismiyle biilnen bir matematikçidir. Doğurn ve 
ölüm tarihleri kesin olmadığı için bu tarihler değişik kaynaklarda (İ . Ö. 596 - 500), 
( İ.. ö. 572 - 497) ve (İ. ö. 580 - 500) biçimlerınde verilmektedir. En iyi tahminlere göre 
i. ô. 580 ile i. ö . 569 tarihleri arasında doğduğu sanılıyor. Ölüm tarrhi de L ö. 500 
yil ları yöresindedir. Bugünkü ismiyle Sisarn o dönemdeki ismiyle Samos denen Ege 
denizinde bir adada doğmuşlu f. On sekiz yaş larında çalışmak için Fenike ve Mıs ı r'a 

gitmiştir. Buradan Babil'e kadar yolculukiar yapmış , İrarı'r görmüş , hatta Hındistan'a 
bile gittiği söylenir. 
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Herodot (i. Ö. 488 - 420). 

Yunanistan' da soyut sayılar üzerine yap ılan çalışmalar Yunanlı Pisagor ve onun 
müritleri of an Pisagorcular tarafından yapılmıştır. Fakat, sayılar ve sayıların gösterimi 
Akdeniz yöresinde oldukça eskidir. Mısır, Ortadoğu, Sicilya, Girit ve Kıbrıs'ta kullanılan 

sayılar ve bunların günlük yaşamda kullanıldığı oldukça eskidir. Bu nedenle Yunanl ı ların 

sayıları soyut olarak düşünmeleri kesin bi r tarihle Pisagorla başlad ı ğını söyleyemeyiz. 
Bu uzun bir dönem boyunca olmuş ve kullanılmıştı r. Bu kavram Pisagor ve Pisagorcular 
tarafından gelişti rilmişti r. Zaten Pisagor gezdiği ülkelerin sayılarını , rakamlarını ve 
matematiklerini incelemiş, onları Yunan ismi altında geliştirmiştir. Bu matematik ekininin 
meyvesini de Plsagorcular yemişlerdir. 

Pisagor çok uzun bir yaşam dönemi geçirmiştir. 50 yaşlarına kadar çok sayıda 
ülke dolaşmış, İtalya'da Krotona kentine yerleşmiş ve okulunu burada kurmuştur. Oku­
ru politika, felsefe , tarikat ve matematik eğiti mleri veriyordu. Bizi daha çok onun mate­
matik yönü ilgilendirecektir. 
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Pisagoı· (i. Ö 569? · 500?). 

Pisagor'un okulu belli ve katı kura ll arı olan bir kurumdu. Üç yüzün üzerinde öğ­
rencisi olduğu yazı lır. Okulu katı bir dısipli n içinde çalışır ve iemeli gizliliğe dayanı r. 

Daha sonra gelen ögrencilen ve ınürillen bu katı disipli nı ve gizliliği sürdürmüşlerdi r. 

Yazılı bir yapıt bırakmamıştır ama ondan sonra gelen müritleri onun bu düşüncelerin' 
ve maternatil< bilgilerini gelecek kuşaklara iletmişlerdir. 

Pisagor rasyonelden çok mistik düşünceli biriydi. Bu mistik düşünceyi ve tarıkat 
kurmayı doğuya yaptığı gezilerden esınlendiği söylenir. Onun ve okulunun bildiklerini 
daha sonra gelen Plsagorcular uzun uzun ekler yaparak anlatmışlardı r. Doğru olsun 
ya da olmasın , bu öyküler!n gelecek kuşaklara çok yararlan olmuştur. Çünkü, Thales 
ve onun bırakt ı kları bu biçimdeki yazmalarla zaman ımıza kadar u laşmıştır. 
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Pisagor doktrininin bize bıraktığı en önemli şeyin pozitif tamsayıların Tanrı tarafırı­

dan yaratıld ığı düşüncesidir. Zaten Pisagor "Tanrı pozitif tamsayıları yarattı, diğerler i 

insanların uydurmaları" diyordu. Bu sayılar evreni yönetiyordu. Tüm fiziksel olaylar 
bu sayılarla işaret ediliyor ve gösteriliyordu. Bu sayılar tüm olaylan açıklamaya yeterlidir 

diyorlardı . Gökyüzündeki yıld ızlardan yeryüzündeki eşyalara kadar tümü bu sayılarla 
yönetiliyordu. Her şeyin bir geometrik şekli vardı ve bir sayı ile temsil ediliyordu. Yalnız 
gezegenlerin hareketleri say ı la rın oran ları ile gösterilebilirdi. Bir de müzik notalarının 
harmonileri sayıların bölümleriyle ifade edilebilirdi. Buna bağlı olarak müzikte oktavlar 
oluşturmuştu . Üçgenin kenarları arasında 3 : 4: 5 bağ ı ntısı varsa bu bir dik üçgendir 
diyorlardı. Bunlara Pisagor üçlüleri ismi veriliyordu . 

Yazılı kaynaklar Pisagorcuların bu soyut düşünceye i. Ö. 6. Yüzyıllarda vardıklarını 
göstermektedir. Pisagor'un iki tür öğrencisi vardı . Bunlardan birisi dinleyici grubuydu. 
Bunlar onu tam üç yıl dinlemekle geç'lrirlerdi. Pisagor'u görmezler, perdenin arkasında 

sadece dinlerlerdi . Bunlardan kendi ölçülerine göre iyi olanlar Pisagor'un ancak karşı­
sına çıkabilir ve matematik dersleri aiabilirlerdi. Bayan öğrencilerin bu biçimdeki halk 
topluluğu olan derslere katılmaları yasaktı. Bayanlar ancak onun yüksek lisans dersle­
rine katılabi lirlerdi. Pisagor altmış yaşlarına geldiği zaman yüksek lisans yapan bir 
bayan öğrencisi ile evl enmiştir. İsmi Theano olan bu bayan çok iyi bir matematikçi ve 
Pisagor felsefesini en iyi bi lenlerdendi. Bazı yazarlara göre Theano, Pisagor'un kı­
zıydı. Bazı kaynaklara göre de yetenekl i bir öğrencisiydi ve Pisagor onunla hiç evlen­

memişti. 

Pisagorcular da Thales'te olduğu gibi ateş, su, hava ve toprağı temel ilke olarak 

almışlardı . Her şey bunlardan oluşuyordu . Evrene hakim olan bunlard ı. Tek ve çift ol­
ma temel ilkeydi. Çift sayıları ikili olan taşlarla ikiye ayırarak yazıyorlardı . Oysa tek 
sayılar ikili taşlar biçiminde gösterilemiyordu. Çünkü bu bölmede her zaman bir taş 
açıkta kalıyordu . Bunun sonucu olarak Plsagorcular şu sonuçlara varmışlardı. 

a. Çift sayı farın toplamı çifttir. 

b . İki tek sayının toplamı çifttir. Ya da ikili grup oluşturan tek sayıların toplamı 
çifttir. 

c. İkili gruplar oluşturmayan tek sayıların toplamı tektir ve 

ç. Bir tek sayı ile bir çift sayının toplamı tektir diyorlardı. Bunları aşağıdaki 

şekillerle gösteriyorlardı. 

000000 
0000 

00000000 

(a) 

00900 
0000000 

OQO 
000060000 

{b) 

OOQOO 
0006000 

OÇO 
000060000 

o o!Qlo o 

{c) 
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b 

a. Toprak, b . Su, c. Hava, d . Ateş 

İnşaatta 3, 4 ve 5 uzunluklarıyla dik açı elde edilmesi çok eskidir. 

5 
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Bu toplamaların sonucu olarak şu sonuçları biliyorlardı. 

a. Çift bir sayının karesi çifttir. 
b. Tek saymın karesi tektir. 

Bunları aşağıdaki yuvarlaklarla gösteriyorlardı. 

Kareli sayılar. 

Bu biçimde taş yığ ı nlarıyla 1 + 3 == 22, 1 + 3 + 5 == 32, i + 3 + 5 + 7 = 42 , . ... , 

1 + 3 + 5 + 7 + ... + (2n - 1) = n2 sonucuna varabi liyorlard ı . Buna L şekilli sayılar de­
niyordu. Şekilde bu l harfi görülebilir. 

Pisagorcuların diğer bir teoremi de üçgense! sayılarla ilgilidir. Bu da geometrik 
görünümle 

Üçgensel sayılar. 

biçimdedir. Üçgensel olan doğal sayıları n da ilginç özellikleri vardır. Bunlar da ı + 2 
= 3, 1 + 2 + 3 == 6, 1 + 2 + 3 + 4 = 1 O, 1 + 2 + 3 + 4 + 5 == 15, i + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 
21 , . .. , 1 + 2 + 3 + 4 + . . . + n = n(n + 1 )/2 sonuçlarını verir. 

Pisagorcuların kullandığı bir sayı gösterimi de dikdörtgensel say ılardır. Dik dört­
gensel say ı lar n(n + 1) formülü ile bulunur. Buna göre ilk dört dikdörtgensel say ı 2, 
6, 12 ve 20 biçimindedir. Yani, 1 x 2, 2 x 3, 3 x 4, 4 x 5, ... , n(n + 1) olur. 

Dikdörtgensel ~ayılar. 
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Bu şel<illere göre, herhangi bir dikdörtgensel sayı, üçgensel bir sayının iki katıdır. 
Herhangi karesel bir sayı , art arda gelen iki üçgensel sayının toplamıdır. Bu teoremierin 
uygulanmasını aşağıdal<i şekillerden görebiliriz . 

OOOCYO 

~
00 

o 000 
0000 

00000 

0000 
000 
00 
o 000 

00000 

Bir tek sayının karesi iki say ı nın kareleri fark ına eşittir. Bunu aşağıdaki şekilden 
görebiliriz. Örneğin , 32 = 52 

- 42 olur. 

Pisagorcuların en önemii teoremi Pisagor üçlüleri ya da Pisagor teoremidir. Yani, 
bir dik üçgende dik kenarların karelerinin toplamı hipotenüsün karesine eşittir. Diğer 

bir deyimle, bir dik üçgende dik kenarlar üzerine kurulan karelerin alanları toplamı, hi­

potenüs üzerine kurulan karenin a lanına eşittir. 

Eğer dik üçgenin kenarları özel olarak 3, 4 ve 5 birim uzunlukta ise 

32 + 42 = 52 

9 + 16 = 25 

olur. Bunları aşağıdaki şekillerden daha iyi görebiliriz. 
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Pisagor teoreminin geometrik görünümü. 

J 

J 

G 

E 

Dik üçgen teoreminin bilinen ilk yazı lı ispatı Öklit tarafından verilmiştir. ABF üçgeni ile ACG 

üçgeni ayn ıdır. ABF üçgenin alanı,AKEF döıtgenin alanının yarısı, ACG üçgeninin alan ABHG 

karesinin alanın ı n yarısıdır ("Taban çarpı yükseklik" formülünü uygulaym). Buna göre AKEF 

dörtgenin.in alanı ABHG karesinin alanına eşittir. Benzer şekilde CKED dörtgeninin alanı CBIJ 

l<aresinin alanına eşittir. Sonuç olarak AC2 ~ AB2 + BC2 olu r. 
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Pisagor matematiğinin ilk geometrik ispatlarından birisi budur. Bu ispat yöntemi 

Euc!ides'in Elements isimli kitabında vardı r. Pisagor teoreminin çd< değişi l< ispatlar: 
yapılmıştır. Genelleşti rilmesi de vardı r. 

Matematik, bilfmlerin hiı:metçisi ve kırsiıçesidi r. 
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'J 

-
J._ 

~ 

<I 
~. 

:!:: 

'!L 

~ 

~ 

,... 

Saıamis Adası 'rıda bulunan L Ö. 4. yüzyıla ait olan 
bır mermer abaküsü. 

ı· 
ı 
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Gölün deıinliğini bulmak için a, b ve c ölçümleri yapılır. ABGdik üçgenine Pisagor 
bağıntısı uygulanırsa, yapılan bazı işlemlerden sonra nilüferin konumuyla suyun de­
rinliği 

b2 - (a -c)2 
X=---~ 

2(a - c) 

olarak bulunur. 

Bilebildiğimiz kadarıyla, Pisagor teoreminin ilk yazı l ı ve geometrik görünüme da­
yalı ispatı 40 yıliarında Chou Pei Suan King'in kitabında görülür. Bu teoremin ispatı 
bu tarihten çok daha önceleri yazılmıştır. Kitabın ilk kopyas ı kaybolduğundan ancak 
40 yıllarındaki kopyada bu ispat yöntemi vardır. Kitap, i. ö . 1105 yıllarında yazılmış­
tı r. 

Nllüfer 'in 
normal konumu 

Ni lüler'ın rüzgarlı 
havada konumu ... ,a--··· ı 

1 r-~--b~·) ~l7-

T
r~- ·c___- r~1... Gölge yüwyi 

l //Ja-c 
1 1 ı; 

/ ; 
/ x = Gölün derinliği 

x 

-----~·· Göl dibi 
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Chou Pei Suan King'in kitabından. 

Üçgen, kare ve dikdörtgenlerin alanlarının ölçümlerini ö harfi ile gösterelim. Yu­
karıdaki şekle göre 

ve 

ö(efB) = ~ ö(eafB) = ~ Bf. eB 

ö(ABCD) = ö(efgh) + 4ö(efB) 
= (ef) 2 + 2Bf. eB 

oldukları hemen yazılır. Ayrıca, 

ö(ABCD) = (Bf)2 + (eB)2 + 2Bf. eB 

olur. Böylece 
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{ef)2 + 28f . eB = (Bf)2 + (e8)2 + 2Bf . eB 

yazı lır. Bu yapılanlar birleştirilirse 

(ef)2 = (Bf)2 + (eB)2 

elde edilir. Bu da, Pisagor bağıntısıdır. Yani, dik kenarların l{arelerinin toplamı , hipote· 
nüsün karesine eşitti r. 

G reek, c. 800 

French. 1564 
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. il· .. 

Latin, 1120 

Chinese, 1607 
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Arabic, c. ı 250 

English. 157 O 
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Plimpton 322. 

m n X= 2mn y = rrı2 - n 2 z = m2 + n2 

22 . 3 5 120 119 169 
26 33 3456 3367 4825 
3 . 52 25 4800 4601 ô649 
53 2 . 33 13500 12709 ~8541 

32 22 72 65 97 
22 . 5 3:• 360 319 481 
2 . 33 52 2700 2291 3541 
2s 3 

,... 
;) 960 799 1249 

ı;::; 2 
J 

')., 

' 3 600 48i 769 
34 23 5 6480 49&1 8161 

60 45 l 5 
2

4 
' 3 ~l!: 2400 1679 2929 

3.5 23 240 16, 289 
2 . 52 33 2700 1771 3229 
-::ı2 .... 5 90 56 10ô 
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Özel Pisagor bağıntısı. 

2 

T 1 3 

~ .. -........ --. -.. -.. ; . -. -

Pisagor bağıntısının değişik bir ispatı. 

Bu tarihten sonra değişik ülkelerin matematik kitaplarındaki Pisagor teoreminin 
ispat yöntemlerini yukarıdaki şekillerde görebilirsiniz. Yalnız, Pisagor bağıntısının uy­
gulamalı şekilleri Pisagor'dan en az 1200 yıl önce Mezopotamya ve Mısır'da biliniyordu. 
Çünkü, 1938 yılında yapılan kazıda bulunan Kahire Matematik Papirüs'ü 1962 y ı lında 

çözüldü. Bu papirüs çok sayıda Pisagor üçlülerinin bulunduğunu gösteriyor. (3, 4, 5) 
Pisagor üçlülerinin dışında (5, 12, 13) ve (20, 21, 29) Pisagor üçlüleri de bazı prob­
lemlerde geçiyor. 

Plimpton 322 Babil tableti 1945 yılında Neugebauer ve Sachs tarafından çözüldü. 
Pisagor üçlülerini içeren bu tableti. Ö. 1900 ile i. Ö. 1600 yılları arasında yazılmış 
olduğu saptanmıştır. Bu tarihler arasında böyle bir tablet olduğuna göre bu bağıntı 
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bu tarihlerden önce biliniyordu dernektir. Buna göre, Pisagor teoremi Pisagordan en 
az i 200 yıl öncelerine aittir. Zaten Pisagor'un kendisi bu teoremi bulduğunu söyleme­
miştir. Onun öğrencileri bu bağıntıyı kullandıkları öğretmenlerine mal etmişler ve y ıllar­

ca bu isimle anılmıştır. Pisagor teoreminin 370 tane farklı ispatının yapıldığını Loomis 
belirlemiştir. 

Pisagor bagıntısıyla i lgili en eski tablet Plimpton 322 tabletidir. Tabletin bazı kı­

sımları aşınmıştır. Taş yontucular bazı yerlerdeki Pisagor üçlülerini yan lı ş olarak kazı­
mışlar ama bu sayılar izlenen kurala göre sonradan düzeltilmiştir. O halde şu teoremi 
yazabi liriz. Kenarları x , y ve z olan bir üçgenin dik üçgen olması için gerekli ve yeterli 
koşulun, x2 + y2 == z2 olmasıdır. 

Plimpton 322 tabletinde kullanı lan bağıntı 

biçimindedir. Bu da Pisagor bağıntısından başka bi r şey değildir. 

Yale Üniver$.ilesi'nde bulunan bu tablette karenin köşegeni hesaplanmaktadı r. 
Bu tablet ı. O. 1700 yıHarından önce kazınmıştır. 

Pisagor teoreminin Babilde çok eski lerde bili ndiğini gösteren çok sayıda problem 
ve çözümleri vardır. Kenarları 50. 50 ve 60 olan ikiz kenar bir üçgenin çevrei çembe­
rinin yarıçapının bulunması probleminde yine Pisagor bağıntıs ı kullanılmıştır. Bu prob­
lemi içeren tablet, Fransız kazı ekibinin 1936 yılında Mezopotamya'da Susa'da yaptığı 

kazıda bulunmuştur. Pisagor teoremini kullanan en eski tabletlerden birisi de budur. 
Yapı lış tarlhl İ. Ö. 1750 yıllarından öncedir. 
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., ___ ~ ,.....· -

' t 
t 
l 

j t 
l 
r 
J 
ıL: .. ·~ -· . 

• •• 
• e e 

••• 
Pisago( un t.ım karele•i. 

x 

yf lv 
l J' 

J ı 
ı ı 

l ~__.__---1 
x 

'--- ----~---' '---...-----' 
)( y 

P;sagor (x + y)2 = x2 ,_ 2xy .,. y2 iiadesinı böyle ispatlıyordı.; 

51 
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Eski antik çağda müZ'ikla uğrasan dön matematikçi 11ard ı. Bunlar. Boethius, 
Pythagoras, Plato ve Nicomachus'tu. · 

.. -1. .. ,. 
'1' 
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Bu problemin çözümü şu biçimde yapılmıştır. Önce şekli aşağıda olduğu gibi 
yerleştirelim. 

A 

40-r 

1 

30 o 30 

Bu şekle göre ADB dik üçgeninde AD = 40 birim olarak bulunur. r = AE olduğun­

dan ED = 40 - r yazılır. EDB dik üçgenine tekrar Pisagor teoremi uygulanırsa 

r2 = 302 + (40 - r)2 

yazılır. Buradan r = 2500/80 ya da r = 31 .25 olarak bulunur. 

Babi llilerde bu ve bunlara benzer Pisagor bağıntısıyla çözülebilecek çok sayıda 
problemler düzenlenerek çözülmüştür. Öyleyse, sonuç olarak Pisagor teoremi Pisa­
gor'dan en az 1200 yıl önceden biliniyordu. Örneğin, Ptolemic hanedanlığından önce­
sine ait bir papirüste 40 tane problem vardır. Bu problemlerin 9 tanesinin çözümünde 
Pisagor bağıntısı yoğun bir biçimde kullanılır. Örneğin , bunlardan birisi şu biçimdedir. 
1 O metre uzunluğundaki bir merdivenin ayağı duvardan 6 metre uzakta olacak biçimde 
duvara dayanmıştır. Merdiven ne kadar yüksekliğe uzanır? 102 - 62 = x2 ya da x2 = 64 
olduğundan x = 8 olur. 

Rhind papirüsündeki iki problem de şu biçimdedir. Alanları altmışar metre kare 
olan iki dikdörtgenin birinin köşegeni 13 ve diğerinin de 15 metredir. Dik dörtgenlerin 
kenarlarını ayrı ayrı hesaplayınız . Çözümü için 13 sayısını alırsak 

x2 + y2 = 169 ve xy = 60 
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olan denklem sistemi yazılır. İkinci denklemin her iki yanının 2 katı alınırsa 2xy = 120 

olur. Bu say ıyı x2 + y2 = 169 denkleminin iki yanına bir kez ekler ve bir kez de çıka­
rırsak 

{x + y)2 = 289 ve (x - y)2 = 49 

yazıl ır. Buradan x + y = 17 ve x -y = 7 olurlar. Bu iki denklemi taraf tarafa çıkarırsak 

2y = 1 O ya da y = 5 bulunur. Buradan x = 17 - 5 = 12 olarak gelir. 

İkinci problemde, 

x2 + y2 = 225 ve xy = 60 

denklem sistemi çözülecektir. Yine her iki tarafa 2xy = -ı 20 bir kez eklenir ve bir kez 
de çıkarılırsa 

(x + y)2 = 345 ve (x - y)2 = 105 

yazı lır. Yalnı z 345 ve 105 sayıları nın tam karekökleri yoktur. Karekök almaları Babilliler 
değişik yöntemlerle hesaplamışlardır. 

/ a2 + b""a +~ 
2a 

biçimindeki formül Archimedes'e (İ. ö. 287-212) ait dense de eski Babil kayıtlarınd a 
vard ır. Bu formüle göre 

MAE I 2 21 1 1 v.:::<+5= ia +21 "" 18+-=18+-+-
36 2 12 

ve 

olarak bulunur. Buradan x ve y değerleri yaklaşık olarak hesaplanabilir. 

Babillilerde i. ö . 2000 yıllarına ait karekök hesabıyla ilgili iki tablet daha vardır. 
Bu tabletlere göre karekökleri yaklaşık olarak veren formüllerin ikisi 

ve 

2ab2 

d ""a + 3600 

b2 
d = a+-

2a 



PİSAGOR MATEMATİGİ 55 

biçimindeydi. Diğer biri de 

- 1- ' b] j a2 + b "" 2 ta ~ ta+ a) 

= a + _E__ O < b < a2 

2a • 

formülüydü. 

A, tam \q~rekökü olmayan bir s<ıy ı olsun. A sayısının kareköküne yakın sayı a 

olsun. Bu halde A = a2 ± b olur. Buna göre YA sayıs ı nın ilk a ve Ala say ı larının ona­
lamas ıdrr. Yani 

ilk yaklaşık değer olur. İkinci yaklaşık değer de 

olur. Bu biçimde devam edilerek istenilen karekök değeri yeterli duyarlılıkta hesapla­
nabilir. 

Bu formüllere göre siz ../2, \13, -15, ... // , fil, ../63, 1/720 ve ../1700 değerlerin i yak· 

laşıl~ olarak hesaplayınız. 

Bugün matematikte Heron (İ, Ö. 120 · 100) formOhJ olarak bilinen 

yakiaşı k değer Arclıimedes (L ö. 287 - 212) taraf ı ndan ku llan ılmıştı. Oysa bu fo rmül 
t. ö . 2000 yıllarından önce biliniyor ve kullanılıyordu . 

Pisagorcular, nıfstik bir tarikata inanıyorla rdı ama bu tarikatları bile matematikle 
iç içeydi. Ateş, su, hava ve toprak onlar için kutsal olduğu için bu dördü üzerine yemin 
ediyor ve 1arikatın s ırlarını kesinlikle d ışarı vurmuyorlardı. Bu dörtlü eşkenar bir üçgen­
le temsi! ediliyor, i O noktay~a belirleniyordu. Aritmetiksel olarak bu 1 + 2 + 3 + 4 = i O 
biçimindeydi . Geometrik biçim! de üçgensel sayı olan 
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• •• ••• •••• 
şekliydi. Kutsal olan bu yemin onların matematiğinin bir parçasıydı. 

Müzisyen Pisagor. 

Yunanlı bazı yazarlar ve hicivci Lucian (120 - 180), Pisagor'a ilişkin bazı öyküfer 
anlatır. Bunlardan biri şöyledir. Pisagor birisine saymayı biliyor musunuz diye sorar. 
811iyorum yanıtını aldıktan sonra 1, 2, 3, 4 diye saymaya başladığında dörde gelince 
saymayr durdurur ve 4 yerine niçin 1 O demedin der. Bu bizim üzerine yemin ettiğimiz 
mükemmel (kusursuz) eşkenar üçgenimizdir sözünü söyler. 
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Pythagoras (İ Ö 584 - 495). 

Pisagor'un üçgensel sayılan '1 , 3, 6, 10, i ::i, 21. W . .... biçirnindedir. Bu t•içimde 
devam eden n. üç-;ıenseı sayı rı('l + ~ )/2 formülü '.le bulunur. BL da 

·ı + 2 + 3 + ... + n = - · nf r"' + 1 i ~ \ j f 

demektir, 1, 3, 6, 1 O, ... gibi üçgensei say\13p 

~ / \ 

~ \ 
R ~ 

/ \ \, 
i \ 
8-~ 
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ve karesel sayıları da 

D 
S1 "'1 
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Pythagoras (1. Ö. 580 • 500). 

lif ~ i 
i ' 
r-ı ~ 
~ 

T IJ es " 

~____, ~ 

h i f 
biçiminde gösterelim. Hiç bir cebirsel işlem yapmadan, iümüyie bu şeki lleri kullanarak 
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: :y: 
~ ~ $ 

'O 'Ilı !!) (1l 

bağınt ısın ı yazabiliriz. Eğer tn. n. üçgensel sayıyı gösterirse 

tn = tn - 1 + n 
= tn _ 2 + (n - 1) + n 

= t1 + 2 + 3 + ... + (n - 1) + n 
= 1 + 2 + 3 + ... + (r. - i) + n 

59 

formülü bulunur. Yani, n. üçgense! sayı n sayısına kadar olan doğal sayıların toplamıd ır. 

Ya da n. üçgensel sayı n(n + 1)/2 sayısına eşitti r. Bu sonucu başka yolla da bulabiliriz. 
Bunun için üzerinde n tane nokta olan iki eşkenar üçgeni düşünelim. Aşağidaki şeki lde 

özel olarak n = 5 seçilm iştir. 

Dikkat edilirse bu şekilde n(n + 1) tane nokta vardır. Bu da 2trı = n(n + 1) ya da 

1 . = _n_(_n_+_1_) 
n 2 

olarak yazılı r. Dil<::kat edilirse burada aritmetiksel hesaptan çok geometrik görünümden 

yararlan ılmıştır. 

srı , n. karesel sayıyı göstersin. Yukarıdaki şekle göre ardışık iki üçgensel sayının 

toplamı karese! bir sayı olacag ırıdan 

9 
n(n+t) (n-1)n 

s = n- = --- + ---
rı 2 2 

yazııı r. Buradan birden n sayısına kadar olan sayıların toplamını veren formülün 
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n (n + 1) 
1+2+3+ .. . +n= 2 

biçiminde olacağını hemen söyleyebiliriz. 

1,1 ~ Ai 
3 6 10 

Üçgensel sayılar. 

liJ D 6J 
4 9 16 

Karesel sayılar. 

* o G 
5 12 22 

Beşgensel sayı1ar. 

Benzer yolla ve geometrik şekille L şekilli sayılarla birden başlayan tek sayıların 

toplamı bulunabilir. Şekle bakıllrsa 

@ rı;ı @ 

! • • • 
o • Ilı 

• g ıı; 1 
1 

~~ 

1 ,,~ 3 + 5 + ... + (2n - 1) = n2 
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olduğu görülür. Bunu n tane denklemi kullanarak Pisagor bağıntısını ispatlamada da 
kullanabiliriz. 

3 5 7 9 

~ 
Yukarıdaki L şekline göre 

12 = 1 
22 -12 = 3 

32 - 22 = 5 
42 - 32 = 7 

n2 - (n - 1 )2 = 2n - 1 

yazılır. Bunlar taraf tarafa toplanırsa 

ya da 

sonucu bulunur. 

12 + (22 - 12) + (32 - 22) + ... + [n2 - (n - 1 )2 ] 

= 1 + 3 + 5 + ... + (2n - 1) 

n2 = 1 + 3 + 5 + .. . + (2n - 1) 

Pisagorcular, bu şekilsel sayıların kuramını ve ne kadar matematikte kullanıldıkla­
rını görememişlerdir. Fransız matematikçisi Pascal (1623 - 1662), 1665 yılında yayın­

lanan Şekilli Sayılar Üzerine isimli kitabında bu konunun tüm meyvelerini vermiştir. 
Ona göre, her pozitif tamsayı , iki ya da daha az üçgensel sayıların toplamı biçiminde 
yazı labilir. Örneğin, 

16 = 6 + 10, 39 = 3 + 15 + 21 , 
25 = 1 + 3 + 21 ve 150 = 6 + 66 + 78 

istenen türde örneklerdir. Bu önerme Fermat tarafından ortaya atılmış ve bunu 1636 
yılında Mersenne'ye (1588 - 1648) yazd ı ğı bir mektupla bildirmiştir. Fakat, bu önerme 
ancak 1801 yılında ilk kez Gauss tarafından ispatlanmıştır. 
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Burada ilginç olan 
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13 =1:t~ 

ı3+ 23 = 9-= t~ 

13+ 23 + 33 ::. 36= tj 

13 + 23 + 33 +4 3 = ı OD= t~ 

tablosudur. Bu tablonun sağ yanındaki sayılar üçgensel sayıların kareleridir. Sol yan 
da doğal sayıların küplerinin toplamıdır. Cebirsel olarak 

[k (k - 1) -r 1 j + {k (k - 1) + 3J ~· [k (k - 1) + 5] 

+ ... + [k (k - 1) + (2k - 1 )] = 1~3 

biçirndedir. BU formülde k = i, 2, 3, ... , n değerleri verilirse, 

' :o 13 

3 + 5 = 23 

7 + 9 + 11 ""33 

13 + 15 + 1 7 + 1 9 = 43 

fn(n-1) + 1] + [n{n-1) + 3] + .. . + [n (n - 1) + (2n-1)] = rı3 

tablosu düzenlenir. Bu degerler taraf tarafa toplan ırsa 

1 ~ 3 + 5 + 7 + 9 + . . ~ [n (n - 1) + {2n -1 )] 

= 13 + 2s + 33 + . . . + n3 

yazılı r. Dikkat edilirse burada sol taraf tek sayıların toplamıdır. Bu tablodaki son köşeli 
parantezin tçi 

n(n -1) + (2n-1) = n + n -1 ~ 2 r n(n2+ i ) 1 - 1 

olarak yazılabilir. Bu da, birden 2[n{n + 1) I 21 - 1 say ısına kadar olan tek sayıların 
toplamıdı r ve burada n(n + 1 )/2 tane terim vardır. İlk n(n + 1) / 2 tane tek sayının top­
lamının 



PİSAGOR MATEMATİÔİ 63 

olduğunu biliyoruz. Buna göre 

sonucu yazıl ı r. Bu sonuç, doğal sayı ların küplerinin toplamının, n. üçgensel sayının 
karesine eşit olduğunu söylemeı,tedir. Bu sonuç tam olarak l\licomachus (100 y ılları) 

tarafından gösterilmiştir. 

Doğa! sayıların karelerinin toplamın ın bulunması biraz daha uzundur. Bunun için 
n = 4 alalım . 12, 22, 32 ve 42 sayı larını 

D 
olarak gösterelim. Buna ek olarak 1, 3, 6 ve 1 O noktaları nı 

D 
biçimde yerleştirelim. Buna göre yüksekliği 5 ve boyu da 1 + 2 + 3 + 4 = i O olan bir 
dikdörtgen elde edelim. Bu dikdörtgendeki karelerde ve satırlardaki nokta!arı sayarsak 

(i 2 + 22 + 32 + 42
) + (1 + 3 + 6..,. 1 O) = (1 + 2 + 3 '""4) (4 + 1) 

olur. Buradan 

("1 2 + 22 ..... 32 + 42) = 1 o .. 5 - 20 = 30 ""· 
4 

. 
5 

. 
9 

6 
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yaz ı lır. Benzer yolla, n keyfi sayisı için 

12 -+ 22 + 32 + ... • T n~ 

toplamı rçin bir formüi bulunabi lir. n = 5 lse, yukandakine benzer olarak 

1+2 + 3 + 4 + 5 

1+2+3+4 

1+2+3 ! 
(n =5) 

1 + 2 
1 

52 

1 

42 
... 32 

1 ' 

1 

- 22 
! 1 

1 i2 
1 ~ 

5 

2 3 4 5 

tablosu yapılir. n keyfi pozitif tarnsayılan ıçın 12 , 22 , 32 • . .. , n2 kareleriyle birlikte 
i + 2 + 3 + ... + n ve n + ·ı boyut lu dikdörtgeni gözönüne alailrn. Bu dikdörtgende 

(1 + 2 + 3 + .. . + n) {n + i) tane noı,ta vard •r. Bu, özdeşliğin bir yanı nı verir. Diğer 
yandan, karelerde ve yatay durumda olan noktala rın sayısı da 

(i 2 + 22 + ~ı2 + .... + n2) 

+ I"' + (1 + 2) + ("i + 2 .. ,. 3) + .. . + (1 + 2 + 3 + . . . + n)] 

topl amıdır. Bu da cebirsel o iarak 

(12 + 22 + 32 + ... + n2) 

..;.. [·ı + ( 1 + 2) + { 1 + 2 ı·· 3) + .. . + {i + 2 -t- 3 .... + n)] 

= ( 1 .:. 2 + 3 + . . . .... n) ( rı + i ) 

demektir. Eğer S = 12 + 22 + 32 + .. . 1· n2 denirse, bu 

''°' "1 ( ' .-.) /-i 2 'j' İ' ' ,... 3 )] .:::> +[ +,:+.:: +ı ı + - +~ı+ ... +, : ... c.+. + ... +rı 

= p + 2 + 3 + .. , + rı ) (rı + 1) 

oluL Sirden k sa~nsına ı~adar olan sayı la.r:rı toplam ı>ırrı y";ıe k(l1,.+ i )/2 olduğu kullanılarak 

gerekH kısaltrnala.r yapılırsa yukarıda~: son ifade 

1-ı ~ ~, ~ '=' .1 i ,., ' ( ·ı\ 2 
S 1 • - (.. • , ) " • ..., ' t\ n + r j' = n ,n + 1 
+ 1--;::::- + ~+-,,-+. ~ T 
L~ t::. ~ . 2 2 

biçiminde yazılır. Bu da 
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1 ~ n (n + 1 )
2 

S+-[1 (1 +1)+2(2+ ı) +3(3 +·ı ı+ ... +n(n+1)]=---
2 2 

demektir. Buradan 

1 2 2 2 2 . n ( n + ·ı )2 

S + 2 ((1 + 2 + 3 + . . . + n ) + (1 + 2 + 3 + . . . + n)] = 
2 

ve 

S+.:ı_[s_,_ n(n+1)J
1 

= n(n+-ı) 2 
2 ' 2 2 

elde edilir. Buradan S değeri çözülürse 

yada 

olarak bulunur. Bu da 

l..s = n(n + 1 )2 
_ n(n + 1) 

2 2 4 

n(n+l)(2n+i} 
4 

S _ n(n + i) (2n + 1) 
- 6 

12_ 22 32 2_n(n+1){2n+i) 
~ + + .. . +n - " 

\'.) 
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demektir. Yani . ilk n tane doğal sayının karelerinin toplamın.ın n(n+ 1) (2n+ 1 }/6 sayısına 
eşit olduğunu verir. 

Burada izlediğimiz ispat yönteminin son kısımları onüçüncü yüzyıl matematikçile­
rinden Fibonacci'ye (1175 -1250) aittir. Yunanl ı ların da çözümleri vard ı. Fibonacci'nln 
kullandığı özdeşlik kU< + 1) (2k + 1) = (k - 1) (21< - 1) + 6k2 biçimindeydi. k = 1, 2, 3, 
. . . değerleri için bu özdeşlik 

1 . 2. 3 = 6. 12 

2.3 . 5==1.2 . 3+6 . 22 

3 . 4 . 7 = 2 . 3 . 5 + 6 . 32 
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(n -1 ) n(2n -1 ) == (n - 2) (n - i ) (2n- 3) + 6(n - i)2-

n(n + 1) (2n + i) = (n - 1) n (2n - 1) + 6n2 

biçimde yazıiır. Bu eşitlikler taraf tarafa toplanı r ve gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

n( n + 1) (2n + 1) = 6( 12 + 22 + 32 + . . . + n2) 

sonucu yine bulunur. 

Pisagor ve öğrencileri matematiğe çok sayıda problem çözümleri kazandırm ışlardı r. 

Bunlardan bazriarı şöyl e özetlenebilir. 

Üçgensel bir sayın ın 8 katının 1 fazlası yine bir kare say ı dır. Tek bir sayının 3 
katının karesi iki üçgen sayının farkına eşlttir. Diğer bir deyimle 

[3(2n + i )]2 = t9n+4 - ~n+1 

biçimindedir. 

trı üçgensel bir sayı ise 9tn + l sayısı da üçgensel bir sayıdır. 56, 69, 185 ve 287 
sayıları, üç ve üçten küçük üçgensel sayı ların toplamıdır. n :::::>: 1 ise 

olur. 1225 ve 41.616 sayıları sıras ıyla kare ve üçgensel sayılardır. Burada 

n ın + 1} 
t = \ == 1225 
n 2 

olacak biçimde n sayı sı bulunacaktır. Bu da n2 + n - 2450 := O biçimindeki ikinci derece 
denkleminin çözümüne gider. 

Yunanlı lar, 

1 2 3 n-1 n 

n rı-1 n - 2 2 

katıbını taraf tarafa toplayaral< 
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1 + 2 + 3 + . . . + n = n(n; 1 l 

formülünü bulmuşlardı. Ayrıca, herhangi bi r n pozitif tamsayısı için 

[n (n -1) + 1] + [n (n - 1) + 3] + . . . + [n (n - i) + (2r: -1 )] = n3 

özdeşliğ ini kanıtlamışlardı. n 2 1 olan herhangi n tamsayı!an içir. 

1 + 2 + 3 + . . . + (n - 1) + n + (n - 1) + . . . + 3 + 2 + 1 = n2 

ve 

1 i i 1 --+--+-- + ... +---
1 . 2 2 . 3 3 . 4 n(n + 1) 

n 
= (n + i) 

olduklarını elde etmişlerdi. Buradaki özdeşli k için 

1 
k - k + 1 k(k + 1 ) 

bağıntısını kullanmışl ardı. k(k + 1) = k2 + k özdeşliğini kuHanarak 

ve 

1 .2+2 . 3+3.4+ ... +r.(n +1) 

n(n + 1) (n + 2) 
3 

(2k - 1 )(2k + 1) 

özdeşliğ i kullanarak 

_1_+ _1_+_1_ + . .. + 1 =-n-
1 . 3 3 . 5 5 . 7 (2n - 1) (2n + -; ) 2n + 1 

olduğunu gösteriniz. Ayrıca 

67 
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13 +23 +33 + . . . +(2n)3 

= [ (2n) (~n + 1) J 2 

13 + 33 + 53 + .. . + (2n - 1 )3 = n2 (2n2 - 1) 

olduğunu göstermişlerdi. 

Sonlu bir aritmetik serinin toplamını veren formülün 

, [ (a + d) + (a + nd)J (a + d) + \a + 2d) + (a + 3d} + .. . + (a + nd) = n 
2 

olduğunu biliyorlardı . Bu formülü kullanarak 

i + 4 + 7 + . . . + (3n - 2) = n(3n
2 

- 1) 

ve 
·ı + 3 + 5 + ... + (2n - 1) = n2 

olduklarını gösterebi!iyorlardr. n ~ 1 olan tamsayılan için 

(1 + 2 + 3 + ... + n)2 

'=" 13 + 23 + 33 + ... + n3 

formülü birinci yüzyılın başlarında biliniyordu. Hintli matematikçi Aryabhata (500 yılları) , 

üçgensel sayıların toplamı hakkındaki 

formülünu elde etmişti. Archimedes (İ. Ö. 287 - 212) de 

12 + 22 + 32 + . . . + n2 = n(n + 1)
6
(2n + 1) 

formülünü elde etmişti. 

Üçgen piramidal sayı!an 
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olarak gösterelim. n. üçgen piramidal sayı Tn ile gösterilsin. Buna göre üçgensel pi­
ramidal sayı 

ile gösterilir. Bu halde Tn piramidal sayı 

T = n(n + 1) (n + 2) = ~ (2t + n) 
n 6 6 n 

formülü ile bulunur ve 

i 2 + 22 = 5 = 3 + 2 . i = t2 + 2T 1 , 

12 + 22 + 32 = 14 = 6 + 2 . 4 = t3 + 2T 2 , 

12 + 22 + 32 + 4 2 = 30 = 10 + 2 . 10 = t4 + 2T 3 , 

i 2 + 22 + 32 + 42 + 52 = 55 = 15 + 2 . 20 = t5 + 2T 4 

eşitlikleri sağlanır. 
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ve 
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1 1 1 
Üzerinde 9 + 18 = 6 kesri de buiunan deriden matematik tomarı. 

b a 

b b 

a a 

a b a 

(a + b)2 = a2 + b2 + 2ab 

b 

(a + b)2 = c2 + 4(ab) 
.2 

Birinci ve ikinci şekilden sırasıyla 

(a + b)2 
== a2 + b2 + 2ab 

(a + b)2 = c2 + 4(~b) 

b 

a 

eşitli kleri yazılır. Bu eşitliklerin birinci yanları eşit olduklarından ikinci yanlar da eşit 
olmalıdır. Buradan 

'ab) a2 + b2 + 2ab = c2 + 4 ( 2 
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yazılı r. Sadeleştfrmeler yapılırsa 

a2 + bz = ez 

olarak bulunur. Bu da, bir dik üçgende dik kenarların karelerinin toplamırnn lıipotenüsOn 
karesine eşit olduğunun i spatıdır. 

Pisagor teoreminin bu biçimdeki ispatı oldukça kolay olmasına karşın ne Mısır'da 
ne de Mezopotamya'da ispatını içeren hiç bir belgeve rastlanılmamıştır. Ama her il\ i 
uygarlık bu bağ ı ntıyı çok kullanmışlardır. ispatını yapmışlar mıydı yoksa deneysel 
olarak mı kullanı yorlardı buras ı belli değildir. 

i 6 problemi ve çözümlerini içeren eski Babiı çivi yazı sı tableti 

Bu on altJ problem ve çözümleri her şeyi ile aynı olarak daha sonraki yıllarda 
Çin'e de geçmiştir. Bu problemler ve çözümleri aynen Çin'de görülmesi o kadar rast­
lantı deği ldi r. Çinliler Pisagor teoremini değişik yollarla elde etmi ş ler, geometrik olarak 
ispatlamışlar ve kullanm ışlardır. 
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l 
a 
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b c d 

a ab ac ad 

a(b + c + d) = ab + ac + ad 

............... a ················> .. ······ b ······• 

a2 ab 

...................... (a + b) -··········-·-···-·····-> 

a(a + b) = a2 + ab 

... ·-···X······> .. ············· 5 ················• 

'.11•1 
!I 

.. ·······X········> 

(i) x2 + 1 Ox = 39 

Harizmi yöntemi. 

a b 

a2 ab a 

ab b2 

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 

a 

................................. a·····················-·······-·> 

ab a(a - b) = a2 - ab 

......... b ·······> .............. (a - b) ················> 

... 
ı·~ :, ·~ 
...................... x + 5 ··························> 

(ii) x2 + 1 Ox + 25 = 25 + 39 

(x + 5)2 = 64 = 82 

x+5=8 
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i 
i 
i 
i 
! 
i 
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(2a + 3b)2 ; 4az + 12ab + 9b2 

(3a - 2b)2 = 9a2 - ı2ab + 4bz 

(2a + 3b) (3a - 2b\ = 6a2 + 5ab - 6b2 

(2a + 3b) (2a - 3b) - 4a2 - 9b2 

(a-b) (c - d) 

-- ----------------- ...... ,. a ....... ......... --- --------- -

.o; .... ..... b 

btc - d) 

bd d(a - d) 

Dıopnantus. 

ıi:.-ct) 

d 

...,, ......... --- ---------(a .. x)? · - .... .. _________ __ ,,_ 

Theoıı. 
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Pisagor teoreminin ıspatlı şeklini ilk kez Çin matematiğinde gôrürüz. Bu kitaplardan 
binsi Aritmetik Klasık ve diğeri de Dokuz. Bölümde Matematik isimli kitaptı r. Bunlar 
da oldukça esk1 ki tapıardı r. Çinlilerin ispat yöntemini daha bnce vermiştik. Bu ispat 
yönteminde aşağıdaki şekil l\ullanılmıştır. 

Çin'den önce Pisagor teoremini Hindistan'da göremiyiz. Hindistan'da Pisagor 
teoreminin ispati ilk kez Blıaskara'nın (1114 · 1185) çaıışrnalannda görürüz. O da bu 
bağıntıyı aşağıdaki ~ekillerfe ispatlamıştı r. 
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c 
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a -b 

a 

1470.000 - 64-464 = J .405.536 

l a O üa 11111 ;s T 
lslrOOOO 

TX 1111 ..L X 

Chou Pei Suan Ching'de Pis~or teoramınin isoatı. 

b 
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Pisagar bağıntısı dik üçgenlerin kenarlarının uzunluklarını ve geometrik problemlerin 
çözümlerinde kullanılması dı şında aritmati l<seı iş lemlerde de kullanılı r. Babif ve Mı· 
s ırl ı lar tarafından 

x2 + y2 = z2 

denklemi sağlayan poziti f tamsayıların bulunması önemli bir problemdi. Pisagor denk­
lemini sağlayan pozitif x, y ve z tamsayılarnıa Pisagor üçlüleri denir ve (x, y, z) biçimin· 
de gösterilir. n ~ i keyfi pozitif bir tamsayı olsun. Pisagor'un kendisinin bu probleme 
l<ısmen çözüm olabilecek 

x = 2n + 1, y = 2n2 + 2n ve z = 2n2 + 2n + 1 

üçlülerlni bulduğu söylenir. Pisagcr say ıları sadece bunlar değildir. Eger 2k - i bir 
tam kare sayı ise (2k - 1) + (k -1 )2 = k2 olur. Bunu d a Pisagor'un kullandığı söylenir. 
Burada önemli olan 2k - 1 sayısının bir tam kare say ı olmasıdı r. 2k - 1 sayısını tam­
l<are yapacak sonsuz tane sayı olduğu için Pisagor üçlüleri sonsuz sayıdad ır. 2k - 1 
sayısının tam kare olması olanakl ıdır. Örneğin k = 5 ise 2k -1 == 32 olur. Eğer 
2k- 1 = m2 ise 

k "' m2 +1 m2 - 1 
2 

ve k - 1 ~-2-

olarak yazılır. Bu değerler 

(2k- i)2 + (k- 1)2 = k2 

denkleminde yerlerine yazılırsa 

2 (m2-1 ,2 (m2 + ' )2 
m + -2-) = -2-

olur. Buna göre m > 1 ve m2
""" 21< -1 olduğundan tek m sayıları için 

x = m, m2 -1 Y=--
2 

sayıları bır Pisagor üçlüsü oluştu ru r: 

ve m2 + 1 
Z =--

2 

n ~ 1 olsun. m = 2n + 1 ıse {2) ite gösterılen Pisagor üçlüleri 

x = 2n + 1. y = 2n2 
.,.. 2rı ve z = 2n2 + 2n + 1 

(1) 

(2) 

(3) 
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olarak yazılırlar. Bu üçlüler gerçekten Pisagor bağıntısını sağlar. Bu (3) bağıntısına 
göre bazı Pisagor üçlüleri 

n x y z 

1 3 4 5 
2 5 12 13 
3 7 24 25 
4 9 40 41 
5 11 60 61 

tablosunda olduğu gibi bulunabilir. Bu çözüm, hipotenüsü birden büyük olan dik üç­
genler için çok özel bir çözümdür ve Pisagor ve Pisagorcular bunları görmüşlerdi. 

Pisagor üçlüleri için özel bir çözüm de Yunanlı ünlü düşünür Eflatun tarafından 

verilmiştir. Bu üçlüler 

x '"' 2h, y == n2 
- 1 ve z = n2 + i (4) 

biçimindedir. Bu üçlüler (1) ifadesinin yardımıyla, iki kez uygulanarak benzer biçimde 
elde edilebilir. O da 

(k + 1 )2 = k2 + (2k + 1) 

= [(k - 1 )2 + (2k - 1)] + 2k + 1 = (k - 1 )2 + 4k 

biçiminde yazılır. 4k değerini tam kare yapmak için k yerine n2 sayısı konursa Eflatun'un 

formülü 

(2n)2 + (n2 -1)2 = (n2 + 1)2 

olur ve Pisagor bağıntısını sağlar. (4) biçiminde verilen Eflatun sayılarından (8 , 15, 17) 
biçiminde bir Pisagor üçlüsü eide edilebilir. Bu üçlü (3) biçiminde verilen Pisagor sa­
yılarcndan elde edilemez. 

Euclides'e kadar tüm Pisagor üçlülerirıi veren bir formülü kimse bulamamıştır. 

m > n olsun. m ven pozitif tamsay ı larr için Euclides tarafından bulunan üçlüler 

X=2mn, y=m2 -n2 ve Z=m2 +n2 (5) 

biçimdedir. Gerçekten bu üçlüler Pisa,gor bağıntısını sağlar. Üstelik m ve n pozitif tam­
sayıları üzerinde herhangi bir kısıtlama yoktur. Bu nedenle Euclides tarafından verilen 
bu sayılar tüm Pisagor üçlülerini verir. Bu formüller Euclides'in Elements isimli dizi 

kitabının onuncu ci ldinde vardır. 
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Efratun. 

Çok ilginçtir. Pisagor teoreminin en es!<i şekli of an ve Mezopotarnya'da bulunan 
Plimpton 322 isimli tableti Eucides'ten hem daha eski, hem de daha geneldir. Şimdi 
bu tableti daha açık bir biçimde verebiliriz. 

Önce bu tabletteki yapılanları inceleyelim. x2 + y2 = z2 denkleminin her iki y<::!nı 
x2 terimine bölünürse 

'z )2 ( y )2 lx --x = 1 

olur. z/x = a ve y/x = b denirse, Pisagor bağıntısı a2 - b2 = 1 şeklini alır: Bu halde 
PHmpton 322 tabletindeki dik üçgenin kenarları 1 = a2 - b2 olmak üzere rasyonel 
uzunluklar olan 1, a ve b sayılarıdır. Bu halde Pisagor bağıntısı (a + b) (a - b) = 1 
biçiminde de yazılabilir. Bu bağıntıdaki tüm sayılar rasyoneldir ve bu iki sayınrn çarpımı 
1 olur. Öyleyse bu rasyonel sayılar çarpma işlemine göre birbirlerinin iersleridir. Yani, 
m ven birer tamsayı olmak üzere bu sayılardan birisi m/n ise diğeri n/m biçimindedir. 
Eğer a + b = m/n ve a - b = n/m denirse, bu eşitliklerin taraf tarafa toplanmasından 
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ve taraf tarafa çıkarılmasından 

olarak bulunurlar. Buradan 

mz + n2 m2 - n2 a= . ve b=---
2mn 2mn (1) 

yazılır. Oysa y = bx ve z = ax biçimindedir. Şimdi x = 2mn denirse Pisagor üçlüleri 
tamsayılar cinsinden 

x = 2mn, y = m2 - n2 ve z = rn2 + n2 

olarak bulunur. Bu değerler tam sayı uzunluklarında bir dik üçgenin kenarlarıdır. 

Şimdi (5) biçiminde verilen formülü Yunanlı ünlü matematikçi Diophantus (21 O 
- 294}, Aritmetik isimli kitabında nasıl elde etmiştir, onu gösterelim. x2 + y2 = z2 denk­
leminde, herhangi bir k rasyonel sayısı için y = kx - z değeri kullanılırsa 

z2 - x2 = y2 = (kx - z)2 

= k2x2 
- 2kxz + z2 

yazılır. İlk ve son terimlerden -x2 = k2x2 - 2kxz ya da - x = k2x - 2kz elde edilir. Bura­
dan x değeri çözülürse 

2k 
X =--Z 

k2 + 1 

olur. y değeri de 

olarak bulunur. m > n almada hiç bir sakınca yoktur. m ve n birer pozitif tamsayı olmak 
üzere z = rn2 + n2 denirse, bu yapılanlardan 

x = 2mn, y = m2 - n2 ve z = m2 + n2 

üçlüleri bulunur. Bu üçlüler de Pisagor bağıntısını sağlar. 
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Pisagor üçlülerinin saglandığı biçimindeki şeklin bir dik üçgen olduğunu göslerme 
çok daha zordur. Tersine olan bu problemin çözümü onuncu yüzy ı lda Müslüman ma­
tematikçilerinde görürüz. 

Pisagor, tamsayılarr Tann yarattı , diğerleri insanların buluşlarıd ır diyordu. Bir 
yerde tamsayıların dış ında sayı tanımıyordu . Tamsayılar onun için yeterliydı . Türn 
sayılar 1 sayısından elde edilebilirdi. Tamsayıların dışında sayılar yoktur diyebilecek 
kadar ileri gidiyordu. Oysa kenar uzunlukları 1 olan bir karenin köşegeni ..f2 gibi bir 
say ıdır. ,,/2. sayısının irrasyonel olduğunu Euclides göstermiştir. Haklı olarak Pisagor 
bağıntısını kullanarak karenin köşegenini 12 olduğunu gösterme Pisagor'a bir darbe 
olmuştur. Pisagor, Pisagor'u unuttu demişlerdir. Zaten Pisagor da bu gerçeği sonradan 
kabul etmiştir. Yani, rasyonel ve irrasyonel sayılar da vardır demek zorunda kalmıştır. 

Pisagorcuıarın il'rasyonel sayı ları bulmaları matematikte büyük bir devrim olmuştur 
Bu yenilik Pisagorcuların matematiğini ilerletmiştir. Yunanl ılar sayı ları doğru parçaları 

ile gösteriyorlardı . İki doğru parçası verildiğinde, b -t:- O ise a/b bir rasyonel sayı oluyor­
du. Rasyonel sayılara ortak ölçülebilir sayılar ve ırrasyonel sayılara da ortak ölçülemez 
sayrlar diyorlardı. ,/2. sayısının ortak ölçülemez, yani irrasyonel bir sayı oiduğu, Eucli­
des'in Elements isfmli dizı kitabının onuncu cildinde vardı r. l<enarları birer birim olan 
karenin köşegeni Y2 sayısı bu kenarlarla ortak ölçülemez bir sayıdır . 

./2 sayısının sayısal değerini ilk kez Pisagorcular hesaplamışlardır. Yale Üniversitesi 
Koleksiyonu'nurıda bulunan bu tablet, birim karenin köşegeninin hesabın ı göstermelt­
tedir . ..,/2 sayısının altmış tabanlı saymaya göre yazımı 1; 24. 51 10 ya da 

sayısıd ı r. Bu sayıyı bugün kullandığıınız ondalık sayı sistemine çeviri rsek i .414213 
olur. Oysa Y2 sayısı sonsuz ondal ı klı bir sayıdır ve ./2"" 1.4 i 4213562 .. . biçimindedir. 
Eğer 1 :24, 51 , rn sayısı 30 sayısı ile çarpılırsa alttaki 42;25, 35 sayısı nt buluruz. Bu 
da 30 biıim kenarlı bir l<arenin köşegeninin altmış tabanlı sayı sistemindeki uzunluğudur. 

12 sayısından başka Y3 ve ıf5 gibi ırrasyonel sayıl ar da vardır. 
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Yale Üniversitesi'nde bulunan bu eski Babil tabiatı 
V2 sayısının hesabını içarme"tedıı 
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12 +1 2 =2 

12 + (v'2)2 = 1 + 2 = 3 

12 + (-13) 2 = 1 + 3 = 4 

81 

F 

../2 sayısının ortak ölçülemez olduğunu Aristoteles (İ. Ö. 384 - 322) bir çalışmasında 
söylemiştir. İspatı da daha eskidir. Gösterilmesi de olmayan ergi yöntemine dayanır. 

ABCD karesinin köşegeni AC ve bir kenarı da AB olsun. AC ve AB uzunluklarının 
ortak ölçülebilir olduğunu kabul edelim. Buna göre ölçülebilir d sayısı için AC = md 
ve AB= nd olacak biçimde pozitif m ven tamsayıları vardır. Bu doğru parçalarının 

birbirlerine oranı 

olur. m ven sayılarının aralarında asal olduğunu varsayalım. Her iki yanın karesi alı-
nırsa 

(AC) 2 m2 

(AB)2 n2 

yazılır. ABC dik üçgenine Pisagor bağıntısı uygulanırsa (AC)2 = 2(AB)2 olur. Bu değer 
yukarıda yerine yazılırsa 

m2 
2=­n2 

ya da 2n2 = m2 olur. Şimdi bu eşitliğin olamayacağını gösterelim. 2n2 çift bir sayı oldu­
ğu için m2 sayısı da çift bir sayı olur. Bu halde m sayısının kendisi nedir? m sayısı 
tek bir sayı olsun. Tek bir sayının karesi tek olacağından m2 sayısı tek olur ve 2n2 =m2 

oluşuyla çelişir. Öyleyse m sayısı çift olmalıdır. m = 2k diyelim. Bu değer m2 = 2n2 

eşitliğinde yerine konulur ve gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 2k2 = n2 gelir. Önceki 
açıklamalardan dolayı n sayısı çift olmalıdır. Öyleyse m ve n sayıları çifttir ve 2 gibi 
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ortak bir çarpanı vardır. Oysa biz m ven sayılarının aralarında asal olduklarını, yani 
hiç bir ortak çarpanlarının olmadıklarını kabul etmiştik. Bu da bir çelişkidir. Bu çelişki 
m/n ya da AC/AB ortak ölçülebilir, yani rasyonel olarak alınmasından ileri gelmiştir. 
Bu çelişki m/n sayısı rasyonel olamaz deyimi ile ortadan kalkar. Yani AC/AB bölümü 
irrasyonel bir sayıdır. Diğer bir deyimle, ABCD karesinin köşegeni ile bir kenarı ortak 
ölçülemez. İzmirli Theon (130 yılları), Y2 sayısını rasyonel sayılarla yaklaşık olarak 
hesaplama yöntemini vermiştir. Bu yaklaşım için dik üçgende bir kenar ve köşegen 
sayı dizileriyle olmuştur. Burada birinci kenar x1 ve köşegen y1 sayıları olsun. İkinci 
halde x2 kenar ve y2 köşegen, üçüncü halde x3 kenar ve y3 köşegen, ... dizilerini 

x2 = x1 + Y1 

X3 = x2 + Y2 

Y2=2X1+Y1ı 

Y3 = 2x2 + Y2, 

biçiminde alalım. Genel olarak xn kenar ve Yn köşegeni bir önceki verilenlerle 

biçiminde hesaplansın. Başlangıç değerleri olarak x1 = y1 = 1 alalım. Bu halde 

X2=1+i=2 
X3 = 2 + 3 = 5, 
X4 = 5 + 7 = 12, 

y2=2·1+i=3, 
y3 =2·2+3=7, 
y4 =2•5+7=17 

hesaplamaları yapılır. Burada yn/xn değeri birim karede köşegenin uzunluğunu ras­
yonel sayılarla yaklaşık olarak verecektir. Dikkat edilirse, bu yöntem Plimpton 322 
tabletindeki yönteme çok benziyor. Buna göre 

~= 1 x ' 
1 

yazılır. Buradan y~ = 2x~ ± i bağıntısını yazalım. Eğer 

Y2 = 2 x2 ± 1 n n ( 1) 

bağıntısı doğru ise buradan 
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yazılır. n sayı sın ı yeterl kadar büyük seçerek (1 /xn)2 say ısı nı istenildiğ i kadar küçük 
yapabiliriz. Her iki yanın karekökü alın ı rsa 

yazılır. Burada n değerini çok büyük seçersek, yani n --t = giderken bu kök değeri 
limit halinde ,Pi. sayıs ına eşit olur. 

Şimdi n = 4 için bu oran 

ya da 

olur. Şüphesiz v /X4 oranı 12 sayısından yüzde bir farkla 1 /7 sayısı f<adar daha az 
bir değerdir. (1) denkleminr 

Y
2 - 2x2 = + 1 r. n -

biçiminde yazabiliriz. Bu özdeşlik 

(2x + y)2 - 2(X + y)2 = 2x2 - y2 (2) 

özdeşliğinden doğrulanabilir . Eğer )( = x
0 

ve y = y 0 olan say ı la rı y2 
- 2x2 = ± 1 denk­

lemini sağl ı yorsa, bu halde x "" x
0 

+ y
0

, y "' 2x
0 

+ y
0 
sayılarını n da bir çözüm olduğunu 

ileri sürelim. (_2) özdeşliği de gbzönüne alın ırsa 

= -{y~ - 2x~ ) = -{ ± 1 ) = :t i 

yazılı r. Bul'la göre y2 
- 2x~ = ± ~ denklernınin bır çözümü bilindiği zaman (2) ifadesini 

kullanarak sonsuz tane çözümünün bulunması olanal<lıd ır. Buna göre kenar ve köşe.. 

gen sayı ları bu biçımde o luşturulabilir. Yanin say ısını n n değeri için 
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y2 - 2x2 = ±1 

denklemi sağlanıyorsa n + i sayısı için bu denklem ters işaretle sağlanmalıdır. Buna 
göre başlangıçta x1 = y1 = 1 diyelim. n = 1 olduğunda 

Y2 - 2x2 = ±1 
n n 

denklemi sağlanır. Öyleyse bu denklem her n değeri için sağlanır. Bunun sonucu ola­
rak n :'.". 1 değerleri için (1) ifadesi doğru bir özdeşliktir. 

Burada, kenar ve köşegen sayılarının gösterimleriyle herhangi köklü bir sayının 
rasyonel sayılarla yaklaşık değerini elde edip edemeyeceğimiz sorusu sorulabilir. As­
lında Theon'un kullandığı bağıntı n :'.". 2 için 

biçimindedir. Bu bağıntının ikincisindeki 2 sayısı yerine, tam kare olmayan pozitif bir 
a sayısı konulursa 

X2=X1 +Y1, Y2= ax1 +y1, 

X3 = x2 + Y 2• Y 3 = ax2 + Y 2• 

X4 = X3 + y 3' y 4 = ax3 + y 3' 

şeması yapılır. Buradan 

ve 

Y2 - ax2 = (a2 - a) x2 + (i - a) y2 
n n n-1 n-1 

= ( 1 - a) (y2 - ax2 ) n-1 n-1 

bağıntıları yazılır. Buradaki önemli olan bağıntı y~ - ax~ ifadesidir ven yerine n - 1 ko­

nulmuştur. Bu biçimdeki dönüşümleri art arda yazarsak, zincir kuralına göre n ;;::: 2 için 
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Y2 - ax2 = (i - a) (y2 - ax2 ) n n n-1 n-1 

= (i - a)2 (y2 - ax2 ) n-2 n-2 

= (1 - a)3 (y2 - ax2 ) n-3 n-3 

= (1 - a)n-1 (y~- ax~) 

ve 

y 2 (1 - at-1 (y2 - ax2) 
(-n)=a+ 1 1 

x x2 
n 'n 

yazılır. n yeteri kadar büyük seçilirse son kısmın ikinci yanındaki ikinci terim sıfıra 
yaklaşır. Bunun sonucu olarak yeteri kadar büyük n sayıları için y n/xn değeri a olan 
rasyonel sayısına daha fazla yaklaşır. Eğer a = 3, x1 = 1 ve y1 = 2 olarak seçersek 
başlangıç kenarı ve köşegeni için kullanacağımız formül n;::: 2 olarak alındığında 

Y 2 (- 2)n-1 
(/)=a+ 2 

n xn 

olur. Bu formülle rasyonel sayılarla V3 sayısına yaklaşmaya devam edilirse 

yazılır. Bizi bu biçimdeki hesaplamalara 

(y2 + 3x2)2 - 3(2xy)2 = (y2 - 3x2)2 (3) 

olan cebirsel özdeşliği götürmektdedir. Şimdi 

y2 - 3x2 = 1 

denkleminin bir çözümünün x = x0 ve y = y0 sayıları ise (3) denkleminin ikinci çözümü 

x = 2x0 y 0 ve y = y~ + 3x~ demekle bulunur. Gerçekten, bu değerler (3) denkleminde 

yerlerine konulursa, 

y2 - 3x2 = (y; + 3x;)2 - 3(2xoy 0)2 

= (y; - 3x;)2 = 12 = 1 
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olarak sağlanır. Böylece, bu çözümden y2 - 3x2 =1 denkleminin çözümlerini bulmak 
için bir yöntem getirmiş oluruz. Bu çözüm kuralı da 

x,., = 2xrr-1Y,,_1 ve Yn = Y~ 1 + 3x~_ 1 

formülleridir. Dikkat edilirse xn ve Yn dizilerinin değerleri xn--1 ve Y,.,_, olan önceki değer­
leri cinsindendir. Çünkü, xn ve Yn değerle ri 

Y
2 - 3x2. = 1 
n n 

denklemini ve buna bağ lı olarak 

denklemini sağlar, Bun sayısı yeteri kadar büyük seçilirse y/xn rasyonel say ılar di­
zisi V3 sayısına yeteri kadar yaklaş ır_ 

Dikkat edilirse y2 - 3x2 = 1 denkleminin pozitif tarnsayılar cinsinden bir çözümünün 
olduğu açıkt ır. Örneğin x1 = 1 ve y 1 = 2 say ıları bu denklemi saglar. Bu değerlerden 
sonra ikinci olarak 

x2 = 2x 1 y 1 = 2 . 1 . 2 = 4 

y 2 = y~ + 3X~ = 22 + 3 . 12 = 7 

değerleri r:Je bir çözümdür. Bu yeni değerler bir öncel<i çözümlerden e!d-e edildiği için 
OçOncO aşamada 

Xs. = 2x2y 2 = 2 . 4 . 7 = 56 

y3 = y~ + 3x~ = ~ ~ 3 . 42 = 97 

değerleri bulunur. Bu biçimde devam edilerek diğer değerler de bulunur. Buna göre 
../3 irrasyonel sayısının rasyonel olan say ılarla yaklaşı k değerin in dizisi 

olarak bulunur. 

irrasyonel bir sayı, rasyonel sayıların dizisinin bir limiti ya da yeteri kadar yaklaşık 

değeri bu biçimdeki cebirsel ispatla verilebilir 
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Burada kullanılan Kenar ve köşegenin ortak ölçülemez olduğunu geometrik olarak 

da gösterebilir ve ispatlayabiliriz. Burada kullanılan yöntem yukarıdaki yöntemden 
daha eskidir ve Euclides'in Elements isimi! kitabındaki yap ı lan yöntem paraleli ve dü­
şüncesindedir Yani, Euclldes'in kitabında yapılan i şlemlerle burada yapılan işlemlerin 
ana düşüncesi aynıdır. Biz bunu biraz daha güncel ve bugün daha iyi anlayabileceğimiz 
dille yazmaya özen gösterdik. 

Buradaki temel düşünce, bu işi keyfi bir kare üzerinde yapıp, aynı işlemleri daha 
küçük karelere taşıyara1ı< daha küçük bir dizi elde etmektir. Bunun için önce ABCD 
karesini çizelim. 

) G 
d., / 

~/ 

A s, 8 

A mer~~ezli ve AB yarıçaplı BE yayını çiz:el!m. Bu BE yayı AC köşegenini E nokta­
s ında kessin ve AB == AE = s, olsun. Buna kenar ve AC = d1 değerine de köşegen di­
yeltrn. E noktasında AC doğrusuna dik olan dikme BC l<enarını F noktasında kessin. 
Bu halde BAF ve FAE dik üçgenlerinin eşit olduklarını hemen söyleyebilir\z. Çünkü 
bu üçgenlerde AB= AE. Eve B açıları dik ve AF hipotenüstO ortaktır. Öyieyse BAF 
ile FAE dik üçgenleri KKA bağıntısına göre eşittir. Eşit üçgenlerde eşit açılar karş:sındaki 

kenarlar eşit olacağından FB =- FE olur. Bunlara ek olarak CEF ı kız kenar bır dik üç­
gendir. Çünkü bu üçgenin taban açıları kırk beşer de~ecedir, Bunun sonucu olarak 
CE = FE olduğunu söyleriz. 

İkincr aşamada kenarı s2 =- CE = d1 - s1 ve köşegeni d2 = CB - FB == s1 - s2 alan 
CEFG karesini çizelim. FE = s2 kenarı ve FC = d2 de köşegeni olmak üzere CH = s3 
biçiminde üçüncü karenin kenarı olan CH uzunluğunu bulacagız . F merkezli FE 
yarıçaplı EH yayı çizi lirse s3 = d2 - s2 üçüncü karede kenar ve da = CE - El = s2 - s3 
de bu üçüncü karede kôşegen olur. Bu biçımde kOçuk karelenn çiz1mine devam edilir­
se, n. küçük kare için l<enar ve köşegeni s ı ras ıyla 
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olan diziyi elde ederiz. Buraya kadar işin geometrik kısmı tamamlanmıştır. Şimdi, bu 
geometrik bağlılıkları kullanarak cebirsel işlemlerle sonuca varalım . 

Başlangıçta verilen ABCD karesinde l<öşegen ve l~enarın ortak ölçülebilir olduğunu 
kabul edelim. Yapılacak doğru cebirsel işlemlerle bunun olanaklı olrnad;ğırn göstereceğiz. 

Böylece bir çelişkiye vararak köşegen ve kenarın ortak ölçülemez olduğunu söyleye­
ceğiz . Yani , olmayan ergi yöntemini kullanacağız. 

Kenar ve köşegen olan uzunlukların ortak ölçülebilir olduğunu kabul edelim. Bu 
halde bu ortak ölçümün 8 olduğunu kabul edelim. Yani s1 = M1o ve d1 = N1o olacak 
biçimde M 1 ve N1 pozitif tamsayrlarının olduğunu varsayalım. Şimdi M2 < M1 ve 
N2 < N1 olmak üzere ikinci kare için ikinci aşamada kenar ve köşegeni 

s2 = d1 - s1 = (N1 - M1)8 = M2o 
d2 = s 1 -s2 = (M 1 - M2)8 = Nii 

olarak yazabiliriz. Bu düşünceyle devam edilirse 

eşitsizHklerini yazabiliriz. Burada şimdi bir çelişkiye varıyoruz. Çünkü. M1 ve N1 pozitif 
tamsayılarından küçük sonlu tane pozitif tamsayı vardır. Yani , bu kenar ve köşegen 
dizisi olan sayılar sonlu bir basamaktan sonra sona erer. Oysa bizim çizdiğimiz kare­
lerin sayısı sonsuz tanedir. Bu da bir çelişkidir. Bu çelişki kenar ve köşegenin ortak 
ölçülebilir olarak alınmasından ileri gelmiştir. Öyleyse kenar ve köşegen ortak ölçülemez. 

Bu biçimde irrasyonel sayıların varlığı Pisagor ve Pisagorcularda şaşkınlık, hay­
ret, korku, haıta bir şüphecilik yaratm ıştır. Tanrı tarnsayıları yarattığı halde nasıl olur 
da 12., ../3, '15, fi, va, .. . gibi irrasyonel sayılar vardır? işi fazla karıştırmaya ya da 
zorlaştırmaya gerek yoktur. Kenarları birer birim olan birim karenin köşegeni f2 biçi­
minde irrasyonel sayıdır. Bunun böyle olduğu Pisagor teoremiyle gösterilebilir. Öyleyse 
Pisagor ve Pisagorcular kendi kendileriyle bir çelişki içinde olmalılar. 

1 
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Pisagor ve Pisagorcuların tari katı gizlilik temeline dayandığı için bilimleri de gizli 

olmuştur. Tarlkatlarının bir özell iği de politik olmalarıdır. Zaten Pisagor'un ve öğrencilerinin 
okuruyla birlikte yakılmasında bu politik görüşler etken olmuştur. 

Pisagor yazılı bir yapıt bırakmamıştır. Ancak onun tarikat üyeleri ondan öğrendik­

lerini ve bu konuda kendi özgün yap ıtlarını daha uzun yıllar sürdürmüşlerdir. 

Yunan matematiğinde Pisagor'un ve Pisagorcu!arın yeri çok öhemlidir. Onlarda 
ispat vard ır. İspats ı z bir şeyi kabul etmezler. Soyut matematik düşüncelerın yanı sıra 
uygu\amalı matematiğe de önem vermişlerdir. Yunan matematiği aslında üstün bir ze­
l<ar. ı n ürünüdür. Aritmetiklerinde olduğu gibi geometrileri de her türlü övgünün üstün­
dedir. Özei!ikle Euclides, geometrinin önderidır. 

1 1 

l+-b--+i 
,,,____a 1 

Burada birinci şeki!deki koyu alan a2 - b2 , ikinci şekildeki koyu taral ı ayrn alana 
eşit, bu alan da 

(a + b) (a-b) 

çarpımına eşit oıdugundan, geometrik olarak 

a2 - b2 = (a + b) (a - b) 

özdeşliği gösterilmi ş olunur. 

Pisagorcu!arda tek saydar erkek ve çift sayılar da dişiydi. 
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5 "' 7 9 .., 

• • @ • ••o • G fi l "'Miııc • @ s -~· (cdl.) 
Umb.ı- • @ eee • •• J ?W11'..b~ 
. •' e 0 ~~ 0 ®} ~erııotk !iu.w= 

0 ® @ © 
® e - . 

2 © (.!) (!ı (;,\ (<YC") 
+ 6 ®s<.!i-~ 

Basit üçgensel say ı lar (1, 3, 6, 10, 15. 21, 28, 36, ... )biçimindeydi ve 

"' •• ••.s 
.. Q •• 0<t••• 

ts 

olarak gösteriliyordu. 

Karesel sayılar (1 , 4, 9, 16. 25, 36, 49, 64, 81 , 100, . .. ) biçimindeydi ve iki tane 
üçgensel sayının toplamı olarak gösteriliyordu. 

00009 
0000 0009• 

00$ OO •~ oo •rı• 
O G' 0 90 oe•• oe~•cı 

119 "8 @11 e ~ e •• ıa •e f & 

S1 S2 S3 S4 S5 

3 6 10 15 21 28 36 .. . 
1 3 5 10 15 21 28 36 ...... 

4 9 16 25 36 49 64 . . . .. . 

Beş sayıs ı evli liği gösteriyor ve 3 asal say ıs ı ile 2 döllenmişin toplu luğuydu . 

• • • @ ® 

Asal olmayan 9 tek say ıs ı kadın ıms ı erkekleri gösteriyordu . 

••• 
·~· ••• 
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Doğal sayılar Basit üçgensel sayılar 

1 = 1 1 = 1 
1 i = 2 1 2=3 

1 1 1 = 3 1 2 3=6 
1 1 1 ·ı =4 1 2 3 4 = 10 

1 1 1 1=5 -1 2 3 4 5= 15 
1 1 1 1 1 = 6 1 2 3 4 5 6 = 21 
1 1 1 1 1=7 1 2 3 4 5 6 7"' 28 

l klncı sıradan üçgensel sayılar. 

i = 1 

Üçüncü sıradan üçgensel sayılar. 

1 3 = 4 

3 6 = 10 
1 3 6 10 = 20 

1 3 6 10 15=35 
1 3 6 lO 25 21 ==-56 

1 3 6 1 o 15 21 28 = 84 4 
1 

1 
4 

10 

1 4 
4 10 

10 20 
20 35 

1 %" 1 
1 4=5 

4 1o=15 
10 20 = 35 
20 35 = 70 
35 56.;:: 126 
56 84 = 210 

:JördünCli sıradan uçgensel sayılar. Beşinci s ıradan üçgensel sayı la r. 

l = 1 
~ 5 = 6 

5 15 = 21 
1 5 15 35 = 56 

1 5 15 35 70 = 1 26 

Bu üçgensel sayıiar s ı rasıyla 

rıc _ n(n- 1) 
ı - 2 .1 

rıc _ n(n-1) (n - 2) 
3- 3 . 2 . 1 

1=1 
i 6= 7 

6 2i = 28 
6 2i 56=84 

6 21 56 126=210 

ne - n(n - 1) (n - 2) (n - 3) 
4 - 4 . 3.2 . 1 

"C =n(n-1)(n-2)(n-3)(n-4) 
5 5 .4 3.2 . i 

biçimindeki l<ambinazon fo rmülü kuralla rıyla elde edilebilir. 

91 



92 PİSAGOR MATEMATİGİ 

Buraya kadar yapılanların tümünü tek bir Pascal üçgeninde aşağıdaki gibi gös­
terebiliriz. 

Doğal sayılar ................ i 1 
Üçgensel sayılar ........... 1 2 
2. üçgensel sayılar ........ 1 3 3 
3. üçgensel sayılar ...... .i 4 6 4 1 
4. üçgensel sayılar ..... 1 5 10 iO 5 
5. üçgensel sayılar ... 1 6 15 20 15 6 1 

i 7 21 35 35 21 7 

Beşli sayılar (1, 5, 12, 22, 35, ... ) olarak tanımlanır ve 

o 
00 

o 000 
00 0000 

o 000 eeecte 
00 •fi•• ııııı~uuu~ 

o ••• <iUH~HD 

····~ •• 1\H~@ 

·~·- tlfi9019 

• •• ••• •••• ~-··· P1 p2 P3 p4 Ps 

gösterilir. Dikkat edilirse, beşli sayılar üçgensel ve karesel sayıların toplamı biçimindedir. 

Heksagonal denilen altılı sayılar (1, 7, 19, 37, ... ) olarak tanımlanır ve 

•••• ••• ~HUHH" 

•• ~--· 
GfHi~lUlı * ••@ ı~H~>41HiH) 4HilHl'HUHUilı 

•• ···~ 
@)f$f!@llJ!lrl 

eee •~eee •••• 
H1 H2 H3 

olarak gösterilir. Şekle bakılırsa bunlar düzgün altıgen üzerinde dağılmışlardır. 

Yıldızıl sayılar (1, 8, 21, 40, ... ) olarak tanımlanırlar ve 

o 
o 00 

00 000 
o 

~UHt 0eeııu~0 
~ o•~o o 0tuu~0 o o0o•~••o0o •• o•~~o Oo•~(lı•oo o 00 il!lfH~~ 

o 000 
00 

o 

81 82 83 84 



PİSAGOR MATEMATİGl 93 

biciminde gösterflirler. Şekle bakı l ı rsa, her yıid ızıl sayı kareli ve üçgen&el sayının dört 

katının topfamı biçimindedir. 

Yedinci hekzonal sayı 

oe•••Go 
e o ~@•• o • 
•o o eee o ee;ı 

09•011l0 0 4i>iittt 
eeece o e o C11eff>;; 
Gll>C!l~$0 0 ~~!i!@• 

0000000000000 
4e$4809 00 0'ii9ft 
@t!Hı~i; 0 • 0 •06if1 
IJ~4lll0@@ 0 ~&~ 
tlti O ~~e o e;~ 
~ 0 636 0 '5 
o tteoe•o 

biçimde gösterilir ve 6t5 + 6(6) + 1 ya da 6t,,_2 + 6(n - 1} + i biçiminde tanımlanır. 

3, 6, 9, 12, ·15 kümesinin sayılannın toplamı nı veren formülü bulalım . 

0 00 3 
BfllU11!il!ıLl 6 

11111 Fi M i'UI l!I 11 m 9 
fil M E ~ fflUlHi ri !fi !1 IU.'IJ 12 

OO O DOO O D OO O OO O O 15 

Sat ı r sayısı (n ~ = 5. 
Birinci sayı (f) = 3 ve 

45 

Son sayı (L) = 15 o lduğundan , S toplamının fomıu lü toplamı 

biçimdedir. Bir de 

S = ~ n(f + L) = ~ 5(3 + 15) 

: 45 

o 
DO 2 

3 
4 

5 l!fı!DlfJS 5 
; { :.•VA I! 
6 IJIUllll:ll! 6 
7 lilrlSliltıllll\IJ 7 

25 o o o o o o o o 8 
OOO D DDDDO 9 

45 
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şekli gözönüne alalım. 

Satırların sayı sı (n) = 9, 
Birinci satırdaki sayı (f) = 1 ve 
Dokuzuncu son satırdak,i sayı (L) = 9 olduğundan, bu sayıların topiamını veren 

formül ve toplamı 

S = J__ n(f + L) = J_ . 9(1 + 9) = 45 
2 2 

olarak bulunur. 

Bu şekildeki koyu taralı karelerln toplamını bulmak istiyoruz. Bu halde ylne 

Satı rların sayasi (n) = 5, 
İlk satırdaki sayı (f) = 3 ve 

Son satırdaki sayı (l) = 7 olduğundan, bu topl amı veren formül ve toplamı 

S = 1- n(f + L) = J_ . 5(3 + 7) = .1 (5 . 10) = 25 
2 2 2 

olarak bulunur. 

Üçgensel ve karesel sayılar arasındaki bağıntı aşağıdaki şekillerden daha iyi 
görülebilir. 

• • •• • •• • •• • •• • •• • ••• • •• ••• •••• • •••• 
T, T2 T3 T4 Ts 

··m •••• •• • • ::: ·~·· ;;··· ~· ~··· •••• • •• ••• •••• • •••• 
81 = T1 S2 = T1 + T2 S3 = T2 + T3 S4=T3+T4 S5=T4+Ts 
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Pisagor, Sisamlı olduğu için onun daha sonrakı yurttaşları ı~endisini çok onurlan­
dı rmışıar ve kendisi ile övumnüşlerdir. Sisam adasında hüküm süren Trajan (98- 117), 

biçiminde paralar bastırmış ve onun şerefine bu paralar kullanılmı ştır. 

Yunanlıların en büyük özelliği , önceki atalarınm tersine olaylara niçin ve neden 
sorusunu sarmalarıydı. Örneğin , çapı gören çevre açı dil~tir önermesi Yunanlılardan 
1400 yı l önce biliniyordu. Onlar bunu ölçerek deniyorlardı. Yunan lı lar ise belli tanım lar, 

aksiyomlar ve belli bazı teoremlerle ispatlıyorlard ı. Tümdengelim dediğimiz yöntem\ 
Thales ve onun öncü matematikçilerinde görürüz. Thales bunların en büyüğü olduğu 
için ona yedi bilge hişiden biri demişlerdir. 

Sayılarla çok uğraşan Pisagorcular. onları tek. çift, asal, üçgensel ve karesel gi­
bi sınıflara ayırmışlardır. Bununla da yetinmemişler, başka tanımıar da getirınışlerdir. 

Örneğin, Pisagor, arkadaş sayıları tanrtmıştır. İki sayının arkadaş olması ıçın gerekli 
ve yeterli l<oşulun, 1 dahil kendisi hariç, her birinln çarpanlarının toplamın ın diğer sa­
yıya eşit olmasıdır. Örneğin 284 ve 220 sayı ları arkadaş sayılardır. 220 sayısının çar­
panları 1. 2. 4, 5, lO, 11. 20, 22. 44, 55 ve 1-1 O sayılarıd ır. Bunların toolamı 284 eder. 
284 sayısının çarpanları 1, 2. 4, 71 ve 142 sayı l arıdır. Bunların toplamı da 220 eder. 
Pisagorcutnra göre bu sayılar tı ls ı mlı oldukları için onlara çok an lamlar veriyorlardı. 
Yalnız, Yunanlılar bunlardan başka arkadaş sayıları bilmiyorlardı. Sayılar kuramının 

büyük matematikçisi Frans ız Pierre de Fermat 1636 yılında 17.296 ve ·ı 8.416 sayı larının 

da arkadaş sayı lar o lduklarını gösterdi. iki yıl sonra yine Fransız düşünürü ve mate­
matikçlsı Rene Descartes üçüncü arkadaş çiftini buldu. İsviçre matematikçisi Leonhard 
Eulerbu konunun bilimini yaptı ve 1747 yılında arkadaş say ılarının çiftini otuza yükseltti. 
Daha sonra bu sayıyı 60 l<adar yükseltti. İtalyan matematikçisi Nicolo Paganini bu 
konuda. çal ı şmalar yaptı . Bugürı dört yüzün üzerinde arkadaş olan sayı çiftleri biliniyor. 
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Pisagorcuların tanımladıkları bir sayı da yetkin sayılardır. Çarpanlannın toplamı 
kendisine eşit olan sayılara yetkin sayılar, az olan sayılara da kusurlu sayılar ismini 
veriyorlardı. Örneğin 6 = 1 + 2 + 3 olduğundan yetkin bir sayı olduğu halde 8 > i + 
2 + 4 sayısı kusurlu bir sayıdır. 1952 yılına kadar tümü çift olan i 2 tane yetkin sayı 
biliniyordu. Bunlara bilgisayarları kullanarak yenilerini eklemişlerdir. Yetkin sayı ların 

ilk üçü 6, 28 ve 496 sayı landır. 1 ve kendisinden başka asal çarpanı olmayan pozitif 
tam sayılara asal sayılar ismi ve mir. Asal sayılar 2, 3, 5, 7, 1 i , -13, 17, 19, 23, 29, 31 , 
37 , .. . biçimindedir. Asal sayıları veren genel bir formül bugüne kadar bulunamamıştır. 

Asa! olmayan sayılara da bileşik (ya da karma) sayılar denir. Asal sayı lardan yalnız 

2 çift bir sayıdır. Diğerleri tektir. 

2n - i sayısı asalsa 2n-1 (2n - 1) sayısmın yetkin olduğunu Euclides'in (İ. ö_ 365-
300) Elements isimli dokuzuncu kitabında son önerme olarak ispatlandığını görürüz. 
Euclides tarafından veri len bu formülle bulunabilecek yetkin sayılann çift olduğu söy­
lenmiştir Evler, her yetkin çift sayı nın bu biçimde olacağını göstermiştir. Tek yetkin 
sayıların varlığ ı ya da yokluğu sayılar kuramında halen açık bir soru olarak durmaktadır. 

İki milyondan küçük tek yetkin bir sayının olmadığı denemelerle gösterilmişti r ama 
matematikte deneme yoktur. Kabul edilmez. Bilgisayarlarla yetkin sayılara yenileri 
eklenmektedir. 1963 yılından sonra yetkin sayılara bazı yeni listeler eklenmiştir. 

P!sagorcu ı ar, sayılara çok sayıda isimler vermişlerdir. Tek sayılar erkeği, çift sa­
yılar dişileri temsil eder gibi bazı benzetmeler yapmışlardır. Asal sayı!ar, arkadaş sa­
yılar, yetkin sayılar, yetkin olmayan kusurlu sayılar ve asal olmayan bileşik sayılar 
gibi çol< sayıda sayının tanımını yaparak bunlara örneı,ıer vermişlerdir. 

Pisagorcuların sayılar kuramında kullandığı yöntemlerden birisi de şekilli sayılardır. 

Bu şekilli sayıların çok sayıda özelli.ğini bulmuşlar ve bunları sayı far kuramında kullan­
mışlardır. Şekilli sayılar bazı geometrik şekillerin üzerine konulan noktalarla gösterilmiştir. 

Bu halde geometri He aritmetik arasında bir bağ kurulmuş olunur. Şekil li sayı ların ba­
zıları üçgensel, karesel, beşgensel, ytldızıl, . . . gibi isimlerle söylenir. Bunların bazılarını 
aşağıdaki şekillerde görebiliriz. 
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Pisago(cular, bu geometrik şekilli sayılarla ve geometrik özelllkleri de kullanaral' 
sayılar kuram ına ilişkin çok sayıda teorem oluşturmuşlardır. Örneğin, herlıangi karesel 
b ir sayı, art arda gelen iki üçgensel sayının toplam ına eşittir. Bunu yukarıdaki ilk şe­
kilden görebiliriz. Herlıangi n. beşgensel sayı , n ilen - i . üçgensel sayınm 3 kat ı nın 

toplamına eşit olur. Bunu il~inci şekilde 35 = 5 + 3(1 O) "'35 biçimde görebiliriz. Art ar­
da gelen ve birden baş layan teksayıların top!arrı:nın bir tam kare sayı olacağını yuka­
rıd aki üçüncü şekilden görebiliriz. 

Geometrik olarak görebildiğimiz bu teoremleri aritmetik kullanarak da gösterebiliriz. 
T

0 
ile gösterebileceğimiz üçgensel n. sayımız aritmetik bir serinin toplam ı olduğ undan 

T n = 1 + 2 + 3 + . . . + n = n (n + 1 )/2 

yazılır. 

11. tam kare sn sayısının n2 olduğunu tümevarımla ya da 

S11 = n2 = n(n + ·ı)/2 + (n - i) n/2 = Tn + Trı-i 

biçimindeki formülle kolayca yazabiliriz. 

n. beşgensel P n say ıs ı da aritmetik serinin toplamını kuilanarak 

P n = i + 4 + 7 + . .. + (3n - 2) 

= n (3n - 1 )/2 = n + 3n (n - 1 )/2 

= n + 3Tn-i 

biçiminde o lduğunu bulabiliriz. 

Art arda gelen tek say ı ların toplamının , aritmetik serinin toplam ının özelliğini kul­
lanarak 

1 + 3 + 5 + . . . + (2n - 1) = n(2n)/2 ~ n2 

olduğunu gösterebiliriz. 

Aritmetik bir serinin top lamı, ilk ve son terimlerinin toplamının yarısı ile terim 

sayısı nın çarpımına eşi t olduğunu belirtelim. Yani, a, a + d, a + 2d, a + 3d, . .. , 
a + (n -1 )d biçimindeki aritmetik serisinin toplamı 
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formülü ile bulunur. 

A = (a + b)/2 sayısına ortalama ya da aritmetik ortalama sayı denir. G = ,1a5 sa­
yıs ına geometrik ya da geometrik ortalama say ı denir. H = 2ab/(a + b) sayısına da 
harmonik sayı lsmi verilir. Bu sayılar arasında , 

a. Her zaman A ~ G ~ H bağıntısı vardır. Eşitliğin olması için gerekil ve yeterli 
koşulun a - b olmasıdır. 

b. H sayısının a ve b sayıları aras ı nda harnıonik olması için gerekli ve yeterH 
koşuluna= H + a/n ve H = b + b/n olacak biçımde bir n sayısının olmasıdır. 

c. 
1 1 1 1 - - + - - = - + -

H-a H- a a b 
olur. 

ç. a : A =- H : b biçımindedir. Buna Pisagorcular müzık oranları demişlerdir. 

d. 8 = 23 sayısı 12 ile 6 sayılarının harmorıik ortalamas ı dır. Buna Philolaus ve 
Pisagor (İ. Ö. 425) küpik geometrik harmanisi demişlerdır. 

e. a. b ve c sayıları aralarında ikişer ikişer harmonikse, a/(b + c), b / (c + a) ve 
c/(a + b) sayıları da i l<işer ikişer harmoniktir. 

1. Euclides'in mükemmel (kusursuz) sayılar için yazdığı formülden sayısı asal 
olmalıdır. 

g. Mükemmel (kusursuz) say ı ların çarpan larının tanı terslerinin toplamı 2 say ısına 
eşittir. 

g. p asal bir sayı ise p0 say ı sı kusurludur. 

h. Nicoio Paganini"nin 1184 ve 121 O sayıları arkadaş sayılardır. 

i. p asal bir sayı ise vp sayısı irrasyoneldir. 

Pisagorcular. geometrik gerçekleri kullanarak 

a. (a - b)2 = a2 - 2ab + b2
, 

b. a (b -ı- c) = ab + ac ve 

c. (a + b) (c + dj = ac + be+ ad + bd özdeşliklerini elde etmişlerdi. Ayrıca 

d. (a + b)2 + (a - b)2 = 2(a2 + b2
) özdeşııginı de biliyorlardı. 
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Yunanlı la( sayıları doğru parça ları ile gösteriyorlardı. Buna bağlı olarak verilen 
bir sayının çiziminde bölrneslz cetvel ve pergeli kullanıyorlard ı_ Gerek Yunanlı mate­
matikçıler gerekse Eflatun, bu iki aletin dışında çiz.imi kabul etrniyordu . Sayı ları çizme 
aletle rı üzerinde bölmeleri göstermeyen cetvel ve pergel olma lıydı_ Cetveli ölcmek 
için değil ae sadece doğru bir çizgi çızmek için kullanabilirlefdi. 

En uzunu a, orta uzunlukta olanı b ve en k!.lçügü de i bırim olan dogru parçaları 

verildiğinde, ölçümsüz cetvel ve pergeli l~ullanaral< a + b, a - b, a/b. va ve pozitif n 
sayısı için a/n doğru parçaları n ı çize·blliyorlardr. 

Pisagor ve Pisagorcular için, 1, 2., 3 ve 4 olan sayılara dördül ısmı veriyorlar ve 
bu sayı lar onlar için çok önemliydi. Çünkü bu say ıların oranları ile müzik aralıkları n ı 

lşaretliyordu. 4 : 3 dördüncü, 3 : 2 beşiııci ve 2 : 1 de oktav aralı ğını belirliyordu. Bu 
dört sayı nın toplamı 1 + 2 + 3 + 4 = 10 olduğundan bu Pisagor tarikatının yeminiydi 
ve dışarı sızdırılması yasaktı. Yeminlerini dışarı s ızdıranlar cezaland ı rı lıyordu. 

Speusippus. 1 O sayısı doğruyu. düılemi ve katılan içinde bulundurur diyordu. Çünkü, 
'1 nol<ta. 2 doğru . 3 üçgen ve 4 de bir piramitti. Bu şeki llerden dolayı bu sayılara şekilti 

say ı lar ismi verilıyordu. Pısagorcular daha çok nol<talar ya da taşlar kullanarak üçgensel 
ve karesel sayılarla iş[em yapmrşlard ı . 

Tarih boyunca matematikçilerin ılgilend iğı brr şekil daha vardır. Bu da L şekılli 

gnomon ya da güneş saatidir. Zamanı ölçmede kullanı lan güneş saatl yere dik olarak 
çakılan sopadan başka bir şey değildi r. Bu alet M ı sır 'da , Mezopatamya'da ve Yunan 
ülkesinde çok amaçla ı~ull anı lrnıştır. Yanına varılamayan yükseklikleri. piramitlerin 
yüksekliklerini ve en uzun ya da en kısa günleri belirlemede kuilanılmıştır. 

Güneş saa1i aslında dik üçgen olu!;lturur. Bu dik üçgenle uğraşırken ve zaınanırı 
saatlerini ışaretlerl<en hep bu dik üçgenin kenarları kullanılmıştır. Buna bağlı ofar&k 
matematikte çok ku l lan ı lan trigonornet(i bu aletten doğrnuştut M ısı r, Babil ve Yunan 
matematikçile~inin tümü bu gll neş saati ile uğraşmış ve hesaplar yapır11şlard ı r. 

Mısır matematiğinde en önemli l\aynaklardan birisi Rhlnd Papıri.Jsü'dür. Bu papı­
rüs i. ö. 1650 y ılla r ında yazılmıştır. Ancak bu yapıt on ikinci Mısı r Hanedanı ıır . Ame­
nemhet ( i.ö. 1849 - 1 so-ı) döneminde yazı lan matematik papirüsünün bir kopyasıd ı r. 
Çüf'.kü papirüsün içinde bu k:ıralla yazan arasında yapı lan konuşmalara yer verilmektedir. 
Rhind Papinisündeki iki özellik dik dörtgenin ve uçgenin alanıy la ilgilidir ve her ikisi 

de bugünkü ile aynıd ır. Yani. dik dörtgenin alanı , l< ı sa kenarının uzunluğu ile uzun 
kenarın ın uzunlugunun çarp ımına eşittir. Üçgenın alanı , tabanının uzuniugu ile yüKselt­
liğiliğinın uzunluğunun çarpımının yansına eşitt i r. Bu sonuçlara Mısrrlıiarın denemeyle 
ulaştıkları sanıl ı yor_ 

Mısırl ı ların Rhind Papirüsündeki bu sonuçtan Yunanlılar da biliyor ve ıspatlıyorlar_ 
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Kare de özel bir dikdörtgendir. Üçgenin alanını , dik dörtgene tamamlayarak buluyorlar, 

Paralel kenar ve eşkenar dörtgenin alanı da dik dörtgene tamamlanıyor. Alt tabanı 
a, üst tabanı c ve yüksekliği b olan bir yamuğun alan formülü 

i S = 2 (a + c)b 

biçimindedir. 

Mısırl ılar ve Babillerde piramit ve kesit piramidin hacminin nasıl bulunduğuna 
ilişkin çok sayıda problem çözümleri vardır. Rhind Papirüsü buna kaynaktır. Babillerin 
de bu konuda tabletleri vardır. 

Pisagor, aritmetikçiliğinin yanı sıra iyi bir de geometricidir. Çünkü Pisagor önce 

tanımlar dahil ilkeleri ortaya koyar. Bunları kısaca tanımlar, aksiyomlar ve postülatlar 

olarak söyleyebiliriz. Ondan sonra önermenin hipotezini söyler ve hükmünü ekler. Bu 
ilkeleri kullanarak hipotezle birlikte teoremi ispatlar. Zaten Yunan matematiğinin tümden­

gelimli olması bu demektir. Bu ürünü de Eudides Elements isimli 13 kitabıyla almıştır. 

Pisagor ve Pisagorcular, Yer, Ay, Güneş ve gezegenlerin hareketleriyle de ilgilen­
mişlerdir. Bu konudaki bilgileri Mezopotamya'daki astronomlardan almıştır. Thales'in 

bildiği , çapı gören çevre açı diktir önermesini Pisagor da biliyor ve bunu gökyüzüne 
uyguluyordu. Herhangi bir dik üçgenin dar açılarının toplamının bir dik açıya eşit ol­

duğunu ispatlamıştı. 

iç ters açı ların eşit/igi ve bir üçgenin iç açılarının toplam ının 180 derece olduğu 
Pisagor ve Euclides'te vardır. 

o A E 

B c 

ABC herhangi bir üçgen olsun. A noktasından BC tabanına DAE paralelini çizelim. 

BC//DE olduğundan DAB açı sı ABC açısına eşittir. Benzer olarak EAC açısı ACB açı­

sına eşittir. Bu iki açıya SAC açısı eklenirse ABC, ACB ve BAC açılarının toplamının 
180 derece olduğu görülür. Bu da iki dik açı yapar. 
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Rhind Papirüsü. 

n kenarlı bir çokgenin iç açıları toplamı 211 - 4 tane dik açıya eşittir. İspatı da ko­
laydır. Çokgenin köşeleri çokgenin içindeki bir noktaya birleştirilirse n tane üçgen oluşur. 
Bu üçgenlerin iç açıları toplamı 2n tane dik açı yapar. Üçgenlerin tepe açılarının top­
lamı olan 4 dik açı bundan çıkarılırsa, n kenarlı herhangi bir çokgenin iç açılarının 
toplamının 2n - 4 tane dik açıya eşit olduğu gösterilmiş olunur. Bu ispat yöntemi bir­
çok Yunanlı matematikçide vardır. 

Pisagorculara göre evrenin merkezinde Dünya vardı. Güneş, ve gezegenler 
Dünya'nın etrafında günlük dönmelerini yaparlardı. Bazı Pisagorculara göre Dünya 
merkezinde ateş olan bir kütle etrafında dönerdi. 

Pisagorcuların kullandığı bir de yıldız işareti vardı. Geometrik olarak yıldızın na­
sıl çizileceğini Pisagorcular ve Euclides biliyordu. 

Yunanlılar alfabelerini Fenikelilerden almışlardı. Fenike alfabesinde 22 harf var­
dır. Kendileri buna beş harf daha ekleyerek alfabelerini 27 harfe yükseltmişlerdir. Fe­
nikelilerin alfabeierinde yeteri kadar sesli harf yoktur. Yunanlılar bunlara bazı sesli 
harfler ekleyerek okumayı kolaylaştırmışlardır. Yunaniılar bu harfleriyle sayıları da 
göstermişlerdir. Bunlar da aşağıda olduğu gibidir. Bu kullanımlar İ. Ö. 454 ile İ. Ö. 95 
yılları arasında olmuştur. Fenikelilerin alfabesindeki harflerin bazıları da Mısırlılardan 
alınma olduğunu belirtelim. Büyük sayıların kullanılması Archimedes'e aittir. Aristarchus, 
Diophantus ve Heron da büyük sayıların yazımlarını devam ettirmişlerdir. 

p/q (q *O) biçiminde yazılan rasyonel sayısı tamsayıları ve kesirli sayıları da 
içerir. Örneğin q = 1 alınması tamsayıları taraL p ve q birer tamsayı olmalıdır, Rasyonel 
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A = 1 I = 10 P = 100 
B = 2 K == 20 ı: = 200 
r-= 3 A= 30 T= 300 
Ö=4 M= 40 Y =400 
B =5 N = 50 cp = 500 
l = 6 ::;; = 60 x = 600 
Z=7 0 = 70 qı =: 700 

H=8 n =80 n = soo 
8 =9 9 = 90 'T1= 900 

sayıları biz gerçel eksende kolaylıkla gösterebiliriz, Gerçel eksenin başlangıç noktasın ı 

O ile gösterelim. Bu eksen üzerinde eşit birim uzunlukta saga ve sola olmak üzere 
1, 2 , 3, ... ve -1 , - 2, -3, .. . noktaları tamsayıları verir. O i le 1 aras ında 1/2, 1/3 ve 
213 gibi rasyonel sayrrarı vardır. Bunların geometrik olarak işaretlenmesi kolayd ır. 

Aralık örneğin {O, 1 J kapalı aralığı 3 eşit parçaya bölünür. O noktası ndan sağa doğru 
2 birim alınırsa 2/3 sayısının yeri bulunur. 

irrasyonel bir sayının yerinin gerçel eksen üzerinde gösterilmesi de pergel ve 
cetvelle \<olayd ı r. 

,f2 i rrasyonel say ı sının gerçel eksende çizilmesi için önce OABC birim karesı 
çiz ılir. 08 köşegen uzunluklu ve O merkezli çember çizilerek gerçel eksen üzerinde 
D noktası bulunur. 00, 12 olan irrasyonel say ısının uzunluğudur. 

Rasyonel sayılar ve irrasyonel sayıları n sayısı sonsuzdur. İkl irrasyonel sayı ara­
sında en az bir tane rasyonel ve irrasyonel sayı vardı r. Benzer olarak il<i rasyonel sa­
y ı arasında en az bir rasyonel ve irrasyonel sayı vardır. 

Rasyonel ve irrasyonel sayılar gerçel ekseni doldurur. Yani gerçel eksen süreklidir. 
Burada a!~la Yunanl ıları n bir sorusu geliyor. İki irrasyonel ya da bir rasyonel say ı ile 
bır irrasyonel sayı arasında boşluk var mıdır? Diğer bir deyimle rasyonel bir sayı ile 
irrasyonel bir sayı birbirine değiyor mu? Yunanlı matematikçiler bu soruya uzun yıllar 

yanıt a ram ışlar, çözume biraz yakın fak.at tam o lmayan açık!arnatar getirmişierdi r. 
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Bu soru ancak çağımız matematikç!lerinden Hilbert {i 862 - 1943) tarafından çözülmüş­
tür. 

Bir doğru parçasını pergel ve ölçümsüz cetvelle istenilen oranda Thales bağıntısıyla 

parçalara ayırabiliriz . Burada pi ve e sayı larını dışarıda tu tacağ ız. Bunun için. önce 
AB dogru parçasını örneğin uç eşit parçaya bölmeyi is1iyoruz. 

A 

A· 
D / "- o· 
/ ' 

/ " "· c B 

önce şekilde oldugu gibi AB dog;u parçasını çizeriz. Sonra AC doğrusunu çizerek 
bu doğru üzerinde AE = ED = DC doğru parçalannı işaretleyelim. C noktası ile B nok­
tası nı birleştirdikten sonra CB il OD' il EE' paralellerini çizelim. Thales teoremine göre 
AE' == E'D' = D'B olur. Buradan, AB doğru parçası pergel ve ölçümsüz cetvelle üç eşit 
parçaya bölünür. Yalnız bazı irrasyonel sayılar pergel ve cetvelle çizilemezler. Bu tür 
say ılar bu çizimlere dahil edilmemiştir. 

Şimdi, bugüne daha yakın bir dille ../2 sayısın ın rasyonel bir say ı olmad ığını gös­
terelim, Diğer bir deyimle, v2 say ı sı irrasyoneldir. 

b 'F- O ve (a, b) = 1 olsun. Yani a ve b tamsayrları aralarında asal olsun. Diğer bir 
deyimle a ve b sayılarının 1 dışında hiç bir ortak çarpanı olmasın. V2 sayısının rasyonel 
bir sayı olduğunu kabul edelim. a ve b tamsayı ları aralarında asal olmak üz.ere 

ya da a = vi b olsun. Her iki yanın karesi al ın ı rsa a<: ~ 2b2 olur. a2 bir sayının iki katı 
olduğundan a sayısı bir çift sayı olmalıdır. a = 2c yazalım. Buradan 4c2 

= 2b2 ya da 
2c2 = b2 olur. Benzer nedenle b sayıs ı da çift b'ır sayı olmal ıdı r. Buraya kadar yapılan­
lardan sonra a ve b sayılarının 2 gibi ortak bir çarpanı vardı r. Oysa a ve b tamsayılan 

araları nda asal olarak al ınmıştı. Bu da b ir çeli şkidir. Bu çel işki ./2 sayısının rasyonel 
olarak kabul edilmesınden iferi gelmiştir. Bu çelişki , ../2 s~yısının rasyonel deği l , lrras­

yoneı sayı olmas ıyla kalkar . 

../2 sayı sının irrasyonel olduğunu ilk kez Arisloteles (İ. ö. 384 · 322} göstermiştir. 
Yukandakı rspat yöntemi Euclides'te de vardır. Bu ve bunlar gibi daha birçok özell!k 
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bugün lise öğrencilerine kolayca öğretilir. Zaten Yunan matematiğinin çoğu lise konuları 
içinde öğrenilir. Bazıları da biraz ağır problemlerdir. Biz daha çok bu zor ve ilginç olan­
ların üzerinde duruyoruz. 

Yunan matematiğinde sayılar birer doğru parçası ile gösteriliyordu. İki sayının 
çarpımı dikdörtgen ve üç sayısının çarpımı da dikdörtgen pirizma ile işaretleniyordu. 
Bu nedenle Pisagorcuların en önemli özelliği, geometri ile cebirsel işlemler arasında 
bir ilgi kurmalarıdır. Hatta birçok cebirsel işlem özelliğini ve problem çözümlerini bu 
geometrik araçlarla çözmeleri olmuştur. Örneğin, Euclides'in kitabında geçen ve Euc­
lides'ten önce bilinen 

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 

özdeşliğini geometrik olarak göstermeleridir. 

Şekilde görüldüğü gibi önce a + b kenarlı kare çizilir. Sonra bu kare üzerinde ala­
nı a2 , b2, ab ve ab olan şekiller çizilir. Böylece, bir kenarı a + b olan karenin alanı 
a2 + 2ab + b2 olduğu için 

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 

özdeşliğinin doğruluğu kanıtlanmış olunur. Dikkat edilirse burada kullanılan yöntem 
tümüyle geometriktir. 

a b bFRb 
. i 1 

, 1 1 I' 
a b 

(a + b) 2 = a2 + 2ab + b2 

Yunan matematiğinde gemotreyi kullanarak denklem çözme epey yer tutar. Fakat, 
Yunan matematiğinin bu özelliğini işlemeden önce Mısır ve Babil matematikçileri bu 
problemleri nasıl çözüyorlardı, onları inceleyelim. 

Mısır'da gelişmeleri kısaca şöyle özetleyebiliriz. 

1" i. ö. 3100 yılları: Halen Oxford Müzesi'nde bulunan bir kıra! asasında milyon, 
yüz ve binleri gösteren çok sayıda rakamlar vardır. Mısır hiyerolifleriyle yazılmış asa 
halen koruma altındadır. 
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Aris!oteles ı t Ö- ~&4 - .322) 

2. L ö. 2600 yı llarında büyük Gizeh pıramidi yap;lmı ştır. Bu piramidin yapım ında 
çok sayıda matematH< ve mühendislik probleınieri kullan ılmıştı(, Yapı 13 acreslik bir 
alan üzerine oturtulmuş, 2.300.000 tane blok ta,ş i(ullanılmış. bu aşağı yukarı her taş 
için 2.5 ton olduğuna göre, toplamı ne kadar tutar? Bu kadar taş birbirine bir geometrik 
eser oiarak birleştirilmış ve yeıieştirilr.ı'şiir. Üslelil< bu taşlar Nil nehrinin diğer tarafından 
uzak bir yerden buraya taşınm ıştır. Mezarların içi ve tavanları için 54 ton granit biok 
çok uzaklardan taşınmıstır. Bu uzakltK pırafT'!ide 600 rn!l l<adardır. Her bir granii biol< 
üstelik 27 fıt uzunluğunda ve 2 fit kal ı;ılığı ndad ı ı . Pıramıdin yükseKllğ inın 200 f it oldu· 
ğunu söylersek yap ı mının ne kadar bCıyük oir iş o:ouğu o~aya çıKar. Bunu yapnıalc 
da büyük bir u ygadı f, ister. Kare üzerine oturtulan Gızeh piramidin kenarlarındaki öl­
çüm hatası i d4.000 ve dik açırardakı ya l<laş ık hala da -112?.000 l(adard ır. Bu hata 
bile sayı fmaz. 30 yıl ıqinde yapılan bu pıramlt ıçin 400.000 ışçi ve asker kul!anrımışw . 

Özet ofarak büyük Gizeh piramidinin yapım ı ıteri brr uygarlıgın, mühendisliğin, geomet­
nnıo ve aritmetiğin ürünüdür. üsteiil~ . burada l<ullarntar- ekmelqen yıyeceğe, giyeceğe 
ilışkln çok sayıd a problem vard ı r. 
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Kıraı asasında 6000 sayı sının hiyerolif türde gösterilışi . 

I 
t 

,,, u•ı "t 
4 s 

~L /\. 
9 tO 3 

Mısırt ı•arın niyeraıık rakamları . 

l 

.o n 
10li 

Mısır'da oüyük sayılar böyle yazılıvordu . 
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Mısır'da Luxor'da eski bir mezar duvarında sol_çlan sağa okunan 
hiyerolif rakam ve sayılaiı. Rhind Papirüsü, 1. O . 1650. 

Eski bir vazo üzerinde yazı lı e;ı eski Mısır.r<ıkamları ve yazı ları bunlardır. 
iO ve 100 sayıları birkaç l\ez teKrar eder. i. O. 3400 yı l ları . 

111 



112 PİSAGOR MATEMATİÔİ 

3. İ. Ö. 1850 yıllarında 25 problemi içinde bulunduran Moskov papirüsü yazılmıştır. 
Bilinen en eski papirüs budur. Bu papirüs 1930 yıllarında çözülerek yayınlanmıştır. 
Halen Moskova Müzesi'nde bulunan bu papirüs çoğu kez onu satın alan Golenischev 
isimli kişinin adıyla anılır. 

4. i. Ö. 1850 yılları: Mısır'da kullanılan en eski astronomi gözlemlerinde kullanılan 
aletler yapılmıştır. Bu dönemde şakül ve düzeç aletleri yapılmış ve kullanılmıştır. Za­
manı ölçen saatler yapılmış, dik açı elde etme yöntemi bulunmuştur. Bu aletler halen 
Berlin Müzesi'ndedir. 

Bir katip tarafından çizilen .bl.1. piramit, Rhind papirüsünde 
56. problem olarak geçer. 1. O. 1650. 

Berlin papirüsünde matematik içerikli bir sayfa. 

5. İ. Ö. 1650 yılları: Bu yıllarda Rhind (Ahmes) papirüsü yazılmıştır. Bu papirüs 
daha çok pratik bir matematik elkitabı türündedir. Hiyeratik türde yazılan bu papirüste 
85 problemin çözümü yapılmıştır. İsmi bilinmeyen bir yazıcı bu çalışmaları kopya et­
miştir. Bize ulaşan da bu kopyadır. Bu papirüs İngiliz A. Henry Rhind tarafından Mı­
sır'da satın alınmış ve halen British Müzesi'nde koruma altındadır. En eski olan bu 
R.hind ve Moscov papirüsleri, en eski Mısırlı matematikçilerinin çalışmaları hakkında 
çok iyi bilgiler verir. Bu Rhind papirüsü de 1927 yılıııda çözülerek okunmuş ve yayınlan­
mıştır. 

6. İ. Ö. 1500 yılları: Bu dönemde 105 fit yüksekliğinde ve bir kenarı 1 O fit olan 
kare tabanlı en büyük dikili taş Thebes'te dikildi. Bu dikili taşın ağırlığı 430 tondu. Ay­
rıca Thebes'te Güneş Tanrısının mezarı yapıldı. Dikili taşın üzerinde av sahneleri resme­
dildi. Yine bu yıllarda Mısır güneş saati yapıldı. En eski güneş saati olan bu yapıt, 
halen Berlin Müzesi'nde koruma altındadıL 
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Mısır'da İ. Ö. 3000 yıllarında kalem ve papirüsleri kullanarak vergi 
toplayan memurları ve yazıcıları gösteren bir resim. 

7. İ. Ö. 1350 yılları: Bu yıllarda Rolin papirüsü yazılmıştır. Halen Louvre Müzesi'nde 
koruma altında bulunan bu papirüs, ekmek hesapları ile ilgili önemli problemleri ve 
o dönemde kullanılan büyük sayıları işaret etmektedir. 

8. İ.Ö. 1167 yılları: Bu dönemde iV. Ramses tarafından hazırlatılan Harris papirüsü 
yazılmıştır. Bu papirüs iV. Ramses'in tahta çıkışını anlatır ve babası 111. Ramses'in 
yaptıkları özetlenir. Harris papirüsünde mezarda bulunan eşyalar, süsler ve diğer bazı 
mobilyaların listesi geniş olarak anlatılmıştır. Bu da o dönemdeki uygarlığın ve kulla­
nılan aletlerin düzeyini en iyi belgeleyen bir araçtır. 

Moskov ve Rhind papirüslerinde 1 i O tane problem çözülmüştür. Bunlar daha 
çok uygulamalı ve sayısal örneklerdir. Bazıları çok kolaydır. Pratik uygulamaya yönelik 
olanları da vardır. Bazıları da kuramsal içerikli problemlerdir. 

Mısır matematiği toplama ilkesine dayanır. Bu nedenle kullandıkları aritmetik he-
saplamalardır. 

()( alpha 10 iota 100 p rha 

2 ~ beta 20 K kappa 200 0 sigma 

3 y gamma 30 'A lambda 300 't tau 

4 ô delta 40 µ mu 400 v upsilon 

5 f epsilon 50 u nu 500 qı phi 

6 obsolete digamma 60 c, xi 600 x ehi 

7 ç zeta 70 o omicron 700 \jf psi 

8 rı eta 80 n pi 800 Ü) o mega 

9 e theta 90 obsolete koppa 900 obsolete sampi 

12 = l~ 21 = ım 247=crµÇ 

Bazı Yunan sayıları. 

Yunan matematiğini iyi değerlendirme ve ölçme için Mısır ve Babil matematiğini 
biraz bilmek gerekir. Çünkü Yunan matematiğinin kökeninde bu matematiklerin izleri 
vardır. Hatta Yunan matematiği bu matematiklerin mirasçısıdır. 
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1 '* 6 _!..,.,,. n f/ll Hl .-.!......_ ---.. 
'-··.· 

2 1 ....!.!.. l2 ~"' 17 
i!l>i!I> 

'11\;\t . . .. · == 
3 s <P ~"' 13 ~·~ ••·@ 

i!I> il>$) . lS ~ 

li ~$·!Ş> <,!!~~<il 

4 ·llHl0~ 9 ~ - l~ .• ·,·!···· ,·;~_ 

5 10 - 15 - o ~ -
Bazı Maya sayıları. 

43,487 = 6(18) (202) + 0(18) (20) + 14(20) + 7 = 

Maya sayılarıyla bir toplama. 

Önce (a + b) (a - b) = a2 - b2 özdeşliğini geometrik olarak gösterelim. AB doğru 
parçasının orta noktası P olsun. P noktası ile B noktası arasında herhangi bir nokta 
Q olsun. Burada 

(AQ) (QB) + (PQ)2 = (PB) 2 

olduğunu gösterebilirsek özdeşliği hemen elde edebiliriz. Çünkü AQ = 2a ve QB = b 
olarak alınırsa (a + b) (a - b) = a2 - b2 özdeşliği elde edilir. 

c E D 

Bu şekle göre PCDB karesi PB kenarı ve QFLB karesi de QB kenarı tarafından 
oluşturulsun. Buna göre 

(AQ) (QB) + (PQ)2 = AGFQ + HCEF = AGHP + PHFQ + HCEF 
= PHLB + PHFQ + HCEF 
= PHLB + FEDL + HCEF = (PB)2 
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yazılır. İlk ve son terimlerden 

(AQ) (QB) + (PQ)2 = (PB)2 

elde edilir. Bu özdeşlikte AB = 2a ve QB = b denirse 

(a + b) (a - b) = a2 - b2 

özdeşliği bulunur. 

AB doğru parçasının orta noktası P olsun ve O keyfi bir nokta olarak seçilsin. 
Buna göre (AQ) (QB) + (PB)2 = (PQ)2 olur. 

A p B Q 

Burada AQ = 2a ve 08 = 2b olarak alınırsa 

4ab + (a - b)2 = (a + b)2 

özdeşliği bulunur. 

A B c 

1 
1 

1 

Bu şekle göre AB = a ve BC = b denirse 

4ab + (a - b)2 = (a + b) 2 

özdeşliği yine bulunur. 4ab + (a - b) 2 = (a + b) 2 biçimindeki özdeşlik aynı zamanda 

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 ve (a - b)2 = a2 - 2ab + b2 

özdeşliklerine eşdeğerdir. 
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Babillilerin, M ısırlıların ve Yunanlıların en önemli problemlerinden birisi de denklem 
çözme yöntemleridir. 

Sorun ax + b =O ( a =1- O) olan denklemini nasıl çözebiliriz? Şimdi Mıs ı r ' ın eski 
dönemlerine gidelim. Uygulamalı matematik problemleri içeren Rhind Papirüsündeki 
24. Problemi gözönüne alalım. Bir çokluğa yedide biri daha eklenince 19 ediyor. Bu 
çokluk nedir? 

Bunu bugünkü dille söylersek 

x + ~ = 19 ya da ~ = 19 
7 7 

olarak yazılır. Halen kullandığımız denklem çözme yöntemi o dönemlerde bilinmiyor. 
Ama ortada bir sorun var. Bu tarihte bilinen ilk doğrusal bir denklem ve çözümü budur. 
Ahmes tarafından kopya edilen Rhind Papirüsünde 8/7 kesri de yoktur. Bu denklemin 
çözümünde Mı sırlıların kullandığı yöntem yanlışı deneme kural ıdı r. Burada herhangi 
bir sayı alınır. Yerine konularak 19 olmayan bir sayı bulunur. 19 sayısı bu sayı ya bölü­
nür ve bu ç ıkan sayının katı kadar deneme sayısı çarp ılır. 

x+x/7 = 19 denklemini çözmek için deneme sayısı X==7 olsun. Bu halde 7+7/7-==8 
yapar. Oysa sonuç 19 say ısıdır. Buna göre 8 sayıs ı 

19 1 1 
- = 2+ - +-
8 4 8 

say ısı ile çarpı lırsa istenen 19 sayısı bulunur. Öyleyse doğru x değeri yanlış deneme 
sayısı olan 7 ile 

1 1 
2+-+ -

4 8 

sayısının çarpımı ndan bulunur. O da 

( 
1 1 ' 1 i 

X = 2+ ~ +-)7= 16+ - +-
ı 4 8 2 8 

sayısıdı r. 

iş i daha genel hale dökmek için deneme sayısı x = a olsun. a değeri yerine ko­
nulursa a + a/7 == b ise be = 19 olur. Buna göre x = ac sayısı x + x/7 = i 9 denklemini 
sağlar. Çünkü 
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ac + t ac = ( a + t) c = be = 19 

biçimindedir. Öyleyse x = ac sayısı olmalıdır. 

345 Ht nnn 999 
678 H n + 

1023 

'' H nnnn '199 
\ııı nnn 999 

HH nnntı 999 
HH nnnn 999 
nn nnn 999 

' yada 

n ıı ı 9n 99999 
9999 

veya 

li 1 

olarak yazıl ı r. 

123 Hl rı n ~ 
- 45 

\\\ ('\'(\t"'< - -
78 H n 

ya da 
nll nnnn 
lill nn1\n nn nnn 
• Hl ?') (\ e'\ 
u 1' 
HH nnnn 
\ n t n:!n 

olara l< yazılır. Bunlar Mısırlıların toplama ve çıkarma işlemlerı ıçin vapiığı ıki örnektır. 
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rvı ısır 'da bazı büyük sayı yazımları yukarıda olduğu gibiydi. 

Mısırlıların bu yanlışı deneme yöntemi her nasıl olmuşsa Müslüman matematikçi!eri 
tarafından öğrenilmiş ve denklem çözümlerinde kul!anmış!ardır. Bu yöntem Avrupa'ya 
Flbonacci'nin Liber Abaci (1202) isimli kitab ı yla girmiş ve Avrupalı matematil<çiler ta­
rafından kullanılmıştır. Orta Çağ boyunca denklem çözme ~ıöntemieri geli şti ri lmiş ce­
birsel i şa;etlerin kulfanı lmasıyia tam çözüme ul aştırılmış tı r. 

Yanlış deneme yöntemi Fiborıacci'de bir problemde şöyle geçer. Bir satıcı 7 ta­
nesi i dinar olan yumurtalardan bir miktar satın alarak 5 tanesini i dinardan satar 

ve i 9 dinar para kazanır. Yu murtaları satın almak için ne kadar para verm iştir? 

Yumurtalara verdiği para x olsun. Problemin ifadesine göre bu sat ı şın cebirsel 
ifadesi 

olur. x = 5 olsun. Buna göre (7/5)5 - 5 = 2 olur. Oysa sonuç i9 say ısıdır. 2(19/2) == i 9 
olacağ ı için, satıcının yumurtalara yat ırd ı ğı para 

dinar o larak bulunur. 

Şimdi yanlış ı deneme yönteminin genel halinl tanıtalım. a -::t: O olsun ax + b = O 
birinci dereceli bir bilinmeyenli denklemi yanlışı deneme yöntemiyle çözelim. x değeri 
için g 1 ve g2 gibi iki sayı tahmin edelim. Buna gere 

ag1 + b = l1 

ag2 + b = 'f2 

(1) 

(2) 
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yazı lı r. Bu ı'fade!er taraf tarafa çıkarılırsa 

a (g1 - g,,) = f, - '12 {3) 

olur. (i) ifadesinin her iki yanı g
2 

ve (2) ifadesinin her iki yanı da g1 sayısı ile çarpılırsa 

yaz ılı r. Bu son yazılan il\i denklem taraf tarafa çı karılırsa 

(4) 

elde edilir. (4) denkleminin her !ki yanı (3) denklemi ile bölünürse 

olur. Oysa x = -b/a bu denklemi sağladığından , kök 

olarak bulunur. 

Gerek Mısırl ı ların gerekse Yunanlıları n matematikleri ve işaretleri ax + b = O denk·· 
!eminin kökünün x "' - b/a olduğunu bulmaya yetmiyordu . Yazım şekilleri ve cebirsel 
işaretleri bu denklemi bugünkü gibi çözmeye elvermtyordu. Bu nedenle her çözümün 
bulunduğu döneme göre değerlendirilmesinde iyimser· olmak gerekir. ax + b = O denk­

lemi bugünkü gösterimleriyle 1880 yılında çözülmüş1ü r. Oysa Robert Recorde (i510 
- i 558) , Grounde of Artes isimli kitabında bu tür problemlerin çözümünün çok zor ol­
duğunu bir arkadaş ı na yazıyordu . Bugün bu çözümü en ağı r anlayan bir çocuğa bi­
le kolayca öğretebiliriz. 

Şimdi yine geriye dönelim ve Rhind Papirüsü'nde geçen problemi yanlış ı deneme 
yöntemiyle yeniden çözelim. Problem 

x + ~ == 19 ya da x + ~ - 19 = o 
ı 7 

biçimde ele alalım . x değeri için g1 = 7 ve g2 == 14 say ılarınr seçelim. Bu halde 

7 + l - 19 = - 1 i = f ve 7 1 

14 i 4 + - - i 9 = -3 = f~ 7 ,:; 
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olduklarından, x değeri 

olarak bulunur. 

Şimdi yine Ahmes'in Rhind isim!i papirüsü ne yeniden dönelim. Buradaki 28. Prob­
lem bir sayıy ı düşünme ve bulma biçiminde eh eski yazı lı sorudur. Soru şu biçimdedir. 

Aklınızda bir sayı tutunuz. Bu sayının 2/3 katını alarak bu sayıya ekleyiniz. Yeni buldu­

ğunuz bu sayının üçte birini bu toplamdan çıkarınız . Elde ettiğiniz sayıyı bana söyle­

yiniz. Örneğin bu sayı ·ı O olsun. Bu 1 O say ı sının onda biri ni çı karınız. Geriye 9 kalır. 
Bu da sizin aklınızda tuttuğunuz ilk sayıdır. 

Gerçekten, akiımızda tuttuğumuz sayı 9 olsun. Bu sayırı ır. 2/3 oran ı 6 yapar. Bu­

nu 9 sayısına eklersek i 5 sayısına varırız . ·ıs sayısının üçte biri 5 eder, Bu 5 sayısı­

nın ·ıs sayısından çı kar. Geriye '10 sayısı kaiır . Bu 10 sayısının onda birt;ı i çıkarırsan 

10 - 10 (i/10) == 10 -1 = 9 oia•ak buiunur. Bu da sizin aklınızda tuttuğunuz ilk sayıdır. 

Bu problemin bugünkü yazırniarla cebirsel ifadesi 

( 2n' 1 / . 2n \ ·ı 11 2n \ 1 i 2:. \ l 
\n +- )--ın-.- --- - :-:::-ıln + - !-- 111 +- ıt == rı 
' 3 l 3 \ 3 / ı u _\ 3 / 3 \ 3 / j 

b içimdedir. Bu aenklemin bu biçimde olduğunu Mıs ı rlılar nasıi bfliyordu? Bunu bilemi­

yoruz. Rhind'de de bunu açıklayan bi r şey yoktur. 

Rhind Papirüsü'ndeki 79. problem daha ilginçtir. Bu problemde bugünkü dille 

söylersek geometrik serinin top lamı yapılmıştır. a ilk terimli ver ortak terimli Srı ile 
gösterilen geometrik serinin ilk n tanesinin toplamı 

2 a(rn -1) 
sn = a + ar + ar + . . . + arn-ı = --­r - 1 

formülü ile bulunur. 79. problemin ilki 

280 "1 
2 5602 
4 i i .204 

i9.607 

biçimde geometrik bir seri toplam ıdır. İkincisi de 
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7 
49 

343 
2401 

16.807 

19.607 

Eski Mısır'da bu şu sözcüklerle dile getiriliyordu. 

Yedi ev vardır. 
Her evde yedi kedi vardır 
Her kedinin 7 faresi vardır 
Her farenin 7 demeti vardır 
Her demette 7 tane tohum vardır 

71 = 7 
72 = 49 
73 = 343 
74 = 2401 
75 = 16.807 

Toplam 19.607 

yapar. Dikkat edilirse burada 7, 72, 73 , 74 ve 75 kuvveti olan sayılar art arda toplanmıştır. 
Bu da ilk terimi 7, ortak farkı 7 ve 5 terimin toplamı olan 19.607 geometrik toplamıdır. 
Oysa yukarıdaki ilk toplam 

ve son toplam da 

75 - 1 = 2801 
7-1 

7.2801 = 7( 775 -11 )= 7 + 72 + 73 + 74 + 75 = 19.607 
1 - 1 

biçiminde geometrik seridir. Dikkat edilirse burada a = r = 7 ve n = 5 biçimindedir. Bu 
basit formül Mısırlılar tarafından biliniyordu. 

Ahmes'ten tam 3000 yıl sonra bu problem Mısır ve İslam matematikçilerinin 
aracılığıyla Fibonacci'nin Liber Abaci isimli kitabına şöyle girmiştir. 

Yedi tane yaşlı kadın Roma'ya doğru yolda yürüyorlardı. 
Her kadının yedi tane eşeği vardı. 
Her eşeğin yedi tane torbası vardı. 
Her torbanın içinde yedi tane ekmek vardı. 
Her ekmeğin yanında yedi tane bıçak vardı. 
Her bıçağın yanında yedi kılıfı vardı. 
Bunların tümünün sayısı ne kadardır? 
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biçiminde gemetrik bir seridir. 

Eski İngiliz çocukları ritmik olarak bu o layı şöyle söylerlerdi . 
Saint lves'a doğru yürürken, 

Yedi tane hanımı olan bir adama rastladım. 

Her kadının yedi torbası vardı. 

Her torbada yedi fare vardı. 
Her farenin yedi yavrusu vardı. 
Fare yavruları , fareler, torbalar ve kadınların sayısı kaçtır? 
Saint lves'a gidenlerin sayısı kaçtır? 

Bu ve bunun gibi Mısır matematik çalışmaları pratik uygulamalardan başka bir 
şey değildi. Düzenlenmiş problemlerin çoğunluğu iş yaşamı ve pratik yöntemle ilgilidir. 
Bu basit problemlerin çözümlerinde kullandıkları yöntemler fazla ileri düzeyde değildi. 
Her olay belli sayılarla ifade ediliyor ve bu sayıların dolayında çözülüyordu. Belli bir 
kurala bağladıkları bir teoremi yoktu. Hele ispat düşüncesi hiç yoktu . Zaten ispat de­
diğimiz tümdengelim Yunanlı matematikçilerinin bir düşüncesi ve buluşudur. Mısırlıların 
sadece !<esirlere ayırmada bazı kural ları vardı . Bu kurallar da onların matematiğini 
ilerletme yerine geriletmiştir. Mısırlılar, kesirlerle çok uğraşmalarına karşın bu kesirlerin 
paydalarını eşitlemeyi akıllarına getirememişler ve matematikleri burada kalmıştır. 
Mısırlıların bu tür çalışmaları tam 2000 yıl sürmüştür. Bu da çok uzun bir süredir. Akh­
min Papirüsü de çok sayıda kesirlere ayrılma biçimindedir. 

Pratik bir elkitabı olan Rhind Papirüsü, daha çok çarpma ve bölme problemlerini 
içerir. Toplama ve çıkarmalara ilişkin bir kurala rastlanılmamıştır. Ama yaptıkları top­
lama ve çıkarmalarda yanlışlık yoktur, Öyleyse bu toplama ve çıkarma işlemleri için 
tablolar kullanıyor olabilirler. 

Mısırlıların Rhind Papirüsü 85 problemi içerir. Bu papirüs Mısır matematiğinin 
karakterini belli eder. Bu nedenle Mısır matematiği toplama ilkesine dayanır. İkiye kat­
lama ve yarılama biçiminde aritmetik işlemlerini sonuçlandırırl-ar. Örneğin 19 ile 71 
sayısının Rhind Papirüsü'nde nasıl çarpıldığını gösterelim. Önce 2 katını alarak 

·t 71 
2 '142 
4 284 
8 568 

16 11 36 

tablosu yapılıyordu. Ondan sonra toplam ları 19 eden 1, 2 ve 16 sayılarının toplamı 
ve bu sayılara karşı lık gelen sayılar toplanıyordu. 1 + 2 + 16 = 19 ettiğinden bu sayı­
lara karşılık gelen 71 + 142 + 1136 = 1349 sayısı bulunuyordu. Böylece 
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./ 
,/ 2 

4 
8 

i 6 

19 

7i 
142 

284 
568 

i 136 

i349 

tablosu düzenleniyordu. Buna göre 1349 say rs ı 

1349=71 +142+1136 = (1 +2+16)71 =19 . 71 

olduğundan 19. 71 = 1349 olarak hesaplanıyordu. 

Bu çarpım 

./ 
,/ 

./ 

1 
2 
4 

8 
16 
32 
64 

7i 

19 
38 
76 

152 
304 
608 

1216 

1349 

tablosu ile bulunabilir. Burada 71 = 1 + 2 + 4 + 64 olduğundan , 

1349 = 19 + 38 "{- 76 + i216 = (1+2 + 4 + 64)19=71 .19 

olarak bulunur. 
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İk iye katlayarak ve sonuçta toplama ile pozitif olan tamsayıların çarpımları 1, 2, 
4, 8 , 16, 32, 64 dizisinin terimleri cinsinden hesaplanabilir. Bu kuralın Mısı rhiarda bir 
ispatı yoktur. Sadece çok sayıda örnekler çözerek bu sonuca ulaşmışlar ve kullanmış­
lardır. ikiye katlama ve yarılama yöntemi Rusya çarpmas ı olarak bilinir. Çünkü Rus 
çiftçileri bu yöntemi çok ku llanm ış lardır. Bu nedenle günmüzde bu yönteme Rus çarp­
ması demiştir. 

M ıs ırlıların bölmesi çarpma işleminin tersinediı·. Şimdi bö[me ile ilgiti örnekler ya­
palım . Burada 91 say ı sını 7 sayısına bölmek istiyoruz. Yani bugünkü dille 7x = 9i 
olan x sayısın ı bulacağız. Burada 7 say ısının katlarını aiarak 

7 ./ 
2 14 
4 28 ,( 

8 56 ,/ 

13 9i 
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tablosunu yazalım. Burada 7 + 28 + 56 = 91 ve bunlara karşılık gelen sayılar 1 + 4 

+ 8 = 13 olduğundan, 91 sayısının 7 sayısına bölümü 13 sayısı olur. Dikkat edilirse 
burada çarpmanın tersi olan işlem uygulandı. 

Bir de 35 sayısını 8 sayısına bölelim. Bunun için 

1 8 
·,. 2 16 

4 32 ./ 
1 4 
2 
1 2 .1 
4 
1 

ıl 
8 

1 1 35 4+ -+-
4 8 

tablosunu yapalım. Burada 16 sayısının iki katı 32 yapar. 35 - 32 = 3 sayısı ortada 
yoktur. Bu nedenle 8 sayısının önce yarısı , sonra 4 sayısının yarısı 2 ve en sonda 
da bu yarı lamaya devam edilirse 1 sayısını buluruz. Böylece 35 sayıs ı nın 8 sayısına 
bölümü 

olarak bulunur. 

1 1 4+-+-4 8 

16 sayısının 3 sayısına bölümü ile ilgili tablo 

3 
2 6 
4 12 
2 
3 

2 

1 
3 
i 16 5+-
3 

./ 

.1 

/ 

biçimde düzenlenir. Buna göre i 6 sayısının 3 sayısına bölümü 5+ 1 / 3 olarak bulunur. 

Mısır matematiğinde kesirli sayıların bu biçimde parçalara ayrılması bu matematiğin 

kendi iç yapısı ve kurallarının bu şekilde çalışmasından ileri gelir. Bu nedenle bugünkü 
dil ile o dönemdeki Mısır matematil~ d11i. işaretleri ve kuralları faiklıdır. Bu nedenle 
onların bizim bugünkü gibi düşünmesi ve işlemlerini bizler gibi yapması bekıenmez. 
Onların matematiğini onlar gibi düşünmek ve onlar gibi yapmak zorunluluğu vardır. 



PJSAGOR MATEMATİÖİ 125 

Mıs ı rlı ların kesirlerinin payı bir olmas ı halinde işlemler kendi alfabesi ve kurall arı 

içinde çalışı r. Oysa 215 kesri onlara işlem yönüyie bazı güçlükler çıkarı r. n doğal bir 
sayı olmak üzere Mısırl ıların kesirleri 1/n türündedir. Diğer yandan 213, 215 ve 617 ke­
sirleri de yol\ değildir. Bunlarla da işlenıler yapmışlardır. Örneğin 6/7 kesri payı hep 
1 ve paydaları hep farklı olan biçimde 

olarak yazılır. Oysa 

6111i11 -= - +- +-+ - +- +-7 7 7 7 7 7 7 

biçimde yazılması da yanlış cieğildlr. Mısırlıların bu son biçimde yazmaya ızin ver­
mediklerini belirtelim. M ıs ırlıların eski yazıcı ları 6 sayısının 7 sayısına bölümünü 

1 7 
1 3 +.l .f 
2 2 , 1 1 ./ 4 1 + - +-

2 4 
1 i 7 
1 < 

1 
ı/ 14 2 

1 1 
./ 28 4 

1 1 1 1 
6 -+-+-+-

2 4 14 28 

biçimde yapıyorlardı. 

Mısırlı yazmanların bu biçimlerde birim kesirlerle bazı sayı ları kesirlere parçalama!~ 
için yapılmış tabloları vardı. Bu biçimde kesirlere parçalamalar bir kez yapılıyor ve 
ellerinde hazır birer tablo olarak kullanıyorlardı. Bu nedenle bu parçalamaları ve tab­
loları ezberlemek zorunda da kalmıyorlardı. Bunlara illşkin bazı tablolar Rhind Papi­
rüsü'nde görülür. 

Rhind Papirüsü'nde 
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2 1 1 
5=3+15 

2 1 i 
7=4+ 28 

2 i 1 
11=5+ 66 

2 1 1 1 
T3 = 8 + 52 + 104 

2 1 1 i 
17 = 12 + 51 + 68 

2 i 1 1 
19=12+75+114 
2 1 1 

23 =12 + 276 

2 1 1 -=-+-
25 15 75 
2 1 1 1 1 

29 = 24 + 58 + 17 4 + 232 

2 1 1 i 
3i = 20 + 124 + 1 55 

2 1 1 
35 = 30 + 42 

2 1 1 i 
37 = 24 + m + 295 

~-J_ _i_+_i_ 
41 - 24 + 246 328 
2 1 1 1 1 

43 = 42 + 86 + 129 + 301 

2 1 1 i 
4 7 = 30 + 14 i + 4 70 

2 1 1 
49 = 28 + 196 

2 1 1 
51=34 + 102 

kesirleri vardı. Rhind Papirüsü'nde 

2 1 i 1 
53 = 30 + 318 + 795 

2 1 1 
55 = 30 + 330 

2 1 1 1 
59 = 36 + 236 + 531 

2 1 1 1 1 
61 = 40 + 244 + 488 + 61 o 
2 1 1 

65 = 39 + i 95 

2 i 1 i 
67 = 40 + 355 + 536 

2 1 1 1 
71 = 40 + 568 + 710 

2 i 1 1 1 
73 = 60 + 219 + 292 + 365 

2 1 1 
77 = 44 + 308 

2 1 1 1 1 
79 = 60 + 237+ 316 + 790 

~--1 _1_+ _1_ _i_ 
83 - 60 + 332 415 + 498 

2 1 1 
85 =s-r + 255 

2 1 1 1 i 
89 = 60 + 356 + 534 + 890 

2 1 1 
91=70 + 130 

~ __ 1 _1_+ _1_ 
95 - 60 + 380 570 

2 1 -ı 1 
97 = 56 + 679 + 776 

2 1 1 1 i 
101 = 101 + 202 + 303 + 606 

biçiminde bir formül vardır. Bu formülde k = 5 olarak alınırsa 
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olur. Ayrıca 2/n için genel bir parçalama formülü vardır. O da 

biçimindedir. Bu formüle göre 

parçalamaları yazı lır. 

2 1 1 1 1 
-=- +--..-+ -
n n 2n 3n 6n 

2 1 1 i 1 
3= 3+5+9+19 
2 i 1 1 1 
5"" 5+10 +15+ 30 

2 1 1 1 1 
7=7+ 14 +21+42 

2 1 1 1 1 
9=9 ·1- 18+ 27 + 54 
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Şimdi birde kesirli sayılann çarpım ına ilişkin örnek verelim. 2 + ~ ile 1 + ~ + ~ 
sayısının çarp ımını bulmak istiyoruz. 

1 1 
1 + -.ı. -- 2 7 

sayısının 2 katı 3 + 217"' 3 + 1/4 + 1/28 olduğundan, buradaki işlemler 

./ 

./ 

olarak soııuçlandırrlır. 

1 

2 

1 
2 
1 

4 

Şimdi bıraz daha zor olan problem çözelim. Bu problem Rhind Papl rüsü'nde 33. 

problem olaraK geçer. 37 sayısını 

kesirirıe bölmek istiyoruz. Bunun için 

2 1 1 1 +-+- + -
3 2 7 
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2 

4 

8 

16 

tablosu düzenlenir. Burada 2/7 yerine 2/7 = 1/4 + i/28 yazılmıştır. Böylece elde edilen 

2 1 1 36+- + -+-
3 4 28 

sonucu 37 sayısına çok yakındır. Buradaki hata ne kadardır? Yazar burada 

2 1 1 
3 + 4+ 28 

sayısına ne kadar daha eklemeliyiz ve i sonucunu bulmalıyız diye sorar. Bugünkü 
dille eklenecek sayı x olsun. Bu halde 

2 1 1 -+-+-+X=i 
3 4 28 

yazılır. Ya da 

2 i 1 y -+-+-+-=1 
3 4 28 84 

olacak biçimde y sayısını bulmalıyız. 3, 4 ve 28 sayılarının en küçük ortak katı 84 ol­
duğundan, son denklemin her iki yanı 84 sayısı ile çarpılırsa 56 + 21 + 3 + y = 84 olur. 
Buradan y = 4 olarak bulunur. Öyleyse 

2 1 1 
3 + 4+ 28 

sayısına 4/84 eklersek toplam 1 olur. 4/84 = 1/21 olduğu açıktır. Şimdi 

2 1 1 
1+-+-..ı--3 2 . 7 
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sayısı hangi sayı ile çarpı lırsa gerekli olan 1/21 say ısını elde ederiz? Bu sayı z olsun. 
Buna güre, 

( 1 . ~ _!_ . J_) -_1 
z \. -r 3 + 2 -r 7 - 21 

yazılır ve her iki yarı 42 sayısı ile çarp ıl ırsa 97z = 2 ya da z = 2/97 olarak bulunur. 
Mıs ırlı yaıınan 2/97 say ı sın ı tablodan 

olarak alır. Bu yapılanla rın tümü birleşti rilirse 

2 1 1 1 + 3 + 2 +7 

1 1 1 
2 4+ -+--+-

3 4 28 

4 
2 1 ·ı 8+-+-+-
3 .2 14 
1 1 

8 18 + - + -
3 7 

16 2 1 1 36 + 3 + 4 + 28 .1 

1 1 1 1 
56 + 679 + 776 21 ./ 

1 1 1 16 + 56 + 679 + 776 37 

yazı lı r. Bu da, 37 say ısının 1 + 2/3 + 1/2 + 1/7 sayısına bölümünün 

o lduğunu gösterir. 

Mıs ı rlı ların kesirlere ayırmatarının çok değişik ve çal< modem yolları vardır. Sade­
ce payı 2 olan degll , payı 2 say ı sından farklı olan kesirleri de parçalara ay ırabi liyorlardı. 
örneğin 9 = ·ı + 4 . 2 o lduğundan 9/13 kesri birim kesirlere önce 

biçiminde. sonra 2/n formülünü kullanarak. tı(ç bir birı rn kesir tekrar etmeden 
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yada 

olarak parçalanır. 

Her pozitif rasyonel sayı, farklı birim kesi rlerin toplam ı biçiminde yazılabileceği 
gösterilebilir. Şu anda buna gerek yoktur. Fakat Fibonacci'nin 

1 1 1 -=-- +---
11 n+i n(n+1) 

formülü işteri daha da kolaylaştırır. Örneğin 2/19 kesri önce 

olarak yaz ılı r. 1/1 9 say ıs ı da 

biçiminde yaz ıl ırsa 2/19 kesri 

biçiminde birim kesiriere ayrılı r. 

Benzer olarak 3/5 !-<esri önce 

olarak yazı l ı r ve i /5-= i /6 + i /{5 . 6) olduğu gözönüne al ı n ırsa 
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olur. Burada 2/6 "' 1 /3 ve 2/30 = 1fi.5 gibı sadeleştirmelen ııemen yapılabilir Böylece 

1/6 ve 1/30 say ıları sırasıyla 1/7 + 1/6. 7 ve 1/30 = 1/31 + 1/30 . 31 oldukları gözö­
nüne al ınırsa sonuçta birim kesirlerin farkl ı halleri için 3/5 kesri 

olaral( yazılır. 

Şimdi m ı n olan rasyonel sayısı ile başlayalım . Önce bu sayıyı 

m = ..:!._ + (1. + . . . + l) 
n n n rı 

olaral< yazalım. i /n sayısı 

olarak yazal ım. Buradan 

rıı - 1 tane 

-'-ı· 1 
n+1 n(n+1) 

m 1 1 1 [( 1 1 ) ( 1 . 1 ) ) 
n"'n-n+1 • n(n+1)+ n ... 1- n(n+ 1) + . . + n+1 T n(n-:-1) 

m 2tane 

yazı l ı r. Buradan sonra art arda işlemlere devam ederek 

biçiminde ayırarak 

1 -- ve 
n+1 n(n + 1) 

m1 ı ·ı 1 1 . 1 n = n.,. n + 1 .,.. n(n + 1) -~ n + 2 + (n + i) (n + 2).,.. n(n + 1) + 1 

+ i + 
n(n ~ 1) [n(rı~ l) + 1J 

formülünü yazabiliriz. Bu da istenen birim kesirlerdir. 
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Verilen rasyonel kesrin birim kesirlerin toplamı biçiminde yazılması tek değildir. 

Örneğin 

2 1 1 3 1 
~=--+~- , 

n 2 n 2 n 
2 1 i 5 ; 
-== -~ +-- , 

n 3 n 3 n 

2 1 1 1 1 2 1 1 11 
- == - + - + - + - ve - = - - + - -
n n 2n 3n 6n mn m k n k 

ayırmaları ve parçalamaları yapılabilir. 

Mısır papirüslerinin içeriği sadece bunlar da deği ldir. Özellikle Rhind Papirüsü'nde 
çarpma ve bölmelere ilişkin çok problem çözümleri vardır. Diğer papirüslerin içerikleri 
de incelemeye değer türdendir. Yeri gelince onlara da yer vereceğiz . 

4. lVIISIR GEOMETRİSİ 

Herodot'a göre geometrinin başlangıcı Eski Mısır'da başlar. Bu bugüne kadar 
bi linenlerin ışığı altında doğrudur. Mısır firavunları ve kıralları o kadar piramidi yaptırmak 
için paraya gereksinimleri vardı . Bu paralar da halktan alınan vergilere dayanıyordu . 

Nil nehri yöresindeki çiftçiler bu verginin kaynağıyd ı. Nil nehri taşınca tarlaların s ınırları 
kayboluyor, ölçüm mühendisleri yeniden gelip çiftçilerin arazilerinin sınırlarım belirliyor 
ve bu arazilerin yüzölçümlerine göre vergiye bağlıyorlardı . Zaten Mısır'da geometri 
yer ve ölçüm anlamına geliyordu. Herodot İ. Ö. 460 - 455 yılları arasında Mısır'da bu­
lunmuş ve bu olayları dikkatli bir biçimde gözlemleyerek kaleme almıştır. Yaptığı göz­
lemler de gerçekten sistemli bir araştırmanın ürünüdür. Herodot'a göre Kıra! Sesostris, 
her Mısırlıya kare biçimli tarlayı veriyor, ona göre her birinden vergi alıyordu. Tarlanın 
bir kenarı sular altında kalınca ölçümcüler geliyor, geri kalan kısmı için vergiyi alıyorlardı. 
Bu yapılanlar geometride ilk adım sayılıyor. 

Mısırlıların geometride kullandığı en önemli alet ipti. Bunun dışında şakü l ve 
düzeç geliyordu. Zamanı ölçen de güneş saatiydi. Yeteri kadar uzunlukta alman ipte 
eşit aralıklarla dört tane düğüm atılınca kare biçimli bir arazi elde edilebiliyordu. On­
ların ilk matematik çalışmaları bu şekilde başlıyordu . Yunanl ı düşünür ve matematik­
çisi olan Demorcritus (İ. Ö. 460 - 370), Mısırlıların ispatsız olan ve denemeyle doğru­
lanmış bilgileri ustalıkla kullanmalarından övgüyle söz eder. 4000 yıl önce var olan 
bu geometri gerçekten övülmeye değer türdeydi. Mısır'da bu ölçümleri yapan çok iyi 
arazi ölçümcüleri ve mühendisleri vard ı. Düzlemsel olan bu şekilleri ispatsız olarak 
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özelliklerini görmek ve kullanmak oldukça ileri bir görüşün ürünüydü. Denemeyle alan­
ların ve bazı katı cisimlerin hacimlerini bulabiliyorlardı. Gözlem, deneme ve yanılma 
on ların başardıkları en önemli çalışmalarıydı . Öfçümler için kullandıkları yöntemler 
hep yaklışık değerlerdi. Formüllerinin çoğu da denemeye dayanıyordu . Yaklaşık he­
sapları bir yerde doğruydu . 

·~ l7 . j 

\ I 
l 

Mısırlı ların şakül, düzeç ve dik açı elde etme yöntemleri. 

Edfu'da i. ö. 100 yıllarında yap ılan Horus'un mezarrnın duvarındaki yaz ılar çok 
önemlidir. Çünkü bu duvardaki yazılardan birinde, kenarları a, b, c ve dolan bir tarlanın 
alan ının karşılıklı kenarlarının ortalamasının çarpımıdır biçiminde verilmiştir. Yani bu 
alan 

A = 1 ( a + c) (b + d) 
4 

formülü ile bulunacaktır. Şüphesiz bu formül doğru değildir ama, tarlanın şekli dikdört­
gene ne kadar yakınsa, alanda yap ı lan hata da o kadar az':lır. Yani, bu formül bu tar­
lanın alanını yaklaşık olarak verir. Bu formülü sadece Mısırl ılar değil gelip geçmiş her 
ulus kullanmıştır. Bugün halen Anadolu'da çiftçi ler sürülen ya da biçilen arazinin yü­
zölçümü için bu formülü kullanırlar ve paralarını ona göre hesaplarlar. Bu formülün 
3000 yıl önce Babil'de de kullanı ld ığını görüyoruz. 

Rhind Papirüsü'nde 41 ile 50 numaral arı arası ndaki problemler dikdörtgen ya 
da silindir tabanlı tohum ambarları üzerinedir. Bu problemlerin 50 numaralısı dairen.in 
alanı ile Hgihdir. 50 . Problem şu bfçimde geçer. Çapı 9 rııetre olan dairenin alanı ne 
kadardır? Rhind Papirüsü'nde bu 9 knet atarak geçiyor. Biz, özel olarak bunu metre 
o larak yazdık. 
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Çözümü şöyle yapılıyor. Çapın dokuzda birini, yani 1 metresini çıkarıyor. Geriye 
8 metre kalıyor. 8 sayısını 8 sayısı ile çarp ıyor, 64 sayısın ı buluyor. Öyleyse dairenin 
al anı 64 metre karedir diyor. 

Burada yapılan işlem kısaca şudur. d çap! ı çemberin çapının dokuzda biri atılırsa 
ve kalanın karesi alınırsa A alanı 

olur. Oysa bugün dairenin alanı olarak bildiğimiz formül , A = 7td2/4 olduğundan 

yazılırsa 

n = 4 r.§_t= 3.1605 .. . , g 

olarak bulunur. Bu da Mısırlıların d çaplı çemberinin çevresinin çapına bölümü olan 
pi sayısınm yaklaşık değeridir. Bu sayi yaklaşık olarak 

sayısıdır. 

3 _1_ 
7 

i. Ö. 1800 ile i. ö. 1600 yılları arasında eski Babil kaynaklarında çemberin çevresi­
nin uzunluğunun çapına bölümü ıt = 3 olarak kullanı lmıştır. Diğer bir deyimle, çapın 
üç katı dairenin çevresinin uzunluğunu verir. Bu çevreyi nd ile gösterelim. 1. Kırallı k 

döneminde eski bir antlaşmada İbraniler pi için 3 olan değeri kendi yazmalarında 
23 : 7 olarak almışlardır. Bu eski antlaşmada Solomon'un mezarındaki banyoda bulu­
nan bir süs çemberi vardır. Bu süsün uzunluğunun hesabında, çapın üç katı bu çem­
ber süsün uzunluğunu vermektedir denmektedir 

l. Ö. 650 yıflannda yazılmış bir ayet vardı r. Bu ayet i. Ö. 900 y ılında ölen birinin 
mezar taşından ahnmıştır. "i O santimetre çapında madenden dökme yuvarlak bir to­
puz başlık vardı r. Bu topuzun üzerine 30 santimetre uzunluğunda bir süs işiemesinin 
olduğu yazıfmıştı r. Çapın üç katı bu süsün uzunluğunu vermektedir denmektedir. 

1936 yılında Fransız kaz ı heyeti rvtezopctamya'da Susa kentinde üzerinde çiv' 
yazısı bulunan bir tablet bulmuşlardır. 1950 yı lında yayınlanan bu tablette pi say ı sı 

için Babil diliyle 3; 7, 30 yani 
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değerini aldığirıı yazar. Pi için bu değerin kullanılması en az Mrsır!ı ların kulland ı ğı dö­

nem kadar eskidtr. 

d çapl ı bir dairenin alanının A = (8d / 9)2 formülü iie bulunmasını veren doğrudan 
bir belge ya da bilgi yoktur. Bu bilgiye biz ancak Rhind Papirüsü'ndeki 48. Probmlemle 
ulaşabiliyoruz. Bu problemde bu formül için bir yol gösterme vardır. Kabaca bir kare 
çizilmiş. Dört köşesinde birer dik üçgen var. Karenin içinde demotik rakarnla yazı lmış 

9 sayısı var. 

Kare, kenarlarından üçer eşit parçalara bölünmüş ve köşelerdeki dört dik üçgen 
kesilmişti r. Bu üçgenlerin her birinin alanı 9/2 b irim karedir. Yazıcının burada yaptığı 
şey, 9 kenarlı bir kare çizmek, köşelerden üçer birim uzunluklu dil~ üçgenleri kesmek, 
böylece düzgün bir sekizgen çizerek bu sekizgenir. alan ını dairenin alan ı olarak al­
maktır. 

Gerçekten bu düzgün sekizgenin alanı yaklaş ık oiarak bu dairenin alan ını verir. 
Şekle bakı lırsa köşelerde baz ı alanlar dairenin alan ından kesilerek attlm ı ş, fakat dai­
renin dışındaki bazı alanlar da sekizgenln içine alınmıştır. 

Kabaca dairenin alanı sekizgenin af anına eşittir. Sekizgen in alanı karenin alanın­
dan dört tane 9/2 birim kare olan ikizkenar dik üçgenlerin alanlarının çıkarılmas ı yla 

bulunur. Bu da 

demektir: Bu da (8d/9)2 yazım ında d = 9 alınmas ı yla elde edilen sayıya eşittir. Yani 
63 sayısı 64 sayısma oldukça yakın bir degerdir. ,l\"" (8d / 9)2 formülünün açıklanması 
bu biçimdedir. 

Rhind Papirüsü'ndeki 52. probiem aşagıdaki şekilde verilen yamuğun alanının 
bulunmas ı y!a ilgilidir. Şeki lde verilen yamuğun alanı 
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formülle bulunmuştur. Yazarın burada, yamuğun alan ı için paralel olan alt ve üst ke­

narların topiamının yarısının egik kenarın uzunluğu ile çarpı mına mı eşit ya da yan 
kenar paralel olan kenarlara dik midir? Papirüste bu açık değildir. Bu daha sonra dü­
zeltilmiştir. Çünkü papirüsteki şekil kötü ve kaba bir biçimde çizildiği için 20 ile gösterilen 

kenarın paralel olan alt ve üst tabanlara dik olduğu veya dik kabul edilmesi gerektiği 

sonucuna varılmıştır. Buna göre yamuğun alanı için verilen yukarıdaki formül doğrudur. 
Burada eğik kenarların eşit veya tabanlara dik gibi görünmesi yanılt ıc ıdı r. Bu yanlış 

anlaşılma tümüyle şeklin kötü çizilmesinden ileri gelmektedir. Eğer yamuğu şekildeki 

gibi kabul edersek bu halde yamuğun yaklaşık alanını bulmuş oluruz. Bu da Mıs ırl ıların 

çok yaptığı brr hesaplama yöntemidir. 

20 

Mısırlı ların Moskova Papirüsü, i. Ö. 1650 yıllarında, 200 yıi önce yazılan bir papi­
rüsten kopyalanmıştır. Bu papirüs 1893 yılında V. S. Golenishchev tarafından satın 

alınmış ve daha sonra Moskova Güzel Sanatiar Müzesi'ne satılm ı ştır. 

Moskova Papirüsü'de 25 tane probiem vardır. Buradaki 14. problem önemlidir. 

Mısırlıların İ. Ö. i 850 yıllarında kare tabanlı kesit piramidin hacim formülünün bugünkü 
dille 

biçiminde olduğunu doğru olarak biliyorlardı. 

il 
h L / ........... ___ \_.... b 

4 

Bu kesik pi rarnıtte kare olan alt taban ın bir kenarı b ve kare olan üst tabanın bir 
kenarı a olarak alınmıştır. Kesik piramidin yüksekliği de h olarak verilmişti!. 14. prob­
lemdeki şekil ikiz kenar bir yamuk gibi gösterilmiş, fakat hesaplamalar kesik piramit 

üzerinde yapılmıştı r. Problemin yazılışı şöyledir. 
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Kesik piramidin lıacmi şöyle hesaplanır. Piranıidin yüksekliğı 6, kare olan alt ta­
banın bir kenarı 4 ve kare olan üst tabanın bir kenarı 2 birim olarak veriliyor. Çözümünü 
de şöyle yapıyor. 4 say ısının karesini 16 olarak al. 4 sayısının iki kat ını alarak 8 sayı­
sırı ı bul. Şimdi 2 sayısının karesini 4 olafak al Şimdi bu 16, 8 ve 4 sayılarını topla. Bu 

28 yapar. 6 sayısının uçte birini al ve 2 sayısını bul. 28 sayısının iki katını al ve 56 sa­
yısını bul. işte 56 sayısı bu koşullardaki kesik piramidin doğru olarak hesaplanan hac­
midir. 

Dikkat edtlirse a2 = 42 = 16, ab = 4 . 2 = 8, b2 = 22 = 4, a2 + ab + b2 = ·ıs + 8 + 

4 = 28 yapıyor. h/3 = 613"" 2 buluyor. Sonra l<.esik piramidin hacmin! doğru olarak 

biçiminde hesaplanı r . 

Bu çözüm özel bır hal için yapılmış, genel bir teorem değildir. Bu haliyle nefesleri 
kesen ve heyecan veren bir çözümdür. Bazı matematik tarihçı leri bu çözüm yönterrıini 

ve onların b u başarısın ı Mısır'daki büyüt~ piramiUer kadar övmüşler ve başarııarını 

kutlam ışlardır. 

Mıs ırlıların l<are tabanlı bir tam piramidin hacnıinln nası l bu lunduğunu bildil<leri 
ve bu konuda eğitimli oldukları kabul edilir. BellıJ onların düzeltilmiş böyle bir kare pi · 
ramit için hacim formülü 

V"" Jl. a2 

3 

biçimindeydi. b tabanlı ve h yükseklikli bir üçgenin alan formülünün A"" bh/2 olduğunc1 

benzer olarak, piramidin hacminin ha2 ile bir sabitin çarpımına eşit olduğunu düşünmüş­
lerdi r. Hatta önceleri piramidin hacminin taban alanı ile yüksekliğinin yarısına eşit oı­

dugunu sanmışlardır. Fakat ölçme ve denemeyle, taban alanı ile yü l<sekliğinin çarpı­

mı nın üçte birine eşit olduğunu görerek, kare tabanlı ve h yüksel~lkli bir piramidin ha­
cim formülünün 

bıçımirıde olduğunu görmüşlerdir. Oysa l<.esll< pıramitlerin hacim tormG\ü olarai< kullcı" 
nılan 
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formülü deneme ya da sezgisel yolla kolay kolay bulunamaz. Bu formülü bulmak için 
bazı geometrik analizler yapmak ya da bazı cebir bilgilerinin yapılması gerekir. Her 
iki halde de böyle bir formülün bulunması nasıl olabilir? Aynı şeyi kare tabanlı ve h 
yükseklikli piramidin V = (h/3)a2 biçimindeki hacim formülü için de söyleyebiliriz. Tüm 
bunların ötesinde Mısırlılar bu formülleri kullanarak piramitlerin hacimlerini bulmuşlardır. 
Bu da gerçekten heyecan veren ve insanların nefeslerini kesen bir şeydir. 

Büyük tarihçi Herodot'a göre İ. Ö. 2600 yıllarında 30 yılda Mısır'da Gizeh'te Khufu 
tarafından yaptırılan Büyük Gizeh Piramidinde 400.000 kişi çalıştığına, her taşın 2.5 
ton ve bunlardan 2.300.000 tane olduğu, 54 ton granitin kullanıldığı, kare tabanında 
bağıl olarak yapılan hatanın 1/14.000 ve taban dik açılarında yapılan hatanın 1/27.000 
sayısından daha küçük olduğunu düşünürsek, bu uygarlıktan bazı şeyler beklemek 
ve bazı şeyleri başardıklarını kabul etmek gerekir. 

Mısır'da yüze yakın piramit yapılmıştır. Bunların çoğu zamana karşı dayanama­
dıkları için yıkılmış ve yok olmuşlardır. Şu anda ayakta duran piramitlerin daha uzun 
yıllar ayakta kalacakları görülüyor. Bu da eski Mısırlıların mühendislik eserleridir. 

Mısır piramitleri için uydurulan akıl almaz öykülerinin hiç biri doğru değildir. Ölç­
melerle bu uydurmaların doğru olmadığı gösterilmiştir. Akıl almaz diye söylenen me­
kanik işlemlerin de sihirli hiç bir yanı görülmemiştir. Yapımların tümü mekanik ve mü­
hendislik hesaplamalarıdır. İnsan üstü hiç bir masal burada kullanılmamıştır. Her şey 
bilimseldir. 

Olağanüstü söylentilerden birisi, Gizeh piramidinin taban çevresinin yarısının 
piramidin yüksekliğine bölümünün tam pi sayısına eşit olduğu söylentisidir. Yapılan 
ölçümlerle bu 

2(755.78) = 3 14123 
481 .2 . . .. 

olarak bulunmuştur. Gerçek pi sayısı n = 3.14 i 5926 ... irrasyonel sayısıdır. Aralarında 
fark yalnız 0.00036 ... kadardır. Bu sayıların birbirine yakın olması sadece bir rastlantıdır 
ya da bazılarının söylediği gibi yapımın planını çizen matematikçi mühendisin pi sayısı 
hakkında bir bilgisi vardı. Bir piramidin yarı çevresinin yüksekliğine bölümünün pi sa­
yısına eşit olduğunu veren hiç bir matematiksel bağıntı yoktur. Bunun böyle olmadığını 
basit bazı sayısal değerlerle hemen görebilirsiniz. Yarı çevresi 20 ve yüksekliği 2 olan 
bir kare piramit için 20/2 = i O olur ve pi sayısına eşit değildir. 

Mısırlı papazların Herodot'u kullanarak uydurdukları bir yalan daha vardır. Gizeh' 
teki Büyük Piramid'in yanal üçgenlerinin birer eşkenar olduğu yönündedir. Ölçmelerle 
böyle olmadığı görülmüştür. İkinci uydurma daha da ciddi bir matematik problemidir. 
Bir kere Büyük Piramit yapım nedeniyle tam kare tabanlı ve yanal ayrıtları birbirine 
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eşit oları ıkiz kenar Jçgenıer değildir. Papa;:.ların söyledigi ikinci bir önerme, bu pıra 

mitteki yanal yüzlerin her birinin alanı, bu pirarııidin yOksekligine eşit kenarl ı bir karenı·1 

alanına eşitt ır. Bu pi ramit için Herodot güya böyle söyı erniştir. 

Şekitdel<i gibi piramidin kare oıan tabarnnı n uzunlugunu 2b V& ya"ıal üçgenin 
yüksekliğini de a olarak alalım . h de kare piramidin yüksekl iği o isun. Bir an bu pirarııit 
için Herodot'un bağıntısı 

olarak verilsin. Pisagor bağınt ısına göre a hipotenüslO, b uzunlukiu ve h yüksekli dil; 

üçgen için h2 + b2 = a2 ya da h2 = a2 - b2 olur. Önce t1er kare piramii içın Herorlol'a 
mal edilen oagımı dogru degildir. Çünkü a "' 5. b = 4 ile :ı = 3 ·çin h2 = ab olan Herodot 
bağıntısı saglannıamaktadı r. Bu Büyük Piramıt tçın h~ = ab olsun . Pisagor'a göre 
a2 - b2 = h" ve Herodot'a göre tı2 = ab olduğundan a2 - b2 = ab olur. Bu eşitliğın her 
iki yanı a2 değerine bölünürse 

ya da buna eşdeğer olarak 

yazılı r. b/a = x denirse x2 + x = 1 biçiminde ikinci derece denklemi yazılı r. Su ikinci 
derece Clenklerninın pozitif kökü 

x = ~(-v'5 -i ) 

sayısıdır Bu da 

: = ~ NS - IJ = 0.6' 80339 ... 

sayısına eşittır. Bu sayı da matematikte ve mırnarlıkta altın orana l<ar9ı l ık gelmektedir. 
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Bu da göze hoş görünen bir orandır. Matematikte ve uygulamalarda altın oranlar çok 
kez ispatlanmıştır. Yani, Büyük Gizeh Piramidinin yapımında altın oran vardır ve bu 
nedenle tıem heybetli hem de güzel görünür. 

Şimdi burada şu soru sorulabilir. Piramit yapımcıları nası l oluyor da altın oranlara 
ulaşıyorlardı? Gerçekten amaçları bu muydu? Bu soru yanıtsız kalıyor. Leonardo da 
Vinci'nin çizimlerinde ve resimlerinde hep altın oranların olduğu görülmüştür. Kendisine 
altın oranlan nasıl kullandığı sorulmuş . Bunları kendisinin de bilmediğini , çizim ve re­
simlerinin güzel görünmesini içimden istediğim için olsa gerek yanıtın ı vermiştir: Doğa­
da güzel görünen her şeyde bir altın oran vardır. Gizeh Büyük Piramidini yapan mü­
hendis matematikçilerinin içinde belki altın oran vard ı. Bunu bilemiyoruz. Her piramitte 
altın aranın gerekmediği açıktır. 

Büyük piramitte gerçek ölçümler yapıfrnış ve yanal üçgenlerin a yüksekliği 

a = v h2 + b2 = /(481 . 2)2 + (377. 89)2 = 6i1.ss 

olarak bulunmuştur. Buradan gerçek b/a = 0.61762 ... olduğunu görmüşlerdir. Bu iki 
oran arasındaki fark da 0.0004139 kadar ve oldukça küçüktür. 

Gizeh'teki Büyük Piranıit'in yapımında kuramsal olarak altın oranların kullanıldığını 
amatör bir matematikçi olan John Taylar otuz yıl çal ışmaları ve ölçmeleri sonucunda 
ortaya çıkarmıştır. Onun bu çalrşmalan 1859 yılında yayınlanmıştır. Büyük Piramit, 
Niçin Yapıldı ve Kim Yaptı? isimliydi . 

Taylar otuz yıl içinde, kendisinden önce gelen ve ölçümleri alan tüm ziyaretçilerin 
ölçümlerini topladı. Bu ölçümieri değerlendirdi. Bu koşu llara uyan piramit modelleri 
yaptı . Herodot, bu piramidin 800 fitlik bir kare üzerine kurulu ve yüksekliğinin de 800 
fit olduğunu söylüyordu. Ölçüler bu söylenenlerden farklıydı. 

Bu Büyük Gizeh Piramidi üzerine bir altın orandan daha söz edilir. Güya bu altın 
oran, taban alanının toplam yanal alana bölümüne veya toplam yanal alanın, bu top­
lam yanal alan ile taban alanının toplamına bölümüne eşittir. Burada bir kere taban 

alan ı (2b)2 = 4b2 ve dört tane yanal üçgenlerin alanları toplamı 4(2ba)/2 = 4ab olur. 
Bu söylentiyi yazarsak 

4b2 4ab 
4ab -= 4ab + 4b2 

ya da buna eşdeğer olarak 

olur. Önceki hesaplamalarda olduğu gibi a = 61 1.85 ve b = 377.89 deger!eri için 
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_a_"' 611.85 == 0.61819 ... 
a + b 989.74 
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oranı bulunur. Oysa daha önce b/a = 0.61762 ... biçimindeydi. Dikkat edilirse bia ve 
a/(a+b) oranları yaklaşık olarak aynı altın orandır. Bu sonuç bir rastlantı mıdır yoksa 
üzerinde düşünülmeden söylenmiş bir kurgu mudur? Bu da belli değil. 

Pi ramitlerin çoğu İ. Ö. 2000 ile i. Ö. 1750 yılları arasında yapıldı. Piramit yapımcı­
larının fazla bir geometri bilgileri yoktu. Bu dönemlere ilişkin fazla matematik bilgiieri 
de bizlere ulaşamamıştır. Farklı zamanlarda yazılan ancak iki papirüs bize ulaşabilmişiir. 

Bu papirüsler incelendiğinde, Mısırl ıların ispatlı bir geometrisi yoktur. Geometride bil­
dikleri sezgisel ve denemeye dayalı kurallardır. Kuramsal matematikleri yoktur. Buna 
bağlı olaral< genel işlem kurallarına rastlanılmaz. Hesapiamaları vardır. Bazen problem 
çözümlerinde yaklaşık ve pratik hesaplamalar ve ölçümler yaparlar. 

5. BABİL MATEMATİGİ 

Matematikte bildiklerimizin çoğu Mezopotamya'da gelişmiştir. Bunu geliştirenlerin 
başında Sümerler ve daha sonra Akadlar gelir. Bu iki ulusu diğer uluslar izler. Mezopo­
tamya'da gelişen matematik Dicle ve Fı rat nehirlerinin arasında olduğu için tüm halk­
ların merkezi Babil olmuş, buna bağlı olarak da bu matematik gene! olarak Babil ma-
1ematiği olarak söylenmektedir. Babil matematiği İ. ö. 3500 yıllarından başlay ıp tam 
3000 yıl hüküm sürmüştür. Bu nedenle bu matematikte neler yapıldığını incelemede 
yarar vard ır. 

Babil matematiğinin tabletlerinin çoğu British Müzesi, Louvre, Yale, Columbia ve 
Pennsylvania Üniversitesi'nde saklanmaktadır. Matematik içerikli tabletlerin çoğu Otta 
Neugebauer tarafından 1930 yılında çözülmüş, okunmuş, yorumlanmış, bugün anla­
yabileceğimiz dile çevrilmiş ve üzerinde yorumlar yapılmıştır. Özellikle i. Ö. 1800 ile 
İ.Ö . i 600 yılları arasında kil tabletlere yazılan matematikler çok önemlidir. 

Zaman1mızdan 3800 yıl önce Mezopatamya'da larsa kentinde bir okulda a2 + 
b2 = c2 denklemini sağlayan (a,b,c) tamsayılı üçlülerinin bulunması öğretiliyordu. Bun­
lardan denemeyle on beş tanesi bulunmuştu . Daha bazı üçlülerih bulunması için öğ ­

rencilerine ödevler veriyordu. Bulunan bu üçlüler t1emen tabletlere yazılıyor ve fırınla­
nıyordu . Bu biçimde üçlüleri bulan öğretmen diğer meslektaşlarının yanında ayrıcalıklı 

bir yeri vardı. Her türlü övgünün üzerinde bir yer edinmişti. Fakat bu üçlüleri nası ! 

e!de ettiginin yöntemini tabletlere kazımamrştı. Bu nedenle onun bu yöntemi bizlere 
kadar gelemedi. Diğer matematik öğretmenleri de bu !~onuda bir tablet bırakmadılar. 
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En eski uygarlıktan birisi i. Ö. 3500 yıllarında Mezopotamya'da Dicle ve Fırat 
nehirleri arasında kuruldu. ilk yazı Sümerler tarafından icat edildi. Uygarlık yazıları 
çivi yazılarıyla kaleme alındı. Çok sayıda sivil yasalar, matematik, astronomi, tıp, fen, 
savaşlar ve anlaşmalar bu çivi yazısıyla yazıldı. Savaşlar, depremler, doğa olayları, 
salgın hastalıklar ve zaman bu uygarlığı toprak altına itti. 

Tümüyle toprak altında kalan binlerce çivi yazı tabletleri son 150 yıl içinde yapılan 
kazılarla gün ışığına çıkarıldı. Hint Ordusu'nda asker olan İngiliz Henry Creswicke 
Rawlinson (181 O - 1895), İran' da Behistun kentindeki anıtlarda, mezarlarda ve taşlar 
üzerinde yazılı olan çivi yazısı dikkatini çekti. i 835 yılında İran'da Şah'ın ordusunda 
görev aldı. Dilleri öğrendi ve çivi yazısını okudu. Behistun'dan Babil'e giden İpek Yolu 
üzerinde 150 fit eninde ve 100 fit yüksekliğindeki kutsal taştaki yazıları çözdü ve oku­
du. Böylece, i. Ö. 516 yılında yazılan çivi yazısı okundu ve 3000 yıllık olan Mezopotamya 
uygarlığından insanlığın haberi oldu. Behistun Kayası, Mısırdaki Rosetta Taşına ben­
zemese de buna bazıları Behistun Kayası yerine Mezopotamya Rossetta Taşı ismini 
vermişlerdir. 

Çivi yazısının okunması ve yapılan kazılar sonucunda en az 400.000 tablet orta­
ya çıkarılmıştır. Bunlardan 400 kadarı tam ya da kırık parçalar halinde matematik 
içeriklidir. Matematik tabletlerinin tümü okunmuş, çözülmüş ve bugünkü dile çevrilmiştir. 
Yerine göre açıklamalar da yapılmıştır. Behistun Taşında eski İran, Elam ve Akat dil­
lerinde yazılan aynı metin 150 x 100 fit karelik bir yüzeye yazılmıştı. Kayadaki yazı 
400 fit daha yukarıda ve kayanın yüksekliği de yerden 1700 fit kadardı. Bu nedenle 
yanına varılması ve okunması oldukça güçlükler çıkardı. Kayanın altına taşlar yığıldı, 
uzun uzun merdivenler yapıldı ve sonunda 4 i 4 satır olan Pers diliyle yazılmış kısmının 
kopyası i 837 yılında alındı. Grotefend ondan 35 yıl önce bu taştaki yazı üzerinde ça­
lışmış, ancak ilk iki paragrafını çevirebilmişti. Rawlinson'ın amacı bu yazının tümünü 
çevirmekti. Fakat 1839 yılında İngiltere ile Afganistan arasında savaş çıkınca Rawlinson 
Afganistan'a savaşa gitti. 1843 yılında geri Bağdat'a geldi. İngiliz heyeti kopyalama 
işine devam ediyordu. Rawlinson, Pers dilinde yazılan metin ile Elam dilinde yazılan 
263 satırı çevirdi ve i 846 yılında yayınladı. Metnin tümü 1850 yılında tamamen çözül­
dü. Metin i. ö. 516 yılında Pers Kıralı 1. Darius tarafından yazdırılmış ve onun askeri 
başarılarını öven bir yazıdır. 

Behistun Taşındaki yazılar çözülüp okunduktan çok sonraları matematik tablet­
leri bulunmuş ve okunmuştur. Yorumlar ve açıklamalar 1930 yıllarından sonra başla­
mıştır. 

Babillilerin matematikleri altmış tabanına göre yazılmıştı. Eski Yunanlılar bu alt­
mış tabanını Mezopotamya'dan almışlar ve kullanmışlardı. Çivi yazısının şeklinden 
dolayı rakamlar dikdörtgen blokluydu. Tabletlerin büyük çoğunluğu Hammurrabi (İ. Ö. 
2100) dönemine aittir. Daha sonraki tabletlerin büyük bir çoğunluğu da İ. Ö. 1000 ile 
i. Ö. 300 yılları arasına aittir. İ. Ö. 300 yılları Seleucid dönemidir. 
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Burada daha çok Eski Sabil!ilerin matematik tabletleri önemfidir. Bu tabletier 
Hammurrabi dönemine rastlar . .A.slmda Babildeki matematik biiinenin ötesinde de bir 

matematiktir. Sayıları çivi yazıs ıyla 1, 2, ... , 59 şeklinde yazı l ıyor ve okunuyordu. Çivi 
yaz ısıyla 3 25 4 gösterimi 3.602 + 25.60 + 4 = i2.304 anlamındaydı. 

Babilli\erin altmış tabanlı iki tableti Dicle nehri kıy ı sında Senkerah'da 1854 yılında 
İn giliz jeoloğu W. K. Loftus tarafından yap ı lan kazıda bulunmuştur. Bu tabletler Ham­
murabi (i. ö. 2000) dönemine aittir. Bu tabletler birden otuz ikiye kadar olan say ı ların 
karelerini veren tablodur. Tabloda 72 gösterimi 49, 82 = 1 4, 92 = 1 21 , ... , 322 = i 7 4 
olarak liste l enmiştir. Burada örneğin 58 1 = 58.60 + 1 ""3481 = 592 demektir. 

Babil matematiği de Mısır matematiği gibi konumlu değildi. Yani, bu ülkelerin ma­
tematiklerinde rakamlar bulundukları yerlere göre basamak değerini alm ıyordu. Ancak 

rakamların yazılışında büyüklük ya da küçüklüğe göre değerler alı~rordu . Bu yaz ım 

şekil lerinde bunları belirlemek oldukça güçtü. Ama onlar bu biçimde eğitildikleri için 
başka çıkar yolları yoktu. 

Babif!i lerin çivi yazı ları n ın rakamlan arasında virgül ya da noktal ı virgül yoktur. 
Bu matematiği yorumlayanlar daha iyl anlaşılması için bu l~olaylığı getirmişlerd i r. Örne­
ğin 2,3 = 2.60 + 3 = '123 ve 2,24 = 2.60 + 24 = 144 demektir. 2 24 yazımı çivi yazısıyla 
2 24 = 2.602 + 24.60 = 8640 an lam ına gelmesi de mümkündüt. 

Babilli lerin bir tableti dairenin alanı n ın bulunmas ı yja llgilidır. Pi say ı sını 3 alarak, 
dairenin alanı aynı dairenin çevresinin on ikide birine eşit olduğunu söylemışlerdir. 

1936 yı l ında yapflan bir kazıda ç ı karılan bir tablet vardı r. Bu tablette dairenin alanını 

daha duyarlı he-saplamak için i/12 ile 24125 sayısıyla daha çarpmak gerektiğini söyler. 
Bu halde pi sayısı 25/8 yöre-sindedir. 

Yüksekliği h, alt taban uzunluğu b ve üst taban uzunluğu a olan karesel bir pira­
midin hacim formülü Babilli lerde 

biçimindedir. Bu formül yap ılacak ufak bir düzenlemeyle Mısırlıfann Moskova Papirü­
sü'ndeki hacim formülüyle aynı olur. 

Yüksekliği h, alt taban yarıçapı R ve Ost taban yarıçapı r olan l<esik koninin ha­
cim formü lü, Babilli lerin önceki kaynaklarında ya nlış olarak 

olarak geçer. Oysa bu hacmin düzeltilmiş formülü 
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V = 1nh(R2 +Rr+ r2) 
3 

. biçimindedir. Eğer h = 6, R = 4 ve r == 2 olarak alırsanız, birinci yanl ış olan formülden 
\f = ·ı 80 ve ikinci doğru olan formülden V = 175.84 olarak bulursunuz. 

İskenderiyeli Heron (75) , kesik koninin hacim formülünü 

V = J.. 1t(r + R)2 

4 

biçiminde vermişti r. Eğer h = 6, R = 4 ve r = 2 olarak alınırsa bu halde V hacmi 
n"" 22/7 için V = i 69. 71 olarak bulursunuz. 

Bir sayının altmış tabanına göre devriğinin açılımı sonlu ise bu sayıya altmış ta­
banına göre düzgündür ya da kısaca düzgündür denir. Vale tableti hariç tüm Babil 
tabletleri düzgün sayılardır. i. ö. 300 yılları nda yazılan Louvre tableti altmış tabanına 
göre yedi basamaklı düzgün sayılan kapsar. Bunun devriği de on yedi basamaklıdır. 

a, b ve c negatif olmayan sayılar olsun. Bir n sayısının düzgün olması için gerekli 
ve yeterli koşulun n = 28 3b 5c biçiminde olmasıdır. Bu teoreme göre i /2, 1 /3, 1 /5 
ve i /3600 sayılarını altmış tabanına göre sonlu tane açılımını yazını z. 

Berlin, Yale ve Louvre müzelerinde bulunan bazı Babil tabletlerinde bileşik faiz 
problemleri vardır. İstanbul tabletinde a == 9. 16, 100 ve 225 olduğunda n = 1, 2, 3, 
... , 9 için an sayısı için bir tablo düzenlenmiştir. Bu tabloya göre ax = b biçimindeki 
üstel denklem çözülebilir. İ . Ö. 1700 yıllarında yazılmış Louvre tabletinde bileşik faizle 
ilgili bir problem ve bu problemin çözümü vardır. Bir miktar para yüzde yirmiden y ıllık 

bileşik faize veriliyor. Kaç yıl sonra bu para kendisinin iki katı olur? 

Cebirsel geometri için İ. Ö. 1800 yıllarında yazılan ve Strassburg tableti olarak 
bilinen tablette ilginç bir problem çözülmüştür. Bir A alanı, toplamı 1000 olan iki kare­
den oluşmuştur. Karelerden birinin kenarı , diğer karenin bir kenarının uzunluğunun 
2/3 kadarından 1 O daha küçüktür. Bu halde karelerin kenarlarının uzunluğu bu Babil 
tabfetinde çözülmektedir. 

i. Ö. 300 yıllarında yazılan Louvre tabletinde, bir birim alanlı ve yarı çevresi top­
lam ı verilen dikdörtgenle ilgili dört problem vardır. Bu problemler kısaca, kenarl arı x 
ve y, yan çevresi uzunluğu a olsun. Buna göre xy = 1 ve x + y = a olan x ve y değerleri, 
y değeri çekilerek x değişkenine bağlı olan ikinci derece denklemi çözülmektedir. Bu 
problemin çözümü matematik tarihi yönünden çak önemridir. x ile y değerleri Louvre 
yöntemiyle bulunur. Bu tür probıem!erin çözümleri Euclides'in (İ. ö. 300) ikinci kitabında 
5. Önerme olarak çözülmüştür. 
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Babil matematiğinin çok ilginç yanlarından biri de, sayıların belli kurallarla tablo­

larını yapmaları ve bu tabloların yardımıyla bazı denklemleri çözmeleridir. Örneğin, 
n = 1, 2, 3, 4, ... , 30 sayıları için n3 + n2 toplamının yapıldığı bir Babil tableti vardır. 
Babilliler bu tabletteki değerleri kullanarak x3 + 2x2 - 3136 =O biçimindeki kübik denk­
lemi çözüyorlardı. İ. Ö. 1800 yıllarında yazılan bir Babil tabletinde xyz + xy = 7/6, y 

= 2x/3 ve z = 12x biçimindeki denklem sistemi yukarıdaki yöntemle çözülüyordu. 
Otto Neugebauer (1899-1990), Babillilerin genel üçüncü derece denklemlerini normal 
şekil denen n3 + n2 = c biçimine getirebildiklerine inanmaktadır. Fakat bu şekle nasıl 
soktuklarına ilişkin bir tablet yoktur. Böyle bir indirgeme olabilir mi? Yine Babil tablet­
lerinde çok sayıda farklı n değerleri için 

olduğunu çok iyi bilmiş olmaları gerektiğini özellikle söylemektedir. Bu sözleriyle kendi 
inancını söylemektedir. Böyle bir tablete rastlanılmamıştır. Ancak özel bazı deneme 
sayıları vardır. 

-a2 < h < a2 olduğunda (a2 + h) 112 açılımı yakınsaktır. Babilliler O< h < a2 halinde 

(a2 + h) 112 "' a + h/2a 

formülünü kullanarak, V2, v'3, /5, .. ~gibi sayıların yaklaşık değerlerini bulabiliyorlardı. 

Eski Babillilerin ikinci derece denklemleri çözdüğü kesindir. Bu konuda İ. Ö. 2000 
yıllarında yazıimış ve çözülmüş çok sayıda ikinci derece denklemleriyle çözülebilen 
tabletleri bulunmuştur. Bunlardan birisi şöyledir. 

Bir karenin alanına bu karenin bir kenarının 2/3 kadarını eklediğimde bunların 

toplamı 0;35 olmaktadır. Karenin bir kenarının uzunluğu nedir? 

Bunu bugünkü dille 

x2 ~ x = ~ 
+ 3 60 

biçiminde yazarız. 

Probiemin çözümü sözlü komutlarıyla tablette aynen şöyledir. 

x sayısını 1 al. Bu 1 sayısının üçte ikisi 0;40 yapar. Bunun yarısı 0;20 ve 0;20 
ile çarparsan 0;6, 40 sayısını bulursun. Bunu 0;35 sayısına ekle. Sonuç 0;41,40 olur. 
Bunun karekökünü alırsan 0;50 olur. 0;50 sayısından 0;20 sayısını çıkarırsan 0;30 
sayısını bulursun. Bu da verilen karenin bir kenarıdır. 
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Bu işlemin modern dille ve altmış tabanıyla yazım ı 

x = j (0;4oy + 0 ;35 _ o;40 
'/ ı 2 / 2 

= J 0;6,40 + 0;35 - 0;20 

= v o;41,4o - 0;20 

= 0;50 - 0;20 = 0;30 

biçımdedfr . Yani, Babilliler x2 + ab = b biçimindeki ikinci derece denklemini 

formülü ile çözüyorlard ı. Babillilerin bu biçimde ikinci derece denkleminin çözümünü 
veren böyle bir formülleri yoktu ama yukarı daki problemin çözümünde olduğu gibi 
sözlü komutlarla bu formülü yazmadan kullanıyorlardı. Hatta en genel haller de bile 
ikinci derece denkl errıl pratik ve sağlıklı bir biçimde sonuçland ı rabiliyo rlardı. 

Babillilerin en önemli problemlerinden birisi yarı çevresinin uzunlugu ve alanı 
veriJen bir dikdörtgenin boyutlarını bulma şeklindeydi. Problemin çözümü sonunda 
ikinci derece denkleminin çözümüne varır. Eski insanlar yarı çevresinin uzunlugu veri ­
len dikdörtgenlerin aJan laMın aynı olacağı düşüncesindeydiler. Fakat yanıldı klarını 

daha sonra anlayacaklardı. 

Babilli!erin en önemlı problemlerinden birisi yançevresi ıc + y = a ve alanı xy = b 
olan dikdörtgenin boyutıannı bulma şeklindeydi. Çözümü nası l yaptıklarına ilişkin bir 
tablet yoktur. FormülG nasıl bulduklarını gösteren bir yönteme de rastlanılamam ı ştır. 

Sözlü olarak verilen çözüm komutl arı bu formülü kullandıklarını gösteriyor. Babi ll iler 
çok iyi tablolar yapıyor ve bunl arı becerikli bir biçimde ku llan ıyorl ardı . Belki de bu tur 
problemi çözmek için daha önce hazırladıkları tablolardan yararlanıyorlard ı. Yani, ya~ 
rıçevresi sabit olan x ve y değerleri için tablolar ve bu değerler için de alanlar oluşturu· 
yorlardı. Gerçekten yaptıkları x-;. y = a = 20 için 

x = ~ + z 
2 

a 
ve y =- - z 

2 

olarak alınabilir. z degerine o ile 9 arasında sayılar veri lirse 

x =~+ z 
2 

r a\" 
' - \- b 
\ 2 ; 
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Z =Ü 10 ·ıo iOO o 
z = 1 ii 9 98 12 

Z=2 12 8 96 22 
Z=3 13 7 91 32 
Z=4 14 6 84 42 
Z=5 15 5 75 52 
Z=6 16 4 64 52 
Z=7 17 3 51 72 
Z=8 18 2 36 g2 

Z=9 19 ;g 92 

tablosu yapılır. Babilliler bu tabloda z değeri büyüdükçe alanın küçüldüğünü ve (a/2)2 

- b değerinin z2 değerine eşit olduğunu gördüler. Öyleyse 

bağı ntısı yazılır. Buradan 

Z=~ 
sonucuna vardılar. Öyleyse bilinmeyenler 

x = ~ + J(%)2-b ve y = % -J ( ~ )2-b 

formülleriyle bulunabilir. 

Babilliler çok iyi tablo yapımcıları oldukları için, bu tablodan sonra formülü bulmayı 
becerdiler. Burada dikkat edilirse ne bir kurgu ne de tümdengelim yöntemi vard ı r . 

Kullanılan yöntem sadece deneme ve say ısal uygulamalardır. x + y = a biçiminde 
verildiğinde x büyüdükçe y değerinin küçüldüğünü ya da işlerin y için tersine döndüğünü 
daha sonraki Babilliler gördüler. Dikkat edilirse her halde 

a a 
x = - + z ve y = - - z 

2 2 

sayı larının toplamı a sabit sayısıdır. Bu değerler xy = b denkleminde yerlerine yazı lırsa 

yada 

.. 
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yazılır. Buradan 

ya da 

z2 = {~\2 - b 
\2) 

olur. Dikkat edilirse burada negatif kök çözüme dahil edilmemiştir. Çünkü dikdörtgenin 
kenarları negatif sayı oJamaz. Negatif köklerin işleme sokulmas ı çok sonraları modern 
zamanımız matematiğinde kullanılmıştı r. Bilinen z değerleri için x ve y değerleri sıras ı yla 

( \ 2 

(~) -b 2, 

formülleriyle bulunur. 

Yale Babil koleksiyonunda yukarıdaki yöntemie ilgili özel rakamlı bir tablet vardır. 

Oda 

13 x+y =-
2 

ve 
1 ı::; 

xy =---=-
2 

denklem sisteminin çözümüyle ilgilidir. Çözüm için x ve y değerleri Babil yöntemiyle 
13/4 sayısı gözönüne alınırsa 

ve 

yazılır. Çünkü bu hal ilk denklemi 

13 
Y=--Z 

4 

biçiminde sağlar. İkinci olarak xy = i5/2 olduğundan x ve y sayılarının değerleri sağla­
nır ve 
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169 2 15 --z =-
16 2 

z2 _ 169 15 _ 49 _T6_2_T6 

olur. Buradan z değeri z = 714 gelir. Böylece z = 714 değeri için x ve y değerleri sırasıyla 

13 7 X=-+-=5 
4 4 

olarak bulunurlar. 

Babillilerin bu yöntemi x - y = a ve xy = b denklem çiftinin çözümü için de uygu­
lanabilir. Bunun için x = z + a/2 ve y = z - a/2 diyelim. Yukarıdaki işlemler benzer ola­
rak tekrarlanırsa x ve y değerleri sırasıyla 

olarak bulunurlar. Böylece, normal hal dediğimiz x ± y = a ve xy = b denklem çifti için 
çözüm yöntemi bulunmuş olunur. 

Bu normal halleri kullanarak daha karışık probmlemleri de çözebiliriz. Bu hali 
içeren sayısal bir Babil tableti vardır. 

Adı geçen tablette, 

x + y = 35 ve x + y + xy = 14 
6 

biçiminde verilen denklem sisteminin çözümünde x = 7/2 ve y = 713 olarak verilmektedir. 
Çözümünün kolay olduğunu düşündüklerinden olacak çözüm yöntemini vermemişlerdir. 
Burada yaptıkları çözümün 

35 49 
xy = x + y + xy- (x + y) = 14 - 6 = Ef 

biçiminde yazılarak yapıldığını sanıyoruz. Bu hale göre denklem sistemi 
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35 
X+Y=-

6 
ve xy = 49 

6 

biçiminde normal hale döner. Buna göre x ve y değerleri sırasıyla 

35 7 7 
X=-+-= -

12 12 2 

olarak bulunurlar. 

Bir Babil tabletinde xy = b biçiminde çarpım sabit, x ve y değerlerinin değişik bir 
hali vardır. Bu tablette 

xy = 600 ve (x + y)2 + 120 (x - y) = 3700 

olan denklem sisteminin çözümü yapılmaktadır. Burada (x + y)2 = (x -y)2 + 4xy oldu­
ğu kullanılırsa, ikinci denklem 

(x - y)2 + 120 (x - y) = 1300 

olarak yazı lır. Bu da x - y cinsinden ikinci derece bir denklemdir. İkinci derece denkle­
minin çözüm formülü x - y değeri için çözülürse 

Jr120 '
2 

120 x - y = _ ı + 1300 - - = J4900 - 60 = 10 - so = 10 
\ 2 / 2 

yazılır. Böylece denklem çiftimiz x - y = 1 O ve xy = 600 olan normal şekline girer. Bu­
radan x = z + 5 ve y = z - 5 denir ve yukarıdaki yöntem uygulanırsa, x = 30 ve y == 20 
olarak bulunur. 

Babilliler x2 + ax = b ve x2 == ax + b biçimlerindeki ikinci derece denklemlerinin 
çözümlerinin sırasıyla 

biçimlerinde olduklarını biliyorlardı. Bu denklemler için çok sayıda sayısal örnekler 
çözmüşlerdi. Babrl matematiğinde negatif kökler her zaman atılmış ve alınmamıştır. 

Bu düşünce yüzyıllar boyunca hep böyle sürüp gitmiştir. Negatif sayıların kök. olarak 
alınması Babiflilerden tam 2500 yıl sonra Avrupa'da Michael Stifel (1486 - 1567) tara­
fından yapılm ıştır. Negatif sayıların kök olarak alınması Yunanlılar, Hintliler ve İslam 
matematikçileri tarafından da kabul edilmemiştir. Çünkü onlar denklemleri doğru par­
çaları veya alanları kullanarak buluyorlardı. Uzunluklar da negatif olamayacakları için 
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böyle bir soyutlamaya gidememişlerdir. Bu olay ancak Avrupa cebirci leti tarafından 
matematiğe sokulmuştur. 

Babilliler x2 + b : ax türündeki ikinci derece denklemlnin çözümünü de x + y ; 
a ve xy "' b denklem sisterninın akıll ıca ve ustalıkla ku!lanmaları sonucu çözmüşlerdir. 

Babillilerde x2 ~ b = ax denkleminin 

a /ı a )2 
ve x ; - - \ ı { - - b 

2 1\2 . 

biçimlerinde iki tane farklı çözümünün oldugunu göstermişlerdir. Babilliter bu köklerden 
birisınin dığenni içıne aldığı şeklinde bir hataya düşmıJşlerdir ama bu biçimde çözmeıerr 

de yine bir başarıdı r. 

Yale Üniversitesi'nde bulunan bir tablette buna benzer 200 kadar problem vardır. 
Bu problemlerin çözümleri verilmemişti r. Sadece sistematik olarak sınıflandırılm ı ştır. 

Bu tabletlerin anca!~ bu kadan korunabilmişti r. Aslında bu tabletlerden bın!erce olduğu 
ve orijinal bir seri oluşturdukları söyleniyor. 

Bu problemlerden birisi çok ilginçtir ve birinin lk1noi yanında negatif bir sayı var­
dır. O da 

xy = 600 ve ~ (x + y)2 - 60(x - y) "" -100 

biçiminde bir denklem sistemidir. 

Babil matematiğinde cebirsel bir karakteri olan bir problem dalıa vardır. Bu da 
dikdörtgen biçimli bir tarafı kırık tohtanın bilinmeyen boyutunu bulmak biçırnindedi r. 

Problem şöyle geçer. Bir tahta kalas var. Bu onun boyutu olmadığını biliyorum. Çünkü 
bir tarafı kırık. Bilinmeyen tarafından kınlan parça 1 /12 birimdir. Kalan çubuğun ancak 
altmış katı başlangıçtaki değerine eşıt olabileceğini gördüm. Kırılan K ısmı. tamir ett: ­
gimde genişliğin önceki uzun kenarın 30 katı o!auğunu gördüm. Bu son biçimdeki 
alan 375 biilm olduguna göre kalasın uzunluğu ne kadardır? 

Kalasın uzunluguna x diyelim. Geriye x-1 /12 kadar uzunluk kalır Buna göre 
baştangıçtakı uzunluk kısalmış lıalinin 60 katı olduğundan , kalasın boyu 60(x -1 /12) 

olur. Genişlik de 30.x olduğundan, kalasın alanı 

. \ 
SOx 60/ x __ ı ; = 375 

. 12,' 

olur. Bu da 1 800ıl = i 50x + 375 bıçimı:ıde ikıncı derece denklemiFıe dönüsür. Bu derık­
lemrn her i!<ı tarafı 1800 ile Çdrpılırsa 
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(1800 x)2 = 150 (1800x) + 1800 . 375 

yazılır. Bu da 1800x cinsinden ikinci derece bir denkleme dönüşür. y = 1800x denirse 

son denklem y2 :: i SOy + 1800.375 şeklini al ı r. Bu da daha önce verilen y2 =ay+ b 
biçimindedir. Bu denklemin y cinsinden çözüm formülü 

Y= ·J(~Y +b+~ 
biçimindeydi. Bu hale formül uygulanırsa y değeri 

y = ıf 752 + (1800) (375) + 75 =: 825 + 75 = 900 

olarak bulunur. x değeri de buradan x = i /2 gelir. 

Yale'de bulunan bir Babil tabletindeki problemin birisi ağırlığı bilınmeyen bir taş ın 

ağırlığının bulunmas ı yla ilgilidi r. Bulduğum bir taşı tartma.dım . Fakat taşın ağırlığına 
yedide birini ekledim. Yedide birini eklediğimde elde ettiğim taş ın on birde birini aldım 
ve yedide birini eklediğim taş miktarlarıyla topladım. Sonuç 60 birim geldi. Önceki 

taşın ağırlığı ne kadardı? Taşın ağırlığına x denirse-, problemin ifadesine göre (x + 

x/7) + (x + x/7)/11 = 60 denklemi kurulur. Burada x + x/7 = y denirse denklem y cinsin­
den y + y/11 = 60 yazılır. Buradan y = 55 ve x = 48.125 olarak bulurıur. 

Diğer bir Babil tableti de şöyledir. İki gümüş yüzük var. Yüzüklerden birinin yedide 
biri ile diğer yüzüğün on birde birinin toplamı 1 birimdir. İkinci yüzükten bir miktar kesi­

liyo r. Bu halde birinci yüzüğün yedide altısı ikinci yüzüğün on birde onuna eşit oluyor. 
Her bir yüzüğün ağırl ı ğı nedir? 

Problemin ifadesine göre 

!._ + L = 1 ve Gx 10y 
7 11 7=11 

yazılır. Babillilerin yöntemi ve rakamlarıyla x = 385/88 ve y = 3318 olarak bulunur. 

Babillilerin en tipik problemlerinden biri İ. Ö. 1700 yıllarına aittir. O da yarıçevresinin 
uzunluğu a ve alanı b olan dikdörtgenin kenarlarının uzunlul~Jarının bulunması prob ­

leınidir. Bu kısaca x + y = a ve xy = b biçimindeki denklem sisteminin çözümüdür. Ba­
billiler bu denklem sistemini, 

(x - y)2 = (x + y)2 - 4xy 

özdeşliğini kullanarak x -y terimfni bulmuşiardır. Ondan sonra bunu x + y = a denklemı 
ile beraber çözmüşlerdir. Bunu x + y = 10 ve xy = 16 sayısal örnekleri iie uygulamaya 

sokmuşlardır. 



BABTl.. MATE\1 ATIÜl i.53 

Diğer il_ginç bir Sa.bil lableti de şöyle söylemektedir. Bir dikdörtgeııin atanma ke­

narları ta~ı eklenince i 20 olmaktadır. Uzun kenarı ile kısa kenann toplamı 24 olduğuna 
göre dil(dörtgenin b0yutları nedir? 

Problemin ifadesine göre xy + x - y = 120 ve x + y = 24 denklem çifti çözülecektir. 
Babilliler y - z - 2 diyerek bu denklem sistemini x + z = 26 ve xz = 144 denklem sis­
temine çevirrnışlerdlr. Bu onların normal den l<lenı sistemi oldugu rçin daha önce veri­
len yöntemle ı< l/e z değerlerini bulurlar. Sonra da y defıe rın i hesaplarlar. 

Bir Babll tabletinde 

a. x - y : 6 ve xy = 16, b. x - y = 4 ve xy =- 2i ve c. x + y "' 8 ve xy = 15 

otan denklem sisteınleıinin çözümleriyle iigili probleırıler vardır. Aynı tablette x + y = 

27 ve xy + (X - y) = 183 denklem sistemine dönüşebiierı problemin çözümünde z"' 
y + 2 konarak x -r z = 29 ve xz = 210 normal yazıma dönülür. Bu da onların Kolayca 
çözebildiği ikinci derece denklemden başka bi• şey degildir. 

Brıtish Müzesi'ndeki bir Babil tabletindeki problem şöyledir. x, y ve z kenarl ı içi 
boş bir kutumuz var. De rinliğı bir kenarının i 2 katıd ır. Hacmıne dik kesitınin alanını 

eklersek 1 ;"IO olmal~tadı r. Taban uzunluklardan birisi 0 ;30 diger boyutları nedir? 

Probler.ıirı ifadesıne göre x, y ve z kenarlı dikdörtgen pir!zma ı çin z = 'ı 2x, xyz. 
+ xy "' 1 ;1 O ve x = 0;30 denkiem sistemi kurulur. x "'° 0;30 ise diğer kenarlar buradan 
kolayca bulunur. 

Yine British Müzesl'ndeki bir Babil tableti ikinci derece üç terimlisi ile ilgilidir. Bir 
say ının 7 l<atı ile karesinin 11 katının toplamı 6;1 5 ol maktadır. Bu sayı nedi(! Buna 
göre denklem 11 x2 + 7x = 6:15 olmaktadır. 

İskenderıyeti Heron ·un da 

..:!...:_ x2 + 22 + x = 212 
14 7 

biçimindef\i ikinci derece denkleminin çözümü ıle ilglli ilginç bir yöntemi vard ı r. 

Babillilerın geometriyle ilişkin de probfern!eri vardı. Bır Babil tabletı nde aşağ ıdaki 
problem vardır. Çevresi 60 bitim ve şekilde görüldügu gıbi parçanın uzunluğu 2 birim­
dir. Pi say ısı nı 3 alarak kirişin uzunlugunu bulunuz. 

Eskı bi : Babil tabletinde de. ikizkenar bir yamuğun ikiz kenarları 30 ve 30 biri n"ı . 

alt ve üs\ taoanıarı sırasıyla 50 ve i 4 birim ise. bu ıkiz](erıar yamuğun alanı nedir? 
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14 

\ 

) 
30 

50 

Bir dik üçgenin bir dik kenarı 50, tabana paralel olan kenar tabandan 20 birim 
uzaklıktadır. Meydana gelen dik yamuğun alanı 5; 20 = 320 olduğuna göre yamuğun 
alt ve üst tabanlarının uzunluklarını bulunuz. 

1 
1 

50 
y 

20 5, 20 

x 

Eğer dik üçgenin alanı A ise 320 + 15y = A, A = 25x ve 

i 2 {x + y)20 = 320 

yazılır. Buradan x ve y değerleri kendi alfabesi içinde hesaplanır. 

Yine buna benzer bir problem şöyledir. Dik üçgenin tabanının uzunluğu 30 birim­
dir. Şekilde görüldüğü gibi tabana paralel bir doğru çiziliyor. Sonuçta meydana gelen 
dik yamuğun alanı 7;0:: 420 birim karedir. x, y ve z arasında problem düzenlenince 

j_ z(x + 30\ + j_xy = 420 ve y - z = 20 2 ! 2 

bağıntıları vardır. Burada x, y ve z biçiminde biiinmeyenler bulunacaktır. Dikkat edilirse 
burada iki denklem ve üç bilinmeyen var gibi görülüyor. Oysa Babilliler benzer üçgen­
lerdeki 
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l\ 
1 '\ 

y \ 

x 

z \ 
30 

y )( 
y + z. = 30 

bağıntısını da işleme sokmayı biliyorlardı. Bu problem bu yönüyle matematik tarihinde 
çol<; önemlidir. Yani . Thales teoremini Babililer kullanıyorlard ı. 

Eski bir Babil tableti şekilde görülen ikizkenar yarnuğun kenarlarının bu lunması 

ile ilgilidir. Yamugun alanı 150 birim olarak veri liyor. Ayrıca b 1 - b2 = 5 ve probmlemin 
ifadesinden 

b2 

1 

1 150 \ 52 
\ 

\ 
\ 

bj 

bağıntıları var. Bu halde ikizkenar yamuğun kenarları nı hesaplay ı nız . Bundan sonra 
bu yamuğun gerçek alanını bulunuz. BabiUiler yanlış olarak bir yamuğun alan ı n ı kenar­
lar ı cinsinden 

formülü ile buluyorlardı. Bir de bu formüle göre aynı yamuğun alanını hesaplayını z. 

Ara larında fark var mı ? 
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Babillilerin i. ö. 2000 yıllarında yazı lan bir tabletinde, kenarları a ve b olan bir dik­
dörtgenin d köşegeni nin uzunluğunun hesabına ilişkin iki yöntemi vardı. Bunu a = 40 
ve b = 1 O birim için yapmışlardı . a büyük ve b de küçük kenar olmak üzere, d köşegeni 
için birincisi yaklaş ık olarak 

ve ikincisi de 

2ab2 

d = a + 3600 

b2 
d""a+-

2a 

formülleriyle hesaplıyorlard ı . Bu yöntemleri V1700 sayısını yaklaş ık olarak hesaplamak 
için uygulamışlardır. 

Şimdi , b >O ve O< b < a2 alalım . a değeri bir kere 

değerinden küçük ve a + b/a değeri bu kök değerinden büyüktür. Yani 

olur. Öyleyse bu kök değeri a ile (a + b/a) değerleri n i ortalamasına yaklaşık olarak 
eşittir. Yani, O < b < a2 için 

b 
= a+ -

2a 

yaklaş ık formülünü bulmuşlardır. Bunları a = 4/3 ve b = 2/9 ile a = 2 ve b = i değerleri 
için uygulamışlardı r. 

Babi llilerin bu yöntemlerini kullanarak Archimedes ve Heron 

biçimindeki formül leri yeniden elde etmişler ve ku ilanmışlardır. Özellikle bu ve buna 
benzer problemlerin kökünün nereden geldiğinin bilinmesi yönüyle çok önemlidir. Bu 
nedenle kısadan bu formül Heron'a ya da Archimedes'e aittı r demek yanlış olur. 
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İnsanlar saymaya önce sözcüklerle başlamıştır . Her topluluk, her ülke ve ırkların 
kendi lerine özgü sayı larını göstermek için ku lland ığı sözcükler fôrkl ı o l muştur. Üstelik 
uygarlrk fazla ilerlemediği ve ulaşımın hemerı lıeıııen olmadığı dönemlerde saymaiar 
için tarklı sözcüklerin olması doğaldır. Uygarl ık ilerlemeye başıadıkça ve insarılarıı ı 

gerel{sinimleri arttıl<ça saymaya baz ı işaretler gırmiştir. Bu işare!lenn kullanılr.ıasında 

önce parmaklar ve daha sonra organlarımız devraye gırmişiir 

İnsanların sayma için ilk kullandığı işa ret bır çubuk ya da bir parmaı, biçiminde 
1 olmu ştur. Toplamaya dayalı diğer i şaretler birbirini izlemiştir. Bir, iki ve üçe kadar 
bu işaretler hemen hemen her ulusta bir çubul{, iki çubuk ve üç çubuk biçiminde gös­
teri ldiği halde bundan sonraki saymalarda değişiklikler görülür. Sayı lar için önce fazla 
işa(et\er kullanılmıştır. Sonra bu işaretlerin sayısı gittikçe azalmış ve sonunda modern 
hale. gelmiştir. 

En eski sayı ışaretleri zamanımızdan 35.000 yıl öncesine ait bır kurt kemiğ ı üze­
rine yazılmıştır. Bu kemik Çekoslavakva'da bulunmuştu r. Zamanımızdan 20.000 yı l 

öncesine ait olan ve 19inde işaretlerin bulundugu fosllleşmiş bir l<enıik Zaire'de lshan­
go'da bulunmuştur. Bu kemik üzerindeki işareilerin neyi gösterdiği açı k değıldir ama 
bilginler bunun Ayın dolanım sürelerini belirlemek rçin kullandı klarını tahmin edıyorıar. 

Bu kemik1eki darbe izleri ve ip düğüm!erının sayılan anlan bu tür açıklamaya yöneıtmışiir. 

Fransa'da ve diğer ülkelerde bulunan bazı fosil '-<alıntıları da ilkel insanların sayılar 
için bazı işaretleri kullandığ ını gösteriyor. 

İ ll<el insan ların sayı işaretieri daha çoK astronomik olayiar. doğa olayları, Güneş. 
Ay ve gezegenler gibi şeyler üzerine olmuştur. Bır çobanın koyunlarının sayısını be 
llrlemek için grup halinde taş yığınları oluşıurmuştur ya da bir ipe baz ı ciüğüıııler aıaral{ 

bu işini görmüştür. İnsaniann yaptığı bu tür işaretlerin düzgün hale getrnesi i. Ö. 8000 
yılları yöresindedir. Afrika veAvrupa.'da bulunan fosillerden ve kalıntılardan irısanlarırı 

kullandığı bu işaretlerin daha çok astronomiyle ilişkisi vardır. Daha sonra yiyecel< nıik· 
tarı ve avladıklaı· ı avların say ı sı ile ilgili olabilır. 

Sayıların gruolanarak gösteri ~nıesi , bilinçli. görmüş geçirmiş, incelikli, ileri ve da­
ha karmaşık bir şekli 5000 yıl önce Mısır'da hiye(olif yaz ı biçi rnirıde görülür. Hlyerolif 
yazısı önceleri mezar duvarlarında. taş duvarlarda ve oymalarda görülür, Daha sonra 
ou yazılar papirüslere yazılm ı ştır. 

Sayı ların gruplandırılarak" yazılması M ı sı rla aynı dönemierae Mezopotamya. Ma 
ya Olkesi ve eski Çin'de görülür. Bunu diğer üll<eler izler. Ülkelerin uygarlıkları iierleme-
1e ve yerleşık düzende yaşamaya başladıktan sonra önce aritmetik ortaya çıknııs . 

bunu toplama, çıkarma . çarpma ve bölme işlemler' izlemı ştır. Çok. ilginç!:r. Farktı 
<opluJukıar. farklı ülkeler ve !ıatta farKi ı l< ıtaıaroa yaşayan bırbırıeriyle hiç: bır ılişkıs. 

olmayan insanıarcıa bu aritmetii{ işlemlennirı gelışmesı :ıerhalds insan ı.ekasınırı beli, 
bir eğilimidir. 
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Aritmetiğin kullanılmasında ve gelişmesinde belli kurallar zinciri kullanılmışt ır . 

Algoritma dediğimiz bu işlemler ve kurall arı Yunanlılara kadar gelmi şti r. Yunanlılar 

algoritma kurallarını da aşarak bu işlemlere teoriyi de sokmuşlardır. Belli bazı kabuller 
disiplini altında matematiğe ispat düşüncesini sokmuşlardır. Tümdengelim dediğimiz 

bu olgu Yunan matematiğinde görülür. Yazıcı önce problemi ortaya koyar, bu problemi 
çözebilmek için kuram ı ve algoritmayı devreye sokar. Yunanlılar çok sayıda örnek 
yaparak değil de bu kuramları daha karış ık hallere uygular. Oysa Mısırlıların işlemleri 

ikiye katlama ya da yarılama şeklinde devam ederek sonuca varırd ı. 

il . v U1 . !Jliu •. n · . ij 
ıL/. 1. • iL 

i'ff, ı · - illi ı Jr ı t nı "' 

'" + i ' ,ı ~ ' 
ıı:t 11 • ==111= J2 ... 

T ~ " i 

::::g it ,f'"""' 
~ .. ' 

Rhind Papirüsü'nde 2:3, 2:5 ve 2:7 kesirierinin hiyeratik türde birim kesirie~e 
parçaiarıış ı bu oiçimde yazılm ı ştı r. 

Mıs ı rlılar payr bir olan birim kesirleri çok kullan ı rlar. Hatta bu konuda birim kesirlere 
parçalamak için bazı yöntem!er ve formüller de bulmuşlardır. Bu kesirleri çarpma ve 
böime işıemlerinde kullandıkları halde, payda eşitlemeyi bilemedikleri için bu kesirlerle 
toplama ve çıkarma yapamamışlardır. Bu nedenle M ısır matematiğinin bayağı kesir 
düzeyinde kald ığını söyleyebiliriz . Rhind Papirüsü'nde pay ı 2 olan ve paydası birden 
yüz bire kadar değişen bir tablo vardır. Bu tabloda daha önce verdiğimiz gibi bu kesir­
lerin bi rim kesirlerre nasıl gösterild iği yazılmaktadır. 
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Babillilerin toplamaya ya da çıkarmaya ilişkin hiç bir tablosuna rastlanılmamıştır. 

Çarpmaya ilışkin tabloları sınıflar dolduracak kada~ çoktur. Bölme de çarpmanın 1er­
sinden elde edilmiştir. Toplama ve çıkarmaları yazıcılar ezbere bildikleri için böyle bir 

tabloya gereksinme duymamış olabilirler. 

Eski bir Babil tabletinde diğer bir i.lginç problem de iki tarla He ilgilidlr. Tarlanın 

birinin alanın ın 2/3 ile ikinci tarlanın alanının 1 /2 kesri arasındaki fark 500 birim, bu 
tarlaların ikisinin alanları toplam ı 1800 birimdir. Her bir alanı bulunuz. 

Birinci tarlanın alanını x ve ikinci tarlanın alanını da y ile gösterelim. Problemin 
ifadesine göre bugünkü dille 

1 x- ly = 500 
3 2 

:x + y = 1800 

denklem sistemi çözülecektir. Babillllerin çözümü şöyledi r. Tarlaların her birinin alanları 

900 birim olsun. Buna göre 2.900/3- 900!2"'" 150 yapar. Oysa verilen alan 500 birim ­
dir Aradaki fark 500 - 150 = 350 birimdir. Yanıtı bulmak için düşünce sistemi şöyledir. 

x değerinde bir birim artma olurken y değerinde bir birim azalma olur. 2/3 +1 /2 == 7/6 
değeri , 

2 1 - x- - y 
3 2 

fonksiyonunda.Ki bir artıştır. Buradaki artı şı bulabilmek için (7/6}s = 350 denklemini 
çözmeliyiz. Bu halde s = 300 artışı bulunur. Ôyleyse x = 300 + 900 = 1200 ve 
y = ı 800 - 1200 = 600 olaraı~ gelir. 

Çinlilerde de iki bilinmeyenli doğrusal denklemlerın çözumleri vardır. Bunlardan 
birisi fazla artmalar diyebileceğ imiz yöntem, diğert de Babillilerde oldugu gibi bir tah­

minde bulunarak doğru çbıürnü bulma biçimindedir. 

İki denklemli ve iki bilinmeyenli denklem sisteminin çözümü Çinlilerde ilk kez Do­
kuz Bölümde Matematik isimli kltaptcı görülür. Kitabın ıçerlği Çin'in L Ö. 2700 yıllanndaki 
matematiklerini de içınde bulundurur. Kitap, imparator Chou King yönetiminde onurı 
buyruğu ile hazırıanmıştır Chou King i. ö. 1105 yılında öimüştür. Daha sonra Çin'de 
tüm kitapları yaktıran imparator Shi Huang Tı , bu kitabı da yaktırmıştır. Kitap yakılmadan 
önce bazıları bu kitabı kopye ediyorlar ve saklıyorlar. Yalnız bu kitapla eğitllmiş çok 
say ıda Çinli matematikçi vardır. Nine Sections, i. ö. 213 y ı llarında ortaya çı karılmış 
ve 1. Ö. 150 yıllarında yeniden yaz ılmışt ı r. Kitabın yaz ıldıg ı tarih kesin değil arr.a. 
1 ö. 1000 yıllarından önce yaz ıldıgı kesindir. 
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Dokuz Bölüm'de, Babilliler ve Mısırl ılarda olduğu gibi çok sayıda uygulamal ı prob­
lemlerin çözümleri vardı r. Bu kitabın bir önemli yanı da doğrusal denklem sistemleri 
ile ilgili çözümleridir. Bu kitaptaki bir problemin çözümü bugünkü dille 

x + y = 100 

300x + 5~o y = i O.OOQ 

biçimindeki denklem sistemidir. Bu da il\i denklem ve il\i biHnmeyenli doğrusal denklem 
sistemidir. Problemin çözümü bu kitapta şöyledir. x değerinin 20 ve y değerin in de 
80 olduğunu kabu edelim. Bu haldeki fazlal ık 

1714 ~ 
I 

olur. Eğer x değeri 1 O ve y değeri 90 ise bu rıaldeki faz!alık 

olur. Çinli yazar çözümü elde etmek çin, 20 sayı sını 

ve 1 O sayis ı nı 

571 l 
7 

1714 t 
say ı sıyla çarpar ve bu çarpımları toplar. Sonra bu toplamı 

1714 t ve 

say ı larının topl am ı na bölerek 

571 -~ 
7 

sayıs!nt bu!ur. Bu x değeridir. y değeri de buradçın 

olarak. bulunur. 

37..l 
2 
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Çinli yazarın bu işlemlere nasıl ulaştığı açıklanmamaktadır. Aslında kafasında 

buradaki algoritmayı biliyor ve sonuç doğrudur. Buradaki işlemlerin nedenini açıkla­
mamaktadır. Bu biçimdeki çözümün algoritması binlerce yıl sonra ilk kez İslam dünyası 
matematikçilerinde ve daha sonra da Avrupalı matematikçilerde görürüz. Aslında ya­
zarın burada yaptığı şudur. b1, x1 seçimi ile elde edilen fazlalık ve b2 de x2 ile elde 
edilen noksanlık olsun. Bu halde bu denklem için gerekli algoritma formülü 

biçimindedir. Yazarın bu biçimdeki tahminini ve kurduğu yöntemi açıklayabiliriz. x de­
ğerinin 20 ve y değerinin 80 tahminindeki halde 1714 2/7 değerinin 300x + (500/7) 
y fonksiyonunun değerindeki bir değişim ve x değerinin 1 O ve y değerinin 90 tahminindeki 
halde 571 3/7 değerinin 300x + (500/7)y fonksiyonunun değerindeki bir değişim oldu­
ğunu söylemektedir. Bu da Babillilerdekinin aynıdır. Doğrusallık özelliğinde her bir 
değişimin birbirine eşit olacağı düşünülürse 

ya da daha genel olarak 

20 - x - x - 1 o 
1714 t - 571 f 

x1 - x _ x - x2 

-b-1--~ 

yazılır. Buradan x değeri çözülür. Sonra y değeri bulunur. 

Çinlilerin bu yöntemi daha sonra İslam matematikçilerinde fazlalık ve noksanlık 
biçiminde yine geçer. Modern çözüm yöntemi de Avrupa'da görülecektir. Modern yön .. 
temde çözüm tümüyle işaretlerledir. Oysa eskilerin yaptıkları sözcük komutlarıyla ol­

muştur. 

Dokuz Bölüm isimli kitapta geçen, doğrusal denklem sistemlerinin çözümü, daha 
çok bugün Gauss eleme yöntemi diye bilinen çözüme benzer. Çinlilerin kullandığı bu 
yöntem onların matris bloklarıyla yapılmıştır. Çok sayıda değişik örneklere yer verilmiştir. 

Şimdi, Dokuz Bölüm ısiml.i kitapta geçen bazı denklem sistemlerinin çözümlerini 
verelim. !<itapta verilen bir problem bugünkü dille 

3x + 2y + z = 39 
2x + 3y + z = 34 
x + 2y + 3z = 26 
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olan üçlü ve üç bi linmeyenli denklem sistemine indirgenir. Bunun lçin denklem siste­
minin katsay ıları ve sabit terimleri 

1 2 3 
2 3 2 
3 1 1 

26 34 39 

olarak yazılır. Şimdi ikinci kulonun üç katından üçüncü kulonun iki katı çıkarılırsa ikinci 
ku!on O 5 1 24 olur. Bu halde matris bloku 

1 o 3 
2 5 2 
3 1 

26 24 39 

olur. Şimdi de birinci kulonun 3 katından üçüncü kulonu çıkarırsak 

o o 3 
4 5 2 
8 1 

39 24 39 

yazılır. Burada son yazılan blokun birinci blokunun 5 katından ikinci blokun 4 katı 
çı karılırsa 

yaz ılı r. Bu da 

o o 3 
o 5 2 

36 1 

99 24 39 

3x + 2y + z = 39 

5y + z = 24 
36z = 99 

biçimindeki üçgensel denklem sistemine eşittir. Burada geriye doğru hesaplamalar 
yapılırsa 

z = 99 = 21. 
36 4 

olarak bulunur. Bundan sonra Sy + z = 24 denkleminden y = 2. i 25 ve x = 9.250 olarak 
b1Jlunur. 
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Çin kaynaklarının tümünde ışlemler hep bo biçimlerde yapılmıştır. Buradaki işlem 
yönteminin nası l yapı ldığı , formülün nasıl bulundugu belli değildir. Yalnız burada şunu 
söyleyebHınz. Bir denklemin bir sayı ile çarpılıp diğer bir denklemden çıkarılmasından 

elde edilen yem sıstemın çözümünün aynı olduğunu biliyorlardı. Bunu işlem!eri yapma­
larından anlıyoruz. 

Çinliler bu tür hesaplahlalarını matris blokları nda bambu çubukları yla yapıyorlardı. 

Yukarıdaki örneklere benzer çok sayıda problem çözümleri vard ır . Negatif çokluk or­
taya çıktıgında da problemleri yine çözeb iliyorlardı. Artı için mavi ve eksi için de kırmızı 
renkleri kullanıyorlardı. Bu da onların işlem yapma becerilerini geliştiriyordu . 

Gerek Çinliler gerekse Babiiiler denklem sistemlerinin sonsuz tane çözümü olan 
halleri bilip bllmedıkteri bilinmiyor. Örneğin x + y == 100 derıklernınin çözümünü yapma­
mışlardır. Ya da bugün katsayılar matrisinin determınantı sıfır olan hallerini düşünmemiş­

lerdir. Hem Babillilerde hem de Çinlilerde denklem sayısı kadar bilinmeyen bulunuyor. 
Oiger bir deyimle çok sayıda denklem ve az sayıda bilinmeyen denklem sistemlerinin 
çözümü ya da tersıne az sayıda denklem ve çok say ıda bilinmeyen denklem sistem­
lerinin çözümleri bu halkların matematii<ierinde yoktur. 

6. GEOMETRİ 

Eski halkların tümü kare ve d ikdörtgenin alanının A = a2 ve A = ab olduklarını 
biliyorlar. Üçgenin alan ının A = ah/2 biçiminde olduğunu görmüşlerdir. Babillilerde 
i.ıçgen içın, tabanı ile yüksekliğinin çarpımının O ; 30 (= 112) sayısı ile çarpılmasından 

alanı bulabilecekieri örnekler ve tabletler vardı r. Mısırlılar da bu formüllen biliyorlar. 
Gerek Babilliferde gerekse Mısır'da dairenin alanının A = nr2 ver yarıçaptı çemberinin 
çevresinin uzunluğunun Ç = 2nr oldukları biliniyor. Pi sayısı yerine 3 yöresinde bazı 
değerleri kullan ıyorlar. Pi sayısı onlarda r yarıçapl ı bir çemberin çevre uzunluğunun 
çapa bölümü olarak alınıyor. Gerek Babil gerekse Çin kaynaklarında pi sayısı ve onun 
hesabını içe ren kaynaklar vard ı r. Babillilerin, çemberin çevresıni , çapın 3 katı olafak 
a ldı klarını gösteren çok sayıda tabletleri vardır. Çinlilerin Dokuz Bölüm isimli kitabında 
3t . Problem şöyl ed!r. Çevresi 30 b!rim olan daıresel bir tarlanın çapı 1 O birimdir diye 
geçmektedir. İbranililerin incilinde i. ö. 950 yıllarında Solomon dönemindeki bir prob­
lemde çevresi 30 birim olan kürenin kalınl ı ğının 10 birim oldugunu yazmaktadır. 

Şel~ilde olduğu gıbi. r yançaptı daire birbı rine eşit çok sayıda üçgenımsi şekıllere 

ayrılır V'C· bun!ar birfeştın lirse aşagıdaki şekF oluşur. Bu şekılden r yarıçaplı dairenin 
yaklaşık alanı ve yaklaşık çevresi görü lür. 
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1 ------tc 

Aşağıdaki şekilde olduğu gibi daireyi ince çemberlerin üst üste gelmiş şeklini dü­
şünelim. Bu halkaları açarsak yaklaşık ikizkenar bir üçgen oluşur. Bu ikizkenar üçgenin 
yaklaş ık olarak alanr r yarıçapl ı dairenin alanına eşittir. Taban uzunluğu da yaklaşık 
olarak çemberin çevresini veri~ 

R 

Eski halkların çoğu dairenin çevresinden çok alanı ile ilgilenmişlerdir. Çünkü gün­
lük yaşamlarında daha çok bu alan kullanılmıştır. Bu alan hesaplarına bağlı olarak 
çemberin çevresi hesabı da yaşamların ın bir parçası olmuştur. 

Rhind Papirüsü'ndeki 48. ve 50. problem bu yönüyle ilginçtir. 50. problem, 9 ya­
rıçaplı dairenin aianının ne olduğunu sarmaktadır. 

i 7P 

i/ ı' : /, 
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Daha önce yapıldığı gibi dairenin çapından 1/9 kısmı atılırsa 8 birim kalır. 8 ile 
8 sayısının çarpımı 64 eder. Buna göre 9 birim çaplı dairenin alanı 64 birim kare olur. 
Eski Mısırlı yazıcılar bu alanı A = (d - d/9)2 = [(8/9)d]2 formülü ile hesaplıyorlardı. Oy­
sa d çaplı dairenin gerçek alan formü lü d çapı cinsinden A = (n:/4)d2 biçimindedir. 
Bu iki alan formülünü karşılaştırırsak 

ya da 

4(8d/9)2 
n = --'---~ 

d2 

olur. Buradan n = 256/81 = 3.16049 ... bulunur. Mısırlıların bu hesabına göre onların 
pi sayısı n = 3.16049 ... olmalıdır. Bu değeri Mısırlıların nereden elde ettiği belli değil­
dir. 

Bu problem için yine aynı Rhind Papirüsü'nün 48. probleminde bir açıklama var­
dır. Bu da 8 x 8 = 64 ve 9 x 9 = 81 hesaplamaları üzerinedir. 

9 
8 
1 

Yazıcı daha önceki şekilde olduğu gibi 9 birim çaplı çemberle düzgün sekizgeni 
9 birim uzunluğundaki kare içine çiziyor. Buna göre düzgün sekizgenin alanı bu dair­
enin alanına yaklaşık olarak eşit olur. Düzgün sekizgenin alanı 9 birim kenarlı karenin 
alanının 7/9 kadarı olduğundan, yazıcı kısaca bunu A = (7/9)d2 = (63/81 )d2 olarak alı r. 
Yazıcının buradaki amacı dairenin kareleştirilmesidir. Yani alanı 63 = (7/9)81 olan bir 
dairenin alanına eşit bir karenin bir kenarını bulma problemine götürür. Yazıcı bunu 
şöyle gerçekleştiriyor. Şekilde görüldüğü gibi köşelerdeki taralı parçaları birleştirerek 
karenin iki kenarı üzerine yerleştiriyor. Geriye kalan alan da bir kenarı 8 birim olan 
karenin alanına eşit oluyor. Böylece dairenin alan ını kareleştiriyor. Şüphesiz, bu kare­
leştirme tam değil, yaklaşık bir alandır. Bu nedenle Mısırlıların bu yaptığı kareleştirmeye 
Yunanlılar karşı çıkmışlardır. 
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Hindistan'da Sulvasutraslarda dairenin kareleştirilmesi yapılmıştır. Bu da, dairenin 
alanına eşit bir kare altar yapılmıştır. Bunu nasıl yaptıklarını şöyle açıklamal<tadırlar. 

Daireyi kareleştirmek istiyorsanız, dairenin çapını 8 eşit parçaya bölünüz. Bu sekiz 
parçalardan birisini tekrar 29 eşit parçaya bölünüz. Önce bu sekizde birlik parçalardan 
7 tane alınız . Bu 7/8 eder. Bu 1 /8 parçanın 29 parçasından birini alınız. 29 parçaya 
bölünen kısmın 1/6 parçası nı atınız. Bu parçanın 1/8 kısmını ekleyiniz. Bu da 

7 i 1 - + -- - + ----'-----
8 8 x 29 8 x 29 x 6 8 x 29 x 6 x 8 

sayısıdır. Bu da dairenin alanına eşit olan karenin bir kenarıd ır. Bu da pi sayısının 
3.0883 alınmasına eşdeğerdir. Burada da neden ve niçin sorularına yanıt bulmak 
zordur. 

Babilliler ve Çinliler, dairenin kareleştirilmesi problemine daha farklı alanlarla 
yaklaşmaktadırlar. C dairenin çevresi ve d de dairenin çapı olsun. Dairenin a!anı !ıe r 

iki ülkenin matematikçileri tarafından A = Cd / 4 = (C/2) (d/2) biçimindedir. Bu formülierde 
d yerine C/3 değeri konulursa A = C2/12 bulunur. Her iki ülkede bu formülü kull anmıştır. 
Babillilerde çember için katsayı i /12 olu r. Buna göre kare alan, C2/i 2 olduğundan 
karenin bir kenarı C2/12 sayısının kareköküdür. Dikkat edilirse burada pi sayısı yine 
3 olarak kabul edilmiştir. Bu halde sorun yoktur. Kareleme iş i tamamd ır. 

Dairenin kareleştirilmesi probleminde Çinliler çoğu kez A = 3d2/4 formülünü kulla­
nırlar. Bu da A-= Cd/4 formülünde C == 3d alınmakla elde edilir. Bu değer aynı zamanda 
karenin içine ve dışına çizilen dairelerin alanlarının toplamının yar ı s ı olarak da alınabilir. 

Gerek Babi!lilerin gerekse Çinlilerin A = (C/2) (d/2) formülünü nasıl buldukları 

belH değildir, Yani, dairenin alanı nasıl çevrenın yarısı ile çapın yarısının çarpım ına 

eşit olur? Bunu kanıtlayacak hiç bir belge ve tablet yokiur. Belki de bu formülü deneysel 
olarak bulmuşlar ve kullanmışlardır. Deneyleri şöyle olabilir yorumu yapılmaktadır. 

Bunlardan birisi, daireyi çok sayıda merkezde tepe noktası olan üçgenlere ayırmak 
ve bunları aşağıdaki biçminde yan yana koymaktır. Bu halde meydana gelen şekil 
bir dikdörtgene benzemektedir. Dikdörtgenin tabanı C/2 ve yüksekliği der= d/2 oldu­
ğundan, dairenin alanı yaklaşık olarakA = (C/2) (d/2) olur. 
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Dairenin alanının A"" Cd/4 oldugunun ikinci bir açıklamas ı şöyle yapı labi lir. r ya­
rıçaplı daıreni n aynı merkez etrafında iç içe halkalarını düşünelim . Bu halkaları şekilde 

olduğu gibi açarsak il<iZl<enar bir üçgen meydana gellr. Üçgenin tabanı dairenin çevresi 
ve yüksekliği de h == r = d/2 o lduğundan dairenin alan ı yaklaş ıl~ olarak bu üçgenin 

alanına eşit olur. Yani A == Cht2 = Cr/2 = Cd/4 olur. Bu halde de daire karelenebilir. 

Buraya kadar yapılanlardan sonra şunları söyleyebfliriz. Bu kareleştirmeler gerçek 
daire alanı değil ve yaklaş ı k alanlardır. ikincisi bu halklar birşeyler yapmışlarsa mutlaka 
kendilerine özgü bfr yaklaşımı vardı r ve boşuna değildir. Yukarıdaki dikdörtgen ve üç­
genler kareleştiri1ebildiği nden. bu yaklaşıma gör.e da(re kareleştiri lebilir. Yalnız buradaki 

alanları yaklaşık değerler olduğunu gözardı etmemek gerel<ir. Çünkü, dairenin kare leş­

ti rilmeyeceğ i çok yüzy ıllar sonra gösteriimişt ir . 

Buradaki bir problem de, bir yayla çevrili düzlemsel bır şeklin alanını veren for­
mülü bulmaktır. Çinlilerin Dokuz Bölüm isimli k'ıtapta bu konu şöy le geçmektedir, s. 
kirişin uzunluğu ve p de şekilde gösterilen uzunluk olsun, Bu halde geometrik şeklin 

alanı Dokuz Bölümde A = {sp ... p2)/2 olarak geçmektedir. Bu formül aslında doğru de­
ğildir. Ama yarım daire yani pi say ısı 3 olduğ unda bu özel halde doğrudur. Bu haldeki 
yamuğun alanının A == (s + p) p/2 = (sp + p2)/2 oldugu biliniyor. Öyleyse bu yarım dai­
renin alanı yal\laşık olarak bu yamuğ ı;n alanına eşittir. Böyle kabul edilince de yarım 
dairenin kaJeleştiritmes\ olanaklıdır . 

p 
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Eski Babillilerle Çinli!er arasında matematiksel problemlerin alış verişi yapıldığını 

gösteren belgeler vardır. Örneğin Babll'de görülen 16 problemin her şeyi ile aynı ol­
mak üzere Çin'de görülmesi bunu kanıtlamaktadı r. Çin'de Dokuz Bölüm isimli kitapta 
bulunan A-== (sp + p2)/2 formülü i. ö. 3. Yüzyıllarda Mısır'da bir papirüste aynen görü­
lür. Daha soma gelen M ısıri ı matematikçiler bu formülün eskl atalarından kalma oldu­
ğunu belirtirler. Bu formülün eski Mısır, Babil ve Çin.de bulunabilmesi bir raslantı so­
nucu olması olanaklı görülmüyor. Sonuç olarak eski halkların da bir biçimde birbirieriy!e 
bir i let işimi vardır. 

Babilliler iki farkl ı yay arasında kalan ortak kesitin alanını hesaplam ışlardır. Bu 
şekillere kayık yüzeyi ya da manda gözü isimleri verilmiştir. Bu gözlerden birisi çeyrek 
yayların sınırladığı alan, diğeri de bir çember yayını n 2/3 kadar kısımları tarafından 

sınırlanmış alandır. Birinci alan (2/9)a2 ve ikincisinin alanı da (9/32)a2 kadardır. Her 
!ki durumda da yayın uzunluğu a olarak alınm ıştır. Bu sonuçların her ikrsi de dairenin 
alanı C2/12 ve V3 = 714 o lduğunda doğrudur. 

" /! ;;/// . 

I / . ....- ·y 
~· 

Katı cisimlerin hacimlerinin bulunması da eski halklar tarafından yaygın olarak 
kullanılmıştır. Örneğin a Kenariı bir küpün hacim formülü V = a3, bir köşeye bitişik üç 
kenarı a, b ve c olan dikdörtgen pirizmanın hacim formülü V = abc ve B tabanlı ve 
h yüksekllkli bir si lindirin hacim formülünün V = Bn biçimlerinde oldukları biliniyor. 
Rhind Papirüsü'nde bunlara ilişkin çok sayıda problem vard ır. Babillilerin tabletlerinde 
ve Çinlilerin Dokuz Bölüm isimli kitabında, duvarların hacimleri ve sur duvarlarının ya­
pımıyla ilgili çok sayıda hacim problemleri düzenlenmiş, bunları işçilerin kaç günde 
yapacakları ve ne kadar para alacaklar ı yönünde düzenlemeler yapılmıştır. Özellikte 
Ba.billiler ve Çinlilerde dik kesiti yamuk olan duvar ve hendeklerin hacimleri doğru bir 
biçimde çözülmüştür. Yamuğun alanı He duvarın veya hendeğin uzunluğu çarp ılarak 

bu biçimdeki yamuk p!rizma diyebileceğimiz şekillerin hacimleri hesaplanm ı ştır. 

Mısıriılar da alan ve hacim ölçülerlni bi liyo rlardı. Onlar için piramitlerin bugün bi­
le ayrı bir önemi vardır. Herhangi bir piramidin hacmi, taban alanı ile yüksekl i ğinin 

çarp ımının üçte birine eşitti r. Kare tabanl ı bir piramidin hacmi V = a2h/3 olduğunu 
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çok açık olduğundan. hıç bir papirüs yazmam ış tır. Alt tabanı a ve üst tabanı b oıan 
l~eslk kare piramidin hacim formülü, ışlem lerin yapıiış ından Moskova Papirüsü'nde 

biçiminde olduğunu görebiliyoruz. b : O olarak kare tabanlı bir piramidin hacim formı.i­

Jünür V ""a2 h/3 biçiminde olduğunu söyleyebiliriz. Bu kadar karışık formü lün Mısır l ı lcı ı 
taratından nasıl yapı ldıgı bilinmemektedir, Çok zekice bazı varsay ı mlar yapılm ıştı r. 

Fakat bunların her biri birer varsayımdan öteye gidemez. Çünkü elimizde herhangı 
bir tablet ya da papı rüs yoktur. 

Moskov Papirusiinde ve Dokuz Bölüm isimli kitapta tam ptramıdin hacim fcrmuıü 

V : a2 h/3 biçimde vardır. Çinlilerin de bu lormülü nasıl bu lduğu bllinmemektedir. F3u 
na ilişkin eski bir oelge yoktur. Ancak üçüncü yüzyı lda bazı yorumcular piramidin tor­
mülOnün bu olduğunu kanı tlamışlardır. Oysa bu formülün Sabi!. Mısır ve Çin'de kulla­
nı lışı çok daha esktıere varır. 

Katı cisimli piramitlerle i lgili en güzel omeklP.r Bablllilerde vardı r. Çok say ıda 

problem örneği içeren bu tablet BM 96954 numaralı olan•dı r. Bu tablette d ikdörtgen 
piramit biçiınindeki buğday yıgmlann ın değişik şekiilerinin hacırnıeri hesaplanm ışt ır. 

Bu biçimdeki dikdöı1geıı piramitleri (a) kı smındakı :;eki!ıerle gösterebiliriz. Dil~döngen 
tabanın uzunluğu d. genışl iğl w, yüksekl ıği h ve yıgın ııı tepesındel<i uzunluk t oısı..ın . 

Bu haldeki piramidin hacim formülü bu Babil tabletinde 

bıçimindedir Bu formü lün nası l elde ed ildiğini gösteren ve ispatlayan bır bilgi yoktur. 
Fal<at formü l dogrudur. Daha sonraki yo runıcı) lar bir ucunda üçgensel piramit ve bir 
ucunda da yarım dikdörtgen piramit biçiminde parçalara ayırıp lıesapl amışlardır. 

Eğer piramıdi (b) kısmındakı şekillerle oıdugu gibi ikiye parçalarsak. bu halde 
piramıdin hacmi V = üçgen prizmanın hacmi + dikdörtgen piramıdin hacmi olduğunu 

yazaı sak 

v "" hwt + hw(d - ıı = hwd + :ıwt ;:: hw ( d -ı- ..:_ '. 
2 3 3 6 3 . 2,: 

biçiminde oiduğuııu elde edebiliriz. Hiç bır Sabi! tabletınde böyle bır hesaplama ya 
pı1rnarnışt ı r. Bizim bu biçimde parçalamaırıızla aynı dogru f orrnülü elde edebiliyoruz. 
Sonuç olarak Babillilerin çalışmaları ve formüllerı dayanal<sız değildir. Belki o dönemlerde 
ıspata önem vermedikleri için ya da formuiun bulunuşunun önemini bilmedikten için 
bu formülün sadece sonucunu yazmış oıabin rler. 
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Babillilerin a2 alt tabanlı ve b2 üst tabanlı h yükseklikli karesel kesik piramidin 
hacmini 

formülü ile hesaplanmıştır. Bu da kesik piramitler için doğru bir hacim formülüdür. Bu­
rada b =O olarak alınırsa, tam piramidin hacmi yine bu formülden 

olarak bulunur. Babilliler bu formülü de biliyor ve kullanıyorlardı. 

Babillilerin matematiksel formüllerinin çoğu tam ve kusursuz olmasına karşın, 
bir tablette kare tabanları olan h yükseklikli kesik piramidin hacmini yanlış olarak 
pratik olsun diye 
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V = 1-(a2 + b')h 
2 

!71 

tormülü ile nesapl ıyorlardı. Basit ve yanlış olan bu tormiJI, yamugun alan formülünün 
bulunuşunun yolunda yanl ı ş bir genelleme sonucu ortaya çı krrııştı r. Bu da doğı·u değil 
dir. Bu formülün Kendisi yanlış olmasına karşın , bu hesaplamadaki sonuç. gerçeK 
olan degere çok yakındır. Çünkü, kesik piramidin alt ve üst tabanlarının toplamlar ı nın 

yarıs ı ortalama bir alan venr. Bu alan ile kesık piramidin yüksekliğıniıı çarp ımı . bu or ­
talama taban alanlı ve h yükseklikli kare piıizmanın hacmine eşit olur. Bu da kesik 
piramidin hacmine oldukça yakın bir hacimdir. Özellikle bu yaklaşık hacmi formülünü 
Mıs ı rl ı piramit yapımcıları çok kullanm ı ştır. 

Ciltler dolduracak kadar fazta problem içe~en Babil ve M ısır kaynaklar ı gerçek 
uygulamalarda. piramıt yapımlarında, mezarların yapımlarında. su kanalları yapımında 
ve baraj yapımında h<'ltta binaları n yapımında çok işe vararnıştır. Bu yapıleı r ı rı yapımında 

ne kadar malzeme, ışçi ve para gidecegı bu i'..i lKe lerın r:ıatematikıerinde uzun uzL-n 
yer al ı r. Bir piramide. bir mezara, bir anıta . bir baraja veya bir sulama kanalına ne ka­
dar iaş. tuğla, harç, işçi ve diger yarı giderlerin gideceğinl gösteren papırDsl er ve tab· 
!etler vardır. Eski Babillilerln bu tor listelerini içeren tabletleri bulunmuştur. işin ne za­
man bitirilecegi ve işçilerin ustalıkla rına. göre ne oranlarda ücretlerinin ödeneceği bu 
tabletlerde lis telenmiştir. Hatta bunlar adı na problemler düzenlenerek çözü lmüştür. 

Bu ülkelerin buyül< inşac.t mühendisleri ibadet amacıyla çok sayıda tapınakıar 
ve toplanma yerlerı yapmışlardır. Babil ve Mısı(ırı birçoK yerleşim merk.ezinde özellikle 
dini toolantılar ve ibadetlerinı yapabilmeleri ıçin çok say ıda bırıalar ve anıtlar yapılmıştır 

Bunlardan ağaç olanları ve dayanıksız oıanlan dogaya karşı koyamayarak yok oltnuş­
lardır. Dayanaklı olanlar gunünıüze kadar gelmişti r. Özellikle taş ve tugladan yapılanlar 
daha ço~ dayanmıştır. Bu ülkelerin inşaatlarının bir kısm ı da yöresei astronomı ve do 
ğa olaylarını gözetlemek ve kayıt tutu lması amacıyla yapılmıştır. Bu yapıların yüksek 
oluşu dikkati çeker. Halta baz ı ları bı rer mimarlık şaheseri olaral< 9unü1o1uze !<adar ge!· 
nıiştir. Onların bu bı\gile ri sadece yapıların inşaatı için kullanılmamış, takvim ele yapm ış· 

!ardır_ Bu takvimler için matematik yöntemleri gelişti rirken matematikleri de ilerlemiştir. 

Mısır ve Babilliler göl-çyüzünü incelemeleri sonucunda bazı bilgiler edimnişlerdir. 

Onicır ıçın o dönemde en örıemli olaniar Güneş ve Ay'df. Her i ~ i s i de doğudan doğar 
ve Dalıdan batardı. Oysa her ikisinin de hareKetleri daha ince hesaplara dayanıyordu . 

9uniaM dolanımlan günlere, haftalara, aylara, nıevslmlere ve yıllara göre de_9 işil\1 ikleı 

gösterıvorlardı Gece, gür.düz ve mevsımler bunlafın mı ınce hareketlerınin sonucuydu 
Gece ve gQnduzür. eşitliklerı . el'l uzun gün ya da en kısa gece, Guneş ve Ay tutulmaları . 

atmosfer olaylan hep onların incelediği ve Ka ı ıtıar tutrugu Konulardı. Ayın ya da güne· 
şin hcıreketine gfüe 1\Jil ' ırı, Dicle ve Fırat'ııı ne zaman ve lıangi koşullarda taşacagını 
hesaplaırnşlardı Atmosfer oıavıarı üzerine de kayıtıar tutuyor ve doğa olayları hakkında 

tahminde ouıunuyorla rdı. Kutup yı ld ı z ı onlar için önemliydi. t<uzey kure için gökyüzü 
harita ları vard1. Yıldız l arın hareketlerini inceıemişler ve bunlar üzerine kayı tlar tutmuşlar-
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dır. Hafta, ay, mevsimier ve yılı belirlemişler, yı l ın 365 gün olduğunu kaydetmişlerdir. 

Hatta, tanrı dünyayı yedi günde yarattığı için haftayı yedi gün olarak almışlard ı r. Aylar 
ve mevsimlerin süreleri için de bu ve buna benzer uydurma benzetmeleri çoktur. Tüm 
bunları o dönemdeki halkların duygu ve düşüncelerini gözönüne alarak değerlendirmek 
gerekir. 

Yıl içindeki önemli günler Güneş'in hareketine göre belirleniyor ve yıllık takvimler 
yapıyorlardı. Astronomik ve doğa olaylarrnr inceleyerek kayıtlar tutmuşlar, bunları taş 

duvarlara kazımışlardır. 

Mıs ı rlılar ve Babilliler, ayın hareketleri ve görünümünü inceleyerek ayları belirle­
mişlerdir. Her birisinin kaç gün süreceğini kaydetmişlerdir. Fakat iki ülkenin bu belirle­
meleri farklı olmuştur. Aylık sürenin 29.5 gün olduğunu belirlemişlerdir. Bu da onlar 
için kolay olmuştur. Çünkü Ay' ın ilk hilal şeklinden ikinci hilal şeklinde görünmesi için 
geçen süre 29.5 gun yöresindedir. 

Mıs ı rlıların ayları otuzar gün ve on iki aydı . Yılları 360 gün çekerdi. Yalnız yıl so­
nunda 5 artık günleri vardı ve bu günlerde bayram şenlikleri ve tapınma gereksinimlerini 
yerine getiriyorlardı. 

Mısırlı papazlar yıl ı n 365.25 gün olduğunun farkındaydılar. Her dört yılda bir artık 
gün ekleyerek bu sakıncayı da çözmüş oluyorlardr. 

Babilfilerin takvim yapımları daha farklıydı. Onların papaz bilginleri takvimleri Gü­
neş ve Ay' ın hareketlerini birlikte inceleyerek ziraati ve ekim zamanlarını belirliyorlardı. 
Ayları 29 ve 30 günlük aralıklarla değişiyordu. Ay takvimi kullandıkları için yılları 354 
gün sürüyordu. Birkaç yıla fazladan bir ay ekliyorlardı. Bunun gibi daha bazı ince he­
saplamaları da vardı. Örneğin Babillilerin ayları 29.5.3 gündü. Çin!i!erin de kendilerine 
özgün takvimleri ve hesaplamaları vardı. Mayalar bunların içinde en duyarlı takvimleri 
yapmışlard ı. 

Babillilerin tanrısı Marduk'un taş kabartmasının ü~ 
tarafında Ay, Güneş ve oir yıldız resmi vardır. Mar­
duk oun ıarm hareketlerlni incelemektedir. Bu mezar 
taş ı Babil 'de İ. ö. 2000 yı l larında dikilmişti r. 



173 

7. PERGEL VE CETVEL 

Mısırlıların ve Babillilerin en iyi inşaat aletleri , diklik için gönye, yataylık için düzeç, 
ölçme için ip ve harç için maladır. Bunlara ek olarak pergel ve cetvel de kullanılmıştır. 

Pergel ve cetvel bizim için matematikte çok önemlidir. Çünkü bunlar bazı matematik 
problemlerinin çözümlerinde kullanılır. Özellikle cetvelimiz Mısırlılar ve Babillilerde 
olduğu gibi ölçüm yapmak amacıyla değil, doğru çizmek için kullanılacaktır. Matematikte 
cetvel deyince biz üzerinde rakamlar bulunmayan ve ölçüm yapmayan aleti anlayacağız . 

Bizim cetvelimiz ölçümsüz olarak alınacaktır. Ölçümsüz olan bu cetvelle biz sadece 
doğru dediğimiz çizgiyi çizeceğiz ve bu amaçla kullanacağız . Bundan böyle cetvel 
dediğimizde cetvelimiz ölçümsüz olacaktır anlamında kullanılacaktır. 

Ortaokul ve lise yıllarımızda bir doğru parçasının pergel ve cetvelle istenilen eşit 
uzunlukta parçalara bölünmesini severek yapmıştık. Ayrıca, yine pergel ve cetvelle 
bir açının 2, 4, 8, ... , 2n gibi eşit parçalara bölebildiğimizi hatırlıyoruz. Bunlar bize Yu­
nanlılardan kalma problemlerdir. Yunanlılar, pergel ve cetvelle bir açıyı üç eşit parçaya 
bölmeye çalışmış ve bu işlemi yapamamışlardır. İki noktayı bu cetvelle birleştirirsek 
doğru çizeriz. Pergelle, merkezi ve yarıçapı verilen çemberi çizeriz. Pergel ve cetvelle, 
bir doğru parçasını iki eşit parçaya bölebilir ve orta noktasını bulabiliriz. Bir açıya eşit 
bir açının çizimi, bir açıya eşit yöndeş, içters, dışters, ters, tümleyen ya da bütünleyen 
açıların çizimleri yine pergel ve cetvelle yapılan çizimlerdir. Bunlar düzlem geometrinin 
çok iyi bilinen problemleridir. Bu aletlerle, bir doğru üzerindeki noktadan bu doğruya 
bir dikme çıkmak, ya da bir doğru dışındaki noktadan bu doğruya dikme inmek, kare, 
dikdörtgen, üçgen, çember, daire, eşkenar dörtgen, deltoit ve paralel kenar gibi geo­
metrik şekilleri çizebiliriz . Oysa bu aletlerle elips, parabol ve hiperbol gibi geometrik 
şekilleri çizemeyiz. Sonuç olarak, bu kadar kullanışlı olan pergel ve cetvel bazı geo­
metrik şekilleri çizmede başarısız kalıyor. 

Geometrik çizimlerde yalnız pergel ve ölçümsüz cetvelin kullanılması gerektiğini 
Eflatun (İ. Ö. 429 - 348) söylemiştir. Bu aletlerin dışında başka yardımcı aletlerle yapı­
lan çizimleri kabul etmemiştir. Eflatun, döneminin matematiklerini bilmesine karşın 
matematiğe özgün katkısı çok azdır. Yalnız matematiksel ilkeleri ve matematiksel dü­
şünceyi bilime sokmuştur. 

Yunanlıların çözemediği önemli üç problem vardı. Bunlardan birisi, pergel ve cet­
vel kullanarak herhangi bir açının üç eşit parçaya bölünmesi, ikincisi dairenin kareleş­
tirilmesi ve üçüncüsü de küpün katlanması problemiydi. 

Dairenin kareleştirilmesinden amaç, alanı bu dairenin alanına eşıt bir karenin çi­
zilmesi problemidir. Karenin alanı belli olunca karekökü de karenin bir kenarının uzun­
luğunu verir. Öyleyse dairenin kareleştirilmesi , alanı bu dairenin alanına eşit bir karenin 
kenarını pergel ve cetvelle çizmek problemidir. 
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Ellatun'un Akademisi'nin Pompei'de küller içinden çıkarılan mozayiğL 

Üçüncü problem şöyledir. Herhangi bir küpün hacminin iki katı hacimdeki bir kü­
pün bir kenarı pergel ve cetvelle nası l bulunur? 

i. Ö. V. yüzyılın ortalarına doğru Yunanlılar çok sayıda bazı teoremlerin ispatlarını 
yapmışlar ve çok sayıda da probfemler çözmüşlerdi. Bu konuda emeği geçmış çok 
sayıda Yunan matematikçisi vardı. Bunları k ı saca yaşadığı döneme göre şöyle sıra­
layabiliriz. 

1. Thales i. Ö. 600, 30. Nicoteles İ. Ö. 250, 
2. Anaximander i. Ö. 560, 31. Apollonius i. Ö. 320, 
3. Pythagoras L ö. 530, 32. Diocles i. Ö. 180, 
4. Anaximenes i. Ö. 530, 33. Hypsicles i. Ö. 180, 
5. Anaxagoras i. Ö. 460, 34. Nicomedes L ö. ·ı so. 
6. Enopides i. ö. 460, 35. Perseus L Ö. 150, 
7. Zenan i. ö . 450, 36. Philon tst L Ö. 150, 
8. Hippias i. ö. 430, 37. Hipparchus İ. Ö. 130, 
9 . H' - • j -" 4-:ın . ıppocraıes . u. · ...ıv , 38. Heron i. Ö. ~ 20, 

10. Bryson !. ö . 430, 39. Geminus L ö. 70, 
11 . Antiphon L Ö. 430, 40. Theodoslus i. ö. 60, 
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12. Philolaus İ. Ö. 430, 4 i. Serenus 50, 
13. Theodorus i. Ö. 420, 42. Menelaus iOO, 
14. Democritus i. Ö. 410, 43. Nicomachus i 00, 
15. Eflatun i. Ö. 380, 44. Ptolemy 150, 
16. Theaetetus İ. Ö. 380, 45. Zenodorus 150, 
17. Eudoxus İ. Ö. 360, 46. Sextus Afri 200, 
18. Aristotles İ. Ö. 340, 47. Thymaridas 250, 
i 9. Menaechmus i. Ö. 340, 48. Pappus 300, 
20. Autolycus i. ö. 340, 49. Metrodorus 320, 
21. Aristaeus İ. Ö. 320, 50. lamblichus 340, 
22. Dinostratus İ. Ö. 320, 51. Diophantus 360, 
23. Eudemus İ. Ö. 320, 52. Theon İsk 380, 
24. Philippus i. ö. 320, 53. Hypatia 4i0, 
25. Theudius i. Ö. 320, 54. Proclus 450, 
26. Euclides İ. Ö. 290, 55. Eutocius 550, 
27. Archimedes İ. Ö. 250, 56. Simplicius 550, 
28. Conon İ. Ö. 250, 57. Aselepius Trall 600 
29. Eratosthenes İ. Ö. 250, 58. Joh. Philoponus 650. 

Yunanlı matematikçilerinin tümü bu çözülemeyen üç problemle uğraşmışlar ve 
çözememişlerdir. Bu üç problemin çözülemeyeceği 1882 yılında Alman matematikçisi 
Lindemann tarafından ispatlanmıştır. Yani, pergel ve ölçümsüz cetvelle, bir açı üç eşit 
parçaya bölünemez, dairenin alanına eşit bir karenin bir kenarı çizilemez ve hacminin 
iki katına eşit hacimdeki bir küpün bir kenarı yine pergel ve ölçümsüz cetvelle çizilemez. 
Lindemann burada pi sayısının transandant olduğunu göstererek bu çizimlerin yapıla­
mayacağını göstermiştir. Böylece, sonlu tane çizimle ölçümsüz cetvel ve pergelle bu 
çizimlerin yapılamayacağı gösterilerek bu tarihi problemler çözüme kavuşturulmuştur. 

Yunanlılar bu problemleri çözmek için geometrik yollar kullanmalarına karşın 
Lindemann vn sayısının pergel ve ölçümsüz cetvelle sonlu tane cebirsel işlemle çi­
zilemeyeceğini göstermiştir. 

Dairenin alanı nr2 olsun. Alanı bu alana eşit olan karenin bir kenarı da R ile gös­
terilsin. Bu halde nr2 = R2 olur. Buradan R = vnr bağıntısı yazılır. Eğer vn sayısı per­
gel ve cetvelle sonlu tane işlemle çizilebilirse daire kareleştirilebilir. n sayısı pergel 
ve ölçümsüz cetvelle sonlu tane işlem yapılarak çizilemediği için ya dan sayısı tran­
sandant olduğu için dairenin alanı kareleştirilemez. 

Benzer yolla a kenarlı bir küpün hacminin iki katı hacimde olan küpün bir kenarı 
x olsun. Bu halde 

x3 = 2a3 
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yaz ı iır. Buradan x = \12 a yaz ı l ı r. \12. sayısı pergel ve cetvel le sonlu tane işlemle çizile­
mediği için küpün katl anmas ıyla o luşturu lan küpün bir kenarı çizilemez. 

Hippocrates (İ. Ö. 460 - 357), bu üç problemin çözümüyle çok uğraşmış bir mate­

matikçidir. Herhangi bir açiyı üç eşit parçaya pergel ve cetvell e bölememiştir. Ş imdi 

özel bir durumu gözönüne alalım. Bu da dik açıdır. Dik açıyı pergel ve cetvelle üç eşit 

parçaya bölebiliriz. Bunu yaptıktan sonra otuz derecelik, aıtrıı ış derecelik, 45 derecelik 
açıların katları olan aç ılar pergel ve cetvelle çizilebili r. 

Oj 

p 

Dik açın ın pergel ve cetvel!e üç eşit parçaya bölünmesi olanaklıdı r. Şekilde oldu­
ğu gibi QOP aç ı s ı dik olaral~ verilsin. Pergelin ayaklarını biraz açarak O merkezli ve 
bu yarıçapl ı çemberi çizelim. Çember 00 ve OP yarı doğrularını s ıras ıyla B ve A nok­
tala rı nda kessin. Şimdi pergelin bu açı kl ığ ın ı hiç bozmadan 8 merkezli yayı çizelim . 

Bu yay AB yayın ı C noktasında kessin. Yarıçapı n sabit olmasından dolayı BOC üçgeni 
eşkenar bir üçgendir. Eşkenar b ir üçgenin açı l arı altmışar derecedir. Öyleyse COP 
açısı otuz ve BOC açıs ı da altmış derece olur. Altmış derecelik açıy ı da pergel ve 
cetvelle iki eşii parçaya bölmek kolayd ı r. Ya da OB yarıçaplı ve A merkezli yay ı çizer, 
AB yayını kestiği nokta O ile birleştiri lirse doksan derecelik açı pergel ve cetvelle üç 
eşit parçaya ayrıimış olur. 

Matematikçiler 2000 y ıi herhangi bir açının pergel ve cetvelle üç eşit parçaya 
bölmek için uğraştılar. Pierre Wantzel (18i 4 - 1848), 1837 yı l ında herhangi bir açının 

pergel ve cetvelle üç eşit parçaya bö lünemeyeceğine ilişkin bir çalı şma yayınl ad ı . 

Paris'te Politeknil~ Okulu'nda profesör olan Pierre VVantzel, bu çalışmasında çok ileri 
gidiyordu. Bu ça lışma LioL:ville'nin Matematik Dergisi'nde yayınlandı . Aynı çalışmanm 

içinde boş yere küpün katianmas ı problemini de yaptığını söylüyordu. Oysa ku llandığı 

ycntern denkiernler kuramındaki iki geometrik probleme ters düşüyordu. Wantzei'in 
bulduğu şey, rasyonel katsay ıl ı bir poiinomurı köklerinin pergei ve cetvelle çizilebilir 
ofmadığ:nı veren bir ölçüt bulmuştu . Bunlar ona göre üçe bötme ve katlama Wantzel'in 
l<oşuiuna uymadığı için çözümler olanaksızdır divordu. Bu da başarısız bir çalrşrnaydı. 

" ·.ı 
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Eğer Yunanlılar gibi bazı kısıtlamalar getiri'lirse, diğer bir deyimle Eflatun'un per­
gel ve cetvelinin ku llanımına baz ı yardımlar yapılırsa açıları üçe bölmek olana\<lıdır. 
Bunlar da Eflatun'un pergel ve cetveli olmaz. 

Şimdi , pergel ve cetvele baz ı yardımlar yaparak Archimedes'in (İ . ö. 287 - 212) 
yaptığı bir çizimi verelim. 

B 

/ \ 
\ 
A 

Şekilde görüldüğü gibi QOP açısını üç eşit parçaya bölmek istiyoruz. Pergelin 
ayaklarını 08 kadar açarak OB yarıçap lı bir yanm çember çizelim. Bu çember OP 
doğrusunu A ve A' noktalarında !<essin. Şimdi 08 uzunluğunu r yarıçapı olarak cetvel 
üzerinde işaretleyelim. Cetvel B noktasında sabit olmak üzere çember üzerinde kaydı­
rarak DC = CO = 00 = r olacak biçimde çember üzerinde C noktasını işaretleyelim . 

Buna göre CDO ikiz kenar bir üçgendir. Bu ikiz kenar üçgenin taban açılarını a ile gös­
terirsek OCB açısı 2a kadar olur. Yine OBC ikiz kenar bir üçgen olduğundan C ve B 
köşelerindeki açıiar birbirine eşit ve 2a olurlar. Bir üçgende iki iç açının toplamı kendile­
rine bitişik olmayan bir dış açıya eşit olur. Bôylece, D köşesindeki açı ile B köşesindeki 
açının toplamı 3a olur ve bu 3a ölçümü OOP açısına eşittir. D köşesindeki açıyı OOP 
açısı üzerine taşımak kolaydır. Buna göre, QOP açısı O köşesindeki açı ile üç eşit 

parçaya bölünmüş olunur. 

Bu çizimde ölçümsüz cetvel kullanılmamıştır. Çünkü CD uzunluğu cetvel üzerin­

de r kadar işaretlenmiş ve cetvelin kayd ırılmasıyla C noktası bulunmuştur. Bu da Efla­
tun'un cetveli değildir. Bu nedenle bu üçe bölmenin pergel ve.ölçümsüz cetvelle yapı l­

dığını söyleyemeyiz. Öyleyse bu çözüm olamaz. Çünkü cetvel ölçümsüz değil, ölçümiü 
olarak kullanılmıştır. 

Şimdi Hippias bu konuda neler yaprnrş onu görelim. Hippias Lö. 460 yılı yöresinde 
Elis'te doğmuştur. Verilen herhangi bir açıyı üçe bölmek için çizdiği eğrlye quadratrix 
ismi verillr. Bu ayrıca daireyi karelediği için aaha sonra bu isim verilmiştir. Hippias, 

Hippocrates gibi para için matematik ö9rettiğini söyler. Yunanlıların sofist dedikleri 
bilgin kimselerden biriydı. Sofistler Asya kökenli ve Ege Bölgesi'nden gelen kişilere 
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verilen isirr ıd ı . L Ö. 1/. yOzy ıı ın ortalar ına doğru bu tür sofistier Yunanıstan'da çok art­
mıştı. Yerleşim yerleri Yunarıistan 'da Atina, Sicilya ve i talya 'ydı . 

Hıppıas ' ın quadratrixi pergel ve cetvelle çizilemeyen. nokta nokta çizilerek birleş­

t irilen bir eğridir. Şimdi bu eğriyi çizelim, sonrada açı l:ır ı istenen oranlarda eşıt parçalara 
nasıl ayırdığını gösterelim. 

AE doğru parças ı A nol~tası eıratında saat ibresi yönünde AB doğru parçasından 
AD doğru parçasına doğru sabit bir hızla hareket etsin. Böylece birinci çeyrek bölgede 
BED yayı çizi!it. AS doğru parçası AB doğru parçasından AD doğru parçasına doğru 
hareket ederken, aynı zamanda AD doğru parçasına her zaman paralel olan MN doğru 
parçası BC doğru parçasından AD doğru parçasına aynı sabit hızla l1areket etsin . 
Bu hareketlerin her ikisi de. AE ve MN doğru parçalarının aynı zamanda AD doğru 
parçası üzerine gelecek biçimde ayarlanır. Bu iki hareketin sonucunda AE ve MN 
doğru parçaları F noktasında kesişi r ler. Bu dogru parçalarının kesim noktaları olan 
F noktaıannm geometrii< yeri 1-lippias ' ın quadratriksini verir. Eğer FH, AD dogru parça­
sına dikse, quadratriksin özelliğinden dolayı 

bağıntısı yaıılrr. 

BAO açist _ AB _ BED yay ı 
EAD açısı - FH - ED yayı 

Aslında bu hareket sonucunda MN doğru parças ı ile AD doğru parçası üst üste 
çakı şır. Yanı bır tel·~ G noktası yoktur. G noktasını bu hareketin sonucunda F noktasının 

bir limiti olaral< alabtJiriz. Bunda bir sakı nca yoktur. 
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x 
B / 

9 
3 

H G D--Y 

Şimdi BFQG biçimindeki quadratriksinin açıları üç eşit parçaya nasıl bö ldüğünü 
gösterelim. Bunun için verilen herhangi açı XAY olsun. Bu açıyı şekildeki gibi yerieşti­
relim. AX, quadratriksi F noktasında kessin. FH, AD doğrusuna dik olsun ve FH doğru 
parçasını üç eşit parçaya bölelim. Bu üçe bölmede oluşan P noktasından AD doğrusuna 

paralel olan MN doğru parçasını çizelim. Bu MN doğru parçası quadratriksi Q nokta­
sında kessin. AQ yarı doğrusu da AB yarıçaplı çemberi R noktasında kessin. Buradan 
DAR açısı XAY açısının üçte biri olan açıdır. Çünkü, quadratriksin tanımından do layı 

DAR açısı _ PH _ FH/3 _ j_ 
DAE açısı - FH - FH - 3 

bağ ıntısı yazılabilir. Bu da DAR = ~ DAE = ~ XAY demektir. 

Hippias' ın quadratriksi ile dairenin alanına eşit bir karenin bir kenarını çizmek 
olanaklıd ır. Bunu Hippias bilmemiş olabilir. Çünkü, bu eğri ile daireyi kareleştirmek 

daha karışık ve baz ı ileri bilgi ler ister. Çünkü, Pappus (300), Matematik Koleksiyonu 
isimli yapıtında bu konuda açıklamalar yapar. Dairenin kareleştiri l mesi, Dinostratus 
( İ. Ö. 320). Nicomedes (İ. ö. 180) ve diğer baz ı geometriciler tarafından kareleşt!rme 
şekli ismini verdikleri quadratriks ile yapmışlardı r. Bu kareleştirmenin Hippias'a dayan­
dırı lması ve onu kaynak olarak verme işlemlerinde bir boşluk vardır. Aslında Dinostra­
tus•un bu eğri ile kareleştirmesi hakkında fazla bilgi yoktur. Genel olarak Yunanl ı ma­
tematikçilerin bu eğri ile kare!eşlirmeyi yaptıkları söylenir. Genel görüş, Hippias bu 
eğri ile açıyı üç eşit parçaya böldüğü ve Dinostratus'un bu eğriyi kullanarak kareleşti rmeyi 

ilk kez yaptığı yönündedir. 
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Daırenin kareleştirilmeslrıin quadratriks ile çözümünün Dinostratus'a ait oldugunu 
bize Pappus i letmiştir. Şimdi . Dinostratus'a ait olduğunu kabul ettiğimiz kareleştirrneye 

geçebiliriz. 

L 

AD ile quadratriksirı kesiştiği noktası nın G olduğunu kabul edelim. Buna göre 
G noktası bulunabilir. Çlinkü Pappus'un önermesi bu durumda 

BED yayı AB 
AB = AG 

biçimındedi r. Eğer (BED yayı)/AB , AB/AG bölurrıüne eşı t değilse , ya AK> AG ya da 
AK< AG oıması durumunda (BED yayı) ı AB= ABıAK olur AK> AG olduğunu l<abul 
edelirn. Bu halde A merkezlı ve AK yarıçapiı KFL çeyrek çemberı quadratriksi F ve 
AB doğru parçasını da L noktasında kessin . Aile F noktalarını birleştirerel< uzatırsak 
bu uzantı quadratriksi E noktasında keser. F noktas ından AD doğru parçasma FH 
dikmesini inelim. Bir çembeıin ilgili vayları yarıçaplarla orantılı olduğundan, 

BED yayı _ AB 
l<FL yayı - AK 

yazı lı r Eğer ~<abu' ettiğımız hıpotez doğru ise 

'3ED yayı A~ 
AB =AK 

olur Auradan AB .- KFL yay ı yazılır. Oysa quadratrıxsın tanımının ozelliğinden 
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AB _ BED ya)rı _ KFL yayı 
FH -- ED yayı - FK ıray: 

bağıntısı bilinmektedir. Biraz önce AB :: l<:FL yay ı olduğunu göstermiştik. Buradan FH 
= FK yayı elde ed!llr. Bu da anlamsızdır. Çünkü FH dikmesi AD doğru parçasına olan 
en kısa yoldur. Bu nedenle bu bir çeiişki olduğundan AK> AG oiamaz. Eğer Al< < AG 
olduğunu varsayarsak, benzer oiarak yine bir çeli şkiye varırız. Geriye Al<= AG olması 
kalıyor. Buradan (BED yayı)/AB = AB/AG yazılır. 

Bu yapılanlara göre kareleme problemi çeyrek düzlemdeki dairenin karelenmesin­
den başka bir şey değildir. Dairenin çeyreği karelenebilirse tümü de karelenebilir so­
nucuna varırız. Pappus böylece dairenin alanının karenih alanına eşit olacağı sonucuna 
varır. Buna göre iş lemler nası l yapılır? 

Daireyi kareiemek için Euclides'in Elements isinıii iL Kitabı ndaki i 4. Önermeyi 
kullanacağız. Bu önerme de dikdörtgenin !-<a releştirilrnesi biçimindedir. Dairenin yarı­
çapı r olsun. Çemberin çevresi C ile gösterilsin. Quadi·atriksi kuilanarak 

C/4 
-= --~<-

r s 

oları orantıdan ya da Thales bağıntısından s uzunlul<iu bir dcğru parçası t:uiur.ab;Jir. 
Burada r, r ve s arasında dördüncCı oranti C/4 = q olsun. Bu q değeri çemberin çeyrek 
bölgedeki yayının uzunluğudur. 

E 

q 

o c 

Bu haldeki dairenin alanı, yarıçapın yarısı ile çc:vrenin çarpı mi olduğundan 

yazılır. Şekilde olduğu gibi bir kenarı 2r ve diger kerıan q olan dikdörtgenin aıa~~ ı dai­
renin .A alanına eşit olur. Şekildeki gibi FB = x olsun_ Buna -göre karenin bir ke-narı ol2n 
x değeri 2r ile q arasında orta oraııtıfıdır. Yani 
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2r x 
)( q 

olur. Bu bağıntıyı Euclides bağ ı ntısından da x2 = 2rq olarak yazilabHir. Bu da Hippias'm 
quadratriksi ile dairenin kareleştirll mesi probleminin çözümüdür. 

Bu çözümü de Eflatun kabul etmemiştir. Çünkü burada Eflatun'un pergel ve ce\­
veii kullanılmamış, quadratriks eğrisi belli bir mekanik hareketlerle nokta nokta işaret­
lenmiş ve bu noktalar art arda birleştirilmiştir. Yani quadratriks egrisi perge\ ve ö!çümsü.z: 
cetvelle çizilm emiştir. Bu problerndeki nol<s-anlık zaten buradadır. 

8 c 8 a c 
!~ E ı ı~~~. 1 

1 ~~" 1 

ı i ~.(r,B) ~ 1 

! 

,kfl\, \ i 
!\ \ 

1 / ' \ ! , . ' 
a / ' \ \ 

' \ 

\j ! r l '\ 

' /\~ \ \ 1 / 

1 / \ \ l 1 j .l l / 8 \ 
1 !\ l 

/\ K G o A H G o 

Eğer AK< AG ise, Dinostratus'un çeyrek daire için karefemesinde bir çelişkiye 

varılmasinda yukarıdaki ilk şekil kullanılırsa yine bir çeli şkiye varıl ır. Bu çelişki de PK 
yayı = FK olmasın ı doğurur. Öyleyse AK< AG olamaz ve AK = .A.G oiması kal ı r. 

İki nci şekilde quadratriks eğrisi bugünkü rrıoderrı kutupsal gösterirnie 

r = 2aH 
n sinO 

biçimdedir. Bu halde AG uzunluğu Hospital kuralına göre 

AG 
,. 

1
. 2aG 

. ., = ıım r = ırn --. -
o-,o 8->C ·rı: s ıne 

_ 2a lirn 0 
- n: 0-->ü si n9 

= 2a 1 =-2_a 
it . 1t 

olarak bulunur 
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Euclides'in Elements isi nıli il. Kitabındaki 14. Önerme, onun daha ço!~ i kincı 
Euclit bağıntıs ı olarak bilinir. O da şudur. Bir dik üçgeııde bu dik köşeden hipmenuse 
ındirilen dikmenın karesi, bu dil~menin hipotenüs üzerinde ayı rd ığ , parç'3.!ar aras ında 

orta oran111tdtr. Diğer bir deyimle. dil<menfn hıpotenüs üzerinde ayırdığı parçalar a ve 
b ise. alanı ab oları dikdörtgenin alanı bu yüksel<lik üzerine kurulan karenin alan ına 
eşitti r. 

F x G 

AFE üçgeni F köşesinde dik olst.;n, Çapı gören çevre açı dık olacağından AE: 
çapl ı çember F köşesınden geçer. Burada BFA dil~ uçgeni ile FAB ıjjjç üÇfieni berız€rdir 

Benzer üçgenlerde eş it açılar karş ısmdal~i kenarıa r urc.nt ı l ı r•laccığı ndar 

yazılı r. içler ve dışların çarpım ı alınırsa ab = x2 olarak bulunur. Bu sonuç aynı zamanda 
drkdörtgenin karelenmesi yöntemidir. Dikkat edilirse burada yap ılan çizimterin Wmü 
pergel ve cetvelle yapılmıştır. 

Lirnaçon denen eğri Blaise Pascal' ın ( 1623 - 1662) babası olan Etienne Pascal 
(1588 - 1640) tarafından bulunmuştu r. Bu eğri kutupsal koordinatlarla r = 1 + 2 cosH 
ve dik koordinat sisteminde (x2 + y2 -2x)2 = x2 + l bıçırnindedir. 

Limaçon aslı nda başl<a amaçlar için oluşturu lmuş, çizllmiş ve i rıc€ 1enmişfir. Oysa 
linıaçonu kullanarak ı<eyfi bir açıyı üç eşit parçaya bölrnek ıçın ku ll2nabi li rız. 

Şekli aşağıda olduğu gibi çizelırn . Bir üçgenirı iki iç açısını n toplamı kendilerine 
komşu olmayan bir dış aç ıya eşıt olduğu .bağınt ıs ı kuli~nııacal<tır. Buna göre, !imaçonun 
özelliği gözönüne aıınırsa 

ABC = BOD ,, BDO 
= 8EO + BDE 
= BDE + EBD + BOE 
=38DE 

yazılır. Öyleyse BDE açısı ABC açısının üçte birine eşitli r. 
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Limaçon. 
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Bu çözüm de pergel ve cetvelle yapı lmadığı için bu çizim de bir açının pergel 
ve cetvelle üç eşit parçaya bölünmesi problemine çözüm oluşturmaz. Çünkü limaçon 
pergel ve cetvelle çizilemeyen bir eğrid i r. 

B 

A. 

Tomahawk şekilli alet de bir açıy1 üç eşit parçaya bölmede kullanılabilir. Bunun 
için şekilde olduğu gibi PO= QR = RS alalım . PR çaplı PTR yarım çemberini çizelim. 
AOB açısına e denirse buradan sonuca ulaşacağız. UR, PS doğrusuna dik olsı;n. S 
noktası OA üzerinde ve UR doğrusu da O noktasından geçecek biçimde çizilsin. Bu 
hatde 08 doğrusu PR çaplı çembere T noktasında teğet olur. Bu hafde OTO, ORQ 
ve ORS üçgenleri eşittir. Eşit kenarlar karşısındaki açılar eşit olacağwıdan ., ROA açısı 
AOB açısının üçte biridir. 

Yunanlılar 

olduğunu biliyorlardı. Çünkü sağlaması kolaydır. Bu formülde a = 2n2 ve b = 2 olarak 
alınırsa (2n, n2 - i ,n2 + i) üçlüsü Pisagor bağıntısını sağlar ve bunlara Eflatun üçlüleri 
ismi verilir. Eğer a = (2n + 1 )2 ve b == 1 olarak alınırsa, bunlar da Pisagor bağıntıs ı nı 
sağlar ve bu haldeki Pisagor üçlüleri 

(
, (2n + 1 )2 - i 
2n + 1, ,, 

L 

olaral< yazı fır. 

(2rı .,.. -02 + 1 
2 
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Kenar!arının uzunlukları birer tams3y. olan \Ül"1 dik üçgerılerin alanı çevresinın 

top lamına eşitti r. Bu tür kaç tane dik Jçgen va;dır? 

Problemin ifadesırıe göre x2 + l == z2 ve x + y 7 z = xy/2 otur Bu ı K.i tteıık\ernden 
z terimi yok edilirse (x - 4) (y - .6.) = 8 denklemi bulunur. Bir kere x ve y te rimleri dört 
say:sındar. kesin oüyuk olmalıdır- Burıa göre x - 4 ve y - 4 çarpanları ı ile 8 ya da 
2 ile 4 olmai ı d ı r. x - .1 "" 1 ile y - 4 = 6 derüdem!eri rıoeıı x = 5 iie y ::: 12 gelir. Bu ııalde 

z = 13 bulunur. t=:ğer x - 4 i12 y- "f Qarpanfan 2 i!e o ise bu halde ı< - 4 = 2 'ley- 4 
::: 4 olur. Buradan x"' 6 ve y = 8 oımalıd ır. Bu halde z = 1 O olarak b ulunu r. Böylece 
bu koşullardaki Pisagor üçlüleri (5, 12, -13) ve (6, 8, 'O) olarak bulunur 

n ~ 3 o!an tamsay ılar olsu rı. Bu halde n leı·' o id c1ğ.uncia Pisa9or üçlüler: 

( n, ~ (n-1 - ·q, f (ıız + ·iı) 
ve n çitı oluuğu ı ıı:..12 bu haldeki r.:ıisago~ üçı·::ı ie~ı 

1Jldı.ıgu 9bste:-i let:.ıi!ir. 

;,rt arda gelen pc.Lİlil t::-ıms2y 'J:arı hsaç:or ı:ı~:;~·, ıe~: yalrnz. ('.~ . 4, 5) biçirninaedir. 
Çur,;·;J. art arda gele-1 pozitif ?is c;:;ıcır ~ç!O!Rr: (X, x ~ .. x ~ 2) ise x2 + (x ..,. 1 )2 -= (x + 

2)'- ·:!e"\len iPC!\?-il ;a;rn x = 3 ::iaf<ık Dulu '."ldr. '.::: ı~eiieri de 4 ve 5 say ıla'"'d ır 

x ve y art arda gelen poıi!if ı.aınsay ı isa, :x y z) biçirrı indeki Pisagor Sçlulerinin 
sayısı sonsuz tanedir. Çünkü ou biçimi:ıdef,i ?isagoı üçlusü (x, x + 1, z) '"e (3x t- 2z 

+ 1. 3x + 2z + 2, 4x + 3z + 2) de b!r Pisago( üçıüsüdür. 

J2. ..,_ v3 toplam ını n irrasyonel olduğunu gösi:eriniz 

, .. , \ 
' ( 

B 
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Yunanlılar Pisagor teoremini yukarıdaki şekilden ispatlıyorlardı. ABC dik üçgeni 
C köşesinde dik olsun. C köşesinden AB hipotenüsü ne CD dikmesini çizelim. Bu hal­
de ACD üçgeni ile CBD üçgeni ABC üçgenine benzerdir. Şimdi ACD dik üçgeni ile 
ABC dik üçgenlerinin benzerliğinden 

~ = ~ ve a2 = cAD 
a AD 

ve CBD dik üçgeni ile ABC dik üçgeninden 

b c 
DB = b ve b2 = cDB 

yazılır. Bu eşitlikler taraf tarafa toplanırken AD+ DB = c olduğu kullanılırsa a2 + b2 

= cAD + cDB = c(AD + DB) = cc = c2 bulunur. Bu da dik üçgendeki Pisagor bağıntısıdır. 

Pisagor teoreminin diğer bir ispat yöntemi de şöyledir. Dik açısı C köşesinde olan 
ABC dik üçgenini gözönüne alalım. AD, AB doğru parçasına dik olarak çizilsin ve BC 
bunu D noktasında kessin. ABC dik üçgeni ile OBA dik üçgeninin benzer oluşlarından 
AD= ac/b ve DC = a2/b yazılır. Buradan, ABC dik üçgeni ile ACD dik üçgeninin alanları 
toplamı ABD dik üçgeninin alanına eşit olduğundan, a2 + b2 = c2 bulunur. 

D 

ac 
b 

a2 
b 

A 

a 

c b 8 



PERGEL VE CETVEi 

Amerika Cumhurbaşkanlarından ~ıames Garlield 1876 yılında England Jour~aı 
of Educatron isimli dergide Pisagor teoreınıni aşagıdaki biçımde hesaplc:.mı ştır. 

ABC dik üçgenin! gözönüne alalım. i:BCD yamugunu olu şturalım. Bu yamuxb 
EAD dik Cıçgeni ABC üçgeni ile aynı olsun. Buradan sonra EB doğru parçası çizilebilir 
EBCD yamuğunun alanı ABC. EAD ve EBA dik üçgen;erirıin alanları topıamırıa eş'ı 

olacağından 

(a + b) (a + b) "' ab + c
2 

+ ab 
2 2 2 2 

(a + b)2 =- 2ab -:- c2 

(a. + b)2 - 2ab = c2 

a2 + 2ab + b2 
- 2ab = c2 

a2 -ı- b2 = C2 

yazıhr . Bu da dik kenarları a ve b, hipo\enüsü de c elan cik üçgendekı Pisagor bağın 

tıs ı dır. 

Pisagor a < b olana ve b sayılan aı'ası r.daki harmoniK ortalamayı 

biçimdeki h sayısı ile tanımlamıştı r. Örneğin , (8 - 6) I ( 12 - 8) = Ei/12 olduğundan 8 
sayısı 6 ile ·1 2 sayıları nın harmonil<. ortalamasıdır. Eğer h, a ve b sayılarının harnonık 

ortalamas ı ıse 

olacağı kolayca gôsterilebilir. 

Pappus'un (320) matematik kitabında OA ve OB dogru parçalarıyla harmonık 

orialama olan doğru parçası şöyie çizili\'. 
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B noktasında OB doğru parçasına bir dikme çizilerek BC = BD alınır. O noktası 

ile C noktası birleştirilerek A noktasından OB doğrusuna çıkalan dikme OC dogrusunu 
E noktasında kessin. Eve D noktaları birleştirilsin. ED dogrusu OB doğrusunu H nokta­
sında kessin. Bu halde OH = h uzunluğu, a = OA ve b = OB uzunlukları arasında 
harmonik ortalamadır. Dikkat edilirse burada OAE üçgeni ile OBC üçgeni, HAE üçgeni 
ile HBD üçgeni benzerdir. Bu üçgenlerin benzerliklerinden 

yazılır. İlk ve son terimler h degerinin a ve b sayıları arasında harmonik ortalama ol­
duğu sonucunu verir. 

(a + b) / 2, a ve b sayılarının aritmetik ortalaması ve h = 2ab / (a + b) de harmonik 
ortalama olsun. Yetkin oran da 

a 
(a + b)/2 

2ab/(a + b) 
b 

olarak tanımlansın. Buna göre yetkin oran, aritmetik ortalama ve harmonik ortalama 
arasında 

a 
(a + b)/2 

bağıntısı vardır. 

2ab/(a + b) 
b 

h 
b 

Yunanlıların ve Yunan güzel sanatlarının güzel görünümü için kullandıkları altın 
oran vardır. Biraz da bu altın orandan söz edelim. 

AB doğru parçasını pergel ve cetvelle altın oran dedigimiz parçalara bölelim. 
Bunun için B noktasında AB doğru parçasına dik ve eşit BC =AB olacak biçimde C 
noktasını bulalım. AB doğru parçasının orta noktası M olsun. MC yarıçaplı çizilen çem­
ber AB dogrusunun uzantılarını O ve E noktalarında kessin. AP= BE alalım. İşte bu 
P noktası altın oranda altın kesim noktasıdır. 

Burada çapı gören çevre açı dik olduğundan C köşesindeki açı doksan derecedir. 
Öyleyse DBC üçgeni ile CBE üçgeni benzerdir. Buradan DB/BC = BC/BE olur. Bu 
eşitliğin her iki yanından 1 çıkarılırsa AB/AP= AP/PB elde edilir. PB =AB -AP değeri 
kullanılırsa AB2 -AB . AP -AP2 =O yazılır. Her iki yan AP2 ile bölünürse AB/AP türün­
den ikinci derece bir denklem elde edilir. Bu da AB/AP= AP/PB = (VS + 1 )/2 biçimindeki 
altın orandır. Bu oranlı tüm cisimler göze hoş görünür. Bu oran Yunan mimarisinde 
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E 

çok kullanılm ıştır. Burada AEFG ve BEFC dikdörtgenlerine altın dikdörtgenler denir. 
Doğada bu tür güzel görünümlü şekil çoktur. Zaten altın orarı varsa o şekil çok güzel 
görünür. 

n herhangi pozitif bir tamsayı olsun. Cyreneli Theodorus (İ. Ö. 400), Yri uzunluğunun 
nasıl çizileceğini göstermiştir. Theodorus, Eflatun'un matematik öğretmenidi r. Eflatun, 

matematik disiplinini ve matematiksel düşünmesini Theodorus'tan almıştır. n tek pozitif 
bir tamsayı ıse ·in dil' üçgenin bir dik kenarı ve (n + 1 )/2 de bu dik üçgenin hipotenüsü 
o lsur:. Buna göre 

ve n çift ise 2vn dik üçgenin bir dik kenarı ve hipotenisü de n + 1 ise 

(2v'n)2 = (n + 1)2 -(n -1 )2 

bağmtıları sağiandığından vn sayıs ı her zaman çizilebilir. Şüphesiz buradaki çizimler 

pergel ve cetvelie yapılmıştır. 

b- /ı 
ı I 

1\/ / / 
\;/ I 
1\ / 

\ / I 

"\(~"-. 1/ 
I 

! 
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Theodorus, 2 $ rı :f 17 için vr.· sayısını yukarıdaki yaya benzeyen bir biçimde çiz­
miştir. Eğer n. dik üçgenin hipotenijsü h ise h2 "" (vn)2 + 1 = n + ·ı olur. Theodorus 
n. üçgenin hipotenüsünün uzunluğunun v'i1+l olduğunu görmüştür. Bu nedenre bu 
ç izimi .f0 sayısına kadar getirmiştir. v'18 say ı sı bu dönmeler sonucunda i lk kez. baş­
langıçtaki konuma gelir. Ondan sonra çizim devam eder. 

Thales bağıntıların ı kullanarak a, b ve c sayı ları arasında otantılı olan dördlincü 
orantı çizimle bulunabilir. Çizim sözcüğü de pergel ve cetvelle sonlu tane rş lem yaparak 
ç izme anlamında ku l lanılmıştır. Yani , geometride çizim deyince Eflatun'un pergel ve 
cetveii anlaşı lacaktır. 

Verilen üç doğru parçası ile orantılı dördünoO doğru parçasını bulmak için O nok­
tası ndan çıkan ve doğrusal olmayan iki yarı doğru çizilir. OA = a ve OC = c uzunlul<.­
ıan şekilde otduğu gibi gibi yerleştirilir. 

s/ 
//'\ 

b ·' \ 

,/ \ 
/ \ \ 

O ~ G x D 

AB= b alınır. AC doğru parçasına B nol<tasından bir paralel çlzilir. CD doğru par ­
çası bu üç doğru arasında 

ya da x =bela dördüncü oranlıdır. 

Orta orantılı dogru parçası çizimiyle ilg i l ı Eflatun'un da bir çözümü vard ır . 

Şekilde görO!düğu gibı ABC ve BCD dil~ üçgenlerini çizeliırı . BC doğru parçası 
her iki dik üçgende onak olsun ve her ıki üçgen de aynı tarafta çizilsin. Aynca AC ve 

80 doğruları birbirlerini ? noktasında dik olarak kessııı. Bunlara eK oiarak AP = a ve 
DP ""2a olsun. x"" BP ve y = CP uzunl ukları a ve 2a uzunlukları arasında orta orantılı­

dır. Çünkü, buradaki APS, CPB ve DPC üçgenleri benzer olduklarından 
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D 

I 

2a 

A 
a 

p 
x y 

c 

bağıntıları yazılır. Bu da x ve y değetlerinin a ile 2a arasında orta orantılı olduğunu 
gösterir. Bu da orta orantıdır. 

Apoltonıus (İ. Ö. 225). a ve 2a doğru parçaları arasında il< ı tane orta orantı nın 
olduğunu göstermiştir. 

p~~ 
v ' "" \ 

\ 
aG 

A 2a D )( 

önce, şekilde olduğu gibi ABCD dikdörtgeninı çizelim. AB°" a ve AD = 2a olsun. 
Dikdörtgenin köşegenlerinin kesim noktası E oisun. E merl~ezli ve P, C ve O noktaları 
aynı dogru üzerinde olmak üzere bir çember çizf lır. Bu çemberin çiziminin bu noktaların 
aynı doğru üzerinde olmasını Apolloııius mekanik bir ayarlama ile çizildigini öz.ellikle 
belirtir. Dikkat edilirse burada pergele yardım edilmiştir. Buna göre PAQ, PBC ve CDQ 
üçgenleri benzer olduklarından 
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bağıntıları kolayca yazı!ır. Ayrıca, EFQ ve EGP, hipotenüsleri eşit olan iki dik üçgen 
olduklarından , 

(
a ,2 ı a ,2 

{a + x)2 + ~J' = a2 + t- + YJ 
'2 .2 

ya da 

(2a + x)x = {a + y)y 

yaz ılı r. DO = x ve BP = y değerleri a ve 2a sayıları arasmda orta orantı l ı oldukları için 

yaz ılı r. 

İskenderiye okulunun en büyük öğretmenlerinden birisl de Yunanlı matematikçi 
Menaechmus'tur (İ. Ö. 350). Menaechmus küpün katlanmas ıyla ilgili problemi, konikle­
rin kesişiminden yararlanarak tümüyle matematiksel olan bir yolla çözmüştür. Küpü­
müzün bir kenarı a olsun. 

f 
1 

x2 =ay 

\ 
\ 
\ 

\,'\.. ~ 
---------"~~+-----.... x 

O 1 (a/2, O) 

~---
Menaechmus, şekilde görüldüğü gibi x2 = ay ve y2 = 2ax olan parabollerini çizer. 

Bu iki denklemde y değeri yok edilirse x::; = 2a3 yazıl ı r. Buradan x = a W değeri ikiye 
katlanmış olan küpün bir kenarın ın uzunluğudur. 

Buradaki parabo1fer pergei ve cetvelle çizilemeyen eğriler otdukları için x: değeri 

ikiye Katlanan küpün bir kenandır ama 12" sayısı pergel ve cetvelle çiz11emez. Bu ne­
denle Menaeclımus'un bu çözümü perge! ve :::etveHe yapılmamış olduğundan Eflatun 
buna da karş ı çrkm1ştı r. 
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Yummlı matenıatikçi Nicomedes'in ( İ. Ö, 240), bir açırnn üç eşit parçaya bölünmesi 
ve küpOn katlanmasıyla ilgili ikı çözümü vard ır. Ônw ilkini gösterelim. 

zj,,,_____t>?_. ~---='"-o 0 

O C A 

AOB, uç eşit parçaya bölünecek açı olsun. B noktas ından OP.. doğrusuna bir BC 
dikmesi ve bir de BD paraleli çizilsin. Uzunluğu a::. 208 oıan parçayı cetvel üzerinde 
işaretleyip PO = a olaca!< biçimde kaydırarak 00 dogru parçası nı çizelim. Bu çizimlere 
göre M, PQ doğru parçası nın orta noktası ise, M03"' BMO olur. Çünkü, PBO dik üçr 
geninin hipoteniısi.l nüıı orta noktası olan M noktasının 8 ve O l~öşeierine olan uzaklıkları 
eşit ve MB "' MQ"" a12 otur. Öyleyse OBM üçgeni ikiz kenar olur. Buradan BOM = BMO 
olduğu gösterilmiş olunur. Ayrıca, bir üçgende iki iç açın ın ıoplamı kendilerine komşu 
olmayan bir dış açıya eşit olmasından BMO üçgeni için 

BMP = MBQ + MOB 

yazılır . BMO üçgeni ikiz kenar olduğundan AOQ = BQO olur. Buradan AOB = AOO 
+ OOB = 3800 yazıl ı r. Böylece AOB açısı üç eşi t parçaya bölünmüş olunur. 

Burada cetvel Ozerınde a = 208 uzunluğu kullanıldığı için cetvel ölçümsüz değil­
dir. Bu nedenle çözümün pergel ve ölçümsüz cetvelle yapıldı ğını söyleyemeyiz. 

Nlcomedes'in ikinci çözümü küpün katlanması problemı üzerinedir. Nicomedes'in 

düşüncesi, Apoıtorııus 'un düşüncesine benzer 

p 

,/~ 
I j ~ 

z/ 8 2a ~. c 
/ a ' '""-. 
F~N a ""-. 

• 1 

'\f-ı/_,.___.__~ -x~o 

G 
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Önce şekilde olduğu gibi ABCD dikdörtgenini çizelim. AB= a ve AD = 2a olsun. 
AD doğru parçasının orta noktası M ve AB doğru parçasının orta noktası da N olsun. 
CM ve BA doğru parçalarının uzantıları G noktasında kesişsin. NF dikmesi üzerinde 
FB = a olarak alalım. BH//GF olsun. FP doğru parçasını çizerken HP = a olarak ayar­
lansın ve P, C ve Q noktaları bir doğru üzerinde bulunsun. Bu biçimde ayarlama için 
Nicomedes konkoit diye bir aygıt yapmış ve bu ayarlamayı bu aletle yapmıştır. Burada 
PC ve AD yarı doğruları uzatılarak Q noktası bulunur. 

Bu çizim koşullarında PAQ, PBC ve CDQ üçgenleri benzer olduklarından 

a y a + y 
x = 2a = 2a + x 

yazılır. Ayrıca, PBH ve PGF üçgenleri benzer olduklarından da 

a z + a 
y y + 2a 

ya da a/z = y/2a yazılır ve z =yolarak bulunur. 

Bir de FNB üçgeni ile FNP üçgeni benzer olduklarından 

a2 -( %J2 = (a + x) 2 -(y + %}2 

ya da 

x y + a 
y x + 2a 

yazılır. DO= x ve BP = y uzunlukları a ve 2a uzunlukları arasında orta orantılı olduk­
larından 

sonucu yazılır. 

lsaac Newton (1642 - i 727), küpün katlanması üzerine bir çalışma yapmıştır. 
Şimdi bu çalışmayı verelim. 

Önce AB doğru parçasını çizelim. AB doğru parçasına B noktasında dik olan BR 
yarı doğrusunu çizelim. ABT açısı 120 derece olsun. Yani EBD = 30 derece olarak 
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çizilsin. CD =AB ::: a olacak biçimde A, C ve O noktalarım ayarlayalım . (Bu ayarlama 
ölçümsüz cetvele yardımdır) . Bu çizimlere göre, ABC ve DEC Oçgenlen benzer olduk­
larından 

a b c 
-=.-=-
x y a 

ve 

1 t ,.,0o DE -== an.:ı = -
v3 BE 

x a2 

b + y ab +be 

olur. Bu son denklemin her iki yanının karesi ahnır ve b2 = c2- a2 olduğu kulJanıfırsa 

yazılır. Bu da c3 = 2a3 demektir. Bu da AC kenarlı küp, AB kenarlı küpün iki katı oldu­
ğunu gösterir. 

Matematikte alt ı n oran ya da altın kesit. ("I + ../5)/2 = 1.618 olan bir sayıdır. Do­
ğada ve klasik sanatta çok say ıda uygulaması ol arı bu oranın en iyi örnegi altın dik­
dörtgendir. Altın dikdörtgern çözmek için önce ABCD karesı çizilir. Kare OP ile iki eşil 
parçaya bölünür. Sonra O merkezli ve OC yarıçaplı çember yayı AD uzant ı sını F nok­
tasında keser. Buradan sonra DFEC oikdörtgeni tamamlanır. AF/AB altın- orana eşit 

tir. 

Böyiece. AFEB ve CDEF dikoörrgen!eri altın dil~dörtgenterdir_ Bu altın oran ünlü 
fapııarda çok kullanılmıştı r. Doğada ve Alina'daki Parıenoıı tapınağının ön yüzünde 
vardır . 
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İ. Ö. V. yOzyılın ikinci yansında en ün !Cı olan Chios'lu Hippocrates'ti (L ö. 460 -
380) . Matematikçi ve iyi bir tüccar olan bu Hippocıates ile Yunanlı ıarı n tıbbı n babasi 
olan Hippocra.tes farkl1d ır. Hippocrates, önce Thales gıbi i şe tü ccarlık ile başlamış , 

sonra da matematikçi bir bilim adam ı olarak yaşamı n ı sürdürmüştür. Gemiyie gittiğı 
İstanbul'da dolandırıldığı , hatta soyu lduğu bile yazılmıştır . Gemisinin cienizde /\tinalı 
korsanlar tarafından soyulduğu da yazı l mıştır. 1\una'ya giöerek su ç;iu!aıın bulunmas ı 

ve cezalandırılrnalan için dava açmıştır: Böylece her şeyini l<.aybetmiş olarak 1-\tina'ya 
dönmüştür. 

L Ö. 450 ile 430 yılları arasında zorunlu olarak kaldığı Atina'da dönemin düşünürle­
rinden dersler almış ve onların arasına katılmıştı r. O dönemde Roma' dan dağılan Pi­
sagorcuların büyük çoğunluğu Atina'ya gelmişti. Kendisi bir Pisagorcu olmamasına 
karşın, Pisagorcu!arın etkisi ile Atina'ya yerleşmiş ve orada yaşamışt ır. Paralı olarak 
ilk kez ders veren bir geometrici olarak tanını r. Kendisi o dönemde aritmetikçi ve geo­
metrici olarak bilinir. Pisagorcular onun matematiğin gizli sırlarını para ile başkalarına 
öğrettiği için ihanetle suçiamışlar ve onu terk etmişlerdir. Kendi aritmetik ve geometriie­
rini para karş ılığ ı başkaları na öğretmesi Pisagorcular tarafından kendilerine ihanet 
olarak kabul edilmiştir. Pisagorcular onu kötülemelerine karşın Aristot!es onun ha>\.k~ n­

da iyi şeyler yazm ı ştır. Bu nedenle Aris1oteles'i , Hippocrates'e yag çekiyor derniş!er­
dir. 

i. ö. V. yüzyılın ortalarında Yunanlılar geometride çok sayıda geometrik problemler 
bulmuş ve ispatlamışlardı. İspatları belli bir mantık düzenindeydi. Tümdengelim yön­
temiyle ispatlarını yapıyorlard ı. Yani, önce tanımlar yapılıyo r, kabuller ve varsayımlar 

sıralanıyor, bu hipotezler altı nda düzenli bir geometri oluşturuyorlaraı. Zaten Yunan lı ların 

matematiğe soktukları en büyük düşünce buydu. 
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Proclus ( 41 O - 485) , Hippocrates'i tı Euc!ides'in Elements isimli geometrisinden 

bir yüz y ıl önce geometri üzerinde böyle bir çalışma nasıl yaptığını övgüyle yazar. 
Gerçi Hippocrates döneminden yazılı bir geometri eseri zamanımıza l<.adar gelememiştir 

ama o dönemde iyi geometri bilgiler! oluşturulmuş ve okullarda okutu lmuştur. Gerçek­
ten, Hippocrates'in çahşmaları, daha sonra geleceklere ve Euclides'e esin kaynağı 

olmuştur. Çünkü onun düşüncesi geometride ispattı . Bilinen önceki önermelerden ye­
ni önermeler türetilebilir diyordu. Geometride nokta ve doğruları harflerle gösterenler 
aras ında yer alıyordu. O dönemde yazdığı çok kitabı vardı. 

Hlppocrates Atina'ya geldiğinde önemli üç tane problem vardı. Bunlardan birisi 
herhangi bir açının pergel ve cetvelle üç eşit parçaya bölünmesi, ikincisi küpün katlan­
ması problemi ve üçüncüsü de dairenin kareleştirilrnesi problemiydi . Bu üç problem 
matematikçileri ve amatörleri uğraştırmıştı r. Bu prob!emlerie uğraşma iki bin beş yüz 
yıla yakın sürmüş ve ancak Alman matematikçi Lindemann {1852 - i 939) tarafından 
çözüme kavuşturulmuştur. 

Dairenin kareleştirilmesi üzerine en ciddi çalışmay ı Hippocrates yapmıştır. Hip­
pocrates bazı aycı klan kareleştirmiş, bunun üzerine çok sayıda matematikçi dairenin 
kareleştlrebileceği ümidine kapılmışlardı r. Fakat tüm çalışmalar birer üzücü sonla 
karşılaşmıştır. 

Dairenin kareleştirilrnesi problemi, o dönemin en önde gelen zo rluğuydu . Kısaca 

verilen bir dairenin alanına eşit bir karenin bir kenarı pergel ve cetvelle çizilebilir miy­
di? Yalnız Eflatun (İ. ö . 429 - 348), pergeli sadece ifd noktayı birleştirmek ve perg~li 
de merkezi ve yarıçapı verilen bir çemberi çizmek için kullanabilirsiniz diyordu. Efla­
tun·un bu kısıtlaması bu konuda en önemli bask ı ydı ve kaldırılamazdı. Yani cetvel öl­

çümsüz olacak, pergel de açı ayarlı olmayacal-<.tı. Bu iki alet bunların d ışındaki bir 
amaçla kullanılamayacaktı . Cetvel üzerinde bir uzunluk alıp bunu kaydırmak ya da 
ayarlamak ya da işaret lemek yasaktı. Pergel de ya lnız ayaklar ı açılıp kapanan bir 
alet olarak kul lanılacaktı. Bu aletlerle nokta ya da doğrunun çiziminde sonlu tane iş­
lem yapılacaktı. 

Dairenin kareleştirilmesi üzeri ne ilk ciddi çalışmayı Elisli Hlppias (İ. Ö. 425) yap­
mışt ır. Kareleştirmek için ku llaııdıği alet quadratriksür. Hippi as' ın çözümü kendi içinde 
doğru, tutarlı, geometri ilkelerine uygun ve doğru bir çözümdü. Burada pergel ve cet­
velin dışında bir eğri kullan ıldığı için bu çizim ya da kareleştirme Eflatun'un pergel ve 
cetveli amaçları dışında ku!lanıirnıştı. Çizimde pergei ve cetvel dışında bir eğri kullanıl­
mıştı. Hippias' ın eğrisinde cetvel kaydıniarak kullan ılmıştır. Eflatun bu çizimi geometrik 
değil, mekanik bir çizim olduğu için kabui etmemiştir_ Eflaturı'u_n kabul etmemesi doğru 
bir düşüncedir. 

Dairenin kareleştirilmesine doğnJ olarak ilk yönelenin Hippocrntes olduğunu söy­
\eyebfüriz. Onun düşüncesi, daireyl aycıkJara ayı rıp kareleştirebilir miyim biçimindeydi. 
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Gerçekten bazı aycıkları pergel ve cetvelle kareleştirdi. Şimdi onları görelim. Aycık , 

farkl ı yarıçaplı çemberlerin çevrelediği alandır. Bunlar Ay'ın değişik evrelerinde görün­
düğü şekiller olduğu için bu isim verilmiştir. 

A B 

Önce, şekilde görüldüğü gibi ABC dik iki z kenar üçgeni ile işe başlayalım. AB, 
AC ve BC çaplı yarım çemberleri çizelim. Çember tarafından sınırlanan r yarıçaplı ve 
Ç çevreli bir dairenin A alanı 

biçimindedir. Hippocrates, iki dairenin alanının çaplarının karesi ile doğru orantı lı ol­
duğunu biliyordu. Buna göre 

AB çapl ı yarım dairenin alanı 
AC çap lı yarım dairenin alanı 

yazılı r. ABC dik üçgeni için Pisagor teoremi uygulanırsa, AB2 = AC2 + CB2 = 2AC2 olur. 
Buna göre yukarıdaki oran AB2/AC2 = 2 olur. Öyleyse AB doğru parçası üzerine kuru­
lan yarım dairenin alanı , AC doğru parçası üzerine kurulan yarım dairenin alanının 
iki katı olur. ABC ikiz kenar bir dik üçgendir. Öyleyse yukarıdaki şekilde olduğu gibi 
AC ve CB çapları üzerine kurulan yarım dairelerin alanlarının toplamı, .AB çapı üze­
rine kurulan büyük yarım dairenin alanına eşittir. İ kinci aşamada şekilde görülen Jll 
ve iV numaraları ile gösterilen alanları her üç yarım daire alanlarından ç ı karırsak, 1 

ve i l ile gösterilen aycıkların alanlarının toplamı ABC ikiz kenar üçgeninin alanına eşit 

olur. ABC ikiz kenar dik üçgeninin alanı 

_!_ ı AC BC) = .!_ AC2 
2 1 . 2 

olduğundan 
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.; 

! numaralı aycığın alanı+ il numaralı aycığı n alanı = ~ (AC)2 yazılır. 

Başka bir yazımla 

1 ( i ' ( AC )
2 

1 numaralı aycığın alanı = 
2 

\ 
2 

Ac2
) = ~ 

olur. Buradan, 1 numaralı aycığ ın alanına eşit oları karenin bir kenarı AC/2 dogru par­

çasıdır. Hippocrates, çemberler tarafından sınırlanan çok öze! bir aycığın tam otarak 
pergel ve cetvelle karelenebi!eceğini göstermiştir. O:ıun bu biçimdeki oiumlu kareleştirrne 

çözümü Yunanlı matematikçileri dairenin kareleştirllebileceği umuduna götürrnüştı::ır. 

Fakat hiç birisi bunu başaramadığı gibi kareleştiri!emeyeceğini de gösterememişlerd ir. 

Her aycığın kareleştiri!emediğini hemen belirteyim. 

Hippocrates. aycığı kareleştirdikten sonra aynı düşünce biçimiyle daireyi kareleş­
tirmeye çalışmışt ır. Bunun için bir daire içine düzgün altıgeni çizmiştir. Bu düzgün alt ı­

genin yarısı olan, şekilde görüldDğü gibi AB= BC = CD oian ABCD ikiz kenar yamuğu 
ve AB, BC, CD ve DO çaplı yarım çemberleri çizm iştir. 

il 
===--

o 
A 

rlippocrates'in buradaki amacı , 1, il ve ili numarayla gösterilen aycıklarm alanları 
ile OD çaplı yarım dairenin alan ının toplamın ın , ABCD biçimindeki yamuğun alanına 

eşit olduğunu göstermektir. Düzgün altıgenin özelliğinden dolayı AB= BC = CD = OD 
biçimindedir. Ayrıca, bu küçük dört yarım dairenin alanları da birbirlerine eşittir. Bir de 

OD çapl ı yarım dairenin alan-ı 002 002 1 
AD çaplı yarım dairenin aianı"' AD2 = (20D)2 = 4 
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olduğu hemen yazılır. Buna göre küçük yarım dairelerin alar.!arını n her biri , AD yarı­
çaplı büyük yarım dairenin alanının dörtte birine eşittir. Öyleyse, birbirine eş it alanlı 
of an küçük dört yarım dairenin alanı AD çaplı büyük yarım dairenin alanına eşit olur. 
Burada taralı alanları bu küçük yarım dairelerin alanlarından çıkarırsak geriye kalan 
!, il ve ili aycıklarının alanları yine birbirine eşittir. Bu taral ı bölgelerin a!an!arı aynı za­
manda AD çaplı büyük yarım dairenin alanından da atıldığı için geriye yamuğun alanı 
kalır. Öyleyse, yamuğun alanı , 1, il ve !il numaraları ile gösterilen aycıkların aianfarı 
tbplamı ile OD çaplı yarım dairenin alanının top lamına eşittir . Buradan 

eşitliği yazılır. 

ABCD yamuğunun alanı = 1 numaralı aycığın alanı 
+ i l numaralı aycığın alanı 

+ lil numaralı aycı ğın al anı 

+OD çaplı yarım dairenin alanı 

Şimdi bu formül üzerinde yorum yapabiliriz. Eğer i , il ve Of numaralı aycı k/arka­

relenebilseydi yamuğun alanından bu kare alan ı çıkarır ve sonucun iki katını alırsak 
OD çaplı dairenin alanı karelenebilirdi. Oysa buradaki 1, i l ve nı numaralı aycıkların 

karelenip karelenemediğini bilemiyoruz. Çünkü daha önceki aycığı mız ikiz kenar dik 
üçgenin çevre! çemberi ve bu dik kenarlar üzerine kurulan yarım dairelerden bu aycı k­

lan e lde etmiştik. Oysa yamukta kullanılan çevrel çember düzgün bir altıgenin çevrel 
çemberidir. Bu birinci yanlışlıktı r. 

Hippocrates'in yazılı yapıtları bize kadar ulaşamadığı için onun bu konuda neler 
söylediğini bilemiyoruz. Bu yamukla kareleştirdiğini mi sanıyordu? Simp!icius (530), 
Hippocrates'in bu biçimde kareleştirdiğine inandığını yazar. Simplicius, Hippocrates'in 
burada hataya düştüğünü aç ıkça yazar. Birinci yapılan şekildeki aycıkla, ikinci şekildeki 

aycıkların yapısı aynı değildir. Burada, her aycığın kareleşti rilebileceği gibi bir hataya 
düşülmüştür. Her aycık kareleştirilemez. Buradan, r, il ve Hl numaralarıyla gösterdiğimiz 

aycıklar kareleştirilemezle r. Hippocrates'in kareleştirdiği aycıklar çok öze! aycıktardır. 

Hippocrates gibi geometrinin ustası olan bir matematikçinin böyle bir hataya nasıl 
düştüğü daha sonraki matematikçiler tarafından hayretle karşılanmıştır. Bu satırları 
Simplicius, matematik tarihçisi Eudemus'tan (İ. Ö. 370) alm ış ve kendi görüşlerini de 
eleşti re! yönde eklemiştir. Böylece, dairenin kareleştirilmesi Hippocrates tarafından 

da gerçekleştirilememiştir. 

Hippocrates'in f-<üpün katlanmasına ilişkin de bir çözümü vardır. x2 = ay ve y2 = 
2ax parabollerlnde x3 = 2a3 ya da 
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biçiminde bir orta orantı vardır. Buna göre, küpün katlanması problemi, a ve 2a uzun­

luğunda iki doğru parçası arasında orta orantılı olan x ve y değerlerini bulmaya dönü­
şür. Bu değerlerin bulunmasının da kendi içinde bir problem olduğunu Eratosthenes 
(İ. Ö. 250) ve çağdaşları belirtmişlerdir. Hippocrates de pergel ve cetvelle bu biçimdeki 
x ve y sayılarını bulamamıştır. Hippocrates'in, bir açının üç eşit parçaya bölünmesinde 
de bir ilerleme gösterememiştir. 

Hippocrates'in kareleştirilebilen aycığı şu biçimde de kareleştirilebilir. 

B 

D 

Önce ABCD karesini çizelim. D merkezli ve DA yarıçaplı parça yay ile AC çaplı 
çember yayını çizelim. Buradaki taralı aycığın alanının ABC üçgeninin alanına eşit 
olduğunu göstereceğiz. Benzer daire kesmelerinin alanlarının birbirlerine oranı, kiriş­
lerinin karelerinin oranına eşit olduğundan, 

yazılır. 

1 alanı 

il alanı 

bunu da kullanarak 

AB2 AB2 1 
AC2 = 2AB2 = 2 

11 alanı= AC üzerindeki yarım dairenin alanı -il alanı 
= P•.C üzerindeki yarım dairenin alanı -21 alam 
,= ABC alanı 

= taralı karenin alanı 

yazılır. Öyleyse, bu tüı·deki özel aycıkların alanı karelenebilir. Genel herhangi bir aycık 

için bunu söyleyemeyiz. 
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iJ 

B c 

AD ve BE yarıçaplı çemberleri çiziniz. Bu haldeki aycığın alanının ABCD karesinin 
alanı na eşit olduğu gösterilebilir. 

8. İKİNCİ DERECE DENKLEMİ 

Babilliler, Mısırlılar ve Çinlilerde x -r· y = a ve x - y = b denklem çiftinde, yanlışı 
denemeyle x = (a + b}/2 ve y = (a - b)/2 olduğunu bi liyorlardı. Çinliler ayrıca matris 
bloklarını ve bambu çubukları kullanarak bu denklem sistemini çözebiliyorlardı. Daha 
sonraki gelen halklar da bu geometrik şekilleri kullanarak bu denklem sistemine sayı­
sal çözümler bulmuşlardır. Eski halklarda sistemli bir ispat yöntemi bulunmadığından 
bu tür işlemler daha çok deneme biçiminde yürütülüyordu. Çinlilerde de sistemli bir 
ispat yöntemi yoktu. Bunları söylerken, eski Babil, Mısır ve Çin'i anlatmak istiyoruz. 

Bu hal kların her üçünde de ikinci derece denkleminin çözümlerini rçeren özel ör­
nekleri , problemleri ve bu problemleri nasıl çözdüklerini gösteren kaynaklar vardır. 

Örneğin , Çinlilerde ve Babilliierde dik üçgenin kenarları üzerine düzenlenmiş çok sa­
~lida problemler vard ı r. Hatta Sabi! ve Çin kaynaklarında l<ullanılan yöntemler ve prob­
lemlerde çok benzerlikler vardır. Babilde görülen 16 problemin aynısı Çin kaynaklannda 
görülür. Bu on altı problemin Çin'e nasıl gittiği bilinmemektedir. 

Çinl11erin Dokuz Bölüm isimli kitabını n dokuzuncu bölümünde dik üçgenlerle ilgili 
ve ikinci derece denklemine dönüşen çok sayrda örnekler vardır. Örneğin, bu kitaptaki 
20. problemin çözümü x2 + 34x = 71.000 biçimdeki ikinci derece denkleminin çözümüne 
gider. Çinli yazar çözümün x = 250 olduğunu yazar ama bunu hesaplayan herhangi 
bır yöntem ya da formül vermez. 
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Valrnz, Çinlilerin Dol<uz Bölüm fsirn\i kitabı nın altıncı bôlumünde K(.{reköi<ierin na­

sıl alınabileceğine ilişkin geometrik bir yöntem vard ı r. Bu sonucu bu yöntemle buldugu 
sanılıyor. Bu yöntemde art arda yapılan yal,taş ı mlaria doğru yanıt bulunuyor. 

Çinlilerin ikinci derece denklemine dönüşen probiemıed Dokuz Bölüm lsımli ı<itap­
ta iki tane denklemle verilir. Bu denklemler aras ı nda bilinmeyenin b'ırisı yok edilerek 
sonuçta il<inci derece denklemi bulunur, Sonra denklem kendi yöntemleriyle çözülür. 
Çinlilerin Dokuz Bölüm isimlı kitabındaki 11 . problem şöyledir. 

Bir kapını n boyu eninden 6.8 birim daha fazlad ır. Kapı nın köşegeninin uzun luğu 

da 1 O birimdir. Kapının enini ve boyunu hesaplayınız . 

Problemin ifadesine göre boyutlar x ve y ise 

x - y = 6.8 ve x2 -" y2 = 100 

denklem çifti yazılı r _ Çinliler bu problemi daha çok Pisagor yöntemiyle çözerler. Eğer 

bu problemi biz x - y = d ve x2 + y2 = c2 biçiminde yazarsak, (x + y)2 "- 4xy ,_ (x - y)°2 

ve c2 = 2xy+ (x - y)2 ya da 4xy = 2c~ - 2(x - y)~ yazılı r. Buradan (x + y)2 = 2c2 -

(x - y)2 ya da 

x + y = J 2c2 
- (x - y)2 

yazılır Eşitliğin her iki yan ı 2 say ısıyla bölünürse, 

olur. Buradan x + y = 12.4 gelir. x ·- y = 6.B olarak verilmişti. Buradan x "' 9.6 ve 
y = 2.8 olarak bulunur. 

Çinlilerin Dokuz Bölüm isimli ki taplardaki problemler daha çok dogrusal ve ikinci 
derece olan denl<lern sistemleri biçiın lerine dönüşür. Bu tür örnekler Çinlilerde fazlad ı r. 

Oysa Eski Babillfleroeki tabletler 

x + y = b ve xy "' c 

biçimlere dönüşen problemlerle doludur. Babiltilerin problemleri daha cok alan ve çev­
re türünde düzenlenmiştir. Babillilerde alanı ve çevre hesabı üzerinde bazı uydurma 
öykOleı· de vardır. Babilli!er, çevresi ayrn olan fakat al an l arı değişik olan dikdörtgenler 
için tablolar içeren ıabletler kazımışla rdı'. Alanı c ve çevresı 2b olan çok sayıda Babil 
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tableti bulunmuştur. Su tabletler x = b/2 + z ve y =- b/2 - z boyutlu dikdörtgen ve c ala­
nı c = (b/2 + z) (b/2 - z) = (b/2)2- z2 biç:minde al ı narak hesaplar yapı lmıştır. Bu he­
sapiamaiara göre 

olur. Buradan 

değerleri istenilen denklem sisteminin çözümüdür. Burada yazdıgımız modern gös­
terimler, Bab!llileriıı tabletlerinde yapı lan çözümlerin yorumlanması ve aç ı klanması 

türündedir. 

Babillller aslında formül vermemişrerdir. Her problemi çözerken çözümde kullan­
dıkları yöntemler bunlardır. Her problem, uzunluk, genişlik ve alan sözcükleri ile söy­
lenmiş ve Babi l yazıcıları tabletlere çözümieri bu biçimlerde kazımışlardır. Örneğin 
Babillerin YBC 4663 numarayla kayıtlı olan bir tabletindeki problem x + y == 6 1/2 ve 
xy = 7 1 /2 denklem sistemine dönüşebilecek türdedir. Bu problem bu tablette bu yolla 
çözülerek x = 5 ve y = 1.5 olarak bulunur. 

Babilliler burada bu işlemi komutlarla şöyle yapıyo rlar. 6' 1/2 sayısının yarısın~ 
aL Bu 3 1/4 yapar. 3 i/4 sayısının karesi iO 9/16 yapar. Bundan 71 /2 sayısını çı kar 

ve 3 1/16 sayısını bul. Bunun karekökü 1 3/4 eder. Buradan x = 3 1/4 + 1 3/4 = 5 
gelir. y = 3 1/4- 1 3/4 = 1 1/2 bulunur. Yani uzunluk 5 ve genişlik de ı 1/2 olarak 
bulunur. 

Babilli yazıcılar bu işlemi geometrik olarak nasıl yapmışlar ve nasıl tabletlere ge­
çirmişlerdir? Şimdi onu gösterelim. Yine x + y = b ve xy = c olarak verilsin. Burada x 
değerine uzun kenar ve y değerine de kısa kenar diyorlar. Daha kısa deyimle x uzun­
luk ve y de genişlik olarak alın ıyor. Buna göre probiemin ifadesinden genel olarak 
x + y = b ve xy =- c gösterimleri geliyor. Modern dille bu iki denklem sisteminden uzun­
luk denen x ve genişlik denen y değeri hesaplanacak. Bu hesap!amaları geome~rik 
olarak şu şekle dayandırıyorlar. Yani komutlarından böyle yaptıkları anlaşılıyor. 

Önce b sayıs ı nı ikiye bölüyor ve b/2 kenarlı kareyi çiziyor. Burada b/2 = x - (x 
- y)/2 = y + (x - y)/2 biçiminde ve b/2 = (x + y)/2 olduğundan, b/2 kenarlı karenin ala­
nı xy = c alanından (x - y)/2 kenarlı karenin alanı kadar daha fazladır. Yani, 
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x 

,~~~~~~~2~~~~ 

ı v 

y 

x+y=b ve x.y.=c oıan den1<lenı sıstenıinı rı çözürnünün geometrik yorumu 

(b)2 (x+y)2 ( x- y ı 2 (x - y)2 
,2 = - 2- =XY+ -2-J =C + --r 

olur. Yukarıdaki şekle göre, b/2 sayısına 

sayısı nı bir kez. ekler ve bir kez de çı karırsak sı rasıyla 

207 

formüllerini elde ederiz. Zaten Babil lilerin geonıetrik ve bunun sonucu olarak aritmetil<le 
yapt ı kları budur. Babllli yazıcılar bunları bl lıyorlardı. 

Babilliler, çözümü ikinci derece denklemlerinin çözümüne dönüşen x - y = b VP 

x2 + y2 = c elan denklem sistemlerinin yul<arıdaki çözüme benzer ofara.K bu çözümün 
geomeiril<. yort.ımunu da yapmışlatdır. x -y = b ve x2 + y2 = c olan denkle'Tı s!stemınin 
ÇÖZOm iormülleri bugünkü modern gôsterimlerıe 

formuHerinden başka bir şey değildi r. Asl ında bu problem ve Çinlilerin Dokuz Bölüm 
isimi! kitabında geçen kapı probleminın çözümG aynıdır. Babilliler burada problernın 

çözümü için geometrik bır yorum da getirmişlerdir. Bu yorum Çinlilenn yoruınurıdan 
biraz farklı dır. 
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y 

tı -';' ·l';YI 

x 

x-y 
-2-

~ ' + ı ! 
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x-y 
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j 

x - y "' b ve x2 + y2 = c olan denklem sisteminin çözümünün geometrik yorumu. 

Şekfe göre 

(x+y)2 (x -y}2 
x2 + y2 = 2 -2- + 2 -2-

biçimindedir. Buradan 

yazılır. Bunlara göre 

x = x + y + x - y ve y = x + y _ x - y 
2 2 2 2 

oldukları kulianılırsa 

/r ( b\2 b 
x - : ~ - i - 1 + - ve 
-v2 \2J 2 

biçimlerindeki çözüm "formülleri yine yazılır. 

Babilliler, ikincl dereceye dönüşebilecek denklem sistemleri ve problemleri dışın­

da doğrudan ikinci derece denklemi ile çözülen problemlerle de uğraşmışiardır. BM 
i 3901 isimli tablet bu tür problemler içeri r. Örneğin, a!am ile kenarının 4/3 kısmının 
toplamı 11 /12 eden karenin bir kenarı nedir? 
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Problem bugünkü modern gösterimlerle x2 + (4/3) x = 11/12 olarak yazılır. Babilliler 
bu denklemi şu komutlarla çözerler. 4/3 sayısının yarısını al ve 2/3 sayısını bul. 2/3 
sayısının karesi 4/9 yapar. 4/9 sayısını 11/12 sayısına eklerseniz 1 13/36 sayısını bu­

lursunuz. 1 13/36 sayısının karekökünü alınca 7/6 sayısını bulursunuz. 7/6 sayısından 
213 sayısını çıkarırsanız karenin bir kenarını 1/2 birim olarak bulursunuz. 

Babillilerin bu ikinci derece denklemi x2 + bx = c türündedir. Komutlarla çözdüğü 
bu denklemin bugünkü modern dille yazılışı 

biçimdedir. 

Şimdi Babilliler bu problemin çözümünü nasıl yorumlamışlar ve komutları nasıl 
oluşturmuş onu geometrik yolla açıklayalım. Burada ilk bakışta problemin çözümü 
fazla geometrik gibi görülmüyor. Çünkü karenin alanına bir kenarının belli bir katını 

ekliyor. Yani karenin x2 alanına x kenarının 4/3 katı nasıl eklenir? Bunlardan birisi ka­
resel alan, diğeri de uzunluğu belli olan bir doğru parçasıdır. Üstelik sonuç yine bir 

doğru parçasının uzunluğuna eşit oluyor. Dikkat edilirse Babillilerde birimin önemi 
yoktur. Aynı düşünce Yunanlılarda da vardır. Oysa, bugünkü modern düşünceye göre 
alan ve hacim negatif olmayan bir gerçel sayıdır diyoruz. Belki Babil , Mısır ve Yunanlılar 
gibi diğer halklar da hacim, alan ya da doğru parçasının uzunluğunu negatif olmayan 
birer gerçel sayı olarak düşünüyorlardı. Bu düşünceyi gösteren herhangi bir belgeye 
rastlanılmamıştır. 

Şimdi tüm sakıncaları bir tarafa bırakarak x2 + bx = c biçimindeki ikinci derece 
denklemini geometrik yolla nasıl çözmüşlerdir? Ya da komutlarını bu geometrik şekil­

den nasıl elde etmişlerdir? 

x 

x b x 

x2 bx x x2 

b/2 

x2 + bx = c olan ikinci derece denkleminin geometrik görünümle 
çözümünün yorumu bu biçimdedir. 

b/2 
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Önce bir kenan x olan x2 alan l ı kare çızilir. Bu karenin bir Ke:1arına bx alanlı dik­
dörtgen yerleştirilir. Şimdi bu şekil x2 + bx -= c alanı oidu. lki (Jci şekilde olduğu gibi b 
ve x kenarlı dtkdörtgeni ll<i eşit parçaya bölerek parça!ardan birisini x2 i<aresinin a ltına 
ekleyelim. Böylece x + b/2 Kenarlı yeni bi: kare elde etmiş oluruz. Böylece. yeni ~a re· 

nin a lanı 

olur. Bu toplamın l<ars kökü yeni karenin bir kenarının uzunluğuna eşit olur. Yani 

yaz ılır. Bura.dan l<arenin bir kenarı n ın uzunluğu 

formülü ile bulunur. 

Babillilerin kulland ığı ikinci derece deııklenılerinden bıri de x2 - bx = c tün)nded;r. 
Bu tür ikinci derece denklemlerinin çözümlerini Babill iıer geometrik görünümlerle nasıı 
yowmıamış!ar ve formCı lü nasıl elde etmışler onu gösterehm Asl~nda bizim bugün 
kulland ığımız gibi yazılmış bi ~ Babil fomıü llı yok~v ama, problemlerin çözümünde 
kullandıkları komutlar bu formüllere eşdegerdı r. 

x: 

bx x 

.~2 - bX-,. C 

':J/2 

lll - bır : c oı<ı.rı ıkır.ci aeı·ecP cienKlemmirı gsometr·ı-: gor..ınü rıı ıı: 
~ö:wmun(ın yorumu bJ oıcımo'el< i şeı<iilerıe gösıer,lır. 

b/2 
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Bu l~arenirı alanından b ve x kenaı-lı dikdörtgenin 
aiarıı bx dikdörtgenini iki 

parçaya bölerek bu karenin alt tarafından çıkaralım. Bu halde x - b/2 kenarlı 

bi' ederiz. Yukanda bu (x - kenarlı karenin alanı 

(x - karenin alanı c + (b/2) 2 olduğundan, bu sayının 
karekökü bu kaı-erıirı kenannı 

b 
+ 

yazılır karenin bir kenarını veren 

olarak bulunur. Bu da Babiliilerin - bx = c türündeki ikinci derece denklemlerini çö­
zebiirnek verdikleri komuta eşdeğer modern bir formüldür. Babilliler ikinci derece 
denklemleri bu formD!lere olan komutlarla çözmüşler, formüllerin yorumlarını 

olarak 

Babilliier ikinci derece denklemini veren formülü hatırlarında tutmak 
ve komutları buna vermek bir yola girmemişlerdir. Çünkü x2 + bx = c ve x2 

- bx = c tüı-Oncleki ikinci derece denklemlerinin çözümlerinde farklılıklar olduğu için 
komutları da farklı . Yani bu iki problemin geometrik yorumları ve buna bağlı 
olarak da verilen komutları farklı olmuştur. Oysa bugün kullandığımız modern formül­
de eksi artı fark etmediği için bu tür ikinci derece denklemleri birbirlerinin 

Babillilerde de negatif kök yoktur. Çünkü bu halkların kul­
Geometride negatif uzunluk olmadığı için 

..,ı..: cdsun. + + = O oian ikinci derece terimlisinin köklerini bugün 

-b ± ılb2 - 4ac 
·2 = 2a 
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biçuııindeki modern ~ormülle buluruz. Dikkat edı lirse bu formülde Köklerin pozitif olmas ı 

diye bir .şey yoktur. Köl<lei herhangi gerçel s8yılar olabıleceği gibi kaımaşık say ılar 

da olabılır. Zaten esl<i halkl arın matematikçı ıerinin noKsan yarn da budur. Hatta bu 
noksanl ık Yunanlılar, Hintliler, Çin!ile;, Müsiüman ülke mate'Tlatikçileri ve Rönesanstarı 
önceki Avrupalı natematikçile rlrıde de vardı r. N0gatif ve karınaşık kökler rnaternatığe 
çok yakın dörıarn diyebileceğimiz tarihlerde girdiği bilinmektedir. 

Eski ııalklarda o lduğu gibi Eski Babillilerde de negatif uzunluk yoktu. Bu nedenle 
Babilli ler, M ı sırl ıl ar, Hintliler, MlıslLıman ülkelerin 1112tematikçileri ve bazı Avrupal ı ma­
tematikçiler negatif degederi ve sıfırı kök o!arak kabul etmemişler, buna önem verme­
mişler, bilmezlikten geımiş!er. aniams ı z olarak kabul etmiş ler ve yetersiz butmuşiardır. 

Bu nedenle pozitif olmayan kökleri Babilliler de kök oraral~ almamışlardır. Oysa aynı 
Babilliler x2 ~ c :; bx biçimindeki ikinci derece denkleminin pozitif iki kökü varsa bunları 
da kôl< olarak kabul etmemişlerdir. Babil tab(et(ennde x2 + c = bx denkleminin d ışındakı 
ikinci derece denklemlennin kdklerini gösteren ıablet tabloları yapıld ığı halde x2 

T c 
= bx bicimindekı ikinci derece denkleminin ıki kokü olsa bu tür ikinci cierece denkleminin 
kökierinı veren tablet tabloları yap ıtmamışltr. Çözümü bir probleme iki tane yanıt 
olamaz diye düşünmüşfer ve bu nedenle pozitif iki KökiJ olan halleri tablolar dışında 
tutmuşlard ı r. Oysa. çözümleri x2 + c == bx bıçimindeki ikinci derece denklemine dönüşen 
problemleri vardı r. Yazıcıla r özellikle çözümü iki pozitl f sayı olan bu tür ikinci cerece 
denklemleri l<ural dışı saymışlar ve tabletlere çözümierini almamışlardır. Matematikte 
oldukça usta, yetenekli ve zeki olan Babillilerin neden bu kadar katı davrandığını açık­
lamak güçtür. Oysa aynı Babi lliler x + y = b ve xy = c türündeki denklem çiftini çözerken 
yine ikinci derece denklenılııi çözüyor ve iki tane x ve y degerlerini veren formülleri 
yaz ı yorlard ı . Bu halde kurulan denklem y = b - x ve x (b - x) == c denkleminden x2 + 
c-= bx hali yaz ılıyor, (b/2)2 = c halinde yalnız bir çözı.imü bulunuyordu. Öte yandan 
diğer kökün y olduğunu görmeden hesaplıyorlardı. 

Çok sayıda ikinci derece denklemıne dönüşebilen ve ikinci derece denklemlerinin 
çözüm yöntemleriyle çözülebilen Babil tabletleri vard ı r. Bunları n bazı ları yıne cebirsel 
ifadeli oldugu gibi, çoğu da mühendislikle ilg ı l i ya da gerçek yaşanıdan alınm ış prob­
lemlerdi. Cebirsel karakterli olan ikinci derece denklemlerinin çözümleri daha çok öğ­

renci lerinı eğitmek ve ikinci derece denk!enıferınin çözümlerinde becerilerini arttınnak 
yönünde düzenlenmiş ve çözü lmüştür. Ondan sonra gerçek yaşamdan alınan ve ikirı­

ci derece denklemleriyle çözülebilen problemler ortaya konınuştur. Babilliler de, mate­
matlgin beynı eğittiğini söylüyor ve öğrenci lerine bunu aş ı lıyorlardı . 4000 yıldır bu söy­
lenmiş ve halen bu görüş devam etmektedir. Yani, matematik beyni eğ itir. 

Şimdi Babil. Mısır ve Çinlilere ait baz ı ikinci derece denklemleriyle çözülebilen 
problemlere değinelim . 

Kenarıan x ve y o<an ıki i<arenın aianları toplam ı i 525 ve birinci karenin bir kena­
rının 2/3 katının 5 tazlası ikinci i<arenin kenarın ın uzu:-rluğuna eşıtti r. Karelerin kenarıarı~ı 

hesaplayır ız . Bu problem BM 13901 numara l ı eskı bir Babil tabletinde böyle geçer. 



İKİNCİ DERECE DENKLEMİ 213 

Berlin Papirüsü'ndeki bir soru da şu biçimdedir. İki tane küçük karenin alanları 
toplamı 100 birim kare olan başka bir karenin alanına eşittir. Bunlardan birisinin kena­
rının uzunluğu diğerinin 3/4 kısmına eşitse, küçük karelerin kenarlarının uzunlukları 

nedir? 

Çinlilerin Nine Sections (Dokuz Bölüm) isimli kitabında geçen ve ikinci derece 
denkleminin çözüm yöntemiyle çözülebilen bir problem şöyledir. Etrafı yüksek duvarlarla 

çevrili karesel bir şehrin her duvarının ortasında birer kapı bulunmaktadır. Kuzeydeki 
kapıdan dışarı doğru kuzey yönünde 20 metre uzaklıkta dikili bir ağaç vardır. Güneydeki 
kapıda nöbet tutan bir bekçi önce güney yönünde dışarı doğru 14 metre yürüyor. Son­
ra 1775 metre batıya doğru yürüyüp başını kald ı rd ığında kuzeydeki ağacı görüyor. 
Şehrin bir duvarının uzunluğunu hesaplayınız. Denklem kurulur ve çözülürse yanıtın 
250 metre olduğu görülür. 

Bu üç problemin kendileri matematiksel yönleriyle fazla önemli değildir. Bu kay­
nakların her üçü de çok çok eski ve en az İ. Ö. 1700 yıllarından önce yazılmıştır. Bu 
üç halkın matematikçileri ikinci derece denklemlerini ve bunların çözüm yöntemlerini 
bilmesi önemlidir. 

Eski bir Babil tabletinde x = 30 ve xy - (x - y)2 = 500 olan denkleminin çözümüne 

dönüşen problemin çözümü ilginçti r. Eğer x = 30 değeri ikinci denklemde yerine konu­
lursa y türünden ikinci derece bir denkleme dönüşür. Bu halde bu denklemin iki pozitif 

kökü vardır. Babilliler iki kökü olan denklemlerin çözümlerini kabul etmediklerinden 
bu denklemi ve bu problemi kabul etmemişlerdir. Oysa x = 30 ve x2 = 900 yazıp ikinci 
denklemi bu denklemden çıkarırsak bu halde (x - y)2 + 30 (x - y) = 400 elde edilir. 
x - y türünden bu ikinci derece denkleminin tek bir kökü vardır. Diğer yandan Babillilerin 

5 5 ve ~ + 1- + xy = 2 
x+y= 6 7 7 7 

denkleminin çözümü de ikinci derece denklemine dönüştürülerek çözülebilen türdedir. 

9. ÖNEMLİ TARİHLER 

Mısırlılar İ. Ö. 1800 yıllarında, birim kesir!ere parçalamayı. dairenin çevresini ve 
alanını, kesik piramidi, doğrusal denklemleri, güneş ve ay takvimlerini ve piramidin 
hacmini biliyorlardı. 

Babilliler i. Ö. 1700 yıllarında, altmış tabanlı sıstemi kullanıyorlar, dairenin alanı 
ve çevresinin uzunluğunu hesaplayabiliyorlar, güneş ve ay takvimlerini yapmışlar, ka-
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rekökleri hesaplay;:; bı liycır lar. Pisagor iY, l i 'ıl ı:; ·-r:f ıı ),.r:L ıi::-:nr. bdl Yı ı ı':i :. <1..;ıj··u:;2i tJt-:ı• l,, l ;ıt·i 

sistemlerini çözebı ı iyorlar, karedı:dr~r ve ktıf•İ' ı ,le· \"1bl(J:..rırı ı 'ı ::.r.' l 7l!~ 1.:.:, 0 '.,~üÇi~); •.1-)0 

remini biliyor ve kullanıyorl ar v:;; rıi.r:.i.- r'>; d;'i '.n,·,:, ··n(:'·:cılJ , 1(.1 r., ıi ı·,ıo»· ·o ı d ı 

i. Ö. 500 yıllar ında Hi nıiiiei·, Pıı::;ögüı t~·-·f:·r1 1i·i Ye;:.:-,, .. ;:r .•. ·h."': :,·, -::·', .-.. i :i 
yorlar ve dairenin aianı ı le çember ;"' :.eı·· .-;, :, : -ll·•• =-- ·~- .u ·ı ~ .~r:. ~-~;· .... ! ::'' 'i:J,.J .. 

i. ö. 200 y ıllarınca Çinlifer on ta.banı na gôı s : ıesc;p ;apar. .ı ~ss..:· t31·.t8.:.-,;:~ı ı~ •H&· 
nıyorlar, dairenin alanı ve çemberin uzu ıı ll .. gunu ~ı esapl ı vo:-ıar, ••.c.ırni'\ök ve küpKcıku ıı 

bulunması için yönı·e rııfer buluyorlar, ;: lsago · ü•;iC: ~ <::: r; •11 ı:füzBnliyQrıa r. döi"t tanı:: ı")t8n 

denklem sistemi ı ı i ınatris bloklarıyla çö .::ebıi iyorl eı•·. piı;:ınıidin ;·ıeıcıı r • tıJrrrıülCınu ~)İ!ıvorıar. 

Pisagor teoremim ispatlıyorlar, ik:nci cerl3c-<::ı ·:ı~ ·;!(l3rrı1e•. "'i:J iktl)CI de t': 'wf' ~ie~r: 1ı.;ı ı 

sistemlerini çözebil iyodardı . 

Biraz daha esk:ie.ı 9 ı ne01 !.~i-~ ı ·~· '" ! · · • _ ,., · ... ~-
yıların hiyeroHf tOrde y.::z·mian t.a~ı~; ,,ı i ;•."ı :: , "·:··. 
aras ında Mezopot.amy.q'da ç.vi ı1rtl. ı şı1,•i, · · ,,., ...... 

1. a·· ?QQO il" 1 o·' 1 "' ·rı 1 .ı'l-::;r• , . · '- - c: . . . J_ ;lç.ı 

yazı lmış, dog•usaı ..:<:: . l!< l crı·· -;i:: '=· •ı•zı i '"· 
cinı leri hesa,".llanrnışt . · au ·anh:eı <jf"j~/~' • : 1 

ikinci deıeoe denxlemı.~nn · rçı.-,,_ıq G• ·'~ • 

tabletleri yazı ı r.ı .s tır 

., 

.. ... 
'. ı, 

,! 

. ' ' ·;., . ~ _: ~ -

; . 

i. ô. i ooo ı ıe L .~.). ::.ı ::ı~~ , . " ,~ , ı"". 
Pisagor teoreminı l<uila.nrnışlc;rd ı ı. l:fı·ı'de .,:ı.JljlJf. a(·· rl~8! :s ı y~;ı; . .ır· .; · ·ı .:; ""' f ' tY".;;lp:a:rıd .. ::' 

y~pılm ı ştı r. Yunanistan'da ispatlı geometri bu lı...:nmuş vs i::;pı::tt oı l şünC€si ır&.t'?,1'ıat.ge 

gırmişf i r. 

i. Ö. 500 ile L ô . 300 y ı lları ara.sırıaa , \'uııanis\an'da Eflato ın , Aristo ve ıj iğer Yu­
nanlı bilginler ve matematikçileri gö ı ürüz. Ortak ölçüiemezlik, rasyonel ve irrasyonel 
sayıların bu lunuşu , Eı ıdoxus ve oraııi. ı lar b;.ı c\nrf"rni8rde r;vt ::1yi'l !>'<ar. M;c. ı r'd ;:ı t:• ır~ ı tı.:JE"'' 

ve onun E1erıen~s i~ın· i .-., ~\·. ,.i'Jik > , , · 

i. ö. 300 .:e l,, ı.tııarı :J ·02 · - . <' :. 1 •.• ·- • r • . 

sısterılerirı' -· q.:zı "1t l ~ ı ·• ·'n H~r1 3.-~,::-,.; :_, 
.ı-ıat ik.ç isi Arcrum&0~ mt<-w::;: \·fr'ar. ı ı .c , ,._ , - : · 

_, ___ , -

italya da A.pollu;,iut: ı.ı ıft: (~ t1:; !:c. :<:.c , ' • •.. : ·,: ,. 

··t· 

., ... 
ç ıka r. Tü rl<:ycı'dD lzr . : 1<1~· ... i-';::~:;·cn'"'' '• .~ , ,, . ·j .x·:•~' :.:.ı : • . :u . .. 

.ı 
,.. 
;, ' _,, -

o ile 200 y ıl lı:ırı arasmda Mısil'r.i? .. Hn·n '1 ,•r..; n;- :_.r ['-(;'''~ :11 •. :::.ı c;\~'l'i::; I} _·, 

Ptolemy ve cnun l:ıuyük astronomı 1',;:&Lı ı ( ..... .-ı:•cJ ı'::·· :·- •r. r. · ·.ıı.ır' ı<- ! '.. -~ı...- .;,.~ . ,ı_ :,. 
ve onun sayı lar kuram ı b\.' ia<ihler arç,s ı rıda ç:ah;:, !:;;2 ;1

' :.'-"· ,'-.!"i ı~rai:=r· .. ı: . .:-ıL·;· ı 2< ~ 

geometrisin~ gö<ürüz 



200 ile 400 yılları arasında Mısırlı Diophantus ve onun ünlü sayılar kuramı ortaya 
çıkar. Bu dönemde ünlü ilk kadın matematikçi ve onun yorumlarını görürüz. 

Liu Hui'nin çalışmaları ve arazi teknikleri vardı . 

200 ile 800 arasında en 
baskısı yapılan bu matematiğin Avrupa'da ge­

lamaları ve Maya astro­
nomisi gelişmiştir. Hindistan'da Aryabhata ve onun trigonometrisi, Brahmagupta ve 
onun belirsiz analizi, Hint ve rakamları kullanılmış, bu sayılar on tabanında ya-

ve rakamlar bulundukları yeriere göre ilk kez değer almıştır. İlk kez Çin'de tan­
jant tablosu 

800 ile 1000 yılları arasında Hindistan' da denklem çözmelerde cebirsel teknikler 
geliştirilmiş, Harzeııışahlı Türk matematikçisi Harizmi uygulamalı cebir kitabını yazmıştır. 
Mısır'da Ebu cebirin daha ileri tekniklerini cebir kitabında kullanmıştır. Amerika 

Devletierinde geometri ında mimari yapılarında kullanılmıştır. 
Gerbert Hint rakamları sistemini Afrika'da Endülüs Emevilerinden 

öğrenmiş ve götürmüştür. 

i 000 ile 1200 yılları arasında, Al 

Mısırlı Al 
matematiksel Wrnevarımı kullanmış ve 

ifadeleri kullanmış ve parabolitlerin 
hacimlerini hesaplamıştır. Bu dönemde ünlü rubaiat uzmanı şair ve matematikçi Ömer 

kübik denklemlerin geometrik çözümü üzerine çalışmalar yapmıştır. Ayrıca 
Türk matematikçi El Biruni Hint matematiği üzerine çalışmış, coğrafya ve küresel tri­

geliştirmiştir. Hintli Bhaskara ve onun tarafından yazılan, temeli Archimedes'e 
Pell denklemini tanıtmıştır. Pascai üçgeni denklem çözümlerinde 

İslam üikelerinin yazdığı ve Yunancadan Arapçaya çevrilen 
Abralıarn Ezra'nın onun olasılıklar kuramı 

Pizalı Leonardo Afrika'dan öğrendiği İslam ülkeleri 
matematiğini taşımış ve Hint matematiğinin /-\vrupa'daki temeli olmuştur. 
Amerika'da astronomik gözlemler için gözlemev!eri yapılmış ve kayıtım tutuimuştur. 
Zimbahwe'de Zimbabwe yapıları oluşturulmuştur. 

1600 ile 1700 yıllan arasında Kepler ve Newton'ın küresel fiziği, Descartes ve 
Ferrnat'rıın analitik geometrisi, Napier ve Briggs'in logaritması, Girard ve Descartes'in 
denklemler kuramı, Pascal ve Fermat'nın olasılıklar kuramı, Pascal ve Desargues'in 

l\levvton ve Leibniz'in analizi ve integrali bu dönemin önemli bu-
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1800 ile 1900 yılları arasında cebirsel sayı lar kuramı, Gaiois kuramı, grup, cisim 
ve halkanın tanımları matematiğe sokulmuştur. Ouaternionlar tanıtılmış, değişme!! 

olmayan cebir ortaya çıkmış, matrisler kuramı kul!anı!mış, analizin aritmetikselleştirilmesi 

incelenmiştir. Vektör analizi, diterensiye1 geometri, Euclidean olmayan geometriler, 
izdüşüm geometrisi ve geometrinin temelleri bu dönemlerin ürünleri arasındadır. Kar­

maşık fonksiyonlar kuramı bu dönemlerde incelenmiş ve olgunlaştırı!rnıştır. 

1900 ile 2000 yıllan arasında kümeler kuramı en ince noktasına kadar incelenmiş, 

topolojinin ilerletilmesi, matematiğin cebirselleştirilmesi ve bilgisayarların devreye gir­
mesi ve uygulanması ön plana çıkmıştır. 

2000 yı lından sonra bilgisayarlar çağı olarak matematik yaşamını sürdürecektir. 

Daha özel tarihler ve matematikçiler için şu tarihlemeler yapılabi li r. 

İ. Ö. 30.000 tarihlerine ait çentikli kurt kemiği bulunmuştur. Nil neiırinin yukarısında 
Edward Gölü'nün kıyısında lshango'da i.ö. 8000 Villarına ait bir kemikte, İ. Ô. ı 7.500 

ile i. Ö. 12.000 yı l ları arasında bu yörede baz ı uygarlığın olduğu vs bazi uygar halkların 
yaşadığı nı gösteren yazı ların, hesaplama.im için ip düğümlerin in ku llanı ld ı ğı, ziraat 
yaptıkları , evler yaptıkları, aletler kullandıkları , oymacılıl~, müzik için davullar kullandıkları 

ve bir anlamda yazılı işaretler ku llandıkları yapılan kazı larda ortaya çıkarılmıştır. Mate­

matikle ilgili olan düğümler üç sıra. halinde dizilm işler ve gruplandırıımaları rastgele 

değildir. Bu fosil parçasında bulunan üç grup sicimlerdeki düğümler süsleme amacıyla 

yapılmamıştır. Bu iplerin üzerindeki düğümlerin bulunduğu sicimlerde i 1, 21, i 9 ve 

9 sayılarına karşılık gelen yerler vardır. Bu yerler bu sicimde 1 O+ 1, 20 + 1, 20 - 1, 
ve 1 O - 1 olabilir. Diğer grupta sekiz say ı vardır ve bunlar 3, 6, 4, 8, 1 O, 5, 5, 7 şeklin­
dedir. Bu sıralama ikiye katlama ya da iki ile çarpmaya benziyor. Soıı kulanda dört 

grup vardı r. Bunlar da ·11 , 13, 17 ve 19 düğümleridir. Bu düğümler için yorum 11 + 
13 + 17 + i 9 = 60, diğeri de 11 + 21 + 19 + 9 = 60 olabileceğ i ve ay takvimlerini gös­

terdiğ ini yorumlamışlardır. Bu şekilde düğüm!eme ve düğümleme ile saymalar ya da 
kullanımlar ilkel eski halklarda vardı r. Bugün bile uygarl ığın çok az girdiği bölgelerde 

bunlara benzeyen düğüm kullanımla rı vardı r. 

1935 yıl ında bulunan Çekoslava.kya kurt kemiği de beşli düzende kertiklenmış 

izler taşır. Bu kemik 35.000 yıl önce kertiklenrnıştir. 

i. ö. 3300 yılında Menes, Mısır bı•Hğini kurar. :. ö. 2600 y ı l ında Gizeh'te Büyük 

Piramit yapılır. 1. ö. 2500 l\llppur'da masa tabletleri yapılır. l. Ö. ;2100 yı!lar ı rıda Ham­
murabf yasaları tabletlere işlenir ve duvarlara yazılır. Plimpton 322 tatıieti i. Ö. i900 
yı llarında yaz ı lır. Moskov Papirüsü i. ö. 1850 ve Rhind Papirüsü de İ. ö. i650 yıllarında 
yaz ılı r. 
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İ.Ö. 622 - 547 : Miletli Thales dönemi, 
585 - 500 : Sisamlı Pythgoras dönemi, 
470 : Cyreneli Theodorus dönemi, 
460 - 380 : Chioslu Hippocrates dönemi, 
420 : Elisli Hippias dönemi, 
408 - 355 : Cnidoslu Euxodus dönemi, 
323 - 285 : Euclides dönemi, 
287 - 212 : Archimedes dönemi, 
262 - 190 : Pergeli Apollonius dönemi, 
240 : Nicomedes dönemi, 
230 : Cyreneli Eratosthenes dönemi, 

İ.S. 75 : İskenderiyeli Heron dönemi, 
100 : Gerasalı Nicomachus dönemi, 
85 - 160 : Claudius Ptolemy dönemi, 
250 : Diophantus dönemi, 
260 : Liu Hui dönemi, 
300 : İskenderiye l i Pappus dönemi, 
365 - 395 : İskenderiye l i Theon dönemi, 
415 : Hypatia dönemi, 
410 - 485 : Proclus dönemi, 
475 - 524 : Boethius dönemi, 
476 - 550 : Aryabhata dönemi, 
625 : Brahmagupta dönemi, 
735 - 804 : Alcuinli York dönemi, 
826 - 901 : Sabit bin Kurra dönemi, 
850 - 930 : Ebu Kamil dönemi, 
1050 - 1130 : Ömer Hayyam dönemi, 
1114 - 1185 : Bhaskara dönemi, 
1114 - 1187 : Cremonalı Gerard dönemi, 
1120 : Bathlı Adelhard dönemi, 
1175 - 1250 : Pisalı Leonardo dönemi, 
1436-1476 : Regiomontanus dönemi, 
1445 - 1514 : Paciolili Luca dönemi, 
1473 - 1543 : Nicolas Copernicus dönemi, 
1494 - 1575 : Francesco Maurolico dönemi, 
1495 - 1552 : Peter Apian dönemi, 
1500 - 1550 : Niccolo Tartaglia dönemi, 
1501 - 1576 : Girolamo Cardan dönemi, 
1510 -1558 : Robert Recorde dönemi, 
1522 - 1565 : Ludovico Ferrari dönemi, 
1526 - 1572 : Rapheal Bombelli dönemi, 
1540 - 1603 : François Vieta dönemi, 
1546 - 1601 : Tycho Brache dönemi, 
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1548 - 1626 : Pietro Cataldi dönemi, 
1550 - 16i7: John Napier dönemi, 
1564 - i 642 : Galileo Galilei dönemi, 
i 571 - 1630 : Johannes Kepler dönemi, 
1588 - 1648 : Marin Merseııne 
1596 - 1650 : Rene Descartes dönemi, 
1601 - 1665: Pierre de Fermat dönemi, 
i 616 - 1703 : John Wallis dönemi, 
i 623 - 1662 : Blaise Pascal dönemi, 
1629 - 1695: Christiaan Huygens dönemi, 
1630 - 1677: lssac Barrow dönemi, 
i 635 - 1703 : Robert Hooke dönemi, 
1642 - 1727: lsaac Newton dönemi, 
1646 - 1716 : Gottfried Leibniz dönemi, 
i 654 - 1705: James Bernoulli dönemi, 
1656 - 1742: Edmond Halley 
1661 - 1704: Marquis de l'Hospital dönemi, 
1667 - i 733 : Girolamo Saccheri dönemi, 
1667 - 1748: John Bernoulli dönemi, 
i 667 - 1754 : Abraham De Moivre dönemi, 
i 685 - 1731 : Brook Taylar 
1690 - 1764 : Christian Goldbach dönemi, 
·1707 - 1783 : Leonhard Euler dönemi, 
1717 - 1783: Jean le Rond d'Alembert dönemi, 
i 718 - 1799 : Maria Agnesi dönemi, 
1728 - 1777 : Johann Lambert dönemi, 
1736 - 1813 : Joseph Louis Lagrange dönemi, 
i 749 - 1827 : Pierre Simon Laplace dönemi, 
1752 - 1833 : Adrien - Marie Legendre dönemi, 
1777 - 1855 : Cari Friedrich Gauss dönemi, 
1781 - 1848 : Bernhard Bolzano dönemi, 
1789 - 1857 : Augustine Louis Cauchy dönemi, 
1792 - i 871 : Charles Babbage dönemi, 
1793 - 1856 : Nicolai Lobacnevsky dönemi, 
1802 - 1829 : Niels Henrik Abel 
1802 - 1860 : .John Bolyai dönemi, 
1804 - 1851 : Cari Gustav Jacobi 
1805 - i 865 : William Rowaıı Harnilton döııemı, 

1805 - i 859 : P" G" Lejune Dirichiet dönemi, 
1809 - 1882 : Liouville 
1809 - 1880: 
18i0 - 1893: 
1811 - 832 : Evariste Galois dönemi. 



1849 - 1925: 

1885 - ·ı 955 : 
1887 - 948: 
1888 -1971 : 
i89i - 1 %5 : 

Öl''1EMLİ TARiHLER 
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10. SAYMA SİSTEMLERİ 

İlkel insanlar saymaya toplama şeklinde başlamışlardır. Yaptıkları toplama ilkesine 
dayanır. Bir de gereksinim duydukları yiyecekler için ya da ehlileştirdikleri hayvanların 
sayısı için bugün bire bir dediğimiz eşlemeyi kullanmışlardır. Kullanılan araçlar taşlar, 
tohumlar ve çubuklar olmuştur. Daha sonra bu sayıları iplere düğümler atarak göster­
mişlerdir. İkişer ya da beşerli gruplamaları bu sicimlerdeki gruplamalarda görürüz. Yal­
nız, sayma için tüm eski halklar sözcükler kullanmışlar, bunlara karşılık gelen nesneleri 
işaret etmişlerdir. Gruplamalar artıkça ve sayıların kendilerine yetmediğini gördükçe 
ikili ya da beşli grupları yeni bir sistemle göstermişlerdir. Bir ipteki düğümler yetmeyince 
ikinci sıradaki ip bu gruptan gelen topluluğu bir düğümle, bu da yetmeyince üçüncü 
ipte yeni bir düğüm atma yolunu seçmişlerdir. Ne kadar ilkel de olsa eski atalarımız 

bizim bugün basamak dediğimiz kavramı kullanmışlardır. 

Sayıların ikili düzende yazılması ve söylenmesi kolaylığı zamanla yetmeyince 
bir eldeki parmakları işe sokmuşlar ve beşli saymalar yaygınlaşmış. Bu da yetmeyince 
iki eldeki on parmak sayma işlemine girmiştir. Eski Amerika yerlileri bununla da yetin­
meyerek ayaktaki parmakları da işlemlerine sokmuşlar ve yirmi tabanlı sayma sistemini 
geliştirmişlerdir. Değişik halkların bunlar dışında üçlü, on ikili ve yüzlü gibi sayma dü­
zenleri görülmüştür. Örneğin Afrika pigmeleri kendi dil ve işaretleriyle i, 2, 3, 4, 5 ve 
6 tabanlı diyebileceğimiz sayı sistemini, Tierra del Fuego göçebeleri üçlü saymaları 
ve Güney Amerika eski halklarının bazıları dörtlü düzende saymaları vardır. On iki 
tabanlı sayma da oldukça eskidir. Bugün seyrek de olsa bunu biz düzine sözcüğü 
ile ifade etmekteyiz. Fakat tüm halklarda on tabanına göre gruplama daha çok tutun­
muş ve kullanılmıştır. Eski halkların çoğunda beş tabanlı sayma çoğu kez onların 
gereksinimlerine yetmiştir. Güney Amerika eski göçebeleri, bir, iki, üç, dört, beş, beş 
ve bir, ... biçiminde, Sibirya'nın Yukaghirsleri bir, iki, üç, üç ve bir, beş, iki üç, bir daha, 
iki dört, ondan bir nok.san ve on şeklinde karma bir sayı sistemi vardı. Amerikalıların 
Hintlileri ismi verilenler ve daha sonra bunları geliştiren Mayalar yirmi tabanlı sayma 
sistemini kullanmışlardır. Hatta bu yirmi tabanlı sistemde belli bir düzene kadar rakam­
ların bulundukları yere göre değer almaları da vardır. Eski Fransızlar diyebiieceğimiz 
Seltikler de yirmi sayma düzenini kullanmışlardır. Onların bu yirmili sayma düzeni İs­
koçyalılarda, Hollandalılarda ve Welshlerde görülür. Grönland Adası'nda yirmi bir 
adam, kırk iki adam, ... şeklinde söylenmiştir. 

Altmış tabanlı saymalar Mezopotamya halkları tarafından, on tabanlı saymalar 
Mısır ve Çinliler, yüz tabanlı saymalar Ugaritler ve eski tarihlerde yılın on iki ay olması 
kabulü ile on iki tabanlı sayma sistemi kullanılmıştır. Açı ve zaman ölçümierinde saat, 
dakika, saniye, derece, için a!tmış taban halen kullanılmaktadır. Fakat bunların en 
yaygın olanı on tabanlı sayma sistemidir. Günümüzün bilgisayariarı da iki tabanlı say­
ma sisteminde çalışır. 
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Sayıların büyük gruplar halinde sayılmaları ve bunların gösterilmesi İ. ö. 3400 
yıllarında Mısır'da hiyerolif yazmalarda görülür. Bunlar Mısır'daki taş yazıtlarda halen 
vardır. Mısırlılar yazılarını taşlardan başka papirüslere, ağaçlara ve çanak çömleklere 
yazmışlardır. Mısır'da hiyerolif, hiyeratik ve demotik diye üç yazı sistemi kullanılmıştır. 
Hiyeratik ve demotik yazılar daha çok sayma işlemlerinde kullanılmıştır. Mısırlıların 
sayılarının yazımı ve okunması soldan sağa olduğu halde Babillilerin sağdan sola 
doğru olmuştur. Yukarıdan aşağı yazmalara çok az rastlanır. Yukarıdan aşağı doğru 
yazmalar daha çok Çinlilerde görülür. 

Babillilerde papirüse az rastlanır. Taşlara yazılan yazılar da fazla değildir. Babilliler 
yazılarını önce pişmemiş kiremitlere çubukla yazmışlar ve bunu fırınlamışlardır. Bun­
lara tabletler ismi verilir. Babil tabletleri i. Ö. 2500 yılı ile i. Ö. 200 yılı arasında yazılan 
tabletlerde altmıştan küçük sayılar on tabanlı olarak daha fazla yazılmıştır. Babil sayı­

larının yazılması ilkesi daha çok çıkarma biçiminde görülür. Örneğin, 9 sayısı 1 O - 1 
biçiminde yazılır. 25 = 2(10) + 5 olarak yazıldığı gibi 38 = 40 - 2 biçiminde gösterilir. 

ı - 10 -t 5625 

- s ::n.. 
2 - 102 

+ - + 3 - ıoa - ... 
7':" 

4 e9 
i§ 

5 3.. --
6 

... + ?'" 

7 t :fi.. 

8 .I'-

9 il 
Çin sayılamaları. 
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Yunan halkla rının say:lanıaları L Ö il!. yü zyılda görtk neye başiarrııştır. Burılar· :-ı 
sayı lama sistemi basit onlu gruplar!a yapılrrnşt!r. 1 = -ı, t:,,"' 10, H""I02, J<,,,103 , M=104 

gibi gösterimler Yunaniıların tipik öze lliğidir. 5 sayıs; ı ı :şan::) ti ile gösterilmiştir. Daha 
sonra bunlar daha kı sa ve öz biçimlerini almı ştır Özellikle 5 sayısının gösteri•Tli diğer 
say ılarla birlHde kullan!larafç değişik görevler yüklenrıiştir. Aynca V = 5, '- == 50 ve D 
= 500 gösterimierinin kuliarıırrn oldukça eskidir. Bu gösterimler lıa!er> Por.-12 rak.arnlarnd~ 
geçerli olarak kul1anxlır. Yunan sayılarrıalarında hem toplarna ve i-ıem de çık&nT!a. bu­
gün Roma rakamlarında olduğu gibi yapd ı yordu. örneğin topiarr~a ilx.esine göre -ı 91,4 
::: MDCCCCXXXXlll l ve çıkarma ili\esine göre i 9'14 -.,, MCMXLIV o!ar'ak yazılıyordu. 

a alp ha 10 lota 100 p rha 

2 ~ beta 20 1( :~appa 200 G sigm3. 
3 ')' gamma 30 A iambda 300 't tau 
4 o delta 40 µ mu 400 \' upsilon 

5 f . epsilon 50 tı nu 500 qı phi 
6 obsolete digarnrna 60 j: 

':ı xi 600 'V 

"· ehi 

7 ç zeta 70 ._, om icran 700 '+' psi 
8 T\ ela 80 1t pi 800 (J) omegc. 
9 e tiıeta 90 obsolete k.oppa. 90G obsolete sarnpi 

12 = ır 2'f = KO: 247 .~ apÇ 

Yunan sayıla.maiar; . 

Yunan say ı la1Tıa sistenıinde harf :erırı rS'kaıT, ve sayılan göstermesi oldukça. eSl\i 
ve İ.Ö . 450 yıilarına !<adar gider. On taba;~;ı ı~u!!arn lan Yu:ıan say ı lamB.Sırıda 27 harf 
kullanılmıştı r. Diğer numaralama sistemleri, Mısı rlılaı-111 hiyeratik, demotik, Kıpti r2ı~am­

ları , Hint Brahmi rakamları , İbrani rakamları , erken ,i\rap ıa!\amiarı ve Etopya r2kamları 
şeklinde sıralanabilir. lbrani, Surlye ve erken Arap ra1<.amla!1 ve sayıiar-ıals.rında lyon­
yal ı Yunanlıların sayılamalarının karakterleri görülü r. 

1. ® ô f,} u 9 
~~ ~@, ·~ 1.6 ~'$: 

2 7 ~- G 12: 
;> (; 

9 ;;;ı -tt·--='"'"ı* 
«~ 

)·,.~~.,,.. 

({; <\> 
17 ;r;::;a~ 

ol';>l~ l~ 
~~f;) 

3 el .,., 8 ....,.'"',....__. 
~~.~ ... ~~--

tj;~ .;i 

18 ~ 

H 
@~{$~ 

4 ~~®"' 9 ~t;ı @;@ 
z~~ ... ,~-

'il l,ij;;> !il 
19 ~ 

6 l~ 
___ .,....._ 

16 ~ --

43.4S'i" = S(l3)(20") + Q(18){2ü) + 14{ıO) + 7 = ~ 
.ıı .zy 

Maya say·ı :a:naları. 
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bir sayıyı örneğin b tabanına yazmayı düşünelim. O, ·ı, 2, ... 
b - i olarak verilsin. i =O, 1, 2, .... , n s ai < b olmak üzere bir 1\1 sayısı 
b tabanına 

+ -1 + ... + 

olarak Bu yazım ilk kez Hint sisteminde . 206 

sayısında 2, 2 (i 0) 2 ya da 200, O= O (1 O) ve 6 = 6 ("10°) anlamındadır. Buna kısaca 
rakamların bulundukları yerlere göre basamak değeri alması denir. Bu da Hint sayıla­
rnasın111 en büyük özelliğidir. Mayalar hariç, bu özellik hiç bir halkııı matematiğinde 

Gerçi İ. 3000 ile 2000 yılları arasında bu sisteme altmış tabanı kullanılarah: 
biraz uyulmuştur ama sonra işlemler ıştır. Bu biçimde konumlu yazmalar L 
300 yıllarına kadar Babilde kullanılmıştır. Mayalarda da konumlu yazmalar biraz kan-

da olsa vardır. Ama hiç biri Hintli konum aritmetiğinin yerini alamamıştır. Ugaritler 
yüz tabanını kullanarak konum aritmetiğine ilfç adımları atmak üzereyken ülkeleri işgal 

Wm halk öldürülmüş ve şehirleri ve merkezleri yerle bir edilerek bu 
ilerleme edilmiştir. 

Eski halkların çoğunun sayı lamasında 

uğraşı olmuştuL Çarpma ve bölme bu toplama ve kullanılmasından başka 

bir şey değildir. Bu işlemler için kendilerine özgDn yöntemler ve kurallar geliştirmişlerdir. 
Tüm bu halkların çalışmalarından sonra bugünkü işlemlerimiz on beşinci yüzyılda 

ve yaygın olarak kullanılmış ve buradan tüm dünya ülkelerine ile-
ti imiştir. 

İnsanlar elde ettikleri matematikleri değişik şekillerde yazarak zamanımıza kadar 
gelmelerini sağlamışlardır. Taşlar, tuğlalar, çanak çömlekler, bezler, deriler, paçavradan 
yapılan kağıdımsı maddeler, papirüsler ve en sonunda Çinliler tarafından bulunan ka· 

yazı yazmak kullanılmıştır. !<:ağıda benzer ilk madde Mısır'da papirüsten 
mıştır. Papirüsler Yunanistan'a i. 650 nda gelmiştir. Papirüs, papu denen bir 
kamıştan 

Diğer bir yazma aracı da koyun ve kuzu derisinden yapılan parşömendir. Parşö­

menin bu yolla elde edilmesi oldukça zordur. Buzağı derileri bu dönemlerde yazma 

aracı olarak kullanılmıştır. Bazı halklarda çocuklann kesilerek derileri yazma aracı 
olarak Eski Romalılar da derilerini kullanmışlardır. Hintlilerin, 
Yunanlıların ve Mısırlıların geçici de olsa ve kumlar üzerine lıesaplar yap-

ilk yazı tahtalarıydı. Mumlar ve hayvansal yağlar üzerine de yazılar yazılmıştır. 

öğrenmede en etkin olarak kullanılan 

Japonya' da 
diğer halklarda abaküsler yaygın olarak 
Yunanistan ve yapma aracı olarak 
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Yunanlıların çarpmayı gösteren bir mum tableti. 

en ilginci 1846 yılında Salamis adasında bulunan mermerden yapılmış abaküstüro Bu 
abaküs 15 metre boyunda ve 75 santimetre genişliğinde bir mermerdiL Diğer bir aba­
küs de Darius vazosu üzerinde görülmektedir" 

Hint - Arap sayılama sistemi olarak geçen sayılama sistemi, Hintliler tarafından 
icat edilmiş, Müslüman olan ülkeler bunu kullanmış, Kuzey Afrika yoluyla Endülüs 
Emevileri aracılığıyla Avrupa'ya geçmiştir" Bu sayılama sisteminin kökeni L Ö" 250 
yıllarında Hindistan'da Kıra! Asoka döneminde görülür" Bu döneme ilişkin taş duvar 
yazıtları vardır" Diğer erken Hint sayı lamaları L Ö" 100 yıllarında Poona yakınlarında 
bir tepede yapılan kazıda duvarlara yazılmış biçiminde bulunmuştuL Diğer bazı Hint 
sayı laması yazıtları da 200 yıllarına aittir ve Nasik'te bulunmuştuL Bu sayı lamalarda 
sıfır yoktur ve rakamlar bulundukları yerlere göre basamak değerleri almazlar" Hint 
matematiğinin basamak değeri alması ve sıfırın kullanılması 500 yıllarından öncedir" 
800 yıllarında tam gelişen Hint matematiğinin ürününü Harzemşahlı Türk olan Harizmi 
(780-850), 825 yılında yazdığı yapıtla tüm dünyaya tanıtıL Bu kitabın Avrupa'ya ulaş­
ması biraz gecikmiş ama, girdikten sonra da bir daha bırakılmamıştır" Harizmi Hint 
matematiği ve Hint rakamlarıyla hesap yapan biriydL 

Hint sayılamasının Avrupa'ya tam ve kesin olarak ne zaman girdiği belli değildiL 
Tüccarlar ve gezginler aracılığıyla ve İpek Yolu'yla her nasıl olmuşsa Akdeniz kıyılarına 
ulaşmıştıL On ikinci yüzyılda Harizmi'nin cebiri Avrupa'da çevrildikten sonra Hint ma­
tematiğinin önemi ve pratikliği anlaşılmıştır" Bundan sonra Avrupa'da tam dört yüzyıl 
abaküsçülerle Hint matematiğini tutanlar arasında savaş yaşanmıştıL 1500 yıllarında 
Hint matematiği tutunmuş ve ondan sonraki yüzyılda abaküsçüler tümüyle unutulmuş-
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!ardır. On sekizinci yüzyı la kadar abaküsün hiç bir izi kalmamıştır. Böylece Avrupa 
Hint matematiğine sahip çıkmış ve onu bu sistemde ilerletmiştir. Oysa doğuda Çinliler 
ve Japonlar abaküsle daha çok uğraşacaklardır. Hatta bu konuda uzman olan Çinli 
abaküsçüler yetişecek ve kitaplar yazacakl ardır. 

Bir Hint buluşu olan sıfır (O), Avrupa'ya Harizmi'nin kitabıyla girmiştir. Avrupalıların 

kulland ığı zero (O) sözcüğü Latinceden zephirum sözcüğünden gelir. Müslüman ül­
keleri buna sifr ya da sıfır derler. Hintliler sunya derler. Arapçadaki sıfr ya da sıfır, 

on üçüncü yüzyılda Almanya'da Nemorarius Jordanus (1230) tarafından cifra olarak 
tan ıtılmışt ı r. Bugün Almanlar sıfıra cipher demektedirler. 

11. Pİ SAYISI (n) 

İnsanların doğal yaşamının bir parçası olan pi sayısının değeri önceleri çemberin 
çevresinin çapına bölümü olarak alınmıştır. Zamanla pi sayısının başka değerl erle 

de ifade edilebileceği gösterilmişti r. Çok ülkenin matematiğinde geçen pi sayısı M ı sırlı ların 

Archimedes'in Romalı bir asker tarafından öldürülmesini gösteren bir mozaik. 
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Rhintl Papi rüsü' de dairenin \çareleştirilrnesi probleminde geçer ve orada pi sayısı ço­
ğu ı~ez 3 olarak alırnr. Rhind Papirüsü'nde n = (4/3)4 == 4.1604 .. , olarak hesaplanmıştır. 
En eski pi sayısı kaydı budur. Babilliler, Çinliler, Hintliler, Yunan lılar ve diğer halklarda 
pi sayısı pratik olarak 3 sayısı ile gösterilir. Babilliler !fO say ı sını pi sayıs ı olarak al­
mışlardır. Yaklaşı k olarak 3 sayısını da p i için kullandıkl arı olmuştur. 

Pi sayısı üzerine oran ilk bilimsel çalışma Archimedes tarafından yapıl mıştır. 

Archimedes'in bu hesaplamada yaptığ ı şey kısaca şudur. 1 bi(im çaplı bir çemberi 
içten ve dıştan çevreleyen düzgün bir altıgen çiziyor. Bundan sonra 12, 24, 48 ve 96 
kenarlı düzgün çok kenariıların çevre uzuniuklannı hesapl ıyor. Bu hesaplamalara göre 
Archimedes pi sayısının 223171 ile 22/7 say ilan arasında olduğunu görüyor. Archimedes 
iki basamağa kadar pi say ıs ı nın doğru değerini 3.14 o lduğunu bufuyor. Daha sonra 
bu tür düzgün çokgenlerle pi say ı sının daha duyarlı lıesaplarnaları Çinliler tarafından 

yapılmıştır. Archimedes'in bu hesaplamaları L ö. 240 yıliarında Dairenin ve Çemberin 
Hesapları isimli çalışmasında görülür. Archimedes bu çalışmasında ayrıca, köklü ir­
rasyonel sayılan rasyonel say ı lar yaklaşımıyla da hesaplamışt ı r. 

Archimedes'ten sonra pi say ısı üzerine yapılan ilk çal ışma ·ı so yı l larında İsken­
deriyeli Ciaudius Ptolemy tarafı ndan Alınagest isimli kitabında yap ı lmışt ı r. Almagest, 

Yunanl ı lar tarafından en büyük olarak kabul edilen bir astronomi seri kitabıd ı r. Pto­
lemy'nin yaptığı hesaplamalara göre pi say ı sı altmış taban ına göre 3 8

1

30" ya da on 
tabanına göre 377/i 20 veya 3.1416 değeri 3.14 i 6 sayısıdır. Ptolerny, bir derecenin 
merkez açısının gördüğü kirişi n uzunluğunu 360 ile çarpm ı ş ve bunu bu çemberin 
çapına bölmüştür. Buradan pi sayısın ı n değeri ni bulmuştur. 

480: Çinli mekanikçi olan Tsu Chung Chih pi sayıs ı nı rasyonel sayıiarın bir yakla­
ş ı mı olarak 355/113 = 3. 1415929 ... biçiminde hesaplamıştır. Bu sayı altı basamağa 

kadar doğrudur. 

530: Erken dönem Hintli maternatiKçilerden olan Aryabhata, pi sayıs ının yaklaşık 

değerini 62.832/20.000 = 3.1516 olarak hesaplamıştır. Bu sonucun nas ı l elde edi ldiği 

bilinmiyor. Erken Yunan kaynakları na göre bu sonuç düzgün 384 kenarlı çokgeninin 
çevresinin hesabı ndan efde edilmiştir. 

i i 50 : Daha sonraki dönemlerin Hintli matematikçisi Bhaskara, pi say ı sı için bir­
çok yaklaş ım vermiştir. İyi yaklaşımı 3927 i 1250, daha az doğru olan 22/7 sayıs ıdır. 
Sıradan hesaplamalarında pi için ·1'16 sayı sını kullanmıştır. Bunlardan ilki Aryabhata'dan 
a!mmışt ı r. 754i240 = 3. i 416 değeri !<ökeni belli olmayan ve Bhaskara tarafından ve­
rilen bir say,d ır. Bu değer Ptoiemy tarafından da yazılm ı ştır. 

i 579: Fransızların üstün zekalı matematikçilerinden François Viete taraf ından pi 
sayısının yaklaşık değeri 6(216) = 393.216 kenarlı düzgün çokgeninden dokuz basa­
mağa kadar sonsuz. çarpimla.ria doğru olarak hesaplam ıştı r. Bu hesaplamalar sonucu 
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~= '12 '>/(2 + --/2) =:il:? ... '1(2 :: --i2)} 
7t 2 2 2 

forr.ıüiü bulunmuştur. 

1585: Adriaen A.nthonis:won, Çinlilere ait olan 35!.:i/1 13 saytsını p' sayıs ı yerine 
yeniden bulmuştur. Bundan önceki çalışmalar p< sayısının 333/106 < ıt < 377 ! 120 
biçiminde olduğunu göstermişlerdi. Adriaen, buradal{i alt ve üst sınırlarındaki payların 

Wplamının yarısr pay ve paydaların toplamının yarısı da pay olmak üze~e pr sa~nsım 
hesaplamıştır. Bu da onun için kaza >le eide edilm:ş bi~ sonuçtur. Rhaeticus'un öğrencisi 
olan Val2rıtion Otho. bu oran ı pi sayıs ının değe•! olarak Aanaen'darı biraz daha er­
ken ; 573 yi lmda b:..ılınuştu . 

·1593: Hollandalı olan ve daha çok Adrianus Romanus o lai"ak bilinen Adriaen 
van Roomen, klasik yöntemle 230 kenarlı düzgün çokgeni kullanarak pi say ı sın ı on 
beşinci ondalığa kadar doğru biçimde hesapiarn:ştn-. 

161 O: Airnan matematikçi Ludolptı van Ceulen, 252 kenar!i düzgün çokgeni kul­

lanarak yine klasit< yöntemle pi say;s ını otuz ikinci basamağa kadar doğru olarak he­
sapla111ştır. Yaşarnının çoğunu pi say ı sının bu değerini hesapfamakia geçıren ve bu­
nu bir görev kabul eden Ceulen;in buk:iugu bu y&klaş ı k deger mezarının üstüne yaz ıl­

mış ve ona Ludolphine Sayısı ismini vermışlerdi r. 

162 ·ı: Kınlrna yasasının bulucusu olarai< oilinen Hollandalı fizikçi WHlebrord Sneli, 
trigonometrik düzeltme ve klasik yöntemle 230 kenrali düzgün çokgenini kullanarak, 

Ceulen'in otuz beşinci basamağa kadar doğ;u olan değerini bulmuştur. Bu değer kla ­
sik yöntemle bu!unmaya çalı ş:lsaydı ve trigo;ıometrik düzeltme yapilmasayd; ancak 

on beşinci değerE kadar doğ ru bir blçimde pi say;sı buiunabilirdi. Klasik yöntemle 96 
kenarlı düzgün çokgen kutlanılirsa. pi sayısı ancai< iki basamağa kadar doğru ol;.±rak. 
hesap\anır. Sneil'rn yaptığı bu düzeltmenin doğru ispatı Hollanda! ı ünlü fizikçi Christi aan 
Huygens tarafından 1654 yılında veri imişti. 

! 630: Gnenbergen, Sneil'irı verdiğ i bu yöntemle pi sayısın· otuz dokuzuncu basa­
mağa kadar doğru olaral< hesapladı. Bu artık çemberin çevresini T\U!!anarak hesapia­
marı ın son halkas:yd:. Bundan sonraki matemat~kçiler fark!: yöntemler uyguladılar. 

Bunlardan ili<;i İngWz matematikçisi JOh!l V\fallis't'. 

1650 ~ İngiliz matematikçisi ,John \ıVall!s pi say ı s ı için 

n 2 . 2 . 4.4 . 6 . 6.8 .. . 
2= -ı ~ 3 . 8 . :5 .~S.7 7 , .. 
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biçiminde bir formül buldu. Daha sonra, Royal Society'nin ilk başkanı olan Lord Broun­
ker, Wallis'in bu formülünü sürekli kesirlerle 

4/rc = 1 + i 2 

2 + 32 

2 + 52 

2 + "" 

biçiminde yazdı. Bu formüllerin her ikisi de pi sayısının hesabı için hiç bir yardımda 
bulunmadı. 

1671: İskoçyalı James Gregory -1 ~ x ~ 1 için 

-1 1 3 1 5 1 7 tan x = x - 3 x + 5 x - 7 x + ... 

biçiminde sonsuz bir seri elde etti. Burada x = "1 alınırsa Gregory bu serinin 

n 1 1 i 
-= -ı --+---+ 4 3 5 7 ... 

biçimde olduğunu gördü. Bu serinin pi sayısına çok yavaş yaklaştığını Leibniz i 674 
yılında biliyordu. Gregory, bu seriyi dairenin kareleştirilemeyeceğini göstermek için 
kullandı, fakat bir sonuç alamadı. 

1699: Abraham Sharp, James Gregory'nin bu serisini kullanarak x = f1i3 sayısı 
için 71. basamağa kadar doğru olarak hesapladı. 

1706: John Machin, yine Gregory'nin serisini kullanarak pi sayısının 100. basama­
ğa kadar doğru değerini buldu. Onun bulduğu 

n 41 -1 1 t -1 1 - = an - - an -
4 5 239 

formülü pi sayısına daha hızlı yaklaşıyordu. 

17i 9: Fransız matematikçisi De Lagny, Gregory serisinde x = f1i3 değerini kul­
lanarak pi sayısını 1i2. basamağa kadar doğru olarak hesapladı. 

i 737: Pi sayısı erken İngiliz matematikçilerinden William Oughtred, İsaac Barrow 
ve David Gregory tarafından çemberin çapına bölümü anlamında kullandılar. n göste­
rimi ilk kez İngiliz yazarı William Jones tarafından 1706 yılında yayınlandı ve gösterildi. 
Fakat bu gösterimi Euler 1737 yılında yaygın bir biçimde kullandı ve böylece n göste­
rimi matematikte yerini aldı. 
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1754: Erken Fransız matematik tarihçilerinden olan Jean Etienne Montucla dai­
renin karaleştirilmesinin tarihini yazdı. 

1767: Johann Heinrich Lambert, pi sayısının irrasyonel olduğunu kanıtladı. 

1794: Adrien Marie Legendre, ıı:2 sayısının irrasyonel olduğunu gösterdi. 

1841: İngiliz William Rutherford, pi sayısını 208. basamağa kadar hesapladı. 
Daha sonra Gregory'nin serisini kullanarak 152. basamaktan sonraki kısımlarındaki 
yan l ışlıkları düzeltti. Bu düzeltmede kullandığı seri Gregory'nin 

7t 4t -1 1 t -1 1 t -1 1 4 = an 5 - an 70 + an 90 

biçimindeki formülüydü. 

1844: Zacharias Dase, çok hızlı hesap yapma becerisiyle, pi sayısını 200. basa­
mağa kadar Gregory'nin 

~ = tan-1 __!_ + tan-1 __!_ + tan-1 __!_ 
4 2 5 8 

serisiyle doğru olarak hesapladı. Dase, 1824 yılında Hamburg'da doğmuş ünlü bir 
matematikçiydi. 37 gibi çok erken bir yaşta ölmüştür. Dase, dünyada gelip geçmiş in­
san üstü hızda hesaplamalar yapan bir kafaya sahipti. Kafadan çok hızlı hesaplar 
yapıyordu. Sekiz basamaklı iki sayıyı kafadan 54 saniyede, 20 basamaklı iki sayıyı 
yine kafadan 6 dakikada, 100 basamaklı iki sayıyı yine kafadan 8 saat 45 dakikada 
çarpıyor ve yine 40 basamaklı iki sayıyı 40 dakikada çarparak sonucu kafadan söylü­
yordu. 100 basamaklı bir sayının karekökünü 52 dakikada kafadan alabiliyor ve sonu­
cu doğru olarak veriyordu. Kafadan hesaplamayla, yedi ondalıklı logaritma tablosu 
yapmıştı. 7 milyon ile 1 O milyon arasındaki tüm sayıların çarpımlarını veren yine bir 
tablosu onun bu üstün zekasının ürünüydü. 

1853: Rutherford yeniden hesaplamalarına döndü ve pi sayısının 400. basamağa 
kadar doğru değerini hesapladı. 

1873: William Shanks, lngiltere'de Machin'in tormülünü kullanarak pi sayısını 
707. basamağa kadar hesapladı. Bu hesaplamaları 15 yıldan fazla sürdü. 

1882: Rasyonel katsayılı polinomların kökü olan sayılara cebirsel sayılar denir. 
Rasyonel katsayılı polinomların kökü olmayan sayılara da transdant ya da aşkın sayı 
denir. Alman matematikçi F. Lindemann, Münih Üniversitesi'nde n sayısının aşkın bir 
sayı olduğunu gösterdi. Bundan sonra Yunanlıların ünlü üç probleminin Euclidean 
aletleriyle çözümünün olanaksız olduğu bu gösterimle tarihe karıştı. 
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1906: Bu yıllarda pi sayı sın ın bazer 'İfmik , bazen ae muzıkli alaraı;: ezberlerımes. 

için şi ırsel dizeler yazı idı. Bunlardan birisi A. C. Orr tarafındsr yazild ı ve pi say ısmı 30. 
basamağa kadar doğru olarak veriyordu. 

1948: İngi l iz maiematiKçisi O. F. Ferguson, • 946 yı l ı nda Shanks' ırı 707. basamağa 
!<adar yapt@ hesapta 528. basarnaiüa yanlı şlık yap ıldıgım belirledi. 1947 yılı ocağında 

pi sayısın ın r1 O. basamağa kadar doğru değerini hesapladı Ayr. ı ocal~ ayında Ameri ­
l<alı J. W. Wrenc!l. 808. basamağa !<:adar pi sayı sını hesapladı ama Ferguson 723. 
basamakta hata yap ı!dığm ı beiirledi. Ferguson ve Wrerıcıı bil'!ikte pi sayı sını 808. ba­
samaga kadaı· doğ ru olarak i948 ocağında yayınladı l ar, Wrerıch , Macnin'in fornıı:ilürıü 
kullan ı rken. Ferguson 

1i. rı.t -1 1 t _, t t- -1 1 -- = ...: an - + arı ' - + ar. --
tJ 4 2C 1985 

forrnülunu kuılanm ıştı 

1949: ENl.l.\C 1smı verilen eiektmni:< b;:g;sayar•vı '.:4 p ı ')E~ı ı s ı A.-ııa.·ik2'<:ie. MaP/icrnd'd3 
2037 basamaga kadar dogw oiarak r:esa;:;:arıd ·. 

1959: Fr:.=ınçois Genuys, Paris'te :BM 7011 ile pı say ısır:ın 15.1 67, bas2maga ka­
dar hesaplaoı . 

1961 : Wrııech ve Daniel Shanl<.s, \/\taslı irıgtarı'da. lBM 7090 bilg i sayarı ile pi sa­
y ıs ı n ı 100,265. bas.;ıınağa kadar hesapladılar. 

Bu şekilde hesaplamalar devanı etti. 

1995: Tokyo Üniversitesi 'nde Yasurnasa Kar.ada, pi sayısın ırı 5.442.450.000. 
basamaga !<adar hesapladı . Bu 1ari!1ten sonra ne hesaplamalar yapıld ı bilerniyo'Ltr.. 

Şınıd: bur&d~ ~u seırtı so:t.ı!ab)fü. =>i ~a.~ııs ı üzerir.de }ari ı- bcıy•Jnca hesap:arnc.lc.ır 

yap ı lm ış , p; sayıe· vaygın olara!\ kull2n"rııı ;,·;tıı. F ı ~av ısın ;ı-ı irı asyoneı cıır .sa~' ' ı:ılLiL.~ı.1 

gösterilmış , -ayrıca uzun ug"aşlardc;rı sor:ra r-i sayısı ll !i' ::.ı şlı:ı r: bı 1 sayı oıduğı.; gösteriirniş· 

tir. Pi say ıs ııwı aş'<ıiı bir S8.Y o ldı..gu kdl::ııı:ıarcık. ~ı i r :.ı~·ı•·111ı ~JS!;}E:i vr=> cı:nve·Hi~ :iç- eşit 

parçay<:ı bölü tıerneyer.eğl K.anıt!annıış, oir :Jaııenırı ;;.ir:r;,rı;:: e~ ı t t;,;r i~arf,r,in bi ı ''91 .c-:ıı · ;ı!rı 

uzunlugun1.m per9el ve cetvelle ç•ziiaır eyeceğı i.a r; ı L(Gıırn ış. n;;.crıi verılen b r l<ıJı:>ürı 
har.minin iki !\atı t' 2lCHTıö8 olan !<Cıpün bir kenar. rı · n uzunluQLırnırr yı.12 pe.rge: \i("c ce\·:ie lı8 
ıyiz. i le rneyeceği göster:rm i şti r. Acaba ;Jı say ~i \J•Jrevıni ı ar:ıarrı larn ,n,·; ;-ıcıy • rl 

Pi sayıs: ıı •ı' .tıu hesapıarnalanndc. biıgı:;,;ya''.:.; !Je!ı i l_.ir basaım:ı:<;a:-ı sonra iıes2'a­

ıamalar yapamıyorlar. işte burarJak! nesap lam81aı' ,;ilgısayarların rıe•ede durduğu l/e 

kapCJ.sıte!en nası l gelişii ri lebilir sorusuna Yfl• 'ı~ ver~e~tGd ı r 
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12. ÇİZİMLER 

Dairenin kare!eştıri!mesı, bir küpün l<a.tlanm2s ve .Jir aç:ının üç eşit parçaya E..ıc­
Hdean araçları y la çizi lip çizilemeyeceği uzur y·!iar ·naterna~l<te sorun oırnuştur Orı 
dokuzuncu yüzyıida Lindemann tarafından bur·ann çtlzün"'.fe',nın olanaksız olduğr 

gösterilmiş ve çözüme l\avuşturu lmuştur BL üç ü:ııü protlemm çözumlerınin ve ç;z.ım­

lerıni n olanaksız oldukları cebir kitaplarında bulunabilir. İşin teknik yönü biraz UZLın 
ve biraz da teknik cebir bilgileri ister. Bunları biz kısaca vermeyi istıyoruz. Burada kul­
lanacağ ım ız iki teorem vardır. 

ı. Teorem : Venle"I bır o:rimi ıwııanara~ Euciioean ale~ıer;yıe çızi len b ;r uwnll!:~ 

cebirsel b rr sayı gösterir. 

2. Teorem : Rasyonei kökü olmayan rasyonei katso.yılı Jçüncü derece derıı-Jer"ıinhı 
kökü. verilen bir birim uzunlukla Ve Euclıdean araçları yla çizilemeL 

Burada. Euclidean araçtarı pergel ve ölçümsüz cetvel anlamındad ı r. BL pergel 
ve cetve lle sonlu tane i ş lemle bu çizi mı er yap ılacaktı r. 

Şimdi. 1. teoremi kullanarak birim yc:ırıçaolı IJir daıreni" alanını 1 kareteştırllemeyec:e­

gini gösterelim. Birim yarıçaplı oir oaireni ıı alanı A = ır x ~ = re o.ur. Alanı bu olan ka­
renin bir l<enan v'ii. sayısıd ır. Eğer alanı voriferı bir oaire;ıın ôlar;ına e~iT bir karenin h;r 
kenarı ç i zilebılseycli , bir birim yarıçaplı oairenın alanına eşit a!an<Je olan karenin bır 

kenarı -l1i sayı sı cebırsel bi r savı olurdu. Oysa Lı rıdemanrı 1882 yıl ında rr ve ıfTi scıvı · 
larmı rı ceoırset say!lar olmadıt..;.larını , aşk;n say,ıar olduklartnı gös:srıJ .. BJ oa br çeh~-

1<.ı ciir. Bu çelişki Vir. sayısının çizilebilir oıaraK i<.abui edi!rıes·1derı iler• ;ıelrntşiir. Öy!Pyse 
ı. teoreme göre \r:;;. sayısi pergel ve ceıvelle ç!zi i0nıez. Buna eşdegF olarak. a lan ı 

verilen bi r dairenin alanına eşit oları bir ı~a renirı bır kenarı pergel ve :::stve!I& çizi l errıe;ı;. 

2. teoremi küpün Katlanmas ı ve bir açır'\ 1 1 pet9el ve cetvelie üç BŞit pa·ç2ya tıö ­

lünemeyecegfni göstermede kullanacagız Önce küpün katlanmas ı problemini gözö­
nüne alalım . Küpün bir J(enarı bir birim olsun. Bu küoün hacminın ikt kaı:ı haci•ndeKi 
küpün bir kenan x ise ikiye katlanm ış lıüpün hacmi xa = 2 olur. ikiye katlanan küpUrı 
bir kenarı nın pergei ve cetvelle çizilebiltr Oıl1uğunu kal.ıul edelim. BL: tıalcie :asyone 
katsavı ı ı 0 = 2 yö da x3 - 2 ~ J cenklemirın hi:;: bır rasyonel ~ö'\J y::>ktur Çünkü -~ 
sayısınır :t ~ ve ± 2 ·;aroanları bu cıenkıemın tü:iklen olabilir. Bunlar da bLi denl<lemin 
köl<len değildir. 2. teoreme göre x O:eğerı Euclideaı~ a:·açlanyıa ı:;;i zilemez. Öy!8yse 
küpün Katıaıyrıas ı yla elde edilen küpün b:r kenaı-ı perge! ve cetve!le .::;izViemez. Dig(.,;r 
bir deyimle -?.ı2 sayıs ı pergel ve cetvelle ı;ız ı lemez. 

BL•rada ufak bazı açıklamalara gereksınmeierı vardı r Rasyonel ı<atsayı l • bir dark­
lemin kökleri olabiıen say ılara ceblrseı sayı ıar, olarnavanle.ra da cebirsel clmayan aş­
kın ya da transandant sa.yılar denır. arı :.t O olsun, ar,• a,,._1, .. a

0 
tamsayıları ıçi •) 
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~ vn + a v ll -1 1 a - o ctn/\_ n - 1 /"\ + · · · -- ·o -

biçimindeki polinomun a/b biçiminde rasyonel bir kökü varsa, a sayısı a
0 
sayısının 

ve b de an sayısı nın çarpanlarıd ır. 

Şimdi , herhangi bir a.çının pergel ve cetvelle yani Euclidean araçlarıyla üç eş it 
parçaya bölünmesinin oianak.s ı z olduğunu kanıtlayalım . Bunu gösterme yeı-ine özel 
bir açmm pergei ve cetvelle üç e~it parçaya bölünemedigini göstermek yeter. Trigo­
nometride COSEl = 4COS3 (8/3) - 3COS (8/3) özdeşliği ÇOk iyi bilinmektedir. 9 = 60° ve 
x = cos (8/3) olarak verilsin. Buna göre, 

1 A 3 ".l 
-··:: <+X - ...ıX 
2 

ya da 8x3 
- 6x - ~ =O 

denklemleri yazılir. 

I 

\ 
\ 

OA birim uzunluk olsun. O merkezli ve OA yançaplı çemberi çizelim. BOA açıs ın ı n 

kollan bu çemberi A ve 8 noktaiar ı nda kessin . BOA = 60° olsun. BOA aç ı s ını üç eşit 
parçaya bö ldüğümüzde COA °"' 2oc o:ur. C noktasından OA doğru parças ı na iniien 
d ikmenin ayağı O ile gösr.eriisi -ı . Bt. n.slde OD = cos 2~1° =-= x olur. Eğer 50" oıan c:ç; 
Euc!idean araç'·anyia üç eşi! can.:;c:ya tı ~; !üne\Jiliyorsa, diger 'cir deyimle OC do·;'Jru 
parças ı bu st>:ıc;larla çizilebiliy'c rsa. x = ()D = cos ?O" u2urı iugur;u birim m.urı iukta 

olan OA doü ı u r,; ç~:·çasıyicı. bu arnçiaria. çi1-i iebıJi :. ovsa bu olanaklr değ i ld i r. Çünkü 2. 

teoreme görı:ı üçüncü derece oiarı 8x3 
- 6x - 1 = O denkleminin katsayıian rasyonel 

ve rasyonel otan hiç bir kökü yoktur. Öyleyse bu x değerinin çizimi oianaki ı deği ldi r. 
Yani bir çeli şki ye varm ış ofı.ır-u z, Bu çelişki BOA= eo~ olan açının pergel ve cetvelle 

üç eşit parçaya bölüneoilir oıarak aiınmasından ileri gelmişti r. Bu çelişki. ııe rhangi b ir 
açının pergel ve cetvelle üç eşit parçaya bölünemez önennestyle kalkar. Yani. herhangi 
bir açı Euclidean araçiarıyla üç eşit parçaya bölünemez. 
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Dikkat edilirse burada biz tüm açıların pergel ve cetvelle üç eşit parçaya bölü­
nemez diye bir ispat yapmadık. Örneğin 90° olan açı pergel ve cetvelle üç eşit parçaya 
bölünebilir. Bunu daha önce göstermiştik. Bunun gibi sonsuz sayıda Euclidean araçla­
rıyla üç eşit parçaya bölünebilin açılar vardır. Örneğin 30° ve 45° olan açıların üç kat­
ları olan açılar pergel ve cetvelle üç eşit parçaya bölünebilir. 

On sekizinci yüzyılda İtalyan geometricisi Lorenzo Masclıeroni Euclidean çizim­
leriyle ilgili ilginç bir buluş gerçekleştirdi. Euclidean çizimlerinin tümü pergelle yapılabilir 
ve cetvele gerek yoktur diyordu. Yani, Euclidean çizimlerinde pergel yeterlidir, cetvel 
fazlalıktır diyordu. Şüphesiz, doğru pergelle çizilemez. Fakat doğru iki noktası ile belli 
olduğuna göre Euclidean çizimleriyle yalnız pergel kullanarak iki nokta bulunabilir. 
Öyleyse doğru yalnız pergelle belirlenebilir diyordu. Mascheroni bu buluşunu 1797 
yılında Geometria del Compasso isimli kitabında açıklamıştı. 

Euclidean çizimlerinde eski noktalardan yeni noktaları elde etmek olduğu için, 
kullanılan araçlar 

1. İki çemberin kesişimini bulmak, 

2. Biı· doğru ile bir çemberin kesişimini bulmak ve 

3. İki doğrunun l<esişimini bulmak 

biçimindedir. Mascheroni'nin görüşü, (2) ve (3) koşullarında yalnız pergeli kullanarak 
çizimleri yapabilir miyim biçimindeydi. Burada doğrunun iki noktasının verildiğini kabul 
edeceğiz. 

1928 yılının hemen başlarında Hollandalı matematikçi J. Hjelmslev'in bir öğrencisi 
Kopenhagen'de kitap almak için kütüphaneye gider. Orada 1672 yılında yazılmış Euc­
lides Danicus isimli eski bir kitap görür. Yazarı Victor l\/lohr olan bu kitabı alır ve inceler. 
Kitabı öğretmenine götürür. Hjelmslev kitabı çok ilginç bulur ve Mascheroni'nin buluşu 
ondan tam 155 yıl önce yapılmış ve kitap olarak yayınlanmıştır. 

Fransız matematikçisi Jean Victor Poncelet, Masclıeroni'niıı buluşları doğrultusunda 
çizimlerin yalnız öiçürnsüz cetvelle yapılabileceğini düşündü. Şu anda tüm Euclidean 

cetvelle çizilemeyeceği biliniyor. Çember ve merkezi bilinirse cetvelle tüm 
Euclidean yapılabilir. Bu önemli teorem 1822 yılında Poncelet tarafından ta­
sarlandı ve daha sonra isveç - Alman geometricisi Jacob Steiner tarafından 1833 yı­
lında tam olarak geliştirildi. Steiner'e göre, çemberin merkezi ve kendisi verilince, (1) 

cetvelle Çemberin kendisi ve merkezi veriliyor demek, 
üzerindeki noktalar ve meı-kezi demektir. Türk matematikçisi Etıül 

Vefa, 980 yıllarında Poncelet - Steiner teoremini önermişti. Vefa'ya göre pergelin açık-
sabit kalmak üzere cetvelle çizimler yapılabilirdi. 
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Menaechmus (İ. Ö. 350), küpün katlanmasıyla ilgili iki çözüm vermiştir. Bunlardan 
birisi y = ax2 parabolü ile x = by2 parabolünü kesiştirerek buradan x değerini bulmuş 
ve katlanan küpün bir kenarı x olarak bulunur demiştir. Bu çözümün zayıf yanı, para­
bollerin Euclidean araçlarıyla çizilemez olduklarıdır. 

Menaechmus'un ikinci çözüm yöntemi de y = ax2 parabolü ile bx2 - cy2 = b2c2 

hiperbolü nü kesiştirerek ortak çözüm x değeri katlanan küpün bir kenarıdır demiştir. 
Parabol ve hiperboller pergel ve cetvelle çizilemediği için bu çözümler de kabul edil­
memiştir. 

Apollonius (İ. Ö. 225), küpün katlanmasıyla ilgili yaptığı çizimde pergel ve cet­
velle çizilemeyen, ayarlamayla elde edilen noktalar bulduğu için bu çözüm de isteni­
len anlamda bir çözüm olamamıştır. 

Eratosthenes (İ. Ö. 230), yaptığı çizimde kaydırmalar kullandığı için bu çözüm 
de kabul edilmemiştir. 

Diocles (İ. Ö. i80) de icat ettiği cissoit denen bir aygıtla küpün katlanmasının 
problemini çözdüğünü ileri sürmüş ama onun aygıtı da Euclidean araçlarıyla çizilebilecek 
türde değildir. 

On yedinci yüzyıl matematikçilerinden Huygens, Descartes, Gregoire de Saint 
Vincent ve Newton da küpün katlanması problemi üzerinde çalışmışlar ve özgün ça­
lışmalar yayınlamışlardır. Bunların tümü yine pergel ve cetveli aştıkları için küpün kat­
lanması problemini çözüme kavuşturamamışlardır. 

Özellikle Descartes x2 = ay parabolü ile x2 + y2 = ay+ bx çemberlerinin kesim 
noktasının apsisinin katlanan küpün bir kenarının uzunluğu olduğunu söylemiştir. Çem­
ber pergelle çizilebilir ama parabol çizilemez. 

Nicomedes (İ. Ö. 240), icat ettiği conchoit denen araçla hem küpün katlanması 
ve hem de bir açının üç eşit parçaya bölünmesi problemlerini çözmeye çalışmıştır. 
Konkoit de pergel ve cetvelle çizilemeyen bir araçtır. 

Blaise Pascal'ın babası Etienne Pascal (1588 - 1640), limaçon ismini verdiği eğri 
ile bir açının üç eşit parçaya bölünmesini denemiştir. Limaçon pergel ve cetvellik bir 
eğri değildir. 

Euclidean araçlarıyla bu ünlü üç probleme ilişkin eski ve yeni çok sayıda matema­
tikçinin denemeleri vardır. Bunların hiç biri Lindemaıın'a kadar başarılı olamamışlardır. 



1. ZENO 

Elai; Zerıo (İ. ö. 495 - 435), arrcadaş : Parrnanides ile At'na'ya gelc!ğinde 40 ya­

ş : nda.ydı. fa..tina'ya, zarrıaM' ve uzay ı rı soı:suz kez böiü.ıebi l i rF!if; i ile o dönsm\n insan­
ia"ını şaşırtrnıştı r. Bu par8dot<siarın ilhi Dichotcımis parcıdoksu, ikincisi de Achilies pa­
~adoksudı~r. 

Her ~C:r'ü lıaret;:et 0!2ncıks;zd1", .t\t:laı ol< ya da taş yeirıce hareke! etmeden durur, 

Ya da atı ian taş duvara vatama~ ve olc!uğu yerele du;\ir Çünkü iıareket eden :-ıer şey, 

öPce varacağı yolun sorıuna gelrrıeden önce bu yolun orts;s;na, bı_: o ıta noktaya ge!e­

bilnıesi ıç in dörtte birine ge!meiicilı. Su ciüşlincsyle devam eoilirne harel\ı3t h iç bi( za 

ıTat~ başiayanıayacakT.:r. 

""i~t:~~ 
c 

-:-;'• 

. ,-_• 
__ , , <>.,. • ._. 

H<inci ps;adolçsta, ı\ch!Jles tarc;frr:can verilend'ı·. Achılles, önıJnde ilerieyen kapiurn­
ba{rayı hiç bır zamaJı yabiayamayaca!>;tir. ÇDnkO ,. Achilles kaplumbağayı yakala-yabılrnek 

için önc;e !\ap!umbağarıın önce< yer;ne va(ıilaiıdır. Oraya varınc:::ı: kaplumbağa tıu nok­

tarnn iit~risincıe bulunacakt ı r. Bu düsünce v0 hareket tekrarlc.nıma kap lumbağ·a her 

zaman /i,dıilles' i n önürıde o!acai< v<.1 Acııi llss kaplıJrnbağay'a yetişemeyecektir. 

leno rıur. Cıçüncü paradoksu 2.tdaıı oklo:ı iıg:lkfü. Yani atian bi~ ek f"ıer zaman ha­

ı·e~;etslz jfa da hareKet halinôeöir .. ÇCnkC. ok hmei\ı~t edeb:!seydi an 'ıemen 'oölünebiie­

çeı<:tı. Eğer an nö!Jnemezse oi" harel\et eoemez. Oysa zar(ıan aniardah oluşmuştur. 
Mademki oh bır arıda hareket edemiyor. öyı evs::, ol\ hiç bir ?aman harekeı edemez. 

'lanı ek sürek!f harakets1z kal ır. 
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Yunanlıların döneminde serilerin yakınsaklığı hakkında bilgiler yoktu . Yunanlılara 
göre sonsuz tane terimin toplamı her zaman sonsuzdu. Oysa serflerin bazıları yakınsak 

ve baz ıları da ıraksaktır. Yani, sonsuz terimli bir serinin her zaman ıraksak olması ge­
rekmez . Yunanlıların bilmedlkleri bu kavramdı. Kulland ıkları seri de yakınsak o lan 
geometrik bir seriydi. Bu nedenle Zeno'nun paradokslar ı nı açıklamada yetersiz kaldıla r. 

Yani, sonlu bir uzaklığı sonsuz bir uzaklıkmış gibi gösterdiler. Şimdi bunu sayısal ör­
nekle gösterelim. 

Zerıo (1. ö . 495 • 435). 
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Achilles, kaplumbağadan 1 O kat daha hızlı koşsun . Kaplumbağa ile Achilles ara­
sındaki uzaklık da 100 metre olarak verilsin. Bu hareket sonuncu aralarında 100, 
1 O, 1, 1/1 O, ... metre uzaklıklar bulunur. Bu uzaklıkların toplamı 

1 1 
100 + 1 o + 1 + 10 + 100 + . .. 

biçiminde yakınsak bir geometrik seridir. Toplamı da 1000/9 sayısıdır. Bu uzaklık da 
100/9 birim zamanda kapanır ve Achilles kaplumbağaya yetişir. 

Zeno'nun dördüncü paradoksu zamanla ilgilidir. Bu paradoks Atinalıları çok şa­
şırtmıştır. Ünlü paradoks şöyledir. Bir zamanın yarısı, aynı zamanın iki katına eşittir. 
Bunun için şu diziyi gözönüne alalım. Burada 

Birinci durum İkinci durum 

(A) O O O O O (A) O o o o o 
(B) O O O O O (B) O O o o o 
(C) O O O O O (C) o o o o o 

olsun. (A) sırası sabit, (B) ve (C) sıraları eşit hızlarla ters yönde hareket etsinler. Ha­
reketin aynı bir anında (B) sırası (A) sırasının kaç eşya ötesine gitmişse, onun iki katı 
kadar (C) sırasını geçecektir. (B) ve (C) sıralarının (A) sırası durumuna gelmeleri için 
zaman aynıdır. Öyleyse, bir zamanın iki katı aynı zamanın yarısına eşit olmaktadır. 

2. EUCLİDES MATEMATİGİ 

Euclides (İ. Ö. 365 - 300), Mısır'ın İskenderiye kentinde doğdu. Yaşamı hakkında 
bilinen şeyler azdır. Dünya onu yazdığı Elements isimli bir dizi olan on üç ciltlik kita­
bıyla tan ı r. İskenderiye Üniversitesi'nde matematik profesörüydü. Matematik eğitimini 
Atina'da aldı. Bu nedenle Eflatun Okulu e lemanlarından sayılır. İskenderiye'ye geldiğin­
de Kı ra! Ptolemy'nin yönetimi sürüyordu. Dersini dinlemeye gelen kırala, geometride 
kı rallığa giden yol yoktur diye yanıt verdiği söylenir. 

Euclides'in yazdığı Elements isimli dizi kitaplarının asıl kopyaları doğal olarak 
zamanımıza kadar gelememiştir. Yüzyıllar boyu bu ünlü kitapların kopyalarının kop­
yaları şeklinde basılarak günümüzde en çok bası lan ve okunan kitaplar arasında bu­
lunmaktadır. Bir hesaplamaya göre İncil'den sonra en çok satılan kitap olmuştur. Bi­
limsel düşünceye en etkili kitap bu dizidir. İlk baskısı 1482 yı lında yapılmıştır. Diğerleri 
hep elyazmalarından çekilen kopyalardır. 
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Euclides'in bu yapıtının onun ölümünden tam 700 sonra İskenderiyeii Theon 
(365) tam olarak düzenlemiş ve kopyalamıştır. Orijinal kopyasından zamanımıza ka­
dar gelen kopyaların temeli budur. Theon'un bu kopyaları haien Vatikan Kütüphanesi'n­
dedir. Elements'in Latin kopyaları Grekçeden değil, Arapçadan elde edilmiş ve çeviril­
miştir. Çünkü sekizinci yüzyılda Elements Bizanslılardan Müslüman bilginleri almış 
ve çok sayıda Arapça çevirileri yapılmıştır. Arapçadan Latinceye çeviriyi Bathlı Adelard 
1120 yılında yapmıştır. Diğer bir Latince çeviri Gremonalı Gherardo ("11i4 - i i87) yap­
mıştır. Adelard'tan 150 yıl sonra Johannes Campanus Latinceye yeniden çevirmiş ve 
bu çeviriden Venedik'teki ilk baskısı 1482 yılında yapılmıştır. Yunancadan çevirisi 
i 572 yılında Commandino tarafından yapılmıştır. Daha sonra İngilizce birçok baskısı 
yapılmış ve basılmıştır. Tam ve kusursuz İngilizce çevirisi i 570 yılında Bilingsley tara­
fından yapılarak bastırılmıştır. Çince çevirisi 1603 ile 1607 yılları arasında Ricci tara­
fından yapılmış ve öğrencileri bunu Çınce yazarak bastırmışlardır. Arapçaya da çok 
kişi tarafından çevirileri yapılmıştır. İshak bin Hunein ve Sabit bin Kurra'nın da çevirileri 
vardır. 
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Eucliaes. 

Euclides'in kitabı sadece geometri içerikli de değildir. Sayılar kuram ı ve geometrik 
cebir de bu kitabın l~onu la rı arasınd ad ı r. Daha önce yazılan ve okutulan konuları çok 
sistemli ve tutarlı bir biçimde kendi güzel diliyle kaleme almıştır. Aslında bu serinin 
içerigi ve içinde yapılan ların çoğu ona ait deği ldir. 13 kitapta 465 tane önerme vardır 

Gerek tan ımiar gerek kabuller, aksiyomıar. pos1ülatlar. teoremler ve ispatları tümden­
gelirnli. belli bir mantık sırası içinde ıutarlı bir biçimde sunu lmuştu r. 

2300 yı lıd ır Euclldes'in Elements isimi! kitabı geometrinin temeli olarak kul lanılmıştır. 

Halen kullanılmaya devam etmektedir. Devam da edecektir. Amerika Birleşil< Devietleri 
Cumhur Başkanı bile 40 yaş larında avukatl ık yaparken Euclides 'in ilk altı kitabını al· 
mış. okumuş ve ögrenmiştir. Bu kitaplarla kafasının eğitildiğ ini söylemiştir. Çünkü, bu 
l<iraoral\i aksiyomıarın seçımı , önermeferi r: düzenlenmesi ve ispat l aıı belli bir mantık 

düzeni içinde veriimı ştir. '<Hapları tümü on temel ilke ve 465 önermeye dayan ır. Be9 
postüıatı şu biçınıdedir. 
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Pisagor teoremınin :spatrnı içerer, bu çevi ri ishak oin Honeirı tarafından 
çevrilmiş. Sabit bin Kurra tarafırıdan oözden geçiri lrn:istir. Bli baskı i 350 
yılında yapıimışt ı r. ~ -
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EUCLİDES MATEMATİGİ 

Euclides'in 28 önerme içeren ve 1204 yılında yazılan bu elyazması IX. kitaptan 
alınmıştır. Bu sayfa modern gösterimlerle sayılar kuramı üzerine olan önermeler­
den oluşmuştur. 

1. İki noktadan bir doğru geçer. 

2. Sonlu bir doğru parçası doğrunun sürekli bir parçasıdır. 

3. Çember ya da daire, merkezi ve yarıçapı ile bellidir. 

4. Tüm dik açılar birbirlerine eşittir. 

241 

5. İki doğru bir doğru ile kesildiğinde kesenin aynı yanında oluşan iki iç açının 
toplamı iki dik açıdan küçükse doğrular uzatıldığında bu tarafta kesişirler. 
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Euclides'in kiiaplan sadece bu tanımlar üzerine kurulmamıştır. Euclides noktayı 
ve doğruyu kabul eder. Bu onun geometrisinin bir varsayımıdır. Noktayı kabul edince 
ve noktayı haraket ettirince doğruyu, doğruyu hareket ettirince düzlemi ve düzlemi 
haraket ettirince de katıyı oluşturmuştu r. 

Euclides'in bu tanımları ona da ait değildir. Ondan önce gelen Yunan ve İskenderiye 
matematikçilerinin oluşturdukları matematiksel bir olgu ve bir üründür. 

Matematik tarihi yönüyle, Euclides'in 5. postülatı önemlidir. Bu beşinci postülat 
birbirine eşdeğer olan başka biçimlerde de söylenebilir. Düzlemde iki paralel doğru 

kesişmez. Ya da düzlemdeki bir doğruya dışındaki bir noktadan bir tek paralel çizilir. 
İki doğru bir doğru tarafından kesilince, kesenin bir yanındaki iç açı ları n top lamı iki 
dik açıya eşitse bu iki doğru paraleldir. Tarih boyunca bu 5. postülata saldırılmıştır. 

Hatta Lagrange (1736-1813), 5. postülatın matematiğin yüz karası olduğunu söylemiştir. 

Euclides'in postülatları nın ilk üçü çizimlerle ilg11idir. Euclides bu üçü ile çok sayıda 

çizimler yapmıştır. Bu da Yunan matematiğinin tipik bir özelliğidi r. Euclides geometrisinin 
postülatları, aksiyomları ve tanımları daha sonraki yıllarda çok tartışılmıştır. Örneğin, 
boyutu olmayan şeye nokta denir sözü tartış ılacak türde bir kabuldür. Doğru ve düzlem 
de noktaya dayalı bir biçimde oluşturulursa bunlar da tartışma götürür. Tartışma ve 
eleştirmeler güzel şeylerdir ama burada bekleyerek ürün alınmaması da doğru değddlr. 
Ürün alabilmek için bir yerden başlanması gerekir. Yunanlı matematikçileri de bunu 
yapmışiardrr. Noktadan başlayarak matematiklerini oluşturmuşlardır. 

Euclides'in birinci kitabında 48 önerme vardır. Bu önermelerin tik 26 tanesi üçgen­
lerle ilgilidir. Üç tanesi de benzer üçgenler üzerine teoremlerdir. 27. ile 32. önermeler 
paralel doğrular ve bir üçgenin iç açıları toplamının iki dik açı olması ile ilgilidir. Geriye 
kalan önermeler kare, dikdörtgen, paralel kenar ve üçgenlerin alanları arasındaki iliş­
kilere ayrılmıştır. Bu konular liselerde okutulan ve öğretilen başlıklard ı r. 47. önerme 
Pisagor teoreminin Euclides taratmdan verilen ispatını içerir. 48. önerme ise Pisagor 
teoreminin tersiyle ilişkilidir. Birinci kitabın içindeki konular zaten eski Yunanlıların ge­
liştirdiği buluşlardı. Euclides bunları belli bir düzen içinde güzel bir dille sıralamıştır. 

Aslında Euclides doğruyu da kabul etmiştir, Çünkü, genişliği olmayan şeye doğru 
demesi tarnşılabilir. Yunanlılar bunları biliyor ve tart!şmasız l<abul ediyorıard :, Bugün 
blz de bunıan orta öğretimde kabui edtyor ve Euc!ides'in geometrisini tanıtıyoruz. So­
nuç olarak, Euclides'in geometrisi belli kabuller üzerine otu rtulmuş ve incelenmiştir. 

Euclides, iki noktadan bir doğru geçer diye söyled iği postülat da tartışılm ıştı r. Ya 

da bir doğru en az iki noktası ile bellidir. Zaten Euclides'in postülatlarından ilk ikisi 
ölçümsüz cetvelle yapılan çizimlerdir. Üçüncü postülat ise yine Euclidesi ünlü pergeli 
ile ilgi!fdir. 
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Euclides'in birinci kitabı tüm okuyucular taratından hemen hemen bilinen şey\eı·­

dir. Lise öğrenimi görmüş her öğrenci bu konuları bnir. Eucliaes birinci kitapta erken 
Yunan matematiğiııin bilinen şey leı ir. i beHi bir düzene koymuş , Pisagor teoremi VP. 

kendi ekfediği çal ı şmaları burada sergileniştı r. 

Biıinci kitabın ı l k önermes• perge' ve cetvelle bi- eşkenar üçgenin çizi ı rnesi ile 
ifgllidı r. Bu kitap boyunca Euclides'in kulland ığı ıwııaralarna sistemi ~u!lan ı lac.a ·~tı r, 

1. Önerme ~ B\r kenarı AB doğru parçası olan eşi~enar üçgeni çiziniz. 

Önce AB doğru parçası çrzilir. Pergeıin ayakıarı AB uıunluğu Kedar açılaraK biı 
Kez A merkezli ve AB yarıçaplı D çemberi, sonra da perge lin açı k' ıgın ı hiç bozmadaı : 

AB yarıçap lı ve B merl~ezli E çemberi çizili r. D ve E çemberierinin l\esirn nolctası oları 

C l<.öşesi bulunur. AB, AC ve BC uzunlukları yançaplar oldukları için A8 = AC = BC 
olur ve ABC üçgeni eşkenar bir üçgendir. 

Dikkat ediiirse Euclides bu ~zimde pergel ve cetveli 1<ullanırken ·ı .. 2 ve 3. ç,os­
tülatlan kullanm ışt ı r. Bu çizimde ıan ı mlı olmayan bi:- şey yoktu ~. 

Yalnız burada şüphelenecek bir nokta vard ır. O da, aynı AB ya rıçaplı A ve B mer­
kezli D ve E çemberleri birbirlerini C noktasında keser mi? Çünkü il\! çember bırbirıni 
kesebilir ya da kesemeyebili r. Burada böyle bir z.ay ı fl:k va rdı r. Aksiyomatik kuramda 
se2glnin yer! yoktur ve oiamaz. Euclides -natematığinde türr çemberlerir birbırlerıni 

kesmez diye bir aksı yom olamaz. Oisayd' bu matematikte çizi:ec..-ek bir şey olrna!'.d ı 

Bu sakıncaya çözüm olarak rnatemaliı<.çlıer doğn..1r.u11 ve çemberirı süıeK:i oırnas· pos­
tülatını l<abul etrnişlerdı r Gerçekten bu post:Jlat gereklidir 

On sekizinci yüzyıl ın maten;atilWi lerl bu sakıncay ı görmüş ler ve şu postüla1 ı ek· 
!emişlerdi r. 

s:- çernbeP.n ;çındeıı i :-ı ır noi\tc: ,le dışndaki bır ıoktc;aaı ~ıeçen cernberin il<i orta" 
nokt~sı vardır. ek olarak. çembenr. ıçinctehi w rJışmdak: nokta.darı geçim acgr~ ile 
cemoerirı ikı orta!< noKtası vardir 
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Bir noktanın bir çemberin ya da olması konumu 
yine üzmüş ve ona da çözüm getirmişlerdir. Bu iki kavram Euclides'te Euclides 
bunları açık görmüş ve böyle kullanmıştıL Diğer bir Euclides bunları 
demeden sezgisel olarak kullanmıştır. On dokuzuncu lı son iı bu 
aksiyoma gereksinme vardır diye söylemişler ve sakıncayı David Hilbert ("1826 

- 1943) açıklığa kavuşturmuştur. Hilbert, Euclidean 2·1 nda altı 
tane tanımsız terim olduğunu saptamıştır. 

Birinci kitabın kırk sekiz önermesi doğrular, üçgenler ve kenarları paralel şekiiler 
üzerine olan düzlemsel geometridir. 

Birinci kitabın 2. ve 3. önermeleri verilen bir 
çasının çizimi ile ilgilidir. 

Eucllces. 

parçasına olan 

İki üçgenin karşılıklı iki kenarı aralarında ve bu kenarlar a.rasındaf~i 

par-

da karşıiıklı olarak eşitse, bu iki üçgen KAK bağıntısına önermesi 4 mmıa-

ralıdır. 
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E:uclides'i:-ı birinci kitab ı nın en önemli önenTıE:~s; bell;;i de beşincisidir. Vanl, ikiz 
kenar bir üçge:ıin taban açıl8.n bırbinne eşitti r. Tersi rıa ie.ban aç:ı2rı eşit olan b·r üçge­
nin yar: kc: rıar:aı-ı eşitti r. i3L: de onu:ı 6. öne~mesicıi r. 

Eudices'in birine: kitabındaki 9 ile 12. önerneler aas ı , açiO([ay çizim:, bir doğru 
üzerirde:'\r nokiadar bu doğruya c'.ikme çıkmaK ve bir rloğr:.ıya ô! Şind2.!.:i bir noktadan 

bu doğruya cl i krı·ıe inme şei\linaek! çizimler açıt\lanrna!-\~adı r. Tü7'1ier ve bütünler aç:\a: 
bu kısrr:.cla ir.ce lenrniştir. 15. ör:errrıe ters ::ıç ılanrı eş i! u!dugunli ispatlar. 

Birinci kitabın il<inc; önemli problemi, bir üçgends iki lç açın ır top'.amı kendi leri~fJ 

l\onışu olmayan bir d ış aç ıya eşittir. Eudi des'irı geomeirisinde /Öndeş açılar, iç :ers 
aç•.i2r ve dış ters açıiar birbitier\ne eşitt i r. Bir ÜÇfJenin iç a\;ı!arı top\amı "i 130 derecedir. 
Ya da bir üçgeni 1·ı :k; iç açı s ı nın 'top!amı iki ciik sçıdarı k'..'ıçüktü r. 3u özeHikle:- ·16, ve; 7. 
öne·ıTrıe ler· olarak geçer. Böylece, ilk 26 ör.erme tıu ve bur.!a.r gibi esi\İOArı beri b; lirıen 
özı3!:~l<erD ay 1·ı l :-rıtştır. 

27. öne;-ır:e u;:r-2l ıo;" dcğr dl2~ıia ilçiHdlt. iki öogrc: bir doğn_, :ıe kesiidiginde iç ·~em 
a~i l!-::-:t;· biti.:! ·i:ıe e;i~~s.2 ? bu doğrular nara~&!dH", l@ten ~1u teorernoer sonra E.:..Iclidean 
.;:1l ;n::;1·sr· gec- rrı-2trtı0~s· vn8.rn :·ıazırlanrr!I Ş!.!r-. 81_,nda'"ı ::~oma daha baş;<:a sonLiçlar aa 
si)yl2,12·oi ir. Örneğ ;·ı. 'Jir cloğruya. Ciik olan rJoğ:·:Jl:;ır '.J!rbirleri ne p;;;ra!eldi t. rers:rn3, iki 
ı::aa al c ~ığrua;m birisi bir ·::fo\jr._ ya dikse, ·:iigr;ri de bu c::::gn.:ya ciii<+.:c .. ,..a. d2 iki parnfaı 

t:cğı u~:.,:, '. · ı}'r'.s:n! ~fk ;,L~sen öa~r~_: cHğı:;(;~~ : d;::: c~~k o~a.ra~k ~<:8SGi'. 

29. )i' 9fTC,, ckıa r:.aıa:eliikk; i!giiicii·. İki pa:·aıer doğru ~-p- doğ·;_; ta~afındar, kesildiğin­
(j"ı k:::s<::;:-~!n Dir yarnr;js bu!i~nan iki iç açı ;w., t()plc:rrn iki drk.. açıya. eşittir. Ya da tersı:ıe 
iki doğru bir doğru ~a:-afından ı<esifrJiğ;ncie Kesenin bir yanında L::..ılurıan iç açiiann top­
iam ı lki dik açıya eşitse ou iki doğru b;r0irine p;:ıx2 leldrr Bu teoremler hep nlmayar. 
ergi yörıtemiyie ispatlan ırlar. 

30. örıerme: /\yrıı do~ıruya paraıeı olan doğ~uiar para<eidir. Bu örıer'Tlsnin sorucu 
olarak, bir doğruya d ışındaki bir noktadan ya!nız bir Daralel doğru çizHir . 

. :,:;, '.')ı J' ::·rn~~'. Bk ~iı;qenin iç açılar. ü:ol~ı;-n: 'ki dk D·;;ıya c~şittir. :~:J. önerne p<F::t!el 

t -.e )ı;;·~ \_; :-; t ı ~: ==}eçi: '"' r·dçJih11 ~1esz:pf::t·r~ a.v:~.=ı. qk·ier. /.\yr·· ı ta~)an ve ayrı yOk.sE~idtkn p8r.s.ıeı 

f"·ı;:; ı L:;r,n aJar,ıc;vı blrbit ine eşi!tıı· OcpJeni'"ı ala.r:; ;12J8İ~.')· l'\Brıarırı ;;ı.l<>ıvnır: yansı olar<~k 
aLt ·~· .. :.s. cicluk.ça c6ktdir. V;?.ni bı~· •jçG::ın; n alanı , t::,barıı ile bu 'ı:a.oana :1ir y(jkser,;fi~inırı 
C8J ~ıffT ı nıtt. ı·"i y~J~·ı::;ıns es!tt;( !<21.re ve dikdüi·tgernn eJanlan ~;o~l· iyi biHn8ıl sor~u~~lardır. 

Euc~:-dt::s" in btiinci ı<..iiabJ rıı n son!a~·; P1sagor ieorernirı i n ispatı ve- bu teo(cnnin uy­
puiamaıanna avr:inı ışt ı r. 47 ve 48. therrneie~ Fis2gcr teoreminin zekice isp2ıı ve 
0u rı .. n tf~ r.sini :ı 1sp:.~Ldt (. 

P1saqor tecrem;ıin ç:ok cieğişH;; fspatlan yapı ımışm. Biz. Dura.da EucHdes tarafından 
ve:·i\er~. ispatr y2,pac-ağ ı :-z.. 
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Şeklinde görüldüğü gibi C köşesinde dik olan ABC üçgenini çizelim. Bu kenarlar 
üzerinde bu kenar uzunluklu kareleri tamamlayalım . C köşesinden AB doğru parçasına 
inilen dikme kenarlan J ve K noktalarında kessin. Bile F ve C ile de D köşelerini bir­
leştirelim. Bu halde AJKD dikdörtgeninin a l anı CAD üçgeninin alanının tki katı olur. 
Yani 

AJKD = 2(6CAD) ( 1} 

yazılır. Çünkü bu şekiller1n AD tabanı ile AJ yükseklikleri ayn ıdır. Benzer olarak AFGC 
dikdörtgeninin alanı FAB üçgeninin alanının iki katıdı r. Çünkü AF her ikisinde ortak 
taban ve AC de her ikisinde yüksekliktir. Buna göre 

AFGC = 2(6.FAB) (2) 

yazıl ır. Diğer yandan CAD ile FAB üçgenleri KAK bağıntısına göre eşitti r. Çünkü AC 

=AF, < CAD = < CAB + < DAB = < CAB + < CAF = < FAS ve AD =AB biçimindedir. 
Öyleyse bu üçgenlerin alanları aynıdır. Yani 

6CAD = t:.FAB 

olur. (i) ve {2) ifadeleri karşılaştırılı rsa 

AJKD "'AFGG 

(3) 

'.:1' { . J 
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yazıiır. Yukarıdaki işlem lere benzer olarak BEKJ dii<dörtgen\ ile BCHI karesinin a\anla,rı 

birbirine eşitti r. Yani 

BEK,! = BCH! 

olur. Dikkat edilirse AJKD dikdöıigeni n!n alan ı ile BEKJ dikdörtçıenini n alanları toplanıı 

AB hipotenüsü üzerine kurulan karenin alanına eşiıtı r. Buna göre 

ABEO = AJKD + BEKJ 
= AFGC + BCHl 

(6) 

yaz ılı r. Bu da AB2 = AC2 + CB2 demektir. Bu da Pisagor teoreminin kendisidir. Yani, 
bir dik üçgende dik kenarların kareierir.in toplamı hipotenüsün karesine eşitti r. 3u ba­
ğıntı şöyle de söylenir. Bir dik üçgende dik kenarlar üzerine kurulan karelerin alanlan 
toplam ı , hipotenüs üzerine kurulan karenin alanına eşitti r. 

Pisagor teoreminin tersi de doğrudur. Yani bir ABC üçgeninde BC kenarın ın ka­
resi diğer kenarlarının kareleri toplamına eşitse, BC kenarını n l-<;arş ı sındaki aç ı dik 
olur. Bu önerme için Euclides'in ispatı şöyledir. 

c 

A / \ 

/ \ 

/ 
~ / 

o A B 

ABC üçgenini çizelim. AD doğru parçasına AC dik ve AD =- AB olsun. Hipoteze 
göre AC2 + AB2 = BC2 olarak veriliyor. C.A.D üçgeni dik olduğundan Pisagor tern·ernine 
göre AD2 + AC2 = C02 yazılı r. f\D =AB olduğundan BC2 = CD2 ve BC = CD gelir. 
Böylece CAD üçgeni ile CAB üçgeni KKK bağınt ı sına göre birbirlerine eşitti r. Böylece 
bu eşitlikten doiay ı < CAB == < CAD yazı ı ı r. CAB ve CAD açıları bir doğru üzerinde 
Komşu ve. bütünler açı olduklarından ikisi de dik açıd : r. Öyleyse ABC üçgeni bir dik 
üçgen olur. 

Pisagor teoreminin değişik bir ispatı Euclides VL kitabında 3·1 . önerme olarak 
da ispatlamışt ır. V. ve Vl. l<itaplarında orantılar ve orantı özellikleri i şlenmektedir. Bu 
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orantıları kullanarak ispatı bi raz daha kolaylaşttrrnıştı r. ~(ufland ığ ı özellik de, benzer 

üçgenlerde kenarlar orantı lıdı~ ör.ermesid ir. 

C d ik açıl ı /.\BC dik üçgeninde C köşesinden AB hipotenüsü ne bir dikme inilince 
birbirine benzer üç tane dik üçgen meydana. ge!ir. Yani , şekle ba~ıl ırsa ABC, .ADC ve 
BDG üçgenleri birbirine benzerdir. Örneğin, ABC ile ADC üçgenleri birbidr:e benzerdir. 
Çünkü A açıları ortak ve bire:· açı ları da diktir. Aynı bıçirnde ABC üçgeni ile CDB üçgeni 
de benzerdir. Burada da B açı ları ortak ve birer açiian diktir . 

. A, 

~ 
I~ 

- ! x \ 
a \ 

J \ D 

~ 
c b 8 

Euclides'in geometrisinde benzer üçgenlerin kenarları orantıl ı ofduğurıdan fi.BC 
ve ACO benzer üçgenlerinden 

ve ABC ile CBD benzer üçgerı !erirıden 

eşitli k leri yazı lır. Bu eş itliklerden a2 = cx ve b2 = ey yaz ılarak "taraf tarafa toplanı rken 
x + y = c ofduğ u da ku fianıhrsa 

a2 + b2 = cx + ey == c (x + y) == c2 

bulunur. Bu da Pisagor teorerni rıin diğer bir ~spatıdı r. 

Euclides geometrisinin gerekçelere dayalı şahane bir geometr! olduğunu söyleye­
meyiz ama, dönemine göre tüm bu boş!ukianna karşın , Sir Thornas Heath söylediği 
gibi harika bir yapıtm diyebiliriz. 



EUCLİDES 255 

d 
ıt,' .ıı~ ~. 

ikiz kenar üçgenin teb3.n açıları eşittir. 
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Euclides'in il<inci kitabı geometrik şekillerin aianlan ve Pisagor okulunun geometrik 
cebirini içine almaktadır. Buradaki geometrik cebir, cebirsei işlemlerin geometrik şekil­

lerle yapılmasından ileri gelmiş bir deyimdir. Burada cebirsel işlemler geometri dilinde 
ve geometrik şekillerle yapılmaktadır. Zaten Pisagorcular da bu yöntemi izliyorlardı. 

Pisagorcular ve Euclides'te cebirsel işaretin ku llanıld ığı görülmez. Örneğin , EucHdes 
sayıları doğru parçaları ile göstermektedir. Bu nedenle Euciides'in ikinci kitabı birinci 
kitabından ı'arklı bir alfabede yaz ı lmıştı r. Bu da Yunan matematiğinin tipik bir özelliğidir. 

Yunanlıların bu özelliği , dolaylı ya dolaysız bir biçimde Babil matematiğinden alınmıştır. 

,____ab_ı: []• 
A a B />, a B 

Yun anlılar sayıları bir doğru parçası ile ve iki sayının çarpımını da kenarları AB 

= a ve BC = b olan dikdörtgeninin alanı olarak alıyorlardı. a.a = a2 de bir kenarı a olan 
karenin al anı il e gösteriliyordu. örneğin (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 özdeşliği geometrik 
olarak 

a b 

b ab 

a a2 ab 

biçiminde gösteriliyordu. 

Bu özdeşlik ve geometrik şekille ilgili ikinci kitabın 4. önermesi üzerine bastırılarak 
şöyle aç ı klanıyordu . Bir doğru parçası rastga!e a ve b gibi iki parçaya bölündüğünde, 

bu parçaları n toplamının karesi, bu sayıları n oluşturduğu karelerin alanları ile bu iki 
a ve b sayıiannın oluşturduğu dikdörtgenin alanının iki katına eşittir. Eudides'i n bu 
önermesi baz ı basit denklemlerin çözümünde kullanılıyordu . 

Aç ıları dik olan dörtgene dikdörtgen dehir. Kenarları eşit olan dikdörtgen de kare 
olur. Bir doğru üzerinde olmayan üç noktanın art arda birleştirilmesiyle üçgen meydana 
gelir. iki paralel doğruyu iki paralel doğru ile kesiştirdiğinizde paraie l kenar elde edilir. 

Tabaniarı oıial~ olan iki ikiz kenar üçgenin oluşturduğu şekle deltoit denir. Kenarlan 
eşit olan deltoite eşkenar dörtgen denir. Alt ve üst kenarları paralel olan dörtgene ya­
muk ismi veri lir. 
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İkinci kitabın birinci önermesi şöyledir. Bir d doğru parçası ve uzunluğu w olan 
sayı uzunlukları a, b ve c uzunluklarında parçalara ayrılsın. Bu halde dw = d(a+b+c) 
= da+db + de olur. Bunu geometrik olarak görebiliriz. 

w 
a b 

d 

(a+b)2 = a2 + 2ab + b2 özdeşliğini kullanarak ;:ı.x =be biçiminde verilen basit denk­
lemi geometrik yolla çözebiliriz. Bilinmeyen uzunluğa x diyelim. Burada ax ve be alanlı 
dikdörtgenler söz konusudur. Bunun için önce ABCD dikdörtgenini çizelim. Burada 
AB= b ve BC = c olsun. AE = a olarak alınsın. Şekilde görüldüğü gibi ED doğrusunu 
uzatalım ve BC doğrusunu F noktasında kessin. Böylece EBFH dikdörtgenini tamam­
layalım. Dikdörtgenin karşılıklı kenarları eşit olduklarından KH = CF = x olur. Böylece 
KDHG (ya da ax) dikdörtgeninin alanı ABCD (ya da be) dikdörtgeninin alanına eşit 
olur. Çünkü, EHF ile EBF büyük üçgenleri birbirine eşittir. Bu büyük üçgenlerden da­
ha küçük olan dört üçgeni çıkarırsak geriye kalan KDGH alanı ADCB alanına eşit 
olur. Çizimde ax =be sağlanır. Öyleyse çizimle ax =be denkleminin çözümü CF doğ­
ru parçasının uzunluğudur. Bu da ax =be denkleminin geometrik çizimle bir çözümü­
dür. 

be c 

ax x 

H G F 

İkinci derece denklemlerinin çözümleri sözkonusu olunca, Euclides bunları x(x 
+ a) = b2 , x(x - a) = b2 ve x (a - x) = b2 biçimlerinde yazarak bunların geometrik 
denkliklerini verir ve alanlar üzerine bilinen teoremleri kullanarak bu denklemleri çözeL 
Yalnız, Euclides bu türde çözümü ilk yapan ve açıklayan Yunanlı değildir. Çünkü Proc­
lus'un yazdığı Commentary isimli yapıta göre bu buluş Pisagorcularındır. Oldukça 
Euclides'ten eskidir. 
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Şi :nd\ bu işlemler Euclldes'te :ıasıl yapı\m ıştır, onları görelim. Buradaki en kolay 

şey, yı:iksekliğl biHnmeyer. x ve AB l\Bnar: ı dikdörtgeni çizmedir. R değeri x2 alanından 
büyük ya da l-:üçCı l<. olabilir. 

x x 

A x B A 8 x 

Burada bu yöntemi Euclides gerçel<ten nasıl ku ll andıg:nı görelim. Elements'in 
ikinci i~itabındai\i 5. önerme, 2b < a olduğunda 

x2 + b2 = ax 

biçirPindeki ikinci derece deneklirnir in çözCımüyle ilgilidir. 

a 

!". Q 

ı: b2 

1 

x2 

G y F l( L 

A3 = a ve x kenarlı ABL..G dikdörtgeninde AQFG dikdörtgeninin alant b2 olsun 

ve QBU= karesinin ai2111 da x2 oiarak ayarlansın. Bu çizime bazı matematikçiler Yunan 
kılıfı :,srnin\ vermişlerdir. Burada .A,Q = GF =yolsun. Buna göre x + y == a ve xy = b 2 

olur. Bu biçimde oluşturulma daha ö:ıce Babillilerde de yapılmıştı. Öyleyse 

x2 + b2 = ABLG alanı = ax 

yazdır. Bir alan uygulaması oian bu geometrik gösterim, x2 + b2 :; ax biçimindeki ikinci 

derece de!ıklemini n çözümüne denktir. Bu ikinci derece denkleminde x2 alanl ı kareyi 
nasıl buluruz? Soru buna dönüştü. Buna yanıt da, Euclides'in Vf. kitabındaki 28. öner­

mede vedlmektedir. Bu önerme de k;saccı şöyledir, Önce AB doğru parçasını çizeriz, 
AB doğru parçası üzerinde olanı b2 oian dikdörtgeni (ya da kareyi) çizeriz_ AB doğru 
parças ı nın oı-la nei<tas ı P olsun. AB dogru parçasını n ortası olan bu P noktas ından 

AB doğrus:..ına bir dikme çıkar ve PE: = b kadar alırız. Buna göre E merkezli ve a/2 

yarıçapl ı çember A.B doğ:u parçasmı Q nof<tasında kessin. Bu halde 08 = x doğru 

paıçasuwı uzunluğu x2 + b2 = ax biçimindeki ikinci derece denkleminin çözümüdür. 

QB = x için (AQ) (08) = (PE)2 olduğu gösterilebilir. Böylece AQ = a - x, QB "" x ve 
PE =- b denirse türn bunlar \a - xl x "" b2 demektir. 
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A 

Şimdi (AQ) (QB) :: (PE)2 olduğunu gösterelim. Bunun için şekilde olduğu gibi BL 

= 08 olarak biçirnde ABLG dikdörtgenini 

çizelim. FB kenarlı PBDC ve OB kenarlı QBLF karelerini tamamlayal ım. Bu geometrik 
şek le göre 

AOFG + HFKC = (APHG + PQFH) + HFKC 
= PBLH + FLOK + HFKC 
= (P8)2 

yazılır. AQFG dikdörtgeninin alanı (AQ) (OF} = (AQ) (08) ve HFKC = (P0)2 olduğundan 

(AQ) (QB) + (PQ)2 = (PB)2 

yazıl ır. Bu da gösterilmek istenen sonuçtur. Dikka1 edlllrse buraya kadar yapılanların 
tümü geometrik dilde ve geometrik çizimle yapılm ı ştır. Buna göre Euclides'in ikinci 
kitabındaki 5. öne<me şöyle söylenebilir. A.B doğru parças ı eşit ya da eşit olmayan 
iki parçaya bölündüğünde kenarları bu parçalar olan dikdörtgenın alan ı ile parçalmdan 
birisi Jzerine kurulan karenin alanı 1oplamı. AB dogru parçasının yarısı üzerine kurulan 
karenin alanına eşittir. Tüm bunların sonucu Pisagor teoreminden başka bir şey değil­
dir. Çünki. bu söylenenler kısaca 
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(AQ) (QB) = (PB)2 - {P0\2 = (PE)2 

bagıntısı o:arak yaı ılır. aunurı uygun olarak dönüşümü de (a - x) x = b2 ikinci derece 
denklernidir. Buraya kadar yapılanlan özetlersek, AB = a dogru parcas ı çizilir. ı\8 dog­
ru parçası AO ve OB biçiminde ıKi parçaya bölönO~. AB doğru parçasırı;n orta noktası 
oları P noktasından PE = b olan ve AB doğru parçasına PE dikmesı çıkı l ır. E merkezlı 
ve EQ = a/2 yarıçaplı çember çizilir. Bu halde QB ~ x uzunluğu x2 + b2 = ax ikinci de­
rece denkleminin çizimle bulunan çözümü ya da köküdür. 

Burada elde edilen (AO) (OB) + (PQ)2 = (PB)2 özdeşlıği çok yerde kullanılır. Ör­
neğin, AO = 2a ve 08 = 2b olarak alını rsa, bu özdeş lik 4ab + (a - b)2 = (a + b)2 öz­
deş liğini verir. Ya da AB= 2a ve PQ = b olarak alırııfsa (a + b) (a-b)=a2 - b2 özdeş­
ligi yazılıı . 

Eger P noktas ı AB dogru parçasının orta nol<tas ı P ve O noktası da {AQ) (QB) 
+ (P8)2 = (PQ)2 olacak biçimde bir nokta olsun Bu haıde AO"'" 2a ve 08 = 2b alınırsa 
yine 4ab + ~a - b)2 = (a + b)2 olur. 

A p B Q 

Bu şel<il Euclides'in il. kitabındaki 6. örıermeyle ilgi lidir. Bu halde 

(AQ) (OB) + (PB)2 : (PQ)2 

olırıası yukarıdaki yönteme benzer olarak gösterilebılir, 

A B c 

1 

' 1 1 

vuı(arıda~i şef\.ilde AB= a ve BC = b olarak alınırsa yıne 

4ab _,_ la - b)2 ,;:: (a +o)~ 

özdeşiiği kolayca sağlanır. 

• j 
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q 

A p 

AB ve q doğru parçaları verHsin. q doğru parçası AB dogru parças . n r rı yansından 

büyük olmasın. Şekilde old uğu gibi AB doğru parçası ru (AQ) (Od) =- q2 olacak biç!rıde 
bir Q noktas ı y la parçalayalı m . AB doğru parças :nın otta no l~taı::ı P olsun. PE üı1a dil<· 
mesi PE = q olsun Şimdi E merke;di ve PB : EO = AB/2 yer· çap! ı çemberi çizellrr . 
Bu yarıçap AB dogı u parcası r: ı O noktasında ~essin Dara G ·ıce be !ırti!diği giLi QU 
= x olu r ve 

bıçimındekl lkiııc ı deı e-c-=: cenidemi. ;, , · ..•. ı . :' ! . ./ ·ı 

r ve-s. ikinci derec:3 c'en '.<.l9:-r1 i 1~1, : .. hı:k.:~f i.'~::..: q ı :·; c._: ~<. ;i!'!~:HcıHıfr ,: r\ ~ ! ·> ·_. " '· \ı~"' 

rs = q2 oldukların ı b~liyoruz .. 2un~ıptj(;~ /1.ı..-~·· .. C~P -- ıi:.J!; ~·~ ... _, _,, . ~ " .... ·: ·' .. u'- t~kiı :·~·e '~ .. ·t:;ı~ 

AO ve QB uzunluklan r ve s kôKlerini gcistc ı ır. Buna goıe 

x2 + px + q2 = O 

biçimindeki ikinci derece denkleminin kökleri AO ve QB uzunlu l<ları nı n negatif değer· 

!eridir. 

Euclides' in Vf. kitab ının 29. öne:rrne:::i :?t' 1 ı:ZııJir. ,;;~~ w .. • ·:{ rj._.ôırı · ,:~.l'.JZ~·c•_n vı;;ı i •~, ı. 

AB doğru parçasının orta no:üa.s ı P 0:sw t.40; · 01~; ;"" q'.:. :ı:.:ı· ,~h oiç::rn:J : ·, ! yı .,~ .·ı 
bu lacağız. 8 nol<rasırıda BE == q olc.La:< tııı · ı m..)-:- .~_3 ;. Gg. •, ;;,r·ı ~ ı3' ın;;; E ı.:,.'. ı:1S.r·..i~ 

dll\. olan BE = q olan d;krrıeyr çıka!ım . -::·.• r.ııi ı 1-' r .:.r<Bli ıe F i=' ~""' · c:ıı:ı ı ı •/'' ı L ~. ;'ı~f. 

sek bu çember AB doğı·usunuı" ;17.::ıt'~ı ::ıı· ı I • ı;._ .ı,t:r.ı. K .:1' ::ı-sF:f. i :·:, ı · ·.:"' "_ı;·u . . : :ı ı:ıv 

Q 

6 ç 
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Bu yap ılanlara göre Euclides'in i l. kitabındaki 6, örerrne 

(AQ) (QB)-= (P0)2 - (PB)2 = (PE)2 - (PB)2 = (8E)2 = q2 

olarak yazılır. Daha önce yap ıldığı gibi ı\Q pozitif bir uzunluk ve 08 uzunluğunun da 

negatif hali alınırsa x2 - px - q2 = O biçimindeki i kincı derece denkleminin köklen 
AB = p için AQ ve OB olut. x2 + px - q2 = O ik:incl derece denkleminin kökleri ile 

x2 - px - q2 =O denklemınin kökleri işaret bakırnı ndarı tark!i oıan aynı sayılardır 

Şimdi bu yapt ı klarımızı ispatl ı olarak ortaya koyal ı m. Euclides'in 11. kitabındaki 
6. önerme kısaca x2 + ax = b2 ya da (.x + a)x = b2 bıçırndel< i ikinci derece denklemıni 
çözme biçimindedir Bu denklemi çözebilme!< için yine cilkdörtgensel alanları kullanacağı z. 

AB = a olsun, BH = x olan ABHF ve AQKF dikdörtgenıni çızelirn, Buna göre AO = y 
denirse y - x = a ve xy = b2 olur. Buna göre bu AQKF dikdörtgeninin aları ı ax + x2 =b2 

ya da {x + a)x = b2 olur. Aslında Euclides'ln burada yaptı ğı Babillilerin geometrik ola­
rak yaptığı çözümden başka bir şey değildır. Hatı r!aıııisa Babilliler 

y - x = a ve xv = b2 

biçimindeki denklem sistemini kendi komutlarıyla oldL:kça bilimsel bir dille çözüyorlardı. 

y- x=a ve x~· = b2 

A a B A. Q 

1 ax 1 
xZ ı, 

F H K 
' 

y 

Bu denklemi çözmek için Euclides'in iL l<!tabındaki 29, önermeyi izleyeceğiz. 

Amacımız AOl<:F dikdörigenini çizmektir .. Bu dikdörtgenin alam b2 say ısıd ı r . 

Önce AB = a olan doğru parçasının 8 noktasından AB doğru parçasına BE = b 
olan BE dikmesi çıkıl ır. AB doğru parças ı nın P ortası noktası nıerl<.ezli ve Pf: yarıçaplı 

çember AB doğru parçasının uz.antısırı ı O noktasında keser. Böylece AQ ve OB kenarlı 
dikdörtgenin alanı uzunluğu b oıan BE dikmesi üzerine kurulan karenin alanına e~ittir. 

Yani (AQ) (BQ) = (BEf o!ui. 

312 

A 

E 

/l· .. / . ı \ 
~ O •ı ·. 

L__ al~ ı x 
p 8 o 
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Gerçekten bu eşitliğin olması doğru mudur? Şimdi bunu kan ıtlayalım. Önce 
ABHF ve bunun uzantısı o!ah AQKF dikdörtgenlerin! çizelim. Ondan sonra PQ kenarlı 
PODC ve BQ kenarlı BQKH karelerini çizelim . 

x 

a/2 +x 

c L D 

Çizilen geometrik şeklllerdeki alanlar gözönüne arı nırsa 

AQKF + GHLC = (APGF + PQKG) + GHLC 
= HKLD + POKG + GHLC 
= (P0)2 

bağıntısı yaz ı lır. Bu da Euclides'in il. kitabındaki 6. önermeden başka bir şey deği ldir. 

Diğer bir deyimle, AB dotJru parças ı nın orta noktası P ve AB doğru paı·çasının uzantısı 

üzerindeki bir O noktası için, AO ve 08 kenc;_rlı dil<dörtgenin alanı ile a/2 kenarl ı kare­
nin alanının toplamı a/2 + x = PO kenarlı karenin alanına eşittir. 

Eğer (AQ) (BO) + (PB)2 = (PQ) 2 eşitliğinde Pisagor teoremi yine kullanılırsa 

(AQ) (BQ) = (PQ)2 - (PB)2 = (BE) 2 = b2 

olarak yazılır. Burada AB= a ve BQ = x denirse BQ = x değeri 

(x + a) x"" b2 

biçimindeki denklemi sağ layan bir kök ya da bir çözümdür. 

(x + a)x = b2 ya da x2 + ax =- b2 ikinci derece denkleminde özel olarak a = b ise 
bu hal bizi Kepler'in (157i - 1630) çalışmalarına götürür. Bu halde (x + a) x = a2 ikinci 
derece denkleminin kökünü çizmekle AB doğru parçasının altın kesimlerini bulmak 
ayn: şeydir. Altın kesimlerin matematiksel dille ne demek istedigini açıklayalım. AB 
doğru parçası AB:: a oisun. AB doğru parças ı n:n ortasını P He gösterelim. CB = x 
ve .A.C = a - x ise x > a - x olmai< üzere 

a x 
----- =·--
)( a- x 
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orana alt ı n kesim ya da altın oran deni r. Ya da 

o lacak biçimde bir C nohiası istenen aıtı n ora.n• verir. 

a x -=- -:x a -x 

denkleminin içler ve dışlar çarpım ı eşit oıacağ ı ndar., buradan x (x + a) = a.2 yaz ıl ır. 
Bu denklemin pozitif kökü 

-ı ( '5 • ' x =-av~ - ı 
2 

biçimde AB doğru parças ı nın altn or3nıd ır. Eğer daha özel olarak AB= 2 = 1 olara)\ 
al ı rıırsa. altı n oran bu Mide 

say; sı olur. 

Şimdi bu x ile gösterilen alt ı n oranını Euclioes' i'i çizdiği yöntemle çizelim. 

E 

r 
,/ 

! 

x 1 e····"··- ---····O A. c p 

AB= a oisurı . B noktasından AB dogrusura BE = a dikmesini ç ıkalıır . f-\8 do~1-
ru parçasının orta noktası P olsun. Şirndi P merkezli ve PE = a varı çapl ı çember AB 
doğrusunun uzantıs ı n ı Q noktası nda K:essi rı. 8 merkezli ve BQ yar ı çaplı çember AB 
doğru parças ı n ı C noktas ı nda kessin, BQ = BC. = x uzunluğu AB doğru parçasını n 

altı n oram ve~ r.cl\tas• da bl.i AB doğru rıarçasının altın k~sirııirlı r. 

Altm oranlar üzerine !l'aiematik tarit"' boyu:ıca çoi\ sayıda yaz ı lar yazı lmıştır. Al­
tın oran ve altın kesim Euclides'in Eıernen1s isımli dlzısini n VL k!talı ında da · şıenmişt:' 
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Euclides bu altın kesimi pergel ve cetvelle çizerek bu noktalı ve bu uzuniuğu geometrik 
olarak çizmiştir. Öyleyse altın oranlar pergel ve cetvelle çizilebilir. 

Kenarları 3, 4, 5, 6, 15 ya da bunların iki katı kenar say ıl ı çevre! poligonların çi­
zimi Yunan lı lar tarafından biliniyordu. Çizilebilen n kenarlı düzgün çevre! poligonunu 

gözönüne alalım. Bu düzgün poligonun merkezdeki bir açıs ı 360/n derecedir. Burada 
düzgün yedigen in ilk çizilemeyen poligon olduğunu hemen belirtelim. 

Örneğin, beş kenarlı düzgün çokgeni çizelim. Bu haldeki çizimin nasıl yapı ldığını 
az sonra göstereceğiz. Çünkü bu çizim öze l bir yöntemle çizilir. Öyleyse düzgün beş­
genin merkezdeki bir açıs ı 360°/5 = 72° olur. Bu halde oluşturulan merl\ezdeki açılar 
yetmiş ikişer derece olmalıd ır. Buna göre düzgün beşgeni çizmeyle 72° olan açıyı 
çizme problemi ayn ıd ı r ve birbirlerine eşdeğerdir. Beş ve on kenarlı düzgün çokgenler 
bu yöntemle çizilir. 

Euclldes'in iV. kitabının 1 O. ve 1 i . önermeleri tepe açısı 36° ve taban açıları 72'' 
ve 72° olan ikizkenar üçgeni ya da bu açıları çizmek, düzgün beşgen ya da düzgün 
ongeni çizmeye eşdeğerdir. 

~\ 
/ \ 

/ \ / . 

\ 
\ ' ! 

I 
I 

\ I 
/ 72° ;-, 

\ 
72° \ 
(~ 
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o / C( ~ 
. x C a-x 18 A 

Yine da kökü 

-· ) 

+ a) = ikinci derece denklemini Bu biraz önce ya-
pı = x denirse AB altın noktasının bulunması prob-
lemine eşdeğerdir. Biraz soma bu x on-
genin bir kenarının uzunluğu olacaktır. Buna eşdeğer olarak, x uzunluğu AB= aya­

rıçaplı çember üzerinde bir Bu öu dairede tam on tane vardır ve tümli 
birbirine eşittir. 

a x 
-=--

a-x 

ya da 

AB AC 
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orantıları yaz ılır. AB =AD ve AC = DB olduklarından 

yazı lır. Diğei yandan, ikizkenar üçgenlerden dolayı< ABD=~=< ABD oldukları açık­

tır. Tüm bunların sonucu olarak, ADB ve CBD üçgenleri birbirine benzerdir. Buna bağ­

l ı olarak < DAB = p = < CDB o lacağı benzer üçgenlerden söylenir. Ayrıca . < DCB = 

a = < DBC olur ve buradan CD = DB = x yazılır. Yine < ADC = p = < BAD oldukları. 

ACD ikizkenar üçgeninden söylenebilir. Buraya kadar olan işlemlerden sonra sonuca 

g idebiliriz. DAB üçgeninin iç açıları toplamı iki dik açı oldugundan 

ve 

180° = <DAB + <ADB + <DBA 
::o ~ + O: + Cl 

= ~ + 2p + 2p 

yazıl ır. BD kirişi merkezde 36 dereceiik bir açı altında görüldüğünden bunun gibi on 
tane 36 derecefik açı bir tam aç ı yani 360 derecelik bir açı yapar. Böylece, BD kirişinden 

birbirine eşit on tane kiriş vardı r. Böy!ece, pergel ve cetvelle çevre! çemberli düzgün 
ongen çizilmiş olunur. 

Ongenin kenarlarını iki şer ikişer birleştirirsek düzgün beşgen ve düzgün beşgenin 
köşeleri de art arda karşılıkl ı olarak birleştirilirse yıld ız çizilmiş olunur. 

Şekillere dikkat edilirse y ıld ızın içinde yeniden düzgün bir beşgen oluşur. Bu şe­
kilde devam ederek iç içe düzgün y ı!dız ve düzgün beşgenlerin çizimleri art arda de­

vam eder. 
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Sonuç olaral( 72°, 36° olan açılarla bunıann yarıları ve ik: katları da pergel ve 

cetvelle çiztıebilitdi r. Şüphesız bu yarrlamalar ve il\iye katlamalar oevaPı ettirilebilir. 

Düzgün beşgenin ve y ı ldızın çizimi ?lsagorcuıara 9ok çekici ge lmiş, hoşları na 

gitmiş ve gözlerlne çok gOzel göründüğü içın y ı ld ızı ı~endi l erine bir simge ve gizli lı i ı· 
işaret olarak seçmişlerdir. Daha sonra yıldızı İbranHeı bayraklarında bir işaret olaral< 
koymuşlar ve kullanmışlardır. Yı ld ız işaretı bızim Türh devletlermln bayraklarında da 

kullan ı lınışt ı r. Bugün hala yıld ız işareti bizim bayrağ ım ızda vardır. 

Yalnız, y ı ld ız ı n çizlrni ya da düzgün beşgenin çizimi Euclides'ten önce Pisagor-c..ı lar 

tarafından yapı lıyor ve çal< iyi bitiyorlardı Yurıan geometri tarihçisi ve matematikçisi 
Eudo:xus'un (İ. ö. 370) yazdıklarına göre, Euclides'te rı öncekiler. örneğin Eflatur, (1 
ö. 429 - 348) ve d!ğerleri çok sayıda Yunan teoremlerini ve altın kesimlerini biliyoriardı. 
Daha önce belirUiğimiz gibi , Euclides'irı Elements isimi\ kitabı Euclides'in o düzerı li 

ve güzel yazma diliyle öncekileri ve kendi yaptıkları ile şahane bir yapıt atarak l\arşımıw 
çıkmıştır. 

Euclldes'iıı biraz daha d ışına çıkararak bazı ekierneler yapabiHriz. 111< Pisagorcu lar 
her şey say ı dır demelerine karşın , x2 

= 2 denkleminin rasyonel sayılar kümesınde 
çözümü yoktur diyorlardı. Bu içinden çıkı lmaz durum için sayılan geometrik doğru 

parçaları biçiminde gösterdiler. l<arelı sayı ları da alanlar otarak gösterr1ey! derıedi tPı~ 
Böylece sayılara geometrık bir kı l ı f dil<miş oldular. 

Doğru parçası ya da atanlarla gösterilen Yunan geometrik cebiri, Euctides'in il 
kitabınca işlenmektedir. Burada uygulama olareık 

( b2.· . b2 x x ~ a) o: , x (x - a) = ve ( ) . ı x a-ı( ~o 

ikinci derece denklemlerini doğru parçatarr ve aiantar cinsinden ~eornetrik oiarak x 
değerlerini çizmektir. Dil~kat edilirse bu geometrik çizimler ~ergel ve cetvelle yapılrnal<ta 
ve sayısal bir değere varılamamaktadır. Buradaki çözümler birer geometrik uyguiamadır 

Çözümde de alanlar kullan ılmaktadı r. Aslında geometrik ve alanlar kullanı larak yapı lah 

bu çözümler Babillilerin dahcı önce yaptıkları cebirsel yolla aynıdır. Yunanlı larla Babilliler 
arasındaki tek fal'k, Babilliler ikinci derece denkieminin köklerinin hesabında sayıların 
kareköklerı tanı olarak bulunabiliyorsa çözümü alıyorlardı. Oysa Yunanl11ar karekökür 
tam olarak lıesapfanmas ına bakmadan çözümü geometrik çizimle bir doğru parçası 
olarak bu l uyorfardı . Yunan geometrik cebiri ikinci derece denkieminin kökleri irrasyonel 
de olsa bır doğru parçası olarak çiziıııle oulunabiliyordu. Bu nedeııfe ll\inci derer.e 
denkleminin kökıeıinirı ırrasyonel atması '{ıJııanlılar ıçın bir sorun degildir. Onların çö 
zümleri gerçe! sayılar cısminde fakat degerlen negatif değildi. Onlara göre ıkincı dere­
ce denkleminin Kökü bi~ dogru parçasının uzunlugu ile gösterilebileceğinden, uwr.luk 
negatif o l amazdı . !3u da Yun anl ıları n cebirsel geometrılerinın zay ı flığ ıydı. 
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Pergel ve ceıvelle çizilebi ıen bazı rasyonei olmayan 
sayılar bu biçimlerde çiziiebiiiyordu. 

Yunan matematiği de önceki matematiklerde olduğu gib! geometrik cebirde cebir­
sel gösterimler kullarnlmıyordu. Bu sadece Yunanlı lara özgü bir noksanlık degiidi. Arit­
metik ve cebirde işaretlerin kullanılması orr altınc! yüzyı lda kullanılmaya başlanm ı ştır. 

Bu yüzyıllarda negatif rasyonel sayı lar ve s ı fı r sayısı bile istemeye istemeye vzullarıılrn:ştll'. 
Fakat irrasyonel sayılara pek yanaşmamışlar, onların gerçek bir say ı oimadığını Mic­
haei Stifel (1486 - 1567) , Arithmetica lntegra (1544) isimli kitabında yazıyordu. Bu 
kitapta sonsuzun da sayı olmadığı yazılm ıştı. !rasyonel sayı lar ancak geometri\<c gös­
terimlerden bağımsız olarak i 800 y ıllarının sonlarına doğru kendi özüne kavuştu . 

Özellikie. Richard Dedekind (1831 - 1916), 1872 yıl ında yayınladığ ı Continuity and 
lrrational Numbers isimii yazıyla. irrasyonel sayıl arın geometriden bağmısız olarak 
oluşturulmasını gösterdi. 

Dikkat edilirse Euclides'lrı fi. kitabındaki 5. ve 6. önermeier ikinci derece denkle­
minin köklerinin geometrik bir çizimle nası l bulunacağını göstermektedir. Yani bu uzun­
luğu ya da kökü diğer bir deyimle ikinci derece denkleminin sayısal çözümünü verme­
mektedir. Bize geometrik çizimden çok bu kökün sayısal değeri gerekli. Şimdi Euclides'in 
yaptı klarını sayısal değerlere nasıl ulaştırıiabilirlz ? Ya da Babillilerin yaptığı gibi nas ıl 

kullanabiliriz? 
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AB= bolsun. AC = BC = b/2 olarak al ınsın . 08 = x olarak gösterilsin _ Bu halde 
5. önerme 

(1) 

olarak yazılabilir. Ayrıca 6. önerıne de 

(2) 

olaraK ifade edileoilir. Buna göre bx -x2 = c ya da (b - .ı<) x = c olan i k ı nci derece 
denklemi, (1) ifadesi kullanılarak 

biçımlnde yazılır. Buradan bıiinnıeyen x değen 

olarak bulunur. Bu da Babillilerde olduğu gıb i katsayıiara bagtı say ısal bir çözümo1Jr. 

8enzer yolla. bx-+- x2 = c ya da (b + x)x = c bıçimindeki ikinci derece denklemi 
için (2) ıfadesi ku!laıı ılırsa 
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yada 

veya 

olarak yazı lır. Dikkat edilirse bu da tümüyie cebirsel bir ifadedir. 

Euc!ides'in il. kitabındaki 9. önerme bugünkü modern gösterimlerle 

özdeşliğ inin gösterilmesine ayrılm ışt ır. Euclides burada AB doğru parçasını x ve y 
gibi eşit ya da eşit olmayan iki parçaya ayırıyor. Bu parçaların karelerinin toplam ı nın , 

bu parçaların toplam ın ın yarısının karesinin iki katı ile farkl arı nın yarısın ı n karesinin 
iki katının toplamına eşit olduğunu ispatlıyor. Babiliiler bu sonucu, x -y = b ve x2 + 
y2 = c olan denklem sisteminin çözümünde kuilanmışlardır. Fakat Euclides buradaki 
ispatında Babill iferden bir çeviri yapr:ıamiŞ, kendi kitabındaki 5. ve 6. önermeleri kul­
lanarak işin içine Pisagor teoremini de sokmuş ve çözümü geometrik çizimlerle göster­
miştir. Onuncu önermesi de aynı düşünce yöntemiyle çizimle gösteri lmiştir. Bu geo­
metrik çizimle yapılan çözüın\er Euclides'e ve Yunanlı lara özgüdür. Euclides, bu çizim­
leri ikinci derece denkleminin çözümlerinde kulland ığın ı söylememiş ve böyle bir öne­
ride de bulunmamıştır. O halde Euclides bu teoremlerle neler yapmak istemiş ya da 
ne demek istemişti r? Bu soruya yanıt vermek oldukça güçtür. Çünkü bu 9. önerme 
kitapl arında daha sonra kullanılmamı.ştır. Belki Babillilerin bu özdeşliğini geometrik 
çizimle kanıtlamaya çalışmıştır. Oysa 6. önermesini 11. önermenin ispatında kullanmıştır. 

Euclides'in il. kitabındaki 1i. önerme şöyiedir. AB = a olan doğru parçası H nok­
tas ı He iki parçaya ayrılıyor. Bu halde AH= x denirse BH = a- x olur. Bu halde AB 
x HB"" {AH)2 olur. Şeklide görülen tarah alanlar birbirine eşittir. AB x HB"" (AH)2 ifa­
desi 

a(a - x) = x2 ya da x2 + ax = a2 

ikinci derece denklemlerine eşdeğerdir. 
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Bu denf\lemf Babilliler 

formülüne eşdeğer komutlarla çözmüşlerdi. Asl ında Euclides'in çizimi bu formüle ben­

zerdir. 

Euclides önce ABDC karesini çızer. Soma AC doğru parçasının ortası oian E 
noktası ile B köşesi n i birleştirir. Bundan sonra şekilde o lduğu gibi AH kenarl ı .1-\HGF 
şeklinin bir kare olacağını gösterecektir. Pisagor teoremine göre, 

/(~\2 
EB = v 2) + az 

olduğu hemen yazı l ı r. Şimdi E merkezli ve BE yarıçap l ı çemberi çizelim. Bu çember 
CA uzantı sın ı F noktas ında kess!n. Yani BE = E;:: olur. BE - a/2 = EF - a/2 = x oldu­

ğundan HGFA şekli x =AH= FA kenariı bir kare olur. Böylece 11. önermede 

a(a- x) = x2 ya da x2 + ax = a2 

denkleminin çözümüne eşdeğer x =AH uzunluğu x =-AH =AF olarak g eometrik yolla 
çizilmiş olunur. Euclides'in burada BabiHiierin ku\!and ıgı 

X = - + a2 __ (a')2 a 
2 2 

biçimindeki formüle geometrik çizim gibi bir kı lıf buimuştur .. Çizimi de pergel ve cetvelle 

yapıimış, orijinaldir. Böylece Euclides 6. önermeyi k-.ılianarak x = AH = AF değerinin 
bu rkinci derece denkleminin kökü oidugunu sadece sağladığ ı n ı gösterme\~ kalıyor. 

Bunu da yaprrııştır. 

~ .'.< 
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Euclfdes bu önermeyi V!. kitapta 30. örnek olarak yine çözmüştür. Burada orta 
orantı özelliğin[ kuHanmıştrr. 

Bunun için AB doğru parçası verilsin. AB : AH= AH : HB olacak biçimde H nokta­
sını bulacağız. Bu özelliği cebirsel olarak yazarsak a : x = x : (a - x) oıur. Bu da orta 
orantılı olma dernektir. Bu da a(a - x) = x2 ya da x2 + ax = a2 biçimindeki ikinci derece 
denklemine eşdeğerdir. Buradaki a : x oranı (>15 + 1 )/2 olan altın orana eşittir. Buradan 
AH =AF = x değeri hesaplanabilir. 

Euclides'in bu hesaplamaları aynı zamanda bu tür ikinci derece denklemlerinin 
cebirsel ve çizimsel çözümleri olur. 

Euc!ides i l . kitabında 

1. a(b + c + d + ... ) = ab + ac + ad + ... 

2. (a + b)a + (a + b)b = (a + b)2, 

3. (a + b)a= ab + a2
, 

4. (a + b)2 = a2 + b2 + 2ab, 

5. ab+{~(a+b)-br={~(a+b)r 
(u + B)(a - 13) + 132 = cx2

, 

6. (2a + b)b + a2 = (a + b)2, 

(ı.:x + ~) (~ - o:)+ cı2 = ~2; 

7. (a + bf + a2 = 2(a + b)a + b2
, 

a2 + 132 = 2cxf3 + (a - B)2, 

8. 4(a + b)a + b2 = {(a + b) + a}2, 

4a!3 +{o: - ~)2=(o:+13)2, 

9. a2 +b2=2[{;(a+b)r +{~(a +b)-brJ . 
(a + ~)2 + (a - ~)2 = 2(cx2 + ~2), 

10. (2a + b)2 + b2 = 2{a2 + (a + b)2
}, 

(a + p)2 + (B - ıx)2 = 2(cx2 + p2) 

biçimlerindeki özdeşlikleri geometrik cebir yöntemiyle göstermiştir. Ayrıca, yine bu il. 
kitabında 5. ve 6. önermeleriyle 

ax.- x2 = b2 ya da {x + Y = ~ 
. xy"" b 

veya ax + x2 = b2 ya da · - -
2 {

y - z - a 

xy = b 
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türündekı ıKırıci derese oenklemıerini geometrik c,;!Zir.ı lerie çözmüştür. 1. ıle 8. önermeier 
arasında hep geornetrık şekiller kullanmış ve geomeırik yolla önermeleri ispatlam ıst ı r 

il. kitabın 9. ve 1 O. önermelen Kenc.r ve çap olan say ı lar ıçi n 2x2 - y2 = ±1 denldemiıı ı 
sağlayan tamsayı çifüennın bulunması na ayrıl rııışt ı r. 11. kitab ı n 1 ı . ve 14. önermeleri 

x2 + a~ = a2 ve x2 = o.b 

türündeki ikinci derece denklemlerinin geometrik yolla çözümlerini verm iştir. 12. ve 
·13, önernıe lerı kenarları a, b ve c olan uçgerı içı n bugün kosinüs teoremi ismıyle t:"Jlli­
nen 

a2 
= b2 + c2 

- 2b0COSA 

biçimindeki tornıi.i le eşdeğer formülü yazarak ispat lam ışt ı r. 

Euclides'in çok kuliantlan iki teoremı vard ı r. Şimd i onla rı tan ı ta lı m . 

Dik açısı A köşesinde bulunan bir ABC dik üçgenınin A l<öşesinden hipotenüse 
inilen dH~rnenin ayağ ı H olsun . Bu hald€ h ipoterıüse ait yukseklık !"1ipotenüs OLerın­
de ay ı rd ığı parçalctr arasında orta orantı lıd ı r. D ığer bir deyimle, AH = h, BH = p ve 
HC = q denirse h2 = pq olu r. Buna daha çek 1. Euclides teoremi denir. 

q 

B H c 

ABH ı le ,l\CH dik üçgenleri bi roi rıne benzerdir. Benzer üçgenlerde karş 1f ı }::!ı k€ .. 
narlar orantı l ı o lacağ ından 

yaz ılı r. Buradan içle r ve dış l ar çarp ım ı yapıl ırsa h2 = pq olarak bulunur. 

Yine YUKartdak.i dik üçgenlerden AaH ve AHC dik üçgenleri ABC dik üçgenine 
benzerdir ABH ve ASO dik üçgerı lerirıi n be,ızerliKlerinden 
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_Q_=~ 
c a 

yazılır. Buradan c2 = ap gelir. 

Benzer olarak AHC ve ABC benzer dik üçgenlerinden 

yazıl ı r. Buradan b2 = aq gelir. Bunlara ikinci Eudides teoremleri ismi verilir. 

c2 
"" ap ve b2 = aq 

eşitlikleri taraf tarafa topian ı rsa b2 + c2 = ap + aq = a (p + q) = aa = a2 olan Pisagor 
teoremi de buradan değişi k tıir yöntemle ispatlanmış olunur. Öyküye göre bu sonucu 
Euclides eşek üzerinde yolcu luğu s ı rasında elde ettiğ i için buna eşek bağ ıntısı yakış­

tırması yapanlar da vardır. 

Euclides'in birinci ve ikinci teoremleri kullanılarak pergel ve cetvelie bazı gemnetrik 
şekillerin kareleştiri lrnesi olanaklıdı r. Çünkü bir dik üçgenin hipotenüse ait yüksekliğin 
hipotenüs üzerinde ayırdığı parçalar p ve q olsun. Şimdi p ve q kenarlı bir dikdörtgeni 
gözönüne alalım. Birinci Euclides teoremine göre pq = h2 olduğundan, alanı pq olan 
dikdörtgenin alanı bir kenarı h olan karenin alanına eşit olur. 

A 

B c 

ikinci Euclides teoremi kultan ı larak da bir dikdörtgenin alanı kareleşti rilebilir. ABC 
dik üçgeninde ap = c2 ya da aq = b2 olduğundan kenarları p ve a olarak verilen bir 
dikdörtgenin ap aiarıı b2 olacağından bu halde karenin bir kenarı b olur. Bunun için 
çizimi yapmak kolayd ır. Burada A dik köşeli ABC dik üçgeni çizi li r. Hipotenüse AH dik­

mesi indirilir. BC = a olsun. BH kenarı üzerine bir kenarı p ve diğer kenarı da a olan 
dikdörtgeni çizeriz. Bu dikdörtgenin alanı ap == c2 olacağmdan a ve p kenarlı dikdörtge­
nrn alanına eşit olan karenin bir kenari c ola;"ak bulunur. 
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ABC dik üçgenini çizeriz. Kenarları p ve a olan şekilde 

yerleştiririz. Bundan sonra ap = c2 c kenarı bulunur. 

2'7"" 
" f 

Benzer olarak kenarları q ve a olan dikdörtgen şekildeki gibi yerleştirilir. aq = 

olduğundan b kenarı bulunur. Dikkat edilirse buralardaki tüm çizimler pergel ve cetvelle 
yapılmıştır. 

Bu şekilden, yani Euclides'in ikinci teoreminden Pisagor bağıntısı hemen'"'°'"""'''"­
lenir. 

kullanarak bazı 

l<enarları a ve b olan = ab alanlı bir dikdörtgenin birinci ve ikinci Euclides ba-
ğıntılarıyla nasıl kareleştirileceğini biraz önce yaptık. Bundan veı·ilerı bir geometrik 
şeklin dikdörtgene çevrilmesi yeterli olacaktır. 

Önce paralel kenarı kareleştirelirn. ABCD kenarının C ve D köşelerinden 
AB kenarına sırasıyla Eve F dikmelerini inelim. Yeni oluşan DFEC şekli bir dikdörtgen 
olur. Bu de birinci ya da ikinci Euciides teoremiyle kareleştirebiliriz. 

tJir de 
AC kenarlarının orta noktaları 

. C noktasından BA 

sim noktası G olsun. Bu halde ABC 
olur. Paralel kenarın alanı da önce sonrada kareye çevrilir. Böylece, 
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A 

/ 
13 

daıre ve elips dışındal<ı clüztemsel geometrii< şeKiller uçgenlenet:ıild!klen için ou şekiller 

kareleşti rllebillr. Bunları teker teker S!Z oeneyiniz 

Bir üçgenin iki kenarının toplam ı üçüncü kenarclan bôyGI< ve farkı küçüktür öneı·­

rnesi Euclides'in 1. kitabı;ıda vardır. Bu önerme çok aç ıl< oldugu iq ı n Euc!ides ispatla­
mamıştıı-. 

Euclides'in birinci kitabı tanımlar, a1~siyom1ar ve postülatıarla başlar. Birinci kitabı 
ve diğerleri bunlan izler. Aslında Euclides'in bu dizi kitapları dünya için şahane kitap­

lardır. İçinde boşlukları olması oldukça doğaldı r. Tartışma götüren konuları da vardı r 
ama yine de yapı lanlar yanında bu boşlukları kitabın kendisini küçültemez. 

Şimdi . Eucf ıdes'in ı. l<itabmda geçe;, bazı önerme!en yazalım . 

6. Önerme: Bir uçgeni1 iki açıs ; eşi tse . bu BÇtlar l<arşısında bulunan kenarlar 
bi rbirine eşittir. Su önermenın ispatında. Euclidss o lrnaya rı ergi yörıter:ı ini kulic::nrn tştı•. 

,_, 
/ ' .. \ 

u / 
/'"">.._ 

/ 
// 

/ 

A 

\ 
\ 
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i 5. Önerme: Ters açı lar birbirlerine eşittir. 

279 

D 

i7. Önerme: Bir Uçgenin iki iç açısını n toplamı iki dik açıdan küçüktür. Buna bağ­
lı olarak, bir üçgenin iki iç açısının toplamı, bu açılara komşu olmayan d ış açısına 
eşitti r. 

c 

18. Önerme: Bfı üçgende büyük kenar karşısındaki açı dalıa büyüktür. Tersine 
küçük kenar karş ı sındaki aç ı daha l~üçlll<tür. 

26. Önerme: iki üçgende KAK. AKA, f<KK ve KKA bağıntıla rı bulunan üçgenler 
birbirlerine eşittır. Yalnıı , KKA bağıntısında büyük kenar karşısındaki açı verilmelidir. 

A 

o 

/~ I 
;:;~ 

B c E F 

28. Önerme; İl<\ para le~ dogru üçüncü bı r doğru tarafından kesllinoe Kesenrn bir 
yanında kalan iki iç açının toplamı iki dik açıdır. Ônermenirı tersi de doğrudur. 
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o 

33. Önerme: Bir dörtgenin karşı lık l ı iki kenarı birbirlerine eşit ve paralelse, diğer 
iki kenar da eşit ve paralel olur. 

A B 

D 

35. Önerme: Bir ortak tabanlı iki paralel kenar aynı paralel kenarlar arasında 
kal ıyorsa, bu paralel kenarların alanları birbirine eşittir. Ya da ortak tabanl ı iki paraiel 
kenarın yükseklikleri eşitse bu paralel kenarların alan ları birbirine eş itt i r. 

8 c 

37. Önerme: İki paralel doğru arasında kalan aynı tabanl ı üçgenlerin alanl arı 
birbirine eşittir. Ya da, ayn ı tabanlı ve aynı yükseklikli üçgenlerin alanları birbirlerine 
eşitti r. 

E 

8 c 

41. Önernıe ; İf<i paralel doğru arasında kalan aynı tabanlı bir Cıçgenle bir paralel 
kenarı n aıanr, üçgenin alanın ı n iki katına eşittir. Aynı tabanl ı ve ayn ı yükseklikti bir pa­
ralel kenarı n al anı üçgenin alanının iki katına eşitti r. 



EUCl.IDES MATEMATİGJ 

A D E 
ı-... -._ --~--~ ................. .. . 
\ ··,·--... _ 

\L'v 
B c 

Papus (320): ABC üçgeni dik olsun ya da diK olmas;n , Pisagor teoremi ge:ıelieş­
tirilebiiir . 

. AıBC herhangi bir üçgen olsun. Şekilde görüldQğ,:J gibi ,'\ı3DE ve t\C;=G, 3ırasıyla 
AB ve AC ke:ıarları Qzerınde k-eyfi iki paralel kerıa~ oisun. DE ve FG doğn.ılaqn;n 

u?.antılan H noi<tasında l<.es işs;n. 8L. == HA \ie BU/HA aiahm. Bu haide alaniat 012rav. 

BUVIC = ABDE + AC FG olur. Yol g6sterrre: Önce HA, BL ve MC doğruıann , uzarın ;z_ 
Bunların ilgili doğrulan f< , H, R, S ve J noktalarında kestiğ i ni kaöui edelim. 35. öne;­

meye gôre ABDE ve ABKH pa:2lel kenarları eşi'ltır- Ser.zer o!arai<. ACFG ve ACJ0-1 
paralel kenarları da eşittir. Buradan sonuca gidebiliriz. 

F'\sagor teoreminin aşağıdal<i şekillere dayalı oia<.ak is;oan Sabit bin l\urra'ya 
(826 - 901) a ittir. 
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ı::/> 
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Yukandaki şekle dayalı Pisagor teoreminin ispat ı Leonardo da Vlnd { 1452 - 1519) 
tarafından veri lmiştir. 

!-lerhangi bir n pozitif tamsayısı için vn sayısının çizimini Yunanlılar biliyordu. 

D 

rn h 

A 8 C 

Şekilde görüldüğü gibi AB= n ve BC = 1 olarak alalım. AC çaplı çemberi çizelim. 
B noktasından AC doğrusuna BD dikmesini çıkaralım. Bu dikmenin AC çaplı yarım 

çemberi kestiği nokta D olsun. Çapı gören çevre açı diktir. /i.08 ile DBC dik üçgenleri 
benzer olduklanndan BD = h denirse, 

1 h 
-~-

h n 

yazılır . içler ve dışlar çarpımı yapılı rsa h2 = n ve h = vn olarak bulunur ve çizilir. BD 
= h = v'i1 olduğunu birinci Euclides teoreminden söyleyebilirdik. 

Euclides'in birinci kitabı iig!nç önermelerle doludur. Örneğin. ı . kitabın 1. önermesl, 
b(r kenarının uzunluğu ver\ien eşkenar üçgenin pergel ve cetvelle çizimi yapılmaktad ır. 

Bu çizim için verilen doğru parçası AB olsun. A merkezli ve AB yarıçaplı çember ile 
B ~nerkezl i ve SA yarıçaplı çember:erin kesim noktas ı C olsun. Yap;çapların uzunlukları 

aynı olduklarından ABC üçgeni eşkenar blr üç-gendir. Eşkenar üçgenin çok öze l liği 

vardı:. Bir eşkenar üçgende açıortay, kenarortay, yüksekli!< ve kenar orta dikme!eri 
çak ış ır. iç açılarının her biri altm ışar derecedir. 
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kı~ab ın 2. öııermesi. verilen b ir c:ıogruya cıış ı rıdakl bi; n::::ık;aoan parale: bır dop­
rumın çizimi probıemldi ~ l'kıkta iie dogr:J herhangi bı: dogru ıle bi rleştiriti r Yör.deş 

açı!arı n eşiii iğ i kullanne.r:ık bu iki doğru cı(as ırdakı aç· nol<!a üzerinde ı;l zi "l:!e taş ı ı :ır. 

Yeni çizilen açır. ın kenarı verilen doğn.:ya p,raleı olur Av~ıca, bi~ doğru parçasına esi\ 
uzunluk1a bir dogru oarçasın•n çizırııi , bir açıya eşit o!an bL açı'ln çizirrı i ve lise y ılla­

rında öğrenciieı·e öğreti len diğer çizi rrı probiemıer i ·::u kitapta. lJZUil uzun • nce lenmişıi r. 

Euclides'in il!. kitabı yine ilse y ı llarırıd ar. bi!digim:z: önermelerie doludur. Ç~mbeı, 

daire, l~i riş, iç ve aış açı lar, bu aç ı lar arasıııdak· il işki ler, çap. çev•e, kesen, ~egeiler. 
ve çemberlerin kesişimle ri gibi bir cizi özeilil<ler i11celer.ir Aslında 111. kitaptaKi konular 
Pisagorcu ıartarafırıdan bul ı J~rııuş ve iııce!enMiŞ l<cı·u lard ı r. Euclidas bunıan yenide11 
belli bır mantık d(Jzerıi ıçindo ke '1o; gü7el 3nlatırrı lı CiHyıe ;ı0redeyse c\ lalayarak sı j r­

muştu r. BU kitahırı dördüncü bö iümü ııde ün!ü üç: prob\ f::mıe yer verllmiştir. Yani, veri len 
bir açı n ı rı pergel ve cetvelle i..ır; eşit parçcıya bölünmesi , küptn katlanmas ı ve dairen i.ı 
kareıestirılrrıe& pro!Jlemleıi türn ayq ·ı~ı la rı ile aıı!ru. !rrrş, cna kada~ y-a::-ııl:a:ı ça\ismaiara 

yer verilmişt i r. Fakat kendisi de bu ürılü üç VOblerr.ir , çözi.imlınün o lanaks ız oldı,ğunı_ 

1'&.n ırlayamarr; ı :ıt ı ı. O da Li r.dernann'a ('1852 - · ı 939} kadar L":81dernek ?.Oi"l.ında kalMıi?t rr. 

Sımdi ~ ı :. kıtc.ıpter. bazı lan -nt21 v9rel irı. 

2 r~get. çE- ı n'.:>e re bir noktada ı.:ieğer: ya ca ilesen biı doğrudu · 

3. Çember czerincle l<onuşia.:·ırnı5 ı:.çılara ı;evm açı ı~er i ·· ve bu çevre açi b;r kiriş 
tarafındarı görülüi. Mer~e~rle l<.:::ınu~larıııı ı ş açıya ı-:--ıerkeı aç ı cjen: ı . 

Merl<ez aç ı karş ı sındaki gördügü çember yayı ile ölçüiür. f.l;yn ı yay ı göre:-, çevre 
aç ı , ayn ı yayı gören merkez açı nı n ycnsına e~i!Ii r Yarıi , çevr('> açı gördüğü yay ı n yarı~ 

sı ile ölçüiJ r. ieğetle kı riş arasırıda kalc.n açıya tcğı:tt k•riş açı derı i. Ayrıı yay· 9breı ı 

tegel ki riş aç ı yla ç.evre açı birbirine eşittır. Yani. ayn, y3y1 goreı-ı teğer kı riş aç s ı avrn 
yay ı gören merkez aç ı nı rı ya rısına aşitti r. 

Avr. ı -ned<ezıı ve aynı çapı cerrbeı ıe.' çak ı sır_ Ayı~ ı yarıça;J ı çen;berleı eş.tH .. 

Tersine eşit ·:;:aınberleıin çaoları ve yarıçapları birbirle r.;ıe ~ş. t ri ;. Yur:arı l ı la~ ve Euclidı:;s 

her nedense yc:r ıçap cieyi1·rı i ni r'\ullanrnarn:şlaıdır. Çcıp, n ıerkazderı geçen en öt: yük 
ki :~:?e C:enir. 'la"11_,ao aa rnefkez; çerrı'Jere b• rle~tı r:~n aoğr J parças•nın uz'.lr , ı~gudu• 

Eş·t 1<i11~ ıer:n gör:::tlğü '/c.yla.· e?ırii·. Ta•$in& e~ıı v :ı.yı3~ıP görduğJ Hi-1 $t~r aş;tt~.-. F.:ş,ı 

kldş :~~r merkf:-,z; (·:ş:t uzaklıKladır. Tersıne. rneriw1-derı eşit ...ızc.k l :i(ta l''.lu ' ı.~ nan l<.i :-i şier 

eş :ttı~. Aynı özelliK!w daire kesrneieri için de o:oğruau r. Büyü!< ~çirişi1 l<a rş•sında~: yay 
da~ıa ".luyü'<tür 3ı:yuK !{ı,.:::; nerl~~t.e -:!aha yaxııd r Ayn şeylerı daire ~ı::srr:eteı ' ·çir 
ce ::.öv:&ystilırıL. B.miar r-ep b;n3r bn9rn-•e ;Jl:m:ü·, Euclid8G te vs:ıdır. Bı ınlaıın tü· nü 
te~er \~Ke• ispatlanm ı şt ır. Çapm gördüqü va.ya varım çember deni r-. Çapı gören çevrf) 
açı dix,iir. Bu öner:ng EuclidPS rnatern~tig i rıde cok ku llanıtu 



284 EUCUDES Mr\TEMATİGT 

l!l. kitapta son tanım daire dilimi haı<kırda.dır . MerKezden geçen iki ışın ile çember 
aras ı nda kalan bölgeye dai re dilimi veya daire kaması denir. Daire diliminin alanı , ya­
yırıın uzunluğu ile yarıçapın çarpımın ın yarısına eşitt ir. Euclides, kendinden önce ge 
len matematikçilerin geleneklerine aş ı rı bir biçimde bağlıdır. Mer~ezden geçen çap 
ve kirişlerle ilgili ':ınermelen 1. 3, 4, 9, 14 ve :s numaralıdır. 7. ve 8. önermeleri, çem­
berin dışındakı bir noKtadan çizilen kesenfer ve tegetierie ilgilidir Bir çemberin oış ındaki 

bır ? r.oktasından P. A 8 ve P, C, D kesen lerı ile 0 Ttegeti arasında ?A.PB = PC.PD 
= ( PTf bağıntıları vardır. Bunlar bugünki.ı lise matematiğinde çok iyi bilinen bağıntı !ardı r. 
P noktası çemberin içiııde merkezden farklı bir nokta olara~c alınıp ayn ı kesenler çizilse 
yine benzer bağıntılar yazı l ır. 5., 6., 10. , 1 '1.. ·ı 2. ve 13. önermeler çemberlerin keslşlm­
leri. içten ya da dıştan teğet olmaları ile kesişmediği hallerde bunlarla ilgili problerılerle 
ilgilidir. 16 !ie 19 nuınaraıar arasındaki önerrneısr. teğetler ıe~ıet çizımleri. teğetlerin 

özeflik ıeri ·;e bunların gördüğü yaylar:a ilgili oroblemlerair. 

Yarım çemberin gördüğü bütünler açıya veya tümleyenıne bu ismi vermişlerdi r. 

Bütünler aç ı h ırı özellikleri bu kesirnde 16. önerme olarak verılmişti r. Teğet !<iriş aç ı 

boynuza benzer açı ismiyle söylenmiştir. Teğet kiriş açı 3·1 . önermede geçer. Bundan 
başka yerde Yur an matematiğinde pek l<ul!anılmamıştır. Fakat <iaha sonra bu teğet 

kiriş açı Olavius (i56i! - 1612), Peletanus, Vieıçı (1540 · "' 603), Galllei (1564 - 1642) 
ve Wa.llis ( 1616 - 1703) iarat:nda'i daha ıy i ıncelenn' ışti r. 20 ile 34 rıurnaralı bnerrneler 
arası, Khşier, merkez ve çevre açılar, iç ve d ış açıl ar, bunlar arasındaki ilişl<i iere ay rı : 

rnış ıır. !il . kitabın 35., 36. , ve 37. örıernıeierı dnemli sorı problenıieridi ~. Yani, veri ıen 

bir çemberin içinde ya da dışında bir O noktası verilince bu noktadan geçen bir kesen 
çemberi P ve O noktalarında kesiyorsa OP . 00 çarpım ı sabittir. O noktası d ı şarcıa 

ise OP . 00 = (OT)2 biçimindeki teğetin karesine eşit olur. 

Euclides'in iV. :{ itab ı nda PisagorcJlafln oergel ve ce!veHe ç ızdiı<ıeri düzgün Cıç . 

dö'i, beş, ait ı v<:: orı beşgen!erin çizimi yenıcien e!e al ınmıştır. Euolides'ir: oergel ve 
cetveli iıe kenarları 2n, 3(2n) . 5(2n) ve i 5 (211

) olan düzgün çol\gen!er çizilebilir. Örne 
{ı in , n. r ve s pozitif ı~ rnsay ıları için n "" rs oısurı . Eğer dlız ~ıCtn n ·geni çizileb\ llyors::ı 

düzgün r - gen ve diiLgün s - gen de Euclides aletleriyle çı.zılebıHr. 

Düzgü!"' yirrıı yeoıgen Euc\idss aletlerıyle çız.ıiemez . Buna karşın, r ve s say ıl arı 

aralarında asaısa ve düzgün r - gen ve s • gen çiziiebillyorsa rs düzgun çokgeni de 
Euolides aletieri ile çizi l ebı lir. 

Kenar sayısı 3, 4, 5, B. ·ıo . ·12, "ifi ve ·16 olan dü~gün çokgenlerin çizimleri Euc­
lide.s matematiğinde vardı . Bunların çoğurKı Pisagorcular çi:rmışlerdi Hemen lıernen 

er. sel(Jzinci yüzyıla kadar çızimleri yeıpııabıleıı düzgün çokgenler bunta<di. 1796 ~lf i ll"­

da d0zgürı çokgPn•erin çızim' ile ilyi!i kuıam ı Aırnan matematikçi Cari Fri&drich Gauss 
( 1777 - 1855) geliştirdi. Ouzgün bir çoı,ge :1ın Euclides ::ıraç!anyla çızilsbitrnesi :çır. ge­
rekli ve yeterli koşulun kenar sayısmırı ı ~O, i , 2. 3, .. sayı l arı için 
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olmasıd ı ;. Ön«eğin n = O.• , 2, 3 ve 4 sayı lar. için f(n) == 3, 5. ;?, 257 ve 65 537 di.i1gGn 
çokgenieri çizile~Jili r. QiK"al t;dilirse tı:..ı say ı \arı:ı t(m•C• asalchr. f ~ı~al b,J for1 ;ıü: ,ur-,, 
asal .:;ayilar ı vermez. Bunıara :;adece t-err.ıat asal s~yılar 'srn. ,;eriı:.-. Vı_ ıanl ı far 0•5• ı>"'· 

minde düz.gün 1 ? . 257 ve 55.537 kerıaı ·; ı düzg i:ı r· qokçıenlerırı pergel ve cetv·slle çizil i::ı 

ç izilemeyeceğ i bi li nm;yordı •. 

Fermat(i6o·ı - 1665), 

oiçirni:ıdeki say ıların asai cldukla:· ı nı söy lerrııştL Oysa Gauss (1 777 - l 855}, n = 5 oi 
duğUflda bu sayını n çarpanlarından biıisı nin 6t11 oldı.Jğtımı gördü. 

Düzgjrı on yediger.ır c,:izirni içın çol< sayıda 0al!şma yapı lm ıştır. Hichelot, 1832 
yı l ında kenar sav ı s ı 257 oları düzgün çokgenı rı p imini yaµtı. Lirıgenli Proi'esör Herı·ı ıe!; 

65.537 kenarı, düıgün ı;ukgenir çizim için yaşamının or yı ıı rr vercl\. Oysa 17 ke•·aılı 

düzgur çokgen: Gauss çizdığinde ı-ıenuı -19 yaşındavc ı Yaşarrı ırn Matematiğe aclayarı 

Gauss'un bu düzgün on yedıgeni, kendisinin isteği üzerine öiünce rıezannı n baş ında}çj 

taşa kazınmasm! istemiş . fakat bu vas:yet hiç bir zanan yerine getiri ! ırıerııışlir. Oysc=ı 
bu düzgün on yedigen Gauss'un doğ:.ım veri olan B·ı.; r;swi ck'te bi· a11n: sJs;ern:şıır. 

iV. kitabın ın 16. önermesi dünyarı ın dönme ekseninin 24" eğil~ olrnasıy l a iigııidır. 

3u eğ ıkiik 360 cerecenin or. beşte bı ı i kadardır. 

Özet olarak söylenirse. Eud ides ın iV. kitabı tartışr:ıa götürmez oiara~ P:sagor­
:::uia:-daP derl eıır:ıışt!r. 

Eudides' i •ı V. kitabı daha çok oran ve oranıııarı kapsamaKtad ı r Ortak ölçuJebı;i ­

ve ortak ölçülemez. doğrulc:ı ı, açılar, alanlar, hacimler, say ılar ve zamanlar b~ırada 1ş­

lenmişti r. Bu l<onuiar daha önce Cnidcıs lu E;.ıdoxus tarafından iş!enınişti. Euclid-ss yi· 
ne bu Kİtapra kendtnden önce geien Yunan ı : ınaternatikçilen;:in ~ıapt ıkla rırı . ~e;ıd, yc­
\eneği ile yeniden kaleme a!ara\<. düzenıeyerek ve baz.ı katl<ı!a.r da yapara.k yazdı Oran­
t ılar kurman ı.ı bir sonucu olarak Pisagorcular tara'fındar> l<abul edilmeyen irrasyane! 
say:ıa r bu !<:itabın onenıli konular, aiası , ·a girdi Euc.ides"r V. kitab ı gelecek için i110-

oem bı r 1<::ap oıarak kamli enilir. 

Şimdi V. kitaptan bazı tanımları sJ<taralırn_ 

1. Bir büyüklük bir büyüklüğün diğer bi; pa~çasından ya bJyür\ ya da küçüktür . 
2. Bir büyOklük daha küçük olan bir büyüklügün beili bir kaLd ır. 

3. Oran. ayn ı birimli iki buyül<iüğı.ln birbırı ne bötOnüdiir. 
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4. Büyüklükler arasında bir oran vardır. 

5" Büyüklüklerin aynı oranda olması demek, 

olması dernektir. Yani, birinci büyüklü,ğün ik inci büyüklüge bölümü, üçüncü büyüklüğün 
dördüncü büyüklüğe bölümüne eşit olması demektir. 

6. Ayn ı büyüklüklü oranlar orant ı lıdır. 

7. Birinci büyüklüğün ikinci büyüklüğe bölümü, üçüncü büyüklüğün dördüncü 
büyüklüğe bölümünden büyükse birinci bölüme büyük ikinci bölüme de küçük oran 
denir. 

8. Birinci oran ikinci oranın belli bir kat ı ise birinciye katlı oran ismi verilir. 

9. Birinci oran ikincinin üç katı ise, birinci orana ikincinin üç katı oranı denir. 

Euclides'in bu oran ve orantılar kuramı oldukça modern bir yaklaşım ve değeri 

her zaman bilinen bir özellik o lmuştur. Bu oran ve orantı daha sonra denklemler kura­
mında, bölümlerin özeiliklerinde, sayılar kuramının doğasında ve problem çözümlerinde 
kaçınılmaz birer araç olmuştur. 

Şimdi, V. kitapta geçen oran ve orantılarla ilgil i çalı şmaları yazabiliriz. 

1. ma + mb + mc + .;. = m (a + b + c + ... ), 
2. ma + na + pa + ... = ( m + n + p + ... ) a, 
3. ma+mb+rnc + ... ) + (na+ nb +ne+ ... ) = (m+n)a + (m + n)b + (m + n)c + .. , 
4. a : b = c : d ise ma : nb = mc : nd, 
5. ma- mb = m (a- b) 
6. ma + mb = m(a + b) 
7. a = b ise a : c = b : c, 
8. a > b ise a : c > b : c , 
9. a = b ise c : a = c : b, 

1 O. a > b ise c : b > c : a ve 
ii. a : b = c : d ve c : d = e : f ise a : b = e : f o\ur. 
12. a: b = c: d = e: f = ... ise a; b = (a + c + e + ... ) : (b + d + f + ... )olur. 
13. a ~ b = c : d fakat c : d > e : f ise a : b > e : f of ur. 
14" a : b = c : d ise a > c için b > d, a = c için b = d ve a < c için b < d olur. 
15. a: b = ma: mb o!ur. 

Eğer a : b = c : d ise 

16. a : c = b : d, 17. c : a = d : b ve 18. b : a = d : c olur. 
19. a : b = c : d ise {a - c) ; (b - d) ""a : b ve (c - al : (d - b) = a : b of ur. 
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22. a : b "' d : e ve b : c = e : i ise a : c = d : t olur 
23. a : b = e : f ve b : c = d : e ise a : c = d . f oiur. 

24. a: c == d : f ve b ~ c = e : t ise (a + o) : c = (d + e) : f olur 
25. a : b = c: d oran tısında abu sayıları arasında en büyük ve d de en küçükse 

a + d > b + c olur. 

Euclides'in VI. kitabında bu oran ve orantı geometriye ve geometrik uzur·:uı<ıara 
taşınmıştır. Bu kitapla yine Eudoxus'un yöntemleri ku llanılm ıştır. Benzer üçgenleı, 

orantıda üçü verilince dördüncü orant ının geometrik olarak bulunmas ı , orta orantı l ı 
parçanın bulunması gibi problenıler incelenmiştir. Bu kitabın üçüncü bö!Omünde ikirıcı 
derece denklemlerinin geometrik çözümleri yapılm;ştır. Bii uçgende iç açı teoremi 
olarak bilinen özelllk bu kesimde inoelenmiştı r. Yarıi, b ir ABC üçgeninin l\ aÇiSı tıın acı 

ortayı karş!sındaki kenarı O noktasında keserse BD : DC =AB : AC ol~r. Benzer ola 
rakAD dış açı ortayı BC kenarının uzarıtısını O noktasında keserse yine DB : DC"" 
AD : AC olur. Pisagor teoreminin genelleştirilmesi de iJu kitapta ıncelenmiştir. 

Euclides'in VI kltabını n bir özelliği de, daha önceki Pisagorcular tarafmrları bilin 
meyen, Eudoxus ve onun öncüleri tarafından billner oran ve orantı korıu ıarırıda baz! 
yeniliklerin olmasıdır. Fakat, Eudoxusçular oran ve orantı t<orıuc;unda [azla hUgiferi 
olmadığı için bu ispatlarda hatalar yapmışlardır. Bu ha~Jara Euclides düşmemiş ve 
·ıspatları doğru biçimde yapmıştır. Pisagorcular. aynı yüKseklik\t ve aynı tabanlı üçgen­
lerin alan1an aynıdı r. Eudoxusçulaı-, tabanlaıı ve yükseklikleri aynı olan üçgenlerin 
alanları eşittir. Modern ders kitapları da ayn ı yükseklikli iki üçgenin taban ı büyük olan 
üçgenin alanı daha büyüktür diye yazar. 

Aynı gibi görünen bu önermelerin ispatları bu üçü tarafınoan farklı bir gö•üşle 
yapılmıstır. Plsagorculann irrasyonel sayı lan kabul etmedığinı ııat;r!ata l ı m . 

Aynı tabanlı ve ayn ı yükseklikli bir üçgen ile pamiel kenarın ala:ıları arasında bir 
oran vardır ve paralel kenarın aianı uçgenln alanının !ki katı olur. Bir çemberde farl<lı 
merkez aç ılar tarafından görülen yaylar arasındaki oran, meı·kez açılar arasındaki 

orana eşittir. Aynı önerme rJaire için de söylenebilir. Bir dairede farklı daire di!imlennirı 
alanları arasır.dakt oran. gördüğü merkez açılar arasındal(i orana eşi tıi r. 

/ 
I 

B c 
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Thales teoremleri orantilarla Euclides'in VI. kitabında karşımıza çıkar. ABC üçge­
ninin BC kenarına paralel olarak çizilen doğru AB ve AC kenarlarını sırasıyla D ve 
E noktalarında keserse, 

AD AE AD AE 
DB EC = AB= AC 

biçiminde birinci Thales bağıntısı ve 

AD DE AE 
AB BC AC 

biçiminde ikinci Thales bağıntısı yeniden ortaya çıkar. Bu dört parçadan herhangi üçü 
verilince dördüncü parçayı bulabiliriz. Diğer bir deyimle bu parçalar belli bir düzende 
orantılıdırlar. Bunları kullanarak bir doğru parçasını belli oranlarda parçalara bölebiliriz. 
Benzer üçgenlerin karşılıklı kenarları orantılıdır. Bir dik üçgende dik açıdan hipotenüs 
üzerine inilen dikmenin ayırdığı dik üçgenler başlangıçtaki dik üçgene benzer olduk­
larından bu üç dik üçgenin kenarları orantılıdır. Bu orantılardan birinci ve ikinci Euclides 
bağıntıları elde edilir. Benzer üçgenlerde karşılıklı kenarlar orantılıdır. Tersine karşılıklı 
kenarları orantılı olan üçgenlerin karşılıklı açıları eşittir. Birinci ve ikinci Euclides bağın­
tılarıyla orta orantılı olan doğru parçasının uzunluğu bulunabilir. Aynı tabanlı ve aynı 
yükseklikli bir üçgenle paralel kenarın alanları orantılıdır ve paralel kenarın alanı üçge­
nin iki katıdır. Eşit açılı paralel kenarların alanları orantılıdır. Dörtgenler dikdörtgenleştirile­
bilir. Dikdörtgenler de kareleştirilebilir. Bunu Pisagorcularda da görürüz. Pozitif ve ger­
cel kökü olan ikinci derece denklemlerinin geometrik yolla kökün çizimi yapılabilir. VI. 
kitap bunlara benzer önermelerle devam eder. Chioslu Hipokrates'in aycıkları bir dik 
üçgenin kenarları üzerine çizilmiş ve kareleştirilmeleri yapılmıştır. 

Euclides'in Vll., Vlll. ve IX. kitapları basit sayılar kuramı üzerinedir ve i 02 öner­
meden oluşur. Önce birim tanımlanır. Ardından birimlerin oluşturduğuna sayı denir 
tanımı gelir. Bir sayı bir sayının büyük ya da küçük parçalarından birisidir. Büyük sayı 
küçük sayının belli bir katıdır. 1 ve kendisinden başka böleni olmayan sayıya asal sayı 
denir. Ortak böleni olmayan sayılara aralarında asal sayılar denir. Bir sayı başka bir 
sayının belli bir katı ise bu sayıya diğer sayının katıdır denir. Bir sayının parçaları ken­
disi ile orantılıdır. Teksayılar, çiftsayılar, bileşik sayılar. tek bir sayı ile tek bir sayının 
toplamı çift çift iki sayının toplamı çift, tek bir sayı ile çift bir sayının toplamı tek, çift 
bir sayı ile tek bir sayının çarpımı çift, çift bir sayı ile çift bir sayının çarpımı çift, tek 
bir sayı ile tek bir sayının çarpımı tek, asal iki sayının toplamının ya da çarpımının 
asal olması gerekmez. Örneğin 3 + 5 = 8 ve 3.5 = 15 sayıları asal değildir. Asal, arala­
rında asal, bileşik sayı, katlı sayılar, düzlem, katı, kare, küp, benzer düzlemsel şekiller, 
benzer katı sayılar ve yetkin sayı tanımları öncelikle yapılarak örnekler verilmiştir. 
Orantılar kuramı üzerine çok sayıda örnekler vardır. 
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Vll. 1., 2. ve 3. önermeler iki ya da daha fazla sayıiann ortak 

Aralarında asal olan sayıların bir nda ortak çarpımı yoktur. 
önemli olan bir de Euclidean denen iki ya da daha 

fazla sayının en küçük ortak katırnn bulunmasıdır. Sayısal hesaplamalar, teo-
oranların özellikleri ve temel özellikleri uzun uzun bu verilmiştir. 

Eclides'in \/111. kitabı daha sürekli oranlar, aı-itmetik ve oranlar üze-
rinedir. a : b = b : c = c : d ise a, b, c ve d biı· geometrik oran a, 
a + d, ... dizisi aritmetik a, ar, , ... de dizidir. Aritmetik dizi-
de art arda iki terim arasındaki fark . Geometrik dizide de bir sonraki 
terimin bir önceki terime bölümü r oı·tak. Geometrik ve aritmetik diziler kullanı-
larak iki sayı arasına aritmetik ve dizi biçimde d ver sayilarını 
bulmaya nç örnekler vardır. 

kitaptaki 14. önerme aritmetiğin temel teoremine ayrılmıştır. O da, birden bü­
her tamsayı tek bir biçimde asal sayıların çarpımı olarak yazılır. 35. önerme n 

tane öğesi olan geometri!<: bir dizinin terimlerinin toplamıyla ilgilidir. 36. önerme kusur-
suz (perfect) özelliklerini açıklar. 

Euclides'in en güzel teoremlerinden birisi asal sonsuz 

Bu teoremin Euclides'e aittiL a, b, ... , k sonlu tane asal sayı olsun. Asal 
kabul edelim. P = a.b ... k n. Bu halde P + i sayısı ya asal 

a, b, ... , k sayılarının her biri asai olduklarından P + ·ı sayısı a, 
her birinden daha için P + 1 sayısı asal olamaz. P + ·ı 

asal değilse bazı asal sayılar tarafından bölünebilir. FJ + ·ı sayısının asal çarpanlarından 
birisi p olsun. Asal sayıların tümü sonlu ve a, b, ... , k sayılan oldukları için p asal sa-
yısı a, b, ... , k sayılarından birisi olmalıdır. p sayısı P sayısının çarpanlarından 
birisidir. Bunun sonucu olarak p > ·ı p sayısı P + 1 sayısını bölemez. Bu 

da bir çelişkidir. Bu çelişki asal sayıların sayısının sonlu oiarak alınmasından ileri gel-
miştir. Bu asal sayıların sayısının sonsuz kalkaı-. 

Euclides'in X. kitabı ilgilidir. Yani bir doğru parçasının 
parçası ile ortak ölçülemeyen bir uzunluk irrasyonel bir sayı olarak 

alınır. Euclides'in en kitabıdır. Bunda tüm ortak 
dirler. Bu kitaptaki konuların bir kısmı Theatetus (i. 375) tarafından daha önce ya-
pılmıştır. Bazıları Euclides'e aittir. Daha öncekilerde 
sunuş Euclides'e aittir. 

düzenleme ve 

katı lan n geometrisi üzerinedir. Bu katı laı-, 
kesik ve 

dlızlemleı· ve katılar ile bunlar 
sıralanabiliı-, Paralel 
lıacirnlerin hesabında 

özeilikleri ve hacimleri 
ları tükenııe 
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dikkat çekicidir. Xlll. kitapta küre içine düzgün beşgenin yerleştirilmesi problemi ince­
lenmiştir. Bazı özel katıların incelenmesi de yine son kitapta yer almıştır. 

Aslında Euclides tarafından yazılan Elements isimli kitaplarının sayısı on üçtür. 
Yazarı belli olan iki kitap daha bu seriye eklenmiştir. Böylece bu seri kitapların sayısı 
onbeşe çıkmıştır. XIV. kitap Hypsicles (İ.Ö. 180) tarafından yazılmıştır. XV. kitap Milleti 
lsidorus (532) tarafından kaleme alındığı söylenir. Üçüncü kitabın yazarı belli değildir. 

Euclides'in çalışmaları bu on üç kitapla sınırlı değildir. İleri matematik bilgileri 
içeren kitapları da vardır. 

Euclides'in sayılar kuramı üzerine olan çalışmaları önemlidir. Şimdi bu çalışmaların 
bazılarını tanıtalım. Özellikle Vll., Vlll. ve IX. kitapları aritmatikle ilgilidir ve 102 öner­
meden oluşur. Kullandığı sayılar doğal ya da pozitif tamsayılardır. Euclides'in burada 
kullandığı aritmetik daha çok Pisagorcular tarafından yapılanlardır. Fakat Euclides'in 
buradaki ustalığı düzen, dil ve belli bir mantık sırasında konuları vermesidir. Sayılar 
kuramı üzerine olan çalışmalar daha önceki matematikçiler tarafından bilinmesine 
karşın çoğunun ispatları yazılı olarak zamanımıza kadar gelememiştir. Bu önermelerin 
ispatlarını Euclides'te görürüz. Aslında Euclides'te bulunan teoremlerin öncekilere ait 
olması Euclides'in matematikçiliğine gölge düşürmez. Tersine bunları yazılı olarak 
zamanımıza kadar iletilmesinde yaptığı çalışma bile yeterlidir. Bu kitaplara Euclides'in 
çok şeyler eklediğini de hemen belirteyim. 

Euclides matematiksel işaretler kullanmamıştır. Biz konunun daha iyi kavranması 
ve kolaylaştırılması için burada modern işaretleri kullanacağız. Örneğin, Euclides sa­
yıları doğru parçası, iki sayının çarpımını dikdörtgen ve üç sayının çarpımını da dikdört­
gen pirizma olarak almıştır. İspatları hep sözlü dilledir. Bugünkü modern işaretler ve 
gösterimler onun geometrisinde yoktur. Vll., Vlll. ve IX. kitaplarında geometrik şekiller 
gerekmediği için bu kitaplarda geometrik şekiller kullanılmamıştır. Sözlü olarak düzlem­
sel ve katısal sayılar sözcüklerini kullanmıştır. Bunlar da iki ya da üç sayının çarpımı 
anlamındadır. 

Tanım : at= O olsun. b sayısınına sayısına tam olarak bölünebilmesi demek, 
b = ac olacak biçimde bazı c tamsayısının olması demektir. Biz bunu alb biçiminde 
yazacagız. Eğer a sayısı b sayısının bölmezse düşey çizginin üzerine bir çizgi çekeriz. 
Örneğin 39 sayısı 13 sayısı ile tam olarak bölünebilir. Çünkü 39 = 13.3 biçimindedir. 
Oysa 1 O sayısı 3 sayısı ile bölünemez. Çünkü 1 O = 3 . c olacak biçimde c tamsayısı 
yoktur. Eğer a sayısı b sayısını bölüyorsa, a sayısı b sayısının bölenlerinden biridir. 
Ya da a sayısı b sayısının çarpanlarından birisidir. Sıfıra bölme tanımsız olduğu için 
bu tür bölmelerde at= O olduğunu kabul edeceğiz. Euclides sayıları doğru parçaları 

ile gösterdiğinden, onun doğru parçalarının uzunluğu sıfır olmadığı için böyle bir prob­
lemi olmamıştır. Yine Euclides'in uzunlukları negatif olmadığı için sayıları da negatif 
değildir. Oysa modern gösterimde a sayısı b sayısının bir böleni ise -a sayısı da bir 



EUCLİDES 

bölenidir. Çünkü bu halde b = ac = (-a) (-c) biçiminde yazılır. Öyleyse bir sayının çar­
panlarını bulmak için önce pozitif olan doğal sayı çarpanları bulunur. Sonra bunların 
önüne eksi işareti konularak tüm çarpanları elde edilir. 

Pozitif tamsayılarımız üzerinde Euclides kısıtlamalarının olduğunu varsayalım. 

Yani bir say1111n çarpanları pozitif tamsayılar olsun. a, b ve c sayıları birer tamsayı 
olarak verilsin. Bu halde modern gösterimlerle, 

1. al O, 1 la ve aja olur. 
2" ali olması için gerekli ve yeterli koşuluna=± 1 olmasıdır. 

3. ve ise olur. 
4. ajb ve bjc ise ajc olur. 
5. ajb ve bla ise a = ± b olur. 
6. alb ve alc ise, herhangi x ve y tamsayıları için al(bx +ey) olur. 

Buradaki 6. önermeye kadar olanlar kolayca gösterilebilir. Biz 6. önermeyi göste­
relim. alb ve aıc olması b =ar ve c =as olacak biçimde r ve s tamsayıları vardır. Öy­
leyse x ve y değerleri ne olursa olsun bx + ey= arx + asy = a(rx + sy) olur. rx + sy 
sayısının kendisi de bir tamsayıdır. Buradan al(bx +ey) olduğu yazılır. x ve y tamsayıları 
için kolaylık olsun diye bx +ey toplamına b ve c sayılarının doğrusal bileşimi ismini 
vereceğiz. Dikkat edilirse b+c ve b-c ifadeleri de b ve c sayılarının birer doğrusal bile­
şimidir. Çünkü birinci de x = y = 1 ve ikincide de x = 1 ve y = -i alınması yeterlidir. 
6. önermenin özel bir hali şöyle ifade edilebilir, alb ve alc ise bu özel haller al(b + c) 
ve al(b - c) biçimindedirler. 

Pozitif tamsayıları asal sayılar ve asal olmayan sayılar diye iki sınıfa ayırmak 
sayılar kuramı yönüyle çok önemlidir. Burada 1 sayısını bu sınıfların içinde düşünmeye­
ceğiz. Bu halde cebirin temel teoreminin çok ilginç sonuçları ortaya çıkar. Yani, herhan­
gi bir tamsayı bir tek biçimde asal sayıların çarpımı biçiminde çarpanlara ayrılır. Ör­
neğin 1. önermeye göre a> 1 olana tamsayısının ±i ve ±a biçiminde çarpanları vardır. 
Fakat bunlar bizim için önemli değildir. Yani a sayısının asal çarpanlar türünden çar­
panlara ayrılması önem kazanmaktadır. ±"i ve ±a sayıları dışında çarpanları olmayan 
sayılara asal sayılar deniyor. Bazıları bunu daha kısa olarak da tanımlıyorlar. p > 1 
olan p tamsayının asal olması için gerekli ve yeterli koşulun, p sayısı111n 1 ve kendisinden 
başka çarpanının olmamasıdır. Birden büyük olan bir tamsayı asal değilse buna asal 
olmayan sayı ya da bileşik sayı denir. Bileşik sayı deyimi fazla kullanılmaz. 

İlk on pozitif tamsayı içinde 2, 3, 5 ve 7 sayıları birer asal sayılar, 4, 6, 8 ve 9 
sayıları da asal değildir. 2 sayısı asal sayılar kümesindedir. Çünkü asal sayılar tanı­
mına uymaktadır. 1 ve 2 olan kendisinden başka çarpanı yoktur. Öyleyse asal sayıların 
çift olmaması diye bir sonuç söyleyemeyiz. Asal sayılar kümesinde yalnız 2 sayısı 
çifttir. Diğerleri çift değildir. 1 sayısını ne asal ne de bileşik sayılar kümesine almazlar. 
Bu bir kabuldür. Tüm bunlardan sonra Euclides'in asal sayı tanımını verebiliriz. Yalnız 
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i birim uzunluğu ile ölçülebilen sayılara asal sayılar denir. 2, 3, 5, 7, 11, 13, i 7, i 9, 
... gibi sayılar yalnız bir sayısı ile ölçülebilir. Oysa 4 sayısı i ve 2 ile, 6 sayısı 1, 2 

ve 3 sayılarıyla ... ölçülebilirler. 

Tarnm: a ve b tamsayıları için dla ve dlb ise, d sayısına a ve b sayılarının ortak 
çarpanı denir. 

1 sayısı her tamsayının çarpanıdır. Çünkü a = a. 1 biçiminde yazılır. 1 sayısı a 
ve b sayılarının ortak bir çarpanıdır. Öyleyse herhangi iki tamsayının en az pozitif 
tamsayı olan bir ortak çarpanı vardır. Çünkü sıfır olmayana ve b tamsayılarının sonlu 
tane pozitif ortak çarpanları vardır. a ve b tamsayılarının ortak çarpanlarının en büyü­
ğüne a ve b sayılarının en büyük ortak böleni denir ve ebob(a,b) olarak gösterilir. Ör­
neğin ebob(12,30) = 6 sayısıdır. Çünkü 12 sayısının pozitif çarpanları 1, 2, 3, 4, 6 ve 
12; 30 sayısının pozitif çarpanları 1, 2, 3, 5, 6, i O, 15 ve 30 sayılarıdır. Bu iki sayının 
ortak çarpanları 1, 2, 3 ve 6 sayılarıdır. 6 sayısı bu ortak çarpanların en büyüğü olduğu 
için ebob(i 2,30) = 6 olur. Aslında iki sayının ortak çarpanları bu biçimde bulunur. Ya 
da bu sayıların çarpanlarından önce ortak olmayanlar atılır. Sonra geriye kalan ortak 
çarpanların en büyüğü alınır. Fakat bu işlemler büyük sayıların en büyük ortak bölenini 
bulmada hem sıkıcı hem de hantal bir işlemdir. Bu nedenle aşağıdaki teoreme gerek­
sinim vardır. 

Bölme Teoremi: a ve b tamsayıları için b > O olsun. Bu halde O::;; r < b olacak 
biçimde a = qb + r olarak yazılan tek q ve r tamsayıları vardır. Burada q tarnsayısına 

bölüm ver tamsayısına da kalan denir. Bu teoremi ispatsız geçeceğiz. b tamsayısının 
a tarnsayısının bir böleni olması için gerekli ve yeterli koşulun, bu bölmede kalan 
r sayısının sıfır olmasıdır. 

Bölme teoreminin uygulaması için b = 7 olarak alınsın. a = 1, -2, 28 ve -59 ol­
sun. Bu halde bölme teoreminin uygulaması 

biçiminde yapılır. 

i = 0.7 + -ı 

-2 = (-1) . 7 + 5 

28 = 4. 7 +o 
-59 = (-9) . 7 + 4 

Bizim buradaki amacımız bölme teoreminden çok en büyük ortak böleni bulmaktır. 
Ayrıca bu bölmede a 2 b >O almada bir sakınca yoktur. a ve b sayılarına birinci 
basamak olarak bölme teoremi uygulanırsa 
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yazıl ır. Eğer bu birinci bölmede r1 ==O ise bja olur. bib olduğundan ebob(a, b) = b 
oiarai~ bulunur. 

Eğer r1o-t O ise bu halde ikinci \<,ez bölme teoremi uygulanır. Yani b say ısı r
1 
sayı­

sına bölünür. Buna göre ilgi li q2 ve r2 sayıları için 

yazılır. Eğer r 
2 

=O ise işlem burada durdurulur ve ebob(a, b) = r
1 
yazı lır. Eğer r

2 
,e O 

ise işlemle.re devam edilerek r
1 
sayısı r 

2 
sayısına bölünür. Böylece 

o:-;r3<r2 

sonucu bulunur. Bu işlemlere kalan s ıfır oluncay3 r~adar devan; edi!iı' . Örneğin bu iş­
tem tn+ 1 ). basamağa kadar devam etsin ve rn-ı sayısı r

11 
sayrsı iie bölCınsıJn . Bu işle­

:nin sonunda ya da daha sonra kalan sıfır oısun. b > r1 > r 2 > ... 2'. O azaları bir dizi 

olduğundan bu işlemlerin sonucunda kaian !:>ıt ır olur. Sunun sonucu o la~ak 

a = qib ·r r1 , 

b = q2r1 + r2; 

( 1 = qi 2 ..,.. ~-3' . 

r 1 - 3 = qn - 1 r n - 2 + r n - ı' 

O< r
1 

< b 

0<r2 < r1 

O< r3 < i'2 

O ç rn-1 < ;rı - 2 

O< (n < rrı- ı 

denkiern sistemleri yazılır. Bu iş!em sonucur.da rn kalanın;n en son sıfır olmayan bir 

sayı okluğunu iieıi sürelin1 ve ebob (a, b) = rn oisun. En son denklenıden do/ayı ınİrn-1 , 

olur. Hemen onun üstündeki denklemden dolayı da rn_ 2 sayısı rt1 ve rrı- ı sayı l arııı:n 

doğrusal bir bileşimi oiduğu için r nlrn _ 2 olur. Böylece rn- i ve rn _ 2 sayılarının her ik;si 
de r

11 
sayıs i taraf ından bölünebilir. Böylece yukarıdaki tabloda işlemlers yukarı doğru 

devam edii irse r n say ı sı r" kalaniarını böler. Sonunda rrııb olur. Birinci denklem a '"" 

q1b+r1 olduğundan rnla yazıl ır. Öyleyse a ve b sayılarının ortak böleni 'n ka\an ı dır. 

Şirndi bu rr k.aıanının a ve b sayılarının. en büyük orıa'k böleni olduğunu gbstere!i:rı. 

d say 1 sı nırı a ve b sav ı farın ın keyfi pozitif bi · ortak böierıı olsun. Birinci denklemden 
dil. .. oıduğunJ s5yleyebilir\z. Bu biçimde yu~m:· :daki denk!enı sistemlerinde yukarıdan 

aşagwa doğru bu bölme işlemine devam edilirse el sayısı r
2

, r
3

, .. .rn kaiarıiamıı böler. 
En sonunda da bu d sayısı rn sayısını böler. d ve ın poziiif tarrısayiian için dl r,, oırna­

s ından d s ı·n yaz ı l ı r. Bunun sonuc-u olarak r, kalanı a VB b sayilarının ortak bölenierinin 

er. büyıJğü olur. Yani ebob(a, b) = rrı yazı i ır. 
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Burada üzerinde durulması gereken oir kornı daha vardır_ O da ebob(a, b} sa}'i· 
sının , a ve b sayı la rının rlogrusal b ir bileşim: bic;f'linoe yazı lmas ıdır Sunu gös~erebılmek 

için yukarıda yap ı lan =:uclidec;'l aigorifması dediğ imiz. işıemin son sarırı rıdc:ıı önce 

gelen ın ka lanı fn: r n- 2-q,/ n _ 1 biçirıtrıde yaz.ılabili r. 3una göre ·11 kalanırn _ 1 ve r n-2 
kalan la r ının dogrusal o:r biiesi :ııidir. Yukar ıdaKi def'l.<iem sistemlerlncien ' = r _ ., rı - ı ft-..) 

- q
11

_
1
r" _2 değeri rrı "" rn _2 - qnrn _ 

1 
denk:emi rıdf. yerine konu lJrsa 

r - r - q (r - q r ) 
n - n-? " n -~ ıı - ı n-2 

=(l + qnqn - ı ) r,ı - 2 + (-CınJrrı - ,i 

olur. Bu denkleınde rn_ 1 kalanı yok ed ilmişt i r. Böylece ı rı kalanı rn _2 ve r11 _ 3 kalanları· 

nın doğrusal bir bileşimi şekllnde yazı lmışti r. Bu yok etrrıe işlemlerine geriye doğr u 
devam edilirse, yani rn· 1' rn 2' . .. ' r2' r1 l<ala11ları yol< erıillıse en sor, b c;saırıakta rn 
= ebob(a. b) sav ı s ı a ve b sayı lannın doğrusa ı '.;ir ::>ileşl; !l i u ıar2.k yazdır 

Teorem~ !kısı oirden sıfır ol rnaya·ı 3 1.•e i) ~ar:1;x 1113 i0:ın :=tobı ::t . h ı=a'< -ı..t~ o! at,;~. 

b ıçı rııde x ve y ·:arı·~· 2'.ı1 1ar• vardır 

Örnegin Euciidea:'l aigc r! tn-ıas ı ded!c;ı i rıb. . .ş ie, n{o:« rle !·~ : /~; ··e ?:J.:A-sa"r:_:; ı .·,.ı , 2n 

bOyük ortak bö le rıini. bu sayıtarı n oı.iyügrJr, un };' ıçı..r] ı;rı~· bö!Cı mı:nJ7-n ''X'~" y a.-, i ıaç:2k 

iş leınle riyle bulma!< istiyoruz. Bunu rı ıç! n ge•e·, ı; ~ lqcr• tfil,.'. 

12.378 = 4 :3054 + 162 

3054 = 18 . 162 1- 138 
i 62=i .'138 +24 
138= 5 . 24 +18 

24: 1 18 + 6 
18= 3 . 6-ıO 

biçiminde oıaı ıgundarı . 12.378 ~~yıs ı ile 3C5t s:.;.v rl'"' ı :'l e:1 bCı,1 '..1 1<. orta:{ böJ8-;i 5 say•· 
s ıd ır. Yani 6--'- ebob(/2.378. 8054) (ı ;U f 

Şimoi işlerı l ere tersi;;e dev2rn aderak ''.?.378 ı: ~ ?.f)•,ı G.:y: lçr;f· •rı e:• ti '! ,iv. arı~~ 

böleni olcı n fJ ı.;e;yı..;; ını . ()ı..; sayıları n dc.ı-J ru,;;;ı! ı:; ı ı- bile; .• ı<ı; ·) c:ı.: i:l.~- ı.r-;.?a: ı ı-ı b]er y ,_; ;~?. 1 .d.:c:kı 

Euclidear. algo:itmas.nda <'31' scndan geri\16 u·:ıgrı. ı ı;~ıdc- ... ,,ek 18 v;:: 2-'1• rny •s ı :! <=1 İ}G 

b~lamsıwı z. Bu halde 

6""' 2.A, - '18 
= 24 - ( 13!3 - 5 . ~4) 
= 6 24 -138 
= 6 i162 - 1381 - '138 
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= 6 . ·: 62 - 7 . i 38 
= 6. 162 - 7 (3054 - i8 . 162) 

= 132 " 162 - 7 ' 3054 
= 132 ("12.378 - 4 . 3054) - 7 . ~3854 

= 132 ' 12.378 .,.. (-535) 3054 
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işleııılsri yapı! ı t Bu da, 6 = ebob(i2.378.3054) = ·1 ?..378x + 3054y dernektir. Burada 
x = 132 ve y = - 535 sayıları olarak alı nmış't:r. Yalııız bir noktayı daha açıklamada ya­
rar vardır. 12.378 sayısı i le 3054 sayısı;ıın en bü/ük :::ırtak böleni olar: 6 sayısının bu 

sayıların doğrusal bileşimi olarak yazılmas::ıııı tek yoıu değı ldir. Diğer olas ı l ı k lar cia 
vardır. Bunlar aras!nda örneğin (3054) . ( 12.378) say ı sını bir kez ekleme1< ve bi( kez 
de Çika rrnakla 

6 = (132 + 3054)12.378 + (-535 -- 12.378)3054 
= 3186. 12.37B + (---ı2.913)3D54 

biçiminde doğrusal bir bi ieşirn daha yaz ılabil:r. 

İ ki sayımn 1 ve - 1 gıbi yairnz iki çarpanı halleri olabilir. Öm2ğin a ve b savııarnın 
: ve -·t sayıfanndarı başka hiç bir ortak çarpar. ı yoksa ebob(a.,b)""i oia~ak gös!Br!li;. 

Örn eğin ebob(2, 3) = ebobc25,27) ~-= ebob(2, 5) = ebob(9; 16) = ebob(27, 5) = i olur. 

Tamm: İk! sayının ·, ve - ·ı dışında hiç bir c;rtak çarpar. ı yoksa yani ebob(a, b) 
= 1 ise, a ve b sayılarına aralannda asald ır denir. 

)~J sayı asalsa bu sayılar aralarında asaidır. Fakat iki say ı asal olmadan da ar&· 
iannda asal olabilir. Örneğin, ebob(7. 13} = 1 ve ebob(8, Sl)"' ·j olcuı, ı an açıkr.ır. 

p asal bir sayr olsuıı . Ebob(a, p) = ·ı olması içı ;ı gereK.ii ve yeterli koşulur. p sayi­
sını n a say:sı nırı bir :;:arpan ı oimamasıdtr. Örneğin ebob (2, 9) = ": olur .. p asal sayts ı rnn 
1 ve p gibi pozitH çarpanl arı olduğundan ya ebob(a, p) = 1 ya da ebob(a, P) =o oiur. 
Burada:ı ebob (a, p) = p ise p1a olu r sonucı.: söylenebilir. 

Teoreırı : a ve b, ikisi birden sıf ır olmayan, rki tamsayı olsun, a ve b sayıl arının 

aralarında asal olması için gerekli ve yeterli koşu lun 1 = ax + by olacak biçimde x ve 
y tarnsayı lannır. o lmasıdı r. 

ispat: a. ve b tamsavııan aralarında asaı olsun. Bu haide ebob(a, b) '°" i olur. 
bt.ı halde bir 6nce~i yazdıgırnız teoreme göre ebcb(a, b} = 1 = aıc + by oiacak biçımce 
x ve y tarnsayıları vard ı r. 

Tersine, seçilecek baz ı .x ve y-sayıları için 1 = ax + by olsun. Aynca ebob(a, b) 
=dolarak v9ri lsin. dla ve dlb oldukları için dl(ax + by) ya da dji olrrıatıd 1r. d pozitif 
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bir tamsay ı oldugun:dan ve son ya.1.ııan di 1 ifadesi(ıderı d = i olması zoruniu iuğu var­
d ır Su da 1 = ebnb(a, o) dernekti". Yani a ve b sayılan aralarında asaidır. 

1. Smıu.ç: Eğer ebob(a, tı) = d ise ebob(a!d, b/d) ,= ! oiur. 

fs,.~at " .. "8'/!~J a il<'[\ "' '' 'y : 'ı:.nni" r•3rr.:=ı,ni~r · n',-,!"lli ici·1 -/d va 'cıld $8\/i\-r· ~,j·ar . f:-- ,,.,_~ ·,;., ·•- ........ ....... et l ., ı t I"f.ıt'-''· .c;\ ı JIU-1~._... _ 1JI et .._,,,~.- ,c/ dı:.._,·l'G 

tamsay ıd:r. Diğer yarıdan, abotı(a, b) = d olduğurdan, d = ax + by olacak tı;ç!mde x 
ve y rarnsayılan vard ı r. Her iki yan d sayısıyla bölünürse 1 = (a:/d)x + (b/d)y eıdB ed!iir, 
a/d ve b/d birei" tamsay ı c!duklarmdarı, ::1/d ve b/d sayılzrı ara larında asakm. Yani 
eboo(a/d, b/d) = ·ı olur. 

Bu sonuca örnekler de veri lebıl!r. Ö:Tıeğ!n, ebob(12, :30) = 6 olduğu ndan ebob 
(12/6, 30/6) = ebob{:?, 3) = i oıu~. 

ajc ve blc clrT.c-:ı.sı ab)c oimasrnı gerektirmez Çünk() 6124 ve 8124 oldugu ha!de 
6 . 8 = 48 sa:ıı-:s r;1 1n ;~il sayısın ı bölnıosi ç;0rei<:rnez. Çünkü 6 ve 8 say•rarı aralannca 
asai değildir. 

t~:-pat: ajc ve ~ic verHdiğint.:!9 r\ {: :== a~ ::::: bs cd~(;B~\ ~r::.:ı{Ude r VA s eııan tarn~:ıay ı lan 

v;:;rd•r \lig" e·r 'V8'1ı"'~n ebC/'ı(;:ı t:\ ., ·', ı·,!d "°"' 'f"Yl>111 1 _.., c;v -- \';\i :-ı!coc;::.11< co0ki!,-~'" V v,:o ;ı .,,.il'-,_.;. .'. - . ' - ~-- - . ~ v., .~~, . , .. ·· -·:::.:.ı~ " . _. ...... _, , __ ,,..., ' ·- i ' -.._, .. , ... ":':"' ..... . ........ , -~ ·...,,. J 1 \.-"- • • 

say ı i2n v?.ıô ı ... Son eşitliği :-, rı"' :· !f'. ı y2•ıı c sayıs: :if) ç:s.rp ı L :şa, 

c"' c . i ""c(ax + by); acx + bey 

yazıiır. Sağ tarafa uygun dönüş~'im yapıl ı rsa 

c = a(bs)x + b(a')y = ab(sx + ry) 

oiur. Bu da ab!c olması de ıııektir, 

Euol:des'irı \/il kita bındsı;.:_; 24. ön;:y r:ıe, savııar icır3rrw·:cı2 örKF·r:ikiir. Buna F:uc­
lides ya.rciııııc ı t9G"'en1! ~srrH;ı; v0~rı;r;ş;EHcfr B'...ı· Cvıerrne r·1ode·T1 c~iBE, '.3Ö)'i€CHr. 

verildlği için ·i ~:::. ;~x + by ot~:.:1ca\·.: bi~~nınc: x v<; y ·;-8nisı:1\n ; 25·: vardiı .. l-~e ~- J<'ı y~.:H"·i c: ssyıs; 
ile çarpılırsa c- = l , c~ (a_>~ -:- by}c :::: ;:JC)( 1 b~;v V-3-Z lfli' 2-!~;c '/8 3.j 1Jc oidu7\~CHıncıs.n 

al(ôC){ + bs)') = acx + bey oıur. eju tJt.~ a ı c oidu~~ur;u verıı . 

a. ve b sayıian a.:aiarırôa asal deği:se Ewc!ides'in bu yardımcı teo(enıirı!n dogru 
olması gere1<:rrıez. Çt1nk0 12!9 .. 8 o1d.:j}ı h2ids 12 savısi 9 \fA- 8 say·!annı bölemez. 



297 

Brrder; bilyük ;-ıer tamsay;n ın tE>..k bir biç: ir'ıde as;.1 i çarpanl2Pr: ça'pırıı ı biçi rrıinde 

vaz ıl rnasma Cch;rirı 18rne! ıeorerni oenir. 8:ı i:e(ırem E.wlidss'in !X. r:itabı ~"cda 14. orıer­

me ::.ı la,rak va-dii, G::füss bu teoreiTıi 18S' y,' ınca C•isquisfliores .!\ntiı rnetk.-:ae isnıii 

kltab!nda tarrı oiB.rak ifat~e etmiş ve ispat:an'ı ştır. Baz· yazadar bv tsore"1 iç:•ı G:ucfides'i~ı 
ispat'.rn yeterli bL:\·11az!ar. Çünl<.Cı öiıden oüyük rk :5ayırnr, asa\ r,:a 1' ı:..'la nların;ı ç:eııpırnı 

tıiçiminöe gôsterii(nesin ir. iikei geoı ı1etr[ ile çiziiP,mey8ceğini iler· ~~(irı:ı!iş !erdir. Bı:· sa· 
y~ ya asaldır /3 dsğilci~. J..\saı değt~se ast~.! ç2r-r.K·1ntaPn ~(8;·pır-1: b1çırr~ inrJ~ yazıish~lır 
Oysa aynı say ı başl~a tü rlü cıe çarpanl2ia ayrı •ab!!ir. Örqeğin , 3 say;sı 36 ss.y:.s ı nı bö 

ler. 36 "' 6 . G "" 9 . 4 = 12 . 3 "" 18 . 2 i ıı;ıinç bir çarp&.cılarô ayffrna,dı r. Fakat bir sayorın 
asai çar·r;anıarr t}U sayr."·ı!n te P·H~i faşl e:. rıJ1 1. 

tspat: t:'.§er oja ise sorun yoktur. Öyieyse o :>afı "; ı rwı a sayısını bö,nsdiğir~ i ka.bul 
edelim. p pozi tif bir çarran oıduğu içln o sayıs•nın ';cır;.!ar: ;,:;:r: ya• ya da p sayıs ı nın 

~.encıisidlr. O :·la.ide ebob(ct~ p) ~ ·: elur. EJGi1Ges''.r ya~·-,dırrcı tecren1irıe gö:·e ::.'lö y2zlhr 

·rı::ı:ırenr r asal bir say ı vs 0 ia.<:\~ ... E\
1 

oi;:C:.1n. :.>., hado ~ :::: k:::: ;ı o;r~ı ak üzere 
0221 k di':tmg2!an için pj::ı\\ olJr. 

ispm yul\andaki r.e,Hei"nü göre tC:mev;;ı.ı ırr~ :a yepdı:. 

Asai oimayan bileşik [;;r s:3y ı lıe~ z2r:ıan asal oır so.yı ile ~ö;ünebilir Bu önerrne 

EucHC:es'in VI L kitabında 3 i. ö:ıerrne oiarak ıı eıilıniştir.. cucıides bt.i isp2.iı şöyle vapa.r. 
n asa! olmaya.n bı leşik h!r say ı ots;,..r;_ el, di :~ v2 ·ı < d < r. koşuiiarı rı, 62.ğ!arw':. d tamsa­
y ılarmın içindeki an küçük sayıp olsun. :3u halde p <:<.ss .. bir say ı olff::aM •r. Tersi hnide 
i <o< p elan q git); blr çarpanı oi:Jr. Oysa q!p ve pi ;, oıımıs ı ndan q! r; yc.r2::'. : ı'. B\.! tja 
p say?sını n en kLjçük :;arpan o1mBs'. k.,abuE!yte bir çeHşk:ctır. ç;Grfr~G p sc.y:s: en k~Jçülç 

E:~uruy ~j -;~ü ... i~~~- v 2.~) - .. c.:1 ~;~;l2 r"~ ~1b·1 in ts::;rqe: :~-:.J; e:·r:i .- ~ ; .s.p;-tfaya.~:ar:. ciur :rnE: gR1dd~. 

Birden L1üyük . ..ın ,arT.:~yı r,:;::ı:~}.i t?::ı~-!.:<~r · ],1 __ ... J. yDfr,·_: b1; bi~ . .i:-'ldfı c.-1y~·ı; ır, t):·q~~ğ~:-1 1;2· scı yı::~r 

~~.3 - ~~· Vı?- e n~.:-:.~~ .. öiçicı : p.:_~ ,9 ; ~:,ç: i t;o · p:-:~t;?r;.:1 s~ :,·:·ıH :· . ~u ::-1; nardo,··~~t a.y11rn2 ~arJ'\i; de·­
ği~ c.Y;i _ ._-.>::;_q:t:1 n!~3~·a a.:/ ıf ~n -~ . ..-_:-:: ~~::, ;:-! Ç(":l M::.: --~ -·-, \:;5 ~ n / r-t ;,;-;r~ 1 ; ;:: ya jS. '~.rrr:~:::. r n: rı ı~:fif:: ıY1 l y·n!\tU r. 

l"~:\H);rt-vıı~~ Bi rd,~::rı bCry\11\ ~J i8rı ~:e: n tar--ısa~:i~s : :.-:1s8J ~;a:pa;-:.j~r ·-r~ r ter< otr bıçlrncJ9 
çarpd~·-ı.~1.Sn i;-ı e~;rnr. 
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İspat: n sayısı ya asal ya da asal olmayan bileşik bir sayıdır. Eğer n sayısı asalsa 
yapılacak bir şey yoktur. Bu nedenle n sayısının bileşik olduğunu kabul edelim. Bu 
halde yukarıda gösterildiği gibi n sayısının asal bir çarpanı vardır. Buna göre p asal 
bir sayı ve 1 < n1 < n olmak üzeren= p1n1 olarak yazılabilir. Eğer n1 asal bir sayı ise 
teoremimizin ispatı tamam ve istenilen koşuldadır. Eğer n1 asal bir sayı değilse ikinci 
bir p2 asal sayısı için benzer düşünceyle n1 = p2n2 yazılır. Yani, 

olur. Eğer n2 sayısı asalsa yapılacak işlem tamamlanmıştır. Eğer n2 sayısı asal değilse 
p3 asal sayısı için n2 = p3n3 yazılır. Buradan 

olur. Bu biçimde devam edilirse azalan 

n > n1 > n2 > ... > 1 

sonlu dizisi yazılır. Sonlu nk. basamaktaki sayı örneğin pk asal bir sayı olur. Bu da n 
sayısının asal çarpanları cinsinden n = p1p2 ... pk biçiminde yazılması demektir. Böylece, 
n > 1 tamsayısı asal sayılar cinsinden çarpanlara ayrılmış olunur. 

Şimdi problemin ikinci kısmına geçelim. Yani, bu asal çarpanların tek olduğunu 
gösterelim. Bu kısım biraz daha zordur. 

n tamsayısının r:::; s için 

biçiminde iki asal sayıların çarpımı olarak yazılsın. Buradaki pi ve qj sayılarının tümü 
asal olsun ve bunlar 

biçimlerinde artan birer dizi olarak yazılsınlar. Önce p1 lq 1q2 . . . olduğundan bazı 
k damgası için p1 lqk olur. qk sayısı asal olduğundan bunun 1 ve kendisi gibi iki çarpanı 

vardır. p1 sayısı i sayısından büyük olduğu için p1 = qk olduğu sonucuna varılır. Oysa 
bu halde p1 2 q1 olmalıdır. Benzer düşünceyle devam edilirse q1 2 p1 olur. Buradan 
p1 = q1 yazılır. Bu şekilde eşitliğin iki tarafından p1 ve q1 sayıları arasında sadeleştirme 

yapılırsa 
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~·az ı t ı r Yukarıdal'i i ş l o:rrııerı benzer olara,k !ei,r:rar 9aerse"' p
2 

= q:: eıdt; edi!:« p
2 

ve q __ 
:"ay ı ları ı c; irı fıe i· iki ysnda sadeş>i rme :vapı tır s1::1 

.sorwcu oulıAnur. 8:.: b'ç!moe saceleştmne1ere devam e-di:ir. Eğe , <s ise b;; sadelf'şt : ı 

-nelerden sarım 

ı/2/.ı ' ' . 9ı: d a asal çarpc: ı) lanr tek oicuğur• · ':)Oste~'r. Öyleyse. bırderı buv;11-; bir n .sa 
ı/:s ı '.:ıi· ts·k biçimde :.:ı.s8i çarpa'.ı i ;:;,n rıırı c;aru rı ıı bıç: rni:ıde yaz~i 11 . 

;ı ='' ·; .:ııçir üı ıde'"i bir tar;ısrwın n çar.::-::ıi' i are. ?yr·:nas •rıcla b::<zı asal sayrnr cG:rpan 
c!.:ııal; ~e'<rc.: etfa~il ı Örrısgirı , 350 = :::. ~ 2 . 3 . ~'· 5 = 23. 32 tı otab:;i;. 8 u r·eden:a 
:ı ..... · t~~f'"l<;G~ ı s · ~::-ıı ; ! ~ : ~ı :--. ı ...,..c.:: 

elan~. ' vazıi ıı . 3:.:ı-;:ıcıa K Cıs l e~i birc:ı r r:ınz ı tit tam.sa,\ı ı ve o. a~~ai ~cW ıl aı ı ela 
t 1 l 

biçı rninde alın 11. Bu ya;qm ~eklı rıa göre 

olı:vak yazii ıf"\ar. 

)!ır.'·_ ı.2. '><. v ı :,,ın. n irı:::sv ,:.~~i ·.) :o . 1~~rı.: o;ı,1a ,,.. ;::ıdeı"-ı \ıs gü1uıtıü 7 ;ıö3ter im!e11y 1e 

4, / _ .-fıi -:-_; ,,; 1~ ı i ~~f .z 

lspa~: Teor9rııi,ı r ı Dkrnt}nürı t<:,rsiııe ,;'2_ .say.sının -asyorıe l olıJtı g1Jnv. habul edel ı n ı , 

d •1'3 b ~;ay ıları araıam1:.Ja &sal cırnak ü?e ı e. yanı ebc.ıt(a , bJ = ı ıç i r, v2 = aib o ıa;ak 
v;:ı2•l21r: r ier ı l<: ~ıgrı ı ı i !can~s- Ed:nırs;::. 22 - 2D"' cl: ır ve bl a2 yaz.ı r F:ger b ;> ı ise, ı:ebi ı-i n 
ıe r.1€1 teo·em•ne g~ra plo o·~cak b:ç:rnd t: lıtı p asal sayt:; ı va rdır oltı ve b ja2 oldugl! 
ı·~ın p f&;; o ıur. Oys:;. pla biçımındedir Bt, radarı Pl.mb{<:>. b i :;:: p gelir. Bu da b = ı olrnad•l\.­
ca ~abu lle bir çef ışkidit E.(ıer b = 1 is€ a~ - ~ öl!.i. Bu da olanal<s ;zdıı. Çünku. r ç 
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bir tamsayırıın karesi 2 olamaz. Bu çelişki ,f2 sayı s ı rı:n rasyonel olarak al ınmasından 

ileri gelmiştir. Bu çe lişki /2 say ı sını n i rrasyonel oluşuyla kalkar. Yani, Y2 say ı sı i rras­
yonel bir saytciır. 

Asal bir sayıdan daha büyük bir asal sayı var mıd:r? Bı..; soru Pisa,gorcuları ve 

Euciides' i de ilgi lendi rmiştir. Sezgisel olarak yanıt evettir. Yani, asal bir sayıdan büyük 
oları her zaman bi" asal say ı vardır. Bu teorern Euclides'in IX. kitabında 20. önerme 

olarak ifade edilmiş ve Euc!ides tarafından çok zekice bir yöntemle çözülmüştür. Şim­
di bu teoremi biz bugünkü modern dille yeniden ispatlayalım. 

Teı:m:ım: Asal say ıların sayısı sonsuzdur. 

İspat : Asal sayı:ar artan sırayla 2, 3, 5, 7, 1 ·;, ... biçimindedir. Hükmün tersine 

asal say:ların sayısı sonlu olsun. Yani p son asal say; olsun. Buna göre, N = (2.3.5.7.·! i ... 
p)+ i sayısını gözönüne alaiım. Buna göre f\l sayısı N > i olduğu için cebirin temel 
teoremine göre l\J say ı s ı q gibi asal bir sayı tarafından bölünebilir. Oysa N say ısının 

seçiminden dolay ı bu sayı asal olan 2, 3, 5, 7, .. ., p sayıiarı tarai ından bölünemez. 

Eğer q asal sayısı bu 2, 3 , 5, 7, 1 i, ... , p asal say ılarından birisi ise q 12.3 .5. 7. 11. ,,p 

ve qln olur. Va da qJN-2.3.5.7'.11 .. . p olur. Bu da q l1 ifadesiyle eşdeğerd ir. 1 say ı sı n ı n 

pozitif çarpanı yalnız 1 olan k.endisi olduğundan ve q > 1 olması bir çelişkidir. Bunun 

sonucu olarak q, p saylsından başka bir asal say ı o!mai ı dır. Yani, asa! sayı ların say ı sı 

sonlu değ11 sonsuzdur. 

Euclides'in ispatı p sayısından büyük olan bir asal sayısının varl ı ğını gösterir. 

fakat p asal say ıs ından sonraki ilk asal sayıya nas ıl varı lacağın ı göstermez. Örneğin 
bu işfeme göre 13 say ısından sonra gelen asal sayı sanki 

r--ı = (2.3.5.7. 11.13) + i = 30 .031 ~ (59) (509) 

iş l emi ne göre 59 sayısıymiŞ gibi görülüyor. Oysa 59 asa! say ısmdan önce, -ı?, 19, 
23, 29, s·ı, 37, 41 , 43, 47, 53 ve 57 asal sayıları vardı r. Öyleyse Euclides'in l\l o!arak 
tanımlad ığı fcrmCıl, asal sayılan belirleyemez. Zaten bugüne kadar asal say ıları veren 

genel brr formül bulunamamıştır. 

Euclides'frı 5. postülatı Euclides'i ve ondan sonra gslen geornetrici leri çok üzmüş­

tür. Şimd1 bu konuda baz ı bilgiler verelim. 

Euclic:·es geometrisinin temel aksiyofYıu birbirine esd<sger o!arak şöyledi r. Dlizlern­
deki biı LiOtJruya dışındal<1 bir nolo;tadan b!: tek paralel dogru çizilir. Aynı düzlem içinde 
birbirlerini kesmeyen doğrulara tanırn oiarak paraleldir denir. Lise y ı l larında uzun uzun 

incelenen geometri için fazl a açıkiarna yapmadan yeni geometriye gelelim. 
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Bir oi'-<cörtgent:? benzeye:ı ABYX şr>kiin i gozonıJne a!alı ·1 ' Yaı,;, /\e, d<°Jğ rı.ı parçasıilır< 

ayn ı taı·arındcı. olmak Czere AX . .L AB, BY l.. tıB ve AX = 8\ dDğru pan,:aıc.n rıı aı aııw. 

Şimdı , paralellik oostülat ı r.ı i<utlannıaaan .A.X ive E: \'X açılsı"n;;ı e§it o lJukia•• lspai­
larıabilir AY ve BX l<öşegenıı:ır i ç'zı lırse 'x.tı,Y ve 'ı'6X ügq~qıerir.ln G;s'Uig'noe~ .. A'X'ı 
ve BYX açdarı:ı:h eşit oldukları hernen ~:ı ~{a:. Fakat. paraielli~ pcsıülatıJT kuHı:rnı:.ı.daı 
AXY ve BYX aQıl aıırwı dik açıis.r o ldukia r ını ıspcı'. I Rna!<.: o!;::maks ızd ı r. Anıa pa · çı\~; l if\ 

postü latını l<abui edersek bu açıların dik uid;.ıkları ·spatlaraoiıır. 

x y 

? ?l 
1 

, 1 
~;:.-

1 

h J 
f\ 8 

Öyleyse, AXY ve BYX açııa~ ı n ·'1 di l~ olmas ı , paraleilik posl~iaıınc-;, eşaege~dl'. Bu­
gün bu hipotew d il~ açı hıpotezi adı ver!Hr. ~ugü n pratikte ve birçok uygulamada 
ku llandığımız düzenli Euclıdes geonıetris i , bu 'j!K acı tı i potezinden ı,; ı l~rnıştır F;·1~at. 

bu dik açı h ı potezi iki ~eyi daha hatıe" veırne~edır. Burolar d~ geniş 1;e car :ıç hipo7e7-
leridir. Yani, AXY ve BYX açı\arından her b\ri dil\ açıdan bCiyiıK ola'oilir Buna genış aç• 
h\potezi diyeceğiı.. AXY ve t.WX aç ı larından her biri da~ açı o!abi :i r. Bu haide owıcı 
da dar açı hipotezi demek doğa! olmı.;stu r 

Bir açı, ya bir dil< açıya, ya h\r dık açıdan büyc.l~ ya da küçük c ima'< :<:oşull art11clan 

ancal< birini ~rerine geti rebi leceğinden, dil\ açı . 9ı:ın'.ş açı veya dar acı ı1:potHzleri yi bı 

üç rıipotezden biritıin kabulünün olanagı va•dıı-

Her günkü yaşamımtzdan edindiğim i z deneyimler Dizi ilk lıi poteı:i kabL:i etrncye 
yöneltir. Diğer il~i hipotezin de ilk bc.ıKışta alı nrm.ırııası pel\1e an lamsız deği!di ı . Fak2.:. 
ne dar açı ve ııe de geniş aç ı ': iporezı b.ze Euc:ide$'in ;:>aralellik. postii la1ını isoa ı et­
mek olanagını verir. Yani, i ıer :Kisi de paralelfü; po;.tulatını ispatlamaz. Çünl<ü, paraieıiii< 
postü latı i le dik açı hipotezi birbiri ne eşdeğerdi r . Yani, bu:ı l ar öirbirle· i için geıek« ve 
yetertl koşuUardu. Diğer bı r dey!rrı le, parale llik pcıstiHarı ·ıe dik açı t;ıpoıezı b'roırlşıir·ı 

gerektı rir. Böy·lece dar ve geniş aç ı hipmszleny ıe ven: georrıerrii~, r ~<urula.b i ;ır. 0ıJ şe­

kilde fturulacak olan geometrilerde doğruların pa: alelliği anlarrı ı Euclides'in kabul ett ıg i 

anl arrıda bir para!eliik o lmayacai~tır. Aslında bu dar ve geni$ aç ı hipotezle!! o kacla~ 
da rnanuksı z.lı!< dagildir. Yaııi . gemş ./e dar eç. hıpo1ezle7ı dc:hcı alda v :ı lJ.: . nd ! $ ı ~n 

di bunları gerelim 

Yerküremrzın dagtarı tepeleri , vadileri ve çu1'iu:ları oırnayar tan oır küre o'ıiu(lurn.: 
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düşünelim. Bu küre, kafamızda düşündüğümüz ideal dünyamız olsun. Bu kürenin 
merkezinden geçen her düzlemle bu yüzeyi en çemberle keselim. Dünya üze­
rindeki A noktasından kalkıp B noktasına gitmek ve en kısa yolu izlemek isteyelim. 
Bu da, A ve B noktalarından geçen en büyük çemberin yayı üzerindeki gemilerin gi­
dip gelme yolu probleminden başka bir şey değildir. Bu çember de, B noktaları ve 
kürenin merkezinden geçen düzlemin küre ile olan kesişi midir. A ve B noktalarını bir­
leştiren yayların en kısası üzerinde hareket etmelidir. Eğer A ve B noktaları çapın kar­
şılıklı ucundaysa, yaylardan herhangi birini izleyebiliriz. Bu en uzun ve en kısa sözcük­
ler topluluğuna ekstremum denir. 

Bu örnek bizi bir yüzeyin jeodeziklerinin tanımına götürür. 1-<:üre üzerinde iki nok­
tayı birleştiren en kısa uzaklık, bu noktalardan, geçen en büyük çemberin bir yayının 
uzunluğudur. En uzun uzaklık da, aynı çemberin diğer yayıdır. Sözü geçen iki nokta 
çapın iki ucunda bulunuyorsa, en kısa uzaklık en uzun uzaklığa eşittir. Bir düzlemdeki 
iki nokta arasındaki uzaklık, bu iki noktayı birleştiren doğru parçasıdır. Bu tanımı küre 
için uygularsak, düzlemdeki doğruya küredeki bu büyük çember karşılık gelir. Herhangi 
bir yüzey üzerindeki herhangi iki noktayı birleştiren ekstremumlara bu yüzeyin jeode­
zikleri adını vereceğiz. Buna göre, düzlemdeki jeodezikler Euclides'in doğrularıdır. 

Bir küre üzerindeki jeodezikler ise, bu büyük çemberlerdir. Bir jeodeziği elle tutulur 
bir biçimde görmek için, bir yüzeyin iki noktası arasında iyice gerilmiş bir ipi gözönüne 
alabiliriz 

Deniz üzerindeki küçük uzaklıklar bile Euclides düzlemi gibi düz bir yüzey olarak 
düşünülemez. Bu ancak bir küre kabuğudur. Yani, gemilerin gidip gelme yolculukları 
geometrisi hiçte Euclides geometrisi değildir. Diğer bir deyimle, Euclides geometrisi, 
insanlara yarayan biricik geometri değildir. Euclides düzleminde paralel olmayan iki 
doğru yani, iki jeodezik bir tek noktada kesiştikleri halde, küre üzerindeki herhangi 
iki jeodezik her zaman iki noktada kesişirler. Bu iki geometrideki ilk farktır. İkinci fark 
da şudur. Euclides'in geometrisinin postülatlarından birinde kabul edildiği gibi, iki jeo­
dezik tarafından sınırlanan bir alan olmadığı halde, küre üzerindeki iki jeodezik tara­
fından sınırlanan alan her zaman vardır. 
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Şimdi , ekvator jeodezrği ile kuzey kutoundan geçen ve ekvatora dik o!an iki 1eo­

dez.iği düşünelim . Böylece, kuz.ay yarım küresinde iki kenarı birbirine eşit olan eğrisel 
bir üçgen elde eoerız Bu eğrisei üçgenin iki kenannı kesen AX ve BY kenarları eşil 

olan XY jeodeziğini çizelim. Böylece, küre ı..izerinde AXYB gibi döıi l<enarlı bir şal<ii 
elde ederiz. Bu şeklin taban açılan birbirine eşit birer dil~ açıdır. Fakat. AXY ve XYB 
açılarm ın her biri dil{ açıdan daha büyüktür. Yanf, bu açılann her biri birer gen\ş açıdı r . 

Öyleyse, gemilerin gidip geldikleri yollar için ne Euctides'in paralel lik postülatı ve ne 
de dilt açı hipotelındeki eşdeğeri doğrudur. Bu halde her il<isi de yanlıştı r. Gerçekte 
doğru olan geniş açı hipotezindeki geometridir. Bugün, hari tacı tık . askeri ölçmeler, 
meteorofoji 1 uçah laı·, gemiler ve uzaydaki uydular hep bu geniş aç ı hipotezine göre 
yürütülmektedir 

Şimdı, dar açı hipotezınin de akla yatkın olduğunu gösterelim. Bunur. için , küre 
yüzeyinden daha az tanınmış bir yüzeyl gözönüne alacagız. Bu yüzey, sonsuza kadar 
uzatı lmış geniş agız kisrmlan birbirine yapı ştırılmış iki borazanın yüzeyine benzer. Bu 
yuzeyi datıa ıyı anlayabilmek için düzlemdeki tfaktris denilen eğriyi düşüneiim. 9u egrı 

analitik olarak, 

denklemi ile bellidir. Çizimi de fiziksel o larak şöyle yap ı t ır. 

)( 
Oı o· x 

1 

1 
ı Y' 
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ve iki dik koordinat sistemini sabit olan bir 
ip alalını. P noktasında bu r bir 
nu OX ekseni çekersek, 
bir parçasıdır. Eğer O noktasını önceki 

eksenine göre simetrik eğri ekseni etrafında döndürülürse, 
ince kısımları sonsuza uzanan iki borazallin taban tabana yapışmış şeklinin yüzeyini 
elde ederiz. Bu yüzeye, sanki küre yüzeyi adını verelim. Şeklimiz de sanki küre olsun. 

Biraz önce yapıldığı gibi, bu yüzey üzerinde jeodezikleri kullanarak iki kenarı bir­
birine eşit ve iki açısı dik olan döıi kenarlı bir şekii çizersek, dar açı hipotezinin gerçek­
lendiğini görürüz. Yani, birer jeodezik veya ekstremum alınmak üzere, 
dik açı, geniş açı ve dar açı hipotezleri sı Euclides düzleminde, küresel yüzey 
üzerinde, sanki küresel üzerinde doğrudur. Euclides geometrisi, küresel geo-
metrinin limit veya yarıçapı sonsuza uzanan bozulmuş bir kfıre hali gibi 
lebilir. Bu limit durum, Lobatchewsky geometrisinin geniş ile çakışan geo-
metrisidir. Yani, Euclides geometrisi, Lol:::ıatschewsky geometrisinin özel bir halidir. 

Euclides, İ. 350 ile 276 yıllan arasında yaşamıştır. Bu çağlarda ve ondan son-
raki yıllarda Dünya'nın düz olduğu kabul ediliyordu. Bu nedenle, Euclides Dünya'nın 
düz olduğunu kabul ederek geometrisini kurmuştur. Euclides bunu böyle yapmamışsa 
bile, ondan önce yaşayan insanlar bu kavramı kullanmışlardır. Euclides bu kuramı 
ile uğraştığı dönemde, postülatlarında kullandığı hipotezler her tıJrlü matematik varlığın 
gerçek temeli olarak, yüksek bir zeka tarafından insanlığa bildirilen hürmet edilir ve 
yok edilemez bir şekil almıştır. İşte, bu kadar aiışılmış olan Euclides geometrisinin 
bu gerçeklerini koparıp atmak için tam iki bin fazla bir zamanın geçmesi gerektL 
Bu da, Lobatchewsky tarafından gerçekleştirilmiştir. 

Einstein'ın söylediği gibi, "Lobatchewsky, Euclides'in aksiyomuna karşi meydan 
okumuştur." Hiç olmazsa iki bin kadar bir zaman sürecinde akıllı insanların çoğuna 
gerekli ve mantıklı olarak gözüken "kabul edilmiş bir gerçeğe" karşı meydan okuyanı 
herhangi bir kimse yaşamı değilse bile bilimsel ününü kaybedebilir. Bu tür çalışmalarda, 
deli damgasını yeme olasılığı da vardır. Einstein'ın kendisi bile, "iki olay aynı zamanda 
birbirlerinden farklı yerde meydana gelebilir" aksiyomuna karşı meydan okumuştur. 
Bu olayın incelenmesi, Einstein'ı dar anlamda bağlılık kuramının keşfine götürmüştür. 
Lobatchewstky, Euclides'in paı·alellik postülatına veya buna eşdeğer olan dik açı hi­
potezinin düzenli her geometri için gerekli bir hipotez olmasına meydan 
Bundan başka. dar açı hipotezine yeni bir geometri sistemi kurmuştur. Bu 
geometride, sabit bir noktadan üzere ve verilen bir bir tek paralel 

en az iki paralel doğru çizilir. paralellerinden biri, bu iki 
paralel olduğu doğruyla hiç bir zaman kesişmez. Bu özellik, sabit noktadan 

ve iki paralel doğru ile meydana gelen açı içinden geçen her doğru için doğrudur. Ga­
rip gibi görünen bu sonsuz sayıdaki paralellerin bu durumu, sanki küre yüzeyi ü:?erinde 
bulunan jeodezik çizgilerin gerçeklendikleri özelliklerden oluşmaktadır. 
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Günlük yaşantımızda karşılaştığımız ışlerde (örneglrı uzunlukların ölçümü v.s.) . 
Euclides geometrısiyle LobatchewsK.y geornetrisr arasındakı tarklar gözönüne alınmaya­

cak kadar küçüktür. Fakat. önemli nokta bu değlldir. Her iki geometri kendi öz varlıklarını 
koruyabilmektedir. Her birinin insanların yaşaması bakımından önemi vardır. Ası l önem­
li olan, Euclides geometrisinin mutlak bir "gerçek' olduğu inanışını Lobatchevysky'nin 
yıkmış olmasıdır. Yani, Loba!chewsky'nin kurdugu yenı geometrinin kendisinden sonra 
gelenlerin Kurdukları geometrilere öncülük etmış olmasıd ır Örne{Jın . bu yeni geomeırt, 
Riemann'ın genel baglıtık geometrisi bunlaraan biridir. Euclıdes'ın geometrisı bazı 

hallerde kullarıışa yeten bir geometrı oldugu halete, diğer bazı hallerde bu geometrı 
uygun gelmez. Bu halde Euciidesçi olmayan bir geometı-i kullanmak gerekir. 

Bundan 2.200 yıl önce, Euclides'in yarattığı geometn sisteminin mutlak bir gerçek 
olduğu ve doğru bir düşünüş şekli olduğu sanıimışt ı . Lobatchewsky'niıı yarattığı eser, 
bu inanışı n yanlışlığ ı nın gözle görülür ve elle tutulur bir ispatı olmuştur. Atı lganlığ ıyla 
gösterdiği cüret ve elde ettigi parlak bi lgiler, bilginleri ve özellikie matematikçileri za­
manında kabul edilmiş diğer aksiyomlara veya gerçeklere meydan okumatarı ıçin yön­
lendi rmiştir. Şüphesiz, Lobatchevsk~/ bununla da yetinmemıştir. Ona gelinceye kadaı 

Euclides'in postulatlarının yeteceği bir yasa gibi kabul edilmıstı. 

Lobatchewsky'nin EucHdes aksiyomlarrna karşı kullandığı sald ı rı yöntemlerıyle 

11urmuş oldugu darbs daha tüm varlığ ı yla kendisini gösterememıştir. Bu aKsıyoıTJlara 
daha ımvvetıi darbeler vuraca\< geometrıcıler çıkacakhr Tüm bun\arn karşın , yıne de 
Lobatchewsl<y'ye ·•Geometrinin Kopernil~T' dernekle 'ılçte fazladan bir şey söylemiş 

olmayız Çünkü o, geometnye gol< yeni bı r dtlşünüş getirmiş ve getırdiği her şey a1~ra 

yatkın ç ı km ı şt ı r. Ad ım larını oldukça da sağlam attığ• için karşı bir düşünüşle karşı laş­

mam ıştı r. Zaten böyle bir zay ıf tarafı olsaydi bugüne kadar yaşayamaz ve yıkıl ırd ı . 

Bu da onun, sağlam biı· geometri kafasının olduğunu gösterir. 

Euchdes Elements isimli kıtaplanndan başka kitaplar da yazmıştır. Bunların ba­
şında Dara isimli kitabı çıelir. Data, Elements ile aynı paıalelde ve bu kitapların deva­
mı bicirni ndedlr Şekil bakımından çözümler bıraz farklı lıK gösteril 
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Euclides'in saf geometri üzerine yazdığı kitabının yalnız Arapça çevirileri vardır. 
Bu kitabın konusu bölümler üzerinedir. Diğer iki kitabının da Arapça çevirisi zamanımıza 

kadar gelmiştir. Bu iki kitabın ilk çevirisi Bağdatlı Muhammet (ölümü ii41) tarafından 
yapılmıştır. Bu kitapların elde bulunan Latince çevirisi de 1570 yılında Commandininus 
ve John Dee tarafından yapı l mıştır. 

Pisafı Leonardo, Practica Geometriae isimli kitabında Euclides'in bazı kitaplarının 
Arapçalarından yararlanmış ve kendi yaptıklarını da bu kitaba koymuştur. 

Euclides'in l~itapfarında geçen bazı problemleri de yazabi liriz. 

a, b ve c tamsayıları verilsin. Bu halde, 

a. alb ise ajbc, 

b. alb ve ajc ise a21bc, 

c, alb ~ acibe (c "/.o) 

ç. a!{a + b) ise a!b, 
d. alb ve cld ise ac/bd, 

e. a!b se (-a)lb, al(-b) ve (-a)l(-b) olur. 

n pozitif bir sayı olsun. Bu halde iki tane tek sayının n tane farklı toplamı biçiminde 
yazılabilen bir a çift sayısının olduğu gösterilebili r. 66, 96 ve i 08 tamsayılarının sıra­
sıyla 6, 7 ve 8 değişik biçimde iki tek sayının toplamı olarak yazılabilirler, n3 - 1 bi­
çiminde tek asal sayı yedidir. n3' - 1 = (n - 1 )(n2 + n + 1) yazılışını düşünün. Art arda 
gelen dört tek tamsayı içinde üçü asal olan ve beş teK tamsayı içinde dördü asal otan 
iki küme örneği bulunuz. Altının pozitif katları oran her bir sayı iki asal sayının farkı 
biçiminde yazılabilir önermesinin yanıtı halen bilinmiyor ama siz bunu 90 sayısı için 
deneyiniz. 

Asal sayıları 2, 3, 5, 7, 11 , ... doğal s ı ralaması ile alalım. 2 sayısını hariç tutarak 
3 = i + 2, 5 = 2 + 3, 7 = 1 - 2 + 3 + 5, 13 = 1 + 2 - 3 - 5 + 7 + 11 = -1 + 2 + 3 + 5 -
7 + 11 yazımlarında olduğu gibi, her asal sayı kendisinden küçük olan asal sayı ların 

(1 dahil) toplama ve çıkarma biçiminde yazı labileceği tahmin ediliyor. 19, 29, 37 ve 
43 asal sayıların bu biçimlerde yazılabileceklerini gösteriniz . 

Herhangi bir tamsayının karesi ya 4n ya da 4n + 1 biçimindedir. Herhangi bir tek 
sayının karesi de Sn + i biçimindedir. 4k + ! ya da 4k + 3 tek say ı biçimlerini düşünü­
nüz. 2 ya da 3 ile bölünemeyen herhangi bir tamsayının karesi i 2n + 1 biçimindedir­
Keyfi bir a tamsayısı için 2 la(a + 1} ve 3la(a + i) (a + 2) olur. a tamsayısı 3 ile bölüne­
miyorsa 3i{a2 -1) olur. Art arda gelen iki saymın kareleri farkı hiç bir zaman 2 ile bö­
lünemez. (a + 1 )2 - a2 farkınr düşününüz. a pozitif tamsayısı için ebob(a,O) = a, ebob 
(a, 1) = 1 ve ebob(a, a) = a olduklarını göstermek kolaydır. 
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Babilliler ..J2 sayısını altmış tabanına göre yaklaşık olarak 

../2. = / 1 ;252 
- 0;00,25 = 1 ;25 - 0;30 x 0;00,25x0;42,21,1 o 

= 1 ;24,51, ·ı 0,35,25 

biçiminde hesaplamışlardı 

307 

Ebob (143,277), ebob (i36,232) ve ebob (272,i479) sayı l arını Euclidean algorit­
ması ile bulunuz. Bir de l(olay yöntemi deneyiniz. Euclidean algoritmasını kullanaral< 

ve 

ebob(56. 72) -= 56x + 72y, 
ebob(24, 1381 = 24x + 138y. 

ebob (1i9, 272) = 119x + 272y 

ebob (1769.2378) = 1769x + 2378y 

olacak biçimde x ve y tamsayıların ı bulunuz_ 

Her a tamsayısı ıç in ebob(a, a + 1 ! = 1 olur. Yani art arda gelen iki tamsayı ara­
larında asatdır. p asal bir sayı ve pja" ise prııan olur. 40! sayısının tüm asal çarpanlarını 
bulunuz. 1234, 10140 ve 36000 say ı ları nı asal çarpanlarına ayınnız. 

2" + i olan asal sayı lar var mıdır? Bu asal sayı ların sayısı sonsuz mudur? Tüm 
a.sal sayılar bu biçimde midir? Aynı soruları bir kez de 

22
" +1 

sayısı için yanıtlamaya çalışınız. Bir sonuca varabildiniz mi? 2" - ı ve 22" -1 için ay­
nı soruları yanıt lamaya çalı şınız. p asal sayıs ı için 3p + 1 bir tamkare sayı ise p = 5 
tek asal say ıd ı r. Her çift sayı art arda gelen iki asal sayının farkı biçiminde yazılabileceği 

tahmin ediliyor. Yani 

4 = 11 - 7 "' ı 7 -13 = 23 -19 = 47 - 43 
=131 -127 = ... 

biçiminde yazılabilir; 6 tamsaylsnı bu biçimlerde art arda gelen iki asal sayının farl< ı 
olarak 1 O farl<lı biçimde yazınız. 701 sayısı nın asal olup olmadığını deneyerek göste­

ıiniz . Bazı p asal sayıları p ~ .fiÜ1 bıçiminded ir. p asal brr sayı ise JP sayısınııı irrasyo· 
nel olduğunu kanıtlayınız. Bu sayıyı pergel ve cetvelle çiziniz. 1009 sayısının asal 
çarpanlarını bulunuz 
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a ve b tamsayı ları verildiğinde a = qb + r olacak biçimde q ver tamsayıtarı vardır. 

Bu bölme teoremini kullanarak, 2 ve 3 asal sayıları dışındaki tüm asal sayıların 6n + 1 
ya da 6n + 5 biçimlerinde olduklarını gösteriniz. 

Şimdi, Euclides'in kitabında geçen bazı önermeleri kitap numarası önce, önerme 
numarası sonra olmak üzere yazabi liriz. 

I, 47. önerme: Bir dik üçgende dik kenarların kareleri toplamı hipotenüsün kare­
sine eşittir. 

il. 1. önerme: Bir dikdörtgenin bir kenarı w=a+b+c şeklinde üç parçaya bölün­
müşse, diğer kenarı da d ise, dw = d(a + b + c) =da+ db +de olur. 

il. 4. öne.rme: Bir dikdörtgenin iki kenarının toplamının karesi, bu kenarların 
karelerinin toplamı He iki kenarın çarpımının iki katına eşit olur. Yani, {x + y)2 = x2 + 
2xy + y2 olur. 

x y 
;-~~-~~~~-,~ 

y~ xy 1 y2 1 y 

L i------1-----~ J 

J 
1 

x2 xy x 

l b.-.---~ 
'----~ ------' '----r---1 

x y 

p 
A """" --- -- -·- -·-- X+y-------- --- --------;.. B -«-------------·-····--X······-······ ···--· -·-··-> 

t 
y 

r 
x xy 

~ '-. --

Q 

t ·-----------z --·-····-··-· 
y yz=y(x-y) 

i 
! 

N 
rı 

1 1 
$ 

xz=x(x- y) 

' -i- ····----------------x------------·-----·-···-
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!l. 5. önerme: x2 
- bx + c = O biçimindeki ikinci derece denkleminin kökü 

biçimindedir. 

IJ. 6. önerme: x2 + bx - C = 0 biçimindeki ikinci dereCB denkleminin köl~ü 

olur. 5 ve 6. önermelerle ilgfli şekiller aşağıda olduğu gibidir. 

b 

bl2 b 
,-----"------. 

A c D 

r 
A c B o 

1 

b/2 

1 

l 
x 

1 
b/2 

,ı 
b/2 f iM K 

l J 
1 l ' ! 

1 IH 
iM ! 1 

1 

f( 

1 
ı 
1 

E G F E G F 

il. 9. önerme; 

/x+ y\2 (x -y)2 x2 + y2 = 2 \ -2-ı + 2-2-

biçimindedir. 

il. ·11 . örıerme; AH= x ve HB = a - x olmak üzere a(a - x) = x2 ya da x2 + ax 
= a2 olan ıkinci derece denkleminin çözümü 

biçimindediı-. Bununla ilgili şekil aşağıda olduğu gibidir. 
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ı. 44. önerme: Bir üçgenin alanrna eşit alanlı bir pareıeı kenar çizilebilir. 

it. 14. önerme: Doğrusal kenarlı geometrik şekiller kareleştirilebilir. Doğrusal ke­
narlı herhangi bir geometrik şeklin alanına eşit bir kare çizilebilir. Daire doğrusal kenar­
lı geometrlk bir şekil değildir ve kareleştirllemez 

vı. 28. önerme: x(b - x} = c ya da bx - x2 = c denkleminin çözümü 

x = BS =BE - ES= %-J (~)2-c 
biçimindedir ve şekil de aşagıda olduğu gibidir. 

1 

x 
t v w 

T 

A E S B 

Bu geometrik şekil için 

x(b - x) = ( ~ f - [( ~ r-c] = c 

olduğu kolayca görülebilir. 

vr. 29. önerme: x(b + x) = c ya da b:x + x2 
=. c denkleminin çözümü 
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biçimindedir. Şekli de aşağıda olduğu gibidir. 

1 1 

1 ' 

l 1 

tx iT 
v w 1 

A E B s 

Bu geometrik şekle göre, 

r( b)2 1 /b\2 
x(b + x) =. - + cJ- ı-ı = c 

ı_ı2 ı2ı 

yazılır. 

Dikkat edilirse bu yazılımların tümü Babillilerin yazımları gibidir. Çizimden çok 
aritmetikseldir. Bu nedenle Babillilerin ikinci derece denklemlerinin çözümleri aritmetiksel, 
Yunanlılarınki geometrik çizimlidir. 

m. 16. önerme: Teğet değme noktasında yarıçapa diktir. i 8. ve 19. önermeler 
16. önermenin kısmen tersi yönündedir. Bir doğru çember üzerinde çapa dikse bu 
doğru çembere bir noktada değer, yani teğettir. 

Bir doğru çemberi kesmez, teğet olur ya da iki noktada keser. 

m. 20. önerme: Teğet kiriş açı aynı yayı gören merkez açının yarısına eşittir. 

m. 21. önerme: Çevre açı aynı yayı gören merkez açının yarısına eşittir. 

111. 22. önerme: Aynı yayı gören çevre açılar birbirlerine eşittir. 

D\~ ~\~ / \ \ .\ ı\ 
! \ ( \ \ i.~ ( \ '_ı ( \~"_/ '. \ I~\ 1 ı ,; ·! 

1 \ i \ \ /'-., 1 1 
\ / ~ -~\// \ \ /'\.I/ 

"" / \ ~ \~ı,/ \i .... '\......_ / / 

"---._______ ---------------_./ 
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ili. 36. önerme: Tegetfe kesenler aı-asında osz = DC . DA= DE . OH bağnıtıs; 
vardır ve sabit olan 082 sayısına eşittrr. 

H 

V!. 1. önerme: Aynı taban ve ayn ı yükseklikte olan üçgenlerin ya da paraiel ke­
narların alanları birbirlerine eşittir. 

VL 12. önerme: a, b ve c doğru parçaları verildiğinde a: b = c : x ise x doğru 
parçası , geometrik olarak çızil ebilir. 

VL 13. önerme: a ve b doğru parçaları arasında orta orantı lı olan x doğru parçası 
çizilebili r. Yani a : x = x : b ise x doğru parçası çizilebilir. il. 14. önerme x2 = ab ise x 
doğru parçası çizilebilir biçimindedir. 

VI. 19. önerme: Benzer üçgenlerin alanlarının birbirine oranı, benzerlik oranın ın 

karesine eşittir. Yani, benzer üçgenlerin alanlarının oranı, karşılıkl ı kenarlarının birbir­
lerine oranlarının karesine eşittir. 

VU. 31. önerme: Bileşik bir sayı bazı asal sayı ların çarpımı olarak yazılabilir. 

VIL 32. önerme: Herhangi bir sayı ya asaldır ya da bazı asal sayılann çarpımıdı r. 

Vl l. 30. önerme: Asal bir say ı iki sayının çarpımı ise. bu sayı bu çarpanlardan 
birisidir, 

IX. 14. önerme: Asal bir sayı baz ı asal sayıların çarpımı ise, başka asal sayıların 
çarpım ı oiarak yazılamaz. 

IX. 20. önerme: Asal bir sayı yalnız bir biçimde asal çarpanlara ayrılabilir. 
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Xll. ;2. önerme: İ ki dai renin a lanlarının birbirlerine oran ı, çaplarının birbirlerine 
oran ı nın karesine eşittir. 

Xil. 7. sonuç: Piramidin hacmr, aynı tabanlı ve aynı yüksek!ik!i pi rizmanın hac­
minin üçte birine eşittir. 

Xll. 10. önerme: Koninin hacmi, aynı taban ve ayn ı yükseklil<.li silindirin hacminin 
üçte birine eşittir. 

XH. 18. önerme: İ ki kürenin hacimieri oranı, çaplarının oranlarının küpüne eşittir. 

Xil. 1. önerme: Düzlemsel benzer şekillerin alanları n ı n birbirlerine oranı benzerl iğin 

karesine eşittir. Benzer katı cisim lerin hacimleri oran ı benzerlik oranının küpüne eşittir_ 

Chioslu Hippocrates (İ. Ö. 440), dairenin alanın ın çap ı nın karesi ile orantı iı oldu­
ğunu Eucl ides'ten 150yı 1 önce blliyordu. Euclides'in Xi 1. kitabı Eudoxus'un (i. ö. 408·· 
355) daha önce yaptıklarının iyi bir düzenlemesi biçimindedir. Eudoxus, dairenin alanı , 

çemberin uzuniuğu , geometrik şekillerin alanları. piramit, koni ve kürenin hacim formül­
lerini tüketme yöntemiyle bulmuştu. 

Euclides'in bu on üç kitabında geçen özellikler burada değindiğimiz önermelerden 
oluşmamıştır. Oldukça yoğun bir geometri ve cebir içeren bu kitaplardan bazı seçmeleri 
buraya aktardık. Bu kitapların tümü beş aksiyom ve beş tane de postülata dayanmıştı r. 

Şimdi bu aksiyomları ve postulatla rı bir kez daha hatırl atal ım. 

1. A: Aynı şeye eşit olan şeyler birbi rierine eşittir. 

2. A: Eşit şeylere eşit çokluklar eklenirse sonuç çokluklar eşit olur. 

3. A: Eş it şeylerden eşit çokluklar çı karıhrsa kafan çokluklar birbirine eşit olur. 

4. A: Birbirleriyle çakı şan şeyler bi rbirlerine eşittir. 

5. A: Bütün parçaları nın her birinden büyüktür. Ya da bütün parça larından oluşur. 

Bütünün parçaiarı kendisi nden küçüktür. 

1. P: Bir noktay ı diğer bir noktaya bi rleştiren bir doğru vardır. Ya da iki noktadar. 

bir doğru geçer. 

2 . P: Soniu bir doğru parçası her iki yönde sonsuz olarak uzatı lablli r. 

3. P: Çember, merkezi ve yarıçapıyla bellidir. Ya da, sabit bir noktadan eşit uzak­
lıkta bulunan noktaların geometrik yeri bir cembetdir. 
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4. P: Tüm dik açılar birbirlerine eşittir. 

5. P: İki doğru üçüncü bir doğru tarafından, kesildiğinde kesenin bir yanında 
kalan içteki açıların toplamı iki dik açıdan küçükse bu doğruların uzantısı bu tarafta 
bir noktada kesişirler. Bu postülat daha sonra buna eşdeğer olarak şöyle söylenmiştir. 

5. P: Bir doğruya dışındaki bir noktadan bu doğruya bir tek paralel doğru çizilebilir. 
Euclides gemotrisinde en çok tartışılan postülat bu olmuş ve Euclidean olmayan geo­
metrilerin doğmasına önderlik yapmıştır. 

Yunanlılar, Mısırlılardan ve Babillilerden matematik öğrendiler mi sorusu uzun 
yıllar tartışılmış ve incelenmiştir. Bu halklar tarih boyunca birbirleriyle iletişim kurmuşlar, 
ticaret yapmışlar, gidip gelmişler hatta savaşmışlar. Hatta Yunanlılar 1 O ve altmış ta­
banlı aritmetik kullanmışlar. Birbirlerinden etkilendiği düşünce olarak kabul edilebilir. 
Yapılan tüm araştırmalara karşın Yunanlıların Mısır ve Babillilerden yararlandığını 
gösteren herhangi bir belgeye rastlanılmamıştır. Bu yararlanmayı gösteren bir belge 
olmadığı için kesin bir yargıya varamıyoruz. Sadece sezgisel olarak yararlanmışlardır 
diyebiliriz. Bu da tarihi bir belge olmaz. 

Oysa eski Babillilerin on altı problemi ve çözümlerini içeren ve halen British Mü­
zesi'nde bulunan tabletindeki problemler ve çözümleri aynen Çin'e gitmiş ve Çinliler 
tarafından kendi kitaplarına geçmiştir. Babil ve Mısır matematiğinden herhangi bir 
belge i. Ö. ili. yüzyıla kadar Yunanistan'a geçmemiştir. Zaten Herodot (İ. ö. 485 - 430) 
Yunan matematiğini Thales'le (İ. ö. 625 - 547) başlatır. Bu nedenle Herodot'un da Mı­
sır ve Babil matematiğinden haberinin olmadığını söyleyebiliriz. Babil ve Mısır matema­
tiğini doğa olayları, savaşlar, depremler, salgın hastalıklar ve zaman toprak altına 
gömmüş, bu gömütler ancak 1930 yıllarından sonra yapılan kazılarla ortaya çıkarılmış, 
okunmuş ve yorulanmıştır. Bizim ancak Babil ve Mısır matematiğinden haberimiz olmuş­
tur. Bu nedenle Mısır ve Babilden Yunanistan'a matematiğin geçtiğini gösteren bir 
belge olmadığı için bu soruya kesin bir yanıt veremiyoruz. Ancak üstü kapalı ve sezgi­
sel olarak Yunanlıların Mısır ve Babillilerden yararlanmış olabileceğini söyleyebiliriz. 
Bunu gösteren bazı ip uçları vardır. Ama hiç biri belge değildir. 

Yunanlılar Mısır'dan ve Mezopotamya'dan çok şeyler öğrendiklerini söylerler. 
Pisagor, Thales ve Eudoxus gibi bazı Yunanlı matematikçilerin buralarda eğitildiğini 

gösteren ve söylenen öyküler vardır. Bazı Yunanlı matematikçilerin Mısır'da bulundukları, 
oralardaki geometriyi Yunanistan'a getirdiği söylenir. Hatta bazı Yunanlı matematikçiler 
geometrinin ilk kez Mısır'da doğduğu, taşan Nil.nehrinin arazilerin sınırlarını süpürdüğü 
için Mısırlı mühendisler sınırları belirlemek için ölçümler yaptıklarını yazarlar. Buna 
Herodot da katılır. Pisagor'un Mezopotamyayı gezdiği, İran'a hatta Hindistan'a kadar 
gittiği bile söylenir. Özet olarak geometrinin Mısır'da doğduğu ve buradan Yunanistan'a 
geçtiği yazılır. Yalnız Mısır geometrisi denemeyi kullandığı halde Yunan geometrisi 
tümdengelimli ispatlı bir geometridir. Ne Babilliler ne de Mısırlılarda ispatlı bir mate-
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rnatik göremeyiz. Onlarda denemeler çoktur. Denemeler de matemai ikte kabul edile­
meyen bir gerçektir. 

Eski Babill ilıarin ı 6 problemi ve çôzümünü içeren Brltls ıı Mü;:esı'ndeki 
bir çill i ya::ıs ı tablet ı. 

Burada şu soru da sorulabilir. Mısır'da. Mezopotamya·da ve Yunanistan'daki 
geometri nedir? Hemen şunu söyleyebilirız . Yunan geometrisi Euclides'te o lduğu gibi 
aksiyomatik düşünceye dayal ı bir sistemdir. Oysa Babi lliler ve Mısırl ılarda bu aksiyo­
matik düşünce yoktur ve denemeye dayahdıı Babillilerin ve Mıs ı rh lann eski biJgınJe rı 

aksiyomatık bır yöntem uygu lamamışlar, deneme ve yanılma yoluyla matematik yap­
mışlardır. Bu söylediklerimizi gösteren tabletler, papirüsler ve taşlara yazılm ı ş veya 

kazınmış belgeler vardır. Deneme ve yan ı lmadan sonrf:I türnevanmla sonuca ulaşm ı şlar­

dır. Oysa Yvnan materrıatiği tümdengelirnli. belli aksiyomların kabulü ile sistemli ve 
gerekçelere dayah bır geometndır. Yunanlılar bır önermenın doğıı..ı ıugunu belli tanımları . 

hlpcfezlerı, aksiyornrarı ve pos!Ulafları kı.ı \lanara ı._ ve bunlar üzerıne kurarak ispatla­
maktad ı rlar. Bu nedenle Yunan geometrisi ve dGşurıcesı şahane bir yöntet'T'dir. ispaılaı 
belli bi r disiplin içinde yürütül(j; ve bu sı stem içinde so11ucun doğru oldugunu söyle:. 
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Doğruluk ve yanlışlık bu kalıba uyup uymama sorunudur. Yunanlılar bunu yapmışlardı r. 

Evet, Mısırlılar geometriyi icat etm işler ama onun sonuçları nı ispatlamadan irdelemiş­

lerdir. ispat, Yunanlı ların aksiyomatik sisteminin ürünüdür. Bu ispat düşüncesi de Yu­
nanlılara aittir. 

Burada ikinci bir soru daha akla gelmektedir. Yunanlılar bu geometrik sonuçları 

nas ıl öğrendiler? Mısırlı lar ve Babillller düzemsel şekillerin alanl arını , dairenin alanını 
ve çevresinin uzuluğunu , piramidin ve kesik piramidin hacim formülünü ve yarım küre­
nin yüzölçümünü benzer şekillerin karşılaştırılmasıyla elde etm işlerdi. Örneğin, bir 
üçgenin alanı , tabanı ile yüksekliğinin çarp ımının yarısına eşit olduğunu bulduktan 
sonra, piramidin ya da koninin hacmini bulurken, taban alanı ile yüksekl iğinin çarpımının 

yarıs ına eşit olacağı yorumunu yapmış lardı r. Daha sonra denemeyle bunun yanlış 

olduğunu görmüşler ve koninin ya da piramidin hacminin, taban alan ı ile yüksekliğ inin 

çarpımının üçte birine eşitti r sonucuna varmışlardır. Bunun böyle olduğunu gösteren 
belgeler vardı r. 

M ıs ı rlılarda oranlama ve bu biçimde karş ı laştı rma çok ileri o lduğu için benzer 
şekillerde bu kavramı ve oranı kullanarak geometrik şekillerin alanlarını ve hacimlerini 
veren kuralları doğru biçimde bulmuşlardır. Bu oranlara bağlı olarak payı bir birim 
olan kesirli sayılar kuramını geliştirmişlerdir. Birim kesirleri Yunanlılar Mı s ı rl ılardan 

alm ışlard ı r. Altmış tabanlı sayıları ve bu say ı larla işlem yapmaları da Mezopotamyadan 
almışlar ve ku llanm ışlard ır. 

v. 12. önerme: a, : b, = a2 : b2 = . . . = an : bn ise 

olur. 

1. 32. önerme: Bir üçgenin iç açıları toplamı iki dik açıya eşittir. 

1. 44. önerme: BEFG al anı ABML alanına eşittir. 

M 



3. ERATOSTEHENES 

İskenderiye matematikçilerinden birisi de Eratosthenes'tir ( İ. Ö. 276 - 194). Kendisi 
sayılar kuramı üzerine yaptığı çal ışmalarla tanını r. İyi bir coğrafya bilgini ve lskenderiye 
Kütüphanesinin müdürüdür. Mısır' ın batı sında bir Yunan kolonisi olan Cyrene'de doğ­

muştur. Gençlik yılları AJ:ina'da Eflatun'un okulunda geçmiştir. 30 yaşına geldiği zaman 
iskenderiye kentine gitmiş. llL Kı ral Ptolemy'nin yönetiminde çalışmış. Kıraldan sonra 
oğlu ve onun mirasçılarının hizmetinde bu lunmuştur. Büyü!\ İ skender döneminden 
sonraki Yunan uygarlı ğına Helen uygarlığ ı ya da Helenizm denir. Eratosthenes daha 
sonra Helen uygarlığında sayg ı değer birisi olarak anılm ı ştır. İskenderiye Kütüphanesinin 
başına getirilmiş ve çalışmalarını bu kütüphanede sürdürmüştür. Bu kütüphane daha 
sonra müze olmuştu r. Bu müzede yaşamın ın kı rk yılını mutlu ve başarılı bir bilim ada­
mi olarak sürdürmüştür. Yaşlılı k dönemlerinde görme yeteneklerini yi tirmiş, okuyup 
yazamaz olmuş, yemek yemeyerek intihar etmi ştir. 

Eratosthenes, kendinden önce gelen Yunanlı matematikçilerinin tüm bilgilerini 
bilen ve onları yorumlayan deneyimli bilge birisi olarak bilinir. Co~rafya, felsefe, tarih, 
astronomi , matematik, edebiyat ve şı i rler yazmışıır. Yazdıklarından bazı parçalar gü­
nümüze kadar gelebilmişti r. Olimpiyat oyunları nda atletizmde beş kez madalya aldığı 
için ona Pentathis takma ismini vermişlerdir. Arkadaşları onu bu takma isimle çağ ı rmışlar 

ve onu böyle onurland ı rmı şlardır. İnsan üstü bir yazma yeteneğinden söz edilir. Yazdık- · 
larının baz ıları nın özetleri halen vardı r. Ellerini çok yetenekli bir şekilde kullanmıştır. 

Bu yeteneklerinden dolay ı arkadaşları ona Beta ikinci takma ismini de vermişlerdi. 

Beta, Yunancada ikinci harftir. Birincisi olmayan bu bil imde ona ikinci ismini yakı ştırmışlar, 

ders verdiği sınıfa da Beta yazısını yazmış lardır. Coğrafya ve matematik üzerine yaz­
dıkları onu ikincilikten birinci sıraya yükseltecek yapıtlardır. Şimdi kayıp olan Geographica 
isimli üç ciltlik coğrafyas ının asl ı kaybolmuş ama baz ı parçaları günümüze Kadar ge­
lebilmiştir . 

Eratosthenes, bu üç ciltlik coğrafya kitaplarında ilk kez matematikse! dille ıfade 
edilen bir dil ve matematiksel oian yap ılar kui lanmiştır. Enlemler ve boyiamiar onun 
matematiğinden bir parçadır. l\Jeredeyse analitik geometriye bir ortam hazırl amıştır. 

Ona özgü bir dünya haritası çizmiş, tüm yerleşim yerlerin i kuzey yarımkürede topiamış 
ve o dönemin bilinen yerlerini enlem, boylam ve yükseklik olarak göstermiştir. O dö­
nemde bil inen deniz ulaş ım yollarını göstermiş ve bunlar için klavuz sayılabilecek. ge­
micilere yollar işaretlemişti r. Atlas Okyanusu'nun İspanya ile olan bağını ortaya çı kar­
mıştı r. İspanya'dan Hindistan'a nasıl gidileceğini işaret etmiştir. Haritalarında 8000 
yerin bulundukları konumların ı enlem ve boyla miada göstermış , baz ı yerieşim yerleri 
arasındaki uza!<.!ıkları yakiaşik olarak yazm!ştır. Müzesinin başında birinci sı nıf bir 
bilgin olarak yaşamını sürdürmüştür. 
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Thc \ VMltl accqrı.lın~ to Ern.tostlıeut:s. 

Eratosthenes'e göre dünyadaki yer leşim nıerkezlerıni gostererı bir harita. 

Erastoshenes'in bizi ilgilendiren yanı matematikçili ğidir. Matematikte Delian prob­
lemi olarak bilinen küpün katlanmas ı sorununa çözüm bulmuş ve asal say ıları kendi 
ismiyle bilinen Eratosth enes eleği ya da kalburunu bu lmuştur. 

Şimdi Delian problemi olarak bilinen küpün katlanması problemi üzer'ındeki çalış­
masını tanıtabiliriz . 

A R s T p 

I~ 
I'\ 1\. 
1 ' ı \., l \. 

' 

\ 
\ \, 

\, 
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F G H o 

AP ve FO yarı doğruları tarafından sı nı rlanan dikdörtgenleri ve bunların köşegen­

lerini şekilde olduğu gibi çizelim. ARGF, RSHG ve STIH dikdörtgenlerinin kenarları 
AP ve FQ yarı doğru lar ı üzerinde bulunsun. Bu dil~dörtgenler1n l<öşegenieri de AG, 
RH ve Si dogru parçalarıyla gôs\eri!sirı . 
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A s T p 

2a 

E 
F G H o 

Birinci ARGF dikdörtgeni sabit kalırken, ikinci dikdörtgeni birinci ve üçüncü dik­
dörtgeni de ikinci üzerine kaydı rarak şekilde görüldüğü gibi A, B, C ve D noktalarım 

bulalım . Dikkat edilirse bu yeni şekiller önceki şekiliere benzemektedir. A, B, C ve D 
noktalarının uzantısı FQ ya rı doğrusunu E noktasında kessin. Benzer üçgenlerden 
ya da Thales teoreminden 

bağıntıları yazılı r. Buradan 

ve 

BG GE 
AF== FE ve 

bağıntıları elde edilir. Böylece Dl, CH, BG ve AF uzunlukla rı sürekli orantıl ardır. Eğer 
Dl = a, AF == 2a, CH = x ve BG = y denirse, 

yazıiı r. Bu da x ve y değerlerinin a ve 2a say ıları arasında orta orantı lı olduğunu gös­

terir. Eğer a uzunluğu verilen küpün bir l\enarının uzunluğu ise, x değeri ikiye katlanan 

küpün bir kenarının uzunluğu olur. 

Eratosthenes Delian problemini bu biçimde çözmesinden dolayı l!L Ptolemy tara­
fından çok onurland ırıldı ve bu çözüm yönteminin resmi Eratosthenes'in anısına diki­
len anıta kazındı. Ülkede çok ünlü oldu ve ismi her yerde büyük bir bilgin olarak an ıldı. 
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Fakat, Eratoshenes'in bu çizimi Euclides'in ya da Eflatuıı'un pergel ve cetveli ile 

yapılmadığı ve Ef!atun'un ilkelerine ters düştüğü için kabui edilmedi. Yani bu çözüm 
istenen pergel ve cetvel le yapılmad ığ ı için Tanrılar tarafından Delian·a sunulan bu 
problem pergel ve cetvelle çizilemedi. Diger bir deyimle, kenarı verilen bir küpün hac­
minin iki katı hacimde olan bir küpün bir kenarı pergel ve cetvelle çizilemedi . 

Eğer a > i bir tamsayı ve p $va asal sayısı tarafından bölünemiyorsa a sayısının 

kendisi de asal bir sayıdır. Eratosthenes bu özelliği çok zekice kullanarak rı sayısından 
küçük olan asal sayıları kendi ismiyle anılan Eratosthenes e!eği ile bulmuştur. Bu elek 
şemas ı 2 sayısından baş lar ve p::::; -in sayısına kadar devam eder. 
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Burada yapılan işlem, p asal say ıs ı için p ~ ..fn koşulunda yukarıdaki listede 2p, 

3p. 4p , ... biçimindeki bileşik sayı lar atılı r. Böylece elekte kalanlar asal sayı laro ı r. 

Bu eleğin nasıl çalıştığın ı yüze kadar olan sayılar pratik olarak şöyle açıklarız. 

Önce 2 asal sayı sı harrç 2 ile bölünebilen tüm çift sayılar atılır. Geri kalan sayıların 3 
ile bölünebilen sayılar atılır. Üçüncü aşamada 5 ile bölünebilen, dördüncü aşamada 
7 ile bölOnebllen sayı lar atı lı r. Böylece ka!burumuzda 2, 3, 5 , 7, 11 , 13, 17, 19, 23, 
29, 31, 37, 41 , 43, 47. 53, 59, 61, 67, 71 , 73, 79, 83, 89 ve 97 sayıları asal olarak 
elekte kal ır. Bunlar da l 00 sayısından küçük olan asal sayıl arın kümesidir. 

J10o = 10 olduğu için bu tabloda 2. 3, 5 ve 7 asal sayılarının katlarını atarsak 
Eratosthenes'in kalburunda 100 sayısına kadar olan asal sayı ların kümesini buluruz. 
Bu halde yediye kadar olan asal sayıların katlarının atılmasıyla yüze kadar olan asal 
sayılar bulunur. Bu yöntem orta dereceli okullarda öğrencilere birer oyuncak olarak 
öğreti lir. 

Eratosthenes bugurı daha ÇOK dünyanın yarıçapını pratik o larak bulan bir kışı 
oiarak tanını r. Yalnız dünyanın yarıçapı ya da çevresini hesaplayan ne ilk ne de son 
bilgindir. Ohdan önce de sonra da bu hesaplamalar yapılmıştır. Yalnız Eratosthenes'in 
yöntemi hem kolay hem de yaptığt deneysel yöntem çok zekicedir. Kendisinden örıce 
yapılan hesaplamalardan daha duyarlıd ı r. 

-- İskenderiye 

Cyene 
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Yukarıda dünyan ı n büyüklügünü duyarlı biçimde ilk kez L Ö. üçüncü yüzyılda 
Eratosthenes ölçtü. 21 Haziranda Mısır'da Syene'de güneş tam tepedeyken İsl<ende­
riye'de güneşin dikey doğrultudan 7° ile 7.5° kadar uzak olduğunu gördü. Eratosthenes, 
diğer Yunanlı bilginlerin tersine dünyanın yuvarlak olduğunu biliyordu. Yedi derecenin, 
çemberin ellide biri kadar olduğunu bildiği için, dünya çevresini bu özelliğ·i kullanarak 
bulabildi. İskenderiye ile Syene arasındaki uzaklığın elli katını alarak dünyanın çevresini 
ve yarıçapını hesaplad ı. 

Şimdi işin matematiksel yönüne gelelim. 

Eratostherıes'in düşüncesi dünya yuvarlaktır ve İskenderiye ile Syene'den geçen 
en büyük çemberi düşünmesidir. Syene bugün Aswan olarak bilinir. Bu iki şehirin baz ı 

özellikleri vardır. Birincisi bu iki şehir aynı meridyen üzerindedir. İk incisi Güneş öğ le 
zamanı kuyunun tam dibine yansımaktadır. Yani Güneş Syene'de öğle vakti yere tam 
diktir. 

Burada yapılacak i ş, Syene ile İskenderiye şehirleri arasındaki uzaklığı ölçmekten 
başka bir şey değildir. Bu usta bir ölçümcü işidir. Ölçümcü eşit adımlarla bu iki şehir 
arasını ölçer ve o dönemin ölçümlerine göre 5000 stadia olarak bulur. Bu ölçü 500 
mil kadardır. Bu ölçümün daha duyarlı olması için yaz ortalarında yap ı lır. Çünkü yaz 
ortalarında Syene'de güneş saati dediğimiz çubuğun gölgesi tam öğle zaman ı s ıfır 

olur. Yani dibine düşer. Güneş ışınları her yerde paralel geldiğinden, güneş ışınları 

Syene'de kuyunun dibini öğle zaman ı tam aydınlatı r ve duvarlarının hiç bir gölgesi 
yoktur. Eratosthenes iyi de bir coğrafyacı olduğu için Syene'de dik olarak gelen güneş 
ışınlarının Tropik Kanser denen hastalı ğı yaptığını da bili r. Syene'den geçen ı şı n yerin 
merkezi ile bi rleştirilir. Sonra İskenderiye ile yerin merkezini birleştiren doğrunun gü­

neş ışınlarıyla yaptığ ı açı 

a = 7°12' =3500 
50 
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olarak ölçülür. Bu da en büyük çember olan dünyanın çevresinin ellide biridir. Böylece 
dünya merkezindeki açı ile İskenderiye'deki ölçülen içters açılar birbirlerine eşittir. 
Öyleyse, 

a 5000 
360° dünya çevresi 

ve a = 360°/50 olduğundan dünya çevresi = 50 x 5000 = 250.000 stadia olarak bulu­
nur. Oysa dünya çevresinin bugünkü duyarlı ölçüsü 252.000 stadia olduğu bilinmektedir. 
Aradaki bu 2000 stadia fark nereden geldiği o zaman bilinmiyor ama, bu hata Syene 
ile İskenderiye arasındaki uzaklığın daha duyarlı olarak ölçülememesinden ileri gel­
miştir. Bir de İskenderiye'de eğim açısının saniyeye kadar daha duyarlı ölçümü alın­
mamıştır. Mısır stadiası 516,73 fit olduğundan 252.000 stadia 24.662 mil yapar. Era­
tosthenes'in hesabı gerçek çevreden 245 mil daha kısadır. 

Dünyanın büyüklüğünün hesabı bir kez de kuzey kutup yıldızı kullanılarak İsken­
deriye ile Rodos adası arasındaki uzaklık ölçülerek yapılmıştır. 

Kuzey kutup yıldızı çok uzakta ve yeri her zaman hemen hemen sabittir. Burada 
üç ölçüm yapılacaktır. Bunlardan ikisi a ve b açılarının ölçülmesi, diğeri de İskenderiye 
ile Rodos adası arasındaki uzaklığın ölçülmesidir. a, d ve c bir üçgenin iç açıları olduk­
ları için a + d + c = !80°, a + c = 180° - d = b olduklarından a + c = b ya da c = b - a 
olur. Merkezdeki c açısının gördüğü yay İskenderiye ile Rodos adası arasındaki uzak­
lıktır. Eğer İskenderiye ile Rodos arasındaki uzaklık D ise, basit orantı ile dünyanın 
Ç çevresi 

olarak bulunur 

Daha sonra yapılan aynı ölçümlerle İskenderiye ile Syene bir kere aynı meridyen 
üzerinde değildir. İkincisi Syene tam tropik kuşakta değildir. Yani 21 Haziran günü gü­
neşin gölgesi sıfır değildir. Yani ışınlar kuyunun dibine tam olarak dik gelmezler. Syene 
ile İskenderiye şehirlerinin meridyenleri arasında 3° fark vardır. Ayrıca, bu iki şehir 
arasındaki uzaklık 5000 stadia değil 4530 stadia kadardır. Eratosthenes'in dünyanın 
çevresini 245 mil daha kısa ölçmesinin nedenleri bu ölçüm hatalarından ileri gelmiştir. 
Tüm bunlara karşın yine de Eratosthenes'in yaptığı bu ölçüm o dönemlerde yapılan 
en duyarlı ölçüm olarak kabul edilmiştir. Yöntem doğrudur. 

lskenderiye Üniversitesi diyebileceğimiz bilim merkezinde yapılan astronomi ça­
lışmaları tümüyle matematikseldir. Yani İskenderiye astronomisi matematik yönüyle 
bilimseldir. Bazı varsayımlarda yanlışlıklar olabilir. Büyük astronom ve matematikçi 
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İskenderiyeli C!audius Ptolemy (100 - 170) dünyanın evrenin merkezi olduğunu kabul 
ediyordu. Ptolemy asironomi ve Euclides de geometri yapm ışlardı . Euclides de dünya­
nın düz olduğunu kabul ediyordu. Yani İskenderiye okl1lunun bilginlerinin bugünkü 
gerçeklere uymayan evren ve dünya görüşleri çoktu.Yine de çalış~alan matematikseldi. 
Ptolemy'nin Matematik Sistemleri dediğimiz Alrnagest'i tam sekiz büyük ciltti ve Arap­
çaya çevrilmişti. Bu kitap ların Arapça çeviriierleri daha sonra Avrupa'ya geçmiş ve 
Latince çevirileri yapı l mıştır. Arapçaya çevrirmesi, Eudides'rn Elements'i gibi kaybolması­
nı engellemiştir. 

C!audius ptoleıny ( 100· 170). 

Ptolerny'nin Almagest'i 1543 yılına kadar Copernicus'un (·1473 - 1543) De Revolu­
tionibus isimli çalışması yayınlanıncaya kadar Avrupa' da tek otorite kitap olarak kaldı . 

Ptolemy, Mıs ır asıllı bir bilgindi . Astronomik gözlemlerini ve çalı şmalarını 127 ile 
150 yıfları arasında iskenderiye Müzesi'rıde yaptı. Onun bu sekiz ciltlik yapıtına Yunan­
lılar Megate Syntaxis yani Büyük Koleksiyon ismini vermişlerdi. Bu kitapların Arapçaya 
çevrilmesinden sonra MCisiüman olan ya da olmayan Orta Doğu bilginler\ çel~ yararlan­
dılar. Arapça çevirilerinin çoğu doğru olduğu halde bazı kı sımlanrıda dikkatsiz çevirilerin 
yapıldığı görülür. 
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Ptolemy, yer evrenin merkezinde hareketsizdir. Diğerleri yerin etrafında dolanır 
diyordu. Dünya evrenin tam merkezinde değil, biraz kayıktı. Güneş ve gezegenler 
yerin etrafında dairesel hareket yapıyorlardı. 

Bugünkü Sisam Adasında dünyaya gelen Yunan ası!lı Aristarchus (İ. ö. 31 O -
230), eskilerin Koperniği olarak bilinir. Çünkü Aristarchus, Pisagor gibi Güneş'in sabit 
ve Dünya'nın gezegenlerde olduğu gibi Güneş etrafında döndüğünü söylemişti. Hatta 
kendisine katılmayanlara bir ders kitabı yazmıştır. Bu kitaptan Archimedes çok söz 
eder. Archimedes bu kitap hakında kendi görüşlerini belirtmeyerek ona katılmadığını 
göstermiştir. 

/ 
/ 

Planet 

/ 
I 

I 

Dcfercnt ı _.. ,.,. 
(orbit of moving center) 1

1 O_.. 
/ ,... 

ı ...,.tr Earth 
/ ..- (fixd in space) 

..,,,, ,,... ""Equ~ınt ,,... 

Aristark'ın bu kitabının çok önemli bilgileri içerdiği tahmin ediliyor. Kaybolması 
da bilim için üzücüdür. Eğer Archimedes, Aristark'ın görüşlerine katılıp onun doğru olan 
görüşlerini destekleseydi, kendisinin bu büyük ünü ve şöhreti sayesinde bu kuramlar 
ve görüşler ilerler, Batlamyus'un fikirleri ve görüşleri çürütülür, bu fik'ırler on dördüncü 
yüzyıla kadar gelemez ve 2000 yıllık karanlık çağ belki de bu kadar uzun sürmezdi. 

Aristark çok şanssız bir bilim adamıydı. Onun bu ciddi çalışma ve araştırmaları, 
Aristark için çevresinde alay konusu olmuş ve onun bu görüşleri hor görülmüştür. An­
cak, onun görüşleri on altıncı yüzyı lda Kopernik'in aynı alanda çalışmalarıyla destek 
bularak değerlendirilmişti r. Fakat, Kopernik bile yaptığı bu çalışmaları kiliseden kork­
tuğu için uzun bir süre yaymlayamamıştır. 

Aristark, Ayın yarı karanlık kaldığı zamanlarda, Güneş, Dünya ve Ay arasında bir 
dik açı oluşturduğunu saptamıştı. Bu üçgen içinde, Güneş'in Ay'a göre Dünya'dan on 
sekiz kat daha uzakta olduğunu ve Dünya'dan en az üç yüz kat daha büyük olabileceği 
sonucuna varmıştır. Böylesine büyük bir cisim olan Güneş' in, Dünya'nın çevresinde 



ERATOSTHENES 327 

Ptoiemy'ye göre dünya haritası. 

döndüğünü görüşüne karşı çıkarak, Güneş evrenin merkezi olduğunu söylemiştir. Ne 
yazık ki, bu görüş uzun yıllar kabul edilmeyerek Galile zamanına kadar yanlış olarak 
sürmüştür. i 634 yılında Galile, bu görüşe karşı çıkmış, bu da Hıristiyan kilisesinin 
inanç ve görüşlerine ters düştüğü için de yargılanmasına neden olmuştur. 

Pisagor ve onun Pisagorcuları çembere hayran oldukları için Güneş ve gezegen­
lerin dairesel hareketler yaptığını düşünüyorlardı. Oysa Yunan astronomlarından 
Apollonius, gezegenlerin epicycle denen bir harekette bulunduklarını ileri sürmüştü. 

Ptolemy'nin Almagest'i sadece astronomi ve coğrafyayı içermiyordu. İçinde çok 
sayıda matematik vardı. Örneğin çevre! çemberli bir dörtgende Ptolemy teoremi ola­
rak 

/ 
1 

\ I 
\ / 

D 

AC , BD =AB .. CD + BC . AD 
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bağıntısı vardı r. Eğer BE doğru parçası L ABE = L DBC olacak biçimde çizilmişse, 

ABE ve DBC üçgenleri benzer olur ve 

bağıntı sı yazılır. Ayrıca, 

L ABD = L ABE + L EBD 
= L DBC + L EBD = L EBC 

olur. Buradan ABD ile EBC üçgenlerinin benzerliğinden 

AD 80 
EC = BC 

yazılır. Bu iki orantıdan AB . CD = AE . BD ve BC . AD = EC . BD gelir. Bunların top­
lamının sonucu olarak, 

AC . BD =AB . CD + BC . AD 

elde edilir. 

AB ve AC, AB< AC olmak üzere AD çaplı ABCD çevre! çemberli ABCD dörtgenini 
çizelim. Eğer LCDA = a ve L BDA = p ise, Ptolenıy teoremine göre, 

~g = sina: cosp - cosa: sinp 

olur. Bu da si na cosp - cosa: sin~ = sin( a - p) özdeşliğidir. 

a -~ 

A D 

Yunan geometrici!erinde olduğu gibi Ptoiemy (100 - 170) de çemberlerin yaylarıyla 

ilgili problemlerde sinüs yayından çok açın ın gördüğü kirişle ri kullanmıştır. Aslında 
açı nın gördüğü yayı sinüsle ölçen Hintli matematikçi lerdir. Bu da daha sonra beşinci 
yüzyıllarda gerçekleşmiştir. Sinüs yerine kullan ı lan kavramı ilk kez Hintli astronomlar 
bulmuşlar ve ku l lanmışlardır~ 
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Ptolemy, Almagest isimli birinci kitabında 60 yarıçapl ı çemberde merkezde ko­

nuşlanan açıyı gördüğü kiriş le ölçmüştür. Bu biçimde kinşlerle ölçülen değerleri (1/2) 
dereceden tBO dereceye kadar artan yarım derecelik artı şlarla bir tablo yapmıştır . Ör­
neğin Ptolemy'nin yaptığı hesaplamalara güre 2a açısı na ı~arşılık gelen kirişle a açısı­
na karşılık gelen sınüs yayı arasında chord 2u: = 120 sincx bagıntısı vardır. Ptolemy' 
nin bu ölçüm tablosuna göre chord1 ° = 1 ;2.50 kadardır. Buna göre düzgün çevre! üç 
yüz altrnışgenın çevresıni hesaplamak için pi say ısın ı , 

çevre (360 chord1 u) 
h. = ---- :=:-·-- --

çap çap 

biçiminde oldwğu hesaplanmıştı. 

Ptolemy'nin tablosuna göre chord120~ = 103 : 55 ,23 olduğu ve V3 = 2 sin 60° 
bağıntısı kullanılarak V3 değeri yaklaşık olarak hes~planabi l i r. 

a, b ve c kenarlı herhangi bir üçgenin Kalanı s = (a + b + c)/2 olmak üzere 

K = ı/s(s - a) (s - bJ (s - c) 

biçimindedır. Bu formül Heron'un Metıica isimli kitabında geçer. Tam ispatı ise yine 
onun Dioptra isimlı çalışmasında yap ı lmıştı r. Arap kaynaklarındaki gelenekrere göre 
bu formül daha önce Archimedes ( İ. Ö. 287 · 212) tarafındarı biliniyor ve ispatı da ya­
pılmıştı . Oysa formülün aslı Babil kökenlidi r. 

ABC üçgeninin O merkezli iç teğet çemberi AB. BC ve AC kenarlarını sırasıyla 

F, D ve E noktalarında kessin. CB doğru parçasının uzantısında BH =AF alalım. OC 
doğru parçasına O noktasında dil< olan OL dikmesini çıkalım . OL, BC dogru parçası ­
nı J noktasında kessin. BC doğru parçası na B noktası ndan çıkılan dikme OL doğrusu­

nu ~ noktasında kessin. L iie C noktalarını birleştırelim . Bır kere OE =OF oc: OD yarı­

çapları eşıtti r. Şırndi ABC üçgeninin K alamnı bulnıak istıyo11,z. Buna göre Kalan ı, 
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H 

L 

K"' ~ (BC) (OD) + ~ (AC) (OE) ~ ~ (AB) (OF) = s(OO): (HC) {OD) 

olarak yazılır. Ayrıca, 

LCLB + L BOC "" 180° 
LBOC + L AOF = 180° 

olduklarından LCL~ "' L'.AOF eşitliği gelir. Bir de AOF ve CLB üçgenleri benzer olduk­
ları ndan 

bağı ntıları yaz ı lır. Yıne 

BC 8J -+ 1 = - +1 
BH JD 

eşitliğinden 

gelir. Buradan sonra 
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{CH)2 80 . CD BD . CD 
CH . HB = JD . CD = (OD)2 

bağıntısı yazılır. BC = a, AC = b ve AB= c deni rse 

K2 = (CH)2 (OD)2 

= CH.HB.BD.DC 
= s(s - a) (s - b) (s - c) 

gelir. Her iki yanın karekökü alırnrsa Heron formülü elde edilir. 

Kenarları a, b, c ve d o'ıan herhangi bir dörtgen ve yarı çevresinin uzuniuğu 
s = (a + b + c + d) / 2 ise, Hintli matematikçi Brahmagupta 600 yıllarında 

K = /(s-a) (s-b) (s-c) (s- d) 

formülünü bulmuştu. Buna göre Heroıı formülü Brahmagupta'n ın formülünün özel bir 
ha li olur. Çünkü d =O almak yeterlidir. 

Kenarları a, b, c ve dolan bir dörtgenin bir iç teğet ve bir de çevre! çemberi varsa 
s = a + c = b + d olduklarından, Brahmagupta'nrn formülüne göre bu dörtgenin Kalanı 

olur. 

ABCD çevre! dörtgeninin köşegenleri birbirlerini P noktasında dik olarak kesıyorsa, 
şekilde görüldüğü gibi XY doğrusu BC doğrusuna dik ve P noktasından geçiyorsa, 

XY doğrusu AD doğru parçasını iki eşit parçaya böler. Bu sonuç da Brahmagupta'ya 
aittir. 

Ters açıların eşitliği , ayn ı yayı gören çevre açıların eş itliği ve tümler açı iarın top­
lamının doksanar derece oldukları düşünülürse 
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L:OPX = LBPY = LPCY = LACB 
= LADB = L'.X DP 

yazı lır. Buna göre XPD bir ikizkenar üçgendir. Benzer olarak XPA üçgeni de bir ikiz­
kenar üçgendir. Buradan AX = XD geU r. 

Eratosthenes deyince daha çok asal sayılar akla gelir. Bugüne kadar asal sayı ların 

tümünü veren genel bir formül bulunamamıştır. Bazı asal sayılan veren bazı formüller 
yardır ama bunlar da yeterli değildir. Asal sayı lar bu formüllerin eleklerinden hep ka­
çarlar. 

Asal sayıları veren genel formülün bulunması uzun y ı llar matematikçileri uğraştır­
mıştır. Eratosthenes'in asal sayı eleği oldukça sıkıcı bir işlemdir. n > 1 bir tamsayı 
ve p ::; vn asal sayısı tarafından bölünemiyorsa n sayısının kendisi de asal bir 
sayıdı r. Bu özelliği kullanarak bir sayının asal olup olmad ığ ı denemelerle bulunabilir. 

Ernst Meissel 1870 yılında i 08 sayısından küçük olan asal sayıların sayının 
5.761 .455 tane olduğunu göstermiştir. Hollandalı matematikçi Bertelsen 1893 yıl ınd a 
109 sayısından küçük olan asal sayı ların say ı sının 50.847.478 tane olduğunu göster­
miştir. Amerikalı matematikçi D. H. Lehmer 1959 yılında i09 sayısından küçük olan 
asal sayıların sayısının 50.847.478 değil, 50.847.534 tane oiduğunu saptam ıştır. Aynı 

zamanda 1O10 sayısından küçük olan asal sayıların sayısının 455.052.511 tane oldu­

ğunu bulmuştur. 

Asal sayıları veren genel bir formül bulunamadığı için bu konuda yeni yeni dene­
meler yapılmaktadır. Son 75 yı llık çalı şmalarda bulunan en büyük asal sayının 39 
rakamlı olduğu biliniyordu. Bu asal say ı 1876 y ı lında Fransız matematikçisi Anatole 
Lucas tarafından bulunmuş ve 

2127 - 1=170.141.183.460.469.231.731.687.303.715.884.105.727 

biçiminde 39 rakamlıydı. 1952 yılında İngiltere'de Cambridge'de EDSAC makinesiyle 
79 rakamlı asal sayının 

180 (2 127 -1)2 + 1 

biçiminde olduğu saptandı . Daha sonraki sayısal bilgisayarlar n = 521, 607, 1279, 
2203,2281, 3217, 4253 ve 4423 değerleri için 2n - 1 sayısının daha büyük asal sa­
yılar olduklarını gösterdiler. Bu ve bunlar gibi olan çalışmalar devam etmektedir. 

n pozitif bir tamsayı olduğunda asal sayıları veren f(n) fonksiyonu bulunabilir mi? 
Bu soru kuramsal olarak matematikçileri kendisine çok çekmiş fakat bir sonuca ulaş­
malarını engellemiştir. Örneğin f(n) = n2 

- n + 41 olsun, n < 41 olan sayılar için bu 
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formül tüm asal sayıları vermektedir. Oysa f(41) = (41 )2 olan sayı asal deği ldir . 
t(n) = n2 

- 79n + 1601 fonksiyonu n < 80 olan tüm asal sayıları vermektedir. Bu şekilde 
bazı asal say ıl arı veren polinom fonksiyonları bulunmuştur ama bu polinomlar belli 
bir yerden sonra yetersiz kalmaktad ırlar. Yani, her n pozitif tamsayısı için tüm asal 
say ıları veren f(n) fonl\siyonu henüz bulunamamıştır. 

Fransız matematikçisi Pierre de Ferrnat ("l 601 -1665), negatif olmayan tüm n tam­
sayıl arı için 

biçimindeki sayıların birer asal sayı olduğunu ileri sürmüştü r. Bunun doğru olmadığını 
Gauss (1777-1855) göstermiştir. n =O, i, 2, 3 ve 4 say ıları için 3, 5, 17, 257 ve 65.537 
sayılarının tümü asal olduğu halde, n = 5 için 

225 , 
+ı 

sayısının 641 gibi bir çarpanı olduğundan asal değildir. Matematikçiler tüm k;::: 5 sa­
yıları için 

sayılarının tümünün bileşik yani asal olmayan sayılar olduklarına inanmaktadırlar. 

Ama bu henüz ispatlanamamıştı r. Bu arada 1998 yı l ında bulunan asal sayı 

2 3021376 (23021377 - 1) 

biçimdedir ve tam -ı .809.050 rakamııdı r. 

W. H. Milles, 1947 yılında ilginç bir sonuç ispatlamıştır. n pozitif bir tamsay ı ve 
A degeri de gerçel bir sayı olsun. Bu halde 

say ısından büyük olmayan asal bir sayı vardır. Fakat bugüne i~adar A gerçef say ı sı 

hakkında hiç bir değer henüz bulunamamıştır. Oysa, Euclides tarafından asal sayıların 
kümesinin sonsuz olduğunu göstermişti. 

a ve d say ıları aralarında asalsa, 

a, a + d. a ~ 2d, a + 3d. . .. 

biçimindeki aritmetik dizisinde sonsuz tane asal sayının olduğunu Lejeune-Dirichlet 
(1805 - 1859) göstermişti r . İspatı oldukça zordur. 
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Asal sayı la rın gerçel eksen üzerindeki dağı lımla rı da ilginçtir. Bu .sonuca asal 
sayılar teoremi denir. A

11
, n sayısından küçük oları asal sayı lan göstersin. Bu halde 

asal say ılar teoremi, 

olur. A) n bölümüne ilk n tamsayısı için asal say ıların yoğunluğu denir, Bu yoğunluk 
n sayıs ı yeteri kada( büyüdüğünde 1 / log,,n sayı sınçı eşitt ir. Bu teorem ilk kez Alman 
matematikçisi Gauss taraf ı ndan ileri sü rül tnüş, çok sayıda örnekler verllmiş, ancak 
teorem 1896 y ılında Fransız ve Belçikalı matematil<çilerden J . Hadamard (i 865 . 
1963) ve C. J . de la Vallee Poussin (i 827 -1903) taraf ından birbirlerinden bağımsız 
olarak ispatlamışl ardır. 

Asaı sayıların 24.000 say ısına l<adar oıanıannın tabtosu J. H. Rahn taraf ı rıdarı 

1659 yılında yazılan cebir kitabı nın sonuna eklenmışri r. İ ngiliz John Pell, 1668 yılında 
100.000 sayısına kadar olan asal sayı ların tablosunu yapm ıştır. 408.0üO sayısına ka­
dar olan asal sayıların tablosu 1776 yı l ı nda Felkel taraf ı ndan yayı nlanm ı ştır. Daha 
sonrakı matematıkçiler 10.000.000 say ısına kadar olan asal say ıları n tablosunu on 
cilt olarak yayınlamışlardır. J_ P. Kulik (1773 - 1863), Prag Üniversitesi 'nde tam yirmi 
yıl çalı şarak yüz milyona kadar olan asal say ı ların tablosunu yapm ış fakat çok kah rı 

bir seri olduğu için yayı nlayamamştır. O. N. Lehmer ( 1867 · 1938), Kulik'rn tablosunda 
bazı yanlış lıkl ar olduğunu beliriemiş ve bu çalı şmaların 10.000.000 sayısına kadar 
olanları bir cilt olaral< yayınlam ıştı r. 

Asal sayılar üzerine çok sayıda tahminler vardır. Bu tahminlerin baz ı ları çözülmüş, 

bazıları halen çözülememiştir. Bunlardan ilki sonsuz sayıda ıKiz asal say ı vard ır. Yanı 
p asal sayıs ı ile p + 2, 3 ile 5, 11 ile 13, 29 ile 31 sayı ları ı kız asal say ı lard ı r. 

Diger bir tahmin de C. Goldbach'ın ı 742 yı lında Euter'e yazd ığ ı bir mektupta ve­
rilmişti r. 2 sayıs ı hariç, her çift sayının iki asal say ı nı n toplam ı biçiminde olacağ ı nı de­
nemelerle görmüştür. Örneğin, 4 = 2 + 2, 6 = 3 + 3, 8 = 5 + 3, .. .. 16 = 13 + 3. 18 = 
11 + 7, ... , 48 = 29 + 19, . . .. 100 = 97 + 3, .. . o lduklar ını gö rmüş ve böyle bir tahmin 
yapmıştı r. Bu tahmin halen çözülememiştir. 1931 yılına kadar bu konuda bir çalı ş­

ma yapılamarnış11r. 1931 yıi ı nda Rus matemaıi\<.çi Schni(elmann_ her pozitif tamsayı 
300.000 sayısından . bDyük olmayan asal sayı lar ı n toplamı biçiminde yazılabllir sonu­
cunu bıJlmuştur. Bundan hemen sonra, RJs matematikçi Vinogradoff, herhangi n > N 
rı ları N pozittt ~r:ımsay ısı en fazla dört tane asal sayı nı n toplamı biç imınde yazılabilecek 

şekilde bir N sayısı vardı r demiştir. Fakat yaptığı ispat yöntemi N sayısının büyüklüğü 
tıal~kında hiç hır bilgi vermez. 
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Tüm zaman ları n en büyük matematikçilerinden birisi ve gerçekten geçm işin en 
büyüğü olanArchimedes ( İ. Ö. 287 - 212) Sicilya adasında Siraküza kentinde doğuştan 
Yunanlı olan bir bilgindir. i. ö. 287 yı lında Sicilya'da Siraküza'da doğmuş ve Romalılarla 
Kartacalıfar arasında süren uzun savaşlar sıra.sında i . Ö. 212 yı lında Romalı bir asker 
tarafından kumlar üzerinde problem çözer1~en öldürülmüştür. Eskl zamanların en yara­
tıcı zekası Archimedes'te vardı. Euclides ve Eratosthenes' ten sonra gelen matenıatikçl 

kuşağın en büyügüydü. Yaşamına ilişkin çok şeyler yazılm ıştır. 

Astronom Phidras' ın oğludur. Siraküza kı ralı Hieron döneminde o dönemin en 
büyük adası Sicilya'da yaşamış, kıral tarafından çok beğenilmiş ve onurlandırılmıştır. 

Mısrr'da İskenderiye kentinde bir süre bulunmuş ve eğitimi ni orada 'lanıamlamıştır. 
Arl<adaşları Conon, Dositheus ve Eratosthenes olmuştur. Özellikle Canan ile çok sa­
yıda bilimsel mektuplaşmalar ı vardı r. 

Arcnımedes jİ . O 287 - 212,. 
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Archimedes'in çalışmaları, İskenderiye okulunun bir özeti denilebilir. Bu okulun 
ürünlerini Archimedes toplamış ve yemiştir. Archimedes'te yaratıcı üstün bir zeka var­
dır. Dünyanın gelip geçmiş üç büyük matematikçisinden ilki Archimedes, ikincisi New­
ton ve üçüncüsü de Gauss olarak sıralanır. Bunların içinde Archimedes müzelik bir 
matematikçidir. En üretken yıllarını Siraküza'da geçirmiştir. İkinci Pön Savaşları sıra­
sında (İ. Ö. 218 - 201) doğum yeri olan Siraküza'yı Romalılara karşı savunmuş veba­
şarılı olmuştur. 

Matematik buluşlarının yanı sıra mekanik yasaları, denge yasaları, akışkanların 
özellikleri, kaldırma kuvveti, Archimedes burgusu, Archimedes yayları, seriler ve ismi 
verilmeden integrali kullanan Archimedes'in yaşamı hakkında çok şeyler yazılmıştır. 
Mekanik buluşları ve matematikte yaptığı şeyler her türlü övgünün üstündedir. "Bana 
yeteri kadar uzunlukta bir çubuk verin, dünyayı yerinden oynatayım" sözü onun kal­
dıraç yasalarının önemini vurgular. 

Kıral Hieron kendisine altından bir taç yaptırır. Sonra kuyumcunun taca bakır 
karıştırdığından şüphelenir. Archimedes'e taçta bakır olup olmadığını saptamasını 
ister. Problemi çözmek için düşünür. Banyoda yıkanırken musluktan akan suyun tası 
tam doldurduğu anda tasın battığını görür. "Buldum buldum" diye Siraküza sokaklarında 
koştuğu yazılır. Archimedes'in burada bulduğu yasa şudur. Sıvı içine batırılan birci­
sim, batan kısmının hacmindeki o sıvının ağırlığı kadar kendi ağırlığından kaybeder. 

Archimedes'in yaşamı çok uzun uzun eklemeler yapılarak anlatılmış ve bazıları 
oyunlar biçimine sokulmuştur. Biz bunlardan çok burada Archimedes'in neler yaptığını 
bilimsel olarak anlatacağız. Yaşam öyküsü biraz uzuncadır. Bu konu ayrı bir yazı ola­
rak sunulabilir. 

Archimedes'in Siraküza kentinin işgali sırasında Romalı 
bir asker tarafından öldürülmesinin mozaik resmi. 
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Archimedes'in çalışma alanı çok geniş olmuşıur. Fen bılimlerinin Tümünde çok 
sayıca eserler verrnıştir. Bunların çoğu zamanımı za kadar gelmiştır Sembolik mezarı 

vardır. Yapı !ları altı ncı ile onuncu yüzyıllarda İstanbul 'da saklanmıştır. Çal ışmalarının 
orijinalleri zamanımıza kadar ge!eınemiştir ama kopyalarının kopyaları halen koruma 

altındadı r. Bazı çahşmaları kaybolmuşilır. Danimarka matematiğinin ünlü tarihçisi oian 
J . L. Heiberg 1906 yılında, Archimedes'ten arkadaşı Eratosthenes'e yazılmış olan ve 
o gDne kadar kaybolduğu sanıian "Mekanik Teoremleri , Yöntemler" isimli yap ıtı bir 

araşmma sonucu istanbul'da bu lunmuştu r. Archimedes bu yapı unda alanı ve hacmi 
bi linmeyen bir şeki l ya da bir cisimle, bilinen bir değerinı zihinde karşı l aştırma yoluyla 
aranılanı nas ıl elde ettiğ ini an latmaktadı r. 

Archimedes'in en önemli yap ıtı Küre ve Silindir Üzerine isimli çal ışmasıd ı r lki 
kitap halinde olan bu yapıt 53 önemli önermeyi içer'.nektedir. Bu yapıtta kürenin yüzöl· 
çümünün S ::- 4ırr2 biçimınde olduğunu göstermiştır lkincı 6nemli problem de, taban 
yarıçap ı r ve yüksekliği 2r olan bi· sıii ndir içine r yarıçapl • bir küre yerleştiri l iyor. Bu 

halde s ilindirin hacmi kürenin hacmıni;ı 3/2 ve silindirin tüm yüzeyimn alanı kürenin 
yüzölçümünün 3/2 kan olduğur.u göstemıışiiı. Ge(çeKten kürenin hacmi 4nr/3, yüzöl­

çürnü 4nr2, bu taban y2rıçaph ve 2r yükseklikli sı lindirif1 hacnıi 2nr3 ve tl.im yüzölçümü 
de 6ttr~ olduklarından , bunların birbirine oranlarından ;stenilen sonuç bulunur. 



338 ARCHİMEDES 

Archimedes'in bu kitaplarında bazı tanımlar ve kabuller vardır. Beş kabulünden 
birisi Eudoxus tarafından verilmiştir ama matematikte daha çok Archimedes özelliği 
olarak bilinir. O da, birbirine eşit olmayan iki doğru parçası birisi diğerinin belli bir ka­
tıdır şeklindedir. Archimedes bu özelliği kullanarak alanlar ve fıacimler üzerine çok 
sayıda buluş gerçekleştirmiştir. İkinci kitabı birinci kitabında yapılan problemler ve 
teorem üzerinde çalışmalar yapmıştır. Bu kitapta bir de kübik denklemin çözümüyle 
ilgili bir çalışma vardır. Bu önerme il. kitabında 4. önerme olarak kayıtlıdır. Bu önerme 
Yunan geometrisinde en büyük problem olarak bilinir. Kısaca problem şudur. r yarıçaplı 
bir küre bir düzlemle kesildiğinde oluşan iki küre kesmesinin hacimleri oranı, küreyi 
verilen bir oranda kesmeye eşittir. Bu problem Archimedes'i üçüncü derece denklemini 
koniklerle çözmeye götürmüştür. 

Verilen r yarıçaplı küreyi m / n oranında kesmek istiyoruz. Archimedes il. kitabının 
2. önermesinde h yükseklikli küre kesmesinin hacminin formülünü bulmuştur. Yine 
il. kitabın 3. önermesinde, bir küreyi bir düzlemle kesince oluşan küre kapaklarının 
hacimlerinin birbirlerine oranı küreyi verilen oranda kesmeye eşit olduğunu göstermiştir. 

Şimdi il. kitabın 4. önermesinin çözümüne geçebiliriz. 

r yarıçaplı küre bir düzlemle kesildiğinde meydana gelen h yükseklikli küre 
kesmesinin hacmi V = rrh2(r - h/3) olur. Küresinin k yükseklikli kesmesinin hacmi 
V' = rrk2(r - k/3) biçimindedir. Bu hacimlerin birbirlerine oranı m/n olsun. Buna göre, 

h2(3r - h) 

k2(3r - k) 
m 
-
n 

olmalıdır. Eğer h + k = 2r bağıntısından k değeri yok edilirse 

yazılır. Bu da h cinsinden 

nh2(3r - h) = m(2r - h)2 (r + h) 

= m(h3 - 3h2r + 4r3) 

(m + n)h3 - 3r(m + n)h2 + 4mr3 = O 

biçiminde üçüncü dereden bir denklemdir. Burada bir tane hile kısaltma yapılmıştır. 
Buradan 

3r - h _ 4r2 

mr/(m + n) - h2 

yazılır. Archimedes bu son yazılan denklemi 
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a-x c2 
-b-=~ 

biçiminde yazarak inceler. Yaln ız, problemin bundan sonraki kısmı Archimedes'in ça­
l ı şmasından çıkarılmış ya da kaybolmlJştur. Bir yüz yıl sonra bu parça bulunmuş ve 
yerine eklenmiştir. Bu parça Sicilya-Doric lehçesi ile yazıldığı için Archimedes'e ait 
olduğu kabul edilir. Bundan sonraki kısım l ardaki çözüm sı rası Menaechmus'un (İ. Ö. 
350) Delian problemlni çözdüğü yöntemdir. (a - x) ı b = c2ix2 eşitliğinin her iki terimi 
de a/y terimine eşitlenirse , 

x2 = ( c
2 

) y ve ( a - x)y = ab 
,a 

yazılır. Bu ifadelerden ilki bir parabol ve ikincisi de bir hiperboldür Bu iki koniğin kesim 
noktalan x2(a- x} = bc2 denkleminin çözümüdür. Bu eklenen parça bir de bc2 = 4a3/27 
ise bu eğri ler birbirlerine x = 2a/3 noktasında teğet olurlar. Eğer bc2 < 4a3 /27 ise bu 
konikler birbirlerini iki noktada keserler. Tersi halinde birbirlerini kesmezler. Yani 
bc2 > 4a3/27 hali gözönüne a.lınmamiştır. 

Kübik denklemlerin çözümleri üzerine çalışmalar daha sonra Oiophantus'ta (250) 
görülür. Archimedes ve Diophantus'tan sonra bin yıl bu kübik denklemler Avrupa'da 
görülmez. 

Archimedes (f Ô, 287 - 212), 
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Archimedes'in en önemli fiziksel buluşlarından birisi de denge yasaları diyebilece­
ğimiz terazilerdir. insanlar uzun y ıllar alışverişle rinde teraziyi kullanmışlardı r. Fakat 
hiç bir ulus ya da halk bu terazilerdeki yasaları yazılı birer kural halinde söylememiştir. 

Archimedes'in terazi yasas ı kısaca şudur. Yük i!e yük kolunun uzunluğunun çarpımı , 

kuvvet ile kuvvet kolunun çarpımına eşitti r. Artı k bu yasa bilinince bundan sonraki hal­
ler birer alıştırma olarak insanlara sunulabilir. Archimedes'in en büyük özelliği, fiziksel 
oiayları matematiksel formüllere bağlama ve onları matematiksel ifadelerle yorumlama­
sıdı r. Bu nedenle Archimedes birinci sın ıf ve birinci sınıf matematikçilerin de başında 
gelir. 

Archimedes burgusu aslınd a içi boş bir borudur. Bu boruya yerleştiri len bir meka­
nizmayla Mısır'da derin kanallardan suyu başka yerlere taşımıştır. Bugün bu burgular 
aynı amaçla zamanımızda çok yerde kullanılır. 

Archimedes'in ikinci bir özelliğ i düzlemlerin ya da cisimlerin ağırlık merkezini bul­
ması yanıdır. Bunu yaparken denge yasaların ı da ku llanmıştır. Denge yasaları kı saca 

şunlardır. 

1. Denge noktasından eşit uzaklıkta konulan eşit ağı rlıklar dengede kalır. Eşit 

olan ağırlı klar ve eşit olmayan uzaklıkla r için denge sağlanmaz. Terazinin kolu uzun 
olan tarafa doğru düşer. 

2. Eğer ağırlıklar belli bi r uzakl ıklarda yerleşti rilmiş ve denge olduğunda bir tarafa 
ağır lık ekleyince denge bozulur. Kol maddenin eklendiği tarafa doğru aşağı iner. 

3. Terazinin kefelerinden birisinden hiç bir ağırlık çıkarılmadan denge hali yoksa 
ve terazinin kolu bir ağırlığın çıkarılmayan kısmı tarafına çökmüşse bu taraf daha 
ağırdır. 

6. Eşit ağırlı kl arda denge hali varsa uzaklıklar eşitti r. 

Archimedes'in bu tür postülatlarının sayısı yedidir. Bu postülatları Archimedes, 
terazinin kefelerine konan ağırlıklarla deneyerek çıkarm ıştı r. Bu dörtlülerden üçü bili­
nince dördüncü hal kolayca bulunabilir. Bu dörtlü orantıd ır. 

1. Önerme: Eşit uzaklıklardaki ağı rlıklar dengede ise bu ağırlıklar eşittir. 

2. Önerme: Eşit uzaklıklardaki .eşit olmayan ağırlıklar dengede değildir. Terazinin 
kolu ağır olan tarafa doğru düşer. 

3. Önerme: A > B olan iki ağırlık C gibi bir noktada dengede ise AC < CB olur. 
Tersine ağırlıklar dengede ve AC < CB ise A > B olur. 
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Archirnedes'in 4. ve 5. önermeleri iki ya da uç sistemın agı rlık :nerkezlerinın bu­
lunmas ıyla ilgilidir. Bunlar daha çok cisimlerir, ağ ırlık ınerkezinin geometrik merkE'!z 
olması yönündedir. 

6. ve 7. Önermeler: Bu önermeler özet olarak, yük çarpı yük kotu eşitti r, kuvvet 
çarpı kLıvvet kolu şeklinde denge yasas ıdır. 

Archirııedes'ın bu postuıatları nın ve önermelerinin çok sayıda fız ıksel L.:ygu lamas ı 

vardı r. Kantarlar bunlara eıı güzel örneklerdir. ;l}ı, ve B gibi ık i ağırl ık varsa, bu iki ag ırlığı 

dengeye sokacak bir C noktası vardı r. t:ğer bu denge noktası A noklas ı na dalıa yakın· 

sa A noktasınaaki cisim daha ağ ırdı r Yani B noktasınd€1Ki cisi rrı daha hafifi.i r. Bu ne­
denle biz az bir kuvvetle çol< ağı r cisimieri ka\dırabilir veya tartabıliri:z.. Archirnedas 
bu öıelliği bildiği için "bana yeteri kadar uzunlukta bir çubuk ve bunu dayayacak bir 
nokta verin, dünyayı yerinden oynatayım" demiştir. Arch ımedes bu yasaları kullanarak 
Pön savaşları sırasında Siral<üza'ya saldıran Roma donanması üzerine mancın ı klarla 

çok ağır taşları atarak onlar: parça.larnıştı~. 

Tüm bu becerilerine karşı n . Ptutarch ' ın (46-1 28) anlatt ı Klanna göreArchırnedes 

çok iyi bir mühendis olmasından o kadar da mutlu değildı r. Mühendislikteki bu yaptık­

larını o kadar önemsemez ve onun önemli buldukları şey ler matematikteki buluşıarıdı r. 

Bu Arclı imedes'm kendi öz görüşüdür. Bizce münendislikte yaptığı bu mekanik uygu­
lamalar her türlü övgünün üstündedir. Matematikte yapt ı kları da üstün bir zekanm 
ürünüdür. AslındaArchimedes limit ve integral sözcüklerini söylemeden bu kavramlarla 
integral hesapları yapmıştı r. 

Arclıimedes, f<üre Yapımı isimli kitabında evrende harel~et halindeki ağ ır cisımlerin 
hareketlerini gösteren bir alet yapm ışt ı r. Su saati de onun buluşudur ve bu kitabında 

yer alır 

Yüzen Cisimler is i rııli kitabında sıv ı lar ın ve akışkanların yasalarını bulmu ş ve 
bunları incelemiştir Bu yasaları kullanarak kuyumcunun l\ıralın tacına ne kadar bakır 
ya da gümüş karışt ırd ı gın ı n oranını hesaptar.ıış i ı• 

Şimdi Archimedes'in yaptıgı ve kendisinirı çol< önem verdiği matematiksel çal ış· 

malanna dönelim. Bu konudaki en önemii yapıt ı Dairenin Hesab ı Üzerine isimh kita­
bıdır. 

1. Önerme: Dairenin al anı , bir kenarı r yarıçap ı ve diğer kenarı bu dairenin çev­
resi olan dilt üçgenin alanına eşıtti r. Burada gerçeKten dairenin A alanı A = nr2 olu:. 
Eğer ı:I dairenin çapı ve dairenin çevresinin uzurıiuğu da C ise Arctılmeaes' ir. bu for­
mülü Babilli lerin A == (C/2} ld/2j formülü ile ayn.dır. 
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Yalnız Archimedes A = (C/2) (d/2) = n:r2 formülünü tamı tamına Eudoxus'un tü­
ketme yöntemini kullanarak yapmıştır. Bunda da tam başarılı olmuştur. Buna göre, 
eğer K verilen üçgenin alanı ise önce A > K olduğunu varsayalım. Dairenin içine çok 
sayıda kenarları olan düzgün çokgeni çizelim. Düzgün çokgenin alanı P olsun. Bu 
hale göre A- P < A- K ve P > K yazılır. Merkezden çokgenin bir kenarının ortasına 
inilen dikme dairenin yarı çapından küçüktür. Böylece düzgün çokgenin çevresi de 
dairenin çevresinden küçük olur. Buradan P < K gelir. Bu da P > K oluşuyla bir çelişki­
dir. Öyleyse A > K olamaz. 

Bu kez çemberin dışına çok sayıda kenarı olan düzgün çokgeni çizelim. Benzer 
işlemlerden sonra A < K gelir ve bu da bir çelişkidir. Öyleyse geriye A = K olması kalı­
yor. Bu da A = n:r2 formülüdür. 

Archimedes'in çalışmaları Orta Çağda biliniyor ve çok da yaygın olarak kullanılı­
yordu. Bunlardan birisinin Latince çevirisi biraz önce sözünü ettiğimiz Dairenin Hesabı 
üzerinedir. 

Archimedes, r yarıçaplı bir çemberin çevresinin uzunluğunun d çapının 3 i/7 = 

22/7 kadar olduğunu 3. önerme olarak yazarak göstermiştir. r yarıçaplı çemberin çev­
resini C ile gösterirsek C = 22d/7 olarak yazılır. 

2. Önerme: Bir dairenin alanın bu çaplı karenin alanına bölümü i i /14 sayısına 
çok yakındır. 

İspat: Önce AB çaplı daireyi ve bir kenarının uzunluğu AB olan CDEF karesini 
çizelim. Bu CDEF karesi AB çaplı daireye dıştan teğet olsun. CD uzantısı üzerinde 
DG uzunluğu CD uzunluğunun iki katı ve GH uzunluğu da CD uzunluğunun yedide 
biri olsun. Bu arada 3. önermeye göre CH uzunluğu AB çapının çok yakın olarak 22/7 
katı ve dairenin çevresinin uzunluğuna eşittir. ACG üçgeninin alanının ACD üçgeninin 
alanına bölümü 2i :7, ACD üçgeninin alanının AGH üçgeninin alanına bölümü 7 : i 
ve ACH üçgeninin alanının ACD üçgeninin alanına bölümü de 22:7 olur. CDEF ka­
resinin alanı ACD üçgeninin alanının dört katıdır. Öyleyse ACH üçgeninin alanının 
CDEF karesinin alanına bölümü 22:28 ya da i 1 : 14 olur. ACH üçgeninin alanı AB 
çaplı dairenin alanına eşit olur. Çünkü AC uzunluğu yarıçapa eşit ve CH uzunluğu da 
dairenin çevresinin uzunluğuna eşittir. Öyleyse dairenin alanının CDEF karesinin 
alanına bölümü çok yakın olarak 11 : 14 sayısıdır. Buradan artık dairenin alanı bu 
daireye dıştan teğet olan karenin alanına bağlı olarak yaklaşık biçimde bulunur. Bu­
rada yaklaşık sözcüğünü özellikle kullanmak zorundayız. Çünkü tersi halinde daire 
kareleştirilebilirdi. Bu da olanaksızdır. 

Archimedes'in, Dairenin Hesabı Üzerine olan yapıtındaki en önemli kısım re sayı­
sının yaklaşık değerlerle hesaplanması problemidir. Yalnız hemen söyleyeyim. re göste­
rimini Archimedes ve ondan sonraki Yunanlı matematikçilerinin hiç birisi kullanmamıştır. 
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n gösterimi ilk kez 1706 yılında lngiliz mate natil\Çisi William Jones Matematiğe Yeni 
Giriş isimli kitabında kullanmıştır. Çember çevresinin çapına bölümüne n diyen Jones, 
bu degeri yüz ondalık basamağına kadar doğru bir biçimde hesaplamıştır. Fakat onun 
kitabı tanıtım düzeyinde bir yapıt olduğu için kimsenin fazl'1 dikkatini çekmemiş ve 
n: gösteriminin yaygın olarak l\ullanılmasını sağlayarnamı şı • r . Daha sonra ünlü ma­
tematikçi Leonard Euler 1748 y ı l ında yayınladığı Analize Giriş isimli kitab ıyla bu göste­
rim tutunmuş, n yaygın olarak kul lanılmış ve halen bu gösterim bu anlamıyla kullanılmak­

tadır. 

Archimedes'in n: sayısını yaklaşık of arak hesaplamas ı , çemberi içten ve d ıştan 

çevreleyen düzgün n kenarl ı çokgenlerle yapılmıştı r. Eğer bu içten ve dıştan çevreleyen 
düzgün çokgenlerin kenar sayısı çok artarsa, içten ve dıştan çizilen düzgün çokgenlerin 
kenarlarının uzunluklarının toplam ı çemberin uzunluğuna yeteri kadar yaklaş ır. İşte 
bu yaklaşıma diğer bi r deyimie bu limit haline eskiden beri tüketme yöntemi ismi verii· 
miştir. Yunanlılar da bu tüketme yöntemini kullanmışlardır. Gerek Yunaniılarda gerekse 
daha sonraki matematikçilerde limit sözcüğü ku ll anılmamıştır. Ama düşünce biçimi 
ve kullanılması kavramı limitten başka bir şey değildir. Sadece limit sözcüğü eks ıktir, 

Yapılan işlemler bir limit problemi ve uygulamasıd ır. Zaten matematikte sözcükten 
çok kavram önemlidir. Limit demek ile tüketme yöntemi demek fazla farkl ı bir şey deği l­

dir. Çemberin çevresinin uzunluğunu hesaplamada içten ve dı.ştan çizilen düzgün 
çokgenlerin kenar sayısını sonsuza gönderince düzgün çokgenlerin çevresinin uzun­
luğu çemberin çevresinin uzunluğuna eşit olur. Yaln ız , Yunanlı lar buradaki kenar sa­
yıs ını sonsuza gönderme iş lemini yapmamışlar, belli bir basamağa kadar çokgenlerin 
kenarlarını sonlu sayıda alarak n sayı sının yine belli bir basamağa kadar yaklaşık 

değerini hesaplamışlardır. 
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Arch medes .... uuıyusu. 
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n say ı s ı nı belli bir basamağa kadar doğru hesaplayabilmek için .Archimedes, 

çemberin içine ve dışına düzgün 6, 12, 24, 48 ve 96 kenarl ı çokgenleri çizmişti r. Bura­

da düzgün altıgenle başlamak daha doğaldır. Çünkü düzgün altıgen içten çizil irse bu 
altıgenin bir kenarının uzunluğu çemberin yarıçap ı uzunluğuna eşitti r. Yani , veri!en 

çemberin içine düzgün altıgeni çizmek ko laydır. İşe kare ile de başfayabilirdi k. Bu hal­

de karenin bir kenarı r12 olurdu. 

Çemberin içine bi r kerrarın ı n uzunluğu çemberin r yarıçap ı olan düzgün altıgeni 
çizdikten sonra dışına düzgün altıgeni çlzmeK ko laydı r. YapılacaK iş A, 8, C, O. Eve 

F noktalarından çembere teğetl er çiziiirse bu teğetlerin art avda kesim rıoktalarırn:ı 
birleştirilmesinden düzgün d ış altıgen de çizi!mi ş olunur. Düzgün altıgenleri çizdikten 
sonra 12, 24, 48 ve 96 l<enarl ı düzgün çokgenleri art arda yarılayarak çizmek kolaydı r. 

r yarıçaplı çemberi çizdil\ten sonra A noktasından başlayarak AB = r = BC ""' CD 
= DE = EF kiriş leri düzgün altı genin kenarlarıd ı r. Bu A, B, C, D, E ve F noktalarından 

çembere teğet olan doğruların kesim noktaları P, O, R, S, T ve U olsun. Bu biç imde 

yarıl amalarla düzgün 12, 24, 48 ve 96 kenarl ı çokgenleri çizelim. Çembere içten çizi .. 

len rı kenarlı düzgün çokgenin çevresinin uzun luğu Pr ve o ı ştan çizilen n kenarlı düz­
gün çokgenin çevresinin uzun luğu da P n olsun. Çemberin çevresinin uzunluğu da 

C ile gösterilsin. Bu halde bu çevre uzunlukiarı arasında 

eşits i z likleri vardır. Bu dizilerin her ikisi de sınırlı tel<düze dizilerdir. Yani Prı dizisi artan 
ve P n dizisi de azalan sınırlı bir dizidir. Bu halde her iki dız ini n de bir limiti vardır ve 
bu ortak limitin çemberin çevresi olan C sayısı oldugu gösterilebilir. Dikkat edi lirse 

burada P 2rı terimi Pn ve P n terimleri aras ı nda harmoni!<; ortalama ve p2n terimi de Pn 
ve P 2n terimleri arasında geometrik ortalamadır. Yani 

2p o 
p = - n' ,, ve n - ip p 

2n p + p P2n - \ n' 2rı 
n n 

brçimindedirler_ d, çemberin çapın ı n uzunluğu oisun. Düzgün altı genle başlarsak p6 
= 3d ve P 

6 
= 2v'3d olur. Bu biçimde art arda hesaplamalara devam edilirse P 2 rı ve 

p
2
n terimleri arasında P 

96 
ve p

96 
terimlerine kadar tekrarlama bağıntıs ı bulunabilir. Bu 

sonuca Archimedes ulaşm ıştır_ Fazla bir aç ıklama yapmadan 

235 < v"' . 1351 
. --:ı. .j <. 780 1 t:lv ' 

esitsizliaini kabul ederse\<. Archimedes 
. •, <oJ 
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(3 + _!Q) d < 96 . 66 d < P ve p c < 96 . 153 < (3 + _!Q \ d 
71 2077.25 96 

"·
6 4673.5 71 ) 

eşitsizli kleri ni bulmuştur. Bu hesaplamaların sonucu 

10 1 3- <7t <3-
71 7 

eşitsizliğidi r. 

3. Önerme: Herhangi bir çemberin çevresinin uzunluğu , çapın üç katının I0/71 
katından büyük ve çapın üç katının 1 / 7 katından küçüktür. Yani d çap ı 2r olduğundan , 

önceki yazılan 

10 1 
3-<1t< 3 -

71 7 

eşitsizliğinin her iki yanı çap olan d ile çarpılırsa 

3d ;~ < nd < 3d J 
olur. Bu da 2nr ,,,. Ç ile gösterilirse 

oiur. 

2217 yaklaşık değeri n say ı sının Archimedean yaklaşık değeri olarak bilinir. 
22/7~3.1429 kadardır. Bu değer ıc sayısının gerçek değerinden yüzde 0.2 sayısından 
daha küçük olan bir sayı farkıyla daha büyüktür. Archimedes 192 ya da 384 kenarlı 
düzgün çokgenleri kullanarak pi sayıs ı nın alt ve üst sınırlarını daha duyarlı biçimde 
hesaplayarak daha ince bir yaklaşımla pi sayısının yaklaşık değerini bulmuştur. 

Pi sayısının yaklaşık olarak hesaplanması için çok çalışmalar yapılmıştır. Özellikle 
Çinli matematikçiler bu konuda çok başarıl ı olmuşlardır. Eski Çinlilerin bu çalışmaları 

daha duyarlıdır. Hatta batıya göre Çinliler bu konuda daha ileri çalışmalar yapm ışlardır. 

Babilliler ve Mısırlılar da pi sayısı yerine 3 sayıs ı ya da buna yakın değerler almışlardır. 
Babillilerin pi sayısı yerine f10 olarak da aldıkları görülmüştür. 

Çinli matematikçi Liu Hsin (23), pi sayıs ı nı 3.1622, Chang Heng (78-139) p1 sa­
yısını f1ö olarak kullanmıştır. Bunun ondalık gösterimi 3.1622 ya da kesirli sayı yazı­
mı 92/29 biçimindedir. Bunun ondal ı k gösterimi de 3.1724 kadardı r. 
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Dokuz Bölüm isimli ünlü yapıtı yorumlayan Liu Hu\ (250) pi sayısı içın 384 kenarlı 
düzgün çokgeni kullanmış ve 

3.141024 < n; < 3.142904 

sın ırlarını bulmuştur. 3072 kenarlı düzgün çokgeni kullanarak en iyi yaklaşık değerinin 

3. i 4159 olduğunu göstermiştir. Yine beşinci yüzyılın parlaK Çinli matematikçisi ve 
astronomu Tsu Chung-Chi (430 - 501 ), yeni bir yöntem gel i ştirerek pi sayısı için 

3.1415926 < rı: < 3.1415927 

sınırlarını bu lmuştur. Buna göre 22/7 değeri daha iyi bir yaklaşık değer deği l , 355/113 
kesri daha iyi bir yaklaşık değerdir. 1995 yı l ındaki sor, yaklaşık değer 6.442.450.000 
rakamlı dtr. 

Batıda altıncı yüzyıla kadar pı sayısı üzerinde bir çalışma görülmez. Hollandalı 
mühendis Adriaan Anthonizoon yeni bir yonternle pi sayısının yaklaş ık değerinin 

355/1 13 olduğunu bulmuştur. Bu oran 52.163/16.604 biçimindeki oranın bulunmasına 
kadar en iyi pi sayıs ı nın yaklaşık değeri olmuştur. Bu son oranın daha duyarlı o lduğu 
görülmüştür. Ludolphine van Ceu!en (i 540 - 161 O), Archimedes'in yöntemini kullanarak 
262 kenarlı düzgün çokgenle pi sayısını 35. basamağa kadar doğru bir şekilde hesap­
lamışt ır. Bu hesaplama düz.gün çokgenleri kullanarak yapılan son işlem olmuştur. Pi 
say ısı üzerinde yapılan sonraki hesaplamalarda başka bağıntılar kullarn!mıştır. 

Archirnedes, Yunan matematiğinde büyük sayıların yazım yöntemini veren ilk 
matematikçisidir. Örneğin 108 gibi büyük sayıların yaz ımı ona, aittir. Bu tür büyük sayı­
ları dalla çok Yunan rakamları ve yöntemleriyle astronomide kullanm ıştır. Örneğin 
Dünya'nın yarıçapı, Güneş'in yarıçapı, bunların uzaklı kları , gezegenlerin ve yı ldızların 

uzaklıkları gibi yerlerde bu büyük sayı yaz ırnları çok kuHanılmıştır. Bu konuda bazı 
çalışmaları da vardır. 1 on türünde özel olarak kullandığı sayılara rastlanı l ır. O zaman 
için yaptığ ı karşılaşt ırmaların bazıları yanl ıştır. Çünkü Dünya'nın evrenin merkezi ol­
duğunu alınca baz ı karşılaştırmalar yanlış olur. 
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Archimedes'in diğer bir çalışması Yaylar Üzerine olan kitabıdı r. Bu kitapta 28 
tane önerme vardır. Özellikle bunlardan birisi çok ünlüdür ve bu daha çok Archimedes 
yayı olarak bilinir. 

Archimedes yayı , modern gösterimlerle kutupsa\ biçimi r = a9 ya da r/6 = a 
olarak sabittir. a burada a >O biçiminde bir sabittir. O kutup merkezi, OA yarı doğrusu 
da kutup ekseni olsun. r = ae tonksiyonunun kutupsal koordinatlardaki grafiği yukanda 
olduğu gibidir. OP = r ve AOP = e olsun. Bu halde Archimedes y:ıyın ın tipik özelliği 
r/8 = a biçiminde sabit olmasıdır. Archimedes yayı bir kez dönünce ,~u yayla sınırlanan 

Aalanı 

A = 1- ıt(2na)2 
3 

olur. Bu alanın hesabını bugünkü kutupsal koordinatlarla yapılan integral alma yönte­
miyie koJayca hesaplayabiliriz. Çünkü , 

biçimindeki alan formülüne göre o :::;; e :::;; 21t için 

sonucu hemen bulunur. 

Tüketme yöntemi geleneksel olarak Cnidoslu Eudoxus'a (İ. Ö. 390 - 337) mal 
edilir. Oysa bu yöntemi Euclides ve Archimedes çok başarılı oir biçimde kullanmış 
ve bundan çok güzel matematiksel buluşlar gerçekleştirmişlerdir. Özellikle Euclides 
Eleıtıents isimli XI!. kitabında dairenin alanını ve piramidin hacim formülünü bu yöntem­
le bulmuştur. Archimedes bu yöntemle daha da ileri giderek katı cisimlerin hacim ve 

yüzö!çüm formüllerin! elde etmiştir. 

Archimedes yayı da Euclides'in pergel ve cetveliyle çizilemeyen bir eğridir. Şimdi, 

Archimedes'in yayını kullanarak verilen herhangi bir açının üç eşit parçaya nasıl bö­
lündüğünü gösterelim. Yani, Hippias'ın (L Ö. 460) eğrisinde olduğu gibi Archimedes'in 
yayı ite de bir açı üç eşit parçaya bölünebitir. Bu eğriler aynı zamanda daireyi de kare­

leyebilir!er. 

Şekilde olduğu gibi AOP açısı nın bir ko!t..mu Archimedes yayı P noktas ında kessin. 
OP doğru parçasını O ve R noktalarında OQ = OR = RP olacak biçimde üç eşit par­
çaya bölelim. Sonra 00 ve OR yarıçaplı çemberleri çizelim. Bu çemberlerin .Archimedes 
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O A 

Arctı ımedes yayı . 

yay ı nı kestiği V ve U noktalarını O merkezi ı le bi rleşti rel im . Böylece OU ve OV yarı 
doğru ları AOP aç ıs ını üç eşit parçaya böler. Çünkü L POA = b denirse P = (ab, b) 
olu r. Ayrıca Q = (ab/3. b) ve R = (2ab/3 , b) olduki arı hemen yazılı r. O merkezli ve 00 

ve OR yançaplı çemberler Arclı imedes yayını sırasıyla V = {ab/3, b/3) ve U"' (2ab/3, 
2b/3} ııokiaları ııda kestiklerinden~ VOA = b/3 olur. 

Archimedes'in parabol parçasının alanının bulması oldukça zor bir problemdir. 
Aynr yükseklikti ve aynı tabanlı ADCEB parabol kesıT)esinin alanı ı le ACB üçgeninin 
alan ı arasında 4/3 oranı vard ı r. Yanı ADCEB parabol kesme::.inın alan ı = (4/3} çarpı 

ACB üçgenınin alan ı olu r. Archimedes oldukça u~un bir ıspatı olan bu önermeyi tam 

olarak ispatlamıştır. Bundan sonra aynı sonucu ADC parabol parças ı ile. ADC üçgenı 
ve CEB parabol parçası ile CEB üçgenı aras ı nda 4 . 3 oran ı nın olduğunu kullanarak 
parabol parçasının alanını kare!erniştir. 

Şimdi ABC üçgeninin a lanı ô olsun. Benzer oiaral< AC ve CB tabanh ADC ve 
CBE üçgenlerini gözönüne alalım . Bu iki üçgenin alanları toplam ı Kit! olur. Bundan 
sonra daha fazla üçgenler çizerelç AD, DC, CE ve EB tabanlı dört üçgen çizelim. Bu 
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dört üçgenin her birinin alanı ADC üçgeninin alanının sekizde birine eşit olur. Ya da 
(1/82).6. olur. Böylece bu dört üçgenin alanı (1 /42).6. olur. Bu şekilde devam edilirse 
çokgensel şekillerin alanlarının rnplamı ABC üçgeninin .6. alanı cinsinden değeri 

( 1 1 1 1\ 
L\ 1 +-+-+-+ . . . +- )· 

\ 4 42 43 4n 

biçiminde yazılır. Bu da ortak oranı 1 /4 olan bir geometrik seridi r. T)plam ı da 

r 
4 1 ( 1 ın -J f... - - - - 1· 3 3 , 4 

olur. Eğer n yeteri kadar büyük alını rsa (1/4)n çok küçülür. Diğer bir deyimle n sayısı 
sonsuza giderse (1/4)n say ı s ı da sıfıra gider. Sonunda parabol kesmesinin alanı (4/3)t... 
olarak bulunur. Bu da parabol kesmesinin karelenmesini gösterir. 

Archimedes parabol parçasının alanını hesapladıktan sonra elipsin ve bir hiperbol 
parças ının alanını da hesaplamıştır. Bunlara bağlı olarak herhangi bir yayla çevrili 
bir alanın hesabını da yapmıştı r. x2/a2 + y2!b2 = 1 olan elipsin alanının nab olduğunu 
bulmuştur. Eğer a =- b olursa elips bir daire olur. Buna göre dairenin alanı nr2 yazılır. 

Archimedes bundan sonra elipsoit, paraboloit ve iki yapraklı hiperboJoitlerin ha­
cimlerini aynı bu tüketme yöntemiyle hesaplamıştır. Fakat bunların hesab ı oldukça 
zordur. Bugün modern yöntemlerle daha kolay ve hızl ı bir şeki lde bu hesaplamalar 
yapılıyor. Kullandığımız yöntem de integraldir. Küre, silindir, koni , kesik koni, piramit, 
kesik piramit gibi geometrik şekillerin hacimleri ve yüzö!çümleri Archimedes tarafından 
tüketme yöntemiyle hesaplanmıştır. 

Bu yapıtlardan, Archimedes'in integral kavramını gördüğünü fakat Newton gibi 
daha kolaylaştırıcı yöntemleri bulamadığını söyleyebiliriz. İntegralin meyvelerini Archi­
medes'ten tam iki bin yıl sonra gelen İngiliz fizikçisi ve matematikçisi Newton (1642 
- 1727) yiyecektir. 

Archimedes'in Silindir ve Küre Üzerine olan iki ciltlik kitabı rntegral yönüyle çok 
önemlidir. Geometrik şekillerle ilgili hesaplamaiar bu iki kitapta önemli bir yer tutar. 
Yaptığı buluşlar öyle sıradan da değildir. Üstelik o günün koşullarındaki matematil< 
bifgilerinin az olması nedenfyle Archimedes'in ispat yöntemleri her türlü övgünün üs­
tündedir. Örneğin Conoid ve Spheroidler üzerine olan kitabındaki 6. önermede elipsin 
ve diğer koniklerin alanları ve dönel cisimlerin hacimlerini bulmadaki zekice becerilerini 
ortaya koyar. 

Archimedes, kürenin yüzölçümünü bulurken iz lediği yöntemde kul landığı uzun 
seri teoremleri aslında sinüs fonksiyonun un integralinden başka bir şey değ i ldir. 33. 
önerme buna en ilginç örnektir 
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Şekilde görüldüğü gibi LAL' çemberi uzerinde birbirlerine eşit olan çokgensel 
kiri şlerin uzunluklarını gözönüne alalım . P. ııoktası LKCBAB'C'K'L' yayının orta nok­

tas ı olsun. BB', CC', KK', ... doğru parçaları taban olan LL' doğru parçasına paralel 
olarak verilsin. LL' doğru parçasının orta noktası M olsun ve AA' de M noktasından 
geçen çap olarak verilsin. Bu halde (88' + CC' + . .. + LM) : AM = A'B : BA olur. 

Bu ifadenin geometrik şeklinin trigonorııetrik olarak gösterimi 

. 8 . 28 . n - i ,.., 1 . ne 1 - cose e 
sın - +sın - + .. . +sın -- o+ -

2 
sın - = cot - (1) 

n n n n 2 2n 

biçimdeki teoreme eşdeğerdir. Bu teoremden, modern dille 

j sinx dx = 1 - coscı> 
a 

integralini yazmak kolaydı r. Yukarıdaki trigonometrik denklemin her iki yanı 8/n iie 

çarpılır ve n sonsuza giderken limiti al ını rsa sol taraf 

n 
lim ""'"' sinx1lı.x1 n~ooD 

1=1 

olu r. Burada i = 1, 2, .. . , n için xi = iEl/n , i = 1, 2, .. . , n - 1 için t.xi = 8/n ve t.xn = 8/2n 
olarak alınmıştı r. Buna göre (1) ifadesinin sağ taraf ı da 

olur. Bu da 

(1 - cose) lim ___@__ cot 
2
8 = 1 - cose 

rı~ao 2n n 

rit 

J sinx dx = 1 - cosn = 2 o 
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integralinin özel haline eşdeğerdir. Bu da Archimedes'in 33. önermesidir. 

Archimedes ayrıca kürenin yüzölçümünün en büyük dairesinin alanının dört katı­
na eşit olduğunu da göstermiştir. Küre ve Silindir Üzerine olan 1. kitabının 34. önermesi 
de şöyledir. Herhangi r yarıçaplı bir kürenin hacmi, bu küre içine çizilen ve tabanı bu 
kürenin en büyük dairesi, yüksekliği kürenin yarıçapı kadar olan koninin hacminin dört 
katıdır. Gerçekten, bu konumlardaki kürenin hacmi 4nr3/3 ve koninin hacmi nr3/3 
olduklarından Archimedes'in önermesinin doğruluğunu kontrol edebiliriz. Şüphesiz 
Archimedes bunları uzun uzun işlemlerle kanıtlamıştır. Biz sadece hazır formüllerden 
sonucu kontrol ettik. 

Archimedes'in zamanımıza kadar qelen kitaplarının listesini Heiberg vermiştir. 
Bunlar, 

1. Düzlemde Dengeler 1. kitap, 

2. Parabolün Kareleştirilmesi, 

3. Düzlemde Dengeler il. kitap, 

4. Yöntem (Bu kitap1906 yılında İstanbul'da bulunmuştur.), 

5. Küre ve Silindir Üzerine, iki kitap, 

6. Yaylar, 

7. Conoit ve Spheroitler Üzerine, 

8. Yüzen Cisimler Üzerine, iki kitap, 

9. Dairenin alanı, 

10. Kum Taneleri ve 

11. Stomachion (bir parça) 

biçiminde sıralanabilir. Archimedes'in yaptığı bu çalışmalar her türlü övgünün üzerindedir. 

Bunların dışında Liber Assumptorum isimli kitabının Arapçası vardır. Bu kitap 
Sabit bin Kurra tarafından Arapçaya çevrilmiş ve aslı Tuzluk ya da Ayakkabı Çekeceği 
ismiyle yazılmış olabilir. Bir açının üç eşit parçaya bölünmesi bu kitapta incelenmiştir. 

Sığır Problemi isimli kitap, Archimedes ve Eratosthenes arasında geçen yazışma 
problemleri ve çözümlerinden oluşmaktadır. Sığır probleminin de ilginç olduğunu belir­

teyim. 

Archimedes'in kaybolan yapıtları ve içerikleri şöyle özetlenebilir. 

1. Çokyüzlüler isimli kitabı kayıptır. Bu kitapta beş tane düzgün çok yüzlü cisim 

incelenmiştir. Kitaptaki konular hakkında bilgileri Pappus (300) vermiştir. 
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2. Aritmetik Sayılar üzerine olan kitabından Zeuxippus söz eder. Sayıların tanıtıl­

ması, büyük sayıların yazılması ve Yunan gösterimleriyle sayı sistemini genişletmesi 
bu kitapta geçer. Çok çok büyük say;iarı sistemli olarak bu kitapta tanıtm ı ştır. 

3. Mekanik üzerine yazılan bir ya da çok kitabı kayıptır. Onun bu kitaplarındaki 

önermelerden Pappus, Philon ve Heron söz eder ve anlatırlar. Arclıimedes'in bu tür 
çalışmaları Heron'un mekaniğinde verilmiştir. Sirnp!icius, Archimedes' in yerçekimi 
problemlerini bu kitaplarında işleoiğini anlatır. Cisimlerin ağırlık merkezlerinin bulunması. 
dengede kalabilmesi için nereden asılmas ı gerektiği ilkelerini bu kitaplarında açıklamıştır. 

4. Catoptrica isimli kitabı aynaların yansıtmaları üzerine olan çalışmalarıdır. 

Olympiodorus bu kitaptan söz uder. Bu kitapta, aynaya gelen ışının normalle yaptığı 
açının, yansıyan ışının normalle yaptığı açıya eşit olduğunu söyler. Suda ışığın kırıl­
masını yine bu kitapta incelemiştir. İskenderiye'li Theon (iV. yüzyıl) da Archimedes'in 
yansıma ve kırı\maiarı bu kitapta anlattığını yazar. 

Yalnız , Archimedes'in bu yapıtlarının kaybolmasına üzülmeye gerek yoktur. Çün­
kü bu kitapların içerikleri zamanımıza kadar diğer yazarlar tarafından ileti lmiştir. Zaten 
Archimedes'in kaybolmayan ve kaybolan yapıtları üzerine, Heron, Pappus ve Theon 
çal ışmalar yapmışlardır. Üçüncü ve dördüncü yüzyıllara kadar Archimedes'in yap ıtlarının 
tümü İskenderiye kütüphanesinde bulunuyordu, iskenderiye Kütüphanesi'nin tahrip 
edilmesi ve yakılmasında diğer kitaplar gibi Archimedes'in l'itapları da yok olmuştur. 
Ellerde bulunan diğer kopyalar geleceğe ışık tutmuştur. 

Archirnedes'in yapıtları üzerinde çok sayıda ki ş i çalışm ış ve onun yaptıkları nın 
zamanımıza kadar gelmelerini sağlamışlardır. Örneğin Eutocius (500), Miletli İsidorus 
(532) ve başka yazarlar Archimedes'in çalışmaları üzerinde eğitilmişler ve bu kitaplar 
üzerindeki konular hak.l<ında yorumlar yazmışlardır. ÖzeUikle dokuzuncu yüzyılda Leon, 
Archimedes'in tüm yapıtlarını İstanbul Üniversıtesi'nde toplamış ve koruma altına al­
mışt ı r. Burada korunan kitaplardan birisi Heiberg tarafından bulunan Yöntem isimli ki­
taptı r. Bu kitabın parşömeni yıprandığı için bazı yazı lar silinmişti r. Leon bunları n bir 
kopyasını çıkarm ı ş ve Yunanca yazılan bu kitap yirminci yüzyıla kadar gelebilmlştir. 
Daha sonra Palermo'ya götürülmüş, Norman Court'da saklanmıştı r. Buradan da 
Hohenstaufen Evi' ne konmuştur. Archimedes'in bu yapıtları 1266 ile 1564 yılları ara­
sında çok el değiştirmiş ve sonunda bu kitapların büyük bir kısmı 1269 yılında Moer­
bekeli William tarafından Latinceye çevrilmiştir. Bundan sonraki yüzyıllarda Archimedes'in 
kitaplarının çok sayıda kopyaları alınmış , değişik dillere çevrilmiş ve okunmuştur. En 
son Latin çevirileri 191Oile1915 yı lları arasında yapılmıştı r. Bu çeviriler halen yararlanı­
lacak haldedir. Özefükle Yöntem isimli kitap çok işe yaramıştır. Bu kitabın içi önermelerle 
doludur. 

/-\rchimedes'ln kitapları o kadar matematikle doludur l<i bunların tümünü buraya 
aktarmak olanaksızdır. Şimdi f<üre ve Silindir üzerine olan kitabından bazı önermeler 
aktaralım. 
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L Kitap, 13. önerme: r taban yarıçaplı ve h yükseklikli dik bir silindirin yanal 
alanı, s = 2rcrh = rcx2 olur ve buradan 

h x 
--=-
)~ 2r 

yazılır. Bu halde silindirin yanal alanı yükseklikle çapı arasında orta orantılı x yarıçaplı 
bir dairenin alanına eşit olur. 

1. Kitap, 14. önerme: r yarıçaplı ve :-ı yükseklikli bir dik koninin yanal alanı 

2rı:rJh 2 + r2 2 s = -~ = rcx 
2 

olur ve buradan 

x 

yazılır. Yani, dik koninin yanal alanı taban yarıçapı ile koninin yanal ayrıtı arasında 
orta orantılı olan x yarıçaplı bir dairenin alanına eşittir. 

i. Kitap, 15. önerme: Taban yarıçapı r ve yanal ayrıtı solan bir dik koninin yanal 
alanının taban alanına bölümü s/r olur. Yani, taban alanı s ve yanal alan da s' ile 
gösterilirse 

s' 2rcrs/2 s 
5=~= 

olur. 

1. Kitap, 23. önerme: Bir kürenin yüzölçümü, bu kürenin en büyük dairesinin 
alanının, dört katına eşittir. 

i. Kitap, 24. önerme: r yarıçaplı bir küre içine bu kürenin en büyük dairesi ta­
banlı ve r yükseklikli dik bir koni yerleştirilirse, kürenin hacmi koninin hacminin dört 
katı olur. 

Kürenin hacmi V = 4(n r3/3) ve koninin hacmi\/'= rc r2r/3 = rcr3/3 olduklarından 
= 4 olur. 

Yüksekliği 2r ve taban yarıçapı r olan bir dik silindir içine r yarıçaplı bir küre yer­
leştiriliyor. Bu halde, 
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a. Silindirin hacmi. kürenin hacminin 3/2 kalı r:ılur_ 

b. Sllindirı n tüm yüzeyinin yüzölçümı.l . kLirenip yüzölçümüP.ün 3/2 katı olur. 

Çünkü, 

a. Kürenin hacmi V = 4{nr3/3) ve silindirin hacmi v· = nr2 • 2r = 2n:r3 olduğundan 
V '/V = 312 olur. 

b. Silindirin tüm yüzeyinin yüzölçümü S = 6rrr2 ve kürenin yüzölçümü s· = 4n:r2 

olduğundan S/S' = 3/2 olur. 

Yalnız bizim burada yaptıklarımız. sadece bilinen haw formülleri kontrol etmek 
oldu. Archımedes bu nlar ı yeniden kendi yönterniyle uzun uz.un göstermiştir . 

.L\rchlmedes'in kı rılan kiriş teoremi şöyledir 

Şekilde görüldüğü gibi ABMC yayı üzerinde AM = MC olsun. Yani M noktası 
ABMC yayının ortas ı olarak verilsin. BC > AB olmak üzere AB ve BC kırık kiri1?1erini 
göz.önüne afalcm. MF dogru parçası büyük olan BC kirişine dik o larak çizilsin. Bu hal­
de F noktas; kın lan kirişin orta noktasıdır. Yanı . AB + BF = FC olur. 

Önce CB doğrultusu üzerinde FD = FC olacak biçimde O noktasını işaretleyelim. 
Bu tıalde MBA üçgeni ile MBD üçgenleri KAK bağıntısına göre eşitti r. Buradan 
AB .ı.. SF = DB + BF = DF = FC yazılır. İlk ve son tetrmlerden istenen sonuç söylenir. 

Bir ç:ernberin içine çizilen 2n kerıariı düzgun bir çokgerı ın kenariarmın uzunluğu nu , 

aynı çemberin lçine çizi len n kenarl ı düzgün bir çokgenin kenarlarının uzunluğu cin­
sinden hesaplanabilir. 

Şeki lde görüldüğü gibi bir oirim yarıçapl ı çemberi çizelim. Düzgün n kenarl ı olan 
çokgenin PR l<ırişi PR = S,, olsun. Çemberin O merkezinden PR kiriş ine inilen dikme 
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PR kirişin i ve PR yayını sırasıyla T ve O noktalarında kessin. Bu halde PO ve QR 
kirişıeri PO= QR = S2h olur ve 2n kenarlı düzgün çokgenin kenarlarıdır. Pisagor teo­
remine göre 

a. OT2 = OR2 - TR2 = 1 - s~ 
4 

( 
~\2 v 4- s~ · 

b. QT2 = (1 - OT)2 = 1 - - n 1 

\ 2 / 

c. S2 =0T2 +TR2 =2-J4-S2 
~ n 

bağıntıian kolayca yazılır. 

Bir birim yarıçaplı bir çember içine düzgün bir altıgen çizilirse, bu halde yarıçap 
düzgün altıgenin bir kenarına eşit olacağından S

6 
= 1 olduğu hemen yazılır. Bundan 

sonra yapı!aca!< hesaplarla 

812=~, 
s24 = J 2 -J2;l3 , 

S48 = )2 -J2 +J2 + Y3 
ve 

J I ı ,------;=:-s 96 = 2 - y 2 +·J 2 + ...;2 + v'3 

oldukları gösterilebilir. Bunun sonucunda Archimedes pi sayısını yaklaşık olarak 
rr = 48$

86 
= 3.14103 = 2217 biçiminde hesaplamıştır. 
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Archimedes'in Yardımcı Teoremler kitabında 13 tane geometrik önerme vardır. 
Bu kitabın yalnız Arapça çevirisi zamanımıza kadar gelebilmiştir. Aı-çhimedes bu !\ita­

bında bazı geometrik şekiJlerte ilgili problemler düzenleyerek çözmüşWr. Bun!mdan 
birisi ayak!~abıcı bıçağı şekil li problemdir. 

p 

Şekiide görüldüğü gibi AB, .A.C ve CB çaplı yarım çembel'leri çizelim. Bu üç ya­
rım daire arasında kalan kısma ayakkabıcı bıçağı ismi verilir. Eğer PC aoğru pan;:ası 
AB doğru parçasına C noktasında dikse . ayakkabıcı bıçağının alanı PC çapl ı da! re:ı!rı 

alanına eşittir. 

Önce (x + y)2 
=: x2 + y2 + 2xy olduğundan ; 

AB2 = (AC + CB)2 

= AC2 + CB2 + 2AC . BC 

= P..C2 + CB2 + 2PC2 

yaz ı lır. AC . CB = PC2 oldu ğunu APB dik üçgeninde birinci r::uclides bağırı11s ıııaarı 
yazabiliriz. Çünkü P açısı AB çapını gören çevre açısıdır ve diktir. Aynca, PC bu dik 
üçgenin yüksekliğidir. Bu nedenle ikinci Euclides bağıntıs ı uyguianabi!i:. Aynca, taralı 
olan ayakkabıcı bıçağın ı n /l. alanı , 

A = ~ AB2 - n AC2 - n CB2 

8 8 8 

= ~ (AB2 
- f\C 2 

- CB2
) 

= ~pc2 
8 

olur. Yani ayakkabıcı bıçağın:n alanı, PC çaplı dairenin alanına eş;ı olur. 

Ayrıca, AC ve CB çaplı yarım çemberlerin ortak teğeti RS o!sun. Bu halde PRCS 
bi r dikdörtgeııdir. PRSC drkdörtgeninin köşegenleri birbirlerini orta!ayacağmdan r:'C 
ve RS köşegenleri birbirteriıı i ortalar. Aynca PC çapl ı çember PRCS dikdörtgeninin 
çevre'. çemberi olur. Her zaman çapı gören çevre aç: ı diktir öze lliğini bilmede yarar 
vardır. 
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Archlmedes'in diğer bir geometrik şekli tuzluktur. Bu tuzluk geometrik şekill i ci­
simle ilgili problem de Yardımcı Teoremler kitabında vardır. O da şöyledir. 

p 

Q 

Şekilde görüldüğü gibi AC = DB olsun. AB çaplı yarım daireyi çizelim. Yine şekilde 
olduğu gibi AC ve 08 çapiı yarım daireler ile CD çaplı yarım daireyi çizelim. Bu üç 
çember tarafından smırlanan bölgeye tuzluk şekill i cisim denir. PQ doğru parçası bu 
tuzluğun simetri ekseni ise tuzluğun alam PQ çaplı dairenin alanına eşittir. 

CD doğru parçasının orta noktası O olduğundan 

AD2 + AC2 = (AO + QC)2 + (AO - OC)2 

= A02 + 2AO . oc + OC2 + A02 - 2AO . oc + OC2 

= 2(Ao2 + co2) 

yazılır. Aynca PO = AO ve CO = OQ olduklarından, PQ = PO -r OQ"' AO + OD =AD 
olur. AB2 + CD2 == (2A0)2 +(2C0)2 = 4(A02 +C02

) =· 2 (AD2 + AC2) gelir. Buna göre 
taralı olan tuzluğun A alanı 

A"' ~AB2 + ~ co2 -
2n .ı::...c2 

8 8 8 

n . 2PQ2 = 11

4 
PCi =s-

olur. Bu son ter.im de PO çaplı claire rıin alan .ı olur. Bu da isi.enen sonuçtur. 

Archimedes yayını kullanarak a yarıçaplı bir dalrenin alanını kareleştirebiliriz. 
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~p 

Archimedes yayı r = ae biçiminde kutupsal koordinatlı bir yaydır. Yani r/8 = a 
biçiminde sabittir. Şimdi O merkezli ve a yarıçaplı çemberi çizelim. Şekilde görüldüğü 
gibi ae yayı OR uzunluğuna eşittir. OP doğrusu OA doğrusuna dik olduğunda ORP 
yayı bizim a yarıçaplı çemberin çevresinin uzunluğunun dörtte birine eşit olur. ayarı­
çaplı dairenin alanı, yarıçapın yarısı ile dairenin çevresinin uzunluğunun çarpımı oldu­
ğundan, dairenin Kalanı K = (a/2)Ç ya da 

K = (a/2)(40P) = (2a)(OP) 

yazılır. Karenin bir kenarının uzunluğunu x olarak alırsak K = x2 olur. Buna göre x 
sayısı 2a ile OP uzunluğu arasında orta orantılıdır. Buradan sonra x uzunluğunun 
hesabının yapılması kalıyor. 

T 

( x 

\ \ \ 
! \\ 

/ \\ 
ol x '1 -- ----------------

p o 2a c v 

Şekilde görüldüğü gibi OP ve OC = 2a uzunlukları arasında orta olantılı olan x 
uzunluğu birinci Euclides teoremine göre OT= x yüksekliğidir. Bunun için PC çaplı 

çizilir. O noktasından çıkılan dikme yarım çemberi T noktasında keser. İşte 
bu OT= x uzunluğu bizim a yarıçaplı dairenin alanına eşit olan karenin bir kenarı­
dır. 
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Dikkat edilirse bu kareleştirmeye pergel ve cetvele ek olarak Archimedes yayı 

da girdi. Kareselleştirme ancak yapılabildi. Hemen belirteyim, bu kareleştirme pergel 
ve cetvelle yapılmamıştır. Euclides'in bu araçlarına bir de Archimedes yayı eklenmiştir. 
Bu biçimde pergel ve cetvele yardım edilerek, yani pergel ve cetvele bazı yardımcı 

aletler ekleyerek çok sayıda kareleştirmeler yapılmıştır. Bunlardan birisi de yukarıda 
olduğu gibi Archimedes yayıdır. 

OA başlangıç doğrusu olsun. Archimedes yayının bir kez dönmesiyle A noktasına 
ulaşılsın. A noktasından Archimedes yayına çizilen teğetle O noktasından OA doğrusuna 
çıkılan dikme B noktasında kesişsin. Bu halde OB doğru parçasının uzunluğu OA 
yarıçaplı çemberin çevresinin uzunluğuna eşit olur. Ayrıca, AOB üçgeninin alanı OA 
yarıçaplı dairenin alanına eşit olur. Önce bu yaya yani r = ae biçimindeki Archimedes 
yayına A(2na, 211:) noktasında teğet olan doğrunun eğimini bulalım. Bugünkü modern 
dille kutupsal koordinatları kullanalım. x = r cose ve y = r sine olduklarından r = ae 
değeri bu ifadelerde kullanılırsa x = ae cose ve y = ae sine olur. Yani, 

m = dy = dy/de 
dx dx/de 

B 

I 

a sine + ae cose sine + 8 cose 
a cose - ae sine cose - esine 

olduğu hesaplanırsa e = 211: noktasında m = 2n olarak bulunur. e = 2n noktasında x 
= a211: cos2rı: = 2rı:a ve y = a2n sin2n = O olduklarından x1 = 2na ve y1 = O olur. y -
y1 = m (x - x1) biçimindeki doğru denkleminden A noktasından geçen denklemi 
r(2rı:cos8 - sine)= 411:2a olarak bulunur. 8 = 3n/2 olduğunda bu iki 
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kesişeceklerinden B(4rc2a, 
S = 2rca . 4rc2 . arc2 = 4rc3a2 olur. OA = 2na 

da D = rı:(OA) 2 = rc(2rca) = 4rı:3a2 olur. Buradan 

Aı·chimedes'in Yardımcı Teoremler kitabının 8. önermesi daha önce sözürı(j etti-

ğimiz bir açının üç eşit parçaya bölünmesi Bu da şöyledir. 

S R B O C 

Önce şekilde görlildüğü gibi üçe böleceğimiz ABC açısırıı çizelim. B merkezli 
herhangi bir yarım çember AB yarı doğrusunu P, BC doğrusunu da R ve O noktalarında 
kessin. Sonra ST = BQ = BP = BT olacak STP 
dolayı STB ve TBP üçgenleri ikizkenardır. Buna BST açısı OBFJ açısının 
biridir. Bu da /-\BC açısının eşit parçaya bölünmesi dernektir·. Dikkat ediliı·se burada 
pergel ve cetvele ST = BO = BP = BT Bu nedenle bu açıya 

bölme tam olarak pergel ve cetvelle 

Archimedes'in Yardımcı Teoremler isimli kitabındaki 4. önermedeki 
çekeceği problemine bir ek daha vardır. O da taralı dairelerin alan-
larının birbirlerine eşit olduklaı-ıdır. 

A c B 

halk tarafından mli 
ve ineklerin sayısı ile olarak geçei' Archimedes 

de bu problemi incelemiştir. Buradakı dört renk olan n ve ıneklerin 
sayısını bulma biçimindedir. Bu problemde sekiz tane bilinmeyen vardır. Problemin 
ilk kısmı yedi tane basit denl·demle bulma . Probie 
min zorlaşması için buna Y ve Z sayılan 

boğaları ve vv, x, y ve z sayıları da beyaz, 

termek üzere bunların sayıları arasında ~~-~V-'~" 

benekli ve kahve renkli 
benekli ve kahve renl·di inekleri 
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W=~·X+Z. X== 9 Y+Z ve Y= 13 W+Z 
a 20 42 

bağ ınt ıları , boğalar ve ineklerin saydan a;·a::; ında 

7 cı . ~ -ı . 
'N = -'-(X + x), x == -"=--!Y + 1,r\1, v = _ı_. ı'Z + z;'. 

12. 20' ' 30 
ve z =~(W+wl 

4rı ' ,_ 

bag ı ntı \arı vardır. Ayrıca 'vV + X topiam ı karesel bir savı, bir de Y + Z üçgensel bi r sa­
yıdır. Bu koşullardaki boğalarır ve lneklenn sc.yılar ı bulunacaktır. Sicilya'da yöresel 
olarak halk arasında söylenen bu sığır problemi tek bir denkienıe ininceye kadar de­
vam edi!i~se 

x2 -· 4.729.494y2 ==l 

denklem! yaz ılır. Burada bir de ek. olmak y sayıs ı 9314 sayıs ın ın katidır. Daha sonra 
bu denl,ierrı yaniış olarak Pell (i6 ·11 - l685) denkiemi olarak söylenmişti r. Euler (1707-
1783), İngiiiz matematikçi .John Pell'in çalışmalarında bu problemi gördüğü için bunlara 
y&niış iık la Pell denklemi :srni vermi şti r. Su dsnl\lern halen bu isimle bilini r. 

Sığir probleminin çözümü için çok sayıda denemeler yapılm ı ştı r. Bu dokuz koşulu 

sağlayan çok sayıda rakamı denemek i nsani_arı haya! kırıklığına uğratmışt ı r ve bıktır­
rrn ştır. A. Amthor'un 1880 yılında yayınladığı çal ışmaya kadar problemin çözümünde 
ciddi bir ilerleme yapılamamıştır. Amthor 

' y 4.729.494 

sayıs ı nı sürekl1 kesırıere açarak sığ ır sayısı n ın 206.542 tane bilinmeyen rakam ı bulu­
nan 776 ... sayıs ı olmal ı dır sonucuna varmıştı r. Ye-r ölçümcü ve i nşaat mühendisı olan 
A. H. Beli, i 889 y ı l ında Amth or' urı ve rdiği raKamların tam sayısını buimak için dot'. 
yı!a yakın yaptığ ı hesapiamalarla ve ona bu ıı esaplarnalarda yardım eden Hillsboro 
Matematik ~-<u !übünden !ki matematikçinin yard ımıyl a 776 ... sayısın ı n soldan 32 raka­
mım ve sağdan 12 rakamını d::ığr'l olarak, belirledlğine inanrnıştr. Archi rrıedes' i n bu 
probierninin tam çözümü 1965 y ı iında bilgisayar kuliar ı larak H. C. Williams, R. A. 
Ge;man ve C. R. Zarnke tarafından \ıesapianmıştır. Bu denkiemlerl sağlayan sığırların 

say ı sı 206.545 basamaklı olabilecek bır sayıdır. Zar.en bu sayının ilk 30 rakam ı ve son 
12 rakamı 8e1! tarafından doğru olarak daha ör:c•3 bulunmuştu, 

'Eger sığırları n say:snı ı yazmaya k.alı<:ışsaydık bu sayıdaki cakamlan ancak 322 
rnetre uzur:luğund:.ı bir kağıt gerekirdı. Btı kadar say ıda sığır zaten Sicilya adası na 
sığmazd ı. t}ste! ik her ineğe 1378 tane boğa düşerdi. Oste!ik bu k.adar s ığ ırı gütrrek 
ve otlatmak da ç:ok büyük sorun olurdu. 
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Archimedes'in bu tür problemlerle amacı, 

kalan Yunan matematiğinde büyük sayıların yazılması 
Archimedes Sand-Reckner isimli kitabında bu tür 
olarak vermiştir. 

1. Yardımcı Teoremi: O merkezli bir yarıçapı olsun. 

bere A noktasında teğet olarak verilsin. DO COA açısının 
bu açıortay AC doğrusunu D noktasında kessin. Bu halde DA i OA == 

ve 002 == OA2 + DA2 olur. 

bu çenı-

+ 

2. Yardımcı Teorem: AB çaplı bir çemberi 
düğü için bir dikaçı olur. AD, CAB açısının 

birleştirelim. Bu halde AB2/BD 2 == 1 + (AB + 

alalım. ACB açısı çapı 
olsun. D noktasını B noktası ile 

Archimedes'in Yöntemler isimli kitabında 
bir ispatı verelim. 

F 

olur.. 

geçerı 

Archimedes'in Yöntemler isimli kitabında geçen ilk önerme bir parabol parçasının 
alanı, içinde çizilen üçgenin alanının 4 / 3 katı olur. 
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Önce ABC parabol kesmesini gözönürıe alal ım. Bu parabol kesmesi /ı,C doğru 
parçası ve ABC parabol yayı arasındaki bölgedir. 8 noktası , AC doğiu parçasmın D 

orta noktasından parabolün eksenine çizilen paralelin parabol yayını kestiği noktadır. 

Yani, B noktas ı bu ABC parabol yayının köşesidir. Bu B köşesi aynı zamanda AC doğ­

ru parçasına en uzak olan köşedi r. C noktaswdan bu yaya bi; teğet çizelim. Bu teğet 
DB uzantıs ı n ı E noktasinda kessin_ /ı., noktas111dan DE doğru parçasına çizi fen paralel 

CB doğru parçasının uzant ısın ı K noktasında ve CE uzantısını da F noktas;nda kes­
sin. CB doğrusu uzantısmda CK = KH olacak biçimde H noktasını işaretleyelim. .l\rchi­
medes, CH kolunun orta noktasının K olduğuııu gözönüne alır. Buradaki amaç CFA 
üçgeni ile ABC parçasını dengelemektir. Bu d·~ngeyi kurabilmek için MO doğru parça­

sını çizelim. Bu dengeyi parabolün EB = BD ve iVlO : PO = CA: AO biçimindeki özellikleri 

sağlayacaktır. Bunlar Archirnedes tarafından bilinen parabo l özellikleridir. EB = BD 
o lduğundan rK = KA ve Ml\J = NO olur. Oraniardan ve CK doğru parças ı t\F doğru 

parçasını ikiye böidüğü için, Euclides'in \/i. kitab•ndaki 2. önermeye göre, MO: PO 
= CA: P..0 = CK : l<N = Hf\: KN olur. TG doğru parças ı PO doğru parçasına eşit ise 

MO : TG= HK : l-\N yaz ı lır. Böyiece, N noktası MO doğru parçasıntn ağırlık merkezi 

olduğundan ve kaidıraç yasasına göre MO ve TG doğru parçaları I< noktasına göre 

dengededir. CF.A üçgeni MO gibi pa.raie\ doğrularından ve CB.lı. parçasi PO gibi doğru 

parçalarından oruştuğu için, şekilde olduğu gibi, üçgen K noktasına göre dengededir. 

CBA parças;nırı ağırlık merkezi de H noktas ındadır. Öyleyse ACF üçgenini C noktasın­
dan K noktasına doğru 2 / 3 oran ında bulunan W noktasına koymakla hiç bir şey de­
ğ i şrnez. Çünkü üçgenin ağ ı rlık merkezi kenarortaylannrn kesim noktasıdı r. Buradan, 

ACF üçgeni: ABC parabol parças: = HK: v: .. 'N = 3 :i olur. Böylece ABC parçası= 

(1/3) ACF üçgeni olur. OysaACF üçgeni= 4~ABC üçgeni biçimindedir. Böylece, ABC 
parabol parçasını ı: alanı= (4/3)ABC üçgeninin alanı olur. Bu da parabolün kareleştiril­

mesinde ilk aşama c !an özelriktlr. 

Archimedes"! rı bunu göstermedeki yöntemi , ondan bir yüzyıl önce Democritus 

(L Ö. 460 - 370) tarafından bulunmuştu. 

Taban yarıçapı yüksekliğine eşit olan bir dik silindir içine, bu tabanlı ve r yükseklikli 

bir koni iie r yarıçapı ; bir yarım k(jre yerleştiri l iyor. Bu üç hacim arasında 3:2:1 oranları 

vard ı r. 
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Silindirin hacmi S = ıı:r3 , yarım kCırenin hacmi K = 

V = n:r3/3 olduğundan, S : K : \! = 3 : 2 : 1 olur. Bu 
kitap İstanbul'da bulunmuştur. Eski Yunanlılarda 
gibi kavramlar, benzer şeylerin birbirlerine oranı 
ilk kez Democritus (İ. Ö. 400-370) tarafından bulunmuştur. Fakat tam 
(İ. 403-355) tarafından yapılmıştır. Zamanla Democritus'urı 
muştur. Fakat bu çalışmaların bCıyCık bir bölümünCı Archimedes toplamıştır. Democritus'un 
bu çalışma ve buluşlarından söz eden ve Archimedes tarafından yazılan çalışma, 
2000 yıldır kayıp sanılıyordu. Kitap aramaktan bıkmayan Danimarkalı ,J. L. 
Heiberg, Yöntem isimli bu kitabı 1906 yılında İstanbul'da buldu. Parşömene yazılı olan 
bu yapıt kötü bir şekilde silinmiş ve yeniden yazılmıştır. Böylece yazılar yenilenmiş ve 
bu kopya istanbul'a gelmiştir. Tümü parşömen olan bu 185 sayfadır. Çok azında 
kağıt vardır. istanbul'da bulunan bu kitap onuncu yüzyılda elle yazılmıştır. Daha son­
raki kopyası da on üçüncü yüzyılda Archimedes'in yapıtlarını toplayan din adamları 
papazlar tekrar tekrar kaleme almışlardır. Orta Çağa ait olan bu özenle sak­
lanarak zamanımıza kadar gelebilmiştir. 

Dairesel kesimli cisimlerin ağırlık merkezlerini kullanarak elipsoit, ve 
hiperbolit gibi dönel cisimlerin hacim formüllerini ve hacimlerini Archimedes Yöntem 
isimli kitabında açıklamıştır. 

Archimedes'in Yöntem isimli kitabında, şekilde görüldüğü gibi 45° eğimli merkezden 
geçen silindir kesmesinin hacminin nasıl bulunduğuna ilişkin çözümCı de ilginçtir. Bu­
gün bu parçayı biz integralle ancak hesaplayabiliyoruz. 

Biraz önce sözünü ettiğimiz taban yarıçapı eşit olan bir dik silindir 
içine, bu tabanlı ve r yükseklikli bir koni iie r bir yarım küre 
problemi Archimedes'in mezarına çizilmiştir. Bu onun bir vasiyeti 

Archimedes'in yaptığı çalışmalar bunlarla sınırlı . Bu kadar 
ve ciltlerce kitabı olan böyle büyük bir matematikçiyi buraya sığdırmak olanaklı 
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Archimedes, integral matematiğinin bulucusu olarak bilinir. Aslında Arcl1imedes 
tüketme yöntemi adı altında limitle integral hesabı yapmıştır. Zaten integral varsa 
integral, toplamların limiti olarak alınıyor. Archimedes'in yaptığı da budur. 

Euclides daha çok kendisinden önce gelen matematikçilerin çalışmasını çok gü­
zel bir mantık sırası içinde çok güzel bir dille sunmuş ve yapıtlarını yazmıştır. Kendi 
öz buluşlarını da eklemiştir. Archimedes'te bu o kadar yaygın değildir. Onun yaptıklarının 
büyük çoğunluğu kendine özgü yapıtlardır. Çok orijinal ve yeni teoremleri vardır. Yu­
nan matematiğinin dev yapıtlarını Archimedes yazmıştır. 

Aristo (İ. Ö. 383 - 322), Arclıimedes'ten önce kaldıraçları bilir ama bunların tam 
olarak matematiksel bağıntılarını veremez. Archimedes kendisinden önce gelen ma­
tematikçi ve fizikçilerin bildiklerini bilmekle kalmaz, yeni modeller ve yeni yöntemler 
geliştirir. Geliştirdiği yeni modeller evrensel bir yapıdır. Matematik ve fizikteki buluşları 
hem kuramsal lıem de uygulamalara yöneliktir. Fiziksel modelleri matematiksel for­
müllere bağlayan ilk matematikçidir. Bunun için ilk kez kaldıraç yasalarını matematiğe 
bağlamıştır. Örneğin ağırlık merkezinin bulunması, sıvıların temel yasaları, kaldırma 
kuvvetinin ifadesi ve denge noktası onun yaptığı buluşların bazılarıdır. 

Archimedes fizikte çok önemli buluşları gerçekleştirmesine karşın o hep matema­
tiksel olarak yaptıği çalışmaları öne sürmüş ve onları daha çok övmüştür. Onu üstün 
zekalı bir mühendis olarak kabul ederler. Çok sayıda değişik cismin ağırlık merkezini 
bulmuş, paralel kenarın ağırlık merkezinin köşegenlerinin kesim noktası olduğunu 
göstermiştir. Herhangi bir üçgenin ağırlık merkezinin köşegenlerinin kesim noktası 
olduğunu ispatlamıştır. 

Archimedes problemlerini lıep sentetik yolla çözmeyi denemiştir. Sentetik yöntemi 
denerken aritmetik işlemlerle bunları evrensel yapıya büründürmüştür. Mekanik olarak 
bulduğu buluşları alan ve hacim hesaplarında başarılı bir biçimde uygulamıştır. 

Arcimedes'in en büyük özelliklerinden birisi de alan ve hacim hesaplamalarında 
serileri çok becerikli bir biçimde kullanmasıdır. Parabol parçasının kareselleştirilmesi 
probleminde bunu daha iyi görebiliriz. Buradaki yöntem Eudoxus tarafından verilen 
tüketme yöntemine dayanır. Buradaki tüketme yöntemi, parabol parçasının içine üç­
genleri çizerek bu üçgenlerin alanı ile parabol parçasının alanını hesaplamadır. 

Şekilde görüldüğü gibi PRQ ve PR'Q' parabol parçalarını gözönüne alalım. Baş­
langıçta PQQ' üçgeninden sonra PRQ ve PR'Q' üçgenlerini çizelim. Bu biçimde devam 
ederek diğer üçgenleri çizelim. Birinci basamakta üçgenin alanı a ise ikinci basamakta 
çizilen üçgenlerin alanları toplamı bu alanın 1/4 katı kadardır. Bu şekilde üçgenlemeye 
devam edilirse üçgenlerin alanlarının toplamı 

/ i \n a + ... + ı-ı a + ... 
\4/ 
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biçiminde bir geometrik seridir. Archimecıes bu geome1rik serinin toplarrı liı ın Eud ides'in 
fX . ki1-abındaki 35. önermeyi kuilanrnadan 

' l r . ' ; '\ )2 r : 1 \ 0 ~ •) 1 1 \fl • f!. a + - a + (-: a + . . . . ,. i -) c: + --,:;- (-i a = -;::;- a 
4 ~ 4, .) 4, ..) 

olduğunu Dairenin f<cı.reıeştirilmesi isirrıi i !(itab ı :ıda göste rm i ştir. Bu da şöyledit ::lu 
toplamın K = 4a/3 olduğun u kabul edelim. Bu K değeri nin pc:mbol parqasırı ın Sala­
rnna eşit o!madıgın ı varsayalım. Eğer f( sayısı parabol parçasın: n alam olan B say;­
smdan küçükse ve üçgenlerin topianı a!aııı da T ıse, 8 -T < 8 - K cıiu;, au halde 
T > K yazıl ı r. Bu da T < 4a/3 = K oluşt..'.yla. bir çel işkidi • Diğer yandan K > B ise, n sa­
yısı (1/4)11a < K - B o iacak biçimde belir\eneöilir. Bu ha:,de 

- ı = - - a < ,_, a 'K - 1 ( ")rı ı·;\" 
3 \4 \4 i 

biçimded!~. Buradan ek T yazı l ı :-. Bu da bir çelişkidir. Öyleyse geriye K=B olmas ı !·;al ı yo r 

Archimedes'in bu yard ımc ı teoremi geometri\<. bir serinin toplamın ~ n nasıl tn.ı iu· 

nacağ ını gösteren bir yöntemdir. Arct-ıimedes önce 

- a ,- - - a = _ ı_ o ( 
1 )n , 1 \1 ·i )n ·1 1 1 )ıı · · 'f . , 

4 ~'i 4 ~:ı \4 

olduğunu göstererek !şe baş l ar. Ondan scrra 

a . ı i a 1 ·ı ı lr i \2 1 ı U< ·ı f ı ıın 1 '''" .. "" -ı-1-.,. , + ·-·--;a: -· ı ı-ı a-ı--ı-:-ı a ı+ ... +ı~-;-ı a~~ı-1 a 
ı4 8 "t 1 ıt4ı 3 14 , j ~\(_:,/ 3 •.4 1 
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. 1 1 ·ı 1 · 1 )n - ' = a + 7 a + - . - a + . .. + - f _. a 
3 3 .:J, 3 \41 

; ; 1' 1 1 1 1r-·ı = a + - a + - - ~ ..,. . . ı- 1-- 1 a 
3 3 ' 4 4i _ı 

hesaplamafar;n ı yapar. iki taraftan eşit olan terımler çıkarı l arak yeniden bir düzenleme 
yapdı rsa 

1 ( 1 \2 ( 1 \ ~ 1 / 1 )n ı:i a + - a + - a + ... ~- -1 a -t - - a = ~ a 
4 41 ı 4 3 14 3 

biçJrnınde istenen eşill ik bulunur 

Arclıimedes , Yaylar isimli !~itab ında bu ıop larn ı farkl ı bir biçimde daha bulmuştur. 

O da Edoxus'un yöntemidir. Archimedes'in Yaylar isimli l<itabtnın 1 O. önermesi, ilk n 
tane doğal sayılarının karelerinin toplamıni 

olarak he.saplam ıştı r. Bunun sonuce olarak 

o lduğunu eide etrıı iştir. 

Archirnedes, bu son eşitsizl i kle A ı chimeaes yay ı rnn bir dönmesiyle oluşan kapa l ı 

a lanı hesaplamı ştı r 

Aıchımedes yay ı modern dil!e ve kutttpsaı koordinatlarla r = aa biçimindedir. Bu 
yay ın bir dönmesiyle oluşan R aianı Archimedes'in Yaylar isimrr kitabinırı 24. önermesiyle 
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hesaplanmışnr. Bu R alanı AL doğru parçası ile r = ae eğrisinin bir dönmesiyle oluşan 

yayı arasında kalan alandı r. Bu R alanı AL yarıçapl ı dairenin alanının üçte biri olduğunu 
göstermiştir. Bunu da şöyle yapmı şt ı r. Şekilde görüldüğü gibi taralı bölgeyi içten ve 
d:ştan alaniarı arasındaki fark e olacak biçimde yaylarla çevire lim. Euclides'in E le­
ments isimli X. kitab ı nın 1. önermesinde olduğu gibi ikiye bölmeye devam edilerek, 

AL yarıçaplı ve (360/n) derece merkez açıl ı daire diliminin alanı e sayısından küçük 
olacak biçimde n pozitif doğa! sayısı belirlenebilir. Bu halde bu işlemi her daire dilim! 
için yapacağız. Buna göre, bu yaylar tarafından içten ve d ıştan sınırlanan her bir n 
daire. dilimleri için yine bu dilimleri ve alanları farkları başlangıçtaki daire kesmeleri 
arasındaki aian farkına eşitHr ve bu fark her bir dilim için e sayısından !~üçüktür. Sonu­
ca bu düşünceden sonra ulaşacağız . Yani olmayan ergi yöntemini kullanacağız . 

R o;e C/3 olduğunu varsayalım. Bu halde ya R < C/3 ya da R > C/3 olur. Önce 
R < C/3 olsun. R alanını d ı9tan çevreleyen bölgenin alanı F ise F - R < C/3 - R olur. 
Buradan F < C/3 yazı l ır. Eğrinin tanımından dolayı Falanını oluşturan daire dilimlerinin 
yarıçaplan 1, 2, ... , n için bir aritmetik dizidir. Aynca n . n2 < 3 (i 2 + 22 + .. . + n2 } ve 
daire diiimlerinin alanl arı yarıçapları nın kareleri ile orant ılı oldukl arından C < 3F ya 
da C/3 < F olur. Bu da F < C/3 oimasıyla yani R < C/3 olmasıyla bir çelişkidir. Yani 
R < C/3 olamaz. Benzer düşünce ve yapılacak işlemlerden sonra R > C/3 olamayacağı 

gösterilir. Öyleyse geriye R = C/3 olması kalıyor. Bu sonuç da, r = ae biçimindeki 
Archimedes yayının bir kez dolanmasıyla oluşan alanın, bitim uzunluğu AL olan yarı­
çaplı dairenin alanı nın üçte birine eşit olur. 

Bugünkü modern dille söylersek, r=ae Archimedes yayın ın R alanı kutupsal 
koordlnatlann alan formülüne göre 

o lur. Aynca AL = 2na yarıçaplı dairenin alanı C = n (2na)2 = 4rı:3a2 biçimindedir. Bu­
radan R = C/3 olarak bulunur. 

Archirnedes'in tüketme yöntemiyle bazı aian ve hacimler hesaplanabilir. Archimedes 
parabol parçasının aianını hesapladığı gibi elipsin alanın ı da tam olarak hesaplamıştır. 
Aynca bu yöntemle bir hiperbol parçasının alanını ya da herhangi bir eğri tarafından 

sırwianan bölgenin alanını bu yöntemle hesaplanabileceğini göstermiştir. 

Archimedes, Conoit ve Spheroitler isimli kitabının 6. önermesinde elipsin tarcı 
alanının nab olduğunu göstermiştir. Bu bugünkü modern dille 

x2 "2 
- +-'-= 1 
a2 b2 
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biçiminde büyük ekseni 2a ve küçük ekseni 2b olan elipsin alanı olan nab sayısı ol­

duğunu göstermiştir. Ya da yarım eksenleri uzunlukları a ve b olan elipsin alanı, yarı­
çapı a ve b sayıları arasında orta orantılı ya da geometrik ortalama olan dairenin ala­
nına eşittir. Yani elipsin alanı, 

yarıçaplı olan dairenin alanına eşittir. 

Archimedes'in Conoit ve Spheroitler isir ıli kitabında parabolitler, hiperboloitler 
ve elipsoitlerin hacimlerini de hesaplamıştır. Pu cisimler, elips, parabol ya da iki dallı 
bir hiperbolün ekseni etrafında 360 derece dö ıdürülmesiyle elde edilen katılardır. Biz 
bunlara bugün dönel cisimler diyor ve hacimierini integrallerle hesaplıyoruz. Aslında 
Archimedes'in yaptığı da bizim yaptığımız intEıgralden başka bir şey değildir. Biz sade­
ce integral alma yöntemlerini ve kolaylaştırıcı olan integralin temel teoremini ek olarak 
uyguluyoruz. 

Şimdi bir parabolün kendi ekseni etrafında 360 derece katı bir hareketle dönmesiyle 
meydana gelen dönel parabolitin hacmini Archimedes yöntemiyle hesaplayalım. Bu­
nun için ABC parabol kesmesini gözönüne alalım. 

E c F 

D B 

CD, bu parabolün ekseni olsun. Paraboloiti dıştan sınırlayan silindir ABEF olsun. 
Bu silindirin ekseni de CD olsun. CD eksenini yüksekliği h olan ve AB tabanına paralel 

n tane düzlemle keselim. Bu şekilde oluşan n tane katı h yükseklikli silindir olur. Ayrıca 
paraboloiti İçten ve dıştan sınırlayan silindirleri gözönüne alalım. Böylece parabolü 
içten ve dıştan sınırlayan silindirlerin arasında kalan parçaların yeteri kadar küçük 

olması hallerini düşüneceğiz. Parabolün denkleminden ve oluşan aritmetik diziden 

ve 

ABEF silindiri 
iç silindir 

n2h n2h ---------- > --
h + 2h + 3h + ... + (n - 1 )h 1_ n2h 

2 



ABEF silindiri 
dış silhdi· 
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eşits!zlik teri yazılı r. n sayısı yeten kadar büyük aiın ı rsa parabolü içten ve d ıştan sınır­
layan silindirlerin hacimleri arası ndaki farı( ıstenHdigi kadar Küçük olan bire sayısından 

l<üçük yapılabilir. Böylece, yukandaki eşitsizlıklerden. ABFE si lindirinin hacmi , dönel 
paraboloidinin rıacrrıinin iki katı olur. 

J_~ 
1 

r taban yarıçapl ı ve h yükseklikli parabololdinin hacmini bir kez de integralle he­
saplayalım. Bu nalde y = a:<2 parabolü y ekseni etrafında döndürüfürse bu dönel pa· 
raboloidir in hacmi 

olarak. bulunur. 

Şimd i de y = ax2 o lduğundan r taba'l yarıçaol ı ve lı yüksekllkli silindirin V' hacmi 
v' = nr21ı olur. x2 "" y/a olduğundan r2 --= h/a oluı . Buradan silindirin V' hacmi V' = 

n:hh/a = nh2/a olarak bulunur. V = 2V' yazılı r. Bu da Archirnedes'in gösterdiği sonuc•Jn 
doğruluğu nu kanı t lamaktadır. 
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Archimedes, r yarıçaplı kürenin hacminin 

V = ±rcr3 

3 

ve yüzölçümünün de S = 4m2 olduğunu bulmuştur. 

Archimedes, kürenin hacmini koninin hacmine bağlı olarak da hesaplamıştır. r 
yarıçaplı kürenin ekvator düzleminde tabanlı ver yarıçapı yükseklikli koniyi düşünelim. 
Bugünkü dille kürenin hacmi V = 4rcr3/3 ve koninin hacmi de V' = rcr3/3 olduğundan, 
V = 4V' olur. Yani, r yarıçaplı kürenin hacmi, bu kürenin en büyük dairesi tabanlı ve 
r yükseklikli koninin hacminin dört katına eşittir. 

Eski Yunanlılarda uzunluk, alan, hacim ve yüzölçümleri bilinen uzunluklara, alan­
lara, hacimlere ya da yüzölçürnlerirıe göre bir karşılaştırma yapılıyor ve sonuçlar bun­
ların birbirlerine oranı biçiminde veriliyordu. Örneğin, aynı tabanlı ve aynı yükseklikli 
bir koninin hacmi, bu tabanlı ve bu yükseklikli silindirin hacminin üçte birine eşittir bi­
çiminde söyleniyordu. 

Bu konuyu Yunan geometrisine Eudoxus sokmuştur. Eudoxus'un başlattığı şey 
şöyleydi. Karenin ve dikdörtgenin alanının bulunması çok eskilerden beri biliniyordu. 
Karenin alanı bir kenarının karesine eşitti. Dikdörtgenin alanı da kısa kenarı ile uzun 
kenarının çarpımına eşitti. Paralel kenarın alanını da onu dikdörtgene çevirerek, bir 
tabanı ile bu tabana ait yüksekliğin çarpımına eşittir diyordu. 
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Eflatun ve Aristo'nun Atina Okulu'nun önünde Raphaeı tarafından 
yapılan yağlı boya tablosu. 

Örneğin ABCD paralel kena rının D ve C köşelerinden AB doğrusu Jzerine inilen 
DF ve CE dikmeleri ile oluşturulan FECD dikdörtgeninin alan ı başiangıçta verilen 
ABCD paralel kenarının alan ına eşittir. Çünl<ü A'FD üçgeninirı alanı BEC üçgeninin 

alanına eşittir. 

Benzer olarak bir /\BC; üçgeninin ai2nı AB tabaq!; ve bu tabanı · ve rıu tabana aiİ 
yüksekliklf paralel kenarın alanırnn yarısına eşittir. 

Dikkat edilirse ABC üçgeninin alan ı ABGD paralel Kenarı nın alanının yansınc. 

eşittir. Bu da BC kenarının uzun luğu ile bu kenara aii AH yüksefdiğinin çarpırrıtnın 

yansı olur, 
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A o 

/ 
/ 

B H c 

Yunanl ıların matematiğinde en şanlı ve ünlü foimüıreri kürenin ve 1<oninin hacım 
forrnülleriydi. Bu formüller ilk kez ünlü matematikçi ve düşünür olan Democritus (İ. 
Ö. 1160 - 370} tarafından bulunmuştur. Fakat bu formüllerin doğruluğunun, tam ve l<U­
sursuz ispatları Eudoxus (!. Ö. 408 - 355) ve onun arkadaşı ünlü düşünür Eflatun (İ 
ö_ 429 - 348) tarafı ndan yapılmıştı r Eflatun ve Aristo {İ. ö. 348 - 322) Yunan d üşünce 
sanatına oldukça etkili o lmuş ve yap ıtlar vernıış kişilerdir. 

Democritus'un kürenin ve koninin formülleri üzerine yaptığı çalışmalar uzun yıllaı 

kaybolduğtı sanılıyordu. 1906 yılında P.rchimedes'in Yöntemler isimli yapıtı İstanbul'da 
bulunduktan sonra onun yaptıidarı ve yöntemleri üzerine bilgiler edlnilebildL 

x 

Taban yarıçap• r ve yüksekliği H olan dik bir kon!, y = (r/H)x. x: O .ıe x = H doğ­

rulan tarafından sınırlanan bölgerıir x ekseni etrafında döndüıüJmesıy!e meydana 
gelir. Bu koninin hacmi bugünkü integral yöntemiyle 

V = rrjf H_r_:_ t2 dt = nı-2 ; t3 )· ı H 
0 1-f<' H2 ı 3 

0 

V = l'- r2H 
J 



376 ARCHİMEDES 

olarak hesaplanır. 

Şimdi x = ay2, x ekseni ve x = H doğrusu tarafından sınırlanan bölgenin x ekseni 
etrafında döndürülmesiyle oluşan dönel paraboloidinin hacmini integral le hesaplayalım. 
x = ay2 parabolü (H, r) noktasından geçtiği için a = H/r2 olur ve y2 = r2x/H yazılır. Bu­
radan bu koşullardaki parabol kesmesinin hacmi integralle 

f H JH 2 V' = n y2 dx = n !___ xdx 
o o H 

olarak bulunur. Zaten Archimedes de bu sonucu bulmuştu. Böylece, \(/V = 3/2 olur. 
Yani, bir parabol kesmesinin hacmi, aynı tabanlı ve aynı yükseklikli bir koninin hacminin 
3/2 katı olur. 

Archimedes dengeler, ağırlık merkezleri, yarı düzgün çok yüzlüler, ışık ve astro­
nomi üzerine çok çalışmaları vardır. Romalı tarihçi Livy, Archimedes'in gökyüzü ve 
yıldızlar hakkındaki gözlemlerinin ve bildiklerinin, Yunan bilginleriyle karşılaştırılamayacak 
kadar derin olduğunu söyler. 

Yüksekliği ve taban çapı kürenin çapına eşit olan bir silindirin içine r yarıçaplı 
bir küre yerleştiriliyor. Bu halde silindirin hacmi kürenin hacminin 3/2 katı olur. Çünkü, 

V silindir = 2nr3 = 1_ 
vküre ± nr3 2 

3 

olduğu hemen sağlanır. Bu problemi temsil eden silindir ve küre resmi Archimedes'in 
vasiyeti üzerine mezarının başına kazınmıştır. Çünkü bu iki şeklin hacimleri ve yüzöl­
çümleri arasında 3/2 oranı vardır. Archimedes, bu a!an:n ondan önceki 
tarafından bilinmediğini söyler. Parabolün kareselleşfüilnıesi isimli kitabında bu ve buna 
benzer önemli problemler çözülmüştür. Yarım kürenin yüzölçümünün nasıl bulunacağını 
Mısırlıların bildiğini düşünmüştür. Archimedes'in ispatı, kürenin yüzölçümünlin, en 
büyük dairesinin alanının dört katı olması biçimindedir. 
münden başka bir küre kapağının yüzölçOmOnü 
formülü de bulmuştur. 
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_ _____/ 

1 
/ 

J 
Yukarıdaki l<üre kabuğurn.:n yüz.ölçümü buçı ilnKü r-iodern d!!le 

v2 r;üre kesrnesinir 'ıacıni de 

V ·; -~ı2''3" h\ ::=- n. ı \ \. ı -;,1 3 
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formülü ile bulunu;. Arch\rnedes, küre kapağının yü:zölçCırnü~ü. künmin en büyük dal 
reninin çevresi lle küre kapağını n kai ı nlı ğırnn çarpır:vna ·eşitti r biçimlnde söylüyordu. 
KDn:::1 kapağının y::Jzö lçür.ıünürı kf;pağwı kalı nlığına bağl• o!duğunu Arclılmecies öze!Hk\e 
t::e!irtiyorciu. VeıiJen bir kürede r yança.p ı sabi ı oi::iuğur~·:ıan küre kapağının S ~ 2;crh 
formülüne göre S yO?ölçCımü l;:i.h'e kr.;pağının y2lrıı:...: ~çalm ! ığırıa bağ l :dır sonucun;.ı söy­
~eye·jHiri.z . . L\rciii1T1ec!es bu örıerni1 tecrerrı i P::o,rno0iOn ~~ar~·selte~.tfr~lrnes~ :sim1i kitab ı nı :-; 

o:J. öne:---ne:~: !t'fı.J f:: ö7-afi~k.ı ~:: bP-Hrt ir. 

/-'_~clı irneoes'e l'.8,çlar ~ı2. z ı gGorr e-r!"ik şsi<:i E<?rin al3-nlan ve ı~ aci.11ler'. bHinmok~ecl i ·-. 

Şimdi or:i<rn l\tSHCa vs.r::+rn, 

:-ı Wi ö ;,;e--ıc:rlt d;k:dört9e!1in aianı /\ ~ ab el..:: ""3 çevn-:sı rıln uzuni;;ğu Ç = 2a + 

2b ~ 2{a -;-b; o!~Jr" 
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a 

b 

Paralel kenarın alanı bir tabanı ile bu tabana ait yüksekliğinin çarpımına eşittir. 

Çevresinin uzunluğu da Ç = 2a + 2b = 2(a + b) olur. A alanı A = bh = ab sine olarak 
yazılır. 

aı 
/ 

/ 
! 

'h 

~ .. ~~ 
Bir üçgenin alanı 

b 

=Js(s-a) (s-b) (s-c) 

s = ~ (a + b + c) 

/ 

formülleriyle bulunur. Burada s yarı çevrenin uzunluğudur. Bu halde üçgenin çevresi 
Ç = a + b + c olur. 

Alt tabanı büst tabanı a ve yüksekliği h olan bir yamuğun alanı A = ~ h( a + b) 

ve çevresinin uzunluğu da 



oıuı·. 
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t ·ı 1 ) Ç = a + b +hl-.- . +-.­
\ sın8 sınQı, 

= a + b + h(csce + csc(p) 

a 

/ ' ; 
' '' ''l / ' 

Ae 
b 

Bir kenarı n ın uzunluğu n olan düzgün bir çol~gen;n alanı 

A i ·b2 ~ . ıı 1 .· 2 cos(n/n) .= - a vOT- =-rıb ~. - - , 
4 n 4 sın(ııf:ıJ 

ve çevresin:n uzun~ uğu da Ç = nb olur, 

379 

r yarıçapl ı bir dairenin alanı A = nr2 ve çevresi olan çemberin uzunluğu da 
Ç =2m ofur. 
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r yarıçaplı bir daire dllimtnin /l. aian ı f:l radyan cinsinden 

b ıçim indedi r. i:3U hatde $ yay ı nın l!ZUn(t..ığ U S = re r;ı !u r. 

r 

Kenarları a. b ve c olan ABC üçgehinirı içine iç!en tçığel çizi len iç teğet çemberinin 
r yarıçapı 

J s{s - a) (s - b) (s - c) 
r "' --'--- -----s 

olur. Burada Lıçgerıin yarı çevresinin uzunluğu s"' (a + b + c)/2 oıçirn indedir, 

c 

/ 

b 

Kenarları a, b ve c olan bir üçgenin R yarıçaph çevreJ çemberinin yarıçapı 

R = abc 
4 1

/ s(s - a) (s - b) {s - c) 

biçir.~indedi r ve yarı çsvres;nm uzunlugu aa s = (a + b + c )I'?.. olJr. 
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r vançapl ı oir çemberin içine çiz iler. di.:z~ür; n kenarlı çokgenir- alan• 

biçf minrjedi; ve çevresinin uzunluğu da 

'1 80'' 
C - "•ıT c:: • rı n - :>n·· s·n ' .... - L ~ ı '"""' n - - ( 1 - n-

OIL!r. 

n kenarlı düzgün bir çokgen in içme kenarla ı ıra iç(e rı teğet olan ı· yarıçapl ı ıç te· 
ğet çerııberini çizelim. Bu halde düzgün çokgenin ·::ı ı anı 

1 80' ' A = t1r2 tan ~ =- rır2 taı -' -
n n. 

ve düzgün çoKgerin çevresinin uzunluğu da 

1T - 1 t\0° G = 2m lan - == 2nr ta., --
~ n ~ 

olur. 

-----~\ i r 

ı/ 
/ 

...-<"// 

r yarıçaplı t.ı i r kürenin kapağın ı~ yüzolçlimu j.\ = ·"'(6 - sır.9)/2 ;ormüiü iie bulu­
nur. Eğar küre kapagı rnn 1<.al :n\ığı h \se bu hata& bu kapağın vözülçünıü S = 2ır,rn o luı . 
h vükseklil<li kure kesrrıesinin hacn-.i de 
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biçimindeki formülle bulunur. 

/~ 
- ~-/·· ~ l 

1 •" ) 

\ / " / ~/ 

Büyük eksen uzunluğu 2a ve küçük eksen uzun luğu 2b olan bir elipsin A alanı 

A = nab olur. Çevresinin uzunluğu da yaklaşık olarak 

f
ır./2 

Ç = 4a J1 - k2 sin2e de 
o 

olur. Burada k"' Ja2 - b2/a biçiminde alınmışt ı r. Bu integral eliptik olduğundan ancak 
yal~laşık değeri bulunabili r. Tam değeri bulunamaz. 

AC = b tabanlı ve a yükseklikli parabol kesmesinin alanı A = 2abm biçimindedir. 
ABC yayının uzunluğu da 

ABC = J_ / b2 + 16a2 + b2 ın ( 4a +/b2 + 16a2) 
2 8a . b · 

olur. 
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B 

/!."' / 1 '\ , \ 

A / 'C 
1 b 1 

Alt taban yarıçapı b ve üst taban yarıçap ı a oıan 11 yül~seKllkli kesik bir koninin 
yanal ayrıtını rı uzunluğu L kadard ı r. Bu halde kesik koninin hacmini veren formül 

\/ = 1. nh(cı? + ab + b2l 
3 

biçimindedir. Aynı kesik koninin yanal alanı 

formülü ile bulunur. 

8 = n(a + ı ) J h2 + {b - a)2 

""r.:(a . oi l 

~__.hı ......• L 
-·· -···--. b 

Taban alanı A olan h yükseklikli ve L yana! ayrıtlı eğik bir silindirin hacmi V "'Ah 
=AL s ine ve yanal atanı da S = ph = pl sinO afur. Burada p, A dikkesit olan bö lgenırı 

çevresinin uzunluğu olarak al ınmışt ı r. , 

~ 
/j - / 

j l" / 
i · l\ ······J / 

l'°"iu l -\ .. ;.. - ) 

'----------' 
r taban yarıçaplı , h yükseklikli ve L yanal ayrrtıı dik bır koninin hacmi 
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biçimindedir ve yanal a lanı 

S . ~h2 ... = n:r y r- + n- = :ııı •-

o lur. 

c~ \ : / 
' h / L 

\i/ 
\/ 

Tabanmın alanı A olan h yüksekiikli üçgen pi~amidin hacmi V = Ah/3 formülü ile 
bulunur. 

/f:\ 

/// /i \ 

/ ih \ 
/--·--····!··---- -'---·······--> 

YJ/ 
Kenarları a, b ve c otan bir dikdörtgen pirizmasının hacmi V = abc olur ve tüm 

yüzölçünıü S = 2(ab + ac + tıc) olur. 

/; 1 
(. ·0---1(/------, 
~l/_/ _____ __;v 

a 

Tabanının aianı A oian a. b ve c kenarl ı ve h yükseklikli bir paralel kenar pirizma­
nm hacmi V =Ah = abc sine formülü iie bulunur. 
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r yarıçapl ı bir l<Orenin hacim formülü V = 4nr3/3 ve yüz.ölçümü de S = 4nr2 biçi· 
rrıindedir. 

... . ~·. 
r. .... !: ..... 

\ 

Taban yarıçapı r ve yüksekliği h olan dik silindirin hacmi V = m2h ve yanal yüze­
yinin yüzölçümü S = 2nrh olur. 

• ... ..r.-..... 

h 

... --···-· .... ······ --..... 

Taban yarıçapı r, yüksekliği h ve yanal ayntı L olan eğll< bir silindirin hacmi 
V = ıı:r2h = nr2L sine ve yanal yüzeyinin alanı da 

olur. 

S = 2nrl = 2nrh = 2nrh . csce 
sine 

;: 
( I . 

L/ ~ h 

[ s...i---····· ....... . 
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Bir de r yarıçapl r bi r küre üzerindeKl ABC küresel üçgeninin yüzöiçümü 
s(ABC) = (A + B + C) - n)r2 olur. 

Yarım eksenferi uzunlukları a, b ve c oian elipsoidin hacmi 

V = 1 abcn 
3 

olur. Eğer a = b = c = r ise elipsoit bir küre olur ve hacmi 

V = ~nr3 
3 

b1çimini alır. Öyleyse l<üre e!ipsoidin özel bir şeklidi r. 

iç yarıçapı a ve dış yarıçapı b oları otomobil iç lastiği ya da simidin veya teknik 

dille torusun V hacmi V = n 2(a + b) (b - a)2/4 ve yüzeyinin yüzö!çümü S = n:2(b2 - a2) 

formülü ile bulunur. 
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Tabanının yarıçapı b ve yüksekliği a olan bir parabo\oidin hacim formülü 

bıçiınindedir 



Dönemimizde daha iyi anlaşılan Yu-
nanlı (İ. 262-1 Pamfiye 
denilen Teke kentinde gelmiştir. fvlısır'ın İsken-
deriye kentine giderek Euclides'ten sonra gelen matematikçilerden dersler alarak 
kendini yetiştirmiştir, hükümdarı Attalus ile bilimsel ilişkilerde 
bulunmuştur. en iyi Pappus derlemiştir. Çarpmaya ilişkin 

buluşu vardır. Tümü ya da sekiz kitabı vardır. KonHde-
re ilişkin buluşları onu matematiğin doruklarına çıkarmıştır. zamanla 
kaybolmasına karşın Pappus bunların ışığına çıkarmıştır. 

Konikler denince akla ilk olarak gelir. Konikler boş küme, nok-
çember, ve hiperbol olarak isimlendirilir. Apollonius bu konikleri 

kuramsal ve sentetik olarak incelemiştir. On dokuzuncu Steiner'e kadar 
bir eşine daha rastlanılmaz. Koniklere ilişkin tüm problemlerin 
söyleme fazla bir abartma Konikler her ne kadar Apollonius'tan 

kadar önce çalışılmışsa da Apollonius kendisinden önce konikler hakkında 
bilinenleri derlemiş ve kendi öz çalışmalarını da bunlara katarak sekiz kitap halinde 
yazmıştır. Yedi tane de yeni araştırması vardır. Bu araştırmaların çoğu Arapçadan 
çevirınelerle günümüze gelmeleri sağlanmıştır. Apollonius'urı koniklerin sekiz yüze 

özelliğini belirlediğini hemen söyleyelim. 

Dairesel tabanlı ve tepesinden her iki bir koni 
bir düzlemle kesilirse, düzlemle koni yüzeyinin olan eğri nokta, doğru, çember, 
elips, olacağını ilk kez Apollonius göstermiştir. Bu arada sürekli 

verildiğini hatırlatalım. Merminin yörünge denkleminin 
göstermiştir. Astronomide de 

vardır. 

Elips, ve parabol, Eflatun (İ. Ö. 429 - 348) tarafından mekanik eğriler 
olarak isimlendirilmiştir. Yani bu eğriler Euclides'in pergel ve cetveli ile çizilemezler. 
Buna karşın, pergel ve cetvelle konil·dere ait bazı noktaları elde edebiliriz. Bu eğrilerin 
sürekli olduğu bu noktaları art arda birleştirerek elips, ve para­
bolü 
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f'oo\! orııu r, ve kvr~ıki .:;:r ~ zer'.n2 ç3ı·~.:r12 ı.::.tpl·tı ıhı ı n d ığe .. bi" f-ıi7_ff.eti ().9, Ke;;il'.'-o•. 
Kepe• rı;k "~ Ntl·Ntor.·a l.3ür>eş VP. uezegeT'!lel"n '•ÖIL r·gelf: i l ı.~·C.~:·,;ırı ıas:: .i)<l kultc.; ır.· ::.;. 

s ıcır 3u gecıTletri çi ler olwasay<~·. Ni:'!~-r.:::r ~,el<. ıı v&.6J" • rı . !..:eı~;ı d.::: hiç bıılarno;mc·=ı~., , 

KepiP.r ır. gezegen:eı in yorünçe er• ~=ze,· i :'ıe yaptı g. inee ve u:>ıaı k.ı -. ,,,sa;.:ı:amc.ld'' 

Ne.wton· ın çekim ya5as ına oria: 1 hazırlarr:.şt ı r P~r~:;e ve .::etvellf? üç çsmbe-0 tsğet 
çııme, .t\pollonius probleııı ı olara~ b'. linir ~aüit iki rıo<t~y~ o a;·, u2:akl :~.lar· oranı sabit 
olan ı~oi<lRlcınn georletı'ik yer:, bu ikı n0Kt2yı bir,eştirnn .iGQt\ : parca.sı'lı , verilen o ·ana 
göre !Çten vı"3 d 1şt:irı bö!~n no''S3.iar 3raaı rıda,\i l . .:a~i.ğ 1 çao l\tıou: eder b:r çe:niJeır.Jir 

üeztıı:prıler oda']:n·n i:Jirirıdc (-~ine~ ola.-, Alipr'K yörür.CiL"IH l.iw;i•ıde do~aıwl;:, r 

B2mer o'ı;ı rak. fıiekmvı lüi :;;E+;ivk:ığı çevr ı:tsi ırJ,,., (--) l' ::ı1 j .', b ı r vörüF:gG i.izer~n(jP, hareket 
'.?(let'ieı·. El~ktro•ı;k habarlr,;şme;orcıc p::ır~~;r. ı:;._ v.:.. i ııı.:~ırbcn :< al! ı:t!c;~r v0 yar>s ıt ı c ı ıar ça_ .. 
§ırnı t-ı, ·: ,..,., 1-ı(ıyLıi-' aı-aç l.:~'·d r. t,sl=nd," fa p:::l:o·11; 1 , .-r'-)1 .• {l:::; .. 1,0 ou ·~\'r ı i iı;k.ırinıı"' ond~m ?500 
v ıı sorıı a Jı~ Lııçi rrae }-,ı_.i l:5nıi;ö:.vilPCP'..li.:<nr 1ic , • :' .> : 1··ıs ·· 1r~\ i 1' 13_1 r,ı;:.jen'e i..,..ıaterna:il<: 

te;<;ıolo'. i ~\İt' \ ·'.">:'. çrı~ H:;ns;nos•:ii:-. Şı. :dmaı:j:;ı 1 = ıtl.:ı rı ıı ··~'- - ,·{·f;t;,., J')iu:::dan "ıe !;adar 
yüz~!" so lı'rl ne'ı7d ·J ve rasd h:tAa:uacaı'~ı r·11 lJ ı.;-iT·f<, ,- .-1 pülkr.i ı 1~ ... oi'ikleri "'endi :ı-a-
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~ 
~omb" 
/\şe 

~ 

Elips Hirerbol Parabol 

tematik zevki için yapnırştır: Bir de o dönemde Yunan güzel sanatları ve gü7.el görünüm­
leri etki etmiş olabiiir. 

Yunan matematiğinin İ. ö. ilk yüzyıllarında üç matematikçi göze çarpar. Bu eski 
"unan ~a•ema"kç'11~rı· Eu~ı·rdes 11 r~hı·~~d~- ·'e A~- 1ı~~ı·u-'•· .. Bu ~~-t~""-·'ı· ı ,,..,·ı'-· ·ı 1 l 1 111 c. 1 1 u re . \..... - ' r\ l,.I lll'C' .~~ v; J-IUI uıı ~ lUf. il Jet t::::llıcili'\lf it:iı ~ 

Ö. 300 ile 200 yılları arasında Yunan mate'matiğine altın çağını yaşatm ışlardır. Çünkü 
Periktes (İ. Ö. 490 - 429) dönemindeki Yunan matematiği , o dönerrıdeki sanat ve ede­
biyatın gerisindeydi. Helenistik dönemde bilim merkezi İskenderiye kentiydi. Her ne 
kadar Archimedes ve Apollonius iskenderiyeli olmasa da bu kentte matematik öğrenmiş­
ler ve çalışmalarını kendi doğduktan yörelerde sürdürmüşlerdir. Fakat yaşamlarının 
ve öğretmenlik yıllarının çoğunu iskenderiye'de geçirmişlerdir. ,ö,pollonius Bergama'da 
çok ünlü olduğu için o dönemde bu isimde 129 tane Apollonius isminde kişf ansikloµe­
dilere geçmiştir. Bizlırı konikçimiz Apollonius Berçıamalıdır. Zaten buniarın içinde en 
ünlüsü de matematikçi olan Jı.po!ionıus'tur. 

Apollonius'un yaşamına ilişki n fazis bi r biiçıi yoktur_ Yaşam tarihıeri de kesin bir 
çizgide değifdir. Ptolenıylerrn yazdı klan na göre Apollonius, Archimedes'ten 25 ya da 
40 yaş daha gençtir. L Ö. 262ile 190 y ı lları arasınd a yaşadığı kabul edilir. Bazı yazar­
lar Apollonius'u, Archimedes'in rakibi gibi göstermiş ferdir. Onurı da Archrrnedes gibi 
büyük sayılar kuram ı üzerine yapıtı'arı vardır. Pappus'un yazdikiarına göre 5.462.360. 
064x106 gibi bir sayıyı Yunan harf ve üsleriyle göstermiştir. 
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Apo!lonius·un Ouick Delivery isimi! kitabı şu anda Kayıptır ama iç;eriği vardı ı·_ Bu 
kitap daha çol~ hesaplama yöntemleri üzerinedir. Örnegin, Archirnsdes'i.n n sayısı üze­
rine yaptığı yakiaşil< degeri daha ileri göWreı el~ 3.14'16 değerini hesap lam ı ştır. Ptolerrıy 

ve daha sonra Hintli matematikçilere bu değerin rıastl ulaştığ ·. bilinmiyor. Bunun 9ıbı 
daiıa başka konularda Apollonius ve yap ıtları üzerine yanı!lrnamam ış çok sorun var­
dır. Euclides ve Archimedes'irı yap ıtlarının hemen hemen tı imü zaman ımıza Kadar 
l\etı ldlğ l halde, Apollonius'un yapıtl arının çoÇıu kaybol rr.uşl'J Kaybolan yap ı tları nı n 

isimleri 

1. Cutting ott a Ratlo, 
2. Cutting off of an Area, 
3. On deterrrı inaıe Section, 
4. Tangencıes (ya da Contacts), 
5. Ve(gings (ya da lnclinations) ve 
6. Plane locı 

şekli ndedi r. Apollonius·un bu kitapıarıııın kaybo lmalarına o kadar llzülmeye gerel' 
yoktur. Çünkü bu kitaplarda yapılanlar daha sonra Paopus tarafından derlenrniş ve 
f\aleme alınmışlardır. Pappus'tan sonra da bu kitapların ı._opyalarm ın kopyalan zaman ı ­

m ıza kadar gelebi l miştir. Kay ıp olan bu kitaoların konura. ı ve içerisinde incelenen prob­
lemler Eucildes·ın çah~maları ııın dana ileriye götürülmesi 'oiçımınae özetlenebiin . Rli 
ça!ışmalai daha çol(Analiıin Hazineleri olarak isimlendirilir. Apoilonius'un bu çai ışmaıa·ı 

dalıa sonraki yıllarda Analitik Geometri o laraı< söyfeneceKt\r. Bu nedenie Apollornus'a 
Euclides'ten çok Büyük Geometrici isminı vermişlerdir. Bunu söyleınenin nedeni , yap· 
tığı çok sayıdaki çalı şmalardan hak etmiştir. 

Pappus ve ondan sonraki matematikçilerin derlemelerine göre Apollonius'un yap.. 
tıKlar ı çok iyi bilinmekıedir. Plane Loci isimlı kitabında geçen Apollonius çember: çoK 
ilginçtir. 

Apollor.ius'un çalışma larına geçmeden önce bugün bu konuda modern o;arak 
bilinen leri kısaca s ı ralayalım . 

Euclidean düzleminde iki doğrunun kestiğı yere nokta denir. Ya da nokta bovutsLıı 
olara~' Eucfides'te olduğu gibi kabul edilir_ Bir doğru denklemi v = 2x + b ya da aı< + 
by + c = O biçiminde analttil< atarak ifade edilir. Euclides düzleminde ık ı noktadan bır 
doğru geçer. Noktaiar bilinince bu iki noktadan geçen doğrunun çizimi ôlçürrısüz cet­
velle kolayca çizilebilir. 

A 8 

Dcgru iki yönot sı:ı ı rs ız olarak uza\ı labıli r. Doğru, Euclides düzlemir.i iki kısma 

ayıuc BL: ikı 1a11 duzıemden dlger yarı düzleme geç_:ı;;bi:me'< i ç-ın doğruyu geçme~ 
gereKir . 
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İki ucu belli olan doğruya doğru parçası denir. Verilen y = ax + b doğrusun u çizmek 
için bu doğrunun x ve y kesimlerini bularak :,u noktalar cetvelle birieştirilirse istenHen 
doğru çizilir. x = O doğrusu y ekseni ve y = ,i da x ekseni olur. (O, 0) noktası Euclides 
düzleminin başlangıç noktasıdır. y = ax + b dogrusunda a say ısı bu doğrunun eğirnidi ı 

ve a ~ tane ya da verilen iki noktanın aynı !;ı rada ordinatlar farkının apsısier tarkırıa 

bölümüdür. Bir noktası ve eğimi verilen doğ 'U denklemi y- y 1 = a(Y - x
1
) biçimindedir. 

x = a, y eksenine paralel bir doğrudur. y = t ise x- eksenine parale. bir doğrudu r. x ek­
senine paralel olan doğrunun eğimi sıfır olduğu halde y el<senine pmalel olan doğrunun 
eğimi tanımlı değildir. Doğrunun diğer özellikleri analitik geometri derslerinden çok 
iyi bilinmektedir. 

Şimdi çemberin tanımına ve özelliklerine geçebili riz. 

Sabit bir noktadan eşit uzaklı kta bulunan nol<taların küme~ine çember adı verilir. 
Su sabit noktaya çemberin merkezi ve verilen sabit uzaklığa da çemberin yarıçapı 
denir. Yani, çember merkezi ve yarıçapı ile1beltidir. 

TEOREM: Merkezi (h, k) ve yarıçapı r olan çemberin denklemi, 

(x - h)2 -ı (y - kf = r2 

biçimindedir. 

(ii) x2 + y2 = r2 

İSPAT: Şekilde olduğu gibi, çember üzerinde değişken bir ix,y) noktası nı a lalım . 
Merkez ite bu nokta arasındaki uzaklık tormulünden, 

r = / (x - h)2 , . (y - k)2 

veya 

(X - h)2 + (y - k)2 
o; ,,.2 

olarak bulunur. 
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ÇÖZÜM: İstenen çember den·<ı8!:lt . 

veya 

x2 + ·l - ox + ·Oy .ı- :30 = o 

olaral~ bulunur. 

2. ÖRNEK: Merkezi (-2, 3) olan ve\~. 5) :ıok~31snncan gBye;. Ç€»11i:ıerin der.l<lerr:ir ıi 
yazınız . 

ÇÖ:?ÜM: ÖnCG. ısterıerı çe nbe, ın yan .. ap ' ' bula1 ır'1_ O dJ. 

ciarak Lıulunu:. 

Eğer Oe'l"lbe'in 11clhe?·, (Clı()Tı_i j •s ı swt:::rr.:nın ":1a~:a ;1gı·; rc-1:.+as ı o'an ,o, o; nclmı 
sıysa, bl; r.alde:<i ç~rrıbe ; denk.iarrn, 

x2 + y2 "'r2 

olur. Buna özel olarak merl~ezci l çe.noer de:ıır. l::ger :-r•er'.<ezci ı çer-wer:r yarı~~ap ı 

r = -ı biçimindeyse, bu halde, 

ita.desi,ıe biıiı. çsr:ıbı?t :-ıd ı v?.rı!ir. 

3. ÖRNF.:K; Çapınır' uc nol<.\.sim· ll,\C, '' ) ve 6(- ':'., 7) o:an ç<::rnl.ı.;::rj ,, cenk•f·•r-rım ı 
yazınız . 
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olur. Çemberin merkezinin koordinatı da, C{2. 11/2) biçimindedir. Böylece, istenen 
çemberin denklemi, 

(x - 2)2 + (y - 11/2)2 = 7i 
olarak bulunur. Çemberin bu kapalı denklemini açık olarak y; ızmak istersek, o da 

x2 + y2 - 4x - ·1 1 y + i 6 = O 

of ur. 

4. ÖRNEK: Merkezi (-1 , 4) ve yarıçapı 3 olan çemberi ,ı denklemini yazınız. 

ÇÖZÜM: istenen denklem, 

veya 

x 2 + y2 + 2x - 8y + 8 =O 

olarak bulunur. 

TEOREM: A ;ı: O olsun. Buna göre, genel çember denklemi. 

Ax2 + Ay2 + Dx + Ey + F = O 

biçimindedir. 

İSPAT: Merkez! (h . k) ve yarıçap ı r olan çemberin denklemi, 

(x - h)2 + (y - k)2 = r2 

biçimindedir. Bu denklem açıl~ olarak yazılırsa, 

(x - h)2 + (Y - k)2 = r2 

x2 - 2hx + h2 + y2 
- 2ky + k2 = r2 

x2 + y2 
- 2hx - 2ky + {h2 + k2 

- r2) = O 

veya 

x2 + y2 + O'x + E'y + F' = O 
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olur. Eşitliğin her lki :yanı sıf •rdcın farkl ı olan A. sayısıyla çarpı ! ~ rsa 

Ax2 + Ay2 + Dx + Ey + F = O 

biçiminde genel çembeı denklem' yazri;r. 

Dik.l<at edilirse. 

h ""' _ _Q_ . k = - _t_ ve r2 = 02 + E2 - 4AF 
2A 2A 4p.,2 

bicimındedi r. Bu formüllerie. çemberin merKezt ve yar:çap; Kolwııkla bulunı.1r. 

5. ÖRNEK; v 2 + y2 - 4x ..,. 6y - 3 = o çemberinın, merkezir, ve yarıçapını bulunuz 

ÇÖZÜM: BurarJa ;z ıenecek yol, x ve y türiJrıdeki terimler; 3Jn l<areye ramamıarnal( 
olacaktır. Bunun için önce. verilen denklem, 

(x2 - 4x ) + {V2 ... Sy) "' 3 

ix~ - 4.x ... 4l -- (y2 .. oy ~ 9\ == 3 T l + 9 

veya 

ıx - ') 12 + (ıı + 3 12 __ 1 ~ v r... , 1 / - ...... 

olarak yazrl ır. Buradan, çemberin merkezı C{2,-3) ver = t, i:ıiç'imınde ı,o:ayca bulu:ı\.ı r. 

Yul<a.ndaki formülleri kullar.arak oa aynı değerle~i bulabilirdi!<. Fakat, bu !ormüıle:i 

hatrrda tutmaya da gerek yok. 

6. ÖHNEK: 2x2 + 2y2 - 2x + 6y - 3 = O oıan çemberin, merlçezini ve yarıçapını 
bu lunt.ız. 

ÇÖZÜM: Aslı'"ıda, çerrtberin mer\\ez!nir l~oordina:ı rn ve ya;ıçap• r.ı . yukarıdaı<ı 
ıeor~rrin :sp3~1nda f:lu loug:.ıf'7"1uz 

[) - , D2 • · 7-2 - 4AF h = - - , k = - -=- V8 r .. - ------
2.1\ 2A 4/ı,~ 

· o rrnuı:erirden de bcılanili r:z. Bu fcrmülle•e göre, rrıerkezii: lwordir.aL C{ı /2, - 3/2} ve 
yarıcaµı aa r = 2 oıaral< oulur.abfö ,=akat bı.: r o.-r.ıi.i!leti hatı rda ıutrıak biraz zor':luı'. 
Bu nedenle. yine :am k21.reye tamamıama}ı ı deneye!iır. Bur.a göre. 
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2x2 + 2y2 
- 2x + fıy - 3 = O 

x2 + y2 
- x + 3y - ~ = O 

.., 
{x2 - x) + (y2 + 3v\ = ~ . ,; 2 

veya 

1 i )2 ( 3 \2 (x - 9 + y +-) = 4 
1 L.. 2, 

olarak tam kareye tarnam!an ır. Buradan, C(1/2 , - 3/2) ve r = 2 olarak bulunur. 

nuz. 
7. ÖRN~K: x2 + y2 + 2x + 8y + 19 =O çemberinin, merkezini ve yarıçapı nı bulu-

ÇÖZÜfıti: Yine tanı kareye tamamlama yör.terniyio. 

x2 + y2 + 2x + 8y + ·ı g -: O 
(x2 + 2x) + (y2 + 8y) = -19 

(x2 + 2x + 1) + (y2 + 8y + 16) = - i 9 + 1 + "16 

ya .da 

yazılrr. Dikkat edilirse, bu son eşitliğin birirn;i yanı negatif değildir. İkinci yan da negatif 
bir sayıdır. Öyleyse, 

x2 + y2 + 2x + 8y + 19 = O 

denklemini sağlayan hiç bi; x ve y değ8ri yoktur. Yani, böyle bir çember olamaz. Siz, 

tarn l<:areye tarnam:ayarak, 

a. x2 -ı- y2 + 2x -8y + 8 = O. 
c. x2 + y2 -f 6x - By - i 1 =O, 
a. x2 + y'2 + 2x - 8 = O. 
g. x2 + y2 - 4X + 8y - Ö ::-:: 0 

b. x2 + y2 - 2x + 6y --- 90 "' O, 
d. 2x2 + 2y2 - -;-ıx + 6y- - 8 =O, 
L 3x2 + :3y2 - 6x + i 2y + l =O, 

ve h .. 9x2 + 9y2 + 18x - 27y ·- 9"" O. 

çemberlerinin, n-:erkezlerirıi ve yançaplarır.ı ayrı ayn bulunuz. 
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B. ÖRNEK: (C, O), (1, O) ve (1, 4) noktalarından geçen çemberin rnm-kezini ve 
yarıçapını buluoıuz. . 

ÇÖZ.ÜM: Çember uzerindei\i nol<:ta!ar, 

{x - h)2 + (y - k)2 =- r2 

denklemini sağlar. Buna göre, 

ve 

clur. Bu denklernlGr de, 

ve 

{O - rı)2 + (O - k)2 = r2 

(1 -- h)2 + (O - 1~) 2 = r2 

(1 - 1!)2 + {4 - !<)2 = r2 

112 + i<.2 = ,2 

·; - 2h + k2 = r2 

i - 2h + h2 + 16 - 8k + K2 ~ r2 

demektir. Birinci denklemi ikinci denkiemden ve il"Zinci denklemi de üçı~:ncü den;dernden 
çıkamsak, 

'! -2h =o 
·16 -Si<:= O 

denklen-: çinini buluruz. Buradan, çember~n rne;kezl C(1/2, 2) ve yarıçapı dar= l1-it2 
olduğu görülür. 

9. ÖRNEK: {2 , - ·1 ), (-v//2 , i 12) ve (O, 1) nok<;aianndan geçen çember~n denkk~rnini 

yazarak, merkezini ve yarıçapını butu rıu:: . 

ÇÖZÜM: Çemberin denkfsmi, 

x2 + y2 + ax -- by + c '"' o 

şeklindedir. Veri len noktalar bu denklemi saglayacağ•ndan, 
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2a- b + c = -5 
vla- b - 2c = 4 

b + c = -1 

yazılır. Bu üç denklemin or-tak çözümünden, a = O, b "' 2 ,,e c = -3 olarak bulunur. 

Buna göre, verilen noktalardan geçen çemberin denklemi, x2 + y2 + 2y - 3 = O biçiminde 
bulunur. Bu çember denklemini t.arııkareye tamamlayarak, istenen denklem, 

x2 + (y + 1 )2 = 4 

olarak yazı l ı rsaJ merkez C(O, - 1) ve yarıçap r = 2 olarai~ l)Jlunur. 

10. ÖRNEK: (6, - 1), (-2, 5) ve (-6, -7) noktalarmdan geçen çemberin denkle­
mini yazarak, merkezini ve yarıçapını siz bulunuz. 

TEOREM: A, B ve C sayıl arı için, 

x2 + y2 + Ax + By + C = O 

şeklindeki denklem, bir çember, bir nokta veya bir boş f~ümedir. 

İSPAT: Bu teorem, çok eski çağlarda, Babilliler zamanında biliniyordu. ispat yön­
temi de, yine tamkareye tamamlamaya dayanıyordu. Buna göre, veriten denklem, 

(x2 + 1-\x + ) + (y2 + By + ) + C = O 

(
- A2) ( s2) A2 B2 
x2 + Ax + 4 + y2 + By + 4 - 4 - 4 + C = O 

( 
A)2 ( 8 \2 A2 g2 

x + 2 + .y + 2 j = ' ~ - C = O 

biçiminde yazı labilir . 

i. Eğer D >O ise, r = vD olur ve verilen denklem. merkezi (-Ai2, -8/2) ve yan­
çapı r = vD olan bir çemberdir_ 

ii. Eğer D = O ise, (x + A/2)2 + (Y + B/2)2 == O otur. Buradan verilen çember, 
x = -A/2 ve y = - 8/2 olan bir noktad ı r. 

ili . Eğer O< O ise, verilen denklemi sağlayan hiç blr x ve y nokta çifti olmadığından, 

çözüm baş kümedir. Yani. bu şekilde bir çember yoktu r. 



a. x2 + y2 + 2x + 4y + 4 = O, 
c. x2 + y2 

- x - y + 1 = O, 
e, 2x2 + 2y2 + 2x - 2y - 1 = O 

APOLLONIUS 

ve 

denklernlerinin çözüm kümelerini siz bulunuz. 

tı . x2 + y2 + 4x - 4y + 8 =O, 
d. x2 + y2 + 6y - 2y - 6 = O, 
f. 4x2 + 4y2 + 8x - 4y + 5 =O. 
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1. Aşağı daki, merkezi ve yarıçapı veriien çemberlerin denklemlerini yazınız. 

a. C(3, -2), r = 4, 
d. C(0,1), r= 2, 

b. C(-5, 2), r = 5, 
e. C(O, 2), r = 7 ve· 

c. C(O, O), r = 5, 
f. C(1 , 2), r == 3. 

2. Aşağıdaki koşullardaki çemberlerin denklemlerini yazınız. 

a. C(O, O) ve P(- 3, 5) noktasından g0çen , 
b. C{-4, 6) ve P(1 , 2) noktasından geçen, 
c. C(- 4, 2) ve x- elçsenine teğet. 
d. C(3, - 5) ve y-eksenine teğet, 
e. Çapırıın uçlan (4, - 3) ve (-2, 7) ve 
f. r == 2 ve birinci çeyrek bölgede el~sen!ere teğet. 

3. Aşağıda denklemleri veri len çemberlerin merkezlerini ve yarıçaplamıı bulun:..ız. 

a. x2 + y2 + 4x - 6y + 4 = O, b. x2 + y2 - 1 ox + 2y + 22 = o 

Bizim bi ldiğimiz analitik geometri Apollonius zamanında yoktu. Yunanlılar koniklen 
sentetik yani çizimle inceliyorlar ve irdeliyorlardı. Burada vereceğimiz. bilgıler daha 
çok hesaplamaya dayal ı analitik bir yaklaş ım oiacaktır. Sentetik çizimleri de ku!lanacagız. 

Analitik geometri, doğru ve çemberden başka eğrilerle çalışılı nca daha çok çeh:id 
hale gelir. Bu bölümde, analitik geornetri nın çok güzel konu larından biri olan ve çol~ 
eski Yunanlılar tarafı ndan üzerinde çal ı şılan konikler tanıtılacaktı r. 

Yunan matematiği ile Babilli lerin matemati_ği arasında güzel görünüm yönünden 
farklılıl,lar vardı.Yunan matematiğinde estetik ve soyut güze!Hk önplana aimıyordu. 
Oysa, Babilliler matematiğin uyguianması , bina, kanai ve kale yapımında iş görcilirmesini 
istiyorlardı . Düzgün ve güzel görünümlü geometrik şeki ller. daha çok Mısır'da Nil f\leh­
ri'nin kurumasıyla meydana gelen yanklar ve çatlaklarla oluşuyordu. Babil surları, bah­

çeleri , Mısı r'ın piramitteri ve Yunanlıların gotik sanatı , bunların kullandıkları farklı ma­
tematiklerin birer ürünüydü. 

Analitik geometrideki bu konikler, elips, parabol ve hiperbol olaraK bilinse de, bun­
ranıı bozulmuş halleri olan boş küme, nokta, doğru ve çember de konikler sınıfına 
sokulabilir. Bunları Heride ayrı ayrı göreceğiz. 
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Konikler, eski Babilliler ve Yunanlılar tarafından da biliniyordu. Ne zaman üzerinde 
çalışılmaya başlandığı da kesin olarak belli değil. Konikleri bize yazılı olarak tanıtan, 
kendisinden önce gelenlerin yaptıklarına kendi buluşlarını da ekleyen ilk geometrici 
ünlü Apolonyus (İ. ö. 260? - 200? 170?) olmuştuL Konikler, Apolonyus'tan tam 150 
yıl önce de biliniyor ve üzerinde çalışılıyordu. Apolonyus, Euclidean geometrisini de 
çok iyi biliyordu. Çoğu Arapça'dan çeviri olmak üzere çoğu konikler üzerine olan sekiz 
kitabı ve yedi tane de araştırması vardı. Kendisinden önce koniklerin bilinen taraflarını 
da alarak, büyük bir çoğunluğu kendisine ait olan özelliklerini yazmıştır. Zamanla bu 
buluşların bazıları kaybolmuşsa da, yine ünlü bir matematikçi olan Pappus tarafından 
bunların büyük bir çoğunluğu yeniden ortaya çıkarılmıştır. 

Eğer bu büyük geometrici Apolonyus'un konikler üzerindeki buluşları olmasaydı, 
Kepler ve Kopernik'in Güneş ve gezegenlerin yörünge denklemleri bulunamayacak 
ve belki de Newton genel çekim yasasını bulamayacaktı. 

Şimdi, koniklerin genel olarak nasıl oluşturulduğunu gösterelim. Ondan sonra 
bunların özelliklerini ayrı ayrı inceleyelim. 

İki yönde uzayan bir koniyi gözönüne alalım. Şekillere bakılırsa, bu söylediklerimiz 

daha iyi anlaşılacaktır 

1. Koninin tepesinden geçen ve koninin eksenine dik bir düzlem çizilirse, koni 

ile düzlemin kesişimi bir tek noktadır. 

2" Koninin ekseninden geçen her düzlemin koni ile olan kesişimi iki çift doğrudur. 

3. Koninin yanal doğrusundan geçen düzlemle koninin kesişimi bir tek doğrudur. 

4. Koni, eksenine dik bir düzlemle kesilirse, koni ile düzlemin kesişimi bir çemberdir. 

5. Koninin eksenine dik olmadan yanal doğruya paralel olmayan bir düzlemle 

koninin kesişimi bir elips olur. 

6. Yanal eksene paralel bir dCızlemle koninin kesişimi bir parabol ve 

7. Koninin eksenine paralel ve eksenden geçmeyen bir düzlemle koninin kesişimi 

de bir hiperboldür. 

Koniklerin özel halleri olan ve çemberin durumlarını daha önce inceledik. 
Geriye kalan parabol, elips ve hiperlJolü ayrı ayn inceleyelim. 

Elips, hiperbol ve parabol, doğada ve fen alanında vardır. Bu eğriler birer doğal 
matematiktir. Gezegenlerin yörüngeleri birer elipstir. Bazı yıldızların yörüngeleri para-



APOLLONİUS 401 

parabolik ve hiperbolil<tlr. Fizikte ve kfmyada, kristal yap!lar ve atomun elektron larının 
yörüngeleri birer koniktir. Elektrik alanlarındafçi alfa parçacıklarının yörüngeleri yine 
birer koniktir. Bunun gibi daha çok sayıda konik denklemleri doğada doğal halde var­
dır. 

A 

Elips Paraboi Hiperbol 

PARABOL 

TANIM: Düzlemde, bir doğru ve sabit bir nokta olan odaktan eşit uzaklıkta bulu­
nan noktaların kümesine (veya geometrik yerine) parabol denir. Bu sabit doğruya, pa­
rabolün doğrultmanr adı verilir. 
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D r 
P'(-p,y) ----ı-- P(x,y) 

f Y 

I/ 
o.-l -+-ı ---~ Pı>.y) 

f 1 / \ 

1/ \ 
----ır----,---+~-----'--~~~~x 

Oı\ F(c,O) 

\~ 
~2 =4CX 

X=-C 

Burada, F(c,O) parabolün odağı, D noktas;ndan geçen doğru da doğrultmandır. 
Parabolün köşesi de V işareti ile gösterilir. P(x, f), parabol üzerinde bir noktadır. Eğer 
parabolün odağı x ekseni üzerindeyse, bu noktanın koordinatı (c,O) olur. Doğrultmanın 
denklemi de x = -c biçimindedir. Bu haldeki parabolün denklemi y2 = 4cx olur. Bazen 
parabolün denklemi, c yerine p alınarak y2 = 4px biçiminde de verilir. Bu halleri şekil­
lerde görebilirsiniz. 

Şimdi, parabol üzerinde bir P(x, y) noktasını seçelim. PD yatay bir doğru oldu­
ğundan, PD = ıx - (-c)I = ıx +el olur. Ayrıca, PF = PD olduğu da tanımdan verilmektedir. 
Buna göre 

PF =PO 

J (x - c) 2 + y2 = ıx + el 

(x - c) 2 + y2 = (x + c) 2 

x2 - 2cx + c2 + y2 = x2 + 2cx + c2 

y2 = 4cx 

yazılır. Bu da, parabolün denklemidir. Öyleyse şu teoremi yazabiliriz. 

TEOREM: P(x, y) noktasının, odağı (c,O) ve doğrultmanı x = -c olan bir parabol 
üzerinde olması için gerekli ve yeterli koşulun, y2 = 4cx denkleminin sağlanmasıdır. 

Dikkat edilirse, parabol x eksenine göre simetriktir. Bu x eksenine, parabolün 
ekseni denir ve doğrultmana diktir. Bu halde 4c > O olduğundan, parabolün ağzı sağa 
bakar veya parabolün ağzı sağa doğru açıktır. Parabolün odağı ve köşesi bu x ekseni 
üzerindedir. y2 = 4cx parabolünün köşesi, koordinat sisteminin başlangıç noktasındadır 
ve V(O, O) şeklindedir. Yine bu halde, odaktan geçen ve x eksenine dik olan doğru 
parabolü (c, 2c) ve (c, -2c) noktalarında keser. Bu noktalar arasındaki uzaklık l4cl 
kadardır ve bu uzaklığa odak dikmesi uzunluğu veya parametresi denir. Bunun için 
şekle bakınız. 
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Parabolün grafiğ in in şeklideki gibi olması gerel~rnez. x ve y değişkenlerinin görev 
yerleri değiştiri lebi!ir. Buna göre de şu teoremi ifade edebiliriz. 

tY 
/ 1 

1 

x ~ -c (C, 2c) 

V(O, O) F(c,O) 
> x 

(c, -2c) 

TEOREM: P(x, y) noktasının, odağı (O, c) ve doğrultmaı; y = - c olan bir parabol 

üzerinde olması için gerekli ve yeterli koşulun, x2 = 4cy denkleminin sağlanmasıdır. 
ispat ı siz yapı nız. 

i. ÖRNEK: y2 = 8x parabolü nün tüm özelliklerini yazarak grafiğini çiziniz. 

y 

/ 

(2, 4) 

ÇÖZÜM; Bir kere, parabolün odağı x eksen! üzerinde ve 4c > O olduğu için bu 
parabolün ağzı sağa bakar. y2 = 4cx olduğu düşünü!Orse 4c = 8 veya c = 2 olur. Buna 
göre, bu paraboiün odağı F(2, O), doğrultmanı x = -2, köşesi V(O, O) ve odak dikmesinin 
uzunluğu 4c = 8 olur. Bu l<oşuııardaki parabolün grafiğ i de şeklide olduğu gibidir. 

2. ÖRNEK: x2 = -'12y parabo!ünün tüm özellil,!erini yazarak grafiğini çiziniz. 
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ÇÖZÜM: Bir xers, paraboiün odağı y eı<senl üzerinde ve 4c < 0 -olaugundarı. bu 
parabolün ağz ı aşağı doğru aç ı ktır. x2 = 4cy oıduğu düşünülürse, 4c = -i 2 veya 
c = - 3 olur. Buna göre, parabolün odağı F(O, -3), doğrultmanı y === 3, köşesi V(O. O) 
ve odak dii<mesi uzunluğu i 2 kadardır. füı koşullan ıaşiyan parabolün grafiği de şe­

kilde olduğu gibidir. 

r 
I 

Y=3 

l • ·---t~:ı ' • x ,,.-/ + ~ " ,,v(s, - 3) J r (O, -3) ~6, -3) 

f 
3. ÖRNEK; Köşesi V(O. O) ve odağı (-4, O) olan parabolün derıklemini yazınız. 

ÇÖZÜM: Pa,rabolün odağ ı F(-4, O) biçimınae o l duğundan, c = -4 olur ve bu oda~ 
bir kere x ekseııi üzerindedir. Buna göre verilen. parabolün rlenklemi y2 = 4cx = 4(-4)x 
= - '1 ôx olarak bvtunur. ıı.c = - ! 6 olduğundan da, parabolün ağzı sola doğru bakar­
Grafiğı siz çiziniz. 

4_ ÖRNEK: y2 = -6x ve y = - 2x2 parabollerinin odak ve doğrultrnaııla rını bularak 
graflklerini çiziniz. 

o 
------...~----- < 

I 
/ 

I 
\ 
\ 

y = - 2x2 

\ 
\ 

ÇÖZÜM : 4c = --6 veya c = - 3/2 olur. Parabolün odağ ı x ekseni üzerindediı ve 
4c "'-6 ·.::o oldugundan, eğrinin ağz ı sola açtktır. Doğrultmanın denl<lerni x"" 8/2 ve 
odal< dikmeEınin uz L:nluğu da :..a.cı = l·-61 = 6 olur. 
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y = --2x2 parabolünün ağz! aşağı dogrudur. Her ikl oarabolün çrrn-1ikleri de şeK; l­
ierde o lduğu gibidir. 

ŞekiHer, rnerke;;:cil parabol ierlnin dört değişik durumların ! göste:ınektedir. 

~y 

\ + J 
\ l / 
\ t ' 
1 1 / \ + t \ 1/ 
,~L---ı-~ 

- 1 oj 1 x 

'/ = - x2 >: = Y2 y ~ )(2 

5,, ÖRNEK: x2 = 40y par&bolünün odağım ve doğıultman ı nı b:.,dunuz 

ÇÖ:ZÜfv'i; x2 = 40y parabolür:ü·1 ağz ı yu '..ı:.arı bakar ve odağı da y el\seni üzmindedir. 
4c = 40 vsya c = 10 oiduğunda~i , F'(O, 1 O) ve doğrultr-ianı da y ""-<O olur. 

6. ÖRNEK: Odağı F(O, i/'J) ve doğrultr.ısır. ı y"" - i/3 olan parat;oiün denK!emlni 
ya:::: ınız . 

ÇÖZÜM: Parabolün bu haldeki 0dağı y ekseni üzerinde a lduğımdar., denkiern: 
x2 = 4cy biçimindedir. c = 1 /3 değeri konulursa, parabolün denklemi x2 ::..: 1y/3 o ıaıak 
bulunur. 

1'E:-('1R•.::1''· 1J· 1t2 - tlr:x rJ"r··'1-'ıOl ,"ı r'c. {-.' \/ 'ı ~in \-;'1 ı·ı --, k·f-::: <' j (·d"' tof•el' r'i' 'n l"ir,,::;,.,J.r'I ' '" ~ t:- lC . 1 - .... , ta o.L u h .. " \.-, 1 , j 1 ..,..., \'-' ı F •/ ,,.•.A.V •\...o....: ---~ ı,J .. va. . . _. w:;_,;ı . ... ! 

denklemi, yy
1 

= 2c(x + x1) biçirr.indedir. Eğer parabolün denl~ier;ı i x~ -= 'ley şeklindeyse , 
b 'J ,;.,~ 'r"'e ı··ı ·"er:ı: .. ~iı" ,;cmkl<>rr'i )'V ,_ ,,,,(v · ·v' \ c ' Lır l._ ı lÖ. •..J ;\ t ~·-··-.. ! U....-ıl. c;; ı: ~ ,.;.,.1 - L >..J J - ,,, 1' .JJ • · 

İSPAT: y2 = 4cx parabolü nün her lk: yanının kapalı türevinder:, 2yy' == 4c veya 
m = y'{x 1) = 4c/2'f1 = 2c/y1 olur. Buna göre, teğetin denklem[, 

YY-ı - y~ = :2cx - 2cx~ 

- - -.f 
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biçiminde bulunur. Diğer denklemi siz gerçekleyiniz. 

7. ÖRNEK: y2 = Bx parabolüne (2, 4) noktasında teğet olan doğrunun denklemini 
yazınız. 

ÇÖZÜM: 4c = 8 veya c = 2 olduğundan , 4y = 4(x + 2) veya y = x + 2 olarak bulu-
nur. 

PROBLEM: Parabolik bir aynaya, eksenine paralel olarak gelen ışın ın, aynadan 
yansıyarak odağından geçtiğini gösteriniz. 

1. Aşağıdaki paraboHerin tüm özelliklerini belirterek, her biri nin grafiğini ayrı ayn 
çiziniz. 

a. x2 = 8y, b. x2 == 2y, c. y2 = 44x, 

d. x2 = 8y, e. 6x + y2 =O, f. y2 = 14x, 

g. y = - x2/4, h. 2 8y- 3x =O, 1. y + x2tı o =o, 
i. 12x = y2, j. x2 = -14y, k. x2 = -4y, 

L 2y2 = -3x, ırı. 8x2 = y, n. y2 = (1 /2)x, 

o. x2 = -3y, ö. y2 = -rnox, p. 12y -~ x2, 

r. 4y = x2 • s. x = 4y2, ş. x = 2y2
, 

t. 8y = -x2, i.L y = -6x2, ü. x = -y2, 

\l. 8x = -y2
, w. y = xıxı, x. x = YIYI. 

y. x2 = -3y ve ı. y2 = 7x. 

2. Aşağıdaki doğrulardan ve noktalardan eşit uzaklıkta bulunan noktaların küme­
lerini bulunuz. 

a. y = i doğrusu ve (-1.-1) noktası. 
b. y = -2 doğrusu ve (3, 2) noktası, 
c. x = - 2 doğrusu ve (2. 3) noktası, 

ç. x = 3 doğrusu ve (1, -1 ı noktası, 

d . y = 5 doğrusu v.e (2. 1) noktası ve 
e. y "" -3 doğ rusu ve f- i. 3) noktası. 

3. a. Köşesi V(O. O), ekseni y ekseni ve (- 3, 2) noktasından geçen ve 
b . Köşesi V(O, O), ekseni y ekseni ve (-3 , 2) noktasından geçen parabolleri n 

denklemlerini yazarak grafiklerini çiziniz . 
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4. a. Bir köşesi V(O, O), ekseni x ekseni ve odak dikmesinin uzunluğu 5, 
b. Köşesi V(O, O) ve odağı F(0,-3), 
c. Odağı F(-5, O) ve doğrultmanı x = 5, 
ç. Odağı F(O, -5) ve doğrultmanı y = 7, 
dL Odağı F(O, 7) ve doğrultmanı y = -7 
e. Köşesi V(O, O), (2, 3) noktasından geçen ve 
t Köşesi V(O, O), (-3, -5) ve (-3, 5) noktalarından geçen parabollerin denk­

lemlerini yazarak grafiklerini çiziniz. 

5. Aşağıdaki parabollerin, yanlarındaki özelliklerini taşıyan teğetlerini çiziniz. 

a. y2 = 5x parabolüne (-5, 5) noktasında teğet, 
b. x2 = -5y parabolüne (5, -5) noktasında teğet, 
c. y2 = -16x parabolüne teğeti x - y = 3 doğrusuna paralel, 
d. x2 = 6y parabolüne teğeti x + 2y = 2 doğrusuna dik, 
e. y2 = 4x parabolü ne teğet olan doğru, (-2, -1) noktasından geçiyor ve 
t x2 = -8y parabolüne teğet olan doğru, (4, O) noktasından geçiyor. 

6. Bir kuyruklu yıldız, odağında Güneş bulunan parabolik bir yörünge üzerinde 
hareket etmektedir. Kuyruklu yıldız Güneş'ten 100.000.000 kilometre uzakta bulunduğu 
sırada, kuyruklu yıldız ve Güneş'i birleştiren doğru, parabolün ekseni ile 60° olan bir 
açı yapmaktadır. Kuyruklu yıldız Güneş'e ne kadar yaklaşabilir? Eğer bu açı, 36 saat 
içinde 60° açıdan 90° açıya çıkarsa, kuyruklu yıldız Güneş'e en yakın olan noktasına 
varması için daha kaç saat geçmesi gerekir? Yol gösterme: Kepler'in alanlar yasasını 
uygulayınız. Yani, Güneş ile kuyruklu yıldızı birleştiren doğru parçası, eşit zamanlarda 
eşit alanlar tarar. 

/ 
----- - --(-- _ _jj 60° 

7. Parabolün odağından geçen herhangi bir kirişin uç noktlarından bu parabole 
çizilen teğetlerin doğrultman üzerinde kesişecekerini kanıtlayınız. Bu teğetlerin birbir­
lerini dik olarak kestiklerini gösteriniz. 
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8. (2, 3), (-1, 6) ve (1, O) noktalarından geçen ve ekseni düşey olan parabolün 
denklemini bularak, grafiğini çiziniz. Bir kez de, ekseni yatay olduğunda aynı soruyu 
yanıtlayınız. 

9. Bir parabolün üzerindeki noktaların odağına en yakın olanı, parabolün köşe 
noktasıdır. 

10. Parabolik bir yüzeyin iç kısmı yansıtıcı olarak yapılmıştır. Aynaya gelen ışının 
değdiği noktadaki teğetle yaptığı açı, yansıyan ışının teğetle yaptığı açıya eşittir. Pa­
rabolik bir aynanın odağından çıkan ışınların tümü parabolün eksenine paralel olarak 
yansır. (Parabolün bu özelliğinin teknikte çok uygulamaları vardır). 

11. Aşağıdaki parabolleri çiziniz. 

a. y2 =14x, 
d. x = 18y2, 

g. y = 12x2 , 

b. x2 = 14y, 
e. y = 18x2 , 

h. x = 12y2 ve 

c. y2 = 24x, 
f. y = -84x2, 

i. x2 - 2y =O 

12. ax2 + bx + c = y veya x = ay2 + by + c ifadelerinin birer parabol olduklarını 
tamkareye tamamlayarak gösteriniz. 

ELiPS 

TANIM: Odakları F1(-c,O) ve F2(c, O) olan iki noktaya olan uzaklıkları toplamı 
sabit olan (x, y) noktalarının kümesine elips denir. 

y 

~~-1-~--~~-+-~~----0---t~~~x 

O (c, O) 

~ 
1 

Elipsin odaklarını (-c, O) ve (c, O) olarak alalım. Bu noktalara olan uzaklıkları top­
lamı sabit olan uzaklığı da 2a ile gösterelim. (x, y) de elips üzerinde bir nokta olsun. 

Bu halde, 
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J (x - cf + y2 + / (x + c)2 + y2 = 2a 

/ (x - c)2 + y2 = 2a - v (x + c)2 +- y2 

x2 
- 2cx + c2 + y2 = 4a2 

- 4a/(x + c)2 + y2 + x2 + 2cx + c2 + y2 

4a)(x + c)2 + y2 = 4a2 + 4cx 

J 2 2 cx (x + c) + y = a + -a 

2 2 r 2 "
2

X
2 

x + 2cx + c + y;: = a t- 2cx + ~ 

·:> ') 
a- - c- x2 + Y2 = 82 _ c2 

az 

x2 yz " 
- + = ~ 
a2 a2 -- c2 

a 

409 

oluL (c, O) ile (- c, O) odaklar ı arasındaiçi uzaklık 2c i.z,=:dardır . Şeki lde oiduğu gibi, bit 
üçgenin iki kenarının toplamı üçüncü kenardan büyük olac2ğ1 için, 

2a > 2c 
a>G 

az> ez 

a2 - c2 >O 

olur. Yani, a2 - c2 fark ı pozifü bir sayıd ır. Öyleyse, b2 = a2 - c2 şeklinde ya2 ılabil\i. 
Buna göre, elipsin merkezci! denklemi, 

biçiminde yaz ıl ı r. 

x2 y2 < 
-+-·- = ' a2 b2 . 

(0.-b; 
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Dikkat edilirse, şekillerde olduğu gibi, elipsin x ve y gibi ikl tane simetri ekseni 
vardı r. a > b olduğunda, elips x eksenini (±a, O) noktalarında ve y eksenini de (O, ±b) 
noktalarında keser. Elipsin üzerindeki (x, y) noktası (O, b) noktası na gelince, dik üçgen­
deki Pisagor bağıntısına göre; a2 = b2 + c2 olduğu hemen söylenir. Eu haldeki elipsler 
için, x eksenine büyük eksen ve y eksenine de küçük eksen adı verilir. (±a, O) nokta­
larına elipsin büyük köşeleri ve (O, ±b} noktalarına da elipsin küçük köşeleri denir. 
F(±c, O) noktalarına da eiipsin odakları adı verilir. Yine bu hal için, elipsin merkezi 
(O, O) noktasında ve odakları da büyük eksen olan x ekseni üzerindedir. 

Tüm bu yap'lıkfarımızdarı sonra, şu teoremı yazabiliriz . 

TEOREM: (x, y} noktasının, büyük eksen köşeleri (±a, O) ve odaklan (±c, O) olan 
bir elips üzerinde olması için gerekli ve yeterli koşulu n, b2 = a2 - c2 olmak üzere, 

olmasıdır. 

x2 y2 
-+-=1 a2 b2 

TEOREM: (x, y) noktasının, köşeleri (O, ±a) ve odaklan (O, ±c) olan bir elips 
üzerinde olması için gerekli ve yeterli l<oşulun , b2 = a2 -c2 olma~. üzere. 

y2 x:2 -
-+-=I 
a2 b2 

olmas ıdır. Bu teoremleri de siz ispat!ayınız. 

Elipsin iki odağı vardır. Bu odaklardan büyük eksene dikmeler çizilirse, elipste 
iki ki riş meydana gelir. Eğer x = ±c ise, bu ha!de, 

veya 

c2 v2 
- + -·-= 1 
a2 b2 

Y2 ,., c2 
-= ı --

b2 az 

a2- c2 
:: ---

a2 

b2 
= -

h.:l 
2 v 

y = 2 
a 
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yada 

olur. Buna göre, bir odak dikmesinin uçlaı-ı. (c, ±b2ıcı 't ve diğer bir cdak dikmes:nin 

uçları da. (-c. :!:b2/a) olur. Her ik.! nalde de. odal\ dll<.nelerinin uzunluK!an ay·-ı ve 
2b2ıa kadardır. 

Burada karşımıza önemli bir sorun çı kma~tadır . ön~eğlr:, 

t.2 y2 
- +-·-= 
25 16 

biçiminde verilen b ir elipsin denkleminde hangisi ::ı ve hangisi b olduğunu bilemeyiz 
au rr.e;kezô l denkleındel<i sayı la~aan rangısi büyükse o sayı a2 oiğen de o2 olacakf li. 
Bım& gör~ a > b içır 

x2 \12 . 
- + ~-- = ı veya 
a2 ;:ıZ 

ye x2 
2~-2 = a b 

nisa, a2 veya b2 sayılarırı•n oüyüi<llıl< .er• biz2 b ir j lçü o!acaktır. Yani , elinsin od2klı:ı.rı , 
büyük sa11 üzerindeki değışl~en e:<sen ilzerirdedir. Bı, öiyü. ileride de ışirn ize yarn ya­

cal<ti r. 

Eğer e lipsin 

biçiminde denklemi verılmişse, bu aanklemirı her 11<1 yanın ın a"b" mr·ml ile çarp·lması 
bize, tı2x2 + a.2y2 = a2bt! aerıklerni"ı; verir. ŞLıpiıesi z, tıu t~a yine aynı elipsın denf\lenııc! i ı. 
Lğer 16x2 + 9y2 = 144 bıçirni rıde eliosın denklem! "ıeri l 'Tıişse, bunu önce 

bıçirnirı<Je yazarız. Bur•a göre, a = 4 ve b = 3 olacakt ır. Üste\il<:. el\psın odaklar. y oı ·­
seni üz o.·ındedii 

ı. ÖRNEK: 9x2 ,,_ 25y2 = 225 biçırninde verılen slipsin tüm (; z.c flı~lı:;(r. i yazaral• 
grafiğini çıziniz . 
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ÇÖZÜM : Verilen denklemin tı er ıl\i yant 225 say:sıı1a bö ~ü tıurse. 

)(<' y2 . 
- +- = 
25 9 

olur. Buna göre, a2 = 25, b2 = 9 ve c2 ~ i6 oldUl~rarınoan. elipsin rneı·!<ezi (O, O) , köşe­
Je-i (±5, O) ve odaıdarı (:!.4 . O) olur. Böylece, elipsin odaKları x ekseni üzerindeoi• Kü­
çük eksen için olan köşeler (O, ±3) olur. Odal< dikmelennin uzunltıl\Jar ı 2b2/a = 2(9/5) 
= 3.6 kadardır. Bu özellif<leri taşıyan elipsin grafiğ i de şeki lde olduğu gibidir. 

1< 

(O. 3) 

(0,-3) 

1 

2. ÖRNEK: 25x2 + 16y2 = 400 elipsinin tüm özelliklerini yazarak grafiğini çı ziniz. 
Aynı so ruyu bir kez de 

elipsi için yapınız . 

y 

(O. 5) 

(0, 3) \ 
(-4, O) L...,_,__---c-+--'--..--+-it-ı _14_0_ı~~ 

o 
~ 1 1 
\ .... / \-----M .. 
\,'---1-· / 

; 10, -51 

ÇÖZÜM: 25x2 + ·ı sy2 = 400 elipsini, 

+Y 

(O.hl 
/, 
' ' ! i \ 

1-2 oı [ ol ) (2. o, .. r; 

\ l 

\ ; / 
"~· 

1 ;c, -J ı 
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x2 y2 
-+-=1 
1 fı 25 

biçiminde yazalım. Buna gö~e ;/ = 25, b2 = i 6 ve c2 = 25 -· 16 = 9 oiur. Böylece, ellD­
sin odaklan y ekseni ü1erincledir. Yi ne, eliosin merkezi (O, O', noktasında, köşeleri ((), 

' - ' 
±5) ve odakla.n (O, ±3) olur. Küçük eksen için l<öşerer (±4, O} ve odak dikmesinh uzun-
;uğu da 2b2/a = 2(16/5) = 6.4 olarak baiunur. 

İkinci elips için bu koşullan siz yaz:nız. Bunlara göre, elipsierin grafikleri vuka~ıdak~ 
şekii lerde o lduğu gibidir. 

3. ÖRNEK~ Köşe :erf (0,±8) ve odakları (0,.±5) olan elipsin denklemini yazınız . 

ÇÖZÜM: Bir kere, eiipsin odaklan y ekseni üzeri:-.dedir. Öyleyse, elipsin denklemi. 

yz x2 , 
-+-= ~ az r..ı2 

şeklindedir. a = 8 ve c = 5 oldukla!"mcıan, b2 = a2 
-· c2 == 64 - 25 = 39 olur. Suna qöre 

etipsii"ı denklemi. 

v2 x2 ; 
-'-..,..-=' 
64 39 

olarak bulunur. 

TANIM: e "" ela bölümüne tanım olarak elipsin d;şmerk0zliği denir ve e!ips için 
O< e = ela < 1 ciduğu açıkt ı r. 

EHpsir: d:şmen<.ezliği, elipsın şekl i ;ıakkında çok iy; bilgiler verir. Eğer dışrneıkezll!<. 
~nfım yakınsa, elfps daha çok bır ç;ernbere yai<!ndı r. Elipsin her bir odag,, ile llgil i .birer 

de doğrultrnanı varcm. Örneğin, (G,0) odakl ı 

..,2 v2 _"_ + _,_ = -ı 
a2 b:: 

elipsinirı bu odakia ilgili do\'jrultman:, 



414 APOLLONİUS 

biçimindedir. Diğer odakla ilgili doğrultman cıa x = -a2/c olur. 

TEOREM: Konik üzerindeki bir P(x, y) noktasının, (c,O) odag ına olan uzaklı ğının, 

bu no ktanın x = a2/c biçimindeki doğrultrnanına olan uzaklığına bölürnü e = c/a <. 1 
olan noktaların kümesi bir elipstir. 

İSPAT: Teoremin ifadesine göre, 

/(x - c)2 + y2 
= ~ 

a2/c - x a 

)(x _ c)2 + Y2 = a _ cx 
a 

2 2 
x2 - 2cx + c2 + y2 = a2 - 2cx 7 ~ a2 

2 2 a - c x2 + y2 = a2 _ 02 
a2 

x" y2 , 
-+ = 1 
az a2 - c2 

yazılır. b2 = a2 
- c2 olduğu l<ullanılırsa, son yazılan ifade, 

x2 y2 
-+-=i 
az bz 

olur. Bu da merkezcil elipsin denklemidir. 

Bu teoremden sonra elipsi şöyle tanım l ayabiliriz. 

TANIM: Verilen bir noktaya olan uzaklığın, yine veri len bir doğruya olan uzaklığına 
bölümü sıfi r ile bir arasında sabit say ıya eşit olan noktaların kümesine elips denir. 

Dikl<;at edilirse, parabol için bu bölüm birdir. Yani, parabol için e=1 biçimindedir. 

TEOREM: 

elipsine. (x", y
0

) noktasında teğet oları doğrunun denklemi 

xx YY 
____!;!_ ;- _o = -ı 
a2 b2 

biçimindedir. 
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İSPAT: Elipsin bu denkleminin kapalı türevinden, 

2x + 2yy' = 0 
a2 b2 

, b2x y =-­
a2y 

olur. Buna göre, teğetin denklemi 

a2yy - a2y2 = b2xx + b2x2 o o o o 
a2yy + b2xx = a2v2 + b2x2 

o o j o o 

a2yy o + b2xxo = a2b2 

YY 0 + xxo = 1 
b2 a2 

olarak bulunur. 

Koniklerin içinde en çok uygulanabilir ve kullanılanı elipstiL Gerek gezegenlerin 
gerekse elektronların yörüngeleri birer elipstir. Öte yandan, koniklerin hiç biri pergel 
ve cetvelle çizilemez. Ancak, bu koniklerin özellikleri kullanılarak, bazı noktaları bulu­
nur. Bu biçimde bulunan noktalar art arda birleştirilerek koniğin grafiği çizilir. 

Koniklerin içinde, grafiği en kolay çizilen elipstir. Şekilde olduğu gibi F' ve F gibi 
sabit iki noktaya iki çivi çakılır. Bu iki çivi arasındaki uzaklıktan büyük bir ipin uçları 
bu çivilere bağlanır. Kalemin sivri ucu ipi gergin olarak tutacak şekilde yürütülürse, 
meydana gelen iz bir elips olur. 

\~ 
\~\ \ \ p 



416 APOLLONİUS 

4. ÖRNEK: 4x2 + 18y2 = 36 biçiminde verilen elipsin tüm özelliklerini yazınız 
ve grafiğini çiziniz. 

ÇÖZÜM: Verilen elipsin denkleminin her iki yanı 36 sayısına bölünürse, hemen 

x2 y2 
-+- =i 
9 2 

elde edilir. Buradan, a2 = 9, b2 = 2 ve b = Y2 yazılır. Böylece, büyük eksen için köşeler 
(±3, O), küçük eksen için köşeler (O, ±Y2) olur. Ayrıca, c2 =a2 - b2 = 9 - 2 = 7 olduğundan, 
c = Y! olarak bulunur. Öyleyse elipsin odakları da (±v7, O) biçimindedir. Bunlardan 
başka, elipsin dışmerkezliği e =ela= Y!/3, doğrultmanları x = ±a2/c = ±9/Y! ve odak 
dikmesinin uzunluğu da 2b2/a = 2.2/9 = 4/9 olur. Bu koşullardaki elipsin grafiği şekilde 
olduğu gibidir. 

ty 
1 
1 

(O, V2) 

(-3, O) (3, O) 
x 

o 

4x2 + 18y2 = 36 

+(O, -V2) 

1 

5. ÖRNEK: Köşeleri (±4, O) ve odakları (±2, O) olan elipsin denklemini bulunuz. 

ÇÖZÜM: a = 4 ve c = 2 olduklarından, b2 = a2 - c2 = 16 - 4 = i 2 yazılır. Buradan, 
elipsin odakları x ekseni üzerinde olduğundan, denklemi 

x2 y2 
-+-=1 
16 12 

olarak bulunur. 

6. ÖRNEK: 9x2 + 4y2 = 25 olan elipsin tüm özelliklerini yazarak grafiğini çiziniz. 

ÇÖZÜM: Elips bir kere merkezcildir. x =O için y = ±5/2 ve y = O için x = ±513 
olur. 5/2 > 5/3 olduğundan, elipsin odakları y ekseni üzerindedir. Köşeleri de (O, ±5/2) 
ve (±5/3, O) olduklarından, çizimi şekilde olduğu gibidir. 
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r i:r-mı~K- E ı v>' v~ ~l:ç'j\~ ek&e" :Jzı.ırılukla~ı sırası yla 2a vs 2b olc:n bir elipsin 
~larıw ı t:ı..k:nut .. 

ÇÖZÜ?ıı1: t:!ipsin dı.=ı nhl~rnirden y 1ieğer: çözülürse, 

y = ~±b/a) J a2 - ;z 
.Jlu Bu :nrı:<sivür.ı.ın -a1ı. ı hal' üstyarı rn ebsi ve:eceginden, elipsin A alan ı 

" 4bJ
1

~d P,:=-a 11 a- - x- ,x 
o 

i •ıteJra; i de, a yarıçaplı bir oairer·ir alanın rı dôrt.e blrl olan (na2/4) say ısı olduğundan , 
(-!ipsi n ;:ı!an ı , 

" / 4ti )(-ıra") a.b .... :.:\; T "" n 

iJt3r!lk b.J!~njr <? ... t' - - i ç•rı eıipsı·-ı bir çe,rtıer olaca.gı dıJşt.inOlürse, a = r = b yan çaplı 

dai·erıh B.!cı "I., •·\ = ;;-a~::: nı 2 o!ur 

t. /,;şağic'af,. e lıpt> l e ... ;n tüm öze: ik:leri: ı yazarak grafiklerini çiziniz. 
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x2 y2 
c. -+-= 1 

9 36 

x2 y2 
e. - +- = 1 

25 49 

x2 y2 ~ 
g. -+- = l 

9 16 

ı . 4x2 + 49y2 = 196, 

j. 16x2 + y2 = 16, 

1. 4x2 + 25y2 = 100, 

ıı. 9x2 + 4y2 = 36, 

APOLLONİUS 

x2 y2 
d . -+- = 1 

81 4 

x2 y2 
f.-+-= 1 

36 25 

x2 y2 
h. - + - = 1 

2f, 9 

i. 9x2 + 5y2 ~ 45, 

k. ·ı fx2 + 9y2 = 144, 

m. 9x2 + 64y2 = 576, 

o. 4x2 + 9y2 = 36. 

2. Aşağıdaki elipslerin denklemlerini bulunuz. 

a. Merkezi C(O, O), köşesi V(S, O) ve (V15, 2) noktasından geçen, 

b. Merkezi C (O, O), eksenleri koordinat eksenleri, (2, 2) ve (-4, 1) noktalarından 

geçen, 
c. Köşeleri (± 4, O) ve odak dikmesi 6 olan, 

d . Küçük eksenin elipsi kestiği köşeler (± 3, O) ve odak dikmesi uzunluğu 2 olan , 

e. Odaklan (± 6, O) ve dışmerkezliği e = 315, 
f. Odakları (± 3, O) ve doğrultmanı x = ±12 
g. Köşeleri V(± 8, O) ve odakları F(± 5, O) , 

h. Köşeleri V(O, ±7) ve odakları F(O, ;!:2), 
ı. Köşeleri V(O, ±5) ve büyük eksen uzunluğu 3, 
1. Odakları F(± 3, O) ve küçük eksen uzunluğu 2, 
j. Köşe leri V(O, ±6) ve (3 , 2) noktasından geçen ve 

k. Merkezi C(O, O), her iki eksene göre de simetrik, A(2, 3) ve 8(6, i ) noktalarından 
geçen. 

3. x2 + 4y2 = 20 x2 + 4y2 ~ 36 
ve 

x + 2y = 6 x2 + y2 = 16 

olan eğrilerin grafiklerini ç izerek, kesim noktalarını bulunuz. 

4. Aşağıdaki elipslere, yanlarında verilen noktalarda teğet olan doğruların denk­

lemlerini yazınız. 

a. x2 + 4y2 = 40, A(2, 3) , 
b. 2x2 + 3y2 = i 1, A (2, 1) 
c. 5x2 + 4y2 = 56, A(- 2, 3) ve 

d. 3x2 + 2y2 = 8, A(O, 2) . 
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5. a. 4x2 + y2 = 8 elipsi ne teğet ve (3, -2) noktasından geçen, 

b. 3x2 + 8y2 = 84 elipsine teğet ve (2, 4) noktasından geçen, 
c. 9x2 + 4y2 = 36 elipsine teğet ve (O, 6) noktasından geçen, ve 
d. d > b olan, b2x2 + a2y2 = a2b2 elipsine teğet ve (O, d) noktasından geçen 

doğruların denklemlerini bulunuz. 

6. b2x2 + a2y2 = a2b2 elipsinin, bir kere x ekseni ve bir kere de y ekseni etrafında 
döndürülmesinden meydana gelen elipsoitlerin hacimlerini ayrı ayrı bulunuz. 

7. Büyük eksen uzunluğu 2a ve küçük eksen uzunluğu 2b olan eliptik tabanlı ve 
h yükseklikli dik koninin hacmini hesaplayınız. 

R Yarım elips içine, en büyük alanlı bir dikdörtgen yerleştirilmesi için, dikdörtgenin 
boyutları ne olmalıdır? 

9. Eliptik bir aynanın odağından çıkan bir ışın aynaya çarptıktan sonra diğer odak­
tan geçecek biçimde yansıdığını gösteriniz. 

1 O. Dünya, odaklarının birinde Güneş bulunan eliptik bir yörünge üzerinde döner. 
Dünya'nın, Güneş'e en yakın ve en uzak oluşu sırasıyla 91 .446.000 ve 94.560.000 
mil olduklarına göre, bu yörüngenin denklemi ve dışmerkezliği nedir? 

11. 9x2 + 16y2 < 144 eşitsizliğini gerçekleyen P(x, y) noktlarının kümesini bulunuz. 
12. Bir katının tabanı, büyük ekseni 16 ve küçük ekseni 9 olan bir elipstir. Buka­

tının büyük eksene dik kesiti a. Kare veya b. Eşkenar üçgense, bu katıların hacimlerini 
ayrı ayrı hesaplayınız. 

HİPERBOL 

TANIM: Odaklan (-c, O) ve (c, O) olan sabit iki noktaya olan uzaklıkları farkı sabit 
ve 2a olan (x, y) noktalarının kümesine hiperbol denir. 

y 

F'(-c, O) o 

d(P, F') - d(P, F) = 2a 
d(P, F) - d(P, F') = 2a 

P(x, y) 
~y)» 

c'(-c.O)j Üf \ C(c,O) 

/ 1 \ 

/ !~ 
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Odaklan F(c, O), F(-c, O) ve P(x, y) de hiperbol üzerinde herhangi bir nokta ol­

sun. Bu halde, P(x, y) noktasın111 bir hiperbol Lızerinde olması için gerekli ve yeterli 
koşulun, d(P, F') - F) = 2a veya d(P, F) - d(P, F') = 2a olmasıdır. Buna göre, 

v (x - c)2 + y2 - j (x + c) 2 + y2 = ±2a 

J (x - c)2 + y2 = J (x + c)2 + y2 ±2a 

x2 - 2cx + c2 + y2 = 4a2 ± 4aj (x + c) 2 + y2 + x2 + 2cx + c2 + y2 

± 4a) (x + c) 2 + y2 = 4a2 + 4cx 

± J (x + c)2 + y2 = a + c; 

2 2 
x2 + 2cx + c2 + y2 = a2 + 2cx + ~ 

2 a 

C2 8 2 
- x2 _ v2 = c2 _ a2 
a 2 j 

x2 - y2 
---=i 
c2 - a2 a2 

olur. PCC' üçgeni gözönOne alınırsa, 

PC' < PC + cc· 
PC'- PC < 

2a < 2c 
a<C 

c2 - a2 >O 

yazılır. Buna da, b2 = c2 - a2 denirse, 

x2 y2 
---=1 
a2 b2 

olan elipsin denklemi elde edilir. 

Bu yapılanlara göre şu teoremi yazabiliriz. 

TEOREM: P()(, y) noktasının, köşeleri V(±a,O) ve odakları (±c, O) olan bir 
üzerinde olması için gerekli ve yeterli koşulun, b2 = c2 - a2 olmak üzere, 



.:.eı 

olnıa.s11Jır. 

Tl:;'.QRF-.M: P(x, )'\ ııoktas. 1•n, : ~i\seleri (0. ±c.\ 1 ·~ odaf\ları (O ±c) olar· br ·-ipeıboı 

i~ze:-irıdP- ('l fif".?s ı :9w Q~rP"H ve yalwli koşuiur., D2 "' c2 - a2 ;)ırna1ç üz.ere. 

o!r-ıas c<ı'. 

9u teoremi de s!1. spatlay ; r-ız . 

y« - x2 -­
a?. !:/ -

Hiperboiurı da rnaie'Tla~!kse! ve fizıl,sel Yb!tü ıden çak ~ıüı.al öze!IE(;8, .>ardı r. 

Q(rGğ:rı hıperbo!On ;-,e- şı:>v~ hem -< ve he~.ı ce v eK~e>nıf'le gör9 sırııe~.-•k;i ı. H'pe•bt11. 
x ekserııni (:tı:ı, O) noktalanpca keser va btJ :ıol<talar lı ,perl;nlür: lrqelericır. Hiperbollır 

oenl~ıı::minde x "" o h:cmırsa, - y2/'r}"" 1 olmasi o lön ~;hs ı<: o!ci~JQU·ıdan, rı2rkı:?Z1,;il rt ı 
f}Sröoi v ei ı.eenini k~seme,z. 

\.\ 
\•. 

\. 

r ıps ·r;ol~ı ıüı 

·/ 
:ı 

. f 

\! - .,. 

tı ·- y .- - -:;-)( 
~. 

F 
i 

1 

.. -.... 
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biçiminde iki tane asimtotu vardır. 

iSPAT: Hiperbolün denkleminden, 

fonksiyonları yazılabilir. Buradan, 

lim r(!?.- Jx2 _ a2 _ E. x)'jl =o 
x->= l a a 

!im lL E-J x2 _ a2 )- (- E. x')ı1= o 
.:-.oo \ a . a ~ 

lim [f 'E_/x2 _ a2}_ f_ Q. ,-.)ı"" o 
ıc-ıoe \ a ' a 

ve 

f( ' 1 1 b \] !lm l _ _i2_ Jx2-cı2L!·.:.-x) =0 
,'(-':100 \ a / ' a 

olduklarınd an , sonuç hemen söylenir. 

Şimdi, bunlardan ilkini gösterelim. Benzer olarak diğerler ini siz gösteriniz. 

Bir kere. 

!!_ J x2 - a2 - !?__ x = E_ {/x2 - a2 - x) a a a 

=E_ ll·/~ -xi .//~ + xı 
a 1 · 1-,,, J ı I \\./X2- a"+ı<, 

b ( -a2 
\ 

~ - 1 1 

a \Jx2_. a2 +x ; 

ab 
I ~ ~ 

vx" - a~ + x 

olur. Buradan, 
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yazılı r. 

Hiperbolün asimtotları , hiperbolün çiziminde çoı, kolaylık saglar. Bu asimtotıann 
denklemlerini bulmak ve g rafiklerini çi2mek oldukça kolaydır. ÇLinkü, bu asimtotlar 
Y= ±bx/a biçıminde koordinat sisteminin merkezinden geçer. Hiperbolde a ve b sayıları 

belli olunca, şekilde olduğu gibı. çizOen dikdörtgenin köşegenleri bu asimtotları daha 
kolay verir. 

Şirndi, 

x2 y2 
- -- == 1 
a2 b2 

hiperbolü nü, şekilde olduğu gibi çizeli'Tı. Buradan, asimtotıar. y = ±bX/a olarak bulunur. 
Hiperbolür her bir parçasına bir kanat denir. 

''·· 
··~ ·~··. ---

1. ÖRN~K: 9x2 - 4y2 = 36 denklemi ile verilen hiperbolun tüm özellıklerinı yaza­
rak grafiğini çiziniz. Ayr ıca, 16x2 - 9y2 = 144 hiperbolü için ayrn şeyleri yanıtlayın ız . 

y 

r-~·"· 
'• 

-. ' .. ' 

! 
f· 

(- 2, oı __ i. .- J.""· (2, O) 

+ ·h ;:·· t•: ~l)\ 

x 

4 y '" - ., )( 
-. ~ 

•. ·. 
" 

(-3, O) 

I 
; 

I 
I 

, ,.· 
/. 

// 
I 

y 
4 >" Y;3 . 

.. 

.-

,- (3, O) ·. ' x '\ ,. ·. 
·, -. 

~ 
\\ 

\ 



424 APOLLONlUS 

ÇÖZÜM: İlk denklemin her iki yanı '.36 sayısfna bölCnGrse. 

x2 y2 _ ; 
----ı 

4 9 

olur. Buna göre, a2 = 4, b2 = 9 olur. \{ani, hiperbolün odc;~;laı: x e'-<:s8r·i ü-z:&(!nciedir 
Buradan, a = 2 ve b = 3 olduğundan, hiperbe: l0n köşele:i, \±::::, ;)) vs iikdörtgenin y 
eksenini kestiği noktalar da (O, ±3) olur. l!>!mtotJarııı denkler1ieri dP '>' = :'~(3/:2)x b çi­
mindedir. c2 = a2 + b2 = 4 + 9 = 13 olduğundan, hiperbo'iün odakıan (±/f3,0) bulunur. 
Dışmerkezlik e-== ela= v'T3!2, doğruitmar;iarın denkiemleri x = ±a2/c = ±4/ / i 3 ve 
odak dikmelerinin uzunluğu da, 2b2/a = 2 . 9/2 = 9 olarak bulunur. 

Şimdi de, ikinci denklemin her iki yar·ı 144 say ısına bölünürse 

v2 , .2 
~-- _ı__"' i 
q "! h 
;,.; '-·· 

yazılır. Burada bir kere, a = 3 ve b = 4 biçimindedir. /\simtot!anı~ denkier'ıieri y = ±(4/3)x 
olur. Hiperbolün köşeleri (±3, O) oiduğ•Jndan, b:_: koşul:adak, h)perbcllei'ir; grafii~iS' r i 

yukarıdaki şeki!!erde oldukları gibi çizili ,. 

2" ORNEK: Köşeleri (±3, O) oları ve P(S, 2) r.oH::ts •nCfc!r J8(,~ ı;;n '.-:iperbn!Cı: de:·ık 

lemi ve asimtotlarırn bularak graf:ğin i ç!zirı!z. 

ÇÖZÜM: Hiperbolün köşeleri (±2, 8) o!duk!&nna gfüe, ociaı~ıar: x e";sen: c,z.:ricıc.ie 
ve a = 3 şeklindedir. Buna göre, hipeiboiCırı denkler:ıı. 

xz y2 
---===i 
9 b2 

olur. P(5,2) için bu değerler yerlerine l{onulursa, 

25 -·· _2__ ~ ~ı 
9 t.2 . 

veya b2 = 9/4 bulunur. Yani, hiperbolün denklemi 

ya da, x2 - 4y2 = 9 biçiminde fJUlunur. Bu hiperbolün grsiiği ni de si?: çi zini;;~. 

öte yandan, c2 = a2 -ı- b2 
=== 9 -ı- 9/4 ""4~;;tı ,:,:,,,, '~>;:ıdOJrı , h:0Pr1Y•ıün oaal·: 1 • : 

(±3VS/2, O) ve asimtotlarının denklemleri ds y "":t ··/':. o:;;ı ra:.;: r.::•)uru i. 
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5. ÔRNEK: 16x2 

- 9y2 + 144 = O olan hiperbolü inceleyerek 9ratiğini çiziniz. 

ÇÖZÜM: Verilen denklem 

y2 x2 
~ --=1 
-ıe 9 

biçi rntrıde yazılabilir. Buradan, a2 "' 16, b2 = 9 ve c2 = a2 + b2 "' 25 olur. Bu hiperbol 
de merkezci ldır, Köşeleri (O, ±4) ve odakları da (O, ±5) biçiınrrıdedir. Asimtotl arı 

y = ±4xt3 ve odak dikmesinin uzunluğu da 2b2/a = 912 olarak bulunur. Bu koşullar al­
Ifndaki hiperbolün grafiği de şekilde oldugu gibi çizilir. 

--~y: ! ··. /. 

· .... _ (O, 5) . 

">:··-·----· • ·- •. ... -( 

! ....... . i(0,4'. --1 
! ,• 1 

: •. 1 

: \ ı . i 
ı ı f ı ı ) j·. ı ı i ı ı ı___,.x 

/ ..,J..." , 

__ l 

·' .· 

ı 

-+ 
t ~ ........ 

./--·-.. -,,.,.. .. -,--ta...,, .. ~ X' ... 

j(O, -5) 

I 
1 
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6. ÖRNEK : Odakla· ı \±4, O) ve b;r koşes; (2, O) olan ~ıiperbolü rı den!t;!em'ni bJ­
l unlız ve grafiğinf çiz.iniz. 

ÇÖZÜM: Odaklar (±4, O) şeklinde x eKseni üzeri :ıoe ::ı ıou~.ıar •:ıda11, hipemoliJıı 
denkiem!, 

b' · · d r A " 1 1 
- ,. · t 2 -<' 2 16 4 l 2 · 1 r~.. 1 ' • ıçımın eoır. c = <+ ve a = 2 o augunuan, ı "· " - 3 "' - :c u ur. ~,oy ec,e ı) IJ 

koşullardaki hiperbolün denklernL 

x2 v? _ _ _ ,_ = 1 
~ 12 

veyd 3x2 
-- \'

2 = ·12 olarak bulunur. 

Bu hipe:boli.ı r ı grafiğir: ci~ siz ç;zi ııız . 

-, ÖRNEf.: c2 ,,z 3 2y2 = a2bz '- ·perbol :.ı r.e, ıy rı · yil) nokıas 1da teğet •):aıı (!:ıg­
~ :ıuıı de-1 >1.ıerıı , 

seklindedir 

ÇÖZÜM: Verilen hiperboıün denklem nır, kapa! ı türevı a' ı•· ı rsa , 1eğe:.rı eğ;rnı 

ç ı tıı;. EıLım.can teğet:rı ı.:ı eııKı sııı i 

2b<!x - 2.a"yy' = O 

y· = b
2x 

a-ty 



428 A.POLLONl:JS 

ofarak buiunur 8'..l da, gös~er: ımek ists ,ıen teğet de<_klerr_idfr_ 

t:=:ğer bir iıiperboide, a: b ise, bu rnr hiperbo!lere tkizkenar h ıperbci adı ve,·i lir. 
Öm?.ğ!n, x2 

- - y2
,,,, : ve y2 

- x2 = 1 birer ikzk8nar 'ıiperboldür. f:.<izkerıar tıi; hiperb0lün 
asimtotla: ı , y = ±x biç:iminde birinci ve !xinci ;:ı_ç ıcrtay {ioğn..: !arıd ıı-. 

.. -. , >.! - 2 . •; ., ~ . . • , . - ~ • '• • 
~t Oiin:EK: 4-v- -- 9xL = 3b sarısın;:J \·D , 3i noKtası nds_ ·.:ecıe~ oran dcgn.Fıi.m oenl\-

~ ~ . d 

1 .. /J..şağ ıdaki hiperballerir ':::ım ö?el!iklerini ya;ara-k grcıfikıer in ' çiziniz. 

y2 x2 _ 
g, _:______ ·- - -= 1 

~iS 9 

x2 v2 J. , ___ .l___ 1, 
49 16 

' x2 v2 
K-- - ~=1 . 

49 64 

f\0:1iklerl:'> çaı ış:naya ne zarrarı başlandığı ".anı olarak oeiii değildi~ . Kesin olarak 
şu -, arlhtH başi:'irnıştir biçir:ıind8 bir mri~ ynktn. Cördüğürr~üz kadany!a k~ipıJn kat2.nnıas 

.. , ' .... 
prnble:ni::de kDniklerin kulianı ld:ğı görülne!-q~dir. :-rpp-Jcrares (i. O. ııec -380) ., L o. 
V yüzv!!ıaıda veri;GT' bk f.üpün hacmi:·ıin •k: l<.at 1 ncı_ eşit o!a.n ~üatJn bir k<=mannm uzun­
hJğ,rnun perç,:el ve GP tveiie ç.lzilr' ıe~ı' hes~pı2r ında. konikleri Kul:anrn şt ı c t)yleyse Yu · 
na:ıi ılaı i Ö. \! ı;lız;r: :r:ia'ı ör:ce korı iklsr hak~ında bazı t;!!gilsri vara . Hippocrates bu­
rada a ve 2a say\!ar:yla. o:ta or:rıtı: ı oia.'1 x ve y s.a.yı!arı rn a : x = x : y = y , 28 ;.mşul la­

rıtıda hEH3ap!ar-ı ışt;r. Bu de;!<lsrn!er de n·1odern diila x2 
;,;;. ay1 y2 = ?ax ve xy = 2a2 Ko­

rıF<.i ;?rid ir. Ru ı lanrı !}k ikisi ;:ı:-ı raool ve ·~çünc:JsO de bir hiperbokKr. Bu üç der.kiernin 
ikisinden x ve y degerleri hr:!sa.planac;Qk~. r. Hirıpooa-re8 cie bu hesaplarnala'.'I yaprn ı ştrt. 



Met~ae:~hrnus { İ. Ö JSJ), Yur;an 'lı aterı'ıatikç.·•eri :ı ~ rı l$r<ende(ive'de ders vercr 
e:ı bü1/iJkler:nden bir,yrlı. KL'.rıü:·ı :-C2~·arı rna~. , pr~·t-lemini e&bıı sel yrıli~ %: ç~)ıen!erden 
bin otdıığu .:;iiirnyor f3i: a.ÇP ı "l üç eş.f P<'· 'Ç3\'11 Jöiünmbsirı 0e \'./iwı::.ıı--dı vus ı:..e']i~rk 
b•r ye ia yapn:ştı. 3t.nu Oc«'2 ence g5sle•rnı:;fil\ 

x2 - ay 

\ 
\ 

' 

MePa::<~iYnus, a keı-•arl hJ0ü1 PcKın1nın ik Y3'' hi!ciı "1ı.l~k i '.Cpin br;· keı ı~iı . 
tıu ımak ,c;ijyor. repa ııokt:ı.la•ı ayrı ı ola: ı ·t" "'· fö' vr:ı y2 

:= :?.ax olan pNao;..ıHeı ' ni i\c-:sı~ 
1iı drek x"' "" (ay)2 = r!2((1~;x; eşi~: iğ~nden x3 '"" 2a3 :,orıucır:u tıuiuyo' 8t.T:~ı~ı:;1.n x dagetL 
hacrni ikiye katlanr.ı ı $ o ları i\CıfJ:ln bir ke:· ı ıarıd ır. Fakat M&nsıed1rr.u" ~'' pa. rsıbo~\·ır ı 
ı::erqeı ı:e ce1velle çit.e.ııe'"ıı işt'cr Yak \I? Euclldes yön:ernh : ku :an9~c.ıi< par=ıboli~;iıı ı;. ı · 

zimleriri nokia nokta bu.arık sürel<.lllılGfH'') de ~·::-ra'l3.f'.rnış ve :ıu nckt:::ı .ar : crı· arcta t .ı ­

e:;-limıişlk 

Yeri qei n-·,iş)\e" >?;:::: 28x pa,·aoc.!Jn(i r- ;J:::lides '..:: e;nent; is'. :ı li l< i tatıınııı Vi c; ldırıdL~ 
13. ~nerme oıara.k verr'l .ştı r. Şirndi ~/..ı ç:i:ıirn' yamıo1 • 1 r,z. Guna E•Jcı dı:ıs parab;J!Ün nok­
ta nolCa. ç:z'm: :sn..,in, verıı ıişiir. 

.....-·-
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Parabolün nokta nokta çizimi için önce 2a çaplı çember çizilir. Sonra bir x uzunluğu 
alınarak 2a + x çaplı çember çizilir. x doğru parçasının sol ucundan çıkılan dikme ile 
bu çemberin diğer ekseni kestiği noktadan çıkılan dikmenin kesim noktası y2 = 2ax 
parabolünün bir noktasıdır. Bunun gibi x uzunlukları alınarak yeniden aynı işlemler 
yapılırsa parabola ait daha bazı noktalar bulunur. y2 = 2ax parabolünün sürekli olduğu 
düşünülür ve bu noktalar art arda birleştirilirse parabolün nokta nokta çizimi yapılmış 
olunur. 

Dikkat edilirse buradaki noktaların bulunması tümüyle Euclides'in pergel ve cet­
veli ile yapılmıştır. Fakat bu yöntemle parabolün bazı noktaları bulunmuştur. Parabole 
ait olan noktaların tümü belirlenememiştir. Yani parabolün çizimi pergel ve cetvelle 
tamamlanamamıştır. Bu nedenle pergel ve cetvelle yapılacak işlemlerin sonlu tane 
olması kısıtlaması getirilmiştir. 

Parabol, verilen sabit bir noktaya ve sabit bir doğruya eşit uzaklıkta olan noktaların 
geometrik yeridir tanımı da kullanılarak nokta nokta çizilebilir. 

d 

ç 

B 

o A F 

F sabit noktası parabolün odağı ve d doğrusu da doğrultmanı olarak verilsin. F 
noktasından d doğrusuna FO dikmesini çizelim. OF doğru parçasının Aorta noktası 
parabole ait bir noktadır. 8 noktasından OF doğrusuna bir paralel çizelim. BF doğru 
parçasının orta noktası olan H noktasından çıkılan dikme B noktasından geçen paralel 
doğruyu C noktasında kessin. İkiz kenar üçgenin özelliğinden dolayı BC = CF olur 
ve C noktası da parabole ait bir noktadır. Bu şekilde devam edilirse E noktası da 
parabolün bir noktası olur. Parabolün sürekli olduğu düşünülürse, bu noktaların art 
arda birleştirilmesiyle parabol çizilir. Dikkat edilirse paraboie ait olan noktaların bazıları 
tümüyle Euclides'in pergel ve cetveliyle çizildiği halde parabolün tüm noktalarını bu 
yöntemle bulamayız. Çünkü bu işlemi sonsuz kez tekrar etmek olanaksızdır. Yani bu 
çizim Euclides araçlarıyla tamamlanamamıştır. Ama yine de parabolün nokta nokta 
çizimidir. 
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Archimedes, üçüncü derece denkfemıni çözebilmek için küreyi kul lanmıştır. Yani, 
bir kürenin hacmini verilen bir oranda bir düzlemle kesildiğinde ::ıluşa:ı küre kapaklarının 
alanlan da bu oranda kesilirler. Bu önerme Archimedes'in Küre ve Silindir Üzt1r~ne 
olan il. kitabının 3. ve 4. önermeleri daral<. geçer. Archimedes'in bu önermelerle üçün­
cü derece özel bir denklemi nasıl çözdüğünü gösterelim. 

----~B 

AB çaplı küreyi gözönüne alalım . Kürenin hacmini H/K oranında ikiye ayıran BB' 
düzlemini çizelim. Archimedes, analiz yöntemi ismini verdiği yolda problemin veri len 
koşulda çözüldüğünü kabul eder. Bunun sonucu olarak iş lemlerini yapar ve çöz:ürnLi 

sonuçland ırır. Şimdi Archirnedes'in bu yöntemini izleyeiim. 

BB' noktalarından geçen düzlem AB çap ına dik olarak kürenin yüzeyinin yüzölçü-· 
münü BAB' ve BA'B' gibi iki yüzeye bölsün ve BAB' yüzölçümü : BA'B' yüzö!çümü = 

H : K olsun. Archimedes, Küre ve Silindir Cızerine isimli kitabında AB çapli kürenin 
yüzöiçümünün BAB' küre kapağının yüzöiçümüne ve BA' çaplı kürenin yüzö!çümünürı 
de BA'B' küre kapağ ının yüzölçümüne eş it olduğurıu gösterm iştir. Buradan bu alanlar 
bi rbirlerine oranlanırsa 

H = 4n(AB/2)2 
= _l\8_2 

K 4n(A'B/2)2 A'B2 

yaz ı l ı r. İki nci Euclides bağıntısına göre AB2 = MA.A/!\ ve A.'82 :: A'B . AA' oldukları ndan 

H AB2 M/.\ . AA' MA 
K = -A.-,B-2 = A'M . Al-\' = A'M 

yaz ılı r. l lk ve son terimlerden f.\M : A'M = H : K gelir. Bundan sonra Ar'\' doğru parças ı nı 
AM : A'M = H/K oranında bölen M noktas ının bulunması kalıyor. Bunu da Thales ba·· 
ğ ıntı sıyia buluruz. 
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\ 
\ 

\ 

Ör ır,e p,t:, · cc· == l· 1 : K cfr;.cah biçinıde /-.., C. w c' nol<t3.larmı ye: leşt:r:dz.. ı\A' d\,ğ­
ru parçaımıın f',' rıoktasın· C' noktas ı i'G oir:eş:•-ır ve C rı:ıktasında·ı C'A' do§rusuna 
bir ı:;aı-s:e ı ÇiL ilırse t:u pa.raieıin A,~ doğru ~;(lıçe.sı n ı kesııği nokta M oh.il Ger:;-&kten 

T~ales nağ:,ııısına ~örs H : ~, = .4C AC' = f..\}../ı : /.\M cıu .. R0yıe!;e ıvı noktc:s. buiunur 
Archrıer.ıes başlö"'g.çtaki ::,rob!e:r:i çöıehılnıe,,; 'Çİ'"ı ~·u no\..1adan şonr7 •Jôriye d ogr.; 
basamal( ·~a~ır~h g :der&~~ 1:-&şıangır;~c.,\i katu:ü, ıe v2iı r {anı, ıv ı rck10.s ııı AM : M/\' 
-= H · ı< o lt.ıcak şekilde aı .r EuC!ic!as t::agın~cs ı rıa gbıe A!vl MA "'" . .l.132 · A'B2 ""' (A8 çap­
lı oa'rerın a!anı' - (A'B çc.p! ı d&Te-ı i ıı a!arı ı ; = ' t:t~if x:ir& ko~ ı~ı&s inin yüzölçJmÜ) -

(13A'l3' :\ür'? l<esınesınirı yüzc'ı lçür.iC!i 3.Jfüıc.una "arır. Ru da urnbl7rnin çözüınıJdüı. Y2n, 
prob lt?rı lk' '}önlü dcgru dLır. Övieyse i:.ıurF.ı.J::ın 1ı.ı so,ıucc:ı. varım .. 

Bir ı<ürenın hcıcirini, verilen H/K o,·arı.ıoa kebilmesi içi rı gera~. l i ve yei·erli koşı.ı!Lw, . 

l<ürE- ~<apakıı:ı~ı ı:.n yüzolçürnıerir~irı aynı H/K oranınca kasi !ınesidir. au son!..Jç ;\ rchi 1·:ı e­

des'irı Küre ve .$iiindi: Ozerör-ıe o!a:ı il. l\ i:abının 8 önermesidi ". Ş imdi aylli :"< it abın 4. 
örıerrnesi rı l gös1erelirn. Yani bir kLii'eyi ver ileri biı· oraı"1da !l~i paıçay;;ı bö!ersePiz, hacirr­
ieri ni de ayn ı oraııda 'oöln;Oş olLl'S'mu:;:. 3u problem i ·ı çöıt~mü içln deyi ne kerıdisıni ,.., 

.s'.:>y1 edığl aı"ıaliz ytn\e··rini uy~1uia~·aiır"ı. 

r-t----2a---· ı--a----~ 
. 
A 

Önce /4.SC doğr·.Jsurn..: AB = 23C 01-'.!cal; oir;imde çıı.elim. BG dogrn parçt.ı.s' Jz8-
rfrıde F. no\tas. ver '. ls,ıı. fıB do~r,; parçası üzenrdc Af·J?: ,o.:vı2 "'- rv:c: EC oiaçe l~ bı 
çimtJe M noktas ı nı cuırnaK. ;stiycruz. Şef\iiC'lc oıd:;[ıu gıo ı AB = ~~a. BC ,,. ,:;_, EG"' o vs 
AM = x o'.sun. Sıma gön:. /\82 : AM2 = ıvıc : t:C oıaı;~} oıqirrıo·3 M noktas,ni hvlrr ı sl .. 
yerine l:.ı:Jn cı. eşdeger ulan (2a)2 _ x2 = (3a - · xı . b ~ıa dc-ı '.:iax2 -- x3 "' 4~ı2b hiçi•n!rdeki 
üçüı-ıcL~ dt31'eceden öt:el .::enkleıni çözrreliyız. t3unuıı içi:--: dar·R önce yapı !ö ığı gıb1 

b ., 



konu Archimedes tarafından 

Parabol 

Da~re Eilps 
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Euclides, Elements isimli kitabının XL ci ldinde bir kenarı etrafında döndürülmesin­
den meydana gelen şekli n bir koni oiduğunu görmüş ve koniyi i ncelemişti r. Konileri 
köşesindeki açın ın dar, dik ve geniş olması hallerine göre s ınıflandırarak incelemi ştlr. 

Efements isimli kitaptaki koni , köşesinde dik açı oları üçgenin dik kenarlarının birisi 
etrafında döndürülmesiyle elde edilmiştir. Şimdi bu dik koniyi eksenine d il< bir düzlemle 
keserseniz koni yüzeyi ile bu düzlemin kesim noktalarından oluşan şekil tepeden ge­
çiyorsa bir nokta diğer hallerde bir çember olur. 

Eğer koniyi yanat ayrıtına paralel bir düzlemle ı~eserseniz kesişimi bir parabol 
olur. Eksene dik olmayan bir düzlemle koninin yüzeyinin kesişimi bir elips ve eksene 
paralel bir düzlemle keserseniz koni ile düzlemin kesişimi bir hiperbol olur. Eksenden 
geçen b ir düz!emle koninin kesişimi bir çift doğrudur. Bu biçimde bir düzlemle bir koni­
nin kesişimindeh oluşan nokta, dogru, çember, elips, hiperbol ve parabollere kısaca 

konik ismi verilir. Koniklerin bu biçimde tanıtılması Archimedes ve ondan önce gelen 
Yun anlı maternatikçilerinın bir yöntemidi r~ Oysa Apollonius kendisinden önce gelen 
Yunan matematikçilerinde olduğu gibi konikleri tanıtmamıştı r. 

Bir nokadan eşit uzaklıkta bu lunan noktaların geometrik yerine çember denir. Bir 
doğru ve bu doğru üzerinde olmayan bir noktadan eşit uzaklıkta bulunan noktaların 
geometrik yerine parabol, iki noktaya olan uzaklı kları farkı sabit olan noktaların geo­
metrik yeri bir hiperbol ve iki noktaya olan uzaklıkları toplamı sabit oian noktaları n 

geometrik yeri de elips olarak tanımlan ı r. 

Apollonius'un yaşamına ilişkin fazla bilgi yoktur. Bazı yazarlar onun L ö. 250-170) 
yılları arasında yaşadığını yazarlar. Ege bölgesinde Bergama'da doğmuş olması na 
karş ırı genç yaşında İskenderiye kentine gittiği, Euclides'ten sonra gelen İskenderiyeli 
matematikçilerden öğrenim gördüğü , İskenderiye'de çalışarak öğretmenlik yaptığ ı ve 
kitaplar yazdığ ı bilinmektedir. 

Apollonius önce eski astronomiler üzerine çal ı şarak ünlü olmuştur. Oysa onu 
dönemimize kadar gelmesini sağlayan matematik çalışmalarıdı r_ Yaptığı matematik 
çal ı şmalarının çoğu ondan sonra gelen matematikçiler tarafından özetlenerek zamam­
maza kadar gelmeleri sağfanmıştır. Sekiz kitaptan oluşan Conics isimli yap ıtları ndan 

yal nız yedi tanesi zaman ı mıza kadar geleb il mişti r. Apollonius. yaptrğı çatışmalarla 

Yunan matematiğinin zirvesine çıkmış bir matematikçidir. Apollonius, koniklerın sekiz 
yüze yakın özelliğini o dönemde ve o kadar kısıtlı yöntemlerle nasıl bulduğu ve onları 

sentetik yolla nası l ispatlad ı ğı bugün hala hayretle ve-hayranlıkla karş ılanmaktadır. 

Üstelik bu kadar güzel ve zor oları yüzlerce teoremi bugünkü modern cebirsel yöntemler 

o lmadan ve onları kullanmadan nasıl ispatlad ığ ı imrenilecek bir çalişmadı r. Tüm bu 
güçlüklere karşın Apollonius bunl arı becermiş biridir. Zaten Yunan matematiğinde 
ApoHonlus'tan soma konikler üzerine ne bir yapıt ne de bir buluş gerçekieştiriiememiştir. 

Bu konuda herhangi bir kayıt da yoktur. Zaten Alman matematikçi Jakob Steiner'e 
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(1 796· 1863) kadar Apollonius düzeyinde bır geometriciye rastlan ıiarnam ıştır. Stelner 
doğuştan tsviçrelidir. Fakat eğitim ve öğreıniıninl Almanya'cia Heildelberg ve Berlirı 'de 
tamamlamış, Jacobi gibi ünlü rnateıııatif<çılerderı dersler alm ış ve Berlin'de profesör 
o ırn...:ştur. Analitik gerJrnetriyi sevmeyerı Steiner. sentetik geometriyi kullanm ıştı r. Veri 
len sabit bir çemoer ve öıçümsüz cetvelle. Euclıdes ' in çizimlerinin Wmünüıı olanaklı 

olduğunu ispa ilamış ve çizmış!i r. Bu yönde·« çalışma'a~. rıı Creıte'nın .Journal ıs irr, l i 

oergis:noe yayın~alTl\ŞW 

Elips Parabol 1-ilperbol 

Koniklerin içinde en çok uygulanabilir ve kullanı lan elipstir. Gerek gezegenlefin 
gerekse e lektronların yörüngeieri birer elıpslir. öte yandan, koniklerin hiç b in pergel 
ve cetvelle çizilemez. Ancak. bu koniklerin özellikleri kuilanılaral<. bazı noktaları bulu· 
nur. Bu biçimde bulunan noktalar art arda bi rleştirile rek l<.oniğin grafıği çizilir. 

Konikierin ıçınde. graJ!ği en kolay çizilen elipstir. Şekilde olduğu gibi Fr ve F gibi 

sabit iki nol<taya. iki çivi çakılır. Bu \ki çivı arasındaKi uzakhktan buyuk bır ipin uçlan 
bu çivilere bağlanı r. t<alemin sivri ucu ipi gergin olarak tutacak şekilde yürütülilrse. 
rrıeydana gelen iz bir elips olur. 

y 

__---ı-_ _ P(x, y } 

(/ 1 

i . i 
\ F·i~. O) O ı---F-(c--<, O,_;_/-+ı _.._,,. 

\. / 

"-~- ! // ' _____;____-. 
1 
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l' 

(O, h\ 

(O, - b} 

/~-C ~; \C D) 
{ , . ' ) ·- ~ 

i-a. m \..,,_ c~ I ,/ {ô.. O) 

~ 
1 

Dıkkat edil:rse, şekillercie olduğu gibi , elipsi r. x ve y gibi iki tane simetri ekseni 
varcır. a > b olduğu rıda, e!ipsirı x eksenini (±a, OJ r.oKta!arında ve y eksenini de 
(O. :tb) ;wktalannoa keser Elipsin uzenrıde-<I (x, y) noktası (O. b) nokf.asına gelince. 
oik üçgerıdaki P'sagoı bağır~tsırıa go~e. a' = b2 - c2 oiduğu lıeırıerı suyienir Bt.: 
naideki elipsler için, :< exse:-ıi ııı;, büyük e;cserı va y eksenine de l~üÇOf\ eksen adı verilir. 
(±a, O) noktalarına e'1or:ir; büvüf;. köşeleri ve (O, ·r.b) ııoktaiarına de. elipsin küçük köş~ 
!eri deni ~. F{:tc, O) noktalarına da elipsin odakl arı ac:.ı veriiir Yine bu hal iç1n, eiips~ıı 

merl<ezi (0,0) noktasında ve odak1arı da büyük eksen olan x ekseni üzeriııde\Jir. 

-rANIM: Duzlernde, bır da§:u ve sab;t bir :ıok~a olan odaktan eşit uzaklıkta bulu­
nan noktaların kümesine (veya geometrik yerihe) parabol denir Bu sabit doğn.ıya, 

parabo1Üt1 doğrultrrranı ad ı verilir. 

F D 1 
i 

P'(-p,yı -.. 

- ----+--!--·>------ -·· )( 
O V l7 (p,O) 

X=-C 

Burada, F{c, O) parabolür odağı , D nol~tas ındaıı geçen ı1oğ ·u da doğru lünandır. 

Parabolün köşesi de V işareti \ie gösterilir. P{x, y), parabol üzerinde bir noktadır. Eğeı 

parabolün odağı x ekseni üzerindeyse. bu noktanın kı:;;ordinatı (c, O) olur. Doğrultmanın 
denklemi ele x = - c biçimindedir. Bu haldekı parabolün denklemi y1 = 4cx olur Bazen 
parabolün denıdemi, c yerine p alınarak y2 = 4px biçiminde ce verllir Bu lıall G!'ı şekiiier­
de görebilirsiniz. 



:j!l\k:.n ecıl ı'SS, parabol I GKı"Rr. ıne ı::ıö•e şbıeml<,W f.ıu )'. ek~erı• nG. psı rabc.1 i ',n 

B~'Sf'n i denir ve ciog:uıtmarız. diktir. 8L. ha:dtı 4.: ::-- O oldL •ğ• .. ır.dan , p&raoı;ı :ün agz · f.>ağa 
ba"ar veya par-?bolih ağz; sağs dcğrJ açı l1ı . Pa·ab::ıli!r ::ıdag ı ve köşes· bu ,;, eksarı i 

üıeriPdeoir. ·./ = <::cx p"lr.:ı.bo 1u rı~h ı k6~esi, k-eıoı7oinat s!~ierrıif'l i ; b3:,_ıary•ç- ~0H3:; 1 .. ıc:l~~ti 
ve Vp, Oi ş0ktiııdedir. ~·ı ne bu halrJe., 0(.laxt;:;n ç,ı<.1.Q21l ve :< Gf'.Semne dik c.;lan oogr;~ 

!}<:ı .'<.Ü:ıolü (c. 2::;} ve:: (0, ·-~d r.okt::ı la: :nda kesnr. Bu rıoktelia' arası r.r.iakı uz;;;l,! ı l, i4cl 
kadard ı r ve bıJ uzak: ığa cı:lak d'~· mest uwr:.~ıgu veya p1:1rarvet:e:, oen;i. 

V(rı , C) l r::c.I!) 
1 

ı\ ı 
ı '\!:-;· -:2c) 

t " 

TA.N!M· Oda!<\arı (- c,J) ·ıe (c, {;) ::fan sab!l il•:; r-ok.iay3 :-ı!an :..:;v~kl 1k!3r; 'a"I\ s<.''..:ıi~ 

•/<:>? J ois~ı \'K 'f ı r.?kıa aıır ı ın .<ürnesi ı ıB hiperh0! der;,r_ 

d( >-ı, r ') - cl(F·, F)"" 2a 
d(F, F) - d( =>, F') = 2a 

) . 
' ~P('<,Vı 

___ __..,~"-----_-, . 1 . ·>-X 

F'(--c, O) i Ol ' F(r,;, O) 

1 
1 

, .. 
1 

')d-n kJa rı r~·::: iJ}, f'I--<~, '.)\ ·',0• F\,c vı ~~e h!r.;NL~cı • ,<:(~ ı ın:lc; tırı· : ar.pi 'cJi; nck\a ol­
~11n. Bu h~tcll~. (:ı(i'. y\ r, .;l\l~sıııın rıi r hipcrb0I ı..: zcr;Pr 1$ o:ı~·,,:;:;\ :ı~ı:-- ı::ııo :-ı:ık :~ v•·' vı:::ü=:r-li 

KOŞLl "cir d{P. ı: I -d(P r > = '.2ö ı: . ıy .. ı .jlP. c,_ d{=. C \ - i..o ')'1:0.1' c:ır 
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Hiperbolün matematlksel ve fizi!<sel yönünden çok güzel özefllklen vardır_ Örneği n, 
hiperbolün her şeyı nem x hem de y eksenine göre simetriktir Hiperbol x el<senini 
(±a, O) noktalarında !(eser ve bu noktalar J-,iperbolün köşeleridir. Hiperbolün denklemınde 

x = O olarak a1 H".ırsa, -y2/b2 
==- 1 olması olanaksız o!duğundan , merkezcil hiperbol y 

eksenini kesemez. HıperboWrı asimtotıarı il<i tdnedir. Oysa parabcl ve elipsin hıç bfr 
asfmtotu yoktur. 

Eğer hiperbolün temel ekseninin uzunluğu yardımcı ekseninin uzu nluğuna eşitse, 

yani a = b ise bu haldeki hiperbole ikiz kenar hiperbol denir. İkiz kenar bir hiperbolün 
asimtotları koordinat sisteminin birinci ve ikinci açıortayiarıdı r . 

!
\' 

~.. J 
\\ I 

\:\ ıo o\ .-j' 
,~ _ '. ___ : -- .. -· ı ı v-. ..... 1 ... /' 

(- c, O) · · '/ (c, O) (-a,o,, }t- .. : ~' (a. ö)x 

// i•ı:.oi' . 
// 1 .. ,,\ 

/, : \ 

Şimdi koniklen Apollonius ı;ası i tanıtmış ve i nceletniş onlara. geçebili ri7.. Dik !<.onıyi 
eksenine dik bir düzlemle keserseniz. asağıdaki şek!lde göruıdüğCı gibi BC çapl ı çem­
beri bulursunuz. Çenıt>erın özelliKlennı oelirle'Tlek clduKça Kolaydır. Bizi daha çok di­
ğer keslşlmler olan parabol, elips ve hiperbol ilgilendirecektir. Zaten doğanın en şaha­
ne eğrileri bunlard ır. Bu eğriler aynı zamanda Yunanlı ların güzel sanatlara ilişt<in zevk­
leridir. Zaten Apollonius'da bu sanat zevl\i ıçın konikleri incele rnış ve burLlar: tanıta n 
kitaplar yazmıştır. Çağımızda bunların teknolojide ku llanılacağını hiç bir zaman düştın­

memişHr. 
A 

\ 
\ 

··;1.. \ 
,ı ._ L '· 

p 4-,.J:. _. --~ p 
/ trıt.\ ----\' 

\ \ '., / 

s 
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ABC. koninın eksensel üçgeni olsun. Parabol, ehps ve hlperbol, BC ve ST doğrL•­
!arı tarafından belirlenen dıJz feme göre koninin yOzeyini kesen ciüzfemle belirlenen 

eğrilerd i r. Eğer EG doğrusu ABC eksense! üçgeninin bir kerıarma µa~a ı else, korı: ı le 
düzlemin kesişimi bir parabol olur. Sunu aşağ ıdaK ı şeKilderı dal1a ;~11 görebiliriz . 

A 
j\ 

I \ 

/ \ 
Ei... . \ 
,(', \ L \ 

P zy====-:\R 
/ \ \' . \ / \ \ 

I \ . \ . 

sl ....... \\.;~~c 
~~ 

s 
H 

Parabolün oıuşurrıu 

Eğer EG dogru parçası ABC eksensel üçgenini:ı her ki l<enarmı da ~eserse ôO ... -
iemle koninin l<esişimi bi r eltps olur. 8u haldeki elipsin oluşumunu aşağıdakr şeki lden 

dalla iyı görebiliriz 

A 

- ··--·- - ··-··· ı.: -~. -
G 

El M_ . jD 
!' "--- .. . / . 

Oı · ·· ··· · ·~··~ ···· : 
ı-ı l........ -···-···-·····-- --------··-"· ·-- _, 

EHosin olvşurru 



So'"ı 0i2rak t',~ e.· Ei3 doğ:·LlsJ A~JG ~lı •,anssl ı.l~geninii: b· İr \eı ıa:-in! c:r ı:aral~a vo 
ciğşr krcwıa:;~) ' .:),~ CA ·::oğrt ısuntw, uza:-ı\ı:, , : •da l":-s ivı.Jr&a , bJ ı·alde koni i:e cJCı.dNnin 

kesişır-:-ıi bir hıDı:>r:·. ); . ,ı ı ı· 3d :ıaıı:Je pzrnl:.:cllın ıv dal; clı.ışu r \ t:ı""l! hiperbol l'..çi ôall:d .~. 

Diğer ı-orı!~:!r:- • :ı:.+ _i· ı'":!ıı . 

ı" 
\ 1 

'.ı': 

/ 

L .... -··· -....... ",; . .. :'."-
f • ' 

' ' 
. -~ ,.. . . . . ,-\ 

, .-

;1_. t'i ·)· ~.:- ı; 1 ~ r .. :· t..ıı ı~p(i;-. i t;."ı ~ : ~. r1 • , ·: ·:'.~1!h)deı : r -.J tJr:;Ht~P l~1"~;" 1 ~·. 8lu..,:r..~: · ·ı ~~iSİ 8 ~;d :~:n1 1i 

:--1:·1 1 id~ ,_ıp3;:' .;~i .-, f~~~r 1 ,":..:· ~.;;·e. •. q~ ~r-, ,.., ·:.... )~~1 1 : t:ı:)\ır 1if: b·r. ı ( ( "7~··:· l~ıJ ~!..;:1 irin l·.~ rı' .d­

~&, t')-;:-, :Jl'~: .. ·' ~~ r:;.. t -~ ::.::<~-. · ,1:~~~1 _ç·:ı~ ,,. ! ~ ·'\·,r~, C/eiind' ... ~ l\eyti 'J\I L. ıc~:, .. . 2.::-1 ate~ tf; L 
nı)~·;~-.sı:-ı::.':J · :;r'·· , ,, .. "''' ~ -) ·-,_:!,: : ıt ı.>.:: at~ ı ·j c'ıı :=; _E ç.eı'·ıt.eri ;~ M ça.pf· .::ıir Ç?:rırıt?.r 

olu;·. EG O.::ıgru~v ile bu PLR düztemir~ir. kG>s\rr noktası M o:sl.n. B:.ı t13lıje LM doğru2t 1 

PH doğn.J. oarç:ıs ırıa dik olur, Biripci t::uclides ba~ı~ntısına gör~ PLP çerrberinde Lrv12 

"" PM . ~,.m oiacağ:rv göstermek çok ko)aydır. Çı.ı rıkü PLR ç:ovrel bir çernherdir ve LM 
de bu çeınberin yançapıôv. Ayrıca PU-1 !Jir dik üçgendir ve i..M b'J dik Cçgeı~in yüksek­
liğidir. 
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olacak biçimde dik olarak çizelim. Daha önce yazıldığı gibi bu eşitliğin sağ tarafını 
(AK/BK) . (AK/KC) olarak yazabiliriz. Burada AK doğrusu DE doğrusuna paraleldir. 
Böylece, benzer üçgenler kullanılırsa 

A 

AK EG EM 
BK = BG = MP 

~ 
/ \\ ·· ... ~ 

B/ .......... •• •••••\c························ ·····················••••·.····~~" ~ /G 

o 

H 

bağıntıları yazılır. Buradan 

L 

DE EM. DM 
EH MP. MR 

s 

x 



gelir. Aynı zamanda 

DE 
EH 

APOLLONİUS 

DM __ D_M = ~H~!l ._D_M_ı 

olduğunu yazmak kolaydır. Böylece, MP. MR =EM . EO ve LM2 =EM . EO elde edi­
lir. Buraya kadar olan işlemler hem elips ve hem de hiperbol için Yani EO = 

EH - HO halinde konik bir elips ve EO=EH+HO halinde konik bir hiperboldür. Buradan 
sonraki işlemleri Apollonius ortak yürütür. Her iki resimde de dikdörigenlerin 
kenarlarının eşit olmaları ve dik üçgenlerin benzerliklerinden, EM/HO =DE/EH ve 
HO = EM . EH/DE yazılır. Bugünkü gösterimlerle LM = y, EH = p, EM= x ve DE = 2a 
denirse, Apollonius'un l1iperbol ve elipsi 

B c 

Burada p bir 

( 
p \ 

= x p- -x) 
2a / 

olan denklemlerini bulduktan 

biçiminde yazmıştır. Burada x1 ve değerleri D ve E noktalarının IVl noktasına 
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olan uzakhkl-arı oiaraK aıı nrn· şür. Ege• (x, y) ei\ps üz9finde bir no~ta ve 2b uzunluğu 
da yardırncı ı:ıksen uzunlLiğu ise bu ''lal<Je t/ ,,,. pa2/2c. =" pa/2 derkle:-r;i sağia.rıı r. Böy .. 
lece elips iyin asal 8kserı 2a ve yardımc ı eKsen 2b say ı ları ile p paraıns'.rcısi aras ı n­

dak; ll!şki bulunmuş o:L:nvr. 

b değeri hiperbolün, {a; O) köşesinden çı kLr:ın c:ik:rıe Cıze;-inde as~mtot:a. köşe ara·· 
,;ında kalan uzt.nlu'..;; ise, yine b2"' pa/2 bağır,t ısın>r! sagia'""ıdı ğını biraz son:8 gö·eceğiz. 

Aoı:>Horius bu koni kesitle~iyie konik.:ed b;.ı biçif"lde tarı :n!2yarak bu analitik bağ:n­

tı ları bu lmuştur, Texsıne, i k'tabınm sorıundakf örıerme!ıale bu denl<lemieri sağiaya;1 
no::<.ta!anr bfıK konik 0lduğunu göstermişti r. 

(X, y} ;-;o !-;tas ı n:ın ; odağ , (G. O) ve öoğruıtınan ı x "" ... c olan bir parabol üzerinde 
ohıası için gerekli ve yeteı\i koşulun , y2 = 4cx olmas ı d ı r. 

{x, y) noktasının , büyük ekseninin köşeler' (±a, O) ve oda%:arı (:::c, O) olan bir 
elips üzerinde otması için gerel~ I ! ve yeterli koşulun, b2 ~ a2 

- c2 olmak üz.e ı e 

{x, y) rıo.k~·asır.ın, köşe;ei'i (±a, O) ve odaklan (:ı:c , O) oları b'r hiperbol üzerinde 
oirna.sr içh gernı(;ı ve yeterli k~:;.şulu n, b2 = c2 - 8.2 oımak üzere 

o lmas ıdtr. 

'Aı~"ı8rı :Jeone1ricHerı çemberi, merkez.< ve ·;tanı;apı bi!inim;e çi;;:ebiliyor\a rdL Elips, 
rıipı:ırbol ve pam.ı:ıcHm çizıın ;e·lnde t!t:ı bu konikeri<ı '.<cşeierlni , eksenin! -.ıe pa:F.ımetres1ni 

bi!emk qızimlenni yap ı yrırl FJ. n-Jı. Bu çizim yönte.'.:ıi c;rt=Jcağ Vt:' modem çnÇ;·a !~ada; ds·­
vam et '•~·'şfü. 

Apolionius; k':Jnik!Hrin tarı111 ı r:o;:ı,n ç:ok ede etiği öze!iik;eri kuiianarak kcn:kler! 
tEm(rrnşiı:'. Yc:rn J\pçı ilonius konik!srin öwi iikk::.> ıi r:i denklemls1r1n«!en elde ;:.:tmeye ça: ı ?­

mı§tır. Apollorius bur;::dF.ı georretrik bir ci!l lull2nm;şt ır amsı yapt·ğı ışıemle r ÇJ8ometrik 
cebirdir .. Geomet:: i:e cebir a~asır.d~ıkl i :iş'<.i lsr'. Conics is;rnli kiV:ıhında en ,y; bir h!çir:ıde 
inçelern1ştir. 



,_.,poı_u ıf'\ ıus 

/\po lkın ı11s'un Cor;i;:-..~ ;si r--ıt <: itab ı n. n ı 1 ciid; hiper::·oJıir'; a;,;1111.r.;::la; ı C:>drirı6d'ı ~)·­

reği:-ı !L kitaL ırı ·ı _ ör.err.ıe,:;i hbcroc·.ı~ 1 as' n~otı3r!"i :· ~ l 7İ ı: i r.i n r:ı~ •ı~p::at;Jg ıı 
gdsierİi 

Hiporbolürı asi :nteıti :::.ırı şöyle çizıl i r. A !\ÖŞ88ir:öen rııp..;. rbeıl-8 b;r te{jet ı;iz;!ir . . l\J. ·~ 
- i~ L'2 "'ı::ıs/2 "" b2 otr:ı.ccı k biçimdG Al ""'AL' doğru prnçalcın biroirisrini.1 te ·si yönde 
ainır K/},K bc1ğı"ıt:s ı na gi/re CL ="' CL' ol:..1' (:!~ve C'... dog·ul<1.ı ı ·ıeı il<I yo,ıurce t..!z::(ılı ·"'a 
bL- dtığrt:Ja v.:~ len e Losiö' ası 'n"otla.; ·::ılu · 

A.simtot\. .. ırı YuııancB an.amı ı~es!5;10ler ueme!-1ti r. i"jurada asi nrtot;ırla hiperl:.'u ıü:ı 

kar.at lar ı f-;esii?rrıe~ ler. Sons·.ı;~d ;J birbirlel'irıe tağ8:til r\.'r bfçlrninde yrırurn larıabi lır. ir.ı 

da son5uzdz. kes\şil',er cı~e de söy!eıııeu~ oe~ sah .ıc~· yoh;;ur. Ayııc:ı , Apo~iv'liu = il . 
K.t3bır.ın 14. ö•ıenn~sınoı:- tııpe.·boı vı::. ':s ı 'l1rot l aı" s ' ' ' r~ı.: c) IS\fa.I' uza~; lo :kl;:ır ı rıua :ıı a-
1arır.c18k• uzax! ığHI veri l ı-srı ü.'r uzuıı iuktaıi l<üçCık l;;a!aca(jır.ı go&tsrmisLı r. 

ŞlmC:i blL y i rıe fi. ~itapl r.ı l\i !,. önermeye dö:-ıelim. Apo lc,rius, '"ı ipeıbt~le ait bir ne:,· 
ta ve i:ip8r1J::ıı:·ın ac,imtuLaı vedin~e. hıµe r:::ıo lim na!': ıl ç i z ı leb!i8:-:t:ğini ~;1 4-. öııer rn.? 

ile güstemı iştır. 8. ôrıerrnt°'yte ce hipei'!J0 l :.ı ı : :<.ar.atlan ar:::ıs ınoa ı<:~ııan p~~~a D'J aıaıı~ 

ft.Sl'.an asi rrıtc parça'arı biroi<ine eşiz OICLiQU i"ı.: ~Jö.s t~uT' i ısti r- rn. V·~! ı c>. önerrneı.,.r ı c 

ds hiperbolün eksen ve oqraırıetreden h&ıgınıs· ız olar~k asi1'\'.ctan tC • (nıc!en ii;;u.:ifl eı:ıi­
leoi leceğinr gösterrn;ştr Oi~,;.(at ed;ı irse ;.\l _ _,_tı, AG==a •ıe A nolr.Hs: ca hıc.ı"dinat J ism,·,·in i ı 

!)aştangıç r oi(tas ı o'd•J kJ<ıı -. -.da('. i-ıiperrıot •_1 rı ~-sirn !)\lcınıı ıı modern anlamdakı .. -ıen~. 

lcr-ıleıi 

o l u~. 

Şlrndi bu ımşu l!arcı~ı tııperbolün çizimir:.irı nası l ycıp ıtdığ ırn gösrel'elim 
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Şekilde görüldüğü gibi Qq doğru parçası eksene dik olacak biçimde parabol üze­
rinde Q ve q noktaları nı alalım . R ver noktaları Qq doğrusunun uzaniisının asimtotları 

kestiğ i noktalar olsun. Q = (x, y) olarak veril sin. b2 == pa/2 o lduğundan 

(
b ) 1

• 1 2 
QR . Qr = a (x + a) - y \

1 

-~ (x T a) -:- y) == ~2 {x + a)2 
- y2 

1 • 1 c::ı 

2 2 ' 2 
= ~ + 2o ax + bz- px _ _e._ x2 

az az 2a 

i b2 
P 'j 2 / 2b

2 
\ 2 2 = ! ----;, - -::::-- X + -~- - P/ X + b = b 

\ a' <::a. \ cı. . ı 

yaz ıl ır. Yani QR . Or = b2 o lduğu gösterilebilir. Benzer olaral~ qr. qQ = b2 o lduğu gös­
teri lebilir. Şimdi O ve q noktalarından l<.arşı larındaki asimtotl ara paraleller çizil irse bu 
para leller asimtotları sırasıyla H ve h noktalarında keser. İkinci olarak aynı noktalardan 
çizilen paraleller asimtotları K ve k noktalarında kessinler. Paralel lik ve Tha.les bağıntı­

ları kullanı lırsa RQ: Rq = HQ : hq ve qr : Qr = qk : QK eşitlikler! yazı lır. Buradan he­
men HQ : hq = hq ; QK ya da HQ . OK= hq . qk elde edil ir. Diğer bir deyimle, hiper­
bol üzerindeki ik1 noi<;tadan asimtotlaıa paralel ofarak çizilen iki doğru parçasının çar­
pımı sabit o lur. Modern gösterimlerle bu sonuç hiperbolün xy = k biçiminde (arnmla­
nabileceğini gösterir. 

Konik kesitlerine teğetlerin çizimi problemi Apoilon1us'un birinci !<itabında incelen­
miştir. Şimdi bunlardan bazılarır.i görelim. 

i. 33. Önerme: C, CET parabolü nün üzerinde bir nokta o lsun. CD doğrusu EB 
çapı na dik olarak verilsin. ED çapını .A noktas ından öteye uzatarak AE = ED a l alım. 

Bu halde AC doğrusu CET parabolüne C noktasında teğet olur. 
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İSPAT: Önce istenilen şekli çizelim. DC = y, DE= x ve AE = t olarak alalım. Teo­
remde, t = x ise AC doğrusu parabole C noktasında teğet olur. Diğer bir söyleyişle, 
ED çapı x olarak alınırsa D noktasından çıkılan dikme parabolü C noktasında keser. 
AC parabole teğet olan bir doğru olur. Apollonius ve Euclides, teğetin eğriye değdiğini 
fakat eğriyi kesmediğini kabul ederler. Apollonius bu sonucu ispatlamak için olmayan 
ergi yöntemini kullanır. Yani, hükmün tersinin doğru olduğunu kabul ederek 

cebirsel işlemlerle bir çelişkiye varmaktır. Bu çelişki de hükmün tersinin doğı·u olarak 
kabul edilmesinden ileri gelmiştir denir ve hükmün doğru olduğu sonucuna varılı 

A ve C noktalarından geçen teğetin, eğriyi C noktasından başka bir K noktasında 
daha kestiğini kabul edelim. C noktasını K noktasına birleştiren doğru parabolün için­
dedir. CK doğru parçasının üzerinde bir F noktasını alalım ve bu F noktasından AD ek­

senine FB dikmesini inelim. BF uzantısı parabolü G noktasında kessin. Bu konuma 
göre BG 2 : CD 2 > BF2 : CD2 = AB2 : AD2 olduğunu matematiksel özellikler ve Thales 
bağıntısından yazılır. Aynı zamanda G ve C noktaları parabol eğrisi üzerinde noktalar 

oldukları için parabolün özelliğinden BG2 = p. EB ve CD2 = p. ED eşitlikleri yazılır. 
Böylece BG2 : CD2 =BE : DE sonucuna varılıL Buradan BE : DE> AB2 : AD2 sonucuna 
varılır. zamanda (4BE. EA) : (4DE. EA) > AB2 : 

(4BE . EA) : AB2 > (4DE . EA) : AD2 yazılır. Öte yandan Euclides'in Elements isimli 
iL kitabının 5. önermesinde herhangi a ve b uzunlukları için ab ~ + b)/2)2 ya da 
4ab ~ (a + b)2 eşitsizliğinin her zaman doğru olduğu gösterilmiştir ve bu gösterim ko­
laydır. Bu halde bu eşitsizlikte eşitliğin olabilmesi için gerekli ve yeterli koşulun a == b 
olmasıdır sonucu söylenir. Bu halde AE = DE olduğundan 4DE . EA = AD2 ve aynı 
zamanda AE < BE olduğundan 4BE . EA < AB2 olur. Böylece 

4BE.EA:AB2 >4DE.EA:AD2 

eşitsizliğinin sol yanı 1 sayısından küçük kalırken sağ tarafı da 1 sayısına eşit olur. 
Bu da bir çelişkidir. Bu çelişki AC teğetinin parabolü C ve K iki noktada 



kabul 

tada 
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iki nok-

nr.,·nnıın üzeri:-ıdeki bir noktadan nasıl 

yapilır. 

C noktası üzerinde her 
iki eksenine dik olaral'I. verilsin. Konikierle çapın kesim noktaları ve H olsun. 

A noktası HB uzantısında AH : AG = alınsı Bu halde AC 
ya da 

c 

cebirsel ifadelerle de 
BH = 2a + x ve 

olan 
kullanarak 

ve A buium.ır, ekseııiere dikmelcır 

taları bulunur. C noktaları ile A noktaları her iki konik 
C noktasında olan olunur, 
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ApoHonlus, konikler üzerindeki bir noktaaan normallerin çizimlsrini V. kitabında 
incelemiştir. Ashnda koniğin üzerindeki bir noktadan teğet çlziidikten sonra bu tegete 
bu noktada dik olan doğru çizmek normali çizmeye yeterdi. Apollonius neden bu yoiu 
izlemediği beHI değildir. Şimdi biz, Apollonius'un paraboi üzerinde verilen bir noktada 
bu eğriye normal olan doğruyu nasıl çizdi .ğ i n i göstereHm. Elips ve hiperboi i çirı de nor­
mallerin çizimi Apollonius tarafından yap ıl mıştır. 

V. 8., V. 13. V. 27. önerme: Parabolün köşesi A ve denklemi de y2 = px olsun. 
Parabolün ekseni üzerinde olan G noktası AG > p/2 olacak biçimde verilsin. N noktas< 
A ve G noktalan arasında NG = p/2 olarak seçilsin. Bu haide parabol üzerindeki N 
noktasından parabolün eksenine indirilen dikme NP ise PG doğru parças; G noktasından 
parabole olan en kısa uzunluktur. lersine, G nol\tasırıdan parabole çlzifen PG uzunlugu 
en kısa ve PN parabolün eksenine dikse NG = p/2 oiur. En sonunda PG doğrusı; na­
rabole teğet olan doğruya P nol<tasıııda diktir. 

İSPAT: Parabol üzerinde asplsi AN' olan bir P' noktasını alalım. Parabolün t2.rı ı­
mınrn özelliğinden dolayı P'N'2 = p . A.N' = 2NG . AN' oiur. N' noktasın ın Konumunun 

işaretine bağl ı olarak N'G2
::: NN'2 + NG2 ± 2NG . NN' eşitliği de yazılır. Bu iki eşitlikler 

taraf tarafa toplanırken Pisagm teoremi de kullarntırsa, P'G2 = 2NG . AN ,,.. 2NG . AN 
+ NN"2 + NG2 = Pf\!2 + NG"2 + NN'2 = PG2 + NN'2elde edilir. Böylece PG uzuniugu? 
noktasından parabole ofan en kısa uzalçlı ktır. 

Apollonius, problemin tersi yönünde ispatı tamamlamak için olmayan e~gl yc'ınte-· 
mini kullanır. Sonunda PG doğru parças ı nın TP doğrusuna dik olduğunu göstermek 
için AT= AN olduğuna dikkat etmek gerekir. Böylece NG : p =AN : NT yazıiır. Buna 

göre TN . NG = p . AN = PN2 olur. N aç ı sı dik olduğundan TPG aç ı s ı da dik olu r_ Bu 
da gösterme!( istediğimiz sonuçtur. Öyleyse PG doğru parçası TP doğrusuna dik olur. 
Diğer bir deyimle, PG doğrusu parabole P noktasında normal olur. 

Apollornus'un 111. kitabı elipsin ve hiperbolün odaklarınr konu alır ve odakların 
özeim-<lerini incefer. ili . 45. önerme eHpsfn odağı ile ilgili bir problemdir. Aynı berız.er 
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bağıntıları hiperbol için de yapar. Apollonius'un odaklarla ilgili çalışmaları parabol 
için bu 111. kitapta yoktur. Çünkü parabolün bu özelliğini daha önce yazdığı bir kitapta 
incelemiştir. Bu kitap şimdi kayıptır. 

Parabolün önemli bir özelliği, parabolün eksenine paralel gelen ışınların parabolik 
aynadan yansıdıktan sonra parabolün odağından geçmesidir. Parabolün bu özelliği, 
Apollonius'un Conics isimli kitabından önce onun çağdaşı olan Diocles (İ. Ö. il. yüzyıl) 
tarafından gösterilmiştir. Çünkü Güneş'ten gelen ışınlar odaktan geçecekleri için odak­
ta toplanırlar ve odağa konan cisimleri yakarlar. Doğada çakmak taşları ve parlak yü­
zeyler bu tür yansıtmaları yaptığı için yangınların çıktığı görülmüştür. Parabolik aynalar 
bu tür görevi yapar. Archimedes'in bu tür parabolik aynaları kullanarak Roma donan­
masını yaktığı şeklinde pek inandırıcı olmayan öyküleri vardır. Yalnız, Archimedes 
de parabolik aynaların bu özelliğini biliyordu. Koniklerin en çok kullanılan bu özelliği 
bugün çanak antenlerinde kullanılır. Vericilerden gelen dalgalar çanak antenlerde 
yansıyarak çanağın odağından geçerler. Odağa konan duyarlı alıcılar da onları ilgili 
kısımlara ileterek ses ve görüntülere dönüştürür. Şimdi bu problemi yazarak ispatlaya­
biliriz. Bu problem Diocles'in Yanan Aynalar isimli kitabının i. önermesi olarak geçer. 

1. Önerme: BW eksenli LBM parabolü verilsin. BE= p/2 olsun ve BE doğru par­
çasının orta noktası da Dolarak verilsin. Yani BD = p/4 olsun. D noktası bugün parabo­
lün odağı olarak isimlendirilir. Parabol üzerinde herhangi bir K noktasını alalım ve bu 
K noktasından parabole CKA teğetini çizelim. KS ışını BW eksenine paralel olarak 
aynaya K noktasına gelsin. D noktası ile K noktasını birleştirelim. Bu halde AKD açısı 
SKC açısına eşit olur. 

c 

M 

iSPAT: Önce K noktasından BW eksenine KG dikmesini inelim. Ayrıca K noktasın­
dan AC doğrusuna dik olan KZ normalini çizelim. Apollonius'un Conics isimli 1. kitabının 
33. önermesinde AB= BG olduğunu biraz önce göstermiştik. Euclides bağıntısına göre 
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KG2 = AG .. GZ ya21!1r. Ayn ı zamanda KCi ~.,, pBG olduğunclan GZ = p/2 y:;ız ıln .. !:3urn­
dan GZ =- BE ve böylece GB= EZ, AS= EZ va son olarak AD .,,, OZ e.ş itlikleri yazı lır. 

Burada /.;,i<:Z bi r dik Lıçgendir ve KD i:ıipotenüsO D rıoktasında iki eş:t oarçaycı bölı;;r. 
Buna göre AD= DK-= DZ olur. Buradan DZI{ aç ı s; D;-<:Z a.ç:ısına eşit o:c:·. f<S// AZ ol­
duğu içir. de ZKS açısı DKZ aç ısına eşit of ır. BJ b:rbirine eşit Dian aç: ıiarı dil< açılar 
olan ZX.C ve ZKA açılarından ç>karırsak AKD açısı S~<G açısına GŞi~ oiur. Burad:rı 

DKZ açısı ZKS açısına eşit olur. Yanı gelme açısı yansıma açısırıs. eşi ·~ olut. Dığer bir 
deyimle parabollk aynan ın eksenine para!ei oiarak ge!en ışınla!' aynadan yansıyarak 

parabolün odağındc.ı.n geçer. işte teknolojide al ıcı ve veric!lerde ku lla.nıian bu özelliktir. 

Oiodes, odak :.ızun iuğu verilen parabolün ı--;as;ı çizileceğini 4. ve 5. ö:1errm~fer 
olarak itade etmiştir. Diocles'in kuHand ıgı yöntem, doğrultman öt:ell iğidir. Yarü parntcıl, 
sabit F(c,O) odağı ve sabit doğrultmana eşit uz.aklikiarda bulu'lan nok:<~lann geornetrik 
yeridiL Buna gör& çizim gerçel~leştiri!ir. ParnbolLın bu özelliği daha sonr2 geien YJnaniı 
matematikçi Pa.ppus (300) tarafından çok kul larn lmıştır. Papp~:s, dış rrı2rkez:lık dE>J:liğfmiz 

c/a = e ölçütünü ku llansırak konil<leri tanıtm ışt ı r. Buna göre Ua"' e < 1 olar; naktalann 
geometrik yeri bir e lips ve c/a = e > 1 oları noktaların geometrik yeri bir rdpe r boldüı­

demiştir. Para.bolde bu dış merkezlii\ e = ·ı blçirnindecfü. Odak Jzunluğu ve doğruitrnar~ 
verilen konikleri bunlara baği1 olarak şöyle tanımlayabiliriz . Odağa oian uzaki ı ğın:n 

doğrultmana olan uzak!:ğına bölümü i olan noktalann geomelrih: yer~ b;r parabol, oOP:ı­
ğwıa olan uzaklığının doğrultman111::ı o!a;ı uzakl ığına bölümü birclen kOçük oı::uı rıot~t;:ı­

!arın geor:ıetril< yeri elips, odağına olan uzaklığ ı rıırı doğ;·u ıtrnanına olan ı1z.akd'.)rna 
bölümü birden büyük olan noktaların geometrik yeri bir hiperboidOr. 4<oni~~if~rin dat'a 
sonra kullanı lan bu özellikleri Diocies ve Apollonfus zamanında da b...ılu:ırnuştu, 

Apollonius, Conics 1siml\ kitab~nda, elips ve. :ııpe~bo\G:-ı odaklan ile ilgili i~;\ fü•.~l­

liği i ncelemiştir. Bunlar, sabit iki nok;aya olan uzai<l ı l•dan top!arnı sabit ve 2a ola:. 
noktal arın geometrik yeri bir elips ve sabit iki :ıol,çtaya olan uzakiık!an farkr sabit ve 

2a oian noktaiarın geometrik yeri bir hiperbcldür önerrnelerL Cunlcs ishı\! kitabın !iL 
cildinde 52. önerme of arak ispatlanmıştı r. Yani, P eiips ya da hiperboi ()zerinde bir 
nokta, O ve Ebu koniklerin odakları olsunc PD + PE =- ~:a ola'1 nokta!arırı gecrne~-r i \<. 

yeri bir elips ve PD - PE = 2a olar: noktaların geometrik yeri bir hipemolclür. Elips ve 
hiperbol için bulunan bu özellikler bugün ders kitapl arında bı_; kor.ik lerin tan:mian ola­
rak al mır ve bunlamı diğer özellikleri bu tanımlara uyarlanara;, çözülür. 

Apolionius'un Conk~s !simli kitaplarındaki amacı, koni!\. kesitierinin kene: doğa;ar:nda 
olan güzel öze\iifclerini çok geniş olarak incelemA degil, bun.le.ır. geomeiri~ pml:.ılom~edr. 

çözümlerinde f\ul!anmaktır. 8ırıu da çok iyi uygulamıştı r. 8..J uygula:-ı:a.larcfaı.n ilKi . bir 
a•:;::mrn üç eş1t parçaya bölünmesincif+ geç.er .Şimdi bunu göreifT. 

ABC aç ısını ür; eşit parçaya bölmek istiyoruz. AC doğrusu BC doğu par~:as ı rıa 

dik oiacak biçimde ADBC dikdörtgenini çiıelim. DA doğr..ıs .. mu uzatal;m_ E::F = 2l.8 
olacak biçimde E: ;ıoktas ı nı ala! ı m ve E rtoktas ı ile B noktasıt·! blrieşiıreHr.ı . BE. doğru 
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parçası AC doğru parçasını F noktasında kessin. FBC açısının ABC açıs ının üçte biri 
ofduğunu göstereceğiz . FE doğru parçasının orta noktası G ise FG = GE = AG =AB 
olur. Böylece L ABG = LAGB = 2 L'.AEG == 2 LFBC yazılır. Bu da L'.FBC = {1/3}LABC 
olduğunu göstedr. ABC açısı böylece üç eşit parçaya bölünmüş olur. Yalnız burada 
E noktasının belirlenmesi problemi vardır. Yani EF = 2AB olaca!~ şekilde E noktası 

nasıl bulunur? Ya da EF = 2AB olacak biçimde BE doğru parçası nasıl çizilir? Şimdi 
bunu gösterelim. 

EF = 2AB olduğunu kabul edelim. CH//FE ve EH//AC çizelim. Bu halde H noktası 
C merkezli ve FE = 2AB yarıçaplı çember üzerindedir. Ayrıca, DE : DB = BC : CF ya 
da DE : AC = DA : EH olduklarından, DA. AC = DE . EH yazılır. Buradan DA . AC = 

DE . EH olur ve H noktası asimtotları DB ve DE olan ve C noktasından geçen hiperbol 
üzerindedir. Buna göre asimtotlarr DB ve DE olan ve C noktasından geçen hiperbol 
ile C merkezli ve FE = CH yarıçaplı çemberi çizersek bu iki eğrinin kesim noktası H 
olur. H noktasından DA doğrusunun uzantısına bir dikme inilirse E noktası bulunur. 
E noktası ile 8 noktası birleştirilirse F noktası da bulunur. Böylece FBC açısr çizilmiş 
olunur. FBA açısı FBC açısının iki katı olduğundan, ABC açıst hiperboi ve çemberin 
yardım ıyla üç eşit parçaya bölünmüş olunur. 

Dikkat edilirse bu çizimde Euclides'in pergel ve cetveiine hiperbol ve çember 
yardım ı yapıl mıştır. Bu da, pergel ve cetvelle çizim değildir. 

İkinci olarak küpün katlanması problemine geçebiliriz. Yarıl bir kenannın uzunluğu 
verilen bir küpün hacminin iki katına eşit hacimde olan bir küpün bir kenannm uzunluğu 
nas ı ! bulunur? Burada Hippocrates'te olduğu gibi AB ve AC doğru parçaları arasında 
orta oranttlı olan iki tane doğru parçasının bulunması problemi yatar. Bu iki doğru 
parçasını bulduktan sonra ikiye katlanmış küpün bir kenarının uzun l uğu daha önceki 
yolla bulunur. 

AB ve AC bir hiperbolün birbirine dik iki asimtotu olsun. AD çapf ı çember 8 ve 
C noktalarından geçsin. Hiperbolle AD çaplı çemberin kesim noktaları F ve O olsun. 
FD doğrusunu iki yönde uzatarak E ve G noktalarını işaretleyelim. Apollorıius'un Co­
nics isimli il. kitabının 8 . önermesine göre FE = DG biçimdedir. Buradan DE= FG 
yazı lır. Aynca, F, D, C, A ve B noktalarının tümü aynı AD çaplı çember üzerinde ofduk-



/\POLLONiU.S 453 

ı:: 

-["--- \ 
' -.......__ \ , 

1 ~F 

Bk-f -~ 
···-- ' ~ 

G 

!arından. Euclides'in Elerıents isimli 111. kitabının 36. önermesine göre GA . GC = GF 
. GD ve Eli.. EB = ED . EF yazıiırtar Böytece, GA . GC = EA . EB ya da GA : EA =­
EB ; GC olur. Benzer üçgenlerden dolayı da GA : EA = DB : BE= A.C : BE ve aynı 
zarna.nda GA: EA = GC : DC = GG ~ AB yazıl ı r, Bu yazılanlardan AC ; BE = BE : GC 
= GC : AB gelir. Bu da BE ve GC do_ğru parçaların ı n AB ve AC doğru parçaları arasında 
orta orar.ıılı olduğunu gösterır. 

AC"" a, AB= 2a, BE = x ve GC = y denirse 

olduğundan. 

yaz ı l ı ,·. x2 =ay ve y2 = 2ax olduklarından , x4 = a2y2 = 2a3x olur. Bu da x3 = 2a3 demeldrr. 
Böylece x = BE değeri a kenarlı küpün hacminin iki katı olan küpün bir Kenarıdır. 

Dikkat edilirse bu çizimde de pergel ve cetvele çember ve hiperbol yardım etmişt i r. 

Bu nedenle çizim Euclides 'ın pergel ve cetvelini aşmı ştır. 

Uçürıcü uygulama problemi de üç ya da dö ıt tane dog;u parçasını rı geoıııetri k. 
yerin ın ouıu nması problernidır. Bu problemın çôzürnü daha zordur. 

GerP.kArchimedes gerekse Apollonius dönemlerinde oldugu gibı prob!eııılenn 

sentetif< olaraı- çOzuımesi alan ve hacım oroblarıılerinde 1<.aı ş ılaşt:rr11a yaparal< sonuç­
lara gıdilrnesi 'ı'unan matematiğinin oldukça zor yanları dır. Tüm bu güçlüklere karşırı 
)!İ ne de problernlerı çözmüş lerdir. Bu güçlükleri göstermek için Archiınedes ' in Yöntem 
isimli kitabında geçen 2. önermeyi örnek olarak verebiliriz. 
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2, r yarıçaplı bir kürenin hacmi, taban yarıçapı r ve yüksekliği r olan 
bir dik koninin hacminin dört katıdır. 

Archimedes'in bu sonucu bulabilmek için iziediği yoia bakalım. 

ı H 
1 

L v A x G 

1\ 
K 

E w c y F 

görCıldüğü gibi en büyük çemberli bir küre olsun. AC ve BD bir-
birlerine dik olan olarak verilsin. ABD ve AEF konilerinin eksenleri AC olarak 

verilsin. ABD konisinin tabanı r yarıçaplı ve AEF konisinin taban yarıçapı da 2r olsun. 
HA= AC olarak alınsın. Küreyi AC eksenine dik olarak kesen düzlemin bu cisimlerle 
kesişiminin izdüşümü değişken MN olsun. MN kesişimi AC eksenine dik olunca MN 
doğru parçası BD doğru parçasına paralel olur. AC eksenine dik ve BD doğrusuna pa­
ralel olan iVlN kesişimi EF ya da LG çaplı EFGL silindirini oluştursun. Kürenin BD ya 
da AC çapı 2r, ABD konisinin taban çapı 2r ve yüksekliği sadece r kadardır. Oysa AEF 
konisinin çapı 4r ve yüksekliği de 2r olur. AOP biçimindeki küre kapağını ve AQR ko­

alalım. Archimedes, MN çaplı silindiri, OP taban yarıçaplı küre kapağını 
gözörıüne alır. Burada önce MS. SQ = OS2 + 802 olduğunu göste-

rir. Sonra HA: AS= MS: bağıntıs1111 bulur. Son yazılan kısmın her iki yanını MS 

ile : (OS2 + 802) = = Mf\J : 
noktası destekii H noktasında HA 

+ AEF ı yazar. Tüm bu sonucu 
silindirin AEF konisinin hacminin üç katı ve AEF konisinin hacmi, ABD 

konisinin hacminin sekiz katı olur. Buradan sonuç olarak, kürenin hacmi, ABD konisinin 

hacminin dört katı olur. 

Burada ve istenen 

bu son kısmı bugünkü bilinen formüllerle daha kısa olarak m. 
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21 yar ıçapl ı ve 2r yükseklikli silindirin hacmi 8rrr3 ve AEF konisin ı n ha::mi de 
8rcı.3/3 oldı.ığundan. silindirin hacmi AEP konisinin hacminin 3 katı ollli. 

AEF Konisinin hacnıi 8nr3/3 ve ABD konisinin hacmi nr3/3 olduğundan AEF koni­
sinin hacrrıi ABD konisirı in tıacmınırı a katı olur. Bu iki hesabın sonucuııda ic;ürenn 
hacmi ASD konisini:ı !ıacminiıı 4 kat ı olarak bulunur. 

Bu iki çözüm aras ı ndaki güçlük farkı daha iyi olarak burada görülmektedir. Yani, 
\Furıan matematil<çiieri herlıangi hazı r bir mirasa konmamışfar, bu sonuçları kendi 
bilekierinirı gücüyle elde. etmiş lerdir. Yolları da oldukça laşl ı olmuştur. 

Parabolün odağından doğrultmanına !hilen dikme parabolün tek simetri eksenidir. 
Parabolün köşesi ve dikme ayağı bu eksen üzerinde bulunur 

Şimdr, parabolün başka özellikledni de açıklayabili'iz . 

Teorem: Sabit bı~ n•Jktadan geçen ve sabit oir doğruya teğet olan çemberlerin 
merkezlerinin geometri\< yeri bir paraboldür. 

ispat: Şefç ilde görüldüğü gibi o·dağı F ve doğrultmaııı Doları bir paral::ıofün b' r 
noktası M olsun. Merkez: M olan ve F odağından geçen bir çember doğruıtrnaPa te­
ğettir. Tersine, merkezi M olan bir çenıber f odagından geçer ve bu çember D doğru 
suna H gibi b'ı noktada teğe~se MF = f.AH oluL Bu nederıle M noktası odağı F ve doğ­
rnltmanı D oları bir pa,rabo! üzerindedir. 

p 
1 

/~ 
I 

lv1 
ı--------.. 
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Bir daıre ya da çernber düzlemi içinde a1 ınan bir M noktasından bu daireye ya 
da çembere bır MAB keseni çizilirse MA . MB çarpımına . bu noktan ın daireye ya da 
çembere göre l<uvveiı cıornr ve bu kwve! p = MA . MB işareti ile gösterillr. 

M nok!esı He O noktasını bi rleştirelim . R yar;çaplı dairede MO"'" dolsun, MO oo­
zifit ~ıön olarak seçi!sın MO doğrusu çerrberi ı:: ve F noktalanrda kessın. OE : - R 
ve OF= R oıduklarından 

p = MA . M8 = ME . MF 
= {MO + OE; {MO +OF; 
= (ci - R) (d + Ri = d2 -R2 

yazılır. ili~ ve son terimlerden p = MA . MB = d2 
- R2 bulunur. Yani p kuvveti sabittir. 

d < R ise, M noktası çemberin içindedir ve p kuvveti negati olur. d = R ise M 

noktası çember üzerindedir ve p kuvveti sı fır olur. Yani p = o biçım1ndedir. R > d ıse 
M noktasr çemberin d ışındad ı r ve p kuvveti pozitlf bı r sayıdır. 

M noktası çemberin içindeyse, şekilde olduğu gibi p "'" -MC2 olur M noktas; çem­
berrn dışındaysa p = MT2 yazılır. 

Teorem: İki çembere göre ayııı kuvvette o~an rıoktalann geometrik yeri, bu çern­
ber!erir merkezlerini birleştiren doğruya dil\ blr dogrudur Bu dogruya ~arım oıara.k 
bu çe!T'berıerin kuvvet ekserıi isrrıı venli r 

[spaı : \Vl noKtası geometrik yere ait bir nokta olsun. Bu fv1 nokı.as ı ııın iki çembere 
göm kuvvetini eşit yazal ım. rvıo = d, MO' = d' ve yarıcaplar R ve R' 0ısun. 00' doğru 
parças ı r.ırı orta noktasını : ıle gösterehm B:na göre kuvveHerırı eşit olmasından dola­
yı d2 - R2 = d'2 - R.2 ya da. d2 - ef" .,.. r12 - R'2 sabıt olur. M ncktas tr'ın 00' dcgru.su 
üzerine oları izdüşümü H olsun. Dik uçgenlerden dolayı OM'= HM2 + OH2 ve O'M2 

= HM2 + H0'°2 yazil tr. Su bag ıntrlar yukarıda yerlerıne l<onu!ursa 
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d2 - d'2 = R2 - R'2 ""' 0~2 - O'H2 

=[(Ol + !H) - {0'1 - Hl)] (GH + O'H) 
= 2iH. 00' 
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yazıl ır. Burgdan IH= (r:-':2 - R'2)1( 200) ge\i r. Bu da IH uzun\uğur:u rı sabit olducıurnJ 
gösterir. Yani, bu ;Ki çembere göre aynı ı<:uvvei:':e olan hAr M noktasının 00' rnerı<der 
doğrusu (izerlrıde.ki izdüşüm nokt:ts! olan H rıoktasının yeri sabittir. 

Tersine, bu sabit H noktasından 00' doğrusuna çizilen dik doğ;unun ü.rnrinde 
alman her M noktasının her iki çembere göre aynı kuvvette olduğu, J-'Uf\E~rıda yapıian 
hesaplaman ın tersine giderek d2 - d'2 = R2 - R"' oiduğunı ... yazanz. O halae bu koşu ı­
lardaki geometrik yer, 00' dogrusuna dik bir doğrüdu r. Bu D doğrusunun rıer noktas: 
bu koşullardaki geometrik yerdir. 

Kuvvet ekseninin bazı öze!li"kieri var6ı r. Çernberfer birbirlerinf iki noktada kes;yor, 
içten teğet ya da diştan teğetse, kuvvei ekseni bu çemberlerin l'.esim noktalar ından 

geçer. Çemberler birbirlerine içten ya da dış·:an teğet oldu!ç1arında kuvvet eskeni bu 
iki çemberin değme noktasında teğetleri ı l e çakış ır. 

Eğer iki çember kesişmiyorsa, bu iki çemberin kuvvet ekseni bu çeı-rıbe rlerin or­
tak teğet!erinın orta noktalarından geçen bir doğrudur. 

Kesişen ya da kesişmeyen iki çembere teğet olan doğrulann nas ıl çizildiğin: gf•s­
terelim. Önce iki çembere dıştan teğet olan doğruıarın çiz.im~eri ni gösterelim. 

Önce 08 = R ve rvıc ""r yarıçap! .; çemberler çiz.iilr. O me1kezn OA "" R - r yar:ç<:ıp · 
Lı çember çizilip Oi'v1 çapfı çemberin OA yarıçap!! çernt)eri f-;esti~} : A nakt%ı bulur:t;r.' 
A nc:ktasırıdan OB doğruslma bir dilmıe çıkıksa bu dikme M merkezinden geçer. Ya 
da M noktasından OA yarıçapl ı çembere çizilen teğet A nokta.sındarı geçer OA dogru­
su uzatılırsa bu uzantı 08 yarıçap lı çember; B noktasında keser. 8 noktasından 08 
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doğrusuna çıkılan dikme MC çemberini C noktasında keser. Çapı gören çevre açının 
dikliği ve ABMC dikdörtgeninin özelliğinden BC doğrusu bu iki çembere dıştan teğet 
olan doğrudur. Diğer dıştan teğet de benzer olarak tamamlanır. 

Çemberler birbirlerini kesseler de aynı çizim yöntemi uygulanarak bu iki çembere 
dıştan değet iki doğru çizilir. 

-------B 

Şimdi de verilen iki çembere içten teğet olan doğruları çizelim. Bunun için OA 
= R, OB = R + r ve CM = r olan O ve M merkezli çemberleri çizelim. OM çaplı çember 
08 yarıçaplı çemberi B noktasında kessin. Çapı gören çevre açısı dik olduğundan 
B açısı doksan derece olur. 08 doğru parçası OA çemberini A noktasında kessin. A 
noktasından 08 doğrusuna çıkılan dikme CM yarıçaplı çemberin C noktasından ge­
çer. ABMC dikdörtgeninin özelliğinden dolayı AC doğrusu OA ve MC yarıçaplı çemberlere 
içten teğet olur. Benzer olarak diğer içten teğet olan doğru da çizilerek tamamlanır. 

Çemberler birbirlerini keserlerse içten teğetleri yoktur. 

Merkezleri aynı doğru üzerinde olmayan üç çemberin ikişer ikişer kuvvet eksenleri, 
bu çembere göre aynı kuvvette olan bir noktada birleşirler. ve O" merkezleri 
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aynı doğru üzerinde değiilerse, d ve d' l<uvvet ek.serıieri bu üç ı;ermıere göre aynı 
J\uvvette olan bir M noktasında kesiş\rl er Bu rıederıie M noktası d" kuvvet ekseninın 
de üzerindedir Bu üç çembere gö~e aynı kuvvette olan noktaya, bu Cıç çernberm kuv­
vet merkezi denir. Bu üç kuvvet. ekseninin çizimleri şöyte yapılı:·. fki çember için çizimi 
yapmak yete:-. 

Önce O ve U merkezli herrıangi iki çemb,:?r çioziliı . .Sonr::ı O ve O' noktaianndw~ 
geçc::rı herhangi bir y<ıniırrıcı çerr':)erin veriiP.n çec;,t,erieri /\, 8 , /\'ve B' no'<talannda 
kestiri!ir. .AB ve ,tı.'B' doğruların ın t..:z::uıt ılar:n ;q l~esiiT noktas! M l\ı.;.vvet merkezi olvr. 

M noktasından 00 aoğru parça.sına iniien dikme bu iki çemberin kuvvet eksenidir. 
Diğer iki kuvvet eksen!erl de benzer oiarak çizılirse tıu kuvve~ eksenleri de-: bu M nok­
tasından geçer. Bu c!a t:~ üç çemberin kuvvet r:~ıerke:z:idi r , 

Bu kuvvet e~<seninin çiziminden sonra, iki noktadan geçen ve verilen tıi r doğruya 

teğet oian çemberi çizebiliriz .. 

--. .•. 
. .. ··-~·----~-~::.:. ----·~ - ___ ..,, - ·-------·-·· -· 

.j 
., 
'· 
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Verilen iki nokta A ve Bolsun. Doğru da d ile gösterilsin. Burada A ve B noktala­
rından geçen ve d doğrusuna teğet olan çemberi çizmek istiyoruz. A noktası ile B 
noktası birleştirilir. AB uzantısının d doğrusunu kestiği nokta 1 olsun. Çizilecek çemberin 
d doğrusuna teğet olduğu nokta Mise, 1 noktasının bu çembere göre kuvveti p = IA 
. IB = IM2 olur. A ve B noktalarından geçen herhangi bir yardımcı çembere göre ! nok­
tasının kuvveti IA. IB olur. 1 noktasından bu yardımcı çembere bir iT teğeti çizilirse, 
1 noktasının bu çembere göre kuvveti IT2 olur ve IA. IB = IT2 yazılır. Bu yapılanlardan 
iT = iM gelir. Buna göre d doğrusu üzerinde ve 1 noktasının iki tarafında iT = iM = iM' 
alınırsa, M ve M' noktaları istenilen çemberlerin değme noktalarıdır. Sonuç olarak A, 
B, M ve A, B, M' noktalarından geçen çemberler problemin yanıtıdır. 

1. A ve B noktaları verilen doğrunun bir tarafındaysa, yukarıdaki çizimde olduğu 
gibi A, B ve M; A, B ve M' noktalarından geçen iki çember vardır. 

2. A ve B noktalarından birisi d doğrusu üzerinde ise bu halde bir tek çember 
çizilir. 

3. AB doğrusu d doğrusuna paralelse bu halde yine bir çember çizilir ve M nok­
tası AB doğru parçasının orta dikmesi üzerindedir. 

4. A ve B noktaları d doğrusunun farklı taraflarında ise bu halde çizilebilecek 
hiç bir çember yoktur. 

İki noktadan geçen ve verilen bir çembere teğet olan çemberi de çizebiliriz. 
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Verilen iki nokta A ve B, çember de O merkezli olsun A ve B noktalarından geçen 
ve veriien O merkezli çemberine teğet olan çemberin merkezi W ve iki çemberin deg­
me noktaları M olsun. A ve B nokralarındaıı geçen ve verilen çemberi C ve D noktala 
nnda kesen yardımcı çember O' merkezli olsun. AB ve CD doğrulannııı uzant ı la1·ır: ın 

kesim n::ıktası olan 1 noktası . O, O' ve W çı::ımherler ine göre ayı ı kuvvette olduğundan , 
O çemberi. W çemberinin kuwe\ eks~mi 07.erihce ve M noktas ından bu :ki çeıııbere 
çizilen ortak teğetler üzerindedir. ı noktasının l:ıu üç çembere göre kuvvet( IM2 =- IM';ı 
=- ıc ıo = IA . IB oldugurıdan, M ve M noktaları çemberlerin birbinne değme nohtaıarı­

dır. Buna göre istenen ABM ve ABIVl' çemberleri kolayl ık l a çizilir. 

1. A ve B nol~taiarı O çemberinin içindeyse iki tane çember ç:zilir. 

2. A ve B noktalan O çemberi nin d ışındaysa ve AB dogrusu O çemberine leğetso 
bu halde iki çizim vardır. Bunlardan biri bir çember, diğeri de AB doğrusudur. 

A ve B noktaları O çemberinin üzerinde, AB doğrusu O çemberine ·teğet deği lse , 

bu halde bir çizim vardır. AB doğrusu bu halde O çemberine teğetse AB doğrusu tel<. 
çizimdir. 

Taorom; Bir parabolün üzeıinde alınan bır nol<tadan bu parcıbole bir teget çizilirse 
bu teğet değme noktc.:sın ı odağa birleştiren yarıçap vektörü ile bu noktadan parabolüt ~ 

eksenirıe çizilen paralelin oluşturdugu açının açı ortayıdır. 

~ 
) 

F 

y 
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ispat: Parabolü M ve M' noktalarında kesen bir xy kesenini gözönüne alalım . 
F noktas ının xy kesenine göre sfmetrlği olan F1 noktas;, ıner!~ezl M noktas ında ve 
yarıçapı MF olan çemberin üzerindedir. F 1 nokta.s ından parabolün eksenine çizilen 
paralel xy kesenini 8 noktasında kessin. Bu halde BF 1 < BI ve 8Fi ; BF olduklcırından 

BF < BI olur. Buna göre 8 noktası paıabol ıçinde ve M ile M' noktaları arasırıdaoır 

xy doğrusunu , M' noKtası M noktasına yakıaşacai\ şekilde M noktası etraflnda 
döndürelim. Belli bir dönmeden sonra M' rıoKtası M noktasına çakışır. Bu halde xy 
keseni parabole M noktasında MTteğeti olur. Yani bu harekette f 1 noktas ı M ııoktasırı .. 
dan O doğrultrna ııına inilen ME diknıesin in E ayağı üzedne gelir ve E noktasi MT te 
ğetine göre F nokiası nın simetriği olur. 8 noktası Mile M' noktaları arasında olduğundan 

M' no!<tası M noktasına yaK!aşırken B noktas ı aa M noktasına yaklaşı r. Limil lıald€· 
F, noktası E ve B nol<tası da M noktas ı ile çakı şır. xy keseni her zaman F 1BF açısının 

aç ı ortayıdır. Bu açıortaylığ ı limit halde de '~orunacağıncıan. MT teğeti FME açısının 
açıortay; olur. 

Bu teoremden sonra şu sonuçla rı kolayca söyleyebiliriz. 

1. Parabolün kôşel teğet! parabolür: eksenine diktir 
2. Parabolün herhangi bir !";Ormali, değrıe nol~tas ını odaga oirl eştir~n yançap 

vektör ile değme noktasından ekserıe çiLilen paralelin arasında ka,ları açının açıortay ıdır. 
3. Bir parabolün odağının tegetlne göre simeiriği doğrultman üzerindedir. 
4. Bir parabolün değme nol<:tası ne doğrultman arasında kalan parçası , odaktan 

dik aç~ alt ı nda görülür. 

Birinci sonuw görmek ko laydır. ikincisi ters açılann ve tümler açı ların eşitliği so­
nucundan söyleyebiliriz. Üçüncüsü de, parabolün tanımı ve teğetin açıortay oluşundan 
çıkar. Dördüncüsünü de MFG üçgeni ile MEG üçgenleri birbırlerine KAK bağıntılarına 
göre eşit olduklarından MFG açısı= MF.G aç:sı = 90° yazılı r Yam MG ciogru parçası 
F odağından dik açı altında göri.ilür. Bunların tümünü aşağıdaki şekilden dah2. kolay 
görebiliriz. 
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'feorem: Bir paıabo!ün odağının teğetle r üzerindeki i zdı:.:ışümierinin geometrik 
yeri, parabolün l<öşel teğe'tidir. Çünkü yukarıdaki şel\le göre Fl/FE "" i 12 biçimindedir 
Buna göre ı noktası D doğrultmanın (F, ·1 /2) olan homoteüğini çizer. Bu da D doğrult­

rnanına paralel ve parabolün eksenlne dildr. Bu geome!ri~ y:.::r parabolün A i~ÖŞ(~slnderı 

de geçtiği için, odağ ın teğetler üzerindeki izdüşüm leri nin 9eometrik yerL parabolün 
!<öşeı teğetidir. 

Bir parabolün herhangi bir teğetinirı parabol el<:senrni kestiğ i nokta ile değme nok­
tasının eksen üzerindeki izdüşümü aras ı ndal(i uzunluğa teğet altı denir. Buna göre, 

1. Bir pa.rabo\On teğet altı , köşe tarafından iki eşlt parçaya bölünür. 
2. B1 r parabolün normal altı , sabit vs yan parametreye eşittir. 
3. Blr parabolde oda!-z, çiz!!en teğs7 ve norrnal\rı ekseni \(;estiğ i noktalar!a teğetin 

değme noktasına eşit uzakl ıktadı r. 

4. Bir parabolde, iki teğetin l<esim no!(tasmdan eksene çfzHen paralel, değme 
noktalamıı birleştiren kirişin ortasından geçer. 

5, Bir parabolün sabit iki teğet: aras! ııda kalan değişen oir teğet parçası, ocJaktan 
sabit b1r açı altmda görülür. Eğer parabolün sabit iki teğetinin kesim noktası C ve de­
ğişken teğet parçasının uzunluğu BD ise, BCD üçgerıi rıln çevre! çemberi parabolür 
odağından geçer. 

6. Bir parabolün birbirine dik teğetieı-ini n kesim noktalamıırı geomeiri\<: yefi, pa­
rabolün doğru!tmanıdı r. 

7. Bir parabolün dik iki teğeti nin değme noktalarını blrleşti:en \~i riş, parabolün 
odağından geçer. 

Apollonius'un l<0nii~fer üzerine o ları çalışmaları çok fazlad ır. Eiips ve hiperbol, 
temel ve yardımcı eksenlere bağiı olmada!'ı ela ApoHonius tara.tından ine-elenmiştir. 
Kullandığ ı bir yöntem de -s!ips ya da hiperbolün eşlenik çaplarıd~r. Örneğh , e\ips üze­
rindeki bir P noktasından çizilen PR teğetine paralel oları ve elipsin merkezi c ian C 
noktasından geçen PG == DK kirişk:!ri ne eşlenik tsimleri veri\lr. Benzer tanım hipe~bol 
için de yap;labilir. Bu tanım alt ında Apollonlus şu özelJiklerl belir!ernlştir. 

8 R 

L 

1. DK çapı PG çapırnn eşl eniği ~se . PG çap ı da D!< çapının e:ş!eniğidi r. 
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2. Elipsin denklemi b2x2 + a2y2 = a2b2 olarak verilsin. PCA açısı 8 ve DCA açısı 
da Aile gösterilsin. DK, elips üzerindeki P=(x0 , y0 ) noktasından çizilen teğete paralel 
olsun. Bu halde tane= YiX 0 ve tanA = -b2xia2y0 olur. 

3. xy koordinat sistemine göre verilen bir elips, e açısı kadar döndürülerek x'y' 
yeni koordinat sisteminde eşlenik köşegenleri PG ve DK olsun. Bu halde 

x = x' cose + y' cosA 

y = x' sine+ y' sinA 

olur. C = b2 cos2e + a2 sin28 ve Ç = b2 cos2A + a2 sin2A olmak üzere, elips için yeni 
denklem Cx'2 + Çy'2 = a2b2 olur. 

4. Q = (x', y'), elips üzerinde bir nokta olsun. PG ve DK elipsin eşlenik çapları 
olsun. OV, şekilde verildiği gibi çizilsin. OV= y', PV=x;, GV = x; , PC = a' ve DC = b' 
olsunlar. Buna göre elipsin denklemi 

biçiminde yazılır. 

Yalnız burada şu soru sorulabilir. Apollonius kutupsal koordinatları biliyor muydu? 
Hayır. Biz burada Apollonius'un bugünkü modern dille daha iyi anlaşılması için bu 
gösterimleri kullandık. Apollonius bu önermeleri eski Yunanlıların gösterimlerine uygun 
olarak ifade etmiş ve göstermiştir. Bu önermeler onun kitabında vardır ve Conics 
isimli 1. kitabının 21. önermesi olarak geçer. Örneğin Conics isimli Vll. kitabındaki 3i. 
önerme şu biçimdedir. Eşlenik çaplarla oluşturulan dikdörtgenin köşegenleri birbirine 
eşittir. Ayrıca, PF doğrusu DK doğrusuna dikse PF . CD = AC . BC = ab olur. 

Conics isimli il. kitabının 8. önermesi şöyle ifade edilmiştir. Bir hiperbol bir doğru 
ile kesilirse, kesenin hiperbol ile asimtotları arasında kalan parçaları birbirine eşittir. 
Türevi kullanmadan y = 1/x biçimindeki hiperbolün (x0 , 1ix0 ) noktasındaki teğetinin 

eğiminin -i/x; olduğunu göstermiştir. 

AA'== 2a çaplı ve C merkezli elipsin y2 = x(p - pxi2a) biçimindeki ifadeye eşdeğer 
olarak verildiği Apollonius'ta vardır. Aşağıdaki şekilde olduğu gibi AG < p/2 olmak üze­
re CG : CN = p : 2a olacak biçimde AG doğrusu üzerinde bir N noktası seçelim. N nok­
tasından AA' doğru parçasına çıkılan dikme elipsi P noktasında kessin. Bu halde PG 
uzunluğu G noktasından elipse olan en kısa uzaklıktır. Aynı zamanda GP, elipse P 
noktasından çizilen teğete diktir. Yani PG elipsin P noktasındaki normalidir. 
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Teorem: Verilen bir çembere teğet olan ve bu çember içinde verilen bir noktadan 
geçen çemberlerin merkezlerinin geometrik yeri bir elipstir. 

p' p 

\ 
\ 

\ 
\ 
1 / 

Odakları F ve F' ile F' merkezli F'E = 2a doğrultman çemberini çizelim. 
ait bir M noktası, Fodağından geçen ve F' doğrultman çemberine teğet olan 
merkezidir. Elipsin F'M ışınını, çemberi E noktasında kesinceye kadar uzatalım. M 
noktasının F odağına ve doğrultman çemberine olan uzaklıkları MF = 2a - MF' ve 
ME = 2a - MF' olduklarından MF = ME olur. Buna göre M merkezli ve MF yarıçaplı 
çember doğrultman çemberine teğettir. F' merkezli çembere teğet olan ve bu çemberin 
içinde bulunan F noktasından geçen çemberlerin merkezleri elipse aittir. Gerçekten, 
hipoteze göre MF = ME ve ME + MF' = 2a olduğundan, MF + MF' = 2a olur. Bu da 
M noktasının elipse ait olduğLmu verir. Bu sonucu kullanarak, doğrultman çemberi 
yardımıyla elips çizilebilir. 

F' doğrultman çemberi olarak alınsın, F'E uzunluğu bu çemberin herlıangi bir 
yarıçapı olsun, E noktası ile F noktasını birleştirelim. EF doğru parçasının orta 
dikmesinin F'E doğru parçasını kestiği M noktası elipse aittir. Çünkü MF = ME 
dedir ve MF + MF' = 2a olur. Bu da elipsin tanımıdır. 

F ve odakları ile büyük eksen uzunluğu 2a olarak verilen bir elips ile bir 
nun kesişimi olan noktaları bulabiliriz .. 
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Probleme çözülmüş gözü ile bakalım ve doğru ile elipsin ortak noktalarından bi­
risinin M olduğunu kabul edelim. M noktası F noktasından geçen ve F' doğrultman 
çemberine teğet olan çemberin merkezidir. Bu merkez xy doğrusu üzerinde olacaktır. 
Buna göre çember F odağının xy doğrusuna göre simetriği olan F1 noktasından da 
geçer. Öyleyse problem, sabit iki noktadan geçen ve sabit bir çembere teğet olan 
çemberi çizmeye dönüştü. Şimdi çizeceğimiz çember ile doğrultman çemberinin değ­
me noktaları D ve E biçimindedir. İki noktadan geçen ve bir çembere teğet olan çem­
beri daha önce çizmiştik. O halde D ve E noktalarını F' noktasına birleştiren doğruların 
xy doğrusunu kestiği M ve M' noktaları aranan noktalardır. 

1. F noktasının xy doğrusuna göre F1 simetriği doğrultman çemberinin içindeyse, 
FF1 ile IJ doğrusunun kesim noktası olan P noktası doğrultman çemberinin dışında 
olacağından doğrultman çemberine PD ve PE gibi iki tane dıştan teğet doğrulur çizi­
lebilir. Bu halde iki çözüm ya da çizim vardır. 

~- F1 noktası doğrultman çemberi üzerindeyse, F1, 1 ve P noktaları doğrultman 
çemberi üzerinde çakışacağından, problemin bir çözümü vardır. 

3. F1 noktası doğrultman çemberinin dışındaysa, P noktası çember içinde olaca­
ğından problemin çözümü yoktur. Bu koşullarda elipsi kesen hiç bir doğru yoktur. 

4. FF1 ile IJ doğruları paralelse, FF1 doğrusu xy doğrusuna ve IJ doğrusu da OF' 
doğrusuna dik olur. Buna göre OF' doğrusu ile xy doğrusunun birbirlerine paralel olması 
gerekir. Bu da ancak OF' doğrusu ile xy doğrusunun çakışması ile olanaklıdır. Bu hal­
de xy doğru elipsin F' odağından geçmiş olur. Şüphesiz bu halde çizim daha kolaydır. 
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xy doğr.ısuııun F' odağından geç:iğfn: katıu ı ·~de: iın . F' ınerkezli öogru!tına~ Ç'?•l ' ­

berinirı xy doğrusupu :.çBstiQ! [J ve t. nokıal arın ı F odagı ils l)ırleş'. irer. orJğ:-t ı pa:1<aıa.- ırıırı 

orta dikmele.rirı ın xy doğrus t,;ııu l\02stiği l\J1 ve M' noktalan GI' anılan nOl'taıardır. Çii·ık,.'i 
bu ha!de MF + MF' = MD,.. Mf'"" 2~ Vı• lvl 'F ' ~- M'F :=. M'F' + ıvrc: "- 28 ı) ]url a.r 

Teorem: Bır eJipsı n üzerinde f! l ınan bı r r.oKtaderı çizı.en teğe:i, b:.. no.(ra.yı od:ı:~:aıa 

birleştiren yançe.p vel"törlerinin ar&sırıaa ka'.an a;;•:ı :! ı a.çıortayıdıı. 

İ$p<ıt Bu teoi emin ispatı içın yukandaki şekl i ç:zel:m. Odaf.ı:ları ı= ve F' oıarı AA 
'""2a büyük E!·ksenll elipsi ile bu elipsi M ve M. ~ıo\ı;ta:annd:ıı lr:esen b!r dog;u çit.elim. 
O/\=- Ofı.." ve OF == OF' olaca~. biçimdt veri!sir· F GOl>lasınırı MM· k~s0rıi '1a g6w si· 
rııetnğı F, rıol<tası ve AF1 oogn..ısurlır lv1M du~:v,;u·ı~· \ps- ; r olüa r.:: nısur: . t.. ro~.­

tas; Mil~ M ' rıokialarr arc:.s : ncıadır. M' nok;ası M rooKrasına yak.!aşs 11 '. M ~ı~:;ı~m-; ı ivı 
r.cıl.;rasma yak1aşırh:erı MM' doğrt;su M r\ü~Jası etrai'nda dörıdllriAırsP bu halde l'.eıcen 
!v1M' doğrusu eğriye M nok\a.:. ı ;•de: ,eğe! oıur. B·.; halde rı,f nokt~4~! M ;~o~tas -,a ~·Gk: :ış : ı ­

~{en C no/0.aş.;ı da M nok~ao•na yakiJ.~.,,-,d'< "fil ıvı· r")İ~ta:.; ı tja M '10~ tc.s· ııe ça l. ::. ı n•:~ 

E ııoı,tası da M ııoktası ilt.' ça'{tş<:ı r.al<~ıı 8u ha t(~·" .\llM l\Giseni F 'EF, aç.sı·'ın aç ı Nı.ay: 
olduğ1.ından . hmlt halde MT /lmili cJe, F EF, açıstııııı lirniti olan F'MF1 a r,·i.s ının aç::~ınay; 

olaca:<tıı. Bu lirniı lıalini yuKa.-ıdakı sa~çıtdeon daha ıvi göı 81Ji li ı· iz . 
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Bu teoremin çok güzel sonuçları vardır. 

1. Elipsin köşe! teğetleri bu köşelerden geçen eksenlere diktir. 
2. Elipsin herhangi bir normali değme noktasından geçen iki yarıçap vektörünün 

arasındaki açının açı ortayıdır. Yani, odakları Fve F' olan bir elipsin üzerindeki bir M 
noktasından bir teğet çizilirse, FMN açısı NMF' açısına eşit olur. 

N 

Elipsin MT teğeti değme noktasındaki yarıçap vektörlerinin oluşturduğu açının 
dış açıortayı olduğundan buna dik olan MN normali de aynı açının iç açıortayı olur. 

Ayrıca (FF'NT) bölmesi bir harmonik bölme olduğundan, OF2 = ON . OT olur. 

3. Bir elipsin odaklardan birinin bir teğete göre simetriği, diğer odak merkezli doğ­
rultman çemberi üzerindedir. Bir yukarıdaki şekilde görüldüğü gibi FF1 =FM+ F1M = 

FM + MF' = 2a olduğundan F odağının MT teğetine göre simetriği, F merkezli doğrult­
man çemberi üzerindedir. 

Karşıt olarak, bir elipsin odaklarından birinin bir xy doğrusuna göre simetriği, di­
ğer odak merkezli doğrultman çemberi üzerinde ise bu xy doğrusu elipsin bir teğetidir. 
Bu xy doğrusunun elips ile birden fazla ortak noktası olmadığı gibi bu doğru elipsi 
kestiği noktadaki yarıçap vektörlerin arasındaki açının dış açıortayı olduğundan elipsin 
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bu noktadaki teğeti ile çakışıkN. Bu özelliklerden sonra şunu hemen e~<leyebiliriz. Bir 

e lipsin odaklarından birinin bu elipsin teğetlerine göre sinıetrtkleri nirı geometrik yeri , 
e lipsin diğer odak merkezli doğrultman çemberidir. 

Bir elipsin mer'~ezi merkez olmak üzere yarıçapı a olan çembere elipsin asai çem­

beri denir. 

Teorem: Bir elipsin odaklarının teğetler üzerindeki izdüşümünün gemotrik yeri, 
bu elipsin asal çemberidir. 

ispat: Elipsin fi/iT teğeti ile F' merkezli doğrultman çemberini şekilde oldugu gibi 
alalım. F odağının MT doğrusu üzerindeki izdüşümü C oisun. Ayrıca F noktasınının 
MT doğrusuna göre si metriği E ise FC = FF./2 olur. Öyleyse C noktası. F' merkezli 
ve F'E yarıçaplı doğrultman çemberinin (F, i/2) olan hornotetiğini çizer. Bu da O mer­

kezli ve a yarıçaplı asal çemberdir. 

~ 
~ 

ı T 

Bu teoremi kullanarak bir elipsin üzerindeki bir noktadan elipse teğet çizilebilir. 
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Şekilde oldugu gibi önca elipsin değme noktasındal.;1 yarıçap vektörleri çizilir. 
F'M doğrusu uzatılır ve yarıçap vektörlerin oluşrurduğu açının FME d ış açısının açı or­
tayı çizilerei< rvı noktasında elipse teğet olan doğru elde edilir. Eğer elipsir M noktasındaki 
rıormaH çizi lmek istenirse, yan~:ap vektörlerinin ciuşturdugu F'MF açısrn ı n açı ortaymı 
çizmek yeter. Ya da FME dış açıo rtayına M nok<asından dikme Ç!kmak yeter. 

Bir elipsin veriien bir doğrultuya paralel teğetini çizmek olanakl ıdı r. Eliosin F' ve 
F odat\ları He büyük ek.sen uzu nluğu .2a olaral< verirsin. Bu halde şekilde olduğu gibi 
xy doğ:usL:ncı paralel elan teğeti ·çizmek istiyoruz. 

Elipsin f odağının çizeceğimiz teğete göre simetriği ı:: ' merkezli doğrultman çem­
beri Dze:inde oıacağmdan, F odağından xy doğrusuna çizilen dikmenin F' çernb2ri :ıi 

kestiği F 1 ··Je F'1 noktaları , F odağ ının teğetlere göre sirnetriğfdir. ff 1 vs F~ F doğru 
parçaia.nnm orta dikmeleri, eiipse teğet ve verilen doğrultuya da paralel olur. F'F 1 ve 
F' doğrula.nrıın T ve T' teğetleri n i kestiği M ve M' noktaları da elipse deyme noktaiarıd ır. 
Bu ·ıor çizim lıer zaman olanaklı ve iki çözüm ya da çizim vard ır. 

Elipsin iVJM' değme klriş i elipsin ı:ıeriçezinden geçer. Gerçel<terı FM'F~, F1 FF~ ve 
F1rv!F üçgenlAri bi'.-,3r i!\;zkenar Gçgenler okiui.;ları'ldan bu ikizkenar üçgenlerin taban 
aç;!ar: hirbirle:-ino eş:tr.ir!eı-. Buna göre ıvn: ve !viF' doğruları birbirirı(-; ~ıara;elcl ir. Senzer 
düşür;r:~yle ıvıı-: ve M'F' doÇıı<,ı ,an birbirlerine r•arateldir. Buradan MFM'F' dör:geni bir· 
paı;:1iel h:enHrdı :. Paralel ker.awt köşegenleri blrbirierinf ortalaciıh.ıarından OM ""Oiv'I' 
ve OF"" OF' va:ı: ı lır. 

E l.! ~:;s. F 'le r·~ odaktan ve 2a büyük ei.zserı u:! r./ı~uğu tie veri!rniş c;.;;3un ,~·;,2r} ·i nrıu; 

bir noktaya P diye:!m. F' merkezli doğruitman çembeıi ile meri<ezi ;:::ı olı:ı:n ve F noktasi;:dar 
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geçen çemberin kesim rıokta!arı F 1 ve F'1 olsun. FF 1 ve FF~ doğı'u parçalarını n or:a 
dl!<meleri<)Jipse çizilen tegellerdir. Çünkü FF 1 ve FF; doğru parçalarının orta rl1km~~.:;ıri 
P nol(fasından geçer ve Fnoktasmın PT ve?T dog·u!arına gÖie simetrıter: F, Vt;j ~1 
olur. Aynca tıu iki F 

1 
ve F~ noktalan F' merkezi\ ve F'F i yan çaptı dcgrultman çomberi 

üzerindedir. O halde PT ve PT doğru ları verilen elipse P noktasından çizi len teğetlerdır. 

F ve P merkezi! bu iki çembet· l<esişiderse problemırı şekilde oldwgu gibi i~ı çözü· 
mü v3.rd ır. Bu eki çember birbiıleı•ne 1eğet olurlarsa. bu halde teğet doğru ıeKtir. Bı.ı 

iki çember ayrıksa, yani dıştan birbirlerini kesmiyorsa ya da içten hırbirlerin i kesrnıyorlarsa 

çizim olan teğet yoktur. Öyleyse bu iki çemberin bi;birlerini kesmesi koşullan aranabilir. 
Bu iki çemberin birbirlerini kesmesi için gerekli ve yeterli koşu lun, l2a - PFI :;. l'' i=' s 
2a + PF olmasıdı:. Buradan, mutlak değerin özelliğine göre, 2a < PF ise Pf ~ rı,=-' 
_,_ 2a ya da 2a > ?F ise 2a $ PF -+ PF' yazılır. PF' $ PF + 2a her zaman va:dır. Öyleyse 
PFF' üçgeni lıer zaman vardır. Buna göre PF '5 PF + 2c ve PF ::; ?f + 2c yazılır. 
Diğer yandan elipste 2a > 2c olduğundan, FF + PF' :?. 2a olm a:;ı koşulu gereKır. Öy · 
leyse P ncl<\as! elipsin dışındadır. 

1. P no:~tas; elipsin dışında ise iki çözDm vard ı :-. "larn ıkı tege~ !,!izllir. 

2. P noktas ı elips üzerinde ise b!r çözüm vardır. Yarı! çizilecek teğet tektir. 

3. P noktası elipsin içindeyse çözüm }ıokiur. Yani elipse teğet çızilemeı.. 

Teorem: Sir e\iosin odaklarının herhangi bir teğete olan uzal<fıkları r.ın çarpırn : 

sabıt ve b2 değerı ne ~ittir. 

ıs~~'lL Odakıarı f ve F' oıa11 ı?.iipsirı nerhanqı bir teğeti D clsur•. F VE.· F' :::ıaaı~\arırı•P 
[ı-~9~"'!t"~ o:a 'uzak klt-•-ıı"'3 Ş2'kı'd·:ı o:(l~ı(:u g i'.-_,j FH ve F'H' dıyelirr: Elıps:;ı eksen!erırı .n 

· ~ /:·.-· ~"ır;. ;,c : .:.al ~;r::ır :,, : l ı Vf! c i -::;iç -ıı;ı ·.wal-:ıc:ı>Tde.n geçer. Ht= doğr:.JSJl!l • 

J .. : . :ı· .·;ı; ~.::-1;; t, rJ·:::J>ll ~.;:.d i <:('9Pıberı k ':)f~t.:ı::,"Kl3 r,r::.:;s;n. K ve H' -ıokta;arı nı o;ı leş .. 
tfrelim. 
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D 

A' ı--~----------+------< A 
F' o\ /F 

KH doğrusu O merkezinden geçer. Çünkü çapı gören çevre açı dik olduğundan 
H'HK = 90° olur. F odağının asal çembere göre kuvveti FH. FK =FA. FA' biçimindedir. 
Ayrıca, FOK ile F'H'O üçgenleri KAK bağıntısına göre eşittirler. Buna göre FK = F'H', 
FA= a - c ve = a + c olduklarından, bu değerleri FH . FK = FA. FA' eşitliğinde yer­
lerine konulursa FH. F'f--1' = (a - c) (a + c) = a2 - c2 = b2 olarak bulunur. Öyleyse, bir 
elipsin odaklarının herhangi bir teğetine olan uzaklıklarının çarpımı sabit ve b2 değerine 
eşittir. 

Pcmceiet teoremi: 1, Bir elipsin dışındaki bir P noktasından bu elipse çizilen te­
ğetler, bu noktayı odaklara birleştiren doğrularla eşit açılar yapar. 

2, Bir elipste odaklardan birisini P noktasına birleştiren doğru, odağı değme nok­
talarına birleştiren doğruların arasındaki açının açıortayıdır. 

Şimdi, daha önce yazdığımız bir teoremi ispatlayabiliriz. 

Teorem: Bir elipsin sabit iki teğeti arasında kalan değişken üçüncü bir teğet par­
çası, odaklardan her zaman sabit bir açı altında görülür. 

Şekilde görüldüğü gibi, elipsin sabit iki teğeti PC ve PO olsun. Bu iki sabit 
teğet arasında değişebilen teğet parçasına MN diyelim. MFN açısının her durumda 

sabit göstereceğiz. F odağını üç değme noktasına, l\/iN teğet parçasının 

iki ucuna olsun Poncelet (1788 - 1867) teoremini burada 

kullanabiliriz. Porıcelet teoremine göre MFE == MFC ve l\JFE == i\IFD açıları eşittir. Bu 
eşitlikler taraf tarafa toplanırsa MFE + l\IFE = MFC + l\IFD olur. MFN = MFC + NFD 
ya da MFl\J = CFD/2 bulunur. CED açısı sabit olduğundan bunun yarısı olan MFN 

açısı da sabit olur. Öyleyse, bir elipsin sabit iki teğeti arasında kalan değişken üçüncü 
bir teğet parçası, odaklardan sabit bir açı altında görülür. 
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teoremi: Bir elipsin birbirine dik iki kesim noktalarının 
merkezi olan bir 

Poncelet gibi bir Fransız matematikçisidir. Her ikisi de Na-

üzerine iki teoremi daha vardır. 

yarı köşegenlerinin kareleri ı sabittir. 

b. Bir elipsin iki eşlenik yarı köşegen üzerine çizilen paralel kenarın alanı sabittir. 

o' 
i\ 

\ 

a. Elips, çapı olan ve 
sı meydana getiren bir dairenin 

düzlemi ile cosE = b/a olacak 
OC ve OD yarı KoE;eaerı-

leri birbirine dik yarıçaplarının ve 
eksene diktirler. Buna 
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ve 

APOLLONİUS 

oc2 = 0P2 + Pc2 = 0P2 + lt Pc'2 
a2 

002 = 002 + ~ 00'2 
a2 

yazılır. Oysa hipotenüsleri ve birer dar açıları eşit olan OPC' ve QOD' üçgenlerinin 
eşitliğinden OQ = PC' ve QD' = OP olur. Buradan, 

OC2 + 002 = (OP2 +PC'2) (1 + ~) 
\ a2 

olarak bulunur ve sabittir. 

b. OC' ve OD' üzerine çizilen kare, OD ve OC üzerine çizilen paralel kenar olarak 
izdüştüğünden, OC ve OD kenarları üzerine kurulan para!el kenarın alanı 

S = a2 cosE = a2 • _Q_ = ab a 

biçiminde sabit olarak bulunur. Bu da gösterilmek istenen sonuçtur. 

Şimdi de hiperbolün özelliklerine ilişkin bazı sentetik özellikler verelim. 

Bir düzlem içinde sabit iki noktaya olan uzaklıkları farkı sabit olan noktaların geo­
moterik yerine hiperbol denir. Hiperbolde sabit uzunluk 2a, F ve F' noktaları da hiperbo­
lün odaklarıdır. Hiperbole ait herhangi bir nokta M ise, MF' - MF = 2a olur. Hiperbolün 
herhangi bir M noktasını odaklara birleştiren MF ve MF' doğrularına odak ışınları ya 
da yarıçap vektörleri denir. FF' doğru parçasının uzunluğuna odaklar arası uzaklık 
denir. Bu uzaklık 2c ile gösterilir. Hiperbolde MFF' üçgeninin olması için FF' > MF' 
- MF ya da 2c > 2a olmalıdır. 

ve parabolde de ve cetvelle çizilemez. Ancak 
nokta nokta çizelebilir. Hiperbolün kanatlarının sürekli olduğu kabul edilerek bu noktalar 

art arda hiperbol 

,_,oc,crınnı asal ve yedek eksene simetriktir. Bir 

odaklar parçasının orta dikmesi siiTıetri eksenierıdi: 
;;imet!·i merkezidir. Elips ve parabolün hiç bir asimtotu 

y = ±bx/a biçiminde iki asimtotu vardır. 
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Hioeroolün de matematiksel ve > ZiKsel yön:ınd~,-. çok güze! özeılıklerı vard;<'. Ör· 

neğiı ı , hiperbolü:< rer şsy ıem x ve rıem rıe yeksen.ne göre sırnetıikt:r. Hiperocl, '.< 

el<senin: (±a O) noktalannda kese~ ve bt: n0k1cı.lar hiper~o!ün koşel;;ridi r HipemclOrı 

dsnklemı.ıcıe x =o korıursa, - y2/b2 = ", olması olalial(sız ~!duğurıdan, ınef"Kezcil hiper· 
bol v eksenini xesem\->-Z . 

. ı·= - .!2..~ 
~~ - " 

~-°' .. 

/ _, ô\ ' • .. 

Asa! eKserı ile yeoek eKse;·ıir k.?.sırı ncktı:ı.sına hıoamotiln mer~ez.i den.r. Hipert:cıün 

·~~senleri ı~estıği nokta~ars tııperbollln ~ô:şes; denir Hıpe ~bolde c2
"" a? + b2 tıa(Jı:ıtı s 

vardır. ~; ":; b ;)1an hiperbc le :KiZ keıaı hır:ıerbol d ~~~: · . İ!"iz l<enar i1iperou ıcio c "' a-!2 
OlıJr. Hioerbo:ün dış ,n erkezlig1 e ~- Ua olarak iarı ı :. ı:arnr ve her Lfcmeın tıirderı büyu!,~C ; . 

oi' lı i;:mrbdC::: 0daldC'r;ndan birisi m~'i<e7.: ol.11al\ ~i;f: .. •re 2a yarçapıı ı;iz· len ı;orıt.ıBı ü 
bu hipeınoı:.ı rı rioğ:uıtrn;;, rı '<,~,..~tı::-!'; oe.ıır. 

Teornm: Verilen bıı çembere teğet oıan ve b!J çemberin dışır.da verilen bir rıokı~­

dar geçen çeıııberleriıı merkezlerinin geometrik yeri tıir n!~;oroO!d:..i r. 

~spat: Odakla;- ı F ve F olan hiperoo: i!e F odak merkezli dogrulim~m çen u.:ıer;nı 

gözününe alal ı m . Bu halde, 
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1. Hlperboiün herhangi bir !Vl noktası, F odağından geçen ve F' rrıerkezli doğrultman 

çemberine teğet olan çemberlerin merkezidir. Çünkü, M noktası F odağ ının bulunduğu 

kolda bir nokta ise, MF' - ME = 2a ve IVıF' -- MF = 2a oıdukla.nndan ME = MF gelir. 
Buna: göre F odağından geçen bu çember, F' odak merkezli doğrultman çemberine 
teğeitir. Eğer M noktas ı hiperbolün diğer f<o!u üzerinde ise, bu ha!de yine M'E' - M'F' 
= 2a ve M'F - M'F' = 2a oiacaklanndan M'E'"' M'F esitliar aelir. . "' ~ 

2, F noktasından geçen ve f ' merkezli doğrultman çemberine teğet oları çember­
lerin merkezleri bir hiperbola aittir. Çünkü, MF = ME olduğundan, ME' - ME = 2a olur, 
Buradan MF' - MF = 2agefir. İJ<inci kol için M

1

F = M'E' ve M'F~· M'F' = 2a olduklarından 
M ve M' noktaları hiperbole aittir. 

Bir hiperbolün doğrultman çemberi yardı m!yla çizimi olanaklı dır. Önce F' merkezli 
doğrultman çemberi üzerinde bir E noktası alalım. Şekilde görüldüğü gibi EE' çapını 
çizellrrı. EF ve E'F doğru parçalarının dikmelerinin F'E doğrusunu kestiği M ve M' nok­
taları hiperbole aittir. Çünkü MF = ME olduğundan MF' - MF = 2a olur. Diğer yandan, 
ivt'F - M'F' == 2a olduğu için M ve M ' noktaları hiperbolün F ve F' oda\<iarı tarafındaki 
kollara aittir. 

M 

F 

F odağından F1 
merkezli doğrultrrıan çemberine FT ve FT' teğetlerini çize!im. FT 

ve F1" dogru parçalarının orta dikmeleri F1' ve F'T' doğrulan para.iel olacağmdan 
bun-iarın kesim not<.taları sonsuzdad ı r denir. 

F ve F .. odaklı ve 2a büyük eksen uzunluklu bir hiperbol He xy doğrusunun kesim 

noktaları bulunabilir. 
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Bunun için probleme çözülmüş gözüyle bakalım. Hiperbol ile xy doğrusunun ke­
sim noktası M olsun. M noktası F odağından geçen ve F' merkezli doğrultman çembe­

rine teğet olan çemberin merkezidir. Bu M noktası aynı zamanda xy doğrusu üzerindedir. 
Çizilecek çemberin merkezi xy doğrusu üzerindedir. Çember F noktasından geçeceği 
için F odağının xy doğrusuna göre simetriği olan F1 noktasından da geçer. Buna 
prob-lemin çözümü, F ve F1 noktalarından geçen ve F' çemberine teğet olan çemberi 
çizme problemine dönüşür. Bunu da kolayca çizebiliriz. 

1. Eğer F noktasının xy doğrusuna göre simetriği olan F 1 noktası F' doğrultman 
çemberinin dışında ise, problemin iki çözümü (çizimi) vardır. Bu halde F' 
çemberine PO ve PE gibi iki teğet çizilebilir. 

2. F1 noktası doğrultman çemberi üzerinde ise, F1, 1 ve P noktaları doğrultman 
çemberi üzerinde çakışırlar. Bu halde tek bir çizim (çözüm) vardır. 

3. F1 noktası doğrultman çemberi içindeyse, P noktası da çemberin içinde ola­
cağından problemin çözümü (çizimi) yoktur. 

Teorem: Hiperbolün üzerinde alınan bir noktadan bu hiperbole çizilen teğet, bu 
noktayı odaklara birleştiren yarıçap vektörleri arasındaki açının açıortayıdır. 

x M 

ispat: Odakları F ve F' olan bu hiperbolün bir doğru ile kesim noktaları M ve 
olsun. Şekle göre F odağının MM' doğrusuna göre simetriği F1 ve F'F1 doğrusunun 
MM' doğrusu ile kesim noktası da E olsun. Bir kere E noktası M ile noktaları arasın­

dadır. 

Kesen, M noktası etrafında M noktası M noktasına yaklaşacak biçimde döndürülcek 
olursa M' noktası M noktasına gelir. Bu durumda MM' doğrusu ile hiperbolün bir ortak 
noktası olacağından kesenin bu limit durumu, hiperbole teğet olacaktır. Bu limit ha­
lini aşağıdaki şekilden 
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Bu limit durumunda M ve M' noktalan E noktası ile çal(lşacaktır. Her durumda. 
MM' doğrusu FEF' açısrnın açıortayı olduğundan, MTteğeti de FMF' açısının açıcrtayı 

olarak kalacaktır. 

Bu teoremin sonucu o!arak şunları söyleyebiliriz. 

1 _ Hiperbolün köşe! teğetleri, odaklar eksenine diktir. 

2. Hiperbolün bir noktasındaki normafi, hiperbolün bu noktasındaki yarıçap vektör­
lerinin arasındaki açının dış aç ıortayıdu. Çünkü, MT teğetine dik ola•1 MN normali , 
FMF' açısının dış açıortayıdır. Ayrıca, F', F, T ve f\J noktalan eştenik noktalar olduk!ann­
dan, OF2 =OT.ON bağıntısı yazıllr. 

3. Bir hiperbolde, bir odağın teğete göre sirrıetnği , diğer oda!~ merkezli doğrultman 
çemberi üzer;ndedir. Gerçekten, yukarıdaki şekilde görüldüğü glbi , F'F

1 
= Mf:' - MF

1 

= MF' - MF = 2a biçimindedir. Bu da istenen sonucu verir. 

4. Karşıt olarak, bir hiperbolün F odağ ının bir xy doğrusuna göre simetriği F' 
odak merkezli doğrultman çemberi üzerinde ise, bu xy doğrusu bu htperbolün bir te­
ğetidir. Bu önermeden sonra şu özellik hemen söylenebilir. 

Bir hiperbolün bir F odağırnn bu hiperbolün teğetıerlne göre simetriğinin geometrik 
yeri, diğer odak merkezli doğrultman çemberidir. 

Merkezi hiperbolün merkezinde bulunan ve a yarıçaplı çembern hiperbolün asal 
çemberi ismi verifir. Şimdi bu asal çemberle ilgiii baz ı özellikieri yazalım. 

Teorem: Bir hiperbolün odaklarır\tn teğetler üzerindeki izdüşümlerinin geometrik 
yeri asal çemberdir. 
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İsµ~t: Hipe'Doluıı herhangi bir teğeti MT c l5ı.ın . s ,r d8 F' odaK merkezli cloğru!::!ıan 
çenıber;nr gözön~; rıe a!r\ ı rrı. Bu ha!de hemen :-c = FE./2 olur. Buı ıa göre C ııoktas :, 
F' merl<ezli dogru ıtrnarı çernberinın (F ~12) hoınNe1t9irıi çizer. Buna göm. odağ ın te 
ğetler Ozenrıdeki izdüşürrlennln geoı:-ıe!r ik yeri, o mer!\ezli ve a 'ları çaplı bir çemberdir. 
Bv da vRrilen hiperbolün asal çernbendir. 

Bir eğnnin üzerindeki bir noktanın bir doğr Jya o~an uzaklığı , nokt3 sonsuza gifü­
ğinde bu uz.aklık sıf ı ra gidiyorsa bu doğru bu eğn'.(e as1rntotLLlr denir. 

ŞlrndL hiperbolün asimtotlanyla ilgili bazı ôzellikleri sı ral9.yabil i riz . Bunlardan i11ç!, 
hiperboiün ik: asimtotu vaidı r biçimtndedir. Oysa parabol ve elipsin hiç blr ~simto~ıı 

yoktur. Hiperbolün asirntotlan nı aşağ ı daki biçlrnde ;ızeriz . 

. ":: .. · · ~ 

Bu teoremin sentetik yolla gösterilmesi oldukça uzun VA zordur. Oysa a.nalitik 
yolla ve bugüııl~ü moaem gösterimleile bu sonucu l<.oiaycc::ı yazabiliriz. Bunun için (ü­
perbolün derıklen,ini 

y:2 y2 
- --·- -1 
a~ b2 -

biçlmınde alö.lırn. Buradarı 
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biçiminde yatılır. x değeri sonsuza giderse 

lim l(P._ Jx2 _ a2 _ ~ x)1= o 
)HCO l a d J 

o lduğundan y = ::ı:bx/a doğruları hiperbolün asimtotl arıdır. 

Bu teoremin bir sonucu o1arak, bir hiperbolün asi ınlotları hiperbolün eksenlerine 
göre simetriktirler diyebiliriz. Hiperbofün F odağından F' merkezi[ doğru ltman çemberine 
çizilen teğet aynı zamanda asal çembere de teğettir. Bu da OH= F'G/2 = a o lmas ı ndan 

anıaşıiır. Buradan, bir hiperbolün odaklarının asimtotlar üzerindeki izdüşümferi asal 
çember üzerindedir sonucuna varırız. 

Teorem: Bir hiperbolün asimtotları , eksen parçaların ı n oluşturduğu dikdörtgenin 
köşelerinden geçer. 

Bu sonucu aşağıdaki şekilden çok daha aç ık olarak görebiliriz. 

Bir hiperbolde odakların asimtotlara olan uzakl ı kları b kadardır. İki z kenar bir hi­

perbolün asimtot!arı birbirine diktir ve a == b biçımindedi r. Hiperbolün asimto!larının oluş­

turduğu dikdörtgen bu halde bir kare olur. İkiz kenar bir hiperbolde asimtotlar eksenlerle 
kırk beşer derecelik açt yaparlar. 

Bir hiperbol üzerinde al ınan blr noktadan bu hiperbole teğet çizmek oldukça ko­
laydır. Çünl<ü, bu noktayı hiperbolün odaklarına birleştiren yarıçap vektörlerin arasındaki 

açının iç açıortay ı istenilen teğeti verir. 
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Bir hiperbolün verilen bir xy doğrusuna paralel teğetini de 

Hiperbole çizilecek T1 ve T2 teğetleri xy doğrusuna paralel olacağından F 
dan xy doğrusuna çizilen dikmenin F' doğrultman çemberini kestiği F1 ve F; noktaları 
F odağının teğetlere göre simetriği olduğundan, FF1 doğru parçası ile FF; doğı·u par­
çalarının orta dikmeleri aranan teğetlerdir. Değme noktaları ise, T1 

doğrusunu kestiği nokta M ve F'F; doğrusunun T 2 doğrusunu kestiği nokta 
Bu noktalardan geçen ve xy doğrusuna paralel olan T1 ve T 2 doğruları 

ğettir_ 

Şimdi de, verilen bir hiperbole verilen herhangi bir noktadan teğeti çizelirrL 

p 

-~\------------::-:/ F ,, \ x-ı 
I \ """' ı_ .//(_ ı ,\ ---------------ı~~M 
\ F \ 1 /F1 '\ 

\~ \ ~ ~"' 
~! T1 

\ 1 \ ' 

\ 

\_ \ T2 
\ ! 
\ ! 
\ ! 
-~ 
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Hiperbol, F ve F' odaklan i!e büyük eksen uzunluğu 2a otan biçimde verilsin. Her­
hangi bir P noktas ı ndan bu hiperbole teğet çizmek için, merkez P oi;nak Ozere PF 
yarıçaplı bir çember çizelim. Bu çemberin F' merkezli doğrultman çemberini kestiği 

nol<taiar F1 ve F; ise, FF1 ile Fı=; doğru parçalarının orta dil\meleri aranan teğetlerdlr. 
F'F1 ve F 'F; doğrularının T

1 
ve T2 teğetlerini kestiği M ve M' noktalan da değme nok­

talarıdJr. 

Bu teğetlerin çiziminin oıanakl ı ofması için, P ve F' merkezli çemberlerin konumlarına 
bakıl ır. Bu çemberlerin kesişmesi için 12a - PF! $ PF' $ 2a + PF olmalıd ı r. Bu eşitstz­
iif<lerden de 2a.::::. PF' - PF, 2a < PF ise 2a 2 PF - PF' ve 2a > PF ise 2a s PF + PF' 
koşunarı elde edilir. Öyleyse PFF' üçgeninin her zaman olması için 2c ~ PF + PF' ko­
şu lu o lmalıd ı r. Hiperbolde 2c > 2a o lduğundan 2a > PF ise 2a s; PF + PF' ~<oşulu her 
zaman gerçeklenmiş olur. 2a s; PF' - PF eşitslz!iği P noktasının hiperbolOıı d ı şında 

olması demel~tir. 2a < PF ise 2a ;::.. PF - PF' eşitsiz liğ i de P noktasının hiperbolün üze­
rinde o lmasına karşılık gelir. Tüm bu yapılanları özetlersek, 

P noktası hiperbolün dışında ise. P noktasından hiperbole iki teğet çizilir. Yaıı i 

iki çözüm vardır . 

. P noktas ı hiperbolün üzerinde bir nokta ise P noktasından hiperbole bir tek teğet 
çizi!tr. Yani çözüm tektir. 

P noktası hiperbolün içinde bir nokta ise P noktasından hiperbo!e hiç bir teğet 
çizilemez. Yani çözüm yoktur. 

'feorem: Bir hfperboide odakların teğetlere olan uzakl ıklarının çarpımı sabit ve 
b2 say ısına eşittir. 

D 

_, 
r 

D doğrusu F ve F' odaklı hiperbolün b1r teğeti olsun. Şekilde görüldüğü gibi F ve 
F' odaklarının D teğeti üzerindeki izdüşümü asal çember üzerinderdir. H' açı sı bir dik 



.'-Tül 1 ( ,, Jttı-> 

aı~ı o:duğundar, HOK dogr;.ı omçs~a asal ı;emrP::ıfin çapıd: r_ l- rı~1~ı.a::;;: ·.: n asa\ ç&•t!bı-~·:e 

~~ö rr:ı l;uvveti, 

olur. D.~;er yaı ıdan FH = f= '!< olduğund8.n yllı<ar ıda 0 u eşıtlı>- ~:lJ ll ::ıı ıı •ırsa FH _ F ı-r - lı"' 
t'L!lunur _ 

i . Bir 1-.iperoolur oışn::ia alnB.'I oıı r.c.~ı~dan rıiperc~..ı'e ç:zl ıeıı ~egetıer, b;J noi tayı 

eıcaldar cı b rleştbm :~ ırıla<la eş•t açı lar yap.:ı,r. 

2. :::fa ı-ı :perbclürı dışında .::.lırıa ""l 'Ji •- ıcvti:lyı cıd9k!~rdan hiri;1~} ~ır eşıin:w ı ş. ' ı , oıı 

odag ı dagme nokialarına bideştir·3n doğul°": n arasındaki aeı1111-ı c.::.:ıvttayıd~.-. 

Teorem : Oiı lıiperbn!ürı ;;aoi ~ :ki !egc~tr drası ıca katar: deıJ ışk~ı· bı r ~eğe: pa-{;aQı , 

oaal<Jarır :dar birind~r 3c-,':ı it bır c.çı alt ınca -0ö ~oı;_;. ;-_ 

Teorem: ei~ l ııperboUr; c:röi'ıne CI'\ teğet1sr;rin keS1·""'1 rıo'<ia ı~ rw-ırı geuT•etril 
yen, nıerkezi hiperboi G:ı merk.ez; olaı~ !:w ·;e,T\ı)erdi i. 

Teorem: lki rıo~~laya olan u:a.k;ıt<:ları '1;ares; ts.rki Sabii olan noı,ta~ar ııı geank)~ri l , 
yeıı , bu s:ıbit iki nol<tad.111 r.ıeçe:r doğruya cı;~< o'· oog:udı ~r. 

l\poılo-ııı.:s'tırı lıJ ıeuremi es lsta 1ÜL "dr-· tıJlunarı 0ıane Lo.:;! ı:: "'1 1ı k ı tab •ceı.& ı.;e,:;fl' . 
Apcıllonius çembS>rı da y nE: ou ki8pt!l buurıan b·r tecre'l·ıci; . 

Apo!lonius·ı.ırı bazı pmbleııleri ikino <iEırç:ce- dani~0ernıerlyle çGzü!e.oi lsc:2I< türoooı ·. 

Özellil,lt::: A!ar; ın Kesırr.ı ve Kornk i<esi'tle•i isiml: k;taplanr~da oı.. tür 6:nel<\er ç.okur. 
Tegetler isimli 1. ve i l. kitab:riC:a :;ok s,:ıyıd2 !;e·ı retiı< voı:a ç.Cızt'.lmüs örnekler vzı r..:f ~ r. 

8u ,..ılar. p bazıları nı yL1lmrıda-<i önt>r"1e.e;-te çözdtif.:. Yalnız b:J ~l<'.1!.1lar ve ou ld ln.:ılardakı 

p;;::bizmtefr1 çözümlerı ~xıioes'in Eıerrıe . ıt:~ ~ı>ım" kit.:;bındaki prooıe- · ııcr>J \JS çözürı'l •ArP 

çok tıenzemekledir. 'r'ani Konil-Jer !~p::>Ho 1i1J.i; 't-aı • :Jir )'Ll?: yı l örıl~ ç:ılışılrrşw Apollonıus 

imrıiklcrin bu öt9llik leti1ı ' ·Jaha da ik:ri gfi~ü$re!", p ., ko:ıi~.lı-- :· ( ı ;: :::; ri r.<le sekiz 1 • uı ~\: 

u;rnrirıde ye:ıi özellikleı belirıernişu. Bunl<>.r r. bCyOk Lnı çc.•ğu11,uğ;.1 .__. , ·i,i nr.ı.! ve or-.a aiHll' 

Apoilorıius'ur~ Vetgings isir:ıii ~Habırocis 08rgel ve c:etvo• ><t , ll ::ın: •aıaı< cUzic·rıtiel 

birçoı-, pro:)ıem çôzı:.ıl rnüştu• . /-'.polior.ıus'ıw düzgün .;-,-;kgeı• ·<:ı :..ı2enne v:nılan <\i!c.ıbı r.oa 

çok gGze! :::ı-ob ıeml~r eı~ a. ır:ara:-< cözül•nı..:?t:Jr. Yaınız bu koı ır.!d v'c•:)t l ~ <arı dana ı;..":>:<. 

Aristaeu::;'un v-a EuclıdP.s in çaliş'i1aları P"~ r.;'el ıııdedir. l<~r.di uz bı.JIL1şıar' da bt! kiıc.p ­

l arı rıda sergilenir. 



484 APOLLONİUS 

Apollonius aynı zamanda seçkin bir astronomdu. O dönemde gezegenlerin dola­
nımlarını matematiksel ifadelere bağlayan bir astronom olarak bilinir. Eudoxus daha 
önce gezegenlerin iç içe küreler biçiminde hareket ettiklerini yazıyordu. Oysa gezegen­
lerin bu dolanımları yapılan hesaplara göre Eudoxun'un kabullerine uymuyor ve dola­
nımlarda bazı gecikmeler oluyordu. 

Apollonius, Eudoxus'un önerilerine iki yeni sistem ileri sürmüştür. Bunlardan birisi 
yukarıdaki şekilde görüldüğü gibi, merkezse! bir çember üzerinde dönen küçük bir 
çembersel harekettir. Buna Apollonius episaykıl hareket ismini vermiştir. İkincisi de, 
merkezleri aynı olmayan ya da ekseni merkezden geçmeyen harekettir. Buna da 
Apollonius eksantrik hareket ismini vermiştir. Çoğu Yunanlılarda olduğu gibi Apollonius 
da evrenin merkezine Dünya'yı koymuş, gezegenler ve Güneş, Yer'in etrafında dola­
nıyordu. Apollonius'un birinci önerisinde, P gezegeni C merkezli küçük çember üzerinde 
düzgün bir hareketle dolanırken, aynı zamanda Dünya etrafında yine düzgün bir hare­
ketle dolanır. Bunu koyu çemberlerle gösterdik. İkinci hareketi de noktalı işaretledik. 
Yani bu halde P gezegeni C' merkezli daha geniş bir çember üzerinde hareket etmek­
tedir. Apollonius'un gezegenler için önerdiği bu hareket sistemi daha sonra uzun yıllar 
kabul ediliş ve bu hareketler bu yolla incelenmiştir. Bu da bilim için geciktirici bir görüş 
olmuştur. Yer merkezi ve P gezegeninin iç içe küreler üzerinde dolanmaları Aristotles 
tarafından önerilmişti. Apollonius sisteminin ikisinde de EC' = PC olduğu kabul edili­
yordu. Apollonius'un bu sistemi daha sonra Ptolemy tarafından işlenmiş ve geliştirilmiştir. 
Eudoxus'un ve Apollonius'un evren ve gezegen modelleri 1800 yıllarına kadar birbir­
leriyle yarış ederek gelmişlerdir. Bu görüşler ancak 1800 yıllarında kırılabilmiştir. 

Apollonius'un sekiz kitabının yedisi ancak zamanımıza kadar gelebilmiştir. Bun­
ların bazıları Yunancadan, iki tanesi de Newton'ın arkadaşı olan Halley tarafından 
i 706 yılında Latince olarak yayınlanmıştır. Sabit bin Kurra, Apollonius'un üç kitabını 
Arapçaya çevirmişti. Bu Arapça çevirileri de yine Halley tarafından 171 O yılında diğer­
leriyle birlikte yedi kitap olarak Latince yayınlandı. Bu baskılardan sonra Apollonius'un 
çalışmaları çok kez basıldı. Bunların içinde Konik Kesitleri isimli kitabı çok değerli bu­
lundu. Bugün onun konikler üzerine yaptığı çalışmaları her alanda ve teknolojide ye­
rini almıştır. 
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Apollonius İskenoeriye'de çal ı ş ır't<en Naucrates is\mli bir bi lginle karşılaşır. Aooi­

lonius'un çalı şmalarını çok beğenen Naucrates bu çalışmalar ı yazmasrrn öner'r ve 
onu yüreklendirir. Bu kitaplarında bazıları nı İsl<enderiye'de yazar. Ülkesi olan Bergama·ya 
dönünce Bergama kıral ı olan Attalus ile arkadaş olur ve Apollonius'un kitapları kıra! 

şerefüıe yayınlanır. Apolionius da kitaplarının bu biçimde övülmesi ve şereflendiri!me­
lerinden hoşnut ka lır. 

Konik dediğimiz elips, hiperbol ve parabol, Apollonlus'tan önce bir düziemin bir 
koni lle kesişiminden elde ediliyordu. Köşe açısı dar ise konik bir eHps, dil< ise bir pa­
rabol ve geniş ise hiperbol olarak isimlendiriliyordu. Apollonius bu biçimde deği l de, 
koniyi eğik düzlemin aiını ş biçimine göre belirledi. Bu yöntemi daha önce tanıtmıştı k. 

A 

Apollonius bu biçimde koniklerle bir genelleştirme getirmişti r. Apolronius'un yt:ı.pt !ğı 

H\inci bir genelleştirme, koninin dik bir koni olması gerekmediğidir. Ayrıca koniyi. tepe· 
sinden uzatarak düzlemle kesişimlerini düşünmüştür. Böylece, Apollonlus f;encti geo­
metrisini bugünkü modern geometriye yaklaştıran ilk Yunanlı geometrici olarak kabul 

edilir. Koniyi tepesinden iki yönde uzatmakla hiperbolün ikinci kanadını da ortaya ç ı · 

karmıştı r. Oysa daha önce hiperbol tek koilu olarak inceleniyor ya da bunlara iki hiper· 
bol gözüyle bakılıyordu. 

Matematik tarihi açısından kavramlar, teknik terimlerden daha önemfıdir. Kavramlar 
i:ı ifincli kten sonra bunları hangi dilden ya da hangi şekille verirseniz veriniz aynı kapıya 
varır. Kavran: verme yönüyle Yunan rnatema.tiğ fnde Apollonius'un üzerine yoktur. 

Konikler üzerine çal ~şanlardan biri de ArchirT.edes'tir. O, parabol. eHps ve hipcc:ı;·bof 

sözcükleri yerine başka sözcül<ler t<ullanm ışt ı r. Fakat !\uliandığı kavramlar aynıdu . 

Aslında bu konikler Pisagorcularm alan hesaplamalarında ikinci derece denklemlerini 
çözerken karş ılarına çıkmıştır. Buııa bağlı olarak konıklerin incelenmesi problemi ot-



ve derinlemesine 
mesi ve tall!tılrne:ısı, dönemimizin 
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Glii 
açısından 

bir koni i!e düzlemin 

A 

tarafından 

incelen-

RFC olsun. N3C de koninin kesiti 
olarak verilsin. 
ve bu kesit DF'E 

olan bir düzlemle keselim 
ile ters sırada 

benzer olarak alınsın. Buna 
terir. Şimdi bunu görelim. 

HPi< kesitinin bir 

BFC tabanlı ve koni ile üçgensel kesiti J\BC olan dar açılı ABC eğik konisini gö­
zönlın8 alalım. BFC tabanına paralel olan DPE çemberi üzerinde bir P noktası alalım. 
HMD ve EMK üçgenlerinin benzer oluşları ve PM kuvvetinden, HM . MK= DM . ME 

yazılır. Bu da HPK kesitinin bir çember olduğunu verir. BugünkıJ modern dille 
HM = x, 1-H< = a ve PM = y - x) ya da + = ax 

uzantısı BC 
kesiti taban düzlemine paralel olar-ak verilsin. Yani HPf< 
ralel olmasın. Her iki kesitte de mtak olan PM doğru parçasını 
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A 

8 

DiVlE dik olarak alınsın. Buna göre HDM ve HBG 
üçgenleri benzer olduklarından DM/HIVi = BG/HG ve MEK ve KCG ben· 
zerliklerinden ME/MK = CG/KG olur. Çemberin kesenlednin kuvveti 

= DM . ME Böylece, 
HM = x ve HK = 2a ile bugünkü modern dille y2 = kx 
H ve HK esas eksenli bir elipstir. 

benzer olarak + 2a) gösterimine olarak 
elde etmiştir. 

Conics isimli 1. kitabında parabol, elips ve hiperbol ile ilgili özelliklerin 
tümünü hemen hemen ve ispatlamıştır. l<:oniklerin 

Bu eşlenik bu konikleri belirlemede 
bu kavrama sık sık . ve 

49. önermeler koordinat sisteminin 
teğeti ve çapı r. 

Bu da 
asimtotlarını ek-

sen kabul eden ıcy = c2 hiperbolü ile dönmeleri 

Apollonius, eşlenik çaplar ve teğetleri ile konikleri incelemeye iL kitabında da 
devam etmiştir. Bunların çoğunu önceki kısımlarda gösterdik. 

il. kitabının 8. ve 1 O. önermeleri 
rinde alınan bir P noktasından 
ile asimtotlar arasında kalan 

C merkezli bir üze-
çizilirse, teğet üzerinde P noktası 

birbirine eşittir. Yani PL = olur. Bunu 
daha önce Yine 1 L ı ·ı. ve 16. önermeler 

CP 
I< ve noktalarında keseı-se OK= 

leri Apollonius tarafından sentetik olarak 
sentetik çözümlerinden biraz daha kolaydır. 

asimtotlarını 

olur. bu özellik-
Bu problemlerin analitik 
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\o 

~ 
il. kitabında koniklere harrnonik bölmeyi kullanarak teğet çizimini uzun 
Örneğin, il. kitabının 49. önermesi bununla ilgilidir. 

Şekilde görüldüğü gibi, elips üzerindeki bir O noktasından elipse teğet çizmeyi 
istiyoruz. Apollonius bu teğetin çizimini yapabilmek için O noktasının asal eksen üzeri­
ne olan ON dikmesini iner. T ve N noktaları A ve A noktalarına göre harmonik eşle­
nik olduklarından AT/A'T =AN/NA olur. Yani, AA doğru parçasını T noktası ile dıştan 
ve aynı oranda AA doğru parçasını N noktasıyla içten bölen T noktasını bulacağız. 
T noktası bulunduktan sonra T noktası ile O noktası birleştirilirse, elips üzerindeki O 
noktar., ıda elipse teğet olan TO teğeti çizilmiş olunur. 

Apollonius'un 111. kitabı elli tane seçilmiş önermeleri kapsar. Burada üç ya da dört 
tane doğru parçasının geometrik yeri ile ilgili çözümler de vardır. iV. kitap da koniklerin 
birbirlerinin kesişimleri ile ilişkilidir. Bu kesişim konusu Apollonius'tan önceki Yunanlı 
matematikçiler tarafından incelenmemiştir. Bu konuyu ilk inceleyen Yunanlı matematikçi 
Apolloııius'tur. kitabı koniklere çizilen doğru parçalarının minimum ve maksimum 
uzunluklarına Bu konu da ilk kez tarafından 

kü gibi maksimum ve minumum problemlerinin inceienmesini sağlayan yöntemler o 
dönemlerde yoktu. Apollonius bu maksimum ve minimum problemlerini koniklerin te-

ve normalleri üzerine olan teoremlerle inceliyordu. bu çalışmala-
nndan i 800 yıl sonra l\Jewton yararlandı ve maksimum ve minimum probieııılerini tü­
revlerle çözüme kavuşturdu. Newton'ın bulduğu yöntem geneldi. Yalnız, Apollonius'un 
maksimum ve minimum ilkelerini ondan sonra gelen Ptoiemy ve Hipparchus kendi 
hesaplamalarında çok kullanmışlar ve bu ilkeleri geliştirmişlerdir. 
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Yunan matematikçilerinin hiç birisi bir üzerindeki noktadan bu eğriyle 
çizimi problemini genel olarak çözememişlerdi. Ancak 
bazı özel eğrilerin üzer/erinde verilen noktalardan Newton 
ne bu konuyu türevle çözüme kavuşturdu. bir eğriye üzerinde bulunan bir nokta-
dan çizilen teğetin eğimı, eğrinin noktadaki türevine Bu Yurıaııl 

döneminden beri bocalayan teğet çizimini kesin matematiksel 

Apollonius, V. kitabının 8. önermesinde 
ilgili şu problemi çözmüştü. 

p 

maksimum ve minirnurnlarla 

Köşesi .A olan y2 = px parabolü ve AG > p olacak eksen üzerinde bir G 
noktası verilsin. l\IG = p olacak l\J noktası ile G noktaları arasında ve m) 

eksenine dikse, bu halde PG parçası G noktasından 
üzerindeki P noktasına olan minumum uzaklıktır. Bu halde PG parabole P 
noktasında normaldir. 

Apollonius burada ispatı doğrudan tipik bir biçimde yapmıştır. P', 
bir nokta ise P' noktası P noktasının her iki tarafında hareket ederse 
her iki halde de artar. 
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PG doğrusunun bulunmas ı , paı·abolıJn daha önceki özellikfer[ni kuflanarak da 
çiz'!lebi ı i r. Ömeğin, P noktasında teget doğrusGnu çizdikten sonra, P noktas ından i e­
ğete çizilen dil<rne normal olur. G noktasından TP teğetine inilen dikme en kısa uzaklık­

tır. Apolionius, bir koııiğ\n evirtiminir. koşullarını bu!duktarı sonra Q noktasından koniğe 

normal olan OK doğrusunu nasıi çizilebi leceğini göstermi ştir. Örneğin kemiğimiz: y2 
= 2px biçiminde bir parabol olsun. O noktası paraboiün d;şında alınsın ve eksen üze­
rinde olmas ı n . Önce AK eksenine OM dikmesini ineriz. MH "'p olarak alırız . H.A doğru­
suna H noktasından Hn dikmesini çıl<anz. Bu halde O noktasından geçen, asimtotlan 

HA ve HR otan, parabolü P nokrasırıda kesen hiperbolün dikdörtgenini çizebi liriz. Bu 
halde ON doğrusu parabolün P noktasındaki norrrıal idir. Burada NI< =HM"' p olduğu 
gösterilebilir. 

Eğer O nok~ası parabolün içinde ve Q ile R noktalar ı arasmclaysa, çizim yine 
benzer biçimde yap ı tarak tamamlanır. Diğer ko nil~ l eı· için de normal çizim yöntemleri 
geliştirilmiştir. Bun ların bazıların; daha önce i nceıedik. 

Apolmnius, normalin çiziminin matematiksel iiadesir:i de bulmuştur. y2 == 2px pa­
rabolünü gözönüne alalım. p' no\<;,tası P noktasına parai:ıol •Jzeı-inde yaklaşırken, bu 
limit durunıu matematikse! olarak P noktasının '<oordinatlan 27py2 = 8(,x - p)3 biçirrı1-
dek; kübik denklemini sağlar. Bu halde 

x2 Y2 4 
-+-· -:=r 
a2 - b2 

elips ve hiperbol(inün evirtimleri 

(ax)2ıa ± (by)213 = (a2 ± 02)213 

biçimindedirier. 

Apoilonius, Conics isimfi serisinin VL kitabını Beı·gama Kıra lı Attalus'a göndererek 
armağan etmiştir, Kiral, Apollonius'urı bu davranışından çok mutlu olmuştur. Tüm doğ­
rular, çemberler ve oaraboller birbirlerine benzerdir. Örneği n VL kitabın 11 . önermesi, 
tüm parabollerin benzer olduklannı ispatlar. İKi koniğin benzer olmaları için gerekli 
ve yeterli koşulun, koniğin köşesine göre o rdinatlarının ve apsis!erinin s ı rasıyla oraröli 

oimaiarıd ır. VL kitabın i4 . ve 15. önermeleri, parabolü:- elipse ya da hiperbole benzer 
olmad ığın i veya eli,:ıs i n hiperbole benzer oimad ı ğırıı gösterir. VI. ;-<itab1n 26. ve 27. 
önermeleri şöyledir. Herhangi bir koni birbirine paralel iki düziemle kesi!ince elips f\e­

sitleri kendi aıaıarında vs hiperbol kesitleri kendi aralarında birbirleiine benzer!erdir. 
A~na hıç bir zaman eşit deği!!enfü . 

. A.ooilon[us'un VJL kitabı nda kendi is:-rıiyie arnlan teoremleri vardır. VH. kitapta 
geçen bazı problemlere benzer önermeler VllL kitapta da devam eder. Tümü konikierin 
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üzerine olan bu sekizincisinin sanılan 

Yöntem isimli kitabı daha soma ve 
bazı bilgileri daha önce 

+ + c 1 =·o, + 
arasındaki açılar 81, 82 ve 83 ise bu 

denklemle belli olan bir koniktir. Bu teorem 

. E:uclides'ten l\lewton'a kadar 
nedenle Ozerindo 

Bu arada harmoniklikle verelim. 

dört 
ve D 
met 

ikişer birbirinin ise bu dört 

denir ve bu harmonik demet k.ısaca 
gösterilir. O noktasına harmonik demetin merkezi, 
da ışınlar denir. OA ile OB ve OC ile OD 

~ 
/ 1 \ " 

/ I \ 
/ I \ 

1 ' 
/ 1 \ A ıc B 
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Verilen bir doğru parçasını, verilen bir oranda içten ve dıştan bölen iki noktaya, 
bu doğru parçasını harmonik olarak bölüyor denir. 

A c B D 

Bu tanıma göre CA/CB = a = DA/DB olur. Eğer yön düşünülürse CA/CB = -DA/DB 
biçiminde yazılır. C ve D noktalarına A ve B noktalarının, karşıt olarak A ve B noktalarına 
da C ve D noktalarının eşlenikleri denir. C ve O noktalarının AB doğru parçasını har­
monik olarak bölüşü gösterim olarak (ABCD) işareti ile gösterilir. Yani (MNPQ) biçiminde 

bir gösterim kullanılmışsa, MN doğru parçası P ve O noktaları tarafından harmonik 
olarak bölünür denir. Bu gösterim matematiksel deyimle 

biçiminde yazılır. 

Teorem: C ve O noktaları AB doğru parçasını harmonik olarak bölerse, A ve B 
noktaları da CD doğru parçasını harmonik olarak böler. 

ispat C ve D noktaları AB doğru parçasını harmonik olarak bölerse, 

CA = _ DA ya da CA = _ CB 
CB DB DA DB 

yazılır. Ayrıca CA = -AC, DA= -AD, CB = -BC ve DB = -BD olduklarından 

AC = _ BC 
AD BD 

olur. Bu da A ve B noktalarının CD doğru parçasını harmonik olarak böldüğünün tanı­
mıdır. Yani (ABCD) bir harmonik bölme ise (CDAB) de bir harmonik bölmedir. Diğer 
bir deyimle, (ABCD) gösteriminin bir harmonik bölme olması için gerekli ve yeterli 1-<:o­
şulun (CDAB) gösteriminin de bir harmonik bölme olmasıdır deriz. 

orantısında içler ve dışlar çarpımı eşit olacağından bu bağıntı AC . BD =-AD . BC 
ya da AC . DB +AD . BC =O biçiminde yazılır. 

Bir xy doğrusu üzerinde O gibi bir baş!anıç noktası alalım. B, C ve D noktalarının 
bu O noktasına göre apsisieri sırasıyla a, b, c ve d ise, bu değerler AC . BD +AD . BC 

=O denkleminde yerlerine konulursa 
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(c - a}(a- b) + {d - a) (::: - bj = o 

ya da 

2(ab + cd) = ac +ad ~- be+ bd 

yazılır. Buradan (a.,.. b) (c + d} = 2(ab +cd) elde eo'ilır. 

1. Eğer başlangıç ııoktası O= A olarak al ı nırsa a =o olur. Bu halde (a + b) (c +<i) 
= 2(ab + cd) bağ ıntısı b(c + d) = 2cd olur. Her iki yan bcd terimine bö lünü;se 

yazı lır. AB= b, AC = c ve AD= d olduğundan. bu bağıntı 

2 1 -ı 
-= - +--
AB .O..C AD 

biçimini al ı r. Bu harmonrk bölmede e, C ya da D noktası O noktası biçinıinae başlangıç 

noktasıysa benzer olarak sırasıyla 

2 1 i 
ve DC = DA ~- DB 

eşitıil<leri yazılı r. 

2. O noktas ı AB doğru parçası~ın orta noktası olarak alınırsa b-=- -a ya da 

a + b = O olur. Buna göre (a _,_ b) (c + d) = 2(ab + cxi) bağ ı n~tsı O :o 2(- a2 
i cd) yaca 

a2 = cd olur. a = OA = - 08, c = OG ve d =OD oldukiarından, 0A2 = 082 ~ OC OD 
yazı lı r. Geometrfde en çok kullan ılan bu bagınt ıd! r. Burada OAya da OB doğru parça. 
s ı na OC ve. OD doğru parçaları arasında orta orantılı ya da geometrik crta:aırıe;1. ı s ıni 

veri lır 

Tersine. 

2 1 1 
-=-~ -
fl.3 AC AD 

ya da 

OA2 = osı "" oc . OD 

bağıntıları varsa. A. B, C ve D noktaıarı eşleııK ııoktala~d ı r. 
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ı·e.:>rem: ö ir naıtnoni!~ dernaae, iŞ ı n!ardar: birisi üzerinde al ın arı bir noktadan 
eştenığe ÇfZı len paralel. diğer iki ışın tar afı ndan iki eşit parçaya bölünür. 

İr>pst: 0(A3CO) harrnon'i< demet·ııde '3 noktasından OA doğrusu:ıa çtzilen para­
lelin dıger ikı ış ı n · kestiği noktalar M ve. N olsun BLı ~aide BM .-.. BN old~ğunu lt~:mtıa­
yacag ıl 

A CI ~ D~ d '/ ' Mr 

(ABCD) ııarmonik bölmesinde yönü düşünmeden 

CA DA 
CB ~ DB 

eşitli ği yazııır. Ayrıca Thales bağıntılarından 

yazı l ır. Bunlarda11 

CA OA e DA AO 
CB = BM v 02 = 9N 

AO AO 
Bfl!: = BN 

gelir. Bu da BM = BN olduğunu veriı. 

Karş ı t olarak. bir dernetin ışmlarından bınrıin üterinde alınan bir noktadan diğer 
bir ı ş ına çizilen payalel, öteki ı şinlar tarafından iki eşit patçaya b610nürse. bu doğrular 
bir harmonik oernettir. Çünkü, OA dogrusu Ml\ı dogrusuna paralel olduğundan, Thales 
teoremine göre 

CA AO DA AO 
C B = BM ' D8 = BN ve BM =Bf\I 



olduklarından 

ya da yönlü olarak düşıJrıürsek, 
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CA DA 
es ·-oB 

elde edilir. Bu oran bu demetin :ıarmonik i::ıir bölme o!duğurıu göstsrfr. 

Teorem: Bir harrnonil' demeti her kesen narnıonik rıoktalard8 keser. 

isı:mt.: O(ABCD) derneti:ıi a!alı:-n . Herhangi d keseni bu denıeü A, B', C' ve D' nok­
tal arında kessin. Şekiide o:duğu glb; B ve B' no~<..ta.arından OA coğrusuna, MN ve M'N' 
pa:aleJni çizelim. 

/ 

B'r kere demet harrTı ~):ıik oicluğ:.mdan BM ""' BN olur Tha~es teorerrılr.e göre· 

cıs' srvr B'N' 
- - =-- .= 
OB BM 3M 

yazılı r. Bı.;-radan B'M'"' B'l''1' elde edilir. Öyleyse /\', B', ç' ve t/ no!·<Jal a··ır~ ın harmonik 
noktalar olduğu gelir. Bu da tecremde gösteri l r:-ıel\ isterıen sonuç~ur. 
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Teoırem: Bir harmonik demetin eşlenik iki ışını birbirine dikse, bunlar diğer iki 
ışının arasındaki açıların açıortaylarıdır. 

ispat: O(ABxy) harmonik demetinde Ox ve Oy ışınları birbirlerine dik olsunlar. 

/ 
(--

x 

Oy doğrusu üzerinde alınan bir M noktasından Ox ışınına AB paralelini çizelim. 
Ox doğrusu Oy doğrusuna dik olduğundan OM doğrusu da AB doğru parçasına dik 
olur ve MA = BM biçimindedir. Buradan, OAB üçgeninin ikiz kenar bir üçgen olduğu 

sonucuna varılır. Bu nedenle AOM açısı MOB açısına eşit olduğu çıkar. Ox doğrusunun 
da dış açıortay olduğu ters ve tümler açılardan söylenebilir. 

Karşıt olarak, dörtlü bir demetin eşlenik iki ışını birbirine dik ve bu ışınlar diğer 
iki ışının arasındaki açıların açıortayları ise, bu demet bir harmonik demettir. Çünkü, 
Oy üzerinde alınan bir M noktasından Ox ışınına çizilen AB paraleli Oy doğrusuna 
dik olduğundan, OM doğru parçası AOB üçgeninin hem açı ortayı, hem de yüksekliğidir. 
Buna göre OAB üçgeni ikiz kenar bir üçgen olur. İkiz kenar üçgende bu yükseklik ay­
nı zamanda kenar ortaydır. Kenar ortay ait olduğu kenarı iki eşit parçaya böleceğinden 
MA = MB olur. Bu da bu demetin harmonik olduğunu gösterir. 

Teorem: Birbirine paralel dört doğru, bir doğru ile kesilince harmonik bir bölme 
oluşturuyorsa, bu doğruları kesen her doğru bir harmonik bölme oluşturur. 

ispat: x, y, u ve v birbirine paralel dört doğru olsun ve bu paralel dört doğruyu 
kesen harmonik eşlenik olarak verilsin. 

Thales teoreminden dolayı 
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x u y v 

/ 
olduklarından 

yazılır. Bu da (AB'C'D') gösteriminin bir harmonik bölme olduğunun kanıtıdır. 

Apolh::mius teoremi: Sabit iki noktaya olan uzaklıkları oranı sabit olan noktaların 
geometrik yeri, bu iki sabit noktayı birleştiren doğru parçasını içten ve dıştan aynı 
oranda bölen noktaları çap kabul eden bir çemberdir. 

olur. 

İspat: AB doğru parçasını verilen orana göre bölen noktalar M ve N ise, 

A 

1" Geometrik yere ait bir C noktası alalım. Burada 

CA = a 
CB 

( 1) 
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olan C noktasının geometrik yerini arıyoruz. (1) ve (2) biçimindeki bağıntılardan 

yazılır. Buna göre CM ve CN doğruları CAB üçgeninin C açısının iç ve dış açıortaylarıdır. 
Öyleyse CM doğrusu ile CN doğrusu birbirine diktir. Böylece, MN sabit doğru parçasını 
dik açı altında gören noktaların geometrik yeri, MN çaplı çember olacağından C nok­
tası MN çaplı çember üzerinde olur. Çünkü çapı gören çevre açı her zaman diktir. 

2" MN çaplı çember üzerinde alınan her nokta bu geometrik yere aittir. Çünkü 
B noktasından AC doğrusuna çizilen paralel doğru CM ve CN doğrularını sırasıyla 

Eve F noktalarında kessin. Thales teoremine göre, 

olduklarından EB = BF yazılır. Buna göre ECF dik üçgeninde CB doğrusu kenar ortay 
olur. Öyleyse EB = BF = CB gelir. Buradan CA/CB = a yazılır. Yani, MN çaplı çember 
üzerindeki her C noktası bu geometrik yere aittir. 

Apollonius teoremini kullanarak bir AB doğru parçasını içten ve dıştan rn/n ora­
nında harmonik bölen olarak noktaları bulabiliriz. 

x 

m 

A D 

n 

F 

AB doğru parçasını m/n oranında bölen noktaları bulmak istiyoruz. Bunun için 
A noktasından herhangi bir Ax doğrusunu çizerek bu doğru üzerinde AE = m alalım. 
Şimdi 8 noktasından Ax doğrusuna bir paralel çizerek bu doğru üzerinde ve iki tara­
fında BF = BG = n uzunluğunu alalım. E noktası ile F noktasını ve E noktası ile G 
noktasını birleştirelim. Bu doğruların AB doğrusunu kestiği C ve O noktaları AB doğru 
parçasını m/n oranında harmonik olarak içten ve dıştan bölen noktalardır. Çünkü. 
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yaz ı llr Eğe(() noKtası AB doğru parqasırin o·ta nnktcısı ıse. bu ha:de ED O~ign,ı~.u 
AB dogrusun;:ı paıak:ıl olacağından , D noi~tz.s ı so~ıs~ıi"dad,r oenir 

Bir hamıonik b!far~erıin ÜÇ• noktası bilini•se, tördı.:r-::C. :-ıc~ıayı bulabiliriz. 3,_ r·,ar­
monik bölrnernrı üç nok':ası şel\i!de o1dı.;gu gibi ı:.,, ;3 ve C olsun D rıokiası nı bul1 na:~ 
isityo<u.: 

A nol<l:ısından he;rıangi bir dogr~ çi2'f·rek üze· inde bir AX doğru parçasırı ataı·m 

8 r.oKtasınöar. AX aogrı.ı suna bir paralel çizelim. ~X. rıo~tası ile C r!oktas ·:-·ı bırlsştirerı 

doğrunun 8 nokt.:ısınoan AX doğıusurıa çizilen oara:el! t. nc:t tasında ke.ss:n. BJ par dl el 

üze~inde 8 ııo!cta~ırı : rt ciiğer tarafırt:Ja BE -= aF eı'arafi >( n0kıası i\e c no'{{C:Slnt bi;\eşt;­
relin' XF dogn.ısu .1un vzantı .s ı AB doğn.JS'Jnu Ksstiğı O no!•tası a·anan dördtincü -ıo:.. ­
tadı r. 

Bir )ıarr.ıo rılk demetin üç ;şı r. ı verildiğinde dön:: '..ınc:.ı ışını bU:abiiiriz. 

Bir harmonlk demeürı SX. SU ııe :SZ ı~wıtar· vHril T1 lş oıs·Jn . f.'.;;.ağıdak şekild.:, oı­

duğLı gibi SZ t!Ş ı n : nın eşıeniğln i çizme!\ istiycruz. 

SU ı ;; ını Li.?erindekf nt:rhans-;i bir 3 noktasıncları SX dcq:usuna ç;ziien paro.:eı SZ 
1şınm ı E. rıc~tasında kessin. BE parale'.i üze"irds R rıo:-:tssın ı!I diğer taıafındi!\ 8E: ~ Bf 
olarak c.ı. ıa\ırn S rıoktaı:.ı le F ro\<~as;,11 birleş';ren S\ı ıs;rı . r\'J oe'T·ntin dordu:·d: ı ş ı 

nıdı r 
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Bir elipste, eşlenik köşegenlerin karelerinin toplamı, yarı eksen uzunluklarının 
karelerinin toplamına eşittir. 

Bir hiperbolde, eşlenik köşegenlerin karelerinin toplamı, yarı eksen uzunluklarının 
kareleri farkına eşittir. 

Bu iki teorem de yine Apollonius teoremleri olarak bilinir. Bu teoremler, onun Vll. 
kitabında 12., 13., 29. ve 30. önermeleri olarak geçer. Yine bu önermelerde, bir elipsin 
ya da hiperbolün iki eşlenik yarı köşegenleri üzerine çizilen paralel kenarın alanı ab 
sayısına eşittir. 

x2 y2 
---=1 
a2 b2 

biçiminde verilen bir hiperbol ile y=mx+n doğrusunu kesişimi 

biçiminde x değişkenine göre ikinci dereceden bir denklemdir. Bu denklemin gerçel 
köklerinin varlığını ve sayısını diskriminat belirler. Ax2 + Bx + C = O biçimindeki ikinci 
derece denkleminin diskriminantı Li = B2 - 4AC olduğundan, hiperbolle doğrunun ke­
sişiminin diskriminantı 

olarak yazılır. a2b2 her zaman pozitif olduğundan, 

1" -a2m2 + b2 .. + n2 > O ise, doğru hiperbolü iki noktada keser. 

2. -a2m2 + b2 + n2 = O ise, doğru hiperbole teğettir. 

3" -a2m2 + b2 + n2 < O ise, doğru hiperbolü kesmez, 



DÖRDÜNCÜ BÖLÜM 
1. ÖZET 

Yunan matematiğini k ısaca şöyle özetleyebiliriz. 

Thales (İ. Ö. 640 - 548), Mısır matematik okulunun ilk öğrencisidir. Tha!es teorem­
leri olarak bilinen teoremleri ispatlamıştır. İyi bir düşünürdür. Sayı lar l<uramıoın kun..ıcusu 
olarak bilinir. C..ografya ve astronomi üzerinde yorumları vardır. Yanına v:anlarnayaıı 

uzaklıkları hesaplama yöntemlerini geliştirmiştir. Dünyanın düz oldtığunu ve suda yüz­
düğünü söylemiştir. Mıknatısın çekim gücünü beliıimiştir. Benzei üçgenleri i<ul!anrrı ı?tır. 

Anaximander, Anaximenes, Mamercus ve Mandryatus isimli öğrendlerinl yetiştirmiştir. 

Ay ve Güneş hakkında görüşleri vard ı r. Her maddenin toprak, ateş, su ve havadan 
oluştuğunu söylüyordu. 

Anaximander (1. ö. 611 - 545), Mezopotamyamn coğrafvasını , matematiğini ve 
astronomisini Yunanistan'a taşım ış, oir geometri kitabı yazm ış biridir. Ay'm ışığını Gü­
neş'ten aldığını söylemiştir. Dinamikçiliği ki:l;blul eden bir maddecidir. Yerkürenin yuvar­
la !~ ve evrenin rnerfçezinde olduğunu söylemiştir. Fizik ve astronomiye ilişl\in düşüncelerini 

Yunanistan'da yayan ilk bilgin olarak kabul edilir. Güneş'in ybrüngesi, Ay'ın hareketi, 
gezegenleri ve sabit yı ldızlar ı;ı çizdiği yörüngelerin büyül<lüğü üzerine ilk düşünen 
birisidir'. İlk canlılann balıklara benzediklerini ve evrim geçirdiğini söylerniştıı·. 

Anaximenes (İ. ö. 588 - 525), Millem üç bilginden birisidir. Öğreimen1 Anaximander 
ve Thates'in düşüncelerini toplay ıp biı· fizik kuramı kurmuştur. Yerküre, hava denizinde 
düz bir tabak gibi yüzmektedir. Ruh kavramı ona alttir. P..ym tutulmasını doğru olaral< 
aç ıklarnışlır. Ay ış ığının oluşturduğu yakamozları tanımlarrı ı ştır. Evrenin bır yar ım l<üie 
otduğu irıancındadl!'. Milel okulunun son düşünürüdür. 

Eunopides (i . ö. 5. yüzyı l), Anaxagoras 'ı n çağcaşı, Pisagorcu bir düşünür ve 
rnatematil<çidir. Aritmetik, geometri ve astrornoiye ilışkin bilgileriyle tanınır EucHdes'in 
Öğeler isimli yap ıtmın l. kitabında 12. önerme olarak geçen, bir doğruya dış ındaki 
bir noktadan yalnız bir tek paralel çizilir önermesinin onun tarafından verildiğini söyler­
ler. Tutulma daırelerinin eğikliğ!ni ve Gürıeş'in tıu dairelerda l{endine özgü bir dolanım ı 

olduğunu ilk görenlerdendir. Güneş yı lını 365 gün 8 saat olarak alm!ştır. 58 y ı ll ı l<. bir 
takvim yapmış ve bunu Olimbiyat duvarına astırm ı ştır. 

Pisagor (1. Ö. 580 - 495). ünlü Pisagor teoremiyle bilinir. Pisagor teorenıinin ıs­
palı nı il!-< verenlerden birisidir. Felsefe ol<ulunun kurucusudur Maıeınal i l~ , fizik ve müzik 
üzerine çalışmaları vardı r. Say:!ar kuramını disiplinli bir biçimde oıtaya kcıymuş 
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ve özelliklerini belirlemiştir. Gizii bir tarikatın başkanıdı r. Zaten bu tarikat da onun ba­
şını yemiştir. Öğrencileriyle birlikte okuiurıda yakılm<ştır. Dünya'nm Güneş etrafında 
döndüğünü söylemiştir. Geometride aksiyomlar ve pos.tülatıar her şeyden önce ge!it· 
demiştir. Yurıanistan'da tüındengelimli aksiyomatik düşünceyi matematiğe Thaies ve 
Pisagor sokmuştur. Matematikte ispat fikrini getiren Pisagor'dur. Doğal sayilar dışında 

b.sşlangıçta sayı lann olmadığı nı söylemesine karşın, daha sonra rasyonel ve irrasyonel 
sayıların varlığ ım kabullenmek zorunda kalmıştır Sayı l\:ir kLFarnına Hişl<irı çal ışmaları 

vardır. Onun görüşleri ve matematiği ögrencileri tan~f:ndaıı sonraki !\uşaklara ifetiım;ştir. 

Parmenides (l. ö. 540 - 480), Elea okulunun kurucusu olan bir düşünürdü r.. Ken­
disi lyi bir devlet adamıydı. Yurttaşlan için yasalar koyucuydu. Yerkürenin küre biçimli 
olduğunu söylemiş. matematik tarihi lm1'lusunda kitap yazmış ve sonsuz serileri 111\ 
kez bu düşünür ku llanmıştır. Yüz elli beş beyit!ik bir şiiri vard ı r. Ona göre akı l her şey­
den önce geiir. 

Oerwpides (İ.. ö. 500 - 430), bugünkü Sakız adasın.da doğduğu için Sa'ı':ızl ı Oeno­
pides olarak bilinir. Plsagorcu ve döneminin ende çıe!er. astronomfandandır. As:ronomi 
ve matematiği rvı ısır 'da öğrenmiş, daha sonra papaz olmuş bir astronom ve dLişünürdür. 

Yı ld;ziar üzerine gözlemler yapmış, gündörıü.münü belirlemiş , yı lın 365 gün ve 9 saat­
ten biraz daha kısa olduğunu hesaplamış, piramitlerin gölgelerini kullanarak yükseklik­
lerini hesaplamıştır. Euclides'in kitaplarında geçen i;.:i önerme ona aittir. Bunlardan 
birisi bir nokadan bir doğruya dikme inme ve diğeli de veıilen bir açıya eşit bir açinın 
çizimidir. Oenopides, geometrik çizimlerı EJJclldesterı çok önce biliyor ve çiziyordu. 

Arıaxagoras (i. Ö. 500 - 428), bugünkü izmir'in Urla kentinde doğmuştur. Yunan 
dl.şünürü , felsefecisi, fizikçisi, astronomu, coğrafyacısı, eğit~mcis! ve matematikçisidir. 
Gerçek bilgi kaynağının matematik clduğunu söylemiş, Perikles'i çok iyi eğitmiş Diridir 
/\y ve Güneş tutu lmalarının gerçek nedenini bu l masıyla ünlendi. Güneş'in kızgırı bir 
maden olduğunu, Ay'm toprak olduğunu söylemiştir. Değişik kabileler" ve insanlar tara­
fından Gürıeş ve Ay'ın kutsal tanrı o l madığını söylemesi üzerine çok sert blr karar;a 
öldOrülecekken Per1kles'in koruyuculuğu ve baz ı zor koşullarda İ. Ö. 434 yıl;;ıda Lap­
seki'ye sürCılmüş ve orada halkın sevgi ve sayg!s ı içinde i. Ö. 428 y ı lında ölmüştür. 

Eubufides (f. Ö. iV. yüzyıl) . i\/legarya okulu düşünürlerindendir. Tüm yaşam r Aris­
to'ya karşı olmakla geçmiş biridir. Yalancı , örtünmüş, elektra, çal!:ırn ış, yığın ya da 
sorit, bcynuz ve saçsız. ofmaK üzere yedr paradoksu ile tan ınır. 8urıiardan örtünmüş, 

elektra ve çalmm : ş paradoksları aynıdır. Yığın ile boynuz paradoksu eşdeğerdir. 

Yalancıyım diyen adam doğru mu yaları nıı söyler? Eğer doğru söylüyorsa, yalan­
cı olduğunu doğru biçimde söyledtği için yalancı olur ve bir çeiişkidir. Yalan söylüyorsa 
yafancı olduğunu doğru bir biçimde söylediği iqin do,ğru söy~er. Bu da bir çelişkidir. 

ikincisi örtünmüş paradoksudur. 



ÖZET 

- Babanızı tanıyor musunuz? 
- Evet, 

·· Şu örtülü adaıni tanıyor musunuz? 
- Hayff. 
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- Bu ö ıiü. l ü adam sizin babanızdır. Öyieyse siz babanızı hem tanıyor hem ele ta· 
nımıyorsunuz. Bu da bir çe lişkidir. 

Beşincisi yığınıa ilgi lidir. 

- Bir buğday tanesi bir yığın yapar mı? 

- Hayır. 

- İki buğday !aııesi bir ylğin yapar mt? 
- Hay ı r. 

biçimirıcie soru tekrarlanır. Bu şekilde karşım ıza yüz milyon buğday tanesinin de bir 
yığın oluşturamayacağı ya da bir yığın buğdayın bir ·(ane bugday tanesinden oluştuğunu 
!<abul etmek zorunda kalırız. 

Altın cı tfade boynuzla iigil!dir. 

- Boynuzunuzu kaybetti niz mi? Eğer "evet" derseniz, öyleyse boynuzunuz vard i, 
l<aişrltğ ı verilir. Eğer kaybetmedim derseniz, öyleyse kaybettiğiniz şey1niz vard: karşı l ığ ı 

verilmiş olur. 

Saçsız ifadesi şöyledir. Bir adamm tümüyle saçsız ofabilmesi için başından kaç 
saç.çek.ilmeiidir? Bu adamın başından blr sa.ç aimakla bu adam saçs ız olmaz. iki; üç, 
dört, ... saç almakla da saçsız atmaz. Öyleyse bir insanın türrı saçları alınsa da o adam 

saçsız ohnaz. 

fa.ıryt .. ıs (İ. ö. jV. yüzy;I), Tarentum ya da Croton'da doğmuş bir matematikçi ve 
Pisagorcu bir düşünürdür. Pisagorcu bir okul açarak burada matematik ve Pisagorculuğu 

öğrettiği biliniyor. Sayılar lfürarn: üzerine çalışmaları vard ı L Sayıları doğru parçaları 

!le gösts;iyordu. İki sayının çarpım ını alan ve üç sayı nın çarpımını da hacim olarak 
yorumluyordu. Matematikte simgeleri kul!anan ilk Yunanlı matematikçiydi. Çek sayıda 
Pi!:1agorc:.ı öğrenci yetiştirmişt i r. üchekrat, Xenophii. Diocles, ... gibi son Pisagorcuiar 
onun matematiKçileriydi. Ona göre sayılar soyut deği l. birer somut kavramlardı. 

.?\gathzt'chus (İ. ö. 470 yı lları), Atina!ı bir ressam, sanatkar VF: geometrici birisidir. 
P(·m:pefh:tifi il~, t;mn.cı.1 v~' -'~;0u la.var: r::.ıi risidir lle:oirr·'eriıırie geometriyi ve izdüşümü 
a~;,~ıa:-r·ı :;.t;r ı\,1:,1ıtırrız. ·iı:'- tarın 1;1e 'Zdtışürn geornetnsırıı ı :::ı; i\.ez ta.nı:a;:ı b•risi ola.ral< geçmiştir. 
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Philolaus (İ. ö. 460 yılları), Pisagor'un söyledif~lerini ilk kaleme alan biridir. Kita­
bında Pisagor'ı.ın düşüncelerinin yanında matematiği de vardır. Gölge saati üzerine 
yaptığı çalışmaları vardır. Euclides'in birinci kitabı paralelinde yazdığı bir yapıtını Efla­
tun elde ederek saklamıştır. 

Zenorı (İ , ö. 495 - 435), rnantık ve matematikte önemli görevler üstlenmiş olan 
paradokslarıyla On yapmış biridir. 

Antiplıon (İ. Ö. 480 - 411 ), matematikte çok şeyler yapmıştır. Dairenin alanını bu­
lan ilk Yunan bilginlerinden birisidir. Dairenin alanını daire içine çizilmiş düzgün çokgen­
lerin alanının bir tlmiti olarak düşünmüştür. Limit sözcüğünü Archinıedes gibi kutıanma­

mıştır ama, ~ıaptığı işlem bir limit problemidir. Buna bağlı olarak çemberin çevresini de 
hesaplamıştı r. Dairenin kareleştirilınesi problemi üzerine de çalışmıştır. Onun bu dü­
şüncesi daha sonra sonsuz küçükler hesabını doğurmuştur. 

Hippocrates (İ. Ö. 470 - 377), Chioslu olan Yunanlı bir matematikçidir. Coslu olan 
Hippocrates (İ. Ö. 460 - 377) doktordur. Bizim buradaki Hippocrates'imiz matematikçi 
olanıdır. Kendisi Pisagorcu bir düşünür ve matematikçidir. Geometrinin Elemanları 
isimli kitabı, Euclides'ten yüzyı l önce yazmıştır. Bu nedenle ilk geometri kitab ı yazan 

Yunanlı matematikçi olarak bilinir ve bu kitabıyla ünlü olmuştur. Dairenin karese!!eştiril­
mesi problemini aycıklarla karelemeye çalışmış, özel halde kareleme olmuş fakat ge­
nelini yapamamıştı r. Delian problemi olarak bilinen küpün katlanması problemi ile de 
uğraşmiştır. Okulunda okuttuğu i lk geometri kitabında geometrik şekilleri haıiierle 
isimlendiren odur. P noktası, AB doğru parçası, ABC üçgeni ya da ABCD dikdörtgeni 
gibi deyimleri Hippocrates kul!anrnıştır. Çemberi ve daireyi en ince noktalarına kadar 
Hippocrates incelemiştir. Bununla i[gi!i çok sayıda önerme ve teorem ispatlamıştır. 

Bu teoremlerin tCımü dafıa sonra Eus!ides'in !~itabına aynen geçmiştir. 

Democritus (İ. Ö. 470 - 360), Trakya'da Abdera'da doğmuş bir düşünürden çok 
atomcu ve matematikçi biridir. Doğu bilimlerini öğrenmiştir. Matematiksel yöntemi 
benimsemiş, çok sayrda geometrik ispatlar yapmıştır. Fizik ve kimyada geçerti olan 
ve ondan önce ortaya atılan atomculuğu savunmuştur. Maddelerin atomlardan oluştu­
ğunu, en küçük cisimlerden yıldızlara kadar her şeyin hareket halinde olduğunu söy­
lemiştir. 

El!sli Hippias ( İ. Ö. 460 - 399), eski çağ Yunan felsefecisi ve matematikçisidir. 
Usta bir geometrici olduğu kadar usta bir aritmetikçlydi. Bulduğu bir eğriyle bir açıyı 

tstenl!en eşit parçıaya bölmesini başarmıştı. Kuvadratı"ihs ismi verilen bu eğri daha 
sonra Oinostratus (İ. Ö. 350) ve Nicomedes (İ. Ö. 240) tarafından da kullanılmıştır. 
Kuvadratriksin Hippias'a ait olmadığmı söyleyenler de vardır. 

Euclides ( İ. ö. 440? - 360?), Yunan matematiğinin ve İskenderiye okulunun en 
büyüklerinden birisi ve Elemanlar isimli on üç J(İtabırıdan başka yapıtları da olan büyük 
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geometrici ve matematikçi Euclides'ten bu farklıdır. Tüm ülkeleri gezmiş, 
yerlerde matematikçiler ve astronomlarla görüşmüş ve onlardan çok şeyler öğrenmiştir. 
Atina'ya geri dönünce gezdiği yerlerde öğrendiklerini uzun uzun anlatmıştır. En önemli 

yanı, matematiği bilimin ilkelerinde kullanmak ve analiz yöntemleriyle açıklamak 
muştur. Bu nedenle matematiğe hizmeti ve matematiğin hizmet 

etmiştir. 

"'"' 11"'t"""" (İ. 428 - 348), İtalyan'da Tarentum'da ünlü bir 
Geometri değil yalnız aritmetik derdi. İspatların aritmetiksel olmasını savunuyor, ancak 
bu halde doyurucu olurlar Euclides geometrisine ilk karşı çıkan bir aritmetikçiydi. 
Belki de Euclides geometrisinin aksiyomlarla kurulmasına karşı çıkıyor, geometri de 
çok az aksiyom kullanılması düşüncesini Onun bu düşüncesi ondan 
2200 yıl sonra Gauss, Bolyai ve Lobatchewsky tarafından 
tarikatına girmiş, yakılmaktan son anda Matematikçiliğinin yanında iyi 
bir yönetici de olmuştur. "Ben kızarsam sen mutlu olursun" sözü ona aittir. Euclides'in 
Elemanlar kitabının Vlll. kitabında Archytas'tan sayıda alıntı vardır. Yedi 
ca yaşadığı kentin başkomutanlığını gibi ve 
nı deneysel gözlemlerle bağdaştırmaya katlanması problemini 
bir model kurarak çözdü. a: b = b : c = c : d ifade edilen bu oranlarını müzik 

armonisine uyguladı. Seksen iki yaşında bindiği bir 
boğularak öldü ve cesedi sahilde bulundu. 
Bugüne kadar altmış günümüze kadar 
müzik, aritmetik, astronomi, 

eğitim ve fülütler gibi konulardır. 
ile birlikte pergel ve cetvelle ilk 
hacimdeki 

fırtınadan batması sonucu 
ilişkin 

Theodorus 
hacminin iki katı 

ederek ilk kez 

!Eflatun (İ. 427 - 347), Yunan bilginlerinin ve düşünürlerinin en Eucli-
des geometrisini en iyi bilen ve onu hatta Euclides gemotresindeki disiplini 
sağlayan Eflatun'dur. Geometri bilmeyen bu okula giremez yazisını akademinin 
sına yazdırmıştır. Yaşamında güldüğü görülmemiştir. O her zaman 
kendine güvenen, sağlıklı ve iri yapılı olarak yaşadı. Kendisinin özgün matematik bu-
luşu azdır. Matematikçileri korudu. düzeyde matematik vardı. 

Theaetetus (İ. 4·15? - ve matematikçidir.. Euclides 

ni bilen, katı cisimlerin hacimleri üzerinde çalışmalar yapan üstün zekalı biridir. 
Theaetetus, öğretmeni Theodorus gibi uzunluklarla çalışmalar r. 

Euırkı:ın.ıs (İ. 

yapmış ve doktor 
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olmuştur. Tutarlı ve ciddi astronomi çatı şmaları yapm ıştır. Galile ve Newton gibi gözle­
me, deneye ve maıematiğe dayanmayan fikir, düşünce ve görüşleri hoş görmemiş 
ve inanmamıştı r. Eudoxus, alan, hacim ve ba.zı cisimlerin yüzöiçüm!erini bulmuş ve 
bunlar hakkında birçok teorem ispatf arn ışt;r. Güneş saatini bulan. yı lın 365.25 gün 
olduğunu saptayan ilk matemaıikçidir. Aı·chimedes aksiyomunu ona borçluyuz. Euclides, 
orantı klı ramırn Pisagorculardan değ il , Eudoxus'tan almıştı r. Proclos ve Archirnedes'e 
göre, Euclidas'in, \J. ve Xll. kltaplannın tümü, VI., X. ve Xll l. kitaplarının da birçok bö­
lümünü Eudxus'u rı çalışmalarından yararlanarak yazılm ı ştır. Euclides1in diğer kitaplarında 

da Eudoxus'tarı alıntıl ar ÇOK fazlad ı r. Yafrnz güzel dil ve belii bir mantık düzeni Euc!i­
des'e aittir. Alan ve hacim hesaplarında tükeme yönteminr i!k uygulayan yine Eudoxus 
olmuştu r. Tüketme yöntemi Eudoxus'tan sonra Euclides, Archimedes ve diğerleri tara­

fmdan başarı lı bir biçimde uygulanm ı ştır. Eudoxus'un bu yöntemi daha sonra Newton 
ve leibniz ile iki bin yı ! sonra yeniden ortaya çı km ı ştı r. İntegra l de her kap ı y~ açan bir 
anahtar olarak kullanılmıştı r. Altın oranlar da onun tarafından incelenmiştir. 

Aristoteles (İ. ö. 348 - 322) , her konuda kitaplar yazrnış Yunan l ı bir bilgindir. 
Bizim içln sembolik ırıant ı.k ve matematiksel mantık önemlidir. Optik ve astronomiye 
i!işkfn yapıtlarrnın !simlerinin anı lması yerindedir. Aristoteles, diğer dallarda olduğu 

gibi matematik tarihini de toplayarak bir kitap yazrnıştir. 

Merııaecl'imus (i. Ö. 375 - 325), Eudoxus ölünce onun oi<ulunun başına geçti. Bu 
okulda uzun yıllar geometri dersleri verdi. Büyük İskender' in özel öğretmeniyd i. Mate­
matikte konik!eri lik inceleyer. Menaechmus'tur. Konikler konusunda ondan önce çal ı ş­

malar yapılıp yapı!rnad ığ ı belli değildic Koniyi sabit tutarak değiş i k clüzlemler!e kesişim­
lerinin b irer konik olduğunu belirler. Konikierin çizimlerini de yine o göstermişti r. Kon!k­
leri kesiştirerek küpün l<at!anması problemine çözüm getirdi. Geometride değerini ko­
ruyan çok sayıda ispat!an vardı r. Menaechmus'un bu çözümlerinden Alhazen ve Ömer 
Hayyam çok yamrlanmıştı r. En eski x3 = k biçimiı-ıdeki kübil< denklemi Menaechmus 
yazm ıştır. Fakat Menaechmus'tan tam iki bin y ıl ö:ıce Mezopotamya'da küplerie Hgifi 
kil tabletler vard ı r. 

Eudemus (i . ö. 335 yıllan), iX.:ıb rıs!ı bir matematik tarihçisi ve dok.tordur. Matematik­

te kendisinden önce neler yapılmışsa onları yazmıştı r. Eudemus'un matematik tarihini 
bizlere Pmclus ( 4 i 5 - 485) iletmiştir. 

Dicaearchus (i. ö. ? - 285}, Messihalidı r. Geometrik şe·killerin alanları üzerine 
ve düzlemsel geometriyle ilgili kitaplar yazmış ve bunlan coğrafyaya uygulanırştır. 

Bu dönemde yaşayar, ve ayn' bu !simde bir matematik tarihçisinin daha oiduğunu 

lambliclı us (? - 33C) bize bildirmektedir. 

Autolycus (L ö. 330 y ıllan), matematik tarihine kaleme aldığı iki astronomi kita­
bıyl a g i rmiştir. Bu kitapları fmk üç önerme içerir. Sunlar onun Yunan matematiğinde 

yazılm ış erı esi<,i çalışr-ıala.r ;d ı r. 
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C&:J!lippus (l. Ö. 325 yıiları) , tam bir geometrici olmasa bile iyi astrotıonıil\ gözlerrı­
Jer yapm ı ştır, 

Euciides (L Ö. 330 · 260), Eski Y~man matematiğinin ve iskender\ye okulunun 

en i\er; ve verimli yapıtia:ını veren rnatemaW..;:çisidir. Ele:Tıents isimli on üç kitabındaı; 
başka yapıtları da vardır . Yunan rnaternatiğinin gözde matematikçilermden birisid'r. 

Aristr:ırk (L ö. 310 - 230), \1.ıncı.n asil!: bl:· as~rnno'T<ciur. 

Archimedes (L Ö. 287 - 21 1 ), di.inyanırı gelip geçnı;ş en büyüi'- dehası , rnateırnt1k­
çisi , fizikçisi ve rnekanikçisid:r. 

Erntosthe-nes (l. Ö. 276 - i 94). Yunanl ı b\:· astrnrıorn , coğraiyac:., matematikçi 
ve düşOnürC!dür. Asal sayila:-ın bulu:·ımas ına yarays.n Eratosthenes e:eğlr' buld:.: vo 
Dünya'nı;ı yançapı nı ve çevresir i hesap1adı. 

Apononiııs (İ. Ö. 26:?. - 190), k::miklerin sekiz y:Jzün üzerinde özelliğini ir:.ceıcyen 
ve kitaplar yazan Y~ınar1ı bir ·-rıatenıatikç;diL Yapı tları nı" çcğu bize Papp:..:s tamfındar: 
i!eti lmışti ~. 

Niccmedes: (İ. Ö. 180 yıl lar:), dönsrninir; ~m iyi bilinen ve parlak olar geoıııetricile· 
rinclen bfridir. Konkoit denen midye kabuğuna be0ze;ıen eğriyie bir açıyı Qç eşit parç&­
ya bötmlıştür. Bu kcınl<oit ile küpün f.atlanrnası prob:erni rı1 dt:ı çözrnoşn·. Pem,;e:.ıs hak­
kında çok az bilgiler olmas ı ne. karşın , N!cornedes ve Oioc!es'i:ı yaşarniarı hakkıda 

biraz bilgi vardır.. Bunla•ı He(on'un ve Gerninus'un yazdık!a.nndan ögreniy'.::m:ı. L ö. 
200 ile i. ö. 100 yılları arasında Hypsic[es )'aşam,ştır. Hypsic!es, Euclides'irı Elements 
isimli serisine on dördüncü ve on beşlnci kitapl arı ek\emlştir. On tıe.ş;nc~ kitabın ona 
ait olmadığı da söylenir. On dördüncü k:tap, düzgün katı ~ar üzerinedir. Bu tHoremlerin 
sayısı yedidir. Poligona! say ı lar, diz: ve smiler ııe bi~lirs iz denk!emlerden oluşmuştur 
Onun ilk göz ağrısı astronom'dlr. Babiili lerde o'dut}u g<bi :360 taban ' ı sayı sfsternhi 
ku\la.n;ı. İkı:ıd kita0ı Yunan maternaüğini en iyi tanı can bir yapıit: r. 

Kipparchus (L Ö. ·;60 - ·127), ·funan as~·ono;rn.i ve mah~matikçisidi:. İznik doğurı­
ludur. Trlgonornetrivi il!\ f\:.ıran üstün zei<.al' biı·idir. Hipparchus Jzeriııe olan biigiie( Amas­
yalı Strabon (İ (~'. 66 - L S. 2<) taraf ınciarı verilmişti;, Astm!abırı Hip;::ıarchı.:s ı:aratnıdan 
oulumtiğuna inar. ı ! ı r. Hipparcı~ıus'un yap:tla:r daha sonra Pte-lemaios'm yapıtiarınd<:; 
;:ok geçer. 

Strabcm (L O. 64 - ı. ~3 . 24) , üniO bir coğrai'yacıd ır. Pontus Rum İrnparc:ı:orlJgl; 
döneminde Amasya'da yaşamışt ı :·. f(erıdis i matema.M~ç; değildir ama, gezcJiği yerlerd8 
o yörelGrin ma.t·:::matikierini va maternatik tar'hlerini c.erlerııişti r. 

Gemrmıs {!. ö. 77 yı lları j, çok sayıda matematikçrrıi n ve astronomun çalışmaların : 
6":rieııerek, ma.tE;ma:i,<: !ari<-:l y aznı•şti ,._ 
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Dionysodorus (İ. Ö. 50 yılları), Trabzonlu bir geometricidir. Kürenin verilen bir 
oranda iki parçaya bölünmesi problemine farklı bir çözüm yöntemi getirmiştir. Bu prob­
lem aslında Archimedes'e aittir. Archimedes'ten sonra bu problemi Diocles de çözmüş­
tür. 

Diodoruıs (İ. ö. 8 yılları), matematik tarihi de dahil olmak üzere tam kırk kitap 
yazmıştır. 

Pliny (23 - 79), içinde matematik ve matematik tarihi de olan otuz yedi kitap yaz­
mıştır. Plutarkhos (45 - 120) da tarihçidir. 227 eseri belirlenmiştir. İçinde matematik 
derlemeleri de vardır. Matematik tarihi açısından kaynak bir kişi olarak gösterilir. 

Froıntirn.ıs (40 - 106), matematiği uygulama alanlarına yönelmiştir. İyi bir matema­
tikçi mühendistir. 

Sıererms (70 yılları), silindir ve konik kesitleri üzerinde çalışmaları ve kitapları 
vardır. 

Heron (1. yüzyıl), Mısırlı geometrici, mekanikçi ve tam bir mühendistir. Matematik 
üzerine çok sayıda kitabı vardır. Heron çeşmesi gibi çok sayıda mekanik aletin bulucu­
sudur. 

Menelaus (İ. S. 1. yüzyıl), küresel üçgenleri ve küresel trigonometriyi bulan is­
kenderiyeli fakat Roma'da yaşamış bir matematikçidir. Altı kitaplık bir seri yazmıştır. 
Bu kitaplar daha sonra Sabit bin Kurra tarafından Arapçaya çevrilmiştir. 

Nicomaı::hus (i 00 yılları), aslında büyük bir matematikçi değildi. Yazdığı ders 
kitapları çok tutundu ve çok baskılar yaptı. Diğer bir çalışması da Euclides'in Elemanlar 
üzerinde yaptığı araştırmadır. Sayılar kuramı üzerinde yaptığı çalışmalar daha sonra 
Sabit bin Kurra'yı etkilemiştir. 

Çok sayıda kitabın yazarı olarak bilinen Theodosius (100 yılları), iyi bir matematikçi 
ve astronomdur. En iyi kitabı kürenin geometrisi üzerine olandır. Bu kitap 1675 yılında 
lsaac Barrow tarafından Cambridge'de yeniden yayınlanmıştır. Bu kitabın daha önce 
Latince ve Arapça çevirileri de yapılmıştı. Gölge hesapları üzerine de çalışmaları var­
dır. 

Hyginus (120 yılları), arazi ölçümcüsü bir matematikçi ve mühendistir. 

izmirli Theon (125 yılları), aritmetik ve astronomi üzerine kitaplar yazmıştır. Arit­
metik kitapları Nicomachus düzeyindedir. Fakat onun kadar düzenli ve sistemli değildir. 

IPto!emaios (İ.S. 108 - i 68), Yunanlı bir astronom, matematikçi ve coğrafyacıdır. 
Ptolemy ya da Batlamyus olarak bilinir. Tam kırk yıl fizik, matematik, coğarafya 
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ve felsefe çalışmıştır. İskenderiye'de gözlemler yapmış, Hipparchus ve Eflatun'dan 
çok yararlanmıştır. On üç ciltlik eseri Arapçaya çevrilmiştir. Bazı kitapları zamanımıza 
kadar gelmesine karşın kaybolanlar da vardır. Bazı kitaplarından bazı parçalar zamanı­

mıza kadar gelebilmiştir. Kitaplarının sayısı tam olarak belli değildir. Haritalar ve gök­
yüzü çizimleri vardır. Kopernik ve Kepler'e kadar görüşleri egemen olmuştur. sa­

yıda yıldızın gözlemini de yapmıştır. On üç ciltlik eseri daha Almagest olarak bili·· 
nir. Astronomi gözlemleri için çok sayıda araçlar yapmıştır. 

Marinus (i 50 yılları), Hipparchus'un çalışmalarını daha ileri götürmüştür. Matema­
tiksel coğrafyanın bulucusu olarak bilinir. Marinus, coğrafyadaki yerleri bugünkü 
iki koordinatla vermiştir. Bunlar daha sonra enlem ve boylama karşılık gelmiştir, 

Diophanıtus (21 O - 294), İskenderiye'de yaşamış ünlü bir matematikçi ve cebircidir. 
On üç kitaplık bir dizisi vardır. Denklemleri sembollerle çözen bir matematikçidir. Babil­
liler gibi denklem çözümlerinde işaretler ve gösterimler kullanmıştır. Onun bu yöntemi 
daha sonra Rönesans matematikçilerini çok etkilemiştir. 

Porphyrius (232 - 300), Suriyeli bir matematikçidir. Yaşamı Atina ve Roma'da 
geçmiştir. 300 yıllarında İstanbul'da ölmüştür. Pisagor'un yaşam öyküsünü yazmıştır. 

Pappus (285 - ?), Yunan matematiğinin son en büyük matematikçisi ve derleyicisi­

dir. Yaşamı hakkında fazla bir bilgi yoktur ama yapıtları onu tanıtmaya yeter. Matematik 
Derlemeleri isimli yapıtı Yunan matematiğinin kendisidir. Euclides'in olduğu gibi diğer 
Yunanlıların verdiği tüm eserlerin olmasını Pappus önlemiştir. Onun derlemeleri 
geleceğe ışık tutmuştur. Bu arada kendi öz yapıtlarını da sergilemiştir. Pappus teorem­
leri bunlara en iyi örneklerdir. Düzlem ve uzay geometriden tutunuz da harmonik böl­
meler, teğetler, l-\üre ve silindir uzayıp gider. Pappus'un, Euclides tarafından yazılan 

irrasyonel sayılar kuramına ilişkin yapıtı ancak Arapça çevirisi ile günümüze kadar 
ulaşabilmiştir. 

iskenderiye!i Tiıeon (370 yılları), ilk kadın matematikçi Hypatia'nın babasıdır. 
Euclides'in Elements isimli yapıtlarını yayına hazırlamış ve yayınlatmıştır. Ptolemaios'un 
yapıtları üzerine yorumlar yazmıştır. Altmış tabanına göre kareköklerin bulunmasına 
ilişkin bir yöntem bulmuştur. 

Domrııinus (450 yılları), aritmetik, felsefe ve optik konumlarında kitaplar yazmıştır. 

Geometride, Euclides'in izlediği tüıııdengelim yöntemini kullanıyordu. Nicomac-
hus tümevarım yöntemini kullanıyordu. 

Hypatia (370 - 415), İskerıderiye okulunun son düşünürü ve matematik tarilıinirı 
ilk kadın matematikçisidir. İskenderiye papazı Cyrille'nin kışkırttığı halk tarafından taş 
ve sopalarla dövülmüş, derisi midye kabuğu ile yüzülerek tüm vücudu 
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ve soka1\1ara atılm ıştır. 

Prok!os ( 4 i O - 485) , eski Yunanli düşürıürle:·in sonuncusudur. İstanbul'da ölmüş· 
tür. Matematiği İskenderiye·de Heron'dan dersler alarak öğrenmiş ve iyi bir matematH~çi 
olmuştur. Biraz efsanelere inanmıştır. Matematik tarihi !<onusunda bir kitap yazmıştır 
ama bu kitap günümüze kadar gelememiştir. Euc\ides'in kitaplarının en iyi yorumların: 
Proklos yapm ıştır. Eski Yunan matematik tar:iı i ne ili ş!-<in yazıimış en güveniiir ve aç* 
kaynak Proklos'un yapıt:andır. Bu yapıt lar daha sonra 1873 yılında Leibzig'de G. 
Friedleln tarafından bastın!mıştır. E'.udoxus'tan tam sekiz yüzyıl sonra onun hakkında 
rn, l<iiap yazan biridir. Eudoxus'urı gemotride çok sayıda teoremi i spatladığını, Kendi 
ismini söylemeden altın oranlan kulland ığ ın ; yazmıştır. Onun matematik tarihine geçişt , 

Yunan matematiğini incelemek ve gürümüze geimesiııi sağlamakla olmuştur. DLlz1ernsel 
eğriler ve aritmetik kitabı da vardır 

Capeiia (420 - 490) , Cassidorus'~an çok az önce~ pai"larnıştır. fa.nsiklopedi yazarı 
olan Capella bu ansii<iopedisinde aritmetil\ ve geometri konularına gen\ş bir yer ver­
miştir. 

Boetlliı.ıs (470 - 526), İtalya'nın y&tiştit'diği er büyük matematikçiterden birisidir. 
Yunancadan yaptığı matematik çevirHeriy!e üniü olmuştur. Yazdığı matematik kitapları 
rnanast:r okul larında yüzlerce yıl ders kitabı olarak okutulmuştur. Romc.'da uzun yıllar 

konsüllük yaptı. Ayrn zamanda dev!ei adamı ve yörıeticisidlr. Kendi açtığı tartışmalar 

yüzünden [dam ediimiştir. 

Cassidonıs (490 - 585), dilbilim. güzel sanatlar, aritmetik, geoınetri , astronomi 
ve müzii< üzeıine l<itaplar yazmı ştır. 

isidonıs (570 - 634), yedinci yüzyılın en ünı'ü ansiklopedi yazand ı r. Tam yirmi 
kitaptan o luşan bu serinin üçüncü kitabı aritmetrk ve geometri konularına ayrılmıştı r. 



BEŞİNCİ BÖLÜ 
1. GERlLE1VlE 

i. Ö. l!i. yüzyıldan sonra iske:-ıcieriye nıatematiğhir· ve Yurıan matematiğinin altm 
çağının kaoarıdığ rnı görürüz. ÇCıniı<.;'1, Lö. li. yüzyılda Mıs ı r'caki politik yönde kötii ge · 
!işmeler ve anarşiK ortam bu ol<.:..ıidaki bilimsel ça!tşm:::ılar: sörıdünnüş, biiir:ı adamlan 
horianmı ş ve çoğu da sü rülmüş ya da kendileri kaçmışlard ır . İskerıderiye okulu önemini 
yitirmiş, biraz olsun Atirıa okulu mparlanm ,şt ı r. Diop:ıantus.'a (250) kadar '{u;ıanıı;arda 
önemli bir çalışma gerçekie.şti ri lernez. Yapılan çaLşmalar daha çok derleme türü•ıde 
sayılabilir. 

Kartacalı lar ve Romalılar arasındaki Pön sava;ılan L Ö. 264 i!e L ö. ·;45 y!llan 
arasında üç dönem olarak surrnüştür. l<aıiac8.iılıv kaybetmi? vo Romal;'.a; X.uvvetien­
mişfü. i. Ö. 212 yıhndaArchinıedes Romalı bir asker ~arafından ö!dürülm'.Jş ve insanlık 
tam iki bir: y ıl süren bir karanU; çaÇıa gi rmişti r. M!s ı r"da öuh.man bi lginlerin i.ı i · k ı smı 

.Atina'ya, bir' kısm ı istanbul'a ve i:ı i r k:sm ı da İran'a kaçm ış l ardı:. 

Bu dönemde eser veren iVlenelaus ('1CCj, F'appus (300) ve F1 r-;:ıdus (410d.J8~i) 
gibi ma:;ematlkçileri görürüz. Menelaus küresel üç:gen!eri ve lçüresel trigonometriyi 
geliştirmiştir. Pappus kendi isrniyle bilinen sitTı idin hacmini verer' formülü bulmuştur. 

Proçlus daha çok derlernaleri ile ün!üdür. 

'' D~iO·'?~H:A' F<,J"f'JS k . ..l . l. -- l ~ -· ~ ~ 

Yunan maternatlğ!nin son te;11siicilerinin en venili l'>çi o lanı Diophantus'tur (2'10-
294). Matematiği ve problem çözmeyi çok sever arkadaş ı Dionis;us, Dioohantus'un 
mezartaşına şunları yazdınycır. Yaşam ının aitıda biri çowkluğudur. On ikide b~rlnderı 

sonra sakal btrakm ıştı. Yedide birinden sonra eviendi. Bu evliliğinden baş yıl sonra 
bir oğlu oldu. Oğlu, babas!nın yarı yaşında öidü. Baba, ancaf'. tlöri yıl daha yaşayabildi.. 

Eğer Diophantus'un yaşı x '.sa, 

1_,, l X lv ç 1_. ,- X - g·t- - +-, .... ..ı~ )+--,..+~...;::;:: t:;. -!i n 7 .r ... ı; 
~ : c_ .( ,,._, 

denklenıi yazıl ı r. Denklem çözülGrse x"" 84 o'.a:ak bulurnr 
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Diophantus'un en büyük ya.pıtı Aritmetik tsimli kitabrdır .. Babiililerden sonra en 
iyi cebir kitabr budur demekte fazla bir abartma yokturJ.1.slında Aritmetik 13 kitap ola­
rak yazılmıştır . .Ancak bu on üç kitabın yalnız altı tanesi orijinai olarak zah1anım ıza 

kadar gelebilmiştir. Bu kitaplar çok erken kaybolmuşlardı r. Onuncu yüzyılda bu kitaolara 
bir daha rastlanı!mamıştır. Arapçaya da çevrilmemiş olmalı . Çünkü Arapça kaynaklarda 
bu kitaplara rastlanılmaz. Zamanımıza ı~adar gelen altı l<itabından da bazı parçalar 
günümüze kadar iletilmiştir. Hatta bazılarının sadece içerikleri bilinmektedir. Ası ilan 
yoktur. Diophamus teoremlerini topladığı Pori?.:malar !simli kitabırnn tümü kayıptır. 

Diophantus\ın Aritmetik isimli kitabı Rhind Papirüsü gibi 1 ti9 tane problemin çö­
zümünden oluşur. Burada bazı problemlerin çözüm yöntemleri tanıtılı r. Problemlerin 
çözümlerinin kolay cnlaşılması için bazı kısaltmalar yapıyordu. Matematiğin herkesçe 
anlaşılması için yeni bir simgeleme yöntemi oluşturuyor ve kullandığı bu simgelerfn 
ne anlama geldiğini tanıtıyordu. Matematikte ilk sembolleri kullanan Diophantus olmuş­
tur. x, üs, katsayı , eşitlik gibi matematiksel kavramları kendine özgü Yunan harfleriyle 
işaret ediyordu. Buna. bağlı olarak problem ve denklem çözümlerine daha yalın bir 
yöntem getiriyordu. Diophantus'da da yalnız pozitif rasyonei sayılar yanıt olabiliyordu. 
Diophantus'da negatif kavram ı da yoktu. Oysa çıkarma için kuliandığı gösterimi vardı. 
Örneğin V. kitabındaki 2. problem 4x + 20 = 4 biçimfndeydi. x = -4 kökünü çözümü 
olanaklı değildir diye yorumluyordu. Zaten onda her soru kendi alfabesi içinde çözülü­
yordu. Şimdi bunlara iiişl<in bazı örnekler verelim. 

1. kitapta 17. problem: Üçer üçer toplamı 20, 22, 24 ve 27 eden dört sayı bulunuz. 

Diophantus bu problemi kendi yöntemiyle şöyle çözer. Bu dört sayının toplamı 
x ise, bu dört sayı x - 20, x- 22, x - 24 ve x - 27 oiur. Bu sayıiarın toplamı x olaca­
ğından, 

x == (x -20) + (x - 22) + (x - 24) + (x - 27) 

denklemi yaz ı lı r. Buradan 3x = 93 ve x = 31 gelir. Buna göre bu dört sayı 11, 9, 7 ve 
4 olarak bulunurlar. 

il. kitapta 8. problem: Karelertnin toplamı 16 olan iki sayı bulunuz. 

Çözüm: Sayılardan birisi x2 ise diğeri t6 - x2 olur. Diophantus, her iki yandan 
i 6 sayısının gfünesi için (2x - 4)2 biçiminde bir tamkare say ı seçer. Buna göre 

16 - x2 = (2x - 4)2 

yazılır. Bu da 5x2 = i 6x demektir. Pozitif çözüm için x = 16/5 gelir. Öyleyse x2 = 256/25 
ve diğeri 16 - 256/25 = 144/25 olarak bulunur. 



DİOPHANTUS 

il. !<itapta 20 .. prnbiem: Biri diğerinin karesine eklendiğinde 
bulunuz. 

olan iki 

Çözüm: Diophantus bu sayıları x ve 2x + 1 biçiminde seçer. Bu halde x 
ne olursa olsun birinci halde 

x2 + (2x + 1) = (x + 1 )2 

ve ikinci halde 

(2x + i )2 + x = 4x2 + 5x + 1 

yazılır. Bunun bir tamkare olması için (2x - 2)2 olmasını kullanırsak 

4x2 + 5x + 1 = (2x - 2)2 = 4x2 - 8x + 4 

yazılır. Buradan 13x = 3 ya da x = 3/13 gelir. Buna göre istenilen sayılar 3/i 3 ve 19/1 
sayılarıdır. 

iL ki'taptaı 13 .. problem: 6 ve 7 sayıları çakırıldığında sonuçları birer kare oları 
bir sayı bulunuz. 

Çözüm: Bu sayı olsun. Problemin ifadesine x - 6 = a2 ve x - 7 = 

lıdır. Yine Diophantus'un çözüm yöntemine a2 - = (a + b) - b) 
zılır. Diğer yandan, a2 - b2 = (x - 6) - (x - 7) = i olur. Burada a ve b 
cak şekilde uygun çarpalar seçilmelidir. 2 ve 1 /2 sayıları çarpanlar olarak 
a + b = 2 ve a- b = 1/2 olur. Buradan a = 5/4 ve b = 3/4 gelir. Buna bağlı olarak 

x- 6 = 25 
16 

ve x-7=2_ 
"16 

yazılır. Buradan x = 121/16 olarak bulunur. 

m. kitapta 17. problem: Biri diğeri ile çarpılarak kendisi eklendiğinde 
kare olan iki sayı bulunuz. 

Çözüm: Diophantus bu sayıları x ve 4x - 1 olarak alır. Problemin ifadesine 

--1)+X= 

olur. Bu halde birinci koşul sağlanmıştır. Diğer koşullar da 

x(4x - ·ı) + - 1) + x = 4x2 + 4x - 1 
ve 
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x(4x - 1) + (4x - 1) = 4x2 + 3x - 1 

olur. Bu sonuçlar da kare olmalıdır. Yeniden Diophantus'un yöntemine dönelim. 
a2 - b2 = (a + b) (a - b) özdeşliği kullanılacaktır. Burada 4x2 + 4x - 1 ile 4x2 + 3x - 1 
sayıları arasındaki farkı alırsak bu da x olur. Bu çarpanlardan birisini 4x ve diğerini 
de 1/4 olarak alırsak a + b ve a- b çarpanları 

olur. Böylece 

yazılır. Buradan 

a + b = 4x ve a - b = l 
4 

4x2 +4x-1 =[~(4x+±)r 

4x2 + 3x - 1 = [ ~ ( 4x - ± W 

gelir. Bunların herhangi birisinden x = 65/224 bulunur. Böylece iki sayı 65/224 ve 
26/224 olarak bulunur. 

m. kitap, 21. problem: 20 sayısını iki parçaya bölünüz. Bunların her birini kare 
bir sayıya eklediğinizde sonuç yine kare bir sayı olsun. 

Çözüm: 20 sayısının iki parçası (1) ve (2) olsun. x2 + 2x + 1 = (x + 1 )2 olduğu 
her zaman doğrudur. Problemin ifadesine göre 

( 1 ) + ( x2 + 2x + 1 ) 
ve 

(2) + (x2 + 2x + i) 

toplamları birer kare sayı olmalıdır. Diophantus, x2 + 2x + 1 sayısını 2x + 3 ve 4x + 8 

sayılarına eklediği zaman bunların 

(2x + 3) + (x2 + 2x + 1) = (x + 2)2 ve (4x + 8) + (x2 + 2x + 1) = (x + 3)2 

biçimlerinde kare olduklarını görür. Öyleyse bu parçaları 2x + 3 ve 4x + 8 alarak top­
lar ve 20 sayısına eşitlersek 6x + 11 = 20 yazılır. Buradan x = 3/2 bulunur. Böylece 
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2x + 3 ve 4x + 8 ifadelerinde x = 3/2 değeri konulursa 20 sayısının parçaları 6 ve 14 

olarak bulunur. Eklenecek kare sayı da (x + 1 )2 = x2 + 2x + 1 ifadesinden 25/4 olarak 
gelir. 

Bu problem için başka seçenekler de vardır. Diophantus x2 sayı sına 4x + 4 ve 

6x + 9 sayılarım ekleyerek 

(4x + 4) + x2 = (x + 2) 2 

{6x + 9) + x2 = (x + 3)2 

biçimindeki kareleri yazar. Buradan x = 0.7 gelir. Böylece bu sayılar 6.8 ve 13.2 olarak 
bulunur. 

Vt kitapta 21 . problem: A!anı ile bir kenarının toplam ı bir kare ve çevresi küp 

olan bir dik üçgen bulunuz. 

Çözüm: Dil<. üçgenin kenarları 2x + 1 ve 2x2 + 2x ile gösterilirse, Pisagor teore .. 
mine göre hipotenüs 2x2 + 2x + 1 olur. Buna göre dik üçgenin çevresi 4x2 + 6x + 2 
= 2(2x + 1) (x + 1) olur. Dikkat edilirse çevre ikinci derecedendir. Bunu küp yapmak 
zordur. Diophantus, l~öşegenin (x + 1) çarpanına dikkat ederek tüm kenarl arı x+ i 
terimine böler. Böylece kenarları 

2x + i 2x ve 2x
2 

+ 2x + i 
~' x+1 

olan yeni bir dik üçgen elde eder. Bu yeni üçgenin çevresi 2(2x + 1) ve a!anı da (2x2 

+ x)/(x + 1) olur. Problemin ifadesine göre (2x2 + x)/(x + 1) alanına (2x + 1)/(x + 1) 
kehaıı eklenirse 

2x2 + x 2x + 1 - - -+--= 
x+ 1 x+ı 

(2x -ı· 1) (x + i) = 2x + 1 
x + 1 

yazılır. Öyleyse 2x + 1 bir !<are ve 2(2x + i) de küp olacak biçimde bir x sayısı seçilmeli. 
Buna göre karesinin iki katı bir küpüne eşit olan x sayısını bulmalıyız . 2(2x + 1) "" 8 
seçiminin yapılması açıktır. Buna göre x = 312 gelir. Buradan dik üçgenin kenarlan 
8/5, 3 ve i 7/5 olarak bulunur .. 

Diophatus'a cebirin babası gözü ife bakılsa da tam sistematik bir cebirci değildir. 

Çalışmalarında denklemlerin belirli ya da belirsiz olmasına pek bakmaz. Kendine özgü 
gösterimleri vardır. Problemlerihi çal< zel<ici çözer. Örneğin, toplamları 20 kareierinin 
toplamı 208 olan iki sayı bulunuz problemini gözönüne alal ım. Burada sayılarını x ve 
y gibi göstermez ama l<endi gösterimlerine göre bu sayıları 1 O+ x ve i O - x olarak 
al ı r. Buradan (1 O + x)2 + (i O - x)2 = 208 yazarak x = 2 buiur. Buna göre sayılar 8 
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ve i 2 olmalıdır sonucuna varır. Buna benzer olarak, toplamları 1 O ve küpleri toplamı 
370 olan iki sayı bulunuz sorusuna da benzer yöntemle çözer. 

Diophantus, x2 = 1 + 30y2 ve x2 = 1 + 26y2 ya da x2 = 1 + py2 biçimindeki Pell 
ismi verilen belirsiz denklemlerle de uğraşmıştır. 

Diophantus'un derlediği problemlerin ne kadarının kendisine ait olduğu belli de­
ğildir. Yalnız bilinen bir gerçek vardır. O da, Diophantus'un derlediği problemleri çoğu 
Babillilerden beri bilmeceler şeklinde halkların arasında dolaşan anonim problemlerdir. 
Bu problemlerin bir kısmı Mezopotamya, bir kısmı Mısır ve bir kısmı da doğru kökenlidir. 
Herşeye karşın Diophantus'un bu problemleri çözmek için geliştirdiği gösterimler ve 
çözümler her türlü övgüye değerdir. 

Diophantus, Babillilerde olduğu gibi n3 + n2 = a türündeki denklemleri yaklaşık 
olarak köklerini bulmayı denemiştir. Babillilerde küplerin ve karelerin toplamını veren 
kil tabletler vardır. 

Diophantus'un problemlerinin çoğu belirsiz denklemler türündedir. Yani, elinde 
k tane denklem vardır. Bu denklemlerde k sayısından fazla bilinmeyeni bulunmaktadır. 
Bu nedenle çözümleri de çok cevaplı olmaktadır. Ama çözümün tek olduğu halleri de 
vardır. Örneğin, 1. kitapta 1. problem şöyledir. Tolamları 100 ve ·farkları 40 olan iki sayı 
bulunuz. Eğer küçük sayı x ise çözüm 2x + 40 = 100 denkleminden x = 30 olarak bu­
lunur. Diğer sayı da 70 olmalıdır. 

Diophantus'un cebirinde negatif gösterim ve negatif sayılar olmadığı için eksi ile 
eksinin çarpımının artı ve eksi ile artının çarpımının eksi olduğu yoktur. Oysa bu çarp­
malar Hintli matematikçilerde vardır. Diophantus ayrıca ikinci derece denklemlerinin 
çözümlerini de bilmemektedir. Oysa bu denklemler Mısır ve Babillilerce çözülmüştür. 

Diophantus b < a olduğunda, x + y = a ve x - y = b ise x = (a + b)/2 ve y = (a -
b)/2 çözümlerini bilmektedir. Bunu daha çok 2x = a + b formülü biçiminde yazarak 
çözmektedir. 

1. kitapta 5. problem: u + v = a ve u/r + v/s = b türündeki denklemleri de çöz­
müştür. Örneğin a = 100, b = 30, r = 3 ve s = 5 ise önce a/s < b < a/r olmalı demek­
tedir. 100 sayısının ikinci parçası 5x olsun. Öyleyse ikinci parça 3(30 - x) olur. Böyle­
ce, 90 + 2x = 100 denkleminden x = 5 gelir. Buna göre sayılar 25 ve 75 olmalıdır. 

Diophantus, ı. kitabında x + y = a ve x2 ± y2 = b olan problemleri de çözebilmektedir. 
Bunlardan başka x ± y = a ve xy = b türündeki denklemleri de çözebilmekteydi. Daha 
önce bu tür denklemlerin Mısır ve Babililerce de çözüldüğünü görmüştük. 

Örneğin, toplamları 1 O ve karelerinin toplamı 208 yapan sayılar nedir? Diophantus 
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bu soruyu çCzmek içir. bilınmeyenieri 1 O + z ve 1 o - z olarak almaktaoı r. Buna göre 
200 + 2z2

::: 208 ve z = 2 sayıs ını bulmaktadır. Bumdan sayılar 12 ve 8 olarak bHlunur. 

Eğer herhangi bir sistem 

biçirn!ndeyse yuKandaki türde denklem sistemlerini çözebiiiyordu. 

t k itapta 27. problem: Toplamları 20 ve çarpımları 96, 

i. !dtapia 28. problem: Toplaınları 20 ve ı~areleri toplanıı 208, 

l. ki1apta 29. problem: Toplaınları 20 ve l<areleri farkı 80 ve 

ı . ltltapta 30. problem: Toplarnlan 20 ve çarpımları 96 olan say ılar hep i 2. ve 
8 olarak bulunmvşıur. 

il. kitapta 8,, problem: Kare olarak verilen bir sayıy ı iki tane krı.re olcı.n sayiya 
ayırr.ıak biç imindedir. Örneğin, i 6 say ıs ını iki tane kare say ıya ayırınız. 

Çözüm: İlk kare sayı x2 ise diğer kare sayı 16 - x2 olLı r. Öyleyse 16 - x2 sayısın ı 
kare ıapacak oian x sayısını bulacağız. a bir tamsayı ve ·ı 6 sayısın ın l\are çarpanlarından 

birisi de 4 olduğundan , bir J(enarı 2x - 4 olan kare 4x2 + 16 - 16x olur. Buradan 4x2 

J... 16 - 16x = ·ı 6 - x2 olur. Her iki yana x2 terimi eklenirse 5x2 = 16x ya da x -, 1 6/5 
gelif. Buna göı-e bu sayılardan birisi 256/25 ve d iğeri de 144/25 sayısıdır. Bı ı sayılann 

toplamı da 4.00/25 = 1 ti otur 

Bu problem aslında U:opharıtus'un x2 + y2 "' i 6 bıçiminde yazı lan belirsiz bir 
denklemidir. 8u tür problemlerle ilgili olanlar Diophantus\ın lL kitabında çok geçer. 
Diophamus bu denklemin sonsuz iane çözümü olduğunu btllr. Bu problemi genel ola­
rak x2 + y2 = b2 olarak a lı r. Herhangi bira değeri için y ::: ax - b diyerek, b2 - x2 = a2x2 

- 2abx + b2 yada 2abx = (a2 + 1 )x2 yaz ıl ır . Buradan x"" 2ab/(a2 + 1) olarak bu lunur. 
a ve b için sonsuz çözüm oiduğu açıktır. 
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-350 Merıelaus'un konik kesitle(İ 
-~i47 Eflatun'un öilimCı 

--322 J-\risto ve Demosthenes'in ölümü 

atom kuramı 
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-311 Mezopotamya uygarlığı 
-306 Batlamyus devri 
-300 Euclides devri 
-260 Aristark devri 
-230 Eratosthenes devri 
-225 Apollonius devri 
-212 Archimedes'in ölümü 
-210 Çin taş devri başları 
-180 360° çevreli daire 
-140 Hipparchus'un trigonometrisi 
-75 Archimedes'in mezarının Çiçeron tarafından yaptırılması 
-60 Paralellik postülatları 
-44 Çesar'ın ölümü 
+75 İskenderiyeli Heron'un çalışmaları 
100 Nicomachus aritmetiği ve Menelaus küresi 
i 16 Roma tiranlık devri 
125 Platonik matematik ve Ptolemy'nin Almagest'i 
250 Diophantus aritmetiği 
320 Pappus'un topladığı matematik 
324 İstanbul'un kuruluşu 
470 Pi sayısının yaklaşık değeri 
485 Proculus'un ölümü 
529 Atina okullarının kapanması 
622 Hazreti Muhammet'in hicreti 
622 Hint'lerin sayıları 
641 iskenderiye kütüphanesinin yanışı 
662 Hintli'lerin çalışmalarının Arapça'ya çevirisi 
830 El Harizmi cebiri 
901 Sabit İbn Kurra'nın ölümü 
998 Ebül Vefa'nın ölümü 

1037 Avicenna'nın ölümü 
1039 Alhazen'in ölümü 
1048 El Biruni'nin ölümü 
i 114 Bhaskara'nın ölümü 
1123 Ömer Hayyam'ın ölümü 
1142 Euclides eserlerinin çevirisi 
1202 Fibonacci aritmetiği 
1260 Jordanus aritmetiği 
1265 İngiltere'de ilk parlemento 
i 271 Marko Polo'nun seyahatleri ve mekanik saat 
1274 Nasrettin Hoca'nın ölümü 
1286 Gözlüğün keşfi 

i 303 Pascal üçgenleri 
1440 Matbaanın bulunuşu 

i 453 İstanbul' un alınması 
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1472 Gezegenlerin yeni kuramı 
1482 Euclides'in eserinin ilk basımı 
1489 +ve - işaretlerinin Widmann tarafından ilk kez kullanılması 
1492 Ondalıkların Pellos tarafından kullanılması 
1492 Kolomb'un Amerika'yı keşfi 
1517 Dinde reform 
i 526 Scipione del Ferro'nuıı ölümü 
1527 Pascal üçgeninin yayınlanması 
1543 Tartaglia ve Copernicus 
1544 Stifel'in aritmetik integrali 
1545 Cardano'nun Ars Magnası 
1564 Galile'nin doğumu, Şekspir'in doğumu ve Mikelanj'ın ölümü 
1572 Bombelli cebiri 
1579 Viete'nin matematiği 
1595 Pitiscus'un trigonometrisi 
1609 Kepler'in astronomisi ve Galile'nin teleskopu 
1614 Napier'in logaritması 
1620 Bürgi'nin logaritması 
1629 Fermat ve kritik noktalar 
i 635 Cavalieri geometrisi 
1637 Descartes devri · 
1639 Desergues geometrisi 
1640 Pascal'ın konikleri 
1642 Newton'un doğumu ve Galile'nin ölümü 
1644 Toriçelli'nin barometresi 
1647 Cavalieri ve Toriçelli'nin ölümü 
i 655 Wallis'in aritmetiği 
1657 Neil'in parabolü 
1658 Huygens'in sarkaç saatleri 
1662 Royal Society'nin kurulması 
1666 Academie des Sciences'in kurulması 
1667 Gregory ve geometrisi 
1668 Mercator ve Logaritması 
1670 Barrow'un geometrisi 
1678 Ceva teoremi 
1684 Leibniz devri 
1687 Newton devri 
1690 Rolle devri 
i 696 Bernoulli'ler devri ve L'Hospital devri 
i 699 Rasin' in ölümü 
1706 William Jones tarafından pi sayısının kullanılması 
i 715 Taylar devri 

718 De Moivre devri ve Fahrenhayt termometresi 
1730 Stirling formülü ve Reomür termometresi 
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1731 C!airaut eğrl!eri 
1738 Daniel Bernoulli devri 
i 7 40 Büyük Frederick devri 
17 42 Maclaurin devri ve santigra! termometresi 
1743 D'Alembert devrf 
17 48 Euler devri 
1750 Gramer kural ı ve Fagnano elipsi 
1752 Franklin'in paratoneri 
1767 Watt'ın buharlı makinesi 
-1770 Hiperbolik trigonometri 
·ı 774 Oksijenin keşfi 
1776 Arnerlka 'nın bağımsızlığı 

"l781 Uranüs gezegeninin keşti 
1783 Suyun ayrıştınlmas~ 

i 788 Lagrange devri 
1789 Fransız ihtilali 
1794 Legendre'ın geometrisi ve Lavoisier'in giyotinle başın ın kesi lmesi 
1795 Monge geometrisi 
1796 Laplace, Mascheroni, Wessel ve Camot devri 
1797 Lagrange'ın analizi devri 
1799 Metrik sistemin bulunuşu 

1800 Volta pilinin bufunuşu 
180i Gauss devri 
1803 Camot' uıı durum geometrisi ve Dalton'un atom kuramı 
1804 Napolyon'un imparator oluşu 
i 815 Waterloo savaş ı 

1817 Bo!za.no devri, Young ve Frensnel'ln ışık üzerine deneyleri 
1820 Orstet'jn elektrik manyetizmayı buiuşu 

1822 Poncelet ve geometrisi 
1826 Crelle dergisinin kuruluşu ve Amper'in e lektrodinamiği , Pfüker, Gergonrıe'n i n 

düaiitesi, Abel, Gauss ve Jacobi'nin eliptik fonksiyonları 

1827 Möbius, P!üker ve Feuerbach ' ın homogerı koordinatları, Cauchy'nin karmaşık 
tonksiyonları 

1828 Green'in elektriğr ve manyetizması 

i 829 Lobatchewsky geometrisi ve Abel'in ölümü 
1830 Peacock cebiri 
i 832 Bolyai geometrisi ve Galois' nın öfümü 
1834 Steiner'in Berlin'de profesör olması 

1836 Uouville'nin ünlü dergisini ç ıkarması ve ilk te1graf 
1843 Ham!lton'un kuatamiyon ıarı 

1846 Neptün gezegerı1nin keşil 

1852 Chas!es geometrisi 
1854 Riemanrı v0 Boofe devri 



TARİHTABLOSO 525 

i 855 Dirichie1 devri 
1858 Atlas Okyanusu kablosu 
i 859 Darvin'in evrimi , Bunserı ve Kirchhoff'urı ça\ışmaian 
'1 853 Cayley devri 
1865 Weierstras~ devri 
1869 Mende!yei'in periyodik tablosu 
i 872 Dedekind, Heine, Me>ay ve f\!ein devri 
1873 Hermite ve e sayısının transandantlığı , tvlaxwell 'in ça lışmalan 

'1874 Caııtor teoremferi ve alef sıfır 
-ı 876 Beil'in telefonu 
1877 Sylvesler devri 
i 881 Gibb'in vektör anaOzi 
1882 Pi sayısının Lindemann tarafından transanc.1anfüğının gösteriimesi 
i 888 Pasteur Enstitüsünün kuruluşu 
i 889 Peano aksiyonları 
1895 Poirıcare analizi ve X rş ınları 

1896 Hadamard ve De la Vallee Poussin'irı asal sayılar teoremi, Becquereiiarafından 

radyoaktivitenin bu lunuşu 

1897 J . J. Thomson tarafından elektronun buluşunu 

1898 Marie Curie tarafından radyumun bulunuşu 

1899 Hi\bert ve geometrisi devri 
1900 Hi!bert problemi, Russell ve Whitehead'in Pri rıclpia'sı ve psikanalist Freud 

devri 
190-1 Planck' ın kuanturn kuramı 
1903 Lebesgue integrali ve ilk uçağ ın havada uçuşu 
i 905 Eistein' i rı öze! bağlıl ığı 

1906 Frechet devri 
1907 Brouwer devri 
1914 Hausdortf devri 
1915 Panama kana!tnm açılışı 
1916 Einstei n'ın genel bağl ı! ık kuramı 

i917 Rus ihtliali , Hardy ve Ramanuj an'ın sayılar kuram: 
-i 919 Atatürk'ün Samsun'a çıkış ı 

1920 TBMM açılışı 
1921 İnönü savaşları 
i 922 Sakarya meydan savaşları ve büyük 1aarruz 
·1923 Cumhuriyetin !!anı ve Banach uzayları 

i 927 Atlas Okyanusunun ilk geçilişi 

1928 Penisilinin bulunuşu 
1930 Weyl devri 
1931 Gödel devri ve ieoremi 
i 933 Hitfer devri 
1934 Ge!fond devri ve teoremi 
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1938 Atatürk'ün ölümü 
1941 Pearl Harbor baskını 
1945 Hiroşima'ya atom bombasının atılması 
1946 Türkiye' de ilk demokratik seçimlerin yapılmas ı 

1950 Demokrat Partinin iktidara gelişi 
1955 Cartan ve Eilenberg taraından homological algebranın kurulması 

1960 27 Mayıs Devrimi ve Türk Silahlı Kuvvetlerinin Türkiye'de yönetime el koyması 

-1953 Paul J. Cohen'in sürekliHk hipotezi ve Amerika Birleşik Devletleri Başkanı 
Kenedi'nin öldürülmesi 

1980 Nevanlinna'nın ölümü. 
2002 Bilgisayar çağı. 
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DİZİN 
Achlllas paıadoksu 2as Diodor1>s 508 
Adelard 238 Diophanıus 105,339,509 
Agatharctıus 503 Olopıro 332 
Al tıaytharr: 214 Dırichlet 336 
Al Karaıi 214 Dokuı- Elölüm 167 
Aımagest 226, 329 Dornnınus 509 
Amthor 362 Ebu Kamil 215 
Anaxagoras 502 Ebüf Vefaı 233 
Antiphon 504 Edfıı 133 
Aı'chytas 505 Elemenıs. 22 
Aristaeus 433 Elisli Hippias 504 
Ar!starcMus 103, 105, 330,507 Eubulides 502 
Arıstoıeles 21 4, 366 Evclldean algoritması 294 
Aryabhaıa 215.227 Eudemus 13,22, 201 
Asoka 224 Eudoxus 214, 303, 505 
Altalus 388 Euler 95 
Auıotyus 506 Eunopıdes 501 
aya1~kaoıcı bıçagı 357 Euryws 503 
Bagdadı Munammeı 306 Euıocius 353 
Barrow 228 Ezra 214 
Behistun kayası 14·2 Fe*eı 334 
Bltaskaıa 214, 226 Ferguson 230 
Bilirıgesley 238 Fibot1accl 65, 118,214 
Boethieus 214, 510 Frontinus 508 
Brahmagupta 215,334 Fuego göçebeleri 220 
Sriggs 214 Galois 215 
buldum buldum 336 Gauss 61,284, 333 
Oallippus 507 Gemlnus 507 
Carnpanus 238, 244 German 362 
Capella 510 Gherardo 237 
Cassioorus 510 Girard 214 
Ceulerı 347 Goldbach 234 
Chioslu Hippocrales 313 Gregoıy 226,228 
Chou Kıng 43. 159 Hadamard 334 
Ctıung-Chi 347 Harris oçıpirDsCı 113 
cifra 225 Heath 254 
cipher 225 Helberg 337, 353, 369 
Commandıno 238, 306 hekzagııonaı sayılar 93 
Conctıoıı 234 11eng 346 
Conoit 369 Hemıes 285 
Corıoo 335 Hemn 105. 213 , 329 
Çeı<osıavakya lıemığı 215 Hieron 335 
Dariı.ıs vazosu 142, 224 Hilbert 107 
Dase 229 Hirıt Brahmi rakamları 223 
Dedekind 270 Hipparchus 213,507 
Dee 243 Hippi as '179, 199 
Delian problemi 318 Hippocraıes 177, 198, 507 
Democritus 1 32, 364, 504 Hsin 346 
demotik 221 Hui 347 
Desargues 214 HLınein 238 
Dlcaearchus 506 Huvgens 234 
Clchotorne paradol<Su 235 11ugtnus 508 
Dınostraıus 180. 508 Hypatia 509 
Dior:les 2-34 450 lsharıgo 215 
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