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SUNU

“Matemaiik Yasamen Soyutlannis Bigimidir” seldinde yapilan tawm herhalde
e gergeker ve genly halivie matematigi ifade eder. G halde matemaril yasam kadar
eski, yasamia birlikte geligsen, insanlik tarili ile paralel bir gelisim gisieren bilim
dalidy: Insanin insanlagma stivecinde matematigin geligim sevri de izlenebilir, Bu ho-
yutu ile belki de en eski bilim olup diger bilimlerin de anasidir.

Insan tasarlayabildigi siirece ve soyutlayabildigince insanlasmuy, tavihsel sertive-
minde aver toplayict toplumdan yerlesik diizene: warm ropluniung geeniis dnce koy,
sorva kent kurmug ve daha sonra briyiik devietler imparatorivklar drgtitlemistiv: Top-
tumsal gelismeyle birlikie matemarikre gelismistiv. ¥a da bagka bir ifade ile matemaltigl
gelisen tiim toplumlar kamsu toplumlara ovanla dahe fazla ve izl bir selisme sister-
miglerdir: Hatia giinginiiz bilim ditnyasing gelistiven ve modern roplunue yaratanlkir
hiiviik matemarikeilerdir denebilir

Tarihsel siivegte (0} sayisimn budunmast bir danim nokiasidr. Insamn sovatlama
veteneginin aiielik degisinderinden birti elugirwr. Yine (0 ve ) seylarindan olisson
digital sistemn giintimiiz bilgr toplumunun gorsel ve isitsel tletistm agmin en gelignity
bicimini olusturmakeachy: Tiom bilgisayar sistemieri, televizyon ve ielefon sistemleri
bu teknolojive davanmaktadir



Maremarik bilimi ciddi bir istiv. Ame ashida asif vzl ve kovka duyidas biv di-
siplin olmayp, tersine yagam gibi eflenceli, neyeli ve insane dinlendiven ugras aland
da. Téam diinyada bilgisayar ovuniar:, eglence ovunlart, satrang gibi, dama gibi oyun
ve sporlar dahi matematige davanmalkiady, Matematigi sevmek, bilmek ve ome yasam-
de fillanmal insany avreealikle vapar, O insana savgr duvelir, o fnsan sevifin,

Ulkemizde matemetiic tarihi konusunda hemen hemen biv calisma vokrur, Bdvie
bir bogludn doldurmalk ainact e dederll biltnr adanie Prof. 0 AlF Donmez ) viflilk
caligmast somcn “Matematigin Ovliisii ve Sertivent” adlr 10 ciltlik eserind meydana
getirmigtin. Bize de, Ggretmentere, ddrencilere ve avdinlara bu eseri vlagtirniada ya-
yinlama gérevi diigtii.

Tiirkive'de bévie biv Eirap dizisinin yavinlanabilniesi, matemarigin ceortk bilgiden
Gteve toplumsal, Hiltiivel, efonomil vagamier hadlavinns olwsmosime katkida bulvnmaye
amaclayan biv ditnya pdiviiyinin vagion coaba ve doverisi He midmbin olabilmekedir.
Sunmiakran onn duydudwmus bu everl Hellt ierkesin begeneceding nmnvoruz.
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Yabanct kaynaklara bakildidinda, cok sayida maiematik tarihi kitab vardir. Bu
yonde yaptian dzel matematik tarini arastirmalariysa, elden gecirilemeyecek kadar
fazladir. Ozellikle, ingilizce vayinlar ve arastirmalar, kitiiphaneler dolduracak boyutlara
utasmigtir. Fransizea ve Almanca'da da durum buna yakin dlizeydedir. Bu konuda
arastirma yapmak oldukga zordur, Ozellikie Tlrkive kosullarinda bu daha da giigles-
mekiedir, Clnkd, kaynak bulma sorunu basta gelen konudur.

ikinci gucliik de, eski devirerde yagayan atalarimizin matematigi hakkinda hig bir
bitgiye sahip olamayisimizdir. Bilehildigimiz kadanyla, baslattiginiz matematik tarihi
bize yakin dénem sayiir. Uygarhidm ve insanlarmn yvagadidn her yerde matematik var-
dir. Magara devrinde bile matematigin varoldugu kugkusuz. Clnkd, duvarlarda ve
taslardaki ¢izgilerin matematikie baglantis! vardir. En ilkal ddnemlerde de en azindan
saymay! bilivorlardl. Hayvanilar ehlilestirdikleri zaman, kag hayvanin veya koyunun
oldugunu kontrol etmek icin hayvan sayis kadar tag toplayip enunla karsilastirma
yapaiilivortardi.

Bugln, Avusiralya adalarinda, Giney Amerika ve Afrika’da hendz uygarligin gok
az girdigi verlerde vapilan matematik arastirmalarima gdre. oldukca itkel yagam sirdU-
rert ve uygarligin cok az girdidi bu toplutukiaraa bile kuliandan matematik bilgisi var.
Ornedin parmakianni saymada kallamyoriaz Ay sekilde, madaralarda ve agillarda
tas yigiiarmdan sayma isinde yvarataniyorlar. Yivecek va meyvelerin azligr veya cok-
lugu hakkinda bir digilert var. Kuskusuz, itkel ddnemlerde bile insanlarm matematidi
vardl. Gegirdigi evrim iginde de bu matematil gelizmis ve uygarlik ile birlikte bugiink(
dizeye ulasmistir. Cok az da alsa, baz hayvaniarda says kavrams oidugu deneylerie
karnttanmustir. Ornegin, bir kdpedin 1k vaya daha fazla kopekien kagmasi gibi. Bundan
bagka, maymunlar dzerinde de tiging deneyier yapiirmsir,




Tim canb yaratiklarin en zekisi ve en beceriklisi olan insaniarin, ilkel devirlerde
matematige ilk olarak sayma ile baslad@int saniyoruz. Bu da, . ©. 50.000 yil 6nce
olabilecegdi santliyor. Bunu kanitlayan magaralar var. Daha éncede basglamis olmasi
olasidir. Yine kalintilara gére, 1. O. 25.000 yillarinda magara duvarlarinda ilke! geometrik
sekiller gérilmekte. Buglnki dille sdylersek. hayvan agillan biie oldukca eski kalint-
lardir. Yine, incelemelere gére insanhigin baslangici i. €. iki milyon yil dnece oldugu
tahmin ediliyor. Buna gore, I. O. 8000 tarihi ile baslatugimiz matematik tarihi oldukca
kisa bir siredir. Bundan &nceki yillara ve insanlarin matematigine ait hilgilerimiz olduk-
ca az. I. O. 10.000 yiltarinda ziraat yapildigina gére, en azindan Grind icin kuflandid
bir matimatik olacaktir.

Atalarimizin matematigint bilemedigimiz icin Gzllmeye pek gerekte yok. Bu ka-
dar uzak devirlere hile gitmeye ¢aligmayalim. Biz Tdrkler'in anayurdu olan Ortaasya'-
daki Turk atalanmizin matematigini bile bugln bilemiyoruz. Fakat, uygarhidmn oldu-
gu yerde muklaka bir matematik var. Cagina gére atalarrmizindan kalan kalintilara
ve bugin Gin'de bulunan belgelere ve kazilara gére uygarlid oldukea ilert dizeydey-
di. Oyleyse bir matematikleri olmasi gerekir.

Dikkat edilirse, uygariikla matematik beraber gelismistir. Ornegin, uygarlik ovalik
ve verimli yeri segmis ve buna badl olarak oralarda matematik gelismistir. Mezopotamya,
Misirin Nil Vadlisi, Ege sahillerimiz, Hindistan'daki ovalik bélgeler buna en giizel &r-
neklerdir, Tarihi geligim icinde uygarlik matematigi dogurmustur.

Bizde, bu yénde Tilrkge yazilmis bir matematik tarihi yoktur, Tirkge kaynak yo-
nilyle bu saha oldukca bostur. Ogrencilerimden gelen istek ve destekle biyle bir calig-
maya girdim. Matematigin gelisimi hakkindaki baglugu biraz doldurdum saniyorum.
Ogrencilerin, meslektastanmin ve merakdi okuyuculann severek okuyacagini umuyorum.

Bu eserde, yagam éykilerini anlatacadim ve tanitacagim matematikgilerin nasil
varolduklarimn ve nasil yokolduklanni vurgulamaya calistim. Zaten dstiin zekal kimse-
lerin yokolmas! gok kolaydir. Onlar birer giil gibidir. Bir glin sulanmazsa bir gigek gibi
solar giderler. Hig kimse de bunu farkedemez. Tirkiyemiz icin bu olay daha da acidir.
Once sunu kabul etmek gerekir. Piyano olmayan evden bir Mozart veya Chopen ¢ik-
maz. Bunun gibi, Tirkiye'de (stlin zekal birgok matematikgi ¢ikmis ve ertam bulamadid!
icin yokolup gitmistir. Burada vurgulamak istedigimiz de budur. Ustiin zekali bir gocu-
gun diger cocuklardan pek tfark: yokiur. Hatta bazen hig dikkat bile cekmez. Belki si-
nifinin er bagarisizlarindan biri olabilecedi gibi, en yaramaz ve derisine bile sigmayabilir.
Bu eserde bunlar gdrecek ve ckuyacaksimz. Ogretmen olarak, egitici olarak, anne
ve baba olarak insanlik ve uygarlik bizden Ustdn zekall kimseleri yok etmememizi ve
oniari kerumamizi istiyor.



Genei clarak, fanhi akg ionde, burada yasam dykidianni anlatticimn matematikcilert
dogum larihlering gore siralamay uygun buldun Bazilannm yagam aykiler haldsm-
da yeterd bilgi bulamaddimdan enlan etladicim da aldu. Bunun yvant sira, hazilaamn
yagam dykillerini fazla flging bulmachidim igin de fazla derinlemesine inmedint Fakat
lging oian ve editim icin gerekdi adradgim matematicgilerin vasamibarini en ince nokta-
larina kadar anlaimayi bir goreyv saydim.

Maiemaiik, olaukea teknik ve kavranmasi gok olic bir bilimdir. Sovie bir terih: va-
zarven, fzellkle kagimdignm 2ir nokia, olanaklar olgisinds matematigin teknik tarainz
girmaden ve ckuvuculan sikmagan bir hiyograii Uriinde yazmaya calishm. Zaten bu
kadar meatematikyinin matematik buluslar ndan ve kendilari taratingan yzotlanlian bu-
raya aktarma olanag) yoktur. Bunu hig bir matemaiikzinin de beceremayeceg agiidir
Ancak, bir skiple bu: problem coziilshiiir Bunun disinda parca parces arashirma yapila-
oilir

Thrkiye'de, matematik tarin’ cakimindan malematils aarencilerinin ba oilasin
doldurasiimek amaciyla ise pastadix. lleride daha iy almas) arzusundayiz. Okuyucuigra
ve Ograncilere oiraz yararl ofgbilirsek, kendimizi mutiv sayacagiz. 3azr vandguann
veya posluklany bu tr eserlerde shnas cogaldin, Gelecek ner trll oneri gelistiricl
bilgilere 2wk claugumu hernen sdyleyeyim. Sayglanmia.

Aj DOGNMEZS
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BIRINCI BOLUM

1. ERKEN YUNAN MATEMATIGI

Ik ve erken Yunan ya da Grek diyecegimiz matematigin tek bir disiplin attinda
foplanmasi kesin bir taribte clmamistir. Bu matematigin gecmiginin kékeni Misir ve
Babil matematiginin zimlenmesinden gelir. Babil ve Misir matematiginin 6zi: tyqula-
maya yéneliktir. Deneme ve yaniimalar cok yapilmugtic. Bunun icin bazi aletler yaparak
kullanmislardir. Mezopotamya'da ve Misir'da yerlesik dilzen vardir ama halkin yasay-
$1 ve o donemin uygarligi gocebe vasayan halklann dizeyindedir. Zaten Yunan maie-
matiginin en biyik dzelligi soyut olmas! ve aksiyormatik dilsinceye dayanmasidir.
Yunan matemaliginde soyui dusiince egemendir ve timdengelimlidic. Yani ispatlar
belli bir mantik diizeni iginde verilir. Tutarsizlik yoktur. Uggen, kate, koni ve kiire gibi
kavramlar bile soyui geometrik sekillerdir. Bu nedenle Yunan geometrisi timdenge-
limli soyut bir kavramdir. Daha sonra bu soyut kavramiar somut olarak kullanmislardir.

Eflatun'un kendisi ashinda bir matematikei degildir. Ama Yunan matematigini ve
onun 6zund hilir, © daha ¢ok bu maiematigin ilkelerinde kendisini gbstermisiir. Maie-
matik dilstinceye o yon vermistir. "Geometri bilmeyen bu akademiye giremez” vazisini
kapinin Gzerine yazmas! bosuna dedildiv. O, matematik disiplinini bilir ve uygular. Ba-
billiler ¥2 sayisini yaklagik olarak hesaplarken. Yunanhlar bu sayinin irrasyonel bir
say! eldugunu kanitlamislardir. Bu ispat ilk kez Euclides tarafindan vsrilmigtir.

Proclus'a (1. ©. 450) ve Eudemus'a (1. O. 320) gore Misir'a ik giden ve Yunanis-
tan‘a geri donen ilk matematikci olarak Thales'i (I. ©. 825 - 547) goriiriz. Thales. Mi-
sir'da 6grendigi matematiik bilgilerivie gen dond(glnde Yunanistan dzaha gelisme da-
nermlerini yasiyordu. Zaten matematikie ispat distincesi Thales ve anun énclilerinds
gariidr.

Yunanistan in yénetimi 0 zamanlar demokrasi diyebilecegimiz bir monarsivdi.
Yanetim bigimi site devletivdi. Yasalar ve kurallarla yénetildiginden matematikie de
kurajiara dayanan ispat gerekliydi. Yunan wygarligr olarak Akdeniz yoresi kabul edildi-
ginden diger halklarla gok yakin ticaret ve kiiltdr alis verigler vardi. Anadoiu ve Misir
da bu Yunan uygarlg iging alinmistic. Sieilya, Girit ve Kibns bile Yunan uygarliginin
yeserdigl yerler olarak kabul edilir

Yunanllar sorunlannin ¢ézGmlerinde hep nigin ve neden sdzelikieriyle soru sora-
rak sonuca gidiyorlard:, Bu neden ve nicin sorularina verdikleri yamilaria pozitif bilim-
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lere ulasimslardir. Bu nedenle onlarda belli bir manck dtzeni icinde gslisen timden-

gelimli bir ispat yontemi vardir. Yani, izledikleri véntemde dnee lanimlar verilir. Sonra
belli aksivorm divecegimiz kabulleri siralarlar. 3u aksiyomiar altiinda eoremlerin hipo-
tezleri sunulur. Bu kosullarda tecremler ispatianir. Eu matemnatik tarihindeid il ditsiin-
cedir.

Yunanliar, matemaiikie, astronomide, cografyada, fizikie, tinta ve diger oilim
daliarinda hep nigin ve neden sorusunu soriyar ve bunlara belli bir rmantik duzeni
icinde yanitlar anyorlard), Ozellikle matematiksel ispatlan her t0rii évglinin Ostindeydi.
Cnlann bu distines bigimi modern uyaarlida ve pozitif bllimlere nasil ulastiklari
gasterir.

Yuranilardaki ispath matematik . O. 6. ylzyillarda kaslar. 1. O. 4. ve 3. yuzyilla-
rin matematidi [ O. 6. ylzyiin ispat distincesinin Oriintid(r. ispat diisincesi ilk kez
Yunan malematiginde gorllir. Misir, Babil, Maya ve Eski Cin maiemaiiklerinde ispat
dilslincesi yakiur. Problemierin cézlmieri daha cok uygulamalar bigimindedir. Coklan
da dogrudur.

Yunanilarirn bu ispat distneesi matematikie blylk bir devrimdir. Bu blyiik dev-
rimi daha dnceki uygarliklarin hicoir yakalayamamstir. Yunantlarnin tim belgeler! va-
ziiidir, Misirliarda oidugu gibi pagirtisler, Bakillierde oldugu gibi ¢ivi yazist olan tab-
leiler ve Mayalarda oldugu gibi kodeksler degildir. Yazilar kitaplara déntsmistir. Bu
kitaplarin kopyalarnin kopyalan ancak gelecek kusaklara aktarlabilmistl. Bu arada
hazr elvazmalarnin kayboldugu da olmustur. Bu kopyalarin ne kadarinin degistinldigi
va da ne kadannin kayboldugu bilinmemekiedir. Bu kitaplann bazilannin sadece baz
parcalar glindmiize kadar iletilebiimisir.

Yunan uygarligi dendigl zaman, buginkll Yunanisian'in yeilesim bolgesindeki
uygarlik akla gelmemelidir. Kisaca Grek uygariidy, Akdeniz yoresi, Bafl Anadolu, Orta:
dogu ve Misir'l da icine alacak bigimde dustrilmelidir. Bu uygarligin ik yesermesi
de |. . 8, yizyilin oriaiar ile i. O. 650 yillan araginda olmustur. Oyleyss, Grek ismi
verilen bu bilyik uygarhgi I. O. 800 yillanindan vaslaimakia fazla bir abarima yokiut.
Clnkl bu vizyillerda kurulmus ¢ok sayida modern divebilecedimiz yerlesim yerleri
venl kazilarla ortaya cikaninmistir, Kisaca, Grek uygarhgna Akdeniz uygarhgl denmis-
iir. Bu sdylemds yanlislik yoktur,

Bizim Ege bblgesindeki Grek uygarhig I ©. 800 ile i. ©. 600 yijlan arasinda ge-
lisrnistr. Bunu kanitiayan cok sayida yerlesim yerleri ortaya gikanimigar, Bu uygarfiga
eski Mistr ve Babil kiiltlrlerini de katarsaniz, Yunan aygarhgimn ve bilirninin nereden
kaynaklandi§ini kelayca soyleyebilirsiniz. Glnkd, Yunan alfabesindeki harflerin cogu
Ortadogu kékenli Fenike altabesinden alinmig ve kendi dillerine uyarlamislardir. Tica:
ret voilarinin Lygun almasi nedeniyie i O. 700 yillarinda Pers kékenli Lidya paralarin:
da kullanmuslardir. Daha sonra lspanya'dan Hindistan'a kadar sinirlarin gerigletrmis-
lerdir. Bu genisleme i. 6. 323 yiinda 32 yasinda &len Bliyik Iskender dénemiyle do-
ruga Llagmisiis.



. Syracuse
. Crotena

. Elea
. Bome

. Cyrene
. Elis

. Athens
. Stagira

,
2
3
4
5. Tarentum
6
7
8
a

. Abdera

. Byzantium
. Chalcedaon
. Nicaea

. Cyzicus

. Pergamum
. Chios

. 5amos

. Smyrna

. Mifetus

. Cnidus

. Bhodes

. Perga

. Chalcis

. Gerasa

. Alexandria
26.

Syene

Ege bélgesinde matematidin yayildi§ o ddnemin yerlesim sehirleri.
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Abdera
Alexandria

Athens
Byzantium
Chalcedon
Chalcis
Chios
Cnidus
Crotona
Cyrene
Cyzicus
Elea

Elis
Gerasa
Miletus
Nicaea
Perga
Pergamum
Rhodes
Rome
Samos
Smyrna
Stagira
Syene
Syracuse
Tarentum

1
2

2
y

0 (Democriius)
Euclid, Heron, Ptolemy, Pappus, Menelaus

(
(
(

(

(
(
(
{
{
{
(
(
(
{
{

ve digerleri)

Plato, Theaeteius)

Procius)
Xenocrates)
Imblichus)
Hippocrates)
Eudoxus)
Pythagoras)

Theaodorus, Eratosthenes)

Callippus}

Parmenides, Zeno)

Hippias)
Nicomachus)
Thales)

13 {Hipparchus)
22 {Apollonius}
15 {Apclianius)

21 (Evdemus, Geminus)

17 (Pythagoras, Gonon, Aristarchus)

4 (Boethius)

18 {Theon)
9 (Aristotle)

26 {Eratosthenes)

1 {Archimedes)

5 {Pythagoras, Archytas, Philolaus)
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20
2. THALES CAGI MATEMATIGI

Yunan matematiginin ilk baglannda (nlii olan Miletli Thales {I. O. 640 - 550) ya
da (. O. 625 - 547), Sisami alan Pythagoras (i. O. 580 - 500) ve Euclides {i. {. 365
- 300} gelir. Bunlardan Thales ilki sayilabilir. Thales'in atalan Fenikelidir. lyonyall olan
Thales'in genclik yillari ticaret igleriyle gegmistir. Bu nedenle ¢ok gezilere katilmis ve
bilgilerini bu gezilerden elde etmistir. Misir'da geometriyi ve Ortadogu’da da astrono-
miyi 8grenmistir. Miletli hemsehrileri onunla gok dviinmils ve gurur duymuslardir. Onu
her zaman bir devlet adami, dasinlr, matematiksi ve bir bilge olarak gérmislerdir.
Daha sonra gelen Miletli geng kusaklar hep onu érnek bir kisi olarak anruglardir.

Bu kadar tnld clan Thales hakkinda g¢ok sayida ilging dyktiler anlatidmistir, Bu
dykiilerin bazilar ciddi ve dogru oldugu halde bazilan gergekten uzak olan yakistirma-
lar ve hayal seylerdir. Anlatilan dykilere daha sonraki kugaklar bazi ekler de yapmug-
lardir. Bunlarin cok ilging olantan da vardir, Bir tanesi Aristo’ya aittir.

Uzun yillardan sonra zeytin agaglan meyve vermez clmus. Astronomi ve meteo-
roloji gbzlemlerinde deneyimli ve editimli ofan Thales, gelecek yil bol zeytin olacadin:
tahmin eder. Zeytin yad ¢ikaran tim dedirmenleri énceden kiralar. Havalar ¢ok iy
gider ve bol zeytin Jrdnd alinir. TUm zeytinler Thales'in dedirmenlerinde islenerek
ona ¢ok kar birakir.

Thales’e yakistirilan ve cok sevilen bir 6ykl de Ezop’a aittir. Thales’in tuz yiki
tagivan katirlarindan birisi her zaman irmagin tam ortasina geldidinde suya yatar,
tuzlarin cogdu eridikten sonra kalkar ve yoluna haliflemis ylkilyle devam edermis. Ka-
tirin bu aligkanhiginun gdren Thales ona bir ders vermek istemis. Katinn yikini bu kez
tuzla dedi! de su emen siinger ve pacavralarla doldurmus. Irmagm tam ortasina gelen
katir eski aliskanh@int tekrarfamis. Suyu emen slinger ve pagavralar agirlagmig ve
katir sudan kalkamayarak bogulmustur.

Bu dykilerden birisi de Eflaturiun Teetet isimli diyalogunda geger. Thales, havanin
acik oldugu bir gecede yildizlan gézetleyerek giderken énlinde su dolu olan bir kuyuya
diser. Orada bulunan usaklarindan birisinin onunla alay ettigini yazar. Olaya gahit
olan komsu kadin, burnunun 6nindeki kuyuyu géremeyen Thales'in gdkylzindeki
yildhiziara bakarak gelecekten nasil haber verebilecegiyle alay eder.

Bu ve bunun gibi Thales'e mat edilmis dogru ya da yanhs ¢ok sayida bagka dy-
kiiler de vardir. lyi bir deviet adami ve iyi bir yonetici olan Thales'e gok dvgller dizen-
lenmistir. Thales, her seyin Gz sudur diyordu. Manisa yéresinde miknatisi da o bul-
mustu. Yazili bir eser birakmanustir. Onun yaptigina iliskin bazi buluglarin onun olup
olmadi§i kesin degildir. Ama bunian 6grendcilerine 6grettigi kesindir,
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Gerek tarihgi Herodot (L O. 485-430) gerekse Praclus (1. S. 410-485), Thales'i

ik Yunanh maiematixgi ofarak kabul ederler. Her na kadar eski Yunanliar tarafindan
bilinse de asagidaki badimilarin Thales taratindarn crtaya 2uldig iler sl

g. Capt gdren gevre aci diktir.

b. Cember, capl tarafindan iki egit pargaya bolirur,

c. lkizkenar bir tdggenin taban agilar: esitir,

. Ters actlar birbirine esitir,

&, Benzer lcgenlerin kenarlan oranithdir.

1. Iki Gggenin birer kenar ve bu kenarlara bitisix agilzn esitse, bu iki teger bir-
birine esiitir.

Bu dnermelerin eski Misirliiar iarafindar: da bilincligi iler! slirliimOstan. Bu nedenle
Misir matematigingen Yunan matematigine slreki bir vai olmugtur. Buna ek alaralk,
Yunaniiiar geomeiriye daha bagka ekler de yapmisiar ve onu gelistirmislerdir. Bu na-
denle geometiinin ve matematigin babast olarak Thales'| kahul ederler. Bu sav 1940
yillarina kadar dogru oiarak kabul edilmisti. Bu tarihten sonra yapilan kazilarda bunun
boyle cimaciql ortaya cikmistr, Matematigin temeller Mazopatamya ve Misidir Da-
ha sonra sski Cin gelir

Thales, Misir'da bulundugu yillarda piramitlerin vOksekliklerini dogrudan dloiim
yapmadan hesaplayarak Misir kiralinin gikkatini seimiziir. Kendi golgesinin uzunigy
boyuna esit aldugu zaman piramidin gélgesinin uzoriugunun piramidin viksekligine
asit olacadgin sdylemistir. Thales, bu pratik oilgileri kendi adiyia bilinen Thales tscrem-
lerinden biliyordu. Thales by teoremierini kuliznarak yanina varimayan arazilerin ol-
cumlerini, nehirlenin genisliklerini ve denizaeks bir geminin kividan nie kadar uzakikiz
oldugunu hiesaplayabiliyordu.

Thales'in tearemleri kisaca sunlardl. Benzer Oggenierin kenarlar oranulidir. Bu
dzelligi kuflanarak denizin igindeki bir geminin kiyidan ne kadar uzaklikia olduguiu
hesaplayabiliyordu. Thales tecremilari bugiin biie lse dgrencilerinin cok sevdidi konula-
rire basinda gelir.

Herodet, Thales'in ivi bir matematikgiliginden cok onun gok iyi bir astrenom oima-
sini dver. Devist adamhgin ve ydneticiligini goklera gikanr. Cysa, Thalesin o dénemler-
de yaphdg: gbziemisrin gogunun bugin yeterli duvaribikia olmadid: bibniyor. Yalniz,
o kayilann o dénemierde yapimas: bile onun ne kadar bUyik oir Bilgin eidudunu
séylemeve yeter, Suniar ddstnmek bile dsidn bir zeka trdniididy. Thales'in Ay, Glnes
ve Dinya'nin hareketier Gzerine olan bilgiler Babil kdkeniidir ve buniznn gogu Sasil
pliginiert ve astranomlarinca bilinmekiedir.

Thales, Yunan matzmatiging vazil: bir belyz ve kitap sirakmamisir. Geometriyi
mantiksal bir yaklasimla gavresing tamfmisti. Thales, Pisagor'un daretmenidir, #isa-
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gor'un Ostin zekai -
Aslinda PlS’zgurLln gavazih ola
hezaplamalanmn ! cum dele m
sanslidir. Qlinld:,
retmasi ve oy mil
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i ddrenct alduiuny g

Yunan matematidginge |
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Simdi biraz da Thales'is tecremlarin ienrairm. Bonlardan fisi sudur,
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Herhangi iki dogru birairine parzlai o dogdry tarafindan kesiidiginds

BS_BE .. G B
CE-oF Yo% Erar

alur. Bura birincl Thales baginiis: denir.

A
A0

=

2

Kesisen iki dogrunun kallan bishivne parals! ikl degru tarafindan kesilirse
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plur. Buna da ikinci Thales baginis: denir
Simaii, Thales by teoremler: Hzel problemlere nasi uygulamishy, onian gosterslim.
Cnes plramigin vilksekiigl en kolay yoidan nasii hesapianir? Piramidi sekilde olduau

gil! yerlesiirelirm.
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' E gbigesi
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o Flramicis gélgesinig uzuniugu
/ ;




24 THALES CAGI MATEMATIGH

Piramidin yuksek!igini bulmak icin, yere dikilen ir cubugun gblgesinin uzLnlufunun,
cubugun uzunluguna esit olmasin beklemeak ve o anda piramidin gdlgesinin uzunlugunu
dlgmek yeter Thales leoremine gbre by galoenin uzuniudu prramidin yiksekligini
varecektir.

Kumsaldasiniz. Buradaki bir yarim ylksakiigini digmek istivorsunuz. Sekilde gbrilde
aodidigl gibi yoksekligi yancapina esit olan bir dairs ¢iziniz. Cubugun gdlgesi cember
Uzerine distugl anda gidip yarnin golgesini dlgiinuz. Bu golgenin uzunlugu yarin yik-
sekligine esil olur.

Sekilde goriicdgl gibi bir dagin yliksekligini dlomel istiyorsunuz. Gnceigi yoniam-
lerde oldugu gibi bir kere agacin yuksekliginl b olarak hesaplayabilinz. Bundan sanra
a, d ve ¢ uzunjuklanm diceriz. Thales bagintising gore x yiksekligi

Da’fj-\

i —a) (c v d)

= +a Hulunur,

L

Dagin yuksekiigini bulmak igin 3, b, ¢, & digumlerl yagirsa, & =

5
|
o
o
+
o

o
|
m
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yada

) (b—a)c{c+d) ”

olarak bulunur.

Simdi de denizdeki bir geminin kiyidan ne kadar ukaklikta oldugunu hesaplayalim.

Deniz o s T

Bu hesaplama i¢in bu konum isimize yarar. Burada a, b ve ¢ uzunluklarin &lgebiliriz.
Thales bagintisina gére

_b+a
a

X
c

ya da

x=c(a; b)

olarak bulunur. Bu da geminin kule dibinden ne kadar uzaklikta oldugunu gosterir.

Bir irmagin genisligini 6lcmek istiyoruz. Bunun igin asagidaki sekli cizebiliriz. Bu
sekilde a, b ve ¢ uzunluklar dlcllebilir. Thales bagintisina gore b/x = a/c veya
x = be/a irmagin genisligini verir.

Irmagin ya da yanina varilamayan bir bataklidin él¢tilmesinde biraz daha kolay
bir yontem vardir, Dik Ucgenlerde dar agilardan birisi 30 derece olursa, 30 derece
karsisindaki kenar hipotentstin yarisi olur.
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Varilamayan uzakhklarin 8lctimil.

Sekilde gibi ABC acis: 30° oluncaya kadar yurlinirss, A agisi dik olur. Su halde
AC = BC/2 olur. AR = V3BC/2 pidudundan AC = AB / V5 ciarak bulunur. Bu ca rmagin
genishgidir,

Thales teoremiznyle bu ve hunlara benzer daha cok sayida groblamier ve siclimler
dizenlenshiil:.

Simdi, Ay'in diinyadan Lzaklidin hesaslamak 'slivoruz. Bunun 1in tam 5gie vaku
asagidaki konumu yapalim. Burada x ve y uzunluklarini bulamay'z ama ¢ = x—y far-
kint lgebiliriz. Buradan y = x — d olur. Burada ik tane benzer Liggen var.
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i. 0. 550 yillannda Ege Béigesi'nde yariagim yarien.
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x—d=y
h A h h
—= h.v3= — = =
X 3 X ¥ 3 y V3
h.v3-d=-
V3
yada
3h-dv3=h
oh = dv3
ho¥3 ¢
2

olarak hesaplanir. Bu da Ay'in yerden olan uzakhdidrr.

Thales'in yaptid: bu hesaplamalar Euclides'in Uglined ve on ikingi kitaplarinda
vardir. Bu bilgilerin I. O. 1500 yillanndan énce Misir papazlari ve ustalar! tarafindan
bilindidi sdylenmektedir.

Thales bunlarla da yetinmemigtir. O siralarda yaklagmakta olan gines tutu'masini
haber verir. Bunu biraz fazla bularak inanmryorlar ama séyledidi gln y8resinde bir
glnes tutulmasi olunca ancak iman ediyoriar. Ondan sonra Gnlil bir bilgin olarak is-
kenderiye'den Millete ddnlyor. Haita o siralarda devam eden savagi glines tutulmasini
haber vermesiyle durduruyor. Oysa bu dykllerin ne kadart dodru oidudu bilinmiyor,

Thales, Pisagor ve Euclides'in teoremleri kullanilarak pergel ve dicimsiz cetvelle
bazr gercel sayilann gizimleri ofanakh oldugu halde pi ve e sayliartnin pergel ve cet-
velle gizimleri clanakli degildir.
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Matemaidin askeri amacia kuianimas:.




TIHAS

Matemaligin arsad dlclimiernde kullamimasy,

e
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A

DE // BC

Thales teoreminin uygulamalar.



PISAGOR MATEMATICH 33

Dodal miknaisin demir gargaiarinl cekmesi.

3, PISAGOR MATEMATIGE

Pizagor, Pitagor va da Pythageoras ismiyle bilinen bir maiematikeldir, Dogum ve
Slam tarihlerl kesin olmadidi icin bu tarihler dedisik kaynaklarda (1. ©. 596 - 500),
(h. 0. 572 - 497} ve (i. O. 580 - 500) bicimlennde veriimektedir. En iyi tahminlere ghre
i Q. 580 e L O.569 tariblen arasinda degdugu sanhyor. Oldm jarihi de [ ©. 500
yillari varesindedir. Bugunkl ismiyle Sisam o donerideki ismiyle Samaos denen Ege
denizinde tir adada dogmuslue. On sekiz vaslarinda galismak i¢in Fenike ve Misiira
gitmistir. Buradar: Babil'e kadar yoloulukiar vaprmis, fran’t gérmUs, hatta Hindisiar'a
bile gitiigl sévienir,
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Heradot (i. 0. 488 — 420},

Yunanistan'da soyut cayitar Ozerine yapilan caiismalar Yunanh Pisagor ve onun
midritleri olan Pisagorcutar tarafindan yapilmistir. Fakat, sayilar ve sayilarin gosterimi
Akdeniz yoresinde oldukca eskidir. Misir, Ortadadu, Sicilya, Girit ve Kibris'ta kullanian
sayilar ve bunlann giinlilk yasamda kullaniidig oidukga eskidir, Bu nedenie Yunanllann
sayilar soyut olarak dustinmeleri kesin bir {arihle Pisagorla basladigin sdyleyemeyiz.
Bu uzun bir dénem boyunca olmus ve kulianimistir. Bu kavram Pisagor ve Pisagorcular
tarafindan gelistivilmistir. Zaten Pisagor gezdigi lkelerin sayilarini, rakamlarnn ve
matematiklerini incelemis, onlan Yunan ismi altinda gelistirmistir. Bu matemaiik ekininin
meyvesini de Pisagorcular yemislerdir.

Pisagor gok uzun bir vasam dénemi gegirmistin. 50 vaslarna kadar cok sayida
ulke delasmis, ltalya‘da Krotona kenine yerlesmis ve okulunu burada kurmustur, Okw-
iu politika, felsefe, tarikat ve maternatik editimier verivordu. Bizi daha cok onun mate-
matik yond ilgilendireceklir.
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b
o

Pisagor (1. ©. 5897 - 5007),

Pisagor'un okulu belli ve kate kurallar olan bir kurumdu. Ug yliziin Gizerinde 6§
rencisi oldugu yaziir. Okulu katr bir disiplin iginde calisir ve temeli gizlilige dayanir.
Daha sonra gelen égrencileri ve miritleri bu kat: digiplini ve gizliigi stirdirmisierdir.
Yaztl bir yapit birakmamistir ama ondan sonra gelen miritleri onun bu disUncelerin!
ve matematik bilgilerini gelecek kusaklara iletmislerdir.

Pisagor rasyenelden gok mistik dusiinceli biriydi. Bu mistik diisUneeyi ve tarikat
kurmay doguya yaphidl gezilerden esinlendigi séylenir. Onun ve okulunun bildiklerini
daha sonra gelen Pisagorcular dzun vzun ekler yaparak aniatmiglardir. Dogru olsun
ya da olmasin, bu aykillerin gelecek kugaklara cok yararlan olmugtur. Giinkd, Thales
ve onun birakiiklan ou bicimdeki vazmalarla zamanimiza kadar ulagmistie
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Pisagor dokfrininin bize brrakiigl en dnemii seyin pezitif tamsayilarin Tanr tarafin-
dan yaratildigl disiincesidir. Zaten Pisagor "Tanr pozitif tamsayilan yaratti, digerleri
insaniarn uydurmalar” diyordu, Bu sayllar evreni yonetiyordu. Tum fiziksel olaytar
bu sayiiarla isaret ediliyor ve gosteriliyordu, Bu sayilar iim alaylari agiklamaya yeterlidir
diyorlard. Gakylzindeki vildizlardan yerviiziindeki esyalara kadar timi bu sayilarla
yonetiliyordu. Her seyin bir geometrik sekli vardi ve bir say ile temsil ediliyordu. Yalmz
gezegenlerin hareketler sayilarnn oranlan ile gosterileiiirdi. Bir de mizik nolatarinin
harmonileri sayilarnin bélimieriyle ifade ediiebilirdi. Buna bagh olarak milzikie oktaviar
olusturmustu, Uggenin keniarlan arasinda 3 : 4 : 5 baginiis varsa bu bir dik iicgendir
divorlardi. Bunlara Pisagor Uglileri ismi veriliyerdu.

Yazilt kaynaklar Pisagorcularin bu soyut disiinesye I. O. 6. Yiizyliarda vardiklarins
gostermekiedir. Pisagor'un ki tlir 6grencisi vardi. Bunlardan birisi dinleyici grubuydu.
Bunlar anu tam O¢ yil dinlemekle gegitirlerdi. Pisagor'u gbrmezler, perdenin arkasinda
sadece dinlerierdi. Bunlardan kendi dlelilerine gdre iyl olanlar Pisagor'un ancak karsi-
sina cikabllir ve matematik dersleri alabilirierdi. Bayan 6&rencilerin bu bicimdeki halk
toplulugu olan derslere katiimalar yasakt. Bayanlar ancak onun yiksek lisans dersle-
rine katilabilirlerdi. Pisagor altrmis yaslarina geldigi zaman yiksek lisans yapan bir
bayan égrencisi ile evienmistir. ismi Theano olan bu bayan gok Iy bir matematiksi ve
Pisagor felsefesini ert ivi bilenierdendi. Bazl vazarlara gore Thezno, Pigagor'un ki-
zlyd1. Bazi kaynaklara gore de yetenekii bir Gorencisiydi ve Pisagor onunla hig evien-
memisii.

Pisagorcular da Thales'te oidugu gibi ates, su, hava ve topradl temel ilke olarax
almisiardl. Her sey bunlardan olusuyordu. Evrene hakim olan buniardi. Tek ve ciit ol-
ma temel ilkeydi. Cift savilari ikili olan taslarla ikive ayrarak vaziyerlardi. Cyza tek
sayilar ikili taslar biciminde gosterilemiyordu. Clinkd bu bélmede her zaman bir tag
agikia kaliyordu. Bunun sonucu olarak Pisagercular gu sonuclara varmislardi.

a. Giff sayilanin loplami ¢ifttir.

b. Iki tek sayinin loplami gifttir. Ya da kil grup olusturan tek sayiarin toptami
cifthir.

e. Ikili gruplar olugturmayan tek sayilarnn toplami lekfir ve

g. Bir tek say ile bir ¢ift sayinin ioplam tektir diyortardr. Bunlarl asagidaki
sekilierle gosterivarlard.

CO0O0C
ofegelele elelelclelone,
000000 0oabooo 090
CODG 00C noeo oo
5C0GOOO0 o00ob0000 0olo 0

(a) {e)] {e)
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a, Toprak, b. Su, c. Hava, d. Ateg

ingaatta 3, 4 ve 5 uzuniuklanyla dik agi elde edilmesi cok eskidir.
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Bu toplamalarin sonucu olarak su sonuglan biliyorlards.

a. Cift bir sayinin Karesi cifttir,
b. Tek sayirin karesi tektir,

Bunlar asagidaki yuvarlaklarla gosteriyoriardi.

-0

09880

Kareli saydar.

Bubigimdetasyigmnlanyla 1 +3=22 1+3+5=23% 1+3+5+7=4%, ..,
1+3+5+7+...+(2n—1) =n? sonucuna varabillyoriardi. Buna L gekilli sayilar de-
niyordu. Sekilde bu L harfi gortlebilir.

Pizagorcularin diger bir tecremi de Ucgensel sayilarla ilgilidir. Bu da geometrik
gorinimle

Q
(e
==L
C-O0O0-LC-0
OO0

Upgensel sayar,

bigimdedir. Uggensel olan dodal sayiann da ilging dzellikleri vardir. Bunlar da 1 + 2
=3,1+2+3=6,1+2+3+4=101+2+83+4+68=151+2+3+4+546=
21,.. ,1+2+3+4+...+n=n(n+1)/2 sonuglarin verir.

Pisagorcuiarin kullandid) bir say! gdsierimi de dik doérigense! sayilarair. Dik dort-
dgensel sayifar n(n + 1) formilG ile bulunur. Buna gdre ik dori dik dérigensel say 2,
6, 12 ve 20 bicimindedir. Yani, 1x2,2x3, 3 x4,4 x5, ....n{ni + 1] olur.

O—O—O— %
oo § O
o0 O O

Dikddrigenssl saylar.
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Bu sekillere gore, herhangi bir dik dorgense! sayr, Gegensel bir sayinin ki kaiidir,
Herhangi karesel bir say, art arda gelen iki icgensel sayinin toplamidi. Bu tecrernlerin
uygulanmasinl asagidaki sekillerden gérebiliriz.

OO0 OO oS
00 ©C 000 o
o o0 OOooho0
gbooe O 000
Eonog ODoOTao

Bir tek sayinin kares iki sayinin kareleri farkina esittir. Bunu asagidaki sekilden
gérebiliiz. Omegin, 3% = 5% — 2% olur.

O-0-0-0
o0

Pisagorcularin en Snemii teoremi Pisagor Ugllleri ya da Pisagor teoremidir. Yani,
bir dik {icgende dik kenarlarin karelerinin taplam hipoteniisiin karesine esiltir. Diger
bir deyimle, bir dik tegende dik kenarlar Uzetine kurulan karelerin alanian toplam:, hi-
potends dzerine kurulan karenin alarina esitir.

Eder dik Gegenin kenarlan 6zel olarak 2, 4 ve 5 birim uzunlukta ise

3 4 42— 5P
9+ 16=25

olur. Buniar asadidaki sekillerden daha iy gbrebiliriz.
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Pisagar teoreminin geometrik gdrindmi.

H
ki
B rd
G \\
A / K &
¥ B D

Dik (igaen teoreminin biinen ik vazii ispat Oklit taratindan verilmistis. ABF licgent iis ACG
Ucgeni aynidir. ABF dggenin alani, AKEF ddttgenin alaninin yarns:, ACG Dggeninin dlan ABHG
karesinin alanimin yansidir ("Taban garp) yikseslik” fermilint uygulayin), Buna gbre AKEF
dortgeninin alan ABHG karesinin alanina esitiir. Benzer sekilde GKED dérigeninin alam CBI
kkaresinin alanina egittir. Sonug olarak AC™ = AB® + BC? oiur.
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Pisagor maternatiginin 1k geometsik ispatlanndan biisi budur. Bu ispat vdntemi
Euclides'in Elements istmii kitabinda vardir, Pisagor teoraminin cok dedisiic ispatlar
vapiimistir, Gensllastirimes! de vardir.

& Fedprugie vy rduge,

Maemalii, bilirmderin harnaiost ve kiralicesidir,
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Salamiz Adasi'rida bulunan 1. G, 4, yiizyiia ait olan
bir mamet aakist.
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Galtn derfniiginl bulmak igin 2, b ve ¢ giglimien yapihr. ABC dik Uggenine Pisagor

bagintist uygulanisa, yapilan bazi islemlarden sonra nillferin konumuyla suyun de-
rinligi

clarak bulunur.

Bilebildigimiz kadaryla, Pisagor teoreminin ilk yazili ve geomeirik gdrlinime da-
yali ispat! 40 yiliarinda Chou Pei Suan King'in kitabinda gdrUlir. Bu teoremin ispati
bu tarihten ¢ok daha éneceleri yazilmustir. Kifabin ilk kopyasi kayboldugundan ancak
40 yilarindaki kopyada bu ispat ydrtemi vardir. Kitap, | ©. 1105 yillarinda yazilmis-
.

Niliifer'in
narmal lkonumu
i <

i e

g Miloler’in rizgarh

navada konumu

b 3

A —»..H

X % = Géliin derinligi

3 &f // Gaél dib
B
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D

Chou Pei Suan King'in kitatnndan.

Ucgen, kare ve dikdértgenlerin alanlarinin dlcumlerini  harfi ile gdsterelim. Yu-
karidaki sekle gore

8(efB) = - 5(eafB) =‘§ Bf . B

1
2
ve

B(ABCD ) = d(efgh) + 45(efB)
= {ef)® + 2Bf , eB

olduklart hemen yazilir. Ayrica,
B(ABCD) = (Bf)i? + {eB)® + 2Bi . eB

oiur. Béylece
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(ef)2 + 2B . eB = (BN? + (eB)2 + 2Bf . eB
yazilir. Bu yapilanlar birlestirilirse
(ef)® = (Bf)? + (eB)?

elde edilir. Bu da, Pisagor badmtisidir. Yani, dik kenarlarin karelerinin taplami, hipote-
nilsiin karesine esitfir.
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English, 1570
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Flimplon 322.

m n X = 2imin y=m?—n® z=m’+n?
22.3 5 120 119 169
26 g 3456 3357 4825
3.5° 25 4800 4601 8649
59 2.8 13500 12709 18541
37 ae 72 65 a7
2.5 g° 360 318 481
2,3 5 2700 2291 3541
25 3.5 960 799 1249
5° .3 BOG 481 769
5 2.5 BASD 4981 8161

60 45 75
23 5 2400 1679 2924

5.5 D3 240 161 289
2,57 g 2700 1773 3229
as 3 a0 56 105
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Ozel Pisagor bagintisi.

Pisagor bagintisinin degisik bir ispati.

Bu tarihten sonra degisik Ulkelerin matematik kitaplarindaki Pisagor teoreminin
ispat yontemlerini yukaridaki sekillerde gérebilirsiniz. Yalniz, Pisagor bagintisinin uy-
gulamall sekilleri Pisagor'dan en az 1200 yil 6nce Mezopotamya ve Misir'da biliniyordu.
Cuinkd, 1938 yilinda yapilan kazida bulunan Kahire Matematik Papiriis'ti 1962 yilinda
cozildi. Bu papiris ¢ok sayida Pisagor tclilerinin bulundugunu gésteriyor. (3, 4, 5)
Pisagor Ucltlerinin disinda (5, 12, 13) ve (20, 21, 29) Pisagor tclileri de bazi prob-
lemlerde geciyor.

Plimpton 322 Babil tableti 1945 yilinda Neugebauer ve Sachs tarafindan ¢ézlld(.
Pisagor iigliilerini iceren bu tablet i. ©. 1900 ile I. ©. 1600 yillari arasinda yazilmis
oldugu saptanmustir. Bu tarihler arasinda boyle bir tablet olduguna gére bu bagint
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bu farililerden Gnee biliniyordu demeldr. Buna gére, Pisagor teoremi Pisagordan an
az 1200 yIl éncelerine altiir. Zaten Pisagor'un kendisr bu teeremi buldugunu séyleme-
migtir. Onun dgrencileri bu bagintiyt kuliandiklan dgretmenlerine mal etmisler ve yillar-
ca bu isimle amimistir. Pisagor teoreminin 370 tane farkll ispatinm yapildigim Loomis
belirlemistir.

Pisagor badintisivia ilgili en eski tablet Plimpton 322 {abletidir. Tahletin bazi ki-
simiar aginmistir. Tag yontucular bazi verlerdeki Plsagor figiilerini yanlis olarak kaz)-
migtar ama bu sayilar izlenen kurala gore sonradan didzeltilmistiv, O halde su tecremi
yazabiliriz. Kenarlan x, y ve z olan bir (icgenin dik Gggen olmasi icin gerekli ve yeterll
kosulun, x® + yv¥ = z2 plmasidir.

Plimpion 322 tabletinde kullanilan badint

2 2
g

=

i
|

bicimindedir. Bu da Pisagor bagintisindan vaska bir sey dedildir,

.?;Thr?l’lrir!tf;a1ﬁjﬂ-f!i:firhtirri(]:srij;ir ﬁ“i’ﬂiiiiﬁl‘!m'!

& =2 L 5 i3 B 1

Yale Universitesinde oulunan bu tablelis karenin kosegeri hesaplanmalkiadic,
Bu tablet 1. 0. 1700 yillanndan dnee kazinmigtir.

Pisagor teareminin Babilde ¢ok eskilerde bilindigini gosteren ¢ok sayida problem
ve cozdmleri vardir, Kenarlar 50, 50 ve 60 plan ikiz kenar bir Uggenin cevrei cembe-
rinin yarigapinin bulunmas! probleminde vine Pisagor badintisi kullantimistir. Bu prob-
lemi iceren tablet, Fransiz kazi ekibinin 1936 vilinda Mezopotamya'da Susa’'da yaptidi
kazida bulunmustur, Pisagor teoremini kullanan en eski tabletlerden birisi de budur.
Yaplits tarihi 1. £, 1750 yilarindan éncedir
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Eski antik gatida mizikle ufrasan diim mafemarikegl varan, Bunlar, Bosthius,
Pythagoras, Plato ve Nicomachug' e,
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Bu problemin ¢éziimii su bicimde yapilmistir. Once sekli asagida oldugu gibi
yerlestirelim.

Bu sekle gére ADB dik tcgeninde AD = 40 birim olarak bulunur. r = AE oldugun-
dan ED = 40 —r yazihr. EDB dik licgenine tekrar Pisagor teoremi uygulanirsa

r? = 30° + (40 —r)?
yazilir. Buradan r=2500/80 ya da r=31.25 olarak bulunur.

Babillilerde bu ve bunlara benzer Pisagor bagintisiyla cdzllebilecek cok sayida
problemler dizenlenerek cozlmustir. Oyleyse, sonug olarak Pisagor teoremi Pisa-
gor'dan en az 1200 yil énceden biliniyordu. Ornegin, Ptolemic hanedanhigindan énce-
sine ait bir papirlste 40 tane problem vardir. Bu problemlerin 9 tanesinin ¢ézimiinde
Pisagor bagintisi yogun bir bicimde kullanilir. Ornegin, bunlardan birisi su bigcimdedir.
10 metre uzunlugundaki bir merdivenin ayag! duvardan 6 metre uzakta olacak bicimde
duvara dayanmistir. Merdiven ne kadar yiikseklige uzanir? 10 — 6% = x* ya da x* = 64
oldugundan x = 8 olur.

Rhind papirUstindeki iki problem de su bicimdedir. Alanlar altmisar metre kare
olan iki dikdértgenin birinin késegeni 13 ve digerinin de 15 metredir. Dik dértgenlerin
kenarlarini ayri ayri hesaplayiniz. Cézimu icin 13 sayisini alirsak

x?+y?=169 ve xy=60
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olan denklem sisterni yazilir. [kinci denklemin her iki yaninin 2 katt alinirsa 2xy = 120
olur. Bu sayiyt x% + y® = 162 denkleminin iki yanina bir kez ekler ve bir kez de gika-
rirsak

(x + y)? = 289 ve (x - y)? = 49

yazilir. Buradan x + v = 17 ve x —y = 7 olurlar. Bu iki denklemi taraf taraia cikartrsalk
2y =10 yada y =5 bulunur. Buradan x =17 -5 = 12 olarak gelir,

[kinci problemde,
x% 4y =225 ve xy=60

denklem sistemi cozileceklir. Yine her iki tarafa 2xy = 120 bir kez eklenir ve bir kez
de clkanlirsa

(x + ¥)° =345 ve (x — y)* = 105

yazilir. Yalniz 345 ve 105 sayilannin tam karekokler yokiur. Karekik afmalan Babillifer
degisik yéniemlerle hesaplamistardir.

JaB+ b= +-é%

bicimindeki formiil Archimedes’e (I. O. 287-212) ait dense de aski Babil kayiilarinda
vardir. Bu farmile gére

R s =8 _g_-« Bl .i
v245 = 18-+ 21 =18 °6 18 24 =

ve

olarak bulunur. Buradan x ve y degerleri yaklasik olarak hesaplanakilir.

Babillilerde 1. O. 2000 yillarina ait karekok hesabiyla ilgili iki tablet daha vardir.
Bu tabletlere gbre karekékleri yaklasik olarak veren formilllerin ikisi

. 2ab®
“* 3600

=

e

i
it
k]
4

B%
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bigimindeydi. Diger biri de

e | -
v‘a‘-:—b'“gfl_a.Q—(a‘i"gJ}

=i51+P . O<b<gd?
Z2a

formilOydd,

A, tam karekokd olmayan bir say ﬂlsu_n.-/\ sayisinin karekokline yakin say: a
olsun. Bu halde A = a” + b olur. Buna gbre VA sayisimin ilk a ve A/a sayilannin ora-
larnasichr. Yani

alur. Bu bicimde devam edilerek istenilen karekok dederi yeterli duyarlilikta hesapla-
nabilir.

Bu formiillere gore siz V2, v3, ¥v5, V7, 17, VB3, /720 ve V1700 degerierini yak-
lasik olarak hesaplayiniz.

Buglin matematikte Heron (I ©. 120 - 100) formillil olarak bilinen

2= 4--'.3_
fa =5 3_23

yakiasik deger Archimedes (/. ©. 287 - 212) tarafindan kullaniimistl. Oysa bu formiil
. 0. 2000 yitartndan énce bilinivor ve kulianiiyordu,

Pisagarcular, mistk bir tarikata inaniyoriard) ama ou tarikatlan bile maiematikie
ic igeydi. Ates, su, hava ve ioprak oniar icin kutsal oldugu icin bu dérdli Uzerine yemin
ediyor ve tarikatin sirlarin kesinfikle disar vurmuyorlerdi. Bu dortil eskenar bir Uggen-
le temsif ediliyor, 10 noktayla belideniyordu. Aritmetiksel olarak bu 1+ 2+ 3+ 4 =10
bicimindeydi. Geometrik bicim: de (icgensel sayi olan
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seklydi, Kuisal olan bu yemin onlann matematiginin bir parcasiydi.

Mizisyen Pisagor.

Yunanh bazi yazarlar ve hicivei Lucian (120 - 180}, Pisagor'a iliskin baz) dykiler
anlatir. Bunlardan birl sayledir. Pisager hirisine saymayi biliyor musunuz diye sorar,
Blliyorum yanimin aldikian sonra 1, 2, 3, 4 dive saymaya basladiginda dérgde gelince
sayrmayt durdurur ve 4 yerine nicin 10 demedin der. Bu bizim Uzerne yemin eitigimiz
mlkemmel (kusursuz) eskenar tcgenimizdir stzind sdvier
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2 tormi! e bulunur. Bu da

T+ 24835 4+0= ~=nli+T]

® 2 %
& v Y e
=1 L=3 L= &

0. 15, 21, 28, ... bcimindediy,

Bu bicimde
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Pyihagoras (1. O. 580 - 500).

ve karesel sayilarn da

02
e
VR Gt s, O

L
E
:

o
b
]
k.
1
li
=
o
o
|
w
o
]
s
m

ma

bigiminde gdsterelim. Hig bir cebirsel iglem yapmadan, tlimiyle bu sekilleri kullanarak



PISAGOR MATEMATIGI S4

8 s % 5 @ /8 e
f/ e
. ; LA Y
e/}_/a » /8 » @ //é & &
& w a4 @ a " @ & e
82=i1+t2 5-‘_.3='|:2+§:1 -S4=ta+i4

bagintisin yazabiliniz. Eger 1, n. lggensel sayiy gésterirse

t=1_,+n
=1 _s+(m=1)+n

=t +2+3+ ..+ (n=1)+n
=142+3+..+n=1)+n

formull bulunur. Yani, n. Gogensel sayi n sayisina kadar olan dogal sayilann toptarmidis
Yada n. dcgensel sayi n(n + 1)/2 sayisina esittir. Bu senucu baska yolla da oulabifiriz.

Bunur igin Ozerinde n tane nokta olan iki eskenar Uggeni disunelim. Asadqidaki sekilds
gzel olarak n = 5 secilmistir.

—@ "@——/@
— LF

(i &/ﬁ/ﬁﬁttn
L2 B

SN

Dikkat edilirse bu sekilde n(n + 1) tane nokta vardir. Buda 2t, =n(n + 1) ya da
n(n+ 1)
e o
oiarak yazilir. Dikkat edilirse burada aritmeliksel hesapian cok geometrik gérinimden
yararlanimistir.

5., n. karesel sayivi gostersin. Yukaridaki sekle gore ardisik ki icgensel sayinm
ionlami kareset bir sayl clacagindan

nn+1} (mE~1)n
B T e + =T &L .
2 2

1

yazilir. Buradan birden n sayising kadar olan sayiarn ioplaming versn formillin
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S PP L L

bigiminde ciasagin hemen sayleyebiliriz.

e
» &
1 3

Legenssl sayitar.

]
@

L &
Pl —
L
&
.
E

8 i6

Karesal sayiar.

Besgensel sayilar,

Benzer yolla ve geometrik sekille L sekiili saviiarla birden baslavan tek sayilarin
toplami bulunabilir. Sekie bakiiirsa

% & a
& w8 @
99@;'

|
i

123484, +@n—1=0n°
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oldugu gériilir. Bunu n tane denklemi kullanarak Pisagor bagintisini ispatlamada da
kullanabiliriz.

ik
w
(4]
|
w

L.

e o @
Yukaridaki L sekline gére
12= 1
22-12=3
3¥-22=-5
42-32=7
n?—(n-1)2°= 2n-1

yazilir. Bunlar taraf tarafa toplanirsa

124 (22-13) 4+ (82-2%) 4+ ...+ [n?=(n—=1)?]
=1+3+5+...+(2n-1)

ya da

n?=1+34+5+...+(2n-1)

sonucu bulunur.

Pisagorcular, bu sekilsel sayilarin kuramini ve ne kadar matematikte kullanildikla-
rinl gérememislerdir. Fransiz matematikcisi Pascal (1623 - 1662), 1665 yilinda yayin-
lanan Sekilli Sayilar Uzerine isimli kitabinda bu konunun tiim meyvelerini vermistir.

Ona gore, her pozitif tamsay, iki ya da daha az liggensel sayilarin toplami bigiminde
yazilabilir. Ornegin,

16=6+10, 30=3+15+21,
25=1+3+21 ve 150=6+66+78

istenen tirde 6rneklerdir. Bu 6nerme Fermat tarafindan ortaya atilmis ve bunu 1636

yilinda Mersenne'ye (1588 - 1648) yazdigi bir mektupla bildirmistir. Fakat, bu énerme
ancak 1801 yilinda ilk kez Gauss tarafindan ispatlanmistir.
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Burada ilginc ofan

P=1=tt

e+ 23=9=t§
B+23+33= 36= t%
P+2*+3°44%=100=1]

tablosudur. Bu tablonun sag yarmindaki sayilar Gcgensel sayilann kareleridir. Sal yan
da dogal sayilann kiplerinin topiamidir. Cebirsel olarak

k(k=1)+ 1]+ [k (k=1) « 3]+ [k (k=1) + 5]
+oo4klk=1)+ (k-1 =K

bicimdedir. Bu formulde k = 1, 2. 3, ..., n degerleri verilirse,

Y= 1%

34+5=2%
7+9+11=3%
13+15+17+ 19=4%

fln=1)+ 1]+ nin=1)+3]+..+[n(n=1) ¢« (2n=1]] =
tablosu dizenlenir. Bu degerler taraf tarafa toplanirsa

1+3+5+7+9+.. . +[n(n=1)+(2n~-1}]

ARl E R st P

yazilir. Dikkat edilirse burada sol taraf tek sayilarin toplermidir. Bu tablodaki son koseli
parantezin il

nn=1)+ @n~1)=n+n- 1_2{”(””‘ 1

olarak yazilabilir. Bu da, birden 2[n{n + 1) / 2] =1 sawisina kadar olan iek sayilann
toplamichir ve burada n(n + 1)/2 tare terim vardir. Ik n(n + 1) / 2 tane tek sayinin top-
tamimin
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[ i+ 1)} :
2

oldugunu blliyoruz. Buna gére

|r‘{n4-t;|'

e

sonucu yazilir. Bu sonug, dogal sayilarnn kilplerinin toplaminm, n. dogensel sayinin
karesine esit eldugunu saylemektedir. Bu sonuc iam olarek Nicomachus (100 villar)
taraiindan gasterilmistir.

Weptagf  snfs

Dogal sayilann karelerinin loplamin bulunmasi biraz daha uzundur, Bunun igin
n=4alalim. 12, 2%, 3% ve 4% gayilanm

a

olarak gésterslim. Bunz ek olarak 1, 3, 6 ve 10 nokialarin

— B D B — e

bicimde yerlastirelim. Buna gare yiksekligi 5 ve boyuda 1 + 2 + 3 + 4 = 10 olan hir
dikdérigen elde edelim. Bu dikddrtgendaki karelerde ve satirlardaki nokialan sayarsak

(12422432445 3 {1 +B3+6+10)=(1+2+83+4) (4+ 1}

olur. Buradan

(12+22 4324 4% =10 5-20=30 =
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vazllir. Benzar yolla, i keyil sayisi igin

1P 221384 50F
toplami fein bir iermlll bulunabilic. n = 5 ise, vukaridaking benzer olarak
1+2+3+4+5 1
T+2+3+4
G ' in=35)
1T +2 ’ 43 5
1 5 Ly '
2d
12 | |
1 2 3 4 g

tablosu yapilin. n Keyfi pozilif tamsayifar ign 12 22, 3% o® kareleriyle birlikie
14213+ . +nven+ 1 bovirlu dikdordgen gozonine slalim. Bu dikdorigende
T+243+, . cem{ns 1} laae nekia vardir Bu, Gzdesligin oir vanini verir. Diger
vandan, kareleria ve vaiay durumda olan nokialarin sayisi da

1Pe i 2By, #2015

(
E O R O (s

I |

Laj

toplamidiy. Bu da cebirsel oiarak

P R )

w4+ +2 (1 +2+3)+ .+ {14243 ... +0)]
=(1+2+84. .. +n)m+1)

demektir Eger S = 194 2% + 5% + . _ + n° geniree, bu

S+l + 112+ 40 22930 % oo {

= «2e34. . amBeD)

alur, Birden & savising kadar olan sadiarn wpamirmn vine ki 112 oldudu kultariarak
gerekli kisalimalar yapilirsa yukardag® son ifade

T3 2 A4 Anel) ) nfne P
S e PR
bl T el o - aad

biciminde yazilir. Bu da
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1
5+T2—[”! F+N+22+H+3E+1)+...+n(n=+1)]
demekiir, Buradan
1 2 2 -] 2 .
S*‘E[ﬁ F+254+ 34+ N) e (1 4+2+34.. . +n))=

ve .
nin+1) | alns?
2 i 2

]
S+2 S+

elde edilir. Buradan S degeri ¢cézlllrse

_S_S_n(rzm)z_n(m-“n)
o 2 4

_nin+1) (2n+ 1)
sl

ya da

5= nin + '1}6(2n+ 1)

olarak bulunur. Bu da

aln+ 1) (2a + 1)
o

LS S S P

demekdtir. Yani, ilk n tane dogal sayinin karelerinin toplaminin r{n+1) (2n+1}/6 sayisina

gsit oldugunu verir.

Burada (zledigimiz ispat yanteminin son kisimlar enlctnei yiizyii malemaltikeile-
findan Fibonacei'ye (1175 -1250) aiitir. Yunanlilayin da gozlmleri vardl. Fibonacci'nin
kullandig 6zdeslilc kik + 1) (2k + 1) = (k = 1) (2k = 1) + BK® bigimindeydi. k=1.2, 3,

. .. degerleri igin bu dzdeslik

S P -
2.3.5=1.2.8486.2°
3.4,7=2.3.5+8.,%°
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L
"

(n-1nEn-1)=(n-2)(n-1(2n-3) + 6(n—1)*

nim+ 1) @n+ 1y ={n=1) n(2n -1} + 6n?

bicimde yaziiir, Bu esitikler taraf tarata toplanir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa
nn+1)@n+1)=6(17P+2°+8 ...+

sanucy yine bulunur,

Pisagor ve ogrencllert matemalige cok sayida problem cézlmleri kazandirmiglardir.
Bunlardan bazilar s8yle dzetlenebilir.

Uggensel bir sayinin 8 katinir: 1 fazlas yine bir kare sayidir. Tek bir sayinin 3
katinin karesi iki legen sayinin farkina esgittir. Diger bir deyimle

[BEn+ 1) =ty —t

M 3n+1

bigimindedir,

t. ggensel bir sayi ise 9t + | sayis| da lggensel bir sayidir, 56, B8, 185 ve 287
sayilarn, g ve Ucten kiiclk Uggensel sayilarn toplamidin, n = 1 ise

(@r+ 1)% = (4t + 1)2— (4t )*
olur. 1225 ve 41.616 sayilarn sirasiyla kare ve Ucgensel sayilardir. Burada

nin<1)
t =——~ = 1225
[l 2

olacak bicimde n sayisi bulunacaitr. Bu da n® + n — 2450 = 0 bigimindeki ikinci derece
denkleminin cozdmiine gider.

Yuranlilar,

kalibini taraf tarafa toplayarak
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n{n+ 1
2

i+ 88, En=
formlinl bulmuslardi. Ayrica, herhangi bir n pozitit tamsayisi icin
mn=1)+1]+N{n=1)+3]+...+n{n=-D+@n-1)]=n

Ozdesliginl kanitlamislardi. n = 1 clan herhangi n tamsayilar igin

1$8 8%, . . +=1snsh=T)%...+332%1=n*

Ve

olduklarini elde etmiglerdi. Buradaki Szdeslik icin

1 i

1
k k+1 kk+1)

bagint:sin kullanmislard, k(k + 1) = k* + k dzdesligini kullanarak

1.2+2,.3+3.4+...+n(n+1)

=f_(,”_+_1)(n+2)

ve

1
(k—1) {2k + 1}

o, IR BNV %
“olok—1 2k+1/

tizdesligl kullanarak

1 b 1 n

e— o - -
(2Zn—=1)y (2h+1) 2n+1

1
1Tl

[#a]
(431
LR

oidugunu gdsiesiniz. Ayrica
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19+ %P 5. 207

_[(Qn) (2n+1)]°
T .
PR Bia . e BT a2 1)

oldugunu aastermislerch.

Sonlu kir aritmetik serinin toplamin veren formlin

(’a+d}+{a+2d)+ga+3d}+,..+(a+nd)=n{(a+d] *E(a””dlj

oldugunu hiliyeriardi, By formilid kullanarak
T+4d+7+...+@Bn-2) =

Ve
V48484 o aBri=1) ="

olduklanin gosterebilivorlard:. n 2 1 ofan tamsaydan icin
(1+2+3+..4nf
LGOI PR

form it birinci yizythn baslarinda biliniyorgiu. Hintli matematikgi Arvabhata (500 yiliar),
lcgensel sayilarn toplami hakkindaki

bhdtoilye . bt = ﬂ_ﬁf1=—1_)5._(n+_2_1

farmillind elde etmisti, Archimedes (I, O, 287 - 212) de

2_n(n+1)(2n +1)

G Ea e - TS -

farmiilind elde etmisti.

Uggen piramidal sayitan
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®
1 T, =4

T, =

1

olarak gésterelim. n. Uggen piramidal say: T, ile gdsterilsin. Buna gére Gggensel pi-
ramidal say!t

Tn=t1+t2+t3+...+tn

le gosterilir. Bu halde T, piramidai say!

nn+13{N+2) n+i
T = ( 5 ). g (2t +n)

formdild ile bulunur ve

12=1=t,
1242°=5=3+2.1=t,+2T,
12+22+32=14=6+2.4=t3+2T2,
12+27+3°+4°=30=10+2.10=t, + 2T,

‘12+2E+32+42+52=55=15+2‘2C)=t5+2T4

esitlikleri sadlanir.
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Uzetinde —é*— 8 =% kesii de buiunan dariden matematik tomart.

a b b a

a 5

(a+b)*=a+b®+ 2ab

Birinci ve ikinci sekilden sirasiyla
(a+h)? =a®+b%+2ab
ve
(a+b)f=c?+ 4(%‘3)
esitlikleri yazilir. Bu esitiiklerin birinci vanlars estt olduklanndan ikingl yanlar da esit
olmalidir Buradan

a® + b2+23b=c2+4(§2—b)
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yazilir. Sadelestirmeler yapilirsa

a®+ 07 =¢°
olarak bujunur. Bu da. bir dik Gegends dik kenarlanin karelerinin ieplaminin hipotenisils
karesing esit oldugunun ispatidir.

Pisagoar teoreminin bu bicimdeki ispat oldukea kalay olmasina karsini ne Misirda
ne de Mezopotamya'da ispatin icaren hig bir belgeye rastizniimarmistir. Ama her iki
uygarik bu baginttyr gok kullanmiglardir, Ispatint yaprmslar miydi yoksa deneysel
olarak m kuftamvarlard: burasi belli dedgilair.

16 problemi ve ¢ozimlerin iceren vski Babil zivi vazist iablet]

Eu on altl problem ve czamisr her seyi ile ayni olarak daha sonrak: yillarda
Cin'e de gegmisfir, Bu problemler ve ¢ézimieri aynen Cin'de gariiimesi o kadear rast-
lanti degildir. Cinliler Pisagor teoremini degisik yollarla elde etmisler, geometrik olarak
ispattamiglar ve kullanmislardir.
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a b
b c d
a® ab |a
al ab ac ad
ab b?
alb+c+d)=ab+ac+ad (a+b)?=a?+2ab + b?
< a TSI | p— . a
A »,
a a ab
a ab ala-b)=a’—ab
¥
B ool T o
a(a+b)=a%+ab
Y
] o S - S, ) BE——

-

s kg
f T T

X+5

A
‘-\-SX‘ =
o
)

i K‘M
AR
K\\k
SN

e

- X+5 >
(i) x®+10x=39 (i) x*+10x+25=25+39

(x+5)>=64 =82
X+5=8

Harizmi yéntemi.
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(2a + 3b)F = 4a® + 12ab + 9b2
(8a—2b)° = 9a” - 2ab + 4b°
{2a + 3b) (3a - 2b) = Ga° + Gab — 6k
{23 + 3b) (22— 3h) = 4a° — 9v7

fa=b)ic—d)
- = | -
- A
: i
bic - d) (&~ d)
c
| A
| bel d(a —d) a
\ v
Diophantus.
Ao o
(K] ol
B R R e 3 b ax
N
£ i‘{*v—, o \It}'{.\:“ s o v AR
A B B AN
NN
: e i A R
- Al N,
¥ RN P ax -
AR SR 1
R AR R i
”*%%‘s;\;@\ S |
RN R v
[P T
Theon.

Pisagor teareminin ispath seklini ilk kez Gin matematiginde gdruriiz. Bu kitaplardan
birtsi Aritmetik Klasik ve digeri de Dokuz Bolimde Matematik isimli kitaptir. Buniar
da oldukea eski kitapiardir. Cinlilerin ispat yontemini daha Gnce vermigiik. Bu ispal
yonteminde asadidaki sekil kuflantimighir.

Cin'den Gnce Pisagor teoremini Hindistan'da gbremiyiz, Hindistan'da Pisagar
teoreminin ispall ik kez Bhaskara'min (1114 - 1185) calismalarinda goririiz. O da bu
bagintiy asagidaki sekillerle ispatlamistir.
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o
-
i
P
1]
e
o

\ a-b/,/\.\ |
A X e
=5 \ \\,-f’/
E ’ ‘ﬁ;b N i
/<1-. o A
; 7N
Rewy
AN
k< ;7;;7

1.470.000 — 64.464 = 1.405.536

I=TOOCO
IsOFEMM=T TXHLX

Chou Pel Suan Ching'de Pisagor teoteminin isoati.
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Pisager bagmiist dik Licgenlerin kenarlannin uzunluklarin ve geometrik problemierin
coziimlerinde kullanimas! disindza aritmatiksel islemlerde de kullanilir. Babil ve Mi-
sithlar tarafindan

eyt =2t

denklerni saglayan pozitif tamsayilann bulunmas) 6nemli bir problemdi. Pisagor denk-
lemini saglayan poziii x, y ve z tamsayilanna Pisagor Uclileri denir ve (x, y, z) bigimin-
de gosterilir. n = 1 keyfi pozitif bir tamsay! olsun. Fisagor'un kendisinin bu probleme
kKismen coziim olabilecek

Xx=2n+1, y=2n+2n ve z=2n"4+2n+1

tclilerini buldugu saylenir. Pisager sayilari sadece bunlar degildir. Eger 2k — 1 bir
tam kare sayi ise (2k - 1) + (k—1)? = k? elur. Bunu da Pisagor'un kullandig: sévlenir.
Burada énemli olan 2k = 1 sayisinin bir tam kare sayi almasidir. 2k = 1 sayisinl tam-
kare yapacalk sonsuz tane savi oldugu icin Pisagar Ocliler sonsuz sayidadir. 2k - 1
sayisinin tam kare olmasi olanaklidin. Omedin k=5 ise 2k — 1 = 3% olur. Eger
2k—1=m’ise

ko 1 =1

ve K —

nlarak yaziiir. Bu cegerler

(Zk— 1Y+ (k—1F =1 (1)

denkleminde verlerine yazilirsa

m? +(m22— 148 [:m5'2+ 1]3

olur. Buna gére m > 1 ve m® = 2k — 1 oldugundan tek m sayilan i¢in

m =1 ve Z;m“fl (21

X=m, ¥= = >

sayilan bir Pisagor Ucllish alusturar.,

n>1olsun. m=2n+ 1 se {2) ile gosterlen Pisaaor Uclileri

x=2n+1, y=2nf+2n ve z=2n"4+2n+1 (3
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olarak yaziliriar. Bu Ccliler gercekien Fisagor badintisiri saglar Bu (3) bagintisina
gore baz| Fisagor O¢ldieri

[ I 3 y z
T a8 4 5
O 12 13
S 24 25
4 9 40 41
5 11 &0 61

tablosunda oldugu gibi bulunabilir. Bu ¢dziim, hipoteniist birden blyik olan dik tg-
genler igin gok 6zel bir cozUmddr ve Pisagor ve Fisagorcular bunlan gdrmiisterdi.

Pisagor Ucldleri icin 6zel bir cézllm de Yunanl anlit distntr Eflatun tarafindan
verilmigtir. Bu gliler

Xx=2n y=n*-1 ve z=n"+1 (4)

bicimindedir. Bu Ocliler (1} ifadesinin yardimiyla, iki kez uyguianarak benzer bicimde
elde edilebilir. O da

(k+ 1= K24 (2k + 1)
=[k—1)%+ 2k~ 1)+ 2k+1=(k—1)% + 4k

bicirminde yaziir. 4k degerini tam kare yapmak icin k yerine n® sayisi konursa Eflatun’un
formll

(2n)F 4 (n® = 1)% = (n? + 1)*

olur ve Pisagor badintisini saglar. (4) biciminde verilen Eflatun sayilarindan (8, 15, 17)
biciminde bir Pisagor (glisl eide edilebilir. Bu tell (3) bigiminde verilan Pisagor sa-
yilarindan elde edilemez.

Euclides’s kadar im Fizagor Oeltlerini veren bir formild kimse bulamamistir.
m > i alsun, m ve n pozitif tamsayiiarr icin Euclides tarafindan bulunan Uglliler

Xx=2mn, y=m>—-n®> ve zZ=m"+n° (5)

bicimdedir. Gergekten bu iiglliler Pisagar bagintisini sadlar. Ustelik m ve n pozitif tam-
sayilan (zerinde herhangl bir kisittama yoktur. Bu nedenle Euclides tarafindan verilen
bu sayilar tum Pisagor Gcldlerini verr. Bu formdller Euclides'in Elements isimli dizi
kitabinip onuncu clidinde vardir.
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Effatun.

Cok ilgingtir. Pisagor tecreminin en eski sekii olan ve Mezopoiamya'da bulunan
Plimpton 322 isimli tableti Eucides’ien hem daha eski, hem de daha gensldir. Simdi
bu tableti daha agik bir bicimde verebiliriz.

Once bu tabletteki yapitaniar inceleyefim. x” + v% = 2% denkleminin her iki yan
x? terimine bélinirse

[~ =0

alur. z/x = a ve y/x = b denirse, Pisagor bagmtisi 2°— k" = 1 gekiini aht. Bu halde
Plimpton 322 tabletindekl dik Gcgenin kenarlar 1= a*—b*® olmak (zere rasyonel
uzuniuklar olan 1, a ve b sayilandir. Bu halde Fisagor saainis {8 +b) (a—b) =1
piciminde de yazilabilir. Bu badintidaki tim sayilar rasvoneldir ve bu K sayinin garotim:
1 olur. Oyleyse bu rasyoref sayilar garpma iglemine gore birbirlerinin tersleridi. Yani,
m ve n birer iamsayi olmak Gzere bu sayilargan birisi m/n ise diger o/m bicimindedir.
Efera+b=m/nve a-o=n/m denirse, bu esitliklerin taraf tarafa toplanmasindan

-
(4%}
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ve taraf tarafa cikanlmasindan

olarak bulunurlar. Buradan

me + n? m? —n?
LB e 7 e L
2mni 2mn

(1)

yazilir. Oysa y = bx ve z = ax bicimindedir. Simdi x = 2mn denirse Pisagor Gclileri
tamsay|lar cinsinden

X=2mn, y=mP—n® ve zZ=m?+n?
olarak bulunur. Bu dederler tam sayt uzunluklannda bir dik dcgenin kenarlaridir,

Simdi (5) biciminde verilen formull Yunanh Onld matematikel Diophantus (210
- 294), Aritmetik isimli kitabinda nasil elde etmistir, onu gdsterelim. x° + y* = z° denk-
leminde, herhangi bir k rasyonel sayisi igin y = kx — z degeri kullanilirsa

2_x2=y2=“{x_2)2

= k%2 — 2Kz + 22

yd

yazilir. ik ve son terimlerden —x® = k“x® — 2kxz ya da —x = k°x — 2kz elde edilir. Bura-
dan x dederi cdzillrse

?k 2
ke + 1

olur. y degeri de

K2 — 1
4 E
olarak bulunur, m > n almada hig bir sakinca yokiur. m ve n birer pozitif tamsayi olmak

tizere z = m® + n? danirse, bu yapilaniardan
2

2

x=2mn, y=m’—-n° ve Z=m+n

Ucliferi bulunur. Bu Ucliler de Pisagor bagintisini saglar.
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Pisagor delilerinin saglandigi bigimindeki seklin bir dik lggen eldugunu gosierme
cok daha zordur. Tersine olan bu problemin ¢dzUmi onuncu ylzyilda Misliman ma-
tematikellerinde goririz.

Pisagor, tamsayilan Tanrn yaralth, digerleri insanlann buluslaridir divardu, Bir
yerde tamsayilann disinda sayr tanimiyardu. Tamsayilar onun igin yeteriivdi, TOm
sayifar 1 sayizindan elde edilebilirdi. Tamsayilarn diginda sayilar yoktur divebilecek
kadar ileri gidiyordu. Oysa kenar uzunluklar 1 olan bir karenin kosegeni V2 gibi bir
saydir. ¥2 sayisimn irvasyonet oldugunu Euclides gastermistir. Hakli olarak Pisagor
bagintisinl kulianarak karenin kisegenini v2 oldugunu gosterme Pisagor’a bir darbe
olmustur. Pisagor, Pisagor'u unutiu demislerdir. Zaten Pisagor da bu gercedi sonradan
kabul etmistir. Yanl, rasyonel ve irrasyonel sayiiar da vardir demek zorunda kalmistir.

Lk

Fisagerculann irrasyane! sayilan bulmalan matematikie blly(k bir devrim olmustur.
Bu yenililk Pisagoreularin matemaligini ilerletmistir. Yunanhlar sayilan dogru parcalar
ile gdsterivoriard:. Iki dogru parcasi verildiginde. b = 0 ise a/b bir rasyonel sayi oluyor-
du. Rasyonel sayilara ortak GigUlebilir saytar ve rrasvone! sayilara da ortak dlclilemez
sayilar diyorlardi. V2 sayisimin oriak dlclilemez, yani irrasyonel bir say oidugu, Eucli-
des'in Eiements isimli dizi kitabinin onuncu cildinde vardir. Kenarlar birer birim olan
karenin késegeni V2 sayisi bu kenarlarla ortak 6lgilemez bir sayidir.

V2 sayisinin sayisal dederini ilk kez Pisagorcular hesaplamiglardir, ‘ale Universitesi
Koleksiyonu'nunda bulunan bu tablet, birim karenin késsgeninin hesabmi gésiermek:
tedir. V2 sayisinin altris tabanii saymaya gére yazimi 1; 24. 51 10yada

24 51, 1D

1+ =4 —
60 0% £C°

sayisidir. Bu sayiyi bugin kullandigimiz ondalik sayi sistemine gevirirsek 1.414218

olur, Oysa v2 sayis| sonsuz ondaliki bir sayidir ve v2 = 1.414213562.... bigimindedir.

Eger 1:24, 51, 10 sayis) 30 savisi lle carpilirsa alitaki 42,25, 35 sayisim bulurbz. Bu

da 30 birim kenarli bir karenin kdsegeninin alimis tabanl sayi sistemindeki uzunlugudur,

V2 sayisindan baska V3 ve v5 gibi irrasyenel sayilar da vardir.
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Yale Universitesinde oulunan by aski Babil tableti
V2 sayisinin hesabini icarmekteir,

/7‘\\

124 5110
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241222
124+0P)R14+2=3
124+08P=1+3=4

V2 sayisinin ortak Sicllemez oldugunu Aristoteles (i. ©. 384 - 322) bir calismasinda
sdylemistir. Ispat da daha eskidir. Gosterilmesi de olmayan ergi yontemine dayantr.

ABCD karesinin kégsegeni AC ve bir kenari da AB olsun. AC ve AB uzunlukiarimn
ortak dicilebilir oldugunu kabul edelim. Buna gére éigiiebilir d sayisiicin AC = md
ve AB = nd olacak bigimde pozitif m ve n tamsayilar vardir. Bu dogru pargalarinin
birbiriering oran

)a‘:b
el

=13

clur. m ve n sayllarinin aralarinda asal oldugunu varsayahm. Her iki yanin karesi all-

nirsa
(ACY _ m?

(AB)E - n2

yazilir. ABC dik liggenine Pisagor badintisi uygulanirsa (AC)? = 2{AB)? olur. Bu degder
yukarida yerine yazilirsa
oM

2

n

ya da 2n° = m? olur. Simdi bu esitligin olamayacadin gésterelim. 2n? ¢ift bir say: oldu-
gu icin m? sayisi da ¢ift bir sayi olur. Bu halde m sayisinin kendisi nedir? m sayisi
tek bir sayi olsun. Tek bir sayinin karesi tek olacagindan m® sayisi tek olur ve 2n? =m?
oluguyla ¢eligir. Oyleyse m sayisi cift olmalidir. m = 2k diyelim. Bu degder m? = 2n?
gsitliginde yerine konulur ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa 2k% = n? gelir. Onceki
acikiamalardan dolayt n sayisi ¢ift olmalidir. Oyleyse mve n sayilari gifttir ve 2 gibi
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ortak bir carpani vardir. Qysa biz m ve n sayllannin aralannda asal olduklarini, yani
hig bir ortak carpaniarinin ofmadiklarnin kabul etmisgtik. Bu da bir celigkidir, Bu celigki
m/n yada AC/AB ortak él¢llebilir, yani rasyonel clarak alinmasindan ileri gelmistir.
Bu geliski m/n sayisi rasyonel ofamaz deyimi ile ortadan kalkar. Yani AC/AB b&limi
irrasyonel bir sayidir. Diger bir deyimle, ABCD karesinin kdsegeni ile bir kenar ortak
élglilemez. Izmirli Theon (130 yillan), V2 sayisini rasyonel sayilarla yaklasik olarak
hesaplama yéntemini vermigtir. Bu yaklasim icin dik O¢gende bir kenar ve kisegen
say dizileriyle olmustur. Burada birinci kenar x, ve kbsegen y, sayllar olsun. {kinci
halde x, kenar ve y, kdgegen, tglincl halde x, kenar ve y, kisegen, ... dizilerini

Xy =X, +Y, Yo =2X, +VY,,
Xg =Xy + ¥y y3=2x2+y2,

bigiminde alalim. Genel olarak x_ kenar ve y kégegeni bir dnceki verilenlerle

xnzxn—1+yn—1’ yn=2xn—‘l+yn—1
bigiminde hesaplansin. Baglangig degerleri olarak x, = y, = 1 alahm. Bu halde

X,=1+1=2  y,=214+1=3,
X;=2+3=5 y,=2+2+3=7,
X,=5+7=12, y,=2+5+7=17

hesaplamalar yapibr. Burada y /x  degeri birim karede kdgegenin uzunlugunu ras-
yone!l sayilarla yaklasik olarak verecektir. Dikkat edilirse, bu yéntem Plimpton 322
tabletindeki ydnteme ¢ok benziyor. Buna gére

Yi_4 Yo_3 Yo_7 Ya_17

=1, 5 — =

X % 20 % 5% 12
yazilir. Buradan yﬁ = 2><f1 = 1 bagintisin yazalim, Eder
yi=2x2 21 (1)

badintisi dodru ise buradan
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yazilir. n sayisini yeteri kadar blylik secerek (1/x )* sayisini istenildigl kadar kiicik
vapabiliriz. Her iki yanin karekaku alinirsa

yazilir. Burada n degerini ¢ok bllylk secersek, yani n— == giderken bu kék degeri
fimit hatinde v2 savisina esii olur,

Simdi n = 4 icin bu oran

12
_ 289
144
2. 1 e f1F
=5 +14“*ﬁﬂ

ya da

olur. Siphesiz y,/x, orani V2 sayisindan vizde bir farkla 1/7 sayisi kadar daha az
bir degerdir. (1) denklemini

y%:—' 2){?‘ =+1

biciminde yazabiliriz. Bu 6zdeslik

(@x +y)*—2(x + y)f = 2¢* — )
zdesliginden dogrulanabilir. Eger % = x, ve y = y_ olan sayllan y* —2x° =+ 1 denk-
lemini sagliyorsa, bu halde x = x, + ¥, ¥ = 2%, + ¥, sayilarinin da bir ¢dzlm olduguinu
ileri stirelim. (2) ozdesligi de gozonine alinirsa

yE =25 = (2%, + y,)% = 2(x, + ¥.)°

=—{y% - 2% ) =~ £1} = +1

yazilir. Buna gére y* — 2x% = 1 denkleminin bir ¢oztimil bilindigi zaman (2) ifadesini

kullanarak sonsuz tane gézlimunln buiunmasi olanaklidir. Buna gore kenar ve kdse-
gen sayilar: bu bicimde olusturulabilir. Yani n sayisinin n degeri icin
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ye - 2x% = #1

denklemi saglaniyorsa n + 1 sayisi icin bu denklem ters isaretle sadlanmahdir. Buna
gdre baglangigta x, =y, =1 diyelim. n=1 oldugunda

y2 —2x% = 11

denklemi saglanir. Oyleyse bu denklem her n degeri icin saglanir. Bunun sonucu ola-
rak n 2 1 degerleri icin (1) ifadesi dodru bir dzdesliktir.

Burada, kenar ve kdsegen sayiarinin gésterimleriyle herhangi kdkli bir saymin
rasyonel sayilarla yaklasik degerini elde edip edemeyecegdimiz sorusu sorulabilir. As-
fiinda Theon'un kullandid! bagmtt n = 2 igin

Ko =Xog ¥ Yoy V€ Y =2X 4V

bigimindedir. Bu bagintinin ikincisindeki 2 sayisi yerine, tam kare olmayan pozitif bir
a sayisi konulursa

Xy =X, 4 Y, Yp=aAX, 4 Y,
Xy = Xy + Yy Y= Xy + Yo
Xy=Xg+ ¥, Yy=a% +Y,,

X =Xng ¥y Yo= 8% 4 T Vo

-
L] -

semas! yapilir. Buradan

2,2

2 _ 2 2
yn - (axn—1 + yn-—1) =a Xn—1 * 2ax.f1--1yn--1 + y:1--1

2

— 2
n= a (Xn—1 + yn—1)

_ 2 2
ax = ax;_y + 2ax ¥, , +ay;_,

Ve

T—a)xd  +(1-a)y?

2 _ ol
Yp—ax, = (@ n—1 n—1

= (1 - a) (yi_-] - axi_1)

bagintian yazihr. Buradaki &nemli olan baginti yﬁ - ax? ifadesidir ve n yerine n—1 ko-

n

nulmugtur. Bu bicimdeki ddndstmieri art arda yazarsak, zincir kuralina gére n = 2 igin
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Yf,— ax? ={1—a)(y*_ ~ax? )
={(1-a)f (2, -ax?,)
=(1-ay (y2 ,-axt )

@

= (1 -2 (y2-axd)
ve

_n) g, oA i - axd)
X X2

n

yazilir. n yeteri kadar biiyik secilirse son kismin ikingi yanindaki ikinci terim sifira
yakiagir. Bunun sonucu olarak yeteri kadar blyUk n saylitariigin y /x_ degeri a olan

rasyonel sayisina daha fazla yaklagir. Eger a=3,x, =1ve y, =2 olarak segersek
baslangig kenar ve késegeni igin kullanacagimiz formadi n = 2 olarak alindiginda

_ n—1
(-2

olur. Bu formulle rasyonel sayilarla v3 sayisina yaklagmaya devam edilirse

X, 1

yazilir. Bizi bu bigimdeki hesaplamalara
(v + 337 = 3(2xy)° = (v - 3P @
olan cebirsel 6zdesligt gotirmektdedir. Simdi
y?—3x2 =1

denkleminin bir ¢goézimUnln x = x, ve y = y_ sayllart ise (3) denkleminin ikinci ¢ozimu
x=2xy, ve y=y> +3x5 demekle bulunur. Gergekten, bu degerler (3) denkleminde
yerlerine konulursa,
ye— 3% = (y2 + BE¥ - 3(2x v, )
= (y? -3 =1%=1
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olarak saglanir. Boylece, bu géziimden y* — 3x” = 1 denkleminin gdziimlerini bulmak
icin bir yontem getirmis oluruz. Bu ¢ézum kurali da

K. =2% ¥, . Ve Y —y;1+3x

formilleridir. Dikkat edilirse x_ ve y, dizilerinin degerleri x| vey, . olan énceki deger-
leri cinsindendir. CUnkD, x_ ve y_degerleri

Va3 =1
denklemini ve buna bagl olarak

~y—")2= 3 +

n

:'\1"“

denklemini saglar. Bu n sayisi yeten kadar bly(k segilirse y, /x, rasyonel sayilar di-
zisi V3 sayisina yeteri kadar yaklasir.

Dikkat edilirse y?—3x%=1 denkleminin pozitif tamsayilar cinsinden bir céztminiin
oldugu aciktir. Ormegin X, =1vey, =2 saylan bu denklemi saglar. Bu degerlerden
sonra ikinci olarak

X =26y, =2.1.2=4
V=P =P 3.17=7

dederlerl de bir coziimdir. But yeni degerler hir dneeki cozimlerden elde edildiai igin
(ighncl agarnada

Xy =2%y,=2.4.7=56
y3=y§+3x§=7ﬁ‘&3.42=9?

degerleri bulunur. Bu bigimde devam edilerek diger degerler de bulunur. Buna gore
V3 irrasyonel sayisinin rasyonel olan sayilarla yaklasik degerinin dizisi

<

xln';r:

' ¥, 4' % 56’ X, 10,864

ojarak bulunur,

Irrasyonel bir say), rasyonel sayilann dizisinin bir limiti ya da yeteri kadar yaklagik
degeri bu bigimdeki cebirsel ispatla verilebilir.
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Burada kullamlan kenar ve késegenin ortak éleilemez oldugunu geometrik olarak
da goésterebilir ve ispatlayabiliriz. Burada kullanilan ydntem yukandaki yontemden
daha eskidir ve Euclides'in Elements isimli kitabindaki yaptian yéntem paraleli ve di-
suncesindedir. Yani, Euclides’in kitabinda yapilan islemlerle burada yapilan isiemlerin
ana dustincesi aynidir. Biz bunu biraz daha glincel ve bugun daha ivi anlayabilecegimiz
dille yazmaya 6zen gbsterdik.

Buradaki temel dustince, bu isi keyfi bir kare Uzerinde yapip, ayni islemleri daha
kiiglik karelere tasiyarak daha kiglik bir dizi elde atmektir. Bunun igin énce ABCD
karesini gizelim.

D v
A8,
i k.~
)78 N
7 G
”“'- g d) ,.
g/ e
’// I-.T 3
. / W 51 ":-II‘. F
|
P
A Sy B

A merkezli ve AB yarigapll BE yayini ¢izelim. Bu BE yayi AT kisegenini £ nokta-
sinda kessin ve AB = AE = s, nlsun. Buna kepar ve AC = d, degerine de kdsegen di-
yelim, E noktasinda AC dogrusuna dik olan dikme BC kenarini F nokiasinda kessin.
Bu halde BAF ve FAE dik tcgenierinin esit oidukiarnini hemen sayleyebiliriz. Ciinko
bu (iggenlerde AB = AE, Eve B agiari dik ve AF hipofenistl ortaktir. Oyleyse BAF
ile FAE dik Degenleri KKA bagintisinz gore esiitir. Esit licgenlerde esit actlar karsisindaki
kenarlar esit oiaczgindan FB = FE olur. Bunlara ek olarak CEF ikiz kenar bir dik dg-
gendir. Clnk bu Gggenin taban agilar kirk beser derecedir Bunun sonucu olarak
CE = FE aldugunu soyleriz.

Ikinci asamada kenari s, = CE=d, — s, ve kigegenid, = CB-FB =5, -5, olan
CEFG karesini ¢izelim. FE = s, kenari ve FC = d, de Késegeni olmak dzere CH = s,
biciminde tclnecl karenin kenari olan CH uzunlugunu bulacagiz. F merkezli FE
yaricaph EH yay) cizilirse 8, = d, — 3, tclncil karede kenarve d, = CE-El =5, -5,
de bu tednel karede kosegen olur. Bu bicimde kilgiik karelenn cizimine devam edilir-
se, n. kictk kare Icin kenar ve kisegeni sirasiyla
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ve d =8 _,—5

n n=1 =] ri

olan diziyi elde ederiz. Buraya kadar igin geometrik kismi tamamlanmustir. Simdi, bu
geometrik baghliklan kullanarak cebirsel islemlerle sonuca varalim.

Baslangigla verilen ABCD karesinde kisegen ve kenarin orak dlgdlenilir oldugunu
kabul edelim. Yapilacak dodru cebirsel islemlerle bunun olanakl olmadigin: giisterecegiz.
Boylece bir celiskive vararak kisegen ve kenarin ortak olglilemez oldugunu soyleye-
cediz. Yani, olmayan ergi yontemini kullanacagiz.

Kenar ve kosegen olan uzunluklarin ortak dletlebilir cldugunu kabut edelim. Bu
halde bu ortak dlgumiin & oldugunu kabul edelim. Yani s, = M,5ve d, = N.3 olacak
bigimde M, ve N, poziif tamsayilanmn oldugunu varsayahm. Simdi M, < M, ve
N, < N, oimak (izere ikinci kare igin ikinci asamada kenar ve kisegeni

g,=d, =8, = (N, = M)8 = M,
d,= 8 —5, = (M, - M,)d = N,5

olarak yazabiliriz. Bu dilsiinceyle cevam edilirse
1. aMycsM<sM, ve 15...<sN;<N <N,

esitsizilklerini yazabiliriz. Burada simdi bir celigkiye vanyoruz. Qinkii, M, ve N, pozifif
tamsayilarindan kiglik soniu tane pozitit tamsayr vardir. Yani, bu kenar ve késegen
dizisi olan sayilar sonlu bir basamakian sonra sona erer. Oysa bizim gizdigimiz kare-
lerin sayts| sonsuz tanedir. Bu da bir celiskidir. Bu celigki kenar ve kdsegenin ortak
dlctlebilir olarak alinmasindan ilerl gelmistir Oyleyse kenar ve kéisegen ortak dlciilemez.

Bu bicimde irrasyonel sayilann variigr Pisagor ve Fisagorcularda saskinlik, hay-
ret, korku, hatta bir slphecilik yaratmisiir. Tann tamsayitari yarattig) halde nasil olur
da v2, v3, v5,v7, V8, . . . gibi irrasyonel sayilar vardir? lsi fazla karigtirmaya ya da
zotlagiirmaya gerek yoktur. Kenariarl birer irim olan birim karenin kdsegeni V2 bici-
minde irrasyonel sayidir. Bunun boyle oldugu Pisagor teoremiyle gosterilebilir. Oyleyse
Pisagor ve Pisagorcular kendi kendileriyle bir celigki icinds almaliar.

#

Al
|
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Pisagor ve Pisagoreulann tarikall gizlitik temeling dayandig) icin bilimleri de gz
olmusiur. Tarkatlannmn bir 6zelligi de politk oimalandir. Zaten Pisagor'un ve dgrencilenrn
okuluyla birlikie yakiimasinda bu paolitik garisier etken olmustur

Fisagor yazih bir yapit birgkmamistin, Ancak cnun tarikal Uyelsr ondan dgrendik-
lerinl ve bu konuda kendi dzglin yapitlanni daha uzun villar strddrmislerdir.,

Yunar matemaiiginde Pisager'un ve Fisagorculann yeri cok onemlidir. Onlarda
ispat vardir, Ispatsiz bir seyi kabul etmezler. Seyut matematik distneelerin yan sira
dygulamal matemalige de dnem vermislerdir. Yunar matematigi aslinda Ustin bir ze-
karim Orinddiir, Aritmetiklerinde oldugu gibt geometriler de her tdd Svglbnin Oetin-
dedir. Ozellikle Euclides, ageometrinin dnderidir.

Burada birinci sekildeki kayu alan a® — i?, ikinei sekildek! koyu larail ayri alana
esit, bu alan da

{2+bi{a-n
carpimina esit aldugundan, geometrik olarak
a°—b"={a+b){a—b)
Szdesli@i gbsteriimis olunur.

Pizagorcularda iek sayiiar edek ve ciit sayilar da disiydi.
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& & 7 B
B S
@Qﬁ @@ﬁ Og 1@$3C}@mu
zzgq— ® 8 968 93¢
the soures @& @ O ?\ @ glw 1
® @ s @& E (=)
5 @ a (v G lt\"-‘; e ]
« 04 Cﬁ % ?J&ru&r

Basit ucgensel sayilar (1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, ...) bigimindeydi ve

L]

L] es

2 a@s a%E

L L sEs e

L] L L ass SEeEd s

olarak gosteriliyordu.

Karesel sayilar (1, 4, 9, 16, 25, 36. 49, 64, 81, 100, . . ) bicimindeydi ve ik tane

Ucgensel sayinin toplami olarak gésteriliyordu.

ooooe
Qaoe [elwlel T J
(win] ] ooe® [eiiag X%
a8 O& & OBee OREee
&8 @am HHES aeens
31 82 53 54 85

13 & 10 15 21 28 36...
1.3 8 10 15 21 28 3B ....
14

g 186 25,36 48 B4......

Bes sayisi evliligi gésteriyor ve 3 asal sayisi ile 2 déllenmisin topluluguydu.

@ @
-
@ @

Asal olmayan 9 isk sayisi kadinimsi erkekleri gdsieriyordu.
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Dogal sayilar Basit Gggansel saylar
1=1 1=1
1 1=2 1 '2=3
T 1 a=3 12 8=8
3 1 ¥ G=8 1 2 3 4=10
S N S A 123 4 5=15
T A% 1 Y 4=8 i 2 3L s 6=
A [ R B Sl ol - s 1t 234556 7=08
Ikingi siradan fignensel sayilar Ugiinel sradan dggensal sayilar,
41 =1
1 3=4 1 4=5
1 3 6=10 1 4 10=158
1838 6 10=29 1 4 10 20=35
13 6 10 15=35 1 4 10 20 35=7D
1 3 6 10 258 21=56 1 4 40 20 35 B6=126

13 6 10 15 21 28=84 1 4 10 20 35 55 84=210

Dbrdiineti siradan tcgensel sayilar, Besinei siradan Gggensal sayilar

=1 1=1
1 5=6 1 6=7
1 & 18=21 ¥ & 21=28
1 & 15 35=56 1 6 21 56=84
15 15 35 70=126 1 8 21 56 126=210

Bu tggensel sayilar sirasivia

IIC} -n

nin—1)
A e

ne _nfn—=1j(n=2)
s g.2.1

ng nn=1){n-2)(n-3)
» 4.83.2.1

"G ='n(n~1){1n—2} (n—3) tn—ﬂ
3 5.4 .3.259

hicimindeki kombinazon formuid kurallariyla elde edilebilir.

U]
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Buraya kadar yapilanlarm tiimiind tek bir Pascal (¢geninde asadidaki gibi gos-
terebiliriz.

Dogalsayilar................ 11
Ucgenselsayilar . . ......... 1 2 1
2. Uggensel sayilar .. ... ... 13 3 1
3. Uecgensel sayilar . .. ..., T4 6 4 1
4. ticgensel saytlar .. . .. 15 10 10 5 1
5. lcgenselsayiar...1 6 15 20 15 6 1
17 21 35 35 21 7 1
Besli sayilar (1, 5, 12, 22, 35, . . ) olarak tanimlanir ve
O
OO
o oYoYe
o)) Q000
O o000 T XYY
OO0 o000 Xy y
O o000 T Y Y T ryYry’
o0 oo o000 XXX
® o ode soee XYY
P, P, P, P, P

gosterilir. Dikkat edilirse, besli sayilar tiggensel ve karesel sayilarin toplami bigimindedir.

Heksagonal denilen altili saylar {1, 7, 19, 37, .. ) olarak tamimlanir ve

L L ]

*® L2 2 X
® L A 2 J oecooe
L 2 J 0900

L X X

H,  H, H,

esee
L2 2 2 X
200000

H,

olarak gdsterilir. Sekle bakilirsa buniar dizgin altigen (zerinde dagimislardir.

Yidizil sayilar {1, 8, 21, 40, . . .) olarak tanimlanirlar ve

o
00
o
YY R
o 0380 0800050
A 0o
Yo
o

S, S,

9]
o0
o000
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biciminde gosterilirler. Sekle bakilirsa, her yildizit sayi kareli ve Gegensel sayinin dér
kalimn toplam: bicimindedir.

Yedincl hekzonal sayi

O8ReawoO
WODSEROB
pROS290GS
essCIVCese
BOGBFOSORPEED
@IOCPOCRLBERG
Q00QO0®O00CD0
EDOVBO0ONSEIR
SEeEHDOBFORRBP
gHaCesOEeas
eecegsesdes
@oeaeecs
Ueegea0

bicimde gdsterilir ve 6i, + 6(6) + 1 yada Bt_, + 8(n—1) + 1 biciminde tanimlari:.

3,6,9 12,15 kiimesinin saylannin toplamin veren formillG butalim.

aod a

EEEHAS S &
EENEEENES 9
BERNESEEEERE 12
OOoo0oOoo0o0oooooon 15

=8
n

Satir sayist (n) = 5,
Birinci sayl () = 3 ve
Son say! {L} = 15 oldugundan, S toplaminin formill toplami

bigimdedir. Bir de

]
(Y
3 BEEg
4J BEER
5 BEEERE
61 2RasREE
7 ERAEERER
o5 DODOOOOOO
OOooooooog s

000 ~1 O Ut s D -

h
(85 ]
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sekli gbzéndne alahim.

Satirlarin sayisi (N} = 9,

Birinci satirdaki sayi (f) = 1 ve

Dokuzuncu son satirdaki sayr (L) = 9 eldugundan, bu savilann toplamin veren
formul ve toplami

S=%nG+U= L9(1+9)=45

A
2
olarak buiunur.

Bu gekildaki kayu tarall karslerin toplamini bulmak Istiyoruz. Bu halde yine

fSatlrIarm sayasi (n) =5,
Ik satirdaki sayi (f) = 3 ve
Sor safirdaki sayl (L) = 7 oldugundan, bu toplami veren farmiil ve toplami

8=%ﬂﬁ+U= _33+n=%ﬁ,ﬂn:%

g
z
olarak bulunur,

Ucgensel ve karesel sayilar arasindaki baginti asagidaki sekillerden daha iyi
gorilekilir.

& e e
& &S DS
& @ ® LR X @928
e e e 2896 LGS E

T1 Tz Tf-) T 4 Ts

eeeoe
teee G6eO®

| v, o S
04—T3+T(< ::'5—TJ_,‘T‘T5
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Pisagor, Sisamh oldudu icin caun daha sonraki yurttasiari kendisini ¢ok onurlan-
dirmislar ve kendisi lle dvonmisierdir, Sisam adasinda hidkim stren Trajan (38 - 117),

biciminde paralar bastirmis ve onun serefine bu paralar kullaniimistes

Yunaniilagsin en blyUk ézelligi, dnceki atalaninin tergine olaylara nicin ve neden
sarusunu sarmalarydi, Ornedin, cap! gbren cevre aci diktir onermesi Yunanhlardan
1400 yil Gnee bilinivordu. Onlar bunu Slgerek denivorlardr, Yunanhiar ise belli tanimlar,
aksiyomlar ve belli bazi tecremlerle ispatliyorlardi. Timdengelim dedigimiz yéniami
Thales ve anun énct matematikgilerinde gdririlz. Thales bunlarm en bilydgi oldugu

icin ona yedi bilge kisiden biri demislerdi.

Sayilarla cok udrasan Pisagorcular, onlar tek. cift, asal, Gegensel ve karesel gi-
bi siniilara ayirmislardir. Bununia ga yetinmenwsler, baska tammiar da geticmigierdic.
Orniegin, Pisagor, arkadas sayilan tanitmistir. (ki sayimin arkadas olmasi icin gerekli
ve yeterl kosulun, 1 dahil kendisi harg, her birinin carpaniannm teplammin diger sa-
yiya esit olmasidir. Omedin 284 ve 220 sayilan arkadag sayilardir. 220 sayisinin cai-
panlar 1. 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 ve 110 sayilandr. Bunlarn toplarmi 284 eder.
284 sayisinin carpanlari 1, 2, 4, 71 ve 142 sayilandir. Bunlanin toplami da 220 eder.
Pisagorculara pére bu sayilar filsimii olduklan icin onlara gok anlamiar veriyorlard).
Yalniz, Yunanllar bunlardan baska arkadag sayilan bilmiyorlardy. Sayilar kuraminin
blylik matematikeisi Fransiz Pierre de Fermat 1636 yilinda 17.296 ve 18 416 sayilannim
da arkadas sayilar olduklarini gosterdi. Iki vil sonra yine Fransiz diigiiniirii ve mate-
matikgist Rene Descartes tiglineil arkadas ¢iftini buldu. isvigre matematikeisi Leanhard
Euler bu kanunun hilimini yvaph ve 1747 yilinda arkadzas saylarimn giftinl otuza yikselt.
Daha sonra bu sayviyi 60 kadar yiikseltti. [talyan matematikeisi Nicolo Paganini bu
konuda calismalar yapli. Bugun dént yizin dzerinde arkadas olan sayi ciftleri biliniyor.
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121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
a3t
132

249
242
243
244
2a5
248
2a7
248
243
250
2451
252

13
14
15
17
18
14
20
21
22
23
24

133
134
135
126
187
138
134
140
141
142
143
44

258
264
255
258
257
255
269
260
281
262
263
264

145
146
147
148
149
150
151
52
153
154
155
156

285
266
2687
268
269
270
271
272
273
274
275
278
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BAZI ASAL SAVILAR
37 4g &1 73
ag 50 62 74
ag &1 6a 75
40 52 6 76
a9 5% 65 77
4z 54 66 7
a2 55 67 79
44 58 68 ED
45 vd 89 29
46 58 70 82
47 54 71 a3
48 B0 72 Bé
157 188 181 193
158 170 182 194
59 171 183 185
160 172 184 166
161 173 i85 197
162 174 186  i@8
163 175 187 199
164 176 188 U0
165 177 189 207
166 i7a 190 202
167 17¢ 191 203
168 180 P92 204
277 288 s01 M3
278 290 302 314
279 201 303 315
220 292 204 316
281 293 406 317
982 284 Q06 318
283 295 307 2L
284 206 308 380
985 9297 908 42
28 294 ain 322
287 299 81 323
286 360 212 324

85
86
87
ag
82
a0
21
92
g3
g4
95
88

205
208
207
208
209
210
271
212
213
214
215
218

325
326
327
328
329
A30
331
332
333
354
235
288

87

48

39
100
iy
102
03
104
105
106
107
108

217
218
218
220

222
223
224
225
226
227
228

337
338
339
340

342
343
a4
345
S48
247

1409
110
111

112
113
114
115
116
117
e
118
120

229
230
231
232
233
234
235
236
237
238
238
240

349
350
351
352
353
354
355
356
357
358
359
380



361
362
363

365
366

268
389
370
371
372

481
agz
483

485
486
48T
488
4239
480
491
492

BOB
BO9
810
BN
512

373
374
375
are
377
a78
379
370
381
a8z

38%
384

493

484

435
496
457
498
499
500
501
502
503
504

613

g14

A15
616
517
618
619
620
821
g22

605
506
507
508

510
511
92
515
514
515
516

625
e
627
626
24
680
Ba1
B3z
632

635
636
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BAZI ASAL SAYILAR
397 409 a2t 433
398 410 422 434
393 411 423 435
400 a2 424 436
401 413 425 437
402 414 426 436
403 a5 427 439
404 416 428 440
405 417 428 Aay
406 41B 436 442
407 419 431 443
408 420 432 444
517 529 541 553
518 530 542 554
518 531 5432 555
520 532 544 555
521 533 545 557
5gz 534 546  5HER
G2 535 547 558
524 536 548 56U
525 537 549 561
528 538 550 582
527 538 551 563
528 540 652 564
837 549 661 673
588 850 562 674
@39 &5} 663 B70
540 €52 G6E4 576
841 553 G5 BT
642 f54 566 ATR
543 B85 B67 G679
B44 656 668 680
f45 657 GBI 861
6456 658 G670 682

7 859 & BE3
648 660 672 634

445
448
A47
448
249
450
451

o
=

483

453

585
566
567

569
H70
571
572
573
574
576
576

585
686
agy
B86

623
682
683
684
BS5
626

457
458
459
480
A&
462
462
454

466
467
468

877
578
579

581
582
583
584
585
586
a87
58l

6872
Go2
899
700
™
702
703
704
705
706
o7
08

469
470
477

72
473
474
475
476
477
474
478
480

588
580
551
592
583
o8
585
596
597
588
599
00

70
70
h
7i2
713
T4
715
716
717
718
718
720

37



95

847
848
249
850
851
852

733
734
735
738
737
728
739
740
749
742
743
Td4

8553
854
858
856
B37
858
g52
B80

851
ag2

BE3
854

73
974
o758
a76
877
878
979
280
G9gt
g2
g82
484

745
746
Fa7
748
748
750
731
752
753
754
755
756

885
266
BE7
368
a69
870
871
872
873
874
875
876

983
986
867
588
288
830
941
982
aaa
984
22 5
998
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BAZI ASAL SAYILAR
57 762 87 793
758 770 782 794
754 7F 78 798
760 772 784 795
761 773 7835 797
782 774 7BE 798
783 775 787 799
764 776 788 HQO
7B i7T TES B
766  77& 790 902
767 779 731 805
768 780 782 804
377 B8O 801 942
878  BS0D 902 94
g7a  &st 903 915
880 B3Z D04 G918
881 B93  g05 917
882 894 906 918
883 895 807 919
884 B9 908 930
885  B97  9pg 923
886  B89& 010 922
887 899 911 923
B8R 900 912 94
g9y 100% 1027 1033
998 1010 1022 034
24% 1011 1023 1035
1000 1012 1024 1036
1001 1013 1025 1037
1002 1014 1026 1038
1003 1015 1027 1039
1004 1016 1028 1940
1005 1047 1029 1049
1006 1016 1030 1042
3007 1019 1031 1043
008 1020 103% 1044

805
BOG
807
808
808
810
811
g12
813
B14
815
816

825
926
827
928
028
830
231
032
933
934
83%
G3e

1045
1046
1047
1048
16049
1050
1051
1052
1053
1054
1085
1056

817
aig
819
820
821
g22
323
524
825
826
827
828

937
938
939
540
gai
942
543
a44
945
946

-

348

1057
1058
1058
1060
1067
1062
10683
1084
1085
1066
1087
1068

829
830
831

832
£33
834
835
B35
B37
B3g
B33
840

945
950
851
952
853
254
955
958
957
958
59
960

1062
1070
10771
1072
1073
1074
1075
1076
1077
1078
1078
1080



1081
inaz
1083
1084
1085
1086
1087
1088
1089
1020
1081
ibg2

1201

1203
1204
1205
1206
1207
1208
1209
1210
121
1212

1321
1322
1323
1324
1325
1326
1327
1322
1229
1330
1331
1332

1093
1084
1085
1086
1087
1088
1089
1100
1101
1102
1104
1104

1213
1214
1215
1216
1217
1218
1218
1220
1221
1282
1223
1224

1383
1334
1335
1336
V3E7
13238
1338
1340
1849

1342
1343
1344

1105
1108
1107
1108
1168
1110
it
112
1113
114
1115
1116

1225
1226
1227
1228
1229
1230

1282
1233
1234
1235
1236

345
1846
1347
1348
1349
1380
1851
1352

1353

1355
1356
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BAZIASAL SAYILAR
7 1129 143 1153
1118 1130 142 1154
Mg M3 1143 1155
120 1132 {144 1156
1121 B3 1145 1157
1122 1134 1146 1158
1123 1135 1147 1189
124 1138 1148 1180
1128 1137 1148 116
1126 1138 1150 1182
1127 41238 1351 1153
1128 1140 1152 1164
1287 1249 1281 1273
1238 1250 1262 1274
1238 1251 1268 1275
1240 1352 1264 1275
1241 1253 1265 1277
1242 1254 1266 1278
1243 1255 1267 1278
1244 1256 1268 1280
1245 1257 1269 1281
1246 1258 1270 1282
1247 1258 1271  1i283
1248 1260 12v2 1284
1357 1368 1381 1393
1356 {1370 1382 1394
1359 1371 1383 1395
1360 1372 1384 1396
1261 1373 1885 {207
1362 1374 1386 1306
1363 1375 1387 1399
1364 1376 1388 1400
1366 1377 1389 1401
1366 1378 1390 1402
1367 1879 391 1403
1388 1080 i392 1404

1165
1166
1167
168
1169
1170
(Ehal
172
1173
1174
1178
76

1405
1406
1407
1406
1403
1410
1410
1412
1413
1414
1415
1416

nw7
178
1179
1180
man
1182
1183
1184
1185
1186
1187
i188

1297
1298
1293
1300
1301
1302
1303
1304
1305
1306
1307
1308

1447
1448
1419
1420
1421
1422
1423

1425
1426
1427
1428

1182
11480
1191
1192
1183
1192
1195
1196
1197
1198
1195
1200

1308
1310
1311
1312
1313
1314
1315
1816
1317
1318
1319
1320

1429
1430
1439
1432
1433
1434
1435
1436
1437
1438
1439

90
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Pisagorcuianm tammiadiklan bir sayl da yetkin sayilardir. Carpaniarnin topiami
kendisine agii olan sayilara yetkin sayilar, az olan sayiiara da kusurlu sayilar lsminl
veriyorlardr, Ornedin 6 = 1+ 2 + 3 oldugundan yetkin bir say: oldugu halde 8 > 1 +
2+ 4 sayisi kusurlu bir sayidir. 1852 yilina kadar timi ¢ift olan 12 tane yelkin say!
biliniyordu. Bunlara biloisayarlarn kullanarak yenilerini eklemislerdir. Yetkin sayilann
ilk ¢l 6, 28 ve 496 sayilandir. 1 ve kendisinden baska asal ¢arpani olmayan pozitif
tamsayilara asal sayllar ismi veriliv. Asal sayilar 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 18, 23, 28, 31,
37, ... bicimindedir. Asal sayilan veren genel bir formil bugiineg kadar bulunamamigtir.
Asal olmayan sayllara da bilesik {(ya da karma) sayilar denir. Asal sayilardan yalniz
2 citt bir sayidir. Digerieri tekiin.

2" — 1 sayisi asalsa 2" (2" — 1) sayistrun vetkin aldugunu Euclides'in (1. O. 365-
300) Elements isimii dokuzuncy kitabinda son onerme olarax ispatlandigin! goririz.
Euclides tarafindan verilen bu formille bulunabilecek yetkin sayilarn gift oldugu séy-
lenmistir Euler, her yetkin cift sayinin bu bigimde olasagin gdstermistir. Tek yetkin
sayilann varlig: ya da yoklugu sayilar kuraminda halen acik bir soru alarak durmaktadir,
e milyondan kiictik tek yetkin Gir sayinin olmadi@i denemelerie gasterilmistir ama
ratematikle deneme yokiur, Kabul edilmez. Bilgisayariarla yetkin sayilara venileri
eklenmektedir. 1983 yilindan sonra yetkin sayilara bazi yeni listeler eklenmistir.

Fisageroular, sayilara cox sayida isimler vermiglerdir. Tek sayiiar arkegi, gilt sa-
yilar disileri temsii eder gibi bazi benzetmeler yapmiglardir, Asal sayiar, arkadas sa-
yilar, yetkin sayllar, yeikin olmayan kusurlu sayiar ve asal oimayan bilesik sayilar
gibi gok sayida sayinin tanimin yaparak bunlara drnekler vermislerdis.

Fizagarculann sayilar kuraminda kullandign yontemlerden birisi de sekilll sayilardtr.
Bu sekllii sayilarm ok sayida 6zellidini bulmuslar ve bunlan sayiiar kuraminda kullan-
mistardir. Sekdlii saytlar baz geometrik seklllerin tzerine Konulan noktalaria gésteriimistir.
Bu halde geomeirl iie aritmetik arasinda bir bag kurulmus clunur. Sekilli sayilann ba-
z(lar) Uggenzel, karesel, pesgensel, yidizil, . . . giki isimierle séylenir. Bunlarin baziiarim
asagidaki sekillerde garebiliriz.
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Pisagoreular, bu geometrik sekilli sayilarla ve geometrik Gzellikier! de kullanaral
sayilar kuraminz iliskin ok sayida teorem olusturmuslardiz. Ornagin, herhangi karesel
bir sayi, ait arda gelen iki iguensel sayimin toplarmina esitiin. Bunu yukarndaki ilk se-
kilden gtrebiliriz. Herhang' n. beggensel sayi, nile n—1. lggensel sayinin 3 katinin
toplamina esit olur. Bunu ikinci sekilde 35 = 5 + 3(10) = 85 bicimde gérebiliriz, Art ar-
da gelen ve birden basglayan teksayiiann toplamirun bir tam kare say olacaging yuka-
nidaki fgiinel sekilden gérebiliriz.

Geometrik olarak garebildigimiz bu teoremier aritmetik kuliararak da gosterehiliniz.
T, ile gosterenilecegimiz bggensel n. sayimiz aritmedik bir serinin toplami cidugundan

T, =14+2+3+...+0=0n+1)}2
yazilir.
n. tam kare S sayisinin n? aldudunu timevarimla ya da
S,=rf=nn+1p2+ -1 nR=T,+T.,
bicimindeki formulle kolayca yazabilifiz.

n. besgensel P sayisi da aritmelik serinin ioplamini kuitanarak

P.s1+4+7+...+(30~2)
=n@n—=1yZ=n+3n(n—12

=n+3aT
biciminde olduguni bulabiliriz.

Art arda gelen tek sayiarin toplammin, ariimetik serinin toplaminin dzeliigini kut
lanarak

1+3+5+...+(@n-1)=n(@n)y2=n?
oldugunu gasterebiliriz.

Aritmetik hir serinin toplami, ik ve son terimlerinin toplaminin yars: ile terim
sayisinin carpimima esit oldugunu belidelim. Yani, a, a+d, a+2d, a+3d, .. .,
a + (n—1)d bigimindeki aritmetik serisinin toplami

2a+ (n-1)d|_
-
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formali ile bulunur.

A= (a + b)/2 sayisina ortalama ya da aritmetik ortalama sayl denir. G = Vab sa-
yisina geometrik ya da geomelrik ortalama sayi denir. H = 2ab/(a + b) sayisina da
harmonik sayi ismi verilir. Bu sayilar arasinda,

a. Her zaman A = G = H baginitsi vardir. Esitligin olmas) icin gerekli ve yeterli
kosulun a = b olmastdir.

k. Hsayisinin a ve b sayillan arasinda harmonik olmasi icin gerekli ve yaterli
kosuluna =H + a/n ve H =b + b/n olacak bicimde bir n sayisinin olmasidir.

c TR Y

.
|

28]

*

)

b}
|-
o=

olur,

¢. a:A=H:bbiomindedii. Buna Pisagorcular mizik oraniari demislerdir.

d. 8_:3".3 sayist 12ile 6 sayllarinin harmanik ortalamasidir. Buna Philolaus ve
Pisagor (1. O. 425) kipik geometrik harmonisi demislerdir.

e. &, b ve csayilan aralannda ikiser ikiser harmonikse, a/(b + ¢}, b/ (c + a) ve
c/{a + b) sayilar da ikiser ikiser harmoniktir,

1. Euclides'in mikemmel (kusursuz) sayilar igin yazdigi formilde n sayisi asal
olmalidir.

a. Mikemmel (kusursuz) sayilann carpanlannin tOm terslerinin toplami 2 sayisina
esittir.

g. p asal bir say) ise p" sayist kusuriudur.

fi. Nicoio Paganini'nin 1184 ve 1210 sayilan arkadas sayilardir.

i. p asal bir say ise ¥p sayis! irrasyoneldir.

Pisagorcular, geometrik gergekleri kullanarak

a. (a=b)?=a*~2ab +b°

b. a(b+c)=ab+acve

€. (@+b) (c+d)=ac + bc + ad + bd dzdesliklerini elde etmislerdi. Ayrica

d. (a+b)+(a—0b)° =2(a% + b°) dzdeshgin de biliyorlardi.
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Yunanlilar sayilar dogru pargalari ile gosteriyoriardi. Buna bagl olarak verilen
bir sayinin giziminds bélmesiz cetve! ve pergali kullamyoriardi. Garek Yunanh mate-
matikciler gerekse Eftatun, bu iki aietin disinga gizimi kabul etmiyordu. Sayilar gizme
aletlert (zerinde bdlmeleri gdstermeyen cetvel ve pergel oimaliydl. Cetveli dlcmek
igin degil de sadece dogru bir ¢izgi gizmek icin kullanabilirierd:.

En uzunu a, orta uzunlukia clani b ve en kigldl de 1 binm alan dogru pargalar
verildiginde, digimsiz cetvel ve pergeli kullanarak a +b. a - b, a/b. va ve poziiif n
sayisi igin a/n dogru pargalanni gizebilivorlardi,

Pisagor ve Pisagorcularicin, 1, 2, 3 ve 4 olan sayilara dordd! ismi veriyorlar ve
bu sayilar onlar igin gok dnemliydi. CUnkd bu sayilarin oranlar ile muzik araliklaring
isaretliyordu. 4 : 3 gordincd, 3 : 2 besinci ve 2 : 1 de okiav arahigin helirlivordu. Bu
dort sayinin toplami 1 + 2 + 3+ 4 = 10 oldugundan bu Pisagor tarikatinin yeminiydi
ve digarl sizdinlmasi yasakt. Yeminlerini disan sizdiranlar cezalandirihiyordu.

Speusippus, 10 sayig dogruyu, duzleimi ve katilan icinde bulundurur diyordu, COnka,
1 nokta, 2 dofru, 3 uegen ve 4 de bir piramitii. Bu gekillerden dolayi bu sayitara sekill
sayilar ismi verliyordu. Pisagorcular daha cok nokialar va da tasglar kullanarak tiggensel
ve karesel sayilarla isiem yapnuslard!.

Tarih boyunca matemalikcilerin ilgilendigi bir sekil daha vardir, Su da L seklli
gnomon ya da giines saatidir. Zamani dlgmede kullanlan giines saali vere dik alarak
cakilan sopadan baska bir sey dedildir. Bu alet Misir'da, Mezopatamya'da ve Yunan
(ikesinde cok amagla kullanilmigtic. Yanina varilamayan ylkseklikler. piramitlerin
yiiksekliklerini ve en uzun ya da en kisa giinleri belifemede kuilaniimistir,

Glnes saali aslinda dik dggen olusturur. Bu dik Uggenle ugrasirken ve zamanin
saailerini isaretlerken nep bu cik uggenin kenarlari kullamimistir. Buna bagh olarax
malematikie cok kullanilan trigonometri bu aletten dogmustur. Misir, Babil ve Yunan
matematikegilerinin tmd bu gunes saatl ile ugrasmis ve hesaplar yapmislardir.

Misir matematiginge en oneml kaynaklardan birist Bhind Papirisil'dir. Su papi-
ris 1. O. 1650 villaninda yazilmistir. Ancak bu yapit on ikingl Misir Hanedan (11. Ame-
nemhet (.G, 1849 - 1801) déneminde yazilan matematik papirisinin bir kopyasidir,
CUrkil papiriistin iginde bu kiralia yazan arasinda yapilan konusmalara yer venimekiedir.
Rhind Papirisundeki iki dzelik dik dértgenin ve uggenin ataniyla iigilidic ve her ikisi
de buglinki ile aymidir. Yani, dik dértgenin alani, kisa kenarinin uzunlugu ile uzun
kenarinin uzunlugunun garpimina esittin. Uggenin alani, tabaninin uzuniugu ile yiksei-
ligiliginin uzunlugunun carpimMInim yansina esittir. Bu sonuclara Misithiann denemeyle
ulagtiklar sanmiiyor

Misirditarin Rhind PapirGs(indeki bu sonuclari Yunanlilar da kiliyor ve ispathvariar.
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Kare de dzel bir dik dengendir. Uggenin alanin:, dik dérigene tamamlayarak buluyorlar.
Paralel kenar ve eskenar ddrtgenin alan: da dik dértgene tamamianiyor. Alt taban|
a, Ust takani ¢ ve yuksekligi b olan bir yamugun alan formill

S=_(a+chb

ny| =

higimindedir.

Miysirlilar ve Babillerde piramit ve kesit piramigin hacminin nasil bulunduguna
iliskin cok sayida problem gézlmieri vardir. Rhind Papirlist buna kaynaktir. Babilierin
de bu kenuda tabletleri vardir.

Pisagor, aritmetikeiiiginin yam sira iyi bir de geometricidir. Clinkt Pisagor dnece
tanimlar dahil ifkeleri ortaya koyar. Buniar: kisaca tanimlar, aksivamiar ve postilatiar
otarak syleyebiliriz. Ondan sonra dnermenin nipoiezini sdyler ve hilkminl ekier. Bu
ilkeleri kullanarak hipotezle birlikts teoremi ispatiar. Zzaten Yunan matemaiidinin tUmden-
gelimli olmasi bu demeidir. Bu drinil de Euclides Elemenis isimli 13 kitabiyla alrmistir.

Pisager ve Pisagorcular, Yer, Ay, Gines ve gezegenlerin hareketleriyie de ilgilen-
miglerdir. Bu konudaki ilgileri Mezopotamya'daki astranamlardan almistir. Thales'in
bildigi, capi goren cevie ag diktir dnermesini Pisagor da biliyor ve bunu gbkyiziine
uyguluyordu. Herhangi bir dik (ogenin dar agilarinin toplaminim bir dik agiya eslt ol-
dudunu ispatiamst.

lc ters agilann esitiigi ve bir Uggenin ic agilarinin toplaminin 180 derece oldugu
Pisagor ve Euclides'te vardir.
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ABC herhang! tir ggen olsun, A noktasindan BC tabanima DAE paralelini gizelim.
SC//DE oldugundan DAB agist ABC agisina esittir. Benzer olarak EAC acisI ACB acl-
sina esitiir. Bu ki agiya BAC agisi eklenirse ABC, ACB ve BAC acilarinin toplaminin
180 derece oldugu gdérGi0r. Bu da ki dik agi yapar.
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Bhind Papirasi.

n kenarl bir gokgenin ig acilan toplami 2n — 4 tane dik agiya esittir. ispat da ko-
laydir. Cokgenin késeleri gokgenin icindeki bir noktaya birlestirilirse n tane Jggen olusur.
Ru U¢genlerin i¢ acilar ioplami 2n tane dik acl yapar. Uggenierin tepe agtianinin top-
lami olan 4 dik agl bundan gikarilirsa, n kenarl herhangi bir cokgenin ic agilartinin
toplaminin 2n — 4 tane dik agiya esit oldugu gdsteriimis olunur. Bu ispat yontemi bir-
¢ok Yunanl matematikgide vardir.

Pisagorculara gére evrenin merkezinde Dlnya vardi. Gilnes, Ay ve gezegenier
Dinya'nin etrafinda ginlik dénmelerini yapartardl. Bazi Pisagorculara gére Dilnya
merkezinde ateg olan bir kltle etrafinda ddnerdi.

Pisagorculann kullandidn bir de yildiz isareti vardi. Geometrik olarak yildizin na-
sil ¢izilecedini Pisagorcular ve Euclides biliyordu.

Yunanilar alfabelerini Fenikeliterden almiglardi. Fenike altabesinde 22 harf var-
dir, Kendileri buna bes harf daha ekleyerek alfabelerini 27 harfe yikseltmiglerdir. Fe-
nikelilerin alfabelerinde yeterl kadar sesii harf yoktur. Yunanilar bunlara bazi sesli
harfler ekleyerek ckumay! kolaylastirmiglardir. Yunaniilar bu harfleriyle sayifan da
géstermiglerdir. Buniar da asagida oldugu gibidir. Bu kullammiar [. O. 454 ile |. O. 95
yillar arasinda olmustur. Fenikelilerin alfabesindeki harflerin bazian da Misirlilardan
alinma oldudunu belirtelim. Bly(ik sayifann kullaniimas: Archimedes’e aittir. Aristarchus,
Diophantus ve Heron da bly(k saylarin yazimiann: devam ettirmiglerdir.

p/q {0 =01 biciminde yaztlan rasyonet sayisi tamsayilart ve kesirli sayitan da
icerir. Ornedin g = 1 alinmast tamsayiar tarar. p ve q birer tamsay! olmalidir. Rasyonel
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A=] | I=10 P =100
B=2 K=20 =200
r=3 A =80 T =300
A=4 M =40 Y =400
B=5 N=50 & =500
[=6 =860 X =800
Z=7 C=70 ¥ =700
H=8 1 =280 (1= B00
8=9 ¢ =80 T =800

sayilar| biz gercel eksende kolaylikla géstersbilinz. Gergel eksenin baslangi¢ nokiasin
O ile gosterelim. Bu eksen Uzerinde esit biim uzunlukia saga ve sola olmak izere
1,2,3,...ve-1,-2,-3, .. . noktalan tamsayilan verir. Oile 1 arasinda 1/2, 1/3 ve
2/3 gibi rasyonel sayilan vardir. Bunlarin geomelrik olarak isaretlenmesi kolaydir.
Aralik 6rnegin [0, 1] kapali araligi 3 esit pargaya balUnur. O noklasindan saga dogru
2 birim alinirsa 2/3 sayisimin yeri bulunur.

Irrasyonel bir sayinin yerinin gercel eksen Ozerinde gdateriimesi de pergs! ve
cetvelle kolaydir.
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V2 irrasyonel sayisinin gergel eksende cizilmesi igin 6nce OABC birim karesi
gizilir. OB kdsegen uzunlukiu ve O merkezli cember ¢izilerek gercel eksen (zerinde
D noktast bulunur. OD, V2 olan irrasyonel sayisinin vzuniugudur,

Rasyonel sayilar ve irrasyonel sayllarin sayist sonsuzdur. ki irrasyonel sayi ara-
sinda en az bir tane rasyonel ve frrasyonel say| vard(i, Benzer olarak iki rasyonel sa-
¥l arasinda en az bir rasyonel ve irrasyonel say) vardir,

Rasyonel ve irrasyonel sayilar gercel ekseni doldurur, Yani gergel eksen stireklidir.
Burada akla Yunanhiarin bir sorusu geliyor. Iki Irrasyonel ya da bir rasyonel sayi ile
hir inasynnel say! arasinda besluk var midir? Diger bir deyimle rasyonel bir sayi ile
irrasyonel bir sayi birbinne degiyor mu? Yunanh matematikgiler bu saruya uzun yillar
vanit aramislar, gézime biraz yakin fakat tam olmayan agiklamalar getirmisierdir.
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Bu soru ancak gagimiz matematikeilerinden Hilbert {1862 - 1943) farafindan ¢ozilmis-
tor.

Bir dogru parcasini pergel ve siciimsiiz ceivelle stenilen oranda Thales bagintisiyla
parcalara ayirablliiz. Burada pive e sayllaninl digarida lutacagiz. Bunun igin énee
AB dodru parcasint dmedin Uc esit parcaya balmeyi istiyoruz.

Once gekilde oldugu gibi AB dogru pargasini gizeriz. Sonia AC dogrusunu cizerek
bu dogru Uzerinde AE = ED = BC degru parcalanm isaretleyélim. C noktast ile B nok-
iasini birlestirdikien sonra CB // DD’ // EE paralellerini gizelim. Thales tecremine gore
AE = ED = DB olur. Buradan, AB dogru parcas) pergel ve dlctimsiiz cetvelle tg esit
parcaya bolintr, Yalmz bazi irrasyonei sayilar pergel ve cetvelle gizilemezier. Bu tlr
sayilar bu cizimiere dahil edilmemistir.

Simdi, buglne daha yakin bir dille ¥2 sayisinin rasyonel bir sayr olmaghging gés-
terelim. Diger bir deyimle, v2 sayist irrasyoneldir.

bz 0ve(a b) =1 olsun. Yani 2 ve b tamsayilar aralarnda asal olsun. Diger bir

deyimle a ve b sayilarinin 1 distnda hig bir ortak garpani clmasin. v2 sayisinin rasyonel
bir say! oldugunu kabul edelim, a ve b tamsaytlart aralannda asai olmak tzere

‘:@ =

ol

yadaa=vZb olsun. Her iki yarin karesi alinirsa a® = 2b® olur. a® bir sayinin iki kati
oldugundan a sayisi bir gift say) olmaldir. a = 2c yazalim. Buradan dc” = 20° ya da
2c° = b® olur. Benzer nedenle b sayisi da gift bir say) olmalidir. Buraya kadar yapilan-
tardan sonra a ve b sayllarinin 2 gibi artak bir garpan vardir. Oysa a ve b tamsayilar
aralarinda asal olarak alinmigti. Bu da bir celiskidir, Bu geliski v2 sayisinin rasyonel
olarak kabul edilmesinden iieri gelmigiir. Bu celiski, V2 sayisimin rasyons! degil, irras-

yonel gay1 olmasiyla kalkar.

V2 sayisinin irrasyons! oldugunu itk kez Aristoleles (1. O. 384 - 322) gastermistir.
Yukaridaks ispat yortemi Fuclides'te de vardir. Bu ve bunlar gibi daha bircak dzellik
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bugin lise dgrencilerine kolayca 6gretilir. Zaten Yunan matematiginin ¢odu lise kenulan
icinde &grenilir. Bazilan da biraz agir problemlerdir. Biz daha ¢ok bu zor ve ilging olan-
larin {zerinde duruyoruz.

Yunan matematiginde sayilar birer dogru parcasi ile gdsteriliyordu. ki sayinin
carpimi dikdértgen ve (i¢ sayisinin ¢arpimi da dikddrtgen pirizma ile igaretleniyordu.
Bu nedenle Pisagorculann en dnemii dzelligi, geometri ile cebirsel islemler arasinda
bir ilgi kurmalaridir. Hatta bircok cebirsel iglem &zelligini ve probtem ¢dzlimierini bu
geometrik araglarla ¢cdzmeleri olmustur. Ornegin, Euclides'in kitabinda gegen ve Euc-
lides'ten 6nce bilinen

(a+ b =a’+2ab+b?
dzdesligini geometrik olarak gdstermeleridir.
Sekilde géraldidu gibi 8nce a + b kenarli kare ¢izilir. Sonra bu kare Gzerinde ala-
ma®. b, ab ve ab olan sekiller gizilir. Béylece, bir kenari a + b olan karenin alan;
a® + 2ab + b? oldugu icin

(a+Db)°=a’+2ab+b?

dzdesliginin dodrulugu kanitlanmis ciunur. Dikkat edilirse burada kullanilan ydntem
timiyle geometriktir.

a ]
(a+b)®=2a+2ab +b?
Yunan matematiginde gemotreyi kullanarak denkiem ¢dzme epey ver tutar, Fakat,

Yunan matematiginin bu dzelligini islemeden énce Misir ve Babil matematikgileri bu
problemleri nasil gézOyorlard), onlan inceleyelim.

Misirda gelismeieri kisaca sOyle dzetleyebiliriz.
1. 1. ©. 3100 yillar: Haien Oxford Mizesi’nde bulunan bir kiral asasinda milyon.

yiiz ve binleri gésteren cok sayida rakamlar vardir. Misir hiyerolifleriyle yaziimig asa
halen koruma altindadir,
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Aristateles (| £5. 444 - 393

2. 1. Q. 2600 yillarinda bliyik Gizeh piramidi yagsirisbr. Bu piramidin yapmindz
cok sayida matematik ve miinendiglik preblemien kulamlovstir. Yao 13 acreslik bir
alan Uzerine ctwriuimus, 2.300.000 tane blok a3 kullarimig, bu asagi yukan her tas
icin 2.5 ton olduguna gére, toplami ne kadar iutar? Bu kadar tag birbirine bir gecmetrik
eser olarak biregtirirms ve yeriestirimistir. Ustalik bu taslar Nil nehrinin diger tarafindan
uzak bir vergen buraya tasinmistir. Mezarlarin igi ve tavanlari igin 54 ton granil oiok
cok uzaklardan tasinmistir. Bu uzakhik piramide 600 mif kadardir. Her bir granit biok
tistelik 27 fit uzunlugunda ve 2 fit kalinligindadir. Prramidin yuksekliginin 200 fil oldu-
gunu stylersek yapuninin ne kadar biyiik oir is oldugu ertaya cikar Bunu yaprmal
da byl bir uygarlik ister, Kare dzerine oturtulan Gizeh piramidin kenarlanndgaki ol
qUm hatast 1/14.000 ve dik acilaidakl yaklzsik hata da 1/27.000 kadardir, Bu hata
bile sayiimaz. 30 yil iginde yvapifan bu piramit icin 400.000 isci ve asker kulianiimistin,
Ozet olarak blyiik Gizeh piramidinin vapim iler bir uygarligm, mihendisligin, gecmat-
anin ve aritmetigin Griinddir, Ustelik, burada 4ullandan ekmekien yiyecege, giyecede
ihgkin cok sayida problem vardir.
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Kiral asasinda 8000 saysinin hiyerolif ttrde gosterilisl.
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Mistirhtanin niyeratik rakamiarn,
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Misir'da pilyuk sayilar bayle yazilivordu.
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Misirda Luxor'da eski bir mezar duvarinda solgan sage okunan
hiverolif rakam ve sayilari, Rhind Papirisi, 1 O, 1650,

Eski bir vaza (izerinde yazili en eski Misir rakamlan ve yazilan hunlardi

10 ve 100 sayilan bitkag kez

taxrar sder. |

O, 3400 yillari,
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3.1. ©. 1850 yillarinda 25 problemi icinde bulunduran Moskov papirtisl yazimigtir.
Bilinen en eski papiriis budur. Bu papirlis 1830 yillannda c¢ézilerek yaynlanmighr.
Halen Moskaova Miizesi'nde bulunan bu papir(is gogu kez onu satin alan Golenischev
isimii kisinin adiyla anifir.

4,1, O, 1850 yilari: Misir'da kullanitan en eski astronomi gézlemlerinde kullanilan
aletler yaptimistir. Bu dénemde sakill ve dizeg aletleri yapimis ve kullamifmistir. Za-
mani &lgen saatler yapilmig, dik agi elde etme ydntemi bulunmustur. Bu aletler halen
Berlin Mizesi'ndedir.

Bir katip tarafindan gizilen bu piramit, Rhind papiriisiinde
56. proklem otarak geger. |. O. 1650.

Berlin papirisiinde matematik igerikli bir sayfa.

5.1. 0. 1650 yillari: Bu yillarda Rhind {Ahmes) papiriisii yazilmigtir. Bu papiriis
daha ¢ok pratik bir matematik elkitabi tGrindedir. Hiyeratik tUrde yazilan bu papiriste
85 problemin ¢dzimd yapitmistir, Ismi bilinmeyen bir yazici bu calismalarn kopya et-
mistir. Bize ulasan da bu kopyadir. Bu papiriis ingiliz A. Henry Rhind tarafindan Mi-
sir'da satin altnmig ve halen British Mldzesi'nde koruma altindadir. En eski olan bu
Rhind ve Maoscov papirisleri, en eski Misirh matematikgilerinin calismalan hakkinda
gok iyi hilgiler verir. Bu Rhind papirdsi de 1927 yilinda ¢cdz(ilerek okunmus ve yayinlan-
mistr.

6. 1. O. 1500 yitlari: Bu doénemde 105 fit ylksekliginde ve bir kenan 10 fit olan
kare tabanh en biylk dikili tag Thebes'te dikildi. Bu dikili tasin agiriid1 430 tondu. Ay-
rica Thebes'te Glnes Tannsinin mezar yapiidi. Dikili tasin Gzerinde av sahneleri resme-
dildi. Yine bu yillarda Misir glines saali yapiidi. En eski glines saati olan bu vapii,
haier: Berlin Mlzesi'nde korumna altindadiy.
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Misirda 1. O. 3000 yillannda kalem ve papirisler kullanarak vergi
toplayan memurlan ve yazicilan gésteren bir resim.

7.1.©. 1350 yillan: Bu yillarda Rolin papiriisii yazimistir. Halen Louvre Mizesi'nde
koruma altinda bulunan bu papirits, ekmek hesaplan ile ilgili dnemli problemleri ve
o dénemde kullanilan biylk sayilan isaret etmekiedir.

8.1.0. 1167 yillan: Bu dénemde IV. Ramses tarafindan hazirlatilan Harris papiriisii
vazilmigtir. Bu papirds V. Ramses'in tahta cikigint anlatir ve babasi lll. Ramses'in
yaptiklar dzetlenir. Harris papirisiinde mezarda bulunan esyalar, stsler ve diger bazi
mobilyalarnn listesi genis olarak anlatiimistir. Bu da o donemdeki uygarligin ve kulla-
nitan aletlerin dizeyini en iyi belgeleyen bir aractir.

Moskov ve Rhind papirlislerinde 110 tane problem ¢ézdlmUstdr. Bunlar daha
cok uygutamal ve sayisal drneklerdir. Bazilan ¢ok kolaydir. Pratik uygulamaya yénelik
olanlar da vardir. Bazilarn da kuramsal icerikii problemlerdir.

Misir matematigi topiama ilkesine dayanir. Bu nedenle kullandiklan aritmetik he-
saplamalardir.

1 o alpha 10+ ota 100 p rha

2 [ beta 20 k kappa 200 < sigma

3 vy gamma 30 % lambda 300 1t tau

4 o delta 40 g mu 400 v upsilon

5 £ epsilon 5¢ v nu 500 ¢ phi

6 obsolete digamma 60 L xi 600 x chi

7 Z  zeta 70 o omicron 700w psi

8§ n eta 80 = pi 800 w omega

9 a8 theta a0 obsolete koppa 900 obsolete sampi
12 =1B 21 = ke 247 = opl

Bazi Yunan sayilan.

Yunan matematidini iyi dederlendirme ve &lcme igin Misir ve Babil matematigini
biraz bilmek gerekir. Clnki Yunan matematidinin kékeninde bu matematikierin izleri
vardir. Hatia Yunan matematidi bu matematikierin mirascisidir.



114 PISAGOR MATEMATIGH

i . . i1 =2 16 e
2 ew 7. 2 aSSe 17 o
3  eea g 22 13 = R
4 sese a9 esee ORI bl 19 Thes
5 so—— 19 s £5 == 0 &0
Bazi Maya sayilarn.

ﬂ-‘“

<=

43,487 = 6{18) (202) +0(18)(20)+ 14(20) + 7= suna»

LA

|

Maya saylanyla bir toplama.

Once {(a + b} (a — b} = a® — b? dzdesligini geometrik clarak gésterelim. AB dogru
par¢asinin orta noktasi P olsun. P noktasi ile B noktas: arasinda herhangi bir nokta
Q olsun. Burada

(AQ) (OB} + {PQ)? = (PB)?

oldugunu gdsterebilirsek 6zdesligi hemen elde edebiliriz. Clinki AQ =2ave QB ="b
olarak alinirsa {a + b) (a — b) = a2 — b® ézdegligi elde edilr.

A P Q B
G H F L
c E D

Bu sekle gdre PCDB karesi PB kenar ve QFLB karesi de QB kenan tarafindan
olusturulsun. Buna gbre

(AQ) (QB) + {PQ)2 = AGFQ + HCEF = AGHP + PHFQ + HCEF
= PHLE + PHFQ + HCEF
= PHLB + FEDL + HCEF = (PB)2
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yazilir. ik ve son terimlerden
(AQ} (QB) + (PQ)? = (PB)*
elde edilir. Bu 6zdeslikte AB = 2a ve QB = b denirse
{a+b){a-bj=a*-b°
dzdesligi bulunur,

AB dodru parcasinin orta noktas! P olsunve Q keyfi bir nokta olarak segilsin.
Buna gore (AQ) (QB) + (PB)? = (PQ) olur,

Burada AQ = 2a ve QB =2b olarak alinirsa
dab + {a—b)® = (a + by*

ozdesligi bulunur.

Bu gekle gére AB = a ve BC = b denirse
dab +{a-b)¥=(a+Db)°
&zdegligi yine buiunur. 4ab + {a —b)® = {a + b)* bigimindeki 6zdeglik ayni zamanda
{a+b)¥=a‘+2ab+b°ve({a—b)®=a*—2ab+b®

Ozdesliklerine esdederdir.
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Babillilerin, Misirlilans ve Yunanlilarin en dnemli grablemlerinden birisi de denkiemn
cOzme yontemleridir.

Sorun ax + b=0 (a#0) olan denklemini nasi ¢ozebiliriz? Simdi Misir'in eski
donemlerine gidelim. Uygulamali matematik problemler iceren Rhind Papirisiindeki
24, Problemi gozaniine alahm. Bir cokluga yedide biri dahe eklenince 19 ediyor. Bu
cokluk nedir?

Bunu bugiinki dille séylersek
X Bx
=1 PR
%+ 9 vyada g

olarak yazilir. Halen kullandifimiz denklemn ¢ézme ydntemi o dénemlerde bilinmiyor.
Ama oriada bir sorun var. Bu tarihte bilinen ilk dogrusal bir denklem ve gézimi budur.
Ahmes tarafindan kopya edilen Rhind Papirtstinde 8/7 kesrl de yoktur. Bu denklemin
coziiminde Misirlilann kullandid yontem yanlisi deneme kuralidiz, Burada herhangi
bir sayr alinir, Yerine konularak 19 olmayan bic sayl buiunur. 19 sayist bu saylya boli-
nur ve bu cikan sayinin katt kadar deneme sayist garoilir.

x+x/7 = 19 denklemini ¢dzmek icin deneme sayisi x=7 olsun. Bu halde 7+7/7=8
vapar. Oysa sonug 19 sayisidir. Buna gére 8 sayisi

19 AL
3—2*—4;—-]-8

sayisi ile carpilirsa Istenen 19 sayisi bulunur. Oyleyse dogru x dederi yanlis deneme
sayist olan 7 ile

sayisinin carpimindan bulurur. O da

sym et o s, 1Y
X—(2+E 1—8)?_16+2+8

sayisidir.
isi daha genel hale dékmek icin deneme sayisl x = a olsun. a degeri yerine ko-

nulursa a + a/7 = b ise be = 19 olur. Buna gére x = ac sayisi x + x/7 = 12 denklemini
sadlar. GUNKD
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ac+-}ac=(a+§;~)c=bc=19

17

bigimindedir. Oyleyse x = ac savisi oimaldir,

245 111 ann 299
. 678 t N

1023

S3 1 nnnn  99%
iy nnn 599

it nnnn 999

ya da

9999
veya

olarak yazilir.

123 W nn 9

1311 nnn
8 i "

ya da

it nnnn
il nnan

olaralk yazilir. Bunlar Misirlilanin ioplama ve cikarma islemiert 1¢in yapid: ki Grnekiir.
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ldisir'da naz: blyll 2ayi yazimlar vulanda cldugu gibiyai.

Misirhiann bu vanlisi denerme yoniemi her nasit olmusea Mislizman matematikeileri
tarafindan dgreniimis ve denkler chzlmlerinds kullanmiglardir. Bu yantem Avrupa’ya
Fibonacci'nin Liber Abaci (1202) isimli kitaoiyla girmis ve Avrupalr maiemaiikeilar ta-
rafindan sullanilimistir. Gria Cag boyunca denklem cozme yontermieri gelistiriimis ce-
birsel isareilerin kuilandmasiyia tam gozlime ulasimlmistir,

Yaniis deneme yontemi Fibenacci'de bir problemde style gecer. Bir satici 7 ta-
nest 1 ainar olan yumurtalardan bir mikiar satin alarak 5 tanesini 1 dinardan satar
ve 19 dinar para kazanir, Yumurialan saiin almak igin ne kadar para vermistii?

Yumurtalara verdidi para x olsun. Problemin ifadesing giive bu satisin cebirsel
ifadesi

W wz1n
I ]

olur. x = 5 olsun. Buna gore (7/5)5 ~ 5 = 2 olur. Oysa sonug 19 sayisidir, 2(19/2) = 18
olacag) icin. saticinin yurnurtalara vaiirdidy para

o
L
o

c=3{5) =47 5

dinar alarak bulunur.

Simdi yanlisi deneme yonteminin genel halini lanitalim. a= 0 olsunex+ b =10
binngl deraceli bir bilinmeyenli denklemi yanlis| deneme yontemiyle ¢ézelim. x degeri
igin g, ve g, gibl iki say; tahmin edelim. Buna gére

& b=t

g. + '
o.+b=1
e

U

=]

1l

"
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yazilir. Bu ifadeler taraf tarafz cikartiirsa

a (QT o gg) =f - 'rg (3)
olur. (1) ifadesinin her iki yani g, ve (2) [fadesinin her iki yani da g, sayisi ile carpilirsa

ag,9, + bg, =fg, ve ag,g, +bg; =i,

yazilir. Bu son yazilan iki denklem faraf tarafa gikarlirsa

b(gg_g1} =f|gg_f2g1 l4)

elde edilir. (4) denkleminin her iki yani (3) denkiemi ile bdldnirse

b f9,— 10

a €=t
olur. Dysa x = —b/a bu denklemi sagladigindan, kék

fip wd
g o 108~ tah
=%

olarak bulunur.

erek Misiritann gerekse Yunanhilanmn matematikleri ve isareileri ax + b = 0 denk-
leminin kakiindn x = —b/a oldugunu bilmaya yetrmiyordu. Yazim sekiller! ve cebirsef
isaretlert bu denklemi buglnki gibi ctizmeye elvermiyordu. Bu nedenle her cézdmin
bulundugu doneme gére degerlendiriimesinde ivimser olmak gerekir. ax + b = 0 denk-
femi buglnkii gosterimleriyle 1880 yiinda cézilmuastlr. Oysa Robert Recorde (1510
- 1558), Grounde of Artes isimti kitabinda bu tlr propiemierin gozimiinin cok zor ci-
dugunu bir arkadagina yaziyordu, Buglin bu cozimi en agir anlayan bir gocuga bi-
le kolayca ddretehbiliriz.

Simdi yine gerive donelim ve Rhind Papirisiinde gecen problemi yanlisi deneme
yoniemiyle yeniden ¢ozelim. Problem

x+2£=19 yada x+2-19=0

bicimde ele atalim, x degeri icin g, = 7 ve g, = 14 sayllanni segelim. Bu halde

Tet-1g=-t1=t, vo 14+l-19--3-4,
’
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oldukiarniridan, x degeri

oo h8a =08 C1)14-(8)7_ 138 _ B
f~1a P8 8 2

olarak butunur.

Simdi yine Ahmes'in Rhind isimli papiristne yeniden dénelim. Buradaki 28. Prob-
lem bir sayiy! diistinme ve bulma bigiminde en eski yazili sorudur, Soru su bigimdedir,
Aklinizda bir sayl lutunuz. Bu sayinmm 2/3 katini alarak by saviya ekleviniz, Yeni buldu-
gunuz bu sayinin dete birini bu toplamdan ¢ikaniniz. Eide eitiginiz sayiyl bana sdyle-
yiniz. Ornedin bu sayl 10 olstin. Bu 10 sayisinin onda birini ikarniz, Gerlye 9 kalir.
Bu da sizin aklinizda tuiiugunuz itk sayichr,

Gergekten, ekiimizda futfugumuz sayr 9 alsun. Bu sayinin 2/3 oran 6 yapai. Bu-
nu @ sayisina sldersek 15 sayisina vannz, 18 sayisinin lgte biri & eder. Bu 5 sayisi-
nin 15 sayisindan gikar Gerye 10 saytsi kanr. Bu 10 sayisinin onda birial cikanmsan
1010 (1/10) = 10 —1 = 9 oiarak bulunur, By 23 sizin aklinizda witugunuz ik sayidir,

Bu preblemin bugiinkd vezimiarla cebirsel ifadzsi

/

/ 2
A L 1 =
e

bicimdedir. Bu derklemin bu bigimde oldugunu Misirllar nasii biliyordu? Bunu bilemi-
voruz, Bhind'de de bunu aciklayan bir sey yokiur.

Rhind Papiriisii'ndeki 73, prablem daha ilgingtir. Bu problemde buginki dille
sOylersek geometrik serinin foplami yapilimishir. a ilk terimli ve r ortak terimli S, ile
gosteriien geomettik serinin ilk n fanesinin toplam

alfm—1)

By rar h@lsy .. At

formiiU ile bulunur. 79 proklemin ilki

2801
5602
11.204

e Ry =2

18.607

bigimde geometrik bir sart toplamidis. lkincisi de
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7

49
343
2401
16.807

19.607
biciminde geometrik bir seridir.

Eski Misir'da bu su sézclklerle dile getiriliyordu.

Yedi ev vardir. 7'=7
Her evde yedi kedi vardir 7% =49
Her kedinin 7 faresi vardir 7% =343
Her tarenin 7 demeti vardir 74 = 2401

Her demette 7 tane tohum vardir 7° = 16.807
Topiam 19.807
yapar. Dikkat edifirse burada 7. 72, 7%, 7% ve 7° kuvveti olan sayilar art arda toplanmigtr.

Bu da ilk terimi 7, ortak farki 7 ve 5 terimin toplamt olan 19.607 geometrik toplamidir.
Oysa yukarndaki ilk toplam

77— 1
=1 2501
ve son toplam da
5
72801 =7(Z =74 724 794 704 75 = 19,607

biciminde geometrik seridir. Dikkat edilirse burada a = r = 7 ve n = 5 bigimindedir. Bu
kasit formdl Misirhlar tarafindan biliniyordu.

Ahmes'ten tam 3000 yif sonra bu problem Misir ve Istam matematikgilerinin
aracihidiyla Fibonacci'nin Liber Abaci isimli kitabina gbyle girmistir.

Yedi tane yaghi kadin Roma'ya dogdru volda yGriyorlard.
Her kadinin vedi tane esedi vards.

Her egsegin vedi tane torbas! vardi.

Her torbanin icinde yed: tane ekmek vards.

Her ekmedin yamnda yedi tane bicak vardi.

Her bicadin yaninda yedi kihifi vard,

Bunlarin timiniin say'si ne kadardir?
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biciminde gemetrik bir seridir.

Eski ingiliz cocuklar ritmik clarak bu olay séyle séylerlerdi.
Saint Ives'a dodru yarirken,

Yedi tane hammi olan bir adama rastladim.

Her kadinin yedi iorbasi vard),

Her iorbada yedi fare vardi.

Her farenin yedi yavrusu vardi.

Fare yavrularl, fareler, torbalar ve kadinlann sayisi kagtic?
Saint lves’a gidenlerin sayisi kagtir?

Bu ve bunun gibl Misir matematik calismalan pratik uygulamalardan bagka bir
sev degilgi. Dhzenlenmis problemierin cogunlugu is yasami ve pratik yontemie ilgilidir.
Bu basit problemlerin cézumierinde kullandiklan yontemler fazla ileri diizevde degildi.
Her olay belli savilarla ifade ediliyor ve ou sayilarnn dolayinda ¢ézlllyordu. Belli bir
kurala bagladiklar bir teoremi yokiu. Hele ispat diigiincesi hig yoktu. Zaten ispat de-
digimiz timdengelim Yunanl maternatikcilerinin bir dUslncesi ve oulugudur. Misiitiarin
sadece kesirlere ayirmada baz kurallan vardi. Bu kurallar da enlann matematigin
lerleime yerine geriletmistir. Misiehlar, kesirlerle ¢cok ugrasmalarina kargin bu kesirlerin
paydalarint esitlemeyi akiliarina getirememisler ve matematikleri burada kalmistir,
Misirlifarin bu ir calismalan tam 2000 vil sirmUstir, Bu da ¢ok uzun bir sdredir. Akh-
min Papirdsl de ¢ok sayida kesirlere aynima bigimindedir.

Pratilc bir elkitabi olan Rhind Papirlisd, daha cok carpma ve bédlme problemlerini
icerir. Toplarma ve gikarmalara iliskin bir kurala rastlariimarmigtir. Ama yaptiklar top-
lama ve gikarmalarda yanhshk yoktur. Oyleyse bu toplama ve cikarma islemleri Igin
tablolar kullaniyor olabilitler.

Mrgirlilann Rhing Papirtisti 85 problemi icerir. Bu papiriis Migir matematiginin
karakterini belli eder. Bu nedenle Misir matemaltigi foplama ilkesine dayanir. Ikive kal-
lama ve yarlama bigiminde aritmetik istemlerini sonuclandinirlar, ©Omegin 18 ile 71
sayisinin Rhind Papir(isii'nde nasil carpildigini gosterelim. Once 2 katini alarak

i 71

2 142

4 284

8 566

16 1136

foblosu yapiliyordu. Ondan sonra toplamlarn 18 eden 1, 2 ve 16 sayilarinin toplami
ve bu sayilara karsilik gelen sayilar toplamyordu. 1 + 2 + 16 = 18 eitiginden bu sayi-
lara karsilik galen 71 + 142 + 1138 = 1348 sayisi bulunuyordu. Boylece
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o E 71
o 2 142
4 284

& 268

T4 16 1136
19 1349

tablosu diizenleniyordu. Buna gére 1348 sayisi
1349 =71 + 142+ 1136 =11 + 2+ 16)71 =13 . 71

oldugundan 12 . 71 = 1349 olarak hesaplaniyordu,

Bu carpim

s 1 12

S 2 36

b s 4 78

8 152

18 304

32 508

g 64 1218

71 1349

tablosu ile bulunabiliv. Burada 71 = 1 + 2 + 4 + G4 oldugundan,
1349=19+38 + 76+ 1216 = (1 + 2 + 4 + 64)19=71.19

olarak bulunur,

ikiye katlayarak ve sonucta toplama ile poziiif olan temsaysiann garpimlarn 1, &,
4 8, 16, 32, 64 diziginin terimler cinsinden hesaplanabilir. Bu kurahn Misirliarda bir
ispatll yokiur. Sadece cok sayida inekler gozerek bu sonuca ulasmistar ve kullanmig-
larchr. [kiye katlama ve yarilama vantemi Rusya carpmasi olarak bilinir. Glinkil Rus
cificileri bu ySntemt cok kullanmislardir, Bu nedenle gliinmiizde by ydnteme Rus garp-
masi demistir.

Misirhlarin b6lmesi carpma isierninin tersinedir. Simdi béirme ile ilgili Srnekler ya-
palim. Burada 81 sayisini 7 sayisina bélmek istivoruz. Yani buginki dille 7x = 91
olan x sayisinl bulacag|z. Burada 7 savistnin katlana: alarak

i 7 4

2 4

4 28 '

g 56 o
18 21

b
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fablosurni yazalim. Burada 7 + 28 + 56 = 91 ve bunlara karsilik gelen sayiiar 1 + 4

+ 8 = 13 oidugundan, 91 sayisinin 7 sayisina bolimi 13 sayisr olur. Dikkat edilirse
burada garpmanin tersi olan islem uygulandi.

Bir de 35 sayisini 8 gayisina bolelim. Bunun igin

1 8
2 16
4 32
1
E 4
i 5 7
1 2
1 -
et 1 &
8
1 1 :
degel 35

tablosunu yapalim. Burada 16 sayisinin iki katl 32 yapar. 35— 32 = 3 sayis1 ortada
yokiur. Bu nedenle 8 sayisinin 6nce yarisi, sonra 4 sayisinin yansi 2 ve en sonda

da bu yarilamaya devam edilirse 1 sayisim buluruz. Béylece 35 sayistnin 8 sayisina
polimi

it
4 +-Z+g
olarak bulunur,

16 sayisimin 3 sayisina bilimd ile ilgili tablo

1 3 &

2 54

4 12

2

3

1

b I
-

1

2 6
5+3 1

bigimde dlzenlenir. Buna gére 16 sayisinin 3 sayisina bolomi 5+1/ 3 olarak bulunur.

Migir matematiginde kesirli sayilarin bu bicimde parcalara ayriimas: bu matematigin
kendi i¢ yapisi ve kurallannin bu sekilde calismasindan ilert gelir. Bu nedenle pugunk
dil ile o donemdels Misir matematik dill, isaretleri ve kurallan farkiidir. Bu nedente
anlann bizim buglinkd gibi disiinmesi ve islemienini bizler gibi yapmas! beklenmez,
Onlarin matematigini onlar gibi dusiinmek ve onlar gibi yapmak zarunlulugu vardir.,
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Mrstrhilann kesirlerinin payi bir olmasi hakinde islemler kendi alfabesi ve kurallar
icinde caligir. Oysa 2/5 kesri onlara islem ydniiyle bazi giclilkler cikanr. n dogal bir
sayt olmak Uzere Misirlilarin kesirleri 1/n triindedir. Diger yandan 2/3, 2/5 ve 6/7 ke-
sirleri de yok dedildir. Bunlarla da islemler yapmusiardir. Omegin 6/7 kesri payl hep
1 ve paydalart hep farkl olan bicimde

B Tt 1
T 2 4713 %8

-
B

olarak yazilir. Oysa

PRI
=t -

.
+=t

~i|=
~l—
~J|=
[

bigimde yaziimas: da yanls cegildir. Misirhlann bu son bigimde yazmaya izin ver-
medikierini belirtelim. Misidilarin eski yazicilan 6 sayisimin 7 sayisina belGmoind

1 7
1: 3-5-% o
% 1+1§+-} s
I
£ 3
x 3 7

bicimde yapiyorlardi.

Misirli yazmanlarnin bu bigimierde birim kesirlerle bazi sayilarn kesirlere parcalamak
icin yapilmig tablofan vardi. Bu bicimde kesitlere parcalamalar bir kez yapilivor ve
elierinde hazir birer izblo olarak kullanivorlardi. Bu nedenle bu parcalamalar ve tab-
lolar ezberlemek zorunda da kalmiyorlardi. Bunlara iliskin baz) tablolas Rhind Papi-
rdst'nde gordldr.

Fhind Papirist'nde
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T%:%J'Ej_zﬂgm
et sTtes
%*QJZ*B%*%ﬁ;Tz
=25t 72 a0
=35 T T
2_1,1

4928 T 196

kesirleri vardi. Rhind Papirls(i'nde

2 _ 1.1
5330 318"
2 1.1
55 =30 " 330
2_ 1.1
59 " 36 236
e _ 1.1
5140 "243°
2_1 .1
5539 © 195
2 _1..1
5740 355"
2_1. 1
71-40 " 568"
2 1 1
7360 219"
2_1 . 1
77 =24 " 308
2 1 1
79°80 237"
2 1. 1
83 60 332
o 1 A
85571 ' 555
2 1 1
8960 356
2 _ 1.1
91 -70 " 130
2 _t .1
o560 ' 380
2 11
97 56879
> 4

i

171

.
o
<

2_1.1
3k " 2K T Bk

biciminde bir form{! vardir. Bu formilde k =5 olarak alinirsa

2_1.1
1510 30

3|
{‘O—A
o]

8l 2
[w'a] EUEN ' ]
[a] —_

- &
[y |
3

-
iy
(]

m'
{o] —
P

3
—h

- o
ey}

o
—
o

e e |
oy o

[__\

(o))
—_
Lo

11
1" 202" 308 * 606
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olur. Ayrica 2/ igin genel bir parcalama tormdlld vardir. O da

L5 i e 0
i n"2n 3n 6n

bicimindedir, Bu formilile gore

Seteiedoi
- bedhd

parcalamalari yazilir.

Simdi bir de kesirli sayilann carpimina lligkin Grnek verelim. 2 +—l~ ile 1+ % + 71‘,
sayisinin carpuminl bulmak istiyoruz,

1 1
1 = S
te

-\.I|

sayisinin 2 katl 3 + 2/7 = 3+ 1/4 4+ 1/28 oldugundan, buradaki islemler

1 1+Jé+17
/2 3+%+—2%
b
(b
o} ik

olarak sonuclandirilir.

Simidi hiraz daha zor olan problem gozelim. Bu problem Rhind Papirisl'nde 83.
problem olarak gecer. 37 sayisin

kesirine bolmek istiyoruz, Bunum igin
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1 1+%+%+17
2 4+%+%+-21é
4 8+%+%+11—4
8 18+%+%

16 36+%+%+%

tablosu diizenlenir. Burada 2/7 yerine 2/7 = 1/4 + 1/28 yazimistir, Boylece elde edilen

ML
4728

2

36+§

sonucu 37 sayisina ¢ok yakindir. Buradaki hata ne kadardir? Yazar burada
2 .1 .1
32" 28

sayisina ne kadar daha eklemeliviz ve 1 sonucunu bulmaliyiz diye sorar. Buglnk(
dille eklenecek sayi x olsun. Bu halde

2 .1 1 N
3tatogtrtt
yazilir. Yada

J.Y -
*oatgs |

|

2y

olacak bicimde y sayisini bulmaltyiz. 3, 4 ve 28 say!larinin en kiigclk criak kati 84 ol-
dugundan, son denklemin her iki yam 84 sayistile carpilirsa 56 + 21 + 3 +y = 84 olur.
Buradan y = 4 olarak bulunur. Oyleyse

+ L

374728

sayisina 4/84 eklersek toplam 1 olur. 4/84 = 1/21 oldugu aciktir. Simdi

1

1
1 2
I+t g 7

w3 o
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sayisi hangi say! ile carpilirsa gerekli olan 1/21 sayisini elde ederiz? Bu say! z olsun.
Buna gore,

=

T
2{\‘1—3—3-{‘ e )-—2—

| =

yazilir ve her Ikl yan 42 sayis! ile ¢arpilirsa 97z = 2 yaca z = 2/97 olarak bulunur.
Misirli yazman 2/97 sayisini tablodan

Balg

G756 879 776

olarak alir. Bu yapilanlarin tima birlesiirilirse

g2y =l
1 1}‘3‘+'§-+7
1. % 71
2 A3 7w
DL - [ 3
4 8.34-2&14
g 18+%-+-:}-—
T L s B
ie 384-?3—'1':{1'-5@ v
e o e g
56 679 " 776 21 /s

; 1 g
N

o
~3

yazilir. Bu da, 37 sayisinin 1 + 2/3 + 1/2 + 1/7 sayisina bélimintin

i 1 1
16+=5"678 " 776

oldugunu gdsterir.

Misirtilarin kesirlere ayirmalannin cok dedisik ve cok modern yollari vardir. Sade-
ce payi 2 olan degil, payi 2 sayisindan farkli olan kesirleri de parcalara ayirabilyorlarc.
Ornedin @ =1+ 4, 2 oldudundan 9/18 kesii hirim kesiriere snce

bigiminde, sonra 2/n farmilind kulianarak, hig bir birim kesir tekrar simeden



130 PISAGOR MATEMATIGH

yada

AP [P S 18
8726 52 104

clarak parcalanir.

Her pozitii rasyonel says, farkl birim kesirlerin toplarmi biciminde vazilabilecegi
gdsterilebilir. Su anda buna gerek yoktur. Fakat Flbonaccl'nin

L WS
A net mn+l)

formill isteri daha da kelaylastirir, Ornegin 2/18 kesfi 6nee

G I

19 19718
olarak yazilir. 1/19 sayisi da

i |

bigiminde yazilirsa 2/19 kesr|

hiciminde birim kesirlers ayriir,

Benzer olarak 3/5 kasri Grice

—%

5 8

trijea

+

Ui| —

clarak yazilirve 1/6 = 1/8 + 1/{5 . ) oldufu gozénline alimrsa
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O 4,
§+§§+30%{a+3ﬂ
olur. Burada 2/6 = 1/3 ve 2/30 = 1/15 gib sadelestirmelen hemen yapilabiliv. Bdylece
/6 ve 1/30 sayilar sirasiyla 1/7 + 1/6 . 7 ve 1/30 = 1/31 + 1/30 . 31 olduklan g6zd-
nine alinirsa sonucia birim kesirlerin farkl halleri igin 3/5 kesri

1 i
=S _1_+—

227371 " 930

¥

~l|=

1
Al

30

i

4

| ==
| =+

olarak yazilir.
Simdi m / n olan rasyonel sayisi ile baslayalim. Once bu sayiy!

m_—_l+(l+ ...+l\]
(! i n ¥

olarak yazalim. 1/n sayis

olarak yazahm. Buradan

o o ; A s SR | ﬂ
n ) .

+ — 4 - ¥k +
n e mn+n+mn+i i+ 0) \n+1" n(n=+1)
m ~ 2 tane

yazllir. Buradan sonra ari arda islemlere devam ederek

1 i
ve
n+1 o+ 1)

biciminde ayirarak

n =1 nn+1) A+2 {a=1)(n+2) A1)+

- 1 -
nin=1)mn+1)+1]

m_ 1 | 1 1 1 1
(]

formiliini yazapiliriz. Bu da istenen birim kesirlerdir,
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~ Verilen rasyonel kesrin birim kesirlerin toplami biciminde yazilmasi tek degildir.
Ornedin

exdi -S4 = 3 8l
n"%nm 2n B oan En
2.1 i 1 i 2 § =] 1
= e e — = A} i e ==
non2n 3t e Y T mk Tk

ayirmalar ve parcalamalar vapilabilir.

Misir papirlislerinin igerigi sadece bunlar da degildir. Ozellikle Fhind Papiriisinde
carpma ve bélmelere iliskin cok problem ¢coziimleri vardir, Diger papiriislerin icerikler|
de incelemeye deger tlrdendir. Yeri gelince onlara da yer verecediz.

4, MISIR GEOMETRISE

Herodot'a gore geometrinin baslangici Eski Misir'da baslar. Bu bugline kadar
bilinenlerin 1511 altinda dogrudur. Misir firavuntan ve kirallarn o kadar piramidi yaptirmak
icin paraya gereksinimleri vardi. Bu paralar da halktan alinan vergilere dayaniyaorou,
Nii nehri yoresindeki ciftciler bu verginin kaynagiydi, Nil nenri tasinea tarlalann sinirlari
kayboluyor, dletim mihendisieri yeniden gelip cificilerin arazilerinin sinirlaring belirliyor
ve bu arazilerin ylzolglimlerine gore vergiye baghyoriardi. Zaten Misir'da geometri
yer ve dlgiim anlamina geliyordu. Herodot I. O. 460 - 455 yilian arasinda Misirda bu-
lunmus ve bu olaylan dikkatli bir bigimds gozlemleyerek kaleme almigtir. Yaptigi goz-
lermler de gergekten sistemnli bir aragtirmanin Griinliddr. Herodot'a gére Kiral Sespstris,
her Misirliya kare bicimli tarlay| veriyor, ona gére her birinden vergl alivordu. Tarlanin
bir kenari sular altinda kalinca dleimetiler gelivor, gerd kalan kismit icin vergiyi alivoriard!.
Bu yapilanlar geametrida itk adim saytiiyor.

Misirlilarin geometride kullandigl en dnemli alet ipfi. Bunun disinda sakil ve
dizeg gelivorau. Zamani Glcen de glines saatiydi. Yeter! kadar uzunlukta alinan ipte
esit araliklarla dort tane digUm atilinca kare bigimii bir arazl elde edilebiliyordu. On-
farin itk matematik calismalari bu sekilde bastiyordu. Yunanl: digiinir ve matematik-
¢isi olan Demorcritus (1. O. 460 - 370), Misiriiarmn ispatsiz olan ve denemeyle dogru-
lanmus bilgileri ustalikla kullanmalarindan évglyle stz eder. 4000 yil 6nce var olan
bu geometri gergekien dviilmeye deger tdrdeydi. Misir'da bu olelimleri yapan cok iyi
arazi élclimelleri ve muhendisiert vardi. Dilzlemsel olan bu sekilleri ispatsiz olarak
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dzellikierini gormek ve kullanmak oldukea ileri bir gdrisin Urlnuydl. Denemeyie alan-
larn ve bazi kKatt cisimlerin hacimierini bulabiliyorlardl, Gézlem, deneme ve yanima
onlarin basardikliar en dnemli calismalanydi. Qlclimier icin kullandiklan yéniemier
hep yaklisik degerlerdi. Formillerinin cogu da denemeye dayanmiyordu. Yaklasik he-
saplan bir verde dogruydu.

iisirlilann sakil, dilzec va dik agl elde eime yonigmieri,

Ediu'da i. O. 100 yillarinda yapilan Horus'un mezanrmin duvanndaki yazilar ok
anemiidir. Clinku by duvardaki yazilardan birincle, kenarlan 2, b, ¢ ve d olan bir tarianin
alanimin karsilikli kerarlannin ortalamasinin ¢arpimidir bigiminde verilmistir. Yani bu
alan

A=L@a+c) (b+d)

i

formiid ile bulunacakiir. Stiphesiz bu formil dogru degildir ama. tarlamn sekli dikdort-
gene ne kadar yakinsa, alanda yapilan hata da o kadar azdir. Yani, bu formill bu tar-
lanin alanim yaklagik olarak verir. Bu formiit sadece Misirlilar dedil gelip gecmis her
ulus kullanmistir, Buglin halen Anadoelu’da ¢iftgiler sirdien ya da biclien arazinin yi-
zBletmi icin bu formUll kullanidar ve paralanni ona gire hesaplarlar. Bu formilldn
3000 yil énee Babil'de de kullanildigin gértivoruz.

Bhing Papirisii'nde 41 ile 80 numaralar arasindaki problemier dikddngen ya
da silindir tabanit tohum ambariar: dzerinedir, Bu problemlerin 50 numaralis dairenin
alani ile ilgihdir. 50. Problem su bicimde gecer. Capl 8 metre olan dairenin alan ne
kadardir? Rhind Papirlisi’nde bu 9 khet olarak gecivor. Biz, &zel olarak bunu meatre
olarak yazdik.
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Cozimi soyle vapiiyor. Capin dekuzda birini, yani 1 metresini cikanyor. Geriye
8 metre kaliyor. 8 sayisini 8 sayisi ile carpiyor, 64 sayisini buluyor, Oyleyse dairenin
alani 64 metre karedir divor.

Burada yaptian islem Kisaca sudur. d cap!i cemberin capinin dokuzda birf atilirsa
ve kalanin karesi aitnirsa A alani

ol B
R [° 5)
olur. Oysa bugtin dairenin alan olarak bildigimiz formil, A = zd*4 cldugundan
nd? @]2
el v

yazilirsa

— [%]éw 3.1605..

olarak bulunur. Bu da Misirlilarin ¢ caph cemberinin cevresinin capina béliimit olan
pi sayisinin vakiasik degeridir. Bu sayi yaklasik olarak

[

sayisidir,

[.$, 1800ile . O. 1600 yilizn arasinda eski Babil kaynaklarinda germbarin cevies)-
nin uzunlugunun gapina boltimid m = 3 olarak kullanilmistir. Diger bir deyimle, gapin
g katl dairenin gevrasinin uzunlugunu verir. Bu cevieyi nd ile gisterslim. . Kirallik
déneminde eski bir antlasmada |braniler piigin 3 olan dederi kendi yvazmalarinda
23 : 7 olarak almislardir. Bu eski anilasmada Sclomon'un mezarnndaki banyoda bulu-
nan bir sts gemberi vardir. Bu sislin uzunlugunun hesabinda, capin Ug katll bu germ-
ber siistn uzuniugunu vermektedir denmektedir.

. O, 650 yillarinda yazilmis bir ayet vardir. Bu ayef . O. 800 yilinda élen birinin
mezar tagindan alinmishir, 10 santimetre capinda magenden ddkme yuvarlak bir ia-
puz bashk vardir. Bu topuzun Uzerine 30 santimefre uzuniugunda bir sUs isiemesinin
oldugu yazilmustiv. Capirs Ug katl bu sUsUn uzuniugunu vermekiedir denmektedir.

1936 yiinda Fransiz kazi heyeti Mezoneamya'da Susa kentinds (izerinde giv’
yazis! bulunan bir tablet bulmuslarde. 1950 yilinda vayintanan bu tablette pi sayist
icin Babil diliyle 3; 7, 30 yani
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4
2

degerini aldigin yvazar. Piicin bu degenn kullanilmas: en az Misirdhlann kullandign dé
nem kadar eskidir.

d caph bir dairenin alammnim A = {8d / 9)% formulll ile bulunmasir veren dogrudan
bir belge va da bilgi yoktur. Bu bilglye biz ancak Bhind Papirds('ndexl 48, Probmlermile
uiasabiliyoruz, Bu problemde bu formdl igin bir yol gésterme vardir. Kabaca bir kare
cizilmis. Dort kosesinde birer dik Oggen var. Karenin iginde demotik rakamle yazilmig
9 sayist var.

Kare, kenarlzrindan (cer esit parcaiara bélinmis ve koselerdeki dirt dik Uegen
kesiimistir. Bu Uogenlerin her birinin alani 9/2 birirm karedir. Yaziciin burada yaptidl
gay, 9 kenarli bir kare gizmek, Kosslarden Uger birim uzunluklu dik decgenlen kesmek,
baviece dizglin bir sekizgen cizerek bu seldzgenin alaniri dairenin alary olarak al-
maktir.

Gergekien bu diizgin sekizgenin alan vaklasik ciarak bu dairenin alamnt verir,
Sekle bakilirsa késelerde bazi alaniar dairenin alanindan kesilerek atiimis, fakat dai-
renin disindaki bazi alanlar da sekizgenin icine a2hinmistir

Kebaca dairenin zlan) sekizgenin alanina egiitin. Sekizgenin alan! karenir: afanimn-
dan déri tane 92 birim kare olan ikizkenar dik Geagenlerin alaniannn gikanlmasiyia
bulunur. Bu da

demskiir. Bu da (8(:5;’9]2 yaziminda d =2 alinmasiyla elde edilen sayiya asitiir. Yan!
63 sayisl 64 sayisina oldukea yakin bir degerdir, &= (84 / 9)* formUidnin agikianmasi
bu bicimdedir.

Rhind Papirist'ndeki 52 probiem azagidaki sekilde verilen vamugun afaninim
hulunmasiyla ilgilidir. Sekilde veriien yamudun zalan
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A= Libatih
5

formdille bulunmustur. Yazarin burada, vamudun alani icin paralel olan alt ve (st ke-
narlarin toplaminin yansinin edik kenann uzunlugu ile carpimina mi esit va da yan
kenar paralel olan kenarlara dik midir? Papiriisie bu acik dedildir, Bu daha sonra di-
zeltilmistir. Clink( papiriisteki sekil kétl ve kaba bir bicimde gizildigi icin 20 ile gastarilen
kenarin paralel olan alt ve (st tabanlara dik cldugu veya dik kabul edilmesi gerekiig
sonucuna vartimistic. Buna gore yamugun alarn icin veriien yukandaki formt! dogrudur,
Burada egik kenarlarin esit veya tabanlara dik gibi goriinmesi yamiticidir. Bu yanlts
anlasilma tlimlyle seklin kétd cizilmesinden ileri gelmektedir. Eder yamugu sekildeki
gibi kabul edersek bu halde yamugun yaklasik alamni bulmus oluruz. Bu da Misirhlarin
cok yaptd: bir hesaplama yontemidir.

r R,

d
| |

Misirhilariis Maskova Papirlis(, 1. O. 1650 yillarinda, 200 yii énce yazilan bir papi-
risten kopyalanmistir. Bi papirts 1893 yilinda V. 8. Golenisheheyv tarafindan satin
ahnmig ve daha sonra Moskova Guzel Sanatlar Mizesi'ne satilmigtir.

Moskova Papiriist'de 25 tane probiem vardir. Buradaki 14. problem &nemlidir.
Migirllanin |. O. 1850 yillarinda kare tabanh kesit piramidin hacim formiillintin bugiinki
dille

v=.'3]_(a +ab + b7

biciminde oldugunit dogru olarak biliyorlaral.

famdeki Qekll ikiz kenar bl]‘ yvamuk gibi gostenImI§ fakaf hesapiamalar Kesﬁ( piramii
Uzerinde yapilmistir. Problemin yazilis: soyledir.
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Kesik piramidin hacmi gbyle hesaplanir. Firamidin ylkseklig &, kare olan aii ta-
banm bir kenar 4 ve kare olan st tabamn bir kenan 2 birirm olarak veriliyer. Cozumonit
de soyle yapiyor. 4 sayisinin karesini 16 olarak al. 4 sayisinin iki katini alarak 8 sayi-
sini bul. Simdi 2 sayisinin karesini 4 olerak al. Simdi bu 16, 8 ve 4 sayilanni {opla. Bu
28 yapar. 6 sayisimn gte birini al ve 2 sayisimi bul. 28 sayisinimn ikl katini al ve 56 sa-
yistni bul. Iste 56 sayist bu kosullardaki kesik piramidin dogru olarak hesaplanan hac-
midir.

Dikkai edilirse @ =4%=16, ab=4 , 2=8,b=2"=4,38°+ab+0b° =16+ 8+
4 = 28 yapiyor. h/3 = 6/3 = 2 buluyor. Sonra kesik piramidin hacmint degru olarak

V:-g-(a2+ab+b")=%{16+8+4)=2.28=56

bigiminde hesaplanir.

Bu gdziim ozel bir hal igin yapiimig, genel bir teorem degildir. Bu haliyle nefesleri
kesen ve neyecan veren bir cozimdlr, Baz) matematik tarihcilen bu ¢dzim yéniemin|
ve onlarin bu basansim Misir'daki blydk piramiiler kadar dvmusler ve oasariiarin
kutlamislardir.

Misirlilarin kare tabanl bir tam piramidin hacminin nasil bulundugunu bildikier
ve bu konuda editimll olduklan kabul ediliv. Belki onlarin dizeltilmis boyle bir kare pi-
ramit icin hacim formili

2

i
V=1 g
3

bicimindeydi, b tabanl ve h yiksekiikli bir Uggenin alan formUlintn A = bh/2 clduguna
benzer alarak, piramidin hacminin ha® ile bir sabitin carpimina esit oldugunu distinmus-
lerdir. Hatta énceleri piramidin hacminin taban alani ile yiksekliginin yarisina esit ol-
dugunu sanmislardir. Fakat dlgme ve denemeyle, taban alan ile yuksekliginin carpi-
rmnin Ugte birine esil oldugunu gorerek, kare tabanii ve h ylikseklikli bir piramidin ha-
aim farmidndn

h o
V=g
3

ciminde aldugunu gdrmuslerdir. Qysa kesik piramitierin hacim formuic olarak kulla-
rilan

V:%{az+ ab < b?)
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formdld deneme ya da sezgisel yolla kolay kolay bulunamaz. Bu formdli buimak igin
bazi geometrik analizler yapmak ya da bazi cebir bilgilerinin yapiimasi gerekir. Her
iki halde de boyle bir formilin bulunmas: nasil olabilir? Ayni seyi kare tabanl ve h
yikseklikli piramidin V = {h/3)a® bicimindeki hacim formili icin de sdyleyebiliriz. T{im
bunlann ¢tesinde Misirtilar bu formilleri kullanarak piramitlerin hacimlerini bulmuslardir.
Bu da gergekien heyecan veren ve insanlarin nefeslerini kesen bir sevdir.

Blyuk tarthgl Herodot'a gére 1. O. 2600 yillarinda 30 yiida Misir'da Gizeh'te Khufu
tarafindan yaptinifan Biylk Gizeh Piramidinde 400.000 kisi calistidina, her tagin 2.5
ton ve bunlardan 2.300.000 tane oldudu, 54 ton granitin kutlanidid, kare tabaninda
badil olarak yapilan hatanin 1/14.000 ve taban dik agilarinda yapilan hatamn 1/27.000
sayisindan daha kiciik cldugunu dldsunirsek, bu uygarlktan bazi seyler beklemek
ve bazi seyieri basardiklarint kabul etmek gerekir.

Misir'da ytize yakin piramit yaptlmigtir. Bunlarin cogu zamana karsgi dayanama-
dikiart igin yikilmis ve yok oimusglardir. Su anda ayakta duran piramitterin daha uzun
yillar ayakta kalacaklar gdriiiiiyor. Bu da eski Misirhlarin mihendislik eserleridir.

Misir piramitleri igin uydurulan akil almaz Sykilerinin hi¢ biri dogru degildir. Olg-
melerle bu uydurmalarin dogru clmadidi gésteriimistir. Akil almaz diye séylenen me-
kanik iglemierin de sihirli hig bir yam gérilmemistir. Yapimlarmn tim0 mekanik ve ma-
hendislik hesaplamalaridir. insan istU hic bir masal burada kullaniimamistir. Her sey
bilimseldir.

QOladanistl soylentilerden birisi, Gizeh piramidinin taban cevresinin yarisinin
piramidin ydksekligine bélimdinin tam pi sayisina esit oldugu sdylentisidir. Yapilan
dlclimlerle bu

2(755.78)

clarak bulunmustur. Gergek pi sayisi & = 3.1415926... irrasyonel sayisidir. Aralarinda
fark yainiz 0.00036... kadardir. Bu saylarin birbirine yakin olmasi sadece bir rastiantidir
ya da bazilannin sdyledidi gibi yapimin planini gizen matematikei mdhendisin pi sayis!
hakkinda bir bilgist vardi. Bir piramidin yar cevresinin yiiksekligine bdlUminin pi sa-
yisina esit oidudunu veren hig bir matematiksel badint yoktur. Bunun bdyle oimadigimi
basit bazi sayisal dederlerie hemen gérehilirsiniz. Yarr cevresi 20 ve yiksekiigi 2 oian
bir kare piramiticin 20/2 = 10 ofur ve pi sayisina esit degildir.

Misirlt papazlann Herodot'u kulfanarak uydurduklar bir yalan daha vardiwr. Gizel?
teki Blyk Piramid'in yanal licgenlerinin birer eskenar cidugu yéniindedir. Olemelerle
bayle cimadidr gériimiistir. Ikinci uydurma daha da ciddi bir matematik probiemidir.
Bir kere Buylk Piramit yapim nedeniyie tam kare tabanli ve vana! ayntian birbirine
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egit olan ikiz kenar Jcgenler degilcir. Papazlarin sayledigi ikinci bir Gnerme. bu pira-
mitteki yanal ylzlerin her birinin alan, by piramicin viksekligine esit kenal bir karen'n
alamna esitiir. Bu giramit igin Herooaot glya boyie sdylemisiin

) _'\-_ o

e

Sekildeki gibi piramidin Kare olan ialianinin bzunlugunu 2b ve yanal Dogenin
yiksekligini de a olarak alahm, h de kare piramidin yitksekliai aisur. Bir an bu piranit
igin Heredot'un bagmtisl

i

(2h. &l =ao

"y|—

alarak verilsin. Pisagor bagintisma gare 2 hipoltantislt, b uzuniukis ve b yviksekli dil
Gggen igin h? + b° = a° yada n?=a®~b? olur. Once her kare piramit igir Heradot'a
mal edilen baginit dogru degildiz. Slinki a< 5. b =4 ve 1t = 2 '¢in h? = ab clan Herodot
baginisi saglanmarmaktadir. Bu BUyilk Firamiticin h® = ab olsun. Pisagor'a gore
a® —b? = h* ve Herodot'a gére h* = ab oldufundzan 2° — b® = ab olur. Bu esitligin her
iki yam & defietine bollinirse

ya da buna esdeger olarak

yazilir. b/a = x denirse x° + x =1 biciminde ikinc derece denklem! yazilir. Bu ikinci
derece denkleminmin pozitif koki
e Lam o
- *:"3- (8 —=1)

sayisidir, Bu da

D I i
—_— = —"-—1 = 3. -gp 3 1
g {¥v3 j = 0.5780239

sayisina esitlin, Bu sayi da matemaltikie ve mimaritkia altin orana karsilix gelmesktedir,
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Bu da gbze hos gérinen bir arandir. Matematikte ve uygulamalarda aliin oranlar gok
kez ispatlanmistir. Yani, Buyik Gizeh Piramidinin vapiminda aitin aran vardir ve bu
nedenle hem heybetli hem de glzel gériinir.

Simdi burada su soru sorulabilir. Piramit yapimeilan nasil oluyor da altin aranlara
ulasiyorlardi? Gergekien amagclarn bu muydu? Bu soru yanitsiz kaliyor. Leonardao da
Vinei'nin gizimlerinde ve resimlerinde hep altin oranlarin aldugu gérilimostir. Kendisine
alii oranlan nasil kullandigl sorulmusg. Bunlan kendisinin de bilmedigini, gizim ve re-
sirnierinin glizel gérinmesini igimden istedigim igin olsa gerek yanitini vermistir. Doga-
da glzel gdriinen her seyde bir altin oran vardir. Gizeh Blylk RPiramidini yapan mi-
hendis matematikgilerinin icinde belki altin aran vardi, Bunu bilemiyoruz, Her piramitte
altin oranin gerskmedigi acikiir.

Blylk piramitte gergek dlcimler yapiinis ve yanal dggenlerin a yiikseklidi

a=Vh2+b? =\/(481.2)2 + (377 . 89)% = 511.85

olarak bulunmusiur, Buradan gergek bla = 0.61762... oldugunu gérmuislerdir. Bu iki
oran arasindaki fark da 0.0004139 kadar ve oldukga kiictktir.

Gizeh'tekl Buyik Piramit'in yapiminda kuramsal olarak aliin oranlarin kullanildigin
amaior bir matematikgi olan John Taylor otuz yil calismalan ve dlemeleri sonucunda
ortaya cikarmistir. Onun bu calismalary 1859 vilinda yayinianmistin. BOyik Piramit,
Nicin Yapiidi ve Kim Yaph? isimliydi.

Taylor atuz yil icinde, kendisinden dnece gelen ve olgumlari alan tiim ziyaretcilerin
dlglimierini topladi. Bu dlelmier degerlendirdi. Bu kosullara uyan piramit modelier]
vapti. Herodot, bu piramidin 800 fitlik bir kare (izerine kurulu ve yliksekliginin de 800
fit oldugunu soyliyordu, Olgiiler bu sdylenenlerden farkliyvd.

Bu Blyuk Gizeh Piramidi Uzerine bir altin orandan daha sdz ediliv. Glya bu altin
oran, taban alaninin toplam yanal alana balimine veya toplam yanal alanin, bu top-
lam yanal alan ile taban alanimin toplamina balimine esittir. Burada bir kere taban
alani (2b)? = 4b® ve dort tane vanal Uicgenlerin alanlar toplami 4(2ba)/2 = 4ab olur.
Bu sdylentiy! yazarsak

46° _ 4ab
4ab  4ab + 4b?

ya da bupa esdeger olarak
o E

a a+b

alur. Onceki hesaplamalarda oldugu gibi a = 611.85 ve b = 377.89 degerler igin
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a 611.85

arh = Q—Bm‘: 0.61818...

orani bulunur. Oysa daha Gnce b/a = 0.61782.., bigimindeydi. Dikkat edilirse b/a ve
a/(a+b) oranlan yaklagik olarak ayni altiin orandir. Bu sonug bir rastlantl midir yoksa
lizerinde disliniimeden sGvlenmis bir kurgu mudur? Bu da beli dedil.

Piramitterin gogu L. O. 2000 ila . ©, 1750 yiliar arasinda yapildi. Piramit yapime-
larinin fazla bir geomedri bilgileri yakiu. Bu dénemilere ligkin fazla matematik bilgiieri
de bizlere ulagamamistir. Farkll zamanlarda yazilan ancak iki papirls bize ulasabilmisiir.
Bu papiriister incelendiginde, Misisilarin ispath bir geametrisi yokiur, Geometride bil-
dikleri sezgisel ve denemeye dayall kurallardir. Kuramsal maiematikieri yoktur, Buna
bagh olarak genel islem kurallanina rastlaniimaz. Hesaplamalan vardir. Bazen problen
coziimlerinde yaklasik ve praiik hesaplamalar ve dlglimlier yaparlar.

5, BABIL MATEMATIGE

Matematikie bildikierimizin gagu Mezopotamya'da gelismistir. Bunu gelistirenlerin
basinda Simerler ve daha sonra Akadlar gelir, Bu ki ulusu diger uluslar izler, Mezopo-
famya'da gelisen matematik Dicle ve Firat nehirlerinin arasinda oldugu igin tam halk:
lann merkezi Babil olmusg, buna badl olarak da bu matematik genel olaralk Babil ma-
temnatigi olarak sdylenmektedir. Babil matematigi |. ©. 3500 yillarindan baglayp tam
3000 vil hokim strmilstir, Bu nedenle bu matematikie neler yapildiging incelemede
varar vardir,

Babil matematiginin tabletlerinin cogu British Mizest, Louvre, Yale, Columbiz ve
Pennsylvania Universitesinde saklanmaktadir. Matemialik igerikli tabtetlerin cogu Otia
Neugebauer tarafindan 1930 yilinda gozllmils, okunmus, yorumtanmig, bugln ania-
yabilecegimiz dile cevrilmis ve Gzerinde yorumlar yapilmistir. Ozeliikle 1. O. 1800 ile
I.G. 1800 yillan arasinda kit tabletlere yazilan matematikler cok dnemlidir.

Zamanimizdan 3800 yil énce Mezopatamya'da Larsa kentinde bir okulda a® +
b = ¢ denilemini sadlayan (a,b,c) tamsayli Golilerinin bulunmasi égretilivordu. Buri-
lardan dernemeyle on beg tanesi bulunmusty. Daha bazi dclilarin bulunmas: icin 63-
rencilerine Gaevier veriyordu. Bulunan bu U¢liler hemen tabletlere yaziliyor ve firinla-
niyordu. Bu bicimde (icllleri bulan daretmen diger meslektaslarnin yaninda ayricalikli
bir verl vardl. Her tirlll dvglnin dzerinde biryver edinmisil, Fakat bu Ucliiieri nasii
elde ettiginin yéntemini tabletlere kazimamisti. Bu nedenle aonun bu yéniemi bizlere
kadar gelemedi. Diger matematik dgretmenieri de bu konuda bir tablef birakmagitar.
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En eski uygaritktan birisi i. O. 3500 yillarinda Mezopotamya’da Dicle ve Firat
nehirleti arasinda kuruidu. Ik yazi Stimerler tarafindan icat edildi. Uygarlik yazilar
¢ivi yazilanyla kaleme alindi. Gok sayida sivil yasalar, matematik, astronomi, tip, fen,
savaglar ve anlagsmalar bu ¢ivi vazisiyla yazildi. Savagiar, depremler, doga olayiari,
salgin hastalklar ve zaman bu uygarh§r toprak allina itti.

Tumidyle toprak altinda kalan binlerce ¢ivi yazi tabletleri son 150 yil icinde yapilan
kazilarla giin isidina ¢ikarildi. Hint Ordusu'nda asker olan ingiliz Henry Creswicke
Rawlinson {1810 - 1895), Iran'da Behistun kentindeki anitlarda, mezarlarda ve taglar
(zerinde yazili ofan civi yazisi dikkatini cekti, 1835 yilinda iran'da Sah'in ordusunda
gérev aldi. Dilleri 8grendi ve civi yazisini okudu. Behistun’dan Babil'e giden Ipek Yolu
(zerinde 150 fit eninde ve 100 fit yitksekligindeki kutsal tastaki yazilan ¢ézdl ve oku-
du. Béylece, I. O. 516 yilinda yazilan civi yazisi okundu ve 3000 yillik olan Mezopotamya
uygarh@indan insanhdin haberi cldu. Behistun Kayasi, Misirdaki Rosetta Tagina ben-
zemese de buna bazilan Behistun Kayasi yarine Mezopotamya Rossetta Tast ismini

vermislerdir.

Civi yazisimin okunmasi ve yapian kazilar sonucunda en az 400.000 tablet oria-
ya cikardmistir. Bunlardan 400 kadan tam ya da kink pargalar halinde matematik
iceriklidir. Matematik tabletlerinin timil ckunmus, ¢ézdlmds ve buglnki dile ¢evriimistir.
Yerine gére agiklamalar da yapilmistir, Behistun Taginda eski Iran, Elam ve Akat dil-
ierinde yazilan ayni metin 150 x 100 fit karelik bir ylizeye yazilmisti. Kayadaki yazi
400 fit daha yukanda ve kayanin yliksekligi de yerden 1700 fit kadardi. Bu nedenle
yanina variimas| ve ckunmasi oldukca gugitkler ¢ikardi. Kayanmn attina taglar yigild.
uzun uzun merdivenler yapildr ve sonunda 414 sattr olan Pers diliyle yaziimis kisminin
kopyasi 1837 yilinda alindi. Grotefend ondan 35 yil dnce bu tastaki yazi {izerinde ¢a-
hsmig, ancak ilk iki paragrafini cevirebilmisti. Rawlinson'in amaci bu yazinin timinii
cevirmekti. Fakat 1839 yilinda ingiltere ile Afganistan arasinda savas ¢ikinca Rawlinson
Afganistan’a savasa gitti. 1843 yilinda geri Bagdata geldi. Ingiliz heyeti kopyalama
isine devam ediyordu. Rawlinson, Pers dilinde yazilan metin ile Elam dilinde yazilan
263 satir cevirdi ve 1846 yilinda yayinladi. Meatnin timi 1850 ytlinda tamamen ¢ézl-
dii. Metin . O. 516 yilinda Pers Kirali I. Darius tarafindan yazdirilmig ve onun askeri
basanlarini dven bir yazidr.

Behistun Tagmdaki yazilar ¢éz(l0p okunduktan ¢ok sonraiar matematik tablet-
feri bulunmus ve okunmustur. Yorumlar ve aglklamalar 1930 yillarindan sonra basla-
mistir,

Babilliierin matematikler altmig tabanma gbre yaziimistl. Eski Yunanhiar bu alt-
mig tabanini Mezopotamya'dan almiglar ve kullanmistardi. Givi yazisinin geklinden
dolayi rakamlar dikddrtgen biokluydu. Tabletierin biylk ¢oguniugu Hammurrabi {i. O.
2100) dénemine aittir. Daha sonraki tabietlerin biyik bir gogunlugu da | ©. 1000 ile
[. O. 300 yilian arasina aittir. I. O. 300 yillan Seleucid dénemidir.
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Burada daha cok Eski SBabillilerinn matematik iabletleri nemlidir Bu tableliar
Hammurrabl donemine rastiar. Aslinda Babildeki matematik blilnenin Gtesinde de bir
maternatikiir. Sayilar ¢ivi yazisiyia 1, 2. ..., 59 seklinde yazihiyor ve okunuyordu. Civi
yazisiyla 3 25 4 gosterimi 3.607 + 25.60 + 4 = 12,304 anlamindaydi.

Babilliterin altrois takanh iki tablei Dicle nehri kiyisinda Senkerah'da 1854 vilinda
Ingiliz jeologu W. K. Loftus tarafindan yapilan kazida bulunmustur. Bu tabletler Ham-
murabi (1. ©. 2000) dénemine aittir. Bu tabletler birden otuz ikiye kadar olan sayilanin
karelerini veren tablodur. Tabloda 7° gésterimi 42, 82 =14, 8% =121, .. 322 =174
olarak lisielenmigtir. Burada drnegin 58 1 = 58.60 + 1 = 3461 = 597 demektir,

Babil matematigi de Misir matemaligi gibi kenumlu degildi. Yani, bu tlkelerin ma-
tematiklerinde rakamlar bulunduklar yeriere gére basamak degerini almiyordu. Ancak
rakamilarin yazilisinda bilyiikitk va da kiiglkldge goére degerler ahyordu. Bu yazim
sekillerinde bunlart belirlemek oldukea glctl. Ama onlar bu bigimde egititdikleri icin
baska cikar yollar) yokiu.

Bahillilerin givi yazilarinin rakamlar arasinda virgll va da nokial virgdh yokiur,
Bu matematigi yorumlayaniar daha iyi anlasiimas) icin bu kolaylidgr getirmislerdir. Ome-
gin2.3=260+3=123ve 224 = 260 + 24 = 144 gemekiir. 2 24 yazim| civi yazisiyla
224 = 2.60% + 24.60 = 8640 anlamina gelmesi de mimkindir,

Eabillilerin hir tableti dairenin alamnin bulunmasiyia iigilidir, Pi sayisini 3 alarak.
dairenin alani ayni dairenin cevresinin on ikide birine esli oldugunu séylemislerdir.
1836 yilinda vapilan bir kazida gikarlan bir tablet vardir. Bu tablette dairenin alanin
daha duyarl) hesaplamak icin 1/12 ile 24/25 sayisiyla daha carpmalk gerekligini sdyler.
Bu halde pi sayisi 25/8 yoresindedir.

Viksekligi h, alt taban uzurlugu b ve st taban uzunlugu a olan karesel bir pira-
midin hacim formiil( Babillilerde

bicimindedir. Bu formill vapilasak ufak bir dizenlemeyle Misirhfarn Moskova Papirti-
sti'ndeki hacim formliyle aynr olur,

Yiksekliai b, alt taban yarigapi R ve iist tavan yancap! © olan kesilk koninin ha-
¢im formUlG, Bahbillilerin 6nceki kaynaklarinda yanls olarak

Wi %h{rz + 7

ciarak gager. Oysa bu hacmin dizekilmis formli



144 BARIL MATEMATIGE
V= %xh(nﬁ +Rr + 1)

- bicimindedir. Eger h = 6. R = 4 ve r = 2 olarak alirsaniz, birinci yantig olan formiilden
V = 180 ve ikinci dogru olan formUlden V = 175.84 olarak bulursunuz.

isikenderiyell Heron (75), kesik kaninin hacim formilind

Vs % i+ R)2
pigiminde vermigtir. Eger h=6, R=4 ve =2 olarak alinirsa bu halde V hacm
n=22/7igcin V = 169.71 olarak bulursunuz.

Bir sayinin alimig tabamna gore devriginin acilimi senlu ise bu sayiya altmis ta-
banina gére dizglndlr ya da kisaca dizglndir denir. Yale tableti harig tum Rabil
tableileri dizgin sayilardir, |. O. 300 yillarinda yazilan Louvre tableti altmis tabanina
gtre vedi basamakll dizg(n sayilar kapsar. Bunun devrigi de on yedi basamaklidir.

a. b ve ¢ negalif olmayan sayilar olsun. Bir n sayisinin diizglin ofmasi igin gerekli
ve yeterli kosulun n = 2% 3° 5° bigiminde olmasidir. Bu teoreme gére 1/2, 1/3, 1/5
ve 1/3800 sayilarini altmis tabanina gbre soniu tane acihimini yaziniz.

Berlin, Yale ve Louvre mizelerinde bulunan baz/ Babil tabletlerinde bilesik faiz
oroblemleri vardir. Istanbul fabletinde a = 9. 16, 100 ve 225 aldugunda n =1, 2, 3,
.., 3igin a" sayrsi igin bir tablo diizenlenmistir. Bu tabloya gére a* = b bigimindeki
tstel denklem ¢ozitebilir. I. &. 1700 yillarinda yazilms Louvre tabletinde bilesik taizle
ilgili bir problem ve bu problemin ¢ézimi vardr, Bir miktar para yUzde virmiden yillik
bilesik taize veriliyor. Kag yil sonra bu para kendisinin iki kati alur?

Cebirsel geometri icin I. ©. 1800 yillarinda yazilan ve Strassburg tableti olarak
bilinen tablette ilging bir problem gézllmistir. Bir A alani, toplami 1000 ofan ki kare-
den olugmustur. Karelerden birinin kenari, diger karenin bir kenarinin uzunlugunun
2/3 kadanndan 10 dana kiiciktir, Bu halde karelerin kenarlarinin uzunlugu bu Babil
tabletinde cozllmekiedir.

. ©. 300 yillarinda yazilan Louvre tabletinde, bir birim alanli ve vari gevresi top-
tarmi verilen dikdértgenie ilgili dort problem vardir, Bu problemler kisaca, kenarlar( x
ve Y, yan cevresi uzunlugu a olsun. Buna gire xy = 1 ve x + v = a olan x ve y degerleri,
y dederi cekilerek x degiskenine bagl olan ikinci derece denkiemi gozilmektedir, Bu
problemin ctzimil matematik tarihl yéniinden ¢ok dnemlidir, x ile y degerlen Louvre
yéntemiyle bulunur. Bu tir problemiarin goziimieri Euclides'in (1. ©. 300) iking kitabinda
5, Onerme olarak ¢&z0imustlr.
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Babil matematiginin ¢ok ilging yanianndan kiri de, sayilanin belli kuraitarla tablo-
lariny yapmalart ve bu tablolann yardimiyla baz: denkiemleri ¢dzmeleridir. Ornegin,
n=1,23,4,..30sayilan i¢cin n’+n? toplaminin yapidid bir Babil tableti vardr.
Babilliler bu tabletteki degerleri kullanarak x* + 2x% — 3136 = 0 bigimindeki kibik denk-
lemi gozlyorlardi. I. O. 1800 yillarinda yazilan bir Babil tabletinde xyz + xy = 7/6, y
=2%/3 ve z=12x bigimindeki denklem sistemi yukardaki yontemle ¢&z(l0yordu.
Otio Neugebauer (1899-1990), Babillilerin genel Gglincli derece denklemlerini normal
sekil denen n® + n? = ¢ bigimine getirebildiklering inanmaktadir. Fakat bu sekle nasi
soktuklarina iliskin bir tablet yoktur. Béyle bir indirgeme olabilir mi? Yine Babil tablet-
lerinde cok sayida farkh n degerleri icin

.3 Iff .\2

7=

'[:‘;]::

Nagt

"

i L

oldugunu ¢ok iyi bilmis olmalar gerektigini 6zellikle séylemektedir. Bu sézleriyie kendi
inancint séylemektedir. Bdyle bir tablete rastlamimamigtir. Ancak dzel bazi dename
saytlar vardir.
—a® < h < a® oldugunda (a® + h)'? agilimt yakinsaktir. Babililer 0 < h < a® halinde
{a® + Y% = a + h/2a
formulind kullanarak, ¥2, ¥3, ¥5, ... gibi saytlarin yaklasik degerlerini bulabiliyortard.
Eski Babillilerin ikinci derece denklemleri ¢cazdligu kesindir, Bu konuda i. ©. 2000
yillaninda yaziirmg ve ¢dzilmis cok sayida ikinci derece denklemleriyle ¢dzilebilen

tabletleri bulunmustur. Bunlardan birisi sdyledir.

Bir karenin alanina bu karenin bir kenarinin 2/3 kadarint ekledigimde bunlarin
toplami 0;35 clmaktadir. Karenin bir kenarinin uzuniugu nedir?

Bunu buglnki dille

piciminge yazariz.
Brobiemin ¢éz0ml sézil komutlaryla tabletie aynen sdyiedir.

x sayismi 1 al. Bu 1 sayisinin {cte ikisi 0;40 yapar. Bunun yarisi 0,20 ve 0,20
ile carparsan ;8, 40 sayisini bulursun. Bunu 0;35 sayisina ekle. Sonug ;41,40 olur.
Bunun karekdkin( alirsan 0;50 olur. 0;50 sayisindan 0;20 sayisint ¢ikarirsan 0,30
sayisin bulursun. Bu da verilen karenin bir kenaridir,
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Bu islemin moedern dille ve alimis tabantyla yazim|

R

x=wwngﬁf+035—2§9

=/06.40 + 0;35 - 0:20

=/0;41,40 — 0:20
=0;50—-0;20 = 0;30

bicimdedir, Yani, Babilliler x° + ab = b bigimindeki ikinci derece denklemini

x:v’(g}i};-g

formulil ile gdzuyorlard). Bakillilerin bu bicimde ikinci derece denkleminin gézidmund
veren bovle bir formilleri yokte ama yukandaki problerin ¢céziiminde oldudu gibi
sozl0 kamutlaria bu form0iu yazmadan kullaniyoriardl. Hatta en genel haller de bile
ikinci derece denklemi pratik ve saghkl bir bigcimde sonuclandirabiliyorlardi,

Babilliierin en anemli prablemlerinden birisi yar cevresinin uzunlugu ve alani
verilen bir dikdértgenin boyuilarint bulma seklindsydi. Problemin ¢tzumi sonunda
ikinci derece denkleminin cozmdne vanr. Eskl insantar yan ¢evresinin uzunlugu veri-
len dikdértgenlerin alanlarinin ayni clacagl distncesindeydiler. Fakat yanildiklarini
daha senra anlayacaklard.

Babillilerin en dnemli problemlerinden birisi yaricevresi x + ¥y = a vealani xy=b
oian dikddrtgenin boyutlarint bulma seklindeydi. Coézimi nasil yaptiklarina iliskin bir
tablet yoktur. Formdli nasil bulduklarini gésteren bir yonteme de rastlanilamamistir.
Sozl( ofarak verilen gézum komutlar bu formild kullandiktarini gosteriyor. Babilliler
cok iyl tablolar yapiyor ve bunlarl becerikli bir bigimde kullaniyorlard. Belki de bu fur
problemi cdzmek igin daha dnce hazirladiklar tablolardan yararlanivoriardi. Yani, ya-
rigevresi sabit olan x ve y degerleri igin tablolar ve bu degerler igin de alaniar olusturu-
yorlardl. Gergekten yaphikian x = y = a = 20 igin

X=%4+2 ve y:%—z

A
2

olarak alinapiiir. z degerine 0 ile 8 arasinda sayilar verilirse

rg)2
— b:xy 1-5;1 - b
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z=0 10 10 100
z=] 11 g =12
z2=2 i2 8 96
Z2=3 13 7 91
zZ=4 4 5 84
=B 15 8 75
2=0 16 4 64
Z = f T 3 51
z=8 18 2 36
z=4 19 1 19

147

tablosu yapilir. Babilliler bu tabloda z degeri buyidikge alanin KichdOgonil ve (2/2)?

~ b degerinin 2° degerinie esit oldugunu gordiiler. Ovieyse

P\ B

HEES

bagintis) yazilir. Buradan
(2=
s \ (\’E}) =

sonucuna vardilar. Oyleyse bilinmeyenter

X, L 2
=g (B)s w33

tormilleriyle bulunabilir.

(]

Babilliler ok iyi 1able yapimellar oiduklan icin, bu tablodan sonra formilld bulmay
becerdiler. Burada dikkai ediiirse ne birkurgu ne de timdengelim vonieml vardir,
Kullantlan yontem sadece deneme ve sayisal uygulamalardir. x +y = a biciminde
verildiginde x biyiidikee v degerinin kilglidiigint ya da iglerin v icin tersine déndigunii

daha sonyaki Bakilliler gorddler. Dikkat edifirse her halge

L

5 Z

&l
K==+ Z VB =
5 y

sayllarnin teplam! a sabit sayisidir. Bu degerler xy = b denkleminde yerlerine yazilirsa

i

o~y
~2)(3-2)=b

SRS
(]

yada

C
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yazilir. Buradan

2 e
z‘{g; b
ya da
a\g -
Z= /12 —-b

olur. Dikkat edilirse burada negatif kék ¢dzume dahil editmemistir. Cank( dikddrigenin
kenarian negatif say olamaz. Negatif koklerin islerne sokuimasi ok sonralarn modern
zamanimiz matematiginde kullaniimistir. Bilinen z degerter icin x ve v degerler sirasiyia

7 TET
x=%‘+ v(&)—b ve y = (\%)

I'\JLQJ

fermulleriyle bulunur.

Yale Babil kaleksivanunda yukaridaki vintemia ilgili 6zel rakamb bir tablet vardis.
Oda

sl
A
=)
&3]

|

X4y = ve Xy

)

agenklem sisteminin gézlmiyie ilglidir. Coz0m icin x ve v degerleri Babil yontemiyle
13/4 sayist gbzonine alinirsa

X ! Z Ve s oz Z
= B = i

o i
x+y=(_—1§—+zl ol

biciminde saglar. lkinci olarak xy = 15/2 oldugundan x ve y saydlannin degerleri sagla-
nir ve
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(13 413\ 15
Al ey
169 » 15
6 ~ "2

olur. Buradan z degeri z = 7/4 gelir. Bdvlece z = 7/4 dederi icin x ve y daderleri sirasiyia

=5 ve y=$——§r—

-3
2

L-L-q

alarak bulunurlar.

Babillilerin bu ydntemi x — y = a ve xy = b denklem ciftinin ¢&z0mU icin de uygu-
lanabilir. Bunun igin x = z + a/2 ve y = z — a/2 diyelim. Yukandaki islemler benzer ola-
rak tekrarlamrsa x ve y dederleri sirasiyla

X = {E\+b+é ve ¥y = ME\'E b-2
= 2J y= |2j|+ 5

v 1

olarak bulunurlar. Béylece, normal hal dedigimiz x + y = a ve xy = b denklem ¢ifti icin
¢bzim yéntemi bulunmus olunur.

Bu normal halleri kullanarak daha karnsik probmiemieri de ¢dzebiliriz. Bu hakli
iceren sayisal bir Babil tableti vardir.

Adi gecen tablette,

x+y=%5— ve X+¥+xys14

pigiminde verilen denklem sisteminin ¢éziminde x = 7/2 ve y = 7/3 olarak veriimektedir,
Caziminiin kolay oldudunu distndiklerinden clacak ¢6zUm yontemini vermemiglerdir.
Burada yapuklan ¢dzUmiin

X}I—X+y+)/\f—f)(+yr~14—3—;—%

bigiminde yvazilarak yapildigini saniyeruz. Bu hale gbre denklem sistemi
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35 49

X-ﬂ-y: ve ){y:._s_.

-

]
bigiminde normal hale déner. Buna gbére x ve v degerleri sirasiyia

+_7,_.
12

| e
o
&

7
2

y

g

2k
(3%

7
=— Ve =
5 Yy

(S IEN|

1

]

olarak bulunuriar,

Bir Babil tabletinde xy = b bigiminde carpim sabit, x ve y degerlerinin degisik bir
hali varchr, Bu iablette

xy = 600 ve (X + ¥)? + 120 (x — y) = 3700

olan denklem sisteminin ¢ozimi yapilmaktadir. Burada (x — y)% = (x — )" + 4xy oldu-
gu kullanihirsa, ikinei denklem

(x —y)* + 120 (x —y) = 1300

olarak yazilir. Bu da x — y cincinden ikinci derece bir denklemdir. kincl derece denkle-
minin géziim formiilt x — y degeri icin cozlliirse

I

(38

B (i - R
X y—\/(z—) +1300~ =% = /4800 - 60 = 70~ 60 = 10

yazilir. Bylece denklem ciftimiz x — y = 10 ve xy = 600 olan normal sekline girer. Bu-
radan x =z + 5 ve y = z—5 denir ve yukanidaki yontem uygulanirsa, x =30 ve y = 20
alarak bulupur,

Babilliler x2 + ax =b ve x® = ax + b bicimlerindeki ikinci derece denkiemlerinin
czUmiennin sirasiyla

lray2 T
x:"\/(%.]-?b_% ve x=\f/(—g;'+b+g

bicimlerinde oiduklarini biliyortardi. Bu denklemler icin cok sayida sayisal rnekler
gozmuslerdi. Babil matematiginde negatif kokler hier zaman atilmis ve alinmamigtis.
Bu distnce yuzyillar boyunca hep hdyle siirlip gitmistir. Negatif sayilarin kék olarak
alinmasi Babillilerden tam 2500 yil sonra Avrupa'da Michae! Stifel (1486 - 1567) tara-
findan yaprimisiir. Negatif sayilann kik olarak ahinmas) Yunanitar, Hintliler ve fslam
matematikeileri taratindan da kabul edilmemistir. Ginki onlar denklemleri dogru par-
galar veya alanlan kullanarak buluyoriardl. Uzuniuklar da negatif olamayacaklari icin
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boyle bir soyutiamaya gidememislerdir. Bu olay ancak Avrupa cebircileri tarafindan
matemalige sokulmustur.

Eabilliler x* + b = ax turiindeki ikinci derece denkleminin cozimini de x + y =
ave xy = b denklem sisteminin akillica ve ustalikla kullanmalan sondeu cozmdslerdir,
Eabilliterde x° + b = ax denkieminin

K=o /EI)?—b ve x=g-—.

{F
\dﬂ' 5\2

Nl

bigimlerinde iki fane farkl cdzuminin cldugunu géstermiglerdir. Babilliler bu kdklerden
birisinin cigenni i¢ine aldig! seklinde bir hataya dismuslerdir ama bu bigimde cdzmeler
de yine bir basaridir.

Yale Universitesi'nde bulunan bir tablette buna benzer 200 kadar problem vardir.
Bu preblemlerin géziimleri veriimemisiir. Sadece sistematik olarak siniflandinimistir.
Bu tabletlerin ancak bu kadar korunabilmistir, Aslinda bu tabletlerden binlerce aldugu
ve orijinal bir seri olusturduklart séyleniyor.

Bu problemierden birisi gak ilgingtir ve birinin ikinci vaninda negatif bir say) var-
dir. © da

xy =600 ve -12- (% + y)? — B0(x - y] =—100
biciminde bir denklem sistemidir.

Babil matematiginde cebirsel bir karakieri olan bir problem daha vardir. Bu da
dikdGrigen bigimli bir taraf kink lahtanin bilinmeyen boyutunu bulmak bigimindedir.
Problem soyle gecer. Bir tahta kalas var. Bu onun boyuiu olmadigint biliyorum. Cankd
bir tarafi kirik. Bilinmeyen taratindan kinlan parga 1/12 birimdir. Kalan cubugun ancak
aitmis katl baslangigtaki degerine egli olabilecegini gordim. Kinlan kismi tamir siti
gimde genigligin 8ngeki uzun kerarin 30 kati olgugunu gordiim. Bu son bigimdeti
alan 375 birim olduguna gore kalasin vzuniugu ne kadardir?

Kalasin uzunluguna x diyelim. Geriye x — 1/12 kadar uzunluk kalir, Buna gbre
basiangigtaki uzunluk Kisalmis halinin 60 katy oldugundan. kalasin bayu 60(x —1/12)
olur. Genislik de 30x aoldudundan, kalasin alan

40% 801 % ~ 35| = 875

olur. Bu da 1800»° = 150x + 375 biciminde ikinei derece denklemine donlislr. Bu denk-
lemin her ik( tarafi 1800 ile garpilirea
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{1800 x)Z = 150 (1800x) + 1800 . 375

yazilir. Bu da 1800x cinsinden ikinci derece bir denkieme danisir. y = 1800x denirse
son denklem v* = 150y + {80C.375 seklini alir Bu da daha Bnee verilen v° = av + b
kicimindedir. Bu denklemin v cinsinden ¢tziim formuli

T
.-—_|'r_a_”\I +b+
v=y/(z)

ral

bicimindeydi. Bu hale formill uygulanirsa v deger

y =\ 75° + (1800) (375) + 75 = 825 + 75 = 900
olarak buiunur. x dederi de buradan x = 1/2 galir,

Yale'de bulunan bir Babil tabletindeki problemin birsi agirligr bilinmeyen birtasin
agrhginin bulunmasiyia ilgilidic. Buldugum bir tagi tartmadim. Fakat tagin agirhgina
yedide birini ekledim. Yedids birini ekledigimde elde ettigim tagin on birde birini aidim
ve yedide birini ekledigim tas mikarlariyla topladim. Sonug 60 birim geldi. Onceki
tagin agirhdl ne kadardt? Tasin agifli@ina x denirse, problemin ifadesine gére (x +
%/7) 4 (% + x/7)11 = 60 denklemi kurulur. Burada x + %/7 = v denirse denklem y cinsin-
deny + y/11 = 80 yazilir. Buradan y = 55 ve x = 48.125 olarak bulunur,

Digier bir Babil tableti de séviedir. ki alimiis yiziik var. YGziiklerden birinin yedide
biri ile diger ylizigtn on birde birinin topiami 1 birimdir. (kinci yizikten bir mikiar kesi-
livor. Bu halde birinci yozigun yedide aliis) ikingt yliz{igun on birde onuna esit oluyor.
Her bir ydziddin agirhidr nedir?

Froblemin ifadesine gére

RSP S eéx _10y
TR W

yazilir. Babilllerin yontemi ve rakamlanyla x = 385/88 ve y = 33/8 olarak bulunur.

Babillilerin en tipik problemlerinder biri |, O. 1700 villarina aiitir. O da yarigevresinin
pzunlugu a ve alan: b olan dikdérigenin kenarlanmn uzurlukiarinin bulunmas! prob-
lemidir, Bu kisaca x 4 y = 2 ve Xy = b bigimindeki denklern sisteminin coztmidur. Ba-
billiller bit denkiem sistemnini,

(X —y)F =%+ y)F — dxy
Szgesligini kullanarak x — y terimini bulmusiardsy, Ondan sonra bunu x + v = a denklemt

ile beraber cézmusierdir Bunu X+ v = 10 ve xy = 16 sayisal drneklari ile uygularmaya
sokmuslardsr.
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Diger ilging bir Babil iableti de soyle saviemektedir, Bir dikdarigenin alarina ke-
narlari farki eklenince 120 olmaktadir. Uzun kenar ile kisa kenarn toplami 24 alduguna
gore dikdortgenin bayutian nedir?

Figblemin ifadesine gore xy + x—y = 120 ve X + y = 24 denkiem ciiti gdztilecekiir.
Babilliler y = 2 - 2 diyerek bu denklem sistemini x + 2 = 26 ve xz = 144 denklem sis-
temine gevirmislerdir. Bu onlarin normal denklem sistemi oldugu igin daha cnee veri-
len yantemle « ve z degederini bulurlar. Sonra da y dederini hesaplarlar.

Bir Babil tabletinde
ax—y=6ve xy=16, box—y=4vexy=21 ve c.x+y=8vexy=15

olan denklem sistemlerinin cozamieriyle iigill problemler vardir. Ayni tablette x + y =
27 ve xy + (x - y) = 183 denklem sisiemine ddniisebiien problemin gézOmiinde z =
v + 2 konarak x + z = 29 ve xz = 210 normal yazima dénillr. Bu da onlarin kolayca
cazebildidi ikinci derece denklemaden baska bir sey degildir,

British Mizesi'ndeki bir Babil tabletindeki problem gdyledir. x, y ve z kenar i¢l
bos bir kutumuz var. Dernligl bir kenanmn 12 katidir. Hacmine dik kesitinin alann
eklersek 110 cimaktadir. Taban vzunluklardan birisi 0;30 diger boyutlan nedir?

FProklemin ifadesine gore x, y ve z kenarh dikdorngen pirizma igin 2 = 1 2% xy2
4 Ky = 110 ve x = 0,30 denkiern sistemi kurulur. x = 0;30 ise diger kenarlar buradan
kolayea bulunur.

Yine British Mizesi'ndeki bir Babil tableti ikinci derece Ug terimlisi ile ilgilidir. Bir
sayinin 7 kat ile karesinin 11 katinin toplami 615 olmaktadir. Bu sayt nedir? Buna
gbre denklem 11x° + 7x = 6;15 olmaktadir.

Iskendernyeli Heron'un da

14

A3 %2+ 3_?— +R=212
7
digimindeki ikinci derece denkleminin ¢ézlmi ile ilgilt iging bir yéntem! vardir.
Babillilerin geometriyle iliskin de problemleri vardi. Bir Babil tabletinde asagidaki
problem vardir. Gevresi 60 birim ve sekilde gorildiigd gibi parganin Uzuniugu 2 iriny-

dir. Pi sayisini 3 alarak kirigin uzunlugunu bulunuz.

Eski bir Babil tabletinde de, ikizkenar bir yamugun ikiz kenarlari 30 ve 30 birim.
alt ve Ust rananiarn sirasiyia 50 ve 14 kirim ise. by ikizkenar yamugdun alam nedir?
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2
|

-

P

AR

T

Bir dik Ucgenin bir dik kenan 50, tabana paralel olan kenar tabandan 20 birim
uzakiikiadir. Meydana gelen dik yamugun alan 5; 20 = 320 oldudguna gére vamugun
alt ve Ust tabanlarimin uzunlukiann: bulunuz.

20 2,20 %,

Eder dik Ucgenin alant A ise 320 + 15y = A, A= 25x ve
1 (x+y)20-5320

yazihr. Buradan x ve y degerleri kendi alfabes! icinde hesaplamir.

Yine buna benzer bir problem gdyledir. Dik Uggenin tabaninin uzunlugu 30 birim-
dir. Sekilde gortldigl gibi tabana paralel bir dogru gizilivor. Sonugta meydana gelen
dik yamugun alan: 7,0 = 420 birim karedir. x, y ve z arasinda problem dlizenlenince

%z{xsr 30’)+-j7xy=420 ve y—z=20
=

bagintilan vardir. Burada x. y ve z biciminde bilinmeyenler culunacaktir. Dikkat edilirse
burada iki denkiem ve (g bilinmeyen var gibi g@riliiyor. Oysa Babillilst benzer Uggen-
lerageki
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g
W \
% '\\
\'n
3
5 \\
N
30
e
y+2 30

bagintisini da isleme sokmay! biliyorlardi. Bu problem bu yénilyle malematik tarihinde
cok gnemlidir. Yani, Thales tearemini Babililer kullaniyorlard:.

£ski bir Babil tableti sekilde gériilen ikizkenar yarnugun kenarlarinin bulunmasi
ile ilgilidir. Yamugun alani 150 birim olarak veriliyor. Aynica b, — b, = 5 ve probmlemin
ifadesinden

B 150 %

£

$i=8= 3

by + b))+ 10

baginilars var. Bu halde ikizkenar yamugun kenarlann hesaplayiniz. Bundan sonrs
bu yamugun gergek alanini bulunuz Babifliler yanhs olarak bir yamugun alarni kenaf-
lar cinsinden

farmuil ile buluyorfardi. Bir de bu formile gdre ayni yamugun alanini hesaplayiniz,
Aralarinda fark var mi?
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Babilliferin 1. O. 2000 yillarinda yazilan bir tabletinde, kenarlari a ve b alan bir dik-
dértgenin d kbgegeninin uzuniugunun hesabina iliskin iki yontemi vardi. Bunu a = 40
ve b =10 birim igin yapmyssiardi. a biyUk ve b de kicUk kenar olmak tizere, d ksegen
icin hirincisi yaklasik olarak

d:a+28b¢

ve tkincisi de

formiilleriyle hesapliyorlard), Bu yonismleri V1700 sayisin yakiasik olarak hesaplamak
icin uygulamiglardir,

Simdi, b >0 ve 0 < b < a° alahm. a degeri bir kere
Ja2+b

degerinden klicik ve a + bla degeri bu kék degerinden buyilkilr. Yan

amfla%b <a+ b
2

olur. Oyleyse bu kék degeri a ile (a + b/a) dederlerini ortalamasina yaklasik olarak
esittir. Yani, 0 < b < a® igin

Jafrb=Llasfas l?)
<ol S S

o}

=a T

—I-ga

yaklagsik formiilind bulmuslardir Bunlan a = 4/2veb=2/3ile a= 2 ve b = 1 degerleri
igin uygulamiglardir,

Babillilerin bu yéntemlerini kullanarak Archimedes ve Heron

b

\/a_:"i_t;-:aie

jub )

bicimindeki formiiller veniden elde etmister ve kuillanmislardir. Ozellikle bu ve buna
penzer problemierin kakinin riereden geldiginin bilinmesi yonlyle cok dnemlidir. Bu
nedenle kisadan bu formii Heron'a va da Archimedes'’e aittir demek yanhs alur.
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insantar saymaya tince sézctislerle baglamistir. Her topluluk, her lilke ve irklann
kendilerine dzgli sayilanni géstermek icin kullandig sézclikler farkl olmusgtur. Ustelik
uygarlk fazla ilerlemedig ve ulasimin hemen hemen clmadigr donemlerde saymalar
icin tarkll sdzctiklerin olmasi dogaldir. Uygarlik llettermeye basladikea ve insanianm
gereksinimier arttikga saymaya bazi isaretler girmistir. Bu isaretlerin kullaniimasinda
tince parmaklar ve daha sonra organlanmiz devraye girmisiir

insanlarin sayma igin ilk kullandigi isaret bir gubuk ya da bir parmak biciminde
1 olmusgtur. Toplamaya dayall diger isaretier hirbirini tzlemistir. Bir, iki ve lige kadar
bu isareiler hemen hemen her ulusta bir cubulk, ki cubuk ve Ug gubuk biciminde gds-
terildigi halde bundan sonraki saymalarda degisiklikler gérilr. Sayilar icin énce iazla
isareiter kullaniimistir. Sonra by isareilerin sayis| gittikce azalmis ve sonunda modern
hale gelmistir.

En eski sayi isaretlieri zamanimizdan 35.000 yil 6ncasine ait bir kurt kemigi uze-
rine yazilmistir. Bu kemilk Cekoslavakyz'da bulunmustur. Zamanimizdan 20.000 yi
oncesine ait olan ve iginde isaretlerin bulundugu foslllesmis bir kemik Zaire'de Ishan
ga'da bulunmustur. Bu kemik Uzerindekl isareiferin nayi gosterdigi agik degilair ama
bilginler bunun Ayin dolantm stirelerini belidlemek icin kullandiklarim tahmin adiyorlar.
Bu kemikieki darbe izlen ve ip ddgtmierinin sayilar onlan bu (dr agiklamaya voneltmistir.
Fransa'da ve diger Ulkelzrde bulunan bazi fosii kalintilan da ilkel insanlarin sayilar
igin bazi isaretler kullandigin gésteriyor.

llkel insanlarin say) isaretieri dana cok astronomik claylar, doga olaylari, Gunes,
Ay ve gezegenler gibi seyler Uzerine oimustur. Bir cobanin kayunlarinm sayisin be
lirlemek igir grup halinde tas yigintan olusturmustur va da biv ipe baz dugumler atarak
bu isini gbrmistir. insaniarin yaptig! bu tir isareilerin diizgin hale gelmesi §. G. 8000
yillar yoresindedir Afrika ve Avruga'da bulunan fosilierden ve kalintilardan insanlann
kullandigt bu isaretienn daha gok astronomiyle iliskisi vardiy, Daha sonra yiyecek mik-
tarl ve aviadiklar avlann sayis: lle iigill olabilir,

Sayilarnn gruplanarak gosteriimesi, bilingli, gérmils gegirmig, ineeliki, ileri ve da-
ha karmasik bir sekli 5000 yil nce Misir'da hiyerolif yazi bigiminde goriiidr. Hiyerolif
yazisi Bneeleri mezar duvarlarinda. tag duvarlarda ve oymalarda gérliir, Daha sonra
bu yazilar papiriislere yazilmistir,

Sayllarin gruplandirlarak vaziimas) Misida ayn: dénemlerde Mezopolamya. M
va lilkesi ve eski Cin'de gorliily, Bunu dider tlkeler izler. Ulkelerin uygarliklan lerleme-
ye ve yeriesik dlzende vasamaya pasladikian sonra dnce aritmetik artaya gikims
bunu topfama, cikarma, carpma ve bolme islemler zlemistin. Cok ilgingir. Farkh
ioplulukiar, farkl Ulkeler ve hatta farkil kilalarca yasayan birbirleriyle hig bir iliskis
olmayan insanlarda bu arntmeiix islemiannin gelismesi herhalde insan zekasmin bell
bir egilimidir.
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Aritmetigin kullanimasmda ve gelismesinde belli kurallar zinciri kuilaniimistir,
Algoritma dedigimiz bu islemler ve kurailan Yunanhlara kadar geimistir. Yunanhlar
algoritma kuraltarini da asarak bu islemlere teorlyl de sokmuslardir. Belli baz kabuiler
disipiini altinda matematige ispal distncesini sokmuslardir. Timdengelim dedigimiz
bu olgu Yunan maiemalidinde gérillr. Yazici 6nce problemi ortaya koyar, bu problemi
cozebilmek icin kurami ve algoritrmayi devreye sokar, Yunanhlar gok sayida drmek
yaparak degil de bu kuramlar daha karigik hallere uygular. Oysa Mistirlifarin islemler
ikiye katlama ya da yanlama seklinde devam ederek sonuca varirdi.
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Rhind Papirisi'nde 2:3, 2.5 ve 2:7 kesitlerinin hiyeratik turde hirim kesiriere
DErcalanis| DU Digimas yvazilmishir,

Misirlilar pay! bir olan binm kesirleri cok kullanirlar. Hatta bu keonuda birlm kesirlere
parcalamak icin bazi yontemier ve farmililer de bulmustardir. Bu kesirleri garpma ve
boime islemlerinde kullandiklar haide, payda esitlemeyi bilemedikleri icin bu kesirlerle
toplama ve cikarma yapamamisiardir, Bu nedente Misir matemati¢inin bayadi kesir
dilzeyinde kaldidini séyleyebiliriz. Rhind Papirdsii'nde pay) 2 olan ve paydas birden
viz bire kadar degisen bir tabio vardir. Bu tabloda daha dnee verdigimiz gibi bu kesir-
terin birim kesirlerle nasi gosterildigi vazilmaktadir,
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Babillilerin toplamaya ya da gikarmaya iliskin hic bir tablostina rastlanitmamistir.
Garpmaya iligkin tablolan siniflar dolduracak kadar cokiuy. Bélme de ¢arpmanin fer-
sinden elde edilmisiir. Toplama ve cikarmalar yazicilar ezbere bildikleri igin boyle bir
tabloya gereksinme duymamig clabilirler.

Eski bir Babil tabletinde diger bir ilging probiem de iki tarla ile ilgilidir. Tarlanin
birinin alaninin 2/3 ile ikinei tarlanin alaninin 1/2 kesri arasindaki fark 500 birim, bu
tarlalarm Ikisinin alanlar toplamt 1800 birirmdir. Her bir alan bulunuz.

Birincl tarlanin alaniny x ve ikinci tarlanin alanini da y ile gdsterelim. Problemin
ifadesine gbre buglnki dille

e Y=
-S—X—EY~SDD

x+y =1800

denklem sistemi cozlileceklir. Babillilerin cézimi sdyledir. Tarlalann her birinin alaniari
900 birim alsun. Buna gbre 2.900/3 — 900/2 = 150 yapar. Qysa verilen aian 500 birim-
dir Aradaki fark 500 — 150 = 350 birimdir. Yanil buimak icin distince sistemi soyledir.
x dagerinde bir birim artma olurken y dederinde bir birim zzalma olur, 2/2 +1/2 = 7/6
dageri.

2 | —
S
fonksivonundaki bir artistir. Buradaki ariisi bulabilmek icin (7/6)s = 350 denklemini

cozmeliyiz. Bu halde s=3D0 arhisi bulunur. Oyleyse x =300 + 900 = 1200 ve
y = 1800 — 1200 = 600 olarak gelir.

Cinlilerde de iki bilinmeyenli dogrusal denklemlenn cozumleri vardir. Bunlardan

birisi fazla artmalar diyebilecegimiz yontem, digeti de Babillilerde oldudu gibi bir tah-
minde bulunarak dogru goziimi bulma bicimindedir.

iki derklemli ve iki bilinmeyenli denkiem sisteminin ¢oziimil Cinlilerde ilk kez Da-
kuz Balumds Matematik isimli kitapta gérilir. Kitabin icendi Cin'in 1. ©. 2700 yillarindaki
matematiklerini de icinde bulundurur. Kitap, Imparator Chou King yénetiminde anun
buyrugu ite haziranmistir. Chou King |, O. 1105 yilinda simistilr. Daha sonra Gin'de
tim kitaplari yakiiran imparator Shi Huang Ti, bu kitabi da yaktirmistir. Kitap yakiimadan
once bazilar: bu kitab kopye ediyorlar ve sakliyorlar. Yalniz bu kitapla egitilmis cok
sayida Cinli matematikci vardir. Nine Sections, I. ©. 213 yillarinda ortava gikarimis
ve |. ©. 150 yiiarnda yeniden vazimistir. Kitabin yazildidi tarih kesin degil ama,
| O. 1000 yillarindan dnce yazildigl kesindir.
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Dokuz Bailim'de, Babilliter ve Misirlilarda aldugu gibi cak sayida uvgulamall prob-
lemlerin géizimieri varcir. Bu kitabmn bir nemli yani da dogrusal denkler sistemleri
ile ilgili gozlimiendir. Bu kitapiaki bir problemin gtzUmid buginki dilie

x+y =100

300x + 229 y = 10.000

picimindeki denklem sistemidir. Bu da iki denklem ve iki bilinmeyenli dogrusal denklem
sistemidir. Proklemin cézimi bu kitapta sayledir. x degerinin 20 ve y degerinin de
30 oldugunu kabu edelim. Bu haldeki fazlahk

1714 g
!

olur, Eger x dederi 10 ve y degeri 90 Ise bu haldek fazlalik
3
571 2
olur. Cinli yazar ¢ézimi elde etmek cin, 20 savisini

3
571 =

ve 10 sayisini

; 2
1714 5

sayisivla cargar ve bu carpimian toplar. Sonra bu topiarm

B S
1?14? ve 571

~d L

sayilarinin toplamina bélerek
1
iDLl
L >

sayisi bulur. Bu x dederidir. y degeri de buradan

gigrak bulunur
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Cinli yazanin bu islemlere nasil ulaghigr agiklanmamaktadir. Aslinda kafasinda
buradaki algoritmayi biliyor ve sonug dogrudur. Buradaki islemlerin nedenini agikla-
mamaktadir. Bu bicimdeki ¢dzimtn aigoritmast binlerce yil sonra itk kez islam diinyas!
matematikgciterinde ve daha sonra da Avrupal matematikeilerde gériir(iz. Ashinda va-
zarin purada yaptigr sudur. b, X, se¢imiile elde edilen fazlalk ve b, de x, ile eide
edilen noksanhik olsun. Bu halde bu denkiem icin gerekli algoritma forml

‘- b, x, + b.x,
b, +b,

bicimindedir. Yazarin bu bicimdeki tahminini ve kurdugu yéntemi agiklayabiliriz. x de-
gerinin 20 ve y deferinin 80 tahminindeki haide 1714 2/7 degerinin 300x + (500/7}
y fonksiyonunun degerindeki bir dedisim ve x degerinin 10 ve y degerinin 90 tahminindeki
halde 5771 3/7 degerinin 300x + {(500/7}y fonksiyonunun degerindeki bir degigim oldu-
gunu sodylemektedir. Bu da Babillilerdekinin aymdir. Dogrusaliik dzelliginde har bir
degisimin birbirine esit olacag! disindiirse

20-x _x—-10
o4 2 3
1;14? 5717

ya da daha genel olarak

yazilir, Buradan x dederi ¢ozuitlr. Sonra v dederi buiunur.

Cinlilerin bu yontemi daha sonra lslam matematikcilerinde tazlalik ve noksanitk
biciminde vine gecer. Modern ¢tziim yéntemi de Avrupa'da géritecekiir. Modern yén-
temde ¢zUm timiyle isaretlerledir. Oysa eskilerin yaptiklian sdézclk komutlaryla ol-
mustur,

Dokuz B&lGm isimli kitapta gegen, dogrusal denklem sistemlerinin ¢bzdmd, daha
cok buglin Gauss eleme yéntemi diye bilinen ¢dzime benzer. Cinlilerin kullandig bu
ydntem oniann matris biokiariyla yapimistit. Cok sayida degisik drneklere yer verilmigtir.

Simdi. Doxuz Bolim simii Kitapta gegen bazi denklem sisiemierimin ¢ozimierini
verelim. Kitapta vertien bir problem buglnks dille

3x+2y+z2=38
22X+ 3y +z2=34
X+2y +32=26
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olan Ueld ve Ug bilinmeyenli denklem sisteming indirgenir. Bunun icin denklem siste-
minin katsayilan ve sabil terimleri

1 2 3
2 3 2
3 1 i
28 34 39

olarak yazilir. Simdi ikinel kulonun te katindan dedned kulonun iki kat gikarilirsa ikinei
kuton 0 51 24 olur. Bu halde matris bioku

1 0 3
2 5 2
3 1 1
26 24 39

olur. Simdi de birinci kulonun 2 katindan Gelncu kulonu ¢lkarirsak

{210 & » SEN L an ]
& = O
=+ P La

2 2 39
vazlilir. Burada son yazilan blokun birinei blokunun & katindan ikinei blokun 4 kati

cikarilirsa

0 0 3

0] 5 2

36 1 i

g9 24 39

yazilir. Bu da

3x4+ 2y +7z=39
By +z=24
36z =198

bicimindeki Ucgensel denklem sistemine esltlir. Burada getive dogru hesaplamalar
vapilirsa

99 3
Ea =P
36 4

olarak pulunur. Bunaan sonra 5y + z = 24 denkleminden y = 2125 ve x = 8.250 olarak
pUILnILIF
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Gin kaynaklarinin wminde istemler hep bu bicimlerde yapilmistir. Buradaki islem
yonteminin nasil yapildigl, tormiitin nasil bulundugu belli degildir, Yalniz burada sunu
styleyebiliriz. Bir denklemin bir sayi ile carpilip diger bir denklemden cikariimasindan
elde edilen yeni sistemin ¢ézUmindn ayni aldugunu biliyorlard. Bunu istemleri yapma-
larindan anlyoruz.

Ginfiler bu tUr hesaplamalarin matris bloklannda hambu gubuklenyla yapiyorlardi.
Yukandaki orneklere benzer cok sayida problem goziimleri vardir. Negatif cokluk or-
taya ciktiginda da problemieri yine gézebiliyorlarcl, Arlt igin mavi ve eksi iin de larmizi
renkleri kullarmyorlardi. Bu da onlarin islem yapma becerilerini gelistiriyordu,

Gerek Ginliler gerekse Babiiiler denkiem sistemlerinin sonsuz tane cozmi ofan
halleri bilip bimedikleri bilinmivor. Crnedin x + v = 100 denkleminin ¢ézimind yaoma-
miglardir. Ya da bugln katsayilar matrisinin determinantt sifir olan hallerini distnrnemis-
terdir. Hem Babillilerde hem de Cinlilerde denklem sayisi kadar bilinmeyen bulunuyor.
Diger hir deyimle cok sayida derikiem ve az sayida bilinmeyen denklern sistemlerinin
coziimil ya da tersine az savida denkiem ve cok sayida bilinmeyen denklem sistem-
lerinin cozumleri bu halklarin matematiderinde yoktur,

6. GEOMETRI

Eski halklarin tmil kare ve dikdérigenin alaninin A= a® ve A=ab olduklaanmi
hiliyoriar. Uggenin alaninin A =zh/2 bigiminde oldudunu gdrmiisterdir. Babillilerde
tiggen igin, taban: ile yilksekiiginin garpimunin Q £ 30 (= 1/2) sayisi e carptimasindan
alani bulabilecekieri amekler ve tizbietler vardir. Misirilar da bu fermillleri biliyarlar.
Gerek Babillierde gerekse Misirda dairenin zlanimin A = e ve r yarigapit gemoerinin
cevresinin uzunlugunun G = 2ar oldukian biliniyor. Pi sayisi yerine 3 yoresinde 03zt
degerler kullanyorlar. Fi sayist onlarda r yarigapli bir gembernin cevre uzunlugunun
capa bélimu olarak alnivor. Gerek Babil gerekse Cin Kaynaklarnnda pi sayisi ve onun
hesabini iceren kaynakiar vardir. Babillilerin, cemberin ¢evresini, capin 3 kati olarak
aldiklarini gasteren cok sayida fabletleri vardir, Cinliterin Dokuz Bélim isimli kitabinda
31 Problem styledir. Cevrest 30 binm olan dairesel bir tarlanin ¢api 10 birimdir diye
gecmektedir. fbranililerin incilinde | ©. 950 yillarinda Soloman dénemindeki bir prot-
lemaz. gevrasi 20 birim alan kirenin kalinhdmin 10 birim eldudunu vazmakiadir.

Sekilds oldugu gibi. ¢ yaricaph daire bidbirine esit cok sayida uggenimsi sekillere
ayrhir ve bunlar birlestirilirse asagidaki sekit olugur. Bu sekilden r yancaph oaienin
yakiasik alani ve yaklasik gevrasi gariiiir.
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Asagidaki sekilde oldugu gibi daireyi ince cemberlerin Ust Uste gelmis seklini di-
sbnelim. Bu halkalan acarsak yaklagik Ikizkenar bir tiggen olusur. Bu ikizkenar ticgenin
yaklasik olarak alani r yaricapli dairenin alaning esittir. Taban uzunlugu da yaklagik
olarak cemberin cevrasini verls;

Eski halklann cogu dairenin cevresinden cok alani ile dgilenmislerdir. Canki gin-
iUk yasamiarinda daha cok bu alan kullaniimigiin. Bu alan hesaplarina badl oiarak
cemierin cevresi hesabl da yasamlarinin bir pargast olmusiur,

RBhind Fagirtsti'ndeki 48. ve 50. problem bu yoniyles ilgingiir. 50. preblem, § ya-
nicaph dairenin alaninin ne oldugunu sormakiadir.
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Daha &nce yapildigi gibi dairenin capindan 1/2 kismi atilirsa 8 birim kalir. 8 ile
8 sayisinin carpimi 64 eder. Buna gére 9 birim gapli dairenin alani 64 birim kare olur.
Eski Misirl yazicilar bu alani A = (d —d/9)? = [(8/9)d]? formdilii ile hesapliyorlardi. Oy-
sa d ¢apl dairenin gergek alan form(lii d capi cinsinden A = (n/4)d? bicimindedir.
Bu iki alan form0lina karsilastirirsak

8 '2___ T o
(gd)_A_Id
ya da
4(8d/9)?
=
d2

olur. Buradan nt = 256/81 = 3.16049 ... bulunur. Misirlilarin bu hesabina gére onlarin
pi sayisi m=3.16049... olmalidir. Bu degeri Misirlilarin nereden elde ettigi belli degil-
dir.

Bu problem icin yine ayni Rhind Papiriisti'niin 48. probleminde bir aciklama var-
dir. Bu da 8 x 8 = 64 ve 9 x 9 = 81 hesaplamalari Gzerinedir.

= g ol

¢

Yazici daha 6nceki sekilde oldugu gibi 9 birim capli gcemberle dlizglin sekizgeni
9 birim uzunlugundaki kare icine ciziyor. Buna gore diizglin sekizgenin alani bu dair-
enin alanina yaklasik olarak esit olur. Dlzglin sekizgenin alani 9 birim kenarli karenin
alaninin 7/9 kadari oldugundan, yazici kisaca bunu A = (7/9)d® = (63/81)d? olarak alir.
Yazicinin buradaki amaci dairenin karelestirilmesidir. Yani alan1 63 = (7/9)81 olan hir
dairenin alanina esit bir karenin bir kenarini bulma problemine gétirir. Yazici bunu
sOyle gerceklestiriyor. Sekilde gorlildigu gibi kbselerdeki tarall parcalari birlestirerek
karenin iki kenari Uzerine yerlestiriyor. Geriye kalan alan da bir kenari 8 birim olan
karenin alanina esit oluyor. Boylece dairenin alanini karelestiriyor. Stiphesiz. bu kare-
lestirme tam degil, yaklasik bir alandir. Bu nedenle Misirlilarin bu yaptig karelestirmeye
Yunanhlar karsi gikmiglardir.
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Hindistan'da Sulvasuirasiarda dairenin karelestiriimes! yapilmist. Bu gia, dairenin
alariina esit bir kare altar yapiimistir. Bunu nasil yaptiklarini séyle agiklamakiadirlar.
Daireyi karelestirmek islivorsaniz, dairenin capini 8 esit parcaya béiliniz. Bu sekiz
pargalardan birisini tekear 28 esit parcaya balinlz. Once bu sekizde birlik pargalardan
7 tane aliniz. Bu 7/8 eder, Bu 1/8 parganin 29 pargasindan birini aliniz. 28 pargaya
bélinen kismin 1/€ pargasim atiniz. Bu parcanim 1/8 kismim ekleyiniz, Bu da

fis 25w 3 ]
B8x23 BX29x6 Bx29xBx8

Le
8

sayisidir. Bu da dairenin alarnina esit olan karenin bir kenandir. Bu da pi sayisinin
3.0883 alinmasina esdegerdir. Burada da naden ve nicin sorularing yanit bulmak
zordur.

Babllliler ve Cinliler, dairenin karetestiriimesi problemine daha farki alaniaria
yaklasmaktadirlar. C dalrenin cevresi ve d de dairenin ¢capi oisun. Dairenin alani her
iki Uikenin matematikeller taratindan A = Cd / 4 = (C/2) 1¢/2) bigimindedir, Bu formulierde
d yerine C/3 dederi konuiursa A = G212 bulunur. Her iki tlkede bu formiili kullanmstr.
Babillilerde cember i¢in katsayt 1/12 olur. Buna gére kare alan, C%12 sldugundan
karenin bir kenan C*12 sayisinin karekékildlr, Dikkat edilirse burada pl sayist yine
3 olarak kabul edilmistir. Bu halde sorun yoktur. Kareleme isi tamamdir,

Dairenin karelestirilmesi probleminde Cinliler cogu kez A = 3d%/4 formuitini kulla-
nirlar. Bu da A = Cd/4 formilinds C = 2d alinmakla elde edilir. Bu deger ayni zamanda
karenin igine ve disina cizilen dairelerin alanlarinin toplaminin yansi olarak da alinabilir

Gerek Babillilerin gerekse Cinlilerin A = (C/2) (d/2) tormilinl nasil buldukiar
belli dedildir. Yani, dairenin alani nasil cevrerin yarisi fle capin vansimin garimina
agit olur? Bunu kanittayacak hic bir belde ve tablet yokiur. Belki de bu formillé deneysel
clarak bulmustar ve kullanmislardir. Deneyleri soyle olabilir yorumu yapiimaktadir.
Bunlardan birisi, daireyi ¢ok sayida merkezde tepe noktast alan Ocgenlers ayirmak
ve bunlan asagicaki bicminde yan yana koymaktr. Bu halde meydana gelen sekil
bir dikdérigene benzemektedir. Dikddrigenin taban C/2 ve vilksekligi de r = df2 oldu-
gundan, dairenin alant yaklasik olarak A = (C/2) (d/2) olur.

s
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Dairenin alammnin A = Cd/4 oldugunun ikinel bir aciklamasi soyle yapilabilir. r ya-
ricaph dairenin ayrn: merkez etrafinda i¢ ice halkalanini diistinelim. Bu halkalan sekilde
oldugu gibi acarsak ikizkenar bir liggen meydana gelir. Uggenin tabani dairenin gevresi
ve yuksekligide h=r =d/2 oldugundan dairenin alan yaklasik olarak bu Gegenin
alanina esit olur. Yani A = Ch/2 = Cr/2 = Cd/4 olur. Bu halde de oaire karelenebilir.

Buraya kadar yapilaniardan sonra sunlan soyleyebiliniz, Bu karelestirmeler gercek
daire alani degil ve yaklasik alanlardir. (kincisi bu halklar birseylar yapmislarsa mutlaka
kendilerine 6zagll bir yaklasimi vardir ve bosuna degildir. Yukaridaki dikdorigen ve tc-
genler karelestirilebildiginden, bu yaklasima gére daire karelestinlebilir. Yalniz buradaki
alanlar yaklasik degerler oldugunu gbzard| etmemek gerekir, Clinku, dairenin kareles-
tinimeyecedi cok yizyillar sonra gosteriimistir

Buradaki bir problem de, bir yayla cevrili dizlemsel bir seklin alanini veren for-
miila bulmaktir. Cinlilerin Dokuz Bolim isimli kitapta bu konu soyle gegmekiedir. s,
kirigin uzunlugu ve p de sekilde gésierilen uzunluk elsun. Bu halde geometrik seklin
alani Dokuz Ballimde A = (sp + p°V/2 olarak gecmektedir. Bu form{l aslinda dogru de-
gildir. Ama yanm daire yani pi sayisi 3 oldugunda bu dzel haide dogrudur. Bu haldeki
yamugun alanintn A = (s + p) p/2 = (sp + p°)/2 oidugu biliniyor. Oyleyse bu yarnm dai-
renin alani yaklasik olarak bu yamugun alanina esitiir. Boyle kabul edilince de yanm
dairenin karelestirimesi olanaklidir.
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Eski Babillilerle Cinliler arasinda matematiksel problemlerin alig verisi yapildigin
gosieren belgeler vardir. Grnedin Babll'de gorizlen 18 problemin her sevi lie ayni ol-
mak uzere Cin'de gérdlmesi bunu kamtlarmakiadir. Cin'de Dokuz Bélim igimli kitapta
bulunian A = (sp + p?)/2 tormold 1. O. 3. Yizyillarda Misir'da bir papiriste avnen géri-
lur. Paha sonra gelen Misirit matematikgiler bu formilin eski ataiarndan katma aldu-
gunu belirtirler. Bu formUlin eski Misir, Bakil ve Cin'de bulunabilmesi bir raslant so-
nucu olmasi olanakil gérdimlyor, Sonuc olarak eski halklarin da hir bicimde birdirienyie
bir iletisimi vardir.

Babhilliler iki farkli yay arasinda kalan ortak kesitin alanini hesaplatislardir. Bu
sekillere kayik yuzeyi va da manda gdzl isimler verfmigtir, Bu gdzlerden birisi gayrek
yavlarin simriadigr alan, digeri de bir cember yayinin 2/3 kadar kKisimlar tarafindan
sintrlanmis alandir. Bitinci alan (2/9)a* ve ikinciginin alani da (8/32)a” kadardir, Her
iki durumda da yayin uzuniugu a olarak alinmigtir. Bu senuglarin her ikisi de dairenin
alam C%12 ve V3 = 7/4 aldugunda dogrudur.
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Kat cisimlerin hacimlerinin bulunmas| da eski halklar tarafindan vaygin olarak
kullarntmustir. Ornedin a kenar bir kipln hacim formili V = a°, bir késeye bitisik tc
kenarl &, b ve ¢ olan dikdgrigen pirizmanin hacim formillli V = abc ve B tabanl ve
h yikseklikli bir silindidn hacim formiGntn V = Bh bigimlerinde olduklar biliniyor.
Rhind Papirdsi’nde bunlara iliskin gok sayida problem vardir, Babillilerin tabletlerinde
ve Cinlilerin Diokuz Bolim isimli kitabinda, duvarianin hacimleri ve sur duvarlanimn ya-
pimiyla ilgili cok sayida hacim problemleri duzenlenmis, bunlari iscilerin kac ginde
vapacaklar ve ne kadar para alagaklar| yéniinde diizenlemeler yapilmistir. Ozellikle
Babilliler ve Ginlilerde dik kesiti vamuk olan duvar ve hendeklerin hacimier dogru bir
bicimde ¢Gzllmustir. Yamugun alani fe duvarin veya nendedin uzuniugu carpiiarak
bu bigimdeki yamuk pirizma divebilecegimiz sekillerin hacimlerl hesaplanmistiv.

Misikillar da alan ve hacim algllsrini bilivariardt. Onlar igin piramitierin buglin bi-
le ayri bir onemi vardir. Herhangi bir piramiain facmi, {aban alani lle yiksekliginin
garprmmin ligte birine esittlx, Kare tabanl bir piramidin hacmi V = a°h/3 oldugunu
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cok agik oldugundan hic bir papirds yazmamsgiy. Al tabani & ve Ust tabani & oian
kesik kare piramidin hacim formdld, slemlenn vapsisindan Moskova Papiriisil'nide

V= %(a:’ t ab 4 b7

biciminde oldugunu gdrebiliyoruz. b = 0 olarak kare tabanl ol piramidin hagim formu-
lndn V = & h/3 biciminde oldugunu sdyleyebiliriz. Bu kadar kansik formilin Misirliar
laratindan nasi yapildigi bilinmemekiedir. Cok zekice bazi varsayimlar vapilmistin,
Fakat bunlarin her birl birer varsayimdan 6teye gidemez, Gunkd elimizde herhangi
bir tablet ya da papirts yoktur.

Moskov Papiristinde ve Dokuz Balam isimll kitapia tam piramidin hacim fermiill
V' = @’ h/3 bicimde vardir, Cinliferin de bu lormiild nasi buldugu bilinmemekiediy, Bu
na iliskin eski bir pelge yoktur. Ancak Gglnctl vizyilda baz) vorumcular piramidin for-
muliniin bu olduguru kanitiarmislardir. Oysa bu formulon Babil, Misir ve Cin'de kulla-
niigt cok daha eskilere varir.

Katt cisimli pirarnitierle ilgili en guzel omezkler Eabililerde vardir, Cok sayica
problem dmegi icaren bu tablet BM 96954 numarall olandir. Bu tabletie dikdorigen
piramit bicimindeki bugday yigmlarninin degisik sekillerinin hacimlen hasaplanmigtir.
Bu bigimdeki dikdortgen piramitleri (a) kismindaki sekillerle gosterebiliriz. Dikdorigen
tabanin uzunlugu d, gemshiai w, yuksekligi h ve yigimin tepesindek! uzuniuk 1 olsun.
Bu haldeki piramidin hacim formilt bu Babil tabletinde

=P g)

bigimindedir. Bu formdllin nasil elde edildidini gosteren ve ispatlayan bir biidi vokiur.
Fakal formilt dogrudur. Daha sonraki yorumetar bir ucunda Gegensel piramit va bir
ucunda da yarirn dikdGrigen piramit biciminde parcalara ayirip nesaplamiglardir.

Eger piramudi (b) kismindaki sekillerle oldugu gioi ikiye parcalarsak. ou halde
piramidin kacmi V = Uegen prizmanin hacmi + dikd&rigen piramidin hacmi oldugunu
yazarsak

|

hwt  hw(©o =1 hwd awi _ hw £
Vo e = e e e 2

4

hiciminde oldugunu elde edebiliriz. Hic bir Babil tabletinde biyle bir hesaplama ya
piimarmshir. Bizim bu vicimde pargalamarmizla ayni dogru formilt elde edebiliyoruz,
Sonug olarak Babillilerin calismalan ve formillen dayanaksiz degildir Belki o dénemierde
ispata Gnem vermedikleri icin ya da formuiun bulunusunun dnemini bilmedikier icin
bu formilin sadece sonucunu yazmis clabiliver.
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Babillilerin aZ alt tabanl ve b? (st fabanit h yikseklikli karesel kesik piramidin
hacmini
f’a + b‘f .
i 2 /,l

"

v:

a = bﬂ

kS 4

0| —

formdll ile hesaplanmigtir. Bu da kesik piramitier igin dogru bir hacim formiilGdur. Bu-
rada b = 0 olarak alinirsa, tam piramidin hacmi yine bu formUlden

2
v = &h
3
olarak pulunur. Babilliler bu form{ll de biliyor ve kullaniyorlardi.
Babillilerin matematiksel formUllerinin gogu tam ve kusursuz olmasina karsin,

bir tabistte kare tabanlan olan h yikseklikli kesik piramidin hacmini yaniig olarak
pratik oisun dive
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V=—(a+b9h

1
3
formulid ile nesaphiyariarci. Basit ve vanhs olan bu tormOl, yamugun alan formididnin
buiunusunun yolunda yaniis bir genellerme sonucu ortaya cikmistir, Bu da dogru dedll
dir. Bu tormilin wendisi vanlis olmasina karsirn, bu hesaplamadaki sonug. gergex
olan degere cok yakindir. Gunkd, kesik piramidin alt ve (st tabanlarnmn toplamlarnim
yarisi ortalama bir alan verr. Bu alan ile kesik piramidin yukseklignin carpimi, bu or-
talama taban alanl ve i yuksskiikli kare pirizimanin hacmine asit olur. Bu da kesik
piramidin hacmine oldukea yakin bir hacimdir. Ozeliikie bu vaklasik hacmi farmiiling
Misifl piramit yapimeidan gok kullanmishir

Ciltler dolduracak kadar fazla problem igeren 8abil ve Misir kaynakiari gergek
uygulamalarda, pirarmit yapimiarinda, mezarlann yapimlannda. su kanallan yapiminda
ve bara| yapiminda natta binalarin yaoiminda cok ise yaramisur. Bu yapilann yapurinda
ne kadar malzeme, ici ve para gideced bu llkelenn matemalikierinde uzun tzun
yer alir. Bir piramide, bir mezara, bir aniia. bir baraja veya bir sulama kanalina ne ka-
dar tas, wadla, harg, isgi ve diger van giderlerin gidecegini gésieren papirlisler ve tab-
letler vardir. Eski Babillilerin bu tor listelenni iceren tablstler bulunmustur. lsm ne za-
man bitirilecagi ve isgilerin ustaliklanna gore ne oranlarda teretlerinin Gdenecedi bu
iableilerde listelenmistir. Hatta bunlar adina provlemier dizenlenerek gdzulmustirn,

Bu dikelerin ouylk ingast mUhendisler’ ibadet amaciyia cok sayida tapinakiar
ve taplanma yerlern yapmislarcir. Sabil ve Misirin birgok yeriesim merkezinde ozelikle
dini toplantilar ve ibadetierini yapahilmeleri icin cok sayida binalar ve anitiar yapiimistir
Bunlardan agac olanlar ve dayaniksiz oianlari dogaya karsi koyamayarak yok olmus-
lardir. Dayanakl olanlar gliniimiize kadar gelmistir. Ozellikle tzs ve tugladan yapilaniar
daha gok dayanmisiir. Bu Ulkelenn insaatiarinin bir Kisini da yorese! astrenami ve do
ga olaylanmn gozetlemek ve kayit tutulmas: amaciyia yapilimisti. Bu yapilann ylksek
olusu dikkati ceker. Halta bazilan birer mimartk saheseri olarak guntmuze xadar gel-
mistir. Onlarin bu bilgiler sadece yapiarn ingaatt i¢in kullaniimarmis, takvim de yapmis-
largir. Bu takvimler icin materatik yéntemlerl gelistirirken maiematikleri de llerlemisiir.

Misir ve Babilliler gokyuzinil incelemeleri sonucunda bazi bilgiier edinmiglerdir.
Oniar i¢in o dénemde en onemli olaniar Gines va Ay'di Her ikisi de dodudan dogar
v balidan batardi. Ovsa her ikisinin de hareketleri daha ince hesaplara dayvamyordu.
SBuniann dolanimiar ginlere, haftalara, ayvlara, mevsimlere ve yillara gore dedisikiikle:
gaseryoriardi. Geee. gindiiz ve mevsimler bunlarin ou ince hareketdernin sonucuydu
Gece ve gdnduziin esitlikien. e vzun giin ya da en kisa gece, GUneg ve Ay futumatarl,
atmosier olaylan hep onfarin incsledidi ve kayitlar tutiugu konulardr. Ayin va da gine-
sin hareketineg gére Nil'in, Dicle ve Firatin ne zaman ve hangl kosullarda tagacagim
nesaplamisiardi. Atmosfer clayiar Uzerine de kayitiar uluyor ve doga oiaylari hakkinda
tahminde bulupuyorlardr. Kutup yldizi onlar icin 6nemliyc, Kuzey kire icin gokydzu
haritalar vardi. Yildizlanr hareketlerint inceiemisier ve bunlar Gzerine kayillar tutmLsiat-
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dir. Hafta, ay, mevsimler ve yifi belirlemister, yilin 365 gin oldugunu kaydeimislerdir.
Hatia, tann dilnyayl yedi gunde yaratiigl icin haftay yedi glin ofarak aimislardir. Aylar
ve mevsimlerin slreleri igin de bu ve buna benzer uydurma benzetmeleri cokiur. TOm
bunlarr o dénemdeki halklarin duyou ve digiincelerini gbzénine alarak degeriendirmek
gerekir.

Yil igindeki Gnemli giinler Giines'in hareketine gore belirleniyor ve yillik takvimler
yamyorlardi. Astronemilc ve doga olaylarini inceleyerek kayitlar tutmuslar, bunlari ias
duvarlara kazimislardir.

Migitlilar ve Babilliler, ayin hareketleri ve gorintimint inceleyerek avian belirle-
rniglerdir, Her birisinin kag gln slrecegini kaydetmislerdir. Fakat iki Gikenin bu belirle-
meleri farkl olmugtur. Ayhk stirenin 28.5 giin oldugunu belirlemisierdir. Bu da onlar
icin kolay almugtur. Cink( Ay'in ilk hilal seklinden ikinct hilal seklinde gortinmesi igin
gecen stre 29.5 gUn ydresindedir.

Misirlilann aylar otuzar giin ve on iki ayd:, Yillar 360 glin ¢ekerdi. Yalniz yil se-
nunda 5 artik ganleri vardi ve bu gilnlerde bayram senlikleri ve tapinma gereksinimlerini
yerine getiriyorlard.

Misirll papazlar yilin 385.25 gln oldudunun farkindaydilar, Her dort yiida bir artik
gln ekleyersk bu sakincayl da ¢dzmis cluyorlardr,

Babillilerin takvim yapimltan caha farkliydi. Onlann papaz bilginter takvimleri Gu-
nies ve Ay'in hareketierini birikie inceleyerek ziraatt ve ekim zamanlarin belirliyorlardi.
Aylan 29 ve 30 glnldk araliklaria degisiyordu. Ay tekvimi kullandiktar icin villar 354
atln slirivardy, Birkag yila Tazladan bir ay eklivortardi, Bunun gibi daha bazi ince he-
saplamalar da vardi. Ornedin Babillilerin aylan 29.53 giindi. Cinlilerin de kendilerine
dzgln takvimleri ve hesaplamalan vardi. Mayalar bunlanin icinde en duyarlt takvimleri
yapmislardi.

Babillilerin tanns! Mardukun 1as kabartmasinin fis
taratinda Ay. Glnes Ve pir yildiz resmi varain Mar
duk puniann nareketlsrini incelemeakiadin. Bu mszar
rasl Baoil'de 1. . 2000 yillannda dikilmistir.
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Misirlilarin ve Babillilerin en iyi insaat aletleri, diklik icin génye, yataylik icin diizec,
élgcme icin ip ve harg icin maladir. Bunlara ek olarak pergel ve cetvel de kullaniimistir.
Pergel ve cetvel bizim icin matematikte cok 6nemlidir. Clink( bunlar baz) matematik
problemlerinin ¢éziimlerinde kullanilir. Ozellikle cetvelimiz Misirlilar ve Babillilerde
oldugu gibi élcim yapmak amaciyla degil, dogru cizmek icin kullanilacaktir. Matematikte
cetvel deyince biz Uzerinde rakamlar bulunmayan ve dlctim yapmayan aleti anlayacagiz.
Bizim cetvelimiz &lglimsiiz olarak alinacaktir. Olglimsiiz olan bu cetvelle biz sadece
dogru dedigimiz cizgiyi cizecegiz ve bu amacla kullanacagiz. Bundan bdyle cetvel
dedigimizde cetvelimiz dlgimsiiz olacaktir anlaminda kullantlacaktir.

Ortaokul ve lise yillarimizda bir dogru parcasinin pergel ve cetvelle istenilen esit
uzunlukta parcalara bélinmesini severek yapmistik. Ayrica, yine pergel ve cetvelle
bir aginin 2, 4, 8, ..., 2n gibi esit parcalara bolebildigimizi hatirliyoruz. Bunlar bize Yu-
nanlilardan kalma problemlerdir. Yunanlilar, pergel ve cetvelle bir aciy: Uc esit parcaya
béimeye calismis ve bu islemi yapamamislardir. iki noktayi bu cetvelle birlestirirsek
dodru cizeriz. Pergelle, merkezi ve yaricapi verilen cemberi gizeriz. Pergel ve cetvelle,
bir dogru parcasini iki esit parcaya bdlebilir ve orta noktasini bulabiliriz. Bir aciya esit
bir aginin gizimi, bir agiya esit yéndes, icters, digters, ters, timleyen ya da bitlinleyen
acilarin cizimleri yine pergel ve cetvelle yapilan gizimlerdir. Bunlar dizlem geometrinin
cok iyi bilinen problemleridir. Bu aletlerle, bir dogru izerindeki noktadan bu dogruya
bir dikme cikmak, ya da bir dogru disindaki noktadan bu dogruya dikme inmek, kare,
dikddrtgen, licgen, cember, daire, eskenar ddrtgen, deltoit ve paralel kenar gibi geo-
metrik sekilleri cizebiliriz. Oysa bu aletlerle elips, parabal ve hiperbol gibi geometrik
sekilleri cizemeyiz. Sonug olarak, bu kadar kullanisl olan pergel ve cetvel bazi geo-
metrik sekilleri cizmede basarisiz kaliyor.

Geometrik gizimlerde yalniz pergel ve 6lcims(iz cetvelin kullaniimasi gerektigini
Eflatun (I. O. 429 - 348) sdylemistir. Bu aletlerin disinda baska yardimei aletlerle yapi-
lan cizimleri kabul etmemistir. Eflatun, déneminin matematiklerini bilmesine karsin
matematige 6zglin katkisi cok azdir. Yalniz matematiksel ilkeleri ve matematiksel dii-
slinceyi bilime sokmustur.

Yunanlilarin cézemedigi énemli ¢ problem vardi. Bunlardan birisi, pergel ve cet-
vel kullanarak herhangi bir acinin lc esit parcaya boéllinmesi, ikincisi dairenin kareles-
tirilmesi ve Gglnctsu de kupiin katlanmasi problemiydi.

Dairenin karelestiriimesinden amag, alani bu dairenin alanina esit bir karenin gi-
zilmesi problemidir. Karenin alani belli olunca karekokl de karenin bir kenarinin uzun-
lugunu verir. Oyleyse dairenin karelestirilmesi, alani bu dairenin alanina esit bir karenin
kenarini pergel ve cetvelle cizmek problemidir.
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THE _EASTERN MEDITERRAWERN WM CLASSIC ThES

1. Rane B. Htiers £5 Mitabus

2. Gyrocuse 5. Siogies 6. Byrantium

3. Con 0. Abdera 17, Sihotes

4. Crotona 1. Delos A8, Coldus

5. Tacemium 12. Chips 13, tergn 21
E. O 13, Somas 200 Mgwandria

1. Cyrere 14, Fergamem £1. Syene

Efiaiun 1. 0. 429 - 348,
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Ellaiun'un Akademisinin Pompei'de killer iginden gikarlan mozayigi.

Uelinel problem séyledir. Herhangi bir kiipiin hacminin iki kat hacimgeki bir k-
nin bir kenarn pergel ve cetvelle nasil bulunur?

I. O. V. ylizytin artalarna dogru Yunanlilar cok sayida bazi teoremlerin ispatian
yapmislar ve cok sayida da problemler cézmislerdi, Bu konuda emegi gecmis ¢ok
sayida Yunan matemailkeisi vard:. Bunian Kisaca yasadidr doneme gdre sdyle sira-
layabiliriz.

1. Thales I. ©. 800, 30. Nicoteles I. O. 250,
2. Anaximander . 0. 560, 31. Apollonius 1. ©. 320,
3. Pythagoras | G. 530, 32. Diocles | O 180,

4. Anaximenes i. ©. 530, 33. Hypsicles . G. 180,
5. Anaxagoras 1. O. 460, 34. Nicomedes |. O. 180,
5. Enopides |. O. 460, 35. Perseus |, ©. 150,
7. Zenon |. O, 450, 36. Philonisi 1. O. 150,
8. Hippias . ©. 430, 37. Hipparchus I. . 130,
g, Hippoerates |. O, 436, 38, Heronl, G. 120,

10. Bryson [ G. 430, 49, Geminus i Q. 70,

11. Antiphor 1. & 430, 40, Thewdesius L. ©. 60,
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12. Philolaus I. O. 430, 41. Serenus 50,

13. Theadorus . 0. 420, 42. Menelaus 100,
14. Democritus |. . 410, 43. Nicomachus 100,
15. Eftatun i. O. 380, 44, Piolemy 150,

16. Theaetetus I. ©. 380, 45. Zenodorus 150,
17. Eudoxus {. O. 360, 46. Sextus Afri 200,
18. Aristoties I. O. 340, 47. Thymaridas 250,
19. Menaechmus I. O. 340, 48, Pappus 300,

20. Autolycus i. . 340, 43. Metrodorus 320,
21. Aristasus I. ©. 320, 50. lamblichus 340,
22. Dinostratus i. 0. 320, 51. Diophantus 360,
23. Eudemus I. O. 320, 52. Theon isk 380,
24. Philippus 1. O. 320, 53. Hypatia 410,

25. Theudius i. ©. 320, 54. Proclus 450,

26, Euclides |, C. 290, 55. Eutocius 550,

27. Archimedes |. 0. 250, 56. Simplicius 550,
28. Conon . 0. 250, 57. Aselepius Trall 600
20. Eratosthenes 1. 0. 250, 58. Joh. Philoponus 650.

Yunan!i matematikgilerinin tdmd bu ¢ozilemeyen t¢ problemle ugragmisgiar ve
¢chzememislerdir. Bu (i¢ problemin ¢ézilemeyeced 1882 yilinda Alman matematikgisi
Lindemann tarafindan ispatlanrmigtir. Yani, pergel ve dlgtimsiz cetvelte, bir agi ¢ esit
parcaya bdlinemez, dairenin alanina esit bir karenin bir kenari ¢izilemaz ve hacminin
iki katina esit hacimdeki bir kipln bir kenari yine pergel ve Slclims(iz cetvelle cizilemez.
Lindemann burada pi saylsinin transandant oldugunu gostererek bu gizimierin yapila-
mayacagint gbstermistir. Bdylece, sonlu tane ¢izimle élciimsiiz cetvel ve pergelie bu
cizimlerin yapriamayacag gésterilerek bu tarihi problemier ¢cézUme kavusturuimustur.

Yunanhlar bu problemleri ¢dzmek igin geometrik yoliar kullanmalarina kargin
Lindemann vr sayisinin pergel ve dlgimsUz cetvelle sonlu tane cebirsel iglemle ¢i-
zilemeyecedini gdstermistir.

Dairenin alant mr olsun, Alam bu alana esit olan karenin bir kenari da R ile gds-
terilsin. Bu halde nr® = R? olur. Buradan R = vir bagintis| yazilir. E§er vx sayist per-
get ve cetvelie sonlu tane iglemle ¢izilebilirse daire kareiestiriiebilir. &t sayisi perge
ve dlclmsiz cetvelie sonlu tane islem yapilarak ¢izilemedidi icin ya da x savisi tran-
sandant oldugu icin dairenin alan karelestirilemez.

Benzer yoila a kenarl bir kiipldn hacminin iki kat hacimde olan kiiplin bir kenan
¥ olsun. Bu halde

¥ =2a’
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N 3= ; 5 e
yazllir, Buradan x = V2 a vazilir. ¥2 sayisi pergel ve ceivelle sonlu tane islemle cizile-
medigi icin kipin katlanmagivla olugturulan klpdn bir kenart cizilemez.

Hippacrates (i. . 460 - 357), bu lig probiemin edzimiyle cok Ldrasrmis biv mate-
matikeidiv. Herhangl kir agiyr (g esit parcaya pergs! ve cetvelle bélememistly, Simdf
dzel bir durumu gézonine alalim. Bu da dik agidir. Dik agiyi pergel ve ceivelle (g esii
pargaya bdlebiliiz. Bunu yaptikian sonra oluz derecelik, altm's derecalik, 45 dereeelik
alann katlan clan acilar pergel ve cetveile giziiebilic

Dik aginin pergel ve cetvelle Uc esit parcava bdllinmest clanaklidir. Sekilde oldu-
gu gibl QOPF acisi gik olarak verilsin, Pergelin ayakianm biraz agarak © merkezli ve
bu yarigapl cemberi cizelim. Cember OQ v& OF yan dogrularnni sirasiyla 8 ve A nolk.-
talannda kessin. Simdi pergslin bu acikhgim hic bozmadzan B merkezli yayi cizalim.
Bu yay AR yavini C noktasinda kessin. Yaricaoin gabit olmasindarn dolayt BOGC Uegeni
eskenar kit {icgendir. Eskenar bir liggenin acilan alimisar derecedir. Oyleyse COP
g¢ist ciuz ve BOGC zcisi da altmig derece olur. Altrig dereneliic aglyl da pergel ve
cetvelle ki gsit patcaya bélmek kolaydir. Ya da OB yargapl ve A merkezli yayi cizer,
AB yayvint kestigi nokta O lie birlestirilirse doksan derecelik ag1 pergel ve cetvelle g
asit parcaya ayriimig olur

Matematikciler 2000 vif hierhangl bir acinin pergel ve cetvelle (ig esit parcaya
kélmelk igin ugrastiar, Plerre Wanizel (1814 - 1848), 1837 yilinda herhangi bir acinin
pargel ve cetvelle g esit pargaya bélinemeyecedine iliskin bir galisma vayiniadi.
Farisie Politeknik Okuiu'nda profesdr olan FPierre Wantzel, bu calismasinda cok iler]
gidiyordu. Bu caligma Liouville’nin Matematik Dergisi'nde vayinlandi. Ayni calismanin
iginde bos yare kUpln katianmas) problemini de yapugin séyllyordu. Oysa kullancig
yeniem denkiemler kuramindaki iki geometrk probleme ters distyordu, Wanizel'in
buldugu sey, rasyonel katsayil bir solinomun kiklerinin pergel ve cetvelle gizilebiliv
eimadigini veren bir dlelt bulmustu. Bunlar ona gdre Ugs boime ve katiama Warizel'in
kasuluna uymadigl igin ctzdmler clanaksizdir diyordil. Bu da bagarstz bir calismayd!.
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Eder Yunanilar glbi baz! kisitlamalar getirilirse, diger bir deyimle Eflatun’un per-
gel ve cetvalinin kullammina bazi yardimlar yapilirsa acilan tige bdimek alznakhdir.
Bunlar da Efiatun’'un pergel ve cetveli almaz.

Simdi, pergel ve cetvele bazl yardimiar yaparak Archimedes'in (1. &. 287 - 212)
yaphdi bir ¢izimi verelim,

i s
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Sekilde gortldigl gibi GOP agisini (g eslt parcaya bolmek istiyoruz, Pergelin
ayaklarini OB kadar agarak OB vanicapl bir varim cember cizelim. Bu cember OP
dogrusunu A ve A" noktalaninda kessin. Simdi OB uzunlugunu r yaricap olarak cetvel
Uzerinde isaretleyelim. Cetvel B noktasinda sabit olmak tizere cember Gzerinde kayd)-
rarak DC = CO = OQ = r olacak bicimde gcember tzarinde C noktasini isaretlayslim.
Buna gére CDO ikiz kehar bir Gggendir. Bu ikiz kenar lggenin taban agilanni a ile gos-
terirsek OCRB agisi 2a kadar olur. Yine OBC ikiz kenar bir Uggen aldugundan C ve B
kdselerindeki aciiar birbirine esit ve 2a olurlar. Bir Gegende ki ic aginin icplami kendile-
rine bitisik almayan bir cis aciya esit olur. Bdylece, U kdsesindeki agi e B kisesindeki
aginin toplami 3a olur ve bu 3a dictimil QOF agisina esitlir. D kdzesindeki agiyl QOF
acisi Uzerine tagimalk kolaydir. Buna gore, QOP acist D kosesindeki agi ile (ic esil
parcaya halinmus olunur.

2u gizimde dlgtlimsiiz cetvel kullamimarmstr. Cinkd CD uzunlugu catvel Ozerin-
de r kadar isaretlenmis ve cetvelin kaydinimasivla C noktasi bulunmustur. Bu da Efla-
tun'un cetvell degildir. Bu nedenle bu Uge balmenin pergel ve olgimslz cetvelle yapii
digin: soyieyemeyiz. Oylayse bu céziim olamaz. Ginkil celvel dlctimsfiz degil, dlcimill
olarak kullaniimistir.

Simdi Hippias bu konuda neler vapmis anu gorelim. Hippias 1.0, 480 yil véresinde
Elisie dogmustur. Veriter nerhangl bir agiyt Oge boimek icin cizdidi edrive quadratrix
izmi weriliv. Bu ayrica daireyi kareledi@l icin dana sonra buisim verilmistiv. Hipolas,
Hippocrates giot para icin matemaiik &4rettigini sdyler, Yunanhlarnn sofist dediklern
bilgin kimselerden birivdl. Sotistler Asya kékenll ve Ege Bolgesi'nden gelen kisilers
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verilen isimdi. L. Q. V. yiizyilin orialarina dofdru bu tor sofistier Yunanistan'da gok art:
mistl. Yerlesim yerferi Yunanistan'da Atina, Sicilya ve lialya'yd:.

Hippias'in quadralnxi pergsl ve ceivelle cizilemayen, nokta nokia cizilersk birlez-
tifiten bir egridic. Simdi bu edrivi gizelim. sonrada agilar istenen oranlarda esit paccalara
nasil ayirdigini gosteralim.
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AE dogru pargast A noktas erratinda saat ibresi ydninde AB dogru pargasindan
AD dogru parcasina dogru sabit bir hizla hareket etsin. Boylece birinci ceyrek bélgede
BED yay\ cizilir. AB dogru parcasi AB dogru pargasindan AD dogru pargasina dogru
hareket ederken. aym zamanda AD dogru pargasina her zaman paralel olan MN dogru
paigasi BC dcgru pargasindan AD dogru parcasina ayni sabit hizla hareket etsin,
Bu harsketlerin her ikisi de. AE ve MN dogru parcalarimin aym zamanda AD dogru
parcas! Uzerine gelecek hicimde ayarianir. Bu ikl hareketin sonucunda AE ve MAN
dogru pargaiar + noktasinda kesisirler. Bu dogru pargalarinim kesim noktalan olan
F noktalannin geometrils yer Hippiag'in auadratriksini verir. Eger FH, AD doegru parga-
sina dikse, quadratriksin 9zelliginden dalay:

BAD agisi _ AB _ BED yay
EADagisi FH EDyayl

padintisi yazilir,
Aslinda bu hareket sonucunda MN dogru pargasi ile AD dogru parcas) dst lsie

cakist. Yani b telk G noktas yokiur. G noktasini bu hareketin sonucunda F nokiasirin
bir limiti olarak alabilinz, Bunda bir sakinca yokiur,
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Simdi BFQG bicimindeki guadratriksinin agilar Ug esit parcaya nas|| baldiguini
gosterelim. Bunun icin verilen herhangi act XAY alsun. Bu aciyi sekildeki gibi veriesti-
relim. AX, quadratriksi F noktasinda kessin. FH, AD dogrusuna dik olsun ve FH dogru
parcasini Uc egit parcaya bdlelim. Bu Uge béimede olusan P noktasindan A dogrusuna
paralel olan MM dogru parcasin cizefim. Bu MN dogru parcasi guadrairiksi Q nokta-
sinda kessin. AQ van dogrusu da AB varicaph cemberi R nokiasinda kessin. Buradan
DAR agisi XAY acisinin d¢te birl olan agidir. Clnkt, guadrairiksin tammindan dolay:

DAR agisi _ £ FH/3 T
DAE acsi FH 3
bagintis! yazilabilir. Bu da DAR = % DAE = % XAY demektir.

Hippias'in quadratriksi ile dairenin alanina esit bir karenin bir kenanni cizmek
olanaklidir. Bunu Hippias bilmemis olabilir. Cnkil, bu egriile daireyi karelestirmek
daha kansik ve bazi ileri bilgiler ister. Cunkl, Pappus (300), Matematik Kaleksiyonu
isimli yapitinda bu konuda aciklamalar yapar. Dairenin karelestirilmesi, Dinostratus
(i. ©. 320), Nicomedes (i. O. 180) ve diger bazi geometriciler tarafindan karelestirme
sekii ismini verdikleri quadratriks ile yaprmisiardir. Bu karglestirmenin Hippias'a dayan-
dintmasi ve onu kaynak olarak verme islemlerinde bir cosluk vardir. Aslinda Dinostra-
fus'un bu egrl ile karelestirmesi hakkinda fazia bilgi vokiur. Genel alarak Yunanii ma-
termatikgilerin bu egrl ile karelegiirmey! yaphiklar: soylenir. Genel géris, Hippias bu
egriile acry Ug esit parcaya boldigl ve Dinostratus un bu egriyi kulianarak karelestinmeyi
ilk kez yaphdi vinindedir, '
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Dairenin karelesiiriimesinin quadratriks ile ¢d20muinin Dinpstratus'a ait oidugunu
bize Pappus iletmistir. $imdi, Dinosiratus'a ait oldugunu kabul ettigimiz kareleslirmeye
gecebilinz.

AD ile quadratriksin kesistigi noktasinin G oldugunu kabul edelim. Buna gore
G noktasi oulunabilir. Gunkl Pappus'un dnermesi bu durumda

BED yayt _ AB
AB AG

bicimindedir. Eger (BED yayi)/AB, AB/AG balumiine esit dedilse, ya AK = AG va da
AK < AG oimast durumunda (BED yayi) / AB = AB/AK clur. AK > AG oldugunu kabu!
adelim, Bu halde A merkez!i ve AK yaricapii KFL ceyrek cemberi guadratriksi F ve
AB dogru pargasint da L nokiasinda kessin. A ile F noktalarini birlestirerek uzatirsak
bu vzanil quadratriksi E noktasinda keser, F noktasindan AD dedru parcasina FH
dikmesini inelim. Bir cemberin ilgili yaylarn yancaplarla orantili aidugundzn,

BED vayi _ AB
KFLyayl AK

yazilir Eder kabul ettigimiz hipotez aogru ise

BED yayi _ AB

AB  AK

olur. Buradan AB = KFL vay yazilir. Oysa quadratriksin taniminin ozelliginden
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AR _BEDyaw _ KFLyayi

FH EDyay  FK yay!

bagintis| bilinmekiedir, Biraz 6nce AB = KFL yay) oldugunu géstermistik. Buradan FH
= FK yayi elde edllir Bu da anfamsizdir. Glnkil FH dikmes| AD dogru pargasina olan
en kisa yoldur. Bu nedenle bu bir celiski aldugundan AK » AG olamaz. Edeir AK < AG
oldugunu varsayarsak, benzer alarak vine bir geliskive vannz. Gerive AK = AG oimasi
kalyor. Buradan (BED yayi)/AB = AB/AG yaz/hr.

Bu yaplianiara gdre kareleme problemi cevrek ditziemaeki dairenin karelenmesin-
den baska bir sey dagildir. Dairenin ceyredi karelenebilirse timd de karelenebilir so-
nucuna varinz. Pappus bdylece dairenin alaninin karenin alanina esit olacadl sohucuna
varir. Buna gore iglemier nasil yapiiir?

Daireyi karelemek igin Euclides'in Elements isimii I, Kitabindaki 14, Onermeayi
kultanacagrz. Bu dnerme de dikdértgenin karelzsiirlimes! bicimindedis Dairenin yari-
cap! rolsun. Cambarin cevrasi T ila ghstadisin. Quadralriksi kuilaparak

G4
e

clar orantidan yva da Thales bagintsindan & uzunluldy v dogro parges) suivagiilin,
Burada r, r ve s arasindg doralinetl orant 5/4 = g alsun. Bu g oefer cemizerniny cayrek
balgedeki yavinin uzunlugudur.

il "'»E ........... \J
P \
r X
i N
lll i
A 2r Eor B i
q
B i =

= 21t

»O

yazihr. Sekilde oldugu gib: bir kenarl 2r ve diger keaarr g olar dikddrtigenin elan dar-
renin A alanina esit olur. Sekildeki gibl FB = x oisur. Buna gove Karenin bir kenan olan
¥ degeri 2¢ lle g arasinda oria orantthalr, Yani
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2r %
S
olur. Bu baginiyt Euclides bagimtisindan da »= = 2rg olarak yazilabilir, U aa Hippias'in
quadratriksi ile dairenin karelestirimesi probigminin gozimlglr,

Bu ¢ozlimil de Effaiun kabul etmiemistic. COnkil burada Eflstur’un perge! ve ost-
veli kullamimamig, quadratnks egnai beili by mekanik hareketierle nokta nokia isaret-
lznmig ve by noldaiar arl arda birlestinimistic. Yani guadrairiks edrisi perge! ve Sicimsliz
cetvelle cizilmemistir. Bu proplemdeki noksanlk zaten buradadir,
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Eger AK < AG ise, Dinostraius'un ceyrek daire icint karafeimesinde bir geliskiye
verimasinda yukaridaki ik sekil kullanilirsa yine oir geligkive vanlir. Bu celighl de FK
yavi = FK olmagm: dogurur. Oyleyse AK < AG olamaz ve AK = AG clmag kalir

Ikincl sekiide quadratriks ednsi bugtinki: modarn kutupsal gsterimis

_ Zab
mEnG

bicimdedir. Bu halde AG uzunlugu Hospital kuraiina gore

AG =limr=lim i

g far T 5'”8

-2
T fiesg Sing

=

o 4
-

|52

olayak Gufunur
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Euclides'in Elements isimli {I. Kitabingaki 14, Onerme, onun daha cok ikinci
Euclit bagintisi olarax bilinir. © da sudur. Bir dik Ucgende ou dik kGsaden hipotenuse
indirifen dikmenin karesi, bu dikmenin hipateniis Gzerinde ayird'd: pargalar arzsinda
orta orantilidir. Diger bir deyimle, dikmenin hipateniis lizerinde ayidig pargalar a ve
bise, alan ab olan dikdrtgenin alant bu yukseklik uzerine kurulzn karenin alanina
esittir,

2.

AFE lggeni F kdsesinde dik olsur. Capi goren cevre ag Jik nlacadindan At
capll gember F késesinden aeger. Burada BFA dik ucgeni ile FAR dils Upgeni henzerdir
Benzer tcgenlerde esit agilar karsisindaki kenariar uranil olzcagindar

> | B

®
b.
yazilir. gler ve diglarin carpinm alinirsa ab = «° olarak bulunur. Bu sonuc ayni zamenda
dikddrtgenin karelenmesi yohtemidir. Dikkat edilirse buraca yapilan cizimferin dimid
pergel ve cetvalle yaplimistiz.

Limagon denen egri Blaise Pascal'in (1623 - 1662) babasi olan Etienne Pascal
(1588 - 1640) taraiindan bulunmustur. Bu egn kutupsal koordinatiaria r= 1 + 2 cost
ve dik koordinat sisteminde (%2 + y% —2x)° = x* + y° bicimindedir.

Limacon aslinda baska amaglar iGin olusturulmus, cizlimis ve incelenmistic. Oysa
limaconu kullanarak keyfi bir agiyi Ug esit arcaya boimek igin kullznabilinz.

Sekli asagida oldugu gibi gizelim, Bir (icgenin ki ig acisinin ioplam| kepdilerine
komsu olmayan bir dis aciya esit oldugu bad inttsl kuliznitacakisi. Buna are, limaconun
azellig gdzonline annrsa

ABC = BOD » BOO
= BEO + BDE
= BOF « ERD + BDE
= 3BDE

yazilir. Oyleyse BDE agisi ABC agisinin figte birine esittir.
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Lireason.

efiimen X
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Bu cdzlm de pergel ve ceivelle yapilmadigd icin bu gizim ae hir acinin pergel
ve cetvelle lc 2sit parcaya bollinmesi probleming cozum olusturmaz. Cinkd limacon
pergel ve cetveile cizilemeyen bir egridir.
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Tomahawk sekilli alet de bir aciyr Ug esit pargaya baimede kullanilabilly. Bunun
igin sekilde oldugu gibi PQ = QR = RS alalm. PR ¢apli FTH yarim gemberini cizelim.
ACR agisina b denirse buradan sonuca ulasacadiz. UR, PS dogrusuna dik olsun. S
noktas: OA Uzerindge ve UR dogrusu da O nokiasindan gececak bigimde cizilsin. Bu
haide OB dodrusu PR caph cembere T nokiasinda tegei olur. Bu halde OTQ, ORG
ve ORS dcgenier esiitir. Esit kenarlar karsisindaki acilar esit clacagindan, ROA agis|
AOB agisinin tete biridir.

Yunanhiar

ab +

aldugunu biliyorlardi. Clink saglamas) kelaydir. Bu formiilde a = 2n* ve b = 2 olarak
alimrsa (2n, n° —1.n? + 1) Geliisti Pisagor bagintsin saglar ve buniara Eflatun tgltleri
ismi verilir. Eger a = (2n + 1)° ve b = 1 olarak alinirga, buniar da Pisagor bagintisin
saglar ve bu haldeki Pisagor tellleri

s

(20 +

| S
T
am |
o
=ik

P i

L2n+1,

olaraic yazilir.
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187
Kenarlannin uzunlukian birer tamsay: olan (b cik degenlerin alan gevresinin
toplamina esittiv. Bu tur kag tane dik dggen vardir?

Prablemin ifadesine gére x* + y* = 27 ve x + ¥ - 7z = xy/2 olur, Bu 1K fenkliemder
z terimi yok adilirse (x —4) (y - 4)

= & denklemi bulunur. Bir kere x ve y tarimleri dért
sayisindan kesin puvik olmaldr. Buna gdre % —
2 ile 4 olmalidir. x ~

ve y—4carpanlatl ! ile 8 yaga
= 1liley—4 =8 denklemierincan x = Siley = 12 gelir. Bu halds
=13 bulunur. Eger x - 4fl2a y —4 garpanlan 2 e 4 isebuhadex-4=2iey -4
=4 olyr. Buradan » = 6 ve y = 8 oimalidir. Bu halde z = 10 olarak bulunur. Boylece
bu kosullardaki Pisagor Ueliilari ( i3) ve {8, B, *0) alarak bulunw

nz 3 olan tamsayilar alsun, Bu halde p el oidugunda Piseaor (cltler;

! ‘ E .

[ nl - (n‘-’ == :.'
bt

ve noift pldugundz bu haldeki P

Ny~

(= 1)

isagnr Oetlies

{f, (724) — 1, (74 = 1)

AR arda gelen poziii amsay: olan Fisagor ugid d"" yairiz (3, 4, 5) bigimindedir,
L drisl. art arda gelsn pezitll Pisegor Loilller (6 2 + 1 x4 2) ise % (X T = K 5
< den’lemifnen vainiz x = 2 siarak bulundr, Sidenen

.
“."

ien de 4 ve 5 savilanidir

X ve y art arda gelen pozitif tamsayl ise, (x. y 2) bigimindeki Pisagar Lelllerinin
sayisl sonsuz tanedir. Cinkd bu bicimindaki Pisagor Ggllz (

Heldst + %, Z) 158 (3% + 22
, 4% + 3z + 2) de bir Pisagor Sgiisiicl)

3 toplaminin irrasyenel oldugunu gdsieriniz,

o
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Yunanlilar Pisagor teoremini yukaridaki sekilden ispathiyorlardi. ABC dik (¢geni
C kégesinde dik olsun. C kidsesinden AB hipotenislneg CD dikmesini ¢izelim. Bu hat-
de ACD fggeniile CBD lcgeni ABC Ucgenine benzerdir. Simdi ACD dik Uggeni ile
ABC dik tegenlerinin benzerliginden

£_..8 ye z2=cAD
a AD

ve CBD dik tiggeni ile ABC dik (iggeninden

b_c 2 _

D= o Ve be =cDB
yazilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirken AD + DB = ¢ oldudu kullantrsa a® + b®
= ¢AD + ¢DB = ¢(AD + DB) = cc = ¢ bulunur. Bu da dik tiggendeki Pisagor bagintisidir.

Fisager teoreminin diger bir ispat ydntemi de sdyledir. Dik agis! C kdsesinde olan
ABC dik Giggenini gbzdnlne alalim. AD, AB dogru parcasina dik olarak cizilsin ve BC
bunu D noktasinda kessin. ABC dik Oggeni ile DBA dik Uggeninin benzer oluglarindan
AD = ac/b ve DC = &% yaziiir. Buradan, ARC dik iggeni ile ACD dik Gcgeninin alaniars
toplami ABD dik Ucgeninin alanina esit oldugundan, a® + b? = ¢ bulunur,

e \
r \
e °
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Amerika Curmhurbaskantarindan James Ganield 1876 vilinda England Journat
of Education isimli dergide Pisagor tearemini asagidaki bicimde hesaplamisiin

ABC dik tggenini gbzdntne alalim, EBCO yamugunu clusturalim. Bu yamukia
EAD dik tiggeni ABC liggeni lle ayni olsun. Buradan sonra EB dogru pargas: cizilebili

EBCD yamugunun alam ABC, EAD ve EBA dik (icgenierinin alanlan topiaming esit
olacagindan

(a +b)* = 2ab =+ c*
(a + b)? - 2ab = ¢*
a” + Zab + b° - 2ab = ¢°
a‘! + b? - C“;

yazilir. Bu da dik kenarlar a ve b, hipolentisd de ¢ clan dik Uggendeki Pisagor bagdin
tisigir.

Pizagor a < b olan a ve b sayilarl arasindaki harmonik oitalamay!

bicimdeki h sayist ile tanimlamistiz. Qrnegin, (8 — 6) / (12 — 8) = 6/12 olduguridan 8
sayisi 6 ile 12 sayilarnimin harmanik ortalamasidir. Eger b, a ve b saylannin harmaonix
artalamast ize

Zakb
a+hb

e, . L.
h b\,ah—

==

1
=
oiacagt kolayca gbstenlebilir.

Pappus'un (320) matematik kitabinda CA ve OB dogru pargalaryla harmenik
ortalama olan dogra pargas! sdyie giziliv.
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B noktasinda OB do@ru parcasina bir dikme ¢izilerek BC = BD alinir. © nokias!
fle C noktast birlestirilerek A noktasindan OB dodrusuna ¢tkalan dikme OC dogrusunu
E noktasinda kessin. E ve D noktalan birlestiriisin. ED dodrusu OB dogrusunu H nokia-
sinda kessin. Bu halde CH = h uzunludu, a = OA ve b= OB uzuniuklan arasinda
harmonik artalamadir. Dikkat edilirse burada OAE Gggeni ile OBC lggeni, HAE Ggcgeni
ile HBD Gggeni benzerdir. Bu (ggenterin benzetliklerinden

_OA_AE _AH
O HB

a
b B BD

yazilir. Ik ve son terimler h degerinin a ve b sayiian arasinda harmonik ortalama ol-
dugu sonucunu verir.

{a +b) /2, ave b saylanmn aritmetik ortalamasi ve h = 2ab / {a + b) de harmanik
ortalama olsun. Yetkin oran da

a _2ab/a+b)

(a+ D)2 b

olarak tanimlansin. Buna gdre yetkin cran, aritmetik ortalama ve harmonik ortalama
arastnda

a _2ab/la+b} n
{a+h)y2 b b

bagintis) vardir.

Yunanlilarn ve Yunan glzel sanatlannin giizel gérinidmd igin kullandikiari altin
oran vardir. Biraz da bu altin orandan séz edelim.

AB dod@ru parcasin pergel ve cetvelle altin oran dedigimiz parcalara bdlelim.
Bunun igin B noktasinda AB dogru parcasima dik ve egif BC = AB olacak bigimde C
noktasin bulahim. AB dodru pargasinin orta nokiasi M olsun. MC yancapl gizilen cem-

ber AB dogrusunun uzantilanm D ve E noktalarinda kessin. AP = BE alalim. Iste bu
P nokiasi attin oranda aitin Kesim nokiasidir.

Burada ¢apr garen gevre aci dik oldugundan C kisesindeki agl doksan derecedir.
Oyleyse DBC licgeni ile CBE {icgeni benzerdir. Buradan DB/BC = BC/BE olur. Bu
esitligin her iki yanindan 1 cikarilirsa AB/AP = AP/PB elde edilir. PB = AB — AP degeri
kullanilirsa AB® — AR . AP — AP? = 0 yazilir. Her iki yan AP? ile béliniirse AB/AP tirln-
den ikinci derece bir denkiem elde edilir. Bu da AB/AP = AP/PB = (v5 + 1)/2 bigimindeki
athn crandir. Bu orani tim cisimier gdze hog gbrlindr. Bu oran Yunan mimarisinde
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cok kullaniimigtir. Burada AEFG ve BEFC dikdorigenlerine alin dikdérigenler denir.
Dogada bu tir gitzel gorinimll sekil coktur. Zaten altin oran varsa o sekil cok guzel
Garanur.

n herhiangi poziiif bir tamsayi olsun. Cyreneli Theodarus (1. O, 400), v uzuniugunun
nasi| cizilecadini gdstermistiv. Theodorus, Eflatun’un matematik ddretmenidir. Eflatun,
maiemaiik disiplinini ve matematiksel disunmesini Theodorustan almistiv. n tek pozitt
bir tamsayi Ise vn dik Uggenin bir dik kenart ve (0 + 1)/2 de bu dik liggenin hipotenlst
alsur. Buna gore

ve n ciit ise 2vin dik Uggenin bir dik kenan ve hipotenistide i+ 1 ise
{gvﬁ)" ={n+ 1)2 —(ri— J]JE

bagnhian saglandigindan vn sayisi her zaman gizilebilir. SUphesiz buradaki gizimlsr
pergel ve cetvelie yapimistir.
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Theedorus, 2 £n <17 icin vn sayisini yukandaki yaya benzeyen bir bigimde giz-
mistir. Eger n. dik Uggenin hipoteniisii i ise 1 = (vn)* + 1 =n + 1 olur. Theodorus
n. Uggenin hipotentsiniin uzunlugunun Vo + 1 oldugunu gérmistir. Bu nedenle bu
cizimi V17 sayisina kacar getirmistir. /18 sayisi b cénmeler sonucunda ilk kez bag-
langictaki kanuma gelir. Ondan sonia cizim devam sder.

Thales bagintularini kullanarak & b ve ¢ sayilan arasinda orantih olan dorduncl
oranil gizimle bulunabilir. Cizim sdzcligl de pergel ve cetvelle sonlu (ane islem yaparak
plzme anfaminda kullanilmistir, Yarni, geometride gizim deyince Efiatun'un pergel ve
cetveli anlasilacakiin.

Verilen Ug dogru parcas! ile orantii dérdincl dodru pargasin bulmak icin O nok-
tasindan cikan ve dogrusal clmayan iki van dogru gizilir, OA = a ve OC = ¢ uzuniuk-
lari gekiide cldugu gibi gibi yerlestirilir

a_4g
5 Rl
P
“/
g 2 "
o N
84 \
\\
A !
2 Y
8.2 N \
- N\
0 c C X D

AB = b alinir, AC dogru parcasina B noktasindan bir paralel ¢izilir. CD dogru par-
cas! bu ¢ dodéru arasinda

yada x = bo/a dérdlncd orantidr,
Orta orantil gogru pareas! gizmiyle ilgih Effatur’un da bir gdzGmb vardir.

Sekiide gor(iddgu gibi ABC ve BCD dik ticgenlerini gizelim. BC degru pargas)
her iki dik Ucgende oriak olsun ve her iki Uggen de ayn: tarafta gizilsin. Ayrica AC va
BD dogrulan dirbirlernini P nokiasinda dik olarak kessin. Buniara ek ciarak AP = a ve
DP = 2a clsun. x = BP ve y = CP uzunlukiart a ve 2a uzuniuklar arasinda orta orantili-
dir. Clnk, buradaki APB, CPB ve DPC (i¢genleri benzer oldukiarindan
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bagintilar) yazilir. Bu da x ve y dederlerinin 2 ile 2a arasinda orta orantil oldugunu
gosterir. Bu da orta arantidir.

Apollonius (1. 0. 225). a ve 2a dof@ru parcalan arasinda iki tane orta orantinin

\ o \
|

Onee, sekilde oldugu gibi ABCD dikdérgenin ¢gizelim. AB = a ve AD = 2a olsun.
Dikdérigenin kosegenlerinin kesim noktas! E oisun. E merlezli ve P, C ve Q noktalar
ayni dogru Ozerinde olmak dzere bir cember cizili. Bu cemberin ¢iziminin bu noktalarn
ayni dogru tzerinde almasini Apollonius mekanik bir ayarlama ile cizildigini ozellikle
belirtir. Dikkat edilirse burada pergele yardim edilmistir. Buna gdre PAQ, PBC ve CDC
Uggenleri benzer olduklarindan

n:

A

i PG L
x 2a 2
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bagintilari kolayca yazilir. Ayrica, EFQ ve EGP, hipotenisleri esit olan ik dik legen
olduklarindan,

ai [
(a+x7%+ [\.—2! ” a2+t
ya da

(2a + xpx={a+y)y

yaziir. DQ = x ve BP = y deGerlari a ve 2a sayilan arasinda orta orantil oldukiar icin

yazilir.

Iskanderiye okulunun en blyiik Ggretmenlarinden biris: de Yunanll matematikei
Menaechmus'iur (I. ©. 350). Menaechmus kiipn katlanmasiyla ilgili problemi, konikle-
rin kesigiminden yararianarak timilyie matematiksel alan bir yoila cozmustir. Kipl-
muzin bir kenar a olsun.

%7 = ay i
Y )f i
i - A = 3
\\ /{‘ﬁ«/
% | )
Y //
'\q ra
\\_ ; 5
b T
: b
0 a2, 0
\\
e
x\“
St

Menaechmus, sekilde gorildigi g]bu %2 = ay ve y* = 2ax olan parabollenm cizer.
Bu ki denklemde v degeri yok edilirse »* = 2a% yazilir. Buradan x = a 2 2 degeri ikive
katlanmig olan &Cpdn bir kenannin uzunluguduar,

Buradaki parapolier pergei ve L,etveﬂe cizilemeyen egriler oiduklar icin x degeri
fliye katianan kilpin bir kenandir ama v2 sayis! pergel ve catvalle cizilernaz, Bu ne-
denle Menaechmus'un bu cozlinii pergel ve cetvelie yapilmamis oldugundan Eflatun
bunz da karg! cikmighin
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Yunanll matemaiikei Nicomedes'in (1. O, 240), bir aginin tg esit parcaya bdlunmesi
v kiptin katlanmasiyla ilgili ki goztmil vardir. Once ilkini gosterslin.

By 0 )
\‘\H‘ ""_,—-""
ala y/‘/
F F,'/_r’ a
oot
Lt i S
o = A

AOB, Ug esit parcaya bolunecek aci olsun. B noktasindan OA dogrusuna bir BC
dikmiesi ve bir de BD paraleli cizilsin. Uzunlugu a = 20B olan parcay! cetvel Uzerinde
isaretieyip PO = a olacak bigimde kaydirarak OQ dofru parcasini cizeim. Bu cizimlere
gére M, PQ dogru pargasinin oria noktasi ise, MOB = BMO olur. Ginkd, PBQ dik tc-
geninin hipolenustiniin arta nokiasi olan M noktasinin B ve Q koselerine olan uzaklkiar
esit ve MB = MQ = a/2 olur. Qyleyse OBM (iggeni ikiz kenar olur. Buradan BOM = BMO
oldugu gdésterilmis olunur. Ayrnica, bir Uggende iki ig acinin toplam) kendilerine komisu
olmayan bir dig agiya esit oimasindan BMQ Gegeni igin

BMP = MBQ + MQE

yazilir BMQ Gggeni ikiz kenar oldugundan AOQ = BOO olur. Buradan AOB = AOQ
+ QOB = 3BQO yazilir. Boylece AOB agisi (i¢ esit pargaya bilinmls olunur.

Burada cetvel Uzennde a = 208 uzunlugu kullamidig icin cetvel diglimsiz degil-
dir. Bu nedenle ¢tzumin pargel ve Slglimsiiz cetvelle yapildigim sdyleyemeyiz.

Nicomedes'in ikinci cézumu kipin katlznmas! problemi Jzerinadir. Nicomedes'in
dilsiincesi, Apollonius'un distncesine benzer.

Ff
A
a / E g
I ~
o tl “
)'IJ"“ | :: -
= A \\|B e} e
Jil P i
£ i R
L G N
\ .' 1
4 A‘ | /M D = Q
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Once sekilde oldudu gibi ABCD dikdértgenini gizelim. AB = a ve AD = 2a olsun.
AD dogru pargasinin orta noktast M ve AB dofru parcasimin orta noktasi da N olsun.
CM ve BA dogru pargalartnin uzantitar G noktasinda kesissin. NF dikmesi {izerinde
FB = a olarak alam. BH/GF clsun. FP dogru pargasini gizerken HP = a olarak ayar-
lansin ve P, C ve Q noktalar bir dogru izerinde bulunsun. Bu bicimde ayarlama igin
Nicomedes konkoit diye bir aygit yapmig ve bu ayarlamay bu aletle yapmistir. Burada
PC ve AD yar dogrulan uzatilarak Q noktas bulunur.

Bu cizim kosullarinda PAG, PBC ve CDQ uggenteri benzer olduklarindan

a_y _a+y
X 2a 2a+x

yazilir. Ayrica, PBH ve PGF lcgenieri benzer olduklarindan da

a_z+a

y  y+2a

ya da a/z = y/2a yazilir ve z = y olarak bulunur,

Bir de FNB (¢geni ile FNP lggeni benzer olduklarindan
a® - g‘=a+><,}—y ay’
2] = Vr2)

yada

X y+a

y  X+2a

yazilir. DG} = x ve BP = y uzunluklart a ve 2a uzunlukian arasinda orta orantil! olduk-
lartndan

a_
X

N
o !“‘5

X
y
sonucu yazilir.

isaac Newton {1642 - 1727}, kipln katlanmas (zerine bir calisma yapmistir.
Simdi bu caltgmayi veretim.

Once AB dogru parcasini gizelim. AB dogru parcasina B noktasinda dik olan BR
var dogrusuny cizelimy. ABT agisi 120 derece oisun. Yani EBD = 30 derece olarak
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A
N
li_ s c
a-ﬁzg% e
N
B

gizilsin. CD = AB = a olacak bigimde A, C ve D noktalarini ayarlayalim. (Bu ayarlama
dletimsiz cetvele vardimdir). Bu gizimiere gire, ABC ve DEC lggenlen benzer olduik-
larindan

a_»b_c
x y a
ve
1 . DE
— =1{an 30° = ==
V3 BE
X a°

olur. Bu son denklemin her ki yaninin karesi alinir ve b° =c*— a” oldugu kullanifirsa
¢¥(2a+c) =2a%2a+ )

yazilir. Bu da ¢ = 2a® demekiir, Bu da AC kenarls kip, AB kenarl kUpin iki kat oldu-
qunl gésterir.

Matematikte altin oran ya da altin kesit, (1 + V5)/2 = 1.618 olan bir sayidir. De-
gada ve klasik sanatfa gok sayida uygulamasi olan bu oranin en iyi drmegi altin dik-
darigendir. Aitin dikddrtgeni cozmek icin once ABCD kares: gizilir. Kare OP iig ik esii
parcaya biolindr. Sonra O mariezli ve OC yaricaplh cember yayl AD uzantisin F nok-
tzsinda keser. Buradan sonra DFEC dikdorigeni tamamiamir. AF/AB allin orana egit-
tir.

Boyiece, AFEE ve CDEF dikddriganten altin dikddrigenlerdir. Bu aitin oran Unil
yapllarga gok kullaniimistin. Dedada ve Alina'daki Parienon tagimaginin &n ylizinde
vardir.
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I, G, V. ylizyilin ikinet yarsinda en (it nlan Chios'lu Hippocrates'ti (. ©. 460 -
as0). Matematikei ve ivi bir thecar olan bu Hippocrates ile Yunanliarn tibbin babas:
olan Hippocrates farkhdir. Hippocrates, 6nce Thales gibi ige iiccarli e baslams,
soira da matematikg bir bilim adami olarak yasarmim strdUrmistlr. Gemiyle gitlic
Istanbul'da delandinidig, hatta seyuldugu bile yazdmistur, Gemisinin canizds Atinal
karsanlar tarafindan soyuldugu da vazilmistir. Alina'ya gioerek suclulann bulunmas!
ve cezalandirimalar: igin dava acnistir. Boylece her sevini kaybetmis clarak Atinava
dénmiistiir,

. O. 450 ile 430 yillan arasinda zorunlu olarak kaldid Atina’da dénermin distniite-
rinden dersler almig ve onlarin arasina katilmistir. © dénemde Roma'dan dadilan Pi-
sagorculann bilylik gogunlugu Atina'ya gelmisti. Kendis! bir Pisagoreu olmamasina
karsin, Pisagorcularin etkisi ile Atina'ya yerlesmis ve crada yasamistir. Paral olarak
ilk kez ders veren bir geometrici olarak taninir. Kendisi o dénemde aritmstikel ve geo-
melrici olarak bilinir. Pisagorcular onun matematiain gizh 2irarnn para ile baskalarina
oarettidl icin ihanetls suglarmisiar ve onu terk etmislerdr. Kendi arftmeiik ve geomeinis-
rini para karsiig) baskalarina ggretmesi Pisagorcular tarafindan kendilerine ihanst
olarak kabu! edilmistir. Pisagoreuiar onu kStilemelering karsin Arisiolles ormun balkn
da iyl seyler vazmistir. Bu nedenie Ardsicieles'|, Hippocrstes'e vad cekivor damisier-
dir,

. O. V. yizyilin ortalarinda Yunanlilar geometride cok sayida gecmetrik problemler
bulmus ve ispatlamislardi. {spatlar belli bir mantik dizenindeydi. Tumdengelim yén-
temiyle ispatlanint yapiyoriardi. Yani, dnce tanimiar yapiivar, kabuller ve varsavimiar
siralamyor, bu hipotezler aftinda dizenli bir geometr olusturuyorlaral. Zaien Yuranhlann
matematige soxiukiar! en nlylk dislince ouydu.
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Proclus (410 - 485), Hippocraies'in Euclides’in Elements isimli geometrisinden
bir yiiz yil 6nice geometri dzerinde boyle bir calisma nasy yaptgin ovguyls yazar.
Gergl Hippocrates doneminden yazil bir geomealri eser zamarimiza kadar gslemermistir
ama ¢ dénemde iyl geometri bilgilert olusturuimus ve okullarda okutulmustur. Gercek-
ten, Hippocraiesin caiismalan, daha sonra gelecekiere ve Euclides’s asin kaynagi
olmustur. Clnkl onun diiglincesi geometride ispath. Bilinen dncekl dnermelerden ye-
i Bnermeler wratilebilir divordu. Geometride nokia ve dogrular harfierle gdsterenier
arasinda yer alhivordu. C dénemde yazdid) gok kitab) vards.

Hippocrates Ating'ya geldiginds dnemli Og tane oroblem vard)l. Bunlardan birisi
herhiangi bir aginin pergel ve cetvelle tic eglt parcaya boéiinmesi, ikineis) kiplin katlan-
masi problemi ve lclnctsi de dairenin karelestirilmesi prabiemiydi. Bu G problem
matematikgileri ve amatdrierl ugrastirrustir, Bu oroblemlerie udrasma iki bin bes yiz
yita yakin siirmis ve ancak Alman matemaiikel Lindemann (1852 - 1933) tarafindan
cozlime kavusturulmustur.

Rairenin karelestirimesi Uzerine en cidai calismay Hippocrates yapmistr. Hip-
pocrates baz! availklan karelestirmiz, bunun Uzerine ¢ok sayida matematikel dairenin
karelegtirebileceqi Umidine kapilmisiardir. Fakai ilm calismalar birer Uzdel sonla
kargilasmigtir,

Dairenin karelestirifrmesi problemi, o dénemin en dnde gelen zarluguydu. Kisaca
veriien bir dairenin alaninz esit bir karenin bir kenzari pergel ve cetvelle Gizilebilir miy-
di? Yalnz Eflatun (1 O. 429 - 348), pergeli sadece iki nokiay) birlestirmek ve pergeli
de merkezi va varicap! verilen bir cemnberi cizmelk icin kuifanabilirsiniz diyordu. Efla-
fun'un bu kasidamasi bu konuda an dnemli baskivds ve kaldinlamazdy. Yani cetvel 61-
climsilz olacak, pergel de aci ayarll olmayacaktl. Bu ixi alet buntann cigindalk: bir
amagla kulianiamayacakit. Celvel Uzerinds bir Wzuniuk alip bunu kKaydirmak ya da
avarlamak vada isareilemer vasakll. Pergeide yalmiz ayaklar agliip kapanan bir
alet olarak kullanilacakt). Bu aletlerle nokta va da dogrunun ¢iziminde sonly tane is-
fem yapilacaki.

Dairenin karelestiriimesi (izering ilk ciddi calismay) Elisli Hippias (1. ©. 425) yap-
mistir. Karelestirmek icin kullandigi alet quadratrikstin. Hippias'in ¢ozimi kendi icinds
dogru, tiarl, geometn ilkelerine uygun ve dogru bir gdzimdul, Burada pergel ve cel-
velin diginda bir egri kullamitdign igin bu cizim ya da karelestirme Eflatun’un pergel ve
cetvell amaglar disinda kullaniimigti. Cizimde pergei ve ceiveal diginga bir egri kullanil-
mistl. Hippias'in edrisinde ceivel kaydiniarak kullaniimistir, Effatun bu sizimi geometrik
dedil, mekanik bir gizim oldudu icin kabul etmeamistin. Eflafun’un kabul etmemesi dodru
Bir diistincedir. :

Dalrenin karelestirnlmesine dodru plarak ilk yoneslenin Hippocrates olduguny s6y-
tevebiiiiz. Onun disunces). dairevl ayciklara ayinp karsiestirebilic mivim bigimindayd.
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Gergekien bazi ayciklan pergel ve cetvelle karelestirdi. Simdi onlari garelim. Aycik,
farkli yaricapl cemberletin cevreledidi alandir. Buniar Ay'in dedisik evrelerinde gérin
dugl sekiller oldugu igin bu isim verilmistir.

A

Once, sekilde girildigl gibi ABC dik ikiz kenar ggenl ile ise bastayalim. AB.
AC ve BC gapli yanim cemberlert gizelim. Cember taratindan sinirfanan r varicapii ve
C cevreli hir dairenin A alam

picimindedir. Hippocrates, ki dairenin alanimin caplarinm karesi ile dogru orantil ol-
dugunu bifiyordu. Buna gdre

AB gapl yanm dairenin alamt _ AB%/8  AR®

AC capll varim dairenin alani — Acg  AG?

yazilir. ABC dik iiggeni icin Pisagor teoremi uygulanirsa, AB* = AC* + CB = 2AC” olur.
Buna gére yukaridaki oran AB*/AC” = 2 alur. Oyleyse AB dogru pargasi lizerine Kkuru-
tarr yanm dairenin atam, AC dogru pargast Uzerine kurulan yarm dairenin alaninin
iki kat olur, ABC ikiz kenar bir dik iicgendir. Oyleyse yukaridaki sekilde oldugu gibi
AC ve CB caplarn (zerine kurulan yarnm dalrelerin alanlaninin toplami, AB gapi ize-
rine kurulan biyik yanm dairenin alaninz esittir. [kinci asamada sekilde gordlen I
ve IV numaralart ile gosterifen alanlar her g yarnim daire alanlarindan cikarirsak, |
ve ll ile gbsteriten ayaiklarin alanlannin toplami ABC Tkiz kenar Uggenmin alanina esit
olur, ABC ikiz kenar dik dggeninin alan

| vhg HEj= o

AC?

3|
13|

algugundan
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I numarall aycigin alam +  numarall aycigin alan = % (AC)* yazilir.
Haska bir yazimla

% | o\
I numaral aycigin alaru = lk"l _Ac2] = (’ﬁ‘—t"\l
212 /

N

olur. Buradan, | numarall aycidin slanina esit olan karsnin bir kenari AG/2 dogru par-
casidir. Hippocrates, cemberizr tarafindan sinirlanan cok 6zel bir aycigin tam carak
pergel ve cetvelle karelenebilecedini gsienmistir. Onun bu digimdeii oiumiu karelesiirme
cHzimU Yunanl matematikeileri dairenin karelestirlishilecedi umuduna golirmidstir.
Fakat hic birisi bunu basaramachid: gibi kerelestiiermeyecedini de gistersmamiglardiv.
Her aycigin karelestirilemedigini nemen belirteyim.

Fippocrates. ayoid) karglestirdikien sanra ayn dislince bigimiyle daireyi kareleg-
tirmeys calismistic. Bunun igin bir daire icine diizgln altigeni gizmistir. Bu dizgin alii-
genin yaris| olan, sekilde gortldiigl gibi AB = BC = CD olan ABCD ikiz kenar yamugu
ve AR, BC, CD ve DO caplr vanm gemberier clizmistir.

Hippocraies’in buradaki amaci, §, 1l ve Il numarayla gosterilen avoiklann aianiar
ile 00 capl vanm dairenin alaninin toplaminin, ABCD bicimindek! vamugun aianina
esit oldugunu gastermektir. Dizgun alligenin ézelliginden doiayl AB = BC = CD = OD
bicimindedir. Avrica, bu idictk dért vanm dairenin elanlari da birtirlering agitiir. Biv de

0D capli yarim dairenin alanl _ op2  op®

)
AD capl varim dairenin alani - Ap? (20D 4
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oldugu hemen yazilr. Buna gére kilgtk yanm dairelerin alaniannin her bid, AD yan-
gaplh biylk yarim dairenin alaninm dértte birine esitti~. Ovleyse, bitbirine esit alan!:
ofan kiclk dért yarim dairenin alant AD capli blylk yarim dairenin alanina esit olur.
Burada tarah alanlar bu kiclk yarim dairelerin alamarnndan gikanrsak geriye kalan
L lEve Il ayciklannin alanlai yine birbirine esitiir. Bu tarall bélgelerin alantarn avm za-
manda AD caplt blylk yanm dalrenin alanindan da afildidi igin gariye yamugun alsn
kalir. Oyleyse, yamudun alane, |, li ve lll numaralar ile gosterilen ayciklann alantar]
ioplami ile OD caplt yanm dairenin alaniin toplamina esittir. Buradan

ABCD vamugunun alar: = | numarah a2yveigm alan
+ i numarall ayergin alan
+ Il numaral aycigin alam
+ OD capli yarnim dairenin alan

esitligi yazilir.

Simdi bu formil Uzerinde vorum vapahilinz. Eger i, Il ve Ul numarall ayeiklar ka-
relenebilsevdi yamugun alamndan bu kare alani cikarir ve sonucurn iki katini alirsak
0D capl dairenin alan karelenehilirdi. Oysa buradaki 1, } ve il numaralt ayciklarin
karelenip karetenemedigini bilemiyoruz. Clnki daha dnceki avelgimiz ikiz kenar dik
Ucgenin cevral cemberi ve bu dik kenarlar zerine kurulan yanm darelerden by ayoik-
lar elde etmisiik. Oysa yamukta kullamlan cevrel cember dizgun bir altigenin gevrel
cemberidir. Bu birinci yanlishikiir.

Hippocrates'in yazili yagitlan bize kadar ulasamadi@i icin anun bu konuda neler
s@Gyledigini bliemiyoruz. Bu yamukla karelestirdidini mi saniyordu? Simplicius (530),
Hippocrales'in bu bicimde karelestirdigine inandigim yazar. Simplicius, Hippocrates'in
burada hataya distigunii acikca yazar. Birinci yapilan sekildeki aycikla, ikinct sekildeki
ayciklarin yaprsi ayni dediidin. Burada, her ayoigin karelestiriiebilecedi gibil bir hataya
distilmistur. Her aycik karelestirilemez. Buradan, I il ve ill numaralanyla gostercigimiz
aycikiar karelestirilemezler. Hippocrates'in karelesiirdigi aycikiar gok oze! aycikiardir.
Hippocrates gibi geometiinin ustas) olan bir matemaiikcinin béyle bir hataya nasil
distligl daha sonraki matematikeller tarafindan hayreile kargilanmistr. Bu satirarn
Simplicius, matematik tarihcisi Eudemusttan (1. O. 370) almis ve kend! gérilsletini de
elegtirel yénde eklemistir. Baylece, dairenin karelestirilmesi Hippocraies tarafindan
da gercekiestiriiememistir.

Hippocrates’in Kiiplin katlanmasma fliskin de bir ¢ozGmd vardir, x* = ay ve y* =
2ax parabollerinde x* = 22 va da

a
%

i<
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biciminde bir orta orant! vardir. Buna gdre, kiipdn katlanmasi problemi, a ve 2a uzun-
iugunda ki dogru pargasi arasinda arta orantiit olan x ve y dederierini buimaya dénd-
str. Bu degerlerin bulunmasinin da kendi icinde bir problem oldugunu Eratosthenes
(I. O. 250) ve ¢agdaslan belirtmislerdir. Hippocrates de pergel ve cetvelle bu bicimdek
x ve y sayilarini bulamamistir. Hippocrates'in, bir aginin Ug esit pargaya bilinmesinde
de bir ilerleme gisterememistir.

Hippocrates'in karelegtirilebilen ayci{ su bicimde de karelestirilebilir.

D

Once ABCD karesini gizelim. D merkezli ve DA yaricaph parga yay ite AC capii
cember yayini ¢izelim. Buradaki tarail aycigin alaninim ABC {cgeninin alanina esit
oldugunu gosterecegiz. Benzer daire kesmeilerinin alaniarinin birbirferine orant, Kirig-
lerinin karelerinin oranina esit cldugundan,

lalani  AB®_ AB® 1

lalani ~ ACZ 2ARZ 2

yaziir. Ayrica bunu da kullanarak

aycidim atan = AC {izerindek! yarim dairenin atam -1 aiani
= AC Uzerindaki varim dawenin alan =21 alan’
= AB{C degeninin alan:

taral karemir alan:

\'.2

i8G

V2

I

yazliir. Oyieyse, bu tiirdeki 6zel ayciklarin atani karelenebilir. Genel herhangi bir aycik
igin bunu sdyleyemeyiz.
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AD ve BE yaricapl cemberler| giziniz. Bu haldeki aycigin alanimn ABCD karesinin
alanina esit oldugu gosterilebilir,

% IKINCI DERECE DENKLEMI

Babilliler, Misirlilar ve Cinlilerde x + y =a ve x—y =b denklem gittinde, yanlis
denemeyle x = (a + b)/2 ve y=(a—b)2 oldugunu biliyorlard:. Cinliler ayrica matris
bloklarint ve bambu cubuklan kullanarak bu denklem sistemini ¢dzeblliyorlardi. Daha
sonraki gelen halklar da bu geometrik sekilleri kullanarak bu denklem sisteming say!-
sal cézumler buimuslardir. Eski halkiarda sistemli bir ispat yéniemi bulunmadigindan
bu ilr islemier daha cok deneme bigiminde ylritiliyordu. Cinlilerde de sistemli bir
ispaf vontemi yokiu. Buniari stylerken, eski Babil, Misir ve Cin'i anlatmak istiyoruz.

Bu halkiarin her (glinde de ikinci derece denkleminin ¢ozimlerini igeren ozel O
niekleri, problemleri ve bu problemieri nasii gozdklerini gdsteren kaynaklar vardir.
Ornegdin, Cinlilerde ve Babillierde dik figgenin kenarlarl zerine diizenlenmis cok sa-
wida problemler vardir. Haila Babil ve Cin kaynaklarinda kullanilan yontemler ve prob-
iemlerde cok benzetiikler vardir, Babilde gdrlilen 16 problemin aynis! Cin kaynakiarinda
goriitr. Bu on ali prablemin Cin'e nasi gittigi bilinmemekiedir.

Cinfilerin Dokuz Ballm isimli kitabrmin dokuzuncu béitminde dik degenleris ilgili
ve ikinci derece denkiemine dénilsen gok savida drnekler vardir, Ornegin, bu kilaptaki
20. probiemin cazimil x° + 34x = 71.000 bigimdeki ikinci derece denkleminin cozumine
gider. Ginli yazar cdzimiin x = 250 oldugunu yazar ama bunu hesaplayan herhangi
oir yéntern va da tormll vermez,
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Yalmz, Ginlilerin Dokuz Bélhm isimii kitabinin altinei béluminde karskdkierin na-
sil alinabilecedine iligkin geomeirik bir ydntem vardir, Bu sonucu bu yontemls buldugu
sanilivor. Bu yontemde ari arda yapilan yaklasimilaria dogru yanit bulunuyar,

Cinlilerin ikinci derece denklemine doniisen probiemier Dokuz Baldm isimli itap-
ta iki fane denklemie verilir, Bu denklemler arasinda bilinmeyenin biris) yok edilerek
sonugta ikinel derece denklemi bulunur. Sorra denklem kendi vantemieriyle cozullr.
Cinlilerin Dokuz Boldm isimli kitabindaki 11. problem sdyiadir.

Bir kapinin bhoyu eninden 6.8 birim daha faziadir. Kapinin kisegeninin uzuniugu
da 10 birimdir. Kapinin enini ve boyunu hesaplayiniz.

Problemin ifadesine gore boyuilar x ve v ise
Xx—y=06.8 ve x*+y*=100
denklern cifii vazilir. Cinliler bu problemi daha cok Pisagor yt‘:memlyle pozerler. Eger
bu pmbleml bizx—y=dve ¥ + y* = ¢® bigiminde yazarsak, (x + y1* = 4xy + (x — y)°

ve ¢ =2xy+ (x—y)° yada dxy = 2¢* - 2(x —y)* yaziir. Buradan (x + y)* = 2¢* ~
(x-y)°yada

X+Y =y2* —(x~y)?

yazilir. Esitligin her iki vani 2 savistyla balinlrse,

olur. Buradan x +y =124 gelir. x~y =68 alarak verdimist. Buradan x=9.6ve
y = 2.8 olarak bulunur.

Cinllerin Dokuz B&IGm isimii Kilaplardaki problemier daha ¢ok dogrusal ve ikinci
derece olan denklem sistemleri bicimlerine dinis!ir. Bu tir Brnekler Cinlilerde fazladir.
Dysa Eski Babillilerdeki tabletler

X+Yy=D ¥B Xy=cC

bicimlere dénisen prablemlerle doludur. Babillilerin problemien daka cok alan ve gev:
re tlrlinde dizenienmisiic Babillilerde alan ve gevie hesabi tzerinde bazi uydurma
avkiler de vardiy. Babililer, cevrasi ayni olan fakat alanlan dadisik olan dikddrigenler
iein tablolar iceren iableiler kazimislardir. Alani ¢ ve cevresi 2b olan cok sayida Babil
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fableti bulunmustur. Su tablatler ¥ = b/2 - zve v = /2 — 2 boyutlu dikdédgen ve ¢ ala-
ni ¢ = (b2 +2) (b2 —2z) = (b/2)° —2° bigiminde alinarak hesaplar yapiimistir. Bu he-
sapiamaiara gire

v 2
7 e “a//—g—‘j—c
\f \\ r’f
olur, Buradan

T e T T

B Hbf b [/bV
B e g TN E OB Wama tey Pl s

X 5 I'\jr'l\g. y 5 \I.'rllgj

degerleri istenilen denklem sisteminin ¢ozUmuddr. Burada yazdigimmz modern gos-
terimler, Babillilerin tabletleringe yapilan cozimlerin yorumianmas! ve acikianmas!
tirandedir.

Babilliler ashinda formil vermemisierdir. Her probtemi gozerken coziimae kullan-
diklari yontemier bunfardir. Her problem, uzuniuk, genislik ve alan sézclkleri ile s8y-
lenmig ve Babil yazicilan tabletlere gézUmieri bu bigimlerde kazimuslardir. Ornegin
Sabillerin YBC 4863 numarayla kayith olan bir iabletindeki problem x +y =6 /2 ve
xy = 7 1/2 denklem sistermine dénugsebilecek tlrdedir. Bu problem bu tabletie bu volla
cozillerek x=5 ve y = 1.5 niarak bulunur.

Babilliler burada bu istemi komuilara sdyle yapivoriar. & 1/2 sayisinin yarisin:
al. Bu 2 1/4 yapar. 3 /4 sayisinin karesi 10 9/16 yapar. Bundan 7 1/2 sayisini cikar
ve 3 1/16 sayisinl bul. Bunun karekékil 1 3/4 eder. Buradan x =2 1/4+13/4=35
gelin, y=23 1/M4—1 34 =11/2bulunur, Yani uzunluk 5 ve genislik de i 1/2 olarak
tatlunur.

Babilll yazicilar bu islemi geometrik olarak nasil yvapmiglar ve nasii tabletlere ge-
girmnislerdir? Simdi onu gosterlim. Yine x +y = b ve xy = ¢ olarak verilsin. Burada x
degerine uzun kenar ve v dederine de kisa kenar diyoriar. Daha kisa deyimle x uzun-
luk ve v de oeniglik olarak alimyor. Buna gore problemin ifadesinden genel olarak
%+ ¥ =1 ve xv = ¢ ghsterimler geliyor. Madem dille bu iki denklen sisterninden uzun-
iuk denen ® ve geniglik denen y defer! hesaplanacak. Bu hesaglarmalarn gecmatrik
olarak su sekle dayandiriyorlar Yani xomuilanindan bayie yaptiklar anlasiliyor.

Once b sayisini ikive béliyor ve /2 kenarll kareyl gizivor. Burada bi2 = x — (x
— )2 =y + (x - y)/2 higiminde ve b2 = (% + y)/2 oldugundan, &/2 kenarl karenin ala-
ni xy = o alanindan (x — y)/2 kenarl karenin alani kadar daha fazladir. Yani,
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sayisini bir kez ekler ve bir kez de cikanrsak sirasiyla

=8 e [BF-c ve y=b- /B

farmiillerini elde aderiz. Zaien Babillilerin geometrik ve bunun sonucu olarak antmetikle
yaptiklar budur. Babilli yazicilar bunlar Bilivorlards.

Babilliler, cdzivmi ikinci derece denklemlerinin cizimine dontsen x —y =t ve
%+ y* = ¢ clan denklem sistemlerinin yukarndaki cézime benzer olarax bu gozimun
geometik yorumunu da yapmisiardir, x — y = b ve ¥° + v = ¢ olan denklem: sisieminin
cozOm formillleri buginkil modern gosterimieria

[e (B2 b ¢ /b2 b
X ‘é“(’_ﬁ) +3 Ve = E'(‘ﬁ) 3

formufierinden bagka bir sey dedildir. Aslinda bu oroblem ve Cinlilerin Dokuz Balim
isimll kitabinda gegen kapl probleminin ¢ozUmi aynidir. Bagilliter burada problemin
cizUmu igin geometrik bir yorum da getirmislerdir. Bu yorum Cinlilerin yorumundan
iraz faskhidu.
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Ay
I\J\‘ 3
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24
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-

X =y =bvex +y" = calan denklem sisteminin gézliminiin geometrk yorumu.

Sekle gire

bicimindedir. Buradan

yaziiir. Bunlara gore

olduklar kulianilirsa

. jE Y b - BT T B
SR TR e YR YR E‘@} z

bigimiegrindeki ¢cdzim formilleri yine yazilir.

Baniliiler, ikinci dlereceye doniisebilecek denkiem sistemieri ve problemleri digin-
da dogrudarn ikinci derece denklemi ile ¢dztlen problemierle de ugragmigiardir, BM
132901 isimli tablet bu tiir problemier igerir. Ornegin, alani ile kenarinin 4/3 Kisminin
toplami 11/12 eden karenin hir kenari nedir?
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Problem bugtinkii modern gésterimlerle x> + (4/3) x = 11/12 olarak yazilir. Babilliler
bu denklemi su komutlarla cozerler. 4/3 sayisinin yarisini al ve 2/3 sayisini bul. 2/3
sayisinin karesi 4/9 yapar. 4/9 sayisini 11/12 sayisina eklerseniz 1 13/36 sayisini bu-
lursunuz. 1 13/36 sayisinin karekékiini alinca 7/6 sayisini bulursunuz. 7/6 sayisindan
2/3 sayisini gikarirsaniz karenin bir kenarini 1/2 birim olarak bulursunuz.

Babillilerin bu ikinci derece denklemi x + bx = ¢ tlriindedir. Komutlarla ¢6zd(igi
bu denklemin bugtinkii modern dille yazilis

_ [(b\? b

bicimdedir.

Simdi Babilliler bu problemin ¢éztminti nasil yorumlamislar ve komutlari nasil
olusturmus onu geometrik yolla aciklayalim. Burada ilk bakigta problemin ¢ézim
fazla geometrik gibi gérilimiyor. Clnkil karenin alanina bir kenarinin belli bir katin
ekliyor. Yani karenin x° alanina x kenarinin 4/3 kati nasil eklenir? Bunlardan birisi ka-
resel alan, digeri de uzunlugu belli olan bir dogru pargasidir. Ustelik sonug yine bir
dogru pargasinin uzunluguna esit oluyor. Dikkat edilirse Babillilerde birimin énemi
yoktur. Ayni distince Yunanlilarda da vardir. Oysa, buglinki modern diiglinceye gére
alan ve hacim negatif olmayan bir gercel sayidir diyoruz. Belki Babil, Misir ve Yunanlilar
gibi diger halklar da hacim, alan ya da dogru parcasinin uzunlugunu negatif olmayan
birer gercel say! olarak diistntyorlardi. Bu distnceyi gdsteren herhangi bir belgeye
rastlaniimamistir.

Simdi tiim sakincalari bir tarafa birakarak x2 + bx = ¢ bigimindeki ikinci derece

denklemini geometrik yolla nasil cézmislerdir? Ya da komutlarini bu geometrik sekil-
den nasil elde etmiglerdir?

X b X b/2

b/2

%2 + bx = ¢ olan ikinci derece denkleminin geometrik gériiniimle
¢cozumonin yorumu bu bigimdedir.
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Once bir kenar x olan x2 alanh kare gizllir. Bu karenin bir kenarina bix alani dik-
dongen yedestirilir. Simdi bu sekil ¥” + bx = ¢ alan! vidu. [Kinci gekilde oldudu giki b
ve x kenagh dikdérigeni iki esit parcava bélerak parcalardarn binsini x* karesinie 2lina
ekleyeiim. Boylece x + b/2 kenarl yeni bir kare alde 2imis oliruz. Boylsce, yeni kare-
nin alam

farmuld fe bulunur,

Babillilerin kullandigt iking derece denklemierinden biti de x* — bx = o tinindedin
Bu tir ikinci derece denklemlerinin céziimlerini Babillier geometrik gorintimlerle nasii
yorumiamisiar ve formGld nasil elde eimisler onu gosterelim Aslinda oizim bualin
kullandigimiz gibi yazilmis bir Babil formiiiu yoléur amz, problemisrin ¢aziimlnde
kullandikian komutlar bu fermililers esdederdir,

% o « bz
% " ox * e
P #Z=pr=c ;
i
o2

¥ —bx = 0lan inc derece denklsmimin gsamet ik gorlinlimle
sozumMONGN yorumu bu igmoaex sakilere gistenn
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Cnee x kenarl i kare gizelin. B karenin alanindan b ve x kenark dikdértgenin
caralim. Bux® - ox = o alsun, [king! sekilde oldugu gibi bx dikddrigenini iki
- dilerek bu gekii karenin alt tarafindan gikaralim. Bu haide x — b/2 kenarl
aoeriz, Yukanda cizilen sekle gére bu {x —0/2) kenarli karenin alani

, i b'-|2 II b'\E
o |I‘—| C+ |I 2]

otui. Ovieyse {x —h/2} kenarlt yeni karenin alani ¢ + {b/2)% oldugundan, bu sayinin
rarckakl bu kargnin kenarin verecedinden

vaziiin. Bdylece, karenin bir kenarnin veren formuii,

olarak bulurur. Bu da Babillilerin x2 — bx = ¢ tlirindeki ikinci derece denkiemlerini ¢é-
zebilmek igin verdiklen komuta egdeder modern bir formaidir, Babilliler ikinci derece
denklemleri bu formlilere esdeder olan kamutlarla cdzmisler, formillerin yorumlarini
da geometrik olarak gdstermislerdir.

Yalntz, Babilliler ikinc derece genal denkiemini veren formlll natirtannda tutmak
ve komutlars buna gére vermek gibi bir yota girmemislerdir. Cinkl x® + bx = ¢ ve x°
—bx =c tirindeki ikinci derece denklemlerinin cézimlerinde farkliliklar oldudu igin
komutiart da tarkh olmustur, Yani bu iki problemin geometrik yorumlar ve buna bagh
olarak da verilen komutlar farklt olmustur. Oysa bugln kullandigimiz modern formdl-
de eksiolmus artt olmus fark etmedidi icin bu tir ikinci derece denklemleri birbirierinin
aynisidir

araishilarda oldugu gibi Babiliizrde de negatif kdk yaoktur. Clnkd bu halklann kul-
oite o s yarumiar geometriidin. Geometride negatif uzuniuk oimadid igin
kikier isiermiesdne girmemistir,

:

so= Do axd = bx + o= 0 clan kinc derece (¢ terimlisinin kdkierini bugin

_ -0+ "\I'I b2 —4dac
He 2a
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bigimindeki modern formulie buluruz. Dikkat edilirse bu formillde soklerin pezitif olmasi
diye bir sey yoktur. Kokler herhangi gercel sayilar clabileced) gioi karmasik sayilar
da olabilir, Zaten eski halklarin matematikcilerinin noksan yani da oudur. Hatla bu
noksanlik Yunanhlar, Hintliler, Cinliler, MUsitiman dlke matematikcileri ve Rénesansian
onceki Avrupall matematikgilerinde de vardir. Negatif ve karmagik kékler niatematige
cok yakin donem diyebilecegimiz tarthlerds girdigi bilinmekiedir,

Eski halklardz oldugu gibi Eski Babilliierde de negatif uzunluk vokiu, Bu nedente
Babilliler, Migirhilar, Hintliler, Mbsliman Ulkelerin matematikeilert ve baz) Avrupall ma-
tematikgiler negatif cegeriari ve sifin kok olarak kabul etmemisler, buna énem verme-
misler, bilmezlikten gelmisler. ariamsiz olarak kabul etmisler ve yeiersiz butmusiardir.
Bu nedenle pozilif oimayan kékler: Babilliler de kék olarak almamistardir Oysa ayn
Babilliler x* + ¢ = bx bicimindeXi ikinci derece denkleminin poziif iki kékii varsa burlars
da kdk olarak kabu! etmemislerdir. Babil tabletlernde x° + ¢ = bx denkleminin disindaki
ikinci derece denklemlennin kéklerini gésteren tablet lablolan vagldigr haide ¥” + ¢
= by bigimindeki ikinci derece denkleminin ki kok( olsa bu tir ikinci derece denkleminin
kokierini veren tabiet tablolan yapilmamistic. Cézami bir probleme iki iane yanit
olamaz diye disinmisler ve bu nedenle pozitif iki kokil alan halleri tablolar disinda
tutmuslardir. Oysa, gdziimlen »* + ¢ = bx bigimindeki ikinci derece denkiemine déniisen
prablemleri varair. Yazicllar ozellikle ¢dzOmi ki pozitll sayr olan bu tUr ikinci cerece
denklemleri kural digi sayrmislar ve fabletlere gdztimierini almamislardir. Matematikte
oldukea usta, yetenekli ve zeki alan Babillilerin nadan bu kadar kat aavrandigin acik-
lamak gOcttr. Oysa ayni Babilliler x + v = b ve xy = ¢ iriindeki denklem ciftini gézerken
yine ikinci derece denklemini goziyor ve iki tane x ve y degerterini veren formulleri
yaziyarlardi. Bu halde kurulan denklem y = 5 —x ve x (b - x) = ¢ denkleminden x? +
c=hbx hali yaziliyor, (6/2)° = ¢ halindg yalniz bir cézumii bulunuyordu. Ote yandan
diger kékin y oldugunu gormeden hesapliyorlardi.

Colk say(da [kinci derece denklemine donusebilen ve ikinci derece denkiemlerinin
cozUm yontemleriyle cozilebilen Babil tabletleri vardir. Bunlann bazilar yine cebirsel
ifadeli oldugu gibi, cogu da mihendislikle ilgili va da gergek yagamdan alinrmis orob-
lemlerdi. Cebirsel karakterli olan ikinei derece denklemlerinin cztimieri daha ¢ok 6g-
rencilerini editmek ve ikinci derece denkiemlerinin ¢éziimlerinde becerilenni artiirmalk
yéninde dizenlenmis ve cozlimistir. Ondan senra gergek yasamdan alinan ve ikin-
ci derece denklemleryle cazulebilen problemier orfaya konmusiur. Babilliler de, mate-
matiain beyni egittigini soyliyor ve cgrencilerine bunu asiliyorlardi. 4000 yildir bu soy-
lenmis ve halen bu gériis devam etmekiedir Yani, matematik beyni egitir.

Simdi Babil, Misir ve Ginliiere ait baz) ikinci derece denklemieriyle cazllebilen
probiemliere deginelim.

Kenarlan x ve y oian i xaremin alaniari ioplamt 1525 ve hirinci karenin bir kenz-
anin 2/3 katinin 5 fazlasi ikinel karenin kenannin uzunluguna esitiir. Karalerin kenarlarnn
hesaplayiniz. Bu problem BM 13907 numarall eski bir Bzbi! tablefince béyie geger.
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Berlin Papiriisti'ndeki bir soru da su bicimdedir. iki tane kiclk karenin alanlari
toplami 100 birim kare olan baska bir karenin alanina esittir. Bunlardan birisinin kena-
rinin uzunlugu digerinin 3/4 kismina esitse, kilcik karelerin kenarlarinin uzunluklar
nedir?

Cinlilerin Nine Sections (Dokuz Bolim) isimli kitabinda gecen ve ikinci derece
denkleminin ¢ozim yéntemiyle ¢ozllebilen bir problem soyledir. Etrafi yliksek duvarlarla
cevrili karesel bir sehrin her duvarinin ortasinda birer kapi bulunmaktadir. Kuzeydeki
kapidan disar dogru kuzey yéniinde 20 metre uzaklikta dikili bir agac vardir. Glineydeki
kapida nobet tutan bir bekci dnce glney ydninde disar dogru 14 metre yiiriiyor. Son-
ra 1775 metre batiya dogru yiriiyUp basini kaldirdiginda kuzeydeki agaci gériyor.
Sehrin bir duvarinin uzunlugunu hesaplayiniz. Denklem kurulur ve cézllirse yanitin
250 metre oldugu gordlir.

Bu ii¢ problemin kendileri matematiksel yonleriyle fazla énemli degildir. Bu kay-
naklarin her Ucl de gok gok eski ve en az |. ©. 1700 yillarindan énce yazilmistir. Bu
¢ halkin matematikgileri ikinci derece denklemierini ve bunlarin ¢éztim yéntemlerini
bilmesi 6nemlidir.

Eski bir Babil tabletinde x = 30 ve xy — (x — y)? = 500 olan denkleminin ¢ézimiine
dénisen problemin cozim ilginctir. Eger x = 30 degeri ikinci denklemde yerine konu-
lursa y turiinden ikinci derece bir denkleme dénisir. Bu halde bu denklemin iki pozitif
koki vardir, Babilliler iki kdkt olan denklemlerin cézimlerini kabul etmediklerinden
bu denklemi ve bu problemi kabul etmemislerdir. Oysa x = 30 ve x? = 900 yazip ikinci
denklemi bu denklemden cikarirsak bu halde (x—y)® + 30 (x—y) = 400 elde edilir.
x —y thriinden bu ikinci derece denkleminin tek bir kdkl vardir. Diger yandan Babillilerin

x+y=5= ve X4

XY _
6 FrTrTE

=

denkleminin ¢6ztmd de ikinci derece denklemine dénistirllerek ¢dzilebilen tlrdedir.

9. ONEMLI TARIHLER

Misirhiar I. ©. 1800 yillarinda, birim kesiriere parcalamayi, dairenin cevresini ve
alanini, kesik piramidi, dogrusal denklemleri, glines ve ay takvimlerini ve piramidin
hacmini biliyorlardi.

Babilliler I. ©. 1700 yillarinda, altmis tabanl sistemi kullaniyorlar, dairenin alan
ve cevresinin uzunlugunu hesaplayabiliyorlar, glines ve ay takvimlerini yapmislar, ka-
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rekokleri hesaplayabiliyarlar, Pisagor Goliie “nin Lazianr: bulnigia .a.,ag Lsal tenkiem
sistemlgrint cazehilyorlar, karesdider va il e i g
remirt wilivar ve Kutlanvornar v Sirsmacin o

|0, 500 villarinda Hintliler, Fizagor t2araminl abv NI f
yorlarve dairenin zian ile eemiienn sevienid calwiids il A2 aayvabiis s

I. G200 yillaninaa Cinliler on tabanina gére fiesap yapen nesaz etz lolla-
niyarlar, dairenin alani ve cemberin uzmli.gunu hesadlyortarl, kacskok ve kuokakin
bulunmas) igin yéniemier buluyoriar, ~isago: Uzlisna dizenlyonar, diit tane oan
denklem sistermini matris bloklasvia cézebvilyonar, piramidin nacio fmmiiing Ditvona,

Pisagor tecremini ispathyorlar, ikincl dergee gepklamizn ve ikino cerese dan!ler
sistemierini cozebiliyoriard.
yilarin hivesolif trdz yanm an hagian B b | s ot vl

arasinda Mezopolamya'da ol vazisy e o

.. 2000 iz | & 109 )
yazilmiz, dogiusal Canltler sis =%
cimleri hesaptanmiglic Bu arthisrsrasire s v e o U e el
ikinci dergcs denklemiann icleds oo : ;
tabletleri yazilrishy

.. 3000 e L O, B wiser 2 i e R, 1y Pt
Pisagor tepremini ku 'Ilanm1§rardf:.s 2'te N;uuuk A nstiG) gatisir g v Desapiamnae
vapiimistir. Yunanistan'da ispati geomelr] bulunmus ve spat cuslnezsireiamaige
girmistir.

i. ©.500ile [. O. 300 yillar arasinea, Yunanisian'da Eflalun, Arisio ve diger Yu-
nanli bilginler ve matematikgiler goriiriz. Oriak dicliiemazlik, razyongl vé irasyone)
savilann bulunusu, Endaxus ve erapiilar b déine mfﬁ-r‘e ataya cucan Misida Bnalides
ve pnun Elements dshrdl on e aitlie s D% vzhe

sistemleriﬁ:ﬁ ;-‘:z:' Tl 128

pikar, TOrikdye'se lznildta v

0 ile 200 willar arasinda Mgz Misns ' ve brnr peeilic naasiegel 2ol s
Ptolermny ve cnun hivik astrenoim Kiak) co oz =on Lriin'de @esmssius
ve onun sayilar kuram by tarikier arzsinda gelis
aeametrisini g6rirdz.

e Mahemight ve Saug (ratik
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200 ile 400 yilian arasinda Misirh Diophantus v onun Unld saydar kuram ortaya
gikar. Bu dénemde Unld ik kadin matematikgl Hypatia'yt ve onun yorumianmi goriiriiz.
Cin'de Liu Hui'nin ¢alismalar ve arazi dlglim teknikleri vardir.

200 ile 800 yillan arasinda en ¢ok ders kitabi olarak izlenen ve okunan Boethius'un
matermaiik xitabim gérirdz. Cok baskisi yapitan bu kitap, matematidin Avrupa‘da ge-
fismesine yarcim etmigtir. Bu ddnemdes Meksika'da Maya sayilamaiarl ve Maya astro-
nomisi gelismistir. Hindistan’da Aryabhata ve onun trigonometrisi, Brabmagupta ve
onun belirsiz analizi, Hint ve Arap rakamlan kuflaniimis, bu sayilar on tabanmda ya-
zilmig ve rakamiar bulunduklarn yerlere gére itk kez deger almistir. 11k kez Cin'de tan-
jant tablosu yapdmistr,

800 ile 1000 yiliar arasinda Hindistan’da denklem ¢ézmelerde cebirsel teknikler
geligtirimig, Harzemsahl Tdrk matematikgisi Harizmi uygulamalr cebir kitabini yazmigtir,
Misirda Ebu Kamil, cebirin daha ileri iekniklerint cebir kitabinda kullanmustir, Amerika
Bilesik Devietlerinde geometri Missisipi uygarliginda mimari yapilarinda kullanilmigtir.
Ispanyall Gerbert Hint rakamlar sistemini Kuzey Afrika'da Endiiliis Emevilerinden
dgrenmis ve Avrupa'ya gétirmastir.

1000 ile 1200 yilan arasinda, Al Karaji, maiematiksel t0mevanmi kullanmig ve
Pascal Uggenini yazmustir, Masirly Al Haytham, Usto ifadeleri kullanmig ve parabolitterin
hacimlerini hesaptamistir. Bu dénemde Unll rubaiat uzman: sair ve matematikei Omer
Hayyam kihik denklemlerin geometrik ¢cdzimi (izerine calismalar yapmistir. Ayrica
Tark matematikei El Biruni Hint matematidi dzerine ¢alismis, cografya ve kiresel tri-
gonometriyi geligtirmisti. Hintli Bhaskara ve aonun tarafindan yazilan, temeli Archimedes'e
kadar giden Pell denkiemini taritmistir. Gin‘'de Pascai Gggeni denkiem ¢dzimlerinde
kultamlistir. Ispanya’da, Islam tlkelerinin vazdign ve Yunancadan Arapcaya gevrilen
yapitlar Latinceye ¢evrilmistie. Abraham lbn Ezra'min snun olasiliklar kurami ortaya
cikmistir. ltalya'da Pizall Leonardo Fibonacci, kuzey Afrika dan égrendidi islam (ikeler
matematigini Avrupa'ya tagimig ve Hint matematiginin Avrupa’daki temelt oimustur.
Amerika'da astronomik gdzlemler igin gbziemevieri yapiimig ve kayitlar tuiulmustur.
Zimbahwe'de Bliyiik Zimbabwe yapilar olusturulmustur.

1600 ile 1700 yillar arasinda Kepler ve Newton'in klresel fizigi, Descartes ve
Fermat i analitik geometrisi, Napier ve Briggs'in logartmas), Girard ve Descartes’in
denkiemier kuraim, Pascal ve Fermat'mn oflasiliklar kurami, Pascal ve Desargues'in
izdGslirn gecrneirisi, Newton ve Leibniz'in analizi ve integrali bu dénemin dnemli bu-
walaranr,

e 1800 villart arasinda siradan ve parcall difarensivel denklemlerin ¢dzlm-
e gelistivimistir. Cok ¢aegiskenii fanksivenann anaiizl incelenmig, Lagrange'in analizi

: polings denkiemilarinin cdzimier ineelenmistir.
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1800 ile 1800 yillar arasindz cebirsel sayilar kuram, Galois kuram), arup, clsim
ve halkanin tanimlan matematide sokulmustur. Quaternionlar taniimts, degismeli
olmayan cebir artaya gikmits, matisler kurami Kullarimis., analizin aritmetiksellestiviimesi
incelenmistir. Vekior analizi, diferensiyel geometri, Euciidean olmayan geometriler.
izdlistim geometrisi ve geomeirinin temellar Hu dénemlerin Orinlert arasindadir, Kar-
mastk fonkslyonlar kurami bu dénemierde incelenmis ve olguniastinimistir,

1900 ile 2000 yillan arasinda kiimeler kurami en ince nokiasina kadar incelenmig,
topoleiinin ilerletilmesi, matematigin ceblrsellestiriimesi ve bilgisayarlarn devreye gir-
mesi ve uygulanmasi &n plana gikmigiir,

2000 yihindan sonra bilgisayarlar cagl olarak matemaiik yazamini slrddrecektir,

Daha dzel tarihier ve matamatikeiler isin gu tarihlemelsr yapilasilir.

[. Q. 30.000 tarflerine alt genilki kurt kemigi bulunmustur. Nil nenrinin yukarisinda
Sdward G810 kiyisinda Ishanga'da {.0. 8000 villanina ait bir kemikie, |, O. 17 500
ile 1. ©. 12.000 yillar arasinda bu yorede bazi uygarhgin oldugu ve baz: uygar halkiann
vagsadigini gésteren vazilann, hesaplamalar icin o d0gumlerinin kullanildidi. ziraat
yaptiklan, evier vaptiklar, aletler kullandiklan, oymagilil, muzik igin devullar kullandiddar
ve bir anlamda vazil isareter kullanchkiarn vapilan kazilarda ortayva cilanimistin, Viate:
maiikle ilgili clan digimler Uo sira halinde dizilmisler ve gruplandinimalar rastgele
degildir. Bu fosil pargasinda bulunan Ge grug sicimlerdeki digumler sisleme amaciyla
yaptimamigtir. Bu iplerin Uzenndeki diglmlerin bulundugy sicimierde 11, 21, 18 ve
9 sayillanina karsiltk gelen verer vardir. Bu yerler bu sicimde 10+ 7,20+ 7, 20~1,
ve 10 - 1 otawilir. Diger arupla sekiz say) vardir ve bunlar 3, 6, 4, 8, 10, 5 5, 7 seklin-
dedir. Bu siralama ikiye katlama ya da ki le carpmaya benziyor. Son kulonda dort
grup vardir. Bunlarda 11, 13, 17 ve 18 diglmleridir. Bu ddgimler igin yarum 11 «
13 +17 = 18 = 60, digeri de 11 + 21 + 19 + 9 = 60 olabilecaqgi ve ay takvimlerini gds
terdigini yorumtamislardir. Bu sekilde diglimleme ve diglmieme ile saymalar ya da
kullanimiar ilkel eski haiklarda vardir. Bugtin bile Uygarhgim cok az girdidi nbigelerde
hurilara henzeyen digum kallammiarn vardi.

1935 yihinda oulunan Cekoslavakya «urt kemigi de begli dilzende keriiklenmis
izler iagir. Bu kemik 35.000 yil Onee kerlikignmigtit,

i, ©. 2300 yilinda Menes, Misi bidigini kurar. L O, 2800 viinda Gizehie Biiylis
Piramit yapilir. {. ©. 2500 Nippur'da masa tabletieri vapilir, 1. O. 2108 villarinda Ham-
murabi yasalar) tabletlere islenir ve duvarlara yaziiir. Plimpton 322 tabied {. ©. 1900
yillarinda yaziir. Moskov Papirisil I. ©. 1850 ve Bhind Papirtsti de §. C. 1850 yillannda
vazilir,
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1114 - 1185
1114 - 1187
1120
1175 - 1250
1436 - 1476
1445 - 1514
1473 - 1543
1494 - 1575
1495 - 1552
1500 - 1550
1501 - 1576
1510 - 1558
1522 - 1565
1526 - 1572
1540 - 1603
1546 - 1601

ONEMLI TARTHLER

: Miletli Thales dénemi,

: Sisamli Pythgoras dénemi,

: Cyreneli Theodorus dénemi,
: Chioslu Hippocrates dénemi,
: Elisli Hippias dénemi,

: Cnidoslu Euxodus dénemi,

: Euclides donemi,

: Archimedes dénemi,

: Pergeli Apollonius dénemi,

: Nicomedes dénemi,

: Cyreneli Eratosthenes dénemi,
: iskenderiyeli Heron dénemi,
: Gerasall Nicomachus dénemi,
: Claudius Ptolemy dénemi,

: Diophantus dénemi,

. Liu Hui dénemi,

- Iskenderiyeli Pappus dénemi,
: iskenderiyeli Theon dénemi,
: Hypatia dénemi,

: Proclus dénemi,

: Boethius dénemi,

: Aryabhata dénemi,

: Brahmagupta dénemi,

: Aleuinli York dénemi,

: Sabit bin Kurra dénemi,

: Ebu Kamil donemi,

: Omer Hayyam dénemi,

: Bhaskara dénemi,

: Cremonal Gerard dénemi,

. Bathli Adelhard dénemi,

: Pisall Leonardo dénemi,

: Regiomontanus dénemi.

: Paciolili Luca dénemi,

: Nicolas Copernicus donemi,
: Francesco Mauralico dénemi,
: Peter Apian dénemi,

: Niccolo Tartaglia dénemi,

: Girolamo Cardan dénemi,

: Robert Recorde donemi,

: Ludovico Ferrari dénemi,

: Rapheal Bombelli dénemi,

: Francgois Vieta donemi,

: Tycho Brache dénemi,
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1548 - 1626 :
1550 - 1617 :
1564 - 1642 -

1571 - 1630
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Pietro Cataldi dénemi,
John Napier dénemi,
Galilec Galilei dénemi,

: Johannes Kepler dénemi,
1588 - 1648 :
1596 - 1650 :
1601 - 1665 :
1616 - 1703 :
1623 - 1662 ;
1629 - 1695 :
1630 - 1677 ©
1635 - 1703 :
1642 - 1727 :
1646 - 1716 ¢
1654 - 1705 :
1656 - 1742 :
1661 - 1704 :
1667 - 1733 :
1667 - 1748 :
1667 - 1754 :
1685 - 1731
1690 - 1764 :
1707 - 1783 :
1717 - 1783 :
1718 - 1799 :
1728 - 1777 :
1736 - 1813 :
1749 - 1827 :
1752 - 1833 :
1777 -1855
1781 - 1848 :
1789 - 1857 :
1792 - 1871 :
1793 - 1856 :
1802 - 1829 ;
1802 - 1860 :
1804 - 1851
1805 - 1865 :
1805 - 1859 :
180G - 1882
1809 - 1880
1814 - 1823

1811 - 1832

Marin Mersenne ddnemi,

Rene Descartes dénemi,

Pierre de Fermat dénemi,

John Wallis gonemi,

Blaige Pascal dénemi,
Christiaan Huygens dénemi,
tssac Barrow ddnemi,
Robert Hooke d&nemi,

lsaac Newton dénemi,

Gottiried Leibniz dénemi,

James Bernoulli ddnemi,
Edmond Halley dénemi,
Marquis de I'Hospital dénemi,
Girotamo Saccheri ddnemi,
John Bernoulli donemi,
Abraham De Moivre donemi,
Brook Taylor donemi,

Christian Gotdbach dénemi,
Leonhard Euler dénemi,

Jean le Rond d’Alembert ddnemi,
Maria Agnesi dénemi,

Johann Lambert dénemi,
Joseph Louis Lagrange donemi
Pierre Simon Laplace dénemi,
Adrien - Marie Legendre ddnemi,
Carl Friedrich Gauss dénemi,
Bernhard Bolzano dénemi,
Augustine Louis Cauchy dénemi,
Charles Babbage dénemi,
MNicolai Lobacnevsky dénemi,
Miels Henrik Abel dénemi,

John Bolyai dénemi,

Carl Gustav Jacobi dénemi,
William Rowan Hamilion dénami,
P. G. Lejune Dirichiet dbnemi,
Joseph Licuville dénemi,
Benjamin Palrcs dinemi,

Ernsi Eduard Kummer gdnemii,
varisie Galois dénemi,
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-"'Lm.; Caylaey donemi,
LEGDoI Kionecker ddnami,
Bernhard Riemann dénami,
Richard Dedeking danemi,
Georg Cantor dinemi

» Gettiob Frege déneri,

“||“ wlein diénemi,
Sonya Kovalasky ddnami,
- crmn ng Lindemann dénemi,

-'JQ'_' s

1882 - 1956
THEBE - 7855
1948 .
. James Alexander dénemi,
1897 - 1965 ¢

1887 -
1888 - 1971

3
1882 - 1548

Ermyy Meather dénermi,
Jabepn H. ki, Wedderpurn donemi,
i.. & J. Brouwer dbnemi,
iHermann Weyl danemi,
Wallher Mayer ddnem,

Abraham Fraenkel dénemi,




10. SAYMA SISTEMLERI

Iikel insantar saymaya toplama seklinde baglamislardir. Yaptikiar toptama ilkesine
dayanir. Bir de gereksinim duyduklari yiyecekier igin ya da ehlilestirdikleri hayvaniarn
sayisl igin bugln bire bir dedigimiz eslemeyi kultanmuglardir. Kullanilan araclar taglar,
tohumlar ve cubukiar olmustur. Daha sonra bu sayilar iplere diigiimier atarak géster-
migierdir. Ikiser ya da beserli gruplamalan bu sicimlerdeki gruptamalarda gorUrtiz. Yai-
niz, sayma i¢in tim eski halklar sdzciikler kullanmislar, bunlara karsihk gelen nesneleri
isaret etmiglerdir. Gruplamalar artikca ve sayiann kendilerine yetmedigini gdrdikce
ikili ya da besli gruplan yeni bir sistemie gdstermiglerdir. Bir ipteki d0gimiler yetmeyince
ikinci siradaki ip bu gruptan gelen toplutudgu bir diigiimle, bu da yetmeyince Uclncl
ipte yeni bir digUm atma yolunu secmiglerdir. Ne kadar ilkel de olsa eski atalarimiz
bizim bugiin basamak dedigimiz kavrami kullanmiglardir.

Sayilarin ikili diizende yaziimas! ve s6ylenmesi kolayligi zamanla yetmeyince
bir eldeki parmaklar ise sokmuglar ve besli saymalar yayginlagmus. Bu da yetmeyince
iki eldeki on parmak sayma isiemine girmistir. Eski Amerika yerlileri bununia da yetin-
meyerek ayaktaki parmaklan da islemierine sckmuslar ve yirmi tabanh sayma sistemini
gelistirmisierdir. Degisik halklarin bunlar disinda G¢li, on ikili ve yizil gibi sayma di-
zenleri gériimUstir. Ornedin Afrika pigmeleri kendi dil ve isaretleriyie 1, 2, 3, 4, S5 ve
6 tabanl diyebilecedimiz say ststemini, Tierra de! Fuego gbcebeleri G¢ll saymaiar
ve Gilney Amerika eski halkiarninin bazilar dértld dizende saymalars vardir. On iki
tabanli sayma da oldukca eskidir. Buglin seyrek de alsa bunu biz diizine sézclgl
ile ifade etmekteyiz. Fakat tUm halklarda on tabanina gdre gruplama daha gok tutun-
mus ve kulianiimistir. Eski halkiarin cogunda beg tabanli sayma ¢odu kez onlarin
gereksinimlerine yetmistir. Glney Amerika eski gdgebeleri, bir, iki, {i¢, dort, bes, bes
ve hir, ... bigiminde, Sibirya'nin Yukaghirsleri bir, iki, d¢. G¢ ve bir, bes, ki (¢, bir daba,
iki ddrt, ondan bir noksan ve on geklinde karma bir sayi sistemi varch. Amerikalilarin
Hintlileri ismi verilenler ve daha sonra buniari gelistiren Mayalar yirmi tabanii sayma
sistemini kulianmuglardir. Hatta bu yirmi tabanl: sistermnde belli bir dlizene kadar rakam-
larin bulundukian yere giéire deger aimalan da vardir. Eski Fransizlar diyebitecedimiz
Seltikter de yirmi sayma diizenini kullanmisiardir. Onlann bu yirmili sayma diizeni is-
kacyahlarda, Hollandallarda ve Welshlerde g&rilir. Grénland Adasi'nda yirmi bir
adam, kirk iki adam, ... seklinde stylenmistir.

Altmis tabanih saymalar Mezopotamya halklar tarafindan, on tabanli saymalar
Misir ve Cintiler, yliz tabanl saymalar Ugaritler ve eski tarihlerde yilin on iki ay olmasi
kabull iie on ki fabanl! sayma sistemi kuliantimigtie. Al ve zaman éicimierinde saat,
dakika, saniye, derece, vil icin altmis taban haien kultanidmaktadir. Fakat bunlarin en
yaygir olani on tabanl sayma sistemidir, GenOmuizin hifgisayarian da iki tabanl say-
miz sistemninde cahsir.
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Sayilarin bilylik gruplar halinde sayiimalari ve bunlarin gésterilmesi i. O. 3400
yillarinda Misir'da hiyerolif yazmalarda gorilir. Bunlar Misir'daki tas yazitlarda halen
vardir. Misirlilar yazilarini taslardan bagka papiriislere, agaclara ve canak comleklere
yazmislarcir. Misir'da hiyerolif, hiyeratik ve demotik diye (¢ yazi sistemi kullanilmstir.
Hiyeratik ve demotik yazilar daha cok sayma islemlerinde kullaniimistir. Misirhilarin
sayilarinin yazimi ve okunmasi soldan saga oldugu halde Babillilerin sagdan sola
dogru olmustur. Yukaridan asag yazmalara cok az rastlanir. Yukaridan agagi dogru
yazmalar daha cok Cinlilerde gorulir.

Babillilerde papirlise az rastlanir. Taglara yazilan yazilar da fazla degildir. Babilliler
yazilarini 6nce pismemis kiremitlere cubukla yazmislar ve bunu firtnlamiglardir. Bun-
lara tabletler ismi verilir. Babil tabletleri i. O. 2500 yili ile i. ©. 200 yili arasinda yazilan
tabletlerde altmistan kiglk sayilar on tabanl olarak daha fazla yaziimistir. Babil sayi-
larinin yazilmasi ilkesi daha gok ¢ikarma bigiminde gériiliir. Ornegin, 9 sayisi 10 — 1
biciminde yazilir. 25 = 2(10) + 5 olarak yazildigi gibi 38 = 40 — 2 biciminde gbsterilir.

B — 10—'—
B s m,é

>

> 2 SR I )
Mooy - e

N
(

Cin sayillamalari.
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Yunan halklannin sayiamatan i 0, 1L yilzvildas géiCimeye baglamistir, Bunlar
sayilama sistemi basit cniu gruplara vaoilmestn 1= 1, A= 10, H=10% X=10° M=10?
gt giistedimier Yunanhlarnia tinik dzellicidie. 5 sawis: U igarsii ile gosterilimistiy. Daha
sanra bunlar daha kisa ve 6z bicimlerini almzte Gzelike 5 savemin ghsterimi diger
savilarta birlikie keliandarak degisik gfrevier yiklenmigtic Ayrica V=5, L=50va B
= 500 gésterimierinin kularm oldukca eskidin, Bu atsiermler halsn RBomea rakamizrnda
gecerli olarak kuliandir. Yunan saylamalannda hiem topfama ve nem de oikanma bu-
gl Rorma rakamiganda oldugu gibi yapdiyordu, Ormedin opiama ilkesine odre 1944
= MDGCOCXKXH ve cikarma (lkesins afire 1944 = MOMXRLIY olarak yazdivordu.

i o alpha 10« ota 190 p  tha

P2 B bela 20 1 Kapoa 200 o s=gma

3 ¢ gamma 0 & lambda 3¢ v dau

4 & della 40 0 omu 400 v upsilon

5 & epsilon 50 v nu 5000 ¢ phi

6 cheolete digamma g e % 600 x b

T & zEla 70 = omicron THO W pE

8 7n ets B m i BOG w  omegs

5 6 fheta 80 obsaleta koppa, 308G pizsoleie samp)
12 =18 21 = w 247 = gyl

Yunan sayilamaiar;.

Yunan savilama sisteminde harflerin rakanm ve sayilar gostermiesl olaukea eski
ve 1.0, 450 yilanina kadar gider, On taban kullanian Yunsn saydamasinda 27 hart
kullariglmisti. Ciger numaralama sistemlert, Misillznn hiverstik, demoiik, Aptl rskam
lar1, Hint Brahmi rakamiar, lkrani zakamlan, erken Arao rakarmian ve Stonva rakemian
seklinde siralananilir. Ibrani, Buriye ve erken Arap rakemian ve sayilamalaninda lyon-
yall Yunaniiarire sayiamalarinin karakterieri gonilis

X & % s 13 " _ﬁgﬁ & ﬁ’%
5 es 7 Lgs B A U &=
3 wee f A58 -
& osess 3§ zeey w BRI  w ==
& ey e == g e i \Tgu::-:::

ARBART = BOIEY207 + @RI 4 W@ 4 T = i

Mava saviamalan
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Herhangi bir sayyr ornegin b tabanina gore yazmay disfinelim. ¢, 1,2, ...
b~ 1 alarak verilsin. i = 0, 1, 2, ..., nigin 0 £ & < b oimak Gzere herhangi bir N sayist
b tabanina gére

i,

N=ab'+a b +...+ab+ab+a,

olarak yazianilir. Bu bigimdeki yazim ilk kez Hint sayiama sisteminde gdriiir. 266
sayisinda 2, 2 {10)? ya da 200, 0 = 0 (10) ve 6 = 6 {10°} anlamindadir. Buna kisaca
rakamlann bulunduklan verlere gére basamak degeri aimas) denir. Bu da Hint sayila-
masinin en biyik Szelligidir. Mayalar harig, bu &zellik hig bir halkin matematiginde
yoktur. Gergi 1. ©. 3000 ile 2000 yillar arasinda bu sisteme altmig tabani kullanrarak
biraz uyulmustur ama sonra islemler kansmistir. Bu bigimde konumiu yazmalar i. O.
300 yiltarina kadar Babilde kuilanilmistir. Mayalarda da konumiu yazmalar biraz kari-
sik da olsa vardir. Ama hig¢ biri Hintli konum aritmetiginin yerini alamamistir. Ugaritler
yUz tabanin kullanarak kenum aritmetigine ilk adimlarn atmak Gzereyken ikeleri isgal
ediimig, tUm halk éldirdlmuUs ve sehirleri ve yerlesim merkezleri yerle bir edilerek bu
ilerleme yok edilmistir.

Eski halkiarin gogunun sayilamasinda toplama ve gikarma islemi temel maternatik
ugrag olmustur. Carpma ve bdlme bu toplama ve ¢ikarmanin kultaniimasindan basgka
bir sey dedildir. Bu iglemler igin kendilerine ézgiin ydntemier ve kuraltar gelistirmisierdir.
Tam bu halklann calismalarindan sonra buglnki istemlerimiz on besinci yiizyilda
oturmus ve yaygin ofarak Avrupa'da kuilaniimis ve buradan {Um ddnya Ulkelerine ite-
tilmistir.

insanlar eide ettikleri matematikieri dedisik sekillerde yazarak zamanimiza kadar
geimelerini sadiamisiardir. Taslar, tudlatar, canak gomilekler, bezler, deriler, pagavradan
yapilan kagidimst maddeler, papirlsier ve en sonunda Cinliler tarafindan buiunan ka-
dit vazi yazmak icin kullaniimistir. Kadida benzer ilk madde Misirda papirdsten yapii-
mistir. Papirisler Yunanistan'a i. O. 850 yiilarninda gelmistir. Papirlis, papu denen bir
kamtstan yapihr.

Diger bir yazma aracit da koyun ve kuzu derisinden yapilan parsdmendir. Pargo-
menin bu yolia elde edilmesi oldukga zaordur. Buzag! derileri bu dénemierde yazma
araci olarak cok kullaniimistir. Bazi halklarda cocuklarin kesilerek derileri yazma araci
olaral kuiiaricngy godrdidr. Esk Romailiar da kegi derilerini kullanmuglardir. Hintlilerin,
Yunanittarin ve Misirtilanin gecici de olsa ki, toprak ve kumlar {zerine hesaplar yap-
ng itk yaz! tahtatanyds. Mumlar ve hayvansal yaglar Uzerine de yazilar yazilmistir.

Marematigi 2grenmede en etkin olarak kullanilan araclardan birisi abakUstir.
Babil'de, Cin'de, Misir'da, Japonya'da Rusya'da. Hindistan'da, Isiam Glkelerinde ve
dider halklarda abakisier gok yaygin olarak kullaniimistir. Daha sonra bu abakUs
Yunanistan ve Avrupa'da en iyi hesap yapma araci olarak kullaniimigtin, Abakdisierden
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Yunanlilarin ¢arpmay| gésteran bir mum tableti.

enilginci 1846 yilinda Salamis adasinda bulunan mermerden yapilmig abakistilr. Bu
abakils 1.5 metre boyunda ve 75 santimetre genigli§inde bir mermerdir. Diger bir aba-
kits de Darius vazosu (izerinde gériiimektedir.

Hint - Arap sayilama sistemi olarak gecen saydama sistemi, Hintliler tarafindan
icat edilmis, Masliman olan Glkeler bunu kullanmig, Kuzey Afrika yoluyla Endllis
Emevileri aracihgiyla Avrupa'ya gecmistir. Bu sayillama sisteminin kékeni I. . 250
yiflaninda Hindistan'da Kiral Asoka dineminde gdrilir. Bu déneme ifiskin tas duvar
yazitlar vardir. Diger erken Hint sayilamalari |. O. 100 yillarinda Poona yakinlarinda
bir tepede yapilan kazida duvarlara yazilmig bi¢iminde bulunmustur. Diger bazi Hint
sayllamas) yazitlan da 200 yillarina aittir ve Nasik'te bulunmustur. Bu sayllamatarda
sifir yokiur ve rakamlar bulunduklan yerlere gore basamak deferleri almazlar, Hint
matematiginin basamak deger almast ve sifinn kullamimas: 500 yillarindan 8ncedir.
800 yillaninda tam gsligen Hint matematiginin Griniing Harzemsgahh Tark olan Harizmi
(780-850), 825 yilinda yazdidi yapitla tdm dldnyaya tarttir. Bu Kitabin Avrupa'ya ulas-
mas! biraz gecikmis ama, girdikten sonra da bir daha birakiimamugtir. Harizmi Hint
matematigi ve Hint rakamianyla hesap yapan biriydi.

Hint sayilamasmm Avrupa’ya tam ve kesin olarak ne zaman girdigi belli degildir.
Tliccarlar ve gezginier araciigiyla ve Ipek Yoluyla her nasii oimussa Akdeniz kiyifaring
ulasmistir. On ikinei yiizylda Harizmi'nin cebiri Avrupa'da gevrildikten sonra Hint ma-
tematiginin énemi ve pratikligi aniasimighr. Bundan sonra Avrupa'da tam dért yazyil
abakisgllerie Hint matematidini tutantar arasinda savas yasanmistir. 1500 yillarinda
Hint matemati@i tutunmus ve ondan sonraki ylizyllda abakiisgller tirmayle unutulmus-
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lardir. On sekizinci ylzyila kadar abakisin hic bir izi kalmamistir. Boylece Avrupa
Hint matematigine sahip ¢cikmis ve onu bu sistemde ilerletmistir. Oysa doguda Cinliler
ve Japonlar abakisle daha ¢ok ugrasacaklardir. Hatta bu konuda uzman olan Cinli
abakulsciller yetisecek ve kitaplar yazacaklardir.

Bir Hint bulusu olan sifir (0), Avrupa'ya Harizmi'nin kitabiyla girmistir. Avrupalilarn
kullandigi zero (0) s6zclgl Latinceden zephirum sézciglinden gelir. Milsliman ol-
keleri buna sifr yada sifir derler. Hintliler sunya derler. Arapgadaki sifr ya da sifir,
on Gglincti ylizyilda Aimanya'da Nemorarius Jordanus (1230) tarafindan cifra olarak
tanitilmistir. Bugtin Almanlar sifira cipher demektedirler.

11. PI SAYISI (1)

Insanlarin dogal yasaminin bir parcasi olan pi sayisinin degeri 6nceleri gemberin
cevresinin capina bolimU olarak alinmistir. Zamanla pi sayisinin baska degerlerle
de ifade edilebilecedi gésteriimistir. Cok tilkenin matematiginde gecen pi sayisi Misirlilarin

Archimedes'in Romall bir asker tarafindan éldiriiimesini gosteren bir mozaik.
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Rhind Papirlisi'de dairenin karelestiriimesi probieminge gecer ve orada pi sayisi co-
Fu kez 3 olarak alimir. Rhind Papiriisiinde r = (4/3)° = 4.1604.., olarak hesaplanmistir,
En esld pi sayisi kaydr budur. Babillliler, Ginliler, Hintliler, Yunanhlar ve diger halklarda
pi sayis praik olarak 3 savis! ile gdsterilir. Babiilier V10 sayisini pi sayist olarak ai-
rtslardir. Yaklasik alarak 3 sayisin da piigin kullandiklan oimustun

Pi sayis) Gzering olan ik bilimsal caligma Archimedes tarafindan yaplmistr,

Archimadesg'in bu hesaplamada yaptidl sey kisaca sudur. 1 birim caplh bir cemberi
icten ve distan cevreleyen dlizgiin bir altigen ¢iziyor. Bundan sonra 12, 24, 48 ve 96
kenarl dizailn cok kenardilani cevie uzunivkiarn! hesaphiyor. Bu hesaplamalara gbra
Archimedes pi sayisimin 228/71 ile 22/7 sayilar arasinda oldugunu gérilyor. Archimedes
iki basamaga kadar pi zayizinin dediu degerinl 3.14 alduguni buivyor. Daha sonra
bu iy dizgln gokgenlerie pi sayisintn daha duyarh hesaplamaiarn Cinliler tarafindan
yapiimistir, Archimedes'in by hesaplamatarn [, O. 240 yiliannda Dairenin ve Cemberin
Hesaplari isimii calismasinda gérilir. Archimedes bu caligmasinda ayrica, kokld ir-
rasyonel sayilar rasyonel sayilar yaklagimiyla da hesaplamistir.

Archimedes'ten sonra pi sayisi Uzerine yapilan ilk galigma 150 yillannda Isken-
deriyall Claudius Ptolemy taratindan Almagest isimli kitabinda yapiimistir. Aimagest,
Yuranilar tarafincdan en bilyitk olarak kabul edilen bir astronomi serl kitabidir. Plo-
lemy'nin yapiigi hesaplamalara gére pi sayisi altmis tabaning gére 3 830" vada on
fabanina gore 377/120 veya 3.1416 degeri 3.1416 sayisidir, Ptolemy, bir derecenin
merkez agisinin gordigl kirisin uzuniugunu 360 ile ¢arpmig ve bunu bu cemberir
capma bdlmlstir. Buradan pi savisinin degerini bulmusiur.

480: Cinli mekanikel alan Tsu Chung Chih pi sayisini rasyene! sayilarnin bir yakia-
simi glarak 355/113 = 8.1415829... bigiminde hesaplarmustir. Bu sayi alil basamaga
kadar dodrudur.

530: Erken ddnem Hintll matematikcilerden olan Aryabhaia, pi sayisinin vaklasik
dederini 62.832/20.000 = 3.1516 olarak hasaplamistir. Bu sonucun nasii elde edildigi
hilinmiyor. Erken Yunan kaynaklarina gdre bu sonuc dizgln 384 kenarli cokgeninin
gevresinin hesabindan elde edilmistir.

1150: Daha sonraki dénemlerin Hintli rmatematikeisi Bhaskara, pi sayisr igin bir-
cok yaklasim varmistir. lyi yaklagimr 3927 /1250, daha az dogru olan 22/7 sayisidir.
Siradan fiesapiamalaninda pi icin ¥10 sayising kullanmistir. Bunlardan ilki Aryabhata'dan
alinmmistin. 7547240 = 31416 deger kdkeni belll olmayan ve Bhaskara warafindan ve-
flen bir sayidiv. Bu deger Plolemy faralindan da yazilmustir.

1579 Fransiziarin Usiun zekall maiematikeilerinden Frangois Yiete tarafindan pi
sayisinin yaklagik deged 6(2'%) = 393 218 kenarl| diizgin cokgeninden dokuz basa-
mada kadar sonsuz carpimliaria dogiu olarak hesaplamisiir, Bu hesaplamalar sonucuy
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53] W2 w2+ A2
2 52 2

farmuid bulunmuistur,

1685 Adriaen Anthoniszoon, Cinlilere ait olan 355112 sayisinl gt sayi2l yarine
veniden bulmugtur, Bundan dnceki calismalay pf sayisimin 333108 < v < 377 /1206
Bigirinde oldugunu gostermislerdi. Adniaen, buradaki ali ve Usf sinidanidakl paviarn
toplamime vars: pay ve paydalann oplamimin yaris) da pay olmak dzere pi sayisin:
fiesagiaristiy, Bu da orun igin kaza iie eide edilmis o sonuclur, Rhasticus'un darencisi
olan Valention Otho, bu aram pi sayisinin dader clarak Agriaen'dan biraz daha er-
“ei 1573 yilindz bulmusti.

1583 Hollandalh olan ve daha cok Addanus Homanus olarak bilinen Adriasn
van Roomen, kiasik yintemie 2% kenarl ditzgir: cokgeni kullanarak pi sayisin: on
besinci ondahga kader dofru bicimde hesaplamistin,

1610: Alman matemalikgl Ludoloh van Geulen, 2% kenari diizglin gokgeni kul-
lanarak vine klasik yéntemie pl sayisin oiuz kinci basamada kadar dedru giarak ne-
saplamistin, Yasarmunin codunu i savisimm bu dederinl hesawamakia gegiren ve bu-
U bir gorev Kabul aden Ceuien'in buldlugu bu yakiasik deder mezarinin dsting yazii-
mis ve ona Ludolphine Savier ismini vermislerdir

1621 Kiridma vasasinm bulucusu olarak oilinen Hollandall fizikel Witlebrord Snell,
ingoncmettik dizelime ve klasik yontemie 2°° kenrali dilzglin cokgenini kullanarak,
Ceulerin otuz besine basamaga kadar dogru clan degerint bulmustir, Bu deger kla-
gl yontemle puluamaya calisilsayd ve trigonometrik izeltme vapimasaydi ancak
on beginct dedere kadar dogru bir bicimde 0i seyist bulunabilirdi, Klasik vaniemizs &6
kenarli ddzgun cokgen kullanilirsa i sayis) ancar iki basamaga kadar dogru olErak
fresapianir. Snellin vaplig) bu alzelimenin dogru ispan Hollandal Grll izikg Christizan
Huygens tarafindan 1654 yilinda veriimisti.

1830 Grienbargen, Snellin vercigi bu yontemle pi sayisin: oz dokuzurou Hasa-
mada kadar dogru olarak nesaplad). Bu artix gemberin geviesini xullznarak hesagig-
manin son halkasiyel, Bundan sonraki metematikciler farki vontemier uvguiadilar
Suntardar il Ingilz matematikgisi dohn Wallist,

1650: Ingiliz matematikgisi John Wallis gl sayisi igin

W 2LE R 5. 8.8
™ - = = = =
e DSBS T
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bigiminde bir form(l buldu. Daha sonra, Royal Society'nin ilk baskani olan Lord Broun-
ker, Wallis’in bu form(tind sirekli kesirerie

4 =1+ 1°
2+ 3°
2+

|\)|UW

+ ...

bigiminde yazdi. Bu formiillerin her ikisi de pi sayisimin hesabi igin hig bir yardimda
buiunmad:.

1671: Iskogyall James Gregory -1 <x <1 igin

tan“x:x—%x%%x%%x?m”

biciminde sonsuz bir seri elde etti. Burada x = 1 aiinirsa Gregory bu serinin
9

=‘i—l+j———+...
3 5 7

NS

bicimde oldugunu gbrdl. Bu serinin pi sayisina ¢ok yavag yaklastigini Leibniz 1674
yihnda biliyordu. Gregory, bu seriyi dairenin karelestiritemeyecegini gdstermek igin
kullandt, fakat bir sonug alamad.

1698 Abraham Sharp, James Gregory'nin bu serisini kullanarak x = {113 say!st
igin 71. basamaga kadar dogru olarak hesapladi.

1706; John Machin, vine Gregory'nin serisini kullznarak pi sayisinin 100. basama-
fa kadar dogru degderini buldu. Onun butdugu

T -1 1 4 1
— ta = tan™ ——

formild pi sayisina daha hizll yaklagiyordu.

1719: Fransiz matematikgisi De Lagny. Gregory serisinde x = V113 degerini kul-
lanarak pi saysini 112. basamaga kadar dogru olarak hesapladi.

1737: Pi sayis! erken Ingiliz matematikgilerinden William Qughtred, isaac Barrow
ve David Gregory taratindan gemberin ¢apina bdlimd anfaminda kullandilar. n gdste-
rimi ilk kez Ingiliz yazan William Jones tarafindan 1706 vilinda yayinlands ve gdsterildi.
Fakat bu gdésterimi Euler 1737 yilinda yaygin bir bicimde kullandi ve bdylece n gdste-
rimi matematikte yerini ald:,
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1754: Erken Fransiz matematik tarincilerinden olan Jean Etienne Montucla dai-
renin karalestirilmesinin tarihini yazdl.

1767: Johann Heinrich Lambert, pi sayisinin irrasyonel oldugunu kamitladi.
1794: Adrien Marie Legendre, n® sayisinin irrasyonel oldugunu gésterdi.

1841: Ingiliz William Rutherford, pi sayisini 208. basamaga kadar hesapladi.
Daha sonra Gregory'nin serisini kullanarak 152. basamaktan sonraki kisimlarindaki
yanligliklar dizeltti. Bu dizeltmede kullandigi seri Gregory'nin

i ST B I = 1
4.a'-ttam o tan 70+tan 30

bicimindeki formultyda.

1844: Zacharias Dase, cok hizll hesap yapma becerisiyle, pi sayisini 200. basa-
maga kadar Gregory'nin

% = tan™ %+ tan™' 1?+ tan™ %

serisiyle dodru olarak hesapladi. Dase, 1824 yilinda Hamburg'da dogmus Unli bir
matematikciydi. 37 gibi gok erken bir yasta dlmustir. Dase, diinyada gelip gecmis in-
san Ustll hizda hesaplamalar yapan bir kafaya sahipti. Kafadan gok hizli hesaplar
yapiyordu. Sekiz basamakli iki sayly kafadan 54 saniyede, 20 basamakli iki sayiyi
yine kafadan 6 dakikada, 100 basamakh iki sayiy! yine kafadan 8 saat 45 dakikada
carpiyor ve yine 40 basamakli iki sayiy! 40 dakikada carparak sonucu kafadan soyl(i-
yordu. 100 basamakli bir sayinin karekékiinti 52 dakikada kafadan alabiliyor ve sanu-
cu dogru olarak veriyordu. Kafadan hesaplamayla, yedi ondalikh logaritma tablosu
yapmisti. 7 milyon ile 10 milyon arasindaki tim sayilarin carpimlarini veren yine bir
tablosu onun bu dstiin zekasinin Grindyda.

1853: Rutherford yeniden hesaplamalarina dondl ve pi sayisinin 400. basamaga
kadar dogru degerini hesapladi.

1873: William Shanks, Ingiltere’de Machinin formUliing kullanarak pi sayisini
707. basamaga kadar hesapladi. Bu hesaplamalari 15 yildan fazla stirdii.

1882: Rasyonel katsayil polinomlarin kéki olan sayilara cebirsel sayilar denir.
Rasyonel katsayili polinomlarin kéki olmayan sayilara da transdant ya da askin say|
denir. Aiman matematikci F. Lindemann, Minih Universitesi'nde & sayisinin askin bir
sayl oldugunu gdsterdi. Bundan sonra Yunanhlarin tnli t¢ probleminin Euclidean
aletleriyle cozimuiniin olanaksiz oldugu bu gosterimle tarihe karisti.
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190&: Bu yllarda pi sayisinin bazen «itmik, bazen de mizikli olarek ezberlenmesi
icin siirsel dizeler yazidi. Bunlardan birisi A. C. Orr taratindar yazildi ve pi sayisint 30.
basamaga kadar dogru clarak veriyordu.

1948: Ingitiz maiematikgisi D. F Ferguson, 1946 yilinda Shanks'm 707, basarafa
kadar yapug: hesapia 528. baszmakla yanhghk yapildigim belirledi. 1947 yii ncadinda
pi sayisinin 710, basamaga kadar dogru degenni hesaplad:. Ayni ocak avinda Amgri-
kall J. W, Wrench, 808. hasamada kadar pl gsayisin hesapladh ama Feguson 723
basamakta hata yapdigim belirledi. Ferguson ve Wrencoh birlikte 0t savisim 808. ba-
samaga kadar degru ofarax 1948 acafinda yaymladiar, Wrench, Machin'in formiiind
kullanirken, Ferguson

T _ eyt L A
3 = Ztar 3 + lan 20+1ah /555

formalonu kulanmisil.

1948: ENIAC ismi veriien elekironik bilgisayaryia oi s2vis) Amarike'da Maryiand'da
2037 basamada kadar dogru olerak nesapland,,

1959: Francols Genuys, Fariste 1BM 704 lle o eavisinin 16.167, basemada ka-
dar hesaplad.

1961: Wrnech ve Danigl Shanks, Washinglon da 1BM 7030 bilgisayan il2 2i sa-
yisinl 100,265 basamada kadar hessgiadilar

Bu sekilds hesaplamalar devam =it

1995: Tokyo Universiiesinde Vasumasa Kanada, pisayisinin 5.442.450.000.
basamaqga kadar hesapiadi. Bu farihien sonra ne hesaplamalar yapiich bilemivoruir.

Simdi burads s sers serlabili Bi savisi (zerinde farlh beyuncs hiesaniamalar
yapimig, pi sayis: vayo!n olarak kullarimisin. Fi dayisinin inasyonel oir sz eldudu
gésteriimrs, aynica uzun ugrasiargan sonra g sayisinm agan bir say adugy costerimis
fir. Pi savisimin gk ' savi oldiuge rallanilafak, Dir aginin seirge: ve cetvelia g goif
parcaya oblinsmeyeces kantanmiy, oir dalienin aianda a3l Blr kevsnin L serannn
uzunlugunun gargel ve netvalle gziicirayeced hanilanms, hacmi varilen b kGpee
panminin il kal bacimce olan kiphn tir keaarmn ueualugurin yine Derge: ve sete
gizilemeyacadi postedirnistit, Agaha ot say st ghrevinl tamamias i Hayit

Pl gayiein by hesapiarmalannda Bligsdyar'z: seli birbasamacan sonra neszs-
lamalar yapamiyoriar. Iste bursdak! nasaplamalar cilgisayarian: nerede duraugu ve
kapasielen nasi) nalisinlebilir sarusuna var vermeredic
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12. CIZIMLER

Dairenin karelestiriimes!, bir kiloln katlanmas: we oir aginn (2 2sit pargava Eue-
ligear araclanyla cizilip glzilemeyecedi uzun viliar matemaikie sorun o'muziur, O
dokuzuncu yizylida Lindemann faraflindan burearin gdzimiernin clanaksiz oldugu
gdsieriimis ve gdzlme kavusiuruimustur. Bu g Unlli problemin céziimlennin ve gizir-
lerinin olanaksiz olduklart cabir kitaplarinda bulunabiliv. isin teknik yénl biraz uzun
ve biraz da teknik cebir bilgileri ister. Bunlan biz kisaca vermayl istiyoruz. Burada kul-
lanacagdimiz ikl teorem vardir.

1. Teorem : Verlen bir oivim Kullanarak Cuciicean aletienvie cizilen bir uzunhlis
cenirsel Dir say! gosierir.

2 Teorem ; Rasyoral kiki almayan rasvonel katsay i Ociincl derece denkdeminin
koki. verlen bir birim uzunlukia ve Eucliidean araclanvla ciziiemez,

Burada Euclidear araclan pergel ve dlglimsliz celvel anlamndadiv. Bu pergel
ve cetvelle sanlu tane islemle bu gizimier yaplacakiir.

Simdi, 1. tearemi kullanarak birins yancanl bir darenin alarnin karelestellemeyece-
gini gasterelim. Birim varigapl oir dairenin alari A= x ° == 2w Aleni bu olan ka-
renin bir kenar va sayisidir. Eger alan varilen bir Zairenin alarina esit bir karerin bir
kenan cizilebilseydi, bir birim varngapl cairenie alanna esit aanda olan karenin Hir
kenart vt sayist cebirsel bir sayi alurdu. Oysa Lindermann 1882 yilinda i ve Vr say)-
lzrnin cebirse! sayidar olmadikizinni, askin sayilar oldukdanni gosiend.. Bu ca bir gels-
kidir. Bu geliski Vi sayisinin gizilebilir alarak kabul sdilmes aden iler gelmigin. Ovieyse
1. feoreme gire Vi sayisi pergel ve cewelle ciziiemerz. Buna esdeder olarak, alan
verilen tir dairenin alanina esit olan bir karenin dir Kenan perge! ve cetvalls cizilemexz,

2. teotemi kipun katlanmass ve bir aginm pergel ve cetvelle Uc eil pargava bi-
lanemeyecegini gdsiermede kullznacadiz. Once kiipin katlanmas: problemini abzs-
nine alatim. Kipun bir kenan bir bivint clsun. Bu katn hacminin 1ki kan Gacirndeki
klpiin bir kenar x ise ikive katlanmis kilpon hacmi x* = 2 olur, Tkive katlanan kiioln
bir kenaririn pergel ve cetvelle cizilebilir oiduguny kabul edelim Bu halde rasyane
katsaylli X = 2 y5 da #° — 2 = O denkleminin hic bir rasyonel <8 vokiur Conki -2
sayisinim 2% ve + 2 carpanian bu cenkiemin kokien olabilir. Bunlar da bu denklemin
kokler: degildiz. 2. teoreme ndre x deder: Euclidean araclanyla cizilemez, Dyleyse
kipdn katlanmasiyla side edilen Kliplin bir kenan perge’ ve ceivelle ciziemez Digar
hir devimie Y2 sawsi parge! ve ceivells cizalemsz.

Burada ufak bazl agiklamalara gereksinmeter vardir. Rasvenel saisayil: bir depk-
temir: kokleri olabiien sayilara cebirse) sayi'ar, olemavaniara da cebirsel clmayan as-
kin yada transandant saylar denir. a =0 olsun. 4,,a, .. &, famsaylan cin

Ti=Y3
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A pa, K e oo a@p=0

bicimindeki polinomun a/f biciminge rasyonsl bir KBkl varsa, a sayis Z, sayIsInIn
ve b de g, say'sinin carpanlarnair,

Simdi, herhangi bir acinin pergel ve cetvelle vani Euclidean araclanyia e esit
pargaya bolinmesinin olanaksiz eldugunu Kantiayahm, Bunu gosterme yerine dzel
bir aginin pergel ve cetvelle Uc esit parcaya boilinemedigini goéstermak yeter. Trigo-
nometride cosd = 4cos? (0/3) — 3cos (64/3) Gzdesligi cok ivi hilinmekiedir. © = 80° ve
* = cos (0/3) clarak verilsin. Buna gore,

| " "
& =4 =3x yada Bx'—8x-

it

i

denklemleri vazilir.

OA birim uzunluk olsun. O merkezli ve OA yaricapl cermberi cizelim, BOA agisinin
kollar: bu gembeari A ve B nokiaiarinda kessin. BOA = 60" olsun. BOA acisin Ug esii
parzaya béldigimizce COA = 20° clur. £ poktasindzn OA dogru parcasina inilen
dikmienin gyad: U e gdsterisin, Be nzlde O = gos 207 = 3 alur. Eger 80° cian 2o

T dodry

Euclidean araclarvivia de esi pargaye Hllinebilivorsa, diger bir deyimile
pargas! bu aracarta cizilebilivorsa, » = 00 = cos 207 wzuniuguny birim uzyniskis
olan O& dagi: paricasivia bu sracialla ciziebilln Cysa bu olanakl degiidir. Clinkd 2.
teoreme gire tigiinct derece olan 81’ - Bx — 1 = D denkleminin katsayilan rasyonsl
ve rasyone! olan hig bir kokii vokiir, Oyleyse bl x dederinin gizimi olznakh degildir.
Yan! bir celigkive varmis ofupuz. Bu celiski BOA = 607 clan acinin peigel ve cetvalls
Uc esit pargaya ballinenillr olarak alinmasinden [lerl gelmistin. Bu cellaxi, herhangl air
aginin pergel ve cetvelle (i esit pargaya odilinemez dnermesiyle kalkar Yani, nerhanal
bir ag: Euclidean aracianvia G o8l pereaya ddlinemez.
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Dikkat edilirse burada biz tm agifarin pergel ve cetvelle (ic esit pargaya bola-
nemez diye bir ispat yapmadik. Ornegin 907 olan ag: pergel ve cetvelle iic esit pargaya
bSlinebilir. Bunu daha 6nce gbstermigtik. Bunun gibi sonsuz sayida Euclidean aracla-
riyla Ug esit pargaya béliinebilin agilar vardir. Ornedin 30° ve 45° olan agitann tg kat-
lart olan agilar pergei ve cetvelle Ug esit parcaya béltinebilir.

On sekizinci ylizyilda italyan geometricisi Lorenzo Mascheroni Euclidean cizin-
leriyie ilgili flging bir bulus gergeklestirdi. Euclidean cizimierinin timi pergelle yapilabilir
ve cetvele gerek yoktur divordu. Yani, Euclidean gizimlerinde pergel yeterlidir, cetvel
fazlaliktir diyordu. SUphesiz, dogru pergelte cizilemez. Fakat dodru iki nokiasi ile helli
olduguna gére Euclidean cizimleriyle yalmz pergel kullanarak iki nokta bulunabilir.
Oyleyse dogru yalniz pergelle belirienebilir diyordu. Mascheroni bu bulugunu 1797
vitinda Geometria del Compasso isimii kitabinda aciklamisti.

Euclidean gizimlerinde eski noktalardan yeni noktalar elde etmek oldudu icin,
kullaniian araclar

1. iki gemberin kesigimini buimak,
2. Birdogru ile bir gemberin kesisimint bulmak ve

3. ki dogrunun kesigimini bulmak

bicimindedir. Mascheroni'nin gdrliisd, (2) ve (3) kosullarinda yalmiz pergeli kullanarak
cizimtert yapabilir miyim bicimindeydt. Burada dogrunun iki noktasinn veritdigint kabul
edecediz.

1928 yilinin hemen baslarinda Hollandah matematikgi J. Hjelmslev'in bir dgrencisi
Kopenhagen'de kitap almalk icin kiitUphaneye gider. Orada 1672 yilinda yaziimis Euc-
lides Danicus isimli eski bir kitap gdriir. Yazar! Victor Mohr olan bu kitabi alir ve inceler.
Kitabi 6gretmenine gétirdr. Hielmsiev kitabt cok ilging bulur vé Mascheroninin bulusu
ondan tam 155 yd dnce yapilmis ve kitap clarak yayinlanmistir,

Fransiz matematikeisi Jean Victar Poncelet, Mascheroni'nin buluglan dogrultusunda
cizimlerin yalniz 8leimsiz cetvelle yapilabilecedini disiindl. Su anda tim Euclidean
cizimiberinir catvelle gizilemeyecedi biliniyor. Cember ve merkezi bilinirse cetvelle tiim
Fuctidean cizimleri vapiiabilir. Bu dnemlt teorem 1822 yilinda Ponceiet tarafindan ta-
sarland; ve daha sonra isveg - Alman geometricisi Jacob Steiner tarafindan 1833 yi-
bnda tam olarak gelistirildi. Steiner'e gére, cemberin merkezi ve kendisi verilince, (1}
S8 (21 kesutar yainiz cervelle gizilebifin. Cemberin kendisi ve merkezi veriliyor demek,
gernbenn Uzerindek nokaiar ve merkezi veriliyor demektir, Tirk matematkgisi Ehdl
Vefa. 380 villannda Poncelet - Steiner teoremini Snermisti. Vefa'va gore pergelin agik-
ig1 sabi kalmak zere cetveile gizirmier yaplanilirdi.
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Menaechmus {i. O. 350}, kiipiin katlanmasiyla ilgill iki ¢ézUm vermigtic. Bunlardar:
birist y = ax® paratol( ile x = by® parabol(ini kesistirerek buradan x degerini bulmus
ve katlanan kiptn bir kenart x olarak bulunur demigtir. Bu ¢dziimdn zayf yant, para-
bollerin Euclidean araglaryla ¢izilemez olduklandir.

Menaechmus’un ikinci ¢dzim yéntemi de y = ax? parabolil ile bx? — cy® = b2
hiperbollin( kesistirerek ortak ¢ézim x degeri katlanan kiipln bir kenaridir demistir.
Parabcl ve hiperboller pergel ve cetvelle gizilemedidi icin bu ¢ézimler de kabul edil-
memistir.

Apollonius (I. ©. 225), kiipiin katlanmasiyia iigili yaptigi gizimde pergel ve cet-
velie gizilemeyen, ayarlamayla elde edilen noktalar buldugu igin bu cdzUm de isteni-
ien anlamda bir ¢ézUm olamamigtir.

Eratosthenes (i. O. 230), vaphd cizimde kaydirmalar kuilandig icin bu ¢ézim
de kabul edilmemistir.

Diocles (1. ©. 180) de icat ettigi cissoit denen bir aygitla kiiplin katlanmasinin
problemint ¢6zdigund ileri stirmds ama onun aygiti da Euclidean araglarniyia cizilebilecek
tlirde dedildir.

On yedinci ylzy!l matematikcilerinden Huygens, Descartes, Gregoire de Saint
Vincent ve Newton da klpln katlanmas: problemi Uzerinde ¢alismmiglar ve 6zgin ca-
hsmalar yaynlarmislardir. Bunlann timd yine pergel ve cetveli agtikiar: igin Kipln kai-
lanmas! problemini ¢dzlime kavusturamamisglardir.

Ozellikle Descartes x° = ay parabolii ile x¢ + y¢ = ay + bx cemberlerinin kesim
noktasinmn apsisinin katlanan kipan bir kenarinin uzunlugu oldugunu sdylemistir. Cemn-
ber pergelle ¢izilebilir ama parabol gizilemez.

Nicomedes (}. O. 240), icat ettigi conchoit denen aragla hem kipiin katlanmasi
ve hem de bir aginin (¢ esit parcaya badllnmesi probiemlerini gézmeye galismistir.
Konkeit de pergel ve cetvelle gizilemeyen bir aractir.

Blaise Pascalin habasi Etienne Pascal {1588 - 1640}, limagon ismini verdigi egri
ife bir acinmn G¢ esit parcaya béilinmesini denemistis. Limagon pergel ve cetvellik bir
egdri dedildir.

Euclidean araglariyla bu Onld g probieme iligkin eski ve yeni ¢ok sayida matema-
iikginin denemeleri vardir, Bunfarin hic biri Lindemann'a kadar baganii olamamiglardir.



1. ZENG

Elal: Zena (. O, 485 - 435), arkadas: Parmanides e Afina'va gelaiginde 40 ya-
sindeydl. Alina'ya zamanit ve wzayln sonsuz kez bdllaebilitilisi ile o dénamin ingan-
Izt gesirimstie. BU paradodsiana ki Dehotemiz paradeksuy, ikinaisi de Achilies pa-

AT
“adiakay duf

Har O haretel oanakezdy, Alles ok ya de tas varinos harsle! stineden dunds,
'z ta athan fas duvara varamaz ve oldudu yerds dusur. Clinki aareket 2den her say,
drce varatady volun sonuna aslmecsr dnce bu volun oriasing, bu orfa nokiaya gele-
afimest gl dorite birine gelmeiidy 3u dugtinesyle Zevam edilirse hareiet nig bir za-
men bagiayvarnayacakiy

fanct paragioksts, Achilles tevghindan verilendin Achiiles, Snimde ledeyen kapiutrs
agayi hic bir zaman vakalayamayacaktn Cloid, Achilise kaglumbagey vakalayabilinek
igin Once kaplumbageamn once yerine vaanaldy. Orayve vannes kaplumbade bu nok-
fanin tierisinge buiumca‘i{“ By diisiirice va hareket fekrarlantraa kaplummzgs her
zaman Achilles'in onlinde vlaealk va Acnilizs keplumbadeays yetisemayecaltir.

Leno nun deintl seragokay altan okla nlic, YVand asian Dir ok hier zaiman he-
aoliineniie-

s vade natekel nalinoealn Tinks ok harsie adebileayd: ga hemen &
skl Eger an odlinemezse ui harsket rdemez. Oyss 28 r"tzﬂ anlardan niusmugiun
Madgemki ok tir anda hareke! edamiyar, Gylavss ok hic Bir zaman harsket ademesz,
Yan ok surekl haraketsiz kahs
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Yunanlilarn déneminde serilerin yakinsakligl hakkinda bilgiler yokiu. Yunanhlara
gore sansuz tans terimin toplami her zaman sonsuzdu. Qysa serilerin bazilar yakinsak
ve bazilar da (raksakiir. Yani, sonsuz terimli bir serinin her zaman iraksak olmasi ge-
rekmez. Yunanllarm bilmedikieri bu kavramdl. Kullandiklan seri de yakinsak clan
geomeirik bir seriydi. Bu nedenle Zeno'nun paradoksiarin agikiamada yetersiz kaldilar.
Yarl, sonlu bir uzakhgr sensuz bir uzaklikimis gibi gosterdiler. Simdi bunu sayisal dr-
nekle gésterelim.

Zene (. 8. 495 - 425,
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Achilles, kaplumbagadan 10 kat daha hizh kossun. Kaplumbaga ile Achilles ara-
sindaki uzaklik da 100 metre olarak verilsin. Bu hareket sonuncu aralarinda 100,
10, 1, 1110, ... metre uzakhklar bulunur. Bu uzakliklarin toplami

1 1
1 — e —— ...
00+10+1+10+100+

biciminde yakinsak bir geometrik seridir. Toplami da 1000/9 sayisidir. Bu uzaklik da
100/9 birim zamanda kapanir ve Achilles kaplumbagaya yetisir.

Zeno'nun dérdiincl paradoksu zamanla ilgilidir. Bu paradoks Atinalilar ¢ok sa-
sirtmistir. Unl(i paradoks soyledir. Bir zamanin yarisi, ayni zamanin iki katina esittir.
Bunun igin su diziyi g6zénine alalim. Burada

Birinei durum ikinci durum
A o B 0 a9 @ (A) 0O 0 0 O 0
B0 0 0 0 O B 9 @ 9 0 o
&0 @ @ 9 0 (C) 0 0 0 0 0

olsun. (A) sirasi sabit, (B) ve (C) siralar esit hizlarla ters yonde hareket etsinler. Ha-
reketin ayni bir aninda (B) sirasi (A) sirasinin kag esya otesine gitmisse, onun iki kati
kadar (C) sirasini gececektir. (B) ve (C) siralarinin (A) sirasi durumuna gelmeleri igin
zaman aynidir. Oyleyse, bir zamanin iki kati ayni zamanin yarisina esit olmaktadir.

2. EUCLIDES MATEMATIGI

Euclides (1. ©. 365 - 300), Misir'in iskenderiye kentinde dogdu. Yasami hakkinda
bilinen seyler azdir. Dlnya onu yazdigl Elements isimli bir dizi olan on tg ciltlik kita-
biyla tanir. iskenderiye Universitesi'nde matematik profesérilydii. Matematik egitimini
Atina’da aldi. Bu nedenle Eflatun Okulu elemanlarindan sayilir. Iskenderiye'ye geldigin-
de Kiral Ptolemy'nin yonetimi stirtiyordu. Dersini dinlemeye gelen kirala, geometride
kiralliga giden yol yoktur diye yanit verdigi sGylenir.

Euclides'in yazdig Elements isimli dizi kitaplarinin asil kopyalari dogal olarak
zamanimiza kadar gelememistir. YOzyillar boyu bu Gnlii kitaplarin kopyalarinin kop-
yalari seklinde basilarak giinimuzde en ¢ok basilan ve okunan kitaplar arasinda bu-
lunmaktadir. Bir hesaplamaya gére incil'den sonra en cok satilan kitap olmustur. Bi-
limsel diistinceye en etkili kitap bu dizidir. ilk baskisi 1482 yilinda yapilmistir. Digerleri
hep elyazmalarindan cekilen kopyalardir.
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Euclides’in bu vapitinin onun 3limiinden tam 700 yii sonra Iskenderiyeii Thean
(365) tam olarak diizenlemis ve kopyalamistir. Orijinal kopyasindan zamanimiza ka-
dar gelen kopyalarin temeli budur. Theon'un bu kopyalars halen Vatikan KltlUphanesin-
dedir. Elements'in Latin kopyalan Grekgeden dedil, Arapcadan elde edilmis ve geviril-
mistir. Qlnky sekizinci ylzyllda Elements Bizanshlardan MislGman bilginleri almis
ve cok sayida Arapga gevirileri yapiimistir. Arapgadan Latinceye geviriyi Bathli Adelard
1120 yilinda yapmistir. Diger bir Latince geviri Gremonall Gherardo {1114 - 1187} yap-
mustir. Adelardtan 150 yii sonra Johannes Campanus Latinceye yeniden ¢evirmis ve
bu ceviriden Venedik'teki ik baskisi 1482 yilinda yapiimistir. Yunancadan cevirisi
1572 yrinda Commandine tarafindan yapiimistir. Daha sonra ingilizce bircok baskisi
yapilmig ve basiimstir. Tam ve Kusursuz Ingllizce cevirisi 1570 vilinda Bllingsley tara-
findan yapilarak bastinimistir. Gince ¢evirist 1603 lle 1607 yillart arasinda Ricdl tara-
findan yaplimis ve dgrencileri bunu Gince yazarak bastirmiglardir. Arapgaya da gok
kist tarahndan cevirileri yapiimishir, ishak bin Hunein ve Sabit bin Kurra'nin da gevirileri
vardir.
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Eugliges,

Euclides'in Kitabl sadece geormeir icerikii de degildir. Sayilar kurarr ve gecmeatrik
cebir de hu kitabin konularn arasindadir. Daha 6nce vazian ve okutulan konulan ¢ok
sistemli ve tutarl) bir bigimde kendi gUzel diliyle kaleme almistir. Aslinda bu serinir
icerigl ve iginde yapilanlarin cogu ona ait degildir 13 kitapta 465 tane onerme vardir
Gerek tammiar geret kabuller, aksiyomiar, postiiatlar, teoremier va ispatian iimden-
qelimli. belli bir mantik sirasi icinde wtarh bir bigimae sunulmugtur.

2300 yildir Euclides'in Elerments isimli Kitabt geometrinin temeli olarak kuilanimistic
Halen kullamimaya devam efmekiedir. Devam da edecekiir. Amerika Bifiesiic Devistleri
Cumhur Basgkani bile 40 vaslarinda avukallik yaparken Euclides'in ik alt kitabins al-
mis, okumus ve dgrenmistir. Bu kitaplarla kafasinin editildigini soylemisiir. Clnku, bu
Kifapiaki aksiyomiarin secimi, Snermelerin dizenlenmesi ve ispatlari belli bir mantik
duzeni icinds veriimistir. Kitaplan tGmi on temel ilke ve 465 Snermeye dayanir, Bes
postiizii su bigimdedir
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Euclides'in 28 dnerme iceren ve 1204 yiinda yazilan bu elyazmasi X kitaptan
alinnistir, Bu sayfa modern gasterimlerle sayilar kuram zering olan dnermeler-
den olusmustur.

1. iki noktadan bir dogru gecer.

2. Sonlu bir dogru parcas! dogrunun sdrekli bir parcasidir.
3. Cember ya da daire, merkezi ve yarigapi ile beliidir.

4. Tum dik agilar birbirlerine esittir.

5. ki dogru bir dogru ile kesildiginde kesenin ayni yaninda olugan iki i¢ aginin
toplamt iki dik agidan kilgiikse dogrular uzatiddiginda bu tarafta kesisirier.
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Eucides'in 18U2-1807 yulan ardsince Ried tesdtmiian vaglian Crrice
gevirisingen bir Sayia bu tigmaeail.
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. Bir dodru dzerirde puiunan aglara dogrs welar acilar denir,
T8, ki dodru bitbirlerin dik olarak kesiverlarsa, aralarmgaii ag dik, tersing bir

daodru Gzerindeki agilar dikse ba dodrular birkii

1. Cember, dlzlemsel bir edividir ve gasil § uzaklikta bulunan

CEMnenn mercaozidir,

noeri ki esit pargava
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Euclides’in Kitapian sadece bu tammlar (zerine kuruimamigir. Euclides nokiay
ve dogruyu kabul eder. Bu onun geometiginin bir varsavimidir. Nokiay: kabu! edince
ve noklay! haraket etfirince dogruyu, dogruyu hareket 2itivince diiziemi ve ditzlemi
haraket ettifince de Katiy) olusturmustur.,

Euclidesin bu tammlan onz da ait dedildic Ondan 8nce gelen Yunan ve Iskenderiye
matematikcilerinin olusturduklar matematiksel bir olgu ve bir Grindir,

Maternatik tarihi yonlyle, Euclides'in 5. postUlat dnemlidiv. Bu besinci pesiilat
birbirine esdeger olan baska bicimlerde de soylenevilir. Dizlemds iki paralel dogru
kesismez. Ya da dlziemdeki bir dogruya disindaki bir nokiadan bir tek paralel gizilir.
iki dogiru bir dogru tarafindan kesilince, kesenin bir yanindaki ic agiarir toplami ki
dik aglya esitse bu iki degru parafeldir. Taribh boyunca bu 5. postiiiata sald:mlmigtir.
Hafta Lagrange (1736-1813), 5. posifilatin matemaliin yiz karast oldugunu sdylemistir.

Euclides'in postifatiarinin itk Ugt gizimlerle ilgllidir. Euclices bu el ile cok savida
cizimler yapmistir. Bu da Yunan matematiginin tinik bir dzeligidir. Euchides geomeiiisinin
postllatian, aksiyomlari ve tanimlan daha sonraki yillarda cok tarisilmigtir. Ornegin,
boyutu oimayan seye nokta denir stzil tartislacak trde bir kebuldirn, Dagru ve dlizlom
de noktaya dayall bir bicimde olusturulursa bunlar da tartisma gdtirdr. Tarhigma ve
elgstirmeler glizel sevlerdir ama burada beklayerek Uridn alinmamas: da dogru degudir.
Urlin alabilmek icin bir yerden baglanmasi gerekir. Yunanh matematikcilerl de bunu
yapmisiardir. Nokiadan baglayarak matematiiclerini olugiurmusiardir.

Euclides'in birincl kiiabinda 48 dnerme vardir, Bu dnermelerin ik 26 tanasi ligaen-
ferle ilgilidiz. Ug tanasi de benzer liggenier Uzerine fecremlerdir. 27. ite 32. dnermeler
paralel dogrular ve bir Uggenin ic agilan toplaminin ki dik agi olmasi ile ilgilidir. Geriye
kalan onermeler kare, dikdortgen, paralel kenar ve Uggenlerin alanlar arasmdaxi ilig-
kilere aynimigtir. Bu konular liselerde okutulan ve 6gretilen basliklardir. 47. énerme
Pisagor teoreminin Euclides tarafindan verilen ispatini icerir. 48. onerrme ise Pisagor
teoreminin tersiyie iligkilidir. Birinci kitabin icindeki konular zaten eski Yunanilarn ge-
ligtirdigi buluslardi. Euclides bunlari belli bir dilzen iginde glzel bir dille siralamisiir,

Aslinda Evclides dogruvu da kabul etmistiv,. Clnk(, genisiigi almayan seye dodru
demesl laragiabilic. Yunanlifar buntan billyorve farfismasiz kabul ediverlard:. Sugin
hiz de bunlan ora 6gretimde kabui ediyor ve Euglidas’in geometrisini taniivoruz. So-
nug¢ olarak, Euclides'in geometrisi belil kabulier Uzerine oturiulmus ve incelenmisir,

Euclides, iki noktadan oir dogru gecer diye sdyledigh postulat da tarisiimistin. Ya
da bir dogru en az ki noktasi ile bellidir, Zaten Euclides'in postilatlaringan ik ikisi
Sleimsliz cetvelie yapilan ¢izimlercir. Uslingii postiiat ise vine Euclidesi Unlil pergeli
ile Mgildir.
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Euclides'in birinci kitabi wim okuyozular taratindan hemen hemen bilinga gayiel-
dir. Lise 6grenimi girmils her 8grenci bu konular biliv. Euglices bitinel kitapta erken
Yunan matematiginin bilinen seylerini belli bir dizene koymus, Pisagor tearemi ve
kendi ekiedigi calismatarl burada sergilemistir.

Birinci Kitabin ilk &nermes! perge’ ve cetvelle bir askenar Gggenin giziimesi ile
ilgilidir. Bu kitap boyunca Euclides’in kullandid numaralama sistemi <ulianilacagir

1. Onerma : Bir kenar AB dofiru pargas olar esienar Uogeni siziniz.

o :},‘\
j £ / y \ \ b
i II \
{ 8 ‘x\\
o Af i E
A ‘\ /
e \
N el !
% = ‘\x‘—/ i
g -.______//

Cnee AB dofru pargast cizilic. Pergeiin avakiai AB uzunlugu kadar acliarak bil
kez A merkezl ve AB yangaph O cemberi, sonra da pergelin agikiiain hig bozmadar
AB yangapl ve B merkezll E cemben gizilir, D ve E camberierinin kesim nokias) olan
C koses! bulunur. AB, AC ve BC urunluklar yarngapler olduldan icin AR = AC = BC
olur ve ABC Uggeni eskenar bir Uggendir,

Dikkat edilirse Euclides bu gizimde pergel ve cetveli kullanitken 1.2 ve 3. poe-
thlatlars kullanmistin. Bu gizimde iammli almavan bir sey yokiu:.

Yalniz burada suphelenecek bir nokta vardir ©da, ayni AB yarigapl: A ve B mer-
kezii B ve & gemberler birbirlerini C noktasinda keser mi? Cinkd ki cember bublrin
kesebilir ya ca kesemeyebilis. Burada boyle bir zayiflk vardin. Aksiyomatik kuramdas
sezginir yeri vokiur ve ofamaz. Euclides matematiginde tbm cemberleris irbirlernni
kesmez dive bir aksivom olamaz. Oisayd! bu maiematikle cizilecek bir s2y almazdi
Bu sakincaya ¢ozim alarak matematixgiler do@runun ve cemberin stijekl olmas: pos-
ihaun: kabul etrmiglardir Gerzekien bu poziliat pereklidiy

On sekizinci yUzyiin maiematikeiler bu sakmesay gdrmusler ve su sostial ek
lamislardir,

Blr gemberin igindaki Dir nekia le disindaki bir noktaoan gecen cemberin iki oriak
nokiasi vardir. £k olarak gembenn ipindski ve thsindaie nokladan gegen ocoru le
cermperin iki ortak nokias: vardir
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Bir noktanin bir gemberin iginde ya da diginda clmast kenume: matematikeileri
yine (zmiis ve ona da ¢bziim getirmislerdir. Bu iki kavram Euclides'te yoktur. Euctides
buniar! agik gérmis ve biyle kullanmistir. Diger bir devimte Euclides bunlan sezgisel
demeden sezgisel clarak kullanmustir. On dakuzuncu yUzyiii son virmi bes vin bu
aksiyoma gereksinme vardi diye s@ylemigier ve bu sakincay: David Hitberd (1825
- 1943) acikliga kavugturmustur. Hilbert, Euclidean geometrisinin 21 postifaiinda alit
tane tanimsiz terim oldugunu saptamistir.

Birinci kitabin kirk sekiz dnermesi dodrutar, Ucgenler ve kenarlar paralel sekiller
Uzerine olan dizlemsel geometridir.

Birinci kitabin 2. ve 3. &nermeleri verilen tir dogru parcasina esit olan dogru par-
castnin gizimi ile ilgilidir.

TR L S E.

iki Gegenin kargiikh ki kenan aratarinda esit ve b kenarlar arasindaki acilar
da karsiiikll olarak esitse, bu iki cgen KAK bagintisina gdre esitiic dnermesi 4 numa-
rahidir.
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o

2 biringl kitabinin en deeml Snermest nelki de besincisigir. Yani, iki
.{@rum"'lgg AN taken agilan owbirnnz esitr. Tersing iaban agilen esh olan i doge-

FEiFL Y kanarz \‘:lttli 2L gda gnun 5 gnameaziain

E

Euclicesir biring! ktabmdak: @ e 12, Sneimeler arasl, agiofay sizin, bir dodiu
tizerindeic nokiadan bu dodruya dikme gilkmak ve bir dadruya sisindai bir nokdadan
b dogniva dilkrie inme seklindekt gizmler agildanmalcadir Thmier ve pitiinler acils
b xigrmda incelenmistic. 15, Srerme leve agiiann sxit ldujunu ispatian

Slinci kitata iking' dneml probilemi. gir Dggende 1K g 2omin opiani kendiigrias
xomsd clmayan bir dig aciya egitiir. Suclidesin geomeitisinde yéndes acilar, ig ters
agilar ve tis iars agliar pirbirierine esitliv. Bir deganin ic acilan wplarm 180 derecedir.
‘r’a da bir liggenin & ig aoisrun tepiami ik alk agidan kiclkilr, 3u dzeliikler 16. ve 77,

nﬂu rieler olarak gecer. Biviaca, ik 26 dqernne by ve buniar gibil eskicen bari Rilinan
P ayrilrmein

, deigre e kesildiginde igiems
A Srse caraieldy, Satan oy tocremoer sonra suclidean
672 QT Az e—mm_.;,. sonra deha bagka sonuglar na
; : i i @, fid
ki parale

<.'L.:’L\,’d i |k*‘.§ r¥ads

CnarEl AEsE

S BT fillle Hgilici- I parale dodry by dogu tarahindar kesildigin
e KeREnnT oiF ‘.Jlﬁ.zsd-ibl Harian i iz agime toplanm K t:“swr,' ‘a esithr, Ya da tersine
Ik dogru bir dogiu faralindan kesiciginde kesenin bir yaringa buitnan i agiiann iop-
fami ikl dik agiya esiize b ki dogru birniring sarzlzidin Bu teoremler hep olmayar
argl yintemiyie ispatlanivlal

30. Gnese: Ayni dodruya parale! olan dogrular paraeidin Bu Snermenin sonicil
olaral, hir cogruya disingald kir nektadan yalniz bir caralel degru gizilin

seanin g aoilar ool 'Vl wib agiva esidln 5 bna .“-'i!':? paralel

: /i il paaial
anin glar paras Kay ndfin alzrime vans olaral
1in alam, taban e ta tapene ail viksekigGing

¢ diddridenin alamar ooy biiihen sonuglaidic

rilmstin zé-; Y AR, Griermel D" !"|t‘ gor ie"v’&*rr'l‘ln ;.uki Sﬂr;--.l e

Psagoy iscrearer cok degicik [spatlan vaptinusiy, Biz suraga Cuclkdes tamiindan
vz ispatr vepasadiz.
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G F
Seklinde gdrilldilgl gibi C kigesinde dik olan ABT {iggenini cizelim. Bu kenarlar
Lizerinde bu kenar uzuniuklu kareleri tamamlayalim. C késesinden AB dodru pargasina
inilen dikme kenarfan J ve K noklalarinda kessin. B ile F ve C ile de D kozelerini bir-

lestirelim. Bu halde AJKD dikdértgeninin alari CAD figgeninin alaninin iki kau olur
Yani

AJKD = 2(ACAD) (1)
vazilir. Cinkd bu sekillerin AD ialban ile Ad vilkseklikler aymdir, Senzer olarak AFGG
dikdbrigeninin alam FAB Ocgeninin alamimin iki katidir. COrk AF her ikisinde ortak
taban ve AC de her ikisinde yilkseklikiir. Buna gtre

AFGC = 2(AFAB) (2)
yazilir. Diger yandan CAD ile FAB Uggenleri KAK bagintisina gore esiitir. Cinkd AT
= AF < CAD = < CAE + < DAB = < CAB + < CAF = < FAB va AD = AB bicimindedir.
Oyleyse bu {iggenterin alaniar aymdir. Yari

ACAD = AFAR (3)

wlur. {1) ve (2} ifadeleri kargilastirilirsa

AJKD = AFGC (4)
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yaziiw, Yukandaki islemlers benzer olarak BEK df radcrtgen ilz BOHI karesinin alanlan
birbirine esittir. Yani

BEK: = BCHi (%)

olur. Dikkai edilirse AJKD dikdéitgeninin alan fle BEK. dikdérgeninin alanlar toplarm
AR hipcienlisil lizerine kurulan karenin alanina esitir. Buna gore

ABED = AJKD + BEK.) (6)
=AFGC + BCHI

yazilir. Bu da AB® = AC® - CB? demektir. Bu da Pisagor tecreminin kendisidir. Yani,
bir il ogende dik xenarlann karelerinin toplam: hipoien(stin karesing esiitir. 3u ba-
aintl séyle ds soylenir. Bir dik Uegende dik kehzrar Uzerine kuruian kareleriv: alaniar;
toplami, Hipoienis Ozerine Kurulan karenin alaning esitlir.

Pisagoer teoreminin tersi de dogrudur. Yani bir ABC lggeninde BC Kenarinin Ka-
resi diger kenarlarinin karsleri toplamiina esitse, BC kenarinin karsisindaki aci dik
olur. Bu dnerme icin Euclides’in ispat sdyledir.

ABC Gogenini cizelim. AD dogru parcasina AC dik ve Al = AB olsun. Hipoieze
gdre AC? + AB? = BC2 olarak veriliyar. CAD figgeni dik oldugundan Pisagar teorermine
gore AD? + AC® = CD7 vazilir. AD = AB oldugundan BC? = CD? ve BC = CI2 geiir.
Boylene CAD dogeni ile CAR Uegeni KKK badinitsina gore birbirering esilil. Bayiece
bu egitlikien dolay! < CAB =< CAD vazilir. CAB ve CAD agilarn bir dogris dzerinde
komsu ve biflnler agt olduklanndan ikisi de dik acid:r. Qvleyse ABC (iggeni bir dik
tdcgen olur

Pisagor ieoreminin dedisik bir ispail Euclides VI kilabinda 31. 6rierme olarak
gz ispatiarmistin V. ve Yi kitaplannda craniztar ve oranti ozellikler! islenmekiedir. Bu
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arantilarl kullanarak ispat birsz daha kolaylastirmustir. Hullandig ézalilk de. benzer
degenlarde kenartar orantihidi Sesrmesidin.

C dik acil ABC dik Oggeninds C xézesinden AB hipotenlsiins bir dikme inilinoe
birbirine henzer Uc tane gik Ucgen meydana gelir. Yeni, sekle bakilirsa ABC, 800 ve
BOC degenlar birbirine benzerdir. @rnegin, ABC ile ADC Ucgenteri birhiring benzerdiir,
Chnkd A acilan ortak ve birer acian da dikiir. Ayre bicimde ABC Oegeni lie COB Gogen
de henzerdir. Burada da B agilen oriak ve birer aciiart dikii

&

B

| W G

; x\\‘

%0

| ¥4 ///r g y

?{E’ N
&) B 5

Euclides’in geemelrisinde benzer Uggenlerin Kenarlar orantil alduguadan ABC
ve ACD benzer Uggenlerinden

oo
ay

ve ABC ile GBU penzer Gegeniernden

taikls)
I
el

esitlikleri yazilir. Bu esitlikierden @ = cx ve b* = oy yazilarak jaraf tarafa onlanirken
X + ¥ = ¢ oldugu da kullaniirsa

acibf=cxaoy=clity)=¢"
bulunur. Bu da Pisagor teoreminini diger bir ispatidir.
Eurlides geometisinin gerekeeiers dayail sahane bir geometri oldugunu soyleye-

meyiz ama, d8neming gire tim bu hoslukiarina karsin, Sir Thomas Heath s@yled(di
gibi harika bir yapitir divebiliniz,
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Euclides’in likine kitakbr geometrik sekillerin aianlan ve Pisagor akulunun geometrik
cebirini icine almaktadir. Buradaki geometiik cebir, cebirse! islemlerin geometrik sexil-
lerie yapilmasindar: ileri gelmis bir deyimdir. Burada cebirsel islemier geometri dilinde
ve geomeliik sekilierle vagilmaktadir. Zaten Pisagorcular da bu yantemi izlivorlard:.
Fisagorcular ve Euclideste cebirsel isaretin kullanildigr gérilmez. Ornagin, Euclides
sayiar dogru pargaian ile gostermektedit. Bu nedenle Euclides’in ikinci kitabt birinc
kitabindar farkh bir alfabede yazlimistir. Bu da Yunan matemaliginin tioik bir zelligidir,
Yunanliarm ou dzaliigl. dolayh va dolaysiz bir bicimde Babil matematidginden alinmistir,

o _‘
| 'db b 3.2 a
A . B & a H

Yunanllar sayilar bir dogru parcas ile ve iki sayinin garpimini da kenarlan AB
= a ve BC = b olan dikdérigeninin alani olarak aliyorlardi. a.a = a“ de bir kenarl a alan
karenin alam ile gésteriliyordu. Orregin {a + b)% = a2 + 2ab + b® dzdes!igi geomatrik
alarak

a o
b ab 52
a a? ab

biciminde gésieriliyordu.

Bu tzdeslik ve geometrik sekllle iigilt ikinci kitabin 4. dnermiest Gzerinie bastirilarak
sdyle agiklaniyordu. Bir dogru parcas: rasigale a ve b gibi iki parcaya bélunciiglinde,
bu parcalarn foplaminin karesl, bu saytlann olugturdugu karelerin alanlar ile bu iki
a ve b sayifarinin clusturdugu dikddrigenin alaminin iki katina esittir. Euclides’in bu
onermesi bazl basit denklemlerin ¢éziminde kullaniliyordu.

Agilar dik clan dirigene dikdorigen denir. Kenarlan esit olan dikdorigen de kare
oiur. Bir dogru lzerinds oimayan Ug riektanin art arda birlegtirilmesiyle liggen meydana
gelir. [ki paralel dogruyu ki paralel dogru ile kesistirdiginizde paraiel kenar elde edilir.
Tabaniari ariak olan iki ikiz kenar lggenin oluglurdugu sekie deltoit denir. Kenatlar
asit olan deftoite eskenar dorigen denir. Alt ve Ust kenarlarn parale) olan dértgene ya-
i smil wernlir,
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Ikinci kitabin birinci dnermesi soyledir. Bir d dodru parcasi ve uzunlugu w olan
say! uzunluklar a, b ve ¢ uzunluklarinda parcalara aynisin. Bu halde dw = d{a+b+c}
= da+db + dc olur. Bunu geometrik clarak gdrebiliriz.

W

{a+b)? = a2 + 2ab + b? 6zdesligini kullanarak ax = b biciminde verilen basit denk-
lerni geometrik yolla ¢dzebiliriz. Bilinmeyen uzunluga x diyelim. Burada ax ve be alani:
dikddrtgenler sdz konusudur. Bunun i¢in énce ABCD dikdértgenini cizelim. Burada
AB = b ve BC = ¢ olsun. AE = a olarak alinsin. Sekilde gériidigl gibi ED dogrusunu
uzatalim ve BC dogrusunu F noktasinda kessin. Bdylece EBFH dikdértgenini tamam-
layalim. Dikdértigenin karsilikli kenarlar esit olduklanindan KH = CF = x ¢lur. Béylece
KDHG (ya da ax) dikddrtgeninin atam ABCD (ya da bc) dikdértgeninin alanina esit
olur. Clnkl, EHF ile EBF biyik Ucgenleri birbirine egittir. Bu blylk Oggenterden da-
ha kiicik clan dért Gegeni ¢ikanrsak geriye kalan KDGH alani ADCB alanma est
olur. Cizimde ax = be saglanir. Oyleyse cizimle ax = bc denkleminin ¢éziimi CF dog-
ru parcastnin Uzunlugudur. Bu da ax = be denkleminin geometrik ¢izimle bir ¢dzimi-
ddr.

E a A [¢) B
\
\ sl o
K 2 c
\
ax \ ¥
H G F

Ikinci derece denklemierinin ¢dziimieri sdzkonusu olunca, Euclides buniari x{x
+a)=b?, x{x—a}=5% ve x{a~x)=Db? bicimierinde yazarak bunlarm geometrik
denklikleriri verir ve alaniar (zerine bilinen feoremieri kultanarak bl denkiemieri ¢dzer.
Yainiz, Euclides bu tirde ¢ézlmi itk yapan ve agiklayan Yunanll degildir. Ciink( Proc-
ius'un yazdidi Commentary isimli yapita gére bu bulug Pisagorculanindir. Oldukca
Euclides'ten eskidir.
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Sirnd bl islemier Euclideste nasif vapidmistiy, onian gdrelim. Buradaki en kolay
sev, yLkseirlidl tllinmeyen x ve AB kenarll allkdditgeni cizmedin, B degern x* alanindan
Dtiyli va da kiigiv otabilir.

Burada bu yontemi Euclides gercekien nasit kullandi§int gorelim. Elemenis’in
ikinci [itzomdakl 5. dnerme, 2b < a sldugunds

G, G

bicimindel ikincl derece deneklimirin gdzimiyle ilgilidin

p\- Q B

t‘E XE X

S R s
e
M
5
-

A3 =a ve xkenarh ARLG dikdrtgeninds AQFG dikdérigeninin alani b% elsun
va QELF karesinin alam da x* clarak ayatiarsin. Bu gizime bazt matemailkgiler Yunan
kilif1 ismint vermriislerdir. Burada AQ = GF =y olsun. Buna gire x +y=a ve xy = b°
olur. Bu bigimae clusturulma daha dnce Babillilerde de yaptimist. Oyleyse

¥ + 0 = ABLG alan = ax

yazdlr. Bir alan uyguiamasi olan bu geameirik gdsterim, ¥* + b® = ax bigimindeki ikinci
derece derkleminin gazimine denlktir, Bu ikingi derece denkleminde x alanl karey
nast buliruz? Sord buna déntsil. Buna yamit da, Etclides’in VI, kitabindaki 28. aner-
mede veriimekiedir. Bu Snerme gz kisaca sdvledir. Once AB dogru pargasini gizerz,
AB dogry parcas lzerinde 2lant b° oizn dikddnigeni (ya da karayi) cizeriz. AR dogru
pargasinm oz nokiasi F olsun, AB dogru parcasmin ortasi cianbu F noliasindan
AR dodrusuna bir dikme gikar ve PE = b kadar alinz. Buna gdre £ merkezli ve a/2
yariganl gember AR dogru pargasi G nokiasinde kessin. Bu halde QB = x dogru
parcasinin vzuniugu ¥ + b” = ax bicimindeki ikinci derece denkieminin ¢zimiidir,
QB = x igin {£Q) (QR) = (PE)* oldudu gdsierilebilii. Béylece 40 =a—x QB =% ve
PE = b denirse 10m buniar {8 — #} % = b° demekiir.
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Simdi (AQ) (QB) = (PE)® oldugunu gdsterelim. Bunun igin sekilde oldudu gibi BL
= QB olarak bigimde ABLG dikddrigenini

a-—%
A P Q x B
f I I A
|} | /'/ »
e
{ —
G H F L
/
P a2
i )”
C b D

gizelim, FB kenarll PBDC ve QB kenarll QBLF karelerini tamamiayahim. Bu geomeirik
sakle gére

AQFG + HFKC = (APHG + PQFH) + HFKC
= PBLH + FLDK + HFKC
=(PB)?

yazilir, AQFG dikdérigeninin alan (AQ) (QF) = (AQ) (QB) ve HFKC = (FQ)® aldugundan
(AQ) (QB) + (PQ)* = (PB)?

yazilir. Bu da gosterilmek istenen sonuctur. Dikkat edilirse burays kadar yapilanlarin
thmil geometrik dilde ve geometrik gizimle yapilmigtir. Buna gére Euclides'in ikini
Kitabindaki 5. dnerme sdyle sdylenebilir. AS dogru pargas! esit ya da esit olmayan
ikl parcaya bolindidinde kenarlar bu parealar olan dikdérigenin alam ile pargalardan
birisi Jzerine kurulan karenin alant oplamit, AB dogru pargasinin yaris Uzerine kurilan
karenin alanina esittir. Tum buntarin sonucu Pisagor teoreminden bagska bir sey dedil-
dir. Cunki, bu soyvlenenler kisaca
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(AQ) {QB) = (PB)* — (PQ)° = (PE)®

bagintisi olarak yazilir, Bunun uyaun olarak déntistmil de (& — x) x = b ikinci derecs
denklernidis. Buraya Kadar yapilanlan 6zetlersek, AB = a dogru parcas) ¢izilir. AB dog-
ru parcasl AQl ve OB biciminde ki paicaya bollinur. AB dodru parcastnin oria nokiast
olan P noktasindan PE = b olan ve AB dogru pargasina PE dikmesi gikiir, E merkezlh
ve EQ = a/2 yaricapl gember cizilir. Bu halde OB = x vzunlugu x° + b* = ax ikinci de-
rece denkleminin gizimle bulunan ¢ozimd yva da kakidur,

Burada elde edilen (AQ) (QB) + (FQ)? = (PB)? tzdesligi cok yerde kullanilir, Or-
nedin, AQ = 2a ve OB = 2b clarak alinirsa, bu dzdeslik 4ab + (a—b)® = (a + b)? z-
desligini verit. Ya da AB = 2a ve PQ = h olarak alinrsa (a + b) (@ — bj=a* - b* dzdes-
ligi yazili.

Eger P noklas| AB dogru pargasinin orta noktasi P ve Q nokias) da {AQ) (QB)
+ (PB) = (PQ)® olacak hicimde bir nokia olsun. Bu haide AQ = 2a ve QB = 2t alinirsa
yine 4ab + (a - b)* = (a + b)* olur,

A P B a

Eu sekil Euclides'in 1. kitakandaki €. 6nermeyle iigilidir. Bu halde
(AQY) (QB) + (FBY? = (PQ)

clmas) yukaridaki yomeme benzer olarak gosterilebilir,

A 2] c

r —

Yiukaridaki sekilde AB = a ve BC = b olarak alinirsa vine
4ab ~ fa—b)* = (a + b)®

ozdesiigi kolayca saglanir.
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AB ve g dogru parcalar verilsin, ¢ dogru parcasi AB dogru parcas nin yansindan
blyok clmasin. Sekilde oidugu gibi AB dogru parcasin (AQ) (QR) = 0° olacak tigimde
bir @ noktasiyla pargalayalim. AB dogru pargasmin oita nokias P oisun, PE ora dik-
mesi PE = g olsun. $imdi £ merkezli ve PB = EQ = AB/Z yar gapli geinben gizelin.
Bu yarnicap AR dogiu parcasini O nokiasinda hessin Daka (ace balitiididgl gicd O
=¥ olurve

(AQY (AB) = {PBJ - (P02 = (500 — 90 = (BFf = 4

dzdegligl yaziliv. Eger AP = pdenirse (38 « 4 Lot iudl seomisihogizinis

bigimindeki iKinci darecs Senkiamin, o om0

Ve 3. iking dergns denidaminin Liniait (5 S e
rs = q° oldukiann billyoruz, Suna phes S0 o --Z;P o Fleae

AQ ve QB uzuniuklari r ve 5 korlerini gmtenr Bung gor e

e+ =0
bigimindeki ikinci derece denkleminin kikleri AQ ve OB uzunluklanmiin negalif deger-
leridir.

Euclides’in VI. kitebinin 29. dnermes soyiadin A5 va o duitiy sarpsesn velis g,
AB dogru pargasinin ona noidas) & oisui (A0 (G4 = o clucak ui-‘*mz“‘ SONEs P
bulacadiz. B nokiasinda BE = clacak DILIMas &3 CLHL Sagisis 2 Alasinds
dil olan BE = d olan dikmayi sikahim, Simdi P merxezl ve PE var japl casib gize
sek b gember AB dodrusunuir arastisi (i pakiasics kasen 15 20 =

=

A P B
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Bu yapilanlara gore Euclides'in . Kitabindaki 6. dnarme
(AQ) (OB) = (PQ)? - (PBY = (PE)? — (PB¥ = (BEP = o

olarak yvazilir. Daha énce yapiicig gini AQ pozitit bir uzunluk ve OB szuniugunun da
negatif hali alwirsa x*-px—g° =0 bicimindeki ikinci derece denkieminin kokleri
AB =p icin AQ ve QB olut %* + p¥ —g° = 0 ikinei derece denkleminin ktkier lle
%% —px — g = 0 denkleminin kakler! isaret bakimindan farkl olan ayni saylardir

Simdi bu yaptiklarimizy ispatl olaraik ortava koyalim. Euclides’in 1, kitabimdaid
6. dnerme kisaca x° + ax = b* ya da {x + a)x = b° bigimdeld ikinci derece denklemini
cozme bicimindedir Bu denkiemi cozebilmek icin yine dikddrigensei alanlan kullanacad)z.
AB = a olsur BH = x olan ABHF ve AQKF dikdarigenini gizelim. Buna gére AQ =y
denirse y — % = a ve &y = b? olur. Buna gére bu AQKF dikdérigeninin alan| ax + x2 =h?
yada (¥ + ajx = b olur. Aslinda Euclides'in burada yapugi Babillilerin gesmetrik ola-
rak yapitg coztimden bagka bir sey degildir. Haurlanisa Babilliler

y—x=8 ve xy=bf
higimindeki denkiem sistemini iend! komutlanyla oldukea bilimsel bir dille coziyorlared:.

y—x=a ve xy=b

A a B A 0
.
A% l. e %
b A
F H K
@ 5 :
y

Bu genklemi gdzmek igin Cuclides'in li. kilabindaki 28. érermeyi izleyecediz.
Amacimiz AQKF dikdérigenini gizmekiir. Bu dikdarigenin alan o° sayisiir,

Once AB = 3 olan dogru parcasinin B noktasindzn AR dogru pargasina BE = b
olan BE dikmesl gikilir. AB dodru pargasinin P orias) noktasi merkezii ve PE yancanh
gember AB dogru parcasinin uzanhieinn G nokiasinda keser, Bdylece AQ ve QB kenarli
dikd@rigenin alam uzunlugu b oian BE dikmesl Uzerine kurutan karenin alanina esittir.
Yani (AQ) (2Q) = (BE)” oluy.

2 - ale
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Gergekien bu esitligin olmas! dogru mudur? Simdi bunu kanitlayalim. Once
ABHF ve bunun uzantisi olan AQKF dikddrigenlerini cizelim, Ondan sonva PG kenarl)
FPQDC ve BO kerarh BOKH karelerini gizelim.

A P alz B % @
®

H
F G K

.j/l
’/'I | a2 + £
%

. |

G L W]

Cizilen geomeirik gekillerdeki alanlar gbzonune ahnirsa

AQKF + GHLC = (APGF + PQKG) + GHLC
= HKLD + PQKG + GHLC
= {PQ)?

bagintisr yazilir. Bu da Euclidas'in 1. kitabindaki £. 6nermeden baska bir ¢ay dedildir.
Diger bir devimle, AB dogiu pargasinin oita nokiasi F ve AB dogru parcasinin uzanbiss
Uzerindek! bir Q nokias! igin, AQ ve QB kenarl dikdartoenin alant ile a/2 kanarl kare-
nin alaninin taplami a2 + x = PQ kenarl karenin alanina esittir.

Eger (AQ) (BQY + (PB)® = (PQ)? esitliginde Pisagor teoremi yine kulianiiirsa
(AQ) (2Q) = (PQ)* — (PB)* = (BE)® = b*
olarak yazilir. Burada AE = a ve BQ = x denirse BQ = x degeri
(% +a) x = b?
bicimindeki denklemi sadlayan oir k6k va da bir cozimdilr.

{x + a)x = b? ya da x% + ax = b® ikinci derece denkleminde tzel olarak a = b Ise
bu hal bizi Kepler'in (1571 - 1630) caligmalarina gbtiitr. Bu halde (x + a) x = a” ikinci
derece denkleminin k0kini cizmekle AB dogru pargasmnin altin kesimierini bulmalk
ayn! gavdir. Alin kesimlerin matematikael dille nie demek istedigini agrklayaim. AB

dogry parcas: AB =a oisun. AR dodru parcasinin ortasiny F ile gosterelim. CB = x
ve AG=a—x 88 X »>a-—xolmak Uzere
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crana alin kesim ya da alun oran denir, Ya da

AB _ CB

CB AC

olacak bicimde bir C noktas! istener altin oran! verir.

denkleminin icler ve diglar garpimi esit olacadindan, buradan x (x + a) = 2° yazilir.
Bu denklsmin pozitf kéki

i fi a
__.._a\.ﬁ._
2 { /

bicimde AB dogru pargasinin glin aranidir, Zoer daha dzel olarak AL = 2 = 1 clarak
alinirsa, aliin oran bu halde

X =

=

{¥5=1) = 0.5180353¢%..
say'si aluy.

Simdi bu x ife gasterilen altin orarini Euclides'in gizdigl yoniemie cizelim.

AB = 2 gisun. B noksasindan AE dogrusuna 3E = & dikmesini gikalim. AB dog-
) parcastnin orta noktas) P olsun. Simd! P maikezii ve PE = = yangapl pember AR
dogrusunun uzantisinl Q noktasinda kessin. 2 merkezli ve BQ yancapl cember AR
dogru parcasint G naktasinda kessin, BQ = BO = 1 uzunludu AE dodru pargasinin
allin orant ve G nektas da bu AR dogrnl parcasinm akin kesimidir,

Altir oranlar Uzerine malematik tarihi hoyunca cok sayida yazilar yazilmisir, Al
iin oran ve aliin kesim Euclides’in Elements isimil dizisinin V1. kitalinda da :sienmistr
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Euclides bu aitin kesimi pergel ve cetvelle cizerek bu noktall ve bu uzuniugu geamstril
olarak gizmistir. Oyleyse altin oranlar pergel ve ceivelle ¢izilebilir

Kenarlan 3, 4, 5, 8, 15 va da bunlarin iki katl kenar sayili gevrel poligoniarin ¢i-
zimi Yunanhlar tarafindan biflinivardu. Cizilebilen n kenarli dizglin cevrel paligonunu
gizonitne alalim. Bu dizgln poligonun merkezdek bir acis! 360/n derecedir. Burada
dizgln yedigenin ilk ¢izilemeyen poligon oldugunu hermen belirtelim,

Ornedin, bes kenarli diizglin cokgeni cizelim. Bu haldski cizimin nasil yapildigini
az senra gosterecegdiz. Clnky bu gizim 6zel bir yontemie gizilir, Oyleyse diizglin bes-
genin merkezdekl bir agis| 380%5 = 72° olur. Bu halde olugturulan merkezdeki agtlar
yeimis ikiser derece olmalidir. Buna giire dlizgiin besgeni cizmeyle 72° olan aciy
gizme prablemi aymdiy ve birbirlerine esdegerdir. Ses ve on kenarh dizgiin gokgenler
bu yantemle gizllir,

Pl /,7 R o g
x'// // \ = H::}
£ \ el
[/ L L \
Vi ¢ |
\\ / 7ga \\ fl
\ / S ;"/
\ k\\\l f‘f ///7\(
‘Q‘,aél_.—"'_{/’ e 7

Euclides’in 1V, kitabiin 10, ve 11. dnermelesi tepe agisi 36° ve taban agilan 72°
ve 72° alan ikizkenar Uggen! ya da bu acilart cizmek, dizglin besgen ya da dizgin
ongeni cizmeye esgederdir.
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Simdt Euchiges bu gizimler nasii vapmistiry Omu gdsterelim. Burada ddzoun
besgen! ve ongeni gizecediz. Burada dizgin beggent gizdikien sonra ongeni gizmek
kolaydir. Clnkd dizgiin beggenin agl ortaylan cizilirse dlzgiin cokgen buradan elde
edilir,

olan x{x + a) = a” bicimindeki ikinci derece denkiemini ¢dzelim. Bu da, biraz énce va-
pildifl gibf AC = x denirse AB dogdru pargasimn C gibl altin nokiasinin bulunmast prob-
lemine esdegerdir. Biraz sonra gdsterecadimiz gibi bu x uzunlugu gevrel ditzgiin on-
genin bir kenartrn uzunludu olacaktir. Buna esdeder olarak, x uzuniugu AB = a ya-
neaph cember Gzerinde bir kiristir. Bu kiristen bu dairede tam on tane vardir ve timd
birbirine esittir.

e

LBD kizkenar Gegenini gizelim, BD
= x wlacak sekilde C nokiasini bula-

i Iy
X a-¥
VE D
AB _ AC
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oraniifan yazilir. AB = AD ve AC = DE oldukiarindan

AD _ DB

DE =~ CB

yazilir. Diger yandan, ikizkenar Uggenlerden dolay: < ABD = 3 = < ABD aidukiar agik-
tir. TUm burilarin sanucu olarak, ADE ve CBD lcgenler birbirine benzerdir. Buna bag-
It clarak < DAB = [} = « CDE olacagd) benzer Ucgenlerden stylenir. Ayrica, <« DCE =

o =< UBC olur ve buradan CO = DE = x yazilir. Yine < ADC = = < BAD aldukiar,
ACD ikizkenar (cgeninden sdylenebilir. Buraya kadar olan islemlerden scnra senuca
gidebiliriz. DAB dggeninin ig acllan toplam) iki dik ag) oldugundan

180° = <DAR + <ADB + <DBA
=04+ k4o
=f+2B+20

Ve

180"
e
P &
yaziir. BD Kirisi merkezde 36 dereceiik bir aci altinda gdrdldiginden bunun glbi on
tane 36 derscelik agi bir tam a1 yani 360 derecelik bir agt yapar. Bdylece, BD kirisinden

birbirine esit on tane kirs vardir, Boylecs, pergel ve cetvelle cevrel cemberli dilzglin
ongen cizilmis clunur.

Cngenin kenarlarini ikiser ikiser birlestirirsek dizgln baggen ve diizgln tesgenin
riseleri de art arda karsihkl olarak oirlestirilivse yildiz cizilmis olunur.

Seldllers dikkat edilirse yildizin iginde yeniden dizalin bir besgen olusur. Bu se-
kilde devam ederek i¢ ige diizglin yildiz ve dizgiin besgenierin cizimleri art arda de-
vam eder,

/// 5 Z b L // /
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Sonug olarak 72°, 3€° olan actlarla buniarnin yarlar ve iki katlan da pergel ve
cetvelle cizilehilirdir. SUphesiz by yarllamalar ve ikiye katamalar devarn etiirilebilir.

Dizgun besgenin ve yildizin gizimi Plsagorcuiara cok cekicl galmis, hasiaring
gitmig ve gozleting ¢ok giizel gorindtgu icin yildiz! kendilering bir simge ve gizli bir
isaret olarak segmislerdir. Daha sonra yildizi Ibraniier bayrakiannda bir isaret olaral
koymuslar ve kullanmislardir. Yildiz isaretl bizim Tlirk devletlarinin bayraklannda da
kullamimistir. Bugln hala yndiz isareti bizirn bayratimizda vardir.

Yalniz, yildizin gizirnl ya da dijzgiin besgenin gizimi Euclides'ien dnce Pisagorsular
tarafindan yapiliyor ve ¢ok iyi bilivorlardi. Yuran geometr tarifigisi ve matematikgisi
Eucoxus'un (1. O. 370) yazdikiarina gére, Evclidas'ten &ncekiler, drnedin Eflatun (I
(0. 428 - 348) ve digerleri ok sayida Yunan teoremlesini ve altin kesimlerini biliyoriard,
Daha énce belirtigimiz gibl, Euclides'in Elements isimil kitabi Euclides’in o dizenl
ve giize| yazma diliyle ancekileri ve kendi yaptiklari ile sahane bir vapit olarak kargimiza
cikmighir,

Euclides'in oiraz dana disina cikararak bazl eklemeler yagabiliniz. Ik Pisagorcular
her sey sayidir demelerine karsi, x° = 2 denkleminin rasyonel sayilar kiimesinde
cdzumd yektur divorlardi. Bu iginden gikiimaz durum icin saytarn geometrik dogri
parcalari biciminde gosterdiler, Kareli sayilan da alaniar clarak gasisrmeyi denediley,
Boylece sayilara geomelnk bir kihif dikmig aldular.

Dodgru parcas) ya ta alanlarla gosierilen Yunan geometrik cebirl, Euclides’in i
kitabinca igienmekiedir. Burada uygulama olarak

¥x+a)=b% x(x-a)=h’ v xl@a—-x=p

ikinci derece denklemlerini dogru pargalari ve aianlar cinsinden geometrik viarak x
degerierini cizimektir. Dikkat edilirse bu geometrik gizimler sergel ve cetvelle yapilmakiz
ve sayisal bir degere varilamamakiadir. Buradaki goziimler birer geometnik uygulamadir
Coziimde de alanlar kullamimakiadiv. Aslinda geometrik ve alaniar kullamiarak yapilan
bu ¢oztimler Babillilerin daha 6rice yaptikar cehirsel yolla aynidir. Yunanllarla Babilliler
arasindaki tek fark, Babilliler ikinci derece denkieminin kiklerinin hesabindz sayilarin
kargkdkler| tam olarak bulunabiliyorsa ¢oziml abyorlardi. Oysa Yunanliar karesokin
tam olarak hesaplanmasina bakmadan cozliml geometrik cizimle bir dogru parcas
e olga bir dofru parcas) olarzk gizimle auiunabiliyordu. Bu nedenle (king dersce
denkleminin kakiernin irrasyonel aimas! Yunanblar icin bir serun degildir. Onlann o
zmileri gercel sayilar cisminde fakat degerlen negalif degildi. Onlara gdre ikinc: ders-
ce denkleminin KOkl bir dogru parcasmin uzunlugu ile gosterilebileceginden, uzurniuk
negatii olamazdi. Bu gz Yunanhiann cebirse! geametrierinivt zayihigydi.
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Pergel ve cetvelle tizilebilen bazi rasyonel clmayarn
sayilar bu bicimisrds gizllabiliyeordci.

Yunan matematgi de énceki maternaitkerde aiaugu gib geomeirik cebirde cabir-
sel gasterimler kullandmiyordu. Bu sadece Yunanilara 6zoi bir noksanhk degildi. Arit-
metik ve cebirde isarsiledn kulizrilmasi or alting: vizyilda kullaniimayz baglanmigtir.
Bu yiizyllarda negalii rasyone! sayilar ve 21y sayist bile stemeye istameye kullanimistir.
Fakat irrasyonel sayilara pek yanasmamiglar, oniarin gargel bir say olmadigim Mic-
hael Stifel (1486 - 1567), Arithmetica Iniegra (1544} isimli kitabinda yvazvordu, Bu
kitapta sensuzun da sayi oimadidi yazilmisti. lrasvonel sayilar ancak geometric gés
terimlerden badimsiz olarak 1800 yillarnin sonlanna dogru kenai Gzine kavusgtu,
Ozellikie Richard Dedsking (1831 - 1518), 1872 yiinda vaymladig: Centinuity and
lrrational Numbers isimil vazyla, irrasyornel sayllann gecmetrideti bagimsiz olarak
otusturulmasimi gdsiardi.

Diickat edilirse Eucliges'in b, kiiakindaki 5. ve &. dnermeler ikincl derece denkle-
minin kokierinin geometik kir cizimle nasil sulunacaging gdstermekizsdir. Yari bu vzun-
lugu ya da k6kil diger bir deyimle ikinci derece denkleminin sayisal gozidmdnd verme-
mekiedir. Bize geometrik cizimden cok bu kikiin sayisal deger gerekil. Simai Euclides'in
vapuklarint sayisal dederlere nasil ulagtiriiabiliriz? Va da Babillilerin vapid gibi nasl
kullanabiliriz?
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AB = b olsun. AC = BC = b/2 olarak alinsin. DB = x olarak gésterilsin. Bu halde
5. dnerms

| 2 P
(b—x\x-rt%-x)%%) (1)
olarak yazilabilir. Ayrica 6. énerme de
(b= x)x +(Q)E = (Q + x)2 (2)
By 12 i

olarak ifade edileoilir. Buna gére bx —x*=¢ yada (b—x) % =¢ olan ikinci derece
denklemi, (1) ifadesi kullanilarak

2

(-] ~(8] -

biciminde yazilir. Buradan bilinmeyen x degeri

cab_ e
e (2)"

olarak bulunur. Bu da Babillilerde oldugu gibi katsayyiara bagh sayisal bir cozimalr,

Benzer yolla. bx + x* = ¢ yada (b+ %)x = ¢ bigimindeki ikinci derece denklemi
icin (2} ifadesi kullamifirsa
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yada

veya

olarak yvazili. Dikkat edilirse bu da tomliyie cebirsel bir itadedir.

Eugclides'in Il. Kitabindak: 8. énerma buglnkl modern gisterimlerle

/%}

;s.,
mlc:r

dzdesliginin gosteriimesine avrilimistir. Euclides burada AB dogtu parcasing x vey
gibi esif ya da esit olmayan ikl pargaya ayiriyor, Bu pargalarm karelerinin toplamimin,
bu parcalarin toplaminin yarsinin Karesinin iki kati ile farklarinin yarisinin karesinin
iki katimin toplamina esit oldugunu ispatlivor. Babililer bu sonucu, x —y = b ve ¥° +
y? = ¢ olan denklem sisleminin ¢bziiminde kuilanmiglardir, Fakat Euclides buradaki
ispatinda Bablllilerden bir ceviri yapmamig, kendi kitabindaki 5 ve 8. dnermelert kul-
lanarak isin icine Pisagor tearemini de sakmus ve cozumil geometrik cizimlerle gdster-
mistir. Onunecu dnermesi de ayni diisiince yontemiyle cizimle gosterilmistir. Bu geo-
melrik cizimle yapilan ¢oziimler Euclides’s ve Yunanhlara Szgudlr. Euclides, bu gizim-
leri ikinci derece denkleminin cozlimlerinde kullandigini sdylememis ve boyle bir tne-
ride de bulunmamisiir. O halde Euclides bu weoremlerle neler yapmak istemis ya da
ne demak istemistir? Bu soruya vanit vermek oldukea giicitir. Cinki bu 9. onerme
kitaplarinda daha sonra kullanilmamighir. Belki Bakillilerin bu 8zdesligini geometrik
cizimle kanitlamaya calismistiv. Oysa 6. dnermasinl 11. anermenin ispatindza kullanmisir

Euchides'in il kitabingaki 11, nerme sdyledir. AB = a olan dodru parcasi H nok-
ias! lle ki parcava ayrihyor. Bu halde AH =x denirse BH = a — x olur. Bu halde AB
% HE = {AH)® ofur, Sekilde goriilen taral alaniar birkirine esitlit. AR x HB = (AH)® ifa
desi

al@a—x)=x" vada ¥ +rax=2a°

ikinci derece derkiemlerine esdedeidin.



BUCLIOBS MATEMATIG 375

formulline esdeger kemutlarla cozmuslerdi. Aslinda Euclides’in ¢izimi ou fermdle ber-
zerdir.

Euclides dnece ABDC karesini gizer Sonva AC dogru pargasinimn origs) olan B

nekiasi ile B késesin! birlestirir. Bundan sonra gekilde oldugu gibi AH kenarll AHGF
seklinin bir kare olacadini gdsierecaktir. Pisagor ieoramina gére,

EB = \/ (g\“ 5

oldugu hemen yazilir. Simdi E merkezli ve BE yancaph cember gizelim. Bu gcember
CA uzanhsinl F noktasinda kessin. Yani BE = EF olur, BE ~ a/2 = EF — a/2 = x oldu-
gundan HGFA sekli x = AH = FA kenarl bir kare olur. Bdylece 11. Gnermeds

ala—-x)=x" yada x*+ax=2a"

denkleminin ctizlimine esdeder x = AH uzunlugu ¥ = AH = AF olarak geornefrik yaolia
oizilmis olupur, Euclides'in burada Babilliierin kullancig!

/

_ /{a¥. » @&
y(E) 2

picimindeki formule geometrik gizim gibi bir kil bulmusiur, Gizimi de peigel ve cetvelle
yapiimis, orjinaldir. Biylece Euclides &, &nermeyi kullanarak x = AH = AF degerinin
bu tkineci derece denkleminin kékil oicugunu sadece sagiadigin gésiermak kalivor.
Bunu da yaprstir,
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Euclides bu onermeyi V. kitapia 30. Grnak olarak yine cézmistilr. Burada oria
arantl 6zelligini kulanmistir

Bunur igin AR dogru parcass varilsin. AR : AH = AH : HB olagak bicimde H nokta-
sing oulacagiz. Bu dzellig cebirse! olarak vazarsak a - x = x ; {a— %) olur. Bu da oria
arantili oima demektlr. Bu da a(a— x) = »* ya da x° + ax = a° bigimindeki ikinci darece
denklemine esdegerdir. Buradaki a : x orant (v5 + *)/2 olan altinh orana esittir. Buradan
AH = AF = x degeri hesaplanakilir,

Eucligies’in bu hesaplamaian aynl zamanda bu tlr ikincl derece denklemlerinin
cehirzel ve cizimsel cézimleri olur.

Euclides [l. kitabinda

t. did+c+d4...)=abract+ad+. ..
2. {a+bla+{a+blb=(a+b)
3 (a+ba=sgh+a’
4 (a+by’=a”+b"+2ab,
5. ab+ {% (a+b)— b}l{é—(a + b)}é,
(o + B) (e B) + B = 2,
6. (2a+b)b+a’=(a+b)
(o + B) (B—ctj + % =[P,
7. (84 b)®+a°=2(a+bja+ b
o? + BP=20B + (a—B)%
8. 4(a+bla+b?={(a+h}+a)
4o + {o - B)° = (o + )7,

{%{a 4 t:;)}2 5 {%{a +by— bﬂ,

(@ + B)° + (@—B)* = 20 + ),
10. (22 + b + 0% =2{a° + (a + b)?},
fors BE 4 (B—0)® = 200 = B7)

9. a4 b*=2

bicimlerindekl 6zdeslikleri geometrii cebir véntemiyle gbstermistiv. Ayrica, vine bu [k
kitakinda 5. ve €. Snermeleriyle

IR —

veva ax+ =0 yadadl’
ya ax+ y { s

a1

X+y=2a

ax—x" =b” ya da{ ;
% | xy=1b?

™
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tiriindel 1xinc derece senklamierini geomelik gizimlere cozmuistin 1. ile 8. Snermelar
arasinda hep geometnk sekilier kuilanmis ve geemeliik yolla onermeler: ispatiamistir
I1. kitabin 9. ve 10. énermeleri kenar ve gap olan savilar igin 2x° — y* = £1 denklermini
saglavan tamsays gittiennin bulunmastnia aynlmistr, ' kifabin 13, ve 14, dnermeleri

ra

Xrav=9"> ve % =ab

tirandek! ikinc! derece denklemierinin geomelrik volla chzlmlerini vermistir. 12, ve
12, Bnermelen kenarlar a, tx ve ¢ olan Gegen igin bugun kosintis tearemi ismiyle bili-
nen
2% = % 4 o7 - 2bocosA

bicimindeki formule esdefsr farmill yazarak ispatlamishir.

Euclidas’in cox kullamizn iki earemi vardir. Simdi onlan tanitahm.

Dik agie1 A kdgesinde bulunan bir ABC dik Oggeninin A kbsesinden hipotentse
inilen dikmsnin ayad H clsun. Bu halde hipotenize ajt yikseklik hipotenus zenn-

de ayirdigr parcafar arasinda orta oranblidi. Diger bir deyimle, AH = h, BH = p ve
HC = g denirse h® = pr olur. Buna daha ¢ok 1, Euclides feoremi denir.

ABH ile ACH dik uggenleri birbirine benzerdir. Benzer liggenlerde karstil: ke-
narlar oranbh olacag:ndan

bh_ D
g h
yazilir. Buradan icler ve dislar carpimi vapilirsa h* = pe alarak bulunur.

Yine yukaridaki dik degenlerden A2H ve AHC dik degenleri ABC dik Gggenine
benzerdir. ABH ve ABC dik Legenlerinin benzerliklerindan



bwd
~k
=
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oo

c
a
yazilir. Buradan ¢ = ap galir,

Benzer olarak AHC ve ABC henzer dik lggenlerinden

g_b
B e

yazilir. Buradan b® = ag geliv. Bunlara ikinci Euciides teoremileri ismi verilir
¢* = anve b* = ag

asiilikiar! taraf tarafa topianirsa 6%+ c* =ap+ag=a (p+q) = aa = a° olan Pisagor
teoremi de buradan degisik bir yéntemle ispatlanmis olunus, Oykiye gére bu sonucu
Euclides esek (zerinde yoleulugu sirasinda elde attiqi icin buna essk baijintisl vakis-
tirmas| yapaniar da vardir.

Fuchides'in birinc ve kind teoremleri kullaniarak pergel ve cetvelie bazi geometrik
sekillerin karelestirlmesi olanakidir. Clinkl bir dik Uggenin hipetendse ait ylksekidin
hipotenis Uzerinde ayirdigl parcalar p ve g oisun. Simdi p ve g kenail bir dikdorigeni
gézénine alalim. Birinc! Euclides tesraming gére pqg = h? oldugundan. alan: oy olan
dikdorigenin alani bir kenarl h olan karenin alanina esit olur.

Ikini Euclides teoremi kulianilarak da bir dikdértgenin alan karelestirilebilir. ABC
dik licgeninde ap = ¢® vadaaq =b" cidugundan kenarian p ve a olarak verilen bir
dikdértgenin ap alar ©° olacagindan bu halde karenin biv kenar b olur. Bunun icin
gizim yaprak kolaydir. Burada A dik kigeli ABC dik Uegeni cizilir Hipatentsa AH dik-
mest indirlin, BC =g olsun. BH kenan Uzerne pir keran p ve diger kenar da a olan
gikdorigeni cizeriz. Bu cikdbrigenin alant ap = ¢ clacadindan & ve p kenari dikdbrige-
riin alaning asil olan karaain bir kenars ¢ olarak bulunug,
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Once ABC dik Uggenini gizeriz. Kenarlar p ve a olan dikdérigeni sekilde oldugu
gibi yerlestiririz. Bundan sonra ap = ¢? bagintismdan ¢ kenari bulunur.

ap

Benzer olarak kenarlari ¢ ve a olan dikdbrigen sekildeki gibi yerlestirilir. ag = b?
oldugjundan b kenart bulunur. Dikkat edilirse buralardaki tim cizimier pergel ve cetvelle
yapimistir.

Bu sekilden, yani Euclides'in ikinci teoreminden Pisagor badintisi hemen gergek-
lgnir.

Simdi, Euclides’in bu bagintiiannt kulianarak bazi geometrik sekillerin karatestisii-
melerini agiklayaiim.

Kenarlarl a ve b olan A = ab alanh bir dikddrigenin birinci ve ikinct Euclides ba-
gintilanyla nasil karelestirilecedini biraz 6nce yaptik. Bundan bdyle verilen bir geametrik
seklin dikdértgene cevrilmesi yeterli olacaktir.

Once paralel kenar karelestirelim. ABCD paralel kenarinin C ve D kégelerinden
AB kenanna sirasiyla E ve F dikmelerini inelim. Yeni olugan DFEC sekli bir dikddrnigen
Slur, Bu dikddrigent de birine! va da ikinci Euclides teoremiyie kareiestirebiliriz.

Herhang: bir cgeni de karelestirmeic olanakiidin, Clnkd ABC ggeninin AB ve
AL kenartarivin ontz ackiaian sirasiyla E ve F oisun. EF dodru parcas) BC tapanina
paraieldir. C nokiasinogan BA dogrusuna bir paralel gizilin. EF ile CG dogrulannim ke-
sim ncktas! G olsun, Bu halde ABC {ggeninin alart BCGE paralei kenarninin alanina
osit olur. Paralet kenartn alani da dnce dikddrtgene, sonrada kareye cevrilin, Boylece,
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daire ve elips digindak diizlemse! geometrik sexiller Uogenlenebildideri ictn by sekillsr
arelestitlebilir. Bunlar teker teker sz deneyiniz.

Bir Gggenin ki kenarnin toplam Gednei kenardan boylk ve fark kiigiikill dner-
mesi Euclides'in |. kitabinda vardir, Bu Srerme cok agik oldugu icin Euclides ispatia-
miarmistil.

Euclides'in birinci kitabl tanimlar, aksivomlar ve pastilatlarla baslar. Birinci kitab
ve digerleri bunlari izler, Aslinda Euclides'in bu dizi kitaplan dunya icin sahane kitap-
lardir. icinde bogluklari olmasi oldukea dodaldir. Tartigma géiliiven konulan da vardir
ama yine de yapilanlar yaninda bu bosgluklar: kitabin kendizini kilgliltemez.

Simdi, Euclides'in |. kitabnda gecen baz) driermeler) yazalim.

¢. Onerme: Bir ucgenin ki agis: esise, bu agilar karsisinda bulunan kenarlar
birbirine esillir. Bu nermenin Ispaiinda Euclidss alinayan ergi yoniemini kulkarmmsiis.
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15, Gnerme: Ters agilar birbitlsrine esiftir.

/// s
A/" \

17. Onerme: Bir Uggenin ik ic agisinin toplami iki gk agidan kilglikiar. Buna bag-
I olarak, bir Gggenin iki i acisimin toplam, bu acilzra kamsu oimayan dis acisina
esittir.

H“\\\% 8

18. Onerme: Bif liggende blyik kenar karsisindaki agi daha biiytktin. Tersine
kiletik kenar karsisindaki a¢i daha kigiktir.

26. Onerme: [kl Uggende KAK, AKA, KKK ve KKA bagintilar: bulunan {icgenler
birbirlerine esittir. Yalmz, KKA bagintisinda blyik kenar kargisindaki agi verilmelidir.

A
Y " o3 7

2. Gnerme: (ki parale! dogru tcunct bir dogru farafindan kesilince kesenin bir
vamnda kalan iki ic agmin foplami iki dik agidir, Onermenin tersl de dogrudur,
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23. Onerme: Bir dérigerin karsilikli iki kenan birbirlerine esit ve paralelse, diger
iki kenar da esit ve paralel oluy.

3
£

35. Gnerme: Bir ortak tabanl ki paralel kenar ayn paralel kenarlar arasinde
kalivorsa, bu paralel kenarlann aianlan birbirine esittir. Ya da ortak taban! iki paralel
kenarn vikseklikler esilse bu paralel kenarlann alanlan birsirine esittir.

37. Onerme: ki paralel dogru arasinda kalan ayni tabanli licgenierin alanlar:
birbirine esittir. Ya da, ayni tabanl ve ayni yilkseklikli Gegenlerin alanlan birbirlerine
esiitir.

E A 9] F
P A
by £
i ‘ A |
N, B 1
% :,\ % Y
3 | /"' \\x ".,_
v B A
£ “‘\ III
it g

41, Onetime: ik paraiel dogru arasinda kalan avn isban! bir Uegenle bir paralel
kanarin alani, degenin alarmnin ikl kating esittic. Ayni tabanl ve ayni ylkseklikli bir oa-
ralel keniarin alan: degenin alaninin ikl katina esittir.
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Papus (320): ABC Gogeni dik olaun ya ds dik olmaen, Pizagor iscromi genelies-
triletiiir,

ABC hernang bir tgoen oisun. Sexilde odilldiga gibi ABDE ve ACFG, sirasivla
AB ve AC kenarian lzennde kavhiiki paralsl kenarolsun, DE e FG dediufanmn
dzanilarn H nokiasinga kesissin, BL= HA ve BLYHA alakm. Bu halae alanlar vigrak
BLMC = ABDE + ACFG clur. Yol gésterme: Once HA, Bl ve MC dodruanin: uzannz.
Bunizrin ligii degruiar K, H, R, & ve J noktaiannda kestigivi kaoul edelinm. 25, dner-
meye gore ABDE ve ABKH parzlel kensrlan esidin Benzer olarak ACFG ve ACJIH
paralel kenatlan da esitir. Buradan sonuea gidebilinz,

Fisanor tgoreminin asagidalki sekillere cavali olarak ispan Habit bin Kura'ya
(826 - 907) aittir.

7 =
/// | it a7
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‘Yukanidaki sekle dayvali Fisagor teoreminin ispal: Leonardo da Vinc! (1452 - 1519)
taratindan veriimistr.

Herhangi bir n pozitit tamsayisi igin vn sayismin gizimini Yunanliar bitiyordu.

Sekilce gorildugl gibi AB = nve BC = 1 olarak aialim. AC capli cember gizelim.
E nokiasindan AC dogrusuna BD dikmesini gikarahm. Bu dikmenin AC capl varim
cembperi kestigi nokia D olsun. Capi géren cevre agi dildiv. ADB ile DBC dik Uggenieri
henzer olduklarindan BE = h denirse,

yazilir. igler ve dislar carpimi yapilirsa 1® = nve h =vn alarak bulunur ve cizilir. BD
= i = v cleugunu birinci Euclides teoreminder sdyleyehilirdik,

Euclides'tn biringl Xitabi iiging snermelerle doludur. Ornedin, 1. kitabin 1. Bnermest,
Bir kenarimin uzunlugu veriien eskenar degenin pergel ve cetvelle gizimi yaplmakiadir.
B cizim igin venlen dogru parcas! AB clsun. A merkezii ve AB yancapli cember ile
2 merkezl ve BA vangapl cemberierin kesim noktasi © vlsun, Yapigaplann vzunluklarn
avm alduklanndan ARG Uggeni eskenar bir (icgendir. Egkenar degenin gok dzelligi
vardis Bir eskenar lggende agiortay, kenaroriay, yikseklik ve kenar ora dikmeleri
cakisir. I agtiarimn her bi altmisar derscedir.
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i. Kitabin 2. Bnermesi, veriien bir dogruva disindaki bir nolktadan parale: o dog-
runun gizimi problemidic Mokta ife cogra herbangl bir dogru ite birlestinir Yondes
agilann esitligi kullarsiarak bu iki dogiu arasindax ag: nowia dzerndz gizimie @ghr
Yeni giziten acirin kenarl verilen dofiuya parale) o Ayaca, bit degru parcasing esii
uzunluia Bir dogru pargasinin gizimi, bir agive esit olan biv agiim gizirmi ve fise yilla-
nnda tgrencilere Bgratiten diger ¢izim probiarmiar oo Kiapta Lzun uzun incelenmigti.

Euclides'in [l Kitab( yine lise yillarindar: pildigim z Snermelerie dojurdur, Cember,
daire, kiris, ic ve dig acilar, bu acilar arasindak: iligkiler. cap, gevre, kasen, isgeller
ve cembenierin kesisimien gibi bir cizi dzellikler incelenir Aslinda i, kitaptaki kenutat
Fisagoreuiar tarafindar bulunmug ve incelenmis konulardir. Fuclides buniar yeniden
telli bir maniik dizzeni iwinde kenai glizel amatmh dilivie naredayse cilalavarak sur-
mustur, Bu kitabin dirdiincl blimiinde Uni Tg probieme yer vestimistin. Yani, verien
it agmin pergel ve ceivelle Ue esii pargaya balinmesi, KUpLn katlanmas! va cairenin
karelestinlmesi prablemland 10in aysinvilan ile anlatilnms, ona kadar vam'an gahismaiara
yer verlmistir. Fakat kendisi de b inid Gg problemin gézlimbntin olznaksiz oldugunu
zanitayamamigtin, © da Lindemann'a {1852 - 1939} kadar beklemek zorunda Kalrmigtin.

Simdi 1. kitapter bazi lan e varelim,

2. least, cemzere bir nokiadza deden s ca wesen bir dogrudi:
3. Caire kegmasi, air Kirisle cemberin arasinda sz2lar bolasdir

#. Cember (izetinde konuzlanmis aptlara cevie agi danir ve bu cevre agi bir kirg
werafingan gdrillir. Mer<ezde konuslznimis zoya merkez agl deni.

Merkez agl karsisindaki gbrdigu cember yay ile slglibr. Aym yayi goren gevre
agl, ayn| yayl géren merkez agirin vanisina esiiiic Yani, cevre agr gérdlgii yayin yari-
st lle Blgiidr. Tegelle kiris arasinda kalan aciya tadel ki ag denir. Ayes yay: gbred
iagel kiris aglyla cavre ag birbifine esitiir. Yani. 2yr yayi goren tager Kiris agis) ayn:
yay| goren merkez aginin yarnsina asittir,

Ay merkezll ve aymi gapl carcberter cakisin Avni yancap cemberler egitiic
Tersing egii cemberlern caplan ve yvangaplan tirbirderne 2ailis, Yuranhla: ve Zuclides
her nedense yargap deyimini sullanmamislacdi . Dap, merkszdan gecen en blvilk
kirise danii Yaccap da, merkszl gembare birlestiran aodrd parcasinin uzuriugucur
S kinglenn gdrdlgn yaylar esiis. Tersine esii yavianic gdraadd Kirslar sgatic. Esi
iarsier merkezs ot bzaklikiadic. Tersing, merkedsn agil vzekhixta bunnan kinsier
eailtl Avini ézallikier daire kesmeiar icin de dodructr, Bavlk Kirisin kargisinaad yay
gaf@ auyikils Sivilk kirs merkeze dzha vagmdir Avne seylen daire sesmelen gin
da sdyigvebiling Biniar hap bires Smerme olarak Buclides'te vardir, Bunlain timi
teker ipke ispallanmisiir, Capin gordlgl vaya yanm gember deniy. Cap) gdren gevrs
agt dikiir. Bu 8nerme uclides matematitinds cok kullanilir.
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11}, kitapta son tamm daire dilimi hakkindadir Merkezoen gegen ik 1310 e gember
arasinda kalan bblgeye daire dilimi veya daire karnas: denir. Daire diliminin alani, ya-
yiin uzunlugu ile vancapin garpirminin yarising esitlie. Euclides, sendinden énee ge-
len matematkgilern geleneklerne asin bir bigimde badlidir. Merkezden gegen gap
ve Kirisierle figiti 2anermelert 1.3, 4, 8 14 ve 5 numaralidir. 7. ve 8. dnermeler, gem-
berin disindaki bir noktadan cizilen kesenter ve tegelere ilgilidic. Bir cemberin aigindaki
bir @ roktastndan P. A. Eve P, C. D kesenles iig PT tedeli srasinda PA.PE = PC.PD
= (PT)* bagintilar vardir. Bunlar bugtinki lise maiermatiginde cok ivi bilinen baginilard.
P noktast gemiberin igindes merkezden farkll bir nekia olarak ahnip ayni kasealer glzilse
yine benzer bagintilar yazile. 5., 6., 10., 11., 12, ve 13. dnermeler cemberlerin kesigim-
lerl, igien va da distan teget oimalari ile kesismedidi hallerde bunlaria ilgih problemierte
ilgilidir, 16 5ie 12 numaralar arasindaki Gnermeler. tegetier iedel clamleri. egetlerin
ozellikieri ve bunlarin gdérdugil yvaylana ligili oroblemlercir,

Yanm cembenn gorddg: bilhnler agiya veya timleyenine bu ismi vermisierdi.
BUtunler aginin dzellikler bu kesimde 16, dnerme olarak verilmistc Taget kifls agl
hovnuza benzer ag ismiyle sdylenmistir, Teget kirie ag 31, dnermerle geger. Bundan
baska yarte Yunan matematginde pek kullaniimamestir. Fakat daha sonra bu ieget
kiris ag Clavius (1584 - 1812), Peleiarius, Vieia (1540 - 1603), Galilei (15564 - 1642)
ve Wallis {1616 - 1703} taratindan caha iyi Incelenmisir. 20 |le 34 numaral Enermelér
arasi. kinsler, merkez ve gevra agilar, ic ve dig acilar, bunlar arasindaki lliskilere ayri
mishir. . Kitabin 35., 36., ve 37. drermeieri Gnemli sen problemieridir. Yani, verilen
bir gemberin iginde ya da cisinda bir O nokias) verilince bu noktadan gecen bir kesen
gember 2 ve O noktaiannda kesiyorsa OP . QQ garpimi sabittir, O noktasi digarda
ise OF . OQ = (OT)? bigimindeki iegetin karesine esit olur.

Eucliges’in IV. sitabinda Fisagorculann oerge! ve cevelle cizdikieri dlzgin dg,
ddrl, bas, alll ve cn besgenierin gizimi yeniden ele atnmishr. Euclides'in pergel ve
cetveli lie kenarlan 27, 3(2%), 5(2") ve 15 (2") olan dizgin cokgenler sizilebilir. Orme-
din, 0, v ve & pozitif tamsayilar igin n = rs olsun. Eger dizabn m - geni gizitebiliyGrsa
dizglin v - gen ve dilzgun - gan de Euclides zlelieriviz gizilabilir,

Dizgdr yirmi yedigen Euclides aletleryle ciziiemeaz. Buna karsin, 1 ve s savilar
aralannda asaisa ve dizgiin r - gen ve s - gen cizilenllivorsa rs duzgin cokgeni de
Euclides alsfiar e cizilsbilir

Kenar sayis) 3, 4, 5.8, 10, 12, 15 ve 16 olan diizgin cokgenlerin gizimler Euc-
fides matematiginde vard|, Bumiann conuny Pisagorcular cizmiglerd!. Hemen hemen
g selkizinc yiizytla kadar izimlen vapiabilen dizgiin cokgenler bunlavdi. 1786 yiin
da dizgin gokgenlerin cizmi ie jlgill kurar Aiman matematikel Carl Friediich Gauss
(1777 - 1855) gelistirdi. Duzgiin bir okgenin Euclides sraclaryla gizileoilmest icin ge-
rekli ve yeterl kosulun kenar sayisinin n = 0. 1, 2, 5, . . sayilan igin
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! |
fn) =25 41

onzasidii. Oreedinn =0, ¢ 2, 3vz 4 saylar icin fin) = 8, 5, 7, 887 va 85.537 dlizaln
cokgenier’ gizilehilin. Dikkal ediires bu saytann it asaidi. Fakat by forml win
dsal sayian vermez, Bunlzra sadace Fermzt 2s2] sayilar s varl;, Yuaankiar cane-
miride dizgun 17, 257 ve 85,537 kenarll diizgur: cokaenletin pergel ve cetvalle gizilis
cizilermnevecss: bilinmivardy

Fermat (16071 - 1865),

22" 5 4

pigimindeki sayilann asal cldukiaint saylemisti, Oysa Gauss (1777 - 1855}, n=5 ol
cuglnda bu sayinin cagpanianndan bitisinin 64 1 uldugunu gardi.

Dzgin on yedigenin cizimi igin cok zavida cabsma yaplmistiv. Hicheiol, 1832
viliricla kenar sayisl 257 olan dizgln gokgarin ¢ zimini yapi. Lingenli Profesor Herres
65.537 kenarl dizalin cokaenin gizim: gin yasaminin o yiin' vergl. Oysa 17 kerardi
dirzgtin gokgeni Gauss gizdidinds hendz 19 yasindayct Yagamint malematige adayar
Gauss'un bu duzgin on vedigeni, kendisinin isteq) Ozerdna dllnce mezarinim nasincald
taga kazinmas:n! istemig, fakat bu vasiyet hic bir zaran verine getiimemist. Oysa
bu dizgiin on yedigen Gauss'un dogum veri olan Brunawick'te hi* anim sdsiemiziir.

V. Kitabinim 16 dnermest dinyarnin dénme ekseninin 247 adik almasivia falidi.
3u ediklic 360 ceracenin or, beste byl kadardir.

Ozei clarak sdylenirse, Euclides'in IV, kitabi tartisma gottirmez oiarax Pisagor-
cuiardan derlenmistr.

Euclides’in V. kitabi daha cok oran ve orantiarn kagssamakiadir. Ortak Sledlebilis
ve artak dlzilemez dogrular, acilar, alanlar, hacimler, sayllal ve zamanlar buraca 1§-
lenmistir. Bu konuiar daka tnce Onidosiu Eudoxus tarafindan islenmisti. Euclides yi-
nie bu kilapta kendinden énce geien Yunanl miaiematikgilerinin vaptiklann ssndi yo-
ienedi lle yeriden kaleme alaral, duzeneyerek ve baz katkilar da yaparal yazddi Oran-
tilar kurmanty bir sonucu olarak Pisagoreuiar tarafindan kabol editmeayen iFrasyonel
sayiiar bu kitabin oneml konular: arasina girdi. Euciides’'n V. Kitabi gelecek igin mn-
gerr bir kiap olarak kaout edilir.

Simdi ¥ Witaptan bazt tanimlan aktarahm
. Bir buyUkiak bir buylkligon diger bir parcasindan ya bdyilr ya ca kuglkid,

2. Bir plyiiklik daha kigik olan bir biyadk|idin bailf bir ket
3. Oran. avni beriendi il buyukidgun birbirne bakimidlr,
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4. Buyiklikler arasinda bir oran vardir,
5, Buyikliklerin ayni oranda olmas: demel,

oo

L
=

olmas demektir. Yani, birinci bGyUkdigun Kinci biyiklige bolimo. Gelinedt biyikiidin
dérdtined buyiklige bollimine esit olmas demekiir,

G- Ayni bOyaklGkil oraniar orantihdrr,

7. Birinci blyiikl{igin ikinei plyikitge balimu, Gelined blyikIGGUn dérdinet
biyiklige bdliminden bliyikse birinci bdilime blydk kinci hallme de kicilk oran
denir.

#. Birdnci aran ikinci oranmn belli bir kat: ise birinciye kath oran ismi verilir.

§. Birinci oran ikincinin g kab ise, birinci orana ikincinin g kati aram denir.

Euciides’in bu oran ve orantilar kurami oldukea medern bir yaklasim ve degeri
her zaman bilinen bir dzellik olmusgtur. Bu cran ve granit daha sonra denklemler kura-
minda, baliimlerin Gzeiliklerinde, sayilar kuraminin dodasinda ve problem goziimlerinde
kacimlmaz birer arag olmusiur.

Simdi, V. Kilapla gecen oran ve orantlarla iigili cabgmalan yazabilisiz.

Lma+ b+ mes .. =m{Ea+b+ct. b

LMmasnNaEpat .=(MEn+0+ .8,

. MNEAMD+ME + .. ) + (N + 1l + Ne + ) = (men)a -+ (M + il + (M njc 4.,
a.b=c:disema:nb=mec :nd,

ma-mb=m(a-1n)

. ma«+ mh=mia-+a)

a=hisea:c=bc,

a=bissa:c>b ¢

a=bisec:a=c:b,

10. a>bigec:b=c:ave

0N O e p

o

. a:b=c:dvec d=g flsea p=g;folur

i2. a.b=cid=e f=..8ca;b=fa+c+e+.) {b+d+1f+.,) b
13. arb=c:diakatc:gdreiiisea b2 folun

i4. a'b=c:diseascicinb>d a=cicinb=dveax<ciginb<dolur.
15. 2. b=ma:mpo ol

Egera b=c:dise

16, a:c=b:a¥T.c:a=d:bvelf.b:a=d:colur
12 a:b=p:disefa-c (b-—d)=5:bve{c—a):({d-b)=4d:bolur
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22. a:b=d: eveb:c=riisea.c=d folr

23. a:b=e:fveb:c=d-eisea:c=4d folur

24, a:c=d:fveb c=e:iise(a+b) c=(d+e): folur

25. 4 . b=c:doranisindz a bu say(lan arasinda en buyik ve o de an kigikse

a+d>b+colur

Euclides'in V1. Kitabinda bu oran ve orant! gecmelriye ve geomelik uzuriukiara
tasinmistir. Bu kifapta yine Eudoxus'un yéntemleri kullznilmistir. Benzer liggenler,
oranitda Ucll verilince dérdinci orantinin geemetrik clarak bulunmasi, oria orantil
parganin buiunmas gibl problemier incelenmisiir, Bu kitabin Uctned bélimunde iking,
derece denklemlerinin geomeirik cézidmler yvapilmsstir. Bir Uggende ig agi tearem!
olargk bilinen ézellik bu kesimde meslenmistir, Yani, bir ABC (cgeninin A a¢tsinm ac
ortayi karsisindaki kenari D nokiasinda keserse BD : DC = AB : AC olur. Benzer ola-
rak AD dig agt ortayi BC kenanmin uzentisin D nokiasinda keserse ving DB : DC =
AD : AC olur. Pisagor teoreminin genellestiriimesi de bu kitzpta incelenmistir.

Euclides'in VI kitabinin bir 6zelligi de, daha Snceki Pisagoicular tarafindan bilin.
meyen, Eudoxus ve pnun dneiiied arafindan bilinen eran ve arantl konwiarinda baz:
yeniliklerin olmasidir. Fakat, Eudoxusgular oran ve orani konusunda fazla bilgiled
olmadig: igin bu ispallarda hataler yapmislardir. Bu hatzlara Euclides diismemis ve
ispatlari dogru oigimde yapmistir. Pisagorcular, ayni yiksekikli ve aym tabanli Gegen-
lerin alanian aymdir. Eudoxuseuiar, tabaniar ve ylksekliklen aym alan Gggenlearin
alantan esittir. Modern ders Kitaplar da ayn yilkseidlikl ild Gggenin tabar blylk olan
Uggenin alam dabia bilyikilr dive yazar.

Aym gibi gorunen bu dnermelerin ispatian bu gl larahingan farkl: bir gdrisle
yapilmistir. Fisagorculann irrasyonel sayilan kabul etmediaini hatirlatalim.

Aynmi tabani ve ayn yiksekliidi bir figgen ile paraiel kenann alanlar arasinda bir
oran vardir ve paralel kenarin aiani tiggenin alanmin ki katl olur. Bir gemberde farkl
merkez acllar tarafindan adrllen yaylar arasindaki oran, merkez acilar arasindalki
otena esiitir. Aym dnerme daire icin de séylenehilir. Bir dairede farkl daire dilimierinin
alantar arasindaki oran. gbrdigld merkez agilar arasindaki crana esitir.
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Thales teoremler orantdarla Euclides’in VI. kitabinda kargimiza cikar. ABC lgge-
ninin BC kenarina paraiel oiarak ¢izilen dofiru AB ve AC kenarlarnmni sirasiyla D ve
E nokialarinda keserse,

AD AE AD _AE

DB EC AB AC

biciminde biring Thales bagintist ve

AD _DE _AE
AB  BC ™ AC

bigiminde ikinci Thales bagintisi yeniden ontaya ¢ikar. Bu dért parcadan herhangi Ggl
verilince dordiincl pargayr bulabiliriz. Diger bir deyimie bu parcalar belli bir diizende
orantihdiriar. Bunlan kultanarak bir dogru parcasini beili oranlarda pargalara bélebiliriz.
Benzer Uggenlerin karsilikll kenarlarr orantihdir. Bir dik tiggende dik agidan hipotenls
tzerine inilen dikmenin ayirdid dik Gggenler baslangictaki dik {iggene benzer olduk-
farindan bu ¢ dik G¢genin kenarlan crantihdir. Bu orantilardan birinci ve ikingi Euclides
bagintilan elde edilir. Benzer Uggenlerde karsilikli kenarflar orantilidir. Tersine karsilikh
kenarlar orantih olan Gegenlerin karsilikh agitan egittir. Birinci ve ikinci Euclides badin-
tilariyta orta orantir olan dedru parcasinin uzunlugu buiunabifir. Ayni tabanl ve ayni
yUkseklikh bir l¢genle paralel kenann alantar orantihdir ve paralel kenarin alan d¢ge-
nir iki katidir. Esit agi paralel kenanarn alaniar orantilidir. Dértgenier dikddrigeniegtiriie-
Difir. Dikdarigenler de karelestirilebiliv. Bunu Pisagorcularda da géririiz. Pozitif ve ger-
cel kéki olan ikinci derece denklemlerinin geometrik yolla kdkln ¢izimi yapdabilir. Vi.
kitap bunlara benzer dnermelerle devam eder. Chiosiu Hipokrates'in ayciklar bir dik
Uggenin kenarlan Gzerine gizilmis ve karelestiriimelsri yapiimistir.

Euclides'in VIi., VIII. ve IX. kitaplart basit sayilar kurami Uzerinedir ve 102 &ner-
meden olugur. Once birim tanimlanir, Ardindan birimlerin olusturduguna say) denir
tanmimi gelir. Bir say! bir saywnin blylk ya da kiclik pargalarindan birisidir. Bliy(k sayi
kiiclik sayinin belli bir katidir. 1 ve kendisinden baska béleni olmayan sayiya asal sayi
denir. Ortak béleni olmayan sayilara aralarinda asal sayilar denir. Bir say baska bir
sayinin belli bir kati ise bu sayiva diger saymnin katidir denir. Bir sayinin pargalari ken-
disi tie orantibidir. Teksayiar, ciftsayilar. bilesik sayiar, tek bir say! iie tek bir saymin
toplam cift, ¢ift iki sayinin toplarmi ¢ift, tek bir sayi ile ¢ift bir sayinin toplami tek, cift
bir say! ile tek bir sayinmn ¢arprmi ¢ift, it bir sayi ile ¢ift bir sayinin carpim gift, tek
bir sayr ile tek bir sayinin carpimi tek, asal iki sayimin topiaminin ya da carpiminim
asal olmasi gerekmez. Ornedin 3 + 5 = 8 ve 3.5 = 15 sayilan asal degildir. Asal, arala-
rinda asal, bilegik sayi. kath sayilar, dizlem, kat, kare, kiip, benzer diziemsel sekiller,
benzer kah sayllar ve yetkin say! tamimlan éncelikle vapilarak drnekler veriimistir.
Orantilar kuramt Uzerine ¢ok sayida drnekler vardir.
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VI kitaptaki 1., 2. ve 3. dnermeler iki ya da daha fazla sayilann artak garpantarin
bulmaya ayridrmistir, Arafarinda asal olan sayilarn bir disinda ortak garpimr yoktur.
Y. idatapta dnemli olan bir problem de Euclidean algontmas: denen iki va da daha
fazla sayinm en kKiglk ortak katinm bulunmasidir. Sayrsal hesaplamalar, Pisagor teo-
remi, oranlann dzetlikleri ve sayilann tamet dzailiklert uzurs uzun bu Kitapia verilmistir,

Eclides'in V. kitaly daha ¢ok slrekli oranlar, aritmetik ve geometrik aranlar {izo-
tinedir. a:b=b:c=c:d ise a, b cvedsaylarn bir gecmetrik oran olusiuruer. a,
a+d, a+2d, ... dizisi aritmetik dizi, a, ar, ar?, ar’, ... de geomeitrik dizidir. Aritmetik dizi-
ge ait arda gelen iki terim arasindaki fark d sayisidrir, Geometrik dizide de bir sonraki
terirnin bir dnceki terime BOIUmMA r ortak sayisidirn. Geometrik ve ariimeiik diziler kullani-
larak iki say arasina arttmetik ve geometrik dizi olugiuracak bicimde d ve r sayilann
bulmaya ilgiii figing 6rnekier vardir,

1X. kitaptaki 14. édnerme aritmetidin temel tecremine ayninmustir. O da, birden b-
yUk her tamsay| tek bir bigimde asai sayilarin carpimi olarak yazilir. 35. dnerme n
tane 6gesi olan geometiik bir dizinin ierimlerinin toplamiyla igilidir. 36. dnerme kusur-
suz {perfect) sayiann dzelliklerini acikiar.

Euclides’in en glzel teoremierinden birisi asal saydarin sonsuz oluguyia lgilidir.
Bu teoremin ispall Euclides’e aittir. a, o, ..., k sonlu tane asal say: oisun. Asal sayilarin
sonlu fane oldugunu kabul edelim. P = a.b ... kvazilzin. Bu halde P + 1 sayist ya asal
va da asal dedildir. a, b, ..., k sawlarmin her biri asal olduklarindan P + 1 sayisi a,
D, ..., k sayilarinin her birinden daha blyik oldugu igin P + 1 sayist asal olamaz. P + 1
asal degilse bazi asal sayilar tarafindan bdlinebilir. P + 1 sayisinin asal carpanlarindan
birisi p olsun. Asal saytlarin timil sonlu ve a, b, ..., k sayilari olduklar igin p asal sa-
yist &, b, ..., k sayilanndan birist cimalidir. Oyleyse p sayist P saytsinin carpanlarindan
birisidir. Bunun sonucu olarak p > 1 oldugiu icin p sayisi P+ 1 sayisinl bdlemez. Bu
da bir celislidir. Bu geliski asal sayilarm sayisinmn sontu olarak alinmasindan ileti gei-
mistir. Bu geliski asal sayilarin sayisinin songuz olmasiyla kalkar.

Euclides'in X, kitabi irrasyonel sayiarla ilgilidiv. Yani bir dodru parcasmin uzunlugu
verilen bir dagru pargast ile ortak Slciilemeyen bir uzunluk frrasyonei bir sayi olarak
abnir, X, kitap. Euclides'in en olgun kitlabidir. Bunda tOm matematikciter ortak goriste-
dirler. Bu kitaptaki konularn bir kismi Theasetus (1. O. 375) tarafindan daha énce ya-
pimastie. Bazilan Euclides’s aittiv. Daha dncekilerde oldudu gibi dizenteme va glizel
sunus cuclides'e aittir.

Eucligesin XL, Xil. ve X1, kitaplan kaidarn geometrisi Uzerinadir. Bu kailar,
«lp, parale! pirizmalar. kdre. silindir, koni, kesik koni, piramit, kesik pirarit ve dozgan
katliar sekiinde siraianapiiiv. Tanmmiar, uzayde dodruiay, ddziemler ve katiar ile buntar
' remier seklinde sirgianabilln Paraie! yiizienin Szellikieri ve hacimlar]

arngdls. kUL Kitagte hacmlenn hesabindz kallg

pifan ilkeime ydriami
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dikkat cekicidir. XIil. kitapta kiire icine dlizglin besgenin yerlestiriimesi problemi ince-
lenmistir. Bazi 6zel katilann incelenmesi de yine son kitapia yer almistir.

Aslinda =uchdes tarafindan yvazilan Elements isimit kitaplarimin sayisi on Gt
Yazari belli olan iki kitap daha bu seriye ekienmistir. Béylece bu seri kitapiarin sayisi
onbese gikmigtir. XIV. kitap Hypsicles (1.O. 180} tarafindan yaziimistir. XV, kitap Milleti
Isidorus (532) tarafindan kaleme ahindigr sdylenir, Uclincll kitabin yazar belli degildir,

Euclides'in galigmalar bu on (¢ kitapla sinirl degildir. ileri matematik bilgileri
iceren kitaplan da vardir.

Euclides'in sayilar kurami (zerine clan calismalarn énemlidir. Simdi bu calismalarin
bazifarini tamitahm. Ozellikie VIL, VI ve IX. kitaplar aritmatikle ilgitidir ve 102 éner-
meden olusur. Kullandigi sayilar dodal ya da pozitif tamsayilardir, Euclides’in burada
kullandi§r aritmetik daha gok Pisagorcular tarafindan yaptianlardir. Fakat. Euclides'in
buradaki ustalig! didzen, dil ve belli bir mantik sirasinda konular: vermesidir. Sayiiar
kurami Uzerine olan ¢alismalar daha &nceki matematikgiler tarafindan bilinmesine
karsin gogunun ispatlar yazilt olarak zamanimiza kadar gelememistir. Bu &nermelerin
ispatlarint Euclides'te géririz. Ashnda Euclides'te bulunan teoremlerin éncekilere ait
olmasi Euclides'in matematikgiligine golge disirmez. Tersing buntar yazih olarak
zamanimiza kadar iletimesinde yapud: calisma bile yeterlidir. Bu kitaplara Euclides’in
cok seyler ekledigini de hemen belinteyim.

Euclides matematiksel isaretler kullanmamustir. Biz konunun daha iyi kavranmas
ve kolaylastinimas icin burada modern isaretleri kuilanacagiz. Omegin, Euclides sa-
yiiarr dogru pargasi, iki sayimin garpimmni dikddrtgen ve (ic sayinin garpimire da dikddr-
gen pirizma olarak almistir. ispatlari hep sdzlii difledir. Buglinkil modern isaretler ve
gdsterimler onun geometrisinde yoktur. VII., VIil. ve IX. kitaplarinda geometrik sekiller
gerekmedidi icin bu kitaplarda geometrik sekiiler kullaniimamistir. $6zI0 olarak diizlem-
sel ve katisal sayilar sdzcuklerini kullanmistir. Bunlar da iki ya da (¢ sayinin garpimi
anlamindadir.

Tamim : a= 0 olsun. b sayisinin a sayisina tam olarak béltinebilmesi demek,
b = ac olacak bigimde bazi ¢ tamsayisinin olmasi demektir. Biz bunu alb bigiminde
yazacadiz. Eger a sayisi b sayisimin bélmezse dlsey ¢izginin Gzerine bir ¢izgl cekeriz.
@rnegm 39 sayisi 13 sayisi ile tam olarak bélinebilir. Clinkl 39 = 13.3 bigimindedir.
Oysa 10 sayist 3 sayisi ile bdlinemez. Clnkl 10 = 3 . ¢ olacak bigimde ¢ tamsayis:
yoktur. E§er a sayi1s1 b sayisini béllyorsa, a sayist b sayisinm bélenlerinden biridir.
“fa da a savisi b sayismin garpanianndan birisidir. Stfira bdime tanimsiz oldudu icin
bu tiir bdimelerde a = 0 oldudunu kabul edecediz. Euclides sayilan dodru pargalan
lle gbsterdidinden, onun dogru parcatarinin uzuniudu sifir olmadidi icin bdyle bir prab-
lemi olmamistir. Yine Euclides’in uzunluklar negatit olmadidi icin sayilari da negatif
degildir. Oysa modern gdsterimde a sayisi b sayisinin bir bdleni ise —-a sayis da bir
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boienidir. Clnkl bu halde b = ac = {-a) (¢} ticiminde yaziiir. Oyleyse bir sayinin car-
panlanni bulmak icin dnce pozitif olan dodal sayr garpanlarl bulunur. Sanra bunlarin
Anline eksi isareti konularak tim carpanlart elde gdilir.

Fozitif tamsaylianimiz Gzerinde Euclides kisitlamalannin oldugunu varsayalim.
Yani hir saytin carpanlan pozitif tamsayifar olsun. a, b ve ¢ sayilan birer tamsayi
olarak verilsin. Bu halde modern gisterimierle,

1. a|d, 1a ve aja olur.

al1 olmasi icin gerekl ve yeterli kosuiun a = £ 1 cimasidir.
alb ve c|d ise ale olur.

alb ve bjc ise ajc olur.

abveblaise a =1 boiur

alb ve alc ise, herhangi x ve y tamsaydar icin a|(bx + cy) olur.

O WP N

Buradaki 6. dnermeye kadar olanfar kolayca gdsterilebilir. Biz 6. énermeyi goste-
relim. alb ve alc olmast b = ar ve ¢ = as olacak bigimde r ve s tamsayilart vardir. Oy-
leyse x ve y dederleri ne oiursa olsun bx + ¢y = arx + asy = a{rx + sy) olur. rx + sy
sayisinin kendisi de bir tamsayidir. Buradan al(bx + cy) oldudu yazilir. x ve y tamsayilar
icin kolaylik olsun dive bx + cy toplamina b ve ¢ sayilarinin dedrusal bilesini ismin
verecediz. Dikkat edilirse b+c ve b—c ifadeleri de b ve ¢ sayitarinin birer dodrusal bile-
simidir. COnkd birincl de x =y = 1 ve ikincide de x = 1 ve y = —~1 alinmas: veterlidir.
6. Snermenin Gzel bir hali sovyie ifade edilebilir, alb ve afc ise bu 6zel haller a[{b + ¢}
ve al{b — ¢) bicimindedirler.

Pozitif tamsayllan asal sayillar ve asal olmayan sayilar diye iki sinifa ayirmak
sayllar kurami yénityle ¢ok dnemlidir. Burada 1 sayisini bu siniflarin iginde dilgUnmeye-
cegiz. Bu halde cebirin femel teoreminin ¢ok ilging sonuclan ortaya ¢ikar. Yani, herhan-
gi bir tamsay! bir tek bicimde asal sayilann ¢arpimi biciminde carpanlara ayrihr. Or-
nedin 1. énermeye gdre a=1 olan a tamsayisinm £1 ve £a bigiminde carpanlar vardir.
Fakat buntar bizim icin énemli dedildir. Yani a sayisinin asal carpanlar {lirinden ¢ar-
panlara ayrimas! dnem kazanmaktadir. £1 ve £a sayilarn diginda carpanlan olmayan
sayillara asat sayiiar deniyor. Bazilari bunu daha kisa olarak da tammiiyorlar. p = 1
olan p tamsayinin asal olmasi igin gerekli ve yeterli kogutun, p saytsinin 1 ve kendisinden
bagka carpaninin olmamasidir. Birden bilyik olan bir tamsay asal dedilse buna asai
oclmayan say) ya da bilesik say! denir. Bilesik sayl deyimi fazla kultaniimaz.

Ik on pozitif tamsayi icinde 2, 3, S ve 7 sayilar birer asal sayilar, 4,6,8 ve 9
savilan da asal degildir. 2 sayist asal sayilar kimesindedir. Clink( asal sayilar tani-
mina uymaktadir. 1 ve 2 olan kendisinden baska carpan yoktur. Oyleyse asal sayilarin
cifi olmarmast dive bir sonug sdyleyemeyiz. Asal sayilar kiimesinde yalniz 2 sayist
cifttiv. Digerieri ¢ift dedildir. 1 sayisin ne asai ne de bilesik sayiiar klimesine almazlar.
Bu bir igbuldlr. TOm buniardan soara Euclides’in asal sayt famimim verebiliriz. Yalriz
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1 birim uzunludu ile dicllebilen sayilara asal sayilar denir. 2, 3,5, 7, 11,13, 17, 19,
... gibi sayilar yaimz bir sayist ile 8icllebilir. Oysa 4 sayist 1 ve 2 ile, 6 savizr 1, 2
ve 3 sayllartyla... 8lgllebilirler.

Tanim: a ve b tamsaylilart igin d|a ve d|b ise, d sayisma a ve b sayillannin ortak
carpant denir.

1 sayis1 her tamsayinin ¢arpandir. GUnkd a = a. 1 bigiminde yazidir. 1 sayisi a
ve b saylarinin ortak bir carpanidir. Oyieyse herhangi iki tamsayinin en az pozitif
tamsay| olan bir ortak carpan vardir. GOnki sifir olmayan a ve b tamsayilarinin sonlu
tane pozitif ortak garpanlarn vardir, a ve b tamsaytlarnmin ortak carpaniarnnin en biyd-
gune a ve b sayllannin en bilyik ortak béleni denir ve ebob(a,b) olarak gdsterilir. Or-
nedin ebob({12,30) = 6 sayisidir. §lnkd 12 sayisinin pozitif carpanlan 1, 2, 3, 4, 6 ve
12; 30 sayisinin pozitif carpanlar 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15 ve 30 sayillandir, Bu iki saymin
ortak carpaniar 1, 2, 3 ve 6 sayilandir. 6 sayis! bu ortak ¢carpanlann en biy(gi oldugu
icin ebob(12,30} = 6 olur. Aslinda iki sayinin ortak carpanlan bu bicimde bulunur. Ya
da bu sayilarin garpaniarindan énce ortak olmayanlar atilir. Sonra geriye kalan ortak
carpaniarin en blyigd alinir. Fakat bu istemler blyik sayiarin en blylk ortak bdlenin)
bulmada hem sikict hem de hantal bir islemdir. Bu nedenle asagidaki ieoreme gerek-
sinim vardr.

Bdlme Teoremi: a ve b tamsayilan icinb > 0 olsun. Bu halde 0 £r<b olacak
bicimde a = gb + r olarak yazilan tek q ve r tamsayilar vardir. Burada ¢ tamsayisina
balim ve rtamsayisina da kalan denir. Bu teoremi ispatsiz gececegiz. b tamsayisinin
a tamsayisinin bir bdleni oimas) icin gerekil ve yeterli kosulun, bu bé!mede kalan
r saytsinin sifir olmasidir.

Bélme teoreminin uygutamasi icin b = 7 olarak alnsin. a= 1, -2, 28 ve -59 ol-
sun. Bu halde bdlme tecreminin uygulamasi

1=07+1
2={-1).7+5
28=4.7+0
~58=(-9).7+4

biciminde yapiir.
Bizim buradaki amacimiz bdime teoreminden gok en biyUk ortak béleni bulmaktir.
Aynca bu bélmede az b > 0 almada bir sakinca yokiur. a ve b saytlarina birinci

basamak clarak bdime tearemi uygulanirsa

a=gb+r, 0<r <b
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vazilir. EGer bu birinci bdlmede r, =0 ise bla olur, bib oldugundan ebob(a, bi=b
alarak oulunur

ger r,= 0 ise bu halde kincl kez pélime teoremi Uygulanis. Yani b sayisi £, say!-
sina boiur’.un Buna gore ilgili g, ve r, saydan igiv

b %l OEnl

yaziitr, Eger r, = 0 ige iglem burada durdurtlur ve ebob(a, h) = 1, yazilic Egerr, =0
ise Iglemiare devam edilersk r. sayis! r, saysing odlindr, B ;iar:e

=Gufs ¥ Ty Ve,
sonrucu buiunur. Bu islemilere kalan sifir aluncaya kadar aevam edille. Ornegin bu is-
term (n41). basamaga kadar devam etsin ve r__, sayigi @, sayist iie bollinsin. Bu isle-
min onuncs ya da daha sonra kalan sific oisun. B>, > 1, > 20 azalan bir dizi
oidugundan bu islemlerin sonucunda kaian siir olur, Bunun sonucu olarak

a=0q6+1, Owt, b
I:‘_}:qar1 # T {0« P i
= (=T [
£y =TT 0 Ty %l
g = ." S 0} p s
';—.—Z_qn-Yn—E‘ 'Lrﬁ-—n‘ 5 rri-—!('ﬁ—i
=@ 4. i+ q Brlaoet i

I-r%—1 :qr.-{ ‘Ilrn"'0

denklem sistemleri vazilir. Bu iglam sonucunds 1 kalanimin e son stir olmayan bir
sayi elduguny ller slirelim va ehob (a, &) = I, oisun, £n son denklemden dziay! i i
olur. Hernen onun dstiinoekl denklemedan du!3y‘1 dar, ,5avisir ver. . aaylla*m.n
dogrusal bir bilegimi oldugu icinr Jr.  olur. Béylecer | ver,  sayllarinin her kst
de r_sayst tarafindan botlnebilir, Boylece yukandaki tabloda islemlere yukan degru
t}evam edilirse r_ sayist r, kalaniarnini béler. Sonunga v b olur. Birinel denkiemn a =
Gy, Qlduwndan rla yaz;ltr» Cyleyse a ve b sawlarmm ortake boleni v kalamdir.

Simddi bur, kalarnir a ve b saviannin, en nliyilk ansk pdlent oldudunu ghsteraiim,

d SEYISININ & w b savilarinin keyii pozitit oir orsk bblen alsurn, Birnsi denklemden

A7, adugunag siyleyvebilirz, Bu bicimde yukarndaki denklem sistemlerinds yukandan

al_,l\xd dogru b balmes isizmine devam edllirse d savisi o oy ol KaEENENING DTler

En senunda ga bu d sayist 1, sayisin boler. d ve 1, pozitit tamsdvnlar i¢in dlz, otma-

sincan d <1, yazilr, Bunun sonuct olarak ¢ kalai 3 ve 2 sayilarmin orak {}Oferi_!e'riﬂf."l
ar baydgl olur. Yani sbob(s, b) = 1 vazilir
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Burada Uzerinde duruimas: gereker oir lkonu daha vardir. O da eoab(a., b) sayi-
sinmn, a ve b saylannin dogrusal bir bilegin: bigiminde yaailmasidir 3unu gosiershilmek
igin yukarida yapilan Suclidezn aigoriimas: dadigimiz isiemin son sainndan Gnoe
gelen ¢ kalanir =t __—q . bigiminde yazil2bilir. 3una gore - kalanir _, ver_,
kalanlarirun dogrusal bir diiesimidin. Yukandaki derkiem sistemlerincens, =1, .
=G, _ M. 0e0er r=r _—qar . derkiziminde yefing kenulursz

h=ry—2—9 {rr‘— i P n~E‘J]
{1+ 2 (s P r h-pt (_Mrll’h"i -3
olur. Bu denklemde r,, _, kalan yok ediimistir. Béylece 1, kalanir, , ver, . kalanlan-
nin dogrusal bir blla§|m| seklinde vaziimigtin. Bu yok atme Islemlering gerwe dogru
devam edilirse, vani Tgr by gree s T Ty kalanlan yok edilirse e son basamakia s

12 *n

= ebob(a, b) sayisi 2 ve b sayilarinm dogrusa' oir Bilesimi olarak yazili
Bu islemienn sonucunda gasierdiginiz dnermey’ su ecizile ifade 2asaiing.

Teorem:: lkisl piiden sifir olisyas 2 ve i samegyial! gin shobis hi=aw-ry olacz,
bicimde ¥ ve v lamzaviias vardic

Omegin Eudlidean algsritmasi daditimic siemnlens 12275 e 2084 savisian 2n
bilyilk ortak bolenin, busaytiane oGy E0RG OeuSuns Dot iden zonrs vandsozk
islemleriyie bulmalk istiyaruz. Bunu igin oene! algernim:

12378 =4 . 30194 +162
3084= 16182 « 138
1682=1.1838+ 24
138=5 .24 18
24=1.18+8
18=3.6+0

biciminde aldugundan. 12.378 sayisi ile 3054 saviainin en bk etz balen 2 say-
sidir, Yani 6 = ebon(12.878, 2054) o

Simoi istemiere tersine devern edersk, 2478 f@‘-t}:‘-f’ seys T 2n Bl IR onak
héteni olan 6 sayisint, B savilann defitiso: by Bilegim Siaax yazalin Eder yauz sk
Euclidean algoitmasiada sn sondan genve o .:v_g“_n t_,.lajc,. vek 18 ve 28 2avis e ize
baglamaiviz. 8u halde

f=24~18
=24 — (138 -5 . 24)
=6.24-138

=B {16z - 138) - 138
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7.138
o= (%034 -8, 162)
; 152 3054
2.37 a 4 L 3054) - 7. 3054
A2378 + {(~535) 3054

islemleri yapiiir. Bu de, 6 = eboi(12.378.3054) = 1 2.378x + 3054y damekiir. Burada
% = 132 ve ¥ = =335 sayilar olarak alinrmistir. Yaliz bir nokiay daha actkiamada ya-
rar vardin 12,378 sayist ile 3054 eayisinin en biyOk ortak bilent olan B 2ayisinin bu
sayilann dogrusal Bilssimi olarak vazilmasisun ek volu degildic. Diger clasihklar da
vardir. Bunlar arasinda érnegin (3054) . (12.378) sayisin bir kez ekiemak ve bir kez
de cikarmakla

biciminde dadrusal bir bilesiim daka yazilabili.

Il sayime 1 ve —1 gibi yaimiz ikl carpan: natierl stanilr. Ornadin a ve b savilar s
1 ve—| sayllaringan bagxea big bir ariak campanl yousa ebanfz bi=1 olarak gésterlis.
Drnegin ebob(2, 3} = edob(2527) = ebob(2, 5] = ¢bob(3, 16) = eboki{27 5) = 1 ciur.

Tamin: [k sayimin = ve —1 disinda hic bir ortak cargan yoksa yani shob(e, b)
= 1138, & v2 0 saytanna aralapnda asalgr denir

kP say: asalss bu sayilar aralarsida asaidie. Eakst ik say: asal olmadan da ars-
iaringdz azal olabili. Ornegin, ebob(7. 13} = 1 ve 2bal(®, 2} = 1 olduklarn agikhr,

p asai bir sayt olsun. Ebebia, o) = 1 olmas! igin gerekl ve yeterl kosulun o eayvi-
sinin & sayisinin bir garean: oimamasidir. Omegin ebolk (2, 8) = 7 olur p asal saymimm
1 ve p git pozitif carpanlar; cidudundan va ebobila, ) = 1 yva da ebabia, v) = aiur
Buradarn ebobt (a, p) = p ise pla olur senucu séyvienstilin

Tearem: a ve b, ikisi birden sifir olmayan, ki tamzay nlsun, ave b sayilannin
aralarinda asal almast igin gerekli va yeterli kosulur 1 = ax + by slacak bicimda x ve
v lamsayilarine almasielr,

Japai 2 ve b tamsayian aralarinda 2zal olsun. By naide ebobla, by = plur,
Hu falde bir grceXl yezdiGinz teoremie gire enobi{d, by = 7 = ax + by oiacak bicimde
¥ ey lamsayian vardin

Tarsirie. secilecsk bazi x ve v savifar icin 1 = ax + by clsun. Ayrica ebaob(a, b)
= ¢ olarak verilsin, dla ve dib olduklan icin djiax + by} ya da dii oimalidy. o pozit
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air temsay aldugling
dir Budsz 1 =ebo L( } ;

sindlan a = ¢ oimas| 2orumiditgu var-
; Yam ER b sayllar arglaringa asaja

1. Sonug: Eder ebok(a, b) = d ise shab{zai. bid) = | alur

fepat 1 @ savisi 2 ve b saytiannin gcarparian cloudu i &/d ve i sayilan Hiver
tamsayidiy, Difet yandan, sbati(a, b) = d aldudurdan, d = ax + by clecsk bicimds «
ve y iamsayllar vardir. Her ik yan o sayisiyla baliiniirse 1 = (afd)x « (b/d)y elde edifr,
aldve bld airer tamsay cldukiarindan, a/id ve b/t sayilzn sralarnda asaiire Yani
ebao{ald, bfd) =1 olur

BuU sonuca drnakler de verilabar, Cinedin, ebob(12, 20j = 6 nldugundan ebak
(1218, 30/6) = shot(2, 5} = 1 o

ale ve bl; cimas able aimasi aereklinmez. *"-(hi’ii 3124 ve 8|24 aldugu halde
B . 8 =48 sayisinia 24 sayieint bolmnsl gerexmez. Uk 6 g saydan sralannda
asal degildir.

2. Baonug: ale Ve Blo apnca ediiie, B 1 ne shid olar

ST VR A i e

bxpal: alc ve b vertigicin
verdi, Diger varaan Er‘rw{o.l v el
sayliars varc, Hon egitiid i

nt s Bx - oy planak sekiits & ve i ram-

T 2awst e gapilirsa,
c=0.1=¢ax+by)=anx + boy
yaziiir. Sad tarafa uygun donlisim yapilirsa
¢ = albsly + blary = ab(sx + ry)
olur. Bu da abjc elmasi demektr,

A

Eickdes'in Vi i
lides varaimay Y-E?!.?-'E?fmf i

H | F] iy 4%
if rxhar, fr.;"u“ el
v o temisaylian vardn, Hark

D= AnK 4 DiY 2R

3 " | PR Ty T
e S DHGRGUTIE WRTH

aseal dediise Euclides’in bu vardime) fecieminin aod
8 oidudn hzids 12 gavisl 9 va 8 sayianm dblamez.
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Birdarn bUyik her tamsavenin ek bir bigids asal carsanlsrn carpimy bigimingle
varilmasing ceiing temal ieoreml oenir Blosorem Tacldes'ie 12, siisbinda 14, gner-
rre olarak vardy, Gaoss ol o 1807 voinca l“‘ qul:m-‘r e Avihimeticas sl
kitabinoa wim olarak fade eimie ve lepatiarmein, Baz vazadar buigoremion Euclides'n
isparn yetert nulmazlar Glnki Blaen nlyilk o sayinin aaat gamaniarin s gami
hiciminde gostenimesinin ksl asometr e st:ﬁme\; cedin e sirmisierd
yiya asalor ¢a gegitin Asal deghse gs8l ¢ nlarn garplnt Hnimindes \.mr’ai'—*
C,lysa Ay a-’.a\’l bagka 0G0 e farpcniara ENTL abz!z.‘ Orregin, & sa

SE88 =8 . 529 .4=12.3=18. 2 \gnt b catbeniars ayrmad
asal gamansarr bu sayiam temal taslz

vt 36 seysin bi-
fs 1 a%f.a!_ By savin

ola fee sorun voldur, Oyisyse o sayising 2
hza -carpan GriLE ioin o 28
dgsbobiz, o) =1 olun Tusis

sl ol \f{:‘ 1M d’ I'_, b_‘ll‘"l“ (TR

i vardinel garaming givs plo yamie

SN SEd

5 zzal ir agwair 315,568 oldugy oa o

EoAyres 3 3 2136 Dighnindedin

Su fanrem ganatlaghriiohili

Teorer pasal birgayl ve e, .3 aisan. Sy hads f £ k<o oimak deere

aazl k Gamuaian g pla, olr

tepa: yulwridaki rmoreme gis Dmevanm e yamb,

Asal gimavan Hlesik bir savi ey zzman zeal o 3ay e "*{WHL sl Bu fnsrme
Eucligesin Vi kﬂdulrma A1 & 2h sivle vaparn
n asal climayan bilssik Bir sy oewr. ol 80 ve T 5 d <0 mossiant sag
vilarin igindeid & ch.Quk gay ¢ oolsun, 3u nalde noass birsaw olmat
I < a=peclan g gt bir garpant stur. Oysaalp ve pln 'n..mqmd 1r_- y
2 aayisim 26 <iclk ;:arp:i" r."”ﬂ:: Kanl;.h ysﬂ 01. c,ohfki

ietn. Euclides

fgm, O amse-
| Ters! nakde

éh w'_' T

vist almeatyia kalkar

o 4 S
it e Belt SAYISIT

e Bin
s

s tErTERAg asal parpa el fek bt tighmitle
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ispat: n sayisi ya asal ya da asal olmayan hilesik bir sayidir. EJer n sayisi asalsa
yapilacak bir sey yoktur. Bu nedenle n sayisinin bilesik cldugunu kabul edelim. Bu
halde yukanda gdsteriidigi gibi n sayisinin asal bir carpani vardir. Buna gére p asal
bir say1 ve 1 < n, < n olmak {zere n = p,n, olarak yazilabilir. Eger n, asal bir sayi ise
tecremimizin ispati tamam ve istenilen koguldadir. Eger n, asal bir say! degilse ikinci
bir p, asal sayist icin benzer diginceyle n, = p,n, yazilir. Yan|,

N =D,PN,, 1< M, < N,

olur. Eger n, sayisi asalsa yapilacak islem tamamlanmistir. Eger n, sayist asal degilse
p, asal sayis| igin n, = pyn, yazilir. Buradan

n=p,ppny, T=n,<n,
olur. Bu bicimde devam edilirse azalan
n>n>n,>..»1
sonlu dizisi yazilir. Sonlu n,. basamaktaki sayi érnegin p, asal bir sayi olur. Bu dan
sayisinin asal carpanlar cinsinden n = p,p,...p, biciminde yazilmas) demeklir, Boylece,

n > 1 tamsayisi asal sayilar cinsinden ¢arpanlara ayrilmis olunur.

Simdi problemin ikinci kismina gec¢elim. Yani, bu asal ¢arpanlarin tek cldugunu
gdsterelim. Bu kisim biraz daha zordur.

ntamsayisinmr = sigin

N=pp,. .P, =G0 -G

bigiminde ki asal sayilarin garpimi olarak yaziisin. Buradaki p, ve q; saylannin timi
asal olsun ve bunlar

pSp,$...£p, Ve ¢,=q,<...<q,

bicimierinde antan birer dizi olarak yazilsiniar. Once P4, - - - 4, cidugundan baz
k damgasi icin p,jq, olur. g, sayist asal oidugundan bunun 1 ve kendisi gibi iki garpan
vardir. p, sayisi 1 sayisindan biytik oldugu igin p, = g, oldugu sonucuna varilii. Oysa
hu halde p, = g, olmahdir. Benzer disinceyle devam edilirse g, = p, olur. Buradan
B, = q, yazilr. Bu sekiide esitligin iki tarafindan p, ve g, sayllar arasinda sadeleghirme
yapiirsa

pgpa"“p{:QQqs““qg
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vazilir. Yukandaki islemen oenzer olarak elar agerses p, =y, side edilic p, ve g,
sayitan win her ki yanda sadegtimes yapilinss

Dapy B =0, - 0y

sonueu gulunur, B bigmde sagelesirmerere devam adilir. Ede 1 < § 1se by sadslesti
melerdern sonra

1 :q-'+-1q| g . 'qs
vazilit. o, > 1 oldughi igin r=g gsli= Biylese,
?‘.' ':Q;v'ﬁ;,: q_:,, o "j._—qr

yeri, S na asal carpantant ek cidudury gostess Ovieyse, birden buyiik bir n sa-
yisl i 2k bigimde asal garpanianrin garo bigiminde vazil.

o T airindeid Dir tamsayinn garsanidra ayrimasnda bazl 2sal savrarcaman
clsral sz edeilie Omegin, 350=2 2 .2.3.8.5=23_ 3 5 olauiiz Buredena
n~ 7 EEcayis wavat hisrede

LR T
glaris yazihn Jurada ki tsled pirgr pozitil tamsayi ve o asal sayilan ola
G sp<...xp
bigiminge alini= Bu yazim sekling gdrs
4705 =3 5.7 va 17.640-2% 3% 5.7
olarak yaziirz:

Y2 seann rEsyongl pikaig AN aana roderm ve gladmily gasterimlenyie

Tearens: V2 wavisl ivasvonel ki saychir.

spat Tecremin ik jersine 2 sayisin casyone) oldugun kabad edelin,
a v b sawlars aralanma ssal etvak Uzere, yan sbabia, b) = 1 (gin v2 = ab olarak
vazuein Her il yarin kares’ alinres =2 = 20f olur ve Bla® vazil. Egerb =1 ise, ceblvin
temel feorenine gire pib macsk bicimde bit p asal sayizi verdir. ofp ve bla® oldugu
izin pla® olur. Oyss pla bicimindedii Buradan ebob{a. bi = p geli Buda b = i olmad:k-
ca abullz bir galiekidie,. E§erb =138 a° =2 ows Buda olanaksizgir, Conku, Mg
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bir tamsayinin karesi 2 olamaz. Bu ¢aligki V2 sayisinin rasyonel olarak alinmasindan
ileri gelmistir. Bu celigki ¥2 sayisinin irrasyonel olusuyla xalkar. Yani, v2 savisi irras-
yvone! bir sayidir

Asal bir savidan daha bOyik bir asalsay var midir? Bu eoru Fisagorcular ve
Euclides’i de llgilendirmisiir. Sezgisel olarak yanit evetiiy, Yani, agal bir sayidan blyk
olan her zaman bir asal say vardir, Bu teorem Euglides'in X, kitazinda 20. dnerme
oiarak ifade edilmis ve Euclides iarafindan cak zekics bir yontemie gézilmiistir. Sim-
di bu teoremi biz buglink’ modern dille yeniden ispatiayalim.

Teosein: Asal savilann sayis sonsuzdur.

lspat: Asal sayiar artan sizavla 2,8, 5, 7, 11, ... bicimindedir. Hikmin tersine
asal sayilann sayisi sonlu olsur. Yani p gon asai sayi olsun. Buna gore. N =(2.3.5.7.11 ..
pl+1 sayisin gazdnune slalim. Buna gire N sayist N > 1 sidugu gin cepirin lemel
teoremine gare N sayis: g gkl asal bir savi tarafindan béllinebilic. Qvsa N sayisinn
seciminden dolay: bu sayi asal olan 2, 3, B, 7, ..., p sayilan taraiindan baltinemez,
Eger g asal sayisi bu 2,3, 5, 7, 11, ..., p asal sayilanndan bidsi ise |2.3.5.7.11..p
ve alnoldar Ya da glN-2.3.5.7 1. .p clur. Bu da gl Hadesiyle esdegerdir. © sayiginin
pozillf carpant yainiz 1 clan kendisi oldudungan ve o > 1 olmas bir geliskidir. Bunun
sonucy olarak g, o sayisindan bagka bir asal say cimalidir. Yari, 2sai sayilann sayisi
soniu degil sensuzdur.

Fuclides’in Ispatl o savisindan blvik olan bir asal sayisimin varhiging gisterir.
Faleat p asal sayisindan sonaki ik asal sayiya nasil vanlacagim gistarmez. Ornadin
ou igteme gdre 13 savisinoan sonra geten asal say) sank!

N={2.35711.13) + 1 = 30.031 = (59) (508)

islemine gire 59 savisivimig gibl gordiiiyvor, Oysea 59 asal sayisindan dnee, 17, 19,
23, 29, 31, 37,41, 483, 47, 53 ~e BE7F asal sayitarn vardir i)yieyse Euclides’in M olarak
janimiladigi formil, asal sayiian belidsyemez. Zaten bugline kadar asal sayilar veren
genel i formdl Dutlnamamrsir.

Euclidesin 3. posililah Zucliges| ve ondan sonra galen geomelriciler ol dzmis-
tir, Simicli bu kanuda bazi bilgiler verelin,

Cucloss geomeiisinin temel akslyomi dirbirine esdader olarak styledir, Diziem-
geki bir dogruys distadak bir noktadan Siv ek paralel dogru gizilis, Ayn: diiziem iginde
birbirierini kasmeyen dodrulara tarm clasak oaralsidir deniz, Lise villannda uzun uzun
inoelensn geometrl icin fazla agikiarma yapmadan veni geomeirive gelatim,
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Bir aikdorigens benzeyen ABY X sekiini guzonilne alaline Yail, AR dagri carcasiin
aynl taraimda olmak Gzere AXL AB. @Y1 AR ve AX <= BY dodru pargalarm alain.
Simdli, paraiellik postliaun xullanmaoan AXY ve BY X agilarnm ssit oldukdar ispar
lanabilir &Y ve BX késegeniari ¢zilirse, XAY ve YEY dogenlerinin ezitliginden, ANY
ve BYX agilarinm esit olduklan hemen ¢iiar. Fakal, paraleli positlalin kulfanmadan
AXY ve BYX agilarmin dil agiar oldukiann ispatlamalk olenaksizdin, Amz pa alailii
postilating kabui edersek bu actianin dik vlciaklan ‘spatlarabing.

. 8

v
!

7 ;

}E‘_’

Qvleyse, AXY ve BYX actiarin: dik almasy, paralslik posiilzuns esoegerdi, Bu-
gln ou hipoteze dik agl hipoiszi adl variin, Bugtn pratikte ve birgok uygulamaoa
kullancigimiz dizenli Euclioes geomatrisi. bu ik aci hipaezindan gilkimistis Fagat,
bu dik ag| hipotezi iki sevi daha habe: vermextedir. Burlar da genis ve car a¢ hipoias-
laridir. Yani, AXY ve BYX agianndan her birl dik acidarn bilyik olabilr Buna genis ag
hipotezi diyecediz. AXY ve BYX acilanngan her biri dar agi otabiin, Bu halde uuna
da dar ag hipotezi demek dodal oimusiur

Rir agl, ya bir dik agiyes, yva oir dik agigdar by va da kigdk cimek kosallanndan
ancalk birini yerine getirebllacedinder, dik agl, yen's ag veya dar ag Hipotezler gibi
Uc hipoiezden birinin kabullnin clanag! vardi

Her alinkll yasamimizdan sdindigimiz deneyimier pizi ik hipotez kabpul simeye
yonelir. Diger iki hipotezin de il bakista alinmarmas: pekle anlamsiz dagidi. Falkat
ne dar a¢i ve ne de genis a¢l hipstezi bize Euciides'in paralellik aostllating isoal et
mek olanagin verir. Yani, her liksi de paralelik postalain ispatlamaz, Glnkl, paraieiik
postillat ile cik acl hipatezl birbirine esdederdir, Yari, bunlar birbires igin gerel: va
yeterli kosublerdy. Diger bir deyimile, paralellik postitian lle dik ag hipotez: Hiroirlgrir:
gerektirir, Boylecs dar ve genis agl hipotezieryie yeni geomstriter xurulaniir. Bu ge-
kilde kusulacak olan geomelnlerde dogrulann pacalaliig anlam Euchdes’i= kapui et
anlamda bir paralefiic olmayacakiin, Aslinda bu dar ve genig asi hiootezisn o kadar
da maniikeizhi degiidiv. Yani, gemis ve dar 2¢: hipotezlen daha akla yationd s Sim-
¢l bunlar gdelim

Yerkdremizin caglan, lepeler. vadileri ve cukuian almayan tam bir kiire oldudunu
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disdnelim. Bu &ire. kafamizda disindiigimaz ideal dinyamiz alsun. Bu klrenin
merkezinden gecen her dliziemie bu ylzevi en blylk cemberle keselim. Dinya lze-
rindeki A noktasindan kalkip B nokiasina gitmek ve en kisa yolu izlemek istevelim.
Bu da, A ve B noktalarindan gecen en blyilk cemberin yay Uzerindeki gemilerin gi-
dip gelme yolu probleminden baska bir sey degildir. Bu cember de, A, B noktalan ve
kirenin merkezinden gegen dizlemin kiire ile olan kesisimidir. A ve B noktalarnni bir-
lestiren yaylarin en kisasi Uzerinds hareket etmelidir. E§er A ve B noktalan gapin kar-
sihkh ucundaysa, yaylardan herhangi birini izleyebiliriz. Bu en uzun ve en kisa sézctik-
ler topluluguna ekstremum denir.

I

N
N

e

Bu drnek bizi bir ylzeyin jeodeziklerinin tanimina gotirdr, Kure Gzerinde iki nok-
tayi birlestiren en kisa uzakhk. bu nokialardan, gecen en bitylk gcemberin bir yavinin
uzuniugudur. En uzun uzakhk da, ayni gemberin dider yayidir. S6z0 gecen iki nokia
¢apin iki ucunda bulunuycrsa, en kisa uzaklik en uzun uzakiiga esittir. Bir diziemdeki
iki nokta arasindaki uzakhk, bu iki noktay birlestiren dogru parcasidir. Bu tanimi kiire
igin uygularsak, dizlemdeki dogruya kiiredeki bu blyik cember kargilik gelir. Herhangi
bir ylzey Uzerindeki herhangi iki noktay: birlestiren ekstremumlara bu yUzeyin jeode-
zikleri adim verecediz. Buna goére, dizlemdeki jeodezikler Euclides'in dodrulandir.
Bir klre Uzerindeki jeodezikler ise, bu biylk ¢emberlerdir. Bir jeodezigi elle fuiuiur
bir bigimde gbrmek icin, bir ylzeyin ki noktas! arasinda iyice gerilmis bir ipi gézdnlne
alabiliriz

Deniz Gzerindeki klglk uzakhklar biie Euclides diziemi gibi diiz bir ylizey olarak
diigtintlemez. Bu ancak bir klire kabugudur. Yani. gemiierin gidip gelme yalculuklar
geometrisi higte Euclides geometrisi degildir. Biger bir deyimle, Euclides geometrisi,
insanlara yarayan biricik geometri dedildir. Euclides dizleminde paralel olmayan iki
dogru yani, iki jeodezik bir tek noktada kesistikleri halde, kiire tizerindeki herhang
iki jeodezik her zaman iki noktada kesisirter. Bu iki geometrideki ilk farkhir. ikinci fark
da sudur. Euclides’in geametrisinin postliatlanindan birinde kabu! edildigi gibi, iki jeo-
dezik tarattindan sinirianan bir alan cimadidr halde, kiire Ozerindeki iki jeodezik tara-
findan sinirlanan alan her zaman vardir,
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Simdi, skvater jeadezigi ile kuzey kutbundan gegen ve ekvatora dik otar iki jeo-
dezigi diginelim. Baylece, kuzey yanm kiresinde ki kenan birbirine esit olan egrisel
nir Uggen elde edenz Bu egrisei Uggenin iki kenannl kesen AX ve BY kenarlzn &sil
olan XY jeodezigini gizelim. Boylecs, kire uzerinde AXYB gibi dért kenarh bir seldl
elde ederiz. Bu seklin tabar agiian birbiring esii birer dik aqidit, Fakat, AXY ve XYB
actlarnin her birh di aciden daha biydictlr. Yani, bu acilann her biri birer genig agicir.
Ovleyse, gemilerin gidip geldikleri yollar igin ne Euclides'in paralellik postiiati ve ne
de dilk aci hipotezindeki esdageri dogrudur. Bu halde her ikist de yanlistir. Gercekie
dogru olan gents agl hipotezindeki geomeiridir. Bugln, haritaciik. askeri dlgmeler.
meteoroloji, ugaklar, gemiler ve uzaydaki uydular hep bu genis ag) hipotezine gare
yuritimelktedir

Simdli, dar ag! hipotezinin de akla yaikin oldugunu gdsterelim, Bunur icin, kilre
yizeyinden daha az taminns bir ylizeyi géztnlne alacagiz. Bu yuzay. sonsuza kagar
uzatilmig genis agiz kisimian birbiring yapistinlnig iki borazanin yizeyine benzer. Bu
yuzeyi daha iyl anlayabilmek igin dizlemdeki traklne aenilen egriyi disuneiim. Bu edri
analitik olarak,
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XOX ve YOV gibt iki dik koordinat sistemini ¢izelim. OF uzuniugu salbit olan bir
ip alalim. P nokiasinda bu: ipe badl adir bir kursun olsun. ipin O nokiasinda olan ucu-
nu OX ekseni dogruitusunda cekersek. kurgunun cizdige egri vukanda verilen trakirisin
bir pargasidir. Eder O nokiasim OX ekseni dagrulivsunda cekersek dnceki efrive
YOY eksenine gore simetrik edri ciziliv. Bu edr XOX ekseni strafinda dondiriiiirse,
ince kisimiarl sonsuza uzanan iki borazanin taban tabana yapigmis seklinin ylzeyini
elde ederiz. Bu yGzeye, sanki klre yGzeyl adini verelim. Seklimiz de sanki kdre olsun.

Eiraz 6nce yapidif gibi, bu yiizey Uzerinde jeadezikleri kullanarak iki kenar bir-
birine egit ve ki acist dik olan dért kenarll bir sekil gizersek, dar agl hipotezinin gercek-
fendidini gérirlz. Yart. dodru cizgiler birer jeodezik veya ekstremum alinmak (zere,
dik agt, genig agr ve dar aci hipotezleri sirasivia, Euclides dizleminde, kiiresel ylzey
Uzerinde, sanki kiiresel ylzey Uzerinde dodrudur. Euclides geometrisi, kilresel geo-
metrinin fimii veya vancap! s0nsuza uzanan bozulmus bir kbre yizey hali gibl ditsUn{i-
lebilir. Bu limit durum, Lobaichewsky geomeirisinin genis a¢i hipotezi e ¢akisan geo-
metrisidir. Yani, Euclides geometrisi, Lobatschiewsky geometrisinin ézel bir halidir.

Euclides, [. ©. 350 ile 276 yillan arasinda yagamstir. Bu ¢aglarda ve ondan son-
raki yillarda Ddnya’nin diiz oldugu kabut ediliyordu. Bu nedenle, Euciides Dlnya’nin
diiz aldugunu kabul ederek gecmetrisini kurmustur. Euclides bunu bdyle yapmamissa
hile, ondan &nce yasavan insanlar bu kavrami kullanmislardir. Euclides bu kurami
ile ugrastig dénemde, postilatlarinda kullandidl hipotezier her tlll maiemnatik variigin
gercek temeli olarak, ylksek bir zeka taratindan insaniida bildiriien hirmet edilir ve
yok edilemez bir sekil almistir. iste, bu kadar aiisimis olan Euctides geometrisinin
bu gerceklerini koparip atmak igin tam iki bin yildan fazla bir zamanin gecmesi gerekii.
Bu da. Lobaichewsky tarafindan gercekiegtirilmistir.

Einstein'in sdyledidi gibi, “Lobatchewsky, Euclides’in aksivomuna kars: meydan
okumustur.” Hig ofmazsa iki hin yit kadar bir zaman sGrecinde akilll insantarin coguna
gerekli ve mantikh olarak géziiken “kabul edilmis bir gercede” karsi meydan okuyan
herhangi bir kimse yagamu dedilse bile bilimsel (ininl kaybedehilir. Bu tdr ¢alismalarda,
deli damgasin yeme olasilig da vardir. Einstein’in kendisi bile, “iki alay ayni zamanda
birbirlerinden farkll yerde meydana gelebilir” aksiyomuna karsi meydan okumustur.
Bu oiayin incelenmesi, Einsiein’ dar antamda baghlik kurammin kesfine gotUrmastor,
Lobatchewstky, Euclides’in paraleilik postilaiina veya buna esdeger olan dik agi hi-
potezinin dizenli her gecmetri icin gerakli bir nipotez oimasina meydan okumustur.
SBundan bagka, dar a¢! hipotezing dayanarak yeni bir geomeiri sistemi kurmustur. Bu
geometride, sakii bir nokiadan gecmek dzere ve verlen Oir dodruva i tek paralel
dedil, en az ik paralel dogru cizilir. Lobaichewsky nin paralellerinden hig biri, bu ik
dogrunun paraiel oldugu dogruyia hi¢ bir zaman kesismez. Bu dzellik, sabit noktadan
ve ki paralel dogru ile meydana gelen act icinden gecen her dodru icin dogrudur. Ga-
vip gibi gdriinen bu sonsuz sayidaki paraleilerin bu durumu, sanki kiire ylizeyt Uzerinde
bulunan jecdezik cizgilerin gerceklendikleri Szelliklerden olusmakiadir.
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Ginlik yasantimizda karsilastigimiz islerde (Gmegin uzunlukiann dleimi vs.),
Euclides geometrisiyle Lobatchewsky geometrisi arasindaki farkiar gbzondne alinmayva-
cak kadar kictktur. Fakat, dnemli nokia bu degildir. Her iki ggometri kendi 6z varikiarini
koruyabilmekiedir. Her birinin insanlann yasamas! bakimindan dnemi vardir. Asil Gnam-
li olan, Euclides geometrisinin multiak bir "gergek” oldugu inanisin Lobatchevysky nin
yikmis olmasidir. Yani, Lobatehewsky'nin kuraugu veni geometrinin kendisinden sonra
gelenlerin kurdullar: geormetdlere onciilik etmig olmasidir Ormegin, bu veni geomeir,
Riemannin genel haghlik aeomeinsi bunlardan biridiy. Euclides'in geometrisi bazi
hallerde kullamga yeten bir geametii oldugu halde, diger baz hallerde bu geametri
uygun gelmez. Bu halde Euciidescl olmayan bir geometri kullanmalk gerekir,

Bundan 2.200 yil 6rce, Euclides’in varathig geomietr sisteminin mutiak bir gergek
oldugu ve dogru bir disunls sekli oldugu saniimigtl. Lobatchewsky'nin yarattigl eser,
bu inanisin yanhishgimn gdzie gordlir ve elle tululur bir ispati olmusivr. Ailganhayla
gosterdigi ciret ve elde ettigi parlak bilgiler, bilginlen ve dzellikle matematikeilen za-
maninda kabul edilmis diger aksiyomiara veya gerceklers meydan okumalari cin von-
lendirmistir. Suphesiz, Lobatcheveky bununla da yetinmemistir. Ona gelincaye kadai
Euclides'in posiulatiarinin vetecegi bir yasa gibi kabul edilmist.

Labalchewsky nin Euclides aksiyomlarina kargi kullandi@l saldin yéntemiervie
vurmus oldugu darbe daha tim varligiyla kendisini gdsterememigtin. Bu axksivormiars
daha kuvvatli darbeier vuracak geometriciier cikacaktir TUm buniara kargii. vine de
Lobaichewsky've "Geometrinin Kepernilk'i” demekie hicte fazladan bir sey sdylernis
olmayiz. Glnkl o, geometrye cok yeni bir dustinus getirmis ve gefirdigi her sey akia
yatkin gikmugtir. Adimlanini oldukez da saglam atfigr icin kargt bir distindsle kargilag-
mamishir, Zaten boyie bir zayif tarail olsaydi buglne kadar yasayamaz ve yiluiirdl.
Bu da onun, saglam bir geometri kafasinin oldugunu gosterir.

Euclides Elements isimli kitaplanindan bagka kitaplar da yazmistir. Bunlarin ba-
sinda Dara isimli kilabi gelir. Data, Elemenis e aynl paralelds ve bu kitaplarin dava-
mi bicimindedir. Sekil bakimundanr géziimler biraz farkiilis gaslerir.
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Euclides'in saf geometri Uzarine yazdig) kitabimin valniz Arapga gevirileri vardir.
Bu kitabin konusu bélimler dzerinedir. Diger iki kitabinin da Arapca gevirlsl zamanimiza
kadar gelmistir. Bu iki kitabin ilk gevidsi Bagdath Muhammet (6limi 1141) tarafindan
yapilmistir. Bu kitaplarin elde bulunan Latince cevirisi de 1570 yilinda Commandininus
ve Johin Dee tarafindan yapilmisiit,

Pisal Leonardo, Practica Geometriae isimli kitabinda Euclides’in bazi kitapiarinin
Arapcalarindan yararlanmis ve kendi yaptiklanni da bu kitaba koymustur.

Euclides'in kitaplarinda gecen bazi problemieri de yazabiliriz.
a, b ve ¢ tamsayilan verllsin. Bu halde,

a. a|b ise ajoc,

. alo ve alc ise a%lbe,

¢, alb < acjbc (c=0)

¢ al{a + b)ise alb,

d. ajb ve cld ise aclkd,

e, alb se (—a}/b, al(-b) ve (—a}|{(-b} olur.

[=3

n pozitif bir sayi olsun. Bu halde iki iane tek sayinin n tane farkll toplami biciminda
yazllabilen bir a cift sayisinin aldugu géstetilebilir. 66, 96 ve 108 tamsayilarnin sirg-
siyla B, 7 ve B dedqisik bigimde iki tek sayinin toplami olarak yaziiabilirier, n° — 1 bi-
ciminde tek asal say1 yedidir. n® — 1 = (n — 1)(n® + n + 1) yazilisint dusiiniin. Ar arda
gelen dirt tek tamsay! icinde ¢l asal olan ve bes tek tamsayt icinde dordl asal olan
iki kiime drnedi bulunuz. Altinimn poziti katlari olan her bir sayi iki asal sayinin tark
biciminge yazilabilir énermesinin yanit! halen bilinmivor ama siz bunu 90 sayis icin
deneyiniz.

Asal sayilari 2, 3, 5, 7. 11, ... dodal siralamasi ile alalim. 2 sayisini haric tutarak
3=1+42,5=24+3,7=1-2+83+5,13=1+2-3-5+7+11=-1+2+83+85-
7 + 11 yazimlaninda oldugu gibi, her asal say kendisinden kiiciik olan asal sayilann
(1 dahil) toplama ve cikarma bigiminde yazilabilecedi tahmin ediliyor. 19, 28, 37 ve
43 asal sayilarin bu bicimlerde yazilabileceklerini gésteriniz.

Herhangi tir amsavinin karesi va 4n ya da 4n + 1 oigimindedir. Herhangi bir tek
sayinin karesi de 8n + 1 bigimindeair. 4k + 1 ya da 4k + 3 tek sayi bicimlerini dUslind-
nilz. 2 vada 3 ile hélinemeyen herhangl bir tamsayinin kares| 12n + 1 bicimindedir.
Keyfi bir 2 tamsayisi icin 2ja(a + 1) ve 3jala + 1) {a + 2) olur. a tamsayisi 3 ile biiline-
miyorsa 3\ia® — 1) olur. Art arda gelen iki sayinin kareleri farki hig bir zaman 2 ile b&-
itnemez. {a + 1)% - a° farkint distniiniz. a pozilif tamsayisi igin ebob(a.0) = a, ebob
(d. 1) = 1 ve ebob(a, a) = 4 olduklarin gdstermek kolaydir.
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Babilliler v2 sayisini alimis tabanina gére yaklasik olarak

=1;24,51,10,35,25
biciminde hesaplamislardi.

Ebob (143,277), ebob (136,232) ve ebab (272,1479) sayilanm Euclidean algorit-
mast ile bulunuz. Bir de kolay véntemi deneyiniz. Euclidean algoritmasini kullanarals

sbob(56, 72) = 56x + 72y,
shiab(24, 138) = 24x + 138y,
ebob (119, 272) = 119% + 272y

ve
ebob (1769.2378) = 1769x + 2378y
otacak bigimde x ve y tamsayilarini bulunuz.

Her atamsayis! igin ebob(a, a + 1) = 1 olur. Yani ar arda gelen iki tamsay ara-
larinda asaldir. p asal bir sayl ve pla”ise p"|a” alur. 40! sayisinin tm asal carpaniarin
bulunuz. 1234, 107140 ve 36000 sayilariry asal carpanlanna avinmz,

2" + 1 olan asal sayilar var midir? Bu asal sayilann sayisi sonsuz mudur? Tum
asal sayilar bu bigimde midir? Ayri sorulan bir kez de

2°" 33

sayisi igin yanitiamaya galisiniz. Bir sonuca varabildiniz mi? 2" — 1 ve 2" — 1 igin ay-
ni sorulari yanitlamaya calisiniz. p asal sayist icin 3p + 1 bir tamkare say ise p=5
tek asal sayidir. Her ¢iff sayi art arda gelen Iki asal sayinin farki bigiminde yazilabileced
tabmin ediliyor. Yani

4=11=-7=17-13=23-19=47 —4d3
=131 =127 = ...

bigiminde yaziiabilir. 8 tamsayisni bu bicimlerde art arda gelen iki asal sayinin farki
olarak 10 tarkl bicimde yaziniz. 701 sayisinin asal olup olmadidini deneyerek géste-
finiz. Baz) p asal sayilan p < /701 bigimindadir. p asal bir sayi ise vp sayisinm irrasyo-
nel oldugunu kaniflayimz. Bu saylyi pergel ve cetvelle giziniz. 1009 sayisimn asal
carpanlarini bulunuz.
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a ve b tamsayilan verildiginde a = gb + r olacak bicimde g ve r tamsayfari vardr.
Bu bélme teoremini kullanarak, 2 ve 3 asal sayilan disindaki iGm asal sayilarin 6n + 1
ya da 6n + 5 bigimlerinde oldukiarin gésieriniz.

Simdi, Euclides'in kitabinda gecen bazi dnermeleri kitap numaras: 6noe, onerme
numaras) sonra almak dzere yazabiliriz.

I. 47. &énerme: Bir dik legende dik kenarlarin kareleri toplam hipotenisiin kare-
singe esittir.

. 1. dnerme: Bir dikddrigenin bir kenari w=a+b+c geklinde (i¢ pargaya bolln-
misse, diger kenan da dise, dw =d(a + b+ ¢) =da + dh + dc olur.

il. 4. anerme: Bir dikddrtgenin iki kenarnin toplaminmin karesi, bu kenarlarin
karelerinin foplami i'e iki kenarnin garpiminin ikl katina esit olur. Yani, (x + )% = %% +
2xy + y= olur,

X X
i N
XJ % Ay >
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i. 5. dnerme: x* —bx + ¢ = 0 bigimindeki Ikinci derece denkleminin kakil

P

=

2‘-
\) '\2;

2

X= -C

mal o

bigimindedir.
Il. 6. énerme: x* + bx —c = 0 bigimindeki ikinci derece denkleminin kak(

b
K= —2-4‘\\'

olur. 5 ve B. dnermelerle ilglli sexiller asatida aldugu gibidir.

3
biz b
——P -
A 0 b} A G B D
| b2 x b/2 b2 x
W
I K b I
| | | |
. H | |
' M
K L | £
L,_,_,__,—-._—,—-J b
E G F E &R

il. 8. &nerme:

bigimindedir.

il. 11. dnerme: AH = x ve HB = a — ¥ olmak lizere ala— %) = ¥° ya da ¥° + ax
= @° olan ikinci derece denkleminin ¢ozumi

(83

bicimindedir, Bununia ilgili sekil agagida oldugu gibidir,
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F A c

I. 44. Gnerme: Bir Uiggenin alanina esit alanl bir parelel kenar cizilebilir.
il. 14, 6nerme: Dogrusal kenarli geometrik sekiller karelestirilebilir, Dogrusal ke-
narli herhangi bir geometrik seklin alanina esit bir kare ¢izilebilir. Daire dogrusal kenar-

It geometrik bir sekil degilcir ve karelegtirilemez

VI. 28. tnerme: x(b — x) = ¢ yada bx —x° = c depkleminin cozimi

x=BS =BE - ES=—_——\/{ )

o

bigimindedir ve sekil de asagida oldugu gibidir

i

Im
¢ lE e
1]

2 P

E y

A

Bu geometrik sekil icin
b\L b :
x{b =) ( ) [(5) i

oldugu kolayca gariilebilir.

¥
%]

Vi. 29. 8nermie: x(b + x) = ¢ yada bx + ¥* = ¢ denkleminin gdzimi

x=BS=FES-BE= i
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bicimindedir. Sekli de agadida oidudu gibidir.

<
=

Bu geomeirik sekle gére,

x(b + x) =

yazilir.

Dikkat edilirse bu yazihimiarin tdmad Babilliterin yazimlan gibidir. Gizimden ¢ok
aritmetikseldir. Bu nedenle Babillilerin ikinci derece denklemlerinin ¢dzlmleri aritmetiksel,
Yunanllarinki geometrik gizimlidir.

Ili. 16. 6nerme: Tedet dedme noktasinda yaricapa diktir. 18. ve 19. dnermeler
16. dnermenin Kismen fersi yonindedir. Bir dodru cember lzerinde gapa dikse bu
dogru ¢embere bir noktada defer, yani tegettir.

Bir dogru ¢emberi kesmez, tedet olur ya da iki noktada keser.

lil. 20. énerme: Tedet kirig agt aynt yayl géren merkez aginin yarisina sittir.

Hl. 21. 6nerme: Cevre agt ayni yayl géren merkez agimin yansina esittir,

IlL. 22. Gnerme: Ayni yay! géren cevre agilar birbirlerine esittir.
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fil. 36. nerme: Tedetle kesenler arasinda DB” = DC . DA = DE . OH baginfiss
vardir ve sabit olan DB? sayisina esitir.

V1. 1. Srierme: Ayl taban ve aynl ylkseklikte olan Gegenlerin ya da paraiel ke-
nariarin aianlari birbirlerine esittir.
Vi. 12. dnerme: a, b ve ¢ dedru pargalan verildiginde a8 1 b=c % ise x dogru
parcasi, geomeirik olarak ¢izilebilir.

V1. 13. dnerme: a ve b dogru parcalar arasinda orta orantili-olan  dogru parcasi
cizilebilir. Yani a : x = x : b ise x dogru parcasi gizilebilir. 1I. 14. 8nerme x* = ab tse x
dogru parcas gizilebilir bicimindsdir.

Vi, 18. dnerme: Benzar ucgenlerin alaniatinin birbirine orani, benzerlik oraninin

karesine esittir. Yani, benzer Uggenlerin alantarinin orani, karsilikh kenarlanmnin birbir-
lerine oraniarnin karesine esitlir.

Wik 31, dnsrme: Bilesik bir sayi baz asal sayilann carpimi olarak yazilabilir,
WH. 32, bnerme: Herhangi bir say) va asaldir ya da bazi asal sayilann garpimidiy,

YL 39. onerme: Asal bir sayl iki sayinin carpim ise, bu savi bu garpanlardan
Birisidlir,

i%. 14. Bnerme: Asal bir sayl baz asal sayilarm carpimi ise, baska asal sayitarin
garpim oiarak yaziamaz,

1X. 20, dnerme: Asal bir say! yalniz bir bicimde asal carpanlara ayrilabilir.
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Hit 2. énerme: ki dairenin alanlatnin bidirierine orani, caplanpin birbirlerine
oraninin kargsine esitfic

Xk 7. sonug: Piramidin hacmi, ayni tabanh ve ayn yiskseklikh pirizmanim hac-
minin dcte birine esitlir.

XL 10 omerme: Koninin hacmi, ayni taban ve ayi viikeekiikli silindinin haeminin
ucte birine esittir,

XiL. 18. Gnerme: Iki kGrenin hacimier orani, caplannin orankanin kipine esitiir.

il 1. énarme: Dlzlemssi benzer sekillerin alznlannin bidirlsiine oran) benzerligin
karesine esittir. Benzer kail cisimlerin hacimleri oranl benzerlik oraninin klpline esitlir.

Chioslu Hipposrates (1. . 440), dalrerin alarinin gapinin karasi ile oranhi: oldu-
gunu Euclides'ien 150 yil tnce biliyordu. Euclides'in Xi1. kitabi Eudoxus’un (1. O. 408-
355) daha 6nice yapiklarinin iyi bir dlzenlemasi bicimindedir. Eudoxus, gairenin alan,
gemberin uzuniugu, geometriic sekillerin alanlan. piramit, konl ve kilrenin hacim formuii-
terini tiketme yoniemivle bulmusiu.

Euclides’in bu or: (g kitabinda gecen Hzellikler burada dedindigimiz dnermelerden
clusmamistir. Oldukea yogun bir geometr] ve cebir igeren bu Kitaplardar bazi secmeler
buraya aktardik. Bu kitaplanin timi bes akslyom ve beg tane de pasitilata dayanmisiin.
Simdi bu aksiyomlar ve positiatian bir kez daha hatirlatalim.

1. &: Ayni seye esit olan seyier birbirlerine esitiir,

2. &: Esit seylere esit cokiuklar eklenirse sonug cokluklar esit olur,

3. A: Esit seylerden esil gokluklar cikanlirsa kalan cokluklar birbirine esit alur.

4. &: Birbirlerivle cakisan seyler birbirlerine esiitir.

8. &: Butan parcalanmn her birinden blydktir. Ya da bitdn parcalarindan olugur.
Bitinun parcalar kendisinden kicOktar.

1. P: Bir noktay| diger bir rickiaya birlestiven oir dogru vardir Ya da iki noktadan
hir dogru gecer.

2. P: Sonlu bir dogru parcass her ki yonde sonsuz olarak uzatllabilic

3. P: Cembsr, markezi ve yarncapiyla bellidiv, Ya da, sabit bir noktadan esit uzak-
likia bulunan naktalarnmn geometrik yeri bir cemberdir,
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4. P: Tum dik agilar birbirlerine esittir.

5. P: ki dogru Gglncit bir dogru tarafindan, kesildiginde kesenin bir yaninda
kalan igteki aglann toplami iki dik agidan kiglkse bu dogrulann uzantisi bu tarafta
bir noktada kesisirler. Bu postilat daha sonra buna esdeder olarak soyle séylenmistir,

5. P: Bir dogruya chgindaki bir noktadan bu dogruya bir tek paralel dogru cizilebilir.
Euclides gemotrisinde en ¢ok tartisilan postllat bu olmus ve Euclidean olmayan geo-
metrilerin dogmasina énderlik yapmistir,

Yunanhlar, Misirlilardan ve Babilllerden matematik dgrendiler mi sorusu uzun
yiliar tartigtimus ve incelenmistir. Bu halklar tarih boyunca birbirleriyle iletisim kurmuglar,
ticaret yaprmglar, gidip gelmigler hatta savasmisiar. Hatta Yunanbiar 10 ve altmig ta-
banh aritmetik kullanmuslar. Birkirterinden etkilendidi diisiince olarak kabul edilebilir.
Yapiian tOm arastirmalara karsin Yunanhiarin Misir ve Babillilerden yararlandiging
gOsteren herhang! bir belgeye rastlanilmamistir. Bu yararlanmay gésteren hir belge
olmadid icin kesin bir yargiya varamiyoruz. Sadece sezgisel olarak yararlanmiglardir
diyebiliriz. Bu da farihi bir belge olmaz.

Cysa eski Babillilerin on alti problemi ve ¢dzimlerini iceren ve halen British M-
zesi'nde bulunan tabletindeki problemler ve ¢dziimleri aynen Cin'e gitmis ve Cinliler
tarafindan kendi kitaplarina gecmistir. Babil ve Misir matematidinden herhangi bir
belge i. O. IIl, yizyila kadar Yunanistan'a gegmemistir. Zaten Herodot (1. O. 485 - 430}
Yunan matematigini Thales'e (I. ©. 625 - 547) baslatrr. Bu nedenle Herodot'un da Mi-
sir ve Babil matematiginden haberinin olmadigin séyleyebiliriz, Babil ve Misir matema-
iigini doga olaylan, savaglar, depremier, salgin hastaliklar ve zaman toprak altina
gommis, bu gdmitler ancak 1930 yillarindan sonra yapilan kazilarla ortaya ¢ikanlmis,
okunmus ve yorulanmustir. Bizim ancak Babil ve Misir matematiginden haberimiz olmug-
tur, Bu nedenle Misir ve Babilden Yunanistan'a matematigin gectidini gdsteran bir
belge olmadid: igin bu soruya kesin bir yanit veremiyoruz. Ancak Ostll kapal ve sezgi-
sel olarak Yunanlhlarin Misir ve Babillilerden yararlanmig olabilecedini sdyleyebiliriz.
Bunu gésteren bazi ip uglan vardir. Ama hig biri belge dedildir.

Yunanhlar Misirdan ve Mezopotamya'dan cok seyler 6grendikierini séylerler.
Pisagor, Thales ve Eudoxus gibi bazi Yunanli matematikeiterin buralarda egitiidigini
gisteren ve sbylenen dyklier vardir. Baz1 Yunanh matematikcilerin Misir'da bulunduklarn,
oralardaki geometriyi Yunanistan'a getirdigi séylenir. Hatta bazi Yunanli matematikeiler
geometrinin ilk kez Misirda doddugu, tagan Nil nehrinin arazilerin sintrlanm stplrdigd
icin Misirh mahendisler sintrlar belilemek igin dlclimler yaptiklarint yazarlar. Buna
Herodot da katilir. Pisagor'un Mezopotamyayi gezdidi, Iran’a hatta Hindistan’a kadar
gittigi bile sdylenir. Ozet olarak geometrinin Misir'da dogdugu ve buradan Yunanistan'a
gectigi yazilir. Yaimz Misir geometrisi denemeyi kullanchd halde Yunan geometrisi
timdengelimli ispath bir geometridir. Ne Babilliler ne de Misirhiarda ispath bir mate-
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matik goremeyiz. Onlarda denemelar cokiur. Denemeler de matematikte kabul edile-
meyen bir gergekiir.

Eski Babillilenr 16 problemi ye cozimant igaren Brilish Muzesi'ndeki
bir civt yazis tablen

Burada su soru da sorulabilin. Misir'da, Mezopotamya'da ve Yunanistan'daki
geomeiri nedir? Hemen sunu séyleyebilinz. Yunan geomeirisi Euclides'te oldudu gibi
aksiyomatik diisiinceye dayah bir sisterndir. Oysa Bablliiler ve Misirhlarda bu akstyo-
matik dugdnce yokiur ve denemeye cayalidir. Babilliterin ve Misirhlarin eski bilginlen
aksiyomatik bir yontem uygulamanislar, deneme ve yamlma yoluyla matematik vap-
migtarcir. Bu séylediklarimizi gdsteren tabletler, papirisler ve taslara yaziimis veya
kazinmis belgeler vardir, Deneme ve yaniimadan sonra timevanmia sonuca Ulasmisiar-
dir. Oysa Yunan matematigi timdenaelimli. oelli aksiyomlann kabuld ile sistemli ve
gerekcelere dayal; bir geometndir. Yunanklar bir Gnermenin dogruiugunu belii tanimiar:.
hipciezien, aksiyamiar ve posiiatian kKullanarak ve bunlar Luzernne kurarzk ispatla-
maktadirlar. Bu nedenle Yunan geometris: ve disuncesi sahane bir véntemdir. ispailal
felli bir disiplin icinde yorGidlir ve bu sistern iginde senucun dogry oldugunu sdvler
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Dogruluk ve yanhslik bu kaliba uyup uymama sorunudur. Yunanhiar bunu yapmislardir.
Evet, Misirlilar geometriyi icat etmisler ama onun sonuclarini ispatlamadan irdelemis-
lerdir. Ispat, Yunanlilann akslyomarik sisteminin iriinidir. Bu ispa: dilstincesi de Yu-
nanhlara aitiir.

Burada ikinci bir soru daha akia gelmektedir. Yunanlilar bu geometrik sonuglar
nasil ddrendifer? Misirlilar ve Bahilliler dizemsel sekilierin alanlarini, dairenin alanin
ve cevresinin uzulugunu, piramidin ve kesik piramidin hacim formullni ve yarim kire-
nin ylzoleimind benzer gekillerin karstiagtiriimasiyla elde etmislerdi. Ornedin, bir
degenin alany, taban ile yiksekliginin garpiminin yansina esit oldugunu bulduktan
sonra, piramidin ya da koninin hacmini bulurken, taban alan) ile yuksekliginin carpirminin
varisina esit olacagl yorumunu yapmislardir. Daha sonra denemeyle bunun yanlis
oldugunu gdrmisler ve koninin ya da piramidin hacminin, taban alan ile yiksekliginin
carpiminin {¢te birine esittir sonucuna varmisiardir, Bunun bdyle oldugunu gdsteren
belgeler vardiri.

Mizsirhilarda oranlama ve bu kicimde karsilastirma cok ileri oldugu igin benzer
sekillerde bu kavrami ve oran kullanarak gaometrik sekillerin alanlarint ve hacimlerini
veran kurallarn dodru bicimde bulmuslardir. Bu orantara baglh olarak payi bir birim
olan kesidi sayilar kuramini gelistirmislerdir. Birim kesirleri Yunanhlar Misirhlardan
aimiglardir. Altmis tabanl sayilari ve bu sayilarla iglem yapmalar c¢a Mezopotamyadan
almislar ve kullanmislardir,

V. 12. dnerme: g, 'b,=a,:b,=...=8, b ise
(O - 1) el | IOE 2 » WSS o [ M-
olur.

1. 32. &nerme: Bir Ucgenin i¢ agilarn taplam (ki dik agiya esiitir.

L. 44, dnerme: BEFG alani ABML alanina esiitir.




3. ERATOSTEIENES

Iskenderiye matematikgilerinden birisi de Erafosthenes'tir (I. O. 276 - 194). Kendisi
sayllar kurami {izerine yaptigl calismalarla tamnir. byl bir cografya bilgini ve iskenderiys
Kttphanesinin middridir, Misirim batisinda bir Yunan kolonisi olan Cyrene’de dod-
musiur. Genclik yillar Atina'da Effatun’un okulunda gecmistir. 30 yasina geldidi zaman
Iskenderive kentine gitmig, lIl. Kiral Pislemy'nin vénatiminde calismis, Kiraldan sorra
oglu ve onun mirasgilannin hizretinde bulunmustur, Bliylik Iskender diineminden
sonraki Yunan uygarhg@ina Helen uygarligl va da Helenmizm denir. Eratosthenss daha
sanra Helen uygarliginda saygl deder birisi olarak anilmistir. Iskenderiye Kiitliphanesinin
basgina geiirilmis ve calismatarir bu kiltlphanede sirdlrmustdr. Bu klidphane daha
sonra mize oimustur. Bu mizede yasaminin kirk yihin mutlu ve basans bir bilim ada-
mi olarak sOrdurmiisilr. Yashlik danemilerinde adrme yveteneklerini vitirmis, okuyug
yazamaz olmus, vemek yemeyerek inlinar etmistir.

Eratosthenes, kendinden 6nce gslen Yunanl matematikcilerinin tim bilgilerini
hifen ve onlan yorumlayan deneyimli bilge birisi olarak bilinir. Cografya, teieaie, 1arih,
astronomi, matemalik, edebiyat ve siirler yazmisir. Yazdiklanndan bazi parcalar gu-
nimiize kadar gelehilmistir. Olimpiyat oyunlarinda atletizmeae bes kez madalya aldig
igin ona Pentathis takma ismini vermigierdir. Arkadaslan anu bu takma isimie cad@irmislar
ve onu bdyle onurlandirmiglarair. insan Ustil bir yazma yetenaginden séz ediliv. Yazdik-
larinin bazilarinin ozetleri halen vardir. Elierini cok yetenakli bir gekilde kullanmistiy.
Bu yetensklerinden dolayr arkadaslan ona Beta ikinct takma ismini de vermigierdi.
Beta, Yunancada ikinci harftir. Birincisi olmayan bu bilimde ona ikinci ismin yakistirmisiar,
ders verdigi sinifa da Beta yazisini yazmuglardir. Cografya ve matemaiik Ozerine yaz-
dikiari onu ikincilikizn birinci siraya ylkseltecek vapilardir. Simdi kayip olan Geographica
isimli tg ciltlile cografyasinin ash kaybolmus ama bazi pargalan ginlimiize kadar ge-
febilmistir,

Eratosthenes, bu ¢ ciltlik cografya kitaplarinda Ik kez matematikse! dille fade
adifen bir dil ve matematiksel olan yapilar kullanmisiy, Enlemler ve boytamiar onuon
matematidinden bir parcadir. Neredayse analitik geometrive bir ortam hazirlamigtir.
Ona Gzgl: bir diinya haritast gizmig, Him yerlesim yerlerini kuzey yarmkirede toolam:s
ye o gdnemin bilinen yerierini enlem, boylam ve yikseilik olarak gastermiglic. O db-
nemde bilinen deniz ulagim voltanin gostermiz ve burlar igin klavuz sayilabiiecek ge-
micilere yollar isaretlemistir. Atlas Okyanusu'nun Ispanya ile olan bagin crtaya gikar-
mistir. lspanya'dan Hindisian's nasil gidilecedini isarst etmistir. Haritalarinda 8000
yerin bulunduklan konumiarin enlem ve bovlamiaria gasienmig, bazl yerlesim yerleri
arasindaki uzakliklan yaxiastk olarak yazmishr. MUzesinin basinda bivinci sinif bir
hilgin olarak yasamini strdlrmisior,
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The World arcording to Beatostiienes,

Eratosthenes'e gire ddnyadaki yarlesim markezlerni gosteren bir barka,

Erastoshenes’in bizi ilgilernciren yvanl matematikciligidic. Matematikie Delian prob-
lemni olarak bilinen kilptin katlanmas sorununa gézim bulmus ve asal sayilan kend;
ismiyle bilinen Eratosthenes elegi va da kalburunu bulmustur.

Simdi Delian problemi olarak bilinen kipln katlanmas: problemi Uzerindeki calis-
masini fanrtabiliriz.
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AF ve FQ yan dogrulan farafingdan siniianan dikdorigenler ve bunlarin kbsegen-
terini sekilde oldugu gini cizelim. ARGE, ASHC ve STIH dikdérigenlerinin kenarlari
AP ve FQ yan dogrutan Gzerinde bulunsun. Bu dikddrigenlenn kosegenieri de AG,
RH ve Si dogru parcalariyia gdsteritsin,
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Birinci ARGF dikddrigeni sabit kalirken, ikincl dikddrigeni birinel ve tcunell dik-
dértgeni de ikinci Ozerine kaydirarak gekilde gbrildigl gibi A, B, © ve D nokialarin
butalim. Rikkat edilirse bu yeni sekiller dnceki sekiliere benzemekiedir. A, B, Cve D
noktalanmn uzantisi FC yan dogrusunu E noktasinda kessin. Benzer lcgenlerden
ya da Thales ieoreminder:

HE _ BE _GE
CGE AE FE
BG_GE ., CH_HE
AF E BG GE
badinitar yazilir, Buradan
CH _ BG
BG AF
ve
Dbl _CH
CH BG

bagintilan elde edilir. Boyiece DI, CH, BG ve AF uzurluklar sirekli orantilardir. £ger
Dl =a, AF = 23, CH = x ve BG = y denirse.

>

2,
23

W

|

vaziir. Bu da x ve v deferierinin a ve 2a sayllan arasinda orta oraniili oldugunu gés-
terir. EGer a uzuniugu veriien kipln bir kenarinin uzurlugu ise. x degeri ikiye katlanan
kelpiin bir kenarnm uzuniugu olur.

Erainsinenes Delian problemin bu bigimde gézmesinden dotayi I, Ptolemy tara-
findan cok onurlandiniidr ve bu goziim yonteminin resmi Eratosthenes'in arsina dixi-
len aniia kazindi. Ulkede ¢ok Uinl oldu ve ismi her yarde bityiik bir bilgin clarak anid.
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Fakat. Eratoshenes'in bu cizimi Euclides'in ya da Eflatun’un pergei ve cetvell ile
yaplimadidi ve Effatun’'un ilkelerine ters dustiigil icin kabui edilmedi. Yani bu gozim
istenen pergel ve cetveile yapiimadigi igin Tannlar tarafindan Delian’a sunulan bu
problem pergel ve cetvelle cizilemedi, Diger bir deyimle, kenar verilen bir liiptin hac-
minin iki katl hacimde olan bir kilpiin bir kenan pergal ve cetvelle gizllemeadi.

Eger a > 1 bir tamsayi ve p < va asal sayisi tarafindan bslinemiyorsa a sayisinin
kendisi de asal bir sayidir. Eratosthenes bu ézelligi cok zekice kullanarak n sayisindan
kiiglik olan asal sayilan kendiismiyle antlan Eratosthenes elediile bulmustur. Bu elek
gemasi 2 sayisindan baslar ve p < vn sayisina kadar devam eder.
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Burada yapiian islem, p asal sayisi igin p < v kosulunda yukandaki listede 2p,
3p. 4p, ... bicimindeki bilesik sayilar atilir. Béylece elekte kalanlar asal sayilardir

Bu elegin nasii calistdim yuze kadar olan sayilar praiiic olarak soyle agiklariz.
Once 2 asal sayisi harig 2 ile balunebilen tim cift sayilar ahlir. Geri kalan sayilann 3
ile bélunebilen sayilar atilir. Uglincl asamada 5 ile béltinebilen, dérdiincl asamada
7 ile boltinebllen sayilar atilir. Bdylece kalburumuzda 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, B3, 89 ve 97 sayilart asal olarak
elekie kalir. Bunlar da 100 sayisindan kucOk olan asal sayilarin kimesidir,

/100 = 10 oldugu igin bu tabloda 2, 3,5 ve 7 asal sayilanmn katlarim atarsak
Eratosthenes'in kalburunda 100 sayisina kadar olan asal sayllann kimesini buluruz.
Bu halde yedive kadar olan asal sayiiarin katiannin atilmasiyla yize kadar olan asal
sayilar bulunur. Bu yéntern orta derecell okullarda 6grencilere birer oyuncak olarak
ogretilir

Eratosthenes bugun daha gos dinyanin yaricapini pratik olarak bulan bir kigi
olarak tarumir. Yalniz dunyanin yaricapl ya da geviesini hesagplayan ne ilk ne de son
bilgindir. Ondan énece de sonra da bu hesaplamalar yapilmistr, Yalniz Eratosthenes'in
yoniemi hem kolay hem de yaptigi deneysel yontem ¢ok zekicedir. Kendisinden énce
yagpilan hesaplamalardan daha duyarlidir,

_— Iskendgriye

YVer'in merkezi )
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Yukarida diinyamn biyikligint duyarl bigimde ik kez & O. llglincl yiuzyiida
Eratosthenes dictli. 21 Haziranda Misir'da Syene'de glines tam tepedeyken tskende-
riye'de glinesin dikey dogrultudan 7° ile 7.5° kadar uzak oldugunu girdi. Eratosthenes,
diger Yunanh bilginlerin tersine diinyanin yuvarfak oldugunu bilivordu. Yedi derecenin,
cemberin ellide biri kadar oldugunu bildigi icin, dinya cevresini bu ¢zelligi kullanarak
bulabildi. Iskenderiye ile Syene arasindaki uzakhdin elli katim alarak diinyanin cevresini
ve yaricaping hesapladr.

Simdi isin matematiksel yéniine gelelim.

Eratosthenss'in disiinces| diinva yuvarlakiir ve iskenderiye ile Syene'den gegen
an bilyiik cemberi diistinmesidir. Syene bugin Aswan olarak bilinir. Bu iki sehitin baz)
ozellikleri vardir. Biringisi bu ki sehir ayni meridyen lizerindedir. Ikincisi Glines 6gle
zaman kuyunun tam dibine yansimaktadir. Yani Glnes Syene'de 6dle vakti yere tam
diktir.
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Burada yapilacak is, Syene ile Iskendeariye sehirleri arasindaki uzaklig Slgmekten
baska bir sey dedildir. Bu usta bir dlciimell isidir. Qlotimeii esit adimiaria bu ki sehir
arasini dlger ve o ddnemin élcUmierine gore 5000 stadia olarak bulur. Bu élcil 500
mil kadardir. Bu 6ledmiin daha duyarli oimasi icin yaz ortalarinda yapiitr. Clnki yaz
ortalarinda Syene'de glines saati dedidimiz ¢ubudun gdlgesi tam Gdle zamant sifir
olur. Yani dibine diiser. Glnes 1sinlar her yerde paralel geldiginden, gines isinlar
Syene'de kuyunun dibini dgle zamani tam aydiniatir ve duvarlanimin hic bir gélgesi
voktur, Eratosthenes ivi de bir cografyac oldugu icin Syene'de dik olarak gelen glines
isinlarinin Tropik Kanser denen hastaligl yaphdini da bilir. Syene'den gegen 1sin yerin
merkezi ile birlestirlir. Sonra lskenderiye ile yerin merkezini birlegtiren dogrunun gii-
nes isintariyla yaphigr ac
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Eratosthenes'in dinya gevresinin hesabindaki cizimier ve dlgimler
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olarak dl¢tilr. Bu da en biylik gember olan diinyanin ¢cevresinin ellide biridir. Boylece
dinya merkezindeki a¢i ile Iskenderiye'deki dlgllen icters agilar birbirlerine egittir,
Oyleyse,

a _ 5000
360°  diinya cevresi

ve a = 360°/50 oldugundan dlinya gevresi = 50 x 5000 = 250.000 stadia clarak bulu-
nur. Oysa dlinya ¢evresinin buginkd duyark élglsl 252.000 stadia oldudu bifinmektedir.
Aradaki bu 2000 stadia fark nereden geldidi o zaman bilinmiyor ama, bu hata Syene
ile Iskenderiye arasindaki uzakh@in daha duyarl olarak dlglilememesinden ileri gel-
migtir. Bir de iskenderiye’de edim acisinin saniyeye kadar daha duyarh élgtim0 afin-
marnigtir. Misir stadiasi 516,73 fit oldugundan 252.000 stadia 24.662 mil yapar. Era-
tosthenes’in hesabi gergek cevreden 245 mil daha kisadir.

Dimyanin blyikliguniin hesabs bir kez de kuzey kutup yiidizi kullanilarak isken-
deriye ile Rodos adasi arasindaki uzaklik dl¢ilerek yapiimigtir,

Kuzey kutup yildizy ¢ok uzakia ve yeri her zaman hemen hemen sabittir. Burada
(i Blglim yapilacaktir. Bunlardan ikisi a ve b acilarinin élelimesi, digeri de Iskenderive
iie Rodos adasi arasindaki uzakligin iclimesidir. a, d ve ¢ bir Uggenin i¢ acilan olduk-
lariigina +d+c=180% a+c¢c=180"-d=bolduklarnndana+c=b yada c=b-a
olur, Merkezdeki ¢ agisinin gordigl yay Iskenderiye ile Rodos adasi arasindaki uzak-
hiktir. Eger iskenderiye ile Rodos arasindaki uzaklik D ise, basit oranti lle dinyanin
G gevresi

olarak bulunur

Daha sonra yapilan ayn: icimlerle Iskenderiye ile Syene bir kere aym meridyen
tizerinde degildir. Ikincisi Syene tam tropik kugakta dedgildir. Yani 21 Haziran gin{ gu-
nesin gblgesi sifir degildir. Yani 1sinlar kuyunun dibine tam olarak dik gelmezier. Syene
ile Iskenderiye sehirlerinin meridyenieri arasinda 37 fark vardir. Ayrica, bu iki sehir
arasidaki uzakhk 5000 stadia degil 4530 stadia kadardir. Eratosthenes'in dtinyanin
gevresini 245 mil daha kisa digmesinin nedenleri bu éiclim hatalarindan ileri gelmigtir.
Tim bunlara karsin vine de Eratosthenas’in yapti§i bu élglm o dénemlerde yapilan
en duyarl dlglim clarak kabul ediimistir. Yéntem dogrudur.

iskenderiye Universitesi diyebilecedimiz bilim merkezinde yapilan astronomi ¢a-
hgmalan timlyle rmatematikseldir. Yani Iskenderiye astronomisi matematik yoniyle
bilimseldir. Bazi varsayimiarda yanhishklar olabilir. Biyik astronom ve matematikei
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iskenderiyeli Claudius Ptalermy {100 - 170) dinyarnin evrenin merkezi aldugunu kaksul
ediyordu. Plolemy asironomi ve Euclides de geometri yapmislard). Euclides de diinya-
nin dliz aldugunu kabul ediyordu. Yani iskenderiye okulunun bilginlerinin bugdnki
gerceklere uymayan evren ve dinya gorlsler coktu.Yine ae calismaian matematikseldi.
Ptolemy’nin Matematik Sistemleri dedigimiz Almanest tam sekiz bliyik ciltti ve Arap-
caya cevrilmigti. Bu kitaplarin Arapea ceviriierleri daha sonra Aviupa'ya gegmis ve
Latince cevirileri yapilmishr. Arapgaya cevriimesi, Euclides'in Elemenis’l aibi kaybolmasi-
n engellemistir.

Claudius plolemy (100-170).

Piolermy’nin Almagest’i 1543 vilina kadar Copernicus'un (1472 - 1543) De Revolu-
tionibus isimli calismasi yavinlanincaya kadar Avrupa'da tek otorite kitap olarak kaldt.

iolemy, Mistr asilh bir bilgindi. Astronomik gdzlemlerini ve calismalarin 127 ile
150 yiflar arasinda Iskenderiye Miizesinde yapt. Gnun bu sekiz cifilik vapitina Yunar-
blar Megale Syntexis yani Blyik Koleksiyon ismini vermislerdi. Bu kitaplann Arapgaya
cavriimesinden sonra Misliman olan ya da clmayan Ona Dogu bilginleri cok yarartan-
dilar. Arapge gevirilerinin gogu dogru cldudgu halde baz) kisimlannda dikkatsiz cavirilerin
yapiidigs gériitr,
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Ptolemy, yer evrenin merkezinde hareketsizdir. Digerleri yerin etrafinda dolanir
divordu. Dilnya evrenin tam merkezinde dedil, biraz kayikii. Glnes ve gezegenier
yerin etrafinda dairesel hareket yapwyorlard,,

Buglnkl Sisam Adasinda dilnyaya gelen Yunan asilli Arstarchus {I. O. 310 -
230), eskilerin Kapernigi clarak bilinir. Clinki Aristarchus, Pisagor gibi Giines'in sabit
ve Diinya'nin gezegenlerde oldugu gibi Giines etrafinda déndigunt séylemisti. Haita
kendisine katilmayanlara bir ders kitabt yazmistir. Bu kitapian Archimedes gok s6z
eder. Archimedes bu kitap hakinda kendi gorislerini belirtmeyerek ona katilmadigini
gOstermistir.

Planzt

Epieyele
{orbit of planet)

Moving center

Deferent /

{orbit of maving center) P

4 -
/_ -~ Earth
& [fixed in spave)
K
=7 Egiant

-

kY

Aristark’in bu kitabinin cok dnemli bilgileri igerdidi tahmin ediliyor, Kayboimas!
da bilim icin UzlcldUr. Eger Archimedes, Aristark’in gérisiering katifip onun dogru olan
gorislerini destekleseydi, kendisinin bu blyuk tnd ve gbhreti sayesinde bu kuramlar
ve gorisler ilerler, Batlamyus'un fikirleri ve g&risleri cOritdilr, bu fikirler on dérdinci
yiizyila kadar gelemez ve 2000 yillik karankk cag belki de bu kadar uzun siirmezdi.

Aristark cok sanssiz bir bilim adamiydi. Onun bu ciddi calisma ve arastirmalari,
Aristark icin cevresinde alay konusu olmus ve onun bu gorisleri hor goriiimistir. An-
cak, onun gdrisleri on altinci yizyilda Kopernik'in aynt alanda ¢alismalaryia destek
butarak degerlendirilmigtir. Fakat, Kopernik bile vaptid: bu calismalar kiliseden kork-
tudu icin uzun bir slire yayinlayamangtir.

Aristark, Ayin yan karanlhk kaldi@: zamanlarda, Gines, Dinya ve Ay arasinda hir
dik agi olusturdugunu sapiamisti. Bu (ggen icinde, Glnes'in Ay’a gére Dunya'dan on
sekiz kat daha uzakta oldugunu ve Dinya'dan en az (¢ yiz kat daha bly(k olabileced
sonucuna varmistir. Bdylesine biylk bir cisim olan Giines’in, Dlinya'min gevresinde



ER ATOSTHENES 327

Ptalemy've gire dinya haritasi.

dondagand gorisine kars ¢ikarak, Gines evrenin merkezi oldudunu sdylemistir. Ne
yazik ki, bu gdris uzun yillar kabul edilmeyerek Galile zamanina kadar yanls olarak
strmistiir. 1634 yiinda Galile, bu gériise Kkargi cikmug, bu da Hiristiyan kilisesinin
inang ve gdrislerine ters diistUgu icin de yargilanmasina neden olmustur.

Pisagor ve onun Pisagorcular cembere hayran olduklarn igin Glnes ve gezegen-
lerin dairesel hareketler yaptigini distniyoerlardi. Oysa Yunan astronomlarindan

Apollonius, gezegenlerin epicycle denen bir harekette bulunduklarini ileri stirmiisti.

Ptolemy'nin Almagest'i sadece astronami ve codrafyay: igermiyordu. icinde cok
sayida matematik vardi. Omegin ¢evrel cemberli bir dértgende Ptolemy teoremi ola-
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bagintisi vardir. Eger BE dogru parcast ZABE = £DBC olacak bicimde ciziimisse,
ABE ve DBC liggenleri benzer olur ve

AB

D=

IR

e}
C‘J')‘?
2

baginiis) yazilir. Ayrica,

ZABD = ZABE + ZEBD
= ZDBC + ££BD = £ZEBC
olur. Buradan ABD ile EBC (ggenlerinin benzerlidinden
AD _BD

EC ™ BC

yazilir. Bu [kl arantidan AB . CD = AE . BD ve BC . AD = EC . BD gelir. Bunlarin top-
laminin sonucu alarak,

AC.BD=AB.CD+BC AD
elde edilir.

AB ve AC, AB < AC olmak Uzere AD capli ABCD cevrel cemberli ABCD ddrtgenini
cizelim. Eger ZCDA=a ve «BDA= Bise, Plalemy tearemine gore,

BC o o ¢ l®
AD - sino cosft - cose sinil

olur. Buda sine cosp —cosa sinf = sin(c — ) Szdesligidir.

Yunar geomeiriciterinde oldugu gibl Piolemy (100 - 170) de cemberierin yaviaryla
ilgili problemlerde ginGs yayindan cok aginin gdrdUgii kirisler! kullanmustir, Ashinda
acinin gordigi yayt sintdsle dicen Hintli matematikcilerdir. Bu da daha sonra besinci
yuzyillarda gerceklesmistir, Sinus yerine kullanlan kavrami ilk kez Hintli asironomiar
bulmuslar ve kullanmiglardir.
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Ptolerny, Almagest isimli birinci kilabinoz 60 yangapl gemberde merkezde ko-
nusianan agyl gordtigu kirigle dlemustiir. Bu bigimde kinslerle dlgllen degerleri (1/2)
dereceden 180 dereceye kadar artan yanm derecelik artislaria bir tabla yaprustic. Or-
negin Ftolemy'nin yaptig hesaplamalara gire 2o acising karsilik gelen kingle o acisi-
na karsihik gelen sints yay: arasinda chord 2u = 120 sine bagintis) vardir. Plolemy’
nin bu dletim tablosuna gtire chord1® = 1;2,50 kadardir. Buna gore dizagin gevrel lg
ylz altimisgenin cevresini hesaplamak igin pi sayisini,

_ gevre {360 chord1®)
T Gap cap

[

biciminde oldugu heseplanmisil,

Ptolemy nin tablosuna gore chord120” = 103 : 55,23 oldugu ve v3 = 2 sin 0°
bagintisi kullanilarak V3 degeri yaklask olarak hesaplanabilit.

a, b ve ¢ kenarli herhangi bir Gegenin K alant s = (a + b + ¢)/2 olmak Uzere

K= /sls—a)(s—b) (s —c)

bigimindedir. Bu formil Heron'un Metnca isimli kirabinda geger. Tam ispati ise yine
onun Dioptra isimli galismasinda yapilmistir. Arap kaynaklanndaki gelenekiere gore
bu formiil daha énce Archimedes (I. O. 287 - 212) tarafindan hiliniyer ve ispat: da ya-
pimisti. Oysa formulin ash Bahil kékenlidir.

ABC Uggeninin O merkezli ig tedet cember AB, BC ve AC kenarlarim sirastyla
F. D ve E noktalarnnda kessin. CBE dogru pargasinin uzantisinda BH = AF alalim. OC
dogru pargasina O noktasinda dik alan OL dikmesini gikalim. OL, BC dogru pargas:-
nt J naktasinda kessin. BC dodru parcasina B noktasindan cikilan dikme OL dogrust!-
nu « noktasinda kessin. L ile C noktalanm birlestirelim. Bir kere OE = OF = OO yan-
gaplar esiitir. Simdi ABC Gegeninin K alanin bulmak istiyeruz, Buna gore K aian,
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H

K = _;.(ch (OD) + —-(AC) (OE) + + AB} (OF) = s(0D) = (HC) (OD)

olarak vazilir. Ayrica,

£CLB + £BOC = 180°
ZBOGC + ZAOF = 180°

olduklarindan ~CLE = ~AQOF esitigi gelir. Bir de AGF ve CLB ticgenleri benzer olduk-
larindan

BC BC BL BL _BJ

—— T e = — —

bagintilan yazihr. Yine

esitiginden

gelir Buradan sorra
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{CHF _BD.cD_BD.COD
CHHE Jp.ch (0D

bagintisi yazilir,. BC =g, AC =i ve AB = ¢ denirse
K2 = (CH)® (OD)?
=CHHB.BD.DC
=s(s—a)(s—h) (e-¢)

gelir. Her ilki yanin karekékil ahinirsa Heron formulil elde edilir.

Kenarlar a. b, ¢ ve d olan herhangl bir dérigen ve van cevresiniti uzuniugu
s={a+b+c+d)/2ise, Hnili matematikct Brahmagupta 600 villannda

K=yls-aj(s—b){s—¢) (s—d}

formulind bulmustu. Buna gbre Heron formill Brahmagupta’nin formuldnun 6zel oir
hali elur. Glinki d = 0 almak yeteriidir.

Kenarlar a, tn, ¢ ve d olan bir dortdenin bir i teget ve bir de gavrel cemberi varsa
S =a+ t =0 +d elduklarindan, Brahmagupta'nin formdline gore bu dorigenin K alam

K= \rade

olur.

ABCD cevrel dortgeninin kosegenler birbirlerini P noktasinda dik olarak kesiyorsa.
sekilde gortldigu ginl XY dogrusu BC dogrusuna dik ve P nokiasindan geciyorsa,
XY dogrusu AD dogru pargasini iki esit parcaya bler. Bu sonug da Brahmagupta'ya
aittir.

e e
b e T, N
/ /A = iﬁ‘}“*

e

\"“v‘ /’
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Terg agilarin esitligi, aym yay géren cevre acilarin esitligi ve imler acilarm fop
larminin doksanar derece olduklan disinilorse
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ZDPX = £BPY = £PCY = ZACB
= ZADB = ZXDP

yazilir. Buna gére XPD bir ikizkenar (iggendir, Benzer olarak XPA Uggeni de bir ikiz-
kenar lggendir. Buradan AX = XD gelir.

Eratosthenes dayince daha cok asal sayilar akia gelir. Bugiine kadar asal sayifann
timiini veren genel bir formill bulunamarmistin. Bazt asal savilan veren bazi formuller
yardir ama bunlar da yeterli degildir. Asal sayilar bu formuilerin eieklerinden hep ka-
carlar.

Asal sayilar veren genel formiliin bulunmasi uzun yiliar matematikeileri ugrastir-
mistir. Eratosthenes'in asal sayi elegi oldukga sikici bir iglemdir. n > 1 bir tamsayi
ve p < vn asal sayisi tarafindan bélunemiyorsa n sayisimn kendisi de asal bir
sayidir. Bu dzelligh kullanarak bir sayinin asal olup olmadigdi denemelerle bulunahilir.

Ernst Meissel 1870 yilinda 10% sayisindan kiiglk olan asal sayilarin sayinin
5.761.455 tane oldugunu gosiermistir, Hollandal matematikei Berelsen 1893 yilinda
10" sayisindan kigik olan asal sayiarn sayisinin 50.847.478 fane oldugunu géster-
mistir. Amerikalh matematikgi D. H. Lehmer 1959 yilinda 107 sayisindan kicik olan
asal sayilarin sayisinin 50.847.478 degil, 50.847 534 {ane oldugunu saptamigtir. Ayni
zamanda 10" sayisindan kilglk olan asal sayiann sayistinin 455.052.511 tane oldu-
gunu bulmustur.

Asal sayllar veren genel bir formil bulunamadigi icin bu konuda yeni yeni dene-
meler yapiimaktadir. Son 75 yilhk cahgmalarda bulunan en blydk asal sayinm 39
rakamli oldugu biliniyordu. Bu asal say1 1876 yilinda Fransiz matematikgisi Anatole
Lucas farafindan bulunmus ve

2127 1 =170.141,183.460,469.231.731.687.303.715.884.105.727

bigiminde 3¢ rakamliydi. 1952 yilinda ingiltere'de Cambridge’de EDSAC makinesiyle
79 rakamli asal sayinimn

180 (2127~ 1)2 4 1

biciminde oldugu saptandr. Daha sonraki savisal bilgisayarlar n = 521, 807, 1279,
2203,2281, 3217, 4253 ve 4423 degerler igin 2" — 1 sayisinin daha blyilk asal sa-
yilar olduklarin gosterdiler. Bu ve buniar gibi olan calismalar devam etmektedir.

n pozitit bir tamsay) oldugunda asal sayilar veren f(n) fonksiyonu buiunabilir mi?
8Bu soru kuramsal olarak matematikcileri kendisine gok cekmig takat bir sonuca ulas-
malarin engellemistir. Omegin f{n) = n* — 1 + 41 olsun, n <471 olan sayilar igin bu



ERATOSTHENES 333

formiil tim asal sayilan vermektedir. QOysa f(41) = (41)° olan say! asal degildir.
t(n) = n” —79n + 1601 fonksiyonu 1 < 80 olan tm asal saviiart vermekiedir. Bu sekilde
baz| asal sayilan veren polinam fonksiyentar bulunmusiur ama bu polinomlar belli
bir yerden sonra yetersiz kalmakiadirlar. Yani, her n pozitif tamsayisi icin i asal
sayllari veren f(n) fonksiyonu henilz bulunamamistin.

Fransiz matematikgisi Pierre de Fermat (1601-1665), negatif oimayan tilm n tam-
sayllari icin

fth) =22
bicimindeki sayilarin birer asal say sldugunu ileri sGrmistir. Bunun dogru oimadidin

Gauss (1777-1855) gostermistit. n=0, 1, 2, 3ve 4 gayilariicin 8, 5, 17, 257 ve 65 537
saylannin tima asal aldugu halde. n = 5 igin
22 44

sayisinin 641 gibi bir carpan oldugundan asal degildir. Matematikeiler tim k 2 5 sa-
yilart icin

QEH +1

sayilannin tuminun bilesik yani asal clmayan sayilar elduklarna inanmaktadiriar,
Ama bu heniz ispatlanamarmistir. Bu araga 1298 yilinda bulunan asal say|

QAT (DIOAETT _
bicimdedir ve tam 1.809.050 rakamudir.

W. H. Milles, 1947 yilindz ilging bir sonug ispatlamistir. n pozitif bir famsay| ve
Adegeri de gercel bir sayl olsun. Bu halde

ABH
sayisindan biyik olmayan asal bir sayl vardir. Fakat bugiine kadar A gercel sayisi
hakkinda hic bir deder hendz bulunamarmistir. Oysa, Euclides tarafindan asal sayilann
kiimesinin sonsuz oldugunu gostermisti.
ave d sayilar aralannda asalsa,

g a+d, a+2d, a+3d, ..

nicimingek: aritmetik dizising:le sonsuz tang asal saymin oldugunu Lejeune-Dirichlet
(1805 - 1858) gostermistir. ispail oldukca zordur.
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Asal sayilarin gercel eksen Uzerindeki dadilimiar da ilgingtir. Bu sonuca asal
sayilar teoremi denir. A, n sayisindan kiclik olan asal sayilar gdstersin. Bu nalde
asal sayllar teoremi,

i A log n 4

= I

olur. A, /n bélimune ilk n tamsayis) igin asal sayilarin yogunlugu denir. Bu yogunluk
n sayis| yeleri kadar buyddiglinde 1/ log_n sayisina egittl. 8u teorem ilk kez Alman
matematikeisi Gauss tarafindan ileri stirtimds, gok sayida ornekler verilmig, ancak
teorem 1896 yilinda Fransiz ve Belcikali matemaiikgilerden J. Hadamard (1865 -
1963) ve C. J. de la Vallee Poussin (1827 - 1303) tarafindan birbirlerinden bagimsiz
olarak ispatlamiglardir.

Asal sayifarin 24.000 sayisina kadar olanlannm tablosu J. H. Bahn farafindan
1659 yilinda yazilan cebir kitabinin sonuna eklenmistir. Ingiliz John Pell, 1868 yilinda
100.000 sayisina kadar olan asal sayilann tablosunu yapmistr. 408.000 sayisina ka
dar olan asal sayilann 1ablosu 1776 yilinda Felkel larafindan yayinlanmisur. Daha
sonraki malematikeiier 10.000.000 sayisina kadar clan asal sayllarin tablosunu on
cilt olarak yayinlamistatdir. J. P. Kulik (1773 - 1863), Prag Universitesi'nde tam yirmi
yil calisarak yiz milyona kadar olan asal sayilann tablosunu yaprmis fakat cok kakin
bir ser oldugu icin yayinlayamamstir. D. N. Lehmer (1867 - 1938), Kulik'in tablosunda
bazt yanhghklar oldugunu belirlemis ve bl galismalarnn 10,000,000 sayi=ina kadar
olanlari bir cilt elarak yayinlamistir.

Asal sayitar (izerine gok sayida tahiminler vardir. Bu tahminlerin oazilan géziimiis,
bazilar halen ¢ozilememistir. Bunlardan ilki sensuz sayida lkiz asal sayi vardir Yan
pasalsayisiile p + 2, 2ite 5, 11 ile 13, 28 ile 31 sayilart ikiz asal sayilarair.

Diger bir tahmin de C. Goldbach'in 1742 yilinda Euler'e yazdigi hir mekiupta ve-
rilmiglir. 2 sayisi harig, her orft sayimin iki asal sayinin toplami bigiminde clacagimi de-
nemelerle gormistir. Omedin, 4=2+2,6=3+3.8=54+3, ..., 16=13+3, 18=
11+7,...48=294+19, ... 100 =97 + 3, ... olduklarini gérmls ve béyle bir tahmin
yapmistir. Bu tahmin halen cozllememistic. 1931 yilina kadar bi konuda bir calig-
ma yapilamamistir. 1931 yiinda Rus matemaiikci Schnirelmann. her nozitit tamsayi
300.000 sayisindan, bilylk olmayan asal sayilarin toplami bigiminde yaziabilir sonu-
cunu bulmustur. Bundan hemen sonra, Rus matemalikel Vinogradefi. herhangl n= N
olan N pozitlh tamsayisi en fazla déri tans asal sayinin toplami bigiminde yazilabiiecek
sekilde bir N sayisi vardir demistir. Fakat yaptigl igpai yontemi N sayisinin bUyakiogu
hakkirida hi¢ bir bilg vermez.
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Tum zamanlarin en buyik matematlkeilerinden birisi ve gergekien gecmigin en
biiyligii olan Archimedes (1. ©. 287 - 212) Sicilya adasinda Sirakiza kentinde dogustan
Yunanh olan bir bilgindir. [. O. 287 yilinda Sicilya'da Sirakiza'da dogmus ve Romalilaria
Kartacallar arasinda sUren uzun savaslar sisasinda . O, 212 yilinda Romalt bir asker
tarafindan kumiar Gzeringe problem ¢izerken aldirdimisity. Eski zamanlann en yara-
ticl zekas) Archimedes'te vardi. Euclides ve Eratosthenes' ten sonra gelen matemaiike
kusadin en biyiguydy. Yasamina iliskin gok seyler yazilmishir.

Astronom Phidias'in ogludur. Sirakiiza kiralh Hieron déneminde o dénemin en
buyiik adas| Sicilya'da yasams, kiral taralindan gok bedenilmis ve onurlandinimisur.
Misirda Iskenderiye kentinde bir siire bulunmus ve egitimini orada tamamlamistir.
Arkadaslarl Conon, Dositheus ve Eratosthenes oimustur. Ozellikle Conan ile cok sa-
yida bilimsel mektuplagmalari vardir.

Asenimedes (1. O 267 - 2121,
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Archimedes'in ¢alismalar, iskenderiye okulunun bir ézati denitebilir. Bu okulun
ardnlerini Archimedes toplamig ve yemigtir. Archimedes'te varatici (stin bir zeka var-
dir. Dinyanin gelip gecmis (¢ bUydk matematikgisinden ilki Archimedes, ikincisi New-
ton ve (¢linctsit de Gauss olarak stralanir. Bunlarin icinde Archimedes mizelik bir
matematikeidir. En iretken yillanini Sirakiiza’da gecirmistir. [kinci Pén Savaglart sira-
sinda (I. O. 218 - 201} dogum veri olan Sirak{iza’y1 Romalilara kargl savunmus ve ba-
sarlt olmustur.

Matematik buluglarinin yam sira mekanik yasalart, denge yasalar, akigkanlarmn
dzellikieri, kaldirma kuvveti, Archimedes burgusu, Archimedes yaylarn, seriler ve ismi
veriimeden integrall kullanan Archimedes'in yagami hakkinda cok seyler yaziimistir.
Mekanik bulugiar ve matematikte yaptid seyler her tlrlli évgiiniin Ustindedir. “Bana
yeteri kadar uzuniukta bir gubuk verin, dinyay) verinden oynatayim” s6z0 onun kal-
dirac yasalannin énemini vurgular.

Kiral Hieron kendisine altindan bir tag yaptinr. Sonra kuyumcunun taca bakir
karstirdi§indan siphelenir. Archimedes'e tacta bakir olup olmadigin saptamasini
ister. Problemi ¢dzmek icin ddsdnlr. Banyoda yikanirken musluktan akan suyun tasi
tam doldurdudu anda tasin battigini gordr. “Buldum buldum” diye Sirakiiza sokaklarinda
kogtugu yazilir, Archimedes'in burada buldugu yasa sudur, St igine batirdan bir ci-
sim, batan kisminin hacmindeki o sivinin adirhd kadar kendi adirhgindan kaybeder.

Archimedes'in yasami ¢ok uzun uzun eklemeler yapilarak anlatilimis ve bazilan
oyunlar bigimine sokulmustur. Biz bunlardan ¢ok burada Archimedes'in neler yaptigin
bilimsel olarak anlatacadiz. Yagsam oyklsil biraz uzuncadir. Bu konu ayri bir yazi ola-
rak sunulabilir.

Archimedes'in Sirakiza kentinin isgali sirasinda Romall
bir asker tarafindan éldiriimesinin mozaik resmi.
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Archimedes'in calisma alani gok genis olmustur. Fen bilimierinin fiminde cok
sayida eserler vermiglic. Bunlarin cogu zamanimiza kadar gelmistir. Sembolik mezarn
vardir. Yapitlart aliine: ile onuncu yiizyiliarda istanbul'da saklanmustir. Calismalarin
orijinalleri zamanimiza kadar gelememistiv ama kopyalannin kopyaian halen koruma
alindadir. Bazi ¢calismalan kaybolmusiur. Danimarka matematiginin Unlt 1arihcisi nian
J. L. Heiberg 1906 viinda, Archimedestien arkadas Eratosthenes’e yazilmis olan ve
o gune kadar kayboldugu sanien “Mekanik Teorsmlen, Yontemler" isimli yapiii bir
arastirma sonueu Istanbul'da bulunmustur, Archimedes bu yapiunda alant ve hacmi
bilinmeyen bir gekil ya da bir cisirnle, Gilinen bir degarini zihinde karsilasiirma yoluyla
aranilani nasil elde attigini anlatmakiadir.

Archimedes'in en énemli yapri Kire ve Silindir Uzerine isimli galigmasidie. ki
Kitap halinde olan bu yapit 53 dnemli onermeyl icermekiedir. Bu vamiita kirenin yuzol-
ciiminiin S = 4nr” biciminde oldu@iunu géstermistir. Ikine: Snemli probiem de, taban
vargap! r ve yliksekligi 2r olan bir silindir igine r yangaph oir kiire yerisstiriliyor. Bu
halde silindirin hacmi kirenin hacminin 2/2 ve silindirin tim ylzeyimn alzn: kirenin
yiizéleUminin 3/2 ka oldugunu gostermisti, Geigekian kiirenin hacmi 47073, yilzol
cimii 4r®, bu taban yancaph ve 2r viikseklikli silindirin hacmi 2rr? ve wim yizélelimi
de &nr* olduklarindan, bunlann birbitine oranlarindan istenilen sonug bulurur.

Avgrimadss in Sddnllmes,
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Archimedes'in bu kitaplarinda bazi tanimlar ve kabuller vardir. Bes kabuliinden
birisi Eudoxus tarafindan verilmistir ama matematikte daha ¢ok Archimades 6zelligi
olarak hilinir. O da, birbirine esit olmayan iki dogru pargast birisi digerinin belli bir ka-
tidir seklindedir. Archimedes bu &zelligi kullanarak alaniar ve hacimier (izerine ¢ak
sayida bulus gerceklestirmistir. [kinci kitabi birinci kitabinda yapilan problemler ve
teorem lzerinde calismalar yapmistir. Bu kitapta bir de kiibik denklemin ¢dzimiiyle
ilgili bir caligma vardtr. Bu dnerme ll. kitabinda 4. nerme olarak kay:thidir. Bu énerme
Yunan geometrisinde en biiyOk problem olarak bilinir. Kisaca problem sudur. r yaricapli
bir kiire bir dizlemle kesildiginde olugan iki kiire kesmesinin hacimleri oran, klreyi
verilen bir aranda kesmeye esittir. Bu problem Archimedes'i (iclncl derece denklemin
koniklerle ¢dzmeye gétlrmastir.

Verilen r yanigapl kiireyi m / n oraninda kesmek istiyoruz. Archimedes I1. kitabinin
2. énermesinde h yilkseklikli kire kesmesinin hacminin formalind bulmustur, Yine
li. kitabin 3. 6nermesinde, bir kireyi bir dizlemle kesince olugan kire kapaklarinin
hacimlerinin birbirlerine orani kiireyi verilen oranda kesmeye esit oldugunu géstermistir.

Simdi Il. kitabin 4. énermesinin ¢dzUmine gegebiliriz.

r yangaph kidre bir diziemle kesildiginde meydana gelen h yOkseklikli kire

kesmesinin hacmi V = zh?(r — h/3) olur. Kiiresinin k yikseklikli kesmesinin hacmi
V" = mk?(r — k/3) bicimindedir. Bu hacimlerin birbirlerine oram m/n olsun. Buna gére,

h%(3r—h) m
Wigr—Kky N

olmaidir, Eger h + k = 2r badintisindan k degeri yok edilirse

nh2(3r—h) = m@r = h)2 {r + h)
= m{h* - 3h%r + 4r%)

yazilir. Bu da h cinsinden
(m + mh® - 3r(m + njh® + 4mr® = 0

biciminde Uglnch dereden bir denklemdir. Burada bir tane k ile kisaltma yapiimistir,
Buradan

3r—-h _4r

mefim ~ Ny h2

yazilir. Archimedes bu son yazilan denklemi
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biciminde yazarak inceler. Yainz, probiernin bundan sonraki kismi Archimedes'in ga-
fismasindan cikanimig ya da kaybholmusiur, Bir yiz vil sonra bu parga hulunmug ve
yerine eklenmigtir. Bu parga Sicilya-Daric lehcest ile yazildig icin Archimedes’s ait
oldugu Kabul edilir. Bundan senraki kisimlardaki céziim sirast Menaechmus’un (1. G.
350) Delian problemini ¢ozdigl yéntemdir. (@ — x) / b = c%x? esitliginin her iki terimi
de aly terimine esitlenirse,

X ={-"§}y ve (a—xjy=ab

yazilir. Bu ifadelerden ilki bir parabol ve ikincis! de bir hipetboldiir Bu iki konidin kesim
noktalari x(a — %} = be* denkleminin ¢dzimidiir. Bu eklsnen parca bir de be® = 4a%/27
ise bu egriler birbirlarine x = 2a/3 nokiasinda teget alurlar. Eger be? < 4a° /27 ise bu
konikler birbirlerini iki noktada keserer. Tersi halinde birbirerini kesmezler, Yani
be® > 4a%27 hali gézéniing alinmamistir,

Kibik denklemlerin cézimler lzerine calismalar daha sanra Diophantus'ta (250)
gbriiir. Archimedes ve Diophantus'tan sonra bin yil bu kiibik denklemler Avrupa’da
goriilmez.

Arcrimedes (1. 3, 287 - 2121,
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Archimedes'in en dnemli fiziksel buluslanndan birisl de denge vasalan diyebilece-
gimiz terazilerdir. insaniar uzun yillar aiisverislerinde teraziyi kullanmistardir. Fakat
g bir ulus ya da halk bu terazilerdeki yasalar: yazils birer kural halinde séylememistir.
Archimedes'in terazi yasasi kisaca sudur. YUk ile yiik kolunun uzunlugunun carpimi,
kuvvet ile kuvvet kelunun ¢arpiming esittiv, Artik bu yasa bilinince bundan sonraki hal-
ler birer alistirma olarak insanlara sunulabilir. Archimedes'in en bilyik dzelligi, fiziksel
olaylan matemaltiksel formillere baglama ve onlan matematiksel ifadelerie yorumlama-
sidir. Bu nedenle Archimedes birinci sinif ve birinci sinit matematikcilerin de basinda
gelir,

Archimedes burgusu aslinda ici bos bir borudur. Bu boruya yerlestirilen bir meka-
nizmayla Misir'da derin kanallardan suyu baska yerlere tasimistiv. Bugdn bu burgular
ayni amacla zamanimizda gok yerde kullaniir.

Archimedes'in ikinci bir dzelli§i dizlemlerin ya da cisimlerin agirhk merkezini bul-
mas| yanmidir Bunu yaparken denge vasalarin da kullanmigir. Denge yasalan kisaca
sunlardir.

1. Denge noktasindan esit uzaklikia konular esit agirliklar dengede kalir, Esit
olan agirklar ve esit cimayan uzakhiklar icin denge saglanmaz. Terazinin kalu uzun
olan tarafa dogru dlser,

2. Eger agirlikiar belli bir uzakliklarda yerlestirilmis ve denge oldugunda bir tarafa
agirlik ekleyince denge bozulur. Kol maddenin eklendigi tarafa dogru asagi iner.

3. Terazinin kefelerinden birisinden hic bir agirik eikanlmadan denge hali yoksa
ve terazinin kolu bir agirfigin cikarlmayan kismi tarafina cokmuisse bu taraf daha
adirdir,

6. Esit agirliklarda denge hali varsa uzakliklar egittir,

Archimedes'in bu tir postilatlarinin sayisi yedidir. Bu postlilatlar Archimedes,
terazinin kefelerine kanan agirliklarla deneyerek cikarmistir. Bu dértitlerden tgi bili-
nince dordincl hal kolayca ouiunabilir, Bu dérill orantidir

1. Onermea: Ssit uzakliklardaki agirhkiar dengede ise bu agirliklar esittir.

2. Gnerme: Esit uzakliklardaki egit olmayan agirliklar dengede degildic. Terazinin
koiu agir olan tarafa degru dilger.

3. Onerme: A > B olan iki agirlik C gibi bir noktada dengade ise AC < CB alur.
Tersine agirliklar dengeds ve AC < CB ise A = B olur.
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Archimedes'in 4. ve 5. Snermeleri iki ya da Ug sistermin agithik merkezlerinin bu-
iunmasiyla ilgilidir. Bunlar daha gok cisimlerin agirik merkezinin geomerrik merksz
almas! yantndedir.

6. ve 7. Onermeler: Bu Gnermeler 6zet olarak, yilk garpi yik kelu esittir, kuvvet
carpl kuvvet kolu sekfinde denge yasasidir

Archimedas'in bu postdiatianinin ve onermelerinin cok sayiaa fiziksel uygulamas)
vardir. Kantarlar bunlara en glzel Srneklerdir, A ve B gibi (ki adiriik varsa, bu ikl agirlid
dengeye sokacak bir C noktasi vardir. Eger bu denge noktas: A nokiasiia daha yakin-
sa A nokiasincaki cisim daha agirdir. Yani B nokiasindaki cisim daha hafifili, Bu ne-
denle biz az bir kuvvetle gok adir cisimieri kaldirabilir veya tariabiliriz. Archimedes
bu dzelligi bildigi igin “bana yeteri kadar uzunlukia oir cubuk ve bunu dayayacak bir
nokta verin, dinyay| yerinden oynatayim' demigtir. Archimedes bu yasalan kullanarak
Pon savaslar sirasinda Sirakliza'ya saldiran Roma donanmasi Uzenne manciniklara
cok aglr taslan atarak onlart parcalamighir.

Tam bu becerilenne karsin, Plutarch'in (46-120) anlatfiklarina gdre Archimedes
cok Iyi bir mihendis olmasindan o kadar da mutlu degildir. MUhendisliktek bl yaptik-
larini © kadar onemsermez ve onun énemli bulduklar: seyier matematikieks bulusiandir.
Bu Archimedss'in kendi 6z gorlistdin. Bizce minendisiikle vapugl bu mekanilk uygu-
lamalar her 1lrl( ovgunin usidndedir, Malematikie yaptiklan da Ustun bir zekanin
Griinidir. Aslinda Archimedes limit ve integral sozetklerini sayiemeden bu kaveamlaria
integral hesaplar yapmistir.

Archimedes. Kire Yapimi isimii kitabinda evrends hareket halindeki agir cisimlerin
hareketierini gosteren bir alel yapmistir. Su saati de onun bulusudur ve bu kitabinda
yer alir

Yizen Cisimler isimli kitabinda swilarin ve akiskanlarin yasalanni bulmusg ve
bunlarn incelemistic Bu yasalan kullanarak kuyumeunun kiralin tacina ne kadar bak.r
ya da gUmds karnistirdiginin aoranim hesaplamisii

Simdi Archimedes'in yaplig) ve kendisinin ¢ok anerm verdigi matematiksel calis-
malarina danelm. Bu kanudaki en 6nemii yapiti Dairenin Mesabr Uzerine isim! kita-
bidir

1, Onerme: Dairenin alam, bir kenan r yancap: ve diger kenan bu dairenin gev-
resi olan dik Gggenin alanina esitiir. Buraca gercekten dairenin A alani A = ar° olur.
Eger d dairenin gapi ve dairenin cevresinin uzuniugu da C ise Archimeades’in bu for-
mol0 Bapillilerin A = {C/2) {d/2} formlil il aymdir.
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Yalmz Archimedes A = {C/2} (d/2) = nr? form{iiing tamt tamina Eudoxus'un ti-
ketme yontemini kullanarak yapmustir. Bunda da tam basanli olmustur. Buna gére,
eger K verilen tiggenin alani ise dnce A > K oldugunu varsayalhm. Dairenin i¢ine gok
sayida kenarlar olan diizgtin cokgeni ¢izelim. DOzgin gokgenin alant P olsun. Bu
hale gére A-P < A—-Kve P> Kyazilir Merkezden cokgenin bir kenarirn ortagina
inilen dikme dairenin yar capindan kiiglktlr. Béylece diizglin ¢okgenin gevresi de
dairenin gevresinden kuglk olur. Buradan P < K gelir. Bu da P > K oiusuyla bir geliski-
dir. Oyleyse A > K olamaz.

Bu kez cemberin digina ¢ok sayida kenan olan diizgin gokgeni gizelim. Benzer
islemlerden sonra A < K gelir ve bu da bir celiskidir. Oyleyse geriye A = K olmast kali-
yor. Bu da A = nr® formiliidiir.

Archimedes'in galismaian Orta Gagda biliniyor ve cok da yaygin olarak kullandi-
yordu. Bunlardan birisinin Latince gevirisi biraz 8nce s6z0nU ettigimiz Dairenin Hesabi
Uzerinedir.

Archimedes, r yaricaph bir gemberin cevrasinin uzuniugunun d capinin 3 1/7 =
22/7 kadar oldugunu 3. énerme olarak yazarak gbstermistir. r yangapl cemberin gev-
resini C ile gbsterirsek C = 22d/7 olarak yazilir.

2, Onerme: Bir dairenin alanin bu ¢aph karenin alanina bslimii 11/14 sayisina
¢ok yakindir.

ispat: Once AB gapli daireyi ve bir kenarimin uzunlugu AB olan CDEF karesini
cizelim. Bu CDEF karesi AB cap!i daireye distan teget olsun. CD uzantisi (izerinde
DG uzunlugu CD vzuniugunun iki katl ve GH uzunlugu da CD uzunlugunun yedide
biri olsun. Bu arada 3. dnermeye gdre CH uzunludu AB ¢apinin cok yakin olarak 22/7
kati ve dairenin gevresinin uzunluguna esittir, ACG Ucgeninin alamnin ACD  Gggeninin
alanina baltmi 21:7, ACD O¢geninin alanimn AGH Uggeninin alamna bélimi 7 : 1
ve ACH (¢geninin alamnin ACD (iggeninin alanina bdlim{ de 22:7 olur. CDEF ka-
resinin alani ACD {¢geninin alaninin dért katidir. Oyleyse ACH Uggeninin alaninin
CDEF Kkaresinin alanina b&liomi 22:28 ya da 11 : 14 olur. ACH Uggeninin alani AB
gapll dairenin alanina esit olur. Cunki AC uzunludu yancapa esit ve CH uzunludu da
dairenin gevrasinin uzunluguna esittir. Oyleyse dairenin alaninin CDEF karesinin
alanina bdlimd gok yakin olarak 11 : 14 sayisidir. Buradan artik dairenin alani bu
daireye digtan teget olan karenin alanina bagli olarak yaklasik bicimde bulunur. Bu-
rada yaklagtk s&zctdlni ézellikle kullanmak zorundayiz. Clnkl tersi halinde daire
karelestirilebilirdi. Bu da olanaksizdir.

Archimedes’in, Dairenin Hesabi Uzerine olan yapitindaki en dnemli kisim n sayi-
sinin yaklagik dedetlerle hesaplanmasi problemidir. Yalmz hemen sdyleyeyim. n géste-
rimini Archimedes ve ondan sonraki Yunanh matematikgilerinin hig birisi kullanmamistir.
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= gésterimi ik kez 1706 yihnda Ingiliz mate natikeisi William Jones Malematige Yeni
Girig isimli kitabinda kullanmustir. Cember cevresinin gapina bélimine n diyen Jones,
bu dederi yiiz ondalik basamagina kadar dogru bir bicimde hesaplamisii. Fakat onun
kitabl tarmtim glizeyinde bir yapit oldugu icin kimsenin fazla dikkatini cekmemis ve
© gosteriminin vaygin olarak kullaniimasin saglayamarmzitr, Daha sonra Gnlu ma-
tematikei Leanard Euler 1748 yiiinda yayinladigi Analize Girig isimii Kitabiyla bu giiste-
rim tutunmus, 7 vaygin olarak kullanilimis ve halen bu gosterim bu anlamiyla kullaniimak-
tadir.

Archimedss'in = sayisini yaklasik olarak hasaplamasi, cembarl icten ve distan
cevreleyen dilzgln n kenarl cokgenlerle yapilmistir. Eger bu icien ve distan cevraleyen
diizglin cokgenlerin kenar sayisi ok artarsa, icten ve distan glzilen diizgin cokgenlerin
kenarlarinin tzunluklarmn toplamt gemberin uzunluguna yeteri kadar yaklagir. Iste
bu vaklasima diger bir deyimie bu limit haline eskiden beri tiketme yontemi ismi verll-
mistir. Yunanlilar da bu iikeime yéntemini killanmislardir. Gerek Yunanilarda gerexse
daha sonraki matematikgilerde limit s6zelgl kullanimamistic. Ama ddsiince bigimi
ve kullaniimasi kavrami limitten baska bir sey degildir. Sadece [imit s6zalgi eksikdir,
Yapular islemler bir fimit problemi ve uygulamasidir. Zaten maiematikie s8zclkten
gok kavram onemlidir. Limit demek ile tiketme yoniemni demek fazla tarkl bir sey dedil-
dir. Cemberin cevresinin uzunludunu hesaplamada igien ve digtan gizilen dizgin
cokgenlerin kenar sayisini sonsuza génderince dizglin cokgenlerin ceviesinin Uzun-
lugu gemberin gevresinin uzuniuguna esit olur. Yalniz, Yunanhlar buradaki kerar sa-
yisini sonsuza gondsrme islemini yapmamisgiar, belli bir basamaga kadar gokgeniern
kenarlarni sonlu sayida alarak w sayisinin yine belii bir basamaga kadar yaklasik
degenni hesaplamisiardir,
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rosayisin belli bir basamaga kadar dogru hesaplayabilmek icin Archimedes,
cemperin igine ve digina guzgin 6, 12, 24, 48 ve 96 kenarli cokgenleri ¢izmistir. Bura-
da diizgin alugenle baslamak daha dogaldir. Clnka dilzetn aliigen icten gizllirse bu
aliigenin bir kepanmn yzunlugu cemberin yarncapl uzuniugunas esitlir. Yani, verilen
cemberin icine dilzglin aliigeni eizmek kolaydir. Ise kare ile de baglayabifirdik. Bu hal-
de karerin bir kenan /2 olurdu.

Gemberin icine hir keranmim uzuniugu cemberin r yangap olan diizgin aligen
gizdikten sanra digina duzgln altigen clzmek kolavdir, Yapilacas1s A, B, &, D, Eve
F noktalarindan cembere tegeiler ciziiirse bu tegetierin art arda kesim nokiaiannn
birtestirilmesinden diizgln dig altigen ce gizilmis ciunur, Dhzgin altigenleri gizdiktan
sonra 12, 24, 48 ve 96 kenarlt diizgun gakgenleri art arda yariayarak cizmeak kolaydir,

r yaricapl gember cizdikten sonra A noktasindan bastavarak AB =r= BC = CD
= DE = EF kirigleri diizglin alhgenin kenartanidir. Bu & B, C, D, E ve F nokialaringan
cembere tedet olan dogrularin kesim noktalarnt P, Q, B, 5, T ve U olsun. Bu bigimde
yarilamalarla duzglin 12, 24, 48 ve 96 kenarli cokgenleri gizelim. Cembere icien gizi-
len n kenarll dlzgun cokgenin gevresinin uzunlugu p, Ve distan giziler: i kenarfl diz-
glin cokgenin gevresinin uzunlugu da P, olsun. Cemberin gevresinin uzuniugy da
C ile gosterisin, Bu halde bu gevre tzunlukiar arasinda

P < Pio< Py <Py <Pog<-- <P, =0 <P <. cPgraPuaPy <P, «F
esitsizlkler! vardir. Bu dizilerin her ikisi de sirurli tekdize dizilerdir. Yani p_ dizfsi artar
ve P_diziside azalan sinurll bir dizidir. Bu halde her tki dizinin gie bir Iimitt vardir ve
bu oriak limitin gemberin gevresi olan C sayis! oidugu gostenlebiiir. Dikkat edifirse
burada P, terimi p, ve P lerimlerl arasinda harmonik orlalama ve p, lerimide p_
ve P, terimleri arasinda geomeliik orfalamadis. Yari

e -D‘f;r‘- = *;J p-‘.HET:

bigimindedirler. d, cembertin capinin uzunlugu oisun. Diizgln altigenle baslarsas o,
=3d ve P, = 2V3d olur. Bu bicimde art arda hesaplamalara devam edilirse P, ve
P, terimlen arasinda P ve p terimletine kadar tekrarlama baginus| bulunabilir. Bu
sonuca Archiimedes ulasmistir. Fazla bir aciklama yapmadan

esitsizliging kau adersak Arcnimades
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(q, 10\,  96.68 96.153 [, 10}
k3+71)d{2m—_0?7,25d{p% Ve Py < (3 + d

esitsizliklerini bulmustur. Bu hesaplamalarnn sonucu

o 18 il
By 9= 3

esitsiziigidir.

3. Onerme: Herhangi bir cemberin gevresinin uzunlugu, capin tg katinm 10/71
katindan bily(ik ve gapin ti¢ katimin 1/ 7 katindan kiiglktUr. Yani d gapi 2r oldugundan,
onceki yazilan

10

1
37—1<R‘C3?

esitsizliginin her iki yani cap olan dile carpilirsa

i0 1
3d~?—1—<:r:d<3d~7~

olur. Buda 2rnr = C ile gosterilirse

olur.

22/7 yaklagik degeri m sayisinin Archimedean yaklasik degeri olarak bilinir.
22/7+3.1429 kadardir. Bu deger r sayisinin gergek degerinden yiizde 0.2 sayisindan
daha kiictk olan bir say: farkivla daha blylktlr. Archimedes 192 va da 284 kenarl|
dizgun cokgenler kullanarai pi sayisinin alt ve Ost sinirlarini daha duyarh bigimde
hesaplayarak daha ince bir yaklasimia pi sayisinin yaklasik degerini bulmustur.

Pi sayisinin yakiasik olarak hesaplanmasi icin gok calismalar yapiimistir. Ozellikle
Cinli matematikeiier bu konuda gok basarill olmuslardir. Eski Cinlilerin bu caligmalan
daha duyarhdir. Hatta batiya gare Cinliler bu konuda daha ileri calismalar yapmislardir.
Babilliler ve Misithlar da pi sayisi yerine 3 sayisi ya da buna yakin degerler almislardir.
Babillilerin pi sayisi yerine 10 olarak da aldiklar gérilmiistir,

Cinli matematikegi Liu Hsin (23), pi sayisini 3.1622, Chang Heng (78-139) pi sa-
visin /10 olarak kullanmisiir. Bunun ondalik ggsterimi 3.1622 ya da kesiili say yazi-
i 92/29 bigimindedir. Bunun ondalk gosterimi de 3.1724 kadardir,
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Dokuz Bolim isimli Onld yapiti yorumlayan Lis Hut (250) pi sayisi icin 284 kenarl
dizglin cokgeni kullanmig ve

3.141024 < < 3.142904

sinirlarim bulmustur. 3072 kenarli dilzglin cokgeni kullanarak en lyi yaklagik dagerinir
3.14159 olduguriu gdstermistir, Yine besinci yizyilin parlak Cinll matematikeisi ve
astronomu Tsu Chung-Chi (430 - 501), yeni bir yontem gelistirarek pi sayisi igit

3.1415928 « n < 3.1415927

sivrlanni bulmusiur, Buna gore 22/7 degeri daha iyl bir yaklagik deger degil, 355/113
kesri daha iyl bir yaklasik degerdir. 1985 yilindaki sor, yaklasik deger 6.442 450,000
rakamhdir.

Banida altinci vlzyila kadar pi sayis) Ozerinde bir calisma gorilmez. Hollandal
muhendis Adriaan Anthonizoon yeni bir yoniemle pi sayisimin yaklasik degerinin
355/113 oldugunu bulmustur. Bu oran 52.163/16.604 bicimindekl oramn bulunmasina
kadar eniyi pisayisinin yaklasik degeri olmustur. Bu son oranin daha duyarl oldugu
goruimustlyr. Ludolphine van Ceuten (1540 - 1610), Archimedes'in yéntemini kullanarak
2% kenarll duzgun cokgenle pi sayisini 35, basamaga kadar dodru bir sekilde hesap-
lamustir. Bu hesaplama diizgun cokgenleri kullanarak yapilan son islem clmustur. P
sayisl tizerinde yapilan sonraki hesaplamalarda baska bagintiar kullanirmigtic

Archimedes, Yunan matemaiginde biylk sayitann vazim ydntamini varen illc
maiematikgisidir, Ornedin 108 gibi bliyiik sayilarin yazimi ona aitir. Bu tir Duyum say-
lari daha cok Yuran rakamiar ve yontemleriyle astronomide kullanmistir. Ornegin
Dimya'nin varcap!, Gineg'in yancapi, buniann uzakliklan, gezegenlerin ve yildizlarin
uzakhklan gibi yerlerde bu blyik sayr yazimlari gok kultanilmistir. Bu konuda bazi
calismalar: da vardir. 10" tiiriinde dzel olarak kullandig savilara rastlanilir. © zaman
icin yaptigl karsilastirmalarin bazilar yanlistir. Clnkd Dinya'nmin evrenin merkezi ol-
dugunu alinca bazi karsilastirmalar yanlis olur.
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Archimedes’in diger bir calismasl Yaylar Uzerine olan kitabidir. Bu kitapta 28
tane énerme vardir. Ozellikle bunlardan birisi cok fnlldir ve bu daha cok Archimedes
yayi olaralk bilinir.

Arciimedes yayi, modern gésterimierle kutupsal bigimi r=a8 yada rit=a
olarak sahittir. a burada a > 0 biciminde bir sabitlir. © kulup merkezi, OA van dogrusu
da kutug ekseni olsun. r= ad tonksivonunun kutupsal koerdinatlardaki grafigi yukarida
oldugu gibidir. OGP =1 ve AUP =8 olsun. Bu halde Archimedes yayinin iipik ozelligl
r/0 = 2 higiminde sabii olmasidir. Archimedes yay: bir kez dénlince bu yayla sirirlanan
A alant

A= = ni2na)?

E.o|—u

olur. Bu alamn hesabini buginkl kutupsal koordinatlarla yapilan integral aima yonte-
miyie kolayca hesapiayabiliriz. Cinkd,

A:;;fb d6

a

bicimindeki alan formilline gbre 0 <0 < 2x Igin

sonucu heman bulunur.

Tiketme yéntemi geleneksel alarak Cnidosiu Eudoxus'a (1. O. 390 - 337) mal
edilir. Oysa bu yéniemi Euclides ve Archimedes gok baganl oir bicimde kullanmig
ve bundan gok giizet matematiksel buluglar gerceklestirmislerdir. Ozeliikie Euclides
Elerments isimli X11. kitabinda dairenin alanini ve piramidin hacim formUlini bu véntem-
le bulmustur. Archimedes bu vantemle daha da ileri giderek kat cisimlerin hacim ve
vizélgdm formullerini elde etmisiir,

Archimedes yayi da Euclides'in pergel ve cetveliyle gizilemeyen bir egridir. Simdi,
Archimeades'in yayini kullanarak verilen herhangi bir agimn Ug esit par¢aya nasil bo-
[Gndiging gosterelim. Yani, Hipplas'in (1. O. 460) egrisinde oldugu gibi Archimedes'in
yawt ile de bir a¢1 U 2sit pargaya bdliinebiir. Bu egriler aynl zamanaa daireyi de kare-
leyebilirier.

Sekilde oldugu gibi AQF agisinin bir kolunu Archimedss yay! P noktasinda kessin.
OP dodru parcasin Q ve 8 noktalanrda OO = QR = RP ofacak bicimde Ug esit par-
caya holelim. Sonra OQ ve OR yaricapll cemberleri gizelim, Bu gemcerlerin Archimades
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Archimedes yayi.

yayin kestigi V ve U noktalarini © merkezi ile birlestirelim, Boylece OU ve OV yari
dodrulart ADP agisini U¢ esit pargaya boier. Clnkil ~POA = b denirse F = (ab, b)
olur. Ayrica G = (abi3, b) ve R = (2ab/3, b) oldukian hemen yazilir. © merkezli ve OC
ve OR yaricapll cemberler Archimedes yayin sirasiyla V = (ab/3, b/3) ve U = (2ab/3,
2b/3) noktalarinda kestiklerinden ~VOA = b/3 olur.

L 7
c \;/
I\‘\\l\' "\ J
2%
5 \‘
z h:‘\.\\ ;I'.r
—=/
A

Archimedes’in parabol parcasinen alaninimn bulmase oldukea zor bir probiemdir.
Ayni yukssklikii ve ayni labanl ADCER parabo! kesmeasinin alan ile ACE Gegeninin
alani arasinda 4/3 orani vardir. Yani ADCEE parabol kesmesinmn alan = (4/3) ¢arpl
ACB uggeninin alani olur. Archimedes oldukga uzun bir spat olan bu onermeyi tam
olarak ispatiarmistir. Bundan sonra aym sonucu ADC parabol parcagt ile ADC Gggent
ve CEB parabol parcas: ile CEE Uegeni arasinda 4 . 8 oranimin oldugunu kullanarak
parabol parcasing alamni karetemistir,

Simdi ABC Ucgeninin alani A olsun. Benzer olarak AC ve CB tabanfi ADC ve
CBE ticgenlerini gozdniine alalim. Bu iki tiggenin alanlar toplami WA clur. Bundan
sonra daha fazla ucgenler gizerek AD, DC, CE ve EE fabanh dért (iggen sizelim. Bu
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dort tegenin her birinin alant ADC Gggeninin alaninin sekizde birine egit olur. Ya da
(1/8%)A olur. Béylece bu dért degenin alani (1/4%)A olur. Bu sekilde devam edilirse
cokgensel sekillerin alanlannm toplami ABC lUggeninin A alan cinsinden degeri

e ad 2 1
A1+E+Z’c?:’:—_§‘“+l—4—

i

biciminde yazilir. Bu da artak orani 1/4 olan bir geametrik seridir. Toplami da
ﬁ\[
|

olur. Eger n yeteri kadar buyik alinirsa (1/4)" gok kiglilir. Diger bir deyimle n sayisi
sonsuza giderse (1/4)" sayisl da sifira gider. Sonunda parabol kesmasinin alani (4/3)4
olarak bulunur. Bu da parabo! kesmesinin karelenmesini gésterir.

)
0

m|;:=
.b.l—l

f.l\)|—’-

Archimedes parabel parcasinin alaniin hesapladikian sonra elipsin ve bir hiperbol
parcasinin alanini da hesaplanstr. Bunlara bagh clarak herhangi bir vayla gevrili
bl alanin hesabini da yapmistir. ¥7/a® + y?/ib” = 1 olan elipsin alaninir zab oldugunu
bulmustur. Eger a = b olursa elips bir daire clur. Buna gérs dairenin alani r® yaziiir,

Archimedes bundan sonra elipsoit, parabeloii ve ki yaprakl hiperbalaitlerin ha-
cimierini aym bu tUketrme yontemiyle hesaplamistir. Fakat bunlarnin hesab) nldukca
zordur. Bugln modern yéntemlerie daha kolay ve hizh bir sekilde bu hesaplamatar
yapiliyor. Kullandigimiz yéntern de integraldir. Kiire, silindir, koni, kesik koni, piramit,
kesik piramit gibi geometrik sekillerin hacimleri ve ylzolcumler Archimedes tarafindan
tlketme yéntemivle hesaplanmistir.

Bu yapitlardan. Archimedes’in integral kavramin gérdiginii fakat Newion gibi
daha kolaylagtiner yéntemleri bulamadigim soyleyebiliriz. Integralin meyvelerini Archi-
medes'ten tam iki bin yil sonra gelen Ingiliz fizikgisi ve matematikcisi Newton (1642
- 1727) viyecektir,

Archimedes'in Silindir ve Kure Uzerine olan iki ciftlik kitab integral yoniyle cok
dnemlidir. Geometrik sekiilerle ilgili hesaplamalar bu iki kitapta onemli bir yer tuiar.
Yaptig buluslar Gyle stradan da degildir, Ustelik o giintn kosullarindaki matematik
bilgilerinin az olmasi nedeniyle Archimedes'in ispat yontemlen her tirld dvglinun Os-
ttindedir. Ornegin Conoid ve Spheroidler fizerine olan kitabimdaki 6. dnermede eliosin
ve diger kanikierin alanlarn ve dénei cisimlerin hacimierini bulmadaki zekice becerilerini
ortaya koyar,

Archimedes, kirenin ylizolcimind bulurken izledigi yontemde kullandigr uzun
seti teoremleri aslinda sinlis fonksiyonunun integralinden baska bir sey degildir. 33.
onerme buna =n liging droektir



ARCHIMEDES 351

b R /_;57’|L/‘

Sekilde gérildigd gibi LAL cemberi uzerinde birbirlerine sit olan cokgensel
kirislerin uzunluklanni gézénane alalim. A nokiasi LKCBAB'C'K'L yaymnin orta nok-
tast olsun. BB, CC, KK, ... dogru parcalar; taban olan LL dogru pargasina paralel
olarak verilsin. LL dogru pargasinin orta nokfasi M olsun ve AA de M noktasindan
gecen ¢ap olarak verilsin. Bu halde (BB + CC'+ . ..+ LM) : AM = AB : BA ofur.

Bu ifadenin geomeirik seklinin trigonometrik olarak gdsterimi

| o 20 =1 1 .. nB 1-—cosh 4]
ke L Bope =gl s R
sin n4—*3|n =4 +3in * 5 sin - > G o (1)

bicimdeki teoreme esdegerdir. Bu teoremden, modern diile

r sink dx = 1 — cosp
a

integralini yazmak kolaydir. Yukaridaki trigonomelrik denklemin her iki vani &/n ile
carpllir ve n sonsuza giderken limiti alinirsa sol taraf

e
lim 3iNK AX.
S ; I \

olur. Burada i = 1,2, ..., niginx =10/, i=1,2, .., n—1Ii¢in Ax, = 6/n ve &x_ = 0/2n
olaral ahinrrigtir. Buna gore (1) ifadesinin sag tarafi da

Y iy 8 BA g
{1 —cosd) rIll_l;ilﬁ e cot e =1—cosh

olur. Bu da

ra-:
JG Sinxdx =t ~cosm=2
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integralinin 6zel haline esdederdir. Bu da Archimedes’in 33. &nermesidir.

Archimedes ayrnica kirenin ylzdlgimiinin en bly{ik dairesinin alaninim dért kat-
na esit oldugunu da gdstermistir. Kire ve Silindir Uzerine olan 1. kitabinin 34. dnermesi
de séyledir. Herhangi r vari¢apll bir kilrenin hacmi, bu kire icine ciziien ve tabani bu
kirenin en blytk dairesi, ylksekligi kirenin yangapt kadar otan koninin hacminin dért
katidir. Gergekten, bu konumlardaki kirenin hacmi 4rr¥/3 ve koninin hacmi 7r/3
olduklarnindan Archimedes’in dnermesinin dodrulugunu kontrol edebiliriz. Stphesiz
Archimedes bunlar uzun uzun iglemierle kantlamistir. Biz sadece hazir formiillerden
sonucu kontrol ettik.

Archimedes’in zamanimiza kadar geien kitaptannin listesini Heiberg vermistir.
Bunlar,

1. Ddzlemde Dengeler |. kitap,

. Paraboliin Karelestiriimesi,

. Dézlemde Dengeler |1l kitap,

. Yéntem (Bu kitap1906 yilinda Istanbul'da bulunmustur.},
. Kiire ve Silindir Uzerine, iki kitap,

. Yaylar,

. Conoit ve Spheroitler Uzerine,

0~ & kW N

. Yiizen Cisimler Uzerine, iki kitap,
9. Dairenin alani,
10. Kum Taneleri ve

11. Stomachion (bir parca)
bigiminde siralanabilir. Archimedes'in yaphd bu calismalar her tOrt dvglndn Uzerindedir.
Bunlann diginda Liber Assumptorum isimli kitabinin Arapgasi vardir. Bu kitap
Sabit bin Kurra tarafindan Arapcaya ¢evrifmis ve ash Tuzluk ya da Ayakkab Cekecedi
ismiyle yazitmis olabilir. Bir aginmin ¢ esit pargaya bélinmesi bu kitapta incelenmistir.
Sigir Probiemi isimli kitap, Archimedes ve Eratosthenes arasinda gecen yazisma
problemleri ve cdzimlerinden olugmakiadir. S1gir protleminin de ifging oldugurnu belir-
teyim.

Archimedes’in kaybolan yapitlan ve icerikler soyle dzetlenebilir,

1. Coky(zlller isimli kitabr kayiptir. Bu kitapta bes tane ddzgiin ¢ok y(zIU cisim
incelenmistir. Kitaptaki konular hakkinda bilgileri Pappus {300} vermistir,
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2, Aritmetik Sayilar Gzerine olan kitabindan Zeuxippus séz eder. Sayilarnn tanitii-
masl, bilyik sayilann yazilrmas| ve Yunan gdsterimleriyle sayl sistemini genisletmasi
bu Kkitapta geger. GCok gok bilylik sayiian sistemli olarak bu kitapta tanitimistir.

3. Mekanik Gzerine yazilan bir ya da ¢ok Kitabi kayiptir. Onun bu kitaplarindaki
dnermaterden Pappus, Philon ve Heron s0z eder ve anlatirlar. Archimedes'in bu tir
caligmalari Heron'un mekaniginde verilmistir. Simplicius, Archimedes'in yargekimi
problemierini bu kitaplarinda islecigini anlatir. Cisimlerin adirik merkezlerinin bulunmas!,
dengede kalabilmesi igin nereden asiimasi gerektig! ilkelerint bu kitaplarnda agikiamistir.

4. Catoptrica isimli kitabi aynalarin yansitmalar Uzerine olan galismalandir.
Clympiodorus bu Kitaptan =6z eder. Bu kitapta, aynaya gelen 1sinin narmalle yaptigs
aginin, yansiyan 1sinin normalle yaptigl a¢tya esit eldugunu sdyler. Suda 13181n k-
masirit yine bu kitapia incelemistir. iskenderiye'li Theon {1V, ylzyil) da Archimedes’in
yansima ve kirimaian bu kitapta anlathint yazar.

Yalmiz, Archimedes'in bu vapitlarinin kaybolmasina lztlmeye gerek yokiur. Sin-
kil bu kitaplann icerikleri zamanimiza kadar diger yazarlar tarafindan iletiimigtir. Zaten
Archimedes’in kaybolmayan ve kayholan yvapitlarn Uzerine, Heron, Pappus ve Thaon
caliemalar yapmislardir, Uelinel ve dérdinei ylizyiilara kadar Archimedestin vapitianin
tomil [skenderiye kitliphanesinde bulunuyordu, |skenderiye Kitlphanesi'nin tahrig
edilmesi ve yakilmasinda diger kitaplar gibi Archimedes'in kitaplan da yok olmugtur,
Elierde bulunan diger kopyalar gelecege 1sik futmustur.

Archimedes'in yapitlar Uzerinde cok sayida Kisi calizmig ve onun yaptiklarinm
zamanimiza kadar gelmelerini saglamisiardir, Omedin Eutocius (500), Miteili Isidorus
{532) ve baska yazarlar Archimedes'in caligmalar lzernnde egitilmisler ve bu kitaplar
(izerindeki konular hakkinda yorumlar yazmislardir. Ozellikle dokuzuncu yiizyilda Leon,
Archimedas'in tim yapitlarin Istanbul Universitesi'nde toplamis ve koruma alting al-
mistir. Burada keruran Kitapiardan birisi Heiberg tarafindan bulunan Yantem isimli ki-
taptir. Bu kitabm parsémeni viprandidl icin bazi yazilar silinmistir. Leon bunfarmn bir
kopyasini gikarmis ve Yunanca yazilan bu kitap yirminci ylzyila kadar gelebilmigtis.
Daka sonra Palermo’ya goilrilmis, Narman Court'da saklanmistin. Buradan da
Hohenstaufen Evi'ne konmusiur, Archimedes'in bu yapitlar 1266 ile 1564 yillari ara-
sinda cak 2l degistirmis ve sonunda bu kitaplarnn blyik bir kismy 1269 yilinda Moer-
pekel William tarafindan Latinceye gevrilmistir. Bundan sonraki yvizyilarda Archimedes'in
Kitaplarinin cok sayida kopyalan ahnmis, dedisik dillere gevrilmis ve okunmustur, Er
son Latin gaviriler 1810 lle 1915 yillar arasinda vapllmustiy. Bu ceviriler halen yararian:-
lacak haldedir. Qzellikle Yéntem isimli kitap cok ise yaramistir. Bu kitabin igi énermelsrle
doludur,

Archimedes'in kitaplan o kadar maiematikle doiudur ki buplarn tUmiinG buraya
artarmak olanaksizdir. Simdi Kire ve Silindir Uzerine olan kKiiabindan baz Gnermelgt
akiaralim,
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I. Kitap, 13. dnerme: r taban yangaph ve h yiikseklikli dik bir silindirin yanai
alani, s = 2nrh = nx? olur ve buradan

yazilir. Bu halde silindirin yanal alam ylkseklikle ¢apt arasinda orta orantili x yarigapli
bir dairenin alanina esit olur.

I. Kitap, 14. dnerme: r yarcaph ve 1 yitkseklikli bir dik koninin yanal alani

.,rq‘I 2 2 .

olur ve buradan

L

* T heer
yazilir. Yani, dik koninin yanal alam taban yangap ile koninin yanal ayriti arasinda
orta orantih olan x yancaph bir dairenin alanina esittir.

I. Kitap, 15. énerme: Taban yari¢ap: r ve yanat aynitl s olan bir dik keninin yanal
aianinin faban aftanina bélimo s/r ofur. Yani, taban alani s ve yanal alan da < ile
gdsterilirse

s _2msi2 _ s

]

nré r

clur.

I. Kitap, 23. énerme: Bir kirenin y(z&lgimU, bu kirenin en bity(ik dairesinin
alaninin, dért katina esittir,

I. Kitap, 24. 6nerme: r yancapl bir kdre icine bu kiirenin en blylk dairesi ta-
banli ve r ylikseklikii dik bir koni yerlegtirilirse, kirenin hacmi koninin hacminin dért
katr alur.

Kiirenin hacmi V = 4{r r*/3) ve koninin hacmi V' = 7 r*ri3 = nr¥/3 olduklarindan
VI = 4 oluy,

Ylksekiigi 2r ve taban yangapi r olan bir dik silindir igine r yarigaph bir kire yer-
iestiriliyor. Bu haide,
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&. Silindirin hacmi. kdrerin hacminin 3/2 kat olur.
b. Sllindirin thm yuzeyinin yazélcimi, kilrenin yizélcminin 3/2 kati oiut.
Cinka,

a. Klirenin hacmi V = 4(ar/3) ve silindirin hacmi V' = nr® | 2r = 2rr? oldugundan
VIV = 3/2 olur.

k. Silindirin tm ylzeyinin yuzéleum S = 6ar* ve kirenin yizéleimi 8" = 4mr®
eldugundan S/5 = 3/2 olur.

Yalniz bizim burada yaptikiarimiz, sadece bilinen hazir formilileri konirol etmek
oldu. Archimedes bunlarl yeniden kend! yontemiyle uzun uzun gistermistir.

Archimedes'in kinlan Kirig teoremi soyledir

Sekilde gorildigu gibi ABMC yayi (zerinde AM = MC olsun. Yani M nokias
ABMC yayinin ortasi olarak verilsin. BC > AB olmak Uzere AB ve BC kirik kiriglerini
gbzénine alalim. MF dagru parcasi biyik olan BC kingine dik olarak gizilsin. Bu hal-
de  noktasi kirilan kirisin orta noktasidir. Yan|, AB + BF = FC olur.

Once CB dogrultusu Uzerinde FD = FC olacak bicimde D noktasiny isaretleyelim.
Bu halde MBA Oggeni ile MBD deggenlerl KAK bagintisina gore esittir. Butadan
AE L BF = DB + BF = DF = FC vazilir. llk ve son terimlerden istenen sonuc séylenir.

Bir gemberin iging gizllen 2n kerarl dizgun bir cokgenin kenarlarinin uzunlugunts,
ayni gemberin gine cizilen n kenarl didzgln bir gokgenin kenarlannin uzunlugu cin-
sinden hesaplanabilir.

Sexilde gorildiad gibi bir birim yarigapl gember cizelim. Dizgin n kenarl olan
cakgenin PR kirisi PR = S olsun. Cemberin O merkezinden PR kirigine inilen dikme
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S .

St 4SS

PR kirisini ve PR yayii sirasiyla T ve O naoktalarinda kessin. Bu halde PO ve GR
kirigierf PQ = QR = 5, olur ve 2n Kenarll dlizglin gokgenin kenarlandir. Pisagor teo-
reming gore

a, OT2=OF{2—TF12=?—T"'

/
2 Ot o e -

b. QT2=(1 = 0OT) _(\1 .

€. 87 =QT24+TR?=2-V4—

oagintiian kalayea yazilir.

Bir birirm varicapl bir gember icine ddzglin bir alligen gizilirss, bu halde yaricap
dizzgUn alfigenin bir kenarina esit olacagincan S, = 1 oldugu hemen yazilir. Bundan
sonra yapilacak hesaplarla

| T =
St =J2—\/24\f2+\;“24 V3

gicuklan gosterilebiliv. Bunun sonucunda Archimedes pl sayisimn yaklasic olarak
n=485,, = 3.14102 = 22/7 bigiminde hesapfamigtir.
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Archimedes'in Yardime| Teoremler kitabinda 13 tare geomeirik Snerme vardir,
Bu kitakin valniz Arapea ceviiisi zamammiza kadar gelebiimistis. Archimedss bu kita-
oinda bazi geometrik sekilierls ilgili problemler diizenleyerek cézmisiiy. Buriardan
birisi ayakikakict bicag: sekilli prablemdir.

Sekiide gdrilegt gibi AR, AC ve T2 gaph varim cembsilen gizelim. Bu g va-
rum daire arasinda kalan kisma ayakiabici migadl lsmi verilin. EGer PC galiu parcas;
AB dodru pargasina C nokiasinda dikse, avakkabic) bicadimn alan PC gapl gairsrin
alaning esitir.

Onee (x + ¥)? = x* + y* + 2xy oldugundan,
AB? = (AC + LR
=AC? y CB® ¢ 2AC . BC
= AC? 4 CB® + 2R(C?

yazilir. AC . CB = PC? olduguny APB dik lcgeninde biring Buclides badirtisindan
yazabilitiz. Chnkil P acis) AE capini gbren gevre acisidin ve diklly, Aynica, PO bu dik
tcgenin yiksskligidir, Bu nedenie ikingi Euclides badintist uyguianabilis Ayrica, taral
aian ayakkalne: bicadaun A alanl

~Hppe Tapd Ul
A_SAB & AC 5 CB
e %{-ABE —ACE - CB?
= LPpcE

£PC

elur. Yani ayakkabie: bigagsnin zlan:, PC caplh dairenin alzmina asi olur.

Ayrica, AC ve CB caph vanm cemberlerin ortak tegeti RS olsun. Bu halde FRCS
bir dikddrigendir. FRSC dikddrigeninin kdsegenleri birbivlerini onalayacagindan G
ve B3 kdsegenlerl birbirlerini ortalar, Ayrica FC capl: gember FRCE dikd&rigeninin
ceviel gernbert olur. Mer zaman cap aiirer cevee ac diklir Gzelligini bilmede varar
vargir,
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Archimedes'in diger bir gecmetrik sekli tuzlukiur. Bu tuzluk geomeirik sekilll ci-
simle ilgili proplem de Yardime: Teoramier kitabinda vardir. O da goyledir.

Sekilde gortidigl: gihl AC = 0B olsun. AB gaplh yvanm daireyi gizslim. Yine sekilde
aldugu gibi AC ve OB capii varim daireler ile CO canli vanim daireyi gizelim. Bu g
cember tarafindan sinirianan bélgeye tuziuk sekilli ¢lsim denir, PQ dodru pargas! bu
tuzlugun simetri ekseni ise tuzlugun alan FO caph dairenin alanina esittir.

CD dogru pargasinin orta naktast O oldugundan

AD? + AC? = (A0 + QC)% + (AD - OC)?
= AQF 4+ 280 . OC + OC? + AQF—2A0 . OC + 8°
= 2(AD° 4+ CO¥)
yaziliv. Ayrica PO = AC ve CO = OQ oldukdanndan, PG=FPO + 00 = A0+ CD=AD

olur. AB? + CD? = (2A0)? +(2C0)° = 4(A0* +CO%) =2 (AD* = AC?) gelir. Buna gére
tarail alan tuzlugun A alarn

_Tap?, Bop?_ 27 ace
A-BAE.BCD BAC

%(ABE + CDR —2AC3)

= &\ 2(PQP + ACH) — 2ACH

=

502 = B
SPHCE - 490

ol

olur, Bu son tenn de PO capi dalrenin alan: alur, Bl dz [stenen sonugtur,

Archimedes vayini xulianarak a yaricaph bir galrenin alamni karelestireoiliriz.
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Archimedes yay! r= a8 biciminde kufupsal koordinailt bir yaydir. Yani r/0 = a
biciminde sabittir. Simdi O merkezli ve a yarigaph cemberi gizelim. Sekiide gériidadl
gibi a0 yayt OR uzunluguna esittir. OP dogrusu OA dogrusuna dik oldugunda ORP
yay! bizim a yarigcap! cemberin gevresinin uzunlugunun dértte birine esit olur. a yart-
¢apll dairenin alans, yancapin yarisi ile dairenin ¢evresinin uzunfugunun ¢arprmi oldu-
gundan, dairenin K alant K = (a/2)C ya da

K = (a/21{40P} = (2a){OP)
yazilir. Karenin bir kenarinin uzunfugunu x olarak aiirsak K= x° olur. Buna gére x

saylsl 2a ile OP uzunlugu arasinda orta araniithdir. Buradan sonra x uzuniugunun
nesabinin yapimasi kalyor.

Sekilde goraldigu gibi OP ve OC = 2a uzunlukiar arasinda orta alantili olan x
uzunlugu birinci Euclides teoremine gore OT = x ylkseklididir. Bunun igin PC caph
cember gizilir. G noktasindan ¢ikiian dikme yarim cemberi T noktasinda keser. Igte

bu OT = x uzunlugu bizim a vancaph dairenin alanina esit olan karenin bir kenari-
dir.
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Dikkat edilirse bu karelestirmeye pergel ve cetvele ek olarak Archimedes yayi
da girdi. Karesellestirme ancak yapilabiidi. Hemen belirteyim, bu karelestirme pergel
ve cetvelle yapiimamigtir. Euclides’in bu araglarma bir de Archimedes yay: eklenmistir.
Bu higimde pergel ve cetvele yardim edilerek, yani pergel ve cetvele bazi yardimet
atetler ekleyerek ¢ok sayida karelegtirmeler yapilmistir. Bunlardan birisi de yukarnda
oldugu gibi Archimedes yayidir.

OA baglangig dogrusu olsun. Archimedes yayinin bir kez ddnmesiyle A noktasina
ulagilsin, A noktasindan Archimedes yayina cizilen tegetle O noktasindan OA dodrusuna
gikilan dikme B noktasinda kesigsin. Bu halde OB dogru pargasinin uzunlugu OA
yarigapl gemberin ¢evresinin uzuniuguna esit olur. Ayrica, AOB {icgeninin alani OA
yaricapli dairenin alanina esit olur. Once bu yaya yani r = a8 bigimindeki Archimedes
yayina A{2na, 27) noktasinda tedet olan dogrunun edimini bulahm. Bugiink(l modem
dilte kutupsal koordinatlar kuflanalim. x = r cos8 ve y = r sing olduklarindan r = a6
degeri bu ifadelerde kullanilirsa x = af cosf ve y = ad sind olur. Yani,

_dy _ dy/ds
" dx T dx/de

_asing + ab cost _ sind + 6 cosgh

" @ cosb—absind ~ cosh — 0 sind

m

oldugu hesaplanirsa 8 = 2n nokiasinda m = 2r olarak bulunur. 6 = 2 nokiasinda x
= a2z cOs2n = 2ra ve y = a2xn sin2r = 0 olduklanndan x, =2xa ve y, =G olur. y -
¥, = m {x ~x,} bigimindeki dogru denkieminden A noktasindan gegen tecatin denkiemi
r(2ncos8 — sind) = 4n?a olarak bulunur. 8 = 3%/2 oldugunda bu ik dogr. = noktasnds
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kesiseceklerinden B{dna, 3n/2) ofarak bulunur. Buna gore QAE figcgeninin alam
o 5 ‘— i ™~ = . H .

S =2ra.4x° . ar2 = 477 olur. OA = 2na oldufundan OA yancapl darenm alar

da D = ©{OA) = n{27a) = 4n°a® olur. Buradan S = D yaziir.

Archimedes’in Yardimei Teoremiler kitabinin 8. dnermesi daha énce sozUnd elti-
gimiz bir aginin g esit pargaya bélinmest problemine ayrilmigtir. Bu da soyledir.

— A
T e /
/ \P/
T/
e
Pl B - I,
s R F Q o

Once sekilde gorildigii gibi lice bdlecedimiz ABC agisin gizelim. B merkezii
herhangi bir yarim ¢ember AB yar dodrusunu P, BC dogrusunu da R ve Q nakialarinda
kessin. Sonra 5T = BQ = BP = BT oiacak bigimde STP dogrusunu cizelim. Gizimdern
dolayl STB ve TBP Ulggenieri ikizkenardir. Buna gire BST agisl Q3P acisinin Ggle
biridir. Bu da ABC agistnin g esit parr\am boldnmesi demekiir. Dikkat edilirse burada
nergel ve cetvele ST = BQ = 8P = BT yvardimi yapimistr, Bu nedenle bu Ug asit aciya
bélme tam olarak pergel ve catvelle vanlimarigtir.

Archimedes'in Yardimcl Tearemler isimii Kitabindaki 4. dhermedeki ayakkabic
gekecedi problemine bir ek daha vardsr, O da sekilde oldugu gibi tarah dairgierin alan-
larinin birbirlerine esit oldukiandir.

Archimedes'in cansmalarinda gacen bir problem de Sicilva'da ve Yunanisian'da
raik tarafindan sdvlenen yéreser Gir probiemdir. Probiam, Homerosun Ocasa isimil
chikinc gitabinda DICI!\;R da "‘L_)"J'W VT IR e 83y Wl HE: IIGI Holarak \.34—‘(,@ Archimedeas
de D problemi incelemistir. Buradaki probiem dori renk olan hegalans ve neklornn
sayising bubma bicimindedir. Bu problemde sekiz tane bilinmeyen vardir. Preblemin
itk kism yedi tane basit dogrusal derklemle bilinmeyenteri bulma bigimindedir. Probie-
min zariagmas icin buna W, X, ¥ ve Z sayrian beyaz, siyah, benekfi ve kahve renkli
hodalarl ve w, X, y ve 2 saylan da beyaz, sivah, benekli ve kahve renkli inekleri gos-
termek Uzare buniann sayilan arasinda bogalar icin
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) e g = v 13
WeaoXgfd, K Y47 yo Ye 5 i
5" " 20 2"

bagirmilar, bogalsr ve ineklerin sayian arasincla

|-1

W -L(X4R), %=i¥ ey, ":;;(24-2}. ve z=13(Wiw

I

i

I\J
N3
2

paginhlan vardir, Ayrica W + X toplam) karesel bir sayh, birde Y + Z Ucgensel bir sa-

vidir. Bu kosuilardaxi bogalaris ve Ineklenn sayilar bulunacaktir Sicilva'da yoresel
olarak haik arasinda soylenen bu sidir nroblemi tek bir denkleme ininesye kadar de-
varn ecilirse

% - 4.729.454y° =1

denklemi yaziliy. Buraca bir de ex olaras y savist 931£ sayisinin katidir, Dahea sonra
bu denkiemn yanig olarax Pell (1611-1685) denklemi olarak sdylenmistir. Ruler (1707-
1783), Ingittz matematikgi John Pelin galismalarnda bu problemi gordUgt icin bunlara
vanigikla Pall denklemi immi vermistls, Zu denldem halent bo igimie bilinir

Siqir profleminin gozimid Icin cok sayida denemeier yapilimigtic. Bu dokiz kosulu
saglayan gok sayida rakarm: denemek insanian hayal kinkhgina ugratmustic ve biktir-
rregtir. AL Amthor'un 1880 yihinga yayinladiél calismaya kadar problemin cézimunde
ciddi Bir Hetleme yaoilamamistin. Amthor

J 4.729.494

sayising sivekll kesirers acarak sigir savisinin 206,542 tane hilinmeyven rakami buly-
nan 776... says almzidir sonucuna varmistis. Yer éleiimet ve ingaat mihandisi olan
AL H. Bell, 1882 yilinga Amihorun verdigl rakamlann iam ayising bulimatk igin déar
vifa yaki vaptid) hesaplamalaria ve ona ou hesaplamalarda vardim eden Hillsbara
Matematlic Kuinptinden 4 matematikeinin vardimiyla 776... sayisinin soldan 32 rake-
min: ve sagdan 12 rakamini dogru clarak. oelidedigine inaamigti. Archimedes'in bu
probleminin tam cozumi 1985 yiinda bilgisaver kullarilarak H C. Willams, K. A.
Cierman ve C. B Zarnke tarshindan hesaplanmistic Bu denkiemiar saglayan sigidann
sayizi 208545 basamakh clabliecsi bir sayidiv. Zaten 5u savinin ik B0 rakami ve son
12 rakamy Bell araiindan dogru olavek daha dncs bulunmusiu,

Efer sidlann sayien yazmaya kallissavdik bu savicald rakamiar ancak 522
mgive uzuniudunda biv kad)f gereldrdi. BL kadar szwda sigr zaten Sicliya adasina
sigmazes, Uslzlik her ing@ie 1378 1ane boda digerdl, Ustelik bu kadar si@ir glitmek
ve oflarmak da ok o0yik sorun nlurdu.
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Archimedes'in bu tir problemlerie ugragmadak amac!, saviian yazmada yelersiz
katan Yunan matematiginde biylk sayilann vaziimas y&niemini getirmesidir. Glnkd
Archimedes Sand-Reckner isimli Kitapinda bu t0r DUy {k sayiiar xuramini uygulamail
olarak vermisgtir.

1. Yardime: Teorami: OA, O merkezli bir cemberin varicapl olsun. CA, bu gam-
bere A noktasinda tedet olarak verilsin. DO dogrusu COA agizmin aglortay olsun ve
bu agtortay AC dedrusunu D noktasinda kessin. Bu halde DA QA = CA/(CO + DA)
ve DO? = OA? + DA® olur.

2. Yardimcl Teorem: AB ¢apll bir cemberi gdzdnlne alaim. ACB acisi gapl qbr-
diga igin bir dikagi olur. AD, CAB actsinin agtortay! oisiun. D noktasin B nakiast ile
birlestirefim. Bu haide ABYBD?® = 1 + (AB + ACY¥/BC? ve AD? = AB? — BD? olur.

Archimedes’in Ydntemler isimli kitabinda parabeoilin karesellegtirilmesinde gegen
bir ispak varelim,

Archimedes'in Yéntemier isimli kitabinda gecen ik dnerme bir parabol garcasimn
alany, icinde ¢izilen Uggenin alaninin 4 7 3 kati oiur,
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Cince ABC parabol kesmesini gdzéniine alalim. Bu parabel kesimesi AC dogru
parcasi ve ABC parabol vay! arasindaki hélgedir. B noktast AC dogru parcasinin D
oria noktasindan paraboliin eksenine cizilen paralelin parabol vayini kestigi noktsdir.
Yani, B noictas) bu ABC parabiol vavinin k8sesidir. Bu B ksesi ayn zamanda AC dog-
ru parcasina en uzzk olan kosedin. © noldasirdan bu yaya bir teget cizelim. Bu tedel
DB pzaniisinl E naktasinda kessin. A nokiasindan DE doGru parcasina gizilen paralel
CB dogr pargasinin uzantising K nokiasinda ve CF uzaniisini da F nokeasinda kes-
sin, CB dogrusy uzantisinda CK = KH olacak bigimde S noktasmi isaretleyelin. Archi-
medes, CH kalunun orte noktasimin ¥ oldugunu gdzénune alir. Buradaki amag CFA
degeni ile ABC parcasini dengelemektin, Bu dengev! kurabilmek icin MO dogru parca-
sini gizelim. Bu dengeyi parabolin £B = BD ve MG PO = CA  AQ pigimindek) Gzellikier
zaglavacakiin Bunlar Archimiedes tarafingan bilinen parabol Hzelikleridir. EB = BD
oldugundan FK = KA ve Ml = NC olur. Craniardan ve CK dogru parcas( AF dogru
parcasini ikiye boldigl icin, Euclides'in V0. kitabindaki 2. nermeye gore, MG : PC
= CAAD = CK KN = HK - KN clur. TG dofjru parcasi PO dagiu pargasina esit ise
MO : TG= HK €N yaziir. Boylece, v noktas) MO dogru pargasinm agirlic merkezi
cldugundan ve kaidirac yzsasina gdre MO ve TG dogru parcalarn K noktasing gdre
dengededir, CFA liggent MO giki paraiel dogrularindan ve CBA parcast PO gibl dogru
pargalarndan oiustugu icin, sekilde aldugu gibi, Ucger K nokiasina gore dengededir.
CBA parcasimin adirhk merkezi de H rioktasindadir, Ovleyse ACF (iegenini C noktasin-
dap K noktasing dodry 2 / 8 oraninda bulunan W nokiasina koymakla nic bir sey de-
fismez, Cunik Ocgenin agirlik merkezi kenarotayarmin keeim nokiasidic. Buradan,
ACF licgeni ; ABC parabol pareas! = HK KW =3 1 glur. Bdylece ABC pargas) =
{(1/3) ACF lggeni olur. Oysa ACF liggen) = 48ABC licgsni bigimindedir. Bdylece. ABU
parabol pargasinin alan = (4/3)ABC lggeninin alan alur. Bu da paraboliin karelestiril-
maeinde ilk agama alan Gzellikir.

Archimsdes'in buny ghstermadeld yontemi, ondan kir ylzyil dnce Demacriiug
(I. 2. 4806 - 370) terafimdan tulunmusgtu.

Taban yarigapl vitksekligine esit alan bir dik silindir igine, bu tabanl ve r viksekliki
hir koni iig r varigapl bir yanm kiire yerlestinliyor. Bu Ug hacim arasinda 3:2:7 oranlar

vardir,
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Silindirin hacmi S = nr®, yarim kiirenin hacmi K = 2xr%/3 ve koninin hacmi de
V = nr¥3 oldugundan, S : K :V =3:2: 1 olur. Bu problemi iceren Yéntemter isimii
Kitap istanbul'da bulunmustur. Eski Yunanhilarda uzuniuk, alan, hacim ve y(zdlcimi
gibi kavramlar, benzer seylerin birbirlering orani biciminde sdyleniyordu. Bu problem
ilk kez Democritus (1. O. 400-370) tarafindan bulunmustur. Fakat tam ¢6z(mU Eudoxus
(I. ©. 403-355) tarafindan yapimistir. Zamanta Democritus'un bu ¢alismalari kaybol-
mustur. Fakat bu ¢alismalann biyik bir bolimind Archimedes toplamigtir. Democritus’un
bu calisma ve buluslarindan séz eden ve Archimedes tarafindan yazilan ¢alisma,
2000 yildir kayip santhyordu. Kitap aramaktan bikmayan Danimarkall biigin J. L.
Heiberg, Yantem isimli bu kitabr 1906 yilinda Istanbul'da buldu. Parsémene yazili olan
bu yapit kotil bir sekilde silinmis ve yeniden yazilmistir. Bdylece yazilar yenilenmis ve
bu kopya Istanbul'a geimistir. TUmU parsémen olan bu kitap 185 sayfadir. Cok azinda
kadit vardir. Istanbul’da bulunan bu kitap onuncu yiizyilda elle yazidmistir. Daha son-
raki kopyasi da on glncil yhzyilda Archimedes'in yapitlarini toplayan din adamilar
papazlar tekrar tekrar kaleme almislardir. Orta Cagda ait olan bu kopyalar izenle sak-
lanarak zamanimiza kadar gelebilmistir.

Dairgse! kesimli cisimlerin agirlik merkezlerini kullanarak elipsaii, paraboloii ve
hiperbolit gibi donel cisimlerin hacim formuilerini ve hacimlerini Archimedes Y&ntemn
isimli kitabinda aciklamistir.

Archimedes'in Yontem isimli kitabinda, sekiide g&riidugl gibi 457 egimli merkezden
gecen silindir kesmesinin hacminin nasi bulunduguna iigkin géztmi de ilgingtiv. Bu-
gun bu pargayt biz integralle ancak hesapiayabiliyaruz.

Biraz 6nce sdzdnl etfigimiz taban yancap yiksekligine esit olan bir dik silindir
icing, bu tabank ve r ylkseklikli bir koni ile r yancapl bir yanm klre yerlestiriliyor
prablemi Archimedes'in mezarna gizilmigtir. Bu onun bir vasiyeti olmusgtur.

Archimedes'in yaptidi calismatar bunlarla sinurl dedildir. Bu kadar ok ¢alismas:
ve ciltlerce kitabr olan boyle blyiik bir matemalfikciyvi buraya sigdirmak olanaki degiidir
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Archimedes, integral matematiginin bulucusu olarak bilinir. Aslinda Archimedes
tiketme ydntemi adi altinda limitle integral hesabi yapmistir. Zaten integral varsa
integral, toplamtarin hmiti olarak aliniyor. Archimedes'in yaptid da budur.

Euclides daha gok kendisinden 6nce gelen matematikgilerin callsmasini cok gi-
zel bir mantik sirasi icinde gok glizel bir dille sunmus ve yapitlarim yazmigtir. Kendi
&z buluslanini da eklemistir. Archimedes'te bu © kadar yaygin dedildir. Onun yaptiklarinm
blylk ¢ogunlugu kendine 6zgu yaprtlardir. Gok orijinal ve yeni tecremieri vardsr, Yu-
nan matematiginin dev yapitlarimi Archimedes yazmistir.

Aristo (. O. 383 - 322), Archimedes’ten &nce kaldiraglan bilir ama bunlarin tam
olarak matemattksel bagmntiarini veremez. Archimedes kendisinden nce gelen ma-
tematikgi ve fizikgilerin bildiklerini bitmekie kalmaz, yeni modeller ve yeni yéntemler
gelistirir. Gelistirdidi yeni modeller evrensel bir yapidir. Matematik ve fizikieki buluglan
hem kuramsal hem de uygulamalara yonelikiir. Fizikse! modelleri matematikse! for-
millere bagdiayan ilk matematikgidir. Bunun igin ilk kez kaldirag yasalarint matematige
baglamistir. Ornedin agirhk merkezinin bufunmasi, sivilarin temel yasalan, kaldirma
kKuvvetinin ifadesi ve denge noktas: onun yaptd buluslarin bazdaridir.

Archimedas fizikte ok dnemli buluslan gergeklestirmesine karsin o hep matema-
tiksel olarak yaphdr calismalan ne slrmis ve onlarr daha gok dvmUstiir. Onu dstiin
zekal bir mihendis olarak kabu! ederler. Cok sayida dedisik cismin afiriik merkezini
bulmus, paralel kenarin agwhk merkezinin késegenterinin kesim noktas! oldugunu
gostermistir. Herhangi bir lcgenin adirlik merkezinin kdsegenlerinin kesim noktas
oldugunu ispatlamistir.

Archimedes problemterini hep sentetik yolla ¢dzmeyi denemistir. Sentetik yontemi
denerken aritmetik islemierle bunlar evrensel yapiya birindirmdstir. Mekanik olarak
buldugu buluslan alan ve hacim hesaplarinda baganl bir bigimde uygulamistir.

Arcimedes'in en bily(k dzelliklerinden birisi de alan ve hacim hesapiamalarinda
serileri cok becerikli bir bigimde kullanmasidir. Parabol parcasinmn kareseliestiriimesi
probleminde bunu daha iyi gdrehiliriz. Buradaki yintem Eudoxus tarafindan verilen
tlketme ydntemine dayanir. Buradaki tiketme ydntemi, parabol parcasinin icine tig-
genleri cizerek bu Ucganierin alani ile parabol pargasinin alanim hesaplamadir.

Sekilde gordldagl gibi PRQ ve PRQ parabol pargaianni gézénline alalm. Bas-
langicta PQQ (iggeninden sorra PRQ ve PRQ Giggenlerini gizelim. Bu hicimde devam
ederek difer Ucgenleri cizelim. Birinci basamakia Uggenin alani a ise ikinci basamakta
cizilen Ocgenlerin alanlan toplami bu alanin 1/4 kat kadardir. Bu sekilde Gggeniemeye

devam edilirse Ucgenierin alanlanmn toplami
i1 i e

o+l g = g

1
PNV 14!
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pigiminge bir geometrix seridiv. Archimettes by geametik ssrinin toplaminin Eucidesin
B, kitzbindaki 25, Gnermeyi killianmadan
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olduguru Dairenin Karslestiriimest isimil ldiznda gasiermistrn Bu da shylech 3u
toplarmin K = 4a/2 aldugunu kabul edelim. Bu K gegerinin paratol pargasinn B ala-
mina esit olmacdigini varsayalim. £ger K sayisi pargbol pargasinin alarn: olan B sayi-
sindan kiglkse ve iggenlern topiam alanids Tise, B—T<B~K ol 2u halae
T=Kyazilir, Buda T = 4a/3 = K olusuyla bir celiskicin Diger yandan K » & s, n 56
Vi3l {1/4)'a <« K—B olacak picimae belirleneiiliv. By halde

ca | iy

o n II. {‘
) a<{fa
4 Lq)
bigimdedir. Buradan B<T yaziliz. Bu da bir celigkidir. Ovieves yerlye K=3 olmasi kaliyor.
Archimedes'in bt yardimel teoremi geomelrik bir seinin ioplaminin rasd bull-

nacagini gésteren bir yanemdin. Archimedss ance

/i N N L
G arglefa=gl s
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sdriasL L d g
=atgaty da+"'+§L4}' a
S T G R

nesaplamalarini vapar. ki faraftan esit olan terimier cikarilarak yeniden bir diizenieme
yapilirsa

i1 y 1 /140
a+(Hfas. i aeglaxta

n|—~
W=

bigzminde istenen esillix bulunur
Archimedes, Yaylar isimli Kitabinda bu toglami farki bir bicimde daha bulmustur.
) da Edoxus'un véntemidir. Archimedes'in Yaylar isimli kitabinin 10. énermesi, ik n
lane dogal saylannin karelerinia toplamin
fn+ NP+ (1 +24.. . +mM=3(1F%22+.. .40
olarak hesaplamistir. Bunun sonucu olarak
Fl24 2%, =1 =<3 B2, =0

oldugunu eide etmistin

Archimedes, bu son esitsiziikie Alchimedes yavinin bir donmesiyle olusan kapall
alani hesaplamistir

rehimedes yay| medermn dille ve kutupsa koordinailaria r = a6 bicimindedir. Bu
yayin bir dénmesiyle olusan | alani Archimedes'in Yaylar isimli kitabinin 24. Snermesiyle
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nesaplanmisit. Bu B alan AL dogru pargas: ile r = a8 egrisinin bir dénmesiyie olugan
yayl arasinda kalan alandir. Bu B alam AL yangagh dairenin alamimin Ggie bir oldugunu
gostermistir. Bunu da sbyle yapraishir. Sekilde gorildigu gibi taral boigeyi icten ve
aisian alanlan arasindaki fark e olacak bicimde vaylarla gevirelim, Euclides’in Ele-
ments isimli X Kitabimin 1. énermesinde oldugu gibi ikive bolmeye devam edilersk,
AL varicapl ve {360/n) derece merkez acth daire diliminin alani e sayisindan kigilk
olacak bicimde n pozitii dogal savisi belidenebilin. Bu halde bu istemi her daire dilimi
icin yapacagiz. Buna gore, by vaylar tarafindan icien ve distan sinirtanan her bir i
daise dilimleri icin yire tu dilimier ve alaniarn farkiarn baslangictaki daire kesmeleri
arasindaki afan farkina esiliir ve bu fark Rer bir dilim igin & savisindan kiciitkidin. Sonu-
ce bu distinceden sonra ulagacadiz. Yani clmayan ergi yéntemini kullanacagiz,

R = C/3 oldugunu varsayaiim. Bi halde ya R < G/8 yada R > C/3 elur. Once
H < O/3 olsun. R alanim digtan cevraleyen bolgenin alan Fise F -~ B < G5 — B olun
Buradan F < G/3 vazilir. Egrinin fanimindan dolay) F alanin clusturan daire dilimlerinii
yancaplar 1, 2, .., 0 igin bir aritmatik dizidin. Ayrica n.n?<3 (174 224 4+ n®)ve
daire dilimlerinin alanlan yancaplannin kareleri ile oranih olduklarindan C < 3F ya
da ©/3 < F olur Buda F<0C/3 clmasiyla yani R < C/3 olmastyla bir geliskidir, Yani
H < C/3 olamaz. Benzer distnce ve yapilacak [slemlerden sonsa B > £/3 elamayacad
gisterilir. Oyleyse geriye R =C/3 olmast kaliyor. Bu sonugda, r=a8 bigimindeki
Archimedes yaymmin bir kez dolanmasiyla oflugan alanin, bitim uzunlugu AL olan yarn-
capll calrenin ataninin lcie birine esit olur,

Buglnkil moderm dille sdvlersek, r=a8 Archimsdses yayimn R alan kutupsal
koordinatlarn alan formiitne gira

1 Hruz 1 2i - 4.&%3
Hz'é,[; rdti:ij; (ab)’de =22

oluy, Ayrica AL = 2na yancaph dairenin alani C = n (2ra)? = 4n°a® bigimindedir. Bu-
radan R = C/3 olarak bulunur.

Archirnedes’in tiketme yontemiyle bazl alan va hacimler hesaplanabilir. Archimedes
parabol parcasinin alanin hegapladigl givl elipsin alanin da fam olarak hesaplamisiir,
Ayrice bu yéntemle bir hiperbal pargasinin alanini ya da herhangi bir egr tarafindan
sinilanan boigenin alamni bu yéniemle hesaplanabilecedini ghstermistis,

Archimedss, Conoit ve Spheraitler isimli kitabinin 6. 6nermesinde eligsin tarmr
atamimir wab oldugunu gdstermigtin. Bu buglinkl modern dille

=5
m

3|
na| MR

™
F
| £e)
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bigiminde blylk ekseni 2a ve klglk ekseni 2b olan elipsin alani olan rab sayisi of-
dugunu gdstermigtir. Ya da yanm eksenleri uzunluklart a ve b olan elipsin alani, vari-
gapl & ve b sayifan arasinda orta orantill ya da geometrik ortalama olan dairenin ala-
nina esittir. Yani elipsin alani,

r=/ab
yaricapll clan dairenin alanina esittir.

Archimedes'in Conoit ve Spheroitler isirili kitabinda parabolitler, hiperboloitier
ve elipsoitlerin hacimlerini de hesaplamistir. Pu cisimler, elips, parabol ya da iki dalli
bir hiperbelin ekseni etrafinda 360 derece do diirlimesiyie elde edilen katilardir. Biz
bunlara bugiin dénel cisimler diyor ve hacimierint integrallerle hesapliyoruz. Ashinda
Archimedes'in yaptigi da bizim yaphigimiz integralden baska bir sey degildir. Biz sade-
¢e integra! alma yontemlerini ve kolaylastinici olan integralin temel tecremini ek clarak
uyguluyoruz,

Simdi bir parabollin kendi eksent etrafinda 360 derece kati bir hareketle dénmesiyle
meydana gelen dénel parabolitin hacmini Archimedes ydntemiyle hesaplayalim. Bu-
nun igin ABC parabol kesmesini gbzdénine alalim.

CD, bu parabolin ekseni olsun, Paraboloiti distan sinirlayan silindir ABEF olsun.
Bu silindirin ekseni de CD olsun. CD eksenini yiiksekligi h olan ve AB tabanina paralel
n tane dizlemle keselim. Bu sekilde clusan n tane kati h ylikseklikli silindir olur. Ayrica
paraboloiti Icten ve distan sinirtayan sifindirleri gézéniine alaiim. Béylece paraboli
icten ve digtan smirlayan silindirlerin arasinda kalan pargalarin yeteri kadar kiguk
olmast haflerini diisiinecegiz. Paraboliin denkleminden ve olusan aritmetik diziden

ABEF silindiri _ n2h . _n’h
icelindr  n<2h+3h+...+(n-1h 1 2z

ve
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ABEF silingiiri _ ’h . _nth
dissiindir  h+2h48n+. <nh 1 o
2

esitsizlikieri yazilir. n sayisi veten kadar bilyllk alinirsa parabolil igten ve distan sinir-
layan siiindirlerin hacimler arasindali fark istenildigi kacar kiigtik olan bir & sayisindan
kietk yapilabilir. Bdylece, yukaridaki esitsizliklerden, ABFE silindirinin hacmi, dénel
paraboloidinin hacmiain iki kat olur.

r taban yancapl ve h yilkseklikli paratoloidinin hacmini bir kez de integralle he-

saplayalim. Bu halde y = ax® parabolil y ekseni etrafinda déndirulirse bu dénel pa-
raboloidinin hacmi

= nr_;@dy = njh% cy =

a L1

h®

e

larak bulunuy

Simdi de y = ay”® oldugundan r taban yariganh ve h yikseklikli silindirin V' hacmi

V' = ar’h olur. ¥ = yia oldugundan ° = n/a  olur. Buradan silindirin V' hacmi V' =

wnh/a = nh/a olarak bulunur. V = 2V° yazilic. Bu da Archimedes'in g@sterdidi sopucun
doarulugunu kznitlamakiacr.
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Archimedes, ryarigapl klirenin hacminin

V=

(VIS

ve yizélgiiminin de S = 4xr? oldudunu bulmusiur.

Archimedes, klrenin hacmini koninin hacmine bagh olarak da hesaplamigtir. r
yarigapll klrenin ekvator dizleminde tabanh ve r yarigap! yikseklikli koniyi digéinglim.
Bugiinki dille kiirenin hacmi V = 4nr’/3 ve koninin hacmi de V' = or¥3 oldugundan,
V =4V olur. Yani, r yancaplh klrenin hacmi, bu kiirenin en blyik dairesi tabanh ve
r yUkseklikli koninin hacminin dirt katina esittir.

Eski Yunanllarda uzunluk, alan, hacim ve ylzélglmleri bilinen uzunluklara, alan-
iara. hacimlere ya da yGz8lcUmierine gbre bir karsilastirma yapihiyor ve sonuglar bun-
\artn birbirlerine orant biciminde veriliyordu. Ornegin, ayni tabanh ve ayni ylkseklikli
bir kaninin hacmi, bu tabanlt ve bu ylkseklikli silindirin hacminin (¢te birine esittir bi-
¢ciminde sdyleniyordu.

Bu keonuyu Yunan gecmetrisine Eudoxus sokmustur. Eudoxus’un baglattidt sey
soyleydi. Karenin ve dikdértgenin alaminin bulunmasi gok eskilerden beri biliniyordu.
Karenin alam bir kenarinin karesine esitti, Dikddrigenin alani da kisa kenari ile uzun
kenarinin carpimina esitti. Paralel kenarnn alanini da onu dikddrtgene gevirerek, bir
tabani ile bu tabana ait yiksekligin carpirmina esittir divordu.



ARCHTWEEGES

Eudarus (| T.ang - 255)

LY
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Effatun va Arista’nun Atina Okulu'nun énlinde Raphael tarafindan
vapllan yagl bova iabiosu.

Ornegin ABCD paralel kenartoin D ve & kiselerinden AB dogrusu dzering inller
DF ve CE dikmeler! ile olugiuruian FECD dikddrigeninin aiant baglangigta verilen
ABCE paralel kenarnin alanma esittin,. Giinkd AFD Gegeninin alant BizC togeninin
alanina esitir,

Benizer olarak bit ABS Gegeninin aiznt AR tacanit ve b tabant ve bu fabana ait
yiksekiikl: paraiel kenarin alanimin vansina s,

Dikkai edilitse ABC Uggeninin alam ABCE peralel kengrinin alamain yarsing
gsitfir. Buda BC kenarmn uzunlugu lle bu kenara ali AR ylkseidiginin carpimimm
varns: olur
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Yunanliarn matemaliginde en sanl ve Gnld formillierd kirenin ve keninin haeim
farmailerivdi. Bu formilier ilk kez unlli matematikei ve diistiniir olan Democritus (1.
0. 480 - 370) tarafindan bulunmustur. Fakai bu formiilerin dogrulugunun, tam ve ku-
sursuz ispaflan Eudoxus (1. O. 408 - 355) ve onun arkadas) (nid dustingr Eflatun (1
O. 429 - 348) tarahindan yapilmistir Eflatun ve Aristo (1, O. 348 - 322) Yunan disuncs
sanatina oldukca etkili almus ve yapitiar vermis kisiterdir.

Demoerius'un kdrenin ve keninin formiller lzerinie yaptid) calimalar uzun yillar
kayboldugu saniliyordu. 1906 yilinda Archimades'in Yantemler isimli vapil stanoul'dz
pulundukian sonra onun yapiiidan ve yantemler Gzerine bilgiler edinilebildi.

bt =

Taban varicap: rve ylksekligi H olan dik bir konl, y = (ifH)x. x = 0 ve x = H dog-
rwlan taratindan sirianan bélgenin ¥ ekseni etrafinda déndiiimesivie meydana
gelir. Bu karinin hacnii buglnkil infegral yantemiyle
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olarak hesaplanir.

Simdi x = ay?, x ekseni ve x = H dodrusu tarafindan sinirlanan bélgenin x ekseni
etrafinda ddndlrilimesiyle olusan dénel paraboloidinin hacmini integralle hesaplayalim.
x = ay? parabolii (H, r) noktasindan gectigi icin a = H/r? olur ve y® = r*x/H yazilir. Bu-
radan bu kosullardaki parabol kesmesinin hacmi integralle

[4v]
v}

nre X

2

¢

nreH
2

olarak bulunur. Zaten Archimedes de bu sonucu bulimustu. Boviece, VY = 3/2 olur.
Yani, bir parabol kesmesinin hacmi, ayni tabanli ve ayni ylkseklikli bir koninin hacrminin
3/2 kati olur.

Archimedes dengeler, agirhk merkezlerf, yari dizglin cok yizldler, 11k ve asiro-
nomi (izerine gok caligmalari vardir. Romal tarihci Livy, Archimedas'in gky(z0 ve
yildiziar hakkindaki g&zlemlerinin ve bildiklerinin, Yunan bilginleriyle karstlastinlamayacak
kadar derin oldugunu sayler.

Yiiksekligi ve faban capi kiirenin capina esit olan bir silindirin i¢ine r yaricaph
bir kiire yerlestiriliyor. Bu halde silindirin hacmi kiirenin hacminin 3/2 katt olur, GUnka,

Veings _ 20 _ 3
VkDre %nr3 2

gldudu hemen sadlanir. Bu problemi temsil eden silindir ve kire resmi Archimedes'in
vasiyeti (izerine mezarinin bagina kazinmigtir. COnkd bu ikt seklin hacimleri ve yizol-
climleri arasinda 3/2 orant vardir. Archimedas, bu alan:n ondan dneeki matematikoiicr
tarafindan bilinmedigini séyler. Parabolln kareselestiiilmesi isimii kitabinda bu ve buna
benzer dnemli problemler cozGimastlr. Yarm kiirenin ylz&lciminin nasil bulunacag int
Misirlilanin bildigini distinmdstir. Archimedes’in ispatl, kirenin ylzéleOmadnin, en
blylk dairesinin alammn dért kati oimasi bicimindedir. Archimaaes, kirenn viizdlgl-
minden baska bir kire kapadinm ylzdlglmii il o ann, sesinienm
formiili de bulmustur,

SR
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(@~ alnBl

4
il
=]
e

bicimindadiy, Kapudun kasnhd p ise bu halce by kabugun yizalclimi

R
va ke kasmesinie haomi de
4 "
V= & mh®{3r — 1)

formiild fie bulunur. Arcnimedes, klive kagadinm yUzdlcimiial, kdrenin en blyuk dai
reninin geviesi s kitre kapadinm kalinhiginin garpirima ositis bigiminde sdviitvadu,
Kire sapadimn yizilolmiinin kepadm kalinchfmne baal oldugunu Archimedes dzellide
Beliriyordy. Vedien bir Kirede v yarigap saiit cidudundan wire kapaginin S = 2
far-mﬂ!i] ne gore 3 virdloumi 4iive kapagipin valme calnhfina baglds sonucuni siy-

avaliliz, *irsl u.‘rlm e bl Snagmil fi: srermt Foranol in Haressliogurimngsl ‘e kdaiztnm
3}_ ang :

Ao ety

Archimsdes's kagarbazl geomaiil ¢
sirmdi enlgn Kisacg vealm.

=kiiern alanian ve nacimlan Dilinrmekede.

2w b nenad dlldbrigeni aighn A = gl ol ve aewessinn vzuniugy C =284
=iz + ) blur
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b

Paralel kenarin alan: bir tabani ile bu tabana ait yUksekliginin carpimina esittir.
Cevresinin uzuniugu da € = 2a + 2b = 2{a + b} olur. A alani A = bh = ab sin8 olarak
yazilir.

Bir 4¢genin alani

A= %bh = %ab sing

=/s{s—a){s—b) (s~c)

s=—{a+b+c

HSTE

formiilleriyle bulunur. Burada s yan gevrenin uzunlugudur. Bu halde liggenin cevresi
GC=a+b+colurn

Alt fabart b Ust tabant a ve yliksekligi h olan bir yamugun alani A= < hi a + b}

1
2
ve cevresinin uzunlugu da
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4 {1 i
C=a+0+hl—a—
e e \sing * 5|-nq>,}

=a+ b+ h{csed + csco)

o,
: =]
) Y
7 \
P \
A8 o)
b

Bir kenarinin uzunlugu n olan dilzgiin bir cokasnn alant

¥ i)

Gt Ol B e 1 .2 cos(n/i)
B=—ab® oot = = _nb? ==
:‘:-ab o 2 sin{r/n)

Ve cevresinin uzuniudu da © = nb olur,

r yancaph bir dairenin alam A=ni® ve cavresi olan gemberin uzunlugu ta
(= 2nr ofur.
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r yarigapl bir daire diliminin A alan b radyan cinsinden

~

B = g

M=

bigimindedir. 8u halde 5 yayimi Lzunjugu 5 = 8 oiur,

Kenarlar a, b ve ¢ olan ARC Ugoeninin igine icien i=gel cizilen i iegat cemberinin
I yarigap!

/sls—a)(s—-b){s—c)
S 5

olur. Burada uggenin yar gevrasinin uzunlugu ¢ = (a + b + o)/2 bigimindedir.

Kenarlarn a, b ve ¢ olan bir Oggenin R yarigapl: cevrel cemberinin yancap)

= abo
Zy/s(s-a)ls—b)is—rc)

biciminded'y ve yar covresinin czunludu ¢a s = (3 + 0 + cj/2 olur.

S B
.l"Yf ¢ 3 S ! \.i
}f’a}; "‘:\_L- I T ‘I.\
£ Ry
] . '
i "‘-.J
\ 3 /
v
. v
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T vancepil bir pemberin igihe ciziler dizgin n kenarh gokgenin alam

A= —fitg sin =% ET 1- fi< sir: —E“‘?}?O

bigimindedi ve gevresinin uzuniugy da

" (]
C = 2nrsin -FT- = 2pr sin jﬁ(}_

alur.

n kenarll dilzaliv bir cokganin igine kenariarna igian teget olan ¢ yancaph i fa-
gat cemberini gizelim. Bu nalde dlzgliin cokgenin alan!

1ED”

A=nfian T o np fgn L5
n A

ve diizgun gukgerin gevresinin uzuniugy da

C= aniarr—:ﬁ- =2nr tan —— 180{
olur.
ir

r yaneapl bir kirenin kapagine yizolcimi A = (6 - sin0)/2 formiidt ile bukis
riur. Eger kure kapadimin kalinbidt h ise bu halce bu kapagm vozulghimt S = 2w ol
h yiikseklikli kire kesmasinin nacmi de
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V:

3 " ..
E'ﬂh (Sr h)

bicimindeki formiile buiunur.

BiiyOk eksen uzunlugu 2a ve kiiclk eksen uzunlugu 2 olan bir elipsin A alan
A = mab olur. Cevresinin uzunlugu da yakiagik clarak

e,
C= 4aj§ Ji— K sir?o do

B

~2n, /7 (@ + b)

olur. Burada k = J&° — b%a bigiminde alnmisiir, Bu integral efiptik oldugundan ancak
vaklasik degeri bulunabilir. Tam degderi bulunamaz.

e - YO
T
P b \\\
' I A
e
\ i & ;
' , /
e ! #
P i //.—
wﬂ_/,

AC = b tabanli ve a ylikseklikli parabal kesmesinin alani A = 2ab/% Bicimindedir.
ABC yayinin uzunlugu da

ABG =

Yrrer= N A L EX/ 16a” |

E :

ra| =

afur,
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B
BN
AL e

Alt taban yaricapl b ve Gstiaban yancap a olan h yikseklikli kesik bir keninin
vanal aynitinim vzuntugu L kadardir, Bu halde kesik keninin hacmini veren formi)

V=L ah(a® + gb « b3

bigimindedir. Ayni kesik koninin yvanzl alan:

S=nala+t)/h+(b—a)

formild ile bulunur.

Taban alani A alan h yOkseklikli ve L yana! aynih egik bir silindivin hacmi ¥ = Ah
= AL sin® ve yanal alani da S = ph = pL sing olur, Burada p. A dikkesit olan bilgenin
gevresinin uzunlugu olarak alimmistir.

/| f
bt /
/ H L’ r:lr
;’f L .r"f

T

i

r taban yartcapl, h yCkseklikli ve L yanal ayriti dik bir koninin hacmi
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bicimindeadir ve vanal alan

alur.

Tabanmin alani A olan 1 yiksekiikli Oggen piramicin haemi V = Ah/3 formiill ils
bulunur.

Kenarlan a, b ve ¢ olan bir dikdérigen pirizmasinin haemi ¥V = abe olur ve tim
ylizdlotiml & = 2(ab + ac + oo} olurn

4
o

bi //

5
65 o

a

Tabanirin alan Aolan &, b ve ¢ kenadl ve h yiksekiikl bir paralel kenar pirizma-
nin nacml V = Ah = abc sing formil ile bulunr,
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r yarigapl bir kilrenin hacim formli V = 41r%3 ve yuzolgUmil de S = 4ni® bigi-
mindelir.

Taban yangap! r ve yilksakligi h olan dik silindirin hacmi V = mrh ve yanal yiize-
yinin ylizélelma S = 2rrh olur.

T

2

Taban yarigapl r, ylksekligi 7 ve yanal ayntl L olan egik bir silindirin hacmi
V = nir’h = Pl sing ve yanal yizeyinin alant da

S—2nl = 20 _onih  csc
sinA

olur.
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Bir de r varigapli bir kiire dzerindekl ABG kiresel hggeninin yUzdigimil
S(ABC) = (A + B+ C)—mn)r® alur.

Yerm eksenler uzunluklan a, b ve ¢ olan elipscidin hacmi
V=3 aben
3
olur. Eger a = b = ¢ = rise elipsait hir kilre alur ve hacmi
V= 3.5
3

bigimini alir. Oyleyse kire elipsoidin dzel bir seklidir.

Ic yaricap: a ve dis yancap! b olan otomonil ig lashigi ya da simidin veya teknlk
dille torusun ¥ haemi V = 7%(a + b) (b - a)%/4 ve yilzeyinin yliz6iciimil S = %(b® — a7

formild ile bulunur,
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Tabaninin yaricapi b ve yiksekligi & olan bir paraboloidin hacim formill

bicimindedir




1. APOLLONIUS

Donemimizde cok bilinmeyen. fakat 1600 yiilarinda dederi daha iyi aniastlan Yu-
narili matematikgilerden birisi de Bergamali Apolloniustur (1. O. 262-190). Pamiiye
denilen Teke Sancaginmin Perga (Bergarma) kentinde dinyaya gelmistir. Misir'in isken-
deriye kentine giderek Euclides'ten sonra gelen matematikgilerden dersler alarak
kendini yelistirmistir, Odemus ve eski Bergama hiikiimdar Attalus ile bilimsel iliskilerde
bulunrmustur. Apollonius’a iliskin bilgileri en ivi Pappus derlemistir. Garpmaya iliskin
hirgok bulusu vardir. TUmUG geometriye iliskin, yedi ya da sekiz kitabt vardir. Konikle-
re iligkin buluglan onu matematigin dorukiarina gikarmistir, Yapitlaninin gogu zamanla
kaybolmasina karsin Pappus buntarin cogunu giin 131dina ¢ilkarmistir.

Kenikier denince akla ilk olarak Apellonius gelir. Konikler bugln bos kime, nok-
ia, dogru, cembey. parabol, slips ve hiperbol oiarak isimlendirilir. Apollonius bu konikler]
kuramsal ve sentetik olarak incelemistir. On dokuzuncu ylzytdaki Steiner'e kadar
Apolionius'un bir esine daha rastlaniimaz. Keniklere iliskin tlim problemlerin Apoilonius’a
ait olduduny sdyleme fazla bir abartma dedildir. Konikler her ne kadar Apolionius'tan
ylz elli yil kadar dnce caligllmigsa da Apollonius kendisinden 6nce konikler hakkinda
bhifinenleri derlemis ve kendi 6z cahigmalarini da bunlara katarak sekiz kitap halinde
yazmistir. Yedi tane de yeni arastirmasi vardir. Bu arastirmalarin gogu Arapgadan
cevirmelerle glnUmilize gelmeleri sadlanmigtir. Apollonius’un koniklerin sekiz ylze
yakin dzelligint belirledidini hemen sdyleyelim.

Dairesel tabanl ve tepesinden her iki yénde sonsuza kadar uzatimig bir koni
hir dizlemie kesifirse, diizlemis koni ylizeyinin kesigimi ofan edri nokta, dodru, cember,
elips, hiperbol ve parabol olacagini ilk kez Apollonius géstermistir. Bu arada sirekli
fonksivona efri va da yol ismi verfldigini hatirlatalim. Merminin yériinge denkleminin
bir parabot olduduny yine Apollonius gdstermigtir. Astronomide de cok sayida buiusu
vardir.

Elips. hiperbol ve parabol, Eflatun {i. ©. 429 - 348) tarafindan mekanik egriler
olarak isimiendirilmistir. Yani bu edriler Euclides’in pergel ve cetveli ile cizilemezler.
Buna karsin, pergei ve cetvelie keniklere ait bazi nokialar: elde edebiliriz. Bu egrilerin
sirekli oldudu varsayilirsa bu nokiaiari art arda birtestirerek elips, hiperbol ve para-
bolil gizebiliriz,
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Aoollonius ve kKorikier Zzering caksmia vapaniznn diffier bit pizmeti de, Kegies,
Heopernik ve Nawlon'a Gilres va tszegenien yingeler ti heeap anass ca kidlannme
siclr. 30 gecmatriciler olmasay. Neawion gelim vasasine Leld o= hic kulamawacsin
Kepierir: gezegenie:in yoringeer Jzavine yvaphd inee ve usialki ~essmamizlan
Newton'in cekim yasasina oriam hazirlamistnr. Perae! ve setvells e cembes izget
gizme, Apollonius problemn clarax wilinir Sauit ki no<izya 0 an uzaklbkigs orar sabil
olan nolktalann geomestiik vors, bu ik oxisyl Dinsgtiren dodis parcasimi, veiilan oana
gove igten ve distap Bolen nokiazr argaindad Lzaklgr can kaow! eden bir camberdir

Gerarenlar, odadinn siinds Glhnes olan alindy yeringeler lzavinds dotaniriar
Danrer oarak, piskyenlar pekiras cevresils el oty bie yariinoe Gzerings harphe!
aerler, Blaitroik haberlesmssds parabole ve liparselic alwlian v vansiiclar ca
Sirrizi @ ity apaglardi Ashings Apoloniis seiwiisine ol oriklernin onden 2500
vilganra bu bighmde suilsmizbilseeiledni hic odelvmemictlc B nedenie matermiatii
waciololinie cok gol ilensindadin 30 zamards yaolan e ismats D Y e KROAr
yilzyi' sonia neveda ve rash kutasasatui bisime . Analicning konkies sendl ina-
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Elips Hiperbol Paralal

tematik zevki icin vapmistir. Bir de o dénemds Yunan aiizel sanatlan ve gizel gbminiim-
leri etki etmis olabilir.

Yunan matematiginin |. ©. ilk yizyillannda U matematikei gdze carpar. Bu esk
Yunan matematikgileri Euclides, Archimedes ve Apollonius'tur. Bu matematikgiler 1.
©. 300 ile 200 yillan arasinda Yunan matematigine altin cagini yasaimiglardiz. Glnkd
Perildes (1. O. 490 - 429) dénemindeki Yunan matematigi, o dénemdeki sanat ve ede-
biyatin gerisindeydi. Helenistik dénemde bilim merkezi iskenderiye kentiydi. Her ne
kadar Archimedes ve Apollonius iskenderiysli olmasa da bu kentts matematik Garenmis-
ter ve calismalarnin kendi dogduldar yvoreierde slirdiirmislerdir. Fakat yasamlarnin
ve 6dretmentik villannin cagunu [skernderiye’de gecirmislerdir. Apollanius Bergama’da
cok Unl olaugu icin o ddnemde ki isimde 129 tane Apsllonius izminde kisi ansidone-
dilere gegmistir. Bizim kenikgimiz Apolionius Bergamalidic. Zaten buntans iginde ers
Unlisii de malematikgl olan Aoolioniusiur,

Anollanius’un vasamina iliskin {azia tir bilgi yokiur. Yesam farhisd de Kesin Bir
cizgide degilgir. Pioremylerm yazdiklarnne gdre Apalloniug, Archimedes'ten 25 va da
40 yag daha gengtir. |, ©. 262 ile 190 yillan arasinda yasadgi kabul edili. Baz yazar-
lar Apcilonius'u, Archimedes'in rakit gibi gasiermislerdir. nun da Archimedes gibi
bllylk sayitar kurami (zerine yapitian vardirt. Papous’un yazdikianng gore 5.462.360.
064x%10° gibi bir sayiy1 Yunan harf ve Usleriyle gdstermistir,
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Apollanius'un Quick Delivery isimi! kitabi su anda kayipur ama igergl vardic Bu
kitap daha gok hesaplama yentemler Uzerinedir, Ornegin, Archimades'in « sayisi Uza-
rine yaphdg: yaklasik degeri daha ileri gbilrerek 3.1416 dederini hesaplamigtir. Pioiamy
ve daha sonrz Hintli matematiiccilere bu degerin nasti ulastiq: bilinmiyer. Bunun o)
dana baska konularda Apollanius ve vapitlan Ozering vanitlenamamis ok sarun var-
dir. Euclides ve Archimedeas in vapitiznnin hemen hemen wimii zamanimiza kadar
iletildidi halde, Apolionius'un yaprilannin cogu kaybelmusiu' Kaybolan yapiilarimn
isimleri

1. Cutiing off & Ratlo.

Cutiing off of an Area,

On determinate Section,
Tangences (ya da Coniacts),
Vergings (va da Inclinzticns) ve
Plane Loci

N e

seldindedir. Apollonius'un bu kitapiannin kaybolmalanna o kadar lzllmeye gerel
yokiur, Ginki bu Kitaplarda yapilaniar daha sanra Paopus tarafindan derlenrmis ve
kaleme alinmislardir. Pappus'tan sanra da b Kitaplarin Fopyalannin kopyalarn zaman-
miza kadar gelebiimigiir. Kayip olar bu kitaplarin koinula:i ve iceriginde incelenen prob-
lemler Euciides’in caligmalaninimn dana ilerdye gotiriimesi biciminae dzetlensbiin. Bu
calismalar daha gok Analizin Hazineleri olarak isimlendirilin. Apalloniusun bu calismalan
daha sonraki yillarda Anzlitik Geometri clarak siylenecektir. Bu nedenie Apciloriig'a
Euclides'ten cok Blyuk Geomeirici ismini vermislerdir. Bunu soylemeanin nedsni, yag-
g cok sayidaki calismalardan hak otrmistir.

Pappus ve ondan sonraki matematikcilerin derlemelerine gore Apollonius'un vap-
tklan gak ivi bilinmekiedir. Plane Loci isiml kitabinda gegen Apollonius cember! gok
ilgingtir.

Apollorius'un galismalarina gecmeden drice buglin bu kKenuda maedarm ciarak
Gilinenler kisaca siralayalim.

Euclidean diizleminde iKi dogrunun kesligl yere nokta genir. Ya da nokia bovitsuz
olarak Euclides'ie oldugu gibi kabu) edilir. Bir dodru denklemi y = ax + b ya da ax +
by + ¢ = 1) biciminde analitik olarak iface edilir. Euclides diizleminde ik nokiadan bir
dodru geger. Nokialar bilinince bu Tki noktadan gegen: dogrunun gizimi oletimsiz cel-
velle kolayea cizilebilir,

& B

Doaru iki yonde siirsiz olarak uzaulabllic. Degru, Euclides  dizlemin’ iki kisma
avii Bu ik yan duziemden diger yan diizleme gegebimek igin dofruyy gagimen
gerekii.
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iki ucu belii olan dogruya dogru parcasi derir. Verilen v = ax + b dogrusunu gizmek
icin bu dodrunun x ve y kesimlerini butarak bu noktalar cetvelle biriestirilirse Isteniler:
dogru gizilic. x = 0D dodrusu y eksenive y = ) da x ekseni olur. (0, D) noktaz Euclides
diizleminin baslangic noktasidir. y = ax + b dogrusunda a sayisi bu dogrunun egimidi
ve a = 1anf ya da verilen iki noktanin ayni sirada ordinatlar farkinin apsisier tarkina
bolimidir. Bir noktasi ve egimi verilen dog/u denklemi y—y, = aly —x ) bicimindedir.
% = a, y eksenine paralel bir dogrudur y = b ise % eksenine parale, bir doarudur « ek-
senine paralel olan dogrunun egimi sifir oldugu halde y eksenine paralel olan dogrunun
egimi tarmli dedildir. Dogrunun diger Gzeliikleri analitik geamerrt derslarinden ok
iyl bilinmektedir.

Simdi gemberin tanimina ve dzelliklerine gegebiliriz.

Sabit bir noktadan esit uzaklikda bulunan nokialarin kimeasine cember ads verilir.
Bu sabit nokiaya cemberin merkezi ve verilen sabit uzaklifa da gcemberin yangap!
denir. Yani, cember merkezi ve yarigapl ile‘bellidir.

TEOREM: Merkezi (h, k) ve yangap! r olan cemberin denklemi,

(x—hP a4 (y=kZ=r

bigimindedir.
1Y By
|
= Pk} g
/ T /’}\\ .r// | N
1) I Be—fheNa
; P
i) (=2 s (y— k2= (i) x24y2=r?

ISPAT: Sekilde oldugu gibi, cember tzerinde dedisken bir (x,y) noktasini alalim.
Merkez ile bu nokta arasindaki uzaklik tormulinden,

r= (1 =hi" « ty —Ki

veya
X=hP+y=kPF=r

olarak bulunur,
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1. ORNEI: Mevkezi C3, -5} ve yarigan 2 stan gemperin denklermind yazimz.

£OZUM: istener gembar darigemi,

veya
X2 42— B+ 10y HY =1
olarak bulunur,

2. ORNEK: Merkezi (=2, 3) olan ve {£, 5) muldalznindan gacern seminenin derklemii
yaziniz,

SOZ0M: Onee, istenen cembelin yarcag:i bulawm. © da,

[ = (1=8 =~ ﬂr}“ £ (8 =8 =30+ 4 = J40
dicimindedir. 2ara giiie isenst ganosnin denilsmi,

é_ a4

A2 e —3)

Glarak bulunu,

Eger cemberin maiker:, iknotdinatl sisteminm sastangic noklas olan (C. 0] nokra-
5i1v5a, bit haideid cember denkdari,

g

olur. Buna bzel olarak merkszcoll cemper dsair. Egei mearazai cemoany yancap!
¢ = 1 bigimindeyss, bu halde,

‘f;‘ - ".‘E e
itzdasine birim csmber adi veni

3. ORNEK: Capinin ue noidsian A, 4) ve B(-2, 7) olan cemberin cenkiemini
VEZINIZ.

COZOM: Snoe varican! belaym, Hana giie,

-n’aﬁg = /ab N 14 75:-}""1
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olur. Cemberin merkezinin koordinah da, C{2, 11/2) bicimindedir. Béylece. istenen
cemberin denklemi,

(x=2) (y*11/2)2=§

olarak bulunur. Cemberin bu Kapali denklemini acik elarak viizmak isiersek. o da
X+ 2 —Ax— 11y +16=0
ofur.
4. DRNEK: Merkezi (-1, 4) ve yaricapi 3 clan cemberin denklemini yaziniz.
COZUM: Istenen denklem,
Oet 1P+ (y~412=9
veya
X +y*4+2%x—By+B=0
olarak bulunur.
TEGREM: A« 0 olsun. Buna gdre, genel cember denklemi,
A® + AY° 4+ D+ Ey 4+ F =0
bicimindedir.
ISPAT: Merkezi (h, k) ve yaricap! r olan cernberin denkleri,
(x—h)F+ (y—K?Z=r°
bicimindedir. Bu denklem agik oiarak yazilirsa,

=hP 4 (y =K =1

¥2—2hx +h? 4 yP—Zky + kKB =+*
%24 yE = 2hx—2ky + (Y + K =1 =D

vava

ayr+Dx+Ey4F =0
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olur. Esitligin er ki vani sifirdan farki olan A sayisivla caroilirsa,
AE+ AV 4 Dy Ey 4+ F=0
biciminde genel gember denklem yaziiic
Dikkat edilirse,

= D25 B2 - 4AF
e, k=— = e s T e e
b A oa Ve ! Fe

bicimindedir. Bu formiillerie, cembsrin merkezl ve yacgan: Kolayikla bulunur,
5. QRMNEK: »* + y% = dx + 6y —3 = D gemberinin, merkezir. ve yangapin bulsnuz

¢OZOM: Burada izlenscek vol, x ve y irlindeki tarimier. am kareye tamamiamak
olacaktir, Bunur igin 8nce, verilen denklem,

(RP—dx j+(v? + By} =3

(=l 28 - (Y + By -9 =3-249
veya
k=2 +(y+37=18
olarak yazili. Buradan, cemberin mstkezl G(2 -5) ve r = 4 biciminde kotayca buluriur.

Yukaridaki farmdllen kullanarak da ayni dederleri bulabilirdik, Fakat, bu formiiledi
hatirda tutmaya da gerek yok.

6. ORNEK: 237 + 2y” — 2x + 6y — 3 = 0 alan gemberir, merkezini ve varigapini
bolunuz.

COZUR: Asiinda, cemberin markezinin koordinatini ve yangapnl, yukandak
i2aremin ssp3tinoa buldugumuz

Y . r‘?z_@M
he-—ggt FTgR IAE

fermulleringen de bulabilinz. Bu fermillece gore, merkezin Roordinal: O(1/z, =2/2) ve
varicepl da r=2 olarak sulurabiis =giet bu tloimulleri halirda witmak hiraz zerduw.
Bu nedenle, yine tam kareys tamamiamey: deneyelim. Buna gdre.
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B+ 2P —2x 4+ By-3=0

xz-ry?—x+3y-—l;+=0

2 4 (yP + By =2
( 3+ (Y + 8y) 5

fps gy W lo e Gl & % 8
Eaat & 4J+f} +"'¥+4-;'_2+a1 Py
Yeya
4 rE V2
'
H-§)+(y+gl|=4

olarak tamkareys tamam'anty, Buradan, C/2 — 22} ve 1 = 2 olarax bulunur,

7. ORNEK: @ + 2 + 2x + 8y + 19 =0 gemberinin, rerkezini ve yancanini bulu-
RUZ.

COZUR: Yine tam kareye tamamiama véntemivio.
Xy e P+ By + 180
(x* 4+ 2% + (% + By) = =18
(P20 1) 4 (Y + 8y +18)=—19+1 + 16
va oa

14 (v 48P =-2

yazilr. Dikkal edilirse, bu son egitlidin birinci yan! negatii degiidir, ikinci yan da negai
bir sayidir. Oyleyse,

WP X+ By +19=0

clenklemini sagiayan ric bir x ve y dederi vokiur, Yani, boyle Bir pember clamaz. 8iz,
farm Kareye tamamiayarzk,

8 VP —8Y+B=0, B, v¥+v® - Zx+By -80=0,
e g Bx—By~-11 =0, g, 2 + 2y~ ix+ By —B =0,
B ey e 2x—8B=10, L3 v 3y -6+ 12+ 7=0,

g LA By -5=0 va h 95+ 18 -2Fy-8B=0

cemberiennin, merkezlerini ve yargaglann ayn ayn ouluauz,
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8. ORHEK: (C, 0), (1, 0) ve {7, 4) nukialanndan gegen cemberin meriezini ve
yancapin bulonuz,

COZUM: Cambsr Uzerindeki noktalar

denklemiri saglar. Buna gire,

(0 —H2 +(D-K2=+2
(1=hP+0-kF=r

<
L]

(1 —hP+ld K2 =r

ciur, Bu denkizmler de,

he 4 k5 =%
1=2h+k

ra
li
T

=
T Rha 4 18~ 8k 4 K=

dameiin. Birine denkleral kincl denkiemden ve Kinci denkisimi de Oginei denklarmrdean
cilanrsak,

T—2h=0
16— B = 3

denklem gittin buluruz. Buradan, gemberirl meskezi G{1/2, 2) ve yanicanl da r=1712
aldudy ghrlir,
9, GRNEK: 12, - 1), (=712, 1121 ve {0, 1) nokizianndan gegen ¢amberin dentdsmint
yazarak, merkezin ve yangaoin bulunuz
CGZUM: Cemberin denkismi,
Waviiax -Bye =0

seklindedir. Yerilen noktalar bu denklemi saglayacag ndan.
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yazilir. Bu lig denkiemin ortak gozliminden, a=0, h=2 ve ¢=—3 olarak bulunur.
Buna gére, verilen noktalardan gegen cemberin denklemi, x* 4 2 + 2y — 2 = 0 bigiminde
bulurur. Bu cember denklemini iamkarasye tamamlayarak. istenen denklem,

¥ L{y+i)P =4

olarak yazilirsa, merkez C(0, —1) ve yangap r =2 clarak bulunur.

10. GRNEK: (6. —1), (-2, 5) ve (-6, —7) nokiglarindan gegen cemberin denkle-
miné yazarak, mevkezini ve varicapini siz bulunuz.

TEOREM: A, B ve C sayilari igin,
K=y +Ax 4By +C=0
seklindski denklem, bir cember, bir nokia veya bir bos kilmedir,

[SPAT: Bu tearem, cok eski caglarda, Bahilliler zamaninda bilinivordu. ispat yén-
temi de, yine tamkareye famamlamaya dayaniyordu. Buna gors, verilen denklam.

PB4+ )+ (VP +By+ )+C=D

bigiminde yazilabiiir.

i. Eger D > 0 ise, r = VD olur ve variien denklem. merkezi (-A/2, ~B/2) ve yari-
capi r = vD olan bir gemberdii.

ii. Eger D=0 ise, (x+A2)° + (v + B/2)° =0 olur. Buradan verilen cember,
x=—-Af2 ve y=—B/2 clan bir nokiadir.

iii. Ecer D < 0 ise, veriten denklemi saglayan hig bir x ve y nokfa ¢iftt oimadigindan,
cazilm bog kilmedir. Yani, bu sekilde bir cember yokiur,
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a Py D44y 4+ 4 =0, B XF 4+ Vo dX~aY +B=0,
o. 12+y2jx—y--+1=0, d x+y*+ 6y -2y —
B 2° + 2y 2% -2y ~1=0 ve B4y 4 B -4y + B =0,

denklemierinin coziim kitmelerini iz bulurnuz.
i

CAzaqidakl, merkezi ve yarigap! verien cemberlerin denklemiesini yaziniz,

a. C(3,-2),r=4, b.C[-5 2),i=5,
d. C(0,1), r=2, g C(0,2), r=7ve

_""E‘}‘

.G{0,0),r=35
B8, r=8

[

. Asadidaki kosullardaki cembarlerin denklemlerini yaziniz.

&. C(0 0) ve P(=3, 5) nokiasindan gecen,

b. C{-4, 8) ve P[1 2) nokiasindan gegen,

©. C(—4, 2) ve x—eksenine tedgat,

g. (3, —5) ve y—eksening teget,

e, Capirin uclan {4, =3) ve (=2, 7 ve

f. r =2 ve Dirinci ceyrek bdigede eksenlere tefel.

3. Agagida denklemieri verilen gemberierin merkezlerini ve yangaplann bulumiz.
B KP4y Ax—By +4=0, b @ -10x+2¢+22=0

Bizim bildigimiz analitic geometrl Apolianius zamaninda yokiu, Yunanhlar konikler
sentelik yani gizimle incelivoilar ve irdelivoriardi. Burada vetecegimmiz bilgiler daha
cok hesaplamaya dayall analitik bir vaklasim olacakir, Senteiik cizimler de kullanacagiz.

Analitik gecimetri, dodru ve cemberdan baska sdrileria calisilinea daha cok cekic
hale gelir. Bu béllimde, analitik geomealrinin gok glizel konulannadarn Dirl olan ve galk
eski Yunanlilar taraiindan Uzerinde gahsilan konikier taniiiacakii

Yunan matematidl ile Bablllilerin matematidi arasinda glzel gérindm yandnden
farkhllar vardi. Yunan matematifinde estetik ve soyut gizelik dnplana aitniyordy,
Oysa, Babilliler matematigin tycuianmast, bina, kanai ve kale yapiminda is goralinmesin
istivorlardl. Dlzgln ve gllzel gérinlmll geomeatrik sekiller. daha cok Misirda Nil Neh-
roin kurumastyia meydana gelen yaiiklar ve catlaxlaria oluguyordu. Babil suriar, bah-
geleri, Misir'in piramitiers ve Yurmanhiann gotik sanat, burdarn kullandiklan farkd: ma-
tematitlern hirer UrGniiyod.

Analitik geomeirideki bu kanikler, elips, parabal va hiparbol glarak bilinse de, bui-
larm beozulmus haller olan bos kiime, nokta, dogru ve cember de konikler smiina
sokulabiliv, Bunlan iferide ayn ayn gorecediz.
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Konikler, eski Babilliler ve Yunaniilar tarafindan da biliniyordu. Ne zaman Uzerinde
cahsiimaya baglandidr da kesin olarak belli dedil. Konikleri bize yazil olarak tanitan,
kendisinden énce gelenlerin yaptiklanina kendi buluglann da ekieyen itk geometrici
{inli Apolonyus (i. G. 2607 - 2002 1707) olmustur. Konikler, Apolonyus’tan tam 150
yil énce de biliniyor ve (zefrinde cahsiiiyordu. Apolonyus, Euclidean geometrisini de
cok iyi biliyordu. Cogu Arapca’dan ceviri olmak (zere cofu konikler (izering olan sekiz
kitabi ve yedi tane de arastirmasi vardl. Kendisinden dnce koniklerin bilinen taraftanm
da alarak, bliyUk bir cogunludu kendisine ait olan dzelliklerini yazmisur. Zamanla bu
buluslarin bazilari kaybolmugsa da, yine dnld bir matematikel olan Pappus tarafindan
bunlarin blylk bir gogunlugu yeniden ortaya gikarilmistir.

Eder bu biyik geometrict Apolonyus'un konikier izerindeki buluslart olmasaydi,
Kepler ve Kopernik'in Glnes ve gezegenlerin yorlinge denklemieri bulunamayacak
ve belki de Newton genel ¢ekim yasasini bulamayacaki.

Simdi, konilklerin genel olarak nas# olusturuidugunu gdsterelim. Ondan sonra
buntarin dzellikierini ayrl ayrt inceleyelim.

ki yande uzayan bir koniyi gdzénune alahim. Sekillere bakilirsa, bu sdylediklerimiz
daha iyi antagilacaktir

1. Koninin tepesinden gecen ve koninin eksenine dik bir dizlem cizilirse, koni
ile diizlemin kesigimi bir tek noktadir.

2. Koninin ekseninden gegen her diziemin koni lle olan kesisimi iki ¢ift dogrudur.
3. Koninin yanal dogrusundan gecgen dizlemle keninin kesisimi bir tek dogrudur.
4. Koni, eksening dik bir dlizlemie kesilirse, koni ile dlizlemin kesisimi bir gemberdir.

5. Koninin eksenine dik colmadan yanal dodruya paralel olmayan bir diizlemle
koninin kesigimi bir elips olur.

6. Yanal eksene paralel bir dizlemie koninin kesisimi bir parabol ve

7. Koninin eksenine paralel ve eksenden gegmeyen bir dizlemle koninin kesigim
de bir hiperboidir.

Koniklarin Szel halleri otan dogrunun ve cembetin dururnlarint daha dnce fiiceledik.
Gerive kalan parabol, elips ve hiperboli ayri ayn inceleyelim.

Elips, hiperbel ve parabol, dodada ve fen alaninda vardir. Bu egriter birer dogal
maiematikiir. Gezegenterin yoriingeleri birer elipstiv. Bazi yildizlann yéringeleri para-
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parabolik ve hiperboiiktir. Fizikte ve kimyada, kristal vapiar ve atomun elekironlarmn
voriingelert birer kaniktir. Elekiik alanlarindaki aifa pargaciklarinm yariingeleri yine
Girer koniklir. Bunun gibi daha gok sayida konik denklemisr dogada dogal halde var-
dir.

#

/

Hiperbol

Elips Paralol

PARABOL

TANIM: Dizlemde, bir degru ve sabit bir nokta olan odakian esit uzakhkia bulu-
nan noktalann kiimesine (veya geometril yering) paraiol denir. Bu sabit dodruya, pa-
raboliin dogrultmans ad) verilir.
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//
. _— /o
Ppprg Dt Piy)

/
3 \
*

/ .
. = X
Fic,01

\ y¢ = 4px i \,2 - dox

X=—p
\ e

Burada, F(c,0) paraboliin adadt, D noktasindan gegen dodru da dogrultmandir.
Parabollin kbgesi de V isareti ile gdsterilir. P(x, y), parabol Uzerinde bir noktadir, Eger
paraboliin edadi x ekseni (zerindeyse, bu nckianin koordinati {¢,0) olur. Dogrultmanin
denklemi de x = —c bigimindedir. Bu haldeki paraboliin denklemi y = dcx olur. Bazen
parabollin denklemi, ¢ yerine p alinarak y° = 4px bi¢iminde de verilir. Bu halleri sekil-
lerde gorabilirsiniz. '

»
o

Simdi, parabol (izerinde bir P(x, y} noktasini secelim. PD yatay bir dogru oldu-
gundan, PD = [x —{—}| = [x + c| oiur. Ayrica, PF = PD oldugu da tanimdan verilmektedir.
Buna gére

PF - PD
VX =6 +y?=|x+ ¢

(X~ +y={x+c)?
X2 —20ox+ P+ y?=x2+ 20k + C
y® = 4ex

P

yazilir, Bu da, parabolin denklemidir. Oyleyse su teoremi yazabiliriz.

TEQREM: P(x, y) noktasinin, odadr {¢,0) ve dodruitmani x = —c olan bir parabol
uzerinde olmasi igin gerekli ve yeterii kosulun, y? = 4cx denkleminin saglanmasidir.

Dikkat edilirse, parabel x eksenine gdre simetriktir. Bu x eksenine, parabolln
ekseni denir ve dogrulimana diktir. Bu halde 4¢ > 0 oldugundan, parabolin adiz: saga
bakar veya parabolln agzi sagda dogru agiktir. Paraboliin adadi ve kdsesi bu x ekseni
iizerindedir. y? = 4¢x parabol(inin késesi, koordinat sisteminin baslangig noktasindadir
ve V{0, 0) seklindedir. Yine bu haide, odaktan gecen ve x eksenine dik olan dogru
paraboll {c, 2¢c} ve (¢, —2¢) noktalarinda keser. Bu noktalar arasindaki uzakhk |4¢]
kadardir ve bu uzaklida odak dikmesi uzunlugu veya parametrasi denir, Bunun icin
sekie bakiniz.
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Parabolln grafiginin sekildeki gibi oimasi gerekmez. x ve y degiskenierinin géirav
yerleti degistirilehilir. Buna gére de su teoremi ifade edebifiriz.

%= (¢, 20)

VOO || Fleo)
A

(c, 2¢)

.

b

TEQREM: Px, y) nokiasinin, odadl (0, o) ve dodrultman v = —¢ claqn bir narabol

tzerinde almast igin gerekli ve yeterli kosulun, x* = 4cy denkleminin saglanmasidir,
fspatl siz yapiniz.

1. ORNEK: y* = Bx paraboliinin fim 6zelliklerini yazarak grafigini giziniz.

vio,o 4 FE0

COZUM: Bir kere. paraboliin odag) X ekseni tizerinde ve 4c> 0 oldudy icin by
parabeltn agz: saga bakar. y* = 4ex oldugu disinCiiirse 4¢ = § veya ¢ = 2 olur. Buns
gire, bu parabolin odag F(2, ), dogrultmani x = =2, kisesi V(0. 0) ve odak dikmesinin
uzuniugl 4e = & clur. Bu koguliardaki parabolin grafigi de sekilde oldugu oibidir.

2. QEANEK: ¥ = —12y parabellintn tim Gzelliklarini yazarak grafigini ¢iziniz.
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COZUM: Bir kere, paraboliin odagl y exseni (izerinde ve 4e < 0 sidugundan, b
parabolin adz1 asadi dofru agishr, x° = 4oy nidugu distindiirse, 4¢ = —12 veya
c=-3 olur, Buna géve, paraboliin odadi F(U, -3), dedrultmani y = 3, kdsesi V(0. 0)
ve odak dikmesi uzunlugu 12 kadardir. Bu kosullar: 1agiyan parabelin grafig de se-
Kilde oldugu gibidir.

y=3

X

e

z"{/—/s -3 __ 710, -8) \\{5- ~3)

|

3. GRNEK: Kosesi V{0, D) ve oda@ (-4, 0) olan parabolin denklemini yaziniz.

COzZiM: Paraboliin odag F(-4, 0) biciminae cldugundan, ¢ = —4 olur va bu udak
hir kere x elkseni lizerindedir. Buna gére veriler. paraboiiin denklemi v’ = 4ex = 4(-4)x
=—16x olarak bulusur 4o =—16 oidugundan da, parsbolin agzi sola dogru bekarn

Grafigl siz siziniz.,

& ORNEK: y* =—Bx ve y =—2x° parabolierinin odak ve dogrultmanlanm bularak

y
e v
y? = —8;\
\_‘
\r i { = 9 ' ]
Fi- %, 0) /i foll / T
A ¥ ; / [
L& . 1 A
= ' \
| | / -

COZUM: 4c = -6 veya c=-3/2 olur. Parabolin odadl x ekseni Gzerindedir ve
4o = -6 = & oldugundan, edrinin agz! scla agikhr, Dadgruttmanin denklemi x = 3/2 ve
odal dikmesinin uzeniugu da '4o| = -6| = € ojur.
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v = -2%° parabolinin aiz: asad) d
ierde oldugu gibidir,

gndrucur, Her ild oaraholin grefikled de sewl-

Sekiller, merkezell parapoliernin dodt dedisik aurumans: gdstarmekiedy
{_j‘ ¥ ¥ = Ly £Y
_-"'/“;-T———% X (o i T e \ i I}'
/ g P R \ l /
/ ) e L ( /
\ _%_.-_..___ Y — ki o \‘ ]
\\ o "»_\ i ;" | I.)"
\ - o 1/
! 4 = o i I T
- O ‘ 1 ¥
Wi =t %=y2 Ay | y=g?

B, ORNEK: ¥ = 40y narsboiinin coadm; ve dogrulimanim bulunuz.
f;@ﬁﬂﬁ\i&: ¥ = 40y paraboliinia agz yukan bakar ve odat da v sieeni Gzerindsdin
4o = 40 vaya ¢ = 10 olguundan, B, 10 ve dogrultmant da v - -0 alur,

&. OFNER: Cdad F(0, 1/8) ve co@ruliran) v = —1/2 alan paraboiin denkiem:ni
VaZITZ.

COZUM: Paraboiin bu haldeld odag ¥ eksani Gzerinde oldugundan, cenkdemy
¥* = 4ey bigimindedi. © = 1/2 defer ko llu‘fsa. parabelin denldemi x® = 4y/3
bulunur.

alk=1} al'\

denklemi, vy, = a"( +¥%,) bigimiidedir. F Ger parapoliin denidernl «~ = doy seid
by haidek! iegetin de .Jklarrss., ¥, = 20y + ¥} oiur,

TEOREM: y° = 40x paraboline (%, ¥ )= (0 0) nokissinds eget olan dogr
2

{SPAT: v = 4ox paraboliiniin her ik vaninin kapal irevinden, 2yy = 4c veya

m=y{x,) = 4c/2y, = 2ojy, olur. Bura gdre, tegetn denkiemi.
Feve b 2C &
T u i
a3
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bigiminde bulunur. Diger denklemi siz gercekleyiniz.

7. ORMEK: y* = 8x paraboliine {2, 4) noktasinda taget olan dogrunurn denklemini
YazInIZ.

COZUM: 4c = 8 veya ¢ = 2 aldugundan, 4y = 4(x + 2) veva y = x - 2 alaral bulu-
MLUE.

FPROBLEM: Parabolik bir aynaya, eksenine paralel otarak gelen isinm, aynadarn
yanstyarak odagindan gactigini gdsteriniz.

1. Asagidaki parabolierin tim dzefliklerini belirterek, her birinin grafigini ayri ayn
giziniz.

a. x° =8y, B. x%=2y, 6. Ve = 4dx

t. ¥ =8y, g Bx+y =0, f. 9% = 14x,
gy =—x4, fi. By -3 =0, Loy+x0=0,
Loi2n=y2 i x% =14y, k. X% =4y,

L 2y° = —3x, m. 837 =y, n. V= (119)x,
o K =—=3Y &, y% =—100x%, g 12y = x5,
nody =X, 2 %= 4y, 8. ¥=2°

t By =2, U, ¥=-—6x2, B %=y,

V. Bx=—y°, W,y = X%, X X=vyly .

g ¥*==3y ve & y?=7x

2. Asagidaki dogrulardan ve nokialardan esit uzaklikia bulunan noktalarin kime-
lerini bulunuz.

y = 1 dofrusu ve (-1, =1) nokiasi,
v =—2 dogrusu ve (3, 2} noktas,
X = —2 dogrusu ve (2, 3) nokiasr,
¥ = 3 dogrusi ve (1, —1) nokiasi,
¥ =8 dogrusu ve (2. 1) nokizast ve
y =3 dodrusu ve (-1, 3) nokias!.

Teon T

3. a. Kosesi V(0. 0}, ekseni y ekseni ve (-3, 2) nokiasindan gegen ve
b Kosest V(0, D), ekseni v ekseni ve (=3, 2] nokiasindan gegeri parabolierin
denklemlerini vazarak grafiklerini giziniz.
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4. a. Bir kdsesi V(0. 0), eksent x skseni ve odak dikmesinir uzunlugu 5,

b. Kdsesi V{0, 0} ve odadl F(0,-3),

c. Qdadr F(-5, 0) ve dogrultman x = 5,

¢. Odadr F(0, -5) ve dogrulimani y = 7,

d. Cdagt F(0, 7} ve dodrultmani y = -7

e. Kdgasi V(0, 0), {2, 3) noktasindan gegen ve

1. Kosesi V(0, 0}, (-3, —5) ve (=3, 5) noktalarindan gecen parabolierin denk-
lemierini yazarak grafiklerini ¢iziniz.

5. Asadidaki parabollerin, yanlarindaki dzelliklerini tasiyan teetierini giziniz.

a. y° = 5x paraboline {-5. 5) noktasinda tedet,

b. x% = -5y paraboline (5, -5) nokiasinda teget,

c. y* = —16x paraboline tegeti x — y = 3 dogrusuna paralel,

d. x* = By paraboliine tegeti x + 2y = 2 dogrusuna dik,

e. y° = 4x parabollne tedet olan dogru, (-2, ~1) noktasindan geciyor ve
f. x* = —8y paraboliine teget olan dogru, (4, 0) noktasindan gegiyor.

6. Bir kuyrukiu yildiz, odaginda Gilnes bulunan parabolik bir yéringe (zerinde
hareket etmektedir. Kuyruklu yildiz Giineg'ten 100.000.000 kilometre uzakta bulundugu
sirada, kuyrukiu yildiz ve Glneg't birlestiren dogru, paraboliin ekseni ile 60° olan bir
agl yapmaktadir. Kuyruklu yildiz Gineg'e ne kadar yaklasabilir? Eger bu ag, 36 saaf
icinde 60° agidan 90° aciya cikarsa, kuyruklu yildiz Glneg'e en yakin olan nokiasina
varmasi icin daha kag saat gegmesi gerekir? Yot gésterme: Keplerin alaniar yasasim

uygulayimz. Yani, Gines ile kuyruklu yildiz) birlegtiren dogru pargasi, egit zamanlarda
esit alanlar tarar.

7. Parabcliin odadindan gecen herhangi bir kirisin ug nokifarindan bu parabole
cizilen tedetierin dogrultman Uzerinde kesisecekerini kanitiayiniz. Bu tegetlerin birir-
terini dik olarak kestikierini gsteriniz.
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8. (2, 3), (-1, 6) ve {1, 0) noktalarindan gecen ve ekseni diigey clan parabolin
denklemini bularak, grafigini giziniz. Bir kez de, ekseni yatay oldugunda ayri soruyu
yanitlayiniz.

9. Bir parabollin Gzerindeki nokialann cdagina en yakin clani, parabolin kdge
nokiasidir.

10. Parabolik bir ylizeyin i¢ kismi yansitici olarak yapilmigtir, Aynaya gelen iginin
degdigi noktadaki tegetle yaptigi a¢t, yansiyan 1sinin tedetle yaptigi agiya egittir. Pa-
rabolik bir aynanin edadindan ¢ikan iginlann tdmi paraboliin eksenine paralel olarak
yansir. (Parabollin bu 6zellidinin teknikte gok uygulamalarn vardir).

11. Asagidaki parabolieri giziniz.

a. y° = 14x, b. x° = 14y, ¢. y° = 24x,
d. x= 8y. e y=18x2 f. y =-84x%
g. y=12x% h., x=12y? ve b x?—-2y=0

12. ax? + bx + ¢ = y veya x = ay* + by + ¢ ifadelerinin birer paraboi olduklarin
tamkareye tamamiayarak gésteriniz.

ELIPS

TANIM: Odaklan F,(~c,0) ve F,(c, 0} ofan iki noktaya olan uzakliklan toplami
sabit olan (x, y) noktalarinin kiimesine elips denir.

Elipsin odaklanni (—c, 0) ve (c, 0) olarak alalim. Bu nokialara olan uzakiiklan top-
lami sabit olan uzakhd da 2a lle gésterelim. (x, y) de elips Ozerinde bir nokia olsun.
Bu halde,
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2 2:?8

VE—cP+ v+ 0)® 4y

~ui 2

V-4 =2a—/ (x+0 #¥

%2 —Pex + 02 4 y? = 4P —daJlx + 0 # VP - 4+ Don a6l 4y

Aa (% + €7 + ¥° = 497 + dex

' Ve o Cx
H+Cr+y =d+ =)

4268+ 65+ VP = a8 + 20K +

x”

2

~
aE
A A
A APl

alur. (g, 0) ile (~c, 0) odakian arasincaki uzakhk 2¢ sadardir Sekilde oldugu gibi, biv
tiggenin iki kenarinin toplami Uglnet kenardan bryik olacag! igin,
2a g
g8
-
aF—c* =0

olur. Yani, a®—c? farki pozilif bir sayidir, Oyleyse, b*=a"—c” gellinde yazilabilir
Buna gire, elipsin merkezeil denklemi,

e % e
aE bE
biciminde yazilir.
,@Y i :g
1,5 .
E_?}_. . i, B
e e = P
2 b T, o = 5 LJ
" | - ol 'd _|:'_ 1\_ .l ."-
{=A. D) / = ! a l{ag o} i . A o ok
\ o / - -m"-\ o /fi‘ra 0)
o ] i
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Dikkat ediiirse, sekiilerde cldugu gibi, elipsin x ve v gibi ki tane simeirt eksen
vardir. a = b oldugunda, elips x eksenini (+a, 0} nokialarinda ve v eksenini de (0, 20)
nokialarinda keser. Elipsin Uzerindeki (x, y] nokias) (0, b) noktasina gelince, dik egen-
deki Fisagor bagintisina gére, a’ = b + ¢® oldugu nemen saylenir. Eu haldeki glipsier
Igi, x eksenine blylik eksen ve y eksenine de kiclk eksen adi verilir. (+a, 0) nokia-
laring elipsin buylk koseferi ve (0, =b} nokialarina da slipsin kiigiik kiseleri denir,
Fic, 0) nokialanina dz elipsin odaklarl adi veriliv, Yine bu hal igin, elipsin merkez
(0, D) noktasinda ve odaklar da biyilk eksen olan ¥ ckseni lizerindedir.

TOm bu yaptikianmizdan sonra, su teoremi vazahiliniz,

TETHER: (%, y) noktasinin, blvik ekeen kdseleri (ta, 0) ve odaidan (+c, 0) clan
bir slips Uzerinde olmas icin gerekli ve yeterli kasulun, b = 27 — ¢® olmak lzere,

? 2
da” o

olmasidir,

TEGEEM: (x, y} noktasinin, koseleri (0, £a) ve adaklan (0, xc) olan bir elips
Uzerinde olmasg! igin gerekii ve yeterli kosulin, b* = a* — ¢* oimak tzere,

olmasidir, Bu teoremieri de siz ispatlayiniz.

Elipsin ki odaal vardir. Bu odeklardan bliylk eksene dikmeler cizilirse, elipste
ik kiris meydana gelir. Eger x = =c ise, bu haide,

O
o s
e 1 5
n? 5
iy a'-’ — B2
« 22
.7
=25
yoya
% b o
B B
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yada

o

y =

a
olur. Buna gdre, bir odak dikkmesinin uglaii. (e, £0%a) ve diier bir cdak dikmesinin

uclari da, (—c, =b%a) olur. Her ikl halde de, cdak dikmelerdnin uzunfukiar ayni ve
2b%a kadardir.

Burada karsimiza tnemli bir sotun gikmaktadir, Ornedin,

2 2
25 18

bigiminde veriler bir elipsin denkleminds hangisl @ ve hanglsi b oldugunu bilemsyiz
Bu metkezall denklemdeki sayilardan hangisi biyliksa o sayi 2% giden de b® olacakl).
Bura gdre, 2> kigin

}(,2 5}' ye XE
Lot =l veya Sy top=1
aE P a b

pisa, 2° vaya b? sayilanin otyidkiiker bize bir Sigl olacakiir. Yani, alinsin odaklar,
Biiviik say) Uzerindeki defisken exsen (zedngedir. Bu Gicl, lende de isimize varays-
cakiir,

Eger elipsin

nigiminde denklem veriimigse, bu asnklermin her ik vanimin a°p termi ile carpimas)
bize, 57 + a%y® = 3%* denklemin verlr, Sliphesiz, bu da yine aynl elipain deaklamici.
Fgar 1657 + 9y% = 144 biciminde elipsin denklem verilriisse, buru dnee

3 s
_x__ et
&) 16

bigiminds yazarz, Bung gore, a = 4 ve b = 3 clacakl . Ustelilc elivstn ndaklar v k-
seni Uzerndedin

1. ORNEK: 9%« 2By~ = 225 hiciminde verilen elipsin tim ¢zellizisrni vazaral
grafigini giziniz,
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COZUM: Verilen denklemin her ki yan 225 sayisina bolinuree.

ﬁ + f —k |

2l

olur. Buna gire, a° = 25, b° = 9 ve ¢° = 16 olduklarmaan, elipsin markez! (0, 0), kdse-
ler (5. 0) ve adakian (+4. 0) olur. Baylece, slipsin odaklar x ekseni Uzerndedir Ki-
clik ekser igin olan kaseler (0, £3) oiur. Gdak dikmelerinin uzunluklar 2p%a = 2(9/5)
= 3.6 kadardir, Bu gzellikleri tasiyan elipsin grafig de sekilde aldudy gikidir,

A

(0, 3)

=iy

P § \‘1
(=5 a:"[!/f_L 1= = apad i g ! \1‘5.' 9l 5%
\ Y 8 3

T VT

2. ORNEK: 25x7 + 16y° = 400 alipsinin tm ézeliklerini vazarak grafigini ¢iziniz.
Ayni saruya bir kez de

-
S
— et —=1
& 3
alipsi icin yapiniz.
2y
10, 8)
TN
g R
.;r I\
_ 2.0 \ee.m
s b .' .
[} i
\\ i ',"l
I
el

COZUM: 25%% + 16y* = 400 elipsini,
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M oh Yo = 4
16 28

biciminde yazalim. Buna gére 2° = 25, b° = 16 ve ¢ = 25 — 16 = 3 oiur. Riylees, slin-
=in odakian v ekseni Dzsnndedin Yine, slipsin merkezi (0. 0) sokiasinda, kiseler (0,
4B) ve udaklar (0, £3) olur. Kiciik elsen igin Idselsr (+4, §) ve odak dikmesins uzun-
g da 2074 = £(16/5) = 6.4 glarak bulunur,

Ikirici efips igin by kosullar siz yaziniz, Bunlara gore, elipsiziin grafikler vukandalk
sekiilerde alduju gibidis

3. ORNEK: Koseler (0.28) ve cdaklar (0.45) clan elipsin derkdemini vazimz,

COZUM: Bir kere, elipsin odakiar: v ekseni lizsiindedin. Oylevas, elipgin denkem:,

i )(2 .
_\{.,.._ b == e

i3

seklindegir. 5 = 8 ve ¢ = 5 clduarngan, b = &= —¢°

34— 25 =38 olur. 2una gire
2iipsia denkiemi,

b

s
B 5
alarak Bulunur,

TANIR: & = o/2 Bolimilng tanm alarak alissin demerkezlid osnli ve edps gl
O=e=cfa< ] oldugu apiktr

Elipsir dismerzezligh elipsn gekll takionaa gok iyl bilgher vanr. Eger dismerkexzlil
siira yakinsa, elips caha cok bir gembers yalkendin Elipsin her Bir odad: il igill birer
de dodruliman vardir, Ormedin, (o.0) odaki)

" _
A |
a:?. bE
slipsinin but odakia ilgil degruliman:,
¥
. £ 2
FoE — SR e T ——
£ E.’Ia e
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bicimindedir. Diger cdakia ilgili dodruliman da x = —a%/c olur.

TEQRERN: Konik Uzerindeki kir P(x, v) noklasinin, (¢,0) odadgina olan uzakhginin,
bu noktanin x = a%c bigimindexi dogrultmanina alan uzakhigina bélimil e = o/a < 1
alan nokialarm kiimasi bir elipstir

ISPAT: Teorernin ifadesine gére,

iX= 6P+
a%jc — x
a CX

S —~piF 4y =g—=r

b
a

CQXQ

5

X2 -2k + %+ P =a® —20x +

2k 2
AT—C 2, 2o gf—?

-

24
it
]
b
(1!

olur. Bu da merkezcil elipsin denklemidis.
Bu feoremaen sonra elipsi sdyle tanimiayabiliriz,

TaNIM: Verilen bir noktaya clan uzakdigin, vine verllen bir dogruya olan uzakiigina
balumll sifir ile bir arasinda sabii say)ya esit oian nokialann kiimesine lips denir.

Dikkat edilirse, parabol icin bu balim birdir. Yani, parabo! icin e=1 bigimindedir.

TECGREM:

~

=

2
-.-—Y-.":T

b’

u;u|

glipsine, (x_, ¥, nokiasinda teget clan dodrunun denkiem

a° Tba:1

bigimindedir.



APOLLONIUS 415

ISPAT: Elipsin bu denkleminin kapal: tirevinden,

2X+QLV ;

Lo

a?  b°

olur. Buna gbre, tedetin denkfemi

2
bx,

2
ay,

Y=y, =~ (X —x.)

afyy, — @2 = bfxx_ + b2
a’yy, + bxx, = a%y2 + b
a’yy, + b%xx, = a’b?
% + -2529 =1
olarak bulunur.

Koniklerin iginde en ¢ok uygulanabilir ve kullanilani elipstir. Gerek gezegenlerin
gerekse elektronlarin yériingeleri birer elipstir. Ote yandan, konikierin hig biri pergei
ve cetvelle gizilemez. Ancak, bu kontklerin &zelliklen kullamiarak, bazy noktalan buiu-
nur. Bu bigimde bulunan noktalar art arda birlestirilerek konidin grafigi ¢izilir.

Konikierin icinde, grafidi en kolay gizilen elipstir. Sekilde oldugu gibi F' ve F gibi
sabit iki noktaya iki ¢ivi cakiiir. Bu ki civi arasindaki uzakliktan baydk bir ipin uglar
bu civilere baglanir. Kalemin sivri ucu ipi gergin olarak tutacak sekilde yiritilirse,
meydana gelen iz bir elips olur.

s
..-"" , T \ - !
( Q‘/ N \ ' ) : X
= FoJ Fi-c,0) Fie.0)
\ / f \

— _‘_/,--’ | J——
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4. ORNEK: 4x? + 18y = 36 bigiminde verilen elipsin tim dzelliklerini yaziniz
ve grafidini giziniz. '

COZUM: Verilen slipsin denkleminin her iki yan! 36 sayisina balinirse, hemen

XY

9 2

elde edilir. Buradan, a® = 9, b® = 2 ve b = V2 yazilir. Béylece, bilylik eksen icin késeler
(8, 0), kiigiik eksen igin késeler (0, £v2) olur, Ayrica, ¢® =a® —b® = 9—- 2 = 7 oldugundan,
¢ = V7 olarak bulunur. Oyleyse elipsin odakiari da (+v7, 0) bicimindedir. Bunlardan
baska, elipsin dismerkezligi e = cfa = ¥7/3, dogrultmanlan x = +a%/c = +9/7 ve odak
dikmesinin uzuniugu da 2b%a = 2.2/9 = 4/9 olur. Bu kosullardaki elipsin grafigi sekilde
oldugu gibidir.

by
T (0, V2)

‘\\' 'Oyr ' *
M,q____‘_:" -
1__I[O,--\f’2)

4%% + 18y2 = 36 \

5. ORNEK: Koseleri (24, 0) ve odaklan (2, 0} olan elipsin denklemini bulunuz.

€0OzZUM: a = 4 ve ¢ = 2 olduklarindan, b? = a2 — ¢* = 16 — 4 = 12 yazilir, Buradan,
elipsin odaklarn x ekseni (zerinde oldugundan, denklemi

¥y

16 12
olarak bulunur.
6. ORNEK: 9x% + 4y? = 25 olan elipsin tUm &zelliklerini yazarak grafigini giziniz.
COZUM: Elips bir kere merkezcildir. x =0 igin y = +5/2 ve y = 0igin x = £5/3

oiur. 5/2 > 5/3 oidufundan, elipsin odaklari y ekseni (zerindedir. Kdgeleri de (0, £5/2)
ve (£5/3, 0} olduklarindan, ¢izimi sekilde oldugu gibidir.



ARG LORILS a17

A Y
7 =)
o (), ==
e
T by
l-—%.’-’él r,i—:j-,i'i:i
; At - £
| Ol
\ i i
ok %
et
.
tll 3)

9 g du? = 28

7 CRNER: By ve kgl skeen uzunlukias sirasiyla 2a ve 2b alen bir elipsin
Algrinr Puldnuz.

COZUM: Eliosin denklsminden y degeri cazliirse,
= (Era) a2 - 2t

alur Ba fenisiyonun a1l hat dstyanm elioz| vereceginden, elipsin A alan
A db [*
A= -—;J Ja? - %2 dy
g
termiie dte Sulunsbir,

@l
J Jat ~ % dx
o

integral de, 2 yancapl bir dairerin alarn ndoriie bir olan (ma®/4) sayisi oldugundan,
elinsin atari,

olarak balirur 2 = b = " igin alipsin bif cemter olecagi dusunllirse, 2 = 1 = b yeri¢apli
daivenin atann, A = mat = mrlolue

i Againdaly eipslsnn thm Gz klenn vazarax grafiklenni ciziniz.

o 2 2 2!
., e A

“iBg 25 189 144
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2 2 2 42
I:'.f_.g.}._:‘{ d-i—g-y—:'
9 38 81 4
o 2 2 2
2. X =3 ._}i._ =1 i. X_ s y—: i
25 49 5 25
)(2 }’2 XE VE
. — =1 h. — — =1
8 o oE g
1. 4x%% + 49y = 1886, i. 9%% + By® = 45,
j 18%% 4y =18, K. 16%% 4 8y° = 144,
L 4%% + 25y = 100, m. 9x2 + B4y® = 576,
. 9%° 4+ 4y = 38, 0. 4x° + 9y° = 36.

2. Asafndaki elipsierin denklemierini buiunuz,

a. Merkezi C(0, 0), késesl V(5, D) ve (15, 2) noktasindan gecen,

b. Merkezi C(0. 0), eksenleri koordinat eksenler, (2, 2) ve (=4, 1) noktalarindan
gecern,

¢. Koseleri (& 4, 0) ve odak dikmesi 6 olan,

d. Kiglk eksenin elipsi kestidgi késeler (+ 3, 0) ve odak dikmesi uzunlugu 2 olan,

2. Odaklar (+ &, 0) ve dismerkezligi e = 3/5,

f. Odaklar (£ 3, 0) ve dogrultmani x = £12

g. Koseleri V(x 8, 0) ve odaklan F(£ 5, 0),

h. Késelerl V{0, £7) ve adaklar F(0, £2),

1. Késeleri V(0, =5) ve buydk eksen uzuniudu 3,

i. Odaklan F(x 3, 0) ve kilglk eksen uzuniugu 2,

j. Kaseleri V(0, £6) ve (3, 2) noktasindan gegen ve

k. Merkezi C(0, 0), her iki eksene gbre de simetrik, A(2, 3) ve B(6, 1) nokialarindan
gegen.

3. x® +4y? = 20 %% + 4y% = 36
Ve
X+2y=6 ¥+ ¢y’ =16

olan edrilerin grafiklerini ¢izerak, kesim noktalarin bulunuz.

4. Asadidaki elipslers, yanlannda verilen nokialarda teGet olan dogrularin denk-
lemlerini yaziniz.

a. %% +4y° =40, A2, 3),

b 2%% + 3y =11, A (2, 1)

g. 5%° + 4y° = 56, A(-2, 3) ve
d. 3x% + 2y° = 8, A(D, 2).
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5. a. 4%% + y2 = 8 elipsine tedet ve {3, -2} nokiasindan gecen,
b. 3x® + 8y” = 84 elipsine teget ve (2, 4) noktasindan gegen,
c. 9x% + 4y? = 36 elipsine teget ve (0, 6) noktasindan gecen, ve
d. d > b ofan, b%2 + a%® = a®b? elipsine tefet ve (0, d) noktasindan gegen
dogrularin denkiemierini bulunuz.

6. b2 + a°y? = a?b? elipsinin, bir kere x ekseni ve bir kere de y ekseni etrafinda
doéndirilmesinden meydana gelen elipsoitlerin hacimlerini ayr ayr bulunuz.

7. Blyuik eksen uzunlugu 2a ve kuglk eksen uzuniugu 2b olan eliptik tabanl ve
h yakseklikli dik koninin hacmini hesaptayiniz.

8. Yanm elips igine, en bylk alanl bir dikddrigen yerlestirilmesi icin, dikdérigenin
boyutlari ne almalidir?

9. Eliptik bir aynanin odagindan ¢ikan bir 1sin aynaya carptiktan sonra diger odak-
tan gegecek bicimde yansidi§in gbsteriniz.

10. Dinya, odaklarinin birinde Gitnes bulunan eliptik bir yéringe Ozerinde déner.
Blnya’nin, Giines’e en yakin ve en uzak olusu strasiyla 91.446.000 ve 94.560.000
mil olduktarina gére, bu y&ritngenin denklemi ve dismerkezligi nedir?

11. 9% + 16y° < 144 esitsizligini gercekleyen P{x, y) noktlarimin kiimesini bulunuz.

12, Bir katinm taban, blylik ekseni 16 ve klgik ekseni 9 olan bir elipstir. Bu ka-
timn blylk eksene dik kesiti a. Kare veya b. Eskenar G¢gense, bu katdarin hacimlerini
ayri ayri hesaplayiniz.

HIPERBOL

TANIM: Odaklan {—c, 0) ve (c, 0} olan sabit iki noktaya ofan uzakfiklari farki sabit
ve 24a olan {x, y) noktalarnin kimesine hiperbol denir.

2a
2a

d(P, F'} —d{P, F)
d(P, F) —d(P, F)

¥ AV
f
L
|
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Odakian F{c, 0), F'{—¢, 0) ve P{x, y} de hiperbol Uzerinde herhangi bir nokia ol-
sun. Bu halde, P{x, y} noktasiun bir hiperbol Gzerinde olmasi icin gerekli ve yeterd]
kosulun, d{P, FY = d{P, F} = 2a veya d{(P. F} = d(P, F") = 2a almasidir. Buna gére,

i = ., I
Jix—cf +y - J{x+ e + v =223

Jix—clF+yi=J(x+cf+y? £2a
X2 —2cx+ P+ y? =4a® t4da, (x + ) +y? + X%+ 20x + G 4 yP
JEN—
+4da./ (X + )% + y° = 48° + dex

I Gx
i\,-’{x+c}2+yﬁ=a+?

XP 4200+ G2 4 yP = 0% 4 Dox 4 25

Xy
a? ¢

olur. PCC’ cgeni gdzénine alinirsa,

PC « PC + CC’
PC —~PC « CC’
2a < 2C
a<ao
-8’0

azihr. Buna da, b® = ¢ — & denirse,
¥

olan elipsin denkiem: elde edilir.

Bu yapianlara g&re su teoremi yazabiiiriz.

TECREM: P{x, y) noktasinin, késeleri V{za,0) ve odakian (*c¢, 0} olan bir hiperbol
{izerinde oimasi icin gerekli ve yeterli kosuiun, b® = ¢? — a® oimak Gzere,
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Dl Wor 8T
at BF

olmasiir.
{0 22 ve odaiian {0, 2t) alarir Sipeibe!

TECRER : Pix. v} noklasaim, whseled (G 2
fizerinde Simes! isir perekli v yaierl Yoguiur, 0° = of —a° olmak lizers,

o
¥ ¥

olmasidin
Tu woremi de giz spatlayiriz,

Hipsrboilin da malematice! ve fizikest vininden cok gllasl Gzeliikie! vardin
Oeredin, hiperooliin net 3evi nem X ve hem oo y aksening giira simebikiin Hipathal,
x eksenini (+x; D) nokialanincs keser ve bis poltalar hiperboliin lkégelerizin Hiparbolir
denlueminds x =0 kenursa, —yo/&° = 1 olmas clanaksiz claugundan, markezel b

parhoiy ensenin kesemez,

F_.
Vo X
e
el
4
&y
.

“‘;‘ “ "EE i
g€ w2
Fiparnobinls

Y=g =K
[

»*y
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bigiminde iki tane asimtotu vardir.

ISPAT: Hiperboliin denkleminden,

fonksiyoniar yazilabilir. Buradan,

A |lgbe=et-3s-0

!

lim (-— %\fx—?‘-—a_?}- (—- % K} =0

=R
R L
ve

Jim U DJ—M’L IS ,\J]

oiduklarindan, senug hemen soylenir,

Simdi, hunlardan ilkini gdsterslim. Benzer olarak digerlerini slz gosteriniz.

Bir kere,
b R
gye= o= ‘/K‘—aa—x)
L = I
=£}.x‘-a‘~x1_i-,tx"-a?+xi
& 1 { l.‘\.’xf-ag " x,f
i \
gl o
K\'KX‘—& - %]
= ab
I9% 3" £
olur. Buradan,
im Wb 2 {80 i ab T
S e = gt =] x.}l.— 4 : =
o (@ FE W o T E
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yazilir,

Hiperbeliin asimiotlar, hiperbolin giziminde gok kalaylik saglar. Bu asimiotiarin
denklemterini bulmak ve grafikierini cizmek oldukga kolaydir. Clnkd, bu asimiotiar
y=thx/a biciminde koordinat sisteminin merkezinden geger. Hiperbolde & ve b savilan
belli olunca, sekilde oldugl gibi, cizilen dikdérigenin késegenleri bu asimtctlan daha
kalay verir.

Simdi,

hiperboliini, sekilde oldugu gibi gizelim. Buradan, asimiollar, y = +bx/a olarak bulunur,
Hioerboliin her bir pargasina bir kanat denir.

—n-X

1. ORNEK: 94 — 4y = 36 denklemi ile verilen hiperbelin tim dzelliklerin yaza-
rak grafigini ciziniz. Aynica, 18x° — 9y* = 144 hiperbol( igin ayni sevier vanitlayiniz

4 24 a4
Y=—5% 1 y==x
& 3 & 3
\ y4
X
4 (=3, 0) {3, 0}
- ] 'i X
f
/ R
I/ ' I
F
}fl , | \\
s ' iy
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GOZUM: Ik denklemin her iki yanr 24 savisna bilindrse,

2 @

&.\x

olur. Buna gére, a° =4 bE = G olur. Yani, hiparnaiiin odekian ® ekser! dzeondediv
Buradan, a = 2 ve b = 3 oldugundan, hioebeiln kisalen, | va dikcotigenin y
eksenini kestidg| nakialaa da (0, £3) olur. #simioilarn cenklarslen de v = L2 ol
mindedir. ¢° = &% + b = 4 + 9 = 13 oidugundan, nigerhaliin adakian (£/13,0) bulurur,
Dismerkezlik e =cfa=v13/2, dodrulimariarin denklemleri x = +a%c = +4/ fi3 vo
sdak dikmelerinin uzunlugu da, 2b%2 = 2 . §/2 = § olarak builinur,

bl
i)

= L &

Simdi de, IKinci denklemin her iki yart 144 savising oéidndree

e '|‘Q
£ L e N o B
a H

vazilir. Burada bir kere, 3 = 3 va b = 4 tigimincediy. Asirvioflanr denkisn
olur, Hiperboliin kdseleri (+3, 1) oldut j nedan, b kasUlisrdakl bipsbollain grasil
yukaridaki sekillerds olduklar gioi gz

2. ORNEK: Késeleri (+3. 0) olanve P(5, 2) nokizsndan negen vperbalin dank-
lemi ve asimtoilaring bularak graidin Gz,

COZUM: Hiperpolin kdselarni (22, 0) alduidarng give, odesiar ¥ gkesn Lrerings
ve a = 3 seklindedir. Buna gore, hiparboilin denkizsn,

o S
T

olur. F(5,2) icin bu dederler yerlerine konulursa,

veya b® = 9/4 bulunur. Yani, hiperbaiin derklsm

va da, © —4y* = 9 bigiminde bulunur, Bu niparboiln arafidin de siz giziniz

Ote yandan, ©°=3%+0% =5+ 9/ = 454 ol n gk

(£3vV5/2, 0) ve asimiotlarinin denkiemieri da v = =/ arzic iU
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Elosie alifuge ol 'opsibalin oiakite de, sekilde oudugy W olfieheln: B hed
Gin k= 0® - 5" bighminda algua Sade. aseraienan densterlan. bir Snssl asimfoi:
Isrim cnlerrssi i Tersine | v = kisu)io surineess

o
i
alo
-

2OENCE: 4 = 27 = 1 Boamolinn e doalikienis vazartk geafFin oz
LOTUM: B hpera,

P -

[T

bigiringe yazdehily. Junz gore & = 144, £% = T2 ve T = T4+ 2= Ga olur. Bumadan.
=12, b="/22 ve o= Vi gikar iliparbaliin bgelen, yine (0.4 1/7) ve adakiar da
(g5, 20B12) owir, 4, bve csavian bell oldubuna gdrs, hiparoeiin diger dzelilded heman
uradan yaolabii® Ho hiperdofin graiidl oz, yucanidale yekile benznr clarak gizilsbie
Runu siz yaminiz.

4, G

e
"
I

1 ]”-.;
l

bl

ey
N

Naernnlin usieveral gratignl i

Ca: Br et @” < 8,07 = € pldnkerindan ¢ = & < b =G~ eSSy
Agradan. Hipe ol mekerolh, vakaE (3 G adatae, 85, O gl sdsstege a5 0
wrgmndadin, Ssmbsfionn denldzrelande v = the olur Deak dinesien LuHu
Gla - B ve dismeikezliE &+ ol = 51 geklindedit
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. t¥ .
RN i /
b 2 / (5, 0)
) J L h._x

: A | s
2 A, b (%, 0}
IH . i
/3 A 4
Wi N

COZUM: Verilen denklem

£ &
16 8

bigiminde yazilabilir. Buradan, =° = 18, b= 9 ve ¢ = 2° + b° = 25 olur. Bu hiperbol
de merkezcildir, Koseleri (0, #4) ve odaklan da (0, £5) bicimindedir. Asimtotlan
y = =4x/3 ve odak dikmesinin uzunlugu da 2b%/a = 8/2 olarak bulunur. Bu kesullar al-
undaki hiperboliin grafigi de sekitde aldudu gibi clzilir.

¥
| p
\ {0: 5)_~~
e 104
'
& | : 1 i _E_— . x
4B —ap
T
_{c.—s‘!\\\-
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6. OBNEX: Odaklari (=4, 0) v bir kdgesi (2, 0) nlan hiperboliln denklemini bu-
lunuz ve grafigin ciziniz,

COZUM: Odaklar (+4,0) seklinde x ekzeni zetinge slavklanadan, hiperoolin
denkiemi,

¥ o5
az 2

bigimindedir ¢ =4 ve a = 2 gidudundan, b° = ¥ — 2 = 16 =4 = 12 0lur. Béylece b
kosullardaki hiperbolin denklemi.

W
4 12

vieya 3x° - v¥ = 12 olarak bulunur.
B higeraoliin grafigin de ziz ciziniz,

7 ORMER: D57 - 2% = &%® miperboline, fx,. v.) nokiasmida teget oan tag-
unun densem;,

Ry W,
]

& b

seklindedir
COZOM: Verilen hiperboiln denkleminin kapall irevi almirsa, 1edetn egimi

2% ~2ayy' =0

oy, Buracar tegefin dankiami
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2y, — bixx, = a5 - b

viEya
M e 3
3 P
=i be

olarak bulunuy. By da, gdsrenimeak igtensn egei denkdsaici.

iFQ &l G i “tlsesl,u de. 2=t ise, by i hiperolise Kzkener hoeibol adt vedilin
Crmadin 2y =1 ye v =¥ = 1 birer ikizkepar Hiparbaldir, [kizkenar bir higerbakin
asimict 1 arl, ¥ = =x bigiminds biving ve (kincl agiortay degruiandn

2, ORNEK: 4y - 97 = 36 svising (0, 21 noktaninda ‘edet olan dogruriun denk-
lapmint bofiniz,

COZUR: Tegetin denliemi, 7, Ormafe gére, v = 5 bigiminos huimur.

1. Agadidak hipscoolisnr “am ozellikienn yvararek grati

St giziniz.

S e B ol o 3
NS S WS S R LW
3 5 4 4 g i
Z =L b 2 5 4
z‘ﬁ}__):—_* g B ¥ A o
4 ¢ 144 2B BE gL
2 2 2 ) %
I U X AP
88 § 5~ 7 et
B P :
b e Bl WS o5 A
9 4 49 18 48 g4

! :'_}. AB0 - ::8-’33. 'E, aJ

f,:-[;rn Bip kanaginin usuo-

v wuzwl!arréa veri'éﬂrhi glipain ¢ acrfzm n ik

fugunun petgel ve Deivelis gizime: k fiannstin Cyleyses vu-
narilar | OV siizvidan dnes mrnk & T*akmnd—l ba,_rl 44 E"iiiv—z \.*;il“‘l H ppuum ez b

Uy Y LB \.J:;'»LHEl-
¥ :?"a VB XV = 2a° ko-
;btﬁ:l&_’.’-.ﬂ 21 g dankiemin
¢ hezaplamalast yapmist,

rada @3 ve Za sayilenvls etz oranty) X e Y savilatine a
rinna hesaplamigis. Bu _ja-z.-tklam!er f<- “mdmr'* ditle ® -
nislaricin, Punfann o sl sarabal ve Solingiall de )
izindan « ve v vegerlen hesapanscakin Higposaiss ug

“'D
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APTILLONT IS 3333
Yan Mippocrates korikler bilyor ve gnin kendl amace dsdauliusiunda Rudanynrg.

Merasshmus (1. O 550 5, Yunan matemalibeearian Iskendaiive'ce ders veron
en biyiklsdnden birydl. Koy <atianmas problenim csbosel yolia i gozentsrden
biri aldudu akingror. Bir agren g a5t pargaya biilinmssla’ ge Manaschrus cefisik
bir voia vapsesh. 2und dana Shoe gisiarmistilk

y
2" = ay T
\\' 4
\ ,;f_ -y =2aX
\ ‘ /f..:, b
',-‘i P
\, e
\\‘ y __’,/T D
C‘\ (&2, 0) '
\'\
o
e S

Menasciimus, 2 keras kioiin haemnin ik kat hacimdeki «ipun i kenar
hulriak i..;iy‘»r 1%3‘;:@ noktalas ayni afqn ¥ =2y vay = Sax olan paracaiienl agls
Hrarek x* = fay)? = 2%(2ax) seitigindsn ¥ = 2e sonuousy bultyo’ Blracan x dagerl,
haeni iye katlanmiz olan Kigan bir senandir, Fakat Menaschenus e parabolisr]
oeige! ve catvslle pizememistr Yalniz Euclides yaniemis kU anataic paraoolizin i
zimleriri nokia nokia buiarak strsklilicen de yorarlanmis ve au nokiadar 2r arda -
‘agliimigtis.

Yeri gaimisien v¢ = 2ax parabolint Fuclides Siemants is'ali kilaoinm Vi, eildinns
19, &narme oigrak vermiglic Simsh b gizipy yapaoiinz, Buna Eusides parabailin nak-
ta nolcta giz'mi isming vermigiir,
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Parabolin nokta nokta gizimi icin 8nce 2a capli gember ¢izilir. Sonra bir x uzunlugu
alinarak 2a + x ¢aph ¢gember cizilir. x dodru parcasinm sol ucundan ¢ikilan dikme ile
bu ¢cemberin diger ekseni kestigi noktadan cikilan dikmenin kesim noktasi y° = 2ax
parabolinin bir noktasidir. Bunun gibi x uzunluklart alinarak yeniden ayni islemier
yapilirsa parabola ait daha bazi noktalar bulunur. v* = 2ax parabol(inin stirekli oidugu
disndlor ve bu noktalar art arda birlestirilirse parabolin nokta nokta gizimi yapiiomig
olunur.

Dikkat edilirse buradaki noktalarin bulunmas tmuyle Euclides'in pergel ve cet-
veli ite yapiimigtir. Fakat bu ydntemle parabolln bazi noktalan bulunmustur. Parabole
ait olan noktalarin tdm0 belirlenememigtir. Yani paraboliin ¢izimi pergel ve cetvelle
tamamlanamamistir. Bu nedenle pergel ve cetvelle yapilacak islemlerin sonlu tane
cimas! kisitfamas getirilmistir,

Parabol, verilen sabit bir noktaya ve sabit bir dogruya esit uzaklikta oian noktalarin
geometrik yeridir tanimi da kullamiarak nokta nokta gizilebilir.

d
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b _//
B x"‘x.\\x c
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o AT|l F

F sabit noktasi paraboiin odadr ve d dodrusu da dogrultmani olarak verilsin. F
nokiasindan d dogrusung FO dikmesini gizelim. OF dogru pargasinin A orta noktasi
narabole ait bir noktadir. B noktasindan OF dedrusuna bir paralel gizelim. BF dogru
parcasinin orta noktasi olan H noktasindan ¢ikilan dikme B noktasindan gecen paralel
dogruyu C noktasinda kessin. Ikiz kenar Giggenin ézelliginden dolayi BC = CF olur
ve C noktasi da parabole ait bir noktadir. Bu sekilde devam edilirse E noktasi da
paraboliin bir nokiasi olur. Parabeliin strekli oldugu diisiniillrse. bu nektalarin art
arda birlestiimesiyle parabol cizilir. Dikkat edilirse paraboie ait olan noktalann bazilan
timiiyle Euclides'in pergel ve cetvelivle cizildigi halde parabolin tim noktalann bu
yontemle bulamayiz. Clnki bu isiemi sonsuz kez tekrar stmek otanaksizdir. Yani bu
gizim Euclides araglariyla tamamlanamamusti. Ama yine de paraboliin nokta nokia
cizimidis.
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Archimedes, {ciincl derece denklemini gozebilmek izin klireyi kullanmisar. Yani.
bir kiirerin hacmini verilen bir oranda bir dizlemie kesildiginds olusan kive kapaiiarnn
alanlan da bu oranda kesilirler. Bz 8nerma Archimedes'in Kire ve Silindir Uzerne
olan il. kitabimin 3. ve 4. dnermeleri clarak gecer. Archimedes'in bu dnarmalerie (gin-
il derece Gzel bir denklami nasil cozdUglnli gosteraiim,

AB caph kireyi gdzontne alahim._ Kirenin hacmini H/& araninda ikive ayirar BE'
diizlemini gizelim. Archimedes, analiz vantemi ismini verdidl volda problemin verilen
kosulda cdzildiginG kabui eder. Bunun sonucu alarak iglemlering yapar ve cOzimil
sonuglandmrir. Simdi Archimedes'in bu yéniemini izlevelim.

EE naktalanndan gegen diizlem AB gapina dik oiarak kiirerin yizeyinin vizélet-
mint BAR ve BA'R qibi iki ylizeye bdlsin ve BAR' viizéloiimil : BA'R' yiiz0lcimii =
H: K olsun. Archimedes, Kiire ve Silindir Uzerine isimli kitabinda AB capli kiirerir
yuzdicuminin BAB kilre kapaginin ylizoicimine ve BA' capli kiirerin yizéiclminin
de BA'E kitre kapaginin ylzsicimine esit aldugunu géstermisiir, Buradan bu alanlar
tirbirlerine oranlanirsa

H _ An{AB2)®  AR?
K 4n(ABR2)}¢ AR®

yaziir. Ikinci Euglides baginticing gire AB® = MAAA ve AB% = AB . AA olduklarinzlan

H _ABE_ MA AA _ WA
K aRrE AM AL AM

yazilir. Ik ve son terimigrder AM : &M = H : K gelir. Bundan sonra A4 dodru pargasing
AM : &M = H/K oraninda bélen M nokizsinin pulunmas: kalyor. Buna da Thaies ba-
ginfisiyia buluriz.
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Onoe bG - CF = H K clacak bigimde &, C ve ' nokialanm verlastiiiz. A& doeg-
ru pargasinin A' noktasing O noklaz) ke oinestc ve O noklasimdan C8 deSrisuna
bir paraiel cizilirse bu paralslin A dodru pargasin kesiidl nokia M olur Geroshien
Thales hafintising gore H : ¥ = AC | AT = AM ; AM clu;, Bdyiece M nokias: buivnur,
Archimeaes baslarg.cial crablemi chzenilime ¢in ou noktadan sanrs geriye dogre
pasamak hagamak giderek baslangigra Kabuidne vertr Yanl, W nclaas nr Al MA
=H * KK olacak geidlde air Eucidas baaniising ghre AM - MA = AB? - A% = (A8 ¢ap-
It cairerin slan') - (AB ozph datrenin alani) = (BAS kilre Wesrmigsinin vitzaicimu) -
(BAE kilve kesmesinin yilzoletm: sendclina varr. Bu da problamin gézimddin, Yan
prokler ki vénll dednudur, Ovleyse buiadan su sonuoa variiz,

Bir wiremn racivin, verflsn 5K araninca kesiimesl icin garskli va yaiadi kosulur,
Kipe Rapaklarinn ylzdlglimlednin ayn HA oraninga kesilraesicln, 2u sonud Avchime-
s’ Kire ve Siiindir Uzering ola 1, kisabinin 3. éngrmesidic Simeli ayni sitabin 4,
Griermesini gdsterelim. Yani ol kirayl verilen bir orande W parcava bolerseniz, nacia:
ierini de ayn oranda oHlmids clusunuz, 2u probiemin gz il icin de yine kengisinin
shyledigi analiz yonienini uyguiavaiim,

. Za = g —
| | |

) i
A 3 i 2 - a «

Cnee ASC dofirusunu AR = 230 oacak cigimde ¢izelin. BG dogr parpas: dze-
rinds F aoxiast varisn. AR doi: parcas! Gzenrde AB® : AM® = MC - EC oiaczk b
cimde M noktasin culmak stiyeruz. Sekilds olichsiu giot AB = 23, BO =3, EZ = o vs
AN = ¥ alsur. Buna gbre AB® L AMZ = MO BC oleczk biginde M nokiasa butmak
yerine buna ssdefer olan (28)° - %% = (33 - x) 1 b ya da 3ax® —x° = 48’k bigimindaki
{igdnell dereceden 0ze! cenklemrt gizmediyiz. Bunun i7in daba dace yaplloigt gis:

Py 2 ~
tedly ek =N

W= b y



deniree 3% = {

Zaysyik parabolit iz (3a -« )y ~ b

acw eH me dclncel ¢ afeco denkisr

Yurianliann konilklat
ddslinemeyiz. Kontkder Dzering il
Archimedas oldhig

cahsanlar
nL sdvicvenilinz, Bor

3 hulunmas)
de vardir. O da ondan énce geten Yunanl reaiematikcilerden yararianmigiir, (‘l\_;ﬂL‘S
sazdinin gdigesi de glnllk harekeilerinde loniksal Hi ;czun‘gﬂ IZ|€1 BIJ oz funanltlaun
dikkatini cekmistir. Koniklerin bu bicivnde glindame galmasi |

olan Afistaeus taraiindan oriaya atimis ve zuciides de . G 3

e 11,30

fonu Archimedes taranindan yodun bir digimds |

Paranol -

HisS

Hinarno

Logen
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Euclices, Elemenis isimii itabimin X1, cildinde bir kenan etrafinda donddriimesin-
den meydana geisn geklin bir konl cidugunu girmils ve Konlyl incelemistir. Konileri
kosesindeki agmun dar, dik ve genis olmasi hallerne gore siniflandirarak incelemistir.
Elements Isimli kitaptaki kanl. késesinde dik acgi olan Uggenin dik kenartaninin birisi
etrafinda ddndlriimeslyle elde edilmistin. Simdi bu dik kaniyl eksening dik bir diizlemle
keserseniz keni viizeyi lle bu dizlemin kesim nokialanndan olusan sekil tepeden ge-
givorsa bir nokta diger fiallerde bir cember oiuy.

Eger ioniyi yanal ayntina paralel bir diizlemle keserseniz kesisimi bir parabol
olur. Eksene dik olrmayan bir dizlemie koninin ytzeyinin kesisimi bir elips ve ekseng
paralel bir dizlemle keserseniz koni ile glzlemin kesisimii bir hiperbal olur. Eksenden
gegen bir dizlemie Koninin kesisimi bir cift dogrucur. Bu bigimde bir ddzlemle bir koni-
mn kesisiminden olusan nokia, dogru, gember, elips, hiperbol ve parabollsrs kisaca
konik ismi verilir, Koniklerin bu bicimde tanitilmas Archimedes ve ondan dnce gelen
Yunanh matematikeiterinin bir ydntemidir, Qysa Apalionius kendisinden tnce galen
Yunan maiematikgiferinde oldugu gibi konikleri tarntmamistin,

Bir nokagan esit uzaklikta bulunan noktalann geometrik yerine cember deniy, Bir
dogru ve bu dogru Uzerinde olmayan bir noktadan esit uzaklikta bulunan naktalarin
geometrik verine parabal, iki ncktaya olan uzaklikiar fark: sabit olan rioktalarin geo-
metrilc veri bir hiperbol ve ki noklayva olan uzakliklar teplami sabit aian noktalarin
geomairix yeri dge elips olarak tanimianir,

Apolloniug’un yasamina iliskin fazla hilgi yoktur. Bazi yazarlar onun |. ©. 250-170)
ylilar aresinda yagadidint yazariar. Ege bolgesinde Bergama'da dofimus almasina
karsin genc yasinda iskenderive kenting qittigi, Euclides'ten sonra gelen [skendariyali
matematikgilerden dgrenim gdrdligu, Iskenderiye’de calisarak Sdretmenlik yaptig ve
kitaptar vazdid) bilinmekiedir.

Apoilonius once eski astrancimiler (zerine calisarak Onld olmustur, Ovsa onu
dénemimize kadar gelmesini saglayan matematk calismalandir. Yapig! matematik
cailsmalaniin cogu ondan sonra gelen malematikciler arahindan dzellenerek zaman-
mazz kadar gelmeleri sagianmistr Sekiz kitaptan clugan Conics isimli vapitiarnndan
yalniz yedi tanesi zamanimiza kadar gelebilmistir. Apollonius, yaptidl calismalaria
Yunan matematiginin zirvesine cikmis bir maiematikeidin. Agolionius, koniklerin sekiz
yilze vakin dzelligini o donemde ve o kadar kisitl yéntemierle nasil bulsugu ve onfan
senietik yolla nasit ispatladigr buglin hala hayreile ve hayranlikia karsllanmalizdir.
Ustelik bu kadar giizel ve zor olan yiizlerce teoremi bugiinkii moder cebirsel yontemler
plmadan ve onian kulianmadan nasil ispatladigr imreniiecek bir ¢alismadir, Tarm bu
gaciiiklers karsm Apoiionius bunlar: becermis hiridir, Zaten Yunan matematifinde
Apnlionius'tan sonra kanikler Uzerine ne 0IF yapit ne de bir buius gerceklesiiriememistir.
Bu konuda herhang bir kayit da yoktur. Zateri Alman miatematikel Jakob Sleiner's
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{1798-1883) kadar Apollonius ditzeyinde bir geometriciye rastlaniamarustry. Steiner
dogustan isvicrelidic. Fakat eglim ve dgrenimini Almanya'da Heildelberg ve Beriin'de
tamarmlamis, Jacebi gibi inld matematikelarden derslar almis ve Berlin'de protesor
olmusiur Analitik geomatriyi sevmeyen Sielnan senietik geomeatriyi kullanmishir. Veri

len sabit bir cemper ve digimsiz cetvelle, Euclides'ins gizimlernin iiminin olanakll
oldugunu ispailamig ve cizmisti. Bu yondex’ galismasaring Crelle'min Journal isimili
nergisinde vayimlamisie,

Elips Fatatol Hiperbol

Kaoniklerin iginde en ok uygulanabilir ve kullamlar elipstir. Gerek gezegenlerin
rarekse elekironlarin yériingeler birer elipalir. Ofe yandan, Koniklerin hig bint pergel
ve cetvelle cizilemez. Ancak. bu koniklerin dzelikler kuilaniarak, bazi noktalarn bulu-
nui. Bu bigimde bulunan noklalar art arda birlestrilerex kanigin grafigi cizilir.

Konikierin icinde. grafigi en kalay gizilen eliostir. Sexilde oldugu gibi F*ve F gibi
sabit iki nokiaye ki givi gakdir. Bu ki civi arasindaki uzakhkian blydk bir ipin uglan
bu givilere baglanir. Kalernin givri beou Ipi gergin olarak tulacak sekilde yoritiiise,
meydaia gelen iz bir elips olus
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(6, ~t) &=

Dikkat edidirse. cakillerne oidudu gibl, elipsin x ve v gihi iki tane simeirl eksenl
varcir a= b oldudunda, elipsin x eksenini (za, 0} noktalarnda ve v sksenini de
(0, £b) noktalannda keser. Elipsin Uzenndexi ix, v) nektasi (0. b) nokdasina gelince,
dik ucgendeki Pisagos badintsina gore, 2° =% = ¢® oidugu hemen stylenir. Bu
haidekl elipsier igin, x eksening blvak elsen va y eksenine de klclk eksen ad verilin
(+a, Q) nokialanna a'ipein bivik kiselen ve (0, +b) nektaiarina de elipsin kiglk kase-
lert denir, Flzc, 0) noktalanna da elipsin odaklan aci veriic. Yine bu hal ighn, siipsin
merkezl (0,0) noktasimda ve cdakian da biylk eksen olan x ekseni Gzerincedir,

TANIRA: Dazlemnde, bir dogeu ve sahif bir nokia olan odakian =5 uzaklikia builu-
nan noktziarin kimesine (veya geometil yering) oarabel denir Bu sabit dogruya,
paraboldn dagrultrarn ad) veriliv.

v ¥
{5 s
i ‘/
/ /_z'!

=y s D Pix,

{=pay _//,"‘;(x.y) J‘-’\ )
o % 19 ' %
Q| V) Flpo) \ s
!
} )
N | N
X= 1 -
| T et ;

Burada, Fie, 0) parabally odagl, U nokiasindan gecen dogru da dodrulimandr,
Parabelin kosesi de V igareti iie gasteriiin. F(x, v), parapg! (zeninde Bir nokiadie. Edey
paraboliin odad x ekseni Uzerindeyse, bu noklamin kecrdinal (c, 0) olur, Dogrutmanin
denklemi de x = —c bigimindedir. Bu haldeki parabolijin denklami y? = 4cx olur. Bazen
parabolGn denklermi, ¢ yerine p alinarak y° = dpx biciminde ca verilir. Bu hallen sekilisr-
de garebilirsiniz.
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Uikkan editiree, parabol 2 ekssning nove simemidic Hu & eksenng, parabelizi
skygeni derir ve aodultmane dikiir Bu hade e > 0 oldudundan. paraoodn agz: sads
tanar veya paraboliln adz; saga dedry seikty. Parsboliln odad) ve kdses: by » sitser
lzerindecin v = dox parabolingn kdsesi, kaordinat sisieminin tastapgic noktasindads
ve V{0, O geklindedir, Yine bu halde, adsitan gozen ve # sksemine dik slan cogo.
'p&'aoaiu feo. He) ve (o, —Ho) ~oktalinda kesnr By noktalar arasindakl uzaklk (o)

kadardis ve bu uzakhga odak damesi bzurafu veve baramaiest 0o

¥

P

o

&
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-

v, 2§ ‘ Fisty

‘4\4 Dot

™

N

T&NM Qaakiar {(—=6,0) ve o, U) olan sabit il nokiaya olan uraklikian fark sabil
& 2a aisn % y) nokigannin emesiis hipsrbot dernr

A, F ) SR, ) =22
6{F, F) 4[>, F = 2

, ! A Py
_ N, }')‘_/' Fd
/ P' x ? \EIF. i ';I §
| | _’r ) =
)/ j o G‘I{_tl U} ) 0[ \ Cle: U}
Flc0)/ O Fie, 0} / ‘
A 5
,/ :
vl %
S
Cdaidar Flo 03, M=, §i ve Pia v de higerbot Geeninde herbarngl bir nokta al-

s, Bu halde, Pley) nokdasmn off hipeiol Uzerinds olrigst in geraldd ve veleri
kosuizn, 3P, F)) — d{R. F} =25 vaya P, Fy~ d{E, Fl = Za oFnas dir.
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hiperbolin her seyl nem x nemde y eltsenine gdre simetriktr Hiperbol x eksenini
(#d, 0) noktalarinda lesar ve hu noldalar FiperbolGn késealeridin Hinerbolln denklaminde
x =0 clarak altrsa, —y*/b? = 1 olmas olanzksiz oldugundan, merkezcil hipsrbal v
eksenini kesemez. Hiperboltn asimitotlar ki tanedit. Oysa parabel ve elipsin hig bir
asimtotu yokiur.

Eger hiperbolin temel ekseninin uzunludu yardimel ekseninin uzunlugjuna esitse,
yani & = b ise bu haldeki hiperbole ikiz kenar hiperbol denir. ikiz kenar bir riperboldn
asimiotlar Koardinat sisteminin birinci ve [kinc aciariayiandir,

§ I
N "
Nt Vil e i t t
i e, a) i ST e i Y=t
% S ol s
(-c. 0) \ Yl i e - {0 gl /la:0}
E T O ¥ . ] 1
(-2, 0) ,,/ O ™Nmo 0' \ X
/ i b \‘\ P | D
/o ol i\ - ,1 g —*
fif
£ | &

Simd koniklen Apollonius nasii lanitmis ve incelemis onlara gagsbiliriz. Dik koniyi
eksenine dik tir diziemle kesersaniz, asagicakl sakilde goriidigl gibi 8C cash cen-
beri bulursunuz. Cemberin ozelliklerini beliriemek clduxca kolaydir. Bizi daha gok di-
ger kesisimler olan parabaol, elips ve hiperbol iigitendirecekir. Zaten daganiii en saha-
ne egrileri bunlardir. Bu egriler aym zamanda Yunanllann guze! sanailara iliskin zevk-
leridir. Zaten Apollonius’da bu sanat zevki icin konikleri incelemis ve bunlar: tanitan
kitaplar yazmsstir. Cagimizda bunlann teknolojide kullanilacagini hig bir zaman dilstn-
memistir.

3=

LY
0 i
-
3
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ABC. koninin eksensel licgeni olsun. Parabol, elips ve hiperbol, BC ve ST dogru-
lar tarafindan belirlenen ddzieme gire koninin ylzeyini kesen ciziemls beliensn
egrilerdir. Eger FG dogrusu ABC eksense! tliggeninini bir kenarna paralelse, kon (le
dizlemin kesisimi bir parabol olur, Bunu asadidak sexiiden daha vi gbenitiriz

St
s / T
) M
‘k"‘“-,___
. b E i, b & ;c ! S
e \\ fG“#_.J___ﬂ__
8
Parabolin olusumu,

Eger EG cogru pargast ABC eksense| degeninin her ki kenarin| da kegerse duz-
lemie koninin kesisim bir elips alur, Bu haldeki elipsin olugumunu agadidak: sekilder
dahia lyi girebiiirz

Elipsin olesumu



RIS ABRQLLOMTUS

San olerak eper B3 dofrusy ABC eksansel lggeninin kir kentarint ir iaratia ve
Higer fenany Ge CA doBrusunun vzanis ia ‘L-\f?ssy»_.-_.r::a, by balde koni e dilzlemin
kasizuml oir hiperoa oie 20 hads parabeldn il gzl clusur, venl hiperbol i< dallidis
[i&ar Fonikler b n' 2,

IR L <" pl Tl i,

sy sinian psie b onedi

§iEmarE . nEs) Bty v birern Hurus il G
e Al i Czerinoe Koyl On Loelaas gla s L

MEasIngar g o oz BaUT “skeiine pa ~.lr1 clen PLB gambeaii P gaph sir ceinasy
oflyy, £G degrusu ile by FLRA cizieminin kesim niokias M oisun, Bu halde Lid dogrusu
PH dodry nargasina dik olur, Birine Euclices bagntisina gare PLE gemberinde LVF
= PR . BAR olacagin gostermalk cok kalayair. Gunki PLE goveel bir cemherdir ve LA
de bu gemberin vancamcis. Ayrica PLR bir dik Dggendiz ve LM bu dik Cegenin yliksek-

liggictir.

TEaT ST
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olacak bicimde dik olarak ¢izelim. Daha dnce vazildid gibi bu esitligin sad tarafin

(AK/BK) . (AK/KC) olarak yazahiliriz. Burada AK dogrusu DE dogrusuna paraleldir.
Bévylece, benzer Gggenler kullandirsa

BK BG MP KC ™~ GC MR

AK _EG _EM ,_ AK_DG_DM

bagmtilar vazilir. Buradan

DE _ EM.DM
EH  MP . MR
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gelir. Aynl zamanda

DE DM _DM _EM.DM

=H MY EO EM.EO

oldugunu yazmak kolaydir. Bdyiece, MP . MR = EM . EQ ve LM? = EM . FO elde edi-
lir. Buraya kadar olan istemier hem elips ve hem de hiperbol icin aynidir, Yani EO =
EH — HO halindeg konik bir elips ve EO=EH+HO halinde konik bir hiperbaldir. Buradan
sonraki islemleri Apollonius ortak yiritir. Her iki resimde de dikddrigenlerin kargtik!s
kenarlarinin esit olmalar: ve dik {icgenlerin benzerliklerinden, EM/HO = DE/EH ve
HO = EM . EH/DE yaztir. Buglnkil gosterimierle LM =y, EH =p, EM =xve DE = 23
denirse, Apcllonius’un hiperbol ve elipst sirasivla

pigiminde yazmigtir. Burada x, ve X, degeriert D ve E noktalannin M noktasina
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olan vasikian oarar ahamegin Eger [k, ﬂ sw:g:s tzenirde bir nowta ve 29 uzuniudu
da vardinic) akeen uzunlugiy g2 bu salde 97 = pcl “12e = na/Z derkleni sad an Bly-
lece 2lips igin asal eksan 2a ve yardimol exsen 20 sa yliaﬂ ile o parameiresl arasin-
daki iliski bllunmug onur,

b deder Hiperbolin, {&, 0 kliagfarsf“v:}en Sikian cikme lzedinds asimiotia kise ara-
o kalan wzuslas zs, yine B = a2 bagisismr saglandici b}iaz onrg obreceliz.

i:}

Apolicrius bu kond kssitlervie koniklsr by bicirmde anirrayarak by analitis bafir-
filarn pulmustue, Tersing, | Kiabins sorundadl fnermelarle bu denklemisn saiiavan
tiodialarie Birer kontk aldudunu gdsiermistin

O ve codiniiman € = -2 cian bir parabol Gzernde

i, v mokiasin, adad (o,
¢l kosulun, v° = 4o olmasidir,

almas) igin gereki ve veter

O, vy nokias i, bivik skeeninin Ksoler! (£, QJ vie ouaaiarn (=g, 0) olan bir
£

glips Uzerinde olmas igin gerekli ve veterli kogtiur, B = 8% — ¢ olmak Jzere
.
—_— . = =
&

SIS,

(v, vinekiasinin, kissien (ta, U)ve ar.:i'-aki'ar;‘ (g, 0 olan b higersal Gzerindeg
olmasi icin osreld ve veterl kosulun, b® = ¢ —a® olmak (izera

.3 o
: e |
> s

a2 e

alma=idir,

s geometis

ciled combern, merkez! ve vangap bilinince clzebiliyonardy,. Elips,
Riperbol ve paraootlin gizimiedncs de bu sonikarn xogel gkgenin! va paiareiegin
bilers -ft‘*i*r-it.em i yanyorant, Bu gizhn yénlenl ardasad ve modern cage kada: de-
38"{?— L |“wi

Apmlionius, koalkletn lasmirGan gok
tandmisie Yani Anollonius konikern dzeh denklemlesinden ede simeve cals
ruste. Apallorius burada geametrik bir cil kullznmesir ama yapt ¢ slemler cesomeatrik
cabilr Geomet e nebir arasindad Hskiler Conlos s |\!Hlilf1u? ar i ki bhigirnde
ireatarmistin

stidl dzulicen kuliandrak konikler!
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Apalicnivs'un Sorles ol Litgoiyn Il gid! hipersolin asimiedan Gzennedi. -
regim ilLkitabin 1_drameasi higerooiin asfmobiacsn azimisin nag) vapiasag ol
gésierr

Fmsioolin sgmiotizse

Hiporbalin asimiotiay syl cialln, A kosesirdgen hiperbals birtedel ozilin A7
- ALZ = pa/C = 0° olagek bigimde AL = AL dodmu pargalan biralrednin tessi yinde
alngr KAK badintzima giire CL= C1 glue. CLve G dogrulan nier ik yanticce uzahihiza
b dogular vanilen slinsin asimietia alus

Asimiaiun Yunaiss anam kesismaler demekiin. durada asiaiotana hiserbolln
kanatlan kesismezler. Sonsuzda tirkirlerine tegetiicer bigminde varvmlanabilr. va
da spnsuzda kesighar diye de sdylermede oeb sakincz vokiur, Aynos, Apotionius |1
witgbimin 14, dnermesinge hiperbe! v& asimictiar sz olarsk uzaslokiarncs ala-
larindelo uzakiigin werilen o Lzuiiekian kKigitk kalacagm cdstermishy

Simcli blz yine i Kilaplaki < &necmeye abaeim, Apo icrius, hioadiole aitbir ngh-
iave Hipeibolln asimiotar vesdiince Ngersoldn nasil gizlietlieseqini o & Snerne
e ghstarmistin, &. Snarmeyle e hipebolin <anatlan arasindgs kaan parca o a1ada
kalan asimic: pargalan bidinne 22it siduduny gdsermistin 100 ve 12, Gnemmsiers
iz fipstbolln skgen ve paramietredan bagimsiz slarak asimictizn (G Ghden Fage aui-
lepilsnadin gostermstr. Dikcaradiirse Al=h, AC=a ve A noldas: ca koodingt sisieatini
baslangic poktas) oGuklzrdan, aiperooidn asimioliarin medsm antamdaki denk,
torlei

B g
om e 220w
Y = (% = &)
oliss.

Simdi bu kogulizrda hiperboliin giziminin nxsil vapididm pdste sl



446 APOLLONIUS

Sekilde gorildilgll gibi Qa dogru parcas! eksene ik olacak bigimde paramdl Uze-
rinde Q ve g nokizlann: alalin, § ve i noktalar Qg dogrusunun uzantisinin asimiotlan
kestigi noktalar olsun. @ = (x, y) olarak verilsin. b? = pa/2 oldugundan

. _b, Z kil o "_bea o
QR-Qi‘—(g{x+a)uy}t-g(x+a)~ry}—-é§{x+a} —yZ

= ~--—~bc’fE - g___hf?.x e

ac a° 2:1
EE . Bie JBBE L B
—{¥~7'._%;] 5 +:‘. = -prjx+b =B

yazilir. Yani QR . Qr = b” oldugu gésterilebilir. Benzar olarak qr . qG = b? oldugu gos-
terilebilir. Simdi Q ve g noktaianindan kargilarindzki asimtetiara paralelier ¢lzilirse bu
paraleller asimictlar sirasiyla H ve h rioktalarinda keser. ikinci olarak ayni nokialardan
cizilen parateller asimiotlan K ve k noktalarinda kessinler. Paralellik ve Thales baginii-
lari kullaruiirsa RO . Rg = HQ - hg ve qr - Gr = gk : QK esiliikler: yazilr, Buradan he-
men HG :hg=hg: QK yada HQ . 0K = hg . gk elde edilir. Digar bir deyimle, hiper-
bol izerindski ki noktadan asimiotlara parale! olarak cizilen i dogru parcasimin car-
pimi sabit olur. Modern gésterimlerle bu sanuc hiperbollin xy = k bigiminds :anmia-
nabilgcedini gosierir

Konik kesitlerine tegetlerin cizimi problemi Apoilonius un birinci kitalbmdz inceisn-

rhigtir, Simdi buniardan bazilanni gorelim.

i. 33, Gnerme: C, CET parabeliinin uzerinde bir nokia elsun. G0 dodrusu E&
capina dik olarak verflsin. EL2 capini A nokiasindan deye uzatarak AE = ED alalim.
Bu halde AC degrusu CET paraboliine £ nokiasinda teget olur,



APOLLONIUS 447

ISPAT: Once istenilen sekli ¢izelim. DC = v, DE = x ve AE =tolarak alaim. Teg-
remde, t = x ise AC dogrusu parabole C noktasinda tedet olur. Diger bir sdyleyisle,
ED capi x olarak alinirsa D noktasindan ¢ikilan dikme parabol C noktasinda keser.
AC parabole tedet olan bir dogru olur, Apollonius ve Euclides, tegetin edriye deddigini
fakat edriyi kesmadigini kabul ederter. Apollonius bu sonucu ispatiamal igin olmayan
ergi yontemini kullanir. Yani, hikmUn tersinin dogru oldudunu kabul ederek dogru
cebirsel islemlerle bir ¢eliskive varmaktir, Bu ¢eliski de hikmin tersinin dogru olarak
kabui edilmesinden ileri gelmistir denir ve hilkmin dodru oldugu sonucuna variiir.

i

P
& s
A El DB
\\\\
Ty

A ve C nokialarindan gecen tegetin, edriyi C noktasindan bagka bir K noktasinda
daha kestigini kabul edelim. C noktasim K noktasina birlestiren dogru parabolln igin-
dedir. CK dogru pargasinin tzerinde bir F noktasini alalim ve bu F noktasindan AD ek-
senine FB dikmesini inelim. BF uzantisi parabolli G noktasinda kessin. Bu konuma
gbre BGZ : CD? = BF? : CD? = AB? : AD? oldugunu matematiksel 6zellikier ve Thales
bagintisindan yaziir. Ayni zamanda G ve C noktalar parabol egrisi Gzerinde nokialar
olduklari icin paraboliin 6zelliginden BG®=p . EBve CD? = p . ED esitlikleri yazilir.
Baviece BG? : CD? = BE : DE sonucuna varilir. Buradan BE : DE » AR? - AD® sonucuns
varlir, Ayni zamanda {4BE . EA) - {4DE . EA) > AB? 1 AD? oldugu g6riillir. Buradan,
(ABE . EAj : AR? = (4DE . EAj : AD? yazilir. Ote yandan Fuclides’in Elements isimli
i{. kitabtin 5. nermesinde herhangi a ve b uzuniuklari igin ab < {{a + 0)/2)° ya dz
4ab = (a + b)® esitsizliginin her zaman dogru oldugu gdsteriimistir ve bu gésterim ko-
laydir. Bu halde bu esitsizlikte esitligin olabiimesi igin gerekli ve yeterli kosuluna=>b
olmasidir sonucu séylenir. Bu halde AE = DE oldugundan 4DE . EA = AD? ve aym
zamanda AE < BE oldujundan 4BE . EA < AB? olur. Béylece

4BE . EA:AB? > 4DE . EA:AD?

estsizlidinin sal yani 1 sayisindan klcilk kalirken sad tarafi da 1 sayrsina esit olur.
Bu da bir geligkidir. Bu geligki AC tedetinin paraboll C ve K gibi iki noktada kestigini
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ksbul etmermizden fler gelmiglir, B

. etinirn paraboll O ve K gibl ki nok-
tada dedil, iek bir noikiads kesmes

i

Ayl vaoin AE = ED = « olarak
kizsifie A noki ifestirliirse
tedal giziirus oiunur. Bunurn gibi
Pyiintemls wedailen ciziiehiliv

Asadidaki 34. dnerme, alips ve hiperbole (zerindeki tir noldadan nasit tedet ¢i-
zilebilecedini gdsierir. Bu naldeki tefatlerin cizimlar parabolde oldugu gibi yapilr.

.24, Dnermea: C nokias elips va da hiperbol dzerinde bir nokia olsun. CF, her
ik komgm eksening dik olarak veriisin, Konikierle capin kesim nokialan G ve H olsun.
A nokiast HB uzanuisinda At AG = BH - BG olacak bigimde alinsin. Bu halde AC
dogrusy aling va da hiserdols © nokiasinda iedel oiur.

ISPAT: Bu 6nerme AG =t ve BG = x bigimindeki cebirsel ifadelerle de sdvlenilenilir.
Buna gore elips igin HB = 2a —x ve AFH = 2a + 1 ya da hinerbol igin BH = 25 + x va
AH = 2a —1 olur. Bunlan asadidan sekillerden daha iyi gbrebiliziz. Bu sekillere gtire

c
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glips igin 2a + it = {25 — x)/x ve higerbol iwin (2a — 11/ = (22 - i vazilivar, Bu denk-
lemlgrden { degeri gozillrse, elips icin T = ax/{a — x} ve hiperbol icin i = ax/a + ¥ ola-
rak bulunur Buna gore simdi elips ve hiparbale dzerindeki G nokiastinda ieget olan
rlo@rular ""7fiebiiirn Apollontus ispai tamamiarnak iCin oimayan ergi yEniarmini kuliznarsk
’%5 ve |38, dnarmsierfe bu tedetienn nasi giziiecedini gostenr. BG = x ahnarak
=1 deGeri va A ngldast buitnur, 3 nokiasindan ekseniere dikmeler gizilerek © nok-
tatar buiunur. C nokialan fle A nokialar her id kanik icin birlestirilirse, eiips ve hiperbale
C nokiasinda tedet olan dogrular Siziimis olunirn
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Apolicnius, kohikler Gzerindeki bir noktadan normallerin cizimisrini V. kitabinda
incelemistir. Ashinda konigin Uzerindeki bir nokiadan teget gizildikien conra bu 1egsate
bu nokiada dik olan dogru cizmek normall cizmeys yeterdi. Agollonius neden bu yvoiu
izlemedigl belll degildir. Simdi biz, Apollonius’un parabol lizerinde verilen bir noktacs
bu edriye normal alan dogruyu nasii cizdigint ggsterelim. Elins ve hiperool icin de nar-
mallerin gizimi Apollonius tarafindan yapilmigtir.

VOB, W13 W Y. dnerme: Paraboliin kSsesi & ve denklemi de 5;2' = oisln,
Parabelin ekseni dzerinde olan G nokiasi AG > p/2 nlacak bicimdes varilgin. N nokias:
A ve G nokialan arasinda NG = p/2 clarak seciisin, Bu halde parabol Uzerindeki M
nokiasimdan parabollin eksenine indirilen dikme MF ise PG dogru parcas: G noktasindan
parabole alan en kisa uzunlukiur, Tersine, G noktasindan parabole cizilen PG uzunlugy
en kisa ve PN paraboliin eksenine dikse NG = p/2 oiur. En sonunda PG dogrust oa-
rabole ieget olan dogruya F naklasinaa dikir.
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ISPAT: Parabol tizerinde aspisi AN’ olan bir P’ naktasini alalim. Paraoolin tani-
minin dzelliginden dolay: PN* = . AN = 2NG . AN" oiur. N' noktasinin konumuntin
isareting bagi olarak N'G* = NN® + NG £ 2NG . NN esitligi ¢z yazilir. By ki esitikler
taraf tarafa ioplanirken Pleagor teoremi de kullandirsa, P'G% = NG . AN = 2NG . Al¥
+ NN? & NG? = PN? + NG + NN? = PG® + NiN®elde edilir. Baylece PG uzuniugu &
nokiasindar parabale olan en kisa uzakhkir,

Apollonius, problemin tersi vonlinde ispall tamamlamak icin olmayzn 2yl vonie-
it kullan. Sonunda PG dogru parcasinin TF dogrusuna dik olauduaug gosiermek
icin AT = AN oiduguna dikkat etmex gerekir. Bdylece NG 1 p = AN NT yazdir. Buna
gore TN . NG = p . AN = PNE olur. N agist dik oldugundan TRG azisi da dik olur By
da gostermek istedigimiz sonugtur. Ovieyse PG dogru parcast TR dodiusuna dik olur
Diger bir deyimis, PG dogrusu parabole P noktasinda narmal olur.

Apollcnizs’un 1L kifakh elipsin ve hiperbolin odaklann: konu alir ve scaklanr
Gzeilikierini inceter 11k, 45, dnerme eplipsin adad: He gl bir problemain. Ayl berze
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badintitan hiperbol icin de yapar. Apollonius'un odaklara ilgili calismaian parabol
igin bu 1. kitapta yoktur. Clnk( paraboliin bu ézslligini daha dnce yazdid bir kitapta
incelemigtir. Bu kitap simdi kayiptir.

Parabollin dnemi bir 6zelligi, paraboilin eksenine paralel gelen iginlann parabolik
aynadan yansidiktan sonra paraboliin odagindan gegmesidir. Parabolin bu dzellid,
Apollonius'un Conics isimli kitabindan dnce onun gagdasi olan Diocles (i. O. If. ylizyt)
tarafindan gdsteriimigtir. Clinkil Glneg'ten gelen isinlar odaktan gececekleri icin odak-
ta toplanirlar ve odaga konan cisimleri yakarlar. Dogada ¢akmak taglart ve parlak yi-
zeyler bu tdr yansitmalan yaphdr icin yanginlarin giktid) gdriimistir, Parabolik aynalar
bu tlr gdrevi yapar. Archimedes'in bu tlr parabolik aynatan kullanarak Roma donan-
masint yaktigt seklinde pek inandirnici olmayan &ykileri vardir. Yalniz, Archimedes
de parabolik aynalann bu dzelligini biliyordu. Koniklerin en ¢ok kullanilan bu ézelligi
bugiin canak antenlerinde kullanilir. Vericilerden gelen dalgalar canak antenlerde
vansivarak canagin odadindan gecerter. Odada konan duyarl alicilar da onlar ilgili
kisimiara ileterek ses ve gérintiilere dénlstirir. Simdi bu problemi yazarak ispatiaya-
piliriz. Bu problem Diocles'in Yanan Aynalar isimli kitabinin 1. 6narmesi olarak gecer.

1. Onerme: BW eksenli LBM paraboli verilsin. BE = p/2 olsun ve BE dogru par-
casinin orta noktasi da D olarak verilsin. Yani BD = p/4 oisun. D noktasi bugiin parabo-
Itin odag olarak isimlendirilir. Parabol lzerinde herhangi bir K nokiasini alalim ve bu
K nokiasindan parabole CKA tedetini ¢izelim. K3 1sini BW eksenine paralel olarak
aynaya K noklasina gelsin. D noktasi ile K nokiasini birlestirelim. Bu halde AKD agist
SKC agisina esit olur.

s
us]

ISPAT: Once K nokiasindan BW eksenine KG dikmesini inelim. Ayrica K noktasin-
dan AC dogrusuna dik olan KZ normalini ¢izelim. Apolloniug'un Conics isimli I. kitabinin
33. énermesinde AB = BG oldudunu biraz dnce gbstermistik. Euclides bagintisina gbre
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KG* =AG . GZ yazihe. Aymi zamanda KG? = pBG nlduaundan GZ = o/2 vazile Burs-
dan GZ = 2E ve bhtvlece GE = EZ, A8 = EZ ve son olargk AD = DZ esitliklar yazbr.
Buraca AKZ oir dik Uggendir ve KD aipoteniizl D nokdasinga ik egit nargava kaéler,
Buna gire AD = DK = DZ olur, Buradan DZK agis UXZ agising egit cicn HSY AF ol
dugu igin de ZKS agist DKZ agieina esit olur Bu birbiring esit oan agian dik aclar
olan Z4C ve ZKA agiarindan gikanrsak AKD ggsi 5RO agisina esit olur, Buradas
DRZ agisl ZKS agisina esit nlur. Yani geime agial vansime seising esit olun, Diger bir
deyirile parabolik ayranin ekeenine paralel clarai gelen isimlar aynadan yans;varalk
paraboiun odaginden geger, isiz teknolojide ailei ve veriziierde kullariian au ézellikkr

Diccles, odak uzuniugu verilen paraboliin nast cizilecedin 4. ve'5, Snermsier
olarak fade eimigic Diocles’ n kulizndid yontem, dogruitrnan deelligidin. Yan parabal,
sanlt Fie,0) odadi ve sabil degrulimana 2sit uzekliklaraa bulunan nostalann geomeik
veridiz, Buna ciirs glzim gergellestiniin. Paraboliin nu &zelidi daha sonra gelen Yona il
matemaiikel Papous (300) taraiindan gok kullanilmigur, Pappas, dig matkezlik dadidimiz
/e = g SleUtind kullanarak kenikles tantimigit. Buna gire o/a = g < 1 olar nokialsy
gecmeiril yer bir elips ve ¢/fa=2> 1 clan nokialaiin geameirik veri bir tioerbaldiy
demistir. Parabolde bu dis merkezlik e = 1 gicimindeuir. Cdak yzuniugu ve dodriitmar:
veriten konikler; buriara Sach olarak sévle tamimiayakdiinz. Odaga olan uzakiiGinn
dogrultnianea olan uzakligina boiimi 1 olzn nokialarn geomeink yer bir parshol, oda-
dina olan uzakhdmn dogrulimana olan uzdasigina Bolimd bivden kOGUK clan nokia-
fann geormetil veil elips, odadging olar uzzklidimir dodiilmaning olan uzakigina
Léilmil birder blyik oan nokialann geomeiiik vari bir hii'}beOf:'aui' Koniklevin data
sonra kutlanilan bu gzellikled Diocies ve Agollonius zamanmda da bualuamusiv,

Apolionius, Conics isimlt Kitahinda, efips ve nipevholiin odakdar ile ilgili ixl dzel-
gl incelemistic. Buntan sabit ki nekiaya olan uzakhiklan foplami saba ve 2u olan
noktalarin geomelrik veri bir elips ve sabit iki nokiaya olzn uzakiikian fark: sapit ve
2a oian noktalann gesmetri varl bir hiperboldir Snenmeslen, Ceniog isiat Kiakas HL
cildinde 52. dnarme olarak ispatlanmistis, Yani, P elips yada hiperbol dzesinds bir
nokia, O ve E ou koniklzdn odaklar: olsin. 70 + PE = Za alan nokiaiznn geomeis
yeti bir elips ve PO — PE = 2z clan noktalarin geomeirnk yeii bir hinertoldGr, Elics ve
Hiperhol igin oulenan bu dzellikler buglin ders kiaplannda b koniklenin tamias ola-
rak alinir ve buniars diger dzellikleri tu tanimiara uyaslanaras ¢z iy,

Apclioniveun Conies isimli Kilaplanraaks amacs, koniis kesitlerinn keno. dodaan n{ia
otan ghzel Szelliklerinl cok genig olarak inceiame degh, burdar: geomeniy smbiami
chzurmieringde kulahmakir, Bunu da gok iyl wlamm:f B vynuiamalardan ilid, oy
aginin Ue esit parcaya bolunmesings gacer Simd buni gdeeiir,

ABC agisini (¢ esit pargaye bialmek istivoruz, AT dogrusu BC degrd paas
dik olacak vicimde ADBC dikddrigenini gizedm. D& dogrusunu Uzaialin. -*".r'i = ZA8
olaczk bicimdz E nakiasini alalim ve E noktael e B nokiasin biragireim. BE dodu
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parcas| AC dogru pargasin F nokiasinda kessin. FBC agisinin ABG agisinin (cte bir|
ofdugunu gosterecediz. FE dogru parcasinin anta nokiast G ise FG = GE = AG = AB
olur. Bivisce /ABG = #AGE = 2 ZAEG = 2 ZFBC yazilir. Bu da «FBC = {1/3)2ABC
oldugunu gosterir. ABC agtsi boylece U esit parcaya béitnmis olur. Yainiz burada

£ noktasinin belirlenmesi problemi vardir. Yani EF = 2AB olacak sekilde E nokiasi
nasil bulunur? Ya da EF = 2AB olacak bigimde BE dodiru parcasi nast| gizilir? Simci
bunu gosterelim.

EF = 2A8 aldugunu kabul edelim. CHY/FE ve EH/AC cizelim. Bu halde H nokias
> merkezli ve FE = 2AB varicaph cember Uzerindedir, Avrica, DE : DB = BC : CF va
da DE : AC = DA ; EH olduklarindan, DA . AC = DE . EH vazilir. Buradan DA , AC =
DE . EH olur ve H noklasi asimiotlan DB ve DE olan ve C nokiasindan gecen hiperbol
Gzerindedir. Buna gére asimtailar DB ve DE olan ve C noklasindan gegen hiperbal
ile C merkezli ve FE = CH yaricapli cemberi gizersek bu iki egrinin kesim nokiasi H
olur, H noktasindan DA dogrusunun uzantisina bir dikme inilivse E noktas bulunus.
E nokiasi ile B noktast birlestirilirse F nokias) da bulunur, Bdylece FBC agist ¢izilimis
olunut. FBA acisi FBC agisinin iki katl oldugundan, ABC agist hiperbai ve gemberin
yardiniyla Uc esit parcaya bolinmis olunur.

Dikkat edilirse bu cizimde Euclides’in pergel ve cetveline hipertiol ve gember
yardimi yapilmigtir. Bu da, pergel ve cetvelle gizim degildir.

Ilkinci olarak kiipin katianmas problemine gecebiliriz. Yani bir kenanmin uzuniugu
veriien bir kiptin hacminin ki kaiina esit hacimde olan bir kiipln bir kenarimin uzuniugu
nasi bulunur? Burada Hippocrates'ie oldugu gibi AB ve AC dogru pargalan arasinda
orta aranith olan iki tane dodru parcasimin bulunmas problemi vatar. Bu ki dogru
pargasing bulduktan sonra ikiye katlanmis kiiptn bir kenarinin tzunlugu daha dnceki
yolla bulunur.

AR ve AC bir hiperbellin birbirine dik iki asimiotu alsun. AD caph cember B ve
C nolttatarindan gecsin. Hiperbolle AD capli gemberin kesim noktalan = ve O alsun.
FD degrusun ki yande uzatarak E ve G nokialarnini isaretieyelim. Apollonius’uh Co-
nics isimfi I kitakinin 8. dnermesine gore FE = DG bigimdedir. Buradan DE = FG
yazilir, Aynea, F, D, C, Ave B noktalaninin taml ayny AD capli germnber Uzerinde oiduk-
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tarindan, Euclides’in Elements isimli 1. kitabinin 38. Snermesine gére GA. GC = GF
.GDve EA.EB=ED .EF yaziiriar. Boylece, GA. GC=EA EByadaGA . EA=
EB: GC olur. Benzer lggenlerden dolay: da GA : EA= DB : BE = AG : BE ve ayni
zamanda GA : EA=GC : DC = GO : AB yaz/li, Bu vazianiardan AC . BE = BE : GO
=GC : AB gelir. Bu da BE ve GC dodru pargalannin AB ve AC degru parcalan arasinda
ortz orartih oldugunu gésterir.

AC=a AB=2a BE=x ve GC =YV denirse

AC _BE _GC
BE C  AB
oldugundan,
a_x_x
Xy 2

yazilir. x* = ay ve y° = Zax olduklarindan, x* = a’y* = 2a% olur. Bu da ¥ = 2a° demektir.
Boylece x = BE dederi a kenarl kilpiin hacrinin iki kati olan kipOn bir kenaridir,

Dikkai edilirse bu gizimde de pergel ve cetvele gember ve hiperbol yardim etmistiv
Bu nedenle gizim Euclides'in pergel ve cetvelini asrustir,

Ugiincu uygulama problemi de Ug ya da doit tane dogru parcasinin geometrik
verinin ouluamasi problemidic. Bu problemin coziimii daha zorgur.

Gerek Archimedes gerekse Apollonius dénerierinde oldugu ginr problemierin
sentefik olarak cozuimesi. alan ve hacim problemiennde karsilastrma yaparak sonuc-
lera gidilmesi Yunan matemaliginin oldukga zor yanlandir. TUm bu gugllklere kargin
yine de problemlen gézmuslatdir. Bu gligliklern gbstermek igin Archimedas'in Yoniem
isimll kitabinda gecen 2. dnermeyi 6rnek olarak versbiliriz,
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2. Onerme: r varcapl bir kilrenin hacmi, taban varigap r ve ylksekligi r olan
bir dik koninin hacminin dért katidir,

Archimedes’in bu sonucu bulabilmek icin izledidi yola bakaiim.
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Sekilde gorildigd gibi ABCD, en blylk cemberli bir kiire olsun. AC ve BD hir-
birlering dik olan ¢aptar olarak verilsin. ABD ve AEF konilerinin eksenleri AC olarak
varilsin. ABD konisinin tabant r vancapl ve AEF konisinin taban yarigap! da 2r olsun.
HA = AC olarak alinsin. Kdreyi AC eksenine dik olarak kesen dizlemin bu cisimierle
kesisiminin izdls0md degisken MN olsun. MN kesisimi AC eksenine dik olunca MN
dogru pargas! BD dodru parcasina paralel olur. AC eksenine dik ve BD degdrusuna pa-
ralgl olar MN kesisimi EF ya da LG caph EFGL silindirint olustursun. Kirenin BD ya
da AC capr 2r, ABD konisinin taban ¢apl 2r ve yUksekligi sadece r kadardir. Oysa AEF
konisinin capt 4r ve yliksekligi de 2r oiur. AOP bigimindeki kilre kapagint ve AQR ko-
nisini gdzénine alalim. Archimedes, MN capl silindiri, OP taban yangaph kiire kapagini
ve QR ¢aph koniyi gézdniine alir. Burada énce MS . 3Q = 08 + SQ? oldugunu gaste-
rir. Sonra HA T AS = M3 - SQ badintisting bulur. Son yazitan kismin her iki yanim MS
ile carparsak HA  AS = MS?:(0S? + SQF) = MN? 1 (OP? + QR%) = MN : {OP + QR)
oldugunu gdsterir. Sonra A noktasi destekli H noktasinda denge kurar. Sonucta HA
AR = (silindint ; (kire « AEF konisl) bagintisim yazar T0m bu yapilanlarm sonucu
olarak, siiingirin hacmi, AEF konisinin hacminin ii¢ katl ve AEF konisinin hacmi, ABD
konisinin hacrninun sakiz kag olur. Buradan sonug olarak, kiirenin hacmi, ABD konisinin
hiacminin dart kat oluy

Burada vapiian ve gosieriimek istenen sonudiar ai

AR

Simndi bu son Kismt buglnk( bilinen formitletie dania kisa nlarak vazaim.
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2r yangaph ve 2r yikseklikli silindirin hacmi 8ar® ve AEF konizinin hacmi de
8xr2/2 oldudurdar, silindisn hacmi AEP konizinin hacminin 3 katl olur.

AEF konisinin hacmi 8nr*/3 ve ABD konisinin haemi /3 cldugundan AEF kani-
sinin tacmi ABD konisinin hacminin 8 kai olur. Bu ikl hesabin sonucunda korenin
hacmi AZD kanisinis hacminin 4 kat ofarak bulunur.

Bu iki cozlm arasindaki glcllk farks daha iyl clarak burade gdrliimektedir, Yan,
Yunan matematikgiieri herhangi hazir bir mirasa kanmamislar, bu sanuglar kendi
bilekieririn gliclyle elde eimislerdir. Yollar da oldukga iash olmustur.

Faraboliin edagindan dogrulimanna inilen dikme parabolin iek simetn eksenici
Paraboliir kdsesi ve dikme ayagi bu eksan lizerinde bulunur.

Simdi, parabolién bagka dzelliklerini de aciklayabilitiz.

Teorem: Szabit bir noktadar gegen ve sabit oir dogruya teget olan gemberierin
markezlelinin geomeirnil y=i bir paraboldir,

ispat: Sekilds grllatgn gibl ocadl F ve dogrultman D elan bir parabolin bir
nokiast M olsun. Merkaz! M olan ve F odagindan gecen bir cember dogrulimana ie-
gettir. Tersing, merkez! M olan bir gember F odadingan geger ve bu gember [ dogru-
suna H givi b'r nokiada tedetse MF = MH oiur. Bu nadenle M noktas) odadr F ve bog-
rutteant D olan bir parabo! Czerindedir.
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Bir daire va dz cember dijzlemi iginde glinan bir M noktasindan bu daireye ya
da gambere oir MAB kaseni cizilirse MA . M2 carpimina, bu noklanin daireye ya da
gembere gore kuvvet denir ve bu kuvvet p = MA . MB igareti ile gésterilic

B, £ -
/ B 5 3 = %F G L
A : \ R '\.\\ /"/,’ J"( <R ‘\\
TR \ My g N
B M © JF — dak =0 e
5, b ’f —— ]
'.“ ' \\\ _,’ A \ ';,r
‘\-\L \_“ F __» hy v
3 M g - | G PO

M nektasi ile © noltasini eittestirelim. B yanicap!i daireds MO = d olsun, MO po-
zitif y&in alarak segilsin. MO do&ruau gemberi £ ve F noklalarinda kessin. OF = -8R
ve OF = R niduklarnndan

P = MA. MB =ME . MF
={MQ + CEjy (MO + OF;
=(d"‘F‘} \d-‘- F{j_—_;dg_ﬁz

yazilr, Ik ve son terimlerden p = MA . MB = d® = B2 bulunur, Yani p kuvvetli sabittir.

d< R ise, M noktasi gemberin icindedir ve p kuvvet negatif olur. d = B ise M
noktas: cember Uzerindedir ve p kuyveti sifir olur, Yani p = 0 bigimindedir. R > d ise
M noktasr cemberin cisindadir ve p kuvveti pozitlf bir sayidir.

M noktas: cemberin icindeyse, sekilde aldugu gibi p = —MC? olur. M noktas: cem-
berin disindaysa g = MT? yazilir,

Teoram: lki germioers gére ayni kuvvetie oian noktalann geometrik yeri. bu garn-
berlsrin merkezlerini birlestiren dogruya dik bir dogrudur. Bu dogruya tanim olarak
bu semberlerin kuvvet ekseni ismi varnlir,

ispat : b noidas: geametrik yere ait bir nokta alsun, Bu b nokiasinin ki gambers
aéra kuyvetini esil yazahim. MO = d, MO’ = d ve yanicaplar B ve A visun. OO dogru
parcasinin orta nokizsimni | ile gésierelim Buna gore kuvveterin esit almasindan dola-
yi d° = =0 =R? yada d® -d% = 37 —R% sabit olur. M noktasinin OC degrusu
{izering olan izdustim( H olsun. Dik uggenierden dolays OM® = HM® + OH? ve O'M*
= HM? = HOE yaziir. Bu baginilar yukanda yerlerine kanuiumsa
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yaziir. Buredan 15 = (B - B2/ 200 geliv. Bu d2 IH uzuniugurun sabit oldugumn
gdsteris, Yani, bu ki gembere gare ayn) kuyyebs olan her M nokiasirmn 00 mer.srler
dadrusu Uzerindeki lzdielim nokias olan H nokiasinun yer sabittic

Teraing, bu sabit H noktasindan GO dogrusuna cizilen dik aogrunun dzerinds
alnan her M noktasinin her iki cembere gtre ayn kuvvetle oldugu, yukarida yaoilan
hesaplamanin tersine giderek d° - ¢7 = B~ ®B* oldudunu yazarz. O halde bu kogu!-
lardaki geometrik yer, DO dogrusuna dik bir dogrudur. By I3 dogrusunun her nokias:
bu kosullardaki geometrik yerdir,

Kuvvet ekseninin bazi dzellikier vararr. Cambester birbitlerini ikl nokiaca kesyar,
icten tegel va da distan isgeise, kuvval ekseni bu gemberierin kesin nakizlanndan
geger. Cemparler birbirlering isten yva da digian tedet olduidannda kuvvet esken bu
iki cemberin degme noktasinda tegetleri il cakisin,

Eger iki cember Kesismiyarsz, bu iki cemberin kuvvel ekseni bu gemperlerin or-
tak tegetierinin orfa nokialarindan gegen bir dogradur.

Kesigsen ya da kesismeyen ik gembers leget olan dodiular nasil gizildigin gis-
terelim. Once ikl cembere distan tedel olan dodivann gizimlenn gistersiim,

Onee QB = B ve MO = rvangaplh gemberlsr olziit. O merkezll DA = B —r vargay-
i pernber cizilip OM capii pemberin 048 vanespl: camben kesiigh & noktass Bulunur
A nokiasindan OF dogrusung bir dikime gkilraa bu dikimeg M mierezindss oeger. Ya
da M nokiasindan OA varigapl cembere gizilen iege: A noklasindan geeer. OA dogrns-
su Uzatlivsa bu uzant OR varicapl cembert B noktasinda keser. 2 noktasindan OB
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dogrusuna gikilan dikme MC ¢cemberini C noktasinda keser. Capi géren ¢evre aginin
dikligi ve ABMC dikd&rtgeninin dzelliginden BC dodrusu bu iki cembere digtan teget
olan dogdrudur. Diger distan tedet de benzer olarak tamamlanir.

Gemberler birbirlerini kesseler de ayni ¢izim ydntemi uygulanarak bu iki cembere
digtan deget iki dogru ¢izilir.

Simdi de verilen iki cembere igten teget olan dogrulart ¢izelim. Bunun icin CA
=R, OB = R+ rve CM = r olan O ve M merkezli cemberleri gizelim. OM gapl cember
OB yancapl cemberi B noktasinda kessin. Cap: gdren cevre agisi dik cldugundan
B agisi doksan derece olur. OB dogru parcast OA gemberini A noktasinda kessin. A
noktasindan OB dodrusuna ¢ikifan dikme CM yaricapli gemberin C noktasindan ge-
ger. ABMC dikdérigeninin dzeiliginden dotay1 AC dogrusu OA ve MC yancapl cemberiere
icten tedet olur. Benzer olarak diger icten teget olan dodru da cizilerek tamamlanir.

Cemberler birbirlerini keserlerse icien tedetleri yokiur.

Merkezleri ayni dodru Gzerinde olmayan (¢ cemberin ikiger ikiser kuvvet eksenlert,
bu Uc gembere gdre aym kuvvetie olan bir noktada birlegirler. O, G've Q" merkezieri
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ayni gogru lzerinde degifiarse, d ve o kuyve! cksenier bu Ug cemoere ghre avnl
kuvvette olan bir M soktasinda kesigirer Bu nedenie M roitas: d° kuvvet skseninin
de Uzerndsdiy. Bu g gembere gore ayn kuvvatte olan noktaya, bu (i cembenn kuy-
vet merkez denin, Bu lie kuvvel skseninin glzimler sovie yapibs ki camber igin gizini
Yapmak yater '
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Oiice O ve U merkezli horhang iki gambar ciziliv, Sonra O ve O noktalznindar
gecen herhang: bir yardimio! gemoern verien camoeren A, B, A ve & paldalaninda
kastirilic. AR ve AR deciulannim uzantilarin:g kesim nokias: M kuvvet merkezi olir.
M riortasindzn OO0 cadru pargasing iniien dikme bu ki gemberin kuvvet sksenidir
Diger ki kuvvet eksenteri de benzer olarai cizidirse s kuvve! eksenier de nu M nok-
tasindan gecer. Bu da bu Ug eemberin kuwet masrkszidi,

B kuvvel eliseninin ciziminden sonra, ikl noktazan gacen ve verilen oir dodruys
tediel cian cember clzebiliiz
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Verilen iki nokta A ve B olsun. Dodru da d ile gdsterilsin. Burada A ve B noktala-
rindan gecen ve d dodrusuna tedet olan cemberi ¢cizmek istivoruz. A noktast ile B
nokias birlestirilir. AB uzantisinin d dodrusunu kestigi nokta | ofsun. Cizilecek cemberin
d dogrusuna teget oldugu nokia M ise, | noktasinin bu cembere gbre kuvvetl p = iA
. 1B = IM? olur. A ve B noktalarindan gegen herhangi bir yardimer gembere gére | nok-
tasinin kuvveti 1A . 1B olur. | noktasindan bu yardimer gembere bir IT tedeti cizilirse,
| noktasinin bu gembere gére kuvveti IT2 olur ve A . IB = IT? yaz/lir. Bu yapilanlardan
IT = IM gelir. Buna gdre d dogrusu Uzerinde ve | noktasimin ki tarafinda 1T = {M = (M
alimrsa, M ve M’ noktalar istenilen cemberlerin degme noktalaridir. Senug clarak A,
B, M ve A, B, M" noktalarindan gegen gemberler problemin yanitidir.

1. Ave B noktalan verilen dogrunun bir tarafindaysa, yukandaki gizimde cldugu
gibi A, B ve M; A, B ve M noktalarindan gegen iki gember vardir.

2. A ve B ncktalarindan birisi d dodrusu (zerinde ise bu halde bir tek cember
cizilir.

3. AB dogrusu d dogrusuna paraletse bu halde yine hir cember cizilir ve M nok-
tas1 AB dogru parcasinin orta dikmesi (zerindedir.

4. A ve B noktalan d dogrusunun farkh taraflarinda ise bu halde cizilebilecek
hic bir gember yoktur.

iki noktadan gecen ve verilen bir cembere tedet olan gemberi de cizebiliriz.
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Vetilen ki nokia A ve B, cember de O merkezl clsun A ve B noktalanndan gegan
ve veriien O merkezli gemberine tedat olan gcemberin merkezi W ve iki cemberin deg-
me riokfalarr M olsun. A ve B nokialarindan gegen ve verilen cemberi C ve D noktala.
rinaa kesen yardimer gcember O merkezll olsun. A8 ve CD dogrulannim uzantiiannm
kesim nokiasi olan | noktas), O, O ve W gamberlering gére ayn kuvvetie oldugtngan,
O cemperi. W gemberinin kuvvei ekseni Uzerings ve M noklasindan bu ki gemoere
cizilen ortak tadetier Uzerindsadir. | noktasinin bu lic cembers gére kuvwvet: IM® = IM?
=IC ID=IA. B oldugurdan, M ve M noktalan gemberlerin birbinne dedme nokialar -
dir. Buna give istenen ABM ve ABM cemberleri kotaylikla giziliv,

1. Ave B riokialan O cemberinin icindeyse ik tane cember gizilir,

2. Ave B noktalan O gemberninin digindaysa ve AB dogrusu O gemberine legeise
bu halde iki cizim vardir. Bunlardan biri bir cember, dideri dz AB dogrusudur.

Ave 8 nioktalan O gemberinin Ozerinde, AB dedrusu & cemberire teget dedilse.
bu halde bir cizim vardir. AB dogrusu bu halde © cemberine fedelse AB dogrusu tek
gizimdir.

Tearem: Bir paraboliin iizeninde alinan bir nokiadan bu parabole bir tege! cizilirse
bu teget, degme nokizsini odaga birlestiren vancap vektar ile bu nokiadan parabuldrn,
eksenine cizilen paralelin clusturdugu aginin aglostaysdir.
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fspat: Paraboll M ve M nokialarinda kesen bit xy kesenini gdzdnine alalim.
F noktaginin xy kesenine gére simeindi olan F, nokias;, merkezl M nokiasinda ve
yaricap! MF olan gemberin Gzerindedir. F, nokiasindan parabolin eksening gizilen
paralel xv kesenini B noklasinda kessin. Bu halde 8F < Bl ve 8F = BF dlduklarindan
BF < Bi olur. Buna gdre B nokiasi parabol icinde ve M ile M’ noktaiar arasindagir

xy dogrusunu, M noktast M nokizsina yakiasacak sekilde M noktas sirafinoa
dondlrelim. Belli bir dénmeden sonra M™ noxtasi M nokiasina cakisin, 3u halde xy
keseni parabole M noktasinda MT tegel olur. Yani bu harekette F| noktas: M nokfasin:
dan D dagrultrnaning inilen ME dikmesinin E ayaa Ozerine gelir ve E nokias) MT te-
getins gore F nokiasimn simetrigi olur & nokiasi Mile M nokialar arasinda cldugundan
M" noktast M noktasing yakiagirken B nckiasi ga M noktesina yaklagir. Limit halds
F, noktasi E ve B noktasi da M nokiasi ile gakisir xy keseni her zaman F,BF agisinin
aciortayidir, Bu aglortayli@l limit halne de worunacagindan. MT fegeti FME agisinin
agtortav: olur.

Bu tegremden sonra su sonuclan kolayca savieyehbiliriz,

1. Parabolun kosel tegeti parabiolin eksenine diiiir

2. Parabollin herhangi bir cormall, degme nokiasin odaga bdiflesiiren yancap
vekidr ile degme nokiasindan eksene cizilen paralelin arasimda kalan agmin agiortayvidin.

3. Bir paraboliin cdagmnin iedetineg gre simetridi dogrultman Gzerindadir.

4. Bir paraboltn degme nokias lle dogdrultman arasinda kalan pargass, odakian
cliik agt altinda gordiir,

Bifinci sonucy gdrmek Kolaydir. Ikincisi ters aghiarn ve timler agilann esitligl so-
nucundan sdyleyebilinz. Uciincus( de, paraboliin iamr ve fegefin agiortay oiusundan
cikar. Dardiincisiing de MFG tigaeni ile MEG lcgenleri birbirfletine KAK bagintilarina
gors esit alduklarindan MFG acisi = MEG acist = 80° yazidir Yani MG dogru pargas|
F odadindan dik agi altinda géruitr. Bunlarin timind asagidaki gekilden dahz kolay
gbrebiliriz.
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Tecrerm: Bir parabolin odaginin tedetier dzerndek zdislimisrinin ceameirik
yers, parabolin kisel le@elicin. GUnKD vukandaki sekle gbre FIFFE = 1/2 bigimindedis
Buna gore | noktas D dogrultmanin (F, 1/2) olan nomotetibin cizer. Bu g2 D codiuli-
manina paralel ve parabelln eksenme dildin. Bu geomatik var paraboilin A rdgesindden
de geglidi icin, cdadi tedetier Uzerindeki izdigimlerinin geametiix varl, paranclin
letysal tegetidir,

Bir parabolin herhangi bir tedetinin parabo! eksenin! kestigi nofta fie dedma noic
tazinin eksen Uzerindeld izdlstmil arasindaki uzuniuga tegel altr denir. Buna gore,

1. Bir paraloilin teget alh, kdse taraiindan iki esit pargaya balindr

2. Bir paraboliin normal alil, sablt ve yari paramsiays esitiis.

3. Bir parabelde odak, gizilen teder ve normalin ekseni kesiidl nokialana egetin
degme nolkiasing esi uzakliktadin

4. Bir parabolde, ki tedetin kesim nokiasindan eksene gizilen parale!, cefime
noktalarin birlegtiven kisisin ortasindarn gager.

5, Bir parabolin sabit ikl iegell srasinda kalan dedigen bir iedei pargas!, odakian
sanit bir agl altincda gdrillsn Eder parabalin sabit ik te@etinin kesim norias © ve ge
Sisken tedet parcaginm uzunludu BR ise, BCD Gegeninin gevrel cemberi parabolln
ocdagindan geger.

£. Bir parabolin birbiring dik fegetierinin kesim nokialarinin geometdi yed, pa-
rabalin degruftrnanidir.

7. Bir paraboiin dik iki tegetinin degme noktalanm: birlasticen Kiis, parabolin
adagindarn geger.

Apollonius'un konikler dzerine olan calismalan gok fazlad. Elins ve hiperbol,
temel ve yvardimer eksenlere badl olmadan da Apotlonius taralingan incalenmisli,
Kullandign bir véntem de 2lips ya da higerbolGn zsienilc caplandr Omegin, elips Gze-
rindek bir P rioklasindan gizilen PR tegetine paralel olan ve eligein merkezl cian ©
nokiasindan gecen PG = DK Kiriglering eslenil isimleri verili. Benzer tanem hiperbo!
icin de vapitabilin. Bu tanim aifinda Apollorius gu Szelikleri belinemigtin

1. DK cap: PG capinin sslenigi ise, PG gap da DK gapin eslenididic.
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2. Elipsin denkiemi b®x® + a®y? = a°b® olarak verilsin. PCA agisi 8 ve DCA agis
da Aile gosterilsin. DK, elips dzerindeki P=(x_, y )} nokiasindan ¢izilen tegete paraiel
olsun. Bu halde tané = y_/x_ ve tanA = —b?x ja%y_ olur.

3. xy koordinat sistemine gére verilen bir elips, 8 acisi kadar dondUrllerek x'y’
yeni keordinat sisteminde eslenik kdsegenleri PG ve DK olsun. Bu halde

X =X cosh +y cosA
y =% sind + y sinA

olur. C = b? cos?8 + a” sin”d ve G = b® cos®A + a° sin’A olmak (izere, elips igin yeni
denklem Cx? + Cy™? = a’b? olur.

4.Q = (X, y), elips Uizerinde bir nokta olsun. PG ve DK elipsin eglenik caplar
alsun. QV, gekilde verildigi gibi ¢izilsin. QV=y’, PV=x|, GV = x, ,PC=a've DC = b’
olsuntar. Buna gére elipsin denklemi

2

e b2,

Yo = X%,
a

bigiminde yazilr.

Yalniz burada su soru soruiabilir. Apollonius kutupsal koordinatlars bilivor muydu?
Hayir. Biz burada Apollonius'un bugiinkl modern dille daha iyi antagiimasi igin bu
gOsterimleri kullandik. Apollonius bu dnermeleri eski Yunanlilarin gdsterimlering uygun
clarak ifade etmis ve gdstermisti. Bu &nermeler onun kitabinda vardir ve Conics
isimli |. kitabinin 21. énermesi olarak geger. Omegin Conics isimli VII. kitabindaki 31,
dnerme su bicimdedir. Eslenik gaplarla olusturulan dikdértgenin kisegenleri birbirine
esittir. Ayrica, PF dogrusu DK dogrusuna dikse PF . CD = AC . BC = ab olur.

Conics isimii 11, kitabinin 8. dnermesi séyle ifade edilmigtir. Bir hiperbol bir dogru
ile kesilirse, kesenin hiperbo! ile asimtotlar arasinda kalan pargalan birbirine egittir,
Tirevi kullanmadan y = 1/x bigimindeki hiperbolln (x,, 1/x)) nokiasindaki tegetinin
agiminin —3/x2 oldugunu géstermistir.

AA’ = 2a capli ve C merkezli elipsin y* = x{p — px/2a) bicimindeki ifadeye esdeder
olarak verildidi Apolloniusta vardir. Agagidaki sekilde oldugu gibi AG < p/2 olmak lze-
re CG : CN = p : 2a olacak bicimde AG dogrusu Uzerinde bir N noktasr segelim. N nok-
tasindan AA" dogru parcasina ¢ikilan dikme elipsi P noktasinda kessin. Bu halde PG
uzunlugu G noktasindan elipse olan en kisa uzakhkiir. Aym zamanda GP, elipse P
noktasindan gizilen tegste diktir. Yani PG elipsin P noktasindaki normalidir.
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Teorem: Verilen bir cembere tedet olan ve bu gember icinde verilen bir nokiadan
gecen cemberlerin merkezlerinin geometrik yeri bir elipstir.

Odaklart FveF’ ile F merkezli F'E = 2a dogrultman gemberini ¢izelim. Elipse
ait bir M noktasi, F odagindan gegen ve F’ dogrultman gemberine tedet olan ¢emberin
merkezidir. Elipsin F'M 1stniny, gemberi E noktasinda kesinceye kadar uzataiim. M
noktasinin F odagina ve dogrultman ¢emberine olan uzakliklan MF = 2a — MF" ve
ME = 2a — MF’ olduklarindan MF = ME olur. Buna gbre M merkezli ve MF yancapl
¢ember dogrultman gemberine tedettir. F* merkezli cembere tedet olan ve bu cemberin
icinde bulunan F nokiasindan gecen cemberlerin merkezleri elipse aittir. Gergekien,
hipoteze gére MF = ME ve ME + MF’ = 2a oldugundan, MF + MF" = 2a olur. Bu da
i noktasinin elipse ait oldugunu verir. Bu sonucu kullanarak, dogruliman ¢emberi
yardimiyla elips cizilebilir.

F’ dogrultman ¢emberi clarak alingin. F'E uzunlugu bu gemberin herhangi bir
yarigap! olsun. E noktasi iie F noktasini birlestirelim. EF dogru parcasinin PP’ orta
dikmesinin F'E dogdru pargasint kestigi M noktasi elipse aittir. Ginkl MF = ME bigimin-
dedir ve MF + MF’ = 2a olur. Bu da efipsin tanimidir,

F ve F" odaklart ile blylk eksen uzuniugu 2a olarak veriten bir elips ile bir dodru-
nun kesisimi oian noktalar bulabiliriz.
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Probleme ¢ézilimiis gdzd ile bakahm ve dogru ile elipsin ortak noktalarindan bi-
risinin M oldugunu kabul edelfim. M noktasi F noktasindan gegen ve F’ dogrultman
¢emberinge teget olan gemberin merkezidir. Bu merkez xy dedrusu (zerinde olacaktir.
Buna gore gember F odaginin xy dogrusuna gére simetrigi olan F, noktasindan da
gecer. Oyleyse problem, sabit iki noktadan gegen ve sabit bir gcembere teget olan
¢emberi gizmeye ddniistl. Simdi ¢izecedimiz cember ile dodrultman gemberinin deg-
me noktalan D ve E bicimindedir. iki noktadan gegen ve bir gembere teget olan gcem-
beri daha dnce gizmigtik. O halde D ve E noktalanini F” noktasina birlegtiren dogrulann
xy dogrusunu kestigi M ve M’ noktalan aranan noktalardir.

1. F noktasinin xy dogrusuna gore F, simetrigi dogrultman gemberinin igindeyse,
FF, ile lJ dogrusunun kesim noktas) olan P noktasi dogrultman ¢emberinin diginda
olacaindan dogrultman ¢cemberine PD ve PE gibi iki tane digtan teget dogrulur cizi-
letilir. Bu halde iki ¢6z(m ya da gizim vardur.

2. F, noktas) dogrultman ¢emberi Uzerindeyse, F,, | ve P noktalar dogrultman
cemberi (izerinde gakisacadindan, problemin bir ¢ézGmi vardir.

3. F, noktasi dogrultman ¢emberinin digindaysa, P noktasi gember iginde olaca-
gindan problemin ¢dzliim( yoktur. Bu kosullarda elipsi kesen hig bir dogru yoktur.

4. FF, ile 1J dogrulan paralelse, FF, dogrusu xy dogrusuna ve 1J dogrusu da OF
dogrusuna dik olur. Buna gére OF dogrusu ile xy dodrusunun birbirlerine paralel olmasi
gerekir. Bu da ancak OF dogrusu ile xy dogrusunun ¢akismast ile olanaklidir. Bu hal-
de xy dogru elipsin F” edadmdan ge¢mis olur. SUphesiz bu halde ¢izim daha kolaydir.
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xy dagrusunun 7’ odagindan gegliging kabul ecelim. I merkszli vofirilman cain-
barinin xy dogrusupu kesligi D va E nokialann F odad ils bifestiren aogi pacaianii
otta dikmeslerinin xy degrusunu kestigi M va M notaiar atanian nokatardr, Cilakd
by halde MF « MF = MD + MF = 2uva MF = MF = M'F" +« ME = 2a ciurlar

Teesem: 2ir glipsin Uzarinde alinan bir nokiadan cizien egen, by nok@y Hdaicara
biflestiren yangap vekidrierinin arasinda ka'an ap:e agorayidi,

ispat: Bu ieoiemin ispall igin yukandaii sekli cizelim. Odakian F ve F' alan A4
= 2a bilylk eksenli elipsi ile bu ellpsi M ve b rokalannda lkesen Ll dogre gleelin.
OA = O& ve OF = OF olacak bigimde verilsin. & rakiasinm MM kesenisa gire si-
metnd F, noldas) ve AF, dogrusunur MM dodrusen: west§ mokia = olun, £ nox-
tasi M ile M’ nokialan arasindadr. M nokizs: M nokiasing vakiassin M awokias: id
nokiaaina yakiasimien MV dognosu M nokias etratnda dondirilirse bu haide leean
MV’ dogrust: egrive M nokiasindz edet owr. Bu halds M noldaz: M noktas a3 veklag -
xen E nokiasi da M nokizsina vakiagacas va M roidaz da M nokias: jla calusinea
E noktast da M noktas ike casigacakin Bu halde MM kesen| FEF, agsiin sglonay:
olduGundar, limit halds MT fimiti de, F'EF, agisunn limit otan 741, acsinm asortay:
olacaktir, Bu limil halini yukandaki sekiiden daha iy grabiliiiz.
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Bu teoremin ¢ok glzel sonuclar vardir.

1. Elipsin kdsel tegetleri bu késelerden gegen eksenlere diktir,

2. Elipsin herhangi bir normali dedme noktasindan gecen iki yarnigap vektdrindn
arasindaki aginin agt ortayidir. Yani, odaklart Fve F olan bir elipsin (izerindeki bir M
noktasindan bir teget cizilirse, FMN agist NMF’ agisina esit olur,

Elipsin MT tedeti dedme noktasindaki yarngap vektdrierinin olugturdugu acinm
dis agiortay! cidugundan buna dik olan MN normali de ayni aginin ic agiortay olur.

Ayrica (FF'NT) bélmesi bir harmonik béime oldugundan, OF? = ON . OT olur.

3. Bir elipsin odaklardan birinin bir tegete gére simetridi, diger odak merkezli dog-
ruitman gemberi (izerindedir. Bir yukandaki sekilde gorildiiga gibi FF, =FM+ F,M =
FM + MF’ = 2a oldugundan F odagmin MT tedetine gére simetridi, F merkezli dogruli-
man gemberi Gzerindedir,

Karsi clarak, bir elipsin odaklarindan birinin bir xy dogrusuna gére simetrigi. di-
Jer odak merkezli dogruitman cemberi Gzerinde ise bu xy dogrusu eiipsin bir tegelidir.
Bu xv dofrusunun elips ile birden fazia ortak nokias! olmadig gibi bu dogru elipsi
kestigi noktadaki yancap vektdrlerin arasindaki acinin dis agiortay! oidugundan efipsin
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b noktadaki tegeti ile cakisikiv. Bu tzelliklerden sonra sunu hemen ekleyebiiinz. Biy
glipsin odakiarindan birinin bu elipsin iegetlerine gére simetrklerinin geomelrik yveri,
elipsin diger cdak merskezli dofruitman camberidir,

Bir elipsin merkezi merkez almak dzere varigan & olan cermnbers elipsin asal gem
beri denir.

Tearem: Bir elipsin odaklarinin tegetler dzerindeki izdUsimiiniin gemotrik yeri,
bu elipsin asal cemberidir.

ispat: Elipsin MT tegetiile F’ merkezli dogrulznan cembarini sekilde oldugu gibi
algiim, F odaginm MT dogrusu zedndeki fzdlzstimil © oisun. Ayrnica F nekiasininio
MT dogrusuna gire simelrigl Eise FC = FE/2 olur. Ovleyse C nokias), F- medezli
ve F'E yaricapl dedruitman camberinin (5, 1/2) olan hemoteiigini cizer. Bu da O mier-
kezli va a yangapl asal cemberdiy,

Bu feoremi kultanarak bir eliosin Uzerindeki bir noktadan elipse teget cizitehilic
,/f_q\\"\.

Seis
/ N
i / o Yk

@ T e |

]
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Sekilds oldugu gibi dnce slipsin degme noktasindaki yancap vektarler ¢izilin
Fi dogrusy uzaiiliv ve yangap vektérierin olusiurdugu agmin FME dis aciaimin agiar
{avi cizilere« M nal@asinda alipse tedet alan dadru elds edilir. Eger elinsir M noktasmdaid
normal gizilnak istenirse, yaricap vekiérierinin clusturdudu FMF agisinin agl ortaysr
gizmek yeler. Ya da FME dig agiodaying M nokiasindan dikme gikmak vefer,

Bir elipein vadiien bir dodrultuya carale! tadetin: glzmeR clanaklidir. Elinsin F* ve
F adaklar de byl sksen uzunlude 22 olaraic verilsing Bu halde sekilde oldugu gibi
Ay dodrusung parale! slan iegell glzmek istivoruz.

Enipsin = odadinin gizecedimiz tagete gore simetrigl = merkezli dogriliraan gem-
bert dzerinds alzpadmdan, F oda@iadan sy dodrusting dzilen dikmenin F” gambarin
kestig! ©. ve ¥, nokdalar, ¥ odadinin tedetlere gbre simetrigidin. FF, ve FIF dodiu
pargalaninm ovia dikmeler, afipse tedet ve verllen dogruliuya da paralel olur, F'F, ve
Fdegulanmin T ve T edetienini kestigi M ve M’ nokizlan da slipse degme nokiaiardir,
B i gizim ner zaman olanakl ve K ¢ozim va da gizim vardir.

Elipsin MM defime kirigi elipsin merkezinden geger. Gergekien FMF,, F.FF; va
nogenlert Wirer ikizkenar Uogenter glaulianndan bu kizkenar deganlerin iaban

paiziel kerardis, Paralzl kenar kbsegenien birbirerind orialadiklanndan OM = OW
ve OF = 35 yauly,

Serdien bir elloss hathangl bic P nakizsingan o teiet ozianih

Elins. Fve F odastan ve 2a biyohk eksen Uzinmls) 12 verinns main. - amsng
b nokiava P aiveim. T oedezl dodruliman gembel e merkez & olao ve F nokissindans
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gecen gemberin kesim noktalar £, ve F| eolsun. FF, ve FF, dodru pargalannin ora
dixmelericiipse cizilen tejetlerdir. Glinkil FF, ve FF, dogru pargatanriin oria dikmaler
P noktasindan geger ve Frioldasiain PT' vePT dogrularina gire simetrler F ve F,
olur. Ayneca bu iki F, ve . noktaian £ merkezli ve FF, yancapl dogruliman gambesi

fizerindedir. & halde PT ve PT dodrulan verilen elipse P noitasindan cizilen tegetlerd r,

F ve P merezli bu iki cember kesisiderse problemin gekilde alidugu gibi ikl cozi-
mix vardir. Bu iki gember birbirlerine teget olurtarsa bu halde tedel dogru iektin, Bu
iii cember avriksa, yani distan birbirlerini kesmiyorsa ya da igten hirbirlerin kesmiyorlarsa
cizim olan teget yoktur. Oyleyse bu ki gemberin bitbirlerini kesmest kosullan aranabiliz
Bu ki gemberin birbirlesini kesmesi igin gerekli ve yeterll kosulun, [2a —PF| < PR <
2a + PF olmasidir. Buradan, mutlak dedarin dzelligine gére, 2a < PFise PF < P25
= Zayada2a> PFise 2a< PF s PF yazilir. PF' < PF + 22 fier zaman vardli Oyleyse
PFF Uiggeni her zamian vargir. Buna gére PF <PF 4+ 2c ve PF < PF + 2 yazir.
Difier yandan elipste 2a > Ze oldudundan, PF + PF' 2 2a olmas: Rogulu gsrekir, Oy
leyse P nokiast elipsin digindadir,

1. P nokias: elipsin disinda 'se iki gozim vardr. Yani ikl teget ciziliz.
2. P noktas) elips Uzerinde ise bir giziim vardir. Yani ¢lzilecek teget tekiir.
3. P nokias: elipsin icindeyse cozim yokiur. Yani siipse teget cizilemez,

Teorerm: Bir elipsin odaklanimin herhianai bir tegeie olan uzaldiklanmn garpimn:
sakili ve b° degenne ssitin,

tspat: Odakian Fve F ofar d@insin nertang bir tedeti O clsun, F ve F adakianmn,
D=aastine alac Uzald klaninz seloida adude aitd FH ve F'H divelim. Elipsin sksenterinin
- b e elinan caal gemear N e b aikneayakiasndan gecer. HE dogrusant:
gk Ba dodgne sgal gemben Ko apldasrwla kessing K ve M oktatanm ofrles.
tiralim,
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KH dogrusu O merkezinden geger. ClUnkl gapl goren cevre ag dik oldufundan
HHK = 90° olur. F odaginin asal cembere gdre kuvveti FH ., FK = FA . FA bicimindedir.
Ayrica, FOK ile FHO Gggenteri KAK bagintisina gbre esittirter. Buna gére FK = FH',
FA=a—cve FA = a+ ¢ olduklanndan, bu degerleri FH . FK = FA . FA esitliginde yer-
lerine konulursa FH . FH = (a—c¢) (a + ¢) = a® - ¢@ = b? olarak bulunur. Oyleyse, bir
elipsin odaklarnin herhang bir teetine olan uzakliklannin carpimi sabit ve b dederine
esittir.

Poncelet teoremi: 1. Bir elipsin disindaki bir P nokiasindan bu elipse cizilen te-
getler, bu noktay! odaklara hirlestiren dogrularla esit agilar yapar.

2. Bir elipste odakiardan hirisini P noktasina birlestiren dogru, odadl degme nok-
talarna birlegtiren dogrulann arasindaki aginin agiortayidir.

Simdi, daha dnce yazdigimiz bir teoremi ispatlayabiliriz.

Tearem: Bir elipsin sabit iki tegeti arasinda kalan dedisken tglncl bir teget par-
gasl, adaklardan her zaman sabit bir agi aliinda gdrilir.

ﬂspai: Sekiide gdriidigl gibi, elipsin sabit ki tedeti PC ve PG olsun. Bu i sabit
tefet arasinda dedisebilen tedet parcasina MN diyelim. tFN acisinim her durumda
sabit oidugunu gdsterecediz. F odadim (¢ dedme nokiasing, MN tedet parcasirin
iki ucuna oirlestirslirm. Kolaylik olsun dive Poncelet {1788 - 18671 teoremini burada
kullanabiliriz. Poncelet tegremine gire MFE = MFC ve NFE = NFD agian esitlir. Bu
esitlikler taraf tarafa toptanirsa MFE + NFE = MFC + NFD olur. MEN = MFC + NFD
ya da MFN = CFD/2 bulunur. CED agisi sabit oldugundan bunun yanst olan MFN
agis| da sabit olur. Oyleyse, bir elipsin sabit iki tegeti arasinda kalan degigken Ugincl
bir tedet parcas!, odaklardan sabit bir a¢l altinda gérildr.
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Maorige tearemi: Bir elipsin birbirine dik iki tedetinin kesim noktalannin geometrik
yeri, merkezi elipsin merkezi olan bir cemberdir.

fMonge {1746-1818), Poncelet gibi bir Fransiz matematikgisidir. Her ikisi de Na-
potyon’un asker matematikcileridir.

Apoitonius'un elipsi Uzering iki tecremi daha vardir.
Teorem: a. Bir elipsin yar kdsegenlerinin kareleri toplam sabiftir.

b. Bir elipsin iki eslenik yar kdsegen {izerine ¢izilen paraie! kenarin alani sabittir.

Ispat: a. Efips. capl AA olan ve alips diziemi ife cosE = bra olacak sekilde £ agr-
si meydana getiren bir dafrenin izdOstmii oldugundan, elipsin OC ve OD vari kbsegen-
leri cemberin birbirine dik OC' ve GD varigaplannin izdistmieridis, CC ve DD dogruiar
A'A olan biyiik eksens diktirier. Buna gdre
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b2

OC? = OP? + PC* = OP? + = PC”

Ve

3
0D? = 002+ 2 qp?
a

yazilir. Oysa hipotenusleri ve birer dar acilarn egit olan OPC’ ve QOD’ Uggenlerinin
egitliginden OQ = PC" ve QD' = OP olur. Buradan,

2
0C? + OD? = (OP? +PCY [1 b_}
v a®

{ 2
=az[1 +b—,]=az+b:2
| as !
olarak butunur ve sabittir.

b. OC" ve OD' Gizerine gizilen kare, OD ve OC Uzering gizilen paralel kenar olarak
izdlstiginden, OC ve QD kenarlar (zerine kurdlan paralel kenarin alan

S=azcosE=aE‘%=ab

biciminde sabit olarak bulunur. Bu da gdsteriimek istenen sonugtur.
Simdi de hiperboliin dzelliklerine iliskin bazi sentetik ézellikler verelim.

Bir diizlem icinde sabit iki noktaya olan uzakliklan farki sabit olan noktalarin geo-
moterik yerine hiperbol denir. Hiperbolde sabit uzunluk 2a, F ve F’ noktatan da hiperbo-
lin odaklandir, Hiperbole ait herhangi bir nokia M ise, MF" = MF = 2a olur. Hiperboliin
herhangi bir M noktasini odaklara birlestiren MF ve MF” dogrutarina odak isiniart ya
da yangap vekiérieri denir. FF" dogru pargasinmn uzunluguna odaklar aras) uzakitk
denir. Bu uzaklk 2¢ ile gésterilir. Hiperbolde MFF’ Giggeninin olmast igin FF > MF’
~ MF va da 2¢ > 2a olmaldir.

Elips ve parabolde oldudu gibi, hiperbo! de pargei ve cetvelle cizilemez. Ancak
nokta nokta cizelehilir. Hiperboilin kanatlarinin stirekdi oldugu kabut edilerek bu noktalar
art arda birlestirilirse hiperbol ortaya ¢ikar.

odeklar parcasmm orta diK"‘HESI simain ekeaniz
sirnt merkezidir. Elips ve parabol(n hig bir asimtaiu olmesdid
y xbx/a biciminde iki asimtotu vardir.




APOLLONIUS 475

Hioeroolin de maiematiksel ve fziksel yoninden cok alize! dzelliklen vardir. Or-

negia, hiperbalus rer seyv Hem: x ve hem de v eksenine aire simetiklin Miparoal, ¥

cksenini (£a. 0) noktalannds keser ve b nukialar hiperbelie kozelznisic Hinerbellin

denldemings x = 0 korursa, ~v3h® = | almaszt alanaksz aldugundan, markezei hiper-
oty 2hsening kesemsz.
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Asal ekean e vedek sksenin kesin nokiazina hinsrolin mer<ez derir. Hiperbelin
aksenlen kesifi noktalara hiperoolin kiiges: denir. Hiperbolde ¢ = 2° + b= badmtis:
vardin. 2 =5 o'an hiperbale iz kenar Niperbal deni. [kiz kenar hiparoalde ¢ = a2
ofur, Hiperholiin g markezlid & = ¢/a olarak tazusianir v har 2zaman birden blyaldr,

Sir hiperbolis edaklarindan bidsi markar olmak lzare 2a varcaph vizden cambaia
tu iperbolln dagauliman gemnes deni.

Taovem: Verilen bit gembere tagel oian ve ou gemipenin disinda verilen bir nokia-
dar gecan cemberksiin merkezisrnio gaomeatrik yar bir niporoo dir,

ispat: Odaklan F ve F' oian hiperbai ite 7 odak merkazli dogruliman gemberini
gdzoniing alalim. Bu halde,
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1. Hipernoliin herhangi bir M nokias . 7 adagindan gegen ve F' merkezli dognuliman
cemberine teget olan cemberlerin merkezidiv. Qinkd, M noktasi F odadinim bulundudu
kolda bir nokta ise, MF’ — ME = 22 ve MF - MF = 2a ciduklanndan ME = MF gelir.
Buna gore F odagindan gecen bu cember, F* adak merkezli dogrultiman gembering
tegettir. Eger M noktasi hiperbolin diger kolu Gzerinde ise, bu halde yine M'E'— M'F’
=2ave MF - M'F = 2a iacakiarngan M'E" = M'F esitligi gelir

2. F noktasindan gegen ve F' merkezli dodrultman gemberine teget oian camber-
lerin merkezleri bir hiperbala aittir. Clnki, MF = ME oldugundan, ME"— ME = 2a alur.
Buradan MF'— ME = 2a gelir. lkinci kel igin M'F = ME’ ve MF~MF" = 2a elduklarindan
i ve M’ noktalan hinatbole aitiir,

8ir hiperbolin dogrultman cemberi yardimylz cizimi olanaklidir. Once F merkazii
dogrultman ¢emberi dzerinds bir E naldas! alaim. Sekilde goriidial gibi EE” gapri
gizelim, EF ve E'F dogru pargalanam dikmelerinin F'E dogrusunu kestig M ve M nok-
talart hiperbole aitiir. Gk MF = ME oldugundan ME — MF = 2a elur, Diger yandar,
MF —M'F" = 2a oldugu icin M ve M nokialar hiperbolin F ve F odaklar tarafindaki
koliara aitlir.

\\

\I"-. \/:_.u—-—-‘—'f— =
f\\\
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F odadindan B merkezli dogrultman gemberina FT ve FT {2Gellerini gizelim. FT
ve FT° dogru parcalaninn oria dikmeien F'T ve F'T dogrulan paraiel olacag:ndan
hur-igrin keslim nokialan sonstzdadir denir

F va £ odakli ve 2a bilviik ekeen uzunlukiy bir hiperbo! ifa xy dogrusunun kesim
noktalan bulunasilin
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Bunun igin probleme ¢dz{ilmas géziyle bakalim. Hiperbo! ite xy dogrusunun ke-
sim noktast I olsun. M noktasi F odagindan gegen ve F merkezli dogruliman gembe-
rine teget olan cemberin merkezidir. Bu M noktasi ayni zamanda xy dodirusu Uzerindedir,
Cizilecek ¢emberin merkezi xy dogrusu lzerindedir. Cember F noktasindan gegecedi
icin F odaginin xy dogrusuna gore simetrigi olan F, noktasindan da gecer. Buna gére
prob-lemin ¢ozIma, F ve F, noktalarindan gegen ve F’ gemberine teget olan cemberi
cizme problemine dénuisiir. Bunu da kolayca cizebitiriz,

1. Eger F noktasinin xy dogrusuna gére simeirigi olan F, noktas F dogrultman
gemberinin disinda ise, problemin iki ¢6ziim {gizimi) vardir. Bu halde F’ dogrultiman
cemberine PD ve PE gibi iki teget cizilebilir.

2. F, noktasi dogrultman gemberi (izerinde ise, F,, | ve P noktalan dogrultman
cemberi Gizerinde galisiriar. Bu halde tek bir ¢izim (¢dzam)} vardir.

3. F, noktasi dogrultman gember! i¢indeyse, P noktas da gemberin icinde ola-
cagindan problemin ¢dzimd {¢izimi) yoktur.

Teorem: Hiperbolin dzerinde alinan bir noktadan bu hiperbole ¢izilen teget, bu
nokiay) odaklara birlegtiren yarigap vekidrleri arasindaki aginin agiortaydir.

ispat: Odaklarl F ve F’ olan bu hiperbollin bir dogru ile kesim noktalan M ve M’
olsun. Sekle gére F odaginin MM’ dogrusuna gére simetridi F, ve F'F, dodrusunun
MM’ dogrusu ile kesim nokiast da E olsun. Bir kere E nokias: M ile M noktalan arasin-
dadir.

Kesen. M noktasi etrafinda M noktasi M noktasina yaklasacak bicimde dénduridcek
olursa M nokiasi M noktasina gelir. Bu durumda MM’ degrusu ile hiperbolin bir ortak
noktasi ofacagindan kesenin bu limit durumu, hiperboie tedet olacaktir. Bu limit ha-
lini agadidaki gekilden gdrebiliriz.
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Bu limit duremunda M ve M rokialan E nokias: ile calisacakii:. Her durumnda
MM dogrust FEF agisinim agiortayl oldugundan, MT tegat de FMF acistim agieriay
olarak kalacaktir.

Bu tecremin sanucy oiarak sunlan edyleyebiliriz,
1. Hiperbollin kbze! tegetler, adaklar eksenine diktir,

2. Hiperboltin bir nokiasindaki normali, hiperbolln bu noktasindaki yancap vekitr-
leririn arasindaki agiia dis aclortayidis, Clnkd, MT tegetine dik alas MN normali,
FMF agisinin cis aciortayidir. Ayrica, F', F. T ve N nokialan eslenik noktalar oldukiarin-
dan, OF° = OT.0N badintisi yaziliy,

3. Bir hiperbalde, bir adagin tedete gora simetndi, difger odak merkezli dogruliman
cemberi tzerindedir. Gergekien, yukandaki sekilde gbrildDail gibl, F'F, = MF" — MF,
= MF’* ~ MF = 2a digimindedir. Bu da istenen sonucu verir,

4. Karert olarak, bir hiperoolin F cdadimn bir xy dogrusuna gore simetrigi
odalk merkezli dogruliman gemoert Uzerinde ise, bu »y dogrusy bu hiperballn bir te-
Setidir. Bu dnermeden sonra su dzellik hemen sdviensbilir,

Bir hiperboldn bir F odaginit bu hipsrbolin iegetiarine gore simetriginin geemsirik
yeri, diger odak merkezli dogiuliman cemberidiy,

Markezi hiparbaolin merkezinde bulunan ve a yvanigapl gembers hiperooiin asal
cemberi ismi verilin. Simdi bu asal cemberle ilgili baz) dzelikien yazalim.

Tearsm: Bir hipgrboliin adaklativin tegetler Uzerindeki zdlglmiarinin geomstrik
yeri asal cemberdie.
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ispat: Hiperbolun herhangi bir tegeti MT clsun. Bir de F udak merkezli dedrulman
cemberint gdzonine alaim. Bu halde hemear FC = FE/2 olur. Buna gire C nokias:,
F* merkezli dogrulman ¢embernin (7 1/2) hamoteligini gizer. Suna gbire, odagis &
Getler zenndeki izdiigimlennin gaametric yar, o merkezli ve a yancanl bir cembardir.
By da venlen hiperbolin asal camberidis.

v,

Bir efyrinin Uzerindek! bir noktanin bir dodruya olan uzaklig, nokia sonsuza gith-
ginde bu uzaklk sibra gidivorsa bu dedre bu egriye asimintiur denir.

Simdli, hiperboliin asimietianyla ilgili pazi dzalliklari swalayabitinz, Bunlardgan il
hiperooiiin ik asimioiu vardn bicimindadic, Oysa parabal ve slipsit hig by agimiciy
yokiur, HinerboelUn asimtolianm asadidaki bigimde gizeriz.

b 1Y
121 ]
o Y =X Ye=uL
T =1 [ Ry
» ._‘L"--‘_‘_' s I_/"
(—alﬂ)“ --“\"--,_ . s _a/!.a;‘]}
e o \ ?

- e
= T

Bu teoremin senislik yolle gosten!mes: oldukga uzun ve zordur. Qysa anaitik
yolla v bugiinkl modern gosterimierie ou sonucy kolayca yazabilinz. Burun igis pi-

perbalin denidlemini
a¢ b

biciminde alalim. Buradan
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higimindes yazilir. % gegerl sonsuza giderse

o [

S
oldugundan v = +ox/a dodruian hiperbolln asimiotlancir,

Bu tearemin bir sonucu olgrak, bir hiperboliin asimiotlar hinerbollin eksenlering
gdre simefrikiitler diyebiliriz. Hiperbolln F odagindan F merkezf dogruliman gemberine
cizilen ts@et aynl zamanda asat cembere de fegettir, Bu da OH = F'G/2 = a clmasindan
anlasiir. Buradan, bir hiperbolin edaklannin asimtotlar Uzerindekl izdistmler asal
cember Gzerindedir sonucuna varirz.

Teorem: Bir hiperbalin asimiotian, eksen pargaiarinin olusturdudu dikdérigenin
kiiselerinden geger.

Bu sonucu asadidaki sekilden cok daha agik olarak gbreblliviz.,

Bir hiperbalde odaklarin asimtotiara olan uzakhikiar b kadardir, ikiz kenar bir hi-
narbolin asimtotlan birbirine dikiir ve a = b bicimindedi. Hiperbolin asimiotiannin clug-
tsrdug dikdérigen bu haide bir kare olur. Ikiz kenat bir hipertioide asimioilar eksenlarle
kirk beser derecelik a1 yapanar.

Bir hiperbol Uzerinde alinan bir nokiadan bu hiperbols teget gizmek oldukea ko-
laydir. Cnkil, ou noktay: hiperboltin ocdaklarina birlestiren yancap vekidrlsnn arasindaki
aginin i¢ aclartay istenilen tegeti varir.
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Bir hiperbolln verilen bir xy dogrusuna paratel tegetini de cizebiliriz.

Hiperbole ¢izilecek T, ve T, tegetleri xy dogrusuna parale! olacagindan F odagin-
dan xy dogrusuna gizilen dikmenin F” dogrultman cemberini kestigi F, ve | noktalars
F odaginin tegetlere gdre simetridi oldugundan, FF, dogru parcas: ile FF’ dodru par-
catannin orta dikmeleri aranan tegetlerdir. Degme noktalari ise, F'F, dogrusunun 7.
dogrusunu kestigi nokta M ve F'F, dogrusunun T, dogrusunu kestigi nokta M’ olur.
Bu noktalardan gegen ve xy dogrusuna paralel olan T, ve T, dogruiar hiperboie te-
Gettir.

Simdi de, verilen bir hiperbele verilen herhangi bir noktadan tegeti cizelim.

| P '
F i'
Y A
N N\
4 N | /<
f _,}'\ \“‘*x__ IL_;';/ 3 M
1 [ 'F
Y ' [
kY \ Jrf \
N .
“-HH_‘____B‘,-/ L
i ;
Voo

| o
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Hipertol, F ve F' odakian ile bilyik sksen uzunliugu 2a oian bigimde verilsin. Har-
hangi ofr P neoktasindan bu hinerbols isget cizmak icin, markez P oimak (zers PF
yaricapli hir gember gizelim. Bu gemberin F* merkezli gogruitman cembarin kestigh
noktalar F, ve F| ise, FF, ile FF! dodru pargalarinin oria dikmeleri aranan iegetisrdir.
FF, ve F'F, dogrularinin T, ve T, tedetlerini kestidi M ve M’ nakialar da dedme nok-
talarichr,

B tegellerin giziminin olanakl oimasi icin, P ve F' merkezii cemperlerin konumlarna
bakilir. Bu gemberierin kesismasi icin [2a —PF < PF < 2a + PF olmalkdir, Bu agiisiz-
fiklerden de 2a = PF' - PF, 2a < PFise 2a 2 PF - PF ve Za = PFise 2a = PF + PE’
kosuliar elde edilir. Gyleyse PFF’ Gogeninin her zaman almasi igin 2¢ < PE 4 PF ko-
sulu olvaliciy. Hiperbslde 2¢ > Za oldugundan 2a > PF ise 22 < PF + PF kosulu her
zaman gerceklenmis ciur. 2a < PF - PF esitsiziidi P nokiasirein hiperboliin diginda
oimas: demekiir. 2a < PFise 2a > PF - PF' ssiisizligi de P nokiasinin hinerholdn ize-
rinde almasina karsilik gelir. Tdm bu yapillanian dzetlersel,

F nokiast hiperooltn diginda ise P noktasmdan hiperbale ikl teget cizilir, Yani
iri cozim vardiy.

P niokias: hiperbolin tzerinde bir nokta ise P noktasindan hiperole tir tek teget
ciziiir, Yani cozdm iskiir.

F nekiasi hiperoelin iginds wir nokta ise P neklasindan hiperoole hic bir teget
ciziterrez, Yani gdzim yokiur,

Teoren: Bir hiperbolde odaklarnn iedetlere olan uzakliklammin carpirm zgbit ve
b® sayisifia esiitir.

O dogrusu F ve Fodakl hiperbelin bir 1egeti oleun. Sekilde gOrlidigu gibl = ve
F odaxlannin D {egeli lizerindeki izdlisimil asal gemiber lizednderdir. H' agisi bir dik
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A oidugundan HOR dogou oarpas asal cambeadn sagpedis. & ndltasimin asal genbiere
atire huvvet,

Fa A -{F—E.) c+al

=0E -5t

ok Diger vandan FH = 5k alducundan yuikanda ou esilic kullannirsa Fe . FH = 0°
SutiA,

Panpaiet faarem

1. Bir hiperoolln disinda alisian bir nowiadan ngercole gzien wgetiar, b noklagn
coaklara brlestiven winlada esi agliar yepar.

2. Zic wparhalin diginda zliran obr sokay edakizraan hirine birestire 171, 20
ooagl dedime nokialanng bidesticzn dofiilan o arzsindald acinli 2gotayids,

Tearem: Bir hiperbollin saoit ki tedetl arasinda kalan defigks Lir [egs: pargasl,
neaklanndar biringer sasit bir 2o allinea gl

Teosem: Ei- hiperboiZn irairing ok ledatlerris kesim noxlasnnin geameinil:
yerl, merkezi fiparbolin merrez! alan Dircemberdi.

Teoram: (ki noklaya olan uzakaklan karest fari sebii olan nokiaiarin geamsairil
yerl, bu sabit ki nolkiadan gecen degruya di o' dogeudir,

Agoilonius'un b teoremi eg [stanbu!'ds bulunan Plane Lozl isimii Kitsbnds gage,
Anclionius cemioer de yines ou kiaga bulunan bir lecreawin.

Anolioniug'un baz problemlen kingl dergce dankamienyle chzisclizczk iurdaain.
Ozeliikle &lanin Kesiimi ve Konik Kesiter isimll Kisplannds ou tr Grmeller gorun,
Tegetier isimli | ve ||, Wiabinca cok sayide seaistic yola gbzClmlls amekler vardi.
Bunlars: sazlann yukanda<i onermeisile ¢hzddk. Yalniz bu <ianlar va au kifaslardaki
probizsmderin goztmled Suciides'n Elements 'sim! Kiepmndaki prociesriers ve gdzilimiare
cok cenzemskiadin. Yani, kordder Anolloniustar oir yiz vil Gncs calisiimzns. Apallanus
coniklerin bu Hzslliklerin® daha da ilerd aftilrsres ou kodikle: hzaninde sekiz viz0r
Lizerings yeni dzallikler belinemisan Bunlann buyiik L ¢ogUnuig wiljinal ¥e ana aiilin

Apaclionius'un Veigings isimili kitabimda pargel va cetve sullaniarak ddziemeel
birger prantem gdzilmistty, Apclionus'ur dbzgln cakgenisr Uzenne yazilag jiapnas
¢ox glizet prodiemler ele aipacal ¢dzilmugion. Yaniz bu konida vaoaliwarn dana cos
Aristagus'un v BEuchides'in calismalan parafelingedin. Kend! Uz buluslar da bu kiap-
larindz sergilenir.
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Apallenius aynt zamanda seckin bir astronomdu. O dénemde gezegenlerin dola-
rmmlann matematiksel ifadelere badlayan bir astronom olarak bilinir. Eudoxus daha
dnce gezegenlerin i ice kireler bigiminde hareket etiiklerini yaziyordu. Oysa gezegen-
lerin bu dolanimtan yapitan hesaplara gére Eudoxun’un kabullerine uymuyor ve dola-
nimiarda bazi gecikmeler oluyordu.

Apollonius, Eudoxus’un éneriferine iki yeni sistem ileri sirmistir. Bunlardan birisi
vukaridaki gekilde gdriidiigl gibi, merkezsel bir cember Uzerinde dénen kiiciik bir
cembersel harekettir, Buna Apollonius episayki! hareket ismini vermistir. ikincisi de,
merkezleri aynt cimayan ya da ekseni merkezden geemeyen harekettir. Buna da
Apoilonius eksantrik hareket ismini vermistir, Codu Yunanhlarda oldudu gibi Apollonius
da evrenin merkezine Dinya'y! koymus, gezegenler ve Glines, Yer'in etrafinda dola-
niyordu. Apollonius’un birinci dnerisinde, P gezegeni C merkezli kiiglik cember (zerinde
diizgiin bir haraketie dolanirken, ayni zamanda Dilnya etrafinda yine dGzgin bir hare-
ketle dolanir. Bunu koyu cemberlerle gosterdik. ikinci hareketi de noktal isaretledik.
Yani bu halde P gezegeni C’ merkezli daha genis bir gember izerinde hareket etmek-
tedir. Apollonius’un gezegenler icin dnerdidi bu hareket sistemi daha sonra uzun yillar
kabul edilis ve bu hareketler bu yolla incelenmistir. Bu da bilim igin geciktirici bir gbris
olmugtur. Yer merkezi ve P gezegeninin i¢ ice kireler fizerinde dolanmalary Aristotles
tarafindan dneriimisti. Apolionius sisteminin ikisinde de EC” = PC oldugu kabul edili-
yordu. Apollonius'un bu sistemi daha sonra Ptolemy tarafindan islenmis ve gelitiriimistir.
Eudoxus'un ve Apolicnius'un evren ve gezegen modelleri 1800 yilianina kadar birbir-
lertyle yang ederek gelmigierdir. Bu gérusler ancak 1800 yillannda kirilabilmistir.

Apollonius'un sekiz kitabinin yedisi ancak zamanimiza kadar gelebilmistir. Bun-
larin bazilan Yunancadan, iki tanesi de Newton'in arkadast olan Halley tarafindan
1706 yilhinda Latince olarak yayinlanmigtir. Sabit bin Kurra, Apollonius’un (¢ kitabin
Arapgaya gevirmisti. Bu Arapca ¢evirileri de yine Halley tarafindan 1710 yilinda diger-
leriyle birlikie yedi kitap olarak Latince yayintand:. Bu baskilardan sonra Apollonius'un
cabgmalan ¢ok kez basildi. Bunlann icinde Konik Kesitleri isimii kitabit gok degerti bu-
fundu. Bugin onun konikler (izerine yaptigr calismalan her alanda ve teknolgjide ve-
rini almistir.
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Apnollonius Iskenaeriye'de calisirken Naugrates isimli bir bilginle karsilasir. Apcl-
lonius’un gahsmalanm cok tegenen Naucrates bu galismalan yazmasin Gnerr ve
anw yureklendirir, Bu kitaptaninda bazilarin iskenderiye'de vazar. Ulkesi olan Bergama'ya
dbniince Bargama kirall olan Attalus ile arkadag olur ve Apalionius’un kilaplan kiral
serefine yayinlanit, Apclionius da kitaplaritun bu biginide évilimesi ve sereflsndiriima-
ierinden osnut kah.

Konik dedidimiz elips, hiperbat ve parabol, Apalloniug’'tan Gnee bir diiziemin pir
ko fle kesisiminden slde edilivordu. Kbse acisl gar ise konik bir elips, dik ise bir pa-
rabol ve genig ise hiperbal clarak isimiendirilivordy. Apclionius bu bicimde degil de,
koniyi egik glizlemnin ahnig bigimine gore belirled!. Bu ydntemi daha once fanitmigtix.

 Camber

ﬁ”“*‘j‘

\,
2% Parabol

Anollonius biu bicimde koniklerie bir genellestinme gatirmistir. Apolionius un yapl:d
ikingi bir genellestiring, koninin dik bir kani olmasi gerekmedigidiv. Ayrica koniyi tepe-
sinden uzatarak diziemle kesisimlerini disiinmastir. Béylece, Apolloniua kendi geo-
refrisinl buglinkd modern geometriye yaklastiran ilk Yunanl geomsinci olarak kKabul
edilir. Konivi tepesinden iki yonde uzaltmakla hiperbolin ikinei kanadini da ortaya ¢l-
karmistiz. Oysa daha dnce hiperbol tek kaoilu olarak inceleniver ya da bunlara iki hiper-
bol gozivie bakilyardu,

Matematik tarihi agisindan kavramiar, teknik terimierden daha dnemiidir. Kavramlar
ollindikter sonra bunlan hang dilden ya da hangl sekille verirseniz verniniz ayn: kapiya
yasr Kavrarm verme vindyle Yunan matematiginde Apallonivs'un dzenneg volgun

Kornikler lizerine calisaniardan oir de Archimadastin, O, paragol, efips ve hineroal
shzelklan yering baska sozelkier kullanmistir. Fakat kuliandigr kavramlar aynico.
Asiinda bu konikler Pisagarculann afan hesaplamalarinda iking derece denklamlznni
cozerken karsilarnz cikmistin. Buna bagh clarak koniklerin incelenmesi preblemi of-
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taya gilimig, ivi de aimusiur Konik kesitlerine bu isimler Apollenius tarafindan verilimis
ve derinlames s iz, w b n [*f\ vz el 3,f|| tnce kanikderin bu bicimde incelen-

Cxadis oimavan bic koni e clziermin esisimit piciminds Apollinius’un

waoninin
oiaral verilsin Konlyl B noldasindan BFC tazanima pz-;raze! olan 2ir dlzlemie keseli
ve bu kesii DPE sekli oftsun. HPK kesil, ABK dggeni ile ters sirads ARG ligganiva
Denzer olarall zinsmn. Buna gdre Apoilonius HPK Kkasitinin bir cember olduduinu gés-
terir. 3imdi bunu gdrelim.

o gekiide oddudu giti BFC olsun. ABC de koninin Uggensel kesil

ol

BFC tabank ve koni ile (cgenset kesii ABC olan dar agth ABC edik konisini g&-
zon{ine alalim. BFC fabanina paralel oian DPE ¢emberi {izerinde bir P noktasi alalim.
HMD ve EMK fcgenierinin benzer olusian ve PM kuvvetinden, HM . MK = DM . ME
= PM* yazilr. Bu da HPK kesitinin bir gember oldugunu verir, Buglnkl modern dille
ve dnalm»\ olardk Hil = %, HK = a ve PM = v denirse, v?=x(a—x}yadax® + v° = ax

ceaifled ile

e alipsi b ko
SUaner =t chimus'is

EESTS N DU TAT=Y [ L= ST TR

ABC, gekilce gdridlal gibl mai
gensel kasii daslnelim. Kont ile il kel
alabm, Hi dodrusunun uzantist BC oof;
kesiti taban dlzleming paralel olarak verilsin. Yani i o
ralel olmasin. Her iki kesitie de ortak ofan PM dogru parcasini gizelim.
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Ayrica, DME dodrusu PM dogrusuna dik olarak alinsin. Buna gdre HDM ve HBG
G¢genleri benzer olduklanindan DV/HM = BG/HG ve MEK ve KCG Uggenierinin ben-
zerliklerinden ME/MK = CG/KG olur. Gemberin kesenlerinin kuvveti zeliginden P2
= D . ME yazilir. Bdylece, PM? = (HM . BG/HG) (MK . CGYKG yazilir. Eger PM =,
HM = x ve HK = 2a ile g8sterilirse, buglink modern dille y? = kx {2a — x) olur. Bu da
H kdseli ve HK esas eksenli bir elipstir.

Apolionius, benzer olarak hiperbolll y* = kx{x + 2a} gdsterimine esdefier olarak
elde etmistir.

Apcllonius Conies isimli 1. kitabinda parabol, elips ve hiperbol ile iigili dzelliklerin
timiind hemen hemen bulmus ve ispatlamistir. Koniklerin eslenik kdsegenieri vine
bu birinci kitabinda kultaniimigtir. Bu eslenik kdsegenler bu konikieri belirflemede gok
ise yararmisii. Apollonius bu kavrama sik sik bagvuarmustur. Birinci kitaptaki 41. ve
49. dnermeler koordinat sisieminin kaymasi diyvebilecedimiz Gzelliklert icerir. Bu da
fegeti ve konigin gapi yardimiyla yapilmistiv, ikiz kenar hiperbo! icin asimioilarin ek-
sen kabul eden xy = ¢ hiperbolii ile dénmeleri incelemistir.

Apolionius, eslenik caplar ve tedetleri ite konikleri incelemeye II. kitabinda da
devam etmigtir. Bunlarm cogunu Gneeki kisimiarda gdsterdik,

Ornegin Il kitabinin 8. ve 10. dnermeleri soyledir. C merkezli bir hiperbollin (ize-
rinde aklinan bir P nokiasmdan hiperbole bir tedet cizilirse, tedet Uzerinde P nokias:
ile asimtotlar arasinda kalan dogru pargalarn birbirine esittir. Yani PL = PL olur. Bunu
daha dnce gdstermistik. Yine 1. kitaptaki 11. ve 16, dnermeler gdyledir.

CP dogrusuna paralel ofarak ¢izilen herhangi QQ kirist hiperbolln asimtotiarin
K ve K" noktalarinda keserse OK = Q'K ve QK . QK" = CP? clur. Hiperboliin bu 8zellik-
leri Apolionius tarafindan sentetik olarak ¢tz0Imistlr. Bu problemierin analitik céztmler
sentetik ¢dzlmlerinden biraz daha kolaydir,
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Apollonius fI. kitabinda koniklere harmonik bélmeyl kullanaraik tedet cizimini uzun
uzun antatmigtie. Ornedin, li. kitabinin 49, énermesi bununia ilgilidir,

o
T —
T e _’f =/ }Zi \ A
A'\‘ Y C /

Sekilde gbrildGdn gibi, efips dzerindeki bir Q nokiasindan efipsa tedet cizmeyi
istivoruz. Apollonius bu tegetin cizimini yapabitmek icint Q noktasinin asal eksen (zeri-
ne olan QN dikmesiniiner. T ve N noldatart A ve A" nokialarina gére harmonik esle-
nik alduklarindan AT/A'T = AN/NA olur. Yani, AA" dogru parcasini T nokias! iie distan
ve ayni oranda AA” dogru pargasint N noktasiyla igten bolen T noktasini bulacagiz.
T noktas! bulunduktan sonra T nokias! ile Q noktas! birlestirilirse, elips Uzerindeki Q
noktarc..da elipse tedet olan TQ tedeti cizilmis olunur.

Apollonius'un HI. kitabr elli tane secilmis dnermeleri kapsar. Burada 0g ya da ddrt
tane dofru parcasinin geometrik veriile ilgili céziimler de vardir. 1V. kitap da koniklerin
birbirlerinin kestsimler ilg iliskilidir. Bu kesigim konusu Apollonius'tan dnceki Yunanh
matematikgiier tarattndan incelenmemistir. Bu kanuyu itk inceleven Yunank matematikg
Apollonius’tar. V. kitabt koniklere ¢izilen dogru parcalannin minimurm ve maksimum
uzuniukiarna aynimistir, Bu konu da ilk kez Apolionius tarafindan incelenmistis. Bugin-
ki gibi maksimum ve minumum problemierinin incelenmesini sadlayan yéntemier o
ddnemierde yokiu. Apolionius bt maksimum ve minimum problemierini koniklerin te-
getleri ve normalleri (zertne oian teoremierle inceliyordu. Apoionius’un bu ¢alismala-
rinclan 1800 yd sonra Mewton yararland! ve maksimum ve minimum problemierini i4-
revierle ¢éziime kavusturdu, Newtorn'mn buldugu yéntem geneldi. Yalniz. Apollonius'un
maksimum ve minimum ilkelerini ondan sonra gelen Ptofemy ve Hipparchus kendi
hesaplamalarinda ¢ok kullanmiglar ve bu itkeleri gelistirmisierdir.
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Yunan matematikgilerinin hi¢ birisi bir egri Uzerindeki noktadan bu efrivle teget
¢izimi problemini genel olarak ¢ézememislerdi. Ancak parabal, elips, hiperbol ya da
baz| dzel efrilerin Uzerlerinde verifen nokialardan tedstler cizilehilivordu. Newton yi-
ne bu konuyu tdrevie ¢dziime kavusturdu. Yani, bir edriye Uzerinde butunan bir nokta-
dan cizilen tegetin egimi, edrinin bu noktadaki tGrevine esiitir. Bu 8nerme, Yunanlilar
doneminden berl bocalayan tedet cizimini kasin matematiksel cbz{ime kavusiurdu.

Apoltonius, V. kitabinin 8. dnermesinde bagl maksimum ve bagil minimumlarla
ilgili su prablemi cézmistd.

Kégesi A glan y* = px parabol( ve AG = p olacak bigimde eksen Gzerinde bir G
nokiass verilsin. NG = p olacak bigimde M noktasi A ile G noktalan arasinda ve MNP
dogrusy parabolin eksenine dikse, bu halde PG dogru parcas) G noktasindan paratol
{izerindeki P noktasina olan minumum uzakhktir. Bu halde PG dogrusu parabole P
noktasinda normaldir.

Apollonius burada ispat dodrudan tipik bir bicimde yapmistir. P, parabeol Gzerinde
bir nokta ise P" noktast P noktasinin her iki tarafinda hareket ederse PG uzuniugu
her iki haide de artar.
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PG dagiusunuin bulurmasi, parabollin daha dneeki Gzellikienini kultanarak da
cizilebilir. Ornedin, P noktasinga reget dogrusunu gizdikien sorva, P nickiasindan e-
dete gizilen dikime normal olur. G nokiasiidan TF tedeline inler dikme en kisa uzaklik-
iir, Anotionius, Bir kenlgie evidirminin kogullann buldukian sonra G noktasindan kenige
rormal oian OK dodrusunu nasii cizilebilenelini gdstermisiir. Cmegin kenigimiz v°
= Zpx higiminde bir parabol olsun. G noktas) parabollin diginda alinsin ve eksen Uze-
finde olmasin. Once AK eksenine Gl dikaresin ineriz. MH =  olarak alinz. HA dodru-
suna H nokiasindan Hi dikmesind gikariz. Bu halde G noktasindan gecen, asimictiar
HA ve HE oian, paraboild P noluasmda kesen nigerseilin dikdttagenini cizebiliriz. Bu
nalde O dagrusa parabolin P nokizaindaki aormalidin Burads NK = HM = p olaugu
gdsterilebilir,

Eger G nolktast parabolin icinde ve Q i B nokalan arasindaysa, cizim vine
berzer higimde vapiarak tamamlanir. Ciger kanikler icin de normal gizim yoéntemlari
geligtiviimigtin. Bunlarn baziann: daha dnce inceledik,

Anokonius, rormalin giziminin matematiksel ifadesin de bulmustur. v° = 2px pa-
raboliind géziinine alalim. P noltasi P noktasing paraool dzerince vaklasirken, bu
it durumu matematiksel olarak P noktasinin koardinatlar 270v° = 8(x — pY* bigimi-
deki kilbik denklemini sadlar. Bu halde

bicimindadirler.

Apoilonius, Conics isinli serisinin VL kitaoimn Bergama Kerall Altalug'a génaererak
armagan stmistir, Kiral, Apotonius'un bu davrarmigindan gok maths elmuegius. Tam ded-
ruiar, cemberer ve caraooller bivkirlerine benzerdir, @rnegin Wi kitaben 1. dnemmnesl,
Him parabollerin benzer oloukiaring ispatiar. ki koniGin benzer nlmalan igin gerekli
ve yaterll kosulun, konigin késesine gare arcinaliarnin ve apsislsrinin sirasivia craml
oimalandir. Vi kitabin 14. va 15 dnermeleri, paracollis efipse va da hiperbele benzer
cimadiging veya alipsin hiperbole benzer olmadiging gostarr, VI, kishin 26, ve 27.
Enermister] styledir. Herhangt Bir konl birbiring garalel ik dilziemle kasiince elips ke-
sitleri kendl aralarinda ve hiperbol kesiileri kendi aralarinda birhinierning benzerierdir.
Az hig bir zaman esit dedilierdir,

Anclleniug’un VI Kiabinda kerdl ismiyie anitan lectemlert vardiv. Vil Kitapia
gecer bazi problermlere benzer Snermeier VIIL kitapta da cevam sder. Timi konikierin
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Uzerine olan bu kitaplann sekizincisinin sonunda bir ek vardir. Kayboldudu sanifan
Y dntem isimli kitab! daha sonra butunmus ve igeridi incelenmistir. Bu kitap haldanda

pazt bilgilerf daha dnce tanitmigiik
Apolleniug'un yazdigl ve yaptidl feoremigrin tUmind puraya akiarmanin olanads

' i S'
yoktur. Zaten buraya kadar yapilan lkasimlaria Apollonius’un calismalar hakkmda ye-

terli bilgiler verildigi kanisindayim.
mO Ax+ By + G, =0veAXx+By+ G, =0gibi ¢ dogru
¥) Qrgrmmdbka geometrik yeri

EgerAx + By + ¢
arasindaki agilar 8, 0 ~;e 8, ise bu g dogrunun Pix, 3

{Ax+By+C)

(Ax+By+C)° KA+ By + Gy
\,.f'ft\z2 + B sing, JAZ + B sind,

(A7 + BY) sin®8,
rem Apoilonius'un HL kitabimnda ver
xonidi gbsterin. Dort dodruyia
cinge rwlie@tirilebileceg‘jini
gslifilernsyecadine

i konilklin, Bu tec
i deroos biy
0o

bigmindeki denklemle bali ¢
i i cinsinden iking

alr. Bu edri x ve v terfimigs ci

gill bagen Pappusz (3001 tarahindan bulunmus ve

der strmUsts, Descaries, bu genellzstrmenin analiiik olara

16837 vibnda yaplid denamsierle karg) §:|l<.i"n|°=ur [Jaha sonra bu O prablemlerin ma-
ion Newton'a kadar

e genel

Heilmidstlin Suclides’
Ozarinda

! da gérdimemigtic, Bu nedenls |

.

lermadif tarin voninden dnamli oling
draml olan bu probizmin fazia iy vy ||r.{
2 durTarnIgi,

g
c‘_

daha is
Bu arada harmaniklikle ilgili hazi bilgiier verslim

Bir O nokiasindan gikan dirt dogru Uzerinde, bir dodru vonlnde alman A, B, C
ve D gibi dort nokia ikiger ikiser birbirinin eslenidi ise bu dért dodru harmonik bir de-
met olusturuycr denir ve bu harmonik demet kisaca O{ABCD) biciminde vazilarak
gosterilir. O noktastna harmonik demetin merkezi, OA, OB, OC ve OD dodru parcalarina

da sintar denir. QA fle OB ve OC ile OD dogrulanna da eslenik 1gintar ismi verilir
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Verilen bir dogru parcasini, veriien bir oranda icten ve digtan bélen iki noktaya,
bu dodru parcasini harmonik olarak béldyor denir.

A c B D

Bu tanmima gdre CA/CB = a = DA/DB olur. Eder yon disiintildrse CA/CE = -DADB
bigiminde yazir. C ve D noktalarma A ve B noktalarinin, karsit clarak A ve B noktalarna
da C ve D noktalarinin eslenikleri denir. C ve D noktaiarimin AB dogru parcasini har-
monik olarak bélisl gdsterim olarak (ABCD) isareti ile gésterilir. Yani (MNPQ) bigiminde
bir gésterim kullanimigsa, MN dodru pargas: P ve Q nokialar tarafindan harmonik
olarak balinlr denir. Bu gésterim matematiksel deyimle

P am

PN QN
biciminde yazifir,

Tearem: C ve D noktalar AB dodru pargasint harmonik ofarak bilerse, Ave B
noktalan da CO dogru pargasini harmonik olarak béler.

ispaﬁ: C ve D noktalan AB dodru parcasny harmenik olarak bélerse,

CA __DA CA__C8B
e~ "be % DATDB
yazilir. Ayrnica CA = -AC, DA = ~AD, CB = -BC ve DB = -BD olduklarndan

AC __ BC
AD  BD

olur. Bu da A ve B naktalannin CD dogru pargasini harmonik olarak b&ldiginin tans-
mudir, Yani (ABCD) bir harmonik bdlme ise {(CDAB) de bir harmonik bdlmedir. Diger
bir devimle, (ABCD) gdsteriminin bir harmonik bdime oimas icin gerekl ve yeterdi ko-
sulun (CDAB) gdsteriminin de bir harmonik béime clmasidir deriz.

AC __DC

AD BD
oranusinda i¢ler ve dislar garpimi esif olacagindan bu bagintt AG . BD = —AD . BC
ya da AC . DB + AD . BC = 0 biciminde yazr.

Bir xy dogrusu {izetinde © gibi bir basglanic noktasr alaiim. A, B. C ve D nokialannin
bu O noktasina gére apsisieri sirasivla a, b, ¢ ve d ise. bu degerler AC . BD + AD . BC
= {J denkleminge yerlering konulursa
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fc—al{@g—p+id—a)(e—ht=0
ya da
2(ab +edl = ac+ ad + be + bd
yazilir. Buradan (a « b) (¢ + d) = 2{ab +cd) elde adilir.

1. Eger vaglangic hokiasi O = Aclarak alinirsz a = 0 olur. Bu halde (& + b) (¢ +)
= 2(ab + od) bagintis| ble + d) = 2ed oluy, Her iki yan bed terimine bBallini:se

o L
o

-
G‘l.’\}

yazilir. AR =0, AC = cve AD = d oldugundan. bu Baginti

o

{1
AB _ AC TAD

bicimini ahir. Bu haimonik tdlmeds B, C va da D nokiasi O nokiasi bigiminoa baslangic
noktasiysa benzer olarak siasiyla

Ve —--:.I +_.1_

2, 4 2
" DC™ DA DB

= — = ——

i i 18
BA BC 'BD'CD CA CB

2

egillikieri yazihis.

2.0 noktast AB dogru parcasinin orta nokizs: olarak alinirsa D=-3 yada
a+ b =0 olur. Buna gére (a + &) {c + d) = 2{ab + od) bagintisi 0 = 2(-2% 4 cd) vaca
a® = cdolur, a=0QA=-0B, ¢ =08 ve d = QD oldukianndan, OA® = 03¢ = OC  OD
yazillr. Geometride en gok kullamian bu bacintichr, Burada OA va dz OR codru parca.
sina OC ve 0D dafrd pargalan arasinda orta orantilt va da geomeatrik criziama ismi
verilir.

Tersing,

Ltk
A3 AC  AD

I_L

(5]

va da
OA®=0B*=0C O

baginhilan varsa, A, B, C ve T nokizlan sslenik noktalardir.
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Tearemn: Bir narmonik demste, ieinlardan binsi lzerinda aiinan bir nokiadan
eslenige gizilen paralel, dider iki rzin tarafindan iki egit paigaya baliintir

{spal; O{ABCD) harmon demetinde 2 noktasindan OA dodrusuna gizilen para-
lefin diger ik igin kestigi noktalar M ve N olsun. Bu haide BM = BN oldugunt kantla-
yvacadiz

(ABCO) narmonik bélmesinde yani: distinmeden

CA _ D&

CB DB
aszithgi yazuir. Aynea Thales baginilanndan

CA_OA . DA_AC
CBR BM D2 BN

yazile. Bunlardan

gelir. Bu da 8M = BN aidudunu veri.

Karsit olarak, bir demetin ssinlanndan birinin dzernde alinan oir noxiadan diger
cir 1gina gizilen paralel, dreki ginlar taratindan iki esit pargaya bdllnivee. hu dogrvar
bir harmenik demettir. Cinkd, OA dogrusu MIN dogrusunz paralst oldugundan, Thales
teoremine gore

CA_AQ, DA_AD h
CR- B DE- BN © PMaBN
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oiduklarinoan

CA _ DA
B DB

ya da vonll olarak disdndrsel,

oh D
elde adilin. Bu aren by demstin narmonik bir oolime olduduns gbster:,

Tewrzin: Bl harmaonik cemeli her kesen narmaris noktalarda keaar,

Ispst: OABCD) demelini atalim. Herhangl d keseni bu demat; A, B, & ve I nok-
tzlarmda kessin, Sekice odugu gb! B ve [ nokda anndan OA dodrusuna MM ve M
paralelini gizelim

|

Bir kere demet narmonik oidugundan BM = BN olur. Thales feoremine girs

OB _BM BN
OF BM 3N

yazilis _%L.rsda«w:!f’xﬁ - BN elde edilir, Qvleyse &, B, & ve O rokislasnin harmanik
nokiafar clduge gelir Bu da tscremade gdsiarils inlq isfenen soragiur
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Taorem: Bir harmonik demetin eslenik iki isint birkiring dikse. bunlar diger iki
isinin arasindaki acilarin agiertaylandir.

Ispat: O(ABxy) harmonik demetinde Ox ve Oy 1sinlarl birbirlerine dik olsunlar.

~
=
‘@

Ov dogrusu izerinde alinan bir M noktasindan Ox 1stnina AB paralelini cizefim.
Ox dogrusu Oy dogrusuna dik oldugundan OM dogdrusu da AB dogru parcasina dik
olur ve MA = BM bigimindedir. Buradan, CAB Uggeninin ikiz kenar bir (iggen oldugu
sonucuna varlir, Bu nedenle AOM agisi MOB agisina esit oldugu cikar. Ox degrusunun
da dis aciortay oidudu ters ve tUmier acitardan sdylenebilir.

Karsit olarak, dérili bir demetin eglenik iki isit birbirine dik ve bu 1siniar diger
iki 1sinin arasindaki acilarin agiortaylar ise, bu demet bir harmonik demettir. Glnki,
Qy Uzerinde alman bir M noktasindan Ox 1sinina cizilen AB paraleli Oy dogrusuna
dik aldugundan, OM dogru pargast AOB (icgeninin hem agiortay!, hem de ylksekligidir.
Buna gére OAB figgeni ikiz kenar bir liggen olur. ikiz kenar (icgende bu ylkseklik ay-
ni zamanda kenar ortaydir. Kenar ortay ait oldugu kenar iki esit pargaya bdlecedinden
MA = MB clur. Bu da bu demetin harmonik oldugunu gdsterir.

Teorem: Birbirine paralef dért dodru, bir dodru ile kesilince harmonik bir bélme
olugturuyorsa, bu dogrulan kesen her dogru bir harmonik bdime olusturur.

Ispat: x, y, u ve v birbirine paralel dért dogru olsun ve bu paralel dért dogruyu
kesen (ABCD) harmonik esienik olarak verilsin.

Thales teoreminden dolay!
CA_CA DA_DA . CA__DA
CB' CB DE DB CB~ DB
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A /)
A

/Bf

olduklarindan

o
e

—’Ay_

B

9

9]
O

yazilir. Bu da (A'B'C'D) gdsteriminin bir harmonik bélme oldugunun kanitidir,

Apollonius teoremi: Sabit iki nokfaya olan uzaklikiarr oram sabit olan noktafarin
geometiik yeri, bu iki sabit noktay! birlestiren dogru pargasini igten ve distan ayn
oranda bélen noktalar ¢ap kabul eden bir cemberdir.

ispat: AB dogru parcasini verilen orana gdre bolen noktalar M ve N ise,

MA N
MB“NE ~° 1)

| x=

olur.

1. Geometrik vere ait bir C noktas: alalim. Burada

CA _ (2)
cg =@ <
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ofan C noktasinin geometrik yerini arryoruz. (1) ve (2} bicimindeki cadintiiardan

I

MA _CA _ N
MBE-cB -2 Y N

O‘O
@] 1=

=d

jey)

yaziiir. Buna gére CM ve CN dodrulan CAB ¢geninin C acisinin i ve dig agiortaytandir,
Oyleyse CM dogrusu ile CN dodrusu birbirine diktir. Béylece, MN sabit dodru parcasini
dik agl aitinda gdren noktalarin geometrik yeri, MN gaplt cember olacadindan C nok-
tasi MN ¢apl gember Ozerinde olur. Clnkd capr géren gevre agt her zaman diktir.

2. MN ¢aph cember (zerinde alinan her nokta bu geometrik yere aittir, Clnk(
B noktasindan AC dogrusuna cizilen paralel dogru CM ve CN dedrularini sirasiyla
E ve F noktalannda kessin, Thales teoremine gore,

z|2
W 1=
[H}
UJIO
|

=z
ol >
5S

=3 ve =a

oldukiarindan EB = BF yazilir. Buna gére ECF dik liggeninde CB dogrusu kenar ortay
olur. OQvleyse EB = BF = CB gelir. Buradan CA/CB = a yaz!lir. Yani, MN ¢apli gember
(izerindeki her C noktas! bu geometrik yere aittir.

Apollonius teoremini kullanarak bir AB dodru parcasini icten ve digtan mv/n ora-
ninda harmonik bdlen clarak noktalan bulabiliriz.

AB dofru parcasimi m/n oraninda bélen noktalarr bulmak istivoruz. Bunun igin
A noktasindan herhangi bir Ax dogrusunu cizerek bu dogru Uzerinde AE = m alalim.
Simdi B nckiasindan Ax dodrusuna bir paralel cizerek bu dogru Uzerinde ve iki {ara-
finda BF = BG = n uzunlugunu alalim. E nckiasi ile F noktasini ve E noktasi ile G
noktasim biriestirelim, Bu dodrulann AB dodrusunu kestidi C ve D noktafan AB dedru
pargasini m/n oraninda harmonik olarak icten ve distan bélen noktalardir, Cinki,
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bizimindedic. Yon dilsiiniilisss,

cA __DA
oB (B

yaziiw, Eger C noktas: AB dogru pargasirin oris nokiasi 1se, bu hzide £O0 dogrusy
A dogruzuna paralgl olacagindan, D nokias) sunguzdadr aenir

Bir harmenik bimenin 4 nokias bilinisse, dardiinet noxiay hulabiliiz. 30 hat-
monik bolmenin Ug nokias: sekilde gigudu gibi A, S ve © alsun. © nokiasin buimsi
iEtvoru

A nokizgindan herhangi bir dodru cizerek Uzerinde bir AX dodru parcasir aiabm
B noktasindar AX cagrusuna bir paraisl gizeilm. X noxiasi ile € nokias: Dirlsgiiren
dagrunun B noktasingan AX dodrusuna gizilen osjael £ noriegsindz kessin, Bu paraist
{izetinde B noklasinin diger tarafinga BE = BF alarak X nokiasi lle F nolazsim birlast-
relim XF dofrusuaun uzantisi AB dofrusunu kestigl U nokias) aranan dordinel nok-
tadir.

Bis sarmonik demetn g isir veolkdiginde ddrelneid win buiahiiiziz,

Eir harmonik demeiin SX, Sl ve 32 woylar verilmis olsun. Asagidakl sekilde ol
dudiu gibi SZ isenin esleniding cizmek istivaruz.

S 1sin) Dzerindek! nerhiangt bir 2 noktasindar SX dogrusuna gizlien parais! 57
L (= rlcettaqinda kessin. BE parale’ Uzedipde B no<lasinin diger farafiingda 82 = BF
olarzk giaim: S nokias e F rolaasen biregtiren 8Y 1sirl, bu nemsnin dordunicit st
ndir
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5

Bir elipsie, eslenik kdsegenlerin karelerinin toplami, yar eksen uzunluklarinmn
karelerinin toplamina egitir.

Bir hiperbolde, eslenik kdsegenlerin karelerinin toplami, yan eksen uzunluklarinin
kareleri farkina egitiir,

Bu iki tecrem de yine Apcllonius teoremleri clarak bilinir. Bu tecremlier, onun Vil.
kitabinda 12., 13., 29. ve 30. &nermeleri olarak geger. Yine bu dnermelerde, bir elipsin
ya da hiperbolin iki eglenik yan késegenleri lizerine cizilen paralel kenarin alani ab
sayisina esittir,

XY

2 b
bi¢iminde veriten bir hiperbol ile y=mx-+n dodrusunu kesigimi
(@®m? - bA)x? + 282 mnx + a® (N"* +b¥ = 0

bigiminde x dediskenine gbre ikinci dereceden bir denklemdir. Bu denklemin gergel
kéklerinin varigint ve sayisini diskriminat belirler. Ax? + Bx + C = 0 bigimindeki ikinci
derece denkleminin diskriminantt A = B2 — 4AC oldugundan, hiperboile dogrunun ke-
sisiminin diskriminants

A=a*min®-a%a®m’-b?% ("*+b? yada A=a®b’(-a’m?+b?+n?)
olarak yazilir. a%b? her zaman pozitif oldugundan,
1. —a®m? + b2 + n® > 0 ise, dodru hiperbolll iki noktada keser.

2. —a°m? + b? + n? = 0 ise, dodru hiperbole tegettir,

3. —a°m? + b% + n? < O ise, dodru hiperboll kesmez.
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1. OZET

Yunan matematigini kisaca soyle Szetlsyebilinz.

Thaies (. O. 640 - 548), Misir matematil okulunun ik dgrencisidiy. Thates teorem-
lefi olarak bilinen teeremier ispatiamigtir. ki bir distniirdir. Sayilar kuraminin Kurucusts
olarak bilinir. Cografya ve astronomi Uzerinde yorumias vardir. Yanma variamavan
uzakliklar hesaplama yantemierinl gelistirmisiir. Dinyanin diz sidugunit ve suda yiiz-
dAldiinl séylemistir. Milnadtsin gekirm glichinii belirnmistin, Banzer degenler kullznmistir.
Anaximander, Anaximenes, Mamercus ve Mandryatus isimii 8drencilerini yetistirmigtir.
Ay ve Gunes hakkinda gorusler vardir. Her madderniin {oprak, ates, su ve havadan
olustuguny soyilyordu.

Anaximander (1. O. 611 - 545), Mezopotamyanin cografyasini, matematigini ve
astronomisini Yunanisian'a tagimig, oir geometr katabt yazmis iridir. Ay'm isigin Gu-
neg'ten aldigini sdvlemislir. Dinamikgiligl kaplul eden bir maddecidir. Yerklrenin yuvar-
lak ve avranin merkezinde oldugunu soylerrisiin. Fizik ve astronomiye iligkin distincelarin
Yunanisian'da yayan ilk bilgin olarak kabui sdilir. Gines'in yoringasi, Ay'in hareketi.
gezaegenleti ve sabit yildiziariy gizdigi yoringelerin biyikligh dzering itk diisinen
birisidie. lIk canhlann baliklara benzedikierini ve eviim gacirdiginl soylemistr,

Anaximenes (i. O. 588 - 525). Milletli ¢ bilginden birisidir. Qdreimeni Anaximandar
ve Thales'in distincelering toplayip bir fizik kurams kurmusgtur, Yerk(re, hava denzinds
diiz bir tabak gibi yizmekiediv, Ruh kavrami cna aittir. Ayin tutulmasini dogiu olaralk
agiilarmsir. Ay sig@inin olusivrdugu yakamoziar tanmiamigie. Evrenin bir yanm kiire
eldugu irancindadie. Mitel okulunun son disiinlriddr,

Eunopides (L 0. 5. yuzytl), Anaxagoras'in ¢agcast, Pisagorou bir dilsingr ve
matematilkgidir. Aritmetik, geometn ve astromoiye iliskin bilgileryie taniny: Euclides’in
Gaeler isimii yapitinin . kitabinda 12. énerme olarak gegen, bir dodruya digindaki
bir noktadan valmz bir ek paralel ¢izilir nermesinin anun tarafindan verildigini séyler-
les. Tutuima dairelerinin egikliGini ve Glines’in bu dairelerde kendine ¢zgl bir dofarimi
oldugunu il grenlerdendir. Giines yilint 265 giin 8 saat olavak almestir. 58 yilltk bir
takvim vaprmg ve bhunt Clirmoiyat duvarnng astirrisiir.

Pizagor (. O. 580 - 495), (inli1 Pisagor teoremiyie bilinir, Piszgor teoraiminin is-
palin ik verenlerden airsidir. Felsefe akulunun kurucusudur Maismatlk, fizic ve muzik
lzarine caligrnalan vardin Sayilar kuramini digiplinii bir bicimde ortaya koymus
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ve Szalliklerini belirernistiz Gizii bir tarikatin bagkandin Zaten by tarikal da onun ba-
gin yemisiir, Dgrencileriyle hirfikte nluiunda vakilmigir. Dinya’'nn Glines etratinda
dendiging stylemistir. Geometride aksiyomlar ve postilatlar her seyden drce gelis
demigtir. Yuranistan'da thmdengalimli aksiyomnatik dusiinceyl matemaiige Thales ve
Flaager sckmustur. Matemalikis ispas fi<nni getiren Picagor'dur, Dogal sayilar disinds
baglangicta eavilann olmadidin sdylemasineg karsin, gaha sanra ragyong! va irasyong:
sayilann varhgirn kabullenmek zorunda kalmighr Sayilar kuramina fliskin gahismalarn
vardir. Cviun gorisleri ve matematiai Bdrenciler tarziindan sonrart kusaklara lletilmgiir

Parmenides (1. £, 540 - 480), Elea skulunun kurticust olan bir disinirdir Ken-
disl iyi bir devlet adamivdl. Yuritastar icin yasalar koyucuydu. Yerklrenin klire kigim!i
olduguny stylemis, malernatil farihi konusunda Kitap vazmig ve sonsuz seriler ik
ke bu disindr kullanmisir. YUz elll bes beyitlik Bir giitl vardir. Cna gire akil het sey-
dsn dnce galin.

encpides (1 O. 500 - 430}, buglinki Saluz adasinda dofdugy: isin Sakizlh Genc-
pides clarak bilinie Pisagorou ve ddneminin Snde gelen astronomiandandir. Azt ronoml
ve matemaiigl Misi’da dgrenmis, daha sonra papaz olmusg bir astronom ve dasiniralr,
Yildizlar lizerine gdzlemier vaprs, alnddntmiing belirlemis, vilin 365 atn ve 9 saai
fen hivaz daha kisa oldugunu hesaplam:s, piramitlerin glgeierini kullanarak yiikseklis-
ferini niegaplarmighr. Euclides’in Kiaplarnda gogen it ricsme ona aiitiv. Bunlardan
irisi bir nakadan bir degriva dikme inme ve differi de verilen bir aciys esii bir aginin
cizimidir. Uenapides, aeomelrik cizimlen Euclidesten cok dnce bilivor va cizivorau.

Enaxagoras (| O. 500 - 428), buglink{l izmirin Urla kentinde dogmusiun, Yunan
dlslnled, felseiecisi, fizikcisi, astronomu, codrafyacis, edivmeist ve matematikgisidir,
ergek bilgi kaynagimin matematik cldugunu sbylemis, Perikles'i cok ivi editmis sividir
Ay ve Glnes fwitulmalannin gergek nedenini bulmasivia Onlendt. Glnes'n Rizgin bir
miaden oldugiuri, Av'in ieprak oidugunu séyiemistir. Dedisik kabileler ve insanlar 1ara-
Iindan Glnes ve Ay'in kuisal tann almadigin: soylemesi dzenna gok sest bir kararia
dldiiriiecakken Perikies'in keruyusulugu ve bazi zor kosullarda |- Q. 434 vilinda Lap-
seki've sirilmis ve prada halkun ssval ve sayais icinde [ G, 428 yilinda Glmiistir.

Eubulidzs (|, O W ylizyvil), Megarya ckulu daginiireringendir. TUm vasami Aris-
to'va kars: olmakia gecmis biidlr Yalancy, dricnmis, elekira, calnmis, vigin ya da
5001, beynuz ve 5568z oimak Dzere yed naradoksu le ianinir. Buniardan dridnmis,
elpitra ve calinmis paradokslar aymidie. Vigin ile boynuz paradoksy esdegerdin.

Yaianciyim diven adam dodru mu yalan m sdyisr® Egser dagru stylivorss, valan-
ol piuguny dogru bicimde styledigl icin yalana: olur ve Dir galiskiciv. Yalan sdylivorsa

yaianc: oldugunu dogru bir bigimde soyisdial igin dogru stvier. Bu da bir geligxidir

Ikincisi Ardnmis paredokaudur.
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- Babamz taniver musunuz?
- BEvel,
Su &l adam: taniyor musunuz?
- Hayw
- Bu 60l adam sizin babarizdir. Oyleyse siz babaniz hem tamyor hem de ta-
nimiyorsunuz. 8u da bir celigkidir,

Besincisi yiginia ilgilidir,

- Bir bugday tanesi bir vigin vapar mi?

- Hayir.
- Ik bugday tanesi tis vigun yapar mt?
- Hayr,

bigiminae scru tekradanir. Bu sekiide kargumiza vz milyon bugday tanesinin de bir
yigin olusiuramayacad ya da bir vidin bugdayin bir tans bugday tanesindan clusiugung
kabul simek zorunda kalinz.

Altine ifade boynuzla ilgikidi,

- Boynuzunuzu kavbeiliniz mi7 Cger "evel” derseniz, dyleyse boynuzunuz vardi,
iargilig verilir, Eger kaybstmedim derseniz, ovlevse kaybetiiginiz seyiniz vard: karsie
verilmis olur,

Sapsiz Hades! sdyledin. Bir adamin timiyle sacaiz olabiimesi icin bagindan kac
sag cekilmelidir? Bu adarmin basindan bir aag simalda bu adam sacsiz almaz. ki, g,
dért, .. sac almakla da sacsiz oimaz. Oyleyse bir insarin tim saglar alinsa da o adam
SACHIZ OImaz,

Eusytug (1 O, V. ylzyd), Tarentum ya da Croton'da dofimus bir matematikel ve
Pisagoreu bir disintrdiir. Pisagarcu bir okul agarak burada matemaiik ve Fisagoroulug
dgrattigi bliifnivor. Saydar kurami Ozerine galismalan vardyr, Sayilan dogru parcalan
la gBstarivordu. ki sayirin carpimini alan ve g savimm carsiming da kacim alarak
yorumiuyardy, Matematikie simgelert kullanarn ilk Yunanh matematikciydi. Cok sayida
Pisagorcu irenct yelstirmistic. Cehiekral, Xenophi, Diocies, ... gibl son Fisagorcular
onun matematikoileriyat, Ona gire sayilar soyut dedil, birer sormut kavramiard:,

Agatharehss (1 O, 470 willan), Atinall bir ressam, saratkar ve geometrici birisidz,
Perepefkillt il tanitan vo  woplavan Bivsidic Bezir'ennda gaometiiyi ve izdliglin
S Al L lasmak lanmne Zalisaim geomeisn 14 ez ianien bins olaral gegrmisin,
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Philalaus (. O. 460 yillar). Pisagorun stylediklerini ik kaleme atan iridir. Kita-
Binda Pisagorun dustneslerinin yaninda matematigi de vardiy. Golge saalfi (izerine
yaptidl calismalan vardir. Euclides'in birinci kitab paraielinds yazdigi kir vapiting Efla-
tun elde ederek sakiarmistir.

Zenon (1O, 485 - 438), mantik ve matematikte dnemli gdrevier Gistlanmis olan
paradakslanvla ln yaprmig Giridir.

Antiphon (1. &. 480 - 411), matematikte cok seyler yapmigtir. Dairenin alansm bu-
lan ilk Yinan bilginlerinden birsidir. Dairenin alanini daire icine giziimis dizgin gokgen-
lerin alaninin kir limiti olarak distnmUstlr. Limit s6zeiiglini Archimedes gibi lultanma-
mistir ama, yaphar islern bir limit groblemidir. Buna bagl alarak gemberin gevresini de
hasaplarmistir. Dairenin karelegtiriimesi problemi Gzerine de ¢alizmistin. Onun bu di-
stincesi daha sonra sonsuz kilglxler hesabmi dogurmustur.

Hippoersies (. O. 470 - 377), Chioslu olan Yunanit bir matematikgidi, Coslu olan
Hippocrates (1. O. 460 - 377) doktordur. Bizim buradaki Higpocrates'imiz matematikai
olanidir. Kendisi Pisagarcyu bir dislnir ve matematikgidir. Geometrinin Elemanlan
isimli kitabi, Euclides'ten ylizyli 6nee yazmigir, Bu nedenle [k geometri kitabi yazan
Yunarh matematikel clarak bilinir va bu kitabyla Gnlll olmustur. Dairenin karesaliestin-
mesi probizmini ayciklarla karelemeye ¢alismig, Szel halde kareleme olmus fakat ge-
nelinf yapamarmistin. Delian problemi olarak bilinen kiipdn katianmasi problemi fle de
ugrasmistie. Okulunda okuitugu ik gecmietr) Kitabimnda geometrik sexkilizri hatficrle
isimlendiren odur. P noktas), AB cogru parcas:, ABTC Ucgeni ya da ABCD dikdbrgen
gibi deyimleri Hippocrates Kullanmistir. Gemberi ve daireyi en inca nokialarina kadar
Hippooraies incelemigti. Bununla iigili cok sayida dnierme ve teorem [spatlamizgtin.
Bu tecremierin ilmd daha sonra Euclides'in kitabina aynan gecmistir.

bBemoeritus (1. O. 470 - 360), Trakya'da Abdera'da degmus bir distniirden cok
atomezu ve matematikel biridir. Dogu kilimierini 8§renmistir. Matematiksel yontemi
berimsemis, cok sayida geometrik ispatiar yapmistir. Fizik ve kimyada gecer!i alan
ve ondan dnce ortaya atilan atomeulugu savunmusiur. Maddelerin atomlardan olusiu-
gunu, en kiglk cisimierden yildiziara kadar her seyin hareket halinge olduguni: séy-
lemisiir.

Etisli ippias (1. O. 460 - 309), esld ¢agd Yunan felsefecisi ve maiemaiikgisidir.
Usta bir geometricl oldugu kadar usta bir arimetikgivdi Buldugu bir egriyle bir aziy
istenilen esit parcaya bélmesini basarmist. Kuvadratriks ismi verilen bu egri daba
gonva Dingstratus (1. O. 350) ve Micomedes {1, ©. 240) tarafindan da kulianiimistir.
Kuvadratiiksin Hippias'a ait clmadigini soyleyenler de vardir,

Euclides (1. O. 4407 - 3607), Yunan matematiginin ve Iskenderive okufunun en
blylklerindan birizi ve Elemanlar ssiml on g kitabindan bagka vapiilan da alai blyik
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geometrici ve matematikci Euclides'ten bu bilgin farklidir. Tim Ulkeleri gezmisg, gittidi
yerlerde matematikgiler ve astronomiarla gdrismils ve onlardan cok seyler 8grenmistir.
Atina'ya gerf dénlince gezdidi yerlerde &&rendiklerini uzun uzun anlatrmghr. En dnemli
yant, matematigi bilimin itkelerinde kullanmak ve analiz ydntemleriyle agiklamak of-
mustur, Bu nedente matematige hizmeti clmus ve matematigin gelismesine hizmet
etrmistir.

Archytas (I. O. 428 - 348), ltalyan'da Tarentum’da dogmus (nli bir Pisagorcudur.
Geometri dedil yalniz aritmetik derdi. Ispatlarin aritmeiiksel olmasint savunuyor, ancak
bu halde doyurucu olurtar diyordu. Euclides geometrisine ik kargt ¢ikan bir aritmetikgiydi.
Beiki de Euclides geomeirisinin aksiyomlarla kurulmasina karsi cikiyor, geometri de
cok az aksiyom kullanitmast digtncesini savunuyardu. Onun bu dUslincesi andan
2200 yi sonra Gauss, Bolyai ve Lobatchewsky tarafindan gbriilecekti. Pisagor'un
tarikatina girmig, yakilmaktan son anda kurtulmustur. Matematikeiliginin yaninda iyi
bir yénetici de olmustur. "Ben kizarsam sen mutly olursun” s6z{ ona aittir. Euclides'in
Elemanlar kitabinin VIII. kitabinda Archytas'tan cok sayida alinti vardir. Yedi yil boyun-
ca yasadid kentin baskomutanhigini yapty. Pisagor gibi sayiciydi ve Pisagorun kurami-
ni deneysel g&zlemlerle bagdastirmaya galisti. Kipuin katlanmast problemini (g boyutly
bir model kurarak ¢ézdi. a: b = b : ¢ = ¢ : d biciminde ifade editen bu oranlarim milzik
armanisine uygtladl. Seksen tki vasinda bindidi bir geminin firtinadan batmasi sonueu
bogularak 8ldil ve cesedi sahilde bulundu. Geometriye iliskin cok sayida eser verdi.
Buglne kadar aitmis yapiti gliniimlze kadar geiebilmistir. Yapittar, kiipln katlanmast,
- mizik, aritmetik, astronomi, varitk, bilgelik, ruh, duyy, yasa, adalet, ahlak, mekanik,
farnm, egitim ve fulitler gibi konulardir. Dogal sayilarn karakdklerini 6grencisi Theodorus
ile birlikte pergel ve cetvelle iik gizen Archytas'ur. Verilen bir kKipin hacminin iki kat)
hacimdeki kitpln bir kenarinin hesabint pergel ve cetvele vardim ederek itk kez ¢ozen
Archytas olmustur. Yaptigl ¢dzdm timiyle geometrikii.

Effatun (i. O. 427 - 347), Yunan bilginferinin ve ditsiindrlerinin en bilyidadir. Eucli-
des geometrisini en iyi bilen ve onu uygulayan hatta Euclides gemotresindeki disiplini
sadlayan Eflatun'dur. Geomeitri bilmeyen bu okuta giremez yazisim akademinin kapi-
sina yazcdhrmigtir. Yasaminda gutdiigia gdrilmemistir. O her zaman ciddi, diigiincali.
kendine giivensen, sadlik ve iri yapil olarak yasadi. Kendisinin 8zgln matematik bu-
lugu azdir. Matematikgiteri korudu. Gok iyi diizeyde matematik bilgisi vardi.

Theaetetus (I. O. 4157 - 368}, Atinalt bir bilgin ve matematikgidiv. Euclides geometrisi-
ni ¢cok iyi bilen, kah cisimlerin hacimleri Uzerinde ¢alismalar yapan tsilin zekal biridir,
Theaetetus, 6@retmeni Theodorus gibi irrasyonel uzunluklarla ¢calismalar yapmistir,

£udexus (1. O. 4087 - 355), Knidoslu bir ditgiinds, astronom ve matematikgidir,
Onu Afing okuiunun deinct blyik matematikeisi alarak kabul edarier. Birnci amg
matematikgi olan Archytas '+ yvaninda 8grenin gdrdil. Budoxus'un degen
ler ve onu ikerayan Eligiin oimusicn Matermatic digindr ip 0grenimi yapmss «

e bt
=30 W Di-

2 doktor
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oimustur. Tutarl ve ciddi astrenomi cailsmalan yapaegin. Galile ve Newion gibl gézle-
me, deneye ve majematige dayanmavan fikir, dislinca ve goriisleri hos gérmemis
ye inanmamistin. Eudoxus, alan, hacim va bazi cisimilerin yizéichmierini bulmus ve
bunlar hakkinda birgok tearem {spatiamisin. Glnes saatini oulan, vilin 355.25 gan
oldugunu sapiayan ik matematiicidir, Archimedas aksivomunu ona borgiuyuz. Euclides,
arantt kuramini Pisagorculargan dedil, Eudaxustan alistiy, Proclos ve Archimenes'e
gdre, Euelidesin, V. va XiI. kitaplarun tmi, Vi, X ve XU Kitaplarinin da birgok ka-
Imnt Eudvus’un palismalanndsn yvararlanarak yazdmistin Euclidesin diger kisaplarinda
da Eudoxus'tan alintilar cok lazladir, Yalniz glizel dil ve belli bir mantik dizeni Eugli-
des'e aiitir. Alan ve hadm heeaplannda tlikems ydntemint ik uygulayan vine Eudoxus
olmusiur. Thketme yantemi Evdoxus'tan sanra Euclides, Archimedes ve digerier tara-
findan bagaril bir bicimde uvgulznmasi. Eudoxus'un bu yéniemi daha sonra Newtorn
ve Leibniz ile iki bin il sonra yeniden ortaya gikmigtiy. Integral de her kapryr agan bir
anahtar ciarak kullandmistiv. Aliin oranlar ga crun tarafiindan incelenmigtis,

Aristoteles (I §. 348 - 322), her konuda kitaplar yazmis Yunanh bir bilgindir,
Bizio icin sembolik maniik ve matematilisel martk nemlidir. Opiik ve astronomive
iiskin vapilarinin isimlerinin amimas| yerindedir. Aristoteles, diger dallarda oldugu
pibi matematik tarihini de toplayarak bir kitap yazmigiir,

Mensechmus (1. O. 375 - 325), Eudoxus Slince onun okulunun bagina gecti. Bu
okuldza uzun yilisr geometri dersler verdi. Blyiik iskender'in dzel &gretmenivdi. Mats-
maiikte konikleri ik inceleyen Menaechmustur, Konikler konustnda ondan dnce galig-
malar yapilip vapiirmadigl belli degildir. Koniyi sabit iutarak degislk diziemlerla kesisim-
lerinin birer Konik cldugunu belirier, Kanikiarin cizimierin de vine o gostermigtir, Konlk-
lari kesistirerek kiplin katlanmas problemine cdzim getirdi. Geormetride dederini ko-
ruyan ok sayida ispatian vardir, Menaschmus'un bu géziimlerinden Athazen ve Omer
Hayyam cok yararlanmistir, En gskix® = k bigimindeki kGbik denkiemi Menaechmius
yazmistir, Fakat Menaechmus'tan tam iid bin yil énce Mezopotamya da kipleriz ifgili
kit tabletler vardir.

Eudemis (. O. 335 villan), Kiorish bir matemaiik tarhcisl ve dokiogur. Matemaiik-
te kendisinden énce neler yapilmissa oniar vazmist:r. Eudemus'un matemaiik tanbini
bizlere Froclus (415 - 4B5) lietmigtir.

Dicagarchus (1. ©. 7 - 285}, Messinalidir. Geometrik sekilledn slamian Gzerine
ve diziemsel geomeiriyle ilgill kilaplar yazoig ve bunlayi cograivaya uvgulanighr.
Bu dénemds yasayan ve ayn' buisimde bir matemaiik taringisinin daha oiduguny
lamblichus (7 - 230) bize bildirmskiedir,

Autalyenus (O, 330 yillan;, matematik tarihine kaleme aldig ki astronomi kita-
biyle girmistin. Bu kitaplan kirk Og dnerme icedr Bunlar onun Yunan malemaiijinde
vazilimis an askl catismalardin,
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Caflippus (1. O, 225 viilary, tam oy geamieliicl nimasa bile iy astronamilc anzlan-
B yammsiin

Euchides (1. O. 330 - 250), Eski Yunan rretemaliivin ve iskanderive okuiinun
e e ve verimi vapiiiann verern matematikcisicir. Elemenie il on Go kiiabmdar
haska yamrtlar da vards, Yenan matemaliginin aézde matematilkeilennden birisidin,

Aristark (1. O. 310 - 230), Yusan asilli bl astronomaur

Archimedass ([ O, 287 - 211), ddnvanm gelip geom's en bUyik dehas, maternati
cisl, fizikgis! ve mekznikgisidr

Erstosthenes (I Q. 276 - 194). Yunanh bir astronom, cofiratvac:, matematike;
v cdsOnuriiote. Asal savilann Bulunmasina varayan Eratosthenes siedin buldy ve
SUnyaTnes vancapin ve cevrasin’ hesapiadl.

spohionias (1. O, 262 - 190), konikierin sekiz yizin Gzeninde dzelidini inceleyen

ve Kitaplar vazan Yunani oir matematiceidin. Yapilannim cogu bize Pappus terafindan
iistilmistis,

Nicomedes (. O. 180 villay), ddnaminic en iyl bilinew ve patiak olar gecmsticile-
rinden biidly. Konkoit denen midve kabuguna barzeven efirvie bir acwy (i s5i parcs:
ya pdlmustln. Bu konkoit ile kimin <adanmasg) protiemint de czmlistiy Peiseus nake
wnda ¢ok az bilgiler olmasing kargin, Nicomesaes ve Diocles'in yasamiar hzkkida
biraz bifgs varcir Bunlan Heron'un ve Gerainus un yazdikiarndan Sgrenivariz. | O.
200 ile 1. ©. 100 wilan arasinda Hypsicies yasam st Hypsicles, Euclides’in Elemeats
isimii sevising on doralnelt ve on hesing Kitaplan ektemistir. On besing kitahin ona
atoimasifi da sdyieniv. On dérdinell Kiag, divzgin kabfar Ceerinedin. Bo tearamlerin
sawvisl vedidir, Poligonal savilar, dizi ve serilter iie belirsiz denklemierden olusmustiic
Onun ilk gdz adns: astronomiciy Batdlilerde odugy gibl 580 takanh say sistermi
killlamir. lxingl kitaly Yuran matemiatiEin en vl tantan biv vapity,

Hipparchus (. O 160 - 127), Yunan astonomu ve matematikeisidiz Iznik dogum-
fugur Trigenomastiyvt 1k kiran Gstin zekel Giidin. Hozanhus deeiine olan biglier Amas-
wall Strabor (1 866 - L 8. 24) farafingan veriimizin Astrolabu Hipoarchus saratiidan
glfundudura inambr, Hipgarchus'un vapillar dsha sonia Plolemaias'n vapitiannds
SOX QEGET,

Steabon (L O 84 -1, 5. 24}, Opll bir gograivacicie Postus Flum [mparzorugu
dbnemisce Amasya'da yasamizhy. Kendls: matematike degikdi ama, gazdidl verlsniz
2 yErelerin matemalikiarini ve matemialiv tarhlenir aerlemistis

Gerinus {1 O 77 willan, ook savida matematikeinin ve astranomin calismaiann:
cerlaversl maemaliz anasl vazmisn.
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Dionysodorus (i. . 50 yillarr), Trabzonlu bir geometricidir. Kiirenin verilen bir
oranda ki parcaya biélinmesi prablemine farkl: bir gézim ydntemi getirmigtir. Bu prob-
tem aslinda Archimedes'e aittir. Archimedes’ten sonra bu problemi Diocles de ¢ézmis-
tar.

Diodorus (1. O. 8 yillar), matematik tarihi de dahil olmak Uzere tam kirk kitap
yazmistir.

Pliny (23 - 79}, icinde matematik ve matematik tarihi de olan otuz yedi kitap yaz-
rmistir. Plutarkhos (45 - 120) da tarihgidir. 227 eseri belirienmistir. Icinde matematik
derlemeleri de vardir. Matematik tarihi agisindan kaynak bir kigi olarak gésterilir.

Frontinus (40 - 106), matemati¢i uygulama alanlarina yénelmistir. lyi bir matema-
tikgi mihendistir,

Serenus (70 yillary, silindir ve konik kesitleri {zerinde caligmalari ve kitaplan
vardir.

Heron (1. yizyll}, Misirh geometrici, mekanikei ve tam bir mithendistir. Matematik
Gzerine cok sayida kitabr vardir. Heron gcesmesi giki gok sayida mekanik aletin bulucu-
sudur.

Menelaus {i. S. 1. yluzyil}, kiiresel (iggenleri ve kiresel trigonometriyi bulan is-
kenderiyeli fakat Roma’'da yasamis bir matematikgidir. Alti kitaphk bir seri yazmgtir.
Bu kitaplar daha sonra Sabit bin Kurra tarafindan Arapcaya gevrilmigtir,

Nicomachus {100 yillari), aslinda blylk bir matematikei degiidi. Yazdid! ders
kitaplart gok tutundu ve ¢ok baskilar yapti. Diger bir calismas: da Euclides’in Elemanlar
{izerinde yaphdi arastirmadir. Sayilar kurami fizerinde yaptigh calismalar daha sonra
Sabit bin Kurra'yt etkilemistir.

Cok sayida kitabin yazar olarak bilinen Theodosius (100 yiliari), iyi bir matematikgi
ve astronomdur. En iyi kitabi klirenin geometrisi Gizerine olandrr. Bu kitap 1675 y'inda
Isaac Barrow tarafindan Cambridge'de yeniden yayintanmistir. Bu kitabin daha dnce
Latince ve Arapga cevirileri de yapilmigti. Gdlge hesaplan Uzerine de galigmalart var-
dir.

Hyginus (120 yillan), arazi 8lcimciisii bir matematikgi ve mihendistir.

izmirli Theon (125 yillar), aritmetik ve astronomi Gzering kitaplar vazrmstir, Arit-
metik kitaplari Nicomachus dlizeyindedir. Fakat onun kadar diizenli ve sistemli degildir.

Ptolemaios (1.S. 108 - 168), Yunani bir astronom, matematik¢i ve codrafyacidrr.
Piolemy ya da Batlamyus’ olarak bilinir. Tam kirk yJ fizik, matematik, cogarafya
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ve felgefe caligsmistir. iskenderiye’de gdzlemler yapmus, Hipparchus ve Eflatun’dan
gok yarartanmistir, On g ciltlik eseri Arapgaya cevrilmistir, Bazi kitaplan zamanimiza
kadar gelmesine karsin kaybolanlar da vardir, Bazi kitaplarindan bazi parcalar zamani-
miza kadar gelebilmigtir. Kitaplarinmn sayist tam clarak belli degildir. Haritalar ve gok-
ylizl gizimleri vardir. Kopernik ve Kepler'e kadar gbrlsleri egemen almustur. Cok sa-
yida yildizin gézlemini de yapmustir. On (g ciltlik eseri daha gok Almagest olarak bili-
nir. Astronomi gdzlemleri icin gok sayida araglar yapnistir.

Marinus (150 yillan), Hipparchus'un galismalanni daha ilert gétirmdistiir. Matema-
tiksel cografyantn bulucusu olarak bilinir. Marinus, cografyadaki yerleri buglnki gibi
iki koordinatla vermigtir. Bunlar daha sonra enlem ve boylama kargifik gelmistir.

Diophantus {210 - 294), iskenderlye’de yagamig Unlil bir matematikgi ve cebircidir
On Ug kitaphk bir dizisi vardir. Denklemleri sembollerle ¢ézen bir matematikeidir. Babil-
liler gibi denklem ¢ézimlerinde isaretler ve gdsterimler kullanmistir. Onun bu ydntemi
daha sonra Rénesans matematikcilerini cok etkilemistir,

Porphyrius (232 - 300), Suriyeli bir matematik¢idir. Yasamt Alina ve Roma’da
gecmistir. 300 yillaninda Istanbul'da Slmistir. Pisagorun yasam 6ykisini yazmigtir.

Pappus (285 - 7}, Yunan matematiginin son en blylk matematikeisi ve derlevicisi-
dir. Yasam! hakkinda fazla bir bilgi yoktur ama yapitlan onu tanitmaya yeter. Matematik
Detlemelert isimli yapiti Yunan matematiginin kendisidir. Euclides’in oldugu gibi diger
Yunanhiarin verdigi thm eserlerin yok olmasin Pappus &nlamistir. Onun dsrlemeleri
gelecede 1sik tutmugtur. Bu arada kendi 6z yapitlarin da sergilemigtir. Pappus teorem-
leri buniara en iyi drneklerdir, Dizlem ve uzay geometriden tutunuz da harmonik bél-
meler, tegetler, kire ve silindir uzayp gider. Pappus’un, Euclides tarafindan yazilan
irrasyonel sayilar kuramina iliskin yapiti ancak Arapga gevirisi ile ginimize kadar
ulagabiimistir,

Iskenderiyeli Theon (370 yillart}, ilk kadin matematikgi Hypatia’nin babasidir,
Euclides'in Elermnents isimli yapitlanni yayina hazirllamig ve yayinlatmistir. Piolemaios'un
yapitlari (zerine yorumlar yazmistir. Altmig tabanina gére karekdklerin bulunmasina
fliskin bir yéntem bulmustur.

Domninus (450 yillart), aritmetik, felsefe ve optik kenumlarinda kitaplar yazmistir.
Geometride, Fuclides’in izledidi timdengelim yontemini kullamyordu. Oysa Nicomac-
hus timevarm ydntemini kullaniyordu.

Hypatia (370 - 415), Iskenderive okulunun son disiindrl ve matematik tarihinin
ilk kadin matematikgisidir. iskenderiye papazi Cyrille'nin kiskirttig halk tarafindan tas
ve sopalarla dévllmiis, derisi midye kabudu ile yOzilerek tiim viicudu parcalanmis
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ve sokaklara atiimistir,

Brokios (410 - 485), eski Yunanl: giistndriesin sonuncusudyr. [stanoulda slimis-
iiir. Matemaligi Iskenderiye'de Haron'dan dersler alarak ddrenmis va iyi bir matemaitke
nlmusiur. Biraz elsanslers inanmistr. Matematik tariki konusunda bir kilap yazmiglir
ama bu kitap gunamiize <adar gelememisily, Eucides'in kitapiarnain en iyi yorumlar
Froklos yapmisii. Zski Yunan matematik iarihine iliskin vazdmig en glivenilir ve apk
kaynak Proklog'un yapitiandir. Bu yapilar daha sonve 1873 yilinds Laiozig'de G.
Friedlgin tarafindan bastiriimistir. Eudoxus’tan fam sekiz ylzyil sonrg onun hakkinda
itk [itap yazan biridirn, Eudoxus'un gemaotride cok sayida iearemi ispatiachgm, endi
ismini soylemaeden attin orantar kullandiging yazmistiz. Onun matsmatik tasinine gecist,
Yunan matematiding incelemel ve glirtimilze geimesini sadizmakla olmusiir. Diziemsal
agriler ve ariirmetik kitabi da vardi

Capeils (420 - 490), Cassidorustan ¢ak az Gnee parlamghn Anstkiopedi vazar)
olan Capella bu ansiklopedisinde ariirmelik ve geomeln konulanna genis oir yer ver-
miisiir

Boethius (470 - 528), alya'mn yetigisdig en blyvlk matematikgilerden birisidir,
Yunancadan yaolid matematiic cevirferyie Grill olmusiurn Yazdig matematik Kitaplan
manasty okullasnda yizlerce yvil ders kitabt olarak ckutulmustur, Rama'da uzun villar
konsillik yapt. Ayni zamanda devlet adam: ve voneticiaidiy, Kend achigi tartismaiar
ylzinden idam edimistir.

Cassidorus (480 - 585), dilbilim, gizel sanallar, antmetik, georetn, astronomi
ve mizik Uzering Kitaplar yazmistin,

isidorus (570 - 634), yedinci vizyilin en nil ansiklogedi yazarndir. Tam yirmi
kitaotan olusan bu serinin dglined Kitalr aritmetik ve geometrt konulanna aynimigtin.



gagriin kapangidn gbeiriz. Clink, 1O 1L vizyilda Misr'oaki pelitlk vénde k83 ge-
lizmeler ve anargix oriam ou olaidakn bilimesi galismalan sdnddnmis, bl adamizn
herianmig ve gofu da sirliimis ya da kendilen kagruglardic lskenderiye akuiu Sazining
yitirmis, Biraz clsun Atina okulu wopzranmests, Diopnartus'a (250) kadar Yunanhiarda
dniemili Gir caliema gergekiestifilamez. Yapilan calismalar daha cok derleme tirinds
savilabili.

tartacalilar ve Romalilar arasindaki Pén savaslan | 0. 264 ile 1. §. 148 villan
arasirda de ddrem olarak slrmdstln Karasallar kaybetmis ve Remal ar kuvweten-
rnistiz, L . 212 vilknda Archimedes Romal bir asker avafindan sidiiriimis ve insanlik
tam ki iz yil stren bir Karaniilk cada girmisiin. Misirds suidnan bilzintedn ol kismi
Afina’va, bir kism Istanbul’s ve oir kism da frar'a kagaglard:s

Bu dénemde eser veren Meneglaus (169), Pappus (3001 ve Fracius (411485
aibl maiematikiled goririz, Menelaus kdresal pgenler ve Kiresel tigencmatriyi
peliziirmistis. Pappus kend: ismiyle bitinen simidin hiaermin verers formiil bulmustus,
Proclus daha cok derlemeiern fdo dniddis

2. DIOPHANTUS

Yunen matematiginin son femaiicilerinia en yenilikel alan: Diophantustur (210
204y, Matemafif: ve problem gozmeyi cok seven arkadas Dionisiug, Dleghantua'un
rmgzartasing sunlar vazdirsier, Yasamimin aitide bir cecuklugudurn, On ikide biinden
sonra sakal biraknistl. Yedide oirinden sonra sviendl Bu eviiliginda= bas vil sanra
bir ofily aidy, ©dly, babasinm van yasinga 5idl. Baba, anzar dirt vil daha vasayabidi,
Eder Digphantus’'un vas: x ise,

1 T
g)&kﬂ_ﬁ?&+%—‘€vfﬁ+‘£'ﬁ & =X

denklemi yaziir. Denklem clzliltrse ¥ = 84 o.amak bulinuy
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Diophanius'un en bilyiik yapit Artrmetik isimil kitabicir. Baoilillerden sonra en
iyi cebir kitabi budur demektz fazia bir abartma yokior. Aslinda Aritrnetik 13 kitap ola-
rak yazilmisti. Ancak bu on ugkitabin yalmiz altl tanesi orijinat elarak zamanimiza
kadar gelebilmisiis. Bu kitaplar cok erken kaybolimuslardir, Onuncu vlzyilda bu kitaplara
bir daha rastlamimamisiir. Aragcaya da ceviilmemis olmal, Cink( Arapca Kayvnaklarda
bu kitaplara rastianimaz. Zamanimiza kadar gelen altl kitabindan da baz) pargalar
gintimize kadar iletilmistic. Haita bazilannin sadece icerkier bilinmakiedir. 8sillay
yoktur. Diophanius teoremlerini {opladig) Porizmalar isimli kitabsren ®ml kayiptis.

Diophantus'un Aritmetil isimii kitab1 Rhind Papirlist gib! 189 tane problemin gé-
ziimiinden olusur. Burada bazi problemlerin cozim yéntemlerl tanily, Prablemlerin
gozdimlarinin kolay anlasilimass icin bazi kisalttmalar vagyordu, Matematigin herkesce
anlasilmasi igin veni bir simgeleme yontemi alusturuyor ve kullandigs bu simaelerin
ne anlama geldidini tarmtivordu. Mafernatikte lk sembolleri kulianan Diophanius olmus-
fur. %, s, katsay, ssilik gibi maternatiksel kavramilan kendine zgl Yunan harfieriyle
isarst edivordu. Buna bagh clarak probiem ve denklem gdzomlerine daha valin biy
yantem getiriyardy. Diophantus'ca da vainiz pozitif rasyonsal sayliar vanit siabiliyordu
Diophantus'da negatit kavram da yokiu. Oysa gikarma icin kullandig gdsterimi vardy
Ornagin V. kitabundaki 2. problem 4x + 20 = 4 bigimindsydi, x = —4 kakin( edzimi
oiznakl degildir dive yerumluyordu. Zaten onde her soru kend! affabest icinde ¢oziili-
yordu. Simdi bunlara iligkin baz drpekier varelim.

1. kitapta 17. prabiem: User (icer toglami 20, 22, 24 ve 27 eden dirt sayi bulunuz.
Dinphantus bu problemi kendi yantemivie style cozer, Bu déit sayimin toplam:
¥ ise, bu dort say1 x — 20, x - 22, ¥ — 24 ve x — 27 oiur. Bu sayllann woplami x alaca-
gingdan,
X=X =20) + (x = 22) + (x=24) + (x - 27)

denklemi yazilir. Buradan 3x = 93 ve x = 31 gelir. Buna gére tu dirt say1 11, 9, 7 ve
4 olarak bulunurlar.

il. kitants 8. problem: Karelerinin toplami 16 olan iki say! bulunuz,

Caiziim: Sayilardan birisi x* ise gifiert 16 - x° elur. Diophantus, her ki yandan
16 sayisinin gitmesi igin (2x — 4)° bisiminde bir tamkare sayl secer. Buna gére

16— = (2x —4)?

yazilir. Bu da 5x° = 16x demekiir. Pozitif ¢dziin icin x = 18/5 gelir. Oyleyse x° = 256/25
ve diger 16 — 256/25 = 144/25 olarak bulunur.
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i kitapta 20. problem: Biri digerinin karesine eklendiginde kare olan iki say:
bulunuz.

Gozim: Diophantus bu sayilan x ve 2x + 1 biciminde seger. Bu halde x degeri
ne olursa alsun birinci halde
XX+ (2x+1) = (x + 1)°
ve ikinct halde
(Ox+ 1P e x =4x7 + 5x + 1
yazilr. Bunun bir tamkare olmasi igin {2x — 2)° olmasint kulianirsak

A% 45X+ 1= (2x~2 =dx® - 8x + 4

yaziltr. Buradan 13x = 3 ya da x = 3/13 gelir. Buna gére istenilen sayilar 3/13 ve 19/13
saytaricr.

ii. kitapta 13. problem: 6 ve 7 sayilan ¢akinldi@inda sonuglar birer kare clan
bir say! bulunuz.

Cozim: Bu say: x olsun. Problemin ifadesine gdre x — 6 = a° ve x — 7 = b? olma-
lidir. Yine Diophanius’un ¢ézim ydntemine gére a° — b° = {a + b} (a ~ b) dzdesligi va-
zilir. Diger yandan, a® —b? = {x ~ 6} — {x = 7) = 1 olur. Burada a ve b sayilarini bula-
cak sekilde uygun carpalar seciimelidir. 2 ve 1/2 sayilan carpanlar olarak secilirse
a+b=2vea-Db=1/20lur. Buradan a = 5/4 ve b = 3/4 gelir. Buna bagl clarak

25 Q
=== v K—7=—
x=8 16 ¢ 16

yazilir. Buradan x = 121/16 olarak bufunur.

fil. kitapta 17. problem: Birl dideri ile carpilarak kendisi eklendiginde toplami
kare olan ki sayi bulunuz.

Céziim: Diophantus bu sayilar x ve 4x — 1 olarak alir. Preblemin ifadesine gore
x{4x = 1)+ x = 4x% = {2x)?
olur. Bu halde birinci kosui saglanmistir. Diger kosuliar da

X{AX = 1) + {4x = 1) + % = 457 + 4x — 1
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X(4x =1} + (4x — 1) = 4x° + 3x = 1
olur. Bu sonuglar da kare clmalidir. Yeniden Diophantus'un yéntemine dénelim.
a* —b® = (a + b) (a — b) dzdesligi kullaniiacaktir. Burada 4x% + 4x — 1 ile 4x% + 3x — 1

sayllan arasindaki farkr alirsak bu da x olur. Bu garpanlardan birisini 4x ve digerini
de 1/4 olarak alirsak a + b ve a — b ¢arpanlar

a+b=4x ve a—b:jI

olur. Boylece

yazihr. Buradan

gelir. Buniarin herhangi birisinden x = 85/224 bulunur. Béylece iki sayl 65/224 ve
26/224 olarak bulunur.

{il. kitap, 21. problem: 20 sayisim iki pargaya bdlintiz, Bunlarnin her birini kare
bir saytya ekledidinizde sonu¢ yine kare bir say olsun.

Cozim: 20 sayisinin iki pargast (1) ve (2) olsun. X% + 2x + 1 = (x + 1)? oldugu
her zaman dogrudur. Problemin ifadesine gbre

(1 +OF+2x + 1)
ve
2+ xP+2x+ 1)

toplamlan birer kare say! olmalidir. Diophantus, x2 + 2x + 1 sayisini 2x + 3 ve 4x + 8
sayillarina ekiedigi zaman bunlann

Cx+ 3+ +2x+ 1= (x+2° ve (@x+8)+(xf+2x+1)=(x+3)°

bicimlerinde kare oldukiarini gérir. Oyleyse bu parcalar 2x + 3 ve 4x + 8 alarak top-
far ve 20 sayisina esitlersek 6x + 11 = 20 yazilir. Buradan x = 3/2 bulunur, Boylece
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2x + 3 ve 4y + 8 ifadelerinde x = 3/2 degeri konulursa 20 sayisinin pargalan 6 ve 14
ofarak bulunur. Ekienecek kare say) da (x + 1)° = x2 + 2x + 1 ifadesinden 25/4 olarak
gelir,

Bu problem igin baska segenekler de vardir. Dicphantus x* sayisina 4 + 4 ve
6x + 9 sayilanni ekleyerek

Ax +4) + % = [+ 2)°
(63 +8) + % = (x + 3)°

bicimindeki kareleri yazar. Buradan x = 0.7 gelir. Bévlece bu sayilar 6.2 ve 13.2 giarak
bulunur.

Y1, kitapia 21. problem: Alam lle bir kenariin ioplami bir kKare ve gevresi kip
olan bir dik licgen bulunuz.

Caziim: Dik Gggenin kenarlan 2x + 1 ve 2x° + 2x ile gésterilivse, Pisagor teare-
mine gére hipotentis 2x° + 2x + 1 olur, Buna gore dik liggenin cevresi 4x” + 6x + 2
= 2(2x + 1) (x + 1) olur. Dikkat edilirse cavre ikincl derecedendir. Bunu kiip yapmak
zordur. Dlophanius, kdsegeninn (x + 1) carpanina dikkat ederek tim kenarlar x+ ¢
terimine béler. Bdylece kenarlarn

%C_'i'l , 2% ve .EX; i Zxﬂ
X+ 1 ¥l

alan veni bir dik cgen elde eder. Bu yen liggenin peviesi 2(2x + 1) ve alani da (2x°
+3)/(x + 1) olur. Problemin ifadesine gére (2x2 + x)/(¢ + 1) alanina (2x + 1)/(x + 1)
kenay eklenirse

2+ x  2k+1 _ (2x41) (6 + 1)

¥ P &3+ =a

yazilir. Oyleyse 2x + 1 bir kare ve 2(2x + 1) de kiip clacak bigimde bir x sayis| secilmeli.

Buna gore karesinin iki kat bir kiipine esii olan x sayisim bulmaliyiz. 2(2x+ 1) =8

seciminin yapilmas: agkbir. Buna gore x = 3/2 gelir. Buradan dik Gggenin kenarlan
/5, 3 ve 17/5 olarak bulunur,

Diophaius'a cebirin babas| gozi ile balklsa da tam sisternatik bir cebirci degildir.
Calismalarinda denklemierin belirli ya da belirsiz olmasing pek bakmaz. Kendine dzgi:
gdsterimieri vardir. Prablemierini ¢ok zekici cozer, Omedin, toplamiarn 20 karslernin
toplamy) 208 olan iki sayl bulunuz problemini gbzéntne alalim. Burada sayilarini ¥ ve
y gibi gosiermez ama kendi gésterimlering gére bu sayilan 10+ % ve 10 — x olarak
alir. Buradan (10 + x)° + (10 =x)" = 208 yazarak x = 2 buiur, Buna gére sayilar &
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ve 12 olmaldir sonucuna varir. Buna benzer clarak, toplamlar 10 ve kiipleri toplami
370 olan iki say! bulunuz sorusuna da benzer yéntemle ¢dzer.

Diophantus, x* = 1 + 30y* ve x* = 1 + 26y° yada x* =1 + py? bigimindeki Pell
ismi verilen belirsiz denklemlerle de ugragmistir.

Diophantus’un derledigi problemierin ne kadarinin kendisine ait oldugu belli de-
gildir. Yalniz bilinen kir gergek vardir. O da, Digphantus’un derledidi problemleri codu
Bakillilerden beri bilmeceler seklinde halklarin arasinda dolasan anonim problemlerdir.
Bu problemierin bir kismi Mezopotamya, bir kismi Misir ve bir kismi da dogru kékenlidir.
Hergeye karsin Diophantus’un bu problemlerf cézmek igin gelistirdigi gsterimler ve
czimler her tirld Svgliye degerdir.

Diophantus, Babillilerde oldugu gibi n® + n? = a tOrindeki denklemleri yaklasik
olarak kéklerini bulmay1 denemistir. Babillilerde kiiplerin ve karelerin toplamint veren
kil tabletier vardir.

Diophantus’un problemlerinin gogu belirsiz denklemler tirlindedir. Yani, elinde
k tane denklem vardir. Bu denklemlerde k sayisindan fazia bilinmeyeni bulunmaktadir.
Bu nedenie ¢ézimleri de cok cevaph olmaktadir. Ama ¢ézimiin tek oldugu halleri de
vardir, Ornegin, 1. kitapta 1. problem séyledir. Tolamlan 100 ve farklan 40 olan iki say
bulunuz. Eger kitclk sayr x ise ¢dzlm 2x + 40 = 100 denkleminden x = 30 olarak bu-
lunur. Diger say: da 70 olmalidir.

Diophantus’un cebirinde negatif gésterim ve negatit sayilar olmadi§) icin eksi ile
eksinin carpiminin artt ve eksi ile artinin garpiminin eksi oldugu yoktur. Oysa bu ¢arp-
malar Hintli matematikcilerde vardir. Diophantus ayrica ikinci derece denklemlerinin
chzimlerini de bilmemektedir. Oysa bu denklemler Misir ve Babillilerce ¢dzilmistdr.

Diophantus b < a oldugunda, x+y=avex—-y=hisex={a+b)2vey=(a—
b)/2 ¢oztimierini bilmektedir. Bunu daha ¢cok 2x =a + b formUld bigiminde yazarak
cdzmektedir.

L kitapta 5. problem; v +v=a ve uf+v/s=Db tirindeki denklemleri de ¢bz-
miigtir. Omedin a = 100, b = 30, r = 3 ve s = 5 isa dnce a/s < b < a/r olmah demek-
tedir. 100 sayisinin kinci pargas! 5x olsun. Oyleyse ikinci parca 3(30 — x) olur. Béyle-
ce, 90 + 2% = 100 denkleminden x = 5 gelir. Buna gbre sayilar 25 ve 75 olmalidir.

Diophantus, 1. kitabinda x + y = a ve X° + y? = b olan problemleri de gézebilmektedir,
Bunlardan bagka x £ y = a ve xy = b tirlindeki denklemleri de ¢dzebilmekteydi. Daha
dnce bu tilr denklemlerin Misir ve Babililerce de ¢éz0ldlglnl gormistak,

Ornegin, toplamian 10 ve karelerinin toplami 208 yapan sayilar nedir? Diophantus
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U soruyu ¢ozmek izin bilinmeayenien 10 + z ve 10 — 2z clarak almaktacis Buna gore
200 + 2z° = 208 ve z = 2 sayisini bulmakiadir. Buradan say)ler 12 ve & olarak bulunur.

Eder herhangi bir sistem

hicimindevse yukaridaki iiirde denklem sistermnlerini ¢ézebiliyordu,
i« kitapia 27. problem: Toplamlari 20 ve careimlar 96,
i, kitapta 28. problem: Toplamlar 20 ve karaleri toplarm 208,
L. kitapta 29. problem: Toplamlan 20 ve karelet fark; 80 ve

i. kitapta 30. problerm: Toplamiari 20 ve carpimlan 96 olan savilar hep 12 ve
8 alarak bulunmustur.

fl. kitapta B, probiem: Kare olarak venlen bir sayiyi iki tane kare olan sayiva
avirmak bicimindadiz. Ornegia, 16 sayisini ild tane kare sayiya avinnmz.

Gézim: Ik kare sayl x° ise diger kare sayi 18— olur, Oyleyse 16 —x* sayisin:
kare yapacak ofan x sayisin buiacadiz. a bir tamsay| ve 16 sayisinin Kare carpanlarincan
birisi de 4 oldugundan, bir kenar 2x — 4 olan kare 4x° + 16 — 16x oiur. Buradan 4%
+ 16 —1Bx = 16 = x% olur. Her iki yana x® terimi eklenirse 5x% = 165 ya da x = 16/5
gelic. Buna gore bu sayilardan birisi 256/25 ve digeri de 144/25 sayisidir. By sayilann
ioplami da 400/25 = 16 olur

8u problem ashinda Diophantus'un % + y° = 16 biciminde yazilan belirgiz oir
denklerriidir, Bu tir problemlerle gl olanlar Diophantus'un 11, kitabinda gok geger.
Diophantus bu denklemin sonsuz 1ane cézumi eldudunu bill. Bu problemi genel aia-
rak x” + y* = b® olarak alir. Herhangi bir a dederi igin v = ax — b diyerel, b% - x* = a%°
— 2abx + b® yada 2abx = (a” + 1)x° yazilir. Buradan x = 2ab/(a® + 1) clarak bulunur,
ave b icin sonsuz gdzim oidugu acikhr.
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—5x1012
—5x10°
—6x108
—205x10%
~6x107
-2x108
-50.000
~25.000
~10.000
-5.000
—4.241
—4.000
—3.500
-3.000
~3.000
~2.775
~2.400
~1,850
—1.800
—1.700
~1.600
—1.350
~1,200
778
~753
~740
-585
540
-538
-467
~450
—430
-429
~427
-404
~399
—380

TARIH TABLOSU

Gunes'in clusumu

Ditnyanin ojusumu

Paleozik ¢cagin baglamasi
Mezoik cadin bagiamas
Sencizik cadin bagiangic
Insanifarin olusumu

Saymanin gérilimesi

Iikel geometrik sekiller

kel tarim

Neolitik medeniyet

Misir takvimi

Metallerin kullanilmasi
Tekerledin kullantmas:

Mistr Hiyorofif yazisi

Tekerlekli araclar

Mrsir takviminin gelisimi
Mezopotamya uygarhd

Moskow (Golenishey) papirlsleri
Harmurrabi kanunlan

Misir egemenligi

Mezopotamya kurallan ve Misirda veni Kiralhiklar
Altebeler, demirin kullamimy, Gilneg ve su saatler]
Misir'h Eudoxus

ik olimpiyat

Roma ticaretinin gelisimi

Homer ve Hesoid'un galismalar
Miletli Tales ve geometri

Pisagor ve geomettisi, Cin rakamlan ve Hint sayiiar
Bahilliter

Perikles devri

Parmenides’in yuvarlak Dinyas:
Zeng'nun GI0m{, Demokritus’un astronomisi ve Hippokrates'in atom kurami
Perikles'in $lumi

Eflatun’un dodurmu

Peleponez savaslan

Sokraies'in &l0m0

Eudoxus'un oranias
fdenslaus'un konik kesitler
Eflatn’un Hi0mi

e arive’ni~ kurulus

Arisio ve Demaosthenes’in dlumi
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311
—306
-300
-260
~230
—225
212
—210
—180
—140
-75
-60
-44
+75
100
116
125
250
320
324
470
485
529
622
622
641
662
830
901
8598
1037
1039
1048
1114
1123
1142
1202
1260
1265
1271
1274
12856
1303
1440
1453

TARIH TABLOSU

Mezopotamya uygarlid

Batlamyus devri

Euclides devri

Aristark devri

Eratosthenes devri

Apclionius devri

Archimedes’in 8lGma

Cin tas devri baglan

360° cevreli daire

Hipparchug'un trigenometrisi
Archimedes’in mezarinin Ciceron arafindan yaptinimasi
Paralellix postilatiari

Cesar'in 6l0mi

Iskenderiyeli Heron'un galismalari
Nicomachus aritmetigi ve Meneiaus klresi
Roma tirankk devri

Platonik matematik ve Ptolemy’nin Almagest’
Diophantus aritmetigi

Pappus’un topladidi matematik
istanbul'un kurulusu

Pi sayisimin yaklasik dederi

Proculus'un 8lima

Atina okuflarinin kapanmasi

Hazreti Muhammet'in hicreti

Hint'lerin sayilari

Iskenderiye kitiiphanesinin yanigs
Hintlierin calismalarinin Arapca'ya gevirisi
E! Harizmi cebiri

Sabit ibn Kurra'nin 8limi

Ebil Vefa’nin limi

Avicenna’'nin 8limi

Alhazer'in 8l0mi

El Biruni’nin 8l0m{

Bhaskara'nn 8lima

Omer Hayyam’in 8lim

Euclides eserlerinin gevirisi

Fibonacci aritmetigi

Jordanus aritmetigi

ingiltere’de ilk parlemento

Marko Polo’nun seyahatleri ve mekanik saat
Nasrettin Hoca'nin 810mi

Gézligin kesfi

Pascai ticgenieri

Matbaanin bulunusu

istanbul'un alinmasi



1472
1482
1489
1492
1492
1517
1526
1527
1543
1544
1545
1564
1572
1579
1595
1609
1614
1620
1629
1635
1637
1639
1640
1642
1644
1647
1655
1657
1658
1662
1666
1667
1668
1670
1678
1684
1687
1690
1696
1699
17086
1715
1718
1730

TARIH TABLOSU

Gezegenlerin yeni kurami

Euclides'in eserinin ilk basimi

+ ve — isaretlerinin Widmann tarafindan ilk kez kulfaniimast
Ondalikiarin Pellos tarafindan kullaniimasi
Kolomb'un Amerika’y kesfi

Binde reform

Scipione del Ferronun 8liimi

Pascal dggeninin yayinlanmasi

Tartaglia ve Copernicus

Stifel'in aritmetik integrali

Cardano’'nun Ars Magnasi

Galile'nin dogumu, Sekspir'in dogumu ve Mikelanj'in &iimi
Bombelli cebiri

Viete'nin matematidi

Pitiscus’un trigonometyis]

Kepler'in astronomisi ve Galile'nin teleskopu
Napier’in logaritmast

Blrgi'nin logaritmasi

Fermat ve kritik noktalar

Cavalieri geometrisi

Descartes devri -

Desergues geometrisi

Pascal'in konikleri

Newton'un dodumu ve Galile'nin 6lim(
Torigelli’nin barometresi

Cavalieri ve Torigellinin 810md

Wallis’in aritmetigi

Neil'in paraboll

Huygens'in sarka¢ saatleri

Roval Society'nin kurulmas)

Academie des Sciences'in kurulmasi
Gregory ve geometrisi

Mercator ve Logaritmasi

Barrow'un geometrisi

Ceva teoremi

Leibniz cevri

MNewton devri

Rolle devri

Bernoullitter devri ve L'Hospital devri
Rasin'in 8lamt

William Jones tarafindan pi sayisinin kullanitmasi
Tayior devri

De Moivre devri ve Fahrenhayt termometresi
Stirling formiil(l ve Reomir termometresi
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1731 Cialravi egrileri

1738  Danigl Bernoulli dewvri

1740  Biyuk Frederick devr

1742 Mactaurin devri ve santigrat termomairesi

1743 D'Alembert tlevri

1748  Euler davri

1750 Cramer kurall ve Fagnano elipsi

1752 Franklin'in paratonert

1767  Watt'in buharli maxinesi

1776 Hiperbolik irigonometr

1774 Oksijenin kest

1776 Amerika'tun bagimsizlide

1781 Uranlis gezegeninin kegli

1783 Suyun ayristinimasi

1788  Lagrange devr|

1782  Fransiz intiiali

1794 Legendre'in geometrisi ve Lavoisier’in givotinle baginin kesilmesi

1795  Monge geomeiris]

1796 Laglace, Mascheroni, Wessel ve Carnot davii

1767  Ladgrange'in anallzi devri

1798 Metrik sistemin bulunusu

1800 Volta pilinin bulunusu

1801  (Gauss dewvri

1803  Camnofun durumn geometrisi ve Dalton'un atom Kurar

1804  Napolyor'un imgparator clusu

1815  Waterlon savas

1817 Belzano devrl, Young ve Frensnel'in stk Czerine deneylsati

1826  Orstelin elektrik manyetizmay buiusu

1822 Poncelet ve geomelrisi

1826 Crelle dergisinin kurulusu ve Amper'in elekirodinamigl, Pliker, Gergonne'nin
dilalitesi, Abel, Gauss ve Jacobinin elipiik tonisivonlar:

1827 Mbbius. Plitker ve Feusibach in homogen keordinatlan, Cauchy'nin xarmastk
fonksiyanian

1828  Green'in elekinigl ve manyaiizmas)

1829  Lobatchewsky geometrisi va Abelin 6ilmi

1830 FPeacock cahir

1832 Bolyal geometiisi ve Galeis'nin diiml

1834  Sieinerin Berlin'de profesdér olmas

1836 Liouvilenin dnll dergisini cikarmas) ve ilk teigrat

1843  Hamllion'un kuatsriyoniar

1846  Nepiln gezegeninin kegh

1852 Chasles geomeiris

1854 Riemann ve Boole devri



1850
1858
1859
1863
1885
1888
1872
1873
1874
1878
1877
1881
1882
1888
1889
1885
1886

1897
1898
1899
1506

1907
1803
1905
1906
1207
1914
1815
1976
1817
1219
1820
1921
1922
1923
1827
1928
1930
1851
1953
1234

TARIH TAREQSL hfes

Dirichlet daevr|

Atlas Dovanust kabiosu

Darvin'in evrimi, Bunsen ve Kirchhoff'un galismaiarn

Cayley davri

Weiarstrass dewvy

Mendslyelin periyadik tablosu

Dedskind, Heing, Meray ve Klein devri

Hermite ve e sayisinin ransandanthign, Maxwellin calismalant
Tantor teoremiern ve alef sifie

Bellin felefonu

Sylvesler devi

Gilbh'in velitr analizi

Pisayisimn Lindemann taratindan transandanthgimn gdsieriimasi
Pastely Enstitiistinin kurulusu

Peano aksiyonlan

Foincare analizi ve X sinlan

Hadamard ve De |z Valles Foussinin asal sayiar isoraimi, Becguersi faralinean
radycalkdivitenin bulunusy

JoJ. Thomsen taralindan elekironun buiusuny

Mariz Curie tarafindan radyumur bulusiess

Hilberi ve geometrisi devii

Hitbert problemi,. Russzell ve Whitchead'in Princigia’st ve psikanalist Freud
gevii

Planck' i Kuanturn Kuraimi

Lehesgue integrali ve ilk ugagin havada ugusy

Elsteirtin dzel paghlif)

Frachst devr|

Brouwer devi

Hausdorff devri

Fanama kanalinin agths

Einsiein’in genel baghbk kuram:

Fus ihiiiali, Hardy ve Ramanujan’in sawlar kusanmy
Algllrkln Samsun'a gkigi

TBMM aciiis)

Inénii savaglan

Sakarya meydan savaglan ve biylk jaarruz
Currthuriyetin ilan ve Banach uzaylan

Afizs Okyanusunun itk gegilisi

Penisilinin bulunusy

Weyl devri

Gade| davii ve tzorami

Hitler devri

Gelfond devri ve tearemi
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1938
1941
1845
1946
1850
1955
1960
1963

1980
2002

TARIH TABLOSU

Ataturk’tin aldma

Pear| Harbor baskini

Hirosima'ya atom bombasinin atiimasi

Turkiye'de itk demokratik segimierin yapiimasi

Demokrat Partinin iktidara gelisi

Carian ve Eilenberg taraindan homological algebranin kurulmasi

27 Mayis Devrimi ve Tiirk Silahli Kuvvetlerinin Tirkive'de yanatime el kaymasi
Paul J. Cohen'in sireklilik hipotezi ve Amerika Birlesik Devistleri Bagkani
Keredi'nin éldirilmesi

Nevanlinna'nmin élima.

Bilgisayar cagr.



Achilles paradaoksu
Adelard
Agatharchus

Al haytham

Al Karaji
Almagest

Amihor
Anaragoras
Antiphon
Archytas
Arislaaus
Aristarchus
Ansloteles
Aryaphata

Asoks

Attalus

Autolyus
ayakkabic bigagy
Bagdath Munammet
Barrow

Behistun kayas|
Bhaskara
Bilingeslsy
Boethieus
Brahmagupta
Briggs

buldum buldum
Callippus
Campants
Capela
Cassigorus
GCaulen

Chioslu Hippocrates
Chou King
Chung-Ciy

cifra

cipher
Commanding
Conehoit

Conait

Conon
Cekoslavakya lkemigi
Darius vazosu
Dasa

Dadiekind

Dea

Dalian problemi
Democritus
femotik
Desargues
Dicasarchus
Cichotorne paradolsu
Dinostratus
Diocles

235
238
503
214
214
228, 329
G2
502
504
505
433

103, 105. 330, 507

214, 365
215, 227
224

388

508

357

3086

228

142
214, 226
236

214, 510
215, 334
214

336

507

238, 244
510

510

347

313

43, 159
347

225

225

238, 308
234

369

335

215

142, 224
229

270
243
318

132, 364,
221

214

506

235

180, 508
234 450

504

Dindorus
Diophantus
Dioptra
Dirichial
Dokuz Bdlim
Commnus
Ebu Kamil
Ebul Velz
Ediu
Eloments
Elisli Hippias
Eubulides
Euclidean algoritmasi
Eudemus
Eudoxus
Euler
Eunopidas
Eurytus
Eutoeius
Ezra

Falke!
Ferguson
Fibonacel
Frontinus
Fuego gigebeler
Galoig
Gauss
Gaminus
German
Gherarda
Girard
Golatach
Gregory
Hadamard
Harris papirtisi
Haath
Heibarg
hekzagnonal sayilar
Hena
Hermes
Heron

Hiaron
Hilbert

Hint Bralwnl rakamian
Hipparehus
Hippias
Hippocraies
Hein

IHui

Hunem
Huygens
Huglnus
Hypatia
Ishango

327

508

105, 339, 509
332

336

167

500

215

233

133

22

504

502

294

13, 22, 201
214, 303, 506
95

501

503

353

214

34

230

85, 118, 214
508

220

215
51,284, 333
507

362

237

214

234

226, 228
334

113

254

337, 353, 369
93

246

265

105, 213, 320
335

107

223

213, 507
179, 189
177, 198, 507
346

347

238

234

508

509

215
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