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Ahmet Dogan

Ahmet Dogan, 1967-68 5gretim yilinda, Ortaklar 1lkégretmen Okulu'ndan
mezun olarak, |7 yasinda &égretmenlige basladi. Sinif 6gretmenligine
devam ederken, bir yandan Isparta Egitim Enstitusi Matematik Bolumi'nu
bitirdi. Devlet okullarinda uzun yillar siiren 6gretmenlik yasami, son 20 yildir
dershane 6gretmenligiyle devam etmektedir. Halen Fen Bilimleri Merkeazi
Dershanesi 6gretmeni olan Ahmet Dodan'in, egitim-6gretim sorunlan ve
matematikle ilgili ok sayida yayimlanmis makalesi ve ilk6gretim okullari igin
hazirladidm bir ders kitabiyla, Giniversiteye hazirlik kitaplan bulunmaktadir.
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ONSOZ YERINE

Ahmet Dogan ile soylesi
Soylesi: Bilim ve Gelecek ekibi

Ahmet Dogan, 1967-68 ogretim yilinda Ortaklar llkogretmen
Okulu’ndan mezun olarak 17 yasinda ilkokul ogretmeni olarak galis-
maya baslamis. 1971'de Isparta Egitim Enstitusu Matematik Bolu-
mune girmis; ogrenciligi sirasinda sinif ogretmenligine devam et-
mis. Ortadgretimde ilk gorevi, Istanbul Zeytinburnu |hsan Mermerci
Lisesi Matematik ogretmenligi. Devlet okullarinda uzun yillar surdur-
dugu ogretmenligi, son 20 yildir dershane ogretmenligi biciminde
devam ediyor.

Dogan’in gesitli dergilerde egitim-ogretim sorunlari ve matematik
uzerine ¢ok sayida makalesi yayimlandi; ders kitaplari da yazd..
Son kitap ¢calismasinin konusu matematik ogretimi. Bir ders kitabi
degil; Ahmet Dogan matematik ogretimi alanindaki onca yillik dene-
yimlerini orneklerle bezeyerek aktarmis. Kitabin metnini bize de
okumamiz icin verdi, onerilerimizi istedi. Calisma ¢gok hosumuza qit-
ti ve okurlarimizla paylasmak istedik ve bu dosya ortaya ¢ikti.

Ahmet Dogan ile dergi burosunda bir sohbet havasi igcinde soyles-
tik. Asagida bu soylesiyi okuyacaksiniz. Dosyanin devaminda Do-
gan’in kitabindan bazi segmeler yaptik. Basta ogretmenler ve ogren-
ciler olmak uzere tum okurlarimizin ilgisini gekecegini dusunuyoruz.
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Ahmet Dogan kitabinda "matematigin ne ise yaradigini” anlatma-
ya galismiyor. Hatta bu, onu en ¢ok sinirlendiren soru. Dogan’a go-
re matematik “yaramaz'dir! “Yaramaz'larin isidir matematik. Bu
ozelligi kesfedildiginde-kesfettinldiginde, korkulmaz olmak ne keli-
me, oyle bir sevilir ki birakilamaz olur, doyulmaz olur. Hangimiz sev-
meyiz “yaramazlhgl’? Hem kuguklugunde “yaramaz” olmayan ¢o-
cuk, buyuyunce hicbir ise yaramaz.

Hadi birlikte, Ahmet Dogan’in matematikle yogrulmus yasaminda
bir yolculuga ¢ikalim.

- Ender Helvacioglu (EH): Matematik egitimine yonelik hazirla-
digin kitap, bir ders kitabi gibi degil; belli bir sinifa yonelik degil;, ¢ok
kendine 6zgu. Boyle bir kitap yazma geregini neden duydun?

- Kitap yazmak igin baslamadim aslinda bu ¢alismaya; dersler;
daha ilgin¢ kilmak, ogrencilerin dikkatini toplamak ve kavrayislarini
guclendirmek icin hazirladigim, sozel, notu olmayan bitakim galis-
malarim vardi. Bunlari bilgisayara yukleyerek ve gerekirse gorseliik
de kullanarak, duzenli bir dokuman haline getirmeyi dusundum. Do-
nem baslarinda ogrencilere projeksiyonla bilgisayardan yansitarak
sunabilecegim iki saatlik bir program olarak tasarlamistim. Matema-
tigi tanitmak ve anlasilir hale getirmek, bazi yaklasimlari ogrenciler-
le paylasmak amagliydi. Yazmaya basladim, fakat bir anlatim bir
anlatimi dogurdu. Yazilar aldi basini gitti; bir noktada yeter artik de-
mek durumunda kaldim. Bazi bolumleri ogrencilerimle ya da ogret-
men arkadaslarimla paylastikga; “Neden kitap yapmiyorsun bunu?”
diyenler oluyordu. Bu intiyagtan cikti.

- EH: Kitapta dikkatimi ¢ekti; kendi deneyimlerinden yola ¢ikmisg-
sin; “Oglumla konusurken...” “Ogrencim sunu sorarken...” gibi. Bir
anlamda anonim bir galisma olmus. Ne dersin?..

- Saptaman onemli. 30 yillik ogretmenim. Dogru bir iletisim igin-
deysen cocuklarla, seni tesvik ederler. Belitmisimdir kitapta; ogren-
cilerin sorulari seni oyle zorlar ki, zaman zaman altindan kalkamaz-
sin. Yillardir matematikle ugrasiyorsundur, ama bir bakarsin, 15-16
yasindaki geng bir insanin sordugu soru seni afallatmis; bu konuda
hi¢ diisinmedigini fark etmigsin. Orneg@in bir giin trigonometri isler-
ken agi olculerini konusuyoruz; u¢ farkh olcu biriminden soz ediyo-
ruz, derece, radyan, grad. Cocugun biri kalkti, “Niye ugunu birden
ogreniyoruz hocam? Niye 3 tane ayri olgu birimi var; bir tanesi yet-
miyor mu?” Birden yanit veremedim, durdum. Yillardir anlattigim
konu, ama bu soru hi¢ aklima gelmemisti. “Hadi, beraber dusune-
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lim; bakalim nigin boyle..."” dedim. Matematigin insanlik tarihinde bir
merkezde gelismedigini biliyoruz, bilimin diger alanlarinda oldugu
gibi, ayn ayri uygarliklarda, birbirinden farkl gelismesi var. Aztek
kulturunde de, Cin kulturunde de, Eski Yunan'da da, Eski Misir'da
da matematik var. Aklin yolu bir deyimine uygun olarak, tam donu-
su gosteren tam olguyu bir grup 360 sayisina karsilik dusunmus,
adina derece demis. Bir diger grup 2 p sayisina karsilik dusunup
adina radyan demis ve bir diger grup da 400 sayisina karsilik grad
demis. Elbette bu secimlerde kullanim alanlari da onemli olmustur.
Ogrencilerin zorlamalariyla, boylesi kolektif bir Gretim oluyor. Sen
soruyorsun, o soruyor; diyalog yeni sorular doguruyor.

- EH: Matematik genelde pek sevilmez, korkulur. Ogrenciyi ¢cok
zorlayan, korkung bir dersmis gibi gozukur ve matematik hocalari da
zor insanlar olarak taninir. Niye boyledir?

- Aklima bir anim geldi, onu anlatayim. MEF dershanesinde cali-
sirken, bir kiz ogrencim vardi; uguncu defa universite sinavina ha-
zirlaniyordu. Geometri derslerine giriyorum. Bir ay zaman gegti, fark
ettim ki, soru ¢ozerken elleri titriyor. Biraz yureklendirdim, tahtaya
kaldirdim, birlikte soru gozmeye basladik. Aradan 1-2 ay daha geg-
ti, dershanenin kapisindan giriyorum, bu ogrenci orada duruyor, se-
lamlastik. “Hocam” dedi, “Sizinle bir sey konusmak istiyorum”. Ke-
nara cekti beni, sessizce “"Hocam ben lise boyunca ve universiteye
hazirlandigim onceki iki yilda, geometri yuzunden kendimi geri
zekali saniyordum. Kimseyle de konugsamiyordum bunu. Ama te-
sekkur ederim; her sey bir yana, artik geri zekali olmadigimi biliyo-
rum” dedi. Vahim olan su, bu ogrenci, hayati boyunca bunu kimsey-
le paylasamayacak; belki ileride kocasi ve gocuklariyla da. Hep igin-
de ezici bir his olacak: “Ben geri zekaliyim..." Sirf geometri ya da
matematik yuzunden, bu duyguyu yasiyor. Bir insana boylesi yar-
dimci olabilmek muthis bir sey benim icin; soylediginden inaniimaz
haz duydum.

Niye boyle”? Cok kolay degil, matematik. Disiplinli bir dusunus ge-
rektiriyor oncelikle. Aslinda bu sistemli ve disiplinli dusunus, insanin
kendi dogasinda olmayan bir sey degil; var, ama matematigi ogret-
mek adina yanlis yontemler secilirse, egitim dayatmaci tarzda veri-
lirse, not sistemiyle bir alisveris noktasina getirilirse, matematigin
kavranmasi zorlasiyor. Matematik egitimi dogru yapilmiyor; fazla id-
diali degilim ama, konularin, konu siralarinin bile yeniden saptan-
masi gerektigini dusunuyorum. Modelleme yok ornegin. Oysa mate-
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matikte modelleme gok onemlidir. Yasamla birlestirmeye calismanin
unsurudur. Yani uggeni anlatirken; uc¢ tane agag¢ var, bunlarin
sinirladigl alan diye anlattigin zaman, daha somut hale getirebilir ve
ogrencinin kavrayisini guclendirebilirsin. Ben matematik korkusu-
nun matematik ogretiminin dogru yapilmamasindan, isleyis tarz:nin
yanlisligindan kaynaklandigini dusunuyorum.

- EH: Peki ama, fizik, kimya, biyoloji, edebiyat dogru anlatiliyor
da; bir matematik mi yanhs anlatiliyor? Matematigin farki ne?

- Soyle bir farki var; matematik soyut bir dil; laboratuvari insanin
beyni, araci da kalem, kagit. Fizik veya kimyada, deney gibi uygu-
lamalar kavrayisa yardimci oluyor; ama matematigi butunuyle be-
yinde halledeceksin. Zaten onun i¢in “en dogrudur” degil, “dogrudur”
matematiksel onermeler. Ama fizikteki, kimyadaki ve diger pozitif bi-
limlerdeki onermeler, en dogrudur ya da dogrulugu her an tartisila-
bilir. Matematikteyse kesinlik vardir ve o kesinligi saptayabilmek i¢in
yontemin dogru belirlenmesi gerekir. Bu biraz da toplumsal sistem
meselesi, toplum boyle dusunmeye alistirilmiyor. Fazla kafa yorma-
yacaksin, kolay yoldan halledeceksin, oyle gidecek.

- EH: Kitabinda, butun bunlarin uzerine universite segme Sinav-
larinin olumsuz bir etki daha yaptigini soyluyorsun. Lise ogrencileri
icin universiteye hazirligin, hazirlik yonteminin veya sinav sistemi-
nin olumsuz etkileri var. Nedir bu, biraz agabilir misin?

- 20-30 yildir universiteye giris sinavlari yapiliyor. Yapiimalidir-
yapiimamalidir; ayri bir tartisma konusu. Bana gore segme yapa-
caksaniz, sinav da yapiimaldir; tabii yontem konusu tartismal..

Eskiden lise 0zel bir davranis bigimi verirdi ogrenciye. Liseyi bitir-
mek, 0zel bir statuye kavusmakti, aslinda. Hatta daha eski yillarda
ortaokulu, simdi ilkogretim dedigimiz okulu bitirmek bile, o0zel bir
seydi. Lise egitiminin belli hedefleri vardi, artik bunlar yok. Liseyi bi-
tirmek, 0zel, hatta onemli bir sey de degil. Cunku egitim, ilkogretim-
den baslamak uzere universiteye kadar bir ara bolum haline geld..
Liseyi mecburen bitireceksin, diplomani alarak, universite sinavina
gireceksin. Basarinin tek kistasi, universite sinavinda basaril ol-
mak oldu. Boylelikle, liselerdeki egitim-ogretim, tamamen universi-
teye girise endeksli hale geldi. Bu tabii matematigi de orseledi, di-
ger dersleri de. Artik gok kisa yoldan kose doneceksin yaklasimina
paralel olarak; ¢ok kisa surede, ¢gok soru ¢ozeceksin yaklasimi var.
Aclikgasi, cambazlik yapmak zorunda kalacaksin. Tek basina uni-
versiteye hazirlik bunu koruklemese bile, uygulanan yontem, reka-
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bet sistemi, dershaneciligin geldigi nokta vs. bunlarin hepsine bir-
den baktiginda tablo su: cambazlik ogretiimeye baslandi artik. Bir
teoremin ispatini gostermek, anlamsiz, gereksiz hale geldi. Ne ya-
zik ki liselerde bile artik bu yapilamiyor. Ogrencinin yaklasimi da de-
gisti; ogretmen ne kadar matematigi dogru anlatmaya calisirsa ga-
lissin; gocuk sonugta sunu soyluyor: “Hocam, bana bunu sormaya-
caklar! Ben nasil ¢cok kisa surede, ¢ok soru ¢gozerim?”. Boylesi bir
sistem, ne yazik ki gocuklari dogruyu ogrenme tarzindan uzaklasti-
ryor.

- EH: Genelde 6grenciler, hatta butin insanlar, matematige soy-
le yaklasir: “Bize bunlari niye ogretiyorlar? Bunlar hayatimizda ne-
ye yarayacak? Trigonometriler, integraller, diferansiyeller... Bunlari
hi¢ kullanmayacagiz yasamimizda belki, 0 zaman ne diye 6greniyo-
ruz?” Kisaca ben de sorayim: Ne ise yarar bu matematik ya da bu
soru dogru mu?

- En kizdigim sorulardan biri. Cok faydac! bir anlayisla bakan, ko-
tu bir soru bu. Kabalastirarak soralim, “Patlican alirken fonksiyon ne
ISine yarayacak hocam?” Kinamak i¢in soylemiyorum ama, bu soru-
yu soran gocugu elestiriyorum. Oyle bir toplumsal sistem var ki, her
seye faydaci bakmaya sevk ediyor insani. Boyle bakarsan, mate-
matiqgi, bilimi, ogrendigin her bilgiyi faydaci bir mantikla meta haline
getirirsin... Gercekten patlican alirken fonksiyonun hicbir faydasi
yok. Ama butun olguler bir fonksiyondur, bire bir eslemedir. Matema-
tigin ogretimi, insan aklinin ciddi bir bigimde kullaniminin ogretimidir
aslinda. “Matematik ne ise yarar?" diye bakilirsa, gergekten higbir
ise yaramaz matematik. Ama matematiksel dusunus butun yasam-
da onemlidir. Yanlis animsamiyorsam, Sinan Sertag¢'in kitabinda
verdigi bir ornekti: En basitinden bir ev kadininin yapacagi isleri
planlamasin! bile matematik kolaylastirabilir. Dogru dusunen biriy-
se, bir isin asamalarini diger islere gore siralayabilir. Diyelim cayi
koyar, ¢ay kaynarken, gamasirlari makineye yerlestirir vs. Siralama-
y1 dogru yapmasi durumunda, ciddi bicimde zamandan kazanir. Og-
retmen bunlari boyle anlatmayarak, matematigi ezberletiyorsa, yan-
s yapar. Mesela fonksiyonu nasil anlatiyorlar? Formuller halinde
verirsen, bunlarin hepsi soyuttur. Oysa c¢amasir makinesi-
, bilgisayar gibi butun makinelerin birer fonksiyonu vardir. Bunlarla
birlestirerek anlatirsan, daha somut hale gelir ve ogrenci bunu ken-
di yasaminda kullanmaya baslar.

Soyle bir yanlis anlama daha var: “Matematik sadece fizik, kim-
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ya, biyoloji gibi bilimleri okuyanlar igin onemlidir.” Oysa sosyal alan-
larda okuyanlar icin, Turkge, sosyoloji, hele hele felsefeciler igin de
cok onemlidir. Zaten eski filozoflarin hepsi ayni zamanda bilimcidir,
matematikgidir. Artik bilim insanlari birer teknokrata donustu. O ne-
denle, “Ne ise yarar?” sorusu, kapitalist duzende ¢ok faydaci ve ko-
tu bir soru. Kullandigini, nesne halinde dusunmekten kaynaklanan
bir soru.

- Nalan Mahsereci (NM): Hatta bu faydaci yaklagim, matemati-
gin kendi icinde de bir bolunmeyi derinlestiriyor. Kuramsal matema-
tikle, uygulamali matematik arasindaki bolunme. Uygulamali mate-
matik, akademik ortamda daha yeglenirken, kuramsal matematigi
universitelerde calisabilmek daha zor. Kursusu yok, hocasi! yok...

- O da baska bir tartisma, matematikgiler arasinda da yogun tar-
tisihyor. “Uygulamali matematik mi daha onemli, yoksa kuramsal
matematik mi?" Ben soyut matematigin ¢cok onemli oldugunu dusu-
nuyorum. Uygulamali matematik, daha cazip geliyordur ama, mate-
matikcilerin onemli bir kismi da soyut matematige ciddi bir bigcimde
duskundur.

Simdiye kadar anlatmaya calistiklarimdan su anlasilirsa yanlis
olur: Modelleme dedigim sadece uygulamali matematigi on plana
cikarmak degil. Soyutlamay! mutlaka yapmak zorundadir ogretmen,
clinkli yasamin esasi soyutlamadir. Ogretmen tahtaya yaziyor: “1,
2, 3..." Bunlar somut seyler degil, dogada “1" diye, "5" diye seyler
yok; ama niceliksel olarak esit sayida elemanlarin ortak adi olarak
kullaniyorsunuz bunu, bir soyutlama.

- NM: Farkli yas gruplarindan égrencilerin olmustur. Deneyimle-
rin ne soyluyor: Yas ilerledikge soyut dusinmek biraz daha zor 6g-
renilir bir sey haline mi geliyor? Ogrenmenin yasla ilintisi var mi?..

- Ogretmenlige, 6gretmen okulundan mezun olup, ilkokul 6gret-
meni olarak basladim. Daha sonra 3 yillik egitim aldim matematik
ustune. Ama su veya bu nedenle, iyi bir egitim olamadi. Acayip ma-
tematik duskunu bir insan da degildim. Ama matematik ogretmeni
olarak gorev yapmaya basladigim 30’lu yaslarimdan itibaren, mate-
matige olan ilgim gun gegtikgce artti. Derya gibi bir alan. Ugrastikca,
aklini beynini kullandikga, beyninde isiltilar yakalamaya basliyor-
sun, o da seni surekli tesvik ediyor. Kuguk yastan itibaren matema-
tik egitimi almak onemli tabii, ama bunun sirasi da, siniri da yok.
Demin soz ettigim kiz ogrenci, matematikten nefret ederek geldi ve
sonradan “Matematik Bolumu’'nde okumak istiyorum” noktasina var-
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di. Bunun gibi lise egitiminden matematikten soguyarak gelen bir-
cok ogrenci, dogru yontemle karsilastiklarinda, matematik ogren-
meye de basliyor. Onun igin yas bence ¢ok onemli degil.

- EH: Ogrenmenin yasi yok, dogru ama, soyle bir sey var: Mate-
matigin Nobeli denilen Fields Madalyas: 40'ini asmig kisilere veril-
miyor; ne bulursa bulsun. Matematikte 40’indan sonra azilmiyor ga-
liba. Buyuk matematikgiler buluglarini, ispatlarini geng yaslarda
yapmislardir genelde, neden?

- Kitabin sonunda da belirttim: “Ben matematik ogretmeniyim’;
profesyonel bir matematikc¢i degilim. Kendi misyonumu soyle bigiyo-
rum, matematikle ilgili bilgilerimi paylagsmak ve matematigin aydinlik
yuzunu dogru olarak gosterebilmek. Bu soru uzerine daha once ¢ok
dusunmedim, belki gen¢ insanin merak duygusunun, tutkusunun,
umudunun ¢ok derin, ogrenmesinin hizli olmasidir yanit. Galois, he-
nuz 20 yasina gelmeden duelloda oldugunde, ¢cok sayida teorem is-
patlamis durumdaymis. Belki de, absurd, ozgur, kaliplara sigmayan
dusuncelerin, geng insanlardan daha gok cikiyor olmasiyla ilgilidir.

- EH: Satrangta da dunyanin ilk 10°'una girebilecek olan insanlar
¢ok geng olmaya basladi; bugin artik 40 yasinda bir dinya sampi-
yonu yok. 40°1na gelene dek, gcoktan geciliyor gencglerce. Beyin akti-
vitesiyle yasin saniyorum bir iliskisi var, matematik de beyin isi ol-
duguna gore...

- Gengler daha hizli dusunur, dogrudur; gok zaman ogrencilerim
beni zorlar. Bir dusunceyle soru uretirim, fakat karsimdaki gencecik
cocuk oyle bir gozumleme getirir ya da ben soruyu gozmeye calisir-
ken, o bambaska bir cozumle ¢ikar ki; bariz bir bicimde benden da-
ha hizli dusunduklerini gorurum.

- EH: Bizim egitim anlayisimiz soyledir: “Bilen” ve “bilmeyen” var-
dir; “bilen” yani ogretmen, “bilmeyen’e, yani ogrenciye ogretecektir.
Bu en genelde dogru olabilir belki ama, ben soyle dusunurum, Za-
man zaman sen de ogrencilerden ogreniyorsundur ve ogrenciler sa-
na matematik ogretmenin yontemlerini de ogretiyor olabilir, degil
mi?

- Ogrencilerin sorulari ve yaklasimi surekli yeni seyler ogretir,
dogru bu.

- NM: S6yle baglayabilir miyiz: Ogrenirken geng, 6gretirken yasli
o/lmak daha avantajli. Gengken 6grenme hizli, yasliyken aktarilacak
deneyim fazla...

- Evet, ogretmenlikte yillar gegtikge, deneyim kazaniyorsun. Ama
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su duyguyu ictenlikle yagsamak gerek: Ogrenmenin siniri yok! Slo-
gan olarak soylemiyorum, gergekten ogretmen bunu hissetmeli...
Bazen gocuklar bir soru getiriyor, hep beraber arastiriyoruz. Dusun-
mek zorunda kaliyorum ve bundan zevk aliyorum. Bazen bir prob-
lemle gunlerce ugrasirsin, yataktan kalkar cebellesirsin, gozemez-
sin, oyle bir an gelir ki, gozumu bulursun ve anlatilamayacak bir haz
duyarsin.

Ogrenci hakikaten yol gostericidir. Nasil “6grenci merkezli" oluna-
cak? Ogrenciyi tahtaya kaldirip, bir soru sorup oturtmak, 3-5 diye
not vermekle degil. Ogrencilerin istekleri dogrultusunda hareket et-
mekle de, ogrenci merkezli olunmaz. Sana soru soracak, seni yon-
lendirecek. Onu ciddiye alacaksin, onemseyeceksin. Her zaman
dogru sonuca ulasmasa da, akil yurutmesini tesvik edeceksin; yan-
lis yapinca, yanlisini bulmasina izin vereceksin. Ogretmenligin esa-
s budur.

- EH: Senin kitapta da gordugum igin soruyorum. Hep énumiize
dayarlar; Pisagor teoremi, trigonometrinin kurallari, logaritmanin
seksen formulia gibi. Birileri bunlarla ugrasmis ve hig boyle formdul-
ler, teoremler yokken; bulmus. Acaba her égrenciyi bir Pisagor, Ga-
uss yapmak, ogrenciyi o teoremleri bulurken Pisagor'un ve Ga-
uss'un gectigi sureglerden gegirmek, daha dogru bir yontem degil
mi? Direkt formul vermek yerine, bir yol-yontem vermek...

- Kesinlikle dyle. Bir animi anlatayim. Oklid Teoremi, su sekilde
anlatilir; h2 = pk; gegilir. Cocuk Oklid bagintisi bile demez ona, Ok-
lid’in adini bile bilmez; “h< =pk’dir hocam” noktasina gelmistir. Zayif
ogrencilerin oldugu bir sinifta, ben dersi anlattiktan sonra, su bagin-
tiyi ispatlayin dedigimde, kendisinden hi¢ ummayan bir gocuk ug-
rasti, ugrasti. Cagirdi beni yanina, “Hocam” dedi, “Ben buldum ga-
liba, bir bakar misiniz?" Inanamiyor, baktim, “Gayet giizel uygula-
missin ve ispatlamissin” dedim. Kalemi firlatti: “Ulan Oklid!" dedi,
“Sen olmasaydin, bu teoremin adi Huseyin teoremi olacakti!”

Aslinda binlerce Oklid, binlerce Pisagor var. O duyguyu yasama-
sI lazim gocugun; yasatacaksin. Onu ispatladigi zaman, gocuk mut-
his mutlu oluyor, kendisini Oklid kadar degerli hissediyor. Kendisi
urettigi zaman, artik ona ait hale geliyor, kendisiyle 6zdeslestiriyor,
Icsellestiriyor. Yoksa dissal bir unsur anlattigin, ezberlettigin. Bir de
unutuluyor ezbere ogrenilenier.

- EH: Cok dogru. Oklid, kendi teoremini unutur muydu, kendisi
bulmasa, ezberlese; unutabilirdi. ..
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- Cin'de bir donem soyle bir uygulama var, Mao'nun ogretmenle-
re onerisi sanirim: Kopya gekmeye biraz izin verin, géz yumun. Og-
renci kopya gekerken, o heyecanla ogrendigi seyi kolayca unutmaz.
Amag ogretmek, kalici olmasi degil mi? Lisede calisirken, tahtanin
basindayim, en arkadaki gocuk yanindakine soruyor: “2. dereceden
denklemin formulu neydi?” Digeri, “Anlamadim” diyor, “ne sordun?”.
Ben tahtanin basinda duyuyorum, o heyecandan yanindakini duy-
muyor. Bir daha sordu, gene ayni sey. Ben, “Duymadin, ‘2. derece-
den denklemin formulu neydi?’ diye sordu” dedim. 2. dereceden
denklemin formulunu yazdim tahtaya. Formule takmis kafasini go-
cuk, gozumu bulmaya calisiyor yani. Formulu bilmis bilmemis higbir
onemi yok, bir bicimde ogrenecek. Bu nokta ¢ok onemli, sonugta
ogrenmek bir kendine guven meselesi. Kendi aklina guveni gelise-
cek cocugun.

- EH: Kerrat cetveli hala ezberletiliyor mu? Baska bir yolu yok mu
bunun?

- llkokul 6gretmenligi yaptigim yillarda, ki 17 yasimda baslamis-
tim ogretmenlige, usul soyleydi: Ogrenci hazir ola geger, hatta mii-
zikli soyler: “3 kere 5, 15; 3 kere 6, 18..." Boyle gider... Cok tepki du-
yardim, ogrencilerime ogretirken, bir kez bile “kere” lafini1 kullandirt-
madim. Turkge bir sozcuk degil, oyle bir sey yok cocugun kafasin-
da: “3 tane 6, 3 tane 5", boyle olmali. Turkce ifade ¢cok onemlidir,
matematik ogretiminde. Her ogretimde onemlidir ama, matematikte
dilin ¢ok iyi kullanimi sarttir. Dil, dusunme aracidir. “3 tane 6" dedi-
gin zaman, gocugun aklina, “3 tane 6°nin toplanacagi gelir. Tabii ez-
ber hi¢ yok diyemeyiz matematikte. Ama ¢carpim tablosu ya da ker-
rat cetvelini ogretmenin yolu ezberletmek degqil, gocuk deneyle ya-
pa yapa “3 ler’i, “5 ler"i dogal olarak bilir hale gelecek zaten.

- NM: En basta sayilarin adlarini ezberliyoruz zaten, 1, 2, 3, 4, 5
diye saymay! ogreniyoruz.

- Matematikte ya da bilimde hig ezber yoktur diye bir sey soyleye-
mem, birtakim seyleri ezberlemek zorunludur. O zorunluluklari da-
yatma gibi degil de, bir kendiliginden ¢ikarim sureciyle verebilirsek,
ogrenim o kadar kalici olur; yoksa bir gun unutulur. Saymak bir so-
yutlamadir esasinda. Sirasina koyuyorsun, belledikge “1" in, “2"nin
anlamini. ki tane olan nesnelerin ortak 6zelligi, niceliksel 6zelligi ola-
rak, surec¢ icinde algilamaya basliyorsun. Sonugta sayilari ezberli-
yorsun. “Kerrat cetveli” denilen sey, sonugta ezberlendigi igin bir be-
ladir. Eger ¢cocuk “3 kere 6"y1 kavrayamiyorsa, “3 kere 6" 18'e esittir
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demek yerine, “6 arti 6, 12'dir, 6 daha 18'dir" diye anlatirsan, gocuk
bunu bes kez yaptiginda ezberlemis hale gelecektir.

- NM: Ogrenmede bireysel farkhliklar var mi?

- Isin kuramsal yanini bilmiyorum, sadece gozlem olarak soyleye-
bilirim. Bazi ogrenciler daha kolay algiliyor.

- NM: Peki gene gbzlemlerine gore, kiz ve erkek ogrenci arasin-
da ogrenmede farklilik oluyor mu? Erkeklerin soyut dusunmeye da-
ha yatkin olduklari sbylenir. ..

- Agik bir sekilde boyle bir sey gozlemlemedim; ogrencinin egilim-
lerine gore degisebilir. Ama ortalama ogrenimde, kiz ogrenciler not
tutmadan dusunmeye varincaya kadar daha derli toplu ve disiplinli-
dir. Yalniz derste basarili olmakla, matematige ozel ilgi duymak ay-
r seyler. Erkek ogrencilerde matematige ozel ilginin daha ¢ok oldu-
gunu gordum; belki dusunce olarak daha 6zgur olmalarindan kay-
nakli. Toplumsal baskilar ya da dusunsel aliskanliklar nedeniyle,
kizlar yagsama daha statik bakmak zorunda kaliyor olabilir. Erkek oG-
rencilerin lise ¢gaginda daha ozgur, daha atak oldugunu goziemledi-
gimi soyleyebilirim. Onceki ¢gaglarda pek ayirt edilemez.

- EH: Erkeklerde soyut dusunme yeteneginin daha gelistigi sOy-
lenir. Belki ideolgjik bir yaklagimdir ama, genel kanidir.

- Dusunelim, erkek matematik¢i sayisi hatiri sayllacak derecede
cok, kadin matematikgilere gore.

- NM: Ama tarihe toplumsal kosullardan soyutlayarak bakamay a-
cagimiz igin, bunu tarihte o6lgebilmek 6zellikle zor.

- Kesinlikle katiliyorum. Geldigimiz noktada bu degisti mi?.. Goz-
lemimi soyluyorum, absurd merak duygusu erkek ogrencilerde da-
ha gok.

- NM: Peki matematigi 6grenmede “‘6gretmen’in rolt ne kadar?
Daha ¢ok oégrencinin kendi gabasiyla ogrendigi bir sey midir mate-
matik, yoksa ogretilir mi?

- Her ikisi de gegerli. Bu biraz 6gretmenin tutumuyla ilgili. Orne-
gin ben o6grencilerimi 6zellikle kiskirtirrm. Ogrencinin disgiincesini
kiskirtmaktir ogretmenin gorevi bence. Ne yazik ki, gocuklarimizi
statik dusunmeye alistiririz surekli. Cocuk kucukken alabildigine 0g-
renme, merak duygusu igindedir; ama aileden baslayan ve okulda
devam eden bir egitim surecinde, makbul ¢ocuk soyle tanimlanir:
“Cok hanimefendi bir kiz", “Cok beyefendi bir cocuk”... 17 — 18 ya-
sindaki gocuktan beyefendilik, hanimefendilik bekliyorsun. Zipir ol-
masi lazim biraz. Ama zipir degilse, makbul bir ogrenci oluyor. Bey-
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nine nasil yansiyacak bu? Merak duygusunu kaliba dokuyorsun,
dusunme yeteneklerini azaltiyorsun. Bu nedenle ogretmen esas yo-
nuyle kiskirtici olmali, ama bunu yapmasi igin ogretmenin de kendi-
ne guvenmesi gerek. Merak duygusunu kiskirtirsan, ogrenci arasti-
rir, bulur, seninle tartismaya gelir. Bundan kaginmamak gerek. Ma-
tematigi cok insan anlatabilir, ama dogru ogretmenlik nedir dersen,
sanirim mesele burada digimleniyor. Ogrenciyi olabildigince be-
yinsel olarak ozgurlestireceksin. Sinirlarini zorlayacaksin ve zorla-
masina hizmet edeceksin.

- EH: Peki, kendine has sonuglari olan ogretme yontemlerin var
mi?

- Hig dusunmedim. Egitim-ogretim bir kere yasayan, gok canl bir
olay. Herakleitos'un unlu lafi, “Ayni irmakta iki kez yikanilmaz”. Bu-
nu egitime soyle uyarlayabiliriz; “Hi¢gbir zaman ayni dersi anlata-
mazsin”. Egitimcilere, oyuncu gibi davranin ogudu verilir. Bence 0g-
retmenlik kesinlikle oyunculuk degildir! Yasanan bir seydir; anlik ola-
rak bile degisir.

Gene bir animi anlatayim, dershanede calistigim zaman hafta igi
gelen bir ogrenci, bir dersi kagirmis gelememis; “Hocam, su konuyu
kacirdim, hafta sonu gelip, dinleyebilir miyim?" diye sordu. “Tabii,
gel dinle” dedim. Hafta sonlari pes pese 6 sinifa giriyorum. Tum si-
niflarda, konu siralarinda dengeli gidiyorum. Neyse bu ogrenci gel-
di, ilk derste, dinledi. Arkasindan girdigim 2. sinifa girdi, bir kez da-
ha dinledi; 3. sefer yine dinledi; 4. sefer baktim yine kapida! Dedim
“Yahu 4. sefer dinleyeceksin, ayni seyi!” Yaniti su oldu: “Ayni seyle-
r anlatmiyorsun ki hocam”. Yanlis gibi gorunebilir ama, dogru aslin-
da. Bu yanit beni mutlu etti. Benim konunun vurgulayacagim nokta-
si bellidir, ana ornekleri benzer secerim ama, bu diyelim ki 50 daki-
kalik bir dersin, sadece uygun 15 dakikasidir. Ondan sonra, ana
noktay! beslemek icin bir suru sey gelistirmem gerekir; bu da dogacg-
lama gider. Elbette plansizhd@ savunmuyorum ama, sinifin durumu-
nu da goz onune almak gerekir. Ayni ogrencilere bile 2. kez ayni
dersi anlatamazsin, i1s1 farki bile etkileyebilir.

Birincisi ogretmenin kulaklar ¢cok iyi duyar; ikincisi, gozleri gok iyi
gorur. Goz ve kulak temasiyla surekli sinifi izlemek zorundasin. Bir
de sik sik o siralarda oturdugun giinleri distunmelisin. Oyle bir sey
ki, cocugun bakisindan, konuyu kavrayip-kavramadigini anlarsin. O
daha sorusunu sormadan, takildigini sezdigin yeri agiklamak zorun-
dasin.
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- EH: Ben de universite yasamim boyunca, hatta sonrasinda
epey 6zel ders verdim matematikte. Ogrenciye bir seyi kavratama-
digim zaman, ezbere basvurdugumu fark etmistim. Derdim ki, ‘Su
bes tane formuli ezberle, o zaman soruyu ¢ozersin”. Galiba 6grete-
medigin zaman ezberletme glindeme geliyor. lyi 6Gretebilen, ezber-
ciligi tesvik etmez gibi bir gozlemim var.

- Bu genel olarak dogru. Ogretmen arkadaslarim, gok farki yon-
temler gelistirebiliyor dersi anlatmak igin. Tabii bir deney alisverisi
bu. Kimi saklar bildiklerini, kimi paylasir. Ben paylasmayi yegliyo-
rum. Zaten bu kitabi da onun igin yazdim. Bu ayni zamanda ogret-
menle de paylasmaktir. “En iyisi boyle yaptlir” gibi bir iddiam da yok.
Belki de bazi arkadaslar; “Bak bu soyle daha iyi anlatiliyor” diye ge-
lecek. Boylesi bir iletisim gikacak ortaya.

Soyledigin zorlugu niye yasiyorsun? Karsina gelen ogrenci, bas-
ka sekilde ogretiimesine oyle alismistir ki; zaman zaman sana dire-
nir. Benim derse basladigim ilk bir ay, ogrenciyle iletisimim biraz so-
runludur. Anlayamazlar, “Yahu ne yapiyor bu adam? Ne bigim bir
sey bu?”. Alistiklari sekilde islenmesini beklerler dersin. Soruyu tar-
tisacaksin, baska ¢ozum yollari bulacaksin; gocuklar buna yatkin
degildir, gosterilmis bir cozum, gegilmistir. Ama aradan bir ay gectik-
ten sonra, ogrenci alisir. Bu sefer seni sikistirmaya, hesap sormaya
baslar; “Bu nerden ¢ikti? Niye soyluyorsun bunu? Bu formul ne?”...

- EH: Ama sugu 6grenciye atmayayim. Ogrenci kavramadigi igin
degil, ben kavratamadigim igin ezbercilige sapiyordum. Sorun 6g-
retmende. ..

- Onu soyluyorum; karsima gelen cocuk, o aliskanlikla gelmis,
onun igin direniyor baslangigta. Kolay bir sistem o. Ver formulleri,
ezberle gel de, ondan sonra da hesap sor. Sorumlulugu ogrenciye
at, en kolayi. Bunu yapmak icin, yillarca okumaya da gerek yok Kki.
Bu basarili ogretmenlik ise, liseyi bitirmis herhangi birisini al, ogret-
men yap, gercekten basaril olur. Yillarca egitim gormene, pedago-
ji vs. ogrenmene gerek yok. Agzi iyi laf yapiyorsa; bugun sovmenlik
on planda zaten, en kral ogretmen olur ondan, saticidir. O zaman
ne oluyor? Cocuk da buna alisiyor.

- EH: Soyleside de sOyledin, kitabinda da dile getirmigsin: “Ben
matematikgi degilim, matematik ogretmeniyim. Bundan da c¢ok
memnunum, mutluyum, ¢unku ogretmenin hazzini buldum.” Nedir
matematik 6gretmenin hazzi?

- Az once bir ornek verdim, kendini matematik yuzunden “geri
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zekali” sanan kiz ogrenci. Cocugun yasaminda bir etki yaratiyorsun;
hayati boyunca "“Ben aptalim” duygusuyla yasamaktan vazgecgirebi-
liyorsun onu. Cok buyuk bir haz, doyum. Cok bencilce gibi gorune-
bilir ama, kimseye zarari olmayan bir bencillik, kisisel doyum. Insan-
cll bir sey aslinda.

Ogrencinin 6grendigini goziunden hissedersin; o isiltlyr gérmek
muthis bir seydir. Ogullarimin da ogretmeni oldum. Yucel'de de gor-
dim onu. Ogrenci zor bir soruyla ugrasmistir; czememistir; ondan
sonra bir de beraber bakariz. Daha tartismaya basladigin ilk anda,
cozumu sezmistir, bir gulumseme yayilir gocugun yuzunde.
Yakaladigi anda rahatlamistir. O guzelligi, estetigi yakalamistir. Ise
yaradigini hissedersin, paylasirsin. Sana yansir, dogrudan.

Cok soylenen bir seydir ama, dogrudur; ogretmen ne kadar sikin-
tili olursa olsun, yasadigi dertler sinifa girdiginde kaybolur; bu laf ol-
sun diye soylenen bir sey degildir. Sinifta yasadiklariyla muthis bir
haz duyar. Matematikci olmak, matematikle profesyonelce ugras-
mak, ¢ok saygl duyulacak bir sey; uretebiliyorsa da, muthis haz du-
yacaktir. Ama ogretmenin hazzi bambaska, surekli iletisim iginde-
sin, surekli hissediyorsun; seni canli tutuyor, yasama bagliyor; oyle
bir yani var.

- Ruken Kiziler (RK): Matematik ogretmekle, biyoloji 6gretmek
hazzi arasinda bir fark var mi? llkokul 6gretmenligi yaptim demis-
tin...

- Bunu yanitlamak iddiali olur, ben biyoloji ogretmedim simdiye
kadar. Genel olarak ogretmenin kendisinde bir haz var, ama mate-
matikte soyle bir fark var tabii. Matematik dogrudan akla yoneldigi
icin, matematiksel dusunus ve aklin estetigini gormek muthis oluyor.
Tabii biyolojide de ogrenci konuyu ogrenmisse, yorum yapabiliyor-
sa, benzer bir haz duyarsin; yorumla da katki yapilabilir. Ama mate-
matikte, aklin estetigini ¢ok iyi yakalayabilir, gorebilirsin. Ben bir du-
sunceyle, soru hazirhyorum, bir seyi olgmeye ¢alisiyorum ve soru-
yorum. Bir bakiyorum, gocuk sonucu benim hi¢ aklima gelmeyen bir
yontemle bulmus! Sasip kaliyorum, bilmem kag¢ yasinda bir ada-
mim, 17 yasindaki gencecik gocuk benim dusunmedigim bir sekilde
soruyu ¢ozmus. Sanirim burada, soyut dusunmenin yarattigi aklin
erdemi var.

Kitapta da yazdigim, ¢cok hosuma giden orneklerden bir tanesidir:
8 takimin katildigi tek maglik eleme usulu yapilan bir sampiyonada,
sampiyon kag macta belli olur? Benim buldugum bir ornek deqil, ak-
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tarma bu. Soruyu ¢ok degisik bigimlerde ¢ozebilirsin, ama orada oy-
le bir estetik yakalaniyor ki: Her macta bir takim elenecek, oyleyse
her eleme igin bir mag yapiimali. Elenecek 7 tane takim varsa, 7
mag yaparsin. 500 takim da olsa, ayni seyi yapiyorsun; muthis bir
akil estetigi!

- EH: Galiba en guzeller, en estetik olanlar, basitler...

- Evet, onemli bir nokta. Karmasik degiller. Bilginin ya da yonte-
min paylasilabilmesi de, gok onemli. Cogu insan, demin verdigim or-
nekteki gozumu soyledigimde, “Aaa!” diyor ve gulumsuyor. Bir soru
vardi, rastladigim: Diyor ki, adil bir bicimde bir ekmegi iki kisi nasil
paylasir? Olgmek, tartmak yok; bir bigak var sadece. Yanit su: Ek-
megqi biri kesiyor kendine gore, digeri segimi yapiyor. Bu insanin ak-
lina dogrudan gelmeyen bir yanit, ama ¢ok guzel, her ikisi igin de
adil bir cozim. Illa ki birtakim matematiksel formlar gerekmiyor; ak-
lin ispati ve muthis guzel!

Matematiksel olarak bir yanhshk yaptiginda, yaptigin yanlishgs
tartistigin ve sonucu buldugun zaman da, bir haz duyarsin. Karsin-
daki de nerede hata yaptigini mutlaka yakalayacaktir, matematikte
o kesinlik vardir. Matematigin guzel yanlarindan birisi de budur.

- NM: Kizkardesim Nazan matematikgi olmayi secti, yukseklisans
yaplyor ve kosullarinin zorluguna, gegimini saglayamamasina rag-
men, matematikgi olma yolundan dénmiyor. Onun bu segiminde,
dershanedeki matematik 6gretmeninin payi! ¢ok buyuktu. Senin 6g-
rencilerin arasinda da matematikgi olmayi segen ¢ok oluyor mu Ah-
met Agabey?

- Cok. Bazi arkadaslar takilir, senin yuzunden gocuklarin basi ya-
niyor diye. Matematik¢i olmak mesakkatli bir is aslinda; bir kere bu-
lasirsan, ondan kendini alamazsin hayatin boyunca... Tabii muthis
bir haz. Cok ogrencim var matematigi segen, hatta birlikte ¢alistigim
meslektaslarim arasinda ogrencilerim var. Birkag eski ogrencimden,
bu kitap ¢alismami incelemelerini rica ettim ornegin.

- EH: Yucel'e sorayim, matematik ogretmeni bir babanin gocugu
olmanin getirisi ya da goturusi var m? Ben de bir matematik hoca-
SI ogluyum, onun igin soruyorum.

- Yucel Dogan: Yasamin icinde deg@erlendirirsek, soyle bir getiri-
si var. Babamin matematik ogretirkenki tutumu, yasaminda da ge-
cerli olduqu igin yasayis, dusunce tarzi olarak; bu bize de yansiyor.
Dusunce tarzi, ona bir ozgurluk kazandirmis. Siz de o dusunce tar-
zin1 aliyorsunuz. Yasaminizda, o ozgurluk gercgevesi igcinde dusune-
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biliyorsunuz. Bunun benim i¢in buyuk faydasi oldugunu soyleyebili-
rim. Ornegin, bizim evde kabuller yoktur. Her sey tartisilir, her sey
Ispatlanir; hatta sonunda “dogru’ya ulasilir.

- EH: Ahmet son olarak sunu sorayim, gerisi gelecek mi kitabin?
Baska kitaplar da yazacak misin?

- Bir ara bir galismaya baslamistim, dokumanlarimi kaybettim.
Egitim esasli ygsam diye;, gunku yasamim egitimle butunlesmis du-
rumda. Ogretmen okulu ve ilk 6gretmenligimle birlesen bir hayli sey
yazmistim. Devam edecektim, kaldi. Boyle denemeler var yazdi-
gim. “Egitim Uzerine Cesitlemeler” diye, egitim anlayisindaki celis-
kilerle ilgili olarak kaleme aldigim denemeler var. Yazmak da muthis
bir haz veriyor, daha kalici bir paylasim ozelligi var. Yazilacak gok
sey var, firsat bulursam, yazmak istiyorum.

- EH: Bu bir ders kitabi olmadigi igin, yeni baskilarda, yeni 6rnek-
lerle surekli gelistirmek mumkudn. Ya da benzer kitaplar yazilabilir. ..

- Devam etmek istiyorum aslinda, ¢gunku boyle ¢abalar cogaldik-
ca, matematige olan ilginin artabilecegini dusunuyorum. Tek basima
benim misyonum degil ama, benim uzerime dusen bir sey varsa,
katkida bulunmak hosuma giden bir sey. Devam edebilirim, zaman
buldukga. Zaten her tekrar inceledigimde, ek yapiyorum. Dizgici bik-
ti bu isten de, sesini ¢cikarmiyor. Son incelemede, yine birtakim ek-
ler olacak. Hatta bazi oneriler geliyor. Gelisir, gider; belki...

- Bizlerle paylastigin igin ¢ok tesekkur ederiz.

Bilim ve Gelecek,
Say1 41 (Temmuz 2007),
Sayfa 8-15.
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Sevginin Olciisii

Otobusteyim. Elimdeki gazetenin bulmacasini gozmeye ¢alisiyo-
rum. On koltukta oturan iki geng, baskalarinin varligini gok umursa-
madan sohbet ediyor. Konustuklarini duymamaya ¢alisiyorum. An-
cak genglerden birinin “Acayip seviyorum abi” lafina karsilik, digeri-
nin “Ne acayipligi abi yahuu... Ben manyak seviyorum” lafini duyun-
ca, elimdeki bulmacay! kendi kaderine terk ettim. Genglerin yakigstir-
malarini once lumpence buldum. Ac¢ik¢ca “manyak askl” kugumse-
dim. Ardindan sevginin yogunlugunun nasil anlatilacagini dusun-
dum.

Hani kuguk ¢ocuklara “Beni ne kadar seviyorsun?” diye sorarsi-
niz. Kollarini agabileceqi kadar iki yana acgar, gozlerini de; “Coook”
diyerek, neredeyse tum uzuvlarini kullanarak size igten sevgisinin
derinligini sunar. Bu igten sevgi gosterisini animsayinca, genglerin
sevgilerinin olgusunu ortaya koyus bigcimleri bana ¢ok ilging geldi.
Oyle ya “3 kg seviyorum”, “5 metre seviyorum”, “10 litre seviyo-
rum”... deme sanslari yoktu. “Cok seviyorum, daglar denizler kadar
seviyorum, dunyalar kadar ya da deliler gibi seviyorum”un karsiligi
onlarin dilinde “manyak sevgi'ydi. Olgllere sigmayan sevgiyi boyle
anlatiyorlardi. Yani “askin matematigi"ni yapiyorlardi.

Askin matematiqi Iafi biraz kulaklari tirmalayabilir. Ama matema-
tikte de sayamadigimiz ¢okluklari “sonsuz”la anlatmaya c¢alismaz
miy1z? Genglerin sevgisi sonsuzdu ve “manyak seviyorlardi”. Onlar
iIcin manyaklik sonsuzluktu.

insanlik tarihiyle birlikte varolan matematik, insan aklinin erde-
miyle yasami algilama ve kolaylastirmada ¢arpici rol oynamistir. Or-
negin karsilastirilabilen nicelikler “gercgel sayilardan, niceliklere” bir
fonksiyon olarak tanimlanmis, olguler kavrami ortaya ¢ikmis. Ama
nesnel olmayan karsilastirmalar icin bir fonksiyon tanimlamak ola-
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nakl olmamistir.

Ama bizim gencler insan beyninin yaraticiligini kullanarak adeta
bir yasam fonksiyonu tanimlayarak asklarinin gucunu “acayiplikle”,
“manyaklikla” agikliyordu.

Yasamda kural ve kuralsizlik, denge ve dengesizlik, duzen ve
duzensizlik hep bir aradadir. Yasamin niceliksel anlatimi olan mate-
matikte de ayni karsitliklar vardir. Bu nedenle matematigi bir ogren-
setmek matematige haksizliktir. Bu tutum matematigi ezberlenesi
kurallar seviyesine indirger. Matematiksel dusuncenin sasirtici, eg-
lendirici yanlari, akil yurutmenin estetigi hissedilemez.

Lise doneminde okutulan matematige baktigimiz zaman bile,
matematigin ne denli sasirtici, ilging, acayip (!) oldugunu gorebiliriz.
Algilarimizla oynamaya ve bize hosluklar sunmaya hazir oldugunu
da... Matematiksel gcikarimlarda bulundukc¢a, bu ¢gikarimlarin yeni gi-
karimlara gebe oldugunu, gikarimlarin sonunun olmadigini gorerek
aklimizin gucunu algilar, adeta sonsuz akil seruvenleri yasariz. Ye-

ter ki sinirlarimizi zorlayalim, kaliplarin disina tasmaktan korkmaya-
lim.

Ornegdin herkesin bildigi toplama islemi, tum diger islemler gibi
nesnelerin niceliksel degerleri arasinda, yani sayilari arasinda yapi-
lan islemlerdir.

Hep soylenir “Iki armutla, (¢ elma toplanmaz” diye.

Oysa “Bir tabaga iki armut, u¢ elma koydum. Tabakta ka¢ mey-
ve var?” sorusuna karsilik toplama yapilir ve “Bes meyve var” yani-
ti verilir. Burada yapilan, iki kumeyi bir araya getirip yeni bir kume
olusturmak, yani toplamak ve toplamanin sonucunu da soylemektir.

Demek ki ¢ok bilinen toplama isleminden baslamak bile ilging
tartismalari igcinde tasiyabilir.
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Matematik Zevk mi, Zorunluluk mu?

“Matematikle ugrasmak zevk midir, zorunluluk mu?” sorusu yani-
ti zor olan sorulardandir. Bebeklik caginda nesneleri algilamak zo-
runda olan kuguk insan, renk, koku, ses gibi niteliksel ozellikleriyle
annesini, babasini, mamasini ayirt etmeye baslar.

Yurumeye basladigli andan itibaren gevresinde gordugu seyleri
renk, koku, ses gibi ozellikleri disinda buyukluk-kugukluk, azlik-¢ok-
luk gibi diger niceliksel ozellikleriyle de algilamaya baslar. Bu do-
nem saskinligin ve kesfin zevke donustugu onu alinmaz yukselisi-
nin basladigi donemdir. Her seyi ama her seyi, ¢cevresindekileri bik-
tiracak derecede sorar. Artik yasami boyunca surecek olan merak
ve ogrenme duygusu baslamistir.

Merak duydukca 6grenme duygusu gelisir. Ogrendikge meraki
artar. Ayni turden nesnelerin azligi ¢coklugu ve sayilariyla ilgilenir.
Parmagini uzatarak hatta dokunarak saymaya baslar. Giderek ta-
mamen birbirinden farkh da olsa u¢ sandalyenin, u¢ portakalin, ug
oyuncak ayinin ortak ozelligi olan 3 sayisini kesfeder. Dogada 3 di-
ye bir nesne olmadigi halde...

3'ten sonra 4'(, 4 ten sonra 5'i ve digerlerini.. Ogrenme ¢abasi
sureklilik kazanir. “Cok"un avantajlari olusur belleginde.

Kuguk oglum iki-u¢ yaslarindayken "Sen benim bir tanemsin” di-
yerek sevdigimde, kuguk parmaklarini uzatip (once bir parmagini
sonra bes parmagini), “Baba bir mi gcok, bes mi?” diye sormasi, ben-
den “Bes” yanitini alinca da kirilgan bir ifadeyle “Oyleyse sen bana
nicin bes tanemsin demiyorsun?” demesi, insan beyninin algilama
celiski ve becerisinin guzel, ogretici bir anisi olarak bellegimde taze-
ligini hep korumustur.

Ogrenme ve merak duygusunu ¢ok canlt ve hos yasadigim bir
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diger ornek de buyuk oglumla ilgilidir. O, henuz dort yaslarinda.
Evde beraberiz. Ben masada calisiyorum, o da onune ¢ektigi seh-
pada c¢alisiyor (!). Yerinden kalkmadan “Baba bu ne harfi?” diye sor-
du. Iki nedenle, “Oglum biraz sonra bakayim, 6nemli bir seyle ugra-
siyorum” diyerek gecistirmeye calistim. Nedenlerin birincisi okula
baslamadan okuma yazma ogrenmesinin sakincah olacagini
disunmemdi. lkincisi okuma-yazma 6gretiminde timdengelim yon-
teminin kullaniilmasiydi. Yani once tumce, sonra sozcuk, sonra he-
ce ve harf ogretiimekteydi. Harfleri ogrenmesi sakincaliydi. Aradan
bir sure gecti, daha yuksek bir sesle sorusunu yineledi. Tekrar ge-
cistirmek ve unutturmak igcin, "Oglum sen diger harflere bak, az son-
ra bakariz” dedim. Bir sure daha gecti, bu kez kizgin bir ifadeyle,
“Yahu baba ikigen ikigen?” sorusunu yoneltti. Sorunun ilginc¢ligi kar-
sisinda yanina gittim. “Hangi harfi soruyorsun?” dedigimde, “V" har-
fini gosterdi. “Peki birgen de var mi?" soruma karsilk, “I" yi gostere-
rek “Ohoo.. Noktalisi bile var” yanitini verdi.

Ogullarim ve diger gocuklarim (ogrencilerim) sorulari ve dusun-
celeriyle beni hep zorlamig, kamgilamistir. Ogretme duygumu si-
rekli ogrenmeye, arastirmaya, dusunmeye yonlendirerek, ogret-
menligimin beslenme kayna@ olmuslardir. Once ilkogretim ve son-
ra liseyle devam eden egitim ogretim surecinde, ogrencilerin merak
duygusu ve sorulari konunun kavranmasinin belki de en itici gucu-
dur.

Dogal sayilari, tek dogal sayilan, gift dogal sayilari anlattigim bir
derste (tam da anlasildigini dusundugum bir anda), bir ogrencinin
“Hocam sonsuz sonsuzdan buyuk mudur?” sorusu, benim anlattik-
larimdan daha ¢ok dikkat ¢ekti. Tum ogrenciler “Sonsuz sonsuzdan
buyuk mudur?” sorusuna odaklandi.

Gelin birlikte bakalim...
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Sonsuz Sonsuzdan Buyik mii?

Sayilar tarihinin yuzlerce, binlerce yil onceye dayandigi bilinir.
Cok eski ¢gaglarda, 1'den sonra 2'nin geldigini bilmek iyi matematik
bilmek, 2'den sonra 3'un geldigini bilmek acayip matematikc¢i olmak
anlamina geliyordu. Hele hele 1'den once sifirin geldigini bilmek
degme matematikgilerin bilemeyeceqi bir seydi. Gercekten de 0 sa-
yisi rakamlarin sayilara donusturuldugu evrede ve 1, 2, ... sayilarin-
dan olduk¢a sonra bulunmustur.

Sayilari nesnelerin goklugunu gostermek igin kullanir ve sayma-
ya“1, 2, 3, 4, ..." diye baslariz. Sayma isine hi¢ “0, 1, 2, ..." diye bas-
landigini duymamissinizdir.

Baslangigta insanlarin sayacak seyleri az oldugu i¢in sayma sa-
yilari dedigimiz sayilar kullanilimig, sayilacak seyler cogalinca (yuz-
ler, binler, on binler...) rakamlarin yan yana yaziimasina dayanan
sayma sistemileri olusmustur.

Bugun en yaygin kullanilan onluk sayma sistemi dedigimiz say-
ma sisteminde;

* Rakamlar kumesinin
R={0,1,23,4,56,7,8, 9}
oldugunu; bu rakamlarin yan yana gelmesiyle
% Sayma sayilar kumesinin,
$S={1,2,34,56,7,8,9, 10, 11, ...}

oldugunu; sayma sayilarina “0"in eklenmesiyle,
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* Dogal sayilar kumesinin,
N={0,1,23,4,56,7,8, 9, 10, 11,12, ...}

olustugunu; dogal sayilara sifirin altindaki (sifirdan kuguk) sayi-
larin eklenmesiyle,

* Tamsayilar kumesinin
Z={.,-4,-3-2-1012 .}

olustugunu animsayalim. Dogal sayilar kumesinin elemanlary “n”
ile gosterilmek uzere (n & N),

* “2n + 1"Iin tek dogal sayilar kumesini
T={1,3,5 7,9, 11,13, ...}
* “2n" nin ise Gift dogal sayilar kumesini
c=1{0, 2 4,6,8, 10, 12, 14, ...}

olusturdugunu biliriz. Ayrica gerek dogal sayilar, gerekse tek do-
gal sayilar ve c¢ift dogal sayilar kumesinin sonsuz elemanl oldu-
gunu soyleriz. Arkasindan dogal sayilar kumesinin tek dogal sa-
yilar kumesini ve ¢ift dogal sayilar kumesini kapsadigini da
(TC N, CC N)soyleriz. Soyleriz soylemesine ama, arkasindan
da “Sonsuz sonsuzdan buyuk mudur?“ sorusuyla karsilasirz.

Soruya yanit arayalim.

Her ¢ift dogal sayidan sonra (2n — 2n + 1) bir tek dogal sayi gel-
digi, her tek dogal sayidan sonra (2n+1 — 2n + 1 + 1) cift dogal
sayl geldigi aciktir.

Eleman sayisi sonlu olan kumelerin elemanlarini karsilastirmak-
ta sorun yasamayiz.

Ornegin,
Rakamlarin kiimesi; R ={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
Cift rakamiar kimesi; A = {0, 2, 4, 6, 8}

Tek rakamlar kimesi; B = {1, 3, 5, 7, 9} olmak uzere,
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A ile B kumelerinin birlesiminin rakamlar kumesine esit oldugunu,
AUB=R
S(A), S(B), S(R)'nin kumelerin eleman sayilarini gostermek uzere,
S(A) + S(B) = S(R)

oldugunu; rakamlar kumesinin ayri ayn A ve B kumelerini kapsadi-
gini, bu nedenle,

AC R ve B C R oldugunu;
A C R ise, S(R)> S(A) oldugunu da soyleriz.

Son yazdigimiz ozelligi sonsuz elemanli olan tek sayilar ve do-
gal sayilar kumelerine uyarlarsak,

T C N ise, S(N) > S(T) yazariz ki, bu da “Sonsuz, sonsuzdan
buyuktur” gibi bir sonug verir. Acaba dogru mu?

Duz yolda ilerlerken onumuze hendek ¢ikti. Bakalim atlayabile-
cek miyiz? Tek sayilari ve dogal sayilari bire bir esleyelim;

0,12, 3,4, 5, ..., n , n+1.......... n+a...
Vbl | | !
1,3,5 7,9 11, ..., 2n+1),(2n + 3)........ (2n + 2a + 1)...

Goruldugu gibi dogal sayilar daha ¢gok gorunmesine ragmen; do-
gal sayilar arttikga, tek sayilar da artiyor, hem de bire bir eslenerek.

Sezgilerimiz dogal sayilarin tek dogal sayillardan ¢ok olacagini
soyluyordu, ama gercekligin, matematik gercekligin bu olmadigini
gorduk.

Yanildik.

T C N onermesi dogru oldugu halde, S(N) > S(T) dnermesine
dogru diyemiyoruz.

Peki buyuk degilse esittir yargisina varabilir miyiz?

Yine hayir.



32 MATEMATIK YARAMAZDIR

Cunku o zaman da “sonsuz esittir sonsuz” gibi bir sonuca variriz
ki, bu sonu¢ da sonsuzun sayillamiyacak ¢cokluk oldugu kavramiyla
celisir.

Bu tur algr yaniilmalariyla ilerleyen sayfalarda da karsilagsacagiz.
Matematikle ugrasanlar, bu tur geligkilerle hep karsilasmis ve karsi-
lastigi celiskilere ¢ozum aramis, inatla celiskilerin uzerine gitmis
yepyeni ve saskinlik verici sonuglar ortaya koymustur. Bu ¢abalar
bazilarinca anlamsiz bulunsa da...

Bilinen bir fikradir. Biri matematikci olan iki arkadas balonla gezi-
nirken rotalarini kaybeder ve yere dogru algalarak, koyunlarini otlat-
makta olan bir gobanin uzerinde dururlar. Asagilya dogru seslenerek
“Hey arkadas biz neredeyiz?” diye sorarlar. Coban kafasini kaldirir
ve bakar bakar, “Nerede olacaksiniz, benim uzerimdesiniz” diye ya-
nit verir. Bunun uzerine matematik¢i olan gezgin, arkadasina “Bu
adam matematikgi” der. Digeri saskinlkla “Nereden anladin?” diye
sorar. Matematikci “Ug nedenim var bu yarg icin” der ve siralar.

“Birincisi bos bos bakti, ikincisi nerede oldugumuzu tam ve dog-
ru bir sekilde soyledi, uguncusu de soyledigi sey hi¢gbir isimize yara-
mad..”

Her ne kadar bu fikra matematikgileri elestiren bir fikra gibi anla-
tilsa da, aslinda matematikgiyi anlatir:

Cunku matematikci agacin arkasindaki ormani gormeye calisir.
Ormani goremeyenler icin bu bos bos bakmaktir.

Apagik gergegi arar ve gordugunu soyler.

Cikarimlara ise yarasin diye degil, merak duygusuyla ulasir.
Soyledikleri baskalarinca ise yarar bulunmasa da.

Insanlar ¢gaglar boyunca sayilarla ne denli igi ice olmussa, sayi-
lar arasindaki islemlerle (oncelikli olarak da toplama islemiyle) o
denli i¢ ige olmustur. Basit sayilan toplama isleminin bile kendi igin-
de ilginglikler barindirdigini soylemistik.

Bakalim...
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Nesnelerin Toplanmasi

=D

Kabaca ele alindiginda, ayni turden veya farkh turden nesneleri
bir araya getirme isine “toplama” denilebilir. Ancak nesne kumeleri-
ni bir araya getirerek yeni bir nesne kumesi olusturmak ile nesnele-
rin eleman sayilarinin toplanmasi arasindaki iliski ya da geliskiye
dikkat ediimeli.

Daha once sozunu ettigimiz 2 armutla 3 elmanin toplamini ele
alalim.

Armutlar kiimesini, A = {a,, a,}

Elmalar kiimesini, B = {e,, e,, e} bigiminde ele alirsak,

QQ L0071

A={a, a = {e,. €5, €5 AUB=C={a; a, €, €, €,
S(A)— S(B) = 3 S(AUB) = S(A) + S(B) = 5

A ve B kumelerinin her zaman birlesim kumesi olusturulabilir.

A ve B kumeleri ayrik kumeler (ortak elemanlari olmayan) ise yi-
ne her zaman,

S(A) + S(B) = S(AUB) yazilir ve 2 + 3 =5 islemi yapliir.
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Ancak A ve B kumeleri ayrik kume degilse,

A A A ={a, b, c, m},
o od B = {d, e, m},
b o AN B = {m)

AUB={a,b,c,d e m

s(A) =4, s(B)=3, s(A\B) =1 olmak lzere;
S(AUB) = S(A) + S(B) = 4 + 3 = 7 deqgil,
S(AUB) = S(A) + S(B) — S(AMB)

=4 + 3 — 1 =06 oldugu agiktir.

Hatta,
A={a, b, c},

A
B B={a, b } iken
<:Fja”£{:>AmB=B=me

AU B=A=/{a, b, ¢} oldugu,
S(A U B) = S(A) + S(B) — S(B)
=3+2-2
=3 oldugu gorulur.

Sonug olarak toplama islemi, nesneleri olusturan kumelerin ele-
manlarinin sayilari arasinda yapilan islemdir.

Elbette 2 armut ile 3 elmanin toplami 5 elma veya 5 armuttur di-
yemeyiz. Ama 2 armut ile 3 elma 5 meyvedir diyebiliriz.

Bu nedenle “Saymanin kisa yolu toplamadir” denilebilir.
3=1+1+1=2+1=1+2 olarak
5=1+1+1+1+1=1+1+1+2=1+1+3 ="~

olarak gosterilebilir.

Sayilarin ilk olustugu andan itibaren sayma ve saymanin kisa
yolu olan toplama islemi hep birlikte gelismistir.
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Sayilarin 1'den 5’e veya 1'den 50'ye ... kadar sinirli oldugu c¢ag-
larda basamak kavrami yoktu. Toplama islemi de basitgce “bir araya
getirme”nin otesine gegmiyordu.

Sayilar buyudukge basamaklar (1'ler, 10’lar, 100’ler...) olustu.
Toplama islemi de basamak degerlerine bagh bir sistemle ele alin-
di. Elbette toplamanin tersi diyebilecegimiz ¢gikarma islemi de. Bu-
gun geldigimiz noktada, artik bize basit gelen islemlerin guzellikle-
riyle oynar hale gelebiliriz.

Rakamlari farkh iki basamakl!i ab dogal sayisinin
lar1 yer degistiriyor ve elde edilen ba sayisi ile ab'ninf ar-
ki aliniyor.

Farkin rakamlari toplami kagtir?

Soruyu ¢gozerken ilk aklimiza gelen, gozumleme yontemini uygu-
lamaktir.

ab—ba = (10a + b) — (10b + a)
=9a-9b
=9(a - b)

9(a — b) sonucunu elde ettikten sonra, birbirinden farkl iki raka-
min farki 1°'den 8'e dek her sayi olacagi icin 9-8, 9-7, 9.6 ... 9-1 ol-
mak uzere bircok sonu¢ dusunulebilir.

Oyleyse fark,

9.1=90,92=18, 93 =27, 94 = 36, ... oomak uzere 9, 18, 27,
36, 495, ..., 72 gibi sayilardir ki, rakamlar toplami daima 9'u verir der
yaniti soyleriz.

Ancak bir baska ¢cozum igin de soruyu dikkatle dusunup tanimla-
nan evrensel kumenin 10°’dan 98’e kadar rakamlari farkli sayilar ol-
dugu ve “ab” sayisini nasil segersek segelim, sonucun degismeye-
ceqini dusunmek isimizi gok kolaylastirir.

/13—-37=36 ve 3+6=9
gibi.
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Hatta bu sonucu bir oyun bigimine donusturebiliriz. Karsimizda-
kine, “Farkin 1'ler basamagindaki sayiyi soyle?” der, soyledigi raka-
mi 9'dan cikararak 10'lar basamagindaki sayiy1 soyleriz. Iste size
bir oyun. Ayni oyunu abc, cab gibi 3 basamakl bir sayi igin de sora-
biliriz. Veya rakamlari acb, bac... gibi deqistirerek daha ilging hale
de getirebiliriz. Hatta abcde ... gibi basamak sayisi daha ¢ok olan
sayilari da kullanabilirsiniz. Denediginizde ilging sorular yapabilece-
ginizi goreceksiniz.

Yukardaki sorunun ikinci gozumundeki akil yurutme birgok za-
man kullanilabilir. Cokgenler konusunu isledigim bir derste “Cokge-
nin dis agilarinin olguleri toplami kag derecedir?” soruma karsilik bir
ogrenci duraksamadan “360 derecedir” yanitini verdi. Nedenini sor-
dugumda ise acgiklamasi “Siz ¢cokgen dediniz. Demek ki her gokgenin
dis acian toplami aynidir. Bir gokgen olan kareyi dusundum. Kare-
nin her biri 90° olan 4 tane dis acisi vardir. Oyleyse 4.-90° = 360°'dir.
yaniti baska bicimlerde ve kanitlanarak verilebilirdi. Ama ogrencinin
yaniti zekiceydi. Kutlanmayi hak ediyordu.

Matematikle ugrastiginiz zaman, hele hele aklinizi kaliplarin di-
sinda kullaniyorsaniz ilging, estetik ve bazen de komik seylerle kar-
silasirsiniz. Aklin 6zgurce kullanimi hem konunun ¢ok iyi kavranma-
sina, hem de kalici olmasina yol acgar.

Sayma tabanlarini isledigimiz bir derste kullandigimiz onluk sa-
yI sisteminde basamaklarin 1'ler (10°), 10’lar (107), 100'ler (10%) bi-
c¢iminde oldugunu, bu nedenle 5764 sayisinin,

5764 = 5-10° + 7-10% + 6:10" + 4-10°

bigiminde ¢ozumlendigini eger say! tabani olarak 5 sayma tabanini
alirsak rakamlar kumesinin,

{0, 1, 2, 3, 4} olacagini ve tum sayilarin bu rakamlarla yazilacagini,
basamaklarin da 1'ler (5°), 5'ler (5') , 25'ler (5°)... bigiminde olaca-
gini belirterek (4302); sayisinin,
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(4302)s = 4-5° + 3-52 + 0-5" + 2-5°
=4-125+ 3-25+ 05 + 21

= 500 + 75 + 2
= 577

biciminde ¢ozumlenerek 10°luk duzende 577 sayisina esit oldugunu
anlatirken bir ogrenci “Hocam, babam yuzbasi. Askerlikteki onbasi,
yuzbasi, binbasi sozcukleri sayi sisteminden mi geliyor?” sorusunu
sordu. Ornek yasamsal ve zekiceydi. Matematikten askerlige sigra-
dik, 10 kisiden olusan asker grubuna takim ve takimi yoneten kisi-
ye onbasi denildigini; 10 takimdan olusan 10-10 = 100 kisinin bir bo-
luk olusturdugunu, bolugu yoneten komutana yuzbasi denildigini,
10 bolukten olusan 10-100 = 1000 kisiye tabur, taburu yoneten ko-
mutana binbasi denildigini acikladik.

Soruyu soran ogrenci hinzirca “Yani hocam, askerlik 5’'lik sayma
duzenine gore duzenlenseydi; onbasiya besbasi, yuzbasiya yirmi-
besbasi, binbasiya yuzyirmibesbasi mi diyecektik? Benim babam
yirmibesbasi mi olacakti?” diye araya girdi. Ogrencinin hinzirigina
basta kendisi olmak uzere hepimiz gulduk. Sanirim bu espri konu-
nun kavranmasini kalici hale getirdi. Baska sayma duzenlerini ve
baska sayma duzenlerinde yapilacak islemlerin kavranmasini ko-
laylastirdi.

Yukarda toplamanin saymanin kisa yolu oldugunu ve gikarma is-
leminin de toplamanin tersi oldugunu soyledik. Diger islemler (¢arp-
ma ve bolme) i¢in de benzer iliskiler oldugu soylenebilir mi? Evet
soylenebilir, carpma islemi de toplama isleminin kisa yoludur.

3-:5 = 15 denildiginde, 3 tane 5 elemanli kumenin eleman sayila-
ritoplami 5+ 5 + 5 =15 veya 5 tane 3 elemanl kumenin eleman
sayilan toplami, 3+ 3+ 3 + 3 + 3 = 15 seklinde anlasilir. Bolme is-
lemi de (kabaca soylenirse) carpma isleminin tersidir.

Toplama ve ¢ikarma islemlerinde oldugu gibi garpma ve bolme
iIslemlerinin de reel sayilar arasinda oldugu unutulmamahdir. Bu ko-
nuda yapilan onemli bir hatay! ele alalim.
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Bir dis agis1 11° 15’ (11 derece 15 olan diizgiin
cokgen kac

Sorunun ¢ozumu igin su on bilgilere sahip oldugumuzu varsayalim:

‘Duzgun ¢okgen, kenar uzunluklari ve agi Olguleri esit olan ¢ok-
gendir.”

“Duzgun ¢okgenin kenar sayisi kadar i¢ ve dis agis! vardir.”
“Cokgenin dis acgilari toplami 360°dir.”
“1 derece 60 dakikadir.”

Kenar sayisi “n” ile gosterilirse,

na=360 ve n= 330 'dir.

Burada yapilan hata 360°'yi °’ye bolmeye kalkmaktir.

Eger a dis agis) 30°, 45°... gibi verilirse, 360 derece, 30° veya
45°ye bolunuyormus gibi islem yapilir.

360°:30° = 12 kenarli, 360°:45° = 8 kenarli... gibi.

Sonug dogru, yapilan yanlistir. Yapilan yanlis, dereceyi derece-
ye bolmektir.

Dogru olan ise, 360°'nin gosterdigi 360 reel sayisini &°' nin gos-
terdigi  reel sayisina bolmektir.

Bu nedenle de yukardaki soruyu gozmek icin;
360°'nin gosterdigi 360 reel sayisi,
11° 15 nin gosterdigi 11, 25 ondalikl sayisina veya

—= """k b lI" K

360
n= 45 = 32 kenarlidir sonucu elde edilir.

4
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Uzunluklar Toplam

A ve B noktalariyla A ve B arasindaki tum noktalar bir kume olus-
turur ve bu kume [AB] (AB dogru parcgasi) bigiminde gosterilir. [AB]
kumesi, elemanlari noktalar olan kumedir.

A B

‘[AB] ka¢ noktadan olusur?” sorusuna yanit veremeyiz. O ne-
denle de [AB] kumesinin eleman sayisindan soz edemeyiz. Ama
[AB] kumesi nicelik olarak bir uzunlugu gosterir.

Bu nedenle [AB]'nin uzunlugunu |AB| bigiminde gosteririz.

Simdi [AB] ve [BC] kumeleriyle ve bu kumelerin gosterdigi |AB|
ve |BC| uzunluklariyla islem yapilip yapilamayacagini inceleyelim.

* A, B, C noktalari dogrusal degilse,

B [AB] U [BC] = [AC] yazilamayacagt
\ gibi, |AB| + [BC| = |AC|'de

C yazilamaz.

* A, B, C noktalarn dogrusal ise,

A B ~ [AB] U [BC] = [AC] ve
|AB| + |BC| = |AC| yazilir.

Oyleyse uzunluklar toplamiyla nesnelerin toplami arasinda
onemli farkhliklar vardir.

Bu farkliliklar ilging sonuglar ve algi yaniilmalarina yol acar. Na-
sil mi?

Ornekleyelim;
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Ornek 1

Sekilde yataylar |BC|ye, dikeyler |AB|'ye paraleldir.

* Dikeyler toplaminin |AB| = c’ye, yataylar toplaminin |BC| = a'ya
ve basamaklar toplaminin da a + c'ye esit oldugu agiktir.

* Basamaklar artsa da bu toplam a + c’drr.

* Sezgilerimiz, “Basamak uzunluklarn bir limit degere dogru kugul-
dukge, basamak uzunluklari toplami |AC|'ye yaklasir ve giderek
JAC|'ye esit olur” diye dusunmemize yol acgar.

Basamaklar toplami degismeyecegi i¢in |[AC| = a + ¢ olmasi ge-
rekir.

Diger yandan; |AC|? = a® + ¢? (Pisagor teoremi) dir. Oyleyse,

|82 + ¢2 = a + | olur ki anlamsizdir.

Sonug

Kugulen basamaklardan olusan kume, AC duz gizgisine yaklasir.
Ancak bu basamaklar toplaminin kime olarak AC'ye yaklasmasi,

basamaklar toplaminin AC uzunluguna esit olmasi anlamina gel-
mez.

Veya basamaklar kuguldukce, basamak sayisi artar. U¢g durum-
da dusunursek, basamak buyuklugu “0", basamak sayisi sonsuza
“00" yonelir. Bu da bizi “0.2" sonucuna goturur ki, 0.20 anlamsizdir.
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Ornek 2

Bir kenan 8 birim olan ABC eskenar
ucgeninde D, E, F orta noktalar ve

P, K, L ... noktalari da diger orta

noktalar olmak uzere,
2 K 2 E 2 N 2
IBA| + |JAC|=8+8 =16

Eskenar uggenlerin koselerinden gecgerek B'den C'ye gidis yol-
larinin toplami,

4+4+4+4=16

L H24242+4242+2=16
LAETHETHIH 1141+ 1216

daima 16 olacaktir.

Orta noktalar arttikga dogru pargalari-

nin uzunluklari azalir, ama toplam de-

gismez. Bu azalma sonucunda toplam
C BC'ye yakinsar. Uzunluklar toplam,

IBC| = |AB| + |AC| = 16
olur. Oysa |BC| = 8 id.i.

Burada da;

* Kume olarak her adimdaki dogru parcalarinin birlesimi giderek
daha fazla BC dogru pargasina benzesir. Ama sayisal toplam
olarak esittir denilemez.

* Oysa vektorel toplam olarak,
BA + AC = BC

yazabiliyorduk. Bu iliski ve varsa celiskiyi az sonra ele alalim.
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Ornek 3

[AB] capli gemberde,
a, b, ¢, d caph teget cember

d .
2 Y by . Yaylar gizilmis olsun.

A
a b ¢ d ) . . .
RN yarigaplar olmak uzere icteki yarim gemberler igin
yay uzunluklari toplami,
ZZa + ZZb + ZZC + sz-z % (@+ b+ c+ d)olur.

277((3 + b + ¢ + d) sonucu [AB] ¢apli yarim gemberin yay uzunlu-

gunu verrr.
* Goruldugu gibi kuguk yaylar toplami AB yarim yayinin uzunlugu-

na esittir. Icteki yaylarin sayisi arttikgca yaylar toplaminin yine
JAB|'na esit olacagi agiktir.

A B

* |Icteki yaylar sonsuz artinca, AB yay uzunlugu (|AT!§|), AB capina
esit olur ki bu sonug elbette dogru deqildir.

Sonug

Yarim yay uzunluklarindan olusan kume AB'ye yaklasir. Ama bu,
yarim yay uzunluklari toplaminin limit uzunluga, dolayisiyla AB'nin
uzunluguna esit olmasini gerektirmez.
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Hareketli Toplama

Doruk

Biri yasli, biri genc, digeri orta yash olan u¢ kafadar dag havasi
almak ve spor yapmak uzere, B daginin yamaci ve C koyunun yolu
uzerinde bulunan A noktasinda kamp kuruyor. Hikaye bu ya... B
noktasi da C noktasli da A'ya 2'ser km uzaklikta. Kafadarlar 2 km
yuruyus yapmay! kararlastiriyor ve guzergah tartisiyorlar.

Geng kafadar AB yonunde yurumeyi, yash olan bir aragla B'ye
cikip B'den A'ya yurumeyi, orta yash olan ise ortayi bulup A'dan C’
ye dogru yurumeyi oneriyor. Neye karar verdiklerini bilmiyorum. Bi-
zim i¢in onemli olan neye karar verdikleri degil, neden tartistiklar..

Onerilere alinacak yolun uzunlugunu distinerek bakarsak, bir
fark goremeyiz. Cunku,

|AB| = |BA| = |AC]

dir. Ancak her biri harcayacaklari enerjiyi dusundukleri igin tartisma
cikiyor. Cunku her guzergahin uzunluklari ayni oldugu halde dogrul-
tulari ve yonleri farkli. Bu nedenle AB, BA ve AC’ye bildigimiz dogru
parcasindan farkl olarak bir isim vermek zorundayiz. Iste dogrultu-
su, yonu ve buyuklugu olan yonlu dogru pargasina “vektor” diyoruz.
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Vektoru; AB biciminde gosterip, “AB vektoru” diye okuruz. AB ve
AC dogru pargalarini uzunluk olarak dusunursek;

|AB| = |AC]
yazihr. Vektor olarak dusunursek,
AB = AC
yazmak yanhstir.

Dogru pargasi denilince duragan bir kavram akla gelir. Vektor
denilince ise hareketli bir kavram akla gelir. Vektor, uygulamali ma-
tematik ve diger bilim dallarinda kuvveti, ivmeyi, hizi ... simgeler.

lki vektor esit olabilir mi?

d
B 1
Sekilde, d, // d, olmak uzere,
A d,
|JAB| = |CD| ise,
D
C AB = CD ve BA = DC denrr.

AB ve CD igin;

* Dogrultulari ayni: d, // d,
* Yonleri ayni: E E)’
* Uzunluklari esit: IA_B}I = IESI
kosullarini gercgeklestirdikleri igin A_B} = E[; yazilir.

Sorulan ¢ogaltmak, ¢cogalttikga sonuclar gikarmak olanakil..

Bunu dilerseniz siz yapabilirsiniz.
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Biz simdi asil konuya donelim ve vektorlerin toplamina bakalim
bir soruyla...

B

—> —»
AB +BC =7
A

C

Vektoru bir hareket olarak dusunursek, A'dan B'ye ve B'den de
C'ye giden birisi, A'dan C'ye gitmistir denilir. Bunu da

AB + BC = AC

olarak gosterebiliriz. Oysa, |AB| + |BC| toplaminin |AC|'ye esit ol-
madigi aciktir.

Son olarak da ayni soruyu (ve karsilastirmal olarak) A, B, C nok-
talari dogrusal olmak uzere alirsak ne olur.

A, B, C dogrusal ise
|AB|+ |BC| = ?,

A B C
AB + BC = 2, |AB| + |BA| = 2, AB + BA = ?

AB ve BC uzunluklarinin toplami: |AB| + |BC| = |AC]
AB ve BC vektorlerinin toplami: EB} + B_C} = A_é

AB ve BA uzunluklarinin toplami: |AB| + |BA| = 2|ABj
AB ve BA vektorlerinin toplami: AB + BA = AA

Bu son sonug ilging degil mi? Ne demek A_ﬁ{'

Bir bakima A’'dan A'ya gitmek yani hi¢ gitmemektir.

O nedenle, AA = 0 olur. Buradan da
AB +BA =0 ve AB=-BA

sonucu elde edilrr.
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Uclarda Dolasmak

Limit kavrami siradanligin disindadir. O nedenle ucglara yonel-
mek olarak dusunulebilir ve oldukga ilgingtir.

Zaten ilgingliklerde siradanlik aranmaz. O nedenle riskli olmakla
birlikte, uclara yonelmek ilgingligi yakalamak olarak algilanabilir.

Geometride de bazi kurallara, uglara yonelerek ulasabiliriz.

[BC] tabanh ABC ikizkenar
ucgeninde, esit kenarlar

b = ¢ olmak uzere,

’ paralelkenar

D € [BC] ise,
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Kanit 1 Kanit 2 *
A A A
y y
E E
B D C B D C BD C
[ED] // [AB] den CED ~ CAB ise D ,Bise x 5 C
0
rn(A’éC) = m(EADC) ise X -m + Y-
C b X+y_5C ve
|IED| = |EC| = x ve b = cden
X =mve
[b=x+y]

Ik iki kanit paralelliklerin sonucu olan ikizkenar tiggenlere veya
benzerlige dayaniyor. Sonuncusu ise [BC] uzerindeki D noktasinin
B noktasina yaklasimina dayaniyor.

Bu yaklasimin sonucunda da |DE| = x, |AB| = c'ye, |DF| =y, sifi-
ra ve x ile y'nin toplam da |AB| = |AC|'ye, yani b = c'ye yaklasiyor.

A |AB| = |AC]

X+y=~h

B D Neden?
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Kanit 2 Kanit 3

. DE| // |IAB| ise,
2 DK| = [PH| = x ICP| // |AB| ise,
ch _CSX*Y)  |DE|=[EClden Dro=DPCVve
2 < IDF| = |CP| =y IDF| = |DP| = y
h=x+y ICHl=h=x+y [KP[=|CH| = h
h=x+y
Kanit 4 HBC ~ KBD ~ FCD
M @ O
(1) ve (2) den %: afb
y b
() Ve(a)de'l 'h ~a+b

D—-=Bise x— 0

s y—nh

XxX+y —h ve

X+y=h
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Genel olarak bir kumeye ait ozelliklerin o kumenin alt kumelerini
de kapsadigini biliriz. Ornegin, “Insanlarin iki gozi vardir” dnerme-
si, Insanlarin alt kumesi olan kadinlar, erkekler, cocuklar i¢in de ge-
cerlidir. Veya “Dortgenlerin i¢ acilari toplami 360°'dir" onermesi, ya-
muk, paralelkenar, dikdortgen ... gibi 6zel dortgenler icin de gecerli-
dir. Elbette ikizkenar uggen igin gecerli olan ozellikler, eskenar ug-
genler igin de gegerlidrr.

Bu bakis acgisiyla asagidakileri kanitlayiniz.

P, ABC eskenar uggeninin i¢ bolgesinde
bir nokta,

IAB| = |AC| = |BC| = a

Neden?

R T * Uzerind
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Uclar ve Alan Karsilastirmalan

Bir paralelkenarin alani, “Taban uzunlugu ile o tabana ait yuk-
sekligin carpimina esittir” bilgisi ile bulunur.

D C
A H B
A(ABCD) = a.h ve DAB ile BCD ucggenleri es uggenler oldugu

IcIN,

Simdi bir soru ile bu bilgiyi kullanalim.

A B
ABCD paralelkenar, E € [DC], A(EAB) = 10 cm? ise

A(ABCD) kagc cm?dir?

Gozum 1
D E C Yukardaki bilgiyi kullanarak,

AEAB) = @1 = 10 ve

. a.h = 20,
A a  HB A(ABCD) = a.h = 20 cm? olur.
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Paralelkenarin kosegenlerinin

es ucggenler olusturdugu bilgisini
kullanarak, [EF| // |DA]| gizilir ve
A(EAB) =S, + S, = 10 cm?den

A(ABCD) = 2S, + 2S, = 20 cm* olur.

Gozum 3
D = C E € DC|de
E'yi C'ye tasima hakkimizi kullanarak
A(EAB) = A(CAB) = 10 cm® ve
A 4 A(ABCD) = 2A(CAB) = 20 cm?

sonucunu buluruz.

Yaptigimiz son ¢ozumde uglara yonelmek yontemini kullandik.
Bu yontemin avantajli oldugunu sanirim gordunuz.

Tum ¢ozumlerin sonucunda da paralelkenarin alaninin uggeni-
nin alaninin iki katina esit oldugu gorulur.

Ayrica buradan ¢ikan genel sonug

A D E

(] -

B C

d // IBC| ise, A(ABC) = A(DBC) = A(EBC) = - drr.

Yukardaki yaklasim ve sonuclari bir baska soruda kullanalim.
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ABCD ve AEFP
paralelkenar,

10 cm? ise,

A(AEFP) kagc cm?dir?

Coziim 1

[PB] cizildiginde, PAB ug¢geninin alani her iki paralelkenarin da yar)
alanidir.

A(AEFB) = A(ABCD) = 10 cm?
olur.

Gozum 2

P - D'ye kaydirilirsa, E — B'ye kayar. Sonugta paralelkenarlar ¢a-
kisik gibi dusunulebilir.

A(AEFP) = A(ABCD) = 10 cm?
olur.

Bu kez de bu yaklasimi uggende kullanalim.

(DE] // [BC],
IAD| = 3|DB]

A(FDE) = 6 cm? ise

kag cm?dir?
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Gozum 1
A ADE ~ ABC’'den
' IDE| _ |AD| _ |AE| _ 3

i IDE| = 3k ise, |BC| = 4k

L._j
& |AP| = 3m ise,
' C

H F |PH| = m olur.

A(FDE) = 3"2"' =6cm? ve km =4 cm?

_4k.4m _ 16km _ 16-4

= 32 cm? olur.
2 2 2

A(ABC) =

Gozum 2

F'yi B'ye tasirsak,

A(FDE) = A(BDE) olur.

A(EBC) = %-A(ABE) =1?

Birinci gozimde, “Uggenin alani; tabani ile yiiksekliginin carpimi-
nin yarisina esittir’ bilgisini, ikinci gozumde ise “Yukseklikleri esit
olan ug¢genlerin, alanlarinin orani taban uzunluklarinin oranina esit-

tir" bilgisini kullandigimiza dikkat ediniz.

Hazir uglara yonelmisken, “Cemberde uclar var mi?” bakalim.

Hemen “Cemberin ucu mu olurmus?..” demeyin.

IBC| |AB| |AC| 4

ve

A(ADE) = 3-A(EDB) = 3-6 = 18 cm? ve
24 = 8 cm“'den

A(ABC) = 18 + 6 + 8 = 32 cm? bulunur.
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Cemberin Ucu

OBPA dikdortgen,

O cemberin merkezi,
PeC

JAB| = 10 cm ise

GCemberin yarigcapi ka¢c cm’dir?

Gozum 1
“Dikdortgende kosegen uzunluklar: esittir” bilgisi kullanilarak,
|AB| = |OP| = rden r= 10 cm bulunur.

Gozum 2

P € C'den P'nin gember uzerinde her nokta olabilecegi ve P’nin ha-

reketinin soruyu etkilemeyecegi sonucuyla, P'yi K noktasina kaydi-
rirsak,

|AB| = |OK| = rolur ki; r = 10 cm’dir denilir.

Bir baska soru ile de iki gemberin ¢evrelerini karsilastiralim.

Merkezleri ortak olan iki gemberin,
yarigaplari arasindaki fark

10 ¢m ise,

cevreleri arasindaki fark kag cm'dir?

Bilgi: Cember uzunlugu, C = 2ar
(Cap ile & sayisinin ¢garpimi ¢evre uzunlugunu verir.)
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Gozum 1
Buyuk ¢cemberin yaricap! R, kugcuk gemberin yarigapi r,

Cevre uzunlugu C ise, Ci—GC, =2nR - 2ar
=21(R - )
= 2110

= 207 cm

bulunur. Goruldugu gibi gemberlerin yarigap uzunluklarinin hig-
bir onemi yok.

Gozum 2
' g Burada da uglara yonelmek hakkimizi kullanalim.
10
Aa A noktasini ortak merkeze yani O noktasina
o tagiyalim.

Bu durumda, |OA| =r=0 olur ki, |AB| =R =10 cm’dir.

Ci1—C, =27R— 2nr
= 2710 - 270
= 207 cm bulunur.

Ya da dogrudan G, — G, = 27-10 = 20 bulunur.

Cemberin uzunlugunu hesaplamalaria ilgili uygulamalar yaptik.
Ancak “Cember, duzlemde belirli bir noktadan esit uzaklikta bulunan
noktalar kumesidir’ tanimini vermedik. “Daire, gember ve ¢emberin
I¢ bolgesinin birlesim kumesidir’ tanimini vermeye de gerek duyma-
mistik. Iste simdi bu tanimlari vermis olduk.

Cunkl yarigapt “r” birim olan dairenin alani “z.r?” dir bagintisinin
kanitini verecegiz.

Hem de uclarda dolasarak...



DAIRENIN ALANI 59

Dairenin Alani

Once su bilgiyi animsayalim. Diizgiin gokgenler kenar uzunluk-
lar1 ve agi olguleri esit olan ¢gokgenlerdir. Duzgun uggen (eskenar

uggen), duzgun dortgen (kare), duzgun besgen... gibi.

Ayrica her duzgun ¢okgenin O
merkezli gevrel cemberinin ol-
dugunu, cokgenin alaninin “n”
tane (n kenar sayisi) merkeazil
ve es ucggenin alanlari toplami-
na esit oldugunu animsayalim.

Bu durumda;
JAB| = |BC| = |CD| = --- = a ve es ug¢genlerin yukseklikleri “h" ol-

mak uzere gokgenin alani,
a.h

Alan (ABCD...) = n- —
olacaktir. Iste simdi uglarda dolagsma zamani geldi.
Es uggenlerin |BC| = a kenar uzunluklar kuguldukce ¢okgenin
alaninin dairenin alanina yaklasacag aciktir.
Ayrica gevresinin uzunlugu dairenin gevresine
Cevre (ABCD...) = n-a > 27Tr

yukseklik uzunlugu da, dairenin yarigapina
JOH| = h > I

yaklasacaktir. (~——"isareti degerlerin birbirine yakinsadigini gosterir.)
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Bu durumda;
a.n.h

Alan(ABCD...) = Dairenin alani = esitliginde

an=2mar ve h =ralnirsa,

2TTr.r

Dairenin alani = 'den 7r? olarak bulunacaktir.

Boylece kanitimiz tamamlandi. Ucglarda dolasmanin bir yarari
daha. Olmugken, uglarda dolagmanin bir erdemini daha yagsayalim
ve dik silindirin hacminin “taban alaniyla yuksekliginin ¢arpimina”
esit oldugunu kanitlayalim.

Ama oncelikle, konuyla ilgili bir animizi anlatarak.

Kuguk oglumun ilkokul ogretmeni Nuran Hanim, ogretmen olma-
nin tum ozelliklerine (pedagojik duzey, kulturel duzey, ozguriukcu
anlayis, yaraticilik, insana ve topluma karsi sorumluluk, yurt ve dun-
ya insani olma...) sahip bir 6gretmen. llkokuldan mezun ettikten
sonra bile ogrencileriyle bagini koparmayan, onlarla gorusen, yu-
reklendiren, kisaca Diyojen’in gunduz vakti, fener yakarak pazar ye-
rinde aradiklarindan. Yani insan... Oyle insan ki, oglum lise 6grenci-
igi yillarinda bir gun, sik sik yaptigi gibi telefonla ogretmenini aradi.
15-20 dakika sen sakrak konustular. Daha sonra mutlu bir yuzle te-
lefonu bana uzatarak “Ogretmenim seninle de konusmak istiyor” de-
di. Hal hatir sormanin ardindan Nuran Hanim bana, kucuk kizinin
cocuguyla birlikte Adapazari depreminde goguk altinda kalarak ol-
dugunu soyledi. Yetiskin ogluma soylememisti, yani ogrencisine...
Uzulir diye. Iste oyle bir insan.

Biraz huzne daldigimizin farkindayim. $Simdi buradan ¢ark ede-
lim ve bu anlatimin silindirin hacmiyle ilgili bolumune donelim. Og-
lum 5. sinif ogrencisiydi. Nuran Hanim bir gun beni aradi ve “Yucel
silindirin hacmiyle ilgili bir ispat yapti. Agiklamasi bana dogru gibi
geldi, cok da hosuma gitti; ama sonug¢ yanls. Durumu inceler misi-
niz?" dedi. Ogretmen ispati “yanlistir” diye kestirip atmiyor, hatta dii-
sundugu igin ogrencisiyle gurur duyuyordu.
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Aksam ogluma silindirin hacmini nasil hesapladigini sordum. Bir
silindir ¢izip agikladi.

“OABC dikdortgenini levha gibi dusunelim. Bir dikdortgenin alani
r-h'dir.

“Bu levhalardan dairenin gevresi kadar olacagindan silindirin
hacmi 27r-rh dan 27tr’h olur.”

Sonu¢ yanhs olsa da, akil yurutme gercgekten guzeldi. Hem de 11
yasinda bir gocuk igin.
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Silindirin Hacmi

A HB

Sekilde taban yarigapi “r’, yuksekligi “h” olan dik silindir igine “n”
kenarli duzgun prizma yerlestirilmistir.

Tabani duzgun ¢okgen olan prizmanin taban ayriti “JAB| = a” olsun.

Prizmanin hacminin, tabani ABCD dikdortgeni olan “n” tane mer-
kezil dilimden olusacag aciktir.

A h D

OAB tabanli prizmanin tabana ait yuksekligi “|OH| = h,”,

yuksekligi “h” olmak uzere hacmi;

2

-h
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Tum prizmanin hacmi ise;

a-h,-h-n
2

“|AB| = |CD| = @" kuguldukge prizmanin hacmi tanim geregi, Si-
lindirin hacmine yaklasacaktir.

Ayrica:
Prizmanin yanal alani, silindirin yanal alanina (a-h-n — 2ntr-h)

|OH| = h, yuksekligi, silindirin taban yarigapina (h, — r) yaklaga-
caktir.

ifadesinde, a-h-n= 2nr-h ve h, = r alinirsa;

27tr-h-r

Silindirin hacmi = 'den 7tr’-h bulunur.

Ucglarda dolagirken uggenin alanina, oradan gemberin gevresine
gectik. Tam da kureye gecerken dairenin alanini ve silindirin hacmi-
ni kanitladik.

Simdi kureye gegebiliriz.
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Cemberden Kiireye

Cok bliyuk ile gok kuglik gorecedir. Ornegin Diinyamiz evren bo-
yutunda dusunuldugunde ¢ok kuguk, dunyada yasayan bir insan
boyutunda dusunuldugunde ¢ok buyuktur.

Dunyamizi gevreleyen en buyuk ¢gember uzunlugunun (Ekvator
uzunlugu) yaklasik 40.000 km oldugu bilinir.

Dunya’y: Ekvator boyunca saran 40.000 km uzunlugunda
cembersel bir halka olsun.

Bu halkanin yerden 1 m yukselmesi i¢in halkaya kag
m ek yapmak gerekir?

Ekvatoral dairenin yarigcapi r olsun, yeni halkanin yaricapi r + 1
olacaktir. Eklenecek uzunluk cevreleri farki kadardir.

C.—-C,=2x(r+ 1) =2ar=2nr+ 2n1-2n.r=2n
Soru dunyanin buyuklugu olgegine bagh degildir. Dunya portakal
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buyuklugunde olsa, hatta nokta kadar (!) olsa da sonug¢ degismez.

r = 0 alinarak,
C, - G, = 21(0+1) — 270 = 27 metre bulunur.

Bu sorudaki ilginglik, duyularimizda yarattigi saskinliktir. Yani
40.000 km’'lik ipe 2x=2-3,14 = 6,28 m (yaklasik 6 m) ek yaparsak,
Ekvator dairesine gore yerden 1 m uzaklikta yeni bir halka elde edi-
yoruz demektir.

Bize; “Ekvatoru gevreleyen ipe 10 metre ekleyerek yeni bir halka
elde ediyoruz, bu halkanin altindan bir tavsan gecebilir mi?” sorusu
sorulsaydi, sanirim ilk tepki hayir olacakti. Oysa demin yaptigimiz
hesaba gore, birakin bir tavsani bu ipin altindan neredeyse bir de-
veyi bile gecirebiliriz.

Beklemedigimiz olaylar karsisinda genellikle sasirirnniz. Bu sas-
kKinlik bazen korkutur bizi. Bazen de dudaklarimizda tebessum ya-
ratir. Bu algilarimizdaki hosluktur. Tebessumun nedeniyse estetiktir,
guzelliktir. Matematikte soru ¢ozumlerinde bunu ¢ok sik goruruz.






UCUNCU BOLUM
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Akil Yiuratmenin Guzelligi

Sekiz takimin katildigi tek elemeli sampiyonada, sam-
piyonu belirlemek i¢cin ka¢c mag¢ yapiimalidir?

Ik kademede ikiser ikiser eslesen takimlar 4 mag yapar. Kalan 4
takim ikiser ikiser eslesir ve 2 macg yapar. Sona kalan 2 takim 1 mag
yapar ve sampiyon belli olur.

Sdnuc;: 4+ 2+ 1=7 magtr.

Bu ¢ozum takim sayisini 2'ye bolmek, sonra da bolumu 2'ye bo-
lerek devam etmek ve bolumleri toplamak bigimindedir. Ancak soru
8 takim yerine 800 takim denilerek sorulsaydi, bolme ve toplama
yontemiyle cozum hamallik olurdu.

“8 takim katildiginda sampiyon /7 macta belli oluyor. Yani 8'in 1
eksigi kadar. Oyleyse 800 takimin katildigi elemeli sampiyonada da
800'un 1 eksigi olan 799 magta sampiyon belli olur” biciminde yanit
vermek kaba bir yaklasim olur. Sonug¢ dogru bile olsa, yaklasim yan-
hstir. Cunku kanit ya da ikna yoktur. Bu kaba ¢ozume olsa olsa yine
kaba bir ifadeyle “Helal olsun, iyi atiyorsun” denilebilir. Elbette her
zaman sans yaver gitmez.

= 4 sonu-

16 11
cu bulunabilir. Gergekten de 64'un 16'ya bolumu 4'tur.

Tipki 2% =4 (2.2 =4) ise 10° = 20 (10-2) = 20 demek ne kadar
sacmaliksa...
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Bu soruya, akil yurutmenin avantajini kullanan bir kisi; "800 ta-
kim iginden bir takim sampiyon olacak. Oyle ise 799 takim elenme-
lidir. Her takim bir mag¢ yaparak elenecegine gore, 799 mag yapill-
mahdir’ yanitini verir.

Capraz iki kosesinden iki kare-
si ¢ikarilan satran¢ tahtasi iki
kareyi kaplayan domino tasla-
riyla kapatiimak isteniyor.

Ka¢ domino tasi kullaniima-

Satrang tahtasinda, 8 -8 = 64 kare var. Iki kosedeki kareler cika-
rildiginda 62 kare kalrr.

Ik akla gelen 62:2 = 31 domino tasidir. Belki soruyu “31 domino
tasiyla bu eksik sartang tahtasi dosenebilir mi?” diye sormak daha
yonlendirici olurdu.

Her neyse.

Soruyu yanitlamaya girisen, bir satrang tahtasi ve domino tasla-
r alarak doseme calismasina baslar ama basaramaz. Cunku her
domino tasi her uygulamada bir siyah bir beyaz kare kapsar.

Oysa satrang tahtasinda sekildeki gibi 32 beyaz 30 siyah olmak
Uzere 62 kare vardir. Oyleyse bu sorunun yaniti, “Satrang tahtasin
tamamen dosemek olanaksizdir’ bigiminde olmalidir.

Bu soru ise bazi sorularin gozumunun olanaksizligina guzel bir
ornektir. Ayni zamanda ¢ozumsuzlugun kanitina, akil yurutmenin
estetik bir yaklasimidir.
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Bodoslama Dalmak ile
Uygun Yontem Bulmak Celiskisi

Ali ile Oya'nin paralari toplami 500 liradir. Ali Oya'ya 50 li-
ra verirse, Oya'nin parasi Ali'nin parasinin 4 kati oluyor.

Baslangic¢ta Ali'nin kag lirasi vardi?

Ali'nin paras! x, Oya'nin parasi y ile gosterilerek,
x +y =500
4(x — 50) =y + 50

Denklem sistemi ¢ozulerek x = 150 bulunur.

Veya Ali'nin parasi x, Oya'nin parasi 500 — x alinarak tek denk-
lemle de soru ¢ozulur.

Oysa daha dikkatli dusunulerek, toplam para hi¢ degismedigine
gore 1 kat Ali'nin 4 kat Oya’'nin olmak uzere son asamada 5 kat 500
lira ve 500:5 = 100 lira Ali'nin parasidir.

100 lira Ali'nin Ayse'ye 50 lira verdikten sonra kalan parasidrr.
Vermeden once, 100 + 50 = 150 lirasi vardi sonucuna ulasilir ki, bu
cozumu yapmak icin kalem kagit bile kullanmayiz.

Uygun yontemi bulmak icin dusunmeye ayiracagimiz zaman Go-
zum igin ciddi avantajlar yaratabilir.

“Dereyi gegerken at degqistirimez” atasozu ¢ok anlamli gelir ba-
na. Ancak derenin ortasinda akinti artmis ve su seviyesi asiimaz
boyutlara ulasmissa, bir sandal bulmak fena mi olur?

Asaqgidaki soruyu inceleyelim.
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B = C

ABC dik ugcgen, O merkezli cgember uggene icten teget,
E, D, F tegetlerin degme noktalari

IBD| =6 cm, |DC| =8 cmi ise,

A(ABC) kag cm?dir?

A
|AE| = |AF]| = x,
. |IBD| = |BE| = 6,
O
ICD| = |CF| =8
6 D g

verilerini ve Pisagor bagintisini kullanarak x’'i bulmaya c¢alisalim.
(x + 6)° + (x + 8)° = 14° esitliginden
2x° + 28x + 100 = 196 ve
x° +14x — 48 = 0 elde edilir.

Bu denklemin sonucu,

Bulunan x degeri yerine konularak |AB| ile |AC| hesaplanir ve
|AB| ile |AC| garpilip ikiye bolunerek alan bulunur.

Goruldugu gibi isimiz zor ve hata yapma olasiligi fazla.
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x°+14x-48=0 asamasina geldigimizde derenin ortasindayz.
Su derinligi fazla ve akinti hizhi, sandal aramak uygundur.

Bu asamada, alani bulmak igin ne yapmamiz gerektigine baka-
Ihm.

x° + 14x'in degeri az onceki denkleme gore,

(x2 +14x —48 =0 ve x° + 14x = 48 oldugundan)

48 + 48 >
A(ABC) = > = 48 cm*® olarak bulunur.

Sandala binip rahatca karsiya gegtik.

Demek ki soru gozumunde kontrollu olmak isimizi kolaylastiriyor.

Bu noktada birilerinin daha dogrusu bizi anlamayan birilerinin
“Bu tip sorularda BD ile DC uzunluklarinin garpimi uggenin alanini

verir. Niye ugrasiyorsunuz?” dedigini duyuyorum. Gercekten de ug-
genin alani 6-8 = 48'dir. Ama duymak isime gelmiyor.

Bir baska ornek verelim. Bir baska ilging sonu¢ daha gorelim.

maya gore terslerinin toplami kagtir?

XYy = 2 'den y= — 1, x + y = 1'de yerine koymalk,
9 Ox
X + i= 1'den 9x°- 9x + 2 = 0 denklemini elde etmektir

Ox
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Devam edersek,

ax’ + bx + ¢ = 0 denkleminin kokleri X, ve x, olmak uzere,

_b = Vb= dac
X12 = T 28

bagintisi, 9x°— 9x + 2 = 0 da kullanilarak (@=9, b=-9, c=2)

0:V9%-492 91V _ O

B '9"°—-492 B + 3 q
X12 = 2.9 - 18 ~ 18 en
_9+3 _ 12 _ 2
17 718 "~ 18 3 '°
9-3 6 1
Xy = 18 :-T-8—=T3- olur ki
X = Z Ise diger kok y = 1—'tt'jr
3 5608 Y3
. .3, . .3 .
X'In tersi - y'nin tersi T = 3 ve terslerin toplami

3 3 9,,
2+ 2= Z g
2 1 2

Simdi de bir bagska ¢ozum yapalim.

x'in tersi x| = l y'nin tersi y"1 = —dr.
X

1,
y

Buaradax+y=1 ve xy= % oldugunu biliyoruz.
Buradan, 7 + T_ox+y _ 1 . 3 bulunur.
X Yy Xy _S_ 2

Bu ¢ozume ne dersiniz?
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Dengeleri Bozmak

Lo
f

|/

Canlilarin yasami dengeler uzerine kurulmustur. Doganin den-
gesi deriz. Toprak, hava ve su yasanilan dunyanin temel unsurlari-
dir. Bunlarin birindeki artma veya azalma dengeleri bozar. Yasam
en azindan simdiki formunu vyitirir. Denge bozulunca yasam zorlasir.
Bu nedenle doga dengesini kurmustur ve bozulmamasi icin ¢aba
harcar. Oyleyse denge ayni zamanda dengesizligi barindirir. Oyle
ya dengesizlik olmasa dengeden nigin soz edilsin?

Sosyal yasam da, dengeleri kurma gabasi ile sirer. Iki insan (es,
arkadas, anne-gocuk) iliskisi de dengeleri kurma ¢abasidir veya ul-
keler arasi iliskilere bakildiginda da, ayni ¢abay! goruruz. Dengele-
ri kurmak birlikte yasamanin hedefidir. Ve bunun i¢in ciddi gaba gos-
terilir. Belki de sosyal yasamin en ciddi ¢abasidir denge kurmak.
Oysa yasamda dengesizlik, denge durumuna gore daha ¢oktur ve-
ya daha yogunduir.

Oyleyse dengeleri olusturmak bir basar olgtistidur, bir erdemdir.
Ancak bu denge durumunun guzel, dengesizligin c¢irkin oldugunu
gostermez. Denge guzeldir. Denge durumu olarak simetri ne kadar
guzelse, simetrik olmayan en az o kadar guzeldir ve de daha ¢ok-
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tur. Belki de denge durumunu daha az oldugu icin arar ve daha de-
gerli sayariz.

Matematik de denge ve dengesizlik uzerine kurulmustur. Denge-
yi eslik, esitlik, simetriklik gibi kavramlarla ifade ederken, dengesiz-
igi esitsizlik, asimetriklik gibi kavramlaria anlatiriz.

Ornegin, x + 2 = 8 denklemi denge durumunu ifade eder.
Yanit “x altidir” bigiminde tek ve nettrr.
x + 2 > 8 esitsizligi dengesizligi ifade eder.

Yanit “x alhidan buyuk sayilardir’ bigcimindedir. Daha ¢oktur ama
yine de nettrr.

Ancak islemsel olarak bir yana, akil yurutmede, dengesizligi
denge durumuna bagli olarak ele alir ve oyle dusunuruz. Bir anlam-
da yorum yapariz.

A D B

Sekilde, D € [AB], |AB| =10 cm, |AD| > |DB| ise,
|AD| tamsayi olarak en az kagtir?
Gozum 1

|JAD| = x, |DB| = y olsun.

x+y=10) sistemi ¢ozilerek (esitsizligin esitlige uyarlanaca-
x >y ) gina dikkat)

y'nin degeri olan “10 — x* ve x > y'de yerine konularak,

x>10 - x'den 2x > 10 ve x > 5 bulunur. Demek ki en kucuk tam-
sayl degeri 6 olmalidir.

Coziim 2

JAD| = |DB| = olsaydi, |AD| = |DB| = 5 olurdu.
|AD| > |DB| ise |AD|, 5ten buyuktur ve en az 6 cm’dir.
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Ali, Oya ve Semih'in yaslari toplami 30’dur.

Ali Oya'dan, Oya Semih'ten buyuk ise, Semih’'in yasi
tamsay olarak en cok kacgtir?

A+0O+S5S =30 A>0>S sisteminin cozumu matematiksel ola-
rak yapilabillir.

Oysa, Ali, Oya ve Semih’in yaslari esit olsaydi, her biri 10 yasin-
da olurdu. Semih en kucuktur ve yasi 10'dan kucuktur. En ¢ok 9 olur
deriz.

Ayni soruyu “Ali'nin yas! en az kacgtir?” biciminde sorarsak, yani-
tin 10’'dan buyuktur ve en az 11 olur diye olacag@i acgiktir. Oya’'nin ya-
siyla ilgili bir soru sorulup sorulmayacagini dusununuz.

ABC uggeninde A acisi digerierinden buyuktur.

“A acisi tamsay! olarak en az kac¢ derecedir?” bigi-
mindeki soruyu dusununuz ve yanitlayiniz.

Asagidaki soruyu da birlikte yanitlayalim.

XN
ABC ucgeninde, aci olculeri A, B, C olmak uzere,
A A A
A>40° > B > C ise,

A agisi tamsayi olarak en az kag¢ derecedir?

Gozum 1
A A A A
B < 40° A+B+C=180° 180-A <80
A A A A
+C<40° B+C=180-A 100 <A'dan

A A
B+ C <80° A = 101° olur.
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Gozum 2
B ve C acisi 40'ar derece olsa,
A acis! 180 — (40 + 40) = 100° olur. Bu ug degerdirr.
Oyleyse, 2\ bu u¢ degerden daha buyiik ve 101° olur.
Goruldugu gibi “esit olsaydl” bigcimindeki yaklasim, dengesizligi

dengeye donusturuyor ve dusunmemizi, dogru yargilara varmamizi
kolaylastiriyor.

Bu nedenle en az, en ¢ok yonlendirmesiyle verilen (veya kendi
dogalligi icinde olan) sorularda esitligi referans degeri olarak almak
uygundur.

Simdi de bir sekil gizerek ug¢ ayri yorum sorusu soralim ve ¢oze-
lim.

A ABC ucggeninde,
a) 2\ > 90° ise
A > 60° ise

B X C c¢) §<90° Ise

x tamsayi olarak en az hangi tamsayi degerini

alir?
GCozum
A A '
a) A =90° olsayd A > 90° ise
A A
B X C B X &
x2 = 42 + 62 olurdu. W2 >42 +62 ve x?>52

X = 8 olur.



b) A = 60° olsaydi
A

x2 = (2V3)? + 42 olurdu.

A

c) B =90°olsayd
A

B X C

62 = 42 + %2 olurdu.
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A -
A > 60° Ise

B X
x2 > (2V3)2 + 4% ve x° > 28

X =06 olur.

A
B <90° ise
A

B X C

62 < 42 + x2 ve x° > 20

X =5 olur.

Birkag ornekle uglar tartismasina devam edelim.

Bir guvercinlikte 21 guvercin, 10 guvercin yuvasi vardrr.

Bir yuvada diger yuvalardan daha fazla guvercin yasiyor.

Bu yuvada yasayan

sayisi en az kagtir?
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|) Bu yuvada en az guvercin yasamasi icin digerlerinde olabil-
digince ¢ok guvercin yasamali.

ll) Diger yuvalarin her birinde yasayan guvercin sayisi bu yuva-
da yasayan guvercin sayisindan az olmali.

Bu yuvaya A yuvasi dersek, A'da yasayan guvercin sayisinin en
az olmasi i¢in digerlerinde yasayan guvercin sayisinin en ¢cok olma-
S| gerekir.

Her yuvaya 2'ser guvercin dagitilarak kalan guvercini A'ya yer-
lestiririz. Bu durumda A hem en az hem de digerlerinden daha faz-
la guvercin yasar.

Yanit 3 olacaktir.

En az, en ¢gok yonlendirmesiyle bir baska ornek.

Bir torbada 5 kirmizi, 8 sari, 12 yesil bilye var.

a. En az kag bilye ¢ekilmeli ki, kesinlikle ayni renk-
ten iki bilye ¢ekilmis olsun?

b. En az kag bilye ¢ekilmeli ki, kesinlikle ayni renk-
ten ug bilye ¢ekilmis olsun?

c. En az kag bilye ¢cekilmeli ki, kesinlikle iki kirmizi
bilye ¢cekilmis olsun?

a. En olumsuz durum ilk ug¢ gekiliste her renkten birer bilye ge-
kilmesidir. 4. ¢ekiliste mutlaka ayni renkten ikinci bir bilye ce-
Kilir.

b. Yine en olumsuz durum dusunulurse, ayri ayri renklerden

2'ser bilye cekilir. Daha sonra ¢ekilecek 7. bilye ayni renkten
u¢ bilyenin ¢gekilmesini zorunlu kilar.

c. Bu kez en kotu durum ilk 20 cekiliste 12 yesil, 8 sari olmak
uzere 20 bilye ¢cekilmesidir. 21 ve 22. bilyeler mutlaka kirmizi
olmak zorundadirr.
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Tavuklar ve tavsanlardan olusan bir kiimeste, hayvan

sayisi 42, hayvanlarin toplam
120°dir

Kiimeste kag tavsan vardir?

Gozum 1
Tavsan sayisi = x, tavuk sayisi = 42 — x olsun

4x + 2+(42 — x) = 120, 2x + 84 = 120°'den x = 18 olur.

Cozum 2
Tavuk Tavsan Tumu tavuk olsayd,

% 42 2 = 84 ayak olurdu.
2. Her tavsan igin ikiser ayak fazla
42 |
Z oldugundan,
5 5 18
2 2 —
» 5 120 — 84 = 36
84

36:2 = 18 tavsan vardir.

Birinci gozum denklem kurarak, ikinci gozum karsilastirma ve ug
durumu ele alinarak yapilan gozumdur.
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Bir sinifta ogretmen ogrencileri siralara 1'er 1'er oturtur-
sa, 13 ogrenci ayakta kaliyor. 3'er 3'er oturtursa, 5 sira
bos kaliyor.

Sinifta kag sira, kag ogrenci vardir?

Gozum 1

Sira sayisi = x, ogrenci sayisi| = y ile gosterilirse,
Birinci durum: 1.x + 13 =yden x+13 =y
lkinci durum: 3.(x — 5) = y'den 3x-15=y

denklem sistemi ¢ozulerek; 3x — 15 = x + 13 'ten x = 14 sira
y =14 + 13 = 27 ogrenci bulunur.

GCozum 2
Birinci durum lkinci durum
O IVIOIOION®. () OO

O 1OOO00O00 13 O 1OO0O0O00 13
000 OO0

O
X |() X 18
0

) ()()()()()]5

()
()

Ogretmen son bes siradaki 5 6grenciyi de ayaga kaldirirsa,
ayakta 13 + 5 = 18 ogrenci olur.

18 ogrenciyi 2'ser 2'ser tek oturan ogrencilerin yanina daqitirsa,

18:2 = 9 sirada 3'er o6grenci olur. Bu da, 9-3 = 27 ogrenci,
9 + 5 = 14 sira oldugunu gosterir.

lkinci cozuml yaparken elbette sekil gcizmemize gerek yoktur.
Sekil cizmemizin nedeni, cozumu daha anlasilir hale getirmektir.
Soruyu ¢gozecek olan kisi ise basit ve yalin bir dusunusle akildan is-
lemler yaparak sonuca ulasir.
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Sentiveni kim sevmez?

Merak ve ogrenme duygusu insanin en temel sosyal guduleridir.
Baska bigimleri de olsa, ogrenmenin en yaygin bigimi, bilinenden bi-
linmeyeni, basitten karmasigi kesfetme bigimidir. Hele hele kisinin
kesif igin gosterdigi gabanin ve basarma duygusunun tadina doyum
olmaz.

Ornegin, “Dogrularin diizlemde ayirdig: en gok bolge sayisi bu-
lunabilir mi”?" sorusuna yanit arayalim. Bu arayisa, “Dogru sayisiy-
la, dogrunun duzlemden ayirdigi bolge sayisi arasinda bir iliski var
mI?" sorusuyla baslayalim. Ve varsa bunu kesfetmeye calisalim.

Dogru sayisiyla bolge sayisi arasinda bir iliski yoksa, olmadigini
kanitlamaya calisinz. Yani iligski rastgele ise bunun rastgele oldugu-
nu kanitlamak da guzeldir. Bir ¢gizelgeyle seruveni baslatalim.

Bolge sayisinin ¢gok olmasinin, dogrularin kesisim noktalarinin
cok olmasina bagl oldugu aciktir.
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Dogrular  Dogru sayisi Nokta sayisi Bolge sayisl

|'1 ----------- - 1+2+43+--+(n—1) ---- 2+42+3+4+---+n

Goruldugu gibi nokta sayisi da bolge sayisi da gelisiguzel artmi-
yor. “n” dogru sayisini gostermek uzere,

Nokta sayisi: 1 +2+3 + - +(n—1) = [1+ (”—12)]' (n—1)

(n+1).n
2
Her yeni dogru, kendisinden onceki dogrulari birer noktada kesi-
yor. O nedenle her asamada; nokta sayisi kendisinden onceki dog-
ru sayisi kadar, bolge sayisi da nokta sayisinin bir fazlasi kadar ar-

tiyor. Yani 5. dogru kendisinden onceki 4 dogruyu keserek 4 yeni
nokta, 5 yeni bolge olusturuyor.

Bolgesayisi: 1+1+2+3+--4+n =1+

Genellersek n'inci dogru “n — 1" tane yeni nokta, “n" tane yeni
bolge olusturuyor.

Iste yeni bir kesif...

Simdi de c¢okgenlerde bir koseden gizilen kosegenlerle olusan
ucgen sayisi arasinda ve ele almisken, gokgenin kosegen sayisi
arasinda bir iliski olup olmadigini arastiralim.
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Cokgen Kenar sayisi Uggen sayisi  Kosegen sayisi

Goruldugu gibi “n” kenarli gokgen; bir koseden gizilen kosegen-
lerle “n — 2" uggenden olusur.

Kosegen sayisi toplaminda ise son terim “n — 2™dr.

Oyle ise, gcokgenin i¢ acilari toplami = (n — 2)-180'dir.
Cokgenin kosegen sayist,

2+3+4+---+(n_2)= ‘2"'(”‘22)"(”—3) _ n(n2-3)

'dir.
Yukardaki iki ornek dogrularin duzlemde olusturdugu bolge sayi-

lariyla 1lgiliydi. Eger gemberleri, gemberlerin kesisim noktalanyla,
ayirdigi bolge sayisini incelersek hangi farklilik ve hangi benzerlik

ortaya ¢ikar. Bir de buna el atalim.

lki dogru en ¢ok bir noktada kesisirken, iki gember en gok iki nok-
tada kesisir. Bu onemli bir fark.
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Simdi, “Cemberler en ¢ok kag¢ noktada kesisir?”, “Cemberler
duzlemi en ¢ok kag bolgeye ayrir?” sorularina yanit arayalim.

Cemberler Cember sayisi Kesigim noktalar Bolge sayisi

R D+4+6+--+(2N=2) --- 2+2+4+6+.+(2n—2)

Sirasiyla 2, 3, 4 cemberi kesistirdik ve deneme yoluyla nokta ve
bolge sayisi hakkinda bir yargiya ulastik.

Peki bu yargi dogru mu?

Yani 4 sinama veya 50 ya da 150 sinama i¢in sonug ayni olsa bi-
le “n” tane ¢gember igin de ayni sonug gegerli midir?

Bu soruya evet yanitini veremeyiz.

O nedenle buldugumuz sonucu dogrulamak zorundayiz. Bunu
ya iyi dusunerek mantik yoluyla yapariz ya da matematiksel ilkeler-
le. Once mantik yoluyla dogrulayalim.

Nokta sayisi i¢in buldugumuz dizge suydu:
2+4+6+-+(2n-2)=2+4+6+ - +2(n-1)

Bir gemberin diger cemberi en ¢ok iIki noktada kestigi agiktir.
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Uctlinct gember, kendisinden dnceki kesisen iki gemberi ayri ay-
r iki noktada yani 2:-2 = 4 noktada keser.

Dorduncu gember kendisinden onceki ug gemberi ayri ayri ikiser
noktada yani 3-2 = 6 noktada keser.

‘n" gember kendisinden onceki (n — 1) gemberi 2.(n—1) noktada
keser.

Demek ki buldugumuz toplam dizisi dogrudur.

Bunu bir kural olarak:

2n -2+ 2)|-(n-1)

24446+ +(2n—2)= >

=nn-1)
biciminde yazar “n" gember en ¢ok “n.(n — 1)" noktada kesisir deriz.

Bolge icin buldugumuz diziyi inceledigimiz zaman da her yeni
cemberin, daha onceki gemberlerin ayirdigi bolge sayisina, onceki
cemberlerin sayisinin iki kati kadar bolge ekledigini gorebiliriz.

Yani, “n"inci gember, (n — 1) -2 kadar yeni bolge ekler.
Oyleyse bolge sayisi:

(2n—2)+2{-(n-1)

2+2+4+6+-+(2n-2) =2+ >

=2 +n(n-1)olur

Goruldugu gibi en ¢ok bolge sayisi, en ¢ok nokta sayisindan da-
ima 2 fazladir.

Bunun nedeninin de birinci gemberden kaynaklandigi agiktir.

Yukarda ¢gemberlerle ilgili buldugumuz sonuglari biraz deneysel,
biraz sezgi ve akil yurutmeyle dogruladik.

Ancak yine de dogrulugundan kusku duymaliyiz.
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Oyle ya biz “n"yi sinir aldik. Acaba esitlik (n + 1), (n + 2) - igin
de dogru mudur?

Cemberlerin (en ¢ok) kesisim noktasini veren,

0+2+4+6+ - +2n-2 =n.(n-1) bagintisini yeni bir yon-
temle kanitlayalim.

Bu esitlikte,
o B B (-1 = S 0=1(1-1)
N=210S€ .ieiviiiriiiiiiiiiiiiieieiee e, 0+2=212-1)
N=30S€ ..cocevevviiiieiirieeirneennnn, 0+2+4=33-1)

n"den sonra gelen “n+1" icin kesisme noktasi, 2(n+1) — 2 = 2n
kadar artar.

Yukaridaki dizgede “n" yerine “n+1" yazdigimizda ise
0+2+4+6+ -+ (2n-2)=n(n-1)
esitliginin ikinci yani n(n + 1) olur.
Esithgin iki yanina 2n ekleyelim ve islemleri yapalim.
2+4+6++20n-1)+2n =nln-1)+ 2n

=n%- n+2n

Bulmamiz gereken sonug¢ buydu. Iste simdi gonil rahathgiyla
buldugumuz bagintinin dogru oldugunu soyleriz.
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Tumevarim

Tumevarim ilkesini domino (veya okey) taslariyla agiklayabiliriz.
Art arda dikey olarak dizilmis ve her tasin ardindan gelen tasi devi-

rebildigi sonsuz sayida domino tasiI dusununuz. Tum taslarin devri-
lebilecegine ikna olmamiz igin,

1. lIk tas devrilmelidir.
2. Devrilen “n.” tas, “(n + 1)." tasi devirmelidir.

Yukaridaki ornegimizde n = 1 icin dogru olan esitligin, n icin dog-
ru oldugunu varsayarak n + 1 icin de dogru oldugunu kanitladik.

Bu esitlik aciktir ki, (n + 2), (n + 3), ... igin de kanitlanabilir.

Bu yonteme “tumevarim ilkesi” diyoruz.
Tanim

P(n) dogal sayilarda bir onerme olsun. P(n) onermesi,
a) n=1i¢in dogru

b) nicin dogru oldugu varsayilarak, n + 1 i¢gin de dogruysa,
P(n) onermesi tum dogal sayilar igin dogrudur.

“Gauss yontemi” dedigimiz yonteme gore 1'den “n’ye kadar do-

i n(n+ 1) i o
gal sayilar toplaminin — oldugunu biliriz. (Yukardaki esitlik-

leri de buna gore yazdik.)

nin + 1
odimdi 1+2+3+4+---+n= (- > )— esitligini tumevarim yon-

temiyle kanitlayalim.

11+ 1)
a) n=1igin > = 1 dogru




02 MATEMATIK YARAMAZDIR

Esitlikte her iki yana (n + 1) ekleyelim,

n(n+1)
1+2+3+4+---+n+(n+1)=T+(n+1)

n‘+n+2n+2
2

(n+1)(n+2)

dr.
Oyleyse esitlik dogrudur.

Bu uygulamalar soyle bir soruyu sormamizi gerektirmiyor mu?

n(n + 1 piee ) .
1+42+3+-+n= > esitligini Gauss yontemiyle yazdik.

Peki Gauss yontemi nedir? Bakalim.

1'den 40'a kadar sayilarin toplami kactir?

1T+ 2 + 3+--+39+40=x

, 40+39+38+ -+ 2+ 1 =x

41 +41 +41 + - + 41 + 41 = 2x

40 tane
2x =40-41 ise x = 40;” bulunur.
Goruldugu gibi 1'den 40'a dek sayilarin toplamina x dedik. Bu
sayilari bir bastan sona, bir de sondan basa alt alta yazarak taraf ta-
rafa topladik. Terim sayisi 40 idi. 40 tane 41'in 40-41 oldugunu ve

bunun da aranan toplamin iki kati oldugunu gorup ikiye bolduk.
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Gauss Toplam

Yukardaki 1'den 40’a kadar sayilarin toplamini 1'den n'ye kadar
sayllarin toplamina donusturelim ve bunu genelleyelim.

1+ 2 + 3 +--+(n-2)+(n-1)+n =x

L nr(-1H)+(n-2)+--+ 3 + 2 +1 =x

(n+1) + (n+1) + (n+1) + - + (n+1) + (n+1) = 2x

" o

WV

n tane

. nin+1),
2x=n(n+ 1)den x= — dir.

Kisaca aciklarsak, birinci terim “1” sonuncu terim “n” ve terim sa-
yisi da “n” olmak uzere, birinci ve sonuncu terimler toplanir, terim
sayisiyla carpilir ve ikiye bolunerek birden “n"ye kadar olan dogal
sayilarin toplami bulunur.

Yeni bir soru su olabilir mi?

Dizi 1'den baslamazsa, bu ilke gecerli mi?

30+31+32+--+70=7

30+31+32+--+68 +69 + 70 =x

0+69+68+-+32+31+30=x
100 + 100 + 100 + --- + 100 + 100 + 100 = 2x

A

=

Terim sayisi = 70 — 29 = 41

41-100 ,
2x =41-100 ve x = > = 41-50'drr.
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Yukardaki islemi incelersek bastan ve sondan esit uzakliktaki te-
rimlerin toplami daima ilk ve son terimlerin toplamina esittir. Bu top-
lamlar ise terim sayisi dedigimiz 70 — 29 = 41 tanedrr.

Ik terim 30 ve 30'dan 6nceki 29 terim toplama dahil degildir. Bu
nedenle terim sayisini bulurken 70’ten 29'u ¢ikardik.

Ya 2+4+6+8+ - +80="7 toplami igin de bu ilke uygula-
nabilir mi?

2 +4 + 6+--+76+78+80=x

L B0+ 78 4 e + 4 + 2=y
8 + 82 + vverererereens. .+ 82 + 82 =2y
| 40 t;ne |
Terim sayisi = 80:2 = 40
2x =40-82ve x= 5—()—29—2- = 40-41 olur.

Goruldugu gibi Gauss yontemi ¢cok isimize yaradi. Bu yontemi
onceden bildigimiz igin dogrularin kesisim noktalarinin sayis| veya
dogrularin duzlemde ayirdigi bolgelerin sayisi igin kullandik.

Yine ayni yontemi ¢emberin kesisim noktalari ve duzlemden
ayirdigi bolge sayisini genellestirmek igin de kullandik.

Ayrica yaptigimiz bu genellemelerin supheye yer birakmayacak
bicimde tumevarim ilkesi ile kanitlanabilecegini de gorduk.

Gelin simdi de daha once buldugumuz gokgenin kosegen sayi-
sini veren dizide Gauss yontemini uygulayalim ve buldugumuz ku-
rall tumevarim yontemi ile kanitlayalim.

Daha once n kenarl gokgenin kosegen sayisinin toplaminin,

2+3+4+ -+ (n-2) oldugunu buimustuk.
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1) Gauss yontemiyle
2+ (n-2)|(n-3)

/]

2

n(n — 3)
2

0+2+3+4+ -+ (n=-2) =

Terim sayis|

n-2-1=n-3 =

2) Bu esitligin dogrulugunu da tumevarimla kanitlayalim.
n(n - 3)
2

de ¢okgenin kenar uzunlugu en az 3 oldugu icin, ilk terim n = 3 igin
dizideki ilk terim O'dir. Son terim olan n = n i¢in ise dizideki son te-
rm “n — 2"drr.

2+3+4+ -+ (n-2)=

. 3(3-3)
a) n=3igin —2—= 0'drr.

Demek ki ilk terim igin dogru.

b) n'inci terim “n —-2"idi. (n + 1). terim “n — 1"dir.

.. n(n-3) .
n 1gin, > olan dizi,
n— (n+1)igin; (n*_r1)2(n—2)

olmali. Esitligin iki yanina “n — 1" eklersek,

2+3+4+--+(n-2)+(n-1)

I
+
E)
I
-—

Demek ki “n + 1” icin de dogrudur.
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Sonugta bu esitligin dogru oldugunu tumevarim ilkesiyle kanitla-
mis olduk.

Dogal sayilarin: 0, 1, 2, 3, 4, 5, ...
Cift dogal sayilarin: 0, 2, 4, 6, ...
Tek dogal sayilann: 1, 3, 5, 7, ...

Birer dizi oldugunu gorduk. Bunlarin disinda 3’er, S'er ... farkla
artan baska diziler de vardir ve bunlara "aritmetik dizi” denir.

Bir aritmetik dizide, ardisik iki sayinin farki her zaman esittir.
Adina a, dedigimiz bir aritmetik diziyi,
(@) =a,, ay, a3, a, ... a,
biciminde gosterebiliriz ve daima,
a,—a,=a3—a,=a,;—a;=" =kd.

Yine yukarda aritmetik diziyi olusturan sayilarin Gauss yontemiy-
le bulunabilecegini ele aldik. Dizileri veya dizileri toplam bi¢ciminde
yazarken ilk birkag terimiyle son terimini (ki son terime genel terim
denir) yazarak gosterdik.

Bu biraz uzun oldugu igin dizilerin toplamini ozel bir isaretle de
gosterebilinz. Bu igaretin adi toplama semboludur.

Matematik notalar gibi, muzik gibi evrenseldir ve kendine o0zgu
dili vardir. Bu nedenle matematikle ugrasan, matematik dilini bilme-
lidir. Evrenseldir ve bu nedenle dunyanin her yerinde “+" isareti top-

lamayi “x” isareti carpmayi gosterir. “2” isareti de dizilerin toplamini.
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Toplama Sembolii

(@a,) = a4, a,, a5, ...... , @, dizisinde a, birinci, a, ikinci, a, ise
n. terimi gosterir. Genel olarak da “a,"e genel terim denir.

Elbette a,'den sonra a,, ,, a,,, , terimlerinin geldigi agiktir.
(@, =1, 2, 3,4, ..., ndizisinde,
a, — birinci, a, — ikinci, a, — n'inci terimi gosterir.
Bu dizinin terimlerinin toplamini da,

n
1+2+3+ -+ n= 3 kbigciminde gosterir.
k=1

“K'nin 1°den “n"ye kadar dogal sayilarin toplami oldugunu soyle-
rz.

n
Giftdogal sayllart 32k=2+4+6+ -+ 2n
k=1

seklinde yazar bu toplami da Gauss yontemiyle

n (2n + 2).n
22k=2+4+6+ - +2n= = n(n+1)
k=1 2
bigiminde buluruz.
Tek dogal sayilari da
n (2n-1) +1|n
J@k-1)=1+3+5+ - +(2n-1) = T=n2
k=1

bigiminde yazar ve toplamin formulunu buluruz.

Verilen dizi asagidaki gibiyse,

n (3n+1) +4|n  (3n+5).n
SBk+1)=4+7+10+ - +(3n+1) = —5 = —
k=1

sonucu elde edilir.
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Yukardakilere benzer ornekler uretebilir, toplam semboluyle ya-
zabilir, Gauss yontemiyle toplam kuralini bulabilir ve tumevarim
yontemiyle dogrulugunu kanitlayabilirsiniz.
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Soru Cozmek Sorunu

Yasam kendi varolusu ile sorunlar yumagi midir, yoksa insanlar
mi sorun uretir ya da her ikisi de var midir? Bu ayn bir tartisma ko-
nusudur. Ama gercgek olan insanin surekli sorunlaria karsi karsiya
kaldigi ve sorunlari cozmek zorunda oldugu olgusudur. Sorun ¢oz-
mede de iki temel tutum vardir. Birincisi masaya yumruk vurmak,
ikincisi akil yurutmek. Masaya yumruk vurarak sorun ¢ozulur mu?
Gegici olarak da olsa evet. Gug sizde oldugu surece sorunu gegici
olarak ortadan kaldirmis olursunuz. Bu yontemle sorunu ya da so-
runluyu urkutur, korkutur, hatta yok eder ve g¢ozersiniz. Bu tutum
despotizmi temsil eder ve gegcicidir. Bir zaman sonra “¢ozdugunuz’
sorun buyuyerek yeniden karsiniza ¢ikabilir.

Akil yurutme yontemiyle sorun gozmek ise kalici gozumdur. Co-
zumde estetik vardir, incelik vardir, erdem vardir. Sanattir bir anlam-
da. Bu tutum bilgeligi temsil eder ve dinginlige yol agar. Sorunu ¢o-
zen de, sorunun kendisi de mutludur.

Ozellikle geometri derslerinde “Hocam, ben goéremiyorum” ya-
kinmasi ile ¢ok karsilasilir. Sorunun yaniti ise “Gel, ben sana nasil
gorecegini gostereyim” bigiminde degildir elbette. Olsa olsa “Nasil
bakacagini ogrenmelisin® bigiminde olmalidir yanit. Yani balik ver-
mek ile balik tutmay! ogretmek arasindaki fark.

Once yine bazi hos sorular ve ¢ozimleri Gizerinde duralim.
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Bazen duzgun olani karmasik hale getirir, “karmasaya son ver-
menin” yolunu arariz.

Iste 6rnegi,

Uc farkh kutudan birincisinde kirmizi pullar, ikincisinde
mavi pullar, uguncusunde ise hem kirmizi hem de mavi
pullar var. Kutular kapah ve uzerlerinde kirmizi, mavi ve
karisik olmak uzere etiketler dogru bicimde yapistiriimis.
Bir karisiklik yaratip etiketleri sokuyor ve her kutuya yan-
lis etiket yapistiriyoruz.

Bu ddrumda, sadece bir kutunun igine bakarak ve tek
denemede etiketleri yeniden dogru bigimde yapistira-
bilir misiniz?

Her kutu uzerindeki etiketin yanhs yapistinldigini unutmayin.
Bizden bu kadar. Gerisini siz dusunun ve sonucu bulun.

Bazen de sorunun kendisinde karmaga vardir. Karmagaya Go-
zum arariz.

10 farklh torbada 10°ar tane altin 9 torbadaki altin-
larin her birt 10 gram, bir torbadaki altiniar ise sahte ve
h er biri 11’er gram.

Tek tartida, hangi torbadaki altinlarin sahte oldugu-
nu bulabilir misiniz?

1. torbadan 1 altin, 2. torbadan 2 altin, ... , 10. torbadan 10 altin
alinarak tartilir.
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Eger her torbadaki altinlar gergek olsaydi, altinlarin agirligu,

(100 + 10)-10

10+ 20 + 30 + --- + 100 = = 550 gram

olurdu. Elbette bu durumda 550 gramdan fazla olacaktir. Hangi du-
rumda kag¢ gram fazla olur? Sonucu bulunuz.

Sonucu buldugunuzda dudaklarinizda bir gulumseme belirecegi-
ni biliyorum. Soru isleme dayali bir matematik sorusu degil. Akill
yurutmenin guzelligini ortaya koyan bir dusunme sorusu. Matamatik
de Oyle degil mi? Islemler sonuca ulagsmanin birer aracidir. Asil olan
lyi dusunmek ve iyi dusunerek dogru yontemi bulma becerisidir.

Bu guzel soruyu bir geometri sorusuyla devam ettirelim.
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Ucgenin Alam

ABC ucggeninde,
IBC| =a=8cm,

|AB| = c = 6 cm ise

C

ABC iiggeninin alani en ¢ok kag cm?dir?

Verilen uggeni iki u¢c durumda gizelim.

A A

B 8 C B 8 C
l 1

A
|. durumda m(ABC) = a agisi 0°‘ye yaklasiyor. Bu durumda yuk-
seklik (h - 0) sifira ve alan da sifira dogru yaklasitr.

A
ll. durumda m(ABC) = a agisi 180°'ye yaklasiyor.

Yukseklik de (h - 0) sifira yaklasir ve alan da sifira yaklasir. De-
mek ki her iki durum igin de ABC ug¢geninin alani kU?UIUyor.

Oyleyse her iki ug durumun disinda; olsa olsa m(ABC) = a = 90° ol-
dugunda ABC uggeninin alani en buyuk olur ¢gikariminda bulunulabilir.

Gercekten de uggen dik uggen ise alan en buyuk olur.

A

A(ABC) = 82'6 = 24 cm?'dir.
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Olsa olsa gikarimi bizi dogru sonuca goturdu. Deyim yerindeyse
biraz falcilik yaptik.

Ancak matematiksel olarak yukardaki gerekceye dayanarak
“Alani en buyuk olan ug¢gen, verilen uzunluklari arasindaki agisi dik
olandir’ yargisina varmak yanlistir. Matematikteki yargilar, yasamin
baska alanlarindaki yargilar hatta fizik, kimya... gibi pozitif bilimler-
deki yargilarla "kesinlik” yonuyle ayrilir.

Yargicin yargisi delillere dayanir ve “en dogru“dur. En dogru ay-
rintilarda yanlisi barindirabilir. Matematiksel yargilar ise “en dogru”
degil “dogru’dur. Dogru degilse de yanlistir. Yargicin yargisi “en
dogru'dur ve gerekgesiyle karsisindakinin elini kolunu baglar. Ma-
tematiksel yargilar ise dogrudur ve karsisindakinin elini, kolunu ve
de en onemlisi aklini baglar.

Iste bu nedenle yukardaki soruyu matematiksel kesinlige ulastir-
maliyiz. Baska bigimlerde de olabilir, ama biz trigonometrik bir yak-
lagsimla sonuca gidelim.

Trigonometri kabaca uggende acilarla kenarlar arasindaki bagin-
tiyt inceleyen uygulamali matematigin en onemli alanlarindandirr.

ABC ucgeninin alanini,

A
A(ABC) =12—a-c-sin(B) oldugu bilgisiyle, bir aginin sinus degeri-

nin en ¢ok “1" oldugu (sin90° = 1) bilgisini kullanarak;

A(ABC) = 12—8-6-sin(90“) = %-8-6-1 = 24 cm? oldugunu buluruz.

Iste bu ¢6zim matematiksel kesinlik tasir ve artik gonul rahath-
giyla “Iki kenar uzunlugu bilinen tggenlerden alanmi en bliyuk olan
ucgen, bu iki kenan dik kesisen uggendir’ yargisina varabiliriz.

Hani |laf Iafi agar, konu da konuyu acar deriz ya. Matematikte de
soru soruyu getirir diyerek yukardaki soruya bir renk katarak soyle
bir soru yaparsak,
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ABCD dortgeninde kenar uzun-
luklari birim uzunluklar olarak

|IBD| bir tamsayi1 olmak kosulu
ile ABD ucggeninin alani en
cok kagc cm?dir?

Soru iki asamali.

Birincisi |BD| € Z’nin sec¢imi, ikincisi ABD’nin alaninin hesaplan-
masi.

* Ucgen esitsizliginden, (liggende bir kenar uzunlugu diger iki
kenarin toplamindan kuguk, farklarindan buyuktur).

Her iki uggen birlikte dusunulerek |BD|'nin alabileceqi tamsayi
degerleri kumesi,

8-3<|BD| <5+ 3;
5 < |BD| < 8'den {6,7 }'dir.

* Bu iki degerden ABD uggeninin A acgisini 90°'ye en ¢ok yak-
lastiran 3° + 5% ~ 62dir. Oyle ise 6 tamsayi dederini segmek

durumunda alan en buyuk olacaktir.

Kenarlari bilinen uggenin alanini ise,
a+b+c=2uve AABC) = —a)(u —b)(u —c)

formulunden buluruz.

3+5+6
U= 5 =/ ve

A(ABD) = ~3)7-  -6)

A(ABD) = 2V14 cm? olarak bulunur.
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Verdigimiz ornekler uggenin alaninin buyuk olmasi igin uggenin

kenarlari ile acisi arasindaki iliskiyi iceriyordu, simdi de uggenin ke-
narlariyla alani arasinda iliski olup olmadigini sorularla inceleyelim.

Bir kenar uzunlugu 6 cm, diger iki kenarinin uzunluk-
lari toplami 8 cm olan ug¢genin alani en c¢ok kac
cm?dir?

Ucgen ABC (iggeni olsun.
Verilenlere gore

a=6cmveb+c =8 cm'dir.
a.hj

Ayrica A(ABC) = oldugunu
3=6 da animsayalim.
Birinci cozum
A
m(ABC) = a olsun ve yine iki u¢ durumu ele alalim.
A
A
:' b—>7 :
ha !
) g
B 6 C B 6 C

|. durumda, b - 7’ye yaklasirken, a - 180°'ye yaklasir ve
(h, - 0)'a yaklasrr.

Il. durumda, b - 1'e yaklasirken a - 0°ye yaklasir ve yine
(h, - 0)'a yaklasir.

Demek ki her iki durumda da (h, - 0) a ve ABC'nin alani “0"a

yaklasiyor, yani kuguluyor.
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Oyleyse bu iki ug durumun disinda b = ¢ = 4 yani Gg¢gen ikizke-
nar ugcgense alan en buyuktur deriz.

A AHC ucggeninde,
h,” + 3° = 4”den

ha=\/7cm

A 6.V7
A(ABC) = > = 3V7 cm? bulunur.

Buldugumuz sonucu ve yaptiklarimizi incelersek, iki u¢ durumda
da alanin kiguldugu ve maksimun olamayacag kesindir. Uggenin
Ikizkenar uggen olma durumuna uguncu durum dersek,uguncu du-
rumda alanin buyuk olacagi sonucu da kesindir. Ancak “En buyuk
alan uggenin ikizkenar uggen olmasi halidir' demek kesin bilgi degil
sezgiseldir.

Tatmin edici degil, degil mi?
Oyleyse baska bir yontem deneyelim.
lkinci ¢ozim

“Belirli ki noktaya uzakliklari toplami esit olan noktalar ku-
mesine elips, bu iki noktaya elipsin odaklari denir.”

Tanimini animsarsak,

F, ve F, elipsin odaklari,

/ > AA' dogrusu asal eksen
Pl ~ BB’ yedek eksen ve
A Fs F, A
|PF4| + |PF,| = a € R bigimindedir.

Soruda verilenler tam da bu tanima uygun.
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A B ve C elipsin odaklari
- A
\ IAB| + |AC| = 8 cm oldugundan

;:I;; C /—' A noktalan elipsi olusturan

noktalar kumesidir.

A noktasi yedek eksen uzerindeki kutup noktasi oldugunda,
|JAB | = |JAC| = 4 cm olacag, |AO| = h,'nin da A noktalarindan indiri-

len dikmelerin en buyugu olacagi agiktir.
Bu durumda, h.? = 42 — 32 esitliginden, h, = V7 cm ve

6-V7
A(ABC) = ;/— = 3V7 cm? bulunur.

Yaptigimiz is “Taban uzunlugu ve diger iki kenar uzunluklari ve-
rilen ucgenler icinde alani en buyuk olan uggen ikizkenar uggendir”
teoreminin kanitidir. Ikinci gézumle birinci goziimdeki sezgisel sonu-
ca kesinlik kazandirmis olduk. Elbette baska kanitlar da olabilir.

Ancak bazen de dogru dusundugumuzu sanip yanlis sonuglara

ulasabiliriz.

Ayni soruyu uguncu kez ele alalim ve yeniden ¢ozelim.
Ugiincii ¢oziim

A 1 A
A(ABC) = —-b-csin(A) ve

A
c b sin(A) = 90° = 1 ise alan en buyuktur.

(Bir onceki soruyu animsayiniz.)
A

B 6 C Oyleyse m(A) = 90° olmali.

A
m(A) = 90° ise, Pisagor bagintisindan, b® + ¢ = 6% ve

b’ + ¢ = 36 olmal.
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b+c=8den (b+c)=8° b°+c?+2bc =64 esitliginde
b? + ¢? = 36 yerine konulursa, 36 + 2bc = 64 ve b-c = 14

olur ki, ABC'nin maksimum alani,

Birinci gozumde biraz sezgilerimizi kullandik ve sonucu 3V7 cm?
olarak bulduk. Ikinci ¢oziimde ise soruyu kanitlayarak ¢ozdik ve yi-
ne 3V7 cm? sonucunu bulduk. Bu durumda uguncu ¢ozum yanlistir.
Oysa ¢ok dogru (!) seyler soylemistik. Sizce hata nerede?

Adim adim ilerliyoruz. Once iki kenari verilen tiggenin alaninin
maksimum degerini, sonra bir kenar uzunlugu ile diger iki kenar
uzunlugunun toplami verilen uggenin alaninin maksimum degerini
bulduk. Simdi sira geldi “Cevresi bilinen uggenler iginde alani en bu-
yuk olan uggen nedir?” sorusunu yanitiamaya,

Cevresi 12 cm olan uc¢genler icinde alani en_buyuk
olanin alani kag cm?dir?

Bu sorunun ¢ozumunu bir onceki sorunun ¢ozumu ile birlestire-
lim. Hem de onceki soruya baska bir kanit ekleyerek. Ama bu kez
adim adim yapalim kaniti.

1. Adim

e C

* ABC ucgeninin i¢ actortaylarinin kesisim noktasi i¢ teget
¢cemberin merkezidir.
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* Ig teget cemberin yarigipi r ve r, AOB, BOC, COA Ulggenleri-
nin yukseklikleridir.

* A(ABC) = A(OBC) + A(OAC) + A(OAB)

a+b+c=12'den A(ABC) = 6rdir.

Oyleyse “r'nin en buyuk degeri igin ABC'nin alani en blyuk ola-
caktir.

2. Adim

m(BAN) = m(NAC), |OD| =r, |AH| = h,

r |ON]
—_— = —_— ON '
h AN ONE=T

|AN| = h'den yaricapin en buyuk degeri |ON| = r oldugunda
|AH| = |AN| olur ki, bu da |AB| = |AC| olmasini gerektirir.

Oyleyse ABC Uggeni alaninin en blyilk olmasi igin [BC] tabanli
ucgen ikizkenar uggen olmalidir.

A A
[OD] // [AH] ve ODN ~ AHN'den
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3. Adim

|OH| = |OK] = rdir.

r, [BC] tabani i¢in en buyuk degeri almak zorundaysa [AC] taba-
ni icin de en buyuk degeri almali.

Oyleyse, |OK| = |OP] = r olmal.

|OP| = r ise, [BP] aciortayi ayni zamanda [AC] tabanli uggenin
yuksekligi olur ki, |AB| = |BC| olmak zorundadir.

Bu da |AB| = |AC| = |BC|, yani ABC'nin eskenar u¢ggen olmasi-
ni gerektirir.

Oyleyse “Cevresi bilinen Gg¢genlerden, alani en blyuk olan es-
kenar ugcgendir” kuralina ulasir ve sonucu,

|JAB| = |AC| = |BC| = 4 cm’den

A(ABC) = l/—f- 42 = 4V3 c¢m? buluruz.
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Meraktan Bilgiye, Bilgiden Bilgelige

Ogrenme ve arastirmanin itici glici merak duygusudur demistik.
Bir uggenin gevresiyle alani arasinda iliski olup olmadigini merak et-
tik, kendimize sorular sorduk ve sonuglara ulastik. Ulastigimiz so-
nuglar bundan boyle bizim igin birer bilgidir. Herhangi bilgiden farki
su ki, bu bilgilere kanitlarla ulastik. Yani bize ait kildik. Hi¢ bu ¢aba-
yiI gostermeden bolumun basinda “Cevresi bilinen u¢ggenler arasinda
alani en buyuk olan uggen eskenar uggendir” bilgisini versek ve bu
bilgiyi kullanabileceginiz sorular sorsaydik eminim bu kadar zevk al-
mazdik. Yasamda edindigimiz her bilgiye kanitlariyla, nedenleriyle
sahip olabilmemiz olanakli degildir. Ama bilgiye ulasmada kanitlama,
nedenlerini arastirma, sorgulama yontemierini kullanma becerisi ge-
lismis insan dogmatik degildir. En azindan ogrendiklerini sinar, dog-
rulugundan emin olmaya calisir, bildiklerini yasamin degisik alanla-
rinda kullanir, bilgilerine yeni bilgiler ekler. Kisaca ogrenmeyi ogrenir.

Eger boyle degilse karsimiza, bilgiye yasami guzellestiren, ko-
laylastiran bir edinim olarak bakmayip bilgiye alinir satilir bir nesne
olarak bakan insan tipi cikar. Bilgiyi haragc mezat satmay! yetenek
sayan insan turu ozon tabakasini deler, buzullan eritir. En erdemii
(!) oldugunu soylemekten de geri kalmaz. “... romanini okudun mu?”
sorusunu sordugum bir okumusun (1), “Niye okuyayim kardesim.
Hepsinin filmi gekiliyor. Oturur filmini izlerim” yaniti soylediklerimizin
ozetidir.

Donelim uggene ve uggende alana.

Yukarda ulastigimiz (maksimum alanli uggen eskenar uggendir)
sonucu, “Bu ozellik diger gokgenler igin de gegerli midir?” sorusunu
getirmez mi? Yani “Cevresi bilinen dortgenler iginde alani en buyuk
olan dortgen kare midir?” Hatta daha da genel olarak “Cevresi bili-
nen gokgenler iginde alani en buyuk olan duzgun olan™ midir?..
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Evet Oyledir. Ancak bunlari kanitlamaya girismeyecegiz. Isterse-
niz bu bilgiyi sinayabilir, kanitlamaya galisabilirsiniz. Kanitlayama-
saniz bile deneyiniz.

Son bir soruyla uggenin alanini didiklemeyi bitirelim.

Bir agi ve aginin i¢ bolgesinde P noktasi veriliyor.

Acinin kollariyla P'den gecen dogrunun olusturdugu
ucgenin alani hangi durumda en kucguk olur?

(Cozume bir taslak ¢izimle baslamaliyiz. Bir agi ve i¢ bolgesinde
P noktasi alalim.

Aci belirli bir olguyle verilmistir ve sabittir. P noktasi da oyle.
OP'yi gizelim. OP de bilinen bir uzunluktur.

Elimizdeki bilgiler bunlar. En onemlisi de OP’nin uzunlugunun bi-
liniyor olmasi. $imdi P'den gegen iki dogru dusunelim.

Birincisi tek ozelligi P'den gegcmek olan AB dogrusu, ikincisi de
P'den gegen, ama P’yi orta nokta olarak aldigimiz CD dogrusu.

Bu durumda, |PC| = |PD|'dir.

Olusan AOB ile COD uggenlerini alanca karsilastiracagiz. Ama
COBP dortgeninin (tarali dortgen) ortak alan oldugunu ve ACP ile
PBD uggenlerini karsilastirarak sonuca ulagsacagimizi gormeliyiz.

Yeni bir sekille devam edelim.
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C noktasindan [OD’ye paralel bir dogru c¢izelim.

A A
[CE// [OD'den m(ECD) = m(ODC) (i¢ ters ac1)
A A
m (CPE ) = m(DPB) (ters agi)

A A
|IPC| = |PD| esitliklerinden CPE = DPB es uc¢genleri bulunur.

Buradan da, CPE ve DPB ucggenlerinin alanlarinin esit oldugu,
ACP ucgeninin alanin ise PBD’den buyuk oldugu bulunur.

Sonug olarak da ortak alana ACP'yi ekleyerek buldugumuz AOB
ucgeninin alaninin, ortak alana PBD'yi ekleyerek buldugumuz COD
ucggeninin alanindan buyuk oldugu agiktir.

Oyleyse P'yi orta nokta alan (CD) disinda gizilen [AB]'lerin olus-
turdugu uggenlerin tumu alanca COD’den buyuktur. Bir baska de-
yisle COD en kuguk alanh uggendir.

Bir mutlu son daha.

Kendimizi odullendirmek igin bir bardak c¢ay igelim ve yola de-
vam edelim.
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Her Dortgenin Gonlunde Bir Paralelkenar Yatar

(L)

O

OO

Bu kitapta bir sira izlemedigimin farkindasiniz. Hatta bir konuya,
bir alana yogunlasmadigimin da. Onimuze ne gikarsa onunla ugra-
siyorum. Cunku bir konuyu ogretmek gibi bir amacim yok. Biraz ma-
tematigin estetigini, akil yurutmenin guzelligini, biraz da insanin bey-
ninin yaraticiligina olan inancimi paylasiyorum.

Matematikle ugrasmak, matematigi paylasmak coskumu artirdigs
olgude dinginlesmemi saghyor. Hani insan iliskilerinde hep duruluk,
aciklik ozlenir. Ama ne yazik ki bu ozlem pek gergceklesmez. En azin-
dan karsimizdakinin bizi anlayamayacagi duygusuyla ufak tefek de
olsa bir seyleri gizleriz. Rahatsiz olma pahasina.

Kendi adima soyluyorum, bu rahatsizhgi en az duydugum za-
manlar matematik uzerine yogunlastigim zamanlar oldu. Bunun ne-
deni de sanirnm matematigin kesinligi, agikligi, durulugu ve estetiqi.
Bir de zorlugu. Ama bu oyle bir zorluk ki teslim olma duygusunu igin-
de barindirmiyor. Bir problemle ugrasirsiniz... Saatlerce. Cozemez,
yilar birakirsiniz, hatta ¢cozemem duygusunu yasarsiniz. Ancak o
problem beyninizin bir kosesinde hep kalir. Yemek yerken yeni bir
sey akliniza gelir. Yemekten kalkar ugrasirsiniz, cozemezsiniz. Ya-
takta akliniza gelir, yataktan kalkar, tekrar ugrasirsiniz. Ya da araba
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kullanirken akliniza gelir, beyninizde gozmeye calisirsiniz. Yine ¢o-
zemezsiniz. Her seferinde umudunuz tukenir gibi olur, ama hig tu-
kenmez. Kisaca matematikte umudun bittigi yer yoktur. Belki de tu-
kenmeyen umudumu paylasmak istedim sizlerle. Bir de saskinhgin
ardindaki gulumsemeyi...

Dogal olarak bu kitabi yazarken bir plan yapmadim. Yazmaya
basladim, yazarken paylasilacak yeni seyler cikti. Akhma takilan
sorulara yanit ararken, yeni sorularla karsilastim. Boyle devam etti
ve ediyor.

Bir onceki bolumde uggenleri tartisirken dortgen takildi aklima
ve dortgenin igcindeki paralelkenar. O nedenle “Her yigidin gonlun-
de bir aslan yatar” deyimi “Her dortgenin gonlunde bir parelelkenar
yatar” sozlerini gcagristirdu.

Neden mi? Bilmem... Cunku oyle.
Daha dogrusu soyle.

Herhangi bir dortgen ¢izelim ve bu dortgenin kenarlarinin orta
noktalarini birlestirip yeni bir dortgen olusturalim.

A Sekle dikkatlice baktigimizda ABCD dortge-
ninin siradanhgina karsihk orta noktalarin-
dan olusan EFPK dortgeni hi¢ de oyle go-

B runmuyor.

D Olger bigersek bu dortgenin parelelkenar ol-
dugunu soyleyebiliriz. Ama biliyoruz ki olg-
mek bigmek ve sonucunda yargiya varmak
kesin degildir. Kesin olan kanittir.

Adim adim gidelim.

Bir Giggende orta noktalarin 6zelligini animsayahm; “Uggende iki
kenarin orta noktasini birlestiren dogru pargasi, uguncu kenara pa-
releldir ve bu kenarin yarisina esittir.”
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A BD kosegenini cgizerek olusturdugumuz

ABD ve CBD uggenlerinde temel oranti
5 teoremi uygulandiginda:

5 BD|
o [ KP]// [ BD], |KP| = ve
E _ |BD{,
F [ EF]/[BD], |EF| = ——"de
C [KP] // [EF] ve |KP| = |EF| bulunur.

Eh... bu da bize yeter.

[KP] ve [EF] birbirine esit ve parelel ise olusan EFPK dortgeni
parelelkenardir.

Diger kosegeni gizerek benzer ozelliklerin
[KE] /1 [AC] /I [PF] ve

|AC|

bigiminde yazilacagini da gorelim.

Simdi de Matruska bebeklerine bakalim.

* IKP| + |EF| = |BD|
IKE| + |[PF| = |AC]

+

IKP| + |EF| + |[KE| + |PF| = |BD] + |AC| olur.

Demek ki bu parelelkenarin ¢gevresi dortgenin kosegenleri topla-
mina esittir.

Cevre ( EFPK) = |AC| + |BD|
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* Parelel dogrularin oldugu yerde yondes, icters agi aramamak
olmaz. Biz de oyle yaptik ve parelelkenarin acilarinin kose-

genlerin olusturdugu acilara esit oldugunu gorduk.
A A

m([AC] [BD]) = m(K) = m(F)

Elbette kosegenlerin olusturdugu diger ac¢i da parelelkenarin di-
ger acilarina esittir.

ABCD dortgeni en siradan dortgendi, ama gorduk ki iginde bir
parelelkenar barindiriyormus. Hem de bu parelelkenarin kenarlariy-
la dortgenin kosegenleri ve agilari arasinda iliskiler varmis. Ne der-
siniz sira, siradan dortgenin kosegenlerini ozellestirmeye ve bunun
yarattigi sonuglara gelmedi mi ?

Oyle ya, “Kemal nerede dogdu?” sorusu sadece Kemal'in yakin
cevresi i¢in anlamlidir. “Mustafa Kemal nerede dogdu?” sorusu kos-
koca bir ulke i¢in anlamhdr.

Kosegenleri ele alalim ve parelelkenari yorumlayalim.

JAC| = |DB| ise
EFPK eskenar dortgendir.

[AC] 1 [DB] ise
C  EFPK dikdértgendir.
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[AC] L [DB] ve
|AC| = |DB| ise
EFPK karedrr.

Neden?

Nedenleri saniyorum buldunuz. Parelelkenardan eskenar dort-
gene, diktortgene, kareye gegis yaptik. Artik sunlari soylemeye de

hak kazandik.

“Kenarlari es olan parelelkenar eskenar dortgendir.”

“Acilari dik olan parelelkenar dikdortgendir.”

‘Kenarlari es ve acgilari dik olan parelelkenar karedir” ve de pa-

relelkenara iliskin tum
re icin de gegerlidir.

ozellikler eskenar dortgen, dikdortgen ve ka-

Acilarini ve kenarlarini inceledigimiz bu seklin alanini inceleme-
mek olmaz. Alani da arastiralim.

® -
.-
°

AKP uggeniyle ABD uggeninin benzer oldu-
gunu soyledik. AKP'nin ABD’nin kugultulmus

hali oldugu ve bu ug¢genlerin benzerlik orani-

ninda n = IAK = ] oldugu aciktir.
|AB| 2

‘Benzer uggenlerin alanlarinin orani benzer-
lik oraninin karesine esit” oldugu igin,

A(AKP) 12 1

A(ABD) 2 4
A(ABD) = 4S.,

ve A(AKP) = S,

Ayni nedenlerle A(CEF) = S, ise, A(CBD) = 4S,, olur ki,
A(ABCD) =4S, + 4S,, A(AKP) + A(CEF) = S+ S,/dir.
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Yani ABCD dortgeninin alani AKP ile CEF uggenlerinin alanlari-
nin toplaminin dort katidir.

Artik butune bakabiliriz.

A Ayni nedenlerle, S, ve S, gibi S, ve S, ile
gosterdigimiz alanlarin toplami da ABCD
dortgeninin alaninin dortte birine esittir ki,

S,+S,=5,; +S5, olur. Buradan da

A(ABCD) = 2.A(EFPK)
sonucuna ulasilabilir.

C

Boylece ABCD dortgeninin alaninin, dortgenin orta noktalarinin
olusturdugu parelelkenarin alaninin iki katina esit oldugunu kanitla-
miS olduk.

Son bir soruyla bu incelemeyi noktalayalim.

Dortgenin ve igindeki parelelkenarin alanini hesapla-
yabilir miyiz?

Kosegenleri [AC] ve [BD], kosegenlerin olusturdugu ag¢i « ise,

bilgisine sahipsek evet. O zaman kosegen uzunluklarn ile kosegen-
lerin olusturdugu acinin sinusu bilinen dortgenin alani ve parelelke-
narin alani hesaplanabilir. Kosegenler dik kesisiyorsa, alan hesabi-
nin daha da kolay oldugunu gormek hi¢ de zor deqil.

Sanirim yukardaki uygulama bize, bilgiye sahip olma yaninda
bilginin bir duzen igcinde kullaniminin ne kadar onemli oldugunu gos-
termektedir. Bilgiyi duzen iginde kullanmanin da dogru bir akil yurut-
meyle olanaklhigi oldugunu.
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Diizen Icin Hamle

3'U dolu, 3'u bos olan 6 sise dolular ve boslar yan yana ol-
mak uzere bir rafta dizilidir.

Sadece tek bir siseyi yerinden oynatmak kosuluyla,
siseleri bir bos bir dolu olmak uzere siralayabilir mi-
misiniz?

Sorunun ¢cozumu sekilde agikga gorulmektedir. Dolu olan ikinci
siseyi kaldirip 5. siseye bosaltirsak siralama D-B-D-B-D-B bigimin-
de donusur.

Ik bakista hemen géremeyecegdimiz bu ¢6zim, ¢6ziimi gordu-
gumuzde bize ¢ok kolay gelir. Cozumde kullandigimiz dusunus ¢ok
basit ama, bir o kadar da hostur. Bazi matematik sorularinin ¢cozu-
munde de soruyu duzenlemek isimizi kolaylastirir, daha az islemle
cozume ulasiriz.

(1+3+5+7+:-+15)+(2+4+6+ - + 14)

toplami kacgtir?
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Birinci ¢ozum

(1+15).8 (2 +14).7
(1+3+5+ - +15) + (2+4+6+ - +14) = 5 + 5
16.8 . 16.7

2 2

64 + 56 = 120 bulunur.
lkinci ¢6ziim
Soruda tek sayilarla cift sayilarin toplami isteniyor.

Her cift sayiyi iki tek say! arasina yerlestirirsek,

1+ 15).15 :
1+2+3+4+'"+14+15=( 2) =16215 =120

bulunur.

Goruldugu gibi iki islem yerine tek islemle sonuca ulastik. Soru-
yu ¢ozmeye baslamadan ¢ozumu tasarlamak bize avantaj sagladi.

Yukardaki dolu bos sise sorusunu gelistirelim.

6'sl dolu 6's1 bos 12 sise dolular ve boslar yan yana ol-
mak uzere dizilidir.

En az kag siseyl yerinden oynatarak siseleri bir dolu
bir bos olmak uzere siralayabilirsiniz?

Soruyu gozebileceginizi biliyorum. Sise sayisint deqistirerek (do-
lular ve boslar esit olmak kosuluyla) yeni sorular uretebileceginizi de.

Burada benim sorum su. Sise sayisiyla, yapilan islem sayisi ara-
sinda bir baginti kurulabilir mi?
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Kavramsal Bilgi, Sezgi, Deneyim

“Matematik yapamiyorum, matematigi sevmiyorum, matematik-
ten korkuyorum” yakinmasiyla ¢ok karsilasiriz. Hatta bu yakinma-
nin devaminda, “Matematik neye yarar? Benim ne isime yaraya-
cak?..” gibi savunmaya ve saldiriya yonelik kuigumsemelerle de
karsilasinz. Bu saldin ve kugumsemeler metamatigin algilanma bi-
cimine bagl olarak hakli da olabilir, haksiz da. Algilama bigimini be-
lirleyen de hangi matematikle karsilasidigidir.

Bu tartismalara her matematikginin ya da matematik ogretmeni-
nin basladigi gibi “Matematik hayatin her alaninda vardir ve herke-
se gereklidir’ lafiyla baslamak i¢i bos reklam mantigi otesine git-
mez. Ama basindan beri yazdiklarim ve yazmaya devam ettiklerim
yonuyle bakildiginda matematik, akil yurutme ve dusuncenin esteti-
di ile bir arada degilse, elbette insanlar matematigi sevmez, korkar,
hatta gereksiz bulabilir.

O nedenle “Hangi matematik?” sorusu onemlidir. Yagsamin ilk do-
nemlerinde dunyay! nesnel duzeyde (ev, agag, masa...) algilayan
kuguk insan, nesnel algilarinin yaninda sevgi, ofke gibi soyut algi-
larla da dunyay! kavramaya baslar. Ancak ilk asamada bu algilar
gudusel duzeydedir. Kavramlari ogrendikge de dunyayi kavramsal
duzeyde algilar ve bu algilari dusunme duzeyinde soyut olgulara
donusturur. Akil yurutur, cikarimlarda bulunur. Buraya kadar dogal
olan bigim ne yazik ki egitim ve konumuz olan matematik egitimi
asamasina gelince yukaridaki yakinmalar baslar.. Yani matematik
ogretmek noktasindadir sorun. Bu sorun hem ogretilenlere, hem 0g-
retim bigimine baglidir. Bir de ogretenin eriskinlik duzeyine. Hani
“Yarim imam dinden, yarim doktor candan eder” diye bir laf vardir.
“Yarim matematik¢i de matematikten eder” desek yeridir.

Dayatilan matematik yerine, gikarimlara agik matematik, kesfet-
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me duygusunu gelistirir. Bellenen matematik yerine, ogrenilen ma-
tematik, akademik-entelektuel birikimi gelistirir ve guven duygusunu
guglendirir. Bu nedenle akil yurutme-matematik iliskisini egitimin
higbir asamasinda ihmal etmeden vermek gerekir. Her yasta, her
seviyede, her ilgi ya da is alaninda yapilacak matematik vardir. Ye-
ter ki yeterh kavramsal bilgiye, deneyime sahip olunsun ve sezgile-
re ket vurulmasin.

Bircok ornek verdik, uygulamalar yaptik. Yine orneklerle yukari-
da savladigimiz gorusleri tartisalim. Soyle bir akil yurutme sorusu:

Yetenekleri farkl olan ug¢ silahsor duello yapacak.
Yetenekleri soyle:

Birinci silahsor her attigini vuruyor.

Her silahsor tek atis yapacak ve ilk atisi uguncu, ikinci ati-
sI IKinci ve en son atisi birinci silahsor yapacak.

cu silahsor icin en uygun atis taktigi nedir?
Bu soruda duello, silahsor, L

lidir. Kavramlarin bilindigini varsayarak sorunun yanitina gecelim.

Uclincu aticinin ikinciye ates etmesi hig disiinilemez.

lkinciyi vursa, birinci tarafindan mutlaka vurulacak. Cunku birinci
attigini vuruyor.
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Birinciye ates eder ve vurursa, ikinci kendisine gore daha iyi ati-
cl yine hayatta kalma olasihgi daha az.

Gorulece@i gibi atip vuramamak uguncu igin en iyi sans.

Oyle ise en iyi secim 'y vurma olasiligini da kullanmamaktir. Ya-

ni karavana atmasidir.

Sonraki asamalari dusununuz.

Simdi de daha fazla kavramsal bilgiye gerek duyulacak guzel bir
geometri sorusunu ¢ozelim ve inceleyelim.

A ABC uggeninde,
BE| L [AC], [DE]/[BC],
|JAB| = |AC|, |AE| = |BC|dir.
IEC| =4 cm ise,

- IDE| kag¢ cm'dir?

Soru kokunde verilen esitlik, diklik, paralellik gibi isaretler mate-
matiksel kavramlari simgeler. Onceki soruya gére, daha gok kavram
bilgisi gerektigi agiktir. Ayrica sorunun ¢ozumu igin hangi bilgilerin
kullanilacagi ve sezgi ¢gok daha onemlidir.

Adim adim gidelim.

A llk asama, verileri sekil (izerinde gosterdi-
gimiz ve varsa ilk ¢gikarimlarda bulundugu-
muz asamadir.

BE| dikligi ile |EC| = 4 ve istenen
|IDE| = x'i yazip, |AE| = |BC| = a'y1 da

sekil uzerinde gosterelim.
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Simdi de deneyimlerimize dayanarak ilk cikarimlarda bulunalim;
|JAB| = |AC| ve .DE| // IBC| ise,
|AD| = |AE| = a’'dan |DB| = 4 cm olacaktir.

Deneyim diyorum. Clinklu “lkizkenar uggende kenarlara gizilen
paralellerin daima yeni ikizkenar uggenler olusturdugu” bilgisine da-
yaniyoruz. Bu bilgiyi bilmiyorsak DE'nin BC'ye paralelligini, paralel-
lik nedeniyle olusan yondes agilari ve benzer uggenleri kullanarak
dabu esitlikleri gosterebiliriz.

Simdi burada duralim ve bu asamanin olabilecek ¢ozum engel-
lerini tartisalim.

* Paralellik, diklik, esitlik gibi kavramlari bilmiyorsak, isin Ba$|n-
da ¢ozum hayelleri suya dustu demektir.

Kavramlari bildigimizi varsayarak devam edelim.

* Soruda verilen |AB| = |AC|, 'BE| L |AC|, |DE| //BC|,
JAE| = |BC|... bilgilerinden birini bile atlarsak, sorunun ¢ozu-
mu yine suya disti demektir. Oyle ya, bilgilerden higbiri ak-
sesuvar degildir. Yani her veri “olmazsa olmaz” turundendir.

* Yine eger |AD| = |AE| = |BC| = a'yi |DB| = |[EC| = 4'u ya da BE
nin AC’ye dikligini sekil uzerinde gostermezsek, bu kez ¢o-
zum suya dusmese bile iligkileri gormemiz zorlasir. Bu nokta-
da matematigin simgelere dayal dilini kullanmanin onemi or-
taya cikar.

Sonug olarak bu asama soruyu ¢ozume hazirlama asamasidir.

lkinci asama, tasarlama asamasidir. Yani bu asamada hangi bil-
gileri nasil kullanacagimizi, bunun sonucunda ¢ozume ulasip ulasa-
mayacagimizi dusunuruz.

Somuta indirgersek, DE'nin BC'ye paralelligi, uggenlerin benzer-
ligini (Temel Oranti Teoremi) animsatir bize.
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Ancak, % = aa+ 2 bagintisiyla iki bilinmeyen oldugu ve bu tek

bagintiyla x'i bulamayacagimizi biliriz. Iste bu noktada “Aksesuvar
yok” yonlendirmesi imdadimiza yetisir.

BE'nin AC'ye dikligini ve Pisagor bagintilarini (hem de |BE| = m,
|AD| = |AE| = |BC| = a ortakliklariyla) kullanarak,

(a + 4)° =m? + a ile m? + 4% = a bagintilarini bir 6nceki ben-

zerlik bagintisinin destekgisi olarak ele alabilecegimizi ve sonuca
ulasabilecegimizi goruruz. Artik son hamleye gegebiliriz.

Ugiincli asama, uygulama ve ¢ozim asamasidir.

X a a2
—_ = den x=
d a+4 at+d

U yazariz.

x'i bulmak i¢in “a”"nin bulunmasi gerektigi acgiktir.
(a+4)2=m?+a’ise #°+ 8a+ 16 = m? + A've 8a + 16 = m (1)

m? + 4% =a%isem? + 16 =a’ve m* = a* - 16 (ll)

ll. sonug |.de yerine konularak,

8a + 16 = a°— 16'dan a’ - 8a — 32 =0 ikinci dereceden bir bi-
linmeyenli denklem elde ederiz. Bu denklemi ¢ozup “a"yi bulur ve

a2

X = 'de yerine koyarak x'e ulasinz.
a+4

Yani mutlu son.

Ancak, a° — 8a — 32 = 0 denkleminin kokleri irrasyoneldir ve uy-

gulamasi zordur. Ayrica x'i bulmak i¢in a'y1 bilmemiz gerekmiyor.

a2

a’=8a + 32i hatta a?=8(a + 4)'li, x =
at+d

'de yerine

8(a+4) |
koyarak x = ———— 'den x = 8'i buluruz.
a+4d
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Bu ¢ozumde bulgulari birlestirmek ve yerine koymak kolayca so-
nuca goturur bizi. Mutlu oluruz. Hatta “Ayse simdi denklemin kokle-
rini bulmaya calisiyor” der, azicik da bencillik duygumuzu doyumia-
riz. Ama bir de bakariz ki, Ali soruyu baska bigimde ve bir ¢irpida

cozuyor.
Diyor ki,
DE // BC'den D ve E koselerindeki agilar

B ve C koselerindeki acilara esittir.

AH| L [DE|'den |HD| = [HE| = %’dir.

A A
AHE = BEC (AHE uggeni estir BEC

ucgeni)'den
IHE| = |EC| ve % = 4'den de x = 8'dir.

Hinzir Ali...

Bulusumuzun tadini damagimizda birakti. Ama ¢ozume de sap-
ka ¢cikarmamak olmaz Kki.

Son ¢ozum, iki uggenin eslik bagintilarini bilmeye ve es agilar ile
esit uzunluklari gorup es uggenler olabilecegini sezmeye dayanir.
Cozumun avantaj ve guzelligi ise apagik ortadadir.

Uclincli agsamayi el elden stindir duygusu ve mutlu sonla bitir-
dikten sonra, gelelim son asamaya...

Dorduncu asama, irdeleme asamasidir.

Soruyu ¢ozdukten sonra; sorunun hazirlanisina mi puan verirsi-
niz, seklin guzelligine mi yoksa yapilan ¢ozumlere mi bilmem. Ama
bunu yapmak gerekir. Daha da onemlisi, soruyu ¢ozduk diye kena-
ra atmak yerine verileni, sorulani, verilenle sorulan arasindaki iligki-
yi, varsa baska ¢ozum olabilir mi sorusunu sormay! ihmal etmeme-
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iyiz. “Hatta bu soru daha guzel hale getirebilir mi?" diye dusunup,
varsa yeni sorular uretmek pek yapiimayan ama benim ¢ok onem-
sedigim bir galismadir. Bu asama yani irdeleme asamasi, daha son-
raki sorularin gozumunun on asamasidir.

Soru ¢ozmek sorununu bir ornek segerek tartistik. Hem soruyu
cozduk, cozerken ilginclikler bulduk ve bunlari inceledik. Hem de
asama asama ¢ozme yontemini ortaya koyduk.

Bunlarin hepsini bir arada aldigimiz igin, gozum yonteminin biraz
karismis oldugunu dusunuyorum. O nedenle hem asamalari ozetle-
yelim, hem de yaygin hatalara goz atalim.

llk Asama: Soruyu iyi okumak ve anlamak. Bilgileri (varsa) sekil
uzerinde gostermek. Gerekiyorsa sekil gizmek. Verileri (hicbirini at-
lamadan) sekil uzerinde gostermek.

lkinci Asama: Verilen bilgileri gézden gecirmek. Sorunun nasil
cozulecegini tasarlamak. “Neler verilmis?”, “Bu bilgi nigin verilmis-
tir?”, “Bu bilgiye nasil ulasilir?” ve de en onemlisi “Ne isteniyor?” so-
rusunu sormak. Yani tasarim asamasi. Bu bolumun temel noktast
“Aksesuvar yok" sloganidir.

Uglincii Asama: C6zim asamasidir. Sonuca bu asamada gidi-
ir. Bu asamada islemlere ve varsa islem ozelliklerine dikkat edilme-
lidir. Yani kontrollu olmak gerekir.

Dordiincii Asama: Irdeleme asamasidir. C6zumu yapilan soru
uzerinde dusunmek, hangi ozelliklerin nasil kullanildigini incele-
mek, bir baska deyisle bir sonraki soruya hazirlik agsamasidir.

Simdi gelelim kendimizi elestirmeye.

Ne yaptim ben? Soru gozmek sorununu irdelemek icin ornek bir
soru aldim. Asamalarn tek tek ortaya koydum. Dusuncelerimi sirala-
dim. Bu da yetmedi, daha da ileri gidip bir de 0zetledim. Yani bir an-
lamda kalip ¢cikardim. Oysa insan dusuncesini, matematigi, genel
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olarak da bilimsel dusunmeyi, soru cozmeyi kaliplara dokmek son
derece yanlistir. Yani dusunce olarak degil, ama belki de yontem
olarak yanlis yaptim. Dusuncelerimi aktarirken baska yol bulama-
dim. Bir de okuyanin anlayisina guvendim.

Oyle ya, siz de bilirsiniz ki her sorunun farkli 6zelligi vardir. Her
Ssoruda bu birinci, bu ikinci... asamadir diyecek halimiz yok.

Gorelim bakalim.

A, B, C birer rakam olmak uzere, ABC + BC = BAC ise
ABC u¢ basamakh sayisi kactir?

ABC % Once C'yi yorumlayalim.
+ BC
BAC

C+C=C veyaC+C =10+ C'dir.
C + C =10 + C olamayacag: apacik ortadir.
0'dan farkl hi¢gbir rakam igin C + C = C'de olamaz.

Oyleyse C = 0 olur.
* Onlar basamaginda B + B = A esitligi A = B = 0 icin olanakli-
dir. Ancak A = 0 olursa ABC u¢ basamakli sayi olamaz.

Oyleyse, B + B =10 + A olmaldir.

* Yuzler basamaginda ise A = 0 olamayacagi icin onlar basa-
magindan gelen elde 1ile A + 1 =B olmalidir.

2B =10 + A ve A + 1 = B denklem sistemi ¢ozulerek

A =8 ve B = 9 bulunur.

Aranan ABC sayisi 890'drr.

Goruldugu gibi toplama islemi bilgisi sorunun ¢ozumu igin yeter-
lidir.
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Yaygin kullanilan bir akil yurutme sorusunu ornek olarak alirsak,

Iki komsu koy var. Birinde yasayanlarin timu yalanci,
digerinde yasayanlarin tumu dogrucu. Bu nedenle
koylerin ismi de Yalancilar Koyu ve Dogrucular Koyu.
Kdylere giden yollar bir kavsakla ayriliyor. Yol kavsa-
gina gelen Ali, bu koylerden birinden oldugunu bildigi
ama hangi koyden oldugunu bilmedigi bir koylu ile kar-

silasiyor.

Dogrucular koyune gitmek isteyen Ali, dogru yolu
bulmak i¢in hangi soruyu sormalidir?

Ben birkag¢ soru hatirlatayim. Dogru sorunun ne oldugunu siz bu-
lunuz.

“Dogrucular Koyu’'ne hangi yoldan gidilir?”
“Yalancilar Koyu'ne hangi yoldan gidilir?”
“Sen yalanci misin?”

“Yalancilar Koyu'ne hangi yoldan gidiimez?”
“Senin yasadigin koye hangi yoldan gidilir?”
“Sen hangi koyde yasiyorsun?”...

Bu soru matematiksel bilgiler gerektiren bir soru degil. Akil yurut-
me on planda. Bu nedenle de on bilgi, kavram, neden-sonug iliskisi
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gibi asamalari icermiyor. Akil yurutme on planda olsa da dusunme
disiplini olarak bu soruyla matematik sorulari arasinda onemli ben-
zerlikler kurulabillir.

Orneklerde goruldigu gibi soru goziumlerinde bazen aligkin oldu-
gumuz yontemleri kullaniriz, bazen de ¢ok estetik gozumler uretiriz.
Ama hangi soruyu hangi ustalikla gozersek ¢ozelim, bilmeliyiz ki ku-
clk daglar biz yaratmadik. Ogrenmenin sonsuz hazzini duymal,
ama ogrendigini ortaya koymanin algakgonullulugunu sindirmeliyiz.
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Cin Olmadan Adam Carpmak

N 7 -
Q\ /' -
NS=op

/
N

N—p

Matematikle ugrasmak emek, sabir ve dusunce disiplini ister.
Oncelikle de temel bilgi ve kavramlara sahip olmak gerekir. Yani so-
ru cozmenin onculu, konulari bilmek ve konuyu ogrenmek icin ¢alis-
maktir. Oysa gunumuzde universiteye ve liselere giris icin yapilan
calismalar ogrenme bi¢cimine damgasini vurmus durumdadir. Basa-
rinin olgusu, test turunde olan bu sinavlarda yeterli puani almaktir.
Ne kadar kisa zamanda, ne kadar ¢ok soru ¢gozersen o kadar basa-
riisin. O nedenle, “Konuyu ogrenmek yerine soru ezberlemelisin.”
Ne yazik ki bu yanlis sozde danismanlarca koruklenmekte, konuyu
ogrenmek ¢ok soru cozmeye feda edilmektedir. Cunku danisman (!)
In onerisi “Gunde 200 - 300 soru ¢ozmelisin” ilkelligi seklindedir.
Boyle olunca da, konuya g¢alismak zaman kaybi, tekrar ¢alismasi
anlamsiz bir gaba, teorem kanitlamak ise kulfettir.

Bunun sonucu ise teoremleri, neyin nereden geldigini bilmeden
“ozellik” adi altinda (ne yazik ki ders kitaplarinda bile artik boyle)
ezberlemek. Eh bir de fil gibi soru ¢gozersen (yutarsan) seni kimse
tutamaz...
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Gelsin basari, gelsin iyi (!) okullar. Sonrasi mi? Oncesi olmayan
seyin, sonrasi mi olur? Su matematik belasint atlatalim yeter...

Tum bu soylediklerimden, ¢ok soru gozmenin zararh oldugu so-
nucu glkmaz sanirim. Soru ¢ozmek pekistirme galismasidir ve ya-
piimasi elbette yararlidir. Soyledigim soru ¢ozerken “ne yaptiginin”
bilincine sahip olmak ve ezber bilgilerden kaginmaktir. Eger temel
bilgiye sahip olursaniz, bunu birgcok yerde kullanabilir ve kendinizi
yetkinlestirirsiniz. Ezberlenen formullerle (daha gabuk gozme adina)
soru cozmek ise, dusunme esnekligini ortadan kaldirir. O zaman da
temel bilgi ve kavramlari kullanma becerisi gelistiriemez.

Benzerlik konusu, geometrinin en onemli konularindan biridir. Bu

nedenle iyi bilinmeli ve kullaniimalidir.

Bir oran sorusu alalim ve birka¢g ¢ozum yapalim.

ABC uggeninde,

3.|EC| = 4.|AE]
IBD| = 2.|DC]| ise
|AF|

B D C

orani kactir?
FD| .

Bu soruda, verilen oranlari sekil uzerinde gostererek ve uygun
noktalardan paralel dogrular gizip birden ¢ok benzerlik bagintisi kul-
lanarak birka¢g ¢ozum yapalim.
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Birinci ¢ozum

[DP] // [BE] cizerek,

CPD ile CEB uggenlerinin benzerliginden |EP| = 2.|PC]| olur.
|PC| = 4a ise, |EP| = 8a

|EC| = 4k = 12a’'dan |AE| = 3k = 9a bulunur.

|AF| - |AE| g
——=——"den oran — olur.
IFD| |EP] 8

lkinci ¢6ziim

IPD| // |AC| gizerek, BDP ile BCE uggenlerinin benzerliginden,

IPD|  |IBD| |PD| 2m ~ 8k
_— = = ve |PD| =
|EC] |IBC] 4Kk 3m

PDF ile EAF ucgenlerinin benzerliginden,

|JAE| _ |[AF| |AF] _ 3k _ 9
—_— = 8Bk bulunur.
3

IPD| |FD| ' |FD| )
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Ugiincii - dordiincii ¢6ziim

Ayni soru; |[EP| // |BC| gizilerek veya |EP’| // |AD| gizilerek de
benzerlik bagintisi ayn ayri kullanilarak iki farkh yoldan ¢ozulebilir.

Simdi de, “Yukseklikleri esit olan uggenlerin alanlarinin orani, ta-
banlarinin oranina esittir’ teoremini kullanarak ayni soruyu ¢cozelim.

Besinci gozum

IFC| gizildiginde,

|AE| _ 3, _ _
—— = —'den A(FAE) = 3b, A(FEC) = 4b
|EC] 4

IBD| = 2.|DC|'den, A(FBD) =2a, A(FDC) = a yazilir.

A(ABE) |AE| x+3b

(—— —_— = i’den X = —— olur.
A(BEC) |EC|' 3a+4b 4 4

(

(

A(BAF AF
) = | '= %elde edilir.

A(BDF) |FD|

Son bir gozum daha yapalim ve bazi ¢ikarimlarda bulunalim.
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Altinci cozum

3k

4Kk

B 2m D m C

Menaleus teoreminden,

BD| ICE| IAF| _ . 2m 4k |AF| _.

G, $ 290090 020 ————eaSEEEEEET  EEEEEES 0 Gule

IBC| |[EA| IFD| ' 3m 3k |FD]
ﬁ. AF] =1 ve [AF] = g bulunur
9 |FD| IFD| 8 |

Ik dort goziimde sorunun benzerlikle cozulebilecegini sezdik,
paraleller gizerek temel oranti teoremlerinin ve Tales teoreminin kul-
lanilabilecegini tasarladik. Uygun noktalardan paraleller gizerek bir-
den ¢ok bagintiyi birlikte kullandik ve sonuca ulastik.

Besinci cozumde alan ve taban oranlari iliskilerinin kullanilabile-
cegini sezdik, bu oranlary [FC!yi gizersek kullanabilecegimizi tasar-
ladik. Birden ¢ok “alan-taban oranlari” iliskisini kullanarak sonuca
ulastik.

Formulle yapilan altinci gozum ise en kisa gozum oldugu i¢in en
Iyl cozummus gibi dusunulur.

Eger tum bu ¢cozumleri yapabilme becerisine sahipsek ve de Me-
nelaus teoremini ezbere biliyorsak, sonucu elde etmek yonuyle (he-
le hele bir sinav aninda) bakildiginda, en iyi, en avantajli cozum
gergekten budur.

Oysa sezgi, tasarim, akil yurutme yonuyle bakildiginda, daha
onceki gozumler daha yaratici ve ogreticidir. Bu gozumlerde ezber-
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leme degqil, uygulama on plandadir. Temel bilgi olan benzerlik bagin-
tisinin ve *“alan-taban orani”’ iliskisinin pekistiriimesine hizmet
eder. Ogrenmenin bitunligi yonuyle bakildiginda ise tiggen, gok-
gen, cember, uzay geometrisi, analitik geometri, vektorler hatta tri-
gonometri konularinin olmazsa olmaz bilgisi olan benzerlik konusu-
nun iyi ogrenilmesinin bu konular igcin de ¢ok onemli oldugu gorule-
cektir. Iste bu durumda sunu rahatlikla soyleyebiliriz. Matematikte
sonu¢ onemlidir. Ama sonuca giden yollar, kullanilan yontemler da-
ha da onemlidir.

Ezberlenen bilgiyle balik satin alirsiniz. Ogrenilen bilgi ve dogru
yontemie balik tutmayi ogrenirsiniz. Ezberlenen (eger goksa) unutu-
lur. O zaman balik aimayi da unutmak zorundasiniz.

Ne yazik ki bugun teorem, hatta “soru ezberleyerek” soru gozme
anlayisi yaygindir ve de matematik ogrettigini sananlarca bu anla-
yis tesvik ediliyor. Not tutmayi, kalem kullanmayi, dusunmeyi kulfet
sanan hatta tahtada yazili soruyu bile defterine yazmadan, tahtaya
bakip kasini gozunu oynatarak soru ¢cozmeyi marifet sayan cam-
bazlar, cinler (!) yetistiriliyor.

Oysa gercek sudur ki, “Matematikle ugrasanin laboratuvari bey-
ni, araci kalem ve kaqgididir.” Beyin ve kalem-kagit kullaniimadan
matematik ogrenilemez.

Olsa olsa ¢ok miktarda “Cin olmadan adam c¢arpanlar” yetisir.
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TIPSIZLIKLER HAZINESI 143

Tipsizlikler Hazinesi

Cok sorulan sorudur.
“Bu tip sorular nasil ¢gozulur?” ya da “Bu soru hangi tiptedir?..”
Yanit: “Sorular tipsizdir...”

Bu yanit gok kestirme gelebilir size. Hatta bu yaniti biraz kaba da
bulabilirsiniz. Amacim da bu zaten. Yanit garpici olsun ki, uzerinde
daha iyi dusunelim. Sagma sorularin, yanls yonlendiriciligini kavra-
yalim.

Cozulecek soruda, yontem belirlemek ve kullanilacak yontemi
sezmek akilciliktir. Soruda tip aramak ise sablonculuktur ve akilci
degildir.

Beynimiz “Bu sorular nasil ¢gozuluyordu?” sorusuna odaklanirsa,
akil yurutme ve soruya odaklanma kisitlanir, cozme olasiligi azailrr.
Daha once yaptigimiz cozumlerin beynimizde yapacagi ¢cagrisimlar
elbette onemlidir. Cozum igcin onemli katkilari vardir. Ama eski soru-
larin benzerlerini aramanin ve beynin bunlara odaklanmasinin kat-
Kisini birakin, zarari bile vardrr.

Bu savimizi kanitlamak icin sekil cizelim ve bu sekle uygun ne
gibi sorular uretilebilecegini tartisalim.

A
ABC ve ADE eskenar uggenler
olsun.

Bu sekilde 60°'lik acilari ve di-
g E ger acilarin esitligini yazalim
ve soru zenginligini gorelim.
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A A A A
1) m(BAC) = m(DAE) = 60°’den m(BAD) = m(CAE) = crdrr.

A A A A
2) ABD = ACE (K.A.K)Ydan m(BDA) = m(CEA) = 60° ve

|IBD| = |CE| olur.

3) ACE ucgeninde “Dis ac¢l, kendisine komsu olmayan iki aginin
olguleri toplamina esittir"den,

A A
m(DCA) = 60° + a ve m(DCB) = a olur.

4) DBC ucgeninde,
A A
m(BDC) = 120° ve m(DBC) + a = 60°°den
A A
m(DBC) = m(DAC) = 0 olur.

Simdi bu gikarimlari bir yana birakalim ve ilk sekli gizdigimizi du-
sunerek ayr ayri sorular uretelim.

Dikkatle izleyin ve ¢cozun.

* |IBD| =4 cm ise, |CE| kag cm'dir?

. m(BE)A) = x kag derecedir?

. m(DQ\C) = 50° ise, m(D?BC) kag derecedir?

 IDE| =10 cm ise, |BC| tam sayi olarak en gok kag cm'dir?
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 IDC| =6 cm, |CE| =2 cm, ise |AC| ka¢g cm'dir?
 |BK|=2cm, |[KC| =6 cm ise |AK| ka¢ cm'dir?

 |[KD| =2 cm, |DC| =6 cm, ise |[AE| ka¢ cm’dir?

 BDK uggeninin kenarlarini buyukten kucuge siralayiniz.
* AKC ucggeninin kenarlarini kugukten buyuge siralayiniz.
* |DC| = 3|BD|, |AC| = 8 cm ise |KC| ka¢ cm'dir?

Ve de daha, daha, daha...

Bu on farkh soruyu bir ¢irpida siraladik. Irdelememizi g6z 6ntine
alirsaniz, en az on soru daha siralanabilecegini gorursunuz.

Siraladigimiz sorularin her biri uggenlerin esligi, uggenlerin ben-
zerligi, ucgende acgi-kenar bagintilari, uggende trigonometrik bagin-
tilar, uggende acilar... gibi farkh konulari igeriyor.

Simdi kendimize su soruyu sorabiliriz.
“‘Bu soru hangi tipe girer?”
Yanitini “Bu soru tipsizdir’ biciminde verirsem, yanlis mi olur?

Evet bu sekle gore sorulacak sorular bir tipe sigmaz, yani tipsiz-
dir. Ancak bu sekil aym zamanda bir soru hazinesidir.

Eh... tipsizlikten hazineye de sanirim ancak matematikte gelinir.
Baksaniza bir tipe sigdiramadigimiz iki eskenar uggenden onlarca
soru urettik.

Sorular tiplere ayirmak ya da kategorize etmek aliskanhgi ma-
tematik problemlerinde de gok yapilir. Is problemleri, havuz prob-
lemlern, isci problemleri, karisim, yuzde, oran-oranti, alisveris... gibi.

Bir ogrenciyle ¢alisiyoruz. Acti kitabini, bir problem okudu.
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Bir musluk bir havuzu 6 saatte dolduruyor. Diger musluk
ayni havuzu 8 saatte dolduruyor.

Havuz bosken iki musluk birden acilirsa, havuz kac
saatte dolar?

Mutlu bir heyecanla “Aaa... ben bunlari biliyorum™ ded..

“Bunlar karsi komsunun kizlari” der gibi.

Ardindan da “bir bolu x esittir, bir bolu 8 art1 bir bolu 6" sozlerini

tekerleme gibi siraladi.

L3
8

+ kaliblyla soruyu ¢ozecegini bellemisti.

Bu ¢cozumun arkasindan bir is problemi sordum,

Bir isci bir isi 6 gunde, diger is¢i ayni isi 8 gunde yapiyor.

Ikisi birlikte galisirsa, bu isi ka¢ giinde bitirirler?

+

1
8

o e 1 1
ve ¢ozdum;, —= —
X 6

Yine sordum,

Bir arag bir yolu 6 saatte, diger ara¢ ayni yolu 8 saatte ali-
yor. Bu iki ara¢ yolun iki ucundan ayni anda birbirlerine

dogru hareket ediyor.

Kag saat sonra karsilasiriar?

4

Ll
8

. e 1 1
ve ¢ozdum;, — = —
X 6

Cozumileri gorunce de “Aaa... Hepsi ayniymis” tepkisini verdi.
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Devam etsek bu kaliba uygun baska sorular uretebiliriz. Birisi
havuz, birisi is¢i, digeri yol problemi diye adlandirilsa da, bunlarin
tumu karsi komsunun kizlaridir.

Asil yanlis olan, cozumun bir kalip olarak ele alinmasidir. Yu-
kardaki u¢ soru da toplam miktardan bagimsizdir. Havuzun (ya da
deponun) buyuklugu, isin miktari veya yolun uzunlugu bu problem-
ler icin onemli degildir. O zaman bu sorulara soyle bir gozum de ge-
tirebiliriz.

Havuzun ya da deponun (6 ve 8’in okeki) 24 litre su aldigini du-

sunursek, musluklardan birincisi saatte 24:6 = 4 litre, ikincisi saatte
24.8 = 3 litre su akitrr.

Ikisi birlikte 1 saatte 4 + 3 = 7 litre su akitur.

Bir saatte 7 litre su akitan iki musluk, 24 litreyi 24:7 = 24 saatte

Z
doldurur der, sonucu buluruz.

cu soruda da yolu 24 km dusunup sonucun yine

cagini gormek zor degil.

Bazilar “Bu basit problem i¢cin bu yonteme ne gerek var?” veya
“Bu kadar laf etmeye gerek var mi?” diyebilir.

Sorunun bu haliyle bu soyleme hak verebilliriz.

Ama soru,

Bir musluk havuzu 8 saatte dolduruyor, ikinci musluk 6 sa-
atte dolduruyor, dipteki musluk dolu havuzu 12 saatte bo-
saltiyor. Once 1. musluk aciliyor ve 1 saat yalniz akiyor.
Sonra bosaltan musluk da agiliyor...

gibi soruldugunda yontemin yararliligi anlasilacaktir. Deneyiniz.
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Kaliplara sigmayan dikkatli dusunmeyi on plana gikaran su so-
ruyu inceleyelim.

100 km

A ve B noktalar arasi 100 km'dir. A'daki aracin hiz1 60
km, B’deki aracin hizi 40 km'dir. Araglar ayni anda ve
AB yonunde harekete basladiginda, A noktasinda bu-
lunan ve hizi saatte 70 km olan sivrisinek de B yonun-
de ugmaya bashyor. Ondeki araca yetistiginde geriye
donuyor ve arkadaki araca dogru uguyor. Bunu surekli
araclar arasinda gidip gelerek tekrarhyor.

Arkadaki ara¢ ondeki araca yetistiginde sivrisine-
gin ugus boyunca aldigi yol ka¢ km'dir?

Sivrisineqin isi araglardan daha zor. Eger biz de sinegin ilk ugus
yonuyle B ye ulasmasini ve bu ugusta aldigi yolu, sonra B den A ya
ucusunu ve aldigi yolu ve daha sonra A dan tekrar B ye ugusunu
dusunerek ¢cozume baslarsak daha ilk hamlede zorluklar denizinde
boguluruz.

Oysa soruya daha dikkatle ve kaliplar disinda bakarsak arkada-
ki aracin ondeki araca yetismesi igin gegen sure, saatteki hizlar far-
ki (arkadaki arag, farki her saat ne kadar azaltiyor), toplam farka bo-
lunerek 100:(60 — 40) = 5 saat olarak bulunur. Agiktir ki, sivrisinegin
ugus suresi de 5 saattir.

Aldig! yol ise 70.5 = 350 km'dir.

Bu 6rnek de sanirim kaliplara bagh kalmanin ve sorularda tip
aramanin agmazini gostermektedir.
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Kendi Yaginla Kavrul

Geometri sorularinin gozumunde en ¢ok yakinilan seylerden bi-
ri de “yardimci dogru gizememek” tir. Bu yakinma bazilarinda gerek-
li-gereksiz her soruda yardimci dogru arama saplantisina donusur.
Yani “Okizun altinda buza@'” aranir.

Peki yardimci dogru ¢izmek ogretilir mi?

Hayir. Bir kisiye gulmeyi, aglamayi, sevmeyi ogretmeye kalkmak
ne kadar anlamsizsa, bir matematikginin “yardimci dogru cizmeyi”
ogretmeye kalkmasi da o kadar anlamsizdrr.

Eger yardimci dogru cizmek bir sorunsa, bu sorunun en dogru
cozumu kavramlari ve kavramlarin dilini bilmektir. Kavramlari ve
kavramlarin dilini bilirsek, bilgilerin ¢gagrisimi ve sezgiyle gereken
yardimci dogrular gizilir.

Ornegin bir gember sorusunda ¢ap veriliyorsa, “capl géren gem-
ber acgi 90°'dir” teoremi, bir ugcgende bir kenarin orta noktasi belir-
lenmigse diger orta nokta dusunulerek “Orta noktalari birlestiren
dogru pargasi tabana paralel ve yarisina esittir” ozelligi bir ikizkenar
uggen sorusunda “Tabana ait yukseklik simetri eksenidir’ gibi temel
teorem oOzellik ve bilgilere sahipsek, ne zaman yardimci dogru ¢izi-
leceqini de sezeriz.

Simdi uygun sorularla bu anlayisi ornekleyelim.

ABC ve DBE dik uggen
[AD] L [BC]

|IBE| = |[EC]

JAB| = 4 cm ise
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Eger E noktasinin BC’'nin orta noktas! oldugunu gorup “Hipote-
nuse ait kenarortay, hipotenusun yarisina esittir’ teoremini kullan-

mak uzere A ile E'yi birlestirirsek oraya odaklanir gozumu bastan
kaybederiz.

Oysa, oncelikle mevcut duruma bakar, dik uggende hipotenuse
ait yuksekliklerin verildigini gorir ve Oklit bagintilarini animsarsak
ilk girisimimiz bu bagintilari kullanmak olur.

Sekil uzerinde, |BH| = m, |HE| = n ve |BE| = |EC| = m + n yazip
1. Oklit bagintilarini uygularsak,

A
ABC'de; 4° = m(2m + 2n) = 16 = m-2(m + n)

A
DBE'de, ¥ = m(m + n) esitlikleri alt alta yazilir ve taraf tarafa
bolunurse,

16 = m-2(m + n) 16 2
x> = m(m+n) x> 1

X = 2\/5 cm bulunur.

ABC dik uggen,
D hipotenusun orta noktasi, |AB| = |DE| ise

A
m(DEA) = x kag derecedir?
Bu soru yaygin kullanilan (deyim yerindeyse ezberletilen) bir so-

rudur. Biz bu soruyu ezberlemeniz i¢in degil, yardimci dogru ¢agri-
simindaki yanilsamaya ornek oldugu igin ele aldik.
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Birinci sekilde goruldugu gibi, bu soruyu gozmeye baslayanin ilk
aklina gelen "“Burada muhtesem uglu var” deyip AD'yi gizmektir. CO-
zume boyle baslarsaniz o bilgiye odaklanir ve soruyu gozemez ve-

ya zor gozersiniz.

Iste bu nedenlerle bilgiyi matematik diliyle “Hipotenise ait kena-
rortay, hipotenusun yarisina esittir’ biciminde ogrenmek yerine,
“Muhtesem uglu”, “Muhterem uglu”, “Acayip uglu” acayiplikleriyle
ogrenirsek, muhtesem (!) saymadigimiz ve daha ¢ok kullanilan bil-

gileri, kavramlari atlariz.

“Muhtesem uclu” ve benzeri soylemler, piyasaci ekonomik siste-
min temel unsuru olan reklamciligin kodlama tavridir. Bunlar fiyaka-
Il soylemlerdir ve piyasacidir. Bu nedenle piyasa i¢in anlamli, mate-

matik ogretimi igcin anlamsizdir.

|kinci sekilde ise D orta noktasi AC'nin orta noktasi F'yi animsat-

mis ve DF gizilerek,
A
[DF] // [AB]den m(DFC) = 90° ile

|AB| = 2|DF|'den |DF| = -’g bulunmustur.

m

FDE uggeninde de, sinx = % = —'den x = 30° bulunur.

L
2

Bir baska soruda da
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A ADC ucggeninde,
IBE| L |AC]
|JAB| = |AC]
|IBE| = |BD| + |EC]

D BCD acisi kag¢ derecedir?

ABC uggeninin ikizkenar uggen olmasi, A agisinin 70° verilmesi
ve BE dikmesinin gizilmesi ABC ug¢geninde tum acgilarin hesaplan-
masil igin yeter verilerdrr.

Soruyu soru yapan ise |BE| = |BD| + |EC| esitligidir.
Iste biz bu esitlie anlam kazandirmak zorundayiz.

Bu noktada BE yuksekliginin ikizkenar uggenin esit kenarlarin-
dan birine ait yukseklik oldugu 6zel durumunu gorup “Ikizkenar Ug-

gende esit kenarlara ait yukseklik uzunluklar: esittir" onermesini
animsamallyiz.

Bu ozel ama, temel bilgiyi sekil uzerinde gostererek,
A PBC ile ECB uggenlerinin esliginden,
IPB| = |EC| = m ve
|IPC| = |EB| = m + n yazar

PDC ucgeninde,

A

D 35° + x = 45°den de x = 10° buluruz.

Bu soru bize sunu gostermeli ki, ikizkenar uggenin birinci temel
ozelligi tabana ait yuksekliginin simetri ekseni oldugu bilgisi, ikinci
temel ozelligi ise, esit kenarlarina ait yuksekliklerin, kenarortaylarin,
aclortaylarin (ayri ayri) esit olma ozeligidir.

Bu bilgiler bilinmeli veya es uggen bagintilariyla kolayca gikari-
labilmeli.



KENDi YAGINLA KAVRUL 153

Birgok ayrintinin “ozellik” diye sunulup ezberletilerek, ozellikler
corbasi haline getirildigi kosullarda, ne temel ozellikleri kullanabilir
ne de matematigin guzelliklerini bulabilirsiniz.

Matematiksel guzellik deyince bir guzel soru daha ele alalim ve
cOozume bakalim.

Ayni dogrultu uzerinde bulunmayan ug¢ koy igin ortak
cesme yapilacaktir. Bu gesme uc koye de esit uzaklik-
ta olmalidir.

GCesmenin yerini bulunuz?

Bizden adil bir cozum isteniyor.

P noktasina kurulacak cesme A, B, C koylerine esit uzaklikta
olacagi i¢in |PA| = |PB| = |PC| olmalidir.

“Bir noktadan esit uzakliktaki u¢ nokta P merkezli,

|PA| = |PB| = |PC| = r yaricaph ¢ember uzerindedir” temel bilgisi
animsanir ve sekil uzerinde gosterilir.
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Ama bu tasarim P’nin yerini bulmak icin yeterli degildir.

Bu kez de ya “Cemberde kirisin orta dikmesi gemberin merkezin-
den geger” temel bilgisi kullanilarak AB ve AC kiriglerinin orta dikme
dogrularinin kesisim noktasi olan P bulunur.

Ya da “lkizkenar liggenlerin tepe noktalarinin geometrik yeri ta-
banin orta dikme dogrusudur” teoremi kullanilarak, AB ve AC taban-
larinin orta dikme dogrulari kesistirilerek P noktasi bulunur.

Olusan PAB, PAC, PBC uggenleri ikizkenar uggenler olacagi igin
P noktasi A, B, C koylerine esit uzakliktadir. Ve bu nokta ABC ug-
geninin ¢gevrel gemberinin merkezidir.

Sonuc¢ olarak matematigin kesinligini kullanarak adil bir gozum
bulduk.

Matematigin adaletinin ustuniugu...

Sanirim yardimci dogru gizememe sorununun bir ilaci olmadigi-
ni, soru cozme eyleminde basanli olmanin nelere bagli oldugunu
yeterince didikledik.

Son ornekte de matematigin adil gozume katkisini gorduk.

Simdi matematigin adaletiyle yola devam edelim.
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Paylasimda Adalet

Canlilar benmerkezli bir yasam iggudusune sahiptir. Bitkiler ya-
sam gereksinimlerini toprak, hava ve sudan karsilar. Kendisine ye-
tecek kadarini alir. Hayvanlar da yasamlari igin gerekli olan kadari-
ni tuketir. A¢ olmayan bir hayvanin bir baska canliyl yok ettigi he-
men hemen yok gibidir. Hele hele kendi turunu yok etmeye c¢alisan
hayvan turu (¢ok istisnalar disinda) yoktur.

Insana gelince...

Insani hayvanlardan ayiran temel 6zellik ilkel glidiler dedigimiz
aclik, ureme.. gibi guduler disinda sosyal gudulere sahip olmasidir.

llkel insanin yasam tarzi hayvanlarin yasam tarzina ¢ok yakin-
di. Ihtiyaci kadar tuketme ilkesine dayanan yasam bicimi daha az
didisen, daha az kavga eden ve hesaba kitaba dayanmayan yasam
bigimiydi. Bu nedenle insanlar arasi iletisim sanirim daha az sorun-
luydu. Ancak ilkel insan doga karsisinda daha gligsuzdu. iste doga
karsisinda gucglu olma ve yasama gudusu, aklini kullanabilen insa-
ni adim adim degistirdi. Diger canlilari ve dogayi denetim altina al-
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ma, birlikte yasama, uretme gibi sosyal gudulerini gelistirdi.

Buraya kadar sorun yok ve hatta oldukg¢a olumlu. Cunku insan
hesabini kitabini daha iyi yasamak ve doga karsisinda guclu olmak
adina yaplyordu. Ancak sonrasinda bu hesap kitap; insanin insani,
insanlarin insanlari, devletlerin devletleri denetim altina alma ¢aba-
sina donustu. Didismeler kavgaya, kavgalar savaslara, savaslar ne
yazik ki toplu yok edislere donustu.

Paylasimdaki bencillik, sosyal varlik olma ozelligini ikinci plana
itti. Paylasimda adalet duygusu ise hep yasandi. Yukardaki tablo
karamsar gorunse de, esit paylasim, adil paylasim duygusu en in-
sani duygulardan biri olmak iddiasini surdurdu. Paylasimda adale-
tin niceliksel ilkelerini ortaya koymak gorevi de matematige dustu.
Nasil mi?

Bes ¢ocugu olan bir annenin torbasindaki 23 cevizi her gogugu-
na 4'er ceviz vererek esit bir sekilde paylastiracagi ve elinde 3 ce-
viz kalacagi aciktir. Annenin elinde 13, 18, 28, 33, ... ceviz olsaydi
da cevizleri paylastirdiktan sonra her seferinde elinde yine 3 ceviz
kalacakti.

Siraladigimiz (ceviz) sayillarin ortak ozelligi bese (bes ¢cocuga)
bolundukten sonra 3 kalanini vermesidir

Bu onemli ozelligi matematik dilinde,
23 =3 (mod 5), 13 =3 (mod 5), 28 = 3 (mod 9)
bigiminde gosteririz.

23 = 3 (mod 5)’i, 23'un 5’e bolumunden kalan 3'tur bigiminde ifa-
de eder. S’e bolundugunde 3 kalanini veren sayilar birbirine denktir
deyip,

J=E8=13=18=23= ...

biciminde gosterir ve bu sayilari bir kume olarak yazip, kumenin ge-
nel temsilcisi olan 3'u kullanarak,

3={.-12,-7,-2,8, 13,18, 23, ...}

biciminde yazar, kumeyi “Tamsayilarin 5'e bolumunden kalan 3
denklik sinifi kumesidir’ bigciminde tanimlanz.
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Bunlari onemsiz gorup, “Ne olmus yani” diyebilirsiniz.

Ama biraz sabirli olun. Daha once oldugu gibi adim adim ve sa-
birla devam edelim.

Once -12 = 3 (mod 5)'i “Eksi 12'nin 5'e bolumunden kalan 3
tur” anlatimini inceleyelim.
~12| 5
~15 | -3

?
iIsleminde kalanin —12 — (—15) = 3 oldugunu buluruz.

Yukardaki islemde negatif sayilarin nasil bolunecegini ve bu bol-
mede pozitif kalan elde etmek icin ne yapmamiz gerektigini gorduk
veya animsadik.

Simdi de annenin cevizlerinin, 7, 12, 17, 22, ... oldugunda kalan
cevizlerin 2'ser tane olacagini ve bu iliskinin,

2={.-13,-8,-3,2,7,12,17, ...}

kumesini tanimlayacagini, bu kumenin 2 denklik sinifi diye adlandi-
rilacagini soyleriz.

Daha sonra da tamsayilarin 5'e bolumunden kalanlarin ancak 0,
1, 2, 3, 4 sayilarindan biri olacagini gorup, bu sayilarin her birinin O

(sifir denklik sinifi), 1 (bir denklik sinifi) ... gibi denklik siniflari olus-
turdugu sonucuna ulasiriz.

Daha aglk yazarsak tamsayilarin 5’e bolumunden elde edilen
kalanlarin olusturdugu denklik siniflarini,

0=1{..-10,-50,5, 10, 15, 20, ...}
1={..-9,-4,1,6,11,16, 21, ...}
2={.-8-3,2712,17,..} .
3={.-7,-23,8,13,18, ..}
4={.-6-1,4,9 14,19, ..} biciminde belirtir,
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Yukaridaki denklik siniflarinin birlesim kumesinin ise tamsayilar
kumesine esit oldugunu gorup,

0U1U2U3U 4 =Z dnermesini elde ederiz.

Sonug¢ olarak tamsayilarin S’e bolumunden kalanlar kumesini
Z/5 bigciminde gosterir ve bu kumeyi elemanlariyla,

Z/5 = {0, 1, 2, 3, 4} bigiminde yazariz.
Elbette sadece Z/5'i deqil, Z/3'u, Z/2'yi... de

z/3=1{0,1,2},2/2={0, 1} bigiminde yazarz.

Bes cocuklu annenin ¢ocuklarina dagitacagi cevizlerden basla-
dik, yeni bir matematiksel bigime ulastik.

Bu matematik turune “kalan siniflari aritmetigi’ denildigini
animsamissinizdir.

Boylece matematikgilerin yasamin gerektirdigi iliskilerden yola
¢cikip yukarda oldugu gibi matematigin simgelere dayanan evrensel
dilini kullanarak yeni bir matematik dal ortaya koyduklarini gorduk.

Deyim yerindeyse “Durumdan vazife ¢ikardik.”
Peki bu kadar mi?

Elbette degil. Sadece bu kadar olsa adina “Kalan siniflan aritme-
tigi” diye iddiali bir bashk yaziimazdi. Ne annenin gocuklarina pay-
lastiracaqgi cevizler, findiklar... ve bunlarr dagitma kosullari biter, ne
de matematikginin “durumdan vazife gikarma” tavri.

Annenin cevizlerini artiralim ve yeni paylasim kosullar tartisa-
lim. Bu kez annenin iki ayri torbasindan birinde 23 ceviz digerinde
19 ceviz olsun.

Anne cevizleri bes cocuguna;

Once birinci torbadaki cevizleri 4'er tane paylastinr, geriye 3 ce-
viz kalir. Bu durum, 23 = 3 (mod 5) ile gosterilir.
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Daha sonra 19 cevizi 4’er taneden daqgitir, geriye 4 ceviz kalir. Bu
da, 19 = 4 (mod 5) ile gosterilir.

Bu iki dagitim sonucunda kalan 3 ve 4 ceviz toplandiginda 7 ce-
viz olacaqgl, kalan cevizlerin de 5 ¢gocuga birer ceviz olarak dagitilip
geriye iki ceviz kalacagi gorulur.

Bunuda, 7 = 2 (mod 5) ile gosteririz.

Anne iki ayri torbadaki cevizleri once toplasa ve bu toplami
(23 + 19 = 42) paylastirsaydi da, her gocuga 8'er ceviz verecek ge-
riye 2 ceviz kalacaktu.

Oyleyse su sonucu ¢ikarabiliriz.

23 = 3 (mod 5)
19 = 4 (mod 5)

42 = 7 (mod 5) ve 42 = 2 (mod 5)'dir.

Baska orneklerle dusunuldugunde, su genel ilkeye ulasabiliriz.

a=>b(modm)
x =y (mod m)

a+x=pb+y(modm) ®

Akil yurutme ve deneye dayanarak bu sonuca ulastik. Yani mo-
duler aritmetikte taraf tarafa toplama yapilabilir. Ardindan aklimiza,
“Acaba taraf tarafa gcarpma yapilabilir miyiz?” sorusu gelmez mi?

Once deney yontemini kullanalim ve sezgimizi giiglendirelim.

27 =3 (mod 4) ve 18 = 2 (mod 4) denkliklerini ele alip

27-18 = 486
486 = 121-4 + 2 oldugundan
486 = 2 (mod 4) yazilr.
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Diger yandan kalanlari ¢arparak,

3-2=6 ve
6 =2 (mod 4)

olacagi igin gcarpma sonucunun kalanini bulmak yerine “Kalanlari
carparak bu ¢carpimin kalanini bulmanin” yeterli ve daha kolay oldu-
gu sonucuna ulasiriz.

Ancak deney onemli oldugu halde kesinlik tasimadigi icin mate-
matiksel gikarim sayllamayacagi agiktir.

Oyleyse bize bu 6nermeyi 1spatlamak diser.

Hani, 27 = 3 (mod 4)'u, 27 = 6-4 + 3 biciminde yazabilecegimizi
ve 27 = 6-4 + 3 esitligindeki 3 sayisinin 27'nin 4’e bolumunden ka-
lanini verdigini soylemistik.

Bir “a” sayisinin “m" tamsayisina bolumunden kalan “b” olsun.
Bunuda a = b (mod m) veya a = m-k + b bigiminde yazarz.
Bir “x” sayisinin “‘m" tamsayisina bolumunden kalan “y” olsun.
Bunu, x = y (mod m) veya x = m-p + y biciminde yazabiliriz.
Denklikleri taraf tarafa carparak a-x |,
a-x = (mk + b)(mp + y)
a-x=m4k-p+mky+mpb+by
olarak buluruz.

Bu esitligin sag tarafindaki terimlerin ilk u¢ teriminin en az birer
carpani “m"dir.

Oyleyse bu Ugc terimin her biri “m"ye kalansiz olarak bolindr.
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Yukardaki toplama ilkesini kullanirsak,
m%k-p = 0 (mod m)
m-k-y =0 (mod m)
m-p-b = 0 (mod m)
by = b-y (mod m)

by = b-y (mod m)

(Sol taraftaki esitligin a.x’'in agilimi olduguna dikkat ediniz.)

Demek ki,

a=b(modm)

. X =y (mod m)

a-x = b-y (mod m) @ sonucu elde edilir.

Baslamisken ileriye dogru bir adim daha atalim. Acaba denkligin
iki yaninin kuvvetini alirsak kalanlar esit midir? Bunun igin sayisal

ornek vererek yargiya varmayi (ama unutmayin kesin degqildir) siz
yapin.

Genel gozumlemeyi, yani ispati birlikte yapalim.

Hatta birka¢c adimda...

Once a = b (mod m)'yi, @ = mk + b bigiminde tanimlar ve her iki
yanin karesini alirsak,

a’ = (mk + b)? = m?k? + 2mkb + b? sonucunu elde ederiz.

m*k*’'nin ve 2mkb’'nin m ile tam béliindiigu ve kalanin “0” oldugu,
b%nin kalaninin ise a®nin kalanina esit oldugu aciktir.

Oyle ise, a’° = b° (mod m) yazabiliriz.
Hatta a sayisinin lgilinci (a°), dérdiinci (a*) ... kuvvetleri icinde

a’> = p’, a* = p* oldugu kanitlanabilir.
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Ancak tum bunlar yine de, n bir dogal sayi olmak uzere,
a"=b" (mod m) oldugunu gostermez.

O nedenle bu onermeyi 1spatlamak zorundayiz. Tabii, “n.” kuv-
vetten acilimi animsayarak.

n(n—1)
2

(a+b)y'=a"+na" b+ a2 .p?+ -+ p" veya

@ty = (s () 0+ (a2 s+ ()01

Yukardaki son acilimi incelemek ve gostermek bile bash basina
bir matematik seruveni, bir matematik oyunudur. Biz “binom agilimi”
denilen bu oyunun gekiciligine kapilmayalim. Amacimizdan uzakla-
sinz. Kaldigimiz yerden devam edelim. Bakalim,

a = mk + b'nin “n.” dereceden agihmi bizi nerelere goturecek.
n_(n n (n-1) ) (n-2) B2, ...

(mk + bY'= (D)mky™+ () (mk)™1-b + (D)(mk)® 2.b2+ - + b"

acihminda “n + 1" terim vardir ve goruldugu gibi terimlerin ilk “n”

tanesinin en az bir carpani mk'dir.

Oyleyse son terim yani “b™ disindaki tim terimler m ile kalansiz
bolunur.

Bu durumda, kalan “b™ de aranrr.

Bu da bize;

1 e g1

a = b’ (mod m) €)

denkliginin dogru oldugunu gosterir.
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Kanitlayarak gosterdigimiz ug sonucu bir arada yazarsak,
a=b(modm), x=y(mod m)ise,
a+x=pbp+y(modm)

a-x = b-y (mod m)

sonuclari elde edilir.

Bu kadar tartisip, dusunup, yazip-¢izip ispat yaptigimiz halde
bazilarinin hala “Tamam da, ne oldu yani, bunlar ne isime yaraya-
cak”?” dedigini duyar gibi oluyorum.

“Matematik ne ise yarar?” sorusu bana hep itici gelmistir.

Bu soruda “Benim isime yarayan seyler 1yidir, yaramayanlar ko-
tu ve anlamsizdir” bencilligini bulurum biraz. Ama biz yine de birkag
soruyla emeklerimizin bosa (!) gitmedigini gosterelim.

3’'un 68. kuvvetinin 7 ile bolumunden kalan kactir?

Sorusunu moduler aritmetik dilinde soyle yazalim.

358 = (mod 7) ise, x kactir?

Sorunun ¢ozumu igin yukarida kanitladigimiz u¢ denklikten bas-
ka bir sey bilmedigimizi varsayalim.

Daha once ornegini cozmedigimiz bir soru icin; “Ben bunu bilmi-
yorum” kagisi iginde degilsek, bildiklerimizi yazip onumuzu agmaya
calisinz.
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3'un kalanini yazmakla baslayip devam edelim.

3'=3(mod7); 3'=3=07+3
32=2(mod7); 3°=9=17+2
3=6(mod7); 33=27=37+6
3*=4(mod7);: 3*=81=11.7+ 4
3=5(mod7); 3°=243=347 +5
3651(mod 7): 3°=729=104.7 + 1

Sikildik degil mi~..

Ne kadar sabirli olursak olalim, daha 6. kuvvette 729'u bulmus-
sak, 10., 20., ... ve de 68. kuvvette kim bilir nerelere variriz.

Bir de buldugumuz bu sayiy1 7’ye bolup kalani bulacagiz.

Bir deyim vardir hani, “peygamber sabri”’ diye. Sanirim buna
peygamber sabri da yetmez. O zaman ise bastan koyulalim ve ka-

nitladigimiz ug sonucu kullanalim.

3' =3 (mod 7)

3?=2(mod7) — ((31)2 = 3° 2'den>

3° = 1(mod 7) — ((3?)’ = 2 =8 = 1'den)

111 = 1’den)

3% = 1 (mod 7) — ((3%)"

66

3 .32=1-2(mod 7) ve 3% =2 (mod 7)dir.

X = 2 bulunur.

Yukardaki islem basamaklarini iyi inceledigimizde uslu bir sayi-
nin ussunu almak 1'in tum kuvvetlerinin “1” oldugu gibi cebirsel ilke-
lerin nimetlerinden yararlandigimiz da gorulecektir. Demek ki en ku-

cuk kuvvetle 1 kalanina ulasmak isimizi kolaylastiriyor.
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Bir baska soruyla devam edersek,

4 sayisinin 83. kuvvetinin 6 ile bolumunden kalan kag-
tir?

Artik dogrudan ¢cozume gecebiliriz.

4' = 4 (mod 6)
4° = 4 (mod 6)

43 4 (mod 6)

Gorulecegi gibi bu sorudal kalanina ulasamiyoruz. Birakin 1 ka-
lanini baska bir kalana da ulasamiyoruz. O zaman sonug acik. Ka-
lan 4 olacaktir. Hatta birakin 83. kuvveti, kacinci kuvvetin kalani so-
rulursa sorulsun, 4'ten baska kalan yok.

Demek ki yukarda goruldugu gibi devreden kalanlar da olabilir-
mis deyip bilgilerimize bu sonucu da ekleriz.

Bir baska guzelligi de soyle yasayalim:
6%°’un 8 ile boliimiinden kalan kagtir?

6'nin kalaniyla baslar ve devam edersek,
6' = 6 (mod 8)
62 = 4 (mod 8)
6° =0 (mod 8) — (6 = 6'-6° = 6.4 = 24 = 0'dan
6% = 6.0 (mod 8)
65 4.0 (mod 8)

Burada da 6° = 0 bulduktan sonra hangi kuvvetleri alirsak alalim
sonucun “0" olacagi agik. Oyleyse yanit sifirdir.
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Bu ornekleri gogaltmak olanakli.
Hatta su tur ornekler de yapilabilir.
5°7.4% = x (mod 9)
5°7 + 4* = y (mod 9) gibi.

Yukardaki sorularin gozumunde de ayri ayn 5 ile 4'un kalanlari-
ni bulup, kalanlari ¢arparak veya kalanlari toplayarak mod 9'a gore
cozum bulacagimiz aciktir.

Bu arada yukaridaki sorularda bir sayinin kuvveti alindiginda sa-
yinin bir aritmetik dizi gibi sakince degil, hizli ve hirginca buyudugu
gorulecektir. Bu buyumeyle ilgili tam metnini animsayamayacagim
ve bir masal mi yoksa bir anekdot mu oldugunu da bilmedigim bir
soylenceyi aktarayim.

Bugday ulkesinin padisahi, doneminin en unlu bilginini odullen-
dirmek ister ve huzuruna gagirir.

Donem, henuz bilim insaninin (yani bilginin) sistemin gereksini-
mini karsilayan “teknoloji uzmani” ile karistirimadiqi, iyi bir filozof
oldugu donemdi saniyorum. O donemlerde televizyon da yoktu ve
bilim insani sifatiyla sovmenlik yapanlar da yoktu.

Her neyse. Donelim hikayeye.

Padisah bilgine doner ve ustenci bir tutumla “Bilgin Efendi, yap-
tiklarindan oturu seni odullendirmek isteriz. Dile benden ne diler-
sen” der. Bilgin tum bilgeligiyle maddi odulu reddeder. O reddettik-
ce, padisah tum gomertligiyle altinlar, yakutlar, malikaneler siralar.
Bilgin bakar ki olacak gibi degil ve padisah da anlayacak gibi degil.
“Bir satrang tahtasinin birinci karesine iki bugday tanesi, ikinci kare-
sine birincinin ki kati kadar, uguncu karesine ikincinin iki kati ka-
dar... olmak uzere satranc¢ tahtasinin tum karalerine gore hesapla-
nacak sayida bugday tanesi istiyorum” der. Padisah kahkahayi ba-
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sar ve biraz kugumser, biraz kizar tavirla “Satran¢ tahtasi kadar
bugday mi istenir be adam” der ve etrafindakilere “Bilgine bir araba
bugday” verin der.

Bilgin gayet saygili, “Hayir padisahim, ben soyledigim kadar
bugday istiyorum” deyince padisah ayni kizginlikla “Tamam, hesap-
layin ve verin istedigi kadar bugdayi” der. Bilgin huzurdan aynilir.
Padisah sorunu ¢ozdugunu sanir. Padisahin hesap uzmanlari da
bilgine verilecek bugdaylari hesaplamaya girisir.

Birka¢ gun suren hesaplamalarin sonunda kiyamet kopar. Cun-
ku ulkenin tum bugday depolari bilginin istedigi bugday miktarini
karsilayamaz.

Hikayenin sonu belli degil. Ya padisah bilginin boynunu vurdurur
veya bilgin kacar, kurtulur. Veya padisah tahti terk eder, kahrindan
olur. Ya da kuguk kizini bilgine verir...

Bu hikayeden sonra bugdaylari hesap etmemek olmaz. Gelin bir
bakalim.

Bilginin istedigi suydu: 1. kareye 2 bugday, 2. kareye bunun Iki
kati yani 4 bugday, 3. kareye 2. nin iki kati yani 2.4 = 8 bugday...

Biz en iyisi bir gizelge yapalim ve derli toplu durumu inceleyelim.

Kare | 4 12 13 |a |5 |6 |7 |8 |9 |10 |11 |12 |13
numarasi
BS“agy‘f;y 2 | 4|8 |16|32|64|128|256512|1024 |2048|4096] ... |

Usld | 1| 2| 3| 4| 56| 7| 8] 9. 10]_11]_12
yazisi [2 |2 |2 (2 |2 |2 |2 (2 |2 |2 2 2

Goruldugu gibi 1. karedeki 2 bugday 12. karede ¢ilginca artarak
4096 bugdaya cikti. 13., 14., 15. kareler derken sayilarin gok buyu-
yecedi ve bu hesabin altindan kalkmanin zor oldugu agik. Ustine
ustluk bir de bunlarin toplami alinacak. Toplanacak sayilari yazalim
ve bilgilenmizi animsayarak sonucu bulmaya c¢alisalim.
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2, 4, 8, 16, 32... bir dizidir. Ancak daha once ele aldigimiz arit-
metik dizi tanimina uygun degil. Aritmetik dizide ardisik terimlerin
farki her zaman ayniydi.

Yani, a,—a,=a;—a, == k idi.

Bu dizide bu esitlik gecerli degil. Ama bu dizi de gelisiguzel sira-
lanmiyor. Gelisiguzel siralansa zaten dizi oilmazd:.

2, 4, 8 16, 32, ... dizisinde her terim bir oncekinin iki katu.
4:.2=2, 84=2 168 =2, 32:16 =2, ...

Oyleyse diziyi, a, = a4, a,, a3, a,, ... a, bigiminde gosterirsek,

2 a3 a4 : . . . . .
2 T3 "3 T k'dir ki, bu diziye geometrik dizi adi veri-

Burada geometrik dizi ile ilgili arastirmaya girmeyecegiz. Sade-
ce bazi ilkeleri animsayip bugday sayisinin hesabini yapacagiz.

Dizinin terimleri toplami “s,” ile, ortak bolumu “r" ile gostermek
uzere toplam;

17"
Sn=a1 +32+33+“'+an=a1(1 r) lle bulunur.
Bizim dizimizde ise bugdaylar,
864=2+22+23+"'+264=2(1 2)

= 36 893 548 147 419 103 230 tane olacaktrr.

Yani 36 kentrilyon 893 katrilyon 548 trilyon 147 milyar 419 mil-
yon 103 bin 230 tane.

Bu sonugtan sonra padisahin ve erkaninin yuz ifadesinin nasil
olacagini daha iyi anlamis olmalisiniz.

Hesabimiz tamam ama biz hikayemizi azicik degistirelim ve mo-
duler aritmetigi de kullanacagimiz bir soruya donusturelim.
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Bes kisilik bir bilgin heyeti yanlarinda bir pa-

pagania padisahin huzuruna cikiyor. Padi-

sah itirazlarina karsin bilginleri odillen- o~
dirmek istiyor. Heyet padisahtan satrancg

tahtasinin ilk karesine iki bugday, ikinci ka-

resine bunun iki kati, uguncu karesine ikin-

cideki bugdaylarin iki kati olmak uzere toplam 64 kare-
ye konulacak kadar bugday istiyor. Kendi aralarinda
da, her karedeki bugdaylari ayri ayri aralarinda payia-
sip (5'e bolup), kalan bugdaylarin tumunu yanlarinda
getirdikleri papagana vermeyi kararlastinyorilar.

Papagantn payina dusen bugday kac¢ tanedir?

Sorunun ¢ozumunu tek tek her karedeki bugday sayisini bularak
ve her birini 5'e bolerek yaparsak ipin ucunun kagacagi acgik. Soru-
yu modiiler aritmetik kurallariyla gozelim. Once matematiksel olarak
yazarsak.

2+4+8+16+32+64+-+2% = x(mod 5) biciminde olacaktur.

a=b(modb), x=y(mod>b5)ikena +b=x+y(mod95) idi.

Oyleyse,
2' =2 =2 (mod 5) |
22 = 4 = 4 (mod 5)
23 =8 =3 (mod 5) Kalanlar toplami:2+4+3+1 =10
2% =16 = 1 (mod 5)
2° = 32 = 2 (mod 5)
2° = 64 = 4 (mod 5) |

2" =128 = 3 (mod 5) Kalanlar toplami: 10
2% = 256 = 1 (mod 5)
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Sanirnm gizelge bize her dort terimin kalanlar toplaminin,
64.4 = 16, 16-10 = 160 bugday oldugunu gostermektedirr.

Bilginlerin aldigi bugday miktariyla kiyaslandiginda papaganin
payina dusen devede kulak bile degil. Ama nasil olsa bilginlere bu
kadar bugday! padisah vermez veya veremez. Papagana gelince,
koskoca bugday ulkesinde ac¢ kalacak degil ya...

Moduler aritmetik yasama iliskin birgok islemi kolayca yapmami-
z1 sagladigi gibi, birgok eglenceli soruyu gozmemizi de kolaylastirir.

a = 3 (mod 5)
a=1(mod 3)
a=>5(mod?7)

kosullarini saglayan en kucuk “a” dogal sayisi kagtir?

Bu soru,

Bir sayinin 5’e bolumunden kalan 3, 3'e bolumunden
kalan 1, 7’ye bolumunden kalan 5 ise bu say!l en az
kacgtir?

bigiminde sorulur genellikle.

“a” sayisini, k, m, p birer dogal say! olmak uzere,
a=om+3=3k+1=/p+5

bigiminde yazar, esitligin tum birimlerine ayni dogal sayiyi ekleyerek
sayiyl 5, 3 ve 7'nin en kuguk kati olacak bigimde duzenleriz.

at+t2=5m+5=3k+3=/7/p+7
a+2=5(m+1)=3k+1)=7(p+1)olur.
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Oyle ise “a + 2" sayisi 5, 3 ve 7'nin en kliguk ortak kati olan,
5-3-7 = 105’e esit olmalidir diyerek,

a + 2 =105ten a = 103 sayisini elde ederiz.

Sorunun moduler aritmetikle gozumunde,
a = 3 (mod 5) »a + 2 =0 (mod 5)
a=1(mod 3) a+2=0(mod 3)
a=5(mod7/) a+2=0(mod7)den

5, 3 ve 7 modulune gore kalani sifir olan en kuguk sayi,
5-3-7 = 105 denilerek,
a+2=105ten a = 103 sonucunu buluruz.

Bu soru onceden duzenlenmis ve her denklige iki eklenmesi ha-
linde kolay ¢ozume yonlendirilmistir. Yani pek gelisiguzel deqil.

Soru gelisiguzel duzenlenirse, gozum bu soruda oldugu kadar
kolay mi1?

Elbette deqil...

Bir sayinin 5’e bolumunden kalan 4, 7’ye bolumunden
kalan 5, 11°e bolumunden kalan 6 ise bu sayi
kactir?

Moduler aritmetik diliyle verilenleri yazalim.

a=4(modd),a=5(mod7/),a=6(mod11)

Simdi de kalanlan sifir olacak bigimde duzenleyelim.
a+1=0(mod5)

a+2=0(mod 7)
a+5=0(mod 11)
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Bu denkliklerin sol taraflari, “p" bir dogal say! olmak uzere “a + p”
bigiminde duzenlenmeli.

Birinci soruda oldugu gibi “a + p"yi kolay duzenleyemiyoruz.
Ancak bazi karsilastirmalardan sonra,

birinci denklige 3-5 = 15,

ikinci denklige 2-7 = 14

ucuncu denklige 1-11 = 11
ekleyerek denkliklerinin sol tarafini a + 16 bigimine getirebiliriz.

Bu durumda a + 16 sayisi 5, 7, 11'e tam bolunebilen en kuguk
sayl olacagindan,

a+ 16 =5-7-11'den a = 369 bulunur.
Bu soruyu belki de

a=5%+4=7/m+5=11p+ 6 bigiminde yazarsak bu esitligi sag-
layan en kuguk k, m, p dogal sayilarini bularak cozmek daha kolay-
dir.

Orneklerin bize gostermesi gereken, kurulan bir matematik siste-
minin birgcok yerde basariyla kullanilabilecegi sonucuydu.



SEKIZINCI BOLUM
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Boyutlar1 Asmak

lIkogretim ve lise 6gretiminde geometri dersinin konulari daha
cok duzlem geometriyle ilgilidir. Uzay geometrisi ise daha ¢ok kati
cisimler adi altinda, prizmalari, piramitleri, koni ve kureyi inceler. Bu
bolumler ogrencilerin anlamakta zorluk c¢ektikleri ve cok sempatiyle
bakmadiklar bolumlerdir. Bu bana hep c¢eliski olarak gelmistir. Cun-
ku insan iki boyutlu (duzdiyarh) bir varlik degil, u¢ boyutlu (uzaysal)
bir varliktir. Insanin iginde yasadigi ortam da (¢ boyutludur.

Oyleyse (¢ boyutlu nesneleri algilamak, yorumlamak nigin daha
zor olsun. Cok iddiali bir tez olarak one surmuyorum ama, bunun
nedenini dogayi, nesneleri gozlemlemedeki eksiklige baglhyorum.
Buna yol agan da sanirnm egitim-ogretim uygulamalarindaki kalip-
larla, formullerle dusunme ve dusundurme aliskanhgi.

Oysa, dikdortgenler prizmasi, kare dik prizma, silindir ile ilgili gu-
zel, kavratici ve eglendirici sorular vardir. Bu sorular iki boyuttan ug
boyuta veya u¢ boyuttan iki boyuta gecisin ilging surprizlerini tasir.

Ayritiari;

|AB| = 4 cm,

IBC| = 2 cm,
E | IPC| = 6 cm

Dikdortgenler prizmasi bigimindeki kapal kutunun K
kosesinde bulunan akilli bocek yuzey uzerinde
ederek B kosesine gidecektir.

Alacagi en kisa yol kagcC m'dir?
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K'dan B'ye giden birgok yol dusunuruz.
Genellikle de;

‘KE — EF — FB", "KE — EA — AB", "KP — PC — CB"... gi-
bi ayritlar uzerinden hareket oncelikle akla gelen yollardir.

lkinci olarak ise, yuzeyler Uzerinde hareketle;

KF — FB", " KE — EB" veya “"KP — PB" ayritlar ve kosegen-
ler boyunca hareket akla gelir.

Ayritlari ve kosegenleri kullanmadan “K"dan yuzey uzerinde ha-
reketle EF veya EA ayritinin bir noktasina, o noktadan da yine yu-
zey uzerinde hareketle B noktasina ulagsmak dusunulse de hesap-
lama zorlugu sorun olarak karsimiza cikar.

Oysa prizmanin agilimini yaparsak, yani ug boyutu iki boyuta in-
dirgeyerek dusunursek gorulecegi gibi net sonuclara yoneliriz. As-
linda daha basindan itibaren oyle dusunmek gerekir. Cunku yurume
eylemi duzlemde gercgeklesir.

Sekildeki prizmayr ABFE on yuzey olmak uzere sekildeki gibi
acarsak iki farkh durumla karsilasiriz.

Birincisi EFPK dortgeninin yukari dogru ikincisi, DAEK dortgeni-
nin yana dogru acilmasidir.
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Bu iki farkli K noktasina gore olusan,

1) KDB iicgeninde, |KB|® = 6° + 6%den |KB|* = 72

2) KAB iicgeninde, |KB|* = 8° + 4°den |KB|* = 80 olur.
Bu durumda, kisa yolun |KB| = 6V2 cm oldugu agiktir.

Oteden beri yaptigimiz seyi yapmaya devam edelim ve soruyu
daha degisik bigcimlerde ele alalim. Bu kez akilli bocegi dik silindir-
de yurutelim.

Ve Taban yaricap!t 4 birim, yuksekligi
g _ 67t birim olan dik silindir bigimindeki
D— >C kabin D noktasinda bulunan akilli
bocek, silindirin egri yuzeyinde bir
tur atarak ve yuruyerek A noktasina

geliyor.

---------- Alacagi en kisa yol kag birimdir?
(ABCD dik kesittir)

Bu sorunun ¢gozumunde de netlige silindirin agilimi ile ulasinz.
N\

% 4n C 4

6n

5c)

Silindir [DA] boyunca kesilir ve agllirsa, silindirin egri yuzeyi (ya-
nal yuzey) dikdortgen bicimini alir.
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Akilli bocegin alacag en kisa yol, DA kosegen uzunlugudur ki
bu da;

IAA| = 27T = 271.4 = 87T ve

|DA|2 = (6.71')2 + (8.7t)2’den IDA| = 10T bulunur.

Bir adim daha atip ayni soruyu,

D noktasindan yola ¢ikan akilli bocek B noktasina gidiyor.

Alacagi en kisa yol ka¢g cm’dir?

bicimine donusturelim ve ¢cozelim.

n 81

- =" =g
-

4n B

Akill bocek “DA  AB” yolunu alabilr.

|IDA| = 8t ve AB yarim yay uzunlugu da,

Bu durumda alacaqg yol, 8.t + 45t = 127 birim olur.

Ama silindirin agintmina gére ¢6zimi distnursek, [DB] kose-
geni en kisa yol olacaktir.

IDB|* = (87)° + (47)°'den,

|IDB| = 4V5 7t birim bulunur.
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Ayni soru egri yuzey uzerinde iki tur atarak A noktasina yonlen-
dirmek gibi veya daha degisik bicimlerde yeni sorular haline getiri-
lebilir.

Acinimlari duzlem uzerine serilebilen tum cisimler i¢in benzer
sorularla karsilasabiliriz.

Bu sorularin bir ornegi de, bir universiteye giris sinavinda soru-
lan su guzel sorudur.

T dik koninin tepesi,

[AB] koni tabaninin bir ¢api
JAO| = |OB | = 1 km

ITB| = 3 km

Yukardaki sekil, dik koni bigiminde ideallestirilmis bir
dagi; A ve B noktalari ise bu dag etegindeki iki koyu
temsil etmektedrr.

Bu iki koyu birlestiren, dag yuzeyi uzerindeki en ki-
sa yol ka¢g km’dir?

Universite sinavindan ¢ikan 6grenciler sinavin sicakligi ve heye-
canlyla yanimiza gelir. Hem ¢ozdukleri sorularin dogrulugunu sinar,
hem de maratonu tamamlamanin rahathgini (saskinligini) paylasir.
Bu sorunun soruldugu yil bir ogrencim geldi. Suren heyecaniyla so-
rulan sorulari ve yaptigqi ¢cozumleri anlatmaya basladi. Yukaridaki
soruya sira geldiginde once soruyu ham sekli ile ¢izdi. Cozumu an-
latmaya basladi, cozmus olmanin mutluluguyla.

“Once aginimi yaptim” diyerek, koninin aginimini asagidaki gibi
cizdi.
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T Anlatmaya devam etti.

“‘Koninin taban cevresi AA yayinin
uzunluguna esittir. AB yay! yani ala-
cag! yol da bu yay uzunlugunun ya-
risina esittir.”

“O nedenle yay uzunlugu 21 ve

dedi.

Ve bir an durdu ardindan da buyuk bir uzuntuyle “Eyvah!” ded..
“Anadogruyu (apotemi) kullanmadim. Aksesuar yoktu. Yanlis ¢oz-
dum” diyerek kalemi masaya sertge birakti. Evet ne yazik ki soruyu
eksik dusunmus ve vyanlis cozmustu. Gergekten de 3 km olarak ve-
rilen anadogru uzunlugunu aksesuar gibi (olmasa da olur) dusun-
mustu.

Bu soru matematiksel modellemenin guzel orneklerinden birisi-
dir. Soruyu yanlis ¢ozen ogrencinin birinci hatasi verilen bilgilerin
bazilarini aksesuar gibi gormesi, ikincisi ise soruyu iyi okuyup iyi du-
sunmemesiydi.

Eger kisa yol dagin eteklerinden gitmek biciminde olsaydi , yol-
larin tumu ovalardan gecerdi. Dere tepe yollar yapilmasi anlamsiz
olurdu.

Sorunun ¢gozumune gecgersek, u¢ boyutlu olan koninin egri yuze-
yi uzerinde hesaplama yapilamayacagi aciktir.

O nedenle koniyi TA boyunca keserek acinimini yaparak duz-
lemsel hale getirmeliyiz. Bu agcinimda yanal yuzey; T merkezli, 3 km
A
yaricapl, m (T) = a merkez acgili daire dilimidir.

Sorunun ¢gozumu igin “a” merkez agisi hesaplanmahdir. Sekli ¢i-
zelim ve a agisinl hesaplayalim.
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AA yayinin uzunlugu T merkezli o
merkez acili daire yayinin uzunlugu
olarak,

0 0

dan 2-1:3- —— km ik
360 an 2-7 360 m iken

O merkezli 1 km yarigapli taban
dairesinin ¢gevresine esit olarak

2-70r-

2-7t-r ‘'den 2;t-1= 27t km'dir.

B noktasi AA yayinin orta noktasi olacagindan [TB] agiortaydir

ve ATB acgisi 60°'dir.

TA| = [TB| = 3 km ve m(ATB) = 60°den TAB eskenar iicgeni el-

de edilir ki,

|AB| = 3 km A ve B koyleri arasindaki en kisa yolun uzuniugudur.

Bu sorudan ve bu ¢ozumden yola ¢ikarak dik koniyle ilgili yeni ve
guzel sorular uretilebilir. Biz de prizma, silindir, koni derken soruyu
degistirelim ve gelistirelim. Dik koni bigiminde ideallestirilmis dag
olur da, yarim kure biciminde ideallestirilmis dag olmaz mi?

[ AB] caplt kurede,
JAB| = 4 km'dir.

R A I RV
o ” i 9
‘W ~ e

Sekildeki kure ideallestirilmis bir dagi; A ve B noktalari
Ise bu dag etegindeki iki koyu temsil etmektedir.

Bu iki koyu birlestiren,
kac¢c km’dir?

yuzeyindeki kisa yol
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Sekli inceleyerek yol seceneklerini dusunelim ve karsilastirma
yapalim.

1. yol, dagin eteginden AB yolunu
almaktir ki, bu yol O merkezl ta-
ban dairesinin gevresinin yarisina
esittir.

B IKQI = 2-.7'[-2-1? = 27T km

2. yol, kutup noktasi olan AKB yoludur ki, ekvatoral dairenin (ta-
ban dairesine esittir) gevresinin yarisina esittir.

IXQI = 2]‘[-2-1? = 27T km

3. yol, kure yuzeyindeki bir P noktasindan gegen APB yoludur ki,
APB yolu da APB Ekvator dairesi boyunca alinirsa, yine 25t kadar-
dir. Ekvator daire boyunca alinmazsa, bu yolun daha kisa degil da-
ha uzun oldugu sezgilerimize daha yakindir.

Bu yolun kisa olmadigini deneysel olarak
da soyleyebiliriz. (Ders araci olarak kulla-
nilan ve AB ekseni etrafinda donen kure
modelini inceleyiniz.)

Soylemesine soyleriz de, ikna olur muyuz?
lkna olmadiginizi biliyorum. Cunki anlat-
tiklarim beni de ikna etmedi. Iste yine o an
geldi gatti. Bir yolunu bulup tkna olmaliyiz.
O yolun akil yurutme, akli ozgurlestirme,
dusunme sinirlarimizi zorlama yolu oldugunu biliyoruz.

Daha onceki orneklerde cisimleri agarak duzleme yayabiliyor,
duzlemsel hale getirebiliyorduk. O durumda da kesin yargilara va-
rabiliyorduk. Prizma icin de, silindir i¢in de, koni i¢cin de gegerl bir
yontemdi bu. Oysa kure i¢in bu sansimiz yok. Cunku kureyi agip
duzleme yayamayiz. Yarim bir plastik top dusununuz. Bunu ne ka-
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dar bastirirsaniz bastirin, yere yapistiramazsiniz. Peki sorunu nasil
cozeceqiz? Yanit, dusleme gucumuzu kullanarak. Bazen ¢ozum di-
yve yaptigimiz seyler, baskalari igin ikna edici degildir; hatta onlara
gulung gelebilir. Ama sonugta ¢cozumdur.

Karadenizli arkadaslarin da oldugu bir toplulukta bir arkadasimiz
Karadenizli arkadaslara takilmak igin anlatmisti.

“Temel piyanist olmus, resital verecek. Sahneye ¢ikmis, izleyen-
leri selamladiktan sonra piyanonun basina gecip sandalyesine otur-
mus. Piyanoya yakinligini ayarlamak igin piyanoyu kendisine ¢ek-
mis.” Sandalyeyi yaklastirmak varken koskoca piyanoyu ¢ekmesi
gulungtu. Gulusmelerin ardindan fikray! dinleyen Karadenizli bir ar-
kadas “Ne var kardesim, baska sahne mi arasaydi?” diyerek sozde
durumu kurtardi.

Kureye donelim ve ¢ozum arayalim. Sorudaki dagi buyutelim. Bi-
liriz ki dunya ideallestiriimis kuredir. Biz dagi yani modelimizi dunya-
dan da buyuk... cok buyuk olacak bicimde buyutelim. Cap! sonsuza
dogru buyudugunde kure yuzeyi duzleme dogru yaklasir. AB ve
AKB yollari da dogruya dogru yaklasir. Iste bu durumda dogruya
yaklagmasi tartismali olan APB egrisidir ki, APB yolu Ekvatoral da-
ireyi izliyorsa, digerlerine esittir. Eger P'den gecip Ekvatoral daire-
den sapmalar gosteriyorsa, egri bugru ve daha uzun bir yol olustu-
rur.

Bir sonuca ulastik. Ama sanirim bir geliskiye de ulastik. lki diiz-
lem var simdi. Birincisi bugune dek dogruyu, ¢cokgenleri. gemberi...
uzerinde dusundugumuz ve duzlugunden pek suphe etmedigimiz
dizlem. lkincisi sonsuza dogru buyuttigiimuzde bildigimiz -ya da
bildigimizi sandigimiz- duzleme yaklasan ve aslinda egri olan duz-
lem. Kitaplarda ya da derslerde duzlemi tanitmaya c¢alisirken “dur-
gun su yuzeyi gibi” denir ya...

Hangi durgun su yuzeyi. Dunya'nin en durgun golunu dusunun.
Bu golun yuzeyi Dunya’nin egikliginden bagimsiz midir?
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Diger yandan da Dunya’'nin kureselligini agiklamak igin, agiktan
gelen bir geminin once dumani, sonra bacasi, sonra govdesi goru-
nur demez miyiz"?

Hangisi gercek? Uzun sure insanlarin inandigi okuzun boynuz-
larinda duran ve tepsi gibi olan duz dunya mi, yani duzlem mi, yok-
sa bugunku algilarimizla dusundugumuz ve daha gergek olan kure-
sel dunya yuzeyi mi, yani egri duzlem mi? Biz bugune dek duzlemi
tepsi gibi disunup, adina “Oklid diizlemi” diyerek tim geometrik se-
killeri ve ozelliklerini bu duzlemde ogrenmedik mi?.. Elbette evet...
Yanlis mi yaptik? Elbette hayir. Clinkl biliyoruz ki Oklid geometrisi
bir kurgudur ve kendi iginde tutarhdir. Ayrica dis dunyay! beynimiz-
de alglamamiz ve dis dunyanin sorunlarina ¢ozum uretmemiz igin
mukemmel bir kurgudur.

Ancak matematikgiler rahat duramazlar. Dogal olarak bu c¢eliski-
nin de Uzerine gitmis ve Oklid geometrisinden baska geometrilerin
oldugunu gostermislerdir. Oldukga ilging oldugunu goreceksiniz.
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Oklid Dist Geometriler

Oklid geometrisi bes temel postilada dayanir. Daha 6nceki bo-
lumlerde onerme, aksiyom, teorem gibi kavramlar uzerinde durduk.
Oklid digI geometriler, s6zlini ettigimiz Oklid'in bes temel posttilati-
nin besincisinin tartigsiimasi sonucunda ortaya ¢ikmistir. Once bu
bes temel postulati ortaya koyalim ya da hatirlayalim.

1. Herhangi bir noktadan diger herhangi noktaya duz bir ¢izgi ¢i-

Zilebilir.

2. Herhangi sonlu duz bir ¢izgi, bir duz ¢izgide daimi olarak uza-

tilabilir.

3. Verilen herhangi bir nokta ve uzunluk i¢in, o noktayi merkez

alan ve yarigap uzunlugu o uzunluk olan bir gember gizilebi-
lir.

4. Butun dik acilar birbirine esittir.

5. Eger bir duz gizgi, diger ki duz ¢izgiyi keserse, oyle ki, bir ke-
nardaki iki i¢ acinin toplami iki dik agidan kugukse, su halde

Iki duz ¢izgi yeterince uzatildiginda, bu acilarin oldugu ilk giz-
ginin ayni kenarinda kesisirler.

Postulatlardan ilk dordu, matematikgiler arasinda tereddut yarat-
mamistir. Bunlar ispatlanmak geregi duyulmayacak kadar acik dog-
rulardir. Ancak 5. postulati kabullenmek konusunda matematikgciler
ayni rahathga sahip olamamistir. 5. postulatia ilgili tartismalar yeni
geometrilerin olusmasina yol agmistir. Bu konudaki gelismeyi Ce-
mal Yildirrm Bilim Felsefesi adli kitabinda soyle agiklar:

Matematikte aksiyomatik bir sistemin tarihsel ilk ornegini geomet-
ri vermistir. Ne var ki, Euclides'in (Oklid) kurdugu sistemde teoremle-
rini ispatta dayandigi postulatlar, geometrisinin tum ozelliklerini ispat-
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lamaya yeterili degildir.

Euclides geometrisinin dayandigi postulatlar arasinda unlu para-
lel postulati (herhangi bir dogru digindaki bir noktadan o dogruya bir
ve yalniz bir paralel dogru gecer) da vardir. Bu postulat otekilerden
¢ok daha az basit ve sezgisel olarak daha az akla yatkin oldugun-
dan, onun bir aksiyom olarak kabu!l edilmesinin gerekli olmadigini
gostermek icin tarih boyunca pek c¢ok girisimlerde bulunulmustur.
Sonug olarak Euclides’in diger postulatlarindan ¢ikarsamaya olanak
olmadig: kesinlikle kanitlanmigtir. Oyle ki, paralel postulati yerine
onunla gelisen baska bir postulati (Ornegin herhangi bir dogru disin-
daki bir noktadan o dogruya hi¢ degilse iki paralel dogru gecger oner-
mesi) koydugumuzda, mantiksal tutarliigi tam, yeni bir geometrik
teori elde edebiimekteyiz; hiperbolik geometri. Bu ilk Euclidesci ol-
mayan geometriyi son yuzyihn, ilk yirmi yilinda bir Rus olan N. I. Lo-
bachevsky ve bir Macar olan J. Bolyai kurmustur. Daha sonra eliptik
denen bir bagka geometrinin ortaya ¢iktigini goruyoruz. Bir Alman
olan Riemann’in kurdugu bu sistemde paralel postulatinin yerini hig-
bir dogrunun paraleli yoktur onermesi alrr.

Yine Cemal Yildirrm Matematiksel Dustunme adli kitabinda soyle
demektedirr.

Euclides geometrisinin tek dogru geometri oldugu inanci oylesi-
ne yerlesmisti ki, tutarli baska bir geometrinin olabilece@i akla bile
gelmiyordu. Hatta bu geometriyi insan aklinin yapisal ozelligine bag-
layan filozoflar vardi. Ornegin, Kant'a gore uzaya Euclides uzayi ni-
teligi veren aklimizin 6znel yapisidir...

...Paralel postulatin bagimsiz olabilece@i kuskusu ilk kez buyuk
Alman matematikgisi Carl Frierrich Gauss (1777-1855) da kendisini
gosterir. Ayni dusuncenin ¢ok gegmeden Rus matematikgisi N. |.
Lobachevsky (1792-1856) ile Macar matematikgisi Janos Bolyai
(1802-1860) de ortaya ¢iktigini goruruz... Lobachevsky gemetrisine
once imgesel geometri, daha sonra pangeometry adini verir...

Pangeometri tum geometri anlamina gelmektedir ki, Lobac-
hevsky bu anlatimla geometrisinin Oklid geometrisini de kapsadigi-
n1 sOylemektedir.
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Hiperbolik Geometri

Hiperbolik geometri de denilen Lobachevsky geometrisi, Ok-
lid'in “Bir dogruya disindaki bir noktadan bir ve yalniz bir paralel
dogru gizilir" postulatinin reddine dayanir. Der ki Lobachevsky “Bir
dogruya disindaki noktadan sinirsiz sayida paralel (kesmeyen)
dogru cizilir.”

Aliskanhklarimiz yonuyle bakildiginda insanin “Hadi canim” di-

yesi geliyor. Ama dedik ki, yeni duydugumuz seyler konusunda kes-
tirmeci red tutumu almak, tutuculuktur.

|ddiayi izleyelim.

E noktasinda kesisen d, ve

d, egrileri AB'yi kesmeyen li-

mit egriler olsun. Bu durum-

— — da E noktasindan gecen ve

A B d, ile d, dogrularinin arasin-

da kalan sonsuz sayida dog-

ru da AB dogrusunu kesmeyecektir. Bu da AB ye paralel olan (yani
kesmeyen) sonsuz sayida dogru gizilebilecegini gosterir.

y A Bir egrinin bir dogruya teget olmasinin
ornegi olarak,

f(x) = tanx’in x = % dogrusuna

‘ L sonsuz da teget olmasini alabiliriz.
F X = —
T2

f(x)

Yukarda yaptigimiz kanita donersek, bugune dek bildigimiz pa-
ralel dogrularin yerini bagka paralellerin aldigini, hatta bildigimiz
dogrularin yerini de egri bugru diyecegimiz asagidaki dogrularin al-
digini goruruz.
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— - . e \/

- - -

—

Bildigimiz paralellik anlayisi bozuldu. Yerini yeni bir paralellik an-
layisi aldi.

Hani bir sey degisir, her sey degisir soylemi vardir. Bu soylem bi-
zim igin biraz abartili. Biz bunu “Bir sey degisir, cok sey degisir” bi-
ciminde algilayalim. Cunku kavramsal olarak “Kesismeyen dogrula-

ra paralel dogrular denir” tanimi degismedi. Ama bazi sekiller ve
onermeler degisti.

Birka¢ ornek verelim.

Oklid geometrisinde “Bir dogruya paralel olan iki farkli dogru bir-
birine paraleldir” onermesi temel onermelerden birisidir.

Oysa hiperbolik duzlemde bu dogru degildir.

) ~d) d1\f/'d2
) - d,
- » d d -
d,//d ve d,//d ise d,//d, d.//d ve d,/id ise d;Nd., = {A} dr.

Yine Oklid geometrisinde “paralel iki dogrudan birisine dik olan
dogru, digerine de diktir’ onermesi, hiperbolik geometride dogru de-
gildir.

1d 4
n .d, — d;
o
i T d,
d-1”d2 Ve d L 'd1 ISB‘ d 1 d2 d1//d2 ve d 1 d1 ve (4 < 900 dlr

Bu karsilastirmalara devam edilebilir.

Ancak sanirim farkindasiniz. Dogrularin bu degisimi duzlem an-
layisint da degqistirir.
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Hiperbolik duzlem bir darbukanin govdesi gibi du-
sunulebilir. Bu duzlemin adina hiperboloit denir.
Sekilde gorulen duzlemi algilamak, elbette kolay
degqil.

Biraz aklimizi zorlayarak ige dogru egilmis duzlem belki daha
anlasilir olur. Sirklerde trapezciler igin kurulan guvenlik brandasini
dusununuz.

Icbiikey olan bu diizlemde bir tiggen distiinelim. Sekil asagidaki
gibi olacaktir.

Hiperbolik geometride uggenin i¢ acgilari toplami iki dik agi topla-
mindan klcuktur. Uggenin kenar uzunluklar kiglldikge, i¢ acilari
toplami 180°'ye yaklasir. Uggen buylidikge i¢ acilar toplami 0°'ye
yaklasir.

Sekildeki ABC buyuk uggeniyle DEF kuguk uggenini karsilastira-
rak bu konudaki yargilari algilamaya calisalim.
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A ABC ucggeninde acgilarin her biri
giderek kugulurken DEF uggeni
giderek Oklit dizlemindeki lGgge-
ne yani bildigimiz uggene donus-
mektedir. O nedenle i¢c acilari
toplami da 180° ye yaklasmakta-

B c drr.

Oyleyse hiperbolik diizlemde ti¢ggenin i¢ acilari toplami sabit de-
gildir.
Peki hiperbolik duzlemde agi olguleri esit olan uggenler var mi-

dir? Elbette vardir. Hem de acilari esit olan uggenlerin kenar uzun-
luklar: da esittir. Ve bu uggenler es uggenlerdir.

A Oyleyse iki Uggenin agilarinin esligi bu Gicgenle-
i E rin es uggen olmalar igin yeter kosuldur.
B [ vani,
D A A
m(A) = m(D)*
- A A A A
r\ m(B)=m(E) | < ABC = DEF drr.
A A
m(C) = m(F)

ABC ile DEF ucggenlerinin esligi, sirali kenarlarin (AB ile DE, AC
le DF, BC ile EF) esitliklerini de gerekli kilar.

Oysa Oklid duzleminde “Agilari es olan tiggenlere benzer Giggen-
lerdir” diyor ve esit agilar karsisindaki kenarlarin orantili oldugunu
soyluyorduk. Ve simdi hemen arkasindan soralim.

Hiperbolik duzlemde benzer uggenler var midir?

Iste o yok... Cuinkii Oklid geometrisinde t¢genlerin benzerliginin
temel kosulu agilarinin esit olmasidir. Hiperbolik duzlemde ise aci-
lari esit olan uggenlerin es uggenler oldugunu soyledik.
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Ucgenlerin alan hesabina gelince bu daha ayrintili ve teknik bir
incelemedir. Burada amacimiz, alternatif duzlemlerin varligina ilis-
kin genel bilgi aktarmaktir. Ancak uggenin alaninin ait oldugu duzle-
min egrilik oranina ve acgilarina bagh olarak hesaplandigini belirt-
mekle yetinelim.

Kuresel Geometri

Oklid geometrisinde dogru, herhangi farkli iki noktadan gegen en
kisa yol olarak tanimlanir. Daha once verdigimiz ideallestiriimis ya-
rim kure bigcimindeki dag sorusunda da en kisa yolun ekvatoral da-
ire oldugunu soylemis ve soruyu bu soyleme bagli gozmustuk. Sim-
di bu anlayisla kuresel duzlemi, kuresel duzlemde dogruyu ve bazi
sekilleri inceleyelim.

Kuresel duzlem Dunya yuzeyi olarak dusu-

nulebilir. Eliptik duzlemin igbukey olmasina

A karsilik kuresel duzlem disbukeydir. Kuresel

A duzlemde dogrular en buyuk ¢emberlerdir.

‘ 4 Bu nedenle A ve B arasindaki en kisa uzak-

H _, ik da en buyuk daire uzerindeki uzakliktir.

Yani A sehrinden B sehrine giden ucgak, A ve

B noktalarindan gegen ekvatoral gember boyunca yol alir. Elbette
en kisa yol bu oldugu igin.

Dogrulari kure yuzeyindeki en buyuk gemberler olarak tanimla-
digimiza gore dogrularin sonlu uzaklikta ama sinirsiz oldugunu soy-
leyebiliriz. Nedir 6yleyse Oklid Diizlemindeki dogruyla kiresel Geo-
metrideki dogrunun farki? Oklit Dizlemindeki bir dogru boyunca yu-
ruyen birisi, basladigi noktaya hi¢ bir zaman donmeyecek sonsuz
uzunlugu bir sinira ulasmadan yurumeye devam edecektir.

Kuresel duzlemde bir dogru boyunca yuruyen birisi iIse, zaman
zaman basladigl noktadan gececek,dogru sonlu uzaklikta oldugu
halde yuruyus sinir olmadan devam edecektir. Kisaca kuresel duz-
lemde dogru sonlu ama sinirsizdir.
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Yukardaki sekil incelendiginde, verilen d dogrusuna paralel olan
ve yine verilen A noktasindan gecen higbir dogrunun olamayacagi
gorulur.

Meridyen  Daha somut algilayabilmek igin,

Enlem dunya yuzeyini ve Ekvator dairesini

Ekvator - diisiinelim. Ekvatora paralel olan ve
“enlem” diye adlandirdigimiz ¢gem-
berler vardir.

Ekvator, kuresel duzlemin bir dogrusudur. Ancak bu ¢emberler
kuresel duzlemin dogrulari degildir.

Kuresel duzlemin dogrularina ornek olarak meridyenleri (boy-
lam) alabiliriz. Meridyenlerin kutuplarda kendi aralarinda kesistikle-
rini ve ekvatorla da mutlaka kesistiklerini gorebiliriz.

Tum bu orneklemelerin sonucu olarak da “kuresel duzlemde pa-
ralel dogrular yoktur® onermesini soyleyebilinz.

Boylece Oklid'in 5. postiilatinin reddi temelinde 6nemli bir adim
daha atilmis olur.

Yani bir sey degisti. Bakalim neler degisti?

IA A
d- 1 - d
Oklid dizleminde Kiiresel diizlemde

Oklit diizleminde, bir dogruya disindaki bir noktadan yalniz bir
dik dogru cizelebilir onermesine karsilik, kuresel duzlemde birden
cok dik dogru gizilebilir. (Ekvatoru ve meridyenleri dusununuz.)
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A A Oklit duzleminde uggenin ig acilari-
nin toplaminin iki dik aglya esit ol-
masina karsihk, kuresel duzlemde-
ki ugcgenin i¢ acilari toplami iki dik
B C B C acidan buyuktur.

Sekildeki iki uggende dis acilar igin ne soylenebilecegini dusunu-
nuz.

Sekildeki DEF uggeni ug i¢ acgisi da dik

acl ve her kenari buyuk gemberin dort-
R te birine esit olan eskenar uggendir.
RJOR ) O nedenle eskenar uggenin i¢ agi-
E--: F lar1 toplami u¢ dik aginin toplamina
esittir.

Ucgenlerin karsilastinimasinda da
farkli sonuclara ulasiriz.

ABC ve DEF ucgenleri acilari esit olan
A D ucgenler olsun.
[, ()] miven
m(A) = m(D)
B C E A A

- A A
m(B) = mE) | < ABC = DEF'dir.
A

m(C) = m(F)

Eliptik geometride oldugu gibi kuresel geometride de acilari esit
olan liggenler es Gg¢genlerdir. Bu nedenle Oklid diizlemindeki; “aci-
lari esit olan uggenler benzerdir® onermesi kuresel geometride de
gecerli degildir. Kisaca kuresel geometride de benzer uggenler yok-
tur.

Kuresel gember de ilginclikleri iginde tasir.
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Sekildeki d gemberinin P ve M gibi (ku-
tuplar olarak dusununuz) iki farkl mer-
kezi ve

IMA| = |[MB| = [MC| = - =r

gibi iki farkh yaricapi vardir.

Bu nedenle gemberin uzunlugu Oklid geometrisinde oldugu gibi
27trye esit deqildir. Ayrica gemberin uzunlugu yarigapiyla orantili da
degildir. Dairenin gevresinin ¢apina orani daima st den kuguktur.

Karsilastirma kolayligi yonuyle P’den
gecgen ve kureye P'de teget olan E duz-
lemini ele alalim.

E duzlemindeki |PB| = r yaricaph ¢gember igin,
“Cevre = cap-r'den T = Cg\;r: liskisi vardir.

Kure yuzeyindeki |PA| > r yaricapl gemberin gevresi igin ise,

Cevre

Cevre < ¢cap-s'den
Gap

< JT sonucu gikar.

Hatta r buyudukce bu oranin daha da kucgulecegi aciktir. Negatif
egrilige sahip olan hiperbolik geometride ise, ¢evrenin ¢gapa orani
srden buyuktur.

. Cevre

Yani
Gap
da buyuyecektir.

> jT ve yarigap buyudukge bu oran st'ye gore daha
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Gerek hiperbolik geometriye gerekse kuresel geometriye iliskin
ornekler gogaltilabilir. Hatta Oklid diizlemine ait her 6nermenin kar-
siligini bu geometrilerde aramak ve dusunmek olduk¢ca eglencel
sonuglar verebilir. Ama bulacagimiz tim sonuglar Oklid geometrisi-
nin (5. postulatin zaafina ragmen) dusunce yapimiza yaptig: katki-
larin buyuklugunu de gosterecektir.

Tum bunlardan sonra Oklid geometrisi diger geometrilerden da-
ha Ustlindiir ya da diger geometriler Oklit geometrisinden daha us-
tundur gibi yargilara varilabilir mi? Bence bu tur yargilar ¢ok iddial
olur. Farkl geometrilerin farkh kurgular kendi i¢lerinde tutarlilik gos-
terir. Sonucunda da her birinin ayrn ayri yasamin sorgulanmasina ve
bilimin gelismesine katkilari vardir.

Ornegin; eliptik geometriye iliskin Einstein'in “Bu yoruma buiyuk
onem veriyorum. Ondan haberim olmasaydi, genel gorelelik teorisi-
ni higbir zaman gelistiremeyecektim” dedigi bilinir.






DOKUZUNCU BOLUM
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Sasirtic1 Sonuclar

qa?7?

Problem ¢ozmek, onceki bolumlerde de soyledigimiz gibi dikkat-
i dusunus gerektirir. Daha ¢ok da problem ¢gozmeye daha once yap-
tigimiz gozumlerdeki kazanimlar yon verir.

Ornegin;

A ve B kentlerinden birbirlerine dogru hareket eden ki
aractan birinin hizi saatte 20 km digerinin hizi 30 km'dir.

Ave B kentleri arasindaki uzakhk 200 km ise, iki arac
kac saat sonra karsilasir?

bigimindeki basit bir soruyu ele alalim.

Sorunun ¢gozumu denklem kurarak;
Yol = Hiz x zaman (|AB| = V-t)

esitligi kullanilarak denklem yoluyla,

20-t + 30-t = 200'den t = 4 saat olarak bulunur.
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Ayni soruyu yaklasma hizlarinin toplamini (20 + 30 = 50 km) AB
uzunluguna bolerek (200 : 50 = 4 saat) denklem kurmadan ¢ozebi-
lecegimizi biliriz.

Ancak problemler her zaman bu kadar basit olmaz. Hatta aslin-

da basit oldugu halde, aklimizi karigtiran baz: problemlerle karsila-
siriz. llk asamada sunu tartisalim, sonra probleme gecelim.

Sabit hizla akan bir akarsu dusune-
lim. Kiylya gore A noktasinin hizasin-
da ve hareket yonu akintinin tersi yo-
nunde olan bir sandal olsun. Eger
sandal ayn hizada gorunmeye devam ediyorsa, A'dan bakan goz
icin sandalin hiz1 “0" dir. Bu durumda sandalin hiziyla akintinin hizi
birbirini dengeliyor, yani esittir deriz. Bu ornekte A noktasindan ba-
kan birisi i¢in sifir olan sandalin hizi, sandalin igindeki birisi i¢in hi¢
de oyle degildir.

Bu orneqi biraz daha karmasik hale getirelim.

D C E

Z1t yonde saniyede 15 m ve 10 m hizla hareket eden A ve B
araclari ile C noktasi bir an ayni hizada olsun. 2 saniye sonra A ara-
cl E noktasina B araci D noktasina gelecektir.

|ICE| = 30 m, |DC| = 20m olacadi aciktir. Toplam DE uzakhg ise
50 metredir. C noktasinda bulunan birisi igin araglarin hizlari 15m/s
ve 10m/s’dir.

Oysa A aracinda bulunan birisi veya B aracinda bulunan birisi
icin diger aracin hizi 50:2 = 25 m/s olacaktir. Bu karsilastirmalar bi-
ze sabit noktaya gore hizin, hareketli cisimlerin birbirlerine gore hiz-
larindan ¢ok farkh oldugunu gosterir.



SASIRTIC) SONUCLAR 203

Bu iki ornek gorelelik teorisinin basit iki ornegi sayilabilir. Sabit
bir noktaya gore hiz ile hareketli bir noktaya gore hizin kiyaslanma-
s| su bilinen ornekle biraz daha anlasilir hale gelebillir.

C B E D

CD yolunun orta noktasi B de bulunan ara¢ BD yonunde hareket
halinde olsun.

C ve D noktalarinda (ki B'ye esit uzakhiktadir) bulunan iki ampul
ayni anda yandiginda, B noktasinda duran birisi ampullerin ayni an-
da yandigini gorur. Yani sabit olan 1sik hizi CB yolunu ve DB yolu-
nu ayni zamanda alir.

Ampuller yandiginda B noktasinda bulunan arag, 1sik araca ula-
sincaya kadar E noktasinda olacaktir. Bu nedenle daha yakin oldu-
gu D’deki 1s1g1 daha once gorecektir. Bu da aragta bulunan birisine
gore D’'den gelen i1sik hizinin C'den gelen i1sik hizina gore daha faz-
la oldugunu gostertrr.

Sira geldi ilging bulacaginizi sandigim bir soruya.

Ali akintiya karsi kurek gekerken plastik su sisesini dusu-
rur. Ali usenip batmayan siseyi almaz ve kurek gekmeye
devam eder. 12 dakika kurek cektikten sonra, geri donup
dusurdugu siseyi almak i¢in ayni hizla kurek geker. Su si-
sesini dusurdugu noktadan 2 km geride bulur.

Akarsuyun saatteki h1iz! kag km’dir?

Soruyu klasik yontemlerle ¢ozmeye calisirsak, sandalin hizi,
sandalin akintiya karst! hizi, akintiyla birlikte hizi, akintinin hizi, si-
seyl dusurdugu andan donup siseyi aldigi ana kadar gecen za-
man... gibi bir gok durum akla gelir. Bu nedenlerle de denklemler ku-
rulur. Sonuca gidilmeye c¢alisilr.
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Burada duralim ve once sandalin akarsuya gore gidis ve donus-
teki hizlaniyla, gidis ve donusteki gegcen zamanlari karsilastiralim.

/) = )

A B

Ali'nin siseyi dusurdugu nokta A, donmeye karar verdigi nokta B

olsun. Sandalin hizi “x" akarsuyun hizi “y" ise AB (gidis) yonunde hi-
ZI “x — y" ve gecen zaman 12 dakikadir.

BA (donus) yonundeki hizi “x + y” iken donus zamani 12 dakika-
dan daha azdir.

Ali A noktasina doner, hatta daha az zamanda doner; ama sise-
yi orada bulamaz. Cunku sise A noktasindan 2 km daha geridedir.
Siseyi 2 km surukleyen ise sadece akarsuyun hizi. Ancak bu nokta-
da bir sey daha var. O da akarsu siseyi hangi hizla suruklerse san-
dali da ayni hizla surukler. Yani siseyi dusurdugu anda Ali kurek
cekmeyi biraksaydi, o da siseyle birlikte 2 km siriklenecekti. Iste
bu noktada onemli olan siseyi 2 km surukleyen bu is hangi zaman-
da gercgeklesmistir. Bunu bulursak akarsuyun hizini hesaplayabiliriz.

Simdi daha gergekgi bir sekil gizerek tartismaya devam edelim.

[FmEe

A B C

Bir onceki sekilde oldugu gibi Ali'nin siseyi dusurdugu nokta A
noktasi, akarsuyun engellemesine karsin geldigi ve donmeye karar
verdigi nokta B noktasi olsun.

Eger akarsuyun engellemesi olmasa, yani hizi sifir olsa sandal
C noktasinda olacakti. Oyleyse BC uzunlugu suyun 12 dakikada
sandall engelledigi (geriye dogru surukledigi) uzunluktur. AC uzun-
lugu ise (suyun hizi olmasaydi) sandalin alacag: yol olurdu.
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Sandal B'de iken sisenin geldigi nokta D ise,
|AD| = |BC| ve |AC| = |DB|’dir.

Goruldugu gibi sandalin geri donup siseye ulasmasit icin |DB| far-
kini (sandalin durgun su yuzeyinde 12 dakikada aldig! yol) kapat-
masi gerekir. Bu da bize, suyun hizi hem sandali hem siseyi ayni bi-
cimde etkilediginden donuste de olusan |[BD| farkini 12 dakikada ka-
patacagini gosterir.

Bu durumda Ali'nin siseden ayrildig1 zamanla, bulustugu zaman
aralig1 12 + 12 = 24 dakikadir ve 24 dakikada sise 2 km yol almis-
tir.

Oyleyse suyun 24 dakikada aldigi yol 2 km ve saatteki hizi,

—2--60 = 5 km olacaktrr.

24
Irdeleyelim.

Sorunun ¢ozumu iki temel sonucu kavramaya baglidir.

Birincisi, sandalin suyun hizindan bagimsiz hizinin higbir onemi
yoktur. Yani akarsu yerine durgun su (gol) olsaydi, degisen bir sey
olmayacakti.

lkincisi ise sandalin siseden uzaklastigi zamanla, siseyle bulus-
masil i¢in donuste gegen zamanin ayni olmasidrr.

Bazi okurlar, bu anlatimi ¢ok uzattigimi dusunebilir. Belki ger-
cekten de oyledir. Karsisindakine dusunme, dusunme sonucunda
cikarim pay! birakmayan anlatim bana gore de dogru degildir. Dog-
ru bulmadigim halde ayrintili tartismaya girmis olmam, benim algi-
lamada yasadigim zorluktan kaynaklaniyor olabilir. Her neyse, olan
oldu. Ben yazdim, siz de okudunuz. Ama ne olursa olsun, (algilama
farkhliklari da olsa) zor algiladigimiz seylerin sonucu guzeldir.

Zaman zaman da dogru yargilari yanhs sonuclar bulmak igin kul-
lanirnz. Buldugumuz sonug bizi de, bizi dinleyeni de sasirtir.
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Ornekleyelim.
Her uggen ikizkenar uggendir.

A Bir ABC uggeninde,
[AP aciortay
[DP kenar orta dikme olsun

[AP ile [DP de P'de kesissin.

B D+ C

Aclortayin ve kenar orta dikmenin ozelliklerini kullanarak,
|AB| = |AC| oldugunu kanitlayalim.

1. PE ve PF dikmeleri ile, PB ve
PC uzunluklan cizildiginde AP hi-
potenusu ile acilari es olan APE ve
APF ucgenleri es uggenlerdirr.

A A
APE = APF'den |PE| = |PF| = x ve |AE| = |AF| = y'dir.
2. [PD] 1 [BC] ve |DB| = |DC|'den |PB| = |PC| = m ve
[EB|*= |FC|°= m*- x*den |EB| = |[FC| bulunur ki, |AB| = |AC| olur.

Evet. Herhangi bir uggen aldik ve ikizkenar uggen oldugunu ka-
nitladik. Bu kanit tum uggenlerin ikizkenar uggen oldugunun kaniti-
dir. Yaptigimiz her sey dogru ama, vardigimiz sonug¢ yanlis.

Oyleyse bir aldatmaca var. Kanitlarimizda hata olmadigina gore
tek secenegimiz kaliyor. O da sekildeki gibi bir P noktasinin olup ol-
madig!. Yaptigmiz yanhsi bulmanin da kanit ve ¢ozum kadar
onemli oldugunu soylemistik.

Sekli inceleyelim.
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A IDN| = k, INC| = n olsun.
A acisinin agiortayl BC'yi N'de kessin.

Bu durumda

DKN n C |BD| = |DC| = k + n olur.

INB| _ |AB]
INC|  |AC]

Acilortayla ilgili, bagintisini animsayalim ve uygu-

layalim.
A A A A
Sekle gore, m(ANC) > m(ANB)'den m(ABC) > m(ACB) ve
ABC ucgeninde |AC| > |AB| olur.

Buradan da:
INB| _ |AB|
INC| |AC]

Oysa, |INC| = n, INB| = 2k + n idi.

|JAC| > |AB]| ise, de [NC| > |NB| olmal,

Bu bir geliski.

Oyleyse N noktasi [BD] lizerinde olmal.

Bu durumda da P noktasi ABC ucg-
geninin dis bolgesinde olur.

P’'den indirilen PE ve PF dikmeleri
de ilk sekildeki gibi degildir.

Her butun pargasindan buyuk degildir.
Bu iddayi iki hatirlatma ile agalim.

Birincisi: Bir onerme tanimli oldugu kumenin her elemani igin
(her durum) dogruysa dogrudur. Degilse yanlistir. x dogal sayilar ku-
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mesini gostermek uzere x > x onermesi 0 ve 1 dogal sayilari igin
yanlis oldugundan yanhstir. 2°>2,3°>3... gibi dogrularin gok da-
ha fazla olmasi onermenin dogrulugunu gostermez.

Ikincisi: Oklid'in bes temel aksiyomundan besincisi “biitiin parga-
sindan buyuktur” ilkesidir. Gergekten de Oklid'in 5. aksiyomunu gos-
teren yasamsal ornekler sayllamayacak kadar ¢coktur. Dunya Turki-
ye'den buyuktir. Turkiye Istanbul’'dan blyuktir, Ev odadan buyuk-
tur... gibi.

Ancak bu orneklerde bile, tek sehirli bir ulke, tek odal ev... gibi
ornekler “butun pargasindan buyuktur” onermesine-yanlis demesek
bile- kuskuyla yaklasmamiza neden olur. Matematikte aksiyomlarin
kanitlanmasina gerek olmayan dogrular oldugunu soyledik. Aksi-
yomlarin (genel olarak) dogrulugundan kusku duyulmaz. Oklid'in 5.
aksiyomundan da uzun sure kusku duyulmadi. Ta ki, sonsuz ¢okluk-
lar (sayilabilir ya da sayillamaz) matematigin temel ¢alisma konusu
oluncaya dek. Genel olarak da sonsuzluk kavrami insani sasirtan,
dusunduren ozelliklere sahiptir.

Oklid sayilabilir gokluklari diisinerek (olmasa bile sonsuz gok-
luklar uzerinde durmadigi igin) “Butun her parcasindan buyuktur”
aksiyomunu ortaya koymustu. Gergekten de, 10’a, 100’e... kadar
dogal sayilari dusundugumuzde, dogal sayilarin alt kumesi olan tek
dogal sayilar, dogal sayilardan (azdir) kuguktur.

Orneklersek,

N=1{0,1,2,3,4,5.......... 97, 98, 99, 100}
T={1,3,579.......... 97, 99)

kumelerinde birebir esleme yapildiginda, dogal sayilar kumesinde
eslenemeyen elemanlarin oldugu gorulur ki, “100’e kadar dogal sa-
yilar kumesi, 100’e kadar tek dogal sayilar kumesinden buyuktur”
denir. Bu yargidan kusku duymayz.
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Ayni eslemeyi,
N = {x| x dogal sayilar}
A = {y| y tek dogal sayilar}'dan y = 2x + 1 olmak lizere,

f. N > A ve f(x) =y =2x + 1 fonksiyonuna gore,
f={(0,1), (1, 3), (2, 5), ..., (49,99)} gibi de yapabiliriz ki,
x = 49 dogal sayis|
y =249 + 1 = 99 tek sayisi ile eslenir.

Bu yapilabilecek son eslemedir. 50, 51... 100 dogal sayilarinin
birebir eslenebilecedi 100'den kiiclik tek tamsayi yoktur. Oyleyse
100’e kadar dogal sayilar kumesi 100’e kadar tek dogal sayilar ku-
mesinden buyuktur deriz, sonug¢ olarak da sinirl sayidaki tum ku-
meler igin Oklid'in 5. aksiyomunun dogru oldugu sonucuna variriz.

Simdi de sonsuz elemanl sayl kumelerini ele alalim.

C kumesi ¢ift sayilari, T kumesi tek sayilari gostermek uzere;

¢=1{0,2,4,6,8,...........2n, 2n+2...}
SERE Il
T={1,357,9.......... 2n+1,2n + 3...}

Yukaridaki esleme yapildiginda her ¢ift dogal sayinin bir tek do-
gal sayiyla eslenebilecegi gorulur. Bu esleme bizi, her iki kumede
de aglkta eleman kalmayacag: sonucuna goturur ki, bu iki kumenin
(sonsuza gitse bile) ayni buyuklukte oldugunu soyleriz. Bu arada
eleman sayilari esit olan kumelere “denk kumeler” denildigini de
animsayalhm. Tek ve cift dogal sayilarin karsilastirmasinda da Ok-
lid'in 5. aksiyomu ile ¢elisen bir durumun olmadigini gorebiliyoruz.

Son bir karsilastirmay! da dogal sayilar kumesiyle tek dogal sa-
yilar kumesi arasinda yapalim. Ancak dogal sayilarin tek dogal sa-
yilari kapsadigi yani; dogal sayilar kumesinin butun, tek dogal sayi-
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lar kumesinin dogal sayilar kumesinin pargasi oldugunu goz onun-
de bulundurarak.

Dogal sayilar kumesini N, tek sayilari T ile gosterirsek,

eslemesini elde ederiz. Bir dogal sayinin iki katinin bir fazlasi da-
ima tek sayidir.

(n). dogal saylya (2n + 1). tek sayi,
(n + 1). dogal sayiya (2n + 3). tek sayi karsilik gelir.

Oyleyse her dogal sayiya karsilik gelen bir tek dogal sayi vardur.
Bu durumda dogal sayilarin, tek sayillardan buyuk oldugunu nasil
soyleriz?

Dogal sayilarla, rasyonel sayilarin veya reel sayilarin karsilasti-
riimasi da yapilabilir. Bu karsilastirmalar da ilging sonuglar verir. Biz
burada sadece “butun, pargalarinin herhangi birisinden buyuktur”
onermesinin yanhs olabilecegini gostermek i¢in yukaridaki ornekle-
meyi yaptik. Elbette sonsuz elemanl kumeleri ele alarak.

Bazen de matematiksel hatalar, umulmadik yanhs sonuglara yol
acabllir.

Butin sayilar birbirine esittir.

x = a + b olsun. Her ki yani a — b ile ¢carpalim.
x(a— b) =(a + b)(a— b)

ax — bx = a° — b* (esitligi duzenleyelim)
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b’ — bx = a° — ax (her iki yana 2 ekleyelim)

b® — bx + é =a’— ax + é (tamkare olarak yazalim)
(L — b)2 = (i — a)z (karekokleri alalim)
2 2
X X
— — b =— —a'dan a = b bulunur.
2 2

Demek ki her say! birbirine esittir. Yaptigimiz kanitla (') ovunme-
yelim. Ama biraz simarabiliriz.

Simarmaya devam edelim.

Butiun sayilar negatifine esittir.

Trigonometrinin en temel bagintilarindan biri “Bir acinin sinus
degeri ile kosinus degerinin kareleri toplami daima 1'e esittir” bigi-
mindedir.

. . 2 ET
Yani; sin“x + coszx = 1'drr.

Bu bagintiy! kullanalim.

1)

] : 2 . 2 4 g
smzx + coszx = 1'den cos“x =1 - sin“x'dr.

Her iki yanin karekokunu alalim.

. 2
COSX = \/1 —sin“x bulunur.

x = 180° igin cos(180°) = V1 — sin%(180°) olur.

cos(180°) = —1 ve sin(180°) = O yerine konulursa,

-1 = \/1 —O2 ‘den -1 =1 bulunur.
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2) 4sin’x + 4cos’x = 4

4cos’x = 4 — 4sin“x’de karekokler alindiginda,

2COSX = \/4 — 4-sin’x olur.

x = 180° icin 2c0s(180°) = V4 — 4-sin%(180°)

2(=1) = V4 — 0% ‘den =2 = 2 bulunur.

3) 9sin’x + 9cos’x = 9

9cos’x = 9 — 9sin’x’den yine

3cosx = \/9 — 9.sin’x bulunur.

3cos(180°) = V9 — 9.sin%(180°)

3(=1) = V9 -0 ‘dan -3 = 3 bulunur

Durum sanirim asagi yukari anlasildi. Bu yol bizi yeni bir yanlis-

hg1 kanittamaya goturuyor. Yaptigimiz ise basan denilir mi denilmez
mi; siz karar verin.

Biz simarikliga biraz daha devam edelim.

Her say1 iki katina esittir.

a = 0icin

a = a'da her iki yanin karesini alalim.
a’ = a° olur. iki yandan az’yi cikartalim.

2 4
22 _ g2 = a° — a“dir.

Birinci yan a ortak parantezine alinir, ikinci yan iki kare farki ola-
rak yazilirsa,

a(a@a — a) = (a + a)(a — a)'dan, a = 2a bulunur.
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Her agi1 dik agidir.

Sirasiyla,

ABCD karesi ¢izip

|IBC| = |BE| alalim.

IDC| ve [DE|'nin kenar orta
dikmeleri P noktasinda kesissin.
P noktasiyla ABED noktalarini

birlestirelim.

IPD| = |PE| ve [FP], ABJ'nin de orta dikmesi oldugundan

IPA| = |PB| ve m(PAB) = m(PBA) = « olur.
|IPA| = |PB|, |PD| = |PE| ve |AD| = |BE| oldugundan,

P,%\D = P%E olur.

Esit kenarlar karsisinda esit agilar bulunacagi igin,
m(PAD) = m(PBE)'den

a+90°=qa+ m(AEE)'den m(AEE) = 90° bulunur.

ltirazlari duyar gibiyim. Karenin ABC acisi dik aciydi. ABC'yi de
kapsayan ABE acgisinin dikligi nereden cikti dediginizi...

Eh, demek ki “Her ac¢i dik acidir’ derken bosuna soylememisiz.
Simarikhgin bu kadari da fazla degil mi?

Acikca soylemeliyim ki, evet. Cunku simariklik giderek sagmali-
ga donustu. Bu sonuglar elbette dogru degil. Zaman zaman yasam-
da da sagmaladigimiz olur. Hatta sosyal yasamda ¢ok daha fazla
sagcmalamalarla karsilasiriz. Cunku sosyal yasama iliskin yargilarin
kigiselligi on plandadir.

Ornegin takim tutariz. Takimimizin oyuncusu bir faul yaptiginda
onu hos gorebiliriz. Oysa bizim oyuncumuza karsi yapilan ayni faul
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cok cirkin, haince ve insanlik disidir. Bu nedenle zaman zaman ken-
di icimizde sagmalar bunun farkinda olmayiz. Yillar once Turk bok-
soru Cemal Kamaci'nin (sanirrm Avrupa sampiyonlugu icin) yaptigi
karsilasmay! radyodan dinlemistim. Spiker heyecanla “Vur Kama-
cl... Daha vur... Kan istiyoruz kan!..” diye bagiriyordu. Dinlerken tuy-
lerim diken diken olmustu. Hala ani olarak bellegimde kaldigina go-
re, gercekten gok etkilenmisim demek ki. Bana gore, spiker sagma-
liyordu. Ama sanirim spikerin duygularini paylasan birgok insan da
vardi. Belki spiker bile ertesi giin davranisini, haykirisini sagma bul-

mustur. Politikada da sagmalama ornekleri goktur. Hatta is yasamin-
da da.

Ama metamatik sosyal yasamin disinda bir disiplindir. Matema-
tik sagmalamalarinda hemen farkina varir, nedenlerini arar bulur ve
sonra gulumseriz. Cunku yaptigimiz hata kimsenin burnunu kanat-
maz. En ¢ok “Ah, esek kafam!..” dersiniz. Yukardaki hatalar da en
cok yapilan hatalardir. Bazen degisken ifadenin karekokunu alirken
mutlak degeri unuturuz. Bazen bir denklem veya esitsizlikte hatall
sadelestirme yapariz. Geometri sagmalamalarinda da en ¢ok yapi-
lan hata gizim hatasidir. Ornekleri inceleyerek bu hatalari gormeye
calisiniz. Matematikte objektif olmak, gunluk yasama gore daha ola-
nakhdir. Cunku matematikte kesinlik vardir. Gunluk yasam deney ve
gbzleme dayanir. lyi bir gézlemci olmak ise oldukca zor. Keske ya-
samda Nesimi'nin, “Gah ¢gikarim gokyuzune seyrederim alemi. Gah
Inerim yeryuzune seyreder alem beni” dizelerindeki gibi iyi bir goz-
lemci olabilseydik.

Bizi sasirtan her zaman sa¢gmaliklar degildir. Daha once birgok
ornegini verdigimiz gibi ilging sonuglar da ¢gok sasirticidir. Son iki or-
nek daha verelim.
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Uygun Stratejiler Her Zaman Vardir

Basligin iddiali oldugunu biliyorum. Ancak hedef iddiali degilse,
gercekleri aramak bulmak kolay degildir. Soyle bir soruyu ele alalim.

Ucgen bigimindeki bir bilardo masasinda, bir kenardan
falso vermeden atilan bilardo topu diger iki kenara carpa-
rak, ilk atildigi noktaya donmektedir.

Kenarlar uzerinde bu kosullari saglayan u¢ noktayi ve
ucgeni bulunuz.

Bir bilardo oyuncusu genellikle ince geometrik hesaplar yaparak
oyun oynamaz. Ama hareket kazandirdig! topun hangi yonde hangi
aclyla yol alacagini sezer.

Biz yardimci olalim. Once masanin kenarina ¢arpan bilardo to-
punun hareketini ele alalim.

d dogrusu masanin bir kenari olsun.

d
, B noktasinda hareket kazandirilan top,
o
f A noktasinda d dogrusuna c¢arpar ve
y +D . [AD dikmesiyle esit agi yaparak [AC

dogrultusunda yol alir.

Bu arada bilardo topunun BA ve AC dogrultulari igin dogruyla
yaptigi acgilar (8) da esittir. Bilardo topunun hareketini bu sekilde
saptadiktan sonra ucgen bigimindeki bilardo masasina gegebiliriz.
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B F C

ABC bicimindeki masada topun atis noktasi D olsun AC'ye dik
olmayan |DE), [KE| dikmesiyle esit agi yapip EF yolunu alacaktrr.

F noktasina EF yoluyla gelen bilardo topu F'den BC'ye ¢ikilan
dikmeyle esit agi yaparak, basladigi D noktasina ulasacaktir. Oyley-
se D, E ve F noktalannin her biri onemlidir ve uygun segcilmelidir.

Bu durumda:

1) ABC dar acil uggendir. (Nedenini dusununuz.)

2) P noktasi DEF uggeninde i¢ acgiortaylarin kesisim noktasidir.
(DEF uggeninin i¢c teget gemberinin merkezidir.)

3) [EP], [FP]), [DP] dikmelerinin kesisim noktasi, ABC ug¢geninin
diklik merkezidir. (Yuksekliklerin kesisim noktasi.)

Yukaridaki ilk iki yargi kolayca gorebilecegimiz sonuglardir.

Uclincu yargi ise iddiadir. incelememiz, bizi “DEF lggeni ABC
uggeninin dikme ayaklarinin olugturdugu uggendir® sonucuna gotur-
mez.

Oyleyse kanitlamaya gereksinim vardir.
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-a
----------

lddiamizi kanitlamak igin, AF, BE, CD dikliklerini gizip P diklik
merkezini bulmamiz ve EB dikmesinin DEF acisinin acgiortayi oldu-
gunu gostermemiz yeterlidir.

1. APD ile CPF dik uggenlerinde,
m(BAF) = m(BCD) = a’dr.
(P noktasindaki ters acgilarin bu uggenlere ait ve esit oldugunu
gorunuz.)
2. [BC] capl cember B, C, E, D noktalarindan geger ve
m(BED) = m(BED) = o'drr.

(Ayni yayl goren gember acilar esittir.)

3. [AB] capl gember A, B, F, E noktalarindan geger ve
m(BAF) = m(FEB) = a’dr.
(Ayni yay! goren ¢gember agcilar esittir.)

Sonug olarak EB nin DEF acisinin agiortayl oldugunu gosterdik.
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Ayni sekilde FA ile DC'nin de DEF uggeninin agiortaylari oldu-
gunu gorebiliriz.

A Bu da bize aranan noktalarin ABC ug-

E geninde dikme ayaklan olan D, E, F

Dl noktalari oldugunu gosterir. Yani D dik-
q me ayagl noktasindan atilan bilardo to-

\ pu E dikme aya@i noktasina yonlendiri-

B~ F C lirse kaginilmaz olarak F’ye ve oradan

da basladigi D noktasina doner.

Hatta yeterince itme kuvveti varsa bu donus biteviye devam
eder.

Dikme ayaklarinin aranan kosullari saglayan noktalar oldugunu
kanitladik. Ayrica bu kosullari tasiyan DEF uggeninin tek uggen ol-
dugunu soylemistik. Teklik kanitini simdilik bir yana birakalim.

Bu kosullara uygun en az bir uggeni bulmanin keyfini ¢ikaralim.
Ardinda da eskenar uggenle gevrel gemberinin ilging bir iligkisini ak-
taralim.

Elbette kanitlayarak.

A

Cevrel cemberi gizilen ABC es-
kenar ucggeninde, D c¢ember
uzerinde bir nokta olmak uzere,
D'nin A'ya olan uzakligi, B ve
C'ye olan uzakliklari toplamina
esittir.

(Cemberde uzunluklarla ilgili sorularin neredeyse tamamina yaki-
ni1 benzerlikle ilgilidir. Cevre acilarin esitliginden dolayI benzer ug-
genler vardrr. Yukardaki teoremi bu bakis acisiyla ele alalim.
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Sekilde eskenar uggenin acilarini ve ayni yayl goren gember
acilari gosterdik. a, 0 ve 60°lik acilari tasiyan tggenlerden benzer-
likler yazilabilecegqi agikga gorulur.

AKC ile ADC uggenlerinin benzerliginden;

a IKC| |AK]|
= —— = —— vyazllir.
|AD)| Y a

a  |KB| |AK]

AKB ile ABD uggenlerinin benzerliginden |

yazilir. AD X .
a a KB KC
Her iki orantida orani oldugundan, = KBl = KCI
|AD |AD| X y
ve oranti ozelliginden = |KB| + |KC| ,
|AD| X+y
a a
|IKB| + |KC| = |BC| = a oldugundan = 'den
|JAD|  x+y

JAD| = x + y sonucu bulunur.
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Ben Matematikc¢i Degilim

Son yaptigim kanit, bazi okuyanlar igin gok anlamh gelmemis
olabilir. Hatta daha once paylastigim birgok sey ve belki de yazdik-
larnmin hepsi. Ama gerek son yazdigim Ptolemeus teoreminin ozel
hali olan esitlik, gerekse daha once yazdiklarim ve yazmadiklarim
bana hep heyecan vermistir. Hele bunlari ogrencilerimle paylasmak,
birlikte gikarimlarda bulunmak, tenefuste elinde kagitla kosarak ya-
nima gelip “Hocam ben teorem buldum” diyen ogrencimin coskusu-
na ortak olmak...

Ogretmenlige ilkokul 6gretmenligiyle basladim. Okula yeni bas-
layan minicik cocuklarin ilk anlarin saskinliginin ardindan ogrenme-
ye baslamasi, ogrendikge ogrenme isteginin artmasi, gigek olmasi,
bocek olmasi ve her turlu yaramazlhgi, simarikligi, maskaraligi beni
ogretmen yapti. Ogretmenligin ¢ikarsiz, sinirsiz paylasim oldugunu
ogrendim. Yasamin tutkulu bir paylasim oldugunu ogrendim. Payla-
simin yureklere ates oldugunu.

Matematik ogrenimi alip matematik ogretmenligine baslamam
ise icimdeki “gercedi arama” duygusunu daha da gelistirdi. Ogrettik-
ce 6grenmeye, 6grendikce 6grenmeye gerek duydum. Ogrenmenin
sinirsiz oldugunu ogrendim.

Zamanin birinde “Bilgin Amca” diye anilan herkesin akil danisti-
g! cok yash bir filozof varmis. Bir gun komsusunun 5 yasindaki kizi
kapisini galmis. “Bilgin Amca, annem sobayi yakacak koz istedi” de-
mis. Bilgin, bir ocakta yanan atese bir de kuguk kiza bakmis ve “Ta-
mam kizim, kozu vereyim ama kurek veya masa gibi bir sey getir-
memissin, nasil gotureceksin?” demis. Kuguk kiz hemen ocaga ko-
sup, ocagin kenarinda duran sogquk kulden bir avu¢ almis. Bilgin'e
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“Bu kulun ustune koy, ben gotururum” demis.

Matematikgi degilim diye basladim. Iste yukarida agiklamaya ca-
listigim nedenlerle matematik¢i degilim diyorum. Matematikgi mate-
matik yapar. Matematikgi icin yeni seyler bulma tutkusu sinirsizdir...
Matematik ogretmeninin tutkusu ise, ogretme yontemlerini gelistir-
mek ve bildiklerini paylasmaktir. Matematikgi ile matematik ogret-
meninin farki saninm bu. Bu fark nedeniyle sansli oldugumu dusu-
nuyorum.
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Cemal Yildirnm

BILIMIN ONCULERI

Ugrastig1 geometri problemi canina mal olan Arsimet...
Dunya’y1 evrenin merkezi olmaktan cikaran Kopernik...
Evreni ve dogayr matematiksellestiren Galilei...

Dogay1 aciklayan yasalanyla yepyeni bir fizik kuran Newton...
Simyay1 kimyaya donusturen Lavoisier...

Evrim kuraminin babasi Darwin...

Kesf ettigi radyumun kurbam olan Marie Curie...

Madde ile enerji arasindaki bagi cozen Einstein...

Atom modelinde devrim yaratan Heisenberg...

Ve bilimi yaratan daha nice oncu bilim insani, yasamoykuleri ve bilime
kattiklariyla birbirlerine eklenerek, bu ozneleriyle anlatilan bilim tarihi
kitabim olusturdular...

Cemal Yildirim

EVRIM KURAMI
BAGNAZLIK

Simdi “yaratiliscilik’ diye bilinen bu akim, son 30 yil

icinde kiicimsenemeyecek bir giic kazanmistir. Ozel-

likle ABD’de yogun etkinlik gosteren yaratilisciligin

ulkemize sicramis olmasi bizi sasirtmamabidir.

Turkiye’de son yillarda kimi yabanci guclerin parasal
desteginde militan canlilbik gosteren dinsel bagnazlik bizim icin yeni bir
olay degildir. Uziici olan, ilk asamada laik egitimi, daha sonra timiyle
cagdaslasma cabamizi cokertmeye yonelik bu hareketin, okul program-
larin1 resmi kanaldan etkisi altina almis olmasidir.

Elinizdeki kitap evrim dusuncesine, dolayisiyla bilime yoneltilen saldinnin
ic yuzunu ortaya cikarmak, evrim kuraminin bilimsel niteligini belirtmek
icin yazilmistir. Saldinnmin din goruntusu altinda totaliter

ideolojik karakterini tamimak zorundayiz. Hedef ozgur dusunceyi

yok etmek, teolojinin Ortacag egemenligini kurmaktir.
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Hasan Aydin
POSTMODERN CAGDA

ISLAM ve BILIM

Hasan Aydin bu calismasinda, neoliberal dunyanin bicimlendirdigi post-
Islamcilig1 gozler onune seriyor.

Postmodernizmden beslenen “post-Islamciligin” yerli ve yabanci bircok
temsilcisi bulunmaktadir. Post-Islamcilarin bilginin, degerlerin ve
egitimin Islamilestirilmesi projesi, Nakib el-Attas, Fariki, Seyyid Huseyin
Nasr, Kirmani, Fazlur Rahman gibi dusunurler tarafindan gelistirilmistir.
Tirkiye’den Yasar Nuri Oztirk, Suleyman Ates, Hiseyin Atay gibi
dusunurler bu projeye destek cikmaktadir. Bu dusunurlerin kimisi, bilim-
sel kesif ve buluslar Kuran ayetlerinde ararken, kimisi de toplum ve
doganin Kuran’in verileri 1s181nda okunabilecegini savlamaktadir. Boylece
insanlanmizi, insam, toplumu ve evreni arastirma yerine, kutsal kita-
plara yonlendirmektedirler.

Iste, Hasan Aydin Postmodern Cagda Islam ve Bilim adl bu kitabinda,
postmodernizmin bilim felsefesindeki yansimalarim gozler onune ser-
erken, modern bilime yonelik elestiriler baglaminda din-bilim iliskisini
irdeliyor ve islam dinyasinda, ozellikle de Turkiye’de postmodernizmin
Islam’in algilams1 Uzerindeki etkisini, post- Islamcilarin gorusleri
temelinde, analitik acidan elestiri suzgecinden geciriyor...
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Bilim insanlan, fosil sergileri ve
Yarahhs Atlaslon’ndaki iddialar yomthyor

HARUN YAHYA SAFSATASI
“*EVRIM GERCEGI

Bu kitap bilimin safsataya yamtidir: Kuresel gericiligin merkezi ABD’de
uretilen ve ulkemizde Harun Yahya imzasiyla fosil sergileri ve Yaratilis
Atlaslarr’nda bire bir tekrarlanan yaratihisci iddialar, dunyanin ve ulkemizin
degerli bilim insanlan tarafindan teker teker yamtlamyor.

Canlilar milyonlarca yildir degismiyor mu? Fosiller canlilann milyonlarca
yildir degismedigini mi gosteriyor? Turler arasi gecis bicimleri yok mu? Yeni
bir turun evrimi gozlenmedi mi? Genetik arastirmalar evrim kuramini
curutuyor mu? Hicrenin nasil olustugu evrim kuram ile aciklanamiyor mu?
Mutasyonlar hep zararlt midir? Goz evrim gecirmedi mi? Karmasik yapilarin
evrimle olusmas: olanaksiz Mm? At evrim gecirmedi mi? Termodinamigin ikinci
yasasi evrim kuramiyla celisiyor mu? Tas Devri hi¢c yasanmadi mi? Tektannlh
din, tarihin ilk gununden beri var miydi? Nuh’un gemisi buharli gemi miydi?..
Misirhilar elektrik mi kullamyordu?.. Darwin, 1rk¢i ve Turk dusmam miydi?..

Bilimsel olarak hicbir gecerliligi olmayan, ama politik baglami nedeniyle
etkinlik alan1 kazanan saf sata niteligindeki bu iddialar karsisinda, Dr. Erdal
Atabek, Prof. Dr. Berna Alpagut, Dr. Kenan Ates, Dr. Andrew Berry, Prof. Dr.
Jerry Coyne, Prof. Dr. Betul Cotuksoken, Prof. Dr. Richard Dawkins, Prof. Dr.
Ali Demirsoy, Prof. Dr. Haluk Ertan, Prof. Dr. Sevil Gulcur, Cevirmen Feryal
Halatci, Bilim ve Gelecek Dergisi Yayin Yonetmeni Ender Helvacioglu, Doc.
Dr. Osman Gurel, Prof. Dr. Steve Jones, Prof. Dr. Aykut Kence, Prof. Dr.
Yaman Ors, Dr. Sibel Ozbudun, Doc. Dr. Ergi Deniz Ozsoy, Prof. Dr. Rennan
Pekinlu, Prof. Dr. Sevket Ruacan, Prof. Dr. Mehmet Sakinc, Doc. Dr. Alaeddin
Senel, Prof. Dr. A. M. Celal Sengor, Prof. Dr. Aslthan Tolun, Prof. Dr. Cemal
Yildinm ve daha pek cok bilim insani sonsozu soyluyortar: Evrim kurami
olmadan bilim olmaz!






Ahmet Dogan
MATEMATIK “YARAMAZ DIR

Akil Yarutme, Mantik ve Matematik

“Matematik ne ise yarar?”

Bu kitabin yazarinin en ¢ok sinirlendigi soru bu. Ama matematik
ogretmeni olarak en fazla karsilastigi soru da, ayni zamanda. Peki
kusur, yuzlerce formulle karsi karsiya kalip bunalan 6grenci de mi?
Matematik bilgisinin ve yonteminin kendisine acacag: ufuklari
kavrayamayan (ya da yasayamayan) 6grencilerin, ister istemez bu
formdaller yigininin gelecekte ne islerine yarayacagini sorgulamast
dogal degil mi? O halde bitiin “mesele”, matematigin nasil 6greti-
leceqi, sevdirilecegi ve nasil korkulur olmaktan cikarilacaginda...

Ahmet Dogan, bu “meseleyi’, 40 yillik 6gretmenlik yasami boyun-
ca kendisine dert edenlerden. Bu kitabi Giretmesinin nedeni de
bu: Matematigi “6cu” olmaktan cikarmak. Akil ylritmenin giizel-
ligi, estetigi, keyfi ile insanlari tanistirmak. Bu nedenle, matematik
ogretimi alanindaki deneyimlerini 6rneklerle bezeyerek sayfalara
aktardigi bu kitabinin bashiginda da, en sik maruz kaldigi soruya
yanit veriyor. Her iki anlamiyla da:

“Matematik ‘yaramaz'dir!”

ISBN 978-605-5888-01-
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= Cilim ve Gelecek Kitapligi —
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