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Temel Denklemler

Schrédinger denklemi:
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Zamandan Bagimsiz Schrédinger denklemi:
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Hamiltonyen operatorii;
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Momentum operatorii:
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Beklenen degerin zamanla degigimi;
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Genellestirilmig belirsizlik ilkesi:
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Heisenberg belirsizlik ilkest:

oxap = H/2

Kanonik komiitator:
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Acgisal momentum:
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Pauli matrisleri:

Temel Sabitler

Planck sabiti: o= 105457 x'1073* Js
Tsik hiz: ¢ = 299792 x 10% m/s
Elektron kiitlesi: me = 9.10938 x 1073 kg
Proton kiitlesi: o omp = 167262 x 1077 kg
Proton yiiki: e = 160218x 10717 C
Elektron yiikii: —e = —1.60218 x 10717 C

Uzayin elektrisel gegirgenligi: e = 8.85419x10712C%/Im
Boltzmann sabiti: kg = 1.38065x 1072 I/K

Hidrojen Atomu

e?

Ince yap: sabiti: % = Ireohe = 1/137.036
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Bohr yaricap: a = o amee 5.29177 x 107" m
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Bohr enerjileri: E, = T ame)iin @ (n=123,...)
A2 o2mec?
Baglanma enerjisi: —-E = I = 28 = 13.6057 eV
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Rydberg sabiti: . R = = 1.09737 x 107 /m
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ON SOZ

Kuantum teorisi: Newton mekanigi, Maxwell elektrodinamigi ve Einstein’nin
relativite teorisinden farkli olarak tek bir kisi tarafindan olugturulmamig ya da son gekli~
ne getirilmemistir. Bu teori giinimiizde de canlandmer ve sarsici gengliginin izlerini ta-
simaktadir. Kuantum teorisinin temel ilkelerinin ne oldugu, nasil ogretilmesi gerektigi
va da gergekte “anlamimin™ ne oldugu konusunda ortal bir gérits yoktur. Her usta fizikgi
kuantum mekanigi yapabilir, ancak ne yaptigumiz hakkinda kendi kendimize anlattigi-
miz hikéyeler, Scheherazade nin masallan kadar gesitli ve hemen hemen inanilmazdir,
Niels Bohr, “Kuantum fizigi kafamzi kanstirmiyoersa onu gercekien anlamamgsiuzdr”
demistir, Richard Feynman da, “Hig kimsenin kuantum mekanigini anlamadigms séyle-
yebilirim” demistir.

Bu kitabin amact kuantum mekaniginin nasil yapilacagini dgretmektir. 1. Bolitm’de
gerekli olan bir genel tekrar diginda, daha derin, sozde filozofik sorular sona saklanmig-
tir, Herhangi bir kiginin kuantum mekaniginin ne yaptigi hakkinda saglam bir anlayisa
sahip oluncaya kadar, kuantum mekaniginin ne anlama geldigini akillica tartisabilece-
gine inanmiyorum. Ama kesinlikle bekleyemem diyorsamz, kuskusuz, 1. Bojim’iin ar-
dindan sonsézil okuyabilirsiniz.

Kuantum teorisi, kavramsal olarak zengin olmakla birlikte teknik olarak zordur ve
birgok ders kitabindaki yapay dmekler de dahil olmalk @izere kesin coziimler sayiidr,
Bu yiizden, daha gergekgi problemlere girismek igin dzel vontemler gelistirmek gerekli-
dir. '

{ste bu nedenle, elinizdeki kitap iki kisma bolimmiistir;' 1. Kisim temel teoriyi kap-
samakta, 11, Kisim tamamlayici uygulamalarla birlikte yaklagim planlarnin cephaneli-
gini bir araya getirmektedir. Bu iki kismin mantiksal olarak birbirinden ayrilmas: tnem-
1i olmakla birlikte konular: sunuldulkiar sirayla galigma zorunlulugu yolctur.

Ornegin, baz1 dpretim Uyeleri zamandan bagimsiz tedirgeme teorisini 2. Bollim’in
hemen ardindan anlatmak isteyebilir.

' By yaptlanmada David Park’m klasik kitabi, Introduction to Quantum Theory, 3rd ed. , Me Graw-
Hill, New York (1992) den esinlenildt,
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vili On Soz

Bu kitap, iigtincii sumif grencileri igin bir yariyilhk ya da dérdiineii sinef Gfrencileri
igin bir yillik ders teerigini kapsayacalk sekilde tasarlanmistir. Bir yariyillik ders esas
olarak 1. Kism iizerinde yoguniagmalidir; bir yillik ders igin 1. Kismin Otesinde biititn-
leyici konulara da yer veriimelidir. Okuyucu ek kisimda ozetlendigi kadariyla lineer

diinya hakkinda tamamiyla yeni, radikal bir tarzda sezgilere aykar dissiince tarz olarak
adlandirabilecegimiz, klasik fikirlerden keskin ve devrimci sapmalart temsil stmektedir.
Zaten onu ¢ekici kilan da aslinda bu sapmalardir,

[k bakista kitap, igindeki son derece zor matematigiyle sizi dilstindiirebilir, Kitapta,
Legendre, Hermite ve Laguerre polinomtar, kiresel harmonikler, Bessel, Neumann ve

zorunda hissederse bu da son derece oyalaytel ve sikicr ofabilir. Kendi dilstncem 6gren-
cilere kiirekleri uzatip, “Kazmaya baslaymn” demek. i1k basta elleri su toplayabilir, ama
héld bunun 6grenmek icin en verimii ve heyecan verici yol olduguny dilstinityorum).
Oyle ya da boyle, bu kitapta derin matematik olmadigini garanti ediyorum. Size tanidik
gelmeyen bir seyle kargilagirsaniz ya da agiklamalarnm vyeterli olmazsa kuskusuz bagka-
Sina sorabilir ya da arastirabilirsiniz, Matematiksel yontemler iizerine cok sayida iyi ki-
tap meveut. Ozellikle, Mary Boas, Mathematical Methods in the Physical Sciences, 2nd
ed., Wiley, New York (1983) ve George Arfken and Hans-Jurgen Weber, Mathematical
Methods for Physicist, 5th ed., Academic Press, Orlando (2000) kitaplarin tavsiye ede-

Bazi okurlar, kitapta ahgilimigtan daha az ¢ozumld drmek oldugunu ve bircok Snemli
konunun problemlere birakildigm fark etmistir, Bu bir rastiant; degildir. Kendi bagimiza
¢ok fazla alistirma yapmadan lcuantum mekanigini ogrenebileceinizi sanmiyorum. Of-
retim ityeleri, kuskusuz, simifta zaman buldukea ¢ok sayida problem ¢dzmeli, ama Of-
rencileri, kuantum mekaniginin herhangi bir Kisinin dogal énsezileri hakkinda bir ders

olmadig konusunda uyarmahidir. Burada yeni bir kas kiimesini gelistiriyorsunuz ve by
da kolay degil.

Problemlerin zorluk ve snem dizeyini gostermek igin degisik sayida yildizlar kulla-
narak bir “Michelin Kilavuzr” sunma fikrini Mark Semon vermistir. Bu giizel bir fikir

On 8oz X

gibi goriindii (Tipks bir lokantanin kalitesi gibi, bir problemin énemi bir‘d_erecaye kadar
bir tat meselesi gibi diiginiilebilir); ben de asagidaki siniflandirma cetvelini kultandim:

* her okurun gahigmasi gereken esas problem
**  biraz daha zor ya da ikincil snemdeki problem
*** bir saatten fazla zaman alan, agir derecede zor problem

(Eger problemde hig yildiz yoksa bu ayakiisti yen_nek dvem_ek.ti.r: Aq;_sal'nz tamanm, ise
yarar ama besleyici degildir.) Tek yildizhi problemlerin Gogu ilgili kesimin sonund.'.cli fig
yildizli problemler de béliim sonunda yer almaktadir. Céziim kilavuzu (valnrzea ogre-
tim fiyeleri i¢in} yayimcidan temin edilebilir.

fkinei basimi hazirlarken, miimkiin olabildigince ik basinun dziinii korumaya calis-
tim. Toplu degisiklik yalnizea, ¢ok uzun ve oyalayici olan 3.' l_B'dll‘im’de .ya}aui}mlstlr. Bu
bolim tamamiyla yeniden yazildi, Bu diizeyde ¢ofu O'grencm.u? Zilten.blldlg"l sonlu bo-
yutlu vektor uzaylart konusu Ek kismina birakilmustir, 2. B_bl'um e birkag 6mek ekle-
dim, harmonik salnici i¢in kaldirma ve indirme operatérlerinin kulfammi zor oia.n ta-
mmlarini diizenledim. Daha sonraki bélimlerde, miimkim Qidlugunca problemlerin ve
denklemlerin sayismi koruyarak becerebildigim birkag degislk_hk yvaptim. Konularin ele
almg tarzi yerlerine gore oldukea ditzgiindiir (6rnegin; 4. B(ilim.q’dcla acisal momenttgn}a
daha iyl bir giris, 10. Bolim’de adyabatik teoremin Flahalb‘amt ‘bu' kaniti ve 11, Bo-
lttim’de kismi dalga faz kaymalart iizerine yeni bir kesim gibi). Pigman olsam da, kaci-
nilmaz bir sekilde, ikinci basim birinciden biraz daha uzun oldu, ama daha agik ve anla-
stlabilir oldugunu umuyorum.

Orijinal metni okuyarak birinci basimdaki hatalar veya zaaﬂafl gt‘)stel"en, elinizdeki
sunugun geligimi i¢in yeni dneriler getiren ve ilging p_robh_emier saglayan f:)n"gok meslek-
tagimin yorum ve tavsivelerinden ¢ok yararlandim. Ozellikle, P.X. Aravind (Worcestehr
Polytech), Greg Benesh (Baylor), David Boness (Seatle),.Buat Brody (Bard)‘, Asd
Carter (Drew), Edward Chang (Massachusettes), Peter_Co]hngs (Swartmore), Rlcha_tr
Crandall (Reed), Jeff Dunham (Middlebury), Greg Elliot (Pluget Sound), John Eslsu:k
(Reed), Gregg Franklin (Cornegie Mellon), Henry Grenside {Duka), Pgul Haulms
{Dartmouth), J.R. Huddle (Donanma), Larry Hunter {Amherst), David Kap an
(Washington), Alex Kuzmich (Georgia Tech), Peter Leung (Portland State), Tony Liss
(Illinois), Jeffry Mallow (Chicago Loyola), Jz'zmes MC. Tavish (Lwerpo.ol.), James
Nearing (Miami), Johnny Powell (Reed), Krishna Re.l_]agopﬂ (MIT), Birian Raue
(Florida International), Robert Reynolds (Reed), Kath Riles (Michigan), Mark Semon
(Bates), Herschel Snodgrass (Lewis and Clark), John Taylor (Colorado), Stoqu
Theodorakis (Cyprus), A.S. Tremsin (Berkeley), D'an_ Velleman (Amhelrslt) Nicholas
Wheeler (Reed), Scott Willenbrock (Illinonis), William Woottt:rs. (Wllllams), Sam
Wurzel (Brown} ve Jens Zorn (Michigan)'a 6zellikle tesekkiir etmek istiyorum,



CEVIRENLERIN ON SOZU o
Kuantum Mekanigine

Giris

David J. Griffiths’in diger iki kitabi (“Introduction to Elementary Particles” ve
“Introduction to Electrodynamics™) gibi “Introduction to Quantum Mechanics” gerek
tilkemizde gerekse yurtdiginda birgok Universitede ders kitabi olarak lkullammaktadir.
Ulkemizdeki ¢ogu tniversitede egitim dili Tirkge olmasina ragmen az sayida Tirkge
kaynak kitap bulunmaktadir. Ogrencilerimiz igin kavramsal olarak anlagiimas zor olan
Kuantum Mekanigi dalinda David J. Griffiths’in artik klasik haline gelmis lisans sevi-
yesindeki kitabimin gevrisi ile bu alandaki ihtiyaci gidermeye ¢alistik, Bu gevirinin sa-
dece Fizik ve Fizik Mithendisligi 6grenciteri igin degil, diger mthendislik boliimlerinde
Kuantum Mekanigine ilgi duyan dgrenciler igin de iyi bir kaynak olugturacagini ve 68-
rencilere farkh bir bakis agisi kazandiracagini umuyoruz.

Kuskusuz bir ders kitabinin yararli olabilmesi igin sncelikle dili anlasilabilir olmali.
Ceviri sirasinda yazarn kendine has iislubunu bozmamak igin cok ugrastik. Diger bir
sorun da iki ayri kiginin ifadeleri arasindaki farklan gidermekti. Bu farklan mimkiin ol-
dupu kadar en aza indirmeye galigtik. Terimlerde elimizden geidigince Tiirkee kullan-
maya calistik. Sectigimiz Turkge kargiliklarin ¢ogu Tiirkge yazilmig Kuantum Mekanigi
kitaplarindaki terimlerle uyumludur. Ancak araya bir iki yeni terim de katigtirdik. Gerek
kullanilan terimlere gerekse ¢evirinin timime ait gorils ve onerilerinizi yaymevine ya da
bizlere iletirseniz bundan sonraki baskilarda bunlardan faydalanabiliriz.

1. ve 12. Bolumlerin gevirisindeki katkisindan dolayt A. Savas Arapogiu’na tesek-
kiir ederiz.

Kitabin tiim 6grencilere ve 6gretim tiyelerine yararh olmas: dilegi ile...

Haluk Ozbek
hozbek@itu.edu.tr
Sondan Durukanoglu Feyiz

sondan. feyiz@gmail.com




I. KISIM TEORI

1. BOLTM

DALGA FONKSIYONU

1.1 SCHRODINGER DENKLEMI

Belirli bir F(x, ) kuvvetinin etkisiyle x ekseni boyunca harekete zorlanms m kiitleli
bir paracik digiinelim (1.1 nolu sekil). Klasik mekanigin programi belirli bir
zamanda pargacigin konumu x(#)’yi belirlemektir. Bu konumu belirledikten sonra hiz
(v = dx/d), momentum (p = mv), kinetik enerji (T = (1/2)mv*y veya diger dinamik
degiskenleri hesaplayabiliriz. x(f)’yi nasil belirleriz? Newton’un ikineci yasast
F = ma’y1 uygulayarak (Korunumlu sistemler igin, yalmz bu tip sistemleri gdz oniine
alacagiz, aynca mikroskopik diizeyde de sadece bu tiir sistemler gozlenir ve kuvvet
bir potansiyel enerji fonksivonunun tiirevi olarak ifade edilebilit', F = -3¥/0x, Newton
yasast m d’x/df = —0¥/dx seklini alr). Uygun baslangi¢ kosullaryla (tipik olarak
t = (’daki fnz ve konum) bu vasa x(2)’yi belirler.

Kuantum mekanigi aym probleme oldukea farkly yaklasir. Bu durumda aradigimiz,

parcacigin dalga fonksiyonu olan W(x, f) dir ve bunu Schrodinger Denklemi’ni ¢8-
‘ zerek buluruz:

v n 3ty
o = — e 4 VW, 1.1
ey 2m 3x2 1]

! Manyetik kuyvetler istisna clup bu asamada gz onime almaya gerek yoktur, Tum kitap boyunca
hareketin relativistik olmadigint (v « ) kabul edecegiz.
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I. Béliim Dalga Fonksiyonu

m
Q — Fxt)

xif)

>y

SEKIL 1.1: Belirli bir kuvvetin etkisi altinda bir boyutia harekete zorlanmis bir “parc¢acik”.

Burada / —1’in karekdkil, # Planck sabitidir (aslmda orijing! sabit Aam 2m°ve
béliinmiis bali).

h= ko 1.054572 % 107 %] 5. [1.2)
2n
Schrédinger denklemi Newion’un ikinci yasasiyla ayni rolii oynamaktadwr. Verilen
uygun baglangi¢ kosuliariyla (Ornegin, W{x, 0)) Schrédinger denklemi, tipki klasik
mekanikte Newten yasasinin tirm zamanlar igin x(7)’yi belirledigi gibi, tim zamanlar
igin W(x, £)’vi belirler”,

1.2. ISTATISTIKSEL YORUM

“Dalga fonksiyonu” tam olarak nedir ve belirlendikten sonra ne ise yarar? Bundan
bagka, parcacik dogast geregi bir noktada verellesmigken dalga fonksivonu (adindan
anlagilacag: gibi) uzayda yayilmistir (vani belirli bir ¢ zamaninda x’in fonksiyonu). Bu
tiir bir nesne nasit olur da bir parcacigin duruimunu temsil eder? Yanit Born’un dalga

fonksiyonunun istatistiksel yorumunda yatar. Bu yoruma gire; |‘{-’(x, r)|1 par¢acifin ¢
anmda x noktasinda bulunma ofasi/rgm vermektedir. Ya da daha kesin olarak,’

fb|lli(x,t)|2 o [parcaczgfm { amnda a i!eb} 3

arasinda bulunma olasiiigi

Olasilik, ||* *nin grafiginin altnda kalan afandir. 1.2 nolu sekildeki dalga fonksivonu

igin, pargacigin |‘P|2 ‘nin bliyitk oldugu 4 noktasi civarinda bulunma olasifig "P]z nin
daha kii¢iik oldugu B noktast civarmda bulunma olasihiindan daha fazladir.

* Schrodinger denkleminin kakeninin ilk elden zarif bir vaniti igin Felix Bloch, Physics Today, Arahk
1976 makalesine bakiniz.

* Dalga fonksiyonunun kendisi kompleks clup, |\p f = Wy (¥, Ynin lkompleks eslenifi), tipk

olasilik gibi, reel ve pozitiftir.

1.2, Kesim: Istatistiksel Yorum 3

a b s B C X

SEKIL 1.2: Tipik bir dalga fonksiyonu. Gilgeli alan par¢aciin a ile b arasinda bulunma
clasthgim vermektedir. Parcacik biiyiik olasilikla A yalaninda, diisiik olasihkla B yakiminda
bulunacaktir.

Istatistiksel yorum kuantum mekanigine bir gesit belirsizlik katar: Teorinin pargacik
hakkinda sdyleyebilecegi herseyi {yani dalga fonksiyonunu) bilseniz bile, par¢acigm
kenumunu 6lgecek basit bir deneyin sonucunu kesin olarak tahmin edemezsiniz;
kuantum mekaniginin verebilecefl sey mimkin sonuglar hakkinda jstaristikse! bilgidir.
Bu tarz bir belirsizlik hem fizik¢iler hem de filozoflar icin derin bir rahatsizhk
noktasidir. Bu belirsizlik doganm bir gercegi mi voksa teorinin bir kusuru mudur?

Bir pargacigm konumunu oletiigiimizi ve € noktast® olarak buldugumuzu
varsayalim. Sory; Olgltimii yapmadan hemen édnce pargacik neredeydi? Bu sorunun akla
vatkin ¢ yant1 vardir ve bu yanitlar kuantum belirsizligini énemseyen baghca diisiince
ekollerini karalkterize ederler.

1. Gergekei (realist) tavir; Parcactk C mokrasindapdi. Einstein tarafindan da
savunulan bu yamit makul goriniiyor, Ote yandan, bu yanit dogru ise, kuantum
mekaniginin eksik bir teori olacagina dikkatinizi ¢ekmek isterim. Parcacik C
konumundady ancak kuantum mekanigi bize bunun béyle oldugunu séyleyemiyor.
Gergekei bakis agisina sahip bir kisive gore, belirsizlik doganin bir gercegi olmayip
bizim bilgisizligimizin bir yansimasidir. d’Espagnat’n dedigi gibi “parcacigin konumu
highir zaman belirsiz degildir, valnizca deneyei tarafindan bilinmemektedir™. O zaman
¥ hikayenin tamam: degildir ve pargacigin tam bir betimlemesini yapmak igin sakli
degisken adi verilen bazi ilave bilgilere ihtiyag vardir.

2. Ortodoks tavir: Gergekte pargacik hi¢hir yerde degildi. Pargacif tarafl tutmaya
(her ne kadar nasil ve nigin C noktasim secti diye sormaya cesarel edemesek de)
zotlayan oleme eylemidir, Jordan bu durumu “gozlemler yalnizea 6lgiilecek seyin
diizenini bozmakla kalmazlar onu siretirler de. ... Biz parcacifl kesin belirli bir konumda
bulunmaya zorlanz"® diyerek sade bir sekilde ifade etmistir. Kopenbag yorumu
olarak da adlandirilan bu bakis agis1 Bohr ve takipgileri tarafindan savanulmustur ve

* Siiphesiz highir olgiim aleti tam dogruluga sahip defnldir. Burada sdylemek istedigimiz deneysel
duyarlilik sinitlan iginde pargacim C civarida bulundugudur,

? Bernard d’Espagnat, “The Quantum Theory and Reality” (Scientific American, Nov. 1979, 165.sayfa),

¢ N. David Mermin’in ok gizel bir makalesinden alinmste. “Kimse bakmadiginda ay orada midir?”
(Physics Today, April 1985, 38, sayfa).
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fizikgiler arasinda yaygin olarak kabul goriir, Ote yandan, eger bu tavir dogruysa slgme
eyleminde olagan dist bir seyler olduguna ve yarim yiizyili askin bir tartismanm bunu
aydinlatmada ¢ok az yol katettigine dikkatinizi cekerim.

3. Bilinemezci (agnostik) tavir: Yamut vermeyi kabul etmez. Bu gortindiigit kadar da
aptalca degil. Haklr olup olmadigmiza bilmenin tek ve kesin yolu bir deney vapmak ise
(bu durumda “tlgiimden nce” artik sizin igin tnemsizdir) dlglimden dnce pargacigin
durumu hakkinda bir iddiada bulunmak ne kadar anlamhdir? Dogasi geregi test
edilemeyecek bir sey hakkinda telaglanmak kelimenin tam anlamiyla metafiziktir,
Pauli'nin dedifi gibi “bir kisi bagka birinin zihnine, haklunda kimsenin bir sey
bilemeyecegi herhangi bir seyin daima ayni durumda bulunup bulunmadigi problemi
konusunda kadim bir soru olan bir ignenin ucuna kag tane melek oturabilir sorusundan
daha fazla act vermemelidir’.” Bu, ¢ogu fizik¢iyi yillarca kararsiz brrakti; Size once
Ortodoks yanitt satmaya ¢ahsirlards, fakat kars;i durusunuzu devam ettirdiginizde,
bilinemezci yanita doéniip, konusmayt bitirirlerdi.

Oldukea yakm zamana kadar her ii¢ durusun (gergekgi, ortodoks ve bilinemezci) da
ategli savunuculari vardi. Ama 1964°de John Bell, parcacigin dlgtimden dnce kesin bir
konuma (her ne kadar bilinmese de) sahip olup olmamasimin gozlenebilir bir farkllik
yarattigmi gdstercrek fizikeileri saskinliza ugratti. Bell'in bu kesfi, bilinmezci yamt
gegerli bir segenek olmaktan gikararak 1. ya da 2. durugun dogru se¢im olup olmadigmi
deneysel bir soru olarak ortaya koydu. Bell’in arglimamnin degerini daha iyi
kavrayacagimz bir konuma geldiginizde, kitabin sonunda bu hikayeye tekrar donecegiz.
Simdilik, deneylerin Ortodoks yorumu siipheye yer birakmayacak sekilde dogruladigm
sdylemek veterlidir.® Bir pargacik, olgimden @nce, tipky kiigiik bir goldeki ufak
dalgaciklarda (cupmntilarda) oldugu gibi kesin bir konuma sahip degildir, Konumun
belirli bir sayisal deger almasini dayatan lgiim siirecinin kendisidir, ve boylece dalga
fonksiyonunca belirlenen bir istatistiksel agirliklanchrma simirlan icinde 8l¢iim sonunda
kesin bir sonug elde edilir.

Birinei 8lglimden hemen sonra ikinci bir 8lgiim yapsam ne olurdu? C degerini tekrar
m elde ederdim yoksa Slglimiin etkisi istemeye istemeye her seferinde tamamen yeni
bir defer mi verirdi? Herkes bu sorunun yanit: tizerinde hem fikirdir: Aymi parcacik
tizerinde yapilan ardisik 8lgimler aym sonucu vermelidir, Aslinda, bu olgu tekrarlanan
deneylerle dogrulanmasaydi, ilk seferinde pargacifin gergekten C’de bulundugunu
kanitlamak zor olacakti. Ortodoks yorum ikinci dlglimtin de kesinlikle C degerini

7 Mermin’den alinmisur (6. dipnot), 40, sayTa.

* Bu ciimle oldukga gugludur. Bir kismuni Sonsoz’de tartisacagrmiz birkag tane teorik ve deneysel
kagamak noktalar kaldi. Ozellikle David Bohm tarafindan gelistirilen gegerli yerel olmayan sakl degisken
teorileri ve burada verilen ¢ kategoriden hicbirine tam olarak uymayan ¢oklu diinyalar yorumlan gibi diger
formilasyonlar meveuttur. Ancak, bu asamada en azindan pedagojik olarak temiz ve uyumlu bir platform
benimseyip alternatifler hakkinda daha sonra endiselenmenin akilbica oldugunu dostiniiyorum.

1.3 Kesim: Olasithik 5

A | |2

SEKIL 1.3; Dalga fonksivonunun ¢okmesi: Par¢aciin C noktasinda bulundugunu gisteren

bir dlgiimden hemen sonraki |‘IJ|2 grafigi,

verecegini nastl agikiar? Acikgast ilk olglim dalga fonksivonunu C noktast etrafinda
keskin bir tepe yapacak tarzda (1.3 nolu sekil) degistirir. Dalga fonksiyonunun
8l¢timden hemen sonra C noktas: etrafinda bir tepe noktasma ¢oktiigiinil soyleriz. Bu
tepe noktas1 da Schrédinger denklemine uygun olarak zamanla yayilir, bu yiizden ikinci
dlgtim ¢ok cabuk yapilmalidir. O halde tamamuyla birbirinden farkli iki gesit fiziksel
siregten bahsedebiliriz: Dalga fonksiyonunun Schrédinger denklemi altinda yavasga
evrimlestigi “swradan” sirecler ve ¥'nin aniden ve siireksiz olarak depistigi (vani

coktigil) “sleiimler,

1.3 OLASILIK

1.3.1. Kesikli Degiskenler

Istatistiksel yorum yliziinden olasilik kuantum mekaniginde temel bir rol oynar. Bu
nedenle olasilik teorisinin kisa bir dzeti igin simdilik ana konudan biraz ayrilacagiz. Bir
terminoloji ve notasyon olugturmak bagli basina bir sorun olsa da bunu basit dreklerie
asacagiz,

Bir odada yaglart asagidaki gibi verilen 14 kigi oldupunu varsayalim.
14 vaginda bir kisi
15 vasinda bir kisi
16 yasinda ii¢ kisi

¥ Kuantum mekaniginde olgiimin roli o kadar kritik ve tuhafur ki neyin bir 8lgima olusturdugunu
merak edebilirsiniz. Bu, Bohi’un da iddia ettigi gibi mikroskopik (kuantal} bir sistemle makroskopik (klasik)
bir tlgiim aletinin etkilegmesi midir yoksa Heisenberg'in iddiasindaki givi sairekli bir “kayiim™ alnmasiyla m
karaktetize edilir ya da Winger’in tme sirdugi gibi kasith bir “gozlemcinin” miidzhalesini mi gerektirir?
Sensiz’de bu karmagik sirece domecegiz, simdilik basit bir géris agsiyla yetinelim: Olgme bir bilim
adamnin laboratuvarda cetvel, kronometre, Geiger sayact vb. aletlerle gerceklestirdii yeydir.
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22 yasinda iki kisi
24 yaginda iki kisi
25 yaginda bes kisi
Yag1/ olan kigi sayisum N(j) ile giisterirsek, o zaman N(17) sifir iken,
N(14)=1,

N(AS=1,
N (16) =3,
N(22)=2,
N(@24)y =2,
N{(@25) =3,

olur. Odadaki toplam kisi sayis:
o0
N=3) NG [1.4]
=0

dir (verilen 6rnekte N = 14). 1.4 nolu sekil verilerin bir histogramin) géstermektedir. Bu
dagihim igin sorulabilecek baz1 sorular sunlardir:

Soru 1. Bu gruptan rastgele tek bir se¢im yaptigimizda bu kisinin yagmm 15 olma
olasthiy nedir? Yame: 14°de 1. Clinkit 14 mimkiin segim olup yalnizea bir kisi istenilen
yagtadir. j yagimin elde edilme olasiligt P(j) ise, 0 zaman P(14) = 1/14, P(15) = 1/14,
P(16) = 3/14.vs. olur. Genel olarak bu olasilik

Pj) =

N
Y [1.5]

' H_ H ,

| —— i 1 1 A | i Ir
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 28 i

SEKIL 1.4: 1.3.1. Kesim’deki dagilim icin j yasmdaki kisi sayist NV(j)’yi gisteren histogram.

1.3. Kesim: Olasiik 7

seklindedir. 14 veya 15 yasimn elde edilme olasthgimn tek tek olasiliklarm foplam
olduguna dikkat ediniz {(bu durumda, 1/7). Ozeltikle, mim olasiiklarm toplam 1°dir ~
bazi yaglar elde ettiginizden eminsiniz:

O
ZP(]‘) =1 (1.6]
i=0

Soru 2. En olast yas nedir? Yami: 25, beg kigi bu yastadir, oysa bagka bir yasta en
gok tig kigi vardir. Genel olarak, en olasi j, Py yi maksimum yapan ; dir.

Soru 3. Medyan yas degeri nedir? Yamr 23, Cuinkil 7 kigi 23 den daha gene, 7 kisi
daha yaslidir. (Genel olarak, medyan daha biiyik bir sonug elde etme olasiligimm daha
kii¢lik bir sonug elde etme olasihZiyla ayni oldugu 7 degeridir)

Soru 4. Ortalama yas nedir? Yanur: .

(14)+(5)+3(16)+2(22) +2(24)+5(25) 294

= oot
14 _ 14

Genel olarak, /’nin ortalama degeri (( j) ile ghistereceiz) asagidaki gibt verilir:
. INGY s :
(= & N = )PP [1.7)
s

Hig kimsenin ortalama ya da medyan yasta olmak zorunda olmadigina dikkat ediniz —
bu drnekte 21 ya da 23 yaginda hi¢ kimse. yoktur. Kuantum mekaniginde genellikle
ilgilenilen biiytiklik ortalama olup beklenen deger olarak adlandirilir. Tek bir slgiim
yaptigmizda en bilyiik olasilikla elde edeceginiz sonucu (ashnda bu ortalama deger
olmayip en olasi degerdir) cagristrdigmdan bu yamitict bir terimdir — korkarim bu
konuda bagimiz biraz agrivacak.

Soru 5. Yaslarin karelerinin ortalamasi nedix? Yamit: 147 = 196, 1/14 olasilikla,
152 =225, 1/14 olasilikla, ya da 16° = 256, 3/14 olasilikla elde edilir. O zaman, ortalama
sOyle verilir;

EEDI L0} [1.8]
— .

Genel olarak, j’nin herhangi bir forksiyonunun ortalama degeri soyle verilir;

(FDY =Y FIDPG). [1.9]

=0
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N N(J}

. | 1] BEN

12 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 45 6 7 8 & 10 |

SEKIL 1.5: Ayni medyan, ortalama ve en olas1 degere ancak farkl standart sapmalara
sahip iki histogram,

(1.6, 1.7 ve 1.8 nolu denklemler, bu formiiliin 6zel durumlandir). Dikkat: Genel olarak
karelerin ortalamasi (%), ortalamanin karesine () egit degildir. Omegin odada vasglar 1
ve 3 olan iki bebek olsaydi, o zaman (/%) = 5, {;)* = 4 ofurdu.

1.5 nolu sekildeki iki histogram arasinda, ayni medyan, ortalama, en olas: deger ve

I ayni saylda elemana sahip olmalarma ragmen, gdze carpan bir fark vardir. Birinci

histogram ortalama deger etrafinda olduk¢a keskin iken ikincisi yayvan ve diizdiir

i (birincisi bir biiyiik sehir sinufindaki 6grencilerin vas profilini simgelerken, ikincisi

kirsal kesimdeki tek simifh bir okulu simgeltyor olabilir). Bir dagilimda ortalamaya gore
“yayllma” miktarnn sayisal bir dlgiisiine gereksinimimiz vardir. Bunun en asikar volu
tek tek her bir degerin ortalamadan ne kadar saptifim belirlemel,

Af = j—{j) [1.10]

ve Aj'nin ortalamasint hesaplamak olabilir. Stphesiz buradaki sonun, ortalamanin
dogas1 geregi A/ pozitif oldugu kadar negatif de olacagindan, sonucun sifir olmasidir.

=Y G—UNPGH =Y JPU) — () Y PU)

= () = () =0.
{({/)’nin sabit olduguna, drneklemin bir fiyesinden digerine ilerlerken degismedigine,
boylelikle toplamin digina ahnabilecegine dikkat ediniz). Bu rahatsizlik verici
problemden sakinmak igin Ajnin mutlak degerinin orlalamasmi hesaplamaya karar

verebilfirsiniz. Ancak mutiak degerler, tizerinde ¢alisilmak i¢in iyi degildirler. Bunun
yerine ortalama almadan &nce kare alarak isaret probleminin etrafindan dolasabiliriz;

= (A, ' [1.11]

1.3. Kesim: Olasiitk 9

Bu bitytiklik dagilimin varyans: olarak bilinir, ¢’nin kendisi (ortalamadan sapmanin
lkearesinin ortalamasimmn karekokii - yutkunalim!) standart sapma olarak adiandirilir ve
¢y etrafindaki yayilmanin aligilms olctisiidir,

Varyanslar lizerine ige yarar kiigiik bir teorem:

= ()% =Y _(A)? P(;)-Z(;w PP
xZu —2j{j} + (PG

= Y PP =20 Y JPMD AN P

= =20+ P = Uh =

Karekok alinarak, standart sapma

o =14 - (i [1.12]

olarak yazilabilir. Pratikte o’yt belirlemenin daha hizli yolu: {”) ve {;)* hesaplanir,
¢ikarthr ve lkarekdk almir. Swrasi gelmisken; daha once uyardifmiz gibi genel olarak
(M, () ne esit degildir. o pozitif oldugundan (1.11 nolu denklemdeki tanimndan
dolays) 1.12 nolu denklem

(G4 = ()2 {1.13]

oldugunu ifade eder ve bu ikisi yalnizea hig yayilmamig dagihmlar (tim elemankar ayni
degerde) durumunda yani o= 0 oldugu zaman esittir,

1.3.2 Siirekli Degiskenler

Buraya kadar valmzca kesik/i bir degiskenle ilgilendigimizi varsaydik. Yani degisken
yalmizea belirli yalihlmig degerleri atmaktadu (verilen ornekte, vaslar yil cinsinden
verildifinden ; tamsayr olmak zorundadir). Ancak sirekli dagilimlara kolaylikla
genelleme yapilabilir. Caddedeki rastgele bir kisiyi segtigimizde bu kisinin vagimn tam
olarak 16 vil, 4 saat, 27 dakika, 3.33 saniye olma olasihig sifirdir. Anlamli ofan, bu
kisinin yasmnm belirli bir aralikta, 6megin 16 ile 17 arasinda, olma olasiligidr. Eger
aralik yeteri kadar kisaysa, olasihk aralifin uzunluguyla orantilidir. Ornegin segilen
kiginin yagmm 16 ile 16 art1 2 giin arasmda olma olasilig1 bu kisinin yagim 16 ile 16
art1 1 giln arasinda olma olasthginm iki katidir. (16 y1l énce tam da o giinde sira digi bir
dogum patlamast olmadigm varsayiyoruz. Bu durumda kuralin uygulanamayacag
kadar uzun bir aralik se¢mis oluruz. Eger bu dogum patlamasi alti saat siirdityse giivenli
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tarafta kalmak icin arabklan saniye ya da daha kiigiik mertebede segeriz. Telknik olarak
sonsuz kiiciik araliklardan bahsediyoruz). Boylelikle

rastgele secilmis bir drnegin

degerininx ile x + dx arasinda ; = p(x)dx [1.14]

olmaolasilig:

dir. Orant1 garpam p(x) “x deferini elde etme olasthgr” olarak adlandintmakla birlikte
bu yarm yamalak bir ifadedir. Qlasthk yofunlugu daha iyi bir terimdir. x’in o ile &
sonlu araligmda olma olasilifi p(x)’in integrali olarak verilir:

b
Py = j plx)dx. [1.13]
o
Kesikli dagslimlar igin ¢ikardigimiz kurallar stirekli dagilunlara kolaylikia doniistiriilir.
+00
1:[ plxydx, [1.16]
—0oQ
+o0
{xy = [ xp(x)dx, [1.17]
D0
+o0
(fG)) =[ Fplx)dx, [1.18]
—O2
o? = ((Ax)?) = (=) — (% [1.19]

Ornek 1.1 Bir kayay1 4 yiksekligindeki bir ugurumdan digiirdiigtmiizii varsayalim.
Diisiis sirasinda rastgele araliklarda bir milyon tane anlik fotograf ¢ekelim. Her resimde
kayanmn diigtigii uzaklig dlgelim. Sorw; Tim bu uzakliklarm ortalamas: nedir? Kat
edilen uzakligin zaman orialamas: nedir?'®

Coziim: Kaya durgun halden hareketine baglar ve dliserken hizlamir; tepe noktasi
vakininda daha cok zaman gegirir ve bu yizden ortalama uzakhk %/2°den kigiilc
olmahdir. Hava direneini yok sayarsak, ¢ anindaki x uzakhig

[
x() = —gt
x(1) 58

ile wverilir. Hiz dx/dr = gt ve toplam ugug zamam 7 =.[2h/g dir. Kameranin df

" Bir istatistikci sonfu bir draeklemin (burada bir milyon) ortalamasiyla sirekli bir sroeklemin “dogru”
ortalamasi kanstrdigumizdan yalanacaktir, Bu bir deneyel igin ozellikle smeldemin biyliktugn kigikse
sakat bir problem olabilir. Ancak, burada 6rneklem ortalamasina muhtemelen iyi bir yaklastirma clan dogru
ortalamayla ilgilenmekteyiz.

1.3, Kesim: Olasiltk 11

S$EKIL 1.6: Ornek 1.1'deki olasilik yoguntugu: o(x) = 1/(2@).

_ar_allgm_da ¢akma olastlifl dt/T, boylelikle verilen bir fotografin karsilik olan dx araligl
igindeki bir uzakligr gdsterme olasilig ‘

di _ dx 3 1
T gtV2h 2nx

olur. Agikea 1.14 nolu denklem ile verilen olasilik yogunlugu

dx.

0=x=<h)

dir (siphesiz bu araltgin diginda olasilik yogunlugu sifirdir),
1.16 nolu denklemi kullanarak bu sonucu kontrol edebiliriz:

P Looamy
—dx = —— [ 2x =1
fo 2vhx 2Vh ( ) 0
Ortalama uzaklik (1.17 nolu denklem)
A h
1 1 /2 h
{(x) = f X——mdx = — (x3/2) = _,
0 2vhx 2R\ 3 o 3

olur ve beklendigi gibi #/2’den kiigiiktiir.

1.6 noiu sekil p(x)'in grafifini gostermektedir. p’nun integrali ofan olasiligin
kendisinin sonlu olmasma (aslinda 1 ya da 1°den kiigiik) ragmen, olasilik yoguniugunun
sonsuz olabilecegine dikkat ediniz.
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*Problem 1.1 1.3.1. kesimde verilen yas dagilimi icin
(@) {4 ve (/Y ni hesaplayimz. ‘

(b)Y Her bir j igin Aj’yi belirfeyiniz, standart sapmayi hesaplamak igin 1.11 notu
denklemi kullammz.

(¢) (a) ve (b} deki sonuglarimzi kullanarak, 1.12 nolu denklemi kontrol ediniz.

*Problem 1.2
(a) 1.1 nolu 6rnekte verilen dagilimmn standart sapmasini bulunuz.

(b) Rastgele segilmis bir fotografin ortalamadan bir standart sapma kadar daha
bityilk bir x uzakhgimn gosterme olasiigl nedir?

*Problem 1.3 Bir Gauss dagilum diisiinelim.
pix) = Ae M)

Burada, 4, a ve A pozitif reel sabitlerdir. (Gerekli integrallere bakabilirsiniz)
(a) A°y1 belirlemek igin 1.16 nolu denklemi kullaniniz.
(b) (x), (x*) ve o’y1 bulunuz.
(c) p(x)in grafigini ¢iziniz.

1.4 NORMLAMA

2, .
|‘P(x,r)| “vi pargacigm ¢ aninda x noktasinda bulunma olasilik yvogunfugu olarak ifade
eden dalga fonksiyonunun istatistiksel yorumuna (1.3 nolu denklem) dénelim. 1.16 nolu

denklemden hareketle, |‘{’|2’nin integrali 1 olmaldur {par¢acik herhangi bir yerde
olmak zorundadir).

o0 : ;
f |W(x, Hi%dx = 1. [1.20]
oo .

Bu kosul olmadan istatistiksel yorum anlamsizdir,

Lakip bu kosul sizi endigelendirmeli: ne de olsa, dalga fonksiyonu Schrédinger
denk_leml tarafindan belirlenir ve bu ikisinin tutarh olup olmadizm kontrel etmeden ¥
lizerine digaridan bir kosul koyamayiz. 1.1 nolu denkleme bakildiginda, ¥(x, ) bir

1.4, Kesim: Normlama 13

goziimse 4 herhangi bir (kompleks) sabit olmak tizere 4'¥(x, £)'nin de bir ¢éziim oldugu
gorilir. O zaman, yapmamiz gereken bu bilinmeyen carpant 1.20 nelu denklemi
saglayacak gekilde belirlemektir. Bu islem dalga fonksiyonunun normlanmas: olarak
adlandirilr. Schrddinger denkleminin bazi ¢oziimleri igin integral somsuzdur ve bu
durumda Aighir carpan integrali 1 yapmaz. Ayni durum agikér ¢oziim ¥ = 0 igin de
gecerlidir. Bu tir normlanamayan c¢ozimler parcaciklari temsil edemezler ve
dislanmalidirlar. Fiziksel olarak kabul edilebilir durumlar Schrédinger denkleminin
karesi integre edilebilir ¢oziimlerine karsilik gelirler."’

Ama bir dakika! Dalga fonksiyonunu ¢ = 0 zamaninda normladignmizi varsayalim,
Zaman ilerleyip ¥ evrimlesirken normlanmis kalacagini nasil bilebiliriz? (4, #nin bir
fonksiyonu olacagindan ve artik Schrédinger denkleminin bir ¢dziimii olmayacagindan
dalga fonksiyonunu tekrar tekrar normlayamazsimiz). Neyse ki, Schrodinger
denkleminin dalga fonksiyonunon normunu otomatik olarak korumak gibi ¢arpier bir
gzelligi var. Bu can alici 6zellik olmasaydi Schrodinger denklemi istatistiksel yorumla
uyusmazdl ve tiim teori gokerdi. -

Bu nokta énemli ve dikkatli bir kanit i¢gin duraklasak iyi olur. Oncelikle
+oG ) oo 3 .
|\I-f(x,r)|“dx=f EL\P(x,t)tzdx 1L.21]

dt J—co oo
dir. (integralin yalniz #nin fonksiyonu olduguna dikkat ediniz. Bu yiizden itk ifadede
tam tilrev (d/dr) kuflandik, ancak integrand hem x hem de #'nin fonksiyonu oldugundan

ikinci ifadede kismi tiirev (#2t) kultanildi). Carpim kuralindan

3 3 AV AV
5;\@!’3“:5;(111*\11}=w*3;+ . [1.22)
olur. Schrodinger denklemini kullanarak '
?—EZEE—EV\P [1.23]
ar 2max? K o
elde ederiz. Bu ve 1.23 nolu denklemin kompleks eslenigi
Fa— . bl ,
R Ly [1.24]

ar  2m ax®

yerlerine konursa

a 5 iR AR R 8 [ih EITR D
S (Ve - W ) = | [V — :
arl ! 2m ( ax2 ax? ) dx [Zm ( dx - dx ):I 11.25]

olur,

" Actkea, Exl——)(xn icin ¥(x, H, 1/ ‘x! ‘den daha mzh sifira gitmelidir. Siras1 gelmigken, normlama

A'min yalmizea modalini belirler ve fazi belirflenmemis kalir, Bununia birlikte daha sonra gorecegimiz gibi
fazin fiziksel anlam yoktur.
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1.21 nolu denklemdeki integral simdi agik olarak hesaplanabitir;

+o0 (L 0W 3T N[
= N (x, r)ﬂdx:‘—(w*i.—— ‘ w)l . [1.26]
dt Jo oo im dx ox o

Ancak x, () sonsuza giderken ‘F(x, /) sifira gitmelidir. Aksi takdirde dalga fonksivonu
normlanamaz'*. Bu durumda

. d + o 5
Ef W (x, 2 dx =0 [1.27]

olacaktir ve bdylece integral sabit olur (zamandan bagimsiz), ¥, r = 0’da normlanmigsa
gelecek thim zamanlar igin normlanmus kalacaktir.

1.5, Kesim: Momentum 15

(¢) x’in standart sapmasuu bulunuz. |‘1’|2 'nin grafigini x’in fonksivonu olarak

¢iziniz ve o 'nin x’deki “yayilmay1” temsil ettifinin ne anlama geldigini gérmek
icin ({x)+a) ile ({x)—o) noktalarm isaretleyiniz. Parcacigin bu aralifin diginda
bulunma olasihif1 ne kadardir?

1.5. MOMENTUM

Problem 1.4 1 = 0 aninda bir par¢acik

N
A—, 0=<x <un,
7
Wix. 0 = A(b—x), a<x < b,
(b—a) T
0, diger yerlerde,

ile verilen dalga fonksiyonuyla temsil edilimektedir. Burada 4, a ve b birer sabittir.
(a) ¥’y1 normlaymiz (4’yi a ve & cinsinden bulunuz).
{b) ¥(x, 0)"1x"in fonksiyonu olarak ciziniz.
{c) ¢ = 0 aninda parcacik en bilyiik olasililda nerede bulunur?

{d) Pargaciiin 'nin solunda bulunma olasilig nedir? Sonuglarimz & = a ve b = 24
limit durumlan igin kontrol ediniz,

{e) x’in beklenen degeri nedir?

* Problem £.5

W(x, f) = Aeﬂ‘me—jw

ile verilen dalga fonksiyonunu diwgiinelim. Burada A, A ve @ birer pozitif reel sabit
olmak iizere (2. Béltimde ne tiir bir potansiyelin (¥) boyle bir dalga fonksiyonunu
verecegini ghrecegiz),

(a) ¥'y1 normlaymiz

(b) x ve x*'nin beklenen degerlerini belirleyiniz.

"* 1yi bir matematikei size koti huylu karsit ornekler sunabilir, ancak fizikte bunlara pek rastlanmaz.
Bizim igin dalga fonksiyonu sonsuzda daima sifira gider.

¥ durumunda bulunan bir pargactk igin, x’in beklenen degeri

+00
(x) =/ x| Wix, ) dx. [1.28]

—00

dir. Gergekte bunun anlami nedir? Bunun, bir par¢acigm konumunu tekrar tekrar
dlgtligtiniizde, f )c|‘II|2 dx ’in bulacagimiz sonuglarin ortalamasi anlamma gelmedigini

vurgulayahim. Tersine, sonucu belirsiz olan ilk dl¢im dalga fonksiyonunun gergekte
elde edilen degerde konuglanan keskin bir tepeye ¢okmesine neden olacaktir ve eger
oldukga hizli olunursa ardindan gelen dlgiimler de aym sonucu verecektir. O zaman, (x)
tiim#é aym ¥ durumunda bulunan parcaciklar iizerinde gergeklestirilen 6lglimlerin
ortalamasidir. Bunun igin ya her bir dlgiimden sonra pargacigy baglangigtaki durumuna
dondirecek bir yol gelistirmelisiniz ya da her biri ayn1 ¥ durumunda olan pargacikdar
toplulugu hazirlayarak tiimiiniln konumlarmm dlemelisiniz. {x) bu dicim sonuglarinn
ortalamasidir (Bir rafin iizerine dizilmis ve her birinde ¥ durumunda bulunan bir
parcacik olan siseler diigiinelim. Her bir sisenin baginda elinde bir cetvelle bir yiiksek
lisans dFrencisi olsun ve bir sinyal verildiginde her biri kendi siselerindeki parcaciklarin

konumlarimi dlgsiinler. Sonra sonuclarin |‘~I—’|2 ile eslesecek sekilde bir histogramm

kuralim ve ortalamayi hesaplayalim. Bulunan sonug {x} ile uyumlu olmalidir. (Kuskusuz
sonlu bir érneklem kuilandigimizdan mitkemmel bir uyum bekleyemeyiz, ama ne kadar
¢ok sise kullamirsak o kadar yakin degerler elde ederiz). Kisaca, beklenen deger dzdeg
olarak hazirlanmiy bir sistemlier toplulugunda vapian dlgiimlerin ortalamast olup, tek
ve aynt sistem zerinde yapilan ardisik olgtimlerin ortalamas: degildir.

Simdi, zarman ilerledikge ¥'nin zaman bagimhlig yiiziinden (x) degisecektir ve bunun
ne kadar hizl degistigini bilmek isteyebiliriz. 1.25 ve 1.28 nolu denklemlerden hareketle

dix) [ 9 o _ﬁf D [ AW Aw
*fxatm di= fag (W' - =) dx [129)

dt dx dx

oldugu goritlebilir",

' Kargagadan uzak durmak igin integralin limitlerini yazmayacagiz.
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Kusmi integrasyon'® kullanilarak bu ifadeyi basitlestirmek miimkiindiir:

dix) _ _ih (\p oY 8ww) dx. [1.30]

dr 2m ax dx

{Burada cx/ck = | oldugunu kullandum, ayrica ¥, () sonsuzda sifira gittigi igin siur
terimini ditstirdiim). Ikinci terime tekrar kismi integrasyon uygulayarak

o
wlj—f\y*—dx [1.31]
i dx

Bu sonucu nastl kullanacafiz? x’in beklenen degerinin “hizindan” bahsettigimizi ve
bunun pargacigin hiziyla aym olmadigina dikkat ediniz. Su ana dek gordiiglimiiz higbir
sey par¢acigm hizin hesaplamamiza imkan vermemekte. Ashnda kuantum mekaniginde
hizin ne anlama geldigi de ¢ok agik degildir; dlgim oncesinde pargacik belirli bir
konuma sahip degilse, ivi tanimlanmig bir hiza da sahip olamaz. Akla uygun olarak
sorabilecegimiz tek sey belirli bir degeri elde etme olasiiigidir. 3. Bslimde verilen bir
¥ durumunda hiz igin olasthk vyofuntufunun nasil kurulacagim gorecegiz. Bu
asamadakl amacimz igin fuzin beklenen degerinin konumun beklenen degerinin zaman
tiirevine esit oldugunu kabul etmek yeterlidir:

sonucuna ulagiriz.

di{x)
= . 1,32
{v) b [1.32]
1.31 nolu denklem bize ¥’ den hareketie {(v)’nin nasit hesaplanacagini séyler.
Alisilmig olan aslinda, hiz yerine momentumla (p = mv) cahgmaktir:
dix aw
{p) = mw(ww) = Wih] (\I’* ) dx. [1.33]
dt ix
" Carpim kurahndan
d df
(*i"_;(.f ) f - '4' L
elde edilir ve buradan
B . b
j dé a’ = - Egdl’"!*fg P
« dx a

olur. integral isareti  aitindaki c;a:plmda garpanlvdan birindeki tirev islemini digerinin {izerine
vapistirabilirsiniz; bt durumda elinizde fazladan bir eksi isareti ve smur ferimi olur.

1.5 Kesim: Momentum 17

{x) ve (p) ifadelerini daha anlamh bir formda yazahm:

{x) = f W* (x) W dx, [1.34)

{im :f\lf* (}—7 9 )\de. [1.35]
| ax

Bu durumda, kuantum mekanifinde x operatdriiniin’’® konumu “temsil ettigini”,
(BN J{Fx) operatorimiin momentumu “temsil ettigini” soyleriz; beklenen degerleri
hesaplamak i¢in uygun-operatorii ¥ ile ¥ arasina “sandvi¢” yapar ve integre ederiz,

Bu olduk¢a zekice, peki ya diger btiytiklikler? Ashnda #im Ilasik dinamik
degiskenler konum ve momentum cinsinden ifade edilebilirler. Ornegin, kinetik enerji

1 p
T =—my? =
2 2m

ve agisal momentum
L=rxmv=rxp

dir (siiphesiz son yazilan bir boyuttaki harekette goriilmez). ((x,p) gibi herhangi bir
buytikligin beklenen degerini hesaplamak igin p yerine (B/)(5/dx) yazip operatorii ¥
ile ¥ arasina verlestirerek integre ederiz:

B
_(Q(x.p))=/ Q( lax)\bdx. [1.36]
Omegin, kinetik enerjinin beklenen degeri ‘
h? a2 ‘
(T = ~ fw‘ " dx (1.37)
2nt ax-

seklindedir.

1.36 nolu denklem, ¥ duramunda bulunan bir par¢acik icin herhangi bir dinamik
bityiikliigiin  beklenen deperini hesaplamanin  regetesidir ve 1.34 ve 1.35 nolu
denklemler bunun 6zel halleridir. Bu kesimde 1.36 nolu denklemin Born un istatistiksel
yorumu altinda akla uygun olmasin saglamaya calistm. Aslina bakilirsa Iklasik
mekanikle karsilagtirildiginda bu, hesap yapmak igin yeni, radikal bir yel gdstermekte;
3. Boliimde bu konuya tekrar donerek saglam teorik temelleri kurmadan &nce bu
formiliin kullanm: lizerine biraz pratik yapmak iyi otur, Bu esnada formiilit bir aksiyom
olarak ele almay: isterseniz, benim igin bir sakinca olugturmaz,

% “Operator” kendisini takip eden fonksiyon Uzerinde bir iglemi tammlar (iizerine etkidigi fonksivoan
baska bir fonksivona déniistirur — gevirmenin notu}. Konum operatdrii x ile garpma islemini, momentum
operatsrll x'e gore firev almayt ve sonucu — if ile garpma iglemini tammlar. Bu kitaptaki #im operatorler
tiirevier {d/df, d*/dr’, %/9xdy vs.), garpaniar (2, ; x” vs.) veya bunlarin kombinasyonlar: olacaktir.
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Problem 1.6 1.29 nolu denklemde kismi integrasyonu neden dogrudan ortadaki ifadeve
uygulayamazsimz? Jx/dt = 0 olduguna dikkat ederek, zaman tirevini x’in lizerine
cekiniz ve d{x)/dt = 0 sonucuna ulagimiz.

* Problem 1.7 d (p)/dr'yi hesaplayimz. Yanu:

dip) z(_a_v> [138]
dr ax

132 (ya da 1.33’un ilk kismi} ve 1.38 nolu denklemler, beklenen degerierin kiasik
yasalara uydugunun ifade den Ehrenfest teoreminin drelkieridir,

Problem 1.8 Potansiyel enerjiye J, gibi bir sabitin (*sabit” ile x ve ¢'den bagimsiz
oldugunu kastediyoruz) ekiendigini varsaymiz. Kiasik mekanikte bu hicbir seyi
degistirmez, peld va kuanfum mekaniginde? Dalga fonksiyonumn exp(—iV /%) seklinde
zamana bagimlt bir faz ¢arpani kazanacagmi gésteriniz. Bu dinamik bir degiskenin
beklenen degerini nasit etkileyecektir?

1.6 BELIRSIZLIK ILKESI

Cok uzun bir halatin bir ueundan tuttugunuzu ve yukar agag ritmik olarak sallayarak
1.7 nolu sekildeki gibi bir dalga firettiinizi varsayin. Bir kisi size “dalga tam olarak
nerededir?” diye sorarsa, onun biraz ¢atlak oldugunu diiiniirsiintiz. Dalga tam olarak
highir yerdedir ve olsa olsa sozgelimi 30 feetlik bir bdlgeye yayilmistr. Ote yandan, bu
kisi dalgaboyu ne kadardir diye sorarsa ona anlamli bir yanit verebilirsiniz. Yaklasik 6
feet. Tersine, halata ani bir hareket (dalga atmasi) verseydiniz, 1.8 nolu sekildeki gibi
halat tizerinde hareket eden oldukga dar bir atma elde ederdiniz. Bu durumda ilk soru
(dalga tam olarak nerededir?) makul, ikincisi (dalgaboyu ne kadardir?) anlamsiz
olacaktir. Hareket periyodik olmadifindan dalgaboyunu nasil tamimiayacaksiniz?
Kuskusuz dalganm oldukeca ivi yerellestigi ve dalgaboyunun oldukca iyi tamml oldugu
ara durumlar da betimleyebiiirsiniz ama burada kaginilmaz bir sekilde bir takas soz
konusu: dalganin konumu ne kadar belirliyse dalgaboyu o kadar belirsiz olur ve bunun
tersi de dogrudur'®. Fourier analizinde bir teorem tiim bunlari tam olarak vermekte,
ancak bu asamada yalnizca nitel bir tartigma yapiyoruz.

* Iste bu yuizden bir pikolo fiit ¢algicis: dogru perdeden galmak zorunda iken, kontrbas galgics) bahge
e]diveniyle bile ¢atabilir. Pilolo fliit igin altmigddrtte bir nota ok sayida tam devir igerir ve frekans (burada
uzay verine zaman bolgesinde galisiyoruz) jyi tammlanmlsllr QOysa, daha dosilk ses aralifinda kontrbas igin
altmug dértte bir nota yalmzea birkag devir igerir ve tim duydugumuz sey terniz bir tonda elmayan “ommph”
gibi bir sevdir.
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/{i A /\ A
I (VAR
40 50 x (feet}

SEKIL 1.7: Tyi tamimh bir dalgaboyuna falkat kotii tanomh bir konusma sahip bir dalga.

A
/Ag\ 10 20 30 40 50 x (feet)

SEKIL 1.8: lyi tanimlt bir konuma fakat kétii tanimh bir dalgaboyana sahip bir dalga.

Siiphesiz. bu sonug Aerhangi bir dalga hareketine ve &zellikle de kuantum
mekaniksel dalga fonksiyonuna uygulanabilir, ¥’nin dalgaboyu ile pargacigin
momentumu arasindaki iligki de Broglie formiitiyle'” verilir:

h o 2wk
=== 1.39
P=T=" [1.393
Boylelikle dalgaboyunda bir yayilma momentumda bir yayilmaya karsilik gelir. Bu
durumda genel gozlemimiz bir par¢acigin konumu ne kadar belirliyse momentumunun o
kadar belirsiz olacagmi sdyler. Nicel olarak

[1.40]

olur. Burada o, x’deki standart sapma ve op, p'deki standart sapmadir. Bu bagmti
Heisenberg’in tnlti belirsizlik ilkesidir (3. Boliimde bunu kanitlavacagiz, ancak 2.
Bélumdeki 6rneklerin izerinde bunu sinayabileceginiz igin burada bahsettik).

Belirsizlik ilkesinin ne anlgma geldigini litfen iyi anlaymn: konum 6l¢iimleri gibi
momentum olgiimleri de kesin yamitlar verirler. Buradaki “yayilma” &zdes olarak
hazwrlanmis  sisternler iizerindeki dlctinlerin 6zdes sonuglar vermedifine isaret
etmektedir. Dilerseniz, ¥’yi bir noktada yerellegmis keskin bir tepe seklinde
tammlayaralk ardisik konum élgtimlerinin birbirine cok yakin degerler verecegi bir
durum kurgulayabilirsiniz, ama kargithginda bir bedel 8deyeceksiniz: bu durum iizerinde
yapilacak momentum tlglimleri oldulkca daginik olacaktir. Ya da ¥’yi uzun siniizoidal

7 Bunu ders sirasmda veri gelince kamtlayacagiz. CoBu vazar de Broglie formitling momentumun
(h/D){ 7 7%) operatoriyle verilecegi sonucuna ulagtiklart bir aksivem ofarak alwlar. Bu kavramsal olarak daha
temiz bir yaklagim olsa da daha sonraya saklayacaginuz oyalayier matematiksel zerluklar barmdinr,
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bir dalga alarak tekrarlanabilir momentum degerleri veren bir durum hazirlayabilirsiniz
fakat bu kez de konum dl¢timleri daginik olacaktir, Stiphesiz eger kotii bir ruh hali
icindeyseniz, ne konumun ne de momentumun iyl tamimh oldugu bir durum da
varatabilirsiniz. 1.40 nolu denklem bir esifsizlik olup o; ve &, ’nin ne kadar beayikiikte
olabilecedi tizerine bir smirlama getirmez, Ornegin gok sayida timsekler ve cukurlar
igeren, periyodik yapisi olmayan bir ¥ secerek bunu gorebilirsiniz.

* Problem 1.9 m kiitleli bir parcacik

W(x, 1) = Aeallmx™/Ry+ii]

ile verilen bir durumdadir. Burada 4 ve 4 pozitif, ree] sabitlerdir,
(a) A’yv1 bulunuz.
(b) ¥ hangi ¥(x) potansiyel enerji fonksiyonu igin Schradinger denklemini saglar?
(€) x, x°, pve pPnin beklenen degerlerini hesaplaymz.

(d) & ve g,’y1 bulunuz. Bunlarin ¢arpumi belirsizlik ilkesiyle tutarlt midir?

1. BOLUM ICIN EK PROBLEMLER

Problem 1.10 #’nin ondalik agilmundaki ilk 25 basamag (3, 1, 4, 1, 5, 9...) gz Oniine
alalim. ‘

(2) Bu kiimeden rastgele bir eleman sectifimizde, herbir rakamm (0, 1, 2,..9
se¢ilme clasiligi nedir?

(b) En olasi rakam hangisidir? Medyan rakam degeri nedir? Ortalama deger nedir?

(¢) Bu dagilmun standart sapmasini bulunuz,

Problem 1.11 Bozuk bir iz gostergesinin ibresi, bir fiske vuruldugunda 0 ile #
arasindaki herhangi bir agida durgun hale gelebilecek sekilde gostergenin her iki ug
noktasi arasmda ileri geri serbestce hareket edebitmektedir.

(a) Olasilik yogunlugu, p(8)'yi belirleyiniz. Yardum: p(€)d6 ibrenin @ ile (0+d6)
arasinda durgun hale gelme olasihgidir. p(&)ymn grafigini —7/2’den 37/2ye

kadar ¢iziniz (kuskusuz, bu araligm bir parcas1 dislanacaktir ve p bu bilgede
sifirdir). Toplam olastligin 1 olmasim saglayin.
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(b) Bu dagihim igin (&), (6% ve o’y1 hesaplayinz.
(¢} (sin 8}, (cos O) ve {cos’ @)yt hesaplaymiz,

Problem 1.12 Onceki problemdeki diizenegi giz dnine alalim, ancak bu l<.ez ibrenjn
ucunun x koordinatiyla ilgileniyoruz. Yani ibrenin yatay eksen iizerindeki “izdtisiimii
va da “golge”sine bakiyoruz.

(@) p(x) olasihik yogunlugunu belirleyiniz. p(x)‘in x’e gore grafigini —2r"den
+2r’ye kadar ¢iziniz. Burada r ibrenin uzunlugudur. Toplam olasiligin 1 olmasin
saglaym. Yardim: p(x)dx izdlisimin x ile (x+dx) arasmda olma olasitligidur.

1.11 nolu problemden #°'nin verilen bir arahkta olma olasihgint biliyorsunuz.
Burada soru; 46 araligina hangi dx araligs karsilik gelir?

(b) Bu dagilm igin {x}, (x*) ve &’y1 hesaplaymiz. Bu sonuclan 1.11 nolu problemtin
(c) sikkmdan nasil elde edebileceginizi agiklayiniz,

s+ Problem 1.13 Buffon’un ignesi. / uzunlugundaki bir ijne rastgelg olarak s‘atu-lan
arasindaki mesafe / olan ¢izgili bir sayfanin tlizerine distriilityor. Ignenin bir satir
cizgisiyle kesisme olasilig1 nedir? Yardim: 1.12 nolu probleme bakimiz,

Problem 1.14 P(f), r aninda bir pargacigin < x < 4 araliginda bulunma olasihg olsun

(2)

d Pz

I =Ja,t)—J(b 1)

oldugunu gosteriniz. Burada

TR I
J(x,r)E—;;(\IJ -yt )

dx Bx

olarak verilir. J(x, f)’nin birimi nedir? A¢iklama: J olasihk akim yoBunlugu
olarak adlandinlir. Cinkil gegmisten x noktasma “akan” olasiik oranini
vermektedir. Pg(f) artttkga gbz dniine alman bélgeye bir ugtan girip diger uctan
¢ikan olasihk artar.

(b} 1.9 nolu problemde verilen dalga fonksiyonu i¢in olasiik akim y_ogunlunu
bulunuz (korkarim bu iyi bir &rnek degil, ama ders sirasinda yeni geldikce daha
iyi drneklerle kargilasacagiz).
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wxProblem 1.15 “Yasam” siiresi 7 ile verilen ve bozunmaya ugra)fan kararsiz bir
parcacik tanimlamak istediginizi varsaymn. Bu durumda pargacigin bir yerde bulunma
olasiligy sabit olmayacak zamanla (sézgelimi) Gstel olarak azalacaktir:

+0Q
P() Ef (o (x, )2 dx = e,
-0
Bu sonuca ulagmanm kabataslak bir yolu soyledir: 1.24 nolu denklemde ggl}{ga
soylemesek de F’yi (potansiyel enerji} ree/ kabul ettik. Bu akla yatkin gelmekle birlikte
1.27 nolu denklemle verilen ve kutsal olarak kabul ettigimiz “olasthgin korunumuna”
yol agmalkta. V'’ ye
V=VW-il

gibi sanal bir kisim eklersek ne olacak? Burada ¥y dogru potansiyel enerji ve I pozitif,

reel bir sabittir.
(a) Bu durumda 1.27 nolu denkiem yerine

dpP 2r

P

dt h
elde edecegimizi gdsteriniz.

(b) P(£)yi cozerek pargacifin yagam siiresini I" cinsinden bulunuz.

Problem 1.16 Schrodinger denkleminin ¥, ve ‘P, gibi normlanabilen herbangi iki
¢dzlimil igin :

d o0
— [ Wiy dy =0
dt J_so

oldugunu gosteriniz.

Problem 1.17 Bir par¢acik = 0 aninda
Wr,0) = { g(.a;2 —x?, —asxs+a,
’ diger yerlerde
ile verilen dalga fonksiyonuyla temsil edilmektedir.
(a) Normlama sabiti 4’y1 belirleyin.
(b) 7 = 0 aninda x’in beklenen degeri nedir?
(¢) + =0 aminda p™nin beklenen degeri nedir? ({p)=md(x)/df den elde
edilemeyecegine dikkat ediniz. Nigin?)
(d) x*’nin beklenen degerini bulun.
(¢) p”’nin beklenen degerinin bulun.

(D) x’deki belirsizlifi (o) bulun.
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(g) p’deki belirsizligi (o,) bulun.
(h) Sonuglartmzm belirsizlik ilkesiyle tutarl olup olmadigini kontrol edin.

Problem 1.18 Genel olarak, goz Oniine alman problemdeki pargacifin de Broglic
dalgaboyu (#/p) sistemin karakteristik boyutundan (&) biiyiikse kuantum mekanigi

gecerli olur. T (Kelvin) sicakiifinda 1s1l denge durumunda bir par¢acifiin ortalama
kinetik enerjisi

2
p 3
— = —kpT
m 27
ile verilir. Burada kp Boltzmann sabitidir. O zaman tipik de Broglie dalgaboyu
h
A= — [1.41]

~f 3kaT

gcklini alir. Bu problemin amaci hangi sistemierin  kuantum mekanigi ile
betimlenecegini ve hangilerinin klasik olarak tammlanacagim belirlemektir.

(a) Katllar: Tipik bir katida orgii arahf d = 0.3 nm civarindadr. Bir katidaki
serbest'®  elektronlarin  hangi  sicakhgin  altmda  kuantam  mekaniksel
dayranacagim bulunuz. Bir katidaki gekirdekier hangi sicakligan altinda kuantum
mekanikseldir? (Tipik olarak sodyumu géz oniine alimz) Almacak Ders: Bir
katidaki serbest elektronlar daima kuantum mekanikseldir; gekirdekler ise higbir
zaman kuantum mekaniksel degildir, 4 K’in altindaki helyum harig atomlararasi
uzaklik ayni oldugundan benzer sonuglar sivilar igin de dogrudur.

(b) Gazlar: Basmnci P olan bir ideal gazdaki atomlar hangi sicakliklarda kuantum
mekaniksel davrantrlar? Yardom: Atomlararas: uzakhigi belirlemek igin ideal gaz
yasasimi (PV = NkpT) kullanin, Yanu: T < (1/kg)(H/3my"P*”, Agikea bir gazin
kuantal davranis gostermesi i¢in m’in mitmkiin oldufunca Aiigitk, P’nin miimkiin
oldugunca beyik olmasum isteriz. Atmosferik basingtaki helyum igin sayisal
degerleri yerlerine koyun. Sicakhigimn 3 K ve atomlararasi uzakhgm yaklasik 1 cm
oldugu dig uzaydaki hidrojen kuantum mekaniksel midir? (H, degil, H, oldugunu
varsayin).

'® Bir katida ig kabuktaki elektronlar belli bir ¢ekirdege baghdir ve bunlar igin ilgili biyeklik atomun
varigapidir, Ancak dig kabuktaki elektronlar bagh degildirler ve bunlar igin ilgili boyikluk orgt araligadir. Bu
problem diy kabuktaki elektronlarla ilgibidir.
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1. Boliimde dalga fonksiyonu ve bunun ilgili bityiikliklerin hesaplanmasinda nasil kui-
laniiacagl konusunda gok konustuk. Artik oyalanmay birakarak yiizlesmemiz gereken
ana soruya gelelim: W(x, #)’yi nasd bulacagiz? Belirli bir ¥(x, 1) potansiyeli' igin
Schridinger denklemini
ay Bt 3w

fh—— = Vi 2.1

M = Tamar ' [2.1]
¢ozerek. Gerek bu boliim gerekse kitabm ¢ogu kisminda V’nin ’den bagimsiz oldugunu
kabul edecegiz. Bu durumda Schrédinger denklemi, fizikgilerin herhangi bir kismi tii-
revli diferansiyel denkiemi gozerken ilk giristikleri yontem olan degiskenlere ayirma
yontemiyle ¢oziilebilir. Bu yontemde ¢ozlimleri basit carpumlar

Wix, 1) = ¥ (x) o1} (2.2]

seklinde araniz. Burada (kiigsik) v yalmzea x’in ve @ yalnizea £'nin fonksiyonlandir. Bu
antamsiz bir kisitlama ve bu yolla tim ¢oztimlerin kigk bir alt kilmesinden daha fazla-
sim elde etmeyi Umit edemeyiz. Ama durun bir dakika, elde edecegimiz ¢dzlimler

! “Potansiyel enerji fonksiyonu” demek kaba goziiktiginden gogu kisi, birim yik basina potansiyel
enerji olan elekirikse! potansiyel ile nadiren kangtirihirsa da, V'yi “potansiyel” olarak adlandirmakiadir.
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bityiik merak uyandiracak. Ustelik, degigskenlere ayirma yénteminin tipik ézelligi olan
ayrilabilen ¢oziimleri bir araya getirerek son asamada en genel ¢dziimil kuracagiz.

Ayrilabilir ¢dziimler i¢in

aw qa 85wy
— lff 5 T 3¢
dt’  dx dx

olur (artik fam tiirev kullandlglmlza dikkat ediniz). Schridinger denkiemi

o dy R d*y
fif — =

o= et VY
halini alir. Her iki tarafi r ¢’e bdlerek

ldg B 1 d :

lhgo dr 2my dxt v [2.3]
elde edilir. Bu denklemin sol tarafi yalnizea ¢ degiskenine sag tarafi ise yalmizea x de-
giskenine baghdir®. Boyle bir esitlik ancak her iki taraf aym sabire esitse gegerli olur.
Alsi takdirde £yl degistirerek sag tarafa hi¢ dokunmadan sol tarafi degistirebilirdik ve
bu durumda artik her iki taraf birbirine esit olmazds (Bu ¢ok dnemli ve zarif bir diistin-
ce, efer sizin igin yeni ise emin olmak icin biraz durun ve iizerinde diigiiniin}. Birazdan
girecegimiz nedenlerle ayristirma sabitini £ ile gdsterelim. O zaman

1 dy

ih—— =F
@ di
olur. Diizenlenirse
dg ik ‘
P [2.4]
elde edilir. Sag taraf
B2 1 dy
—_— 4t V=EF
2m v dx? *
olur. Bu denklem diizenlenirse
5 & %f-'f +V E 2.5
Im dx? ¥ = EY [2.5]

elde edilir.

Degiskenlere ayurma yontemi kwsmi tiirevli bir diferansiyel denklemi iki tane fam tii-
revli (siradan) diferansiyel denkleme (2.4 ve 2.5 nolu denklemler) ¢evirdi. Bu denklemlerden

> ¥ hem x hem de 'nin fonksiyonu olsaydt bunun dogru olmayacagina dikkat ediniz.
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birincisinin (2.4 nolu denklem) ¢tzimi oldukea kolaydr (dt ile garpip integre ediniz) | Karsilik olan Hamiltonyen operatorii kanonik atama p — (h/i}( 2/ dx) ile elde edilir ve
ve genel goziim Cexp(—i Et/h) dir. flgilendigimiz biiyiilik v ¢ ¢arpimi oldugundan C . . B2 g2
sabitini ¢ 'nin igine sogurabiliriz. O zaman =5 53 + Vix) [2.11]
o) = o~ Et/A [2.6} olarak verilir.* Boylece zamandan bagimsiz Schrédinger denklemi (2.5 nolu denklem)
elde edilir. Tkinci denklem (2.5 nolu denkiem) zamandan bagimsiz Schrodinger denk- . H W= Eyr .12}
lemi olarak adlandirilir ve V(x) potansiyeli verilmeden buradan dteye gidemeyiz. olarak yazilabilir. Toplam enerjinin beklenen degeri
Bu bolimin kalan kisrmnda ¢esitli basit potansiyeller igin zamandan bagimsiz k. Y 5 X
Schrodinger denkleminin ¢oziimieri incelenecektir. Ama buna baglamadan Snce su so- {(H) = f Y Hydx = E f Wl dx=E f [W|“dx = E (213]
ruyu sormaya hakkiniz var: ayrilabilen coziimler nigin onemlidir? Ne de olsa, zamana : - _ .
bagimh Schrodinger denkleminin gogu gozimi W (x)@(f) formunda degildir. Bu soruya :; o!ur (¥’nin normlanmig olmasinin ¥ 'nin normlanmasint zorunlu kildigna dikkat edi-
ikisi fiziksel, biri matematiksel olmak iizere li¢ tane yamt sunacagiz: o niz). Ayrica
ken{li.iSiAyrllabilen coziimler kararh (duragan) durumlardir. Dalga fonksiyonunun By = H(Hy) = H(EY) = E(HY) = EXy
' olur ve bbylece
Wix, 1) = Ye B o Y
seklinde agikga £'ye bagimli olmasina ragmen, olasitk yogunlugu (HY = f w* A%y dx = E? [ [y dx = E*
W(x, )2 = U = yreHEh e BN = ()2 [2.8] elde edilir. O zaman A'nin varyans
of = (HY — (H)? = E* — E* =0 2.14]

zamandan bagunslzdlr.3 Bu durumda, herhangi bir dinamik degiskenin hesaplanan bek- - . _ . . )
lenen degeri de zamandan bagimsiz olur, 1.36 nolu d enklem L olur. &= 0 ise, 6rneklem igindeki her tiyenin aym degere sahip olacagim ve dagilimin
: yaygm olmayacagim hatirlayalun. Sonug: ayrilabilen bir ¢oziimle temsil edilen uirum-

b d da her toplam enerji 6lgiimii ayw E degerini verir (bu nedenle ayristirma sabitini £ ha-

0w = [ve (x ;E;) v dx PO fiyle gosterdik).
E 3. Genel ¢bziim ayrilabilen ¢oziimlerin lineer bir kombinasyonudur. Birazdan gb-
recegimiz gibi zamandan bagmmsiz Schrodinger denklemi, her biri ayrigtirma sabitinin

seklini alir. Her beklenen deger zamandan bagmsizdwr. O zaman ¢(f) ¢arpanint biltliniiyle belirli bir degerine (E,, £, Ei,....) karsihk gelen sonsuz tane ¢dziim (yr(x), g,
birakip W yerine v yi kullanabiliriz. (aslinda, ¥’yi “dalga fonksiyonu” olarak adlandur- Yr3(x),....} verir, Boylece her bir izin verilen enerji degeri i¢in farkli bir dalga fonksi-
mak yaygin olmakla birlikte bu 6zensiz se¢im tehlikeli olabilir. Dogru dalga fonksiyonu- yonu elde edilir:
nun daima zamana bagimli iistel garpan igerecegini unutmayimz). Ozellikle {x) sabit olur _ _
ve bu nedenle ( p) = 0°dir, Kararli durumda higbir sey zamanla degigmez. W (x, 0 =g (e B W, ) = yaoe B
2. Ayirabilen goziimler belirli foplam enerji degerine karsilik olan durumlar: temsil _l; Zamana bagimb Schrédinger denklemi (2.1 nolu denklem) kendinizin de kolayca

ederler. Klasik mekanikte, toplam enerji (kinetik+potansiyel) Hamiltonyen olarak ad- .- kontrol edebileceginiz bir 6zellige sahiptir: Coziimlerin herhangi bir lineer kombinas-
landiriir ve g yonu® da aymi denklemin cozimudiir.

P |

H(x,p)= 7+ V{x) [2.10]
2m

& _ * Bir kangiklik soz konusu oldugunda operatorti temsil estifi dinamik degigkenden aysrmak igin dzerin-
olarak verilir. de bir “gapka” ("} ile gosterecegiz.
b ® £(z), (D), ... fonksiyonlannm lineer bir kombinasyonu

f@) =@ tafldt. ..,

1 Normlanabitir gdziimler igin £ reel olmalidir (2.1 nolu probiemin (a) gikkma bakiniz) olarak verilen ifadedir. Burada cy, cs,... keyft kompleks sabitlerdir.
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Ayrllabiieﬁ gozimler] bulduktan sonra en genel ¢6ziimii

W(x, 1) =3 ety (x)e™ Bl [2.15]

n=1

seklinde kurabiliriz. Yani zamana bagmmli Schrodinger denkleminin her ¢ézimii bu
formda yazilabilir. Buradaki sorun, ele alinan problemin baslangic kosullarina uyacak
sekilde dogru ¢y, ¢,,... sabitlerini bulmaktir. Gelecek kesimlerde bu siirecin pratikte na-
sil sonug verdigini goreceksiniz. 3. Boliimde siireci daha zarif bir dille yeniden ifade
edecegiz, ancak buradaki ana fikir sudur: zamandan bagimsiz Schrédinger denklemini
bir kez ¢ozditkten sonra yapilmas1 gereken zamana bagimli Schrodinger denkleminin
¢Oziimlerini kurmaktir ve itke olarak bu islem basit ve oldukca agiktir.

Son dort sayfada birgok seyle kargilastik. Biraz farkls bir bakag agisiyla bunlar1 veni-
den dzetleyelim. Zamandan bagimsiz bir ¥(x) potansiyeli ile baslangig dalga fonksiyo-
nu ‘¥(x, 0) verilmis olsun. Yapilmasi gereken, daha sonraki bir ¢ zamani igin dalga fonk-
siyonu P(x, /)’yi bulmaktir. Bunu i¢in zamana bagimli Schrodinger denklemini (2.1
nolu denklem) ¢dzmelisiniz. Burada uygulanacak strateji® ilk olarak zamandan bagimsiz
Schrédinger denklemini (2.5 nolu denklem) ¢ozmektir. Boylece elinizde her biri belirli
bir enerji degerine (E,, £, £,...) karsilik olan, sonsuz tane ¢dziimden olugan (v (x),
Ya(x), ¥a(x),...) bir kime olacaktir. ¥(x, 0Y a uydurmak icin bu ¢dziimlerin lineer kom-
binasyonunu

Wi, 0) = ) on i) [2.16]

s

olarak ifade ederiz. Buradaki mucize sudur: uygun bir ¢, ¢, ¢s,... sabit takim segimiy-
le her zaman belirli bir baglangig durumunu elde edebilirsiniz. ¥(x, 1yyi olusturmak igin
her bir terimi kendi karakteristik zaman bagimlilig exp(—iE,¢/h) ile carpmak yeterlidir.
Yani genel ¢oziim

fe.e) [s ]
J Wl 0 =) et (e =N w0 ) [2.17]
n=1 =1
geklinde olur,
W (x, 1) = Y, (x)e~ Eni/h [2.18]

é Na_d_irf;n de olsa, zamana bagimb Schrodinger denklemini degigkenlere ayirma yontemine bagvurma-
dan ¢ozebilirsiniz {srek olarak 2 .49 ve 2.50 nolu problemlere bakimz). Ancak bu tir durumlar oldukga sey-
rektir.
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Ayrilabilen ¢dziimlerin kendileri kararlt durumlardir. Yani, tiim olasthiklar ve beklenen
degerler zamandan bagimsizdir. Ancak, 2.17 nolu denklemle verilen genel ¢éziim kesin-

likle bu tzellige sahip degildir; farkh kararli durumiar i¢in enerjiler farklidr ve |\P'|2 "yi
hesapladifinizda Ustel fonksiyonlar kaybolmazlar.

Ornek 2.1 Bir pargacigin baslangig durumunun ki kararli durumun lineer bir kombi-
nasyonu oldugunu varsayalim, yani
W{x, 0) = cryn (x) + caya(x)

olarak verilsin (basit olsun diye ¢, sabitleriyle wy(x) durumlann reef kabul edecegim).
Daha sonraki zamanlar i¢in dalga fonksiyonu ¥{(x, ) nedir? Olasihk yogunlugunu bulun
ve hareketi tanimlayin.

Coziim: 1lk kisim oldukga kolay
Wix, t) =y (x)e—iEH/ﬁ + Czlb'z(x)é_iéjz!/ﬁ,

Burada E, ve F;, y, ve y, durumlarina kargihik olan enerjilerdir. Olasibk yogunlugunu
bulalym.

|1If(x,t)|l _ (C;w{e’ﬂrm + clwzefﬁzﬁn)(CIQ/)IQ—.’EI;:& +Czwlefmzrm)

=t + i + 2¢,0,00, cos[(E, — E )t/ B
(Burada sonucu basitlestirmek i¢in exp i@ = cos@ + i sin# Euler formiiliinii kullandik).
Agikea goraldiigii gibi, olasilik yogunlugu (E.—E)/A acisal frekansiyla siniizoidal olarak

titregmektedir ve kararh bir durum degildir. Hareketi olusturmak i¢in farkh enerjili du-
rumlarin lineer kombinasyonunun kullamldigma dikkat ediniz’.

*Problem 2.1 Agagidaki ii¢ teoremi kamitlayiniz.

(a) Normlanabilir géziimler i¢in ayrighrma sabiti £ ree/ olmahdw. Yardmn: 2.7 nolu
denklemdeki E’yi EotiT olarak yazm. Burada £, ve T reeldir. Tum ¢ degerleri igin
1.20 notu denkdemin gegerli olabilmesi igin T''nin sifir olmas: gerektigini gdsterin,

(b) Zamandan bagimsiz dalga fonksiyonu w(x) daima reel segilebilir (aksine ¥(x, £)
daima komplekstir). Bu, zamandan bagimsiz Schrodinger denkleminin her ¢o-
ziimiintin reel oldugu anlamina gelmez. Teoremin sdyledigi sudur: eger reel ol-
mayan bir ¢éziime sahipseniz, bu ¢ozlim daima aym enerjili reel ¢ézitmlerin li-
neer bir kombinasyonu olarak ifade edilebilir. Bdylece v’ reel segmeniz miim-
kiim olur. Yardm: Verilen bir E i¢in w(x) 2.5 nolu denklemi sagliyorsa bunun
kompleks eslenigi de aymi denklemi saglar. Bu durumda (y+y') ve i(y—y") reel
lineer kombinasyonlarn da ayni denklemt saglarlar,

" Bu durum www phys.uri.edu/~yoon/deepwellmain,html] adresli web sitesinde kigtik bir uygulamayia
drneklenmistir.
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{) V(x) ¢ift fonksiyon, yani V(-x) = F{x) ise ¥ (x) daima ¢ift ya da tek fonksiyon
olarak almabilir. Yardim: Verilen bir £ igin ¥(x) 2.5 nolu denklemi sagliyorsa

¥ (—x) de saglar. Boylelikle v (x) £ 4{ —x) ¢ift ya da tek lineer kombinasyonlar
da ayni denklemi saglariar,

TFI_’robiem 2.2 Zamandan bagimsiz Schrédinger denkleminin normlanabilir her ¢éziimi
i¢in £™nin F(x)’in minimum degerinden biiyiik olmast gerektifini gosteriniz. Yardim:
2.5 nolu denklemi asagidaki formda yazm,

d*y 2m
Iz E[V(x) - Ely;

FE<V i 0lmast durumunda ¢ ve ikinei tiirevi daima aysu isarctli olurlar. Béyle bir fonk-
siyonun normlanamayacagini tartigimiz.

2.2 SONSUZ KARE KUYU

Potansiyel

Q, 0<x <a,

o, diger yerlerde [2.19]

Vix) = {
olarak verilsin (2.1 nolu gekil). Boyle bir potansivel igindeki pargactk, kuyudan kagma-
sim Gnleyen sonsuz kuvvetin uygulandigr u¢ noktalan (x = 0 ve x = a) diginda tamamiy-
la serbesttir. Tiimiyle esnek tamponlara szhip ve siirtinmesiz yatay bir hava ray: iize-
rinde stirekli olarak ileri geri hareket eden bir araba klasik bir model olarak ditsiiniilebi-
lir. (Kugkusuz bu potansiyel yapay olmakla beraber sizi ona saygi duymaya davet edi-
yorum. Olanca basitligine ragmen bu potansiyel daha sonra girecegimiz tim zevkli me-
kanizma igin bir test imkam verir. Sik stk bu potansivele gonderme vapacagiz).

X <
SEKIL 2.1. Sonsuz kare kuyu potansiyeli (2.19 nolu
denklem).

2.2. Kesim: Sonsuz Kare Kyyu 31

Parcacigin kuyunun disinda bulunma olasthii sifir oldugundan, diganda ¥ (x) = 0

dir. ¥ = 0 olan kuyunun i¢inde zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi (2.5 nolu
denkiem)

i =E 2.20
2m dx? v [2.20]
ya da
d*yr 3 V2ZmE
e T .——k s L= .
e ¥ k H [2.21]

seklinde yazilir (bu gekilde yazarak agik¢a stylemeden E>0 oldufunu varsayiyoruz.
Ote yandan 2.2 nolu problemden E<0’in ¢aligmayacagini zaten biliyoruz). 2.21 nolu
denklem klasik basit harmonik salmie: denklemidir ve genel ¢oziimil

¥(x) = Asinkx + Bceoskx [2.22]

olarak verilir. Burada A ve B keyfi sabitlerdir. Tipik olarak bu sabitler problemin sinir
kosullarmdan belirlenir. ¥ (x) igin uygun simir kogullart nedir? Genellikle ¢ ve dy/dx
stireklidir. Ancak potansiyelin sonsuz oldugu yerlerde yalnizea 1 siireklidir (2.5. Ke-

simde bu s kosullarini kanitlayacagiz ve V = o oldugu durumu goz &niine alacagiz.
Ancak simdilik bana giivendiginizi varsayryorum,).

Y (x)'in stirekliligi, knyunun digindaki ¢dziimle uyusmasi i¢in
¥(0) = (@) =0 [2.23]
olmasini gerektirir. Bu durum bize 4 ve B hakkimnda ne anlatmaktadir? O zaman
¥(0) = Asin0+ BeosO =B
ve B = 0 olur. Boylece
Y(x) = Asinkx {2.24]

elde edilir. v (a) = Asinka oldupundan ya 4 =0 (normlanamayan asikar ¢oziim ¥ (x) = 0)
olmali ya da sin ka = 0 olmalidir. Yani

ka=0,tx, *2m, 37, ... [2.25]

olmalidir. Ancak & = 0 segimi w(x) = 0 ¢ozlimiine gétiirdiigiinden kabul edilemez. Ayri-
ca sin(—-&) = —sin(#) oldugundan ve eksi isareti 4 'mn igine sogurulabileceginden ne-
gatif goziimler yeni bir ey vermezier. Boylece kabul edilebilir aynk ¢oziimler

ey = —, n=1,23 ... 2.26]

olarak bulunur.
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WX} Wa(x) Wa(x)

| ax|\/éax\/;x

SEKIL 2.2: Sonsuz kare kuyunun ilk ii¢ kararh durumu (2.28 nolu denkiem),

isin garibi, x = a’daki sinir kosulu A sabitini belirlemekten ¢ok % sabitini belirler.
Béylece E'nin mimkin degerleri

_ hzk?1 _ nimj?

2m | 2Imal [(227]

Ey

olarak bulunur. Klasik durumla tamanuyla farkiilik gissteren nokta, sonsuz kare kuyu iginde-
ki bIr kuantum pargacigimn ser enetji degerine sahip olamayacagidir. Bu parcacik ancak
yukarida verilen izinli enerji degerlerine® sahip olabilir. ¥ ’yi normlayarak A *yi buluruz.
@ 2
[ AR sint(ex) dx = |APS = 1, AF ==,
0 2 a
Normlama yalmzca 4’nin biyiikliigini belirler ve en basit se¢im pozitif reel koki seg-
mektir. 4A=+2/a (A’nn fazinin fiziksel bir dnemi yoktur). Boylece kuyunun i¢indeki

chziimler
2 . /nm
Yn(x) =/ ~sin (—x) 12.28]
a a

olarak bulunur.

S6z verdigimiz gibi, zamandan bagimsiz Schrddinger denklemi her biri pozitif
n tamsayisina kargilik olan sonsuz tane ¢éziim verdi. Bunlarm ilk birkag tanesi 2.2 nolu
sekilde gdsterilmistir. Bu géziimler, uzunlugu ¢ olan bir sicimdeki duran dalgalara ben-
ziyorlar. En diisiik enerjili v, durumu taban durumu ve enerjisi #° ile orantili olarak
artan difer durumlar uyarilms durumlar olarak adiandinir. Bir biitiin olarak, r,(x)
fonksiyonlarinn baz: ilging ve dnemli zellikleri sunlardir:

1. Bu fonksiyonlar kuyunun merkezine gire doniigiimlii olarak ¢ift ve tek olarak si-
ralanirlar: v, ¢ift, ¥, tek, 4 cift vs.” '

¥ Enerji kuantumlanmasinin zamandan bagimsiz Schrodinger denkleminin ¢oziimleri tizerindeki smir
kesullarimin bir sonucu olarak crtaya giktigma dikkat ediniz.

? Baz: yazarlar bu simetriyi daha agik géstermek icin kuyunur merkezini orijinde segerler (bu durumda
duvarlar —a ve +a’dadir). O zaman gozimdeki ¢ift fonksivonlar kosinisler, tek fonksiyonlar siniisler olur. 2.36
nelu probleme bakiniz.
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2. Enerji artik¢a, ardigik durumlarm diigiim sayis: (x eksenini kesme noktalari) artar.
¥r1’in hi¢ diigiim noktasi yok (ug noktalar diigim noktas: sayilmazlar), v, nin bir dii-
giim noktasi, ¥;'lin iki ditgiim noktas1 vb. var.

3. Bu fonksiyonlar karsilikli olarak birbirlerine ortogonaldir. Yani m # # icin
fwm () Y (x) dx = 0 [2.29]

bagintisini saglarlar. Kani:

fwm(x)*wn(x)dx = 2[0 sin (”;—”x) sin (%x) dx
lfa|: (mfn ) (m-{-rt ):|
- cos X ) — Cos —ax )| dx
d Jo a a
[ 1 , (m —n ) 1 , (m +n ) }
sin x| — sin X
(m —n)m a (m +n)m 7}

1 {sin[(m —mnr]  sin[(m + n)x] } —0

— (m —n) (m +n)

il

0

Bu islemin m = » durumunda ¢aligmadifina dikkat ediniz (bunun sebebini bulabilir mi-
siniz?). Bu durumda normlama integralin 1'e esit oldugunu sdyler. Gergekte
ortogonallik ve normlamayi tek bir ifade altinda birlestirebiliriz'’. Bu durumda integral

f U () U (53 dx = Sy (2,301

olarak ifade edilir. Burada &, Kronecker deltas: olarak adlandinilir ve

1o, m £ n;
Son = { 1 o [2.31]

olarak tanimlanir, Bu durumda 47’ ler ortonormaldir diyoruz.

4. Durum fonksiyonlar: tam bir kiime olugturur. Yani herhangi bir f(x) fonksiyonu
bunlarin lineer bir kombinasyonu olarak

flx) = ;cn% (x) = \Eg Cy sin (E;ix) [2.32]

sekdinde ifade edilebilir.

" Bu 6rnekte ¢ 'ler reeldir ve i, tizerindeki * gereksizdir. Ancak ilerideki amaglarmiz agisindan * iga-
retini kultanmak vararls bir aliskanlik olacaktir.
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sin (nzx/a) fonksiyonlanmin tamhigm: burada kamtlamayacagim. Ancak ileri analiz
dersi aldiysamiz, 2.32 nolu denklemin f(x)’in Fourier serisinden baska bir sey olmadi-
gini ve “herhangi bir” fonkstyonun bu yolla seriye agilabilecegini fark etmigsinizdir.
Bazen bu yonteme Dirichlet teoremi de denilir,"

Verilen bir f(x) igin ¢, katsayilari, {v,} kiimesinin ortanormalligini zarif bir yekilde
kullanan Fourier numarasi dedigimiz bir yontemle hesaplanabilir. 2.32 nolu denkle-
min her iki tarafini ¥ ,(x)’ ile ¢arpin ve integre edin. c,, katsayilari

00 00
f 11[fm(-7c)*f(x) dx = Z Cn f wm (x)*V,fH (x)dx = Z Cnbmn = Cm [2.33]
n=l1

n=1

olarak bulunur. (Kronocker deltasimin toplamdaki » = m hari¢ diger terimleri nasil 5i-
diirdiigiine dikkat ediniz). Boylelikle f(x)'in agihmindaki 7 -inci katsay1

e = j (XY £ (%) dx [2.34]

olur."

Burada verilen dort 6zellik oldukca gilicii olup, yalnizca sonsuz kare kuyuya dzgil
degildir. Birinci ozellik potansiyelin simetrik bir fonksiyon oldugu her durum igin dog-
rudur. Tkinci 6zellik potansiyelin sekli ne olursa olsun evrenseldir”®. Kanitmi 3. Bolim-
de gosterecegim ortogonallik olduk¢a geneldir. Tamhk karsilasacaginiz tim potansiyel-
ler igin gecerli olmakla beraber kanstlanmasi sikicr ve zahmetlidir. Cogu fizikei tamhik
dzelliginin gegerli oldugunu varsayp gerisi i¢in en iyi olmasim dilerler.

Sonsuz kare kuyu igin kararli (duragan) durumlar (2.18 nolu denklem) agik olarak

2 . /Am _: 2
W, (x,1) = \/;sm (—a-x) et/ 2matyt [2.35]

scklindedir. Zamana bagimli Schrédinger denkieminin en genel ¢dziimiinin (2.17 nolu
denklem) kararli durumlarin lineer bir kombinasyonu olmasmm istiyoruz. O zaman en
genel ¢ozim

o9
2 P | 2
W(x, 1) = Zc\/; sin (”—a’f-x) o it B 2inae [2.36]
n=1

seklini alir. (Eger bunun bir ¢6ziim oldugu konusunda bir kuskunuz var ise kontrol ediniz).

Y Omek olarak, Mary Boas, Mathematical Methods in the Physical Sciences, 2d ed. (New York; John
Wiley, 1983), 313. sayfaya bakmiz. f(x) sonlu sayida sonlu siireksizliklere (sigramalara) de sahip olabilir.

"2 Stiphesiz denklemin her iki tarafi tutarh olduktan sonra “sahte indis” olarak m ya da »’yi kullanmamiz
fark etmez, Hangi harfi kullanirsamz kutlamn, bu harf herhangi bir pozitif tamsay1y: simgeler,

" Ornek olarak, John L. Powell ve Bernd Crasemann, Quantum Mechanics (Addsion-Wesley, Reading,
MA, 1961} 126. sayfaya bakinz.
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Bu asamada yapilacak sey uygun bir ¢, katsayr takimi seg¢imiyle verilen bir baglangig
dalga fonksiyonu W(x,0) 1 olusturabilecegimizi gostermektir. Bu durumda

V(x,0) =) canlx)
n=1

olacaktir. Dirichlet teoremiyle dogrulanan ¥ lerin tamlif1 W(x, 0)'m daima yukaridaki
gibi ifade edilebilecegini garantiler. v lerin ortanormalligi gergek katsayilan belirlemek
i¢in Fourier numarasinin kullanimina izin verir, Katsayilar

op = \/3' f sin (ﬂx) W(x, 0) dx [2.37]
a Jo a

Yapilacak islem: verilen baglangi¢ dalga fonksiyonuyla 2.37 nolu denklemi kullana-
rak ¢, agilim katsayilan hesaplanir ve bu katsayilar 2.36 nolu denklemde yerine yazila-
rak W(x,7) elde edilir. Dalga fonksiyonunu bildigimiz i¢in, 1. Bolimde verilen yontem-

olarak verilir.

leri kullanarak ilgilendigimiz herhangi bir dinamik biyiikligi hesaplayabilecek ko-
numdayiz. Buradaki siireg herhangi bir potansiyel igin de aymdur. Tek degisiklik ylerin
fonksiyonel formlari ve izin verilen enerji degerlerini veren denklemdir,

Ornek 2.2 Sonsuz kare kuyu iginde bulunan bir pargacigin baglangig dalga fonksiyonu
Yix,H) =Ax(a—x), (O<x=a)

olarak verilmistir (2.3 nolu sekile bakmiz), Burada A bir sabittir. Kuskusuz, kuyunun di-
sinda ¥ = 0’ dir. W(x, #)’yi bulunuz.

A ¥(x, 0)

a X

SEKIL 2.3: 2.2 nolu &rnekte verilen baslangtc dalga fonksiyonu.
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Coziim: 1lk olarak ¥(x, 0)1 normlayarak A’y: belirlemeliyiz.

b
a a Za
1m/0 w(x,0)|2dx:|A|2f0 22— xy dx = | A %

ve boylece

bulunur. #-inci katsay1 (2.37 nolu denklem)

Cr :\/jfasin(?jazx) \/f;gx(a —x)dx
0
= 2\;;13 [a joa X sin (fazx) dx ~ j: x% sin (E}x) a'xi|
_ i@{ [(%)zsm (") = & cos (gx)}

— [2 (n—aj;)zx sin (%x} - 4(}”2:;‘):); 2— cos (?x}} ’

3 23 2
= 2:{;—5 l:_rf_yr cos(nm) + a39%)~3~“— cos(nn) +a’ )3 COS(O)}
= ? 1)2 [cos(0) — cos{nm)]
"

0, n ¢ift
- { 8/15/(nm),  n ek |
seklinde elde edilir. Béylece (2.36 nolu denklem) dalga fonksiyonu
3
30 /2 1 E . fr'nzrrzﬁr/Zm.az
Yix, t) = ?(g) gs ;gsm( . /‘L)e
n=1,3,2...

olarak bulunur.

2
Ll

vi
“pargacigin n-inci kararli durumda bulunma olasihgr” olarak tantmlamayi severler, /‘Xm‘a
bu kotii bir kullanim tarzidir. Pargacik W, durumunda degil, ¥ durumundadir. ng:F)lr
zaman, laboratuvarda “pargacig belirli bir durumda” bulamazsimz, Yalnizca bazi goz-

’ , tek bir

Aslinda, ¢, katsayis1 “¥ igindeki v, miktarin1” vermektedir. Bazi kisiler, |c,

[

i

tenebilirleri dlger ve bir sayi elde edersiniz. 3. Bélimde gdrecegimiz gibi,
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enerji dlciiminin E, degerini verme olastlidrdr (ustaca yapilmus bir 6lgim daima “izin
verilen” enetji degerlerinden birini vermelidir; bdylece ,cn|2 belirli £, degerinin elde
edilme olasthigidir).

Stiphesiz tlim olasthklarin toplamr 1 olmahdrr, yani

es)

Dol =1 [2.38)

=}

dir. Aslinda bu sonug¢ ¥’in normianmasmndan kaynaklanir {¢,’ler zamandan bagimsiz
oldufundan kaniti 7 = 0 igin vapacalz, fakat bu durum cammaz sikiyorsa tartigmay ko-
laylikla herhangi bir r zamanma genellestirehitirsiniz).

1=f!w(x,0);2dx:f(Zcmwmoo) (chwﬂ(x)) dx

=l n=1
s
=222 chen [V Y1
m=1 n=]
oo 00 00
=33 b = 3 el
n=1m=1 n=l

(Kronocker deltas m tizerinden yapilan toplamada yalmzca m = g terimini birakir),
Ayrica enerjinin beklenen degeri

(H) =" lcal*E, [2.39]

n=1

olmalidir. Bu sonucun dogrudan kontrolii yapilabilir: zamandan bagimsiz Schrisdinger
denklemi (2.12 nolu denklem)

kuz = Envr, [2.40]

kullamlarak

(H) :f\p*ywdx =/(Z cmylfm)*H(Zc,;w,,) dx
= ZZC:;C,IE” f df;;l[fn dx = Z !Cnlen'

bulunur. Belirli bir enerji degerinin elde edilme olasiiginin ve bundan dolayn A'nm -
beklenen degerinin zamandan bagimsiz olduguna dikkat ediniz. Bu sonug kuantum me-
kaniginde enerjinin korunumunun ifadesidir,
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Ornek 2.3 2.2 nolu drnekte verilen baslangig dalga fonksiyonu (2.3 nolu sekil) taban
durumu ;e oldukca benziyor (2.2 nolu sekil). Bu durumda |c,|2 baskin terim olmali-

dir. Gergekten

3

2
et |> = (Bﬁ) = 0.998555... .

bulunur. Geriye kalan katsayilar da farki meydana getirirler'’. Yani

9
il 8v/15) o 1
Z|Cn|2=(n3 ) Z ;,3:1

n=1 =135 ..

elde edilir. Bu drnekte enerjinin beklenen degeri

0 (sm)lf-aznihl 48042 i 1 sp2
—~
It

{H) = Z n3m3 2ma?  wima? ma?
n=173.5,... n

=1.3.5,...

olur. Beklendigi gibi bu deger E; = 77 2ma” degerine gok yakin olup uyarilmis du-
rumnlarin katilmas: yiiziinden biraz daha bilyiktiir.

Problem 2.3 Sonsuz kare kuyuda E = 0 ve £ < 0 durumlari igin zamandan bagimsiz
Schrodinger denkleminin kabul edilebilir ¢oziimleri olmadigin gosteriniz (bu, 2.:2-nolu
problemde verilen genel teorimin 6zel bir durumudur, ama bu kez hesabi Schrédinger
denklemini agik olarak ¢ozerek ve siur kosullarmm saglanmadiim gostererek yapiniz).

«Problem 2.4 Sonsuz kare kuyudaki »-inci kararli (duragan) durum igin (x), (x%, (o),
(pH, o, ve 0,’yi hesaplaymniz. Belirsizlik ilkesinin saglanip saglanmadigimi koatrol edi-
niz. Belirsizlik limitine en yakin durum hangisidir?
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(a) ¥(x, 0)"1 normlaymiz (yani 4’vt bulunuz. Eger v, ve ¥,'nin ortonormalligini
kullanirsaniz bu oldukga kolay bir iglem. ¥’yi ¢ = 0’ da normladiktan sonra daima
normlanmty kalacaginr unutmaymiz. Eger bu canmmizi sikayorsa (b) sikki yap-
tiktan sonra agik olarak kontrol edebilirsiniz).

{(b) ¥(x, £} ve "P(x,r)]2 ’i bulunuz. |‘I’(x, t)|2 'vi 2.1 nolu drnekte oldugu gibi zamanin
sintizoidal bir fonksiyonu olarak ifade ediniz. Basitlestirmek icin, 0 = 7°H2md*
olarak aliniz.

() x)’i hesaplaymiz. Bunun zamanla salmm yaptipina dikkat ediniz. Bu
salinimlarin agisal frekans1 ve genligi nedir? (Eger buldugunuz genlik a/2’den
biiyitkse, dogrudan cezaevine konacaksiniz).

(d) (p)’yi bulunuz. (Peter Larre’nin séyledigi gibi “Johnny onu kolay ve hizli yoldan
yap!”) ,

(e) Bu pargacigin enerjisi dlgliliirse hangi degerler hangi olasiliklarla elde editir?
H'min beklenen degerini bulunuz. E; ve £, ile karsilastirmiz.

Problem 2.6 Dalga fonksiyonunun fazimn hicbir fiziksel 8nemi olmamasina ragmen
(bu ¢arpan slgiilebilir bir bityiiklikk hesapladigimzda yok olacaktir), 2.17 nolu denklem-
deki katsayitarin hagi/ fazi 6nemlidir. Ornegin 2.5 nolu problemde ¢, ve ,’nin bagil
fazim

W(x, 0) = Al (x) + '3 (x)],

seklinde degistirdigimizi varsayalim. Burada ¢ bir sabittir. ¥(x, 1), [‘P(x, t‘)|2 ve {x)’i

bulunuz. Sonuglariniz1 snceden elde ettiginiz sonuglarla karsilagtinmz. ¢ = 7/2 ve ¢= 7

6zel durumlarin inceleyiniz (bu problemin grafik bir gosterimi igin 7. dipnottaki kiigiik
uygulamaya bakn).

«Problem 2.5 Sonsuz kare kuyu igindeki bir pargacigin baglangic dalga fonksiyonu ilk
iki kararli durumun bir karigimi (lineer kombinasyonu)

Y(x,0) = Al (x) + ¥alx)]

olarak verilmistir.

4 Matematik tablolarinda “Ters Kuvvetlerin Toplami” ya da “Riemann Zeta Fonksiyonu” adiyla agagi-
daki serilere bakahilirsiniz.

N __+ —_—
16+3“+55 960
LR I I z
3 5T 96

*Problem 2.7 Sonsuz kare kuyw igindeki bir pargacik

WU(x, 0) = {

ile verilen bir baslangig dalga fonksiyonuna sahiptir.'®
{a) ¥(x, 0)'in grafigini ¢iziniz. 4 sabitini belirleyiniz.
(b)Y ¥(x, ¥’yi bulunuz,

s _i]kc olarak, narmlanabilir oldugu stirece baglangig dalga fonksiyonunun sekli iizerine higbir kisitlama
yoktur. Ozellikie Wix, 0)"1n sorekli bir tireve sahip olmas1 gerekmez. Gergekte sirekli bir fonksiyon olmak

zorunda da degildir. Bununla birlikte, boyle bir durum igin f'I!'{x, O HY{x, Mdx 't kullanarak {F)’y1 hesap-

lamak isterseniz, *W(x,0)’it ikinci tirrevi iyi tanimli olmadigindan teknik zorluklarla kargilagirsimiz, Bu 2,9 nolu
preblemde ¢aligrr, gnki streksizlikler dalga fonksiyonunun sifir oldugu ug noktalarda olusur. 2.48 nolu prob-
lemde, 2.7 nolu problemdeki gibi durumlarm nstesinden nasil geleceginizi goreceksiniz.
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(¢) Bir enerji 8lgimiinde £, degerinin elde edilme olasiligi nedir?

. (d) Enerjinin beklenen degerini bujunuz.

Problem 2.8 « genigligindeki sonsuz kare kuyuda bulunan m kitleli bir parl;a(:l!{
¢ = 0”da kuyunun sol yanisindan harekete bagliyor. Pargacik bu bolgede her noktada esit
olasilikla bulunmaktadir.

(a) Baslangig dalga fonksiyonu ¥(x, 0) nedir? (Dalga fonksiyonunun reel oldugunu
varsayn ve normlamay unutmayim).

(b) Bir enerji 6lgiimiinde 74>/ 2ma’ degerinin elde edilme olasihigr nedir?

Problem 2.9 2.2 nolu 6rnekte verilen dalga fonksiyonu igin # = 0 amnda /7 nn ortalama
degerini “eski moda yontemle” yani

(H) = f W (x, 0y HW (x, 0) dx

yardimiyla bulunuz. Sonucu 2.3 nolu émekte elde edilen sonugla karsilastinmz. (H ). za-
mandan bagimsiz oldugundan, ¢ = 0°da hesap yapmakla genellikten bir sey kaybetmeyiz.

2.3 HARMONIK SALINICT

Klasik harmonik salinici modeli, kuvvet sabiti & olan bir yayin ucuna baglanms » kiit-
leli bir pargaciktir. Hareketi belirleyen Hooke yasasidir. Yani

d*x
F=—kx= mgﬁ“

dir (stirtiinme yoksayiliyor). Coziim
x(1) = Asin{wt) + B cos(wt)

olarak bulunur. Burada

k

w= .l [2.41]
m
salmimin (agisal) frekansidir. Potansivel enerji
1
V(x) = zkxz [2.42]

ile verilen bir paraboldiir.

2.3. Kesim: Harmonik Salimct 4]

Vix)

SEKIL 2.4: Yerel bir minimum civarinda keyfi bir potansiyele parabolik yaklasiklik (kesikii
egri).

Siphesiz miikemmel bir harmonik salnici yoktur. Ornegin, salmiciyr gok fazla ge-
rerseniz yay kirilacak ve Hooke yasast gecerliligini yitirecektir. Ama pratik olarak, her-
hangi bir potansiyel yerel bir minimumu civarinda yaklasik olarak paraboliktir (2.4 nolu
sekil). Formel olarak F(x)’i minimumu civarinda Taylor serisine acabiliriz:

1
V() = Vo) + V(o) —x0) + 2V (o) (x = Xy

Kuvveti deistirmeyeceginden, F(x)'e her zaman bir sabit eklenebilir gergegini kullana-
rak, yukandaki ifadeden F{x;)"1 (x, bir minimum oldugundan, V'(xg) = 0’dir) ¢cikards-
Bimizda ve yiiksek dereceli terimleri diisiirdiigimiizde ((x—xo) kiigiik kaldigr sirece bu
terimler yoksayilabilir)

Nl " 2
Vix) = EV (xo)(x — x0)

ifadesini elde ederiz. Bu ifade x, noktas: civarinda etkin yay sabiti &£ = V"(x,)'® olan ba-
sit harmonik hareketi tanimlamaktadir, Iste bu nedenle basit harmonik salmici Gnemli-
dir: Hemen hemen her salinim hareketi genlik kiigiik cldugu siirece yaklasik olarak basit
harmonik harekettir.

Kuarmtum mekaniksel olaralk

1
Vix) = Emmzx2 [2.43]

potansiyeli i¢in Schrédinger denklemi ¢ozidmelidir (2.41 nolu denklem kullamtarak yay
sabiti yerine klasik frekans: kullanmak aligtlmis bir uygulamadir), Gorildigit gibi

K d? 1
_%% + amwzxzy‘/ = Eyr [2.44]

olarak verilen zamandan bagimsiz Schrédinger denklemini ¢ozmek yeterlidir.

€ xy minimum olarak kabul edildiginden, F*(xg) > 0 olduguna dikkat ediniz, Nadiren de olsa F"(xy) =0
clur. Bu durumda sabiwum yaklagik olarak basit harmonik olmaz.
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Literatiirde salinici problemine tamamiyla farkh iki yaklagim bulunmaktadir. Birincisi
kuvvet serisi yontemiyle diferansiyel denklemi dogrudan “kaba kuvvet” kullanarak
cozmektir, Bunun avantaji aym stratejinin diger birgok potansiyele uygulanabilmesidir
(gergekten 4. Bolimde Coulemb potansiyelinin ¢tziimiinde bu yontemi kullanacagiz).
[kincisi daha zarif ve zekice bir yontem olan, merdiven operatdrlerinin kullamidigl
cebirsel yontemdir. ilk olarak cabuk, basit ve daha zevkli olan cebirsel yontemi'’ goste-
recegiz, Bu asamada kuvvet serisi yontemini atlamak isterseniz bizim agimizdan sorun
yok, ama gelecekte bu yontemi 8grenmelisiniz.

2.3.1. Cebirsel Yontem
Oncelikle 2.44 nolu denklemi daha farkll bir sekilde yazalim:

i
—(p* + (mox)’ly = Ey [2.45]
2m
Burada p = (k/i)d/dx momentum operatdriidiir. Bu yéntemde ana fikir
1
H = —[p* + (mwx)’] [2.46]
2m

Hamiltonyenini garpanlara ayirmaktir,
HEger bunlar siradan sayilar olsalardi bu islem ¢ok kolay olacakt:
u? +v? = {iv + ) (—iu + v).

Ancak p ve x operatér olduklarindan ve operattrler genellikle sira degistirmediklerin-
den (xp ile px aym degildir) burada islem ¢ok basit degildir. Yine de bu yapi bizi

at = “ﬁ%ﬁ (kip + mwx) [2.47]

ile tammlanan bilylikiiikleri incelemek igin 6zendirmektedir (parantezin dniindeki gar-
pan, sonuglart daha zarif yazmak i¢in konulmustur).

Bu durumda a_a, ¢arptminin sonucu nedir?

a-dy =

1
{ip + mwx)(—ip + mwx)
w

1
T[p +(mwx) —imw{xp — px)].

' 4. Bolimde agisal momentum teorisinde benzer stratejilerle karsilasacagiz. Bu teknik siiper simetrik
kuantum mekaniginde gok genis bir potansiyel sumfi igin genellestirilic (dmek olarak, Richard W. Robinett,
Ouantum Mechanics {Oxford UP, New York, 1997) 14 4. kesime bakiniz.
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Beklendigi gibi (xp — px) seklinde fazladan bir terim ortaya ¢ikil. Bu terimi x ile p’nin
komiitatérii olarak adlandinyoruz. Komiitatér, operatorierin ¢arpimda sira degistire-
memelerinin bir 6lgisidir. Genel olarak, 4 ve B operatérlerinin komiitatori kaseli pa-
rantez iginde yazilir ve

[A,B]=AB — BA [2.48]

olarak tanimlanir. Bu notasyon yardimtyla
B — 2.49
-Gy = 5o ——[p* + (mwx)?] [’c p3 (2.49]

olur.

Bu asamada x ve p’nin komiitatdriinii hesaplamaliyiz. Uyar:: Kuramsal olarak ope-
ratorler tizerlerinde ¢alismak igin giivenilir bitytiklikler degildir ve tizerine etkidikleri
bir f(x) “test fonksiyonu” kullaniimadikca hata yapmaya mahkumsunuz. Hesabin so-
nunda test fonksiyonunu kaldirabilirsiniz ve bdylece elinizde yalnizea operatorleri ige-
ren bir denklem kalacaktir. O zaman x ve p’nin komijtatorii

‘ d d
L, plf(x) = [x——(f) - *M( f)} ( df P f) =i f(x)
X dx
[2.50]
olur. Test fonksiyonu kaldirilirsa

[x, pl = ik {2.51]

elde edilir. Zarif ve sik sik karigilacagimiz bu sonug kanonik sira degistirme bagintis:
olarak adlandifir."®
Bu bagintiy1 kullanirsak 2.49 nolu denklem

1 1
—ap = —H+ - 2.52
a_ag e + 5 [ ]

1 ,
H=ho (a_a+ - 5) [253]
seklinde yazilabilir.

Agikga Hamiltonyen tam olarak carpanlarina ayriimaz, sag tarafta —1/2 gibi fazladan bir
terim kalir, Burada a4 ve ¢_'nin ¢arpiminda siralamanin dnemli olduguna dikkat ediniz.
ay sol tarafta olursa benzer bir ¢bziimlemeyle

ya da

1 1
_=—H-- 2.54
a+a hew 2 [2.54]

elde edilir. Ozellikle
[a_,as]=1 [2.55]

'8 Derin anlamiyla kuantum mekaniginin tim gizemi konum ve momentumun sira defistirmemesinde
vatmaktadir. Gergekten, bazi vazarlar kanonik sira degistirme bagmtisim teorinin bir aksiyomu clarak kabul
edip, bunu p = (A/))(d/dx)’1 tiiretek igin kullamrlar.
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olduguna dikkat ediniz. O halde Hamiltonyen esdeger olarak
1
H = fw (a+a_ + E) [2.56]

seklinde yazilabilir. a; operatérleri cinsinden harmonik salinici igin Schrodinger denk-
lemi®’

ko (ata; + %) v=Ey [2.57]

olarak yazilir (bu tir denklemlerde aym siradaki tistteki isaretler va da alttaki isaretler
birlikte okunur).

Simdi sira 6nemli bir adunda: v, £ enerjili bir durum igin Schridinger denklemini

saglyorsa (yani Hyr = Ev), a,y 'nin de (E + hay) enerfili biv durum igin Schridinger -

denkdemini saglamasint istevelim. Yani H(ayyr) = (£ + ha{ary) olsun. Kamy:

1 1
Hayy) = ho (a+a— + 5) (up¥) = ho (ﬂ+ﬂ—a+ + 56’+) 4

= hway (a_a+ + %) Yo=ay [hw (a+a_ + 1+ é) uir]
= a4 (H 4 Ao = ap(E + ho)y = (E + faw)(ay ).

(kinci satirda a_ ay’yl a¢ a_+ 1 ile degistirmek igin 2.55 nolu denklem kullamuldi, ¢y ve

a-’'nin ¢arpiminda siralama Snemli oldugu halde a, ile A, @ ya da E gibi herhangi bir
sabitin carpiminda swalamanm dnemli olmadiging dikkat ediniz, Yani bir operat6r her-
hangi bir sabitle sira degistirir).

Ayni sebeple a_yr’de (E—he) enerjili durum iin bir ¢dziimdiir;

H{a_¥) = hw (aa+ - %) (a3 = hoa_ (a+a_ — ;) v

=da. [ﬁw (a_a_|_ e é) Iffjj =a-(H—-how)yy =a (E - Fiw-)u’f

= (E — haw)(a_y).

Bir kez ise koyulacak bir ¢oziimil bulabildigimizde, daha yiiksek ve daha diisiik enetjili
yeni ¢oziimleri iiretecek harika bir mekanizma geligtirmis olduk. a, operatorleri enerji
durumlari arasmda yukan gikmamizi ve asag inmemizi sagladildarindan bunlara mer-
diven operatbrieri diyoruz. oy kaldirma operatdrit (arttiran operattr) ve a_ indirme

operatirii (eksilten operattr) olarak adlandirihr. Durumlarin “merdiven” yapisi 2.5
nolu sekilde goisterilmistir.

" Her defasinda “zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi™ yazmaktan yoruldum. Hangi baglamda
kultaruldig1 ¢ok agik olan durumlarda sadece “Schrédinger deaklemi™ yazacagim.
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SEKIL 2.5: Harmonik salinic1 i¢in durumlarin “merdiven” yapisi.

Ama bekleyin! Indirme operatériinil defalarca uygularsak ne olacak? En sonunda,
2.2 nolu problemde verilen genel teoreme gbre meveut olmayan sifirdan daha disik
enerjili bir duruma ulagacagiz. Bir noktada mekanizma bozulmah, Bu nasil gergeklege-
bilir? a_yr 'nin Schrédinger denkleminin yeni bir ¢oztimii oldugunu biliyoruz ama bunur_z
normlanabiliv olacagmm hichir garantisi yoktur. Sifir olabilir va da karesinin integrali
sonsuz olabilir, Pratikte itk segenek gerceklesmektedir. Yani 1/, olarak gtsterilen ve

a*WO =0 [2.58}

olan bir “en alt basamak™ vardir. yr4(x)’1 belirfemek igin bu ifadeyi kullanabilirsiniz:

1 d )
h— 4+ mowx |y =0,
m( dx 0
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yada
dilry m
o T TR
olarak yazilabilir. Bu diferansiye! denklemin ¢6ziimii oldukga kolaydir:
d
—17%00 :—T; xdx = Iﬂyli():—-n%xz-ﬂ- sabit
Boylece

Yo(x) = Ae” H

olarak bulunur, Normlama iglemi yapilirsa

o h
1= |Allf e—mcuxz/h dx = IA|2 JT_’
—00 maw

ve A* =«ma/wh bulunur. A normlama sabiti yerine yazilirsa

1/4 "
Yolx) = (f‘ﬁ) i [2.59]

nh

olur. Bu duruma karsilik olan enerjiyi belirlemek igin 4o, 2.57 nolu denklemdeki form-
da verilen Schridinger denkleminde yerine yerlestirilir, A (ara.+1/2) Yo = Eqire ve
a_yro =0 oldugu kullanilirsa

1
Ey= ihw [2.60]

olarak bulunur. Artik kuantum salimicinin taban durumu olan en alt basamakta giivenle
durdugumuzdan, uyanlmis durumlar tretmek igin kaldirma operatdriini defalarca uy-

gulariz®. Her bir adimda enerji A kadar artar. Yani

1
P (8) = An(a) Yo (6), E, = (n + 5) hoo [2.61]

olur. Burada 4, normiama sabitidir. Kaldwrma operatoriinii +ro'a tekrar tekrar
uygulayarak (ilke olarak) harmonik salinciun tiim kararh durumlarim kurabiliriz.*' Tim

2 Harmonik salinicida alisilagelmis uygulamadan saparak dururalar z = 1 yerine n = 0’dan baglanarak
numaralandinlir. Agikga, 2.17 nofu denklemdeki gibi formiillerde toplamanmn alt fimiti # = 0 olarak degigti-
rilmelidir.

' By sure yardimiyia tism normlanabilir ¢ozimieri elde ettigimize dilkkat ediniz. Eger bagka ¢tziimler
olsaydi, buniari kaldirma ve indirme operatdrlerini ardisik ofarak uygulayarak ikinci bir merdivenden dretebi-
lirdik. Ancak bu yeni merdivenin de en alt basamagi 2,58 nolu denklemi saglamaliydi. O zaman kargt konul-
maz bir sekilde 2.59 nolu denkleme wlasirdik; yani en alt basamaklar aym olurdu, Aslinda bu durumda iki
merdiven dzdeg olurduy.
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bu islemler sirasinda agik otarak hesap yapmadan izin verilen enerfi degerlerini belirlerdik.

Ornek 2.4 Harmonik salinicinmn ilk uyarilmis durumunu bulunuz.

Coziim: 2.61 nolu denklemi kullanaralk,

2

]

]

A d 1/4 ™ 2
Y1 (x) = Aray o = —om— (—fi&—; +mmx) (r—nﬁ) e W

~ 2B nh
[2.62]
— A me\Y* [2mew 2
= A4y h W xe

bulunur, Normlama iglemini “elimizle” yaparsak

mo 2 oo w2
[wmzdx: AP — (—’—;—“’-)f 2e T g = 1A%
T — 00

olur. O zaman 4, = 1’dir.

Kaldirma operatdriinil elli kez uygulayarak ¥ s5’yi hesaplamak istemiyoruz. Ama
onemli degil. ke olarak 2.61 nolu denklem normlama harig kendi isini yapar.

Normlamay: cebirsel olarak da elde etmek muimkiindiir ancak islem biraz yorucudur.
Bu yiizden dikkatle izleyin, a,v,’in v, ile orantilt oldugunu biliyoruz. O zaman

A+ V¥n = Cu¥nrl,  Qun = dpiry_g [2.63]

yazilabilir. Oranti katsayilan ¢, ve d, nasil bulunacak? 11k olarak, “herhangi”® f(x) ve
gix) fonksiyonlar i¢cin

f_ frlase)ds = f (ax f)*g dx [2.64]

olduguna dikkat ediniz (lineer cebir dilinde a_, a, 'nin hermitsel eslenigidir).

Kanu:

[Oof*(a P g— foof”‘(hd t d

2 Siiphesiz integraller meveut olmalidir; yani f{x) ve g(x), £oo’da sifira gitmelidir.
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Kismi integrasyon f f*(dg / dx)de'i — f (df / dx)* gdx'e donistiirtir (22. nolu dip-

notta belirtilen nedenle siir terimleri sifirdir). Boylece

S _ 1 oo i .
flwf (aig)dxw%ﬁwl[ihdxﬁme ]f

gdv=["(a.f)* g

olur.
Ozellikle
St a,)de= [ (aa.,) 4, de
olduguna dikkat ediniz. 2.57 ve 2.61 nolu denklemler yardmuyla

aap, =mh, aab =(n+h, [2.65]

otur. Bovlece,

ldx,

'Zf')n

*dx.

1)h+l

St @yde=laf [, [ae=n]"

ﬁi(amn)*(a+wﬂ)dx:|c,,|2£i Y zdx:(n+l)ﬁz

¥,

elde edilir. v, ve 1, normlanms olduklarindan, |c, T=n+lve |a’"|2 =n olur. Boy-
lece
ag, =g, ay, =y, [2.66]
elde edilir.
Bu durumda

Y = a, by, :":/%"aerl = _'\/%‘(a+)2¢0.

1 , i 1 1
i’ T = — 3‘ = — T e———— 4
ek Jgﬂﬂ% ,1—3.2 (a+) ’1[)0: '!:[)4 ,'—4 a+1:f)3 ;—-4‘3l2(a’+) %,

vs, seklindedir. O zaman

¥, = ﬁ(m Y, [2.67]

olarak bulunur. 2.61 nolu denklemde verilen normlama garpan1 4, =1/ Jn! (azellikle
Ay =1 olup, 2.4 nolu émekte buldugumuz sonucu dogrulamaktadir) olarak belirlenir.
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Sonsuz kare kuyuda oldugu gibi, harmonik salinicinin kararli durumlar: birbirlerine
ortogonaldir:

o2
f Yo dx = 8. [2.68]
—00

Bu bagint1 2.64 ve 2.65 nolu denklemler kullanmlarak kanitianabilir:
o0 o0
| wnaayindr=n [ s
—00 —o0
o0 o0
= f (a—Wm) (a_yrp) dx = f {ara—ym ), dx
—o0 -0
o0
=m f Rff,’,‘l Yy dx.
K
m = n olmadike¢a, f 4.4 dx sifir olmalidir. Ortonormallik bagintisindan hareketle,

W(x, M1 kararli durumlarin lineer bir kombinasyonu {2.16 nolu denklem) olarak agtig1-
mizda agilim katsayilarini Fourier numarasini (2.34 nolu denklem) kullanarak hesapla-

yabiliriz. jcﬁ}2 yine bir enerji dlgiimiinde £, degerinin elde edilme olasiigidur.

Ornek 2.5 Bir # durumunda bulunan harmonik salinici igin potansiyel enerjinin bekle-
nen deferini bulunuz.

Coziim:

2

x ve p’nin kuvvetlerini igeren bu tiir integralleri hesaplamak igin zarif bir yontem vardir.
2.47 nolu denklem ile verilen tanumi kullanarak, x ve p’yi kaldirma ve indirme operatir-
leri cinsinden ifade edebiliriz:

x=d o tasy p=if T G, —aly. 2.69]
. 2ma 2

Bu drnekte x* ile ilgilenecegiz:

1 2.2 1 2 = * 2
(VY ={-ma“x*)= Emw Yy Xy dx.
—00

Wl [(cr+)2 +(aras) + (a_ay) + (a_)z] .
2niw

Boylece
A
vy = T“’ f g [(a+)2 + (ara) + (a—ap) + (a_)l] Y dx

olur. Normlamay1 diigiinmezsek {a+) W, W, ne ortogonal olan y,+, ile ve benzer sekilde
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(a Y, de ¥, ile orantihdir. Bu terimlerden { /)’ye katk: gelmez. Kalan iki terimi he-
saplamak i¢in 2.65 nolu denklemi kuflanabiliriz:

_ fiw

(V) = Z (n+n+l)=%hw(n+%).

Gorildiigin gibi potansiyel enerjinin beklenen degeri toplam enerjinin yarisina esittir.
Kalan diger yansi da kinetik enerjinin beklenen degerine esittir. Daha sonra gorecegi-
miz gibi bu harmonik salimiciya ait bir dzellikgir.

2.3. Kesim: Harmonik Salimier 51

(¢) (x) ve {p)’yi bulunuz. Bu dalga fonksiyonu igin Ehrenfest teoreminin (1.38 nolu
- denklem) gerceklendigini kontrol ediniz.

{d) Bu pargac1@m enerjisi 8l¢iilirse hangi degerler hangi olasiliklarla elde edilir?

Problem 2.14 Bir pargactk, klasik frekanst w olan harmonik salimicinm taban durumun-
dadir. Baglangigtaki dalga fonksivonu degistirilmeksizin yay sabiti aniden dort katina
¢ikarihyor; yani @”= 2 oluyor. Siiphesiz Hamiltonyen degistiginden, ¥ simdi farkl bir
sekildé evrim gegirecektir. Enetji bir kez ol¢iildiigiinde fiew/2 degerinin elde etme olasi-
11g1 nedir? Am degerinin elde edilme olasihg nedir? [Yanu. 0.943].

*Problem 2.10
{a) ¥2(x)’1 kurunuz.
(b} g, ¥r1, ve Y2 nin grafiklerini ¢iziniz.

(c) Integrasyonlan agik olarak yaparak, ¥y, ¥, ve ¥,'nin ortogonalliklerini kontrol
ediniz. Yardim: Fonksiyonlann tek ya da ¢ift olma 6zelliklerini kullanirsaniz, he-
sap yapmak i¢in bir tane integral kalacaktir.

*Problem 2.11
(a) Yo (2.59 nolu denklem) ve v, (2.62 nolu denklem) durumlari i¢in integrasyonlar:
" agik olarak vaparak, {x), {p), {(x*) ve {p")’vi hesaplayniz. A¢iklama: Harmonik
-saliniciyla ilgili gerek bu gereksé diger problemlerde £ = (vmw/h)x degiske-

1/4

niyle, &= (me/ k)" sabitini tanmimlamak hesaplan kolaylagtirmaktadir,

(b) Bu durumlar i¢in belirsizlik ilkesini konfrol ediniz.
(¢) Bu durumlar igin ortalama kinetik enerji (7T) ve ortalama potansiyel enerji

{ ¥¥yi hesaplaymiz. By ortalamalarin toplaminin neye esit olmasim beklersiniz?
{Burada yeni bir integral hesabina gerek yoktur).

*Problem 2.12 2.5 nolu rnekteki yéntemi kullanarak, harmonik salimemm #-inci karar-
It durumu igin (x}, {p), (x?), (p?) ve {T)’yi bulunuz. Belirsizlik ilkesinin saglandigim
kontrol ediniz.

Problem 2.13 Harmonik salinict potansiyeli igindeki bir parcacifin baslangic durum
fonksiyonu

Wix, 0) = A[3o(x) + 4y (x)]

olarak verilmigtir.
(a) A’v1 bulunuz,
(b) W(x, 1) ve [¥(x,0)

mayin. y1(x) yerine y-(x) kultamlms olsayd: ne olurdu?

’ 'vi kurunuz, Bunlar klasik frekansta salinyorlarsa panige kapil-

2.3.2. Analitik Yintem

Harmonik salmier igin

Raty 1,
Yy et = E 2.70
2m dx? + me X v [ ]

ite verilen Schrodinger denklemine geri donerek seri yontemiyle denklemi dogrudan ¢o-
zelim.

o .
= [2.71]

ile verilen boyutsuz bir degisken tammlarsak denklemler daha sade goziikecektir. & cin-
sinden Schrodinger denklemini yeniden yazalim:

d*y

5
=("—-K 2.72
| e = E BV | [2.72]
Burada K, (1/2)he biriminde verilen enerjidir:
K= EE 2.73]
fiew

Burada yapilacak isiem 2.72 nolu denklemi ¢ozmek ve “izin verilen” X degerlerini (yani
E degerlerini} belirlemektir.

Hesaba baslarken ¢ok bityitk & degerlerinde (yani ok bitytk x degerlerinde), £*'nin
K’dan daha baskin olduguna dikkat ediniz. O zaman bilyiik £ degerleri i¢in diferansiyel
denklem

a4
T Y 2.74]

olur, Bu diferansiyel denklemin yaklagik ¢dziimii

Y(E) & Ae~5 2 4 BetE /2 [2.75]

olur (kontrol ediniz).
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B’li terim normlanamaz (|x| — oo iken, waksak olur). Fiziksel olarak kabul edilebilir
¢oziimler
biiyitk £'ler igin (&) — ( Je~F /2 [2.76]
ile verilen asimptotik forma sahiptir. O zaman
0 (§) = h(g)et/? [2.77]

seklinde ¢bzlim arayalim. Buradaki # (&), ¥ (&) mn kendisinden daha basit bir fonksi-
yonel forma sahiptir™. 2.77 nolu denklemin tiirevleri alnarak

av _ (E,E - .f;h) e 52

dg  \dg

dy  (d*h dh ) PN

= 2% EE - Dh) e

2z (dsl fap PE DR e

bulunur. Béylece Schridinger denklemi (2.72 nolu denklem)

azh dh
— =28 (K- Dh =0 2.78
i 3 T +( ) [2.78]

olur.

2.78 nolu denklem kuvvet serisi®* yontemiyle ¢dziilebilir. Bunun icin k(&) fonksi-
yonu bir kuvver serisi olarak yazilir:

o0
hEy =ap+af +mEt+ =) el [2.79]
Jj=0
Kuvvet serisinin terim terime tiirevleri alinarak
dh i .
— = a1 + 28 + 338 4= Y jaEl!
de pard
d*h ad .
e =2+ 2-3mb 43 At = DG+ DajgaE!

j=0

# 2.77 nolu denkleme ulasmak igin bazi yaklagtirmalar yapsak da sonucun kesin olduguna dildat ediniz.
Diferansiyel denklemlerin kuvvet serisi yontemiyle coziminde ilk olarak asimptotik davranigin ortava ¢ika-
rilmas: standart bir adimdir. Oraek olarak 11. dipnotta verilen kaynagin (Boas} 12. Boliimiine bakimz.

* Bu yontem Frobenius yintemi olarak bilinir. Taylor teoremine gore herhangi bir iyi huylu fonksiyon
bir kuvvet serisi olarak ifade edilebilir. Bu yiizden 2.79 nolu denklem geneliikten bir sey kaybetmeden vaziia-
bilir. Yontemin uygulanmasindaki gerekli kosullar i¢in; Boas (1. dipnot) ya da George B, Artken ve Hans
Jurgen Weber, Mathematical Methods for Physicisis, 5 th ed, Academic Pres, Orlando (2000) 8.5, Kesime ba-
kimz.
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bulunur. Bu ifadeler 2.78 nolu denklemde yerine yazilirsa

o0

[+ DG +2aj42 — 2ja; + (K — Da,] €/ =0, [2.80]

i=0
elde edilir. Kuvvet serisi agihmlarinin tekliginden™ £'nin her bir kuvvetinin katsayis si-
fir olmahdir:

UH+DG+ajp2—2ja; + (K ~ Daj =0
Béylece,
2j+1-K)

GEinGgiaY 281

aj+2 =

bulunur.

Bu tekrarlama (rekiirans) bagintist tamamuyla Schrodinger denklemine es deger-
dir. ag ile baslanarak tiim ¢ift numarali katsayilar ‘

e UK 6K (K1 -K)
2 5 0 = m—am = 2 an,
ve a; ile baglanarak tiim tek numaral katsayilar
_B8-K0 0K (0-KG-K)
: 6 0 BT Ty 4T 120 "

tiretilir. Tam ¢&ziim

ME) = hgn (§) + Ay (€) (2.82]

olarak yazilwr. Burada

hon (€)= ao + a&? + agt* + .-

£'nin ¢ift fonksiyonudur ve ap yardimiyla kurulur. Benzer sekilde

ek (8) = a1€ + a3b” + asE> + - -

E'nin tek fonksiyonudur ve a; yardimiyla kurulur. Boylelikle, 2.81 nolu denklem h(E)
fonksiyonunu a; ve a; gibi keyfi iki sabit cinsinden belirler ki ikinci dereceden diferan-
siyel denklemler i¢in beklenen bir sonugtur.

Ote yandan, bu sekilde elde edilen tiim coziimler normianabilir fonksiyonlar degil-
dir. Cok biiyiik j degerlerinde tekrarlama bagintis1 yaklasik olarak

2
4427 —aj

* Ornel olarak, Arfken (24. dipnot), 5.7. Kesime bakimiz,
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olur. Yaklasik ¢oziim
C
a; ~=
G
olarak bulunur. Burada C keyfi bir sabittir. Bylece, daha yiiksek dereceden kuvvetlerin
baskm oldugu blyik & degerleri i¢in A (£) min davranis
1

(/2!
olur. A, exp(E?®) gibi davranirsa dalga fonksiyonu ¥ (2.77 nolu denklem) tam da bizim
istemedigimiz bir asimptotik davranig olan exp(£>/2) seklinde gider.”® Bu serundan kur-
tulmantn tek bir yolu var; normlanabilir ¢ziimler igin kuvvet serisi sonlu bir j degerin-
de (bu en biiyiik ; degerini n olarak adlandiralim) kesilmelidir. Bu n degeri igin tekrar-
lama bagintisi @,.,= 0 olur ve bu kosul ya hgq va da hey serisini sonlandirir, Baglangig-

taki se¢ime gore diger seri sifir olmalidir. Yani » ¢ift ise a; = 0, n tek ise ap = 0 dir. Fi-
ziksel olarak kabul edilebilir ¢tziimler i¢in 2.81 nolu denkiemden

K=2n+41,

bulunur. Burada # pozitif tamsayidir. Enerji degerleri 2.73 nolu denklemden

hE) ~CY bl & C):%szf ~ Ce

Ep = (n + %) o, n=012.... [2.83]

olarak bulunur. Boylelikle, tamamiyla farkls bir yontem kullanarak daha dnce cebirsel
olarak buldupumuz 2.61 nolu denklemdeki temel kuantumlanma kosuluna tekrar ulagtik.

Enerji kuantumlanmasinm, Schrodinger denkleminin kuvvet serisi goziimiindeki
teknik bir ayrmti sonucu ortaya gikmasi ilk bakigta oldukga sagmticr goriiniiyor. Buna
farkly bir agidan tekrar bakalim. Kugkusuz 2.70 nolu denklemin £'nin herhangi bir de-
geri i¢in bir ¢oziimii vardir (aslinda her E degeri igin i/ tane lineer bagimsiz ¢dziim
vardir), Ancak ¢ozlimlerin bircogu bitylik x degerlerinde iistel olarak traksarlar ve bu
yiizden normlanamazlar. Ornegin; ¢éziimiin izin verilen degerlerin birinden biraz daha
kii¢iik olan (0.49%@ gibi) bir £ degerini kullanarak grafigini ¢izersek (2.6(a) nolu sekil),
dalga fonksiyonummn “kuyruklarinin” sonsuza dogru gittigini gorebiliriz. $imdi biraz
daha biiyiik bir £ degeri (0.51 Aw gibi) igin grafigi ¢izersek, ¢dziimiin “kuyruklarmin”
negatif taraftan sonsuza gittigini (2.6(b) nolu sekil) gorecegiz. Parametreyi 0.49’dan
0.51e ¢ok kiictik artiglarla degigtirdigimizde, 0.5 degerinden gegerken kuyruklann ters
dondiglinii gorebiliriz. Yalmzca fam olarak 0.5 degerinde kuyruklar normlanabilir bir
¢ozilm verecek sekilde sifira giderler.”

% 2 81 notu denklemin iginde hala kot huylu cozimlerin de oldugunu gormek bizim igin hig de sagirt-
¢i degil. Bu tekrarlama bagmuist Schradinger denklemine egdegerdir ve 2.75 nolu denklemde buldufumuz
asimptotik formlar da igerir.

* Bu igtemi bilgisayarda yaparak izin verilen enerji degerlerini “dencysel” olarak elde etmek mtimkiin-
ditr. Dikkat ederseniz, ¢oziimlerin kuyruklart yon degistirirken izin verilen bir enerji degerinden gegilmekie.
Bazilari bunu “atis™ ytntemi olarak adlandinilir (Nicholas Giordano, Computational Physics, Prentice Hatl,
Upper Saddle River, RJ (1997), 10.2. Kesim). 2,54 ve 2.56 nolu problemlere bakiniz.
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SEKIL 2.6: (a) E = (.49 fio ve (b) E = 0.51k i¢in Schriidinger denkleminin ¢iziimleri.

K'nin izin verilen degerleri i¢in, tekrarlama bagintisi
_ )
(G+DG+2)

ohur. n =0 ise, seride yalnizca bir terim vardir (A’ yok etmek icin @, = 0 aliriz ve 2.84
nolu denklemde j=0 igin a; = 0 verecektir). Bu durumda

aj42 [2.84]

ho(§) = ap,
olur, Baylece

Yo(§) = age™5 1



56 2. Bihim Zamandan Bagimsiz Schridinger Denklemi

elde edilir. Normlama diginda 2.59 nolu denklemin aymisim buldugumuza dikkat ediniz.
n=1iginea;=0 seceriz’® vej = 1 igin 2.84 nolu denklem a; = 0 verecektir. Bu durumda

hi(§) =aé
olur. Boylelikle

YiE) =age
elde edilir (2.62 nolu denklemi dogrular). n =2 i¢inj =0 a = 2a,ve j =2 ise a; = 0
verir. O zaman

ha(g) = ap(1 —2&%)
e

Ya(£) = ag(l — 25 2)e™4 12

bulunur {Sonucu, w,'nin cebirsel yontemle eide edildigi 2.10 nolu problem ile kargilagti-
rimz). Bu sekilde devam ederek diger ¢oziimler de elde edilir.

Genel olarak /,(E}, £'nm #-inci dereceden bir potinomu olacaktir. » ¢ift tamsay ise
E’nin ¢ift kuvvetleri, » tek tamsayi ise £'nin tek kuvvetleri eide edilir. Bastaki @, ya da
a, garpam harig bu fonksiyonlar (#,{€)) Hermite polinomlari olarak adlandirthr®. Bu
polinomlarin itk birkagi 2.1 nolu tabloda verilmistir. Geleneksel olarak, keyfi carpan
£nin en yiksek kuvvetinin katsayisi 2" olacak sekilde segilir. Bu carpan segimivle
harmonik salimeinm normlanmis™ kararh durumlar

i318)] 1/4 1 _52/2
Yu(x) = (;r—fi—) ﬁh’n(&')e [2.85]

olarak bulunur.
Stiphesiz bu ¢oziimler 2.67 nolu denklemle verilen ve cebirsel yontemle elde edilen du-
rumlarla 6zdestir.

TABLO 2.1 |k birkag H,(£) Hermite polinomu,

Hy=1

Hy =12z,

Hy =482 -2,
Hy =887 - 128,

H,=168% — 4822+ 12,
Hs=328% - 16083 + 120,

* Her bir # degeri icin g; katsaylaninin tamamen farkle bir takim clusturduguna dikkat ediniz.

* Matematik literatiriinde Hermite polinomlar: yaygin olarak ¢aligimalktadir ve bunlarla hesap yapmak

igin bir gok yontem ve hile vardsr. Bunlardan birkag tanesi 2.17 nolu problemde kullanilacaktir,

* Burada normlama sabiti iizerinde fazla ¢alismayacagiz. Eger bu sabitin nasil hesaplandigini bilmek is-
tiyorsamz, &rnegin Leonard Schift, Quantum Mechanies, 3rd ed. Mo Graw-Hill, New York (1968) 13. Kesime
bakabilirsiniz.
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2.7(a) nolu sekilde ilk birkag » degeri i¢in v ,(x)’in grafigi gosterilmistir. Kuantum
salinicy klasik kargihgindan dikkat ¢ekecek derecede farkhidir, Enerji kuantumlanmas:
digmda konum dagilimlar da tuhaf 6zelliklere sahiptir. Ormegin, parcacigin klasik ola-
rak izin verilen bolgenin disinda (goz énline alman enerji degeri igin x’in klasik genlik-
ten bilyiik oldugu bolge) bulunma olasithfi sifir degildir (2.15 nolu probleme bakinz).
Tum tek durumlar igin par¢acifi merkezde bulma olasitign sifirdir. Yalnizea buytk s
degerlerinde klasik saliniciyla benzertikler gézlemeye baslanz. 2.7(b) nolu sekilde kla-
sik konum dagihmiyla # = 100 igin kuantum dagilimys @ist iiste ¢izilmistir. Eger tepecik-
lerin iizerinden dilzgiin bir egri gegirirseniz, iki grafigin olduk¢a uyumlu oldugu gorebi-
lirsiniz. Bununla birlikte, klasik durumda bir sahmict icin gegen siire izerinden konum
dagilinina bakarken, kuanturn durumunda 8zdes olarak hazirlanmis sistemler foplulugu
tizerinden bir dagilima bakiyoruz.*’

Problem 2.15 Harmonik salinicinin taban durumunda, pargacigin klasik olarak izin ve-
rilen bélgenin diginda bulunma olasilig1 nedir? (yamif: ¢ anlamh rakama kadar veriniz),
Yardim: Klasik olarak bir salmiciun enerjisi £ = (1/2)ka’ = (1/2)maefa® dir. Burada
a genliktir. O zaman £ enerjili bir sahnici igin “klasik olarak izin verilen bolge”

—2E/mw? ile +v2E/mw? arasindadir. integralin sayisal degeri igin matematik tab-
lolarinda “Normal Dagihm™ ya da “Hata Fonksiyonu™ kisimlarina bakiniz.

Problem 2.16 2.84 nolu denklemdeki tekrarlama bagmtisin kullanarak  Hs(E) ve

He(EY'vi elde ediniz. £'nin en bitylik kuvvetinin katsayisimm 2" olmasi gerektigini kul-
lanarak sabit ¢carpani belirleyiniz.

++Problem 2.17 Bu problemde Hermite poiinomlari i¢in bazi yararli teoremleri kanitla-
rin1 vermeden inceleyecegiz.

(a) Rodrigues formiilii

N d n -
Ha(6) = (—1)"e¥ (3——) et [2.86]
Bu formiilii kullanarak H; ve /4’1 tiretiniz.
{b) Asagidaki tekrarlama bagmtis1 H,.;’1 bundan 6nceki ve sonraki diger iki Hermite
polinomu cinsinden verir.

Hy1(§) = 26H,(§) — 2nH,_(§). [2.87]

(a) sikkindaki sonucu ve bu bagintiyl kullanarak Hs ve Hy'y1 eide ediniz.

1 Klasik dagilim, timii aym enerjili fakat rastgele baslangig zamanlarma sahip salimicilarin bir toplulu-
gu olarak yorumlarsaniz belki paratellik kurulabilir.
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Walx) A lynl2

hyiga(0)|2 Q.24

0.20

0.16

0.04 ‘
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SEKIL 2.7: {a) Harmonik salmcinin ilk dért kararli durumu. Stephen Gasiorowicz,
Quantum Physics, John Wiley & Sons, Inc., 1974, John Wiley & Sons, Inc.’in izniyle kulla-

nilmistir. (b) |1,Dmo|2 *nin grafigi. Kesikli ¢izgi klasik dagilimi gostermekiedir.
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(¢} n-inci dereceden bir polinomun tiirevini alirsamz (#-1)~inci dereceden bir
polinom elde ederseniz. Hermite polinomlar igin

dH,
di

olur. Hs ve Hg'nin tlirevlerini alarak bu bagintiy1 kontrol ediniz.

= 2nHy_((§) [2.88]

(d) H(E), exp(-z°+2zE) olarak verilen iiretici fonksiyomum n-inci z-tirevinin
z = 0°daki degeridir. Ya da bagka bir sekilde ifade edersek, bu fonksiyonun Tay-
lor aglhiminda z"/r!*in katsayisidir:

—22+2z¢ = 2"
e £ _ ZEH”@)' [2.89]
=0

Uretici fonksiyonu kullanarak Hy, H, ve H,’yi tiiretiniz,

2.4 SERBEST PARCACIK

Simdi kargilagabilecegimiz en basit durumu géz oniine alahm; serbest pargacik (her
yerde V(x) = 0), Klasik mekanikte bu durum sabit hizla hareket demektir. Ama kuantum
mekaniginde problem gagirtict derecede zor ve bir o kadar da zariftir. Serbest pargacik
i¢in zamandan bagimsiz Schridinger denklemi

K d%y
. I =EF 2.90
2m dx? v [250]
yada
d*y 2 2mE
—_— = — , = 2.91
% Ky k p [2.91]

olur. Bu asamaya dek denklem potansiyelin sifir oldugu sonsuz kare kuyu igindeki (2.21
nolu denklem) denklemle aynidir. Ancak, bu kez genel ¢6zitmil siniis ve kosiniisler ye-
rine iistel formda yazacagiz. Siras1 gelince bunu neden boyle aldifimizi gorecegiz. Boy-
lece genel ¢dizium:

Yix) = Ae™ + Be™H. [2.92)
Sonsuz kare kuyunun aksine, miimkiin k degerlerini dolayisryla E degerlerini sinirlfaya-
cak smir kosullar1 yoktur: serbest pargacik herhangi bir pozitif enerji degerine sahip
olabilir, Standart zaman bagimhihig terimi exp(—iE##) gbz dniine alinirsa, serbest parga-
cik i¢in genel ¢dziim

W(x, 1) = AdKE—ED | geikrtain [2.93]
olur. '

x ve t degiskenlerini © herhangi bir sabit olmak iizere {x+ vr) seklinde iceren her
fonksiyon Fx yoniinde v hiziyla ilerleyen sabit bir dalga profilini temsil eder. Dalga
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formu tzerindeki sabit bir nokta (6megin bir maksimum ya da bir minimum nokta) ar-
giimanin sabit bir degerine kargilik gelir, Boylece

x T v = sabit, X = Fur + sabit
olur. Dalga formu fizerindeki her nokta ayni hizla hareket eitifinden, dalga ilerlerken
sekli degismez, Bu nedenle, 2.93 nolu denklemdeki ilk terim saga dogru ilerleyen bir

dalgay1 ve ikinci terim sola dogru ilerleyen aym enerjili bir dalgay: temsil eder. Bunla-
rin arasindaki fark £'nin éntindeki isares oldugundan, dalga fonksiyonunu

3 2
We(x, 1) = Aelkr— %50 [2.94]

seklinde de yazmak miimkiindiir. Burada sola dogru ilerleyen dalgay: da temsil etmesi
igin &’min negatif olmasina izin veriyoruz. Yani,

P V2mE k > 0 = safa dogru ilerleme [2.95]
= TR k < 0 = sola dogru ilerteme '

olur. Agikea serbest pargacigm “kararlh durumlart” ilerleyen dalgalardir. Bunlarin dalga
boyu A = 27/ |k’dir ve de Broglie formiilti (1.39 nolu denklem) uyarinca

p = hk [2.96]

kadarlik momentum tasirlar,

Bu dalgalarin hizi (£'nin katsayis1/x’in katsayisi)

Alk| E
vknantum = E = 5; [297]
dir. Ote yandan, enerjisi £ ile verilen serbest bir pargacigin klasik izt £ = (1/2)mv*
(V= 0 oldugundan yalnizca kinetik enetji var) ifadesinden bulunur. Yani

2FE )
Yilasik = ;: Viyantam

[2.98]
olur. Agikga gorildigi gibi kuantum mekaniksel dalga fonksiyonu temsil ettigi parca-
c1gin hizinin yaris: kadarlk bir hizla hareket etmektedir. Bu geliskiye bir siire sonra tek-
rar déneceiz. Ilk olarak yiizlesmemiz gereken ¢ok daha ciddi bir sorunumuz var: bu
dalga fonksiyonu normlanabiliv bir fonksiyon degildir. Yani,

+00 -F00
/ Wi dx = |A[2f dx = |A|*(c0) [2.99]
-0 —00

dir. Serbest pargacik igin aynilabilen goziimler fiziksel olarak kabul edilebilir durumlan
temsil etmezler. Serbest bir pargacik kararlt bir durumda bulunamaz.
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Ama bu ayrilabilen ¢éziimlerin igimize yaramayacag anlamina gelmez, ¢inkii bu
¢bziimlerin fiziksel yorumlanindan tamamen bagimsiz olarak matematiksel bir islevi
vardrr. Zamana bagh Schrodinger denkleminin genel ¢éziimit halen ayrilabilen ¢tziim-
lerin lineer bir kombinasyonudur (ancak, bu kez kesikli » indisi iizerinden topiam yerine
stirekli £ degiskeni Gizerinden inregral olarak verilir):

]

W(x.1) = o (kyel 5500 g 12.100]

1 Foo
\/‘27[ [Voo

(Uygunluk agismdan integralin disginal/v27 ¢arpam yazilmistir. 2.17 nolu denklemde-
ki ¢, katsay1sin islevini (1/ \/ﬂ)cf)(k) dk kombinasyonu girmektedir). Uygun (k)

fonksiyonu igin bu dalga fonksiyonu artik normlanabilir bir fonksiyondur. Ancak ister
istemez belli bir & araligna, dolayistyla enerji ve hiz araligina sahiptir. Bu tiir dalga
fonksiyonunu dalga paketi olarak adlandirryoruz. ™

Genel kuantum mekanik probleminde W(x, 0) verilir ¥(x, 7) dalga fonksiyonunu
bulmamiz istenir. Serbest pargacik i¢in ¢oziim 2.100 nolu denklemde verildigi gibidir ve
kalan tek sorun baslangig dalga fonksiyonuyla uyusacak ¢(k) nin nasil belirlenecegi-
dir, Baslangi¢ dalga fonksiyonu;

Wix,0) = k)™ dk. [2.101)

I Toe
7= L.
Bu Fourier analizinin klasik problemidir ve yanitt Plancherel teoremiyle verilir (2.20
nolu probleme bakiniz):

) 1 oo . i +00 _
_=— F{k)e™ Fi = R L S : ‘
F e -[—oo k)" dk < F{b) ﬁf./—m fixde dx. [2.102]

£(k), f(x) fonksiyonunun Fourier déniistimil ve f(x), F (k) fonksiyonunun ters Fourier
déntisiimil olarak adlandinilir (tek fark {istel kismmn isaretidir). Stiphesiz kabul edilebi-
len fonksiyontar tzerinde bazi kisitlamalar vardir: integraller meveus olmahdir.®® Bizim
amaglarimiz igin bu durum ¥(x, 0)in kendisinin normlanabilir olmasi sarfiyla garanti
cdilmektedir. O halde serbest pargacik i¢in genel kuantum mekanik probleminin

¥ Siniizoidal (harmonik) dalgalar sonsuza kadar her yeri kaplarlar ve normlanamazlar. Ancak bu dalga-
larin sist diste bindirilmesivie elde edilen girigimler yerellegme ve normlamaya izin veririer,

¥ f(x) uzerindeki gerek ve yster sart, f w[ f(x)szx integralinin sonfu olmasnd_:r- {bu durumda
f:\-"'(ff)E2 di integrali de sonlu olur. Aslinda bu iki integral birbirine egittir. Bazilarr bt 2,102 nolu denkle-

me isim vermeden Plancherel teoremi olarak adlandirir). Arfken (24. dipnot), 15.5. Kesitne bé.klmz: L
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¢Oziimil

dk) = W(x, 0)e ™ dx. (2.103]

1 400
2 j;oo

iie birlikte 2.100 nolu denklem tarafindan verilir.

Ornek 2.6 Baslangigta —a < x < g aralifinda yerellesmis serbest bir pargacik i¢in

A T —a<x<d,
Yix,0) = ’
(x.0) { 0, diger yerlerde

dir. Burada 4 ve a pozitif reel sabitlerdir. ‘¥(x, #)’yi bulunuz.

Coziim: Ik olarak ¥(x, 0)’y1 normlayalim:

oo a
1= Wx, 0)*d =A2[ dx =2alA]P = A= ——.
f_muxnxu_a e

2.103 nolu denklemi kullanarak ¢(k) 'y1 hesaplayalim:
1 er—ik).‘ a

- 2Jma —ik 1l-a

—ikx dx

1 i a
¢“‘)=EEL€

1 fe*® —e ™\ 1 sin(ka)
T kJ7a 2i T Jma ko

Son olarak bulunan ¢(k} ifadesi 2.100 nolu denklemde yerine yazilir ve

Wix, )=

00 o 2
1 / sin(ka) UGS =y [2.104]
w24 J-co K

elde edilir. Her ne kadar bu integral basit fonksiyonlar cinsinden ¢ézillemese de giiphesiz
sayisal olarak hesaplanabilir (2.8 nolu gekil). Ashnda, 2.100 nolu denklemdeki W (x, ¢)’yi
veren integralin aqik olarak hesaplanabildigi zarif birkag drnek vardir. Oldukea giizel
bir ornek igin 2.22 nolu probleme bakabilirsiniz.

Limit durumlar arastirmak aydinlatic: olabilir. a gok kiiglik ise, baglangig dalga
fonksiyonu oldukea iyi verellesmis keskin bir tepeciktir (2.9(a) nolu sekil). Bu durumda
kiigiik ag1 yaklagimim kullanarak, sin{ka) = ka yazabilirsiniz ve o zaman

aq
o [T

olur.
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bl wix, 02

0.5

0.4

N4

o>

-6 -4 -2 0 2 4 6

SEKIL 2.8: |\I—'(x,t)|2 "nin (2.1064 nolu denklem), ¢ = 0 (dikdbrtgen) ve £ = ma*/h (egri)
anlarindaki grafigi.

¥ix, 0) b{k)

aln

—-daia F'e };
(a) (b)
SEKIL 2.9: Kiiciik a degerleri igin 2.6 nolu drnek (a) ¥(x, 0)'n grafigi (b) ¢ (%) 'min grafigi

Baylece I'lar gbziikmedigi icin @¢(k) sabit bir fonksiyon olur (2.9(b) nolu sekil). Bu
durum belirsizlik ilkesinin tipik bir 6megidir: konumdaki yayilma (belirsizlik) kigiikse
momentumdaki yayllma (belirsizlik) yani &’daki yayilma (2.96 nolu denkleme bakiniz)

biiyiik olmahdir. Diger ug¢ durumda yani biyiik a degerlerinde konumdaki yayilma (be-
lirsizlik) bityilk olur (2.10(a) notu sekil) ve

_ [asin(ka)

geklini alir, Bu durumda sin z/z fonksiyonu z = 0’da maksimumdur ve z = + 7 (burada-
ki 6rnekte £ = + 7/ a) degerlerinde sifira diiser. Boylece biiyilk a degerlerinde, ¢(k),
k = 0 civarinda keskin bir tepecik verir (2.10(b) nolu gekil). Bu kez par¢acik iyi tamim-
lanmis bir momentuma fakat kotii tanimlanmug bir konuma sahip olacaktir.
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A W(x, Q)
b,
Vaf
1
Vaa
tan P
X w k
E]

(&)
SEKIL 2.10: Biiyiik a degerleri icin 2.6 nolu droek (a) ¥(x, 0)'m grafigi (b) ¢k ) 'min grafigi

Simdi daha &nce s6z ettigimiz celiskiye geri dénelim: 2.94 nolu denklemdeki ayrila-
bilen ¢éziim W;(x, ) goriiniiste temsil ettigi pargacik i¢in “yanhs” hizla hareket etmek-
tedir. Aslina bakilirsa, ¥, 'min fiziksel olarak kabul edilebilir bir durum olmadifim kes-
fettigimiz anda problem ugup gitmistir. Bununla beraber, iz hakkindaki bilginin serbest
pargacik dalga fonksiyvonu (2,100 nolu denklem) iginde nastl yer aldigm kesfetmek il-
ging olabilir. Ana fikir gudur: Bir dalga paketi, genligi ¢ fonksiyonuyla modiile edilmis

siniizoidal (harmonik) fonksiyonlarmn st iiste bindirilmesiyle elde edilir (2.11 nolu se-
kil) ve bir “zarfin” igindeki *kiigiik dalgactklardan™ meydana gelir. Parcacifm hizina
kargilik gelen huz degeri tek tek her bir kiigiik dalgacigin hizi (faz hizi) olmayip “zarfin”
hizadir (grup hiza). Grup hizi genellikle dalgalanin dogasina bagh olarak kendisi olustu-
ran kiigitk dalgaciklarin hizina egit olabilir, bu hizdan bliylik olabilir ya da kiglk olabi-
lir. Bir sicim iizerindeki dalgalar i¢in grup hiziyla faz izi aymdir. Kiiglik bir golete tas
attifiniz zaman farkedeceginiz gibi, su dalgalar igin grup iz faz hizimin yarisidir. Eger
tek bir dalgaciga odaklanirsaniz, bunun arka tarafta olugsup, grup iginde ilerleyip, on ta-
rafta sonerken, grubun bir biitiin olarak yarm hizla ilerledigini goriirsiiniiz. Simdi gos-
termemiz gereken; kuantum mekaniginde, serbest bir pargacigin dalga fonksiyonu igin

.
M-

b -

SEKIL 2.11: Bir dalga paketi. “Zarf” grup huzy-
Ia, “kii¢iik dalgaciklar” faz luziyla hareket ederler.
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grup hizinm, faz hizmin iki katina egit oldugu yani tam olarak klasik pargacik hizini
temsil ettigidir.
Artik ¢ézmemiz gereken problem, genel formu

Wix, 1) = B (kyel *s—wn g

1 +oo
NGz f—oo
olarak verilen bir dalga paketinin grup hizini belirlemektir (g6z ontine aldigrmiz &mekte
@ = (hk*/2m) dir. Ancak, bulacagimiz ifade dagmim bagmtisina bakilmaksizin her ge-
sit dalga paketi-icin gegerlidir. @’y1 £’nmin fonksiyonu olarak veren bagintiya dagimm
bagmntisr adr verilir). @(k) 'nm belirli bir &, degeri etrafinda dar bir bolgede bir tepe
noktasma ulagtifimi varsayahm {k’ya gore genis bir yayilma hakkinda yasa digi bir du-
rum sz konusu degildir. Ancak, farkh bilesenler farkli hizlarda hareket ettiklerinden bu
tiir dalga paketlerinin gekilieri hzla bozulur. Bu durumda iyi tamumlanmig bir hizla bir
biitiin olarak ilerteyen “grup” kavrarmi anlamini yitirir). &, civarindaki noktalar haricinde
integrand yoksanabileceginden, @ (k) y1 bu nokta civarinda Taylor serisine agip yalmzca
baskin olan terimleri tutabiliriz:

w(k) = wy + wyk — ko).
Burada ), @nin k’ya gore tlirevinin k,’daki degeridir.

Integral degiskenini degistirerek, & yerine s = k—k;1 kullanalim:

1 e | (kg5 ) —{eyFags ]
lP(x, I) o~ (t)(k{) +S)€f Ut R UV SRR ds.
V2T Jeoo
¢t =0 anmda
1 +o0 ko)
Yix, ) = — @k + s)e' 0TI gy
\IZJT —0a

olur. Daha sonraki 7 zamanlari i¢in

1 / toe . .
W(x, 1) = er(—mor+.';nm0r) f & (ko + S)é,l(kner'_)(.\'*wn.') ds
A/ 21 -
olur. Bu integral x yerine (x—w;t) gelmesi disinda ¥(x, 0) ifadesindeki integral ile ay-
nidir. Boylece
Wix, 1) & e @R wix — gy, 0) [2.105]

olur. I\If|2 'yi etkilemeyen ondeki faz carpant disinda, dalga paketinin w; hiziyla hareket
ettigi agikca goriilmektedir. Yani grup hizi

(k = ky’da hesaplanacak) olur. Bu ifade faz mzim veren

w
Vaz Sy [2.107]

ifadesinden farkhidir. Goz nine aldigtmiz serbest pargacik igin, © = (h&*/2n)



66 2. Boliim Zamandan Bagimsiz Schrodinger Denklemi

oldugundan faz izi @/k = (hk/2m) ve grup hizi de/dk = (hk/m) bulunur. Grup hizi
faz huzinm iki katidir. Boylece, kararli durumlarn faz hizinin klasik parcacik hizini tem-
sil etmedigini, oysa dalga paketinin grup hizinin temsil ettigi pargacigin hizina esit ol-
dugunu dogrulamig olduk. Yani

Yiasik = Varup = 2Ufaz [2.108]

dir.
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(d) 2 — oo limitine giderek Plancherel teoremini elde ediniz. Agtklama: Kokenleri
oldukea farkli olsa da @ —» o limitinde F(k)'yi f{x) cinsinden ve f(x}'i F (&) cin-
sinden veren formiillerin benzer yapida olmasi oldukga sasirticr ve bir o kadar da
glizeldir.

Problem 2.18 [4¢™ + Be ™ ve [C cos kx + D sin kx] fonksiyonlarmun birbirlerine denk
oldugunu gosteriniz. C ve D sabitlerini A ve B cinsinden ya da 4 ve B sabitlerini C ve D
cinsinden belirleyiniz. A¢tklama: Kuantum mekaniginde, I = 0 oldufunda fistel ifade
ilerleyen dalgalar: temsil eder ve serbest pargacifin tartigilmasmda daha uygundur. Ote
yandan, sinils ve kosiniis fonksiyonlart duran (kararly) dalgalara karsilik gelirler ve
sonsuz potansiyel kuyusu igin dogal olarak elde edilirler.

Problem 2.19 2.94 nolu denklemle verilen serbest pargacik dalga fonksiyonu icin olasi-
lik akim yoguntugunu, (J) bulunuz (1.14 nolu problem). Olasilik akimirm akes yonil ne
tarafa dogrudur?

Problem 2,21 Serbest bir pargacigm baglangigtaki datga fonksivonu
W(x,0) = Ae W
olarak verilmistir. Burada A ve g pozitif ve reel sabitlerdir.
(a) ¥(x, 0)’1 normlayn.
(b) ¢(%)’y1 bulun, _
() ¥(x, 1)’yi integral formunda olusturun.
(d) @’nin gok bliyik ve ¢ok kitgtik oldugu lintit durumlari tartigin,

**Problem 2.20 Bu problem, sonlu bir aralik {izerinde siradan Fourier serileri teorisin-
den baslayip, aralifs sonsuza genigleterek Plancherel teoreminin kanitlanmasinda size
bir rehber olarak tasarlanmigtir,

(a) Dirichlet teoremine gore [—a, +a] aralifinda tanimh “herhangi” bir fonksiyon
Fourier serisine agilabilir:

fx) = Z[a,, sin(nx/a) + by cos(nmx/a)].
n=0
Bu ifadenin

f(x): Z Cneinrrx/a

n=—0e0

olarak yazilabilecegini gésteriniz.
{b) Fourier numarasinda uygun diizenleme yaparak,

1 +a R
5__ f(x)ewmrrx/a dx
@ J—q

on =
oldugunu gosteriniz. ,
(c) n ve ¢, yerine yeni degiskenler k = (n7/a) ve F(k)=+2/7 ac,'i kullanarak,
(a) ve (b) siklarimn asagdaki gibi yazilabilecegini gosteriniz.
1 ad 1 +a 'k
(x) = — fx)ye "™ dx
f V2 n=Z—:oo V2 J-a

Burada Ak, bir # degerinden dtekine gecerken 4’daki artim miktanidar.

F)e™ Ak,  Fk) =

*Problem 2.22 Gauss dalga paketi: Serbest bir pargacigin baglangictaki dalga fonksiyonu
Wix, 0) = Ae~

dir. Burada 4 ve a sabitlerdir (a reel ve pozitif).
{a) ¥(x, 0)’1 normlaym.
{b) ¥(x, £y’yi bulun. Yardim:

+oo 3
[ eu(m +ha) dx
—00

formundaki integraller “kareye tamamlanarak’ hesaplanabilir,

y= \/E[x +(#/2a)]’y1 tanimlayarak, ax® + bx = y* — (b*4a) olduguna dikkat
ediniz, Yawt:

2% ) 14 —ax? {14+Qikar fm}]

woon= (2
x.7) (n JIT Qifa m)

2 .
’yi bulunuz. Yamtimz

we=
14 (Zhat /m)?

bitytiklugti cinsinden ifade edin. £ = 0 anmda J¥{ ’yi x'in fonksiyonu olarak gi-

(©) [2(x.0)

zin. Daha biiyiik ¢ zamanlan igin |\If|2 'yvi x'e gore tekrar cizerek zamanla
2, .
|‘I’| nin davranigmi yorumlaym.

(d) (x), (p), (¥, (pD), oy ve &,'yi bulunuz. Kismi yanit: (p*) = ah* (ancak, bu basit
tormu elde etmek igin uzun cebirsel iglemler gerekdi).

(e) Belirsizlik ilkesi saglanmiyor mu? Sistem hangi ¢ degerinde belirsizlik limitine en
yakin olur?
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2.5 DELTA FONKSIYONU POTANSIYELI

2.5.1 Bagli Durumlar ve Sagiima Duramlan

Su ana kadar zamandan bagmnsiz Schrodinger denkleminin birbirinden oldukga farkh
iki cins c¢otzlmilyle Kkarsilagtik. Sonsuz kare kuyw ve harmonik salimct igin
normianabiliv ve kesikli n indisiyle etiketlenmis ¢tziimler bulduk. Oysa serbest pargacik
icin normlanamayan ve stirekli k degiskeniyle etiketlenmis ¢oziimler elde ettik. 1lk s1-
niftaki ¢oziimler fiziksel olarak kabul edilebilir durumlari temsil ederken, diger simftaki
¢oziimler temsil etmezier. Ancak her iki durumda da zamana bagh Schrodinger denkle- : X
minin genel ¢oziimii kararh durumlarin lineer bir kombinasyonu olarak verilir. Itk sinif- : #lasik donim {dénme) noklalari

taki ¢oziimler igin bu kombinasyon » tizerinden bir toplamla, diger siniftaki ¢dzimler {a)

igin & tizerinden bir integralle ifade edilir. Bu aynmin fiziksel énemi nedir?

Klasik mekanikte, zamandan bagimsiz bir boyutiu bir potansiyel birbirinden oldukga
farkls iki tiir harekete yol agar. Her iki ugta F(x) pargacigin £ toplam enerjisinden bil- _
vitkse (2.12(a) nolu sekil), par¢acik potansiyel kuyusunun igine hapsolur, doniim . E
(dénme) noktalar: arasinda ileri geri hareketine devam eder ve kuyudan digan kacamaz .

(siiphesiz burada motor gibi bir kaynakla disaridan ilave enerji vermedigimizi varsayi- B —/ !

yoruz). Bu tiir harekete bagh durum diyoruz. Ote yandan, bir ya da her iki ugta parga- : ! ]
ci1gin £ toplam enerjisi F(x) den biiyiikse par¢acik “sonsuzdan™ gelir ve potansiyelin et- : /"

kisi altinda ya yavaslar ya da hizlamr ve sonsuza donet (2.12(b) nolu sekil). Siirtiinme Klasik dénim noktasi
gibi enerji yitimine neden olacak bir mekanizma olmadik¢a, par¢actk potansiyel iginde (o)
tuzaklanmaz (ancak burada boyle siireclerden stz etmiyoruz). Bu tlir harekete sagilma

siireci diyoruz. Ornegin harmonik sahnici gibi bazi tiir potansiyeller yalmzea bagh du- Vix)
rumlara izin verirken, &rneZin bir potansiyel tepesi gibi baz tiir potansiyeller de yalniz- '

ca sagilma durumlarina izin verirler. Par¢acigin enerjisine bagh olarak baz: tiir potansi-

yeller de her iki duruma da izin verirler.

Schrodinger denkleminin iki cins ¢éztimleri tam olarak bagli durumiara ve sagilma
durumlarina karsilik gelmektedir. Kuantum diizeyinde bu aynm daha agik hale gelir
¢iinkil tiinelleme olay: par¢acigin herhangi bir sonlu potansiyel engelinin iginden “siz-
masina” izin vermektedir. Dolayisiyla énemli olan potansiyelin sonsuzdaki davranisidwr ; >

. H X
(2.12(c) nolu sekil}). : »
C
. SEKIL 2.12: (a) Bagh durum (b) Sagilma durumlari (¢} Klasik olarak bagh duruem ama ku-
[2.109] antum sagilma durumu.

Klasik dénim noktalari

E < [V(~00) ve V(4o0)]=¢ baghdurum
E > [V(—o00) veya V(400)] = sagilma durumu

heryerde sifir oldugundan yalmzca sagiima durumlarma izin verir.>* Bu ve bundan son-

“Gergek yagamda”, gofu potansiyel sonsuzda sifira gider. Bu durumda yukarida verdi- raki kesimde ber iki cins durumiara neden olan potansiyelleri inceleyecegiz.

Bimiz olgiit basitlesir:

E <0 bagit durum
= e (2.110]
E > 0 = sagilma durumu
) ) ) ) o sl o M Egcr agirt derecede dikkatli biriyseniz, £ > Vi, olmasim gerekiiren genet teoremin (2.2 noly problem)
Sonsuz kare kuyu ve harmonik salinici potansiyelleri x — oo iken, sonsuza gittik- P higbir gekilde normlanamayan sagilma durumlarina uygulanamayacagini fark etmis olmalisunz. Eger bu cani-
lerinden valmzca bagh durumlara izin verirler. Serbest pargacik potansiyeli q mzt sikiyorsa, serbest parcactk igin £ < 0 durumunda Sehrodinger denklemini ¢ozmeyi deneyin ve bu ¢oziim-

lerin lineer kombinasyonlarinin da normlanamayacagmn goriin, Pozitif eneriili géztimlerin kendileri tam bir
takim olugturuelar.
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a{x)

L
Jon-

! x

SEXIL 2.13: Dirac delta fonksiyonu (2,111 nolu denklem).

2.5.2 Delta Fonksiyonlu Kuyu

Dirac delta fonksiyonu orijinde yerellesmig sonsuz yitkseklikte, sonsuz kiiciik genislik-
te bir tepe olup, altindaki alan 1’e esittir (2.13 nolu sekil):

+
5(x)~=—{ 0,  x#0 } f " sy = 1. [2.111]

o, x=0 oo

Aslinda delta fonksiyonu x = 0°da sonlu olmadigidan teknik olarak bir fonksiyon de-
gildir. Matematikgiler delta fonksiyonunu genellestirilmis fonksiyon ya da dagihum™
olarak adlandirirlar. Bununla birlikte teorik fizikte olduk¢a yararh bir kavramdir. Orne-
gin elektrodinamikte noktasal bir yiik igin yilk yeguniugu delta fonksiyonuyla verilir,
&(x ~ a)’mn a noktasinda, alam 1’e egit olan bir tepe olacagma dikkat ediniz. 5(x —a)'n
herhangi bir f(x) fonksiyonuyla ¢arpmak f(a) ile garpmakla aymdr,

Fx)¥x —a) = fla)d(x —a), {2.112]
¢linkii bu ¢arpim a noktas1 diginda heryerde sifirdir. Ozellikle:
+oo +oo
f f(x)c?(x—a)dx:f(a)f 8(x —aydx = f(a). [2.113]
hate ¢ -0

Bu delia fonksiyonunun en énemli §zelligidir: f(x) fonksiyonunun &¢x - &) ile integrali
onun a noktasindaki degerini verir. Siiphesiz integralin limitleri — oo’dan + «”a gitmek
zorunda degildir, énemli olan integrasyon bdlgesinin o noktasmni igermesidir. Yani her-
hangi bir € > 0 igin a — £’dan a + ¢’a kadar integrasyon yeterlidir.

Vix) = —ad(x) {2.114]

™ Delta fonksiyonu bir fonksiyonlar dizisinin limiti olarak da dogtnilebilir. Ornegin yiksekligi strekli
artan, genislifi sirekli azalan dikdorigenler ya da tiggenler gibi,
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formunda verilmis bir potansiyel diiglinelim. Burada ¢ pozitif bir sabittir.*® Bu potansi-

yel tipk1 sonsuz kare kuyu gibi yapay olmakla beraber lizerinde ¢ahsmak igin olduk¢a
basittir ve ¢ok az analitik hesapla temel teoriyi oldukea iyi agipa ¢ikarir. Delta fonksi-
yonlu kuyu i¢in Schridinger denklemi

h* d*y .
~5m T —ab(x)y = Ey {2.115]
olur. Hem bagh durumlar ( £ < 0) hem de sagiima durumlari ¢ £ > 0 ) miimkiindiir.

{lk olarak bagh durumlari inceleyelim. x < 0 bélgesinde ¥ {x) = 0 oldugundan

dy 2mE
P e Ky [2.116]
dir. Burada
V=2mE
K= _h_m [2.117]

olarak verilir (£ negatif kabul edildiginden « reel ve pozitiftir). 2.116 nolu denklemin
genel ¢éziimil:

P (x) = Ae™" + B [2.118]
Ancak, ilk terim x — — o iken wraksar. Bu yiizden 4 = 0 segilir:
Yix) = Be**, (x <0), [2.119]

x>0 bolgesinde F (x) yine sifir oldugundan genel ¢oziim Fexp(—xx)+ Gexp(xx)
formundadir. Bu sefer x —» o iken ikingi terim raksar. Bu nedenle x > 0 igin

v(x)=Fe™, (x>0) [2.120]

secilir. Geriye kalan tek islem: x = 0°da uygun sinir kogullarim kullanarak, iki fonksiyo-
nu birbirine bitistirmektir, Daha dénceden v igin standart smir kogullarim aktarmigtim:

1.y daima siirekli [2.121]
2.dy/ dx, potansiyelin sonsuz oldugu noktalar hari¢ siirekli '
11k sinir kosulundan F = B elde edilir. Dolayisiyla ¢oziim
| Be*, (x <=,
‘Jf(x) - { BewKx, (x 20), [2122]

olarak yazilabilir. ¥(x)'in grafigi 2.14 nolu sekilde verilmistir. Tkinci sinur kogulundan

3 Delta fonkstyonu Z/uzurluk boyutundadir (2.111 nolu denkleme bakiniz). Bu durumda a
{enerfi x uzunluk) boyutunda olur.
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o=

X

SEKIL 2.14: Delta fonksiyenu petansiyeli igin bagh durum dalga fonksiyonu (2.122 nolu
denklem).

bir sey elde edemeyiz. Tipki sonsuz kare kuyudaki gibi burada da bitisme noktasinda V/
sonsuzdur. Grafikten de agik olarak goriildigi gibi, dalga fonksiyonu x = 0’da sivri bir
uca (kink) sahiptir. Ustelik bu noktaya kadar delta fonksiyonu oykitye hi¢ katilmadi. O
zaman delta fonksiyonu x = 0°da v 'nin tirevindeki stireksizligi belirlemelidir. $imdi
bunun nastl galisngm ve yan iiriin olarak dvr/dx’in nigin stirekli oldugunu gorecegiz.

Burada ana fikir, Schrodinger denklemini —e dan +€’a kadar integre efmek ve daha
sonra € —» O limitine gegmektir. O zaman

h2 +e d2w +€ —+e
— —dx + [ Vix)w(x)dx =E W(x)dx [2.123]
2m J_. dx? e —e

yazilabilir. ilk integral her iki ug noktada hesaplanan @y / dx’i verir. Son integral sonlu
yitkseklige sahip ve sifira dogru giden bir genigligi olan ince bir dilimin alani oldugun-

dan, = — 0 limitinde sifir olur. Boytelikle
dir ) dyr dy 2m te
A _— = 1 P —— mm — 1' V . N
(dx) el—%(dx x| Pl B (Y (x)dx.  [2.124]
olur. Tipik olarak sag taraftaki limit yine sifir olur ve bu yiizden dy / d stireklidir. V' (x)

sinirda sonsuz oldugu zaman buradaki iddia dogru olmaz. Ozellikle ¥(x) = —ad (x) igin
2.113 nolu denklem kullanilarak

+€

dir 2mo
Al —— ) = ———9y(0 2.125
(%) =30 2.125]
elde edilir. 2.122 nolu denklemle verilen ¢dziim i¢in

di/dx = —Bre ¥, (x = Q)igin; dw/d;c‘+ = — Bk,

dyr/dx = +Biet (x < O)igin, dy/dx|_ = +Bk,
olur. Boylece A(dy / dx) = ~28x olur ve ¥(0) = B oldugundan, 2.125 nolu denklemden

mo
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bulunur. Bdylece izin verilen enerji degerleri (2.117 nofu denklem)

fik? mort
E=- o an (21271

olur. Sen olarak ¥ yi normlayalim:

+o0 , [es) iB 2
f WP dr = 2\B|3[ ey = = |
o

-0

Pozitif reel kok segilirse

B = Jk = [2.128]

olur. Agikgasi delta fonksivonlu kuyunun “siddeti” o ne olursa olsun, yalnizca bir tane
bagh durumu vardur:

2
+/ i no

— ME&  _nelel/h?, . 19
Yy = "e _. S [2.129]

Simdi de E =0 ile verilen sagidma durumlarina bakalim. x <0 igin Schrodinger
denklemi

d*y 2mE
dx2 ~ 7 p? v =-~k2w
olarak yazilir, Burada
2mE
k= ; [2.130]
olmak iizere reel ve pozitiftir. Genel ¢ézim
W) = Ae™ 4 Bem ™ [2.131]

seklini alir. Bu sefer her iki terim de iraksamadigindan, bunlan elimizde tutmaliyiz.
Benzer sekilde x >0 igin

Yx) = Fe** 4 Ge™ [2.132]
bulunur. x = 0°da ¥ (x)’in sirekli olmasi kosulundan
F+G=A+8 [2.133]
elde edilir. Turevler hesaplanirsa
x>0 igin dyr/ dx = ik(Fe* ~Ge ™) ve  dyd dxl, =ik(F-G),
{x <O igin dy/dx=ik(4e™ ~ Be™Y ve  dy/dx|. =ik(A-B),

olarak bulunur.
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Baylece A(dyr / dx) = ik(F — G — A + B) olur. Ayrica y/(0) = (4 + B) dir. Bu durumda,
2.125 nolu denklemle verilen ikinci siur kogulundan

2
ik(F—GAA-ﬁ—B):—%(Aﬂ—B) . [2.134]

elde edilir. Ya da daha toparlanmis bir bigimde

F—G=A1+2p) - BA-2p), p=10_  [2135]

seklinde yazihr.

Her iki sinir kosulunu da uyguladiktan sonra, elimizde 2.133 ve 2.135 nolu denklem-
lerle verilen iki denklem fakat dért bilinmeyen (4, B, F ve G) var (k’y1 da sayarsaniz, bey
bilinmeyen var). Normlama islemi yardimcr olmaz ¢inkii sagilma durumlan
normlanamazlar. Bu agamada biraz durup, yukaridaki sabitlerin fiziksel anlamini inceleye-
lim. Zamana bagimli garpan exp{(—iE#/A) ile birlestirildiginde exp(ikx) saga dogru ilerleyen
bir dalgay, exp(—ikx) ise sofq dogru ilerleyen bir dalgay: temsil etmektedir, Boylece 2,131
nolu denklemdeki 4 sabiti sol taraftan gelen dalgamn genligi, B sabiti de sol tarafa geri
vanstyan dalganin genligi olur. Benzer sekilde, 2.132 nolu denklemdeki F sabiti sag tara-
fa gegen dalganin genligi ve  sabiti de sag taraftan gelen dalganin genligi olacaktr (2.15
nolu sekile bakimiz). Tipik bir sagilma deneyinde pargactklar yalmzea tek bir taraftan he-
defe gonderilirler. Pargaciklarin sol taraftan gonderildiklerini kabul edelim. Béylece sag
taraftan gelen dalganin genligi sifir olacaktir:

sol taraftan gonderilen parcaciklarla sagilma i¢in G =0, [2.136]

4, gelen dalganin genlifi, B yansiyan dalganim genligi ve F de gegen dalganin genlifi
ohur. 2.133 ve 2.134 nolu denklemlerden B ve F, A cinsinden ¢oziiliirse

i 1
=_"_A F= A 2.137
B 1-i8 1—ip [ ]
bulunur. (Eger sag tarafian gonderilen pargaciklarla sagimay ¢alismak isterseniz, 4 =0
almr. & pelen genlik, F yansiyan genlik ve B de gegen genlik olacaktir).

A

Aeka Feikx
—— —
Be-!kx Ge—ikx

SEKIL 2.15: Delta fonksiyonlu kuyundan sagilma.
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Pargacigin belirli bir konumda bulunma olasihiginm |"I’|2 ile verildigini biliyoruz.
Gelen pargacigin geri yansima bagi’’ olasthgr:
_|BE B
AR 14 8%
R’ye yansyima Katsayis1 denir (Eger bir pargacik demeti ile ¢alisiliyorsa yansima katsa-

yis1 gelen demetin geri yansttilan kesrini tanimlar). Ote yandan, gegme olasiig da
gecme katsayisi ile verilir:

[2.138]

_IFP 1
= W = W [2.139]
Siiphesiz, yansima ve gegme olasiliklarinin toplami 1 olmalidir:
R+T=1 "~ [2.140]

R ve T katsayilaninm S’nun fonksiyonu ve dolayisiyla 2.130 ve 2.135 nolu denklemler
aracithgiyla £'nin fonksiyonu olduguna dikkat ediniz:

1 1

e, S L — 2.141
1+ QQR?E [ma?) 1 + (ma?/20%E) [2-141]

Enerji arttikga beklendigi gibi, gegme olasilif artar.

Buraya kadar yaptiklannmiz oldukca derli toplu iglemlerdi. Ama tiimden goz ardi
edemeyecefimiz zor bir sorun daha var: buradaki sagilma dalga fonksiyoniari
normlanamazlar ve bu yiizden mtimkiln parcacik durumlarini temsil etmezler. Ancak bu
problemin nasil ¢ézillecegini biliyoruz: tipkt serbest pargacik igin yaptifimiz gibi kararl
durumlarin normlanabilir lineer kombinasyonlarini olusturabiliriz. Gergek fiziksel par-
¢aciklar boylece elde edilen dalga paketleriyle temsil edilirler. Bu, ilke olarak basit go-
riinse de pratikte kolay bir islem degildir. Bu noktada en ivisi problemi bilgisayar orta-
minda ¢ozmektir.*® Ote yandan, bir enerji araligna gerek duyulmadan normlanabilir bir
serbest pargacik dalga fonksiyonu olugturmak imkénsiz oldugu igin R ve T katsayilar,
bir F degerinin civarindaki pargaciklar i¢in yaklagik yansima ve gegme olasihklan ola-
rak yorumlanmalidir,

Bu arada yeri gelmisken, kararii durumlan kullanarak zamana bagimh bir problemi
(parcaciklar gelir, potansiyelden sagilirlar ve sonsuza giderler) analiz edebilmemiz

3" Bu normlanabilir bir dalga fonksiyonu clmadigindan, pargacigin belirli bir konumda bulunma rusiak
olasihg iyi tammli degildir, Bununla birlikte, gelen ve yansiyan dalgalar igin olasiliklanin oran: anlambidis.
Bu konu bir sonraki paragrafta daha fazia tartigilacak.

™ Dalga paketlerinin kuyulardan ve engeflerden sagilmasiny konu alan sayisal caligmalar oldukga zengin
yapilar ortaya gikarmugtir. Bu konuda klasik olmus bir analiz: A. Goldberg, H. M. Schey and J. L. Schwartz,
Am. J. Phys. 35, 177 (1967). Web ortaminda daha yeni ¢alismalar bulabilirsiniz.
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V{x) = ad{x)

P
o

| X
SEKIL 2.16: Delta Fonksiyonu Engeli.

size sagurtict gelmis olabilir. Unutuimamahdir ki, 2.131 ve 2.132 nolu denklemierdeki v,
sabit genlikle her iki yénde sonsuza dogru yayilan, kompleks, zamandan bagimsiz, sinti-
zoidal bir fonksiyondur. Béyle oldugu halde bu fonksiyona uygun sinir kosullar1 wygula-
varak yerellesmiy bir dalga paketiyle temsil edilen pargacigin geri yansuma ve potansiyeli
gecme olasithklarin belirleyebildik. Bunun ardinda yatan matematiksel mucize sudur: agi-
kér zaman bagimhlifi ile birlikte, tiim uzaya yayilmis durumlarin lineer kombinasyonlari-
m alarak zaman iginde oldukca iyi islenmis bir davrams gisteren ve bir noktada yogun-
lasmis dalga fonksiyonlar: kurabiliriz (2.43 nolu probleme bakiniz).

Elimizin altinda wygun denklemler oldukga, delta fonksiyonu engelini de kisaca in-
celeyebiliriz (2.16 nolu gekil). Formel olarak tek yapmamiz gereken o’nin igaretini de-
gistirmektir. Tabii ki bu degigiklik baph durumu yok eder (2.2 nolu problem). Ote yan-
dan yansuna ve gecme katsayilan yalmzca of’ye bagimh olduklarindan degismezler.
Burada ilging olan, par¢acigm engelin icinden diger tarafa gegmesidir. Sitphesiz, klasik
olarak higbir par¢acik enerjisi ne olursa olsun sonsuz yiikseklife sahip bir engelin diger
tarafina gegemez. Gergekte, Alasik sagilma problemleri oldukga yavandir, £ > V,, ise,
T'=1ve R=0 olur ve pargacik, diger tarafa geger. E < F,, ise 7= 0 ve R =1 olur, Par-
sacik giicli titkenene kadar tepeye trmanir ve sonra geldigi voldan geri doner. Kuantum
saglima problemleri daha zengindir, £ < ¥, olsa bile, parcacigin potansivelden gegme
olasihigt sifirdan farkhdir. Bu olaya tiinelleme (tiinel olay:) divoruz. Bu, modern elekt-
ronigin ilerlemesinde temel mekanizmadir. Ayrica mikroskopi alanindaki olaganiistii
gelismelerden burada séz etmeyecegiz. Tersine olarak, £ > V., olsa bile parcacigm ge-
riye yansmma olasilifi vardir. Ama yine de kuantum mekaniginin sizi koruyacagim dii-
stinerek arabanizi bir tepeye dosdogru siirmeyin {2.35 nolu problem), bunu pek tavsiye
etmem.
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Problem 2.24 Delta fonksiyonlan integral isareti altinda yagarlar. Herhangi bir £ (x)
fonksiyonu igin

+60 +00
f FODi(x)dx = j fx)Da(x) dx.
-0 —00
ise, delta fonksiyonlar: igeren iki ifade (D (x) ve D, (x)) birbirine egit olur.

{a) ¢ reel bir sabit olmak {izere

dlex)y = %S(x) [2.142]

oldugunu gasterin. (¢’nin negatif oldugu durtmlar kontrol etmeyi unutmayin).
(b) 2(x) adim fonksiyonu

1, 0, .
8(x) E{ 0 j:o_ 12.143]

olarak tammlanir (nadir olarak sorun ¢ikaran bir durum #(0) dir. (0)1 1/2 ola-
rak tanimliyoruz). d@/ dx = & (x) oldugunu gésteriniz.

++Problem 2.25 2,129 nolu denkiemle verilen dalga fonksivonu igin belirsizlik ilkesini
kontrol edin. Yardmm: { p*ynin hesab biraz zordur, ¢iinki ¥ ’nin tirevi x = 0°da stireksiz-
dir. 2.24 nolu problemin (b) sikkindaki sonucu kullanmn. Kesmi yanit: { pz) =(ma/ By

*Problem 2.23 Asagidaki integralleri hesaplaymz:
(a) [T x® —3x2 + 2x — Do(x + 2) dx.

(b) fo"lcos(3x) +2]8(x - ) dx.

(c) f]l exp(|x| + 3)8(x — 2} dx.

*Problem 2,26 &(x)’in Fourier déniisiumii nedir? Plancherel teoremini kullanarak,

1 [t .
§(x) = —f ™ dk [2.144]
27 ) o

oldugunu gosteriniz. Agiklama: Bu formil iyi bir matematikgiyvi felce uZratabilir.
Integral x = 0°da sonsuz olmasma ragmen, x # 0 iken integrand daima salimm yapaca-
gindan sifira ya da herhangi bir degere yakinsamaz. Bu sorunu diizeltmenin yollar var-
dir. Ornegin integrasyonu —L’den +L’ye kadar hesaplayip, L — oo limitinde 2.144 nolu
denklemi sonlu bir integralin ortalama degeri olarak yorumlayabilirsiniz. Problemin
kokeni sudur: delta fonksiyonu Plancherel teoremi igin karesinin integre edilebilir olma-
s1 (33. dipnota bakimiz) kogulunu saglamaz. Tim bunlara ragmen dikkatlice ele alinirsa,
2.144 nolu denklem oldukca yararhidir.

*Problem 2.27 (ift delta fonksiyonlu potansiyeli gbz oniine alalim:
Vix) = —ald(x+a)+8(x — )]

Burada & ve « birer pozitif sabitlerdir.
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(a) Potansiyelin grafifini ¢iziniz
(b) Bu potansiyelin kag tane bagl durumu vardir? o= #/ma ve a= H/dma igin izin
verilen enerji degerlerini bulunuz. Dalga fonksiyonlarinin grafiklerini giziniz,

*+Problem 2.28 2.27 nolu problemde verilen potansiyel i¢in gegme katsayisim bulunuz.

2.6 SONLU KARE KUYU

Son bir 6rnek olarak,
_VUa —a <x<a,
0, x| > a,

Vix) = [2.145]

ile verilen sonlu kare kuyu potansiyelini gz dnilne alahm. Burada V, pozitif bir sabittir
(2.17 nolu sekil), Delta fonksiyonu kuyusunda oldugu gibi bu potansiyelin de bagh
(£ < 0) ve saciima (E > 0) durumlan vardrr, Tlk olarak bagh durumlar inceleyecegiz.,

x < —a bolgesinde potansiyel sifir oldugundan Schridinger denklemi

W dly Py o,
P S ada =
2m dx? vy axz - v
olarak yazilir. Burada x reel ve pozitif bir say1 olmak tizere;
v—2mE
k= + - [2.146]

Genel ¢bzitm ¥ (x) = 4 exp(—x) + B exp(icx) olur, Ancak x — —oo iken ilk terim waksar,
bu nedenle fiziksel olarak kabul edilebilir ¢oziim (daha énce oldugu gibi, 2.119 nolu
denkleme bakiniz)

X < ~a igin ¥(x) = Be™ [2.147]

olur.

ﬁVG

SEKIL 2.17: Sonlu kare kuyu (2.145 nolu denilem).
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—a < x < g bdlgesinde ¥(x) = -V dir ve Schridinger denklemi

B diy d*y
—_———— — = [ da — = _J?
2m dx? Vo v oyada dx? / %!f
olarak yazihr. Burada
2m(E + V,
= @ [2.148]

dir. Bagh durumlar igin F negatif olmasma ragmen, E > V,,;, olarak verilen eski teorem
(2.2 nolu problem) nedeniyle -V’ dan biiyitk olmalidir. Bu ylizden 7 reel ve pozitiftir.
Genel ¢oztim™

Yrix} = Csin(lx} + D cos(ix), — < X < d, [2.149]

seklindedir. Burada C ve D keyfi sabitlerdir. Son olarak, x > a bélgesinde potansiyel yi-
ne sifirdir ve genel ¢éziim ¥ (x) = F exp(—«xx) + G exp(kx) seklindedir, Ancak x —
iken, ikinct terim wraksar, bu yiizden ¢éziim

Wix) = Fe ™%, X>a [2.150]

seklini alir.

Sonraki adim smir kosullarini uygulamak: —a ve +a’da w ve dy/ dx stireklidir. Po-
tansiyelin ¢ift fonksiyon olduguna dikkat ederek biraz zaman kazanabiliriz. Bu durum-
da, geneliikten hig bir sey kaybetmeden ¢ozliimlerin tek ya da cift olacagm (2.1 nolu
problemin (c) sikki) kabul edebiliriz. Bunun avantaji sudur: smir kogullarmi yalnizca
tek bir tarafta (6rnegin +a’da) uygulanz, yr(—x) = + y+(x) oldugundan, diger tarafta da
otomatik olarak uygulanmig olur. Burada yalnizea cift ¢éziimlere bakacagiz, siz de 2.29
nolu problemde tek ¢ézlimleri ¢alisacaksiniz. Kosiniis ¢ift fonksiyon (siniis, tek fonksi-
yondur) oldugundan ¢éziimii

Fe™™*, X >4,
Yix) =1 Dcos(lx), 0<x<a, [2.151]
Pr(—x), x < {
seklinde arayalim. x = a’da ¥ (x)"in siireklilik kosulundan
Fe *% = Dcos(la) [2.152]
bulunur. dy/ dx’in stireklilik sartindan
—xFe % = [ Dsin(la) 2.153]
elde edilir. 2.153 nolu denklem, 2.152 nolu denkleme béliiniirse
k = I tan{la) [2.154]

elde edilir.

¥ Isterseniz, genel ¢bzomi (Ce™ + D% ™) geklinde ustel olarak ifade edebilirsiniz. Bu segim de bizi
ayni sonuca gotlicdr. Ancak potansiyel simetrik oldugundan ¢ozitmlerin ¢ift ya da tek olacagmi biliyoruz ve
bu ytizden sintis/kosiniis notasyonu kullanmak daha avantajlidir.
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SEKIL 2.18: z, = 8 i¢in 2.156 nolu denklemin grafik ¢dziimii (ciff durumlar).

¥ ve /'nin her ikisi de £'nin fonksiyonu olduklarindan, bu ifade izin verilen enerji
degerlerini veren formiildiir. £’yi ¢dzmek igin daha zarif bir notasyon segelim:

i
t=la ve zp= %\/2ng [2.155]
1

olarak tammlayalim. 2.146 ve 2.148 nolu denklemlerden (x*+/%) = 2m¥,/#> bulunur.
Boylece ka = 4/z; —z° olur, Bu durumda 2.154 nelu denklem

tanz = 4/ (z0/2)% — 1 [2.156]

seklini alr. Bu ifade zo'in (kuyunun “bilyitklitgimiin” bir 8lgitsii) bir fonksiyonu olarak
z i¢in (bbylece £ i¢in) transendental bir denklemdir. Bu denklem bilgisayar yardimiyla

sayisal olarak ¢Oziilebilir ya da tan z ve 4J(z,/z)" —1 aym eksen takimi iizerine ¢izile-

rek grafik yontemle ¢dziilebilir. Iki egrinin kesim noktalar ¢6ziimleri verir (2.18 nolu
sekile bakimz). Iki limit duruma &zel olarak bakalim:

1. Genis, derin kuyu: z, ¢ok biiyiikse, kesim noktalari tek sayili # degerleri igin
Z, = nmf2’nin biraz altinda otur. Bu durumda

n2N2h2
2m(2a)?

yazilabilir, Ancak burada £ + ¥, kuyunun tabamndan olgiilen enerjidir. Sag tarafta ise 2a
genisligindeki sonsuz kare kuyunun enerji degerleri yer alir (2.27 nolu denkleme bakiniz).
Aslinda # tek oldugundan enerji degerlerinin yarispn bulduk (kalan diger yarim parca 2.29
nolu problemde goreceginiz gibi tek dalga fonksiyonlarindan gelecektir). Baylelikle, sonlu
kare kuyu V; — <o iken sonsuz kare kuyuya gider. Bununla birlikte herhangi bir sonfu ¥,
degeri igin yalmizea sonlu sayida bagh durum vardur.

En+Vy = {2.157]

2. Sig, dar kuyu: z, azahrken bagh durumlarm saysi yalnizea bir durum kalana dek
azalacaktir (en diigiik rek durumun kayboldugu zo < 71/2 igin). Bununia beraber, kuyu re
kadar “zay1f” olursa olsun daima bir baglt duram mutlaka vardir.
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lginizi gekiyorsa, 2.151 nolu denklemle verilen ¥ *nin normlanmast islemini yapabi-
lirsiniz {2.30 nolu problem) Ama ben sagilma durumlarina (£ > 0) gegeceZim. V' (x) =0
oldugu sol tarafta

Yr(x) = Ae™ 4 Be T (x < —a) [2.158]

yazilabilir. Her zamanki gibi burada

2mE
k=2 [2.159]
h
dir. V{x} = -V, ile verilen kuyunun iginde
W (x) = Csin{i{x) + D cos(lx), (—a < x < a) [2.160]
olur. Onceden oldugu gibi burada
| = ——-—W [2.161]
dir. Sag tarafta, bu bélgede gelen dalga olmadigim kabul edersek, ¢éziim
Vix) = Fe'® [2.162]

olarak verilir. Burada A gelen genlik, B yansiyan genlik ve F de gecen genliktir. 0

Daért tane sinir kogulu bulunmakta: yr{x)’in —a’daki stirekliliginden
Ae™ e 4 B — _CsinQa) + Dcos(la) [2.163]
bulunur. —a’da dvr / dx’in stirekliligi
ik[Ae™* — B¢ = I[C cos(la) + D sin(la)] [2.164]
sonunu verir. +a’da ¥ {x)"in siireklilik kogulundan
Csin(la) + D cos(la) = Fe'*@ [2.165]
elde edilir. +a’da dvr/ dx’in stireklilik kogulu
I[C cos(la) — Dsin(la)] = ik Fe'™* [2.166)

bagmtist verir. Bu denklemlerden ikisini C ve D'y yok etmek igin kuflanir ve kalan iki

* Bagh durumtarda yapugimz gibi tek ve cift fonksivonlar da arayabilirdik. Ancak dalgalar yalnizea
tek bir taraftan geldiklerinden, sagilma problemi dogal olarak asimetriktir. Bu baglamda, ilerleyen dalgalan
temsil eden éstel notasyonu kullanmak daha dogrudur.
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E

SEKIL 2.19; Enerjinin fonksiyonu olarak gegme katsayisi (2.169 nolu denklem).

denklemden B ve F’yi ¢ézebiliriz (2.32 nolu probleme bakimz). Boylece

csin(2la)

T
e—ZHmA

F= -
cos(2lay — i ¥H2 sin(2fa)

(* —kHF,

elde edilir. Gegme katsayst (7' =|F|* /|4]")

y2 2
Tl =14+ —0  gin? (;\/2171(5 + Vo_))

4E(E + Vo)

[2.167]

[2.168]

[2.169]

olarak bulunur. Sinils’iin sifir oldugn degerlerde 7= 1 olduguna yani kuyunun “seffat”

olduguna dikkat ediniz. Bu degerleri bulahm:
2
F“,/zm(En F Vo) = nm

Burada » herhangi bir tamsayidir. Milkemmel gecis igin enerji degerlert
nlﬂ2h2

n Vo= —r
En Vo= o0t

[2.170]

[2.171]

olarak bulunur. Bu degerlerin sonsuz kare kuyu igin izin verilen enerji degerleri oldugu-

na dikkat edin. 2.19 nolu sekilde 7 enerjinin fonksiyonu olarak ¢izilmistir.*'
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Problem 2.30 2.151 nolu denklemle verilen v (x)’i normlayarak D ve F sabitlerini be-
lirleyiniz,

Problem 2.31 Dirac delta fonksiyonunu, alan1 1 olan bir dikdértgenin yiiksekliginin
sonsuza ve genigliginin sifira gittigi limit durumu olarak ditstinmek mimkiindiir. Sonsuz
derinlie sahip olsa bile delta fonksiyonlu kuyunun (2.114 nolu denklem) z, — 0 duru-
mundaki gibi “zay1f” bir potansiyel oldugunu gosteriniz. Delta fonksiyonu potansiyelini
sonlu bir kare kuyunun limit durumu olarak ahmiz ve bagh durum enerjisini belirleyiniz.
Yanttinizin 2.129 nolu denklemle uyumlu oldugunu kontrol ediniz. Uygun limitte 2.169
nolu denklemin 2.141 nolu denkleme indirgendigini gosteriniz.

Problem 2.32 2.167 ve 2.168 nolu denklemlert tiiretiniz. Yardum: 2.165 ve 2.166 nolu
denklemlerden C ve D’yi F cinsinden ¢oziiniiz

k : k .
C= [sin(la) +is cos(la)] ME D= [cos(!cz) ot sin(la}i| ek

Bunlar1 2.163 ve 2.164 nolu denklemlerde yerine yerlestiriniz. Gegme katsayisini elde
ederek 2.169 nolu denklemi dogrulayiniz.

*=Problem 2.33 Dikdortgen engel (2.145 nolu denklemle ayny, tek fark —a < x < g igin
V{x) =+ Vo> 0 olmasidir) igin gegme katsayisuu belirleyin. Bu iglemi £ < ¥, E =V, ve
E> ¥y durumlar igin ayrs ayn yapin. Her li¢ durumda engelin iginde dalga fonksiyon-
larmnin farkl olacagina dikkat edin. Kismi yanit: E < Vy igin™

Ve

2a

-1 L7

=14+ ——————sinh* | —/2m(Vo — E) ).
T +4E(V0—E) sin (h m (Vo ))

*Problem 2.29 Sonlu kare kuyu igin tek bagli durum dalga fonksiyonlarmi yazimz. izin
verilen enerji degerlerini veren transendental denklemi tiiretiniz ve grafik yontemle ¢o-
ziiniiz. Iki limit durumu inceleyiniz. Her zaman bir tane tek bagh durum var mdir?

* Ramsauer-Townsend etkisi denilen bu umulmadik olay laboratuvarda gézlenn_listir. Aydinlatier bir
tartigma i¢in, Richard W, Robinett, Quantum Mechanics, Oxford U. P., 1997, 12.4.1. Kesime bakiniz,

*Problem 2.34 “Basamak” potansiyelini

0, x <0,
Vix) = [ Vo, x = 0.

gbz Oniine almn.
(a) £ <V, durumunda yansima katsaysini hesaplayarak yanitimzi yorumlaym.
(b) £ >V} i¢in yansima katsayisini hesaplayin.

(¢) Engelin sag tarafinda tekrar sifir olmayan bu tip bir potansiyel igin gegme katsa-
yisi basige [F|* /|4]° degildir. (Burada 4 gelen genlik ve F* gegen genliktir).

¥ Bu tunelleme igin giizel bir dmektir. Klasik olarak pargactk geri yansir.
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4 Vi(x)

bl 4

A.‘VD

SEKIL 2.20: Bir “ugurumdan” sagilma (2.35 nolu problem).

Cunkii gegen dalganm ilerleme hiz: farklidir. Buna gore £ > V; igin

2
r= |E ;VO :Z—:l’ [2.172]

oldugunu gosterin, Yardmm: 2.98 nolu denklemi kullanarak hesaplayabilirsiniz.
Ya da daha zarif bir yolla, olasilik akim yoguniugundan (2.19 nolu problem) ha-
reketle hesaplayabilirsiniz, E <V igin T nedir?

{d) £ > ¥V, durumunda basamak potansiyelinden gegme katsayisim hesaplaym ve
T'+ R =1 olup, olmadigmi kentrol edin.

Problem 2.35 m kiitleli ve £ > 0 kinetik enerjili bir parcacik ani bir ¥, potansiyel diisi-
gi olan (2.20 nolu gekil) bir noktaya yaklasmaktadir.

{a) E =V, /3 ise parcacifn geri yansima olasiligi ne kadardir? Yara_’.tm: Bu problem
tek bir farkla 2.34’e benziyor: burada basamak yukan gikmak verine agagr dogru-
dur.

(b) Sekli size bir uguruma yaklagan arabay digiindirsiin diye boyle ¢izdik. Ama
agtkea gorilliyor ki Bugs Bunny olmadigimiz siirece, bir ugurumun kenarindan
geri yansitilma olasilign (a) sikkinda buldugunuz degerden ¢ok daha kigiiktiir.
Bu potansiyelin bir ugurumu nigin dogru olarak temsil edemeyecegini agiklayi-
mz. Yardon: 2.20 nolu sekilde arabanin potansiyel enerjisi x = (’dan gecerken
siireksiz olarak —V;’a digliyor. Bu dilgen bir araba i¢in dogru olabilir mi?

(c) Serbest bir ndtron bir ¢ekirdegin igine girdifinde potansiyel enerjisi disaridaki
¥V = 0 degerinden —12 MeV{milyon elekiron volt)’'luk ani bir diisiis yasar, Bir
pargalanma stirecinden firetiten 4 MeV kinetik enerjili bir ndtromun bdyle bir ¢e-
kirdege carptigini varsayaiim. Boylelikle bagka bir par¢alanma siirecini baglata-
cak olan sogurulma olasihg nedir? Yardmm: (a) sikkinda yanstma olasihigin he-
saplayacaksiniz. Yizeyden gegme olasilifmi hesaplamak igin 7 = 1-R’yi kulla-
nimiz.
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2. BOLUM ICIN EK PROBLEMLER

Problem 2.36 Zamandan bagimsiz Schrodinger denklemini uygun sinir kogutlariyla “orta-
lanmg”  (simetrik) sonsuz kare kuyu igin ¢dzin. Simetrik sonsuz kare kuyu;
V{x)=0(~a<x<+aigin), ¥(x) = w (diger yerlerde) olarak verilir. Buldugunuz izin veri-
len enetji degerlerini bizim buldugumuz ve 2.27 nolu denklemle verilen enerji degerleriyle
uyumnlu oldugunu kontrol edin. Sizin buldugunuz v lerin bizim buiduklarimizdan (2.28
nolu denklem) x — (x+a)/2 (ve uygun renormalizasyon) atamastyla elde edilebilecegini
gosteriniz. Buldugunuz ilk ii¢ ¢oziimiin grafigini ¢izerek 2.2 noly sekil ile karsilastirin. Bu
ornekte kuyunun genisliginin 2« olduguna dikkat edin.

Problem 2.37 Sonsuz kare kuyu (2.19 nolu denklem) iginde bulunan bir parcacigin bas-
langig dalga fonksiyonu

W(x,0) = Asin'(mx/a) (0 <x < a)

olarak verilmistir. 4yt belirleyin. W(x, £)’yi belirleyip (x)’i zamamn fonksiyonu olarak
hesaplayin. Enerjinin beklenen degeri nedir? Yardim: Trigonometrik toplama formiilleri
tekrar tekrar uygulanarak sin”@ ve cos”d m = 0, 1, 2, ..., n olmak {izere sin {mé)ve
cos{mé)mn lineer kombinasyonlarina indirgenebilirler.

Problem 2.38 m kiitleli bir pargacik sonsuz kare kuyunun (2.19 nolu denklem) taban
durumundadir. Ani olarak kuyunun genisligi iki katina ¢ikariliyor. Yani sagdaki duvar
a’dan 2a’ya gekiliyor, Cekme ani oldugundan dalga fonksiyonu aym kalmaktadir. Bu
durumda pargacigin enerjisi dlgliliiyor.

(a) En clasi deger hangisidir? Bu degeri elde etme olasihig1 ne kadardu?
(b) Bir sonraki en dolas1 deger hangisidir? Olasilik ne kadardir?

(¢) Enerjinin beklenen degeri ne kadardir? Yardim: Eger sonsuz serilerle kargilagir-
saniz, bagka bir yéntem deneyin,

Problem 2.3%
{a) Sonsuz kare kuyu igindeki bir pargacigin dalga fonksiyonunun bir kuantum
ayilma zamam 7 = 4ma*/nh sonunda orijjinal formuna dondiiging gésteriniz.
Yani, W(x, T) = W(x, 0) kosulu sadece kararli bir durum igin degi/ herhangi bir
durum i¢in de dogrudur.

(b) Duvarlar arasinda ileri geri hareket eden £ enerjili bir parcacik igin klasik ayllma
zamani nedir?

(¢) Hangi enerji degerinde bu iki ayilma zamam birbirine esit olur?"

¥ Klasik ve kuantum ayilma zamenlarinin birinden digerine gegmek igin agik bir baginti vermemesi
(ayrica kuantum ayilma zamani enerjive bile bagh degildir) énemli bir geligkidir. Daniel Styer, Am J. Phys.
69, 56 (2001) e balanz.
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Problem 2.46 m kiitleli bir parcacik

o0 {x < 0),
Vix)={ —32r%/ma®> (O0<x<a),
0 (x > a)

ile verilen potansiyelin igindedir.
(a) Kag tane bagh durum vardir?

(b) En yiiksek enerjili bagli durumda par¢acigin kuyunun disinda (x > a) bulunma
olasihig nedir? Yamit: 0.542. Yani, par¢acik kuyu tarafindan “baglansa” bile, ku-
yunun diginda bulunma olasilifr neredeyse igeride bulunma olasilig: kadardur!
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‘Problem 2.41 Harmonik salinic1 potansiyeli (2.43 nolu denklem) igindeki m kitleli bir
pargacigin baslangi¢ durumu

W(x,0) = A (1 —2“/";-—“3;;) =

olarak verilmigtir. Burada A bir sabittir.
{a) Enerjinin beklenen degeri nedir?
(b) Daha sonraki bir 7 zamaninda dalga fonksiyonu, B bir sabit olmak iizere

2
Y(x,T)=28 (1 +2 H?x) e"ﬁxz

seklindedir. T igin miimktn en kii¢iik deger nedir?

++Problem 2.44 Ortasinda delta fonksiyonu scklinde bir engel olan simetrik (ortalan-
mig) sonsuz kare kuyu i¢in zamandan bagimsiz Schrodinger denklemini ¢oziiniiz. Po-
tansiyel

wd(x), —a < x < +a,
o0, [x] = a.

Vix) = {

ile verilir. Cift ve tek dalga fonksiyonlarini ayn ayri inceleyiniz. Normlama problemiyle
ugragmaymz. Izin verilen enerji degerlerini (gerekirse grafik yontem kullanarak) bulu-
nuz. Buldugunuz degerleri delta fonksiyonu olmadiginda bulunan enerjilerle karsilasti-
rnniz. Tek ¢dziimlerin delta fonksiyonundan nigin etkilenmedigini agiklayimz. o — 0 ve
o — o limit durumlarmi yorumlayiniz.

Problem 2.45 Zamandan bagmmsiz Schridinger denkleminin aym enerji degeri E’ye
karsilik olan iki ya da daha ¢ok ';13/1'1k44 ¢Oziimil varsa, bu durumlar kath (¢cokkath, ¢a-
kagik) olarak adlandinihr, Omegin, serbest pargacik durumlan iki kez kathdir. Bir ¢o-
ziim saga dogru hareketi, dier ¢tziim sola dogru hareketi temsil eder. Ama buraya dek
normlanabilir katlt ¢oziimlerie karsilagmadik ve bu bir tesadiif degildir. Su teoremi ka-
mitlayin: Bir boyutta® katl: bagh durumlar yoktur. Yardim: Ayni E enerjili ¥, ve ¥,
gibi iki ¢éziim oldugunu varsaym. v, igin olan Schrodinger denklemini v ile ve i,
igin olan Schrodinger denklemini v, ile ¢arpip bunlari birbirinden ¢ikararak
(VW 2dvr e~ (dyfro/dx) in sabit oldugunu gisterin. Normlanabilir ¢dziimler i¢in +oo’da
¥ — 0 oldugunu kullanarak, bu sabitin gergekte sifir oldugunu gosterin. ¥, nin v ’den
bir garpan kadar farkli oldugunu bularak bu iki ¢oziimiin ayrtk olmadifim gasterin.

Problem 2.42

(1/2Dmaw?x?, x =0
00, . - x =<0

Vix)= {

olarak tammlanan yarim harmonik salmici potansiyeli igin izin verilen enerji deBerlerini
bulun (Bu potansiyel gerilebilen ancak sikigtirtlamayan bir yay temsil etmekiedir). Yar-
dim: Bu problem biraz dikkatli diistinmeyi gerektirir. Cok az hesap yapmak yeterli ola-
caktir.

Problem 2.46 m kiitleli bir boncugun ¢evresi L ile verilen dairesel bir tel tizerinde siir-
tiinmesiz olarak kaydigim diisiinelim (aslinda bu boncuk + (x+L) = ¥ (x) kosulunu sag-
lamasi gereken serbest bir pargacik gibidir). Uygun normlamayla birlikte kararl: durum-
lart ve bunlara kargilik gelen izin verilen enerji degerlerini bulun. Her bir £, enerji dege-
ri igin, bir tanesi saat yoniinde digeri de saat y&niintin tersine donfigli simgeleyen iki ba-
gimsiz ¢oziim olduguna dikkat edin. Bu ¢oziimleri v (x} ve i, (x) olarak isimlendi-
rin. 2,45 nolu problemde verilen teorem gergevesmde buradaki kathihfin sebebini ince-
leyin. Bu problemde teorem neden iglemez?

*+Problem 2.43 2.22 nolu problemde kararls (duragan) Gauss serbest pargacik dalga

paketinin analizini yapmigtiniz. $imdi aym problemi baslangic dalga fonksiyonu agagi-

daki gibi verilen ilerieyen Gauss dalga paketi icin ¢dzilnliz.
W(x, 0) = Ae™ &

Burada { reel bir sabittir. -

++Problem 2.47 Dikkat: Bu tamamiyla nitel bir problemdir ve hesap yapmaya izin yok-
tur, “Cift kare kuyu” potansivelini (2.21 nolu sekil) goz 6ntine alalim. V', derinlifinin ve

# Eger iki oziim birbirlerinden bir sabit kadar farkhilarsa (bdvlece normlandiklarinda aralarinda e gibi
faz garpam kadar fark olur), aym fiziksel durumu temsil ederler ve bunlar ayrik gtztim olmazlar. Teknik ola-
rak “aynik™ deyince “linger bagimsizhgy” kastediyoruz.

%5 4. Bolimde gorecegimiz gibi, yuksek bayutlarda katliftk oldukga yaygindir. Potansiyelin, ¥ = oo olan
bolgelerle birbirinden ayrilan yalitilmms pargalardan olugmadigim varsayalum, Omegin, iki tane valitilmis son-
suz kare kuyu kath bagh durumlara sebep olur ¢inki pargacik ya bir taraftadir ya da dteki tarafta.
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A Vix)

QVO

SEKIL 2.21: Cift kare kuyu (Problem 2.47).

& geniglifinin sabit tutuldugunu ve birkag tane bagl durum olusacak kadar bityiik oidu-
gunu varsayaim.

(a) Taban durumu dalga fonksiyonu vy, ile ilk uyardmig durum v,’nin grafiklerini
(1Y b= 0, (i1) b=aq, (iil) b>>a durumlari igin ayn ayr1 ¢iziniz,

(b) b, O’dan «’a giderken, £, ve E, enerjileri nitel olarak nasil degisir? Aym grafik
fizerine £(b) ve Ey(bY yi giziniz.

(e) Cift kare kuyu, iki atomlu (diatomik) bir molekilldeki bir elektronun gordiigii po-
tansiyel igin oldukca basit bir boyutlu modeldir (iki kuyu g¢ekirdeklerin gekici
kuvvetini temsil eder). Eger cekirdekler hareket etme serbestligine sahipseler
minimum enerji diizenegini bulurlar. (b) sikkndaki sonuglanimza dayanarak,
elektron cekirdekleri birbirine dogru mu geker yoksa ontarr birbirlerinden aymnr
m1? (kuskusuz cekirdekler arasi itme de diiginilmelidir ama bu ayn bir proble-
min konusudur).
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#+*Problem 2.49
(a)

Wi, = (1 1Mex _ne x2+£(l+e_2i“”)+i{—2 et
A Pl 24 2 m e

olarak verilen dalga fonksiyonunun harmonik salimct potansiyeli (2.43 nolu
denklem) i¢in zamana bagimli Schrodinger denklemini sagladigini gosterin, Bu-
rada a uzunluk boyutunda herhangi bis reel sabittir.*¢

(b) |‘P(x, z‘)t2 "vi bulun ve dalga paketinin hareketini tanimlayin.

() (x) ve {p)’vi hesaplayin. Ehrenfest teoreminin (1.38 nolu denklem) saglandigini
kontrol edin,

Problem 2.48 2.7 nolu problemin (d) sikkinda, 2.39 nolu denklemle verilen seriyi top-
layarak enerjinin beklenen deferini buldunuz. Ancak 15. dipnotta sizi “eski moda yol”,
{H) = [W(x,0 HW(x.0)dx'i denememeniz igin uyarmistik. Clinkii ¥(x,0)"n birinci tii-
revindeki siireksizlikler ikinci tirevi problembi kilabilir. Gergekte, hesab: kismi
integrasyon kultanarak yapabitirsiniz, ama Dirac delta fonksiyenu bu tiir anomalilerle
ugragmal icin oldukga temiz bir yol sunar.

(a) 2.7 nolu problemdeki W(x, 0)"in birinci tiirevini hesaplaymn ve yamtimzi 2.143
nolu denklemle tanimlanan &{x—a/2) basamalk fonksiyonu cinsinden ifade ediniz
(ug noktalar konusunda endigelenmeyin, 0 < x < g bolgesinin igindeler).

() 2.24 notu problemin (b} sikkinda elde ettifiniz sonugtan yararlanarak ¥(x, 0)'in
ikinci tiirevini delta fonksiyonu cinsinden yazimz.

() W (x,0) H¥(x,0)dx integralini hesaplayin ve daha énceden bulunanla aym oldu-
guou kontrol edin.

=xProblem 2,50
Vix,t) = —ad(x — vr)

olarak verilen hareketli delta fonksiyonu kuyusu diigéinelim, Burada o kuyunun sabit
hizidir.

(a) W(x, 1) = W;O‘ p—male=viijk? —i[(E+(1/2mu® )t —mvx ]/

ile verilen dalga fonksiyonunun zamana bagimli Schradinger denkleminin kesin
bir ¢oziimii oldugu gosterin. Burada E = —ma’/2k duragan delta fonksiyonu
kuyusunun bagh durum enerjisidir. Yardim: Bu fonksiyonu denkleme yerlestirin
ve kontrol edin. 2 24 nolu problemin (b) sikkinda elde edilen sonucu kullanin.

(b} Bu duram i¢in Hamiltonyenin beklenen degerini hesaplayin ve sonucunuzu yo-
rumlaym.

#+%Problem 2.51

2.2

Vix) = —h a Sechz(ax).
m

ile verilen potansiveli diigiinelim. Burada a pozitif bir sabittir ve “sech” hiperbolik se-
kant fonksiyonudur.

{a) Potansiyelin grafigini ¢izin.
(b) Bu potansiyelin taban durumunun
Yolx) = A sechiax)

oldugunu kontrol edin ve enerjisini bulun. 4’1 normlaym ve grafigini ¢izin.

By zamana bagimli Schrodinger denkleminin kapalt formdaki kesin goziumlerinin nadir bulunan bir
ornegidir ve 1926°da Schrodinger’in kendisi tarafindan kesfedifmistir.
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()
(ik —a tanh(ax)) ks

Vilxy =4 ik +a

(bixiéda her zamanki gibi k=+2m ‘ E /) fonksiyonunun herhangi bir pozitif
enerji degeri E igin Schrédinger denklemml r,:ozdugunu gisteriniz. z — ~w iken
tan 4z — —1 oldugundan _

" blyilk negatif x degerleri igin Yy (x) = Ae™
dir. Bu ifade sol taraftan gelen ama hi¢ yansimayan bir dalgay: temsil etmektedir
(exp (—ikx) terimi yok). Biyiik pozitif x degerleri igin ,(x)’in asimptotik formu

nedir? Agiklama: bu yansimasiz potansiyelin meghur bir 6rnegidir. Gelen her 7

pargacik enetjisi ne olursa olsun diger tarafa geger. 47

Problem 2.52 Sa¢ilma matrisi: Sagilma teorisi keyfi bir sekli olan yerellesmis potansi-
yelleri (2.22 nolu sekil) oldukga zarif ve agik bir yolla genellestirir. Sol tarafta (1. Boige)
¥(x) = 0 oldugundan

~Z2mE
k p—
=—
olmak iizere
(x) = A’ + Be [2.173]
dir. Sap tarafta (IH. Balge) F(x) yine sifir oldugundan _
¥ (x) = Fe™ + Ge ™ [2.174]

dir. Stiphesiz aradaki II. Bolgede potansiyel verilmedigi i¢in y’nin ne oldufunu s&yle-
yemeyiz. Ama Schrodinger denklemi lineer, ikinci dereceden bir diferansiyel denklem
oldugundan genel ¢dziim

w(x) = Cf(x)+ Dglx)
formunda olmahdir. Burada f(x) ve g(x) iki tane lineer bagimsiz ayrik g¢oziimdir."
Dort tane siur kogulu olacaktir (1. ve I1. bolgeleri birlestiren iki kosul, T1. ve I11. bolgeleri

Apgthx V{X ) ‘ Fakx
—_— R
SRS weans ha e e

Bg ik« Ge""”‘

e
o I \/ X
I. Bilge IT. Bilge 111, Béige

SEKIL. 2.22: Keyfi bir gekle sahip yerellesmis potansiyelden sagilma (II. Bélge harig
F(x)=0); 2.52 nolu problem.

" R E. Crandall and B. R. Litt, Annals of Physics, 146, 458 (1983),
% Herhangi bir diferansive! denklemler kitabna bakiuuz. Omegin; J. L. Van Iwaarden, Ordinary
Differential Equations with Numerical Technigues, Harcourt Brace Jovanovich, San Diego, 1985, 3. Bolum.
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birlestiren iki kogul). Bunlardan iki tanesi C ve D’yi yok etmek igin kullamlir, Kalan iki
taneden Bve F, A ve & cinsinden “¢8zitlebilir”:

CB=SuA+ 506G, F=5uA+5nG6

k’ya dolaylslyla E’ye bagh olan dért tane S katsayﬂan 2 x 2 boyutunda bir matris 8
olusturur. Bu matrise sagiima matrisi (va da kisaca S-matrisi) denilir. S-matrisi giden
genlikleri (B ve F) gelen genlikier A ve G cinsinden ifade eder:

BY (S S\ (A
(F) B (521 Szz) (G) ' [2.175]

Tipik bir sol taraftan sagilma duramunda G = 0 dir. Boylece yansima ve gegme Katsayi-
lar

R = BE ISul’, T= IE gp [2.176]
lAP 6o 141 |60 L
olur. Sag taraftan sagilma durumunda, A4 = 0 olur ve
: 2 2
R, = ;g—'P L 1S, T = % e |S12* [2.177]
elde edilir.
(a}2.114 nolu denklemdeki delia fonksiyonlu kuyudan sagilma igin S-matrisini ku-
runuz.

(b)Y Sonlu kare kuyu (2.145 nolu denklem) igin S-matrisini kurunuz. Yardim: Eger
problemin simetrisinden dikkatlice yararlanirsaniz, burada yeni bir is yapmaya
gerek kalmaz.

#++Problem 2,53 Transfer matrisi; 2,52 nolu problemdeki S-matrisi giden genlikleri
(B ve F) gelen genlikler (4 ve () cinsinden verir (2.175 nolu denklem). Baz: durumlar-
da transfer matrisi M ile calismak daha uygun olabilir, Transfer matrisi, potansiyelin
sag tarafindaki genlikleri (F ve G) sol taraftaki genlikler (4 ve B) cinsinden verir:

FY (M Mp\ (A
(G) B (le Mzz) (B)' (21781
{a) M matrisinin dért tane elemanm S-matrisinin elemanltart cinsinden ve
S-matrisinin elemaniarmny M-matrisinin elemanlar1 cinsinden bulunuz. R;, 7), R,

ve T, (2.176 ve 2.177 nolu denklemler) katsayilarini A-matrisinin elemanlari
cinsinden ifade ediniz.

(b) Iki tane yalitilmug pargadan olugan bir potansiyeli (2.23 nolu gekil) gz Oniine
* alalim. Bu kombinasyonun AM-matrisinin ayri ayr her bir pargaya ait
M-matrislerinin garperu oldugunu gosteriniz. Yani

M = M,M;. 12.179]

(Bu durum herhangi sayidaki par¢aya genellestirilebilir ve bu M-matrisinin ne kadar
kulianish oldugunu gdsterir).



92 2 Bélim 'Za.i:*ndn'dah ‘Bagumsiz Schradinger Denldemi

M A 7 [
Socceecamen et [— ; [ —
V=0 V=0 V=0

X

SEKIL 2.23: iki tane Yalitthmis parcasi olan bir potansiyel (2.53 nolu problem).

(¢}a noktasmdaki tek delta fonksiyonlu potansiyelden,
Vix) = —ad(x — a).
sagilma i¢in AM-matrisini kurunuz.
(d) (b) siklandaki ysntemi kullanarak gift delta fonksiyonundan
Vi) = —afd{x +a)+8(x —a)}

sagilma i¢in M-matrisini bulunuz. Bu potansiyel icin gegme katsayis: nedir?

3. BOLUM

FORMULASYON

3.1 HILBERT UZAYI

Problem 2.54 Sayisal yéntemle bes anlamli rakama kadar harmonik salmicinin taban
durumu enerjisini bulunuz. Yani, bitytik £ degerlerinde sifira giden bir dalga fonksiyonu
elde edinceye dek K'yi degistirerek 2.72 nolu denklemi sayisal olarak c¢oziiniiz,
Mathematica programlama dilinde uygun bir girig kodu

Plot[Evaluate[u[x)/.NDSolve[{u”[x] -(x* - K)y*ulx] == 0, uf0] == 1,
w'[0] == 0}, ulx], [x, 1074, 10}, MaxSteps -> 10000]], (x, a, b),
PlotRange -> [c, d}];

seklindedir (Burada (a, b) grafigin yataydaki erimi ve (¢, d) diigeydeki erimidir. Baglan-
gicta: @ = 0, 5= 10, ¢ =10, d = 10 deerlerini kullanm). Dogru ¢ozimin K = I oldu-
gunu biliyoruz, bu yiizden bir “tahmin” olarak X = 0.9 ile baslayabilirsiniz. Fonksiyo-
nun “kuyrugunun” davramsina dikkat edin. $imdi K = 1.1i deneyin ve kuyruklarn ters
dondugiind gézlemleyin. Dogru ¢dziim bu iki degerin arasinda bir yerdedir. Kyt degis-
tirerek bu aralifi iyice kiigiiltiniiz, Bunu yaparken tam gegis noktasinda sifirlamak igin
a, b, ¢ ve d'yi ayarlamak gerekebilir, -

Problem 2.55 Harmonik salmicinin ilk ti¢ uyarlmis diizeyinin enerjilerini, bes anlamli
rakama kadar sayisal ydntemle (2.54 nolu problem) bulunuz. itk ve ligiincti uyarilmig
durum igin #[0] = =0 ve #'[0] = = | almahsimz.

Problem 2.56 Sonsuz kare kuyunun ilk dért izin verilen enerji degerini, bes anlamh ra-
kam.a kadar saysal yontemle ¢oziniiz. Yardum: 2.54 nolu probleme tekrar donerek, dife-
ransiyel denklemde uygun degisiklikleri yapin. Bu kez aramamz gereken kogul (1) =0dr,

Gegtigimiz iki bélimde basit kuantum sistemlerinin birkag iiging odzelligiyle
karsilastik. Bunlardan bazilari, émegin harmonik sahnicinin enerji dizeylerinin esit
araliklt olmasi gibi, dzel potansiyellerin “tesadiifi” dzellikleriyken, digerleri cok daha
genel dzelliklerdir. Belirsizlik ilkesi, kararli durumlarin ortogonalligi gibi bu tiir genel
dzellikler bir kerede ve timil i¢in kamtlanwsa iyi olacaktir. Bu bélimiin amaci bu
diistincelerle teoriyi daha giighi bir formda veniden gekillendirmektir. Burada gergekten
veni bir sey yoktur ve temel fikir daha 6nceden 6zel durumlarda kesfedilenleri daha
tutarl bir forma getirmektir.

Kuantum teorisi iki kavram iizerine oturtulmustur; dalea fomksivorlart ve
operatirler. Bir sistemin durumu dalga fonksiyonuyla, gdzlenebilir bilyiikliikler ise
operatirlerle temsil edilirler. Matematiksel olarak, dalga fonksiyonlars soyut vektérler
i¢in verilen belirli kosullari saglarken, operatorler vektorler lizerine lineer dénitsiimler
olarak uygulamirlar. Bu nedenle, kuantum mekaniginin dogal dili lineer cebirdir.'
Fakat, sanirim, lineer cebirin bu formu alsageldiginiz bir formu degil. & boyutlu bir

uzayda, bir |OL) vektortl, belirli bir ortononmal baza gire verilen & tane {a,} bileseniyle

temsil edilir;

' Daha dnceden lineer cebir calismadiysansz, devam etmeden 6nce Ek kismzm okuyunuz,

93
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Ug boyuttaki noktasal ¢arpimmn genellestirilmesi olan, iki vektoriin i¢ ¢arpim (o | 3y
(lB) =aibi +a3by + -+ alh, [3.2]
tle verilir ve kompleks sayidir. T lineer donisiimleri siradan matris carpim kuraliyla

vektdrlerin iizerine etkiyerek yeni vektorler olusturan ve belirli bir baza gore verilen
matrislerle temsil edilirler:

itz - oy aj
i ty - by a

BY=Tla) >b=Ta= ; . ) N E [3.3]
Lo U 7'V MR J Y3 ay

Ancak, kuantum mekaniginde karsilastigimiz “vektorierin” cogu forksivonlardir ve
sonsuz boyutlu uzaylarda yasarlar, Bu vektérler igin N-bilesenli/matris notasyonu
kullamigh degildir ve sonlu boyutlu durumlarda lyi huylu olan islemler sorunlar gikarabilir
(bunun altinda yatan sebep; 3.2 nolu denklemdeki sonlu toplam her zaman mevcutken,

¥’in tim fonksiyonlarinin bir toplulugu bir vektor uzay: olusturur. Fakat bizim
amaglarimiz igin bu uzay gok bityikttir. Mitmkiin bir fiziksel durumu temsil eden dalga
fonksiyonu ¥ normlanmig olmalidir. Yani

/l\lf}zdxml

olmahdir. Belirli bir aralikta® karesi integre edilebilir tiim fonksiyonlarn olusturdugu
kiime,

y .
flx) oyleki f |0 dx < co, [3.4]
(¢ok daha kiigiik) bir vektdr uzay1 olusturur (3.1 nolu problemin (a) stkkma bakiniz).

Matematikgiler buny Ly(a, b) olarak adlandirir iken, fizikciler ise Hilbert uzayr® olarak
adlandirir, Kuantum mekaniginde,

Dalga fonksiyonlar: Hilbert uzayinda yasarlar, [3‘5]

? Bizim igin (a, &) integral limitleri her zaman oo olacak. Ancak, bu asamada her seye daha genel olarak
iz

(maalesef ayn; sozeiik) hichir iligkisi yoktur. Bir fonksiyon kitmesinin (ya da setinin) taumligr herhangi bir
fonksiyonun bu kitmenin elemanlarinmn lineer kombinasyonu olarak yazabilmesinden bagka bir sey degildir,

D ——
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J(x) ve g(x) gibi iki fonksiyonun i¢ ¢arpimim

b
- {Flgh = f FO*5(x) dx B3.6)

olarak tanimlariz. Eger J've g’nin her ikisi de karesi integre edilebilir fonksiyonlarsa
(vani ikisi de Hilbert uzayinda ise) i¢ ¢arpimlari her zaman meveuttur (3.6 noly
denklemdeki Integral sonlu bir sayiya yakmnsar). Bu Schwarz egitsizlifinin integral
formunun sonucudur’:

b b b
/ f(x)*g(x)dx\s\/ [ irwras [Cweas.

3.6 nolu denklemin bir i¢ ¢arpimin tim  sartlarin sagladigini kendiniz kontrol
edebilirsiniz (3.1 nolu problemin (b) sikkr). Ozellikle

{elf)=(fle)* . [3.8]
olduguna dikkat edin. Bundan bagka, /(x)’in kendisiyle ig carpimi

b
(F1) = f If ()R dx [3.9]

reel ve pozitiftir ve sadece® JS(x) =0 oldugunda sifira esit olur.

Bir fonksiyonun kendisiyle i¢ ¢arpumi 1 ise, bu fonksiyona normlanmistir denilir;
iki fonksiyonun i¢ carpimi 0 ise, bu fonksiyonlar otogonaldir; bir {7} fonksiyonlar
kiimesi normlanmis ve birbirlerine ortogonalse, bu kilme ortonormaldir-

{(fm|fn) = Sun. [3.10]
Son olarak, Hilbert uzaymndaki herhangi bir fonksiyon bu {f,} fonksiyonlar kiimesinin
lineer bir kombinasyonu olarak yazilabiliyorsa, bu kiimeye tamdir denilir;

)= cn fulx), [3.11]

n=l1

* 2. Béliimde norm| anamayan fonksiyonlarla calismak zorunda kaldik. By tiir fonksiyonlar Hilbert uzaymin
digndadirlar, ve daha sonra gorecegimiz gibi bu tir fonksiyonlarla calismak ozel hir dikkat gerektirir, Bu
agamada, karsilastigimiz tiim fonks iyonlanin Hilbert uzayinda bulundugunu kabul edecegim.

* Kamit i¢in; F. Riesz and B. 3z, Nagy, Functional Analysis (Unger, New York, 1955) 21. kesime bakiniz.
Sonfu boyutlu bir vekter uzayinda, (e | B)F < (a [ @) (7] 8) Schwarz esitsizliginin kant; kolaydir (E.5 nolu
probleme bakiniz), Fakat by kanit, burada tam olarak ortaya koymaya calistigimiz i¢ carpimlann meveut
oldugunu varsayar,

¢ Belli bagl birkag nokta harig her yerde sifir olan bir fonksiyon durumunda ne olur? 3.9 nolu denklemdeki
integral, fonksiyonun kendisi sifir olmasa da sifir olacaktir, Eger bu durum canmniz; sikiyorsa, matematikte de
diplomaniz olmaliydi. Fizikte by tir kotty huylu fonksiyonlar bulunmaz ve Hilbert uzayinda farklarnin mutlak
deger kare integrali sifir olan ki fonksiyon esdeger kabul edilir, Teknik olarak, Hilbert uzayindaki vektorler
fonksiyonlarin esdegerlik siniflarim temsil ederler. .
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{x)} fonksiyoﬁlar: ortonormal ise, katsayillar Fourier numarasiyla bulunur. Yani
cn = {ful ) [3.12]

dir. Bu terminolojiyi daha 8nce 2. Bolimde gostermistik (sonsuz kare kuyuda kararl
durumlar (2.28 nolu denklem) (0, &) araliginda tam bir ortonormal kitme olusturur;
harmonik salinicimun kararli durumlan (2.67 ya da 2.85 nolu denklemler) (-, )
aralifinda tam bir ortonormal kiimedir).

Problem 3.1

(a) Karesi integre edilebilir tiim fonksiyvonlar kiimesinin bir vektdr uzay: oldugunu
gosterin (tanmm igin E, 1. Kesime bakiniz). Yardmm: Esas problem karesi integre
edilebilir iki fonksivonun toplaminin da karesinin integre edilebilir oldugunu
gostermektir. 3.7 nolu denklemi kullanm. Tiim normlanmig fonksiyonlar kiimesi
bir vekidr uzay midir?

{b) 3.6 nolu denklemdeki integralin i¢ garpim kosullarin1 sagladigin1 gosterin (E.2.
Kesim).

*Problem 3.2

(a) v'nun hangi degerleri igin f(x) = x* fonksiyonu (0, 1} arahZmdaki Hilbert
uzayindadir? v'pin reel oldugunu varsayin, ama pozitif olmak zorunda degildir.

(b) Ozel olarak v = 1/2 igin f{x) bu Hilbert uzaymin iginde midir? xf{x) ve (/dx)f (x)
durumlarmda ne olur?

3.2. GOZLENERILIRLER

3.2.1 Hermitsel Operatirler
O(x, p) gibi bir gdzlenebilirin beklenen degeri, ic garpim notasyonuyla’

(0} :f\P*QkIde:(\HQ\P) [3.13]

olarak ¢ok giizel bir sekilde ifade edilebifir.

2

Q operatdriintin, O biyikliginden p — p"u = (h /i) (d/ dx) yeklinde atamayla kurulduguna hatirlayin.
Buradaki operattrier lineerdir, yani herhangi f ve g fonksiyonlart ve a ve b kompleks sayilan igin

Q taf (x)+ bg(x)] = alf (x}+ b0 (%)
bagintisi salarlar. Tism fonksivonlarn olusturduge uzayda lineer ddmigiimleri meydana gefirirler. Bununla

beraber bazen Hilbert uzayuun igindeki bir fonksiyonu uzayin digindaki bir fonksiyona gatiiriitler (3.2 nelu
problemin (b} giklkina bakimiz}. Bu durumda operatériin tanim kiimesini kisitlamaic gerekebilir.
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Bir dleiimiin sonucu, daha dogrusu birgok sleimtin ortalamasi reel olmak zorundadir.,
Yani

(@)= {0 [3.14]

olmalidir. Ote yandan, bir i¢ garptmm kompleks eslenigi siray1 ters gevirdiginden (3.8
nolu denklem)

(W0W) = (Qw|w) (3.15]

olur. Bu bagmti tim ¥ dalga fonksiyonlar1 igin dofru olmabdw. Boylece,
gozlenebilirieri temsil eden operatorler su dzellipi saglarlar;

Tiim £ (x)’ler igin (f1éf> - (Q“fif). [3.16]
Bu operatorlere hermitsel operatirler denir.
Aslinda, bir¢ok kitap
Tam f(x) ve g(x)’ler igin ( f;Q“g> ={0r)e) [3.17]

seklinde daha kuvvetli bir gart éngdrmektedir. Ancak sizin de 3.3 nolu problemde
kanitlayacaginiz gibi, goriiniimdeki farkhiliga ragmen bu sart bizim verdigimiz tanima
(3.16 nolu denklem) egdegerdir, Bu yiizden hangisi hogunuza giderse omu
kullanabilirsiniz. Buradaki ¢nemli nokta sudur: hermitsel bir operatér ayn: sonucu
verecek sekilde bir i¢ ¢arpimin birinei ya da ikinci elemanina uygulanabilir, Hermitsel
operatorler, beklenen degerleri reel oldugundan, kuantum mekaniginde dogal olarak
ortaya ¢ikarlar,

Gozlenebilir biiyiikiiikler hermitsel operatorlerle temsii edifir. [3.18]

Simdi bunu kontrol edelim. Ornein, momentum operatdrit hermitse) midir?

o0 R dfN? .
Mw+f (—.—w) gdv={pflg}. [3.19]

—oo VI dx

. e hd, b
(.fl;ﬂ.?)zf o dr = e
oo 1 odx i

Burada kismi integrasyon kullanarak, alisilmus sebepten simir terimini attik; f(x) ve g(x)
karesi integre edilebilir fonksiyonlarsa, +w’da sifira gitmelidirler.® /nin kompleks
esleniginin kismi integrasyondan gelen eksi isaretiyle nasil denklegtigine dikkatinizi

# Aslinda bu tam antamuyla dogru degil. . Bolimde bahsettigimiz gibi, karesi integre editebilen ama
sensuzda sifira gitmeyen kot huylu fonksivonlar mevcuttur. Fakat bu tiyr fonksiyonlar fizikte ortaya gikmazlar ve
eger bu durum caninizi sikiyorsa, operatorierin tamm kimesini kisitlayarak bu fonksiyonlardan kurtutabiliriz,
Sonlu araliklar durumunda, sinir terimleriyle ugrasirken daha dikkatli olmalisiniz, (— o, o) araligmda hermitsel

clan bir operattr, (0oc) ya da (—m, ) arabifinda hermitsel olmayabilir. Sonsuz kare kuyuyu merak

ediyorsamz, dalga fonksivonlanmin sonsuz bir gizgi iizerinde oturduklarini ve (0, &) arahf disinda sifir
olduldarun ditgiinmek en giivenli yoldur.
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cekmek isterim. / olmaksizm didx operatori hermitsel degildir ve miimkiin bir
gozlenebilir biiylikliigit temsil etmez.

*Problem 3.3 Hilbert uzayindaki tiim / fonksiyonlar igin (h‘Qh) = (Q”h|h) ise, tiim £

ve g’ler igin (f‘ég)=<éf|g> oldugunu gosterin (yani 3.16 ve 3.17 nelu

denklemlerle verilen “hermitsellik” tammlarmin esdeger oldufunu gbsterin). Yardim:
Once 2 =f+ g ve sonra k= f + ig alm,

Problem 3.4
(a) Hermitsel iki operatortin toplaminin hermitsel oldugunu gdsterin.

() Q ‘nun hermitsel ve o’'mn kompleks bir say: oldugunu varsayalm. o igin hangi
kosul altinda Q' hermitseldir?

(c) Hermitsel iki operatoriin ¢arpimi ne zaman hermitsel olur?

(d) Konum operattrityle (¥ = x) Hamiltonyen operatdriiniin
(H = —(7*12m)d* [ dx® + ¥ (x)) hermitsel olduklarin1 gosterin.

Problem 3.5 Bir () operatériiniin hermitsel eslenigi (ya da adjointi) oM
Ttim fve g'ler igin ( f| Qg) =(0" fl g) [3.20]
olarak tanimlamr (Hermitsel operator, hermitse! eslenigi kendisine esit olan operatordir:
g=0").
(a) x, { ve d/ dx’in hermitsel esleniklerini bulun.

(b) Harmonik salinicr kaldoma operatéril o.’'nin (2.47 nolu denklem) hermitsel
eslenigini kurun.

(©) (OR)" = R*O* oldugunu gosterin.

3.2.2 Kesin (Belirli} Durumliar

Tiimii aym ¥ durumunda bulunan ve 6zdes olarak hazirlanmis bir sistemler toplulugu
izerinde bir @ gozlenebilirini &lgtiigiiniizde, her defasinda ayn: sonucu elde
edemezsiniz. Bu durum kuantum mekaniginin belirsizligidir’ Soru: (Fnun her
olebmiiniln  aym deeri, OrneBin ¢, verecegi bir durum hazirlamak milmkiin
miidiir? Boyle bir durum, Q gozlenebiliri igin kesin (belirli) bir durumdur. Ashnda
bdyle bir drnegi zaten biliyoruz: kararli (duragan) durumiar Hamiltonyenin kesin
(belirli) durumlaridir. ¥, kararli durumunda bulunan bir pargacigin toplam enerjisi

® Burada bisyiik bir ustalikla yapilms &l¢timler hakkinda konuguyoruz. Tabii ki her zaman igin yamimak ve

yanhs bir somug elde etmek miimkiindiir. Ama bu kuantum mekaniginin hatasi degildir.
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olgtildiigiinde, bu duruma karsilik gelen “izin verilen” E, enerfi degeri bulunacaf
kesindir,

Kesin (belirli) bir durumda Q'nun standart sapmasi sifir olacaktir. Yani
0% ={(Q — (2D = (WI(Q — ) = (@ - DY@ — P¥) =0 [3:21]
dir. Her 6l¢tim g degerini veriyorsa bunlarin ortalamas: giiphesiz g olacaktir: () = g¢.
Ayrica burada i¢ garpimdaki bir garpam birinci terimin tizerinden gegirmek igin & *nun
ve tabii ki Q —g’'nun hermitsel operatorler olduklarini kullandik. Kendisiyle ig¢
carpimim sifir veren tek fonksiyon 0 oldugundan,

oW = g ' {3.22]

bulunur, Bu, Q: operatdril i¢in dzdeger denklemidir. ‘P, Q mun bir dzfonksiyonu, g
ise, karsihk gelen 6zdegerdir. Boylelikle

Kesin (belirliydurumlar Q‘nun dzfonksiyonlardir, f3.23]

‘Boyle bir durum tizerinde O’nun &lgilimii kesin olarak g 6zdegerini verecektir.

Ozdegerin bir say1 olduguna (bir operatér ya da bir fonksiyon degil) dikkat ediniz.
Herhangi bir ¢zfonksiyonu bir sabitle carpabilirsiniz ve somug yine aym ozdegere
karsilik olan bir zfonksiyondur. Sifir bir 6zfonksiyon olarak sayilmaz (tanim geregi bu

durumu disarida tutuyoruz. Aksi takdirde herhangi bir Q operatdrii ve tlim g’lar igin

00 = g0 =0 oldufundan, her say1 bir dzdeger olurdu). Fakat, bir 6zdeger olarak sifir

kabul edilebilir. Bir operattriin tiim dzdeZerlerinin topluluguna bu operatdriin dzdeger
spektrumu diyoruz. Bazi durumlarda iki ya da daha fazla lineer bagimsiz 6zfonksiyon
ayn1 dzdegere karsihik gelebilir; bu durumda spektrum kath (¢okkatlh, cakisik) dir.

Ornegin, toplam enerjinin kesin (belirli) durumlann Hamiltonyenin &zfonksi-
yonlaridir. Yani
Hy = Evy [3.24]

dir ve bu tam da zamandan bafmsiz Schrodinger denklemidir. Bu baglamda, 6zdegerler
igin £ harfini, &zfonksiyonlar igin ¥'yi kullaminiz. Isterseniz ¥’yi kurmak igin
exp (=i E t/ i) ¢arpamm ilave edebilirsiniz ve bu da A nm bir dzfonksiyonudur.

Ornek 3.1

o d

operatoriinii gz Sniine alalim. Burada ¢ iki boyutta azimut agisidir (Bir halka lizerinde
hareket eden bir boncugn g6z oniine alirsak fiziksel olarak bu operatirle karsilagiriz.
2.46 nolu probleme bakinz). Q hermitsel midir? Q 'nun ézdeger ve dzfonksiyonlarim
bulunuz.
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Coziim: Burada 0 < ¢ < 27 sonlu araligindaki f{¢) fonksiyonlanyla ¢ahstyoruz. ¢ ile
¢+ 2x fiziksel olarak aym noktay: temsil ettifinden

fi+27) = flg) [3.26]
gartin koyalim. Kismi integrasyonla
R B 27 . .dg m.*Qn 27rl df* iy
0= [ 7 (18 ) do=irsl] - [7i (L) eao = 2510

elde edilir. Dolayisiyla Q hermitseldir (bu sefer smur terimi 3.26 nolu denklem
nedeniyle sifir oldu).

Ozdeger denklemi
fj—qbf(qb) = qf{¢) (3.27]
seklindedir. By denklemin genel ¢6ziimii:
fig) = Ae P, [3.28]
3.26 nolu denklem, g’nun olas1 deferleri iizerine kisitlama getirir:
g7 Z ] = g=0,%1, 12, .. [3.29]

Bu operatdriin dzdeger spektrumu tamsayilar kiimesidir ve katli degildir.

Problem 3.6 O =d"/d¢’ operatérimii gz &niine aln. Burada ¢ (3.1 nolu drnekte
oldugu gibi) kutupsal koordinatlarda azimut agisidr ve fonksiyonlar 3.26 noiu

denklemle verilen sarti saglarlar. O hermitsel midir? Q’nun ozfonksiyoniarim ve
Gzdegerlerini bulunuz. Q nun dzdeger spektrumu nedir? Spektrum katl midir?

3.3 HERMITSEL BIR OPERATORUN OZFONKSIYONLARY

Bu kesimde dikkatimizi hermitsel operatorlerin ozfonksiyonlar: (fiziksel olaral:
gozlenebilirlerin kesin durumlar) Gzerine yogunlagtiracagiz. Bu &zfonksiyonlar iki
sinifa aynilirlar: Ozdeger spektrumu kesikli ise (vani dzdegerler birbirlerinden ayriksa),
dzfonksiyonlar Hilbert uzay: igindedirler ve fiziksel olarak kabul edilebilir durumlara
karsilik gelirter. Ozdeger spektrumu siirekliyse (yani dzdegerler belli bir arahkta her
degeri alabiliyorsa), dzfonksiyonlar normlanamazlar ve miimkiin dalga fonksiyonlarmi
temsil etmezler (buna ragmen, §zdegerlerde zorunlu ofarak bir dagilmaya sebep olsa da
bu fonksiyontarm lineer kombinasyonlart normlanabilirler). Bazi operatorler yalmzca
kesikli 6zdeger spektrumuna sahipken (6rnegin, harmonik salmier Hamiltonyeni), bazilar
da yalnizea stirekli 6zdeger spektrumuna {Ormegin, serbest parcack Hamiltoyeni) sahip
olurlar. Sonlu kare kuyu Hamihtonyeni érneginde oldugu gibi, bazi durumlarda da
operatérlerin dzdeger spektrumunda hem kesikli hem de stirekli kisim bulunur. Tlgili ig
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garpumlarin varhf garanti oldugundan, kesikli spektrumu ele almak daha kolaydr,

Aslinda bL} sonlu boyutlu teoriye (hermitsel bir marrisin dzvektérleri) cok benzerdir, 11k
olarak kesikli spektrumu ¢alisacagiz.

3.3.1 Kesikli Spektrum

Matematikse] olarak, hermitsel bir operatériin niormlanabilir dzfonksiyonlan iki énemli
dzellige sahiptir:

1. Teorem: Ozdegerler reeldir.

Kanit; Q ‘nun g dzdegerine karsilik olan (‘j'zfohksiyon f(x)olsun, Yani
Of =af
olsun. O hermitsel oldugundan

(105 =(QFIF)
dir."” O zaman S
a{f1ft=q"(fif)

elde gdilir {g bir say1 oldugundan integralin dls'mé '¢1.kar11abilir. I¢ ¢arpinda ilk
fonksiyonun kompleks eglenigi alindigs igin (3.6 nolu denklem) sajt tarafta g’nun
da kompleks eslenigi alindi). Ancak (f | [y afir olamaz (f(x) = 0 vasal bir
szfonksiyon degildir) boylece ¢ = ¢’ elde edilir. Yani g reeldir,
Bu sonug oldukga rahatlaticidir: Kesin (belirli) bif durumda bulunan bir parcacik
tizerinde gbzlenebilir bir bityiklitk dlgerseniz, reel bir say1 elde edersiniz.

2. Teorem: Farkl dzdegerlere karsilik olan 6zfonksiyonlar ortogonaldir.

Kanit:

Qf=qf v Qz=dq'g
olsun. Q hermitsel oldugundan ( ¥ |Qg> = <Qf } g> dir. Boylece

q'{flg) =q"{flg}

elde edilir (burada o6zfonksiyonlarm Hilbert uzaymda olduklan kabul
edildifinden, i¢ arprmlar meveuttur), Ancak g reel oldugundan (1. Teorem),

q' # qise (f|g) =0 olmahdir.

| cllu Burada szfonksiyonlarn Hilbert uzayinda olduklariar kabul edivoruz. Aksi takdirde, i¢ garpim mevout
olmazdi.
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iste bu nedenle, Srnegin, sonsuz kare kuyunun ya da harmonik salimcmnin kararh
(duragan) durumlari ortogonaldir. Bu durumlar Hamiltonyenin farkli dzdegerierine
karsihik olan dzfonksiyonlanidir, Ancak bu 6zellik yalnizca Hamiltonyene 6zgii olmayip,
herhangi bir gbzlenebilirin kesin (belirli) durumlari i¢in de dogrudur.

Maalesef, 2. Teorem katli (g = g) durumlar hakkinda bir gey stylemez. Bununia
birlikte, ayni 6zdegere karsilik olan iki ya da daha fazla dzfonksiyon varsa bunlarin
lineer bir kombinasyonu da ayni dzdegere kanglik olan bir dzfonksiyondur (3.7 nolu
problemin (a) sikki) ve katlt altuzayda ortogonal ézfonksiyonlar1 kurmak i¢in Gram-
Schmidt yontemini (E.4 nolu problem) kullanabiliriz. Neyse ki, bu islemi agik olarak
yapmak her zaman gerekli degildir, ancak ilke olarak daima yapmak miimkilndfir.
Boylelikle kath durumlarin varligimda bile ozfonksiyonlart ortogonal segmek
miimkiindiir ve kuantum mekaniginin formilasyonunun kurulusunda bu iglemin zaten
yapildigimi kabul edecegiz. Bu ayn1 zamanda baz fonksiyonlannm ortogonalligine bagh
olan Fourier numarasim kullanmamiza da izin verir.

" Sonlu boyutlu bir vektdr uzaymda hermitsel bir matrisin 6zvektorleri tigiincti bir ana
ozellige daha sahiptir: bu vektorler tim uzay érterler (yani her vektor bunlarm lineer
bir kombinasyonu olarak ifade edilebilir), Maalesef, bunun kaniti sonsuz boyutlu
uzaylara genellestirilemez. Ama bu 6zelligin kendisi kuantum mekaniginin tutarlilig
icin olmazsa olmaz kesuludur. O yiizden, Dirac’in yolundan giderek'', bunu bir temel
varsayim olarak (ya da tam anlamyla; gozlenebilirleri temsil eden hermitsel operatirler
simfi iizerinde bir kisitlama olarak) alacagiz.

Temel varsayim: Gozlenebilir bir operatorin ézfonksiyonlari fam bir kiime
olugturur. Hilbert uzaymndaki herhangi bir fonksiyon bunlarm lineer bir
kombinasyonu olarak ifade edilebilir,”

Problem 3.7

(a) f(x) ve g(x), Q operatoriiniin aym ¢ dzdegerine karsilik olan iki ozfonksiyonu

olsun. f ve g’nin herhangi bir lineer kombinasyonunun da ayni ¢ bzdegerine
karsilik olan bir dzfonksiyon oldugunu gdsteriniz.

(b)) f(x) = exp(x) ve g{x) = exp{~x)’in d*/dx* operatdriiniin aym 6zdegere kargilik
olan 6zfonksiyonlan oldugunu gésteriniz. (-1, 1) aralifinda ortogonal
ozfonksiyonlar olacak sekilde f've g’nin iki ayr lineer kombinasyonunu kurunuz.

P A M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, Oxford University Press, New York (1958).

2 Bazi tzel durumlarda, tamlik kamtlanabilirdir. (8megin, Dirichlet teoreminden, sonsuz kare kuyunun
kararh durumfaninin tam oldugunu bilivoruz), Baz: $zel durumlarda kanitlanabilir olan bir seye “temel varsayim™
demek biraz uygunsuz olsa da, buny Ustesinden gelmek igin daha iyi bir yol bilmiyorum.
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Problem 3.8

(a}3.1 nolu 6mekte verilen hermitsel operatiriin zdegerlerinin reel oldugunu
kontrol ediniz.

(b) Ayn1 iglemi 3.6 nolu problemde verilen operatér igin yapuuz.

3.3.2 Siirekli Spekirum

Hermitsel bir operatdriin 6zdeger spektrumu siirekli ise, dzfonksiyonlar normlanamazlar
ve i¢ carpimlar mevcut olmayacagmdan 1. ve 2, teoremin kamitlan dogru olmaz.
Bununla beraber, ii¢ neml tzellik yani reellik, ortogonallik ve tamlik hald gegerlidir.
Bu incelikli duruma 6zgiil rneklerle yaklasmak sanirim daha iyi olacaktir,

Ornek 3.2 Momenturn operatériimiin dzdeger ve dzfonksiyonlarmi bulunuz.

Coziim: f,(x) dzfonksiyon, p karsilik gelen 6zdeger oisun. O zaman,

hd

?Efp(X) =pfpx) [3.30]
olur. Genel ¢dziim

fp(x) = AeP R,

dir, p’nin herhrangi bir (kompleks) degeri i¢in bu ¢6ztim, karesi integre edilebilir bir
fonksiyon degildir, Momentum operatoriiniin Hilbert uzay: iginde ¢zfonksiyonlari
yoktur. Eger kendimizi reel dzdegerlere kisitlarsak, yapay bir “ortonormaliik” bagintisi
yazabiliriz. 2.24(a) ve 2.26 notu problemlere tekrar dénerek;

o0 o0 . ;
f Faix) Fp(xydx = | AP f eI gy = jAP2hd(p ~ p)  [3.31]
-00

—0Q
elde edilir. 4A=1/~27h segilirse, dzfonksiyon
1

= ——¢ipx/h ' 32
Fp(x) F—_Znhe [3.32}

halini alir ve 3.10 nolu denklemle verilen dogru ortonormallik bagintisma benzeyen
{(fplfp) =8(p—pP" [3.33]

ifadesi elde edilir. Buradaki indisler siirekli degiskenlerdir ve Kronecker deltas: Dirac
delta fonksiyonu haline gelmistir. Bunun disinda her sey aym gtriinityor. 3.33 nolu
denklemi Dirac ortonormalligi olarak adlandiracagim. Daha da énemlisi, momentum
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ozfonksiyonlari tamdw ve 3.11 nolu denklemdeki toplamin yerini bir integral alir. Yani
karesi integre edilebilir herhangi bir /(x) fonksiyonu

= [ fpedr= 2= | emerttap s
(o] —K

seklinde momentum ozfonksiyonlan cinsinden yazilabilir. Agilim katsayisi (bu durumda
c(p} fonksiyonu) her zaman Fourier numarasiyla elde edilebilir:

. ] [a5e]

s = [ eisiiap= [ @i —prap=c) 33
-0 -0 .

Ya da agilim katsayisini 2.102 nolu denklemle verilen Plancherel teoreminden hareketle
elde edebilirsiniz. Bu, 3.34 nolu denklemdeki agilim i¢in bir Fourier dénfisiimimden
bagka bir sey degildir.

3.32 nolu denklemle verilen momentum dzfonksiyonlari, dalga boyu

P [3.36]

P
ile verilen sinilzoidal fonksiyonlardir. Bu bagnt1 daha Onceden uygun bir zamanda
kanitlamaya stz verdigim eski de Broglie formutitdir (1.39 nolu denklem). Ancak, artik
kesin momentuma sahip olan bir pargacik gibi bir seyin gergelte olmadigini
bildigimizden, bu bagmt de Broglie’nin digimdiigiinden ¢ok daha akillica bir yolla clde
edilmistir. Fakat, dar bir momentum araligina sahip olan normlanabilir bir dalga peaketi
yapabiliriz ve bu de Broglie bagmtisina uyar.

3.2 nolu &mekten ne anhyoruz? p nin higbir dzfonksiyonu Hilbert uzaymda

vagamadig1 halde, bunlarin reel dzdegerlere kargilik olan belirli bir kisrmi yakm civarda
bulunan ve bir ¢esit sanki-normlanabilir 6zelligi olan “kenar mahallelerde” yasarlar. Bu
fonksiyonlar miimkiin fiziksel durumlari temsil etmezler, ama bir boyutlu sagilma
siireglerinde gordiigimiiz gibi hala oldukea yararhdirlar.”
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Burada y, verilen bir 6zfonksiyon igin, sabit bir say1, x ise stirekii bir degiskendir. x’in
hangi fonksiyonu su ozellige sahiptir? Fonksiyonun x ile ¢arpilmasi, sabit y ile
carpilmasiyla aymidir. Yani x = y noktast harig bu fonksiyon siftr olmalidir. Aslinda by
fonksiyon Dirac delta fonksiyonundan bagka bir sey degildir. Biylece

gy(x) = AS(x —y)

olarak elde edilir. Bu kez odzdegerler reel olmahdir; ¢zfonksiyonlarin karesi integre
edilebilir degildir ancak Dirac ortonormalligine izin verirler. Boylece

[o.9] oG
/ gy ) gy () dx = AP f §(x — Y)8(x — y)dx = |APS(y — ¥) [3.38]

-0

olur. 4 = 1 segilirse

gy(x)=14(x —y) [3.39]
elde edilir. O zaman
{gvlgy) =8y —¥) [3.40]
olur. Bu dzfonksiyoniar tam bir kitme olugtururiar. Bu nedenle
(o8] oG
Jlx) = f c(y) gyix)dy = f c(y)d{x — y)dy {3.41]
—0C —
dir ve
cyy=Fy [3.42]

olur (buradaki islem asikir olmakla beraber, isterseniz bunu Fourier numarasimnt
kullanarak da bulabilirsiniz).
o

Ly

Ornek 3.3 Konum operatdriiniin dzdeger ve dzfonksiyonlarms bulunuz.
Coziim: g,(x), y dzdegerine karsilik olan 6zfonksiyon olsun. O zaman,

xgy(x) = ygylx) [3.37]
olur.

“ Reel olmayan bzdegerlere karsiik olan ozfonksiyonlara ne olacek? Bu fonksiyenlar yalmzea
normianamaz degildirler, Aslinda +=o’da traksarlar. Hifbert uzaymin “kenar mahallelerinde” tamimladigim bu
fonksiyonlarin (fim biwyiiksehir sinurlan igine giren bolgeler bazen “donammlbi Hilbert uzay:” olarak adlandirilir,
arnegin; Lestie Ballentine, Quanfum Mechanics: A Modern Development, World Scientific, 1998°¢ bakmiz) bir
dezelligi sudur: bu fonksivonlarin kendileriyle sonlu i¢ carpimiar olmadigi halde, buniar Hilbert uzaymn tiim
tyeteriyle ig garpuma izin verirfer. Bu, pnin reel olmayan tzdegerlere kargilik olan ozfonksiyonlart igin dogru
degildir. Ozeilikle, momentum operatérinin Hilbert uzayindaki fonksiyonlar igin hermitsel oldugunu
gostermigtim, Fakat kullanilan argéiman 3.19 nolu denklemdeki simr teriminin digmesine bagliyds. Bu terim, g,
#°nin reel bir dzdegerine kargilik olan ozfonksiyonsa (7, Hilbert uzayinda oldugu strece) yine de sificdir. Ama

ozdegerin sanal kasmi varsa sifir olmaz. Bu durumda herhangi bir kompleks say1 p operatériinin bir dzdegeridir,
ama hermitsel p operatoriniin ozdegerleri valmzea reef sayilardir. Digerleri 5 ’nin (izerinde hermitsel oldugu
uzaym diginda kalirlar.

Hermitsel bir operatdriin 6zdeger speltrumu sirekliyse (bu durumda ozdegerler
stirekli bir degiskenle verilir — &rneklerde p ve y; bundan sonra genel olarak z ile
gosterecefiz), oGzfonksiyonlar normlanamazlar, Bu fonksiyonlar Hilbert uzayinda
bulunmazlar ve mimkiin fiziksel durumlar: temsil etmezler. Bununla birlikte, reel
ozdegerlere karsilik olan 6zfonksiyonlar Dirac ortonormallifine sahiptirler ve tam bir
kime olustururlar (bu durumda toplamlar integrale donigir). Neyse ki, biitiin
istedigimiz de budur.

Problem 3.9

(a) 2. Boliimden harmonik salinici disinda, yalmzea kesikli dzdeger spektrumuna
sahip bir Hamiltonyen 6megi veriniz.

(b) 2. Béliimden, serbest parcacik dismda, yalmzea sirekli dzdeger spektrumuna
sahip bir Hamiltonyen 6rnegi veriniz.



....f-("c)' 2. Boltmden, sonlu kare kuyu diginda, 6zdeger spektrumunda hem kesikli hemn
... de stirekli kisim bulunan bir Hamiltonyen émegi veriniz.

" Problem 3.10 Sonsuz kare kuyunun taban durumu momentumun bir gzfonksiyonu
mudur? Eger ézfonksiyonuysa momentumun degeri nedir? Eger degilse, ni¢in degildir?

3.4 GENELLESTIRILMIS ISTATISTIKSEL YORUM

1. Béliimde, bir pargac1§1n belirli bir konumda bulunma olasthifinin ve herhangi bir
gozlenebilir buytikligiin beklenen degerinin ‘nasil hesaplanacagini gdstermistik.
2. Bolimde de bir enerji Sl¢limiintin olast sonuglarimm ve buniarm elde edilme

olasiliklarinin nasil bulunacagim 6grendiniz. Simds, tiim bunlan kapsayan, herhangi bir

dlgiimiin olas1 sonuglarim ve bunlarn elde edilme olasiliklarim hesaplamanizi saglayan
genellestirilmis istatistiksel yorumu ifade etme asamasindayiz. Dalga fonksiyonunun
zamanla nasi} evrimlestigini veren Schriddinger denklemiyle birlikte bu yorum kuantum
mekaniginin temelini olugturmaktadir.

Genellestirilmis istatistiksel yorum: ¥{x, )} durumunda bulunan bir pargacik s e

iizerinde bir O(x, p} gbzlenebilir biiytikliigiini dlgtiigliniizde, Qﬂr(x,fihd /dx} hermitsel

operatdriiniin ozdegerlerinden birini elde edersiniz. Q nun 5z&eger spektrumu kesikli

ise, f,{x) ortonormal &zfonksiyonuna karsilik olan bir ¢, ¢zdegerinin elde edilme
olasiif ‘

cn={ful¥)  olmak tizere lcni [3.43]

dir. Ozdeger spektrumu siirekli ise, reel g(z) ozdegeri ve buna karsilik olan Dirac
ortonormallifine sahlp f,{x} ¢zfonksiyonu ig¢in, dz aralifnda bir Slgiim sonucu elde |

edilme olasilig:

¢(z) = (f,|¥) olmakizere |c(z)i*dz [3.44]

ile verilir. Olgtim sonucunda, dalga fonksiyonu bulunan 6zdegere karsihk olan .

dzduruma “coker”.

Istatistiksel yorum klasik fizikte karsilastigimiz seylerden oldukga farklidir. Biraz
farkli bir bakig agis1 bu yorumu daha akla yatkin yapacaktir. Herhangi bir gozlenebilir
operatdriin dzfonksiyonlarl fam bir kiime olusturur, boylelikle dalga fonksiyonu bu
dzfonksiyonlarin lineer bir kombinasyonu olarak yazilabilir:

v(xe) =2 6,0 f, () [3.45]

M Sorekli dzdeger spektrumunda, Slgtim cihazinin duyarhligma bagli olarak, olgilen deger ctrafinda dar bir =~ .

araliga ¢6kme olur.
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(Basitlik agismdan dzdeger spekirumunu kesikli kabul ediyorum. Buradaki argiiman;
siirekli spektrumuna genellestirmek ¢ok zor degil). Ozfonksiyonlar ortornormal
oldugundan, agilim katsayilan Fourier numarasiyla elde edilir;

e = (ful¥) = f f2 (U (x, 1) dx. [3.46)

Nitel olarak, ¢, *Y¥ iginde ne kadar f, oldugunu” sdyler ve efer bir 6lgim Q’nun

ozdegerlerinden birini verecekse, belli bir g, 6zdegerinin elde edilme olasiligmin ¥
icindeki “f, miktar1” ile belirlenecegini diistinmek mantiklh goziikityor. Ancak,
olasihiklar dalga fonksiyonunun mutlak deger karesiyle belirlendiginden, tam olgit
ashnda |¢,” dir. Bu, genellestirilmis istatistiksel yorumun snemli bir sorumlulugudur.'®

Stphesiz, toplam olasihik (tim olast sonuglar iizerinden toplama) 1 olmalidir. Yani .
Y lenlt=1 [3.47]
1

dir. Bunun dalga fonksiyonunun normlanmasindan elde edilece@ini gosterelim:

1= (¥|¥) = <(Z cn~fnf) l (Z cnf,,)> =" chenlfulfa)
= Z Ec}c,,&,,rn = Ec,”,‘c,, = Z lenl?. [3.48]

Benzer sekilde, O’nun beklenen degeri, tiim olasr dzdeger sonuglart g¢arpt bu
dzdegerlerin clde edilme olasiliklar Gizerinden bir toplama olmalidir, Yani beklenen
deger

(0) =3 anleal® | [349]

olarak verilir. Gergekten {0)'yu, : _
() = (¥I0W) = <(chﬂfnl) (é Z_cnfn» [3.50]

seklinde yazmak miimkiindir. Ayrica, Of, = g, f, oldugundan,

" Burada gosterilmeyen zaman bagimlihfinin katsayilann iinde olduguna dikkat ediniz. Agikea ifade
etmek istersek, aslinda ¢,(f) yazmahyiz. :

'* Burada, “lo)’ pargacigin f; durumunda bulunma olasﬂlgldlr” geklinde ¢ok sikga yapilan yanligian
kaginmaliyiz, Bu iddia sagmadir. Pargactk ‘¥ durumundadir ve |¢,|°, O'nun dlgiimiinde g, degerinin elde edilme
olasihidir. Boyle bir tletimin meveut durumm f, dzfonksiyonuna qoktiwrecegi dofrudur. Boylece, |o,f*nin “gu
anda ¥ durumunda olan bir pargacifiin Q"nun bir dlgiiminden sonra £, durumunda bulunma olasih@r” olduguny .
stiyleyebiliriz. Ancak bu tamamiyla farkls bir iddiadir, .
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= ZZC:ICHQn(ﬁl’Un ZZ ,7'(41%1 n'n = an Cn [3.51]
noon n'

elde edilir. Buraya kadar her sey tutarh géziikiiyor.

Buradaki dili kullanarak, konum 6l¢timleri igin orijinal istatistiksel yorumu yeniden
elde edebilir miyiz? Elbette. Bu gergekten gereksizdir, ama kontrol etmeye deger, ¥
. durumunda bulunan bir pargacik lizerinde x’in blgiimi, konum operatoriinin
tzdegerlerinden birini vermelidir. 3.3 nolu drnekte her y reel sayisinm x’in bir dzdegeri
oldugunu bulmustuk. Buna karsihk olan ve Dirac ortonormalligine sahip dzfonksiyon
g/{x) = d(x—y) dir. O zaman

oo

c(y) = (gy|¥) = f §(x — vV (x, thdx = ¥(y.0) [3.52]

—0d
elde edilir, Boylelikle, dy araligmda bulunan bir sonug elde etme olasihig I\I'(y,z‘)|2 dy
dir. Bu tam da orijinal istatistiksel yorumdur.

Momentumdan ne haber? 3.2 nolu 8rnekte momentumn operatdriiniin 6zfonksiyonlar
F,(xy=(1/~2nh)exp(ipx/ ) olarak bulunmustu. O zaman

c(p) = (fp|W¥) =

(w8}
Wi e~ P (5 1) dx (3.53]
olarak bulunur. Bu &nemli bir bilyiiklik oldugundan, 6zel bir isim vererek ayr bir
sembolle gosteririz; momentum uzayl dalga fonksiyonu, ©(p, £}. Bu, (konum uzay1)
dalga fonksivonu W(x, 1)’ nin Fourier doniigiimiidiir. ‘V(x, t) de, Plancherel teoreminden,
©(p, O’nin ters Fourier donusiimtudir: Boylece momentum ve konum uzay: dalga
fonksiyonlar: sirasiyla

1 .
O(p, 1) = —— e~y d 3.54
(p, 0 m/_w {x.t)dx [3.54]
ve
: ©
Wix, ) = —=== PER D, Y d 3.55
{x,1) m[mc (p,tydp {3.55]

olarak wverilir. Genellestirilmig istatistiksel ‘yoruma gbre, momentum bir kez
dletildigiinde dp aralifinda bir sonug elde etme olasilif

1 (p, D dp (3.56]

olur.

3.4. Kesim: Genellestirilmig fstatist:'kse!i.}._{ﬁ};um S

Coziim: Konum uzay: dalga fonksiyomnu (2.129 nolu denklem)

Wix, ) = mao e—-nlcxtxuhze—i:‘fr/h

dir. Burada E = -md?/2k dir. Momentum uzayi dalga fonksiyonu

3/- —iEtfh
O(p.1) = L vma g foo ipxfh gmalsl 2 g _ \/ﬁp ‘
1,/271';”-! h —00 T z

olarak bulunur. Aranan olasilik

© 1 _
EPSf s dp =~ | s e (ﬁ)
i oo (p + P(})‘ i P -+ P6 Po

1 1
= — — — = 0.0908
4  2m

dir. Burada ¢ikan integralleri integral tablolarindan bulduk.

Problem 3.11 Harmonik salmicimin taban durumunda bujunan bir pargacik
momentum uzay: dalga fonksiyonu @©{p, £)’yi bulunuz. Bu durumda bulunan
parcacik tizerinde p bir kez slgildiigiinde, aym eperji igin, klasik arahifin digmnda
deger elde etme olasthgt nediv? Yardim: Matematik tablolarindan “Normal Dagilim’
da “Hata Fonksiyonu”na bakiniz ya da Mathematica kuilanmiz.

Ornek 3.4 m kitleli bir pargacik VF{x} = —ad(x) ile verilen delta fonksiyonu kuyusu
iginde baglidw. Parcacigin momentumu bir kez Slgiildiigiinde, py = mafi’den daha
biiyiik bir deger elde etme olasiligt nedir?

Problem 3.12

{x)_—m[CD* (—E-a——)cbdp [3.
i dp

oldugunu gésteriniz. Yardim: x exp(ipx/h) = —ib(d/dp)exp(ipx/h} olduguna dikkat edir

Momentum uzayinda konum operatéril i#3/5p dir. Genel olarak, bir gozlenebi
beklenen degeri

[ g (X, E;—) Wdx, konum uzayinda
i 9x

]q;. Q (_;_15)_! P) ®ep, moment uzayinda

olarak verilir. ilke olarak, dnceden konum uzaymda yaptifmiz tiim hesapiam:
momentum uzaymda yapabilirsiniz (ancak bu hesaplar her zaman kolay olmayablhr)

(Qx, p)) =
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Belirsizlik ilkesini 1.6. Kesimde o;0, > %/2 formunda ifade etmigtik ve siz de birgok
problemde bunu kontrol etmistiniz. Ancak bu ilkeyi simdive kadar kanitlamadik. Bu
kesimde, belirsizlik ilkesinin ¢ok daha genel bir siiriimiindl kanitlayarak sonuclarini
inceleyecegiz. Argiiman giizel olmakla beraber biraz soyuttur ve bu yiizden dikkatli
izleyiniz,

3.5.1. Genellestirilmis Belirsizlik flkesinin Kamt
Herhangi bir 4 giizlenebiliri igin,

0f = (A~ (ANVIA — {ADE) = (f1/)
dir (321 nolu denklem). Burada f = (A-(A)¥ dir. Aym sekilde, diger bir B
gozlenebiliri igin _

=B~ BNV olmakizere o3 = (glg)
yazilabilir. 3.7 nolu denklemle verilen Schwarz esitsizligini kullanarak

Cofog = (1) gle) = I(f1g [3.59]

elde edilir. Herﬁangi bir z kompleks sayist igin

. 2
Iz)* = Re()P* + [Im(z)* = [Im(z)] = [%@ - z*)] [3.60]

yazilabilir, Boylece z = ( f| g ) segilerek

X
o2o? (—E(flg) (glf>]) B3.61]
bulunur. Ancak

(Flg) = {(A — (ADWB — (B)W) = (W[(A — {A))(B — (BNY)
= (V|(AB — A(B) - B<A>+<A><B>)w>
(W |Aé W) = (BY(W|AW) — (A){W| B} + (A)(B)(W|W)
= (AB) — (B){A) ~ (A)(B) + (A}(B)

= {AB) — (A)(B)
olur. Benzer gekilde { g | /) hesaplanirsa

el f) = (BA) — (A)(B),

fl

bulunur.
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Boylece

(flg) — (gl f) = (AB) — (BA) = ((4, B))
elde edilir. Burada
(A B1= AB - BA
iki operatoriin komitatdriidiir (2.48 nolu denklem). Sonug:

; |
oi05 > (%([ﬁ, B])) . (3.62]

3.62 nolu denklem (genellestirilmis) belirsizlik ilkesidir. ; nedeniyle sag tarafin negatif
oldugunu diigiinebilirsiniz. Aslmda deglldlr hermitsel iki operatoriin komiitatorii
icerdiginden, bunlar birbirlerini gotiiriirler."”

Bir drnek olarak, ilk gozlenebiliri konum (4 = x) ikinciyi momentum (B (AiHd/ dx)
alalun. Bunlarin komiitatériing 2. Bolimde hesaplamigtik (2.51 nolu denklem):

[X, pl=ih.

1. .\2 /B\?

elde edilir. Ya da, standart sapmalar dogalar1 geregi pozitif olduklarmdan

Baylelikle

h
x0Ty > 3 [3.63]
bulunur. Bu baginti erijinal Heisenberg belirsizlik ilkesidir, ancak burada ¢ok daha
genel bir teoremin bir uygulamas olarak karsimizdadir.

Gergekte, kargilik olan operatorieri sira degistirmeyen her gazlenebiliv ¢ifii igin bir
“belirsizlik ilkesi” mevcuttur. Boyle gozlenebilirlere uyusumsuz ghzlenebilirler
diyoruz. Uyusumsuz gdzlenebilirlerin ortak 8zfonksiyonlan yoktur ya da en azmndan,
ortak dzfonksiyonlarm tam bir kiimesine sahip olmazlar (3.15 nolu probleme bakiniz).
Tersine -olarak, uyu;umlu {swwa degistiren) gozlenebilirlerin ortak dzfonksiyonlan tam
kiime olugturabilirler.’® Ornegin; (4. Bolimde gorecegimiz gibi) hidrojen atomunda,

" Aslinda tam elarak, hermitsel iki operatorin komitatorinin kendisi antihermitseldir (0% =-0)ve

beklenen degert sanaldir (3.26 nolu problem).

'* Bu ifadenin karsaligs sudur; sira degistirmeyen matrisler ayni anda kosegenlestifitemezler {yani aym
benzerlik donusimiyle kogegen forma getirilmezler), oysa swa defistiren hermitsel matrisler ayni anda
kasegenlegtiritebilirler. E.5. Kesime bakimz.
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Hamiltonyen, agisal momentumun bilyiklagii ve acisal momentumun z-bileseni
uynsumlu gozlenebilirlerdir ve bunlarin igiiniin  dzdeBerleriyle etiketlenmis ortak
pzfonksiyonlarms kurmak mimktndiir. Fakat konum ve momentum operatdrleri
uyugumsuz olduklarmdan bunlarin ortak dzfonksiyonlart yoktur,

Belirsizlik ilkesinin kuantum teorisinde ekstra bir varsayim olmadigina ve daha ¢ok
istatistiksel yorumun bir somucu oldugunda dikkat ediniz. Bunun laboratuvarda nasil
uygultandifini merak edebilirsiniz. Nigin bir par¢acifm konumunu ve momentumunu
aym anda belirleyemiyoruz? Parcacifin konumunu Kkesin olarak olgebilirsiniz, fakat
dlgiim islemi dalga fonksivonunun dar ve sivri uglu bir fonksiyona ¢dkmesine sebep
olar ve bu fonksiyon Fourier bilesenleri iginde genis bir dalgaboyu araligi (yani
mormentun aralify) taswr. Eger gimdi momentumu dlgerseniz durum fonksiyonu iyi
tanimlanmis dalgaboyuna sahip, uzun bir sintizoidal dalga fonksiyonuna gbkecektir,
Ancak bu kez par¢acik ilk 8l¢timde buldugunuz konuma sahip olmayacaktir,'” Buradaki
problem ikinei lgiimim ilk dlgtimin sonucunu yiirtrlitkten kaldirmasidir. Sadece dalga
fonksiyonu her iki gozlenebilirin ortak bir dzdurumu oldugu zaman, ikinci digiimu
pargaciZin durumunu degistirmeksizin yapmak miimkiin olur (yani ikinci ¢okme siireci
highir seyi degistirmez). Genel olarak boyle bir siireg, ancak iki gézlenebilir nyusumlu

. ise miimkiindiir.
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*Problem 3.14 Konumdaki belirsizlikle (4 = x) enerjideki belirsizligi (8 = p’72m+V)
iligkilendiren iinla “(isminiz) belirsizlik ilkesini” kamitlaymiz.

h
oxoH = S (P}
i

Kararli durumlar igin bu ifade ¢ok fazla sey séylemez. Nigin?

Problem 3.15 Sira de@istimeyen iki operatdriin ortak ozfonksiyvonlammn tam bir
kiimesine sahip olamayacaklanim gdsteriniz. Yardmm: P ve Q ortak ézfonksiyonlarn
tam bir kiimesine sahiplerse, Hilbert uzayindaki herhangi bir fonksiyon igin
{ﬁ,Q]f =0 oldugunu gosteriniz.

*Praoblem 3.13
(2)

[AB, C1 = A[B, C]1+[A, C]B i3.64]

ile verilen komtitatdr dzdesligini kantlayiuz.

(b)
" pl = ihnx" !
oidugunu gdsteriniz.
{c) Genel olarak, herhangi bir f(x) fonksiyonu igin
df |
[fx). pl= iﬁg{j [3.65]

oldugunu gosteriniz.

"? Niels Bohr, 6megin xin ¢lgiimtiniin énceden elde edilmis p degerini yok eden mekanizmayr ararken gok
szdirap gekti. Sorunun giziminin zor yan sudur: bir pargacifin kenumunu belirlemek igin bu pargacigt herhangi
bir yella dirtiklemelisiniz. Omegin pargacig 1gikla aydmlatabilirsiniz. Ancak bu fotonlar pargaciga kontrol
edemeyecefiniz bir momentum aktanrlar. Bu durumda konumu tam olarak bildiginiz halde momentumu artik
bilemezsiniz. Behr ve Einstein’in tinkil tartismalar:, deneysel kisitlamalann belirsiziik ilkesine nasil zorladigm
ayrintidlanyla gosteren birgok giizel omekle doludur. Scn derece itham veren bir omek igin, Albert Einstein:
Philosopher Scientist, edited by P. A, Schilpp, Tudor New York (1949) da Bohr'un yazdigi makaleye bakiniz,

3.5.2 Minimum Belirsizlife Sahip Dalga Paketi

Simdiye kadar konum-momentum belirsizlik ilkesinde limit degeri veren {a.q, = #/2)
dalga fonksivonlaryla iki kez kargilagtik: harmonik salmcimn taban durumu (2.11 nolua
problem) ve serbest pargacik icin Gauss dalga paketi (2.22 nolu problem). Bu durum
ileing bir soruyu ortaya gikarryor: minimum belirsizlige sahip en genel bir dalga paketi
nedir? Belirsizlik ilkesinin Lkanstina tekrar donersek; argiimanda esitsiziiklerin
kullamldig iki nokta vardi: 3.59 ve 3.60 nolu denklemler. Bunlarin her birinin egitlik
olmas: gerektigini varsayahm ve bunun ¥ hakkinda ne séyleyecegine bakahm.

Schwarz esitsizliginde, bir fonksiyon digerinden bir ¢arpan kadar farkhysa, yani bir
¢ kompleks sayist igin g(x) = ¢f (x) ise, bu ifade bir esitlik baline gelir (E.5 nolu
probleme bakiniz). Ayni zamanda, 3.60 nolu denklemde z'nin reel kismini dagtirdm.
Re(z) = 0 ise, yani Re( f| g = Re{c( f] £ ) = 0 1se, esitlik saglamr. Bu durumda {f |/}
kesinlikle reel olur. Bu da ¢ sabitinin sanal olmasi demektir. Bunu ‘g olarak segelim, O
zaman, minimum belirsizlik igin gerek ve yeter kosul ... ¢,

a reel  olmak {lzere, g(x) =iaf(x) (3.66]
dir. Konum-momentum belirsizlik ilkesi igin bu Glgﬁt. .
(ﬁi — (p)) W= faly — {(x)W [3.67]
i dx .

halini alr. Bu ifade, x’in fonksiyonu olarak ¥ igin bir diferansiyel denklemdir. Bu
denklemin genel ¢éziimii

W(x) = Ap=dm DY el (3.68]

seklindedir (3.16 nolu problem). Grildiigil gibi, minimum belirsizlige sahip dalga pakegi bir
Gauss fonksiyonudur. Zaten nceden kargilagtifimiz iki drnek de Gauss fonks,iyonuydu.'0

B Buradaki sonucun, Wnin yalnizea x bagimhifn igin eide edildigine dikkat ediniz. 4, a, {x) ve {m
“sabitleri” zamanin fonksivonlan: ofabilirler. Bu durumda V' minimal formundan evrimlesebilir. Buradak: mm
iddiam sudur, belirli bir anda, dalga fonksiyonu x igin Gauss fonksiyonu ise ¢ anda belirsiziikler garpimi
minimumdur.
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Problem 3.16 3.67 nolu denklemi ¥(x)'e gire ¢dziintiz (x) ve {py'nin sabit olduklarina
dikkat ediniz. :

3.5.3 Enerji-Zaman Belirsizlik Tlkesi

Konum-momentum belirsizlik ilkesi ¢ogunlukla

[3.69]

S

Ax Ap =

formunda yazilir, Ozdes olarak hazirlanmis sistemler {izerindeki tekrar tekrar alinan
oleiim sonuglarimin standart sapmasi i¢in kullamlan Ax {x’deki “belirsizlik”) sagma ve
zensiz bir notasyondur.®! 3.69 nolu denkleme genellikle enerji-zaman belirsizlik
ilkesi

At AE > [3.70]

e

eslik etmektedir. Aslinda 6zel relativite baZlaminda enerji-zaman formu konum-
momentum siiriimiiniin bir sonucn olarak dilgiiniilebilir, ¢iinkii p ve E (daha dogrusu
E/c) enerji-momentum dorilil vektoriinii olugtururken x ve ¢ (daha dogrusu cf) de
konum-zaman dortlii vektdriinii olusturmaktadir, Boylelikle, relativistik bir teoride 3.70
nolu denklem, 3.69 nolu denklemin dogal bir sonucu olarak ortaya ¢ikacaktir. Fakat
burada relativistik kuantum mekanifi yapmiyoruz. Schrédinger denklemi agikga
relativistik degildir: ¢ ve x’i esit olmayan bir temelde igerir (£'ye gore birinci, x'e gire
ikinci mertebeden bir diferansivel denklemdir) ve 3.70 nolu denklem, 3.69 nolu
denklemin kesin bir sonucu degildir. Burada amacim enerji-zaman belirsizlik ilkesini
tilretmek ve bu tiiretme iglemi boyunca sizi, konum-momentum belirsizlik ilkesine olan
bu ylizeysel benzerligin yaniltict olduguna ikna etmek.

Unutulmamalidir ki, konum, momentum ve enerji dinamik degiskenlerdir ve belirli
bir zamanda sistemin §lgiilebilen karakteristik bitytiklikleridir. Fakat zamamn kendisi
dinamik bir degisken degildir. Bir par¢acigin konumunu, enerjisini ol¢tliginiz gibi
parcacifm “zamamm” Glgemezsiniz, Zaman bagimsiz bir degiskendir ve dinamik
biiyiikliikler zamanm fonksiyonudur, Ozellikle, enerji-zaman belirsizlik ilkesindeki At
zaman Olglimlerinin bir derlemesinin standart sapmasi degildir; (biraz sonra daha agik
olarak ifade edecegim gibi) sistemin durumunun degismesi i¢in gecen stiredir.

H Gergekte belirsizlik ilkesinin birgok uygulamasi, cogu zaman da dikkatsizce, tamanuyla farkl ve bazen
de gerekeesiz bir “belirsizlik” dlgusing dayami, Tersine, bazi son derece zenle haziranms arglimaniar da
“belirsizhigin” diger tammlari kullanirlar, Jan Hilgevoord, 4m. J. Phys. 70, 983 (2002)ve bakiniz.
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Sistemin ne kadar hizh degistifinin bir dlgiisit olérak, Q(x, p, ) gozlenebilir
biyiikligintin beklenen deferinin zamana gére tlirevini hesaplayalim:

~

d d Ui, 20 . W
— = —{¥[QW) ={ — — ) —
4'9 = gvien (a: QW)J“{‘IJ ar w>+<wrgar).
Schradinger denklemi -
ihgip_zﬁ\l,’
of

{burada H = p*/2m + ¥, Hamiltonyendir) kullanilarak
d 1 . w 1 . 3Q
dt(Q)_ me'Qq’HE(‘I"Q’”H(y)

elde edilir. £ hermitsel oldugundan, <H\II|Q\II> - <\IJ’HQ\D) dir. Boylelikle

d, i 2 30
E(@ = h([H, Q})+<-é~;) [3.71]

bulunur. Bu oldukea ilging ve yararli bir sonugtur (3.17 ve 3.31 nolu problemlere
balamz). Operatdriin agik olarak zamana bagli olmadif tipik bir duramda,® bu ifade,
beklenen degerin degisim hizimn operatdriin  Hamiltonyenle komiitattriine esit

oldugunu ssyler, Ozellikle, Q,ﬁ ile swra degistiriyor ise, Q korunan bir biivilklitktiir.

Simdi, genellestirilmis belirsizlik ilkesinde (3.62 nolu denklem) 4 = H ve B = (0
secelim. O’nun agik olarak #ye bagh olmadigim varsayalm. O zaman 3.62 nelu
denklem kullanilarak

C oo (1 A N LRI R\ (A0
ool = (zua o) = (557%) =(5) (%)

elde edilir. Bunu daha basit olarak yazmak miimkiindir:

A d{Q)
FHOQ = 3 ‘7 [3.72]
AE = oy ve
g
At s 373
d{Q) /ar] (3731
olarak tamimlayalim.

2 rye agik olarak bagh olan operatorier oldukga nadirdir ve daima a@ /8¢ =0 alnabilir. Agikea zaman

bagunliligma bir dmek olarak, yay sabiti defigen (belki sicaklik artmakta, bdylece yay daha esnek olmakta) bir
harmonik salmicimin potansiyel enerjisini, @ = (1/2)m[w@(£)]17x? dusbnebilirsiniz,
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Baylece
h
AE At = 5 [3.74]
enerji-zaman belirsizlik ilkesi bulunur. Burada Af'nin ne anlama geldifine dikkat ediniz.
d
oo = ‘ uS-Q-—) ' At
dt

oldugundan, Ar, Q'nun beklenen degerinin bir standart sapma kadar degisim
gdstermesi icin gerekli sireyi temsil etmekiedir > Ozellikle, A, hangi O gozlenebiliri ile
ilgilendiginize baglidir. Degisim bir gdzlenebilir icin hizl olurken, digeri i¢in yavas
olabilir. (Ancak efer AFE kiiglikse, tiim gdzlenebilirlerin degisim oram gok yavagtir). Ya
da, herhangi bir gozlenebilir hizla degigiyorsa enerjideki “belirsizlik” biiytik olmalidir.

Ornek 3.5 Enerjinin tam olarak belirtendigi kararl (duragan) bir durumun sira digt hali,

tim beklenen degerlerin zamanla sabit olmasidir. (AE = 0 = A7 = o). Aslinda bu
noktaya bir siire dnce deginmistik (2.9 nolu denkleme bakiniz). Bir seyler yapmak igin,
en azindan iki kararh durumun lineer bir kombinasyonunu almahsmiz. Yani

W(x, 1) = ayry (x)e " EVR 4 b (x)e TP

olmalidir. a, b, y; ve y; reel ise
' Ey—E
[Wr O = a1 ()2 + B (2 + 2abyn () ) cos (%r)

dir. Salmim perivodu = 2#A/(E.—E,) dir. AE = E;—FE), ve At = r(kesin hesap i¢in 3.18
nolu probleme bakiniz} alinarak

AE At =2 h,

elde edilir. Sonug gergekten de A/2’den bilyiikeiir.

Ornek 3.6 Serbest parcacik dalga paletinin belirli bir noktadan gegmesi (3.1 nolu sekil)
ne kadar siirer? Nitel olarak (3.19 nolu problemde kesin ¢dziimii incelenecektir)
At=Ax/v=m &x/p dir. E = p*/2m oldugundan AE = pAp/ m dir. Boylece

olur. Konum-momentum belirsizlik ilkesinin sonucu olarak AEAf > //2 dir.

® Bu bazen, enerji-zaman belirsizlik ilkesinin “Mandelstam-Tamm™ formiilasyonu olarak adlandirir,
Farkh yaklasimlarin toplu bir incelemesi igin; Paul Busch, Found. Phys. 20, 1 (1990)a balkamz.

3.5. Kesim: Belirsizlik flkesi 117

-

. A . X
SEKIL 3.1; Serbest par¢acik dalga paketi 4 noktasina vaklagmakta (3.6 nolu drnek).

Ornek 3.7 A pargacifn kendiliginden bozunmadan énce yaklasik 1072 saniye kadar
vagar. Eger bu pargacigin tiim kiitle élgitmlerinden bir histogram yaparsaniz, genisgligi
vaklagtk 120 MeV/c* ve maksimumu 1232 MeV/c? degerinde olan bir ¢an efrisi elde
ederseniz (3.2 nolu sekil). Durgun kiitle enerjisi (mc®) nigin. bazen 1232°den bityuk
bazen de daha kiigiik olur? Bu deneysel bir hata midir? Haywr. -~

120 R
AE At = (T MeV) (1072 sec) = 6 x 10722 MeV sec,

dir. Oysa h/2 =3 x 107 MeV s dir. Boylece m’deki yayihma belirsizlik ilkesinin izin
verdigi sinirlar i¢indedir, Béyle kisa dmiirlt bir pargacik gok iyi tanimlanmig bir kiitleye
sahip degildir.** R I

f i I I
1100 1200 1300 1400

KUTLE (MeV/c?) -
SEKIL 3.2: A par¢acifin kiitle lciimlerinin histogram (3.7 nolu drnek)

* Gergelte, 3.7 nolu omekte biraz hilekarttk var. 1075°yi bir kronometre ile clgemezsiniz, Pratikte, boyle
ok kisa stre yasayan bir pargaciim omrtl, belisizlik ilkesinin girdi olarak kullamidig: kuele grafiginin
genigliginden belivfenir. Bununla birlikte, drnekte kullandigimiz manvk tersine olsa da sonuglar gecerlidir.
Ayrica, A pargaciginn protonla ayni bityitklikte (~167° m) olduunu varsayarsimiz, 10%s agags yukan 1s1gmn
pargacigl gegmesi i¢in gereken stiredir ve parcacifin Smrintin bu stireden az olabilecegini disunmek zordur.
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Buraya kadar gordugim(z drneklerde Af terimine atfedilen dzel anlamlarm gegitliligine
dikkat ediniz; 3.5 nolu ornekte salimm periyodu; 3.6 nolu Smekte bir pargacigin belirli bir
noktadan gegmesi igin gerekli siire; 3.7 nolu dmekte kararsiz bir pargacigin yagam siiresi.
Bununla birlikte, her durumda Af sistemin “Gnemli” bir degisim gegirmesi igin gerekli
siiredir.

Kuantum mekaniginde, ¢oguniukla belirsizlik ilkesinin enerjinin tam olarak
korunmadigmn ifade ettigi sdylenir. Yani, At = #/(2AE) kadarhik siire iginde geri ddemek
kosuluyla AE kadarlik enerjiyi “odiing” alabilirsiniz. Bu ne kadar kisa silrede olugursa o
kadar fazla enerji 6diing almabilir, Enerji-zaman belirsizlik ilkesinin birgok akla uygun
yorumu meveuttur ve burada verilen de s6z konusu yorumlardan biri degildir. Kuantum
mekaniginin enerji korunumunu gignemeye yetkisi olmadif1 gibi bu tir yetki de 3.74
nolu denklemin tiiretilmesinde isin i¢ine girmemistir, Fakat belirsizlik ilkesi olaganiistii
kuvvetli bir ilkedir. Cok c¢iddi yanlslara yol agmaksizm bazen kotiiye kullaniabilir ve
bu nedente fizikgiler bu ilkeyi biraz dikkatsizce kullanmaya merakhdurlar.

+Problem 3.17 3.71 nolu denklemi asagidaki 6zel durumlara uygulaymiz. (a) @ = 1; (b}
O =H, (¢) Q = x (d) Q0 = p. Her bir durumda sonuglarmzi, 1.27, 1.33, 1.38 nolu
denklemlere dénerek ve enerjinin korunumu ilkesini (2.39 nolu denklem) hatlrlayarak
yorumlaymiz,

Problem 3.18 Enerji-zaman belirsizlik ilkesini 2.5 nolu problemdeki dalga fonksiyonu
ve x gdzlenebiliri igin oy, o, ve d(x)/d’yi tam olarak hesaplayarak test ediniz.

Problem 3.19 Enerji-zaman belirsizlik ilkesini, 2.43 nolu problemdeki serbest pargacik
dalga fonksiyonu ve x gozlenebiliri igin on, oy ve d{x)/df’yi kesin olarak hesaplayarak
test ediniz.

Problem 3.20 3.14 nolu problemdeki gozlenebiliri x olarak segerseniz, enerji-zaman
belirsizlik 11kesm1n “jsminiz” belirsizlik ilkesine (Problem 3.14) indirgenecegini
gdsteriniz.

3.6 DIRAC NOTASYONU

iki boyutta bir A vektoriini goz onlne alabm (3.3(a) nolu gekil). Bu vektori
karsimizdaki bir kisiye nasil tarif ederiz? En uygun ydntem x ve y kartezyen koordinat

eksenlerini gizerek, A’nin bilesenlerini belirlemektir. A =i A A = 7 A (3.3(b)
nolu sekil). Kuskusuz bagka bir kisi, 8rnegin kardeginiz, farkh x' ve y" eksenleri ¢izerek
farkli bilegenler belirleyebilir: Al =i A, A} =7 A (33(c) nolu sekil). Ancak
bilesenler farkll olmakla beraber, temsil ettikleri vektoér ayrudir. A vektori {?,}‘} ve

{f’ Ny } gibi farkh iki hazda ifade edilmistir. Yani, vektorin varligs koordinat sistemin
seciminden bagunsizdir.
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(a) () __  (c)

SEKIEL 3.3: (a) A vektorii. (b) xy eksenlerine gére A’mn b]lesenlen {c) x 3" eksenlerine
gire A'nim bilesenleri. :

Bu sonug kuantum mekaniginde bir sistemin durumu ic;in'de dogrudur. Bir sistemin
durumu, “Hilbert uzayinda yasayan™ ve kendisini birgok farklt baza gbre ifade

edebilecegimiz |$(¢)) vektdriyle temsil edilir, Aslinda W(x, ¢) dalga fonksiyonu |8) nin
konum 6zfonksiyonlan bazinda agilun katsryidur:

Uix, 1) = (x|5(‘z')),- : - [3.75]

(burada i x), % ’in x 6zdegerine kargilik olan 6zf0nksiyonuduf)25 , momentum uzay1 dalga
fonksiyonu @(p, ¢} ise |4)'nin momentum dzfonksiyonlar bazindaki a¢ilim katsaysidir.,

®(p.0) = (P3O} L {3.76]

(burada | pp, p’nin p Gzdegerine karsilik olan ozfonks1yonudur) |14Y’yi enerji 6z-

fonksiyonlan bazmmda da acabiliriz. Basit olsun d1ye ozdeger spektrumunun kesikli
oldugunu varsayarsak, :

cn(t) = (nlé(t)) " [3.77]
yazilabilir. Burada |#), H’nm winci ozfonk51yonudur (3 46 nolu denklem). Fakat tiim
bunlar ayn1 durumu temsil etmektedir; ¥ ve @ fonksiyonlariyla, {c,} katsayifarinmn kiimesi
tam olarak ayni bilgiyi tasimaktadirlar ve aym vektriin tig farkli yolla temsil edilisidir;

et .
\IJx,t):flI»‘ D8(x —y)d :/CD S p— L
{ (y. 1) y)dy : (p.0) o P

=Y cne F M (x). [3.78]

** Burada ¢zfonksiyonlar g, ile gostermekten (3.39 nolu denklem) kagindsm. Cinki bu konum bazinda
kullamlan formdwr, Oysa burada herhangi bir ozel baz kullanmak istemiyoruz, Ashinda, Hilbert uzayiny, x
iizerinden mutlak deger karesi integre edilebilir fonksiyonlar kitmesi olarak (bu tamim bile oldukea kisitlayicidir)
tanimladizimda, konum baz ofarak adlandirdifimiz ozel bir temsile yonlendirilmis ofuruz. Bu asamada Hilbert
uzaylm elemanlar istenilen herhangi bir bazda ifade edilen soyut vektor uzay: olarak dilgimmek istiyorum.

* Konum uzaymda f(x) olur (3.32 nolu denklem),
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Gozlenebilir buyiiklikleri temsil eden operatorler linger doniigiimlerdir ve bir
vektoril baska bir vektore dontistiiriirler:

18) = Qle). [3.79]
Vektorler belirli bir {|e,)}? bazina gore bilesenleriyle temsil edilir:
= anlen);  an = lenla); Zb len):  bo=(en]B) [3.80]
n

Operatdrler belirli bir baza gore matris elemanlariyla® temsil edilir. Q operatdriiniin

{le,y} bazindaki matris elemanian

{emlQlen) = Qmn [3.81]
seklinde tanimlanir. Bu notasyonla 3.79 nolu denklem
Y balen) =) anQlen) 3.82]
. n " oon
seklinde yazilar, Her iki tarafin |e,,) ile ig ¢arpimi alinirsa
an(3m|en) - Zan(€m|élen) [3.83]
n n
olur. Boylece
b =Y Qunan [3.84)
n

elde edilir. Yani, matris elemanlar1 bilegenlerin nasil dontigtigiing vermektedir.

Daha sonra, yalnizca sonlu sayida (V) lineer bagimsiz durumlari olan sistemlerle
kargilasacagiz. Bu takdirde 18(#)), N boyutlu bir vektsr uzayinda yagar ve verilen bir
baza gore N bilesenli bir siitun matrisle temsil edilebilir. Operatérler de N x N boyutlu
matrislerle temsil edilir. Bunlar en basit kuantum sistemleridir ve sonsuz boyutlu vekitor
uzaylarindaki inceliklerin hicbiri burada yoktur. Bu sistemlerin de en kolayi agagidaki
drnekte inceleyecegimiz iki durumlu sistemlerdir.

Ornek 3.8 7ki tane lineer bagimsiz durumu

. |1>=((1)) |2>=(?)‘

olarak verilen® bir sistem diistinelim.

¥ Barn kesikli oldugunu kabul ediyorum. Aksi takdirde » strekli bir indis olur ve toplamlar integralterle
yer degistmr
" Buradaki terminoloji senlu boyuthu durumlardan esinlenmektedir, Ancak “matris” sonsuz sayida elemana
sahip olacaktir.
® Teknik olarak, buradalsi “esit” isareti “ile temsil edilmektedir” anlamma gelir, ancak bu gekilde aligilmg
bir notasyon kullanilmasi sanirm fazla kangikliga sebep olmayacalr,
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En genel durum vektorii bunlarin normlanmig bir lineer kombinasyonudur. Boylece
durum vektiril

2 2 \
a2 + 162 =1 olmak tzere |5):a|1)+b]2)=(g)

olarak yazihr. Hamiltonyen hermitsel bir matrisle temsil edilir. Ornegin, tzel olarak
Hamiltonyenin
H= (" «9’) '
g h

formunda oldugunu varsayalim. Burada g ve 4 reel éabiﬂefdir. Sistem baslangigta (z = 0
amnda) |1} durumundaysa, ¢ aninda durum vektord nedir? -

seklindedir. Her zaman oldugu gibi, ise zamandan bagﬁnéiz .Séﬁrﬁdinger denklemini
Hls) = E|4) ik [3.86]

¢Ozerek baslayacagiz. Yani H'nm ozdeger ve bzvektc)rlerim bulacaglz Ozdegerler
karakteristik denklemin ¢oziimitnden bulunur,

h—E g 2 2 .
dat( 2 h_E)z(h—E)wg =0=h-E=Fg=EL =hTg
Izin verilen enetji degerleri (4+g) ile (h-g) dir. Ozveksrleri béIirlemék i¢in

h ¢
(g i)(g)=(hig)(g):ha+gﬁ (h+g)a~—*">ﬁ + o

oldugunu kullanirsak, normlanmis dzvektdrler

e (4)

olarak bulunur. $imdi baslangrg durumunu Hamiltonyenin ozvektdrlerinin lineer bir
kombinasyonu olarak agalim:

1
1800 = () = 75 1 + 162,

Son olarak, standart zaman bagimhlig térimi exp(—iE,t/hYyi ilave edelim:

1 . ,
|4(r)) = E[e-'(”ﬂ”’/"’|4+> I L PR
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Vo | —igen 1 gtk 1
ze e 1 +e 1
1
e

N T il _ iy [ cos(gt/h)
2 —isin(gr/h) )’

e——igr/ﬁ _ eig!/h

Eger sonugtan emin degilseniz, su kontroileri yapin: sonug zamana bagiml1 Schrodinger

denklemini sagliyor mu? ¢ = 0 oldugunda sonug bastangig durum vektoriine indirgeniyor
mu?

Bu trnek notrino salimmlan i¢in kaba bir modeldir. Bu durumda, |1}, elekiron

notrinosunu, 2), milyon nétrinosunu temsil eder. Hamiltonyen sifirdan farkl, kisegen

olmayan bir terime (g) sahipse zamanla elektron ndtrinosu miyon nétrinosuna déniisiir
(ve tekrar eski haline doner).

Dirac, {&z | B) i¢ carpmindaki parantez (Ingilizcesi: bracket) notasyonunu iki pargaya
ayirmay1 teklif etmistir. (@ |'ya bra | £)’ya ket denilir (¢ harfine ne oldugunu
bilmiyorum). | A) bir vektordiir ancak {c |'nin anlami tam olarak nedir? Aslinda bra,
vektdrlerin lineer bir fonksiyonu olup, sag tarafindaki bir vektdre ethi ettifinde
kompleks bir say1 verir — ig garpim (Bir operatér etki ettigi vektordl bagka bir vektore
déntigtiirirken, bra bir vektre etki ettigi zaman bir say1 iiretir). Bir fonksiyon uzayinda,
bray1 sag tarafina gelecek nesneyi integre etmek tizere bekleyen bir komut olarak
diigtinebilirsiniz:

1= [ it

Burada ii¢ nokta [...] branin sag tarafina gelen ket vektorl i¢indeki fonksiyon tarafindan
doldurulacaktir. Vektorlerin siitun matrislerle ifade edildigi sonlu boyutlu bir vektor
uzayinda,

a1
a2
ey =% . 3.87]
an
ketine kargilik olan bra bir satir matristir:
(a| = (a}a} ... a}) [3.88]

Tiim bralarin olusturdugn topluluk dual uzay olarak adlandirilan bagka bir vekior uzay1
olusturur.

Bralari (ya da bra vektdrlerini) kendi haklari olan ayri varhiklar olarak ele alma
serbestisi bize oldukga giigli ve giizel bir notasyon sunmaktadir. Ornegin, |
normlianmig bir vektorse,

P =) a| [3.89]
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olarak tammlanan operatdr, lizerine etki ettigi diger vektoriin |op vektdrii “boyunca
uzanan” par¢asmi se¢ip aywrir yani o} vektori dogrultusundaki izdtistimiinii verir:

BIB) = (a|B)la);

P ye |o) tarafindan ortiilen bir boyutlu alt uzay iizerine izdiigiim operatérii denilir.
{le} kesikli bir ortonormal baz olugturuyor ise

{emlen) = 8y - [3.90]
ve .

S lendlenl =1 [3.91]

olur (birim operator). Bu operatorii herhangi bit {aﬁ vektoril lizerine etki ettirirsek
lep’nm {le,y} bazindaki agiliminm elde ederiz: L

> len)enla) = i) [3.92]
n I -
Benzer sekilde, {|e,»} Dirac ortonormalliine sahip siirekli bir baz ise "
(ez]ey) = 3z~ 7} S -' §3.93]
dir. Bu takdirde, o
[reateddaz=1 [3.94

olur. 3.91 ve 3.94 nolu denklemler tamlik 6zelliginin en derli toplu ifadeleridir.

Problem 3.21 Izdiisim operatorlerinin idem'pdte'nt' oldugunu yani P* = P bzelligini
sagladigin gosteriniz. P ’nin ozdeger ve dzvektorlerini belirleyiniz,

Problem 3.22 {1}, |2} ve |3) ortonormal baz vektorleri tarafindan ortitlen iig boyutlu bir
vektor uzayr duginelim. | ve |#) ketleri

oy =i[1) —212) — @13}, |B) =111) +23)
seklinde verilmistir.
(a) (1], 2 | ve (3 | dual baz: cinsinden {c| ve { £1{y1 kurun.
(®) (| B) ve (B ay’y1 bulunuz. { B| &) ={a| B} oldugunu dogrulaym,

(€) A = | {f| operatoriiniin bu bazdaki dokuz matris elemanim bularak A matrisini
kurun, A matrisi hermitsel midir?
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Problem 3.23 Iki diizeyli bir sistemin Hamiltonyeni
H = e ({1 =221+ 121 + 2){1]) e
olarak verilmistir. Burada 1) ve |2} ortonormal baz vektorleri, « enerji boyutunda bir

sabittir. H 'nin 6zdegerlerini ve dzvektdrlerini bulun. Ozvektorleri [1) ve [2)"nin lineer
bir kombinasyonu olarak ifade edin. Bu baza gore H "v1 temsil eden H matrisi nedir?
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Problem 3.24 Bir Q operatdrintin - ortonormal Szvektorlerinin tam  bir kiime
olusturdugunu diisiimelim:

Qlen) = gulen) (n=1,2,3....).
{ "nun spektral ayrigim cinsinden yazilabilecegini gsteriniz.

Q = Z%lenﬂenl'

Yardim: Bir operatdr titm miimkiin vektorler Uzerindeki etkisiyle karakterize edilir,
Boylece, herhangi bir ) vektorii igin

Ola) = ianlenMenr] e

oldugunu gdstermelisiniz.

3. BOLUM ICIN EK PROBLEMLER

Problem 3.25 ngendre pelinomlari: Gram-Schmidt yontemini (E.4 nolu problem)
kullanarak, 1, x, »* ve x° fonksiyonlarmy, —1 < x < | araliginda ortonormal hale getiriniz.

Sonuglari hemen tantyacaksimz, (normlama diginda)®® Legendre polinomlarimin (4.1
nolu tablo) ta kendisi.

Problem 3.26

ot =-0. . (3.95]
bagmntisini saglayan Q operatdrine anti-hermitsel (ters-hermitsel) operator denir.

(2) Anti-hermitsel bir operatériin beklenen degerinin sanal oldugunu gosterin..

(b) Herm‘itsel.ik.i oOperatdriin komiitatériiniin anti-hermitsel oldugunu gosterin, Anti-
hermitsel iki operatériin komiitatorii i¢in ne styleyebilirsiniz?

3 (.
Legendre en iyi uzlasumn ne olacagn bilmiyordu ve normlama carp i =1
‘ gend carpanini fonksiyonlar x = 1°de 1
sekilde secti. Biz de maalesef bu talihsiz segime saplanip kaldik. yonlar= ['de 1 olacak

Problem 3.27 Ardiwsik dlgiimler: 4 gozlenebilir biytikliginii temsil eden 4 operatori,
Yr; ve ¥, olarak verilen iki tane normlanmig 6zduruma sahiptir. Kargilik olan dzdegerler

de sirasiyla a; ve a, dir. B gozlenebilirini temsil eden B operatoriiniin sirasiyla b, ve b,
bzdegerlerine karsilik olan normlanmis dzdurumlan ¢, ve ¢, dir. Ozdurumlar arasin-
daki bagmi

¥ = (3¢ +4¢2)/75: Y2 = (4 — 3¢2}/5.

olarak verilmistir.

(a) A gozlenebiliri olgillmils ve a; deeri bulunmug olsun. Bu &lgiimden hemen
sonra sistemin durum vektorii nedir?

(b) Simdi de B gozlenebiliri lgiilirse hangt degerler hangi olasiliklarta elde edilir?

{¢) B'nin dlgiimiinden hemen sonra, 4 tekrar olgtilityor. a; degerini elde etme
olasilig1r nedir? (Eger B dlgiimiiniin sonucu verilseydi yanitin oldukga farkh
olacagma dikkat ediniz).

++Problem 3.28 Sonsuz kare kuyunun s-inci kararh durumu i¢in momentum uzayi
dalga fonksiyonu @,(p, 1)°yi bulun, | (p, N° ve |Dp, #)|° grafiklerini p’nin fonksiyonu
olarak ¢izin (6zellikle p =+ nah/a noktalarma dikkat edin). @,(p, O’yi kullanarak p7’nin
beklenen degerini hesaplaym. Yanitinizi 2.4 nolu problem ile karsilagtirm.

Problem 3.29
1 .
6123”/1 ,

Wix,0) =3 +2ni
0, diger yerlerde,

—nk < X < nA,

seklinde verilen dalga fonksivonunu gdz dniine alalun, Burada » pozitif bir tamsaydir.
Bu fonksiyon, dalga boyu A ile verilen, —-nd < x < ni araligmda siniizoidal bir
fonksiyondur, Ancak salmimlar sonsuza kadar devam etmedifinden s0z konusu
fonksiyon yine de bir momentum aralifina sahiptir. Momentum uzay1 dalga fonksiyonu
D(p, 0’1 bulunuz. [¥{x, 0)|2 ve |®(p, 0)* grafiklerini ¢izerek o, ve @, genigliklerini (ana
tepenin her iki yamndaki sifirlar arasindaki uzaklik) belirleyiniz. # > o igin
genigliklerin degerleri nedir? @, ve @,’yi kullanarak Ax ve Ap igin bir tahmin yapimz ve
belirsizlik ilkesinin saglanip saglanmadigint kontrol ediniz. Uyari; op'yi hesaplamaya
¢alisirsamz kétil bir siirprizle kargilagacaksimz. Soruna tan koyabilir misiniz?

Problem 3.30

\.I.I(x’o)z ("‘OO<X<OO)

x2+a?

olarak verilen bir dalga fonksiyonunu diisiinelim. Burada A ve « sabitlerdir.
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(a) ¥(x, 0)’1 normlayarak 4’y belirleyiniz.
(b) ¢ = 0 aminda, {x}, &% ve 63’ bulunuz.

(¢) Momentum uzay: dalga fonksiyonu @{p, 0)1 bulunuz ve bu fonksiyonun
nermlanmis oldugunu kontrol ediniz.

{d) ¢ = 0 aninda, ®(p, 0)'1 kullanarak {), (p2> ve ¢,'yi hesaplayimiz,

(¢) Bu durum i¢in Heisenberg belirsizlik ilkesini kontrol ediniz.
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Problem 3.34 Bir harmonik salimicimin enerjisi élgiildiigiinde, (1/2)Aw ve (3/2)hm
degerleri esit olasiliklarla elde edilmektedir. Sahmer boyle bir durumda bulunurken
{p)’nin miimkiin en bllytik degeri nedir? Bu maksimum deger ¢ = 0 aninda ise, ‘F(x, £
nedir?

*Problem 3.31 Virial teoremi: 3.71 nolu denklemi kullanarak

i {xp) = 2(T} av (3.96]
ar = Y ix '
oldugunu gosteriniz. Burada T kinetik enerjidir (H = T + V). Kaerarhh (duragan) bir

durumda sol taraf sifirdir (ni¢in?). Boylece

M)m( dV)

S [3.97]

bulunur. Bu ifadeye virial teoremi denir. Bu teoremi kullanarak harmonik salmicmm
kararli durumlani igin (7T) = ('} oldugunu kamtlayimz. Bunun 2.11 ve 2.12 nolu
problemlerde buldugunuz sonuglarla uyumlu oldugunu kontrol ediniz.

Problem 3.32 Enerji-zaman belirsizlik ilkesinin ilging bir siiriimiinde,*" At = 7/ olarak
verilir. Burada 7, W(x, £)’nin ‘¥(x, 0)’a ortogonal bir duruma evrimlesmesi i¢in gegen
zamandir. Bu stirimu, keyfi bir potansiyelin iki tane ortonormal kararh durumunun esit
karnigimindan olusan bir dalga fonksivonu W(x, 0) = 1/42[¥1(x) + vr2(x)] kullanarak
smayiniz.

*+*Problem 3.33 Harmonik salimcinin kararli durumlannin olusturdugu (ortonormal)
bazda (2.67 nolu denklem) {(ulx|n"y ve {(n|p|#) matris elemanlarmi bulunuz. 2.12 nolu
problemde “kosegen” elemanlart (n = n") zaten hesaplamistimz. Ayni teknigi daha genel
bir hal i¢in kuilanin. Sonsuz boyutlu X ve P matrislerini kurun, (172mP* + (mafi2)X* =
Hnin bu bazda kdsegen oldugunu gosterin. Kosegen elemanfarin ne olmalarim
bekliyorsumz? Kismi yamt:

i |
(lxln') = \| 5o (V8o w1 + VB ) [3.98]

* Kanit igin, Lev Vaidman, Am. J. Phys. 60, 182 (1992)’ye bakinz,

#++*Problem 3.35 Harmonik salmicimin uyumlu (esevreli) durumlar. Harmonik
salmicmin kararll durumlan (|) = v,(x), 2.67 nolu denklem) arasinda yalnizca n = 0
durumu belirsizlik limitine (oy0, = #/2) isabet etmektedir. 2.12 nolu problemde
buldugunuz gibi, genel olarak o0, = (2n+1)A/2 dir, Ancak uyumliu (e§eyreli)
durumlar olarak bilinen baz1 /ineer kombinasyonlar belirsizlikler ¢arpimim minimum
yapmaktadir, Bu kombinasyonlar indirme operatiriiniin ozforksivonlaridir

a_|a) = eja)

(o bzdegeri herhangi bir kompleks say1 olabilir).

(a) @y durumunda, (), &5, o), (pz)’yi hesaplaym. Yardmm: 2.5 nolu &rekteki
yontemi kullanin. a.'nin a_’nin hermitsel eslenigi oldugunu unutmayin. «’yi reel
say1 olarak kabul etmeyin.

(b) o, ve g,"yi bulun. ay0, = A/2 oldugunu gadsterin.

(¢) Tipki herhangi bir dalga fonksiyonu gibi, uyumlu bir durum da enerji
dzdurumlan cinsinden seriye agilabilir:

o
la) = Z cnln).
=0

Agilim katsayilarimin

an

V!

Cp = 0.

oldugunu gdsterin.
(4) |6’ yr normlayarak co’1 belirleyin. Yanut: exp(-! al'/2).
{e)

|n) - e—fE,,t/hln)

zaman bagimliligmi koyarak, | (£))'nin a_'nin Szdurumu olarak kaldigm gosterin.
Ancak ézdeger zamania evrimlesir:

alf) = e a.
Boylelikle uyumlu bir durum daima uyumlbu kafir ve belirsizlikler garpumin
minimum yapmaya devam edet.

2 Kalduma operatorinin normlanabilir szfonksiyonlan yoktur.
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(f) Taban durumunun kendisi (j» = 0}) uyumlu bir durum mudur? Eger uyumlu
durumsa, dzdeger nedir?

Problem 3.36 Genigletilmis belirsizlik ilkesi:”’ 3.62 nolu denklemde verildigi gibi
genellestirilmis belirsizlik ilkesi

> —{C 2
oried 4< )
seklindedir. Burada € = —i[4, B] dir.
(a) Bu ilkenin
1 ., ‘
ohog = JUCP +(DY) [3.99]

seklinde takviye edilebilecegini gosteriniz. Burada D= 4B+ B4 — 2(4)(B)
dir. Yardim: 3.60 nolu denklemdeki Re(z) terimini elde tutunuz.

(b) B = 4 hali i¢in 3.99 nolu denklemi kontrol ediniz (bu takdirde C=0 oldugundan

standart belirsizlik ilkesi asikdr olur ve maalesef genisletilmis belirsizlik ilkesi de
pek yardimer olmaz).

Problem 3.37 Ug diizeyli bir sistemin Hamiltonyeni

a 0 b
H=it0 ¢ 0
b 0 a

matrisiyle temsil edilmektedir, Burada a, & ve ¢ reel sayidir (@ — ¢ + b).
(a) Sistem baglangigta

0

[$(0) =11

0

duramundaysa, |§ (1)) nedir?
(b) Sistemin baslangi¢ durumu

1

140)) = {°

0

olursa, |4 ()} nedir?

** Nlging yorumlar ve kaynaklar igin, R. R. Puri, Phys. Rev 4 49, 2178 (1994)°¢ bakimz,

-
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Problem 3,38 Ug diizeyli bir sistemde Hamiltonyen

1 00
H=ho |0 2 0
0 0 2

matrisiyle temsil edilmektedir. A ve B gbzlenebilirleri ise
01 0 2 0

A=xrl1 0 0}, B=npl|0o 0

0 0 2 0 190

matrisleriyle temsil ediliyorlar. Burada o, A ve u pozitif, reel sayilardir.

{a) H, A ve B’nin dzdegerlerini ve normlanmis dzvektdrlerini bulunuz.
{b) Sistemin baglangigta

i$0) = {2
€3

ile verilen genel bir durumda oldugunu varsayahm. Burada |c,|” +|c,I” +|c,|" =1 dir.
H, A ve B'nin 1= 0 amindaki beklenen degerlerini bulunuz.

(€) [$(6)y’yi yazimz. ¢ aninda enerji dlgilliirse, hangi degerler hangi olasiliklarla elde
edilir? Ayni soruyu 4 ve B igin de yanitlayiniz.

#*Problem 3.39
(a) Taylor serisine agilabilen bir f(x) fonksiyonu igin
flx +x0) =P f(x)

oldugunu gosteriniz. Burada x, herhangi bir sabit yerdegistirmedir. Bu bagnti
nedeniyle, p/Fi've uzayda dtelemelerin iireteci (jeneratord) denir. Noz: Bir
operatoriin Ustel ifadesi, kuvvet serisi agilimiyla tanimlanar:

=110+ DG +1/3NG +....
(b) W(x, ) zamana bagimh Schrodinger denklemini saghyorsa,
W(x, ¢+ 1) = e T HOAw(x, 1y

oldugunu gosteriniz. Burada ¢, herhangi bir sabit zaman degeridir. ~H/k ve
zamanda telemelerin iireteci (jeneratorii) denir.
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(¢) O(x, p, ) dinamik degiskeninin ¢ + £, anndaki beklenen degerinin
(@l = (WG, DIV DG, p 1+ 0)e™ MW (x, 1)

olarak yazilabilecegini gosteriniz.”* Bunu kullanarak, 3.71 nolu denklemi | UC BOYUTT A KUANTUM MEKANIGI

veniden elde ediniz. Yardum: 1, = dt alm ve df’de ilk mertebeye kadar seriye agin.

4. BOLUM

*+Problem 3.40

(a) Serbest parcacik igin zamana bagimh “Schrédinger denklemini” momentum
uzaymda yaziniz ve ¢bziinliz. Yanit: exp (—ip*t/2mh) ©(p, 0).

(b) ilerleyen Gauss dalga paketi igin (2.43 nolu problem) ©(p, 0)1 bulunuz. Bu
dalga paketi igin ®(p, £)’yi kurunuz. {@(p, t)**ini yaziniz ve bunun zamandan
bagimsiz olduguna dikkat ediniz.

(©) {p) ve pz)’yi hesaplaymniz. Yanitlarimzi 2.43 nolu problem ile karsilagtirmiz. 4.1 KURESFEL KOORDiN ATLARDA SCHRODINGER DENKLEMI
(Q)(H) = (pY*2m + {H, oldugunu gosteriniz (burada 0 indisi kararl —duragan— .
Gauss dalga paketini ghstermektedir). Sonucu yorumlayiniz.

Ug boyuta genelleme kolaylikla yapilabilir. Schrédinger denklemi

oy

lhmé_:_ =HV¥ [4.1]

dir ve Hamiltonyen operatérii H'

1 2 1 2, 2 2
MY +V=§—n;(px+py+pz)+V

ile verilen klasik enerji ifadesinden standart recete yardimyla elde edilir:

kD L hd ha o .
-, -, - :
Pr=ie BT iy PP Ve

(regeteyi x ile birlikte y ve z koordinatlarina da uyguladik),
* (zel olarak, t =0 aliarr ve ty°dan indis digoritiiirse

{om)= (W(x,!)l@"l‘(x, r)> = <\I’(x, 0o0u|wix, 0)>

olur. Burada [} = cxp(fifit/ h) dir. Yani O'nun beklenen degerini, ya Q yu W, #) ile Wix, §) arasma,
daha Snceden yaptigimiz gibi, sandvig ederek (bu durumda dalga fonksiyonlar zamana bafimlda) ya da
00U yu ¥(x, 0) ile Wix, 0) arasima sandvig ederek (bu durumda zaman bafimhihfi operattrierdedir)
hesaplayabitirsiniz. Ilk duruma Schrédiager resmi ikicisine Heisenberg resmi denilir,

! Bir kanigikligin olacagi yerlerde operatorleri kargilik olan klasik gozlenebilirlerden ayirtetmek igin
izerlerinde * * 7 kullamyordum, Bu bdlimde anlam karjiikhiinin ¢ok fazla clacafim sanmiyorum ve bu
nedente bu agamadan sonra gapkalan kullanmayacagm.
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va da kisaca

p— wl,mv' [4.3]

seklinde yazilabilir. Boylece Schrédinger denklemi

aw h?
A = e VAW L VW 4.4
iR 5 5 + {4.4]
seklini alir. Burada
82 32 HE
Vim e + — o — [4.5]

Ax? 9y 972
kartezyen koordinatlarda Laplace operatdriidiir.

Artik potansiyel enerji ¥ ve dalga fonksiyonu ¥, r = (x, y, z) ve #nin
fonksiyonlaridir. Pargacigin sonsuz kiigitk @°r = dx dy dz hacminde bulunma olasilifi1
(r, A &r olarak verilir. Normlama kosulu

f]W|2d3r=1 [4.6]
seklindedir. '[ntegfal tiim uzay iizerinden ahmir, Potansiyel zamandan bagimsizsa

W, (T, 1) = Y () Eni /R [4.7]

olarak verilen kararli durumlarin tam bir kiimesi meveuttur, Buradaki uzaysal dalga
fonksivonu ¢,

2
«mivzw + V¢ =Ey | [4.8]
2m

zamandan bagimsiz Schrodinger denklemini saglar. Zamana bagumli Schrodinger
denkleminin genel gdziimii

W(r, ) =Y cniulr)e Enilh [4.9]
seklindedir. c, sabitleri baglangig dalga fonksiyonu W(r, 0) verilmigse, daha once

gordigumiz yontemlerle bulunur (eger potansiyel stirekli durumlara izin veriyorsa 4.9
nolu denklemdeki toplama bir integrale doniisir).
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*Problem 4.1

(a} r ve p operatorlerinin bilesenleri i¢in [x, v}, [x, bl [x 5. [y pl vs. tim
kanonik sira degistirme bagmtilarm hesaplayimz. Yani:

[ri, pjl = ~lpi, ril = iRd;;, [, ril=1[pi, pj1=0 [4.10
Burada r, = x, r,=y ve r, = z dir.
(b) 3-boyutta Ehrenfest teoremini
d 1 d '
—_— = e— N — = —VV 4.11
dr(r) m(p) T {p) = { ! {4.11]

gergekleyiniz (kugkusuz bu bagmtilarin her biri di¢ tane denkleme karsilik
gelmektedir). Yardim: 3.71 nolu denklemin 3-boyutta da gegerli olup clmadigiru
kontrol ediniz.

(c) Ug boyutta Heisenberg belirsizlik ilkesini ifade ediniz. Yanu:
ox0p, = h/2, oyop, = R/2, 0.0, = h/2 [4.12]

O30y, V5. izerinde kisitlama olmadigina dikkat ediniz.

4.1.1 Degiskenlere Ayirma

Tipik olarak, potansiyel yalnrzea orijinden olan uzakligin bir fonksiyonudur. Bu
durumda (r, &, ¢) kiiresel koordinatlarim (4.1 nolu sekil) kullanmak daha elveriglidir.
Kiiresel koordinatlarda Laplace operatoril

13 3 1 8 3 1 3?
v L2 g L — _) 413
72 ar (r Br) t Zsing 96 (Sm 39) T e (aqs?- (.11

seklini alr. Boylece kiiresel koordinatlarda zamandan bagimsiz -Schrédinger
denkleminin ifadesi

RT1 a3 (0% n 1 3 (sin@aib—)+ 1 (32¢)]
m ([ F2or \ ar )T rZsing a0 96 ) r2simio \ a¢?
4 VY =Ey. [414]

olarak yazilabilir. Degiskenlere ayirma yontemini kullanalim, Bu amacla

wir,0,¢)=R0Y©,¢) [4.15]

seklinde bir ¢6ziim arayalim.

* flke olarak, bu ifade 4.5 nolu denklemle verilen kartezyen koardinatlardaki formundan degisken
donugumilyle elde edilebilir, Bununla beraber kuresel koordinatlardaki formu eide etmenin ok daha verimli
yontemlert de vardir. Omek olarak M. Boas, Mathematical Methods in the Physical Sciences, 2nd ed. (Wiley,
New York, 1983) 10. Bolom, 9. Kesim'e bakiniz.
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SEKIL 4.1: Kiiresel koordinatiar: yarigap r, kutup acis1 #ve azimut agist ¢,

Bu ifade 4.14 nolu denklemde yeriné yazilirsa

h? [Y d (ZdR)'+ R 3 (. .07 LR 32Y}
A Y bt — — -
2m | rtdr \' dr /) rZsing 00 36 /) r2sing 92
+VRY = ERY.
elde edilir. Denklemin her iki tarafi (RY) ile bolimiir ve —2m#*/4” ile arpilirsa

2
3 7%) -2 0-e

R dr dr K

+1 1 3 /. eay N 1 9y 0
= | sin@— —— 1 =0
Y |sin6 86 30 sin® @ d¢p>

olur. Ik kivrimh parantez igindeki terim yalmzca » degiskeninin, oysa kalan kisim
yalnizca ve ¢ degiskenlerinin fonksivonudur. Bu esitligi saglayabilmenin tek yolu her
birinin bir sabite esit olmasidir. Zamani geldiginde &prenecegimiz sebeplerden’® dolay:
“ayrigtirma sabitini” /{}+1) olarak segelim. Buradan

Ld (4R 2””’2[1/( Y= E] =1+ 1) [4.16]
Rar \' ar K2 ’ oM ' '
L0 sméay)Jr : GZY} =l +1) [4.17]

Y |sing 86 a0 sino 82| — - '

denklemleri bulunur.

* Burada genellikten bir sey kaybetmedigimize dikkat edelim. Bu asamada / herhangi bir kempleks sayi
olabilir. Daha sonra /'nin famsayi olmasi gerektigini gorecegiz. Bu sonucun bir beklentisi olarak aynstirma
sabitini zel bir formda ifade ettik.
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*Problem 4.2 Kartezyen koordinatlarda degigkenlere aywrma yodntemini kullanarak
sonsuz kubik kuyu (“kutu igindeki parcacik”™)

0, x,v,z0ile aaralifindg ise

V(xsyszs)—{

oo, diger yerlerde
problemini ¢dziiniiz.
(a) Kararl1 {(duragan) durumlar ve kargilik gelen enerji degerlerini bulunuz.

(b) Ayrik enerji duzeylerini, artan enerji dlgeginde, F), F,, Es.... olarak siralayalmm,
Ey, By, E5, Ey, Es ve E¢’y1 bulunuz. Bu diizeylerin katlihklarimi (aym enerjiye
sahip farkh durumlarin sayisiy belirleyiniz. A¢iklama: Bir boyutta kath bagh
durumlar yoktur (2.45 nolu probleme bakimz). Ug boyutta ise olduk¢a yaygindir,

(c) B4 tin kathhg ne kadardir ve bu durum nigin ilgingtir?

4.1.2 Acisal Denklem
4.17 nolu denklem, ¥ 'nin & ve # ye nasil bagimli oldugunu verir. Bu denklemi ¥ sin*d
ile carparsak

sing g si an +82Y =—ld+D '.291’ [4.18]
30 11 39 3(;52 = g s .

halini alr. Bu denklemi hemen tamiyacaksimiz. Klasik elektrodinamikte Laplace
denkleminin ¢oziimiinde ortaya etkar, Her zaman oldugu gibi degiskenlere aynrma
yéntemini deneyelim:

Y0, 9) = @ D{p). [4.19]
¥(6, ¢) yukarida yerine yazilir ve ®d’ye boliintirse,
L[, d{.  do® o 1 d*e
{6 [smﬁ'}g (smf);a):l 4+ I{I + 1) sin 9} - 6:1’?153 =0
elde edilir. Ilk terim yalmzca & degiskeninin, ikincisi ise yalnizea ¢ degiskeninin bir

fonksiyonudur. Bu yiizden bu terimlerin her biri ayni bir sabite esit clmahdir. Bu sefer
ayristirma sabitini 7” olarak secelim.® Bu durumda

1, d /. d& P
® [Slnﬁﬁ (smf)d—g):l +I{{ + Dsin“ 8 =m*; [4.20]
1 d*® 2 .

elde edilir.

* Burada da, m herhangi bir kompleks say1 olabileceginden, genellikten highir sey kaybetmeyiz. Ancak
birazdan m’nin tam sayi olmast gerektigini gorecegiz. Dikkat: s harfinin burada iki gorevi var, Kiitle ve
aynsgtirma sabiti, Her ikisinin de kullanimu standart oldupundan kangikliktan kaginmarun bir yolu yok. Bazi
yazarlar kitle igin A/ ya da g harflerini kullansalar da yan yolda notasyon degistirmek pek hog degildir.
Uzerinde galistizimiz problemin farkinda oldugunuz sirece kangikhik gikacagini sanmiyorum,
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¢ denkleminin ¢ozimi kolaydir:
d*e
dp?
[Aslinda exp(im¢) ve exp (—img) olmak Uzere iki ¢oziim sz konusudur. Ancak m'nin
negatif degerler almasina izin vererek ikinci ¢oziimi de hesaba kattik. Cozlimiin oniinde
sabit bir ¢arpan da olmahdir, ama bu @ fonksiyonunun igine katilabilir. Bu arada,
elektrodinamikte azimutal fonksiyon @’yi sintls ve kosiniisler cinsinden yazariz ¢tinkil
elektrik potansiyeli reel olmalidir. Kuantum mekaniginde boyle bir kisitlama yoktur ve

iistel ifadeler iizerinde calismak daha kolaydw]. ¢'yi 27 kadar artirdifimizda uzayda
aym noktaya geri geliriz (4.1 nolu gekil). Bu yiizden

D(p +2m) = (9) (423}

= —mid = D) =™, [4.22]

sartmi koymak dogaldir.’ Diger bir deyisle,

explim(¢ + 27)] = exp(imd) ya da exp(277im) = 1 dir. Bunun saglanmasi icin m tamsayt
olmalsdir:

m=0,%1,%2,.... ‘ [4.24]
& denklemine donelim: '
d d®
inf — | sind— Dsin @ — m?]® =
sin 7 (smﬁ 70 ) + [+ Dsin“f —m“]0 =0 [4.23]
Bunun ¢dziimii ¢ok kolay degildir. Coziim
’ () = AP (cosh) [4.26]

olarak verilir. Burada P" assosiye Legendre fonksiyonudur ve

i
P (x) = (1 — xHmi/? (%) Pi(x) [4.27]

olarak tanumlanir.® P, (x), -inei Legendre polinomudur ve Rodrigues formiiliiyle
tarmumlanir:

_ 1 fdy o,y
Pix)= Tl (E) x*—1)y. [4.28]

5 Bu kesul gorindtginden daha zor antagilir. Unutulmamalsdur ki olasthk yogunlugu (@), mden
bagumsiz olarak tek degerlidir, 4.3. Kesimde m'nin Gzerindeki sart daha farkls ve ¢ok daha zorlayiet bir
argiimandan elde edecegiz.

s £ = p~-olduguna dikkat ediniz. Baz1 yazarlar m’nin negatif degerleri igin farkh bir igaret anlagmasi

kullaniriar, Boas (2. dipnot) 503. sayfaya bakintz.

4.1. Kesim: Kiiresel Koordinatlarda Schrodinger Denklemi 137

TABLO 4.1: Ilk birkag 7, (x) Legendre polinomu: (a) fonksiyonel form, (b) grafikferi

A

Py=1

Pi=x
Py=13x2-1)

Py=L(5x% - 3x)

4= $(35x% - 30x% 1 3)
Py= 1(63%° - 70x% + 15x)

(@) (b}
Omegin;

Pylx) =1, Pi(x)= %%(xz - =ux,

CldNE a1,
Pz(x)—ﬁ(a) (x =1 —“2“(3x -~ 1),

V8. _I]k birkag. Legendre polinomu 4.1 nolu tabloda listelenmistir. Adindan da anlagildigt
gibi P{x), x’in / inci dereceden bir polinomudur ve 'nin paritesine gére ¢ift ya da tek
olmaktadir. Ama genel olarak F"(x) bir polinom degildir. m tek ise v/1--x* gibi bir
carpana sahiptir.

1
P2(x) = 5(3;;2 -1, PHn=( -xZ)I/Z% Bmz - 1)} =3xv1 —x2,

i 2 d g 1 2
Pix)=(1—x )(&;) [EGX - 1)] = 3(1 - x%),

vs. (Ote yandan bize gercken P"(cos®) dir. «1—cos’# =sinf olur. Boylece -
F"(cos8) daima cos&'nin bir polinomudur. m tek ise sin & garpan igerir. cosé ’ya gére
birkag assosiye Legendre fonksiyonu 4.2 nolu tabloda listelenmigtir).

Rodrigues formiiliinden /’nin pozitif famsay: olmas: gerektigine dikkat ediniz. Ote
vandan |mj ) [ ise 4.27 nolu denklemden £" =0 bulunur. Bu durumda verilen bir !
degeri igin ™ nin (2/+1) tane miimkiin degeri vardir:

I=0,1,2,...; m=-, ~I+1, ..., -1,0,1, ..., -1, 1 [429]
Ama biraz durun bakalim! 4.25 nolu denklem ikinci dereceden bir diferansiyel

denklemdir. / ve m’nin herhangi eski degerleri igin iki tane lineer bafimsiz ¢dziimii
olmahdir. Bu durumda diger ¢ozimler nerede? Yemut: Siiphesiz, bunlar denklemin
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TABLO 4.2: Birkag B" (cosd) assosiye Legendre fonksiyonu: (a) fonksiyonel form,

(b) r = P"(cos &) *mun grafikleri (bu grafiklerde r, & yoniinde fonksiyonun bityiikligunti

vermektedir; her bir grafik z ekseni etrafinda doéndtriilmelidir).

+a

P=1 Py=33cos? 9= 1) \ PY®) Pl

Pl=sing P3 =15 sin &(1 - cos 6) . .

PP=cos§ P3=15sin?0 cos & PYe) Pi#)

P3=3sin’g Pl= %sin a(5 cost6~ 1) z :

Pl=3sind cosd PY= % 3 ;033 8—3 cos 6) PY6) P3()
(@) (b)

matematiksel ¢oziimleri olarak meveuttur. Ancak bu ¢dziimler, 6= 0 ve/veya 8~ n'de
iraksak olduklarindan (4.4 nolu probleme bakimz) fiziksel olarak kabul edilebilir
goziimler degildir.

Kiiresel koordinatlarda hacim elemam’
d3r = r2sind dr do do £4.30]
seklindedir. Boylece normlama kosuiu (4.6 nolu denklem)

fhblzrzsinedrdadqs:[LRFridrwasanededqb:1

seklini alir, R ve Y fonksiyonlarini ayri ayri normlamak daha kullamighdir. Bu durumda
normlama integralleri:

o0 2n pw "
f IRPrrdr=1, f f \Y|*sin0d0dep = 1. (4.31)
0 0 0 :

" Boas (2. dipnot), 5. Bblim, 4. Kesime bakiuz,
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TABLO 4.3: Ik birka¢ }/" (8, ¢) kiresel harmonik.

r9=(L)" v = ()" sind g2

yl= (fﬂ“ )”2 cos 6 vi= (12_';r)“2 (5 cos® -3 cos 6)
vileF (;-n )” ? sin eit ri =% (é—lﬁ) 2 in 0.(5 cos? 0 — 1)e*9
Y= (]_g;)lfz (3eos?e—-1) Y%ZK.J—_T( %) ' in?  cos Be*2i¢
=% (é—;) ' Gin 6 cos et YR =F (5:%;)”2 sin3 g +31®

Normlanmis agisal dalga fonksiyonlarma® kiiresel harmonikler denilir,

(21—;—15 (I —|m) . 4
m rm M
Y0, ¢) = e\/ a Y R .(COSQ) [4.32]

Burada m = 0 igin € = (-1)" ve m £ 0 i¢in ¢ = 1 dir. Daha sonra kanitlayacagimiz gibi
kiiresel harmonikler otomatik olarak ortogonaldir yani

n T
[0 .[0 [¥"@, ¢)]*[YI’?’ (0, ¢)]sinf dd d = 8y 8, [4.33]

bagintisii saglarlar. 4.3 nolu tabloda ilk birkag kiresel harmonik listelenmistir. Tarihsel
sebeplerle, [ indisine azimutal kuantum sayis1 ve m indisine manyetik kuantum
sayist denir,

*Problem 4.3 4.27, 428 ve 4.32 nolu denklemleri kullanarak, ¥; ve ¥,’i kurunuz.
Bunlarin normlannug ve ortogonal olduklarm: kontrol ediniz,

Problem 4.4
B(6) = Aln[tan{d/2)]

* Normlama carpani 4.54 nolu problemde tiretilmistir. Daima 1 veya —1 degerini alan : ¢ katsaysi,
agisal momentum teorisinde kutlanacagimiz notasyonla uyumlu olsun dive segilmigtir. Bazi eski kitaplar farkh
anlasmalar kullansalar da burada verilen oldukga standart bir anlagmadir. Ayrica

I GVt Ok
olduguna dikkat edin.
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olarak verilen fonksiyonun [ = m = 0 igin @ denklemini (4.25 nolu denklem) sagladigmu
ghsteriniz. Bu kabul edilemeyen “ikinci ¢dztimdiir”. Buradaki sorun nedir?

*Problem 4.5 4.32 nolu denklemi kullanarak YII @, ¢) ve Y;-(G, @) yi kurun (P32 'yid2
nolu tablodan alabilirsiniz ancak P'’yi 427 ve 4.28 nolu denklemlerden

¢ilkarmalisiniz). Bu fonksivonlarin uygun / ve m degerleri icin agisal denklemi (4.18
nolu denklem) sagladiklarim kontrol edin,

++*Problem 4.6 Rodrigues formiiliinden baslayarak

. 2
,/;1_ Pi(x)Puix)dx = (21—“) S [4.34]

olarak verilen Legendre polinomlarinin ortonormallik bagimtisine tiiretiniz.
Yardm. Kismi integrasyon kullamn,

4.1.3 Radyal Denklem

Palga fonksiyonunun agisal kismi ¥Y(9, ¢) tiim kiiresel simetrik potansiyeller igin
aymdir. V(r) potansiyelinin gekli, 4.16 nolu denklemle verilen, dalga fonksiyonunun
radval kismn R(rY'yi etkilemektedir. Yani ayrmtili ¢oziumii bulmak igin  ¥(r)
potansiyelinin verilmesi gerekir. Radyal denklem

ar \\ ar h* ’ ! ( ) [4.33]
seklindedir.

u(r) = rR{r} [4.36]

bagintisiyla yeni bir u(r) fonksiyonu tanmmlarsak denklem daha basit bir ifadeye
déntigiir. Bu durumda

R =u/r, dR/dr = [r(du/dr) — ul/r®, (d/dr)[r*(dR/dr)] = rd%u/dr?
olur. Boylece, u(#) nin sagladig diferansiyvel denklem

K du BRI+ 1)
—ﬁm"l" V+ﬂm-;§-"— = Eu [4.37]

seklini alir. Bu denkleme radyal denklem’ denir, Sekil olarak bir boyutlu Schridinger
denklemiyle (2.5 nolu denklem) aynidir. Buradaki tek fark sudur: Potansivelin yerini

B+ 1)
2m 2

Verr = V + [4.38]

-

* Bu denklemdeki m'ler kiidledir. Ayristirma sabiti m radyal denklemde goziikmez.
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olarak verilen etkin potansiyel almistir. Eikin potansiveldeki (%%/2m) [l([+1)/r2] ile
verilen ilave terim merkezkac potamsiyeli olarak bilinir. Bu terim, kiasik mekanikteki
valanct merkezkag kuvveti gibi parcacifi orijinden uzaga, disar1 dogru firlatma
egilimindedir. Bu arada 4.31 nolu denklemle verilen normlama kosuly

&0 pl
f u)2dr =1 _ [4.39]
0

seklini alir. Bu noktadan 6teye gidebilmek igin F{») potamsiyelinin verilmis olmast
gerekir,

Ornek 4.1

Vir) = {0’ r=a [4.40]
o0,

rF>a

ile verilen sonsuz kiiresel kuyn potansiyelini gbz dniline aliniz. Dalga fonksiyonlanm
ve izin verilen enerji degerlerini bulunuz.

Coziim: Kuyunun disinda dalga fonksiyonu sifirdir. Kuyunun iginde ise, radyal denklem

Ly TIGHD
m:[ S =k [4.41]
seklindedir. Burada
= YHmE [4.42]
i
dir. Yapilacak islem diferansivel denklemi ¢ozerek wu{a) = 0 smr kosulunu

uygulamaktir. / = ¢ durumu kolay oldugundan 6nce bunu inceleyelim:

d%u

== —k*u = u(r) = Asin(kr) + B cos(kr).

Gergek radyal dalga fonksiyonunun R(r} = u(r)/r oldugunu hatrrlayalim. O zaman » > 0
iken, [cos (k#))/r terimi waksar. Bu yiizden B = 0 segmeliyiz.”® Smir kosulundan
sin(ka) = 0 ve boylece ka = n7z(n = tamsay1) bulunur. 1zin verilen enerji degerleri

nim2h?

En=
" 2ma?

n=17273,...1, [4.43]

" Gergekte, istedigimiz tek kosul dalga fonksivonunun sonlu eimast degil normlanabilmesidir: R(#)~1/r
(4.31 nalu denklemdeki »* yiziinden) orijinde normlanabilirdir. B = 0 sartina daha zorlayier bir kamt R.
Shankar, Principles of Quantum Mechanics, 2nd ed, (Plenum, New York, 1994) 342. sayfada bulunabilir.
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olarak bulunur. izin verilen enerji degerlerinin bir boyutlu sonsuz kare kuyudaki enerji
degerleriyle (2.27 nolu denklem) ayni olduguna dikkat ediniz. #(»)'nin normlanmasiyla
A=4/2/a bulunur. Acisal kasmi da g6z dniine alarak (}’;ﬂ (6,0)=1/v4n oldugundan

bu 6rnekte siradandir) dalga fonksiyonunu yazalim:

1 sin{amr/a
Wnoo = wrr/a) [4.44)
2ra r

[Kararh durumlarn #, [ ve m ile gésterilen il¢ tane kuantum saymsiyla belirlendigine
dikkat edin: ¥ (7, &, @. Bununla birlikte exerji yalmzca » ve I’ye bagimlidir: £,,,]

Pnin keyfi bir tamsayr degeri igin 4.41 nolu denklemin genel ¢oziimill ok fazla
tamidik degildir, Genel ¢6ziim

u(r) = Arjitkr) + Brag(kr) [4.45]

seklindedir. Burada j;(x), l-inci dereceden kiiresel Bessel fonksiyonu ve »,(x), /-inci
- dereceden kiiresel Neumann fonksivonudur. Bu fonksiyonlar agafidaki gibi
tanimlanirlar:

I . !
%) = (=) (—l-ii—) =2 m(x)a—f—x)’(li) S (46

xdx xdx X
Ornegin;
. sinx cosx
Jo(x) = —; nplx) =~ ;
x x
. 1 d (sinx sinx  cosx
Jz(x)=(—x)——( ): 5 ;
_ x dx x X X
, 1 d\?sinx 1dY xcosx —sinx
hx) = (“‘x)2 (__) — = x* (—“"“) T —
xdx x X dx x
_ 3sinx ~3xcosx — x%sinx

¥

3

vs. 4.4 nolu tabloda ilk birkac kiresel Bessel ve Neumann fonksiyonlar listelemmistir.

Kiigik x degerleri igin (sin x = x—x>/3! + x°/5! — ... ve cos x = 1 —x/2 + x"/41)
. 1 . x . x?*
=l rx)m —=; Jix)m o )R
, x 3 15

oldugu gosterilebilir. Bessel fonksivonlarmin orijinde somlu  oysa Neumann
fonksiyonlarmin orijinde wraksak olduklarina dikkat edin. Bu nedenle B; = 0 segmeliyiz.
Boylece ¢ozlim )

R(r) = Ajikn) - ' [4.47]

olur.
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TABLO 4.4: IIk birkag j,(x) kiiresel Bessel ve r;(x) Neumann fonksiyonlan ve kiigiik x degerleri
igin asimptotik davraniglari,

. _sinx ’ _ cosx

Jo=—— ng=———

. _sinx cosx " _ _cosx sinx

J1 2 I 1= 2 x

1 :(,.}__l sin _i a5 Mo = — _3___1_ _i i

=l P X— g cosx 5 = (13 x)cosx J:;,_smx
; 2n ecnt 1
j,—)(—mx, n,—)—ﬁ el r<< 1.

Coézimiin saglamasi gereken suur kosulu R(a) = 0 dir. £ degeri
Jilkay =0 [4.48]
olacak sekilde segilmelidir. Yani (%), [-inci kiiresel Bessel fonksiyonunun kokiidir.

Bessel fonksiyonlart saliumli davrams gosterdiginden (4.2 nolu sekil) her bir
fonksiyonun sonsuz tane kékii vardir. Ama ne yazik ki bu kékler # ya da nz gibi pratik

SEKIL 4.2: i1k dirt kiiresel Bessel fonksiyonunun grafikleri,
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ve kullamsli noktalarda degildir. Bu nedenle sayisal olarak hesaplamrlar.' Smir
kosulundan

k= lﬁn[ [4.49]
a

bulunur. Burada §,; /-inci kiiresel Bessel fonksiyonunun #-inci kokiidiir. Bdylece izin
verilen enerji degerleri

c||.‘-:- h 2

Ept = s
" mar

B, [4.50]

ve dalga fonksiyonlar

Yntm (1, 0, §) = At i Buir /@)Y (0, §) {4.51]

olur. Buradaki A4, sabiti normlama kosulundan bulunur. Verilen bir / degeri igin (21 + 1)
tane farkh m deBeri miimkiin oldugundan (4.29 nolu denkleme bakiniz) her bir enerji
dizeyi (2/ + 1) kez katlidir (¢akigiktrr).

Problem 4.7
{a) 4.46 nolu denklemle verilen tamimdan baglayarak »,{x) ve m,(x)’1 kurun.

(hyx<<l iken sinils ve kosinlis fonksiyonlarim seriye agarak m{x) ve mfx) igin
yaklasik ifadeleri elde edin. Bu fonksiyonlarin orijinde waksadiklarmi gosterin.
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*+Problem 4.9 m kiitleli bir par¢acik

_V 1 . = 3
V{F) - 0 F =4
0, F>a
ile verilen sonlu kiiresel kuyunun igindedir. / = 0 igin radyal denklemi ¢tzerek taban
durumunn belirleyin. Voa® < 72#*/8m ise bagh durum olamayaca@mi gosterin.

4.2 HIDROJEN ATOMU

Hidrojen atomu e yiiklii, agir ve neredeyse hareketsiz olan bir protonla (protonu orijine
yerlegtirecediz), bunun etrafinda yoriingede dénen, —e yilklii ve olduk¢a hafif olan
elektrondan olusur. Sistem zit isaretli yikler arasindaki kargihkli ¢ekim kuvveti
tarafindan baglamr (4.3 nolu gekil). Coulomb yasasindan hareketle SI birimlerinde
potansiyel enerji

e? 1
dmegr

Viry=— [4.52]

olarak yazilir. Bu potansiyel i¢in radyal denklem (4.37 nolu denklem)

2 52 2 R2 1
h du+|: ¢ 1%————‘E(l’—&_ )j|u-":Eu [4.53]

T 2m dr? Cdmegr | 2m 12

seklini alir. Hidrojen atomu problemi radyal denklemi ¢bzerek u(r) dalga fonksiyonunu
ve izin verilen enerji degerleri £yi belirlemektir. Hidrojen atomu énemli bir problem
oldugundan, harmonik salinicinin analitik ¢oziimiinde kullandigimiz yontemi kullanarak
bunun {izerinde detayl galisacagiz (efer ¢oziim strecinde anlamadigimniz noktalar olursa
daha detayh bir agiklama bulmak i¢in 2.3.2. Kesime geri donebilirsiniz).

Problem 4.8
(2) Arji(fyun F{r) = 0 ve [ = 1 durumunda radyal denklemi sagladigin g&sterin.

(b) /= 1 igin sonsuz kilresel kuyunun izin verilen enerji degerlerini grafik yéntemle
belirleyin, Buyitk # degerleri igin, E,,=(h°z°/2ma*)(n+1/2)* oldugunu
gosterin. Yardim: Once j,(x) = 0 => x = tan x oldugunu gésterin. x ve tan x’i aym
grafik iizerine ¢izerek kesim noktalarmi isaretleyin,

Y Abramowitz & Stegun, eds. Handbook of Mathematical Functions, (Dover, New York, 1965) 10,
Bolimde genig bir liste halinde sunulmugtur,

_-e
2, (elektron)

+e
{proton)

SEKIL 4.3: Hidrojen atemu.
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Bu noktada, 4.52 nolu denklemle verilen Coulomb potansiyelinin, hidrojen atomunu
temsil eden kesikli bagh dwrumlarin yaninda, elektron-proton sacilmasini tanmmlayan
E > 0 enerjili sérekli durumlan da igerdigini hatirlayalim. Ancak biz yalmizca bagh
durumlari inceleyecegiz.

4.2.1 Radyal Dalga Fonksiyonu
Denklemin géziimiine baglamadan dnce birkag notasyon degisikligi yapalim.
—2mE

A

olarak tanimlansin. Bagl durumlar igin £ negatif oldugundan x reeldir. 4.53 nolu
denklem E’ye béliniirse

1 d%u _ [ me?* 1 I+ 1)]

K [4.54]

k2dr2 T | 2meghtc (kr) | (kr¥?
elde edilir. Iki yeni biiyiikliik tanimlayalim:
2
me
= Kr ye = — 4.55
? o 2 eohix [ )
Bu bilyiiklitkler cinsinden radyal denklem su hale dontigiir:
d?u po I+

Bundan sonraki adimda ¢dzitmlerin asimptotik formlarini aragtiracagiz. o -»> o iken,
parantez igindeki sabit terim baskin hale gelir ve boylece (yaklasik olarak)

d*u
-C—l—,c—)—z- =Uu
vazilabilir. Genel ¢dzlim ise

u(py = Ae * 4 Be” [4.57]

seklindedir. p — oo igin, ¢” raksak oldufundan B = 0 se¢ilmelidir. Boylece bliyik o
degerleri igin

u(p) ~ Ae™" [4.58]
bulunur. Ote yandan p — 0 iken, merkezkag terimi baskin olur' ve yaklagik olarak
du _1i+1) .
dp* o

elde edilir.

* % /= 0 durumunda, buradaki argtman alismaz (4.59 noly denklemin bu durumda da gegerli oldugunu

ifade eden sonuca rafmen). Ama Uzilmeyin, thim yapmaya ¢alistifimiz 4.60 nolu denklemle verilen defisken
defisikligi i¢in biraz motivasyon kazandirmak.
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Genel ¢6ziim (kontrol edin)
u(p) = o' + Dp7.
dir. Ancak p — 0 igin, p~' iraksar ve D = 0 segilir. Boylece kiigilk p degerleri igin
u(p) ~ Cp'*! [4.59]

olur. |

Bu iki asimptotik davramsi gérditkten sonra yeni bir v () fonksiyonu tammlayarak
u(p) dalga fonksiyonu icin

u(p) = o' e Pu(p) [4.60]

seklinde bir ¢bzilm arayalim. Bu iki davramigt ayirarak kalan o {p) igin daha basit bir
¢ziim bulmay) umuyoruz, Ancak ilk belirtiler olumlu degil:
du

=ple Pl +1-pv+ d—”]
dp—p p f)dp

ve
d*u

a—;;mpje—p{[—ﬂ—2+p+

I+

dv d%u
:|v+2(l+lp)%+0%§}

olduguna gire v (p) fonksiyonu cinsinden radyal denklem (4.56 nolu denklem)

4%

d
P 42+ 1= )5 4 (pp — 2+ DIy =0, [4.61]
dp dp

olarak yazir,

Son olarak c¢oziimiin yani o (p) 'nun p’va gore bir kuvvet serisi olarak
yazilabilecegini varsayalim:
oo
v(p) =Y 0l : [4.62]
j=0 :
Artik problem, (g, ¢1, c2,...) katsayilarnmn belirlenmesi problemine doniistit. Terim
terime tlirev almarak

dv e ; > ;
= Jepl T =3+ Dejne’
o j=0 j=0

elde edilir {ikinci toplamda indis degistiriterek j > j + 1 yapilmgtir, Eger bu durumdan
rahats1z olduysaniz, ilk birkag terimi agik olarak yazin ve konirol edin. Bu durumda
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toplamanin j = —1’den baglamasi gerekecek. Ancak (j + 1) garpani zaten bu terimi
sldirecek. Boylece toplama vine sifirdan baslayacaktir]. Bir kez daha tiirev alimarak
d?v > il
TPQZZ](}+1)Cj+1p :
j=0

elde edilir. Bu ifadeler 4.61 nolu denklemde yerine yerlestirilirse

oo e 0]
Do i+ Dejpap? +20+ 1D Y G + Dejarp’
J=0 i=0

o0 o0
—Zchj-pj +[po — 2/ + 1] ZCJPJ =0
=0 =0

olur. Aymi kuvvetteki katsaytlar esitlenerek
JUFDejpr + 20+ DG + Dejpr — 2je; + oo =20+ D]ey =0

ya da

[4.63]

_ _{2(j+l+1)—p0}__
EALENS PN YERIG TS b

elde edilir. Bu tekrarlama bagmtis1 katsayilari ve bdylece v (p) fonksiyonunu tam

olarak belirier. ¢, katsayisi ile baslarsak (bu katsay1 ¢dziimde bir carpan olarak gézitkiir
ve normlama iglemiyle belirlenir), 4,63 nolu denklem yardimiyla ¢,’i bulunuz, ¢, yerine
yazilarak c, elde edilir ve bu sekilde devam edilir."

Biiyiik j degerleri igin (bu durum ytiksek dereceden kuvvetlerin baskin oldugu
bilyitk o degerlerine karsilik gelir) katsayllarm davramigim aragtirahm. Bityiik jler igin
tekrarlama bagintis1™

-~ 2 . 2 .
Cip] = - P = -
J1 JG+D j J+1 b

haline gelir.

Y Kuvvet serisi yontemini dogrudan dogruya nigin u (o) fonksiyonuna uygulamadigimiza merak
edebilirsiniz. Nigin asimptotik davramisi ayirdik? p™"i ayirmamizin sebebi biraz estetik nedenlerden. Bu
terim olmasaydi seri birgok terimin sifir oldugu bir diziyle baglayacaktr (sifirdan farkl ilk katsayt ¢
otacaktl). """t carpan olarak aytrarak o ile baslayan bir seri yakaladik. e  garpam biraz kritik. Bu terim
ayiklanmasaydi ¢;.2, ¢u; ve ¢yl igeren D¢ terimli bir tekrarlama bagintis1 bulunacakti (deneyin ve gorim). Bu
bagmtiyla calisma daha zor olacaktir.

" #+1°deki 1°i nigin tuttugumn sorabilirsiniz. Ne de olsa, paydaki 2(/+1) — oy terimivle, paydadaki
2M2’yi ihmal ediyoruz. Buradaki yaklagtirmada 171 de ihmal etmek mimkiindiir ancak bunu tutmak tartismayi
daha agik hale getiriyor. Siz de 1'i thmal ederek deneyin ne demek istedigimi goriin,
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Bir an i¢in bunun kesin oldugunu varsayalim. Bu durumda

24
= FCQ [4.64]
olur, v (p) fonksiyonu

o] 2_', ) )
w(p) = CUZ}Tp" = cge*f
o

halini aler. Boylelikle
u(p) = cop'tef [4.65)

elde edilir. Bu ¢oziim bityiik p deerlerinde waksaktir, Pozitif iistel tipkt 4.57 nolu
denklemde oldugu gibi istemedigimiz asimptotik davrantgtir (pozitif Gistelin tekrar ortaya
¢ikmast tesadiif degil, ne de olsa bu istel de radyal denklemin asimptotik formunun bir
cozdming simgeler. Ancak bu bizim ilgilendigimiz ¢éziim degil, ¢inki bu ¢dziim
normlanamaz). Bu ikilemden kurtulmamn tek bir yolu var: seri ¢dztimli bir yerde
kesilmeli. Bu iglem jn.y gibi maksimum bir tamsayida yapilmali yani

Cjmus+1) = 0 [4.66]

olmali (boylece bundan sonraki tiim katsayilar otomatik olarak sifir olurlar). 4.63 nolu
denklemden

2 fmax +1+ 1) —p0=0
elde edilir.
R= jpax +1+1 [4.67]

olarak tamimlansin. #’ye temel kuantum sayisi denir. Boylece

o= 2n ; [4.68]
olur. 4.54 ve 4.55 nolu denklemler yardimiyla gy, £ degerini belirlemektedir:
pol e’ [4.69]
2m 8w2eihlps
Béylelikle izin verilen enerji degerleri
E,I:—[i"—(i)z}wl—zﬂ, n=1,2,3,... {4.70]
2h? \dneg)/ |n? g2 "

olarak bulunur. Bu denklem tim kuantum mekanigindeki en 6nemi sonugfardan biri
olan tinlii Bohr formiiliidiir. Bohr bu formili eski kuantum teorisiyle {Schrodinger
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denklemi 1924°¢ dek bilinmivordu) klasik fizigin mucizevi bir karnisnmiyla 1913’de elde
etmistir.
4.55 ve 4.68 nolu denklemter birlestirilerek

2
K:(”"e )l:L | [4.71]
degh*/ n an
bulunur. Burada
2
=& E"f =0520% 1079 m [4.72)
mne

dir ve Bohr yarigapi’® olarak adlandmilir, 4.55 nolu denklemden

o= [4.73]
an .

elde edilir, Hidrojenin uzaysal dalga fonksiyonlar1 {i¢ tane kuantum sayisiyla (n, [ ve m)
belirlenir;

Vnim (1, 0, @) = Ru(r) ij @, @) [4.74]
4.36 ve 4,60 nolu denklemler yardumiyla radyal dalga fonksiyonu

Ry(r) = -}p"*"e“ﬂv(m [4.75]

olarak verilir. Burada v (0}, p'nun jp = n—I—1- inci dereceden bir polinomudur. p'nun
katsayilar1 bir normlama garpam farkiyla

20 +1+1—n)

DG+ [4.76]

Ci+1 = (
tekrarlama bagmtisiyla bulunur.

Taban durumunda (en diistik enerjili durum) » = 1 dir. Fiziksel sabitlerin sayisal
degerleri kullanilarak taban durumu enerjisi ‘

2 2
m 4
-] — =~13.6 eV 4.77
El [252 (47560) :| © [ ]

olarak bulunur. Dolayisiyla hidrojenin baglanma enerjisi (atomu iyonlagtirmak i¢in

I* Bohr yarigap: igin gy kullanmak aligiling bir notasyondur, Ancak bu gosterim gok gerekli ve
kuilanish olmadigmdan alt indisi kullanmamay tercih ediyoruz.

4.2. Kesim: Hidrojen Atomu 151

taban durumundaki elektrona verilmesi gereken enerji miktar)) 13.6 eV'dur. Taban
durumunda, 4.67 nolu denklemden / = 0 elde edilir ve bundan dolay1 m = 0 olur (4.29
nofu denkleme bakiniz). Boylelikle

Yr00(r, 8, ¢) = Rig(NYS0, ¢) [4.78)

elde edilir. Tekrarlama bagintis: ilk terimden sonra kesilir ( j = 0 durumunda, 4.76 nolu
denklemden ¢; = 0 bulunur). Bu durumda v {p) sabit olacaktir (¢p). Béylece radyal

dalga fonksiyvonu
Riolr) = =2e™'/ (4.79]
seklini alir. 4.31 nolu denklem yardimiyla normlanirsa

o 12 o0
] tRlﬂler dr = ‘Cﬂi f =2 2 gy ICUEZE =1
0 ac Jo 4

ve ¢, = 2/+Ja bulunur. Ote yandan ¥ =1/+/4w oldugu kullanirsa, hidrojenin taban
durumu dalga fonksiyonu

1
Vioo(r, 6, ¢y = —e™77¢ [4.80]
vra?
olg@rak elde edilir.
7= 2 i¢in enerji
—13.6eV

dir ve ilk uyaritmig durum olarak adlandmilr. Aslmda n=2i¢in /=0 (m=0)ve I =1
(m = -1, 0, +1) oldugundan aym enerjili dort farkli durum meveuttur. / = @ ise

tekrarlama bagintis: (4.76 nolu denklem)
¢ = —¢g (fj=1ligin) ve c2 =0 (j=1i¢in}
verir. Boylece v{p) = ¢y (I—p) olur, Dolayisiyla
o Fy o,
Rp(r) = —(1——)e /% 4.82
w0 =5 (1-2-)e [4.82]

dir [farkli # ve / kuantum sayilar igin {¢;} agiim katsayilarmn tamamiyla farkl
olduguna dikkat ediniz]. / = 1 ise tekrarlama bagintis1 tek bir terimden sonra kesilir ve
v (p) sabit olur. Bdylece Ry

Ryi(r) = %re”ﬂ“ | [4.83]

olarak bulunur (her bir durum i¢in ¢; sabiti normlamayla bulunur, 4.11 nolu probleme
bakmiz).
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Keyfi bir » igin, /nin miimkiin degerleri (4.67 nolu denklemle ile uyum]u).
=052, ...,n—1 [4.84]

Her bir 7 degeri i¢in m’nin alabilecegi (27 + 1) tane mtimkiin deger oldugundan (4.29
nolu denklem) E, enerji diizeyinin toplam kathilik (gokkatlihk, cakigiklik) derecesi
n—1

d(n) = Z(zz + 1) = n? [4.85]
=0

olar. 4.76 nolu denklemle verilen tekrarlama bagintisiyla tamumlanan v (p) polinomu

normlama sabiti disinda uygulamali matematikgiler tarafindan oldukga iyi bilinen bir
fonksiyondur. o {p) fonksiyom

v(p) = Lﬁ’jl 1(2p), [4.86]

seklinde yazilabilir. Burada

d\?
L (x)=(~1)P (EEEE) Lg(x) [4.873

olarak verilen assosiye Laguerre polinomudur. £, ise g-uncu Laguerre
polinomudur'® ve

x d\ —X
Lix)=e (E) {e7*x7) [4.88]

olarak tanimlamr. flk birkag Taguerre polinomu 4.5 nolu tabloda, birka¢ assosiye
Laguerre polinomu ise 4.6 nolu tabloda verilmistir. Tik birkag radyal dalga fonksiyonu
4.7 nolu tabloda listelenmis ve bunlann grafikleri 4.4 nolu sekilde verilmistir.
Hidrojenin normlanmis dalga fonksiyonlarr:"’

a2 = 2N T m
wm—\/ (;) PR (;z) [L24L @rma)| 1600 | [4.89]

Fonksiyonlar oldukga karisik gézitkmekle birlikte sikdyet etmemeliyiz. Hidrojen atomu
kapal: formda kesin ¢6zlimii olan birkag gergekei sistemden biridir, Dalga fonksiyonlan
her ti¢ kuantum sayisma da bagli iken, enerfi diizeylerinin (4.70 nolu denklem) yalmizca
n ile belirlendigine dikkat  ediniz. Bu Coulomb potansiyeline
dzgii bir ozelliktir, Kiiresel kuyu probleminde, enerjilerin /’ye de bagimh oldufunu

4

" Literatirde birbirine rakip olan farkh normlama vzlasimlan vardir. Burada en standart olam
kullandik.

" Normlama sabitinin nasil hesaplandigiin gormek istiyorsansz, L. Schiff, Quantum Mechanics, 2nd ed,
(Mc Graw Hill, New York, 1968), 93. sayfaya bakiniz.
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TABLO 4.5: Ilk birkag L (x) Laguerre polinomu.

Lg=1
Li=-x+1

ly=x—dx+2

Ly=—x +92~ 18x+6

Ly=x*— 16x° + 72x% — 96 + 24

Ls=—x +25x* ~ 2002 + 600x2 — 600x + 120

Lg=x® — 36x% + 450x% - 24003 + 5400x7 — 4320x + 720

1 » ) .
TABLO 4.6: Birkag Lq_p(x) assosiye Laguerre polinomu.

Li=1 L}=2

Li=—x+1 Li= —6x+18
L9=x?—dx+2 L2=12x7 - 96x + 144
Li=1 Li=6

Li=-2x+4 Li= -24x+96
L}=3x"-18x+18 L3 = 60x* - 600x + 1200

(4.50 nolu denklemy) hatirlayalim. Dalga fonksivonlar birbirlerine ortogonaldir. Yani;
f 11"f;:klm Yt rsing dr d6 dep = 8y 811 8y : [4.90]

Bu sonug kiiresel harmoniklerin ortogenal olmasmdan (4.33 nolu denklem) ve n # #'
icin dalga fonksiyonlarmmn A’nm farkli ézdegerlerine karsilik olan &zfonksiyonlari
olmalar: gergeginden ¢lde edilir,

Hidrojenin dalga fonksiyonlarm goziimiizde canlandirmak g¢ok kolay degildir.
Kimyacilar, bulutun parlakligmin \ ¥ | ile orantili oldugu “yogunluk grafikleri” (4.5

nolu sekil) ¢izmeyi tercih ederler. Daha niceliksel ama okumasi daha zor olan, sabit
olasilik yogunlugu yiizeyleridir (4.6 nolu sekil),

*Problem 4.10 4.76 nolu denklemle verilen tekrarlama bagmtisim kublanarak, Rse, Rs
ve Ry, radyal dalga fonksiyonlarmi belirleyin. Normlama iglemi igin endise etmeyin.
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TABLO 4.7: Hidroien atomu igin ilk birkag R,,(r) radyal dalga fonksiyonu

Ry = 2072 exp(~ria)

Ry = %a% (1 - % ;’;—) exp (~r/2a)

Ry = _J—;_Z a2 7:; exp (—r2a)

_ 2 anfy_2r l(i)z) )
== (1 2L+ Z (L)) exp (—r12a)

= 8 _ 40 (1 Lz )(i) exp (~r/3a)
e 6 a/\a

2
Ryy=—4 432 (_r_) exp (—r/3a)
81v30 a

e P
Rip=+a _(1 2L+ (L) - exp (—rfda)

Ve LrYY (=
_ZE_FSD(a))anP( rida)

*Problem 4.11

(a) Ry0"1 (4.82 nolu denklem) normlayarak v fonksiyonunu kurun

(b) Rz/’i (4.83 nolu denklem) normlaym ve i, Wae Ve 1y, fonksiyonlarini
kurun.
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SEKIL 4.4: Hidrojenin ilk birka¢ radyal dalga fonksiyonu R,,,(#)’nin grafikleri

*Problem 4.13

*Problem 4.12

(a) 4.88 nolu denklemi kullanarak ilk dort Laguerre polinomunu kurun

(b)4.86, 4.87 ve 4.88 nolu denklemleri kullanarak, n = 5, /=2 durumu igin v () 'yu
bulun.

(¢) n =5, ! =2 durumu igin, 4.76 nolu denklemle verilen tekrarlama bagmntisindan
hareketle v (o) "yu yine bulun.

(a) Hidrojenin taban durumundaki bir elektron igin, () ve (+°yyi bulunuz. Yanitimz
Bohr yarigap: cinsinden veriniz.

(b) Hidrojenin taban durumundaki bir elektron igin (x) ve (x*)’yi bulunuz, Yardim

Bu problem yeni bir integrasyon gerektirmiyor. * = x* + V+z olduguna dikkat
edin ve taban durumunun simetrisini kullanm.

(© n=2,1=1,m=1 durumunda (x*)yi bulunuz. Uyar:; Bu durum x, yvez'ye gore
simetrik degildir. x = » sin #cos ¢ oldugunu hatirlayin,

133
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SEKIL 4.5: Hidrojenin dalga fonksiyonlary (n, I, m) igin yogunluk grafikleri. Her bir
grafigin (diisey) z ekseni etrafinda déndiiriiddiiginii diisiiniin. Dauger Research, “Atom in a
Box” vi.G.8’in izniyle basilmigtir, http:/dauger.com web sitesini ziyare! ederek kendi
grafiklerinizi olusturabilirsiniz,
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Problem 4.14 Hidrojen atomunun taban durumunda en olas: r degeri nedir? (Yamt sifir
degil!) Yardin: Oncelikle elektronun merkezden r ile » + dr arasinda bulunma olasilifit
icin bir ifade bulun.

SEKIL 4.6: Hidrojenin itk birka¢ dalga fonksiyonu igin sabit |‘~I‘|1 yiizeyleri. Siegmund
Brandt and Hans Dieter Dahmen, The Picture Book of Quantum Mechanics, 3 rd. ed.,

Problem 4.15 Bir hidrojen atomunun baglangig dalga fonksiyonu, n =2, /=1m=1 ve JAne
Springer, New York (2001)in izniyle basilmaster,

n=2,1=1, m=-] kararli durumlarinin lineer bir kombinasyonudur. Yani

1
Wi, 0) = —=(W211+ ¥21-1)
V2 ' 4.2.2 Hidrojen Atomunun Spekirumu
ilke olarak, bir hidrojen atomunu herhangi bir ‘P, kararh durumunda birakirsaniz
daima orada kalacaktr, Bununla beraber, hidrojeni bagka bir atomla garplgFlrarak yada
iizerine 151k gondererek uyariwsaniz elektron diger bir kararli duruma gecis yapar. Bu
gecis ya enerji sogurup daha yiiksek enerjili duruma giderek ya da enevjiyi

dir.
(2) W(r, ©'yi kurarak miimkiin oldugu kadar basitlestiriniz.

(b) Potansiyel enerjinin beklenen degeri ( ¥)’yi bulunuz. (Bu deger 've bagunh
mudir?) Yamtiuzt hem parametrik hem de elektron volt (eV') cinsinden sayisal
olarak veriniz.
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elektromanyetik 131ma seklinde vererek daha digiik enerjili bir duruma inerek
gerc;ekle;;ir.18 Pratikte, bu tiir tedirgemeler Aer zaman meveuttir. Bazen “kuantum
sigramalar1” da denilen bu gegisler stirekli olarak meydana gelir, Sonug olarak bir kap
dolusu hidrojen, enerjisi baglangic ve son dururmlar arasindaki enerji fawkimg esit olan
g1k (yani fotonlar) yayimlar:

11
E,=E —E;=-136 eV(F—;ﬁ). [4.91]
i

Planck formiiliine gire'® bir fotonun enerjisi frekansiyla dogru orantilidir:
E, =hv. [4.92]

Ote yandan dalga boyu A = ¢ /v oldugundan

% _ R (% _ %) [4.93]
olur. Burada R
m (32 :
= (Feg) =1.097 x 10’ m™! (4.94]

dir ve Rydberg sabiti olarak adlandirilir. 4.93 nolu denklem, hidrojenin spektrumunu
veren Rydberg formiilidiir. Bu formiil ondokuzuncu yiizyilda deneysel olarak
bulunmugtur. Bohr teorisinin en bilylik zaferi bu somucu agiklayabilmesi ve R'yi
doganin temel sabitleri cinsinden hesaplayabilmesidir. Taban durumuna gegisler (7= 1)
morttesi bolgede ver alirlar ve spektroskopistlerce Lyman serisi olarak adlanduniir, 11k
uyarilmig duruma gegigler (n,~ 2) gortniir bolgede yer alir ve Balmer serisini meydana
gelirir, =3 durumuna gegigler (Paschen serisi) kizil otesi bélgededir (4.7 nolu sekil).
(Oda sicakhfinda gogu hidrojen atomu taban durumundadir ve yayimlama (151ma)
spektrumunu  elde etmek igin cesitli uyarilmis durumlardaki atom sayism
arttrmalisiniz; tipik olarak bu islem gazin i¢inden elektrik alimi gegirilerek yapilir.)

*Problem 4.16 Hidrojenimsi atom Z tane protonu olan bir ¢ekirdegin etrafinda donen tek
bir elektrondan olugur (Z = 1 hidrojenin kendisi, Z = 2 iyonlasmug helyum, Z = 3 iki kez
iyonlagrmg lityum vb.) Hidrojenimsi bir atom igin E, (Z) Bohr enerjilerini, E, (Z) baglanma

18 Dogas1 geregi bu siire¢ zamana bagumh bir etkitesmeyi gerektirir, ancak daha fazla detay icin
9. Bolume kadar beklemek zorundayiz. Buradaki amacimuz igin gergek mekanizma ¢nemli degil.

** Faton elektromanyetik i5imanin kuantumudur. Relativistik oldugundan, relativistik olmayan kuantum
mekanifinin kapsami disinda kalir. Foton enerjisi igin Planck formtling kullanmal yararh olsa da bunsn
geligtirdigimiz teorinin digimda oldugunu unutmamaliyiz.
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W BO®EE S

I
-1.0 - EEE
._ Paschen
-2.0 serisi

-3.0 - Y Y Y

| Baimer
-4.0 serisi

5.0
8.0 —
—7.0 =
8.0 —

Energy (eV)

-9.0 -
-10.0 —
-11.0 —
-12.0 |-
-13.0 —

Y Yy Y 1
-14.0 = Lyman serisi

SEKIL 4.7: Hidrojenin enerji diizeyleri ve spekirumundaki gecisler.

enerjisini, a(Z) Bohr yangapii ve R(Z) Rydberg sabitini belirleyiniz. Yamtlarmizi
hidrojene ait degerlerin uygun katlan seklinde ifade ediniz. Z =2 ve Z =3 i¢in Lyman
serisi elektromanyetik spekirumun hangi bélgesindedir? Yardrm: Bu problemde gok
fazla hesaplama yoktur. 4.52 nolu denklemle verilen potansiyelde e’~>Ze” yazitmalidir.
O zaman tiim yapmamz gereken sey tilm sonuglarda benzer bir atama islemi olacaktr.

Problem 4.17 Dilnya-glines sistemini hidrojen atomunun kiitlegekimsel benzeri olarak
gz dnilne alalim.

(a) Potansiyel enerji fonksiyonu nedir? (452 nolu denklemin yerine ne
yazilacaktir?) (diinyanm kiitlesini m, giinesin kiitlesini M ile gosteriniz)

(b) Bu sistem i¢in @, “Bohr yarigapi” nedir? Sayisal degerini hesaplayin.

(¢} Kiitlegekimsel “Bohr formitliinii” yazimz. E.’i, r, yargapl: dairesel bir yoriingede
dolanan bir gezegenin klasik enerjisine egitleyerek, n= M oldugunu

gosterin. Buradan hareketle diinyanin # kuantum sayisini belirleyin.
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(d) Diinyanin (p#—1) diizeyine bir gegis vaptifini digiinelim. Bu gegiste birakilan
enerji Joule cinsinden ne kadardir? Salman fotonun {muhtemelen gravitonun)
dalga boyu nedir? Yanrtimzi 151k yili cinsinden ifade ediniz. Bu dikkate deger
yamt™ bir tesadiif mudiir?

4.3 ACISAL MOMENTUM

Onceki kesimde gérdiigiimiiz gibi hidrojen atomunun kararh (duragan) durumlari iig
tane kuantum sayisi {(n, /, m) ile belirlenir. Temel kuantum sayist (n) durumliann
enerjilerini (4.70 nolu denklem) belirlerken, I ve m sayilan yoriingesel acisal
momentumla ilgilidir. Merkezsel kuvvetlerin klasik teorisinde, enerji ve agisal
momentum temel korunan biiyiikltklerdir. Bu nedenle, agisal momentumun kuantum
tecrisinde de dmem!/ bir rol oynamas: siirpriz degildir.

Klasik olarak bir pargaciin orijine gére agisal momentumu
L=rxp [4.95]

formiiliiyle verilir. Bilegenler cinsinden
Li=yp - Py, Ly = Ipy — APy, L= XPy — ¥Px [4.96]

seklindedir. Karsilik olan kuantum operatdrleri standart atamayla, yani p, — —if d/kx,

~» —thdfdy, p, — —iho/0z ile elde edilir, Bu kesimde agisal momentum operatorlerinin
bzdegerlerini, 2. Bolimde harmonik salinicinn izin verilen enerji degerlerini elde
ederken kullandifimiz cebirsel yonteme benzeyen bir yontemle elde edecediz. Yontem
sira degistirme bagintilannmn akillica kullanimina dayaniyor. Sonraki asamada daha zor
bir problem olan dzfonksiyontarm belirlenmesi problemine donecegiz.

4.3.1 Ozdegerler

L, ve L, operatorleri sira degistirmezler. Bunu gorelim®';

[an Ly] = [)’Pz . Zpy, IPx — xpz]
={yp;, epx] — ype, ap] — lepy, 2ol + [zpy, xpe]. [4.97]

> John Meyer’e bu noktay: vurguladigy igin tegekkiir ederim,
! Kyantum mekaniginde kargilastigimiz tiim operatorierin toplamaya gore dagtima ozelligine sahip
olduklarina (1. Boliim, 15, dipnot) dikkat ediniz. A(B + C) = AB + AC, ozellikle: [4, B+ C]=[4, B] + [4, C].
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4.10 nolu denklemle verilen kanonik sira defistirme bagmnlarindan yalmzea x*in p, ile,
y'nin p, ile ve Z’nin p, ile sira degistirmedigini biliyoruz. Boylece ortadaki iki terim sifir
olur ve

(Lx. Lyl = ypxpz. 2] + xpyle, pol = iklxpy — ypy) = iAL, [4.98]

bulunur, Siphesiz [Z,, L,] ya da [L,, L,] komiitatérleriyle de baglayabilirdik. Ancak
bunlan ayri ayrn hesaplamaya gerek yoktur. Swa degistirme bagmtilart indislerin
cevrimsel donglisityle (x—v, y—z, 7 —x) hemen yazilabilir:

Ly, L) =ihL; [Ly, L,0=ihL,: [L, L,J=ihL, [4.99]

Bunlar agisal momentum igin temel sira degistirme bafintilandir ve her sey bu
bagmtilardan elde edilebilir.

L., Ly ve L 'nin uyusumsuz gozlenebilirler olduklarma dikkat ediniz. Genellestirilmis
belirsizlik ilkesine (3.62 nolu denklem) gore

2 2 1 2 kz 2
—{ihL = — (L,
or,0f, Z (21_ (ih z)) T (L}
olur yada

h
OLOL, = EHLZ)I [4.100]

dir. Bu nedenle L, ve £,'nin ortak 6zfonksiyonlart olan durumlar: aramak bosunadir.
Ote yandan, toplam agisal momentumun karesi

LP=124+12412, ' [4.101]
L, ile sira degistirir:
(L2, L) = (L}, L) + (L2, L) + (L2 Ly
= Ly[Ly, Ly] -+ [Ly, LylLy + Ly[Lg, Lyl + 1Ly, L)L,
= Ly(—ifL;) + (—ihL)Ly + L(ihLy) + GRL)L,
=0.

{Burada komiitatérieri sadelestirmek i¢in 3.64 nolu denklem kullamilmustir. Herhangi bir
operatdriin kendisiyle sira degistirdigine dikkat ediniz). Z*nin L, ve L, ile de sira
degistirdigini gostermek zor degildir. Yani

(L3 L:=0, [L}Ly]=0, [L%L]=0 [4.102]
dir.
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Ya da kisaca .
L2, L]1=0 [4.103]

yazilabilir. Boylece L*, L’nin her bir bileseniyle uyusumludur ve L? ile (6rnegin) L, nin
ortak 6zdurumlarim bulabiliriz, Z? ile Z,’nin 6zdurum denklemlerini

L’f=xf wve L.f=uf [4.104]

seklinde yazalim.

2.3.1. Kesimde harmonik salimer igin yaptifumza gok benzeyen “merdiven
operatdril” yontemini kullanacagiz. Bu amagla

Ly =L, tiL, [4.105]

operatdrlerini taumlayalim. Bunlarm L, ile komiitatériiny} hesaplayalim:
(L, L] =Ly, L) X i[L,, Lyl =ikl X i(—ihL;) = T (L, L iL,)
ve boylece
(L, L+]=ThL, (4.106}
bulunur. Ayrica
(L% Le]=0 [4.107]

dir. £ L* ve Lnin bir 6zfonksiyonuysa, L + fnin de bir dzfonksiyon oldugunu iddia
ediyoruz. 4.107 nolu denklem yardimzyla

DALy f)=Li(L*f) =L+ Gf) =ML ) (4.108]

bulunur. Yani £ ; f; L*nin aym A dzdegerine kargilik olan dzfonksiyonudur. 4.106 nolu
denldem kullaniarak '

LALly =Ly —LyL)f+LyL.f=1hLof+Lypf)
=(u ALt f) , £4.109]

elde edilir. Béylece, L + £ L, nin (¢ + &) tzdegerine kargilik olan dzfonksiyonudur, Ly,
L nin dzdegerini » kadar arttirdign igin, Ly ya “kaldirma” operatérii, L ye de, dzdegeri
 kadar azalttif icin “indirme” operatorii dendlir.

A'nin verilen bir degeri igin durumlarn “merdiven yapisim” elde edebiliriz, Her bir

“basamak” komsularindan L/ nin dzdegerinden bir A birimi kadar farkhdwr (4.8
nolu sekil). Merdivene twmanmak i¢in kaldwrma operatdriing, inmek igin indirme
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SEKIL 4.8: Agisal momentum durumlarinin “merdiven” yapis.

operatdriinil uygulariz, Ama bu siire¢ sonsuza kadar siiremez. Er ge¢ z-bileseninin
toplam agisal momentumu gegtigi bir duruma ulaginz ve bu tiir durumlar imkénstzdir.?
O zaman

Lf,=0 [4.110]

ile belirlenen® bir “en 1ist basamak™ £, bulunmalidir.

* Formel olarak, (L) = { 22 (12 YH( 12 ), ancak (1) = (f| 2 ) =Lt | L) 2 O (benzer kosul L, igin
de dogrudur), Boylece 4 =( 2 )+ (2 ¥/ 2 piging

% Aslinda gikarabilecegimiz tim sonug L. foa'nin normlanamayacagidie, Normun deferi sifir yerine
sonsuz olabilir. 4.18 nolu problemde bu segenek aragtiriacakir,
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Bu en st basamakta L, nin dzdegerini A/ ile ghsterelim (*/™ harfinin nigin uygun bir
se¢im oldugu birazdan ortaya gikacak):

szeﬁb - h‘yeﬁb; Lz-f;ﬁb :;L.f:zu'b [4.111]
Ayrica

LiLg=(Le XiLl)(Ls Fily) = L3+ L2 Fi(Lyly ~ LyLy)
=L*— L2 Fi(hL,)
oldugundan L*’yi L+ ve I.. cinsinden
L*=LiLg+LY5hL, {4.112}

seklinde yazmak miimkiindiir. 4,112 nolu denklem yardimiyla
rf,= (LL +L+hL)f, =0+ +Df,, =R+ D
elde edilir. Boylece
A=h0+T) [4.113]

bulunur, Bu ifade bize L¥nin Ozdegerini L ‘'nin maksimum ozdegeri cinsinden
vermektedir.

Ote yandan, benzer sebeplerle

Lf,=0 [4.114]

ile verilen bir en alt basamak meveuttur. Al | L/ nin bu en alt basamaktaki dzdegeri
olsun:

L Jow = h?-]—reab szf;ab =2 S ot [4.113]
4.112 nolu denklem kultamilarak
Lfow=LL AL~ ., =+ 0D, =TT -0 f,
bulunur. Boylece :
A=k~ 1) [4.116]

elde edilir. 4.113 ve 4.116 nolu denklemler kargilastinldiginda, i(7+1)=7 (I ~1) oldugu

gorillir, Bu durumda ya / =/+1 (bu anlamsizdir, ¢iinkil en alt basamak en iist
basamaktan bilyitk olamaz) ya da

1=/ {4.117]
dir.
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Agik¢a L, ’nin dzdegerleri mh ile verilir (bu harfinin segiminin nigin uygun oldugu
birazdan ortaya gikacaktir) ve m, ~I’den +/’ye N tane tamsay: adimla gider. (zellikle
l=—-]+N d1r ve buradan / = N/2 bulunur, Boylelikle / bir tamsay: ya da yarim tamsayt
olmahdir. Ozfonksiyonlar / ve m sayilariyla karakterize edilirler:

L fr =0+ D f" Lof™ = hmf [4.118]

Burada

[=0,1/2, 1, 3/2,...; m=—l —I+1,...,1-1,1 [4.119]
dir. I'nin verilen bir degeri igin m'nin (2/+1) farkl degeri vardir yani “merdivende”
2/+1 tane “basamak” vardir.

Baz kisiler buradaki sonucu 4.9 nolu sekilde verilen (/ = 2 durumu igin ¢izilmistir)
diyagramla gostermeyi tercih ederler. Oklar miimkiin acisal momentum vektorlerini

temsil etmektedir. % birimlerinde timiiniin uzunlugu aymidir ve l(! +1) 've egittir (bu

Srnekte \[6 = 2.45). z bilesenlerinin izin verilen degerleri m ile (=2, -1, 0, 1, 2) verilir.
Vektorlerin bityiiklitklerinin (kirenin yarigapi) en biiylik z bileseninden daha biiviik

olduguna dikkat ediniz (genel olarak, / = 0 “agikir” durumu harig, .// (l + 1) >1). Yani,

agisal momentum vektorit highir zaman tam z yonitnde olamaz, [Ik bakista biraz sagma
geliyor. “Nigin eksenlerimizi a¢isal momentum vektorli z yéniinde olacak gekilde
segemiyoruz?’ Ashinda bunu yapabilmemiz igin her ii¢ bileseni de aym anda bilmek
zorundayiz ve belirsizlik ilkesi (4.100 nolu denklem) bunun imkansiz oldugunu soyler.

SEKIL 4.9: 7= 2 i¢in aq1sal momentum durumlar.
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“Tamam, kabul, ama arada swada da olsa, z eksenim ile L’nin aymi yénde olmalarm
istesem.” Haywr, haywr! Bir noktay: gozden kagmivorsunuz: Bu sadece L’'nin her iig
bilesenini bilmemekten kaynaklanmiyor; tic tane bilegen zaten vok. Nasil ki bir pargacik
aymt anda belli bir konum ve momentum degerine sahip olamaz ise, kesin bir agisal
momentum vektdriine de sahip olamaz. L, nin iyl tanimlamms bir degeri varsa, o zaman
L, ve L, tam olarak belirli olamazlar. Bu yiizden vektorlert 4.9 nolu sekildeki gibi
gizthek bile yaniltict olabilir. Bu nedenle, L, ve L, ’nin tamamen belirsiz olduklarm
gostermek igin gekil tizerinde yapilabilecek en iyi sey vektorleri enlem cizgileri boyunca
dondiirmektir,

Umanm agisal momentum igin temel swra degistirme bagmtilarindan (4.99 nolu
denklem) baglayarak, ozfonksiyonlarin kendilerini gormeden tamamen cebirsel
yontemlerle Z° ve L/nin Szdegerlerini belirlemis olmamiz sizi etkilemistir. Artik
ozfonksiyonlarin kurulmasi problemine gegebiliriz. Ama bunun oldukca karigik bir
iglem oldugunu hatiwlatmaliym. Yine de su kadarmi séyleyelim: f” =" L*ve L, 'nin
dzfonksiyonlar1 4.1.2. Kesimde tamamen farkli bir yol izleyerek buldugumuz eski
kitresel harmoniklerden baska bir sey degildir (kuskusuz tamamen bu nedenle 7 ve m
harflerini segtik). Artik kiresel harmoniklerin nigin birbirlerine ortogonal olduklanmn
soyleyebiliriz. Bu fonksiyonlar hermitsel £* ve I, operattrlerinin ayrik ézdegerlerine
kargilik olan ¢zfonksiyonlardir (3.3.1, Kesim, 2, Teorem).

4.3. Kesim: Acisal Momentum 167

(b)4.96 nolu denklemi ve bu sonuglari kullanarak, [L,, L] = ikL,’yi elde ediniz.

() [L, #*] ve [L,, p*] komiitatrlerini hesaplayimiz. Burada ¥ = x* + * + 2* ve
pr=p+p,+p; dir

(d)V yalmzca r’ye bagimhysa Hamiltonyen H = (p%2m) + F’nin L’nin iig

bileseniyle de swa degistirdigini gosteriniz (Boylelikle H, L* ve L, uyusumlu
gozlenebilirler olurlar).

*Problem 4.18 Kaldirma ve indirme operatorleri »’nin degerini birer birer arttirir ya da
azaltr. Yani

Lyfr=amsm [4.120]

dir. Burada 4" bir sabittir. Soru. Ozfonksiyonlar normlanmmgsalar, 4™ nedir? Yardim:
Ik olarak L_’nin, L, ’nim hermitsel eslenigi oldugunu gosteriniz (L, ve L, gozlenebilir

biiytklikler olduklarmdan bunlar hermitseldir. Isterseniz bunu kanitlayabilirsiniz).
Ardmdan 4.112 nolu denklemi kullanin. Yaniz:

AP =a 10+ ) ~mn £ ) =B JUFmU Em+ 1), [4.121]

Merdivenin en iist ve en alt basamaklarinda ne olur? (yani L+'yi ff 'ye ya da L.yi

£ ye uygularsaniz ne olur?)

*Problem 4.19

(2) Konum ve momentum igin kanonik sira degistirme bagmtilaridan (4.10 nolu
denklem) baglayarak asagidaki komiitatérleri gergekleyiniz.

(Lo, x]==ihy,  [L,,y]=—ifx, [L; z]=0,

(Lz, px] =ihpy, [L; pyl=—ihpy, [L; p;]=0. [4.122]

#+*Problem 4.20

(a) M(r) potansiyeli i¢indeki bir pargacik i¢in yériingesel agisal momentum L’nin
beklenen degerinin zamanla degisim oranimin torkun beklenen degerine esit
oldugunu kanitlaymiz. Yani;

d
E(L) = {N)

Burada
N=rx{-VV)
dir. Bu Ehrenfest teoreminin donme hareketindeki karsiligidir.

{b) Herhangi bir kitresel simetrik potansiyel i¢in J{L)/df = 0 oldugunu gésteriniz (Bu
agisal momentum kKorunumunun kuantum mekaniksel ifadesidir).

4.3.2. Ozfonksiyonlar

Oncelikle, £, L, ve L,’in kiiresel koordinatlardaki ifadelerini yazmaliyiz. L = (3/i)(r x V)
olarak yazarsak, gradyent operatérimiin kiiresel koordinatlardaki sekli**

. 41231

kullamlabilir. Ayrica r =rF oldugundan,

h
L="=

) (7 B) e G x e
=X g T X X s

bulunur,

¥ George Arfken and Hans-Jurgen Weber, Mathematical Methods for Physicists, Sth ed., Academic
Press, Orfando (2000), 2.5. Kesim
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(Fxr)=0, (F xé) =¢ ve (F ><q3) = —§ oldugundan (4.1 nolu sekil),
h{.3 ~ 1 @
L=t -0—— 4.124
{ (¢ a8 sin@ Br,b) [ J
seklini alir, g ve qnb birim vektorleri kartezyen bilegenleri cinsinden yazilabilir:
6 = (cos 6 cos ¢)f + (cos § sing)}j — (sin @)k; [4.125]
¢ = —(sin $)i + (cos §)J. [4.126)

Boylelikle, L operatorii su sekilde bulunmug olur:

i

h a
L=V sinsi ~ 0
[( sing 1 -|—cosq5])89

~ 1 &
—{cos@ cos¢pl + cosd sin¢f—sin9k),—-—j| .

sinf d¢
Agikca bilegenler
Ly = h in¢ 9 cos¢geotd 9 [4.127}
*ETA T 06 ) '
h a ) 8
Lyz?(-%cosqb@—smqbcow%), [4.12$]
ve
h o
L, = ?ﬁ [4.129]

seklindedir. Ayrica kalduma ve indirme operatorlerini kiiresel koordinatlarda ifade
etmeliyiz:

h d a
L == + y = — —si +' _— + i — .
+ =Ly TIiL, ; [( smqb_:cosqf))m9 (cosqusmqb)cotf)atb}

cos ¢t i sin ¢ = & oldugunu kullanalim ve boylece

S a
Ly =1 heti? ("éb" +i com%) [4.130]
bulunur. Ozellikle (4.21(a) nolu problem)
9% ] 8° ]
_ 0% o 2 . 9
Lyl =k (a€2+cot889+cot98¢2+ta¢) [4.131]

sektini alir ve £°

4.3. Kesim: Agisal Momentum 169

1 2 3 18
LZ:_EZ I e [ — 4,132
[sin@ 30 (““989) T e 8¢2} S

olarak bulunur.
Artik £ (6,¢)’yi bulabiliriz. Bu L¥nin A*(M1) ozdegerine karsilik olan
dzfonksiyondur. Yani;
1 8 9 1 92
L'Zm:_hZ — _— lsind— R mo_ p2 "
/i I:sine a6 (Sm 39)+sin26 34)2}1} AU+ DA

Bu ifade tam olarak 4.18 nolu denklemdeki “agisal denklem” dir. /" ayrica L ’nin mh
dzdegerine karsiiik olan ¢zfonksiyondur yani

ha
Lzﬁ”n e ?5&5 'IF'” — hmf'!‘m
dir. Bu da 4.21 nolu azimut denklemidir. Bu denklem sistemini zaten c¢Ozmiistiik.
Céziimler uygun olarak normlanmis kiiresel harmonikler ¥, (6,¢) dir. Somug: kiiresel

harmonikler Z* ve L,’nin ortak dzfonksiyonlandir. 4.1. Kesimde degigkenlere aymma
yontemiyle Schridinger denklemini ¢ozdiigiimiiz zaman birbirleriyle sira degistiren g
operator H, L* ve L, nin ortak dzfonksiyonlarmi kurmug olduk:

Hyr = Evy, L% =hR40+ Dy, L = Ami. [4.133]

Bu arada, 4,132 nolu denklemi kullanarak Schridinger denklemini (4.14 nolu denklem)

I 28 (48 2 -
|:Hf"i 5;(?’ 5)+L:|W+V\5—Edr.

2mrl

seklinde daha kapali formda yazabiliriz. Burada bir gariplik var: Agisal momentumun
cehirsel teorisi [’nin, dolayisiyla m’nin, yarim tamsay1 degerler almasina izin verirken
(4.119 nolu denklem), degiskenlere aywrma yontemiyle bulunan ozfonksiyonlarda
yainizca tamsayt degerlere izin verilmekte. 1k bakista yarim tamsayili ¢oziimlerin sahte
oldugunu diisiinebilirsiniz, ancak gelecek kesimierde gorecegimiz gibi bu ¢dziimler
oldukea dmemlidir,
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*Problem 4.21

(a) 4.130 nolu denklemden hareketle 4,131 nolu denklemi tiiretiniz. Yardmn: Bir test
fonksiyonu kullanin; aksi takdirde baz: terimleri kaybedersiniz.

(b)4.129 ve 4.131 nolu denklemlerden 4.132 nolu denklemi tiiretiniz. Yardum: 4.112
nolu denklemi kullanin.

*Problem 422
{a) LY} =7 (Hig bir hesaba izin yok!)

(b) (a) sikkinda elde edilen sonucu, 4.130 nolu denklemi ve L ¥/ =AlY, oldugunu
kullanarak bir normlama sabiti kadar farkia ¥/ (9, qﬁ) 'vi belirleyin.

(¢) Dogrudan integrasyonla normlama sabitini belirleyin. Yamtimzi 4.5 nolu
problemde buldugunuz sonugla karsilagtirin.

4.4 SPIN

4.4. Kesim: Spin 171

Problem 4,23 4.3 nolu probiemde
YZI(Q, ¢) = —/15/8m sinf cos e'd

oldugunu gosterdiniz, ¥} (6,¢) yi bulmak igin kaldima operatériinii uygulaym. 4.121

nolu denklemi kullanarak normlamay1 yapm.

Problem 4.24 m kiitleli iki pargacik ¢ uzuniugundaki kiitlesiz kat1 bir gubugun uglarina
tutturulmustur.  Sistern sabit tutulan bir merkez etrafinda, G¢ boyutta serbestge
donebilmektedir.

(a) Bu katr doner’in izin verilen enerji degerlerinin

Bam+ 1)
mal

n=>0,1, 2,... olmak izere En =

olduunu gosterin.

Yardm: Oncelikle klasik enerjiyi toplam aglsal momentum cinsinden ifade edin.

(b) Bu sistemin normlanmis dzfonksivonlar nedir? n—inci enerji diizeyinin kathligr

ne kadardir?

Klasik mekanikte kat1 bir cismin iki gesit agisal momentumu vardw; kiitle merkezinin
hareketiyle iligkili yoriingesel (L = r X p) ve kiitle merkezi etrafindaki hareketle iligkili
spin (S = Jo) agisal momentumu. Ornegin, diinyanin, giines etrafindaki bir yillik
doniisityle iligkili bir yoriingesel ac¢isal momentumu ve kuzey-giiney ekseni etrafinda bir
ginlik doniigiiyle iliskili spin agisal momentumu vardir. Klasik baglamda bu tiir bir
ayrim bir anlagsma sorunudur. Ciinkl S, diinyay! meydana getiren kum, kil ¢akal, toprak
ve kaya gibi etmenlerin eksen etrafindaki doniislerinden gelen “yoriingesel” acisal
momentumlarmm toplamindan bagka bir sey degildir. Kuantum mekaniginde de benzer
durum clmakla beraber burada temel bir aynm sdz konusudur, Hidrojeni ele alirsak,
elektronun gekirdek etrafindaki hareketiyle iliskili olan ve kirresel harmoniklerle
tanimlanan yoringesel agisal momentumuna ek olarak elekiron baska bir agisal
momentum daha tasimaktadir. Bu agisal momentum, uzaydaki bir hareketle iliskili
degildir ve bu yiizden r, 6 ¢ konum degiskenlerinin herhangi bir fonksiyonuyla
tamimlanamaz ancak klasik spinle benzerlik tasw (bu yiizden aym sdzciigi kuilandik).
Bu benzerligi daha ileriye gotirmek anlamsizdir. Elektron bugiin igin bildigimiz
kadariyla i¢ yapisi olmayan noktasal bir pargaciktir ve spin agisal momentumu kendisini
olusturan 6Zelerin yoriingesel agisal momentumlar cinsinden yazilamaz (4.25 nolu
probleme bakimiz)”. O halde, temel pargaciklar “dis” agisal momentumiarma (L) ek
olarak ig agisal momentum (8) tagirfar.

Spinin cebirsel teorisi yortingesel agisal momentum teorisinin bir karbon kopyasidir.
Temel sira degistirme bagintilari ise,?®

[, 8,1 = ihS,, [Sy, S=ihS:, [S; Sil=ihS, [4.134]

seklindedir. Daha énceden oldugu gibi S* ve S, nin dzvektorleri

S2sm) = As(s + Dlsm)y;  Sylsm) = hm|s m), [4.135]

ozdurum denklemlerini sa,cglarlar.27 Si =8, + iS, olmak tizere

¥ Modem bir yorum igin; Hans C. Ohanian, “What is Spin?”, Am, J. Phys, 54, 500 (1986 ya bakiniz.

* Bu bagutilan spin teorisinin femel varsayimlar: (postilatlan) olarak kabul edecegiz. Yoringesel
agisal momentum igin benzer bagmtilar (4,99 nolu denklem) operatdtlerin bilinen formlanndan (4.96 nolu
denklem) toretiimigti. Daha karmagik bir toretme ii¢ boyutta dénme defismezliginden elde edilebilir (Ornek
olarak; Leslic E. Ballentine, Guantum Mechanics: A Modern Development, World Scientific, Singapore
(1998), 3.3. Kesime bakiniz). Aslinda, buradaki temel sira degistirme bagmtilan, spin, vériingesel ya da biraz
spin biraz yoringesel kisum igeren karma bir sistemdeki toplam agisal momentum gibi agisal momentumun
titm formlarina uvgulamr.

*7 Spin dzdurumlan fonksivonlar olmadikiarmdan bunlar: “ket” notasyonuyla gosterecegiz (ashinda 4.3,
kestmde ¥," yerine \Im) notasyonunu da kulianabitirdik, ama fonksiyon notasyonu daha dogaidi), Tipk

L, de oldugu gibi S, nin dzdegeri igin m harfini kullamyoruz (bazi yazarlar bu asamada daha agtk oimasi igin
my ve m; harflerini kultanurlar),
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Silsm)=h/s(s +1) —mGn + 1) |s (m + 1) [4.136)

olur. Ancak buradaki 6zvektorler kitresel harmonikler degildir (yani bunlar @ ve ¢nin

fonksiyonlar: degildir). Ayrica s ve m igin yarim tamsayilh degerleri disarlamak iin 6zel
bir neden yoktur:

m=—5, —s4+1,...,5~1, s [4.137]

Her temel pargacigin kendisine dzgii ve degismeyven bir § degeri vardir. Bu degere
par¢acigm spini denir. Pi mezonlarm spini 0, elektronlarin spini /2, fotonlarin spini 1,
delta pargaciklarmin spini 3/2, gravitonun spini 2°dir. Tersine, yértingesel agisal
momentum kuantum sayisi / (drnegin hidrojen atomundaki bir elektron i¢in} herhangi
bir tamsay1 degere sahip olabilir ve sisteme bir tedirgeme uygulanirsa degeri degigebilir.
Ancak belirli bir parcacik igin s bir tek sekilde belirlidir ve degismez. Bu nedenle spin
teorisi daha basittir.”* :

Problem 4.25 Eger elekiron, yarigap:

gt

Fo [4.138]

T dmegme?

ile veriien klasik bir kats kiire olsaydi ve agisal momentumu da (1/2)4 olsayds “ekvator”
Tizerindeki bir noktanin hizi m/s cinsinden ne kadar olurdy? {klasik elektron yaricapt
olarak adlandirilan 7., E = mc® Einstein formiilii vardumiyla elektronun Kditlesinin kendi
clektrik alaminda depolanan enetjiye atfolunabilecegi kabul edilerek elde edilir). Bu
model bir anlam ifade eder mi? {Aslinda elektronun deneysel olarak belirlenen yarigapl
ro'den ¢ok daha kiigtiktiir ve bu sorunu daha da kétiilestirir),

* Ashinda matematiksel agtdan yarim spin mimkiin olan en basit siraden olmayan kuantum sistemidi
ve iki tane durumu vardir. Bu durumda tim karmagikliklart ve incelikleriyle birlikte sonsuz boyutle bir
Hilbert uzay: yerine, bildik 2 boyutlu bir vektér uzayinda galiginz. Cok tanidik olmayan diferansiyel
denklemler ve fonksiyonlar yerine 2 x 2°lk matrisler ve 2 bilesenli vektorlerle kargilasiriz, Bu nedenie, baz
yazarlar kuantum mekanigine spini inceleyerek baslarlar (seckin bir ornek: John S. Townsend, A Modern
Approach to Quatum Mechanics, University Books, Sausalito, CA, 2000). Ama matematiksel basitligin bedeli
kavramsal soyutlamadir ve burada bu yolu tercih etmiyoruz.

4.4. Kesim: Spin 173

4.4.1 Yarim Spin

Tim kuarklarin ve tiim leptoniarm yaminda bilinen maddeyi olusturan pargaciklarmn
{protonlar, nétronlar ve elektronlar) spini 1 oldugundan, spin durumlan igin en dnemli
omek § =% dir. Ayrica, bir kez 4 spin durumunu anladiktan sonra, formiilasyonu daha
bityiik spin degerlerine genellestirmek oldukga kolay olacaktir. f&7 tane dzdurum vardir.
Bunlar; |%‘5) , spin yukar (ya da 1) ve |—;(Al2)> , Spin aga@ (ya da 1) durumtaridur.
Bunlan baz vektorleri olarak alarak herhangi bir spini % olan pargacik igin genel durum
vektdriinii iki elemanl: bir siitun matris (va da spindr) olarak ifade edebiliriz:

=) . [4.139]
X"‘“(b) ayt+bx o

1
o= (0) [4.140]

= (° {4.141]
== ()
spin asag1 durumunu temsil etmektedir. |
Bu arada, spin operatorleri ¥, ve y_ spindrlerine olan etkilerine bakarak izerinde

¢aligabilecegimiz 2 x 2°lik matris geklini alirlar. 4.135 nolu denklem yardimiyla

3 3
§xp =% Vo 8- = R [4.142]

yazilir. 8%yi bu asamada elemanlarini bilmedigimiz bir matris olarak
2_[C d
“=( 1)
seklinde yazarsak birinci denklemden

3.2
¢ d\ {1 zghz(l) veya (c) _ Zh
e f/\O 4 0 € 0
bulunur. Boylece, ¢ = (3/4)4" ve e = 0 olur. Ikinci denklemden

c dY {0\ _3.,(0 ay _ |,
ENO-2Q = O (o

elde edilir. Buradan d = 0 ve /= (3/4)#" bulunur. Sonug:
3 1 0
= p? 4.143]
§=h (O 1) . [

Burada

spin yukar: durumunu ve

4
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Benzer sekilde

1 k
S.x+ = 5% S x- = —oX- [4.144]

Ail 0
Sz—_««i(o _1) [4.145]

olarak bulunur, Bu arada 4.136 nolu denklemden de

olur. Buradan

Six—=hxs, S_xyr=hx-, Syxy=8_x.=0
yazlabilir, Boylelikle, -

1 0 0
S+_h(0 0) S_Wh( O) [4.146]

olur. Ayrica, Sy = 8, £ iS, oldugundan, S, = (1/2) (54 + 8_) ve S, = (1/20)(S, — 5.) seklini
alir. Buradan, 8, ve §, matrisleri

IRNORS R0 -\
sx_5(1 0), syni(i 0 [4.147}

olarak elde edilir. 8,, $, ve 8, nin timiinde 4/2 garpam ortak oldugundan, 8 = (h/2)o

seklinde yazmak daha kullams,hdlr Burada

0 1 0 —i 1 0\
ng(i 0), oyz(i 0), JZE(O -1, [4.148]

dir ve bunlar iinlii Pauli spin matrisleridir. 8,, §,, 8, ve S nin timiintin Aermitsel
otduguna (buntar gézlenebilir bityiiklitkleri temsil ettiklerinden zaten hermitsel olmalan
gerekiry dikkat ediniz. Oysa 8, ve S_ hermitsel degildir ve gozlenebilir degillerdir.

Stiphesiz, 8, 'nin 6zspinérleri sunlardir:

1 o o A
¥y = (O) , ( ozdeger 4 E) X = ((1)) , ( Gzdefer — %) . 14.149]

Parcactk genel bir y durumundayken (4.139 mnolu denklem) S.'yi olgerseniz |af®

olasilikla +/4/2 degerini ve |b]* olasilikla —#/2 degerini elde edersiniz. Bunlar olasiliklar
olduklarindan

jal* + |b]* =1 (4150}
kogulu saglanmahdir (diger bir deyigle; spinérler normlanmuy olmalidir).®

* Insanlar gok kez |#*yi “pargactpin spin yulkari durumunda bulunma olasilegi” olarak lkullanirlar.
Ancak by 6zensiz bir dil segimidir, Aslinda demek istedikleri 5;"yi Olgersen, /2 degerini ¢ide etme ofasiligm
fa[* dir. 3, Bolumdeki 16, dipnota bakiniz.

4.4, Kesim: Spin 175

Ancal 8,'yi olgmek yerine S.i slgmek isterseniz ne olur? Hangi degerler hangi
olasihiklarla elde edilir? Genellestirilmis istatistiksel yoruma gore S/’in ozdeger ve
dzspinorlerini bilmeliyiz. Karakteristik denklemden

-, R/2 LS
’h/Z _l]_Om:M\—(i) = A=k -

]

bulunur. Bu sonug siirpriz degildir. S,’in miimkiin degerleri S,’in miimkiin degerleriyle
aymdir, Ozspindrler standart yolla bulunur:

20 o) () =23 () = (0)-+()

Buradan £ =% aelde edilir, Boylece, S,’in normlanmugs 6zspindrleri su sekilde bulunur:

1 1
| V2 B V2 A
Xr) = \/1—2' , ( dzdeger + -2-), Xix) = f , ( Ozdeger — E) . [4.151}
V2 V2

Bunlar hermitsel bir matrisin dzvektdrleri oldugundan, uzayr Grterler yani baz
olustururlar. Genel bir spinor y (4.139 nolu denklem) bu vektorlerin lineer bir
kombinasyonu olarak ifade edilebilir:

_ a+b (x) (ﬂ—b) (x) 4.152
X—(ﬁ)X+ -+ “—\/i X [4. ]

S¢’1 Olgerseniz +4/2 degerini elde etme olasihigs (1/’2)|a+bi?' ve —#/2 degerini elde etme
olasihgi (1/2)/a—b| dir. (bu olasiliklarin toplammin 1 oldugunu kontrol etmelisiniz).

Ornek 4.2 Spini + olan bir pargacigin

durumunda oldugunu varsayalim.

S, ve S,’i eloerseniz +4/2 ve —#/2 degerlerini elde etme olasihiklart ne kadardir?
Coziim: Bu orekte a = (1+1)/+/6 ve b=2/46 dir. S, igin +#/2’yi elde etme olasilig:
ja+ i)/JEF ~1/3 ve —W2'yi elde etme olastgn [2/4/6 |2 —2/3diir. S, igin +h/2

2
degerini elde etme olasthgi (1/ 2)&(3 +i/f J6 | =5/6 ve —A/2 degerini elde etme olasih@
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A/2|(-1+ N[ =16 dir. Bu arada ,’in beklenen degeri

5( .k +1(_E)_ﬁ
6\ 2 6\ 2/ 3

olarak bulunur. Aym sonug dogrudan dogruya

e (=D i)(o h/2)((1+:‘)/~/5)_f_i
(S*)“XS"XW(JS NIA: e )73

seklindé hesap yapilarak da bulunur.

Yarm spin durumu, 1. Bolimde tartisngmmz bazi soyut gbrisleri ¢ok somut
terimlerle betimleyebildiginden, sizi 1/2 spin durumlarini igeren sanal bir Glgiim
senaryosuna yonlendirmek istiyorum, y, durumunda bulunan bir pargacikla baslayalim.
Herhangi bir kisi “parcacigin spin agisal momentumunun z-bileseni nedir?” diye sorsa,
agikea +A/2 dir yamtim veririz. S,’in 6lglimii sonucunda kesin bir deger bulunur. Fakat
bunun yerine bizim sorgulayici kigi “pargacigin spin agisal momentumunun x-bilegeni
nedir?” diye sorarsa, kagamak bir yamt vermek zorundayiz. S,’i 6lgerseniz, /2 ya da
-2 degerini elde etmek icin yar yariya sansmiz vardir. Eger soruyu soran kisi bir
Kklasik fizik¢i va da 1.2. Kesimdeki anlamiyla bir “gercekci” (realist) ise, bu yamits
yetersiz olarak degerlendirecek ve “siz bana parcacigm dogru durumunu bilmediginizi
mi soylilyorsunuz?” diyerek tepki gosterecektir. Tersine; pargacifin tam olarak hangi
durumda oldugunu bilivoruz: 7. durumunda. “Peki, o zaman, siz bana pargacigm
spininin x-bileseninin ne oldugunu nasil olur da sdyleyemezsiniz?” Ciinkil pargacik,
spinin belli bir x-bilesenine sahip degildir ve de olamaz. ¢iinkii S, ve S, iyi tamimh olmug
olsalard, belirsiziik ilkesi ¢ignenmis olurdu.

Tam bu noktada rakibimiz test tiiptinii kaparak par¢acigm spinin x-bilesenini &/cer.
Olgiimden +#72 degerini elde ettigini varsayahm. “Aha, buldum igte” diyerek zafer
duygusuyla haykimaktadir.“Bana yalan séyledin, bu pargacik igin S,’in iyi tanmmlanmus
bir degeri var: #/2”. Dogru, simdi bdyle bir degere sahip. Ama bu, dlgimden once x-
bileseninin bulunan bu degere sahip oldugunu kamtlamaz. “$imdi saglanm yolma
noktasina geldin. Belirsizlik ilkesine ne oldu? $imdi hem S;’i hem de S,’yi biliyorum”,
Uzglintm, ama bilmiyorsun. Olgim swrasinda pargacigin durumunu degistirdiniz ve
artik pargacik x% durumunda. Bu nedenle S;'in degerini biliyorsunuz ve S 'nin
degerleri ile ilgili bilgilere artik sahip degilsiniz. “Ama §,’i dlgerken pargacifi rahatsiz
etmemeye dzen gdsterdim.” Gok giizel. Bize inanmiyorsamz kontrol edebilirsiniz. S.’yi
olgtin ve hangi degeri elde edeceginize bakwn. Stiphesiz kahramanimiz bizi utandiracak
sekilde +#/2 degerini elde edebilir. Ama tim senaryoyu defalarca tekrarlarsak bu
tekrarlarm yanisinda —#/2 degerini elde edecektir.

Uzman olmayan bir kisive, filozofa ya da klasik fizik¢iye, “bu pargacik Iy
tanimlanmis bir konuma (ya da momentuma veya spin agisal momenturnunun
x-bilesenine vb.) sahip degildir” seklindeki bir climle muglak ve yetersiz hatta daha da
kotiisti gok derin gelebilir. Aslinda bunlarin higbiri degildir. Bunun tam anlami gudur:

4.4, Kesim: Spin = 177

Hayatinda biraz derinlemesine kuantum mekanigi caligmamis bir kisive bunlan
aglgtrlnajk hgmen hemen imkénsizdir. Zaman zaman konunun elinizin altinda kayip
gittigini hissederseniz (eger boyle hissetmezseniz, muhtemelen problemi tam

anlamamissinizdir) + spinli sisteme geri doniln: Bu, kuantum mekaniginin kavramsal
¢eligkileri lizerinde diigiinmek igin en basit ve en temiz durumdur,

Problem 4.26

{a) 4.145 ve 4.147 nolu denklemler ile verilen spin matrislerinin agisal momentum igin

temel swra degistime bagmtilarmi (4.134 nolu denklem) sagladiklarim kontrol
ediniz.

{b) Pauli spin matrislerinin (4.148 nolu denklem)

g0 = Sjk +i Zéﬂdo’g, [4,153]
!

ile verilen carpun kurahm sagladigini gosteriniz. Burada indisler x, y ve z’yi
temsil etmektedir. € ,,’ye Levi-Civita sembolii denilir. j&/ = 123, 231 ya da 312

ise ej=+1;jkl=132,213yada 321 ise €, = —1; diger durumlarda €= 0 dur.

*Problem 4.27 Bir elekiron

ile verilen bir spin durumundadr,
(a) Normlama sabiti 4’y1 belirleyin,
(b) 5%, 5, ve 8, nin beklenen degerlerini bulun.
(¢) o5, a5, Ve g “belirsizliklerni” bulun (Dikkat: Buradaki sigmalar Pauli
matristeri degil standart sapmalardir).

(d) Sonuglarmizin Gi¢ tane belirsizlik ilkesiyle uyumlu oldugunu gosterin (4.100 nolu
denklem ve bunun ¢evrimsel permiitasyonlari; kuskusuz L yerine § gelecek).

*Problem 4.28 En genel normlanmig bir spindr y (4.139 nolu denklem) i¢in {8.), {(S,),
(S, (870, (S, ve {S)yi hesaplaymiz. (S} ) + (S} ) + (87} = (§) oldugunu kontrol
ediniz, ‘

*Problem 4.29

(2) S, ’nin 6zdeger ve dzspinorlerini hesaplayiniz.
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(b) Pargacik genel bir y durumundayken (4.139 nolu denklem) S,’yi 8lgerseniz hangi
degerleri hangi olasiliklarla elde edersiniz? Olasiliklarin toplammm 1 oldugunu
kontrol ediniz. Dikkaz: a ve b reel olmak zorunda degildir!

(¢) Sj 'vi dlgerseniz hangi degerler hangi olasiliklarla bulunur?

##Problem 4.30 Spin acisal momentumunun keyfi bir # dogrultusundaki bilesenini
temsil eden S, matrisini kurunuz. Kiiresel koordinatlarda # igin

Fe=sinfcos¢i+sinfsing f+cosdk 14.154]

olarak verilen ifadesini kullamin. §,’nin tzdegerlerini ve normlanmis ozspindrlerini
bulunuz. ¥arut:

vy f cos(B/2) \ ¢y {e7?sing8/2) ,
K= (ef¢sin(9/2))' == ( —cos(6/2) ) 1531

Dikkat: €' gibi keyfl bir faz ¢arpaniyla ¢arpma hakkiniz daima meveuttur. Bu nedenle
yanitmiz bizimkine tam olarak benzemez.

4.4. Kesim: Spin 179

Bu tork nedeniyle biriken enerji’’
H=-u-B [4.157]

dir. Béylelikle bir B manyetik alam iginde durgun olan,” spinli ve yiiklu bir pargacigin
Hamiltonyeni

H=—-yB-§ [4.158]

seklindedir,

Problem 4,31 Spin 1 parcacifi igin S,, S, ve 8, spin matrislerini kurunuz. Yardim: S,
igin kag tane 6zdurum vardir? S, S, ve S.'nin bu durumlarm her birl lizerine etkilerini
belirleyiniz. Metinde spin 1/2 igin kullamlan stiregleri izleyiniz.

4.4.2 Manyetik Alan I¢indeki Elektron

Spini olan yikli bir pargacik bir manyetik dipol olugturur. Pargacifm manyetik dipol
momenti p spin agisal momentumu S ile dogru orantilidir:

u=yS | [4.156]

oranti sabiti y’ya jiromanyetik oran®® denir. Bir manyetik dipol B ile verilen bir
manyetik alan igine yerlestirilirse tizerine g x B ile verilen bir tork etkir. Bu tork,
manyetik dipolii tipka bir pusulanin ignesinde oldugu gibi alana paralel yapmaya ¢aligir.

* Ornek olarak, D. Griffiths, Introduction to Electrodynamics, 3rd. ed. (Prentice Hall, Upper Saddle
River, NJ, 1999), 252, sayfaya bakmz. Klasik olarak, yuki ¢, kitiesi m olan ve yikiyle kiitlesi duzgin
dagiimis bir cismin jiromanyetik oram g/2m dir. Yalmzea relativistik kuantum teorisince agiklanabilecek
nedenterle, elektronus jiromanyetik orani klasik degerinin hemen hemen iki kaudir: y= —e/m.

Ornek 4.3 Larmor presesyonu: Diizglin bir manyetik alan iginde durgun olan 1/2
spinli bir par¢acik diisiinelim. Manyetik alan z y&niinde olsun:

B = Bok. [4.159]

Matris formunda Hamiltonyen (4.158 nolu denklem) su sekildedir:

_ _oyBi 10
H=—yBoS; =~ (0 W}) . 4.160]
H'nn dzdurumlan 8, nin szdurumlartyla aymdir:
, i EiL = —(yBgh)/2,
X+ enel‘Jj + {y Boh)/ [4.161]
X enerfji.  E_ = +(y Boh)/2.

Tipk: klasik durumda oldugu gibi dipol momenti alana paralel oldugu zaman enerji en
diisiik degerindedir.

Hamiltonyen zamandan bagimsiz oldugundan, zamana bafimli Schrodinger
denkleminin

dx .
ih— =H .
ih o X [4.162]

genel ¢oziimil kararli {duragan) durumlar cinsinden ifade edilebilir:

qetv Bor/2 )

X (@) = axye BN by omIEIE (be*fyﬂurlz

! Griffiths (3. dipnot) 281. sayfa.

2 Eger parcacik harcket etseydi kinetik emerjisi de olacakt. Bu durumda Gzerindeki kuvvet, bir
potansiyel eneryi fonksiyonundan turetilmeyen (gv X B} Lorentz kuvveti olacaktir. Bu nedenle buraya kadar
formiilasyonunu verdigimiz Schrodinger denkiemine uymayacaktir. Daha sonra boyle durumiann nasil ele
almacagini gosterecegiz (4.59 nolu problem). Ama gimdilik pargacifin dénme serbestisi oldugunu aksi
durumda kararh oldugunu kabul edelim.
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@ ve b sabitleri baglangi¢ kosullarindan belirlenir:

xo=(3).

(a + |87 = 1 oldugunu unutmayalim). Genellikten higbir sey kaybetmeden™
a = cos(a@/2) ve b = sin (&/2) yazilabilir. Burada «, fiziksel 6nemi birazdan ortaya
cikacak sabit bir agidir. Béylece genel ¢ozitm

2 iy Bot /2
X = (s‘iﬁfﬁé)ﬁe—w St ,2) [4.163]

olur. Burada ne oldugunu anlamak igin S§'nin beklenen degerini zamamn fonksiyonu
olarak hesaplayalim:

(Sc) = x (08, x () = (cos(a/2e 7 BV/2  sin(a/2)el Bot/2)
R0 1Y { cos(a/2)e’r Bat/2
) (1 0) (Sin(a /2)eivBot/2 4.164]
4 .
=3 sinw cos(y Bot).
Benzer gekilde
N :
{8y) = X(I)TSyx(f) ==3 sin e sin(y Bgr) [4.165]
ve
) n
(820 = x(0)' S x (1) = "2-00803 [4.166]

olarak bulunur. Agikea gorilityor ki (8}, z ekseniyle sabit bir & agis1 yapacak sekilde
egilmistir ve alan etrafinda

w=yBy [4.167]

Larmor frekansiyla tipki klasik olarak yaptig1 gibi** presesyon (dolanim) vapar (4.10
nolu gekil). Burada bir siirpriz yoktur, 4.20 nolu problemde tiretildigi sekliyle Bhrenfest
teoremi (8)'nin klasik yasalara uymasun garanti etmektedir. Ama bunun 6zel bir
drnekte nasil ¢alistigim gbrmek vine de giizel.

* Bu @ ve & nin reel oldugunu varsaymaz, Eger isterseniz en genel durumda hesap yapabilirsiniz, ama
bunun tim yaptif: ' ve bir sabit eklemek olacaltir.

¥ OrneBin; The Feynman Lectures on Physics (Addison-Wesley, Reading, 1964). 1L Cilt, 34-3. Kesime
bakimz. Siiphesiz kiasik durumda manyetik alanm etrafinda presesyon yapar beklenen degeri degil acisal
motnentumun kendisidir,

4.4. Kesim: Spin 181

Z

o e

<S>

X SEKIL 4.10 (S)'nin diizgiin bir manyetik alan
igindeki presesyona.

Ornek 4.4 Stern-Gerlach deneyi: Diizgiin olmayan bir manyetik alan iginde bulynan
manyetik dipol Gzerinde yalnizea fork degil bir kuvver de vardir®® By kuvvet

F=v{Q B) [4.168]

seklindedir. Bu kuvvet, asagida anlatildigi gibi, par¢aciklart 6zel bir spin yonelime gore
ayirmak i¢in kullamlabilir. y yoniinde hareket eden ve

B(x,y,2) = —axi + (Bo + az)k [4.169]

ile verilen diizgiin olmayan bir manyetik alan bblgesine giren agrr, viiksiiz atomlardan®®
olusan bir demet diigiinelim (4.11 nolu sekil). 4.169 nolu denklemde 5, kuvvetl],
diizgiin bir manyetik alan ve o sabiti diizgiinliikten kiigiik bir sapmay! veren terimdir
(aslinda, ttim yapmak istedigimiz z-bilegeni dizgin olmayan bir manyetik alan
olugturmak. Maalesef bu miimkiin degil, ¢linkii bu durumda V- B = 0 elektromanyetik
teori yasasi ¢ignenir). Atomlar tizerindeki kuvvet

F = ya(—S. + 5.4

olur.

B Griffiths (30, dipnot), 258. sayfa. ¥'nin 4.157 nolu denklemde verilen enerjinin negatif gradyenti
olduguna dikkat ediniz.

3 Lorentz kuvvetinden dogacak biyik Slgekli sapmalardan kagmmak igin yuksik atomlarla gahsiyoruz,
Agir atomlaria galigarak yerellesmis dalga paketleri kurabilir ve hareketi klasik pargacik yoriingeleri cinsinden
betimleyebilirsiniz, Pratikte, Stern-Gerlach deneyi bir serbest elektronlar demeti igin ¢al:smaz.
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Spin yukari
T piny

B
Miknatis
SEKIL 4.11: Stern-Gerlach deney diizenefi.

T Spin agagt

Ancak B, etrafindaki Larmor presesyonu yiizinden S, ¢ok hzh titresecek ve
ortalamasi sifir olacaktir. Boylece

F.=vyal; {4.170]

net kuvveti z yoniinde olur ve demet, spin agisal momentumunurn z bileseniyl.e orantih
olarak yukan ya da asagi sapar. Klasik olarak stirekli bir iz (dagihm) beklerdik (glinkii
S, kuantumlanmis olmayacakt). Ancak demet, agisal momentumun kuantumlanmasini

ok zarif bir sekilde sergileyerek, (2s+1) tane kisma ayrilir (6rnegin deneyde giimily

atomlart kullanirsamz, icteki tiim elektronlar spin ve yorlingesel agisal _momentumlarl
sifir olacak sekilde ciftlenmislerdir. Net spin en distaki ¢iftlenmemis elektrondan
kaynaklanir ve bu durumda s = 1/2 dir. Béylece demet ikiye ayrilir).

Son adima kadar buradaki argiman tamamen klasikti, Clinkiéi dogru kuantum
hesaplamalarinda “kuvvet” kavraminin yeri yoktur. Bu nedenle aym problem igin
asagida verecegimiz yaklagimr® tercih edebilirsiniz. Siireci, demetle beraber hareket
eden bir gbzlem cercevesinden bakarak inceleyecegiz. Bu gergevede, Hamiltonyen sifir
degeriyle baglar, pargacik miknatis iginden gegerken yani bir 7 zamani boyunca sifirdan
farklidir ve ardindan yine sifir olur. Bu durumda Hamiltonyen

0, t <0,
CH() = {—v(By+a)$;. 0<t=<T, [4.171]
' 0, t>T

olarak yazilabilir (B'nin can sikict x-bilesenini yok saydik, zaten yukarida anlatilan
sebepler viiziinden problemle gok ilgili de degildir). Atomun 1/2 spinli oldugunu ve

() =axy +bx- <0

durumundan bagladigim varsayalim.

%7 Bu argliman i¢in L. Ballentine {26. dipnot) 9.1. Kesime bakiniz.

4.4. Kesim: Spin 183

Hamiltonyen iizerine etki ederken y(7) standart yolla evrimlesir:

X(8) = ay e EHIn L py_ eI E-1B 0<t<T,

Burada (4.158 nolu denklem yardimiyla)
Ey =Fy{Bo+ az)g [4.172]

olarak verilir. Boylece pargacik ¢ > T igin
x(t) = (aeiVTBn/2X+) T2z | (be—inBU/zx_) i@y 172z [4.173]

duromunda olur, Buradaki iki terim de z yoninde momentum tagimaktadir (3.32 noly
denkleme bakiuz). Spin yukari bilegeninin momentumu
_ayTh

= ' 4,174
Pz 5 1 ]

dir ve +z yoniinde hareket etmekiedir. Spin asag1 bileseninin momentumu zit isaretlidir
ve —z yoniinde hareket etmektedir. Boylelikle onceden oldugu gibi demet ikiye
ayriimaktadir (4.174 nolu denklemle verilen sonucun daha once elde edilen ve 4.170
nolu denklemle verilen sonugla uyumlu olduguna dikkat ediniz. Burada §, = #/2 dir ve
p. =, Tolur).

Stern-Gerlach deneyi, hem bir kuantum durumunun hazirlanmasinda bir prototip
olarak hem de kesin bir kuantum élgiimil i¢in agiklayic: bir model olarak, kuantum
mekaniginin felsefesinde ¢nem}i bir rol oynar. Astinda bir sistemin baglangic
durumumun bilindigini sorgulamadan kabul ederiz ve Schrédinger denklemi bize bu
durumun zamanla evrimini anlatir, Ancak ilk olarak bir sistemin #zel bir durumda nasi
hazirlandifini merak etmemiz dogaldir. Atomlardan olugan bir demeti verilen bir spin
durumunda hazirlamak istiyorsamz, bu kutuplanmamiy (polarize olmamis) demeti bir
Stern-Gerlach miknatis: iginden gegirir ve uygun kontrol diizeneklerini agip kapayarak
¢ikan demetin iginden ilgilenmek istediginizi seebilirsiniz. Tersine, bir atomun spininin
z-bilegenini olgmek istiyorsamz, onu bir Stern-Gerlach diizeneginin igine yollar ve
hangi hazneye diistigiini kayit edersiniz. Elbette bunun en pratik yol oldugunu iddia
edecek degiliz. Ancak bu, bir durumun hazirlanmasi ve dlgtim siirecini anlamak igin
kavramsal olarak ¢ok agik ve olduke¢a yararlidir.,

Problem 4.32 4.3 nolu 6rnekie:

(a)¢ zamaninda spin agisal momentumunun x yoniindeki bilesenini .6i¢seydiniz,
+h/2 degerini elde etme olasilifi ne olurdu?
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(b) y-bileseni i¢in aym soru.
(¢} z-bilegeni i¢in ayn1 soru.

*x+Problem 4.33 Bir elektron
B=258 cos(a)r)i:t.

seklihde titregim yapan bir manyetik alan iginde durgun durumdadir. Burada By ve @
sabitlerdir,
(2) Bu sistem i¢in Hamiltonyen matrisini kurunuz.
(b) Elektron baglangigta (¢ = () x-eksenine gére spin yukart durumundadir (yani
#(0) = x* dir). Daha sonraki zamanlar igin x(/)’yi belirleyiniz. Dikkat: Hamil-

tonyen zamana bagunhdir, bu yizden y(£)’yi kararli durumlardan standart yolla
elde edemezsiniz. Ama ganslisiniz, zamana bafimli Schrodinger denklemini
{4.162 nolu denklem) bu dmek i¢in dogrudan ¢6zebilirsiniz.

(c) S;'i dlgerseniz —A/2 degerini elde etme olasuig) nedir?

Yanu:
B
sin’ (u sin(wr)) .
2w

()51 tam olarak dondiirmeye yetecek minimum manyetik alan (B,) ne kadardir?

4.4.3 Agisal Momentumlarm Toplanmas:

Iki tape 1/2 spinli parcaciy goz oniine alalim. Ornegin taban durumunda bulunan
hidrojen atomundaki’® elektron ve proton. Parcaciklarm her biri yukart ya da asagi spine
sahip olabilir. Bu durumda toplam dort olasilik meveuttar’™:

ML A [4.175]

Burada ilk ok elektronu, ikincisi protonu temsil etmektedir. Soru; Atomun foplam agisal
momentumu nedir? '

§=8W 4@ [4.176]

olarak tanmmlayalim. Buradald dért tane karma durumun her biri §;’in bir Szdurumudur.
z-bilegenleri basitce toplanabilmektediy. Yani

** Pargaciklar taban durumunda colduklanndan yéritngese/ agisal momentumlan yoktur, Endigelenmeye
gerek yol.

** Daha dogru bir agikiama: her bir pargactk yukan ve agag: spinlerin Jineer bir kombinasyomy olan bir
durymdadrr. O zaman karma sistem de burada verilen dért durumun lireer bir kombinasyonu clan bir
durumda bulunacakt:r,

4.4. Kesim: Spin 185

Soxixz = SV 4+ 50 = S x0xe + 1159 x2)
= {(mixxz + x1(Amaxa) = BOny + ma}xx

dir (§"in yanhca y, tizerine ve $*'nin de yalmzca ¥, tizerine etki ettigine dikkat
ediniz. Bu notasyon ¢ok zarif olmasa da ige variyor). Baylece karma sistemin kuantum
sayist m, m+m,’ye esit olur:

Miom=1;
tom =0,
It m=0
Yy om=-—1

Bu yazdifimiz ilk bakista dogru gézitkmityor. m’nin --s’den + s”ye tamsayi1 adimlarla
ilerlemesi beklenir ve boylece s =1 durumu elde edilir. Ancak m = 0 olan “fazladan” bir
durum daha vardir. Bu problemi ¢ozmek ig¢in, 4.146 nolu denklemi kullanarak, ™
durumuna S_ = SY + 5% indirme operatériinii uygutayalim:

- = U D+ EP
=Y TR =hT + 1.

Baylece s = 1 igin i tane durum elde edilir. |sm> notasyonuyla yazalim:

11y =11

oy = %(’Hf + 4D 5 = 1(icli durum) {4.177]
{triplet)

-1 =14

(Kontrol igin, |10) durumuna indirme operatdriinii uygulaym. Hangi durumu elde

etmelisiniz? 4.34 nolu problemin (a) gikkina bakiniz). Agik¢a gorildigii gibi, s = 'e
iictii-durum (triplet) kombinasyonu denilir. Ote yandan s = 1, m = 0 durumuna
ortogonal olan durum s =0, m = 0 durumudur:

=4 — = kli du
{{0 0 = ﬁ(’N, ¢'}*)} ,Zsaggtgtcll gurumy [4.178]

{Bu duruma kaldirma ya da indirme operatdrinii uygularsamz sifir bulursunuz. 4.34
notu problemin (b} siklana bakiniz).
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Burada, iki tane 1/2 spinli pargacigm birlesiminin toplam spininin, triplet va da
singlet diizenegini doldurup doldurmadifma bagh olarak 12ya da 0 olacagmi iddia
ediyoruz. Bunu dogrulamak igin, triplet durumlarin S%nin 2k dzdegerine karsilik olan
_szvektorler oldugunu ve singlet durumun da S*'nin 0 zdegerine kargilik olan Szvekitr
oldugunu kangtlamaliyiz. § “ryi

§2 = (S + 8@y . (81 4 8@y = (sW)? 4 (5?7 4280 . 8P [4.179]
seklinde yazalim. 4.145 ve 4.147 nolu denklemleri kullanarak,

SO $D (1)) = (5 NS D+ ST DESP D+ T DD
h h ih —ik h ~Hh
(596G G)EF)-G)EY
h2
=@ -1
oldugu bulunur. Benzer sekilde

h'z
sV . sPuh = Z@T =D

elde edilir. Bdylece

B2 1 n?
M, g - _ . = 180
s¢ . 8N o) 4\/5(2“ P24 D 4|10) (4.180]
Ve
_h2 1

2
s - s100) Qit=-t 21+ In= —%—IOO) [4.181)

42

olur. 4.142 nolu denklemi de kullanarak 4.179 nolu denkleme tekrar dénersek

C{3n* 3pr R?
$H10) = (T + ”T) 110) = 2K%|10) [4.182]

sonucunu buluruz. Boylece |10) durumunun ger¢ekten S?nin 24* 6zdeerine karsihk
olan 6zdurumu oldupunu gostermis olduk. Benzer sekilde

3wt 3t 3K%
$2100) = (*:%“FT—ZT) 100) =0 [4.183]

olarak bulunur. |00) durumu $?’nin 0 6zdegerine karsiik olan dzdurumudur (|11) ve

|1—1) durumlarimn S**nin uygun dzdegerli dzdurumlari oldugunu dogrulama igini size
birakiyoruz. 4.34 nolu problemin (¢) sikkima bakiniz).

4.4. Kesim: Spin 187

Bu asamaya kadar 1/2 spin ile 1/2 spin'i birlestirerek toplam spin igin 1 ve 0
durumlanim elde ettik. Aslinda bu yaptifimiz daha biiyiik bir problemin en basit
omegidir: s, spini ve s, spini birlestirirsek toplam s spini igin hangi deferler
mimkindir?*® Yanir:*' toplam s spini, (s; + s,) degerinden (s, — 82} ( ya da s, > s ise
($2 — 51)) degerine kadar birer fark ile (pozitif) her degeri alir. Yani

s=(s1+s5), 1+s-1), (s1+s2—-2), ..., |5 — 52| [4.184]

dir (Kabaca stylersek; en yiksek spin durumu spinler tek tek birbirlerine paralel
olduklarinda ve en disiik durum da spinler birbirlerine antiparalel olduklarinda elde
edilir). Ornegin; 3/2 spinli bir pargacikla spini 2 olan bir pargacifi bir araya
getirdigimizde toplam spin 7/2, 5/2, 3/2 ve 1/2 degerlerini alabilir. Diger bir ornek: Bir
hidrojen atomu i, durumundaysa elektronun toplam agisal momentumu (spin artl
yoriingesel) [ + 1/2 ya da ! — 1/2 olabilir. Eger protonun spinini de eklerseniz atomun
toplam agisal momentum kuantum saywst / + 1, [/ ya da [ — 1 olabilir (/ durumu,
elektronun / + 1/2 ya da / — 1/2 durumunda bulunmasma bagh olarak iki farkh yolla elde
edilir).

Toplam spin s ve z-bileseni m igin birlesik durum |sm), |sm)|s,m,) karma
durumlarmm lineer bir kombinasyonu olacaktir. Boylece

jsmy =Y G fsimiisama) [4.185]

my+ma=m
yazilabifir (z-bilegenleri basit¢e toplanabildiklerinden, yalmizea my + m; = m kosulunu
saglayan karma durumlardan katki gelir). 4.177 ve 4.178 nolu denklemler buradaki

genel formun s, = 5, = 1/2 dzel durumlandir (= Hi;) ve 1:‘%@%)) notasyonlarini

kullandsk), €' sabitlerine Clebsh-Gordan katsayitari denir. 4.8 nolu tabloda birkag

i iy

tane basit durum listelenmistir.” Oregin; 2 x 1 tablosundaki golgeli siitun

130} = ﬁ|21)|1—1)+\/§|20)\10)+ %12,— LI

oldugunu soyler. Ozellikle, spini 2 ve spini 1 olan iki pargacik bir kutu iginde durgun
haldeyseler ve toplam spin 3 ve z-bileseni 0 ise, Si” bir kez olgitldiigiinde 1/5 olasilikla

* Her ne kadar spin terimini kullansak da toplamlardan bir ya da ikisi yoriingesel agisal momentum da
olabilir. Béyle durumlarda / harfini kullaninz.

41 Kanit icin daha ileri dizeydeki kitaplara bakmabisiniz. Ornegin; Claude Cohen-Tasnoudji, Bernard
Diu, and Franck Laloe, Quantum Mechanics, (Wiley, New York, 1977) 2. Ciit, X. Bdléme bakin:z.

2 Genel formtl, Arno Bohm, Quantum Mechanics; Foundations and Applications, 2nd ed., (Springer,
1986) 172. sayfada tbretilmigtir.
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TABLO 4.8: Clebsch-Gordan katsayilar: (Tabloda katsayilar1 veren kisimda karekok isareti
unutulmamahdir, eksi isaretleri karekokiin digmmdadur). .

)

2 x 12
foz ez ] 1 ' 2x 1215
+1/2 + +5 T 3
lmz ~i2 e el {2 w2l 1Qae +an
12 #1732 [ 12 <12 §- +2 A sl sm e
1 -2 ] 41 412 Jus s +ie 10
= =12 28 35§ 5l a2
w5
1)( T]’Q . ) 0 +1/2 3L —26F 2 =12
EE 3z 12 FRESEN BETREYY ey
st <12 |1l i) -1 y2 | 26 B5.ae _am
AR | s 2nf BT 2 ooz ] a5 15| &
Lu +172 | 23-13] 112 .1 2 X 12 | o Lz RARE
En-wz 33 13) 32 | ECZIE Y | I
-1 #1/2} 13 -2/3f-3/2 =32 e v edfE o q
6 . — -1/ vfe |3 -l o o
21} .5t | SRS 32 x 1,
3 T EE TR EV-RRETY i
L+2 i 14s2 2 1 Ve <am ~12 2 P B o
ii ol 2 N EEEE EEERR BRIl -
1 +1|23 173 +1 | 35 —psfitm a2 wif2 C2 vl2iia g2
2 -
T +302 w1110 25 12 EEEAN
Tx 142 10 RSN 52 32 2 L
2 1 0 +1 =152 1310 -815 18 [-1/2 -1 -1

iﬂ LA EA e ]
in Glue 122 %

L T T T T
R “12 0|35 115 1 B2 Ak
—1 -1 -1 —3/2 3 | 110 &5 162 § 32 -32
616 12 1730 162 -1 3 ;|
815 18 »810g 3 2 I-a;z of 5% ]
1 |15 -1/ 55 B2 2

| I

=1 -1{e3 13
—2 013 -2/3 8-

| EISIE

O+ [z 2l 0 O
#1118 152
0 028 Q
-1 +1 | 1/§ -1/2

Lo 0o

A, 3/5 olasilikla O ve 1/5 olasilikla ~# deperi elde edilir. Olasiliklarin toplaminin 1
olduguna dikkat ediniz (Clebsch-Gordan tablosunda herhangi bir situndaki katsayilarm
karelerinin toplami 1’¢ esittir).

Bu tablolan ters yonde de kullanmak miimkiindir. Bu durumda

sy lszmal = ) CR s m) [4.186]

5

olur. Omegin 3/2 x 1 tablosundaki golgeli sra

Fhio =y sh+/s3h-J/Inh

oldugunu soyler. Spini 3/2 ve spini | olan parcaciklan bir kutuya yerlestirdiyseniz ve
birinci pargacik igin m; = 1/2 ve ikinei igin m, = 0 oldugunu biliyorsamz (bu durumda m
1/2'ye esit olacaktir), toplam spin s”yi olgtiginiizde 3/5 olasilikla 5/2, 1/15 olasihikla 3/2
ve 1/3 olasilikla 1/2 bulursunuz. Olasiliklarm toplami yine 1’e esittir (Clebsch-Gordan
tablosundaki her bir sirada bulunan katsayilarin karelerinin toplam 1’e egittir).

Tiim buniar size sayilarm gizemli anlamlari oldugunu diistndiiriiyorsa sizi pek fazla
sulayamam. Her ne kadar kitabin geri kalan kisimlarinda Clebsch-Gordan tablolarini
kullanmasak da, bunlarla karsitagtipmizda ne anlama geldiklerini bilmenizi istiyorum,
Matematiksel olarak tiim bunlar grup teorisinin uygulamalaridir. Burada yaphigimiz;
bir dénme grubunun iki tane indirgenemez temsilinin direkt carpumini, indirgenemez
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temsillerin  direkt toplamlarma ayristirdmasidir (arkadaslarinizi etkilemek icin bu
climleyi kullanabilirsiniz). '

*Problem 4.34
(ayS.'vi |10> durumuna (4.177 neolu denklem) uygulayarak, ﬁh“—l) elde
edildigini dogrulayiniz.
(b) Sy'vyi |OO} durumuna (4.178 nolu denklem) uygulayarak, sifir elde edilecegini
gosteriniz.
{c) |11) ve |1—l) duramlarmin (4.177 nolu denklem) $*nin uygun zdegerli

dzdurumlarn oldugunu gosteriniz.

Problem 4.35 Kuarklarn spini 1/2 dir. Ug tane kuark baglanarak proton ya da nétron
gibi baryonlari olustururiar. Tki tane kuark (daha dogrusu bir kuark ve bir antikuark)
baglanarak pion ya da kaon gibi mezonlan olustururlar. Kuarklarn taban durumunda
bulundukiarimi varsayalim biylece yéringesel agisal momentum sifir olur.

(a) Baryonlar igin milmkiin spin degerleri nedir?

{b) Mezonlar i¢in miimkiin spin degerleri nedir?

Problem 4.36

(a) Spini 1 ve spini 2 olan iki pargacik toplam spin 3 ve z-bilegeni 4 olan bir
ditzenekte durgun durumdadir. Spini 2 olan parcaciin agisal momentumunun z-
bilesenini dl¢tiiglimiizde, hangi degerler hangi olastliklarla elde edilir?

(b} Spini agag1 olan bir elektron hidrojen atornunun v¥rs); durumundadwr. Yalmizca
elekironun (protonun spini harig) toplam agisal momentumunun karesini
dlctligiimiizde, hangi degerler hangi olasiliklarla bulunur?

Problem 4.37 § = S + 8§ olmak tizere ° ile S ’nin komiitatérini hesaptaymiz,

Elde ettiginiz sonucu genellestirerck

(52,8171 = 2iA™M x $9) [4.187)

oldugunu gosteriniz. A¢tklama: SO ile S* swa degistirmediginden bunlarm ortak

dzvektorleri olan durumlar bulamayiz. S*nin zduramlari olugturmak igin S¥in
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dzdurumlarinin lineer kombinasyonlaring ihtiyacimiz var. Bunlar da tam olarak 4.185
nolu denklemle verilen Clebsch-Gordan katsayilandw, Ote yandan, 4.187 nolu
denklemden agika gorillecegi gibi, S + 82 toplam:i 8 ile swa degistivir. Bu daha
onceden zaten bildigimiz bir seyin (4.103 nolu denkleme bakmiz) 6zel bir durumudur.

4. BOLUM ICIN EK PROBLEMLER

*Problem 4.38

Vir) = %mwzrz. [4.188]

potansiyeli ile verilen ii¢ boyutlu harmonik salimiery: géz dniine alahm,
{a) Kartezyen koordinatlarda degiskenlere ayirma yonteminin iig tane bir boyutlu
salimc1 verdigini gosteriniz. Eski bilgilerinizi kullanarak izin verilen enerji
degerlerini belirleyiniz. Yanut:

E, ={n+3/Dhw. {4.189]

(b) E, durumunun d(x} katlilifin belirleyiniz.

+++Problem 439 4.188 nolu denklemle verilen U¢ boyutlu harmonik salmnici
potansiyeli kiresel simetrik oldufundan, Schrddinger denklemi kiiresel koordinatlarda
da depiskenlere aynlarak coziilebilir. Radyal denklemi ¢ozmek igin kuvvet serisi
yontemini kullanm. Katsayilar igin tekrarlama bagmtisim bulunuz ve izin verilen enetji
degerlerini belirleyiniz. Yamtimzi 4.189 nolu denklemle karsilagtirmaz.

#+Problem 4.40

(a) Kararli durumlar igin
' 2T ={r-VV) [4.190]

olarak verilen dic boyutlu virial teoremini kanitlayimz. Yardvm: 3.31 nolu
probleme bakiniz.

(b} Virial teoremini hidrojene uygulayarak,

(I =—FEn; (V)=2E, [4.191]

oldugunu gosteriniz.
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(¢) Virial teoremini ¢ boyutlu harmonik salinicrya (4.38 nolu problem) uygu-
layarak,

(T)y = (V) = Ep/2 [4.192]

oldugunu gosteriniz,

***Problem 4.41 [Vektor hesabi hakkinda yeterli bilginiz varsa bu problemi
¢Ozebilirsiniz] 1.14 nolu problemi genellestirerek {ig boyutlu olasthk akim
yogunlugunu tanimlayalim:

h
J= o (W VU - W V). [4.193]
2m
{a) F'nin
d 2
V==V, [4.194]
a3t
olarak verilen siireklilik denklemini sagladifini gosteriniz. Bu denklem

olasthfm yerel olarak korunumunu ifade etmektedir. Diverjans teoremi
kullamlarak,

fJ-da:—if W% dr [4.195]
s dr Jy

yazilabilir. Burada V' belirli bir hacmi ve & bu hacmi smirlayan yiizeyi

gostermektedir. Yani: bir yiizeyden digan dogru akan olasilik parcacigim bu
ylizeyin sinirladig hacim i¢inde bulunma olasihgmdaki azalmaya esittir.

{b) Hidrojenin n=2, /=1, m = durumu igin J’yi bulunuz. Yanm:

h
Gdmrmed

re /% sing ¢.
(¢) mJ’yi kiitle akusi olarak yorumlarsak agisal momentum

Lxmf(rXJ)cﬁr

olur. Bunu kullanarak, ¥, durumu igin Lyi hesaplayimz. Sonucu
yorumlaymiz,

*xxProblem 4.42 Ug boyutta (zamandan bagimsiz) momentum uzay: dalga
fonksiyonu 3.54 nolu denklemin genellestirilmesiyle elde edilir:

1 ,
PP = 5 / e~ PRy (1) @, [4.196]
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(a) Hidrojenin taban durumu (4.80 nolu denklem) igin momentum uzay: dalga
fonksivonunu  bulunuz. Yardim: Kutup eksenini p yoniinde alarak kiiresel
koordinatlar kullanm. Oncelikle & integralini yapin. ¥Yawnt:

1 f2a\** 1
4’(”):?(?) [T+ (ap /WP 5]

(b) ¢ (py nin normlanmig olup olmadigim kontrol ediniz.
(¢) Hidrojenin taban durumunda, ¢(p)’yi kullanarak { p*y"yi hesaplaymuz.

(d) Bu durum igin Kinetik enerjinin beklenen degeri nedir? Yanrtimz £; cinsinden
veriniz. Yanitin 4.191 nolu denklemle verilen virial teoremi ile uyumlu oldugunu
kontrol ediniz.
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(b) Sonucunuzu - € = 2b/a olarak tanimlanan kiigiik ¢ sayisina gore kuvvet serisine

aginiz ve en dilgiik mertebeli terimin kiibik oldugunu gosteriniz: P = (4/3)}(b/a)’.
b <« a kosulu altinda, bu uygun bir yaklasikliktir (burada da dyledir).

() P=(473) m ¥’ | (0)\2 olacak gekilde 1 (¥)'nin ¢ekirdegin (kiiglik) hacmi boyunca-
sabit oldufunu varsayabiliriz. Bu yolla da ayni sonucu elde edeceginizi kontrol
ediniz. ‘

(@b~ 10" mve a= 0.5 x 10°m alarak P icin sayisal bir deger elde ediniz. Bu
sayr aslinda “elektronun ¢ekirdek iginde harcadifi zaman kesrini” temsil
etmektedir,

Problem 4.43

(a) Hidrojenin #= 3, [ =2, m = 1 durumu i¢in uzaysal dalga fonksiyonunu kurunuz.
Yamtimzda o, z vb. degigkenler, ¥, v vb. gibi fonksiyonlar, 4, ¢, vb, sabitler ya
da tirevier olmamaldir. Yamtimzi valmzca r, 6, ¢ ve g (Bohr yaricapi)
cinsinden veriniz (7, e ve 2 vb. sayilara izin var).

{b)r, & ve ¢ Uzerinden uygun integralleri alarak dalga fonksiyonunun normlanmig
oldugunu gosteriniz.

(¢) Bu durum igin #*’'nin beklenen degerini bulunuz. s’nin hangi deger araligi (pozitif
veya negatif) igin sonug sonlu kalr?

Problem 4.44 .
(a) Hidrojenin » = 4, ! = 3, m = 3 durumu igin dalga fonksiyonunu kurunuz.
Yamtinizi kiirese! koordinatlar », 8 ve ¢ cinsinden veriniz.
(b) Bu durum i¢in #’nin beklenen degerini bulunuz (gerektiginde, agikir olmayan-
nontriviyal-integrallere bakabilirsiniz).
(c) Atom bu durumdayken 7 +Z, gozlenebilirini bir sekilde olcebildiginizi
ditgiinelim. Hangi degerler hangi olasiliklarla elde edilir?

Problem 4.4¢6

(a) 4.76 nolu denklemle verilen tekrarlama bagmtisim kullanarak, / = »—1 igin radyal
dalga fonksiyonunun

Rn(nml) — Nnrﬂ—le—-r/na

seklinde oldugunu dogrulaymiz, Dogrudan integrasyonla N, normlama sabitini
belirleyiniz.

(b) wyin 1y Tormundaki durumlar i¢in (r) ve (rz)’yi hesaplayimyz,

(¢) Bu durumlar i¢in, r’deki “belirsizlik” olan o.'nin {r}/y2n+1 oldufunu
gosteriniz. n arttikea r’deki kesirsel yayilmanin azaldigma (biyitk » degerleri
igin sistem tammlanabilir dairesel “yoriingeleri” olan klasik bir sistem gibi
gorinmeye basliyor) dikkat ediniz. Bu noktay1 agikliga kavusturmak icin »’nin
birkac degeri igin radyal dalga fonksivonlarinin grafigini ¢iziniz.

Problem 4.47 Cakisan spektral cizgiler,* 4.93 nolu denklemle verilen Rydberg
formiiline gore, hidrojenin spektrumundaki bir ¢izginin dalgaboyu ilk ve son
durumlarn temel kuantum sayilan tarafindan belirlenir, Aym A degerini veren iki tane
ayrik {n, ns} ¢ifti bulunuz. Ornegin {6851, 6409} ve {15283, 11687} ¢iftleri aym Ayi
vermekte. Ama size bunlan kullanmaniz igin izin yok!

Problem 4.45 Hidrojenin atomunun taban dwumunda bulunan bir elektronun
cekirdegin i¢inde bulunma olasihig ne kadardir?

(a) 4.80 nolu denklemdeki dalga fonksiyonunun » = 0’a kadar gecerli oldugunu
kabul ederek kesin yarutt hesaplaymiz. Cekirdegin yarigapi & almn,

Problem 4.48 4 = x° ve B = L, gbzlenebilirlerini alahm.
{(a) oyop icin belirsizlik ilkesini kurunuz.
{b) Hidrojenin ,,,, durumu i¢in op’yi hesaplaymiz.

{¢) Bu durum i¢in {xy) hakkinda ne styleyebilirsiniz?

** Nicholas Wheeler, “Coincident Spectral Lines” (Reed College raporu, 2001).
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Problem 4.49 Bir elektron

ile verilen spin durumundadar.

(a) 1’v1 normiayarak 4 sabitini belirleyiniz.

(b) Bu elektron igin S,’yi olgtiiginiizde, hangi degerler hangi olasihiklarla bulunur?
§.'nin beklenen degeri nedir?

(¢) 5,1 blctigiiniizde, hangi degerler hangi olasiltklarla elde edilir? S,’in beldenen
degeri ne kadardir?

(d) Bu elektronda §,’i 6l¢tigiiniizde, hangi degerleri hangi olasiliklarla bulursunuz?
8,’nin beklenen degeri nedir?
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Problem 4.52 S’in ¢zdurumiarni baz olarak kullanarak 3/2 spinli bir pargacik igin
S,’in maitris temsilini bulunuz. 8, in 6zdegerlerini belirlemek igin karakteristik denklemi
¢Ozinliz.

#++Problem 4.5¢ Iki tane 1/2 spinli pargacigin singlet (tekli) durumda oldukfar: (4.178
nolu denklem) biliniyor olsun, S, 1 numaral pargacigin spin agisal momentumunun

a

a birim vektoriyle tanimlanan dogmltudaki bileseni olsun. Benzer seldlde 2.

parcacigim agisal momentumunun b dogrultusundaki bileseni S olsun.
1 @ n
(S5 = o cose [4.198]

oldugunu gosteriniz. Burada &, a ve b birim vektorleti arasmdaki acidir,

+#%Problem 4.51

(a)s;, = 1/2, s; = herhangi bir say1 durumu i¢in Clebsch-Gordan katsayilarim
hesaplaymz. Yardim. |sm) , §¥nin bir dzdurumu olacak sekilde

tsm) = Al3 $Hsatm — 1y + Bl (=D)isa tm + 1))

ifadesindeki A ve B katsayilarmu bulmahsmmz. 4,179 nolu denklemden 4.182
nolu denkleme kadar izlenen yontemi kullanmiz. Ornegin ¢ *nin |s,m,) *ye ne

yapacagim bulamiyorsaniz, 4.136 nolu denkleme ve 4.147 nolu denklemden bir
Snceki satira tekrar bakiniz. Yarut:

A Sgi'm-}'l/?.; Bt s2FEm+1/2
250+ 1 280+ 1

ve burada + igaretleri s = 53 + 1/2 durumiarint géstermektedir.

(b) Bu genel sonucu 4.8 nolu tabloda ii¢ ya da dort farldi deneme igin kontrol ediniz.

#++Problem 4.53 1/2 (4.145 ve 4.147 nolu denklemler), 1 {4.31 nolu problem} ve 3/2
(4.52 nolu problem) spin durumiarmi genellestirerek keyfi bir s spin degeri igin spin
matrislerini kurunuz. Yan; '

50 0 - 0
0 s—1 0 .- 0
S, =h O 0 s-2 -~ 0
G 0 0] —5
0 b 0 0 0 0
by 0 bey O 0 0
0 by O by 0 0
s, =710 0 b 0 0 0
2 . .
0 0 0 0 0 b_ey
0 0 0 0 boser - D
0 —ib; 0 0 0 0
iby 0 —ibg 0 0 0
0 ibs_ 0 =ik 0 0
s.-"tlo o b, 0 0 0
’ 2 , .
0 0 0 0 0 —ib_yi
0 o 0 0 ib_sy 0
ve burada
bj = /(s s+ 1-))
dir.

*x++Problem 4.54 Kiresel harmonikler igin normlama ¢arpanimi agagida agiklanan
yoldan giderek hesaplayimniz, 4.1.2. Kesimden

¥ = Bl"e™? P (cos 6)

oldugunu biliyoruz. Burada problem B carpanmm belirlenmesidir (bu carpan: 4.32
nolu denklemden aktardik, tiretmedik). 4.120, 4.121 ve 4,130 nolu denklemleri kullanarak,
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B;"“ i B cinsinden verecek bir tekrarlama bagintis1 elde ediniz. Bunu matematik

indiiksiyon vontemiyle ¢dzerek B;"’yi C(/) gibi bir sabit kadar farkla bulunuz. Son

asamada, 4.22 nolu problemdeki sonucu kullanarak sabiti belirleyiniz. Assosiye
Legendre fonksiyonlarinin tirevleri icin

dpr
(1 —xz)d—;C =V1—x2P"H P [4.199]

seklinde verilen bagmt yararl olabilir.

Problem 4.55 Bir hidrojen atomundaki elektronun toptam (tam) dalga fonksiyonu (spin
ve konum kisimlarini igeren dalga fonksiyonu)

Rar (V173 ¥{ e + V273 1] 1)
olarak verilmistir. '

() Yoriingesel agisal momentumun karesi (L%} olgiiliirse, hangi degerler hangi
olasiliklaria elde edilir?

(b) Ayni problemi yoriingesel agisal momentumun z-bileseni (L,) igin ¢oziiniiz.
(¢) Spin agisal momentumunun karesi (8°) igin aym problem.
(&) Spin agisal momentumunun z-bileseni (S,) igin aynt problem.
Toplam agisal momentum J = L + § olsun.
(e) Jyi dl¢tirgiiniizde, hangi degerleri hangi olasihklarla elde edersiniz?
() Ayni problemi ./, igin ¢oziiniiz.

{g) Pargacigm korumunu dlgerseniz, (v, 6, ¢) noktasinda bulunma olasilik yogunlugu
ne kadareir?

(k) Spinin  z bileseniyle orijinden uzaklik &lgitlirse  (bunlarin  uyusumlu
gozlenebilirler olduklarina dikkat ediniz) parcacifin » noktasmda yukar: spinle
bulunma olasilik yogunlugu ne kadardur?
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etrafinda ¢ agis1 kadar donmeyi (sag elli dénme) gergeklestirir. Spin igin
dénmelerin tireteci S- 7/ *dir. Ozellikle 1/2 spin durumu igin

X' = ORIy [4.200]
spindrlerin nasil ddndiigiini tanimiar,

(b) x ekseni etrafinda 180°’lik dénmeyi temsil eden (2 x 2)’lik matrisi kurunuz ve
beklendigi gibi bunun “spin yukart” (x.) duramunu “spin asag:” (y_) durumuna
déniistiirdiigiinti gdsteriniz.

(¢} y ekseni etrafinda 90¢’lik dSnmeyi temsil eden matrisi kurunuz ve bunun 3.
durumuna etkisini kontrol ediniz.

(d) z ekseni etrafinda 360°’lik dbénmeyi temsil eden matrisi kurunuz. Yamit
beklediginiz gibi degilse sonu¢larnm tartisiniz.

(e)
e @2 = cos(p/2) + il - o) sin(p/2) (4.201]

oldugunu gisteriniz.

s#*x+Problem 4.56
(a) Taylor serisine agilabilen bir /(g) fonksiyonu igin

F@ + @) = L9 f )

oldugunu gosteriniz. Burada ¢ keyfi bir acidir. Bu nedenle L/#’ve z ekseni
etrafindaki dénmelerin diretect {jeneratbrit) denilir. Yardmm: 4.129 nolu
denklemi kullanimiz ve 3.39 nolu probleme tekrar domiiniiz. Genel olarak,
L-a/h, n etrafindaki donmelerin tretecidir. Yani exp(iL-fip/h), A ekseni

+**Problem 4.57 Acisal momentum i¢in temel sira degistirme bagntilari (4.99 nolu
denklem) tamsayilar yanmda yarrm tamsayili dzdegerlere de izin vermektedir. Ancak
voriingesel agisal momentum yalmzca tamsayr degerler alabilir. Oyleyse L =r X p
seklindeki formda yarm tamsayili degerleri dislayan ilave bir kisitlama olmalidir."
a uzunluk boyutunda (hidrojenden bahsediyorsak Bohr yarigapi) uygun bir sabit olsun.

@ = 715 [x + (az/ﬁ)pyjl; p = :}g [px = (R/a%)y]
a=dli-@mp) p= o+ Giady)

operatorlerini tamimlayalim.

@) g1, 2] = tp1, p2] = 0 ve [g, p1] = [ga, p2] = ih oldugunu dogrulaymiz. Boylece
g'lar ve p’ler konum ve momentum icin kanonik sira degistirme bagintitarmi
saglartar. Yani 1 indislilerle 2 indisliler uyusumludurlar.

(b)
ko4 2 a*
L, = P (g7 — @) + ﬁ(P]2 —p3)

oldugunu gésteriniz.

* Bu problem, Baflentine (26. dipnot} 127, sayfadaki bir tarbgmaya dayanmaktadir.
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(¢) L, = H, - H, olup olmadigini kontrol ediniz. Burada her bir 4, m = #/4” kiitleli ve
frekans1 @@= 1 olan bir harmonik sahinici Hamiltonyenidir,

(d) Harmonik salinici Hamiltonyeninin dzdegerlerinin # = 0, 1, 2, ... olmak iizere
(n + 1/2) he ile verildigini biliyorsunuz (2.3.1. Kesimde verilen cebirsel teoride,
bu sonug Hamiltonyenin formundan ve kanonik sira degistirme bagintilarindan
ortaya ¢ikar), Bu sonucu kullanarak L,’in 6zdegerlerinin tamsayilar oldugunu
glsteriniz.

Problem 4.58 Genel bir durumda bulunan (4.139 nolu denklem) 1/2 spinli bir par¢acik

ipin S, ve S,’deki minimum belirsizlik kogulunu elde ediniz (yani 05,5, = (R/2) |(Sz)

ifadesindeki egit/ik durumuna bakacaksimz). Yami: Genellikten hicbir sey kaybetmeden
a’yl reel alabiliriz. Boylece minimum belirsizlik igin gerekli kogul 'nin saf reel veya
saf sanal olmasidir,

**+Problem 4.59 Klasik elektrodinamikte, E ve B elektrik ve manyetik alanlar icinde
v hiziyla hareket eden g yukli bir pargacigin {izerindeki kuvvet Loreniz kuvvet
yasasiyla verilir;

F=g®E+vxB). [4.202]

Bu kuvvet bir skalar potansiyel enerji fonksiyonunun gradyenti olarak ifade edilemez ve
bu yilzden Schrédinger denklemi, 1.1 nolu denklemle werilen orijinal formuyla
kullanilamaz. Ancak

v
ih— = HV 4.203]
seklindeki formunu kullantrsak sorun ¢ikmaz. Klasik Hamiltonyen®

| ,
H=>(p- gAY + g¢ [4.204]
mn Co

dir. Burada A vektor potansiyel (B = V x A) ve ¢ skalar potansiyeldir. Elektrik alan

E = -Vp-2A/8t ile verilir. p—(#//)V kanonik atamasi yapilirsa Schrodinger

denklemi
BN 1 {h 2 :
h— = | — [Zv —
i 5 - (i qA) +qgo]l¥1 [4.2035]

olarak elde edilir.

3 Omegilj, H. Goldstein, C. P. Poole and J. L. Safko, Classical Mechanics, 31d ed. (Prentice Hall,
Upper Saddle River, NJ, 2002) 342, sayfaya bakabilirsiniz,
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(a)
40 _ L —qay [4.206]
dt m

oldugunu gosteriniz

(b)Her zaman igin {v}'yi d(r)/df olarak tammlayabiliriz (1.32 nolu denkleme
bakiniz).

dtv) g B e
nf g+ i x BBy - Liaxmy @a0n

oldufunu gdsteriniz. _
(c) Ozel olarak, E ve B alanlar: dalga paketinin hacmi boyunca diizgiinseler

mg% =gE+ (v} x B) [4.208] .
oldugunu gosteriniz. Boylece, Ehrenfest teoreminden beklendigi gibi (v)'nin

beklenen deferi Lorentz kuvvet yasasina gore hareket eder,

s#+Problem 4.60 (Oncelikle 4.59 nolu probleme bakiniz)
A=Daj-y) Ve g=K2

olarak verildigini varsayahm. Burada B, ve X sabittir,
(a) E ve B alanlarm: bulun. _
(b Bu alanlar iginde bulunan, kiitlesi m ve yiikil ¢ olan bir pargacik igin izin verilen
enerji degerlerini bulun. Yanu:

E(ni,n2) = (n + Phot+ (+ Phoz,  (m,n2=0,1,2,..)  [4.209]

Burada @ = gBym ve @y = 2gK/m dir. Agiklama: K = 0 durumu siklotron
hareketinin kuantum benzeridir. @ klasik siklotron frekansidir. Pargacik z-yoniinde
serbesttir. (7 +4)Fw, enerjilerine Landau diizeyleri*® denilir.

**Problem 4.61 (Oncelikle 4.59 nolu probleme bakimz) Klasik elektrodinamikte A ve
@ potansiyelleri rek olarak belirlenemezter'’; bu nedenle fiziksel bitytiklikler E ve B
alanlaridr.

% Daha iferi dizeydeki tartisma igin Ballentine {26. dipnot), 11.3. Kesime bakimiz.
¥ Ornegin, Griffiths (30. dipnot), 10.1.2. Kesime bakabilirsiniz.
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“ () L, = Hy — H; olup olmadigimi kontrol ediniz. Burada her bir H, m = A/a” kiitleli ve
frekanst @= 1 olan bir harmonik salimict Hamiltonyenidir.

(d) Harmonik salinic) Hamiltonyeninin dzdegerlerinin » = 0, 1, 2, ... olmak lizere
(n+ 1/2)heile verildigini biliyorsunuz (2.3.1. Kesimde verilen cebirsel teoride,
bu sonu¢ Hamiltonyenin formundan ve kanonik sira degistirme bagintilarindan
ortaya ¢ikar). Bu sonucu kullanarak L,’in dzdegerlerinin tamsayilar oldugunu
gosteriniz,

Problem 4.58 Genel bir durumda bulunan (4.139 nolu denklem) 1/2 spinli bir pargacik
i¢in S, ve §,’deki minimum belirsizlik kosulunu elde ediniz (yani 75 O, 2 {K/2) |<SZ>

ifadesindeki egitlik durumuna bakacaksmiz), Yant: Genellikten higbir sey kaybetmeden
a’'y1 reel alabiliriz. Boylece minimum belirsizlik igin gerekli kosul &’nm saf reel veya
saf sanal olmasidir.

**+*Problem 4.59 Klasik elektrodinamikte, E ve B elektrik ve manyetik alanlar iginde
v mziyla hareket eden g yikli bir pargacigin tizerindeki kuvvet Lorentz kuvvet
yasasiyla verilir:

F=¢gE+vxB), [4.202]

Bu kuvvet bir skalar potansiyet enerji fonksiyonunun gradyenti olarak ifade edilemez ve
bu ylzden Schrodinger denkifemi, 1.1 nolu denklemle verilen orijinal formuyla
kullanilamaz. Ancak
v
ih—at— = HY i4.203]

seklindeki formunu kullanirsak sorun ¢ikmaz. Klasik Hamiltonyen™
t .
H=—(p—qA)? ,
o (p—qA)" +q¢ [4.204]
dir. Burada A vektor potansiyel (B = V x A) ve ¢ skalar potansiyeldir. Elektrik alan

E = —Vp-0A/0t ile verilir. p—»(#/)V kanonik atamast yapilirsa Schrodinger
denklemi

maq’—tl hy A2+ W 4205
ar lam\iv 71 7% [4.205]

olarak elde edilir,

s Omegép, H. Goldstein, C. P. Poole and J, L, Safko, Classical Mechanics, 3rd ed. (Prentice Hall,
Upper Saddle River, NI, 2002} 342. sayfaya bakabilirsiniz.
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(a)
diry 1
= —{(p—gA 4.206
5 = P —qA) [4.206}

oldugunu gosteriniz

{(b)Her zaman i¢in (v)'vi d{r)/dr olarak tammlayabiliriz (1.32 nolu denkleme
bakimiz),

d(v) q q*
— = — — — —{(AxB 4207
m- q(E)+2m((p><B B x p) m(( x B}) [ ]
oldugunu gisteriniz,
(¢) Ozel olarak, E ve B alanlari dalga paketinin hacmi boyunca diizgiinseler
m% =qg(E+ (v} x B) [4.208] .

oldugunu gdsteriniz. Boylece, Ehrenfest teoreminden beklendigi gibi (v)’nin
bekienen degeri Lorentz kuvvet yasasina gore hareket eder,

sxxProblem 4.60 (Oncelikle 4.59 nolu probleme bakmniz)
, N
A= ~2—9(x1 —yi) Ve =K

olarak verildigini varsayalim. Burada B, ve X sabittir,
(a) E ve B alanlarmi bulun.
{(b) Bu alanlar iginde bulunan, kiitlesi m ve ylkii ¢ olan bir pargacik igin izin verilen
enerji degerlerini bulun. Yarut:

E(nl’ nl) = (nl + %)hOJ]_ + (n2 + %)ths (nla ny = Os ]1 2a .. .) [4‘209]

Burada @y = gBy/m ve an = 2gK/m dir. Agklama: K = 0 durumy._siklotron
hareketinin kuantum benzeridir. ax klasik siklotron frekansidir. Pargacik z-ytniinde
serbesttir. (nl +-‘2~) Fuw, enerjilerine Landau diizeyleri® denilir.

+*Problem 4.61 (Oncelikle 4.59 nolu probleme bakiniz) Klasik elektrodinamikte A ve
@ potansiyelleri rek olarak belirlenemezler'’; bu nedenle fiziksel biiyiklikler E ve B
alanlaridir.

% Daha fleri ditzeydeki tartigma igin Ballentine (26. dipnot), 11.3. Kesime bakiniz.
* Ornegin, Griffiths (30. dipnot), 16.1.2. Kesime bakabilirsiniz.
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(a)

dA

o =¢p-—, A=A4+VA [4.210]

ar’
olarak tamimlanan potansiyellerin, ¢ ve A ile elde edilen alanlar ile ayru alanlar
verdigini gosteriniz. Burada A konwm ve zamanit keyfi bir reel fonksiyvonudur.
4210 nolu denkleme ayar doniiglimil denir ve teorl avar degismezlifine
sahiptir.

(b) Kuantum mekaniginde potansiyeller dogrudan rol oynarlar ve bu nedenle
teorinin ayar degismez kalip kalmadifmi bilmek énem kazanir.

P = ple My {4.211]

ile verilen W 'nin ayar doniistiriilmils ¢ ve A’ potansiyellerini igeren

Schrodinger denklemini (4.205 nolu denklem) sagladiimi gosteriniz. ¥/,
¥ *den sadece bir faz carpam kadar farkli oldugundan aym fiziksel durumu
temsil etmektedir®™ ve teori ayar degismezdir (daha ileri diizeyde tartisma igin
10.2.3. Kesime bakiniz).

* Yani (ry ve d(r)/dt degismeden kalir. A konuma bagl oldugundan ¢p) (p, (WD}V operatoriyle temsil
edilmekie) degigir. ancak 4.206 nolu denklemden buldugumuz gibi p, bu baglamda mekanik momentum
my’yi temsil etmez (Lagrange mekaniginde buna kanonik momentum denilir).

5. BOLUM

OZDES PARCACIKLAR

5.1 IKI PARCACIKLI SISTEMLER

Tek pargacik igin ¥{r, #), r wzay koordinatlan ve ¢ zaman koordinatmn bir
fonksiyonudur (simdilik spin’i yok sayacagiz). Iki pargacikh sistemin durumu
l-inci pargacigin koordinattan (r;), 2-inci pargacigin koordinatlari (r;) ve zamanin
fonksiyonu olarak

Y(r, r,f) [5.1]

seklinde yazilir, Bunun zamana gore degisimi her zamanki gibi Schrodinger denklemi
ile belirlenir:

g
(h—— = HW 5.2
"o 5-2)
ve burada H tiim sisteme kargilik gelen Hamiltonyen'dir;
hZ hZ
H=—ooV} e —V? . 5.
o VU V2 + VL1, 1). (5.3

(V operatdrierindeki alt indislerbinci pargacik ve 2-inci parcacigin koordinatlarma
gore olan tiirevleri belirtir). Istatistiksel yorumu:

[ (ry, £z, D dry d°ry (5.4]

1-inci par¢acigm o’r, hacminde ve 2-inci pargacigm & r, hacminde bulunma olasihigidir
ve dogal olarak normlama

[|\Il(r;, T2, DA drp = 1 [5.5]

seklindedir,

201
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| Zamandan bagimsiz potansiyeller igin, defiskenlere aymma yontemi ile tam bir
oziim takimi elde ederiz:

W(r), 13, 0) = Y (ry, rp)e  E [5.6)
ve burada ¥
w2 L
Vi~ Vi + Vi = Ey 5.7)
2my v 2m2 2V v .

zamandan bagimsiz Schrédinger denklemini saglayan uzaysal dalga fonksiyonu iken, E
sistemin toplam enerjisidir.

*xProblem 5.1 Tipik olarak etkilesim potansiyeli sadece iki pargacik arasmdaki bagil

konum vektdrli olan r = r; — ry’ye baghdir. Bu durumda R=(mr, +m,v,)/ (m +m,)

(ktitte merkezi) tamimlayp, r; ve rp degiskenlerini r ve R cinsinden yazarsak,
Schrodinger denklemi degiskenlerine ayrilabilir duruma gelir.

(@r =R+ (u/m)r,r=R-(u/m)veVi=(u/ m)Vp+ Vs Vy=(u/m)Vp -V,
oldugunu gosterin, Burada
mimsz

_— [5.8]
i+ ma

i

olmak iizere indirgenmis kiitle’dir.

(b) Zamandan bagimsiz Schrodinger denkleminin agagidaki sekli aldigim gdsterin.

]

i 2 2 2
Vhy - oV VO = BV,

2(my + m2)

(©) v (R, r) = ¥x(R) ¥,(r) seklinde degisken ayrmu yapinz. Ya]{l}z_, burada ¥,
m’nin yerini indirgenmis kiitlenin aldig:, ¥ potansiyelli ve Er t'ener_ull tek pargacik
icin Schrodinger denklemini saglarken, v g'nin m’nin yerini (ml. + my) toplam
kiitlesinin aldigi, sifir potansiyelli ve Ep enerjili tek pargac1!< i¢in Schridinger
denklemini sagladigina dikkat edin. Bu bize kiltle merkezin}n §erbest pargacik
gibi hareket ettigini ve bagil hareketin (2-inci pargacifin 1-1p91 pargqmga gﬁr'e
hareketi) ise kiitlesi indirgenmis kiitle olan, ¥ potansiyeli ile etkilegen b'1r
pargacipin  hareketiymis  gibi  oldugunu  soyler. Aynll ayngtirma Klasik
Mekanikte' de olur: fki cisim problemini bir cisim problemine indirget.

! Jerry B, Marion ve Stephen T. Thomnton, Cléssical'ﬁynamics aof Particles and Systems, 4 th ed,,
Saunders, Forth Worth, TX (1995), 8.2, Kesime bakimz.
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Problem 5.2 5.1 nolu problemin yardimu ile hidrojen gekirdeginin hareketini sadece
elektron kiitlesi yerine indirgenmis kiitle koyarak duizeltebiliriz,

(a) Hidrojenin baglanma enerjisinin hesaplanmasinda m yerine p kullanilmasmn
(4.77 nolu denklem) yol agtig1 hata ytizdesini (iki basamaga kadar) hesaplaym.

(b) Hidrojen ve dbteryum i¢in kirmizi Balmer cizgileri (n=3 — n = 2) arasindaki
dalga boyunda ayrigmayt bulun.

(¢) Pozitronyum’un (protonun yerini bir pozitronun aldigi durum. Pozitronlar
elektronlarla aym kittleye fakat zit yilke sahiptirler.) baglanma enerjisini bulun.

(d)Elektronun yerini miiyonun aldigi durum olan mtiyonik hidrojenin varhgmr
gostermek istedigimizi varsayalim (miyon elekiron ile aym yitke sahip fakat
206.77 kat daha agirdir), “Lyman-a” gizgisini (n =2 — n = 1) nerede, bir bagka
deyisle hangi dalga boyunda arardiniz?

Problem 5.3 Klor’iin dogal yollarta olusan CI** ve CI*? oimak tzere iki izotopu vardr,
HCl’nin titregimsel spektrumunun Ay = 7.51 x 10" kadar bir aralikla ayristirilmis ¢ok
yakin ¢iftlerden olustugunu gdsterin. Burada v yayilan fotonun frekansidir. Yardim: HCI
molekiliint a):\/m frekansli harmonik bir salmer gibi digtinttn ve x 5.8 nolu
denklemdeki indirgenmis kittledir. Her iki izotop igin £'nin aym oldugunu varsayin.

3.1.1 Bozonlar ve Fermiyonlar

l-inci ve 2-inci pargacigin swrastyla v (r) ve w,(r) tek pargacik durumlarinda
olduklarni varsayalim. O zaman v (ry, r,), bu iki durumun basit bir garpim olur:”

Yr{r, 1) = Y (T (ry). [5.9]

Dogal olarak bu, pargaciklarin ayirt edilebilir olduklarinm varsayiimasi demektir, Oteki
tirld, 1-inci pargacigin ¥, durumunda ve 2-inci pargacigin ¥, durumunda oldugunu
iddia etmenin bir anlami kalmazd: ve soyleyebilecegimiz tek sey hangi pargacigin hangi
durumda oldugunu bilmeden birinin ¥, duramunda digerininde ¥, durumunda
bulundugu olurdu. Ciinkdi, pargaciklar her zaman ayirt edilebilirdir. Klasik Mekanikte
hangisinin hangisi oldugu sorusu giliing olurdu, Birini kirmiziya digerini maviye

* Her iki pargacikli daiga fonksiyonuaun iki tek pargacik dalga fonksiyonunun ¢arpimi oldugu kesinlikle
dogru degildir. Bu gekilde ayristirilamayan ve dolanik dive adlandirfan durumlar vardir. Ote yandan,
1-inc¢i pargacik a durumunda ve 2-inci pargacik & durumunda ise, o zaman iki pargacikll durum bir garpimdir,
Ne dugindbgunizd biliyorum: “Nasil olurda I-inci pargacik herbangi bir durumda bulunamazken 2-inci
pargactk bagke bir durumda bulunabilir?” Buna klasik dmek tekli spin dizenegidir (4.178 nolu denklem). Size
L-inci pargacigin sadece kendisinin durumu ile ilgili bir sey soyleyemem glink( 2-inci pargacigm durumu ile
“delamk™tr (Schrodinger’in gtizel tamimlamast). Eger 2-inci pargacik igin yapilan 8lgimde durumy asag
spinli bulunursa, l-inci pargactk yukgr: spinli olur. 2-inci pargactk yukar: spinti bulunursa, o zaman 1-inci
parcacik agag spinli olur.
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Zogalztgbﬂir veya_l‘@ze.rlfsrine kimlik numaras: yapistirabilir ve onlar takip edecek azel
elee ketr olferktutablhrsml;z. Fakat kuantum mekaniginde durum temelde farkhdir., Bir
U kirmiziya boyayamazsiniz veyva lizerini etiketl ini ‘

dedektifin gdzlemleri kagimlmaz ve &usérii i sekitde clotronan o
dektif gorillemez bir sekilde elekir

degistirir. Bu sadece bizim hangi isi miyor ot
isti gi elektronun hangisi oldupgunu bilemi

Gegidi, COnlet o 7 hang ' . g nu bilemiyor olmamizdan

o i y su” elektron diye bir sey yok. Soyleyebilecegimiz tek sey

K " .

: al:i?gﬁlr rr}x;llfnagllg; acrzyzrt gdzl;mez pgrq;acﬂdarmm varhgim ¢ok giizel bir sekilde icinde
L. i angl pargacigin hangi durumda oldugunu gosterebilmek ici

degz,mrm'evozellzgz gostermeyen bir dalga fonksiyonu olustururuz JISQm e

gergekte iki yolu vardir; | yepmann

Vi (1, 12} = Al () () + WY (r ) (r2)]. (5.10]

Yani, teori bize iki i 5

’ cesit Ozdes pargacifin var oldug Svlii : o
o B . gunu séyllivor, Art
gosterilen bozonlar ve eksi igareti ile gdsterilen fermiyonlardlrvyos)}fle y 1 igareti ile

{spini tamsayr olan tim pargaciklar bozon ve
[5.11]

spini yarim tamsay: olan tiim parcaciklar fermiyondur,
gg;;gr:f]zbl;tatlztl}l]( arasmdalil bu .111§'k1mn varhgr relativistik kuantum mekaniginde
iir (daha sonra gérecegimiz gibi bozonlar ve fermiyonlar oldukga farkl

istatistiksel ozelliklere sahipti ivisti )
kabul ediliy.? iptirler). Relativistik olmayan durumda bir aksiyom olarak

Buradan ¢ikan 6zel sonu T .
¢ sudur: 7ki 6zd. Bmedin ik
bulunamazlar. Ciinki, wai ¥y olurls(:lf es fermiyon (5megin iki elektron) aym durumda

V=11, 12) = Al (1) Wa(r2) — Ya )W (r)] = 0

i .. _—y .
g 13;;:; :liﬂ[;;ie L}}ler c(ilalgzlzdfonkmyonu kalmaz.' Bu ¢ok bilinen Pauli disarlama
a bir gey degildir. Soyle ya da bdyle inandirilms ileceginiz gibi
: : $ olabileceginiz gib
dz;tilge:e ;:;1 !f;c)!g]eu :&ektrloniira uygulanan bir vdrsaymm degil, iki pargacglkh s%sltelmtl,g
olugturmanm  kurall g tim &
par¢aciklara uygulanan bir sonugtur. L orttye, sartagy v tum - Sades

?lglfgﬁllabilir olsun diye bir parg'amk ¥, durumunda iken dteki parcacigin v, durumunda
unu varsayalmm. Problemi matematikse] olarak ortaya koyacak gok daha genel ve
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giizel bir yol var: Iki parcacigin yerlerini degistiren P deBigtokus operatdriini
taumlayalim:
Pfiry r2) = frg, 1), [5.12]

Asikar olarak, P? = 1°dir ve bu.da P’nin dzdegerlerinin 1 oldugunu gosterir (kamtin
kendiniz yapm), $imdi iki pargactk 6zdes ise, Hamiltonyen pargaciklari aym sekilde ele
almal: m, = my ve ¥(r;, 1) = (s, ®). Bu da, P ve A’nm uyusumlu gizlenebilirler
oldugunu sdyler,
| [P.H] =0 [5.13]
ve boylece her iki operatdriin ortak $zdurumlar: olan tam bir fonksiyon takimi elde edilir.

Bir bagka deyigle Schrodinger denklemine yle ¢dztmler buluruz ki bu ¢ziimler degis-
tokug islemi altida ya simetrik (+1 6zdegerli) ya da antisimetrik (-1 dzdegerli) olurlar.

Wiry, 1) = T(r, 1)) {5.14]

Ayrica, bir sistem baslangigta boyle bir dwrumda ise, aym durumu koruyacaktir.
Simetrilestirme kosulu diye adlandiracagm bu yeni kural sunu ifade eder: Ozdes
pargactk dalga fonksiyonlari 5.14 nolu denklem ile verilen kosulu saglamak

zorundadirlar. Ast isareti bozonlar igin, eksi isareti fermiyorniar igindir.S Bu 5.10 nolu
denklemi dzel bir durum olarak igeren genel bir ifadedir.

Ornek 5.1 Birbirleriyle etkilesmeyen iki pargacigimizin (birbirlerini es gegen) oldugunu
varsaym (pratikte bunu nasi olusturacagmiz: dert etmeyin). Pargaciklarin her ikisinin de
kiitlesi m olsun ve sonsuz kuyu potansiyelinde bujunsunlar (2.2. Kesim). Tek pargacik

durumian asagdaki gibidir:

Yrp(x) = \/2 sin (]Eix) . E,=nkK.
a a ‘

Burada kolaylik olsun diye K = AR ma”® alinmustir. 1-inci pargacik »; durumunda ve
2-inci pargacik #, durumunda olacak sekilde pargaciklar ayirt edilebilir ise, bilesik dalga

fonksiyonu basit bir ¢arpim olus:
Vi (1 %2) = Wiy Wy (32), Bz = (7 + D)K.

5 Bazen 5.14 nolu denklemde verilen simetrilestirme kosulunun P ve A'min sira degistirebilme

dzelliginin somicu oldugu sdylenir. Bu dogru degildir: Hamiltenyeni simetrik olan ve bununla beraber dalga
fonksiyonu zerinde simetrik ya da antisimetrik olma kosulu olmayan iki epyirf edilebilen pargacikl (rnegin
bir elektron ve bir proton) sistem disinmek pekala mimkiindiir. Fakat dzdes parcaciklar ya simetrik ya da
antisimetrik durumda olmak zorundadiriar ve bu yeni bir temel yasadwr. Dogal olarak, ozdes pargaciklar gibi
bir seyler var olmak zorunda degitdi: dogada her bir tek pargacik digerlerinden ayirt ediliyor olabilirdi.
Kvantum mekanipi ozdes pargacik olasdrgon ortaya koyurca, tembel doga da firsat; kagirmadi. (Bundan

sikayet etmiyorum giinki bu her seyi ok daha basit kiltyor!).

Ul’lutma 1 hala Spin: ghzdnlne allll oruz. Bu vok sayima sizi rahatsiz edi orsa (ne de 0l8a spInsiz

fermiyon termi!a(}lofik Olal'ﬂk da bi iski i
ir cel
1 | ] oy v l$li, ayit spin dlimmuﬂda Olduklﬂlllll \fﬂlsﬂyln. Cok gewlledml Spilli
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Ornegin, taban durumuna bakarsak,
2. .
Yy = P sin(mxfa)sin{mxy/a), E\ =2K
dir ve ilk uyariimig durum 2 kez katlidir (yozdur},
2 .
¥z Z'E sin{zx) fa) sin(2rxs/a), E|; = 5K,
2. .
oy = 2 sin{2mxy/a) sin{mxafa), Ey =5K;

ve digerleri boylece devam eder. Iki pargacik dzdes bozon ise, taban d i
. . , urumu d
fakat ilk wyaritmig durum karlr degildir: camez

2
— [sin(mx;/a) sinQ2rxy/a) + sin(2mx, /a) sin(wxz/a)].

ClEnerji hala 5K’dir. Pargaciklar dzdes fermivon ise, 2K enerjili durumlar yoktur, taban
urumu ,

2., .
— [sin(mx, /a) sin2rxy/a) — sin(2r x| ja) sin(rxz/a)]

seklindedir ve enerjisi 5K’dir.

*Problem 5.4

(a) ¥, ve v, birbirlerine ortogonal ve normianmug ise, 5.10 nolu denklemdeki A4
sabitini bulunuz.

(b} Eger ¥, = v, ve normlanmig ise, 4 sabiti nedir? (Bu 6zel durum dogal olarak
sadece bozonlar igin gegerlidir).

Problem 5.5

(a) Sonspz kuyu_ potansiyelinde birbirleri ile etkilesmeyen iki dzdes pargacik igin
Hamlltopyeni yaziniz, 5.1 nolu rnekte verilen fermiyon taban durumunun A nin
uygun bir 6zdegerine kargilik gelen bir dzfonksiyonu oldugunu gésterin.

(b) Ayirt edilen pargaciklar, dzdes bozonlar ve 6zdes fermiyonlar igin ayr1 ayri 5.1

nolu S‘)mekte bulunanlardan sonraki iki uyarilmis duruma karsilik gelen dalga
fonksiyonlarim ve enerjileri bulunuz.
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5.1.2 Degistokus Kuvvetleri

Simetrilestirme kosulunun gergek anlamda ne yaptigmi bir parga olsun gtsterebiimek
igin basit, bir boyutlu bir drek Gizerine ¢aligacagim. Bir pargacifin yr,(x) durumunda,
digerinin de v,(x) durumunda oldugunu ve bu iki durumun da ortogonal ve normlanms
oldugunu varsayahm, Eger bu iki pargacik aywt edilebilir ise ve 1 sayis1 v, durumunda
olan pargacip1 gosteriyorsa, 0 zaman sistemin dalga fonksiyonu

W (x1, x2) = Yo () e (x2) [5.15]

seklinde yazabiliriz. Bu iki pargacik ozdes bozonlar ise, bilesik dalga fonksiyonu
(normlama i¢in 5 nolu probleme bakimiz)

1

Vil x) = ﬁ[%(m)h’fb(xz) + ¥plx1)¥alx2)] [5.16]
ve eger bunlar 6zdes fermiyonlarsa, sistemin dalga fonksiyonu
b3 = Va0 ) — oG] (517

seklini alir,
iki pargacik arasindaki mesafenin karesinin beklenen deerini hesaplayalim:

((xp — 20 = (D) + (ad) = 2(x1x2). (5.18]

1. Durum: Ayirt edilebilen pargaciklar. 5.15 nolu denklem ile verilen dalga
fonksiyonu igin

o = [ ot [l = @
(', tek pargacik durumunda x*nin beklenen degeri),
o) = [ e dn [ ol an = (2,
olur ve
i) = [ xaivat [ oo dsa = 1o
elde edilir. Bu durumda,
(= x2)Ma = (xDa + (2 — 2(x)a (XD [5.19]

olur. (Aklima gelmisken, 1-inci pargacik v, durumunda ve 2-inci parcactk ¥,
durumunda olmus olsalardi, yamt dogal olarak ayni oldurdu).
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2. Durum: Ozdes parcaciklar. 5.16 ve 5.17 nolu denklemleri ile verilen dalga
fonksiyonlar igin

(x}) = %[ f a i Gep? daxy f s (x2)|* dxa
+fx12|Wb(X1)t2dX1f!%(m)lz dxp
i’fx%ﬂfa(ﬂ)*?!fb(ﬂ)dnf?lfb(xz)*lifa(xz) dxz

i'jx%‘/fb(m)*l.ifa(m)dm fWa(xz)*Wb(XZ)dXQ:I

1r,2 2 1y 2
= [+ h T 0z 0] = 2 (00 = ()
elde edilir. Benzer sekilde,
1
() = 3 (02 + %)

bulunur. Pargaciklar ayirt edilemez oldugundan, dogal olarak <x§) = (xf) olur. Fakat,
tura) = 5[ [ mlvat P s [ vt dx
+ [ameotan [ ahveoldn
£ [t e dm [ sttt s

i‘fﬂl#b(xi)*%(xl)dxifxz%(xz)*y'fb(xz}dxz}

= %((X)a(x)b + (X p{x)a Tlxhan{t)ba "i_'(-’C)ba(JC)a;;)

= {x)a(x)p £ 1(x)apl?
olur. Burada

{(X)ap =. f x4 () Ya(x) dx [5.20]

dir. Baylece,
(1 =) = (%) + &%) — 20000 () F 21 (%) apl? [5.21]

elde edilir. 5.19 ve 5.21 nolu denklemleri kiyasladigimizda, farkin en son terimde
yattiging gbririiz.

(A% 1 = (A T 2wl [5.22]
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+ F F + F + + F
) s
P P 2 B

(a) (b)

SEKIL 5.1: Kovalent baglanmanin sematik ghsterimi: (a) Simetrik diizenek ¢ekici kuvvet’e
sebep olur. (b) Antisimetrik diizenek itici kuvvet’e neden olur.

Ozdes bozonlar (ustteki isaretler) ayn durumda bulunan iki ayirt edilebilir pargaciga
nazaran daha yakin olmak isterlerken, dzdes fermiyonlar (alttaki isaretler) ise daha ayrik
olmak isterler. Bu iki dalga fonksiyonu iist diste himmedikleri siirece, {x)s'min sifir
olduguna dikkat edin (¢ ,(x)'in sifir olmadigi her yerde ¥,(x) sifir ise, 5.20 nolu
denklemde integral sifir verir). Yani, v+, Chicago’daki bir atomun bir elektronunu
temsil eder ve v, de Seattle’daki bir atomun bir elektronunu temsil ederse, dalga
fonksiyonunu antisimetrik yapip yapmamamiz higbir degisiklige yol agmayacaktir. Bu
nedenle pratik yaklagim olarak Ust iiste binmeyen dalga fonksiyonlarina sahip
elektronlarin ayirt edilebilir oldugunu séylemekte bir sakmca yoktur, Ashnda bu
fizikgilerin ve kimyacilarin onitnil agan fek seydir. Ciinkii genel olarak evrendeki her bir
elektron diger bir elektrona dalga fonksiyonlarmin antisimetrik olmasi kosulu ile
baghdir ve eger bu gercekten onemli olsaydl, var olan fim elektrontarla muhatap
olmaya hazir olmadigimiz stirece higbir elektron hakkmda konusamazdik.

Hging olan durum dalga fonksiyonlarmm st liste bindigi durumdur. Sistem Gzdes
bozonlar igin sanki pargaciklart birbirine dogru geken “gekici kuvvet” varmiy gibi,
ozdes fermiyonlar i¢in pargaciklari ayristiran “itici kuvvet” varms gibi davranr
(simdilik spin’i yok saydiZimi hatirlayin). Tamamiyla simetrilestirme kosulunun
geometrik bir sonucu olan bu, gergek bir kuvvet olmamasma ragmen —parcaciklar
tizerine etkiyen fiziksel bir sey yok— degistokus kuvveti olarak adlandirilir. Bu avrica,
klasik kargihg: olmayan kuantum mekaniksel bir olaydir. Bununla beraber ok dnemli
sonuglar: vardir. Ornegin hidrojen molekitlimit (H,) gtz Onine alalim. Taban durumu
kabaca, l-inci gekirdekte merkezlenen atomik taban durumunda (4.80 nolu denklem)
bulunan bir elektron ve 2-in¢i cekirdekte merkezlenen atomik taban durumunda bulunan
diger clektrondan olusur. Elektronlar bozon olmus olsalards, simetrilestirme kosulu (ya
da isterseniz, “degistokus kuvveti’) elektronlari iki proton arasinda ortada
vogunlagtmrdi (5.1 (a) nolu sekil). Ortada olusan bu negatif yitk birikimi kovalent
baglanmay® olusturan protonlarn igeriye dofru ¢ekilmesine yol agar. Ne yazik ki,
elektronlar bozon degil fermiyondur. Bu da negatif yik yogunlugunun gergekte
molekiili pargalayacak sekilde (5.1 (b) nolu sekil) disariya dogru kaymasim gerektirir.

¢ Kovelent baglanma, paylagilan elektronlann gekirdekler arasinda toplandifinda olugur. Bu da
atomlarin birbitlerine dogru gekilmelering yol agar. Bunun /i elektron igermesi gerekmiyor. 7.3 nolu kesimde
sadece bir elektron igeren kovalent baglanma ile kargilagacagiz.
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Bir dakika! Simdive kadar spini yok sayiyorduk. Elekironu .eksiks-iz ta-rlumllaylar!
durum fonksivonu sadece onun uzay dalga fonksiyonunu degil, spin yonelimini
tamimlayan spindrli de icerir:’

Y {T)x (S). [5.23}

iki elektrontu durumu olusturdugumuzda dalga fonksiyonunun sadece uzay kismi degil
tiimit degistokus altinda antisimetrik olmahdir, Simdi 4.177 ve 4,17 8 nglu denklemlerle
verilen bilesik spin durumlarina baktigimizda ticlii bilesimler simetrik 1klen (bu da uzay
kisminin antisimetrik olmasini gerektirir), tekli bilegimler antisimetriktir (bu da dalgg
fonksiyonunun uzay kismmin simetrik olmasmi gerektirir). O zaman, asikar olarak, tekli
durumlar bag olusturmava, tglii durumlar bag olusturmamaya yol agar. Gergekten de,
kimyacilar bize kovalent baglanmanim toplam spini sifir olacak sekilde tekli durumu
isgal eden iki elektronu igerdigini soyler.®

*Problem 5.6 Sonsuz kuyu potansiyelinde her biri m kitleli ve etkilesmeyen iki
pargacik diisiiniin. Bunlardan biri v, durumunda (2.28 nolu denklem) ve digeri de ¥,
durumunda ise (/ # #), asagidaki dzel durumlar i¢in {(x; — xz)z}’y_i lllelsaplaymm (Ia) her
ikisi ayirt edilebilen pargacik, (b) her ikisi 6zdes bozon ve (c) her ikisi zdes fermiyon.

Problem 5.7 Birinin ¥ ,(x) ve diger birinin ¥ »(x} ve de diger kalanm ¥ (x) durumunda
olan iig pargacifimz olsun. v, ¥, ve ¥./nin ortogonal olduklanm varsayin ve
asagidaki 6zel durumlar igin Gg pargacikh durum fonksiyonunu 5.15, 5.16 ve 5,17 nolu
denklemlere benzer sekilde olusturun. (a) ayirt edilebilen pargacikiar, (b) E?Z{Ele§ bozonlar
ve (¢) dzdes fermiyonlar. (b)'nin herhangi bir pargacik giftinin yer dlegwtirme altinda
tiimiiyle simetrik olmas: ve de (c)'nin antisimetrik olmasi geregini ak1lda tutupuz.
Actklama: Tumilyle antisimetrik dalga fonksiyvonlarimi olugturmada giizel bir kestirme
yol var: 1-inci sirast ¥ ,(x,), ¥ slxs) ¥o{x) vb. 2-inci srast ¥ (xs), 1{1',5:(.762) ¥(x;) vb. ve
dylece devamn eden Slater determinanti. Bu yol her pargacik sayisi igin ¢aligir.

52 ATOMLAR
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yuklit agir bir gekirdekten olugur. Bu sistem icin Hamiltonyen®

20 R, P yze]l 171 V& &
H = —_— = - — )

; { 2m VJ (47‘[60) rj E + 2 (411"60) j?éZk [r; — gl [5-24]
gseklindedir. Kivrimh parantezdeki terim, ¢ekirdegin elekirik alaminda bulunan
elektronun potansiyel ve kinetik enerjisini temsil eder. j = & terimi haric tim jvek
degerleri iizerinden toplamlan igeren ikinci terim ise, elektronlarm karsilikh birbirlerini
itmeleri ile ilgili potansiyel enerjiyi temsil eder (éndeki 1/2 garpani toplamada bir ¢iftin
iki kez sayilmasindan kaynaklanan hatayr diizeltir). Simdi problem Schrédinger
denklemini

Hy = Evr [5.25]

y(r,r,....r,) dalga fonksiyonlari ig¢in c¢ozmektir. Elektronlar ozdes fermiyon
olduklarindan 3.25 nolu denklemi saglayan ¢oziimlerin timii kabul edilir gbzlimler
degildir. Uzay ve spin kisimlarini igeren tam ¢dziimlerden

Yir, o, .., rz) X081, 82, ... ,82) [5.26}

sadece iki elektronun yerdegistirme islemi altinda antisimetrik olanlari aranilan
¢Oziimler olacaktir. Yani, iki elektron ayn1 kuantum durumunda bulunamaz.

Ne yazk ki, 524 nolu denklemde verilen Hamiltonyene sahip Schrédinger
denklemi gok basit bir durum olan hidrojen atomu (Z = 1) disinda tam olarak
¢bziilemez. Pratik uygulamalar igin ayrintili yaklasik yontemlere basvurmak gerekir.
Bunlardan bazilarmi II. Kisimda inceleyecesiz. Simdilik, elektron itme terimi yok
sayilarak elde edilen ¢8ziimlerin bazi nitel 8zelliklerini kaba hatlariyla ortaya koymay:
planliyorum. 52.2. Kesimde daha fazla elektron igeren atomlarin taban durumlarin
inceleyecegiz.

Z atom numarali ve yliksiiz bir atom Z tane elektronla (m kitleli, —e yiklii) gevrili, Ze

* Spin ve konum arasinda ciftlenim olmadign durumda, durum fonksi_yqnw_unun spin ve uzay kismma
ayrishrilabilir oldugunu varsayma ozgiirlugine sahibiz. Bu, pargacigm spininin yukarn olma qlasmgmm
pargaciiin konumundan bagimsiz. eldugunu soyler. Ciflenim oldugu durumda genel durum fonksiyenu 4,55
nolu problemde oldu gibi lineer kombinasyon seklini alir; g (r)z+ ¥_ (rp. o

¥ Gumlitk difde, elektronlann birinin spin yukan ve digerinin spin ayagt olmak 0zere “zit yén]cpdlrllmis
oldugu soylenir. Ayni sey m = 0 (g3 durum icin de sdylenebileceginden bu biraz faztaca basitlestirme olur.
Tam dogru ifade onlann tekli dozenekte olduklarin séylemektir.

Problem 5.8 525 nolu denklemde Hamiltonyen igin Schrédinger denkleminin

Y(ry, ra...., rz) ¢Ozimind bulabildiginizi varsaym. Bu ¢bziimden, Schrodinger
denklemini aymi enerji ile saglayacak tamamuyla simetrik ve antisimetrik dalga
fonksiyonunu nasil olusturulabileceginizi anlatin.

* Qekirdegin duragan oldugunu varsaytyorum, Cekirdegin hareketini indirgenmis kitle kullanarak
probleme dahil etme (5.1 nofu problem) yontemi sadece iki cisim problemi icin galigrr, Neyse ki, gekirdek
elektronlara kivasla gok daha afir oldugundan dizeltme terimi hidrojen atomu igin bile gok ¢ok kugiktir
(5.2F nolu problemin (a) sikkina bakm). Daha agir atomlar igin by duzeltme terimi ¢ok daha kogoktor.
Elektron spinlerinin manyetik etkilesmelerinden, relativistik  diizeltmelerden  ve gekirdegin  sonlu
boyutlarindan kaynaklanan ¢ok daha ilging etkiler vardir. Bunlara daha sonraki baltimlerde bakacagiz. Fakat
bunlarn hepsi 524 nolu denklem ile tammlanan “katiksiz coloumb™ atomuna vapilacak g¢ok kiigiik
dilzeltmelerdir.
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| 5.2.1 Helyum

Hidrojen’den sonra gelen en basit atom Helyum’dur (Z = 2). Hamiltonyen her bir
elektron igin yaziltan iki Aidrojenimsi

h? 1 262 h? 1 267 1 2
HE{ e LEJF[_MV%_, <y —L 527

m ! drey n dren ra 4reg |y — 12

Hamiltonyen'den (¢ekirdek yiikii 2e) olusur. Bunlara ek olarak Hamiltonyen’de
elektronlar arasindaki itmeyi tamimiayan bir terim daha vardw. Biitiin zorluklarin
kaynag: iste bu son terimdir, Eger bu terimi gormemezlikten gelirsek, Schrodinger
denklemi ayrigtirilabilir olur ve ¢oziim hidrofen dalga fonksiyonlarinin ¢arpim olarak
yazilabilir:

P, r2) = Vaim TV (r2). [5.28]

Bu dalga fonksiyonlari yarim Bohr yarigapldir (4.72 nolu denklem) ve enerjileri Bohr
enerjilerinin (4.70 nolu denklem) dort katidir. Bumun neden boyle oldugunu
goremiyorsaniz, 4.16 nolu probleme geri doniip bir bakin. Toplam enerji

E = 4(E, + Ep) [5.29]
olur ve burada E, = ~13.6/n" ¢V'dir. Taban durumu (4.80 nolu denkleme bakin)

8 )
YolEs, £2) = Yro0(@)iaco(rs) = —ge 201 [5.30]
geklini alir ve bu doruma karsihik gelen enerji

Ep = 8(—13.6 eV) = —109 eV 15.31]

dir. yg simetrik bir fonksiyon oldugundan, spin durum fonksivonu awtisimerrik olmak
zorundadr ki helyurmun taban durumu spinteri “zit yonelmis” fekli durum olabilsin.
Helyum'un gergek taban durumu gercekten bir teklidir. Fakat taban durumunun deneysel
olarak belirlenen enerji degeri —78.975 eV’dir. Oyleyse deney ve teori arasmda bir uyum
yok. Bu hi¢ sagirtic1 bir sonug degil: Hig de kiigiik o/mayan elektron itmesini ihmal ettik.
5.27 nohi denkleme bakidiginda pozirif oldugu kesin olan bu katka biraz rahat nefes aldirm,
Topiam enerjiyi —109 eV'den ~79 eV’ye digiriir (5.11 nelu probleme bakin).

Helyum'un uyarilmis durumlar hidrojenimsi taban durumundaki bir elektron ve
uyartdmig durumlardaki diger elektrondan olugur:

Yrim¥r100- [5.32]

Her iki elektronu da uyarithmis durumlara yerlestirmeye galigirsamiz, bir tanesi hemen
taban durumuna iner ve bu gegisi yaparken diger elektronu enerji spektrumunun sirekli
bolgesine (E > 0) itebilmeye yetecek enerji salar. Bu da sizi bir He" ivonu ve bir serbest
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elektron ile bag baga brrakir, Bu ilging bir sistem olmasina ragmen (5.9 nolu probleme bakin}
su an ilgi alamimiza giren bir sey degildir. Hem simetrik hem de antisimetrik diizenekleri
aligiimis yolla olusturabiliriz (5.10 nolu denklem). Ilki antisimerrik bir spin diizenegi (tekli
durum) gerektirirken, sonraki simerrik bir spin dilzenegi (iiglii durum) gerektirir, Tekli
dizenek parahelyum, ugli diizenek ortohelyum olarak adlandmbr. Taban durumu
parahelyum olmak zorundadir. Uyartlmis durumlar her iki sekilde de olusturulabilirler. Daha
gnce 5.1.2. Kesimde tartistifzmiz gibi, simefrik uzay durumlan eleldtronlarr daha
yakinlagtirdifh1 igin, parahelyum durumlarin daha yitksek enerjiye sahip olmalarins bekleriz.
Gergekten de deneysel olarak parahelyum durumlarm ortohelyum benzer durumlarina
kiyasla daha yliksek enerjiye sahip olduklan gézlenmistir (5.2 nolu sekle bakin).

Parahelyum Ortohelyum
0 15 1P 1D 1.,:' SS 3P SD SF
4+ 4P AD T 4F +
_1]4s 4ol 4PT 4Dt 4F
3Pt 3D 1 3p
35+ | 9P
ol 38+
&
2z
= -3}
2
w 2P+
2pl
4281
25+
-5+
{15 at -24.5 eV)

SEKIL 5.2: Helyum atomunun enerji dilzey diyagram (buradaki notasyon 5.2.2. Kesimde
agiklandd) gibidir). Parahelyum enerjilerinin ortohelyum enerji benzerlerine gore daha
yiiksek olduklarina dikkat edin. Dikey odlcekteki sayisal degerler iyonlagyms Helyum
atomunun taban duremuna gére olan deferlerdir. (He"): 4 % (—13.6 ¢V) = —~54.4 eV; Bir
durumun taplam enerjisini elde etmek i¢in 54.4 ¢V n gikarmaniz gerekir,
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Problem 5.9

(a) Helyumun her iki elektronunu »# = 2 durumuna yerlestirdiginizi varsaym, Salman
elektronun enerjisi ne olur?

(b) Helyum iyonunun (He") spektrumunu nitel olarak tanimlayin.

Problem 5.10 Asagidaki durumlar igin Helyum enerji durumlarini tartisimz. (a)

elektronlar dzdes bozon olsalardy, (b) elektronlar ayirt edilebilir ama aymi kiitle ve yitke
sahip pargaciklar olsalardi. Bu “elektron™larin hala 1/2 spinli olduklarini varsaym ki
spin ditzenekleri tekli ve G¢lii olabilsin,

*+Problem 5.11
(2) 5.30 nolu denklemde v durumu igin {(1/r; — =3|)}’yi hesaplaym. Yardum: dnce

fri —rp| = \/flz +ré2 e 2F1F COS By

olacak sekilde kutupsal ekseni r; boyunca yerlestirilmis kiiresel koordinatlarda

- &y integralini alm. & integrali kolay ama pozifif kékii alirken, dikkat edin. r,
integralini 0°dan r\’¢ ve ri’den «’a olmak ilizere iki parcaya ayrmak zorunda
kalacaksimiz. Yanu: 5/4a,

(b)(a) sikkinda elde ettifiniz sonucu kullanarak, helyum atomunun taban
durumundaki elektron etkilesim enerjisini hesaplaymiz. Yanitmiz elektronvolt
‘cinsinden yazmiz ve taban durum enerjisini doBru bulabilmeniz igin Ey'a
ckleyiniz (5.31 nolu denklem). Unutmayin ki, hala yaklasik bir dalga fonksiyonu
kullaniyoruz. Bu nedenle miikemmel bir uyum beklemeyin.

5.2.2 Perivodik Tablo

Daha agir atomlarin taban durumlarinin elektron diizenckleri benzer yolla pargalarin bir
araya getiriimesiyle olusturutabilir. Ik yaklagiklik olarak, her bir elektron Ze yiikli
¢ekirdegin Coloumb potansiyelinde ortibal diye adlandirilan (s, /, m) tek pargacikl
hidrojenimsi durumlarda bulunsunlar (burada eiektronlarmn birbirlerini kargtlikli olarak
itmelerini tamamryla yok sayiyoruz). Elektronlar bozon ya da ayirt edilebilen pargacik
olsalards, hepsi birden (1,0,0) taban durumuna dolusurlard: ve bu gok garip bir kimya
olustururdu, Fakat elektronlar gergekte Pauli disarlama ilkesine uymak zorunda olan
bzdes formiyonlardir. Boylece sadece ik elektron herhangi bir orbitalde (o da ancak bir
elektron yukar: spinli digeri de agag spinli olmak ya da daha dogru olarak tekli durum
diizeneginde olmak kosulu ile) bulunabilirler. Herhangi bir » degeri igin aym enerjili #*
tane hidrojenimsi dalga fonksiyonu vardir. Bu da » = 1 kabugunda 2 elektron, n = 2
kabugunda 8 elektron, » = 3 kabugunda 18 elekiron ve en genel olarak s-inci kabukta
2#" tane elekiron icin yer olmas1 demektir. Nitel olarak Periyodik Table’da yatay
siralar her bir kabugun doldurulmasma karsilik gelir. (Tiim hikaye bu olsa idi, yatay
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siralarm 2, 8, 8, 18, 18 ... vs. yerine 2, 8, 18, 32, 50 ... vs. deferlerine sahip olmalari
gerekirdi. Kisa stire iginde elektron-¢lektron itmesinin bu sayimi nasil degistirdigini
ghrecegiz),

Helyum ile » =1 kabugunu doldurduk. Ovleyse bir sonraki atom olan Lityum (Z = 3)
bir elektronunu # = 2 kabuguna koymak zorundadw. Simdi n =2 igin, /=0 yadai=1
durumlart var. Ugiincii elektron bunlardan hangisini segecektir? Elektron-elektron
stkilesmelerinin yoklugunda her iki durum da aym enerjiye sahiptir (unutmaym, Bohr
enerjileri I'ye degil, »’ve baghdir). Ancak elektronlar arasmdaki itme kuvveti asagida
aciklanan sebepten dolayi I'nin digiik degerini tercih ettirecektir. Agisal momentum
eleltronu disarrya dogru atma egilimindedir. Elektron ne kadar ¢ok disarya agilirsa igteki
eleldroniar o kadar ¢ok gekirdegi perdeler (kabaca en igteki elektronlar cekirdefin Ze
yilkiinii tam olarak goriirler, fakat en digtaki elektronlar etkin yiik olarak e'den birazeik
biiyiik yilk gortirler). Bundan dolayr verilen bir kabukta en diigitk enerjili elektron igin, bir
bagka deyigle en sik1 bagh elektron ig¢in, 7 = 0°dir ve artan 7 ile enerji artar. Boylece,
lityum’daki tigiincii elektron (2,0, 0) orbitalini iggal eder. Bir sonraki atom olan ve Z=4
atom numarasina sahip berilyum da bu durum i¢in uygundur (sadece “zit spinli” dir).
Fakat Z =5 atom numarali bor, /= 1 durumunu kullanmak zorundadir, '

Boylece devam edersek, #» = 2 kabugunu dolduran neon’a (Z = 10) ulasmz ve
periyodik tablonun bir sonraki sirasma gelerek, » = 3 kabufunu doldurmaya baglariz.
Once { = 0l iki atom (sodyum ve magnezyum) var ve sonra / = 1’li (aluminyum’dan
argon’a) altt atom var. Argon’u takip eden » = 3 ve / = 2 olan 10 tane atom “olmal”.
Ote yandan, buna gelene kadar perdeleme efkisi o kadar gliglenir ki bir sonraki kabugun
stiine biner. Bundan dolayi, potasyam (Z = 19) ve kalsiyum (£ =20) n = 3, I = 2 yerine
n =4, 1 = 0 durumunu seger. Bundan sonra geride bwaktifuniz » = 3, I = 2'ye
(skandiyum’dan ¢inko’ya kadar) ve sonra n =4, | = 1’e (galyum’dan kripton’a kadar)
déniip doldururuz. Bu noktada yine bir sonraki kabuga (r = 5) erken bir sigrama yapar
ve n = 4 kabugundaki / =2 ve [/ = 3 orbitallerine gelene kadar bekleriz. Bu karmagik
yaklagim hakkinda daha fazla bilgi edinmek i¢in, herhangi bir atom fizigi kitabma
bakmaniz1 dneririm.

19. yiizynl sperktroskopistlerin gok iyi bildigi nedenferden dolayy, / = 0 durumu
“sharp” a atfen 5, / = | durumu “principal” a atfen p, /= 2 durumu “diffuse” e atfen d ve
! = 3 dwrumu “fundemental” a atfen f olarak adlandmilir. Sanmrim artik bir sey
diisinemeyecek noktaya geldiklerinden, / durumlarm / = 4°den sonra g, A, i, j'yi
atlayarak alfabetik swrayia adlandwddar (£, /, vs.). Bir eleldronun duvrumu #» (say1)
kabugu ve / (harf) yéringesel acisal momentumu belirleyen #/ gifti ile belirlenir.!' Manyetik

1% Omegin, U. Fano and L. Fano, Basic Physics af Atoms and Mofecules, Wiley, New York {1959), 18,
Bolum ya da G, Herzberg’in kiasik yapiti, Atomic Spectra and Atemic Structure, Dover, New York (1944)e
bakmiz.

! Kabuklara da K’dan baglayarak (neden diye sormaymn) keyfi takma adlar verilmigtir. X kabugu igin
n=1 dir, L kabugu igin # = 2 dir, M kabugu igin n = 3 tiir ve boyle devam eder. En azindar alfabetik siray
izlerler.
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kuantum sayist m kullanilmaz fakat sz konusu durumda bulunan elektronlarm sayisim
gastermek igin bir tstel sayi kullanilir. Boylece, agagidaki gibi bir diizenek

(1sY*(25)*2p)* [5.33]

bize (1, 0, 0) orbitalinde iki elektron, {2, 0, 0) orbitalinde iki elektron ve (2, 1, 1), (2, 1,
0) ve (2, 1, —1) orbitallerinin bazi kombinasyonlarinda iki elektronun oldugunu séyler.
Yulkaridaki elektron dagihm diizenegi Karbon’un taban durumudur,

Bu omekte 1 yoriingesel agisal momentum kuantum sayilr iki elektron vardm.

Boylece sadece tek bir parcacigm degil, foplam gbsteren toplam ydriingesel acisal
momentum kuantum sayist L (btyitk L kiigiik [ degil) 2, 1 ya da 0 olabilir. Aym

zamanda iki s elektronlari toplam spini sifir olacak sekilde tekli durumda birbirlerine

kenetlenmiglerdir. 1ki 2s elektronlan da aym diizenektedirler. Ancak 2p elektronian
tekli ya da uglil diizeneklerde bulunabilirler. Boylece toplam spin kuantum sayisi
S (yine bityiik harf ¢iinkii foplam: ifade ediyor) 1 ya da 0 olabilir. Asikar olarak biiyiik
toplam (y&riingesel+spin) J: 3, 2, 1 ya da & olabilir. Bir atom igin bu toplamlarin ne
olabilecegini ortaya koyan kurallar vardir ve bunlar Hund kurallar: olarak bilinir (5 13
nolu probleme bakmuz). Sonuc agagidaki gdsterimle verilir:

Wy, [5.34)

Burada S ve J say1 iken, bu kez roplam bliylikliklerle ilgilendigimizden £ blytik harftir,
Karbon atomunun taban durumu ‘P, oldupu gorilir. Buradaki toplam spin
1 oldugundan sol iist indis 3’tiir ve toplam ydriingesel agisal momentum 1 oldugundan
L igin P yazilir ve biiyiik toplam agisal momenturn sifir oldugu igin, alt indis sifir olur.
5.1 nolu tabloda Periyodik Tablo’nun itk dort swrasi igin her bir diizenek ve toplam

acisal momentumlar 3534 nolu denklem ile verilen gosterim sekli kuilanarak
listelenmistir,

*Problem 5,12

{a) Perivodik tablonun ilk bes sirast icin (ngon’a kadar) elektron dagimmlarin: (5.33
nolu denklemde verildigi seklivie) belirleyiniz ve sonuglarimz 5.1 nelu tablo 116
kontrol ediniz.

(b) 1k dort element icin ilgili toplam agisal momentumian 5.34 nolu denklemde
verilen gosterim ile olusturunuz. Bor, karbon ve azot igin tim olasiliklar
listeleyiniz.

‘ A '
16 element kripton’dan sonra ince yapi, durumlarin sirasin belirlemede onemli rol almaya
basladigindan durum daha karmagik olur. Bu nedenle tablo burada sonlaniyor. Yoksa, yer olmadigindan degil.
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TABLO 5.1: Per1yod1k Tablonun ik dort sirasindaki atomlarin taban durumlarmm glektron

dagilim diizenekleri.

Z Element Diizenek

1 H (Ls) 281
2 He (1s5)? 'S,
3 L {He)(2s) 812
4 Be (He)(2s)? 1S
5 B (He)(2s)2(2p) *Pin
6 C (He)(2s)2(2p)* 3p,
7 N (He)(25)2(2py} 32
8 0 (He)(25)2(2p)" ip,
9 F (He)25)2(2p)° 2Py
10 Ne (He)25)2(2p6 184
11 Na (Ne)3s) 85
12 Mg (Ne)(3s)¥ LSy
13 Al (Ne)(35Y(3p) Pin
14 Si {(NeX35)2(3py? ipy
15 P NeX(3s)2(3p)? 4830
16 S (Ne)3s2(3p)* 5P,
17 (Ne)(3)%(3p)° Py
18  Ar (Ne)(3n2(3p)® g,
19 K (Ar)(4s) 281
20 Ca (A (452 15,
21 Sc (AT){45)2(3d ) 2Dy
2 T (ADN(48)4(3d )2 3F,
23 Vv (Ar)(4s)%(3d ) “Fan
24 Cr (Ar)(4s)(3d ) 85
25 Mn (ANA)X3d Y 885
26 Fe (AD(45)4(3d )0 Dy,
27 Co (Ar)(4s)%(3d) “Fop
28 Ni (AD(45)2(3d )E 3y
29 Cu (AD(4sH3d )10 281,
30 Zn (AT)(45)?(3d)10 15,
31 Ga (A4} P4p) 2P,
32 Ge (ArY45)2(3d)'0apy? 3P,
33 As (ADEsPEAEp? 4530
34 Se (A2 Bdpyt 2P,
35 Br (An(4s)2(3d)'%4py 2Py
36 Kr (An)(4)2(3)'Y4p)® 18,
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*xProblem 5.13

(a) Birinci Hund kural en yiiksek toplam spinli (S) durumun en diistik enerjive
sahip oldugunu soyler ve bu Pauli ilkesiyle de uyumludur. Bu kural helyumun
uyarilmis durumlart igin ne dngoriir?

{(b) Ikinci Hund kurah verilen bir spin igin en yliksek toplam ybriingesel agisal
moementumlu (L) bir durum antisimetrilestirme kuralima uymak kogulu ile en
duisiik enerjiye sahip olacagim séyler. Nigin karbon L = 2 durumunu alamaz?
Yardum: My = L durumu olan “merdiven tepesi” simetriktir,

(¢) Ugiincii Huld kurah eger (i, 1) alt kabugu varidan fazla dolu degilse, en diigiik

enerji diizeyi J = |L. — S| degerine, yanidan fazla dolu ise ] = L + S degerine sahip -

olur. Bunu kullanarak, 5.12 nolu problemin (b) sikkinda bor igin ortaya ¢ikan
belirsizligi ¢oziin.

{d) Hund kurallariyta birlikte, simetrik spin durumunun antisimetrik vzay durumu
gerektirdigi gercegini kullanarak, 5.12 nolu problemin (d) sikkinda karbon ve
azot icin ortaya ¢ikan belirsizligi ¢iziin, Yardmm: Bir durumun simetrisini
belirlemek i¢in her zaman “merdiven tepesine” gitmeyi unutmayin.

Problem 5.14: Periyodik Tablo’nun 6. sirasindaki 66. element olan disprosyum’un
taban durumu °I; olarak listelenir. Toplam spin, toplam yoriingesel ve bityiik toplam
agisal momentum kuantum sayilar nelerdir? Disprosyum icin olast bir elektron dagilim
diizenegi dnerin.

5.3. KATILAR

Kati halde, her bir atomun en dis yoriingesinde bulunan, gevsek bagl, degerlik
elektronfarindan bir kagt atomdan ayrlir ve malzeme boyunca dolanir. Artik sadece
belli bir “ebeveyn” gekirdegin Coloumb alani yerine tiim kristal drgiiniin bilesik
potansiyelinin etkisi altindadir. Bu kesimde son derece basit iki modeli inceleyecegiz.
Birincisi, ¢ergeve simrlarmdan bagka tiim kuvvetleri yok sayan ve dolanan elektronu bir
kutu igerisinde serbest pargacik olarak ele alan Sommerfeld teorisidir (iic boyutiu
kutudaki elektron, sonsuz kuyu potansiyelindeki elektrona benzer), Ve ikincisi,
elektronlart kristalde belli bir dizen iginde yerlesen, pozitif yikli cekirdeklerle
etkilesmesini periyodik bir potansiyel ile ‘gosteren Bloch teorisidir (fakat elektronlar
arasindaki itici etkilesme hala ihmal edilir). Bu modeller katiar i¢in bir kuantum teorisine
dogru gotiiren ilk ve tamamlanmams admmlardan baska bir sey degildir. Yine de bunlar
“katt”’min  agiklanmasinda Pauili digarlama ilkesinin oynadig: 6memli rolii ortaya
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koymuslar ve de iletkenlerin, yari-iletkenlerin ve yahtkanlann dikkate deger
dzelliklerinin anlagilmasima yvardimer olmuslardir.

5.3.1 Serbest Elektron Gazn

Ele aldizimiz malzeme £, [, I, boyutlarinda dikdortgenimsi bir kati olsun ve igeride
sizilamayan duvarlarin diginda hicbir noktada kuvvet hissetmeyen bir elektron olsun:

' 0, O=wx<ly, O<y<ly, ve Oz <l
Vix,v.2) = [5.35}
(. 2.2) { o0, diger hallerde.
Schrodinger denklemi
2
_.E_v%p = E,
2m

kartezyen koordinatlarda w(x, y, z) = X(x) Y () Z(z) seklinde degiskenlere ayrilir.

nax nraly . R dZ
Tomdx: T 2madyr T T 2m dz? .

ve E=E, + £, + E dir.

=E,7

JImE, . /2mE, sz—“szz
YT ComT

h

dontistumleri ile agagidaki genel ¢oziimler elde edilir.
X (x) = A, sin(k,x) + By cos(hex),  Y(y) = Ay sin(kyy) + By cos(kyy).
Z(z) = Agsin(k,z) + B cos(k,z).

St kosullar1 X(0) = ¥{(0) = Z(0) = 0 olmas: geregini ortaya koyar. Boylece, B, =8, = B, = 0
ve X(L) = Y(l,) = Z(I,) = 0 smir kogulundan

ky =

kyly =0y, kyly =nym, kil =mn7 {5.36]
elde edilir. Burada her bir » pozitif bir tam sayidir:

ne=1,23,..., ny=123,..., npe=1,2,3,.... {5.37]

Normlanmis dalga fonksiyonlari

8 |, [nxw (T . [N ‘5.381
Yrnne =TT, Sm( L ") Sm( L ) Sm( I Z) {
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“ve izin verilen enerji degerleri k k=

e ky, ky, k,) dalga vektoriiniin biiylikliigi olmak

2m \ 12 12 I [5.39]

Wa? fn2 2 2 2
E"X".v”z =53 + i:?y + E) - &
¥

seklini alir.

ke k, ve k, eksen takimli ¢ boyutlu uzayr ve k, = (z/ L), 2ally, Ba/l)

k= (7l L), Qm/ L), B3rily,..., k,=(n/ 1), Qat L), Ba/l),...,
noktalarinda gizilen dijzlemleri

SEKIL 5.3: Serbest elektron gazi,

. (")rgii iizerinde her kesj
temsil eder. Gﬁlgelendirilmig bélge bir “Blok” er kesim nokta

durum vardyr,

e her 1 duragan bir durumu
gosterir ve her bir bloga karsihk gelen hir
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diistinelim. Her kesigme noltas: ayn bir (tek pargacik) duragan durumu temsil eder (5.3
notu sekil). Orgitye dahil her bir blok ve dolayisiyla her bir durum “k-uzay”nin

3 3

T (5.40]
L, Vv

kadarhk bir hacmini iggal eder. Burada V' = /,/,/, malzemenin kendi hacmidir.
Omegimizin N tane atom igerdigini ve her bir atomun g tane serbest elektrony oldugunu
varsayalim (Gergekte, N ¢ok biiylikken ~ Avagadro sayis1 mertebesinde, g kiigiik bir
sayidir — tipik olarak 1 ya da 2). Elektronlar bozon (va da aymrt edilebilen pargacik)
olsalards, y;; taban durumuna yerlesirlerdi.”® Fakat clektronlar dzdes fermivonlardir ve
Pauli disarlama ilkesine uymak zorundadirlar. Bu da sadece iki tanesinin verilen bir
durumu alabilecegi anlamma gelir. k-uzaymda'® bir kirenin 1/8°ni doldururlar. Kilrenin
kr yangap her bir elektron ¢iftine karsilik v'/V hacminin gelmesi kosulu uygulanarak

elde edilir.
174 Ng 7r3)
Sl [Ny R B T A (NG
8(3Ir F) 2 (V
ve boylece
kp = Gprn /3 [5.41]
olarak bulunur. Burada
_ Ng
o= [5.42]

olmak tlizere birim hacimde serbest elekiron sayisimm veren serbest elektron
vogunlugudur.

k-uzayinda doldurulmus ve doldurulmamis durumlart aywran sir Fermi yiizeyi
olarak adlandirilir ve o nedenle F alt indisi kullanilir. Buna karsilik gelen enerjiye de
Fermi enerjisi denir. Serbest elektron gaz ig¢in Fermi enerjisi:

hl
Ep = %(3,0;:2)2/3, [5.43]

_Elektron gazinin foplam enerjisi agagidaki gibi hesaplanir: dk kalinhiZindaki bir kabuk

1
§(47r k5 dk

hacmini igerir ve béylece kabugun i¢indeki elektronik durumlarin sayisi

* Burada, katty1 koleksif taban duremundan kaldirabilecek kadar kayda deger 1sil ya da bagka
uyarimlarm olmadifinl varsaysyoruz. [sterseniz styie sdyleyelim: “sofuk” kabilar hakkmda konuguyoruz.
Aslinda 5.16 nolu problemin (¢) sikkinda gostereceginiz gibi, bu baglamda bilinen katilar oda sicakliginim gok
sty sicakliklarda bile “soguk” turlar.

4 N tyle bityitk bir sayidir ki drginon digli kenarlari ile benzetmeye galistfimiz parizsiz kiire yizeyi
arasidaki farka dert etmeye gerek yoktur.
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ke
SEKIL. 5.4: k-uzayinda kiiresel bir kabugun sekizde biri.

20/ DmkPdk] Vv

T3/ V) w2

olur, Bu durumlarmn her biri #°4%2m (5.39 nolu denklem) enerjisini tagur. Bu da, kabugun
icindeki dE enerjisini

k% dk

dE = T}fzkz dk [5.44]
i
olarak verir ve toplam enerji
2 ke 215 2022 7,3 5/3
B, = h*V Ik“dkzhkFV:h (B Ng) =273 [5.45)
T 2nm g 107 2m 10m2m

seklini alir, ‘
Bu knantum mekaniksel enerjinin siradan bir gazin s/ i¢ enerjisine (U) bfmzer bir
rolil vardir, Ozellikle kutu #V hacmi kadar genlesirse, kutu duvarlarina bir basing
uygular ve toplam enerjideki degisim
2 dv

2022 A7 3573
2RCRNG P sy gy 2y 4V
3 1072%m 3 v
olur ve bu azalan enerji kuantum basincinmn digartya yaptigt is (dW' = PdV) olarak ortaya
cikar, Agikar olarak,

dE,, = —

_ 2L, _2 WG (3n2)2/3ﬁ2p5/3
: T3V T 310nim Sm '
“elde edilir. O zaman soguk kati bir nesne neden ¢dékmez sorusuna kismi yamt: ihmal

[5.46]
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ettigimiz elektron-elektron etkilesmesi ya da g6z oniine almadigimiz 11 hareket ile
higbir iligkisi olmayan dengeleyici bir i¢ basing var. Bu basing kuantum mekanikseldir
ve tiimiiyle 6zdes fermiyonlarmn dalga fonksiyonlarinin antisimetrik otma kosulu sonucu
ortaya ¢ikar. Bazen “katlilik (dejenerelik)” olarak adlandirilmasma ragmen, “disarlama
basmncr” daha dogru bir adlandirma olur, ™

Problem 5.15 Bir serbest elektron bagina diigen ortalama enerjiyi (Eip/Ng) Fermi
enerjisinin kesri seklinde bulunuz. Yanu: (3/5)Er .

Problem 5.16 Bakirin yogunlugu 8.96 gm/cm’® ve atom agilif 63.5 gm/mol’diir,

(a) Bakirin Fermi enerjisini hesaplaym (5.43 nolu denklem). ¢ = 1 oldugunu
varsayin ve yanitimzi elektron volt cinsinden veriniz,

(b}Bu enerjive karsilk gelen elektron hizi nedir? Yardim: Ep = (1/2ymv? ’ye
esitle. Bakir atomundaki elektronlarin relativistik olmadiklarini varsaymak ne
kadar dogrudur?

(¢) Bakir icin hangi sicaklikta tipik 1s1l enerji (k;T : kg Boltzmann sabiti ve 7 Kelvin
cinsinden sicakliktir) Fermi enerjisine esit olur? A¢iklama: Bu sicaklifa Fermi
sicakhifa denir. Gergek sicaklik Fermi sicaklifinin olduk¢a altinda kaldig: sttrece,
malzeme ¢ofu elektronlarm ulagilabilir en digiik enerji diizeylerinde bulundugu
durum olan “soguk” olarak gz tniine almabilir. Bakirn erime sicakhigr 1356 K
oldugundan, kat1 bakir her zaman soguktur.

(d) Elekiron gazn modelinde bakirin kathihk basmcmt (5.46 nolu denklem)
hesaplaymn.

Problem 5.17 Bir malzemenin bulk modiilii basingtaki ufak bir azalmanin hacimde yol
agtif1 kiiglik artisa oran olarak tammlanir;

dp
B=-V_,
v

Serbest elektron gaz modelinde B = (5/3)P oldugunu gdsterin ve 5.16 nolu problemin (d)
sikkinda buldufunuz sonucu kullanarak, bakirin bulk mediliini hesaplaym. A¢iklama:
dlgiilen deger 13.4 x 10" N/om? dir ve de sakin mitkemmel bir uyum beklereyin g¢linkii biz

*5.41, 5.43, 5.45 ve 5.46 notu denklemleri dzel bir durum olan sonsuz dikdortgen kuyu potansiyeli igin
qikardrk. Fakat bu denklemler pargacik sayis1 son derece biiytk oldugu sirece, herhangi bir sekle safiip kap
igin de gecerlidir.
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tim elektron-gekirdek ve elektron-elektron etkilesmelerini yok sayiyoruz! Aslnda bu
hesaplamanin bu kadar yakin sonuclar vermesi sagirticidir.

5.3.2 Bant Yapisi

Simdi serbest elektron modelini kristalde diizenti olarak yerlestirilmis, esas olarak
durgun olan ¢ekirdeklerin elekfronlara uyguladigr kuvvetleri dahil ederek geligtirecegiz.
Katilarin nitet davramglan kiigiimsenemeyecek derecede bu potansiyelin perivodikligi
tarafindan belirlenir (potansiyelin gercek sekli sadece daha ince ayrintilar igin gerekl
olacaktir). Size bunun nasil oldugunu gostermek igin, c¢ok basit bir model
gelistirecegim: es aralikll yerlestirilmis delta fonksiyonlarindan olugan bir boyutlu
Dirac tarafi (5.5 nolu sekil)'®. Ama dnce size periyodik potansiyellerin analizini bityitk
dleiide kolaylastiran glicht bir teoremi anlatmam gerek.

Periyodik bir potansiyel kendisini sabit bir uzakliktan sonra tekrar eden bir
potansiyeldir.

Vix +a)=Vx). [5.47]
Bloch teoremt bize biyle bir potansiyel igin
B d>y
———t Y =E 548
S A2 + Vv 14 [5.48]

Schrodinger denkleminin ¢éziimlerinin agagidaki kosulu saglayacak sekilde alinabilecegini
sdyler. Bazi sabit K’ lar igin:

Vix +a) =eFyx), [5.49]

(Burada sabit ile x’den bagimsiz oldugunu ve £’ye bagimli olabilecegini sOylemek
istiyorum).

Vix)

0 e

| i
~2a -a 0 a 2a 3a 43. 5a ga

SEKIL 5.5: 5.57 nolu denklem ile verilen Dirac tarag,

[

X

' Cekirdegin gekici kuvvetterini temsil edebilmek igin deita fonksiyoniarmuin azalmasing izin vermek
cok daha dogal olabilirdi. Fakat o zaman da pozitif enerji ¢dziimerinin yanmnda negatif enerji goziimleri de
olurdu ve bu da hesaplamalars gok daha zora sokardi (520 nolu probleme bakin). Burada sadece
periyodikligin scnuglarm ortaya koymaya galistigimizdan, delta fonksiyonunun daha az vygun olan bu gsekli
ile calismak daha kolaydir. Sizi rahatlatacak ise, cekirdeklerin /2, +3a/2, +5a/2.... konumlarinda oldukiarum
diginin,
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Kanit: D “yerdegistirme” operatorii olsun:

Dfx)y= flx+a). [5.50]

Periyodik bir potansiyel i¢in (5.47 nolu denklem), D Hamiltonyen ile sira degistirir,
yani

[D,H]=0 [5.513

olur ve bundan dolay1 A’ nin ¢zfonksiyonlari D’nin de 6zfonksiyonlarr olacak sekilde
secme Ozglirliigiine sahibiz: Dy = Ay vada ‘

Yix +a) = A (x). [5.52]

Burada A kesinlikle sifir degildir {sifir olsaydi, 5.52 nolu denklem tiim x degerleri igin
gegerli oldupundan, izin verilen 6z durumlar arasinda bulunmayan v (x) = 0 durumunu
elde ederdik). Sifir olmayan herhangi bir kompleks say1 gibi, A listel olarak yazilabilir:

A= eka [5.53]
burada K bir sabittir.

Bu asamada 3.53 nolu denklem A ¢zdegerini yazmak i¢in alisilmus bir yol olabilir
ama kisa bir sire sonra K'nin ashinda reel bir say1 oldogunu gorecegiz. Bu da ¥ (x)’in
kendisinin periyodik olmamasima ragmen, |4 (x)[*'nin periyodik olmast demektir:"’

lr(x + a)* = | (02 (5.54]

Dogal olarak higchir gergek kati sonsuz boyutlara sahip degildir ve kenarlar (sinirlar)
W(xyin periyodikligini bozar. Bu da Bloch teoremini kullanilmaz kilar. Ote yandan,
Avagadro sayis1 mertebesinde atom igeren makroskopik boyutlu bir kristal igin, ¢ok
derindeki elektronlarin davranigslanm etkileyebilecek boyut etkilerini diistinebilmek
biraz zor, Bu, Bloch teoremini kurtaracak agagidaki ¢areyi ortaya koyar: x eksenini bir
daire sekH verecek sekilde bitkeriz ve yaklagik N = 107 gibi biiyiik bir sayili periyodla

eksenin bir ucunu diger ucuna baglariz: vani

Wix + Na) = ¥ (x) [5.55]

olarak yazilan periyodik s kosullarmu uygulanz. 5.49 nolu denklemden

™I () = ()

g Gergekten, 5.54 nolu denklem ile baglayan tartismamizi tersine gevirmek Bloch teoremini
karutlamamin bir volu olarak cekici gelebiiir. Ama bu galismaz. Cinkil 5.54 nolu denklem 35.49 nolu
denkiemdeki faz carpanimi x’in _fonksivonu yapar.
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olur ve boylece ¢™%% = 1 ya da NKa =2 zn elde edilir.

(n=0, 41, +2,..) olmak tizere, K — =2 [5.56]
Na
olmasma yol agar. Ozellikle bu diizenleme igin K’mn reel olmasi gerekir. Bloch
teoreminin mahareti Schrodinger denkleminin sadece tek bir hiicre icin (dmegin 0 < x <ag
arahgmda) ¢ozlilmesini veterli kilmasidir. Diger her bir bdlge igin, ¢éziim 5.49 nolu
denklemin ardisik uygulanmas ile elde edilir.

Simdi potansiyelin defta fonksiyonu seklinde, siral sivri tepeciklerden olugan uzun
bir zincir oldufunu varsayalim (Dirac Tarag1):

N—1
Vi) =a Y 8x— ja). [5.57]

j=0

(5.5 nolu sekilde x ekseninin A-inci ucu x = —a konumuna gelecek sekilde katlandzgini
diistinmelisiniz). Hi¢ kimse bunu gergek bir modelmis gibi disiinmez fakat unutmaymn
burada bizi ilgilendiren tek sey perivodikligin etkisidir. Klasik calismada,'® birgok
yazarin halen tercih ettigi, kendini tekrarlayan dikdirtgenimsi model kullamldi.” 0 <x < a
bolgesinde potansiyel sifir, yleyse

n* dy
=E
" 2m dx? v
yada
d*y 2
dxr = Y
ve burada her zamanki gibi
V2mE
k=Y [5.58]
h
ile verilir. Genel ¢tziim:
Yr(x) = Asin(kx) + Bceos(kx), (0 < x < a). [5.59]

Bloch teoremine gére, orijinin hemen sof tarafindaki hiicrede ¢oziim:

Yix) =e KUAsink(x +a) + Beosk(x +a)], (~a<x <0).  [560]

18 R. de L. Kronig and W. G. Penny, Proc. R. Soc. Lond., ser.’ A, 130, 499 {1930).
¥ Ornegin, D. Park, Introduction to the Ouantum Theory, 31d ed., McGraw-Hill, New York (1992)'e
bakiniz.
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x = (’da ¥ 'nin siirekli olmas1 kosulundan

B = ¢~ X[ A sin(ka) + B cos(ka)] _‘ [5.61]

elde edilir ve dalga fonksiyonunun tiirevindeki siiresizlik delta fonksiyonunun keskinligi
ile orantilidir. Buradaki delta fonksiyonlani kiyu yerine sivri tepecikler olustur-
dugundan, o'nin isareti degisir, Bu durumda 2. 125 nohu denklem

2
kA — e~ KORA costha) = Bsm(ka)]m—:-EB [5.62]

sonucunu verir. 5.61 nolu denklemin A4 sin (ko) icin ¢dzimii;
Asin(ka) = [%* — cos(ka)]B. [5.63]
Bunu 5.62 nolu denkleme yerlestirdigimizde ve de kB’j/'i sadelégtirdigimizde

. » _ 2
[ — cos(ka)] [1 — e~ cos(ka)] + e~ K9 sin? (ka) = ;‘%‘; sin(ka)
elde ederiz. Bu da agagidaki basit gekle indirgenir:.
cos(K a) = cos{ka) + ﬂ %m{ka) [5.64]

Bu her seyi veren temel bir sonugtur. Kronig-Penney potanslyeh (18 Dipnota bakiniz)
icin ifade ¢ok daha karmasik olmasina ragmen b1razdan 1rdeleyeceg1miz nitel
dzelliklere benzer sonuglar verir,

5.64 nolu denklem #’nn olasi degerlerini vé doIaylslyEa izin verilen enerjileri
belirler. Notasyonu basitlestirebilmek igin s

c=ka ve p=198 [5.65]

olsun. Boylece, 5.64 nolu denklemin sag tarafi aségidaki gibi yazilr;
m(z)

 J(@)=cos(z) + B [5.66]

Boyutsuz olan # sabiti delta fonksiyonun neé kadar “keskin” oldugunu gosterir. § =10
igin f{z) 5.6 nolu sekilde gosterilmigtir. Burada dikkate deger olan sey f(z)’nin (-1, +1)
aralifl disindaki bélgelere uzanmasidir. |cos(Ka)| hichir zaman 1’den biiyiik
olamayacagmdan, bu bolgeler igin 5.64 nolu denklemin ¢éziimii voktur. Bu arakhklar
vasak enerjileri temsil ederler ve izin verilen enerjilerin clugturdugn bantlar ile
ayrigtirihirlar. Verilen herhangi bir bant iginde, 5.56 nolu denkleme gore N ¢ok bityiik
bir sayt # de herhangi bir tam say1 olmak iizere Ka = 2 7zn/N oldugundan, neredeyse
enetji deferlerinin tiimiine izin verilir. 5.6 nolu gekilde +1 (n = 0) ile -1 (n = N/2)
arasinda cos(2 zn/Ny'nin degerlerinden gegen N tane vatay ¢izgi ¢izdigimizi ve +1’e
(n= N—1) geri dondiigiimiizii diisliniin, Bu noktada ¢ Bloch ¢arpant kendini tekrariar
ve artik artan » degerleri yeni ¢oziimler Uretmez. Bu ¢izgilerin f(z) ile kesisen her biri izin



298 5. Bolim Ozdes Pargaciklar

o] m 2n 3 4

SEKIL 5.6: f#= 10 degeri icin izin verilen bantlarin (gblgeli), f(z)‘ > 1 oldugu bolgeleri
tamimlayan yasak arahklarla ayngtirildifing gisteren £ () in (5.66 nole denklem) grafigi.

bant

} aralik

\ bant

}arahk

Fbant

SEXIL 8.7: Periyodik bir potansiyel i¢in izin verilen enerjiler
stirekli bantlar olustururiar.

verilen enerji degerini gosterir, Her bir bant i¢in birbirine ¢ok yakm ve ¢ogu zaman
stirekli dagihim olarak giz éniine alman A tane durum oldugu agiktrr (5.7 nolu sekil).

Su ana kadar potansiyelimize sadece bir elekiron koyduk. Pratikte g atom basina
olan “serbest” elektron sayisi olmak tizere, Ng tane elektron olacaktir. Pauli digarlama
ilkesi yliziinden sadece iki elektron verilen bir uzay durumunu isgal edebileceginden,
taban durumunda elektronlar g = 1 ise ilk bandin yarismi, ¢ = 2 ise ilk bandm timiini,
¢ =3 ise ikinci bandm yarismi ve boyle devam ederek doldururlar, Ug boyutta ve ok daha
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gergekei potansiyeller kullanddiginda bant yapisi ok daha karmasik olur., Fakat yine de
yasaklanmig bblgelerle ayristinimus izin verilen bantlar olacaktir — bant yapis: periyodik
potansivelin bir isaretidir.

Bir bant tamamen dolu oldugu durumda, elektron yasak bolge tizerinden bir ziplama
yvapmak zorunda kalaca@l i¢in eleltronu uyarmak nispeten fazla enerjiyve mal olur ve
boyle malzemeler yalitkandir. Ote yandan bir bant kwsmen dolu ise bir elektronu
uyarmak gok az enerjiye mal olur ve bu tip malzemeler tipik iletkendir. Bir yalitkam
daha biiyiik ya da daha kiiglik ¢ 'lu birka¢ atom ile katkilarsaniz, bu bir sonraki yiksek
enerjili banda fazladan elektronlar konmasina ya da daha once doldurulmus bantta
boslukdar clusmasma yol agar. Her iki durumda da zayif bir elekirik akuni olusur. Bu
tiir malzemeler yan iletken olarak adlandirilir. Serbest elektron modelinde izin verilen
enerji spekturumunda bityilk yasak bolgeler olmadifindan, mim katilar mitkemmel
iletken olmahdirlar, Katilarm elektriksel iletkenlik davranisinda sergiledikleri sira dist
farklilik bant teorisini gerektirir,

Problem 5.18

(@)5.59 ve 5.63 nolu denklemleri kullanarak periyodik delta fonksiyon
potansiyelinde bulunan bir parcacik ig¢in dalga fonksivonunun asagidaki sekilde
yazilabilecegini gosterin.

W(x) = Clsin(kx) + e ®9sink(a —x)], (0 <x <a).
(C normlama katsayisini bulmaya gahismayin).

(b) Istisnai bir durum var; z’nin 7’nin tam kati oldudu tepe noktasinda (5.6 noku sekil),
(a} sikki’ ¢ (x) = 0 olmas1 gerektigini soyler. Bu dwum i¢in dogru dalga
fonksiyonunu bulunuz. ¥ "ye her bir delta fonksiyonunda ne olduguna dikkat edin,

Problem 5.19 § = 10 oldugu durumda, itk izin verilen bandm en alt enerji degerini tig
basamaga kadar hesaplaymm. o/a =1 eV oldugunu varsaym.

#**Problem 5,20 Sivri tepecikler verine delta fonksiyon kuyularr kullandigmmizi
varsayalim (bir baska deyisle 5.57 nolu denklemde o'min igaretini degigtirelim), Bu
durumu 5.6 nolu sekle benzer bir sekilde calisarak irdeleyiniz. Bu, pozitif enerji
gozinmleri igin yeni hesaplamalar gerektirmez (sadece f burada negatif olur ve grafik
igin = —1.5 degerini kullarn). Fakat negatif ¢oziimler igin calismamz gerekecek (£ < 0
degerleri igin x = v—2mE/h ve z = —xu aln). Ik izin verilen enerji bandinda kag
durum vardir?

Problem 5.21 5.64 nolu denklem ile belirlenen enerjilerin ¢ogunun 2 kez katl oldugunu
gosterin. Istisnai durumlar nelerdit? Yardmm: N = 1, 2, 3, .... igin deneyin ve nasil
degistigini g&riin. Her bir durum i¢in cos (Ka) nin olast degerleri nelerdir?
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5.4 KUANTUM ISTATISTIKSEL MEKANIGI

Fiziksel bir sistem mutlak sicaklikta izin verilen en diisik enerji diizenegini alir.
Sicakhigr artirdikga, rastgele 1s1l hareketlilik uyarilms durumlar doldurmaya baglar ve
su sorunun olugmasma neden olur: 7 sicakligmda 1s1] dengede olan & tane (N gok bilyiik
bir say1) parcacigimiz varsa, rastgele segilen bir pargacign belirli bir E; enerjisine sahip

olma olasihg nedir? Bu sorudaki “olasihgin” kuantumn belirsizligi ile higbir itskisi

olmadigina dikkatinizi g¢ekerim. Bu aym soru ile klasik istatistik mekanikte de
karsilagiriz. Bu ofasiliksal yanittan hosnut kalmak zorunda olmamizin sebebi genelde
gok fazla sayida pargaciklarla ¢aligiyor olmamiz ve altinda yatan mekanizma
deterministik olsun ya da olmasin her bir paracifm ayrt ayn izlenmesinin miimkiin
olmamasidir.

Istatistiksel mekanifin temel 'varsaymu: sl dengede aym toplam £ enerjisini
veren her bir ayri durum egit olasihga sahiptir. Rastgele 151l hareketler strekli olarak
enerjiyi bir parcaciktan digerine aktarir ve bir sekilden (dénme, kinetik, titresim, vs)
baska bir sekle domiistiriir. Fakat dig etkilerin olmadign durumiarda toplam enerji
korunur. Diistinmeye deger ve derin olan bir varsaymm ise, enerjinin bu siirekli yeniden
dagtliminin herhangi belli bir durumu tercih efilimi gostermemesidir. T sicaklify 151
dengede bulunan bir sistemin toplarii enerjisinin bir dl¢isidiir, Kuantum mekaniginin
getirdigi yeni bir degisiklik ayrr durumlar nasd saydigmuzla ilintilidir (ashnda
durumlar genel olarak ayrik oldugundan bu sayma islemi klasik mekanikten ¢ok daha
kolaydw) ve de bu, snemli derecede s6z konusu par¢actklarin ayirt edilebilir, 5zdes
bozon ve Gzdes fermiyon olup olmadiklarma baglidir. Argiimanlar nispeten kolay
gorinmesine ragmen, matematigi oldukga agirdir, Bu nedenle genel bir durum igin
sorunun ne oldugu hakkmda bir bilginiz olsun diye sagmalik derecesmde basit olan bir
trmekle baslayacagim,

5.4.1 Bir Ornek

Bir boyutlu sonsuz kare kuyu potansiyelinde her biri m kiitleli ve birbirleriyle
ctkilesmeyen @g pargacifimiz olsun (2.2. Kesim). Toplam enerji: ny, My ve e pozitif tam
say1 olmak tizere,

25

2
pi4
E:EA+E3+E(;—2 (HA+HB+HC) [5.67]

dir (2.27 nolu denkleme bakin). $imdi, E = 363 (z*h* /2ma*) olsun. Yani

n} +n} +nk =363 [5.68]

olur, Karelerinin toplami 363 olan 3 pozitif saymumn 13 kombinasyonu vardir: Hepsi 11
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olabilir, ikisi 13 ve digeri 5 olabilir (i¢ farkli gekilde yazilabilir, permiitasyon = 3), biri
19 ve diger ikisi 1 (yine permitasyon = 3} va da biri 17 olabilir, diger biri 7 ve kalan
digeri 5 olabilir (permiitasyon = 6). Biylece (s14, 75, nc) siralamas: asagidakilerden birisi
olur: :

ani 1y,
(13,13,5), (13,5,13),(5,13,13),
(L 1,19), (1,19, 1), (19,1, 1),-
(5.7.17), 5,177, (1,517, (1,17.5), (17,57, (17.7,5.

Parcaciklar aywt edilebilir ise, bunlarm her biri ayr1 bir kuantum durumunp .temS}l
eder ve istatistiksel mekanigin temel varsayimr 1511 denge® durumunda hepsinin esit
olasilifia sahip oldugunu sbyler. Fakat burada hangi parcacifm hangi tek pargaclk
durtmunda oldugu ile degil, sadece her bir durumdaki toplam pargacik sayis: yani ¥,
durumunun doluluk sayms1 olan N, ile ilgileniyorum. Verilen herhangi bir 3 parcacikll
durymun tiim doluluk sayilar topluluguna diizenek adi verecefiz. Eger Ui¢ pargacifin
hepsi v, durumunda ise, dlizenek asagidaki g1b1d1r o

(000000000030000000 ) [5.69]
seklindedir, Bagka bir deyisle N, = 3 veé dlger__ tum_u_ sifirdir, Tki pargacik s
durumunda ve bir pargacik 5 durumunda ise, diizenek agagidaki gibidir,
(0,0,001000000020’0"0'0 X [5.70]
Bagka bir deyisle N5 = 1, N3 = 2 ve diger Himdi sifirdir. Eger iki pargamk Y, ve digeri
Y19 durumunda ise diizenek .
(20000000000000000010 ) [5.71]

olur, yani Ny = 2, Njs = 1 ve diger tiimil’ ‘Sifir. B}r pargax:lk st ve diger biri v, ve de
kalan digeri 97 durumunda ise, diizenek o

(0.0.0,0,1.0.1,0,0.0.0,0.0,0,0,0,1,0,0, .. [5.72]

seklindedir. Yani N; = N, = Ny; =1 ve geri kalan hepsi sifirdir. Tiim bu diizenekler
icinde en olasi olan en son diizenektir. Clnkii bu diizenek 6 farkh'yolla elde
edilebilecek iken, ortadaki iki diizenek 3 farkli yolla ve il dizenek ise tek bir yolla elde
edilebilir.

¥ Pargaciklarin birbirleriyle etkilegmeden 153 dengeéyi nam{l stirdtirditkleri ken_c_lilbasm_a bir sorudur ama
simdilik cnunla kafamizi yormuyoruz, Kim bilir birileri arada bir ortzya cikip enerji ilavesi ya da sofurmas:
yapmadan dikkatlice ortami karnisunyordur. Gergek yasamda enerjinin sirekli yeniden dagilimi tamamuyla
pargaciklarin birbirleriyle etkitesmeleriyle mimkindor. Akl;aiz bu miidahaleye yatmiyorsa, o zaman
pargaciklar arasmdaki etkilegmelerin sistemi uzun zaman periyotiarinda 1s1l dengeye getlrl]eb}lcpek kadar
giigli, aym zamanda duragan durumlen ve izin verilen enerjileri dikkate deger bir gekilde degistirmeyecek
kadar kitcuk, zayif etkilegmeler oldugunu varsaym.
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Esas soruma dénelim. Bu {i¢ pargaciktan bir tanesini rastgele se¢tifimizde, belirli bir
E, enerjisini (izin verilen) elde etme olasiligr olan P, nedir? E; enerjisini elde etmenin
tek yolu pargacigm 5.71 nolu denklemdeki tciincii diizenekte olmasidir. Sistemin o
diizenekte bulunma sanst 13’de 3°tiir ve bu diizenckie E; enerjisini elde etme olastlif
2/3’tlir. Bundan dolayl Py = (3/13) x (2/3) = 2/13 olur. E;s enerjisini ya 13’de 3 sans ve
173 olasilikla 2. diizenekte ya da 13°de 6 sans ve 1/3 olasilikla (5.72 nolu denklem)
4. dilzenekte elde edebilirsiniz. Baylece, Ps = (3/13) x (1/3) + (6/13) x (1/13) = 3/13
olur. £; enerjisini sadece 4. diizenekte elde edebilirsiniz: P, = (6/13) x (1/13) = 2/3.
Benzer sekilde £, sadece 13 de | sans ve [ olasililda ilk diizenekte elde edilebilir (5.63
nelu denklem): Py, = (1/13). Aym yéntemle, Py = (3/13) x (2/3) = 2/13, Py, = (6/13) x
(1/13) = 2/13 ve P1g = (3/13) x (1/13) = 1/13 olur. Kontrol i¢in

2 i 2 2
Pi+Ps+P+ P P P Py =— =+ —=+—
1+ P5+Pr+ Py + Pia+ P+ Pig 13+ +13 +13+ 3

olduguna dikkat ediniz. Bu, parcaciklarin ayut edilebiliv oldugu durumda gecerlidir.
Gergekte bunlar dzdey fermivon iseler (basit olsun diye spin’i de bir tarafa birakalim ya
da isterseniz hepsinin aym spin durumunda oldufunu varsayalim), antisimetrilestirme
kogulu iki ve daha da kotiisii lig pargacigl bir duruma koyan ilk ii¢ diizenegi dislar.
Dérdiincii diizenekte sadece bir durum vardir (5.22 nolu problemin (a) sikkina bakir).
Ozdes fermiyonlar igin, o zaman, Ps = P; = P;; =1/3 olur ve bunlarmn toplami yine 1
olur. Ote yandan bunlar ézdes bozon ise, simetrilestirme kosulu her bir diizenekte bir
duruma izin verir (5.22 nolu problemin {b) sikluna bakin) ve Py = (1/4} x (2/3) = 1/6,
=(1/4) < {(1/3) + (1/4) x (1/3) = 1/6, P = (1/4) x (1/3) = 1/12, P\, = (1/4) x (1) = 1/4,
13 = (L7/4) x (2/3) = 1/6, Py = (1/4) x (1/3) = 1/12 ve Py = (1/4) x (1/3) = 1/12
degerlerini alir. Her zaman oldugu gibi, olasihiklarin toplami 1 ofur.

Bu drnegin amaci durumlari sayma igleminin pargaciklarn dofasma nasil bagli
oldugunu géstermek idi. Bu 6rnek bir agidan A’ nin ¢ok bilyiik oldugu gergek durumdan
daha karmagik idi. N bﬁyﬁdﬁk@e en olasi diizenck (bu omekte aywt edilebilen
parcaciklar icin s = N; = Ny; = 1) diger olas1 diizeneklere nazaran en sansli diizenek
olur ki istatistiksel olarak diger diizenekleri yok sayabilmeyi gﬁze alabilir duruma
geliriz”' Denge durumunda parcacik enerjilerinin dagthm en olast  dwrumdaki
dagilimdir (bu N = 3 igin dogru olsayd: ki dogru degil, ayirt edilebilen pargaciklar igin
Ps=P;=P;=1/3 sonucunu verirdi). 5.4.3. Kesimde bu noktaya tekrar geri dénecegim,
falkat dnce sayma siirecini genellestirmemiz gerekir.

A Biryiik sayilarin istatistifi igin bu sagirtic1 ve sezgisel beklentilere aykirt bir otgudur, Konu hakkinda
iyi bir tartisma igin, Ralph Baierlein, Thermal Physics, Cambridge U. P. (1999), 2.1. Kesime bakimz.
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*Problem 5,22

(a) Birinin ¥ durumunda, dier birinin v, durumunda ve kalan digerinin -
durumunda oldugu ii¢ tzdes fermiyon igin tamamiyla antisimetrik olan ¥ (x4, X3,
xc) dalga fonksiyonunu olusturun.

{(b) U¢ bozon igin tamamiyla simetrik olan dalga fonksiyonunu agagidaki her bir
durum igin ayr1 ayr olusturun. (i) Hepsi ¢ |, durumunda, (ii) ikisi ¥, durumunda
ve digeri ¥ 9 durumunda, (iii) biri ¥ s durumunda, diger biri v, durumunda ve
kalan digeri y; durumunda.

*Problem 5.23 Denge durumunda bir boyutlu harmonik salimici potansiyelinde bulunan ve
toplam enetjisi £ = (9/2) h w olan ve de birbirleriyle etiklesmeyen ii¢ pargacigimiz olsun.

(a) Bunlar aym kitleli, ayirt edilebilen pargaciklar ise, olasi dohululuk-say:
diizenekleri nelerdir ve her bir diizenek i¢in kag tane farkli ti¢ pargacik durumlar
vardir? En olas1 diizenek hangisidir? Rastgele bir pargacik se¢ip bunun enerjisini
dlgtiiglinlizde, hangi degerleri elde ederdiniz ve her birinin olasilig1 ne olurdu?
En olas: enerji degeri nedir?

(b} Spin’i yok sayarak (5.4.1. Kesimde yaptugimiz glbl) aym sorgulamay1 Ozdes
fermiyonlar i¢in tekrar edin.

{c} Spin’i yok sayarak ayni sorgulamay 6zdeg bozonlar icin tekrar edin.

5.4.2 Genel Durum

Simdi kathhklan sirastyla dy, db, ds olan E,, E,, E; tek par¢acik enerji durumlarii veren
herhangi bir potansiyeli ele alalim (yani her bir E, enerjisi igin d, tane ayri tek pargacik
durumu var). Aym kiitleli ¥ tane pargacifi bu potansiyele koydugumuzu varsayahm.
flgilendigimiz diizenek N, tane parcacifin £, enerjisine, N, tane pargacifin £; enerjisine
sahip oldugu ve Oylece devam eden diizenektir. Soru: Bu diizenek kag degisik yol ile
gergeklestirilebilir? (ya da daha dogru olarak, bu diizenege kargihik gelen kag tane ayri
durum vardir?). Q(Ny, N, N;...) yanity, pargaciklarm ayirt edilebilir, 6zdes fermiyon, ya
da dzdes bozon olup olmadiklarma baghdir. Bu nedenle bu g farkli durumu ayr1 ayri
inceleyecegiz.

Once, parcaciklarin ayirt edilebilir olduklarm varsayalim. N tane adaydan &, tane
parcacigil kac degisik yol ile ilk “kutu” ya yerlestirebiliriz?

* Buradaki anlatum Amnen Yariv’in anlatvun takip eder. An Introckuction to Theory and Applications
of Quantum Mechanies, Wiley, New York (1982).
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Yanit: Binom katsayisi: “N’de N’i se¢”

(N) AL [573]
Ny NN — NV

{lk par¢acig1 se¢mek igin N tane yol vardir, bu da ikinci pargacik i 19111 gerive (N-1) tane
yol brrakir ve boyle devam ederek
N

(N = Ni)!

elde edilir. Ote yandan bu &, par¢acigin N;! farkll permiitasyonunu ayrt ayri sayar.
Halbuki bizim i¢in 37 sayismn ilk gekiliste mi yoksa 29. gekiliste mi ¢iktigi dnemli

NN-DIN-2)...(N-N+ 1=

degildir. O nedenle N,!’e béleriz ve bu da 5.73 nolu denklemi c_logrular. Simdi bu &, _7
tane pargacik kag farkli yolla itk kutu icerisinde diizenlenebilirier? Kutuda.i dy tane
durum var. O zaman hér bir pargacigm d, tane secenegi var. Bu da her biri i¢in toplam .

(d )" tane secenegin oldugunu soyler. Boylelikle, toplam A par¢acikh bir topluluktan
secilen NV, tane pargacigt o; tane farkli secenek igeren bir kutuya koyma sayisi
Nl

NN — N
olur. Aymi siireg, 2. kutu igin de gegerlidir ve dogal olarak geriye kalan ve iizerine
¢ahisilacak pargacik sayist N yerine (N-N;) olur:

(N — N)ldy”

Nol (N — N1 — Na)!

ve boyle devam eder. Sonunda
Q(N1, N2, N3, ...)

Nlg (N — NId3? (N = Ny — Npldl"
NN =N Ng'(N—Nl —Ng)' N3I(N = Ny — N2 — Na)!
N| Ny N3
iy [5.74]
Ni'No N3t il an

elde edilir. ($imdi ara verip, sonucu 5.4.1. Kesimdeld ornek igin komfrol edin— 5.2.4
nolu probleme bakin).

Problem dzdes fermivonlar igin ¢ok daha kolaydw. Clinkii onlar aywt edilemeyen
parcaciklardir ve hangi pargacifin hongi durumda oldufunun dnemi yoktur, Antil-
simetrilestirme kosulu belli bir tek parcacik durum setinin dolduruldugu tek bir
N-pargacik durumunun oldugunu séyler. Bundan bagska, verilen bir durumu sadece tek
bir pargacik doldurabilir, O zaman r-inci kutuda

()
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kadar N, tane dolduruimug durum segme yolu vardir.” Béylece,

i dy!
QN Ny, Ny, oy =] | = [5.75]
: ,!:[1 er!(dn - Nn)!

olur, (Bunu 5.4.1. Kesimdeki mek i¢in kontrol edin— 5.24 nolu probleme bakin).

Hesaplamann en zor oldugu durum dzdey bozonlardir. Yine simetrilestirme kosulu
belli bir tek pargacik durum setinin dolduruldugu sadece tek bir N-par¢acik durumu
oldugunu styler ama bu kez ayni tek pargacik durumunu paylasan pargacik sayisinda
kisitlama yoktur. »-inci kutu igin soru su olur: N, tane 6zdes parcacigt kag degisik yolla
farkli d, bolmelerine koyabiliriz? Bu kombinasyon problemini gézmenin birgok
numarasi vardur; 6zellikle akilc1 olam sudur: noktalar pargaciklan ve garpilar bolmeleri
gostersin. Ornegin d, = 5 ve N, =7 ise,

® ® X @ X @ @ X @ X

seklindeki dizenek ilk durumda iki parcacik, ikinci durumda bir pargacik, iiglincii
durumda i¢, dordincti durumda bir pargacik oldugunu ve besinci durumda higbir
par¢acifin olmadigini gésterir. N, tane nokta ve noktalan d, gruplarma balen (d, — 1)
tane ¢arpi olduBuna dikkat edin. Eger her bir nokta ve carp1 isaretlenmiy olsayd, onlari
duzenlemenin (N, + d, — 1)! tane farkh yolu olurdu.’ Fakat bizim durumumuz igin
noktalar egdegerdir ve onlan swasimu defistirmek (¥,! tane yol) durumu degistirmez.
Aym gekilde, carpilar da esdegerdir ve onlarin srrasimi degistirmek ((d, — 1)! tane yol)
higbir seyi degistirmez. Bu nedenle aslinda &, parcacigl #-inci kutuda d, tek parcactk
durumlarma dagitmanm

(Ny +dy — 1)! (Nn+dn— 1)
e 5.76
Ny Ndy - 1)) Ny 7]
tane farklt yolu vardir ve bu da
_ (Ny +dp — 1!
N 5.7
Q(N1, N2, N3 E AT Ry [5.77]

sonucuna gtiirtir. (5.4.1, Kesimdeki 6rnek igin kontrokinil yapin— 5.24 nolu probleme
bakin}.

*Problem 5.24 5.74, 575, 5.77 nolu denklemleri 5.4.1, Kesimde verilen 6rmek igin
kontrol ediniz.

*+Problem 5.25 5.76 nolu denklemi timevarim yontemi ile elde edin. Kombinasyon
sorusu: N tane ozdes topu d tane kutu igine kag defisik vol ile koyabilirsiniz

B Ba stfir olmali. N, > d, oldugu durumda negatif bir tamsayinin faktoriyelinin sonsuz oldugunu goz
Sniine aldigimizda sifirchr.
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(bu problem igin » alt indisine aldiris etmeyin). N tanesini i igiinci

koyat_:ilirsin‘iz_, ya da bir tanesi haric timtint ?kilzci kutuyeaS l\rf]én bf:‘i:l}:f lélésiilgclinlfﬂtukimyz
da iki tanesini 1}k kKutuya ve liglinit igiinc kutuya ve geri kalan hepsini yedinci kin}ly};
vs. koyablhr.s:pl.z. N=1,N=2 N=13ve N=4 durumlar igin agik bir sekilde ¢all m?
N=4#"¢ geldiginizde genel bir formiil gikarabilecek durumda olmalisimiz, .

5.4.3 En Olast Diizenek

Isil denge durumunda, E toplam enerjili !

K nda, jili, N parcacikh her durum es olasihifa sahip.

83:)/1?:: gn ccvllfrsz dz;fe‘ngk (N1, N3, N3, ...) en fazla farkh yolla elde edilebilen dﬂgzenektirs
I bu diiz iiktii i bag '

oelamali enek igin O (N1, Ny, Vs, ...) en bilyitktiir ve agagidaki bag kosullarini

o0
D oNa=N 15.78]
Re=] : .
ve
o4
2 NuEs=E. [5.791

ﬁ()ﬁ,XQ X3 ...)=0f2:(x1 X3 X3 )=0VS ibi g ;
%3, =0, » X2, X3, .0 gibi bag kosullarmi saglamak zorunda
olan ¢ok degiskenh bir F{x,, X3, X3, ...) fonksiyonunu maksimumlagtirma problemi en

uygun Langrange : - o R -
tammlariz: grange carpanlari yontemiyle ¢dzitmlenebilir® Yeni bir fonksiyon

G(x1,x2,x3, ... ,ll,)\.g,...)EFw}-}L]fi-i-szz_;_.... .[5.80]

ve tiim tiirevlerini sifira esitleriz:

oG — o aG
dx,  r,

0. ’ 15.81]
Bizim durumumuzda Q yerine Q’nun logaritmasiyla galismak biraz daha kolay olur. Bu

7 glagpim!am top,lama dbntstiirtir. Logaritma, arglimanmm monotonik bir fonksivomnu
oldufundan, @'nun ve In(Q)’ nun maksimumu ayni noktada olur, Béylece

G=mQ)+a [N—ZNn] +ﬁ[E~ZNnEnJ (5.82]
) n=1 =]

* Mary Boas, Mathematical M i i ; ;
Boltm, 9. Kesime bacimeg ical Methods in the Physical Sciences, 2™ ed, Witey, New York (1983) 4.
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olur ve burada o ve f Langrange carpanlantdir. o ve f’va gbre tifrevleri sifira
egitleyerek, 5.78 ve 5.79 nolu denklemleriyle verilen bag kosullar tekrar elde edilir. O
zaman geriye N,’e gore tiirevieri sifira esitlemek kalir.

Pargactklar gyirt edilebilen pargaciklar ise 0, 5.74 nolu denklemden elde edilir ve

4]
G =N+ ) [Nuln(dp) = In(No})]
ret (5.83]
oo [s. 0]
+O£l:N — ZNn:l +8 l:E ——ZN,,EH}
==l A=l
olur. Soz konusu N, dolululuk sayilanmin biiyik oldugu- varsaymp, Stirling
yaklagikigm® kullanabiliriz.

z31ise, I{zD=~zln(z)—-z [5.84]
ve buda G'yi
oo
Gy [Naln(dy) — NaI(Np) + Np — &Ny = BE;No]
. n=1
+In(NY +aN + BE [5.85]
seklinde yazabilmemizi saglar, Buradan '
G
A = In(dy)y — In(Np) —a — BE, [5.86]

elde edilir. Bu denklemi sifira egitleyerek N, igin ¢dzdiigimiizde, ayirt edilebilen
pargaciklar i¢in en olas: doluluk sayilar:
Ny = dpe™@FPED [5.87]

seklinde olur. Pargaciklar ézdes fermivonlar ise O, 5.75 nolu denklemden elde edilir ve

G = Z (n(d,!) — In(N,) — In[(dy — N1}
n=l [5.88]

+a [N~ZNH} +8 [E— ZNnEn} '
n=l n=1

% Stirling yaklagikhg Stirling serisine daha fazla terimler dahii ederek gelistirilebilir. Falcat buradaki
amacimiz icin ilk iki terim veterlidir. George Azrfken ve Hans-Jurgen Weber, Mathematical Methods for
Pysicists, 5™ ed, Academic Press, Orlando (2000). 103 Kesime bakiniz. 88z konusu doluluk sayilan 5.4.1.
Kesimde oldugu gibi biyik degi ise, o zaman istatistiksel mekanik uygulanamaz. Buradaki amag: &yle bityltik
sayllarla gahsalm ki istatistiksel yaklagmm giivenilir sonuglar versin, Her zaman gok yuksek enerjili ve
doldurulmanusg tek pargacsk durumiart oiacaker. Neyse ki, Stirling yaklagiklifi z = 0 igin de gegerlidir. Burada
“gaz komusu” kelimesini AN,’nin ne ok biyik ne de sufir oldufn uglarda dolanan bagi bos durumlan

disariamak igin kullandim.
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o}ur. Blu.sefe.r sadece &, 'nin bilytik oldugunu degil, 4, >>N, oldugunu da varsayacagiz®®
ki her iki terime de Stirling yaklagikligini uygulayabilelim. Bu durumda

o
G~ Y[ 1) ~ Ny In(Np) + Ny (dy = Ny In(dy — Ny
n=1 [5.89)
+ (dy = No) = Ny = BEuNy | + aN + BE
haline gelir. Béylece
G
IN,

olur. Bunu sifira esitleyerek N, igin ¢ozdugimizde, dzdes fermiyonlar i¢in en olas:
dolululuk sayilarm

= —In(Np) + In(dy — N,) ~ o — BE, (5.90]

dn
No= arsms 11 [5.91]
olarak buluruz.

d'iEn son olarak, eger pargaciklar ézdes bozon iseler 3, 5.77 nolu denklemden elde
edilir ve

o0

G =) {I0[(Ny +dy — )] ~ In(N,]) — In[(d, — D)1]}
n=1
o . {5.92]
+ o {N - ZNH:I +8 [E — ZN,;EH:'
) n=1 n=1

seklini alir. Her zamanki gibi &, >>1 oldugunu varsayarak irli 5
kullanarak, £ yarak ve Stirling yaklagikhgini

G AV,Z{(NH +dnp — 1) In(Ny +dy — 1) — (Ny + dy — 1) — Ny In(N,)
n=1 [5.93]

+ Np — ln[(d” — Dl —aN, - ﬁEnNn} +aN +ﬂE
ve boylece

s, = N +dy — D)~ In(N,) —a - E, [5.94]

* Bir boyutta enerjiler katl (yoz) degildir (2.45 nolu prableme bakm), fakat & i
Flplk olarak hizli bir gekilde artar (Hidrojen atomunda drnegi n},]d,, =p", O ned)f;nle doldﬁrﬂ?ﬁgtgéumcﬁ?u?nl’z
:jg:l?é dy >> 1 oldufunu varsaymak dayanaksiz olmaz. Ote yandan, Fermi seviyesine kadar tiim durumlarin
o pruldugu ve d, = N, oldugu mutlak sicakbkta 4, elbette N, den ¢ok biiyiik degildir. Burada bizi tekr
Stirling formiluniin z = 0 igin de gegerli olmas: kurtanr. B N
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olarak bulunur. Bunu sifira esitleyip N, i¢in ¢ozdiigimiizde, dzdes bozonlar igin en olas:
doluluk sayrlarmm

dyp — 1

Nn = e(a'+,BEr1) -1

[5.95]

olarak buluruz. (Fermiyonlar igin bagvurdugumuz yaklagimla uyumlu olabilmek ig¢in
paydaki 1’1 atmaly1z ve de bundan sonra &yle yapacagim.) '

Problem 5.26 Langrange carpanlar yontemini kullanarak (x/a)* + (/b)Y = 1 elipsi
icinde, kenarlan eksenlere paralel olacak en biiytik alanh dikdortgeni bulunuz. Bu en
bityilk alan nedir?

Problem 5.27
(a) z= 10 oldugu durumunda Stirling yaklagikligmdaki hata ytizdesini hesaplaym.

(b) Hatay1 %1°den az verecek en kigiik z tamsayis1 nedir?

5.4.4 o ve B’min Fiziksel Onemi

« ve S parametreleri hikayeye sirasiyla toplam pargacik ve toplam enerji ile ilgili
Langrange carpanlari olarak girdiler. Matematiksel olarak, doluluk sayiarimm (5.87,
5.91 ve 5.95 nolu denklemler) bag kogulu denklemlerine (5.78 ve 5.79 nolu denklemler)
yetlegtirilmelerivle elde edilirler. Ote yandan toplarmi alabilmek i¢in, stz konusu
potansiyel igin verilen £, enerji degerlerini ve bunlara karsilik gelen 4, katlhilik sayisini
bilmemiz gerekir, Ornek olarak, ii¢ boyutlu sonsuz kare kuyu potansiyelinde, ayni
kiltleli ve etkilesmeyen gok sayida pargacik iceren ideal gaz durumunu inceleyecegim.
Bu a ve £'nm fiziksel yorumunu anlamamiza yardime: olacaktir.

5.3.1. Kesimde izin verilen enerji degerlerini (5.39 nolu denklem})

hZ
Ep = —k? [5.96]
2m
olarak bulmustuk. Burada
_ (7ne wny nc
k‘(tx T lz)

dir. Daha once yaptigimiz gibi, k-uzayinda 7 / V hacmine digen bir durum (ya da, s
spini igin, 25 + 1 tane durum) olan k'y! stirekli degisken gibi gbz Onine alarak, toplami
integrale doéntistiirtiriiz, Kiirenin ilk 1/8’1ik parcasindaki (5.4 nolu sekle bakin) kiiresel
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kabuklar1 “kutu” olarak kabul edersek, kutudaki durum say1s1 olan “katlilik sayisi”
_ lamkde v
kT3 (m3/Vy  2n2

seklinde elde edilir. Ayirt edilebilen parcacrklar icin (5.87 nolu denklemy}, ilk hag kosulu
{5.87 nolu denklem)

3/2
V= fwe“'ghz"zfz""kz dk = Ve“"‘( " ) /
- 2 0 2mBh?

k* dk _ [5.97]

olur ve baylece

2\ 32
o N [2m8A
¢ =y o [5.98]

elde edilir. Tkinci bag kogulu (5.79 nolu denklem)

2 32
E= Y ol % B 4 3V - ( m ) /

272 m 287 \2mpr?
oldugunu séyler ya da ¢™y1 5.98 nolu denkleme yerine koydugumuzda,
3N
E=— .
25 {5.99]

elde edilir, (5.97 nolu denklemde (25 + 1) spin garpaniu dahil etseniz bile, bu noktada
sadelestiklerinden dolay: 5.99 nolu denklem tiim spinler igin dogrudur).

Bu sonug (5.99 nolu denklem) T sicaklifinda bir atomun ortalama kinetik enerjisini
tanmlayan klasik formiilit*” hatirlatryor.

E 3
— = —kgT .
=k [5.100]
ve burada k; Boltzmann sabitidir. By Ao sicakiik ile iliskili oldugunu gosterir:
1
B = T [5.101]

Bunun sadece ti¢ boyutlu sonsuz kare kuyu potansiyelinde ayirt edilebilen pargacikiar
i¢in degil de, genelde dogru oldugunu kamtlayabilmek igin bitbirleriyle 1s1l dengede
bulunan farkh cisimlerin aym £ degerine sahip olduklarmi gdstermemiz gerekecek.
Konu birgok kitapta tartigiimistir.”® Burada aynt seyin tekrarini yapmayacagim. Sadece
5.101 nolu denklemi T'nin tanmm: olarak alacagim,

77 Ornegin, David Haltiday, Robert Resnick, and Jearl Walker, Fundamentals of Physics, 5" ed,. Wiley,
New York (1997) 20.5. Kesime bakimz.

* Ornegin, Yariv (22, dipnot), 15.4. Kesime bakinz,
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T'nin fonksiyonu olan a (5.98 nelu denkleme bakin) yerine kimyasal potansiyeli
kullanmak aligila gelmisg bir tercihtir,

w{T) = —kpT [5.102]

ve 5.87, 5.91 ve 5.95 nolu denldemleri belli bir € enerjili (tek pargacik) durumundaki
en olast pargacik smyst olarak tekrar yazarsak (verilen bir enerjideki pargacik
sayisindan o enerjive sahip bir durumdaki parcacik savisina gegmek igin, sadece
durumun katliligina boleriz):

g (el kpT MAXWELL-BOLTZMANN

1
i’l(E) e _——_—‘—e(eﬂw,u)/k,a'f 1 FERMI-DIRAC [5103]

ekl — 1 BOSE-EINSTEIN
e\ s T

Maxwell-Boltzmann dagilimi klasik sonugtur ve ayirt edilebilen parcactklar igindir;
Fermi-Dirac dagilim dzdeg fermiyonlara ve Bose-Einstein dadilim dzdes bozonlara
uygulanir,

Fermi-Dirac dagilimu 7' — 0 iken, basit bir davrams sergiler:

— 0 € < {0},
(e—u)/kyT )
et B%{oo, € > ui0y,
ve bovlece
1 € < u(0),
’ 5.104
nie) — { 0 ¢ > w(0) [ ]

olur, 2(0) enerjisine kadar #im durumlar dolu ve bu enerjinin iizerindeki tiim
durumlarn hepsi bostur (5.8 nolu sekil). Buradan mutlak stfir sicakligindaki kimyasal
potansiyelin tam olarak Fermi enerjisine esit oldugu agik olarak gorilir:

w(0) = Ep. [5.105)

Sicakhk arttikca, 5.8 nolu sekildeki egirinin gdsterdigi gibi Fermi-Dirac dagilim
keskinligini “yumugatir”, $imdi 6zel bir durum olan ideal gaz durumuna donersek, daha
dnce ayut edilebilen pargaciklar igin 7 sicakliginda toplam enerjiyi (5.99 nolu denklem)

E = %NkBT ' [5.106]
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() A

e —— 1 >0

N

EF = ,U,(O) £
SEXIL 5.8: T=10 ve biraz daha yiiksek sicakdiklar icin Fermi-Dirac dagilim:.

ve kimyasal potansiyeli (5.98 nolu denklem) ise

N 3 2wht
w(Ty =kpT [m (V) + E1n (mkﬂ)} [5.107]

olarak bulmustuk. Simdi 5.87 nolu denklem yerine 5.91 ve 5.95 nolu denklemleri
kullanarak, 6zdes fermiyon ve bozonlardan olugan ideal gaza karsilik gelen ifadeleri
elde etmek igin biraz ugrasmak istiyorum. 5.78 nolu denklem ile verilen ilk bag kogulu

12 k?
T 2nl fy R m—pl /T + |

dk [5.108]

halini alir (arti isareti fermiyonlar igin, eksi isareti bozonlar igindir). 5.79 nolu
denklemdeki ikinci bag kosulu

VoRt Kt _
- 55?2"2%)[0 LR/ 2m)— ) [y T + |

dk {3.109]

sonucunu verir. Bunlardan ilki u#(7)’yi ve ikincisi E(7)’yi belirler (6rnegin E(T)i
kullanarak, 1s1 sigasim elde edebiliriz; C = 8E/8T). Ne yazik ki, bu integraller temel
fonksiyonlar cinsinden hesaplanamazlar ve bu sorunu daha fazla irdelemeyi size
brrakacagim {5.28 ve 5.29 nolu problemlere bakin).
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*+*Problem 5.29

(a) Bozonlar igin kimyasal potansiyelin her zaman en diisiik izin verilen enerji
degerinden daha dilgik olmasi gerektigini gosterin. Yardim: n{€) negatif olamaz.

(b) Ozellikle ideal bozon gazt igin tiim T degerlerinde u (7) < 0 olur. Bu durumda N
ve T'nin sabit tutuldugunu varsayarak, azalan T ile «(7)nin tekdiize olarak
arttigin gdsterin, Yardum: 5.108 nolu denklemi eksi isaretiyle gbzden gegirin. -

(c) Bose yogunlasmas: olarak bilinen olgu T’yi azaltirken w(7)’nin sifir oldugu
anda olusur. 1= 0 igin integrali hesaplayn ve bu olayin gozlendigi kritik sicaklik
(T) igin ifadeyi clde edin. Bu kritik sicakh@mn altinda pargaciklar taban
durumunda toplanir ve ayrik toplam: siirekli bir integralle yer degistirme teknigi
gecerliligini kaybeder.” Yardim:

[&¢] x.\wl
f ] dx = T'{8)(s) [5.110]
0

er —

ve burada I" Euler gamma fonksiyonu, £ ise Reimann zeta fonksiyonudur.
Uygun sayisal degerlere bakmiz,

(d)*He igin kritik sicakhg bulunuz. Bu sicakhkta *He’tn yogunlugu 0.15
gm/cm™’tir. Agiklama: ‘He igin deneysel kritik sicaklik 2.17 K’dir. *He'tin
T, civarinda gosterdigi dikkate deger dzellikler 29. dipnotta verilen kaynakta
tartisilmasgtir.

Problem 5.28 5.108 ve 5.109 nolu denklemlerdeki integralleri mutlak sifir sicaklikta
tzdeg fermiyonlar igin hesaplayiniz. Sonuglarmizi 5.43 ve 5.45 nolu denklemler ile
kiyastaymn. (5.108 ve 5.109 nolu denklemlerde elektronlar i¢in spin katliligin dahil
edecek fazladan 2 ¢arpani olduguna dikkat edin).

5.4.5 Karacisim Spektrumu

Elektromanyetik alanm kuantas: olan fotonlar, spini 1 olan tzdes bozonlardwr. Fakat
kiitlesiz olduklan igin de gok ozeldirler ve bu nedenle dzde relativistik pargaciklardir.
Relativistik olmayan Kuantum Mekanigine ait olmayan dort énermeyi kabul etmeye
hazirsaniz, fotonlart da konumuza dahil edebiliriz.

1. Bir fotonun enerjisi ile frekansi arasmdaki iliski Plank formiilii ile verilir:
E=l=ho _
2. Dalga sayisi ile frekansi arasmdaki iliski: ¢ 151k htz1 olmak fizere, ki =27/ 1= w/c.

3. Sadece iki spin durumu olabilir (m kuantum sayist +1 ve —1 olabilir ama 0
olamaz).

B F. Mandl, Statistical Physies, Wiley, London (1971) 11.5, Kesime balamz.
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4. Foton sayisi korunan. bir buyiiklik degildir; sicakhik artirtlh@inda, birim
hacimdeki foton sayis: artar.

.4. onerme 5.78 nolu denklem ile verilen itk bag kosulunun uygulanamayacagim
soyler. Bunu 5.82 nolu denklemde ve sonraki izlenen her adunda @ -» 0 yaparak
saglayabiliriz. Boylece, fotonlar igin en olas1 doluluk sayis1 (5.95 nolu denklem)

dx

= T [5.111]

Ny

olur. ¥ hacimli bir kutudaki serbest fotonlar icin, 5.97 nolu denklem™ ile verilen d,, 2 spin
carpant ite carpilip (3. 6nerme) ve & yerine o cinsinden ifade edilmesi (2. nerme) ile

T2ed

seklini alir. Boylece do frekans araligmdaki, N, i/ V enerji yogunlugu of w)da’ya esit
olur. Burada p (@)

_ heo?
plw) =73 (eholisT 2 1)

[5.113]

dir. Bu, T sicakhginda dengede olan elektromanyetik alan igin birim hacim ve frekans
basmna enerjiyi veren karacisim spektrumu i¢in bilinen Planck formiiliidiir ve 5.9 nofu
sekilde ii¢ farkh sicakhk igin gizilmistir.

Problem 530

{a) 5.113 nolu denkiemi kullanarak 44 dalga boyu arahigindaki enerji yogunlugunu
bulunuz, ¥Yardm: playdey1 p {A)dA7ya esitleyip, p () igin ¢oziin,

(b) Karacisim enerji yogunlufunun en yikksek oldugu dalga boyu i¢in Wien
yerdegistirme yasasim: ¢ikarm:

2.90 % 1073 mK

en yiksek=—
T

[5.114]

Yardim.: Hesap makinesi ya da bilgisayar kullanarak (5-x) = 5 ¢ transendental
denklemini ¢tzmek zorunda kalacaksimz. Sayisal deeri ii¢ anlamh rakama

kadar elde edin,

w* dw [5.112] -
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SEKIL 5.9 3,113 nolu denklem ile verilen karacisim spektrumu i¢in Planck Formiilii,

Problem 5.31: Karacisim ipimasinda foplam enerji yogunlugu igin Stefan-Boltzmann
formitliing ¢ikarn:

E kg
L _ 4 16 7 A —4Y o4
v (15h3c3) T (7.57 x 10716 ImIK )T . [5.115]

Yardim: Integrali hesaplamak igin 5.110 nolu denklemi kullanin. &)y = 790 olduguna
dikkat edin. ’

5. BOLUM ICIN EK PROBLEMLER

* Gergegi sdylemek gerekirse, relativistik olmayan Schrodinger denkleminden gikan bu ifade ile highir
isimiz yok. Neyse ki, kathlik relativistik durumdaki ile aynr. 5.36 nolu probleme bakin.

Problem 5.32: Bir boyutlu harmonik salimici potansiyeli icinde bulunan (2.43 nohu
de_nklem), birbirleriyle etkilesmeyen ve her birinin kiitlesi m olan iki pargacigl ele alm.
Pargacilklardan biri taban durumunda ve digeri ilk uyanlms durumda iken, < (x—x)'>"y1
(a) ki parcacik ayut edilebilir oldugunda, (b} her ikisi dzdes bozon oldugunda, {¢) her
ikisi dzdes fermiyon oldugunda hesaplaym. Spini yok saym. (Bu sizi rahatsiz ediyor ise,
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" pargaciklarm ayni spin durumunda cldugunu varsayin).

Problem 5.33: Ug parcacifimz ve iig ayr1 girilebilecek tek pargacik durumlart (y(x),
wi(x) ve w(x)) olsun. Asagida siralanan durumlar igin kag farkll tig pargacik durumlar
elde edilebilir? (a) pargaciklar ayirt edilebilen par¢aciklar ise, (b) pargaciklar dzdes
bozonlar ise, () parcaciklar 6zdes fermiyornlar ise (Par¢aciklar farkli durumlarda olmak
zorunda degiller. Yani pargaciklar ayirt edilebilir pargaciklar ise, wu(x}ye(x2)¥xs) tig
pargacik durumu i¢in olasi bir durum olabilir}. ‘

Problem 5.34 [k boyuttu sonsuz kare kuyu potansiyelinde etkilesmeyen elektronlar i¢in
Fermi enerjisini hesaplaymiz. ¢’y1 birim alana diigen elektron sayist olarak kabul edin. -
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»*«Problem 5.35 Beyaz ciiceler diye bilinen belli soguk yildizlar kiitlegekim gokmeye
karst elektronlarm kathlik basmci (5.46 nolu denklem) ile dengelenmislerdir.
Yogunlugu sabit kabul edersek, bdyle bir cismin R yangap sdyle hesaplanabilir:

(a) Toplam enerjiyi {(5.45 nolu denklem} yarigap, N nilkleon sayis1 (proton ve
nétronlar), niikleon bagina diisen elektron sayisi olan g ve elektronun m kiitlesi
cinsinden yazin. '

{b) Diizgiin yogunlufa sahip kiirenin kiitlecekim enerjisini hesaplaymn. Yamtinizl
evrensel kiitlecekim sabiti G, R, N ve nilkleon kitlesi M cinsinden veriniz.
Kiitlegekim enerjisinin negatif olduguna dikkatinizi ¢ekerim.

(¢) Toplam enerjinin ((a) ari1 (b)) en diigitk oldugu yan ¢ap1 bulun, Yamt:

2/3 2
4 GmMIN!/3
(Toplam kiltle artithca yarigapm azaldigina dikkat edin). N'den baska tlim
sayilar1 verlestirin ve g = 1/2 alm. Gergekte atom numaras: arttikea, g bir parca
azalw. Fakat buradaki amacimiz igin bu yeterince yakin bir degerdir. Yanu:
R = 7.6 x 10%°N""m,

(d) Guinesin kiitlesine sahip bir beyaz clicenin yarigapini kilometre olarak belirleyin.

(e) {d) sikkindaki beyaz clice i¢in Fermi enerjisini eV cinsinden belirleyin ve bunu
elektronun durgun kiitle enerjisi ile kiyaslayin. Bu sistemin tehlikeli bir gekilde
relativistik bir sisteme déniigtiitine dikkat edin (5.36 nolu probleme bakin).

soxProblem 5.36 £ = p*/2m klasik enerji yerine £ = pc® +mc* — mc? relativistik

formiilll koyarak serbest elektron gazi teorisini (5.3.1. Kesim) relativistik bolge icin de
olugturabiliriz. Momentum ve dalga vektoril arasidaki genel iliski: p = Ak, Ozellikle,
en ug relativistik limitte: E = pe = hck.

(a) 5.44 nolu denklemde /%k%/2m yerine en ug relativistik ifade olan fck’v1 koyun
ve bu rejimde £, toplam enerjiyi hesap edin.

(b} 5.35 nolu problemin (a) ve (b) siklarini en ug relativistik elektron gazi igin tekrar
edin, R'nin degerl ne olursa olsun, bu durumda dengede minimumun olmadigina
dikkat edin. Toplam enerji pozitif ise, kathlik kuvvetleri kiitlegekim kuvvetlerini
gecer ve yildiz genisler. Ote yandan, toplam enerji negatif ise, kiitlegekim
kuvvetleri kazanir ve yildiz ¢okmeye baglar. Oyle bir N, kritik nitkleon sayisi
bulun ki, ¥ > N, i¢in kiitlegekim ¢okme gergeklessin, Bu Chandrasekhar limit’i
olarak adlandmibr. Yaru: 2.04 x 10°". Buna karsihk gelen vildizin kiitlesini
giines kiitlesinin ¢arpam olarak bulun. Bu kiitteden daha biiyiik lditleli yildizlar
beyaz ciice olugturamarzlar fakat ¢ékmeye devam edip (kosuilar uygun ise)
nétron yildizlarima donisiirler.

(€) Cok yiiksek yogunluklarda, e + p' — » + v ters beta bozunmasi neredeyse tiim
protonlan ve elektronlar {(ndtrinolart serbest biraktiraralk) nétronlara donistiiriir,
Sonunda notronlarin katlilik basincl beyaz clicelerde elektronlarm yaptig gibi
{(3.35 nolu probleme bakm) cékmeyi dengeler. Giines ile ayni kiitleye sahip bir
nétron  vildizimn  yarigapim  hesaplaymn.  Ayrica nitron Fermi  enerjisini
hesaplayin ve bunu nétron’un durgun kiitle enerjisi ile kayaslayin, Bir ndtron
yildizini relativistik degilmis gibi incelemek uygun mudur?

#*%+%Problem 5.37 Ug boyutlu harmonik salmici potansiyelinde (4,38 nolu problem)
ayut edilebilen pargaciklar igin toplam enerji ve kimyasal potansiyeli bulun. Yardum.
5.78 ve 5.79 nolu denklemlerindeki toplamlar tam olarak hesaplanabilirler. Bu durumda
sonsuz kuyn potansiyelinde yaptigimiz gibi, bir integral yaklasumi yapmak zorunda
degiliz. Geometrik serilerin tirevini alwken dikkat edin;

lwxmzx” . [5.116]

Ve




248 5. Bolim Ozdes Pargacikiar

I1. KISIM UYGULAMALAR

olur ve yilksek dereceli tiirevler igin benzer sonuglar elde edilir. Yaru:

3

] _l_ e—ﬂﬂ)]kBT
: )

6. BOLTM

(a) kT << Aiw oldugu limit durumu tartisin,

(b) Es. boliisim teoremini’' gozoniine alarak, 437 >> A oldugu klasik durumu
tartisin, Ug boyutlu harmonik salinmct potansiyelindeki bir pargacigin kag
serbestlik derecesi vardir?

ZAMANDAN BAGIMSIZ TEDIRGEME TEORISI

6.1 KATLI OLMAYAN TEDIRGEME TEORISI

6.1.1 Genel Formiilasyon

Zamandan bagunsiz Schrodinger denklemini her hangi bir potansiyel i¢in (6rnegin bir
boyutlu sonsuz kare kuyu potansiyeli) ¢ozdiigiimiizii varsayalim:

HO%) = E)y?. [6.1]

Cbziim bize ortonormal <, ozfonksiyon takimimni

(WOWLS = Sum [6.2]

ve bu Ozfonksiyonlara karsilik gelen £ odzdegerlerini verir. Simdi potansiyele gok

kiglik bir tedirgeme uygulayalim (6.1 nolu sekilde goésterildigi gibi kuyunun tabanina
ldigiik bir ¢ikinti koyakun). Bu yeni duruma karsilik gelen yeni ézfonksiyonlari ve yeni
dzdegerleri bulalimn:

Hijry = Eqif, [6.3]

fakat talih kusu bagimuza konmadigr siirece, bu daha karmasik potansiyel igin
Schrisdinger denklemini tam olarak ¢6zemeyiz. Tedirgeme teorisi tedirgenmis
sistemlere fedirgenmemis sistemlerin bilinen kesin ¢ozimlerini kullanarak yaklasik
cdztimler dreten sistematik bir stirectir,

*! Halliday and Resnick (27. dipnot) 20-9. Kesime bakiniz,
249
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SEKIL 6.1: Kigiik bir sekilde tedirgenmis sonsuz kare kuyu potansiyeli.

Once yeni Hamiltonyeni iki ayr terimin toplami olarak yazariz:

H=H’+)\H, [6.4]

burada H' tedirgeme (pertiirbasyon) terimidir ve 0 iist indisi her zaman tedirgenmemis
buyiklikleri belirtir. Simdilik A’y1 ¢ok ufak bir say1 olarak ele alacagiz. Daha sonralari
onu 1’¢ kadar ¢ikaracagiz ve H ger¢ek Hamiltonyen olacaktir, Simdi ¥, ve E,’leri A'nin
kuvvetleri seklinde seriye agalim:

Un = U 0 + 20 [6.5]
En=ES+ E) + 2B 4., [6.6]
Burada E, n-inci 6zdegere birinci dereceden diizeltme ve +/ de n-inci 6zfonksiyona

birinci dereceden diizeltme terimidir. E ve v Ikinci dereceden diizeltme terimieri

ve bdylece devam eder. 6.5 ve 6.6 nolu denklemleri 6.3 nolu denkleme
yerlestirdigimizde

(H® o+ MO + A 4 2292 4] |
= (EQ + AEY + MPEZ+ [0 + 00} 402y 4]
elde ederiz. A'nin kuvvetleri seklinde tekrar yazarsak
HOY 40 H ) + By + 20+ B + -
= EJY0 + MENY) + B2y + MBS+ Efwt + B2 0y + -

6.1. Kesim: Kath Olmayan Tedi?ger:;zé. Teorisi 251
olur. En dilgiik derece’ (1) H°%® = E°¢° 1 verir (6.1 nolu denklem). Birinei derece (ai');
Hy + H' = gy + Eqy. [6.7]
ikinci derece (A%,
HOYZ + By = EYV + Eqviy + Exiy, [6.8]

ve biyle devam eder. (4 ile igim burada bitti. Farkh dereceden yaklagiklarin izini-
siirmemize yarayan bir aragti. Onu 1 yaptim.)

6.1.2 Birinci Derveceden Diizeltmeler

6.7 nolu denklemin ¢° ile i¢ garpumumnt ({¢ )" ile garpip integralini almak) alirsamz:
(U H ) + W HR) = EQR 1) + En 1)

Fakat H° hermitseldir:
(W2 HOy = (HOYL ) = (BDWR ) = EXuiv)

ve bu, sag taraftaki ilk terimi yok eder. Ustelik, <zj)f

L ) =1 oldugundan,’

El = (yIIH |y [6.9]

olur, Bu birinci dereceden tedirgeme teorisinin temel sonucudur ve pratikte, kuantum
mekaniginin en sik kullanilan denklemi de olabilir. Bu, enetjive birinci dereceden
diizeitme teriminin tedirgemenin tedirgenmemiy durumlardaki beklenen degerine esit
oldugunu sdyler.

Ornek 6.1 Sonsuz kare kuyu potansiyeli igin tedirgenmemis dalga fonksiyonlar: (2.28

nolu denklem):
12 nw
0 _ S
i, (x) = = sm( - x).

! Her zaman oldugu gibi kuyvet serisi agilunlarunmn tekligi (2. Bolum, 25. dipnot), benzer kuvvetlerin
lkatsayilarim egit kilar.

? Bu baglamda, (WOH' 40} va da (601 WD) (fazladan | isaret]) yazip yazmadigimiz onemli degildir,
Cunki) dalga fonksiyonunu sadece bir durumu “etiketlemek” igin kullamiriz, Burada ikinci yazilan notasyon
tercih edifir.
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SEKIL 6.2: Tim kuyu iizerinden sabit tedirgeme.

6.2 nolu sekilde gosterildigi gibi, sistemi kuyunun “tabami™ni sabit bir F;, kadar
~ yiikselterek tedirgedigimizi varsayalim. Enerji ozdegerlerine birinci dereceden diuzeltme
terimlerini hesaplayin.

Cdziim: Bu durumda /' = Vo' dir ve n-inei durumun enerjising birinci dereceden diizeltme

Ey = (WVol¥D) = V(w0 = 1

seklindedir. O zaman diizeltilmis enerji diizeyleri sadece Vo kadar yitkseltilmiglerdir;
E =E + ¥,. Burada sasirtici olan tek sey, birinci dereceden tedirgeme teorisinin kesin
¢Oziimil veriyor olmasidir. Sabir bir tedirgeme i¢in daha yiiksek dereceden diizeltme

terimlerinin yok olacap: da agiktir.” Ote yandan, eger tedirgeme sadece kuyu boyunca
yarisina kadar uzanirsa (6.3 nolu sekil),

2V e 1%
E! = =2 sin® (ﬂx) dx = 22
a Jy a 2

olur. Bu durumda her enetji dizeyi V,/2 kadar yitkseltilmis olur. Bu birinci derece
yaklagimt olarak uygun gortinmesine ragmen, kesin sonug degildir,

6.9 nolu denklem enerjiye birinci dereceden diizeltmeyi verir. Dalga Jorksivornuna
birinei dereceden diizeltmeyi bulmak igin 6.7 nolu denklemi tekrar yazariz,

(H — EDw! = ~(H' - ELyy?, (6.10]

* Burada hig bir sey sonsuz kuyu potansiyelinin dogasina bagl degildir, Tedirgemenin sabit oldugu
durumnda herhangi bir potansiyel igin bu gecerliligini korur.
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SEKIL 6.3: Kuyunun yarisina uzanan sabit tedirgeme.

Denklemin sag tarafi bilinen bir fonksiyondur. Boylece ) 'ig:in homojen lolmayan
diferansiyel denklem elde edilir. Tedkgenmemig dafga fonkswonlarl_ tam bir t?.kun
olusturdugundan, herhangi bir fonksiyon gibi +, de bu fonksiyonlarm lineer
kombinasyonu olarak ifade edilebilir:
wa= Y iy, [6.11]
mn .
Toplamda m = n terimlerini dahil etmemize gerek yok, Ciinkii tjf,{ 6.10 nolu denklemtll
saglarsa, herhangi bir o sabiti icin (¢) +ay¢?) de saglar ve bunu kullanarak 3]
terimlerini elde edebiliriz.* c,(,'f) katsayilarini belirleyebildifimizde de igimiz biter:

6,11 nolu denklemi 6.10 nolu denkleme vyerlestirip, yff,?l dalga fonksnfm'ﬂan
tedirgenmemis Schrodinger denklemini (6.1 nolu denklem) sagladi@ gergegini de
kultandigimizda, . .

2 En = Epeivy = ~(H' — Epyy
msEn
elde ederiz. drIO ile i¢ garpimim alarak,

> (ES = EDe® (i = — (w1 1wy + ELy vl
myn

* 6.5 nolu denklem aynica, w,} i¢inden herhangi 1/'!’,? bilegenin gekilip ilk teri@e bir]e.stirilebileccgigi sijy.le.r.
Aslinda cf,’” = (3 segimi 6.5 nolu denklemde w,?’ln katsayist igin 1 degerir[l)e Si:.hlp y’;,zz’mn normlana‘bzlmesmm
garantisidir (4"da birinci derece): (¥alvm) = (¥ [¥9) + A((v) \1&,9}'4- (W,'Ilv’/n)) + A ()+ e t:te_yandan
tedirgenmemis durumlar igin, ortonomarllik bagmntist i,’f,} ’in w,? bilegseni oimadig1 sirece ilk terimin 1 ve
(W,'I |i,ff,9) = (y’/,?lw,]!) = 0 oldugunu soyler.
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elde ederiz. / = n ise, sol taraf sifir olur ve 6.9 nolu denklemi tekrar elde ederiz. [ # n ise,

(EY — EDe = —(yP|H [y/0

yada
057140
m _ o H ) 6.1
cy —_—EE ~ 5D f6.12]
elde ederiz, Boylece
W 110D
25D Gy Vo [6.13]
mstn m

olur. Tedirgenmemis enerji spektrumu katlt olmadigr siivece, toplam m = n terimlerini
igermediginden payda sorunsuzdur, Fakat iki farkl: tedirgenmemis durum ayni enerjiye
sahip olursa, ciddi bir sorun ile kargilaginz (6.12 nolu denklemi elde etmek icin sifira
bélmek zorunda kahnz). Bu durumda kath tedirgeme teorisine ihtiyacimiz olur ve
bunu 6.2. Kesimde anlatacagim.

Béylece birinci dereceden tedirgeme teorisi tamamlanmis olur: 6.9 nolu denklem

enerjiye birinci dereceden diizeltme olan, E,’i ve 6.13 nolu denklem de dalga
fonksiyonuna birinci dereceden diizeltme olan, ¥, i verir. Bir konuda sizi uyarmam
gerekiyor: Tedirgeme teorisi ¢ogu zaman gasirtic1 bir gekilde gercek enerji degerlerine
yakin sonuglar (yani, E,+E) gercek E, deferine c¢ok yakmn) verirken, dalga
fonksiyonlar agisinda sonuglar ¢ok kotiidiir.
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(a) Yeni enerjilerin kesin degerlerini bulun (bu durumda siradandir). ifadenizi € nun
kuvvetleri olarak ikinci dereceye kadar seriye acn,

(b) $imdi 6.9 nolu denklemi kullanarak enerjide birinci dereceden tedirgemeyi
hesaplaymn. Burada H' nedir? Sonucunuzu (a} gikk ile kiyaslaymn. Yardm: Bu
soruyu ¢bzerken tek bir integral bile almaniza gerek yok.

Problem 6.3 Sonsuz kuyu potansiyeline konmug ve birbirleriyle
V(x, x2) = —a VQS(IIILI ~x3)

potansiyeli ile zayif bir sckilde etkilesen iki bozonu goz oniine alin. Potansiyel
ifadesinde ¥, enerji boyutuna sahip bir sabit ve a kuyunun genisligidir.

(a) Il olarak parcaciklar arasi etkilesmeyi gormemezlikten gelerek, taban durumuna
ve ilk uyarilms duruma karsihk gelen hem dalga fonk51yonu hem de enerjiyi
hesaplayin.

(b} Birinci dereceden tedirgeme teorisini kullanarak parg:amk]ar aras) etkilesmenin
taban ve ilk uyarilmig durum enerjilerine verdigi katkiys hesaplaymn. |

*Problem 6.1 Sonsuz kare kuyu potansiyelinin merkezine bir delta fonksiyon ¢ikmtising

koydugumuzu varsayahm:
H =ad(x —a/2)
ve burada « bir sabittir.
(2) 1zin verilen enerji degerlerine birinci dereceden diizeltmeyi hesaplaym. #’nin ¢ift
degerleti igin enerjilerin neden tedirgenmedigini agiklayiniz.
(b) lffil taban durumuna diizeltme serisinde (6.13 nolu denklem) sifir olmayan ilk iig
terimi hesaplayin.

*Problem 6.2 V{(x) = 1/2 kx* harmonik salinict i¢in izin verilen enerji degerleri;
w=+k/m klasik frekans olmak lizere

Ev=nm+1/Dho, =012 _..)

geklindedir, $imdi yay sabitinin azicik arttmldigm varsaym: & — (1 + €)k. (Belki yay:
sogutarak esnekligini azaltabiliriz).

6.1.3 Enerjiye Ikinci Dereceden Diizeltmeler

Daha once yaptipumzi izleyerek, ikinci dereceden denklemin (6.8 nolu denklem) ¥7 ile
i¢ carpimini alalim.

WO O + (WO ) = B0y + BNl + E2(w0lu?).
Yine H 1 hermitsel olugunu kullanarak,
(WO HOY2) = (HOYOld) = EQu v )

elde ederiz. Boylece sol taraftaki ilk terim sag taraftaki il terimi gétiiriir. Ayni zamanda
WR1¥Dy = 1 oldupundan, E? igin asagidaki ifadeyi buluruz:

= (W H \y}y — E |y, [6.14)

Fakat toplam m = g terimlerini igermediginden ve digerleri de birbirlerine ortegonal
oldugundan

o)y =3 P yllyn) =0
miyn
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olur ve bylece,

0
B} = IE ) = 3 e iyl = 3 U
m#n mn

|H' |y (g 0| 7 w8
E}? - El(‘.‘)l

ya da,

0 71,0.0012
2 Zﬁﬁm_“‘iﬂzll_ [6.15)

E: = EQ_EG

n
m#n n m

bulunur ve bu ikinci dereceden tedirgeme teorisinin temel senucudur,

Dalga fonksiyonuna ikinci dereceden diizeltme terimini (W2, enerjive iglincii-
dereceden diizeltme terimini ve boylece devam eden diizeltme terimlerini hesap etmeye
devam edebiliriz, fakat pratikte genel olarak 6.15 nolu denklemi hesaplamak bu
yéntemin kullanmmi igin yeterlidir.”
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(a) Enerji dlzeylerinde birinci dereceden degisimin olmadigim gosterin ve ikinei
dereceden katkiyt hesaplaym. Yardom: 3.33 nolu probleme bakm.

(b). Bu problem igin Schradinger denklemi bir degisken déntigiimil ile, ' = x — {gFE/mab),
dogrudan ¢ozillebilir. Kesin enerjileri bulun ve bunlarn tedirgeme teorisi

yaklagumi ile uyumlu olduklarint gosterin.

6.2 KATLI DURUMLARIN TEDIRGEME TEORISI

*Problem 6.4
{(a) 6.1 nolu problemde verilen potansiyel i¢in enerjive ikinci dereceden diizeltme
terimini (£’) hesaplaym. A¢iklama: Serileri dogrudan toplayarak tek »’ler igin
=2m{ o/ whn)*yi elde edebilirsiniz.
(b)6.2 nolu problemde verilen potansiyel igin taban durum enerjisine ikinei

dereceden diizeltme terimini (E?) hesaplaym. Sonucunuzun kesin ¢dziimle
uyurnlu olup olmadigmi kontrol edin.

Problem 6.5 Bir boyutlu harmonik salinici potansiyeli iginde bulunan yiikly bir
-pargacifl goz Oniine aln. Potansiyel enerjiyi /I’ = —gEx artiracak kadar da zayif bir
elektrik alani uyguladigimizi varsayalim.

* Kisa gosterimde Vi, = (dr%]H’[l{;S), Appn = Eﬂz — E,‘;’ olarak tammlansin. #-inci enerjs dizeyine
olan duizeltme terimlerinin ilk g
2 2
. v, ¥
E =V, E :ZM_’ o QRO i I
m=n Anm Lim=n An[Anm m=n Anm

Ugiinct derece diizettme terimleri igin Landau ve Lifschitz’in Quantum Mechanics: Non-Relativistic Theory
{3rd ed,, Pergamon, Oxford (1977), 136. sayfa) kitabina bakin. Dordiinct ve begini dereceter ve daha yiksek
dereceleri de dahil edebilecek gliglt bir teknik Nickolas Wheler tarafindan gelistiritdi: High-Order Spectral
Periurbation (Yaywlanmamig Roed Colleger Report 2000). Zamandan bagims:z tedirgeme teorisinin daha
aydmlatie: formilasyonlan, Delgarne-Lewts yontemini ve “logaritmik™ tedirgeme teorisini igerir. (LPT igin T,
Imbo and U. Sukhatme, Am. J. Phys. 52, 140 (1984), Delgamo-Lewis igin, H. Mayromatis, 4m. J. Phys. 59,
783(1991) e bakimiz.

Tedirgenmemis durumlar kath ise, yani iki (¢ ve, ) ya da daha fazla ayr1 durum aym
enerjiye sahip ise, tedirgeme teorisi galismaz: 6.12 ve 6.15 nolu denklemlerle verilen
c® ve E? bir ihtimal pay sifir olmadikea ((a,bj |H '|¢£ )__: (0, bu daha sonra bizim igin

iyl bir manevra yolu olacaktir) patlar. Bu nedenle kathlik durumunda, enerjiye birinci
dereceden dizeltme terimlerine (6.9 nolu denklem) giivenebilmek igin bir dayanagimiz
yoktur ve problemi gozebilmek igin bagka bir yéntem aramak zorundayiz.

6.2.1 ki Kez Kathihk

¥y ve ¢ normlanmus dalga fonksiyonlar olmak iizere
HOYO = E%C,  HO) =E%, (Qlyy) =0 [6.16)
olsun. Bu durumlarin '

v = avl + By [6.17]
lineer kombinasyonun da HD’.m aym E° dzdegerli bir 6zfonksiyonu olduguna dikkat
edin:

Fo9%0 = EOy0. [6.18]

H tedirgemesi kathiligr ortadan “kaldiracakt”. \’y1 0’dan 1’e dogru arttirdikga, ortak
E° tedirgenmenmis enerji ikive yanlacaktir (6.4 nolu sekil). Oteki tiirlii devam edersek,
yani tedirgemeyi ortadan kaldwrdigimizda, “yukan” durum +f° ve ) 'm lineer
kombinasyonu olan bir duruma indirgenir ve “asaZ1’” durum ise ortogonal lineer
kombinasyon durumuna indirgenir, Fakat bu “wygun” lineer kombinasyonlarin ne
olacagim énceden bilemeyiz. Bu nedenle, birinci dereceden enerji dlizeltme terimini
(6.9 nolu denklem) dahi hesaplayamayiz c¢iinkll hangi tedirgenmemis durumlar
kulianacagimizi bilemiyoruz.

Bundan dolayi, simdilik “uygun” tedirgenmemis durumlan o ve /£ ayarlanabilir
biiviilitkler olmak fizere genel sekilde (6.17 nolu denklem) yazalim,

Hyr = By , [6.19]
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SEKIL 6.4: Kathhiin tedirgeme ile “kaldirsimass”,

Schrédinger denklemini ¢ozmek istiyoruz. Burada H = H" + AH' ve
E=EC+rE 4+ 222+ =yl 4ayl 422924, [6.20]

dir. Bu denklemleri 6.19 nolu denklemde yerine koyup, A’mmn kuvvetleri seklinde
toparlarsak,

bulunur. H°v° = £°4° oldugundan ilk terimler birbirini gotiirtir. Elimizde A’ derecesinde
Ho.w_] 'i' HHJIO — Eowl + Elwo [6.21]

kahr,

a

ile i¢ garpimu alwsak,

W H Y + B O = BNl + BNt

elde edilir. #”m hermitsel olmasi soldaki ilk terimin sagdaki ilk terimi gotiirmesine
neden olur. Bunu 6.17 nolu denklemde yerine yazip, ortonormallik kosulunu
kullandigimizda,

a1 H W) + BUCIH W)) = aE!
sonucunu elde ederiz. Daha kisa olarak, '
- & Wag + BWap = a ' , 16.22]
seklinde yazabiliriz. Burada
Wi = (W'D, G =a,b) [6.23]

dir. Benzer geklide ) ile i¢ garpim
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aWha + BWep = BE! [6.24]

sonucuru verir. Bu ifadelerdeki W lar sadece H'niin tedirgenmemis wé’ ve 1,!;}3 dalga
fonksiyonlarina gére “matris elema_n]ari” oldufundan genelde bilinen biyiklitkler
olduguna dikkatinizi ¢ekerim. 6.24 nolu denklem W, ile carpildiginda ve de AW,y
yolk etmek igin 6.22 nolu denklem kullanitdiginda,

o Wap Wig = (E! = W HE! — Wip)1 =0 - [6.25]
bulunur. Eger o sifir degil ise, 6.25 nolu denklem E' igin asagidaki denklemi verir:
(BN — EY(Waa + Wip) -+ (Way Wiy — Wiy W) = 0. [6.26]

Wy, = W, oldugunu hatirda tutarak ikinci dereceden denklemi kullanip su sonuca

&

varabiliriz:

1
E+=

1
+ 5 [Waa + Wb + \/(Waa — Wip)? + 4iWab[2 :l . [6.27]

Bu kath durumlarm tedirgeme teorisinin temel sonucudur; iki kék tedirgenmis iki enerji
degerine kargilik gelir.

Fakat ya ¢ sifir ise? Bu durumda £ = 1, 6.22 nolu denklem W, = 0 oldugunu séyler
ve 6.24 nolu denklemi kullanarak, E' = W,, sonucunu elde ederiz. Bu ashinda 6.27 nolu
denklem tle verilen genel sonucun W, » W, varsayim altinda eksi isaretlisinin kapsami
igindedir. Art1 isareti o = 1, = 0 degerine karsilik gelir. Dahasi da var,

El = Wae = (WOH'WY),  EL = Wiy = (Y] 1 [y)

tamamiyla kath ofmayan tedirgeme teorisi kullanilarak elde edilecek sonuglardr (6.9
nolu denklem). Bu sadece bizim gansimiz, wf} ve 1‘,’ durumlart “uygun™ bir lineer
kombinasyon idi. Belli ki, bir gekilde igin tam basinda *“‘uygun” durumlar tahmin
edebilmek bize ¢ok bityitk bir avantaj sagliyor. Devam edip, kath olmayan tedirgeme
teorisini  kullanabiliriz. Aslhinda agafidaki teoremi kullanarak bunu g¢ok siklikla
yapabiliriz.

Teorem: 4, H' ve ' ile sira degistirebilen hermitsel bir operatér olsun. H “mn cok
kath dzfonksiyonlar olan v{ ve 108 , A'nimn farkh dzdegerlere sahip szfonksiyonlar
ise,

Ayl =pyl, Ayp =y ve  m#EV
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olur. Bu durumda W,, = 0'dir ve boylece 1,02 ve WE tedirgeme teorisinde
kullamlabilecek “uygun” durumlar olur.

Kanit: Varsaymm geregi {4, H'] = 0 ve boylece;
(WIIlA, H' ) =0 |
= (W AR — (W H Ay
= (AYDHHY) — (g1 H i)
= (i — WP [H Y)Y = (1 — v)Wap.
Ancak g v oldugundan, W, = 0 dir.

Almacak Ders: Kath durumlarla karsilastiginizda, #° ve H' ile sira degistirebilen
hermitsel operatorler arayin; 4°in ve A’nin ortak 6zfonksiyonlarmni tedirgenmemis
durum daiga fonksiyonlar: olarak se¢in. Sonra bilinen birinci dereceden tedirgeme
teorisini kullanan. Boyle bir operatér bulamadigimz durumda ise, 6.27 nelu denkieme
bagvurmak zorunda kalacaksmiz ancak pratikte béyle bir durumla gok nadir kargilagilir.

Problem 6.6
v =as )+ By

“wygun” iki tedirgenmemis durum fonksivonu olsun. Burada ¢y ve S bir normlama
carpam kadar farkla 6.22 nolu ya da 6.24 nolu denklem kullanilarak belirlenir.

- (a) ¥} "1n ortogonal olduklarin ((¢3|¢9) = 0),
o) (vIH |p) =0,

(c) (z,fr‘i |H' h,froi) = Eit ¢ E. 6.27 nolu denklemle verilen ifadeye esittir) oldugunu
tiim iglemleriyle gisterin,

Problem 6.7 Kendi Uizerine kapanan L uzunlugunda bir boyutlu uzayda serbestge hareket
edebilen m kiitleli bir pargacigi géz oniine alin. (6rnegin, 2,46 nolu problemde verilen,
uzunlugu L olan dairesel bir tel iizerinde siirtlinme olmaksizin kayabilen boncuk gibi).

{a) Duragan durumlarm » = 0, 1, £2, ... olmak iizere agagidaki gibi
yazilabilecegini gésterin;

Yo (x) = %em’”/f*, (—L/2 < x.<'Lj2)
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izin verilen enerji degerleri ise,

2 (mrh )2
E,=—§{ —
m\ L
dir. # = 0 taban durumu hari¢ tim enerji dilzeylerinin iki kez kath olduguna
dikkat edin. o

{b) Simdi a << [ olmak tizere,
H = —Vye =/e

tedirgemesini uygulayalim (bu sanki x = 0’da potansiyelde bir “tuzak”
olusturmak icin teli birazelk bilkmiisiiz gibi bir “gamze” olusturur.) 6.27 nolu
denklemi kullanarak, E, i¢in birinci dereceden diizeltme terimini hesaplayin,
Yardim: Bu integralleri hesaplayabilmek igin, integralin alt ve st smurlarim
+ L/2'den +eo’a doniistiirmek igin & << L oldugu varsayumim kullanin. Zaten H',
—a <x < g bblgesi diginda esas olarak sifirdur.

(c) Bu problem ig¢in ¥, ve ¥_, nin “uygun” lincer kombinasyonlar nelerdir? Bu
durumlan kullanarak birinci dereceden diizeltme teriminin 6.9 nolu denklemden
elde edilebilecegini gosterin.

(d) Teoremin kogullarina uygun hermitsel bir A operatérii bulun ve H® ile A'min
ortak dzfonksiyonlarinin (¢) sikkinda kullandiginiz fonksiyonlar ile bire bir aynt
olduunu gosterin.

6.2.2 Yitksek Dereceli Katlilik

Bir énceki kesimde kathhfn iki kath oldugunu varsaydim. Fakat yontem kolaylikla
genellestirilebilir, 6.22 ve 6.24 nolu denklemleri matris bigiminde tekrar yazalim:

Woe War) iy _ o1 fc
(Wba Wbb) (ﬁ)_E (ﬁ) [6.28]

EVlerin W-matrisinin dzdegerlerinden baska bir sey olmadikian agiktir; 6.26 nolu
denklem bu matrisin  karakteristik  denklemidir .ve tedirgenmemis durum
fonksiyonlarmn “uygun” lineer kombinasyonlar: da W matrisinin 6zvektorleridir.

# kez kathihigin oldugu durumlarda, boyutu # X » olan
Wi = (W) H |y [6.29]

matrisinin &zdegerlerini aranz. Lineer cebir dilinde “wygun” tedirgenmemis dalga
fonksiyonlarim bulmak, kath alt uzayda W matrisini kosegenlestiren bir baz olugturmak
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anlamina gelir. Yine /' ile sira degistirebilen bir 4 operatérii ditsiniip, 4 ve H* i ortak
ozfonksiyonlarmi kullanabilirseniz, o zaman W matrisi ofomarik olarak kosegen
olacaktir ve karakteristik denklemi ¢6zme telagina dismek zorunda kalmazsmiz$ (Eger
iki kez katlilktan yola ¢ikarak # kez katlilik igin yaptigim genellestirmem sizde biraz
stkint yaratiyor ise, 6.10 nolu problemin tizerinde galisin,)

Ornek 6.2 4.2 nolu problemde verilen tig boyutlu sonsuz kiibik kuyuyu ele alin.

O<x<a,0<y<a, ve 0<z<a;
diger yerlerde.

Vi, y.2) = lgo [6.30]

Fi, My, V& 1, pozitif tamsayitar olmak tizere duragan durumlar
5 372
0 2 L AT . (AT . (R
wnxnyn; (x,y,2) = (E) sin (ITx) sin (—;%y) sin (TZ) [6.31]

ve bunlara karsilik gelen izin verilen enerji degerleri

0 ﬂzh

RyRyn, T

X
SEKIL 6.5: Tedirgeme taral bilgede potansiyeli V) kadar arttirir.

Bu, 6.5 nolu sekilde gosterildigi gibi kutunun bir geyreklik kisminda potansiyeli _VO
kadar arttrrir. Taban durumu igin birinci dereceden diizeltme terimi 6.9 nolu denklem ile
verilir:

2
S+ ) [6.32]

seklindedir, ¥, taban durumunun kath olmadifina dikkat edin ve enerjis
252 E} =ty # )v)
Fi 4

By = 2 [6.33] o\ 3 a2 om aft L m “ L ym

y . : - _ v i S - d
2ma E = (;) VO.[O sin (ax) de sin (ay) dyfo sin (az) z
dir. Fakat ilk uyarilmig durum ii¢ kez kathdir = B |

Ya =V, ¥e=vir ve o=y [6.34] : - ZVO

olur ki hemen hemen belklenilen de budur.
flk uyanimis durum igin kath durumlann tedirgeme teorisinin tiim mekanizmasimna

[6.37]

ve hepsi ayn1 enerjiye sahiptir:

EY = 3)'{%2 6.35 ihtiyacimiz olacaktir. [tk adim W matrisini olusturmaktir. Matrisin kﬁsegen elemantar
b @ [6:33] taban durumu ile aymdir. Sadece siniislerden birinin arglimam ¢iftlenmistir.
L . ]
Slmdl, e Waa = Wpp = Wi = ZVU
H = Vo, O<x<aflve 0D<y<a/2; [6.36] oldugunu kendiniz kontrol edebilirsiniz. Kogegen olmayan elemanlar daha ilgi gekicidir.
o, diger yerlerde. ' ’ o\ " .
N ; ) d
Wap = (a) VOJ{) sin (ax) X

seklinde bir tedirgeme uygulayalim.

® Katli durumlarin tedirgeme teorisi Hamiltonyenin kath olan kismumn kasegenlestirilmesine karsilik
gelir. Matrislerin kogegenlestirilmesi ve sira degistirebilen matrislerin aynt anda késegenlestirilebilmeleri Ek
bolimilnde verilmistir (E. 5. Kesim)
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Ancak, z iizerinden integral sifirdir, W, igin de bu bdyledir. Yani:
Wab = Wge = 0.

2\ el 2
Whe == (—) Vo[ sin (Ex) sin (—nx) ax
a 0 a a
a/2 Zn hid “ " 16
xfo sm(ay)sm(ay)dyfo sin (az)a’z o0 — W

olur. Bu da k= (8/37) = 0.7205 olmak {izere

v, 1 0 0
W= Y 0 1 « [6.38]
0« 1

SONUCUNU Verir.

W va da tizerinde g¢alisilmas: daha kolay oldugu igin 4W/F, m karakteristik
denklemi

I-wy —k*Q-w)=0
seklini alir ve 6zdegerler ise
wy=1;, wp=14+x17205 wy=1—i =02795
dir. A’m birinci dereceden kuvveti cinsinden
E9 +avp/4,
E1(d) = § EY+ Al + ) Vo /4, [6.39]
EY + M1 — ) Vo/4,
olarak bulunur. Burada E’, 6.35 nolu denklem ile verilen ortak tedirgenmemis
enerjidir. Tedirgeme kathhign 6.6 nolu gekilde gosterildigi gibi £°°1 tig ayn enerji
diizeyine boélerek kaldurr. Bu probleme kath olmayvan tedirgeme teorisini uygulamis

olsaydik, birinci dereceden diizeltme terimi (6.9 nolu denklem) bu {ic durum igin ayn
Vo/4 degerine esit olurdu. Bu deger sadece ortadaki durum i¢in dogrudur.

Ote yandan, “uygun” tedirgenmemis durumlar

VO =ayn + B +yve [6.40]

seklindeki lineer kombinasyonlardir. Burada «, 8 ve y katsayilan W matrisinin
ozvektorlerini olustururlar;

10 0\ /o o
0 1 « Bl=w]p8
0 « I ¥ 4
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:

1 A
SEKIL 6.6: 6.2 nolu trnek ve 6.39 nolu denklem ile verilen kathih#in kaldirilmass.

w=1igin a=1, f=y=0buluruz; =1t xigin a=0, == y=1/-\/§ buluruz (Yol
boyunca normlama kogulunu uyguladim), Boylece “uygun” durumlar’

Va,
Y0 =1 (Y + ¥) V2, [6.41]
(‘l’fb - 'ﬂc)/’\/i

olarak bulunur.

Problem 6.8 6.30 nolu denklem ile verilen sonsuz kibik kuyuyu, (a/4, a/2, 3a/4)
noktasina bir delta fonksiyon “gikint1” s1 koyarak tedirgedigimizi varsayalim:

H =a*Vpb(x —a/Ms(y — a/2)b(z — 3a/4).

Taban durumu ve lg kez katli olan ilk uyarilmig durumun enerjileri igin bmnm
dereceden diizeltme terimlerini hesaplaym.

7 Bu sonucu igin baginda x ve pyi yerdegistiren P, operatoriniin 77 ile sira degistirebilir oldugunu fark
ederek tahmin edebilirdik. Ozdegerler degistokus islemi altinda gift kalan fonkstyonlar igin +1 ve tek kalan
fonkstyonlar igin —1 dir. Bu trnekie ¥, zaten ¢ift fonksiyondur, (¥ -+ ¥ro) ¢ift fonksiyon iken (yp — o) tek
fonksiyondur. Cift fonksiyonlann herhangi bir kineer kombinasyonu yine ¢ift fonksiyon verdiginden bu sonug
kesin degildir. Fakat z°vi a — z yapan Q operatorin( de kullamip ve ¥, 6zdegeri —1 olan bir 6zfonksiyon iken
diger iki ozfonksiyonun +1 odzdeferine sahip oldupuna dikkat edersek, belirsizlik ortadan kalkoms olur.
Burada P,, ve ( operatorleri 6.2.1, Kesimde verilen teoremde A nin astlendigi rolii birlikte dstlenirler.
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+Problem 6.9 Ug lineer bagimsiz durum igeren bir kuantum sistemini ele aln. ¥ bir
sabit ve € ¢ok kiigiik bir say1 { € << [) olmak tizere, Hamiltonyenin agagidaki matris ile
verildigini varsaym:

{1—¢) 0 0
HxVO 0 1 ¢
0 € 2

(a) Tedirgenmemiy Hamiltonyenin 6zvektdrlerint ve &zdegerlerini bulun (€ = 0).

(D) H’'nin kesin dzdegerlerini belirleyin. Her bir ¢dziimli €’nun ikinci dereceden
kuvvetlerine kadar seriye agin.

(c) Birinci ve ikinci dereceden katli o/mayan tedirgeme teorisini kullanarak, H*m
katl: olmayan &zvektoriinden ortaya cikan duruma karsibk gelen yaklasik
gzdegeri bulun, (b) sikkinda elde edilen kesin sonug ile karsilagtirm.

(d) Katl: durumlarin tedirgeme teorisini kullanarak kath olan ilk iki dzdeger igin
birinci dereceden diizeltme terimini hesaplayin. Kesin sonuglarla karsilagtirmn.

Problem 6.10 Konuda, » kez kath olan enerjiler igin birinci dereceden diizeltme
terimlerinin ¥ matrisinin dzdegerleri oldugunu ileri stirmiistiom ve bunu n = 2
durumunun “dogal” bir geneliemesi oldugunu géstermeye ¢alistim. Bunun kanitini

¥ =3 oy
j=1

ile baglayip, 6.2.1. Kesimdeki adimlan takip ederek yapin ve 6.22 nolu denkleme olan
benzerligin W matrisinin $zdeger denklemi olarak yorumianabilecegini gostererek
bitirin.
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TABILO 6.1: Hidrojen atomunun Bohr enerjilerine
olan diizeltme terimlerinin sira diizeni,

Bohr enerjileri:  &fmc? mertebesinde
Ince yapi:  o*mc” meriebesinde

Lamb kaymast:  &fmc” mertchesinde
Cok inge yanlma: . (m/my)df'me*  mertebesinde

(5.1 nolu problem). Daha da énemli olan ince yapidir ve bu iki ayr mekanizma olan
relativistik diizeltme ve spin ydriinge ¢iftlenimi sonucu elusur. 4.70 nolu denklem ile
verilen Bohr enerjileri ile kiyaslandifmda, ince yapi kilgtictik bir tedirgemedir: —/
carpam kadar daha kiigiik ve burada o

o= ¢ = ! 6.43
T dmeghc | 137.036 16431

bilinen ince yapi sabitidir. Elektrik alanin kuantumlanmasiyla ilgili ve bir o garpam
kadar daha kigiik olan bir bagka diizeltme Lamb kaymasidir. Elektron ve protonun
dipol momentleri arasindaki manyetik stkilesmeden dolay: olusan ¢ok ince yap: da bir
mertebe daha kugiiktir. Bu sira dlizen 6.1 nolu tabloda Gzetlenmistir, Bu kesimde
zamandan bagimsiz tedirgeme teorisinin bir uygulamas: olarak hidrojenin ince yapisin:
inceleyecegiz.

6.3 HIDROJEN ATOMUNUN INCE YAPISI

42. Kesimdeki hidrojen atomu igin yaptigimiz ¢aligmada Hamiltonyeni elektronun
kinetik enerjisi ve Coulomb potansiyel enerjisinin toplam: olarak almistik:
A* et 1
H=——V'— —_. 6.42
2m dreg r [ !
Ancak, hikayenin timit bu degildir. Cekirdegin hareketini daha dogra wnasi/
tanimlayabilecegimizi daha once dgrendik: Sadece m yerine indirgenmis kiitle konur

Problem 6.11

(a) Bohr enerjisini ince yapt sabiti ve elektronunu durgun kiitle enerjisi (mc?)
cinsinden ifade edin.

(b) Ince yap: sabitini temel ilkelerden yani €0, e, # ve ¢'nin deneysel degerlerine
bagvurmadan hesaplaymn. A¢iklama: ince yapt sabiti giiphesiz ki tiim fizigin
icinde boyutsuz en temel saywdir. Elektromanyetizmanin (elektron vikiy),
relativitenin (1gtk hiz1) ve kuantum mekaniginin (Planck sabiti) temel sabitlerini
birbirleriyle iligkilendirir. Olur ya (b) sikkim ¢ozerseniz, tarihteki en belirgin
Nobel &diilii sizi bekliyor olur, Fakat su an bu problem iizerine ¢ok zaman
harcamanizi Snermem; bugiine kadar birgok zeki insan bunu denedi, ama basarily
olamadu.

6.3.1 Relativistik Diizeltme
Hamiltonyen’deki ilk terim kinetik enerjiyi temsil etmeli:

T = mit=2 : [6.44]
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ve p— (#/1)V kanonik atamas:

B,
T = "E}IV [6.45]

operatoriinii verir. Ote yandan 6.44 nolu denklem kinetik enerjinin klasik ifadesidir.

Relativistik formiil ise,

mc 2

T = e
T mc {6.46]

(ciiif. Ik terim, simdilik. i'lg%lenmedigimiz ve potansiyel enerji hesaba katilmadig:
urumdaki ‘toplar_n relativistik enerjiyl verir. Tkinci terim durgun kiitle enerjisidir.
Aralarindaki fark ise harekete atfedilebilecek bir enerjidir.

T"yi luz yerine refativistik mormentum

mu

e

cinsinden ifade etmeliyiz. Ayrica

pzcz L2t = m2y?e? 4 m2c*[1 — (v/e)?] _ m2et 2.2
[~ (o) =T (oo = rmed)

oldugundan, kinetik enerji

T =/ p?c? + m2c* ~ mc? [6.48]

$elzlini ah;_. K.i.nec:ik enerji i¢in buldugumuz bu relativistik denklem relativistik olmayan
r me limitnde, 6.44 nolu denklem ile verilen klasik sonuca indirgenir: ‘i
kuvvetleri yeklinde seriye actigimizda, # IUI_' (pimeein

e ] B 1 -

_ pQ p4

T m  Bma T

.8 .
elde ederiz.” O zaman Hamiltonyene en dilgitk dereceden diizeltme terimi:
.- 4
H = P
r 8m3c?’

P ‘ "
— Pilll;irgfir: Ea)t(;)énu;(;allc([ clelktrcmun kinetik enerjisi {0 eV mertebesindedir. Bu, elektronun durgun kitle
: K e argilagtinldifinda ¢ok kigiik oldugundan, hidroj ' ivisti
‘ ) kar sinda 3 jen atomu temelde relat
degklllsslirk ve sadece en disik dgzcltmc terimint g6z Onine almarruz yeterli olur. 6.49 nolu denklem I}Tea‘:;r]islteﬂrf
p, Klasik mv _monl.en.tuml} degil 647 nolu denklem ile verilen relativistik momentumdur. Kuantum operatérii
—iiV ile iliskilendirdigimiz momentum, relativistik momentumdur. P
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Birinci dereceden tedirgeme teorisinde, E, igin diizeltme terimi H' niin
tedirgenmenmis durumdaki (6.9 nolu denklem) beklenen degeri ile verilir:

1 1
U gty — 4oy 20102

E, = (H) =~ 35 WIp V)= g (P viptd). 16.51]

Tedirgenmemis durumlar igin Schridinger denklemi
p v = 2m(E ~ V)¥ [6.52]

oldugundan,”
1 1
1 = e —m— —_ 2 _— 2 —_ 2E 3 .

E, AL V)9 chz[E (V) + (V5] (6.53]

seklini alir. $u ana kadar yazdigumiz her sey genel ifadeleri iceriyor. Fakat biz
potansiyeli F(r) = —(1/47m €g) &*/r olan hidrojen atomu ile ilgileniyoruz. O halde

1 e’ 1 2\l
| 2 o s
E = 2mc? [E" +2En (41%0) (") + (4;:60) (f‘zﬂ o4

olur ve bu ifadedeki E,, ilgilenilen durumun Bohr enerjisidir.

[si tamamlamak igin 1/ ve 1//"nin tedirgenmemis ¥ u» (4.2.1 nolu denklem)
durumlardaki bekienen degerlerine ihtiyacimiz var. Ilki kolay (6.12 nolu probleme
bakm):

1 1
(—) == [6.55]
r nea
ifadede a, 4.72 nolu denklem ile verilen Bohr yarcapidir. fkinci beklenen degerin
hesabt o kadar kolay degildir (6.33 nolu probleme bakin). Fakat sonug'® agagidaki

gibidir:
- 1 ]_ .
oot 56
(ﬂ) (I + 1/2)n3a? (6361

6.55 ve 6.56 nolu ifadeléri 6.54 nolu denkleme yerlestirildiginde
2

1 2 1 e? 1
El =~ E242E, [ —— )+ ) :
v 2me | " "\dney ) n2a 4men) (I +1/2)na

% Bu maneyrada p? ve (E-F)’nin hermitsel olmalan gergeginin kullanildig: bir cambazhk var. Gergekte,
{ =0 oldugu durumlar igin, p* hermitsel degildir {6.15 nolu probleme bakm) ve bu nedenle tedirgeme
teorisinin 7 = 0 durumu igin 6.50 nolu denkleme uygulanabilirligi tartigma yaratir. Neyse ki, kesin ¢oziim
meveuttur ve Schrodinger denklemi yerine (relativistik) Dirac denklemi kullanilarak elde edilebilir, Bu ¢dziim
burada hig de iddiali olmayan yontemle elde ettifimiz sonugta uyumiudur (6.19 nolw probleme bakin}.

0 w>nin herhangi bir kuvvétinin beklenen degerini igeren genel bir ifade i¢in, Hans A. Bethe ve Edwin
E. Salpeter, Quantut Mechanics of One- and Two-Electron Atoms, Plenum, New York (1977), 17. sayfaya

balainiz,
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sonucu elde edilir. 4.72 nolu denklemi kullanarak o’yi yok edip, 4.70 nolu denklemin
yardimziyla her terimi £, cinsinden yazarsak,

e B[ 4, 6.57
T 2met I+ 12 [6.57]

buluruz, Buradan relativistik diizeltme teriminin £, den E/mc* =2 x 107 carpani kadar
daha kiictik oldugu agik¢a goritlmektedir.

Hidrojen atomu oldukga fazla kathlik gostermesine ragmen, bu hesaplamalarda
(6.51 nolu denklem) kath olmayan tedirgeme teorisini kuElandlglml fark etmis
olmasiniz. Fakat tedirgeme kilresel simetrive sahip oldugundan, 1? ve L, ile sira
deglstmr Bundan da &te, birlikte ele alinan bu operatsrlerin ézfonksiyoniar: belli bir E,
enerjili #* durumlari igin ayrik dzdegerlere sahiptir. Bu da 1, dalga fonksivonlarim
bu problem igin “uygun” durumlar olmasi demektir ya da daha bilinen sekli ile #, { ve m
uygun kuantum sayilaridir. Tiim bunlar katli olmayan tedirgeme teorsini lullanmay1
makul kilar (6.2.1. Kesimdeki “Alinacak ders”e bakmniz).

“Problem 6.12 Virial teoremini kullanarak (4.40 nolu problem) 6.55 nolu denklemin
dogrulugunu gosteriniz.

Problem 6.13 4.43 nolu problemde verilen 135 durumu i¢in #’nin beklenen degerini
hesaplayin. Yamitinizi s = 0 (swadan), s = -1 (6.55 nolu denklem), s = -2 (6.56 nolu
denklem) ve s = -3 (6.64 nolu denklem) 6zel durumlar igin kontrol edin, s = -7
durumu igin ne distindtigiiniizii vaziniz.

**Problem 6.14 Bir boyutlu harmonik salmicinin enerji diizeylerine en dissiik

dereceden relativistik diizeltmeyi hesaplaymiz. Yardim: 2.5 nolu omelkteki teknigi
kullanm, :

++*Problem 6.15 Hidrojen atomunun / = 0 durumlan i¢in p*nin hermitsel fakat p* tin
hermitsel olmadiim gdsterin. Yardim: Bu durumlar igin v, 8 ve ¢den bagimsizdir. Bu

nedenle
2
o MPd(ad
r2dr \ dr
olur (4.13 nolu denklem), Kismi integrasyon yontemini kullanarak,

ary|®
3%)_' +{p*flg)
"/

d
(f1p*e) = —anh? (rzf—g- -7’
dr
oldugunu gosterin. Orijine yakm noktalarda asagidaki forma benzeyen g0 igin sinir

1
trnop ~ W‘ exp(—r/na)
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terimlerinin vok olup olmadigm kontrol edin. Simdi, ayn1 seyi p' icin vapm ve sinir
terimlerinin yok olmadigim gosterin. Gergekte:

8kt
(Wm0l p Ym0 = Etm):;g + (P ¥rn00l¥imoo)

6.3.2 Spin-Yoriinge Ciftlenimi

Cekirdegin etrafindaki bir yoriingede donen elektronu dusunun elektrona gbre proton
onun etrafinda déniiyor (6.7 nolu sekil). Bu donen pozitif yiik, elektronun bulundugu
referans sisteminde bir B manyetik alani olugturur, Bu da donen elektronun g spin
manyetik momentini alan dogrultusunda ydnlendirmeye galigan bir tork’un olugmasina
neden olur. 4.157 nolu denklem ile verilen Hamiltonyen

H=-u B [6.58]

seklindedir. Baslayabilmek igin &nce protonun B manyetik alamini ve elektronun g dipol’
momentini belirlememiz gerel.

Protopun manyetik alani: Elektronun bulundugu referans sisteminden baktlglmlgda
protonu siirekli bir akim gevrimi olarak goriiriiz (6.7 nolu sekil). Manyetik alan Biot-
Savart yasasmdan

_pol

o2y
olarak hesaplanabilir. Burada I = e/T ve e protunun yiikil, T yoriingenin periyodudur.
Ote vandan, cekirdegin durgun referans sisteminde elektromun yoriingesel agisal
momentumu L = rmy = 2zmr’/Tdir. Ayrica, B ve L aym yondedirler (yukar: dogru,
6.7 nolu sekil). Béylece;

i €
=y [6.59]
B dmen meird
(€°1 kullanabilmek ve 14’1 yok edebilmek igin ¢ = 1/, /éoio kullandim).

B, LA

SEKIL 6.7: Elektronun bakig agismdan Hidrojen atomu.
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Elektronun manyetik dipol momenti: Donen bir yiikim manyetik dipol momenti
kendi spin agisal momentumu ile orantihdir ve orantt katsayvisi 4.4.2, Kesimde
kargilagtifimiz jiromanyetik orandwr. $imdi klasik elektrodinamigi kullanarak, bu
ifadeyi ¢ikaralim. Once 6.8 nolu sekilde gosterildigi gibi, r yarigaph bir halka etrafinda
T periyodu ile donen bir g yiikiini ele alalim. Flalkamn manyetik dipol momenti ¢/T
akimiile 7¢® alanmin garpimi olarak tanumlanr:

gmr?

T

Halkanm kiitlesi m ise, agisal momentumu, mr* eylemsizlik momenti ile 272/ T acisal
hizimm garpmmidir;

2rmre

T

Bu diizenegin jiromanyetik oranimin ¢S = ¢/2m oldugu agiktir. Burada bu oranu » ve T
den bagimsiz olduguna dikkat edin. Eger kiire gibi daha karmagik bir cismin olsaydi
(istedigim tek sey ekseni etrafinda dénen bir cisim olmasidir), p ve 8’yi bu kez kiireyi
kiigiik halkalara boliip, her bir halkadan gelen katkilan toplayarak hesaplardim. Yiik ve
kiitle dagihm yiikiin kiitleye oranimn sabit verecek gekilde olugu siirece, jiromanyetik
oran her bir halka i¢in ve bundan dolay: cismin timi iginde ayni olur. Ustelik, p ve
8’nin yonleri de ayni (vitk negatif ise zit) olur. Oyleyse,

= (5)s

dir. Bu tam bir klasik hesaplamadir. Fakat elektronun manyetik momentinin bu klasik
degerin iki kat1 oldugu goriildi.

8 =

o, = ——8. [6.60]

SEKIL 6.8: Eksen etrafinda dinen bir yiik halkas.
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Bu “fazlall”dan 2 garpanim Dirac kendisinin geligtirdigi elektronun relativistik teorisinde
aciklads. "

Her seyi bir araya getirdigimizde,

e (£ ' 5L
" N\dmeg ) mici?

buluruz, Fakat bu hesaplamalarda ciddi bir hile var. Coziimlemeyi elektronun durgun
sisteminde yaptim. Ote yandan bu bir eplemsizlik sistemi degildir. Blektron gekirdek
etrafinda dénerken ivmelenir. Bundan ancak Thomas presesyonu'” olarak bilinen uygun
bir kinematik diizeltme yapihrsa kurtulunabilir. Bu baglamda 1/2 garpam gerekir:

O Ly [6.611
T\ 8mep ) m2c2r3 ) ’

Buna spin-ybriinge etkilesmesi denir; iki diizeltme teriminden (tamamiyla sans eseri
birbirlerini yok eden elektronun yeni jiromanyetik orani ve Thomas presesyon ¢arpami)
ayrt olarak, bu spin-yoringe etkilesmesi katiksiz bir klasik modelin beklenilen bir
sonucudur. Bunun fiziksel nedeni, elektronun anlik durgun sisteminde protonun
olusturdugu manyetik alanin dénen elektronun manyetik dipol momentine uyguladig:
torkdur.

Swra simdi  kuantum mekaniginde. Spin-yoriinge ¢iftleniminin  varliinda,
Hamiltonyen L ve § ile sira defistirmez, Yani spin ve yoriingesel agisal momentumlan
ayr1 ayn korunmaz (6.16 nolu probleme bakin). Ote yandan H, L%, §* ve roplam agisal
momentum

J=L+8§ [6.62]

ile swra degistirir ve bu nedenle bu bilyiiklitkler korunan biiylikliklerdir (3.71 nolu

! Daha 6nee elektronu dénen bir kore olarak betimiemenin tehliketi olabilecegini hatirlattik (4.25 nolu
probieme bakin} ve katiksiz klasik modelin jiromanyetik orani yanhis elde etmesi hic de sasirtic: degil”

Ongorilen klasik degerden sapma g-garpam olarak bilinir ve p=g(g/2m)8 'dir. Dirac teorisinde

elektronun g-carpani tam olarak 2°dir, Ote yandan kuantum elektrodinamigi buna cok kigik de olsa bir
dizeltme ortaya koyar: g. aslinda 2+{e/m)+...=2.002... Elektrenun anormal manyetik momentinin
milkemnmel bir uyum gosteren hesabi ve deneyi virminci yiizyil fiziginin en buyuk baganlanndandir.

"* Bunu dustinmenin bir yelu elektronun sirekli bir gekilde bir eylemsizlik sisteminden digerine adim
adim gegmesidir; Thomas presesyonu tiim bu Lorentz dontgtimlerinin toplanmus etkisidir, Cekirdegin durgun
obdugy /ab sisteminde ¢aligarak problemin timinden kurtulabilirdik. Bu durumda protonun yizinden olusan
alan tamamyla elekrriksel olurdu ve bu alamin neden elektron dzerine bir tork uyguladigimi merak
edebilirdiniz. Aslinda olan sey sudur: hareket eden manyetik dipol elektrik dipol kazamr ve lab sisteminde
spin-yoringe ¢iftlenimi gekirdegin elektrik alanmin elektronun elektrit dipol momenti ile etkilesmesinden
lkaynaklamir, Bu analiz ¢ok daha detayl elektrodinamik gerektirdiginden, en iyisi fiziksel mekanizmanin daha
anlagilir oldugu elektron bakig agisini kabul etmek gibi gorintiyor.

" Daha kesin bir bigimde, Thomas presesyonu g ¢arpanindan 1 ¢tkarir. R, R. Haar and L. J. Curtis, Am.
J. Physics., 35, 1044 (1987)’¢ bakiniz.
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denklem). Bir baska deyisle, L, ve §,'nin 6zdurumlarinin aksine, L} & Fove J,nin
dzdurumlar: tedirgeme teorisinde kullanilabilecek “uygun” durum fonksiyonlaridir.

JP=(@L+8) - L+8)=L%+5>4+2L-8
oldugundan

L-Se %(ﬂ S [6.63]

seklini alir ve bundan dolay1 L - $'nin dzdegerleri
hZ
5 UG D=1+ 1 —si+ 1]

olur. Bu durumda s = 1/2°dir. Aynt zamanda 1/#"iin beklenen degeri (6.35 nolu
problemin (¢) sikkma bakim)
1 1
(—) [6.64]

T U 1/D0+ Dddd
olup, agagidaki sonuca gotiiriir

e 1 DG+ D -0+ 1) —3/4]
" 8meg m2c? [+ 1/2)(1 + Data?

E} = (H})

ifadedeki tiim terimleri E, cinsinden yazarsak:'*

Bl (En)? {n[j(j+1)—l(l-|—1)—3/4]}
YT el I+ 12+ 1

(6,65

Tamamiyla farkli fiziksel mekanizmalar olduklar géz éniinde bulunduruldugunda,
relativistik diizeltme terimi ve spin-yoriinge ¢iftleniminin aym E/mc’ mertebesinde

sonug vermesi dikkate degerdir. Tiim terimleri topladigimizda tam ince yap: formillini
bulmus oluruz (6.17 nolu probleme bakin):

p_EDP L A
E, = 5 (3 s [6.66]

" Yine / = 0 durumu sifira bolme igerdiginden sorun cikancidir, Ote yandan, bu durumda ; = 5
oldugundan pay da sifirdir. Bu nedenle 6.65 nelu denklem belirsizdir. Fiziksel olarak { = ¢ durumunda spin-
ybriinge ¢iftlenimi olmamas: gerekir, Bu soruny ¢bzmenin bir yolu Darwin terimini (G, K. Woodgate,
Elementrary Atomic Structure, 2.nd ed., Oxford (1983). 63. sayfaya bakin) kullanmaktir. Hem relativistik
diizeltme terimi (6.57 notu denklem) hem de spin-yorilnge ¢iftleniminia (6.65 nolu denkiem) /=0 durumunda
soruniu olmalanina ragmes, toplamiar: (6.66 nolu denklem) fnin #im degerleri igin beklenmedik gekilde
dogru senug veriyor (6.19 nolu probieme bakin}.
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n=4 riiniie— =512
:-::::\{F 3/0
je 2
O /j'—5/2
“““““ Y;ij:s;z
j=1/2
n=2 ?i: ------ j=3/2
~~~~~~ f=1/2
1=

\\\“~~1:1Q

=0 I=1" =2 1=3

(5) ) (D) (F)

SEKIL 6.9: Hidrojen atomunun ince yapiyr da iceren dlgeklenmemis enerji diizeyleri, .

Bunu Bohr formili ile birlestirdigimizde, hidrojen atomu igin ince vapiyi da igeren
enerji dizeylerini veren genel ifadeyi elde etmis oluruz:

13.6eV a? n 3
Eni= -~ 1+ — —=1}1. .
" n? [ T (j +1/2 4)] (6-67]

Ince yapr Ide var olan kathilig1 bozar, yani verilen bir » degeri i¢in izin verilmis /
degerleri ayni enerjiye kargihk gelmez. Ote yandan, 6.9 nolu sekilde goriildigi gibi,
J'de olan kathlik kahr. Yoriingesel ve spin agisal momentumlarinin z bilesenlerinin
OzdeZerlerf (my; ve m,) artik “uygun” kuantum sayilari degildir. Kararli durumlar
bunlarin farkli degerlerine sahip durumlarin lineer kombinasyonudur. “Uygun” kuantum
sayllarida n, [, 5, j ve m},-’dir.15

S Verilen / ve s degerleri igin |/7,) yi |7}, } *nin lineer kombinasyonu olarak yazabilmek igin

wygun Clebsch-Gordon katsayilarm (4.185 nolu denkiem) kullanmak durumunda kalirdik,
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Problem 6.16 Asagida verilen komiitatorleri hesaplaymn: (a} [L. - 8, L], (b} [L. - 8, §],
() [L-8, I, (@IL-S, LY, (e) [L- 8, 5, (N {L-8,J°]. Yardm: L ve S ve 4.99 ve
4,134 nolu denklemler ile verilen agisal mometumun temel sira degistirme bagintifarini
saglar ve birbirleriyle de sira degistirirler.
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6.4 ZEEMAN ETKISI

*Problem 6.17 Ince yap1 bagintisini (6.66 nolu denklem) relativistik diizeltme (6.57
nolu denklem) ve spin-yoritnge ¢iftleniminden (6.65 nolu denklem) tiiretiniz. Yardmm:
J=1=L1/2 dir. Art1 ve eksi igaretleri igin yapilan ayr1 ayn hesaplamalarda ayni sonucu

bulursunuz.

**Problem 6.18 Goriniir bolgede hidrojen atormunun spektrumunun en Snemli &zelligi
n =3 diizeyinden n = 2 dlzeyine ge¢igin neden oldugu kirmzi Balmer ¢izgisidir. Itk
olarak, Bohr teorisi iginde bu ¢izginin frekansini ve dalga boyunu belirleyin. Ince yam
bu ¢izginin birbirlerine ¢ok yakin aynstinlmig birgok ¢izgiye yanlmasina neden olur.
Soru: Kag tane cizgive yanl ve ayrigtirma miktart nedir? Yardim: Once n = 2
dizeyinin kag alt diizeye yarlacagini ve bunlara karsilik gelen Er.; 'v1 eV cinsinden

belirleyin. Sonra aynt siireci » = 3 dilzeyi igin tekrarlaymn. » = 3 diizeyinden n = 2
diizeyine tim miimkiin gecisleri gosteren enerji diyagramimi cizin. Foton olarak
birakilan enerji {£;—FE.)+AE’dir. Birinei kisum tiim gegisler i¢in ortaktir ve ince yapidan
kaynaklanan AE ise bir gecisten difer bir gecise degigir. Her bir gegis igin AE’yi eV
cinsinden bulun. En sonunda, foton frekansina déniistiiriin ve komsu ¢izgiler arasindaki
aynsmayt Hz cinsinden belirleyin. Yalniz, burada her bir ¢izgi ile artik gozlenemeyen
tedirgenmemiy ¢izgi arasindaki frekans aralifini degil, her bir ¢izgi ile bir sonraki cizgi
arasmdaki frekans aralifim belirlemeniz gerek. En sonunda yamtimz “Kirmizi Balmer
gizgisi (777) cizgive varilly”. Artan frekansa gére swalandifinda, (1) j = (??77)den
J=(7e, (2} =(7??Ydenj = (777)e ... olan gegisler sonucunda olugurlar. (1). ve (2).
¢izgi arasindaki frekans aralin (?77) Hz, (2). ve (3). ¢izgi arasindaki frekans arahigi
(777) Hz,... seklinde olmalidir,

Herhangi bir atom diizgiin bir By, dis manyetik alam: igerisine yerlestirildiginde, ensrji
diizeyleri kayma gosterir. Bu olaya Zeeman etkisi denir. Tek bir elektron igin
tedirgeme

Hy = —(p) + 1t;) - By [6.68]
seklindedir, Burada
e
g =——8, [6.69]
m
elektron spini ile ilgili manyetik dipol momenti ve
e
pyp=——=L, 16.70]
2m

yoriingesel hareketle ilgili dipol momentidir.'” Boylece tedirgeme
e
A
H, = —2;(14 +25) - By, [6.71]

seklini alir,

Zeeman yarlmasinim dofasi, biyikk 6lgide dis manyetik alanm spin-yoriinge
¢itflenimine yol agan i¢ alana (6.59 nolu denklem) nazaran ne kadar kuvvetli olduguna
bagldir. Eger B,;,<<B, ise, 0 zaman ince yap1 baskindr ve H% kiiglik bir tedirgeme
olarak ele alinabilir. Ote yandan, By >> B, ise 0 zaman Zeeman etkisi baskindir ve ince
yapl gercek anlamda tedirgemeye doniisiir. Bu iki alamin kiyaslanabilir oldugu ara
bolgede, katll durumlarm tedirgeme teorisinin tiim araglarma ihtiyacimiz vardir ve
Hamiltonyenin ilgili kismmnin “elle” kosegenlestirilmesi gerekir. Asagidaki kesimlerde
bu rejimleri hidrojen atomu igin kisaca irdeleyecegiz.

Problem 6.1% Hidrojen atomu i¢in tedirgeme teorisine basvurmadan Dirac
denkleminden elde edilen kesin ince yap1 formiili 6 '

—172

-1

E,;j ES mcz 1+

2
(n —(J+1/2)+(j+1/2)? —az)

seklinde verilir. o <1 oldugunu kullanarak, yukaridaki ifadeyi «’nin 4. kuvvetine
kadar seriye agin ve tekrar 6.67 nolu denklemi elde ettiginizi gosterin.

** Bethe and Salpeter (10, Dipnot) 238, sayfa

Problem 6.20 6.59 nolu denklemi kullanarak, hidrojen atomundaki i alam hesaplayin
ve “kuvvetli” ve “zayif” Zeeman alaninm nitel tammlanmasini yapin.

6.4.1 Zayf Alanh Zeeman Etkisi

Buyy<<B,. oldugu durumda, ince yap: baskmdir (6.67 nolu denklem); spin-yériinge
¢iftlenimi varliginda, L ve 8 ayri ayri korunmadigmdan 7 ve m, “uygun” kuantum saytlari
degildir."® Ancak », /, j ve m; “uygun” kuantum sayilaridir. Birinci dereceden tedirgeme

" Yorungeset hareket igin jiromanyetik cran klasik deger olan g/2m’dir. Spin igin “fazla” dan 2 ¢arpant
geldigini unutrmayin. ’

% Bu problemde ince yaptya yol acan tedirgemeye ek olarak bir de Zeeman yanlmasina yol acan baska
bir tedirgememiz var. “Uygun” kuantum sayilan baskin ofan tedirgemeye karsilik gelenlerdir. Bu durumda
ince yapudir. Zeeman yariimasi olan ikineil tedirgeme 6.2.1. Kesimde sunutan teoremdeki A operattiriinin
iistlendigi rol gibi J,'deki kathihg: ortadan kaldinir. Teknik olarak J,, H e sira deistirmez, fakat 6,73 nolu
denklem ile veriten zaman ortalamasi baglaminda sira degistirebilir.



278 6. Bolim Zamandan Bagimsiz Tedirgeme Teorisi

SEKIL 6.10; Spin-yéringe ¢iftlenimi varhginda L
ve 8 ayre ayn korunan biiylikliikler degildir;
sabit toplam agisal momentum J etrafinda
presesyon yapariar.

teorisinde, enerjideki Zeeman diizeltmesi

; . e ;

Ey = (nijm;{Hpinljmj) = ~—Byy (L+28) = [6.72]
ile verilir. $imdi L + 28 = J + 8 olur. Ne vazik ki, 8'nin beklenen degeri hemen
cikarilabilecek bir birviikitk degildir. Ancak bunu séyle hesaplayabiliriz J =L + 8§
toplam agisal momentum sabittir {6.10 nolu sekil); L. ve S bu sabit vektdr etrafinda
presesyen yaparlar. Ozellikle, 8’nin zaman ortalamast J tizerindeki izdiisiimiine esittir:

| (8-
J? I

Fakat .= J - S oldugundan, L’ = J° + §— 2 - § olur ve boylece

Soq = [6.73]

1 B2
$.J= 5(}’2 +82 L= SUG+D+ss+ 110+ 1] [6.74]

seklini alw. Bu da

5. i{f 4+ 1) — 1 ;
I J):[H—j('H_D I+ 14 3/4

28 = 14—
{k. + 28) ((+ 77 TTTEST ]{J) [6.751

_' ifadesini verir. Kageli parantez iéen'smdeki terim g, Landé g-¢carpam olarak tanumlanr.
z-cksenini By, dogruliusunda secebiliriz. O zaman
E; = upgiBy,m; [6.76}
olur. Burada

tp = g— =35.788 x 107° e¥yT - [6.77)

olop, f5 Bobr magnetons olarak adiandmiw. Toplam emerjt 6.67 nolu denklem ile
verilen ince yap ifadesi ile 6.76 nolu denklem ile verilen Zeeman kathasmin toplamudir.
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(n=1,1=0,j= 1/2 ve g;= 2) taban durumu iki diizeye yarilr:
—13.6 eV(1 +o?/4) T By, [6.78]

Burada artr isareti m, = 1/2 i¢in ve eksi igareti m; = —1/2 i¢indir. Bu enerjiler B, alanin
fonksiyonu olarak 6.11 nolu sekilde gosterilmistir.

*Problem 6.21 »n = 2 (%2Umf>’ sekiz tane) durumlartm ele alin. Her bir durumun
enetjisini zayif alanli Zeeman yarilmasi altinda hesaplayin ve 6.11 nolu sekilde
gosterildigi gibi By, artikea enerjilerin nasil degistifini gosteren bir diyagram gizin. Her
bir ¢izgiyi isimlendirin ve egimlerini gdsterin.

6.4.2 Kuvvethi Alanl Zeeman Etkisi

By »> Bi; oldugu durumda, Zeeman etkisi baskindir." By, manyetik alan1 z yoniinde
oldugunda, “uygun” kuantum sayilar j ve my degil, », , m; ve m;dir. Clinkil dis torkun
varliginda L, ve S, korunurken toplam agisal momentum korunmeaz. Zeeman Hamiltonyeni

e
H = ﬂBm; (Ly +25;)

E
HeBais -

A

)

e =172

136 (1 + o214) oV &

SEKIL 6.11 Hidrojen atomunun taban durumunun zayif alanh Zeeman yarilmasy =172
degerine karsihk gelen iist ¢izginin efimi 1 iken, sy = ~1/2 defierine karmilik gelen alt
gizginin efimi ~1 dir.

" Bu rejimde Zeeman etkisi Paschen-Back etkisi olarak da bilinir.,
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seklindedir ve “tedirgenmemis”™ enerjiler

136 eV

Enmfms -

+ £ By (1 + 2my) o [6.79]

olarak bulunur, Ince yapiy1 tamamiyla gérmemezlikten geldigimizde yanu budur Fakat
bundan daha tyisini yapabiliriz.

Birinci dereceden tedirgeme teorisinde, yukandakl enerji diizeylerine ince yap
diizeltmesi

E, = <nlm,

m,) [6.80]

seklinde verilir. Relativistik katki ise, daha dnce 6.57 nolu denklem ile verdiimiz
ifadedir. Spin ybringe terimi (6.61 nolu denklem) i¢in

(8- L) = (SyMLxh + (Sy} Ly} + {S){Ly) = W2mym [6.81]

denklemine ihtiyacimiz var. Burada S, ve L,'nin 6zdurumlari igin, (S = (S,) = (L) =(L ) =0
olduguna dikkat edin. Tiim bunlar btrlestlrdlglmmde {6.22 nolu problem),

13.6 eV z{i_['l(l—f-l)wm;mg }
PR P z(z+1/2)(z+1)}

E.Sy = [6.82]

sonucunn buluruz. Kosgeli parantez igerisindeki terim / = 0 igin belirsizdir; bu durum
i¢in dogru deger 1 olur (6.24 nolu probleme bakin). Toplam enetji 6.79 nolu denklem ile
verilen Zeeman katkisi ile 6.82 nolu denklem ile verilen ince yap: katkisinin toplamadir,

Problem 6.22 6.80 nolu denklemden baglayarak, 6.57, 6.61, 6.64, 6.81 nolu denklemleri
kullanip 6.82 nolu denklemi elde ediniz.

*<Problem 6.23 n = 2 (|2/mm,), sekiz tane) durumlarm goz onime alm. Her bir

durumun enerjisini kuvvetli alanh Zeeman yarilmasi altinda hesaplayin. Her bir
yantinizi su {i terimin toplamu olarak ifade edin: Bohr enerjisi, ¢ ile orantili olan ince
yap1, upBy, ile orantili olan Zeeman katkisi. Ince yapiy1 tamamiyla yok saydigimizda,
kag tane ayrik diizey vardir? Bunlara kargilik gelen katlihigr hesaplaymn.

Problem 6.24 / = 0 oldugunda, j = 5, m; = m, olur ve zayif ve kuvvetli alanlar igin aym

3

“uygun” (|nm)) durumlar: vardir. 6.72 nolu denklemi kullanarak E.’i, ince yapi

enerjilerini (6.67 nolu denklem) ve de alan giddeti ne olursa ofsun, I = 0 durumu icin
Zeeman etkisini veren genel bir ifade bulun. 6.82 nelu denklem ile verilen kuvvetli alan
ifadesinde kdseli parantez igindeki belirsiz terim 1 olarak alindiZinda bu genel ifadeye
indirgenebilecegini gosteriniz.
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6.4.3 Ara Alan Degerleri i¢in Zeeman Etkisi
Ararejimde ne ] ne de H,.; baskindir ve Bohr Hamiltonyenine {6.42 nolu denklem)
uygulanan tedirgemeler olarak her ikisini de aymi olgiide ele almaliyiz:

H' = H} + H.’ ‘ [6.83]
Burada sadece » = 2 durumuna bakacafiim ve /, / ve m;/ nin tan1m1ad1g1 durumlar katl
durumlarin tedirgeme teorisi igin baz olarak kullanacagim®. 4.51 nolu problem ya da
4.8 nolu tablodan Clebsch-Gordan katsayilarm alarak, | jm".) durumlann |/m, )|sm, )

- durumlaninim lineer kombinasyonu olarak ifade edecegim:

y1=133) =ooyih,

Yo = |30 = [00)5 ),

vs =133 =VIBIOE D+ VIBLILE S,
ve =134 =~JI7ALEL + V2B LS,
U= 1350 = VIAI-DI3]) + VIR0,
¥ =15 3h = —vZBIL-LI} b + V7013 3.

Bu bazda H,.; ‘nin sifir olmayan matris elemanlan kdsegen iizerindedir ve 6.66 nolu

denklem ile verilir. H, ’'nin kdgegen olmayan 4 elemani vardir ve ~W matrisinin tam
hali agagidaki gibidir (6,25 nolu probleme bakin):

Sy—8 0 0 0 0 0 0 0
0 Sy+p 0 0 0 0 0 0
0 0 y-28 0 0 0 0 0
0 0 0 y+28 0 0 0 0
0 0 0 0 y-28 Lp 0 0
0 0 0 o g sy-lg o 0
0 0 0 0 0 0  y+is Lg
o 0 0 0 0 0 Lpg sy+lp

* isterseniz /, my, m, durumlanm kuilanabilirsiniz ve by & matris elemanlarmm olusturulmasim daha
kelaylastinr. Ancak H’ nin efemantaruin olugturulmasim zorlagtirer. Bu da I maltrisini ¢ok daha karmasik

gekil almasina yol agar ama segilen bazdan bagimsiz olan §zdegerler her iki durumda da ayni olur.
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burada TABLO 6.2; Hidrojen atomunun # = 2 durumlan igin ince vapi ve Zeeman

= (a/8)213.6 eV ve B =uph, varilmasini igeren enerji diizeyleri.

olarak verilir. Ik dort 6zdeger kosegen boyunca gosterilen degerlerdir. Geriye sadece e = E-S5y+p
2 x 2 bloklarin 6zdegerlerini bulmak kaldi. Bunlardan ilkinin karakteristik denklemi, £ = ? -3y —Zg
& = H— Y+
11 y .

A2~ A(6y — +(52_~ ): & = Ep-y-28
©r = Y3 G €5 = E;—3p+ B2yl 23)yB+ g4
ve bu ikinci dereceden denklem su 6zdegerleri verir: € = Ey-3y+pr-Vayls Q08+ B4
| & = Er-3y-fR+\42 - (23)yB+ 4

A =3y +(8/D % \/4)/2 +2/3)yB + (82/4). [6.84] | & = Ey—3y— -4 @3B+ B4
Ikinci blogun 6zdegerleri aymdir fakat #'nin isareti terstir. Sekiz tane enerji degeri 6.2

nolu tabloda listelenmigtir ve 6.12 nolu sekilde By, m fonksiyonu olarak da ¢izilmistir.
£ = 0 oldugu stfir alan limitinde, bu degerler ince yap1 degerlerine indirgenir; 2 << y
oldugu zayif alanlarda 6.21 nolu problemde elde edilen sonuglar tekrar elde edilirken,
B >> y oldufu kuvvetli alanlar igin 6.23 noln problemin sonuglar tekrar elde edilir.
6.23 nolu problemde hesaplandifi gibi ¢ok yiiksek alanlarda bes aynk enerjl duzeymln

Problem 6,25 H, ve H,; matris elemaniannr bulun ve 7 = 2 igin, konuda verilen
W matrisini olusturun.

birbirlerine yakinsandigma dikkat edin. **x#Problem 6.26 Hidrojen atomunun » = 3 durumlan icin Zeeman etkisini zayif,

kuvvetli ve ara alan rejimlerinde ¢éziimleyin. 6.2 nolu tabloya benzer gekilde emerji
E4 - . RS- s T

Zayif —  Ara —Kuvveli— QIaTak ¢izin ve ara alan sqnur;larmm uygun bir sekiide lkx_ limit duruma indirgenip
- : indirgenmedigini kontro] edin, : -

6.5 COK INCE YARILMA

6.60 nolu denklemdeki paydada bulunan kitle yiizﬁndé'n (6.60 nolu denklem)
elektronun dipol momentine kiyasla ¢ok kiiglik olmasina ragmen, protonun kendisinin
de bir manvetik momenti vardir:

— 2pf

€
P T = ——~8,. 6.85
Bp 2m, pr He . e [ 1

Proton ii¢ kuarktan olugmus bilesik bir vyapiya sahiptir ve jiromanyetik orani
elektronunki kadar basit degildir. Proton i¢in g-carpami {g,; 5.59 iken elektron igin
2.00°dir, Klasik elektrodinamige gore, bir g dipol momenti asagidaki manyetik alan:
olugturur’’:

B= 03 i _y4 L. | [6.86]

“BBdls

' Eger 6.86 nofu denklem ile verilen delta fonksiyonuna agina degilseniz, bu ifadeyi dipolu yangapm
sifira ve yitkiin sonsuza gittigi limit duwrumunda ddnen yikli kiresel bir kabuk olarak diginGp elde
edebilirsiniz. D. J. Griffiths, 4m. J. Phys., 50, 698 (1982)'e bakimz.

SEKIL 6.12: Hidrojen atomunun # = 2 durumlarimin zaysf, ara ve kuvvetli alan
rejimlerinde Zeeman yarilmalar,

tablosu olusturun. 6.2 nolu sekilde gosterildii gibi enerjileri dis alamin fonksiyonu - -
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Baylece, protonun manyetik dipol momentinin g i

b : vol agtifi manyetik aland

elektron i¢in Hamiltonyen (6.58 notu denklem) asagidaki sekilde v)a;rilir: * bulunen
. Jbﬂ()gpe2 [3(5p - F)(8 - F) =5, -8} J“*ngez 3

Yo Bampm, . r3 + 3mpm, Sp 8.8 16.87]

Tedirgeme teorisine gore, enerii irinci
' \ jiye birinci dereceden olan diizeltm
denklem) tedirgeme Hamiltonyeninin beklenen degeridir: (69 noly

gl o Pogpe’ (B(Sp-f)(se-f)—sp.se>

Y 8nmpm, rd
2 [6.88]
Hogpe 2
+ T {8p - Se) ¥ (0)|°.

Taban durumunda ya da / = 0 olan herhangi bi |
. e ! gi bir durumda dalga fonksiyonu ki :
simetriktir ve ilk beklenen deger sifir olur (6.27 nolu probleme balkan). BB:1 aradz;l ﬂ% '

nolu denklemden [¥100(0)[* = 1/(wa%) oldugunu buluruz. Béylece taban durumunda

Hogpe*

Ell =
Y 3nmpmea3

{85 - 8¢) : [6.89]
olur. Tki spinin.skalar carpimint igerdiginden bu ifadeye spin-spin ciftlenimi denit.
Buna kargilik spin-yoriinge ¢iftlenimi 8 . L garpimnt igerir. B
Spin-spin ¢iftleniminde her bir spi j
_ Spin b gl pin a¢isal momentumu artik k ir: -
buytiklitk degildir. “Uygun” durumlar toplam spinin ‘ erunumiy Bir ;.
o $=5,+8, [6.90]
ozvektorleridir. Daha once yaptigimiz gibi, bunu karesini almiz; i

. _
— 2
Sp-8e = 5(5° =57 - 8)). 16.91]

Elektron ve protonun her ikisinin de spini 1/2°dir ve §? = S = (3/4)A’ olur. Spinlerin

“paralel” oldugu tigli durumda topl in ['di G ;
| plam spin [’dir 5t = 2p°
toplam spin 0 ve S% = 0 olur. Boylece, d v 2R olur. Tekli durumda

1 4gpt 4174, (Ueli);
Y 3mpmiclat | ~3/4, (tekli), 16.92]
Spin-spin ¢iftlenimi ighi durumu kaldirrp, tekli duruma zorlayarak taban

durumundaki kathligt bozar (6.13 nolu sekle bakem}. Enerji aralig::

4
AE — 4 h

=&t -6 s
3mpm£cza4 =588 x 1077 eV. [6.93]
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Tedirgenmemis ¢

\ AE

\ Tekli

SEKIL 6.13: Hidrojen atemunun taban durumunun cok ince yarslmasu.

Uglit durumdan tekli duruma gegiste salinan fotonun frekans

AE
v = == = 1420 Mz [6.94]

olur. Buna karsilik gelen ve mikrodalga boigesine digen dalga boyu o/v =21 cm’dir. Bu
¢ok bilinen 21 santimetrelik ¢izgi, evrendeki 151ma sekillerinden en yaygini olup, her
yerde kolaylikla rastlanir.

Problem 6.27 a ve b iki sabit vektor olsun;

](a Wb -F)sinfdbde = ?31(3 b [6.95]

olduguny gosterin. integral bilinen sumrlar {izerinden almir; 0 < #< 7, 0 < ¢ <27z Bu
sonucu kullanarak [ = 0 durumlar i¢in,

(3(5‘1J FUS F) — 8y -SB)
3 =0
M

oldugunu gosterin, Yardim: # = sinfcos ¢i +sin fsin ¢]+cos ok.

Problem 6.28 Hidrojen atomu igin tiretilen formiillerde uygun degigiklikleri yaparak
asapidaki sistemlerin taban durumlar icin ¢ok ince yarlmalari belirleyiniz.
(a) mityonik hidrojen; bir miyon, elektron ile aym g-garpanma ve yiikiine sahip fakat
elektrondan 207 kez daha agirdir. (b) pozitronyum; bir pozitron, elektron ile ayni g-
garpam ve kitleye sahip fakat zit yirkladir ve protonun yerini alir. (c) milyonyum,;
antimilyon, milyon ile aym kiitle ve g-garpanma sahip fakat 21t yliklidir ve protenun
yerini alw. Yardim: Bu hayali “stom”lann  “Bohr yarigap”larim hesaplarken,
indirgenmis kutleyi (5.1 nolu problem) kullanmayl unutmaym. Akhma gelmigken,
pozitronyum igin elde edeceginiz 4.82 x 107" eV yanif1 8.41 x 107 eV’luk deneysel
degerden oldukga uzaktir. Bu biyik uyusmazlik (¢" + & — y+ p) cift yok olmasi
yiizindendir. Bu ¢ift yok olmas: fazladan (3/4)AE katkida bulunur ve dogal olarak
bitinen hidrojen, milyonik hidrojen ve mityoniyum sistern]erinde ortaya ¢ikmaz.
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6. BOLUM ICIN EK PROBLEMLER

Problem 6.29 Hidrojen atomunun taban durum enerjisine gekirdegin sonlu boyutlu
olmasindan dolayr kaynaklanan dilzeltmeyi hesaplayin. Protonu diizgin yitkienmis
b yarigaph kiiresel bir kabuk olarak ele alin ki kabugun iginde elektronun potansiyel
enerjisi sabit olsun; —¢’/(47weob); bu gercekei olmasa bile basit bir modeldir ve bize en
azindan dofru mertebede sonug verecektir. Sonucunuzu kiiciik (b/g) parametresinin
kuvvetleri geklinde seriye agin. Burada a Bohr yarigapidir ve sadece onemli olan
terimleri tuton. Yanitinizin son sekli

%E = A(b/a)"

olmalidir. Buradaki iginiz, 4 sabitini ve » kuvvetini belirlemektir. En sonunda, b’yi
protonun yaklagik yari ¢api olan 107" m aln ve yukaridaki sonucunuzu sayisal olarak
verin. Bunun ince yap1 ve ¢ok ince yapi ile kryaslamasimi vapin.

Problem 6.30 4.38 nolu problemde verilen 3 boyutlu ve esydnlil harmonik salimiciyi
gbz Oniine alm. A bir sabit olmak iizere, birinci dereceden
H' = ix? ¥z
tedirgemesinin
(a) taban durumuna

{b}3 kez katl: olan ilk uwyanlmrs duruma olan etkilerini tartigin. Yardom: 2.12 ve
3.33 nolu problemlerinde elde edilen yanitiar kullann,

+*++Problem 3.31 Van der Waals etkilesimi: Aralarindaki uzaklik R olan iki atomu ele
alm. Elekiriksel olarak yiksiiz olmalari aralaninda hig bir kuvvet olmadign
varsaymamza yol acabilir, Ancak kutuplanabilir iseler, aralarinda zayif da olsa bir
etkilesim vardir. Bu sistemi modelleyebilmek igin, her bir atomu 6.14 nolu sekilde
gosterildigi gibi, yay sabiti & olan bir yayla ¢ekirdege baglanmig bir elektron (m kiitleli,
—e yiklii) ve bir ¢ekirdek (+e yiklil) olarak diisiintin. Cekirdekleri afir ve hareketsiz
olarak ele alin. Tedirgenmemis sistem igin Hamiltonyen

1 1 1 1
0 2 2 2 2
HY = Z—mpl + Ekxl + P2 + “:):kx?. [6.96]
S0~ =0~
Xy X2
R

SEKIL 6.14: Kutoplanabilir iki yakin atom (6.31 nolu problem).
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seklindedir. Atomlar aras1 Coulomb etkilesmesi asagidaki gibidir;

2 2 2 82
we (0 < ) [6.97]
weg \ R R—x R4+x2 R—xi+x

(2) 6.97 nolu denklemi agiklayn. |x1| ve |x2| ‘nin her ikisinin de R’den ¢ok kiigiik )

oldugunu varsayarak,

2

xR [6.98]

2regR?

oldugunu gosterin.
(b) 6.96 ve 6.98 nolu denklemlerin toplam olan toplam Hamiltonyenin

1 1
Xy =—=(x Tx) ps = —7(pm T p2) 6.99
+ \/5 ve ~./§ [ 1

degisken doniisiimleri altinda iki ayrt harmenik salinict Hamiltonyvenine
aynistinlabilecegini gosterin:

|21 e? 2 1, 1 e* 2 _
H—[ﬂf’“z ("‘ mORa)“]*[sz*z iR || 1600
(¢) Bu Hamiltonyen igin taban durum enejisi dogal olarak

\/k F (e2/2megR™)
ﬂ)i = _—

olmak iizere, E = %r‘i(a.q. + w_) [6.101]
m
seklindedir. Coulomb etkilesmesi olmasaydi, £y = hw ve ey = vk/m olurdu.
k>> (¢*/2m€0.R’) oldugunu varsayarak,

b 2\ 1
AV =E—Eg_—m§ (27{60) 76 [6.102]
oldugunu gosterin.
Sonug: Atomlar arasinda, aralarndaki uzakhgm altinc: kuvvetivle ters orantil
olan c¢ekici bir potansiyeli vardir. Buna iki yiiksiiz atom arasimdaki van der
Waals etkilesmesi denir.

{d) $imdi aym hesaplamalan ikinci dereceden tedirgeme teorisini kullanarak yapin.
Yardim: Tedirgenmemis durumlar W, (%1} ¥n, {x2) seklindedir ve burada ¥ (x),
m kiitleli ve k yay sabitli tek pargacik salimci dalga fonksivonudur. AV, 6.98 nolu
denklem ile verilen ve taban enerjisine olan ikinci dereceden diizeltme terimidir.
Burada hirinci dereceden diizeltme teriminin sifir olduguna dikkat edin.

*»*Problem 6.32 Belli bir kuantum sistemi igin olan A Hamiltonyeninin bir A
parametresinin fonksiyonu oldugunu varsaym. E(1) ve ¥ (4) ise swrasiyla H(A)'nn
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dzdegerleri ve 0z fonksiyonlar1 olsun. Feynman-Hellmann teoremi™

AE, 9H
o —(Wn'ﬁ‘h"fn) : [6.103]
oldugunu sdyler. Burada £,'nin kath olmadify, kath ise de 3, fonksiyonlarimn her
birinin kath §zfonksiyonlarin “uygun” lineer kombinasyonlari oldugu varsayilmustir.

(a) Feynman-Hellmann teoremini kamtlaym, Yardm: 6.9 nolu denklemi kullamn.

(b)Bu teoremi bir boyutlu harmonik saliucr igin agagida siralanan durwmlara
uygulaym. (i) A = o igin (bu, V' potansivelinin beklenen degeri i¢in bir ifade
verir) (i) A = & (bu (7)’yi verir) ve (iii) A = m (bu da (T ve {}) arasinda bir
baginti verir). Yamtlarinizi 2.12 nolu problem ve virial teoreminin dngdrdiikleri
(3.31 nolu problem) ile kiyaslaym,
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durumunda bulunan bir elektron igin #'nin beklenen degerlerinin ti¢ farkli kuvvete (5, s

— 1 ve s - 2) olan bagliifini ortaya koyar. Yardim.: 4.53 nolu denklem ile verilen radyat
denklemi

I+ 2 1
o —
# w[ rt ar+n2a2i|u
seklinde tekrar yazm ve bunu kullanarak [@'u")dr integralini (), (" ve (2
cinsinden yazin. Sonra kismi integral yontemini kullanarak ikinei tiirevden kurtulun.
[rw)dr = —(s12) ©Y ve J(u'Pu)dr = —[2/(s+1)] Ku"r*")dr oldugunu gdsterin ve
buradan devamni yapn.

Lk Prgblem 6.33 Feynman-Hellman teoremi (6.2 nolu problem) Hidrojen atomu igin 1/¢
ve 1/r"'nin beklenen degerlerinin belirlenmesinde kullaniabilir. Dalga fonksiyonunun
radyal kismu igin etkin Hamiltonyen (4.53 nolu denklem)

K2 42 ﬁl(ul) e 1

2mdr? ' 2m 2 Amegr

seklindedir ve / cinsinden olan dzdegerler ise (4.70 nolu denkterm)™ soyledir:

me4

Ey=— .
T 3w, + 1+ 12

(a) Feynman-Hellmann teoreminde A = ¢ alip, {1/r)’yi hesaplaym. Sonucunuzun
6.55 nolu denklem ile uyumlu olup olmadigini kontrol edin.

{(b) A =1 alip, {1/7*)’yi hesaplaymn, Yamtinizin 6.56 nolu denklem ile uyumlu olup
olmadigini kontrol edin. "

*xProblem 6,34:

1
5:2 %) — @5 + Dal 1) + %{(2.! D2 MR =0 [6.104]

seklinde verilen Kramer bafintisim kanitlayin®, Bu bagmt hidrojen atomunun ¥ .,

* Feynman 6.103 nolu denklemi MIT de bitirme tezi tizeride calisirken elde etti (R. P. Feynman Phys.
Rev. 56, 340, 1939); Hellman’in caligmas: ise bundan dort yil 8nce ilgisiz bir Ras dergisinde yaymnlanmasts,
Z’j C. Sanchez del Rio, 4m. J. Phys. 50, 556 (1982); H. S. Valk, Am. J. Phys. 54, 921 (1986).

(b) sikdanda 7 bityukligian sirekli bir degigken olarak gle aldik; bir tamsayr olmasi gereken joo 4.67
nolu denkleme gore sabst oldugundan, # I'nin bir fonksiyonu olur. Kangikliga yol agmamak ve /’ye olan
bagimlilig1 daha agik ofarak ortaya koyabilmek igin #°yi yok ettim.

** Bu ayn: zamanda ikinci Pasternack bagintis: olarak bilinir. . Beker, Am. J, Phys 65, 1118 (1997)'¢

bakimz. Feynman-Hellmann teoremine dayanan bir kanit icin, S, Balasubramanian, Am. J. Phys, 68, 959
(2000)’e bakiuz.

Problem 6.35

{a) Kramer bagmtisinda s = 0, s = 1, s =2, ve s = 3 alarak, & 1, {#), ¢ ve ) beklenen
degerlerini verecek formiilleri elde edin. Herhangi bir pozitif kuvvet bulmak igin
sonsuza kadar devam edebileceginize dikkat edin. "

(b} s = —1 koydugunuzda (%) ile () arasinda bir bagint1 bulacagimz gdsterin.

(¢) Ote vandan {#"%’yi bir haska yol ile elde edebilirseniz, Kramer bagmtisin
kullanarak geri kalan negatif kuvvetleri elde edebilirsiniz. 6.33 nolu problemde
tiiretilen 6.56 nolu denklemi kullanarak, (#~) beklenen degerini belirleyin ve
buldugunuz sonucun 6.64 nolu denklem ile olan uyumluelugunu kontrol edin.

**+Problem 6.36 Bir atom diizglin bir Eg, dig elektrik alan igine konuldugunda, enerji
duzeyleri degigir. Zeeman etkisinin elektrikteki benzeri olan bu olay Stark etkisi olarak
bilinir. Bu problemde hidrojen atomunun # = 1 ve # = 2 durumlari i¢in Stark etkisine
bakacagiz. Elektrik alan z dogrultusunda olsun. Bu durumda elektronun potansiyel
enerjisi

ro_ -
Hy =eE, z=ek, rcost

olur. Bunu Bohr Hamiltonyening (6.42 nolu denklem) bir tedirgeme olarak kabul edin.
Bu problem igin spin nemsizdir ve gérmemezlikten gelinebilir, Ayrica ince yapiyi da
ihmal edin. '
{a) Bu tedirgememin taban durumu enerjisine birinci dereceden bir diizeltme
yapmadigini gosterin.

(0) Ik uyarnlmig durum 4 kez kathidir. ¥ 100, ¥ar1 ¥a0, ¥a2i-r Kath durumlan igin
tedirgeme teorisini kullanarak, enerjive olan birinci dereceden diizeltme
terimlerini hesaplayin. £, enerji diizeyi kag enerji dizeyine yarlir?

(¢) (by sikks igin “wygun” dalga fonksivonlan hangileridir? Elekirik dipol
momentinin (p. = —er) bu her bir “uygun” durum i¢in beklenen degerini
hesaplayin. '
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Sonugiarin uygulanan alandan bagimsiz olduguna dikkat edin. [k uyarilmig
durumda bulunan hidrojen atomunun s#rekli dbir elektrik dipolil tagiyabilecegi
agikea gbriilmektedir.

Yardim: Bu problemde birgok integralle karsilagacaksimz. Fakat bunlarm neredeyse
hepsi stfirdir. O nedenle herhangi bir hesaplama yapmadan once her biri {izerinde
dikkatlice ¢alisin. Eger ¢ integrali sifir ise, o zaman r ve & integralleri Uzerinde
caligmanin bir antami yoktur! Kismi vanit: Wis = Wy = —3eafy,, ve diger tiim elemanlar
stfirdir,

+**Problem 6.37 Hidrojen atornunun » = 3 durumlari igin 6.36 nolu problem ile verilen
Stark etkisini ele alin. Spin etkisi yok sayildiginda, baslangigta 9 kez katll s,
aurumlar: varder. z dogrultusunda bir elektrik alan uygulayalun.

(a) Tedirgenmis Hamiltonyeni temsil eden 9 x 9 boyutlu matrisi olusturun. Kusmi yan:
(300)2)310) = —3v6a, (310}2]320) = —3V3a, (31+1]g32:+1) = —(9/2)a

(b) Ozdegerleri ve bu dzdegerlerin kathliklarin belirleyin,

Problem 6.38 Déteryem’un # = 1 taban durumunda cok ince bir gecis ile salinan
fotonun dalga boyunu cm cinsinden hesaplayin. Dateryum, cekirdeginde fazladan bir
nétron’u olan “agir” hidrojendir. Proton ve nitron bir araya gelerek spini 1 ve manyetik
mosmenti

8d€

=—58
Ha 2my d

olan déteron’u olugturur. Déteronun g, carpam 1.71°dir.
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z
3
= d; G
d;
A d, i ¥
d
1 ds
x 1
J3

SEKIL 6.15: Kristal drgii icin kabaca bir model; etrafi 6 noktasal yiik ile cevrilmis hidrojen
atomuy; 6.39 nolu problem.

=++Problem 6.39 Bir kristalde komsu iyonlann elektrik alant atomik enerji diizeyierini
tedirger. Kaba bir model olarak, 6.15 nolu sekilde gosterildigi gibi hidrojenin ii¢ noktasal
yilk ¢ifti ite sanldigiu varsayaiim (Bu problemde spin Snemsizdir ve thmat edin).

{a) r << d|, r <<, ve r << d; oldugunu varsayarak,
H' = Vo +3(B1x* + poy” + Baz®) — (81 + Bz + By’
oldugunu gdsterin. Burada

¢ dj 2 2 2
c=— il =2(B1d{ + Pads + Bad
B preprs ve Vo=2pd] + fady + dy)

dir.
{b) Taban durum enerjisine olan diizeltme terimini en diigiik dereceden hesap edin.
{c) n = 2 ilk wyanifmis enerji dilzeyine birinci dereceden diizeltme terimini hesap
edin. Bu 4 kez katl sistem (i) £ = & = f oldugu kiibik simetri varligmnda,
(ii) i = A # B oldugu tetragonal simetri varhgmda, (iii} 4; # A = 5 oldugu
artorombik simetri varliginda kag ayri enerji diizeyine vanhr?

*+*Problem 6.40 Bazi durumlarda ¢! i tedirgenmemis dalga fonksiyonlart (6.11 nolu

denklem) cinsinden seriye agmadan 6.10 nolu denklemi dogrudan ¢6zebilmek
miimkiindiir. Buna iki giizel 6rnek:

"(a) Taban durumundaki Hidrojen atomuna Stark etkisi

(i} Dizgiin bir £, elektrik alan varlifimda hidrojen atomunun taban durumuna
olan birinci dereceden diizeltmeyi hesap edin (Stark etkisi — 6.36 nolu
problem). Yardim:

(A+ Br+Cr¥e /% cosd

seklinde bir ¢dzlin deneyin. Burada yapmaniz gereken sey, 6.10 nolu
denklemi ¢ozerek 4, B ve C sabitlerini bulmaktir.

(i) 6.14 nolu denklemi kullanarak taban durum enerjisine ikinci dereceden
diizeltne terimini hesaplaym. (6.36 nolu problemin {a) sikkinda
buldugumuz gibi birinci dereceden diizeltme terimi sifirdar).

Yamt, 7m(3azeEmfr 25y
(b} Eger proton p elektrik dipol momentine sahip olsaydi, hidrojen atomundaki
elekironun potansiyel energisi

y - epcos @

dmegr?

kadar tedirgenmis olurdu.

{i} 6.10 nolu denkiemi ¢fzerek taban durumunun dalga fonksivomuna birinci
dereceden diizeltime terimini hesaplayin.
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(ii) Bu mertebede atomun toplam dipol momentinin sfir oldugunu gosterin.

(iii) 6.14 nolu denklemi kullanarak, taban durumu enerjisine ikinci dereceden
dilzeltme terimini hesaplaywn. Birinci dereceden diizeltme terimi nedir?

7. BOLUM

VARYASYON ILKESI

7.1 TEORI

H Hamiltonyeni ile tanimlanan bir sistemin E,; taban durum enerjisini hesaplamak
istedifimizi varsayalim. Ancak, bu sistem i¢in zamandan bagimsiz Schrodinger
denklemini de ¢dzemedigimizi digiinelim, Varyasyon ilkesi size ¢ogu zaman aranan
biiyiikliik olan £, igin bir #st simr verecektir. Ustelik bunu kullanirken dikkatli ofunur
ise, kesin ¢6ziime ¢ok yakin degerler elde edilir. Caligma ilkesi styledir; Herhangi bir
normlanmis W dalga fonksivonu secin ve bu segim igin

E,, < (|HIY) = (H) [7.1]

oldugunu iddia ediyorum. Muhtemelen dogru olmayan bir ¢ se¢imi durumunda, 5 nm
bu beklenen degeri siiphesiz abartili bir tahmin verecektir. Eger ¥ bir sekilde uyarifmis
durumlardan bir tanesi olursa, o zaman (H)’nin E,/vi gececesi agikir, burada onemli
olan sey, secilebilecek herhangi bir v igin ayni seyin gegerli olmasidr.

Kannt: IP'nm bilinmeyen 6zfonksiyontar: tam bir takim olugturduklarindan, y dalga
fonksiyonunu bunlarin linear kombinasyonlari olarak ifade edebiliriz;'

V=) ca¥n ve Hy,=E.y

! Eger Hamiltonyen bagh durumlarn yaminda sagilma séireglerini de igeriyor ise, toplamm yaninda
integrali de keymamz gerekir ancak argiiman aym kalir,

293
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¥ pormbanmes bir dalga fonksiyonu oldugundan,

= (¢} = (Zcm"ﬁm ch’z&rf) = Z ZC;CH(WPM"pn) = Z |Cn‘2

eldé edilir. Burada ozfonksiyonlarin kendilerinin de normlanmms ve birbirlerine
ortogonal olduklari kabul editmistir: (¥ » | ¥.> = . Ayni zamanda,

(Hy = (Z‘emwm HZ%%) =33 hEncn{¥mlta) =Y Enleni®

olur. Tamim geregi, taban durum enerjisi en kiigiik 6zdegerdir. Yani E,, < £, ve bundan
dolay

(H) > Ey 3 leal’ = Ey

olur ve bu da kanitlamaya galistigmuz seydir.

Ornek 7.1 Bir boyutln harmonik sabmicinm taban durum enerjisini hesaplamak
istedigimiz varsayalim:

Bu durum ic¢in (2.61 nolu denklem) dogru yamt1 zaten bilivoruz: E,; = (1/2} Aea Buna
ragmen, bu Omek yomtem ig¢in iyi bir dememe olacaktir. “Deneme” dalga
fonksiyonumuzn Gauss egrisi olarak segebiliriz,

V() = Ae P, 72

Burada & bir sabit ve 4 ise normlama kosulundan belirlenir:

/4
1—gAi2f e gy = IAE\/_ ( ) L [7.31

{H) = (T} + (V) [7.4]

Simdi

oldugundan, bu 6rnekte

2 ] 2
= m—iA; f 2 4 -f"*') dr =10 (7.5]

2m
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ve
1 2 7/00 —2hy? mwz
= = Al* 5 2 = —
(V) 2mw| | _me x“dx A
elde edilir. Boylece (H):
b ma?

(H):E+~§I;—. [7.6]

7.1 nolu denkleme gore, bu Aerhangi bir b degeri i¢in E,, degerini geger; en yakin siin
bulmak igin (H)'nin b’ye gore en diisiik degerini bulahm;:
d 2 met )

e HY = o — —— = = —
=, — g =0 = b=

Bu degeri () ne yerlestirirsek,

1
(Hyy = zho [7.7]

oldugunu buluruz,

Bu 6mekte, gergek taban durumu dalga fonksiyonuna (2.59 nolu denklem) benzer bir
deneme fonksivonu segtigimden, tam taban durum enerjisini elde ettik. Gauss
fonksiyonu ile ¢alismak gok kolay oldugundan, gergek taban durum fonksivonlarima gok
az benzerlik gosterdigi durumlarda bile tercih edilen bir deneme fonksiyonudur.

Ornek 7.2 Delta fonksiyonu potansiyeli igin taban durumunu aradiirmz varsayin:

Yine dogru yaniti bildigimiz bir durum (2.129 nolu denklem): £, = —ma?/2k’. Daha
Onee yapu@imiz gibi, Gauss seklinde bir deneme fonksiyonu (7.2 nolu denklem)
kutlanacagiz. Daha 6nce normlama kosutunu uygulayip, {7)’ni hesapladik. Yapmamiz
gereken sey (F)'ni hesaplamak:

&0 2 2b
vy = ma\Alzj e () dx = ——a\/:.
—a b g

Wb 2
(H) E;?-‘; - o JT [78]

Asikar olarak

otur ve bunun &’nin titm degerleri igin £, degerini gegtigini biliyoruz. (H}’ni en diisiik
kilacak & degerini bulahim:

d B o 2m2a? -

—(H = =0 = b= ——.

a6 = o 2nh it
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Boylece,
ma®
mh?

olur. 7> 2 oldugiuna gore, bu en diisitk deger Eyy degerinden biraz daha biryiiktir.

(H>ed =

Size normlanmis her hangi bir ¢ deneme fonksiyonunu kullanabileceginizi
sbyledim ve bu bir bakima dogrudur da. Fakat sé#reksiz fonksiyonlar durumunda (T')’ni
hesaplamada gerekecek ikinci tilreve mantikll bir anlam yitkleyebilmek igin, bir takim
cambaziiklar yapmak gerekecektir. Kink igeren siirekli fonksiyonlar, dikkatli oldugunuz
sirece bag edilebilir fonksiyonlardir. Bir sonraki irdeleyecegimiz &rnek bu tiir
fonksiyonlarla nasil bag edebilecegimizi gisteren bir ek olacaktir.?

Ornek 7.3 “Uggen” deneme fonksiyonu (7.1 nolu sekil)’ kullanarak, bir boyutlu sonsuz
kare kuyu potansiyelinin taban durum enerjisi i¢in bir ist simr bulun.

Ax, 0<x<a/2,
Yix) = Ala — x), a/2 <x <a, [7.10]
0, diger verlerde.

Burada 4 normlama kogulu ile belirlenecek bir sabittir;

a/2 a (13 ' INE)
1=|AP f xzdx+f (@—xPdx|=1AP= = A=/ [7.11]
0 ajl 12 ay da

SEKIL 7.1: Sonsuz kare kuyu potansiyeli icin iiggen deneme fonksiyonu (7.10 nolu
denklem).

* lIging rnellerin bir detlemesi igin, W. N, Mei, Int. J. Educ. Sci. Tech. 30, 513 (1999)’a bakiniz.
* Gauss gibi kuyunun digina “sarkan” bir fonksiyon denemenin bir anlam yoktur, Cunki: () = o elde
edersiniz ve 7.1 nolu denklem size hicbir sey ifade etmeyecekdir.

[7.9]
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dwldx A

al2 a

—-A+

SEKIL 7.2. 7.1 nolu ekil ile verilen dalga fonksiyonunun tiirevi.

Bu durumda 7.2 nolu sekilde gosterildigi gibi

v A, 0<x <a/2,
Ir = —A, a2 <x<a,
* 0, diger yerlerde.

olur. Basamak fonksiyonunun tiirevi bir delta fonksiyonudur (2.24 nolu problemde (b)
sikkina bakm).

dy
=57 = ABx) —248(x — a/2) + AB(x — a) [7.12]

ve boylece
BA -
(H) = -5 /[3(1() —28(x —a/2y 4 5(x — a)lwix)dx

BA R2AYa  12K%
== [Y{0) = W (@/D + Y@l = — = o— [7.13]
2m 2m 2ma
elde edilir. Taban durumunun dogru enerjisi £, = TH2md® olur (2.27 nolu denklem).
Bu da teorinin ¢alistifin: gosterir. '

Varyasyon ilkesi olaZantistii gliclil ve o derecede kuilanim: kolay bir yontemdir, Bir
fiziksel kimyacimn karmasik bir melekiilin taban durum enerjisini bulmak igin yaptig1
ey, ¢ok sayida ayarlanabilen parametreler iceren bir deneme dalga fonksivonu yazmak,
sonra {ff) beklenen degerini hesaplamak ve olasi en diigiik degeri verecek sekilde
parametrelerle oynamaktir. Segilen 1y deneme fonksiyonunun gercek dalga fonksi-
yonuna ¢ok az benzedigi durumliarda bile, mucizevi derecede dogru E,, degerleri elde
edebilirsiniz. Silphesiz, ne kadar cok gergefe yakin dalga fonksiyonu talunin etme
yollarina sahip iseniz, o kadar iyi sonu¢ ahrsiniz. Bu yontem ile ilgili tek sorun hedefe
ne kadar yakin oldufunuzu higbir zaman bilemezsiniz. Emin oldugunuz tek sey bir
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ast s elde ettiginizdir.® Ustelik, su hali ile bu teknik sadece taban durumu igin
uygulanabilir (yine de 7.4 notu probleme bakin).?

*Problem 7.1 (a) F(x) = a Ix|, lineer potansivel; (b) V(x) = a x', 4. dereceden
potansiyel igin Gauss deneme fonksiyonu (7.2 nolu denklem) kullanarak, taban durumu
enerjisi igin elde edebileceginiz en diisiik tist stnir1 bulunuz.

**Problem 7.2 Bir boyutlu harmonik salmci igin agafidaki deneme fonksiyonunu
kullanarak, E,; igin en iyi smur1 bulunuz.

Yx) = T

ve burada 4 normlama kosulu ile belirlenccek bir sabit, 5 ise ayarlanabilen bir parametredir.

Problem 7.3 V(x) = —ad (x) seklinde verilen delta fonksiyonu potansiyeli i¢in Uggen
deneme fonksiyonu (7.10 nolu denklem ile farki sadece merkeze yerlestirilmig
olmasidir) kullanarak E,, igin en iyi smm bulunuz. Bu kez a ayarlanabilen bir
parametredir. '

Problem 7.4

(a) Varyasyon ilkesinin asagidaki dogal sonucunu ispatlayin: Eger (V| = 0O ise,
(H) = E,. Burada E,, ilk uyarilmig durumun enerjisidir.

Bu, dogru taban durumuna ortogonal bir deneme fonksiyonu bulabil- .

digimizde, ifk wyardmis durum igin bir st smur elde edebilecegimiz anlamna
gelir. Taban durumu fonksiyonunu dnceden bilemedigimiz igin, genel olarak
¥ 7na ortogonal olan bir ¢ segmek zordur. Ote yandan, eger F(x) potansiyeli
x*in giff fonksiyonu ise, taban durumu fonksiyonu benzer gekilde ¢ift fonksiyon
olacakfir ve bundan dolayt herhangi bir rek deneme fonksiyonu bu sonug igin
ortaya konan kosulu otomatik olarak saglayacaktr.

(&)
¥ (x) = Axe ™

deneme fonksivonunu kullanarak, bir boyutlu harmonik salmicmn ilk uyariimig
durumu igin en iyi smun bulun.

* Bu pratikte cok fazla bir kisutlama degil ve bazi durumtarda dogrulugn kestimenin yollan da vardur,
Bu yontem ile Hefyum atomunun taban durum enerjisi virgilden sonra pek gok anfaml rakama kadar dogru

olarak hesaplandr. Ormegin G. W, Drake ef al., Phys. Rev, 4 65, 054501 (2002) ya da Viadimir L Korobov, :

Phys. Rev. A 66, 024501 (2002)’e bakinz.
¥ Varyasyon ilkesinin uyanlmis durum enerjilerinin hesabwa yonelik sisternatik uzantst igin, Linus

Pauling and E. Bright Wilson, [ntroduction fo Quanium Mechanics, With Applications to Chenisiry,

McGraw-Hill, New York (19335, karton cilt baskisi 1985), 26, Kesime bakiuz.
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Problem 7.5

(a) Varye?syone] ilkesini kuilanarak, birinci dereceden kath olmayan tedirgeme
feorisinin her zaman taban durum enerjisini o/dugundan daha fazla hesapladigim
(va da asla oldugundan dakha az hesaplayamayacaging) gosterin.

(b)(a) sﬂ_ck_ma gore taban durumuna ikinci dereceden ditzeltme teriminin her zaman
negatif oldugunu bekleriz. 6.15 nolu denklemi irdeleyerek bunun gergekten
dogru oldugunu gésterin.

7.2 HELYUM ATOMUNUN TABAN DURUMU

Helyum atomu iki protonlu bir g¢ekirdek ve ewmafindaki yoringede buluman iki
clektrondan olugur (Elbette gekirdek iginde ndtronlar da vardir ama buniar konumuzun
digmdadir). Bu sistem igin Hamiltonyen

R e (2 2 1 |
H=—— (V2 4+ V- (_ s .
5 (Vi + V1) el ey + e [7.14}

sekhndf_: yazﬂn. Amacimiz taban durumu enerjisini (£,,) hesaplamaktr. Fizikse! olarak
bu her iki elektronu koparmak igin gerekli olan enerji miktaridir (Ey vei‘ildjginde rek
elel.ctronu koparmak icin gerekli olan “iyonlagma enerjisini” belirlemek sorunsuz 9h;a!e
gelir. 7.6 nolu probleme bakin). Helyum atomunun taban durum enetjisi laboratavarda
biiylik bir hassasivetle

Eg = —78.975 eV (deneysel). {7.15]
olarak dl¢hilmiigtiir. Teorik olarak tekrar elde ctmek istedifimiz say1 budur.

Merak u)gandxran konu, bdyle basit ve onemli bir problemin bilinen kesin ¢bziima
olmamasidir,” Sorun

s 1
“ 7 dmeg [ — 1y
elektroniar arasindakd itici etkilegmesinden kaynaklamyor. Bu terimi oldugy gibi

[ri—r —&

—£

2e SEKIL 7.3: Helyum atome.

3
Helyam atomurun nitel d2eliiklering sahip ve kesin pbzimleri olan Bg gisi j
! n ‘ ¢ Cisim problemlen var, mcak
hlmlarda Coulomb petansiyellerine benzemeyen potansiyeller kullanilmigte (717 nolu probleme bakz:).
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gelirsek, H birbiriden bagimsiz iki ayrt hidrojen Hamiltonyenine ayrisir (burada tek
farklihk gekirdek yiikii igin e yerine 2e olmasidir). Kesin ¢oziim sadece hidrojenimsi

_ dalga fonksiyonlarin ¢arpmudu-

8
Yo(ry, 12) = Yipo(r)yoo(rs) = ;T—a—3e'2(” tra)/a [7.17]

ve enetji ise 8£, = -109 eV olur (5.131 nolu denklem)’. Bu sonug ~79 eV degerinden
¢ok uzaktir ama bir bagiangctir.

Daha iyi bir E, deperi elde etmek igin ¢’1 deneme dalga fonksiyonu olarak
kullantp, varyasyon ilkesini uygulayacagiz. Bu segim ¢ogu Hamiltonyen igin bir
dzfonksiyon oldugundan ¢ok uygun bir se¢imdir:

Hiy = (BE) + Vee)Vro. [7.18]
Béylece
(H) = 8E + (Vi) [7.19]
olur ve burada®

olarak verilir. Once r, integralini hesaplayacagim; bu integral icin r, sabittir ve r,
koordinat sistemini de kutup ekseni r; dogrultusunda olacak sekilde déndiirebiliriz (7.4
nolu gekle bakim), Kosiniis teoremi ile

jr] — 1| = \/rg + r% —2rirycoséh {7.21]
olur ve
e —rzfa , e—trifa '2 )
R e f r} sindy dradéydgy. [7.22]
1—¥F2

ri2 + ir'z2 —2rirpcosth

halini alir. ¢, integrali siradandir (27); & integrali

T sin 6 P’lz + I‘% —2rirpco88y |7
dby =
0 \/Ff+r22—2r1r2c:0592 12 0

? Burada ¢ bildigimiz Bohr yarigapl ve £, =—[3.6/n" eV ise n-inci Bohr enerjisidir; 7 atom numarah bir
yekirdek igin, £, — 7°F, ve a = o/Z oldugunu hatirfaymn (4.16 nolu preblem). 7.17 nolu denklem ile ilgili
spin ditzenegi antisimetrik {tekli durum) olacaktir.

* 720 nolu denklemi H = e tedirgemesi igin birinci dereceden tedirgeme teorisi olarak
yorumiayabilirsiniz. Fakat tedirgeme, tedirgenmemis potansiyel ile kiyaslanabilir oldugu icin, buny yontemin
vanlis uygulanmasi olarak degerlendiriyorum. Bu nedenle, bu problemi £, i¢in st siur aranifan bir
varyasyon hesabi olarak ele almayr tercih ediyorum.
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Z3

Ya

X

SEKIL 7.4: ry-integrali (7.20 nolu denklem) icin koordinat eksenlerinin segimi.

1 2442
=— rl2 +r§+2r1r2 — i T —2nn
Firz

1 2 <, 2
=E[(n+r2)”1r1—lel-{ 25, - [7.23}

sonucu verir. Boylece

1 M R
L =4n (— f e~V /ark dry + [ ey dry
1.J0 T

_ra [1 _ (1 . zi) e—dm/a] [7.24]
8r a

elde edilir ve bu da (V,.) beklenen degerinin

¢ i) [ {1 - (1 + %ﬂ) ‘?4“/“] e~/ sin By drd8id e
dmeg ) \mwad ¢

olmasina yol agar. Agisal integrallerin alinmas: kolay (477) ve r; integrali

2 5 2
foo [re_‘w” - (r + ZL) 6"8"/“] dr = %—8—
0 a g

halini alir. Sonunda

2 .
Voot =~ (£ ):—§51=34 eV [7.25]
e da \ 4meg 2
olur ve bunun sonucunda
(Hy=-—-109 eV +34eV=-T5eV [7.26]

elde edilir. Hi¢ de fena degil (hatirlayn, deneysel deger —79 eV idi). Ama daha da
iyisini
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yapabiliriz. Bunu igin iki elektronu birbirleriyle hi¢ etkilesmiyormus gibi ele alan ¥,
fonksiyonundan ¢ok daha gergekei bir deneme fonksiyonu dilsiinmemiz gerekir. Diger
elekironlarin etkisini tamamiyla gérmemezlikten gelme yerine, ortalama olarak her bir
elektromun ¢ekirdegi kismen kalkanlayan negatif bir yik bulumnu temsil ettigini
sdyleyelim. Bu durumda, diger elektron 2 de@erinden biraz daha kigik olan etkin
gekirdek yukil (Z) gorir. Bu da su deneme fonksiyonunu akla getirir:

23
Yi(ry, 1) = Ws‘z“ﬁrﬂ/“. {7.27]

Burada Z'yi H'y1 en aza indirgeyen varyasyon parametresi olarak ele alacagz.
Varyasyon yOnteminde Hamiltonyenin kendisine highir sekilde dokunmadigrmiz: liitfen
akh_mzdan gikarmayin. Helyum atomu i¢in Hamiltonyen 7.14 nolu denklem ile verildigi
sekilde aynen kalir. Fakat deneme fonksivonu segiminde yardimer yontem olarak
yaklagik Hamiltonyen diigiinmek yanlis degildir.

_Bu dalga fonksiyonu “tedirgenmemis” Hamiltonyenin (elektronlar arasi itici
etk.ilesrne yok sayildiginda} bir dzfonksiyonudur. Bu Hamiltonyende sadece Coulomb
terimlerinde 2 yerine Z koymaliyrz. Hamiltonyeni (7.14 nolu denklem) tekrar yazarsak:

A2 et (Z Z
e 1 ¥ - = (242

41’1’69 Ep | T2
e f(Z-2) (Z-D 1
+ .
4mep ( 1 r * iy ”l‘zi) 28]
Hnun beklenen degeri agikca
(Hy =27°E) +2Z - 2) Y + (¥, |
1 ) 7 {Vee} {7.29]

olur. Burada (1/r} beklenen degeri cekirdek yitkii Z olan hidrojenimsi (tek pargacik)
taban durum fonksiyonu olan 4, da hesaplanan degerdir, 6.55 nolu denkleme gore

)=
== [7.30]

r a

olu%". V.. nin- ﬁeklenen degeﬁ 725 nolu denklem elde edilen degerdir. Sadece 7 = 2
yerine, keyfi bir Z kullanmak istedigimiz i¢in a’v1 2/Z ile carpanz:

57 ¢ &% 5z
Ve e _——
(Vee) 8a (4?76(}) 4 £ [7.31]

Hepsini bir araya getirdigimizde (H ) igin su sonucu buluruz:

(HY = [zz2 —4Z(Z -2 —(5 f4)Z] B, =[-22+ QUAZIE.  [132]
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Varyasyon ilkesine gbre, bu bilyiklik kerhangi bir Z degeri igin E,; enerjisinden
fazladir. En diigiik iist simir {H ) nin en aza indirgendigi durumda ortaya gikar.

d
£ (H) = [=4Z + QT/DIE, =0

ve bu
27
Z=— =169 7.33
6 [7.33]
sonucunu verir. Bu mantikli bir sonu¢ gibi goriniiyor; etkin ikl 2°den 1.69°a
diisiirerek, diger elektronun gekirdegi kismen perdeledigini séyliyor. Z yerine bu deger
koydugumuzda;

Hy=: E)GE =-71.5¢eV 7.34
()_2(2 | =—T775eV. [7.34]

Helyum’un taban durumu bu yoatemle gok daha fazla ayarlayabilen parametre
iceren karmagsitk deneme fonksiyonlart kullamlarak ¢ok biiyitk hassasiyetle
hesaplanmaktadir.” Fakat elde ettigimiz sonug dogru yanitmn % 2'lik kismindadir ve
dogruyu sbdylemek gerekirse bu noktadan sonra benim igin problem ilgingligini
kaybetmeye baslar.'®

Problem 7.6 Helyum’un taban durumu enerjisini (E,; = —79.0 eV) kullanarak, sadece
bir elektronu koparmak igin gerekli olan enerjiyi tammlayan iyonlasma enerjisini
hesaplayn. Yardmm: once gekirdek etrafinda tek elektronu olan He' iyonunun taban
durum enerjisini hesaplayin ve sonra bu iki enerjinin farkmi alin.

«Problem 7.7 Bu kesimin tekniklerini H™ ve Li* ivonlarina uygulaym. H™ ve Li"un her
ikisinin de helyum gibi 2 elektronu oldugunu fakat gekirdek yiklerinin sirasiyla Z =1 ve
7 =3 oldugunu haturlayin, Her bir durum igin etkin gekirdek yiikiinil ve £, igin en ivi fist
simr1 belirleyin, Agiklama: H igin (H) > —13.6 ¢V bulmalisinz. Enerji baglaminda,
elektron i¢in arkasinda yiikstiz cekirdegi brakarak ugup gitmek daha tercih edilen bir
durum oldugundan, bu sonu¢ hicbir bagh durumun olmadifi anlammna gelir. Hem
cekirdepin elektronlart ¢ekme kuvveti helyum’a nazaran daha zayif hem de elektronlar
arast itici kuvvet atomu pargalama egiliminde oldugundan, bu sonug timilyle saswtici
degildir. Ancak bunun hi¢ de bdyle olmadig ortaya gikti. Cok daba fazla detay iceren
deneme fonksiyonlan ile (7.18 nolu probleme bakin) E,; < —13.6 eV oldugu ve bundan

® Kiasik caligmalar E. A. Hylleraas, Z. Phys. 65, 209 {1930); C. L. Pekenis, Phys. Rev. 115, 1216
{1959). Daha yeni ¢aligmalar igin 4. dipnota bakimz.

¥ Helyum atemunun ik uyanlmig dursmu, benzer yolla taban durumuna ortogonal olan bir deneme
fonksivonu kullanilarak elde edilebilir. P. 1. E. Peebles, Quantm Mechanics, Princeton U. P, Princeton, Ni
(1992), 40. Kesime bakiuz.
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dolayr baglt bir durumun var oldugu gosterilebilir. Ancak bu ¢ok zayif bagh bir durumdur
ve de uyarilmig bagh durumlar yoktur.!' Bu nedenle H'nin kesikli spektrumu yoktur
(butiin gegisler siirekli bélgeye ve siirekli bolgedendir). Bundan dolay: giinegin yiizeyinde
bol miktarda bulunmasma ragrmen,'? laboratuvarda galigtimasi zor bir elementtir.

7.3 HIDROJEN MOLEKUL IYONU

Varyasyon ilkesinin bir bagka klasik uygulamast ise iki protonun otusturduga Coulomb
alaninda bulunan ve tek bir elektrondan olusan H; hidrojen molekill iyonudur (7.5 nolu

sekil). Bu yontemin en ilgi gekici sonuglarindan biri iki proton arasindaki gercek R
uzakligin veriyor olmasidir. Buna ragmen, simdilik protonlarin konumlarimm degismez
oldugunu varsayiyorum. r; ve », elektronlarin bagh bulunduklari protona olan
- uzakhklari olmak iizere, Hamiltonyen

2 2
e L S (i+i) [7.35]
2m dmeg \ L 2
seklindedir. Her zaman oldugu gibi, taktigimiz mantikli bir deneme fonksiyonu secmek
ve varyasyon ilkesine basvurarak taban durum enerjisine bir smir elde etmektir.
(Aslinda esas amacimiz, bu sisteme karsihk gelen enerjinin yilksiiz hidrojen atomu ve
serbest bir protondan olusan sisteme karsthik gelen enerjiden daha digiik olup
olmadifin bulmaktir). Eger deneme fonksiyonumuz bagh bir durum varfisina isaret
ederse, daha iyi bir deneme fonksiyonu sadece baglanmay1 ¢ok daha giiglii kilar.
Deneme fonksiyonunu kurmak igin, iyonun ssyle olusturuldugunu varsayalim: taban
durumundaki bir hidrojen atomu (4.80 nolu denkiem)

Yo(r) = —

ve “sonsuz’dan bu hidrojen atomuna R kadar bir mesafeye getirilen ikinci bir proton. R
uzakhigiin Bohr yarigapindan oldukca biiytik oldugu durumda, elektronun dalga
fonksiyonu gok da fazla degiymeyecektir. Fakat iki protonu da ayn: temelde incetemek

vl [7.36]

& il

+e A +e

SEKIL 7.5: H;“ Hidrojen molekiil iyonu.

"' Robert N. Hill, J. Math Phys. 19, 2316 (1977).
** Daha fazla goris igin, Hans A. Bethe and Edwin E. Salpeter, Quanium Mechanics of One and Two-
Electron Atoms, Plenum, New York (1977) 34 Kesime bakiniz.
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istedigimizden elektronun her iki protona ait olma olasilig aym olmahdir. Bu, asagidaki
gibi bir deneme fonksiyonu kullanmamizi salik verir:

¥ = AYo(r) + Yo(r]. (7.37]

Molekiiler dalga fonksiyonu atomik dalga fonksiyonlarmm lineer kombinasyonu olara-k
ifade edildiginden, kuantum kimyacilan bunu LCAQ (Lineer Combination of Atomic
Orbitals) teknigi olarak adlandirirlar, :

[lk isimiz deneme fonksiyonunu normiamaktir,

1=jh!r12d3r=lAi2 Ulwomnzd%

+fWo(rz)lzd3r+2fllfo(r1)lffo(rz)d3l‘]- [7.38]

¥ro'in kendisi normlanmis oldugundan, ilk iki integral 1’dir; Ugiinciisii bir parga
cambazlik gerektirir.

1 a
I = {Yo(ri)|volr)) = ;ﬁfe—(””ﬂ/ &r [7.39]

olsun. l-inci ve 2-inci protonun koordinatlarini, sirasiyla orijinde ve z ekseni iizerinde
bir R noktasinda segersek (7.6 nolu gekil),

“

fl=r ve ro=+rt+ R2—2rRcosf [7.40]
olur ve bu diizenleme ile
I = % g7 10N ARSI Reos0 a2 G g e d0d {7.41]
ma
Z

29 ra=+r?+ A?-2rRcos @

ry=r

X
SEXIL 7.6: Pum hesabi igin secilen koordinatlar (7.39 nolu denklem),
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seklini alir, ¢ Uzerinden integral siradandr: (277). € {izerinden integrali alabilmek igin

y=+/r’ + R —2rRcosf donisimini yapalim ki d(y*)=2ydy=2rRsin6d0 olsun.

0O zaman,
r+R
~A/r?+RI-2rReos8/a oin d9 - —\/avdy
0 rk
= & [T 4 R4 gy — TR — R 4 a)
rR
olur. Simdi r Gizerinden integral ¢ok kolay alinabilir hale geldi:
= R
- i[—e“m f (r+R+a)e ¥ rdr+e R f (R—r+aydr
azR 0 0

o0
4 gftia f (r—-R +a)e“2’/“r dr].
R .

Bu integrallerin hesab: bize (bazi sadelestirmelerden sonra)

2
[ =Rl [1 + (5) i1 (5) } (7.42)
a 3\a

sonucunu verir. [ rifisme integrali olarak adlandnlir ve vo(r,)’in ne kadar kisminm
¥ro(ry) ile Ortiistigiinin (¢akistiginin} bir Slgtisiidir (R — 0 igin f —> 1 ve R — = i¢in
I — 0 olduguna dikkat edin). / cinsinden normlama ¢arpam (7.38 nolu denklem):

- 1
2 _ ) 7.43
[A| 2+ D {7.43]

Simdi A nm beklenen degerini ¥ deneme fonksiyonu ile hesaplamaliyiz. r igin;

2 2
(_ﬁ_v2 € ) Wo(r1) = Eolr1)-

2m dmwegry

Burada E, = -13.6 €V olup, hidrojen atomunun taban durumu enerjisidir ve yukaridaki
denkleme r, yerine r, yerlestirerek r; igin olan ifadeyi elde ettifimizde, toplam

Hamiltonyen
h? e (1 1
Hy=A I: ZmV e (H + g)] (o1} + ¥ro(r2)]

&®

4men

i
=EwW—A ( ) [%1#0(1’1) + Hﬂfﬂ(rz):]
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seklini alir. Bu da

o2
(H)= E1—2M“( e )[%(?’1)

Yro{r1)) +{ Wo(ll)‘—lﬂlfo )] {744

olmasina yol agar. Geriye kalan iki interalin hesabini size birakiyorum. Bunlardan biri
dogrudan integral,

= a(u’fo(r;) !ﬁo(ﬁ)) [7.45]

ve digeri de degistokus integrali olarak adlandiniur,

= ﬂ(v'fo(rl) llfo(rz)) [7.46]
Bu integrallerin sonuglari (7.8 notu prebleme bakmlz):
=4 9 e~2R/a
D= (1+R)e [7.47]
ve
R
X = (1 + E) e R/a, [7.48]

Her seyi bir araya getirip ve E; = —(¢*/47 €0)(1/2a) (4.70 ve 4.72 nolu denklemler)
oldugu gbz dniine ahndiginda,

[7.491

(Hy= [l +2Mj|E1

1+

bulunur. Varyasyon ilkesine gore, taban durumu enerjisi (/) beklenen degerinden
kiigiktiir. Unutmaym bu sadece elektron'un enerjisidir. Sistemde ayrica, protonlar
arasindaki etkilesmeyi betimleyen itici potansivel enerji de var:
2
e 1

= -2 [7.50
PP~ 4meg R~ R - 301

Bdylece, sistemin toplam enerjisinin, (£, biriminde ve x = R/a 'nin fonksiyonu olarak
ifade edildiginde)

Flx)=—1+

— 2y ,—k —2x
2 {(1 2/3320)e™ + (L+ v)e } 751

1+ 1 +x+ (1/Dx2)e
ifadesinden daha dissiik oldugu goriilir. Bu fonksiyonun grafigi 7.7 nolu sekilde ¢izilmistir,
Grafigin F(x)= —1 altindaki bélgede var olmas: (ki bu enerjinin vitksiiz bir atom ve serbest
bir protondan olugan sistemnin enerjisinden (—13.6 ¢V) daha kiigitk oldugunu gosterir),
baglanmanin var oldugunun agik bir kamtidir. Bu bagh durum, elektronunun iki

proton tarafindan esit olarak paylasildifi kovalent baga karsihk gelmektedir. Denge
durumunda protonlar arasindaki mesafe yaklasik 2.4 Bohr yarigapl va da 1.3 Ardur.
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Flx)
O —

~05-

— Denge noktast

_1 1 Il \/» ) i )I(

N 1 2 3 go—""""g 5

1.2

SEKIL 7.7: 7.51 nolu denklem ile tamimlanan F(x)'in bagh durumlarin varligim gisteren
grafigi. x, Bohr yarigap: biriminde protonlar arasi uzakliktsr.

Deneysel deger ise 1.06 A’dur. Hesaplanan baglanma enerjisi 1.8 eV iken, deneysel
deger 2.8 eV'dir. Varyasyon ilkesi her zaman oldugu gibi taban durum enetjisini
abartili verir ve bundan dolay: baglanmayi daha diigik tahmin eder. Fakat simdi bunu
bog verin, Burada ¢nemli olan nokta baglanmamn olup olmayacagim gorebilmek idi;
daha iyi bir varyasyon fonksiyonu sadece potansiyel kuyusunu daha derin yapabilir.
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formundaki herhangi bir fonksiyon, elektronun esit olasilikla her bir protona ait
olabilmesi dzelligini saglar. Ote yandan 7.35 nolu denklem ile verilen Hamiltonyen P
degistokus islemi (¥, <> r) altinda degismez oldugundan, dzfonksiyonlart P nin de
ortak dzfonksiyonlari olacak sekilde segilebilirler. 7.37 nolu denklerdeki art1 isareti +1
ozdegeri igin ve 7.52 nolu denklemdeki eksi isareti ise —1 vzdegeri igin alwnir, 7.53 nolu
denklemdeki gibi daha genel bir durum gbz Sniine alndiginda kazanilacak hicbir sey
yoktur. Fakat istiyorsamz deneyebilirsiniz. '

+++Problem 7.10 F(x)’in denge noktasmdaki ikinci tlirevi hidrojen molekil iyonundaki
iki protonun dogal titresim frekansinn (2.3. Kesime bakm) hesaplanmast igin
kullamlabilir. Bu sahnicinin taban durumu enerjisi (A /2) sistemin baglanma enerjisini
agarsa sistem aynisacaktw. Gergekte, salimicinin  enerjisinin bunun  olmasin
engelleyebilecek kadar kiigiik oldugunu gosterin ve kag tane baglh titresim diizeyinin
oldugu hakkinda bir 6ngéride butunun. Nos: En digik enerji konumunu analitik olarak
bulmamiz miimkiin degil. Bunu sayisal yéntem ile bilgisayarda yapm.

7. BOLUM ICIN EK PROBLEMLER

*Problem 7.8 745 ve 746 nolu denklemler ile verilen D ve X% hesaplaym ve
sonuglarmzin 7.47 ve 7.48 nolu denklemler ile uyumlulugunu kontrol edin.

**Problem 7.9 7.37 nolun denklem ile verilen deneme fonksiyonunu, eksi isareti ile
kullandigimiz1 varsayin;

¥ = Alyo(r) — volr2)). [7.521

Herhangi bir integral hesabt yapmadan, bu durum igin 7.51 nolu denkleme benzer Fi (x)"i
bulun ve grafigini ¢izin. Baglanmanin gergeklestigine isaret eden bir kanrtin olmadigim
gosterin." Bir noktaya dikkatinizi gekmek isterim: Varyasyon ilkesinin sadece sist st
veriyor olmasi b&yle bir kuantum durumu igin baglanmanin olamayacagim kanitlamaz
ve bu umut verici bir gey de degildir. A¢iklama: Ashnda

¥ = AlYo(r) + €' vo(r)] (7.53]

" Baglanma, elektronun protonlan ige dogru gektigi iki proton arasida bulunmay “tercin” eftiggi zaman
olugur, Fakat 7.52 nolu denklem ile verifen tek lineer kombinasyon merkezde bir digim noktasina sahiptir,
Bu nedenle bu dizenegin protonlan birbirinden uzaklagtirmasi hig de sagirtict degildir.

Problem 7.11

(a) Asagida verilen deneme fonksiyonunu kullanarak, bir boyutlu harmonik
salinicinm taban durum enerjisi igin bir siar elde edin:

Acos{mrx/a), —af2 <x <a/l,
diger yerlerde.

a’'min “en 1yi” degeri nedir? (M )en,’1 kesin enerji degeri ile karstlastirm. Not: Bu
deneme fonksiyonunun tiirevi +a/2°de sireksizdir (“kink™). Benim 7.3 nolu
Ornekte yaptigim gibi, bunu hesaba katmamz gerekir mi?

(b} (—a, a) arahigmda ¥ (x) = B sin (77 x/a) deneme fonksiyonunu kullanarak, ilk
uyariimig durum igin bir sinir belirleyin. Bunu kesin sonug ile kargiagtirin.

*Problem 7.12
(a) Asagidaki deneme fonksiyonunu'* kullanarak,

A

V= Gy

"W, N. Mei, Int. J. Educ. Sci. Tech. 27, 285 (1996).
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7.2 nolu problemi keyfi bir 7 i¢in genellestirin. Kzsmi yanit; &’nin en iyi degeri

h [ndn —1)@n _.3)]'1/2_.
W[ 2@+ 1) ]

b=

- mes |
ifadesi ile verilir.

(b)

' Bx

( 2. + bZ)n

deneme fonksiyonunu kullanarak, harmomk salinieinimn itk uyarllmls durumu igin

en diisik ust sinirt bulun.”

Yix) =

Kismi yanit: b’n_m en iyi degeri
B [ndn—5)4n —3)7"?
22n4+ 1)

b= —
ifadesi ile verilir.

(c) Farkmdaysamz n — o iKen, sinur degerleri kesin enerji degerlerine yaklagir. Bu
nedén boyledir? Yardim: n=2; n=3 ve n =4 igin deneme fonksiyonunu cizin ve
bunlar 2.59 ve 2.62 nolu denklemler ile verilen gergek dalga fonksiyonlan ile

karsilastinn, Bunu analitik ~ olarak vapabilmek 1gm asagidaki ozde$11k ile
ba$laym

Z H
= Tm (1+—) .
00 1 .
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dzdurumlan oldugunu varsayn. Ayrica, E, degerinin £, degerinden daha kiigitk oldugunu
varsayin. Simdi agagidaki-matris elemanlarina sahip ' tedirgemesini uygulayalim:

(%IH'I‘%l): (ol H'lWp) = 0, (YalH'|Yn) = (Yol H'Wa) = h,  [7.55]

ve burada 4 belli bir sabittir.
(a) Tedirgenmis Hamiltonyenin kesin dzdegerlerini bulun.

(b). Tedirgenmis sistemin enerjilerini ikinci dereceden tedirgeme teorisini kullanarak
belirleyin.

(€)
¥ = (cos ¢, + (sin )i, [7.56]

deneme fonksiyonu ile varyasyon ilkesini kullararak, tedirgenmis sistemin taban
durumu enerjisini hesaplaym. ¥ ifadesinde ¢ ayarlanabilir bir parametredir. No#:
¥’nin. normslanabilic olmasini  garantilemenin  zekice bir yolu lineer
kombinasyonu bu sekilde yazmaktrr.

(d).(a), (b) ve (c) siklarinda elde ettiginiz sonuclart karsilagtirn. Bu durumda
* varyasyon itkesi neden bu kadar dogru sonuclar verir?

Problem 7.13 A normlama sabiti ve b ayarlanabilir bir parametre olmak tizere,
Yir) = Ae™

Gauss deneme fonksiyonu kullanarak, hidrojen atomunun taban durumu igin elde
edebllecegmlz en ditsiik sinir1 bulun Yamt: ~11.5 ev,

**Problem 7.14 Eger foton sifirdan farkl) bir kiitleye (m,= ) sahlp olsayd, Coulomb
potansivell yerme Yukawa Potans&yeh kul]an1iab111rd1

g emHr

V(r) = — [7.54]

drey F
ve burada gr= m,c/F dir. Kendinizin olusturacagi bir deneme fonksiyonu kullanarak, bu
potansiyel igin “hidrojen” atomunun baglanma enerjisinin tahmini hesabini yapm.
Ha << 1 oldugunu varsaym ve yamtmizi (pa)z’nin dogru mertebesinde verin,

Problem 7 16 7 15 nolu problemde gelwtmlen yontemm agik bir omegi olarak,
Hamﬂtonyem asagldakl g1b1 olan (4.158 nolu: denklem), dilzgiin bir manyetik alan

(B= B?k)‘ iginde durgun.halde bulunan bir efekironu gisz dnitne alm:
B
) Hy = 225, [7.57]

Xa V€ ¥» Ozspindrieri ve bunlara kargilik gelen.5; ve B enerjileri.4.161 nolu denklem ile
verildigi glb]d:r $1md1 X dogru]tusunda _duzgiin. bir manyetik alan olan tedirgemeyi
uygulayahm

H =

eB, '
— . (7.58]
1 e

(a)H’ nfin matris elemanlarini bulun ve bunlarm. 7.55 nolu denklemde  verilen
yaplya Sahlp olduklarml gosterm h nm degerml bulun.

(b) 7.15 noh probIemln {b} sikkinda elde ettiginiz sonucu kullanarak, yeni taban
dummu enerjlsml 1kmc1 derece tedugeme teorisi iginde hesaplaym,

©) 7. 15 nolu problemm (c) sikkinda elde ettifiniz sonucu kuflanarak, taban durumu
E‘lerJISI 1(;1n Varyasyon 1!I<cSl Liihghlt behrleym

Problem 7.15 Hamiltonyeni H, olan bir kuantum durumu verilsin. Ve yine bu Hamil-
tonyenin ortogonal, normlanmys ve kath olmayan iki ¥, (£, enerjili) ve ¢, (£, enerjild)

##+Problem 7.17 Helyum atomunun kendisi i¢in Schrodinger denklemi kesin olarak
g:ozulememesme ragmen, kesin ¢ozimleri olan “helyum benzeri” sistemler var. Basit bir
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srnek Coulomb kuvvetlerinin yerine Hook yasast kuvvetlerinin yerlestirildigi “lastik
bantli helyum” dur:"

B 1o 2.2, .2y * 2
H=-o- (Vi+VhH+ Sm(r{ +ry) = gmein —al% [7.59]
(a) Asagidaki degisken dontisimiiniin
1(!‘ +r3), ¥ --~1 (ry — 1) [7.60]
U= —=ir 27y = I — &2 .
\/i \/i

Hamiltonyeni itg boyutlu iki tane bagimsiz harmonik salimict Hamiltonyeninin
toplamma donligtiirdagiint gosterin:

He hzvz 1 22 + _h2V2+l(1—l)mw2v2 [7.61]
. i_r; u—f—zmwu D ’ ’

{b) Bu sistem igin kesin taban durum enerjisinin ne oldugunu bulun.

() Kesin ¢bziimil bilmiyor olsaydik, Hamiltonyenin esas gekline (7.59 nolu
denklem) 7.2, Kesimdeki vintemi uygulama egiliminde olurduk. Kalkanlamay
gormemezlikten gelerek Gyle yapm ve sonucunuzu kesin yanit ile kiyaslaym,
Yame: (H)y =3ha{1-/4).

7. Boliim fcin £k Problemler 313

ayarlanabilir parametreler igin yapilacak kurnaz bir se¢im ile (H) igin —13.6 e¢V’den
daha kilgiik bir deger elde edebileceginizi gosterin, Yame:

E|

HY =
( ) X6+y6

1 1 1 11 )
] 7 6.2 5.2 3.4 § 8
X2+ Xy — o -~ XY = =y
( 5 y 2Xy 8Xy+8x_y 2})
ve burada x = Z; + Z; ve yEZ,IZIZ2 . Chandrasekhar Z, = 1.039 (1’den biyiik

oldugundan, etkin ¢ekirdek yiikii gibi glidiisel bir yorum artik kullanilamaz ise de bos
verin, hala kabul edilebilir bir deneme fonksiyonudur) ve Z; = 0.283 olarak almustir.

Problem 7.19 Qekivdek fiizyonunu gergeklestirmede en temel sorun iki parcacigi
(ornegin iki doteron) ¢ekici fakat kisa erimli ¢ekirdek kuvvetlerinin itici Coulomb
kuvvetlerini yenebilecegi bir mesafeye kadar yaklastirilabilmektir, “Buldozer”
yonteminde pargaciklar miithis sicakliklara kadar sitilarak onlan bir araya getirecek
rastgele ¢arpismalar yapmalar salanir. Daha da gekici bir dneri milyon katalizidir,
Burada “hidrojen molektl ivonu” protonlar yerine déteronlar ve elektron yerine bir
miyon yerlestiriterek olusturulur. Boyle bir yapida doteronlar arasindaki denge
uzakligimin tahmini hesabini yapm ve bu amag¢ i¢in neden milyonlarm elektronlardan
daha tistiin oldugunu agiklaym.’

*++Problem 7.18 7.7 nolu problemde, 7.27 nolu denklem ile verilen ve kalkanlama
etkisini de igeren deneme fonksiyonunun helyum igin g¢ok iyi sonuglar vermesine
ragmen, pegatif hidrojen iyvonu igin bagh bir durumun varhgmi ortaya koymak igin
yetetli olmadigimi gosterdik. Chandrasekhar'® asagidaki deneme fonksivonunu kuflands:

Yiry, o) = A[yr (r 2 (r2) + gl W (r2)], [7.62]

1z Z;
Yi(r) = ﬂ—f;e—z“‘/“ ve () =y —he” wrfa, [7.63]

Aslinda, Chandrasekhar bir eleltronun gekirdege nispeten daha yakin ve digerinin daha
disarida oldugunu oneren iki farkli kalkanlama ¢arpam kullandr. Elekironlar dzdes
pargacik olduklarindan, uzaysal dalga fonksiyonu degis-tokus altinda simetrik olmak
zorundadir, Kenumuzun disinda olan spin durumu agikar olarak antisimetriktir. Z, ve Z,

burada

" Cok daha geligimis bir model igin, R, Crandall, R Whitnell, and R. Bettega, Am. J. Phys. 52, 438
(1984)’e baluniz,

'8, Chandrasekhar, Astrophys. J. 100, 176 (1944),

‘

Problem 7.20 Kuantum noktalart: iki boyutlu uzayda, 7.8 nolu sekil ile gosterilen hag
seklindeki bolgede hareket etmek zorunda birakilan bir parcacigi ele ahn (Hag¢’'in
“kollart” sonsuza kadar uzamiyor). Potansiyel ha¢ icerisinde sifir ve disandaki taral
bélgelerde sonsuzdur. Sagirtici olmasina ragmen, bu diizenegin pozitif enerjili bagli bir
kuantum durumu vardir."®

(a) Sonsuza kagabilen en digik enerjinin

7{_252
8ma’

eyik =
oldugunu ve bu enerjiden daha digik herhangi bir ¢coziimn bagh bir durum
olmasi gerekliini goésterin. Yardum: Bir koldan en u¢ noktaya kadar gidin
(6rnegin x >> a) ve Schrodinger denklemini degiskenlere ayirma yontemi ile
¢bziin; dalga fonksiyonu sonsuza ilerliyorsa, x’e olan bagimhligi &, > 0 olmak
tizere exp{ik.x) seklinde olmalidir.

1" Muyon katalizorkil fiizyon olayini agiklayan klasiklesmis makale igin, I. D. Jackson, Phys. Rev. 106,
330 (1957); ¢ok daha yeni ve popiiler bir derleme igin, J. Rafelski and 8. Jones, Scientific American,
November 1987, 84, sayfaya bakiniz,

¥ Bu model R. L. Schult et al. Phys. Rev. B 39, 5476 (1989) makalesinden alinmugtir, Kuantum
tiinellemesi varliZinda, klasik olarak bagh bir durum bagl olmaktan ¢ikar. Ote yandan, klasik olarak bagl
olmayan bir durum kuantum mekaniksel olarak dagh bir durumdur.
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8. BOLUM

WKB YAKLASIKLIGI

SEXIL 7.8: 7.20 nolu problem icin hag sekline sahip bolge.

{b) Simdi varyasyon ilkesini kullanarak, taban durum enerjisinin E.q degerinden
kiigtik oldugunu gosterin, Bunun igin Krishna Rajagopal’m onerdigi asafidaki
deneme fonksiyonunu kullanin:

(1—[xyl/a®e™, |x|<a ve |y|<a
(1—ix|/aYe ¥V x| <a ve |y|>a

vix,y) =4 (1W|y!/a)e—a'{x|/a’ x|>a ve |y <a
0, diger yerlerde.
A’y1 belirlemek igin dalga fonksiyonunu normlaym ve A nin beklenen degerini
hesaplaym.
Yanit:

2 )
() = 3k (Ol -|—2a+3)

T mat\ 6+ lle

Simdi bunun «’ya gore en diisitk degerini araymn ve sonucun E. degerinden
kiglik oldugunu gosterin. Yardim: Problemin simetri avantajinm kullanin. Yani,
agik bblgenin sadece 1/8°1 lizerinden integrali almamz gerckecek. Ciinkii diger 7
integral aym sonucu verecektir. Yalmz deneme fonksiyonu ssirekli iken,
tiirevierinin siireksiz olduguna dikkat edin. x = 0, y = 0, x = za ve y = +a
noktalarmda “cati hatlar1” vardrr ve bu noktalarda 7.3 nolu drnekte verilen
teknigi kullanmak durumunda kalacaksmz.

WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin)' yéntemi bir boyutta zamandan bagimsiz
Schrédinger ‘denklemine yaklasik ¢oziimler elde etrnek igin kullanifan bir teknikitir.
Ayni ana fikir baska birgok diferansiyel denkleme ve ii¢ boyutta Schrodinger
denkleminin radyal kismma uygulanabilir. Bu yontem ozellikle bagh dunim
enerjilerinin ve potansiyel engéllerinden tinelieme hizlarinin hesaplanmasinda
kullanlr,

Ana fikir s8yledir: F(x) potansiyelinin sabit oldugn bir bdlgede hareket eden E
enerjili bir pargacig1 diisimiin. Eger £ > V ise, dalga fonksivonunun sekli asagidaki
gibidir:

k=4+/2m(E ~V)/h olmak tizere, ¥(x)= Aot ix,

Art1 isareti parcacifm saga dofru ve eksi igareti ise par¢acigm sola dogru hareket

ettigini belirtir. Genel ¢6zlim, dogal olarak bu iki ¢ézimiin lineer kombinasyonudur.

Dalga fonksiyonu sabit dalga boylu (1 = 2 4/k) ve sabit genlikle (4} salinan bir dalga
vzelligine sahip. Simdi ¥(xyin sabit o/madigu, ancak A ile kaigilastrildiginda olduk¢a
vavas degistigini, yani bircok tam dalga boyu sigabilen bir bolge tizerinde potansiyelin
esasen sabit oldufunu varsayalimn. B durumda, ¥’ nin dalga boyu ve genliginin x ile
yavagga degisen bir sintis dalgas: olarak kaldigini varsaymak akia yatkin bir seydir. Iste
WKB yaklagikhgindaki ilham kayna@: budur. Aslinda, yontem x’e bagimliligi iki farkl

edilmis) hizli salmmlar.

! Hollandada K'WB, Fransa’da BWK ve Ingiltere’de TWKB (J Jéffres igin) olarak bilinir.

313
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Benzer sekilde, eger E < V (V sabit) ise, v iistel fonksivon seklindedir:
K =+2m(V — E)/h olmak iizere, #(r) = Ae**¥,

Ve eger V sabit olmayip, 1/x’ya gore yavasca defisiyor ise, ¢ozitm prarikte iistel
fonksiyon olarak kalir, Fakat A ve x bu durumda x’in yavagea degisen fonksiyvonlar olur,
Ttim bu planin ¢ékmeye mahkum oldugu bir bolge var ve o da £ ~V oldugu klasik
dénilm noktasmin gok yakin civaridir. Cinkii bu bilgede 2 ya da 1/x sonsuza gider ve
F(x) igin artik A'ya kiyasla “yavasca” degistifini soylemek mimkiin degildir. Biraz
sonra gorecegimiz gibi, elde edilecek sonuglari basit ve uygulanmasi kolay olmasina

ragmen, WKB yaklasimmin en zor yénii déntim noktalartnn uygun bir sekilde
irdelenmesidir.

8.1 “KLASIK” BOLGE

hZ dzl},'f
_ = F
2m dx? Yy v
Schrodinger denklemi asagidaki gibi tekrar yazilabilir:
ay _ p*
axz =V (811

Burada

p(x) = /2mE — V(x)] [8.2]

dir ve toplam £ ve V(x) potansiyel enerjisine sahip bir pargacigin klasik momentum
ifadesidir. Simdilik, pxYin reel olmasmi saglamak igin, £ > P(x) oldugunu
varsayacagim. 8.1 nolu gekilde goriildigi gibi, klasik olarak pargacik x’in ancak bu
arahginda bulunabilecegi icin, bu kosulun saglandifl bolge “klasik” bolge olarak
adlandirilir. Genel olarak herhangi bir kompleks fonksiyondur. Bu fonksiyonu her
ikisi de reel olan A(x) genligi ve @ {(x} faze cinsinden ifade edebiliriz:

V(x) = A(x)et?™), [8.3]

(") simgesini x’e gore tiirevi belirtmek igin kullanirsak:

4 _ (A +iAg")e'?
dx

Ve

dzw " : A : " N2y i
57 = AT+ 2UAY LA - A e [8.4]

elde ederiz. Bunu 8.1 nolu denkleme yerlestirdigimizde,
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D&ntim noktalan

x

Klasik Bélge

SEKIL 8.1: Klasik olarak pargacik £ 2 ¥(x) cldugu bilgede bulunabilir.

2
A" 4 2UAY 4 iAY ~ Al = M%A 8.5]

elde ederiz. By, biri reel kisim ve digeri de sanal kisim i¢in olmak tizere iki ayri denkleme
esdeperdir:

2 i I pz
A" — AP = _;’—2/; yada A" = A [(qb ) — ?] | [8.6]
Ve
s
QAT + AQ" =0 yada (A%a’) = 0. [8.7]

8.6 ve 8.7 nolu denklemler asil Schrodinger denklemine egdegerdir. Ikinci denklem
kolaylikla ¢ézllebilir:

A2¢’ =C? yada A= {8.8]

C
Ve
ve burada C reel bir sabittir, Birinci denklem (8.6 nolu denklem) genel olalrakl
goziilebilen bir denklem degildir. Bu nedenle bir yaklagim yapmak gerekir: 4" terimi
goz ardi edilebilsin diye 4 genliginin cok yavay degistigini varsayariz. Bununla aslvlnda
tam olarak A"/A'min hem (¢)’den hem de p*A”den gok Flg}}a ufal§ gldugunu
varsaytyoruz. Bu durumda 8.6 nolu denklemin sol tarafini diigiirebiliriz ve elimizde

2 do P
ne _ P T 4+ 2
(qb)_.hz yada ax ~ 3

kalir. Boylece
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1 '
p(x) = ig f-p(x)dx 18.9]

olur, Simdilik integra'li belirsiz integral olarak yazacagrm, ¢linkil herhangi bir sabit
C’nin icine dahil edilebilit ve sonunda C kompleks bir sayrya déniisebilir. Sonug olarak

C i ix
V) X e PO 18.10)

olur ve yaklagik genel ¢bziim bu iki terimin (+, =) lineer kombinasyonu olacalkter.
Burada dikkatinizi ¢ekmek istedigim sey,
weop =18
p{x)
ifadesinin pargacifi x noktasmda bulma olasilifinin bu noktadaki klasik momentumu ve
dolaysiyla hizi ile ters orantili oldugunu soylemesidir. Bu aynen bekledigimiz bir
seydir. Pargacik hizh hareket ettigi yerlerde uzun siireli kalmaz ve bu nedenle bu
bolgelerde pargacifin vakalanma olasihgl kiiglktir. Aslinda, baz1 durumlarda WKB
vaklagikhigmin tiretilmesine diferansivel denklemde 4" terimini digéirerek baslamak
yerine dogrudan bu *yan klasik™ gozlemden baglanir. Tlk yvaklasimn matematiksel olarak
daha agik olmasina ragmen, sonraki yaklasmm daha uygun fiziksel agiklamalar sunar.

[3.11]

Ornek 8.1 Tki dik duvarh potansiyel kuyusu: 8.2 nolu sekilde gosterildigi gibi, yamru
yumru bir taban1 olan sonsuz kare kuyu potansivelimiz olsun:

herhangi belli bir fonksiyon, 0 <x < a
Vix) = N [8.12]
o0 , diger yerlerde.

SEKIL 8.2: Yamru yumru tabanh sonsuz kare kayu potansiyeli.
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E > V(x) oldugunu varsaydigimiz kuyu igerisinde, dalga fonksiyonu
, 1 . ,
V() & e [ €10 4 €]
v p{x)
seklindedir, Ya da ¢ok daha uygun sekilde yazmak istersek

wix) = ng(x) [Cysingg(x) + Cycos p(x}] [8.13)
olur. Bu ifadede
P(x) = %f p(x"ydx’ [8.14]
0

olarak verilir, Burada integrale uygun bir alt sinir koyabilmek i¢in daha dnce bahsedilen
serbestlikten faydalandik. ¥ (x), x = 0’da sifir olmali ve bundan dolay: (¢ (0) = 0
oldugundan) C, = 0 olur. Ayrica, ¥(x), x = a’da sifira gider, bu da

pl@y=nnr n=1273.. [8.15]
sonucuna yol agar.
Sonue:

fﬂ pi{x)dx = nmh. _ [8.16]
¢

Bu kuantumiama kogulu izin verilen enerji degerlerini yaklagik olarak belirler.
Omegin, eger kuyunun tabam diiz (F(x) = 0) ise, p(x)==+2mE (bir sabit) olur ve
8.16 nolu denklemden pa = »sgi bulunur. Ya da
ntript

2ma?

olur ve bu da sonsuz kare kuyu potansiyeli icin daha 6nce 2.27 nolu denklem ile elde
edilmis ifadenin aymsidir. Bu durumda WKB yaklasikligy kesin ¢dztimil verir. Bu
durum igin dogru dalga fonksiyonunun genlgi sabittir ve dolayisiyla A"’ nll diistirmek
bize highir seye mal olmaz.

*Problem 8.1 WKB yaklagikligimt kullanarak, 6.3 nolu gsekilde ggsterilen, F
viksekliginde ve kuyunun yarisi boyunca uzanan bir raf igeren sonsuz kare kuyu
potansiyeli igin izin verilen E, enerjilerini hesaplaym.
Vo, 0<x <uaf2,
Vix)={ 0, aj2 <x <a,
o0, diger yerlerde.

319
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Yanitinizl VO ve E° (n?.rh)Z/Qma cinsinden ifade edin. Burada E icerisinde raf

olmayan sonsuz kare kuyu igin n-inci izin verilen enerji degeridir. E >V, oldugunu
ancak £, >> V, olmadigimi varsaym. Sonucunuzu 6.1 nolu dmekte birinci dereceden
tedirgeme teorisini kullanarak elde ettigimiz sonug ile karsilastnn. Her iki sonucun
Vo'm gok kiigitk oldugu (tedirgeme teorisi rejimi) durumda ya da #'nin ok biiyiik
oldugu (WKB-vyar klasik rejim} durumunda birbirleriyle uyumlu olduguna dikkat edin.

*+Problem 8.2 WKB nun yol gisterici bir baska tiiretimi #’nin kuvvetleri geklinde bir
agilima dayanir, ¥ = Aexp(Lipx/h) serbest pargacik dalga fonksiyonundan hareketle,
Jf(x) kompleks bir fonksiyon olmak tizere

¥(x) = /O
vazanz. Sifir olmayan herhangi bir fonksiyon bu sekilde ifade edilebileceginden,

burada genellestirme agisindan higbir kaybimizin olmadigina dikkat edin.

(a) Bunu 8.1 nolu denklem ile verilen formdaki Schrodinger denkleminde vyerine
koyarak,

ihf”— (fr)2+p2=0
oldugunu gosterin.
{(b) f(x)’t A'nin kuvvetleri seklinde seriye agm:

Fo) = folx) + hAG) + B falx) + -+

ve A'nin benzer kuvvetlerini bir araya toplayarak,
P =0t ify =205A, il =258+ (DY s,

oldugunu gésterin.
(¢) fo(x) ve f1(x) i¢in ¢bziimil yapin ve A’nin birinci dereceden kuvvetl i¢in 8.10
nolu denklemi tekrar elde ettiginizi gosterin,

Not: Negatif bir saymm logaritmasy, # tek bir tamsayi olmak tizere f{—z) = Inz + in7
olarak tammlanir. Eger bu ifade sizi i¢in veni ise, her iki tarafin eksponansiyelini
alin ve o zaman nereden geldigini goriirsiiniiz.

8.2 TUNELLEME

Su ana kadar p(x)’in reel olmasim saglamak i¢in, £ > F oldugunu varsaydm. Ote
yandan, £ < ¥ oldugu klasik olmayan bélge igin sonucu kolaylikla yazabiliriz. 8.10 nolu

8 2. Kesim: Tiinelleme 321

denklemde oldugu gibi aynidir, sadece p(x) sanaldir.”

~ Ol i dx ' 817
W(X)_————me . [8.17]

Omegin 8.3 nolu sekilde gosterilen tepesi yamru yumru olan dikdértgen potansiyel
engelinden sagilma problemini ele alin. Engelin sol tarafinda (x < ()

V(x) = Ae™ 4 B~ [8.18]

Burada A gelen dalganin genligi, B yansiyan dalganin genligidir ve £ =~2mE /R (2.5.
Kesim). Engelin sag tarafinda (x > a),

¥(x) = Fe*™, [8.19]

F gecen dalgamin genligidir ve gegis olasilifi

F 2

= :_E% {8.20]

olur. 0 £ x < a tiinelleme bélgesinde, WKB vaklasiklig

C I rx / I D 1 e f i’
Y | fo lp(x) dx T | 15 e dx 821
v ek T (521
SOnucunu verir,
Vix) 4

Y

SEKiL 8.3: Tepesi yamru yumru clan dikdérigen potansiyel engelinden sa¢ima.

? Bu durumda dalga fonksiyonu reef ve yeterii oimasina ragmer, 8.6 ve 8.7 nolu denklemlere olan
benzerlik 8.5 nolu denklemden kaynaklanmuiyor. Eger bu sizi rahatsiz ediyorsa, 8.2 nolu problemde verilen

segenek zerinde galigm,
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$E1§iL 8.4; Yiiksek ve geniy bir.engelden sagilan bir dalgamn gz karar gekli.

Eger engel cok yiiksek ya da ¢ok genis ise, yani tiinelleme olasihgi dusik ise, ustel
olarak artan terimin katsayisi (C) kigiik olmaly, (aslmda engel sonsuz genislikte olsayd,
bu katsayl szﬁr olurdu) ve bu durumda dalga fonksiyonu 8.4 nolu sekilde goster11d1g1_
gibi olurdu “Esasen klasik olmayan bolgede tistel fonk51yondak1 toplam azalma gelen
ve gegen dalgalarm bag:l genhklerlm belirler:

Bl 4 J3 pehlds’
Al

Boylece

LT e = f |p(x)| dx [8.22]

olur.

Ornek 8.2, Alfa bozumnasmm Gamow teorisi:" 1928 vilinda George Ga,mow ve
bundan baglmsu: olarak Condon ve Gurney, 822 nolu denklemi kullanarak alfa

bozinmasmt’® (ki proton ve ki notron’dan olusan alfa parcaciklarinm belli- bir
raydoaktlf Qeklrdekten kendlhgmden salmmasi) ilk basarili agiklamasini yaptilar. Alfa:
pargacigl 2e posz yuku ta$1d1g1ndan gekirdek bag kuvvetlerinden kurtulabllecegx bir

uzakliga gittigi anda Ze yUkli geklrdegm elektrik kuwetlyle itilecektir., Ama ance,

uranyumda oldugu gibi, salinan alfa pargacigl “enerjisinden iki kat daha biytik olan bir

potansiyel engeliyle ‘muhatap’ ofmak zorunda kalacaktir, Gamow cekici gekr“iek
kuvvetini temsil eden bu duvarmni cekirdek yarigapt #,’e kadar uzanan ve i ftici bir

Coulomb potan51yehnm kuyrugu ile' birlesen sonlu bir kare kuyu pota1y’ ol duvarina

benzetti ve alfa ‘pargaciklarmin gekirdekien ~kagma ‘mekap satmlaring - kudntum

ﬁz1g1ne ilk uygulamam oldugunu hatlrlatmak 1ster:m

tinellemesi olarak tamimilads. Siasi gelmisken bunun kuanf —at mekamgmm ‘?ekﬁdek.

%3 1fnolu probleme bakmz),

3 labili
Bu sezgisel argiiman gok daha kesin yapabilir yon segenckleri igin, Barry R. Holstein, dm. J. Phys.

4 Cok daha kapsamli bir tartigma ve bagka forn"

64, 1061 (1996} ya bakinz, ' S ‘
2 “él qekzc}s{tarlhl bir dzet igin, Eugen Mr,_t)acher “The Early Hristory of Quantum Tunneling”, Physics
Today, August 2002, 44, sayfaya bakniz. .=~ ' o )
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Vi)
Coulomb itmesi
5 T —
?17 7 7 r2 ’ I
L—Cekirdek baglanmas
-V,

SEKIL 8.5: Radyoaktif bir geklrdekte bulunan a]fa pargacngmm potansuyel enerjisi :q:m
Gamow un ge]|§nrd1g| model '

E salman alfa parc;ac:gm ener_]151 ise, dlgarldalq déniim noktas: (rz) asagldakl 1fade,
ile behrlemr

1 27
dreg 2

=E. (8.23]
8.22 nolu denklemdeki v iisteli agikar olarak®.
| RE I 2762 2mE.
=7f 2m( e.—E)d “/m \/—wldr
Ry, dmey 1 :
olur. Bu integral r = r,sin’u degisken degisimiyle ¢dzillebilir ve sonug

Y = 2:E I:rz (% - sm"l_\/g) =V — r-l):l [8._24]

olur. Genel olarak »; <<, ve bu sonucu kuguk ag! vaklasimi {sin € = =€) yaparak daha da
sadelestirebiliriz: '

2mE
;]

[ r = 2.7 ] Kx— - Kz\/Zr [8.25]

® Bu durumda potansiyel, engelin sol tarafinda sifira gitmez (Ustelik, bu gergekte g boyutlu bir
problemdir). Buna rafmen ihtiyacimiz otan tek sey, 8.22 nolu denklem ile verilen ana fikirdir.
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Burada

e2 T2
= (4N€0) 5 = 1.980 Mev!/2 [8.26]

ve

0 172
e 4./m
K = — = l. _]/2.
2 (47{60) A 485 fm [8.27;

[Bir fermi (fm) 107 m’dir ki bu da tipik bir ¢ekirdegin boyutudur. ]

Alfa pargaciklarinin gekirdek igerisinde v ortalama iz ile hareket ettiklerini
dustintirsek, “duvar” ile ortalama “garpisma” zamani yaklagik olarak 2r/w’dir ve
dolayistyla carpigma frekans: v /2r) olur. Her bir garpismada kagis olastligi " dur.
Boylece birim zamanda salinma olasth@ (v/2r)e ™ olur ve bu da ana (bozunan)
¢ekirdegin yarlanma dmriiniin yaklasik olarak

2
T = %JV [8.28]

olmasi demektir, Ne yazik ki, v yi bilmiyoruz. Ancak, bunun hi¢ de dnemi yoktur. Ciinki
bir radyoaktif ¢ekirdekten digerine giderken, tistel fonksivon ¢ok uzun bir mesafe {izerinden
degisiyor. Bununla kiyaslandigmda, ©’de ki degisim &nemsiz kahr, Ozellikle, deneysel
olarak Sigtilen yarilanma émriiniin logaritmasiny 1/ JE ‘ye glre gizersek, sonug 8.25 ve
8.28 nolu denklemlerden beklendigi gibi mitkemmel bir dogru olur (8.6 nolu sekil).”

*Problem 8.3 8.22 nolu denklemi kullanarak, ¥,> E yitksekliginde ve 2a genisliginde
sonlu bir kare potansiyel engelinden E enerjili bir pargacigin yaklasik gecis olasiligim
hesaplaym. Yamtmizi 2,33 nolu problemde elde edilen ve 7 << 1 limitinde WKB
rejimine déntigen kesin sonugla karstlastirn.

*+Problem 8.4 8.25 ve 8.28 nolu denklemleri kullanarak U** ve Po*'*’nin yarilanma
omiirlerini hesaplaym. Yardim: Cekirdegin yogunlufu nispeten sabittir (bir bagka
deyigle biitiin ¢ekirdekler igin aynidir). Boylece (r,)’ notron ve proton sayisinm toplami
olan 4 ile orantili olur. Deneysel olarak:

P (1.07 tm) AL, [8.29]

" David Park, Jatroduction fo the Quantum Theory, 3rd ed. McGraw-Hill (1992)'den almmistir ve
I Perlman and J. O. Rasmussen, “Alpha Radroactivity”, Encyclopedia of Physics, Vol 42, Springer
{1957) den uyarlannugtir. Bu malzeme The MeGraw-Hill sirketinin izni ile tekrar retilmigtir.
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SEXIL 8.6: Uranyum ve toryum icin yartdlanma dmriiniin logaritmasinm ]/-\/E 'ye gire
grafigi. Burada E salinan alfa par¢aciion enerjisidir.

Salmnan alfa pargacigin enerjisi, E = mc” Einstein formiilii kullarularak bulunabilir:
E=m,c* —mc’ ~mc*. [8.30]

Burada s, ana ¢ekirdegin kiitlesi, », kaz ¢ekirdegin kiitlesi ve m,, alfa pargaciiinm yani
He' ¢ekirdeginin kittlesidir, Kiz ¢ekirdegin ne oldugunu belirlemek igin alfa
par¢acifinin iki proton ve iki ndtron alip gotirdiigini ve bundan dolayr Z'nin 2 ve
A’mn 4 azalmasi gerektigine dikkat edin. Bununla birlikte ilgili ¢ekirdek kutlelerine
bakin. v'yi belirlemek i¢in, £ = 1/2 moo™yi kullanabiliriz; bu yaklasim ¢ekirdek
igerisindeki negatif potansiyel enerjiyi gormemezlikten gelir ve dogal olarak v igin
daha kiigiik deger verir. Ancak, su agamada yapabilecegimiz en iyi sey budur, Aklima
gelmisken deneysel yarilanma dmiirleri sirastyla, 6 x 10° yil ve 0.5 us7dir,

8.3 BAGLANTI FORMULLERI

Su ana kadar olan tartigmada, “dig” ¢oziimlerin kolay ve sinr kosullarimmn sorunsuz
olabilmesini saglayabilmek igin, potansivel kuyusunun (va da potansiyel engelinin)
“duvar’larinin dik olduklarmi varsaydim. 8.16 ve 8.22 nolu denklemletle elde ettigimiz
temel sonuglarimizin kenarlarin o kadar keskin olmadign durumtarda bile, makul derecede
dofru oldufu goriildii (Gamow teorisi icinde boyle bir durum igin uygulama yamldy),
Yine de “klasik” bolgenin “klasik olmayan™ bslge ile birlestigi ve de WKB yuaklagikligninm
¢aligmadigi £ = " dontim noktasimda dalga fonksiyonunun nasil bir davranis gosterdigini
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Dogrusal
potansiyel

Donim
noktasi

Yamalama
bélgesi
X
Klasik 0 Klasik oimayan
bélge bblge

SEKIL 8.7: Sag taraftaki déniim noktasimin bilyiitiilmily goriiniigi,

daha yakindan incelemek ilging olabilir. Bu kesimde, bagh durum problemini (8.1 nolu
sekil) ele alacagim, sacilma problemini (8.10 nolu problem)® siz kendiniz yapacaksiniz.

Isimizi kolaylastirmak igin sag taraftaki donim noktasin x = 0°a yerlesecek sekilde
itelim (8.7 nolu sekil). WKB yaklasiklifinda,

1 [ i " dx' —L Y e dy
Behjxf’(‘”"+Ce”f-’fp(l)*], x <0,
) = v px) : [8.31]

} I px i ’
e De F PO
Vipx)
olur. x > 0 olan tiim x degerleri igin F(x)'in E’den bityitk oldugunu varsaydifimizda bu
bolgede pozitif stelli terimi atabiliriz, ¢iinkit bu terim x—co iken maksar. Asil
gbrevimiz sinirda iki ¢oziim{ birlegtirmektir. Ancak, burada ¢ok ciddi bir giiglitk var:
WKB yaklagikhginda, p(x) — 0 gittigi dénim noktasinda v sonsuza gider. Tabii ki
gergek dalga fonksiyonu biyle vahgi bir davranig géstermez: Beklenildigi gibi, WKB
yaklagikhig1 bir déniim noktasi civarinda ¢alismuyor. Ustelik, izin verilen enerii degerleri
tamamiyla doniim noktalarmdaki sinir kosullari ile belirlenir. O zaman yapmamiz
gereken gey, ki WKB ¢6ziimiinii doniim noktasinm iizerinde oturan bir “yamalama”
dalga fonksiyonu kullanarak birlestirmektir.

x>0

Sadece orijin civarnda bir 1, yamalama dalga fonksiyonuna ihtiyacimiz
oldugundan, poransiveli yaklagik olarak bir dogru ile ifade edecegiz:

Vix) = E+ V'(0)x [8.323

¥ Uyari: Asapidaki argiiman oldukea teknik igeriklidir ve ilk okumada bunu gegebilirsiniz.
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ve bu dogrusallagtininig ¥ igin Schrodinger denklemini ¢ozelim:

i dzwy+{E+V’0
2m dx? ( )x}w'y: Ey,
va da
2y,
T2 = xl!fy. [8.33]
Burada
om 1/3
a = [? V’(O)} : [8.34]
olarak verilir. &’lar
7 =ax [8.35]
tamimi ile bagimsiz degigken icine almabilirler ve
d*4y
7 =W, [8.36]

olur. Bu Airy denklemidir ve ¢éziimleri Airy fonksiyonlarr’® olarak adlandirilir, Alry
denklemi ikinci dereceden bir diferansiyel denklem oldugundan iki tane lineer bagimsiz,
Airy fonksiyonu vardir: Ai(z) ve Bi(z).

TABLO 8.1: Airy fonksiyonlarinin bazi zeilikleri

- i dgy
Diferansivel Denklem: =
dr?
Cozilmier: Ai(z) ve Bi(z} Airy forksivonlarinm lineer kombinasyonlar:
; . PR | - 83
Integral Temsifi: Ai(zy= = cos{=+sz]ds,
=}, 3
| e I .o
Bz(z)—E €3 T +gm §+sz ds.
. o
Asimitotik Sekilleri:
i 1 2 3 1 .12 - TC
Al(g) ~ —=——e& 5 ¢ Aiz) » ———sin] S (- + T
PN N e 4
Tz 3 V(-2) z .
. - i l:}f: , - 1 ) 2_ a3 T
Biiz) _—wﬁzm e Bi(z) mﬁ(—z)w cos[a{ 7) +I

¥ Klasik olarak, doprusal bir potansiyel sabit bir kuvvet ve dolayisiyla sabit bir ivme demektir. Bu da
sira dis1 olast en basit hareket tipidir ve de temel mekanigin baslangre noktasidir, Kuansim mekaniginde ayn:
potansiyel aligik olunmayan transendental fonksiyonlar verir ve teoride sadece ikincil bir rol oynar,
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Bilz)
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1.0

ba ™\ 2
03} f\ //“_
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]
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SEKIL 8.8: Airy fonksiyonlarimn grafigi.

1/3-iincii dereceden Bessel fonksiyoniari ile iligkili olan bu fonksiyonlarm bazi
vzellikleri 8.1 nolu tabloda listelenmistir ve grafikleri de 8.8 nolu sekilde gosterilmistir.
Yamalama fonksiyonunun A4i(z) ve Bi{z) fonksiyonlarinm lineer kombinasyonu olacag
asikardir ve uygun segilen a, b sabitleri igin:

W, (x) = adi(ax) + bBi(ax). [8.37]

¥, orijin civarinda yaklasik dalga fonksiyonudur; simdiki isimiz, bu fonksiyonu her
iki tarafta ortiismenin oldugu bolgelerdeki WKB ¢dziimlerine benzetmektir (8.9 nolu
sekle bakm). Ortiigmenin oldugu bu bolgeler, déntim noktasma dogrusal potansiyel
vaklasiminin makul sonuglar verebilecegi kadar yakin (boylece ¥, gergek dalga
fonksiyonuna olduk¢a yakm bir dalga fonksiyonu olur) ve WKB yaklagikliint da
giivenilir kulabilecek kadar uzaktir.'® Ortiisme bolgelerinde 8.32 nolu denklem gegerlidir
ve bundan dolay1 8.34 nolu denklemde kullanilan notasyonla

px) = 2m(E — E - V/(0)x) = ha®2y/=x (8.38]

olur. Ozellikle 2-inci 6rtiisme bolgesinde,

X X 2
f p(x’)| dx’ ;ﬁaf‘ﬁf Vi dx' = gh(ax)m
0 0

W By hassas bir ikili bag kosuludur ve ayrica ortUsmenin olmayacag bolgeleri olugturabilecek
potansiyeller dirzenlemek de mimkondir. Ancak pratikte boyle durumlarla nadir kargilani (8.8 nolu
probleme bakin},
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Yks Vins
— Y
1-nci Griggme Donim 3 ong Britsme o
bolgesi nokiast bblgesi
Yamalama bélgesi
SEKIL 8.9: Yamalama bilgesi ve iki st iiste binme bolgesi.
ve bu nedenle WKB dalga fonksiyonu (8.31 nolu denklem)
2 (o ey 32
X) E e g T 8.39
VO = [8.39]

seklinde yazilabilir. Aym zamanda, 8.1 nolu tablodan Airy fonksiyonlarinin bilyiik z’ler
igin asimptotik formunu'' kullanarak, 2-inci Ortllgme bolgesinde yamalama fonksiyonu
(8.37 nolu denklem)

a _.2 32 b 2 R1e
= pmiexyt Y aflax) 2.40
wy 2 2,/rr(awc)‘/4E «/n(o.fx)lf‘*t [8.40]
seklinde elde ederiz. Bu iki ¢8ziimleri karstlagtirarak,
= g"%o ve b=0 [8.41]

oldugunu goritritz. )
Simdi geriye doniip iglemleri 1-inci 6rtigmenin bolgesi igin tekrarlayacagiz. Yine
plx), 8.38 nolu denklemde verildigi gibidir fakat bu kez negatiftir. Boylece

0 2
f pix) dx’ = ga.(-ax)m [8.42]
X
clur ve WKB dalga fonksiyonu (8.31 nolu denklem) da
V@ = e [Be e i) gy

SR (—x)li

ik bakista bu bottgede biik z yaklagikligin kullanmak garip gelebilir, Ne de olsa bu bolge z = 0
ddnim noktasina dogrusal potansiyel yaklagikligam gegerli kilabilecek kadar yakindir Fakat burada
argimanm ox olduguna dikkat edin ve olayl dikkatlice incelendiginizde (8.8 nolu probleme bakin) ex’in
buyiik oldugw ve de ¥ (x)"i dogrusal bir ¢izgi ile temsil edebileceginiz bir bolge bulursunuz,
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seklini alir. Ayn1 zamanda, bityilk negartif z’ler igin Airy fonksiyonunun asimptotik
seklini kullanarak (8. 1 nolu tablo), yamalama fonksivonu (8.37 nolu denklem) i¢in 5 =0
olmak tizere

~ 2 T
¥y () = \/_( = Cani [5(—ax)3/2+1]
= ey [ ] (g gy
T(—ux 25

sonucunu elde ederiz. 1-inci ortiigme bolgesindeki WKB ve yamalama dalga
fonksiyonlarinin karsilagtiriimasi ile

G _gma_ B 7% i C

2/zt T Jha 27 Jha

bulunur ya da 8.41 nolu denklem ile bulunan a yukarida yerine vazilirsa

B=—id™*D ve C=ie "D [8.45]

sonucu elde edilir. Bunlar dénim noktasinin her iki tarafindaki WKB gﬁzﬁmlerini'

birlestiren baglanti formiiHeridir. Ara bolgede koprii gérevi yapan yamalama
fonksiyonla igimiz bitti. Her seyi D normlama sabiti cinsinden yazarak ve déniim
noktasini orijinden herhangi bir x; noktasina iterek, WKB dalga fonksiyonunu (8.31
nolu denklem) syle yazabiliriz:

ZD 'mI:leZp(x')dx'+H] X < X3
VP Lk 4 &
P (x) = p () [8.46]

l:——[ p(x)idxj| X > X3,
Ip(x

Ornek 8.3 Tek dik duvarh potansiyel kuyusu: 8.10 nolu sekil ile verilen potansiyel
kuyusunu ele alm; x = 0’da dik bir duvar var ve diger taraf egimli. Bu durumda
¥ (0) = 0 olur ve béylece 8.46 nolu denklem

ﬁ f ( ) 1 ( L ")
F X d'c i f 1’ 2 3‘ ‘
H

vada

fxz p(x)dx = (n - 1) nh [8.47]
0 4
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oldugunu sdyler.
V(x)

>y

SEKIL 8.10: Tek dik duvarh potansiyel kuyusu.
“Yarim harmonik salinicr” 8megini goz dniine alalim:
1 5.,
—mar'x”, x>0
Vix)=1<{2 [8.48]
o diger yerlerde.
Bu durumda
plx) = \/Zm[E — (1/2)ma?x?] = mw,/x} — x?
dir ve burada
2F
n=—)—
@wY m

doniim noktasidir. Boylece

n 2 s ;
/ pix)dx = ma)f 1,‘x% —xldx = mex-? = 15
0 0 -2

-

olur ve 8.47 nolu denklem ile verilen kuantumiama kosulu

1 3 7 11
EHZ (ané)hw—(z‘ "é", ?,)hm [849]

elde edilir. Bu dzel durumda WKB yaklasikligi aslinda izin verilen kesin enetji
degerlerini verir ve bunlar tam olarak harmonik salimeinin rek enerji degerleridir. (2.42
nolu probleme bakmn).
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(")me.k 8.4 Dik duvarlar olmayan potansiyel kuyusu: 8.46 notu denklem potansiyel
fonksiyonunun egiminin yukarya dogru oldugu bir déniim noktasinda (8.11 nolu sekil:
(a)) WKB dalga fonksiyonlarim birlestirir, Aym mantik agag dogru egimli bir déniim
noktasma (8.11 nolu sekil: (b)} uygulandiginda

D’ i/ , ,
Cotadid RIS
2D sin ifx Ndx' rr
i [ a5 e

sonucu elde edilir, Ozellikle 8.11(c) nolu sekilde gosterildigi gibi bir potansiyel
kuyusunu gbz dntine aliyorsak, x; < x < x, “i¢” bélgesinde dalga fonksiyonu ya

Yo = 8.50]

_ 1= ! 2D
2(x) = [ pENdx’ + = gl : ¥y = ing
nJ. 7 © mak iizere, ¥(x) 0 sinf; (x).

(8.46 nolu denkiem) va da

g 7 2D
01(x) = 7 [x] p(x"dx’ — 7 olmak lizere, ¥ (x)= msinéh(x}

seklinde yazilabilir (8.50 nolu denklem). Siniis fonksiyonlarmin arglimanlari agikar
olarak modiil 7’ye gore birbirine esit olmali:'* & = 6, + nz Bu da

A2 1
f plx)dxy = (n - —) nh, n=1,2,3,.... [8.51]
¢ 2

1

sonucung yol agar.

L V{x} | | | ‘
| f |
' :
| | | |
i | | |
X Xy Xy Xa
X

(a) {b) ()
* SEKIL 8.11: Yukar: egimli ve asag egimli doniim noktalar,

"* 2z degil ve eksi igareti D ve D' normlama garpanlanna dahil edilebilir,
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. Bu kuantumlama kosulu ile iki tarafy egimli olan “tipik” potansiyel kuyusy i¢in izin
verilen enerjiler belirlenir, Bunun iki dik duvar (8.16 nolu detklem) ya da tek dik duvar
(8.47 nolu denklem) igin tirettigimiz. formillerden sadece r’den (0, 1/4, ya da 1/2)
cikartilan sayida farkliliga yol agtigina dikkatinizi gekerim. WKB yaklagikligi en iyi
vari klasik (biiyiik #) rejimde galistigindan, farkhilik 6zden gok giriintgtedir. Her hangi
bir olayda, Schridinger denklemini hi¢ ¢iizmeden ve sadece tek bir integral besabi ile
izin verilen enerji degerlerini bulmamzs sagladigindan, olaganiistii giiglil bir sonugtur.
Dalga fonksiyonunun kendisine de ihtiyacimiz yok.

s«Problem 8.5 Yerden elastik olarak seken m kiitleli top probleminin kuantum
mekaniksel benzerini ele alm, "

(a) Potansiyel enerjiyi verden yiksekligin (x) fonksiyonu olarak yazin? (potansiyel
negatif x degerleri igin sonsuzdur. Yani top higbir sekilde o balgeye gegemez)

(b) Schadinger denklemini bu potansiyel ig¢in ¢dzin ve yamtimzi uygun Airy
fonksiyonlar1 cinsinden ifade edin. Burada Bi(z)'nin biylk z degerleri igin
iraksadigma ve bu nedenle kabul edilir bir ¢6ziim olmadigina dikkat edin. Aynea,
¥ (x)'i normlamaya da gerek yok.

(¢) g79.80 mv/s’ ve m = 0.100 kg degerlerini kullanarak izin verilen ilk dort enerji
degerini joule cinsinden @i¢ anlamh rakama kadar hesaplaym. Yardim: Milton
Abramowitz and Irene A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions, Dover,’
New York (1970), 478. sayfaya bakimz; notasyon 450. sayfada tanimlanmigtir.

(d) Bu kiitlegekim alam igindeki bir elektronun taban durum enetjisini eV cinsinden
hesaplaymn. Elektron ortalama olarak yerden ne kadar yilksektedir? Yardm: (x)'1
belirlemelk igin virial teoremini kullanin,

*Problem £.6 WKB yaklagikhign kullanarak seken top problemini (8.3 nolu problem)
inceleyin.

(a) izin verilen £, enerji degerlerini m, g ve / cinsinden belirleyin.

(b) 8.5 nolu problemin (¢} sikkinda verilen 6zel degerleri yerine koyarak, ik dort enerji
diizeyi i¢in elde edilen WKB yaklagikl1g1 sonuglarim “kesin” yanitlar ile kiyaslayin,

(¢) Topa yerden Smegin 1 metre yikseklik verebilmek igin » kuantum sayisimin ne
kadar bityitk olmas: gerektifini bulun.

¥ Grgrayan kuantum topu hakkinda daha fazla bilgi i¢in, J. Gea-Banacloche, Am. J. Phys. 67, 776
(1999} ve N. Wheeler, “Classical/quantum dynamics in a uniform gravitational field” yaymntanmamiy Reed
College Report (2002y'ye bakimz. Bu her ne kadar yapay bir problem gibi gortinse de, problem igin
notronlarm kullanitdigt deneyler yapilmugter, (V. V. Nesvizhevsky ef al., Nature 415, 297 (2002)).
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#Problem 8.7 WKB yaklasikhgim kullanarak harmonik salimicmm izin verilen enerji
degerlerini bulunuz.

Probiem 8.8 o frekansh harmonik salmicinin #-inci duragan durumunda bulunan m
kutleli bir parcacigi ele alin.

(a) x, doniim noktasini bulun.

{b) Dogrusal potansivel yaklagiminda %1°lik hatava varmadan (8.32 nolu denklem
fakat bu kez doniim noktast x, noktasmda) 6nce doniim noktasindan ne kadar
oteye () gidebilirsiniz? Yani

Vix, +d)— Kz’ag (x, +d)
Vix,)

=0.01

ise, d nedir?

(¢} z = 5 oldugu stirece, Ai(z)’nin asimptotik sekli % I’e kadar dogru sonug verir,
(b) sikkindaki d igin ad = 5 yapacak en kiigiik » degerini bulunuz, (Bundan
biyiik herhangi bir » degeri i¢in dogrusal potansiyel yaklagtminm ve Airy
fonksiyonunun biyiik z seklinin % 1'e kadar iyi sonuclar verdifi ortiigme
bolgesi vardir.)

**Problem 8.9 Agapi egimli bir déniim noktas: i¢in baglanti formiillerini ¢tkarin ve
8.50 nolu denklemi dogrulayin,

«+*Problem 8.10 Uygun baglanti formiilleri kullanarak, egimli engelden (8.12 nolu
gekil) sagiima problemini inceleyin. Yardun: WKB dalga fonksiyonunu asagidaki
sekilde yazarak baslayin,

1 iopx N i orx ! ’
v p(x) [Aeﬁ [t pe)dx 4 gy [t pehax ] p (e =)
1 1 rx " dx' Ll ' '
Y (x)= = [Ceﬁ fxi |pixd + De ﬁfxl (P dx :| , (X < x < x2);
1 i X '
- {Feﬁfnp(“d ] (x> x3).  [8.52]
p(x)

C = 0 oldugunu varsaymaymm. T = |F|'/|A|* tinelleme olasihgmi hesaplaym ve
sonucunuzun genig ve ytiksek bir engel durumunda 8.22 nolu denkleme indirgendigini
gosterin. :
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SEKIL 8.12: Egimli duvarlars olan bir engel.

8. BOLUM ICIN EK PROBLEMLER

«+Problem 8.11 WKB vaklagikhgmi kullanarak, genel bir kuvvet yasasma uyan
potansiyeller i¢in izin verilen enerji degerlerini bulun:

Vix) =alx|

ve burada v pozitif bir sayidir. Sonucunuzu v = 2 i¢in kontrol edin. Yarut:**

__ (1 3) ()
' Fl—+=
b3 v 2
Ep=a|n-1/Dh ——— | [8.53]
2mo 1
'|-+1
) v
#xProblem 8.12 WKB vaklagikligmi kullanarak, 2.51 nolu problemdeki potansiyel igin
bagli durum enerjisini hesaplaymn, Sonucu kesin yanit ile kiyaslaym.

Yanut: —[(9/8)~(1/ 2 Y| a¥im.

Problem 8.13 Kiiresel simetrik potansiyeller igin WKB yaklagikligim radyal kisma
(4.37 nolu denklem) uygulayabiliriz. / = 0 oldugu durumda, 8.47 nolu denklemi

[m prydr =(n—1/4)nh . [8.54]
0

seklinde kullanmak makuldir.” Burada 7, déniim noktasidir (ashinda » = 0 noktasin

" Her zaman oldugy gibi, WKB sonucu yan klasik rejimde (btiyok ) en dogru olamdir. Ozellikle, 8.53
nolu denklem, » = 1 taban durumunda gok iyi degildir, W, N. Mei. dm. J. Phys. 66, 541 (1998)’e bakumz.

Y WKR yaklasiklizanin radyal denkleme uygulanmasi burada deginmeyecefim bazi hassas sorunlar
varatir. Bu kenu tizerinde Klasiklegmis bir makate var: R. Langer, Phys. Rev 51, 669 (1937),
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sonsuz bir duvar olarak ele alirnz). Bu formilii kullanarak
V(r) = Volnlr/a)

logaritmik potansiyel (¥, ve a sabit) i¢inde bulunan bir par¢acik i¢in, izin verilen enerji
degerlerini hesaplaym. Sadece / = 0 durumuna balm. Enerji dilzeyleri arasindaki farkin
kiitleden bagiumsiz oldugunu gisterin, Kismi yanit.

n+3/4
n— 1/4)'

Epy) —Ep = Voln(

**Problem 8.14

f Cp(dr= -k 8.55)

3

seklindeki WKB yaklasikligini kullanarak, hidrojen atomu igin bagh durum enerjilerini
hesaplayin. 4.38 nolu denklem ile verilen etkin potansiyeldeki merkezkag terimini
unutmayin. Asagidaki integral yardimei olabilir:

b
f %\/(x—a)(b—x)dx = %(JE—\/E)Z. [8.56]

n>> [ ve n>>1/2 oldugu durumlarda Bohr diizeylerini elde etmeniz gerektigine dikkat
edin. Yami:

P —13.6 eV
" B+ ATEDE

[8.57]

*=«Problem 8.15 8.13 nolu gekilde gosterildigi gibi simetrik olan ¢ift kuyuyu ele alin,
E < ¥(0) olan bagl durumlarla ilgileniyoruz.

(8) WKB dalga fonksiyonlarmi (i} x > x,, (ii) 2, <x < x; ve (iii) 0 <x <x, bélgeleri
igin yazin. x; ve x;’de uygun baglanti formiillerini {x; i¢in bu 8.46 nolu denklem
ile yapildy; x, i¢in bunu kendiniz yapacaksiniz) uygulayarak,

, .
|p( [ fip(x){x] @

1 22 .
YPr(x) = —Eﬁ m[gfx p(xHdx’ + ] (1)
[ZCosé)eﬁf PGS | Gin g S ’”‘“’"] (i)

.

D
L V()

oldugunu gosterin, 0 agagidaki gibi tanimlantr;
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V(x) 4

i /N

X X2 X

SEKIL 8.13: Simetrik ¢ift kuyu; 8.15 nolu problem.

1 =

0= 7f pix)dx. [8.58]

L

{b) M(x) simetrik oldupundan, sadece tek (-) ve ¢ift (+) dalga fonksiyonlarnm ele
almamiz  gerekir, Cifi dalga fonksiyonlart igin ¥'(0) =0 ve tek dalga
fonksivonlar1 i¢in yr(0) = 0°dir. Bunun agagida verilen kuantumtama kosuluna
yol aghifin1 gosterin:

tand = 2% [8.59]
ve burada
1 o 7 I
= Ef ip(x")y|dx’. [8.60]
—x

8.59 nolu denklem izin verilen yaklagik enerjileri belirler. E'nin x; ve x»
ifadelerinde yer alacagma ve bundan dolayr ¢ ve ¢'nin E’nin fonksiyonlar
olacagina dikkat edin.

() ¢'nin biiyikk ve e nin gok ¢ok bityiik oldugu yiiksek ve/veya genis merkezi bir
engelle ilgileniyoruz. 8.59 nolu denklem &’min 7 'nin yarim tamsayl katina gok
vakin olmast gerektigini soyliiyor. Bunu akilda tutarak, 8= (nt+1/2)7+ € olarak
yazip, (Je|<<1) kuantumlama kosulunun

1 1
g = (n + 5) TF Ee—‘fb [8.61]
halini aldigm gésterin.

(d) Her bir kuyunun birer parabol oldugunu disiiniin;'®

1
“ et (x + a)2 x < O
Vix) = [8.621

Emwz(x - a)?' x>0

' Her bir kuyu igin, F{x} tam bir parabol olmadig1 durumiarda bile, & nin hesabi ve dolayisiyla sonug
{8.63 nolu denklem) 2.3. Kesimin basimda vapmlan tartisma bagiammda yaklaspk olarak dofru qikacakir

Burada , = ,JV”(x[,).fm ve xp en disiik enerji konumudur.
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Bu potansiyeli ¢izin, £'y1 hesaplaym (8.58 nolu denklem) ve
+ . 1 ha _
E, = (n + E) ho ¥ e ¢ [8.63]
oldugunu gosterin.

Agiklama: Eger merkezi engel sizomaz yani ¢ — oo ise, sadece iki ayn

harmonik salinicumiz olurdu ve E, = (n+1/2)aw enerjilerinde pargacik sag ya da

sol kuyuda bulunabileceginden, enerjiler iki kez kath olurdu. Ne zaman ki, engel
sonly bilytiklikte olur yani kuyular “iletisim”e baglar, o zaman katlilik ortadan

kalkar. " ¢ift durumlari birazetk daha diisiik enerjiye ve ¢, tek durumda
birazcik daha yiksek enerjiye sahiptir.
(¢) Baglangigta pargacigin sa taraftaki kuyuda oldugunu, daha dogrusu sag taraftaki

kuyuda yogunlagtgm ve asafidaki fonksiyon ile tamimlanan bir durumda
oldugunu varsayalim:

1 _
W(x,0) = %(w +¥)
Burada fazlarin “dogal” bir yol ile se¢ildigini varsayiniz. Par¢acigmn
ZTT?' @
T=—2¢ [8.64]
w

periyodu ile iki kuyu arasinda salinacagin gésterin,

(D (d) sikkindaki potansiyel igin ¢’yi hesaplayin ve V(0) >> E i¢in ¢ ~ m wa’/k
oldugunu gosterin,

Problem 8.16 Stark etkisinde tiinelleme: Bir atomu bir dig elektrik alan igine
koydufumuzda atomdaki elektron, genel olarak tiinelleyerek atomu iyonlastirilabilir.
Soru: Tipik bir Stark etkisi deneyinde bunun gergeklesmesi olasi midir? Asagida kabaca
tamimlanan bir boyutlu modeli kullanarak, bu olasilig: hesaplayabiliriz. Cok derin ve
sonlu bir kare kuyuda (2.6. Kesim) bulunan bir par¢acig ditstintin:

(2) Kuyunun tabanindan 8lgiilen taban durum enerjisi nedir? ¥,>> #*/ma’ oldugunu
varsaym. Yardim: Bu, 2a genisliginde sonsuz bir kare kuyunun taban durum
enerjisinden bagka bir gey degildir.

(b) Simdi &' = —arx tedirgemesini uygulayahm. E = ~E44f elektrik alanmda bulunan
elektron igin & = eEy, olur. Tedirgemenin olduk¢a zayif yani aa << #/md’
oldufunu varsaymn. Toplam potansiyeli ¢izin. Pargacigm simdi pozitif
x dogrulftusunda disariya tiinellenebilecegine dikkat edin.

(¢) 8.22 nolu denklemdeki » tinelleme garpamim hesaplayin ve pargacigin
kagabilmesi i¢in gereken tahmini zamant bulun (8.28 nolu denklem).

Yami: y = \(8mV; /3ak, T = (8ma’ [ wh)e®".

-
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(d) ¥; = 20 eV (distaki bir elektron igin tipik baglanma enerjisi), & = 107'° m (tipik
atomik yarigap), Eg, = 7 X 10° V/m (gliglt laboratuvar alani), elektronun e yikii
ve m kiitlesi gibi bazi sayilart yerine koyup, 7y1 hesaplaym ve bunu evrenin yagi
ile kargilagtirm,

Problem 8.17 Bir bira kutusunun oda sicaklifmda kuantum tiinellenmesi sonucunda
kendiliginden devrilmesi yaklasik ne kadar zaman alw? Yardim: Bira kwtusunu R
varigaply, A viiksekliginde, m kiitleli diizgiin bir silindir olarak ele alm, Bira kutusu
devrilirken, denge konumundan (A4/2) olan ylksekligi x olsun. Bu durumda bira

kutusunun potansiyel enerjisi mgx olur ve de x, x, = | R* +(h/2)" —h/2 kritik degerine
ulastift zaman kutu devrilir, £ = 0 i¢in 8.22 nolu denklem ile verilen tiinelleme olasihigini

hesaplayin. 1/2 mo? = 1/2 ksT 1511 enerji ve 8.28 nolu denklemi kullanarak izt hesaplaym.
Makul sayisal degerleri yerine koyarak, sonucunuzu yd cinsinden verin, "’

" R. E. Crandall, Scientific American, February 1997, 74. sayfa.



9, BOLUM

ZAMANA BAGLI TEDIRGEME TEORISi

340

Bu bolime kadar, degindigimiz her sey pratik olarak potansiyel enerji fonksiyonunun
zamandan bagimsiz oldugu V(r,/)= ¥ (r} ve kuantum statigi olarak adlandirilabilecek
konu ile ilgiliydi. Bu durumda, zamana bagli Schrodinger denklemi

HY = ih@g
ot

degiskenlere aywrma yéntemi ile ¢ozitlebilir:
U(r, 1) =y (r)e ™
ve burada ¥(r) zamandan bagimsiz Schrodinger denklemini
Hy =Ev
~iEt R

saglar. Aynlabilen ¢dziimlerin zamana bagimhilig: e iiste] garpan ile verildiginden
ve bu carpan da fiziksel énemi olan *lIJ|2 biiyiikligini olusturdugumuzda yok

oldugundan, tiim olasilikdar ve beklenen degerler zaman icinde sabit kalir. Bu duragan
(kararl)) durumlarin lineer kombinasyonlarm olusturarak, cok daha ilging zaman
bagimlihig gdsteren dalga fonksiyonlari elde ederiz. Fakat bu durumda bile enerjinin
olas1 deZerleri ve bunlara karsilik olan olasiliklar sabit kalur.

Eger bir enerji diizeyinden bagka bir enerji dilzeyine gegislere (bazen de kuantum
ziplamalari olarak adlandirildig: gibi) izin vermek istiyorsak, mutlaka zamana bagli bir
potansiyeli (kuantum dinamigi) isin igine sokmamiz gerekir. Kuantum dinamiginde
tam olarak gozillebilen gok giizel ornekler vardir. Ote yandan, eger Hamilionyen’in
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zamana bagh kismi zamandan bagimsiz kismina kiyasla kiigiik ise, bu zamana bagh
kisim bir tedirgeme olarak ele alinabilir. Bu bblimde, amacim zamana bagh tedirgeme
teortsini kurmak ve bunun en &nemli uygulamasi olan bir atomdan salinan ya da
sogrulan 1s1mayi incelemektir.

9.1 IKI DUZEYLI SISTEMLER

Baglangi¢ igin, tedirgenmemis sistemin v+, ve v, olmak tzere sadece iki durumu
oldugunu varsayalun. Bunlar tedirgenmemis H° Hamiltonyeninin dzdurumlaridir;

HGV"’(J = an’a Ve Hny’/b B EM”b [91]

ve bunlar ortonormaldir:

(Wai¥n) = dap. [9.2]
Herhangi bir durum, bu iki durumun lineer kombinasyonu olarak yazlabilir, Ozellikle:
WD) = ot + Cp¥p. 9.31

Vo ve Yp durum fonksiyonlart konum uzay: dalga fonksiyonu, spinér ya da ¢ok daha
acayip bir sey olabilir, fark etmez. Burada bizi ilgilendiren sey, zamana bagimldigidir,
Dolayisiyla, W (r) yazdifimda sadece sistemin herhangi bir ¢ anindaki durumunu ifade
ediyorum. Tedirgemenin olmadigi durumda, her bir bilesen kendi iistel carpam ile
evrimlegir:

V() = ¢, che_fEdIM + wabem{b—h,m' [9.4]

|c,,|2, par¢acigm g, durumunda bulunma olasiifidir. Gercekfe stylemeye cahistigimz
sey, bir enerji Glgliminde £, degerinin elde edilme olasiligidit. ¥ ’nin normianma
kosulu dogal olarak

{cal® + lep 2 =} 9.5]

olmasin gerektirir,

2.1.1. Tedirgenmis Sistemler

Simdi zamana bagh H(t) tedirgemesini baglatbfimizi varsayalirn. ¥, ve 5 tam bir
gozlm  takimi olusturdufundan, W(r) dalga fonksiyonu hala bunlann lineer
kombinasyonu olarak yazilabilir. Tek bir farkla: ¢, ve ¢’ler simdiki durumda #£ain
fonksivonlaridir:

V() = ca(Oifae B o (e~ BT, [9.6]
(Bazilarimin tercih ettifi gibi iistel garpanlan ¢, ve g,’nin igine dahil edebilirdim. Fakat

sistemin fedirgenmedigi durumda bile var olan bu zamana bafuml kismy gOrtndly
tutmak daha iyl olur diye disiintiyorum.) Simdi buittn problem ¢, ve ¢ kutsayilariu
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zamanmn fonksiyonu olarak belirlemektir. Ornegin, efer parcactk 1+, durumunda
(ca(0) = 1, cs(0) = 0) baglayip ve ¢ zaman sonra ¢,(1}) = 0, ¢,(#;) = 1 oldugunu bulursak,
sistemin v, durumundan v, durumuna gegis yaptigim biliriz.

@ (r) 'nin zamana bagh Schrisdinger denklemini

ay
H=H'+ H'() olmak iizere, HY = iﬁg [9.7]

saglamasi gerektigi kosulunu uygulayarak c,(f) ve ¢,(f)’yi buluruz. 9.6 ve 9. 7 nolu
denklemlerden '

calHOWale Bt/ 4 oy FOy e ™ Br R g ¢ [H W Je ™ Bt R g oy | HY e Evid

- m[c-a%e_sa,f/h 4 iy e B/

+ CaWu (_Ej'i_a_) e—zﬁ'u-’/ﬁ + Cbl[fb (ﬁi%) e—rE;,r/ﬁ]

elde edilir. 9.1 nolu denklem ile soldaki ilk iki terim, sagdaki son iki terimi yok eder ve
boylece

CalH Yale ™ B oy By o™ P i [ Gorae™ B e B ] (98]
elde edilir. ¢, "yt yalmz birakmak igin bilinen numarayt kullanalim: v, ile i¢ ¢arpum al
ve sonra ¥, ve ¥ nin ortogonalligini kullan (9.2 nolu denklem):

Ca(Wal H' [Wa)e ™ B oy {yra | H Yp)e ™ B/ = in, e Bt /M,
Kisaca
H; = (| H'y5) [9.9]
olarak tammlayalim. Burada &' ’niln hermitsel yani & »=(H;)*  oldugunu

hatirlayahm, Her iki tarafi —(i/#)e’™"'* ile ¢arptizimizda,

. i —H(Ep—

o= = [cullyy + ey Hppe ™/ FrmE 1M [9.10]
sonucunu buluruz. Benzer sekilde, vy, ile i¢ ¢arpim bizi ¢, "ye gotlirtir:

Cal¥ry | H Wa)e ™ P! oy (0 | H g™ 017 < o Bl

ve boylece

p = = [ebHpy + cuHpye! BB ] 9.11]

sonucunu elde ederiz.
9.10 ve 9.11 nolu denklemler ile c(#) ve ¢,(¢) belitlenir; birlikte ele alindiklarinda, iki
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diizeyli bir sistem igin (zaman bagh) Schrodinger denklemine tamamen esdeger oluriar,

Genellikle A’ ’niin kbgegen matris elemanlan sifirdir (genel durum igin 9.4 nolu
probleme bakin};

H, =Hj, =0 (9.12]
Durum bbyle ise, denklemler asagidaki basit sekli ahriar;
, H v ] .
Co = _EHfibe lwolcb’ Cp = —%Hf;aemmca, [9.13]
ve burada @, _
Ey— E
wo = J’Tm [9.14]

{ @, =0 olabilsin diye, £,> E; oldugunu varsayacagim).

*Preblem 9.1 Bir hidrojen atomu zamana baglh bir E =E(1‘)f€ elektrik alam igine
yerlegtirtlsin, #» = 1 taban durumu ve 4 kez katli olan » = 2 ilk uyanlmus durum
arasindaki H'=eEz tedirgemesine ait H!; matris elemaniarmn fimiinii (dért tane)

hesaplayin. Ayrica bes durumun hepsi igin # J =0 oldugunu gosterin. Not: z’ye gore

olan tekligi kullanwsamz, almmmasi gereken sadece tek bir integralin oldugunu
goriirsiiniz. Boyle bir sekle sahip tedirgeme altinda, » = 2 durumlarindan sadece bir
tanesi taban durumundan “ulagilabilir” olur ve bundan dolayy, sistem sanki iki durumiu
bir diizenekmis gibi davramir. Tabii bunu daha yiiksek dereceden uyarilmis durumlara
gecisi gdz ardi ettigimizde sdyleyebiliyoruz.

*Problem 9.2 9.13 nolu denklemi, ¢, (0} = 1 ve ¢; (0) = 0 varsaym altinda zamandan

bagumsiz tedirgeme duruma igin ¢oziin. (¢, (t)|2 + |C'» (z‘)|2 =1 olup olmadigini kontrol edin.

Agiklama: Goriniirde, bu sistem “katiksiz ¢, ve “biraz ¢, durumlan arasinda salmiyor,
Bu, zamandan bagunsiz tedirgemeler igin geg¢is olmaz genel degerlendirmesi ile
gelismivor mu? Hayir, ancak oldukga zor kavrantlabilen bir nedeni var: Bu durumda v,
ve ¥ Hamitonyenin ozduwrumlan degildir ve highir zaman da olmadilar. (Bu, enerji
bletim deneylerinin Aighir zaman E, ve E, degerlerini vermeyece@i anlamina gelir).
Zamana bagh tedirgeme teorisinde, sistemi incelemek i¢in genel olarak tedirgemeyi bir
stirelifine agip, sonra tekrar kaparmay: yegleriz. Baglangicta ve sonunda v, ve v
Hamiltonyenin &zdurumlaride ve sadece bu baglamda, sistemin birinden digerine bir gegis
yaptifim s@ylemenin bir anlamui vardrr. O zaman, fizerinde calistifimiz problem igin
tedirgemenin +=0 amnda agildigiu ve tekrar ¢ amnda kapatildigm varsayalim. Bu
varsayim hesaplamalar etkilemez fakat sonucun daha akla uygum yorumlanmasina yol agar.

**Problem 9. 3 Tedirgemenin delta fonksiyonu (zaman i¢inde) seklinde oldugunu varsaym:
H' =Ud@
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U, =U,, =a ve Uy= Uy, =0 oldugunu varsayahr_n. cdf) ve cxff) degerlerini ¢ (—0)=1

e, (1)

edin. /oo igin, bir gegisin olma olasihg1 (P,_,,) nedir? Yardim: Delta fonksiyonunu

ve ¢p{—~00) = 0 kosulu altinda hesaplayin ve

+Ic,, (r)2| =1 olup olmadigtmn1 kontrol

siralanan dikddrtgenlerin limit durumu olarak ele alabilirsiniz. Yanu: P,_,, = sin® (ja}/h).

9.1.2 Zamana Bagh Tedirgeme Teorisi

Simdiye kadar her sey kesindi, Tedirgemenin buviikligi hakkinda hicbir varsayimda
bulunmadik. Fakat A" “kiiglik™ ise, 9.13 nolu denklemi agagida gosterildigi gibi ardigsk
vaklagikliklar stireci ile gozebiliriz, Pargacigin alt diizeyden bagladiguu varsayahm:

cal0) =1, ¢p(0) = 0. 9.15]

Tedirgeme hi¢ olmamis olsaydl, ¢, ve ¢, sonsuza kadar boyle kalirlard::

Sifirmnc: Derece:
P =1 M=o [9.16]

(Parantezlerdeki list indisleri yaklagikligin derecesini ggstermek i¢in kullanacagim.)

Birinci dereceden yaklasikhgi hesaplayabilmek igin, sifirinci derece igin elde edilen
degerleri 9.13 nolu denklemin sag tarafina yerlestiririz:

Birinci Derece

def?
Pl 0= ct(]”(z) = 1;
9.17
dcd ; . 0 pp (9.17}
=____H.' Hagt =__f H (r g dr’.
g T TR T =g ) Al

Simdi de, bu ifadeleri sag tarafa yerlegtirerek, ikinci derece yaklagikligini elde ederiz.
Ikinci Derece

(2) . .
0 .

' 17 e e i
Pry=1- P j{] Hyp(the™ oot { fo Hy, (t)e' ™ dr”} dr’,

[9.18]

¢y defismeden (cb“’(t):cb(”(t)) kalmugtr. (ca(z’(t))’nin sifirmer dereceden terimi

icerdigine dikkatinizi ¢ekerim; bu durumda, sadece integral kismu ikinci dereceden
diizeltme terimi olur, o~
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Ilke olarak, her zaman n-inci dereceden yaklagikhdi 9.13 nolu denklemin sag
tarafina yerlestirip (» + 1)-inci derece igin ¢dzerek sonsuza kadar devam edebiliriz.
Sifirmer dereceden ditzeltme terimi A’ garpanim icermez, birinci dereceden diizeitme
terimi bir H' garpani igerir, ikinci dereceden diizeltme terimi it/ H' carpami igerir ve

cnm(t)fz+|c,f,“)(z‘)l2 #1 olmas: (kesin katsayillar 9.5 nolu

denklemi saglamak zorundadirtar) birinci derece yaklasiklizinda bir hata oldugunun
2 2

e, (r)| + chm (t)| #1

sonucunu verir. Birinci derece yaklagiklifinda biitiin beklentimiz de budur. Yiksek
dereceler i¢in de bu boyle devam eder,

bu boyle devam eder.’

isaretidir. Ote yandan, H' igin birinci dereceden yaklagiklik

**Problem %.4 H',, = [, = 0 olmadifini varsayin.

(a) ¢, () ve cy(¥) ifadelerini ¢, (0) = 1, ¢p(0) = O olmas1 kosulu altinda, birinci derece
tedirgeme teorisini kullanarak hesaplaym. H' igin, birinci derece yaklagikligmin

2 2 P -
Ica“)(z‘)l +'c,,“’(t)| =1 verdigini gosterin.

(b) Bu preblemi ¢ézmenin daha giizel bir yolu var.

dy = e% fs H‘;“("’)d”ca, dy = e% i H,;b(r’)dz’% [9.19]
olsun,
o) = ?11_ fo r[H;a(r’) — Hy, (\"1dr’ | {9;20]
olmak tizere
dg = —;;eWH;,be-f“’“’db; dy = —;;e**‘@’H,’mef“’Ofda [9.21]

oldugunu gosterin. d, ve d, igin elde edilen denkl@mler sekil olarak 9.13 nolu
denklem ile dzdestirler ( H' "ye eklenen fazladan bir ¢'# ¢arpani var).

(¢) (b) sikkindaki yontemi kullanarak, ¢,(f) ve c,(f) ifadelerini birinci derece tedirgeme
teorisi iginde hesaplayin ve yamtimzi (a) sikki ile kiyaslayin. Gorebildiginiz
herhangi bir uyusmazlik varsa agiklayn,

*Probiem 9.5 9.13 nolu denklemi ¢,(0) = a ve ¢,(0) = b oldugu genel durum i¢in, ikinci
derece tedirgeme teorisi icinde ¢dzlin.

**Problem 9.6 Zamandan bagimsiz tedirgeme igin (9.2 nolu probleme bakin) ¢,(¢) ve
e(2)'yi ikinci dereceye kadar hesaplaym. Yanitimz: kesin sonug ile karsilastirm.

' c.'nin her ¢ift derecede ve de ¢, nin her ek derecede venilendigine dilkat edin. Tedirgeme ktsegen
terimleri igerseydi va da sistem iki durumun fineer kombinasyonunda baslasaydi, bu dogru oimazd.
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9.1.3 Siniizeidal Tedirgemeler

Tedirgemenin zamana baghligmm siniizoidal oldugunu varsayalim:

H'(r,t) = V(1) cos(w?) [9.22]
ve
Vap = (WalV|¥p) [9.23]
olmak iizere,
H,, = Vap cos(wt) [9.24]

olur. (Daha dnce yaptifum gibi, burada da kosegen matris elemanlarinin sifirlandigini
varsayacagim.) Bundan sora sadece birinci derece yaklagikligmda ¢alisacagim ve de fist
indisleri kaldiracagim. Birinei derece yaklagikliginda (9.17 nolu denkiem):

: t ; t
cp(r) = “l_vbaf cos(wt e dy = ke Via f [e”"’”‘*"’w + ei(”’“_“’)"] dr'
PRACH A 2 Jo

Vig | e/leotell ] glleo—al
- +
2h wg + w wg — W

[9.25]

elde ederiz.

Yanit budur, fakat bununla galigmak biraz can sikicidir. Késeli parantez igindeki
ikinci terimi baskm kifabilmek igin dikkatimizi sadece gecis frekansina (wg) yakin olan
stiriicii frekanslara (a)) verirsek, isimiz epeyce kolaylasir; yani

wy + @ 3 |wg — vl [9.26]

oldugunu varsayacagtz. Bu ¢ok bityik bir kisitlama degildir. Cinkdl diger
frekanslardaki tedirgemeler bir gegige yol agma olasiliklar gbz ardh edilebilecek kadar
ufaktir? itk terimi diigiiriince
L, Vi elmens? Hog—adt/2 _  —ilwg—w)tj2
Cb(r)x__ft{__woﬁw [e —e ]
- @ sin[{wy — w)t /2] o wamw)t/2 19.27]
h @y — w
sonucuna variriz. Baglangigta , durumunda olan bir pargacigin, ¢ amnda

durumunda bulunma olasikiZini veren gegis olasiify:

| Vapt* sin[{wo — )t /2]

— 2~
Pasyp(t) = |Cb(f)[ = hz (wo — CLJ)Z

[9.28]

? Sonraki kesimlerde, bu teorinin w ~ /10”5 olan ek igin uygulamasins yapacagiz. Bu durumda wo'm
civart harig (ikinei terim igin) Aer iki terimdeki payda ¢ok bitylik olacaktir.
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Pit} &

2n 4n 6

Bomol  ao-8l  fao-o]

SEKIL 9.1 Siniiszoidal tedirgeme (9.28 nolu denklem) icin gecis olasihfinin zamana gore
degisimi.

Bu sonucun en goze garpan ozelligi, gecis olasiiginim siniis seklinde saltmasidmr
(9.1 nolu sekil). En bitylik el /# (w; —w’) deZerine (1'den ¢ok kiigiik olmasi gerek,
aksi halde tedirgemenin “kii¢lik” oldugu varsayimi gegersiz olurdu) ulastiktan sonra
tekrar sifira digtyor! n = 1, 2, 3, ..., olmak iizere ¢, = 2nrr/|a)0ma)| zamanlarinda
pargacifmn diigtik enerjili duruma donecegi kesin. Bir gegis yapma sansimzi arttumak
istiyorsaniz, tedirgemeyi ¢ok uzun zaman diliminde acik turmamalisvuz. o/ |.:uD fa)|

zaman sonra kapatip, sistemin tst durumu “yakalamasmr” bekleyin. 9.7 nolu problem
bu “curpinmanin” tedirgeme teorisinin getirdigi bir sonug olmadigim ortaya koyar —
gupmma frekans: biraz farkl da olsa bu kesin ¢oziimde de ortaya gikar.

Daha Once de belirttigimiz gibi siriicii frekansmn ey “dogal” frekansina yakin
oldugunda gegis olasiligi en fazladr, Bunu P_, "nin @/'nin fonksiyonu olarak ¢izildigi

9.2 nolu sekilde gorebilirsiniz. Tepenin yiksekligi (f v, |r/2h)2 ve genisligi 4/rdir.

Zaman gegtikge tepenin ylikselip daraldig) agikardir. (Gériiniirde, en yilksek deger smirsiz
olarak artryor. Fakat tedirgeme varsayimi en yiiksek deger 1’e varmadan dnce gegerliligini

F(w)

_f (1)0
(g — 2n/8) (g + 2m/t)

SEKIL 9.2: Gegis olasthimin stiviicii frekansin (9.28 nolu denkiem) fonksiyonu olarak
degisimi.
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kaybeder. Bu nedenle sonug sadece kiigtik ¢ degerleri igin gitvenilirdir. 9.7 nehu
problemde kesin sonucun hicbir zaman 1’i geemedifini goreceksiniz.)

**Problem 9.7 925 nolu denklemin ilk terimi cos(wt)'nin &2 pargasindan gelir ve
ikinci terim e”®/2'den gélir. Bu yiizden ilk terimi distirmek H' = (}/2) &7 olarak
yazmaya esdegerdir. Bu da

Vbcl

. Vo,
H[;a — 5 e—lwf! Han'b —_ _%i’_erwf [929]

olmast demektir, (ikinci ifade Hamiltonyen matrisini hermitsel yapmak igin gerekiidir.
Ya da isterseniz sOyle diyebiliriz: ¢.(f)’yi veren 9.25 nolu denkleme benzer formiildeki
baskin terimi ¢ekip ¢ikarabilmek igin gereklidir.) Rabi, dénen dalga yaklasikhip
denilen bu islem hesabin basmda yapilirsa, tedirgeme teorisine gerek kalmadan ve de

alamin siddetiyle ilgili bir varsayim yapmadan 9.13 nolu denklemin kesin olarak
¢Ozlilebilecegini fark etti.

(a) 9.13 nolu denklemi dénen dalga yaklagiklig (9.29 noly denklem) iginde, ¢ (0) = 1,

e(0) = 0 olagan baslangi¢ kosullan altinda ¢oziin. caf) ve () igin elde ettiginiz
sonuglar

1
0 = 53/ = @)? - (Vosl /B [9.30]
Rabi ¢irpinma frekans: cinsinden yazim.
(b) 2,0 gegis olasihgim belirleyin ve bunun higbir zaman 1’ gegmedigini gidsterin.
le, (f)'2 +[C¢ (t)|2 =1 olup olmadigmi kontrol edin.

(¢} Tedirgemenin kiiciik oldugu durumda £_,,(1) 'nin tedirgeme teorisinden elde

edilen sonuca (9.28 nolu denklem) indirgenip indirgenmedigini kontrol edin ve bu

baglamda J”nin iizerine bir bag kosulu ofarak konulan “kiiciik” tam anlamtyla ne
ffade eder.

(d) Sistem ilk olarak ne zaman baslangi¢ durumuna déner?

9.2 ISIMANIN SALINMASI VE SOGURULMASI

9.2.1 Elektromanyetik Dalgalar

Bir elektromanyetik dalga enine salinan ve birbirlerine dik olan efektrik ve manyetik
alanlardan olusur (9.3 nolu sekle bakim). Elektromanyetik dalga farkli frekans
bélgelerinde kizil stesi, mor otesi, mikrodalga, x 1511 vb, gibi farkli isimlendirilmesine
ragmen, elektromanyetik dalga yerine “151k” terimini  kullanacagim. llerleyen bir
1gtk dalgasmin varhginda, bir atom tneelikle dalganin elektrik alan bilesenine tepki
verir. Eger dalga boyu atomun boyutuna gére biylik ise, alanm uzaysal degisimini
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Elektrik atan

Manyetik alan
SEKIL 9.3: Bir elektromanyetik daiga,

gdrmemezlikten gelebiliriz.’ Bu durumda atom sinis dalgas: seklinde salman elektrik
alana maruz kal:

E = Egcos{wt) k [9.31]

(Simdilik 1911n tek renkdi oldugunu ve de z dogrultusunda kumpiad1gm1 varsayacagim).
Tedirgeme Hamiltonyeni*:

H' = —qEpz cos(wr) [9.32]
ve burada g elektronun yiikiidiir.” Boylece,”
2 =q{¥pziva)
olmak tizere
Hy, = —pEgcos(wi) [9.33]

2 .
olir. ¥ genelde z’nin tek ya da ¢ift fonksiyonudur. Her iki durumda da Zh!',f’i "tektlll? ve
integrali sifir verir (bazi $mmekler icin 9.1 nolu probleme bakm)-. Bu H mﬁl k(ige—
gen elemantan sifirlamr varsayimumnizi dogrular; sonug olarak, 1;18m madde ile olan

¥ Bir atomun ¢apt yaklasik 1A iken, goriinsir 151k igin A ~ S000A’duz. Bu dur_u_mc_ialyapllgn_ yéak;;lsllﬂ}ﬁ
akla uygundur. Fakat durum X isinlan igin béyle degifdir. Alanin vzaysal degisiminin etkisi 921 n
lemde irdelenmektedir. ) ) ‘ N
preb e4mBilr]qrryukum'!m durgun bir E alaninda enerjisi —¢ f E - dr dir. Burada agtk¢a ;amana bagl bir a.la.n(;g;E
elektrosiatik formiiliin kullanilmasina itiraz edebilirsiniz. Ancak ben salimm periyodunun atom igindeki
vitkiin hareket edebilmesi igin gereken zamana kiyasla gok uzun oldufiv varsayiminda bulunuygm_rqi Jendiren
 Her zaman oldugu gibi, ¢ekirdegin agir ve duragan oldugunu varsayiyoruz. Burada bizi ilgile
ey elektromm dalga fonksivonudur, , o o
: ¢ £ harfi size elektrik dipol momenti’ni hatirlatmah (Elektrodinamik’te bunun igin genetde p harfi

kullanilir —bu baglamda mementum ile kanstinlmasin diye kargacik burgacik p'ye donugurﬁ[.dﬁ). Aslmda.p,
gr dipol momenti operattrinin z bilegeninin kogegen olmayan matris elemamnidir. Eleltrik dipol momentine

i i ik di larak adlandinhir ve en
Uzl 9.33 nolu denklem ile verilen 1gima elektrik dipol ssumast ol
gi?ﬁd]ﬁggg}'ﬁﬂrygg}lg‘::%?baskm olan bu 1gimadir. Geneliestirmeler ve terminoloji igin 9.21 nelu probleme

bakin.
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etkilesmesi tamamiyla 9.1.3. Kesimde inceledigimize benzer harmonik tedirgemenin
tam kontrolii altindadim;

Via = —p Eq. [9.34]

9.2.2 Sogurma, Uyarilmms Salinma ve Kendiliginden Salinma

¥y “alt” durumunda bulunan bir atom kutuplanmus, tek renkli bir 151k -demeti ile
aydinlatilirsa, ¥ “iist” durumuna gegis olasihp 9.28 nolu denkiem ile verilir. Bu gecis
olasiligl 9.34 nolu denklemin yardim ile

2 gin? B
Faopit) = (IPIEO) sin“[{wp wir/zg
h (wy — w)

[9.35]

seklini alir. Bu stirecte, atom elektromanyetik alandan £, — £, = » a, enerjisini sefurur,
Stiregte atomun “bir foton sogurdufunu” sdyleriz (9.4(a) nolu sekil). (Daha 6nce de
belirttigim gibi, “foton” gergekte elektromanyetik alanm kuantum teorisi olan kuantum
elektrodinamigine ait bir sdzciiktir. Ote yandan, burada alanin kendisini Kasik olarak
ele aliyoruz. Oldugundan daha faza anlam yiiklemediginiz siirece, bu sekilde ifadede
highir sorun yokiur).

Elbette ¢, (0) =0, c,(0) = 1 #st durumda baglayan bir sisteme déniip, tiim tiiretmeyi
en bagtan baslayarak yapabilirim. Istiyorsaniz bunu kendiniz yapabilirsiniz; aym sonucu

verecektir. Yalniz, bu kez alr duruma gegis olasihg olan b=

c, (z‘)|2 ’yi hesaphyor
olacaksimz:

|3:.1,|Eo)2 sin’[{wp — w)1/2] (9.36]

Pysult) ( B (wo — a))2
(Bu sonucu vermeli, Yaptigimiz tek sey a, yerine —wy’1 koyan a <> b degistokusunu
yapmaktir. 9.25 nolu denkleme geldigimizde, paydada —wy + @ olmak tzere ik terimi
tutaniz ve gerisi oldugu gibi aym kalir.) Bu aslinda gagwrnier bir sonugtur: Bir pargacik
#st durumdayken, Uzerine igik gonderiyorsunuz ve pargacik @/t duruma gecis
yapabiliyor ve de uistelik boyle bir gegisi yakalama olasihidi e/ durumdan #s¢ duruma
gegisi yakalama olasihg) ile bire bir aym. Ilk olarak Einstein tarafindan éngoriilen bu
olay uyaritmis salinma olarak adlandiribir.

b b 2 b
VAV WaWWe = FANVANFaWS =
PV W
a i d a a

{a) Sogurma {b) Uyaniimig salinma (c) Kendiliginden salinma

SEKIL 9.4: Isifin atom ile ii¢ sekilde etkilesmesi: (a) sogurma, (b) uyaribmiy salinma, {c)
kendilifinden salinma.
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Uyarilmig salinmada, elektromanyetik alan atomdan ey enerjisini alir ve buna bir
foton girdi, iki foton ¢ikti deriz — ge¢ise neden olan asil foton ve gegisten gelen bir
bagka foton {9.4(b} nolu sekil). Bu, 15181 siddetlendirme olasihimn artmas: demektir.
Cllnkii, elimde i¢i her biri zist durumda bulunan atomlarla dolu bir sise olsaydi ve bunu
gelen tek bir foton ile tetikleseydim, ilk fotonun 2 foton iirettigi, sonra bu iki fotonun 4
foton tirettigi ve boylece devam eden bir zincir reaksivonuna yol agard:. Hemen hemen
ayn1 anda aynr frekansa sahip muazzam sayida gikan fotonumuz olurdu. Lazer’in (Light
Amplification by Stimulated Emission of Radiation (Laser) —uyaritmis 15101m salinmasi
ile 151  siddetlendirilmesi) dayandif ilke iste budur. Yalniz, burada belli bir
¢ogunluktaki atomu Gst durumlarda bulundurmak esastir (bu isteme ters doluluk denir).
Ciinkli bir fotona mal olan sofurma bir foton direten uvarilmig salinma ile rekabet
etmektedir. {ki durum kanisimiyla bile baslarsamiz, hicbir sekilde siddetlendirme elde
edemezsiniz.

Sogurmaya ve uyarilmug salmmaya ek olarak, 1513 maddeyle etkilestigi ve
kendiliginden salimma olarak adlandirilan Uc¢lineii bir mekanizma daha vardir. Bu
siirecte, uyarilmis durumda bulunan bir atom siireci baglatacak herhangi bir
elektromanyetik alan olmaksizin bir foton salarak daha diigiik bir enerji dilzeyine gegis
yapar (9.4(c) nolu sekil). Tipik bir atomik uyarilmis durumun bozunmasindan sorumlu
olan mekanizma budur. Ik bakista kendiliginden salimmanin neden olugtugu anlagihir
gibi degil. Eger bir atomun bulundugu durum uyarilmis durum dahi olsa, duragan ise ve
de dig bir tedirgeme yok ise sonsuza kadar ayni duragan durumda kalirdr. Ote yandan,
kuantum elektrodinamiginde taban durumunda bile alanlar sifir olamaz— harmonik
salmic1 drneginde oldugu gibi, taban durumu sifirdan farkls bir enerji degerine sahiptir
(vani fw/2). Isiklan sondiirdp odayr mutlak sifir sicakhifma kadar sogutabilirsiniz,
ancak odada hala elektromanyetik 151ma olacaktir ve kendiliginden salinmaya neden
olan iste bu “sifir nokta” simasidir. Ashnda ¢ok daha derin bakildiginda, gergekeen
kendili§inden salinma diye bir sey yok; bu tamampla uyarilmug salmmadir. Farklihk
varatan tek sey uyarmay1 yapan alan sizin koydugumiz mu yoksa baska birinin koydugu
alan m1 sorusudur. Bu baglamda bu siireg, uyariimis salinma diye bir siirecin olmadif
ve her seyin kendiliginden oldugu klasik tgima siirecinin tam tersidir.

Kuantum elektrodinamigi’ bu kitabin kapsami digindadir, fakat Einstein’nim
geligtirdigi ve bu Ug sireci (sogurma, uyarllmis salmma ve kendiliginden salinma)
birbirine baglayan ¢ok giizel bir tarigma var. Einstein® kendiliginden salinmaya yol
agan mekanizmayr (taban durum elektromanyetik alan tedirgemesi) belirleyemedi fakat
buldugu sonuglar bize kendiliginden salinma hizini ve bunu takiben uyarilmis bir atomik

7 Anlagilabilic bir uygulama igin, Rodney Loudan, The Quantum Theory of Light, 2nd edition:
(Clarendon Press, Oxford, 1983)’e bakiniz.

¥ Binstein’in makalesi 1917 yilmda ve Schrodinger denkleminden ¢ok once yaymlanmisti. Kuantum
elektrodinamigi ise Planclk’in karacisim 1gmmasi {5.113 nolu denklem} ile konuya girer (1900°1u yillar).
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durumun dogal 6mriinii hesaplamamizi sagladi.” Buna baslamadan énce, bir atomun her
yonden gelen, tek renkli olmayan, kutuplanmamig, uyumsuz elektromanyetik dalgalara
verecegi tepkivi ele almamiz gerekir. Ormegin atomu 151l 1ginmmin igine gdémseydik,
yukarida sézl edilen durum ile karsilagrdik,

9.2.3 Uyumsuz Tedirgemeler

E, elektrik alanin genligi olmak {izere bir elektromanyetik dalgada enerji yoguniugu'’

= %OE(% [9.37]

ifadesi ile verilir. O zaman 9.36 nolu denklem ile verilen gegis olasithif: alanlarin enerji
yoZunluklari ile orantili olacaltir:

2u 12 sin[{ewp — w}t /2]

Pomal®) = — Lol =22 [9.38]

Fakat bu, @ frekansinda tek renkli dalgalar igin dogrudur. Bir¢ok uygulamada sistem
genig frekans arafifinda elektromanyetik dalgalara maruz kalir, Bu durumda p{w)de,
dw frekans arali@imdaki enerji yogunlugu olmak iizere # — p(w)de olur ve net gegis

olasihgr integral seklini alir:"!

) _
sin2[ (eq w)r/2]} o ©39]

2 o @]
Pysyft) = thz|ﬂ|2f0 o{w) E (@ — &)

* “Iepidissel” kuantum elektrodinamigi kullamlarak gelistirilen ilging bir bagka tiretme igin 9.9 nolu
probleme balan,

¥ D. Griffiths, fatrodution to Electrodynamics, 31d edition (Prentice Hall, Upper Saddle River, NJ,
1999}, 9.2.3. Kesim. Genel olarak clektromanyetik alan iginde birim hacimdeki enerji

u = {eg/ D E%+ (1/2u0) B°
sellindedir. Elektromanyetlk dalgalar igin elektrik ve manyctlk katkuiar esittir. Bu da,

U= éoE"'— e kg cosz(m!)
sonucuna gotlrir, (cos® ya da sin®)nin ortalamast 1/2 oldugundan, tam bir gevrim Uzerinden ortalama
(50 /2)E,*? olur,

"' 939 nolu denkiem toplam ge¢is olassigt tek tek olasiliklarn toplami ofabilsin diye farkli
frekanslardaki tedirgemelerin birbirilerinden bagimsiz oldugunu varsayar. Farkli bilesenler uyemlu (faz

iligkili} ise, o zaman |cb(t)|2 olasiliklarm: degil o) genliklerini toplamaliyiz ve ¢apraz terimlerimiz de
olacaktir. Uygulamalar igin ker zaman uyumsuz olan tedirgemeleri inceleyecegiz.

9.2. Kesim: Isimanin Salinmast ve Sogurulmasiy, 353

£ (@) oldukca geﬂis,iken, kivrimh parantez icindeki terim w, degerinde keskin bir
tepe noktasina sahiptir (9.2 nolu sekil). Bu nedenle, p (@) yerine p (wy) yerlestirip
integralin disina alabiliriz:

Z
Iaul o )jf sin’ [(wo—co)r/Z]dw. (9.40)

Pporalt) = 2 F—:

x = (w, —w)2 degisken dﬁnusﬁmﬂ yapip, integral simirlarim x = +eo ’a uzatip (nasilsa
integralimiz uzatilan bolgelerde sifir) ve de asagidaki belirli integrali

% gin® x
f 2 dx =m. [9.41]
— 00
kuliandzglmlzda,
~ 7lpl
Pyra(t) = ——plwo)t [9.42]
eoht

sonucunu ¢lde ederiz. Bu kez gegis olasihgl ¢ ile orantihdir. Sistem wyumsuz frekans
dagiimma maruz birakildiginda, tek renkli tedirgemenin 6zelligi olan “girpmma”

olgusu “ortadan kaldrilir,” Gegis luzi ( R = dP/ dt ) simdi bir sabittir:
i 2
Rpsa = —5|n|"plan). [9.43]
cohi

Simdiye kadar tedirgeyen dalgamn y dogrultusunda geldigini (9.3 nolu sekil) ve z
dogrultusunda kutuplandiging varsaydik. Fakat biz her yonden gelen, miimkiin olan tiim
kutuplanma ybnlerine sahip ve de alanlanin enerjisinin (o (w)) bu farkll kipler arasinda
esit olarak paylasildig1 1s1maya gomillmils bir atomun durumu ile ilgileniyoruz.

Yapmamiz gereken sey, |2 verine [ # [Pnin ortalamasim almaktir. Burada

A = ql{vplr|yy,) [9.44]

olarak tanimlanir (9.33 nolu denklemin genellestirilmis hali) ve ortalama tim
kutuplanma ve ilerleme yonleri izerinden almmali.

Ortalama s6yle alinabilir: Kiiresel koordinatlar1 &yle segin ki ilerleme yonii (JAc),

x yoniinde, kutuplanma (;.:), z yoninde olsun. p vektori € ve ¢ kiresel agilarm

tanimlasin (9.15 nolu sekil).” (Aslinda, p burada sabitlenmistir ve %Lz ile uyumlu

" Gene! olarak o kompleks bir say1 olmasma ragmen, burada onu ree! sayt gibi ele alacagim.

la - AF = Re(m) & +ilm(p) - A7 = [Re(z) - 7% + [Im¢a) - A
oldugundan tim hesaplamalar: reel ve sanal kisimlar igin ayn ayn yapip, sonunda bunlan toplayabiliriz.
9.47 nolu denklemde mutlak deger isaretinin iki iglevi var: Hem vektor bayiklugine hem de kompleks
genlige anlam katar:
> 2

2P =it 4 e + g
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9,3 KENDILIGINDEN SALINMA

s

<y

SEKIL 9.5: lﬂ. p |2’nin ertalamasins alirken kollanldan eksen takam,

olacak sekilde tiim k ve fjx’ler, bagka bir deyigle tiim & ve ¢ler iizerinden ortalama
alryoruz. Gergekte degisen sey m vektiria degil, koordinat sistemidir.) O zaman;

p A= pcosh [9.43]
ve
1p-ﬁ|in = %fm\zcoszﬁsinﬁdﬁdqﬁ
T
ln? [ cosPoN\|" 1,
_ _ oo ON L 9.46
ot 3 . (27} 3|.P«] [.46]
olur.

Sonug: Her yonden gelen uyumsuz, kutuplanmamig 1simanmn altinda b durumundan a
durumuna uyarilmis salinma ile gegis igin gegis haz:

m
3egh?

Rysag =

Burada a iki durum arasindaki elektrik dipol momentinin matris eleman1 (9.44 nolu
denklem), o(w,) ise wo=(E, — E,)/ degerinde hesaplanan birim frekans basina diisen alan
enerji yoguntugudur.

" Gegis hizinin tedirgeme potansiyelinin matris elemaninin karesi ve tedirgemenin gegis frekansindaki
siddeti ile orantili oldugunu sdyleyen bu ifade, Fermi Altin Kurahmin zamandan bagimsiz tedrigeme teorisi
1¢in 6zel bir durumudur.

I721* plevp). | [9.47]

9.3.1 Einstein’in A ve B katsayilan

Icinde birgok atom bulunan bir kutu diigiiniin. Bunlarin N, tanesi alt durumda () ve
Ny tanesi de ust durumda (v} olsun. Kendiliginden salinma hizina da A divelim." Bu
durumda bu siireg ile birim zamanda (st durumdan ayrilan pargaciklarm sayisi NyA
olur.” 9.47 nolu denklemde gordiigimtiz gibi, uyarlmis salmma igin gegis hiz
elektromanyetik alanin enerji yogunlugu ile orantilidir: B,, p(w,); 0 zaman bu mekanizma
ile birim zamanda st durumdan ayrilan pargaciklann sayiss NpBpap (an) olur. Sogurma
iz da benzer sekilde p(wy) ile orantilidir. Ona da B,yp () diyelim. Bu nedentle birim
zamanda (st duruma &atilan pargacik sayist N Bo(w,) olur. Her sey soylendifine gore:

dN;,
—— = —=NpA — NpBpaplag) + Ny Bapo(wg). [9.48]

dt
Bu atomlarm iginde bulundugu alan ile 1511 dengede oldugunu varsayahm. O zaman
her bir diizeyde bulunan pargacik sayisi sabiz olur. Bu durumda dN,/dt = 0 ve bu da

A
wn) =
P = NN By = B 4
sonucuna yol agar. Ote yandan, temel istatistik mekaniginden'® biliyoruz ki
T sicakhgmda 1s1] dengede bulunan £ enerjili pargacik sayisi exp(—F/k;T) Boltzmann
¢arpani ile orantilidur:

Na e‘Eﬂ/kﬂT

e — Ao/ kg T
Ny = o BT ¢ [9.50]
ve boylece
(wo) 2 951
4y - :
Lo eﬁwn/kﬁTBub ~ Bpq E ]
olur.
Planck kara cisim 151mas1 ifadesi ise, bize 1511 igimanm enerji yogunlugunun
ok w?
PUO) = s T 19.52]

oldugunu soyler, Bu iki ifade karstlastiriinca,
Bt(b = By, [953]

"* Normalde gegis hizi igin R'yi kullanwrdin, Fakat der Alte’ye olan saygidan, bu baglamda herkes
Einstein gosterimi kullanir.

'* N, ve Nynin gok biyik oldugunu varsayalim. Bu durumda, bu buytklakleri zamanin strekli bir
fonksiyonu olarak ele alabilir ve istatistiksel dalgalanmalart goz ardi edebiliriz,

' Omegin, Charles Kittel and Herbert Kroemer, Thermal Physics, 2nd ed. {Freeman, New York, 1980),
3. Bolime bakimz.
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ve

A =208, [9.54]

sonucunu elde ederiz. 9.53 nolu denklem zaten bildigimiz bulguyu dogrular: Uyarilmus
salinma igin ge¢is hizi ile sogurma gegis hizi aymidir, Fakat bu 1917 yilinda sasirtict bir
sonug idi. Einstein Planck formiiliinii tekrar gikarabilmek igin uyarilmig salinmayi “icat”
etmek zorunda kalmigti. Bizim burada ilgilendigimiz sey 9.54 nolu denklemdir. Cunkt,
bu bize aradifirmz hiz olan kendiliginden salinma hizimi (4) zaten bildigimiz uyariimis
sahimma hiz1 (B, 2 (we)) cinsinden verir. 9.47 nolu denklemi kullanarak,

T 2
36()ﬁ21ﬂ| [9.55]

Bpg =

oldugunu buluruz ve bu da kendiliginden salinma hezin

3
wylpl?

m 9.56
3mephcd [9.36]

olacak sekilde verir,

Problem 9.8. Asag: durumlara gecislerin mekanizmas: olarak, kendiliginden salinma,
kaynag kara ¢isim 1gimasi olan 1sit olarak uyanlmis salinma ile rekabet halindedir. Oda
stcakhginda (7' = 300 K) § x 10" Hz'in ¢ok altindaki frekanslar igin 1s1l uyarimlar
baskin iken, 5 x 10" Hz’in ¢ok Ostindeki frekanstarda kendiliginden salinmalarin
baskin oldugunu gésterin. Goriniir 151k igin hangi mekanizma baskindur?
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9.2.1 Uyarilmis Bir Durumun Omrii

9.56 nolu denklem bizim igin temel bir sonugtur. Kendiliginden salmma igin gegiy
hizimt verir. §imdi elimizde bir sekilde uyarilmg duruma pompalanmis ¢ok sayida
atomumuz olsun, Kendilifinden salinma sonucunda, bu say: zaman gegtikge azalacaktur.
Yani df zaman aralig1 iginde Adr kadarlik bir kesrini kaybedecegiz:

dN, = —AN, dt, (9.57]

Burada kaybettigimiz atomlarin yerini dolduracak bir mekanizmamn olmadigm
varsayiyoruz.'” Yukaridaki ifadeden N,(r)'i ¢dzersek,

Ny (1) = Np(0)ye ™ [9.58]
olur. Uyanlmis durumdaki atom sayisi
1
=g [9.59]

ofarak verilen zaman sabiti ile tstel olarak azalmaktadir. Tya uyarims durumun dmri
denir. Teknik olarak ¥.(#)’nin baglangt¢ degerinin 1/e ~ 0.368 *sine ulagmas: igin gecen
zamandir,

Bagimdan bert sistemimizde sadece iki durumun oldugunu varsaydim. Bunpu sadece
ifadelerde notasyon basitligi saglamak igin vaptim. Zaten 9.56 nolu denklem ile verilen
kendiliginden salinma ifadesi, sistem igin diger girilebilen durumlarm sayis1 ne olursa olsun
¥y — ¥ a gecis hizint verir (9.15 nolu probleme bakin). Genel olarzk uyanlmis bir atom
icin ¢ok degisik bozunma kipleri vardir. Yani i, ¢ok fazla sayida diisiik enerji durumlarma
(Va, Va, ¥a,....) bozunabilir. Boyle bir durumda gegis huzlar foplanir ve net dmiir

1

T =
A+ A2+ Az 4 -

[9.69]

seklini alr,

Problem 9.9 Elektromanyetik alamin taban durum enerji yopuniugu py(0)'y1 bilmek,
kendiliginden salinma hizimi (9.56 nolu denklem) Einstein'nin 4 ve B katsayilarim
kullanmadan elde etmenizi saglar. Ctnkd, bu durumda problem uyarimis salmma
problemine (9.47 nolu denklem) indirgenmis olur. Bunu hakkmi vererek yapmak
kuantum elektrodinamigini gerektirir. Ote yandan, taban durumunun her bir kipte (mod)
bir fotondan olustuguna inanmaya hazirsamz, tiretme gok basitlesir:

(a) 5.111 nolu denklemde ¥, verine d, koyup, (N, = &) g {w)1 bulun. (Muhtemelen
yilksek frekanslarda bu ifade caligmayacakur. Aksi halde, “bosluk enerjisi” somsuz
olurdu ve bu da bagka bir giiniin hikayesi olur),

(b} Sonucunuzy .47 notu denklem ile birlikte kullanarak, kendiliginden salimma hizint
bulun. Elde ettiginizi 9.56 nolu denklem ife karsilagtirin.

Ornek 9.1 Sadece x dogrultusunda salimm yapabilen ve bir yaym ucuna tutturulan g

yikiimiiz olsun. Baslangigta |n) durumunda olan (2.61 nolu denklem) sistemimiz 34

kendiliginden salmma ile |#") durumuna bozunsun. 9.44 nol: denklemden
p=gqinixln’yi

olur. 3.33 nolu problemde x’in matris elemanlarni hesaplamistiniz:

h
(nixln’y = | = (V0 Syt + Vi B t).

Y Bu durum daha 6nceki bokimde ele aldigmiz 11l denge durumu ile kanstinlmamali. Burada
atemlarn denge durumlarmdan ¢ekarifip tekrar denge durumlarina dokildokleri bir stireg iginde olduklarmi
Varsaylyoruz.
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Burada @ salimicimin dogal frekansidir. (Uyarict igimanin frekansint gostermek igin artik
bu harfe ihtiyacum yok). Salmma sirecini inceledigimiz igin n’n’den diisik degerde
olmali. Bu nedenle

nh .
R=q ﬂ“ﬂ")‘an’.n—! ‘ [9.61]

alabiliviz. Gegisler “merdiven” lizerinde sadece bir diisitk basamaga oiabilir ve bu
siiregte yaywnlanan fotonun frekans: ise;

_En—Ey  (n+1/Dho— (0 + 1/ Dho
T R - h

Sistern klasik salinic: frekansinda 15tma yapar, Gegis hizi (9.56 nolu denklem)

=n-no=w  [9.62]

ngla?
= Sreom? 0.63]
ve n-inci duragan durumun dmri
6 egme?
Tn = W [9.64]

olarak verilir. Bu arada 1simanin her bir fotonu Aw enerjisini tasir. Boylece 1simanin
giteii Aho olur:

2,2
glw
P=— _(nh
67 epmc? (nhe)

ya da #-inci durumda bulunan salinicinin enerjisi £ = fr + 1/ 2) ho oldugundan, giig
qrw? 1
=——=u | E—=h 9.6
6 egme? ( 2 a)) (5.65]

halini alrr. By, baslangictaki enerjisi £ otan bir kuantum salinicsmn 1s1masimin ortalama giiciidiir,
Kiyaslama yapabilmek i¢in aym enerjiye sahip klasik sahmcimn Isnmasinn ortalama
guctinii belirleyelim. Klasik elektrodinamige gore, ivmelenen bir g yukiinin gimasinm
giicll Larmor formiili'® ile belirlenir:

P 9.66
T bmweged [9.66]
x; genlikli bir harmonik salinicr igin, x(f) = x, cos(ws) ve ivme a = — X0t cos(wt) dir.
Tam bir devir tizerinden ortalama alindiginda
_ q2x§w4
T 2repc’

¥ Griffiths (10. Dipnot), 11.2.1. Kesime bakmiz.
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elde edilir. Ote yandan, salmicmin enerjisi £ = (1/2) mo’* x; oldugundan, X2 =2EIme*
olur ve bundan dolay1

P q2m2

= 7 9.67
67 egmc3 15.67]

seklinde elde edilir. Bu ise £ enerjili Alasik harmonik salmicinin gimasimn ortalama
gictidtr. Klasik limitte (h —» 0) klasik ve kuantum formulleri uyumludur,' Fakat, 9.65

nolu denklem ile verilen kuantum formiili taban durumunu korur. Yani £ = (1/2) ko ise,
salinict 151ma yapmaz,

Problem 9.10¢ Uyanlmis bir durumun yan dmrii (4,) gok bliyik bir dmekteki
atomlanin yarismin bir gegis yapmast igin gegen zamandir, 7,5 ile durumun &mri
7 arasmdaki iligkiyi bulun,

***Problem 9.11 Hidrojen atomunun »# = 2 durumlarinin (dért) her birinin dmriing
(saniye olarak) hesaplaym. Yardim: (V¥ 1oolx|¥ 2000, {¥ 100 /¥ 211) vb seklindeki matris
elemanlarini hesaplamahisiniz. Unutmayin, x = r sinf cos ¢ y = r sind sing ve
z = r c0s0. Bu integrailerin gogu sifirdir. Bu nedenle hesaplamaya baslamadan dnce
integrallere sdyle bir gbz atin. Yant: a0 disinda hepsi igin 1.60 x 107 saniye ve ¥
i¢in sonsuz.

9.3.3 Secim Kurallan ‘

Kendiliginden salinma hizlarmin hesabr (yr4/r|vr,) seklinde matris elemanlar1 hesabina
indirgenmistir:

{(Yplr|ya).

9.11 nolu problem lizerine ¢ahstigimzda fark etmis olacaginiz gibi (¢alismadivsaniz,
hemen simdi 9.11 nolu probleme déniln ve ¢ozmeye galigin), bu bityitkliklerin ¢ogu
sifir olur ve igin baginda bunun ne zaman sifir olacagim kestirebilirsek, bu gereksiz
integralleri hesaplamak icin vakit kaybetmemis oluruz. Hamiltonyenleri kiiresel
simetriye sahip, hidrojen atomuna benzer sistemlerle ilgilendigimizi varsayalim. Boyle
bir durumda, bilinen kuantum sayilan n, [, ve m ile kuvantum durumlarnm
belirleyebiliriz. Biylece matris elemanlan

in'l'm’|r|nim)

sekhini alir. Agisal momentumn operatorlerinin hermitsel olmalan gergeginin ve agsal

" Astinda, Py taban durumunun izerindeki enerjiler cinsinden ifade edersel, bu iki formtil ozdes olur.
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momentum sira deistirme bagntilarmin akilica kullanimi bu btiytklitk tizerine gok
kuvvetli bag kosullarinin olusmasina yol agar.

m ve m' i¢in secim Kurallar: Once 4. Boliimde tizerinde ¢alishgmyz L/ ninx, y ve
z ile komiitatorlerine bakalim (4,122 nolu denkleme bakin);

[L;, x1=iky, (L, ¥l=-ihx, (L, z]=0 [9.68]
Ugiincii bagintidan
0 = (WUm'[L,, 2linm) = (n'I'm' (L2 — zL,)|nim)
= {(n'l'm/|[(m'B)z — z(mb)inlm).= (m' — m¢ ('’ |z|nlm)
bulunur.
Sonug:

Ya m'=m yada (n'l'm'izlnim) =0, [9.69]

Yani; m' = m olmadif siirece, z'nin matris élemanlart her zaman sifir olur.
Bu arada L, 'nin x ile olan kom{tatériinden

(n'V'm'|[Ly, x]lnim) = (n'T'm’|(L.x ~ xL.)|nlm)
= (m' —mh{n'U'm’|xinlm) = ih(n'U'm'|y|nim)
- elde ederiz.
Sonug:
' (m' —myn'Vm x|ndmy = i (n'Em' |y \ndm). (9.70]

Yani; y'nin matris elemanlarini higbir zaman hesaplamak zorunda degilsiniz. Bunlari
her zaman x’in ilgili matris elemanlarindan elde edebilirsiniz.

En son olarak, £, nin y ile komitatéril
(n'l'm'|[Ly, ylintm) = (W'I'm'|(L.y — yL)inlm)
= (m' —mh(n'I'm’|y|nlm) = —ik(n'Um’|x\nim).

SOTNUCU Verir.

Sonug:
(m" —~ mY(W'Um'y|nlm) = ——i(n’l’m’lx|nlm). [9.71]
5.70 ve 9.71 nolu denklemleri bir araya getirdigimizde
(m' —m)? (WU |x|nimy = i (m' — m) 0V’ |y|ndm) = (n'U'm’ix|nim)
olur ve biyylece

on' —m* =1 yada (n'Um/|xinlm) = (n'I'm|ylnbm) = 0, [9.72]
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9.69 ve 9.72 nolu denklemleri kullanarak, m icin segim kuralmi

Am=+1 yada 0 olmadik¢a, gegisler yasak [9.73]

seklinde elde ederiz. Bu kolay anlagilabilecek bir sonugtur. Fotonun spini 1'dir ve

bundan dolay: m degerleri 1; 0 ya da -1 olur.®® Agisal momentumun z bileseninin
korunumu fotonun kazandigm1 atomun birakmasi zorunjulugunu getirir.

[ ve I icin secim kurallar: 9.12 nolu problemde asagidaki sra degistirm
bagmtisinit ¢ikarmaniz istenir: . :

[Lz, (L2, r]] =20 (L% + L), 9.74]

Daha 6nce yaptigimiz gibi, segim kuralim gikarabilmek icin bu komiitatdrii (n’l ’m’| ve
|nim) arasida sandvig yapaniz:
(W'Um'I[L* (L2, eY]indm) = 2R3 (0T m’ | (L2 + L20)|ndm)
=28%1( + D+ I 4 DI U Ielnimy = (0 U (WLAL2, 1] — (L2, ¥ L) [nlm)
=RUE + 1)~ 10+ D' Vm!|[L2, ©]inlm)
=R+ 1) =10 + DI Um!|(L2x — £L3Y|nlm)

="+ 1) — 10+ DP WU irinim). [9.75]
Sonug:
Ya 20+ D+ + D] =0 + 1) — 10 + 1))
yada {(n'U'm'itinlm) =0. [9.76]
Fakat
FE+D -+ D]l="+1+D0 =D
Ve

WA+ I+ D= +1+ D2+~ D2 -1
oldugundan, 9.76 nolu denklem ile verilen ilk kogul
W +1+ D =10 - D~ 1] =0 [9.77]
seklinde yazilabilir. ['=/ = 0 olmadik¢a ilk ¢arpan sifir olamaz. (I'= [ = 0 gedigi

* Kutup eksenini iterleme yéniinde aldigimizda, foton m = 0 degerini almaz, Aynca sadece lincer
bagimsiz foton dursmlanmn says: ile ilgileniyorsamz, vanut 3 degil 2 olur. Ote yandan, bu durumda foton z
dogrultusunda olmak zorunda degildir ve bu g defer s nin olasi degerleri olur.
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SEKIL 9.6: Hidrojen atomunun ilk dirt Behr diizeyleri igin izin verilen geciler.

9.13 nolu problemde kapatitmigtir). O zaman, kogul /"=/% 1 basit seklini alr.
Boylece, / igin segim kuralini da elde etmis olduk:

Al =+1 olmadikea, gegisler yasak [9.78]

Bu, tiiretmesi zor olsa bile yorumianmas: kolay bir sonugtur: Fotonun spini 1 olduguna
gbre, agisal momentum toplama kurabl /' =741, =/ yada !'=/—1 deerlerine izin
verir {ag1sal momentum korunumuna uygun olmasima ragmen, elektrik dipol 151masi i¢in
I'=1 gegigi olusmaz).
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Problem 9.13. 9.78 nolu denklemde var olan “gedigi® /"=/=0 oldugu durumda
(n'l'm’|r| m’m) =0 oldugunu gostererek kapatmn.

**Problem 9.14 Hidrojen atomunun » = 3, / = 0, m = 0 durumunda bulunan bir elektron
ardisik gegislerle (elektrik dipol) taban durumuna bozunsun.

(a) Bu elektron i¢in mimkiin olan bozunma kanallar1 hangileridir? Bunlan asafida
gbsterildigi gibi belirtin. '

1300y — |nim) — |n'I'm'y — - — {100).

(b) Bu kuantum durumunda bulunan bir gige dolusu atomunuz olsayds, her bir kanal icin
bunlarm kagta kagi bozunurlardi?

(¢) Bu durumun dmrii ne kadardir? Yardim: Bir kez ilk gegisi vapti mu, elektron artik
|300) durumunda olamaz. Demek ki, Smrii hesaplamada 6nemli olan sey her bir
siradaki ilk adimdr. Birden fazla bozunma kanali milmkiin oldugunda gecis hizlan
toplanr.

9. BOLUM iCIN EK PROBLEMLER

Dugtik enerji diizeylerine olan tlim gegislerin kendiliginden salinma stireci ile
gergeklesmedigi agik. Bazilan segim kurallar: ile yasaklanmigtir, Hidrojen atomunun ilk
dort Bohr enerji diizeyi i¢in izin verilen gegisler sematik olarak 9.6 nolu sekilde
ghsterilmigtir. 25 (1390) durumunun “gikmazda” olduguna dikkat edin: Bozunamiyor
glinkii / = I olan daha disiik enerji diizeyi yok. Bu, yar1 kararh bir durumdur ve omrit
tmegin 2P durumlarindan (W21, Y20 Ve ¥a-i) ¢ok daha uzun olur. Yan kararl
durumlar eninde sonunda ya ¢arpigmalarla ya da yanhs da olsa yasak (921 nolu
problem) gecisler olarak adlandirilan siireglerle ya da ¢oklu foton salinmalan ile
bozunurlar.

“Problem 9.12 9.74 nolu denklem ile verilen sira degigtirme bagintisimi kamtlayin.
Yardum: Once

[L2, 2] = 2iR(xLy — yL, — iRz)
oldugunu gosterin. Bunu ve de r. L = r. (r x p) = 0 oldugunu kullanarak,
| [L2, (L%, 2]} = 2h%(eL? + L)
sonucuna varin. z'den r'ye genellestirme siradandir.

**Problem 9.15 9.1 ve 9.2 nolu denklemlerin genellestirilmesinden baslayarak, cok
ditzeyli bir sistem igin zamana bagl tedirgeme teorisi gelistirin:

Hyiry = E, i, (Wﬁ“l’f.'n) = dum. [9-79]

r=0aninda, H' (t) tedirgemesini baglatahm. Bu durumda Hamiltonyen

H=Hy+H'(t) [9.80]
olur.
{a) 9.6 nolu denklemi
V() =3 cn(ype™ Enth [9.81}
verecek sekilde genellestirin ve
. i (B
bn == Z o H,y e En—Ealt/R [9.82]
oldugunu gosterin. Burada
H,, = (ymiH V) [9.83]

olarak verilir.

- (b) Sistem baglangicta v/, durumunda ise, birinci dereceden tedirgeme teorisi kapsaminda

;T
en() =1~ ;_) f Hjy () dr’ [9.84]
0



364 9. Boliim Zamana Bagh Tedirgeme Teorisi

Ve
cm(t)———mf H (e En=Enr/R gt n £ N [9.85]

oldugunu gisterin,

(¢) H’’niin ¢ = 0 aninda actlip daha sonraki bir r anmda kapatildigi zaman aralipy harig
sabit oldugunu varsaym. & durumundan M durumuna (M = N) gegis olasihgini £ nin
fonksiyonu olarak bulun. Yanu:

5 sin?[(Ey — Ep)t/2h)
{(Ey — EM)2
(d) Simdi A’ zamanm siniizoidal bir fonksiyonu olsun: H'=V cos{wt). Genel

41 H iy [9.86]

varsayimlart yaparak, gecislerin sadece enerjiteri Ey; = Ey + Ao olan durumlara
olabileceini ve gegis olasilifmin

|251n2[(EN — Eyr Tt Ryt /2h)

(Ey — Ey T ho)? 5.87]

Pyp = |Vun

oldugunu gosterin.

(e) Cok fazla enerji diizeyi olan bir sistemin uyumsuz elektromanyetik 1simaya
gomiilditgiini varsaymn. 9.2.3. Kesimi kilavuz olarak kullanarak, ayartlmis sahnma
i¢in gegis hizmnin iki diizeyli sistem igin elde edilen ifade (9.47 nolu denklem) ile
ayn oldugunu gosterin.
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*Problem 9.18 m kitleli bir pargacik baslangigta bir boyutlu sonsuz kare kuyu
potansiyelinin taban durumundadir. ¢ = 0 aninda Kuyu igerisine potansiyele

Vo, 0<x<a/2,

Vix) =40, aj/2 <x <a,
20, diger durumlar.

seklini verecek bir “tugla” atihir. Burada V, << E,'dir. T zaman sonra tugla kuyudan
¢ikarilir ve pargacign enerjisi dlgtilir. Birinci dereceden tedlrgeme teorisint kullanarak,
Slgumiin £; verme olasihifin bulun.

Problem 9.19 Uyarilmig salmma, sogurma (uyarilmsg) ve kendilifinden salinma ile
karsilastik. Nasil olur da kendiliginden sogurma diye bir siireg yok?

Problem 9.16 9.15 nolu problemin (c¢) ve (d) siklarinda verilen drmekler igin ¢, (f)’yi
birinci dereceye kadar hesaplayn,

S e =1 [9.88]

normlama kosulunun saglanyp saflanmadifina bakin ve uyumsuzluk var ise nedenlerini
agiklaym. Baslangigtaki v, durumunda kalma olasiligim hesaplamak istediginizi varsaym. Bu

durumda [ey(9) ifadesini mi yoksa 1", [e, ()| ifadesini mi hesaplarsaniz daha iyi olur?

Problem 9.17: Bir parcacik ¢ = ( anmnda sonsuz kare kuyu potansiyelinin N-inci durumunda

olsun. $imdi, kuyunun “tabani” kuyu igindeki potansiyeli ditzgiin fakat zamana baglt olarak

degigtirecek sekilde gecici olarak yitkselsin (6rnegin kuyunun igine su siziyor ve sonra da

bosaliyor olabilir). V,(r) potansiyeli ¥,(0) = ¥, (3= 0 kosullarma uysun.

(a) 9.82 nolu denklemi kullanarak, kesin c,(r) ifadesini elde edin. Aynca, dalga
fonksiyonunun faz: degistirdigini fakat higbir gegisin olmadiini gosterin, ¢(7) faz
degisimini ¥, () nin fonksiyonu olarak butun,

(b} Ayn1 problemi birinci dereceden tedirgeme teorisi iginde inceleyin ve sonug:larlel
kiyaslayin,
Agiklama: Her ne zaman tedrigeme potansiyeline sadece bir sabit (x’de sabit, 7’de
degil) eklense de, aym sonug elde edilir. Bunun sonsuz kare kuyu potansiyeli ite hicbir
iligkisi yoktur. 1.8 nolu problemle kiyaslayin.

*#*%Problem 9.20 Manyetik rezonans: BOJE statik manyetik alam iginde durgun olan y
jiromanyetik oranh ve 1/2 spinli bir pargacik «y = yB, Larmor frekanss ile presesyon
yapar (4.3 nolu 6rnek). Toplam alam

B = Byrcos(wt)§ — Bysin{wr) j + Bk [9.89]
kilacak sekilde kiigilk bir enine By[cos(w?) i—sin(w) /] radyo frekansim (rf) agalim.

(a) Bu sistem i¢in 2 x 2'lk satwr ve sittuniu Hamiltonyen matrisini (4.158 nolu denklem)
olugturun.

. a(t)) .
(b} # anmdaki spin durumu y (¢} = B ise,

4= ‘5 (Qefwfb + wga) L b= f?: (ge“"w’fa ~ wob) [9.90]

oldugunu gosterin. Burada Q =y By, rf alanmin siddeti ile ilgili bir bilyiikliiktiir,

{¢) a(t) ve b(¥) igin genel ¢dziimiln a, ve by baslangig degerleri cinsinden
a() = {ag cos{w't/2) + ;)’-7 [ag(wp — w) + bpS2] sir;(w’z/z)} gw/?
bit) = ibg cos{ew't/2) + ﬁ [bo (e — wy) + apf2] sin(w’r/z)} grwt/2

oldugunu gosterin. Buradaki o' agafidaki gibi tanimlanmastir:

o = (w— wp)? Q2. [9.91]
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(d) Parcacigin baglangicta spin durumu yukari (ao = 1, & = 0) ise, asag1 spin durumuna
gegis olasiligint zamanin fonksiyonu elarak bulun.

Yamt: P(f) = {Q* N[(0 - 0,)" + Q) sin*(@'t/2)
(e)
QZ
(w — wp)? + Q2

rezonans eJrisini stirticli frekanst @’min fonksiyonu olarak ¢izin (v, ve 2 sabit).

Maksimumun o = m, degerinde olustuguna dikkat edin. Ao “yari maksimumda tiim
genislik” degerini bulun. -

Plw) = [5.92]

(D w, = yB, oldugundan, deneysel olarak 6l¢iilmily rezonansi kullanip, pargacigm
manyetik dipol momentini hesaplayabiliriz. Durgun alan1 10.000 gauss ve genligi
0.01 gauss rf alantin kullanildig1 bir nitkleer manyetik rezonans (nmr) deneyinde
protonun  g-garpani  Slglilecektir, Resonans frekansi ne olacaktir? (protonun
manyetik momenti igin 6.5. Kesime bakin). Rezonans egrisinin genisligini bulun.
Tum yanitlarimizi Hz cinsinden veriniz.
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(b) Bir boyutlu sahinici igin yasak gegislerin n diizeyinden n -2 dilzeyine oldugunu ve
gegis hizinun n ve k tizerinden uygun bir gekilde ortalama alindiginda

hg?w’nin — 1)
- T [9.96]

15megmc’

olarak verildigini gdsterin (Dikkat: Burada @ salimcimin degil fofon’un
frekansidir). “Yasak” gegis hizinin *izin verilen” gecis mzina orgmimi bulun ve
terminoloji lizerine yorumunuzu yapin,

{¢) Hidrojen atomunda 25 — 1§ gecisinin “yasak” bir gegis ile bile miimkiin olmadigins
gosterin. (Aslinda bu tiim yiksek ¢ok kutuplar i¢in de dogrudur: Bzalskm bozunma
iki foton salmmasidir ve 6mril yaklagik olarak saniyenin onda biridir.*)

***Problem 9.21 9.31 nolu denklemde 1181 dalga boyuna kiyasla atom cok kiigtk
oldufundan, alamin uzay koordinatlanindaki degisimin gdz ard: edilebilecegini
varsaydim. Gergek elektrik alan

E(, 1) =Epcos(k-r — wr) [9.93]

ile verilir. Atom orfjine yerlestirilir ise, ilgilenilen hacim igin k- r <« 1 (k| = 2w /h, ve
boylece k-r ~ r/i « 1) olur ve bundan dolayi bu terimi yok saymay: gize
alabiliriz. Sadece birinci dereceden ditzeltmeyi gz énilne alalim:

E(r, 1) = Ep[cos(ewr) + (k - r) sin{wt)]. [9.94]

ilk terim, bu konuda ele aldigimiz izin verilen (elektrik dipol) gegisleri, ikinci terim ise
yasak olarak adlandinlan (manyetik dipol ve elektrik kuadrapol) gegislerini verir.
(kr'nin daha yliksek dereceden kuvvetleri daha yiksek g¢ok kutuplu {multipole)
momentlerle ilgili daha da "yasak™ gegiglere gotiiriir),”!

(a) Yasak gegisler igin kendiliginden sahnma hizini elde edin (kesin hesap igin gerekli
olmasmna ragmen, kutuplanma ve ilerleme yonleri tizerinden ortalama almakla
ugrasmayin). Yanut:

2,5 N )
Ry = —2— - g .
b—a MOMSI(H!(" r)(k - 1)|b}| [9.95]

*' Sistematik bir inceleme igin, David Park, Introduction to the Cuantum Theory, 3rd ed. (Mc Graw
Hill, New York, 1992), {1. Bsltime bakinz.

**%Problem 9,22 Hidrojen atomunda », / durumundan »',/' durumuna gegis igin
kendiliginden salinma hizinin (9.56 nolu denklem)

o0
IE[ PRy (r) Ry (r) dr [9.98]
0
olmak tzere,
I+1
MU S
2,312 ;
_‘:"‘J_[%, A [9.97]
Ineghc l P11,
20—1

seklinde oldugunu gosterin. (Atom baglangicta belli bir m deferine sahiptir ve segim
kuralma uyan herhangi bir m’ degerine sahip bir duruma gider: m' =m + I, m ya da
m - 1. Yanitin m’den bagimsiz olduguna dikkat edin). Yardum: Once [ =1+ I durumu
i¢in |alm) ve }n'l 'm’) arasinda sifir olmayan x, y, z matris elemanlarin hesaplayn.

Bunlari kullinarak
(0 T+ 1, m A+ Leadmy P+ 1 L+ 1, mlrpim) 2 4 10 0+ 1,m — 1elnim)?
biiytikliigiinti belirleyin. Sonra ayni islemleri /' =/ 1 igin tekrarlayin.

2 Masataka Mizushima, Quanium Mechanics of Atomic Spectra and Atomic Structure, Benjamin, New
York (1970), 5.6, Kesime bakiniz.
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10.1.1 Adyabatik Siiregler

Sirtiinmenin ya da hava direncinin olmadig1 durumda diisey diizlemde ileri geri salinan
ideal bir sarkac: dilstiniin. Destek noktasi tutup silkelercesine sarsarsanmz, sarkag topu
kaotik bir sekilde salmur. Onun yerine destek noktasmu 10.1 nolu sekilde gosterildigi
gibi ok yumugak ve kararli bir sekilde hareket ettirirseniz, sarkag ayn1 diizlemde (ya da
paralel dizlemde) ve aym genlikle piiriizsiiz bir sckilde salmmmna devam eder. Dig
kosullarin bu yavasca degisimi adyabatik bir siireci tamimlar. Yalmz burada iki
karakteristik zaman olduguna dikkat edin: 7;, sistemin kendi hareketini temsil eden “ig”
zaman (bizim durumumuzda sarka¢ salniminin periyodu) ve 7, sistemin
parametrelerinin fark edilir bir sekilde degistii “dig” zaman (Srnegin, sarkag titresim
yapan bir platform iizerine sabitlenmis olsaydi, 7y platform hareketinin periyodu
olurdu). Adyabatik bir stireg igin 7, 3> 7, olur.!

Adyabatik bir stirecin analizindeki en temel strateji, problemi dnce dis
parametrelerin sabit alindigi hali ile ¢ozmek ve hesapiamalarm somunda by
parametrelerin - zamanla yavasga degigimine izin vermektir. Ornegin, sabit
L uzambugundaki bir sarkacin klasik perivodu; Znﬁ/—g ; ofer boy vavasca degisivorsa,

0 zaman periyot tahminen 2n.//(#)/g olurdu. Daha zor bir &mek ise, 7.3. Kesimde

Klasik adyabatik sﬂrcg]e Nzeri ilgi G ‘C‘ ¥ sler icin Frank S. C awford m 7
T ine ilgi gek: rits]
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SEKIL: 10.1: Adyabatik hareket: efer kutu ¢ok yavas bir yekilde tayinirsa, igindeki sarkag
ayn genellikle ve salindi@ diizleme paralel olan bir diizlemde sahmmasina devam edecektir,

tartistigimiz hidrojen molekiil iyonudur. Once elektronun hareketini, gekirdeklerin
birbirlerinden sabit bir R uzakhpgmda durgun olduklan varsayim altinda ¢dzmiistiik.
Sistemin taban durum enerjisini R nin fonksiyonu olarak bulduktan sonra, ¢ekirdeklerin
denge uzakligim belitledik ve grafigin egriliginden de g¢ekirdeklerin fitregim
frekanstarim elde ettik (7.10 nolu problem), Molekill fiziginde, bu teknik Born
Oppenheimer yaklasimi olarak adlandmbr; Durgun haldeki g¢ekirdeklerle baglayarak,
elektronik dalga fonksiyonlarmi hesapla ve bunlar kullanarak gekirdeklerin konumlar
ve hareketleri hakkinda bilgi edin.

Kuantum mekaniginde, adyabatik yaklasimin esas igerifi bir tecorem seklinde
sunulabilir. Hamiltonyenin H* baslangig halinden, H° son haline yavasga degistigini
varsayalim. Adyabatik teorem soyle der: Eger parcacik baslangigta H'’nin n. oz
durumunda ise, 0 zaman Schridinger denklemi altmda A’ "nin #. $zdurumuna tagmacaktr,
Burada durumlarin siralanmasinda muglaklk olmasin diye H®'den FH’’ye olan gegiste,
spektrumun ayrik ve kath olmadig varsayildy, 6zfonksiyonlar: “izleyecek’ uygun bir siireg
tammlandig takdirde, bu kosullar biraz gevsetilebilir ancak burada buna deginmeyecegim.

Omek olarak, sonsuz kare kuyu potansiyelinin taban durumunda bulunan bir
pargacigi ele alalim (10.2(a) nolu sekil):

P = \E sin (* x). [10.1]

Simdi sag taraftaki duvan yavasca 2o konumuna getirirsek, adyabatik teorem bize
parcacifin sonunda genigletitmis kuyunun taban durumunda (belki bir faz ¢arpam kadar
farkla) bulunacagin sdyler. (10.2 (b) nolu sekil):

w0 = \/g sin (;—ax) , [10.2]
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SEKIL: 10.2: (a) Baslangicta, pargacik sonsuz kare kuyu potansiyelin taban durumunda
olsun, (b) Duvar yavasca hareket ederse, pargacik taban durumunda kalacaktar. (c) Duvar
fuzli bir gekilde hareket ederse, pargacik baslangic durumunda anlik olarak kalacaktir.

Tedirgeme teorisinin aksine, burada Hamiltonyen'de kugik bir degisiklikten
bahsetmiyoruz. Bu biyiik bir degisikliktir. Sart konulan tek sey, bu degisimin yavasca
olmasidir. Burada enerji korunmaz: Duvart her kim hareket ettiriyor ise, yavagca
genlegen silindirik gazin tizerindeki piston gibi, sistemden enerji gekmektedir. Bunun
tersi yani duvar ani bir sekilde telenirse, son durum hala yeni Hamiltonyen’in (2.38
nolu problem) ézdurumlarinin karmagik lineer bir kombinasyonu olan wi’(x) olur
{10.2(c) nolu sekil). Engel ani olarak kaldmildiginda, bir gazin serbestge genlesmesinde
oldugu gibi, enerji (en azindan beklenen degeri) korunur ve yapilan bir is yoktur.

“**Problem 10.1 Sag duvart sabit bir v hiztyla dtelenen sonsuz kare kuyn problemi
kesin olarak ¢bziilebilen bir problemdir.” Coztimlerin tam takimy:

2 .
Du(x, 1) = ,/;5 sin (%x) ¢! (mux?=2Eqan) /2w [10.3]

Burada, w(r) = a + v ¢ kuyunun anhik genisligidir ve E’ =n*2*h*/2ma’ ise a genis-
ligindek orijinal kuyunun r-inci izin verilen enerji degeridir. Genel ¢oziim @’lerin
lineer kombinasyonudur;

o0
W, 1) =3 ca®alx, 1) [10.4]

n=1
Buradaki c, katsayilar £ den bagimsizdur.

(a) 10.3 nolu denklemin zamana bagimli Schrodinger denklemini uygun simir kosullariyla
saglayip saglamadigini kontrol edin.

2§, W. Doescher and M. H. Rice, Am. J. Phys. 37, 1246 (1969).
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(b) Parcacigm 7 = 0 aninda, ilk kuyunun taban durumunda oldugunu varsayin:

2
Wix, 0y =/ = sin (Zx).
a a
Seri agilimindaki katsayilarin

. JT ¥
e = ;f emied sin(nz) sin(z) dz [10.5]
0

seklinde yazilabilecegini gosterin. Burada o = mua / 277k olup, duvarin dtelenme
hizinm boyutsuz bir olgiisiidiir. Ama ne yazik ki, bu integral temel fonksiyonlar
cinsinden hesaplanamaz.

{c) Simdi, kuyunun genisligini orijinal genigliginin iki misti artralim ki “dig” zaman
w(7T,)=2a ifadesi ile verilebilsin. “I¢” zaman, taban durumunda (bastangig) zamana
bagli tistel carpamin periyodudur. T; ve T71 belirleyin ve adyabatik rejimin, integral
bolgesinde exp (—iaz?) = 1 kilan @ <« 1’e karsihk geldigini gosterin. Bunu
kullanarak, ¢, agilim katsayilarim belirleyin. W (x, +)’yi olugturun ve bunun adyabatik
tecremle uyustugunu gosterin.

(d) ¥ (x, 1) igindeki faz carpamnin
1
6ty = ——f E(thydt [10.6]
hJo

seklinde yazilabilecegini gosterin. Burada £,(f) = n* 7 & / 2mw?, t amindaki anlik
Ozdegerdir. Bu sonucu agiklayin.

10.1.2 Adyabatik Teoremin Kamt

Adyabatik teoremin ifadesi kolay ve mantikli goriiniiyor olmasina ragmen, kanitlanmas:
kolay degildir.’ Hamiltonyen zamandan bagimsiz ise v, n-inci 8zdurumdan® baglayan
bir pargacik igin

Hfry = Entfn.. (10.7]

" Teorem genelde eski kuantum teorilerindeki adyabatik siregleri inceleyen Ehrenfest’e atfedilic.
Modem kvantum mekaniginde, ilk kanit Bomn ve Fock tarafindan yaptlmishr; {Zedt. f Physik 51, 165 (1928)).
Diger kamtlar igin, Messiah, Quarntum Mechanics, Wiley, New York (1962), Vol. 11, Chapter XVII, Section
12: J-T Hwang and Philip Pechukas, /. Chem. Phys. 67, 4640, (1977) ve Gasiorowicz, Quantum Physics,
Wiley, New York (1974}, Chapter 22, Problem 6’ya baluniz. Burada verilen kanit B, H. Bransden and C.J,
loachain, Introduction to Quantum Mechanics, 2nd edition, Addison-Wesley, Boston, MA (2000), 9.4.
Kesimde verilen kamu takip eder.

* Burada konuma ya da spine baglilig hasir alt edecegim, Konumuz sadece zamana baglihkur.
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olur ve parcacik sadece bir faz ¢arpam alarak r-inci 6zdurumda kalir:

W (f) = annmﬂ:/h- [10.8]

Eger Hamiltonyen zamanla degigir ise, o zaman Ozfonksiyonlar ve dzdegerler de
zamana bagh olurlar:

H() (1) = Ep () (1) [10.9]
ve bununla beraber hala ortonormal bir takim olustururlar (herhangi bir anda)
(P (O (1)) = Sum [10.10]
ve de ¢coziimler {amdir. Bu nedenle zamana baglh Schridinger denkleminin
8
ihaql(r) = H{HV () [10.11}
genel ¢dziimii bu dzfonksiyonlarm lineer kombinasyonu olarak yazilabilirler:
V(@) =) ca(Om()e! ™) [10.12]
n
Burada
1 t
Oy (1) = —— f Ey(tdr [10.13]
i 1o

ifadesi “standart” faz garpaminin £,’nin zamanla degistigi durum i¢in genellestirilmis
geldidir, Her zaman vapildigr gibi bunu agilimdaki ¢, (f) katsayist i¢ine dahil edebilir-
dim, ancak zamandan bagimsiz bir Hamiltonyen igin bile bu sekilde zamana baglilik séz
konusu olabileceginden, bunu ayr1 tutmak daha uygundur,

10.12 nolu denklemi 10.11 nolu denkleme yerlestirdigimizde

iR ) [entn + Cutin + ictmbn] €9 = D ca(Hrn)e™ [10.14]

elde ederiz. Bu ifadede nokta zaman tiirevini belirtir, 10.9 ve 10.13 nolu denklemleri
kullanarak, son iki terimi yok ederiz: ‘

D entne’® = =3 cpime®. [10.15]
n n

Y ile i¢ carpimi alip ve de anbik dzfonksiyonlarm (10.10 nolu denklem) ortonormallik
kosulunu kullanirsak:

D inbne’® = = 3" o lUm i
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va da
Em(t) = = 3 co(Yin i ye' o) [10.16)

elde edilir. 10.9 nolu denklemin zamana gore tilrevi
Hwﬂ ‘i" Hwﬁ! = E.'nl[{fn + Efl'lf}ﬂ
verir ve tekrar v, ile i¢ carpimin alarak
ol H V) + (| H Vn) = B + By (W 15,) [10.17]

sonucu elde edilir. H'min hermitsellizini =
iz, Bu da s m o ermitselligini kullanarak, (¥ /0¥,y = £, {¥,|¥,) yazabi-

1 (WmeIWrz) =(E, — Em)(ﬂ’ml‘ﬁn) [10.18}
olmasina yol acar, Bunu 10.16 nolu denkl jileri
olmadig) varsaymn bty enklemde kullanarak ve de enerjilerin kath

Cm(?} - - .y I - M<¢mlﬁlwn) )(%/h) ; En - g !
m AV [V n; Cn E, - E,. eI/ Jy LB ()= B (1)t [10.19]
) m
S:r(;n]lcuna variriz, Bu kesin bir sonugtur. Adyabatik yaklagim simdi devreye girer:
nm son derece kiigitk oldugunu varsayin ve ikinci terimi’ diistiriin. O zaman -

Cn(t) = —Cm (Wmld"m) (10.20]
ve ¢cizim .
Cm () = ¢ (0’1 (1) [10.21]
seklinde olur. Burada®
f J
— ’
Y (t) =i ]2 (dfm () a7 ¥ (r’)> di’ [10.22]

olarak verilir, Pargacik dzellikle p inci ¢zd i
‘ - U_['u 3 b —
0y~ 0 fue (10135201 donklons, mda yani m = n’ler Igin ¢, (0) = 1 ve ¢,

Wy, (1) = % ({) elrnin) W (). [10.23]

Béylece pargacik yavagca degisen Hamiltonyenin n-inci Ozdurumunda kalir. By siirecte

sadece birkag faz carpant alir.

* Bu adimm tam kaniti kolay desildi ici
| . .
2000)'e tapr y degildir. Bunun g, A, C. Aguiar Pinto et af Am. J Phys, 68, 955

¢ Yr, nin normlanmasi (d /dr) = j ; -
reel bir sapdir T ) = (Yl + (¥ lvn) = 2Re (i) =0 kildigindan,
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Ornek 10.1 Orijinde ve durgun halde bulunan —e yiiklli ve m kditleli bir elektronu ele
alin, Bu elekiron biyrikligi sabit (By) fakat yomi o sabit agisal iz ile o agili bir
koninin yan yiizeyini siipliren bir manyetik alanin iginde olsun (10.3 nolu sekil):

B(1) = Bolsina cos(wr)i + sine sin(we)f + cos akl. [10.24]
Bu durumda Hamiltonyen (4.158 nolu denklem)

H{ = -e—B 8§ e igﬁBE[sinot cos{wt)o, + sing sin(wt}oy + coswo;]
m m

_ o1 ( cosa e i@ sing [10.25].
2 \e®sing  —cosuw
seklini alir ve burada
wy = eBo [10.26]
N

olarak tanumlanmistir. H(#)’nin normlanmig 6zspindrleri

0= () (10.27)

'@ sin{ar/2)

ve

e i sin{o/2)
X-) = ( —cos(e/2) ) 110.28]

_seklindedir. Bunlar swrasiyla B(f)'nin awlik dogrultusu boyunca yukari ve agag spin

durumiarmm temsil ederler (4.30 nolu probleme bakin). Bunlara karsihk gelen
Ozdegerler:

[10.291

SEKIL 10.3: Bir koninin etrafim o sabit agisal hizi ile siipliren manyetik alan (10.24 nolu
denklem).
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Elektron B(0) dogrultusunda yukar1 spinie baglasin’;

. feos(a/2)
x(0) == (sin(a/z)) . [10.30]

Zamang bagl Schrédinger denkleminin kesin goziimil (10.2 nolu problem);

I:COS()\.!/Z) — im—rwl Sjn(}‘_;/Z):I COS(O{/Z)e_i‘”I/?'
X = . [1031]
[cos(ltﬂ) - iw sin{kr/z):l sin(oe/2pe et/

Burada

A= ‘/a)2 + w% — 2ww| cos [10.32]

olarak tanimlanmigtir. Ya da, ¢dziimii y, ve z_’nin lineer kombinasyonu olarak yazarsak,

At - A ;
x (1) = l:cos (?) - i-(-ajl————im sin (%)} ey (1)
a .
+i I};j— sina sin (—;)}E‘H“”/zx_(f). [10.33]

elde edilir. Boylece, B dogrultusunda spin agagt durumuna gegis olasihigr:

. 2
[ = () 2 = [; sina sin (%)} ‘ [10.34]

Adyabatik teorem bu gegis olasthfiun T, > 7; limit durumunda sifr oldufunn styler.
Burada T, Hamiltonyendeki degisimin karakteristik zamani (bu durumda l/e’dir) ve 7;
dalga fonksiyonundaki degisimin karakteristik zamanidir (bu durumda AAE,-E_) = V).
Boylece adyabatik yaklagm @ < @ kilar ki bu da manyetik alamin tedirgenmemis
dalga fonksiyonlarinm fazina kiyasia ¢ok yavag donmesi demektir. Adyabatik rejimde,
* = o; ve bundan dolayi;

2
Ha ()= ()} = [wﬂl sin o sin (%)} -0  [10.35)

olur, Elektronun hareketi, spini her zaman B yoéniinde olacak sekilde manyetik alan
vektoriiniin ucu tarafindan yonlendirilir. Bunun aksine, eger @ > @, ise A = o olur ve
sistem spin agagi ve yukan durumlan arasmda gider gelir (10.4 nola sekil),

7 Bu esas olarak 9.20 nolu problem ile éymdu, Burada efektron B vontnde yukari spin ile baglarken,
9.20 (d) nolu denktemde z dogrultusurida yukari spinte baslar.
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2
4 x|

-

2n/h 4m/A 6/ 8r/n I

SEKIL 10.4: Adyabatik olmavan rejimde (0> @) 10.34 nolu denklem ile verilen gegis
clasihgimn grafigi.

** Problem 10.2 10.31 nolu denklemin 10.25 nolu denklem ile verilen Hamiltonyen
igin yazilan zamana bagly Schrédinger denklemini saglayip saglamadigmi kontrol edin,
Ayrica, 10.33 nolu denklemi dogrulaym ve normlama kogulunun gerektirdigi gibi
katsayilarin mutlak deger karelerinin toplammin 1 oldugunu gosterin.

10.2 BERRY FAZI

18.2.1 Heolenomik Olmayan Siiregler

Adyabatik siireci anlatabilmek igin 10.1.1, Kesimde kullandigim kiasik modele
donelim: Destek noktasmn siirekli olarak yer depistirdigi, siirtiinmesiz bir sarkag.
Destek noktasmin hareketi sarkacm periyoduna kiyasla cok yavas oldugu siirece (yani,
destek noktas1 dikkate deger bir yerdeZistirme vapmadan dnce sarkacin birgok salmm
gereeklestirdigi durum) sarkacin salimmina aynt diizlemde (yva da paralel diizlemde),
ayni genlikle ve dogal olarak ayni frekansla devam edecegini séylemigtik.

Fakat bu ideal sarkaci Kuzey Kutbuna gétiiriip ve Portland dogrultusunda salmacak
sekilde de diizenegi kurarsak ne olur (10.5 nolu sekil)? Simdilik dinyamn dinmedigini
varsaym. Simdi sarkaci Portland’dan gegen boylam ¢izgisi boyunca ekvatora dogru
vavasca (advabatik olarak) tagtyalun. Bu noktada, sarka¢ kuzev-giimey dogruitusunda
salincaktr. Simdi, kuzey-giiney dogrultusunda salinirken, sarkaci ekvator boyunca tagiyalm.
Sonunda da sarkact yeni bir boylam boyunca Kuzey Kutubuna tastyahm. Sarkacin daha
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SEKIL 10.5: Bir sarkacin yerkiire ylizeyi lizerinde adyabatik taginma giizergahi.

once kurulan dizenekteki dizlemde salmmayacagi agiktir. Ashinda, veni salimim
diizlemi eski diizlem ile @ agis1 yapar. Burada & kuzey’e ve giiney’e ybnelen boylam
cizgileri arasindaki agidur.

® aym zamanda yerkirenin merkezine oturan ve sarkacin yolunu cevreledigi
alam géren Q kanr agisma da esitti. Bu yol kuzey varunkiirenin ®/2n  kesrini

cevrelediginden, alani, R yerkilrenin yarigap) olmak tizere 4 = (1/2)(®/ 274z R = @OR?
seklinde yazabiliriz ve biylece
@ =A/R =Q [10.36]
olur. Sonucun yolun seklinden bafimsiz olmast (10.6 nolu sekil),® bu yontemin
glizelligini gosterir,
Foucauit sarkaci bu gesit bir kiire tizerinde kapali bir ¢evrim etrafinda adyabatik olarak
tagmma siirecine uyan iyi bir omektir. Bu olayda sarkac1 tasima gbrevini bizim yerimize

SEKIL 10.6: Kiire yiizeyi tizerinde (2 katr acisim
goren keyfi bir yol.

¥ Istivorsaniz, kaniti kendiniz yapabilirsiniz. Turun biiyiik cemberlerin (kure tizerinde jecdezikler) ¢ok
kugok pargalarmdan olustugunu dilsinin; Sarkag her bir jeodezik parca ife sabit bir ag1 vapar. Bu da net agisal
sapmay1 kuresel gokgen’in koge agilanmn toplamsyla iligkilendirir.
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ZA

SEKIL 10.7: Bir giinliik turda Foucault sarkacimn izledigi yol.

diénen dimya yapiyor. & enlem ¢izgisinin belirledigi (10.7 nolu sekil) kat1 agt;

2= fsin@ dode = 2a(—~ cost?)]go =21 (1l — cos ). [10.37]

Aym zamanda 27 agis1 kadar donmis dinyaya gore Foucault sarkacmm glinlik
presesyonu 2z coséy’dir, Bu, donen referans sistemlerinde Coriolis kuvvetlerinden elde
edilebilen bir sonug iken’, burada tamamiyla geomerrik bir yorum olarak ortaya ¢ikti,

Kapali bir gevrim etrafinda tagindigmda, orijinal durumuna donmeyen bu tip
sistemlere holonomik olmayan sistemler denir. Bu baglamda “tasinma” fiziksel bir
hareket anlamina gelmez: Aklimzdan gegen sey, sistemin parametreleri 6yle bir sekilde
degigsin ki sonunda sistem parametreleri baglangigtaki degerlerine donsiin. Holonomik
olmayan sistemleri her tarafta gorebiliriz. Bir anlamda, her devirli makine holonomik
olmayan bir alettir: Her bir devrin sonunda araba bir parca ileri gitmistir, ya da bir
agirhk yavagca kaldirlmistir, ya da bagka bir sey. Hatta bu, digitk Reynolds sayismda
akigkanlardaki mikroplarn hareketlerine de uygulandy.'® Bir sonraki kesimde holonomik
olmayan adyabatik siireclerin kuantum mekanigini inceleyecegiz. Buradaki temel soru;
Hamiltonyen parametreleri kapali bir cevrim etrafinda adyabatik bir sekilde
depistiginde, sistemin son durumunun ilk durumuna gore nasil degigtigidir?

? Omegin, Jerry B. Mariori and Stephen T. Thomtan, Classicel Dynamics of Particles and Systems, Ath
edition, Saunders, Fort Worth. TX (1995), Omek 10.5’e bakimz, Cografyacilar, enlemi (1) lstup yerine
ckvatordan olgerler ve bu nedenle, cos 8; = sin A.

' Sarkag denegi Berry fazinin klasik karsihg: olan Hanney agwsann bir uygulamasidis. Her iki komu
izerine yapilmig yaynlar icin, Alfred Shapere and Frank Wilczek, eds, Geometric Phases in Physics, World
Screntific, Singapore (1989 a bakiniz.
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10.2.2. Geometrik Faz

10.1.2. Kesimde H(0)'mn m-inci dzdurumundan baglayan bir pargacigin, adyabatik
kosullar altinda sadece zamana bagli bir faz ¢arpan alarak H(7)'nin #-inci Gzdurumunda
kalacagini gosterdik. Ozellikle de dalga fonksiyonunun (10.23 nolu denklem)

W, (1) = )ty (f)]wn(,) {10.38]

seklinde yazilabilecegini ve burada
1 t
B (1) = _Ef E, (" dt’ [10.39]
0

bilinen exp(~ik,#/4) ¢arpanmun £,’nin zamana bagh oldugu durum igin genellestiril-
mesiyle elde edilen dinamik faz oldugunu ve

yn(r)zzf (wn(r)

ifadesinin de geometrik faz oldugunu gostermigtik.

Simdi ¥,(f) zamana baghdr cinkii Hamiltonyende zamanla degisen baz R()
parametreleri var. (Omegin 10.1 nolu problemde R(f) genisleyen kare kuyunun enidir.)
Boyle bir durumda,

— )} ar [10.40]

O _ OyndR
8t~ 8R dr (10.41]
olur ve biylece
] ayr, '
y,,(t)zzf Wy "”” dr’:if Wy, "’” dR [10.42]
dt’ R,

seklini alr. Burada R, ve R, R(f)min baslangic ve son degerleridir. Ozellikle
Hamiltonyen T kadar bir zaman sonra R, = R} olacak sekilde orijinal haline dbnerse, o
zaman ¥, (T) = 0 olur ve hi¢ de ilgi ¢ekici bir sey olmaz.

Ancak, 10.41 nolu denklemi yazarken Hamiltonyenin sadece bir parametresinin

zamanla degistigini varsaydim. ¥ tane parametrenin degistigini varsayarsak; R,(f), Rz(t)
....... » By(t); bu durumda

Oy _ OYm dR| Oy dR Oy dRy .. dR
_— T —— ——— — v V ntr T 10.
5t OR, dr | OR; dt Ry e - VRV [1043]
olur, Burada R= (R}, Ry,......... Ry} ve Vp bu parametrelere gore olan gradyenttir. v, (£) ise
RJ‘
i =i [ CnlVrv) aR [10.44]
b
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haiini a‘lu.—. I_{amiltonyen T kadar bir zaman sonra orijinal sekline donerse, net geometrik
faz degisimi ’

ya(T) 2i§(¢nlvn‘ﬂ[fn) -dR [10.45]

olur. Bu, parametre uzayinda kapali bir gevrim etrafinda bir cizeisel in i

olarak sifir degildir. 10.45 nolu denklemi 1984 yilmda " 1'1]3 o%arak eff:}g ﬁr%ﬁgg;
Berry oldugundan, 5(7) Berry fam olarak bilinir. Burada 7(Ty'nin sadece alinan yola
b:’:lgll olvduguna dikkatinizi ¢gekerim. Yolun ne kadar szl alindigimn (elbette adyabatik
hipotezi gecerli kilacak kadar yavas olma kosulu ile) Snemi voktur. Bunun aksine
toplanan dinamik faz ,

1 T
fu(T) = — 1 f Ea () dt
i Jy

onemli 6l¢lide gegen zamana baghdir.

Dalga fonksiyvonunun fazinm hep gelisi giizel segildigini dilstiniirtiz. Cunki her
hangi bir fiziksel biyukliik |\Il,2 'yi igerir ve bu da faz ¢arpaninl yok eder. Bu nedenle,
¢ogu kisi son zamana kadar geometrik fazi fiziksel nemi olmayan bir garpan olarak
Yarfayd.l'. Ne d? olsa, ¥, (¢/nin fazimn kendisi keyfidir. Bunun keyfi olmadigini ve
olgiilebilir oldugunu aplayap Berry oldu. Eger Hamiltonyeni kapali bir ¢evrim etrafinda
tasplfaralf.baﬁ-anglqtak] sekline getirirsek, siirecin basindaki ve sonundaki bagil faz keyfi
degz{ ve Ustelik dlglilebilir bir bityiik liktiir.

Omnegin, hepsi_ \If durumu_nda olan pargaciklardan olugan bir parcacik demeti ele
Zlah{n x;ie_;u .dc?metl ikiye bilelim, Bir demet adyabatik olarak degigen bir potansiyelden

Cesln aigerl ise gegmesin, Bu iki demet tekrar bi igi
Bty ar bir araya geldiginde toplam dalga
v =Lyt Lyper
seklini alacaktir. Burada ¥, “dogrudan” demet dalga fonksiyonu ve T kismen dinamik,
kismen geometrik olan ve degisen Hamiltonyene maruz kalan demetin olusturdugy ek fazdir,
Bu durumda;

O = L1007 (147 (147

1
= 5|\110|2(1 +cosT) = W |? cos?(I"/2), [10.47]

Boylece; I™nin sirastyla 2’nin ¢ift ve tek katlan oldugu yvapicl ve yikici girisim
noktalarin arayarak, I"nm 6lcamii kolaylikia gergeklestirilebilir, Berry ve diger eski

"' M.V. Berry, Prac. R Soc. Lond. A 392.4 i
_ . A R 3 . 45 (1984), Wilczek ve Sh i
Gegmige baktifimizda, by sonucun 60 vil gbzden kagmast cok ilging. wpete e tekrar basich 10. dipnot)
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3,
£

SEKIL 10.8; ¢ erisi ile cevrelenen § yiizeyinden gegen manyetik ake.

yazarlar geometrik fazin daha biiylik olan dinamik faz tarafindan yutulacagindan endige
etmiglerdi. Fakat, bu iki ayr1 katkinm aynistirilarak dizenleme yapilabilecegi kanitlandr.

Parametre uzay! ii¢ boyutlu oldugunda (R = (R, Ry, R3)) 10.45 nolu denklemdeki
Berry formiili manyetik akmmm A velddr potansiyeli cinsinden yazilan ifadesine
benzemeltedir. C edrisi ile sinirlanan S yiizeyinden gegen @ akisi (10.8 nolu gekil);

P = f B.da. [10.48]
hy

Manyetik alanmr vektdr potansiyeli cinsinden (B = V x A) yazip Stokes teoremini
uygularsak,

@::f(VxA)-da:fA-dr‘ [10.49]
§ C

elde edilir. Boylece, Berry faz1 parametre uzayinda kapali gevrimden gegen “manyetik
alan”nin “ak1” s1 olarak diistiniilebilir:

"B =iV X {Ym|VRYnm). [10.50]

Bunu bir bagka sekilde ortaya koyarsak; ii¢ boyutiu durumda Berry fazi yiizey integrali
olarak yazilabilir:

ya(T) = i f (V& x (Y| Vri)] - da. [10.51]

Bu manyetik benzetme daha da ileri gotiriilebilir, ancak buradaki amacimiz igin 10.51
nolu denklem v,(T)} i¢in uygun bir segenektir,

*Problem 10.3
(2) 1042 noluy denklemi kullanarak eni @, 'den @, ’ye adyabatik olarak genisleyen
sonsuz kare kuyu potansiyeli i¢in geometrik fazi hesaplaym. Bu sonucu agiklayin.
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(b) Eger genigleme sabit bir dw/dr = v luzi ile gergeklesirse, bu siireg igin dinamik faz
degisimi ne olur?

() Simdi kuyu daralarak ilk genisligine dénstin. Bu siiregteki Berry fazi'm hesaplayin,

Problem 10.4 2.114 nolu denklemle verilen delta fonksiyonlu kuyu tek bir bagh durum
(2.129 nolu denklem) igerir. &’min a,’den @,’ye yavasca degistigi durumda geometrik
fazdaki degisimi hesaplayin. Eger bu artis sabit bir da/di=¢ hz ile gerceklesirse,
siire¢ iginde dinamik fazdaki degisim ne olur?

Problem 10.5 v ,(#)’'nin ree/ bir fonksiyon oldugu durumda geometrik fazm sifir
oldufunu gosterin (10.3 ve 10.4 nolu problemler bunun ornekieridir). Bunu,
ozfonksiyonlarin éniine hi¢ de gerekli olmayan bir faz carpant koyarak gostermeve
galisabilirsiniz: ¥, (1) = ¢'®,,(r). Burada ¢.(R) keyfi ve reel bir fonksiyondur.
Denerseniz, sifir olmayan geometrik bir faz elde edersiniz. Bunu 10.23 nolu denklemde
yerine koydugunuzda ne olacagina bir bakin. Kapali bir gevrim igin sifir verir. Almacak
ders: Sifir olmayan Berry fazi igin, (i) Hamiltonyende birden fazla zamana baglh
parametreye ve (/) gdz ardi edilmeyecek kadar karmasik 6zfonksiyonlar veren bir
Hamiltonyene ihtiyaciniz var.

Ornek 10.2 Berry fazi uygulamasmm klasik bir ornegi bityilkligt sabit fakat yoni
degisebilen manyetik alana maruz kalan ve orijine yerlestirilmis bir elektrondur. Once
10.1 nolu Srnekte incelenen zel durumu ele alin: B(Y), z ekseni etrafinda sabit bir &
agisl ve @ agisal hizi ile presesyon yapsin, B dogrultusunda “yukart spin” durumu ile
baglayan bir elektron igin tam ¢ozim 10.33 nolu denklem ile verilir. o < @ oldugu
adyabatik rejimde,

w w \* w
A= 1—2wcosa+(~) = W (1——~coso:):w1—a)cosa [10.52]
W] @] @ :

olur ve 10.33 nolu denklem
X(t) o e—iwltIZei(wcosa)r/2€~iwt/2X+(r) .
t . .
+i [3 sine sin ("’—1)] ety (1) [10.53}
23} 2 ’ :

seklini alwr. co/'ﬂ)'1 — 0 oldugunda, ikinci terim tamamiyla diiser ve sonug 10.23 nolu
denklemde verilen adyabatik formla uyumlu hale gelir. Dinamik faz: ‘

L t
9+(‘)=‘§f0 E+(t’)dt’z—w71. [10.54]
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Burada 10.29 nolu denklemden £, = A /2 *dir. Béylece, geometrik faz
f
v (1) = (cosa — 1)% [10.55]

seklini alir. Tam bir ¢evrim igin T = 2n/@ olur ve Berry fazi
v lT) = micosa — 1) [10.56]

olarak elde edilir.

Simdi daha genel bir durumu ele alahm: Manyetik alanin ucu 10.9 -n(l)lu sekilde
gosterildigi gibi » = By yarigapl bir kiirenin {izerinde keyfi kapali bir egriyi stiptrsiin.
B(¢) dogrultusunda yénelmis yukar spin durumlarini temsil eden dzdurumlar

cos{6/2)
= 10.57
X+ (e’¢ sin(@/?.)) 11071

seklindedir (4.30 nolu probleme bakin). Burada B’nin kiiresel koordinatlari olan 6 ve
¢'min her ikisi de zamanm fonksiyonudur. Kiiresel koordinatlarda gradyent operatoriine
baktigimizda

iax.,.n 1 .B_Kin

d
X+ ¢'

MO PYNLLLS
Vit = e O ine e

m1(~(1/z)sin(e/2>)é L1 ( 0 )43 [10.58]

T\ (1/2)€? cos@/2) rsind \ie'® sin(9/2)

oldugunu gériiriiz. Bundan dolay,

-2
o . sink(8/2) .
|V == 2_1r [— Sin(@/2) cos(0/2) § + sin(9,2) cos(d /2)9 + 2 ————Smsint? q5j|

sin®(8/2) »
== 1 T T— (‘b
rsinf

£10.59]

SEKIL 10.9: Kapah bir ¢evrimi siipiiren sabit bir
biiyiikliige sahip fakat yonelimi degisen manyetik
alan.
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olarak bulunur. 10.51 noly denklem igin bu bityiikligiin rotasyoneline thtiyacimiz var:

1 9 i sin®(0/2) i
V x \v = — ng | —— 1 fo. _p
UV = e 56 [Sm ( rsing )| Tt 1060
10.51 nolu denkleme gére,
1 .

olur. Integral ¢evrim boyunca B’nin stiptirdiigii kiirenin ylizeyi izerinden oldugundan
da=r" dQ 7 ve

y

! I
Ty =~ f dQ = —Q [10.62]

sonucuna varinz. Burada, Q orijinde tamimlanan kati agidir. Bu kevif verici derecede
basit bir sonugtur ve isin baginda tarigugmmz klasik problemi (yerkiire yiizeyi izerinde
kapah bir yol boyunca tagman sirtiinmesiz sarkag) gagristirtyor. Bu sunu sovler: Bir
muknatis alip elektronun spinini keyfi kapali bir yol boyunca adyabatik olarak
yonlendirirseniz, net geometrik faz degisimi manyetik alan vektdriiniin stiplirdiigti kati
agmin yarismim negatifl olacaktur. 10.37 nolu denklemin yardimi ile bu genel sonucun
10.56 nolu denklem ile verilen 6zel durum ile uyumlu oldugu goriiliir.

*** Problem 10.6 Spini 1 olan par¢acik igin 10.62 nolu denkleme karsilik gelen sonucu
bulun. Yamt: —Q (s spinli pargacik igin sonug tesadiifen —sQ olur.)

10.2.3 Abaronov-Bohm Etkisi

Kiasik elektrodinamikte ¢ ve A potansiyelleri dogrudan olgiilebilir bikyiiklikler
degildir."? Fiziksel biiytikliikler elektrik ve manyetik alanlardir:

oA

E=-Vp- -~ B=VxA [10.63]

2 Genet olarak kuantum mekaniginde potansivel enerji igin V harfi kullanilir, Fakat efektrodinamikde
ayni harf' skalar potansiyel igin kullanilir. Kangikhig) onlemek igin skaler potansiyeli ¢ ile gosterdim. Bu
boltime bir alt yap1 clusturmak igin 4.59, 4.60 ve 4.61 nolu problemiere bakin.
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Temel yasalar (Maxwell denklemleri ve Lorentz kuvveti) sadece teorik ve islemleri
kolaylastiricl kurgu olan bu potansiyelleri dogrudan jgermez. Ashinda bu potansiyelleri
rahatlikla degistirebilirsiniz:

oA
go—+go’:go——8?, A A =A+VA, [10.64]
Burada A konumun ve zamamn herhangi bir fonksiyonudur ve ayar déniisiimii olarak
adlandirifir ve de alanlar Gzerine higbir etkisi yoktur. 10.63 nolu denklemi kuilanarak,
bunun dogrulugun koltaylikla kontrol edebilirsiniz. :
Kuantum mekaniginde bu potansiyellerin 6nemi ¢ok daha fazladir. Clinki
Hamiltonyen E ve B yerine ¢ ve A cinsinden yazilir:

1 [k :
H=—(-V—gA} +q0. [10.65]

T 2m \{

Yine de, teori ayar doniiglimleri altinda hala degismezdir (4.61 nolu probleme bakin} ve
vzunca bir sire E ve B'nin sifir oldugu bolgelerde dogal olarak elektromanyetik
etkilerin olmadif1 varsayilmistir. Fakat 1959 yilinda Aharonov ve Bohm" yiklii bir
par¢acifin kuantum davraniginm, parcacigin alanin sifir oldugu bélgede hareket etse
bile vektér potansiyelinden etkilenebilecegini gbsterdiler. Once basit bir &mek {izerine
¢aligacagim, sonra Aharonov-Bohm etkisini anlatacaiim ve en sonunda tiim bunlarin
Berry fazi ile nasil iliskilendirilebilecegini gisterecegim.

b yarigaph bir dalre iizerinde hareket etmeye zorlanan bir par¢acifi (halka
iizerindeki boncuk olabilir) ele alin. 10.10 nolu sekilde gosterildigi gibi, yvarigapr @ < b
olan ve iginden duragan bir / akim gegen bir solenoid eksen boyunca yerlestirilsin.
Solenoidin boyunun sonsuz oldugu durumda, solenoid iginde manyetik alan diizgiindiir
ve digaridaki alan sifirdie. Fakat solenoidin dig bolgesinde vektér potansiyeli sifir
degildir. V. A =0" ayar kogulu se¢ildiginde

P .
A=—9¢, (>a) [10.66]
2y
olur, Burada, ® = 7 a*B solenoid’in iginden gegen manyetik akidir. Ayni zamanda,
solencidin kendisi yiiksiiz oldugundan, ¢ skalar potansiyel sifirdir. Bu durumda, 10.65
nolu denklemdeki Hamiltonyen

H= 51_ [—ﬁ2V2 + ¢2A% 4 2iligA - v} [10.67]
17l

Y. Aharonov and D. Bohm, Phys. Rev, 114, 845 (1959). On hazulik igin, W. Ehrenberg and RE.
Siday, Proc. Phys. Soc. London B62, 8 (1949) a bakinuz.

" Ornek olarsk, 0.3, Griffiths, fntroduction to Electrodynamics, 31d ed., Prentice Hail, Upper Saddle
River, NJ {1999} 5.71 nolu: denkleme bakiuz.,
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=

a

SEKIL 19.10: iginden uzun bir solenoid gegen bir halka Gzerinde ylikli boneuk.

seklini alir. Ote yandan, dalga fonksiyonu sadece ¢ (6 = 7/2 ve r = b) agisma baghdir.
Buda V=7 gﬁ/b)(d/dd) ) lalar ve Schridinger denklemi

1| A &2 g®\* hq® d .
| —— L ] i : = F 10.68
2m |: b* de? + (2nb) T d¢ 2 Ve [ ]
seklini alir. Bu bir sabit katsayih lineer diferansiyel denklemdir;
| dy  dv .
— —2if— =0 10.69
e ip 15 + ey [ ]
ve burada
g® 2mb*E
= Ve = — fp-. 10.70
=5 € % A [ )
Coéziimler
A:ﬁi‘/ﬁ2+63ﬂi%«/2mﬁ‘ [10.72]
olmak lizere,
Vo= Ae'M® [10.71]

seklindedir. ¥ (g)ynin ¢ = 2z deZerinde siirekli olmas1 kosulu A'nm bir tamsay:
olmasinl gerektirir:

gt %/ma =n [10.73]
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ve buradan

kz qCI) 2
= = omh =0, 41, %2,..), ,
Eﬂ 2mb2 (n ZRh) ’ (I’t O’ '""L --23 v ) . [10 74]

elde edilir.

Solenoid halka tizerindeki boncugun iki kez kathiligini ortadan kaldirir (2.46 nolu
problem). Solenoid’in sarimlari (izerinden gegen akim ile aym yinde hareket eden
pargacifi temsil eden pozitif »’ye karsilik gelen enerji degerleri sers yonde hareket eden
parcacifi tanimlayan negatif »'nin enerji degerlerine nazaran bir parca doha dustikir
(¢’yu pozitif kabul edersek). Daha da Snemlisi, par¢acign bulundugu konumda alamn
sifir’” olmasina ragmen, izin verilen enerji diizeyleri agik olarak solenoidin igindeki
alana bagidir.

- Daha genel bir durum igin, B’nin sifir oldugu (ve bbylece V x A = (), fakat A’mn
kendisinin sifir olmadig: bir bolgede hareket eden bir pargacigi ele alahm. Bu yontem
zamana bagl potansiyeller i¢in de genellestirilebiliyor olmasma ragmen, burada A’nin
statik oldugunu varsayacagim. Zamana bagh Schrédinger denklemi:

2
v
L) 1v]e=ndy [10.75]
2m \ i at

Bu denklem potansiyelin varliginda (g elektrik katkasini igerivor ya da icermiyor olabilir),
W=y [10.76]
doniiglimil yaparak daha sade yazilabilir. Burada

g(r)E% f AQ) - dr’ : [10.77]
@]

ve (0 keyfl segilen herhangi bir referans noktasidir. Bu tanimin sadece séz konusu olan

bolgede VxA = ¢ oldugu zaman bir antamm olduguna dikkat edin. Aksi halde, gizgisel
integral 0’den r’ye alman yola bagh olurdu ve bundan dolay: r’nin bir fonksiyonunu

tamimlamazdi. ¥’ cinsinden ¥ ’nin gradyenti
VU = 8V )W + 8 (V')
fakat Vg = (¢/h) A oldugundan -

hi ho,
(-,-V - qA) W= gy [10.78]
i i

" Cevrelenen akuun, #' bir tamsayi olmak tizere, © = (2/q) ' seklinde kuannemlanmy olmast stiper
iletken halkalanin bzgln bir dzelligidir. Bu durumda, » + #' sadece baska bir tamsayr olmak fzere,

E, =0 /2mb)(n+n'y oldugundan, bu etki fark edilebitic degildir. (Siras gelmisken, burada ¢ yitko
etelktronun yikimiin i kat1 olarak gikar; stperiletken elektronlar giftler olusturacak sekilde birbirlerine
kilitlenmislerdir.) Ote yandan, alu kuantumlanmas: solenoid ya da elektromanyetik alan sonucu degil,

farkihga neden olan dairesel akimlar clugturan séiper ifetkenin neden oldugu bir senugtur, Bu nedenle burada
ele aldigimiz ve stiperiletken olmayan drmegimizde bu sonug ortaya gikmagz.
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olur ve bu da

2
(iv - qA) ¥ = —pleft 2y’ [10.79]
L
sonucu verir. Bunu 10.75 nolu denkleme yerlestirip, ¢ ortak carpanint yok ettigimizde,
2 o’
—h—vzm’+ Vi = z‘hT (10.80]
s

elde ederiz. Yani, ¥’, A’y icermeyen Schrodinger denklemini saglar. Eger 10.80 nolu
denklemi ¢ozebilirsek, rotasyoneli sifir olan vekttr potansiyeli varhginda diizeltmeyi
yapmak hi¢ de zor olmayacaktit: Sadece e faz garpamim ekle.

Aharonov ve Bohm sdyle bir deney tasarladi: 10.11 nolu sekilde gésterildigi gibi bir
elektron demeti ikiye ayrilir ve tekrar bir araya gelmeden énce uzun bir solenoid’in her
iki tarafindan geger. Elektron demetleri sadece B = 0 oldugu bélgelerden gegebilsinler

+ diye solenoidden yeterince uzakta tutulur, Fakat 10.66 nolu denklem ile verilen A sifir

degildir ve iki demet farkls fazlarla bir araya gelir (her iki tarafta da ¥’nin aym
potansiyel oldugu varsaythyor):

-9 _ 1% LY vode = + 2%
g—EfAvdr_ﬁ (r¢) rddg) =1+ 7. [10.81]

Art isareti A ile ayn1 yénde, bir baska deyisle solenoid akimi ile aym yonde hareket

t

i
Demet — Demet

—— : irlesimi -
yarilmasi i — birlesi

[>
o]
R -
vl
ul

q
d
q
T

Solenoid

SEKIL 10.11: Aharonov-Bohm etkisi: Elektron demeti ikiye ayrilir ve wzun bir solencldin
farkh yanlarmdan gecer,
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{r-R)

e

—

SEKfL 10.12; V(r—R) potansiyeli ile bir kutuya hapsedilmis par¢acik,

eden elektronlar igindir. Elekiron demetleri kendi yollarmm gevreledigi manyetik akr ile
orantilt olan bir miktarda faz fark: ile tekrar bir araya gelirler:

]
faz farks = %. [10.82)

Bu faz fark: lgiilebilir girisime (10.47 nolu denklem) yol agar. Bu girigimin deneysel
olarak varligi Chambers ve digerleri'® tarafindan ortaya konmustur.

Berry’nin bu konu iizerinde yazdig: ilk makalesinde belirttigi gibi, Aharonov-Bohm
etkisi geometrik faza bir ornek olarak gosterilebilir. Yokl bir pargacigmn
H(r-R) potansiyeli ile solenoid’in disinda R noktasma oturtulan bir kutuya
hapsedildigini varsayin—10.12 nolu sekile bakin. (Kisa bir siire sonra kutayu solenoidin
etrafinda hareket ettirecegiz. Yani R zamanm fonksiyonu olacak, fakat simdilik R’yi
sabit bir vektor olarak ele alacagiz). Hamiltonyenin dzfonksiyonlan

1 [h 2
{Z{ [?V - qA(r)] + V- R)] Un = Eptin [10.83]
denklemi ile belirlenir. Bu formdaki denklemleri nasil ¢Ozecegimizi bilivoruz:
Y = €8y, [10.84]
olsun. Burada®’
r
e=1 f A(r) - dr'. [10.85]
B R : .

'SR.G. Chambers, Piys. Rev. Lett. 5,3 (1960).

¥ Referans noktas: O’yu kutunun merkezinde almak akillica olur. Cinkii bu se¢im solencid etrafinda
yolculugn tamamladigimzda, baslangigtaki faz duzenini yeniden elde etmemizi garanti eder. Omepin, sabir
uzayda bir nokta kullandifmiz zaman fazi en ug noktada “elle” ayarlamak zorunda kalirsiniz, Cinkty yol
solencid’in etrafinda A'nin rotasyonelinin yok olmadigi dairesel bolgeler nzerinden sarmalanmak zorsnda
Kalir. Bu segim bizi ayni yamta gotirir, ancak bu kaba bir yol olur. Genel olarak, 10.9 nolu denklem ite
verilen gzfonksivonlar igin faz duzenini segerken, Yo (5.7) = s (x, 0) olmas1 saglanmali ki gercekte olmayar
faz degigimleri ile kargilasmayalim,
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¥’ aym dzdeger denklemini sadece A — 0 zaman saglar:

: 52 o K
!Vwi—n;vz + V(@ —-R) 1;,;; = Enw;l [10.86]’

A .|

Yalmz burade ¥, ayn ayn Jlt' ve R’nin fonksiyonu degil sadece (r-R) yerdegistirme
vektoriiniin fonksiyonu olduguna dikkat edin.

$imdi kutuyu solenoid etrafinda tagtyalim. Bu uygulamada siire¢ adyabatik olmak
zorunda bile degildir. Berry fazmi belirlemek igin &nce {W,|Vrir, biyikligiini
hesaplamak zorundayiz.

Vv, = Vg [e"gw,’,(r - R)] =—i %A(R)e"gw; @ —R) + &5 Vey! (r — R)
oldugunu hatirlayarak |
(’J’n |VR1/’R}

= f e[ (r — R)]*e'® [~i%A(R)w,’, (r —R) + Vg (r — R)] d’r
= m;-%A(R) - f[wg(r —RFVY/(r - R)dr [10.87]

elde ederiz. Burada alt indissiz V, r’ye gore gradyenti belirtir, Ayrica (r—R)’nin bir
foksiyonuna uygulandiginda, Vy = -V oldugu bilgisini de kullandum. Ote yandan, en
son integral momentumun Q(h2 /2m)V?+¥ Hamiltonyeninin bir dzdurumunda
bekienen degerinin /4 ile garpimidir. Bu da 2.1. Eesimde Ofrendigimiz Uizere sifirdrr.
Baylece, ‘ -

a
{(Un|VrYm) = —i;A(R)- [10.88]
olur. Bunu 10.45 nolu denklem ile verilen Berry formiiliinde yerine koydugumuzda,
: ]
yn(T)=%9§A(1R)-arR=%Jf(VxA).afazq7 [10.89]

soriucunu buluruz. Bu sonug Aharonov-Bohm etkisinin ¢ok giizel bir sekilde gecerli
oldugunu gosterir ve Aharonov-Bohm etkisinin geometrik fazin &zel bir Ornegi
oldugunu ortaya koyar.'®

Aharonoy-Bohm etkisi ile ne yapacagiz? Belli ki klasik onyargilarimiz yanilticn
Alanlarm sifir oldugu bolgelerde elektromanyetik etkiler olabilir. Ama, bu etkilerin
A'nm kendisini 6lglilebilir kilmadigina dikkat edin. Sonugta sadece cevrelenmis ak:
elde edilir ve teori ayar degismez kalir,

' Siras: gelmigken, bu durumda Berry fazi ve manyetik aki (10.50 nolu denklem) arasndaki benzegim
hemen hemen bir 6zdesliktir. “B” = (g/h)B.
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Aharonov-Bohm etkisi ile ne yapacagiz? Belli ki klasik onyargilanmiz yamidticr:
Alanlarnn sifir oldugu bolgelerde elektromanyetik etkiler olabilir. Ama, bu etkilerin
A’nin kendisini &lgitlebilir kilmadipina dikkat edin. Sonugta sadece ¢evrelenmis aks
elde edilir ve teori ayar degismez kalir.

Problem 10.7 _ _
(a) 10.65 nolu denklemi kullanarak, 10.67 noly denklemi elde edin.
{(b) 10.79 nolu denklemi 10,78 nolu denklemden baglayarak elde edin.

10. KONU ICIN EK PROBLEMLER

*** Problem 10.8 0 < x < g aralipinda sonsuz kare kuyurpotansiyelinin taban
durumunda bulunan bir pargacigi ele alin. Simdi kuyunun merkezinden birazcik dtede
bir duvar yavasea yilkseltelim:"

Vi) = f(n)s (x - % _ e).

Burada, f{7), 0°dan o0 ’a yavag yavag artan bir fonksiyondur. Adyabatik teoreme gore,
pargacik evrimlesen Hamiltonyenin taban durumunda kalacaktir.
(2) o iken, taban durumunu bulun ve ¢izin: Yardm: Bu durum a/2 + € konumunda

sizilamaz engeli olan sonsuz kuyu potansiyelinin taban durumu olmaldir. Aynca,
pargacigim kuyunun daha bilyilk “yan™ sina sikistirldigma da dikkat edin. -

{b) ¢ zamanindaki Hamiltonyenin taban durumu igin transendental denklemi elde edin.
Yamu: z=ka, T =maf 1)/ 1, =2 €/ ave k=~2mE / h olmak Uzere,

zsinz = Tlcosz — cos{z8)].
(¢) J=0 alarak, denklemin z igin grafik ¢6ziimimi bulun ve 7, (’dan « 'a giderken en
kiigitk z’nin #’den 27°ye gittigini gdsterin. Bu sonucu agiklaym.
(d) Simdi = 0.01 alm ve 7 = 0, 1, 5, 20, 100 ve 1000 degerlerini kullanarak,
denklemin z icin sayisal ¢ézlimlerini elde edin.
(¢) Pargacigm kuyunun sag “yan”smda bulunma olasilig: Pyay1 Z'nin ve ¢’nin fonksiyonu

olarak hesaplaym. Yant: I, =[1+6~(1/z)sinz(1£6)]sin*[z{1¥5)/2] olmak
lizere, P, =1/[1+(1+/17)]. Bu ifadeyi (d) sikkindaki T degerleri igin sayisal

4

olarak hesaplayin. Sonuglarinizi agiklayin,

** Dikdortgen engel igin, Julio Gea-Banacloche, Am. J. Phys, 70, 307 (2002); Delta forksiyonu
uyarlamas igin, M, Lakner and J. Peternelj Am. J. Phys. 71, 519 (2003)’e bakimz. :
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(f) Taban durum fonksiyonunu ayni 7" ve & degerleri igin ¢izin ve ayrica engel
viikseldikge dalga fonksiyonunun nasil kuyunun sol yarisina sikisngim gézleyin.”

*** Problem 10.9 m kiitleli, @ frekansli, bir boyutlu harmonik salmicmm F(¥) = mat f(f)
seklinde siiriicii bir kuvvete maruz kaldigini varsaymn. Burada f{¢) belli bir fonksiyondur
ve uzurluk boyutundadir. Hamiltonyen '

h? g

H{y = “om st + Emw

232 — mw*xf (D). {10.90]

seklindedir. Kuvvetin ¢ = 0 aninda agildigim varsaym: ¢ < 0 igin, f{¢) = 0. Bu sistem hem
klasik mekanikte hem de kuantum mekaniginde tam olarak ¢éziilebilir.”’
(a) Salmicinin, orijinde durgun (x.(0)=%,(0) = 0} durumdan harekete basladigmi

varsayarak, konumunu kfasik olarak belirleyin. Yanu:
r .
x(t) = w[ F@)ysin[w@ —H]ar, [10.91]
0

(b) Bu salinict i¢in, zamana bagh Schrodinger denkleminin ¢éziiminin, bir dig kuvvet
etkisinde olmayan saltnicmin p-inci durumundan bagladign (W (x, 0} = v (x) ve
Y¥ra(x) 2.61 nolu denklemde verildigi gibidir) varsayim: altinda

[~ Dhoortmic G- 54242 i F()xcdr |

W(x, 1) = Y (x —x)el [10.92]

seklinde yazilabilecegini gosterin.

(¢} H{{)’nin ﬁifonksiyonlarmm ve dzdeZerlerinin

Yalx, 1) = ¥n(x — )i Ep(t) = (n + %) heow — %mwzf2 [10.93]

seklinde oldugunu gdsterin.

(d) 10.91 nolu denklem ile verilen klasik konum ifadesinin adyabatik yaklagiklig1 i¢inde
x, () = f(£) ve indirgenecegini gbsterin.

19, dipnotia Gea-Banacloche, dalga fonksiyonunun evrimini adyabatik teoremi kullanmadan ele alir
ve bu sonuglan adyabatik limit iginde dogrutar,
2y, Nogami, 4m. J. Phys. 59, 64 (1991) ve bu caligmada synulan diger kaynaklara bakimz.
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(¢) Bu omek igin adyabatik teoremin dogrulugunu (¢) ve {(d) siklarindan elde edilen
sonuglart kullanarak,

W(x, 1) = o, (x, £)efnit i) (10.94]

oldugunu gosterip ortaya koyun, Dinamik fazin dogru forma (10.39 nolu denklem)
sahip olup olmadigm: kontrol edin. Geometrik faz beklediginiz gibi midir?

Problem 10.10 Adyabatik yaklapinu 10.12 nolu denklemdeki ¢,(f) katsayilart igin
agilan adyabatik serinin ilk terimi olarak dilgiiniilebilir. Sistemin s-inci durumdan
bagladigii  varsayalun: Adyabatik yaklagimda, sistem sadece zamana bagh bir
geometrik faz ¢arparns (10.21 nolu denklem) alarak n-inci durumda kalacaktir:

ety = anej}’" (I)_
(a) Adyabatiklige “ilk diizeltme” terimini elde etmek igin, c,(f)'yi 10.16 nolu
denklemin sag tarafinda yerine koyun:

I ..
em(1) = o (0) — f (drm %) ;pw(t’>) et =0t gy’ 110,95
O .

Bu bize neredeyse adyabatik rejimde gegis olasiliklarini hésdplama olanagin verir.
“Tkinci dlizeltme” terimini elde etmek igin 1095 nolu denklemi 10.16 nola
denklemin saf tarafinda yerine koyar ve 8ylece devam ederdik.

(1) Ornek olarak 10.95 nolu denklemi bir dis kuvvet etkisi alfinda stiriilen sahmicrya
(10.9 nolu probleme) uygulaym, Neredeyse adyabatik yaklagmminda gegislerin
sadece birbirlerine ¢ok yakm komsu ditzeyler arasinda olas: oldugunu gésterin. Bu

diizeyler igin:
H
enp1(t) = —,/%vn + lf fhe e ar,
0

F
OEN NG fo Feheior ar',

(Gegis olasttklar: dogal olarak bunlarin mutlak deger kareleridir.)
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11.1.1. Klasik Sagitma Teorisi

Belli bir sagilma merkezine gelen bir pargacip1 diisiiniin, Omegin, agir bir ¢ekirdege
dogru ateglenen bir proton; pargacitk E enerjisi ve b ¢arpma parametresi ile gelir ve
belli bir & sagilma acis1 ile gider (11.1 nolu gekile bakin). Basit olsun diye hedefin
azimutal simetriye sahip oldugunu varsayacagim. Boylelikle, sagilan pargacigin
izleyecegi yol bir diiziem iginde kalacak ve hedef afir oldugundan geri tepme yok
saylacak. Klasik sagilma teorisinin temel problemi ¢arpma parametresi verildiginde,
saciima agisiun hesaplanmasidir, Dogal olarak ¢arpma parametresi ne kadar kiiciik
olursa, sagilma agis1 o kadar bityiik olur,

Saciima merkezi z

SEKIL 11.1: b carpma parametresi ve fsaciima agisin giisteren klastk sagilma problemi.

11. 1. Kesim: Giris 395

‘SEK?IL 11.2; Elastik kat1 kiire saciimasi.

Ornek 11. 1 Kat: kiireden sagilma: Hedefin R yarigaplt bir bilardo topu ve gelen
parcacigin di elastik olarak geri sagilabilen bir BB (sagma tanesi) oldugunu varsayalim
(11.2 nolu sekil). & cinsinden ¢arpma parametresi » = R sin o ve sagilma agis1 8= =

—2gq olur, Biylece,
7 0 2
b= i ———'=R -]. .
b Rsm(2 2) cos(z) [11.13

) {2cos‘l(b/.R), b <R,

Asikar olarak

11.2
Q, b > R. { ]

bulunur,

Daha genel bigimde, sonsuz kiigik do kesit alanli bir parga icinden gelen
parcaciklar bu kesit alana karsilik gelen dQ ka1 agis1 iginde sagilacaklardir (11.3 nolu
sekil). do ne kadar bilyiik olursa dQ2 o kadar biiylik olacaktir. D(B) = do/df2 orant

katsayis1 diferansiyel saciima kesiti olarak’' adlandirlir.

' Bu kotih bir tanimiamadir, D ne diferansiveldir ne de kesittir. Bana gore, “diferansiyel kesit”
kelimeleri daha gok do’y cagnstinyor. Fakat, bu terminolojiyi kullanmak zorunda kaldik. Ayrica, bir noktada
daha sizi uyarmaliyim: D(8) genel kabul goren bir gosterim degildir. Cogu kisi 11.3 nolo denklemdeki gibi

gereksiz vere tekrar igeren do/d(2’yi kullanr. Sammm diferansiyel kesit kendine ozel bir simge ile
gosterilirse, ¢ok daha az kafa kangtirici olacaktir,
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SEKIL 11.3: do kesit alan i¢inde gelen parcacikiar dQ kat agise iginde sagaliriar,

do = D(H)_dQ. [11.3]

Carpma parametresi ve ¢ azimut agisi cinsinden do = bdbd ¢ ye dQ = sin0d Oedp 'ye
esittir. Boylece D(8) icin
D) = —b—

siné

db

;;é* [11.4]

sonucunu elde ederiz. (& genelde b’nin azalan bir fonksiyonu oldugu igin tirev gergekte
negatiftir. Bu nedenle mutlak deger igaretini kullaniriz.)
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Kabaca, hedeften sagilan 151k demetin toplam alamdir. Ornegin, kati kiireden sagilma
durumunda,

o= (R2/4)fd52 — 7R {11.8]

olur, Tam bekledigimiz gibi: Kiirenin kesit alani. Bu alan iginde olan BB’ler kilreye
garpacaklar, ancak bu alanin ¢ok diginda olanlar kiireye isabet edemeyecekler. Ote
yandan, burada geligtirilen formalizmin Snemli ¢zelligi sadece “vur - va da - 1skala”
hedefleri igin degil “yumusak” hedefler igin de gayet iyi calisiyor olmasidur.

En son olarak, dizgin siddete (ya da pargacik fizikgilerin kullandiklan gibi
parlakhga) sahip gelen bir pargacik demerimiz olsun:
£ = birim zamanda birim alan bagina gelen pargacik say1si. [11.9]
Birim zamanda do alamina giren pargacik sayisi (ve bundan dolayr € katr agist igine
sagilan paracik sayis1) N = L do = L D{6)dQ olur. Buda D (8) i¢in
_ LdN
- L4
sonucunu verir. Sadece laboratuvarda kolayhkla Slciilebilen bityiiklikleri icerdigi igin,
bu ifade siklikla diferansiyel kesitin tanm olarak- kabul gériir. Dedektor herhangi bir

d€2 kat agis1 igine sagilan pargaciklar: toplarsa, birim zamanda kayit edilen pargacik
sayisi boli dC2’yr saymis ve de gelen demetin parlakhg ile normlamis oluruz.

D(©) [11.10]

Ornek 11. 2 Kat1 kiireden sacilma (devam): Kah kiireden sagiima durumunda (11.1

nolu drnek)
db 1R . [e 15
78 =75 sin 3 . [11.5]
olur ve bu da L
' Rcos(8/2) [ Rsin(8/2) R?
Do)y = = —
®) ) sin @ ( 2 4 [11.6]

olmasma yol agar, Diferansiyel kesit ¢’dan bagimsiz oldugu i¢in, bu 6rnek ahisilmis
orneklerden degildir.

Toplam Kesit D(6)’nin tim katr agilar tizerinden infegraline esittir:

o EfD(ﬁ)dQ; [11.7]

***Probiem 11.1 Rutherford Sagilmasy: g; yikii ve E kinetik enerjisi ile gelen bir
pargacik, yiki ¢, olan agir ve durgun bir pargacik tarafindan sagilsin: -

(a) Carpma parametresini sa¢cilma acisina baglayan formuli ¢ikarin.?
Yanu b= (qlqz/Sﬂ,“ 3 OE) cot (6/2)

(b) Diferansiyel sagilma kesitini belirleyin. Yarmm:

9192 T

bery= [wneoE $in(6/2)

(11.11]

(¢) Rutherford sagilmasi igin toplam kesitin sonsuz oldugunu gosterin. /7 potansiyelinin
“sonsuz erime™ sahip oldugunu sdyleriz; yani Coulomb potansiyelinden kagis yok.

* Bu kotay bir sey degil ve belki de klasik mekanik tizerine bir kitaba bakmak isteyebilirsiniz. Omegin,
Jerry B. Marion ve Stephen T. Thormtor, Classical Dynamics of Particles and Systems, 4 th. ed., Saunders,
Forth Worth, Tx (1995), 9.10. Kesim.
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Ny

ol

SEKIL 11.4: Dalgatarin saciimass; gelen diizlem dalga giden kiiresel dalga diretir.

11.1.2 Kuantum Sacgilma Teorisi

Sagilmanin kuantum teorisinde gelen dalga ¥(z) = 4™ seklinde, z yoniinde ilerleyen
bir diizlem dalga olarak dligiiniilir. Bu dalga sagic1 bir potansiyel ile karsilasir ve sagicl
merkez giden kiiresel bir dalga iiretir (11.4 nolu sekil).” Yani, Schrodinger denkleminin

[11.12]

tkr
bitylik 7’ler igin, ¥ (r,0) ~ A [ ikz f(a) }

formundaki genel ¢oziimlerini aranz, (Olasihgm korunabilmesi igin |4 *nin kitresel
kismu 1/#% seklinde degisim gostermek zorundadir. Bu nedenle, kiiresel dalga 1/»
garpanim igerir.) & dalga sayisumn gelen pargacifin enerjisiyle iliskisi bilinen bagintiyla
verilir:
J2mE
.
Daha énce yaptifun gibi, hedefin azimutal simetriye sahip oldugunu varsayacagim;
genel durumda, giden kiiresel dalganm f genligi hem ¢ ye hem de 8’va bagli olur.

k

it

[11.13]

’ Simdilik, bu olayda fazlaca kuannem mekaniksel bir sey yok: soylemeve caligtigimiz sey klasik
pargactklarin degil, dalgalarm sagilmasidir, Ve hatta daha da ileri gidip, 11.4 nofu sekli bir kaya pargasiyla
karsilagan su dalgast ya da bir basketbol topundan geri seken ses dalgalan (ig boyutiu sagilma preblemi ile
ilgitendigimizden belki bu daha iyi bir 6mek) olarak digtinebilirsiniz. Bu durumda dalga forksiyonunun
sadece reel kismim

Afcostkz) + f(8) cosikr + 8)/r]
formunda yazariz ve f{&) sagilan ses dalgasimin @ yoniinde genligini veren ifade olur.
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vdt
SEKIL 11.5: d¢ zamam icinde do alanindan gegen demetin 47 hacmi.

Biitiin problemt f(&) sagl‘lma genlifini belirlemektir. (), verilen bir 8 yoniinde
sagilma olasiigrm verdiginden, diferansiyel kesit ile f(@) arasinda bir iligki olmas:
gerek. Aslinda, v hizi ile gelen pargaciklarin df zamam iginde sonsuz kiclik der alanini
ge¢me olasihgi asagidaki ifadeye esittir (11.5 nolu sekile bakin):

dP = |y [2dV = |A|*(vdt) do.

pelen

Ote yandan, bu ifade pargaciklarm ilgili 4Q kat1 agisindan sagilma olasiliZina da esittir.

2 |4 Izifl2
P = gt P4V = = dyr’

Bu ifadeden do = | #d€2 bulunur ve bundan dolayi

D@) = d = f O {11.14]

olur. Agikga gbriiliiyor ki diferansiyel kesit (deneycilerin ilgilendigi bilytiklik) sagilma
genhgmm (Schrédinger denkleminin ¢oziimil ile elde edilen) mutlak deger karesine
egittir. Onumhzclekl kesimlerde, sagiima genliginin hesabinda kullamlan iki teknigi
inceleyecegiz. Bunlar kismi dalga analizi ve Born Yaklasimdir.

Problem 11.2 Bir ve iki boyutlu sagilma oIayl icin 11.12 nolu denkleme benzer
¢oziimleri olugturun,

11.2 KISMI DALGA ANALIZI

11.2.1. Formiilasyon
4. Bolumde gosterdigimiz gibi, kiiresel simetriye sahip ¥(#) potansiyeli icin

¥{r, 6,¢) = R(NY" 6, ¢) [11.15]

formunda ayrilabilen ¢ozimler Schrédinger denklemini saglar. Burada ¥" IKiiresel
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harmonik (4.32 nolu denklem) ve u(¥) = r R(r)

2 52 2
—%%+I:V(r)+%l~a—;—~l~)~:|umEu [11.16]
radyal denklemi (4.37 nolu denklem) saglayan ¢oziimdiir. Cok biiylik » degerlerinde
potansiyel sifira gider ve merkezkag terimi goz ardr edilir;

@ ~ —ku

dr? '
Bu durumda genel ¢6ziim

u(r) — Ceikr + De—ikr

seklindedir, Ik terim giden kiiresel dalga ve ikinci terim gelen dalgadir. Sagilan dalga
igin ¢6ztim aradigmuzda, dogal olarak D> = ( olmasini isteriz. Cok bityiik » degerleri i¢in
tneeki kesimde ¢ikarttigimiz gibi (11.12 nolu denklem)
ikr
RGY~—
r
olur,

Bunu ¢ok bilyitk » degerleri i¢in, yani & >> 1 oldugu yima bolgesi i¢in bulduk. Bir
boyutlu sagma teorisinde oldupu gibi, potansiyelin “yerellesmis” oldugunu
varsayacaflz. Bir bagka deyigle, sonlu sagilma bélgesinin disindaki noktalarda
potansiyelin sifir oldugunu kabul edecegiz (11.6 nolu sekil). °nin gbz ardi edilebilecegi
fakat merkezkag terimin yok sayilamayacag1® ara bolgede radyal denklem

du W+ D
u

, -
S =k [11.17]

seklini alir ve genel ¢6ziim (4.45 nolu denklem) kiiresel Bessel fonksiyonlarmin

Ara Bilge
e v D Isima bolgesi

(kr N 1)

SEKIL 11.6: Yerellesmis bir potansiyelden sagiima: sacilma bélgesi (koyu gélgelendirilmis),
ara bilge (hafif gigelendirilmis) ve 1s1ma bélgesi (kr >> 1).

e F oo iken Lirye keyasla daha yavas sifira gittiginden ve merkezkag terim bu balgede baskin

olmadifindan, burada’ izlenén yol Coulomb potansiyeline uygulanamaz. Coulomb potansiveli bu anlamda
yerellesmemistir ve kismi dalga analizi nygnlanamaz,
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TABLO 11.1: Kiresel Hankel fonksiyontar: £ (x) ve A% (x).

h(ol):_ig;_x _ 11g2)=i§;§
(e ENHRI
W = (—%—x% +~;~)efx WP - (% -5 m})e-fx
Y 71{ (i) it o
h'@ R —f—;- (!‘)Hlewix }s x> 1
lineer bir kombinasyonudur:
u(ry = Arj(kr) + Brany(kr). [11.18]

Ote yandan, ne j, (sin fonksivonuna benzer) ne de n, (bir gesit genellestirilmis cos
fonksiyonu gibidir) giden (ya da gelen) bir dalgay: temsil eder. Ihtiyacimiz olan sey, &
ve ¢ fonksiyonlarina benzeyen lineer kombinasyonlardir. Bunlar kiiresel Hankel
fonksiyonlar olarak bilinirler:

K@ = i@ +ime); 120 = k) - im ). [11.19]

Ik birka¢ Hankel fonksiyonu 11.1 nolu tabloda listelenmistir. Biiyiik r degerleri igin
#" (kr) (birinci tip Hankel fonksiyonu) e /r seklini alwken, A (k) (ikinci tip

Hankel fonksiyonu) ey sekdini alir. O zaman giden dalgalar i¢in birinci tip kiresel
Hankel fonksiyonlarmi kullanmamiz gerekir:

R(r) ~ h{" (kr), . [11.20]

Béylece, V(r) = 0 oldugu sacima bolgesi digindaki bélge i¢in kesin dalga
fonksiyonu:

V6. 9) =A™ 4 CrnbUn Y@ ) . (1121

Im '
Ik terim gelen diizlem dalgay1 ve C;,, katsayilarini igeren toplam terimi sagilan dalgayr
temsil eder, Ote yandan, potansiyelin kiresel simetriye sahip oldugunu
varsaydigumzdan, dalga fonksiyonunun ¢'ye bagrmhh@t olamaz.” Boylece, sadece m = 0

* Siiphesiz # bafimhihginda bir sorun yok, gimkil gelen dalga kiresel simetriyi bozacak bir z yona
tanimlar. Fakat azinmufa! simetri oldugu gibi kalir; gelen dalganin ¢ bagimlihgs olmadifindan, sagima
stirecinde giden dalgaya ¢ bagimhilify verecek higbir sey yoktur.
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terimleri kalacaktir (¥ ~ ¢" oldugunu hatirlayin). 4.27 ve 4.32 nolu denklemleri
kullanarak,

20+1

v, ¢) = =

Pi(cos8). [11.22]

bulunur. Burada P;, l-inci Legendre polinomudur. C, , = i"'k/42(2! + l)a, ahp, agihmmn
katsayilariu yeniden ditzenlemek aligilagelmis bir uygulamadir:

Vir6)=A {e"kz +kY i@+ 1) a4 AP (ke Pr(cos 9)] . [11.23]
=0

Biraz sonra neden bu garip gésterim bigiminin kullamisl oldugunu géreceksiniz. ay,
l-inci kasmi dalga genlifi olarak adlandirihr,

Cok buyik r degerleri igin Hankel fonksiyonu (~)*! ¢ *7kr seklindedir (11.1 nolu
Yablo). Boylece,

ikr
Y(r 0) ~ A {gikz + f(@)er ] [11.24]
olur ve burada
£ = Z(zz + Da Pi(cosd) [11.25]
=0

olarak verilir. Bu, genel yapryla ilgili 11.12 nolu denklemde yapilan Gnermenin
dogrulanmasindan bagka bir sey degildir ve bize (&) sagilma genliginin kismi dalga
gentikleri (@) cinsinden nasil hesaplanacagm da soyler. Diferansiyel kesit

D@ =@ =3 3 @+ D@ + 1)a} ap P(cosd) Pulcosd)  [11.26]
Lo
seklindedir ve toplam kesit

oo .
o=4r Y (2A+1)|af [11.27]
1=0

seklini alir. (Agisal integrali alabilmek igin Legendre  polinomlarni ortogonallik
bagintisini (4.34 nolu denklem) uyguladim).

11.2.2 Taktik

Geriye kalan sey, verilen bir potansivel icin &, kismi dalga genliklerini belirlemektir. Bu
da Schrodinger denkleminin ¥(r) potansiyelinin syfirdan Jarkl: oldugu i¢ bélgede ¢6ziip,
uygun sy kogullarini uygulaywp, bu ¢ozimiin dis bolgedeki ¢bziim (11.23 nolu
denklem} ile uyumlu hale getirilmesiyle gerceklestirilebilir. Buradaki tek problem su
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hali ile kullandifim notasyonun kansik olmasider. Sagilan dalga igin  kiresel
koordinatlar kullanmigken, gelen dalga igin karfezyen koordinatlar kullandim. Dalga
fonksiyonunu g¢ok daha tutarl bir notasyon kullanarak yeniden yazmaliyiz.

Stiphesiz €™, ¥ = 0 oldugu durumda, Schrodinger denklemini saglar. Ote yandan,
¥ = 0 oldugu durumda, Schrodinger denkleminin genel ¢oziiminiin agagidaki gibi
vazilabilecegini de stylemigtim:

Y [Avm ier) + Bim m k)] ¥/ (0, ).

Im ’
O zaman &*’yi bu sekilde ifade edebilmenin mutlaka bir yolu olmali. ** orijinde sonlu
bir sayidir. (k) Neumarin fonksiyonlar r = 0°da waksak oldugundan ¢oziim olamaz.
Ayrica z = r ¢0sf’nin ¢’ye bagimlilifi olmadigmdan, toplamda sadece m = 0 terimleri
kalir, Bir dilzlem dalganin kiiresel dalgalar cinsinden agilimi Rayleigh formiilis olarak
bilinir:®

oo
% = i1 + 1} jy(kr) Pr(cos 6). [11.28]
{==0

Bu kullanilarak, dis bolge igin dalga fonksiyonu sadece » ve @ cinsinden yazilabilir:

Y6 =AY HQ+ D) [j, kr) + ik h}”(kr)] Pi(cos 6). [11.29]
. 1=0

Ornek 11.3 Kuantum kati kiire sagiimas::

Vi) = {OO’ r=a [11.30]
0,
oldugunu varsayin, Simr kogulu:
Y(a,8)=0 [11.31]
olur. O zaman tim &’lar i¢in
o0
SR+ [j;(ka) +ikay h}”(ka)] Pi(cos) =0 [11.32]
=0
olur. Buradan
Ji(ka) [11.33]

ap =~
kY (ka)
elde edilir (11.3 nolu probleme bakin). Toplam kesit i¢in

& Kant igin, George Arfken and Hans-Turgen Weber, Mathematical Methods for Physicists, 5 th, ed.,
Academic Press, Orlando (2000), 12.4.7 ve 12.4.8. problemlere bakimz.
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11.3 FAZ KAYMALARI

4
4 = Jika)
o= g(zz +1) m [11.34]

ifadesi elde edilir. Bu sonug kesin olmastna ragmen, gok aydmlaticy degildir. Bu
nedenle, ka << 1 oldugu disiik enerjili sagiima limitine bakalim. & = 27t/A oldugundan,
bu limit durumu dalga boyunun kiirenin yarigapindan ¢ok daha bityitk oldugu anlamima
da gelir. 4.4 nolu tabloya baktigimizda, kiigiik z'ler igin #,(z)'nin Jitz)'den ¢ok daha
biyiik oldugunu goriiriiz. Gyleyse,

Mo @ i)
rD@) @) +im(2) m(z)
2+ ) R
T a2 T A [(2z)zi| ¢ [11.35]

olur ve bu da

e & ot
e T PRCIEE
SN §ZI+1 [(zz)!} (ka)
sonucunu verir. Ote yandan, 4o << 1 oldugunu varsaydifimizdan, yiiksek dereceden
terimler goz ard: edilebilir, Yani ditsitk enerji yaklasiminda, sagilmada / = 0 terimleri

baskindir. Bu da diferansiyel kesitin klasik durumda oldugu gibi, §'dan bagmsiz oldugu
~ anlamma gelir. Kat1 kitreden diistik enerji ile sagiima icin diferansiyel kesit

o ~ 4ra® [11.36]

seklini alir, Sagirtic1 gekilde diferansiyel kesit geometrik kesitin dort katidir. Aslinda, &
kiirenin toplam yiizey alamidir. “Daha bityiik etkin boyut” uzun dalgaboylu sagilmaya
ait bir 6zelliktir (bu optikte de dogru clurdu). Bu bir anlamda klasik parcaciklar sadece
kafa kafaya vurusacaklari kesit alam gérebiliyorken, bu dalgalarin kiirenin etrafindan
gegen kendi yollarmi sezebiliyor olmalar gibi bir sey.

Problem 11.3 11.32 nolu denklem ile baglayarak 11.33 nolu denklemi kanitlaymn,
Yardim: Legendre polinomlannm ortogonallik bagmtisiu  kullanarak, farkli /
degerlerine sahip katsayilarm ayr1 ayn sefir olmas1 gerektigini gosterin.

** Problem 11.4
V(ry = ab(r—a)

seklinde bir kiiresel delta fonksiyonundan diigik enerji ile sagllma durumunu ele alin.
Burada a ve a birer sabittir, /(@) sagilna genligini, D(&) diferansiyel kesiti ve o toplam
kesiti hesaplaym. ka << 1 oldugunu varsaym ki, sadece / = 0 terimlerinden kayda deger
bir katk: gelsin (problemi daha da kolaylastirmak igin, igin baginda tiim 7 # 0 terimlerini
atin.) Buradaki esas problem a1 belirlemektir. Yanrtinizi boyutsuz biiyiiklik olan
B=2mac/W cinsinden verin. Yamt: o = d74° BHI+SY.

Once, x < 0 oldugu yarim gizgi iizerinde verellesmis V(x) potansiyelinden & boyutlu
sagilma problemini ele alahm (11.7 nolu sekil). x = 0 konumuna bir “tugla duvar”
koyacagim. Bu durumda soldan gelen dalga

Ye(x) = Ae™ (x < —q) [11.37]

tamamuyla yansivacaktir:

Vo (x) = Be ™ (x < —a). [11.38]

—a < x < ( etkilegim bdlgesinde ne olursa clsun, yansiyan dalganin genligi olasihigin
korunumu geregi gelen dalgamn genligi ile ayni olmak zorundadir. Fakat, aynt fuza
sahip olmak zorunda degildir. Eger potansiyel olmamis olsaydi (sadece x = 0"da duvar
olsaydi), o zaman B = -4 olurdu, ¢iinkii toplam dalga fonksiyonu (gellen ve yansiyan
dalganin toplami) orijinde sifir olmak zorundadar:

Yp(x) = A (e”‘* - e“"’”) (V(x) =0). [11.39]
Potansiyel sifir degil ise, x < —a igin dalga fonksivonu asagidaki sekli akir:

) =4 (M - BE0) (v (x) £0) [11.40]

e %

SEKIL 11.7: Sag taraftan sonsuz bir duvar ile stmriandiradmis yerellesmis potansiyelden bir
boyutlu sacilma.
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Tiim sagilma teorisi verilen bir potansiyel i¢in J faz kaymasimin’ (k'nin ve dolayisiyla

E=#"k*/2m nin fonksiyonu olarak) hesabina indirgenir. Bunu Schrodinger
denklemini —a < x < 0 sagilma bdlgesinde uygun simir kosullart altinda ¢ozerek
gergeklestiriyoruz (11.5 nolu probleme bakin). Kompleks B genligi ile ¢aligmak yerine
faz kaymasi ile ¢alismamin iki faydasi vardir: (1) fizige anlam katar (olasulifmm
korunumu yiiziinden potansiyelin yapabilecegi fek sey yansiyan dalganin fazim
kaydirmaktir) ve (2) kullanilan matematidi basitlestirir (iki reel say1 igeren bir kompleks
bityliklilk yerine tek bir reel bityiiklitk kulianl).

Simdi i¢ boyutlu duruma geri dénelim. Gelen diizlem dalga (4"} z dogrultusunda
agisal momentum tagimamasina ragmen (Rayleigh formiilii m # 0 terimlerini igermez),
tiim foplam agisal momentum degerlerini (/=0,1,2,....) igerir. Potansiyel kiiresel simetrik
oldugundan, agisal momentum korunur ve bundan dolay: belli bir [ ile etiketlenmig her
bir kismi dalga birbirlerinden bagimsiz olarak sagilacaktir. Yine genliklerinde degil,”
sadece fazlarinda bir degisiklik olacaktir. Eger ortada potansivel olmamuis olsaydi, o
zaman ¥, = A" olurdu ve /-inci kismi dalga (11,28 nolu denklem)

u) = A2+ 1) jilkr) Prcosf) (Vi) =0) [11.41]
seklini alirdr. 11.19 nolu denklem ve 11.1 nolu tablodan;

. 1 1 , ix . —ix
jg(x)zwi[h(l)(x)+h§2)(x)]%E;[(—:)IHE +ithe] @ (1142

Bu durumda biiytik » degerleri igin

A(Zl—l—l)

VISRV Lt [e“” _ (—1)%-“”'] Pi(cos®) (V(r)=0) [11.43]
2ikr

yazabiliriz. Kégeli parantez igindeki ikinci teritn gelen kiiresel dalgayr temsil eder ve

sagicl bir potansiyel oldugu durumda da depismez. ik terim giden dalgadir ve §; faz

kaymasini alir:

A(Zl+1)

o
v 2ikr

[ei(wan_(_l)fe-f*r] Picos) (V() #£0). 111.44]

Bunu fazi 28; kadar kaymis (7. dipnota bakin) yakinsayan kiiresel bir dalga (™
terimindeki #* bileseninin yol agtip1) ve giden kilresel bir dalga olarak (sagilan dalganin

yaninda ¢ terimindeki 2 kismi) ortaya gikan bir dalga gibi ditsiinebilirsiniz.

T °'nim snitndeki 2 garpans bir aligkanltktir. Gelen dalganin fazimin bir gelirken bir de giderken kaydifnt
kabui ederiz. d ise “tek ytn” deki faz kaymasim tanimlandigindan éoplam 24’ dir.

* Bu konunun bu kadar kafa karistirici ofmasmm bir sebebi neredeyse her sevin “genlik™ olarak
adtandinimasidir. (&) sagilma genligi, @ “kismi dalga genligi” gibi, Bunlann ilki 8 un fonksiyonudur ve her

* ikisi de kompleks sayidir. Simdi “genligi” gergek anlaminda kullanacagim: Bir sintis dalgasinm yiksekligi.
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11,2.1.- Klesimde tlim teori ) kismi dalga genligi cinsinden ifade edildi. Bu kez 6, faz
kaymast cinsinden yazildi. Bu iki ifade arasinda bir baglanti olmali. Aslinda 11.23 nolu
‘denklemin asimptotik (buyiik » degerleri igin) sekli;

2+ 1D

O g
v { 2ikr

[eikr _ (_l)le—ikr] + w a eikr] Pi(cos®) [11.45]
’ ¥
d; cinsinden yazilan genel ifade (11.44 nolu denklem) ile kiyaslandiginda

b L 1;5, ,
) = 5k (e = 1) = Ee sin(é;) [11.46]

oldugunu buluruz®. Buradan (11.25 nolu denklem) - -

oo

1 | o
F8) = =D @1+ 1)e' sin()) Pi(cos ) [11.47]
k =0
ve (11.27 nolu denklem)
47 = AR
o= ;2‘2(2“ + l)sinz(ég.). o [11.48]

=0

oldugu gériiliir. Tekrarlarsak, kismi dalga genligi verine faz kaymasi ile caligmanin
avantaji fiziksel olarak yorumlamak daha kolay ve ¢ok daha basit matematik iceriyor
olmasidir. Faz kaymasi formiilasyonu, a¢isal momentumun korunumunu kullanarak
kompleks bir bitytiklik olan «/yi (iki reel say1 ) tek bir reel &; biiyiikliigiine indirger.

Problem 11.5 m kiitleli ve £ enerjili bir parcacik

O! (x < _a)y
60, (x = 0)

seklindeki bir potansiyele soldan yaklasmaktadir.

FE

(a) Eger gelen dalga Ae™ ise (burada & = —;—Tg ), yanstyan dalgayi bulun. Yanu:

' Y ’ .
Ae~2ika i:]_{_wa_)jl e H*ve burada & = v 2m(E + Vo) /h.

k4 ik cot(k’a)

* ar ve & arasinda bagianti kurabilmek igin dalga fonksivonunun asimptotik seklini kullannug olmama
ragmen, 11.46 nolu denklem ile verilen sonug icin highir yaklagtirma yoktur. Her ikisi de r"den bagimsiz bir
sabittir ve J; asimptotik bolgede faz kaymasint verir, Bu bolgede Hankel fonksiyonlan ¢k formundadir,
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(b) Yansiyan dalganin genliginin gelen dalga ile aym oldufunu gdsterin,
(c) Derin bir kuyu igin (E << F}) 4 faz kaymasim (11.40 nolu denklem) bulun.
Yanit: 6 = —ka
Probiem 11.6 11.3 nolu dmekte verilen kati kiire sactimas t¢in kismi dalga faz kaymasi
{&;) nedir?
Problem 11.7 Bir delta fonksiyonl: kabuktan (11.4 nolu problem) sagilma olay: igin
S - dalgasinin (/ = ) kismi dalga faz kaymasim (&(k)) bulun. u{#} radyal dalga
fonksiyonunun » —» o iken, 0'a gittigini varsaym. Yanu:
) k
B = ngta olmak tizere, — cot™! [cot(ka) + ——f—] .
< B sin“(ka)
11.4 BORN YAKLASIMI
11.4.1 Schrédinger Denkleminin Integral Sekli
n_,
VR VY = EY [11.49]
2m
zamandan bagimsiz Schrédinger denklemi
(VP +ihy =0 [11.50]
seklinde ¢ok daha kisa ve 6z olarak yazilabilir. Burada
v 2
ko= 2;"E ve ngng. [11.51]

Bu Helmholtz denkleminin yiizeysel geklidir. Fakat, burada “homojen olmayan™
teriminin kendisinin + "ye bagh olduguna dikkat edin.

“Kaynak” fonksiyonu bir defta fonksiyonu olan Helmholtz denklemini ¢6zen bir
G(r) fonksiyonu buldugumuzu varsayalim:

(V2 + DG = 8. [11.52}
Bu durumda ¥ ’yi bir integral seklinde ifade edebliriz:

Y(r) = f G(r — o) Q(x0) d°1y. [11.53]
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Bunun 11.50 nolu denklemde verilen formdaki Schrédinger denklemini sagladigini
gostermek kolay:

(2 + () = f (7 + 60 - )] 00 d*ro

- f 53(r — r0) Q(r) dr0 = O(©).

G_(r), Hehnholtz d‘?nkleminin Green fonksiyonudur, Genel olarak, bir lineer
diferansiyel denklemin Green fonksiyonu bir delta fonksiyonlu kaynaga olan “tepki”yi
temsil eder.

_111< isimiz"® G(r)’yi bulmak igin 11.52 nolu denklemi ¢ézmektir. Bu en kolay
sekilde, diferansivel denklemi cebirsel denkleme doniistiren Fourier doniistimii ile
gerceklestirilebilir:

| R
G0 = Gayn [ gy d’s o [11.54]
olsun, O zaman,
1 .
(V2 + 6@ = = [ (7 + e g(sy .
Ote yandan,
Vleis-r — _s2€r's-r [11.55]
ve (2.144 nolu denkleme bakin)
1 .
83 (r) = W[e‘S'fd3s [11.56]
oldugundan, 11.52 nolu denklem

L j 1 .
Wf(—52+k2)e”'rg(s) ds = G /els-r ds

esitligini verir. Buradan"

: ‘
sonucuna ulaglr,
Bunu 11.54 nolu denklemde yerine kovarsak,
1 ‘ 1
G — isr s .
(r) ——_m(zﬂ)3 fe s, 8 [11.58]

" Upar: Cergeve (kontur) integrallerini de igeren iki sayfaiik ager matematiksel islemlere dogru
gidiyorsunuz, Isterseniz bunlari attayip, dogrudan 11.65 nelu denklem ile verilen yanita gegin.

"' Bu siiphesiz yeter ve ayni zamanda gerek kosuldur, Bunn, bu iki terimi tek bir integrale donasturop,
Plancheret tecremi kullanarak gosterebilirsiniz.
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1]

&
£
/£
/
7
7

/
e

SEKII, 11.8: 11.58 nolu denklem ile verilen integrat icin
uygun koordinat talumn.

olur, s integrali sézkonusu oldugu silrece r sabittir. Boylece ok dogal olarak kutup
ckseni r boyunca uzanan bir (s, 8, ¢ kiresel koordinat takimi segebiliriz (11.8 nolu
sekil). O zaman s.r = s+ cos & ve ¢'nin integrali siradandir (27) ve de # integrali;

T isrcas@ |7 2 si
f &80 ing 4 = — _ Zenen) [11.59]
0 isr g §r
Boylece,
12 [% ssin(sr) I * ssin{sr)
G = - ds = d 1160
® 27y r ){) 22T 4ty .[—oo K2 et

halini alir, Kalan integral o kadar kolay degildir. Ustel gdsterime dénmek ve de payday:
carpanlarma aymrmak gerek:

i jors] Seisr e Se—isr
G(r) = —— — e odg —d
® 8r2r [/—oo G-B6-B" Lw {s—ks+K) s}
i
= —— (] — I7). 11.61
o3 - 1) [11.61]
Bu iki integral Cauchy integral formiilii kullanilarak hesaplanabilir: z, gergeve iginde ise
I® e —omifGe), [11.62]
(z - zo)

yoksa integral sifirdir. Uzerinde ¢ahistifimiz integral reel eksen iizerinden alintyor ve
tam +k’da bulunan kutup tekilliklerinin tizerinden geger. Kutup noktalarinin etrafindan
nasi! dolasacagimza karar vermek zorundayiz. -k noktasinda bulunan kutbun dstiinden
ve +k noktasinda bulunan kutbun alfindan dolanacagim (11.9 nolu sekil), Istediginiz
bagka bir dolamum sekli segmekte dzgiirsiintiz. Buna her bir kutbun etrafini yedi kez
dolanmak da dahil. Her defasinda farkli bir Green fonksiyonu elde edeceksiniz, fakat
biraz sonra gosterecegim gibi bunlarin her biri esit agirhikta kabul edilebilirdir.

11.61 nolu denklemdeki her bir integral igin gerceveyt dyle bir sekilde “tamamlamaliyiz”
ki sonsuzdaki yarim daireden higbir katk: gelmesin. 7; igin s bilyilik bir pozitif sanal
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D PO
s5=-K L

s\;ik Re(s)

SEKIL 11.9: Cergeve integrallerinde {11.61 nolu denklem) kutuplari dolanma,

kisma sahip oldugu zaman, € garpam sifira gider. Bu nedenle gergeveyi iistten
kapatiriz (11.10(a) nolu sekil). Cergeve sadece s = +k"daki tekilligi gevreler. Boylece,

sei” 1 seisr
I = ds = 2mi
! %[s+ki|s—-k g m[s—i—k]

olur. [; integrali i¢in, s bityilk bir negarif sanal kisma sahip oldugu zaman, e™" ¢arpant
sifira gider. Bu nedenle gergeveyi altran kapatiniz (11.10(b) nolu sekil). Bu kez ¢ergeve
s = —k’daki tekilligi ¢evreler ve saat yiniinde dolandii icin — isareti alur:

Sewisr 1 Se—isr
Ih = — = —2mi
2 ﬁ[‘v—k}s—kkds m[s—k]
ikr

Gir) = 8;:—2:« [(m”“) _ (—me"kf’)] - -jm. [11.65]

Bu, Helmholtz denklemi i¢in Green fonksiyonudur ve aym zamanda 11.52 nolu
denklemin ¢ozitmiidiir. Eger tiim bu iglemler icinde kaybolduysaniz, sonucun dogrudan
tirev alarak konfroliinii yapabilirsiniz (11.8 nolu probleme bakin). Ya da, G(r)

Helmholtz  denklemi igin Green fonksiyonu oldugundan, homojen Helmholtz
denklemini

= ime*’ [11.63]
s=k

=—ize™ .  [11.64]

Sw=—k

Sonug:

(V2 + k)G =0 [11.66]
saglayan bir Gy(r) fonksiyonu ekleyebiliriz. Yani (G+G;) fonksiyonunun da 11.52 nolu

(&) (b)
SEKIL 11.10 11.63 ve 11.64 nolu denklemlerdeki cercevelerinin kapatiimasi.
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denklemi sagladigi agiktir. Belirsizlik tamamyla kutuplarm nasil gercevelenecegi ile
ilgilidir, Farkli bir se¢im farkli bir Go(r) fonksiyon se¢imi demektir,

11.53 nolu denkleme donersek, Schrodinger denkleminin genel ¢oziimil agagidaki
sekli alr:

m eikir—rol

3
2wt ] T rl V(ro)yr (ro) d'ro. [11.67]

Y{r) = tplr) —

Burada v

(V2 +k3)p = 0 111.68]

serbesi parcacik Schrodinger denklemini saglar. 11.67 nolu denklem Schriidinger
denkieminin integral geklidir. Bu tamamivla Schridinger denkleminin bilinen
diferansiyel sekli ile dzdestir. Ik bakista, bu her hangi bir potansiyel igin Schrodinger
denkleminin agik bir ¢dzimi gibi gorimiyor. Buna aldanmaymn: denklemin sag
tarafinda integralin i¢inde v var. Yani, ¢oziimil bilmedikge integrali alamazsimz. Yine
de integral sekli ¢ok etkin olabilecek bir aragtir. Ozellikle biraz sonra gérecegimiz gibi,
sacilma problemleri igin ¢ok uygundur,

Problem 11.8 Dogrudan yerine koyarak, 11.65 nolu denklemin 11.52 nolu denklemi
saglayip saglamadigmi kontrol edin. Fardim: V(1/r) = —475°(r)."

**Problem 11.9 Hidrojen atomunun taban durumunun (4.80 nolu denklem) uygun bir ¥
ve FE igin Schrodinger denkleminin integral seklini sagladifmi gosterin, Burada E’nin

negatif ve dolayisiyla x =~+/-2mkFE / h olmak iizere k = ix olduguna dikkat edin.

11.4.2 Birinci Born Yalkdasim

V(reY1n vy = 0 civarmda yerellestigini (yani, potansiyel tipik bir sagilma probleminde
oldugu gibi, belli bir sonlu bélge diginda sifira diisiiyor) ve sagilma merkezinden cok
uzak noktalarda ¥ (r)’yi hesaplamak istedigimizi varsayalim. O zaman, 11.67 nolu
denklem ile verilen integrale katki yapan tim noktalar i¢in, |r] > |ro]. Oyleyse,

r—roP =24 rf -2 22 (1-250) [11.69]

~ ve bundan dolayi

Ir—rol Sr—F-1p [11.70]
olur,

? Omegin, D, Griffiths, Introduction to Electrodynamics, 3 rd ed., (Prentice Hall, Upper Saddle River,
NI, 1999), 1.5.3. Kesime bakimz. .

11.4 Kesim: Born Yaklagim: 413

k= ki [11.71]
olsun. O zaman
oHkIr=rol o pikr o—ikero [11.72]
olur ve bundan dolay1
ikir—rp} ikr
e M e ik [11.73]
|r — xg| r .

elde edilir (paydada |r—ro| = r seklinde radikal bir yaklastirma yapabiliriz. Usrel kisimda
bir sonraki terimi tutmak zorundayiz. Eger bu kafamrm kanstmyor ise, paydadaki

agiimda bir sonraki terimi de yazm. Yaptigimiz sey; kigilk (ro/r)'nin kuvvetleri

seklinde seriye agip, biitiin kiigiik terimleri diigiirmektir).
Sagiima durumunda, gelen diizlem dalgay: temsilen

Yo(r) = AR [11.74]
olmasin isteriz. Biiytik #’fer igin;
) m eikr .
Yr(r) X AeF — e R e KTV (ro)r (o) d 1 [11.75]
T

olur. By, 11.12 nolu denklem ile verilen standart forma sahiptir ve buradan sagiima genligini
m : '
0, ) = o | e HROV () (rg) T 11.76]
FO.8 =525 | (ro) ¥ (ro) d’ro [

seklinde elde ederiz.

Simdiye kadar vyapilanlarda bir yaklagtirma yok. Simdi Born yaklagimina
basvuracagiz: Gelen diizlem dalganin poransivel tarafindan ¢ok fazla degistirilmedigini
varsayalim. O zaman, integral i¢inde

¥ (ro) & o (rg) = A0 = AT T [11.77]
seklinde almakta fayda var. Burada
K =ki [11.78]

olarak tanimlanur. (V¥ = 0 olsaydi, bu kesin ¢bziim olurdu. Bu, dzlinde zavif potansivel
yaklasimicir.*) Born yaklagiminda:

@, ¢) = —-2%";—2 f KTy (py . [11.79]
T

1% Genel olarak, gelen pargacigin enerjisinin diygiik oldufu durumda, serideki sadece birkag terimin
kayda defer katkisi olacagindan kismi dalga anatizini kullanmakta fayda vardic. Bomn yaklagimi gelen
pargacifin enerjisine kiyasla potansiyelin zayif ve dolayisiyla sapmamn az oldugu durnmlarda kullanilir,
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SEKIL 11.11: Born yaklasiminda iki dalga vektbris:
k' gelig yoniindi, k sectlma yoniinil ghsterir.

(Olur ya, k' ve K'min tammlarm kagmmis olursuruz  bunlarn her ikisi de £
biivitkliigiine sahip, ilki gelen demetin yénimit ve ikincisi de dedektore dogru olan yonii
gosterir—11.11 nolu gekile bakimz, #(0k-k') sacilma sirecindeki momentum
aktarimidir),

Ozellikle diigitk enerjili (uzun dalgaboylu) sagilma igin, tistel garpan sacilma
bolgesinde sabiltir ve Born yaklasimi

f, ¢y = _ﬁ}%f V(r)d’r, (disik enerji) [11.80]

gibi basit bir gekil alir. (Bu noktada karigikliga yol agabilecek bir sey kalmadigindan, r
tizerindeki alt indisi kullanmadim.)

Ornek 11.4 Diisitk enerjide ynmusak kiireden saqilma'

V T < E)
Vi) = { ¢ r=e [11.81]
0, F>a
oldugunu varsayahm. Dilstik enerji durumunda, sagilma genligi
m 4
0, )= ———=Vzra®|] - 11.82
J6. ¢ P 9(3%) [11.82]
(Ove ¢’den bagimsizdir), diferansiyel kesit
2
da 5 2mVoa® )
— = = — 11.83
70 = |/ ( 52 ( ]
ve toplam kesit
2
2mV0a3)
o =4 11.84
- (2% [11.84]

olur,

"* Born yakfasimmu kar kire potansiyeling (Vy = o) uygulayamazsimz. Integral iraksar. Burada
potansiyelin zayyf olduunu ve de sagilma bolgesinde dalga fonksiyonunu fazlaca degistirmedigini varsaydik,
Ancak kg kiire dalga fonksiyonunu radikal bir sekilde degistirin: d¢*=den sifira,
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Kiiresel simetrik V(r) = ¥{(r) potansiyeli igin Bomn yaklagim tekrar basit sekle
indirgenir,

k=k -k [11.85]
olarak tantmlayahm ve r, integrali igin kutup ekseni & dogrultusunda olsun. O zaman,
(k' —K)-rg = xrgcosfy [11.86]

Ve

(o) =~ et <7088y (01,2 sin b dro dBo deho [11.87]

2 h?

olur. ¢ integrali swradandir (27) ve & integrali ise daha once kargilastifimz bir
integraldir (11.39 nolu denkleme bakm). # iizerindeki alt indisleri diigtirtirsel

2m [ ) . . .
fley=— FIT rV(r)sin(kr) dr, {(kiiresel simetri) [11.88]
KK J9

elde ederiz. £*nin agisal bagimhilig: & min igindedir. 11.11 nolu gekilde gosterildigi gibi
K = 2k sin(0/2). [11.89]

Ornek 11.5 Yukawa Saciimasi: Bir atomik ¢ekirdekte baglanma kuvveti igin kaba bir
model olan Yukawa potansiyeli 5 ve u birer sabit olmak Uzere,

—pur
Vir)=f [11.90]

seklindedir, Born yaklagimi
o 2mB _ 22mp 1191
fia) = _ﬁ | € sin{xr) dr = thl(uz e [11.91]

sonucunu verir. (11.11 nolu problemde buradaki integrali hesaplayacaksiniz).

Ornek 11.6 Rutherford sactlmasi: Yukawa potansiyelinde = q,g2/47eg, 4= 0
kovarsak, iki nokta yllk arasindaki elektriksel etkilesmeyi tammlayan Coulomb
potansiyelini elde ederiz. Sa¢ilma genligi de

maiqr . [11.92]

g =— ‘
1) 4 ephi®i?



416

I1. Bolim Saciima

va da 11.89 ve 11.51 nolu denklemlieri kullanarak,

~ 9192 ~
6 = -
1 16m ey E sin®(6/2) [11.93]

seklini alir. Bunun karesi diferansiyel kesiti verir:

do _ [ q142 ]2 (1194
dQ 16megE sin®(8/2) 1 24

Bu, tam olarak Rutherford formilidir (11.11 nolu denklem). Coulomb potansiveli igin
klasik mekanik, Born yaklagim: ve kuantum alan teorisinin hepsi aynt sonucu verir.

Bilgisayar is dilnyasinda soylenildigi gibi Rutherford formiilii sagirtic: sekilde “girbitz” diir.

*Problem 11.1¢ &_’un.lugak kiire sacilmasi ig¢in sagilma genlifini Born vaklagimim
kullgr'la_ral.{ 'herhangl bir enerji degeri igin hesaplaym. Elde ettiginiz formiiliin distk
enerji limitinde 11.82 nolu denkleme indirgendigini gisterin.

Problem 11,11 1191 nolu denklem ile verilen integrali alarak, denklemin sag
tarafindaki ifadeyi elde edin.

**Problem 11.12 Born yaklagim iginde, Yukawa potansiveli sagilmasi i¢in toplam
kesiti hesap edin. Yanitimiz: £’nin fonksiyonu olarak verin.

*Problem 11.13 11 4 nolu problem ile verilen potansiyel i¢in;
{a} Bom yaklasum iginde dissitk enerji ile gelen dalga i¢in f(#), D(6) ve &’ y1 hesaplayin,
(%) Born yaklagimi icinde herhangi bir enerji i¢in f{ &Yyt hesaplayn,

(¢) Uygun bir fejimde sonuglarmizin 11.4 nolu problemde elde edilen yanit ile uyumlu
oldugunu gosterin.

11.4.3 Born Serileri

Born yaklasimi 6z itibariyle klasik sagilma teorisindeki anlk itme yaklasimina
benzer. Anlik itme’ yaklagiminda pargacigi dogru bir gizgi tizerinde yoluna devam
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Gercek
FLA—’/’/ZQggnge
_____ = =il [ S

Sag¢ilma merkezi

SEKIL 11.12: Anhk itme yaklasnmnda, parcacik sapmaya uZramamiy yirlingede hareket
eder ve aktarilan enine momentum hesaplanir.

ediyormug gibi ele aliriz (11.12 nolu sekil) ve bu durumda ona aktarilan enine anlik.
itmeyi hesaplariz:

I::fFJ_dt. [11.95]

Yoriingeden sapmanin nispeten g¢ok kiigitk oldugu durumda, 11.95 nolu denklem
parcaciga aktarilan enine momentum igin iyi bir yaklagim olur. Bu durumda, sagilma
acsisy, p gelen momentum olmak iizere

8 =tan"'(I1/p) [11.96]

seklini alir. Bunu, “birinci dereceden” anlik itme yaklagimi olarak alabiliriz (siftrince
derece ilk bagta ele aldigmmiz ve higbir sapmanin olmadifs durumdur). Benzer sekilde,
sifirinct dereceden Born yaklagiminda, gelen ditzlem dalga higbir degigiklige ugramadan
geger ve bir onceki kesimde inceledigimiz konu bu olaya olan birinci dereceden
diizeltmedir. Aym diisiince sistemi daha yiiksek dereceden diizeltme terimlerini
iiretebilmek igin tekrar kullamlabilir ve sonunda kesin sonuca yakinsamasi beklenir.

Schripdinger denkleminin integral formu yro gelen dalgay: temsit etmek lizere

Y{r) = vro(r) + f g(r — v}V (ro)ys (ro) d 1 {11.97]
sonucunu verir. Burada
eikr
glry= wzﬁhzT [11.98]

Green fonksivonudur {(daha uygun oldugu igin 2m/% carpanini ifadenin icine dahil
ettim) ve ¥ sacic1 potansiyeldir. Sematik olarak:

=0+ [ V. [11.99]
V¥ i¢in bu ifadeyi aldigimizi varsayalim ve bunu integralin i¢ine yerlestirelim:

14 =wo+fngo+ﬁgvng. [11.100]
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SEKiL 11.13: Born serilerinin (11.101 nolu denklem) sematik yorumu,

Bu siireci tekrarlayarak i igin formal bir seri takimi elde ederiz:
v=vo+ [avins [ [eveveas [ [ [aveveveos-. prion

Her bir integrandm iginde kuvvetleri gittikge artan gV ile birlikte v, gelen dalga
fonksiyonu var. Birjnei Born yaklasimi seriyi ikinei terimden sonra kesmesine ragmern,
daha yiiksek dereceden diizeltme terimlerinin nasil elde edilebilecefi ¢ok agiktur.

Born serileri sematik olarak 11,13 nolu sekilde gdsterildigi gibi tanimmlanabilir,
Sifunc derecede potansiyel +’de her hangi bir defisiklik yapmaz; birinci derecede
bir kez “tekmelenir” ve sonra yeni bir dogrultuda ilerler; ve bdylece devam eder. Bu
baglamda Green fonksiyonu bazen ilerletici olarak adlandirihr ve bize bir etkilesim ile
bir sonraki etkilesim arasinda karmasanin nasil ilerledigini soyler. Born serileri
Feynman diyagramlar ile birbirlerine baglanan kige carpanlari () ve g ilerleticileri
ile ifade edilen Feynman'm relativistik kuantum mekanik formiilasyonynun da ilham
kaynag idi. !

Probiem 11.14 Rutherford sagilmasi igin anlik itme yaklaginu iginde &°y1 carpma
parametresinin fonksiyonu olarak hesaplaymn. Elde ettifiniz sonucun uygun bir limit
durumunda 11.1 nolu problemin {a) sikki ile verilen kesin sonug ile uyumlu oldugunu
gosterin,

***Problem 11.15 Diisiik enerji ile gelen dalganmn yumugak kiireden sagilmasinda,
sacilma agisini ikinci Born yaklagimi iginde hesaplaym.

Yamit: ~(2mVod 3E)[1-(dmV,a¥/35)).

11. BOLUM ICIN EK PROBLEMLER

***Problem 11.16 Bir boyutlu Schridinger denklemi igin Green fonksiyonunu bulun
ve bunu kullanarak 11.67 nolu denkleme benzer sekilde integral seklini olusturun.
Yami:

P(x) = Yrglx) — ;‘% f Mol y ey () dixo. [11.102]
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**Problem 11.17 11.16 nolu problemde elde ettifiniz sonucu kullanarak, Born
yaklagimm bir boyutlu sagilma (ortada “tugla duvar” olmayan —eo < x < w araliginda)
icin olusturun. Yani, v4(x) = 4e™ olarak segin ve integrali hesaplamak igin ¥ (xp) =
¥ o(x0) oldugunu varsaym. Yansima katsayisinin asagidaki sekli aldigini gosterin:

m \2| < . 2
R= (w) U ARV () dx [11.103]
K2k 0

Problem 11,18 Bir boyutlu Born yaklasimmu (11.17 nolu problem) kullanarak,
bir delta fonksivonundan (2.114 nolu denklem) ve sonlu bir kare kuyudan (2.145 nolu
denklem) sagilma igin gegme katsayisini (7= 1 — R) hesaplaym. Sonuglaninizi 2.141 ve
2.169 nelu denklemlerle verilen kesin sonuglarta kiyaslaym.

Preblem 11.19 Toplam kesit ile ileri sagiima genliginin sanal kismuni birbirine baglayan
optik teoremi kanitiayn:

o= %Im(f(@)). [11.104]

Yardmm: 11.47 ve 11.48 nolu denklemleri kullanin.

Problem 11.20 Born yaldasimim kullanarak,
M) = Ae™”
Gauss potansiyelinden sagilma igin toplam kesiti belirleyin. Yamtimzi 4, g ve m (gelen

pargacigin kiitlesi) sabitleri ve de E gelen pargacigin enerjisi olmak lizere & =2mE /h
cinsinden ifade edin.
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Simdi, kuantum mekaniginin ne séyledigini anladigimiza gore, (en azindan Oyle
umuyorum) ne anlama geldigi sorusuna donebiliriz. Yani, 1.2. Kesimde basladigimiz
hikayenin devamim getirecegiz. Sorunun kaynag dalga fonksiyonunun istatistiksel
yorumundaki belirsizliktir. ¥ ya da daha genel olarak bir kuantum durumu (6rnedin bir
$pindr) bir Sl¢iimiin sonucunu tek basima belirleyemez; sagladifa sey olasi sonuglarin
istatistiksel dagihmidir. Bu beraberinde derin bir soruyu da getirir: Fiziksel sistem
sorudaki nitelige olglimden 6nce “gergekten sahip” miydi (gergekei bakis acis1)? Yoksa
dalga fonksiyonundan gelen istatistiksel bag kosulunun simrladips bu nitelik, Sleme
cyleminin kendisi tarafindan m1 “yaratildi” (Ortodoks tavir) ya da bu soruyu
“metafiziksel” bir sorudur deyip, tamamuyla savusturabilir miyiz (bilinemezci yanit)?

Gergekei bakis agisina gore, kuantum mekanigi tamamianmanuyg bir teoridir. Ciinkil
dalga fonksiyonu aracilifi ile kuantum mekaniginin sistem hakkinda savleyebilecegi her
seyi biliyor olsak bile, sistemin tim &zelliklerini belirleyemeyiz. Fiziksel gergegin
eksiksiz bir tamm; igin gerekli olan ancak kuantum mekaniginin saglayamadigl baska
bilgilerin oldugu agiktsr,

Ortodoks tavir daha da kafa kangtiricy sorulara vol agar. Eger slome eylemi daha
once sistemde olmayan bir dzelligi yaratmak igin sistemi “taraf olmaya” zorluyor ise, o
zaman &lgme siirecinde gok garip bir sey olmal." Ustelik ardr ardma yapilan Glgiimlerin

' Bu garip olabilir, ama bazi popuiistierin onerdigi gibi gizemse! degildir, Niels Bohr'un kozmik ilke
statlstine yikselttii da/ga parcacik ikiligi elektrontar. bazen yetiskin gibi davranan ve bazen de higkir sebep
yok iken gocuk gibi davranan bir ergene benzetir. Boyle bir dil kullanmak istemem. Bir pargacigin Slelimden
once belli bir ozelligi yoktur dedigimde kafamda olan sey, Smegin, y = (é) spin durumunda olan bir elektron
igin agisal momentumunun x bileseninin aleimy esit olasilikla ya #/2 va da —#/2 degerini verecektir,
Fakat 6l¢im tamamlanana kadar elektron iy tanimiantmg bir S, degerine sahip olmayacaknr.

12.1. Kesim: EPR Celiskisi 421

g i €' SEKIL 12.1: EPR deneyinin Bohm
B uyarlamasi: Durgun durumdaki bir n’
elektron-pozitron ¢iftine bozunuyor.

ayni sonucu vermelerini agiklayabilmek igin, dlgme eyleminin dalga fonksiyonunu
¢oktiirdiglinii varsaymak zorunda kaliyoruz, ki bu Schrédinger denklemi ile
tanimlanan normal evrim siireci ile uzlagmasi gok gfi¢ olan bir kabuldiir,

Bu nedenle, kugaklar boyu fizikgilerin bilinmezéi tavri benimsemelerinde ve
Ogrencilerine teorinin kavramsal temelleri hakkinda diigiinerek vakit kaybetmemelerini
tnermelerinde sagilacak bir sey yokiur,

12.1 EPR CELISKisi

Einstein, Podolsky ve Rosen® ¢ok bilinen EPR celiskisi ile ilgili makalelerini 1935
yilinda yaynladilar. Bu, savunulabilir bakis agisinin sadece gercekei bakiy agist
oldugunu teorik tabanda kanitlayabilmek igin tasarlanmis bir 'deneydir. Burada David
Bohm’un gelistirdigi EPR ¢eligkisini anlatacafim, Bir elektron ve bir pé)zitt‘ona bozunan
yiksiiz pi mezon pargacagu ele alalim: -

7% = e 4ot

Piyonun durgun oldugu varsaym altmda, elektron ve pozitron zit yonlere ugup giderler
(12.1 nolu sekil). Piyonun spini sifirdir. Bu nedenle, agisal momentum korunumu
elektron ve pozitronun tekli dilzenekte olmalart gerektigini soyler:

1
—= by = d-14). [12.1]
V2o
Eger elektronun spini yukar: dogru ise, protonun spini asagi olmak zorundadir (ya da
bunun tam tersi). Kuantum mekanigi belli bir piyon bozunmasinda hangi kombinasyonu
elde edeceginizi sbylemez. Fakat, dlgiimlerin birbirleriyle bagdagik oldugunu ve
ortalama her bir kombinasyonu yan siirede elde edeceginizi soyler.

? A Einstein, B. Podolsky, and N. Rosen, Phys Rev. 47, 777 {1935).
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Simdi elektron ve pozitronun ugup gittiklerini (10 metre— gergek deneyde 10 151k yili)
varsay1p, elektronun spinini dl¢elim. Yukar spin buldugumuzu diigiinelim. 20 metre (ya
da 20 15tk yili) étede pozitronun spinini élgen birinin asaf1 spin bulacagini hemen
styleyebiliriz.

Gergekei bakisa gore, bunda sagilacak highir durum yok. Ortaya ¢iknklarindan beri
elektron gergekten yukari spine ve de pozitron asag1 spine sahipti. Sadece, kuantum
mekanigi bunu bilmiyordu, Ote yandan, “Ortodoks” bakis agis1 dlgme eylemi araya
girene kadar her iki pargacifin ne yukari ne de agafi spine sahip oldugunu soyler:
Elektronun spinini él¢me deneyimiz dalga fonksiyonunu ¢éktiirlir ve 20 metre (va da 20
151k yilt) ¢tede bulunan pozitronun spininin anltk “olusmasina” neden olur. Einstein,
Podolsky ve Rosen bdyle “acayip uzaktan etkiyi” (Einstein’in kendi deyimi) sagma
buldular. Ortodoks bakig agisiun savunulamaz oldugu sonucuna vardilar; kuantum
mekaniginin spinleri hesaplayabiliyor olup clmamasindan bagimsiz olarak, elektron ve
pozitron tiim bu siire¢ iginde gok iyi tanimlanmus spinlere sahip ofmaliydilar.

EPR argiimanmimn dayandig1 temel varsaymm 1sik mzindan daha izl ilerleyebilecek
bir etkinin olmayisidir. Bu yerellik ilkesi olarak adlandirilir. Burada, dalga
fonksiyonunun  ¢okiiginin - anhk olmadigimi ve sonlu bir hizla ilerledigini
onerebilirsiniz. Bu da agisal momentum korunumunun ihlali demektir, Ciinkii dalga
fonksiyonunun ¢ékme haberi pozitrona ulagmadan énce spini Slctiigtimiizde, her iki
parcacigm yukar: spin ile bulunma olasilifi yan yariya olurdu, Biyle bir soyut teori igin
kim ne diistiniirse diisiinstin, deneyler net olarak bdyle bir ihlalin s6z konusu olmadigim
ve spinler arasi bagdastkligin miikemmel oldugunu gosteriyor. Oyle gorimiiyor ki dalga
fonksiyonunun ¢ékiisii (gegerlilik statiisii ne olursa olsun) anliktir.

12.2. Kesim: Bell Teoremi 423

{a# 0 ve = 0 olmak iizere) her hangi bir tek parcacik |, )ve |¥s} durumlan igin
W (1)) [ (23)

seklinde ¢arpumn olarak ifade edilemez.

Yardim: |1} ve [¥re}'yi ¢, ) ve [¢hy) un lineer kombinasyonu olarak yazimn,

12.2 BELL TEOREMI

Problem 12.1 Dolanik durumlar: Tekli spin diizenegi (12.1 nolu denklem) dolanik bir
durum igin klasik bir drnektir: Tki ayr1 tek pargacik durumlarmin carpim olarak ifade
edilemeyen bir iki pargacikli durum ve bundan dolayr her bir par¢acik icin ayr bir
“durum”un s6z konusu olmadig1 dzel bir durum. Bunun, bir sekilde kitii notasyonun
sonucu olup olmadifim merak ediyor olabilirsiniz. Belki de, tek par¢acik durumlarimn
belli bir lineer kombinasyonu sistemdeki dolanikligi kaldirabilir mi diye kafanizdan
gegiriyor olabilirsiniz. Asagidaki teoremi kanitlayin:

Iki diizeyli bir sistemi ele alin. Bu diizeylere karsilik gelen dalga fonksiyonlan |¢g,
ve [dh) ve (gld) = 6, olsun (Ornegin, |@,) yukari spin ve |¢) asag spini temsil edebilir).
Asagida verilen iki pargacikli durum

alga (12} 16 (2)) + Blop(1)}da(2))

Aslinda, Einstein, Podolsky ve Rosen kuantum mekaniginin dogrulugu hakkinda kusku
duymadilar ama fiziksel gergegi tantmlamada yerersiz oldugunu éne siirdiiler: Dalga
fonksiyonu tim hikayeyi veremez ve sistemin eksiksiz tanimlanabilmesi igin ¥ dalga
fonksiyonuna ek olarak A gibi baska buyiiklitklere de gerek vardir. Bu asamada, A’y1
nasil hesaplayabilecegimize ya da &lgebilecegimize dair higbir fikrimiz olmadigindan
“gizli degisken” olarak adlandinriz.” Yillarca kuantum mekanigini tamamlayabilmek
igin birgok sayida gizli degisken teorisi ortaya atildi;* Bunlar bir sekilde hantald ve
inandirict olamadilar. 1964 yilma kadar problem miithis bir ilgi odag: oldu. Fakat, ayni
yil 1.S. Bell her hangi bir yerel gizli degisken teorisinin kuantum mekanigi ile wyumiu
olamayacagini gosterdi.’

Beli, EPR/Bohm deneyi igin sdyle bir genellestirme onerdi: Elekiron ve pozitron
dedektdrlerini aym yone yénlendirmek yerine, birbirlerinden bagimsiz olarak donebilme
serbestlige sahip olacak sckilde yerlegtirelim (12.2 nolu sekil). ilk dedektor elektron
spininin a birim vekttr yoniindeki bilesenini Slgsiin ve ikincisi pozitron spininin b
yoniindeki bilesenini dlgsiin. Basit olsun diye, spinlerin kaydimi 42 cinsinden yapalim. O
zaman her bir dedektor sorudaki yon dogrultusunda yukar spin igin +1, agag spin igin —1
kaydim yapacaktir. Birgok 7° bozunmasi i¢in sonug tablosu agagidaki gibi olabilir:

elektron pozitron garpum
+1 -1 -1
+1 +1 +1
-1 +1 -1
+1 -1 -1
-1 -1 +1

* Gizli degisken tek bir say1 ya da hir sayt topfulugu olabilir, X belki baz1 temel nedenlerden dolay dzde
hesaplanabilir bir buyklik degil ya da belki de gefecekte bazi teoriler iginde hesaplanabilecek bir bivyikluk
clacak. Fakat, bunun bir dnemi yok. Burada tistiine basarak belirtmeye caligug@im sey herhangi bir slghimden
once ortada sistemle ilgili bir geylerin (sadece her olast deneyin sonuglarini igeren liste bile olsa) olmasi
kosufudur, .

*D. Bohm, Phys. Rev. 85, 166, 180 (1952), )

* Bell’in orijinal makalesi (Phpsics 1, 195 (1965)) hir cevherdir: oz, anlasilabilir ve ¢ok gizel yazilmig,
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SEKIL 12.2: EPR — Bohm: deneyinin Bell versiyonu: dedektorler birbirlerindén bagimsiz:
bir sekilde a ve b degrultularinda yonelirler.

Bell, verilen herhangi bir dedektor yonelim kiimesi i¢gin spinlerin garplmlarmm
ortalama degerini hesaplamiak istedi. Bu ortalamaya P(a, b) diyelim. Dedektotlerin
birbirlerine paralel (b = a) oldugu duramda;, erijinal EPRB diizenegini elde etmis
oluruz; Bu durumda bir spin yukar1 ve diger spin asafy yonelmis olur ve bu nedenle
carpimlart her zaman =1 verir. O zaman ortalamna:

P(a, a) = =1 (12.2}
Ayni gekilde; spinler antiparalel (b = —a) ise, carpmmlart +1 olur ve bundan dolay:
Pla, ~ay = +1 [12.3]

olur. Rastgele yonelimiler igin, kuanturn mekanigi

| Pab)=-a-b | [12.4]

oldugunu ongériir (4.50 nolu probleme bakm). Bell’in ortaya koydugu yey bu sonucun
highir yerel gizli degisken teorisi ile wyumlu olamayacagidir.

O’ne siiritleni teZ sasirticr derecede basit. Elektron ve pozitrondan olusan sistemnin
“tam™  durumunuti A gizli degigkeni ile tammlandifm varsaywn (burada, A
anlayamadigimiz ve kontrol edemedigimiz bir yol ile bir piyon bozunmasindan diger bir
piyon bozunmasiia defisen bir biyikiilktiir). Dahas1 elekiron olgim soruglarmm
pozitron dedektériiniin b yoneliminden bagimsiz oldugunu da varsayin. Zaten, pozitron
dedektoriniin b yOnelimi, deneyin pozitron ucunda bulunan kisi tarafuidan elektron
dlgtimilerinden hemen once belirlenebilir ve bu da 15tk alt herhangi bir mesajin elektron
dedektoriine ulagamamast demektir. O zaman elektron 6lgiim sonuglarmi veren bir
A(a, L) foriksivonu ve pozitron 8l¢iim sonuglarim veren bir B(b, &) fonksiyonu olmali.
Bu fonksiyonlar sadece +1 degerlerini alabilirler:®

A, V=11, B ==T1 [12.5]

® Bu, par¢aciklarin as zamantt belh bilésenti ve iyi tammb agssal momenturn vektorierine sahip
oiabllcccgl diigtiricesinden uzaklagmak ofdugu igin, klasik belirlenimei (deterministiky akimmn benimseyen bir
kiginin kabul edebilecegi sinire goktan agar. Neyse, bos verin. Bellin 6ne stirdigl tezin ortaya koymak
istedigi sey kivaritum nickanigitin herhangi bir yerel betirlénimei teort te uyumlu olamayacagtdir.
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Dedekttrler ayni dogrultuda olduklar: zamgn, sonuglar tamamiyla bagdasikttr (va da
degildir): Biitin A, degerleri igin

Aa, 2} = —B(a, A) [12.6]

olur. g(}), gizli degisken olasilik yoguniugu olmak iizere, dlelimlerin ¢arpim ortalamas:
P(a,b) = f PO A, B, 1) dh [12.7)
seklindedir. (p.(A) herhangi bir olasilik yogunlugunun olmasi gerektigi gibi negatif
oLmayan ve / oA ark =] non:nlama kosulunu saglayan bir, yogunluktur p (1) hakkinda

bunun otesmde bir varsaylmda bulunmuyoruz Farkl ngh degisken teorileri p igin
olduk@a farkh 1fadeler vereblhrier Y126 nolu, e§1t11g1 kullanarak Byi yok edebllmz '

Pab) = - f PUIAG, 1AM, 1) dh [12:8]
ve ¢ baska bir hirimwiektﬁr‘_ohnakﬁwr_é;
P(a,b) — Pa,¢) = — f ,q(__A_)[A(a. DA, 1)~ Aa, MA(e, MY]dh [129]
yazlabilir. Ya da, [A(b, )] = I oldugu igin,
Plab) — P(a, ¢ = — f pGI[1— A, M)A V]A@ MAD, D dA [12.10]

olur. Ote yandan, 12.5 nolu denklem —1 < [4 (a, A) A (b 7&)] < +1 oldugunu sdyler;

ayrica p(?») [1 ——A(b A)A. (c K)] 20 oldugundan '

._|.P(_ai, b) —__P(a,_g};,sf (x)[1 — A(b, DA, A)] [12.11]

va da daha sade bir sekilde

IP-_(a,;b) -P@ols 1+ P_(_b, o | [12.12)

olarak yazilabilir. Bu, gok iyi, b]lmen Bell E§lt51legldlr ve herhangt bir yerel gizli

.deglsken teorisi igin. gegerhdlr (12 5 ve 12. 6 nolu denklemleri saglamas: kosulu ile).
,(;unku gizli degiskenlerin say1s1 ve doga51 ya da ~onlann daglhm fonksiyonlar1 (p)

hakkmda bir varsayimda, bulunmad1k

Bununla beraber, kuantum mekaniginin ongordiigi 12.4 nolu denklem ile 1fade
edllen sonucun Bell esitsizligi ile uyumsuz oldugunu gostermek kolaydir. Ornegin, bu
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455
45°

8 SEKIL 12.3; Bell esitsizlifinin kuantum ihlalini gosteren
detektirlerin bir yinelimi,

fi¢ vektor bir diizlem iginde olsun ve ¢ vektorii a ve b vektdrleri ile 45° ag1 yapsin (12.3
nolu sekil). Bu durumda, kuantum mekanigi

P(a,b)=0, P c)= P .o=-0707
oldugunu soyler ki bu Bell esitsizligi ile net bir sekilde uyumsuzdur:
0.707 £ 1 —0.707 = 0.293.

- Bell yapug degigiklik ile, EPR ¢eligkisi yazarlarinin tahmin edebileceginden ok
daha koklil bir seyi kanutladi: Eger yazarlar hakh iseler, kuantum mekanigi sadece
tamamianmanug bir teori degil, tamamiyla yanlis bir teoridir. Ote yandan, kuantum
mekaniginin soyledigi dogru ise, o zaman Einstein’in akil almaz bir sekilde tasarladig
yerel olmama olaymdan bizi kurtaracak bir gizli defigsken teorisi olamaz. Ustelik, bu
konuyu sonunda ve de sensuza kadar ¢éizecek gok basit bir deneye de kavugmusg olduk.

60°1h ve 70°li yillarda Bell esitsizligini test edecek birgok deney yapildi ve Aspect,
Grangier ve Roger’in ¢alismalarmda en tepe noktasina ulasildr.” Burada deneyin detaylar:
bizi ilgilendirmiyor (piyon bozunmast verine, iki-foton atomik gegisleri kullandilar). Cok
uzak bir olasilik da olsa, pozitron dedektériniin elektron dedektdriiniin yonelimini
“algilama” olasthgim ortadan kaldirabilmek ig¢in, her ikisinin yénelimi fotonlar
salindiktan sonra neredeyse ratgele olarak ayarlandi. Sonuglar kuantum mekaniginin
Ongbriileri ile mikemmel bir uyum gosterdi ve dogal olarak Bell esitsizligi ile
uyusmadi ?

Kuantum mekaniginin deneysel olarak dogrulanmasi bilim diinyasinda bilyiik bir
sok yaratti. Bunun nedeni bu depeysel dogrulamanin “gergekeilik” bakis agismm slimi
anlamina gelmesinden degildi (¢ogu fizik¢i ¢ok Onceden bu fikre algmiglardh ve
ahgmayaniar igin de Bell teoreminin uygulanamayvacagi olast yerel olmayan gizli degisken

T A. Aspect, P, Grangier, and G. Roger, Phys. Rev, Lett, 49, 91 (1982). Cok daha veni deneyler igin G.
Weish ef al., Phys. Rev. Lett. 81, 5039 (1998)°e bakinuz.

* Belt teoremi ortalamalart igerir. Aspest deneyinde kullamilan deneysel aygit gibi, herhangi bir aygitin
temsil edilmemis bir Omegi sezme dzelligi gdsteren bilinmeyen bir egilimi oldugu disinilebilir. Bu
ortalamanin anlamini bozar. Bell tecreminin geligtirilmis bigimi 1989 yilinda snerildi. Bu énermede kuantum
ongorisi ie herhangi bir yerel gizli degisken teorisinin dngoriist arasindaki zsthk ¢ok daha derinlemesine
ortaya kenur. D. Greenberger, M. Homne, A. Stumony, and A. Zeilinger, Am. J. Phys. 58, 1131 (1990) ve N.
David Mermin, Am. J. Phys, 58, 731 (1990)’a bakintz.
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Gosterici -~ Boceek

SEKIL 12.4: BéiceBin gilgesi ekran yeterince uzak oldugunda, ekran iizerinde ¢ hzindan
daha biiyiik bir o hiza ile hareket eder.

teorileri olasilify vardr)’. Gergek sok dogamm kendisinin esas itibari ile verel
olmayisidir. Dalga fonksiyonunun anhk ¢okistt (ve bu baglamda tzdeg pargaciklar icin
simetrilegtitme kosulu} seklinde yerel olmama her zaman Ortodoks yorumun bir 6zelligi
olmugtur. Fakat Aspect deneyinden énce, kuantum mekaniginde yerel olmama durumu
teorinin formiilasyonundan kaynaklanan fiziksel ve gézle gorilebilen etkileri olmayan

‘bir sonug olarak goriliiyordu. Artik bu mumkiin degil ve uzaktan anlik etkiye olan

itirazimezt gdzden gegirmek zorundayiz.

Neden fizikgiler 15tk tistt etkiler hakkinda bu kadar ¢ok titiz olurlar? Ne de olsa 151k
lhizindan daha bilylik hizlarda hareket eden birgok sey bulundu. Bir béicek bir film
gostericisinin 15tk demetinin i¢inden gegtiginde, gdlgesinin hiz1 kendisinin ekrana olan
uzaklig1 ile orantili olur; ilke olarak bu uzalkhg istediginiz kadar biyiitebilirsiniz ve bu
da golgenin keyfi derecede yiiksek hizla hareket etmesi antamina gelir (12.4 nolu sekil).
Ote yandan polge ererji tasimaz; ekran tzerinde bir noktadan digerine mesai da
tagiyamaz. X noktasinda bulunan bir kisi dolanan gbdlge ile oynayarak ¥ noktasinda
herhangi bir sevin olusmasina neden olamaz.

Diger yandan, 11k hizindan daha biiyik bir hizla ilerleyen siradan bir etki kabul
edilemnez sonuglar beraberinde taswrdi. Ozel gorelilik teorisine gore, byle bir sinyalin
zaman iginde geriye dofru ilerleyebilecegi eylemsizlik sistemleri vardir — Sonucun
deneyden once gelmesi. Bu da kagmilmaz mantiksal aykinliklara yol acar. Omegin,
dedeniz bebek iken onu éldiirebilecek bir plan yapabilir durumda olurdunuz. Bu hig de
giizel bir fikir olmazdi, degil mi? Sorun, sk distli etkileri kuantum mekaniginin
ongordiigi ve Aspect nedensellifinin ortaya koydugu bir ey midir yoksa filozofik

? Gergekei bakis agisi kemtlayabilmek icin yerelligi varsaypan EPR ikileminin yerelligin oloimiine yol
agmast ve gercekcilik sorununu belirsiz halde birakmasi kaderin garip bir cilvesidir, Bu sonug Bell’in
ifadesiyle Einstein’ir en som isteyebilecegi bir gey idi. Gunimitzde gofu fizikgi eper yere! gergekeilik
salanamiyor ise, gercekgilifin hichir anlam: olmayacagi distnirler ve bu nedenle yerel olmayan gizli
deBisken teorisi genig bir yelpazede ilgi gortr. Yine de, Kwantwm Mekaniginde Konugulabilenler ve
Konugulamayaniar 1simli kitapta (Cambridge Universitesi Basim evi, 1987) bazs yazarlar ve tzellikle Bell bu
titr teorilerin dlgiilen sistemler ve tlgen aletier arasindaki kavramsal boslugu dolduracak ve dalga fonksiyonu
cokilstt itin anlagilabitir mekanizmalar saglayabilecek en umut verici tzoriler olduklarim soylerler.
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itirazlardan kurtulabilecek kadar hayali bir sey midir?

Bell deneyini ele alalim. Eiektron Sleiim deneyi pozitron Slgiim deneyinin sonucuny
etkiler mi? Kesinlikle etkiler. Aksi takdirde, verilerdeki bagdasikhii agiklayamazdik, O
zaman, elektron dlgiim deneyi pozitron igin belli bir sonug yaratir i? Hayir. Elektron
dedekitrini futan deneycinin kendi 8l¢limiiniin sonuglar lizerinde bir kontrolit
olmadig1 i¢in (X noktasindaki bir kiginin &niinden gegen bir bicegin golgesi itzerine
higbir gey yapamayacagi gibi, deneycimiz verilen bir elektronun Olgtim sonunda yukan
spinli olmasint saglayamaz) kendi dlgiminit kullanarak, pozitron dedektoriinil tutan
deneyciye bir sinyal gonderebilme olanag yoktur. Deneycimiz hig dlgiim yapmamaya
da karar verebilir. Deney dilzeneginin pozitron tarafindaki verileri toplayan pozitron
ekrani elektron igin dlglimiin yapilmis ya da yapilmamis oldugu hakkinda hichir bilgi

veremez. Clinkdl deney diizeneginin her iki ucunda ayr1 ayri derlendigi varsayilan veri .

listeleri tamamiyla rastgeledir. Biz bu iki ayrt veri listesini daha sonra kpasladigimizda,
aralarmdaki olaganiistii bagdagikligin farkina vanriz. Bir baska referans sisteminde
pozitron §lgtimler] elekdron dlgtimlerinden daha énce gergeklesir ve bu hicbir mantik
celigkisine yol agmaz. Bu islemde gdzlenen bagdasiklik tamamen simetriktir ve elektron
deneyinin pozitron 6lgimiinii etkiledigini sdylememiz ile bunun tam tersini sdylememiz
arasmda fark yoktur. Bu 8yle bir hassas bir etkidir ki kendini gosterdigi tek sey, aksi halde
sadece rastgele veri olabilecek iki veri listesi arasmda ince bagdasidhgin olmasidur,

O zaman, iki gesit etki arasimdaki fark: aymt etmemiz gerekir. “Nedensel” tip:
Sadece algilayicinm bulundugu alt sistemde yapilacak dl¢timlerle fark edilebilecek ve
algilayicimn fiziksel dzelliklerini gergek antamda degistirebilecek etkilerdir. “Hayali”
tip: Higbir enerji ya da bilgi aktanmi olmayan etkidir ve varligmi gosteren tek kamt iki
alt sistemde alinan veriler arasindaki bagdagikliktir. Bu dyle bir bagdagikhiktir ki dogast
geregi veri listelerinin ayn ayrl ineelenmesi ile belirlenemez, Nedensel etkiler sk
hzmdan daha hizh ierleyemez. Ote yandan, hayali etkilerin neden daha izl olmamas:
i¢in inanchric1 bir sebep yoktur. Dalga fonksiyonun cokmesi ile 1lgili etkiler hayali
etkilerdir ve 151k hizindan daha hizly hareket etmeleri sasirtict (olabilir fakat diinyanin
sonu da degildir." .-

12.3. KOPYA YOK TEOREMi

Kuantum &lgtimleri esas iibar1 ile yrkicidir giinkii Bletm yapilan sistemin durumunu
degistirirler. By, laboratuvarda belirsizlik ilkesinin nasil uygulandigin aciklar, Belki de,
orijinal durumun birgok bzdes kopyasini yaparak, sist_ﬂmih5l<_5qdisine zarar yermeden bu
kopya durumlar -lizerinde '_6lgﬁmle_rim_izi Yapip, yapmayacagimizi merak  ediyor

. Bcil__ féOréﬁiif-h&kuﬁc[a_igpk_yazl_ld1;.Bcnir_n: tercihim David Mermin’in 2hysics To day'de (Nisan, 1985,

{1987)’e balaimz, - -

38, sayfa) yazdig), yaratier denemedir. Colks kapsamir bir kaynakea icin L. E Ballentine, Am. J. Phys 35, 785
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olabilirsiniz. Bu yapilamaz. Aslinda, efer bir ka_ya'l_ama -m?ikinesi (bir “kuantum
fotokopi makinesi”) yapilabilseydi, kuantum mekanigi ¢ope atthirdr,

Omegin, EPRB deneyini kullanarak g1k fistil mesailari gﬁnder;nilé'nzum:écﬁ Soy-lélIrlf;
Divelim ki, pozitron dedektérii tekmisyeninden e‘rlekt‘r?‘n di e .on.lﬂs-al‘1 syenine
gﬁnde,rilec.ek mesaj va “evet” ya da “haywn” olsun. -Me_sag e}f;let. i,slg, mda é niﬁgi eren
pdzitron igin §, degerini dleer. Elde e_dileceﬁ sl())nu‘;:, bne;nll dgfﬁggﬁnaf?hmém (_ﬂdugu
Glglimii sidir ve bu, elektronun belli bir 7 ya da - durumu :
gllfélrzlincllggai%ﬂﬁil_a.s;l demektir. Alict hemen el,ektronug ‘milyon "k'ezljéo?ya;rlzlnﬁ?%asg\i’g
hér biri igin S, degerini 8lger. Tlim dlglimler ayni sonuc l(i}agnglb_o (ljlgrtl dolay1 )
verirse, elektronun spininin olotildigtnden emin olabiliriz ve bunda olayt mes)
“evet” dir. Eger yans) asafi spin ve ,dlgeI: yarist yuqui spm”_son_ucunu veriyorsa,
za;nan _éle,lctrohun spini kesinlikle 6lglilmemistir ve mesaj .haylr .o.lur. o

Ote yandan, Wooters, Zurek ve Dieks’in 1982 3(11.1n§l._a ;kam_ut_'lanmklarlt;]g{lbl(;lar:f(r
kuantum Xéro_x fotokopi makinesi yapmamiz mimkiin  degil. Semka; e IX),
mﬁkﬁlen-in girdi elarak |y durumunda bulunan bir pargacik (kopyaian?.c.a ola I
:d.urumunda bulunan ikinci bir pargacigl (“bos kagi”) almasini ve iki pargacigl
durﬁfniinda ‘basmasimi (orijinal arti kopya) istiyoruz:

JgH &) = (¥ ly). [12.13]
1% 1) durumunu bagsariylakopyalayabilen boyle bir makine ygpabildigimﬂzi varsayalim:
)| X} — o) [12.14]

ve bu makine | ) durumunu da kopyalasin:

A XY — W)y (12.15]

(Qmnegin, pargacik elektron ise |yr)) ve |¥p) durtmlar yukan spin v_sn as]agiidisp;:
durufnhr;m gﬁéferén durum fonksiyonlart olabilir). Su ana kadar Iu,ler sey glizel gidiyor.
Si'rlndi‘ Wf} = _&-,|,1J¢’r 1} x ',5-=1i,",}j_"2'_}'_1=ii1c_c_:r ‘kombinasyonunu olus_turdqgumuzc_ia ne olur ona

bakalm. Asikar olarak,” _
WX = aly)iv) + Bln) [va) [12.16]
sonucunu elde ederiz. Fakat, sadece bunu elde e;m;_k istegniyor_gz. Istedxg”zmzzsey

W) = 1) = Lalya+Blva) el i +B1d2)]

= Y0y B2 V2l HaBlivn) o) )l (12:17)

s i 2).
Uy K. Wootters and W. H. Zurek, Nature 299, 802_ (1.9.552.};_ D Dleks, Pl.ggs‘ LZ."I. };\921; 27ulnl((1u£’zm)nana
.}i Bu a.léti-n' |4y duriin tizérine lineer olarak etki et=t1g1m varsgii.yar‘ V.e. lee_ e olmali, ¢
bagh.Sci.ﬁ:r'cs::li‘ﬁéérzdenklemi {inuhtemelen siirece hakim olan denklem} lincerdir.
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Yukarn spinli ve asag1 spinli elektronlar1 kopyalabilecek bir makine yapabilirsiniz, fakat
herhangi bir sira dis1 lineer kombinasyon basarisizlifa mahkumdur. Bu durumu, dikey
ve yatay gizgileri sorunsuz kopyalayan ama ¢apraz ¢izgileri tamamen bozan bir fotokopi
makinesine benzetebilirsiniz,

12.4 SCHRODINGER KEDIS]

Kuantum mekaniginde dlgiim siirecinin zarar verici bir rolll vardir: Belirsizlik, yerel
olmama, dalga fonksiyonun ¢okiisti ve beraberinde gelen kavramsal zorluklar bu
noktada ortaya gikar. Olgiim yoklugunda, dalga fonksiyonu yavasga ve belirlenimcilige
uyumiu bir sekilde Schrodinger denklemine uygun olarak evrimlegir ve kuantum
mekanigi oldukea siradan bir alan teorisine benzer (drnegin, klasik elektrodinamige
kiyasla ¢ok daha basittir, Clinkii E ve B gibi ki vektor alam yerine fek bir U alam
vardir ve o da skalardir). Kuantum mekanigine olaganiistii zenginligi ve inceligi veren
olglim siirecinin Gistlendigi bu garip roldir. O zaman, bir 8l¢lim tam olarak nedir? Bunu
diger fiziksel siireglerden ayrran sey nedir?” Ve bir dlgiimiin ne zaman gerceklestigini
nasil soyleyebiliriz?

Schrodinger temel sorunu en yaln hali ile tinlii kedi ¢eliskisinde sdyle ortaya
koyar:'*

Bir kedi ¢elikten yapiloug bir oda igerisine iginde ¢ok az miktarda radyoaktif madde
bulunan Geiger sayicisi ile birlikte konulur. Bu madde o kadar azdir ki belki bir saatte bir
atom bozunabilir fakat aym olasiikla hicbir atom bozunmayabilir de. Bir atom
bozundugunda, sayict c¢ahgir ve bir réle ile siyaniir kutusunu kiracak cekici hareket
gegirir. Bu sistem bir saat siire icin kendi haline birakildigi durumda, higbir atom
bozunmamug ise kedinin yasadig1 sdylenir. ik bozunma kediyi zehirlemis olurdu. Ttm
sistemin dalga fonksiyonu bu olayt canli ve 6lii kedi durumlarim esit olasilikla igerecek
sekilde ifade ederdi.
Bir saatin sonunda, kedinin dalga fonksiyonu sematik olarak
Y= %(wmh ) o mag

seklinde ifade edilir.

"* Bu farklitig kabul etmeyen bir dusiince ekolt var. Bu ekole gore, sistem ve ¢l¢tim aletleri tek bityik
bir dalga fonksivonu ile tammlanmalt ve bu dalga fonksiyonu Schrédinger denklemine uygua bir degisim
gbstermeti, Bu tiir tecrilerde, dalga fonksivonunun ¢tkmesi dive bir sey olamaz ve olaylar tek tek tanimlama
vmudundan da vazgeemeliyiz. Bu bakis agisinda, kuantum mekanigi sadece tamamiyla ozdes olarak
hazirlanmg sistemler fopfufugu igin uygulanabilir, Bunun igin, Philip Pearle Am. J. Phys. 35, 742 (1967) ya da
Leslie E. Ballentine, Quantum Mechanics: A Modern Development, 2nd ed., World Scientific, Singapore
(1998)’e bakuniz.

" E, Schrodinger, Naturwiss. 48, 52 (1935} Josef M. Jauch’un cevirisi, Foundations of Quantum
Mechanics, Addison—Wesley, Reading (1968), 185. sayfa,
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Kedi ne canlt ne de 6ludiir. Olglim yapilana kadar (yani pencereden gizlice gizetleyene
kadar) iki durumun esit agurlikh bir lineer kombinasyonundadir. Olglimiintiz o anda,
kediyi 6lit va da canli durumdan birisini almaya zorlar. Ve kediyi 61l bulursaniz, onu
6lduren camdan baktiginiz i¢in siz olursunuz.

Schrodinger bunu sagma buldu ve saninm ¢ogu fizikei de onunla aym diislincededir.
Mukroskopik bir nesnenin birbirlerinden acikea farkli olan iki ayri durumun lineer
kombinasyommnda bulunma fikrinde anlasilmaz bir nokta var. Elektron yukari ve asaf
spinlerin lineer kombinasyonunda bulunabilirken, bir kedi canlt ve ¢lii durumlann lineer
kombinasyonunda bulunamiyor. Bunu kuantum mekaniginin Ortodoks yorumu ile nasil
uzlagtiracagiz?

En gok kabul giren yamit, Geiger sayicisimn tetiklenmesi gézlemeinin mitdahelesi
olarak degil, istatistiksel yorum anlaminda “dleim™i olustwmasidir. Makroskopik
sistemin etkilenmesi lgiimiin 6zinii olusturur (bu &rnekte Geiger sayicist). Olglim,
kuantum mekaniginin yasalart ile tanimlanan mikroskopik sistemin klasik mekanigin
vasalar ile tanimlanan makroskopik sistemle etkilestigi zaman, kalict bir sonug
birakacak sekilde olugur. Makroskopik sistem ayrik durumlarm lineer kombinasyonu
olan durumu alamaz."’

Bunun tatmin edici bir uzlasma oldugunu iddia edemem. Ama en azindan bu
yaklagim kuantum mekaniginde bir 6lgtimii olusturan etmenin insan benliginin olaya
karismas: oldugu konusunda ikna olan Winger ve diger fizikgileri kugtik diigtirmiiyor.
Sorunun bir kismi insan fakioriinii beraberinde tagiyan “6lglim™ kelimesinin kendisidir,
Heisenberg bunun yerine daha tercih edilebilir olan “olay” kelimesini 6nerdi. Fakat
korkarim “8lgim” kelimesi o kadar yerlesti ki onunla devam etmek duremundayiz. Ve
sonunda bu gizemli hayaleti tamamiyla ortadan kaldiracak terminolojik bir manevra da
yok.

12.5 KUANTUM ZENO CELISKISI

Dalga fonksiyonunun ¢kmesi siiphesiz ki bu garip hikayenin en anlagilmaz tzelligidir.
Ardi ardina tekrarlanan élgiimlerin ayni sonucu verdigini gdsterebilmek igin tamamyla
teorik bazda gelistiribmigtir. Tabii ki b&yle bir kokli 6nerme dofirudan gdzlenebilir

¥ Gayet tabii i eninde sonunda makroskopil sistemin kendisi de kuantum mekaniginin yasaiar ile
tamumlanir. Ote yandan, ilk Ginekteki dalga fonksiyonlan tel tek temel pargaciilan tammlar; makroskoepik bir
nesnenin dalga fonksiyonu 10 tane bilesen parqacegin dalga fonksivonlarindan olugturulmus devasa karmag:k
bir birlegik olurdu. Bayik sayilarn istatisiiginde makroskopik lineer kombinasyoniar elde etme olasihig bir
noktada son derece diisuk hale gelir. Gergekten, sénimlii bir sarkacy iki ayn makroskopik kuantum
durumunun lineer bir kombinasyony otarak yaziabiliyor olsqydik, sonlim zamanmin kugteiik bir kesrinde
siradan klasik duruma geri donerdi. Bu olgu egevreli olmama olarak bilinir, R, Omnes, The Interpretation of
Cuantum Mechanics (Princeton, 1994), 7. Boltme bakmiz,
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sonuglari da beraberinde getirmeli. 1977 yilinda Misra ve Sudarshan'® dalga
fonksiyonunun deneysel olarak ¢okilstinli gosteren ve ‘kuantum Zeno etkisi olarak
adlandirdiklan bir dnermede bulunurlar. Dilsiinceleri su idi: Kararls olmayan bir sisterni
alm (8megin, uyartlmig durumda bulunan bir atom) ve bunun izerinde ardigik élgimler
yapin. Her bir olgiim dalga fonksiyonunun gtkmesine ve boylece tekrar basa
doniilmesine neden olacaktir; bu sekilde daha distk enerji durumuna bekienen gecis
sonsuza kadar ertelenebilir.'” - o
Ornegin, sistemin baglangi¢ta ¥, uyardmis durumunda oldugunu varsayahm, )
durumunun v, taban durumuna gegis zamani 7 olsun. Normal alarak 7’dan cok gok
kiiglik zamanlar i¢in gecis olasthigy ¢ ile orantihdir (9.42 nolu denkleme balan). Aslinda,
gegis izt 1/7 oldugundan, . N

€
Py =" [12.19]

olur. Eger ¢ siiresi-kadar sonra bir 6lgtim yaparsak, sistemin hala zist durumda bulunima olasilig
'
Pr) =1~ = 11220

..ol_ur.\S_iS__t‘emi dist durumda buldugumuzy varsayalim. Bu durumda dalga fonksiyonu v,

durumuna ¢oker ve sire¢ bastan .tekrarlanir, 27 z_aniamn_da z'ki?zci bir dlgiim 'y_aparsak,

‘sistemin #ala st durumda bulunma olasthg:

\? 2t
(1 — —) ] —— [12.21]

T T

olacagr agiktir, ¢ zamanmda birinci 6lglimit hi¢ yapamamis olsaydik da 2¢ zamaninda
bulacagimiz ofasilik bu olurdu. 1k bakista, beklenen sey.bu gibi gériintiyor. Hikayenin
timil bu olmug olsayds, sistem -izerinde tekrar tekrar gdzlem yaparak kazanilan bir sey
olmazd: ve kuantum Zeno etkisini de goremezdik. | ' '

_C")t__e “yandan, zamanin son derece kiigiik oldugu durumlarda gegis olasiligs 7 ile degil
7' ile orantilidir (9.39 nolu denkleme bakin)'®; : -

Pr =af?, [12.22]

Bu durumda, iki slgitmden sonra sistemin hala st durumda bulunma olasiligs

(1 - at2)2 ~1-2a? [12.23)

N :;' B Misraand E. C. G. Sudarshan, J. ifaéh Pyhs. 18, 756 (1977
Bunun Zeno ile higbir ilgisi yok fakat ogki bir ‘atastziinii hatirlatir: “yaninda beklenilen tencere asla
kaynamaz”. Bu nédenle, bazen beklenen tencere Blay’: Slarak adlandinbir: e ) o
“ " Lineer zartan bagimliligind gottren: argliman i$79:39 noly denkiemde sin¥{Qt/2)02* fonksiyonunu
keskin bir tepe ofarak aldik. Ote yandan, “tepenin” genigligi Ao ™= 4/ r mertebesindedir vo son derece kiiguk
£ degerlerinde, bu'yaklagiktirma ¢alismaz ve integrat (#/4) | g(o)do seklini alir-
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iken, ilk 8l¢iimil yapmamus olsaydik bu _
L o)’ = | = dar® ) [12.24]

seklini alirdi. Yani, ¢ zaman senra sistem iizerinde yaptiginuz 6lciim alt duruma gegis
olasihigmi dzaltiyor!

Aglinda, sistemi 7= (°dan ¢ = T"ye kadar » taneé diizenli arahiklarda incelersek, yani
dlegimleri T/m, 2¥/n, 3T/n,..., T anlarmda yaparsak, sistemin en sonunda hala {ist
dururida bulunma olasilig1

(1= a(’r‘/n)z)-" ~1 %"TZ (12.25]

olur. Bu » = oo limit degerine giderken 1 degerine yaklagir: Siirekli olarak gozlenen
kararsiz bir sistem asla bozunmaz! Bazi yazarlar bunu anlamsiz bir sonug¢ olarak kabul
eder ve dalga fonksiyonunun ¢oktigini gosterecek bir kanitm da temelsiz oldugunu
digtiniirler. Ote yandan, argiimanlari da oldukea stipheli bir “gézlem” yorumuna
dayanir. Bir kabarcik odasmda pargacifin biraktif iz “siirekli bir gbzlem™ olarak kabul
edilirse, o zaman mesele kapanmig olur. Ciinkii bu tir pargaciklar stiphesiz bozunurlar
(asimda, dedektoriin varligi pargaciklann ¢mirlerinde Slgtlebilir bir degisiklige yol
agmaz). Fakat, boyle bir par¢acik odadaki atomlarla sadece aralikh olarak etkilesir ve
kuantum Zeno etkisinin olugabilmesi i¢in ardigik dlgiimlerin son derece izl yapilmas:
gerekir ki sistem ¢ rejiminde yakalanabilsin,

Kendiliginden gegis icin deneyin pratik olmadifn fakat retiklenmis gecisler igin
vapilabilir oldugu ve elde edilen sonuglarin feorik ongorillerle mitkemmel uyumluy
oldugu goriildit”. Ne yazik ki bu deney tasarimeilann bekledigi dalga fonksiyonunun
¢okitgliniin bir kanit1 olamadi. Gozlenen etki bagka yvontemlerle agiklanabilir®.

ek ok KOk ok

Bu kitapta uyumlu ve tutarls bir hikaye sunmaya ¢ahstim: ¥ dalga fonksiyonu bir
par¢acifn ya da sistemin durumunu temsil eder ve pargaciklarm genel olarak bir 6lgiim
yapilana kadar konum, momentum, enerji, acisal momentum gibi belli dinamik
bzellikleri yoktur. Her hangi bir deneyde herhangi bir deferi elde etme olasihig
W 'nin istatistiksel yorumu ile belirlenir; dlgiim sonucunda, dalga fonksiyonu ¢éker ve
boylece olgtimden hemen sonra ard: ardina yapilan 6lglimlerin aymi sonucu vermesi
saflamir. Yerel olmayan gizli degisken teorileri, “birden fazla dimya” bakis acisi,
“tutarh gecmis”, topluluk modelleri ve daha digerleri gibi baska yorumlamalar da var.

"W, M, Ttano, D J. Heinzen, J. J. Bollinger, and D. T. Wineland, Phys, Rev. A 41 2295 {1990).
* L. E. Ballentine, Found. Phys, 20, 1329 (1990); T. Petrosky, S. Tasaki. And I. Prigogine, Phys. Lett.
A4 151, 109 (£990).



434

12. Boliim Sonsdz

Ancak kavramsal olarak em basit olam ve kesinlikle giinlimtizde ¢ogu fizik¢inin
benimsedigi az dnce ozetledigim yorumdur®', Bu yorum deneme dénemini bagar ile
gecirdi ve tiim deneysel miicadelelerden yara almadan ¢ikti. Ote yandan, bunun
hikayenin sonu olduguna da inanmiyorum; en azindan Olglimin ve g¢ikme
mekanizmasmin dogasi hakkinda dgrenecegimiz daha ¢ok sey var. Bilyilk bir olasilikla
¢ok daha gelismis bir teoriye sahip olacak gelecek nesiller gerive ddniip baktiklarinda
bizim nasil bu kadar saf oldugumuzu merak edeceklerdir.

' Daniel Styer et al., Am. J, Phys. 70, 288 (2002)'¢ bakiuz.

EK

LINEER CEBIR

Lineer cebir birinci simftaki fizik derslerinde gordugimiiz vektor hesabmi soyutlayip
genellestirir. Genellestirme iki koldan yapihr: (1) skalar sayilarin kompleks say1
olmalarina izin verilir ve (2) kendimizi tig boyut ile kisitlamayiz.

E.1. VEKTORLER

Bir vektdr uzayl, vektor toplamasi ve bir skalar ile garpma islemleri altmda kapali'
olan, &), |3), |y) vektirler kiimesiile (a, b, ¢, ...) skalar® kiimesinden olugur.

e Vektirlerin toplanmas:
Tki vektoriin “toplami” yine bir vektordiir:

) + |B) = [¥)- ' [E.1]
Vektorlerin toplama islemi sira degigtirebilirdir (komiitatifti):

) + 18) = |B) + e, [E2]

UYani bu islemler iyi tanimlanmas olup, bizi asla vektor uzayinm digina atmazlar.

2 Buradaki amacimz igin, skalarlart siradan kompleks sayilar olarak alacagiz. o, [, y... larin siradan
sayllar olmadig e dikkat edin. Bunlar isém va da etikettir. Omegin; goz oniine alman vektori tammlamak igin
“Charlie”, “F43A-9GL", ya da dilediginiz baska bir ismi ya da simgeyi kullanabilirsiniz.

435
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Ayrica birlesme (assosiyatiflik) 6zelligine sahiptir:

lee) + (18) + [¥)) = (e} + 18D + i) [E.3]
Her | &) vekiorii igin
ler) +10) = lar} [EA4]
ozelligini saflayan |0) sifir vektorii® vardir. Ayrica
lee) + | — ey = {0) (E.5]
olmak izere her oy vektoérime karsilik olan bir ters |—c) vektori® vardir,
Bir Skalar ile Carpma
Bir “skalar” ile bir vektoriin garpimi yine bir vektordiir:
ale) = |y} [E.6}

Skalarla carpma, vektdrlerin toplanmasi ve skalarlarm toplanmasi iglemlerine gore
dagilma (distribiitif) 6zelligine sahiptir. Yani

a(la} +1B)) = ala) +alf) [E.7]
ve
(a -+ b} = ala) + bla) [E.8]
dir. Skalarlarin ¢arpma islemine gére de birlesme (assosiyatiflik) ozelligi sozkonusudur:
abla}) = (ab)la). [E.9]
0 ve 1 skalarlariyla carpma islemi sonucunda
Ole} =10y lia) = |a} [E.10]

elde edilir. Boylece |-a) = (—1) |o) olur (bundan sonra —!&) notasyonunu kullanacagiz).

Bu agamaya kadar yaptigrmz, vektor hesaplanyla ilgili bildigimiz kurallari soyut bir
dille tekrar yazmaktan ibaret idi. Bu tiir bir soyutlamanin avantaji sudur: Swradan
vertdrlerin davramslart hakkindaki bilgi ve onsezilerimizi aynt bicimsel ozellikleri
gosteren bagka sistemlere uygulayabiliriz.

* Sifir vektoriinii, J0) seklinde yazmak yerine 0 olarak yazmak alisitms bir kullamm seklidir. Yani
1030 alacagz.

* o bir sayt olmadigindan bu tuhaf bir notasyondur. Ismi “Charlie” olan bir vektortn tersini “~Charlie”
seklinde segmekteyiz. Daha uygun bir terminclojiyi daha sonra gorecegiz.
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la), |83 ¥, ... Vekfé}.ié;inin lineer kombinasycnu
dlee) + b[f) tlyi+- [E.11]

seklinde yazilir. Bir |4} vektord, |}, |8), i5), ...., vektdrlerinin lineer bir kombinas- -
yonu olarvak yazilamyorsa bu vektdr la), |5), |y, ..., vektorlerinin olusturdugu

kiimeden lineer bagimsizdir denir (Srnegin, iig boyutta & birim vektorii 7 ve j birim

vektorlerinden lineer bagimsizdir, ancak xy ditzlemindeki herhangi bir vektor § ve j

birim vektorlerine lineer baguniidiry. Bir vektorler kiimesi disiinelim. Bu kiimedeki her
bir vektdr geriye kalan vektorlerden lineer bagimsizsa bu kilme “lineer bagimsiz” dir.
Eger herhangi bir vektor bu kiimenin elemanlarimin lineer bir kombinasyonu olarak
yazilabiliyorsa bu kilme vektor uzaym érter diyoruz.” Bir vektdr uzaymn orten /ineer
bagunsiz vektorler kiimesine bu uzaym baz denir, Herhangi bir bazdaki vektorlerin
sayist vektor uzayinm boyutunn belirler. Bir an i¢in uzaym boyutunu sonlu (n) alahm:

ler), lezk, ... len) [E.12]
ife belirlenen bir baza gore herhangi bir vektdr
ley = arler) +azlez) + - +aplen) [E.13]

olarak yazilabilir. Yani herhangi bir vektor bu baza gore » tane sirali sayiyla tam ve tek
olarak belirfenir:

oy < (ay, a2, ... ). [E.14]

Buradaki a, a3, ..., a, saytlanna |o) vektdriiniin bilesenleri denir. Cofu zaman, soyut

. vektorlerle galismak yerine bunlarin bilesenleriyie calismak daha kolaydir. Vektdrieri

toplamak igin karstlikli bilesenterini cebirsel olarak toplanz:

lo} + 18} & (a1 +broaz+ b, an + by [E.15]
Bu vektoril bir skalarla carpmak igin her bir bileseni bu skalarla carpanz:
cla) < (cay, caa, ..., Cdp) - [E.16]
Sifir vektor » tane sifirdan olugan bir dizidir:
|0} < (0.0,...,0) [E. 17}
Ters vektoriin bilesenieri, vektdriin bilesenlerinin isareti degistirilerek elde edilir:

| — @) © (=ay. —dp. ... . —ay). [E.18]

? Vekior uzayi Orten vektorler kiimesi ayn: zamanda tamik dzelligini saglar Ancak kigisel otarak
tamlik kavraminy, yakinsak!ik konusunda zekice sorularm ortaya gkt sonsuz boyutlu duruma saklayacagim.
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Bilegenlerle ¢alismanm tek dezavarrasr sudur; bu durumda kendimizi sadece belirli bir
bazla sinirlariz. Cogu zaman ayni iglemler farkli bazlarda farkli sekilde gdzilkiirler.

Problem E.1 Bilesenleri kompleks olabilen, 3 boyutta siradan olan (g 7+ ay} +a2!€)

vektarlerini gbz éntine alalim:

{a) a, = 0 olan tiim vektorlerin meydana getirdigi alt ktime bir vektor uzay: olusturur
mu? Eger olusturuyorsa bu uzayin boyutu nedir? Olusturmuyorsa sebebini
aciklaymiz.

{b) Ayni soruyu z-bilesenleri 1 olan tiim vektérlerin alt kiimesi igin yanitlaymn. Yardim:
Boyle iki vektériin toplami da aym alt kiimede midir? Sifir vektdr ne olur?

{c) Ay soruyu tiim bilesenleri birbirine esit olan vektdrlerin alt kitmesi i¢in yanrtlayin.

*Problem E.2 Katsayilari kompleks clabilen ve x’e gbre derecesi V'den kiigitk olan
tium polinomlarin olugturdugu toplulugu gdz éntine alalim: .

(a) Polinomlar “vektdrler” olarak disiniirsek, bu topluluk bir vektdr uzayr olusturur
mu? Eger olusturuyorsa uygun bir baz ne olabilir? Uzaym boyutu nedir? Eger
olusturmuyorsa, hangi dzellik saglanmamistir?

(b) Polinomlarin ¢ift fonksiyon olmalarin istersek, ne olurdu?
(c) x’in en bilyiik kuvvetinin, yani x*"in, katsayisinin 1 olmasim istersek, ne olurdu?
(d) Polinomlarm x = 1’de 0 olmasini istersek, ne olurdu?

(e) Polinomlarin x = 0°da 1 olmasim istersek, ne olurdu? .

Probiem E.3 Bir vektoriin verilen bir bazdaki bilegenlerinin fek oldugunu kamtlaymlz.

E.2 iC CARPIM

Ug boyutta, iki cesit vektor ¢arpum islemi stz konusudur; noktasal garpim (skalar
garpim) ve vektdrel carpim. Vektdrel carpim kolaylikla sn-boyuthn vektdr uzaylarna
genellestirilemezken noktasal garpim genellegtirilebilir ve bu genelleme i¢ ¢arpim
olarak adlandmlir. |&) ve |#) gibi iki vektorin ig garpmmi (o |#) olarak gosterilir ve
sonug bir kompleks sayidir. (| £ i¢ ¢arpunmin ozellikleri sunlardir:
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 (Bla) = {a18)", ~ [E.19]
{@la) =0, ve (ela)=0< |a)=10), [E.20]
{a|(bif) + cly)) = bla|B) + cluly). [E.21]

Kompleks sayilara genellemenin dtesinde burada verdifimiz i¢ ¢arpim aksiyomlart
noktasal ¢arpimin bilinen 8zelliklerini sistematik olarak diizenlemekte. Uzerinde bir ig
carpunin tanml oldugu vektor uzaymna i¢ ¢arpim uzay: diyoruz.

Bir vektoriin kendisiyle ig ¢arpimt pozitif oldugundan (E.20 nolu denklem), bu
carpimin karekokii reel olacaktir, Buna gbre bir vektdriin normu

lell = /(oo o [E.22]

olarak tamumlamr. Norm, ii¢ boyuttaki “biiyitklik (siddet, boy)’ kavraminm
genellestirmesidir. Normu 1°e esit olan birim vekttire normlanmistir diyoruz (bana
kalirsa dogru sdzctik “normal” olmah). I¢ ¢arpimlart sifir olan iki vektsr ertegonaldir
(ortogonallik, ¢ boyuttaki “diklik” kavrammin genellestirmesidir). Kargilikh olarak
ortonogonal ve normlanmis vektorlerden olugan bir topluluk

{oi ety = 6 ' [E.23]

bagmtisim1 saglar ve bu topluluga -ortonormal kiime denir, Bir- vektér uzayinda
caliswken orfomormal bir baz segmek her zaman mimkiindir (E.4 nolu probleme
bakimz) ve gofu zaman da daha lkullamghdir. Bu durumda iki vektoriin i¢ ¢arpimi, bu
vektorlerin bilesenleri cinsinden

(@|B) =arbi +alby+---+ayb, [B.24]

seklinde vazilir. Vektorin normunun karesi de
(@le) = far + faaf -+ Jan . - [E2s)

olur. Crtonormal bazda bir vektoriin bilesenleri
a; = {esla) [E.26]

olarak verilir (burada verdigimiz ifadeler, ti¢ boyutta ortonormal ?,},IE bazindaki,
ab = abrabiab, af = a’+al+al vea =1ia a=ja a = % a ifadelerinin
genellestirmesidir). Bu agamadan itibaren aksi belirtilmedikge ortonormal bazda
calisacagtz.

Genellestirmelk isteyecegimiz diger geometrik bityiiklitk iki vekior arasindaki agidir.
Siradan vektorler igin ag1 cos@~ (a.b)/|a||bl| olarak verilir. Ancak genel olarak i¢ garpim
kompleks bir say1 olduBundan, keyfibir i¢ garpim tizayinda benzer formil gercek bir
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@ agisim tanmmlamaz. Buna ragmen, bu biytikliigtin mutlak degeri 17den bilyiik olmayan
bir say1 olacag agiktir:

el B < (ala)(B18). [E.27]
(Bu 8nemli sonug Schwarz esitsizlifi olarak bilinir ve kamt1 E.5 nolu problemde
verilecektir). Eger dilerseniz, |a) ve |#) vektorleri arasindaki agiyi

 felp i
08 =\ i) (BB [E.28]

formiilityle tanimlayabilirsiniz.
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E.3 MATRISLER

- *Problem E.4 |e), [es),...,|e,; vektorlerinden olusan fakat ortonormal olmayan bir bazi
goz onime alalim. Gram-Sehmidt yomtemi adi verilen sistematik bir yéntemle bu

bazdan ortonormal bir baz (¢/),[e})....|e))) elde etmek mimkiindir. Yontemin

asamalan soyledir;
(i) Itk baz vektorint normlayiniz (vani vektorii normuna bskiniiz):
le1)
le}) = —.

, T el

(i) Ikinei baz vektbritniin ilk vektdr boyunca olan izditgiimiinit bulunuz ve bunu ikinci
vektorden gikarinz:
le2) — {e}lez}le]).

Bu vektor

el’) vektdriine ortogonaldir ve bunu normlayarak |e2’) 'yil elde ediniz.
(iii) |€3} baz vektdriinden bunun ]ef) ve ,e;) vektérleri boyunca olan izdisimlerini
¢ikararak,
le3) ~ (e}les)le]) — (egles}ies).
vektorint elde ediniz. Bu vektir |¢/) ve |ef)’ye ortogonaldir. Bunu normlayarak

|e3’ ) "y elde ediniz. Ve benzer sekilde devam edin.

Gram-Schmidt yontemini kullanarak, |e ) = (1+)7 + M+ Dk, e,y = (7 +(3)j+ Ok,
;) = (0)F + (25 + (0)k bazim ortonormal hale getiriniz.

Problem E.5 Schwarz esitsizlifini (E.27  nolu denklem) kamtlayin, Yardim:
|7} =|8)-{a| BY/{a]a))|er} olarak tanmmlansim ve (¥|3) 20 oldugunu kullann.

Problem E.6 E28 nolu denklem vardimuyla, |a) =1+ + 0]+ (] + (z‘)lg ve
! ﬂ) ==+ + (2 21‘)1@ vektorleri arasindaki agiyi bulun.

U¢ boyutlu uzaydaki her vekiﬁrti 17 ile carptigimizi, ya da her vekttrli z-ekseni
etrafinda 39° dondilrdiiglimilziy veya her vektoril xy dizlemi tizerine izditsiirdiigiimiiza
varsayalim. Tiim bu iglemler birer lineer doniigiim Ornepidir. Lineer bir doniigiim® (f‘)
bir vektor uzayindaki her bir vektorii bagka hir vektore “dbniigtiirtr”
(| a)—a»|af'>=f'|a'>). Déntisimiin (iglemin) /ineer olma kosulu sudur; herhangi iki
|a) , | /J’) vektirleri ve g, b gibi herhangi iki skalar igin

T(ale) + b18) = a(Tle}) + b(T18)) [E.:29]
olmahdir.

Eger belirli bir lineer donisiimiin baz vektorleri lizerindeki etkisini biliyorsaniz,
bunun herhangi bir vektor fizerindeki etkisini kolaylikla hesaplayabilirsiniz.

Tley) = Tulery + Tarlea) + - + Tuilen),
Tlezy = Tialer) + Toalea) + -+ + Tnzlen),

ﬂen) = Tinle1) + T2n‘¢’-2> + -+ Tﬂnlen)
oldugunu varsayalim. Ya da kapali formda

n
{(i=172,...,8) olmak tizere, f’]ej-) = El}ﬂe,-) [E.30]
=1
olsun. Herhangi bir |} vektoriinii

lo} = anler) +azlez) + -+ + anlea) = 3 ajle;) [E.31]
j=1

Tlay =Y ap (Tlep) =2 Y ajTyler = 3 (Z Tuﬂf) i) [E.32]
J=l =!

j=li=t i=1 \j

geklinde yazmak miimkiindiir. O zaman

olur. Buradan da agikga goriildiigii gibi 7 lineer doniiglimii, bilesenleri ay, aa,..., a, ile
verilen |a) vektoriinii, bilesenleri’

h
4 =3 Tyaj. [E.33]
J=t

olarak verilen bir vekttre déniistiirmektedir.

Problem E.7 "(| a) +| ,8});| < naﬂ + ||,6’|| dicgen esﬁtsizﬁigil;i kanitlayin,

8§ Bu bolimde lineer donustimleri gostermek igin sapka (*) sembotunt kullanacagiz. Bu gosterim kitap
boyunca kultandifimiz notasyonla (operatdrleri sapka semboliyle gosterme) uyumludur. Daha sonra
gorecefimiz gibi kmantum mekanik operatorleri {ineer ddniigiimlerdir.

" E.30 ve E.33 nolu denklemlerde indislerin tersine gevrildigine dikkat edin. Bu baski hatasi degildir,
Bunu s6yle ifade edebiliriz: E.30 nolu denklemde i <3/ degisimi yapilarak bilegenler T} ile donustrlerse, baz
vektorleri de T, ile doniistirler.
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Biylece, #° tane T; eleman verilen bir baza gore T lineer déniistimtnil tek olarak
karakterize etmektedir. Tipki # tane a; bilegeninin ayni baza gore |a) vektorinil
tiimilyle ve tek olarak karakterize etmesi gibi. Yani

T <« (i, D2y ovn s Tyn) [E.34]

dir. Ortonormal bir baz i¢in E.30 nolu denklemden
Ti = {ei|Te;) [E.35]

oldugu gosterilebilir,
Bu 7 tane kompleks sayiy1 bir matris® formunda ifade etmek daha kullanishdir.

Iy T ... Ty

T T'gl T-zg e len
: : : [E.36]

Tnl T;:Z . Trm

Béylece lineer doniiglimlerle yapilacak hesaplar matris hesabina indirgenmis oldu. Iki
lineer doniigtimiin foplami

(8 + D) = Sia) + Tler) [E.37]

olarak tammlanir ve bu tamimlama matrislerin toplam kuralivla (karsilikli matris
elemanlarinin cebirsel toplarmi) uyumludur.

. U=S5+T & U;=35;+Ty4. [E.381
iki lineer doéntisitmtin carpm (ST bu dontigiimlerin ard ardina uygulanmasiyla ifade
edilir yani énce T etki eder ardindan § etki eder:

o)y = T} Ja"y = Sla’y = §(T|a)) = §7|ar). [E.39]

Iki lineer doniigtimiin ¢arpimunt betimleyen & = §7° dostimiini hangi U matrisi temsil
edecek? Bunu hesaplamak ¢ok zor degil:

L4 n n n n n
a‘f’ == ZSfjﬂ} = ZSU (Z Tjkak) = Z ZSfJ'Tjk a = Z Uiar.
j=1 j=t k=1 k=1 \j=I k=1
Boylece
n
U=5T & Ui = Z SjjTjk [E.40]
w J:I

elde edilir.

¥ Kare matrisleri koyu renk bityuk harflerle gosterecepiz.
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E.40 nolu denklemden goriildiigii gibi Uy ifadesi standart matris ¢arpim kuralidi. 8T
garpmumn ilk elemanimi bulmak igin $’nin i-inci satrindaki elemanlarla T nin 4-inci
situnundaki elemanlar1, karsiikli olarak garpar ve toplariz. Bu kural dikdorigen
matrislerin ¢arpm igin de gegerlidir. Yalmz bu durumda carpimdaki ilk matrisin siitun
sayis1 ikinci mafrisin satir §;ay1sma esit olmalidir. Ozellikle, » bilesenli |a) vektoriinii
n x 1’lik bir siitun matrisi (va da “situn vektor”)’ olarak

ay

az
a= ‘ [E-41]

tn
seklinde yazarsak E.33 nolu denklemle verilen déntigiim kurali bir matris garpum olarak

ifade edilebilir:
a =Ta. [E.42]

Bu as'émada matrislerle ilgili bazi tammlar verelim:

s T ile gosterilen bir matrisin transpozesi (transpozu) matrisin kendisiyle aym
eleman kiimesine sahiptir, ancak satirtarla siitunlar yerdegistirmistir. Ozellikle, bir
situn matrigin transpozesi bir satir matristir:

d=(n @ ... an). [E.43]
Kare bir matrisin transpozesi, matrisi ana kosegeni etrafinda dondtirerek elde edilir:
Ty Ty ... Tat
. T Tz ... T2
T= : : : {E.44}
Tiw Tan - Tan

Kare bir matrisin transpozesi kendisine egitse bu matrise simetriktir denir ve eger
bu islem isaret degistiriyorsa matrise antisimetriktir diyoruz:

Simetrik matris: T =T ; antisimetrik matris T =-T . [E.45]

o T ile gosterilen bir matrisin kompleks eslenigi matrisin her bir elemannmn
kompleks eslenigi alinarak elde edilir:

T[:l Tf:z Tlin az

LT TR 5 Ceole
- z [5.46]
T T, ... T, a

* Satir ve siitun matrisleri kigiik harflerle gosterecegiz.
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Tiuim elemanlar: reel sayilar olan matrise reel matris, tiim elemanlart sanal olan matrise
sanal matris denir. Yani,

reel ;¥ =T; sanal : T = -T. [E.A7]

o T ile gosterilen bir matrisin hermitsel eslenifi (ya da adjointi) matrisin
transpozesinin kompleks eslenigi alinarak elde edilir.

;1:1 ;2:1 e ;nil
= 12 et 2 =¥ *
Th=T = : ?‘2 ” oat=at=(u a3 ... a).
TR oTE .. T, [E.48]

Hermitsel eslenigi kendisine esit olan kare matrise hermitsel (ya da self-adjoint)
denilir. Hermitsel esleniginin negatifi kendisine esit olan matris antihermitseldir
(va da tershermitsel):

hermitsel matris: T'= T, antihermitsel matris: T' = -T. [A.49]

Bu notasyonda, ortonormal bir baza gore iki vektdrim i¢ carpimi (E.24 nolu denklem)
bir matris ¢arpim olarak yazilabilir:

(@) = a'b. [E.50]

Bu paragrafta tanimlanan her ii¢ iglemin ardi ardma iki kez uygulandiginda orijinal
mairisi verdigine dikkat ediniz.

Genel olarak matris ¢arpum sira degistirmez (komitatif degildir) yani 8T # TS;
degisik swradaki iki garpma islemi arasidaki fark komitator' olarak adlandrilir:

[§.T]=8T-TS. (E.51]

Iki matrisin garpimimn transpozesi, matrislerin transpozelerinin ters siradaki ¢arpimina
esittir. Yani

ST =78 [E.52]

dir (E.11 nolu probleme bakiniz). Ayni kural iki matrisin ¢arpuminn hermitsel eglenigi
icin de gecerlidir:

ST =T'8". (E.53]

Birim matris, her vektorii kendi lizerine génderen liner doniigiimi temsil eder ve
ana kbsegen lizerindeki elemanian 1, diger elemanlar1 O olan matristir:

1 0 ... 0O
01 ... 0

P=1. . ok [E.54]
0 0 i

' Dikdartgen matrislerin farkli siradaki ¢arpumlan aym boyutta olmayacagindan, komiitatdr yalniz kare
matrisler igin tanimlidir.
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Diger bir deyisle, birim matrisin elemanlar
i =& [E.55]
dir. Bir kare matrisin tersi T ile gosterilir ve
TIT=TT =1 [E.56]

olarak tanimlanir.'! Bir matrisin tersinin olabilmesi igin, bu matrisin determinant1'”
sifirdan farkls olmalidir, Matrisin tersi s6yle bulunur:

1 -
_]_ s
T =3F5% (E.57]

burada C kofaktérler (7, elemanmmn kofakidrii = -1y ¢arp: (T matrisinde Ty
elemanimnm bulundugu i-inci satirla j~inci siitunun silinmesiyle elde edilen altmatrisin
determinanty)) matrisidir. Tersi olmayan matrise tekil matris denir. Iki matrisin
garpimuimn tersi, matrislerin terslerinin fers siradaki garpimina egittir. Yani

@nt=7"8" [E.58]
dir.
Tersi hermitsel eslenigine esit olan matrise iimiter matris" denir.

Uniter matris; U" = U™ [A.59]

Ortonormal bir bazi goz ontine aldigimizda Uniter bir matrisin satirlaryla stituntar:
ortonormal bir kiime olugtururlar (E.12 nolu probleme bakm). Uniter bir U matrisi i¢in
g} = a'' = Ua) (Ub) = aTU'Ub = a'b = (a|p) [E.60]

oldugundan, tiniter matrislerle temsil edilen lineer dontgtimier i¢ garpimui korurlar.

*Problem E.8 Asagidaki gibi verilen A ve B matrisleri igin;

—1 1 i 2 0 —i
A=1 2 0 3}, B=1{0 1 O
2 =2 2 i 3 2

' Sul ve sag terslerin birbirine esit olduguna dikkat ediniz. AT ={ ve TB =1 ise, ikinci ifadeyi sol
taraftan A ile carpip, ilk ifadeyi kullanirsak B = A elde edilir.

12 Peterminantm nasil hesaptandigim bildiginizi varsayryorum. Bilmiyorsaniz, M. Boas, Mathematical
Methods in the Physical Sciences, 2nd. ed, (John Wiley, New York, 1983), 3.3. Kesime baksniz.

¥ Sealarlarin reel oldugu bir reel vektor uzayinda hermitsel eglenik ile transpoze istemi aynidir, Uniter
matris ortogonal matris, © = O olur. Omegin, siradan 3 boyutlu uzayda donmeler ortogonal matrislerle
temsil edilirter.
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(a) A+ B, (b) AB, () [AB], @ A, (&) A*, () Alve (2) B"i hesaplaymz. BB =1
olup olmadigim kontrol ediniz. A matrisinin tersi var midur?

*Problem E.9 E.8 nolu problemde verilen kare matrislerle asagidaki siitun matrislert
kullanarak

i 2
a=(2i}), b=1U-0)}{,
2 0

(a) Aa, (b) a'b, (c) aBb, (d) ab"yi hesaplaymiz.

Problem E.10 Herhangi bir T matrisinin
(a) simetrik bir § matrisiyle antisimetrik bir A matrisinin,
(b} reel bir R matrisivle sanal bir M matrisinin,

(c) hermitsel bir H matrisiyle antthermitsel bir K matrisinin, toplami olarak
vazilabilecefini gosteriniz.

*Problem E.11 E.52, E.53 ve E.58 nolu denklemleri kamtlaymiz. Uniter iki matrisin
carpimmin iiniter oldugunu gosteriniz. Hangi kosullar altmda hermitsel iki matrisin
carpmi hermitsel olur? ki tniter matrisin toplam {initer olmak zorunda midir?
Hermitsel iki matrisin toplamu da hermitsel midir?

Problem E.12 Uniter bir matrisin satirlarryla sttunlannin ortonormal kiimeler
olugturduklarin gosteriniz.

Problem E.13 det(T)=det(T) oldugunu ammsayarak, hermitsel bir matrisin
determinantinm reel oldugunu, {niter bir matrisin determinantinin mutlak deger
karesinin 1’e esit oldugunu ve ortogonal bir matrisin determinantinin +1 veya —1’¢ egit
oldugunu gdsteriniz.

E.4 BAZ DEGIsIMI

Bir vektoriin bilesenleriyle lineer bir ddniigiimi temsil eden matrisin elemanlar segilen
baza bagimhdir. Farkh bir baza gectigimizde bu sayilarm nasil degistigini aragtiralim.
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|ej) eski baz vektorleri, tipki diger tiim vektorler gibi yeni baz vektorleri | ;) lerin
lineer bir kombinasyonu olarak yazilabilir. Yani

Sulfi} + Salfay + -+ Sul fo)
812l f1) + Sl fa) o+ Slf),

le1)

lez)

]

I

Stel f1) + S2n|f2) + 4 Snnlfn)
dir. Buradaki S;’ler kompleks sayilardir. Daha kapalt bir formda

|e)

|€')= S!lfl)! (j:l,2,...,n)
! ;1 ! [E61]

seklinde yazilabilir. Bu ifadenin kendisi bir lineer déntigiimdiir (E.30 nolu denklemle
kargilastirniz)' ve bu durumda bilesenlerin nasil doniistiigiini biliyoruz:

n
W =2 84 [E.62]
i=1 '

Buradaki e ve f Ustsimgeleri bazi temsil etmektedir. Matris formunda ise

af = Sa° [E.63]

seklinde yazilr. T lineer donfigimiinil temsil eden matris baz degisimi altinda nasil
doniisecek? Eski bazda

are — Teaﬁ

oldugunu biliyoruz (E.42 nolu denkiem). E.63 nolu denklem sol taraftan §7' ile
garpilirsa, @° = $'a olur.”* O zaman

a’/ =8a” =8(T%a®) = ST°S'a’
elde edilir. Béylece;
T/ =sTs57. [E.64]

Genel olarak tekil olmayan bir 8 matrisi igin T, = 8T, 8™ ise, T, ve T, matrislerine
benzer matrisler denir. Yani aym lineer domigimii  farkh  bazlarda
temsil eden matrisler benzer matrislerdir. Burada yeri gelmisken belirtelim: eger ilk baz

¥ aslinda buradaki temel farka dikkat etmek gerekir, Burada iki farkh bazda temsil edilen bir vekidr
hakkinda konuguyoruz. Oysa dnceden aynr bazda temsil edilen iki farkit vektore balenstik.

¥ &' matrisinin meveut olduguna dikkat ediniz. Eger § matrisi tekil olsaydi l f,) “fer vektor uzayms

geremezler ve bu duremda bir baz olusturamazlard.
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ortonormal ise, ikinci baz ancak ve ancak 8§ matrisi liniterse ortonormal olur (E.16 nolu
probleme bakiniz). Burada yalnizea ortonormal bazlarla gahstifimizdan, esas olarak
imiter benzerlik déniisiimleriyle ugrasacagiz.

Verilen bir lineer dontsimi temsil eden matrisin elemaniar: yeni bazda farkh
olmasina ragmen, matrise ait iki biyiklik baz degisiminden etkilenmez. Bunlar
matrisin determinantt ve izidir. Bir garpimin determinanti determinantlarin ¢arpimma
egit oldugundan,

det(TT) = det(8T*S™Y) = det(S) det(T*) det(§$™") = det T* [E.65]

dir. Bir matrisin izi, matrisin kdsegen elemaniarmm toplamidir:
m
Te(M) =) T, [E.66]
i=1

Iz aima igleminin bir 6zelligi sudur (E.17 nolu probleme bakimz):
Tr(T)T2) = Tr(T2Ty). [E.67]
Bu bagmti herhangi iki T, ve T, matrisi igin gegerlidir. E.67 nolu denklem kullanilarak
To(T) = Te(8T8™ 1) = Te(T.§7!8) = TH(TH) [E.68]
elde edilir.
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hermitsellik gibi dzeltikleri korumaz. Bununla birlikte, S tniter ve H hermitsel ise
H/’nin de hermitsel olacagim gosteriniz. $ yalmz ve yalmizca iiniter ise, ortenormal bir
bazi diger bir ortonormal baza tagiyacagini gosteriniz.

*Problem E.17 Tr(T,T,=Tr(T,T)) oldugunu kanitlaymmiz. Bunu kullanarak
To(T\T.T:)=THT,T,T)) oldupu  gosterilebili. O  zaman, genel olarak,
THT, T, T2)=Tr(T,T,T3) yazabilir miyiz? Bunu ya da aksini kamtlaymiz, Yardim: Aksini
kanitlamamn en iyi yolu karsit bir 6rnek vermektir, Daha basit olan daha iyidir.

E.5 OZDEGERLER VE OZVEKTORLER

Problem E.14 (¢ boyutta standart (i,},ie) bazim kullanarak,

(a) z ekseni etrafinda 0 agist kadar dommeyi temsil eden matrisi kurunuz,

(b} (1,1,1) noktasindan gecen bir ecksen etrafinda 120°’lik dénmeyi temsil eden matrisi
kuranuz.

(¢) xy-dizlemine gore yansimay: temsil eden matrisi kurunuz,

(d) Kurdugunuz tlim  matrislerin - ortogonal olup olmadifini  kontrol ediniz ve
determinantlarini hesaplaymiz.

Probiem E.15 Standart (E,},.’E) bazinda, x-ekseni etrafinda & ag¢isi kadar donmeyi
temsil eden T, matrisini ve y-ekseni etrafinda & agis1 kadar dénmeyi temsil eden T,
matrisini kurunuz. Yeni bir baza gectigimizi dilstinelim. Yeni baz  vektdrleri
¥=17,7'=—i ve k'=k olsun. Baz degisimini ifade eden $ matrisini kurunuz ve
ST,8" ile 8T, 8" in etkilerini kontrol ediniz. '

Preblem E.16 Benzerlik doniigiimiiniin matris carpimim korudugunu (yani A°B° = C°
ise, A’B’ = C/ din) gisteriniz. Genel olarak, benzerlik doniigiimii, simetri, reellik va da

Ug bovutlu uzayda belirli bir eksen etrafinda & agis1 kadar dénmeyi betimleyen bir
lineer donisim diigiinelim. Cogu vektor karmasik bir tarzda degistigi halde (genellikle
eksen etrafindaki bir koni tizerinde yer alurlar) soz konusu eksen iizerindeki vektorlerin

davranisi oldukga basittir. Bu vektorler hig degiismezler; yani 7'|a) =|a) dir. 6 180°°ye
esit olursa vektorler ekvatoral diizlemde bulunuriar ve isaret degistirirler
(T|e) = —|a)). Kompleks bir vekitr uzaymda'™ her lincer donisiim, buradaki gibi
kendisinin bir skalar kati kadar degigen “ozel” vektorlere sahiptir. Bu 6zel vektirler icin

dir. Stzkonusu bu 6zel vektdrlere déniisiimiin dzvektorleri, kompleks A’ya déniisiimiin

bzdegeri denilir (sifir vektor, herhangi bir 7 ve A igin E.69 nolu denklemi saglasa da
bzvektdr olarak sayilmaz; teknik olarak dzvektsr E.69 notu denklemi saglayan sifirdan
farklt bir vekeardiir), Ozvektort sifirdan farkl bir skalarta ¢arpfigimizda bu vektoriin de
ayn1 dzdegere kargilik olan bir $zveltor olduguna dikkat ediniz.

Belirli bir baza gbre dzvektir denklemini, sifirdan farkli bir a igin
Ta=a [E.70]
seklinde matris formunda yazabiliriz. Ya da
(T—ha =0 [E71]

olarak yazilabilir (burada 0, tiim elemanlan sifir olan siftr matrisidir). (T-Al) matrisinin
tersi varsa, E.71 nolu denklemin her iki tarafini (T—AD)™ matrisivle carparak a = 0

' Tim skalarlann reel oldugu reel vektde uzayinda by her zaman dogru degildir. E.18 nolu probleme
bakimz,
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sonucuna ulasiriz. Ancak a'nmn syfirdan forklh oldugunu kabul ettigimizden (T—Ad)
matrisi tekil olmal, yani determinant: sifira egit olmalidr;

(Ti—A) Tz Tin
T (Tna—2) ... 1oy
det(T — A = . . : =0. [E.72]
Ta1 Tz coe (B — A)
Determinantin agilimindan A i¢in cebirsel bir denklem elde edilir:
' Cod 4+ Cros AU+ O+ Cp =0, [E.73]

Buradaki C; katsayilar T’nin elemanlarina baghdir (E.20 nolu probleme bakimz). E.73
nolu denkleme matrisin karakteristik denklemi denir. Bu denklemin ¢ozimiinden
ozdegerler elde edilir. Karekteristik denklem n-inci dereceden oldupundan (temel cebir
teoreminden) » tane (kompleks) kok'” olduguna dikkatinizi cekmek isterim. Bununla
beraber, bu kéklerin baziar esit olabilir, Bu yiizden tiim s&yleyebilecegimiz; n x #’lik bir
matrisin en az bir ve en fuzla n tane farkli 6zdegeri vardir. Bir matrisin 6zdegerlerinin
olusturdugu tophuluga matrisin dzdeger spektrumau denir. Ayni Gzdegere kargiik olan iki
ya da daha fazla lineer bagimsiz $zvektdr varsa, spektruma golkath (kath, gakisik) denir.

Ozdegerler bulunduktan sonra karsibk olan dzvektorleri bulmak igin A degerleri
E.70 nolu denklemde yerine yazilur ve @’nin bilesenleri icin ¢oziliir, Bunu bir &rnek
tizerinde gorelim:

Ornek E.1
2 0 -2
M=1-20 i 2 [E.74]
1 0 -1

olarak verilen matrisin dzdegerlerini ve dzvektorlerini bulunuz.
Céziim: Karakteristik denklem:

2-x 0 -2
-2 (-2 2 =+ A+DA i =0,

1 0 (=1-=21) [E75]

Karakteristik denklemin kekleri 0,1 ve /°dir. Ilk 8zvektdriin bilegenleri (a,, s, a5) olsun.
Boylece

2 0 -2 a ap 0
-2 i 2 a{=0:a;1={0
1 ¢ -1 a3 a3 ]

7 Reet vekior uzaylannda sikint: yaratan kisim burasidir. Cunkel karakteristik denklemin higbir kaku
reel olmayabilir. E.18 nolu probleme bakmiz.
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olur. Buradan bilesenler igin
2a; — 2a3 =0,
—2ial +tay + 2iaz =0,
a; —az =0
denklemleri elde edilir, ik denklemden as, @, cinsinden a; = a; olarak bulunur. Ikinci

denklemden a, bulunur: @, = 0; son denklem ‘yeni bir gey vermez. Bir tzvektoriin
herhangi bir kat1 da 6zvektor oldugundan a, = | se¢ebiliriz. Boylece ilk dzvektor

1
. . 1) —
Ar=0 igin, ar = (l) [E.76]
olarak elde edilir. Bilesenler igin aynt notasyonu kullanarak ikinei ozvektori
belirleyelim:

2 0 =2 a; a ay
-2 i 2 al=llem]l=1{a
1 0 -1 a3 as €3

Bilesenleri veren denklemler:
2a) — 2aax = a,

—2iay +ias + 2iaz = ay,
a) — a3 =a3.

Bu denklemlerden a; ve a,, o) cinsinden ¢oziiliirse, a; = (1/2)a; ve a; = [(1-)/2]ay
olarak bulunur, g, = 2 se¢ilirse -

hp =1 igin, a®=|1-i [E.77]

olur. Ugiincil 8zvektdr igin:

20 -2\ {a ay ia
-2F 1 2 @ l=ijar] = |{iaz
1 0 -1 as as ids

clur ve buradan
2a) —2a3 = iay,
—2iai +iax + Ziaz = iaz,
ary — a3 = idz

elde edilir,
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Bu denklemlerin ¢oziimleri a; = a; = 0, a; belirsizdir. a; = 1 secilerek

=i igin, &% =1]1 [E.78]
0

elde edilir.

Onceki 6rekte oldugu gibi dzvektorler tiim uzay: orterse, bu 6zvektsrleri baz olarak
secebiliriz;

T1f1)
T\ fa)

Al f1), .
ral 2},

Tifn) = hnlfu).

Bu bazda T "yi temsil eden matrisin formu oldukea basittir: ana kdscgendeki elemanlar
dzdegerler ve kalan difer tiim elemaniar sifirdir. Yani

M O ... 0
0 A ... O
L DERAT
Do : [E.79]
k 0 0 ... A
dir. Normlanmis dzvektorler
1 0 0
0 1 0
0 0 0

: N [E.80]

0} 0 1

dir. Bir baz degisimiyle kisegen forma (E.79 nolu denklem) getirilebilen bir matrise
kisegenlestirilebilir denir {agikcasi, bir matris, yalmz ve yalmzca dzvektorleri uzay:
orterse kosegenlestirilebilir olur). Kodsegenlestirmeyi yapacak benzerlik matrisi eski
bazda dzvektsrler 8 in stitunlari almarak kurulur:

(& h; =@My, [E.81]
Ornek E.2 E.1 nolu omekteki dzvektorler yardimiyla
1 2 0}
$T'=10 -0 1
1 ! 0y

bulunur
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E.57 nolu denkiem kullamlarak,

-1 0 2
5= 1 0 -1
-1 1 (1-9
elde edilir. 8 ve 87! kullanilarak,
1 0 0
Sa(l) =i0}, Sa(z) =11 Sa(3) =10

Ye

oldugu gosterilebilir,

Bir matrisi kosegen forma getirmenin birgok yarari var. Oncelikle kdgegen
matrislerle hesap yapmak daha kolay. Ne yazk ki, her matrisi kogegenlegtirmek
miimkin degil. Ozvektdrlerin uzayr Ortmesi gerekli. Bir matrisin karakteristik
denkleminin » tane ayrik kokii varsa bu matris kibsegenlestirilebilir, Ancak karekteristik
denklemin ¢akigik kokleri olmast durumunda dahi kosegenlestirilebilecek matrisler
vardir (kesin olarak kosegenlestirilemeyecek bir matris 6rnefi igin E.19 nolu probleme
bakiniz). Bu ylizden tim &zvektorlerini hesaplamadan once verilen bir matrisin
kosegenlestirilip kosegenlestirilemeyecegini bilmek kolaylik saglayacaktir. Bunun igin
gerekli olmasa da yeterli bir kogul sudur: hermitsel eslenigi ile sira degistiren bir matrise
normal matris denir:

normal : [N', N] =0. [E.82)

Her normal matris kosegenlestirilebilir (dzvektorleri uzayi Orter). Ozellikle her
hermitsel matris ve her tiniter matris kosegenlestirilebilir.

Jki tane kogsegenlestirilebilir matrise sahip oldugumuzu distinelim (kuantum
mekaniksel uygulamalarda oldukga sik rastlanir); bu matrisler aym benzerlik matrisi
yardimiyla aym anda késegenlestirilebilir mi? Yani bu iki matrisin de kosegen oldugu
bir baz var mudir? Bu sorunun yaniti ancak ve ancak iki matris sira degistiviyorsa
evettir {E.22 nolu probleme bakiniz}.

*Problem E.18 xy diizleminde dénmeyi temsil eden 2 x 2°lik bir matris
g [Co8 6 —siné
“ \singd cosf [E.83]

seklindedir, Belli, 6zel agilar diginda (bu agilar: bulunuz) bu matrisin reel dzdegerleri
olmadigini gosteriniz. Bu sonug geometrik olarak bir diizlem iizerinde higbir vektdriin
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bdyle bir dénme islemi altinda kendi {izerine tasmamayacag1 gergegini yansitmaktadir.
Ug boyutta durum boyle degildir. Ote yandan bu matrisin kompleks dzdeger ve
vzvektdrleri meveustur, Bunlan bulunuz. T'yi kigegenlestirecek S matrisini kurunuz.
STS' benzerlik doniisiimiinii agik olarak gerceklegtirerek T'nin kosegen forma
indirgendigini gésteriniz. '

Problem E.19 Asagidaki matrisin dzdefer ve Ozvektdrlerini belirleyiniz. Bu matris
kogegenlestirilebilir mi?
11
M= 1

Problem E.20 E.73 nolu denklem ile verilen karakteristik denklemde birinci, ikinci ve
sonuncu katsayilarm

Co=(=1", Comy=(=D"TTe(M) ve Cy=dex(T) [E.84]

seklinde oldugunu gdsteriniz. Elemanlar Ty ile verilen 3 x ¥'lik bir matris igin C|
nedir?

Problem E.21 Kdgegen bir matrisin izi dzdeferlerinin toplamina, bu matrisin
determinanti 6zdegerlerinin ¢arpimima esittir (E.79 nolu denkleme bakimz). E.65 ve
E.68 nolu denklemlerden gorillecegi gibi, bu sonug¢ herhangi bir kdsegenlestirilebilir
matris i¢in de gegerlidir, Herhangi bir matris igin

det(My = Ahy - hpy Tr(M = A+ A+ 44, [E.85]

oldugunu kanitlayimz. Buradaki A’lar karakteristik denklemin # tane kokiidtr. Cakigik
kokler olmasi durumunda g¢oziimlerden daha az sayida lineer bagimsiz zvektor
olacaktir. Yine de tim A’lar sayimahdir. Yardim: Karakieristik denklemi agafidaki
formda yazimz ve E.20 nolu problemin sonuglarim kullann,

(A1 =Mz =2y (kg —A) =0

Problem E.22

(a) Belirli bir bazda verilmis iki matris sira degistiriyorsa, bu iki matrisin herhangi bir
bazda da sira degistirdigini gosteriniz. Yani,

[T6, 73] =0 = [T, T]]=0. [E.86]

Yardun: E.64 nolu denklemi kullanin.

o
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(b) Iki matris aym anda késegenlestirilebiliyorsa, bunlarin sira degistirdigini gosteriniz, **

Problem E.23

matrisini gdzéniine alalim
(a) Bu matris normal midir?
(b) Bu matris kiisegenlestirilebilir mi?

E.6c HERMITSEL DONUSUMLER

E.48 nolu denklemde, bir matrisin hermitsel eslenigini (ya da “adjointini”) matrisin
transpozesinin kompleks eslenigi olarak tanimlamigtik: T' = T°. Bu kesimde, bir lineer
dowiigiimiin hermitsel eslenigi igin daha temel bir tamm verecegiz. Tim |a) ve |5)
vektbrleri igin

(T1aip) = (@/T8) [E.87]

bagmtisint saglayan 7' donigimiine 7 lineer dntisiimiintin hermitsel eslenigi denir.”
Yani 7 doniistimiinin i¢ ¢arpummn ikinci vekioriine etkisi Tt nin ig carpimm ik
elemanmna etkisine esit. Herkes tarafindan kullanilmasma ragmen, bunun kéti bir
notasyon oldugunu hatirlatmak isteriz. Ciinkii & ve B vekror degil yalmizea isimdir,
vektor olanlar |} ve | ) dir. Ozellikle bu isimler higbir matematiksel ozellige vurgu

yapmazlar ve "f"ﬁ " ifadesi kelimenin tam anlamiyla sagmadir. Lineer ddniiglimler
vektorlerin tizerine etki ederler, efiketlerin tizerine defil. Yine de bu notasyonun ne
demek istedigi olduk¢a agik: A, f| /5‘) vektoriintn ismidir. (T?a‘ ﬂ> da T*.|a)

vektorilyle l [7’) vektoriniin i¢ ¢arpmudir, Ozellikle, herhangi bir ¢ skalari igin,

(@lch) = clalp) [E.88]
Ve

{calB) = c*{er|B) [E.89]
olduguna dikkat ediniz.

' Bunun tersinin (vani, iki tane kdgegenlestirilebilen matris sira degistiriyorlarsa bu matrisler ayni anda
kogegenlestirilebilirler) kanit1 cok basit degildir. Omegin, Bugen Merzbacher, Quantum Mechanics, 3rd ed,,
Wiley, New York (1998), 10.4. Kesime bakiniz, ) ) .

¥ Boyle bir déniigimim var olup oimadifim merak edebilirsiniz. Goizel bir soru! Yamt: “evet”. Omcgm,
P.R. Halmos, Finite Dimensional Vector Spaces, 2nd ed., van Nostrand, Princeton (1958). 44. Kesime
bakimz.
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Ortonormal bir bazda galisiyorsamz (her zaman boyle bir bazda ¢ahsiyoruz) lineer
bir doniisimiin hermitsel eslenigi, doniisiime karsilik olan matrisin hermitsel eslenigi ile
temsil edilir. E.50 ve E.53 nolu denklemleri kullanarak

(@|Tg) =a Th = (TTa)lb = (TTa|p) [F.90]

oldugu gosterilebilir. Yani terminoloji uyumludur ve matrislerin ya da doniisiimlerin
dilini birbirlerinin yerine kullanabiliriz,

Kuantum mekaniginde en sik kargilagilan ve temel bir rol oynayan doniigiimler
hermitsel déniéisimlerdir (i‘""T =1'""). Hermitsel bir dontisimiin ~ dzdeger ve
tzvektdrlerinin il dnemli dzelligi vardi:

1. Hermitsel bir donisitmiin dzdeferleri reeldir.
Kanit: A, T ’nin bir 8zdegeri olsun. O zaman, |a) =0 igin f]a) = A|a) drr.
(alfw) = (alra) = Malw) |
olur. 7 hermitsel oldugundan
(e|Ta) = (Tala) = (Aela) = A" {ale)
elde edilir. (a}a}#0 olacagndan (E.20 nolu denklem), A=A dir. Yani X reeldir.

2. Hermitsel bir diniisiimiin farkl 6zdegerlere karsithk olan dzvekidrleri ortogo-
naldir.

Kanit: 1# g olmak Uzere f"|a) = Ala) ve T|4)= u|A) olsun. Bu durumda

(@|T8) = (|uf)-= (e B)
Ayni zamanda, T hermitsel oldugundan
(@|T8) = (TalB) = (hatlf) = A*(a|B)
yazilir. 1-inci 6zellik nedeniyle A= /1* ve A # y oldugundan, (a | ﬂ) =0 olur.

3. Hermitsel bir déniisiimiin dzvektirieri uzay: drterler

Daha onceden gordiigiimiiz gibi, bu Ozellik herhangi bir hermitsel matrisin
kosegenlestirilebilecegini belirten ifadeye denktir. Bu oldukg¢a teknik ifade, bir
bakima, kuantum mekaniginin {izerine oturdugu matematiksel temeldir. Ancak kamt
sonsuz boyutlu vektér uzaylarma tagmamadifindan digtiniildigiinden biraz daha
glicsiiz bir temeldir.

E.6. Kesim: Hermitsel Dontisiimler 457

Problem E.24 Hermitsel bir lineer dénusﬁm, tiim |a> ve | ﬂ) vektorleri igin
<a|f’ﬁ>=<f“alﬁ> kosulunu saglamalidir. Bunun igin <yify):(fy‘ }f) kogulunun
veterli oldugunu kamtlayimz. Yardim: Once |y) =|a)+|B), sonra da |y) =|a)+i| B)
oldugunu varsayin.

*Problem E.28
1 1 i
=(14 '5)

(a) T’nin hermitsel oldugunu gisterin.
(b) T’nin dzdegerlerini (reel olduklarma dikkat ediniz) bulun,

matrisini gdzoniine alalim,

(¢) T'nin zvektdrlerini bulunuz ve normlaymiz (Szvektdrlerin ortogonal olduguna
dikkat edin).

(d) T'yi kosegenlestirecek initer 8 matrisini kurun ve bunun T'yi kosegen hale
getirdigini agik¢a hesaplayarak kontrol edin.

{e) T matrisi igin det(T) ve Tr(T)’yi hesaplayin ve bunlarm T’nin kogegenlestirilmig
formundaki “det” ve “Tr” degerlerine egit oldugunu gosterin.

**Problem E.26

2 11
T={|—-i 2 1
i = 2

olarak verilen hermitsel matrisi géz dniine alalim.

(a) det(T) ve Tr{T) vi hesaplayin. "

(b) Tnin  6zdegerlerini bulun. Bunlarn ¢arpimlarmm ve toplamlarinm, E.85 nolu.
denklem yardimiyla, (a)’da bulunanlaria uyumlu oldugunu gosterin, T’nin ko$egen
formunu yazm. '

(€) T'nin 6zvektorlerini bulun. Cokkatls 6zdeger igin birbirlerinden lineer bagimsiz iki
tane ozvektorii kurun (keyfi bir matristen farkh olarak, bu adim hermitsel bir matris .
i¢in daima mimkiindtir), Bu dzvektorleri ortogonal hale getiriniz ve bunlarin Uglincii
dzvektdre ortogonal oldufunu kontrol edin. Her lig dzvekttrii de normlaym.

(@) T'yi kosegenlestirecek S ilniter matrisini kurun, $’yi kullanarak benzerlik
donisiminiin T'vi kogegen forma getirdigini agikca hesap yaparak gosterin.

Problem E.27 Uniter bir donigiim UTU =1 olarak tanimlanir.

(a) Uniter doniistimlerin i¢ carpmlan korudugunu yani tim |a) ve | 8) vekiorleri igin

<ch | 0,8) ={a|f) oldugunu gdsterin.
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(b) Uniter bir déniigtimiin her dzdegerinin mutlak deger karesinin 1 oldugunu gdsterin.

(¢} Uniter bir doniisimiin farkh ozdegerlere karsihik olan ozvektsrlerinin ortogonal
oldugunu gosterin.

***Problem E.28 Matris fonksiyonlari Taylor agilim yardimiyla tamimlamirlar.

Ornegin
' 1
eMEI+M+—2-M2+'%M3—}—m . [E.91]
dir.
{01 3
@M=[o o 4]; (ii)M:(_Oa g)
00 0

matrisleri igin exp{M)’yi bulunuz.
b M kogegenlestirilebilir bir matris ise,

det (M) = £ (£.92]

oldugunu gdsteriniz.

Agiklama: Bu bagmtt M nin kosegeniestirilebilen bir matris olmamas: durumunda
da dogrudur, ancak genel hal i¢in kanit biraz daha zordur.

(c) M ve N matrisleri sira degistiriyorsa,

=e"e [E.93]

oldugunu gosteriniz. Bulacagmiz en basit karsit drnek yardimiyla E.93 nolu
denklemin, genel olarak, swa degistirmeyen matrisler icin dogru olmadigm
kanitlayiniz.

(d) H hermitsel ise ¢'™nin tiniter oldugunu gosteriniz.
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kiresel Neumann fonksiyonu, 142-144
kiresel simetrik potansiyel, 133, 415
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Landau diizeyleri, 198
Lande’g garpani, 278
Langrange carpant, 236-237
Laplasyen, 132 )
Larmor formiiti, 358-359
Larmor frekansi, 180
Larmor presesyonu, 179
Lazer, 351
LCAQ teknigi, 305
Legendre fonksiyonu, 138
Legendre polinomu, 124, 136-137
Levi-Civita sembolil, 177
lineer bagimsizhik, 437
lineer cebir, 93-94, 435458
baz degigimi, 446-449
szvelktorler ve dzdegerler, 449-458
i¢ garpimiar, 438-440
matrisler, 441-446
vektorler, 435-438
lineer donitglim, 93, 96-97, 441-444
lineer kombinasyon, 27-28, 437
lineer dperattr, 96
Lorentz kuuvet vasasi, 198-199, 385
Lyman serisi, {58
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Mandelstam-Tamm formilasyonu, 116
- manyetik aki, 380-382, 385-391
manyetik alan, 271-272, 349
manyetik dipol

anormal moment, 273

enerjist, 179, 271

tizerindeki kuvvet, 181-183

momenti, 178-179, 272, 275

gecisi, 366-367
manyetik kuantum sayist, 139
manyetik rezonans, 365-366
matris, 94, 441-446

karakteristik denklem, 450
siitun, 443 ‘
eslenik, 443-444
determinant, 445
kdsegen form, 452-453
tzvektorler ve dzdegerler, 449-455
elemam, 120, 126, 442
fonksiyonu, 458
hermitsel eslenik {adjoint), 444
hermitsel donigim, 455-4358
sanal, 444
oriogonal, 445
resl, 444
satir, 443
benzer, 447-448
aynt anda kgegenlegtirilen, 453
tekil, 445
ters hermitsel, 444
spektrum, 450
spin, 173-174, 195
transpoze, 443
birim, 444-445
tiniter, 443, 448
sefir, 449
Maxwell denklemleri, 383
Maxwell-Boltzmann dagtlizm, 241
medyan, 7-8
merdiven operatotteri, 42, 44-45, 162-164, 168-169
merkezkag terimi, 141
Mermin, N. David, 4, 428
mezon, 172, 189, 421
minimyum belirsizlige sahip dalga paketi, 113
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molekiil, 87, 209-210

momentum, 15-18
agssal, L60-171
kanonik, 200
de Broglie formily, 19-23
szfonksiyonlar/dzdegerler, 103-104
operatori, 17-18, 42, 97-98, 103, 132
aktarimi, 414

momentum uzayt dalga fonksiyonu, 108-109, 19£-192

mityon katalizi, 313
miiyon, 313

mityonik hidrojen, 203, 285
miyonyum, 285
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nedensel etki, 427-428
Neumann fonksiyvonu, 142-144, 401
noktasal garpun, 438-440
nosmal matris, 453
normiama, 12-15, 37, 95

serbest parcacik, 60

harmonik salinici, 46-49

hidrojen, 152

kitresel koordinatlar, 138-139
iki pargaciklt sistemler, 201, 206
varyasyon ilkesi, 293-299
vektor, 439
dalga fonksiyonu, 12-15
nermlanamayan fonksiyon, 13, 60, 68
nétrino salimm, 122
notron yildizi, 247
ters delutuk, 351
nitkleer manyetik rezonans, 366
ntikleer yari omor, 324-323
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olasilik, 5- 12
Born’un istatistiksel yorumu, 2-3
korunumu, 22, 191
sirekti degiskenler, 9-12
akimy, 21, 66, 191
yogunlugu, 10-11
kesikli degigkenler, 5-9
genellestiritmis istatistiksel yorum, 106-109
yansima, 73
gecisi, 346-348
gecme, 75
operattr, 17
antihermitsel, 124
sira degigtiren, 24
Dirac notasyonu, 120
degigtokug, 203
Hamiltonyen, 27
hermitsel, 96-98
birim, 123
merdiven, 42, 44-45, 162-164, 168-169
lineer, 96
indirme, 44-46, 162, 168-169
momentuym, 17-18, 42
konum, 17, 164-105
izdiygim, 123
- kaldirma, 44-46, 162
optik tecrem, 419
ortalama
yinler lizerinden, 353-354
polarizasyonlar tzerinden, 353-354
deger, 7-8
ortalama deger, 7-¢
ortodoks tavir, 3-4, 420-422
ortogonal matris, 445
ortogonallik, 33
szfonksiyonlar, 101-102
fonksiyonlar, 95
Gram-Schmidt islemi, 95
hidrojen dalga fonksiyonlan, 102, 440
kiresel harmonikler, 153
vektorler, 439
ortohelyum, 213
ortonormal kiime, 439
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ortenormallik, 33, 49
Dirac, 105, 123
gzfonksiyoniar, 103
fonksiyontar, 95
yektorler, 439
ortorombik simetri, 290
sleom, 2-5, 36-37
kedi geligkisi, 430-431
yikict, 428-430
genellestiritmiy istatistiksel yorum, 106-109
belirsizlik, 98
ardisik, 125
belirsizlik itkesi, 112
omir
uyartimig durum,357-359
drtiisme intagrali, 306
dzdegerler, 99, 261, 449-455
ag1sal momentum, 160-167
kesin durumlar, 99
genellestirilmig istatistiksel yorum, 106-10%
hermitsel donligiimler, 456
ozdes pargaciklar, 201-248
katilar, 218-229
istatistiksel mekanik, 230-245
iki pargacikli sisternler, 201-21¢
Ozfonksivonlar, 99
ag1sal momentum, 167-171
stirekli spektrum, 100-101, 103-106
kesin durumlar, 99
Dirac notasyonu, 118-124
kesikli spektrum, 100-103
hermitse] operatodrler, 100-106
uyusumsuz gézlenebilirler, 111-112
koaum, 104-105
momentum, 103-104
szspindrier, 174-175
szvektorler, 449-455, 456-458

P

parahelyum, 213
parlaklik, 397
Paschen serisi, 138
Paschen-Back etkisi, 279
Pasternack bagintisi, 288
Pauli digarlama ilkesi, 204, 214, 218-221, 223
Pauli spin matrisleri, 174, 177
Pauii, Welfgang, 4
Perdeleme, 215
Periyodik Tablo, 214-218
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Planck formili, 158, 243-244, 285
Planck sabiti, 2
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delta fonksiyonu, 68-78

etkin, 140-141

sonlu kare kuyu, 78-84

sonsuz kare kuyu, 30-31

Kronig-Penney, 227

Yansimasiz, 90

Skalar, 384

kiresel simetrik, 415

basamak, 83-84

vekior, 198-200

Yukawa, 310, 415
potansiyel kuyuse

dik duvartari olmayan, 332-333

tek dik duvarly, 336-331

iki dik duvarly, 318-319
pozitromyum, 203, 285
proton

g-carpani, 283
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Rabi ters donme frekansi, 1347-348, 353
Radyal dalga fonksivonu, 133-,134, 140-141, 146-157
Radyal denklem, 140-145
Ramsauer-Townsend eikisi, 82
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relativistik dizeltme, 247, 267-271
" Rezonans egrisi, 366

Riemann zeta fonksiyonu, 38, 243
Rodrigues formitu, 57, 136-137
Rutherford saciimasi, 397, 415-416
Rydberg formili, 158
Rydberg sabiti, 158
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sagilma, 394-419
genligi, 399
ag1s1, 394-395
Born yaklagimu, 408-418
kiasik teori, 364-397
kat kitreden, 394-395
dagik enerji, 414
matrisi, 90-91
kismi dalga analizi, 399-405
faz kaymalari, 405-408
Rutherford, 397, 415-416
yumugak klreden, 414
Yukawa, 415

sacilma stireglers, 68-69, 73-76, 90-91
delta fonksiyvonu, 73-74
sonlu kare kuyu, 81-84
timelleme, 320-325

Sakh depigken, 3-4, 423-424

salma, 348-352, 356

satir matris, 443

Schrodinger denklemi, -2, 131-132

Helyum atomunun, 311-312
Hidrojen atomunun, 145
integral formu, 408412
motmentum uzayl, 130
normlama ve, 12-15
kiresel koordinatlar, 131-145
zamana bagli, 1-3,13,24-26 28,147-149,201-248
zamandan bagimsiz,25-26, 132, 147, 202, 330
WKB yaklasiklig, 315, 339
Schridinger kedisi, 430-431
Schrodinger resmi, 130
Schwarz esitsizligi, 95, 113, 440
sech-kare potansiyeli, 89-90, 335
segim kurallar, 359-363
self~adjoint matrister, 444
serbest elektron gaz1, 218-224
serbest elektron yogunlusgu, 221, 228
serbest pargacik, 59-67, 116-118
serbestlik derecesi, 248
sharp (s), 214, 215
Sicaklik, 230, 240
sigrayan top, 333
sifir matris, 449
sifir vektor, 99, 436
smir kosuflar, 31, 48, 7¢-72
delta fonksivonly kuyu, 71-73
sonlu kare kuyu, 79-81
sira defiistiren operatorler, 42-43, 133
siklotron hareketi, 198
simetr:
kithik, 290
ortorombik, 200
tetrogonal, 290
stmetrik matris, 443
simetrilestirme, 203, 233
siniizoidal dalga, 61
siniizoidal tedirgeme, 346-348
spin-yorunge etkilegmesi, 273
skalar potansiyel, 384
skalarla garpim, 436-437
skalarfar, 435-436
Siater determinant, 210
S-matrisi, 90-91
sofurma, 348-351, 365
solenoid, 385-391
Sommesfeld, A., 218
sonsuz kare kuyu, 30-40
hareket eden duvar, 85, 370-371, 391-392
tedirgeme teorisi, 249-255
varyasyon ilkesi, 296-297
WKB vaklagikhig, 317-320
sonsuz kibik kuyu, 135, 219-221
sonsuz kiresel kuyu, 141-142
spektral agilim, §24
spektrum, 430
kara cisim, 243-245

cakigan spektral gizgiler, 193
katl, 99, 450
hidrojen, 243-245 -
bir matrisin, 193
spin, 171-190
asagl, 173
dolamik durumlar, 422, 423
degistokus kuvvetleni, 210
matrisi, 173-174, 179, 195
bir, 178, 187
yarim, 173-178
tekli, 185
istatistik ve, 204
ugli, 185
yukari, 204
sifir, 187
spindrler, 173, 196-197
spin-spin ¢iftlenimi, 284-285
spin-yoriinge ¢iftlenimi, 267, 271-276
“soguk” kat, 221, 223
sonlu kare lasyu, 78-84
sig, dar, 80-81
genis, derin, 80
standart sapma, 8-9
Stark etkisi, 289-291, 338-339
Stefan-Bolizmann formutu, 245
Stern-Gerlach deneyi, 181-183
Stirling serisi, 237
Stirling yaklagikligl, 237-238
Sudarshan, E.C.G., 432
sitperiletken, 387
siipersimetrik kuantum mekanigi, 42
sirekli degiskenler, 9-12
siirekli spektrum, 100-101, 103-106
streklilik denklemi, 191
siitun matrisi, 443

T
taban dwrumu, 32, 150-151
clementler, 217
helyum, 299304

hidrojen atomu, 151, 192, 284, 412

hidroten iyonu, 303-304, 312-313
hidrojen moelekil ivonu, 304-309
sonsuz kiiresel kuyu, 142
sonsuz kare kuyu, 32, 296-297
lityum iyosu, 303-304
{ist strur, 293, 299
varyasyon ilkesi, 293-298

tam bir velktor kiimesi, 437

tam ig garpim uzays, 94

tam clmama, 3, 423, 426

tamhg,
ozfonksivonlann, 33, 102-103
fonksiyonlarin, 33-36, 95-96
Hilbert uzaymim, 94
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lkuantum mekaniginin, 3
Taylor serisi, 41, 458
Tayler teoremi, 52
tedirgeme teorisi
birinci dereceden, 250-251
zamana bagimli, 340-367
zamandan bagimsiz, 249-292
tek fonksiyon, 32
tekil matris, 445
tekrarlama baZintisi, 53-55, 148, 150
tekli durum, 185-186, 194, 210, 284-285, 422
temel kuantum sayisi, 149
terminoloji, atomik, 2§5-216
ters ‘beta bozanwmu, 247
ters doluluk, 351
ters Fourier déniisiimii, 61
ters matris, 445
tetragonal simetri, 290
Thomas presesyonu, 273
toplam kesit, 396-397, 402, 404
topluluk, 15
transfer matrisi, 91-92
transpoze, 443
tinelleme, 68, 76, 320-325
Stark etkisi, 338-339
tiirev oparetoril, 93
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uyarilmss durumlar, 32

helyum, 21-214

sonsuz kare kuyu, 32

omilr, 357-339
uyartlmis salinma, 350-352
uygun durum, 257-261, 265
uygun kuantum sayisy, 270, 277-279
uyumlu durumiar, 127-128
uyumlu ofmayan tedirgeme, 352-354
uyumsuzluk, 431
uyusumlu gozlenebilirler, 111-112
uyusumsuz gozlenebilirler, 111-112
uzayda stelemelerin Dretect, 129-130
ficgen egitsizligi, 440
nelo durum, 185, 284-285
Giniter matris, 445, 448
tiretici fonksiyon, 59
dstitn 191k etkisi, 427, 428
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van der Waals etkilesmesi, 286-287
varyans, 9
varyasyon ilkesi, 293-314

helyumun taban durumu, 299-304

hidrojen motekill iyonu, 304-309
vektor, 93, 435-438

baz degistmi, 446-449

Dirac notasyonu, 118-119
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birim, 439

sifir, 436
vektor garpsm, 438-440
vektor potansiyel, 198-200
vekior uzayl, 4335
virial tecremi, 126, 190-191

W
Wien yerdegistirme yasast, 244
Wigner Eugene, 5,431
WKB yaklagikligl, 315-339
“klasik” bolge, 316-320
baglant formitlteri, 325-335
tinelleme, 320-323
Wootters, William, 429

Yalitkan, 229

yansuma katsayist, 75
yansimastz potansiyel, 96
yansiyan dalga, 74-75

yarigap

Boht, 150, 269

Kla: - elektron, 172
yarilets - 229
yan omir, 359
yan kararll durum, 362
yarilma, ok ince, 283-285
yarim harmonik sahmnict, 86,331
yarum tamsay1lt agisal momentum, 163, 169, 197-198, 203
yasak enerjiler, 227-228
yasak gecigler, 362, 366-367
Yerdegistirme operatort, 129-130, 225
yerel olmama, 426-428
yerellik, 422, 424, 426-428
yikicy olgim, 428, 430
yopunluk grafikieri, 133, 156
ybriinge, 214
yorangese! agisal momentum, 171
Yukawa potansiveli, 310, 415-416
Yukawa saciimast, 415-416
yumugak kilreden sagstma, 414
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zamana bagh tedirgeme teorisi, 273
Altin kural, 354
iki dizeyli sistemlerde, 341-348
zamana bagh Schradinger denklemi, 1-3, 13, 24-26, 28,
147-149, 201-248
zamandan bagimsiz tedirgeme teorisi, 249-292, 299
katli, 257-266
katl olmayan, 249-257
zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi, 25-26, 132,
147,202,330
kararli durumlar, 18-30
zamanda dtelemelerin dreteci, 129-130

Zeeman etkisi, 277-283
ara alan degerleri igin, 281-283
kuvvetli alanly, 279-280
zayif alanly, 277-279

Zeno etkisi, 431-434
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