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ONSOZ
[an Stewart

Okuldaki son birka¢ yilimda halk kuatiphanesini didik
didik edip matematik kitaplar1 aradigim hatirlarim. $imdi
disanuayorum da, bu is 16 yasindaki bir ¢ocuk i¢gin hig
normal degilmis. Fakat o zaman bana tamamen normal
gozukuyordu, ¢inki matematige kars1 dayanilmaz bir dus-
kanlagum vardi. Matematige duskinligim hala sturayor.
Yalayip yuttugum kitaplar arasinda daha o zaman Kklasik

olmus bir tanesi vardi. Iste elinizde tuttugunuz kitap odur:
Nasil Cozmeli?

Her babayigit matematik¢i bu bilgi i¢in Seytan’la an-
lasma imzalayabilir. Matematik zordur. Aslinda yapilmaya
deger seylerin ¢ogu zaten Oyledir, ama matematik,
entellektiiel merak, kili kirk yaran muskulpesentlik ve uka-
laliktan olusan olagandis1 bir karisim ister. George Pdlya
matematigin zor oldugunu bilir, fakat bu herkesce bilin-
mesi pek istenmeyen sanatla ugrasanlarin ¢cogunun tersine,
matematigi kolaylastirmaya c¢ahisirdi. Birinci simif bir arag-
tirmaci, parlak bir 6gretmen ve mukemmel bir anlaticiydi.
Bu birlesimi her zaman birarada bulamazsiniz.



Pélya, ogrencilerinin problem ¢Ozmesini bilmedikle
rini farketmisti. Sayilamayacak kadar ¢ok matematik of
retmeni de ayni seyi gozlemlemistir, fakat Polya biraz dahs
ileri gitti. Sorun, ogrencilerin yeterince matemauk bilmem
lery ya da bildiklerini kullanmanin mekanizmasim anla
mamalan degildi. Sonunda Polya, ogrencilerde duginme
sureclerini verimli kanallara surebilme yeteneginin cksil
oldugu sonucuna vardi. Ogrenciler becerikli taktikgiler
olabilirlerdi, ancak strateji kavramindan anladiklar yanly
ti. Bunun nedeni, bir matematik problemini ¢6zmek i¢in
bir strateji gerekecegi konusunda hi¢bir fikirlerinin bu-
lunmamasi olabilir miydi?

Pélya’'nin yaptuig1 arastirmalardan edindigi deneyimler,
matematik¢ilerin her zaman kullandiklan, ancak cok en-
der agizlarina aldiklan birtakim genel problem ¢6zme
teknikleri olduguna inanmasina yol a¢gmisti. Kendisi bu
tekniklere bulgusal stratejiler adim verdi. Nitekim bu kitabin
basinda, problem ¢6zme sirecini dort evreye ayiran kisa
bir ¢at1 bulacaksiniz:

e Problemi anlamak,

e Benzer problemlerden elde ettiginiz deneyimleri kulla-
narak bir saldin planlamaya ¢alismak,

e Saldinya gecmek,

e Kendi kendinize, buldugunuz yanita gercekten inanip
inanmadiginizi sormak.

Matematik 6gretiminde modalar vardir. Problem ¢6z-
me de 1980’lerde, kismen “Yeni Matematik”in soyutlama-
larina kars1 bir tepki olarak moda oldu. Pdlya, farkina var-
madan problem-¢6zuculerin gurusu haline gelmisti. ABD
Ulusal Matematik Ogretmenleri Konseyi’nin 1980 yillidi
sanki Polya sosuna batinlmis gibidir. Daha sonralan prob-
lem ¢ozme dusuncesi inceleme kelimesiyle tekrar su yuzune
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ik, Cocuklann ogrenmes: gereken yontem va da ko
rallar olmamali, problemleri kendi baslarninag i
livdiler.

 al
1IN

Bu, heyecan venricl bir vaklasim gibl gorunmekiedir Fi
kat kamt var michr? Insanlar Polya'min bulgusal strateplenn
problem ¢ozerken kullanabilirler mi gercekiens Tk bakisa
vanit ok acik gibidir. Uygulamali matemaukcilerden gelen
anckiodlar olduk¢a inandinc ve ¢ok fazladir Foet, matema
tikcilerin diistinme bigimi budur. Ore vandan. Uluslararasi Ma
tematik Olimpiyatlar1 i¢in 6grenci calisturan ogretmenler b
konuda fikir birligine varnuslardir. Ogrenciler problem
¢ozmeyi Polya'nin bulgusal stratejilerini izleyerek ogrenmiyo

1, onlar ham yetenekle ise baslayip bir surii yipratuct prob-
‘emle ugrasirken kendilerini ustura biler gibi bileverek 64
reniyorlar. Yapay Zeka gelistirmeye calisan programaila
bulgubilimi bilgisayarlarin da kullanamadigimi gérmusler-
dir. Pélya’nin beyninin urtini olan bu bulusun geleceg par-
laklhigini kaybetmeye baslamistr.

Simdi size bu kitabi1 almamanizi soyleyip sdylemeyece-
gimi merak ediyorsunuz? Hayir. Biraz 6nce size kitabin bir
klasik oldugunu séylemedim mi? Ne olursa olsun, Olimpi-

yat adaylarinin kog¢larina ve Yapay Zekacilara ragmen,
Polya hakliyds:

Stratejilerini dogru duzeyde uygulamaniz kosuluyla...

Bu sdyledigim simdilik aklimizda kalsin, bir sture olgun-
lagsmas i¢in asilmis bir salin gibi havada beklesin. Bu ara-
da ben de size Polya’yr anlatmak istiyorum.

“MATEMATIK, ORTA KARAR...”

George Pélya 13 Aralik 1887'de Budapeste’de dogdu.
Cocukken matematik fazla ilgisini ¢ckmemigti. Matematik



dgretmenlerini, “Ikisi degersiz, biri iyi,” diye haturhyord,
Polya ¢ok parlak bir ogrenciydi: Lisede simftaki konumuy ;.
kincilikle dordunculik arasinda degisiyordu ve anlagilay
bu konumunu korumak i¢in ¢aba sarfetmezdi. O 7ama;,
lar, orta 6grenim ogrencileri i¢in ulusal ¢aptaki tek mate
matik yarismasi1 Macaristan'da yapihirdi: E6tvos Yarismas
Tum kolej 6grencileri yarigmaya katilmaya tegvik edilirdi.
Pélya da sinav merkezine gitti, fakat kagidini vermedi.

Pélya 1905'te Budapeste Universitesi'ne girdi. Annes
hukuk okumasi i¢in 1srar etmisti. Polya bu sikintiya ancak
bir donem katlanabildi; dnce dil ve edebiyat bolumune,
sonra da felsefeye gecti. Danmigmanlan felsefe programi i-
cerisinde matematik ve fizik almasini dnerdiler. Boylece ik:
muthis bilim adamiyla tamigti: Fizik¢i Lordnd Eotvos ile
matematik¢i Lipot Fejer. Fejér'in dersleri unlaydua ve bir-
cok ogrenciyl matematige ¢ekerdi. Bu matematik¢i ogren-
cileriyle kafelerde oturur, onlarla matematik konusunda
sohbet eder ve unli matematikgilerin oykualerini anlatird.
Pélya da onun oltasina takildi. “Fizik i¢in yeterince iyi ol-
madigimi, felsefe iginse fazla iyi oldugumu duastunardum.
Matematik orta karardzi; ikisinin arasinda ...”

1912°de matematik doktorasini aldi; yan konulan fizik
ve kimyaydi. Tez konusu olarak olasihik kuramini se¢misti.
Doktora sonrasi ¢aligmalarin1 Gottingen ve Paris’te yapti ve
1914’de Zirih’teki Federal Teknoloji Enstitisa’'nde ogre-
tim gorevlisi olarak ¢aligmaya bagladi. Savas gikuginda Ma-
car ordusuna yazilmak istedi, fakat ¢ocuklugunda futbol
oynarken gegcirdigi bir sakathigin biraktig1 etkiler nedeniyle
reddedildi. Sonralar1 ¢ok daha umutsuz durumdaki bir
Macaristan onu Isvicre’den geri ¢agirdiysa da, Polya artik
Bertrand Russell’t okuyup savasin yanlis olduguna karar
vermisti. 1918’de bir Isvicreliyle, Stella Weber’le evlendi.

1940’ta, dinya savaslarinin ikincisinde, Pdlyalar, Adolt
& SR PEET - - * --alh
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entellektuelle birlikte Amerika Birlesik Devletleri'ne geldi-
ler. Pélya, Brown Universitesi'nde iki y1l konuk gorevli ola-
rak ¢aliguktan sonra, Kaliforniya, Palo Alto’ya yerlesti ve
Stanford Universitesi'nde gorev aldi. Burada, 1945’te Nas:/
(ozmeli?yi yazdi. Kitabi1 o0 zamandan bu yana bir milyondan
fazla satt1 ve on yedi dile ¢evrildi; ardindan egitim agirhikh
u¢ kitap daha ve dort arasirma monografit yazdi. Toplu
makaleleriyse dort cilt tutmaktadir. Amerikan Matematik
Birligi Pdolya’'nmin verdigi dersleri How to Teach Guessing
(Tahmin Etmeyi Ogretmek) adiyla filme ¢ekmis ve bu film
1968’de, Egitsel Film Kuatiphanesi Birligi'nin Film Festiva-
li'nde “mavi kurdeld” 6dulunu kazanmastir.

Pélya, arastirmalarinda matematigin bir¢ok dalina de-
ginmistir. Bunlarin arasinda kompleks fonksiyon kuramu,
combinatorics ve olasilik kurami vardir. Pélya'nin iki boyutlu
duzlemde on yedi farkh simetri grubunu siniflandirmasi
(“duvar kagidi desenleri”) sanat¢i Maurits Escher’i derin-
den etkilemistir. Escher, P6lya’nin makalesini dikkatle in-
celemis ve dusuncelerini kendi tuttugu defterinde dile ge-
tirmnistir.

P6lya matematik ve egitim modalan konusunda tutu-
cuydu. Zurih’te oldugu siralarda, matematikgiler arasinda,
P onermesinin ve onun cifte olumsuzu P-degil-degil’in
farklh olabilecegini varsayan “sezgisel mantik” konusuna
buyuk bir ilgi vardi. Sezgicilik yandasi olan Hermann Weyl,
elli yil icerisinde tim matematigin sezgici terimlerle yeni-
den yazilacag: konusunda Poélya’yla bir bahse tutusmustu.
Pélya onunla aym kanmida degildi. Bahsin kosullan elli yil
sonra agilacak bir belgeyle kagida dékuldu. Aradan elli yil
gectiginde kazanan kuskusuz Pélya olmustu.

Pélya’'nin deyislerinin ¢ogu gunumiuze kalabilmistir.
Kendisine en ¢ok hangi matematik¢iden etkilendigi sorul-
dugunda, Pélya, Leonard Enler (Isvigreli, 1707-1783) yanitim
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vermistir: “Enler, kendi bayaklugundeki matematikcilern
hi¢birinin yapmadigh bir geyi vapti; buldugu sonuglara
sil ulagugim anlatti. Bu yuzden ona derin bir yakinhk dy
dum. Tabii benim problem ¢ézme konusuna duydugum
yakinhkla da ilgisi var.” Polya’'nmin bir¢ok ogrencisi olmus
tu. Elektronik bilgisayarin babalarindan biri olan John v

Neumann bunlardan biriydi. Von Neumann o kadar ve-
rimli bir insand1 ki, ENIAC’la olan iliskisi neredeyse bi
yan ugras konumundaydi. Pélya, onun igin soyle soylerdi:
“O beni korkutan tek ogrenc1md1 Oylesine hizliyd: ki.
Zunh'te ilenn 6grenciler i¢in dersleri benim verdigim bir
seminer yapiliyordu ve Von Neumann da simftaydi. Belirli
bir teorem anlattyordum; teoremin heniiz kanitlanmads-
g1 ve karmagik olabilecegini soyledim. Von Neumann
hi¢bir sey soylemedi, ama bes dakika sonra elini kaldird,,

tahtaya geldi ve kaniti yazmaya koyuldu. Ondan sonra Von
Neumann’dan korkmaya basladim.”

Pdlya uzun yasami boyunca matematige duydugu ilgiyi
birakmadi, fakat yasinin ilerlemesi onu rahatsiz ediyordu.
Cogu kez konuklarina yiiz yasina yaklastigini1 hatirlatiyor-
du. Bilgisayarlarin ¢ikisi matematik egitimini etkilemeye
basladiginda, Agnes Wieschenberg’le bu konuyu tartismig-
lardi. “Neredeyse 100 yasindayim. Bilgisayar 6grenebilmek
icin ¢ok ge¢, ama New York’da yasiyor olsaydim bilgisayar
derslerinizi dinlemeye gelirdim,” diyordu Podlya. Paul
Erdos de 100. yasgunu partisi dizenlemeye soz vermist.
“100 belki,” demisti Pdlya, “ama daha fazla degil.”

Ve 7 Eylal 1985°te, 97 yasinda Palo Alto’da 6ldu.

KURAL YOK, YONLENDIRICI CIZGILER VAR

Bulgusal stratejiler sorununa geri dénelim. Pélya bun-
lann kat1 receteler degil, bir dizi yonlendirici ¢izgi olarak
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gorurdu. Yonlendinci gizgilerin dogasinda olan bir ey
vardir: Eger bunlan ¢ok ciddiye alirsaniz ige yvaramazlas
Onlan deneyimin gozleriyle yorumlamasinmiz, Bu nokia,
bulgubilimin neden Yapay Zeka icin kullanilamayacagin
tek basina agikhyor. Ancak yonlendirici cizgileri makina
¢itkarsamalarinin zengin yapisina yerlestirebilirseniz, ol-
dukc¢a ise yaradiklarinmi gorarsiniz. Pélya’'min stratejileri
matematigin yuazeysel islemlerinden ¢ok daha derinlere
iner. Olimpiyat adaylarinda oylesine ¢ok ham yetenck var-
dir ki, bulgusal stratejileri zaten “biliyorlardir.” Adaylann
asil sorunu, bu stratejileri uygulayabilecekleri zemini genis-
letmektir.

Egitimciler Pdlya'nin temel dustncelerinin ise yaraya-
cagin1 gormugslerdi, ancak ortaya koydugu catinmn basarih
bir 6gretim sureciyle sonu¢lanmasi icin ayrintlarnyla ortaya
konmasi gerekiyordu. Pdlya’nin genel stratejilerinin hepsi
birbiriyle iligkili, ancak birbirinden farklh islem taktiklerine
donusturulmeliydi.

Ornegin, bir bulgusal strateji ilkesi sudur: Genel bir
problem 6zel durumlar dusuntlerek daha acik hale getini-
lebilir. Fakat bu 6zel durumun tirt bir problemden digerine
degisecektir. Bir dizinin 7 teriminin toplami konusundaki
sorularda, ilk birka¢ ornege, n=1, 2, 3... bakmak yararh
olacaktir. Problem tam sayilarin bolunebilirlik 6zellikleri-
ne iligkin oldugunda, “dogru” 6zel durum, n terimi asal
sayl iken ya da onun az sayida faktoru varsa gerceklesebilir.
Ancak bu kez n=1, 2, 3... 6rneklerine bakmak cok ender
olarak ige yarar.

Burada ikinci bir egitsel sorun ¢ikar karsimiza: Nasi/
Cozmeli?de dolayh olarak ele alinmis, ancak hakettigi ol-
cide 6nem verilmemis bir sorun: Eger on kadar genel stra-
teji yerine yuzlerce taktik koyarsak, ogrenci bunlardan
hangisini kullanacagina nasil karar verecektir Alan
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davramgimi  olugturan unsurlarin onemli bir parcasin

problem uzerinde caligirken ne iy varadiklann izevig

degerlendirebilmenin ve prohlcm ¢ozme kavnaklarinm
¢ogunun ulagilabilir olmasim saglamanin olusturduguny

gosterivor Ogrencilerin bu alanda ¢ok zayif olduklaring da
goruvoruz. Bunun onemli bir nedeni, dustinme sirasinda
kaynaklarn dagiulmas: konusunun hemen hemen hig a
ugilmamas).” Kisacasi, problem ¢6zmeye (alisan Ogrenck
nin saldinsinda ne zaman ilerleme kaydettigini, ne zaman
¢ikmaz bir sokakta sikisip kaldifzini sezme yetenegini gelis

urmesi gerekmektedir. Bunun anahtar s6zcagu ise usl
bilmedir

Boyle bir yetenegi gelistirmek genel yonlendirici ¢izgi-
leri, 6zgun yontemleri, ¢ok sayida 6rnek uygulamasim ve
bir tar ice bakisin 6zendirilmesinden olusan bir dizi sareci
kapsar. Bu da bir bilim oldugu kadar bir sanatur.

POLYA’NIN DORT EVRESI

Polya yontemiyle problem ¢6zumiundeki ilk evrenin a-
¢iklanmasinin pek gerekmedigini dugtnebilirsiniz. Problem:
anlayn. Zaten yeterince agik, degil mi?

Hayir, hayir; bunun gerekli oldugunu anlayip vurgu-
lamasi Pdlya’'nin dehasini gosterir. Bu basit noktayr kendi
baslanna anlayamayan ama zeki olduklan da tartisma go-
tirmez olan 6grencilerin sayisinin ¢oklugu beni hep hay-
rete dusarmustur. “Sarekli fonksiyonlarla ilgili bu proble-
mi yapamiyorum.” “Tamam, peki, ‘sirekli’ ne demek?”
“Pek emin degilim.” “Iyi ama, ne anlama geldigi hakkinda
en ufak bir fikrin yokken bu problemi ¢6zmeyi nasil bekle-

yebilirsin?” Inanin, onlan zevkle bogazlayabilecegim 7
manlar oluyor.
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lkinci evre, yani bir saldint plani hazirlama ¢OZUM i)
recinin ¢ok daha karmasik bir parcasidir. Problem cozme
yetenegi ici bog bir fanusta geligmez. Boyle bir yetenegin
verimli olabilmesi i¢in sezgi ve bilgiden olusan genis bis
zemine gerek vardir. Polya eldeki problemle ilgili ¢6ziimi
bilinen baska problcmlcrin degerlendinlmesine ve analo
jiyle manuk yuaritmeye buyak 6nem verir Analoji gugla
bir silah olabilir, ancak dogru analojiyi kurabilmek zengin
birtkim ister.

lth yil kadar énce Warwick Universitesi'ndeki calisma
arkadaslarimdan biri, Mark Roberts, bilimsel bir makalede
buldugu ve Hénon-Heiles Hamiltonian denilen unutulmug
bir kavrama atfta bulunan bir sema gostermisti. Hamilto-
nian, ¢nerjisini koruyan bir sistemin enerji fonksiyonu ola-
rak tanimlanabilir. Hénon-Heiles Hamiltonian, aslinda
astronomiden kaynaklanan bir dinamik probleminde kar-
simiza ¢ikar ve buradaki amac, aldatic1 derecede basit dife-
ransiyel denklemin c¢6zumlerini anlamakur. Gosterilen
sema bilgisayarda ¢izilmisti ve bagka seylerin yanisira denk-
lemin tam sekiz ¢6zamu oldugunu gosteriyordu. Bu ¢o6-
zamler periyodikti (yani, denklem ayni seyi sayisiz kereler
tekrarlayan dinamik devinimlere yol agiyordu) ve sekiz ¢6-
zamun besi net, ugu ise net degildi.

Mark, Hopf ¢atallamas: olarak bilinen oldukca farkh bir
problemde de ayni tur davranis olduguna isaret ediyordu.
Ikimiz de bu o6zellikle ugrasmisuk. Hopf ¢atallamasi yatg-
kin durumlan surekliligini kaybetmis sistemlerdeki inis-Gi-
kis hamleleriyle ilgilidir. Bu sekiz periyodik halin birbirlerine
orani (bes net, u¢ belirsiz) aym1 eskenar uc¢gen simetrisine
sahip her sistemdeki Hopf catallamasinda varolmasi bekle-
nen orandir. Bunun 6tesinde, Hénon-Heiles Hamiltonian, bir
potansiyel kutusundaki bir par¢acigin tiimiyle aym simetni-
deki hareketi olarak yorumlanabilir. Problemi ¢6zebildik mi?
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Resinlikle hayir, bir yerde @kddik kaldik. Teknik fuky o,
nemli nedenlerle, Hamiltonian dinamigindek PETIVOd
¢ozumler Hopf catallamasivla cikanlamaz.

’
Polva’nin son .w.nn.mml.u “Yl_ll'l-lll'llcn mant@in gozd

gecinlip dogrulanmasi- saplanip kalmiguk. Argiuman ha
da kalivordu. Bir geyler eksikti, birbirine uymayan bir

ler vardi. Cogu insanda bir sorunun niteligini anlama i
g1 bulunmadigin dasinariam hep; akhma hemen politiks
cilar gelir. Ise bir yamitla basglar ve kamitlan bu yanita u

mas! i¢in egip bukerler. Boyle bir yaklagimimiz wlsayd: b
de birkag sihirli sozcak minldanabilirdik: “Perivodik ¢o
rumler .... simetri .... ¢ok agik.” Ancak clestirel bir baky

yaklastmimizin delik desik, suzge¢ gibi oldugunu gosien
yordu.

Gelgelelim, bu sonuglar rastlantisal olamazdi. Tekra
ikinci evreye, bir saldin plam hazirlamaya donmeliydi
Uginca bir matematikgiyle, James Montaldi'yle birikie
nedenleri yeniden irdelemeye basladik. Bu ¢aligma sonun
da simetrik sistemlerde Hamiltonian dinamigini incelemek
azere bir program gelistirdik. U¢ yaldir bu program yiri-
tityoruz ve anlasilan en az bes y1l daha devam edecegiz. Bu
alanin muthis zengin oldugunu anladik; bir metan moleku
lanun salinimlanndan tutun da, sarmal galaksilerin evrimine
kadar bir dolu probleme uygulanabilme potansiyeli var. $imdi
parcalan yerli yerine oturtmaya ¢alisiyoruz. Bu, Pélya'nin i
cuncu evresi. Uygulamada butun evreler birbirine ginyor ve
birbirlerine paralel olarak ilerliyor, 6megin her yeni bulus,
plam bastan asagy degistirebiliyor.

Tam bunlar tek bir resimden ¢ikar. Bir analojiden,
teknik ve islemsel duzeyde olduk¢a farkli oldugunu bild+
gimiz iki problemdeki ailesel benzerlikten esinlenmistir. Bu
sadece problem ¢6zme degil, aym zamanda problem y&
ratmadir. Burada agik¢a gérulmesini istedigim bir nokua
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var: Polya-tipi bulgubilimin roli ne olursa olsun, yapbozun
iki parcasinin da, hem Hénon-Heiles'in hem Hopf'un ka
famizda yer etmis olmasi gerekiyor; yoksa aralarnndaki

muhtemel baglantiy1 saptayamayiz. Kafamiz bir surii, ma-
tematiksel mantik yariutme ornegiyle dolu olmadikca, or-
nek aldigimiz fakat ¢6zulmug olan problemleri dikkate a-
lamayacagimiz ¢ok agiktir.

Bu 6ykunun ironik bir tarafi vardir. Bu problem tize-
rinde ¢aliymaya bagladigimizda Hamiltonian dinamigi
hakkinda fazla bir sey bilmiyorduk. Neler olup bittigini ve
Hénon-Heliles sisteminin nigin ug¢gensel simetrik Hopf
catallamasina benzedigini biraz anlamaya basladiktan son-
ra, siradan bir arastirma metninde Hamiltonian dinamigiy-
le ugrasan ¢ogu kisinin bildigi basit bir hile bulduk.
Hamiltonian sistemlerinin periyodik ¢o6ztumleri Hopf
catallamasiyla elde edilmese bile saptanabiliyor. Bunun
icin ¢ozumleri dogru bi¢imde degistrerek Hamiltonian-disi
yapmak gerekiyor. Islemin basinda bir seyler ekleniyor,
sonunda da geri aliniyor. Bunu bastan bilseydik, biyuk
olasilikla bu' problemle ugrasmanin ilgin¢ olmayacagina
karar verirdik. Fakat bu hileyr buldugumuzda, basit bir
ders kitab1 hilesinden elde edilemeyecek sonuclara ulaga-
cak oldukc¢a farkh fikirler kullanmg ve kuramimzi Hopf
catallamasindan daha ilenn géturmus durumdaydik. Yani,
bu konuda bilerek gormezlikten gelme 6nemli bir etken
olmustu. Aslinda goérmezlikten gelme, saninm Poélya’da
bulamayacaginiz bir strateji. Neyse ki 6gretmek zorunda
olmadiginiz bir strateji. Cogumuz fazla bir ¢aba harcama-
dan hemen herseyi gormezlikten gelebiliyoruz.

“BUTUN VERILERI KULLANIN”
Bir 6grenciyle arastirmaci bir matematik¢inin problem
¢ozme bigimleri olduk¢a farkhdir. Pélya’'nin égrencilere
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(ve iyi bir ogrenciye) verdigi ogiderden bir svied:
“Verilerin hepsini kullandiniz m1? Problem metninde |
lanmadigimz bir bilgi var mi?”

Bu strateji, matematikten ¢ok, 6gretmenin yada .
bagkaninin kafasindaki dusuncelerle ilgilidir. W.
Sawyer'in Prelude to Matematics adl kitabinda “sinav gorew
lisini canlandirma” surecinin nasil anlatildiginn hyugls,
rum. Problem bir yerlerden kaynaklanmisg, bininin ki
gelmis olmali. Nasil dusinmusler? Iste problemin qizerip
nasil gidilecegini genellikle bu soru gosterir.

Ancak arastirma duzeyinde problem: kendiniz yaratirsine.
Problem size belirlenmis hipotezlerle ve belirli bir sonugla
gelmedigi gibi, birinin aklina bir yanit gelmis olup olma
dig1 da kesin degildir. Bu yuzden, problemi hissetmek igin
uzunca bir sure harcar, temel dusince ve kavramlann ne-
ler olmas1 gerektigine karar vermeye calisir ve herseyn
nasil biraraya gelecegini disinirsiniz. Isterseniz buna
planlama asamasi da diyebiliriz, fakat ok iyi yapilan-
dirllmis bir asama degildir. Pélya’'nin stratejisini ancak ne
kanitlamak istediginizi ¢ok iyi bildiginizde kullanabilirsi-
niz. “Bekle, bekle. M'nin yedi-boyutlu oldugunu kullan-
madik! Dogru gitmeyen bir seyler var...” Sorunla ilgili bil
giyl secebilme yetenegini gelistirmeniz gerekir.

Matematikgiler dnemli olan bilgileri secip kullanabil
mek i¢in, zamanlarimin buyuk kismini hem ge¢mig birikim-
lerinden yararlanmaya hem de 6zel hilelerden genig bir
repertuvar olusturmaya harcarlar. Bir matematik¢inin ¢!
tilmesinde yalmzca problem ¢ézme yéntemleri tizerine
odaklanmamak dikkat edilmesi gereken bir noktadir. Bu-
rada matematigin gercek igerigi de 6nemlidir. Ustelik bu
icerigin buyik bir b6limu oldukca geleneksel bir bicimde
6gretil.melidil.'. ‘ Yasam, ogrencilerin bilmeleri aereken
herseyi kendi “aragtirmalar”yla ke$fedemeyecekleri kadar
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kisadir. Ogrencilerin kendi fikir geligtirmelerinden ¢ok
mutluyum, ancak eger dikkatli olmazsak, bir sonraki 6§-
renci kusaginin problem ¢6zmede dusunce sureci konu-
sunda durmadan konusup kafa sisireceginden, ama igerik
soz konusu oldugunda duzcyin ¢ok dusiik kalacagindan
kaygi da duyuyorum. Ayrica, “inceleme”nin basarisin1 6l¢-
mek i¢in, 6grencinin 6gretmenin istedigi seyi bulmasini
kullaniyorsak, sanirim burada igsel bir ¢eliski vardir. Bura-
da gercek bir tehlike yatiyor ve bu tehlikeden kaginabil-
mek i¢in problem ¢6zmeyi kendi basina bir amag¢ olarak
degil, bir uygulama araci olarak, matematik¢inin zihinsel
donaniminin bir pargasi olarak géormeliyiz.

Pélya butiin bunlan biliyordu. Kitabindaki 6gutlerin ze-
ka ve deneyimle birlestirilerek esnek bir bi¢imde uygulan-
masini isterdi. Bir anlamda bu ogutler 6grenciye degil, bili-
nen duyumlar1 saptadig1 varsayilan 6gretmene veriliyor ve
hi¢cbir zaman matematik yetenegini insanlann kafalarina
zorla sokmanin kolay bir yontemi olarak sunulmuyordu.
Zaten ben bdyle bir yontem olabilecegine inanmiyorum.
Matematik yetenegi insanlarin kafasinin iginde vardir; bu
yetenegi besleyip gelistirebiliriz, fakat zorla sokamayz.

BULGUBILIMIN MUTFAGI

“Dogru” sezgiyi gelistirebildiginiz surece ¢ok kolay ¢o-
zebileceginiz, gelistiremediginizde ¢ok fazla zorlanacaginiz
bir problem 6rnegi vermek istiyorum size. Bircogunuz bu
problemi daha 6nce géormustir. Gormemisseniz, Polya’nin
bulgubilimini kullanarak stratejilerinin isinize yarayip ya-
ramadigini1 gormek isteyebilirsiniz.

1988’de, amac1 genis bir seyirci kitlesine (yedi gosterinin
izleyici ortalamasi sekiz milyondu) temel dizeyde matema-
tigi sevdirmek olan bir televizyon dizisinin hazirlanmasina



katulmistum. Bu gosten icin secilcn arac, studyodak;
ckiplenn cozdugu bulmacalards. Yozevsel hakugg
oyun programianna bcnziyor. fakat g(")slcri hazirlama ¢
ovunlarda onemb matemauksel fikirler bolunmas oo

)

caba harcivordu Benim IQImIn blr kKismi, uveulana 181
basit olmasi ugnma (loﬁruluk sinrlarnmmin asilman

saglamakn. Bulmaca ¢ozamunde yer alan dusunime

azerine gunlerce kafa patatuk: Bu suregler bir maie
problemi ¢ozerken kullanilanlara ¢ok benzyordu.

Matematikgilerin, ¢ogumuzda dogal olarak varol
yan belirli reflekslere sahip olduklan iyi bilinir. Bunlar tek-
nikle degil, bakis agilanyla ilgilidir ashnda. Bu refleks)
den biri simetri duygusu, bir baskas1 da problemle ilg
olmayan bilgiyi dikkate almama becerisidir. Baz1 acilards
matematik sinavlan ya da ders kitaplarindaki problemler-
den ¢ok, matematik arastirmalarina daha uygun mode}
lerdi. Bulmaca ve arastirmalardaki bilginin ¢ogunun son
yanitla higbir iligkisi yoktur ve isin hilesi arkadaki gurulti
den bir bilgi koparmakta yatar.

Bulmacalardan biri c¢esitli mutfak alederini elekink

prizlerine baglamakla ilgiliydi: A'y1 a’ya; B'yi b'ye; Cyi c'ye.
Kablolarin birbirini kesmemesi gerekiyordu.
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Bizim tasarlamalarimizdan gkardigimiz diastunme bici

mi -bulgubilim yontemi- soyledir, Caleti bir duvara yerley
tnlmis oldugu igin digerlennden farkhdir. Bu yuzden (4
kablosu mutfag ikiye boler, ancak Aa ve b kablolarn bél-

mez. Cc kablosunu yanlhy yerlestirirsek, Aa'yr keser ve aga
gida oldugu gibi isimizi bozabiliriz.

C

Sekil 2

Bulmaca sizin bu yanhs baglantiyr yapmanizi isteyecegi-
niz dusunulerek tasarlanmistir. Bulmaca kurma sanat bu-
dur. Gelismis bir matematik¢i bu kokuyu alacakur. Buradaki
anahtar matematiksel dustnce, bagil olmaktir. Bu, temel ola-
rak topolojik bir kavramdir ve zaten daha derinlere inerse-
niz bulmacanin da topolojiyle ilgili oldugunu gérebilirsiniz.
Ama biz, topolojinin en fazla izlenen TV saatleri icin fazla
agir kacacagini dusanduk. Yine de, bu kitab1 okuyanlarin
daha fazlasim kaldirabilecegini biliyorum. Bu ytzden asagi-
daki topolojik fikre deginmeden ge¢mek istemiyorum.

Matematik arastirmacilarinin ¢ok yararhh bir bulgubi-
lim ilkesi vardir: Zor olan parcay: sona birakin. Belki proble-
min dustunditguniz kadar zor olmadigim gosterecek kadar
kolay parcalar bulabilirsiniz. Aslinda, bu ilkeyle tamuyle
celisen ve ayni Olcude gecgerli bagka bir ilke daha vardir:
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Sahdamanna saldinn. Bu ilke elimizdeki bulmacaya ,,,.
dusmese de, bazen daha iyidir. Bulgubilimin hog v,
den bin, tutarhhik zorunlulugunun olmamasidir. Y.
miniz ise yaramazsa bir bagkasin1 deneyin. Yalmaca ¢,
yecek bir seyleriniz kalmadiginda basiniz dertte demek:

Neyse, bulmacamiza donersek, ilk olarak Aaile £}

lantisinin yapilmas: gerektigini goriyoruz. Nasil mi? \:
istyorsanmz oyle! Sadece basit olsun:

C

C

Sekil 3

Artik kiguk bir labirentiniz oldu, ama yanitimz da kelayds

Harikal
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Ancak, egitimli matematikgiler boyle diagtinmezler
Onlann Aemen devreye sokabilecekleri ve ¢ok iyi gelismis
refleksleri vardir. Bir profesyonel i¢in bu bulmaca a¢ik¢a
bir topoloji ahstirmasidir. Odanin bigimi hi¢ 6nemli de-
gildir; bir cember ya da bir elips olabilir... Ashinda, siregen
bir bozulma olusturdugunuz stirece odanin scklini istedi
giniz gibi degistirebilirsiniz. Hatta yalmz ¢ergeveyi degil,
tabanin seklini de r!'.-'g'ratur'biln\uu;.

Bu drnekte A ve Bsu sekilde yer degistirebilir:

C

C

Sekil 5

Problem bastan bdyle verilmis olsaydi, kotu bir bulma-

ca oldugunu duasanecektiniz, ¢inkia yamt gézinuzin 6-
nunde olacakt:

C

Sekil 6
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SON DARBE

Son bir sorun daha var: Problemin yamtim baslangicul
bhicimivie vermek duramundasiniz. Matematkgiler sk o)
“problem ¢ozdiklen” igin 6yle mutlu olurlar ki, bu son ads
kigida dokmeyi unuturlar. Cozdukleninin, asil probleme ey

degerde bagka bir problem oldugu akillanndan ¢ikivenir. 5

lece kanit, olgunlagmamug ve ani bir sona ulagir. Bu ¢ok kot
bir aliskanhkur, ¢unka ogrencilerin bos yere kafasim kansu
nr. Aynica bu aligkanhiktan kurtulmak zordur. Sona ulastginz
digundiigiinuzde, yani, problem o6nuanuzde diz ¢okup beva
bayrag: sallamaya basladiginda durursunuz. Karyinizda b
parmagin asag1 indirecek bir Sezar beklediginiz surece, %

darbey: sizin indirmeniz gerektigini unutmak son derece ko

laydir.

Bu 6rnegimizde son darbe, A ile B'nin yerini degistiren
egip bukmenin gergekte ne oldugunu incelemektir. Sonra
islem tersine gevrilip kablolar ona uygun bi¢imde tasinabilir.
Mutfak tabaninin macundan yapilmis oldugunu varsayn. A
ile B noktalarina iki parmaginmzi saplayin ve macunla birlik-
te elinizi 180 derece ¢evirin. Hersey surekli donecek ve A ile
B yer degistirecektir. Bu islemi tersine dondurmek icin de
obur tarafa ¢evirmeniz gerekir. Tersine ¢evirmeyi Sekil 6'ya
uyguladigimizda, istedigimiz yamt, Sekil 4't elde edebilirsr
niz.

Profesyonelin bu refleksi belirgin degildir. Ogrenilme
si gerekir ve yalmzca bir topoloji dersinde 6grenilebilir. Bu
yuzden elinizdeki problem ¢6zme kaynaklarinin durumu.
problem ¢6zme stratejilerine oldugu kadar matematiksel
icerige de baghdir. Yeni problem turleri yeni stratejiler
dogurabilir, yeni stratejiler de yeni problem turlerinin ¢¢-
zamunu saglayabilir. Ashina bakarsaniz, bu, yeni matemat-
gi gercekten gelistiren en 6nemli yollardan biridir.
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Fakat bence, bu bulmacamin bize Ggretngi asil ders

cogunuzun benim sozlerime guvenmek zorunda olmaniz
dir. Cogunuz Sckil 1'i Oldukga 20T, §¢Iul 3’0 ise Onemsiz
bulacak ve ikisi arasinda bir bag gormeyeceksiniz
l‘npnlngl.n ise, tam tersine, bu iki versivonu birbirinden
ayirmakta ¢ok zorlanacaklardir Topologlar icin bulmaca yok
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“Cevirme” argimam topologlarin beyinlerinden ¢ok
hizli gecer ve bunu bilingli olarak farketmezler mi? Sanmi-
yorum. Galiba bunun yapilabilecegini hemen anhyorlar.
Eger zorlarsaniz, birkag saniye daha dasanur ve “¢evirme”
islemini bulurlar. Ben topolog degilim ama bulmacayr bu
basamaklardan gecerek “¢6zdim.” Once ¢6zimun 6nem-
siz bir noktada yatmas: gerektigini gérdim, sonra bunun
mantigini aradim.

Bir topoloji 6grencisi, bir sonlu noktalar kimesinin
topolojik bir donusamle istenilen bir konuma taginabile-
cegini sOyleyen teoremi “bilebilir” ve bdylece bulmacay:
nasil ¢ozecegini “bilir.” Olgulan bilmek ile bu olgulann
nasil biraraya getirilecegini bilmek arasinda buyuk fark
vardir. Ayrica, profesyonel matematik¢inin 6nunde ¢ok
gug bir teknik problem vardir: burada sezgisel olarak ¢ok
belirgin olan seyin gercekten dogru oldugunu kanitlamak.
A ile B’nin yerlerini topolojik bir donusumle degistirme-
nin mumkan oldugunun mantikh bir kaniti, olaganustu
bir ustalik ister. Ancak bunlarin tamu, acemilik devresini
atlatmis bir topologun diustinme bi¢iminin pargalandir ve
topolog bilingli bir ¢caba harcamaksizin bunlar aninda kul-
lanabilir. ’

Kahve molasinda ya da 6gle yemeginde matematikgile-
re rastlarsaniz, onlarn arastirmalarini tartisirken bir dinle-
yin. Ah, evet! Bunu ¢ok sik yaparlar; bunlar (yani arasurmala-
rini, yoksa yemek yemelerini degil) durdurmak olanaksizdir.
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Her nevse cabuk (abUk konustuklana: ve ellerini kol

algmnca salladiklanm gorarsunuz. Matematigin en Gnep
iki aract kalem ve kiagittr (ve eskilerin dedigi gib
matigi felsefeden ayirdetmek icin bir Q(")p kutusu). Ancal
ovle g()rﬁnﬁyor ki, matematkciler hiraraya geldiklerind,
vanlannda kagit olmamas: hemen hemen degismeyen 1,
kuraldir Bu yuzden eski bir pecete kullamihr. Hichirind,
kalem de yoklur, fakat i; idaresi fakaltesinden birisinde ‘
odung ahrlar. Pegetenin uzerine vazilanlar esrarengiz ve
anlagilmazdar. Ansiain iglerinden biri, “Hey! Iste simdi ol
du!l” diye haykinr. Digerleri bilgi¢ bilgi¢ bas sallarlar. .
oldu? diye dugunurler. Nasil biliyorlar? Ama aym anda ayvn
sonuca varirlar: tunelin sonunda gk gérulmuastur. O an
dan itibaren problemin “¢6zuldiugune” dair gorus birligine
varirlar; yaniin tam olarak ortaya ¢ikarilabilmesi igin yin

sayfahk bir hesap kitap gerekse bile. Ana fikir gelmistir.
Problem kendini timuyle agmg, islenmeye hazirdir.

ZAYIF NOKTALAR

Matematik problemlerinin hepsi anlasilmaz degildir.
Zayif noktalan vardir; sondaj yapabileceginiz, sarsabilece-
giniz, manivela kullanabileceginiz ve kirpabileceginiz yer-
leri vardir. Ya da problemleri bazen bir olgun karpuz gibi
¢atatabilirsiniz. Matematikg¢iler boyle seyleni hissedebilir-
ler. Bir matematik¢i bir kanmtin dogrulugunu, elinde dog-
rulukcetveliyle hesaplamalar yaparak denetlemez. Hareka-

tin tum plani kafasindadir ve digmanin ne zaman kargisina
¢itkacagim bilir.

Bizim yapmamiz gereken, oOfrencilerimizi bu zapf
noktalan hissetme, ilerleme kaydedip kaydetmediklerini ya
da bir engele takihp takilmadiklarin1 anlama yetenegiyle
donatmaktir. Onlarin disinme sureclerini izlemeli ve at-
tiklan her adimda onlan degerlendirmeliyiz. Pélya'min
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bulgusalaihigy iste bu noktada devreye girer: Bir problemin
etrafinda agik bir yer ararken manevra yapmamiza yaraya
cak bir tar alet kutusu saglayvacakur. Fakat bu alet kutusu
nu yanimizda tasiyip durmak tek basina yeterli degildir,

hatta her aletin adini ve nasil ¢cahstigini tek tek bilmek de
yeterli olmaz. Buradaki ustalik, dogru zamanda dogru aleti
se¢mek ve bu aleti isi bitirecek sekilde kullanmakia yatar.

Ogretmenlerin 6grencilerinin (en azindan 6grenmeye
hevesli olanlarinin) bu ustaligin bilincine varmasini saglaya-
bileceklerine inaniyorum. Ogrencilerden abartili bir tepki
de beklemeyin. Bunun ezberlenmis birka¢ kural izlemekten
¢ok daha gug bir is oldugunu aklimzdan ¢ikarmayin.

Pélya’nin bunu bilmesi gerektigi ¢ok agikur. Zaten e-
linizdeki kitabin konusu da budur. Okurken buyuk keyif ala-
caksiniz ve problem ¢6zme anlayisina iligkin ¢ok sey ogre-
neceksiniz. Ancak Pélya’nin bu kitaba The Only Way to Solve
It (Problem Co6zmenin Tek Yolu) adini vermedigini unut-
mayn. Bu kitab1 How to Develop a Super-Power Memory (Stper
Guclu Bir Bellek Gelisirmek) anlaminda, belirli teknikler
icin regeteler gostren bir kitap olarak degil, daha ¢ok, How to
Make Friends and Influence People (Dost Kazanma ve Insanla-
rn Etkileme) benzeri, kalkistig1 gug isin dogasi hakkinda
genel bir ¢izgi yakalamis zeki ve duyarli okuyucuya genel
ogutler olarak tasarlamisti. Bu sayfalarda tim hastaliklar
iyilestirecek bir kocakar ilaci ya da buyala bir formul bu-
lamazsimiz. Bu kitapta matematik arastirmacilan arasindaki
buyuk ogretmenlerden birinin dikkate ve bilerek duzen-
ledigi tasarimlarin sonuglan vardir. Onun i¢in, zekama,
duyarhiginizi ve sagduyunuzu kullanarak okursaniz, uzerinde
dusunebileceginiz bir¢ok sey ve bir dizi mantkl 6giit bu-
lursunuz.

Ian Stewart
Warwick Universitesi, Eylul 1959



ilk Baskiya Ons6z’den

Buyuk bir kesif buyuk bir problemi ¢ozer ama zaten
her problemin ¢6zimunde bir nebze olsun kesif vardir.
Probleminiz gosterigsiz olabilir; fakat sizin merakiniz
kamgiliyorsa, yaratic1 yeteneklerinizi ortaya ¢ikariyorsa ve
problemi kendi basiniza ¢o6zebiliyorsaniz, yaptugimz bulu-
sun gerilimini yasar ve kesfin zaferini tadabilirsiniz. Duyarh
bir yasta boylesi deneyimler yasamak insanda zihinsel cahy
maya kars1 istek yaratip bu kisinin karakteri ve zihni uze-
rinde bir 6mur boyu iz birakabilir.

Bu yuzden, matematik 6gretmeninin elinde buyuk bir
firsat vardir. Matematik 6gretmeni kendine ayrilan sireyi
tekdiize islemler iceren alistirmalar yaparak doldurursa,
ogrencilerinin ilgisini yok eder, onlarin entellektuel gelis-
melerini engeller ve elindeki bu firsatn bosa harcamig olur.
Ama ogrencilerinin 6nune bilgileriyle orantili problemler
koyarak meraklarimi kamgilar ve uyarici sorularla bu prob-
lemi ¢o6zmelerine yardimci olursa, bagimsiz dusinmeye

deger vermelerini ve bu amacla baz araglar edinmelerini
saglayabilir.



A Baakive Odnadis den

LA R

Mufredat 'nngl.lmlml.t matematige yer verilen bir oko
un Ogrencisinin elinde de ewsiz bir first vardyr  Kuskus,
ogrenct matematige belirhh bir kredh alaca@n v son sinavdan
sonra mumkin oldugunca ¢abuk unutaca@n bir ders olarak
bakarsa, bu firsan kaybetmis olur Ogrencinin matematik ko
nusunda dogal bir vetenedi olsa bile bu firsat kavbolacak s
cunku butun herkes i o da veteneklenm ve ket alacag
sevient bulmak  sorundadin. Kuadut  vemaeven  bine
Karadunn wdimdan hoslamp hoslanmavacagm ilemes One
vandan, bir ogrenci bir matematk probleminm capraz bul
maca kadar eglencelr olabilecegim va da vogun zihemsel calis
manin hizh bir tenis ovunu kadar arzu edilebilir olabileceging
ogrenebilir. Matematgin keyfinm yakalavan ogrena bunu ke
lav unuumayacak, boylece belki boy zamanlanm degerlends-
recegl bir yol, belki mesleginde kullanacagy bir araq. belk
mesleginin ta kendisi, belki de bayuk bir tutku olarak mate-
matigin yasamina girmesine bir sans tamyacakur.

Ah! Bu saurlann yazan kendisinin de ogrenci oldugu
zamanlan hatirhyor: biraz tutkulu, biraz matematik ve fizik
ogrenmeye hevesli gunler. Ders dinler, kitap okur. anlau-
lan kural ve ¢oziimleri 6ziimsemeye ¢ahisirdi. Ama onu hep
rahatsiz eden bir soru vardr: “Evet, bu ¢6zam ise varar go-
runuyor, dogru gibi geliyor. Ama boyle bir ¢6zum nasil
bulunabilir? Evet, bu deney ise yaradi, burada bir yasa var.
Ama insanlar boyle yasalar1 nasil kesfedebiliyorlar? Ve ben,
boyle seyleri kendi bagima nasil bulacak ya da kesfedece-
gim?” Bugun bu satirlarin yazar bir universitede matema-
tik ogretiyor; digerlerinden daha hevesli 6grencilerinin
benzer sorularla dolu oldugunu dusunuyor ya da umuyor
ve onlarin merakini1 doyurmaya calisiyor. Bu satirlanin ya-
zan $u ya da bu problemin yalnizca sonuglarini degil, ¢o-
zume gotiren gida ve suregleri de anlamaya ¢aba harcar
ve bagkalanna anlatmaya ¢aligirken bu kitap ortaya ¢ikt. Simdi
de bu kitabin, 6grencilerinin problem ¢6zme yeteneklerini



Yedinci Baskiya Onsoz’den

Ik baskinin énsdziinde verdigim bir sézii, kismen de olsa,
tutabildigimi bildirmekten mutluluk duyuyorum: Son yap-
ugim calisma Mathematics and Plausible Reasoning’i (Mate-
matik ve Sagduyulu Mantik Yuarutme) olusturan iki cilt,
Induction and Anology in Mathematics ile Patterns of Plausible

Inference, benim Nasil Cozmeli? de baslamis oldugum dw
sunce bi¢imini devam ettiriyor.

Ziirih, 30 Agustos, 1954



Ikinci Baskiya Onsoz'den '

Ehnizdeki  ikina basimda, birtkag  kuquk  cklemenmn
vanisira, veni bir dordanca bolum var “Problemler, Ipue-
an, Cozamler.”

Kitap baskiya hazirlamirken konuvla ilgih birkag gos-
lemi formule ewtmis bir ¢ahsma vavinlandr (L8 Senac
Huimetlen, Princeton, N. J.; kry. Time, 18 Haziran, 1956). Bu
gozlemler isin igindcki kisilerce bilinivor zaten, ancak sira-
dan okuyucu i¢in formule ctmenin zamam gelmisu: ©
matematk, mufredattaki en az sevilen ders olmak gibs
kuskulu bir onura erigmistir... Gelecegin ogretmenlen ilk
ve orta okulda matematkten nefret eumesini ogreniyvor-
lar... Sonra da aym: okullara matematikten nefret edecek
yeni bir kusak yetistirmek tizere donuyorlar.”

Umanm daha genis bir alana seslenmek uzere tasarlan-
mig olan bu kitap, okuyucularimin bazilanm matematgin
muhendislik ve bilimsel bilgi i¢in gerekli bir koridor olmanin
yam sira eglenceli de olabilecegi ve yepyeni bir ust duzey
hinsel etkinlik yolu agabilecegi konusunda ikna edebilir.

Zunh, 30 Hauviran, 1956



Bwr
Problemi anlamalisinaz.

ki
Veriler ile bilinmeyen
arasindaki baglantiyr bulun.
Hemen bir baglanu
bulamazsamz yardimci prob-
lemler dustinmek

zorunda kalabilirsiniz.
Sonunda ¢6zame iliskin bir
plan elde edebilmelisiniz.



NASIL COZMELI?

PROBLEMI ANLAMA

Bilinmeyen nedir?

Veriler nelerdir? Kosul nedir?

Kosulu yerine getirmek muimkiin mi? Kosul bilinmeyeni belirlemek icin ye-
terli mi? Yetersiz mi? Gereginden fazla mi1? Yoksa gelisgkili mi?

Bir sekil ¢izin. Uygun isaretlendirmeler yapin.

Kosulun cesitli kissmlanmi birbirinden ayirin. Bunlan kagida dokebilir misi
niz?

PLAN HAZIRI. AMA

Probleme daha once rastladimiz mi? Ya da aymi problemin biraz daha farkh
bicimine rastladimz m? '

Ondimiizdela sorunla iliskili bir problem biliyor musunuz? Yararh olabilecek bir prob-
lem biliyor musunuz?

Bilinmeyene baken!Ve aym anda ya da benzer bir bilinmeyen iceren bildik bir prob
lem diigtinmeye cahsin.

Iste sze ominizdak sorunla iliskili ve daha omceden ¢ozuibmiis bir problem. Bunu killa-
Bu problemin sonuglanm kullanabilir misiniz? Yonternini kullanahilir misiniz? Bu
problemi kullanabilmek i¢in bir yardima 6ge bulabilir misiniz?

Problemi yeni s6zciklerle yazabilir misiniz? Daha baska sézciiklerle tekrar ya-
Zabilir misiniz?



Ug

Planimiz1 yerine getirin.

Dort
Bulunan ¢ozarmnu irdeleyin.



Oniiniize konan problemi ¢dzemiyorsaniz, 6nce onunla iliskili bir baska proble-
mi ¢ozmeye cahsin. Cok daha kolay yorumlayabileceginiz bir baska problem dix
stinebiliyor musunuz? Belki daha genel bir problem? Belki daha 6zel bir prob-
lem? Ya benzer bir problem? Probleminizin bir kismim ¢6zebildiniz mi? Koguhm
yalmizca bir kisrmni tutun, diger kisminmi atin; simdi bilinmeyeni nereye kadar be-
lideyebiliyorsunuz; nasil degisiyor? Verilerden yararh olabilecek bir seyler airete
bildiniz mi? Bilinmeyenin belirlenmesine yonelik baska uygun veriler disimebih-
yor musunuz® Bilinmeyeni veya verileri -gerekiyorsa ikisini de- degistirip, yeru bt
linmeyenin ve yeni verilerin birbirlerine daha yakin olmalanm saglayabiliyor my
sunuz? Tim verileri kullandimz mi? Kosulu timiiyle kullandimz mu? Problemin
kapsadign tim temel fikirleri goz 6ntine aldimz mi?

PLANI UYGULAMA

Cozam planmimzi uygularken her adimz kontrol edin. Adimin dogru oldugu-
nu acik¢a gorebiliyor musunuz? Bunun dogrulugunu kanitlayabilir mist
niz?

GERIYE BAKMA
Sonucu kontrol edebilir misiniz? .

Argiiman: konitrol edebilir misiniz? Sonucu daha farkh cikarabilir misiniz?
Bunu bir bakista gorebilir misiniz? Sonucu ya da yontemi baska bir prob-
lem i¢in kullanabilir misiniz?



Gings

Bundan sonra one surecegim dusunceler, bir onceki sav-
fada, “Nasil Cozmeli” bashgi altinda siralanan soru ve one-
rilerin bir listesiyle gruplanmistir. Ordan alinan her soru
ya da oneri kitabin icine gectiginde :taltk olarak yazilacak-
tir; listenin timune kisaca “liste” veya “listemiz” sOzcukle-

riyle atifta bulunulacaktr.

Bundan sonraki sayfalarda listenin amaci tartisilacak,
uygulamasi orneklerle gosterilecek ve listeyi olusturan fikir
ve zihinsel islemler aciklanacaktir. Bir on-aciklama olarak
sunlar1 sdyleyebilirim: Bu listeyi dogru kullanir, buradaki
soru ve oneriler1 kendinize yoneltirseniz, probleminizi
cozmede size yardimci olacakur. Bu listeyl dogru kullanur,
buradaki soru ve onerileri 6grencinize yoneltirseniz, onun
problemini ¢6zmesine yardinci olursunuz.

Bu kitap dort kisma ayrilmistir.

Birinci kismin baghg “Siifta” olarak konmustur ve
yirmi bélim i¢ermektedir. Béliim 1 ile 5 listemizin genel



Girig XXX3X
amaglarn uzerinedir. Bolum 6 ile 17°de listedeki “Ana Ay-
rimlar, Ana Sorular” agiklanmakta ve Oncelikle pratik bir

ornek tartisitlmaktadir. Bolum 18, 19, 20'de “Baska Ornek-
ler” verilmektedir.

Cok kisa olan ikinci kismin bashgi soyledir: “Nasil
(Cozmeli?” Bu bolum diyalog bi¢iminde yazilmistir. Bir
par¢a idealize edilmis bir 6gretmen, bir parca idealize e-
dilmis 6grencisinin kisa sorularini yanitlar.

Uglincii ve en genis kisim “Kisa bir Bulgubilim S6zli-
gu” olarak adlandirilmistir; bu kisma “S6zlak”™ diyerek atif-
ta bulunacagiz. Sozlukte alfabetik olarak siralanmis altmis
yedi madde v&rdir. Ornegin, BULGUBILIM teriminin an-
lami, ayn1 bashklh maddede agiklanmistir. Baz1 paragraf-
lardaki birka¢ madde daha tekniktir ve koseli parantezlere
alimmistir. Bazi maddeler de birinci kisimla yakindan iliski-
lidir ve baz1 6rnek ve 6zel bilgiler igerir. Bagka maddelerse
birinci kismin bir parca Otesine tasar ve bu kismin arka
planina iliskin noktalan agiklar. Cagdas bulgubilim uzeri-
ne anahtar nitelikte bir madde vardir; ana maddelerle Soz-
lugu olusturan plan arasindaki baglanuyr agiklamaktadir.
Ayrica listedeki belirli noktalarla ilgili bilginin nasil bulu-
nabilecegini agiklar. Burada ortak bir plan ve birlik oldu-
gunu vurgulamaliyim, ¢inki Sézlak’an maddeleri mate-
matik-dis1 ¢esitlemelerin en fazla oldugu bolumdur. Birkag
uzun madde genel temalarin sistematik fakat yogunlasti-
rilmi§ tartismalarina ayrilmistir, bagska maddelerde ¢ok da-
ha oOzel anlatilar, referanslar, tarihsel veriler, alintlar,
aforizmalar ve hatta sakalar bulunmaktadir.

Soézluk ¢ok hizli okunmamalidir. Burada metin ¢ogun-
lukla yogun ve yer yer zorlayicidir. Okuyucu belirli nokta-
larda bilgi edinmek amaciyla Sézlik’e basvurabilir ve bu

noktalara iliskin kendi deneyimlerinin olmasi bu kismin
yararim buytik 6l¢iide artirir.



x| Nasil Cozmely

Dérdinci kismin bashg “Problemler, Ipuglar, 4
zimler” bi¢iminde belirtilmigtir. Daha istekli okuyucula
i¢in birka¢ problem ortaya koyar. Her problemden sonra,
sonuca goturebilecek bir “ipucu” verilmis ve sonug “o
zum” par¢asinda agiklanmustir.

Buraya kadar “o0grenci” ve “6gretmen” sozcuklerini sik
sik kullandik; bundan sonra da kullanacagiz. Bu “6grenci’
lise, kolej ya da universite 6grencisi veya matematikle ugra-
san herhangi biri olabilir. “Ogretmen” de lise veya kolej
ogretmeni, ogretim gorevlisi ya da matematik Ogretme
teknigine ilgi duyan herhangi biri olabilir. Bu kitapta, ele
alinan duruma bazen ogretmen, bazen o0grenci agisindan
bakilmaktadir. Birinci kisimda ogretmen acist baskindir.
Yine de cogunlukla (0zellikle iicinctu kisimda) ele alinan
bakis acis1 ogrenciyle ya da O6gretmenle degil, onundeki
problemi ¢ozmeye ¢alisan kisiyle ilgilidir.



NASIL
COZMELI?



1. KISIM:
SINIFTA

AMAC

1. Ogrenciye yardim etmek. Ogretmenin en énemli
gorevlerinden biri 6grenciye yardim etmektr. Bu i pek

kolay degildir ve zaman, pratik, kendini adama ve saglam
ilkeler gerektirir.

Ogrenci miimkiin oldugunca ¢ok bagimsiz cahsma vap-
mahdir. Fakat tek basina birakilan 6grenci higbir ilerleme
gosteremeyebilir. Ogretmen gereginden fazla yardima olur-
sa, bu kez ogrenciye hicbir sey kalmaz. Ogretmen yardim
etmelidir; ancak bu yardim ne ¢ok fazla ne de ¢ok az olma-
hdir; dyle ki, 6grenciye yapilacak belirli olgiide bir 15 kalsin.,

Ogrenci fazla ilerleyemiyorsa, 6gretmen ogrencisine
bagimsiz ¢aliyma konusunda en azindan bir izlenim b

rakmahdir. Bunun i¢in de, yardimin akillica ve sikint: ver-
meden yap1lmasi gerekir.

Bununla birlikte, en dogrusu ogrenaye dog'al bir yardlm
sunmaktir. Ogretmen kendini ogrencmm yerme koymal, 6g-
rencinin durumunu kavrayabilmeli, 6grencinin kafasindan
neler gectigini anlamaya calismal ve dgrencinin kendistnin de
bulabilecegi bir adima isaret etmeli ya da bu dogrultuda bir so-
ru sormahdir.



4 Nasil Cozmeli?

2. Sorular, tavsiyeler, zihinsel islemler. (“)grcnciyc el
kin ve dogal bi¢imde, fakat onu stkmadan yardim edebil-
mek i¢in, 6gretmenin ayni sorulan tekrar tekrar sormas,
ayn1 basamaklarn tekrar tekrar gostermesi gerckebilir. Boy-
lece sayisiz problemde su soruyu sormak zorunda kalinz:
Bilinmeyen nedir? Sozcliikleri degistirip aymi soruyu farkl
sekillerde sorabiliriz: Gereken ne? Ne bulmak istiyorsun?
Neyi araman gerekiyor? Bu sorularin amaci, 6grencinin
dikkatini bilinmeyen uzerinde toplamaktr. Bazen, bir ¢
neride bulunarak ayni etkiyi daha dogal bicimde elde ede-
biliriz: Bilinmeyene bak! Soru ve 6neri ayni sonucu hedefler,
ayn zihinsel uyams saglamaya cahigir.

Bu satirlarin yazari, ogrencilerle problemleri tartismada
yararh olabilecek soru ve oOnerilerin toplanip grup-
landirilmasinin yararh olacag: gorusundedir. Uzerinde caliy
tigimiz liste, bu tirden, 6zenle secilmis ve dizenlenmis so-
rularla onerileri icermektedir. Bu soru ve oOneriler kend
basina problem c¢6zmeye calisan kisiye de ayni derecede
yardimcr olacaktir. Okuyucu listeyi iyice 6ziimlemisse ve ¢-
nerilen eylemin arkasindakini gorebiliyorsa, listede problem-
lenin ¢ozumunde yararly olabilecek tipik zihinsel islemlerin dolayl
bir bicimde siralandigin1 gorecektir. Bu islemler gercekley
mesi en muhtemel ortaya ¢ikis sirasina gore sunulmusgtur.

3. Genellik, listemizdeki soru ve onerilerin 6énemli bir
ozelligidir. Su sorulan ele alalim: Bilinmeyen nedir? Veriler ne
lerdir? Kosul nedir? Bu sorular genel gecerligi olan sorulardir;
bunlan her tarden problemle ugrasirken aym etkililikle so
rabiliriz. Bu sorulann etkisi hi¢bir konuyla kisith degildir
Problemimiz cebirle ya da geometriyle, matematikle ya d2
matematik-dis1 konularla, kuramla ya da uygulamayla, Cid_d‘
‘bir problemle ya da yalmzca bir bulmacayla ilgili olabili”
Problemin tiirii hi¢ énemli degildir; ne olursa olsun bu
rular anlamhidir ve problemi ¢6zmemize yardimci olabilir.



Sunifta 5

Ashinda burada bir kisitlama var, ancak bu problemin
konusuyla ilgili degil. Listedeki bazi soru ve oneriler sade-
ce “sonu¢ bulma problemleri”"ne yoneliktir, “kamit prob-
lemleri"ne degil. Elimizde bir kamit problemi varsa, farkh
sorular kullanmahyiz; bakimz: SONUC BULMA PROB-
LEMLERI, KANIT PROBLEMLERI.

4. Sagduyu. Listemizdeki soru ve oneriler gencldir, fa-
kat genelliklerinin yanisira, dogal, basit ve agik segiktirler;
sagduyudan kaynaklanirlar. Su oneriyl ele alalim: Bilinme-
yene bakin! Ayni ya da benzer bir bilinmeyen iceren bir problem
dusunmeye ¢alisin. Bu oneri, size, onumuzdeki problemle
ciddi olarak ilgilendiginiz takdirde zaten yapacagimz bir
sey1 salik verir. A¢ misimiz? Yiyecek bulmak istiyorsaniz, ta-
bii ki yiyecek elde etmenin bilinen yollarini disinuarsinuz.
Geometrik bir ¢izim probleminiz mi var? Bir t¢gen ¢izmek
istiyorsaniz, bildiginiz u¢gen c¢izme yollanim dusunursu-
nuz. Elinizdeki ne ¢esit bir problem olursa olsun, bir bi-
linmeyeni bulmak istediginizde, bu bilinmeyeni ya da ben-
zer bir bilinmeyeni bulmanin yollarin1 disunursinuz. Bu-
nu yaptiginizda da, bizim listeden aldigimiz 6neriyi izliyor-
sunuz demektir. Dogru yoldasiniz; bu iyi bir oneridir ve
cogunlukla basarih bir iglem sunmaktadir size.

Listemizdeki tim soru ve Oneriler dogal, basit ve acik
seciktir. Sagduyudan kaynaklanir ancak bu sagduyuyu ge-
nel terimlerle ortaya koyarlar. Oniindeki problemle ciddi
olarak ilgilenen ve bir par¢a sagduyusu olan herkesin do-
gal olarak yapacagi seyler onerirler. Ancak problemi ¢ozen
kisi dogru yolda ilerlese de, genellikle, bu davranisin1 agik
sozlerle ifade etmeye dnem vermez, muhtemelen de bunu
yapamaz. Bizim listemiz bunu yapmaya ¢aligmaktadir.

5. Ogretmen ve ogrenci. Taklit ve pratik. Ogretmen
listedeki bir soru ya da oneriyi 6grencilerine yoneltirken *
iki amag gozetebilir: Birincisi, elindeki problemi ¢6zmede
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ogrenciye yardimcr olmak; ikincisi, gelecekteki problemle.
ri kendi basina ¢6zebilmesi i¢in 6grencinin yeteneklerini
gelistirmek.

Deneyimler, listemizdeki soru ve onerlerin dogru kulla

nildiginda 6grenciye ¢ogu kez yardim edebilecegini s6yliyor.
Bu soru ve onerilerin iki ortak 6zelligi var; sagduyu ve genel-

lik. Sagduyudan yola ciktiklar1 i¢in ¢ok dogal olarak akla ge-
lebilir, 6grenci bunlan kendisi bile bulabiliyor. Genel olmala-
n nedeniyle de 6grenciyl sikmadan yardimci oluyor, yalnizca
genel bir yon gosterip 6grenciye yapacak ¢ok sey birakiyor.

Daha 6nceden so6ziunu ettigimiz iki amag bunlarla yakin-
dan iliskilidir. Ogrenci elindeki problemi ¢6zmeyi basarrsa,
problem ¢6zme yetenegine bir seyler eklenecektir. Bu nokt-
da sorulannmizin genel oldugunu ve bir¢ok duruma uyguk-
nabilecegini hatirlamaliyiz. Aymi soru tekrar tekrar yardima
olmuyorsa, ogrenci ¢6zamu unutmayacak ve benzer bir du-
rumda kendi kendine soracaktir. Karsilastign problemlerde
sorusunu tekrarlayan Ogrenci, basarih oldugunda soruyu
dogru bi¢cimde kullanmay1 6grenmis ve 6zimsemis demekdr.

Ogrenci, listemizdeki sorulardan birkagini iyice 6zim-
seyip, sonunda dogru anda dogru soruyu sorabilecek ve
buna karsilik gelen zihinsel islemi dogallikla ve hizla yapa-
bilecek hale geldiginde, amacimiza ulagsmis oluruz ve 6g-
renci de elde edebilecegi maksimum yarar saglar. Iste bu
en iyi sonuca ulasmak i¢in 6gretmen ne yapmahdir?

Problem ¢6zme, diyelim ytizme gibi, alistirma yapmak-
la ilgili bir beceridir. Boylesi becerileri taklit ederek ve pra-
tik yaparak ediniriz. Yizmeye calisirken, bagkalarinin el ve
ayaklariyla yaptuiklarini taklit ‘eder ve alisirmalar yaparak
sonunda yuzmeyi ogrenirsiniz. Problem ¢6zmeyi 6grenir-
ken de, bagkalanmn problem ¢6zerken yaptiklarini gozler
ve taklit eder, bunlan yapmaya ¢alisirkeén 6greniverirsiniz.
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Ogrencilerinin problem ¢ozme yeteneklerini gelistir-
mek isteyen o6gretmen, problemlere ilgi duymalarim yavas
yavas ogretmek, taklit ve alistirma yapmalan i¢in bol bol
zaman tanimak zorundadir. Ogrencisinde listemizdeki so-
ru ve onerilere karsilik gelen zihinsel islemleri gelistirmek
isteyen ogretmen, bu soru ve onerileri mumkun oldugun-
ca ve elbette dogal davranarak 6grencinin kargisina ¢ikar-
malidir. Bunun da otesinde, 6gretmen sinifin 6nunde
problem ¢o6zuyorsa, dusuncelerini bir par¢a dramatize et-
meli ve 6grencilerine yardim ederken sordugu sorular1 6n-
ce kendine yoneltmelidir. Boyle bir yonlendirmeyle, 6gren-
ciler bu soru ve Onerileri dogru bi¢cimde degerlendirecek
ve bunu yaparken herhangi bir matematiksel yasanin bi-
linmesinden daha 6nemli bir favda saglamis olacaklardir.

ANA AYRIMLAR, ANA SORULAR

6. Dort evre. (.ozumu bulmava ¢ahsirken, kendi bakig
acimizi, problemi ele ahs tarzinmaz tekrar tekrar degistire-
bilinz. Konumumuzu sarckli degistirmek zorunda kalabili-
riz. Caliymava basladhigimizda bavak olasihkla problemi
kavravigimiz oldukg¢a cksik olacak. bir par¢a ilerledigimiz-
de gorasumaz degisecek. ¢ozume vaklasugimizda da daha
farkh olacakur.

Listemizdeki soru ve onerileri bize kolayhk saglayabi-
lecek bicimde g]1,1],'.-1,-]!1('11]'11|".-|hﬂt"l\ 1¢1n, ¢aligmay: dort evre-
ve ayiracagiz. Ik olarak, problem: anlamali, neyin gerekli
oldugunu agik¢a gorebilmeliyiz. lkinci olarak, problemin
ana fikrini kavramak ve bir plan yapmak icin ¢esitli parca-
lann nasil baglandigini, bilinmeyen ile veriler arasindaki
ilintinin ne oldugunu goérebilmeliyiz. Uciincii olarak, pla-
nmiz1 wygulanz. Dordianca evrede ise, geriye bakyp tamam-
ladigymuz ¢6ziomu inceler, gozden gecirir ve tartiginz.
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Bu evrelerin hepsinin kendine gére bir 6nemi vardur.
Bir 6grencinin son derece parlak bir fikirle ortaya cikip
butin hazirhk asamalarim atlayarak sonucu bulmas
mumkun olabilir. Boyle sansh fikirler, kuskusuz, en ok
arzu ettigimiz geydir, fakat iyi bir fikri olmayan 6grenciler
dort evreden birini atlatiginda hi¢ istemedigimiz bir du-
rumla karsilasiriz. Ogrenci problemi anlamadan hesaplar
ya da cizimler yapmaya kalkisirsa durum daha vahim olabi-
lir. Ana baglantiyn gérmeden veya bir tir plan yapmadan
ayrintilara inmek genellikle yararsizdir. Ogrenci, plamm
uygularken attigr her advmi kontrol ederse, bircok hatadan ka-
cinmis oluruz. Diger taraftan, 6grenci tamamladig1 ¢o6zi-

mu tekrar dusiinmez ve (tekrar incelemezse, en iyi sonuglarmn
bazilarini kaybetmis oluruz.

7. Problemi anlamak. Anlamadiginiz bir soruyu yanit-
lamaya caliymak aptalliktir. Arzu etmediginiz bir amag igin
ugrasmaksa uzacu bir durumdur. Boéylesi tizaci ve aptalca
durumlarla okulda ve okul disinda sik sik karsilasilir. An-
cak ogretmen boyle seylerin sinifinda olmasimi engelleme-
ye caligmahdir. ()grenci problemi anlamak zorundadrr,
yalnizca anlamakla kalmamali, problemi ¢6ziimlemeyi de
arzu etmelidir. Ogrencinin ilgisi azsa ya da anlamakta giic-
Itk gekiyorsa, bu her zaman onun hatas: degildir. Problem
cok iyi secilmeli, ¢ok zor ya da ¢ok kolay olmamali, dogal

ve ilgin¢ olmali, dogal ve ilging bir sunug i¢in sure ayrilma-
hdur.

Oncelikle, problemin sdzciiklerle ifade edilmis bigimi
anlagilir olmalidir. Ogretmen bunu bir dereceye kadar
kontrol edebilir, 6grenciden problemi tekrarlamasin ister
ve ogrencinin de problemi akic1 bir bi¢cimde ifade edebil-
mesi gerekir. Aynca, 6grencinin de problemin baglica ki-
simlanini, bilinmeyenini, verilerini, kosulunu gosterebil-
mesi gerekir. Dolayisiyla 6gretmen, Bilinmeyen nedir? Veriler
nelerdir? Kosul nedir? sorulanimi 6ngérmelidir.
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Ogrenci problemin baghca kisimlanm dikkatle, tekrar
tekrar ve cesitli acilardan ele almalidir. Probleme iliskin bir
sekil varsa, bu sekli ¢izmeli, bu sekil Uzerinde bilinmeyeni ve
verileri belirleyebilmelidir. Bunlara isim vermek gerekiyorsa,
uygun isaretlendirmeyi yapmal, uygun isaretleri se¢meye o6zen
gostermelidir. Problem belirli bir yanit gerektirmeyip, yalnmz-
ca bir tahmini igeriyorsa, bu hazirhik asamasinda yararh olabi-
lecek bir soru daha vardir: Kosulu yerine getirmek miimkiin mii?

(IL.Kisim, “Problemi Anlamak” bélimunun baslangici
iki asamaya ayrilmistir: “Yakinlasmak” ve “Daha iyi anlama-
ya ¢alismak.”)

8. Omek. Bir 6nceki bélimde degindigimiz bazi nok-
talar1 agiklayalim simdi. Basit bir problem ele alalim: Uzun-
lugu, genisligr ve yuksekligr bilinen, dikdorigen paralelyuzluniin
kosegenini bulun.

Bu problemi yararli olacak bi¢imde tartigabilmek igin,
ogrencilerin Pisagor teoremini ve bu teoremin duzlemsel
geometrideki bazi uygulamalarini bilmeleri gerekir. Ancak
uzay geometri konusundaki sistematik bilgileri az olabilir.
Burada 6gretmen, ogrencisinin uzamsal iligkilerini yuzey-
sel de olsa bilmesine guvenebilir.

Ogretmen problemi somutlastirarak daha ilging kilabilir.
Icinde bulunduklan sinif da boyutlari él¢iilebilecek ya da
tahmin edilebilecek bir dortgen paralelyuzludur; o6gren-
ciler kendi siniflarinin kosegenini bulabilirler, ya da
“dolayl olarak 6l¢ebilirler.” Ogretmen sinifin uzunlugunu,
genisligini ve yaksekligini belirler, kosegeni bir el isaretiyle
gosterir ve tahtaya ¢izilmis sekli 6grencilerin gézinde can-
landirir

f-l‘gretmenle ogrencilen arasindaki konusma su gekilde
baglayabilir:

“Bilinmeyen nedir?”
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“Bir paralelytuzlinin kogegeninin uzunlugu.®

“Veniler nelerdir?”
“Paralelytzlunin uzunlugu, genigligi ve yukseklig ®

“Uygun isimlendirmeler yapin. Bilinmeyem hangy harfle
gostereceksiniz?”

L) »

X.

“Uzunluk, genighk ve yakseklik 1¢in hangi harflen s
ceceksiniz?”

“a, b, c.’
“a, b, cve x'1 birbirine baglayan kosul nedir?

“x, uzunlugu, genisligi ve yuksekligi sirasiyla a, bve co-
lan bir paralelyuzlinun kosegenidir.”

“Bu mantikh bir problem mi? Yani, kosul, bilinmeyen: be
lirlemek icin yeterli mi?’

“Evet, yeterli; eger a, b ve c'yi bilirsek paralelyuzlayu bi-
liyoruz demektir. Paralelyuzli saptanabiliyorsa, kosegeni
de saptanabilir.”

9. Bir plan hazmrlama. Bilinmeyeni elde etmek igin
hangi hesaplama ya da cizimleri yapacagimizi en azindan ana
hatlaryla biliyorsak, elimizde bir plan var demektir. Bir prob-
lemi anlamaktan bir plan hazirlamaya ge¢mek, uzun ve
zahmetli bir ugrag olabilir. Aslinda, bir problemin ¢ozu-
mundeki temel adim, bir plan dugtuncesinin kavranmasr-
dir. Bu dugtince yavag yavag ortaya cikabilir. Ya da, basansiz
denemeler ve bir duraklama doneminden sonra, ansizin,
simsek gibi, “parlak bir fikir” olusabilir. Ogretmenin 6§
renci agisindan yapabilecegi en iyi sey, sikinti vermeden
parlak bir fikir bulmasina yardim etmektir. Ileride tartiga-

cagimiz soru ve Oneriler bdylesi bir fikir bulmay: tegvik e
dici niteliktedir.
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Ogretmen, ogrencinin konumunu gorebilmek icin,
kendi deneyvimlering, problem ¢ozmede kargilastugn giclik
lert ve kazandi@r basanlan dusunmelidi

Kuskusuz hepimiz, bir konu hakkinda bilgimiz azsa iy
bir fikir aretebilmenin zor, bilgimiz voksa olanaksiz olduo-
gunu biliriz. Ivi fikirlerin temelinde gegmiy denevimler ve
onceden edinilmig bilgiler yatar. Yalnizca ammsamak, ivi
bir fikir bulmak i¢in yeterli degildir. Fakat ilgili veriler bi-
nktirmeden de ivi bir fikir uretilemez. Gereken malzemewn
biraraya getirmeden ev yapamayiz. Matematiksel bir prob-
lemi ¢ozebilmek i¢in gerekli malzemeler ise, elimizdeki
probleme iliskin 6nceden ¢6zulmiyg problemler veya on-
ceden kamitlanmig teoremler gibi, gecmiste edindigimiz
matematiksel bilginin belirli parcalanidir. Dolayisiyla, ise
baslamanin en uygun yolu, genellikle, Oniiniizdeki sorunla
iiskily bir problem bilyyor musunuz? sorusunu sormakur.

Zor olan nokta ise, genellikle elimizdeki problemle bir bi-
cimde iligkili, yani elimizdekiyle ortak noktasi olan bir¢ok
problem bulunmasidir. Bunlarin i¢inden gercekten yararh
olabilecek problemleri nasil sececegiz? Listemizde temel bir
ortak noktaya isaret eden bir oneri var: Bilinmeyene bakin! Ayn
ya da benzer bir bilinmeyen igeren, bildik bur problem diisiinmeye calisin.

Onceden ¢6zilmus ve elimizdekine cok benzeyen bir
problem haurlamakta basarili olursak, sansimiz var demekaur.
Boylesi bir sans1 haketmemiz gerekir. Bunun icin de haurla-
nan problemi kullanmalyiz. Iste size elinizdekiyle iliskili ve daha
onceden ¢ozulmais bir problem. Bunu kullanabilir misiniz?

Sozinu ettigimiz sorular iyice anlagildifinda ve ciddi olarak
dusinuldigiinde, diusunceleri bir dizene sokmaya yardima
olacaktr, ancak bunun her zaman yararli olmamasi, her zaman
islememesi de s6z konusudur. Eger ise yaramiyorsa, baska bir
nokta aramali ve problemimizin ¢esitli yonlerini kegfetmeliyiz.
Problemi degistirmeli, dénustarmeli ve ¢esilendirmeliyiz.
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Problemu baska sekilde ifade edeiilir vusiniz? Listemizdeki baz «,
rular problemi degistirecek bazn araglar konusunda ipuclan,
verir: Genellegime, ozellegtirme, analoji kullanma, kogulug
bir parcasin: auma... Aynntlar da onemlidir, ancak wnrh On-
larla ilgilenmivoruz. Problemin (,cmlcnm( s1, uygun bir
dimct probleme gotarebilir bizi: Oniintize konan pmblnm
mayorsaniz, once onunla iiskily bir problem: cozmeye ¢alisin.

Bildigimiz ¢esitli problemleri uygulamaya c¢ahgir, gesitl
degisikliklen dikkate alir ve cesitli yardimc problemler de-
nersek, asil problemimizden ¢ok uzaklagip sorunu butuniyle
gozden kagirma tehlikesiyle karg1 kargiya kalabilinz. Bu nok-
tada bizi asil probleme gen gotarebilecek iy bir soru vardr:
Tum venlen kullandiniz ma? Kosuldan tamamen yararlandiniz m?

10. Omek. 8. maddede ele aldigimiz érnege geri do-
nelim. Birakigimiz noktada, 6grenciler problemi anlamaw
basarmis ve biraz da olsa ilgi gostermeye baslarmislardi. Ar-
tik kendi fikirlerini 6ne surebilir, biraz varlik gosterebilir-
lerdi. Ogrencilerini dikkatle gézleyen égretmen boyle bir
inisiyatifin 1saretlerini saptayamiyorsa, onlarla tekrar ko-
nusmaya baglamali, 6grencilerin yanitlayamadiklar: sorula-
n biraz degistirerek tekrarlamaya hazirlikli olmalidir. Og-
retmen sik sik 6grencilerin sinir bozucu sessizlikleriyle kar-
silagabilir (bu sessizlikleri ......... isaretiyle belirtecegiz).

“Oniiniizdeki sorunla iliskili bir problem biliyor musunuz?”

“Bilinmeyene bakin! Ayni bilinmeyeni olan bir problem bili-
yor musunuz?”

“Peki, Bilinmeyen nedir?”
“Bir paralelyuzlinun kosegeni”.

“Bilinmeyeni ayn: olan herhangi bir problem biliyor mu-

sunuz?”
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“Hayir. Daha once bir paralelyuzlinin koésegeni hak-
kinda bir problem ¢6zmedik.”

“Bilinmeyeni benzer olan herhangi bir problem biliyor mu-

sunuz?”

“Bakin, kosegen bir parca; bir dogrunun parcasidir.
Simdiye dek bilinmeyeni bir dogrunun uzunlugu olan bir
problem ¢6zmediniz mi?”

“Elbette boyle problemler ¢ozditk. Ornegin, bir dik
ucgenin bir kenarini bulmak gibi.”

“Guzel! Iste size ontiniizdeki sorunla iliskili ve daha onceden
¢ozulmiis bir problem. Bunu kullanabilir misiniz?”

“Oldukca sanslisimiz; 6nanuzdeki sorunla iligkili ve 6n-
ceden ¢ozdugimuz bir problem hatirlayabildiniz. Bundan

yararlanmak ister miydiniz? Bu problem: kullanabilmek igin
bir yardvmcr oge bulabilir misiniz?’

“Bakin, simdi, hatirladiginiz problem bir uggenle ilgili.
Elinizdeki sekilde bir tiggen gorebiliyor musunuz?”
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Bu son ipucunun, paralelyuzliye istenen kogegenin
hipotenus oldugu bir dik ug¢gen yerlestirme fikrini ortaya
cikartacak kadar agik oldugunu umalim ($ekil 1'de goste-
rilmistir). Yine de 6gretmen, oldukca agik olan bu ipucu-
nun Ogrencilerin uyusuklugunu sarsmaya yeterli olamaya-
cagl durumlara kars1 hazirhikli olmali ve bu yuzden ¢ok
daha agik 1puglarini elinin aluinda tutmalidir.

“Bu sekile bir tiggen yerlestirmek ister misiniz?”
“Sekile ne tur bir ucgen yerlestirmek isterdiniz?”

“Hentiz kosegeni bulamazsiniz; fakat bir dik uggenin
kenarini bulabileceginizi sdylediniz. Simdi ne yapacaksinz?”

“Kosegen bir uc¢genin kenar olsayd:r bulabilir miydi-
niz?”

Sonunda ogrenciler, az ya da ¢ok yardimla, yardimc
ogeyi, Sekil 1’de vurgulanan dik uggeni yerlestirmeyi ba-
sardiklarinda, 6gretmen asil hesaplamalara dalmadan 6n-

ce, ogrencilerin ilerlyl yeterince gorebildiklerinden emin
olmaldir.

“Bu u¢geni ¢izmek iyi bir fikirdi. Simdi elinizde bir tg-
gen var; bilinmeyen de var mi1?”

“Bilinmeyen ucgenin hipotenusudur. Pisagor teore-
mini kullanarak hipotenust hesaplayabiliriz.”

“Evet, ama diger iki kenar1 bilmeniz gerekir; biliyor
musunuz?”

“Kenarlardan biri verilmis: ¢. Sanirim digerini de bul-
mak pek zor olmayacak. Evet, evet, diger kenar da bir bas-
ka dik tiggenin hipoteniisi.”

“Cok guzel! Goruyorum ki artik bir planiniz var.”
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11. Planin uygulanmasi. Bir plan hazirlamak, ¢6ziime
gotirecek fikri kavramak kolay degildir. Basarili olabilmek
icin ¢ok gey gerekir: 6nceden edinilmis bilgiler, iyi zihinsel
ahskanhklar, amag tzerinde yogunlasmak ve bir sey daha,

sans. Halbuki planin uygulanmasi ¢ok daha kolaydir; bize
asil gereken sabirdur.

Plan genel bir cat izler. Ayrninulari bu catiya uydugun-
dan emin olmaliyiz. Bu ytizden, hersey tiimiiyle actk secik o-
lana ve bir hatanin saklanabilecegi hi¢bir karanlik nokta kal-
mayana dek ayrintilar biribiri ardina, sabirla incelemeliyiz.

Ogrenci gercekten bir plan olusturmay1 basarabilmis-
se, ogretmen biraz daha huzurlu olabilir. Baglica tehlike,
égrencinin yaptigi plan1 unutmasidir. Ogrenci, plani disa-
ridan ve 6gretmenin otoritesiyle kabullenmisse, unutmasi
daha kolay olur; fakat plan1 kendi olusturmusgsa, yardim
almig olsa bile, ¢cozume goturecek yolu kendi bulmugsa u-
nutmasi kolay olmaz. Bu durumda bile, 6gretmen ogren-
cinin her basamag kontrol etmesinde 1srarh olmahdir.

Kendimizi bir basamagin dogrulugu konusunda ikna
etmeye calisirken “sezgisel” ya da “bi¢cimsel” bir manukla
hareket edebiliriz. Basamagin dogu oldugunu hicbir kusku-
ya yer birakmadan acik ve kesin olarak gorene kadar soz
konusu noktada yogunlasir ya da s6z konusu noktay1 bi¢im-
sel kurallara gore turetiriz. (“Sezgi” ile “bicimsel kamt” ara-
sindaki farklihk bir¢cok 6nemli 6rmekte yeterince aciktir ve
bundan daha derin tartismalan felsefecilere birakabiliriz.)

Asil nokta sudur: Ogrenci her basamagin dogruluguna
gercekten inanmalidir. Bazi durumlarda 6gretmenin “gor-
mek” ve “kanitlamak” arasindaki farki vurgulamasi gereke-
bilir: Kontrol ettiginiz basamagin dogrulugunu gorebiliyor
musuniz? Fakat, ayrica, kontrol ettiginiz basamagn dogrulugu-
nu kamitlayabilir misiniz?
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12. Ornek. 10. maddenin sonunda biraktigimiz yerden
isimize devam edelim. égrenci, en sonunda, ¢6zume got-
recek fikre ulasmistir. Dik t¢genin hipotenusiunin bilin-
meyeninin x oldugunu, verilen ¢ yuksekliginin ti¢genin bir
kenar1 oldugunu ve diger kenarin bir yazin kosegeni ol
dugunu gorir. Ogrencinin herhalde dogru isimleri kuk
lanmasi icin tesvik edilmesi gerekecektir. Kenarlar a ve b
olan yiuzun kosegenini gostermek igin y secilmelidir. Boyle-
likle, bilinmeyeni y olan bir yardimci problem olusturma
fikrini, ¢6zume goturecek fikir, daha acgik goérulebilir. Son
olarak, birbiri pesisira iki dik tg¢gen uzerinde cahsirsak
sunlan elde edebilirsiniz (Sekil 1’e bakiniz):

x2=y2 +¢2
y2=a2 + b2

Boylece, yardimci bilinmeyen y’den kurtularak x bulu-
nabilir:

x?=a? + b? + ¢?
x=/ (a2 + b2 + ¢?)

Ogrenci basamaklan dogru uyguluyorsa, dgretmenin
mudahale etmek i¢in bir nedeni kalmayacaktir; yalnizca
ogrenciyi her basamag kontrol etmesi i¢in uyarabilir:

“Kenarlan x,y,¢ olan bir dik ucgeni agik¢a gorebiliyor mu-
sunuz?

Bu soruya 6grenci darustlukle “Evet” yanitini verebilir.
Ancak o6gretmeni O6grencinin sezgisel kanisiyla ikna olmaz
ve “Ama bu u¢genin bir dik a¢gen oldugunu kanatlayabilir
misiniz?" gibi bir soru sorarsa, 6grenci ¢ok utanabilir.

~ “Ama bu t¢genin bir dik t¢gen pldugunu kanitlayabilir
misiniz?”
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Bu viizden de, suimfin geometn bilgisi ¢ok ivi olmadigr siy
rece ogreunen bovle sorulan basunmalidir. Simd geometri
sorulanna cevap verebilecek durumda olsa bile, boyle sorula-
rin siiftaki ¢ogu ogrenciyi sikintivi sokma tehlikess vardn.

13. Geriye bakis. Oldukca ivi Ogrenciler bile problemi
¢ozup duzgun bigimde vazdiktan sonra kitaplarini kapatir
ve bagka bir geyle ilgilenmeye baglarlar. Boyle yapimca da isin
cok onemli ve egitci bir asgamasini gozden kacumis olurlar.
Tamamlanan ¢6zame ger1 donup bakarak, tekrar dusuncerek,
sonucu ve sonuca giden yolu tekrar inceleyerek, bilgilerini
saglamlastirmis ve problem ¢ozme yeteneklerini geligtirmis
olurlar. Iyi bir 6gretmen, hi¢bir problemin tamamen orta-
dan kalkmayacagini anlamali ve 6grencilerine de anlatma-
lidir. Her zaman yapalabilecek bir seyler kalmistir; yeterin-
ce cahsarak her ¢6zamu daha da iyilestirebilir ve ¢6zim
anlayisimizi bu oranda gelistirebiliriz.

Aruk ogrenci planini uygulamistir; ¢0ziumu yazmis ve
her basamagi kontrol etmistir. Dolayisiyla, ¢ozumun dogru
olduguna inanmak igin gecerli nedenleri vardir. Yine de her
zaman hata yapilabilir; 6zellikle yurutilen mantik uzunsa
ve cok bilgl iceriyorsa. Bu yizden dogrulamalann olmas: is-
tenebilir. Ozellikle sonucu veya yuritilen mantig1 kontrol
edecek hizli ve sezgisel bir islem varsa, bu islemin uygu-
lanmas1 atlanmamalidir. Sonucu kontrol edebilir misiniz? Y-
rittuguniiz mantigr kontrol edebilir misiniz?

Bir nesnenin niteligi ya da varligindan emin olabilmek
icin, nesneyi gormek ve ona dokunmak isteriz. Tipk: iki
farkli duyguyla algilamayr yegleyecegimiz gibi, iki farkh
kanitla ikna olmay: yegleriz: Bu sonucu bir baska yolla elde
edebilir misiniz? Kuskusuz, kisa ve sezgisel bir tartismayi, u-

zun ve agir bir tartismaya yegleriz: Bunu bir bakista gorebili-
yor mysunuz?
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Ogretmenin ilk ve en énemli gérevlerinden birisi, 6f-
rencilerine matematik problemlerinin birbiriyle pek az
iligkili oldugu ve bagka seylerle iliskili olmadig izlenimi
vermemektir. Bir problemin ¢6zimune tekrar goéz atug:
mizda, problemin baglantilarim1 gérmek gibi dogal bir fir-
satimiz olur. Cozumu tekrar inceleyen 6grenci, durust bir
caba harcamigsa yaptigim ilging bulacak ve iyl bir seyler
yapmi§ oldugunun farkina varacakur. Bu da gosterilen ¢a-
bayla baska neler yapilabilecegini ve bir bagka sefere de
ayni bigimde" cahisip ¢aliymayacaklarin1 gorme isteklerini
artiracaktir. Ogretmen, 6grencilerini ayni islemleri kulla-
nabilecekleri veya bulduklar1 sonucu uygulayabilecekleri

ornekler dusinmeye tesvik etmelidir: Bu sonucu ya da yon-
temz bir baska problem igin kullanabilir misiniz?

14. Ornek. Bolim 12°de 6grenciler nihayet ¢6ziime u-

lasmislardi. Dikdortgen bir paralelytzlinin koseleri, sira-
siyla a, b, cise, kogegeni

Ja? + b2 + 2
olacaktir.

Bu sonucu kontrol edebilir misiniz? Ogretmen deneyimsiz
ogrencilerin bu soruya iyl bir yanit vermesini bekleyemez.
Bununla birlikte, 6grencilerin “harfler”le belirtilmis prob-
lemlerin rakamsal problemlere kiyasla daha avantajh oldu-
gunu ¢abuk 6grenmeleri gerekir. Eger problem “harfler’le
verilmisse, elde edilen sonu¢ bir¢cok yoldan denenmeye
aciktr. Ote yandan, “rakamlarla” verilen bir problem de-
nenmeye acik degildir. Ornegimiz, oldukga basit olmasina
karsin bunu rahatlikla gésterebilir. Ogretmen, sonuc hak-
kinda dgrencilerin kolayca “Evet” yanitin1 verebilecekleri

bir¢ok soru sorabilir, ancak “Hayir” yanit1 sonugta ciddi bir
catlak oldugunu gosterecektir,
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“Tum venleri kullandimiz mi? Kosegen formulanizde
tum veriler, g, b, ¢ olarak gegiyor mu?”

“Uzunluk, genislik ve ytiksekligin sorumuzdaki roli
aynidir; problemimiz a, b, c'ye gore simetriktir. Kosegen
i¢in elde ettiginiz ifade a, b, c'ye gore simetrik mi; a, b, c'yi
birbirleriyle degistirdigimizde sonug degisiyor mu?”

“Problemimiz bir uzay geometri problemidir: a, b, ¢
boyutlar1 verilen bir paralelytizliiniin kosegenini bulmak.
Problemimizin duzlemsel geometride bir analog problemi
var: a, b boyutlar: verilen bir tcgenin késegenini bulmak.
‘Uzay’ problemimizin sonucu, ‘duzlemsel’ problemimizin
sonucuna benziyor mu?”

“c yuaksekligini azaltir ve sifira indirirsek, paralelyuzla
bir paralelkenar halini alir. Eger formulimuze ¢=0 koyar-
saniz, dortgen bir paralelkenarin kdsegenini veren dogru
formili elde eder misiniz?”

“c yuksekligi artunildiginda, kosegen de artacakur.
Formulinuz bunu gosteriyor mu?”

“Paralelytizliinun ug¢ 6l¢iimu a, b, ¢ ayn1 oranda artiri-
lirsa, kosegen de ayn1 oranda artar. Formulinuzde a, b, ¢
icin sirasiyla 12a, 12b, 12¢ koyarsaniz, kosegenin de 12 mis-
line ¢ikmasi gerekir. Boyle oluyor mu?”

“Paralelyiizliniin boyutlan @, b, ¢ santimetre olarak 6l-
culayor, formul kosegeni santimetre biriminden veriyorsa,
ama tum Olgumleri desimetreye ¢eviriyorsaniz, formulinu-
zun dogru kalmasi gerekir. Boyle oluyor mu?”

(Aslinda bu son iki soru birbirine egdegerdir; bakiniz,
BOYUTLARLA DENEMEK.)

Bu sorularin bircok yararl etkisi vardir. Ik olarak, zeki
bir 6grenci formilin bu denli ¢ok dgneyden gecmesi kar-
sisinda etkilenmemezlik edemez. Ogrenci, formiilinin
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dogru oldugundan emindir, ¢inkd onu cok dikkatle tj.
retmistir. Fakat simdi ¢ok daha emindir ve kendine giive.
ninin artmasi farkh bir kaynaktan gelmekte, bir tjr
“deneysel kamita” dayanmaktadir. Yukaridaki sorularla
formalin ayrintilan yeni bir 6nem kazanir ve ¢esitli olgu-
larla iligkilendirilir. Dolayisiyla formiulin hatirlanabilme
sanst daha da yiikselir ve ogrencinin bilgisi saglamlagr,
Son olarak bu sorular kolaylikla benzer problemler icin
kullanlabilir. Benzer problemlerle deneyim kazanan zeki
bir o6grenci, sorularin altinda yatan genel fikirleri algilaya-
bilecektir: sorunla iliskili bilgilerin timuntn kullanilmas,
verilerin cesitlenmesi, simetri, analoji. Ogrenci dikkatini

boylesi noktalara yoneltme aliskanhigi edindigi takdirde,
problem ¢6zme yetenegi kesinlikle gelisebilecektir.

Yuruttuguniz mantigr kontrol edebilir misiniz? Zor ve 6-
nemli orneklerde yuritilen mantgin adim adim yeniden
kontrol edilmesi gerekebilir. Bu kontrolde “hassas” nokta-
lan1 secmek genellikle yeterli olacaktir. Ornegimizde, he-
nuz sonuca ulasmadan tartisilmasini pek yerinde bulmadr-
gimiz sorunun ele alinmasi 6gutlenebilir; kenarlan x, y, z

olan u¢genin bir dik t¢gen oldugunu kanitlayabilir misiniz?
(B6lum 12’nin sonuna bakinz.)

Elde ettiginiz sonucu ya da yontem:i bir baska problem ign
kullanabilir misiniz? Ogrencﬂer biraz tegvik edildikten ve
bir iki 6rnekten sonra problemin soyut matematiksel 6ge-
lerinin somut bir yorumunu getirmekten ibaret olan uygu
lamalar bulabilirler. Ogretmen de problemdeki paralel-
yuzlu icin, icinde tartistiklan sinifi 6rnek verirken boyle
bir somut yorum kullanmisti. Pek parlak olmayan bir og-
renci uygulama olarak simfin kosegeni yerine kafeterya-
nin .kdsegenini hesaplamayr 6nerebilir. Ogrencilerden
daha yaratic1 tepkiler gelmezse, 6gretmen bir parca de-
gisik bir problem verebilir. Ornegin, “Dikdértgen bir
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paralelyuzlinin uzunlugu, genigligi ve yiiksekligi verildi-
ginde, merkezin koselerden birine olan uzakhigini bulu-
nuz,” diyebilir.

Ogrenciler, istenen uzakhgimn biraz énce hesapladiklar)
kosegenin yarist oldugunu gorip, biraz énce ¢ozdukleri
bu problemin sonucunu kullanabilirler. Ya da, uygun ug-
genleri yerlestirerek biraz dnce kullandiklan yontemle soru-

yu ¢ozebilirler. (Elimizdeki 6rnekte bu ikinci se¢enek daha
belirsiz ve etkisizdir.)

Bu uygulamadan sonra, 6gretmen dort kosegeni ¢izip,
paralelyiazlu ig¢indeki alu piramidin bi¢imini tartisabilir.
Paralelytizliniin alti yGzi piramitlerin tabanini, merkezi
piramitlerin ortak kosesini, yari-kosegenler de yan kenarla-
n olusturacaktr. Ogrencilerin geometrik imgelemi yete-
rince canlandiginda, 6gretmen su soruya geri donmelidir:
Elde ettiginiz sonucu ya da yontemi bir baska problem icin kulla-
nabilir misiniz? Artik, asagidaki ornekte oldugu gibi 6gren-
cinin daha ilgin¢ somut yorumlar yapma olasilig1 daha faz-
ladir:

“Bir binanin uzunlugu 21 metre ve genisligi 16 metre
olan duz dortgen tepesinin merkezine bir bayrak diregi
dikilecektir. Diregin yuksekligi & metredir. Diregi yerinde
tutabilmek i¢in dort esit kablo gerekmektedir. Kablolar
aym noktadan baglamalidir: diregin iki metre altundan.
Kablolarin her biri binanin tepesinin dort kenarinda son
bulmalidir. Her kablonun uzunlugu ka¢ metre olmalidir?”

Ogrenciler, dikey ve yatay dizlemde birer dik ti¢gen
¢izerek biraz 6nce aynnuli olarak ¢bzdikleri problemin

yontemini kullanabilirler. Ya da, kogegeni (x) kablolarindan
biri olan ve kenarlari

a=10.5 b=8 c=6
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olan dikdortgen bir paralelyuzia tasarlayip, bir 50
problemin sonucunu kullanabilirler. Formulun dogryd,,
uvgulanmasivia x=14.5 bulunacakyr.

Daha bagka ornekler 1gn SONUCTAN YARARI AN,
BILIYOR MUSUNUZ? maddesine bakin.

15. Cesitli yaklayimlar. Bir siure daha 8., 10, 12 ve 14
bolimlerde ele alacagimiz problemi tarugmaya devam ede
hm. Asil ¢ahyma, 10. bolumde taragilan plamn bulunug,
dur. Simdi ogretmenin nasil farkh bir yol izlevebilecegine
bakalim. 10. bolumdeki noktadan baglayarak su sorularla
farkh bir vol izleyebiliniz:

“Onunizdeki sorunla iliskili bir problem biliyor musunuz?”

“Analog bir problem biliyor musunuz?”

“Bakin, 6nerdigim problem bir uzay geometn prob

lemi. Duzlemsel geometride, daha basit bir analog prob-
lem dusunebilir misiniz?”

“Bakin, onerdigim problem uzayda bir sekille, duzlem-
sel bir paralelyazlinin kosegeniyle ilgili. Duzlemdeki sekil
hakkinda analog bir problem ne olabilir’ Hangi dikdort-
gen seklin kosegeniyle ilgili olabilir?”

“Paralelkenar.”

Ogrenciler, ¢ok yavas ve ilgisiz olsalar bile, hicbir sevi
onceden kestiremeseler bile, sonunda fikrin ufacik bir
par¢asina da olsa katilmak zorunda kahyorlar. Ayrica, 6g-
renciler bu denli yavassa, 6gretmen ogrencileri hazirlamak
amaciyla oncelikle paralelkenar hakkindaki analog prob-

lemi tartigmadan, o andaki problemi ele almamaldir.
Bundan sonra §éyle devam edebilir:

“Iste size niiniizdeki sorunla ilishili ve daha onceden cixdi
gumiiz bir problem. Bunu kullanabilir misiniz?"
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“Bu problemi kullanabilmek i¢in yardimc: bir oge bulabiliy
misiniz?”

Sonunda 6gretmen istedigi fikri 6grencilerine sunmay
basavacaktir. Bu fikir, kosegeni, verilen paralelyazlinin
kosegeni olan uygun bir paralelkenardir. Bu paralelkenar,
paralelyuzlunun kesiti olarak seklin i¢ine yerlestirilmelidir.
Buradaki ana fikir bélim 10’dakinin aynisidir, ancak yak-
lasim farkhdir. Bolim 10°da 6grencilerin varolan bilgile-
riyle bilinmeyen yoluyla iliski kurulmus ve daha 6nceden
¢6zuilmug bir problem kullanilmigti; ¢cinka, onerilen prob-
lem ile 6nceden ¢6zilmus problemin bilinmeyenleri ay-

niydi. Bu kez ¢6ziime gotaren fikri yakalayabilmek igin a-
naloji kullanilmaktadir.

16. (")gretmenin soru sorma yéntemi. 8., 10., 12., 14. ve
15. bolimlerde uygulanan 6gretmenin soru sonma yonte-
mi soyledir: Listemizdeki genel soru veya Onerilerden bi-
riyle baslayip 6grencinin zihninde bir tepki uyandirana dek,
gerekiyorsa gittikce daha somut ve 6zel sorular sorun. Og-
renciye disincesini kullanmasinda yardim etmeniz gereki-
yorsa, olabiliyorsa tekrar listedeki daha genel ve somut so-
rulardan baslayin, sonra da daha 6zel sorulara gegin...

Elbette, listemiz bu turden ilk listedir. Basit 6rneklerin
cogunda yeterli gibi gorunuayor fakat hi¢ kusku yok ki daha
mukemmel bir hale getirilebilir. Bununla birlikte, basladi-
gimiz oneriler basit, dogal ve genel olmal1 ve 6neriler liste-
si kisa tutulmahdar.

Oneriler basit ve dogal olmalidir; ¢cunku, bagka tarlu
onu sitkmadan 6grenciye yardim etmek mumkun degildir.

Onerilerin yalnizca 6zel bir teknik olarak degil, 6gren-
cinin yetenegini gelistirmesi isteniyorsa, bu éneriler genel
olmali, yalmizca eldeki probleme degil, her tirden prob-
leme uygulanabilmelidir.
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Sorularin sik sik yapayliga ka¢cmadan ve degisik dy.
rumlarda tekrarlanabilmeleri igin liste kisa tutulmalid;
Boylelikle 6grencinin sonunda bunlar1 6zumsemesi ve .

hinsel bir aliskanligin gelismesine katkida bulunabilmesi sg;
konusu olur.

Calismada 6grencinin mumkun olan en buyik pay: ala-
bilmesi icin 6zel sorulara yavas yavas yaklasmak gerekir.

Bu ¢ok kat1 bir soru sorma yontemi degildir. Iyi ki de-
gildir, cinka bu konularda kati, mekanik, bilgic bir islem-
ler dizisine girmek mutlaka koti sonug verecektir. Bizim
yontemimiz esneklige ve cesitlemelere izin verir, cesiti
yaklasimlara aciktir (b6lim 15); uygulandiginda 6gretme-

nin sordugu sorular dgrencinin de kend: kendisine soracagl
sorular olabilir ve olmahdur.

Okuyucu burada oOnerilen yontemi sinifinda uygula-
mak isterse, kuskusuz ¢ok dikkatli bir yol izlemelidir. Bo-
lim 8'de verilen 6rnegi ve 18., 19., 20. boélumlerdeki 6r-
nekleri dikkatle incelemelidir. Tartismay: duastundugu or-
nekleri dikkatle hazirlamal ve ¢esitli yaklagimlar1 gozonune
almahdir. Calismaya birka¢ denemeyle baslamali ve yon-
temi uygulayip uygulayamadigini, 6grencilerin nasil tepki

verdigini ve iglemlerin ne kadar sirduguni yavas yavas kes-
fetmelidir.

17. Iyi sorular ve kotii sorular. Bir énceki bolimde
formule ettigimiz yontem, iyi anlagilmissa, ogrencilere yar-
dim etme amaciyla sunulacak sorularin niteligini kiyasla-
malar yoluyla degerlendirme olanag saglar.

10. bolumun basindaki duruma geri dénelim. Haur-
larsaniz, su soruyu sormustuk: Oninuzdeki sorunla iligkil
bir problem biliyor musunuz? Ogretmen bupun yerine

gayet iyi niyetle su soruyu da sorabilir: Pisagor teoremini kul-
lanabilir misiniz?
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Niyet iyi olabilir, ama bu soru kétii, hatta sorulabilecek
en kotii sorulardandir. Once hangi durumlarda bu sorunun
sorulmug olabilecegine anlayalim. Ondan sonra bu tur
“vardima” kars1 bir dizi itiraz yapilabilecegini gorecegiz.

(1) Eger o6grenci ¢oziume yaklagmigsa, sorunun neyi i-
gerdigini anlayabilir; ancak 6grenci ¢6ziime uzaksa, biyuk
olasilikla sorunun anlatmak istedigi noktay1 géremeyecek-
tir. Béylece soru, yardimin en ¢ok gerekli oldugu noktada
ise yaramamuig olacaktir.

(2) Oneri anlagilmigsa, problemin bitiin sirmn agiga

¢ikmug olacak ve 6grencinin yapmasi gereken ¢ok az sey
kalacaktir.

(3) Onerinin ¢ok 6zel bir yapisi vardir. Ogrenci, bu 6-
neriyi elindeki problemi ¢6zmek icin kullanmay1 basarsa
bile, gelecekteki problemler i¢in higbir sey 6grenmis ol-
mayacaktir. Bu soru ogretici degildir.

(4) Ogrenci 6neriyi anlasa bile, 6gretmenin béyle bir
soru sorma dusuncesine nasil vardigim1 anlayamayacaktir.
Peki, 6grenci, kendi basina bdyle bir soruyu nasil bulabi-
lir? Ogrenci acisindan bakildiginda, bu soru, sapkadan ¢-
kan tavsan gibi dogal olmayan bir surprizdir. Bu gergekten
de ogretici degildir.

Bu itirazlarin higbiri 10. ya da 15. bolimde anlatilan
sirecler icin ileri surulemez.

BASKA ORNEKLER
18. Bir ¢izim problemi. Verilen bir ii¢genin igine bir kare
¢izin. Karenin iki kisesi ticgenin taban: tzerinde, karenin diger
iki kosest tiggenin diger iki kenarinda, her kose bir kenara gelecek
bicimde olmalider.

“Bilinmeyen nedir?”



Nasil Cozmelji

“Bir kare.”

“Venler nelerdir?”

“Bir ug¢gen verilmis, bagka bir gey verilmemuis.”
“Kosul nedir?”

“Karenin dort kosesi ug¢genin ¢evresi uzerinde olacak-
ur: Iki koge taban uzerinde, diger iki kenarin her binnin
uzerinde birer kose.”

“Kosulu yerine getirmek mimkun maidair?”
“Sanirim. Ama ¢ok emin degilim.”

“Galiba problemi ¢ok kolay bulmadiniz. Oniiniize ke
nan problemi ¢ozemiyorsaniz, once onunla iliskili bir baska prob-
lem ¢ozmeye ¢calisin. Kosulun bir kismin: yerine getirebiliyor
musunuz?”

“Kosulun bir kism1 demekle neyi kastediyorsunuz?”

“Bakin, kosul karenin tum koseleriyle iligkili. Kag kaose
var?”

“Dort.”

“Kogulun bir kism, dort koseden daha aziyla iligkil
demektir., Kosulun yalnizca bir kismina tutun, diger kismim
atin. Kosulun hangi kismini yerine getirmek kolay?”

“chgenin cevresinde iki kosesi olan bir kare cizmek
kolay, hatta ¢evre tizerinde U¢ kosesi olan bir kare.”

“Bir sekil ¢izin!”
Ogrenci Sekil 2yi cizer.

“Kosulun yalnizca bir kismima tuttunuz, diger kismina attynie
Simdi bilinmeyeni nereye kadar belirleyebilirsiniz?”



Sinifta 7

Sekil 2

“Ucgenin ¢evresi uzerinde yalnizca ug kose varsa, kare
belirlenmis say1lmaz.” /

“Guzel! Bir sekil cizin.”
Ogrenci Sekil 3’0 cizer.

/N

Sekil 3

“Soylediginiz gibi, kosulun tuttugunuz kism: kareyi belir-
leyemiyor. Bilinmeyen nasil degisiyor?”

“Karenizin tg kosesi ucgenin cevresi uzerinde, fakat dor-
duncu koge hentiz olmas: gereken yerde degil. Dediginiz gibi,
kareniz hentiz belirlenmis degil; degisebilir. Aym1 durum dor-
dancu kose icin de gegerlidir. Dordiinci kise nasil degisebilir?
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“Isterseniz, deneverek bulmaya ¢absing Ik sekil
gibi, u¢ kogesi uggenim qeviesinde olan kareler qizin ().
diginiz karcler hem bavuk hem kagak olsun. Dordag
kogenin yen nereye gelivor? Nawl degnyiyor 7

()gulm(n ogrendivi, ¢ozume gotaren fiknn ok vak,
nina kadar p Re urmisur. Ogrenct dordanea kosenin daz by

¢izg1 uzerinde oldugunu tahmin  edebilirse,  problem;
¢Ozer.

19. Bir kamit problemi. /ki ac: farkli diizlemlerde bulunu.
yor. Ucgenlerden birinin her kenan diger iicgendeki karsilik gele

kenarlara paralel ve ayni1 yonde. Bu sekildeki acilann esit olduk
lanni kanatlayin.

Burada kanitlamamiz gereken, uzay geometrinin te-
mel teoremlerinden biri. Bu problem duzlemsel geometn-
ye yakindan bilen, elinizdeki problemi hazirlayan Oklid
Ogelerindeki birka¢ uzay geometri yasasini1 6grenmis olan
ogrencilere verilebilir. (Dile getirdigimiz ve birazdan ka-
nitlayacagimiz bu teorem Oklid’in XI. Kitabindaki 10. &
nermedir.) Bundan sonraki satirlarda yalnizca listemizden
aldigimiz soru ve 6nerileri italik yazmakla kalmayacak, ayni
zamanda “kanit problemleri"nde bunlara karsilik gelen
soru ve Onerileri de italikle verecegiz. (“Kanit problemlen’
ile “sonug bulma problemleri” arasindaki iligkiler SONUC

BULMA PROBLEMLERI, KANIT PROBLEMLER] 5, 6'da
sisternatik olarak verilmistir.)

“Hipotex nedir?”

“Iki a1 farkh dizlemlerde bulunuyor. Bir Gi¢genin her

kenan digerinin karsihk gelen kenarina paralel ve ayn!
yonde.”

“Vargs nedir?”
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“Bu acilar esittir.”
“Bir sekil gizin. Uygun isimlendirmeleri yapin.”

Ogrenci Sekil 4’teki dogrulan cizer ve az ¢ok ogret-
menin yardimiyla, Sekil 4’teki harfleri seger.

“Hipotez nedir? Hipotezin ne oldugunu, litfen yaptigl-
niz isimlendirmeyi kullanarak sdyleyin.”

“A, B, Cile A", B', C"aym1 duzlemde degiller. Ve, AB \\
AB, AC\NAC" Ayrica, ABile A'B've ACile A'C” ayn1 yon-
lerde.

C

B
Sckil 4

“Varg nedir?"

“/BAC=/B'AC"."

“Vargiya bakin! Ayn: ya da benzer bir varg igeren bildik bir
teorem diigtinmeye caligin. ™

“Eslesik iki u¢genin birbirlenne karsihk gelen agilan
esittir.”

“Cok guzel! Iste onundizdek: sorunla iliskili ve daha once-
den cizdugniniiz bir teorem. Bunu kullanabilir misiniz?”
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“Saninm kullanabilirim, ancak nasil olacagini pek ap.
layamadim.”

“Bu teoremi kullanabilmek i¢in yardimer bir 6ge bulmaniz ge
rekir mi?”

“Bakin, gayet guzel tekrarlamis oldugunuz bu problem

ucgenler hakkinda, bir cift eslesik ticgen hakkinda. Sekli
nizde ucgen var m?”

“Hayrr, fakat u¢gen yapabiliriz. B ile Cyi; B” ile C'ni
birlestirebiliriz. O zaman iki Ug¢genimiz olur: AABC ve
AA'BC””

“Cok iyl. Ama bu ucgenler ne ise yarayacak?”
“Vargiyr, ZBAC=£B’AC” oldugunu kanitlamamiza.”

“Guzel! Bunu kanitlayabilmek icin ne tir bir uggene
gerek duyarsimz?”

Sekil 5

“Eslesik uicgenlere. Ah, elbette. B, C, B, C”yi 0 sekild®
secerim ki,
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AB=A'B’, AC=AC’ olur.”
“Cok iyi! Simdi neyi kanmitlamak istiyorsunuz?”
“Bu iki u¢genin eslesik oldugunu:
AABC =AA'BC’

Bunu kanitlayabilirsem, vargiyl, yani £LBAC=/BAC’
oldugunu goésterdim demektir.”

“Harika! Simdi yeni bir amaciniz var, yeni bir vargi
hedefliyorsunuz. Bu yeni vargrya bakin! Ve ayni ya da benzer
bir varg: iceren bildik bir teorem dusunmeye ¢alisin.”

“Iki ucgenden birinin ¢ kenar, sirasiyla digerinin ug
kenarina esitse, bu iki u¢gen eslesiktir.”

“Oldu iste. Koti bir ornek de secebilirdiniz. Iste, énii-

mizdek: sorunla iliskili ve daha onceden c¢ozulmis bir teorem.
Bunu kullanabilir misiniz?”

“Eger BC=B'C” oldugunu bilseydim, kullanabilirdim.”
“Tamam! Oyleyse amaciniz ne?”
“BC=B°C”oldugunu ispatlamak.”

“Ayni ya da benzer bir vargy iceren bildik bir teorem digsun-
meye ¢aligin.”

“Evet; ‘... ise iki dogru esittir’ diye biten bir teorem bi-
liyorum, ama pek uymuyor.”

“Bu teoremi kullanabilmek icin yardimer bir 6ge bulabilir mi-
siniz?”

“Bakin, sekildeki BCile B'C” arasinda hi¢ baglanti yok-
ken, BC=B'C’ oldugunu nasil kanitlayabilirsiniz?”
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“Hipotezi kullandiniz mi? Hipotez nedir?”

“AB\ 'B"ve AC\A C” oldugunu varsayiyoruz. Evet, el-
bette, bunu kullanmahyim.”

“Hipotezin tumuniu kullandiniz m:1? AB\A 'B” oldugunu

sOylediniz. Bu dogrular hakkinda bildiginiz tek sey bu
mu?”

“Hayrr, ayrica, ¢izim geregi, ABile A'B” esit. Bunlar pa-
ralel ve birbirine esit. ACile A’C"de oyle.”

“Uzunluklan esit, paralel iki dogru; ilgin¢ bir sekil.
Bunu daha once gordiiniiz mu ?’

“Tabii ya! Paralelkenar! Simdi A ile A" nu, Bile B nij,
Cile C"nu birlegtireyim.”

“Fena fikir degil. Seklinizde ka¢ paralelkenar var?”

“IKi. Hayir, a¢. Hayir, iki. Demek istiyorum ki,
paralelkenar oldugunu hemen kanitlayabilecegim iki tane
var; paralelkenar gibi gérinen bir u¢incu daha var. Uma-
rim bunun da bir paralelkenar oldugunu kanitlayabilirim.
O zaman da kanitim tamamlanmis olur!.”

Verilen yanitlardan 6grencinin zeki oldugunu anlamis

olmalisimz. Hele son séylediklerinden sonra bundan kus
kunuz olmasin.

Bu 6grenci matematiksel bir sonucu tahmin edebili-
yor, kanit ile tahmini agik¢a ayirabiliyor. Ayrica, tahminle-
rin az ¢ok tartigilabilecegini de biliyor. Ashinda, ogrenci
matematik derslerinden bir geyler kapmis, problem ¢oz-

mede gercekten deneyimli. Iyi bir fikir ortaya atip bunu
kullanabiliyor.

20. Bir hiz problemi. Su, kon: bi¢imindeki bir kaba r huty
la akyyor. Kap, dik bir dairesel koni biciminde; tabam yatay v
késesi asagrya dogru; tabamin yangapr a, koninin yiisekligi ise b
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Su derinligi y iken, yiizeyin yiikselme hizins bulun. Sonra da, a=4
m, b=3m, r=2 m3/dak ve y=1m oldugunu varsayarak, bilinmeye-
nin sayisal degerini bulun.

Sckil 6

Burada ogrencilernin en basit tarev alma kurallarin ve
“degisim hi21” kavramlanm bilmelern gerekiyor.

“Venler nelerdir?”

“Koni tabanimin vancapr a=+m. kom vuksekligi 6=3m,
suyun kap i¢ine akis izt r=2 m'/dak ve belli bir anda suyun
derinligi y=/m."

“Dogru. Problemin venhy bicimi, baslangicta, saysal
degerlen gozonune almamanizi ve harflerle ¢alisarak bi-
linmeveni a, 6, r, v cinsinden ifade etmenizi Oneriyor. Bi-
linmeyeni a, b, r, v cinsinden 1ifade ettikten sonra da sayisal
degerleri yerlerine koyabiliriz. Bunlan ele alirsak, bilinme-
yen nedir

“Su derinligi y iken yuzevin yikselme hizi.”
“Bu nedir? Bunu baska terimlerle soyleyebilir misiniz?

“Su derinliginin artig hazy.”
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“Peki, bu nedir? Daha baska sozciiklerle sfade vdebiliy

“Su derinliginin degisim hiz1.”

“Dogru, y'nin degisim hizi. Peki, degisim hizi ne de.
mektr? Tanima geri donun.”

“Tuarev, bir fonksiyonun degisim hizidir.”

“Dogru. Simdi, y bir fonksiyon mu? Daha once sovle-
digimiz gibi, y'nin sayisal degerini gozonune almiyoruz,
y'nin degistigini disunebiliyor musunuzz”

“Evet, suyun derinligi, y, zamanla artar.”

“Opyleyse, y neyin bir fonksiyonudur?”

“Zamanin, ¢ nin bir fonksiyonu.”

“Guzel. Uygun isaretlendirmeleri yapin. ‘Degisim hizi y'v
matematiksel simgelerle yazabilir misiniz?”

“Guzel, iste bilinmeyeniniz bu. Bunu a, b, r, y cinsin-
den ifade etmeniz gerekiyor. Bu verilerden bir1 “hiz’; pek,
hangisi?”

“r; suyun kaba akis hiz1.”

“Bu ne demek? Baska terimlerle soyleyebilir misiniz?”

“r, kaptaki suyun hacminin degisim hizidir.”

“Peki, bu ne demek? Daha baska sozciiklerle ifade edebili
misiniz? Bunu wygun isaretlendirme kullanarak nasil yazarsr
niz?”

_ar.,
dt

¥
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“Vnedir?”
*t zamanmnda kaptaki su hacmi.”
Gizel ( dv, dv
Guzel. Oyleyse, —'vi a, b,
dt dt
etmeniz gerekir. Bunu nasil yapacaksinizz”

'yi y cinsinden ifade

“Savet elinizdekr problemy ¢ozemiyorsaniz, once baska benzer
bir problemi ¢ozmeye ¢caliin. Hentiz — ile venler arasindaki

bagintiyi goremiyorsaniz, atlama tahtas1 olarak kullanabi-
leceginiz daha basit bir baginu distinmeye ¢ahisin.”

“Bayka baglantilar da oldugunu goremiyor musunuz?
Ornegin, yve Vbirbirlerinden bagimsiz m1?”

“Hayir, y arttikga V'nin de artmasi gerekir.”

“()yleyse bir iligki var. Bu iliski nedir?”

“V'nin yuksekligi y olan bir koninin hacmi oldugunu
biliyorum, ne var ki, henitz tabanin yaricapini bilmiyo-
rum.”

“Yine de bunu ele alabilirsiniz. Taban yarigapina x di-
yelim,”

nxy "
3

“Dogru. Simdi buradan x’e gelirsek; x, y'den bagimsiz
mp?”

"V_
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“Hayir. Su derinligi y artukga, serbest yuzeyin yarap
x de artar.”

“Qyleyse, aralarinda bir baginti var; bu baginti nedir?”

“Elbette, benzer ug¢genler. x: y = a : bolur.”

“Gorayorsunuz ya, bir baginti daha. Ben olsam, bunu
kullanirdim. Unutmayin, V ile y arasindaki baginuy: ist-
yorsunuz.”

“Ben buldum:

=Y

"8

T 2.3
3%

“Cok guzel. Bu bir atlama tahtas:1 olabilecek gibi, oyle

degil mi? Fakat amacinizi da unutmamalisiniz. Bilinmeyen
nedir?’

n

V

d
.u_y ,dir.”
dt
({4 dy dV . * w . . . v
; ile diger nicelikler arasinda bir bagmt
ddt

bulmalisiniz. Elinizdeki bagint1 y, Vve diger nicelikler ar
sinda. Bu durumda ne yapmal1?”

“Elbette! Turev alalim!

Vil = a’y’ dy
dt b dr

iste oldu.”

“Harika! Peki, ya say1sal degerler?”
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dv
uEgcr a-4. b-3, _d_[— -r-2, y-I

alirsak, 0 zaman

_ T x16x1 ady

2
9 a

Olur.”
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IL KISIM:
NASIL COZMELI?
BIR DIYALOG

PROBLEMI OGRENMEK
Nereden baslamaliyym? Problemin ifadesinden baglayn.

Ne yapabilirim? Bir butin olarak problemi mumkin ol-
dugunca agik secik ve canli olarak géormeye ¢alisin. Ik bas-

ta ayrnintilarla ilgilenmeyin.
Boyle yaparak ne kazanabilirim? Problemi anlamali, onu

yakindan incelemeli ve problemin amacini zihninize yer-
lestirmelisiniz. Problem uzerinde yogunlasmak belleginizi
harekete gecirebilir ve boylece kendinizi problemle ilgili

noktalan toparlamaya hazirlayabilirsiniz.

DAHA IYI ANLAMAYA CALISMAK
Nereden baslamalvyym? Yine problemin ifadesinden bag-
layin. Bu ifade sizin igin ¢ok acik bir hale geldigi ve zihni-
nize iyice yerlestirdiginde baglayin ki, problemi unutma-
dan dikkatinizi bir an i¢cin baska bir tarafa ¢evirebilesiniz.
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Ne yapabilinm? Probleminizin baghca ksimlarin birbi-
rnden aynnn. Bir “kamit problemi®nin baghica ksimlan
hipotez ile vargidir. Bir “sonug bulma problemi”nin baglica
kisimlan ise bilinmeyen, veriler ve kosuliardir Problemin
baghca kisimlarnini gozden gegirin, bunlan tek tek ve sirayla
ele ahin, bu kisimlan ¢esitdi bilesimler halinde dogtinan,
her ayninuy:r diger ayrintilara baglayin ve problemin buta-
nine baglayin.

Boyle yaparak ne kazanabilinm? Problemin ¢6zamundec
daha sonra rol oynayabilecek ayrintilar1 hazirlamah ve ber-
raklagtirmalisiniz.

YARDIMCI FIKRI ARAMAK

Nereden baslamaliyyim? Probleminizin baslica kisimlanni
ele alarak baslayin. Bu ana kisimlar birbirinden aynhp du-
zenlendigi ve agik¢a anlasildiginda, daha dnceki ¢alismala-
nniz sayesinde belleginiz devreye girdiginde baslayin.

Ne yapabilirim? Probleminizi cesitli agilardan ele alin ve
daha onceden edindiginiz bilgilerle iligkisini kurmaya c¢ali-
$in.

Probleminizi cesitli agilardan ele alin. Farkh kisimlan
vurgulayin, farkhh ayrintlan inceleyin, ayni1 ayrintlan tek-
rar tekrar fakat farkl1 yonlerden inceleyin, ayrintilan farkh
bicimlerde birlestirin, ayrintilara farkli bigimlerden yakla-
sin. Her ayrintida yeni bir anlam, butiune yonelik yeni bir
yorum bulmaya ¢ahsin.

Probleminizin daha dnce edindiginiz bilgilerle iligkisi-
ni kurmaya ¢ahsin. Ge¢gmiste, benzer durumlarda size ne-
yin yardimci oldugunu dusunmeye ¢aligin. incelediginiz
seyde bildik yanlar bulmaya, Buldugunuz seyde yararh 6-
zellikler algilamaya ¢alisin.
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Ne alglayabiliim? Yardimci olabilecek bir fikir, belkj
bir bakigta sizi sonuca gotirebilecek kesin bir fikir.

Bir fakir nasi yardimer olabilir? Size tutmaniz gereken yo-
lu ya da bu yolun bir par¢asini gésterir. Nasil ilerlemeniz
gerektigine isaret eder. Fikirler bazen eksiksiz, bazen ek
siktir. Eger bir fikir gelistirebilirseniz sanslisiniz.

Eksik bir fikirle ne yapabilirim? Dusinebilirsiniz. Eger fi-
kir avantajli gérunuyorsa daha uzun dusunmelisiniz. Eger
guvenilir gorunuyorsa, sizi nereye kadar goturecegini be-
lirleyip durumu tekrar duginmelisiniz. Yeni durumu ¢esitli
yonlerden ele almali ve 6nceden edindiginiz bilgilerle ilis-
kisini kurmaya ¢alismalisiniz.

Boyle yaparak ne kazanabilirim? Sanshysaniz bir fikir da-
ha bulabilirsiniz. Belki bir sonraki fikir sizi dogrudan ¢6-
zume goturur. Belki de, birkag yeni fikre daha gerek duyacak-
simz. Belki bazi fikirleriniz sizi ¢itkmaza goturecekdr. Yine de
tam yeni fikirleri, hatta daha az yardimci olanlan, belirsiz
olanlar, belirsiz bir fikri bir parca berraklastiracak ek fikirler,
sanssiz bir fikri duzeltecekleri de memnunlukla karsilamahsi-
niz. Bir sure dogru durust fikir iretmeseniz bile, problemi
kavrayisiniz daha eksiksiz veya daha tutarl, daha homojen

" veya daha dengeli hale gelebilir. Buna sevinmelisiniz.

PLANIN UYGULANMASI

Nereden baslamalyyym? Sizi ¢6ziime gotiirecek sansh fi-
kirden baslayin. Asil baglantiyr timuyle kavradiginiza ve

gerekli olabilecek ufak ayrintilar1 yerine koyabileceginize
emin oldugunuz anda baslayin.

Ne yapabilirnm? Kavrayisinizi saglamlastinin. Yapilabile-
cegine karar verdiginiz tim cebir ve geometri islemlerini
ayrintilaniyla yapin. Bigimsel bir mantikla, i¢guduisel sezgi-
lerle ya da isterseniz her ikisini de kullanarak, attigimz her
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adimin dogrulugu konusunda kendinizi ikna edin. Eger
elinizdeki problem ¢ok karmagiksa, problemi “buyak” ve
“kuguk” adimlara ayirabilirsiniz; bu durumda her buyuik
adim bir¢ok ki¢uk adimdan olusacakur. Once buyuk a-
dimlan kontrol edin; daha sonra kuguk adimlara gegin.

Boyle yaparak ne kazanabilinm? Her basamaginin dogn-
lugu kusku gotirmez olan bir ¢6zim sunabilirsiniz.

GERIYE BAKIS

Nereden baslamaliyrm? Her ayrintisi eksiksiz ve dogru o-
lan ¢cozumden baglayin.

Ne yapabilinm? Cozumu cesitli agilardan dusunun ve
onceden edindiginiz bilgilerle iligkisini kurun.

(Cozuamun ayrintilarini ele alin ve bunlari mimkuan ol-
dugunca basitlestirin. C6zimuin uzun kisimlarini kisaltma-
ya, tim ¢ozamu bir bakista gormeye calisin. Céozamun bu-
yuk veya kuguk kisimlarini daha yararli olacak bi¢cimde de-
gistirmeye calisin. Tam ¢6zumu daha iyi hale getirmeye,
daha sezgisel kilmaya ¢alisgin ve ¢6zimin mumkin oldu-
gunca dogal bir bi¢cimde o6nceden edindiginiz bilgilerle
uyumlu olmasini saglayin. Sizi ¢6ziime gotiuren yontemi
iyice inceleyin, 6nemli noktalar1 gormeye ve bu yontemi
baska problemler i¢in kullanmaya ¢aligin. Sonucu iyice 6-
zumseyip baska problemlerde de kullanmay1 deneyin.

Boyle yaparak ne kazanabilirim? Yeni ve daha iyl bir ¢6-
zum bulabilir, yeni ve ilging olgular kesfedebilirsiniz. Ne
olursa olsun, yaptiginiz ¢6zimleri bu bigimde inceleme
aliskanligim elde ederseniz, diizenli ve kullanilmaya hazir
bilgi edinmis olur, problem ¢6zme yeteneginizi gelistirir-
siniz.



I11. KISIM:
KISABIR
BULGUBILIM SOZLUGU

® Analoji, bir tur benzerhikur, Benzer nesneler baz ac
lardan birbirlerivle uvusur; ;mzll()g nesneler ase karsihikl
parcalaninun belirls ihiskilerinde uyusur.

I Dikdortgen bir paralelkenar ile dikdortgen bir pars
lelyuzlo analogdur. Paralelkenarmm kenarlan  arasindak
iski, paralelyiizluniun vazler arasindaki iligkive benzer:

Bir paralelkenann her kenan diger kenarlardan vak
mzca birine paraleldir, oburlerine dikur.

Bir paralelyizlunan her yauza diger vazlerden yalnizaa
birine paraleldir, oburlerine diktir.

Kenara paralelkenann “simirh 6gesi”, yiize de paralet
yizliniin “sinirh 8gesi” diyelim. Béylece, yukandaki ik
ifadeyi iki gekile de esit bicimde uygulanabilecek tek D
ifadede toplayabiliriz:

Her snirh 6ge diger simrh 6gelerin yalmzca birin€
paraleldir, 6burlerine diktir.
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Kiyasladigimiz iki nesne sisteminde ortak olan belirli i-
liskileri -dikdortgenin kenarlarimi ve dikdortgen paralel-
yuzluniin yuzlerini- ifade etmis olduk. Bu sistemler arasin-
daki analoji bu iliskiler toplulugundan dogar.

2. Analoji tum dusuncelerimize, gunlik konusmalan-
miza, sanatsal anlatimlarimiza, en ust duzey bilimsel basa-
rlarimiza ve 6nemsiz sonuc¢larimiza sizmistir. Analoji bir-
birinden ¢ok farkli diizeylerde kullamlabilir. Insanlar ge-
nellikle bulanik, belirsiz, eksik analojiler kullanirlar, ancak
analoji matematiksel kesinlik duzeyinde de ifadesini bulur.
Cozimun bulunmasinda her ¢esit analoji rol oynayabilir,
bu yuzden hi¢bir analojiyi ihmal etmemeliyiz.

3. Bir problemi ¢ozmeve ¢ahsirken daha basit analog bir
problem bulmayr basanrsak kendimizi sansh sayabiliriz. 15.
bolimde asil problemimiz dikdortgen bir paralelyuzlunin
kosegeniyle ilgilivdi. Bir dikdortgenin kosegeniyle ilgili daha
basit bir analog problemi dasiinmek bizi asil problemin ¢6-
zamune gotardi. Buna benzer bir orek daha tartisacagiz.
Bunun i¢in agagidaki problemi ¢ozmek durumundayz:

Homapen bir dortyuzlunun agrlik merkezint bulun.

Bu problem integral hesaplamalanm bilmeyen ve fizik
bilgisi fazla olmavan bir ogrencive hig kolay gelmeyecekdr.
Bu problem. Arsimed va da Galileo zamaninda ciddi bir bi-
limsel problemdi. Dolavisivia, problemi miamkin olan en az
on bilgiyle ¢ozmek istiyorsak. daha basit analog bir problem
aramaliyiz. Duzlemde buna karsihik gelen bir problem vardur:

Homaojen bir uggenin agirlik merkezini bulun

Simdi elimizde bir venne iki problem var. Ama iki so-
ruyu yamitlamak yalnizca birini yvamitlamaktan daha kolay

olabilir; tabii ki, bu iki soruyu zekice birbirine baglamak
kosuluyla.
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4. Dortyuzla problemimizi simdilik bir kenara birakip,
daha basit olan uggenle ilgili analog problemimize baka-
Iim. Bu problemi ¢6zmek i¢in agirhk merkezleri hakkinda
“bir seyler bilmeliyiz. Birazdan sunulacak olan ilke hem
mantiklidir hem de dogal olarak ortaya ¢ikar:

Bir kutleler sistem: S, her binnin agirlik merkezi aym diz-
lemde olan parcalardan olusuyorsa, tum S sisteminin agirlik mer-
kezi de bu duzlemded:r.

Bu ilke u¢gen 6meginde bize gerekli olan herseyi igerir.
Oncelikle, Gggenin agirlik merkezinin ucgen duzleminde yer
almasim gerekarir. Aynica. a¢geni belirli bir kenanna paralel
liflerden (ince seritler, “sonsus dar™ paralel kenarlar) olug
tugunu dusunebiliriz (Sekil 7'de AB kenan). Herhangi bir
paralelkenarin her lifinin aguhk merkezinin lifin orta nok-
tas1 oldugu agitkur ve tin bu ore nokealar, AS kenanmn kar-
sisindaki ¢ kosesimi AB nin ot noktasina (M noktasina)
baglayan dogru Gzerinde bulunur chakmiz Sekil 7).

(.
)

[ {
AR /
/ { /
[ | /
L { /
7 4 /
P i ! /
A M B
Sekil 7

Uggenin kenarortan CM'den gegen her diizlem, ucgeni
olusturan paralel liflerin agwhk merkezlerini icerir. Bu yiz
den, tim ucgenin agwrhk merkezinin de aym kenarortay
uzerinde oldugu vargisina vannz. Ancak, agirhk merkezi ayni
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zamanda diger iki kenarortay Uzerinde olmak zorundadir;
agwrhk merkezi ¢ kenarortayin kesigme noktas: olmahdir.

Bundan sonra, ar1 geometri kullanarak ve mekanik
varsayimlardan bagimsiz olarak, ti¢ kenarortayin aynt nok-
tada kesistiginin dogrulanmasi istenebilir.

5. Ucgen 6meginden sonra, dortyiizlii érnegi oldukca
kolay olacaktir. Simdi bize Onerilen probleme analog bir
problem ¢6zmius durumdayiz ve artik izleyecek bir modelimiz var.

Model olarak kullanacagimiz analog problemi ¢6zerken,
ABC u¢geninin, kenarlarindan birine -AB’ye- paralel liflerden
olustugunu dusiunduk. Simdi de ABCD dortyuzlisunin, ke-

narlarindan birine -AB’ye- paralel liflerden olustugunu dusu-
nelim,

Ucgeni olusturan liflerin orta noktalar1 ayn1 dogrunun
uzerinde bulunuyordu; AB kenarinin orta noktasi M'yi kar-
st koge Cye birlestiren kenar ortayin uzerinde. Dortyuzli-
yu olusturan liflerin orta noktalar1 da aym dizlemde bulu-
nuyor; AB kenarinin orta noktast M’yi kars1 kenar CD'ye
birlestiren duzlemde (bakiniz, Sekil 8). Bu MCD duzlemi-
ne de dortytizlinun kenarortay diizlem: diyebiliriz.

Sekil 8
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Uggen érneginde MC benzeri ii¢ kenarortayimiz vards
ve her biri tiggenin agirhik merkezini igeriyordu. Dolaysiy-
la, bu ti¢ kenarortayin agirhk merkezi olan bir noktada bir-
lesmesi gerekiyordu. Dortytizla 6rneginde, MCD benzen alt
kenarortay diizlemi vardir; hepsi bir kenarin orta noktasini
karst kenara birlestirir ve her dizlem, dorytzlinan agirhk
merkezini i¢cerir. Bundan dolayi, bu alti kenarortay duzlem;,
doértytzlaniin agirlik merkezi olan bir noktada kesismelidir.

6. Boylece, homojen dortyGzlinin agirhk merkezi
problemini ¢6zmug olduk. Cézimu tamamlamak icin, ar
geometri kullanarak ve mekanik dusincelerden bagimsiz
olarak, alt1 kenarortay diizleminin ayni noktadan gectigini
kanitlamamiz istenebilir.

Homojen ucgenin agirlik merkezi problemimizi ¢6z-
dugumuzde, ¢6zumumuzu tamamlamak icin, uc¢genin Ug
kenarortayinin ayni noktadan gectigini dogrulamanin iy
olacagin1 sOylemistik. Bu problem yukaridakiyle analog,
ancak acik¢a goruluyor ki cok daha basittir.

Yine dortyuzlayle ilgili problemi ¢ozerken, ti¢genle ilgili
daha basit analog problemi kullanabiliriz (a¢genle ilgili prob-
lemin ¢6zilmus oldugunu kabul edebiliriz). Uc kenar DA,
DB, DCden gecen ve D kosesinden ¢izilmis ti¢ kenarortay duz-
lemini ele alalim; bu duzlemlerin her biri karst kenann orta
noktasindan da gecer (DCden gecen kenarortay duzlemi
M’'den gecer, bakimiz Sekil 8). Bu ug¢ kenarortay duzlemi,
AABC duzlemini bu ug¢genin ug kenarortayinda keser. Bu ug
kenarortay ayn1 noktadan gecer (bu, daha basit analog bir
problemin sonucudur) ve bu noktada da, tipki D gibi, g ke-
narortay diizleminin ortak noktasidir. Iki ortak noktay: birleg
tiren dogru, her g kenarortay duzlemi i¢in ortaktir.

D kosesinden gegen alt1 kenarortay duzleminden agu-
nun ortak bir dogru igerdigini kanitladik. Ayn1 sey A’dan
gecen u¢ kenarortay dazlemi, B'den gegen, C'den gecen
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duzlemler icin de gecerli olmalidir. Bu bulgulan uygun
bi¢cimde birlestirirsek, alt1 kenarortay dazleminin ortak bir
noktasi oldugunu ispatlayabiliriz. (ABC ug¢geninin kenarla-
rindan gecen u¢ kenarortay diuzlemi ortak bir nokta ve bu
ortak noktada bulusan tg¢ kesisme dogrusu belirler. Simdi,
bu kanitladigimiz, her kesisme dogrusundan bir kenaror-
tay duzleminin daha ge¢mesi gerektigini gosterir.)

/7. Hem 5’te hem de 6’da, dortyizlayle ilgili bir problemi
¢ozebilmek i¢in, ucgenle ilgili daha basit bir analog proble-
min yontemini kullandik. Yine de iki 6érmek 6nemli bir nok-
tada birbirinden aynlir. 5’te, ¢6zamunu adim adim taklit ett-
gimiz basit analog problemin ydntemini kullandik. 6'da ise,
basit analog problemin sonucunu kullandik ve bu sonucun
nasil elde edildigiyle ilgilenmedik. Bazen, basit analog prob-
lemin hem yontem: hem de sonucunu kullanma durumunda ka-
labiliriz. 5’te ve 6’da dusinduklerimizi bir problemin ¢o-
zumunun farkli pargalan olarak ele alirsak, bunu gorebiliriz.

Ornegimiz oldukca tipiktir. Bize énerilen bir problemi
cozerken, sik sik daha basit bir analog problemin ¢6zumunu
kullaniriz; yontemini, sonucunu ya da ikisini birden kulla-
nabiliriz. Kuskusuz, daha zor orneklerde henuz drnegimiz-
de ortaya ¢itkmayan karmasik noktalar karsimiza gelebilir.
Ozellikle, asil problemin ¢6ziimii icin analog problemin ¢6-
zamunu hemen kullanamayacagimiz durumlar olabilir. Boy-
le durumlarda, ¢esiti ¢Gzim bigimleri denenip asil proble-
mimize uzanan bir tanesi bulunana dek, ¢ozamu tekrar ele
almak, ¢esitlemek ve degistirmek ugrasmaya deger olabilir.

8. Bir parca manukla sonucu gorebilmek, ya da en a-
zindan sonucun bazi1 &zelliklerini gorebilmek arzu ettigi-
miz bir seydir. Boyle manukh tahminler de genellikle ana-
loji uzerine kuruludur.

Dolayistyla, homojen bir u¢genin agirhik merkezinin Gg-
genin ug kosesinin agirhk merkeziyle (yani, tggenin koselerine



48 Nasi] Cozmeli?

yerlestirilmis ve kudeleri aym olan (¢ noktanin agirhk merke.
zyle) cakistigim bilebiliriz. Bunu bilirsck de, homojen bir
dortytuzliinun agirhk merkezinin dortytizlinin dort kogesinis
agnrhik merkeziyle ¢akisugini tahmin edebiliriz.

Bu tahmin, “analoji kullanarak ¢ikarsama”dir. Uggenin
ve dortyazlunin bir¢ok yonden benzer olduklarinn bildi-
gimiz i¢in, bir agidan daha benzer olduklarim da tahmin
edeniz. Boylesi ¢ikarsamalarin mantigina kesin gozuyle
bakmak aptalca olur; fakat benzer mantikli ¢ikarsamalan
gozard: etmek de aptallik, hatta daha buyuk bir aptallikur.

Analoji kullanarak ¢ikarsama en sik gorulen varg taru,
muhtemelen de en temel vargi tarii olarak goérunur. Bu
tur bir ¢ikarsama, deneyerek veya daha kati mantik yurute-
rek dogrulanabilecek ya da dogrulanamayacak az ¢ok man-
tikli tahminler tretir. Ilacinin insanlar tizerindeki etkisini
ogrenmeye calisan kimyaci, vargiya analojiyle ulagir. Tam-
digim ufak bir oglan da bu yola bagvurmustu. Sevgili kope-
g1 veterinere goturulunce su soruyu sorar:

“Veteriner kimdir?”
“Hayvan doktoru.”
“Hangi hayvan, hayvan doktorudur?”

9. Bircok birbirine paralel 6rnekten elde edecegimiz
analojik bir vargi, daha az sayida 6rnekten elde edilen var-
.gidan daha gicla olacaktir. Yine de burada nitelik nicelik-
ten daha 6nemlidir. Net analojiler, bulanik benzerlikler-
den daha degerlidir; sistematik bicimde diizenlenmis or-
nekler, gelisigiizel toplanmis 6rneklerden daha cok sey
anlatir.

Bir onceki parcada (8'de), dortyazliinin agirhk mer-
kezi konusunda bir tahmin yiritmustiik. Bu tahmini ana-
lojiyle destekledik. Dortytzli 6rneginin analogu tuggendir.
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Bir tane daha analog ornek inceleyerek bu tahmini gug-
lendirebilirizz homojen bir ¢ubuk 6rnegi (yani, birornek
ozkutlesi olan bir dogru pargast).

Parc¢a, u¢gen, dortyuzlu

arasindaki analojinin bircok yonu vardir. Bir par¢a bir
dogru tzerinde, bir uc¢gen bir diuzlemde, bir dortyizla de
uzaydadir. Dogru parcalar1 en basit tek-boyutlu simirh se-
killer, uggenler en basit poligonlar, dortyazliler en basit
cokyuzlulerdir.

Parcanin 2 tane sifir-boyutlu sinirlayici 6gesi (2 ug
noktas1) vardir; ici tek boyutludur.

Uggenin 3 tane sifir boyutlu ve 3 tane tek-boyutlu sinir-
layic1 6gesi (3 kogesi, 3 kenari) vardir; ici iki boyutludur.

Dortytzlinun 4 tane sifir-boyutlu, 6 tane bir boyutlu
ve 4 tane iki boyutlu sinirlayic1 6gesi (6 kosesi, 6 kenari, 4
yuzii) vardir; ici u¢-boyutludur.

Bu rakamlan bir ¢izelge halinde duzenleyebiliriz. Bir-
birini izleyen her sttuna, sirasiyla, sifir-, bir-, iki- ve Ug-
boyutlu 6geleri koyar; birbirini izleyen her siraya da parga,
ucgen ve dortyuzlu i¢in ¢ikarttigimiz sayilan yerlestiririz:

2 1
3 31
4 6 4 1

Bu rakamlarda Pascal tii¢cgeninin bir bélimiinii gorebil-
mek i¢in iki-terimlilerin Uslerini pek fazla bilmeye gerek yok-
tur. Burada parc¢a, tu¢gen ve dortyuzlide ilging bir duzenli-
lik saptiyoruz.

10. Kiyasladigimiz nesnelerin yakin iligkisini gérduk-
ten sonra, asagidaki gibi bir “analoji kullanarak cikarsa-
ma’nin bize gug saglayacagi soylenebilir.
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Homojen bir cubugun agirhik merkezi, qubugun iki ug
noktasimin agirhk merkeziyle ¢akisir. Homojen bir tugge-
nin agirlik merkezi, ticgenin ¢ kosesinin agirhk merkeziy-
le cakisir. Buradan yola ¢ikarak, homojen bir dortyuzli-
nin agirhk merkezinin, dortytzlinin doért kdsesinin agir-
ik merkeziyle ¢akistigindan stiphe etmemeli miyiz?

Homojen bir ¢ubugun agirlik merkezi, ¢ubugun ug
noktalan arasindaki uzakhig: 1:1 oraninda boler. Bir tcge-
nin agirlhik merkezi, herhangi bir koseyle kars1 kenarin or-
ta noktasi arasindaki uzaklig1 2:1 oraninda boéler. Buradan
yola ¢ikarak homojen bir dortytizlintin agirhk merkezinin,
herhangi bir koseyle karsit ytiziin agirhk merkezi arasinda-
ki uzakhg1 3:1 oraninda boldugunden siiphe etmemeli mi-
yiz?

Bu sorularla ortaya atilan tahminlerin yanls olmas,
boylesi bir duzenliligin bozulmasi pek mumkin degildir.
Uyumlu basit duzenin aldatic1 olamayacagi duygusu, hem
matematikte hem de diger bilimlerde kesif yapan kisiy
yonlendirir ve ifadesini su Latince deyiste bulur: simplex
sigillum veri (basitlik, gercegin muhrudur).

[Yukandaki tartisma n boyuta uzatilabilir. 11k ¢ boyut-
ta, n:1, 2, 3i¢in dogru olanin, daha yuksek n degerleri igin
dogrulugunu kaybetmesi pek mumkin degildir. Bu tab-
min “timevarimla yapilan ¢ikarsama”dir; bize timevarimin
dogal olarak analoji uzerine temellendigini gosterir. Bak-
niz, TUMEVARIM VE MATEMATIKSEL TUMEVARIM ]

[11. Bu bolimu analojinin matematksel fikirlere kesinlik
sagladig1 en onemli 6rneklere kisaca bakarak bitirecegiz.

(I) Iki matematiksel nesneler sistemi -diyelim, $ ve §-
birbirlerine baghlar. Bu durumda, $'nin nesneleri arasin-

daki belirli iligkiler, S$”nun nesneleri arasindaki iligkilerle
ayn1 yasalarla yonedlir.



Kisa Bir Bulgubilim Sozlig 5]

S ve § arasindaki bu ¢esit bir analoji, (1)'de tarugukla-
rimizla 6rneklenir. §'yi bir dikdortgenin kenarlan olarak,
§°'nu de dikdortgen bir paralelyazliinin yizleri olarak alabi-
lirsiniz.

(1) Iki sistemin, S ve S”niin nesneleri arasinda, baz ilig-
kilenn koruyan bire-bir karsilik vardir. Yani, bir sistemin nes
neleri arasinda boylesi bir iligki varsa, ayni iligki diger sis-
temin karsiik gelen nesneleri arasinda da gegerlidir. Iki
sistem arasindaki boyle bir baglanu bir cesit kesin analoji-

dir; buna izomorfizm (ya da holohedral izomorfizm) diyo-
ruz.

(1) Iki sistern -S ve S~ arasinda belirli iliskileri koruyan
bire-cok karsilik vardir. Boylesi bir baglantiya (ki bu bag-
lant1 gesitli ileri matematik dallarinda, 6zellikle Grup Ku-
rami’'nda onemlidir ve burada ayrintili olarak tartisilmasi
gerekmez) merohedral izomorfizm diyoruz (ya da homo-
morfizm; belki de homiomorfizm daha iyi bir terimdir).
Merohedral izomorfizm de bir bagka tur kesin analoji ola-

rak ele alinabilir. ]

¢ Atasozleninin bilgeligi. Problem ¢6zme temel bir in-
san etkinligidir. Aslina bakarsaniz bilin¢li dustincemizin
buyuk bir kismi1 problemlerle ilgilidir. Gunduiz duslerine
dalmadigimiz strece, dusuncelerimiz hep bir amaca yo-
neliktir; hep araclarin, bir problemi ¢6zme yollarinin pe-
sindeyizdir.

Bazi insanlar amaclarina ulasma ve problemlerini
cozmede digerlerinden daha basanli, bazilan ise degildir.
Boyle farkhiliklar saptanmis, yorumlanmis ve bu yorumla-
rin 6zu belirli atasozlerinde s6ze dokilerek korunmusgtur.
Problem ¢6ziiminde izlenen tipik islemleri, kullanilan
sagduyu noktalarini, aligtlmig hile ve hatalar ¢arpia bi-
¢imde karakterize eden bir¢cok atas6zi vardir. Ataszlerinde
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bircok hirgin ve incelikli deyiy yer etmistir; fakat suras: ¢ok
acikur ki, bunlarda tutarsiz ve ¢arpitmalardan arinmis bir
bilimsel sistem kullanilmamistir. Tam tersine, her atasozi
tamuyle zit bir 6gtt veren bir baska atasozuyle cslestirilebi-
lir ve ¢ogu da yoruma agik olur. Atasozlerine evrensel ge-
cerligi olan bilgelik kaynaklar1 olarak bakmak aptallik olur;
fakat bulgusal sureglerin atasézlerinde ifade edilen grafik
tanimlarin gozardi etmek de haksizlik olacakur.

Planlama, ara¢ arama, eylem bi¢imlerini se¢me konu-
sundaki, kisaca, problem ¢6zumu uzerine atasozlerini to-
parlamak ve gruplandirmak ilging bir is olabilir. Boylesi bir
i§ i¢in gereken devasa ¢alismanin yalnizca kuaguk bir kismi-
n1 sunabiliyoruz burada. Elimizden gelen, listemizde vur-
gulanan ve 6 ile 14. bolumler arasinda ve baska yerlerde
ele aldigimiz atasozlerini aktarmak olacak. Bu atasozleri

italikle yazilacakuir.

I. Problemimize iliskin yapmamiz gereken ilk sey, onu
anlamakutr: Yanhs anlayan, yanhs yanitlar. Ulasmamiz gere-
ken sonu acik¢a gormeliyiz: Bagslamadan once sonucu disu-
nun. Gorunen dagin uzag1 olmaz. Bu ¢ok eski bir oguttir
ve Latincesi “respice finem” seklindedir. Ne yazik ki, her-
kes bu giizel 6gudu dikkate almaz ve insanlar ugrunda ca-
baladiklar1 amaci dogru durist anlamadan spekulasyon
yapmaya, konusmaya, hatta titizlenmeye ve abartmaya bas
larlar. Aptal baslangica bakar, akilly olansa sonu digiinir. E-
ger bu son kafamizda acik degilse, kolayca problemden
uzaklagabilir ve gézden kacirabiliriz. Akills adam sonla bas-

lar, aptalsa bastan havlu atar.

Yine de atasézleri, problemi anlamak i¢in yeterli de-
gildir. Problemi ¢6zmeyi istememiz de gerekir. I¢imizde
kuwvetli bir arzu olmadikga, zor bir problemi ¢6zmek igin
hi¢ sansitmiz yoktur; ancak boyle bir arzuyla ¢6ziume ulay
ma sanstmiz olabilir. Azmin elinden highir sey kurtulmaz.
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2. Bir plan olusgturmak, uygun bir eylem fikrini kayramak,
bir problemin ¢6ziimtinde ulasilacak ana basamaktir

Iyi bir fikir iyi bir sanstir, bir esindir, tannlardan bir
armagandir ve biz bunu haketmeliyiz: Sansin anas: gayrettir.
Kismet gokten zembille inmez. Mesey: tek vurusta deviremezsin. Itk
seferde basanily olamazsan, tekrar tekrar dene. Bununla birlikte,
tekrar tekrar denemek yeterli degildir; farkli araglar de-
nemeli, cesiti yollar bulmaliyiz. Anahtarhgindakilerin hepsini
dene. Her cesit odundan ok yapilir. Denemelerimizi kosullara wy-
durmaliyiz. Ruzgar eserken yelkenini doldur. Ayagimi yorganina
gire uzat. Istedigini yapamiyorsan, yapabildigin kadarn: yap.
Eger basarisiz olmussak, baska bir sey denemeliyiz. Bilge
odur ki fikriny degistirer; bir aptal hichir zaman bunu yapmaz.
En bagindan planimizin basarisiz olma olasiligin1 hesaba
katmali, yedekte bir baska plan bulundurmaliyiz. Yayin iki
tell olsun. Kuskusuz, bir plam birakip digerine ge¢cmede
abartiya kagip vakit kaybedebiliriz. O zaman 6numiuze su
alaycal atasozu Gikacaktr: Yap ve boz, gun yeterince uzun. A-
macimiz1 gozden kaybetmezsek daha az tokezleriz. Balik
avimun sonu olta atmak degil, yakalamak.

Bellegimizden bize yardimci olabilecek bir seyler ¢ekip
¢ikarabilmek icin ¢cabalar dururuz. Yine de, sik sik, onumiu-
ze gelen fikrin bize yardima olabilecegini anlamayiz, ¢tinki
hemen goze carpacak bir fikir degildir bu. Uzmanin dene-
yimsizden farki, belki de elindekinin degerini bilmest ve daha
iyi kullanabilmesidir. Ak:lls adam oniine gelen fusatlardan daha
fadlasim: yaratmasima bilir. Akile adam eline geceni alet kilmasina
bilir. Akl adam sansy talihe cevirir. Ya da, muhtemelen, uz-
manin avantaji firsatlara kars1 hep gozu agik olmasindadir.
Goze gizli yoktur.

3. Planimizin uygulamasim1 dogru zamanda, plan ol-
gunlasuginda baglatmaliyiz; daha 6nce degil. Ihtiyatszca
baslamamaliyz. Syramadan once bakin. Giivenmeden once deneyin.
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Adr git ki yol alasm. Ote yandan, ¢ok uzun duraklamamals
yiz. Demirden korkuyorsan irene binme. En tyisini yap ve umu

et. Esegini saglam kaxga bagla, sonra Allah'a emanet et.

Dogru ana karar vermede kendi yargimiza givenmeli
yiz. Iste size en ¢ok kargilagilan yanhy anlamaya, yargimizn
en sik karpilagacagi hataya isaret eden zamanla ilgili bir
uyart: Arzuladigimiz seye hemencenk inaninz.

Plamimiz ¢ogu kez genel bir ¢ergeve ¢izer bize. Aynnt-
larin bu ¢erceveye uydugu konusunda kendimizi ikna et-
meliyiz. Bu yizden her ayrintiyl, tek tek incelemeliyiz. Mer-
diven advm adsm gikslir. Derece derece yap. Dusune digsiine gorme
li 151, sonra pisman olmamal kigi.

Planimiz1 uygularken adimlarimizi dogru sirayla atma-
hyiz. Aptalim en son yaptigina, bilge en basta yapar.

4. Geriye donup tamamlanmis ¢6zume bakmak, igin
en onemli ve egitici evresidir. Bir kez daha dugstinmeyen, ty
dusunmuyor demektir. Iki kere diisun.

Cozamu tekrar incelerken, sonucun bir dogrulamasim
daha bulabiliriz. Bu ige yeni baslamis acemiye, bu ek dog-
rulamanin degerli oldugunu, iki aynn kamtin bir kanittan
daha iyi olacagim anlatmaliyiz. Ik: capayla yelken agmak gi-
venlidir.

3. Atasozlerinin problem ¢6zimune yansiyan yorumla
n uzerine sdylediklerini henuz bitirmedik. Ancak burada
alinti yapabilecegimiz bir¢ok atas6zu yeni seyler sdyleme-
yecek; s6zini ettigimiz temalarin ¢esitlemeleri olacak yal
nizca. Problem ¢6zimu sturecinin daha sistematik ve ince-
likli yonleri, Atas6zlerinin Bilgeligi’nin kapsamina girmez.

Bu kitabin yazan, ¢ézime iligkin daha sistematik yon-
leri tanimlayabilmek amaciyla, Zaman zaman atasozlenmn
tuhaf carniciligini ¢naldse ~o *co- de
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kolay bir iy degildir. iste daha incelikli davramiglan tanim-
layan birka¢ “sentetik” darbimesel:

- Son, yolu belirler.

- En iyl arkadagin: Ne, Ni¢in, Neden, Ne Zaman ve Na-
sil. “Ne”, diye sor, “Nerede” diye sor, “Ne zaman” diye sor,
“Nasil” diye sor, 6gut gerektiginde kimseye sorma.

- Higbir. geye inanma, ama kuskulanmaya deger olan-
dan kuskulan.

- Ik mantarin1 yetistirdiginde, ilk bulusunu yaptiginda-
etrafina iyice bak, bunlar kiime kiime yetisir.

¢ Aynstrma ve yeniden birlestirme 6nemli zihinsel ig
lemlerdir.

liginizi ceken ya da merakimiz1 kamgilayan bir nesneyi
incelersiniz. Bu, kiralamak istediginiz bir ev, 6nemli ama
sifreli bir mesaj, amaci ve kokeni pek belirgin olmayan bir
nesne ya da ¢6zmeyi hedeflediginiz bir problem olabilir.
Nesnenin butunsel bir izlenimini edinmissinizdir, ancak
muhtemelen bu pek belirleyici degildir. Gézunuze bir ay-
nnt1 ¢arpar ve dikkatinizi bunun uzerine odaklarsiniz.
Sonra bagka bir ayrint1 tizerinde yogunlagirsiniz; sonra yine
bagka bir ayrinti... Ayrintilan1 ¢esitli bicimlerde algilar ve
bir sure sonra cismi yine bir butun olarak, fakat eskisinden
farkh bicimde gorursunuz. Butinua parcalarina ayirir ve bu
pargalan az ya da ¢ok farkh bir buitiinde tekrar birlestirir-
sin1z.

1. Ayrintilarda kendinizi kaybetme tehlikesi vardir. Cok
sayida kucuk ozellik zihninize ytuk olacaktir. Bu o6zellikler
ana noktaya yeterince dikkat etmenize engel olur, hatta
ana noktayl tamuyle goézden kagirabilirsiniz. Afaclardan
ormani géremeyen adami dasunun.
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Kuskusuz, gereksiz ayrintilarla vakit kaybetmek isteme-
yiz ve gucumuzu asil i§ i¢in saklamamiz gerekir. Gug olan
su ki, hangi ayrintilarin gerekli, hangilerinin gereksiz ola-
cagin baslangicta goremeyebiliriz.

Bu yuzden herseyden once problemi bir buttin olarak
anlamahyiz. Problemi anladiktan sonra hangi 6zel noktala-
rin en onemli olduguna karar verebilecegimiz bir konum-
da olabiliriz. Bir veya iki ana noktay: inceledikten sonra,
hangi aynntilarin yakindan incelenmeye deger oldugu
hakkinda daha iyi karar verebiliriz. Ayrintilara inelim ve
problemi yavas yavas aynistiralim, ancak gerektiginden da-
ha ok degil.

Elbette, 6gretmen tim o6grencilerinin bu konuda akil-
lica davranmasin1 bekleyemez. Ancak baz1 o6grencilerin
problemi bir butin olarak algilamadan 6nce ayrintilarla
ugrasmaya baslamak gibi aptalca ve kot bir aligkanhklan
vardir.

2. Simdi matematiksel problemleri, “sonu¢ bulma’
problemlerini ele alacagiz.

Problemi bir butiun olarak ele aldiktan sonra ayrintla-
ra girmek istyoruz. Nereden baslamaliyiz? Hemen hemen
tum Orneklerde, problemin baslica kisimlarini, yani, bi-
linmeyeni, verileri ve kosulu ele alarak baslamak en akill-
ca yoldur. Hemen hemen tim 6rneklerde problemin ince-
lenmesine su sorularla baglamaniz1 salik verebilirim: Bulin-
meyen nedir? Venler nelerdir? Kosul nedir?

Daha ince aynnular incelemek istiyorsak ne yapmalr
nz? Cogu kez, her veriyi kendi basina incelemek, kogulun
cesitli kasymianma birbirinden ayurmak ve her kismi kendi basr
na sorgulamak daha dogru olacaktr.
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Elimizdeki problem o6zellikle zor hir problemse, ayng
tirma islemini derinlestirmek ve daha ince ayrintilan ince-
lemek gerekli olabilir. Bunun i¢in belirli bir terimin tan:-
mina genn donmek, bu tanimin kapsadigi yeni ogeleri isin
icine katmak ve yeni 6geleri incelemek yararh olabilir.

3. Problemi ayristirdiktan sonra, 6gelerini yeni bir bi¢im-
de yeniden birlestirmeye calisinz. Ozellikle de, bir yardimci
problem olarak kullanabilecegimiz, yeni ve daha kolay ula-
sabilecegimiz bir problem haline getirebilmeyi amaclanz.

Kuskusuz, yeniden-birlestirme olanaklarimiz sinirsiz-
dir. Zor problemler gizli, olagandisi ve kokunden degisik
bilesimler ister ve problem ¢6zicunian dehasi bu bilesimin
farklihginda yansir. Bununla birlikte, alisitlmis ve gorece
basit bilesimler vardir ve bunlar basit problemler icin ye-
terlidir. Ancak, sonunda daha bulanik yollara sapmak zo-
runda kalacagimizi bilsek bile, 6ncelikle bu aligilmis bile-
simleri denemeliyiz.

En alisilmis ve yararh bilesimlerin guzelce duzenlendi-
gi bicimsel bir simiflandirma vardir. Bize onerilen prob-
lemden yeni bir problem ¢ikarmaya calisirken sunlan ya-
pabiliriz:

(1) Bilinmeyeni tutmak ve diger etkenleri (verileri ve
kosulu) degistirmek,

(2) Verileri tutmak ve diger etkenleri (bilinmeyeni ve
kosulu) degistirmek,

(3) Hem bilinmeyeni hem de verileri degistirmek.
Simdi bu durumlar1 inceleyecegiz.

[(1) ve (2) nolu durumlar cakisir. Aslinda, hem bilin-
meyeni hem verileri tutmak ve yalnizca kosulun bigimini
degistirerek problemi doénustirmek de mumkundur.
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Ornegin ayagidaki iki problem, goranirde esdeger 0lmg.
lanna kargin, tamuyle ayni degildir:

Bir kenart verilen bir eskenar tiggen ¢iziniz.
Bir kenan verilen bir esagili tiggen ¢iziniz.

Iki problem arasindaki far‘k bu ornekte ¢ok kacuk gl
masina karsin, baska orneklerde daha fazla olabilir. Boyles;
durumlar bazi yonlerden daha 6¢nemli olabilir, ancak bun-

lan tartismak ne yazik ki ¢ok vaktimizi alacakur. Karsilagy-
rnmz, YARDIMCI PROBLEMLER, 7, sonsoz. ]

4. Onerilen problemi déntistirmek amaciyla bilinmee-
ni tutmak ve verilerle kosulu degistirmek ¢ogu kez yararl-
dir. BILINMEYENE BAKIN 6nerisi, bilinmeyeni ayn1 olan
problemlere yoneliktir. Bu tirden, daha once ¢ozdugi-
muz bir problemi animsamaya c¢alisabiliriz: Ayn: ya da ben-
zer bir Dilinmeyen iceren bildik bir problem disunmeye ¢alisin.
Boyle bir problem haurlayamazsak yeni bir problem ¢-
karmaya calisiniz: Bilinmeyenin belirlenmesine yonelik basko
veriler dusunebiltyor musunuz?

Onerilen problemle daha yakindan iligkili yeni bir
problemin yararli olma sans1 daha fazladir. Dolayisiyla, bi-
linmeyeni ayn1 tutarken, ayni zamanda bazi verileri ve ko
sulun bir -kismini da tutmaya ve yalnizca bir iki veriyi, kosu-
lun kuguk bir kismini -mimkin oldugunca az degisiklikle-
tutmaya ¢ahsinz. Probleme hicbir sey eklemeden bir seyle-
ri atmak iyi bir yontemdir; bilinmeyeni tutariz ve yeni bir
madde veya veri eklemeksizin kosulun yalnizca bir kismm
saklar, gerisini atariz. Boyle bir durumun 6rnekleri 7 ve 8'de
verilmistir.

5. Verileri tutarak, daha yararh ve kolay ulagilabilir yen
bir bilinmeyen bulmaya cahgiriz. Boyle bir bilinmeyen asil
verilerden elde edilebilmelidir. Iste, “VERILERDEN
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YARARLI OLABILECEK BIR SEYLER TURETEBILDINiZ
MI? " diye sorarken aklimizda béyle bir bilinmeyen vardur.

Burada iki sey isteyebilecegimizi saptayalim. Birincisi,
yeni bilinmeyen daha kolay ulagilabilir olmaldir; yani, ve-
rilerden bu bilinmeyeni ¢ikarmak asil bilinmeyeni cikar-
maktan daha kolay olmali, yani, asil bilinmeyenin bulun-
masina hizmet edebilmelidir. Kisacasi, yeni bilinmeyen bir
cesit atlama tas: olmalidir. Derenin ortasindaki tas bana
ulasmak istedigim kars1 kiyidan daha yakindir ve tasa ula-
sirsam karsi kiytya ulasmam daha kolay olacaktir.

Yeni bilinmeyen hem ulasilabilir hem de yararli olma-
hdir, ancak uygulamada genellikle ¢ok daha aziyla yetin-
mek zorunda kaliriz. Daha iyisi bulunamiyorsa, isimize ya-
rama sansi olan verilerden bir seyler turetmek mantiksiz
olmayacaktir. Ayrica, yeni bilinmeyen baslangicta pek ula-
silabilir géorinmese de, asil bilinmeyenle yakin baglantl
yeni bir bilinmeyen tiretmek de manukhdir.

Ornegin, elimizdeki problem bir paralelyiizliinin ké-
segenini bulmaksa (boliim 8'de oldugu gibi), bilinmeyen
olarak bir yazin kogegenini alabiliriz. Ayrica, vazin koge-
geni elimizde olursa, kaunin kosegenini de elde edebile-
cegimizi biliriz (boliim 10°da oldugu gibi); ya da yuzin ko-
segenini bulmanin kolay oldugunu gorir ve katinin kose-
genini elde etmede yararli olabilecegini disuniriz
(karsilastrin, TUM VERILERI KULLANDINIZ MI?’da 1).

Probleminiz bir ¢ember cizmekse, iki sey bulmamiz
gerekir: cemberin merkezi ve yarigapi. Problemimizin iki
kismi oldugunu séyleyebiliriz. Bazi durumlarda, bir kisim
digerinden daha kolay olacaktir. Dolaysiyla, problemin bur
kismany cozebilir masiniz? olasihigina zaman ayirmak akillica
olabilir. Bunu sormakla hangi kisma yogunlasacagimza
karar vermeye cahisiriz: Yalmzca merkez tizerinde mi, yoksa
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yalnizca yaricap uzerinde mi yogunlagmaliyim? Hangisini
yeni bilinmeyenim olarak almaliyim? Bu tar sorular ¢ogu
kez isimize yarayacaktir. Daha karmagik ve ileri problem-
lerde, sonucu bulmamiz1 saglayacak fikir, genellikle prob-
lemin daha kolay ulasilabilir bir kismini bi¢imlendirebil-
mekte yatar.

6. Hem bilinmeyeni hem verileri degistirdigimizde, asil yo-
lumuzdan yukaridaki 6rneklerde gordugumuzden daha
fazla sapariz. Elbette bundan pek hoslanmayiz; ¢tinkii asil
problemi timiiyle kaybetme tehlikesi vardir. Yine de, daha
az radikal degisikliklere ulasilabilir ve yararh bir seyler ure-
tilememigse kapsamh bir degisim ¢ekici gelebilir bize. Yeni
problemin basarn1 sans1 yuksekse, asil problemden uzak-
lasmayr goze alabiliriz. Bilinmeyen: veya veriler: -gerekiyorsa
thisini de- degustirip, yeni bilinmeyen ve yeni verilerin birbirlerine
daha yakin olmasinmi saglayabiliyor musunuz?

Hem bilinmeyeni hem de verileri degistirmenin ilging

bir yolu, bilinmeyeni verilerden biriyle degistirmektir
(bakiniz, SONUCU KULLANABILIYOR MUSUNUZ?’da 3).

7. Ornek. Bir kenan a olan ve a’ya dik % yiiksekligi ile
a’ya zit 0. agisi verilen bir tii¢gen ¢iziniz.

Bilinmeyeni nedir? Bir ucgen.
Veriler nelerdir? a ve h dogrular ileo agsi.

Geometrik ¢izim problemleriyle bir parca asinaligimiz
varsa, boylesi bir problemi tek bir nokta ¢izimine indirge-
meye calisir ve verilen a kenarina esit bir BC dogrusu ¢ize-
riz. Bundan sonra yapmamiz gereken tek sey, a’ya zit A acr
simin kogesini bulmaktir (bakimiz, Sekil 9). Artik elimizde
yeni bir problem vardir.
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B a C
Sekil 9

Bilinmeyen nedir? A noktasi.

o Venler nelerdsr? h doorusi. a agisi ve konumu verilen B
ve C noktalan.

Kosul nedir? A noktasimn J0 dogrusuna olan dik uzak-
llgl hve ZBAC=Q )l

Ashina bakarsaniz, hem lhinmeven: hem de venlen
dtgisu'rcrck problemimi; Ionustarmus oluvoruz. Yeni
bilinmeven bir nokiadi, ek Bilinmeven ase bir uggendi.
Verilerin bazsilar ks problem o de avmdin A dogrusu ve
a acisi. Fakat c«by problomde chimizde a dogrusu vards;
;imdiyu'.nmm verine B ve Cnoktalan vas

Yem problemimaz 2ot degiidis Asadak onen bin
¢ozumun (Ol vakinina getirecektn

A"}u."." esuth kisymlanin: burbirnden avinmm. Kosulun iki
kismms vardar, Do A overande e @ vernen e M Bilin-
meven noktasinmn su kosullan saglamas gerekin

(l)x"”\l!““”“!*"“ ‘ u/.illx;ﬁl“i.i :'iXI)oi}l
,II k("\-“ l-‘l] B* Cl]t;‘i.ii.‘ll AIHLQD ‘(_\,('“ w W

@ olan bér acomin ki west olmahdu

Kopubdun yainizca ber kiswan: tubaw ve diger kismuna alarsak,

hpn noktav: ciemisgle behrieyemeyiz Kosulun (1)
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kismim saglayan bir¢ok nokta var; 8C dogrusundan A uzak
hgindaki bir paralel dogrunun tium noktalar bu kosuly
saglar. Bu parvalellik, kogulun (1) kismint saglayan noktala.
rnn odak noktastdir. (II). kisnm saglayan noktalar ise u
noktalan B ve C olan ¢ember bir yay uzerindedir. Yay ve
paralel dogrunun kesistiklert nokta, bizim ¢izmek asteds
gimiz noktadir.

Yukanda uyguladiginmz islemlerin gazel bir van var-
dir. Geometrtk ¢izim problemlerini ¢dzerken, buradaks
deseni basanvla izleyebiliriz: Problemi bir noktanm ¢iz-
mine indirgeyin ve bu noktay bir kesisimle saptaym.

Fakat bu islemler dizisinin adimlarindan biri daha da
geneldir. Her tiirden “sonu¢ bulma problemi” ¢6zerken
bu yolu izleyebiliriz: Kosulun yalnizca bir kismina tutun, diger
kismini atin. Bunu yapmakla, onerilen problemin kosulunu
zayiflatmis ve bilinmeyeni daha az kisitlamis oluruz. Bilin-
meyeni nereye kadar belirleyebilirsiniz, nereye kadar degisebilir?
Bunu sormakla, aslinda yeni bir problem ortaya koymus
oluruz. Bilinmeyen, duzlemde bir noktaysa (az onceki or-
nekte oldugu gibi), bu yeni problemin ¢6zimu bu nokta-
nmn belirlenmesine indirgenmistir. Bilinmeyen basga turde
bir matematiksel nesneyse (bolim 18'de bir kareydi), bir
nesneler kimesini kesinlikle karakterize etmemiz ve dogru
tammmlamamiz gerekir. Bilinmeyen bir matematiksel nesne
olmasa bile (bir sonraki, 8’deki 6rnegimizde oldugu gibi),
onerilen problemde bilinmeyenle ilgili kosulun belirli bir
kismini saglayan nesneleri ele almak, karakterize etmek,
tanimlamak veya siralamak isimjze yarayabilir.

8. Ornek. Sozciik oyunlart ve anagramlar igeren bir
¢apraz bulmacada su ipucunu okuruz:

“Tersten ve diizden ayni sekilde okunan bir makina
parcast (bes harfli).”
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Bilinmeyen nedir? Bir s6zcuk.

Kosul nedur? Sozcuk bes harflidir. Bir makinanin bir par-
castyla iliskilidir. Elbette bunun ¢ok olagandisi bir sézcik
olmamasini1 umalim.

Kosul bilinmeyen: belirlemek icin yeterli midir? Hayir. Daha
dogrusu, kosul yeterli olabilir, ancak bir 6nceki paragrafta
yazdigimiz yeterli degildir. Bu kosulu saglayan bircok soz-
cuk var.

Kosul, elbette bilerek, bulanik ifade edilmistir. Eger
“duzden okundugunda bir makina parcas1”, “tersten o-
kundugunda da bir makina pargas1” olarak tanimlanabile-
cek mantikl1 bir sey bulamazsak, sorulan s6zcuguin duz ve-
ya ters okunmasimn kastedildigini dusiinebiliriz. Ipucunu
bu bicimde yorumlamak iyi bir fikir olabilir.

Kosulun cesitli kissmlariny birbirinden ayirin. Kosul iki ki-
simdan olusmustur: biri, sd6zcigun anlamyla, digeri oku-
nusuyla ilgilidir. Bilinmeyen s6zcugun su kosullan sagla-
mas) gerekir:

(I) Bir makinanin bir par¢as1 anlamina gelen kisa bir
sozcuk,

(II) Bes harfli ve tersten okundugunda da bir makina
parcasi anlamina gelen bir s6zcuk.

Kosulun yalnizca bir kismina tutup digerini atarsak, bilin-
meyen tam anlamiyla belirlenemez. Kosulun, (I). kismini
saglayan cok sayida sGzcuk vardir. Bir anlamda, (I) ve
(II)’nin kesistigi yeri bulmamiz gerekmektedir. Dogal yon-
tem kosulun (I). kismi Gzerinde yogunlasmak, ongérulen
anlam1 saglayan sozcukleri animsamak ve bunlan hatirla-
diktan sonra istenilen sayida harf icerip icermediklerine ve
tersten okunup okunmadiklarina bakmak gerekir. Dogru
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sozcigi bulana kadar birqok sozeitk hat lvnaims gerey,
bilir: digli, govde, kaput, kapak, motor

Elbette, “rotor”!

9. 3"te, onerilen bir “sonug bulma problemi®nin helyy,
ogelerini yeniden birlegtirerck  yeni bt “sonug huly,
problemi” clde etme olanaklarimy sindflandimgtk. [
degil, iki, hatta daha fazla yeni problem elde ediyory)
onumuze daha fazla olanak cikacaktr.

Ozellikle, bir “sonug bulma problemi”, bir “kanit pioh
lemi"nin ¢6zimiine bagh olabilir. Ne yazik ki, yerimizy
darhig1 yazanden bu olasiliklarn tartisarmyoruz.

10. “Kanit problemlcri”ne iliskin ancak birkag sey soy.
leyebilecegim. Bu problemler “sonu¢ bulma problemlen’
hakkinda yapugimiz genis tartisialara (2 ile 9) analog ge.
lisir.

Bir kanit problemini butun olarak anladiktan sonra,
genelde baghca kisimlarini incclemeliyiz. Boyle bir prob
lemin bashica kisimlari, kanitlamamiz ya da aksini kanitla-
mamiz gereken teoremin hem hipotezi hem de vargisidi,
Bu kisimlan iyice anlamalyiz: Hipotezr nedir? Varg nedir?
Daha ayrinuli noktalara girmemiz gerckiyorsa, hipotean
gesitli kissmlanina birbirinden ayiwrabilir ve her kismi tek bagina
inceleyebiliriz. Bundan sonra diger ayrinulara iner ve
problemi aynistirmaya devam edebiliriz.

Problemi ayrigtirdiktan sonra, bu islem sonucu elde e
dilen égeleri yeni bir bi¢imde birlestirmeyi deneyebiliriz
Ozellikle, bu ogeleri bir bagka teorem olarak birlestirmey
deneyebiliriz. Bu yaklasimla Gi¢ olanagimiz vardir.

(1) Vargy: tutarve hipotezi degistiririz. 11k 6nce benzer
bir teorem ammsamaya ¢alhisinz: Vargyya bakin! Ayni ya d8
benzer bir vargisi olan bildik bir teorem diigiinmeye ¢alisin. Boyle
bir teorem hatirlayamazsak, kendimiz bir tane bulmay?
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calisiriz: Vargey: kolayca tiretebileceginiz bir hipotez diigiinebili-
yor musunuz? Hicbir sey eklemeden bir seyler atarak hipo-
tezi degistirebiliriz: Hipotezin bir kismina tutun, diger kismin
atm; vargy hala gegerli midir?

(2) Hipotezi tutar ve vargiyr degistirebiliriz: Hipotezden ise
yarar bir seyler tiiretebiliyor musunuz?

(3) Hem hipotezi hem de vargiy: degistiririz. Kisimlardan
yalmzca birini degistirerek basarili olamiyorsak, ikisini de
degistirmeyl dugunebiliriz. Hipotezi veya vargiy -gerekiyorsa
tkisint de- degistinip, yeni hipotezin ve yeni vargimun birbirlerine
daha yakin olmalanmi saglayabiliyor musunuz?

Burada, onerilen “kanit problemi™ni ¢6zebilmek i¢in
iki veya daha fazla yeni “kanit problemi” olusturdugumuz-
da, ya da 6nerilen problemi uvgun bir “sonu¢ bulma prob-
lemi’yle iligkilendirdigimizde, ontumauaze ¢ikacak cesiti ola-
siliklar1 simiflandirmiyorueg.

e Bilgiclik ve ustalasma kurallara vaklasimda goralen
iki farkh tavirdar.

1. Bir kurah uvgun ve uvgun olmavan orncklerde harfi-
yen, kat bir bi¢imde, sorgulamadan uvgulamak bilgighkur.
Baz bilgigler zavallr aptallardir: hi¢gbir aynm gozeumeksizin
ve dikkatle uvgulacdhiklan bu kurahh hi¢ anlamamiglardir.
Baz1 bilgiglerse olduk¢a basarihdirlar: en azindan baglan-
gicta kurah anlamislar ve bir¢ok ornege uygun, yalnizca
zaman zaman basansiz olan bir vol tutturmuslardir

Bir kurah dogal bir kolavhkla, yargilayarak, uygun ol-
dugu omeklere dikkat ederek ve kuralin sozciklerinin a-
mac1 veya firsadan engellemesine izin vermeden uygula-
mak da ustaliktir

2. Listemizdeki soru ve éneriler hem problem ¢6ziucu-
lere hem de 6gretmenlere yardima olabilir Ama dncelikle
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anlasiimalan gerekir. Bu soru ve onerilerin dogru kul
lanimlan, uygulama sirasinda, dencyimlerle, bagan ve
basansizhiklarla, deneme-yanilma yoluyla ogreniimelidis
Ikinci olarak, kullanunda hicbir zaman bilgi¢ olunma-
malidir. Kati bir kurah hi¢bir aynm gozetmeksizin izle
mek hi¢bir soru sorulmamasini, hi¢cbir oneride bulunul-
mamasini gerektrir. Halbuki, ¢eyitli sorularla onerilere
hazirhkli olmaniz ve yarg: guctunuza kullanmamz gere-
kir. Cok zor, heyecan verici bir problemle ugrasiyorsaniy,
deneyeceginiz bir sonraki adimi atabilmeniz i¢in oni-
nuzdeki problemi dikkatle, acik fikirle dasinmeniz gere-
kir. Bir ogrenciye yardim ctmek istiyorsaniz, egrencinize
soyleyeceginiz scy, onun zorluklarini sempatiyle anlamak-
tan gecmelidir.

Eger bilgi¢ olmaya egiliminiz varsa, en azindan su ku-
ral1 iyice belleyin: Her zaman 6nce beyninizi kullanin.

e Bilincalti calisma. Bir aksam yazar bir arkadasimla
sohbet etmek istedim, ama bir turlu ismini hatirlayama-
dim. Bu duruma ¢ok sinirlendim, ¢unku oykulerinden bi-
rini gayet iyl biliyordum. Ayrica, kendisi hakkinda anlat
mak istedigim seyi de ¢ok iyi hatirliyordum. Sonug olarak,
arkadasimin adi disinda herseyi hatirhyordum. Kafam
durmadan adamcagizin adin1 dustinuyordu, ama bosuna.
Ertesi sabah, bir 6nceki aksamin kizginligi aklima geld:-
ginde, arkadasimin adin1 hi¢bir ¢aba harcamaksizin hatr-
layiverdim.

Okuyucunun da buyuk olasilikla benzer deneyimlen
-olmustur. Ve okuyucu problem ¢6zmeye duskun birisiyse,
ayn1 seyleri problemlerle de yasamis olmasi muhtemeldir
Sik sik bir problemde hi¢bir basar1 saglayamadiginiz ok
mustur; ¢ok ugrasir ama bir adim bile atamazsiniz. Oysa
bir gece dinlendikten ya da birkag¢ gunliik bir aradan sonra
geri donersiniz, birden parlak bir fikir yakalayip problem
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kolayca ¢ozersiniz. Problemin ne oldugu ise burada hig
énemli degildir; unutulmus bir s6zctik, bir ¢capraz bulma-
canin zor bir maddesi, sinir bozucu bir mektubun bagi, ya
da matematiksel bir problemin ¢6ziimu olabilir.

Bdyle olaylar bilin¢altinin ¢alistigr izlenimini verir. Ger-
¢ek sudur ki, bir sire unutulmus bir problem berraklagmisg
ve bilincimizden kaybolmadan 6nceki halinden ¢ok daha
¢ozume yakin olarak bilince geri donebilir. Problemi kim
berraklastirmig, kim ¢ozame yaklastirmistir? Kuskusuz, bi-
lingaltinda problemle ugrasmaya devam eden problem ¢o-
zicunun kendisi. Bagka bir yanit bulabilmek zordur. Yine
de, psikologlar ileride ¢ok doyurucu olabilecek baska bir
yanitin baslangicini da kesfetmislerdir.

Bilincaltinin ¢alismasi kuraminin degeri ne olursa ol-
sun, bilincli dusincemizi belirli bir sinirin 6tesinde zorla-
mamiz gerekugi kesindir. Bazen problemi bir tarafa koy-
mak gerekir. Ornegin “vasugina danis” deyisi, eski bir 6-
guttur. Problemin ve kendimizin dinlenmesi icin ara verir-
sek, ertesi gin daha az ¢abayla daha ¢ok sey elde edebiliriz.
Fakat, sonradan donmek istedigimiz bir problemi hicbir
ilerleme kaydetmeden birakmak da hos bir sey degildir. O
nedenle ¢aliymay1 biraktigimizda en azindan bazi noktalar
yerini bulmug, sorunun bir yerlerine yanit verilebilmis ol-

mahidir.

Yalnizca ¢ozmeyi cok istedigimiz ya da bayuk bir geri-
limle ugrastigimiz problemler, geri gelince ilerlemis olur.
Bilingaltinin ¢alismaya devam etmesi i¢in bilingli ¢aba ve
gerilim de gerekli gorinmektedir. Zaten boyle olmasayd
¢ok daha kolay problem ¢ozer, yalmzca uyumamiz ve par-
lak bir fikir dogmasini beklememiz yeterli olurdu.

Gecmiste ansizin gelen iyi bir fikir bir esin kaynag, tann-
lardan gelen bir armagan sayilirdi. Boyle bir ammagam haket-
mek icin cahsmak ya da en azindan tutkuyla istemek gerekir.
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¢ Bilinmeyen nedir? Ne gcreklidir? Ne istiyorsunuy?
Neyi aramalisimiz?

Venler nelerdir? Ne verilmistir? Elinizde ne vardir?

Kosul nedir? Bilinmeyen, verilerc hangi kosulla bag-
lanmistir?

Bu sorular 6gretmen tarafindan problemin ne kadar
anlagildigini test etmek icin kullanilabilir; 6grenci bunlara
berrak yanitlar verebilmelidir. Bunun oOtesinde, yukarndaki
sorular 6grencinin dikkatini bir “sonu¢ bulma proble-
mi"nin baslica kisimlarina yonlendirir: bilinmeyen, veriler,
kosul. Bu kisimlarin tekrar tekrar ele alinmasi gerekli ola-
bilir. Dolayisiyla, sorular da ¢ozumun ileri asamalarinda sik
sik yinelenebilir. (8., 10., 18., 20. bolumlerdeki ornekler;
DENKLEM KURMA, 3, 4; UYGULAMALI PROBLEMLER,
1; BULMACALAR.)

Bu sorular problemi ¢6zen kisi agisindan ¢ok 6neml:-
dir. Problem ¢ozen kisi bunlarla problemi ne kadar anla-
digin1 denetler, dikkatini problemin su ya da bu kismimna
yonlendirir. Cozum, temelde, bilinmeyenin verilerle iliskilen-
dirilmesinden olusur. Dolayisiyla, problemi ¢ozen kisi tek-
rar tekrar “Bilinmeyen nedir? Veriler nelerdir?’ sorularini sora-
rak, dikkatini bu 6gelerde yogunlastirmak durumundadur.

Problemde bir¢ok bilinmeyen olabilir, kosul birbirin-
den ayn ele alinmasi gereken bir¢ok kismindan olugabilir
ya da bir veryi tek basina incelemek gerekebilir. Bu yiz
den degisik sorularimizi kullanabiliriz: Bilinmeyenler ne-
dir? Ik verimiz nedir? Ikinci verimiz nedir? Kosulun cesitli
kisimlar1 nelerdir? Kosulun birinci maddesi nedir?

Bir “kanit problemi’nin baslica kisimlar1 hipotez ve
vargidir. Bunlara karsilik gelen sorular da soyledir: Hipote
nedir? Varg: nedir? Cogu kez bize yararh olabilecek bu soru-
larin s6zli cesitlemelerine ya da degistirilmis bigimlerine
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gerek duyabiliriz. Ornegin, varsaydiginiz nedir? Varsa-
ypmimzin cesitli kisimlart nelerdir? (Bolim 19°daki 6r-
nek.)

e Bilinmeyene balkin. Bu oldukc¢a eski bir oguttur.
Latincede “respice finem” denir. Yani, sona bakin. Amacimzi
haorlayin. Hedefinizi unutmayin. Ne elde etmek istediginizi
disuntn. Gerekenlen gozden kagirmayin. Ne i¢in ugrasugi-
nizi aklimzda tatun. Bilinmeyene bakin. Vargrya bakin. “Respice
finem” deyisinin bu iki versivonu, “sonug¢ bulma problemlen”
ile “kanmit problemlen™ne ozellikle uvarlanmisur.

Tum dikkatimizi hedefimize vonelterek, iradenizi a-
macimiz uzerinde vogunlasurarak. ona ulagmak i¢in yol ve
araclar dusanurasz Ne gibn arag ve vollar kullanmahsimz?
Hedefinize nastl ulasabihirsimizz: Bu tar b sonucu nasil
clde edebilinsinizz Hangr nedenler bovle bir sonug dogu-
racaktn 2 Bovle b sonucu nerede gormustanazz Bovle bir
sonug clde cunek g msanlar genellikle ne vaparlar: Ayni
ya da benizer bir il aceren mldik by problem dusunmeye
colisin. Aymr ya da e b o1 aceren aldik iy teorem du-
Sunmeye calisin. Yaine, buak "\nnug Dulma plnhl('ml('l‘i" ilC
“kanit pl'uh|('m|('n"m' ozelliNle uvarlanmsin

| Burada matemank problemlenm, “sonuc bulma prob-
lemlen™ni ve su onerm ele alacagiz: Ay bilimmeyera weren bildik
ber froblem  dusun meye s, Bu onerm bir baska soruvla kar-

sdastirahm: Omuniczdeks sorunda ighals bar problem ilryor musunuz ?

lkinct onen binnaden daha geneldir B [nuhlt'ln bir
baska problemie thskilivse 1kisinmin ortak bir noktas: vardar.
Birkac ortak nesne va da kavram icerivor olabilirler, ortak
verilenn vardir va da kosulun bir kismu ortakur  Bininci
Onenmizse, belirli bir ortak noktada wsrarhdir Tki proble-
min bilinmeveni aymi olmahdir Yani, iki durumda da
bilinmeyen aym: kategoriden bir nespedir; 6rnegin, bir
dogrunun uzunlugu gibi
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Genel oneriyle kiyaslandiginda, 6zel Oneride bir .
tumluluk vardir.

Birincisi, problemi dugtinuarken daha az ¢aba harcanz
Tum probleme degil, yalmzca bilinmeyenine bakmamiy
gerekir. Problem bize sematik bi¢imde soyle goriunur:

“... verildiginde, dogrunun uzunlugunu bulun.”

Ikincisi, secim yaparken de tutumlu davraniriz. Bize i
nerilenle iliskili, ortak noktasi olan ¢ok sayida problem
olabilir. Fakat bilinmeyene bakarak sec¢imimizi sinirlar.
yalnizca ayni bilinmeyene sahip problemleri ele alinz. Ve
hi¢ kuskusuz, ayni bilinmeyene sahip problemler arasin-
dan 6ncelikle en temel olani ve en iyi bildigimizi seceriz.

2. Oniimiizdeki problemin bicimi soyledir:

“ verildiginde, dogrunun uzunlugunu bulun.”

Bu turden en basit ve en bildik problemler tggenlerle
ilgili olanlardir: Bir tu¢genin ug¢ bilesen kismi verildiginde
bir kenarin uzunlugunu bulun. Bunu hatirladigimizda ilis
kin bir sey bulmusuz demektir: Iste size oniintizdeki sorunla
iliskili ve daha onceden ¢ozilmiis bir problem. Bunu kullanabilir
misiniz? Bu problemin sonucunu kullanabilir misiniz? Ucgen-
ler hakkinda bildigimiz sonugclar1 kullanabilmek icin, sek-
limjzde bir t¢gen olmalidir. Var m1? Yoksa bildigimiz so-
nuglardan yararlanabilmek i¢in seklimize bir t¢gen cizmeli
miyiz? Bunlar: kullabilmek icin yardimc: bir oge bulabilir misi

niz?

Bilinmeyeni bir ti¢ggenin kenari1 olan pek ¢ok basit
problem vardir. (Bu problemlerin verileri farkhidir; iki ag
ve bir kenar verilebilir, ya da iki kenar ve bir a¢1 ve agimnin
verilen kenarlara gore konumu farkli olabilir. Biitin bu
problemler dik tgcgenler icin 6zellikle basit olur) Dikka-
timizi 6numuzdeki problemde odaklayarak hangi tiirden
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bir u¢gen cizmemiz gerektigini ve onceden ¢oziilmiig
problemlerin i¢inden hangisinin o anki amacimiza en ko-
lay uyum saglayacagini bulmaya ¢alisinz.

Uygun bir yardimar tggeni sekile yerlestirdikten sonra,
bu u¢genin de ug¢ bilesenini bilmedigimizi farkedebiliriz.
Ancak bu o kadar 6nemli degildir. Bu kisimlan nasil elde
edebilecegimizi gorebilirsek 6nemli bir illerleme yapmig sayr-
hnz, cunku artik elimizde ¢6ziime yonelik bir plan olur.

3. Yukarida (1 ve 2’de) anlattigimiz yontem bolim
10'da anlatilmisti (ancak o6grencilerin yavasghg: bize biraz
ket vurmustu). Buna benzer 6rnekler eklemek hic zor de-
gildir. Aslina bakarsaniz, orta siniflardaki hemen hemen
tim “sonu¢ bulma problemleri”nin ¢6ztmleri su bildik
onerinin dogru bi¢cimde kullanimiyla baslatilabilir: Ayn: ya
da benzer bir bilinmeyen igeren bildik bir problem dusiinmeye ¢ali-
s,

Boylesi problemleri sematik olarak ele almali ve ilk
once bilinmeyene bakmalhiyiz:

(1) ... verildiginde dogrunun uzunlugunu bulun.
(2) ... verildiginde aciy1 bulun.

(3) ... verildiginde dortyuzlinin hacmini bulun.
(4) ... verildiginde noktay: cizin.

Temel matematik problemleriyle biraz ugrasmigsak,
ayn1 bilinmeyeni i¢eren ya da basit ve bildik olan problem-
leri kolayca hatirlariz. Onerilen problem bunlardan biri
degilse, dogallikla bildigimiz olan seyleri kullanir, bu basit
problemlerin sonuglarindan yararlanmaya caliginz. Prob-
leme, isimize yarayabilecek, iyi bildigimiz bir sey sokmaya
caligir, boylece giizel bir baslangi¢ yapmis oluruz.
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Sozinmi ettigimiz dort durumda da, ¢Oztmiun nasil bir
yol izleyecegine iligkin belirgin bir plan, manuklr bir tah.
min vardr.

(1) Bilinmeyen, bir tg¢genin bir kenan olarak clde ¢
dilmelidir. Yapilmas: gereken, (¢ bilinenli veya kolayca
elde edilebilecek bileyeni olan bir tiggen ¢izmektir.

(2) Bilinmeyen, bir tiggenin bir acist olarak clde edil-
melidir. Yapilmasi gereken, uygun bir ticgen ¢izmektir.

(3) Yuksekligin uzunlugu ve taban alani bilinirse, hi-
linmeyen elde edilebilir. Yapilmasi gereken, bir yuzun ala-
nin1 ve bu yuze kargilik gelen yuksekligi bulmakur.

(4) Bilinmeyen, iki 6genin kesisimi olarak clde edilmel:-
dir. Bu 6geler ya bir cember ya da bir ¢izgi olabilir. Yapilma-
s1 gereken, bu ogelerin onerilen kosuldan ¢ikartilmasidir.

Bu orneklerin timunde de, aymi bilinmeyeni iceren
basit bir problemle ve bu problemin sonucu ya da yonte-
mini kullanma istegiyle bir plan olusturuyoruz. Elbette
boyle bir plam izlerken gucluklerle karsilasabiliriz, ancak
isin baginda bize avantaj saglayabilecek bir fikrimiz vardir.

4. Elimizdeki problemle ayni bilinmeyeni iceren, o6n-
ceden ¢6zdugumuz bir problem yoksa, boéylesi bir avanta-
jumiz da yoktur. Bu tir durumlarda, problemimizle basa
ctkmak ¢ok daha zor olacaktir.

“Yaricap: bilinen bir kirenin yuzey alanini bulun.” Bu
problemi ¢6zen Arsimed olmustur. Arsimed’in kullanabr
lecegi ayn1 bilinmeyene sahip bundan daha basit bir prob-
lem yoktur. Aslina bakarsaniz, Arsimed’in ¢6zami en ¢
nemli matematiksel gelismelerden biri sayilabilir.

“Alt kenan bilinen bir dértytizlinin igine yerlestiri
mi§ bir kirenin yazey alanim1 bulun.” Arsimed’in sonuc¥
nu biliyorsak, bu problemi ¢ézmek i¢in Arsimed’in deh#
sina sahip olmamiz gerekmez. Yapmamiz gereken, kureni?
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yanigapum dortyGzlunin alu kenarina bagh olarak ifade
etmektir. Bu pek basit bir iy degildir, ancak zorluk derecesi
de Arsimed’in problemiyle kiyaslanamaz.

Aym bilinmeyeni igeren, onceden ¢6zmis oldugunuz
bir problem bilmek ya da bilmemek, kolay bir problem ile
zor bir problem arasindaki tek fark olabilir.

5. Biraz once sozunu ettigimiz gibi, Arsimed kirenin
yuzey alanum buldugunda, daha o6nce aym bilinmeyene
sahip bir problem ¢6zmemisti. Fakat benzer hir bilinme-
yene sahip, onceden ¢ozulmiis bircok problem biliyordu.
Yuzey alami kureninkinden daha kolay bulunabilen ve
Arismed’in zamaninda gayet iyi bilinen egri yuzeyler var-
dir: Ornegin, cember bicimindeki dik koniler, cember bi-
¢imindeki dik silindirler ve kesik konilerin alanlan gibi.
Arsimed’in daha basit ve benzer olan bu orneklerin hepsi-
ni dikkatle ele aldigindan kesinlikle emin olabiliriz. Ger-
cekten de, Arsimed’in ¢ozumunde, iki koni ile sayisiz kesik
koniden olusan karma bir katinin yuizey alan1 kureninkine
bir yaklagtirma olarak kullanilir (bakiniz, TANIM, 6).

Oniimiizdekiyle ayni bilinmeyene sahip, énceden ¢ozil-
mug bir problem bulamiyorsak, bilinmeyeni benzer olan bir
problem bulmaya cahlisiriz. Bu ikinci tir problemler eli-
mizdekiyle daha uzaktan iligkilidir ve bu yuzden amacimza
pek uygun olmayacakur. Yine de ¢ok degerli bir yol gosterici
olabilirler.

6. “Kanit problemleri’ne iliskin de birkag s6z sOyleye-
lim. Bunlar, yukarida “sonu¢ bulma problemleri” i¢in yap-
tgimiz daha genis agiklamalara analogdur.

Acik bicimde ifade edilmis bir teoremi kanitlamamiz
(ya da tersini kanitlamamiz) gerekiyor. Oniimiizdekiyle bir
bicimde iliskili olan ve 6nceden kanmitlanmis herhangi bir
teoremin ise yaramast mamkianduir. Ancak, bunun en ¢ok
isimize yarayan ve elimizdekiyle ayn1 vargiy1 iceren bir
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eorem olmasim bekleyebiliriz. Bunu  bildigimize gy,
vargwa bakanz; vani, vargimn azerinde durarak proble;
Rozden gegiririz. Teoreme bakmanin bir yolu,

“... 1se, bu agilar egittir.” gibi bir yemayla ifade edile;.
I

Dikkaumizi 6numuzdcki vargr tzerinde yogunlasting,
ayni ya da benzer bir vargy iceren bildik bir teoremn dugunmey

aliginiz. Ozellikle bu tiirden ¢ok basit, bildik problemleri
ele alinz.

Ornegimizde bu tiir bir¢ok tcorem olduguna gore su-
nu hatirlayabiliriz: “Eger iki ticgen eslesik ise, karsilikh agi-
lan esittir.” Iste size elinizdekiyle iliskili ve daha onceden kanit-
lanmis bir teorem. Bunu kullanabilir misiniz? Bunu kullanabil-
mek icin yardvmer bir oge bulabilir misiniz?

Bu onerilen izleyerek ve hatirladigimiz teoremin vard-
muyla bir plan olusturabiliriz: Eslesik ticgenlerden yola ¢ikarak
s0z konusu acgilarin esidigini kanidayalim. Bunun igin bu ag-
lan kapsayan bir cift iggen ¢izmemiz ve bu ticgenlerin eslesik
olduklarim kanitlamamiz gerektgini gorebiliyoruz. Boyle bir
plan iy1 bir baslangi¢ noktasidir ve sonunda, boliim 19°da ol-
dugu gibi bizi arzu ettigimiz amaca goturebilir.

7. Simdi bu konuyu 6zetleyelim. Ayn1 ya da benzer bir
bilinmeyen iceren, 6dnceden ¢6zilmuis problemleri (aym
ya da benzer bir vargi iceren, énceden ¢ozulmus teoremle-
ri) hatirlamakla dogru yonde bir baslangi¢ yapmis oluruz
ve ¢ozime goturecek bir plan olusturabiliriz. Basit 6rnek-
lerde (ki alt siniflarda daha sik 6numuze ¢ikar) ayn bilin-
meyene sahip en temel problemler (ayni vargiya sahip en
temel teoremler) genellikle yeterli olacaktir. Ayni bilinme-
yeni iceren problemleri disinmeye calismak cok agik ve
sagduyulu bir yontemdir (bu konuda boélim 4’de sodyle-
nenlerle kargilastirimiz). Bu kadar basit ve yararh bir
yontemin yayginlagmamasi oldukc¢a sagirticidir. Elinizdeki
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kitabin yazari, bu gercegin daha 6nce boylesine genel bir
bicimde ifade edilmemis oldugunu bile dusinuyor. Ne olursa
olsun, matematik 6gretmenleri de 6grencileri de bu 6ne-
rinin dogru kullanilmasinin énemini yadsiyamazlar: Bilin-
meyene bakin! Ayni ya da benzer bir bilinmeyen iceren bildik bir
problem disiinmeye ¢alisin.

¢ Bir sekil c¢iziniz. Bakiniz, SEKILLER Uygun isimlen-
dirmeyi yapiniz; bakiniz, ISARETLENDIRME.

¢ Bolzano, Bernard (1781-1848), mantikbilimci ve ma-
tematikci.

Wissenschaftslehre adli agiklamali mantik ¢alismasinin
genig bir bolimunu bulgubilim konusuna ayirmistur (Cilt
3, 5.293-575). Bolzano eserinin bu bolumu icin sunlari
yazmisti: “Burada yetenckli insanlarca ¢ok zaman dnce
farkina varilmamig bir inceleme sureci sundugumu sanmi-
yorum; burada bu tiirden veni bir sey bulabileceginiz so-
zunu de vermiyorum. Fakat, tim yetenekli insanlarin, ¢cogu
kez bilincine varmadan izledikleri kural ve inceleme yolla-
nni acik secik sozctiklerle ifade ctmeve ¢alisacagim. Bunu
tam anlamiyla vapabilccegim vanilsamasina kapilmadigim
halde, burada sunulanlann bazi insanlara keyif verecegini
ve yararl olabilecegini umut edivorum.”

* Boyutla deneme, gcometrik va da fiziksel formillerin
hizhi ve etkin bir bi¢imde denetlenebilmesi i¢in iyl bir yon-
temdir.

1. Denemenin nasil i1sledigim hanrlamak i¢gin ¢cember
bi¢iminde bir dik kesik koni ele alalim.

R, alt tabanin vangapi,

1, Ust tabanin yarigapl,

h, kesik koninin yikseklig,

5, kesik koninin yanal ytizeyinin alam olsun
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R, 1, hverildiginde S alani saptanabilir. Boylece
| S=tt(R+r)\J(Rr)2+h?

formulana bulur ve boyutla deneme yontemint bu formu-
le uygulamak isteriz.

Geometrik bir niceligin boyutu kolayca gorulebilir. R,
7, h uzunluktur ve bilimsel birimleri kullanirsak, santimet-
reyle ol¢ulur; dolayisiyla boyutlan ¢m’dir. S alani santimet-
rekare cinsinden olgulur, boyutu on? dir. m=3.14159... ise
yalnizca bir sayidir. Tamuyle sayisal bir nicelige bir boyut
vermemiz gerekiyorsa, bu boyut cm” = I olmalhidir.

Bir toplamin her teriminin bovutu avni olmahdir; bu
boyut ayn1 zamanda toplamin da bovutudur.  Dolayisiyla,
R, r ve R+r terimlerinin bovutlart awviidir: em. Iki terim (R)?
ile A?nin boyutlart da avmdir (zaten ovle olimahdir): em?

Bir carpimun bovutu, carpanbanimn bovatlanmn qar-
prmudir. Uslerle ilgili de buna henzer bin kural vardar, De-
neye tabi tuttugumuz formuahin her ki vammndaki nicelikle-
rin yerine bu niceliklerin bovatlarnmni vazarak,

(m- = | @ 9y ® yem:

elde edenz. Bu esithgin dogin oldugu acikea gorulivor.
Demek ki denememiz sonucunda formualde b hata k-
mamugtir. Formal denemevi hasarn la atdatmisi

Baska ornekler i¢in 14 bolume ve aviica SONUCU

KONTROL EDEBILIR MISINIZ= 110 2 kisnina bakinz

2. Boyutla deneme yontemini bir problemin sonucund
va da ara sonuclanna, kendi ¢caligmamiza va da bagkalarr
mn cahsmalanna (sinav kagitlannda hatalan mplayabll‘
mek icin ¢ok uygun bir vontemdir), ayrica hatirlamaya y?
da kestirmeye ¢cahisugimiz formallere uygulayabilinz
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Bir kurenin alani ve hacmi icin 4r r2ve 4/3r r’ formul-
lerini hatirhyor ancak hangisinin ne oldugu konusunda
emin olamiyorsaniz, boyutla deneme yontemini kullanarak
her turlt kuskunuzu giderebilirsiniz.

3. Boyutla deneme yontemi fizikte geometriden ¢ok daha
onemlidir.

“Basit” bir sarkac, yani, bir tel ile asilmis kuguk, agir bir ci-
sim distnelim. Sarkacin agirhginin goézard edilebilir, telin u-

zunlugunun da degismez oldugunu kabul edelim. [ telin w-
zunlugu; g, yercekimi ivmesi; 7, sarkacin periyodunu gostersin.

Mekanik agisindan dugtunuldugunde, T yalmizca [ ve
gye bagimlidir. Fakat bu bagintinin bi¢imi nedir? $oyle bir
formil hatirlayabilir ya da kestirimde bulunabiliriz.

T'=cl"g"

Burada ¢, m, n belirli sayisal degismezdir. Yani T nin !
ve g'nin belli Gsleri ile [*, g, orantuli oldugunu varsayariz.

Bundan sonra boyutlara bakariz. 7, zaman oldugu i¢in
saniye ile ol¢ulur; boyutu sn’'dir. £'nin boyutu ¢m; g'nin bo-
yutu cm.sn? sayisal degismez ¢’'nin boyutu 1'dir. Boyutla
deneme yontemi su denklemi verecektir:

sn=1.(com)" (cm sn”)"

ya da

m+n -2n

sn=(cm)

Denklemin iki tarafinda da temel birimler ¢m ve sn’nin
usleri aym1 olmahdir. Dolayisiyla,

0=m+n 1=-2n
ve

n=-1/2 m=1/2
elde edenz.
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Oyleyse, donem T’ nin formuli su bicimde olmahidir:

A /
T=cl*g - '—'C\/:
g

Bu ornekte boyutla deneme yontemiyle ¢ok sey elde
edebiliyoruz, ancak hergseyi degil. Birincisi, bu yontem ¢
degismezinin degeri hakkinda hig¢bir bilgi vermiyor (hu
deger ashinda 2n'dir). Ikincisi, gecerlilik sinirlan hakkinda
bilgi vermiyor. Bu formul sarkacin yalnizca kuguk salhinim-
lan1 icin gecerlidir ve yaklasik bir degerdir (“sonsuz dere-
cede kuguk” salinimlar i¢in kesin degerdir). Bu sinirlama-
lara karsin, boyutlarin ele alinmasinin, en temel araclan
kullanarak bir sonucun asil kismini1 ¢abucak oOngorebil-
memizi sagladigina kusku yoktur. Bu sonucun daha ayri-
ul1 incelenmesi ¢cok daha geliskin yollar1 gerektirir. Cogu
ornekte bu anlattiklarimiz ayni1 bicimde gecerlidir.

¢ Bulgubilim. Manuk, felsefe ya da ruhbilime dahil o-
lup ¢ogu kez ozetlenen, ender olarak ayrintilanyla sunu-
lan, ginumuzde hemen hemen unutulmus, cergevesi ¢ok
iyl ¢izilmemis bir bilimdalidir. Bulgubilimin amaci bulus
ve icatlarin yontemleri ile bunlara iliskin kurallar: incele-
mektir. Bu tir calismalarin izleri Oklid yorumcularinda
gozlenebilir; bunlarin arasinda PAPPUS’a ait bir pasaj. o
zellikle ilginctir. Bir bulgubilim sistemi kurma. yolundak
en 1yl bilinen cabalar, iki buyik matematik¢i ve digtnar
DESCARTES ve LEIBNITZ tarafindan harcanmstir
Bernard BOLZANO ise bulgubilime iliskin ayrintili bir &
¢iklama yapmistir. Elimizdeki kitapgik bulgubilimi cagdas

ve al¢akgoniilla bir bi¢imde gozden gecirmek uzere yazil
mus bir denemedir. Bakimiz, CAGDAS BULGUBILIM.

Bir sifat olan “bulgusal” sézciigiiniin anlami ise “bulvs
yapmaya yonelik”tir.
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¢ Bulgusal alal yiiriitme, nihai ya da kesin degil, gegici
ve mantikli olan, ele almman problemin ¢6ztiimiini hulmay
amaglayan manuk yurutme bi¢imidir. Sik sik bulgusal
mantik yaratme kullanmak zorunda kaliriz. Ancak ¢6zime
eksiksiz ulastiktan sonra eksiksiz kesinlik elde edebiliriz.
Oysa bu kesinlige ulasmadan once genellikle az ¢ok akla
yatkin bir tahminle yetinmek zorundayiz. Bir bina yapar-
ken nasil bir yap:1 iskelesi kuruyorsak, kesin bir kanit ya-
parken de bulgusal akil yarutmeye gerek duyanz.

Bakimiz, ILERLEMENIN ISARETLERI. Bulgusal akil
yurutme genellikle timevarim ya da analoji tizerine temel-
lendirilir; bakimz, TUMEVARIM VE MATEMATIKSEL
TUMEVARIM ve ANALOJI, 8, 9, 10.

Bulgusal manuk yurutme kendi igerisinde gayet iyi ig-
ler. Kotii olan, bulgusal mantik yuratmeyi kesin bir kanitla
karisirmaktir. Daha kotu olan ise, bulgusal mantk yurut-
meyl kesin bir kanit yerine koyup satmaya ¢alismakutir.

Bulgusal mantik yaratmenin dogasi daha iy1 anlagila-
bilseydi, avantaj ve sinirlan agikga gorulebilseydi ve ders
kitaplar1 bulgusal argumanlar acik acik ortaya koyabilsey-
di, belirli konularin o6gretimi, o6zcllikle de fizik¢i ve mu-
hendislere yuksek matematik ogretmenin esaslan, daha da
ivilestirilebilirdi. Aciklikla ve keyifli bir bicimde sunulan
bulgusal bir argtiman cok yararh olabilir, i¢cinde 6zenli bir
argimanin tohumlarini tasir ve bu argtimana hazirlik nite-
ligindedir. Ancak bulgusal bir argiman belirsizce, utan-
gacca ve duraksayarak sunuldugunda, buyuk olasilikla za-
rarh olacaktir. Bakiniz, NEDEN KANIT?

¢ Bulmacalar. Bolum 3’de, sundugumuz listedeki ana so-
ru ve dnerilerin konuya bagimli olmayip her tur probleme
uygulanabilecegini 6ngérmiistik. Bu savi ¢esitli bulmacalarda
denemek ilging olacakar. Omegm su sozcukleri ele alalim:
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KIBLE GOL. FGRI KALIP

Problem bir “anagram”™ bulmak, vani, bu sozciaklerd,
verilen hattlenn veniden bitlesurerek ek bir sozeiak elds
ctmektin. Bu bulmacavt ¢ozetken, hstemizdekn birgok o,
runun hala gegerh ve hatta uvanar olduguna gormek ),
ging olacakur.

Bilinmeven nedir? Bir sozouk.
Veriler nelerdir? DoOrt sozcuk: KIBLLE GOL EGRI KALIP

Kosul nedir? Istenilen sozcuk on yedi harthdir ve bunla
dort sozcagun harfleridir. Baytak olasihkla olagandig b
sozcuk degildir.

Bir sekil ¢iziniz. On yedi bos ¢izgi isaretlemek oldukea
vararh olacakur.

Problem: yen: sozciklerle yazabilir misiniz?
AIIEEOI  GGKKRPLLB

harflerini bir bicimde yeniden duzenleyerek bir sozcuk
bulmamiz gerekiyor.

Problemin yeniden yazilmis bi¢imi budur (bakinu.
YARDIMCI PROBLEM, 6). Bu yeni ifade avantajl olabilir
Kalin seslilerle ince seslileri birbirinden ayirarak (bu ¢
nemlidir, alfabe siras1 ise degildir), probleme bagka bir
acidan bakiyoruz. Bdylece istenen sézcigun yedi hecel
oldugunu goruyoruz.

Oniiniize konan problemi ¢ozemiyorsaniz, once onunla ilight
li baska bir problemi ¢ozmeye ¢alisin. Onunla iligkili bir prob
lem, verilen harflerin bazilarniyla sézciikler olusturmakur
Bu tirden kisa sozciikler yapabiliriz. Ondan sonra, dah?
uzun sozcukler bulmaya ¢alisiriz. Ne kadar ¢ok harf kull¥
nirsak, istenen sozcuge o denli yaklasiriz.
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Problemin bir kismina cozebiliyor musunuz? Istenen sozcik
o denli uzundur ki, birbirinden farkl kisimlardan yapilmig
olmalidir. Buyuk olasilikla bir bilesik isim ya da bir s6zcuge
alisilmis ekler konarak turetilmistir. Bu alisilmis ekler ne-
ler olabilir?

—LIK
—LLI

Kosulun yalnizca bir kismina tutun, diger kisman: atin. G ve
Giceren uzun bir s6zcuk dusinmeve c¢ahsabiliriz. Bu, yedi
heceye kadar gidebilir.

Kuskusuz listemizdeks soru ve oneriler buvala bir etk ya-
pacak degildiv. Higbir caba huarcamanua gerekurmeksizin
mumkan olan tam bulmacalanm vamuom veremez. Okuyucu
bu sozcuga bulmak suvorsa, denemeve ve diagtinmeye de-
vam ctmehidir. Listedekr s«oru ve onernilenn vapabilecegi,
“demiri iyler tatmak™ e Basaonazhk cesaretimizi kirdigin-
da, problemi bt kenara aunak istevebilniz - Ancak soru ve
oncertlernimiz bize vent b deneme volu, vem bir bakis aqisi,
prablermim bu baska ¢eyidn gosterecek, vem bir uvanda
bulunacak ve dusianmave devam cunemizy saslavacakin

Baska bu omek 1gn AYRISTIRMA VE YENIDEN BIR-
LESTIRME. 8 maddeane hakine

¢ Bulug kurallan. Kesfetmenmn ilk kurah akhi kul-
lanmak ve sansh olmak kimas se . vere saglam basarak
parlak bir iknn gelmesim beklemekn

Biraz kaba da olsa, ban arzulann umutsuz olabilecegi-
n haurlatmak dogru olur Bizy tum matematk problemle-
nn cozumune goturehie ek, hachir zaman !».u.»x!l\l/ olma-
vacak bulus kurallan, simvacilann bosuna aradiklan felse-
e asindan daha arzu edilir bir sevdir. Bu tur kurallar bi-
Yuyle problemi ¢6zmemiz saglardi. Oysa biuya dive bir sey
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yoktur. Her gesit probleme uygulanabilecek, higbir zaman
sagmayan kurallar bulmak eski bir felsefi hulyadir ki, bu
hicbir zaman tath bir disten bagka bir sey olmayacaktir.

Manutkh bir bulgubilim sasmaz kurallari hedeflemez,
fakat problem ¢6zmede tipik yararlar1 olabilecek suregleri
(zihinsel islemler, adimlar, yaklasimlar) incelemeye cahgr.
Problemleriyle yeterince ilgili olan her akli basinda insan
boylesi surecleri uygular. Akilli insanlarin kendilerine, a-
killi 6gretmenlerin 6grencilerine sorduklan belirli ve ka-
liplasmig soru ve oneriler bu sareglere gotarur. Yeterince
genel ifade edilip dazgiince siralandiginda, felsefe tasin-
dan daha az arzulanir olsa da. gergege donustaralebilir,
Uzerinde ¢alisigiumiz liste bize iste bovle bir derleme sun-
maktadir.

e Bunu daha énce gordiiniiz mu? Onuamizdeki prob
lemi daha onceden ¢ozmus, binlerimden duvmus va da ¢ok
benzer bir problemle karsilasims olmanuz mamkindar.
Bunlar arastrmavi bnakmamannsza gerektinen olasihklar-
dir. Dolavisivla neler oldugunu anlamava ¢ahsinz, Bunu
daha once gordunuz mu? Yo da avm fpnoblemy binaz daha farkh br-
cmde m: pordune? Yamt olumsuz olsa bile, vakandakine ben-
zer sorular, varath bilgilenm devieve gnmesine neden ola-
caktr.

Bu maddenin bashgimdaks sorn, ¢ogunlukla daha ge-
nel bir anlamda kullamlu  Cozame ulasabilimek igin, bel
lc{;imi/dvn konuyla gl ()Q(‘l('l‘i U'kip CIKATITIAIMIZ, uyuyan
bilgilerimizin komunvla gl kisumlarim harckete gegrme
miz gerekir (ILERLEME VE BASARI). Kuskusuz, bilgimi-
zin hangi kissmlannmin soruyla ilgih olabilecegini 6nceden
bilemeyiz; ancak arasuirmamiz gereken baz olasihiklar vardir
Elimizdeki problemin, baska bir problemin ¢6ziuminde rol
oynamig bir ézelligi yararh olabilir. Bu yizden, herhangi b
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ozellik 6nemli olabiliyorsa, bunu gérmeye ¢alisinz. Bu nedir?
Bildik bir sey midir? Bunu daha dnce gordiiniiz mi?

¢ Cagdas bulgubilim problem ¢6zme surecini, 6zellikle
bu siirecte yararl olabilecek tipik zihinsel islemleri anlamaya
cahsir. Bu bilim, hicbiri gézard1 edilmemesi gereken cesitli
bilgi kaynaklarina sahiptir. Ciddi bir bulgubilim calismasi
hem mantiksal hem ruhbilimsel zemini g6zonine almal,
Pappus, Descartes, Leibnitz ve Bolzano gibi daha eski yazar-
lann bu konuda s6ylediklerini gormezlikten gelmemeli, taraf-
siz deneyimleri ise hi¢ ihmal etmemelidir. Problem ¢o6zme ve
bagkalarmin  problem ¢6zmesini inceleme deneyimleri,
bulgubilimin Uzerinde yapilandigi temeller olmahidir. Bu
cahsmada, hicbir tur problemi goézardi etmememiz, her
¢esit problemin ¢o6ztiim yollar1 arasindaki ortak noktalar
bulmamiz, problemin konusundan bagimsiz genel 6zellikleri
bulmayr hedeflememiz gerckir. Bulgubilimin  “pratk” a-
maglar1 vardir. Problem ¢6zmede vararlh olan upik zihinsel
islemlerin daha iy1 anlagilmasi, 0greune yontemleniniz, ozellik-
le de matematik 0gretme vontemleninizi iyl yonde etkileyebilir.

Elinizde tutugunuz kitap bu programimn gergeklestirilme-
sine yonelik ilk girisimdir. Simdi, bu Sozliuk'an ¢esitdi madde-
lerinin boyle bir programda nasil ver bulabilecegini tartisaca-
g1z,

1. Aslinda, bizim listemiz problem ¢6zmede yararh zi-
hinsel islemlerin bir listesidir. Siralanan soru ve oOneriler
bu tur islemlere yoneliktir. Bu islemlerin bir bolimu Bi-
rinci Kism'da ayrinulariyla tarusihp drneklenmis, bir bo-
limii de Ikinci Kisim’da tekrar tanimlanmstir.

Okuyucu, listedeki belirli soru ve oneriler hakkinda ek
bilgi edinmek i¢in, bashiklan listedeki on bes paragrafin ilk
cimleleri olan S6zluk maddelerine bakmalidir: BILINME-
YEN NEDIR? KOSULU YERINE GETIRMEK MUMKUN



MU? BIR SEKIL CIZIN ... SONUGU KULLANABILIYOR
MUSUNUZ? Listedeki belirli bir konu hakkinda bilgi .
dinmek isteyen okuyucu, bu konunun gegtigl paragrafiy
ilk sozctiklerini alip, Sozluk’teki bashigr bu ilk sozcikler
olan maddeye bakmalidir. Ornegin, “Tanimlara geri donin’
onerisi, ilk cimlesi PROBLEMI YENI SOZCUKLERLE Ya.
ZABILIR MISINIZ? olan paragrafa alinmigtir. Okuyucu hy
baghik altinda, TANIM maddesine yapilmig bir auf bulacak-
tur. S6z konusu oneri TANIM maddesinde aciklanmis ve
orneklenmistir.

2. Problem ¢o6zme, bir¢cok farkli yoniu olan karmagik
bir surectir. Sozlik'an on iki ana maddesi bu yonlerin ba-
zilanm tarugmaktadir. Asagidaki paragraflarda bu madde-
lerin bashklarindan s6z edecegiz.

Yogun bir caliymaya girdigimizde, ne kadar ilerledig:-
mizi kuwvetle hissederiz. Ilerlememiz hizliysa cosar, yavassa
mutsuzluga kapiliriz. Problem ¢6zmenin ILERLEME VE
BASARI’sinda asil olan nedir? Sozluk’an cesitli kistmlarmn-
da bu soruyu tartisan maddeye sik sik gondermeler yapil-
mustir. Bu'madde ilk okunmasi gerekenlerden biridir.

Bir problemi ¢6zmeye calsirken, cesitli agilardan ele
alir, zihnimizde durmadan evirir ceviririz. PROBLEMIN
CESiTLEMELERi calismamiz acisindan bir temel nitel-
gindedir. Problemi, AYRISTIRMA VE YENIDEN BIRLEY
TIRME sirecinde ogelerine ayirarak, belirli terimlern
TANIM larina geri dénerek ya da GENELLESTIRME, (-
ZELLESTIRME ve ANALOJI kaynaklarini kullanarak cesit
lemeye ¢alisiriz. Problemin cesitlenmesi bizi YARDIMCI
OGELER’e ya da daha kolay ulasabilecegimiz YARDIMCI
PROBLEM’e goturebilir.

Iki tiir problem arasindaki farki dikkatle ortaya koymaly®
SONUG BULMA PROBLEMLERI, KANIT PROBLEMLER!
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Listemiz “sonug¢ bulma problemleri”ne uyarlanmistir. Onu
“kanit problemleri’ne de uygulayabilmek i¢in soru ve éne-
riler1 gozden gecirip bazilarimi degistirmemiz gerekir.
Tum problem cesitlerinde, 6zellikle ¢cok basit olmayan ma-
tematik problemlerinde, uygun ISARETLENDIRME ve

geometrik SEKILLER 6nemli ve genellikle vazgecilmez
araclardir.

3. Problem ¢6zme stirecinin bir¢ok yonu vardir, fakat
elinizdeki kitapta bunlarin bazilarini ¢ok 6zet olarak ele
alirken, bazilarina hi¢ deginmedik. Sanirim, boylesi kisa
bir caliymada gereginden fazla incelikli, teknik ya da tar-
tismali noktalar1 disarda tutmak dogru olmustur.

Kosullu, sagduyuya dayali BULGUSAL MANTIK YU-
RUTME, coézimin bulunmasinda 6nemlidir, ancak bir
kanit sayilmamalidir. Kestirimlerde bulunabilirsiniz, fakat
TAHMININIZI SINAYIN oOnerisine de mutlaka uyulmasi
gerekir. Bulgusal argumanlarin dogasi ILERLEMENIN I-
SARETLERI maddesinde tartisiimaktadir. Dolayisiyla bu
tartisma ¢ok daha genisletilebilir.

Konumuza iliskin olarak belirli mantiksal desenlerin
gozden gecirilmesi 6nemlidir, ne var ki teknik maddelerin
konmasi da pek yerinde olmazdi. Buyuk o6l¢ude ruhbilim-
sel yonlere ayirilmis yalnizca iki madde vardir: KARARLI-
LIK, UMUT, BASARI ile BILINCALTI CALISMA. Hayvan
ruhbilimi konusunda da GERIYE ISLEM maddesinde bazi
dustincelere yer verilmistir.

Tum problem c¢esitlerinin, 6zellikle UYGULAMALI
PROBLEMLERIN, hatta BULMACALARIN bulgubilim kap-
sam1 i¢inde oldugu kitap boyunca vurgulanmaktadir. Ayrica,
degismez BULUS KURALLARI'nmin ciddi arastirmalarin
konusu olamayacaginin da ala ¢izilmistir. Bulgubilim, insan-
lann problemlerle karsilasuginda gosterdign davramslar
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tartisma konusu yapar. Bu, buytik olasilikla ¢ok daha 6n-
ceden ba_slqmm bir tart.lsvrpadlr. Bu tartismalarin 6zi ATA-
SOZLERININ BILGELIGI'nde yakalanmis gibi gérunmek-
tedir.

4. Belirli sorular1 konu edinen birka¢ madde ve daha
genel yonlerle ilgili bazi maddeler genisletilmistir, ¢tinki
bu maddeler ya da bu maddelerin baz1 béliimleri 6grenci
ya da 6gretmenlerin ozel ilgisini ¢ekebilir.

Temel matematikte genellikle 6nemli yontemsel soru-
lan tartisan maddelere de Sozluk’te deginilmistir: PAP-
PUS, GERIYE ISLEM, OLMAYANA ERGI VE DOLAYLI
KANIT, TUMEVARIM VE MATEMATIKSEL TUMEVA-
RIM, DENKLEM KURMA, BOYUTLA DENEME ve NE-
DEN KANIT? Birka¢ madde oOzellikle 6gretmenlere yone-
liktir: RUTIN PROBLEMLER ve TANI. Baska maddeler ise
hevesli ogrenciler icindir: ZEKI PROBLEM COZUCU,
ZEKI OKUYUCU ve GELECEGIN MATEMATIKCISIL

Bolum 8§, 10, 18, 19, 20°da ve Sozluk’un cesitli madde-
lerinde verilen, 6greumen ile 6grencileri arasindaki karg-
ikl konusmalar, yalnizca simifina yon gostermek isteyen
ogretmen acisindan degil, kendi basina problem ¢ozen kig
acisindan da model olusturabilir. Dasunmeyi “zihinsel ko-
nugma” olarak, dustinenin kendi kendisiyle konusmasi ola-
rak tanimlamak pekala dogru olur. S6z konusu diyaloglar
¢ozumun ne denli ilerledigini gosterir. Kendisiyle konugan
problem ¢ozucu kisi de benzer bir dogrultuda ilerleyebilir.

5. Diger bashklarin hepsini burada siralamayacagim,
yalnizca birkag gruptan so6z edecegim.

Bazi maddeler konumuzun tarihcesine egilmektedir
DESCARTES, LEIBNITZ, BOLZANO, BULGUBILIM, E¥
KI VE YENI TERIMLER ve PAPPUS.
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Birka¢ madde de teknik terimleri aciklar: KOSUL,
SONUC, ONSAV.

Bazi maddelerde ise sadece gonderme yapilmistir.

6. Bulgubilim, genelligi, her ¢esit probleme uygulana-
bilmeyi ve problemin konusundan bagimsiz strecleri ince-
lemeyi hedefler. Bununla birlikte, elinizdeki metin hemen
hemen timuyle temel matematiksel problemleri 6rnekle-
mektedir. Bunun bir kisitlama oldugunu goézden kacgirma-
mak gerekir, fakat bu kisithhigin ¢alismamizin yéntnu etki-
lememis oldugunu umuyorum. Ashna bakarsaniz, temel ma-
tematiksel problemler istenen tim cesitliligi saglayabiliyor.
Bunlarin ¢6zumu uzerinde durmak o6zellikle 1lging ve ulagi-
labilir oluyor. Bunun da otesinde, matematiksel olmayan
problemler, pek ornek olarak verilmese de, hicbir zaman
tamamen unutulmus degildir. Ileri diizey matematik prob-
lemlerine dogrudan gondermeler yapilmiyor, ancak bunlar
kitabimizin gercek arka zeminini olusturuyor. Boyle bir ca-
hsmaya ilgi duyan uzman matematikgiler, buradaki temel
orneklerle verilen noktalar1 genisletmek isterlerse kolaylikla
kendi deneyimlerinden elde ettigi 6rnekleri ekleyebilirler.

7. Burada BULGUBILIM maddesinde adi ge¢cmeyen
birka¢ cagdas yazara tesekkurlerimi ve sukran duygularimi
sunmak istiyorum: Fizik¢i ve dusunur Ernst Mach, mate-
matik¢i Jacques Hadamard, psikolog William James ve
Wolfgang Kohler. Ayrica, calismalan (bunlar kendi calisma-
lanm ilerleyip kismen yayinlandiktan sonra ¢ikmisti) benimki-
lere paralel disunceler iceren psikolog K. Duncker ile mate-
matikgi F. Krauss’'un adlarini da anmak istiyorum.

* Denklem kurma bir dilden digerine yapilan ¢eviriye
benzer (ISARETLENDIRME, 1). Newton'un Arithmetica Uni-
versalis'te (Evrensel Aritmetik) kullandig:1 bu kiyaslama, hem
ogrencilerin hem 6gretmenlerin sik sik karsilastiklar1 bazi
gucluklerin dogasinin acgiklanmasinda yardima olabilir.
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1. Denklem kurma, sozciklerle tammmlanmas bir kosu,
matematiksel sembollerle ifade etmek anlamina gelir. Ag
dilden, matematiksel formullerin diline bir ¢eviri yapil-
maktadir. Bu yuzden denklem kurarken karsilastigim,
guclukler, ceviride karsilastigimiz gucliiklerle aymdir.

Bir tiimceyi Ingilizce'den Fransizca’ya ¢evirebilmek i-
¢in iki sey gerekir. Birincisi, Ingilizce tiimceyi tiimiiyle an-
lamaliyiz. Ikincisi, Fransizca’ya 6zgii ifade bicimlerini bili-
yor olmaliyiz. Bu, sozcuklerle belirtilmis bir kogsulu mate-
matiksel sembollerle ifade etmeye c¢alisirken karsi karsiya
kaldigimiz duruma ¢ok benzer. Oncelikle kosulu tumuyle
anlamalyiz. Ikincisi, matematiksel ifade bi¢imlerini bilme-
liyiz.

Ingilizce bir timce sdzciik sozciik Fransizca'ya cevrile-
biliyorsa, bu gorece kolay bir ceviri olacakur. Fakat sozcuk
sozcuk ceviremeyecegimiz Ingilizce deyimler de vardir.
Tumcemiz boyle deyimler iceriyorsa, ceviri zorlasir. Ayn
ayr1 sozcuklere yonelttigimiz dikkati, butinun anlamina

dogru kaydirmamiz gerekir. Ayrica tiimceyi ¢evirmeden
once yeniden duzenlememiz gerekebilir.

Denklem kurmak da hemen hemen ayni seydir. Kolay
orneklerde sozel tamim hemen parcalara ayrilir ve bu par-
calarin hepsi matematiksel semboller halinde yazlabilir.
Daha zor orneklerde, kosulun hemen matematiksel sem-
bollere cevirilemeyecek pargalar1 vardir. Boyle bir durum-
da, sozel tamima daha az dikkat ederek anlam uzerinde
yogunlasmak gerekir. Formiilleri yazmaya baslamadan on-
ce kosulu yeniden diizenlemek ve bunu yaparken matema-
tiksel isimlendirme kaynaklarini hatirda tutmak gerekir.

Ister kolay ister zor olsun, tim Orneklerde kosulu an-
lamamiz, kosulun ¢esitli kistmlaran: birbirinden ayirmamaz vé
sunu sormamiz gerekir Kosulun cesitli kisimlarin: kdgida do
kebilir misiniz? Kolay 6rneklerde kosulu, hemen matematikse!
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sembollerle yazabilecegimiz kisimlara ayirmakta baganl
olabiliriz. Daha zor 6rneklerde ise kogulun uygun bir bi-
¢imde boliinmesine daha az rastlanir.

Asagidaki ornekleri inceledikten sonra, yukandaki a-
¢tklamalar: bir kez daha okumaniz iyi olacaktir.

2. Oyle iki say: bulun ki, toplamlar 78 ve carprmlars 1296
olsun.

Sayfay1 dikey bir cizgiyle ikiye boélelim. Bir tarafa uygun
kisimlara ayinlmig sozli ifadeyi yazalhm. Diger tarafa, sozel

ifadenin karsisina cebirsel simgeleri yazalim. Problemin ash
solda, sembollere ¢evrilmis bi¢imi de sagda olacaktir.

Problemin belirtilmesi

Turkce cebirsel dil
Oyle iki say1 bulun ki, X, y
toplamlar: 78 x+y =78
carpimlariysa 1296 olsun. xy = 1296

Bu ornekte sozel tanim neredeyse otomatik olarak ki-

simlara ayrihir ve her kisim matematiksel sembollerle yazi-
labilir.

3. Hacmi 63 cm’® ve yuizey alany 102 ¢cm? olarak verilen, ta-
bany kare seklindeki bir dik prizmarmin genisligini ve yuksekligini
bulun. '

Bilinmeyenler nelerdir? Tabanin kenari, buna x diyelim;
ve prizmanin yuksekligi, buna y diyelim.

Veriler nelerdir? Hacim, 63 cm?; alan, 102 cm?2.

Kosul nedir? Kare bicimindeki tabanin kenar x ve yuk-
sekligi y olan prizmanin hacmi 63, alan1 102 olmali.

Kosulu ¢esitli kissmlara ayirn. Kosulun birisi hacimle,
digeri alanla ilgili iki kismi vardir.
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Kosulun tiiminu bu 1ki kisma ayirmakta duraksamayg,
ancak bu iki kism1 “hemen” yazamayiz. Alanin ¢esitli parca-
larinin ve hacmin nasil hesaplanacagini bilmek durumun-
dayiz. Yine de bu geometri bilgisine sahipsek, kosulun by
kisimlarimi yeniden ifade edebilir, béylece kolayca denk
lemlere cevirebiliriz. Sayfanin sol tarafina problem ifadesi
nin yeniden dizenlenmis ve genisletilmis bir bigimini, ce
birsel ¢eviriye hazir bigimini yazalim.

Tabam kare olan bir dik prizmamiz var X
Tabanin kenarin ve yuksekligini bulun Y
Birinci. Hacmi verilmis. 63
Hacmi belirleyen, kare bicimindeki

tabanin alam x?

ve yuksekligin y
carpimudur. x2 %y =063
Ikinci. Yuzey alani verilmis. 102
Yizey sunlardan olusur: kenari x

olan iki kare; 2x?

ve her birinin taban kenan x 4 xy

ve yuksekligl y olan dort dikdortgen

Alan bu ikisinin toplamdr. 2x2+4xy=102

4. Bir dogrunun denklemi ve bir noktanin koordinatlan V¢

rildiginde, verilen noktaman dogruya gore simetrik noktasin: bv
lun.

Bu bir duzlemsel analitk geometn problemidir
Bilinimeyen nedir? Bir nokta; koordinadan p, ¢ olsun.

Ne verilmistir? Bir dogrunun denklemi; diyelim ki, y = »
x + n. Ve bir nokta; koordinatlan a, b olsun.
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Kogul nedir? (a, b) ve (p, q) noktalar1 y = m x + n dogru-
suna gore birbirine simetriktir.

Buradaki temel guglik, kosulu, her biri analitik geo-
metri dilinde ifade edebilecek kisimlara bolmektir. Bu
gucligiin yapisini iyi anlamak zorundayiz. Kosula uygula-
nan ayristirma hem mantiksal agidan karsi ¢ikamayacagi-
miz hem de yararsiz bir sey olabilir. Burada bize gereken,
analitik dille ifade edilmeye uygun kisimlardir. Boyle bir
ayristirma yapabilmek i¢in simetrinin tanimina geri dénmels,
ama bu arada analitik geometri kaynaklarindan gézumuzu
ayirmamahyiz. Bir dogruya gore simetrik olmak ne anlama
gelir’ Analitik geometride hangi geometrik iliskiler basitce
ifade edilebilir? Burada elbette birinci soru uzerinde yo-
gunlasacagiz, ancak ikinciyi de unutmamaliyiz. Boylece
nihayet bize gereken ayristirmayi yapabiliriz:

Verilen nokta (a,b)

ve istenen nokta arasindaki iliski - (p,q)

soyledir:

Birincisi, bu iki noktay: birlestiren qg->b 1

dogru bize verilen dogruya diktir. =T
p—a m

Ikincisi, bu iki noktay: birlestiren b+q a+p

dogrunun orta noktasi bize verilen T, = i 5 Th

dogru tizerindedir.

¢ Descartes, René (1596 - 1650), buyuk matematikgi ve
dusinir. Descartes problem ¢6zumu uzerine evrensel bir
yontem gelistirmeyi planlamis, ancak Rules for the Direction
of the Mind adh eserini yarim birakmistir. Oliimiinden son-
ra el yazmalan arasinda bulunan ve yayinlanan bu bilimsel
incelemenin parcalar, Descartes’in daha iyi bilinen eseri
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Discours de la Méthods un kapsammdan ¢ok daha jlg,
Ovsa “Discours™, “Rules”dan daha sonra vazilmisur, l;,.‘;;;
es' i su satirlan “Rules™in kokenini tannmlar: “Cong
delikanhivken. dahice buluglar hakkinda bu sevler iy
gumda, bu buluslan kendim icat etmeve ¢ahisndim: B, ,‘
likle vavay yavas. belirth kurallan kullanmakea oldugug,,

farkina vardim.”

o Gelecegin matematikcisi akilh bir problem ¢ogn,
olmahdir, ancak bu da yeterh degildir. Once dogal yeiey,
ginin hangi tur ¢esit problemlere uygun oldugunu bulp,
hdar.

(relecegin matematikgisi igin, isin en dnemli kismi ge.
riye donip tamamladig1 ¢6ziime bakmak olmalidir. Yapuj
" ¢ozume hangi yollardan gittigini izleyip ¢6zGmun en so
bi¢imini inceleyerek, bir¢ok sey gozlemleyebilir. Akill by
matematkei, problemin guglugu ve karar vermesine ne
den olan fikir konusunda dusunebilir. Kendini engelleven
ya da yavaslatanin ne oldugunu, son anda hangi noktann
yardimai oldugunu gormeye calisabilir. Basit, sezgisel fikir-
len saptamaya ¢ahisabilir: Bunu bir bakista gorebiliyor musw
nuz? Cesith yontemleri gelistirip birbiriyle kiyaslayabilir
Sonucu bir bagka yolla elde edebilir misiniz? Elindeki problemi
¢ozulmig problemlerle karsilastirarak daha da berraklay
urmay! deneyebilir. C6ziimuni az 6nce tamamladig: prob
lemi, temel olarak ¢ozebilecegi yeni problemler igin kur
gulayabilir: Bu sonucu ya da yontemi bir bagka problem igin kut
lanabilir misiniz? Cozdigu problemleri muamkun oldugut
ca oziimseyerek, onlan1 kullanima hazr, iyi diizenlenmi
bilgiler haline sokmug olacaktir.

Gelecegin matematikgisi, herkes gibi taklitle ve uyg¥
lama yaparak 6grenir. Taklit etmek icin dogru modeli ¥
ramahdir. Kendini tegvik eden 6gretmenleri gbzleme]idl{'-
Kendini yetenekli bir arkadagiyla kiyaslamalidir. En 6nemli*
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valnizca o gtin kullanilan ders kitaplarini degil, iyi yazarlar
da okumali ve bu ¢abalarini dogal olarak taklit edebilece-
gi birini bulana dek sirdirmelidir. Gelecegin matematik-
¢isi basit, guizel ya da ogretici buldugu seyleri arayip bun-
lardan keyif almasini bilmelidir. Problem ¢6zmeli, kendi
¢izgisine uygun problemler1 se¢meli, bunlarin ¢ézimler
uzerine duisinmeli, yeni problemler kurgulamalidir. Bu yol-
la ve baska yollarla, ilk 6nemli kesfini yapmaya ¢alismaly;

hoslandig1, hoslanmadigi, zevk aldig1 seyleri ¢ikarmal,
kendi ¢izgisini yakalamalidur.

¢ Geleneksel matematik profesérii ya dalgindir ya da
boyle olduguna inanilir. Genelde, kayip semsiyesini araya-
rak insanlarin arasinda dolasir. Simifa arkasim donup kara-
tahtaya bakmay yegler. a yazmstir, b der, ashnda ¢ demek
istemistir, ama dogrusu d’dir. Onun deyislerinden bazilar
kusaktan kusaga aktarilarak ginumuze kadar gelmistir.

“Bu diferansiyal denklemi ¢6zmek igin, ¢6zimu bula-
na dek denkleme bakmalisin.”

“Bu ilke Oylesine genel ki, hi¢bir uygulamasi yoktur.”

“Geometri, dogru olmayan sekiller uzerinde dogru
mantik yarutebilme sanatdir.”

“Benim bir guclugu yenme yontemim, guglugun etra-
findan dolanmaktir.”

“Yontem ile ara¢ arasindaki fark nedir? Yontem iki kez
kullandiginiz bir aractir.”

Herseye ragmen, bu tip geleneksel matematik profeso-
rinden bazi seyler dgrenebilirsiniz. Size hi¢bir sey 6grete-
meyecek bir matematik 6gretmeninin geleneksellesemeye-
cegini umalim.



. : |

¢ Genelleme, bir nesnenin cle alinmasindan hy ney |
neyi iceren bir kimenin ele alinmasma, ya da kisith t;,
kiamenin ele alinmasindan bu kisith kumeyi iceren daf

genis bir kimenin ele alinmasina ge¢cmektir

1. Eger kazara

1+8+27+64=100

toplamiyla karsilasirsak, bunun tuhaf bir sekilde ifade ed;
lecegini de gorebiliriz:

1P+2°+3+43=10?

Dogal olarak sunu da sorabiliriz:
13+234 334434 .. +n’

gibi birbirini izleyen kuplerin toplaminin bir kare olmasi du-
rumuyla sik stk kargilasilir m? Bunu sormakla genelleme va
panz. Bu genellemede sanshiyiz, ciinkii bir gézlem bizi genel
bir yasaya gotirmektedir. Matematik, fizik ve dogal bilimler-
deki bircok sonug¢ boyle sansh genellemelerle bulunmustur.
Bakiniz, TUMEVARIM VE MATEMATIKSEL TUMEVARIM.

2. Genelleme, problemlerin ¢6ziimunde yararh olabi-

Asagidaki uzay geometri problemini ele alahm
Konumlanyla birlikte bir dogru ve bir duzenli sekizyuzlu
veriliyor. Verilen dogrudan gecen ve verilen sekizytzlinun
hacmini ikiye bolen bir duzlem bulun.” Bu problem zor
gorunebilir, fakat dizenli sekizyuzlinun sekli hakkinda bir
seyler biliniyorsa, daha genel olan su problem 6nerilebilir:
“Konumlanyla bir dogru ve bir simetri merkezi olan bir kat: ve-
rilir. Verilen dogrudan gecen ve verilen katimin hacmini
ikiye bolen bir dizlem bulun.” Kuskusuz, istenilen duzlem,

katimn simetri merkezinden gecer ve bu nokta ile verilen
dogru tarafindan belirlenir Sekizytuzlunun bir simetri
merkezi oldugu i¢in, asil problemimiz de ¢ézulmus olur

i
; 3
§
|
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Okuyucu ikinci problemin birinciden daha genel ol-
dugunu farkedecektir. Aslinda, birinci problemi ¢ézerken
elde ettigimiz asil basar1 ikinci problemin kegfedilmesiydi. Ikin-
¢i problemi kesfetmekle, simetri.merkezinin rolini anla-
dik ve onumuzdeki problem i¢in gerekli olan sekizyizli
ozelliginin bir simetri merkezi oldugunu ortaya ¢ikardik.

Daha genel bir problemin ¢6zimu daha kolay olabilir.
Bu bir paradoksmus gibi gorunuyor, fakat yukandaki or-
nekten sonra bile bir c¢eliski oldugu dusanulmemelidir.
Ozel problemin ¢6zilmesindeki ana basar1 genel proble-
min bulunmasindaydi. Bu ana basaridan sonra yapacak
pek az sey kaliyor. Oyleyse bu ornekte, genel problemin
¢ozimu, 6zel problemin ¢ozumunun kuguk bir kismiydi.

Bakimiz, MUCIT PARADOKSU.

3. “Alt taban kenar1 10 ¢m, ust taban kenar1 5 ¢m ve
yuksekligi 6 c¢m olarak verilen, kare tabanli bir kesik
piramitin hacmini bulunuz.” Buradaki 10, 5, 6 sayilan ye-
rine harfler koyarsak -6rnegin a, b, b genelleme yapmug ve
birincisinden daha genel bir problem elde etmis oluruz:
“Alt taban kenar a, st taban kenar1 6 ve yuksekligi h ola-
rak verilen bir kesik piramitin hacmini bulun.” Bdyle bir
genelleme ¢ok yararli olabilir. “Rakamlar”la verilmis bir
problemden “harfler”le verilmis bir probleme gec¢cmekle,
yeni islemler kullanabilecek hale gelir, verileri degistirebi-
lir ve sonuclarimizi ¢esitli yollardan deneyebiliriz. Bakiniz,
SONUCU KONTROL EDEBILIYOR MUSUNUZ? 2,
PROBLEMIN CESITLEMELERI, 4.

¢ Gereksiz. Bakiniz, KOSUL.

* Geriye islem. Insan davranislarini anlamak istiyorsak,
Elayvan davraniglariyla kiyaslamaliyiz. Hayvanlarin  da
pfoblemleﬁ vardir” ve bunlarn “¢ozerler.” Deneysel psiko-
loji son yillarda cesitli hayvanlarin “problem ¢ozme” etkin-
liklerinin kesfinde buyuk ilerlemeler kaydetmistir. Bu



gelismeleri burada tartiymayacagiz, fakat basit ve ORretig;
bir ormege kisaca girebiliriz. Bu da, 6rnektcki ¢oziimler,
yontemi ya da “geriye islem” yontemi hakkinda bir seyler sy
lememizi saglayacakur. Bu yonteme PAPPUS bashg alung,
da degindim. Zaten yontemin tanimlanmasini da PAPPUS;
borgluyuz.

1. Su hileli soruya bir yanit bulmaya ¢alisalim: Birt dont lit
relik, digeri dokuz litrelik iki kap ile bir nehirden alty litrelik suyu
nasil alabiliriz?

Kullanacagimiz iki araci, yani iki kab1 gézamiuzin &
nune getirelim. (Verilen nedir?) Yukseklikleri 9 ile 4 olarak
verilmig, tabanlan esit iki silindirik kap. Bakimz Sekil 10.
Eger her

Sekil 10

kabin yan yizeyinde esit araliklarla cizilmis yatay cizgile”
olsaydy, kap icindeki suyun yiiksekligini séyleyebilirdik ¥
problemimizi yanitlamak ¢ok daha kolay olurdu. Faka!
boyle bir 6l¢egimiz yok ve bu ytizden ¢6ziime ¢ok uzagiz

6 litreyi nasil 6l¢ecegimizi hentiz bilemesek de, Olcebl
lecegimiz bagka bir sey var midir? (Oniiniize konan prob
cozemiyorsaniz, once onunla iliskili bir baska problemi (0 )
cahsin. Verilerden yararh olabilecek bir seyler tiiretebildiniz ™
Simdi biraz oynayalim. Biiytik kabi tiimiyle doldurabilir
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sonra kucuk kaba alabildigi kadarimi dokeriz. Simdi eli-
mizde beg litre var. Acaba 6 litreyi de alabilir miyiz? Diye-
lim, elimizde iki bos kap var ve...

Artik, cogu kisinin bu bulmacayla karsilastiginda uygu-
layacag1 yontemle ¢alisiyoruz. Iki bos kapla bashyor, doldu-
ruyor, bosaltiyor, basarili olamiyoruz. Haydi bastan deyip,
baska bir sey deniyoruz. Ileriye dogru ¢abhsiyoruz; bize verilen
durumdan bashyor ve istenilen son duruma gitmeye ¢ahg-
yoruz: Verilerden bilinmeyene dogru. Bircok denemeden
sonra, sans eseri olarak, basarili olmamiz da mumkuandur.

2. Fakat olaganustii yetenekli kisiler ya da matematik
derslerinde yalnizca rutin islemlerden daha ote bir seyler og-
renmek sansini bulmus olanlar, boylesi denemelerle vakit
kaybetmez ve ise geriye islem yaparak devam ederler.

Ne yapmamiz gerckivor? (Bilinmeyen nedir?) Amagladi-
gimiz son durumu gozonune getirmeye ¢alisalhm. Diyelim,
Sekil 11°deki gibi, ontumitizde i¢inde 6 litre su olan buytk
kapla kuigtik bos kap var (Pappus,

Sekil 11

istenilenden baslayalim ve aradigimiz seyin zaten bulunmus ol-
dugunu varsayalm, der.)

Sekil 11'de verilen son durumu nasil elde edebiliriz?
(Pappus, “istenilen sonucun nereden turetilebilecegini arastiralum,”
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der.) Buyiak kabi 9 litreye kadar doldurabiliriz, fakat on.
dan sonra 3 litre dokebilmemiz gerckir. Bunu yapabilmel
icin, kuguk kapta bir litre olmasi gerckir! Iste bizi sonuc
goturecek fikir. Bkz. Sekil 12.

(Bu son adim hi¢ kolay degildir. Pek az insan, uzun
boylu dugunmeden bunu atlayamaz. Bu basamagin one-
mini anladiktan sonra, asagida verecegimiz ¢Ozumun ¢at-
sini ¢izeriz.)

ey 9

Sekil 12

Ancak bu buldugumuzla, Sekil 12’de gosterilen duru-
ma nasil gelebiliriz? Bizim amaclarimiz cercevesinde ne-
hirdeki su simrsiz oldugundan, Sekil 12°de gosterilen du-
rum Sekil 13’dekinin ya da Sekil 14’tekinin

Sekil 13
aymisidir,
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Sekil 14

Sekil 12, 13, 14’teki durumlardan birini elde ettikten
sonra, digerlerini de elde etmenin kolay olacagini gorebi-
linz, fakat daha once gormemissek, baslangictaki denemele-
rimizde de tesadiifen yakalayamamigsak, Sekil 14’0 géormek
o kadar kolay degildir. Elimizdeki iki kapla oynayarak ben-
zer bir seyler yapabilir, sonra da, dogru zamanda Sekil 14’
Sekil 15’de goruldugu gibi elde edecegimizi hatirlayabilir-
dik. Bayuk kabi timuyle

Sekil 15

doldurur, 4 litresini kicik kaba doker, kucuk kabi da
nehire bosaltir ve bunu iki kez tekrarlariz. Sonunda zaten
bildigimiz bir sey yakalames (bunlar Pappus’un sozleridir) ve
¢ozimleme yontemiyle, geriye giderek yapmarmz gereken
islemlerin dogru sirasin1 bulmus durumdayiz.
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Dogru siray1 geriye islemle buldugumuz dogrudur, fa-
kat aruk yapmamiz gereken, islemleri tersine cevirmek ve ¢i
zumlemede en son elde ettigimiz noktadan baslamaktir (Pappus’un
sozlenyle). Once Sekil 15’teki islemleri yapar ve Sekil 14’
elde eder, sonra Sekil 13’e, sonra 12’ye gecer ve en son
olarak da Sekil 11°e geliriz. Boylece attigimiz advmlar: geri ize-
yerek istentleni yapmuy: basardik.

3. Yunan gelenegi, ¢6ziimleme yonteminin kesfini Pla-
ton’a mal eder. Bu gelenek pek guivenilir olmayabilir, an-
cak, ne olursa olsun, bu yontemi Platon bulmus olmasa
bile, Yunanh bir arastirmaci bu bulusun bir dehaya ait ol
mas1 gerektigine karar vermistir.

Bu yontemde kesinlikle vapayv olmavan bir sey vardu.
Geriye gitmenin, amacindan uzaklasmanm, geriye islem
yapmanin, istenilen sona gidecek dolinsiz volu 1zlemenin
ruhsal bir zorlugu vardir. Uvpun islemler dizising bulur-
ken, zihnimiz ger¢ek islemlerin tam rersing izlemek zorun-
dadir. Bu ters sirada bir zithk vardir ve dikkade sunulma
dig takdirde bu vontem oldukca vetenekli bir ogrencinin
bile anlamasim zorlasurabilir .

Yine de somut bir problemi genve giderek ¢aozmek i
¢in dahi olmak gerekmes. Biraz sagduvasu olan herkes
bunu yapabilir. Biz istenilen sonug tizerine yogunlasivor ve
ulagilacak en son konumu cle alivoruz. Bu en son pgpums
ulagmak igin ne vapuik: Bu soruvu sormamiz (ok dogaldr
ve baylece genye islem vapmis oluruz. Oldukea ilkel prob
lemler bile biai dogalhlda geriyc islem Apimavyd L-.r'-[firc'h’"
lir Bakimz, PAPPUS, 4.

Genye islem, herkesin uygulayabileceg bir siretir %
Platon'dan once de matematikgilerle matematikci ol
yanlar tarafindan kullamildigina kusku yoktur Yunanh b
arasurmacimn Platon’un dehasi olarak ele aldag ger”
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islem, stireci genel terimlerle ortaya koyar ve hem matema-
tiksel hem de matematiksel olmayan problemlerin ¢6zi-
minde yararh bir islemdir.

4. Simdi psikolojik deneye geliyoruz. Tabii Platon’dan
kopeklere, tavuklara ve sempazelere atlama fikri size sasir-
tict gelmezse. Bir parmaklik, Sekil 16’da goruldugu gibi bir
dortgenin U¢ kenarini olusturur ve dordunca kenan agik
birakir. Bir kopegi parmakligin bir tarafina, D noktasina
koyarken, diger taraftaki F noktasina da biraz yiyecek koya-
r1z.

F

Q
© 000000000000000 o
° °
° 0 °
° °
° G °
° °
° °
° °
° °
° °

Sekil 16

Problem kopek i¢in oldukga basittir. Yiyecege dogru-
dan atlayacakmig gibi bir tavir alir once; fakat sonra geri
doner, parmakligin ucundan bakar ve hi¢ duraksamadan
yiyecege erisir. Ancak bazen, 6zellikle D ve Fnoktalan bir-
birine yakinsa, ¢6zim bu denli kolay olmaz. K6pek par-
maklig1 dolanmak gibi “parlak bir fikre” akh yatana dek

havlayarak, parmakliga atlayarak ya da penge atarak zaman
kaybeder.

Kopegin yerine yerlestirilen gesitli hayvanlarin davra-
niflanm kiyaslamak ¢ok daha ilgin¢tir Bu sorun bir sem-
panzeye ya da dort yasindaki bir ¢cocuga ¢ok kolay gelir
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(yiyecek yerine bir oyuncak kullanmak c¢ocuga belki de
daha cazip gelecektir). Sagirticidir, ama ayni problem bir
tavuk i¢in ¢ok zordur. Tavuk parmakligin kendi tarafinda
kosusturup durur ve yiyecege ulasabilse bile aradan ¢ok
uzun bir sure gecmis olur. Tavuk ancak sans eseri basaril
olabilir.

5. Ayrintilanyla bildirilmeyen basit bir deneyi temel a-
larak koca bir kuram olusturamayiz. Yine de, baz belirgin
analojilere dikkat etmek, bu analojilerimizi tekrar deger-
lendirip kontrol etmeye hazir olmamiz kosuluyla, yararsz
olmaz.

Bir engelin etrafindan dolanmak bizim her turli prob-
lemi ¢ozerken yaptigimiz bir istir ve bu deneyin bir anlam-
da simgesel degeri de vardir. Tavuk, bata ¢ika problemle-
rini ¢ozmeye calisan, durmadan deneyen ve sonunda sans
eserl basarili olan -nasil basardigin1 da pek anlamayan- in-

‘sanlar gibi hareket eder. Parmaklig1 dolanmadan 6nce zip-
layan ve havlayan kopek, bizim iki kapla nehirden su cek-
me probleminde davrandigimiz gibi davranir. Kaplarimiz-
da su seviyesini gosteren bir dl¢ek oldugunu duistinmek de,
parmakhiga pence atmak gibi yararsiz bir seydir. Yalnizca
aradigimiz seyin daha derinlerde oldugunu 6grenmisizdir.
Ayrica, biz de once ileri dogru gitmek istedik ve geriye i
lem yapma dusuncesine daha sonra geldik. Durumu kisaca
inceledikten sonra kosa kosa parmakhigi dolanan kopek
ise, ister dogru ister yanlis olsun, ustun bir kavrayisa sahip
oldugu izlenimi vermektedir.

Aslinda, tavugu sakarhgi icin suc¢lamamak gerekir.
Parmakhg1 dolanmapin, amacindan uzaklagsmanin, amac
her an g6zonunde bulundurmadan ilerlemenin, istenen
sona ulagmak i¢in dosdogru yolu se¢menin gui¢ bir yan
vardr.

L]
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o llerleme isaretleri. Kolomb ve arkadaslan, bilinmeyen
hir okyanusta batiya dogru ilerlerken kuslan gordiklerinde
ssvinmiglerdi. Kus gormeyi iyiye yordular, ¢inki karanin
yakin oldugunu gosteriyordu. Fakat yamhyorlardi. Nitekim
tekrar tekrar yanilgiya dastaler. Bagka isarederi de gozledi-
ler. Suda yizen yosunlarin ve al¢ak bulut kiimelerinin de
karanin yaklagsmakta oldugunu gosterdigini dusunduler, a-
ma yine hayal kirikhigina ugradilar. Ancak, bir gan, isaretler
ogaldi. 1492 yilimin 11 Ekim’inde, bir persembe giin, ge-
minin yaninda yesil bacalar ve yesil bir saz gorduler. Pinta
karavelasindakiler bir baston ve bir direk gorduler, deniz-
den demirden yapilmisa benzeyen bagka bir kuguk direk
¢tkardilar. Sonra bir baston pargasi, daha sonra bir kara bit-
kisi ve kugtik bir tahta parcast daha ¢ikardilar. Nina karave-
lasindakiler de kara isaretleri ve yemislerle kaph bir dal par-
cas1 buldular. Herkes derin bir nefes aldi ve bu isaretleri kut-
lad1. Ertesi gun de kara géorundu; Yeni Dunya’'nin ilk adasi.

Yapmay ustlendigimiz sey 6nemli ya da 6nemsiz olabi-
lir. Her seferinde, eger yogun calisiyorsak, Kolomb ve ar-
kadaslarinin karaya yaklasma isaretleri beklemesi gibi, biz
de heyecanla ilerledigimizin isaretlerini gormek isteriz.
Cozime yaklasmakta oldugumuzun isaretlerinin neler o-
labilecegini aciklayabilmek i¢in birka¢ 6rnek tartisacagiz.

1. Ornekler. Elimde bir satrang problemi var. Diyelim,
iki hareketle siyah sahi1 mat etrnek zorundayim. Satrang
tahtasinin Gstunde siyah sahtan epey bir uzaklikta, gereksiz
gorunen beyaz bir sah var. Beyaz sah ne ise yarayabilir?
Baslangigta bu soruyu yanitlayamiyorum. Fakat birgok de-
nemeden sonra yeni bir hareket buluyor ve bu hareketin
gereksiz gorunen beyaz sahi oyuna kattigini géruyorum.
Bu gozlem bana yeni bir umut veriyor, iyiye isaret oldugu-
nu dusinuayorum. Yeni hareketimin dogru hareket olmasi
mimkun. Neden?
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Iyi tasarlanmig bir satrang probleminde gereksiz tag yok-
tur. Bu ylzden, tahtanin ustundeki taslarin hepsini
gozonune almal, venilerin hepsini kullanmaliyiz. Gereksiz gi
runen beyaz saha ragmen dogru ¢6zim tum taslarin kulla
mlmasin gerektirir. Bu agidan, tasarladigim yeni hareketin,
bulmam gereken dogru harekete uygun oldugunu dasiini-
yorum. Yeni hareket dogruymusg gibi goruntyor, olabilir de.

Matematiksel bir problemde benzer bir durum du-
sunmek ilging olacaktir. Burada yapmam gereken, bir ug-
gen alamm a, b, ¢ kenarlan cinsinden ifade etmekdtr. E-
limde zaten bir plan var. Hangi geometrik birlegtirmeler
disinmem ve hangi hesaplamalar1 yapmam gerektigi ko-
nusunda az ¢ok bilgim var. Yine de, planimin 6ngordugu
cizgide ilerlerken, bulmak tizere oldugum alan ifadesine

\/b+c—a

niceliginin girdigini gorursem, sevinmek icin gecerli bir
nedenim olur. Niye?

Bir u¢genin iki kenarinin toplaminin, tgtincu kenar-
dan biiyik oldugunu gézénine almam gerekir. Bu belirli
bir kisitlama getirecektir. Verilen g, b, ¢ uzunluklar: timuy-
le keyfi olamaz; 6rnegin b + ¢ terimi @’dan buyuk olmahdur.
Bu, kosulun ana kisimlarindan biridir ve tim kosulu kuk
lanmamaz gerekir. Eger b + ¢ terimi a’dan buyuk degilse, bu-
lacagim formul aldatic1 olacaktr. Eger & + ¢ - a terimi nega
tifse, yani, b + ¢ < aise, yukarida verilen karekok sanal ¢ikar
ve bu durumda gercek bir niceligi temsil edemez. Oyleyse
bu karekékii igeren formiliimiin, alanin dogru formiluyle
ortak bir noktasi vardir. Formalum dogruya benziyor, yan
dogru formul olabilir.

Bir 6rnek daha. Bir sire 6nce, bir uzay geometri prob
lemini kamitlamak istedim. Fazla guclik ¢cekmeden uyg.un
gibi gorinen bir fikir yakaladim, ama sonra ¢ikmaza girdit®
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Kaniti tamamlayabilmem i¢in eksik bir seyler vardi. O giin
rahsmayr biraktigimda, kanitin nasil bir bicim almas: gerek-
igi ve bu eksikligin nasil doldurulacag1 konusundaki diisiin-
celerim bastakinden ¢ok daha berrakti. Yine de eksigi ta-
mamlayamamistim. Ertesi gin, bir gecelik iyi bir dinlenme-
den sonra, soruya bir kez daha baktim ve biraz sonra elim-
dekine analog bir dizlemsel geometri problemi hatirladim.
Bir anda ¢6zimu yakaladigima inandim ve bunun igin ol-
dukca gecerli nedenlerim oldugunu dusindim. Nigin?

Ashm ararsaniz, analoji muthis bir yol gostericidir. U-
zay geometrideki bir problemin ¢6zumu, ¢ogu kez analog
bir dizlemsel geometri problemine dayanir (bakiniz, A-
NALO]i, 3-7). Benim durumumda da, istedigim kanit igin
akhma gelen tirden bir duzlemsel geometri teoremini
onsav olarak kullanabilme sansim basindan beri vardi. “Bu
teorem bana gereken oOnsava benziyor, gerek duydugum
onsav bu olabilir,” diye dusinmustam.

Kolomb ve adamlar dikkatli mantik yaratme zahmetine
katlansalard, benzer bir bicimde dusiuneceklerdi. Kiyiya ya-
km denizin nasil olacagini, kiyya yaklasinca karadan gelen
kuglann sayisinin artacagini ve acik denizdekinden daha
fazla olacagini, suda yuzen kiyidan kopup striklenmis ci-
simlerin gorulecegini biliyorlardi. Bu adamlarin ¢ogu daha
onceki yolculuklarindan eve donerken boyle seyler gdrmus
olmahlardi. San Salvador adasini goérdukleri o unutulmaz
gunden bir gun 6nce, suda yluzen cisimler ¢ok sik goriilme-
ye bagladiginda, sdyle dustinduler: “Bir karaya yaklasiyormu-
iz gibi géruinuyor; bir karaya yaklasiyor olabiliriz” ve
‘herkes derin bir nefes ald1 ve bu isaretleri kutlad:.”

2. lerleme isaretlerinin bulgusal karakteri. Belki herkes a-
(k¢a gorebiliyordur, ama bir nokta uzerinde yine de 1srar-
la duracagim. Bu nokta ¢ok 6nemlidir ve bunun tamamen
Gk bicimde anlagilmasim istyorum.
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Yukaridaki 6rmeklerde ¢izmeye ¢ahisilan akil yurutme
bigimi yalnizca mantikh bir gosterge olsa ve sagmaz bir ke-
sinlik sergilemese de, dikkati ¢eker ve ciddiye alinmay hak
eder. Bu akil yaritme bi¢imlerinden birini, pek dogal ol-
masa da, uzun uzadiya ve biraz ukalaca tekrarlayalim:

Karaya yaklagirken, ¢ogu kez kuslan goruruz.
Simdi kuslar1 goruyoruz.

Ovleyse, galiba karaya yaklasiyoruz.

“Galiba” s6zcugunu kullanmadan, bu vargi tam bir ya-
nilg1 olurdu. Aslinda Kolomb ve adamlar: bir¢ok kere kuy
lan gordiler, ama daha sonra hayal kinkhgina ugradilar.
Ancak bir defa yesilbacalar gorduler ve bunu buyuk kesif
gunu izledi.

“Galiba” sozcuguyle ulagilan varg: sagduyu ve dogallik
kazanir, fakat hicbir zaman bir kanit, kamitlanmig bir varg
degil, yalnizca bir gosterge, bulgusal bir 6neridir. Boyle bir
varglya, yalnizca mumkun oldugunu unutup kesin goziyle
bakmak buyuk bir hata olur. Ote yandan, bu tur vargian
tumniyle gézardi etmek ¢ok daha buytk bir hatadir. Bulgu-
sal bir vargiy1 kesin bir seymis gibi ele alirsaniz aldanir ve
hayal kirnkhgina ugrarsiniz; ancak bulgusal vargilan ti-
muyle bir tarafa attiginmizda da hicbir ilerleme kaydede-
mezsiniz. Ilerlemenin en onemli isaretleri bulgusaldir. Bu
isaretlere guvenmeli miyiz? Bu isaretleri izlemeli miyiz’
Evet, izleyin; fakat gozlerinizi de acik tutun. Evet, givenin:
fakat bakin. Ustelik yarginizdan asla vazgeg¢meyin.

3. Agik¢a ifade edilebilen isaretler. Yukandaki orneklert
baska bir acidan da bakabiliriz.

Yukanidaki 6rneklerden birinde daha once kullandr

gimiz bir veriyi (beyaz sah1) oyuna sokmayr basarmami*
iyiye dogru bir isaret saymigtk. Boyle yapmakta haklydik
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Ashna bakarsamz, bir problemi ¢ézmek, temelde, bilinme
yen ile veriler arasindaki baglantry: bulmaktir. Bunun da ote-
inde, tum venileri kullanmal: ve her birini bilinmeyene bag-
lamaliyiz, en azindan iyi sorulmug problemlerde. Dolayisiy-
la, bir veriyi daha oyuna sokmak, hakh olarak ileriye dogru
atlmis bir adim olacaktir.

Baska bir ornekte, kosulun, formulumuze uygun temel
bir 6gesini olumlu bir isaret olarak kabul ettik. Bunda hak-
hydik. Ashnda, tum kosulu kullanmamiz gerekir. Bunun igin,
kosulun bir 6gesini daha dikkate almak hakl olarak bir
llerleme, dogru yone atilmig bir adim sayihir.

Yine bir bagka 6rnekte, daha basit bir analog problem
bulmay: iyiye'yorduk. Bu da dogrudur; analoji, kesfin ana
kaynaklarindan biridir. Bagka bir yolumuz kalmazsa, analog
bir problem disunmeye ¢alisinz. Dolayisiyla, boyle bir prob-
lem kendiliginden aklimiza gelirse sevinir, ¢6zume yaklas-
ugimiz1 dugunuruz.

Bu orneklerden sonra, genel fikri kolayca yakalayabili-
nz. Problem ¢ozmede tupik yararlan dokunan belirli zihin-
sel islemler vardir. (Bu tir islemlerin en sik gorilenleri bu
kitapta siralanmastir.) Boyle tipik bir islemde basariya ula-
sirsak (bir veriyi daha bilinmeyenle iliskilendirirsek, kosu-
lun bir maddesini daha dikkate alirsak, daha basit bir
analog problem ortaya ¢ikarirsak), bu basarinin bir ilerle-
me isareti oldugunu hissederiz. Temel noktayr anladiktan
sonra, bagka ilerleme isaretlerinin yapisini1 daha acik ifade
edebiliriz. Tim yapmamiz gereken, listemizi okumak ve
cesitli soru ve onerileri yeni edindigimiz bakis acisina gore
incelemek olacakuir.

Demek ki, bilinmeyenin yapisin1 agcik¢a anlamak ilerle-
mek anlamina gelir Cesitli verileri diizenleyerek kolayca a-
nmsayabildigimiz bir bicime sokmak da ilerlemektir. Kosulu
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Jarak gozumuzde canlandirabilmek bir 4,
v gelebilin Losulu uygun kisimlarina avirmal d
<ot anlms oneml biv adimdir. Kolayca kafamizda
Sndirabilecegimiz bir gekil va da kolayca bellekte tutabile
imiz bir kavram buldugumuzda, ilerleme sagladlglmnza

& manukl olacakur. Onimizdeki sorunla iliskili,

wmus b problem hatirlamak da dogru yonde
muzun bir gostergesidir.

‘‘‘‘‘
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wleme, agikea ifade edilebilen bir isaret karsilik gelir. Dog-

ru bigimde okundugunda, listemizde ilerleme isaretlerinin
verildiging de goreceksiniz.

Listemizdeki soru ve Oneriler basit, agik ve sagduyudan
kaynaklanan deyislerdir. Bunu tekrar tekrar belirttik. Sim-
di de aymi sevi burada tartisigimiz ilerleme isaretleri igin
sovlivoruz. Bu isaretleri okuyabilmek i¢in gizemli bir bilim

gerekmez, yalmzca bir par¢a sagduyu ve kugkusuz biraz
denevim yeterlidir.

4. Daha az agklikla. ifade edilebilen isaretler. Dikkatle ¢ahs-
ngmizda ilerledigimizi hisseder; hizlandigimizda sevinir.
vavagladigumizda Gzaluraz. Higbir belirgin isaret olmadan
da farkhliklan belirgin olarak hissederiz. Duygularnmiz.
ruh halimiz, durumun genel 6zellikleri ilerlememizin iy
rederini gosterir. Bunlan ifade etmek kolay degildir. Egr
timli olmayanlar “Bana iyi géranuyor” ya da “Bence pek in
degil” derler. Daha cfitimliler ise kendilerini bir nuansh
anlatabilirler: “Bu dengeli bir plan” ya da “Hayw, hala o8 |
sik bir gey var ve by, uyumu hozuyor.” Yine de, ilkel va &
muglak ifadelerin ardinda, givenle iz2ledigimiz ve ok o8
bizi dofru yone gotiren, sagmaz biv duygu vardar. o dw
gu ok kuwetliyse ve ansizin ortaya gikryorsa, bir esinde

302 ederiz, Insanlar coguniukla kendilerine gelen esinde?
kusku duymaz, ama bazen aldanirla

B\?\ voniendiren ‘
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juygu ve esinlere, yukarida ele aldigimiz, daha acikea ifade
«dilebilen diger ilerleme isaretlerine yaptugimiz gibi yak-
psmahyiz. Guivenin, fakat gozlerinizi agik tutun.

Daima esininizin pesinden gidin; tabii, bir parca kus
kuyla.

[Bu yénlendirici duygularin dogasi nedir? “Dengeli” va
da “uyumlu” gibi estetik s6zcaklerin ardinda daha belirgin
hir anlam mu vatar? Bunlar, pratik olmaktan ¢ok spekulatif
sorularchr, fakat bu baglamda, belki de dile getirmeyi hak
eden yanmitlara goétarar bizi. Daha agikga ifade edilebilen
llerleme isaretleri, daha ziyade belirli zihinsel islemlerin
basaris1 ya da bagarisizhigiyla ilgili olduguna gore, daha az
apkhkla ifade edebildigimiz yonlendirici duygular da,
senzer bir bigcimde, daha caprasik zihinsel etkinliklerle,
belki de daha “ruhsal” ve daha az “manukh” etkinliklerle
baglant1il olabilir. ]

5. Isaretler nasil yardvmcr olur? Bir plamim var. Nereden
baslayacagim ve ilk adimlarimin neler olmas:1 gerekugini
actkca gorebiliyorum. Yine de, yolun otesinde neler oldu-
gunu bilemiyorum, planimin ise yarayacagindan pek emin
degilim ve her kosulda katetmem gereken uzun bir mesafe
var. Bu yuzden, planimin gosterdigi yonde dikkatle yuru-
meve basliyor ve ilerleme isaretlerini farkedebilmek icin
gozerimi agik tutuyorum. Isaretler fazla degilse va da be-
lirsizse, daha da yavaghyorum. Uzun bir sture boyunca hic-
bir ijaret karsima ¢ikmiyorsa, cesaretimi kaybedebilir, geri
donebilir ve bagka bir yol deneyebilirim. Ote yandan, isa-
retler siklasip arttikca duraksamaktan vazgeclyorum, mora-
lim dizeliyor ve upki Kolomb ile arkadaslarinin San Salva-
dor adasim gormeden 6nce vapuklan gibi, gitgide artan
bir giivenle hareket ediyorum.
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. Bir keresinde,

In (uuugum volu degist
11 ve avm volda biraz daha ilerle-
verek yapt Tabn bu duruma kizdim ve

uzun sure dmdum Bu adam benden cah
h olmakla kalmamis, avm zamanda benim farkina v:
s bir isareu de dogm vorumlamisti. Benzer bicimd
bir yolda ¢ ilerleyebilir, iyi isareterle cesaret-
fakat bu volda hi¢ kuskulanmadigim, asilamaz bir

engele carpabilinm.

Evet, isaretler bir iki olayda biza yanhs yonlendirebilir,
ancak cogu ormekte de iyl kilavuzluk yapar. Bir avcr zama
raman avinin izlerini yanliy yorumlayabilir, ancak belirli
oranda hakhi gkmahdir, yoksa avcilikla hayatm kazz

Y
i\Jis

HdildZ

i.mcdcri dogru yorumlayabilmek deneyim ister. Ko-
,’un adamlanndan bazilan deneyimleriyle kiyinin y&
ki denizin nasil oldugunu kesinlikle biliyorlard: ve
bu saycdc karaya yaklastiklanna iligkin isaretleri okuyabilt
mislerdi. Uzman problem ¢o6zicii, deneyimleriyle ne dw
rumda oldugunu bilir ve ¢6zimun yaklagagim hisseder.
Uzman, deneyimsizden daha fazla isaret tanmir ve onlan ¢

ha iyi bilir; as:l astinlagu de bu bilgiden kaynaklanir. De
neyimsiz avcinin higbir gey gorcmcd1g1 yerde, uzman avch
avinin izlerini farkeder, hatta bu izlerin yeni mi, yoksa esk

mi oldufunu sdyleyebilir.

Cok yetenekli insanlarin asil Gstinlugu, bir tir ©F
gandig zihinsel duyarhhiktan kaynaklamyor olabilir. Dal
az yetenekli kigilerin hicbir farkhihk algilayamadign yve rde
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vetenekli kisiler, ince bir duyadiikla, dol-

isaretlerinin varligim ya da yoklugunu his:
(6. Bulgusal kiyas. Bolum 2'de iizerind

durmamiz gereken bir bulgusal akil 1

teknik bir tenmle karsilasmistuk. Bu alul vumtmm Lot
daki bicimde tekrarlayalim:

Karaya yaklasugimizda, ¢ogu kez kuslan goriir
Simdi kuslan géoruyoruz.

Dolayisiyla, karaya yaklastyor olmamiz daha kesinlesivo;

Yatay cizginin ustundeki iki tumceye inciller. qzginin
alundakine de wvargr diyebiliniz. Akl yurutme —E,;f:t::::;:
tamune de bulgusal kryas adi verilebilir.

Buradaki 6nculler, bolum 2'deki gibi venlmis, fakat
varg1 daha dikkatli bicimde s6ze dokulmustur. Asil durum
daha iyi vurgulanmigur. Kolomb ve adamlan, basindan
beri banya dogru yelken acguklarinda karava varacaklanm
varsaymislar, bu varsayimlarina guvendjklen idn de volau
lugu gerceklesarmislerdir. Ilerledikce, kucak veva bumk;
her olayn ayn1 soruya bagladilar: “Karava »aldaswor mu-
yuz?” Olaylar gerceklestikce guvenlen artt: va da gercek-
lesmedikc¢e azaldi ve adamlardan her birinin inanca ¢
sine ve karakterine gore az ¢ok farkl bicimde dalgalanma-
lar gosterdi. Bu yolculugun dramatik genlimi timivie bu
guven dalgalanmalan yuzundendir.

Aufta bulundugumuz bulgusal kiyas, giivende goruien
bir degisme icin manukh bir zemin sergiler. Byl -
simlere néden olmak bu tar akil viratmenin asﬂ
Biz de yukandah sOzcukleri bu noklayl yolam 2’de
gundan daha iyi verebilmek i¢in kullandik.

()Vlt'\sr' omeglmmn gene] _____ SU!"C ifade e hilebiliz
A dogruysa, bildigimiz gibi, Bde dogrudu
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Simdi B'nin dogru oldugunu gériyoruz.

Dolayisiyla, A daha guvenilir duruma geliyor.
Daha kisaltirsak:

Eger Aise, o halde B'dir
Bdogrudur.

A daha guvenilir duruma gelir.
Bu sematik agiklamada, yatay ¢izgi “dolayisiyla” sozcu-
gunun yerine geger ve oncullerle varg: arasindaki ana bag-
lanuy ifade eder.]

[ 7. Akla yakin mantik yiiritmenin dogas:. Bu kucguk kitap-
ta felsefi bir sorun tariymaktayiz. Bu tartismayr mumkin
oldugunca uygulamaya ve bigimsel olmayan bir yolla, zor
ifadelerden mumkin oldugunca uzakta yarutmeye ¢ahg-
yoruz; fakat herseye karsin, konumuz felsefi niteliktedir.
Konumuz, bulgusal manuk yuratmeyle ve genisletirsek ¢
nemli olmasina karsin kanitsal olmayan bir tur akil yirut-
meyle ilgidir. Buna, daha iyi bir teim olmadig igin, akis
yakl'n mantik yvurutme diyecegiz.

Muciti kendi fikrinin iyi olduguna inandiran isaretk
rin, ganlik islerimizde bize kilavuzluk vapan gostergelerin.
hukuk¢unun ikincil kanitlarnnin, bilimadaminin tGmeva-
nmla ulasugn kamtlarin, bircok ve c¢esitli konulardak
1stankuksel kanitlann thSi. iki ana noktada birarava oelll
Birincisi, kesin bir kanit niteligi tassimazlar Ikincisi, veni bilg
edinmede vararh olur ve sal matematikle g1l olmavan her
tirla manuksal bilgi icin, fiziksel dunvavla ilgili her tarla big

—

ion vazgecilmezdir. Bu tir kamitlarnin alunda vatan akil w
rutme bicimine “bulgusal akil viiriitme” va da “tin il
akﬂyﬁr&unc"\m.a (eger varolan terimlerin anlamlarn g

nisletmekten kacmmak istuvorsak) “mantukli akil yaratm!
diyebiliriz. Biz burada sonuncu terimi benimsis
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Yukarida sunulan bulgusal kiyas, en basit ve en yaygin
manukh akil yaratme bigimi olarak disianilebilir; kanit
lamaya yonelik akil yaratmenin klasik bir bi¢imini,
“varsayimsal kiyasin atki kuralim” ammsatyor. Asagida bu
iki bi¢imi yanyana sergileyelim:

Kanitlamaya yonelik Bulgusal
Eger A ise, B'dir Eger A ise, B'dir
Byanhs Bdogru
A yanhs A daha guvenilir

Bu bigimlerin kargilastinlmasi1 oOgretici olabilir ve bize
mantikl1 (bulgusal, timevarimsal) akil ytrtitmenin dogasi-
na iligkin, baska bir yerden elde edemeyecegimiz bir sonug
verebilir.

Iki bicimde de ilk 6nciil aynidir:

Eger A ise, B 'dir
Ikinci 6ncul ise farklidur.
Byanls Bdogru

ifadeleri birbirlerine timuyle zittir, fakat “benzer mantik-
sal yapida”, ayn1 “mantik duzeyinde” bulunur. Asil fark on-
cullerden sonra ‘gorulur.

Avyanhs A daha guvenilir

vargilan1 farkli manuk duzeyindedir ve kendi onculleriyle
iligkileri farkl1 mantksal yapilara sahiptir.

Kanitlamaya yonelik kiyasin vargisy, oncullerle aym
mantiksal yapidadir. Bunun 6tesinde, bu vargi, énculleri
tarafindan tumuyle desteklenir ve ifade edilir. Eger kom-
sum ve ben onculleri benimsersek, zevklermmiz ya da diger
inanclarimiz ne elursa olsun, vargiyr benimsemekte ayrili-
ga disemeyiz.
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Bulgusal kivasin vargisi, mantiksal yapisiyla oncilleriy,
den farkhdur; daha belirsiz, oncullen kadar keskin degijg;,
ve tam ifade edilmemistir, Bir vargiyr bir kuvvetle kiyaslay,.
bilinz: Bir buyuklugu ve bir yonu vardir. Bizi belirli bir v,
dogru iter: A daha giivenilir hale gelir. Bu varginin belli biy
gucu de vardir: A ¢ok daha guvenilir ya da yalmizca bir parg
daha guvenilir hale gelebilir Varg: oncullerince timiuyle
desteklenmez ve ifade edilmez. Burada yon, onciillerce belirtilir
ve ifade edilyr; biviklikse belirtilmez. Her manukli insan icin,
onculler A'min daha guvenilir oldugunu (kesinlikle daha az
guvenilir degil) soyler. Yine de, komsum ve ben, A'mn ne
kadar guvenilir oldugu konusunda farkl goruglerde olabili-
riz; ¢cinka gecmis bilgilerimiz, ruh hallerimiz ve belirtilme-
ven nedenlerimiz farkh olabilir.

Kanitlamaya yonelik kiyasta, onculler, varginin azerine o-
turdugu tam bir temel olusturur. Her iki 6ncil de dogruysa,
vargi da dogrudur. Oncullere olan inancimizi degistirme-
vecek veni bilgiler alirsak, vargiya olan inancimiz da de-
gismeyecektr.

Bulgusal kiyasta, onciller varginin Gzerine oturdugu
temelin yalnuzca bir parcasimz, temelin timuyle ifade edilmis,
“gorunur” kismini olusturur. Bir de baska seylerin (anlat-
lamayan duygular, belirtilmeven nedenler,) olusturdugu
ifade edilmeyen, gorunur olmayan kisim vardir Oncullere
olan inancimiz1 zedelemeyen fakat A'yva olan giavenimiz
vargida belirtilenin tam tersi yonde etkileyecek yeni bilgi-
ler alabiliriz. Bulgusal kiyasimizin éncillen temelinde A'vi
daha akla yakin bulmak kesinlikle manukhdir. Yine de, bir
sonraki gun, bu énciillerle ilgisi almayan, ama A’yr daha az
guvenilir kilan, hatta kesinlikle reddetmemizi gerektiren
bir neden saptayabiliriz. Onciiller, gérinir kisim saglam
kalsa bile, varg: temelinde gorinmez kissmdaki karisiklhik-
lar nedeniyle sarsilabilir, hatta tumuyle altist olabilir.
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Ru actklamalar, sal kamitlamaya vonelik manul
o vaklasildiginda anlagilmas: zor ve kafa kanstirics
bulgusal, tumevanmsal akil varatmenin ve Lo,

svonelik akil yaraune tarlerinden olmayan akil viron
an dogasim bir parca anlagtlabiliv kilar. Burada seciler
aklasim tamamlamak igin bir¢ok baska somut Grnein

higer bulgusal kiyas turlerinin ele alinmasi ve olasihik kav-
amivla diger yandag kavramlarin incelenmesi gerekli go-
rnur vazarin Mathematics and Plausible Reasomning adh cse-
wle kiyaslayiniz. |

Bulgusal nedenler hi¢bir seyi kanitlamasa da onem-
dir. Bulgusal nedenlerimizi berraklagiirmak da onem-
lidir; berraklastirilan her nedenin ardinda belirsiz kalan
ve belki daha 6nemli bircok baska neden olmasina kar-
sin.

o [lerleme ve basan. Ilerleme gosterebildiniz mi> Asil
basan neydi? Bir problem c¢ozerken kendimize ya da
problem ¢6zmesini istedigimiz bir 6grenciye bu turden
wrular yoneltebiliriz. Boylelikle, somut durumlarda, az
¢ok guvenli bir bi¢cimde ilerlemeyi ve basariy1 degerlendi-
rebiliriz. Boyle somut durumlardan genel bir tanima
gecmek kolay degildir. Yine de, bulgubilim ‘¢alismamizi
wmamlamak istiyorsak bunu yapmak, problem ¢ozmede
lerleme ve basariyr nelerin olusturdugunu agiklamaw
denemek zorundayiz.

1. Bir problemi ¢o6zebilmek i¢in konu hakkinda hiraz
hilgimizin olmas: ve varolan ancak basta sessiz kalan bilgi-
mizin konuyla iligkili noktalarim1 hatirlamamiz gerekir. Su-
recin sonunda problemi kavrayisimiz bagtakinden daha
fazla gey kapsar; neler eklenmistir? Bellegimizden bir seyler
¢karabilmeyi basarmmisizdir. Cozime ulasabilmek igin cesith
temel gercekleri haurlamamiz gerekir. Problemimiz ma-
iematik problemiyse, daha énceden ¢6zilmis problemlen,



116

bilinen teoremlen, tammlari toparlamamiz gerekir By

()gelen' bellegimizden Cekip clkarmaya hareketlendirme adin,
verebilinz.

2. Bununla birlikte, bir problemi ¢6zebilmek i¢in bir-
birinden yahtlmis bilgi parcaciklanmi toplamak yetmez;
bunlan birlestirmemiz gerekir ve bu bilesim elimizdek
probleme uygun olmalidir. Yani, bir matematik problemi
ni ¢ozerken, biraraya getirilmis malzemeyi uyumlu bir bi-
tun halinde birlestirecek bir argiman olusturmahyz. Bu

uyum saglama ve birlestirme etkinligine orgutleme deneb:
lir.

3. Aslinda, hareketlendirme ve 6rguteme birbirinden
aynlamaz. Problem uzerinde yogunlagsmisken, yalnzca &

macimizla az ¢ok iligkili olgulan biraraya getiririz. Zaten

birlesturerek orgutlememiz gereken de toparladigimiz ve
hareketlendirdigimiz bu malzemedir.

Hareketlendirme ve orgutleme, ayn1 karmagik surecin
bircok yoniinden yalmzca ikisidir.

4. Yaptigimiz isin bir bagka yonu, kavrama bicomimizn
degigmesidir. Bellegimizden ¢agirdigimz, uyumunu saglads-
gimiz bilgilerle zenginlesen problemi kavrayiy bicimimiz.
bu siirecin sonunda ¢ok daha fazla sey igcerir. Baslangiciaki
problemi kavrayis bigimimizden daha yeterli ve uvumlu bir
kavrayisa ilerlemek icin, probleme c¢esitli agilardan bakar
ve farkh yaklasimlar deneriz. PROBLEMIN CESITLEME
LERI'ni gozoniine almadan fazla ilerleme kaydedemeyiz.

3. Nihai amacimiza dogru ilerlerken gittikge daha fazla
sey gorur ve daha ¢ok sey gordiitkce hedefimize daha da
yaklasngimizi anlanz. Problemin incelenmesinde ilerleme
kaydettikce ¢ozum icin ne ve nasil yapmamiz gerektgini
daha iyl dngorebilinz. Eger sanshysak, bilinen bir teoremin
kullanmlmas: gerekecegini, dnceden ¢6zillmis bir proble

in
AAAAAA



onune alinmasinin 1se \.H.n.:'nl«..»;»,“, teknil

i anlamina gerl donulmesi Rere ke ZIN Kestire b
abil bunlan h'\lll(‘hlllllrlnl/ k(,‘Sill bir anlam jce ez
Lonustu olan yalnizca akla vakinhkur Kesin bicimde o

slmak ancak tum ¢ozum tamamlandiginda mamkin ola
cakur. Bu kesinlige ulagmadan once de az ¢ok akla vakin
bir kestirnnmle yelinmek zorunda kahnz Akla vakin ve gecd
o dusunceler olmaksizin, kesin ve en son cozumi asla bu-

amaviz. Bize gereken BULGUSAL AKIL YURUTME dir.

6. Cozame dogru ilerlemek ne demektir? Bilgimizin
hareketlenmesini ve orguatlenmesini ilerletmek, problem:
kavravigimizi gelisgtirmek, en son argumani olusturacak a-
dimlar1 6ngérmek. Ilerlememiz yavas olabilir, fakat ufak,
farkedilmeyecek adimlarla giderken buyuk bir adimn atar,
bir sigray1y gerceklestiririz. Cozame dogru gergeklesen ani
sigramaya PARLAK FIKIR deriz: Iyi bir fikir, talihli bir da-
sunce, bir beyin dalgas1 (Almanca’da daha teknik hir tenm
vardir: Einfall). Nedir parlak bir fikir? Gorasimuazde mey-
dana gelen beklenmedik bir degisiklik, problemi kavrayis
bicimimizin ansizin yeniden orgutlenmesi, ¢6zume ulasa-
bilmek i¢in atmamiz gereken adimlara iligkin saglam bi
ongoriniin ortaya ¢ikmasi.

7. Yukanida ele alinan duasunceler, listemizdeki 6nen
ve sorularin dogru bir zemine oturtulmasini saglamgtir.

Bu soru ve Onerilerin ¢ogu, dogrudan dogruya, daha
once edindigimiz bilgilerin hareketlendirilmesini hedel-
lemektedir: Problemi daha dnce gordimiz miu? Yo da, ayni
problem: biraz daha farkly bir bicimde mi gordiinuz? Onvinvzdek:
sorunla iligkils bir problem biliyor musunuz? Yararl olabilecek bn
problem biliyor musunuz? Bilinmeyene bakin! Ayni va da benzer
bir bilinmeyen iceren bildik bir problem diiginmeye calisin
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Yeterh malzemeys heniz toplavamadigumizr diging
iz zamanlar da olacakur. Eksik olan geyin ne oldy,
dusunar dururuz: Tum venlen kullandiniz m:? |
miiyle kullandine: m? Problemin kapsadsgn temel kavran

P4

f1sin (TL1LTLe u’/’l/f’l/@ ml?

Bazi «orular ise dogrudan problemin ¢esitlemele
hedefler. Problems yeni sozciiklerle yazabilir misiniz? Daha hay
sozcuklerle tekrar yazabilir misiniz? Bircok soru, problem
belirli araclar kullanarak cesitlendinilmesing amaclar: TA-
NlMLAR:a gCﬁ,déquk, ANALOIJ kullanmak (;E.NEL-
LEME, OZELLESTIRME, AYRISTIRMA VE YENIDEN
BIRLESTIRME gibi.

Baska sorular ise, elde cuneye ugrasugimiz cozumuo
dogasim ongorebilecek denemeler onerir: Kosulu yenine petv
mek mimhkin mi? Kosul bilinmeyeni belirlemek icin yeterli v
Yohsa, yetersez mi? Yohksa, gereginden fazla mi? Yoksa, celrshils »

Listemizdeki soru ve oneriler dogrudan dogruya per
lak fikirlerden 80z ¢tmez, fakat ashni sorarsaniz hepsi de
onunla ilgilidir. Problemi anlamakla parlak fikire haz
Janir, bir plan yaparak onu harcketlendirmeye calisi
harckete gegirdikten sonra yirurlige sokar, tutuguriis
yola ve ¢6zimin sonucuna bakarak da dalia iyi kullan

maya ugrayiriz.
y . . ".
o Iyaretiendirme. lyi secilmig ve bilinen bu lqdl(:'::})
dirmenin saglayacagn avantaplar bilmek mmn\.un; /‘ ‘,
v ( 1 Véi!
rakamlarim kullanmamak koguluyla pek kucuk 0fF



Kisa Bi Bulgubilim Sozlngu -

birkag sayiyvi toplamayi (lcvncyin. Isterseniz Roma rakamla
nm  kullanabilirsiniz. | Ornegin, MMMXC, MDXCvy
MDCXLVI, MDCCLXXXI, MDCCCLXXXVII sayilarim alin

Matematiksel saretlendirmenin o6nemini abartmamak
mumkun degildir. Ondahlk sistem kullanan cagdas bilgisa
varlanin, sayilan yazmak i¢in elverisli olmayan eski bilgisa
varlara kiyasla buyuk avantaj vardir. Alisilmis cebir ¢ozum-
lemeli geometri, diferansiyel ve integral isaretlerini bilen
ortalama cagdas bir 6grencinin alan ve hacim problemle-
rini ¢6zme konusundaki ustunluga bir eski Yunan mate-
matikc¢isinden cok daha fazladir.

1. Konugma ve dusinme birbiriyle yakin iligkili eylem-
lerdir. S6zcukler dusinmemize yardim eder. Bazi dusunur
ve dilbilimciler biraz daha ileri giderek, mantik kullani-
minda sOzcuklerin yerinin vazgecilmez oldugunu ilen
surmuslerdir.

Yine de, bu son degerlendirme bir par¢a abartli go-
runmektedir. Ciddi matematik calismalarinda biraz dene-
yimimiz varsa, hi¢bir sé6zcuk kullanmadan, yalmzca geo-
metrik sekillere bakarak ya da cebir sembolleriyle islem
yaparak yogun bi¢imde dusunulebilecegini biliniz. Sekil ve
semboller matematiksel dusanmeyle yakindan iligkilidir;
bunlarin kullanilmas1 dasiinmeye yardimci olur. Dusunti
ve dilbilimcilerin bu degerlendirmelerini biraz degistirip
duzeltebiliriz: Mantigin kullaniminda isaretlerin kullanilmas;
vazgegilmez gorunmektedir.

Ne olursa olsun, matematik sembollerinin kullanim
sozciiklerin  kullamilmasina benzer. Matematiksel isaret-
leridirme bir tar dil olarak ortaya ¢ikar; az ve 6z, kesin, ku-
rallan siradan olan gramer kurallarinin tersine, istisna ka-
bul etmeyen, amaciyla gayet uyumlu bir dil.



120

Bu bakis acisim1 benimsersek, DENKLEM KURMA
tur cevirl, siradan dilden maternatiksel semboller

yapilan bir ¢evin olarak ortaya cikar.

2. +, -, = gibi ban matematiksel semboller ile basgka
bir¢ok sembolun geleneksel bir anlam vardir. Ancak, i
yuk ve kuguk Roma harflen ile Yunan alfabesi gih bau
semboller farkl problemlerdc farkh anlamlarda
bilir. Yeni bir problemle karsilastigimazd: behrh sem
ler segmemiz, uygun isaretlendirme yaj gcrehr Stra-
dan dilin kullaniminda da analog noktalar vardlr

)‘.-',’9

sozcuk farklh baglamlarda farkh anlamda kullanilir; kesin-

ligin onemli oldugu yerde so6zcuklerimizi dikkatle se¢me-
miz gerekir.

Problem ¢6zumiunde onemli olan bir adim, isaretlen
dirmeyi secebilmektir. Bu iy ¢ok dikkatle vapilmalidir. S
anda isaretlendirmeye harcadigimiz zaman, ileride biz
duraksamaktan kurtanp kafamizin karismasini onleyecek
tir. Bunun otesinde, isaretdendirmeyi secerken problemu
isarctle gosterilmesi gereken ogeleri azerinde iyice disis
nuriiz. Dolayisiyla, uygun isaretlendirmeyi sccmel
lemin anlasilmasina da katkida bulunabilir.

3. l\l bir lsarctlendlrmc bcllrgm, anlamli ve hatrlas
mas: kolay olmah, zararh olabilecek ikinci anlamlardar
kacimilmah ve yararh olabilecek ikinci anlamlar kullani
mahdir. 1).11e-!ie-x111 sirasi ve aralanndak: baglanular, wim
lendinlen sevlerin sirast ve baglanularint h

1atll

N1 11
i

4. l§.in'l£r r hersevden once
lismada avii sembolun ik farklh ne
edilemez. Bir problem ¢ozerken
dcrscniz bu prohicyg}r ihiskili ba
mekten Lacnmalisiniz Elbete

lemde, baska bir sev icin kullanabil;
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parkl nesneler igin aym sembolii kullanmak yasak olsa bi-
| il nesne i(“ill l'-il“l \t‘llllln“m kullanmak vasak ‘h.ﬁ“-
“ , 0 ] (] .
li Dolayisiyla, a ve b'nin ¢arpimlan su bigimlerde yazla-
s

hilii
axb asb ab.

Bazi durumlarda, aym nesne i¢in iki ya da daha fazla i-
et kullanmak bize astanlik saglar, fakat bu gibi durum-
larda ¢ok dikkatli davranmak gerekir. Genelde, bir nesne
iiin tek bir igaret kullanmak daha iyidir. Belirli bir neden
olmadan ¢ok sayida isaret kullanilmamalidir.

. lyi bir isaretin hatirlanmas: ve taninmasi kolay olma-
h, bize hemen iligkili oldugu nesneyi hatirlatmahdir.

lsaretlerin kolayca taninmasini saglamanin bir yolu bag
harflent sembol olarak kullanmaktr. Ornegin, 20. bélimde
hiz i¢in 7, zaman i¢in ¢, hacim i¢in V kullandik. Ancak, her
durumda bag harfleri kullanamiyoruz. Ornegin, bélim
20'de yarigap i¢in r harfini kullanamadik, ¢anka bu harfi
daha 6dnce hiz1 belirtmek i¢in kullanmigstik. Sembol secim-
lerimizi etkileyen bagka unsurlar da vardir. Ayrica, sembol-
lerin kolayca taninmasim saglayan bagka yollarimiz da var-
dir ve bunlan tartisacagiz.

6. lsaretlendirme yalmizca kolay taninabilir olmay: sagla-
makla kalmaz. Isaretlerin swas: ve aralanndaki baglant:, nes-
nelerin sirastme ve aralanndaki baglantiy: verdigi zaman bizim
algimizin bicimlenmesinde 6zellikle ise yarar. Bu noktay
gostermek icin bir¢ok érnege gerek vardir.

(/) Problemde birbirlerine yakin nesneleri gostermek
icin, alfabede birbirine yakin harfleri kullaninz.

Bu yuzden, verilen nicelik ya da degismez sayilar icin
genellikle alfabenin basindaki a, b, ¢ harflerini, bilinmeyen
nicelikler icin de alfabenin sonundaki x, y, z harflerini kul-
laninz. |



Nasil Cozmelis

Bolum 8'de paralelyuzlunun verilen uzunluk, geniglik
ve vitksekligi icin a, b, ¢ harflerini kullandik. Bu ¢ uzunlul
problemde avni rolu oynuyordu ve birbiri ardina gelen i
harf kullanarak vurgulandi. Bunun 6tesinde, yukarida s¢-
20N ettigimiz gibi, alfabenin baglangi¢ harfleri dlan g, b, ¢
verilen nicelikleri gostermede en ahigilmis harflerdi. Bagka
bir ornekte, bu uzunluklar farkli roller oynayabilir. Boyle
bir durumda hangisinin yatay, hangisinin dikey uzunluk
oldugunu bilmek 6nem tasiyabilir ve dolayisiyla degisik bir
isaretleme yeglenebilir.

(II) Ayn1 kategorideki nesnelen goéstermek i¢in, ¢ogu kez
ayn1 kategori i¢in aym alfabeye ait harfleri secer ve farkh kate-
goriler icin farkl alfabeler kullaniriz. Bu yaizden dazlemsel
geometride ¢ogu kez su isaretlemeleri kullaninz:

Noktalar i¢in biiyik Latin harfleri: A, B, C, ...

Dogrular i¢in kigik Latin harfleri: g, b, ¢, ...

Agilar i¢in kugok Yunan harfleri: o, B, v, ...

Farkl kategorilere giren fakat aralarinda problemimiz
icin 6nemli bir iligki olan 1ki nesne varsa, bu nesneleri gos
termek icin cesitli alfabelerdeki karsilikli harfleri secebili-
riz: A ve a, Bve b, Cve ¢ gibi. Iyi bilinen bir 6rnek, bir i
genin igaretlenmesidir:

A, B, Ckoselen,

a, b, c kenarlar,

o, B, ¥ agllan
gosterir. Bilinz ki, A kosesinin karsisindaki kenar a; A k-

sesindeki a¢1 a'dir.

(I1I) Bolum 20’de, a, b, x, y harfleri gosterdikleri ogele-
rin dogasini ve aralarindaki iligkiyl gosterecek bigimde,
ozellikle secilmistir. a ve b harfleri, gosterilen buayuklukle-
rin sabit olduguna isaret eder; x, y harfleri de degiskenlen
gosterir. Alfabede a, ¥'den 6nce, x y’den 6nce gelir; bu d2
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e aile barasinda ve x ile y aramnda aym igkining old,..
gunu gosterir. Ashinda, «a ile x birbirine dik ve 4 jle y g
birbirine yatay oldugundan, aralarinda a : b = x * § i1 ki
vardi

7. AABC ~ AEFG igaretlemesi sdz konusu iki aggenin
henzer olduklarimi gosterir. Cagdag kitaplarda, bu iki for-
mul iki aginin benzer oldugunu ve kogelerin yazildiklar
sravla birbirine karsihk geldigi anlaminda kullamlmakta-
dir. A, E'ye; B, Fye; C, G'ye karsihk gelir. Daha eski kitap-
lardda bu duzen henuz kullanilmava baglamamist. Bir ko-
senin diger uggende hangi koseye kargilik geldifini anla-
yabilmek i¢in okuyucunun sekle bakmasi ya da formiilin
gkarihgin haurlamas: gerekiyordu.

(agdas isaretleme, eskisinden ¢ok daha iyi bir sistem
‘getrmistir. Cagdag isaretlendirme kullanilarak, gekle bak-
'madan formulden ¢ikarsamalar yapabiliriz. Yani, ormegi-
Imizde

LA=LE
AB: BC = EF: FG

oldugunu ve ayni turden bagka iligkileri bilebiliriz. Eski
isaretlendirme daha az bilgi icerir ve kesin ¢ikarsamalara
171N vermez.

Digerlerinden fazla gey ifade eden bir isaretlendirme-
e, dolu terimini yakistirabilipiz. Uggenlerdeki benzerlikte
kullamlan yeni isaretlendirme eskisinden daha doludur,
nesnelerin sirasi ve aralarindaki bagintiy: daha iyi yansitir,
bu yiizden daha fazla ¢ikarsama yapilabilmesi icin bir te-
mel olugturabilir.

8. Sozcuklerin tkinci anlamlar: vardir. Bir sdzcugin kul-
Slanildiy) bazt baglamlar, ¢ogu kez sozciifii etkilemek ve
Poinincil anlamina bir geyler -bir ton ya da ikinci bir anlam
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veva bir cagnsim- eklemek amaciyla kullamibir. Yaz vazy
ken dikkatlivsek, hemen hemen aym anlama gelen sozc;
ler arasindan, ikinci anlarmi en uygun olamim segeriz.

Matematiksel isaretlemede de benzer bir durum goy
lir. Matematiksel semboller bile, kullanildiklan bagls
dan gelen bir tur ikinci anlam edinmis olabilir. [saretle
dirmemizi ozenle secersek, bu kosulu da dikkate almam;
gerekir. Simdi bu noktayr géstermeye ¢alisalim.

Koklenmig, geleneksel anlamlar kazanmig belirli har
ler vardir. Ornegin, genelde ¢, dogal logaritma taban: icir
i, V-1 icin -yeni sanal birim-; T, cember ¢evresinin s o
rani i¢in kullanilir. Bu sembolleri yalmzca geleneksel ;
lamlarinda kullanmak daha dogru olur. Boylesi bir sembe
Iu bagka bir anlamnda kullanirsak, geleneksel anlam jsim
kangabilir ve bizi utandirabilir, hatta vyanhs
sevkedebilir. Bu turden zararh ikinci anlamlann yeni has
layan kisilerde, deneyimli matematik¢ilere gore daha a
sikint1 yaratacag1 dogrudur.

Sembollerin ikinci anlamlan isimize yarayabilir. s
lik bilingli kullanilirsa ¢ok fazla yarayabilir. Daha once &
landigimiz bir isaretleme yararh bir sureci hatirlamam 4
yardimar olabilir. Kugkusuz, sembolun kullanmakta olds
gumuz (birincil) anlamini, eski (ikincil) anlamindan agk
ca ayirdedebilecek dikkati gostermeliyiz. Yerleymig bir 1o
lemenin [yukarida sozunu ettigimiz, bir u¢genin kisumlan
i¢in kullanilan geleneksel isaredeme gibi; 6 (II)] binuk
avantajlan vardir: Daha 6nce bir¢cok kez kullamildig «*
gerekli islemleri hatrlamamiza yardimc: olabilir. Formut
lerimizi yerlegsmis kahplar olarak hatrlanz. Kugkusuz, ™
nedenlerle yerlesmis bir isaretlendirmeyi ahgilandan farkh
bir anlamda kullanmak zorunda kaldigimzda yetent®
dikkadi olmaliyrz. |




o B Budgubilion Soslagua

v, Iki igwretlendivine armsinda bir g, vapmak 1
it Raldiguuzday, ikistnin de yeglenecel yonlen olabing
Npkt et uvgun xozcaklent segebilimek i deneyom ve i
lup Rerektigl Ribic en uvgun iguvetlendivmeyt seqebilimek
it de denevim ve aslup gerekiv. Yine de, yukanda ey
uaine cesith avimty) ve dezavantajlan bilmek yeunde ol
cakur,

10. Yalmzea suattaki en wmutsuz dfrenciler degil, ol
(\iuk'\‘;\ reki Ogrenciler de cebire kgt nefret duyabilivles
lsretendirmede her zuman keyli ve yapay bir yeyler v
dir, veni bir igaretlendirmeyi ogrenmek bellek i¢in bir yik
wr. Zeki ogrenci yeni bir igsaretlendirmeyi kullanmak i¢in
hicbir neden géormezse, bu yiikii Gstlenmeyi reddedebilir.
Leki ogrencimize deneyimleriyle matematiksel semboller dili-
mn digtinmeye yardimar oldugu konusunda kendi kendini
ikna etme fusatim vermezsek, duydugu nefrette hakh ola-
caktur. Ogrencinin béyle bir deneyim edinmesi 6fretme-
nin en 6nemli gérevlerinden biridir.

Bu gorevin onemini vurguladim, fakat kolay bir iy ol-
macigini da biliyorum. Yukaridaki bilgiler igimize yarayabi-
lir. Aynca DENKLEM KURMA maddesine bakabilirsiniz.
Bir formila, ozelliklerini genis bicimde tartigarak kontrol
etmek ogretici bir alistirma olabilir; bolim 14 ve SONU-
CU KONTROL EDREBILIYOR MUSUNUZ? 2. maddesine

bakiniz

¢ Iste oniiniizdeki sorunla iliskili ve daha dnceden ¢i-
rilmiis bir problem. Bu iyi bir haberdir. Cozima bilinen
ve onunuzdeki sorunla iligkili bir problem ¢ok iyi bi
selismedir. Aralanndaki iliski vakinsa ve coziim basitse ok
daha iyi olur. Bayle bir problemin, onimizdeki sorunu
tzmede yararh olabilme sans ytiksekdtir.

Burada wmm Ull‘lllgllnlll/ [iplk bir durumdur ve ¢
femlidir. Bunu agik¢a gorebilmek icin, bu durumu yardunc
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dugumuz durumla kivaslayahim. lk.l haldle

belirli bhir 4 ploblemlm ¢ozmekur. Bagka bir /1,

ele alivoruz ve onimuze konan A probleminin
vardima ol 1'\1\\\1‘ ini umuyoruz. Aradaki tak by, g
Biskimizdedin. Burada, ¢ozumunt bildiguniz ey, i
pmblcml hamladlk ancak henuz nasil kullanacy,,,
bilemivoruz. Ikind durumda ise veni bir pmhl( m
(vardima problem) kesfettik; B'vi nasil kullanabileceg,,
bilivoruz (va da en azindan kuvvetle tahmin 1||\n|||u (i
kat nasil ¢ozecegimizi hentiz bilemiyvoruz. Bu iki durig,
arasindaki fark, B'ye iligkin vasacdigumiz gagliaktar. Bu g
lagun ustesinden geldigimizde, iki durumda da B'yi .y,
bicimde kullanabiliriz: Yontemi va da sonucundan (Yil
DIMCI PROBLEM 3'te agiklandig gibi)., ya da sanshysl
ikisinden birden yararlanabiliiiz. Bu maddede cle aldig
miz durumda B'nin nasil ¢éziildugunu biliyor, fakat henw
nasil kullanacagimizi bilmiyoruz. Bu ytizden soruvon
Bunu kullanabilir misiniz? Sonucwnw kullanabilir misin:? |
temini kullanabilir misini-=?

Daha onceden ¢ozalmus helirli bir problemi kullar-
maya kalkismamiz, elimizdeki problemi algilayisimiz da
etkileyecekdtir. Iki problemi -yeniyi ve eskiyi- birbirine hag:
lamaya calisirken, yeni probleme eskisinin onemli ogeler
ne karsilik gelen ogeler yerlestirmeye cahisingz. Divelim,
problemimiz verilen bir dértytizlinin etrafina bir kur
gizmek olsun. Bu bir uzay gcometri problemidir. Duzlem
sel geometrideki analog bir problemi hatirlayabiliriz: V¢
len bir t¢genin etrafina bir cember cizmek. Sonra dize”
sel geometrideki eski probleme ticgenin dik aci “m‘\ﬁ.;
kullandigimizi hatirlaniz. Ondimiize konan proble i“‘i‘
buna benzer Lir seyler yapmayr denemek akla yaki? 1
cakur. Dolayisivla, elimizdeki problemde buna k *“M
len yardimca oge olarak dortyazlinon kenarlarint #=
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Ak dizlemleri cizerviz, Bu Gkivden sonra disle e

mdekl analog  ¢ozami izleyerek way peomeni
v corumuni kolayhkla yapabilirz,

Yukandaki tipik bir drnekdir. Onceden ¢Ozilmag, o
ardeks sorunla iligkili bir problemi ele almamiz biz
ardimar ogeleri devreye sokmaya gotiirmiy, uygun yar-
na ogelerin kullanilimasi ise elimizdeki peoblemi ¢oze-
sime olanagy saglamsur. “Bu problemi kullanalnlmek i
wi bir oge bulabilir misiniz?' sorusunu sorarken amag-
adigimiz etki iste buydu.

Burada tartisigimiz 6nerinin bir ¢egitlemesi de var: Iste
w onuniizdeki sorunla iligkili ve daha onceden kanstlanmig bir
""" . Bu ¢esitlemenin érneklemesini bolinm 19°da bulabi-

e Kararhlik, umut, bagari. Problem ¢6zmenin timauyle
entellektuel bir is” oldugunu dustiinmek biyuk bir hata
olur. Kararhlhik ve duygular bu suregte 6nemli bir rol oy-
nar. Bir geyler yapma konusunda kayitsiz bir kararhihk ve
uvusuk bir onay, simiftaki rutin problemler igin yeterli ola-
bilir. Fakat ciddi bir bilimsel problemi ¢6zmek, yillarca si-
recek emegi ve hayal kinkliklarini yenebilecek bir azmi
| gvrvktirir.

1. Kararhlik, umut ve umutsuzlukla, tatmin ve hayal ki-
;llkl‘ﬂﬁll paralel olarak dalgalanir. Hemen kogeyl dondir-
gumazde ¢ozumle karsilasacaginz digiinerck ugragmay
ix(n:lm mek kolaydir; ancak ;,u((lfl:lenn ustesinden geleblleccyk
[')l yol goremedigimiz zaman inadimizi sirdiarmek zordur.
i‘ ngorduklerimiz gergeklestiginde seviniriz. Givenle izle-
digimiz yol ansizin kapandiginda umutsuzluga kapihnz ve

kararliligimiz dalgalanmaya baglar.

‘Il nest point besorn espérer pour entreprendre ni réussir pour
persévérer.” *Umut yokken bir gorey istlenebilir ve basansizken




labilirsin.® Kati bir irade, gurur ya da gorey duyy,,
. wwletebilir. va da onurlu bir nedem olan bir g
nlarr sowlevebilir Ancak bu tur bir kararhihk bilimine,
13 aramaz: bhudimincinmnm l.sc 3 i\l wvabilmesi lCll'l umu
g devam ettirmek icn basansi olmahdir. Blhmscl ',.‘.i.\;‘j;s“:
kalhica bir kararhhk "w olamhk VAl yartya yer almalld!r.
a cckmedigl sarece bir problemi ¢ozmeye kalkisn

problem ogretici gomnumrsa ciddi bir gahgmava | ,\‘a\;.f:\,_w»
binuk sevier vadedivorsa tum kigiliginiza ortaya  kovarsing
unacins belidemigseniz ona sadik kalirsiniz, fakat bu iy ¢
reksiz vere sorlastimazsing Kucuk basanlar itici «hmzm

a1 isteniz (niniize konan ""(*""1 mi COZe MmIyorsaniz, ONCE Oni-

la iligkil: ber bagka probi '7‘mzmew¢ah$m

2 Ogrend aptalca hatalar yapugn ya da sizi yava yavas ¢
eden kardiginda, sorun hemen hemen aymidir. Orencde

problexm ¢ozme istegl yoktur; hatta dogru duriist anlamal
icin bile istek duymamakta ve bu yuzden anlamamakiads
Dolanisiyla, ogrenasine gercekten yardim eumeyvi isteyen b
ogretmen, oncelikle 6grendnin merakimi uyandirmali, om
problemi ¢6zme arzusu kazandirmahdir. Ayrica, Ggrendni®
karar vermnest ve isine baslamasi icin de sure vermelidir

. Problem ¢6zmeyi Ogretmek, iradenin egitilmesidi
()«m nci, kendisi agisindan hig¢ kolay olmayan pmblenue"
@n rek, basansizh@a kargi azimli olmay, kiiciik baganlan’
“degerini bilmeyi, parlak fikri beklemeyi ve geldiginde ¢
m gucuyle uzerinde vogunlasmayr 6grenir. Okulda ¢
~ #um igin micadelenin degisen duygularnyla tangma 0¥
i bulamamis 6grencinin matematik egitimi, en on¢™
~Woktzdz bagansiz olmus demekdtir.

» Kogul, bir “sonug bulma problemi’nin baslica k¥

Bakiniz, SONUG BULMA PROBLEMLERI, KANIT PRO”
EMLERI, 8. Aynca bakiniz, TERIMILER, YENI VE ESKI, 2
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Bir Rosulun gereksiz kisimlar varsa, gereginden fazla o-
Jarak nitelendirilir. Bir kosul, kisimlar1 karsilikli birbirine
at ve uyumsuzsa, kosulu saglayacak bir nesne bulunam-
yorsa, celiskili olarak tanimlanuir.

Dolayisiyla, bir kosul bilinmeyen sayisindan daha fazla
sayida dogrusal denklemle ifade edilebiliyorsa, ya geregin-
den fazla ya da celiskilidir. Eger bilinmeyen sayisindan da-
ha az denklem varsa, problem bilinmeyeni belirlemek i¢in
yeterli degildir. Bilinmeyen sayisi ile kosulun ifade edildigi
denklemlerin sayis1 esitse, genellikle kosul, bilinmeyenleri
belirlemek icin yeterlidir, ancak olagandisi durumlarda
celiskili ya da yetersiz olabilir.

¢ Kosulu yerine getirmek mumkian mi? Kosul bilinme-
yens belirlemek i¢in yeterle mi? Yoksa yetersiz mi? Yoksa, geregin-
den fazla mi? Yoksa, celiskili ma?

Ogrencilerin nihai yanita hentiz gerek duymadiklan,
yalnizca gecici bir yanit aradiklar1 erken bir asamada bu
sorular genellikle yardimci olacaktir. Ornegin, boliim 8 ve
18’e bakiniz.

Bulmaya calistigimiz sonucun herhangi bir o6zelligini
kestirebilmek bir basaridir. Ne bekledigimize iliskin bir
fikrimiz olursa, hangi yonde gitmemiz gerektigine daha iyi
karar verebiliriz. Bir problemin en 6nemli o6zelligi, kag ¢o-
zim kabul edecegidir. En ilgin¢ problemler yalnizca tek
¢6zimu olanlardir. Bu tur problemleri “mantikh” prob-
lemler olarak gorme egilimimiz vardir. Problemimiz bu

| anlamiyla “mantukh” midir? Bu soruyu, akla yakin bir tah-

minle de olsa yanitlayabiliyorsak, probleme duydugumuz
ilgi artar ve daha iv1 ¢calisabiliriz.

Problemimiz “mantikli” midir? Eger yanitlanabiliyorsa,
bu soru ¢alisimamizin erken bir agamasinda yararh olacak-
ur. Yamt verebilmek zorsa, sonucu bulmakta ¢ekecegimiz
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gucluk, duydugumuz ilgiye baskin c¢ikabhilir. Ayni gy,
“Kosulu yerine getirmek miimkiin mii?' sorusu ve listemizde,
diger sorular i¢in de dogrudur. Bu sorulari égrencilere
yoneltebiliriz, ¢cunku yanit kolay ve akla yakin olabilir. Fa.
kat yanit zor ya da karisik goéruntuyorsa bu sorularda israri
olmamaliy1z.

“Kanit problemleri’ndeki konuyla ilgili sorular ise soy-
ledir: Onermenin dogru olma olasihgr var midir? Yoksa, yanly
olma olasihgr daha mi fazladir? Bu sorunun sorulus bigmi,
yalnizca bir tahmin, akla yakin gecici bir yanit beklendigini
acikca ortaya koyar.

¢ Kosulun cesitli kissmlarimi birbirinden ayirin. Ik go-
revimiz problemi anlamaktir. Problemi bir butin olarak
anladiktan sonra ayrintilara gireriz. Problemin baslica k-
stmlarini, bilinmeyeni, verileri ve kosulu tek tek inceleriz
Bu kisimlar1 zihnimize iyice yerlestirdikten sonra, henuz
isimize yarayacak bir fikir bulamamissak ayrintilara gireriz
Verilerin herpsini tek tek ele alinz. Kogulu, bir butin ola-
rak anladiktan sonra, ¢esitli kissmlarina ayirir ve hepsini tek
tek inceleriz.

Simdi bu maddede tartistigimiz onerinin rolanu gore-
biliriz. Problemi berrak bir bi¢imde gérmeye calisir ve git
tik¢e ayrintilara inmeye calisirken, atmamiz gereken adim
konusunda bu dneri bizi uyarir. Bu, AYRISTIRMA VE YE-
NIDEN BIRLESTIRME asamasinda bir adimdur.

Kosulun cesitli kissmlaniny birbirinden ayirin. Bunlan kagr
da dokebilir misiniz? DENKLLEM KURMA asamasindayken
bu soruyu sorma firsatimiz sik sik dogacaktr.

¢ Leibnitz, Gotlfried Wilhelm (1646-1716), buyik ma
tematik¢i ve disinir. “Bulus Yapma Sanati” konulu bir
eser yazmayl planlamis, ancak bunu gerc¢eklestirememistr.
Bununla birlikte, ¢alisgmalar1 arasinda bulunan sayisiz



Kisa Bir Bulgubilim Sozlaga 131

dagimk pargalar, onemini sik sik vurguladigi bu konuya
iliskin ilging dusunceleri oldugunu gostermektedir. Soyle
der Leibnitzz “Hicbir sey bir bulusun kaynagimi gorebil-
mekten daha onemli degildir ve kanmimca bu kaynaklar bu-
lusun kendisinden daha ilgingtir.”

e Mucit paradoksu. Bir plan ne denli hevesle yapilirsa,
basar1 sans1 o denli yuksek olur.

Bu bir paradoks gibi gorunuyor. Yine de, bir problem-
den digerine gecerken, yeni ve daha hevesle basladigimiz
problemle daha kolay basa ¢ciktigimiz1 goruraz. Bir¢ok so-
ruyu yanitlamak, tek bir soruyu yanitlamaktan daha kolay
olabilir. Daha genis bir teoremin kanitlanmasi ve daha ge-
nel bir problemin ¢6ziilmesi daha kolay olabilir.

Birkac ornege yakindan bakarsak, bu paradoks orta-
dan kalkar (GENELLEME, 2; TUMEVARIM VE MATE-
MATIKSEL, TUMEVARIM, 7). Yeni bir hevesle yapilan
plan, gosteristen uzak ve ilerivi gorerek yapilirsa bagar
sanst daha yuiksek olur.

¢ Neden kamit? Newton'la ilgili ¢ok iyi bilinen bir oyku
vardir: Newton geng bir ogrenciyken, o zaman ahsilmis oldu-
gu iizere, geometri ¢aliymava Oklid’in 6gelerini okuyarak
baslamis. Teoremleri okumus, onlarin dogru olduklarim
gormus ve kanitlarn adamus. Ustelik, birilerinin bu denli a-
¢tk seyleri kanitlamak i¢in neden ugrasip durduklarina akil
erdirememis. Ancak Newton yillar sonra fikir degistirmis
ve Oklid'i Gvmiustur.

()ykﬁ gercek olsun olmasin, bu soru sorulabilir Neden
kanitlan Ogrenmeli va da o6gretmeliyizz Hangisini yegler-
diniz: Hi¢ kanit olmamasini1 mi, hersey i¢in kanit olmasini

mi, yoksa bazilan i¢in kanit olmasini mi? Yanit bazilan icin
kanit ise, hangileri igin?



1. Eksiksiz kanitlar. Baz1 mantikcilar icin eksiksiz kanyly,
vardir. Bir kamit olmas: istendiginde hicbir acik, hicbir kac,
mak, hicbir belirsizlik olmamalidir; yoksa kanit olmaz. Ggy,
lik hayatmizda, yasal iglemlerde, fiziksel bilimlerde bu depj
yuksek standartlarda eksiksiz kanitlar bulabilir miyiz? Cok ey,
der olarak. Bu yuzden boylesi kati, eksiksiz bir kamt fikriy;
nereden edindigimizi anlayabilmek ¢ok gugctur.

Biraz abartarak sunu soyleyebiliriz: Insanhk eksiksi
kanit fikrini bir adam ve bir kitaptan égrenmistir: OKklid ve
Ogeleri. Ustelik, diizlemsel geometrinin 6geleri hala dahs
kesin kanitlar igin en iyi firsatlart sunmaktadir.

Ornek olarak su teoremin kanitini ele alahm: Herhang
bir u¢gende, ¢ agman toplam ki dik acrya esittir. Cogumuzun
kafasina kazili olan Sekil 17 bir par¢a a¢iklama gerekurr,
A kosesinden gecen BC kenarina paralel

A

Sekil 17

bir dogru vardir. Genelde ters agilar esit olduklan igin, i
genin Bve C koselerindeki acilan A kosesindeki bazi a¢”
lara esittir ve bunlar sekilde gosterilmistir. U¢genin t¢ 3¢ |
s1, ortak kdseleri A olan ve bir daz a¢1 -ya da iki dik ag-? |
lustyran ug agya esittir. Boylece teorem kanitlanmig olu |
Ogrenci matematik derslerinden yukandaki gibi P |

ka¢ kamt anlamadan ge¢misse, okulu ve ogretmenleflrl
elestirel bir gozle bakmaya hakla vardir. Aslinda bu noksd?
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(uha_cok ve daha az onemli noktalan ayirdetmemiz gere.
Lir. Ogrenci su ya da bu geometri kurahm ogrenmeden
gecmigse, pek bir yey kaybeuniy sayilmaz. Daha sonraki ya
aminda bu kurallart kullanmasi gerckmeyebilir, Fakat,
geometrik kanitarla yakinlagmamigsa, ger¢ek kamtin en iy
ve basit orneklerini, titiz manuk yaratme kavrami edine-
bilme firsatimi ka¢irmis demektir. Bu kavram olmaksizin,
agdas yasamda kendisine sunulacak kanitlar -bunlar ne
tir kanitlar olursa olsun- kiyaslayacak gergek bir standart-
tan yoksun kalacaktir.

Kisacas1 genel egiuim, ogrenciye sezgisel kanit ve man-
tkh akil yurutme dusuncesini verebilmek istuyorsa, geo-
metrik kanitlara yer ayirmahidir.

2. Mantiksal sistem. Oklid’in Ogeleri'nde verildigi sek-
liyle geometri, yalnizca bir kurallar derlemesi olmayp,
mantiksal bir sistemdir. Belitler, tanimlar ve onermeler
gelisiguzel bir sirada degil, bilingli bir duzende venlir. Her
onerme, daha onceki belitler, tanimlar ve onermeler uze-
rine yerlestirilebilecek bicimde sunulur. Onermelere
Oklid’'in asil basarisi, bunlarin olusturdugu mantiksal sis-
teme de Ogeler’in asil degeri olarak bakabiliriz.

Oklid’in geometrisi yalnizca mantiksal bir sistem degil,
aym1 zamanda diger bilimcilerin ge¢miste ve gunumuzde
oykunmeye calistiklar1 bir sistem, boyle bir sistemin ilk ve
en buyuk ornegidir. Ozellikle ruhbilim ve hukuk gibi
geometriden ¢ok uzak olan diger bilimler Oklid’in kath man-
g taklit etmeli midir? Bu, tartisilabilir bir sorudur, ancak
Oklid sistemini bilmeyen biri bu tartigmada yetkin bir rol a-

lamaz.

Geometri sistemi kanitlarla kurulmustur. Her 6nerme
kendisinden 6nceki belit, tanim ve 6nermelere bir kanitla

baglanir. Bu kanitlar1 anlamadan sistemin 6zinu anlaya-
Mayiz.

L]
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Kisacasi, genel egitim sistemi, 6grenciye mantiksa)
sistem distincesini verebilmek istiyorsa, geometrik kanyl,
rayer ayirmahdir.

3. Bellek kuvvetlendirme teknikleri. Elinizdeki kitabin vs
zar, sezgisel kanit, titiz akil yarutme ve mantiksal sistemin
hi¢ kimse igin gereksiz sayllamayacagini dustunmektedir
Ancak, zaman yoklugu nedeniyle bu dustinceleri incele.
menin mutlak bir ihtiya¢ olarak ele alinamayacagi durum

lar olabilir. Yine de, boylesi durumlarda bile kanitlar iste-
nebilir.

Kanitlar bir ispat saglar. Bunu yaparken de mantiksa
sistemi birarada tutar ve birarada tutulan bu noktalan ha
tirlamamiza yardimci olur. Sekil 17'de tartisilan ornegi ele

alalim. Bu sekil, bir ti¢ggenin acilarinin toplaminin I8¢
oldugunu kanitlar. Sekil, bu kurali, ters acilarin esit oldu-
gu gercegine baglar. Birbirine bagh bu kurallar, birbirin-
den yahtilmis gerceklerden daha ilgingtir ve daha kolay
bellekte tutulabilir. Boylece, seklimiz birbirine bagh ik

geometrik 6nermeyi zihnimizde sabitler ve sekille 6nerme-
ler kafamiza kazilir.

Simdi, genel dustncelerin edinilmesinin gerekli
olmadigl, yalnizca belirli gerceklerinin bilinmesinin is
tendigi duruma geliyoruz. Boyle bir durumda bile, ger-
cekler bir baglant1 icerisinde ve bir tir sistemle sunul-
malidir; ¢inki birbirinden yalitilmis seyler zor oégrenilir

. ve kolay unutulur. Gergekleri basit bir bi¢cimde, dogal
likla ve kalic1 olarak birlestiren her bagintu gecerlidir
Bu sistemin mantik uzerine temellendirilmis olmasi ge
rekmez; yalnizca bellege etkin yardim sunacak bigimde
tasarlanmaly, bellek kuvvetlendirici bir sistem olmaldir
Yalnizca bu agidan bakiyor olsak da, kanitlar -6zellikle
basit kanitlar- yararli olabilir. Ornegin, 6grencinin ¢
genin acilarinin toplamina iligkin kurali ve zit aglar?
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liskin bir baska kuralt ogrenmesi gerekir
hanrda wtacak, Sekil 17'den daba basit,
da daha ctkili bir yvol olabilit m?

Buak kural,

1ha dodal -

Kisacast, genel mantiksal disancelere orel bir 0,0
venimese bile, kamthar bellek kivvetlendino bir vol olara
iye varavabilir.

4. Yemek kutabr astermn. Kanitlanm avantajlanm targen)
ancak tam kanitlarm “mn extenso, " etrathca, venlmess gerek.
ugini kesinlikle one sarmedik. Tam tersine, bovle vapma
mn mumkun olmadigy durumlar vardir. Muhendishik og.
rencilerine diferansiyel ve integral matemauginin ogreul
mesi bu acidan onemli bir 6rnekur.

Yuksek matematik ¢agdas kau standardara gore sunu-
lacaksa, belirli bir zorluk ve incelik duzevindeki kanitas
(“epsilon-kanitlan™) gerekir. Ancak, muhendisler yiksek
matematgi uygulamaya yonelik olarak incelerler ve uzun
kamtlarla ugrasacak ya da inceliklerin keyfine varacak ne
zamanlan ne de yeterli egitimleri vardir. Bu ytzden tim ka
nitlan atmak gibi bir egilim gosterirler. Ancak, bunu vap-
makla yiksek matematigi bir yemek kitabi dizeyine indir-
gemis oluruz.

Bir yemek kitab1 yemege katilan maddelenn ve yapihg
bi¢iminin ayrintili bir tanimin verir, fakat neden belirk
malzemelerin konduguna ya da neden belirli bir vapihg
bi¢iminin se¢ildigine iliskin bir agiklama yapmaz. Sudacin
kamt tadidir. Yemek kitab1 amacina ulasmistir. Ashna ba-
karsaniz, yemek tariflerinin yazil1 olduklan igin bellekte
kalmalan gerekmez. Burada bir tiir mantiksal ya da bellek
kuwetlendirici sistem gerekli degildir.

Yine de, bir yuksek matematik ders kitabimin yazan ya
da universite 6gretim gorevlisi, yemek kitab sistemini ok
vakindan izlerse, amacina yonelik davranmiy olmayacakur.
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Islemler, kamtlan olmadan ogretilirse, yeterli gudii saglana
madigl i¢in anlagilamayacaktir. Kurallar, nedenleri olmaksy,
vernlirse, birbiryle iligkisiz olanlar ¢abucak unutulur. Mat.
matigi sutla¢ dener gibi deneyemeyiz; tiim mantik yarutme
sureclen ortadan kaldinlirsa, yuksek matematik dersi ko

layca 6zimsenemeyen bilgilerden olusan anlamsiz bir en-
vanter haline gelir.

5. Eksik kantlar. Cok yogun kanitlar ile yemek kitab-
nin dizeyi arasindaki ikilemi asmanin en iyi yolu, eksik
kanitlar1 akla yakin bir bicimde kullanmaktr.

Titiz bir mantik¢1 i¢in eksik bir kanit, kanit degildi.
Kuskusuz, eksik kanitlarin eksiksiz kanitlardan dikkate
ayirdedilmesi gerekir. Bunlan karigtirmak kotu, birini di
geri yerine satmaya calismak ise daha kotadur. Bir ders
kitab1 yazarinin, eksik bir kaniti, eksiksizmis gibi sunmas
ac1 bir seydir. Bununla birlikte, eksik kanitlar uygun yer ve
bi¢cimde sunuldugunda yararli olabilir. Bunun amaci, ek
siksiz kanitlarin yerini doldurmak degil -ki hig¢bir zaman

doldurulamaz-, siirecin sunumunu ilging kilmak ve butun-
lagn saglamaktir.

Ornek 1. n dereceden bir cebir denkleminin n koki
vardir. Gauss’un Temel Cebir Teoremi olarak adlandirdigl
bu 6nermenin kanitini1 anlayabilmek i¢in ¢ogu kez haur
ikl olmayan o6grencilere sunulmasi gerekir. Ancak, bu
ogrenciler birinci dereceden bir denklemin bir kokic ve ikinci de
receden bir denklemin iki koku oldugunu bilirler. Bunun ote-
sinde, bu zor 6nermenin kolayca gésterilebilecek bir kismi
da vardir: n'den fazla farkl kékii olan n dereceden bir denklen
yoktur. Soziinu ettigimiz bu noktalar Temel Teorem igin
eksiksiz bir kanit olusturur mu? Asla. Ancak, Teorem'in
ilging ve akla yakin olmasimi saglayip 6grencinin zihnine

kazinmasina yardimect olur, ki asil istedigimiz de zaten bw-
dur.
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Ornek 2. Bir iigyiizlii agimin kenarlarmin olusturdugu diiz-
lemsel agilardan herhangi ikisinin toplami ticuncuden biyiktir.
Aciktir ki, teorem, kiiresel bir iicgende herhangi iki kenarin top-
lamiman digiinciiden biyiik oldugunu sdéylemekle ayni anlama
gelir. Bunu gozlemledikten sonra, dogal olarak, kiresel
ucgen ile dogrulu ug¢gen arasindaki analojiyi dustiniriz.
Bu sOylediklerimiz bir kanit olusturur mu? Higbir bigimde.

Ancak oOnerilen teoremi anlamamiza ve hatirlamamiza
yardimc1 olur.

Birinci ornegimizin tarihsel agidan ilging bir yona
vardir. 250 yi1l boyunca, matematikgiler eksiksiz kanitim
yapamadan Temel Teorem’e inanmislardir. Ashm ararsa-
niz, yukaridakinden daha fazla bir sey soyleyemiyorlardi.
Ikinci ornegimiz, varsavimlann onemli bir kaynag olarak
ANALOJI'ye isaret ¢der. Doga ve fizik bilimlerinde oldugu
gibi matematikte de. kesifin bagladigr yer gozlem, analoji
ve tamevarimdir. Bu araclar. akla vakin bir bulgusal
argiman olusturmak zere vordaminca kullanmildiginda,
ozellikle fizik¢iye ve muhendise ¢ekic gchr (Ayrica, baki-
niz, TUMEVARIM VE MATEMATIKSEL TUMEVARIM, |,
2, 3.)

Eksik kanitlann rolu ve ilgingligi. ¢zt sureci ¢alisma-
mizla bir dereceve kadar agiklanir. Problem ¢6zimunde
edinilen denevim, bir kamun ilk fikrinin ¢ogu kez eksik
oldugunu gostenir. En onemli nokta, asil baglantinin, yanm
kamun 6zinan bu ilk fikirde yaunast mumkan oldugu halde,
ayrintilarnn sonradan gelmesi ve cogu kez zorlayicr olmasidr.
Baz yazarlar kamiun o6zana, ¢ekirdegini, asil fikri en basit
bicimiyle sunma ve diger aynnnlann dogasim gosterebil-
me yetenegine sahiptir, ancak bu yazarlann says: fazla de-
gildir Boylesi bir kanit, eksik olmasina kargin, tam aynnt-
lanyla sunulan bir kamittan ¢cok daha ogretici olabilir.



Kisaca soylemek gerckirse, amacimiz titiz bir mantikgy)
tutarhlik degil, sunumda katlamlabilir bir hauinlikse, ¢.
sik kanitlar bir tiir bellek guglendirici teknik olarak kylla.

nilabilir (kugkusuz, eksiksiz kanitlar yerine kullanmak ap.
lamina gelmez bu).

Eksik kanitlan savunmak cok tehlikelidir, ancak muh
temel suistimallere birka¢ kural ¢ercevesinde engel eluna-
bilir. Birincisi, bir kanit eksikse, bir bicimde séylenmelidir.
Ikincisi, bir yazar ya da bir 6gretmen bir teoremin eksiksiz

kamtim kendisi ¢ok iyi bilmedigi surece, eksik kaniti sun-
ma hakki yoktur.

Itiraf etmeliyim ki, eksik bir kaniti keyif verici ve uygun
bir bigimde sunmak hi¢ de kolay bir is degildir.

e Olmayana ergi ve dolaylh kanit, birbirleriyle iliskili
ancak farkh islemlerdir.

Olmayana ergi, bir varsayimdan, olamayacag agikea bel-
li bir sey tireterek, varsayimin yanlishigini gosterir. “Anlam-
sizhiga indirgemek” matematiksel bir islemdir ve mizahgr
nin en sevdigi yontem olan alay etmeye benzer. Alaycilik
belirli bir gorusa ele alir ve sagmaliga varana dek vurgular.

Dolayly kanat, bir savin tam zitt1 varsayimin yanhshgim
gostererek bu savin dogrulugunu kanitlar. Diyebiliriz ki,

dolayh kanit, politik bir adayi, rakibinin sayginligini zede-
leyerek desteklemeye benzer.

Hem olmayana ergi- hem de dolayl kanit, dikkatli bif
beynin dogal olarak kullanacag: etkin kesif araclandir. Yi
ne de, birkag¢ disinir ve bircok acemi bu ydontemden ho¥
lanmaz. Zaten bu da anlagilabilir bir seydir; alayci insanla”
la hileci politikacilar herkese hos gelmeyebilir. Burada ik
once, her iki yontemin etkinligini érneklerle gc")sterecek'
sonra da bu yontemlere yéneltilen itirazlar tartigacagz.
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1. Olmayana ergi. Sifirdan dokuza kadar olan tamsayila-
rin her birini yalnizca bir kez kullanarak oyle bir sekilde
yazin ki, toplamlar1 100 olsun.

Bu bulmacay1 ¢c6zmeye ¢alisarak bir seyler 6grenebiliriz.

Bilinmeyen medir? Bir sayilar kiimesi; elbette sayilar der-
ken tamsayilar: kastediyoruz.

Ne verilmistir? 100 sayisu.

Kosul nedir? Kosulun iki kismi vardir. Birincisi, isteni-
len sayillar kiimesini yazmak; 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ve 9ra-
kamlarini yalnizca bir kez kullanabiliriz. Ikincisi, kiimedeki
sayillarin toplam 100 olmahidur.

Kosulun yalnizca bir kismini tutun, diger kismani atin. Ko-
sulun birinci kismini yerine getirmek kolaydir. 19, 28, 37,
46, 50 kiimesini ele alalim. Her rakam yalnizca bir kez kul-
lanilmistir, ancak bu sayilarin toplami 180 etmektedir, 100
degil. Daha iyisini yapabiliriz. “T'ekrar, tekrar deneyin.”

19+28+30+7+6+5+4=299,

Kosulun birinci kismi yerine geldi. Ikinci kisim da ne-

redeyse yerine geldi, yalmzca 100 yerine 99 elde ettik. El-
bette birinci kism atarsak, ikinciyi kolayca yerine getirebi-
liriz:

19+28+31+7+6+5+4=100.

Birinci kisim saglanmamustir. I sayisi iki kez geciyor ve 0i-

se hi¢ kullanilmams, ama digerleri tamamdir. “Tekrar, tekrar
deneyin.”

Ancak, birkac¢ basarisiz denemeden sonra, istenilen
yolla 100 toplamini elde etmenin mumkiin olmadigindan
kuskulanmaya baslayabiliriz. Sonunda su probleme gele-
cegiz: Onerilen kosulun her iki kismumi ayn: anda yerine getir-
menin olanaksiz oldugunu kanitlayn.



Oldukea iyi 6grenciler bile, bu problemin kendilerip
bir gomlek buytik geldigini dusanebilirler. Yine de, dogn
yaklasim benimsersek, yanit yeterince kolaydir. Kogujuy

her thi kismimn da saglandigy varsayvmsal ber durumu incelens
miz gerekir.

Bu durumun gercekte olamayacagindan kugkulaniyo-
ruz ve kugskumuz basarisiz denemelerimizden edindigimiz
deneyimlere dayaniyor. Yine de, acik fikirli olalim ve kou-
lun iki kismimn da yerine getirildigi varsayimsal durumu
ele alahm. Toplam: 100 olan bir sayilar kiimesi dustinelim.
Bunlar bir ya da iki rakamli sayilar olmahidir. On say kul
lanacagiz ve hepsi de farkh olacak, cunku 0, I, 2, ... 9ra

kamlarini yalmzca bir kez kullanacagiz. Bu on rakamm
toplami soyledir:

0+1+2+3+4+5+6+7+85+9=45

Ancak, bu rakamlarin bazilan birler basamaginda, ba-
zilan onlar basamaginda ver alacakur. Onlar basamaginda
yer alacak saylarm toplaminin onemli olabilecegini disun
mek tabii biraz zeka gerektrir. Bu toplama ¢ diyelim. Oy-
leyse, geride kalan, yani birler basamaginda yer alan sayl#
rin toplami 45 - ¢t olurken, kimedeki sayilarin toplami da

10t +(45-1) =100

olmalidur. Iste ¢'yi saptayabilecegimiz bir denklem bulduk
Bu birinci dereceden bir denklemdir ve

t=55/9

verir. Ama burada kesinlikle yanlhs bir sey vardir. Buldugumw
t degeri tam say1 olmasi gerekirken, farkh bir durum ortay?
¢tkmisur Onerilen kosulun iki kismumin da aym anda 3
lanmis oldugu varsayimindan hareketle, belirgin bir anlamsi?
hga dagtak. Bunu nasil aciklayabiliriz? Bastaki varsayumum?
vanlhs olmahdir: Kosulun iki kismini ayn} anda yennf
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getirmek olanaksizdir. Bdylece amacimiza ulagip kosulun iki
kisminin birbiriyle uyumsuz oldugunu kanitliyoruz.

Burada yaruttigumuz mantik, tipik bir “olmayana ergi
yontermni” dir.

2. Digsunceler. Yukanda yuruttagumiz mantiga geri
dénup onun genel egilimini anlamaya ¢alisalim.

Belirli bir kosulu yerine getirmenin, yani kosulun tim
kisimlarini ayni1 anda saglavacak bir durumu gerceklestir-
menin olanakh olmadigim kamtlamak isuyoruz. Henuz
hi¢bir gey kamidamadigimiza gore, bovle bir durumun ger-
¢eklesme olasihgim kabullenmeliviz. Yanhs olan noktay,
yalnizca bu varsavimi kabullenip vakindan inceledigimizde
bulabiliriz. Bu durumun olanaksiz oldugunu kamdamak ist-
yorsak, yanhy noktava el atabilmelviz, Dolavisiyla, 6rmegimiz-
de basanh olan vontemin genelde akla vakin oldugunu gore-
hilinz: Bﬁ_vlr bty durmun percckicsmess olasiign cok duguk gmmm
sine karyin, kosulun wun ksondanmm saglandigim ongoren
havali durumu incelemelnas

Denevimh okusucu burada bhaska b nokta daha sap-
avabilir. Yontenumizdekr ana adun. ¢ won bir denklem
kurmak olmustu Kosulda bu yeslenn vanbs oldugundan
kuskulanmadcian bile avi denkleme varabalindik. Bir denklem
kurmak 1stuvorsak, fum bu khsmian saglavabhimenin gncdt(
olanakli Hl’!l‘f’ olmadigrmi henuz bilmememize karsin, kosulun
wm ksimlanmm venne geunldigim matematiksel dille
Hade etmeliviz.

[zZledigimiz sture¢ “agik hkirli"dir Kosulu saglayacak bi-
linmeveni bulmawvi da umut edebilinz, kosulun saglanama-
yacagum gostermeyl de. Bu tek bir noktada farkedecektir:
Inceleme iyvi yarawalarse, iki durumda da kosulun saglan-
& varsayimsal durum incelenecek ve hangi beklentinin
dogrulanacag daha sonra belli olacaktur
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Bunu SEK“I‘LLLER, 2 maddesiyle kiyaslayiniz. Ayn,
krs. PAPPUS. Onerilen tecoremin tersini kanitlayarak ya 4,
onerilen “sonug bulma problemi™nin ¢6zimi olmadigy,
gostererek sona eren bir analiz de, aslinda olmayana trp
yontemidir.

3. Dolayly Kanit. Asal sayilar, I"den buyuk olmalanp,
karsin, daha kuguk c¢arpanlara ayrilamayan, 2, 3, 5, 7, 1]
13, 17, 19, 23, 29, 31, 37 ... sayilandir (burada / dahil gib
gorunur ¢unku onun daha kucuk ¢arpanlara ayrilamayaca
cok agikur, ancak I sayisinin farkh bir dogasi vardir ve asi
sayl olarak alinmamahdir). Asal sayillar butin timsaylam
(I'den buyuk) aynsurilabilecegl “nihai 6geler”dir. Ornegin,
630 sayis1, bes asal sayimnin ¢arpimi bi¢iminde ayrigtirilab:
lir:

630=2%3*%3%5%7
Asal sayilar dizisi sonsuz mudur, yoksa bir yerlerde son
mu bulur? Asal sayilar dizisinin hi¢bir zaman sonlanmaya-
cagindan kuskulanmak dogal midir? Bu dizi bir yerde sona
erlyorsa, butun tumsayilar sonlu sayida nihai ogeye ay-
ristirilabilir; bu durumda dinya bir anlamda “cok fakir’

gorunecektir. Boylece, asal sayilarin sonsuzlugunun kamt
lanmasi problemi ortaya cikar.
P y

Bu problem ahsugimiz temel matematik problemle
rinden cok farkl ve ilk bakista ¢ozulemez gibidir. Yine de,
belirtigimiz gibi, son bir asal sayinin -bu say1 P olsun- b
lunmasi miumkiin gérinmemektedir. Neden?

Simdi, son bir P asal sayis1 oldugunu varsayahm. B
durumda, eksiksiz bir asal sayilar dizisi yazabiliriz:

2,3,5711,...P

Boyle bir seyin gercek olma olasihig1 neden distkedr’
Bunda yanhs olan ne vardir? Kesinlikle yanhs oldugun¥
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séyleyctailecegimiz bir nokta var midir? Evet, gercekten de
vardir. Oyle bir Q sayisi yazalim ki, Pden buyiik olsun:

Q=(2%3*%5% 7%]] . P)+]

Q'nun bir asal say1 olamayacagini varsaydik. Oyleyse,
Q, bir asal sayiya bolunebilir olmahdir.. Q'yu bélebilecegi-
miz asal sayilar 2, 3, 5 ... P sayilandir; fakat, ’yu bu say-
lardan birine boéldugumuzde, kalan I olacaktr. Bu du-
rumda (), bahsettigimiz asal sayilardan hicbirine bolune-
mez, ama baska asal sayimiz da yoktur. Iste burada bir yan-
hishk yatmaktadir: Q ya bir asal say1 olmaly, ya da bir asal
saylya boliinebilmelidir. Son bir P asal sayisi oldugunu var-
saydik ve belirgin bir anlamsizliga vardik. Bunu nasil acik-
layacagiz? Baslangictaki varsayimimiz yanlhs olmalidir; son
bir P asal sayis1 olamaz. Boylece, asal sayilar dizisinin hicbir
zaman son bulmayacagin kanitlamis oluyoruz.

Bu, tipik bir dolayli kanmittir. (Ayrica, (")klid’“e borclu
oldugumuz, herkesce bilinen bir kanittr; bkz. Ogeler’in
IX. kitabindaki 20. 6nerme.)

Teoremimizi (asal sayilar dizisinin sonsuz oldugunu)
dogrulamak i¢in, bu teoremin ¢elisik zittinin (asal sayilar
dizisinin sonlu oldugu) yanlis oldugunu kanitladik ve bu-
nu, ¢eligkili zit teoremden belirgin bir anlamsizliga gide-
rek yaptik. Boylece, dolayli bir kaniti, olmayan ergi ile bir-
lestirmis olduk. Bu birlesim de tipik bir yontemdir.

4. Itirazlar. Uzerinde calistigimiz bu surecler ciddi iti-
razlarla karsilasmistir. Yoneltilen itirazlarin ¢ogu da tek bir
temel itirazin cesitli bicimleridir. Burada, bu itirazin bizim
dizeyimizde olan “pratik” bir bi¢imini gorecegiz.

Apacik olmayan bir kanit bulmak kayda deger bir
entellektiie]l basaridir. Fakat bdylesi bir kaniti 6grenmek,
hatta dogru durust anlayabilmek bile bir zihinsel ¢aba
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gerektirir. Bu ¢abamizin yararini gérmek istememiz g,
dogaldir. Elbette bellegimizde sakladigimizin yanls ya ¢,
anlamsiz degil, dogru ve gercek olmasini isteriz.

Ancak, olmayana ergi yonteminde bellekte gercek bir
sey tutmak zor gorunmektedir. Bu yontem yanls bir varsa-

yimla baslar ve bu yanlg varsayimdan ayn1 derecede, hat
belki daha belirgin yanhs sonuglar tiretir ve en sonund:
apacik yanhs bir sonuca varir. Bellegimizde yalanlar depo
lamak istemiyorsak herseyi mumkun oldugunca hizh v
nutmak zorundayiz. Halbuki bu olabilecek bir sey degildr,

cunku kanit ¢cahsmamizda butun noktalar1 dogru ve kesin
bir bi¢cimde hatirlamamiz gerekecektir.

Simdi, dolayll kanitlara yoneltilen itiraz1 kisaca belir-
tebiliriz. Boylesi bir kaniti dinlerken, dikkatimizi, asil ha-
tirda tutmamiz gereken gercek teorem uzerine degl, ti-
muyle yanhs bir varsayima odaklamak zorunda kalinz.

Bu itirazlarin 6nemini dogru degerlendirmek istiyor-
sak, olmayana erginin iki kullanimini, bir arastirma ve izah

araci olarak birbirinden ayirmal1 ve ayni ayrim dolayh ka-
nit i¢in de yapmahyz.

Itiraf etmeliyiz ki, bir actklama bigimi olarak olmayana er
ginin belirgin bu dayanag1 yoktur. Boylesi bir “ergi” -ozellike
fazla uzunsa- okuyucu ya da dinleyici agisindan cok sikici olabr
lir. Birbiri ardisira inceledigimiz tim tiretimler dogru, anci
karg! karstya kaldigimiz durumlar da olanaksizdir. Sézel ifadede
bile herseyin baslangictaki varsayim tizerine oturtuldugund?
wrar edilirse sikintt verici bir sonug ortaya c¢ikar. “Varsaylm?
olarak,” “giiya,” “sozde” sézciikleri strekli tekrarlanmah ya d
sirekli olarak bagka bir ara¢ kullamlmalidir. Olanaksiz buld¥
gumuz durumu reddetmek ve unutmak istedigimiz halde, o
bir sonraki adum igin hatirda tutup incelemeliyiz. Bu igsel m¥
suzluk uzun donemde katlanilmaz hale gelebilir.
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Yine de, olmayana ergiyi bir kesif araci olarak géklere
¢tkarmak yanhstir. Yukaridaki orneklerin gosterdigi gibi, bu
yontem, diger tum yollarin kapandig: bir anda dogal bicim-
de devreye girebilir ve bir karar verilmesini saglayabilir.

Bu iki gorus arasinda temelde bir zithk olmadigim
anlayabilmek icin bir parca deneyimli olmamiz gerekir.
Deneyimler, dolayli bir kanitin dolaysiz bir kanita do-
nustirilmesinin ya da uzun bir olmayana ergi yontemiy-
le bulunmus bir kaniti daha hos bicimde yeniden du-
zenlemenin fazla zor olmadigini gosterir. Hatta, boyle
bir yeniden diizenleme ile olmayana ergi timiuyle orta-
dan kalkabilir ya da yalnizca birka¢ ¢arpici timce igine
sikistirilabilir.

Kisaca soylemek gerekirse, kapasitemizi tam kullan-
mak istiyorsak, hem olmayana ergi hem de dolayh kanit
yontemlerini iyi bilmeliyiz. Bununla birlikte, bu yéntem-
lerden biriyle bir sonug¢ tretme konusunda basarili oldu-
gumuzda, geriye donup sorumuzu sormayl unutmamaliyz:
Sonucu bir baska yolla elde edebilir misiniz?

Bu soylediklerimizi 6rneklerle gosterelim.

5. Olmayana ergiyi yeniden diizenlemek. 1’inci parca al-
tinda sunulan akil yuariutmeye geri dénelim. Olmayana
ergi, sonunda olanaksiz oldugu ortaya ¢ikan bir durum-
dan baslamistir. Simdi, baslangictaki yanlis varsayimdan
bagimsiz olan ve olumlu bilgi i¢ceren bir bolumu ¢ekip
alalim. Yaptiklarimiz1 yeniden ele aldigimizda, su kada-
rinin gergek oldugu kusku goturmeyecektir: Bir ya da
iki haneli bir sayilar kiimesi, her on rakamin tek bir kez

kullanilabilecegi bir bicimde yazildiginda, bu kumenin
toplam1

10t+(45-)=9(t+5)



olacakur. Bu toplam 9 ile boltinebilir. Ancak, bize Onerile,
bulmacada bu toplamin I 00 olmasi isteniyordu. Bu miimkg,
mudur? Hayr, degildir; cankii, 700 sayist 9ile bolinemes,

Biz1 argumanimiza gotiren olmayana ergi, yeni sunys
ta ortadan kalkmuistir.

Sirasi gelmisken, “dokuzlar1 hesaplamak” yontemini bi
len bir okuyucu, simdi ttiim argtimam bir bakista gorebilir,

6. Dolayl kanitr domiistiirmek. 3’inci parcada yurutti-
gumuz mantiga bakalim. Yaptigimiz1 gozden gecirdigimiz
de, argumanin her tirli yanhs varsayimdan bagimsiz 6ge-
lerini bulabiliriz. Yine de en iyi ipucu asil problemin anl-
m1 uzerinde tekrar dusuntulerek elde edilecektir.

Asal sayilar dizisinin sonlu olmadigini sdylerken ne
demek istiyoruz? Bu ¢ok aciktir: Elimizde asal sayilardan
olusan, 2, 3, 5, 7, 11... Pbiciminde bir dizi varsa ve P bulx
bildigimiz en son asal sayiysa, her zaman bundan sonn
gelen bir asal say1 daha olacaktir. Oyleyse, asal sayilam
sonsuzlugunu kanitlamak i¢in ne yapmaliyiz? Bulabildig-
mijz tim asal sayilardan farkh bir asal sayr bulmahyiz. Bu
durumda, “kanit problemi”’miz bir “sonu¢ bulma proble
mi’ne donusmustar: 2, 3, 5, ... P asal sayilar: verildiginde, bv
verilenlerden farkl, yeni bir N asal sayis: buluruz.

Problemimizi yeni bi¢cimde yazmakla asil adimi atmi
oluruz. Artik, 6nceki arguimanimizin ana pargalarim yen

amacimiz i¢in nasil kullanabilecegimizi gérmek daha kol#y
olacaktir. Aslinda,

Q=(2*3*5%7%]1].. . P)+ ]

sayis kesinlikle bir asal say1 tarafindan bélinebilir olma
dir. Q'nun herhangi bir asal béleni olarak N sayisim alali™

ornegin, en kaguguni. (Kuskusuz, ler asal say1 gibi dav*
nacaksa, N = Q olacakar.) Q'yu 2, 3, 5 ... P asal sayilarind?”
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herhangi birine boldugimauzde, kalan 1 olacakur. Bu yie-
den bu sayilarin hicbiri (’nun bir boleni olan N olamaz.
Bize gereken de budur: N, verilen tim 2, 3, 5, 7, 11 ...P
asal sayillarindan farkh bir asal sayidir.

Bu kanit, asal sayilar dizisinin hic¢bir sinir olmadan tek-
rar tekrar uzatilmas i¢in kesin bir yontem sunar. Bu yon-
temde dolayli higbir sey yoktur; herhangi bir olanaksiz du-
rum varsaymak zorunda degiliz. Yine de, temelde, onceki
dolayl1 kanitimizla ayni tablo s6z konusudur.

o Ogretme kurallari. Ofretmenin birinci kural égre-
teceginiz seyi bilmektir. Ikinci kural ise 6greteceginiz sey-
den biraz daha fazlasini bilmektir.

Birinci olan seyler onceliklidir. Bu kitabin yazar, o6g-
retmenlerin uygulama kurallarinin yararsiz oldugunu du-
sunmemektedir; aksi takdirde uygulama kurallar uzerine
bir kitap yazmaya cesaret edemezdi. Yine de, bir matematik
ogretmeninin biraz matematik bilmesi gerektigini, ogren-
cilerine problemlere dogru bir zihinsel yaklasim vermek
isteyen Ogretmenin, bu dogru yaklasimi kendisinin de e-
dinmis olmasi1 gerektigini unutmamahyiz.

¢ Onsav (lemma), “yardimci teorem” anlamina gelir.
S6zcik Yunanca kokenlidir ve tam ¢evirisi “varsayllan” ola-
rak verilebilir.

Bir teorem, diyelim A teoremini kanitlamaya cahsiyo-
ruz. Baska bir teoremden, diyelim B, kuskulanmaya basla-
dik. B dogru olsa, belki onu kullanarak A’y1 kanitlayabile-
cegiz. Kanitlanmasini sonraya birakarak, B'yi gecici olarak
varsaylyor ve A'nin kanitina devam ediyoruz. Boyle bir B,
onerilen asil A teoreminin yardima teoremidir. Bu kuguk
dykiimiiz oldukga tipiktir ve “6nsav” sézciigiiniin buradaki
kullanimimi aciklar.
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¢ Onilnilsdeki sorunla iliskili bir problem biliyor i,
sunuz? Tumavle veni, daha onceden ¢ozialmuy hig,
probleme benzemeyen ve onlarla hig iligkili olmayan },
problemi ¢ok zor dusunebiliriz. Boyle bir problem var o
saydi ¢ozumsuz olurdu. Ashinda, bir problem ¢ozerken hey,
onceden ¢ozilmiy problemlerden yararlanir, bunlan,
yontemini ya da sonucunu, bu problemleri ¢ozerken ks
zandigimiz deneyimleri kullaniniz. Kuskusuz, yararlands
gimiz problemler elimizdeki problemle bir bicimde iliskil;

olmahdir. Bu yiizden, su soruyu sorariz: Oniiniizdeki sorunl;
ihskili bir problem biliyor musunuz?

Genellikle 6nunuzdeki problemle az ¢ok iligkil olan
ve onceden ¢ozulmus problemleri hatirlamakta guglik
cekmeyiz. Tam tersine, bu turden bir suru problem haur-
layip, iclerinden igimize yarayacak birini se¢mek gibi bir
zorlukla kargilagabiliriz. Yapmamiz gereken, bununla yakin
ligki kurabilecegimiz bir problem aramakur: BILIN-
MEYENE BAKIN, GENELLEME, OZELLESTIRME ya da

ANALOJI ile 6niiniizdeki sorunla iliskili bir problem ara
r1z.

Burada tartisugimiz sorun, 6nceden edinmis oldugumu
bilgiyi harekete gecirmektir (ILERLEME VE BASARI, 1). Mz
temnatiksel bilgimizin asil kismi 6nceden kanitlanmug problent
ler olarak depolanmistir. Bu yizden su soruyu soranz: Yarart
olabilecek bir problem biliyor musunuz? Cozmemiz gereken bir
“kanit problemi” ise bu soru 6zellikle yararh olacakur.

o Ozellestirme, verilen bir nesneler kiimesinden, bt
kimenin icerdigi daha kucuk ya da tek bir nesneden olv

san bir kimeye gecmektir. Ozellestirmenin problem ¢
‘zamunde sik sik ise yarar.
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1. Ornek. Bir i¢gende, Gg¢genin i¢ ¢emberinin yari¢api

r, dig cemberinin yaricap1 R ve en biyik yiikseklik de H
olsun. Bu durumda

r+RS H
bagintis1 gecerlidir.

Bu teoremi kanitlayacagiz (ya da dogru olmadigim
gosterecegiz). Elimizdeki bir “kanit problemi”dir.

Bu 6nerilen, olagandisi tirde bir problemdir. Ucgen-
ler hakkinda vargiya sahip bir baska problem hatirlamak
cok zordur. Aklimiza higbir sey gelmiyorsa, bu iddranin 6z2/
durumlanim: deneyebiliriz. En iyl bilinen tggen eskenar Ug-
gendir ve eskenar bir tiggende su bagintilar vardur:

r=H/3 R=2H/3
Oyleyse, bu érnekteki iddia dogrudur.
Aklimiza bagka bir fikir gelmiyorsa, genis ikizkenar tc-
gen Ornegini deneyebiliriz. Bir ikizkenar uggenin bigimi
tepe acisina bagh olarak degisir ve iki tane ug (veya sinirla-

yic1) durum vardir. Birinde tepe acist 0° olur; digerinde ise

180°. 1lk u¢ durumda, ikizkenar ucgenin tabani ortadan
kalkar ve

r=0 R=1/2H

olur. Iddia dogrulanmistir. Ancak ikinci simirlayicar durum-
da, u¢ yuksekligin tica de ortadan kalkar ve
r=0 R =00 H=0

bagintilar1 gecerlidir. Iddia dogrulanmaz. Bize énerilen

teoremin yanlis oldugunu kamtlar, béylece problemimizi
¢6zmus oluruz.

Siras1 gelmisken belirtelim, tepe acisi1 yaklanik 18(° o-
lan ¢ok diz bir ikizkenar uggen i¢in de bu iddianin yanhs
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oldugu aciktir. ()yleyse, ele alinmasi geleneksel gizgiye pe

uygun dugmeyen bu ug ornekleri “formel olarak” ele almy
miz gerekmez.

2. “Lexception confirme la regle.” “Istisna kurah kanitlar”
Bu yaygin deyisi bir saka, belirli bir mantigin gevsekligine
kars1 bir alay saymaliyiz. Bir seyleri ciddiye aliyorsak, genel
bir agiklamay: ya da one sturtlen kurali higbir itiraz kabul
etmeden curitmek icin tek bir istisna elbette yeterlidi.
Boyle bir agiklamay: ¢uritmenin en olagan ve baz agllar

dan en iy1 yolu, bu aciklamaya uymayan bir nesne sergile-

‘mekten olusur. Baz1 yazarlar boyle bir nesneye kars:-omet
der.

Bu s6zde genel aciklama belirli bir nesneler kiimesiyle
ilgilidir. A¢iklamay: curtitmek igin ozellestirir ve kiime igert
sinden ag¢iklamaya uymayan bir nesne buluruz. Yukaridak
ornek (1°deki) bunun nasil yapildigini gésterir. 1k olarak
basit bir durumu inceleyebilir, yani, gelisiguzel secilmis ve
kolayca deneyebilecegimiz herhangi bir nesne secebiliriz
Denememiz nesnenin genel aciklamaya uygun olmadigim
gosterirse, aciklama curutilmaus olur ve isimiz tamamlanir
Her ne kadar, incelenen nesne aciklamaya uygunsa, biyik
olasilikla bu incelemeden bir ipucu taretebiliriz. Ya agk
lamanin dogru olabilecegi izlenimini edinir ve kanti ne
rede arayacagimiz konusunda bir isaret goriiriz ya d
(6rnek 1’de oldugu gib1) karsi-ornegi nerede arayacagim-
za, bagka hangi 6zel durumlar1 deneyecegimize iliskin bif
oneri buluruz. Denedigimiz durumu degistirebilir, gesitle
yebilir, daha genis 6zel durumlar: inceleyebilir, 1. 6rnek®
oldugu gibi u¢ durumlan gézden gecirebiliriz.

Uc¢ durumlar 6zellikle 6greticidir. Genel bir agiklam?
tim memeliler i¢in sdylenmisse, balina gibi olagandist bif
memeliye bile uygulanabilmelidir. Balinayla ilgili bu %
érnegi unutmayalim. Bunu inceleyerek genel agiklams!
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caritebilme olasihigr yaksektir, qanka genellemeleri bulan.
lar u¢ durumlan gozden kagirma egilimindedirler Ancak
gcncl actklamanmin ug orneklerde de dogrulandigin goris
sck, bu dogrulamadan taretilecek timevanm kamitlan gug-
lu olacakur, ¢unku ¢uratme isleminin arastirmas: gocli
dir. Boylece, bagtaki deyiyi degistirmemiz gerekebilis
“Arasunlan istisnalar kurah test eder.”

3. Omek. 1ki geminin hiz1 ve belirli bir andaki konum-
lan verilir. Her gemi degismez bir hizla dogrusal bir rota

izler. Gemiler birbirlerine en yakin oldugunda aralarinda-
ki uzaklik nedir?

Bilinmeyen nedir? Hareket eden iki cisim arasindaki en

kisa uzaklik. Bu cisimler1 maddesel noktalar olarak ele al-
maliy1z.

Veriler nelerdir? Hareket etmekte olan noktalarin bas
langi¢c konumlar1 ve her birinin hizi. Bu hizlanin buyuklu-
gu ve yonu degismez.

B

o

Sekil 18

Kogul nedir? En kisa uzakhgi, yani, iki hareketli nokta-

nin (gemilerin) birbirlerine en yakin oldugu andaki uzak-
h§ saptamalhiyiz.
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Bir sekil cizin. Uygun isaretlendirmeyi yapin. Sekil 1§'de 4
ve P noktalar1 geminin baglangic noktalarini belirtir. Yonj;
dogru parcalan (vektorler) olan AP ve BQ verilen hilan
gosterir. Birinci gemi A ve B noktalarindan gecen dogny
boyunca ilerler ve birim zamanda AP uzakligi kadar yol

alir. Ikinci gemi de BQ dogrusu boyunca benzer bigimde
lerler.

Bilinmeyen nedir? Biri AP boyunca, digeri de B(Q) boyun-
ca ilerleyen iki gemi arasindaki en kisa uzaklik.

Artik ne bulmamiz gerektigini biliyoruz. Yine de, ya-
nizca temel araglar kullanmak istiyorsak, sonucu nasil bu-
lacagimiz hala belirsiz olabilir. Problem pek kolay degildir
ve buradaki guclagun “cok fazla cesitlilik var” diyebilece-
gimiz tuhaf bir farklilig1 vardir. Baslangi¢ pozisyonlar 4; B
ile hizlann AP, BQ cesitli bigcimlerde verilebilir; aslinda, bu
dort A, B, P, Q noktalan gelisiguizel secilebilir. Ancak iste-
nilen ¢6ziim, bu noktalar ne olursa olsun uygulanabilme-
lidir. Hentiz ayn1 ¢6zimu tim bu olasiliklara nasil uyguls-
yabilecegimizi géremiyoruz. Boylesi bir “cok fazla cejsitli-
1lik” duygusundan su soru ve yanit ¢ikabilir:

Cok daha kolay yorumlayabileceginiz, oniiniizdeki sorunla v
liskili bir baska problem diisiinebiliyor musunuz? Belki de daha
ozel bir problem? Elbette, hizlardan birinin ortadan kalkug
6zel bir u¢ durum vardir. B noktasindaki gemi demir atabt
lir ve Qile Byi ustuste dusunebiliriz. Duran gemi ile hare-
ket eden gemi arasindaki en kisa uzaklik, ikincinin ilerle-
digi dogruya inen dikmedir.

4. Yukaridaki fikir, 6niimiizde ¢ok yol oldugu onsezisl
ve bu 6zel u¢ durumun bu iste bir rolii oldugu duygusuyl2

birlikte ortaya ¢ikar. Bu yazden gergekten parlak bir fikir-
dir.
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Iste size oniiniizdeki sorunla, az once ¢ozdiigniniiz dzellestirme
problemiyle ilgili bir problem. Bunu kullanabilir misiniz? Sonu-
cunu kullanabilir misiniz? Bu problemi kullanmak igin yardimer
bir oge bulabilir misiniz? Kullanabilmemiz gerekir, ama na-
siP B'nin hareketsiz oldugu durumun sonucu, B'nin hare-
ketli oldugu durum i¢in nasil kullamlabilir? Hareketsizlik,
hareketin dzel bir durumudur. Ve hareket gorecelidir. Bu
yizden, B'nin verilen hiz1 ne olursa olsun, belki B'yi hare-
ketsiz olarak dustnebilirim! Bu fikri daha acik bicimde
tekrarlayalim: Eger bu iki gemiden olusan sistemin tima-
ne aym birérnek hareketi verirsem, goéreli konumlar de-
gismeyecek, goreli uzakliklar aynm kalacaktir ve o6zellikle,
problemde istenen iki gemi arasindaki uzakhk da degisme-
yecektr. Artik, gemilerden birinin hizim sifira indirgeyen ve
boylece problemdeki genel durumu biraz 6nce ¢oézdugim
6zel duruma indirgeyen bir hareket verebilirim. BQ’ya

Sekil 19

ut fakat aym buytklukteki bir hizi, hem APye hem de

BQ'ya ekleyelim. Iste bu, 6zel sonucumuzun kullanimim
olanakh kilan yardimci 6gedir.
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En kisa uzakhk BS'nin ¢izimi i¢cin Sekil 19'a bakin,

A. Yukanidaki ¢ozimuin (3 ve 4'teki) incelenmesi ve b,
tirlanmasi gereken bir mantik ydntemi vardir.

Asil problemimizi (3’te, ilk satirlar) ¢ozebilmek igin
once yardimci problem diyebilecegimiz (3’te, son satirlar,
baska bir problem ¢ozduk. Bu yardimci problem asil prob
lemin 6zel bir durumudur (iki gemiden birinin hareketsiz
oldugu 6zel bir u¢ durum). Bizim dnumtze asil problem
konmustu. Yardimci problem ise ¢6zum sirasinda bulun

du. Asil problem zor goruntyordu; yardimci problemi
hemen ¢ozduk. Yardimc1 problem, 6zel bir durum oldugu
icin asil problemden daha az sey bekliyordu. Oyleyse, yar
dimci probleme dayanarak asil problemi nasil ¢ozebildik:
Canku, asil problemi yardimci probleme indirgerken, ¢

nemli bir tamamlayic1 dusunce (hareketin goreliligi konu-
sunda) ekledik.

Asil problemimizi ¢6zebilmemizi iki dusunceye borg
luyuz. Birincisi, avantajhh bir yardimci problem icat ettk,
Ikincisi, yardimc1 problemden asil probleme gecebilmek
icin uygun bir tamamlayic1 duastince bulduk. Tipk: ayag
miz1 tam ortadaki bir atlama tasina basarak ¢ay: iki adimda

gecmek gibi, 6numuze konan problemi iki adimda cor
duk.

Ozetleyecek olursak, daha az zor olan ve daha az sey is
teyen 6zel yardimc1 problemi, daha zor olan ve daha ¢ok

sey isteyen genel asil problemi ¢6zmede bir atlama tag ol
rak kullandik.

6. Ozellestirmenin burada tartisamayacagimiz bircok
yarar vardir. Ancak burada ¢6ztiimiin kontrol edilmesindt

yararh olabilecegini séyleyebiliriz (SONUCU KONTROL
EDEBILIYOR MUSUNUZ?, 2)
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Basit bir ozellestirme tari de ogretmenin genellikle i-
sine yarar. Problemin soyut matematiksel ogelerine gomuy
bir yorum getirir. Ornegin, problemde bir dongen paralel-
yazlu varsa, ogretmen iginde oldugu dershigi ornek olarak
alabilir (bolum 8). Uzay ¢6zumlemeli geometnide, dersli-
gin bir kosesi koordinat bagnoktasi, taban ve iki duvar ko-
ordinat duzlemleri, dersligin iki yatay kenari ve bir dikey
kenar1 koordinat eksenleri olabilir. Bir devir yuzeyi kavra-
mint agitklarken, ogretmen kapinin Gzerine tebesirle bir
egr1 cizer ve kapiyl yavasca acar. Bunlar kesilikle basit hi-
lelerdir, ancak 6grencileri matematge yaklastiracak higbir
sey atilmamalidir: Cok soyut bir bilim olan matematik, so-
mut bir bicimde sunulmalidair.

¢ Pappus, muhtemelen 1.S. 300 yillarinda yasams olan
onemli bir Yunan matematikgisidir. Pappus, Derlemelerinin
yedinci kitabinda, analyomenos adini verdigi bir bilim dalin-
dan so6z eder. Bu ismi “Analiz Hazinesi” ya da “Problem
Cozme Sanat1” olarak cevirebilir, hatta “Bulgubilim” adinm
da verebiliriz. Biz bu kitapta sonuncu terimi yegledik.
Pappus’un c¢alismalar1 konusunda iyi bir ingilizce ceviri bu-
lunmaktadir. Nitekim asagidaki aciklamalar asil metnin ser-
best bir cevirisidir:

“Bulgubilim olarak adlandirilan dal, kisaca anlatmak
gerekirse, siradan Ogeleri inceledikten sonra matematik
problemleri ¢6zmeyi arzu edenlerin kullanabilecegi bir
doktrinler butanudir ve yalniz bu amagla ise yarar.
Bulgubilim ¢ kisinin emegidir: Ogeler’in yazar1 Oklid,
Pergall Apollonius ve ihtiyar Aristacus. Bulgubilim, ¢oztimle-
me (analiz) ve biresim (sentez) sureclerini ogretir.

“Cozumlemede, istenilen seyden baslar, bunu dogru ka-
bul edip sonuglar cikarir, sonra bu sonuclardan bagka sonug-
lar cikarir ve baslangi¢ noktarmzi biresimde kullanabilecegi-
miz bir noktaya geliriz. Ciinki ¢6ziimlemede, yapilmast istenen
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seyin zaten yapimag, aranilan seyin zaten bulunmug, kand,
mamuz gereken seyin zaten dogru oldugunu varsayanz, jy,
nen sonucun nereden turctlebilecegini, hangi oncelden gy
digini arastinir, sonra da bu 6ncelin 6ncelini araniz Bir incet
den digerine giderken, sonunda bilinen, agtk¢a dogru ol
bir seye gelinz. Bu surece ¢oziimleme, genye dogru ¢ozme va
da genye donuk mantik yurtitme diyoruz.

“Fakat biresimde, bu stireci tersine cevirerek ¢ozumle-
mede en son ulasigimiz noktadan, bilinen, acik¢a dogn
olan noktadan baslariz. Bu noktadan ¢6zumleme surecn-
deki oncelini turetir ve adimlarimizi geri izleyerek istenilene
ulasana dek tiuretmeye devam ederiz. Bu surece biresim, vz
pisal ¢ozum ya da ileriye donik mantik ytratme diyoruz.

“Cozumleme iki turladur: Biri, ‘kanit problemleri'nin
cozumlemesidir ve gercek teoremler kurmay: amaclarken,

digeri ‘sonu¢ bulma problemleri'nin analizidir ve bilinme:
yeni bulmay! amaglar.

“Elimizde bir ‘kanit problemi’ varsa, acikca ifade e
dilmis bir A teoremini kanitlamamiz ya da yanls oldugunu
gostermemiz istenmektedir. O asamada A'nin dogru mu,
yoksa yanlis mi oldugunu bilmeyiz. Fakat A’dan bir bagka 3
teoremi turetir, B’den de C teoremini ve hakkinda kesin
bir bilgi sahibi oldugumuz son bir L teoremine ulagnz
Eger L dogruysa, A da dogru olacaktir; tiiretmelerimizn
cevrilebilir olmalan kosuluyla. L’yi kullanarak ¢ozimle
mede L'nin onceli olan K teoremini kanitlar ve aym sekil
de tersinden ilerleriz. C'yi kullanarak B'’yi, B'yi kullanarak
A’yr kamitlar ve amacirmiza ulasmis oluruz. Ancak L yanhy
sa, A'nin da yanhs oldugunu kanitlamig oluruz.

“Elimizde bir ‘sonu¢ bulma problemi’ varsa, acikea
fade edilmis bir kosulu saglayan belirli bir x bilinmeyenini
bulmamiz istenmektedir. Boyle bir kogulun miimkin olup
olmadigini heniiz bilmeyiz. Fakat kosulu saglayan bir #
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oldugunu varsayarak, onunla iligkili bir kosulu saglayan
bagka bir y bilinmeyeni taretir, sonra y bilinmeyenini de
bir baska bilinmeyene baglar ve bilinen bir yontemle elde
edecegimiz son bir z bilinmeyenine gelene dek buna de-
vam ederiz. Kendisine iligkin kosulu saglayan bir z ger¢ek-
ten varsa, turetmelerimizin cevrilebilir olmasi kosuluyla,
baslangictaki asil kosulu saglayan bir x de vardr. Once 2’y
bulur, sonra ¢6zumlemede z'den 6nce gelen bilinmeyeni
¢ikarir, ayni bi¢imde ilerleyerek, y'yi bildigimize gore x'i
elde eder ve boylece amacimiza ulasmis oluruz. Ancak z'ye
ligkin kosul saglanmiyorsa, x’e iligkin problemin de ¢o6zu-
mu yoktur.”

Yukaridakinin birebir degil, serbest bir ¢eviri, bir yo-
rum oldugunu unutmamaliyiz. Asil metin ile yorumu ara-
sindaki farklar hakkinda ¢ok sey soylenebilir, c¢unku
Pappus’un metni bir¢ok yonden 6nemlidir.

1. Bizim yorumumuz aslinda daha belirgin bir termi-

nolojiyi ve aslinda olmayan A, B, ... L, x, ¥, ... zsimgelerini
kullanmaktadar.

2. Yorumda gecen “matematik problemleri” aslinda
‘geometrik problemler” anlamina gelir. Bu, Pappus’un
tammladig1 sureclerin yalmzca geometrik problemlerle
kisith olmadigini vurgular. Aslinda bu problemler mate-
matiksel problemlerle bile kisith degildir. Konunun niteli-
ginden bagimsizlig1 ve genelliginin 6némli olmasi nede-
niyle bunu 6rneklerle gostermeliyiz (b6lim 3’e bakiniz).

3. Cebirsel ornek.
8(F+47)-54(2°+27)+ 101 =0

denklemini saglayan x'i bulun. Bu, yeni baglayanlar igin
Pek kolay olmayan bir “sonu¢ bulma problemi”dir. Cézim-
leme dusiincesini tammak gerekir. Kuskusuz “¢éziimleme”
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sozcuganu degil, amaca tekrarl indirg‘mm;-ylc ulasma dis
suncesi tamnmalidir. Bunun otesinde, basit denklem cesit
lerini bilmek gerekir. Bu konuda bilgimiz olsa bile, ¢ .
(2 ve 4" = (2°)? oldugu i¢in

y=2

indirgemesini gorebilmek 1yi bir fikre sahip olmayi, biraz
sansl, bir parca da icat yetenegini gerektirir. Bu yerlestirme
avantajh olacag igin, soyle bir denklem elde ederiz:

8(y2+—1,—]—54(y+1j+101:0
y y

Bu denklem bastakinden daha basit gorunse de, isimiz
henuz bitmis degildir. Bir icat daha, bir baska yerlestirme
daha yapip,

z=y+(1/v)
yerine koyarsak, kosulumuz
87°-542+85 = 0

haline gelir. Problemi ¢6zenin ikinci derece denklem ¢o-
zamunu bilmesi koguluyla ¢ozimlememiz burada biter.

Biresim nedir? Cozimlemenin mumkun olarak on-
gordigu hesaplamalan adim adim yuritmektir. Problem
cozucunun yeni bir fikre gereksinimi yoktur; yalnzca cesit-
1i bilinmeyenleri hesaplarken biraz sabir ve dikkat goster-
mesi gerekir. Hesaplamalarin sirasi, ¢6zumlemenin tam
tersidir. Once z (z = 5/2, 17/4), sonra y (y = 2, 1/2, 4, 1/4)
ve son olarak basta istenen x (x = 1, -1, 2, -2) bulunur. Bire-
fimde ¢ozamlemenin adimlan tersinden izlenir. Verdigr
.miz 6rnek bunu kolayhkla ortaya koymaktadr..

4. Matematiksel olmayan bir 6rnek. 11kel bir adam bir d¢-
reyl gegmek ister, ancak bu isi her zamanki gibi yapamal
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'
cinkii gece sular yukselmistir. Problemin amaci derenin

gecilmesidir; “dereyi ge¢cmek” bu ilkel problemin x'idir.
Adam bagka bir dereyi, devrilmis bir agacin ustinden yi-
riyerek gectigini hatirlayinca, buna uygun bir yikik agag
aramaya koyulur; agac yeni bilinmeyeni y olacaktir. Gergi
uygun bir aga¢ bulamaz, ama dere boyunca dikili bircok
aga¢ vardir. “Keske bunlardan biri devrilmis olsaydi,” der.
“Derenin uzerine bir aga¢ devirebilir miyim?” Bu muthis bir
fikirdir ve yeni bir bilinmeyen vardir: Derenin uzerine agag
nasil devrilebilir?

Pappus’un terminolojisini kabullenirsek, bu fikirler dizsi-
ne “goziimleme” dememiz gerekir. Ilkel adam ¢oziimlemesini
tamamlamay1 basarirsa, koprunun ve baltanin icatcisi ola-
bilir. Peki, biresim ne olacakur? Fikirlerin eyleme donug-
turilmesi. Biresimin son eylemi ise, agacin uzerinden yu-
ruyerek derenin karsisina ge¢cmek olacaktir.

Cozamleme ve biresimde ayni nesneler vardir. C6zim-
lemede adam beynini, biresimde ise kaslarini kullanir. Co-
zumleme dusuncelerden, biresim eylemlerden olusur. Bir
fark daha vardir; sira tersine cevrilmistir: Dereyl gecmek ¢o-
zimlemenin basladig ilk istek, biresimin bittigi son eylem-
dir.

5. Yorum, ¢6zumleme ile biresim arasindaki dogal ilis-
kiyi ashnda biraz daha belirgin bir bicimde anlatir. Bu ilig-
ki yukaridaki orneklerden sonra ¢ok aciktr. Cozimleme
dogal olarak 6nce, biresim sonra gelir. Cé6zimleme bir sey-
ler icat eder, biresim uygular. Céziimleme bir plan yapmak,
biresim ise plan: uygulamaktur.

6. Bu yorum, aslindaki tuhaf deyislen korumus, hatta
Wurgulamistir: “Yapilmasi istenen seyin zaten yapilmig, ara-
llan geyin zaten bulunmus oldugunu varsayar.” Bu bir para-
dokstur. Cozmemiz gereken problemin ¢6zalmus oldugunu
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varsaymak kendini kandirmak degil midir? Bu ¢ok tuhy
saptamanin anlam nedir? Bu deyisin hangi baglamda siy.
lendigini iyice dusinur ve problem cozerken yasadigimy
deneyimlerimizi dirustlikle anlamaya ¢alisirsak, anlamdan
hi¢bir kugku duymayiz.

Once, bir “sonu¢. bulma problemi”ni ele alahm. B
linmeyene x, verilere de a, b, ¢ diyelim. “Problemi ¢6zil-
mus varsaymak”, kosulunu saglayan bir x nesnesinin varol
dugunu duginmek, yani, a, b, ¢ verilerinin kosulda ongri-
len iligkiler i¢inde oldugunu varsaymaktir. Bu varsaym
yalmzca ¢ozumlemeye baslayabilmek i¢in yapihr; gecici ve
zararsiz bir varsayimdir. Cunkua, boyle bir nesne yoksa ve
¢ozumlememiz bizi bir yerlere goturecekse, varacagimiz
yer, ¢cozumu olmayan son bir problem olacak, dolaysiyla
asil problemimizin ¢6ziimii olmadig1 anlagilacaktir. Oyley-
se, bu varsayim yararhidir. Kosulu inceleyebilmek igin, ko-
sulun x ile g, b, ¢ arasinda 6ngoérdugu iliskileri anlayabil
mek, geometrik olarak goziimuzde canlandirabilmek zo-
rundayiz. ¥'in varoldugunu dusinmeden ya da gozonune
getirmeden bunu nasil yapabiliriz? Son olarak, bu varsay
min dogal oldugunu séylemek istiyorum. 4. parcada di-
sunce ve amaglarini tartisugimiz ilkel adam, devrilmis bir
agacn uzerinde yuruyup dereyi gegcmeden ¢ok once, ken-

dini bunu yaparken duginir ve problemini “¢6zilmus ola-
rak” gorur.

Bir “kanit problemi”nin amaa belirli bir A teoremini
kanitlamakur. “A’y1 dogru olarak kabul etmek”, hentz ke
nitlamamis olmamiza karsin A teoreminden sonuclar ¢
karmaya yonelik bir 6neridir. Belirli bir zihinsel yapis y2
da felsefesi olan kisiler, kanitlanmamais bir teoremden so
nuglar gikarma karsisinda dehsete kapilabilirler, oysa bu
tur kisiler ¢6zimlemeye de baslayamayacaklardir.

SEKILLER, 2 ile kiyaslayimiz.



fsa Bir Bulgubilim Sozligu 161

7. Yorumda iki kez onemli bir deyiy ge¢mektedir: “im
wirettiklerimizin ¢evrilebilir olmasi kosuluyla.” Bu bir in-
terpolasyondur, asil metinde boyle bir ey yoktur ve garun
olmayist ¢cagdaslarimiz tarafindan elestirilmistir. “Cevrilebi-
lir indirgeme” kavrami i¢in YARDIMCI PROBLEM, 6'ya
bakiniz.

8. Yorumda, “kanit problemlerinin ¢6zumlemesi”, asil
metinde kullamilanlardan ¢ok farkh sozcuklerle anlatilmig-
tir, fakat anlamda bir degisiklik yoktur. Bu anlam: degis-
tirmek gibi bir niyetimiz de yoktur. Ancak “sonu¢ bulma
problemleri"nin ¢6ziimlemesi, yorumumuzda ashinda ol-
dugundan daha somut bicimde ifade edilmistir. Asil metin,
biraz daha genel bir strecin, YARDIMCI PROBLEM, 7
maddesinde tanimlanan esdeger yardimct problemler dizisinin
tanimini yapmay1 amagclarmis gibi gérinmektedir.

9. Temel geometri kitaplarn ¢6ziamleme, biresim ve
“problemi ¢6zilmius varsayma” tizerine birtakim aciklama-
larda bulunur. Bu vazgecilmeyen gelenegin Pappus’a ka-
dar gittigine kusku yoktur. Bu konu temel ders kitaplarin-
da yer alacak denli 6nemlidir, ancak o denli de yanhs anla-
slabilmektedir. Bu konunun yalmzca geometri ders kitap-
lanyla kisith kalmasi, tek bagina gunumuzde anlasilmadi-
gin1 gostermektedir. Bunun igin yukarida 2’ye bakimz. E-
ger yukarida s6zu edilenler bu gelenegin daha iyi anlagila-
bilmesine katki saglayabildiyse, konuya bu denli genis yer
ayrmamiza degecektir.

Baska bir 6rnek, baska bir bakis acis1 ve bagka ayrinu-
lar icin, GERIYE ISLEM maddesine bakiniz.

Ayrica, OLMAYANA ERGI VE DOLAYLI KANIT, 2
maddesiyle kiyaslayiniz.

o Parlak fikir, “iyi fikir” ya da “ing1 goérmek”, ¢6zume
dogru ansizin atilan bir adimi anlatan bir deyimdir; ILER-
LEME VE BASARI, 6 maddesine bakiniz. Parlak bir fikrin

dogmasi herkesin yasadig1, ancak tanimlanmasi gii¢ bir
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deneyimdir. Bu yizden Aristoteles gibi bir ustanin by k,
nuda kapsamli bir tanim yaptigini 6grenmek ilging olur.

Cogu insan, parlak bir fikir olugturmanin “bir 6ngéri
eylemi” oldugunu kabul edecektir. Aristoteles “Ongoni’
sdzcugunu goyle tanimlar: “Ongorii, tahminde bulunarak
kisa sirede ana noktay1 bulmaktir. Ornegin, zengin bir
insanla belirli bir tarzda konusan birini gordigumizde,
hemen borg¢ istedigini tahmin edersiniz. Ya da ayin parlak
yuzunun hep ginese doniik oldugunu goézlerken, bir anda

neden boyle oldugunu algilayiverirsiniz; ¢cinku ay, ginegin
1§181n1 yansitr.”

Birinci ornek kotu degil, ancak oldukg¢a onemsizd.
Zengin adamlar ve para hakkinda bu tur seyleri kestre-
bilmek i¢in fazla bir zeka gerekmez; ustelik bu pek parlak bir
fikir degildir. Ancak ikinci 6rnek, bu kestirimi dogru zaman
cergevesinde dusinmeye cahisirsak, oldukca etkileyicidir.

Aristoteles’in ¢agdaslari, zamam bilmek istediklerinde
gunese ve yildizlara bakmak zorundaydilar, ¢iinku kol saat
leri yoktu. Gece yolculuk yapmak istediklerinde aym evre
lerini izlemek zorundaydilar, ¢tinki sokak 1siklar yoktu
Gokyliziini ¢cagdas sehirli insandan ¢ok daha iyi taniyorlar
d1ve dogal zekilari, haber olarak sunulan gokbilim kuram-
larimin hazmedilmemis bolik porguk parcalariyla kirler
memisti. Ay1 yass1 bir disk clarak gordiler; gtnes diskine
benziyordu, ama parlakligi ¢cok daha azdi. Aristotelesn
¢agdaslarindan biri, ayin konumu ve bic¢imin sirekli de
gismesinin nedenini merak etmis olmali. Ay1 gindiz g&
ziuyle, gin dogumu ve batiminda goérdagi de olmustu
“Aymn parlak yiziiniin hep ginese déntuk oldugunu” bul
musty; bu bile kendi basina sayg1 duyulacak bir basanyd:
Jimdi de, ayin cesitli bi¢imlerini tek bir yénden aydnlat-
lan bir topun cesitli bicimlerine benzetir; oyle ki, topun bir
yansi aydinlik, diger yansi1 karanlkur. Gunesin ve aymn yas
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diskler olmadigini, yuvarlak cisimler oldugunu, birinin ik
werip, digerinin aldigini bilir. Ana baglanuyr hemen anlar ve
daha onceki kavrayisimn “kisa bir sure icinde” yeniden duzen-
ler: Burada hayal guctintin ansizin sigrayigi, parlak bir fikir,
dahice bir simsek cakis1 vardir.

o Problemi yeni sozciiklerle yazabilir misiniz? Daha

baka  sozcuklerle  yazabilir misiniz? Bu sorulanin  hedefi
PROBLEMIN CESITLENMESI'ni hedefler.

Tamimlara geri donin. Bakimz, TANIM.

¢ Problemin cesitlenmesi. Pencere camim delip kac-
mak isteyen bir bocek, ayn1 seyi umutsuzca tekrar tekrar
dener ve odanin igine girdigi yandaki acik pencereyi de-
nemez. Bir fare daha akillica davranabilir. Kapana kisildi-
ginda iki demirin arasindan ge¢meye cahgir, sonraki ik
demiri dener, diger demirleri dener, denemelerini degist-
fir ve cesitli olasiliklar arastirir. Insan ise denemelerini da-
ha akillica degistirebilir ve cesitli olasiiklan daha iyi anlayip
hatalarindan ders alarak arastirabilir. “Tekrar tekrar dene”,
bilinen ve iyi bir 6guittiir. Bocek, fare ve insan bu 6guadu tu-
tarlar; ancak biri digerlerinden daha iyi izler, ¢ciunku prob-
lemini digerlerinden daha iyi ¢esitlendirir.

1. Cozuime ulasip isimizi bitirdigimizde, problemi kav-
rayiy dizeyimiz basladigimiz noktadakinden daha eksiksiz
ve yeterli olacaktir. Daha yeterli, daha uyumlu bir kavrayisa
ulasmak 1stedigimiz igin cesitli bakis agilarimi dener ve
probleme ¢esitli yonlerden bakanz.

Problem ¢6zmede, basar1 dogru yonu secebilmeye, ka-
leye zayif noktasindan saldirabilmeye baglidir. Hangi yanin
zayif, ulasilabilir oldugunu bulmak i¢in de gesitli yon ve
noktalar dener, problemi cesitlendiririz.
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2 Problemin cesitlenmesi temel bir noktadir. By g
¢efii bircok bicimde agiklayabiliriz. Dolayisiyla, belirli b
noktadan bakildiginda problem ¢6zamunde ilerleme, ¢,
ha onceden edindigimiz bilginin harekete gegirilip argi
lenmesi olarak gorunur. Bellegimizden gercken bilgiyi ce.
kip gikarmali ve probleme belirli ogeler cklemeliyiz. Iy
problemin ¢esilenmesi boyle ogeler ¢itkarmamiza yardime
olur. Ama nasil?

Haurlamak, “zihinde birliktelik™ adir verilen bir wr
“iligki yoluyla eylem” bi¢iminde gerceklesir; su anda zihn:
mizde olan, daha dnceki bir olayda iliskide oldugu sevlen
hatirlamaya egilimlidir. (Birliktelik kuramini daha duzgun
ifade etmeye ya da sinirlarini tartismaya burada gerek vok-
tur.) Problemin cesitlenmesiyle yeni noktalar gelisurr, bovlece

problemimizle ilgili yeni iliskiler, yeni 6geler yaratmug olu-
ruz.

3. Cozilmeye deger hi¢bir problemi, tzerinde yogun-
lasmadik¢a ¢ozmeyl umamayiz. Fakat dikkatimizi ayni nok-
tada yogunlagtirmak da bizi yoracaktir. Dikkatimizi canli
tutabilmek i¢in, tizerinde yogunlastigimiz nesneyi durma-
dan degistirmeliyiz.

Calismamiz ilerledik¢e yapacak bir seylerimiz olur, in-
_celenecek yeni yontemler ortaya cikar, dikkatimiz ve ilg:
miz canlh kalr. Fakat ilerleme kaydedemiyorsak, dikkat-
miz dagilir, ilgimiz s6ner, dusuncelerimiz dagilir ve prob-
lemden timiuyle kopma tehlikesiyle karsilasiriz. Bu tehl-

keden kaginabilmek i¢in, kendimize problem hakkinda yen
bir soru soranz.

Bu yeni soru, eski bilgimizle iliskili yeni, denemedigt
miz olanaklar acar ve umudumuzu canlandinr. Yeni sorw
problemi gegitlendirerek, bize problemin yeni bir yontni gos
tererek ilgimizi yeniden canlandary.
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4. Ornek. Tabam kare olan, alttabaninin kenari a, (ist

tabaninin kenari b ve yuksekligi 4 olarak verilmis bir kesik
piramidin hacmini bulunuz.

Bu problem prizma ve piramit hacim formuillerini bi-
len bir sinifa verilebilir. Ogrenciler kendileri bir fikir tre-
temezlerse, ogretmen problemin verilerini cesitlendirerek ise
baglayabilir. a > b kosulunu saglayan bir kesik piramit ile
baglanabilir. b, a’ya esit olana dek artirildik¢a ne olur? Ke-
sik piramit bir prizma halini alir ve s6z konusu hacim a?h
olur. b, 0 olana dek azaltilinca ne olur? Kesik piramit bir
piramit halini alir ve s6z konusu hacim a2/3 olur.

Verilerin cesitlenmesi, oncelikle problemi ilging kilar.
Sonra prizma ve piramide iliskin séylediklerimizin bir bi¢im-
de kullanilabilecegini akla getirir. Ne olursa olsun, nihai so-
nuca iliskin belirgin 6zellikler bulunmustur. En son formil, &
=aigin a’h’ye ve b = 0icin a?h/3 e indirgenebilmelidir. Elde
etmeye calisigimiz sonucun oOzelliklerini 6ngorebilmek bir
avantajdir. Boylesi ozellikler 6nemli noktalan akla getirebilir;
ne olursa olsun, en son formulitmuzi buldugumuzda bunu
deneyebiliriz. Dolayisiyla, elimizde “SONUCU KONTROL
EDEBILIYOR MUSUNUZ?” sorusuna verilebilecek bir yamt
bulunur. (Bu maddenin 2. parcasina bakin.)

el Ornek. DOt kenari a, b, ¢, d olarak verilen bir yamuk
¢izin.

Yamugun alt tabam a, Gst tabam ¢ olsun. a ve ¢ birbir-
lerine paralel, ancak esit degildir; b ve d paralel degildir.

Bagka bir bilgi yoktur. Ise verileni gesitlendirerek baslayabili-
nz.

Iik olarak a > ¢ olan bir yamukla baslayalim. c'yi ('a esit o-
lana dek azaltigimizda ne olur? Yamuk, bir tiggen halini alir.
Ucgen ise, cesitli verilerle ¢izebilecegimiz tamidik ve basit bir
sekildir ve seklimize bu tiggeni sokmak yararh olabilir. Tek bir
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yardime dogru -yamugun kosegeni- cizerek bunu yapabilir,
(Sekil 20). Ancak, ucgeni inceledigimizde fazla ise yaramag,
gim goruruz. Iki kenan, a ve d'yi biliyoruzdur, ancak tg veriy,
ihtiyacimiz vardir.

a

Sekil 20

Baska bir sey deneyelim. ¢, a’ya esit olana dek artirildr
ginda ne olur? Yamuk, bir paralelkenar halini alir. Bunu
kullanabilir miyiz? Biraz inceledigimizde (Sekil 21), bira
once paralelkenan ¢izerken asil yamuga ekledigimiz uggen
dikkatimizi ¢eker. Bu tiggen kolayca cizilebilir. Uc verimiz
vardir: b, d ve a-c kenarlan.

a
Sekil 21

Asil problemimizi (yamuk ¢izimi) cesitlerken, daha kolay
ulagabilecegimiz bir yardimai probleme (iicgen cizimi) geldi®
Yardimar problemin sonucunu kullanarak asil problemimi?
kolayca ¢ozebiliriz (paralelkenan tamamlamarmz gerekir).
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Bu, tipik bir érnektir. Ik girisimimizin bagansiz olmasi da
tipiktir. Bununla birlikte, geriye bakugimazda bu ilk giri-
simin yararsiz olmadigim1 gorebiliriz. Bunun kapsadig bir
fikir varch ve 6zellikle, amacimiza ulasmak icin bir ti¢gen iz
meyl diginme olanag: tanidi. Ashina bakarsaniz, bagarih
olan ikinci denememize, basarisiz olan birinciyi degistire-
rek vardik. c'yi degistirdik, 6nce kuculttuk, sonra artirdik.

6. Yukaridaki 6rmekte oldugu gibi, sik sik problemi de-
gistirmeye caliymamiz gerekir. Isimize yarayacak bir seyler bu-
lana dek ¢esitlendirmemiz, yeniden ifade etmemiz, tekrar
tekrar donustirmemiz gerekir. Bir yandan bagarisiz olup,
diger yandan 6grenebiliriz. Basarisiz bir deneme iyi bir fi-
kir olabilir ve basarisiz denemeyi degistirerek daha basarili
olabilecek bir denemeye varabiliriz. Cesitli denemelerin so-
nunda elde edecegimiz sey, yukaridaki ornekte oldugu gibi,
daha kolay ulagilabilen bir yardimci problem olacakr.

7. Coziime ulagsmada yardimci olacak belirli problem
cesitlendirme yollar1 vardir: TANIMLARA GERI DON-
MEK, AYRISTIRMA VE YENIDEN BIRLESTIRME, YAR-
DIMCI OGELER bulma, GENELLEME, OZELLESTIRME
ve ANALOJI kullanma.

8. Biraz 6nce 3’te, ilgimizi yeniden canlandirabilecek
yeni sorular konusunda soylediklerimiz, listemizin dogru
kullamilmasi acisindan oldukc¢a 6nemlidir.

Bir 6gretmen listeyi ogrencilerine yardim etmek i¢in
kullanabilir. Ogrenci ilerleme gosterirse, yardima ihtiyaci
olmayacaktir. Bu durumda, 6gretmen ona soru sormamali
ve yalmz ¢aliymasini saglamalidir. Bu 6grencinin bagimsiz-
hg1 icin cok daha iyidir. Ancak 6gretmen, elbette bir yer-
lerde saplanip kalan 6grencisine yardimci olabilecek uy-
gun bir soru-ya da dneri bulmaya ¢alisir. Canku béyle bir

* durumda 6grencinin problemden sikilip vazgecme tehli-
kesi vardr.
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Listeyi kendi problemlerimizi ¢6zmede de kullan,,
biliriz ve dogru bicimde kullanabilmek i¢in ayni bigim.
de ilerlemeliyiz. Elde ettigimiz ilerleme tatmin ediciyse,
surekli sorularla ilerlemeyi engellemek aptallik olur,
Ancak tikanip kaldigimizda, aklimiza higbir sey gelme.
diginde, problemimizden bikmamiz gibi bir tehlike s6;
konusu olur. Iste o zaman ise yarayabilecek genel bir
fikir, listedeki soru ve 6nerilerden uygun olabilecekleri
disinmenin siras1 gelmis demektir. Bize problemin ye-
ni bir yonunu gosterebilecek her soru gecerlidir, ¢unki
ilgimizi yeniden canlandiracak, diustiinmeye ve calismaya
devam etmemizi saglayacaktir.

e Rutin problem. Ikinci derecede genel denklemlerin
cozumu 6nceden anlatilmis ve 6rneklenmisse,

x2-3x+2=0

denkleminin ¢6zumu (bir sonu¢ bulma problemi) rutin
bir problem olacaktir. Ogrencinin yapmasi gereken,
yalmzca genel ¢ozum formultindeki belirli harflerin ye-
rine -3 ve 2 koymaktir. Denklemin ¢6zim formilu ve-
rilmemis, ancak hemen 6ncesinde bes kadar sayisal kat
sayis1 olan ikinci derecede denklem ¢o6zulmus olsa bile,
problem rutin bir problem olacaktir. Genelde bir prob-
lem, onceden ¢6zulmus genel bir probleme 6zel veriler
yerlestirerek ya da hicbir yenilik yaratmaksizin iyice b
linen bir 6rnegi adim adim izleyerek c¢ozulebiliyorsa,
rutin bir problemdir. Ogretmen rutin bir problem ver-
mekle, 6grenciye hemen yanitlayabilecegi bir soru w
zatmis olur: Onunla iliskili bir problem biliyor musunuz?
Boylece, 6grencinin kesin regeteyi izlemesi icin yalmzca
biraz dikkat ve sabir yeterli olacak, kendi-yargilar: ya da
yaratici yeteneklerini kullanma firsati bulamayacakur.
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Matematik Ogretirken rutin problemler gerekli olabi-
lir, hatta ok sayrda rutin problem gerekebilir. Ancak 6grenci-
lere bagka tir problem ¢6zdurmemek affedilemez bir hatadur.
Rutin matematik islemlerinin mekanik performansim 6g-
retmek ve baska bir sey 6gretmemek, yemek kitab1 duizeyi-
nin de altina duser, cunku yemek tarifleri bile dusgucu ve
yargl i¢in ahciya bir alan birakir, oysa rutin problemler bu
alam birakmaz.

¢ Simetri, iki anlamhidir: Daha alisgilmig, 0zel, geomet-
rik bir anlam ile daha az alisilmig, genel, mantiksal bir an-
lam.

Temel uzay geometride iki wir simetri vardir: bir duz-
leme (simetri duzlemi olarak adlandinhr) gore simetri ile
bir noktaya (simetri merkesi olarak adlandinhir) gore si-
metri. Insan bedeni oldukea simetrik goranar, fakat degil-
dir. I¢ organlarimizdan ¢ogu simetrik olmayan bir bigimde
yerlestrilmisur. Bir hevkel dikev bir duzleme gore, heyke-
lin iki varisinin birbinivle ver degisurebilecegi kadar simet-
nk olabilir.

Bu sozcugun daha genel kullannminda, birbinyle de-
gisurilebilecek parcalan olan bir batin. simetrik olarak
adlandinhr. Bir¢ok simetri ¢esidi vardir. Bu ¢esitler, birbi-
nvle degistinilebilen parcalarin savist ve parcalan degistir-
me iglemlen acilarindan farkhihk gosterir. Dolayisiyla, bir
kup yuksek simetriktir: kapan 6 viza de birbiriyle degisti-
nlebilir, & kosest de. 12 kenan da.

= + 22X + n
fadesi de simetriktir; x, y, z harflerinden ikisini degistirdi-
gimizde ifade degismez.

Simetri, genel anlamiyla, bizim konumuz agisindan

onemlidir Bir problem bazi acilardan simetrikse, birbiriy-
le degistirilebilen kissmlanm farketmemiz ise yarayabilir.
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Ayrica, aym rolu oynayan kisuimlan aym iglemlerden ge
cimek de genellikle yararh olur (bakimz, YARDIMCI
OGELER, 3).

Simetrik olan gseylere simetrik davranmaya ¢aligin ve
dogal bir simetriyi nedensiz yere bozmayin. Bununla
birlikte, dogal simetrisi olan bir seye, simetrik olmayan
bicimde davranmak zorunda kaliriz. Bir cift eldiven ke-
sinlikle simetriktir, ancak kimse bir ¢ift eldivene simet-
rik davranmaz; iki eldiven ayni1 anda giyilmez, teker te-
ker giyilir.

Ayrica simetri, sonuglarin kontrol edilmesinde de ya-
rarli olabilir; bakiniz, bolum 14.

e Sonucu baska bir yolla elde edebilir misiniz? So-
nunda ulastigimiz ¢6zim uzunsa ve ¢ok sey kapsiyorsa,
daha acik ve daha az dolambach bir yol olabileceginden
kuskulanmamiz dogaldir: Sonucu baska bir yolla elde edebi-
lir misiniz? Bunu bir bakista gorebiliyor musunuz? Kimi za-
man bizi tatmin edecek bir ¢6zim bulsak da, baska bir
c¢ozum daha bulabilmek isteriz. Tipki bir nesneyi iki
farkli duyuyla algilamak istememiz gibi, kendimizi ku-
ramsal bir sonucun gecerliligi konusunda ikna etmek
icin iki farkli yol bulmak isteriz. Tipk: bir nesneyi gor-
dukten sonra dokunmak istememiz gibi, bir kanit bul-
duktan sonra bir kanit daha arariz.

Iki kanit olmasi, bir tane olmasindan iyidir. “Iki capay-
la yelken agmak daha guvenlidir.”

1. Ornek. Alt tabanin yarigapr R, Gist tabanin yaricapi 1
ve yuksekligi 4 olarak verilen bir dik ¢embersel kesik konr-

nin yan yuzey alani S'yi bulunuz.

Bu problem degisik bicimlerde ¢ozilebilir. Ornegin,
bir batin koninin yan yuzey alaninin formulinu biliyor
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olabiliriz. Kesik koni, butiin bir koni kesilerck elde edildigi
icin, istenen yan yuzey iki tane buatiin koni yuzeyinin ara-
andaki farkur. Gernye bu soylediklerimizi K, r, h cinsinden
ifade etmek kahir. Bu fikn izlevercek,

S=n (R+r)\/(R—r)3 +h

formulina elde ederiz. Uzun hesaplamalarla bu sonucu
bulduktan sonra, daha acik ve daha az dolambacli hir
argumanimiz olsun isteriz. Sonucu bagska bir yolla elde edebilir
mismiz? Bunu bir bakista gorebiliyor musunuz?

Tamunu sezgisel olarak gormeyi istedigimiz sonucun
parcalarini incelemekle ise baslayabiliriz. Boylelikle,

J(R=r) + 1

teriminin egim uzunlugu oldugunu farkedebiliriz. (Egm
uzunlugu, birbirine paralel olan kenarlarinin orta noktala-
rnn1 birlestiren dogru etrafinda donerek kesik koniyi olus-

turan ikizkenar yamugun paralel olmayan kenaridir; baki-
miz, Sekil 22) Ayrica,

2T R+2mr
2

teriminin, kesik koninin iki tabaninin ¢evre uzunluklarinin
aritmetik ortalamasi oldugunu da bulabiliriz. Formuliin bu
kismini

T (R+r)=

T(R+r)=2m il

biciminde yazabilecegimizi de goruruz. Bu, kesik koninin
onta kesitinin cevre uzunlugudur. (Burada, kesik koninin hem
alt tabanina hem tist tabanina paralel olan ve yiiksekligi
ikiye bolen bir diizlem ile kesik koninin kesisimine orta
kesit diyoruz.)
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\w

Sekil 22

Sonucun ¢esitli kisimlarina iliskin yeni yorumlar bul-

duktan sonra, tim formulii aruk baska bir 1sikta gorebil:-
nz:

Alan = Orta kesitin ¢evre uzunlugu x egim uzunlugu
Bu noktada yamuk kuralini anmimsavabiliriz:

Alan = Orta-dogru x yukseklik

(Orta-dogru, yamugun iki paralel kenarma paraleldir
ve yuksekligi ikiye boler.) Kesik koni ve yamuga iligkin bu
iki ifade arasindaki analojiy1 sezgilerimizle saptadigimizda,
artik kesik koni probleminin sonucunu “tek bakista” gore-

biliriz. Yani, uzun bir hesapla buldugumuz sonucun kisa ve
dolaysiz bir kanitina ulagtgimizi hissedenz.

2. Yukandaki tpik bir 6rmektdr. Sonucu turetis bicimr
mizden pek memnun olmadigimiz igin, ¢Hzimu degistirmek
ve iyilegirmek isteriz. Bu amacla sonucu inceler, daha iy
anlamaya ¢ahgir, farkh ve yeni bir yonunu gormeye ugras-
nz. Once sonucun kii¢ik bir par¢asina yeni bir yorum ge

tirmeyi basarabiliciz. Ondan sonra baska bir kism yeni bir

gozle algilama sansim yakalayabiliniz.
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Cesith kisstmlarini tekrar tekrar inceleverek ve baska a-
alardan anlamlandirmayr deneyerck, sonucu farkls bir ba-
kigla gormeyi bagarabiliriz ve bu yeni kavrayig bicimi bize
veni bir kanitin yolunu agar.

Batin bunlart deneyimli bir matematikginin yapmas
olasthiinin ¢ok daha fazla oldugunu itiraf edebilirim. Ote
yandan, temel bir problemle bile ugrassa, acemi ogrenci
bu problemin altindan kalkamayabilir. Cok fazla bilg biri-
kimi olan matematik¢inin, acemi ogrenciye kiyasla, ¢ok
fazla bilglyi harekete gecirip, gercksiz yere kapsamli bir
arguman gelistirme tehlikesi daha yuksektir. Bununla bir-
likte, deneyimli matematik¢i sonucun kuguk bir kisminin
yeniden yorumlanmasinin degerini daha iyi bilir ve sonucu
timuyle yeniden olugturabilir.

Dahasi, acemi ogrenciler bile gereksiz yere karmagik
bir ¢6ziim ortaya atabilirler. Bu durumda, 6gretmen og-
renciye problemi daha kisa yoldan ¢ozebilmenin ipuglarini
vermelidir.

OLMAYANA ERGI VE DOLAYLI KANIT maddesine
bakiniz.

 Sonucu kontrol edebilir misiniz? Ortaya attiginiz argu-
many kontrol edebilir misiniz? Bu sorulara verilecek iyi bir ya-
nit, ¢6zume duydugumuz guveni guglendirir ve bilgimizin
saglamhgina katkida bulunur.

1. Matematik problemlerinin sayisal sonuglarini, goz-
lenebilen sayilarla kiyaslayarak kontrol edebiliriz. Aslinda,
pratik ihtiyaclar ya da dogal bir meraktan dogan problemler
her zaman gergekleri hedefledigi i¢in, gozlenebilir gercekler-
le kargilaghma isinin go6zardi edilmemesi beklenir. Yine de
her 6gretmen, 6grencilerin bu konuda inanilmaz seyler
yapabilecegini bilir. Baz1 oOgrenciler, geminin boyunu
4,890m ve buyukbaba olarak belirtilen kaptanin yasini da 8
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wil 2 ay olarak bulmaktan rahatsiz olmazlar, Apacik ol
seylerin boyle ihmal edilmesi her zaman apralhikly liskil,
degildir; vapay problemlere duyulan kavgisizhga isaret e
vor de olabilir.

2. “Harfli problemler™ ise “savisal problemler™den da
ha fazla ve daha ilging denemelere acikor (holam 14
Ornek olarak, tabani kare scklindeki bir kesik piramit di
sunelim. Alt taban kenan «, st taban kenart 6 ve vidkseklis
hise, hacmi

a’+ab+b’
3

buluruz. Bu sonucu OZELLESTIRME yoluyla dencvebil:
riz. Eger b = a ise, kesik piramit bir prizma olur ve formw
lumuz a%h degerini verir. Eger b = 0 ise, kesik piramit bir
piramit halini alir ve formulumuz a2h/3 degerini verir. Bu
sonuglara BOYUTI.A DENEME yontemini uygulayabilinz.
Bu ifadenin, uzunlugun kipunu vermesi gerekir. Baska bir
yol ise, formulu, verileri gesitlendirerek denemektir. Ugu de
sifirdan buyuk nicelikler olan «, b ve A’den herhangi biri
artinldiginda ifadelerden elde edilen degerde artar.

h

Bu tur denemeler yalnizca nihai sonuca degil, ara so-
nuglara da uygulanabilir. Ara sonuclar ¢ok yararhdir; ba-
kimz, PROBLEMIN CESITLENMESI, 4. Boylesi deneylen

kullanabilmek igin, bir “sayisal problem”i genelleyerek “harll
problem”e ¢evirmek avantajh olabilir.

3. Argiimanimizi kontrol edebiliyor musunuz? Argumanimt-
z1 basamak basamak kontrol ederken, yararsiz tekrarlardan
kaginmaliyiz. Yalmzca tekrarlamak oncelikle sikiadir, 0§
retici degildir ve dikkatimizi zorlar. Ikincisi, daha énce -
kezledigimiz bir noktada, kosullar degistirilmedigi surec¢

tekrar okezleme olasihgimiz fazladir. Tum argimam adim
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adim tekrarlamamiz gerektigini hissedersek, en azindan
adimlarin siralanmasi ya da gruplandirilmasimi degistirebi-
lir, argumanimizi gesitlendirebiliriz.

4. Argumanin en zaylf noktasim secip incelemeye bu-
radan baglamak, bizi daha az yoracak ve ayrica daha ilging

olacaktir. Incelemeye deger noktalar segmede ¢ok yararl
olabilecek bir sorumuz vardir: VERILERIN HEPSINI

KULLANDINIZ MTI?

J. Matematik-dis1 bilgimizin timuyle bi¢cimsel kanitlar
uzerine temellendirilemeyecegi ¢ok agiktir. Guanlik bilgi-
mizin daha yogun kismi deneme altindadir ve gunlik de-
neyimlerimizle guclenir. Gozlemle denemek, dogal bilim-
lerde daha sistematik bicimde yurutilur. Béylesi deneme-
ler dikkatle yapilan deney ve ol¢imler bigimini alir ve fi-
ziksel bilimlerde matematiksel akil yiratme ile birlestirilir.
Matematik bilgimiz yalnizca bic¢imsel kanitlar uzerine ku-
rulabilir mi?

Bu, burada tartisamayacagimiz felsefi bir sorundur. Sizin
matematik bilginiz, benim matematik bilgim ya da 6gren-
cdlerinizin bilgisi, yalnizca bigimsel kanitlar uzerine temel-
lendirilinis degildir. Eger saglam bilgi diye bir sey varsa
geni§ bir deneysel temeli olmalidir ve bu temel, sonucu
basariyla denenen her problemle daha da genisler.

* Sonucu kullanabilir misiniz? Bir problemin sonucu-
nu kendi basimiza ¢ikarmak bir bulus yapmaktir. Problem
zor degilse, bulusumuz pek 6nemli olmayacaktir, ama yine
de bir bulugtur. Sinirlt bir bulus yaptiktan sonra, sonucu-
muzun ardinda bagka bir seyler olup olmadigini sorgula-
mayl unutmamali, yeni sonucun acacag: firsatlan kagir-
mamali, kullandigimiz yontemi tekrar kullanmaya ¢alisma-
lyiz, Basarinizdan yararlanin! Bu sonucu ya da yontemi baska
bir problem icin kullanabilir misiniz?
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1. Bir problemi ¢esitlendirmenin ana yollarin bir par-
ca biliyorsak (GENELLEME, OZELLESTIRME ANALOQJ],
AYRISTIRMA VE YENIDEN BIRLESTIRME), kolayca yen;
problemler kurabiliriz. Oniimiize konan problemle i

baslayip, yukarida s6zinu ettigimiz yollarla bagka problem-
ler turetir, sonra baskalarim turetiriz... Kuramsal acidan

bu sure¢ simirsizdir, ancak uygulamada uzun boylu sirdi-

remeyiz, ¢unki bu yolla kurguladigimiz problemler gittk-
ce daha ¢ozulemez olacaktir.

Ote yandan, daha 6nce ¢ézdigiumiiz bir problemin
cozumunu kullanarak, kolayca ¢6zebilecegimiz yeni prob-
lemler kurabiliriz; ancak bu yeni, kolay problemler fazla
ilgin¢ olmayabilir.

Hem ilgin¢ hem ulasabilir yeni bir problem bulmak
kolay degildir; bunun i¢in deneyimimiz, begenimiz ve san-
sitmiz olmahdir. Yine de, guizel bir problem ¢o6zdiikten
sonra baskalarin1 aramahyiz. Iyi problemlerle mantarlarn
ortak bir yam vardir; 6bekler halinde yetisirler. Iyi bir
problem buldugunuzda, etrafiniza iyice bakmalisimz; ¢un-
ku birka¢ tane daha bulma olasiliginiz her zaman vardir.

2. Yukarida s6ziinu ettigimiz noktalar:1 bélum 8§, 10, 12,

14, 15’te tartisigimiz 6rnekle gosterecegim. Problemimiz
aynidir:

Uc¢ boyutu verilen dértgen bir paralelyizlinin
(uzunluk, genishik ve yikseklik) kosegenini bulun.

Bu problemin ¢6zimunia biliyorsak, asagidaki prob-
lemleri de kolayca ¢6zebiliriz.

Uc boyutu verilen dértgen bir paralelyiizlinin d
¢emberinin yarigapim bulun.
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Bir piramidin tabani bir dikdorigendir ve dikdértge-
nin merkezi piramit yiiksekliginin ayagidir. Piramidin yuksek-
ligi ve taban kenarlar verildiginde, yan kenarlanni bulun.

Uzayda iki noktanin dortgen koordinatlan verildigin-

de (xI, yI, z1), (x2, y2, 22) bu noklalar arasindaki uzakhg
bulun.

Bu problemleri kolayca ¢ozeriz, ¢anka ¢oézimunu bil-
digimiz bastaki problemden pek farkh degildir. Her ernek-
te asil problemimize dis kiire, piramit, dortgen koordinat-
lar gibi yeni kiyaslamalar ekleriz. Bu kiyaslamalar kolayca
eklenebilir ve ¢ikartilabilir; onlardan kurtuldugumuzda da
asil problemimize geri donmus oluruz.

Yukaridaki problemler ilgimizi ¢eker, ¢unku asil prob-
lemimize ekledigimiz kiyaslamalar ilgingtir. Koordinatlan
verilen iki noktanin arasindaki uzakhkla ilgili son problem
onemli bir problemdir, ¢inki dértgen problemler 6nem-
lidir.

3. Iste, asil problemimizin ¢6zimiini bildigimiz tak-
dirde kolayca ¢ozebilecegimiz bir problem daha: Dortgen
bir paralelyuzlinin uzunlugu, genisligi ve kosegeni veril-
diginde, yuksekligini bulun.

Aslina bakarsaniz, asil problemimizin ¢6zamu, te-
melde, dort nicelik -paralelyazlunin t¢ boyutu ve kose-
geni- a-asinda bir iligki kurulmasindan olusur. Bu dort
nicelikten ¢l verildiginde, dérduncuyt bu iliskiyi kulla-
narak hesaplayabiliriz. Boylece yeni problemimizi ¢6zmiig
oluruz. | |

Burada, ¢6zdugumuz bir problemden kolayca ¢ozile-
bilecek yeni problemler tiretmek igin bir yontem goériyo-
ruz. Baglangicta bilinmeyenimizin verildigini ve bastaki
verilerden birinin bilinmeyen oldugunu disiniyoruz. Iki
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problemde de, bilinmeyen ile verileri baglayan iliski ayn;
dir. Bu iligkiyi problemlerden birinde bulduktan sonra, di
gerinde de kullanabiliriz.

Rolleri degistirerek yeni problemler tiretme yontemi,
2'de izledigimiz yontemden oldukga farkhdir.

4. Simdi baska yollarla yeni problemler taretelim.

Asil problemimizin dogal bir genellemes: séyle olacakur:
Bir paralelyizlide kdsegenin bir ucundan ¢ikan tg kenar

ve bu kenarlar arasindaki tg ag1 verildiginde, kosegeni bu-
lun.

Ozelle,stirmeyle de su problemi elde ederiz: Kenan ven-
len bir kupun kdsegenini bulun.

Analoji kullanarak, sonsuz cesitlilikte problem elde e-
debiliriz. 2'de ele aldigimiz problemlerden turetebildigi-
miz birka¢ problem soyledir: Kenarn verilen duzgun bir
sekizyuzlinun kosegenini bulun. Kenan verilen duzgun
bir sekizyuzlunun dis kuresinin yarigapini bulun. Dunya
yuzeyi uzerinde (ki, bir kure olarak ele aliriz) bulunan iki
noktanin cografik koordinatlari, enlemi ve boylami venl-
diginde, bu noktalar arasindaki kuresel uzaklig: bulun.

Bu problemlerin hepsi ¢ok ilgingtir, ancak asil prob-
lemimizin ¢6zimunu temel alarak yalnizca 6zellestirmeyle
elde eitjgimizi hemen ¢oOzebiliriz.

5. Bize onerilen problemin belirli 6gelerini degisken
kabul ederek de yeni problemler turetebiliriz.

2’de sozu edilen problemin 6zel bir durumu, kenarn
verilen bir kap etrafina ¢izilen bir kirenin yarigapin bul-
maktr. Kapu ve kuple kiirenin ortak merkezlerini sabit
alalim, fakat kirenin yarigapini degistirelim. Bu yangap
kucukse, kire kupun i¢indedir. Yaricap arttik¢a kire genis-
leyecektir (upk: sisirilmekte olan lastik bir balon gibi).
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Belirli bir noktada, kiire kipun ytizlerine deger; biraz son-
ra kire kenarlara, daha sonra koselere degeccktir. Bu ig
krik noktada, yaricap hangi degerleri alir?

6. Bir 6grenci kendi icat ettigi bir problemi ¢ozme firsatini
hicbir zaman bulamamuissa, o 6grencinin matematik dene-
yimi eksik kalir. Ogretmen 6grenciye ¢ziilmiys bir prob-
lemden yeni problemler turetmesini 6gretebilir ve boylece
onun merakini harekete gegirir. Ayrica, icadin bir kismi da
ogrencilere birakilabilir. Ornegin, biraz 6nce 5'te tartisti-
gimiz genlesen kure problemi anlaulabilir ve su sorular

sorulabilir: “Neyi hesaplamay: denemek isterdiniz? Yarica-
pin hangi degeri ozellikle ilging olurdu?”

e Sonu¢, buldugumuz bir teoremi incelerken kolayca
ortaya ¢ikardigimiz bir bagka teoremdir. So6zcugun
1ngilizcesi Latin kokenlidir ve “bagis” ya da “bahsis” anla-
mina gelmektedir.

¢ Sonu¢ bulma problemleri, kanit problemleri. Bu iki
tir problem arasinda paralellik vardur.

1. Bir “sonu¢ bulma problemi’nin amaci belirli bir
nesneyi, problemin bilinmeyenini bulmaktir.

Bilinmeyene, “aranilan sey” ya da “gereken sey” adim
da verebiliriz. “Sonu¢ bulma problemleri” kuramsal ya da
uygulamali, soyut ya da somut, ciddi problem ya da yalniz-
ca bulmaca olabilir. Her cesit bilinmeyeni arayabilir, di-
sunulebilecek her cesit nesneyi arayabilir, bulmaya, elde
etmeye, olusturmaya, cizineye ¢alisabiliriz. Bir cinayet Oy-
kisinin bilinmeyeni katildir. Satran¢ oyununda bilinme-
yen, oyuncularin hareketidir. Bazi bulmacalarda bilinme-
yen, bir sdzcuktur. Baz1 temel cebir problemlerinde ise,

bilinmeyen bir sayidir. Bir geometri ¢izim probleminde,
bilinmeyen bir sekildir.



180 Nasil Cozmelit

2. Bir “kanit problemi"nin amaci, acik¢a ifade edilmis
bir iddianin dogru ya da yanhs oldugunu kesin bir bigimde
gostermektir. “Bu iddia dogru mu, yoksa yanhs m1?” soru-
sunu yanitlamamiz gerekir. Bu yanitin kesinligi, iddianin

dogrulugu ya da yanhshgini kesin bir bigcimde kanitlayarak
vermemizde yatar.

Bir tanik, suglanan adamin belirli bir gece evinde otur-
dugunu soyler. Hakim bu iddianin dogru olup olmadigina
karar vermek zorundadir; bunun otesinde, Qu karar i¢in

mumkiin oldugunca iyi nedenler bulmalidir. Oyleyse, haki
min onundeki bir “kanit problemi”dir. Bagka bir kamt
problemi ise, “Pisagor teoremini kanitlamaktr.” “Pisagor
teoreminin dogru ya da yanhs oldugunu kanitlayin,” de-
meyiz. Baz1 agilardan da, problemin ifadesinde yanhs ol-
dugunu kanitlama olasihiginin icerilmesi iy1 olacaktir, an-
cak bunu goézard1 edebiliriz; ¢tinkii Pisagor teoreminin

yanls oldugunu kanitlayabilme olasiliginin pek varolmadigr
m biliriz.

3. Bir “sonu¢ bulma problemi”’nin baslica kisimlari, b:-
linmeyen, veriler ve kosuldur.

Kenarlan g, b, ¢ olan bir tu¢gen ¢izmemiz gerekiyorsa,
bilinmeyenimiz bir tg¢gen, veriler a, 6, ¢ uzunluklardir ve
ucgen, kenar uzunluklarinin a, b, ¢ olmasi kosulunu sag-
lamak zorundadir. Yukseklikleri a, b, ¢ olan bir Ugcgen iz
memiz gerekiyorsa; bilinmeyen bir 6ncekiyle aym katego-

ride bir nesnedir, veriler aynidir, fakat bilinmeyeni verilere
baglayan kosul farkhdir.

4. Bir “kanit problemi” alisilmis tirden bir matematik

problemiyse, baglica kistmlari, dogrulugu ya da yanhshg:
kanitlanacak teormin hipotezi ve vargisidar.

“Bir dortgenin dort kenar esitse, iki kosegeni birbirle-
rine diktir.” Virgiilden sonraki kisim vargi, virgalden 6n-
ceki kisim ise hipotezdir.
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[Matematiksel teoremlerin hepsini doga} bir bicimde hipo-
tez ve vargl diye ayrmak mumkiin degildir. Omegin, “Asal sayr-
lar sonsuzdur” teoremini ayirmak pek mumkiin degildir.]

J. Bir “sonu¢ bulma problemi”ni ¢o6zmek istiyorsaniz,
problemin baglica kisimlarini -bilinmeyeni, verileri ve ko-
sulu- bilmek, hem de kesinlikle bilmek zorundasinz. Lis-
temizde bu kisimnlarla ilgili bir¢ok soru ve oneri vardir.

Bilinmeyen nedir? Veriler nelerdir? Kosul nedir?
Kosulun gesitli kissmlarimi birbirinden ayinn.
Veriler ile bilinmeyen arasindaki bagintyy: bulun.

Bilinmeyene bakin! Ayni ya da benzer bir bilinmeyen iceren
bildik bir problem diisvinmeye ¢alisin.

Kosulun yalrmizca bir kismina tutun, diger kismama atin, sim-
i bilinmeyen: nereye kadar belirleyebiliyor, nasil degistiriyorsu-
nuz? Verilerden yararly olabilecek bir seyler tiiretebildiniz mi? Bi-
linmeyenin belirlenmesine yonelik baska wygun veriler disiinebili-
yor musunuz? Bilinmeyeni veya verileri -gerekiyorsa ikisini de-
degistirip, ‘yeni bilinmeyenin ve yen:i verilerin birbirlerine daha
yakin olmalarima saglayabiliyor musunuz?

Tiim verilers kullandiniz mi? Kosulu timiiyle kullandimiz ma?
6. Bir “kanmit problemi’ni ¢6zmek istiyorsaniz, proble-
min baslica kisimlarim -hipotez ile vargiy1- bilmek, hem de
kesinlikle bilmek zorundasimz. Bu kisimlarla ilgili olarak,
listemizde Ozellikle “sonu¢ bulma problemleri’ne uyar-

lanmiy soru ve Onerilere karsihk gelen, ise yarayabilecek
soru ve oneriler vardir.

Hipotez nedir? Varg: nedir?
Hipotezin cesitli kismilanin birbirinden ayirin.
Hipotez ile vargy arasindak: bagintiy bulun.
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Varngiya bakin! Aynt ya da benzer bir varg iceren bildik by
problem dusiinmeye calisin.

Hipotezin yalnizca bir kismine tutun, diger kismum atm
varg hala gecerli midir? Hipotezden yararle olabilecek bir seyler
turetebildiniz mi? Vargiyr kolaylikla elde edebileceginiz bir bagka
hipotez dugsunebiliyor musunuz? Hipotez: veya vargry: -gerekiyorsa
tkisin de- degistinip, yeni hipotezin ve yeni varginin birbirlenne
daha yakin olmalanini saglayabiliyor musunuz?

Hipotezi tumuyle kullandiniz me?

7. “Sonu¢ bulma problemleri” temel matematikte,
“kanit problemleri” ise ileri matematikte daha 6nemlidir.
Elinizdeki kitapta “sonu¢ bulma problemleri” daha fazla
vurgulanmistir, ancak yazar konunun daha ayrintih bir in-
celemesinde bu dengeyi yeniden kurmay1 ummaktadur.

o Sekiller yalmzca geometrik problemlerin nesnesi
olmakla kalmayip, aym zamanda baslangicta geometrik
hicbir sey icermeyen tim problem cesitlerinde 6énemli bir
yardima olabilmektedir. Dolayisiyla, problem ¢6zmede

sekillerin rolinu ele almamiz i¢gin iki gecerli nedenimiz
vardir.

1. Elimizdeki bir geometri problemiyse, bir sekille ug-
rasmamuz gerekir. Bu sekil bizim hayalimizde olabilir ya da
kagida dokulebilir. Bazi durumlarda sekili ¢izmeden du-
sunebilmek daha iyi olur. Ancak cesitli ayrintilar, bir ay-
rinudan sonra bir baska ayrintiyr incelemek istiyorsak, bir
sekil cizmek yararhdir. Bircok ayrinti varsa, hepsini aym an-
da dusanemeyiz; fakat bu ayrintilarin hepsi birden kagi
uzerinde gorulebilir. Disledigimiz, aynnul bir sekil unu-
tulabilir; ancak kigida dokilen ayrint kalici olacak ve ki-
gittaki sekle geri dondugimuzde, daha 6nce dusundikle-

rimizi anmimsatarak bizi onlar1 bir kez daha kesfetmekten
kurtaracaktir.
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2. Simdi de geometrik ¢izim problemlerinde sekillerin
nasil kullanildigini ele alalim.

Boyle bir problemle ugrasirken, bilinmeyeni ve verileri
iceren bir sekil ¢izerek ise baslariz. Seklimiz, bu 6geleri,
problemin kosulunun 6ngérdigii bicimde biraraya getir- -
migtir. Problemi anlamak istiyorsak, her veriyi ve kosulun
her kismini ayr1 ayr1 anlamak durumunda kaliriz; bundan
sonra tim parcalar: tekrar birlestirir ve kosulu bir butin
halinde dusinerek problemin gerektirdigi cesitli baglanti-
lar1 ayn1 anda gormeye calisiriz. Butin bu ayrintilan kagit
uzerine bir gekil ¢cizmeksizin ayirmak ve tekrar birlestirmek
pek olanakh degildir.

Ote yandan, problemi kesin bir bicimde ¢ézmeden
once, boyle bir sekil ¢izilip ¢izilemeyecegi bile kuskuludur.
Problemde verilen kosulu saglamak muimkiin mudur? Ke-
sin sonucu elde etmeden dnce bu soruya “Evet” yanmitimi
vermeyiz. Yine de, bilinmeyenin verilere kosulun 6ngor-
dagu bagint ile baglandig1 bir sekil cizerek ise baslanz.
Boyle bir sckil ¢izerck gereksiz bir varsayim mi yapiyoruz?

Hayir, gereksiz degildir. Problemimizi incelerken, bi-
linmeyene getirilen kosulu ve gereken bagintilan saglaya-
cak bir nesne olabilecegi olasiligin: digtinaraz; ancak olasi-
hf, kesinlik ile kanstirmamak saruyla. Savunmada olan bir
adarmi sorgulayan bir yargi¢, bu adamin s6z konusu sugu
igledigi hipotezini ele alabilir, ancak bu hipoteze inanma-
mak kosuluyla. Hem matematik¢i hem de yargig, bir olasi-
h§1, onyargilan olmaksizin inceleyebilir ve karar verme
isini, arastirma kesin bir sonuca ulasana dek bekletir.

Bir ¢izim probleminde tzerinde kosulun saglandigim
varsaydigimiz bir sekil ¢izerek baglama gelenegi, Yunan
geometricilerine kadar uzanir. Bunun ipuglarini Pappus’-
un bulmacams: deyisinde buluyoruz: Yapumas: istenen seyin
zaten yaprlmis oldugunu varsaymn. Su 6gut Pappus’unki kadar
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ozlu degildir, ancak daha agiktir: Problemin kosulunun t;.
miiyle saglandig varsayrmsal durumu inceleyin.

PAPPUS, 6 ile kiyaslayin.

3. Sekilleri cizme eylemi hakkindaki birka¢ noktay: tar-
tisalim,

(I) Sekilleri yaklasik m1, yoksa kesin olarak mu izece-
giz, alet mi, yoksa ellerimizi mi kullanacagiz?

Iki seklin de kendine gore tstinligi vardir. Kesin se-
killer, ilke olarak, fizikteki kesin Ol¢tiimlere karsilik gelir.
Ancak uygulamada, kesin sekiller kesin 6l¢iimlerden daha
az 6nemlidir, ¢linkii geometri teoremleri fizik yasalarina
kiyasla daha yaygin olarak go6zlenir. Bununla birlikte, acemi
ogrenci 1yl bir deneysel temel edinebilmek i¢in mimkun ol
dugunca ¢ok sekil ¢izmelidir. Yine de, amacimiz akil yarite-
bilmekse, serbest elle cizdigimiz sekiller, dikkatle cizilmi
olmalan koguluyla genellikle ise yarar ve ¢cok daha cabuk ya
pulabilir. Kuskusuz, sekil komik gérinmemeli, diz olmasi

gereken dogrular egri bugri olmamali, ¢ember olmasi
gerekenler ise patatese benzememelidir.

Tamiyle dogru olmayan bir sekil zaman zaman biz yar-
lis bir vargiya goturebilir, ancak bu tehlike fazla degildir ve
kendimizi cesitli yollarla, 6zellikle sekili cesitlendirerek
koruyabiliriz. Mantiksal bagintilar tzerinde yogunlagr,
seklin yalmzca bir yardimci oldugunu ve higbir bigimde
vargilarimizin temeli olmadiginin farkina varabilirsek, teh-

like kalmaz. [Bu nokta, akillica kullanilan, iyi bilinen baz
paradokslarda 6ntiimuze ¢ikar.]

1) f)gelerin istenilen iliskiler dogrultusunda biraraya
getirilmesi 6nemlidir, ancak ogelerin cizilis sirasi onemli
degildir. Dolayisiyla, en rahat siralama secilmelidir. Ome-
gin, ice bolmeyi géstermek igin, iki ag1 -0 ve B- gizmek isti-
yorsunuz; éyle ki, a= 38 olsun. Keyfi bir a secip, cetvel ve



Kusa Bir Bulgubilim Sozliga 185

pergelle B'y1 cizemezsiniz. Bu yizden keyfi fakat kigik bir
B secer ve bundan yola ¢ikarak a'y1 kolaylikla gizebilirsiniz.

(lII) Seklinizde gereksiz Ozellestirmeler olmamahdir.
Seklin kisimlari, problemin ongormedigi iliskiler sergile-
memelidir. Dogrular, gerekli olmadik¢a esit ya da dik gibi
gorunmemelidir. Problemde verilmemisse, ucgenler ikiz-
kenar ya da dik Uc¢gen olmamahdir. Agilan 45, 60/, 75°
olan bir ticgen, hem ikizkenar hem de dik u¢genden, ke-
limenin tam anlamiyla, en uzak olandir. Eger “genel” bir

u¢gen dusunmek istiyorsaniz, bu tiggeni ya da bundan pek
farkh olmayan bir Ui¢gen cizersiniz.

(IV) Cesitli dogrularin oynadig: farkh rolleri vurgula-
mak i¢in, kalin ve ince, kesikli ve kesiksiz ya da farkhi renk-
lerde ¢izgiler kullanabilirsiniz. Yardimc: dogru olarak kul-
lanmaya henuz karar vermediginiz bir dogruyu hafifce ve
ince ¢izersiniz. Verilen ogeleri kirmizi kalemle ¢izer ve 6-

nemli kisimlari -bir ¢ift benzer u¢gen, vb.- vurgulamak igin
baska renkler kullanabilirsiniz.

(V) Uzay geometri 6rneklemelen i¢in, ug-boyutlu mo-

deller mi yoksa kagida ya da tahtaya cizilmis sekiller mi
kullanmaliy1z?

Uc-boyutlu modeller kullamilmasi istenir, ancak bunlan
yapmak zordur ve satin almaya kalkistiginizda pahaliya gelir.
Bu yuzden, genellikle ¢izimlerle yetinmek zorunda olmamiza
karsin, bu cizimleri etkili kilmak kolay degildir. Matematik
ogrencileri igin, elde yapilmis karton modeller iyi olacak-
tir. Cevremizdeki nesneleri geometrik kiyaslarin érnekleri
olarak almak ise yarayabilir. Bir kutu, bir tugla ya da ders-
lik, dortgen bir paralelytizlayi; bir kursun kalem, cember-

sel bir silindiri; masa lambasinin golgeligi, bir kesik koniyi
temsil edebilir.
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4. Kagt uzerine ¢izilen sekiller kolayca yapilabilir, ta-
ninmalan ve hatirlanmalarn kolaydir. Duzlemsel sekiller ve
duzlemsel sekillerle ilgili problemler kolaylikla taninabilir.
Bu durumdan yararlanarak geometrik olmayan nesneler
temsil edecek uygun bir geometrik bicim bulabilirsek, g-

killerle ugrasmadaki yetenegimizi geometrik olmayan nes
nelerle ugrasmak i¢in de kullanabiliriz.

Ashinda, geometrik bigimler -her tirden grafik ve ge-
malar- tim bilimlerde kullanilir. Yalnizca fizik, kimya ve
doga bilimlerinde degil. ekonomide ve psikolojide de bun-
lardan yararlanihr. Uvgun bir geometrik sunum bigimi
kullanarak herseyi rakamlann dilivle ifade etmeve, her ge-
sit problemi geometri problemime mdngemeve ¢ahginz

Dolayisiyla, elinizdeki bir geomeut problemi olmasa bile
bir sekil czmeye caligabilirsiniz. Geometik olmavan problemi:
niz icin agik ve anlagtlabiliv bir geamenk sunum bulmal,
¢ozume dogru atlacak onemh bir adim olabihr

¢ Tahmininizi inceleyin. | ahnnmins dogru olabilir, fo
kat parlak bir tahmini kanulanmiy bir gergek olarak kabul
ctmek aptalhikur; ilkel kinler bunua sik ak vaparlar, Tab
mininiz yanhy olabilir. Fakat paclak bir cahmim ol
gozardh etmek de aptalca olacakur. ukalalar da bunu w
parlar. Belirli bhir tirden olan thmanier ncelenmen ve
ciddiye alinmavi hakeder: gerqekten dgilendigimiz b
problemi, dikkade ele alip anladikian sonra varatagumy?
turden tahminlerdir bunlar Bovlesi tahminler, tim gerct
gi gostermese de, gergegin cn azindan bir parcasim igen’
Yine de, boyle bir tahmini dogru incelersek, tim gergef
¢ekip ikarabilme sansimiz vardu

Bir¢ok tahminimiz vanhs cikabilir, ancak yine de, b?
daha iyi bir tahmine gotirmek acisindan ise yarayacakur
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Elestiri yapabildigimiz stirece hichir (ikit k610 olamay
Agl kot olan hi¢ fikir sahibi olmamakur.

I. Yapmaymm. Simdi John Jones ile ilgili tipik bir gykg
inlatahm. Bay Jones bir baroda ¢ahgmaktadir. Bir giredir
maasina zam alabilmeyr umut etmektedir, ancak sik gk
oldugu gibi umutlarn bosa ¢kmugtir. Cahsma arkadaslan
nmn bazilarimin maasi arurithirken onunki arunlmamistr
Bay Jones bu durumu serinkanhhkla kargyilayamaz. Kafa-
sinda bir kurgu yapar ve maasina zam alamayiginin sorum-
lusunun Muduar Brown oldugundan kuskulanmaya baslar.

Boyle bir kuskuya kapildig: icin Bay Jones'u suglaya-
mayiz. Ger¢ekten Mudur Brown’u gosteren bazi isaretler
vardir. Asil hata, Bay Jones’un, kuskusuna inanmaya bagsla-
diktan sonra aksi yondeki isaretleri gormemesi olmustur.
Mudur Brown’un kisisel digsmani olduguna iyice inanip
oylesine aptalca davranmistir ki, muduru gercekten kendi-
ne dugman haline getirmistir.

Bay John Jones'un sorunu, ¢cogumuzda gozlenen dav-
ramglar gibi temel inangclarini asla degistirmemesidir. Ufak
tefek dusuncelerini sik sik degistirebilir ve bunu ansizin
yapabilir. Ancak ister buyuk ister kuguk olsun, bu fikirler
tasidig1 surece onlardan kesinlikle kuskulanmaz. Bay Jones
inandig1 seyden asla stiiphelenmez, onlan sorgulamaz, eles-
tirmez. Aslina bakarsaniz, ne oldugunu bir anlayabilse, e-
lestirel incelemeden 6zellikle nefret edecektir.

Bay Jones’un bir noktaya kadar hakh oldugunu kabul
edelim. O ¢ok mesgul bir adamdir; buroda ve evde gorev-
leri vardir. Kuskulanmak ve incelemek icin fazla zamani
yoktur. Inanglarinin pek azini inceleyebilmektedir. Oyley-
se, bir kugkusunu bile inceleyecek zamam yoksa, neden
kugku duysun ki?
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Yine de, Bay Jones'un yaptigin1 yapmayin. Kuskulary,
zin, tahminlerinizin, varsayimlarimzin yok edilemez by
hale gelene dek buyimelerine izin vermeyin. Her ne olyr.
sa olsun, kuramsal agidan, en iyl konu bile elestirisiz kabyl.
lenildiginde yara alir, elestirel bir incelemeyle canlanr.

2. Matematiksel bir ornek. Cevre uzunlugu aym olan
dortgenler arasinda, alan1 en buyik olanini bulun.

Bilinmeyen nedir? Bir dortgen.
Vertiler nelerdir? Dortgenin ¢evre uzunlugu verilir.

Kosul nedir? Istenen doértgenin alani, ayni gevre uzun-
luguna sahip diger dortgenlerden buyuk olacaktr.

Bu problem, temel geometrideki alisilmis problemler-

den ¢ok farkhidir ve bu yazden tahminlerde bulunmaya
baslamamiz ¢ok dogaldur.

Hangi dortgenin en buyuk alana sahip dortgen olma
olasihg1 daha fazladir? Yapabilecegimiz en basit tahmin ne
olabilir? Ayni1 ¢evre uzunluguna sahip sekiller arasinda
lan1 en buyiik olanin bir ¢ember oldugunu biliyor olabili-
riz. Oyleyse, cembere en yakin dértgen hangisidir? Hangi
dortgen simetri agisindan ¢cembere en yakin sayilabilir?

Tahminimizin' ne olabilecegi ¢ok agiktr: kare. Bu
tahmini ciddiye alirsak, ne anlama geldigini de anlayabili-
.riz. Bu tahminimizi sozctiiklere dokme yurekliligini goste-
relim: “Ayn1 ¢evre uzunluguna sahip dortgenler arasinda,
alan1 en buytk olan karedir.” Bu ifadeyi incelemeye karar
verdigimizde durum degisecektir. Baslangigta, elimizde bir
“sonug bulma problemi” vardi. Tahminimizi formiile ettik-
ten sonra ise, bir “kanit problemi’miz oldu. Formiile ett-

gimiz bu teoremi kanitlamah ya da yanlis oldugunu gos
termeliyiz.
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Benzer bir problemi daha 6nce gormemissek, ¢6zimin
zor oldugunu diisiinebiliriz. Oniiniize konan problemi ¢oze-
miyorsaniz, once onunla iligkili bir baska problem ¢6zmeye
cahsin. Problemimizin bir kismini ¢O6zebilir misiniz? Kare-
nin dartgenler arasinda ozel bir yeri varsa, dikdortgenler
arasinda da ozel bir yeri olmas: gerektigini gorebiliriz. Su
ifadeyl kanitlamay1 basarabilirsek problemimizin bir kismi

¢ozulmug olacaktir: “Ayni ¢evre uzunluguna sahip dikdort-
genler arasinda, alani en buyik olan karedir.”

Bu teorem oncekinden daha ulasilabilir gorunur, ama
kugkusuz ondan daha zayiftir. Ne olursa olsun, ne anlama
geldiginin ayirdina varabilmeli ve bu problemi daha ayrin-

tih ifade edebilmeliyiz. Bunu da cebir dilinde yapmak a-
vantajli olacaktir.

Bitisik kenarlar a ve b olan dikdortgenin alan: a.b, cev-
resi ise 2a + 2b olacaktir.

Bu dikdortgenle ayni ¢evre uzunluguna sahip karenin
' bir kenar1 (a + b) / 2, alan1 da ((a + b) / 2)? olacaktr. Bu
{ alan, dikdortgenin alanindan buyuk olmahidir; yani,

" ((a+b)/2)2>ab

; olmalidir. Bu dogru mudur? Ayni esitsizlik bir bagka bi-
¢imde yazilabilir:

f a?+ 2ab + b2 > 4ab
Bunun esdegeri ise sOyle olacaktr:
| a?-2ab + b2> 0
Yada

(@a-b)?>0

! Bu son esitsizlik, a = b olmadigl, yani, inceledigimiz
. dikdértgen bir kare olmadig sirece dogrudur.

189
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Nasil Counets

Henuz problemimizi ¢ozmedik, fakat tahminimiz di-
catle ele alip bir hayli ilerleme kaydettik.

® Tam sozcugu burada, “ogrencinin ¢alismasimn yaki
dan degerlendinlmesi” anlamma gelen teknik bir cgiim -
nmi olarak kullanmlmstir. Verilen not 6grencinin calismas:
ni degerlendirecek, ancak bu kaba bir degerlendirme ola
cakur. Ogrencinin ¢alismasim iyilestirmek isteyen ogret-
men, upki hastasini iyllesuirmeyi isteyen doktorun tani ko

mas1 gerektgi gibi, 1yl ve kotu noktalan dogru olarak sapta-
yabilmelidir.

Burada ozellikle 6grencinin problem ¢ozmedeki ve-
rimliligiyle ilgileniyoruz. Bunu nasil niteleyebilinz? Cozi-
mun dort evresinin ayirdedilmesinden bir seyler ¢ikartabi

linz. Aslinda, ogrencilerin ¢esitli evrelerdeki davranilan
oldukca karakteristiktir.

Problem ¢6zumu ustunde yogunlagamama nedeniyle
eksik anlama, belki de goérulen en yaygin sorundur. Br
plan yapma ve ¢ozume iligkin genel bir fikir edinme agla-
rindan bakildiginda, birbirine zit iki hatanin sik sik yapil-
dig1 gorulur. Baz1 6grenciler, hi¢bir plan yapmadan ya da
genel bir fikir edinmeden, tustinkoru hesap ya da cizimle-
re girisirlerken, digerleri beceriksizce oturur ve bir fiknn
gelmesini bekler, bunu hizlandiracak hicbir sey yapmazlar.
Plam yiirutiirken en ¢ok yapilan yanhshk, dikkatsizlik ve her
adim kontrol edilirken gosterilen sabirsizhikar, Sonucu
kontrol etmek ise siklikla unutulur, 6grenci bir yanit buldugu

icin sevinir, kalemini atar ve akla kolay kolay gelmeyecek
sonuglar kargisinda bile hayrete diismez.

Bu tarden hatalar1 dikkatle saptayan ogretmenin, lis

tedeki belirli sorular uzerinde israr ederek hatalan dw
zeltme sansi vardir.
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o Tamim. Bir terimin tanimi, onun anlaminin iyi bili-
nen bagka terimlerle ifade edilmesidir.

1. Teknik terimler. Matematikte iki tar teknik terim var-
dir. Bunlarin bazilar ilkel terimler olarak kabul edilir ve
tammlanmaz. Digerleri ise turetilmis terim olarak ele ah-
nir ve uygun bigimde tanimlanir; yani anlamlan, basit te-
rimler ve daha 6nceden tanimlanmig taretme terimler kul-
lamlarak aciklanir. Dolayisiyla, nokta, dogru ve duzlem
gibi ilkel kiyaslarin bicimsel bir tanimini vermeyiz. Ancak,
“bir aginin aglortayr”, “cember” ya da “parabol” gibi kav-
ramlar i¢in bigimsel tanimlar vapabiliriz.

Ornegin, parabol tanimini soyle yapabiliriz: Sabit olan
noktalar topluluguna parabol denir. Sabit noktaya parabo-
lin odak noktas:, sabit dogruva da dogrultman denir. Bu 6ge-
lerin sabit bir duzlemde bulundugu ve sabit noktanin
(odak noktasinin) sabit dogiu (dogruluman) tzerinde bu-
lunmadign ise tanmmdan anlasilmakadr.

Okuyucunun tamimlanan terimlerin -parabol, parabo-
lun odak noktasi, parabolun dogrultmam- anlamini bilme-
si gerekmez. Fakat nokta. dogru, dazlem, bir noktanin di-
ger noktava uzakhgi, sabit. vh. gibi diger terimlerin hepsi-
nin bilinmesi gerekar.

2. Sozeuk tanimlan goranuste matematksel tanimlar-
dan pek farkh olmasa da. avn bir ruhla vazilo

Bir sazlugun vazan, sazouklenn o anda kallamilmakia o
lan anlamlanyla ilgilemir Bu anlami kabul etmistir ve mum-
kiin oldugunca dazgun bi¢imde tamim olarak ifade eder.

Matematikc ise teknik terimlenn o anda kullanilmakta o-
an anlamlanyla ilgilenmez ya da asil ilgilendigi bu degildir.
Giinliik konugmada “gember”, “parabol” ya da bu tiirden bag
ka teknik terimlerin neyi gosterip gostermedigi onemli degil-
dir. Matematiksel anlami, matematiksel tanim yaratr.
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3. Ornek. Verilen bir dogru ile odak noktas: ve dop-
rultmani verilen bir parabolun kesigme noktasini ¢izin.

Her probleme yaklagimimiz, bilgimizin durumuna
bagl olmalidir. Bu probleme yaklasimimiz da temelde
parabolun ozelliklerini ne derecede bildigimize baghdir.
Parabol hakkinda ¢ok sey bilirsek, bu bilgimizi kullanmaya
ve igimize yarayacak bir seyler cikarmaya calisinz: Yararh
olabilecek bir problem biliyor musunuz? Oniiniizdeki sorunla ilis
kili bir problem biliyor musunuz? Parabol, odak noktas ve
dogrultman1 hakkinda pek az sey biliyorsak, bu terimler
bizi utandiracaktir ve onlardan kurtulmak istememiz cok
dogaldir. Peki, bu terimlerden nasil kurtulabiliriz? Gelin,
onerilen problemi tartisan bir 6gretmenle 6grencinin ko-

nusmasini dinleyelim. Uygun bir isaretlendirme se¢mislerdir:
Bilinmeyen kesisim noktalar: i¢cin P, odak noktas: igin f

dogrultman i¢in d, paraboli kesen dogru i¢in ¢ demis ol
sunlar.

“Peki, Bilinmeyen nedir?”
“P noktas1.”
“Veriler nelerdir?”

“cve ddogrular ile Fnoktas1.”
© “Kosul nedir?”

“Dogrultmani d ve odak noktasi F olan parabolle, ¢
dogrusunun kesisim noktas1 Pdir.”

“Dogru. Heniiz paraboli pek incelemedigimizi biliyo-
rum, fakat saninm bir parabolun ne oldugunu soyleyebilir

”

SII.

“Parabol, odak noktasindan ve dogrultmandan esit &
zakhktaki noktalarin toplarmdir.”
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“Dogru. Tanimi dogru hatirliyorsun, Fakat bu tanimi
kullanabilmemiz gerekir; tanimlara geri donelim. Parabel
tanimina bakarak, P noktasi hakkinda ne soyleyebilirsin?”

“P parabolun uzerindedir. Bu yizden d ile Fden esit
uzakhktadir.”

“Guzel! Simdi bir sekil ¢izin.”

d Q
Sekil 23

Ogrenci Sekil 23 tizerinde PFve PQ dogrularini gizer;
PQ ddogrusuna Pden ¢izilen dikmedir.

“Simdi, problemi yeni sozciiklerle ifade edebilir misin ?”

“Biraz once c¢izdigin dogrulan kullanarak problemin
kosulunu yeniden ifade edebilir misin?”

“P, ¢ dogrusu uzerinde bir nokta; 6yle ki, PF = PQ.”
“Guzel. Fakat sozcuklerle soyleyelim. PQ nedir?”

“Pnin d’'ye olan dik uzakhg.”
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*Guzel. Simdi problemi yeniden ifade edebilir misin:
Lutfen, duzgun ve tam bir timce biciminde soyle.”

“Verilen ¢ dogrusu tzerinde, verilen F noktasi ve ven.
len d dogrusundan egit uzakhkta olan bir 7 noktasy ¢ian”

“Bak, asil ifadeden yola ¢ikip bu ifadeye gelene dek e
ledigimizi gorebiliyor musun? Ilk ifade tanimadigimiz teknik
terimlerle doluydu: parabol, odak noktasi, dogrultman. Urkir
tucu bir problem gibi duruyordu. Ama yimdi o bilmedigimu
teknik tenmler yok; problemi hallettin. Alerin!”

4. Teknk tenmlerden kurtulmak, yukandaki omekte @
hymakla mumkun olmustur. Probleme teknik terimler (pars
bol, odak noktasi, dogrulaman) iceren bir ifadeyle bagladik v
sonunda bu teknik terimlerden anndinlmig bir ifadeye ulasuk

Teknik bir terimi yok etmek icin, bu terimin tanimn
bilmemiz gerekir. Ancak yalnizca tanimi bilmek yeterli de-
gildir, nasil kullanilacagini da bilmeliyiz. Yukaridaki ornek-
te, parabolun tanimini hatirlamamiz yeterli olmadi. Asil a-
dim, sekil uzerinde esitlikleri paraboliin tanimindan ¢ikan-
lan PF ve PQ dogrularini ¢izmek oldu. Tipik yéntem bu-
dur. Problemin i¢ine uygun 6geleri sokariz. Tanimi temel
alarak, probleme soktugumuz ogeler arasinda iligkiler kuranz
Bu iliskiler anlami eksiksiz ifade edebiliyorsa, tanim kulan-
misiz demektir. Tanim: kullanarak, teknik terimi ortadan
kaldirmis oluruz.

Anlatugimiz bu yéntemi tanimlara geri donmek olarak
adlandirabiliriz.

Teknik bir terimin tanimina geri dénerek ondan kur-
tulabilir, fakat yerine yeni ogeler ve yeni iliskiler getiririz.
Boylece olusturdugumuz degisiklik, problemi kavrayi-
mizda énemli bir rol oynayabilir. Ne olursa olsun, proble-
min yeni bir ifadesi, yeni bir ¢esitlemesi ortaya ¢ikacakdr.
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5. Tanimlar ve bilinen teoremler. Eger “parabol” sozciigii-
ni biliyorsak, bu egrinin bigimi hakkinda fazla agik olmayan
bir fikre sahipsek ve baska bir sey bilmiyorsak, bilgimiz kugku-
suz ornek olarak onerilen bu problemi ya da parabol hakkin-
daki bir bagka ciddi problemi ¢6zmeye yeterli olmayacaktr.
Boylesi bir amag i¢in nasil bir bilgi gerekir?

Geometri biliminin belitler, tanimlar ve teoremlerden
olustugu soéylenebilir. Yalnizca nokta, dogru, vb. gibi belit-
lerde paraboliin s6zu edilmez. Parabolle ilgili her geometrik
¢6zumleme, parabol i¢eren her problemin ¢6ziimu, parabolle
ilgili tammm ya da terimleri kullanmak zorundadir. Boyle bir
problemi ¢6zebilmek i¢in en azindan tamim bilmek zorunda-
yiz, ancak aynca birkag teorem bilmemiz ¢ok daha iyi olur.

Kuskusuz, parabol hakkinda soylediklerim tim ture-
tilmis kiyaslar icin de gecerlidir. Turetilmis bir kiyas iceren
bir problemi ¢6zmeye baslarken, kiyasin tanimini mi, yok-
sa onunla iliskili bir teoremi mi kullanmamz gerektigini
bilmeliyiz. Yalniz ikisinden birinin kullanilacag: kesindir.

Ne var ki, se¢cim yapabilme olanagimizin olmadig1 du-
rumlar vardir. Eger kiyasin yalnmzca tannmim biliyor ve
baska bir sey bilmiyorsak, o zaman bu tanim kullanimak
zorundayiz. Bilgimiz tanimin Otesine gecemiyorsa, yapabi-
lecegimiz en iyi sey tanima geri donmek olacaktir. Ancak
kiyasla ilgili bir¢cok teorem biliyorsak ve bunlarin kullani-
miyla ilgili deneyimimiz varsa, kiyasimizi iceren uygun bir
teorem bulabilme sansimiz yuksek olacaktir.

6. Birka¢ tanam. Kure, genellikle belirli bir noktadan
belirli bir uzaklikta bulunan noktalar toplulugu olarak ta-
mmlanir. (Artik disindigimiiz noktalar uzamsaldir; yal-
mzca dizlemle kisith degildir.) Fakat kire, bir cap etrafinda
donen bir cember olarak da tanimlanabilir. Kirenin bagka

tammlan da bilinir ve bagka tanimlarini yapmak da mim-
kiindur.
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“Kire” ya da “parabol” gibi tiretilmis bir kiyas iceren
bir problemi ¢6zmek durumundaysak ve kiyasin tanimina
geri donmek istiyorsak, cesitli tanimlar arasindan bir se¢im
yapmak zorunda kalabiliriz. Boyle bir durumda, probleme
uyan tanimi se¢ebilmek ¢ok seyi degistirebilir.

Kurenin yuzey alanini bulmak, Arsimed’in ¢6zdigi
devirde, buyuk ve zorlu bir problemdi. Arsimed, biraz on-
ce sdzunu ettigimiz kure tanimlan arasinda bir se¢im yap-
mak zorunda kald1 ve kureyi sabit bir cap etrafinda donen
bir ¢emberin olusturdugu bir ytizey olarak ele ald
Arsimed kurenin icine kenar sayis: cift olan, sabit ¢apin zit
koseleri birlestirdigi diizgiin bir ¢okkenarl ¢izdi. Duzgin
cokkenarh yaklagik olarak c¢emberle cakisir ve cemberle
birlikte dondurulduginde, koseleri sabit ¢apin uglannda
olan iki koniden olusan disbikey bir ytizey ve bunlarn a-
rasinda sayisiz kesik koni olusturur. Bu karma yuzey, yakla-
stk olarak, kirenin yuzeyiyle cakisir ve Arsimed tarafindan
kirenin yuzey alanini hesaplamakta kullanilmistr. Kureyi
merkezden esit uzakliktaki noktalar toplulugu olarak alir-
sak, boyle basit bir yaklastirma yapamayz.

7. Tanimlara geri gitmek bir argiiman olugturabilmek
ve ayni zamanda argumani kontrol etmek acisindan énem-
lidir.

Diyelim, birisi Arsimed’in problemi icin yeni bir ¢&-
zum ileri stirdi. Bu kisinin kure hakkindaki bilgisi belirsizse,
¢6zumi ise yaramayacaktir. Kirenin ne oldugu hakkinda
berrak bir fikri olabilir, fakat bu fikri argtiimaninda kulla-
namiyorsa, ben bu kisinin bir fikri olup olmadigin bile-
mem ve argumani da hi¢bir ise yaramaz. Argiman dinler-
ken, kureyle ilgili 6nemli bir seylerin séylenecegi, kire t&
niminin ya da kireyle ilgili bir teoremin kullanilacag: an

beklerim. Boyle bir an gelmiyorsa ve zaten yoksa, ¢ozum
ige yaramaz.
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Elbette, yalnizca bagkalarinin argumanim degil, kendi
argﬁmanlarlmlzl da aynm1 bi¢imde denetlemeliyiz. Problemin
kapsadigy temel kryaslarin hepsini gozonune aldimiz me? Bu kiya-
st nasil kullandiniz? Anlamini1 mi, yoksa tammim mi kul-

landimiz? Bu kiyasla ilgili temel gergekleri, bilinen teorem-
leri kullandiniz m1?

Bir argumanin gecerliligini denetlemede, tammlara
geri donmenin 6nemli oldugunu Pascal vurgulamstir.
Pascal soyle bir kural One surmustar: “Substituer mentalement
les définitions a la place de définis” Anlam  sudur:
“Zihninizde, tanimlanmis terimlerin yerine tanimlayici
gercekleri koyunuz.” Tanmimlara geri donmenin 6nemli
oldugunu Hadamard da belirtmistir.

8. Tanimlara geri donmek, zihnin gergeklestirdigi 6-
nemli bir islemdir. Sozcuklerin tammmlanmn neden bu
denli 6nemli oldugunu anlamak istyorsak, o6nce sozcukle-
rin 6nemli oldugunu anlamahwiz. Sézcuk, isaret ya da sim-
geleri kullanmadan zihnimizi kullanamayiz. Yani, sozcuk
ve isaretlerin gica vardir. Ilkel insanlar sozciik ve simgele-
rin buya giacu olduguna inanirlardi. Boylesi inanglan an-
layabilinz, ancak pavlagmamaliviz. Bir s6zcugun gucunun,
onun konusmacinmin sovlevisinde degil, unisinda, bize a-
mmsattug fikirlerde ve bu fikirlerin temel aldig1 gergek-
lerde yattigini bilmeliviz.

iste bu yazden, sozcuklenn ardindaki anlam ve ger¢ek-
leri aramak dogru bir egilimdir. Matematik¢i, tammlara
gen donmekle, teknik tenmlenn ardinda matematiksel
nesnelerin gergek iliskilerini yakalamaw,; fizik¢i kendi tek-
nik terimlerinin ardinda belirli, kesin deneyler bulmay;
sagduyusu olan siradan insan ise sozcaklerin ardindaki
gercekleri bilmey ister.
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o Terimler; eski ve yeni terimler. Problem cavme o
kinligini tamimlayan terimler, ister eski ister veni ol
¢ogu kez belirsizdir. Bu etkinlik herkes tarafindan biling
ve ¢ok tartugihr, ancak diger zihinsel ctkinlikler gibi anm.
lanmasi gugtar. Sistematik bir ¢ahyma yoksa, bunu tanim.
layacak teknik terimler de yoktur. Kullamlan belirli, aligh
miy van-teknik tenmlerse, bu konudaki karmasav arur
maktan bagka iye yaramaz, ¢inku farkh vazarlarca farkl
anlamlarda kullanmhr.

Asagidaki kisa liste, elimzdeki ¢aliymada kullandigim
birka¢ veni terim ile kullanmaktan ka¢indigim birkag esk

terimi, ayrica belirsizliklerine karsin muhafaza cettigim bir-
kag eski terimi kapsar.

Bu tarusma, kiyaslar1 orneklerle saglam temellere o
turmamis olan okuyucunun kafasini karistirabilir.

1. Cozumleme, PAPPUS tarafindan gayet diizgtn bigim-
de tanimlanmistir ve bir plan yapmayi, bilinmeyenden (va
da vargidan) baslayarak, verilere (ya da hipoteze) dogru
ger islem yapmay: anlatan yararh bir terimdir. Ne yazik ki,
cozumleme tenmi ¢ok farklh anlamlar yuklenmis (6rnegin,
matematiksel, kimyasal, mantiksal ¢6zumlemeye iliskin ta-
nimlar) ve bu yazden elinizdeki ¢aliymada bu terimin kul-
lanilmasindan -tzulerek de olsa- kacinilmistir.

2. Kogul, bir “sonu¢ bulma problemi”nin bilinmeyenini
verilere baglar (bakiniz, SONUC BULMA PROBLEMLER],
KANIT PROBLEMLERI, 3). Bu anlamda, acik secik, yararh
ve kacinilmasi1 olanaksiz bir terimdir. Genellikle, kosulu
birkag kisma ayirmak gerekir [AYRISTIRMA VE YENIDEN
BIRLESTIRME, 7, 8 baghgindaki 6rneklerde kisim (I) ve
(II)]. Aslina bakarsaniz, kogulun her kismi bir kosul olug-
turur ve bu bi¢cimde adlandirihir. Kimi zaman utandina
bile olabilen bu kansiklik, kosulun timunin kisimlarim
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gosterecek bir teknik terim kullanarak engellenebilir. Or-
pegin, kogulun kisimlarina “madde” diyebiliriz.

3. Hipotez, daha ahsilnuy tirden bir matemauk prob-
leminin  temel kisimlanindan bindir  (bakimz, SONUC
BULMA PROBLEMLERI, KANIT PROBLEMLERI, 4). Bu
anlamda, hipotez tevimi agik se¢ik ve tatmin edicidir. So-
nn sudur: Hipotezin her kismma da bir hipotez denir;
vle ki, bir hipotez birka¢ kisa hipotezden olusabilir. Bu-
nun ¢arest, hipotezin butinunua olusturan kisimlardan her
binne “madde” (ya da buna benzer bir sdzcuk) demek o-
lacakur. (Yukarnida, “kosul” ile ilgili soylediklerimizle kivas-
layin.)

4 Bir problemin ana kisimlan, SONUC BULMA
PROBLEMLERI, KANIT PROBLEMLERI, 3, 4 baghginda

@animlanmuistir.

5. Sonug¢ bulma problem:, kanit problem: yeni bir cift te-
nmdir. Bunlari, su andaki kullanimlar duzeltilemez sekil-
de kansmis olan eski terimlerin yerine kullaniyorum. Yu-
nan matematik terimlerinin Latin versiyonlarinda, iki tar
problem icin ortak bir s6zcuik olarak “propositio” kullani-
hrd. Bir “sonug¢ bulma problemi”ne “problema”, bir “kanit
problemi"ne de “theorema” denirdi. Eski tarz matematik-
sel dilde, ““proposition, problem, teorem” sozcukleri hala
bu eski “Oklidvari” anlamda kullanilmaktadir, ancak ¢ag-
dayg matematiksel dilde bu timiuyle degismistir. Bu durum
yeni terimler ortaya atilmasim1 dogrulamaktadir.

6. lleriye dimiik akal yiiriitme, cesitli yazarlar tarafindan
farklh anlamlarda kullanilmis, bazi1 yazarlar ise bu terimi
“sentez” olarak kullanmistir (bakimz, 9). “Sentez” anlami
kabul edilebilir belki, ancak elinizdeki kitapta bu terimin
kullammmindan kag¢inilmistir.
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7. Geriye doniik akil yiiritme, eskiden bazi yazarlarca
“¢6zimleme” anlaminda kullanilmaktaydi (1, 6 ile kiyasla-
yiniz). Bu terimin de kullanilmasindan kag¢imilmstir.

8. Cozum, timuyle matematiksel anlamiyla kullanild:
ginda, gayet agik bir terimdir; bir “sonu¢ bulma proble-
mi’nin kogulunu saglayacak her tirli nesneyi gosterir. Do-
layisiyla, x2 - 3x + 2 = 0 denkleminin ¢6zimiu, bu denkle-
min kokleridir; yani, I ve 2 sayilari. Ne yazik ki, bu sozci-
gun tumuyle matematiksel olmayan anlamlar da vardir ve
matematik¢iler bu anlamlarin hepsini kullanir. Coziim,
aynmi zamanda, “problem ¢6zme sureci” ya da “problem
¢Ozerken yapilan is” anlamina da gelir; “zor bir ¢6ziim"den
soz ederken bu anlamda kullaniriz. C6zim terimi, prob-
lem ¢6zimunde yapilan isin sonucu anlamina da gelir;
“guzel bir ¢6ziitm”den bahsederken bunu kastediyor olabi-
liriz. Aym cumle icerisinde, problemin kosulunu yerine
getiren nesneden, bunu elde etme isinden ve bu isin sonu-
cundan s6z etmek zorunda kaldigimizi disaniiz; bu g

kavrama da “¢6ziim” adim1 verme egilimindeysek, kuraca-
gimiz agik bir cimle olamaz.

9. “Sentez” terimi PAPPUS tarafindan iyice tanimlanmis
bir anlamda kullanilmistir ve bu anlam korunmaya deger-
dir. Ne yazik ki, elinizdeki ¢alismada bu terimi de kullan-
maktan ka¢indim. Bunun nedenleri “c6zimleme” terimi
icin 6ne surduklerimle aymdir (bakiniz, 1).

¢ Tiim verileri kullandimz mi? Bilgimizin ileriye dogru
hareketlenmesine baglh olarak, problemi kavrayisimiz git-
tikce daha fazla sey igerecektir (ILERLEME VE BASAR],
1). Fakat yu anda neredeyim? Gereken herseyi biliyor mu-

yum? Yeterince algilayabildim mi? Tiim verileri kullandiniz m?
Kosulu timaiyle kullandimiz m:? “Kanit problemleri” icin buna

kargihik gelen soru sudur: Hipotezi tiimiiyle kullandiniz ma?
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1. Ornek olarak, bélim 8'deki “paralelyiizlii proble-
mi"ne geri donelim (bu problem bélim 10, 12, 14 ve
15’te devam ediyor). Diyelim, bir 6grencinin aklina bir

yiziin kosegenini hesaplamak geldi, \/az +b° , ama sonra
takildi kaldi. Ogretmen, “Tum veniler: kullandin m? diye
sorarak ogrencisine yardim edebilir. Ogrenci, uguncu veri

¢'nin \/a2 +b° ifadesinde yer almadigim farkedecek ve
cyi isin i¢ine sokmaya c¢alisacaktir. Boylece dik a¢inin ayak-

larinin \/a2 +b® ve ¢, hipotenisin de paralelyizlunin
istenilen kosegeni oldugunu gorebilmek igin eline firsat
gecmis olacaktir (bir bagska 6rnek i¢in YARDIMCI OGE-
LER, 3 bashgina bakimz).

Burada tartistigimiz sorular ¢ok 6nemlidir ve ¢6zimu
kurgulamakta oynadig: rol yukaridaki ornekte agik¢a go-
ralir. Bu sorular problemi kavrayigimizdaki zayf noktay
bulmamiza yardimal olabilir, eksik bir 6geye isaret edebi-
lir. Biz de eksik oldugunu farkettigimiz 6geyi yerine koy-
maya ¢alisinz. Boylece elimizde bir ipucu, izlememiz ge-
reken bir sorular dizisi olur ve bizi sonuca gotirecek fikri
bulma sansimiz dogar.

2. Tartigigimiz sorular yalmzca bir argiman kurgula-
mamiza yardimacr olmakla kalmayacak, argimam denetle-
meye de yardim edecektir. Daha somut olabilmek i¢in, hi-
potezi i¢ kisimdan olusan bir teoremin kanitim kontrol
etmemiz gerektigini varsayalim; ti¢ kisim da teoremin ger-
¢ekligi icin dogru olsun. Yani, hipotezin herhangi bir par-
¢asim atarsak, teorem dogru olmaktan g¢iksin. Dolaysiyla,
hipotezin kisimlarindan birini kullanmayan kamt yanhs
olur. Kamtin, hipotezin timiini kullaniyor mu? Hipotezin
birinci, ikinai ve Gg¢anci kismimi nerede. kullaniyor? Bu
sorularin timiina yanitlamakla kanit1 kontrol etmig oluruz.
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Bu tir bir kontrol etkilidir, ogreticidir ve argiiman v

zun ve yogunsa dogru anlagtimasini saglar; ZEKI OKUW.
CU bunu farkeder.

3. Uzerinde tartisugimiz sorular, soruyu kavrayigmizda
eksiklik olup olmadigini sinamayr amaglar. Ana venlerden
binni ya da kosul veya hipotezi gozoniine almayr unut-
tugumuz takdirde kavrayisimiz cksik kalir. Ayrica, ana tenm-
lerden birnni anlayamamamiz durumunda da bir cksiklik do-
gar. Bu yuzden, kendimizi sitnamak i¢in su soruyu sorma

miz gerekir: Problemin kapsadigr temel kiyaslann  hepsini
gozonune aldimiz mi? Bakimz, TANIM, 7.

4. Bununla birlikte, yukanidaki dusincelerde dikkadi
olmal ve belirli kisitlamalar getirmeliyiz. Bu dusuncelenn

dogrudan uygulanmas: “mikemmel bi¢cimde ifade edilmis’
ve “akla yakin” problemlerle sinirhdir.

Mukemmel bicimde ifade edilmis ve akla yakin bir
“sonu¢ bulma problemi”, gerekli tum verileri icermeli, be-
lirsiz higbir veri olmamalidir. Ayrica kosul da celiskili ve
gereginden fazla olmamali, tam anlamiyla yeterli duzeyde

olmalidir. Boyle bir problemi ¢ozerken, elbette tim verile-
ri ve kosulu kullanmamiz gerekir.

Bir “kanit problemi”nin nesnesi matematiksel bir teo-
remdir. Problem mukemmel bicimde ifade edilmisse ve
mantikliysa, teoremin hipotezindeki her madde, varg: ag-
sindan temel nitelikte olmalidir. Boyle bir teoremi kamt
larken, elbette hipotezin her maddesini kullanmaliyiz.

Geleneksel ders kitaplarinda Onerilen matematk prob-
lemlerinin mikemmel ifade edilmis olmalan gerekir. Ancak
buna pek giuvenmemeli, en ufak bir kuskuda “KOSULU YE-
RINE GETIRMEK MUMKUN MU?” sorusunu sormahyz. Bu

soruya ya da bir benzerine yanit vermeye cahsirken, proble-
mimizin gerektigi gibi olup olmadigini anlayabilinz.
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Bu maddenin baghgindaki soru ve bununla iligkili so-
rular yalnizca 6numuzdeki problemin mantikli ve mu-
kemmel ifade edilmis oldugunu bildigimizde ya da en a-

undan tersine inanmak i¢in hi¢bir nedenimiz olmadiginda
sorulmalidur.

5. Bir anlamda “mukemmel ifa}_de edilmis” matematik-
sel olmayan problemler olabilir. Ornegin, iyi bir satrang

probleminin tek bir ¢6zimu vardir ve satrang tahtas: tze-
nnde tek bir gereksiz tas yoktur.

Bununla birlikte, UYGULAMALI PROBLEMLER’in ifa-
desi genellikle mukemmel olmaktan ¢ok uzaktir ve bu mad-
dede tartisilan sorularin dikkatle ele alinmasini gerekarir.

¢ Tiimevanm ve matematiksel timevanm. Tumevanm,
ozel durumlan gozlemleyip bunlan birlestirerek genel yasala-
n kesfetme surecidir. Tum bilimlerde, matematikte bile
kullanilir. Matematiksel timevarim, matematikte yalnizca
belirli bir tirden olan problemlerin kanitlanmasinda kul-
lanilir. Bu iki isim arasinda iliski olmasi talihsiz bir durum-
dur, ¢ctink iki stire¢ arasinda pek az mantiksal iliski vardur.
Ancak, uygulamada bir baglanti gérebiliriz. Sik sik iki yon-

temi birlikte kullaninz. Simdi iki yontemi de aym 6rnekte
gosterelim.

1. Sansimiz varsa,
1+8+27+64=100

oldugunu gorebiliriz. Bu esitlikte kare ve kapler oldugunu
farkedebilirsek, daha ilging bir forma ulasabiliriz:

P+22+3+43=102

Boyle bir sey nasil olabilir? Birbirini izleyen sayilann
kiplerinin toplaminin bir sayinin karesine esit olmas: sik
Sik goralir ma?
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Bunu sorarken, tuhaf bir bitki ya da jeolojik olusum
karsisinda sagkinhga diigen ve genel bir soru dugiunen bir

dogabilimciye benziyoruz. Bizim genel sorumuz ardigik
sayilarin kupleriyle ilgilidir:

P+23+33+...... +n’

Bizi bu soruyu sormaya goétiiren, n = 4 oldugu “ozel
durumu” gézlemlememizdir.

Bu sorumuza iliskin olarak neler yapabiliriz? Doga bi-
limcinin yaptigini. Bagka 6zel durumlar arastiriniz. n =2, 3
oldugu durumlar daha basittir, n = 5 olmasi ise arastirila-
cak bir sonraki ornektir. Bir ornek ve eksiksiz olabilmek
amaciyla, n = I durumunu da ekleyelim. Tim bu durumla-
r1, tipki yerbilimcinin bir madenden elde ettigi Ornekler

gibi duzenleyelim. Bu durumda asagidaki cizelgeyi elde
ederiz:

I = ] =12
1+8 w: 9 =32
1+8+27 = 36 =6°
1+8+27+64 =100 = 107
1+8+27+64+125 =225 =152

Birbirini izleyen bu kuaplerin hepsinin toplamimn te-
saduf eseri kare ¢iktigina inanmak zordur. Benzer bir du-
rumda, dogabilimci elindeki 6zel durumlarin dusandur-
dugu genel yasamin dogru oldugu konusunda kugku duy-
mayacakur; bu genel yasa, tamevarim yoluyla hemen he-
men kamtlanmug gibidir. Matematikgi ise temelde ayni bi-
cimde dusinmesine karsin, daha temkinli hareket eder:
Tumevanim, su teoremin gegerli oldugunu gugla bir bi-
cimde dusandurur:

Ik n sayisinen kiplerinin toplam: bir karedir.
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2 liging ve biraz gizemli bir yasaya vardik. Birbirini 12
leven sayilarin kaplerinin toplami neden bir kare olur?

Dogabilimci bovle b durumda ne vapacakur? Dogal
olarak tahminini incelemeye devam edecektr Bunu va
parken ¢esith aragurma vollan dencyebilir ve daha fazla
deneysel kamit toplavabilir. Biz bunu vapmak istyorsak
sonraki orneklen de incelenz n = 6, 7 Dogabilima
ahminini vapmasina vol agan gerqeklen tekrar incelevebs
i1, bu gergeklen dikkatle birbirlerivle kivaslar, daha denn
bir duzenhhik, bir analoji aqiga ¢ikarmaya ¢alisir. Simdi bu
arastrma bi¢imini deneyelim.

Cizelgemizde duzenledigimiz n = 1, 2, 3, 4, 5 durumla-
nni veniden inceleyelim. Neden bu toplamlann hepsi kare
¢tkiyor? Bu karelerin tabanlan sirasiyla I, 3, 6, 10, 15. iu
tabanlarda bir iliski var midir? Daha derin bir duazen, bir
analoji var midir? Tabanlarin artisi pek duzensiz gorun-
memektedir? Nasil aruyor? Bu dizinin birbirini izleyen te-
nimleri arasindaki fark da artiyor:

3-1=2 6-3=3 10-6=4 15-10=5.

Bu farklar kuskusuz bir duzen icerir. Burada, 1, 3, 6,
10, 15 sayilar1 arasinda ilging bir duzenlilik goruyoruz:

1 =1
3 =1+2
6 =1+2+3

10=1+2+3+4
15=1+2+3+4+5.

Bu, genel bir duzenlilikse (bunun tersine inanmak
zordur), kugkulandigimiz teorem daha kesin bir bi¢im ahr:

n=1 2 3, ... in,
Pe24+ 3¢, +n°m(I1+2+3+...... +82
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’_ \u\.lnd.\ H.uh* CLURMIMTIZ Yasay hamevas imia bhaddul

ve Bbu vasavt budma yontemumuz, tumevanma thskin ek

I ve mukemme! olmavan, ancak carpitadn !

verit. Lumevanm “w.'!- mier arasinda bir duze Y T

vum bulmava calsir Tumevanmin en (ok goze r »

cachan, gencelleme orcllestnme ve analopdir Denevee? 1

nelleme. gozlemlenen gerceklen anlama ha

car, anadtom teme ahe ve baska ozel duraumlarla
[umevanm konusunda daha fazla konusmal )
cume Bu konuda s ler wrasinda buvuk

asmazhk ovar Andak, bircok matemauksel sonucun

mmevanmba bulunup daha sonra kandandigim eiles
ame Resin b biomde sunulan matemank, astemans
rak tumdengelin benimsemis bir bilimdir, ancak mat
g hamurunda denevsel timevanimarhk vardar.

4. Fiziksel bilimlerde oldugu gibi matemaukee de. ge:
nel vasalan kestetmek amaavla gozlem ve taimevarnn kuk
anabihing. Fiaksel bilimlerde, gozlem ve tmevarimda
daha st duzeyde bir vetkili yoktur, fakat matematkie var-
dir Kesin kanit.

Bir sure dencysel olarak ¢ahsuktan sonra bakis agum
degisirmek iyi olabilir. Diirast olalim. 1lging¢ bir sonug key
fetuk; fakat bu sonuca giderken yaritagumiz manuk akla
yakindi, deneyseldi, gegiciydi, bulgusaldi. Bu sonucu gsimd
kesin bir kanitla kurmay: deneyelim.

Simdi bir “kanit problemimiz” var: Yukarida ifade ettigh
miz sonucu (bakiniz, 2) kanidamak ya da tersini kanitlamak.

Kugik bir basitlegtirme yapalim:

1+42+3+.....+n=n(n+1)/2

Bunu dogrulamak kolaydir. Kenarlan n ve n+l olan
bir ddrigen alahim ve n = 4 durumunu gosteren Sekil 24t
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gorildugu gibi kink bir gizgiyle ikiye bolelim. Bu iki yar.
pn her bin “merdiven seklindedir” ve alam 1 + 2+ 4 4
olarak ifade edilir. n = 4icin alan 1 + 2 + 3 + 4 olacakuy
(bakiniz, Sekil 24b). Dortgenin tim alam n (n + 1), merdi

vent bigimli alan da bunun yansichr. Bu, formulamiuza ka
mtlar

Sekil 24

Tumevarimla buldugumuz sonucu su sekilde donustu-
rebiliriz:

P +2°+3°+. .40’ = (n(n+ 1))-
2

5. Bu sonucu nasil kanitladigimiz konusunda higbir
fikrimiz yoksa, en azindan deneyebiliriz. Simdi n = 6'y1 de-
neyelim, ¢unki bunu denemedik. Bu deger i¢in formulu-
muz

1+8+27+64+125+216=(§J2c—7)

verir. Hesapladigimizda esitligin dogru oldugu, iki tarafin
da 441’e esit oldugu ortaya cikar.
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Formilimizi daha ctkin bir bicimde deneyeby,
Formulin tim = degerlen igin dogru olmasi olasilyg, ok
yuksektir  Herhangi bir n degerinden, bir sonraki 4 | ]
degerine gectiimizde de dogru mudury Yukanda
gumiz formulle birlikte,

‘ ‘ + 2)
P +2'+3' 4 +n +(n+1) :(Ln n+ )

L 4

D /,f

ifadesinin de dogru olmasi gerekir. Yukanda vazdigiy,,
formulu buradan ¢ikarirsak,

a1y :((n+1)(n+2))" _(n(n+ I)J’
2 2

elde ederiz. Bunu kontrol etmek kolaydir. Sag tarafi

("—;—lj_[(mz)z -n’]= (";’1]—[;12 +4° +4-n']

(n+1)*

@n+d)=n+1)’n+)=mn+1)°

olarak yazabiliriz. Deneysel olarak buldugumuz bu formul
¢ok onemli bir sinavi ge¢gmistir.
Bu sinavin ne anlama geldigine daha yakindan bakalim.

(n+1)(n+ :z))2 ) (n(n+ 1))3

5 — e

2
oldugunu kugku gétirmeyecek bigimde kanitladik. Heniiz,

P+2°+3°+.4n = [n(n * 1))-
2

ifadesinin dogru olup olmadigim bilmiyoruz, fakat bunun
dogru oldugunu bilseydik, kusku duyulamayacak bi¢imde

(n+1)3=(
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amtladigimiz denklemle toplayarak, bir sonraki tamsayr n
+ 1iqin One surtlecek olan

(n+ l)(rz+2))2

l’+2’+3’+...+n‘+(n+l)‘:( >

denkleminin de dogru oldugunu ¢ikarabilirdik. Ama, (ah-
minimizin 7 = I, 2, 3, 4, 5, 6 i¢cin dogru oldugunu biliyo-
ruz. Biraz once soyledigimize dayanarak, n = 6 i¢in dogru
olanin n = 7icin de dogru olmasi gerekir; n = 7i¢in dogru
olanin n = 8i¢in, n = §icin dogru olanin n = 9i¢in de dog-
ru olmas1 gerekir ve bu boylece devam eder. Tahminimiz

butin n degerleri i¢in dogrudur ve genel bir dogru oldugu
kanitlanmgtir.

6. Yukaridaki kanit bircok benzer durumda kullanila-

bilecek bir yontemndir. Bu yontemin temel noktalar neler-
dir?

Kanitlamamiz gereken sav, onceden kesin bir formda
bilinmelidir.

Say, bir » tamsayisina bagh olmaldir.

Sav, yeterince “acik” olmali, oyle ki, n’den bir sonraki
tamsay1 n + I'e gectigimizde dogru kalip kalmadigim de-
neme olasiigimiz bulunmahdar.

Bunu etkin bir big¢imde denemeyi basarabilirsek, bu
deneme surecinde kazandigimiz deneyimi kullanarak, sa-
vimizin 7 i¢in dogru olmasi kosuluyla n» + I icin de dogru
oldugu sonucuna varabiliriz. Bu noktada, savimizin n = I
i¢in dogru oldugunu bilmek yetecektir; dolayisiyla, n = 2 ve
n = 3 i¢cin de dogrudur, vs. Bir tamsayidan bir sonrakine
giderek, savin genelde dogru oldugunu kanitlarz.

Bu sure¢ oylesine sik kullanilir ki, bir isim verilmeyi
hak eder. Buna “n’den n+I'e kamt” adim verebilir, ya da
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“bir sonraki tamsaylya gecis” diyebilirdik. Ne yazik ki, be-
nimsenen teknik terim “matematiksel timevarm” olmus
tur. Bu isim rastlantisal bir kosuldan gelir. Kanilamamz
gereken kesin sav herhangi bir kaynagin ne olduguna bag-
Ii degildir. Burada ayninuli olarak tartigtigimiz ornekte ol-
dugu gibi, bir¢ok ornekte kaynak tumevarimdir. Sav de-

neysel olarak bulunur ve kamt, tumevarimin matematiksel

tamamlayicis1 gibi gorunur; iste bu da benimsenen ismi agik-

lar.

7. Biraz daha incelikli, fakat kendi basina kanit yapa-
bilmek isteyen herkes i¢in onemli olan bir baska nokta da-
ha vardir. Yukanda, gozlemle ve tamevarimla iki sav bul-
duk -biri 1. maddede, digeri 2. maddede. [kinci savimiz
birincisinde daha kesindi. Tkinci savi inceledik ve n'den n +
I'e gecilmesini kontrol edebilme olanagr gordak. Boylece
‘I‘matematiksel tumevanm’™ kullanarak bir kanit bulabildik.
Ikinci savin ekledigi ifade kesiligi pozands cdip binnci savla
ugragsaydik, bovle bir kamt bl [k <aviniyz ikincive
kiyasla daha az kesin, dahacaz “agik™, dahoa oz “elle =-m.l;.l-ilif“,
denemeye daha az vatkindi. Dahia az ke olan birind sav-
dan daha kesinlikle ifade NG savit pegmemis,
kanit agisindan onemh b haznhik b Ol

Bu durumun paradoksal b vam vardir Tkindg sav da
ha gugladar ve binindi savi icerdion hemen anlaslabilis
Ote yandan. daha "bulamk™ olan by, o icer-
digini soylemek ¢ok zordur Ancak. duh., guglu teoreme
hakim olabilmek daha kolavdn ve b o NMUCTT PARA-
DOKSU "dur.

¢ Umm Bir plan yapmak ile 1, plam uygulamak 1k
farkh seydir Bu saptama bir anlam, matematik problemlen

icin de dogrudur. Cozam plan, olusturmak ile uygula
mak arasinda, yapilan isin karak;e

N agisindan bazn fark-
lar vardar
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L Bir kopra yapimi sirasinda, destek amaciyla bir yaps
skelen kuraniz. Bunun gibi, nihar ve kesin argtmanimiz
planlarken de gegici ve akla vakin argtimanlar kullanabili-
nz. Ingaat g1 yeterincee ilerlediginde iskeleti sokeriz ve kop-
ru kendi bagina avakta durabilir. Aym bigimde, ¢ozam ye-
tennce ilerleyip tam gecicr argtimanlan bir kenara amg)-
mizda, sonucumuz yalnizca kesin argmammzin destegiy-
le avakta kalabilmelidir,

Gozam plam olustururken, manukli bulgusal akil va-
rutmeden fazla korkmamaliyiz. Bizi dogru fikre gotiarecek
hersey dogrudur. Ancak planimiz1 uygularken bu bakis
aqisin degistirmeli ve yalnmizca vargisal, kesin argumanlar
kabul etmeliyiz. Coziim planimizi uygularken her adimi kontrol
ediniz. Kontrol ettiginiz basamagin dogrulugunu agikca gorebili-
yor musunuz?

Plan1 uygularken adimlarimizi ne kadar kontrol edi-
yorsak, plam hazirlarken bulgusal akil yiuratme isini de o
kadar 6zgurce yapabiliriz.

2. Plannrmizin ayrintilan uzerinde c¢alisirken, ozellikle
problemimiz karmasiksa izledigimiz siraya dikkat etmeliyiz.
Hicbir ayrintiyr atlamamali, 6ntiimuzdeki aynntinin prob-
lemin tumuyle iliskisini anlamali, ana basamaklar arasin-
daki baglantiyi kaybetmemeliyiz. Bu yiuzden dogru sirayl
izlemeliyiz.

Ozellikle, argiimanin ana basamaklarinin saglamhig
konusunda gecerli nedenlerimiz olmadan ufak ayrintilan
kontrol etmek mantikl degildir. Ana argiman c¢izgisinde
bir kopukluk varsa, su ya da bu ayrintiy1 kontrol etmek bir
ige yaramayacaktir.

Argiimanimizin ayrintilarini olusturma duzenimiz, bu
aynintilar1 kesfederken izledigimiz siradan ¢ok farkh, bu
aynnulart kigida dokerken izledigimiz sira ise daha da
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farkli olabilir. Oklid'in Ogelert, argumanim ayrinblypn,
kat bir sistematik diizende sunar; bu dazen sik sik eleg
rilmis ve taklit edilmistir.

3. Oklid yorumlamasmda tiim argtimanlar ayni yonde
llerler: “sonu¢ bulma problemleri”nde verilerden bilinme-
yene, “kanit problemleri"nde hipotezden vargiya dogru.
Her yeni ogenin -nokta, dogru, vb.- verilerden ya da énccki
basamaklarda tarctilmig ogelerden taretulmesi gerekir. Her
yeni sav, hipotezden ya da onceki basamaklarda kanitlan-
mig savlardan yola ¢ikarak kamitlamir. Her yeni 6ge, her
yeni sav ilk karsilasildiginda incelenmistir ve bir kez daha
kontrol edilmesi gerekmez. Tum dikkatimizi, atmakta ol
dugumuz adim uzerine yogunlastirabiliriz. Gerlye ya da
ileriye bakmamiza gerek yoktur. Nasil turetildigini kontrol
etmemiz gereken son yeni 6ge, bilinmeyen; nasil kanitlan-
digin1 incelememiz gereken en son sav ise vargidir. Basa-

maklarimizin hepsi dogruysa son basamagimiz ve tim
argumanimiz dogrudur.

Amag argimani ayrintilanyla incelemekse, bu konuda
Oklid'in yorum bi¢imi o6zellikle tavsiye edilebilir. Ozellikle,
bu kendi argimanimizsa, uzun ve karmasiksa, argimani
bulmakla kalmayip genis ¢izgilerde arastirmigsak ve geriye
her 6zel noktayr kendi icerisinde incelemekten baska bir
sey kalmamigsa, o zaman tim argumani Oklid bigimiyle
yazmaktan daha iyi bir sey yapilamaz.

Bununla birlikte, amag¢ bir argumani, daha 6nce bunu
duymamis bir okuyucu ya da dinleyiciye sunmaksa, Oklid
yorumlamas: bir sinirhlik belirtmeden tavsiye edilemez.
Oklid yorumlamas: her 6zel noktayr géstermek icin mi-
kemmel, fakat ana argiman c¢izgisini gostermek igin
mikemmel degildir. ZEKI OKUYUCU her basamagn dog-
ru oldugunu kolayca gorebilir, fakat kaynagi, amaci ve tim
argumanin baglantusin1 géormekte buyuk gugluk ¢ekecektir.
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Bu giicligiin nedeni, Oklid yorumlamasinin ¢ok kere do-
gal bulug sirasina tumuiyle zit bir yonde ilerlemesidir.

(Oklid yorumlamas: “sentez” sirasini kati bir bicimde izler;
bakiniz, PAPPUS, 6zellikle 3, 4, 5.)

4. Bir 6zet yapalim. Her zaman verilerden bilinmeyene
ve hipotezden vargiya dogru ilerleyen Oklid yorumlamasi,
arguman ayrintilarinin incelenmesi ac¢isindan, mikkemmel,

fakat ana argiiman ¢izgisini anlasilabilir kilmak agisindan,
mikemmel olmaktan cok uzaktir.

Ogrencilerin kendi argiimanlarim Oklid’in yoluyla,
verilerden bilinmeyene dogru ilerleyerek ve her adim
kontrol ederek -bu tir bir seyin ¢cok kesin bi¢imde zorlan-
mamas1 gerekir ashnda- incelemeleri arzu edilir bir du-
rumdur. Oklid sunumu, elinizdeki kitapta tavsiye edildigi
gibi, ogrencilerin, ¢oztiime goturecek ana fikri 6gretmenle-
rinin kilavuzlugunda ve mumkiin oldugunca 6zgurce bul-
duklar1 bir tartiyma sonunda yararh olabilir. Ancak, og-
retmenin ¢ok sayida kaniti Oklid yorumuyla sunmas: dog-
ru degildir. Ayrica, bazi ders kitaplarinda benimsenmis bir
yol olan, 6dnce anafikrin sezgisel bir taslaginin sunulmasi,
ardindan ayrintilarin Oklid yorumuyla verilmesi de dogru
gorinmektedir.

5. Onermesinin dogrulugu konusunda ikna olmak is-
teyen dirtist matematikg¢i, bunu sezgisel olarak gérmeye ve
bi¢imsel bir kamit vermeye ¢ahsir. Kontrol ettiginiz basamagin
dogrulugunu agik¢a gorebiliyor musunuz? Bunun dogru oldu-
gunu kanitlayabilir misiniz? Miukemmel matematikgi, tipki
iyi bir misteri gibi hareket eder. Iyi muasteri, alacagi kuma-

" sm niteliginden emin olmak i¢in kumas gérmek ve do-
kunmak ister. Sezgisel i¢gori ve bicimsel kamit, dogruya
ulasmanin iki farkl yoludur ve bir nesnenin gérme ve do-
kunma gibi iki farkh duyuyla algilanmasina benzer.
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Sezgisel i¢gori, bicimsel kamtin ¢ok Otesine gegebilir.
Uzay geometri konusunda sistemnatik bilgisi olmayan bir
zeki ogrenci, terimleri agik¢a anlar anlamaz, ayni dogruya
paralel iki dogrunun birbirine paralel olacagini gorebilir
(bu Ug ¢izginin aym duzlemde olup olmamasi onemli de-
gildir). Yine de, bu ifadenin kaniti Oklid Ogelerinin 11.

kitabinin 9. onermesinde verilmistir ve uzun, dikkatli ve
zeki bir hazirlik stireci gerektirir,

Mantk kurallarinin bicimsel kullanimi ve cebir for-

mulleri, sezginin ¢ok Otesine gecebilir. Hemen herkes, ge-
lisiguzel secilen u¢ dogrunun diizlemi 7 parcaya bolecegini
gorebilir (yalmzca sonlu kisma, 3 dogrunun olusturdugu
u¢gene bakimz). Gelisigtizel secilmis 5 duzlemin uzayr 26
parcaya bolecegini ise, dikkatler en ust duzeyde yogunlas
urilsa bile, fazla kimse géremez. Yine de, dogru parca sayr-

sinin gercekten 26 oldugu kanitlanabilir ve bu kanit zor ya
da uzun degildir.

Planimiz1 uygularken her basamag: kontrol ederiz. A-
dimimz1 kontrol ederken, sezgisel 6ngoru ya da bigimsel
kanittan yararlanabiliriz. Bazen sezgi 6nde gider, bazen
bicimsel akil ytiritme. Her iki yolu da kullanmak ise ilging ve
yararh bir ahstirma olacakur. Kontrol ettiginiz basamagn dogru:
lunu agh¢a gorebiliyor musunuz? Evet, acik secik gorebiliyorum.
Sezgi 6ndedir, peki, bicimsel mantik yuriitme One gegebilir
mi? Bunun dogru oldugunu kanutlayabilir misiniz?

Sezgisel olarak gordigimuzi bigimsel olarak kamtla-
maya ve bicimsel olarak kanitlanani sezgisel olarak gore-
bilmeye calismak, canlandiric bir zihinsel alistirmadir. Ne
yazik ki, simfta bunu yapacak zamanimiz ¢ogu kez yoktur. Bé-
lim 12 ve 14’te tartistlan 6rnek bu agidan oldukga tipiktir.

e Uygulamah problemler, cesitli agilardan an matema-
tiksel problemlerden farkhdir. Yine de, ana ¢6zum sureg ve



Kusa Bir Bulgubilim Sozligui 215

gudilert temelde aynichr. Uygulamah mihendislik prob-
lemleri genellikle matematiksel problemler igerir. Simdi
bu iki tir problem arasindaki farklar, analojiler ve baglan-
ular uzerine birkag soz soyleyecegim.

1. Etkileyici bir uygulamali problem, bir nchire baraj
kurmaya benzetilebilir. Bu problemi anlayabilmemiz igin
dzel bilgiye ihtiyactmiz yoktur. Neredceyse tarith oncesi za-
manlarda, bilimsel kuramlarin egemen oldugu gunamuz-
den ¢ok once, insanoglu Nil Vadisi'nde ve baska yerlerde -
ekinin sulamaya baglh oldugu yerlerde- barajlar kurmustu.

Onemli, cagdas bir baraj kurulmas:1 problemini gozu-
muzun onunde canlandirmaya c¢aligsalim.

Bilinmeyen nedir? Bu tur bir problemde bircok bilinme-
yen vardir: Barajin tam konumu, geometrik bi¢imi ve bo-
yutlar1, yapiminda kullanilacak malzemeler, vb.

Kosul nedir? Bu soruyu kisa bir timceyle yanitlayama-
nz, cunku bir¢ok kosul vardir. Boylesine buyuk bir proje-
de, para ihtiyacini karsilamak ve baska ihtiya¢lara mumkuan
oldugunca az zarar vermek gerekir. Baraj, elektrik enerjisi
saglamal1, sulama ya da belirli topluluklarin kullanimi igin
su temin etmeli, ayrica su baskinlannin denetimine yar-
dima olmalidir. Ote yandan, gemicilige, ekonomik agidan
onemli olan balik yasamina, gorunume, vb. mumkin ol-
dugunca az zarar vermelidir. Ayrica, mumkun o]‘giugunca
az bedelle ve kisa sarede insa edilmelidir.

Veriler nelerdir? Istenen verilerin sayisinin ¢oklugu miit-
higtir. Nehrin ve kollarinin civarinin topografik verilerine,
temellerin saglamlhigi, olas1 sizinular ve kullanilabilecek
yapim malzemeleri i¢in 6nemli olan jeolojik verilere, yilhk
yagig ve su baskinlannin ytiksekligi konusundaki meteorolojik
verilere, suyla kaplanacak topragin ekonomik degerine, isgu-
ci ve malzeme bedeline iliskin verilere, vb. gerek vardr.
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Ormegimiz, bilinmeyenin, verilerin ve kosulun uyge
lamah bir problemde, matematiksel bir probleme kiyasla
¢ok daha karmagik ve tammlan daha az kesindir,

2. Bir problemi ¢ozebilmek i¢in, onceden edinilmig
bilgive ihtiyacimiz vardir. Cagdas muahendisin elinde uz-
man bilgiler, malzeme donamimina iliskin bilimsel kuram
lar, kendi deneyimi, ozel teknik literatirde birikurdigi b
mithendislik deneyimi vardir. Burada ozel bilgilen cle 2
lamayiz, ancak eski Misir’da bir baraj yapimcisinin zihnin-
dekinleri hayal euneye ¢alisabiliriz.

Bu baraj yapimcaisi, kuskusuz bir¢ok -helki daha kaguk-
bara), topraktan veya tastan yapilmig, suyu tutan setler
gormugtur. Turlu tarlu ¢okeltilerle yukla su taskinlarinin
setlere baski yapisini izlemistir. Catlaklarin tamirine ve tag
kinin neden oldugu erozyonun duzeltilmesine yardim et-
mistir. Bir barajin, suyun baskis1 alunda yikildigim da
gormus olabilir. Yillarca dayanan ya da beklenmedik bir
anda yikilan barajlara iligkin oykuler duymustur. Baraj ya-
puncimiz, zihninde suyun baraj yuzeyine yaptgi basina,
igte yaratug gerilimi ve baskiy: sekillendirmis olabilir.

Yine de Misirh baraj yapimcisinin kati1 bir nesne igen-
sindeki siv1 basinci ya da gerilime iliskin kesin, niceliksel,
bilimsel kavramlan yoktu. Bu tiur kavramlar ¢agdag bir mu-
hendisin entellektuel donanimin temel parcasim olusturur.
(Cagdas muhendis hentiz kesin, bilimsel bir diizeye erismemis
bilgi de kullanir. Omegin, akan suyun neden oldugu eroz-
yon, mil tasinmasl, belirli malzemelerin plastigi ve agik¢a ta-
mmlanmamig baska 6zellikler ampirik nitelikte bilgilerdir.

Omegimiz, gereken bilginin ve kullanilan kavramlann
uygulamali problemlerde, matematik problemlerindekine

kiyasla, daha karmagik oldugunu ve daha belirsiz bigimde
tanimlandigin1 gosterir.
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3. Uygulamali problemlerde bilinmeyenler, veriler, kosul-
lar, kavramlar, gereken Oncul bilgi, yani hersey matematik
problemlerinde oldugundan ¢ok daha karmasik ve daha be-
lirsizdir. Bu 6nemli bir farktir. Belki temel bir farktir ve bas-

kalannmin da oldugunu akla getirir. Yine de, iki tir prob-
lem i¢in temel ¢6ziim sureg ve guduleri aynidur.

Uygulamali problemlerin daha fazla deneyim gerek-
tirdigi seklinde yaygin bir kani vardir. Bu dogru olabilir.
Ama buyuk olasilikla, farklilik probleme yaklasimimizda
degil, gerekli bilginin dogasinda yatar. Ne tur problem o-

. lusa olsun, ¢6zim i¢in ugrasirken benzer problemlerle
. olan deneyimlerimize baghyizdir ve sik sik su sorular sora-

nz: Ayns problemi biraz daha farkl bigimde gordiiniiz mii? Onii-
niizdeki sorunla iliskili bir problem biliyor musunuz?

1 Matematiksel bir problemi ¢o6zerken, zihnimizde du-
. zenli bicimde yer etmis, acik kavramlardan yola ¢ikanz.
mE Uygulamal1 bir problemi ¢ozerken, ¢ogu kez oldukca bu-
7 Janik fikirlerden yola ¢ikmak zorunda kaliriz ve o zaman
* bu kavramlarin berraklastirilmasi, problemin énemli bir
" parcast haline gelir. Dolayisiyla, tip bilimi bugtin, enfeksi-
44 yon kiyasinin epey bulanik oldugu Pasteur dncesi ¢aglarla

kargilagtinldiginda ¢ok daha iyi bir konumdadir. Problemin
I 4 kapsadigy temel kryaslanin hepsini gozoniine aldiniz m:? Bu, tim
l»mq problem cesitleri i¢in guzel bir sorudur, fakat kullanilmasa,
¥ yaslarin dogasina bagh olarak cok degisik olabilir.

y 04 Mikemmel ifade edilmis matematiksel bir problemde
" tam veriler ve kosulun tum maddeleri temel nitelikte olup
M dikkate alinmalidir. Uygulamali bir problemde ¢ok fazla
Mj veri ve kosul vardir. Biz elimizden geldigince bunlarin ¢o-
'uguff‘" gunu dikkate almaya ¢ahgir, fakat bazilarin1 gozardi etmek

| 0runda kalinz. Biydk bir baraj tasarimcisinin durumunu ele

i
W.ﬂ:-' alahm, Halkin ¢tkarlanni ve ekonomik ¢ikarlan ele alr, fakat
ﬂlcﬂﬂi baz 6nemsiz iddialar ile yakinmalan gérmezden gelmek zo-

ir_di' tundadir. Dogrusunu sylemek gerekirse, tasanmcinin verileri
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tikenmek bilmez. Oregin, temelin oturtulacagi zeminin jeo
lojik yapis: hakkinda daha fazla sey bilmek isteyebilir, fakat bir
noktada, kaginilmaz olarak bir belirsizlik simir1 kalsa bile, jeo-
lojik veri toplamaya son vermesi gerekecektir.

Tum veriler: kullandiniz m1? Kosulu tumuyle kullandiny
mz? An bir matematik problemiyle ugrasirken bu sorulan
sormamayl goze alamayiz. Ancak, uygulamali problemler-
de bu sorulan degisik bir bicimde sormaliyiz: Coéziime hat:-
n saylr bir katkisi olabilecek verilerin hepsini kullandiniz mr?
Cozum hatirn saylir bicimde etkileyebilecek kosullarin hepsini
kullandiniz m1? Onimiizdeki sorunla iligkili bilgiyi aliriz,
gerekiyorsa daha fazla bilgi toplanz, ancak eninde sonun-
da bilgi toplamaktan vazge¢meli, bir yerde c¢izgi ¢ekmel:-
yiz. Bu yuzden bir seyleri ihmal etmekten kaginmamaliyz
“Demirden korkuyorsan trene binme,” diye bir soz vardr.
Cogu kez, ¢6ziimiin son bi¢imi tizerinde 6nemli etkisi ol-
mayacak bir suri bilgi vardir elimizde.

4. Eski Misir barajlarinin tasarimcilari, deneyimleri so-
nucu edindikleri sagduyulu yorumlara dayanmak zorun-
daydilar ve zaten dayanacak baska bir seyleri yoktu. Cagdas
muhendis ise, 6zellikle projesi yeni ve cesur bir tasarimsa,
yalnizca sagduyusuna giivenmekle yetinemez. Barajin di
rencini hesaplamali, igteki gerilimi niceliksel olarak 6ngé-
rebilmeli, bu amacla esneklik kuramini uygulamalidir (bu
kuram beton yapilara olduk¢a iyi uygulanabilir). Bunu
gerceklestirebilmek i¢cin matematige fazlasiyla gerek duyar.
Uygulamali bir muhendislik problemi matematik prob-
lemine yol acar.

Bu matematik problemi, burada tartisamayacagimz ke
dar teknik oldugu i¢in, yalnizca genel bir dusance ileri sarebi-
liriz. Uygulamah problemlerden turetilmis matematik prob-
lemlerini kurgular ve ¢6zerken, ¢ogu kere yaklastirmayla ye-
tinmek, uygulamal problemin &nemsiz veri ve kosullann
ihmal etmek zorunda kalinz. Dolayisiyla, 6zellikle dogruluk
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jundan kaybettigimizi, basitlik a¢isindan kazanabiliyorsak,
hesaplamalarda bazi ufak belirsizliklere izin veririz.

5. Daha genel bir ilgiyi hakeden yaklastirmalar konu-
unda ok sey soylenebilir, ancak matematiksel bilgimizin
olmag1 gerekir; bu yuzden yalnizca tek bir sezgisel ve ogre-
tici ornekle kisith kalacagiz.

Cografya haritalan ¢izmek onemli bir problemdir. Bir
harita yaparken, ¢ogu kez dunyanin kuire bi¢ciminde oldugu-
nu varsayariz. Bu yalmzca yaklagik bir varsayimdir ve kesin
gercegl yansitmaz. Dunya ytizeyi matematiksel olarak tanim-
lanmg bir ytizey degildir ve kesinlikle bildigimiz gibi kutuplar
daha basiktir. Bununla birlikte, dinyanin bir kure oldugunu
varsayarsak haritasin1 daha kolaylikla cizebiliriz. Basitlik agi-
simdan ¢ok sey kazanir ve gerceklikten fazla ayrnlmis olmayz.
Jeldi diinyaninkine tipatip benzeyen ve c¢api ekvatorda 7,5
metre olan buyiik bir top disunelim. Boyle bir topun kutup-
lan arasindaki uzakhik 7,5 metreden az olacaktr, ciunku ku-
mplar daha basikr. Ancak bu fark 2,5 cm’den az olacakur.
Dolaysiyla, kuire varsayimi iyi bir yaklagtirmadir.

¢ Uslup kurallari. Birinci tslup kurali, séyleyecek bir
seyi olmakuir. Tkinci kural, tesadiif eseri séyleyecek iki seyi-
niz varsa, kendinizi kontrol etmektir. Once birini, sonra
digerini soyleyin; ikisini ayn1 anda sdylemeyin.

¢ Verilerden yararli olabilecek bir seyler tiiretebildiniz
mi? Onimuzde ¢oztlmemis bir problem, a¢ik bir soru du-
ruyor. Veniler ile bilinmeyen arasindak: bagintiyr bulmamiz ge-
rekiyor. C6zilmemis problemimizi, veriler ile bilinmeyen
arasinda agik bir alan, uzerine bir kOpru kurmamiz gere-
ken bir agiklik olarak dustinebiliriz. Koprimuizii kurmaya
ki taraftan baglanabilir: Bilinmeyenden ya da verilerden.

Bilinmeyene bakin! Ayn: ya da benzer bir bilinmeyen iceren
bildik bir problem diisinmeye ¢alisin. Bu Oneri, ise bilinme-
Jenden baglamamizi soyler.
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Verilere bakin! Verilerden yararl olabilecek bir seyler tirete
bildiniz mi? Bu Oneri, ise verilerden baglamamiazi soyler.

Mantik yuratmeye bilinmeyenden baglamamn daha
ok yeglendigi goriliyor (bakimiz, PAPPUS VE GERIYE
ISLEM). Yine de, diger secenegimiz olan verilerden bay
lamak da basaniyr getirebilir. Cogu kez denenmelidir ve
orneklemeyi hakeder.

Omnek. Uc nokta verilmis olsun: A, B, C. A’dan gegen
oyle bir dogru c¢izin ki, B ile C'nin arasindan gegsin ve bu
dogru Bile Cye esit uzaklikta olsun.

Veriler nelerdir? Uc noktanin, A, B, C'nin konumlar ve-
rilmis. Verileri gosteren bir sekil ¢izelim. (Sekil 25)

Bilinmeyen nedir? Bir dogru.

Kogul nedir? Istenen dogru A’'dan gé(;er, Bile Cnin &
rasindan gecer ve Bile Cye ayni uizakliktadir. Bilinmeyeni
ve verileri, istenen iliskileri

A.

Sekil 25

gosteren bir sekilde biraraya getirelim (Sekil 26). Bir nOW}’{
mn bir dogruya olan uzakh@§nin tammmindan hareket edert
cizdigimiz gekil, bu tanimn icerdigi dik acilan gosterir.



Sekil 26

Seklimiz hala “fazlasiyla bos”tur. Bilinmeyen dogrunun
4, B, C verileriyle ilgisi hala yeterli degildir. Sekilde bir
yardimar dogruya, bir eke -ama ne?- ihtiya¢ vardir ve ol-
dukea iyi bir 6grenci bile burada takilip kalabilir. Kuskusuz
denenebilecek ¢esitli sorular vardir, ama 6grencinizi tekrar
su yuzine ¢ikaracak en iyi soru sudur: Verilerden yararl ola-
bilecek bir seyler turetebildiniz ma?

Peki, ashnda veriler nelerdir? Sekil 26’da gosterilen nok-
talar. Bagka bir sey yoktur. Bve C noktalarini hentiz yeterince
kulanmadik. Bu noktalardan isimize yarayacak bir seyler ¢i-
karabilmemiz gerekir. Fakat, yalnizca iki noktayla ne yapabili-
riz ki? Onlan birlestirebilir ve Sekil 27yi ¢izeriz.

B

Sekil 27



Sekil 26 ve Sekil 27'yi ustiste koyarsak, ¢6zim heme,
gorinmeyecektir. Iki dik Gg¢gen vardir. Bu ucgenler
eslesiktir ve onemli bir kesisim noktasi vardir.

o Yardima égeler. Problemi kavrayisimiz, yaptgimy
¢aliyma sonunda baslangictakine kiyasla cok daha fazla sy
icerir ILERLEME VE BASARI, 1). Calismamiz ilerledikge
baglangicta ele aldigimiz 6gelere yenilerini ekleriz. Coz.
mu ilerletmek amaciyla devreye soktugumuz bir 6geye yar.
dimct 6ge adini veriyoruz.

1. Cesitli yardima1 6geler vardir. Bir geometri proble-
minde sekil ¢izerken, seklimize yardimc: dogrular cizebiliriz
Birebir problemi ¢ézerken bir yardimcr bilinmeyen kullana-
biliriz (YARDIMCI PROBLEMLER, 1). Ote yandan, bir
yardimc: teorem ise, asil problemimizi ¢6zme umuduyla ka-
nitlamaya giristigimiz bir teoremdir.

2. Yardima ogeler kullanmak i¢in ¢esitli nedenler var-
dir. Ondimiizdeki sorunla iliskili ve onceden ¢oziilmiis bir problem
haurlamay: basardigimizda sevinir, bu problemi kullanabi-
lecegimizi hisseder, ancak nasil kullanacagimizi henuz bi-
lemeyiz. Diyelim, ¢c6zmeye calistigimiz bir geometri prob-
lemi ve onceden ¢6zup hatirlamay: basardigimiz tggenler-
le ilgili bir problem olsun. Ancak, seklimizde ucgen yok-
tur. Haurladigimiz problemi kullanabilmek i¢in bir tgge-
nimiz olmasi gerekir; Oyleyse, seklimize uygun dogrular
ekleyerek bir u¢gen olustururuz. Genelde, 6nceden ¢é-

‘zulmus bir problem hatirlaylp bunu elimizdeki problem
icin kullanmak istedigimizde su soruyu sormaliyiz: Bu prob-
lems kullanabilmek icin yardimer bir 6ge bulabilir miyiz? (Bolim
10’da verilen, buna tipik bir 6rnektir.)

Tammlara geri giderek, yardimc1 Ogeler bulma firsaun
yakalariz. Ornegin, ¢ember tanmimini gozden gegirirken,
yalnizca merkez ve yaricaptan s6z etmekle kalmayip, ayn!
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amanda bu geometrik ogeleri scklimize ¢izeriz. Bunu
cizmedigimiz takdirde, tanimi somut bir bi¢gimde kullan-
mamis oluruz ve higbir ige yaramaz.

Bilinen sonuglan kullanmaya ¢ahsip tanimlara gen
donmek, yardimc: 6geleri ise sokmak i¢in gecerli nedenler
olmakla birlikte, tek neden bunlar degildir. Eklenen 6ge-
lerin nasil kullanilacagini henuz bilmesek de problemi
kavrayigitmizin icerigini doldurmak, yeni fikirlere agilmak
ve daha iyl 6grenmek i¢in yardimci 6geler ekleyebiliriz. Bu
ogeleri ekleyerek probleme bakmanin “parlak bir fikir”
oldugunu dustintiyor olabiliriz.

Yardimc1 bir 6geyi ise kogsmak i¢in nedenimiz su ya da
bu olabilir, ancak bir nedenimiz mutlaka olmalidir. Gerek-
siz yere yardimci 0ge kullanmamaliyiz.

3. Ornek. Bir acisi, yiiksekligi ve cevre uzunlugu verilen
bir tiggen cizin.

A

Sekil 28
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p
Sekil 29

Uygun isaretlendirmey: yapalim. Verilen ac1 o; h yuksekli-
gi 0'nin kosesi A'dan c¢izilen yukseklik ve ¢evre uzunlugu p
olsun. o ve Ayl kolayca yerlestirebilecegimiz bir sekil ¢izelim
Tum venler: kullandik m1? Hayir, seklimiz ucgenin cevre u-
zunlugunu gosteren p uzunlugunu icermiyor. Oyleyse, 'y
devreye sokmaliyiz. Ama nasil?

Bunun i¢in ¢esitli yollar deneyebiliriz. Sekil 28 ve 29'da
gosterilen girisimler beceriksizce gortntr. Bu iki seklin
bizi neden tatmin etmedigini dusinursek, nedenin simetn
yoksunlugundan kaynaklandigini anlariz.

Aslinda, u¢gende bilmedigimiz u¢ kenar vardir: g, b, .

Her zaman oldugu gibi A’nin karsisindaki kenara a diyo-
ruz. Ayrica,

a+b+c=p

oldugunu biliyoruz. Problemimizde b ve ¢ kenarlan aym
rolu oynar. Bu ikisi kendi aralarinda degistirilebilir. Prob-
lemimiz b ve c'ye gore simetriktir. Fakat, Sekil 28 ve 29'da,
b ve ¢ aym role sahip degildir. p’yi yerlestirirken b ve ¢yl
farkh bicimlerde ele aldik ve elde ettigimiz sekiller (28 ve 29)
problemin dogasindaki simetriyi bozuyor. p’yi dyle yerley
tirmeliyiz ki, p ile b arasindaki iliski, p ile ¢ arasindaki ilis:
kiyle ayn1 olsun. Bu dasiince, p uzunlugunu Sekil 30'dak
gibi yerlestirmemize yardima olabilir. Uggenin a kenannd
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E b C a B C D

Sekil 30

bir tarafta b uzunlugundaki CE dogru parcasini, diger ta-
rafta ¢ uzunlugundaki BD dogru parcasini ekleyelim. Oyle
ki, Sekil 30°da goruldugu gibi, ED dogrusunun uzunlugu

b+a+c=p

olsun. Cizim problemlerinde bir parca deneyimliysek, sek-
limize, ED’'nin yanisira, AD ve AE yardimci dogrularini ci-
zebiliriz. Bu dogrularin her biri bir ikizkenar ug¢genin ta-
banini olusturur. Aslina bakarsaniz, probleme ikizkenar
iicgen gibi basit ve tanidik 6geleri sokmak mantksiz degil-
dir.

Yardimc1 dogrularimiz: sekle yerlestirmekle buyuk bir
sans yakaladik. Yeni seklimizi incelersek, £ EAD ile verilen

o acis1 arasinda basit bir iligki oldugunu goérebiliriz. £ ABD
ve £ ACE ikizkenar  ucgenlerini kullanarak,

o
ZDAE =E+90° oldugunu huluruz. Bundan sonra, £

DAF'nin ¢izimini deneyebilir, bunu yaparken de asil prob-
lemimizden ¢ok daha basit bir yardimci problem kullani-
nz.

4. Ogretmenler ve ders kitabi yazarlan bir noktay u-

nutmamalilar: Zeki 6grenci ve ZEKI OKUYUCU, akil yu-
raitme basamaklannin dogrulanmasiyla tatmin olmazlar ve
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cesiti basarnaklar1 guduleyen unsurlan ve basamaklarn
amacini da bilmek isterler. Yardimci bir 6genin devreye so-
kulmas: ¢arpic1 bir adimdir. Sekilde higbir gudiilenme ol-
madan, ansizin hileli bir yardimc1 dogru belirir ve bir anda
problemi ¢ozerse, zeki 6grenci ve okuyucular hayal kirik:-
gina ugrayacak, aldatldiklarini duasaneceklerdir. Mate-
matik, mantigimiza ve yaratici guglerimize hitap ettigi si-
rece ilginctir. Fakat en belirgin adimin gudusa ve amaci
anlagilamiyorsa, akil yurutme ve yaratmaya yonelik bir sey
ogrenmek mumkun olmaz. Boylesi basamaklar uygun de-
yislerle (yukanda 3’te oldugu gibi) ya da dikkatle secilmis ¢
neri ve sorularla (bolium 10, 18, 19, 20°de oldugu gibi) anla-

sthr kilmak uzun bir stre ve ¢aba ister, ancak buna degecek-
tr.

Yardimc1 problem, asil problemimizi ¢6zmesine yar-
dimcr olacagini umarak cle aldigimiz bir problemdir. U-
lagmak istedigimiz yer asil problemimiz, yardimc problem
ise amacimiza ulagmak i¢in kullandigimiz bir aragur.

Bir bocek pencere camindan ge¢meye ¢ahgir, bunu
tekrar tekrar dener ve vandaki, i¢eriye girdigi agik pence-
reden ¢ikmaya ¢aligmaz. 1nsanoglu isc daha akillica davra-
nir, en azindan davranmasi gerekir. Insanin (stinligi,
dogrudan yenemedigi bir engelin etrafina dolanmasinda,
asil problem ¢6zulemediginde uygun bir yardima prob-
lem yaratabilmesindedir. Yardimc: bir problem olugturmak
onemli bir zihinsel islemdir. Baska bir probleme hizmet
edecek acik secik bir problem kurgulamak, baska bir ama-
ca ulagsmada ara¢ olacak bir amac¢ olusturmak bir zeka ba-
sansidir. Yardimc problemleri zekice ele almayr 6grenmek
(ya da ogretmek) onemli bir isur.

1. Ornek.

x4‘ 13‘:"-} +36=0

denklemini saglayacak bir x bulunuz.
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Eger x' = (x*) oldugunu gorebilirsek,
y=x

eiidigini yerlestirmenin avantajini da farkedebiliriz.
$imdi elimizde yeni bir problemimiz vardir:
¥ -13y+36=0
denklemini saglayan y’yi bulun.

Yeni problem bir yardimci problemdir, bunu asil
problemimizi ¢6zmek icin ara¢ olarak kullanacagiz. Yar-

dimc1 problemimizin bilinmeyeni y'dir ve yardumc: bilinme-
yenolarak adlandirlabilir.

2. Ornek. Ayn1 koseden cizilen, U¢ kenarinin uzunlugu
verilen bir dortgen paralelytizliniun kosegenini bulun.

Bu problemi ¢6zmeye calisirken (bolum 8), analoji
(bolim 15) bizi bir bagka probleme goturebilir: Aym ko-
seden cizilen 1ki kenarinin uzunlugu verilen bir dortgen
paralelkenarin késegenini bulun.

Yeni problem bir yardimc1 problemdir. Bunu ele ala-
rak asil problemimizin ¢6zumunde bize yararh olacak bir
seyler yakalamay1 umuyoruz.

3. Yarar. Bir yardima1 problemi ele alarak cesitli yarar-
lar saglayabiliriz. Yardimc1 problemin sonucunu kullanabi-
liriz. Birinci 6rnekte, y 1geren denklemi ¢ozerek y'nin 4ya
da 9oldugunu buluruz. * = 4ya da x° = 9 olacaktir. Boyle-
ce tim olas1 x degerlerini gikartmis oluruz. Baska 6rnek-
lerde ise, yardimc1 problemin yéntemini kullanabiliriz. I-
kinci 6rnekte, yardimc1 problem bir dazlemsel geometri
problemidir; bir uzay geometri problemi olan asil prob-
lemden daha basit, ancak analogdur. Bu tir bir problemi
tle almak da manuklidir. Bize asil problemimizde kullana-
bilecegimiz baz1 ydntem, islem ya da araglan tanmima firsat
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verir. lkinci ornegimizde, yardimci problem se¢imimizde
olduk¢a sanshyiz. Bu problemi yakindan inceledigimizde
hem yontemini hem de sonucu kullanabilecegimizi gorg.

ruz (bakiniz, bolim 15 ve TUM VERILERI KULLANDI
NIZ MI?).

4. Risk. Yardimc1 probleme harcadigimiz ¢aba ve 7.
mani astl problemden calmis oluruz. Incelememiz bagari
s1z olursa, bu zaman ve c¢aba kaybolmus olacakur. Bu viz.
den, yardimci problem se¢cmeye alismaliyiz. Se¢imimiz igin
cesitdi nedenlerimiz olabilir. Yardimc1 problem asil prob-
lemden daha ulasilabilir gorunebilir, daha ogretici olabilir
ya da bir tur estetik ¢ekiciligi vardir. Bazen yardimai prob-
lemin tek avantaji, yeni olmasi ve kesfedilmemis firsatlar
sunmasina dayanabilir. Bunu se¢memizin nedeni, asi

probleme yaptugimiz yaklasimlarin tukenmis gérunmesi ve
sitkilmis olmamizdir.

5. Nasu bulmal:? Bize Onerilen problemi ¢ozebilmek
cogu kez uygun bir yardimci problem bulabilmeye bagl-
dir. Ne yazik ki, ¢6zime goturecek yanilmaz bir yontem
olmadig gibi, uygun bir yardimci problem bulma y6ntem
de yoktur. Bununla birlikte, bize sik sik yardima olabile-
cek soru ve oneriler vardir: BILINMEYENE BAKIN.
PROBLEMIN CESITLENMESI ise ¢cogunlukla bizi ise yara-

yacak yardimci problemlere goturecektir.

6. Esdeger problemler. ki problemden her birinin ¢ozi-
mu digerinin ¢6zimunu igeriyorsa, bu problemler esdeger-
dir. 1. Ornegimizde, asil problem ve yardimci problem
birbirine, esdegerdir.

Asagidaki teoremleri ele alalim:
A. Bir egkenar ti¢genin her acgis1 60”dir.
B. Bir esacili iggenin her agis1 60”dir.
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Bu iki teorem birbirinin e§i degildir ve farkh tasimlar
icerir- Bin bir ucgenin kenarlarninin, diger i¢ agilarinin e-
diligiyle ilgilidir. Ancak iki teorem de birbirinden ¢ikaru-
labilir. Dolayisiyla kanit problemi A, kanit problemi B'ye
esdeger olur.

Eger A'y1 kanitlamamiz isteniyorsa, yardimci problem
olarak kanit problemi B'yi devreye sokmamizda yarar var-
dir. Teorem B'nin kanitlanmasi biraz daha kolaydir. Daha
onemlisi, Bnin A’dan daha kolay oldugunu dngorebiliriz.
Yalnizca agilarla ilgili olan B teoremi, hem agilarla hem
kenarlarla ilgili olan A teoreminden daha “homojendir.”

Asil problemden yardimci probleme gecise -eger bu
problemler birbirine esdegerse- dontstiiriilebilir indirgeme,
i yanl indirgeme ya da esdeger indirgeme denir. Yani,
A'min Bye indirgenmesi (yukariya bakiniz) donustiruilebi-
lir bir indirgemedir; 1. 6rnekteki indirgeme gibi. Belirli
agllardan bakildiginda, donustirilebilir indirgemeler di-
ger yardimci problem kullanma yollarinda daha énemlidir
ve yeglenir. Fakat asil probleme esdeger olmayan yardimci
problemlerde ¢ok yararh olabilir; 2. 6rnekte oldugu gibi.

7. Esdeger yardimcer problem zincirleri, matematiksel man-
tk yurutmede sik sik karsimiza c¢ikar. A problemini ¢oz-
memiz gerekirken ¢6zimu géremez, fakat A'nin bir bagka
B problemine esdeger oldugunu farkederiz. B problemini
ele aldigimizda, B'ye esdeger bir baska C problemi karsi-
miza ¢ikar. Aymi bigimde ilerleyerek Cyi D’ye indirgeriz.
Bu bdylece devam eder: Sonunda ¢6zimu bilinen ya da
hemen bulunabilecek bir L problemine geliriz. Her prob-
lem bir oncekine esdeger olduguna gore, L problemi asil
A problemine de esdeger olacakur. Bédylece, asil proble-
mimiz olan A'nin ¢6zamiing, bir yardimc1 problemler zin-
cirinin son baglantis1 olan L probleminden gikartabiliriz.
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Bu tir problem dizileri Yunan matematikgileri 1y,
findan da biliniyordu; bunu PAPPUS’un 6nemli bir Yaz,
sindan anlhyoruz. $imdi 1. 6rnegimizi ele alalim.

Bilinmeyenimiz x'e getirilen kosula (A) diyelim:
(A) x' - 13x° + 36 = 0.

Bu problemi ¢6zmenin bir yolu da, verilen kosulu, (3,
adin1 verecegimiz bir bagka kosula donusturmektir;

(B) (2% )Y -2 (2x6) 13 + 144 = 0.

(A) ve (B) kosullarinin farklh olduguna dikkat edin. Bu
cok kucuk bir fark olabilir, fakat (A) ve (B) kesinlikle egde-
ger degildir. (A)dan (B)ye gecisimiz yalmzca dogru ol-
makla kalmaz, ayn1 zamanda, boylesi denklemleri taniyan
herkes i¢in ¢ok acik olan kesin bir amaci vardir. Aym yon-
de ilerleyerek (B) kosulunu bir bagka (C) kosuluna dénis-
tururuz:

(C) (26 -2(26%) 13+ 169 =25
(D) (2x°- 13 = 25
(E) 2’ -13=%5
, 13+5
(F) X =
2

13+5
G x=x,[——
(G) \/ 5 |
(H) x=3,yada-3,yada 2, yada-2.

Yaptigimiz her indirgeme donustirulebilir bir indir-
gemedir. Dolaysiyla, son kosul (H), ilk kosul (A)ya egde-
gerdir ve 3, -3, 2,--2 asil denklemimizin olas1 ¢6ziimleridir.
Yukarida, bir (A) ilk kosulundan yola ¢ikip bir kosullar d-
zisi, (B), (C), (D) ... turettik. Bunlann her biri bir oncekine
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esdefierdi. Bu nokta buyik bir dikkat ister. Egdeger kosul-
lar aynt nesneler tarafindan saglanir. Bu yizden, bize 6ne-
dlen bir kosuldan, buna esdeger yeni kosula gegiyorsak
cozimler aymdir. Fakat onerilen bir kosuldan daha dar bir
kogula gecersek ¢oziimleri kaybederiz; daha genis bir kosu-
la gectigimizde ise asil problemle higbir ilgisi olmayan yan-
hs ¢ozimler karsimiza gikacaktir. Birbirini izleyen bir dizi
indirgemede 6nce daha dar, sonra daha genis bir kosula
gecersek, asil problemimizin izini timuyle kaybederiz. Bu
tehlikeden kaginabilmek icin, getirilen her yeni kosulun
yapisim dikkatle incelemeliyiz: Bu yeni kosul eski kosula
esdeger midir? Buradaki gibi tek bir denklem yerine bir
denklemler sistemi ya da denklemlerle ifade edilmeyen bir
kosulla (geometrik ¢izimlerde oldugu gibi) ugrasiyorsak,
bu soru daha da 6nem kazanur.

(PAPPUS’la, ozellikle 2, 3, 4, 8 ile kiyaslaymniz.
Pappus’tan yapilan alintidaki anlatim gereksiz kisitlamalar
icerir ve hepsi farkh bir bilinmeyen iceren “sonuc¢ bulma
problemleri” zincirini tamimlar. Burada ele alinan 6rnek
ise bunun tam zittaidir: Zincirin tim problemlerinde aymi
bilinmeyen vardir ve yalmizca kosulun big¢imi farkhdir.
Kugkusuz, boyle bir kisitlama gerekli degildir.)

8. Tekyanl: indirgeme. Diyelim iki problemimiz var: A ve
B. Bunlan ikisi de ¢6zilmemis. A’'y1 ¢ozebilsek B'yi de ¢oze-
bilecegiz. Fakat bunun tersi dogru degildir. B'yi ¢6ziince, A
hakkinda sadece biraz bilgi edinebiliriz. Béyle bir durumda
A'y1 ¢ozmekle daha fazla sey elde ederiz. Bu iki problemden
A'ya gok iddiali, B'ye az iddial problem diyelim.

Bize 6nerilen problemden yola ¢ikip daha iddiali ya da
daha iddiasiz bir probleme gecersek, bu adima tekyanis in-
-dirgeme deriz. Iki gesit tekyanl indirgeme vardir ve her ikisi
de ikiyanl ya da dénustirilebilir bir indirgemeden daha
tehlikelidir.
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Ikinci ormegimiz daha a2 iddiah bir probleme tekygn
bir indirgemeyi gosterir. Uzunlugu, genighgi ve mkw;#
sirasiyla @, b, c olan bir paralelyuzluile algih asil probley,
mizi ¢ozebilseydik, ¢ = 0 kovarak vardimar problemig,,,
gegebilir, uzunlugu a ve gemigligs & olan bir paralelker,,
elde edebilivdik. Daha az iddiahi bir pmhh me e Lx. anh in
dirgemeye ornek olarak OZELLESTIRME, 3, 4, ha
mz. Bu ornekler, biraz sansla, daha az iddial b \.u:!..,,;.,
problemi atlama tast olarak kullanabilecegnmia, yardim,,
problemin ¢6zaimuanu uygun bir tamamlayicr digtneeyds
birlesurerek, asil problemin ¢ozimunu elde edebileceg:
mizi gosterir.

Daha iddiah bir probleme tekyanh gegis de basanh «
labilir. (GENELLEME, 2’ye ve TUMEVARIM VE MATE-
MATIKSEL TUMEVARIM’da birinci problemin ikinc
probleme indirgemesine bakin.) Ashinda, daha iddial

problem daha ulagilabilir olabilir; bu, MUCIT PARADOK:
SU’dur.

e Zeki okuyucu. Bir matematik kitabin1 okuyan zeki o-
kuyucu iki sey ister:

Birincisi, argiimanda atilmakta olan adiminin dogru
oldugunu gormektir.

Ikincisi, atilmakta olan adimin amacini gérmekdir.

Matematik dersini dinleyen zeki dinleyici de ayn sey-
leri ister. Argiimanin atilmakta olan adiminin amacim go-
remiyor ve herhangi bir amaci olmadigindan kugkulan:
yorsa, karst ¢ikmaz bile; dug kirnikhigina ugrar, sikihr ve
argumanin ucunu birakir.

Zeki 6gretmen ve zeki ders kitab1 yazar bu noktalan
gézoniande tutmalidir. Dogru yazmak ve konugmak kesin-
likle gerekli, ancak yeterli degildir. Kitap ya da. tahtada
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dogru bir bicimde ¢ikartilan bir tiretim; birbirini izleyen
adimlzrin amac anlagilamiyorsa, okuyucu ya da dinleyici
hayle bir argiman bulmanin nasil mimkiun oldugunu an-
layamiyorsa, anlatilanlardan boyle bir argimani kendi ba-
sina nasil gelistirebilecegine iliskin bir ipucu elde edemi-
yorsa, ulagilabilir ve egitici olmayacaktir.

Listemizdeki soru ve oOneriler yazara ve oOgretmene
argumaninin amaci ve gudulerini vurgulamakta yardimci
olabilir. Bu acidan 6zellikle yararh olabilecek bir soru su-
dur. TUM VERILERI KULLANDIK MI? Yazar ya da 6gret-
men bu soruyla, o ana kadar kullanilmamis bir veriyi ele
almay1 gecerli kilacak bir neden gosterebilir. Okuyucu ya
da dinleyici ise, ayn1 soru yazarin ya da 6gretmenin yurut-
tigu manug1 anlamak icin kullanabilir ve bu soruyu sora-
rak argimanin bu adimini kendi basina bulabilecegini du-
sunur.

Zeki problem ¢ozucu kendine sik sik listemizdeki soru-
lan sorar. Belki bu tur sorular1 kendi bagina bulmustur ya
da birilerinden bu soruyu duyup sorunun dogru kullani-
mim kendi bagsina kesfetmistir. Buyuk olasilikla, tipik bir
soruyu durmadan tekrarladigini farketmez bile. Ya da soru
en sevdigi sorudur. Yaptig: isin herhangi bir asgamasina uy-
gun dugen sorunun kendi zihinsel yaklasiminin bir parcasi
oldugunu bilir.

Zeki problem ¢6zuct listemizdeki soru ve 6nerilerin i-
se yarayacagini dusunebilir. Belirli bir soruya iliskin 6rnek
ve agiklamalar1 gayet iyl anlayabilir, sorunun dogru kulla-
nimi konusunda kugku duyabilir, fakat sorunun gerektir-
digi surecle problem c¢o6zerken karsilasmadikc¢a yararini
deneyim icinde goremedigi ve dogru kullanimini kendi
bagina kesfetmedikce gercek anlamim yakalamig sayilmaz.
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Zeki problem c¢ozucu listedeki tim sorularn sormaya
hazir olmal, fakat elindeki problemi dikkatle ele alip, 6n-
yargisiz ve kendi basina karar vermeden higbir soruyu
gindeme getirmemelidir. I¢inde oldugu durumun, soru-
nun basariyla uygulandigr bir bagka duruma yeterince
benzeyip benzemedigine kendi karar vermelidir.

Zeki problem ¢6zicu, herseyden 6nce soruyu elinden
geldigince eksiksiz ve ag¢ik bir bicimde anlamaya galgr.
Ancak anlamak tek basina yeterli degildir; problem uze-
rinde yogunlagsmali, ¢6zumui bulmayi i¢tenlikle istemelidir.
Icinde gercek bir istek duymuyorsa, soruyu bir kenara bi-
rakmasi daha iyi olacaktir. Gergcek basarinin gizi, proble-
minize tum kisiliginizi katabilmekte yatar.



IV. KISIM:
PROBLEMLER,
iPUCLARI, COZUMLER

Bu son kisim okuyucuya ek uygulama firsatdan sun-
maktadir

Buradaki problemler, iyi bir lise egitiminden elde edi-
lebilecek onsel bilgiden fazla bir sey gerektirmez. Yine de,
cok kolay ve rutin problemler degildir. Bazilan i¢in yarau-
cilik ve zeka gerekir.

Ipuglan, sonuca gotirecek yollara isaret eder. Bunla-
nn ¢ogunda listedeki uygun soru kullamilmigtir. Dikkatli

bir okuyucu, ¢dzame gotirecek anahtar fikri agiga qikara-
cakur.

Cozumler yalmzca yanit degil, yanita gotaren yontemi
de verir. Kugkusuz okuyucunun bazi ayrintilan doldurmasy
gerekmektedir. Baz1 ¢6zamlerin sonunda daha ileri bir

goruy vermeye gahisacak birkag sdzcuk eklenmistir.
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Problemleri i¢tenlikle ¢6zmeye ¢alisan okuyucu, ipuc-
lan ve ¢6ziimlerden en iyi sekilde yararlanma sansina sa-
hiptir. Sonuca kendi bagina ulagtiysa, kendi yontemini veri-
len yontemle karsilastirarak bir seyler ogrenebilir. Okuyu-
cu, ciddi bir ¢abadan sonra vazge¢meyl dusindugunde,
ipuglar gerekli fikri saglayabilir. Ipucu da yararh olamiyor-
sa, cozime bakarak anahtar fikri alabilir, sonra da prob-
lemi tekrar kendi basina ¢ozmeye c¢aligabilir.

PROBLEMLER

1. Bir ay1, P noktasindan baglayarak guineye dogru bir
mil yarur. Sonra yon degistirir ve doguya dogru bir mil
yurur. Bundan sonra tekrar sola déner ve bir mil kuzeye yi-
ruyerek basladig1 P noktasina gelir. Ayinin rengi nedir?

2. Bob, dimduz ve dort sinir ¢izgisi olan bir arazi par-
casi ister. Iki sinir kuzey-giiney cizgisinde, iki sinir ise tam
dogu-bati cizgisinde uzanir. Bob, ABD’de, her simir1 100m u-
zunlugunda olan boyle bir arazi satin alabilir mi?

3. Bob’un 10 cebi ve 44 gumus dolar:1 vardir. Bob do-
larlar, hepsinde farkh sayida dolar olacak bi¢imde ceple-
rine dagitmak istiyor. Bunu yapabilir mi?

4. Bir matbaaci kocaman kitabin sayfalarim1 numara-
lamak i¢in, 2989 rakam kullaniyor. Kitabin kag sayfasi vardir?

5. Buyukbabamizin evraki arasinda bir fatura bulundu:
72 hindi, -67,9- §.

Hindilerin toplam fiyatim1 gosteren saymmn ilk ve son
rakami okunamiyordu. Silinmis olan bu rakamlar hangile
ridir ve bir hindinin fiyat1 ne kadardir?

L]



Problemler, Ipuglan, Cozimler 237

6. Duzgtin bir aligen ve bunun duzleminde bir nokta
verilir. Verilen noktadan gecen ve verilen altgenin alanim
iki esit parcaya bolen bir dogru cizin.

7. Bir kare verilir. Karenin (a) 90”1ik, (b) 45”lik aci-
lardan gozlendigi noktalarin toplulugunu bulun. (P, kare-
nin disginda fakat ayn1 duzlemde bir nokta olsun. Kosesi P
olan ve kareyi iceren en kuguk agi, karenin “P noktasindan
gozlendigi agidir.”) Her iki noktalar toplulugunu ¢izin ve
tam tanimini verin.

8. Bir katinin yuzeyindeki iki noktayr birlestiren dog-
ruya katinin ekseni diyelim. Oyle ki, kare bu dogru etrafin-
da 0"den buyuk ve 360”den kuguk bir aciyla dondaralda-
gunde kendisiyle cakigsin.

Bir kiiptiin eksenlerini bulun. Eksenlerin yerini acikca
tanimlayin ve her birine iligkin donme acisin1 varsayarak
uzunluklarinin aritmetik ortalamasini bulun.

9. Bir dortyiizlide (dizgiun olmas: gerekmez) karsit iki
kenar birbirlerine dik ve uzunluklar aynmidir: a, bu iki ke-
nar orta noktalarimi birlestiren ve uzunlugu b olan bir dog-
ruya diktir. Dortyazlaniin hacmini a ve b terimleriyle ifade
edip yanitinizi kanitlayin.

10. Bir piramidin tabaninin karsisindaki koseye doruk
noktas: deriz.

(a) Bir piramidin doruk noktasi tabanin tam késelerin-
den esit uzakliktaysa, bu piramide “ikizkenar” diyelim. Bu
tanim1 benimseyerek, ikizkenar bir piramidin tabaninin,
merkezi piramit ytiksekliginin ayagi olan bir ¢cembere icten
teget oldugunu kanitlayn.

(b) Simdi, bir piramidin doruk noktasi tabamin tim

kenarlarindan esit uzakliktaysa (dik), bu piramide “ikizke-
nar’ diyelim. Bu tamm benimseyerek (yukardakinden
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farkhdir), ikizkenar bir piramidin tabaninin, merkez pi.

ramit yaksekliginin ayagi olan bir ¢embere distan teget ol.
dugunu kamdayin.

11. Dort denklemi, yani,

X+7y+3v+Su= 16
8x+4y+ 6v+2u=-16
2x+6y+4v+8u= 16
Sx+3y+ v+ u=-16

sistemini saglayan x, y, v, u sayilarin1 bulun. (Bu ¢6zim
uzun ve sikict gorunmektedir; kisa bir yol bulun.)

12. Bob, Peter ve Paul birlikte yolculuk yapmaktadir-
lar. Peter’le Paul iyt yaruyusculerdir; ikisi de saatte p mil
yuruyebilir. Ayag: incinen Bob iki kisinin binebilecegi, fa-
kat ti¢ kisinin binemeyecegi, kicuk bir arabayr surmekte-
dir. Araba saatte ¢ mil yapmaktadir. Ug arkadas su plani
yapar: Paul, Bob’la birlikte arabaya biner, Peter yurur. Bir
sure sonra Bob, Paul’u indirir ve Paul yarumeye baslar.
Bob geri donerek Peter’i alir. Bob ve Peter, Paul’e yetisene
kadar arabay surerler. Paul’e yetistiklerinde durumu tek-
rar degistirirler: Paul arabaya biner ve Peter baglangictaki

gibi yurimeye baglar. Tium bu islemler gereken sikhkta
tekrarlanuir.

(a) U arkadas saatte ka¢ mil ilerler?

(b) Yolculuk suresinin ne kadarlik kisminda araba tek

kisi tasir?
(c) p = Ove p = coldugu u¢ noktalar1 kontrol edin.

13. Ug say1 aritmetik bir dizi, ii¢ baska say1 da geomet
rik dizi olusturur. Bu iki dizinin birbirine kargihk gelen
terimleri toplandiginda,
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83, 76 ve 84,

aritmeuk dizinin ¢ terimi toplandiginda ise 126 clde edi-
lir. Iki dizinin de terimlerini bulun.

4. - 0Om+2) +m* =0

verildiginde, dyle bir m bulun ki, denklemin antmetik diz
olugturan dort gercek kokii olsun.

I5. Bir dik u¢genin ¢evre uzunlugu 60cm ve hipotenu-
se dik yuksekligin uzunlugu 12cm’dir. U¢genin kenarlarimi
bulun.

16. Bir dagin dorugundan ovadaki A ve B noktalarim
gormektesiniz. Bu noktalara yoneltilen gorus ¢izgilen y
aqisin1 igerir. Birinci gorus ¢izgisinin egimi dikey duzlemle
o agisiny, ikinci goray ¢izgisinin egimi B acisini yapar. A ve
B noktalarinin ayni dizlemde oldugu ve aralarindaki uzak-
hgin ¢ oldugu bilinmektedir.

Dorugun A ve B’'nin bulundugu duzlemden yuksekli-

gini, yani x'i; a, B, y acilan ve ¢ uzakhg cinsinden ifade
ediniz.

1 2 3 n
"

17. —+—+—+.
2031 41 7T (n+1)!

ifadesinin degerlerinin n = I, 2, 3 icin sirasiyla 1/2, 5/6,
23/24 oldugunu gosterin ve genel bir kural tahmin edip

(gerekirse daha fazla deger deneyerek) tahmininizi kanit-
lay1n.

18. 1 =1
3+5 =8
7+9+11 =27
13+15+17+19 =64
21 +23+25+27+29=125
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Yukaridaki tahloyu inceleyin ve bu orneklere iliskin
genel bir kural 6ngorin. Bu kurali uygun matematiksel
isaretlendirmeyle ifade edip kanitlayin.

19. Duzgun bir altigenin kenar uzunlugu »’dir (n bir
tamsayidir). Altigen, kenarlarina esit uzaklikta ve paralel-
lerle T adet eskenar uggene boliunir. Bu tlggenlerin her
birinin kenar uzunlugu I birimdir. Bu boéliinmeyle olusan
kose sayist V ve I birim uzunlugundaki sinir ¢izgilerinin
sayist L olsun. (Bir siir ¢izgisi, bir ya da iki uc¢gene aittir;
bir kose, bir ya da iki ug¢gene aittir.) n = I oldugunda -bu
en basit durumdur-, T=6, V= 7ve L = 12 olur. Genel du-
rumu ele alinve 7, V, L’yi n cinsinden ifade edin. (Tahmin
etmek iyi, kanitlamaksa daha iyidir.)

20. Yuz bin liray1 bin, bes bin, on bin, yirmi bes bin ve
elli binlik paralar kullanarak ka¢ degisik bicimde bozdura-
bilirsiniz? (Bozdurma bic¢imi hangi paradan kag¢ tane kul-
lanildigina baghdur.)

IPUCLARI

1. Bilinmeyen medir? Bir ayinin rengi; fakat bir aymm
rengini matematiksel verilerden nasil bulabiliriz? Ne veril-
mistir? Geometrik bir durum, fakat bu durum kendisiyle
celiskili gérinur: Bir ay1 tammmlanan big¢imde yuruyerek,
nasil baslangi¢ noktasina donebilir?

2. Sorunla iliskili bir problem biliyor musunuz?

3. Bob’un yeterince dolar1 olsaydi, ceplerinin her biri-
ne farklh miktarda para koymakta gucluk ¢ekmezdi; bu a-
ciktir. Problem: baska sozciiklerle ifade edebilir misiniz? Ceplerin
hi¢ birinde ayn1 miktar para olmamasi kosuluyla, 10 cebe
yerlestirilebilecek dolar miktar: nedir?
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4. Iste size ontintizdeki sorunla iliskili bir problem: Kitabin 9
sayfast varsa, ka¢ rakam kullanilir? (Elbette, 9.) Iste size
onunuzdeki sorunla iliskili bir baska problem: Kitabin 99
sayfasi varsa, ka¢ rakam kullanilir?

J. Problemi baska sozcitklerle ifade edebilir misiniz? Eger top-
lam fiyat 72 ile boltinuyorsa, silinmis rakamlar ne olabilir?

6. Daha kolay yorumlayabileceginiz sorunla iliskili bir prob-
lem dugunebiliyor musunuz? Belk: daha genel bir problem?Ya da
analog bir problem? (GENELLEME, 2)

7. Oniindizdeki sorunla iliskili bir problem biliyor musunuz?
Bir dogru parcasina belirli bir gorus acisindan bakan nok-
talarin toplamu iki ¢ember yaydan olusur. Bu yaylar dogru
parcasinin u¢ noktalarinda sona erer ve dogru parcasina
gore birbirine simetriktir.

8. Okuyucunun kupin seklini tanidigini ve belirli ek-
senleri inceleyerek buldugunu varsayiyorum, fakat bunla-
rin hepsi eksen mi? Eksen listenizin sonlu oldugunu kanat-
layabilir misiniz? Listenizde belirgin bir siniflandirma ilkesi
var mdir?

9. Bilinmeyene bakin! Bilinmeyen, bir dortytzlinin
hacmi; evet, bir piramidin tabani ve yuksekligi verildiginde
hacminin bulunabilecegini biliyorum (ikisi carpihp 3'e
boluniir), fakat elimizdeki soruda ne taban ne de yukseklik
verilmistir. Daha kolay yorumlayabileceginiz sorunla ilisgkili bir
baska problem dusinebiliyor musunuz? (Verilen dortyuzlinin
tumboleni olan daha kolay ulasabileceginiz bir doértyuzla
gorebiliyor musunuz?)

10. Sorunla iligkili bir teorem biliyor musunuz? Iliskin ...
daha basit ... analog bir teorem biliyor musunuz? Evet: Ikiz-
kenar bir u¢gende tabanin orta noktasi, yuksekligin ayag:-
dur. Iste size oniintizdeks sorunla iliskili ve dnceden kanstlanmas
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bir teorem: Bu teoremin yontemini ... kullanabilir misiniz? Ikir-
kenar ugcgenle ilgili problem, yuksekligin ortak kenarlanm
olusturdugu eslesik dik ti¢genler kullanmilarak kanitlanir.

11. Okuyucunun dogrusal denklem sistemlerine asina
oldugu varsayilir. Boyle bir sistemi ¢ozebilmek i¢in, siste-
min denklemlerini bir bi¢cimde birlestirmeliyiz. Ozellikle
avantajli olabilecek bir birlesime isaret eden denklemler
arasindaki iliskilere dikkat edin.

12. Kosulu cesitli kissmlanna ayinn. Bu kissmlan yazabiliy
misiniz? Baglangi¢ noktasiyla, tic arkadasin tekrar karsilast-
g1 nokta arasinda tg farkh evre vardir:

(1) Bob, arabada Paul ile birliktedir,
(2) Bob arabada yalnizdir,
(3) Bob, arabada Peter ile birliktedir.

Bu evrelerin stirelerine sirasiyla t1, t2 ve t3 diyelim.
Kosulu uygun kisimlara nasil ayirirsiniz?

13. Kosulu ¢esitli kissmlanina ayinn. Bu kisimlan yazabilir
misiniz?
a-d, a, a+d
aritmetik dizinin terimleri olsun.
bg - 1, b, bg
ise geometrik dizinin terimleri olsun.

14. Kosul nedir? Dort kok aritmetik bir dizi olusturma-
lidir. Yine de denklemin bir 6zelligi vardir; bilinmeyen x'in
yalnizca ¢ift uslerini igerir. Dolayisiyla, a, kdklerden bin
ise; a da koklerden biridir.

I15. Kosulu gesitli kissmlanna ayinn. Bu kisimlan yazabilir
misiniz? Kosulda,
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(1) cevre

(2) dik t¢gen

(3) hipotenus yuaksekligi
ile iligkili G¢ kisim ayirabiliriz.

16. Kosulu ¢esitli kissmlanina ayinin. Bu kissmlan yazabilir
misiniz? a ve b, sirasiyla (bilinmeyen) goris cizgilerinin u-

mnluklarim gostersin; o ve B da, goras cizgilerinin dikey
dizlemde yaptig1 ac1 olsun. Kosulu,

(1) @mn egimi
(2) b'nin egimi
(3) kenarlar a, b, ¢
olarak, ucgenle 1ilgili Ui¢ kisim ayirabiliriz.

17. Paydalan, (2, 6, 24’}"'1) bir yerden taniyor musunyz?
Ya da analog bir problem? (TUMEVARIM VE MATEMATIK-
SEL TUMEVARIM)

18. Timevanmla yapilacak bulus, gozlem ister. Sag tarafla-
ra, sol taraflarin ilk ve son terimlere bakin. Genel kural nedir?

119. Bir sekil ¢izin. Bu seklin gozlenmesi, timevarimla
kurah kesfetmenize yardimci olabilir ya da sizi 7, L, Vve n
arasindaki iligkileri 6grenmeye goturebilir.

20. Bilinmeyen nedir? Aramamiz gereken nedir? Prob-
lemin amac1 bile biraz agiklamaya ihtiya¢ gosterir. Daha
kolay yorumlayabileceginiz sorunla iliskili bir baska problem bili-
yor musunuz? Belki daha genel bir problem? Ya da analog bir
problem? Iste size ok basit bir analog problem: 1000 liray:
ka¢ degisik bicimde odeyebilirsiniz? (Tek bir yol vardir.)
[ste daha genel bir problem: 1000'lik, 5000lik, 10 000'1ik,
25 0001ik ve 50 00Clikler kullanarak = lirayr nasil 6deyebi- |
lirsiniz? Ozellikle 7 = 100 000 oldugu durumla ilgileniyoruz.
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wnin kacuk oldugu basit duramlarda, karmagk 1,
yontem kullanmadan Yamu verebilinz, Iste incelemen,
uzere kisa bir ¢izelge:

n 45 9 10 14 15 19 20 24 25
E,. 1 22 4 4 6 6 9 9 ]3

[k smada, genelde nadmn verdigimiz odeneeck miktar
vazihdir. Tkinci sirada, bunlara karsihk gelen “oddeme bigimle-
n nin savisma £7;,,, denmugur. (Bu isarcdendinme big¢imini ken-
di sirmim olarak sakhyorum; bu agamada aciklamayacagim. )

Ozellikle E,,, = 100 000 oldugu durumlarla ilgilenivo-
ruz, fakat bunu acik bir yontemle hesaplama umudumuz
yok gibidir. Aslina bakarsaniz, bu problem okuyucudan,
onceki orneklere kiyasla daha fazla sey talep eder; okuyu-
cunun kugcuk bir kuram yaratmas: gerekir.

Sorumuz genel (her »n i¢in E,'nin hesaplanmasi), ancak
“yahillmistir”. Daha kolay yorumlayabileceginiz sorunla iliskili
bir problem biliyor musunuz?Ya da analog bir problem? Iste size
cok basit bir analog problem: n liray1 yalnizca 1000 liralik-
lar kullanarak ka¢ bicimde 6deyebilirsiniz? (A, = 1).

COZUMLER

1. Aymnin beyaz, P noktasinin Kuzey Kutbu oldugunu
mu dusuyorsunuz? Bunun dogru oldugunu kanitlayabilir m-
siniz? Anlasildig1 Gzere, soruyu idealize ediyoruz. Yerkurey
tumuyle kuresel olarak, ayity1 da hareket eden bir nokta
-olarak aliyoruz. Bu nokta, giineye ya da kuzeye dogru ha-
reket ettiginde bir meridyen yay1, doguya dogru hareket et-
tiginde de bir paralel cemberin (ekvatora paralel) yaym
tanimlar. Iki durumu ayirdetmek zorundayz.

(1) Ay1 P noktasina donerken, bu noktayr terkettgi me-
ridyenden farkls bir meridyen boyunca ilerliyorsa, Pnin Kuzey
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Kutbu olmasi gerekir. Yerkiire tizerinde iki meridyenin ke-
sigebildigi tek diger nokta ise Giliney Kutbu’dur, fakat ay
bu noktayr ancak kuzeye hareket ederek terkedebilir.

(2) Ay1 doguya dogru bir mil ytirtirken n kez bir para-
lel cember ¢iziyorsa (n = I, 2, 3 ... olabilir), P noktasina
donerken bu noktay: terkettigi meridyen boyunca ilerliyor
olabilir. Bu durumda, P, Kuzey Kutbu degildir; P, Guney
Kutbu'na ¢ok yakin bir paralel tzerindeki bir noktadir.
(Bu ¢emberin ¢evre uzunlugu, mil olarak ifade edildigin-
de, 2n + I/n degerinden biraz daha azdir.)

2. Yerkureyi tipki 1. problemde oldugu gibi ele aliyoruz.
Bob'un istedigi arazi, iki meridyen ve iki paralelle sinirlanmis-
ir. Iki sabit meridyen ve ekvatordan uzaklasan bir paralel
cemberi dustiniin. Hareket eden paralel ustinde iki sabit me-
ridyenin kestigi yay surekli kisalir. Bob’un istedigi arazinin
merkezi ekvator uzerinde olmahdir: Bu araziyi ABD’de alamaz.

3. Bir cepte bulunabilecek en dusuk dolar miktar: elbette
sifirdir. Sonraki en az 1, bundan sonraki en az 2 ... ve en so-
nuncu en az 9olacaktir. Dolayisiyla gereken dolar miktan en az

O+1+2+3+...+9=45

olacaktir.

Bob bu isi yapamaz, ¢unku yalnizca 44 dolar1 vardar.

4. 999 sayfalik bir kitapta
9+2.90+3.900=2889
olmas: gerekir. S6z konusu kitapta x sayfa varsa,
2889 + 4 (x - 999) = 2989
x = 1024
olmahdir,
Bu problem bize, bilinmeyene iliskin bir 6n tahminin

yararh olabilecegini (hatta, bu problemde oldugu gibi ge-
rekli olabilecegini) Ogretir.
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3. Eger _679_ rakami 72 ilc bolunebiliyorsa, hem &¢
hem 9a bolunebilir demektir. Eger &c¢ boliinebiliyorsa,
79_ sayis1 8 ile bolunebilir olmali (71000 sayis1 & ile bolune-
bildigi i¢in), dolayisiyla 79_ rakami 792 olmahdir: Silinmis
olan son rakam 2'dir. Eg\er _6792 sayis1 9ile bolunebiliyor-
sa, igerdigi rakamlarin toplami 9ile bolunebilmelidir. Boy-
lece silinmig ilk rakamin 3 oldugu bulunur. Hindinin fiyau
(buytikbabanin zamaninda) 367,928 / 72 = 5,11 §dir.

6. “Bir nokta ve simetri merkezi olan bir sekil (aym dizlem-
de) konumlariyla birlikte verilir. Verilen noktadan gecen
ve verilen seklin alanini ikiye bolen bir dogru bulun.” Is-

tenilen dogru,. elbette, simetri merkezinden gecmektedir.
Bakiniz, MUCIT PARADOKSU.

7. Herhangi bir konumda, ac¢inin iki kenari karenin iki
kosesinden gecmelidir. Ayni kose ¢iftinden gectikleri sure-
ce, ipucunun altinda yatan teorem uyarinca acinin koseler
ayni cember yay1 boyunca hareket eder.

Dolayisiyla, istenen noktalar toplulugunun ikisi de bir-
ka¢ cember yayindan olusur: (a) icin 4 yarim ¢ember ve (b)
icin 8 ceyrek cember; Sekil 31°e bakiniz

Sekil 31
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8 Eksenin kiipiin ytizeyini deldigi nokta,. ya ki'l'bijn vblr
kosesinde, ya' bir kenarinda ya da yiz uzerindedir. Eger
eksen bir kenarin bir noktasindan gegiyorsa (u¢ noktalar-
dan birinden degil), bu nokta orta nokta olmalidir; aksi
takdirde kenar, déndiikten sonra kendisiyle cakismaz.
Benzer bir sekilde, bir yliizi i¢inden delen bir eksen mer-
kezden ge¢melidir. Kuskusuz her eksen kiupiin merkezin-
den ge¢melidir. Dolayisiyla, {i¢ ¢esit eksen vardir:

(1) Her biri iki karsit késeden gecen 4 eksen; agilar
120, 240

(2) Her biri iki karsit kenarin orta noktalarindan ge-
cen 6 eksen; ac1 180’

(3) Her biri iki karsit ytiizin merkezinden gecen 3 ek-
sen; aqlar 90', 180, 270"

Birinci eksenin uzuntugunu bulmak i¢in boélim 12’ye
bakinz; digerlerini hesaplamak ise daha basittir. Istenilen

ortalama,
43 +642 +3
13

olacaktir. (Bu problem okuyucunun kristallografi ¢aligma-
larina hazirlanmasina yardimc: olabilir. Integral matema-
tiginde yeterince ilerlemis olan bir okuyucu igin, hesapla-
nan ortalamamn, kipin “ortalama genisligi"ne olduk¢a
yaklagik oldugu soylenebilir; bu genislik 3/2 = 1.:5°tir.)

9. a uzunlugundaki bir kenardan gecen dizlem ve 6 u-
zunlugundaki dikme, dortyazliya daha kolay ulasnlabl_l(?af:k
iki eslesik dortyazliye boler. Bu dértyﬁzlﬁler?n her birinin
taban1 ab/2 ve yuksekligi a/2 dir. Dolayisiyla, istenen hacim

1 ab a a*b
=23752

=1416

olur.
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10. Piramidin tabani, n tane kenan olan bir ¢okgendir,
(a) durumunda piramidin 7 tane yan kenan esittr; (5) duru-
munda 7 tane yan yuzun yukseklikleri (doruk noktadan ¢iz-
len yukseklikler) esittir. Piramidin ytksekligini cizer ve (a)du-
rumunda tabanin n tane kosesine, (6) durumunda n tane yan
yuzin yuksekliklerinin ayagina birlestinirsek, iki durumda da
piramidin yuksekligi ortak kenar olan 7 tane dik ucgen elde
ederiz: Bu n tane dik uggen eslesiktir. Her birinde oOnerilen
problemde verilen tanimlar uyarinca hipotents [(a) duru-
munda bir yan kenar, (b)) durumunda bir yan yukseklik] ay-
n1 uzunluktadir; diger kenarin (piramidin yuksekligi) ve
bir acinin (dik ac¢1) hepsinde ortak oldugunu biraz 6nce
soyledik. n tane eslesik u¢gende, t¢uncu kenarlar da esit
olmalidir, ayn1 duzlemdeki (taban) ayni noktadan (yik-
sekligin ayag1) cizilir: Piramit tabanina (a) durumunda et-
rafina, () durumunda icten teget cizilen bir ¢embere ait n
tane yaricap olusturur. [Bununla birlikte, (5) durumunda,
sozu edilen 7 yanigapin tabanin kenarlarina dik oldugunu
gostermek kalir geriye; bu kanit, projeksiyonlarla ilgili 1yi bili-
nen bir uzay geometri teoremine gore yapilabilir. ]

Duzlemsel bir seklin, ikizkenar uc¢genin uzay geomet
ride ¢ki farkl: analog'u olmasi ilgingtir.

11. Birinci denklemin sonuncuyla, ikincinin de tugin-
cuyle baglanuli olduguna dikkat edin: sol taraftaki katsay-
lar ayni, fakat ters siralanmais, sag taraflar ise birbirine zit-
tir. Birinci denklemi sonuncuyla, ikinciyi de uginciyle
toplayin:

6 (x+u)+10(y+v)=0

10(x+u)+10(y+v)=0

By, iki bilinmeyenli (x + u ve y + v) iki dogrusal denk-
lem olarak dusunulebilir ve kolaylikla
x+u=0, y+v=0

bulunur. u yerine -xve vyerine -y koyarak sunu buluruz:
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ad%;‘f
“k]i%f 4x + 4y =16
N
J%,{“ 6x -2y=-16
| Bubasit bir sistemdir ve
.. x=-2,y=2, u=2,u="-2
11 Y sonucunu verir
b
m; 12. Baglangi¢ ve kargilastirma noktalar: arasinda ug ar-

' kadagin her biri aym yolu katetmistir. (yol = hiz x zaman
s oldugunu hatirlayiniz.) Kosulda iki kisim ayirabiliriz:
. Bob, Paul kadar yol gitmistir:

al-ct2+ct3=ctl + pt2 + pt3

Paul, Peter kadar yol gitmistir:
ctl + pt2 + pt3 = ptl + pt2 + ct3

Ikinci denklem sunu verir:

(c-p)tl=(c-p)t3

i FElbette, arabanin yayadan daha hizhi gittigini varsayi-
yoruz: ¢ > p

Boylece,
tl =t3
olur, yani Peter, Paul kadar yol yurur. IIk denklemden su-
' nu buluruz:
t, ¢+p
f, c¢-p

Bu, elbette, aym1 zamanda ¢1/t2'nin de degeridir. Do-
layisiyla yu yamitlan elde ederiz:

c(t,—t, +t;) c(c+3p)
a —
t,+t,+t, 3c+p
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t,+t,+t, 3c+p

(0)

(c) Ashnda, 0 < p < colur. Iki u¢ durum vardr:

p=0ise, (a) c¢/3ve (b) 1/3 verir.

p = cise, (a) cve (b) 0 verir.

Bu sonuglar hesaplamaya gerek duyulmadan kolayca
gorulebilir.

13. Bu kosul kolayca dort kisma ayrilir ve dort denk-
lemle ifade edilir:

a-d+bg =85
a+b =76
a+d+bg=284
3a = 126.

Sonuncu denklemden a = 42, ikinci denklemden b =
34 buluyoruz. Diger iki denklemi toplayarak (d’yi ortadan
kaldirmak ic¢in),

2a+b(g' +g) =169
elde ederiz.
a ve b zaten bilindigi iin, elimizdeki gicin ikilenik bir
denklemdir:
g=2, d=-26 yada g=1/2, d=25.
Diziler soyledir:
68, 42, 16 17, 42, 67
ya da
17, 34, 68 68, 34, 17.
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/4. ave 4 en diigiik mutlak degere sahip kéklerse, di-
zide yanyana olurlar. Dolayisiyla dizi,

-Ja, -a, a, 3a
bigiminde olur. Bu ytizden, 6nerilen denklem
(xz - az) (xz - 9a2)

bigiminde olmahdir. Carpmay1 yaptigimiz ve benzer usle-
rin katsayilarim kiyasladigimizda,

10d° = 3m + 2,

4 2
90 =m

sisemini elde ederiz. a'y1 yok ettigimizde

19m” - 108m. - 36 = 0
bulunur. Dolayisiyla,

m=6

yada
m=-6/19

olur.

D. a, bve ¢, kenarlar gostersin; ¢ hipotenus olsun. Ko-
sulun ti¢ kimini §6yle ifade edebiliriz:

a+b+c=60
& +b=¢
ab =12

Aynca,
(a-b)2=02 + 0% + 2ab

oldugunu gézlemleyerek,
(60 - c)2 =& + 24c.

tlde ederiz. Dolaywsiyla, ¢ = 25yada a = 15, b = 20yadaa =
2,b= 15 olur (bu iicgen iin farketmez).



259 Naml Cozmeli?
16. Kosulun ¢ kismini soyle ifade edebiliriz:

. X
sSinQL = —
d

X
sinfl —
Bb

¢’ =a’ +b*> —2ab cosy
ave b'nin yokedilmesiyle,
: ¢’ sin® o sin® B

D o —
sin® o +sin* B — 2 sina. sin B cosy

elde ederiz.

17. Tahminimiz §éyle olsun:

| n 1
—+—+...+ =1-
PANK] (n+1)! (n+ 1!

TUMEVARIM VE MATEMATIKSEL TUMEVARIM
yontemini izleyerek su soruyu sorariz: n degerinden bir
sonraki n+! degerine gectigimizde tahmini formulamuz
gecerli olur mu? Yukaridaki formulle birlikte,

2 n n 1
—+=+..+ + =1-
2! 3! (n+1)! (n+2)! (n+2)!
formuli de dogru olmahdir. Bu formiila birinciden ¢ikanrsak,

n+l 1 1

= +
(n+2)! (n+2)! (n+1)!
elde ederiz, yani,
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n+2 1

—

(n+2)! (n+1)!

olur. Bu son denklem n = 1, 2, 3 ... igin dogru oldugu ¢ok
agiktir. Dolayisiyla, yukarida atifta bulundugumuz yontem-
le tahminimizin dogru oldugunu kanitlanz.

18. n. satirda sa tarafa n’ ve sol taraf n terimin topla-
mi1 gibi goérunur. Bu toplamin son terimi m. tek say1 ya da
2m-1'dir:

m=142+3+..+n= n(n; 1)'.

Bakimiz, TUMEVARIM VE MATEMATIKSEL TUME-
VARIM, 4. Dolayisiyla, sol taraf soyle olmalidir:

om-1n’+n-1.

Buradan, ¢ki yol gozontune alarak toplamin ilk terimini
tiretebiliriz: Son terimden n-1 basamak geri giderek

ml+n-1)-2(m-1)=n"-n+1

buluruz. Ote yandan, yukaridaki satirin son teriminden bir
basamak ileri giderek

[(m-1F+(n-1)-1] +2

buluruz. Rutin basitlestirmelerden sonra aym sey oldugu-
nu gorebiliriz: Guzel!

Oyleyse,

(nz-n+1)+(n2-n+3) +...+ (n2+n-1)=n3

oldugunu iddia edebiliriz. Sol taraf aritmetik bir dizinin
birbirini izleyen n teriminin toplamim gosterir ve bu te-
nmlerin farki 2'dir. Eger okuyucu, béyle bir dizinin top-
lamim verecek kural biliyorsa (ilk terimin ve son terimin
aritmetik ortalamasi ¢anp: terim sayisi),
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1__ 2 _
(n n+1)-2+(n +n ])nzn’

oldugunu gosterebilir ve iddiasin1 kanitlamig olur.

19. n kenari olan dizgun bir altigenin ¢evre uzunlugu
én’dir. Dolayisiyla, bu ¢evre uzunlugu / birim olan én tane
sinir ¢izgisinden olusur ve 67 tane kose icerir. Bu yuzden,
n-I'den n'ye gecerken, V, 6n birim artar ve

V=1+6(1+2+3+...+n)=3n2+3n+1

olur; bakimz, TUMEVARIM VE MATEMATIKSEL TUME-
VARIM, 4. Alugen, merkezinden gecen 3 kosegenle 6 (bu-
yuk) eskenar ucgene bolunur. Bunlardan birini inceleyerek,

T=6(1 +3+5+...+2n—1)=6n2

oldugunu goéruruz (18. problemin ¢6zumiinde atifta bu-
lundugumuz, aritmetik bir dizinin toplamini veren kural-
dir). T adet ucgenin birlikte 3T adet kenar1 vardir. Bu 3T
toplaminda, I uzunlugundaki her i¢ bélunme iki kere sa-
yilmgtir. Ote yandan, altigenin ¢evresindeki 6n adet dogru
bir kez sayilmistir. Dolayisiyla,

2L = 3T + 6m, L=9n"+3n

olur. (Daha ileri diuzeydeki okuyucular i¢in, Euler’in ¢ok-
yuzlilerle ilgili teoremi T + V = L + 1 verir. Bu iligkinin
dogru oldugunu gosterin!)

20. Iste iyi duzenlenmis bir analog problemler dizisi.
A,, B,, C,, D, ve E, degerlerini hesaplayin. Bu niceliklerin
hepsi n liray1 6deme bigimlerinin sayisim1 gosterir: Fark
kullanilan bozukluklardadar:

A,, yalnizca 1000 lira,
B,, 1000 lira ve 5000 lira,
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1\ C,, 1000 lira, 5000 lira ve 10 000 lira,
\ D 1000 lira, 5000 lira, 10 000 lira ve 25 000 lira,
b% E,, 1000 lira, 5000 lira, 10 000 lira, 25 000 lira ve 50 000 lira.

W E, ve A, simgelerini daha 6nce kullanmigtik (simdi
¢ bunun nedeni ¢ok agiktir).

Bu bes tur bozuklukla 7 liray1 6demenin tiim yollan E,
ile gosterilmigtir. Ancak, iki olasihig1 ayirdedebiliriz:

* Binncisiz 50 000 liranin kullanilmadigr durum. Bu du-
| ramdaki 6deme bi¢imlerinin sayisi, tanim geregi D, ’dir.

Tkincisi: 50 000 liranin kullanilmas: (bir ya da daha faz-
la). Tezgahin uzerine bir 50 000 koyduktan sonra 6den-
mesi gereken miktar # - 50 000 liradir ve bu E, - 50 000 bi-

¢imde yapilabilir.
E,=D,+E, -50000

Benzer sekilde,
D,=C,+D,s
C,=B,+Cy
B,=A,+B,;

olur. Biraz dikkatl baktigimizda,
A() =B() ¥ C()=D() =E() e 1

koydugumuzda (ki, bu ¢ok mantkhdir) ve n sifirdan ki-
¢uk oldugunda, A,, B, ... E, miktarlarindan herhangi biri-
ni sifira esit kabul ettigimizde, bu formullerin gecerliligini
koruyacafim goririz. (Ornegin, hemen gorilecegi gibi,
Ejs = Dysolur ve Eys 5y = E 55 = 0 oldugu i¢in ilk formalumu-
ze de uygun duser.)
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Formullerimiz, geriye, daha dustk n degerlerine ya ¢,
alfabenin onceki harflerine giderek miktarlan hesap],
mamiza olanak tanir. Ornegin, C;, ve C,, biliniyorsa, B,,
degerini hesaplayabilinz. Asagidaki ¢izelgede, A, bashk],
ilk sira ve 0 bashkl ilk satun, yalnizca I rakamim igerir,
(Neden?) Bu ilk sayllardan baslayarak, digerlerini geriye
giderek, basit toplamalarla hesaplayabiliriz. Cizelgedeki
her say1 ya ustindeki saylya esittir, ya da hemen ustundeki

say1 1le sola dogru uygun uzakhktaki bir sayinin toplamina
esittir. Ornegin,

C3()=B3()+ CQ() = 7+ 9= 16

Bu hesapla;na Esy.5o bulunana dek sarer: 50 000 liray:
tam 50 degisik bicimde ddeyebilirsiniz. Bu sureci daha ileri gé-
turerek E,,)=59, oldugunu bulabilirsiniz: 100 000 Lray: tam
292 degisik bigimde ddeyebilirsiniz.

n 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
A, 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1
B, 1 2 3 4 5 6 7 8 9101
C, 1 2 4 6 9 12 16 20 25 30 36
D, 1 2 4 6 9 13 18 24 31 39 ¥
E, 1 2 4 6 9 13 18 24 31 39 %
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