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ÖNSÖZ 
lan Stewat 

Okuldaki son birkaç yılımda halk kütüphanesini didik 
didik edip matematik kitapları aradığımı hatırlarım. Şimdi 
düşünüyorum da, bu iş 16 yaşındaki bir çocuk için hiç 
normal değilmiş. Fakat o zaman bana tamamen normal 
gözüküyordu, çünkü matematiğe karşı dayanılmaz bir düş­
künlüğüm vardı. Matematiğe düşkünlüğüm hala sürüyor. 
Yalayıp yuttuğum kitarlar arasında daha o zaman klasik 
olmuş bir tanesi vardı. işte elinizde tuttuğunuz kitap odur: 
Nasıl Çözeli? 

Her babaiğit matematikçi bu bilgi için Şeytan 'la an­
laşma imzalayabilir. Matematik zordur. Asl�nda yapılmaya 
değer şeylerin çoğu zaten öyledir, ama matematik, 
entellektüel merak, kılı kırk yaran müşkülpesentlik ve uka­
lalıktan oluşan olağandışı bir karışım ister. eorge P6lya 
matematiğin zor olduğunu bilir, fakat bu herkesçe bilin­
mesi pek istenmeyen sanatla uğraşanların çoğunun tersine, 
matematiği kolaylaştırmaya çalışırdı. Birinci sınıf bir araş­
tırmacı, parlak bir öğretmen ve mükemmel bir anlatıcıydı. 
Bu birleşimi her zaman birarada bulamazsınız. 



/ 

rını . Sayılaınayacak kadar çok 
r�meni de aynı şei gözlemlemiştir, fakat Pola biraz 
il gitti. Sorun, öğrencilerin yeterine- matemaik 

a da bildikleini kullanmanın ı ı 
mmaları değildi. Sonunda Polya, öğrencilerde 
süreçlerini veimli kanalla�a sürebilme yeteneğinin 

l t ı ' sonucuna vardı. Oğrenciler beceikli akikçiler 
olabilirlerdi, ancak strateji kavramından anladıları lı 
u. Bunun nedeni, bir matematik problemini çözmek ı · 
bir strateji gerekeceği konusunda hiçbir ikirlerinin b­
lunmaması olabilir miydi? 

P6lya'nın yaptığı araştırmalardan edindiği deneimler1 

matematikçilerin her zaman kullandıkları, ancak çok en­
d�r ağızlarına aldıkları birtakım genel problem çözme 
teknikleri olduğuna inanmsına yol açmıştı. Kendisi bu 
tekniklere bulgusal stratjir adını verdi. Nitekim bu kiabın 
başında, problem çözme sürecini dört evreye ayıran kıa 
bir çatı bulacaksınız: 

• Problemi anlamak, 
• Benzer problemlerden elde ettiğiniz deneimleri kulla­

narak bir saldırı planlamaya çalışmak, 
• Saldırıya geçmek, 
• Kendi kendinize, bulduğunuz yanıta gerçekten inanıp 

inanmadığınızı sormak. 

Matematik öğreiminde modlar vardır. Problem çöz­
me de 1980'lerde, kısmen "Yeni Matematik"in soutlma­
larına karşı bir tepki olarak moda oldu. P6lya, farkına var­
madan problem-çözücülerin gurusu haline gelmişti. BD 
Ulusal Matematik Öğretmenleri Konsei 'nin 1980 ıllı ı 
sanki P6lya sosuna batırılmış gibidir. Daha sonralan pro­
lem çözme düşüncesi inceme kelimesiyle tekrar su yüzüne 



çıktı. _:ocukların 
prohl�ınleri k�nrli 

livdilcr. 

Bu hevecan veici . , 
at anıtı mıdır? Polya'nın 
problem çözerken kullanabilirler mi 

çok açık ibidir. Uygulamlı 
oldukça inandırıcı ve çok -

l . ()te 
temaik Olimpiyaları için öğrenci öremenler 

ı iir birliine ı ı · ı . ()ğrcncilcr 
çözmeyi Pôlya'nın bulgusal stratejilerini izleyerek 
l , onlar ham yetenekle işe başlayıp bir ıpatıcı pro-

1 uğrşırken kendilerini ustura biler gibi 
reniyorlar. Yapay Zeka geliştirmeye çalışan 
bulubilimi bilgisayarların da kullanamalığuıı gömüşler­
dir. Pôlya'nın beyninin ürünü olan bu buluşun gelecei par­
laklıını kaybetmeye başlamıştır. 

Şimdi size bu kitabı almamanızı söyleyip söylemeyece­
ğimi merak ediyorşunuz? Hayır. Biraz önce size kitabın bir 
klasik olduğunu söylemedim mi? Ne olursa olsun, Olimpi­
yat adaylarının koçlarına ve Yapay Zekacılara rağmen, 
P6lya haklıydı: 

Stratejilerini doğru düzeyde uygulamanız koşuluyla ... 
Bu söylediğim şimdilik aklınızda kalsın, bir süre olgun­

laşması için asılmış bir sülün gibi havada beklesin. Bu aa­
da ben de size P6lya'yı anlatmak istiyorum. 

"ATEATİ, ORTA AR ... " 
George P6lya 13 Aralık 1887'de Budapeşte'de doğdu. 

Çocukken matemaik fazla ilgisini çekmemişti. Matemaik 



1 I ii bii i," y� 
;ok bir örenciydi : 

kincilile dördüncülük arasında değişiyordu ve 
bu konumunu korumak için çaba sarfetmezdi . () . 
lar, ora öğrenim öğrencileri için ulusal çaptaki tek 
maik yarışması Macarisan ' da yapıl ırdı :  Eötvös 

. 

Tüm kolej öğrencilei yarışmaya katılmaya teik edilirdi .  
Pôlya da sınav merkezine gi tti ,  fakat kağıdını  vemedi . 

-
P6lya 1905 ' te Budapeşte Universitesi 'ne girdi . 

hukuk okuması için ısrar etmişi. P6lya bu sıkın tıya 
bir dönem kalanabildi ; önce dil ve edebiyat bölümüne, 
sonra da felsefeye geçti . Danışmanları felsefe progrmı İ· 
çerisinde matematik ve izik almasını önerdiler. Böylece i 
müthiş bilim adamıyla tanıştı :  Fizikçi Lorand Eövös il 
matematikçi Lipôt Fejer. Fejer'in dersleri ünlüydü ve ir­
çok öğrenciyi matematiğe çekerdi . Bu matematikçi ö w n­
cileriyle kafelerde oturur, onlarla matematik konusuna 
sohbet eder ve ünlü matematikçilerin öykülerini anlatırdı. 

, Pôlya da onun oltasına takıldı . "Fizik için yeterince ii ol­
madığımı, felsefe içinse fazla iyi olduğumu düşünürdüm. 
Matematik orta karardı; ikisinin arasında . . .  " 

1 9 12 ' de matematik doktorasını al�ı; yan konulan izik 
ve kimyaydı. Tez konusu olarak olasılık kuramını seçmişi. 
Doktora sonrası çalışmalarını Göttingen ve Paris ' te yaptı ve 
1914'de Zürih ' teki Federal Teknoloji Ensti tüsü'nde öğre­
tim görevlisi olarak çalışmaya başladı . Savaş çıktığında Ma­
car ordusuna yazılmak istedi ,  fakat çocukluğunda futbol 
oynarken geçirdiği bir sakatlığın bıraktığı etkiler nedeniyle 
reddedildi . Sonraları çok daha umusuz durumdaki ir . 
Macaristan onu Isviçre 'den geri çağırdıysa da, Pôlya aruk 
Bertrand Russell ' ı  o�uup savaşın ya'nlış olduğuna r 
vermişti .  1918'de bir Isviçreliyle , Stella Weber'le evlendi. 

1 940'a, dünya savaşlarının ikincisinde , P6lyalar, Adolf 
J! . ı - - ' .  - - . 1 · - •·v1 1 



Önsöz xiii 

entellektüelle birlitte merika Birleşik Devletleri 'ne geldi­
ler. P6!ya, Bron Universitesi 'nde iki yıl konuk görevli ola­
rak çalıştı�tan sonra, liforniya, Pal o lto 'ya yerleşti ve 
Stanford Universitesi'nde görev aldı. Burada, 1 945 'te Nsıl 
Çö.!li 'i yazdı. itabı o zamandan bu yana bir milyondan 
fzla sattı ve on yedi dile çevrildi; ardından eğitim ağırlıklı 
üç kiap daha ve dört araştırma monogrfı yazdı. Toplu 
makaleleriyse dört cilt tutmakadır. merikan Matemaik 
Birliği P6lya'nın verdiği derslei How to Teach ssing 
(Tahmin Emeyi Öğretmek) adıyla ilme çekmiş ve bu ilm 
1968'de, Eğisel Film Kütüphanesi Birliği'nin Film Festiva­
li'nde "mai kurdela" ödülünü kazanmıştır. 

P6lya, araştırmalarında matematiğin birçok dalına de­
ğinmiştir. Bunların arasında kompleks fonksiyon kuramı, 
cohinatoics ve olasılık kuramı vardır. P6lya'nın iki boutlu 
düzlemde on yedi farklı simetri grubu�u sınılandıması 
("duvar kağıdı desenleri") sanatçı Maurits Escher'i derin­
den etkilemiştir. Escher, P6lya'nın makalesini dikkatle in­
celemiş ve düşüncelerini kendi tuttuğu defterinde dile ge­
timiştir. 

P6lya matematik ve eğiim modaları konusunda tutu­
cuydu. Zürih ' te olduğu sıralarda, matematikçiler arasında, 
P önermesinin ve onun çifte olumsuzu P-değildeğil'in 
farklı olabileceğini varsayan "sezgisel mantık" konusuna 
büyük bir ilgi vardı. Sezgicilik yandşı olan Hemann Weyl, 
elli yıl içerisinde tüm matematiğin sezgici �rimlerle yeni­
den yazılacağı konusunda P6lya'yla bir bahse tutuşmuştu. 
P6lya onunla aynı kanıda değildi. Bahsin koşulları elli yıl 
sonra açılacak bir belgeyle kağıda döküldü. Aradan elli yıl 
geçtiğinde kazanan kuşkusuz P6lya olmuştu. 

Polya'nın deişlerinin çoğu günümüze kalabilmişir. 
Kendisine en çok hangi matemaikçiden etkilendiği sol­
duunda, Pola, eonard Enler (İviçreli, 1 707-1 783) yanıtını 



XlV 

emişir: "Enler, kendi büyüklüğündeki ı 
hiçbiinin yapmadığı bir şeyi ı ı bulduğu sonuçlara 
sıl ulştığını anlattı . Bu yüzden · derin bi r yakınlık 
dum. Tabii benim problem çözme 1 

yakınlıkla da ilgisi var. " Polya' nın bi rçok i 
tu. Elektronik bilgisayarın babalarından biri olan John 
Neumann bunlardan biiydi . Von Neumann o adar ve-
i li bir insandı ki , ENIAC'la olan i li i i neredeyse ı 

yan uğrş konumundaydı .  Polya, onu� için şöyle söylerdi : 
"O beni korkutan tek öğrencimdi . Oylesine hızl ıydı ki 
Züih' te ilei öğrenciler için dersleri benim verdiğim bir 
seminer yapılıyordu ve Von Neumann da sınıftaydı .  Belirli 
bir teorem anlatıyordum; teoremin henüz kanıtlanmadı­
ğını  ve karmaşık olabileceğini söyledim. Von Neumann 
hiçbir şey söylemedi, ama beş dakika sonra elini kaldırdı, 
ahaya geldi ve kanıtı yazmaya koyuldu. Ondan sonra Von 
Neumann'dan korkmaya başladım."  

P6lya uzun yaşamı boyunca matematiğe duyduğu ilii 
bırakmadı, fakat yaşının ilerlemesi onu rahatsız ediyordu. 
Çoğu kez konuklarına yüz yaşına yaklaştığını hatırlatıyor­
du. Bilgisayarların çıkışı matematik eğitimini etkilemeye 
başladığında, Agnes Wieschenberg'le bu konuyu tartışmış­
lardı. "Neredeyse 1 00 yaşındayım. Bilgisayar öğrenebilmek 
için çok geç, ama New York' da yaşıyor olsaydım bilgisayar 
derslerinizi dinlemeye gelirdim," diyordu P6lya. Paul 
Erdös de 1 00. yaşgünü partisi düzenlemeye söz vemişi. 
" 1 00 belki ," demişti P6lya, "ama daha fazla değil . "  

Ve 7 Eylül 1985 ' te ,  97 yaşında Palo Alto'da öldü. 

UL YO, YÖNENDİRİCİ ÇİZGİER VR 
Bulgusal ·stratejiler soununa geri dönelim . P6lya bun· 

lan katı reçeteler değil, bir dizi yönlendirici çizgi olak 



ardır: Eğer ı 

. . 
1 1 

iner. Olimpiyat l ı ı 
dır ki , bulgusal stratejileri ı 
asıl sorunu, ı t ı · i l ı i ı l 
!etmektir. 

vetcnek var-
ı ı . "  Adaylann . 

1 1  l 

Eğitimciler P6lya'nın temel düşüncelerinin işe 
cağını gömüşlerdi , ancak ortaya k 
bir öğretim süreciyle sonuçlanması i in 
konması gerekiyordu. P6lya'nın genel t 
birbiriyle ilişkili , ancak birbirinden farklı i 1 
dönüştürülmeliydi . 

hepsi 
. 1 i 1 

Orneğin, bir bulgusal strateji ilkesi şudur: Genel bir 
problem özel durumlar düşünülerek daha açık hale getii­
lebilir. Fakat bu özel duumun türü bir problemden diğerine 
değişecektir. Bir dizinin n teriminin toplamı konusundaki 
sorularda, ilk birkaç örneğe, n=l, 2, 3 . . .  bakmak yararlı 
olacaktır. Problem tam sayıların bölünebilirlik özellikleri­
ne ilişkin olduunda, "doğru" özel durum, n terimi asal 
sayı iken ya da onun az sayıda faktörü varsa gerçekleşebilir. 
Ancak bu kez n=l, 2, 3 . . .  örneklerine bakmak çok ender 
olarak işe yarar. 

Burada ikinci bir eğitsel sorun çıkar karşımıza: a l 
Çözeli ' de dolaylı olarak ele alınmış, ancak hakettiği öl­
çüde önem verilmemiş bir sorun: Eğer on kadar genel stra­
teji yerine yüzlerce takik koyarsak, öğrenci bunlardan 
hangisini kullanacağına nasıl karar verecektir? lan 



çlııırkcn ne 

yetkin 
önemli  

ı ve problem çözme 

ı ı ı ı  ı hemen 
ı " ı problem çözmeye ogrenc-

ı ldıısında ne man ilerleme kaydettiğini . ne , 
ı bir sokakta sıkışıp 1 h ı ı  ı sezme yeteneğini 
ı geremektedir. Bunun anahtar sözcüğü ise 

Böyle bir yetenei geliştirmek genel yönlendirici çiz­
leri , özgün yöntemleri , çok sayıda örnek uygulamsını ve 
bir tür içe ı ı özendirilmesinden oluşan bir dizi sürei 
kapsar. Bu da bir bilim olduğu kadar bir sanattır. 

POLYA'NIN DÖRT ESİ 
Pôlya yöntemiyle problem çözümündeki ilk erenin a­

çıklanmsının pek gerekmediğini düşünebilirsiniz. ; b ı 
anayın. Zaten yeterince açık, değil mi? 

Hayır, hayır; bunun gerekli olduğunu anlayıp uru­
lamsı Pôlya·nın dehasını gösterir. Bu bsit noktayı keni 
bşlanna anlamaan ma zei oldukları da tartışma g­
tümez olan öğrencilerin saısının çokluğu beni hep hay­
rete düşürmüştür. "Sürekli fonksiyonlarla ilgili bu probl­
mi yapamıyorum. "  "'amam, peki , ' sürekli '  ne demek?" 
"Pek emin değilim." "iyi ama, ne anlama geldiği hakkında 
en ufak bir �krin yokken bu problemi çözmeyi nasıl bekle­
yebilirsin?" inanın, onları zevkle boğazlayabileceğim ı -
manlar oluyor. 
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güçlü 

. 
ve Henon-Heiles Hamiltonian · n unutulmş 

iı atıfta bulunan bir şema göstermişi.  Hamilt-
nian , · i i i koruyan bir sistemin eneji fonksiyonu ola-
rak tanımlanabilir. Henon-Heiles Hamiltonian , aslında 
astronomiden kaynaklanan bir dinamik probleminde kar­
şımıza çıkar ve buradaki amaç, aldatıcı derecede bsit dife­
ransiyel denklemin çözümlerini anlamaktır. Gösterilen 
şema bilgisayarda çizilmişti ve başka şeylerin yanısıra denk­
lemin tam sekiz çözümü olduğunu gösteriyordu. Bu çö­
zümler periyodiki (yani , denklem aynı şeyi sayısız kereler 
tekrarlayan dinamik devinimlere yol açıyordu) ve sekiz ç­
zü_mün beşi net, üçü ise net değildi . 

Mark, Hopj çatalaması olarak bilinen oldukça farklı bir 
problemde de aynı tür davranış olduğuna işaret ediyordu. 
ikimiz de bu özellikle uğraşmıştık. Hopf çaallaması yauş­
kın durumları sürekliliini kaybemiş sistemlerdei inişçı­
kış hamleleriyle ilgiliir. Bu seiz peiyodik hin birbilerine 
oranı (beş net, üç belirsiz) aynı eşkenar üçgen simetrisine 
sahip her sistemdeki Hopf çatallamasında varolmsı bekl­
nen orandır. Bunun ötesinde, Henon-Heiles Hmiltonin, bir 
poansiyel kutsundai bir prçacığın tümüyle aynı simeti­
deki harekei o1arak youmlanabilir. Problemi çözebildik mi? 



ir Td� ldık 
• 1-lmiltonian 

Hopf çıanlmz. 

ürütülcn 
aplanıp almııuk. 

Bir ıeylcr esikti , birbiine uyman 
(:ou ı l bir sounun niteliğini 

l ı . i ·n ürüm hep; akl ıma hemen 
gelir .  işe bir yanıla I ve kanılan bu 
için eğip bükerler. Böyle bir yaklşımımız 1 

de l sihirli sözcük mırıldanabilirdik: " 
• ı l ı . . . . simetri . . . . çok açık. " Ancak eleştirel 

yalşmımzın delik deşik, süzgeç gibi olduunu 
yordu. 

Gelgelelim, bu sonuçlar rastlantısal olamazdı .  T 

, . 

iinci ereye, bir saldırı planı hazırlamaya l i ı 
Üçüncü bir matematikçiyle ,  James Monldi 'yle bilikte 
nedenleri yeniden irdelemeye başladık. Bu çalışma 
da simetrik sistemlerde Hamiltonian dinmiğini incelemek 
üzere bir program geliştirdik. Üç yıldır bu progmı ü­
tyouz ve anlşılan en az beş yıl daha deam edeceiz. u 
lanın mühiş zengin olduunu anladık; bir mean molek­
lunün lınımlaından tutun da, saml lasilein ine 
adar bir dolu probleme uylanabilme potansiyeli ar. Şimi 
parçln yerli yeine oturmaya çalışıyouz. Bu, Pôla'nın ­
çncü resi. Uylmada bütün ereler birbiine giiyor e 
bibileine lel olk ileriyor, önein her yeni bl, 
plnı başn ı değişirebiliyor. 

Tüm bunlar tek bir resimden çıkar. · Bir analojiden, 
teknik ve işlemsel düzeyde oldukça farkl ı olduğunu bi­
imiz ii problemdeki ilesel benzerlikten esinlenmişir. Bu 
sadece problem çözme değil ,  aynı zamanda problem y­
atmadır. Burada açıkça görülmesini istediğim bir noka 



. Polya-tipi ı rolı ne 
iki parça�ının da, hem Henon-1leilc� 'in hem 

yer etmiş olmsı gerekiyor; 
muhtemel bağlantıyı sapayamayız .  famız bir 

l mantık yürüme örneğiyle I ı 
nek aldığımız fakat çözülmüş olan problemleri 
lamayacağımız çok açıktır. 

a-

Bu öykünün ironik bir tarafı vardır. Bu problem üze­
rinde çalışmaya başladığımızda Hamiltonian dinamii 
hakkında fazla bir şey bilmiyorduk. Neler olup bitiğini ve 
Henon-Heiles sisteminin niçin üçgensel simetrik Hopf 
çatallamasına benzediğini biraz anlamaya başladıkan son­
ra, sıradan bir araştıma metninde 1Iamiltonian dinamiğiy­
le uğraşan çoğu kişinin bildiği basi t bir hile bulduk. 
Hamiltonian sistemlerinin periyodik çözümleri Hopf 
çatallamasıyla elde edilmese bile saptanabiliyor. Bunun 
için çözümleri doğ� biçimde deişirerek Hiltonindışı 
yapmak gerekiyor. işlemin başında bir şeyler ekleniyor, 
sonunda da geri alınıyor . .  Bunu baştan bilseydik, büük 
olasılıkla bu · problemle uğraşmanın ilginç olmayacağına 
karar verirdik .  Fakat bu hileyi bulduğumuzda, basit bir 
ders kitabı hilesinden elde edilemeyecek sonuçlara ulaşa­
cak oldukça farklı ikirler kullanmış ve kuramımızı Hopf 
çatallamasından . daha ileri götürmüş durumdaydık. Yani, 
bu konuda bilerek görmezlikten gelme önemli bir etken 
olmuştu . Aslında görmezlikten gelme, sanırım P6lya' da 
bulamayacağınız bir strateji. Neyse ki öğremek zorunda 
olmadığınız bir strateji . Çoğumuz fazla bir çaba harcama­
dan hemen herşeyi görmezlikten gelebiliyoruz. 

"BN Eİ KNN" 
Bir öğrenciyle araştırmacı bir matematikçinin p bl m 

çözme biçimleri oldukça farklıdır. P6lya'nın ·· ' r  n il r 
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(ve ii bir öğrenciye ) verdii .. 1 ı bii "Veilein hepsini kullandınız mı? Problem metninde l ı ı ı ı ı bir bilgi var mı?"  
Bu strateji ,  matemaikten çok, öğremenin a a 

bşkanının kfsındaki düşüncelerle ilgil idir. w. 
ayer'in relue to Matatics adl ı  kiabında "sınav gör­
lisini canlandıma" sürecinin nsıl anlatıldığını h tı h 
m. Problem bir yerlerden kayna�lanmış, birinin ı 
gelmiş olmlı. Nsıl düşünmüşler? işte problemin - z i 
nasıl gidileceini genellikle bu soru gösteir. 

Ancak araştıma düzeyinde robmi ndiniz yaratısın. 
Problem size belirlenmiş hipotezlerle ve belirli bir sonula 
gelmediği gibi , birinin alına bir yanıt gelmiş olup olma­
dığı da kesin değildir. Bu yüzden, problemi hissemek için 
uzunca bir süre harcar, temel düşünce ve kavramlaın ne­
ler olması gerektiğine karar vermeye çalı_şır ve herşein 
nasıl biraraya geleceğini düşünürsünüz. isterseniz buna 
planlama aşaması da diyebiliriz, fakat çok iyi apılan­
dırılmış bir aşama değildir. P6lya'nın stratejisini ancak ne 
kanılamak istediğinizi çok iyi bildiğinizde kullanabilisi­
niz. "Bekle , bekle . Mnin yedi-boyutlu olduğunu kullan­
madık! Doğru gimeyen bir şeyler var . . .  " Sorunla ilgili bil· 
gii seçebilme yeteneğini gelişimeniz gerekir. 

Matemaikçiler önemli olan bilgileri seçip kullanabil­
mek için, zamanlarının büyük kısmını hem geçmiş biriim­
leinden yararlanmaya hem de özel hilelerden geniş ir 
repertuvar oluşturmaya harcarlar. Bir matemaikçinin " ·­
ilmesinde yalnızca problem çözme yön temleri üz rin odaklanmamak dikkat edilmesi gereken bir noktadır. Bu­rada matemaiin gerçek içeriği de önemlidir. Üstelik bu içeiğin büyük bir bölümü oldukça geleneksel bir i iı öğreilmelidir. Yaşam, öğrencilerin bilmeleri n herşeyi kendi "arştırmla('ıyla keşfedemeyecekleri �adar 
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kısadır . Oğrcncilerin kendi ikir geliştirmeleinden çok 
muluyum, ancak eğer dikkali olmaısak, bir sonraki {ğ­
renci kuşağının problem çözmede düşünce �üreci konu­
sunda durmadan konuşup kfa şişireccğindcn , ama içerik 
söz konusu olduğunda düzein çok düşük kalacağından 
kaygı da duyuyorum. Ayrıca, "inceleme"nin haşarısını ölç­
mek için , öğrencinin öğremenin istediği şeyi bulmsını 
kullanıyorsak, sanırım burada içsel bir çelişki vardır. Bura­
da gerçek bir tehlike yatıyor ve bu tehlikeden kaçınabil­
mek için problem çözmeyi kendi başına bir amaç olarak 
değil , bir uygulama aracı olarak, matematikçinin zihinsel 
donanımının bir parçası olarak görmeliyiz. 

P6lya bütün bunları biliyordu. itabındaki öğülein ze­
ka ve deneyimle birleşirilerek esnek bir biçimde uygulan­
masını isterdi. Bir anlmda bu öğütler öğrenciye deil, bili­
nen duumları saptadığı varsayılan öğremene veiliyor ve 
hiçbir zman matemaik yeteneini insanlaın kafalaına 
zorla somanın kolay bir yöntemi olarak sunulmuyordu. 
Zaten ben böyle bir yöntem olabileceine inanmıyom. 
Matemaik yetenei insanların kfasının içinde vardır; bu 
yetenei besleyip geliştirebiliriz, fakat zorla sokamaız. 

BULGUBİLİMİN MUTFAGI 
"Doğru" sezgiyi geliştirebildiğiniz sürece çok kolay çö­

zçbileceğiniz , geliştiremediğinizde çok fazla zorlanacağınız 
bir problem örnei vermek istiyorum size. Birçoğunuz bu 
problemi daha önce görmüştür. Görmemişseniz, P6lya'nın 
bulgubilimini kullanarak stratejilerinin işinize yaraıp ya­
ramadığını görmek isteyebilirsiniz. 

1988' de, macı geniş bir seirci kitlesine (yei gösteinin 
izleyici oralaması sekiz milyondu) temel düzeyde matema­
tiği sevdirmek olan bir televizyon dizisinin hazırlanmasına 



. i�in Çil-n raç. 
bulmMlanlı. 

enim işimin bir 
unına doluk 

Blmaca çöz"ımüncle yer lan 
ünlerce fa palattık: Bu süreçler bir 

polemi çözerken kullanılanlaa çok eniyordu. 

Matematikçilein,  çoğumuzda doğal olarak 
an elirli relekslere sahip olduları iyi bilinir. Bunlar ltk­
nikle deil , bakış açılarıyla ilgi lidir asl ında. Bu 
den bii simeri duygusu, bir başkası da problemle i 
olmayan bilgiyi dikkate almma becerisidir. Bazı ı 
matematik sınavları ya da ders kitaplarındaki problemler­
den çok, matematik araştırmalarına daha uygun mde� 
)erdi . Bulmaca ve araştımalardaki bilginin çoğunun on 
yanıla hiçbir ilişkisi yoktur ve işin hilesi arkadaki gürül­
den bir bilgi kopamaka yatar. 

Bulmacalardan biri çeşi tli mufak alelerini elekik 
prizleine bağlamakla ilgiliydi : A 'yı a'ya; B'yi b'ye; Cyi c'ye. 
abloların birbirini kesmemesi gerekiyordu.  

Şekil l 



ı -bulgubi l in1 yöntcın i- şôylcdir, c· 
· 1 ı olduğu için diğerleinden farkl ıd ır .  

n1utfağı iiye böler, ancak A<l 1 

y«·rle­
Bu yizdt·n <� 

bbl-
mez. u kablosunu ı yerleşirirsek, Aa·yı keser ve 
ğıda olduğu gibi işimizi bozabi l iriz . 

C 

b 

Şekil 2 

Bulmaca sizin bu yanlış bağlantıyı yapmanızı isteyeceği­
niz düşünülerek tasarlanmıştır. Bulmaca kuma sanaı bu­
dur. Gelişmiş bir matematikçi bu kokuu alacakur. Buadaki 
anahtar matematiksel düşünce, bağıl olmaktır. Bu, temel ola­
rak topolojik bir karamdır ve zaten daha derinle_e inerse­
niz bulmacanın da topolojiyle ilgili olduğunu görebilirsiniz. 
Ama biz, topolojinin en fazla izlenen V saaleri için fzla 
ağır kaçatağını düşündük. ine de, bu kiabı okuyanlaın 
daha fzlsını kaldırabileceğini biliyorum. Bu yüzden aşağı­
dai topolojik ikre değinmeden geçmek istemiyorum. 

Matematik araştırmacılarının çok yararlı bir bulgubi­
lim ilkesi vardır: Zor olan parçyı sona bıakın. Belki proble­
min düşündüğünüz kadar zor olmadığını gösterecek kadar 
kolay parçalar bulabilirsiniz. Aslında, bu ilkeyle tümüyle 
çelişen ve aynı ölçüde geçerli başka bir ilke daha vardır: 
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Saanna sadınn. Bu. il ke elimizdeki bulma� 
düşmese de , bzen daha -iyidir. Bulubi limin hş 
den biri ,  tuarlılık zorunluluğunun olmamsıdır. 
mınız işe aramazsa bir başkasını denein.  Ya]nıca 
yecek bir şeyleriniz kalmadığında bşınız dertte 1 

Neyse , bulmacamıza dönersek, ilk olarak Aa ile 
lantısının yapılması gerekiğini görüyoruz. Nsıl mı? 
isiyorsanız öyle !  Sadece basit olsun: 

C 

Şekil 3 

tık küçük bir labirentiniz oldu, ma anıtınız a k la 
ı. 

Şekil 4 
Haikat 



ncak, eitimli b6yle 
Onların devreye sokabilecekleri ve çok iyi 
relesleri ardır. Bir profesyonel için bu bulmaca açıkça 
bir topoloji alıştırmsıdır. Odanın hiç imi hiç öneml i  d<·· 
ğildir ;  bir çember ya da bir el ips olabi l ir . . .  sl ında , 
bir bozulma oluşturduğunuz sürece odan ın şekl in i  
iniz gibi değişirebilirsiniz. Hatta yaln ız  çerçeveyi deği l .  
t l l . e ' . t . bilı , l -· 

Bu örnekte A ve B şu şekilde yer değişirebil ir: 

C 

a b 

Şeil 5 , 

Problem baştan böyle veilmiş olsaydı, kötü bir bulma­
ca olduğunu düşünecektiniz, çünkü yanıt gözünüzün ­
nünde olacaktı : 

C 

A B 

Şekil 6 



SON DBE 
bir onu1 daha . roblemin ınıunı 

emek dunım Matcmaik�il-r 
çözdülei" için yle mulu olurlar i. 

1 dömi unuturlar. özdüleinin.  , 
: şa problem olduıı kıl lnnan çıveir . . 

I«� nı, olunlşmmş ve ani bir ona lşır. Bu çok 
, çünkü örencilein oş yere fsını 

nr. Anca bu lşanlıkn kulmak zordur. ona .. ani, problem önünüzde iz çöküp 
llamaa bşladıında duursunuz. şınıa 

ı ı al indirecek bir Sear bekleiğiniz sürece, 
i sizin indimeniz gerekiğini unumk son derece k­
ydır. 

Bu öneğimizde son darbe, A ile B 'nin yerini değişiren 
eip bükmenin gerçekte ne olduğunu incelemektir. ona 
işlem tesine çevrilip kablolar ona uygun biçimde aşınabilir. 
Mufak abanının macundan yapılmış olduğunu rsayın. A 
ile B nokalarına iki parmağınızı saplayın ve macunla birlik­
te elinizi 180 derece çevirin .  Herşey sürekli dönecek ve A le 
B yer değiştirecekir. Bu işlemi tersine döndürmek için de 
öbür tafa çevirmeniz gerekir. Tersine çeimei Şeil 6'a 

uyladığınızda, istediğimiz yanıtı ,  Şeil 4'ü elde edebili-. nız. 

Profesyonelin bu releksi belirgin deildir. Öğrenilm­
si gerekir ve yalnızca bir topoloji dersinde öğrenilebilir. Bu 
yüzden elinizdeki problem çözme kaynalarının durumu, 
problem çözme stratejilerine olduu kadar matemaisel 
içeriğe de bağlıdır. Yeni problem türleri yeni satjiler 
dourabilir, yeni stratejiler de yeni problem türleinin ç­
zümünü sağlayabilir. slına bakarsanız, bu, yeni matema­
i erçekten gelişiren en önemli yol lardan biridir. 



Fakat bence , bu bulmaranın bize 
t ı benim sölleimc 

dır. Çoğunuz ekil 1 'i oldukça , , eil 3 '  
ıl ve iisi arsında bir 

l ı tersine, bu i ki 
1 ı çın 

"Çeirme" argümanı topologların beyinleinden çok 
hızlı geçer ve bunu bilinçli olarak farketmezler mi? Sanmı­
yorum. Galiba bunun yapılabileceğini hemen anl ıyorlar. 
Eğer 1 r ı ız birkaç saniye daha düşünür ve "çeime" 
işlemini bulurlar. Ben topolog değil_�m ama bulmacaı bu 
basamaklardan geçerek "çözdüm. "  ünce çözümün önem­
siz bir noktada yatması gerektiğini gördüm, sonra bunun 
mantığını aradım. 

Bir topoloji öğrencisi, bir sonlu noktalar kümesinin 
topolojik bir dönüşümle istenilen bir (onuma taşınabile­
ceğini söyleyen teoremi "bilebilir" ve böylece bulmacaı 
nasıl çözeceğini "bilir. " Olguları bilmek ile bu olgulann 
nasıl biraraya getirileceini bilmek arasında büyük fark 
vardır. Ayrıca, profesyonel matematikçinin önünde çok 
güç bir teknik problem vardır: burada sezgisel olarak çok 
belirgin olan şeyin gerçekten doğu olduğunu kanıtlamak. 
A ile B 'nin yerlerini topolojik bir dönüşümle değiştirme­
nin mümkün olduğunun mantıklı bir kanıtı, olağanüstü 
bir usalık ister. Ancak bunların tümü, acemilik devresini 
atlatmış bir topoloğun düşünme biçiminin parçalarıdır ve 
topolog bilinçli bir çaba harcamaksızın bunları anında kul-
lanabilir. 

Kahve molasında ya da öğle yemeğinde matematikçile­
re rastlarsanız, onları araştırmalarını tartışırken bir inl­
yin. h, evet! Bunu çok sık yaparlar; bunları (yani aaşumla­
nnı, yosa yemek yemelerini değil) durdumak olanaksızdır. 



, ve -ll-rin i  
Maıcmaıiğin -n 

(v� elkilıri n drdiği 
için bir :6p 

hiraray-ı 
hemen hemen değiımyen 

yüzden eski bir eçete kullan ılı r. 
yo.tur, faat iş l - l 

lı . Peçetenin üzeine I 1 �sareniz t 
1 ı . ı içlerinden biri, " l ley! işte o-

du!" diye haykırır. Diğerleri bilgiç bilgiç baş sllarlar. 
1 diye dşünürler. sıl biliyrar1 ma aynı · ı 

sonuca arırlar: tünelin sonunda ışık görülmştür. O 
itibaren problemin "çözüldüğüne" dair görüş birliine 

arırlar; yanıtın m olarak oraya çıkarılabilmesi için ı · 
lı bir hesap kiap gerekse bile. Ana ikir  gelmiştir. 

roblem kendini tümüyle açmış, işlenmeye hazırdır. 

AF NOTR 
Matemaik problemlerinin hepsi anlaşılmaz deilir. 

Zaıf noklan vardır; sondaj yapabileceğiniz, arsabilece­
ğiniz, manivela kullanabileceiniz ve kırpabileceğiniz yer­
leri vardır. Ya da problemleri bazen bir olun karpuz gibi 
alaabilirsiniz. Matemaikçiler böyle şeyleri hissedebilir­
ler. Bir matemaikçi bir kanıtın doğuluğunu, elinde doğ­
uluk<eveliyle hesaplamalar yaparak denetlemez. Hare-· 
tın tüm planı kfsındadır ve düşmanın ne zaman karşısına 
çıkacaını bilir. 

Bizim yapmamız gereken, öğrencilerimizi bu af 
nokaları hissetme, ilerleme kaydedip kaydetmediklerini a 
da bir engele akılıp akılmadıklarını anlama yeteneiyle 
donamaktır. Onların dşünme süreçlerini izlemeli ve at­
tıklan her adımda onları değerlendirmeliyiz. Pôlya'nın 



işte bu nokada 
etrdfında açık  bir yer ararken manevrd 
cak bir tür alet · . hu alet 
nu yanımızda taşıyıp durmak tek bşına yeterli 
hatta her aletin  adını  ve nsıl çalıştığını tek tek 
yeterli olmaz. Buradaki ustal ık, doğu zamanda doğru 
seçmek ve bu aleti işi biirecek şekilde yatar. 

-
Oğremenlerin öğrencileinin ( en ı öğrenmeye 

hevesli olanlarının) bu stal_ığın bilincine 
bileceklerine inanıyoum. Oğrencilerden ı l ı  bir 
de beklemein. Bunun ezberlenmiş birkaç kulı izlemekten 
çok daha güç bir iş olduğunu aklınızdan çıkamayın. 

P6lya'nın bunu bilmesi gerektiği çok açıktır. Zaten e­
linizdeki kitabın konusu da budur. Okurken büyük keyif l­
caksınz ve problem çözme anlayışına ilişkin çok şey öğre­
neceksiniz. Ancak P6lya'nın bu kiaba The nly Way to Solve 
it (Problem Çözmenin Tek Yolu) adını vemediini unut­
mayın. Bu kiabı Hw o Dvep a Sur-Pwr My (Süper 
Güçlü Bir Bellek Gelişimek) anlamında, belirli teknikler 
için reçeteler göstren bir kiap olaak değil, daha çok, How to 
Me Fnds and Inl:,ce Pepe (Dost azanma ve İnsanla­
rı Etkileme) benzeri ,  kalkıştığı güç işin doğsı hakkında 
genel bir çizgi yakalamış zeki ve duyarlı okuyucuya genel 
öğütler olarak sarlamıştı . Bu safalarda tüm hastalıkları 
iileşirecek bir kocakarı ilacı ya da büyülü bir formül bu­
lamazsınız. Bu kitapta matematik araştırmacıları arsındaki 
büyük öğretmenlerden birinin dikkale ve bilerek düzen­
lediği tasarımların sonuçları vardır. Onun için, zekanızı, 
dyarlıınzı ve sağduyunuzu kullanrak okusanız, üzerinde 
düşünebileceiniz birçok şey ve b_ir dizi mantıklı ·· - "i bu­
lursunuz. 

lan twat .. 
Waıick Univ. it i, Eylül 1 9 



• •• i lk Baskıya Onsöz' den 

Büyük bir keşif büyük bir problemi çözer ama zaten 
her problemin çözümünde bir nebze olsun keşif vardır. 
Probleminiz gösterişsiz olabilir; fakat sizin merakınızı 
kamçıhyorsa, yaratıcı yeteneklerinizi ortaya çıkarıyorsa ve 
problemi kendi başınıza çözebiliyorsanız, yaptığınız bulu­
şun gerilimini yaşar ve keşin zaferini tadabilirsiniz. Duyarlı 
bir yaşta böylesi deneyimler yaşamak insanda zihinsel çlış­
maya karşı istek yaratıp bu kişinin karakteri ve zihni üze­
rinde bir ömür bou iz bırakabilir . 

Bu yüzden, matematik öğretmeninin elinde büyük bir 
fırsat vardır. Matemaik öğremeni kendine ayrılan sürei 
tekdüze işlemler içeren alıştırmalar yaparak dolduura, 
öğrencilerinin ilgisini yok eder, onların entellektüel geliş­
melerini engeller ve elindeki bu fısaı boşa harcmış olr. 
Ama örencilerinin önüne bilgileriyle orantılı problemler 
koyarak meraklari�ı kamçılar ve uyarıcı sorularla bu pro­
lemi çözmelerine yardımcı olursa, bağımsız düşünmeye 
değer· vermelerini ve bu maçla bazı araçlar edinmeleini 
sağlayabilir. 



c , lur 
ı ,  t ,ı lr hu 

;ünku hütün h(· t k<·, �ihi o c Lı ,·ı · ır ı ırkl<·n r ı ı  , .•. 
l r l u l ı n  ı ıon ı ı utu l ı ı .  �u �u h ı ı  

t l l l t Lıdı ı ıdaı ı  ho�laı ı ı p  h > J t ı H ı  ı hılrnu·ı 
u bi r i·>gre ı ıc i  bi r ı ı ıa lt · ı u�t t i k  pı ohlc · ı ı ı i ı ı i ı ı , .  

ınafa kadar eğlenceli olabi lecc:ği ı ı i �·a da yoğun 
n1,u1 1n h ıLl ı bi r ten is  ovu ı ıu  kadar a ı -ıu edilehili ı < l t ı 
öğrenebili r. \lateınatiğin keyfi ı ı i yakala�·a ı ı  ( ·,ğu· ı H  i hunu  k, . 
Iay unuunayacak, höylece belki ho� lcUTıa ı ı ları n ı  değerl endi­
recei bir yol ,  belki mesleinde kullanatağı bi r a ra. . belli 
mesleinin ta kendisi , beli de büyük bir tutku olarak ınate­
matiğin yaşamına imesine bir şans tanıydcaktı r. 

Ah ! Bu sat ırları n yazarı kendisin in  de öğrenci  olduğu 
zamanları hatı rl ıyor: biraz tutkulu ,  bi raz maten1ati k  \'C izik  
öğrenmeye hevesl i günler. Ders dinler ,  ki tap okur , anlatı­
lan kural ve çözümleri özümsemeye çal ış ırdı . ma onu hep 
rahasız eden bir soru vardı : "Evet, bu çözüm işe yarar g­
rünüyor, doğru gibi geliyor. ma böyle bir çözün1 nasıl 
bulunabil ir? Evet, bu deney işe yaradı , burada bir yasa var. 
Ama insanlar böyle yasaları nasıl keşfedebiliyorlar? Ve ben ,  
böyle şeyleri kendi başıma nasıl bulacak ya da keşf edece­
ğim?" Bugün bu satırların yazarı bir üniversitede matema­
ik öğretiyor; diğerlerinden daha hevesli öğrencilerinin 
benzer sorularla dolu olduğunu düşünüyor ya da umuyor 
ve onlann merakını doyumaya çalışıyor. Bu satırların ya­
an şu ya da bu problemin yalnızca sonuçlarını değil , ç­
züme götüren güdü ve sü�eçleri de anlmaa çaba harcar 
ve bşına anlanaa lışırken bu iap oaa çıkn. mi 
de bu iabın, örencileinin problem çöme yeteneleini 



Yedinci Baskıya Önsöz'den 

İlk baskının önsözünde verdiğim bir sözü, kısmen de olsa, 
tutabildiğimi bildirmekten mutluluk duyuyorum: Son ya­
tığım çalışma Mathematics and Plausible Reasoning'i (Mate­
maik ve Sağduyulu Mantık Yürütme)  oluşturan ii cilt, 
Induction and Anoloy in Mathematics ile Pattms of Plasibe 
Infrnce; benim Nasıl Çözmeli ?' de başlamış olduğum dü­
şünce -biçimini devam ettiriyor. 

Züih, 30 Austos, 1954 

J 



ilnd askıya f· 

Elini-deki iki nc i  has ıın cla , h i r ka_ k u. ük  t·lc· rnrn ı ı ,  
��nısıra. yen i  hi r dôrdünf Ü höhırn ,·a r · ··p, ohlt· ın lr ı . lpu\ · 

(:i>zümlt·r  . .. 
iap bskıya haz ı rlan ı rken koıu ı\' la i l �i l i  hi rLı. (,-., .  

lemi formüle emiş bi r <;al ı şn1a yayın landı  < S, ,ınt ·  
H.tn, Pri nceton , N . J . ;  krş. 'fı m,�. 1 H  l l aı i ran , 1 9�6 ) . Bu 
gözlemler işi n iç indeki kiş i l .· rce bi l in iyor 1aıt·n . an(·ak s ıa­
an okuyucu iç in formüle etn1cn in  7Aınan ı  gcl ınişti : . 
matematik, müfredattaki en az sevi len ders olmak 
kşkulu bir onura erişmişti r . . .  ( cıeceğin öğreunenlei i lk 
ve ora okulda matemaikten nefre t euncsini ôğrt·niyor­
lar . . .  Sonra da aynı okullara n1atemati ktcn nefret edecek 
yeni bir kuşak yeişti rmek üzere dönüyorlar . .. 

Umn ha geniş bir alana seslenmek üzere 
mt oln bu iap, okuuculaının bazılnnı matemain 
mühenslik ve bilimsel bilgi için gereli bir koidor olmnın 
nı sıa eğlenceli de olabilecei ve epeni bir �t dy 
l einlik yolu açabilecei konsunda ikna edebilir. 

lih, JO H.i, 19,6 



Bir 
roblemi aalınz . 

. 
i 

Verler le binmeyen 
snki bağlanıyı bulun. 

Hemen bir bağlnı 
bmz arımcı pro­

lemler dşmek 
ona alabisinz. 

onna çöme şn bir 
pan elde edebmelsnz. 



NASI L ÇÖZMELh 
PROBEİ NA 
Binyn dir? 
Vr erdir? Kol dir? 
�lu ene genek mümkün mü? şl bmeni eleek n ­
terli mi? Yetesiz mi? ereğinden fla mı? Yosa çelişkli mi? 
Bir şel çin. Uygun işretlendrmeler apın. 
�ln çeşii ısı bbnden ayınn. Bnı ağıda dökebr m­

. ? z. 

PN 
obleme ha önce saz ı? Ya a aı problemn bz da ı 
bine sz ı? 
nüni sua ş,i r bm r unz ?Yı oblek r ­
lem biyor msnuz? 
ne !Ve aı nda a da ener br bmen içeen lk m > 
1�m dme n. 
ie e nüni sua iş,i ve la öı zlş r m nu o ıl� 
nbir s? 
u polein onun bir is? Yöntei ı ılanailir ? u 
polei kabmek içıT br ma öe br W 
oblei ei ölele aabir su ha a öJee t- -
-L:r· • • • ) 
·J sz. 



.. Uç 
Plnını. yie getiin. 

Dt 
Blmn çömü irdı.yin. 



nüne kon poblei.çöeio, önce ona i r �  ­
i çömee şın. nk ha kolay yoablcez br �a m . 
şünebor msunw ei ha genel bir problem? ei a el r . 
lem? Ya eer bir problem? Problen bir smnı çöebildz ? pıhn 
a bir ı ın, diğer kısmını an; şimdi bmei n� r ­
l�bosn; nsıl deişyor? Veilerden ı olablek br lr ­
bliniz mi? Blinmeein elirlenmesne yöneik şa n eler d­
or mluz? Bnmeeni vea veilei gereioa sini d- dp, i ­
inmeen e eni elein bbirlene ha n oı r r 
nw Tn elei knz mı? lu mle ndız ı? n 
aıı n temel rlei göz önne aldız mı? 

PNI YGUA 
özm planınızı uygularken hr dımı konrol din� Adımın dou old­
nu açıkça görebiliyor musunuz? Bunun doılunu knıtlaabr s­
nz? 

. 
GEYE BA 
Soncu konrol eebilir msiniz? , 
Aüanı kontrol bilir msinz? Sonucu daha frklı çıabr m? 
Bunu bir bışta görebilir misiniz? Sonucu a da yöntemi a br o­
lem için kulnabilir misniz? 



Bunda� sonra öne süreceğin1 düşünceler, bir önceki say­
fada, "Nasıl Çözmeli" başlığı al tında sıralanan soru ve öne­
rilerin bir listesiyle gruplanmıştır. Ordan alınan her sou 
ya da öneri kitabın içine geçtiğinde italik olarak yazılacak­
tır; listenin tümüne kısaca "liste" veya "listemiz" sözcükle­
riyle atıfta bulunulacaktır. 

Bundan sonraki sayfalarda listenin amacı tartışılacak, 
uygulaması örneklerle gösterilecek ve listeyi oluşturan iir 
ve zihinsel işlemler açıklanacaktır. Bir ön-açıklama olarak 
şunları söyleyebilirim: Bu listeyi doğru kullanır, buradai 
soru ve önerileri kendinize yöneltirseniz, probleminizi 
çözmede size yardımcı olacaktır. Bu listeyi doğru kullanır, 
buradaki sorrr ve önerileri öğrencinize yöneltirseniz, onun 
problemini çözmesine yardı;ncı olursunuz. 

Bu kitap dört kısma yrılmıştır . 
• 

Biinci kısmın başlığı "Sınıfta" olarak konmuştur ve 
yirmi bölüm içermektedir. Bölüm 1 ile 5 listemizin genel 



Giriş xxxix 

amaçları üzerinedir. Bölüm 6 ile 1 7 ' de listedeki "Ana Ay­
rımlar, Ana Sorular" açıklanmakta ve öncelikle pratik bir 
örnek tartışılmaktadır. Bölüm 1 8, 1 9, 20'de "Başka Örnek­
ler" verilmektedir. 

Çok kısa olan ikinci kısmın başl ığı şöyledir: "Nasıl 
Çözmeli?" Bu bölüm diyalog biçiminde yazılmıştır. Bir 
parça idealize edilmiş bir öğretmen, bir parça idealize e­
dilmiş öğrencisinin kısa sorularını yanıtlar. 

.. Uçüncü ve en geniş kısım "ısa bir Bulgubilim Sözlü-
ğü" olarak adlandırılmıştır; bu kısma "Sözlük" diyerek atıf­
ta bulunacağız. Sözlükte alfabetik olarak sıralanmış altmış 
yedi madde vfrdır. Örneğin , BULGUBİLİM teriminin an­
lamı, aynı başlıklı maddede açıklanmıştır. Bazı paragraf­
lardaki birkaç �adde daha tekniktir ve köşeli parantezlere 
alınmıştır. Bazı maddeler de birinci kısımla yakından ilişki­
lidir ve bazı örnek ve özel bilgiler içerir. Başka maddelerse 
birinci kısmın bir parça ötesine taşar ve bu kısmın arka 
planına ilişkin noktaları açıklar. Çağdaş bulgubilim üze_ri­
ne anahtar nitelikte bir madde vardır; ana maddelerle Söz­
lüğü oluşturan plan arasındaki bağlantıyı açıklamaktadır. 
Ayrıca listedeki belirli noktalarla ilgili bilginin nasıl bulu­
nabileceğini açıklar. Burada ortak bir plan ve birlik oldu­
unu vurgulamalıım, çünkü Sözlük'ün maddeleri mate­
matik-dışı çeşitlemelerin en fazla olduğu bölümdür. ?irkaç 
uzun madde genel temaların sistematik fakat yoğunlaştı­
rılmış tartışmalarına ayrılmıştır, başka maddelerde çok da­
ha özel anlatılar, referanslar, taihsel veriler, alıntılar, 
aforizmalar ve hatta şakalar bulunmaktadır. 

Sözlük çok hızlı okunmamalıdır. Burada metin çoğun­
lula yoğun ve yer yer zorlayıcıdır. Okuyucu belirli noka­
larda bilgi edinmek macıyla Sözlük'e b�rabilir ve bu 
noktalara ilişin kendi deneimleinin olması bu kısmın yaarını büyük ölçüde artırır. 



J N.ı J 

Dördüncü kısmın başlığı "J>roblemJer, ipuçları , V> 
ı ' biçiminde bel i rti lmişir .  Daha is tekl i  o J 

için birkaç problem ortaya koyar. I-Ier problemden sonra, 
sonuca götürebilecek bir "ipucu" veri lmiş ve sonuç " <. 
züm" parçasında açıklanmıştır. 

Buraya kadar "öğrenci" ve "öğretmen" sözcüklerini ı 
sık kullandık; bundan sonra da kul lanacağız .  Bu "öğrenci" 
lise , kolej ya da üniversi te öğ��ncisi veya matematikle ura­
şan herhangi biri olabilir . ''Oğretmen" de lise veya kolej 
öğretmeni , öğretim görevlisi ya da matematik öğreme 
tekniğine ilgi duyan herhangi biri olabil ir .  Bu ki tapta, ele 
alınan duruma bazen öğretmen , bazen öğrenci açısından 
bakılmaktadır. Birinci kısımda öğretmen açısı baskındır. 
ine de çoğunlukla ( özellikle üçüncü kısımda) ele alınan 
bakış açısı öğrenciyle ya da öğremeı1le değil , önündei 
,problemi çözmeye çalışan kişiyle ilgilidir. 



NAS I L  
• • • 

ÇOZMEL I ? 



1 .  KISIM: 
SINITA 

AÇ - -
1 .  Orenciye yrm emek. Oğretmenin en önemli 

görevlerinden biri öğrenciye yardım emekir. Bu iş pek 
kolay değildir ve zaman , pratik, kendini adama ve sağlı 
ilkeler gerektirir . .. 

Oğrenci mümkün olduğunca çok bağımsız çlışma a-
mlıdır. Fakat tek .. bşına bırakılan öğrenci hiçbir ilerleme 
gösteremeyebilir. Oğretmen gereğinden f�la yardımcı olur­
sa, bu kez öğrenciye hiçbir şey kalmaz. Oğremen yardım 
emelidir; ancak bu yardım ne çok fzla ne de çok z olma­
lıdır; öyle i, öğrenciye yapıcak belirli öçüe bir ş kalsın. 

Öğrenci fzla ilerleyemiyorsa, öğremen öğrencisine 
bağımsız çalışma konusunda en azından bir izlenim bı­
rakmalıdır. �unun için de, yardımın akıllıca ve sıkıntı vr-
en yapılması gerekir. 

Bununl� birlikte, en dosu, örenciye dou bir rdm 
sunmakır. Oremen kendini örencinin yeine komlı, öğ­
rencinin dumunu karaabilmeli, örencinin sındn 
neler geçiini anlmaa çalışmlı ve ö,nin ni� ı 
ie, bir adıma işaret emeli a da bu doltua bir s­
ı sonlıdır. 
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2. Solr, asiy�ler, hnsel şleJer. (Jğrenciyc eı­
kin ve doğal biçimde, fakat onu sımadan yardım cdchiJ­
mek için, öğ.emenin aynı soruları tekrar tekrar , u · 
anı basamakları tekrar tekrar göstermesi gerekebilir .  Bôy­
lece sayısız problemde şu soruyu sormak zorunda kal ırız: 
Bilinyn nedir? Sözcükleri değiştirip aynı soruyu farklı 
şekillerde sorabiliriz: Gereke·n ne? Ne bulmak istiyorsun? 
Nei araman gerekiyor? Bu soruların amacı , öğrencinin 
dikkatini bilinmeyen üzerinde toplamaktır. Bazen , bir ­
�eride bulunarak aynı etkiyi daha doğal biçimde_ elde ede-. 
biliriz: Bilinyene bak! Soru ve öneri aynı sonucu hedeler, 
aynı zihinsel uyanışı sağlamaya çalışır. 

Bu satırların yazarı, öğrencilerle problemleri tartışmaa 
yararlı olabilecek soru ve önerilein to_planıp gu­
landırılmasının yararlı olacağı görüşündedir. U zeinde çlı­
tığımız liste, bu türden, özenle seçilmiş ve düzenlenmiş s-
ularla önerileri içermektedir. Bu soru ve öneriler keni 
başına problem çözmeye · çalışan kişiye de anı derecede 
yardımcı olacaktır. Okuyucu listeyi iyice özümlemişse ve ­
nerilen eyl�min arksındakini görebiliyorsa, listede robm­
in çözümüne yararlı olabiecek tipik zihinsel işemlin dolaylı 
bir biçimde sıralandığını görecektir. Bu işlemler gerçeleş­
mesi en muhtemel oraya çıkış sırasına göre sunulmuştur. 

3. Genek, listemizdei sou ve önerilerin önemli bir 
özelliğidir. Şu soulan ele alalım: Bilinyn nedir? Vir -
rdir? Koşul nedir? Bu soular genel geçerliği olan soulrdır; 
bunları her turden problemle uğrşırken anı etkililile s­
rabiliiz. Bu solaın eisi hiçbir konuyla kısıtlı deilir. 
Problemimiz cebirle ya da geometriyle, matemaile a d� 
matemaikdışı konularla, kurmla a da uyulmayla, cidi 

· bir problemle ya da lnızca bir blmacayla ilgili olablir, 
Problemin �üü hiç önemli deildir; ne 01:rsa olsun bu sr 
ular anlmlıdır ve problemi çözmemize yardımcı olabilir. 



slında burada bir ııla var, anrak hu 
ilgi l i  değil . lJstcdcki hazı Joru ve ônerilcr 

ce "sonu_� bulma problemleri tine  yönel ikti r ,  . kanı ı  pro­
lemlei"ne değil .  Eli ın izde hi r kan ı t  prohlcmi varsa . farkl ı  
soular k.ullanmal ıyız ;  bak ın ı z :  S�)NlJ(: Bl JLMA PR(>­
LEMLEI, ANrr PROBL.EM I �ERI . 

4. Sğduu. Listemizdeki soru ve öneri l er  gencidi r .  fa­
kat genelliklerin in yanısıra, doğal , basi t ve ac; ı k  scç ik ti rler ;  

du ı n kaynaklanırlar. Şu öneriyi e le alal ım :  Bilinu-
ene bakın! .Aynı ya da bnzr bir bilinyen içren bir probem 

dşünye çalışın. Bu öneri , size , önümüzdeki problemle 
ciddi olarak ilgilendiğiniz takdirde zaten yapacağın ız  bi r 
şei salık verir .  Aç mısınız? iyecek bulmak istiyorsanız ,  a­
bii ki yiyecek elde etmenin bilinen yollarını düşünürsünüz. 
Geometrik bir çizim probleminiz mi var? Bir üçgen çizmek 
isiyorsanız, bildiğiniz üçgen çizme yollarını düşünürsü­
nüz. Elinizdeki ne çeşit bir problem olursa olsun, bir bi­
linmeyeni bulmak istediğinizde, bu bilinmeyeni ya da ben­
zer bir bilinmeyeni bulmanın yollarını düşünürsünüz. Bu­
nu yaptığınızda da, bizim listeden aldığımız öneriyi izliyor­
sunuz demektir. Doğru yoldasınız; bu iyi bir öneridir ve 
çounlukla başarılı bir işlem sunmaktadır size. 

Listemizdeki tüm soru ve öneriler doğal , basit ve açık 
seçikir. Sağduyudan kaynaklan�_r ancak bu sağduyuyu ge­
nel terimlerle ortaya koyarlar. ünündeki problemle ciddi 
olarak ilgilenen ve bir parça sağduyusu olan herkesin do­
ğal olarak yapacağı şeyler önerirler. Ancak problemi çözen 
işi doru yolda ilerleşe de, genellikle, bu davranışını. açık 
sözlerle ifade emeye önem vemez, muhtemelen de bunu 
yapamaz. Bizim listemiz bunu yapmaya çalışmaktadır. 

5. Öremen ve öreni. Tit ve prak. Öğremen 
listedei bir soru ya da öneii öğrencileine yönelirk n 
iki amaç gözetebÜir: Biinçisi, elindei problemi 'çözmede 
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öğrenciye yardımcı olmak; ikincisi , ge1 ecektcki problemle­
i kendi başına çözebilmesi iç in öğrencinin yetenekleini 
gelişirmek. 

Deneimler, listemizdei soru ve öneilerin dou ku11­
nıldığında öğrenciye çou kez yardım edebileceini söylüyor. 
Bu soru ve öneilein ii ortak özellii var; sağduu ve genel­
lik. Sağduyudan yola çıktıları için çok doğal olarak ala ge­
lebilir, öğrenci bunlaı kendisi bile bulabiliyor. enel olmJa­
n nedeniyle de öğTencii sımadan yardımcı oluyor, lnıza 
genel bir yön gösterip öğrenciye yapacak çok şey bırakıyor. 

Daha önceden sözünü etiimiz iki amaç bunlarla akın­
dan ilişilidir. Öğrenci elindei problemi çözmei bşaıra, 
problem çözme yeteneine bir şeyler eklenecektir. Bu noka­
da solarımızın genel olduğunu ve birçok duma uyla­
nabileceğini hatırlmalıyız. Anı soru tekrar tekrar yardımcı 
olmuyorsa, örenci çözümü unutmayacak ve benzer bir du­
umda keni kendine soracaktır. Karşılaştığı problemlerde 
sorusunu tekrarlayan öğrenci, başarılı olduğunda souu 
donı biçimde kullanmayı öğrenmiş ve özümsemiş demekir . 

.. 
Oğrenci , listemizdeki sorulardan birkaçını iice özüm-

seyip, sonunda doğru anda doğru soruyu sorabilecek ve 
buna karşılık gelen zihinsel işlemi doğallıkla ve hızla yapa­
bilecek hale geldiğinde, amacımıza ulaşmış oluruz ve öğ­
renci de elde edebilecei maksimum yararı sağlar. İşte bu 
en iyi sonuca ulaşmak için öğretmen ne yapmalıdır? 

Problem çözme, diyelim yüzme gibi, alıştıma yapmk­
la ilili bir beceridir. Böylesi becerileri aklit ederek ve pa­
tik yaparak ediniriz. Yüzmeye çalışırken, bşkalarının el ve 
ayaklarıyla yaptıklarını taklit · eder ve alıştırmalar yapak 
sonunda yüzmei öğrenirsiniz. Problem çömei öğrenir­
ken de, bşklaının problem çözerken yaptıklarını gözler 
ve alit eder, bunları yapmaya çlışırk�n öğreniveirsiniz. 
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Orencileinin problem çözme yetenekleini gelişir-
mek is�eyen öğretmen, problemlere ilgi duymalarını yavaş 
yavaş öğretmek, alit ve alış�ırma yapmalan için bol bol 
·zaman tanımak zorundadır. Oğrencisinde listemizdeki s-
ru ve önerilere karşılık gelen zihinsel işlemlei geliştimek 
isteyen öğremen, bu soru ve önerileri mümkün olduğun­
ca ve elbette doğal davranarak öğrencinin karşısına çıkar­
malıdır. Bunun da ötesinde ,  öğremen sınıfın önünde 
problem çözüyorsa ,  düşüncelerini bir parça dramatize et­
meli ve öğrencilerine yardım ederken sorduğu soruları ön­
ce kenine yönelmeliir. Böyle bir yönlendimeyle, öğren­
ciler bu soru ve öneri leri doğnı biçimde değerlendirecek 
ve bunu yaparken herhangi b ir  matemaiksel yasanın bi­
l inmesinden daha önen1 l i  b i r  fayda sağlmış olacaklardır. 

ANA AIMR, ANA SORUAR 

6.  Dört ere. ( : <· ·, zü ınü hu l ınaya (al ı ş ı rken , kendi bakış 
aç ı ın ızı , prohleın i e l e  a l ı ş  tarz ı ın ı ı ı  tekrar tekrar değiştire­
bi l i riz .  Konuınuınuı.u sürekl i  değiş t i rınck zorunda kalabili­
riz .  (:al ış 111aya haş lad ı� ın1 1 ıda büyük olas ı l ıkla problemi 
kavrayış ın1 1 z  o l ch ık;a eksi k o lacak .  i .  pan,:a i lerlediğimiz­
de görüşüın üı değişerek .  _·>ıümc vaklaş t ığım ızda da daha 
farkl ı ola<·akt ı r . 

Listeın izdeki sonı \'(· ôneri lcri hizc kolayl ı k  a layabi-
lecek · · l 1 i ıçın , ayı dört evre-

l nin ereli 
blemin 
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Bu erelein hepsinin kendine. göre bir önemi vardır. 
Bir örencinin son derece parlak bir iirle oraya çıkıp 
bütün hzırlık aşamalarını atlyarak sonucu bulmsı 
mümkün olabilir. Böyle şanslı iirler, kuşkusuz, en çok 
_arzu etiimiz şeyir, fakat ii bir iki olmayan öğrenciler 
dört evreden biini .. atlattığında hiç istemediimiz bir du­
umla karşılaşırız. Oğrenci problemi anlamadan hesaplar 
y� da çizimler yapmaya kalkışırsa duum daha vahim olabi­
lir. Ana bağlantıı görmeden veya bir tür plan yapmadan 
ayrıntılara inmek genellikle yararsızdır. Öğrenci, planını 
uyularken attıı hr adımı kontrol edrse, birçok hatadan ka­
çınmış oluruz. Diğer taraftan, öğrenci tamamladığı çözü­
mü tekrar düşünmez ve tekrar inceemzse, en iyi sonuçların 
bazılarını kaybetmiş oluruz . 

7. Problei nlmk. Anlamadığınız bir soruyu yanıt­
lamaya çalışmak aptallıktır. Arzu etmediğiniz bir amaç için 
uğraşmaksa üzücü bir durumdur. Böylesi iizücü ve apalca 
d�rumlarla okulda ve okul dışında sık sık karşılaşılır. n­
cak öğretmen böyle şeylerin sınıfında olmasını engelleme­
ye çalışmalıdır. Öğrenci problemi anlamak zorundadır; 
yalnızca anlama�la kalmamalı ,  problemi çözümlemeyi de 
arzu emelidir. Oğrencinin ilgisi azsa ya da anlamaka güç­
lük çekiyorsa, bu her zaman onun haası değildir. Problem 
çok iyi seçilmeli , çok zor ya da çok kolay olmamalı , doğal 
ve ilinç olmalı ,  doğal ve ilinç bir sunuş için süre ayrılma­
lıdır. 

Oncelikle, probl�min sözcüklerle ifade edilmiş biçimi 
anlaşılır olmalıdır. Oğremen bunu bir dereceye kadar 
konrol edebilir, örenciden problemi tekrarlamsını ister 
ve öğrencinin de problemi akıcı bir biçimde ifade edebil-
mesi gereir. Anca, öğrencinin de problemin başlıca kı­
sunla.nı, bilinmeyenini, veileini, ko ulunu gösterebil­
mesi gere ·r. Dola syla öremen, Bilinyn nedir? Vir 

· · ! o · ? solını öngömeiir. 
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" 

Orenci problemin başlıca kısımlaını ikkale, tekar 
ter ve çeşili açlardan ele lmlıdır. Probleme ilişin bir 
şeil arsa, u şekli izeli, bu şeil zerinde bilinmyeni ve 
veileri belirleyebilmeliir. Bunlara isim vermek ger�iyorsa, 
uyun işaretndiyi yapmalı, yun işareleri seçmeye özen 
göstermeliir. Problem belirli bir yanıt gerekirmeip, ylnız­
ca bir ahmini içeriyorsa, bu hazırlık aşmasında yararlı olabi­
lecek bir soru daha vardır: Koşulu yine getiek mümkün mü? 

(II .ısım, "Problemi Anlamak" bölümünün başlangıcı 
iki aşamya ayrılmıştır: 'Yakınlaşmak" ve "Daha iyi anlama­
ya çalışmak." )  

8 .  Önek. Bir  önceki bölümde değindiğimiz bazı nok­
taları açıklayal ım şimdi . Basi t bir problem ele alalım: Uzun­
luu, gnişlii ve yükseklii bilinn, dikdötgn paralelyüzlünün 
köşegenini bulun. 

Bu problemi yararl ı olacak biçimde tartışabilmek için,  
öğrencilerin Pisagor teoremini ve bu teoremin düzlemsel 
geometrideki bazı uygulamaların ı  bilmeleri gerekir. Ancak 
uzay geometri konusundaki s istematik bi lgileri az olabilir. 
Burada öğretmen , öğrencis inin uzamsal ilişkilerini yüzey­
sel de olsa bilmesine güvenebili r. 

. Öretmen problemi somutlşuak daha ilginç kılbilir. 
içinde bulundukları s ınıf da boutları ölçülebUecek ya da 
tahmin edilebilecek bir dörtgen paralelyüzlüdür; öğren­
ciler kendi sınılarının kö�egenini bulabilirler, ya da 
"dolylı olarak ölçebilirler. " Oğremen sınıfın uzunluğunu, 
genişliğini ve üsekliini belirler, köşegeni bir el işareiyle 
gösteir ve ahaya çizilmiş şeli öğrencilein gözünde can­
landırır 

remenJe örene· ei arsınai · onşma şu şeilde 
b la ilir: 
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• 

ünün uzun luğu ,  �t· n i şl iA i  v,· • 

/, _vap, 11 . l\i l i nnu·yen i  hangi 

. Uıunluk, genişl i k  ve yüksek l ik  i .· i n  hangi  harlt·i 
çecesiniz?" 

" b ,. a, ' c. 
"a, b, c ve x' i birbirine bağlayan l<oşu l  nedirr· 
.. x, uzunluğu, genişliği ve yüksekliği s ırasıyla a, b \'e c r  

lan bir paralelyüzlünün köşegenidir. " 
"Bu mantıklı bir problem mi? Yani ,  koşul, bihnm;;ni ­

lirek için yetrli mi ?" 
"Evet, yeterli; eğer a, b ve c'yi bilirsek paralelyüzlüyü bi­

liyoruz demektir. Paraleiyüzlü saptanabiliyorsa, köşegeni 
de saptanabilir. '' 

9. Br pln hrlma. Bilinmeyeni  elde etmek için 
hangi hesaplma ya da çizimleri yapacağımızı en zından na 
halarıyla biliyorsak, elimizde bir plan var demektir. Bir pro­
lemi anlamakan bir plan hazırlamaya geçmek, uzun ve 
zahmeli bir uğraş olabilir. Aslında, bir problemin çöz­
mündeki temel adım, bir plan düşüncesinin kavranmsı­
dır. Bu düşünce yavaş yavaş ortaya çıkabilir. Ya da, başarısız 
�enemeler :ve bir duralama döneminden sonra, ansızın, 
şimşek ibi, "parlak bir ikir" oluşabilir . Öğretmenin öğ .. 
renci açısından yapabilecei en iyi şey, sıkıntı vemeden 
parlak bir ikir bulmsına yardım emekir� İleride arua­
cağımız sou ve öneriler böylesi bir ikir bulmayı teşik ­
dici niteliktedir. 
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l ·· ı uı hcpi rn i ı ,  hi r konu hakk ında hil� inı i ı  ıyı 
ikir ürt· tt:hilınen in  zor ,  hilg inı i ı  yok\a ola ı ı .ık •uı  oldu­

ğunu i l i  · l .  l yi fi ki rl t· ri ı ı  te rnc li nde ge�· ı n i �  e l <· neyi ın l<· r \'(· 
önceden cdin ilnı i ş  bilg iler yatar. Yaln ı zca an ı rn sarnak ,  iyi 

i r  ikir buln1ak i �· i n  ye terli değildir . Fakat ilg ili \'e rile r hi -
iktirmeden de ivi bir fiki r üre ti lemez .  ( �ereken n ıalzemevi 

j • 

biraraya get irnıeden ev yapaınayız .  Matematikse l bi r pro-
lemi çözebilmek için gerekli malzen1elcr i se .  e l i ın izdeki 
probleme i l işkin önceden çözülmüş problemler veya ön­
ceden kanıtlanmış teoremler gibi , geçmişte edindiğimiz 
matematiksel bilginin bel irl i  parçalarıd�r- Dolayısıyla , i şe 
başlamanın en uygun yolu, genellikle, Onünüzeki souna 
ilişkili bir probem biliyor musunuz ? sorusunu sormaktır. 

Zor olan noka ise, genellile elimizdei problemle bir bi­
çimde ilişili , yani elimizdekiyle ortak noksı olan birçok 
problem bulunmasıdır. Bunların içinden gerçekten yarlı 
olabilecek problemlei nasıl seçeceiz? Listemizde temel bir 
orak nokaya işaret eden bir öneri ar: Bilinye bkın! Aynı 
ya, a bnr ir blinyn rn, idk bir robm düşüne çın. 

Önceden çözülm�ş ve elimizdekine çok benzeyen bir 
problem haurlamaka bşarılı olursak, şansımız r demekir. 
Böylesi bir şansı hakememiz _gerekir. Bunun iin de haurla­
nan problemi kullanmlıız. işte sie elinkkiye ilişkili ve ha 
n çzülmüş bir robem. Bunu kulanbilir msinz? 

özünü etiimiz solar iice alşldıında ve ciddi olk 
dşünldüünde, düşüncelei bir düzene sokmaa rdmcı 
oakır, ak bunun her mn rlı ommsı, her mn 
şlememesi de söz konsudur. Eğer işe myoa, şa bir 
noka mlı ve probleimiin çeşii yöleini keemeii. 
Problemi deişimeli , dönüştümeli ve çeşilendimeliiz. 
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oblemi dişirefek bzı araçlar · , , · 
· . enellşim1e. özelleşi 111c , analt�j i  kullanına, 

ir , ama . . .  Avnntılar da öncınl idir ,  antak i r o. 
I 

l · · · ·· t · ı  i · . Problen1in _·cşi tlcnıncsL uygun bir . .  
ı , problen1e götürebilir bizi : ()n ünu Junın robu 

öce onunlı ilşkili bir robeıni çözye rr.ışın .  
Bildiiıniz çeşili problen1leri uygulaınaya - � ı � ı  , · i 

deişiliklei dikkate alır ve çeşili yardımcı problemler de-
nesek, sıl probleıniınizden çok uzaklaşıp sonınu t u t 
gözden kaçıma tehlikesiyle karşı karşıya kalabiliriz . Bu nok­
ada bii asl probleme geri götürebilecek iyi bir sou rdır: 
Tüm vnm kuladınz mı ? Koşuan taan yararandınz ı ?  

10. Omek. 8 .  maddede ele aldığımız örneğe geri d­
nelim. Bıraktığımız noktada, öğrenciler problemi anlama)ı 
başarmış ve biraz da olsa ilgi göstermeye başlamışlardı. r­
tık ken . di ikirlerini öne sürebilir, biraz varlık gösterebilir­
lerdi . Oğrencilerini dikkatle gözleyen öğretmen böyle bir 
inisiyaiin işaretlerini saptayamıyorsa ,  onlarla tekrar k­
nuşmaya başlamalı ,  öğrencilerin yanılayamadıkları so�a­
rı biraz deiştirerek tekrarlamaya hazırl ıkl ı  o lmalıdır. Oğ­
remen sık sık öğrencilerin sinir bozucu sessizlikleiyle kar-
şılaşabilir (bu sessizlikleri . . . . . . . . .  işareiyle belirteceğiz) . .. 

"Onünüzdeki sounla ilişkili bir robem biliyor musunuz ?"  

"Eilinyene bakın! Aynı bilinyni olan bir robm bili­
yr msunuz?" 

"Pei, Bilinyn nedir? " 
"Bir paralelyüzlün ün köşegeni". 
"Bilinyni aynı olan herh-ni bir robm biliyor m­

sunuz?" 
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"Hayır. Daha önce bir paralelyüzlünün köşegeni hak­
kında bir problem çözmedik. " 

"Bilinyni bnzr ol�n herhangi bir robm biliyor mu­
sunuz?" 

"Bakın, köşegen bir parça; bir doğrunun parçasıdır. 
Şimdiye dek bilinmeyeni bir doğrunun uzunluğu olan bir 
problem çözmediniz mi?" 

"Elbette böyle problemler çözdük. Örneğin, bir dik 
üçgenin bir kenarını bulmak gibi . "  

"Güzel ! İşte size önünüzdeki sounla ilişkili ve daha önceen 
çözülmüş bir problem. Bunu kullanabilir misiniz ? "  

"Oldukça şanslısınız; önünüzdeki sor.unla ilişkili ve ön­
ceden çözdüğümüz bir problem haırlayabildiniz. Bundan 
yararlanmak ister miydiniz? Bu probkmi kullanabilmek için 
bir yardımcı öğe bulabilir misiniz ?' 

"Bakın, şimdi, hatırladığınız problem bir üçgenle ilgili. 
Elinizdeki şekilde bir üçgen görebiliyor musunuz?" 

b 
\ Şeil 1 



Nııl 

Bu şon ipucunun, paralelyüzlüye istenen k "  
hipotenüs olduğu bir dik üçgen yerleştirme ikini r 
çıkartacak kadar açık olduğunu umalım (Şekil l 'de g . .  -
rilmişir) . ine de öğretmen, oldukça açık olan bu ipucu· 
nun öğrencilerin uyuşukluğunu sarsmaya yeterli olamaya­
cağı durumlara karşı hazırlıklı olmalı ve bu yüzden çok 
daha açık ipuçlarını elinin al tında tutmalıdır. 

"Bu şekile bir üçgen yerleştirmek ister misiniz?" 
"Şekile ne tür bir üçgen yerleştirmek isterdiniz?" 
"Henüz köşegeni bulamazsınız; fakat bir dik üçgenin 

kenarını bulabileceğinizi söylediniz. Şimdi ne yapacasınız?" 
''Köşegen bir üçgenin kenarı olsaydı bulabilir miydi­

niz?" 
Sonunda öğrenciler, az ya da çok yardımla, yardımcı 

öğeyi , Şekil 1 'de vurgulanan dik üçgeni yerleştirmei ba­
şardıklarında, öğretmen asıl hesaplamalara dalmadan ön­
ce, öğrencilerin ileriyi yeterince görebildiklerinden emin 
olmalıdır. 

"Bu üçgeni çizmek iyi bir ikirdi. Şimdi elinizde bir üç­
gen var; bilinmeyen de var mı?" 

"Bilinmeyen üçgenin hipotenüsüdür. Pisagor teore­
mini kullanarak hipotenüsü hesaplayabiliriz. " 

"Evet, ama diğer iki kenarı bilmeniz gerekir; biliyor 
musunuz?" 

"Kenarlardan biri verilmiş: c. Sanı�ım diğerini de bl­
mak pek zor olmayacak. Evet, evet, diğer kenar da bir bş-
ka dik üçgenin hipotenusü." 

"Çok güzel ! Görüyorum i artık bir planınız var." 
. I 
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1 1 . Plnın ulmsı. Bir plan hazırlamak, çözüme 
götürecek iki kavramak kolay değildir. Başarılı olabilmek 
için çok şey gerekir: önceden edinilmiş bililer, iyi zihinsel 
alışkanlılar, amaç üzerinde yoğunlaşmak ve bir şey daha, 
şans. Halbuki planın uygulanması çok daha kolaydır; bize 
sıl gereken sabırdır. 

Plan genel bir çatı izler. Aıntıların bu çatıya uyduğun­
dn emin olmalıız. Bu üzden, herşey tümüyle açı·k seçik ­
lana ve bir haanın saklanabileceği hiçbir karanlık nokta kal­
mayana dek ayrıntıları biribiri ardına, sabırla incelemeliyiz. 

Öğrenci gerçekten bir plan ol_uşturmayı başarabilmiş­
se, öğretmen biraz daha huzurlu olab�!ir. Başlıca tehlike, 
öğrencinin yaptığı planı unutmasıdır. Oğrenci , planı dışa­
rıdan ve öğretmenin otoritesiyle kabullenmişse, unutması 
daha kolay olur; fakat planı kendi oluşturmuşsa, yardım 
almış olsa bile, çözüme götürecek yolu kendi bulmuşsa u­
nutması kolay olmaz. Bu durumda bile, öğretmen öğren­
cinin hr basamaı kontrol etesinde ısrarlı olmalıdır. 

Kendimizi bir basamağın doğruluğu konusunda ikna 
emeye çalışırken "sezisel" ya da "biçimsel" bir mantıkla 
hareket edebiliriz. Basamağın doğu olduğunu hiçbir kuşku­
ya yer bırakmadan açık ve kesin olarak görene kadar söz 
konusu noktada yoğunlaşır ya da söz konusu nokayı biçim­
sel kurallara göre türetiriz. ( "Sezgi" ile "biçimsel kanıt" ara­
sındaki farl�hk birçok önemli önekte yeterince açıktır ve 
bundan daha derin artışmaları felsefecilere bırakabiliriz. ) 

. 
sıl nokta şudur: Oğrenci her basamağın doğruluuna 

gerçekten inanmalıdır. Bazı durumlarda öğretmenin "gör­
mek" ve "kanıtlamak" arsındaki farkı vurgulaması gereke­
bilir: Kontrol etti,niz bsamaın douluunu görebiliyor 
musunız ? Fakat,_ aynca, kontrol etti,niz basamağın douluu­
nu kanıtlayabilir misini. ? 
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12. Ömek. 10. maddenin sonunda bıraktığımız yerden .. 
işimize devam edelim. Oğrenci, en sonunda, çözüme götü-
recek ikre ulaşmıştır. Dik üçgenin hipotenüsünün bilin­
meyeninin x olduğunu, verilen c yüksekliğinin üçgenin bir 
kenarı olduğunu ve diğer kenarın bir yüzün köşegeni ol­
duğunu görür. Öğrencinin herhalde doğru isimlei kul­
lanması için teşvik edilmesi gerekecektir. Kenarları a ve b 
olan yüzün köşegenini göstermek için y seçilmelidir. Böyle­
likle, bilinmeyeni y ol�n bir yardımcı problem oluştuma 
ikrini, çözüme götürecek ikir, daha açık görülebilir. Son 
olarak, birbiri peşisıra iki dik üçgen üzerinde çalışırsak 
şunları elde edebilirsiniz (Şekil 1 'e bakınız): 

x2 y2 +c2 

y2=a2 + b2 

Böylece, yardımcı bilinmeyen y' den kurtularak x bulu­
nabilir: 

x2=a2 
+ b2 

+ c2 

x=/(a2 + b2 + c2) 
.. 
Oğrenci basamakları doğru uyguluyorsa, öğremenin 

müdahale etmek için bir nedeni kalmayacaktır; yalnızca 
öğrencii hr basamaı kontrol etmesi için uyarabilir: 

"Kenarları x,y,c olan bir dik üçgeni açıkça görebil�yor mu­
sunuz?' 

Bu soruya öğrenci dürüstlükle "Evet" yanıtını verebilir. 
Ancak öğretmeni öğrencinin sezgisel kanısıyla ikna olmz 
ve "ma bu üçgenin bir dik üçgen olduğunu kanıtlayabilir 
misiniz-?' ibi bir sou sorarsa, öğrenci çok utanabilir. 

_ "Ama bu üçgenin bir dik ·üçgen olduğunu kanıtlayabilir 
misiniz?" 
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ı ıl·u n· vcrehilt·ct·k durunıda olsa hile. hi,ylt· sonda-
ı n sınıfaki çoğ11 öArcnciyi sıkınııva sokına teh)ikt·\İ VdHln. 

13. Geiye bış. ()ldukt.�t iyi i'>ğrt'ııriler hil<· prohlcıni 
çözüp düzgün bi<)ındc ya.dıktaıı sonra kitaplarını kapatır 
ve bşka bir şeyle il-ilenıneye bşlarlar. Böyle yapınca da i in 
çok öneınli ve eğitici bir aşamasını gözden ka(ıımış olurlar. 
Tmn1lanan çözün1e gei dönüp bakarak, tekrar dti�üncrck, 
sonucu ve sonuca giden yolu tekrar inceleyerek, bilgileini 
sağlamla_ştırmış ve problem çözn1c yeteneklerini geliştirmiş 
olurlar. iyi bir öğretmen, hiçbir problemin tamaınen orta­
dan kalkmayacağını anlaınalı ve öğTencilerine de anlatma­
lıdır. Her zaman yapalabilecek bir şeyler kalmıştır; yetein­
ce çalışarak her çözümü daha da iyileştirebilir ve çözüm 
anlayışımızı bu oranda geliştirebiliriz. 

Artık öğrenci planını uygulamıştır; çözümü yazmış ve 
her basamağı kontrol etmiştir. Dolayısıyla, çözümün doğru 
olduğuna inanmak için geçerli nedenleri vardır. ine de her 
zaman hata yapılabilir; özellikle yürütülen mantık uzunsa 
ve çok bil� içeriyorsa. Bu yzden doğrulmalann olması is­
tenebilir. Ozellikle sonucu veya yürütülen mantığı kontrol 
edecek hızlı ve sezgisel bir işlem varsa, bu işlemin uygu­
lanması alanmamalıdır. Sonucu kontrol edebilir misiniz? Yü­
üttüünüz mantığı kontrol edebilir misiniz? 

Bir nesnenin niteliği ya da varlığından emin olabilmek 
için, ·nesneyi görmek ve ona dokunmak isteriz. Tıpkı ii 
farklı duyguyla algılamayı yeğleyeceğimiz ibi, iki farklı 
kanıla ikna olmayı yeğleriz: Bu sonucu bir başka yolla ee 
eebilir misiniz? Kuşkusuz, kısa ve sezgisel bir tartışmaı, u­
zun ve ağır bir artışmaya yeğleriz: Bunu bir bakışta örebili­
yr musunuz? 
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Öğremenin ilk ve en önemli görevleinden biisi, öğ­
rencileine matemaik problemlerinin birbiriyle pek z 
ilişkili olduğu ve başka şeylerle ilişkili olmadığı izlenimi 
vermemekir. Bir problemin çözümüne tekrar göz attığı­
mızda, problemin bağlantılarını görmek gibi doğal bir fır­
satımız olur. Çözümü tekrar inceleyen öğrenci, dürüst bir 
çaba harcamışsa yaptığını ilginç bulacak ve ii bir şeyler 
yapmış olduğunun farkına varacaktır. Bu da gösteilen ça­
bayla başka neler yapılabileceğini ve bir başka sefere de 
aynı biçimde çalışıp çalışmayacaklarını görme isteleini 
artıracaktır. Öğretmen, öğrencilerini aynı işlemleri kulla­
nabilecekleri veya buldukları sontıcu uygulayabilecelei 
örnekler düşünmeye teşvik etmelidir: Bu sonucu ya da yön­
tmi bir başka robem için kullanabilir misiniz? 

.. 
14. Omek. Bölüm 12'de öğrenciler nihayet çözüme u-

laşmışlardı. Dikdörtgen bir par�lelyüzlünün köşelei, sıra­
sıyla a, b; c ise, köşegeni 

/a2 + b2 + c2 

olacaktır. 
.. 

Bu sonucu kontrol edebilir misiniz? Oğretmen deneimsiz 
öğrencilein bu souya iyi bir yanıt vermesini bekleyemez. 
Bununla birlikte, öğrencilerin "harler"le belirtilmiş pro­
lemlerin rakmsal problemlere kıyasla daha avantajlı oldu­
ğunu çabuk öğrenmeleri gerekir. Eğer problem "haler"le 
veilmişs�, elde edilen sonuç birçok yoldan denenmeye 
açıktır. üte yandan, "rakamlarla" verilen bir problem d­
nenmeye açık deildir. Öneğimiz, oldukça bsit olmasııa 
karşın bunu rhatlıkla gösterebilir. Oğremen, sonuç hak­
kında öğrencilein kolayca "Evet" yanıtını verebileceklei 
birçok şou sorabilir, ancak "Haır" yanıtı sonuça ciddi bir 
çalak olduunu gösterecekir. 
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"ı�üm vii kullandınız mı? Köşegen formülünüzdc 
tüm veriler, a, b, c olarak geçiyor mu?" 

"Uzunluk, genişlik ve yüksekliğin sorumuzdaki rolü 
aynıdır; problemimiz a, b, c'ye göre simetriktir. Köşegen 
için elde ettiğiniz ifade a, b, c'ye göre simetrik mi; a, b, c'yi 
birbirleriyle deiştirdiğimizde sonuç değişiyor mu?" 

"Problemimiz bir uzay geometri problemidir: a, b, c 
boyutları verilen bir paralelyüzlünün köşegenini bulmak. 
Problemimizin düzlemsel geometride bir analog problemi 
var: a, b boyutları verilen bir üçgenin köşegenini bulmak. 
'Uzay' problemimizin sonucu, 'düzlemsel' problemimizin 
sonucuna benziyor mu?" 

"c yüksekliğini azaltır ve sıfıra indirirsek, paralelyüzlü 
bir paralelkenar halini alır. Eğer formülümüze c=O koyar­
sanız, dörtgen bir paralelkenarın köşegenini veren doğru 
formülü elde eder misiniz?" 

"c yüksekliği artırıldığında, köşegen de artacaktır. 
Fomülünüz bunu gösteriyor mu?" 

"Paralelyüzlünün üç ölçü_�ü a, b, c aynı oranda artırı­
lırsa, köşegen de aynı oranda artar. Formülünüzde a, b, c 
için sırasıyla 12a, 12b, 12c koyarsanız, köşegenin de 12 mis­
line çıması gerekir. Böyle oluyor mu?" 

"Paralelyüzlünün boyutları a, b, c sanimetre olarak öl­
çülüyor, formül köşegeni sanimetre biriminden veriyorsa, 
ama tüm ölçümleri desimetreye çeviriyorsanız, formülünü­
zün doğru kalması gerekir. Böyle oluyor mu?" 

(slında bu son iki soru birbirine eşdeğerdir; bakınız, 
BOUTA DENEMEK.) 

Bu soruların birçok yararlı etkisi vardır. İlk olarak, zei 
bir öğrenci foıµlün bu denli çok deneyden geçmesi kar­
şısında ekilenmemezlik edemez. Öğrenci, formülünün 
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doğu olduğundan emindir, çünkü onu çok dikkatle tü­
remiştir. Fakat şimdi çok daha emindir ve kendine üve­
ninin artması farklı bir kaynaktan gelmekte, bir tür 
"deneysel kanıta" dayanmaktadır. Yukarıdaki soularla 
formülün ayrıntıları yeni bir' önem kazanır ve çeşitli olu­
larla ilişkilendirilir. Dolayısıyla formülün hatırlanabilme 
şansı daha da yükselir ve öğrencinin bilgisi sağlamlşır. 
Son olarak bu sorular kolaylıkla benzer problemler için 
kullanılabilir. Benzer problemlerle deneyim kazanan zei 
bi� öğrenci, soruların altında yatan genel ikirlei lgılaya­
bilecekir: sorunla ilişkili bilgilerin tümünün kullanılması, 
verilerin çeşitlenmesi, simetri, analoji. Öğrenci dikkaini 
böylesi noktalara yöneltme alışkanlığı edindiği takdirde, 
problem çözme yeteneği kesinlikle gelişebilecekir. 

Yürüttüünüz mantıı kontrol ,debilir misiniz ? Zor ve ­
nemli örneklerde yürütülen mantığın adım adım yeniden 
kontrol edilmesi. gerekebilir . Bu kontrolde "hassas" noka­
ları seçmek genellikle yeterli olacaktır . Örneğimizde, he­
nüz sonuca ulaşmadan tartışılmasını pek yerinde bulmadı­
ğımız sorunun ele alınması öğütlenebilir; kenarları x, y, z 
olan üçgenin bir dik üçgen olduğunu kanıtlayabilir misiniz ? 
(Bölüm 12'nin sonuna bakınız. ) 

Elde etti,niz son _�u ya da yöntemi bir başka problem için 
kullanabilir misiniz ? Oğren_ciler biraz teşvik edildikten ve 
bir iki örnekten sonra problemin soyut matematiksel öğe­
lerinin somut bir you�unu getirmekten ibaret olan uyu­
lamalar bulabilirler. Oğremen de problemdeki paralel­
yüzlü için, içinde tartıştıkları sınıfı örnek verirken böyle 
bir somut yorum kullanmıştı. Pek parlak olmayan bir öğ­
renci uygulama olarak sınıfın köşegeni yeine kfeteya­
nın . köşegenini hesaplamaı önerebilir. Öğrencilerden 
daha yaratıcı tepkiler gelmezs� , öğretmen bir parça de­
ğişik bir problem verebilir. Ornein, "Dikdörtgen bir 



· l l ü l i ü uzunluğu, genişliği ve ·� 
, merkezin köşelerden birine olan 

nuz," diyebil ir .  
" 

hulu-

Oğrenciler, istenen uzaklığın biraz önce hesapladıkları 
köşegenin yarısı olduğunu görüp, bi raz önce çözdüklei 
bu problemin sonucunu kullanabili rler. Ya da, uygun üç­
genleri yerleştirerek biraz önce kullandıkları yöntme soru­
u çözebilirler. (Elimizdeki örnekte bu ikinci seçenek daha 
belirsiz ve etkisizdir. ) 

Bu uygulamadan sonra, öğretmen dört köşegeni çizip, 
paralelyüzlü içindeki altı piramidin biçimini tartışabilir. 
Paralelyüzlünün altı yüzü piramitlerin tabanını , merkezi 
piramitlerin ortak ½öşesini, yarı-köşegenler de yan kenarla­
ı oluşturacaktır. Oğrencilerin geometrik imgelemi yete­
rince canlandığında, öğretmen şu soruya geri dönmelidir: 
Elde etti,niz sonucu ya da yöntemi bir başka robem için kulla­
nabilir misiniz ? Artık, aşağıdaki örnekte olduğu gibi öğren­
cinin daha ilginç somut yorumlar yapma olasılığı daha faz­
ladır: 

"Bir binanın uzunluğu 21 metre ve genişliği 16 metre 
olan düz dörtgen tepesinin merkezine bir bayrak direği 
ikilecektir. Direğin yüksekliği 8 metredir. Direği yerinde 
tutabilmek için dört eşit kablo gerekmektedir. ablolar 
aynı noktadan başlamalıdır: direğin iki metre altından. 
abloların her biri binanın tepesinin dört kenarında son 
bulmalıdır. Her kablonun uzunluu kaç metre olmalıdır?'' 

Oğrenciler, dikey ve yaay düzlemde birer dik üçgen 
çizerek birz önce aıntılı olarak çözdükleri pro�lemin 
yöntmini kullanabilirler. Ya da, köşegeni (x) kablolarından 
bii olan ve kenarları 

a=l0.5 b=B c=6 
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. bşka ürnt·kler İ \ İ l l  S< .>N l 1 (:· rl\ N  ı',\RARI A�\. 
R �t l rStJ N l  t Z? n ıac ldt · , i nc ha k ı n .  

l 5. Çeşii lşınılr. l\i r s ü ıe < la h a  H . . J O . , l 2 .  \·- ı 4 
hölümlcrdt· e le alarağ ı nuı prohle ın i  la r t ı ş rnaya d<·vam 
lin1 . isıl \al ışına ,  1 O .  h<"> lünıde tar t ı � ı l a ı ı  pl an ı n  l ı J  
dur. Şi ındi ôğre tnıcn i ı ı  nası l farkl ı  bi r yo l  i ı l  · · t / 1  · · 
baklın1 .  1 0 . bölün1deki noktadan ha�layarak şu soularLl 
farklı bir �·ol i zleyebi l i riz :  

"nün ü.deki sounla ilişkili bir prob!Rnı bil(\'Or 11 u u 
"Analog bir probem biliyor rnusun u. ? " 

_ , .  

''Bakın ,  önerdiğim problem bir uzay geoıne ti pro­
lemi . Düzlemsel geometride , daha basi t bi r analog pro­
lem düşünebilir misiniz?" 

"Bakın, önerdiğim problem uzayda bir şekille . düzlem· 
sel bir paralelyüzlünün köşegeniyle ilgili . Düzlemdei şeil 
hakkında analog bir problem ne olabilir? Hangi ikdört· 
gen şelin köşegeniyle ilgili olabilir? " 

"Paralelkenar. " 
Oğrenciler, çok yavaş ve ilgisiz olsalar bile ,  hiçbir şe)İ 

önceden kesiremeseler bile ,  sonunda ikrin ufacık bir 
parçsına da olsa katılmak zorunda klıyorlar. yrıca, öğ­
renciler bu denli yavşsa, öğremen öğrencilei hzırlmk 
amacıyla öncelikle paralelkenar hakkındaki anlog po­
lemi artışmadan, o andaki problemi ele lmılıdır. 
Bundan sonra şöyle devam edebilir: 

"İşte siu önünüzeki sounla ilişıili ve daha öncm 
ümz b,r robem. Bunu kullanabilir msin% 1" 
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"Bu obmi kullanabilek için yardıcı bir öğe buahili1 
misinz ?" 

Sonunda öğretmen istedii ikri öğrencilerine sunmayı 
başa"acaktır. Bu ikir, köşegeni , verilen paralelyüzlünün 
köşegeni olan uygun bir paralelkenardır. Bu paralelkenar, 
paralelyüzlünün kesiti olarak şeklin içine yerleştirilmelidir. 
Buradaki ana ikir bölüm l0 'dakinin aynısıdır, ·ancak yak­
laşım farklıdır. Bölüm l0 'da öğrencilerin varolan bilile­
riyle bilinmeyen yoluyla ilişki kurulmuş ve daha önceden 
çözülmüş bir problem kullanılmıştı; çünkü, önerilen pro­
lem ile önceden çözülmüş problemin bilinmeyenleri ay­
nıydı. Bu kez çözüme götüren iki yakalayabilmek için a­
naloji kullanılmaktadır . 

.. 
16. Oremen sou soma yöntei. 8 . ,  1 0 . ,  1 2 . ,  14. ve 

1 5 . bölümlerde uygulanan öğretmenin soru soma yönte­
mi şöyledir: Listemizdeki genel soru veya önerilerden bi­
riyle bşlaıp öğrencinin zihninde bir tepki uyandıana dek, 
gereiyosa gittikçe daha somut ve özel sorular soun. Öğ­
renciye d�şüncesini kullanmasında yardım e�eniz gerei­
yorsa, olabiliyorsa tekrar listedeki daha genel ve somut so­
ulardan başlayın, sonra da daha özel sorulara geçin . . .  

Elbette , listemiz bu türden ilk listedir. Basit örneklein 
çounda yeterli gibi görünüyor fakat hiç kuşku yok ki daha 
mükemmel bir hale geiilebilir. Bununla birlikte, bşladı­
ğımız öneiler bsit, doğal ve genel olmalı ve öneriler liste­
si kısa tutulmalıdır . 

. 
Oneiler basit ve doğal olmalıdır; çünkü, başka türlü 

onu sıkaan öğrenciye yardım e:ek mümkün deildir. 

Öneilein ylnızca özel bir teknik olarak değil, ören­
ci-nin yetne,ni gelişimesi isteniyorsa, bu öneiler genel 
olmlı, ylnızca eldeki probleme deil, her türden pro--
leme uyul�nabilmeliir. .-



sık sık yapaylığa kaçmadan ve 
tekrarlanabilmeleri için l i s te kısa tu t 1 , h 1 . 

öğrencinin sonunda bunları özümsemesi ve zi­
hin l bir alışkanlıın gelişmesine katkıda bulunabilmesi söz 
konusu olur. 

Çalışmada öğrencinin mümkün olan en büyük payı la­
bilmesi için özel sorulara yavaş yavaş yaklaşmak gerekir . 

. 
Bu çok katı bir soru sorma yön temi değildir. Ii ki de-

ğildir, çünkü bu konularda katı , mekanik, bilgiç bir işlem­
ler dizisine girmek mutlaka kötü sonuç verecektir. Bizim 
yöntemimiz esnekliğe ve çeşitlemelere izin verir, çeşili 
yaklaşımlara açıktır (bölüm 1 5 ) ; uygulandığında öğretme­
nin sorduğu sorular örencinin de kendi kendisine soracağı 
sorular olabilir ve olmalıdır. 

Okuyucu burada önerilen yöntemi sınıfında uygula­
mak isterse , kuşkusuz çok dikkatli Jir yol izlemelidir. B­
lüm 8'de verilen örneği ve 1 8 . ,  1 9 . ,  20 . bölümlerdei ör­
nekleri dikkatle incelemelidir. TartışmayJ düşündüğü ör­
nekleri dikkatle hzırlamalı ve çeşitli yalaşımları gözönüne 
almalıdır. Çalışmaya birkaç denemeyle başlam�lı ve yön­
temi uygulayıp uygulayamadığını, öğrencilerin nasıl tepi 
verdiğini ve işlemlerin ne kadar sürdüğünü yavaş yavaş keş­
femelidir. 

17. İi soulr ve köü soulr. Bir önceki bölümde 
formüle ettiğimiz yöntem, iyi anlaşılmışsa, öğrencilere yar­
dım etme amacıyla sunulacak soruların niteliğini kıysla-
mlar yoluyla değerlendirme olanağı sağlar. 

10 .  bölümün bşındaki duruma gei dönelim. Haır­
la-sanız, ŞU souyu SOmlŞ�Uk:· Önünüzdeki sorunla ilişkili 
bir p�oblem biliyor musunuz? Öğret�en bupun yerine 
gayet iyi niyele şu soruyu da sorabilir: Pisagor teoremini kul­
lanabilir misiniz ? 
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Niyet iyi olabilir, ama bu soru kötü, hata sorulabilecek 
en köü solardandır. Önce hani duumlarda bu sounun 
sorulmuş olabileceğine anlayalım. Ondan sonra bu tür 
ardıma" karşı bir dizi itiraz yapılabileceğini göreceğiz . 

( 1 ) Eğer öğrenci çözüme yaklaşmışsa, sorunun nei i­
çeriini anlayabilir; ancak öğrenci çözüme uzaksa, büyük 
olsılıkla sorunun anlatmak istediği noktayı göremeyecek­
ir. Böylece soru, yardımın en çok gerekli olduğu noktada 
işe yaramamış olacaktır. .. 

(2) Oneri anlaşılmışsa, problemin bütün sırrı açığa 
çıkmış olacak ve öğrencinin yapması gereken çok az şey 
kalacaktır. 

(3) Önerinin çok özel bir yapısı vardır. Öğrenci, bu ö­
neriyi elindeki problemi çözmek için kullanmaı başarsa 
bile, gelecekteki problemler için hiçbir şey öğrenmiş ol­
mayacaktır. Bu soru öğretici değildir. 

( 4) Öğrenci öneriyi anlasa bile , öğretmenin böyle bir 
soru sorma düşüncesine nasıl vardığını anlayamayacaktır. 
Peki, öğrenci, kendi başına böyle bir soruyu nasıl bulabi­
lir? Öğrenci açısından bakıldığında, bu soru, şapkadan çı­
kan tavşan gibi doğal olmayan bir sürprizdir. Bu gerçekten 
de öğreici değildir. 

Bu iirazların hiçbiri 1 0 . ya da 1 5 . bölümde anlatılan 
süreçler için ileri sürülemez . 

.. 
BŞA ONETER 

18. Bir çim problemi. Vin bir üçgen.in içine bir kare 
çizin. Karnin iki köşesi üçgenin tabanı üzine, karnin diğr 
iki köşsi üçgnin diğr iki kenaında, hr köşe bir kenara eeck 
bik olmalıdır. 

"Bilinmyn nedir?" 



·Bir are. " 
• 

J_I . , ., tnuır . 

"Bir üçgen verilmiş, başka bi r şey veri lmemiş . " 

"Koşul nedir 1 "  

�arenin dört köşesi üçgenin çevresi üzerinde olack­
tır: iki köşe taban üzeinde, diğer iki kenarın her biinin 
üzerinde birer köşe . "  

"Koşulu yine getiek mümkün müdür?"  

"Sanırım. Ama çok emin değilim . "  
.. 

"Galiba problemi çok kolay bulmadınız. nünüe -
nan robmi çözmiyorsanız, önce on unla ilişkili bir başka ro­
m çözye çalışın. Koşulun bir kısmını yeine getirebiliyor 
musunuz?" 

"Koşulun bir kısmı demekle neyi kastediyorsunuz?" 

"Bakın, koşul karenin tüm köşeleiyle ilişili . aç köşe 
var?" 

"Dört." 
,/ 

"Koşµlun bir kısmı, dört köşeden daha azıyla ilişkili 
demekir�/,. Koşulun yalnızca bir kısmını tutun, diğr kısmını 
atın. Koşulun hangi kısmını yerine getirmek kolay?" 

"Üçgenin çeresinde iki köşesi olan bir kare çizmek 
kolay, hatta çere üzeinde üç köşesi olan bir kare. "  

"Bir şekil çizin!" 
Öğrenci Şekil 2'i çizer. 
"oşulun ya,na bir ksnı tuttun, dp kını tın. 

Şidi linyni e kaar blrysin.?" 
1 
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Şekil 2 

"Üçgenin çevresi üzerinde yalnızca üç köşe varsa, kare 
belirlenmiş sayılmaz." 

"Güzel! Bir şekil çizin." 
Oğrenci Şekil 3 'ü çizer. 

Şekil 3 

"Söylediğiniz gibi, _koşulun tuttuunuz kısmı kareyi belir­
ymiyor. Bilinmeyen nsıl değişiyor?" 

"renin üç köşesi üçgenin çevresi zerinde, fat dör­
dncü köşe henz olmsı gereken yerde değil. Dediğiniz gibi, 
reniz henz belirlemiş del; değişebilir� Aynı dum dör­
dncü köşe iin de geçeriir. Drdüü öşe sl şlirr 



. İstersen i ı ,  dcnt·yt· ı c k hu ln ıaya "a l ı ş ı n .  1 k i  
, Ü: kö�c,i t'u��t· ı ı i n  _ t·v r < ·"i nd«· ol ;ı ı ı  kcın· l t· r  . İ ı in  (.u. 

ı ı kart· lt· ı  ht·nı hü,·ük  h «·n ı  kü- ük  oJ\ t ı l l .  J 
kôşt�n in  yt· ri nl' rt·yc gel iyor� .\'rH ı l  <'.ı) ı ,·orr' 

c)�rt· t rnen , öğ l ' t" l l C İ):_i . _' Ü/ Ü ll l t" gc') t Ü ı  t · ı ı  fi k ri n  _ ok �rdİ)· 

nına kadar geti rn ı işt i r .  ( )ğ renr i  c l i, rd ü n c ü  k,-,şen i ı ı <iü, 
çiıgi üıerinde olduğunu tah ın i  ı ı edebi l i rse . ı ı L - . . . 
çozer. 

l_�. Br knıt problei. iki açz _farklı dü.nnr, bul.u1 �. 
yr. Uçgnrn biin in hr kenan diğr üçgeneki kaşılk 
narlara paralel ve aynı  yöne. Bu şekileki a(.1lann eş it 
lannı kanıtlayın.  

Burada kanıtlamamız gereken , uzay geometnnın te­
mel teoremlerinden biri . Bu problem düzlemsel geoıei­
y_e yakından bilen , elinizdeki problemi hazırlayan Olid 
Oğelerindeki birkaç uzay geometri yasasını öğrenmiş olan 
örencilere verilebilir. (Dil_e geirdiğimiz ve birazdan a· 
nılayacağımız bu teorem Oklid ' in  XI . itabındai 1 0. ­
nermedir. ) Bundan sonraki satırlarda yalnızca listemizden 
aldığımız soru ve önerilei i talik yzmakla kalmayacak, a)ll 
zamanda "kanıt problemleri "nde bunlara karşılık gelen 
sou ve önerileri de italikle vereceğiz. ( "anıt problemlei· 
ile "sonuç bulma problemlei" arasındaki ilişkiler SONUÇ 
BULA PROBLEMLEİ, NIT PROBLEMLERİ 5, 6'da 
sisemaik olarak verilmişir. ) 

"Hipot. dr7" 

"İi açı arlı düzlemlerde bulunuyor. Bir üçgenin her 
eaı iğeinin arşılık gelen kenaına palel ve anı 
yönde." 

"VaI dir?• 
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"Bu açılar eşittir." 
"Bir şekil çizin. Uyun isimlndimei yapın. " 

Öğrenci Şekil 4' teki doğrulan çizer ve az çok öğret­
menin yardımıyla, Şeil 4' teki harleri seçer. 

"Hipotz nedir? Hipotezin ne olduğunu,_ lüfen yaptığı­
nız isimlendirmeyi kullanarak söyleyin." 

"A, B, C ile A ', B ', C' aynı düzlemde değiller. Ve, AB \\ 
A 'B ', AC \\ A 'C '. Ayrıca, AB ile A 'B 've AC ile A . C . aynı yön­
lerde . 

A" 

A 

"Varı nedir ? '' 

"LBAC=LB ' A"C . .  " 

c -

B 

Şek i l  4 

"Vaıya bakın.' Aynı ya da bnr bir varı içrn bidik bir 
trm d .. u n  e alı n . " 

"şleşik iki üçgenin 
eşitir. "  

l n  r ıl ık gelen açılan 

�.• sua l. ili e aa ce-
rM� B lir sinz? , 
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"Sanınn kullanabilirim, ancak nasıl olacağını pek an­
layamadım." 

"Bu teormi kullanabilek için yardımcı bir öğe bulanız g­
rekir mi ? "  

"Bakın, gayet güzel tekrarlamış olduğunuz bu problem 
üçgenler hakkında, bir çift eşleşik üçgen hakkında. Şeli­
nizde üçgen var _mı?" 

"-layır, fakat üçgen yapabiliriz. B ile Cyi ;  B" ile C'nü 
birleştirebiliriz. O zaman iki üçgenimiz· olur: BC ve 
A 'B "C '. " 

"Çok iyi . ma bu üçgenler ne işe yarayacak?" 
"Vargıyı, .BAC .B A 'C_ ' olduğunu kanıtlamamıza. " 
"Güzel !  Bunu kanıtlayabilmek için ne tür bir üçgene 

gerek duyarsınız?" 

A" 

A 

B 

Şeil 5 

• 

• • 
• • 

· ·  "Eşleşik üçgenlere . h, elbette. B, c, B : c�i o şeilde 
seçeim i, 



ına 

AB=A 'B ', AC=A 'C' olur. " 

"Çok ii! Şimdi nei kanıtlamak istiyorsunuz?" 

''Bu iki üçgenin eşleşik olduğunu: 

ABC = A 'B 'C' 

Bunu kanıtlayabilirsem, vargıyı, yani LBAC LB A 'C' 
olduğunu gösterdim demektir. "  

"Haika! Şimdi yeni bir amacınız var, yeni bir vargı 
hedeliyorsunuz. Bu yni varıya bakın! Ve aynı ya da bnzr 
bir varı içrn bildik bir teorem düşünmye çalışın. " 

"İki üçgenden birinin üç kenarı, sırasıyla diğerinin üç 
kenarına eşise, bu iki üçgen eşleşi�tir. " 

"Oldu işte. Kötü bir örnek de seçebilirdiniz. işte, önü-
nüzeki sounla ilişkili ve daha önceden çözülmüş bir teorem. 
Bunu kulanabilir misiniz ?"  

"Eğer BC B 'C' olduğunu bilseydim, kullanabilirdim." 

"Tamam! Öyleyse amacınız ne?" 

"BC B 'C' olduunu ispatlamak." 
'� ynı ya da bnzr bir varı içrn bildik bir teorem düşün­

ye çalışın. " 

"Evet; ' . . .  ise ii doğru eşittir' diye biten bir teorem bi­
liyorum, ama pek umuyor. "  

"Bu termi kulanabilek için yardıcı bir öğe bulabilir mi­
siniz ?"  

"Bakın, şeildei BC ile B 'C' arsında hiç bağlantı yok­
ken, BC=B 'C' olduunu nsıl kanılaabilirsiniz?" 
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"Hipotzi kullandın. mı 1 Hipotz nedir?"  

"AB\A 'B " ve AC\A 'C ' olduğunu varsayıyoruz. Evet, el­
bette, bunu kullanmalıyım." 

"Hipotzin tümünü kulandınız mı ? AB\A "B " olduğunu 
söylediniz. Bu doğrular hakkında bildiğiniz tek şey bu 
mu?" 

"Hayır, ayrıca, çizim gereği, AB ile A J '  eşit. Bunlar pa­
ralel ve birbirine eşit. AC ile A 'C ' de öyle. " 

"Uzunlukları eşit, paralel iki doğru; ilginç bir şeil. 
Bunu daha önce gördünüz mü '' 

"Tabii ya! Paralelkenar! Şimdi A ile A '  nü, B ile B '  nü, 
C ile C' nü birleştireyim." 

"Fena ikir değil. Şeklinizde kaç paralelkenar var?" 

"iki. Hayır, üç. Hayır, iki. Demek istiyorum i, 
paralelkenar olduğunu hemen kanıtlayabileceğim iki tane 
var; paralelkenar gibi görünen bir üçüncü daha var. Uma­
rım bunun da bir paralelkenar olduğunu kanılayabiliim. 
O zaman da kanıtım tamamlanmış olur ! . "  

Verilen yanıtlardan öğrencinin zeki olduğunu anlamış 
olmalısınız. Hele son söylediklerinden sonra bundan kuş­
kunuz olmasın: 

Bu öğrenci matemaiksel bir sonucu tahmin edebili­
yor, kanıt ile tahmini açıkça aırabiliyor. Ayrıca, tahminle­
rin az çok artışılabileceini de biliyor. Aslında, öğrenci 
matemaik derslerinden bir _şeyler kapmış, probleµ çöz­
mede gerçekten deneyimli. iyi bir iir oraya atıp bunu 
kullanabiliyor. 

20. Bir z problemi. Su, kni biçimineki bir kaba r hLı­
a kıyor. Kap, dk bir dairsel koni biçimine; tabanı yatay e 
köşsi şaıya dou; tbanın yançapı a, koninin ysekli, se b. 
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Su inlii y in, yüzyin yüsele hızını bulun. a a, =4 
m, b=3m, r=2 m3/k ve y=lm oduunu varsayarak, biliny­
nin sayısal eğini bulun. 

b 

�eki l h 

Burada üğrenc i l e ri ı ı  e n  bas i t  t ün:,· aln1a kurallarını ve 
"değişim h ız ı "  ka,Ta ın l a n n ı  hi l ı ı H· l t · r i  ge r'kiyor .  

"Vnıl'r Tl t'ı·rd i r?  .. 

"Koni  taban ı n ı n  Y�t ı ı <; �tp ı 
suyun kap i\· i r1 t· ak ı ş h ı ı ı  r= 2 
deinliği _\' • 1 rı . " 

a= &l m  .. koni  yüksekliği b=Jm, 
/, , ve hel l i  hir anda suun 

- ı u  Prohle ın i n  
dğerleri gôıönünc  d ı ı  . ı H .  1 1 1 1  

l t ı - 1 1 )  r sayısal 
,·c· harlerle çlışarak bi­

linm�ni r, v ı i ı l e  1 1  

r . , b, r, \' 

, iken " 

• 

. Bi­
l 

!-
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"Peki ,  hu nedir? /)aha bşw 

"Su derinliğ·inin değişim h ızı . "  

"Doğru, y' nin değ·iş im h ız ı . Peki , değişim h ızı ne dt­
mekir? Tanıma gn dönün. " 

"Türev, bir fonksiyonun değiş ir1 h ız ıdır . " 

"Doğru. Şimdi , y bir fon ksiyon rnu? I)aha önce söyl e­
diğimiz gibi , y' nin sayısal değ·erin i  gözön üı ıc  alm ıyouz. 
y' n in  değiştiğini düşünebi l iyor ınusunuz? " 

"Evet, suyun derinl iği ,  y, zamanla artar . " 
"Oyleyse,  y neyin bi r fonksiyonudur? " 
"Zamanın,  t' n in bir fonksiyonu . " 
"Güzel . Uyun işaretlendirrnelri yapın. ' Değişim h ızı J' �i 

matematiksel simgelerle  yazabi l ir  n1 is iniz? " 

i l  dy i l  

dt 
"Güzel ,  işte bilinmeyeniniz bu .  Bunu a, b, r, y cınsın­

den ifade e tmeniz gerekiyor. Bu verilerden biri 'hız ' ;  pei, 
hanisi? " 

", suyun kaba akış hızı . " 

"Bu ne demek? Başka terimlerle söyleyebilir misiniz?" 

"r, kaptaki suyun hacminin değişim hızıdır. " 

"Peki, bu ·ne demek? Daha başka sö�cükre fde eebilir 
misiniz ? Bunu uyun işaretndirme kullanarak nasıl yzası­
nız?" 

" dV " r - -- . 
dt 



• 

., 

. 

kapai su hacn1 i:  

� ı· dJ' 
. ()yle�e , - 'vi a, ; - 'vi l' , dı ' ,ıı ( . 

ı gerekir .  Bunu nsıl yaparak.J ınıı? . 

ı t  tlini.Uci robni ö, 1n ı (o . önct hsw 
bl . .. l .{ . dy . ı . ı p mı çozye ça ışın. ı enuz 

dt 
ı c ven er · 1  � ı r  

b • n t ı  ı göremiyorsanız, alama tahsı olarak kullanabi­
leceğiniz daha basit bir bağıntı düşünmeye çal ışın . "  

�Bşka bağlantılar da olduğunu göremiyor musunz? 
Orneğin, y ve Vbirbirlerinden bağımsız mı?" 
"Hayır, y arttıkça Vnin de artması gerekir. " 
"yleyse bir ilişki var. Bu ilişki nedir?" 
" Vnin yüksekliği y olan bir koninin hacmi olduğunu 

biliyoum, ne var ki , henüz tabanın yarıçapını bilmiy­
m." 

ine de bunu ele alabilirsiniz. Taban yıçapına x i­
yelim."  

" V = t x-y _ " 

"Doğu. Şimdi buradan x'e gelirsek; x, y'den bağımsız 
mı?" 



"ltayır. Su deinlii y arttıkça. serbest yü.yin yınçaı 
x de arar. " 

''Öyleyse , aralannda bir bağın tı var ;  bu hağınt ı  nedi r 1 ·  
"Elbette , benzer üçgenler. x : y - a : b o)ur . " 
"Görüyorsunuz ya, bir bağın tı daha. Ben olsam , bunu 

kullanırdım. Unutmayın, V ile y arasındaki bağın tıyı isi-
yorsun uz. 

"Ben buldum: 

ay 
Y -- -

"Çok güzel . Bu bir atlama tahtası olabilecek gibi , öyle 
deil mi? Fakat amacınızı da unutmamalısınız. Bilinyn 
nedir?' 

" dy 'd '  " . - ır. 
dt 

dV 
ile diğer nicelikler arasında bir baınU 

dt 
bulmalısınız. Elinizdeki bağıntı y, V ve diğer nicelikler ra· 
sında. Bu durumda ne yapmalı?" 

"Elbette! Türev alalıı! 

işte oldu." 

dV t a 2y 2 dy 
dt b 2 dt 

. 

"aika! Pei, ya saısal değerler?" 
' 1 



dV 
r a-4 b-3 -

, dt 
2, y 1 

lırsak, o zaman 

1 ,, o ur. 

2 = t xl 6xl  dy 
9 dt 



11. KISIM: 
NASIL ÇÖZMELİ? 

BİR DİYALOG 

PROBEMİ ÖGRENMEK 
Nren bşlaalıyım ? Problemin ifadesinden bşlaın. 
Ne yapabilirim?  Bir bütün olarak problemi mümkün ol­

duğunca açık seçik ve canlı olarak görmeye çalışın. İlk bş­
ta ayrıntılarla ili,enmeyin. 

Bye yapark ne kazanabiliim? Problemi anlamalı, onu 
yakından incelemeli ve problemin amacını zihninize yer­
leştirmelisiniz. Problem üzerinde younlaşmak belleinizi 
harekete geçirebilir ve böylece kendinizi problemle ilgili 
noktaları topalmaya hazırlayabilirsiniz. 

. 

DA İ AYA IŞK 
Nre� başaalıyım ? ine problemin ifadesinden b­

lyın. Bu ifade sizin için çok açık bir hale geldiği ve zihni­
nize iice yerleştirdiğinde başlaın i, prob�emi_ u�u�a­
dan ikkainizi bir an için başka bir arfa çeırebılesınız. 



Probleıni nii n 
indcn atnn. Bir . anı t  prohleıni.nin 

i le vargıdır. Bir . sonuç bulına problemi ·n in  
ı ise bilinmeyen, veiler v- , t : 1 ; 

$1ıca kısın1larını gözden geçi rin ,  hunları t-k tek ve 1 

l . alın , bu kısımları _·cşi tJ i  hi lcşin ı lcr  halindt· ı ı 
h ayrıntıyı diğer ayrıntılara bağlayın vt· problemin hutü­
n · n bağlayın. 

Bye yaparak ne kazanabiliim � Problemin çözümünde 
daha sonra rol oynayabilecek ayrıntıları hzırlamlı ve x·r­
aklştımalısınız . 

. . 
YDIMCI ii K 

Nren başlamalıyım ? Probleminizin bşlıca kısımlann ı  
ele larak bşlayın. Bu ana kısımlar birbiinden anlıp dü­
zenlendiği ve açıkça anlaşıldığında, daha önceki çalışmala­
nnız sayesinde belleğiniz devreye irdiğinde başlayın. 

Ne yapabiliim ? Probleminizi çeşitli açılardan ele alın ve 
daha önceden edindiğiniz bilgilerle ilişkisini kumaya çalı­
şn. 

Probleminizi çeşitli açılardan ele alın. Farklı kısımlan 
urulayın, farklı ayrıntıları inceleyin, aynı arıntıları tek­
rar tekrar fakat farklı yönlerden inceleyin, ayrıntıları farklı 
biçimlerde birleştirin, ayıntılara farklı biçimlerden yakla­
şın. Her ayrıntıda yeni bir anlam, bütüne yönelik yeni bir 
yorum bulmaya çalışın. 

Probleminizin daha önce edindiğiniz bililerle ilişkisi­
ni kurmaya . çalışın. Geçmişte, benzer durumlarda size n­
in yardımcı olduğunu düşünmeye çalışın. İncelediğiniz 
şyde bildik yanlar bulmaya, bulduğunuz şeyde aarlı ­
zellikler alılamaya çalışın. 
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Ne aıayabiliim7 Yardımcı olabilecek bir ikir, beli 
bir bkışta sizi sonuca götürebilecek kesin bir ikir. 

Bir ikir nsıl yardımcı olabilir ? Size tutmanız gereken y­
lu ya da bu yolun bir parçasını gösterir. Nasıl ilerlemeniz 
gerekiğine işaret eder. Fikirler bazen eksiksiz, bazen ek­
sikir. Eğer bir ikir geliştirebilirseniz şanslısınız. 

Eksik bir ikire ne yapabiliim? Duşünebilirsiniz. Eğer i­
kir avantajlı görünüyorsa daha uzun düşünmelisiniz. Eğer 
güvenilir görünüyorsa, sizi nereye kadar götüreceğini be­
lirleyip durumu tekrar düşünmelisiniz. Yeni durumu çeşili 
yönlerden ele almalı ve önceden edindiğiniz bilgilerle iliş­
kisini kumaya çalışmalısınız. 

Bye yaparak ne kzanabiliim? Şanslıysanız bir ikir da­
.ha bulabilirsiniz. Belki bir sonraki ikir sizi doğrudan çö­
züme götüıür. Belki de, birkaç yeni ikre daha gerek duack­
sınız. Belki bzı ikirleriniz sizi çıkmaza götürecekir. ine de 
tüm yeni ikirleri ,  hatta daha az yardımcı olanlaı, belirsiz 
olanları, belirsiz bir ikri bir parça berraklştıracak ek iilei, 
şanssız bir iki düzeltecekleri de memnunlukla karşılmalısı­
nız. Bir süre doğru dürüst iir üretmeseniz bile, problemi 
kaayışınız daha esiksiz veya daha tuarlı , daha homojen 

· vea daha dengeli hale gelebilir. Buna sevinmelisiniz. 

PANIN UYGUNSI 
Nreen başlamalıyım? Sizi çözüme götürecek şanslı i­

·kirden başlayın. Asıl bağlantıyı tümüyle kavradığınıza ve 
gerekli olabilecek ufak ayrıntıları yerine koyabilece.ğinize 
emin ?lduğunuz anda başlayın .  

Ne yapabılinm? avraışınızı sağlamlştırın. Yapılabile­
ceğine karar verdiğiniz tüm cebir ve geometri işlemleini 
_ ayrıntılarıyla yapın. Biçimsel bir. mantıkla, içgüdüsel sezi­
lerle ya da isterseniz her ikisini de kullanarak, attığınız her 



doğnıluğu konusunda kendiniıi edin .  

4 1  

problem çok karmşıksa, problemi "büyük" ve 
. küçük" adımlara ayırabi l i rs iniz ;  bu durumda her hıyük 

ı birçok küçük adımdan oluşacaktı r .  (}nre büyük a­
dımlan kontrol edin; daha sonra küçük adımlara geçin .  

yk yaparak ne kazanabiliim ? -ler bsamağının doğu­
luu kuşku götürmez olan bir çözüm sunabil i rsiniz . 

GEYE BIŞ 
Nren başlamalıyım ? Her ayrıntısı eksiksiz ve doğu ­

lan çözümden başlayın . 
Ne yapabiliim ? Çözümü çeşitli açılardan düşünün ve 

önceden edindiğiniz bilgilerle ilişkisini kurun . 
Çözümün ayrıntılarını ele alın ve bunları mümkün ol­

dunca basitleştirin .  Çözümün uzun kısımlarını k_ısaltma­
ya, tüm çözümü bir bakışta görmeye çal ışın . Çözümün bü­
ük veya küçük kısımlarını daha yararlı olacak biçimde de­
ğiştimeye çalışın . Tüm çözümü daha iyi hale getirmeye , 
daha sezgisel kılmaya çalışın ve çözümün mümkün oldu­
unca doğal bir biçimde önceden edindiğiniz bilgilerle 
uumlu olmasını sağlayın .  Sizi çözüme götüren yöntemi 
iice inceleyin,  önemli noktaları görrneye ve bu yöntemi 
başka ·problemler . için kullanmaya çalışın .  Sonucu iyice ö­
zümseyip başka problemlerde de kullanmaı denein. 

Bye yaparak ne kazanabiliim? Yeni ve daha iyi bir ç­
züm bulabilir, yeni ve ilginç olgular keşfedebilirsiniz. Ne 
olursa olsun, yaptığınız çözümlei bu biçimde inceleme 
alışkanlığını elde ederseniz, düzenli ve kullanılmaya hzır 
·bilgi edinmiş olur, problem çözme yeteneinizi gelişiir-

• • sınız. 
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KIS BİR 
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h'n ıerl i k t i r. l\e ı ı  ı e ı 
u .  ı 1 1 . analog ı 1 t· , 1 1 t · l e r  ı ,e 

l i, u ,. u ş u r .  

Ü 

hir  parale lke nar i l e  d i k<h > r tgc:n l H  
analogdur . Parall" lkenar ın  ken arları arasıniaı 

· r l l 1 . l u ı  t n  yüzleri ara.,; ı 1 1 <laki i l i şkiye bt·n.er :  

l l · · ı ı ı her  k."narı diK er  kenarlardan ��� 
r ·u · 1 · l  l i r , öbürlerine dikti r .  

· l · ıl ı ün her yüzü diğer  yüzlerden 
paleldir, öbürlerine diktir .  

ea palelkenann "sınırlı öğesi" , yüze de · 
"sınırlı öğesi" diyelim. Böylece , · ii 

� ii eile de eşit biçimde uygulanabilecek tek 
iadede oplaabiliiz: 

Her ıınırlı ôğe diğer sınırlı öğclein ylnızca 
lelir, öbürleine dikir. 
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ıyasladıımız ii nesne sisteminde or_ak olan belirli i­
lişilei -dikdörtgenin kenarlarını ve dikdörtgen paralel­
üzl ünün yüzleini- ifade emiş olduk. Bu sistemler asın­
dai analoji bu ilişiler topluluğundan doğar. 

2. Analoji tüm düşünceleimize, günlük konuşnalan­
mıza, sanasal anlatımlarımıza, en üst düzey bilimsel başa­
nlanmıza ve önemsiz sonuçlanmıza sızmıştır. _Analoji bir­
birinden çok farklı düzeylerde kullanılabilir. insanlar ge­
nellikle bulanık, belirsiz , eksik analojiler kullanırlar, ancak 
analoji matematiksel kesinlik düzeyinde de ifadesini bulur. 
Çözümün bulunmasında her çeşi t analoj i  rol oynayabilir, 
bu yüzden hiçbir analoj ii ihml ememeliiz. 

3. Bir problemi çözn1eye çal ış ırken aha basit anaog bir 
robm bulmayı ha.�arı rsak kendin1 izi şanslı sayabiliriz. 1 5 . 
bölünHle ası l  prohleııl i n ı i ı  d i kd< .. > rtgen hi r paalelyüzlünün 
köşegcniyle i lgi l iydi . B i r  d i kl h., r tgcn in  köşegeniyle ilgil i  daha 
bsit bir analog prohle rn i  dü�ü ı ın1ek hiıi sıl problemin ç­
zümüne gütürdü .  Buna he ı ı ıe r  l 1 1  c·, rnek  daha tartışacağız. 
Bunun iç i n  aşağ ıdaki pn >h l e ın i <; c ·,, 1 11c k duruınundaız: 

il , m ;c 1 b ı r d ,·;,-ı_,· Ü .h, ,, ,·, 11 rı .ı rlı k ,,urk .i 11 i bulun .  

Bu proh lc ın i n te�ral  } < ·  .q  l ı 1 ,d .n ı ı  bi lmeyen ve izik 
bilgisi fa1 la ol ınayan ı ı , ·,ğrenr İYe h i .· kolay ge lmeyecekir. 
Bu prohlenı . :\1inıt'd ya l t , hl , ı l f l' i i bi-
msel prohlenıdi . 1 1 ı 1 . f ı · en z 

. l . 1 . l 1 
r: 
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4. Dörzlü problemimizi şimdilik bir kenara bırakıp, 
daha bsit olan üçgenle ilgili analog problem_imize baa­
lım. Bu problemi çözmek için ağırlık merkezleri hakkında 

· 'bir şeyler bilmeliyiz. Birzdan sunulacak olan ilke hem 
mantıklıdır hem de doğal olarak ortaya çıkar: 

Bir küter sstmi S, r biinin aırlık rzi aynı düz­
e oan parçaardan oluşuyorsa, tüm S sistminin aırlık r­
zi de bu düzedir. 

Bu ilke üçgen öneinde bize gereli olan heşei içeir. .. -

Oncelile, üçgenin aırlık merkezinin üçgen dileminde yer 
lmsını gerekirir. Aynca. üçgeni bel irl i  bir kenanna paralel 
lilerden ( ince şeri tl e r , ·· sonsuı  dar'' para le l  kenarlar) oluş­
tuğunu düşünebi l i ri z  ( )e ki l  7 · d e: . -\ B kena rı ) .  1 I e rhangi bir 
paralelkcnarın he r  l i fi ı ı i n  �ığ ı ı  l ı k  ı ı ı c rkc ı. i n i n  l i f i n  orta nok­
sı olduğu a; ıkur \'l* t üı ı ı  hu < n t . t  ı ı , ı k L�tLu . AU kcnannın kar­
şısındai C küşes in i  . ·\ /f ı ı i ı ı  ı ı r Lt 1 1 < , k LPı 1 1 1 . t  ( .·\ I noktasına)  
bağlayan cloğru üıe ri ı ı dc hu l u ı ı u ı  ı hak ı ı ı ı , �l ' k i l  7 ) . 

( 

A 

7 
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mnda iğer iki kenaroray üzeinde olmak zoundadır; 
ırlık rkzi üç narotayın kesişe noktası olmalıdır. 

Bundan sonra, arı geome�ri kullanarak ve meanik 
varsayımlardan bağımsız olarak, üç kenarorayın aynı nok­
ada kesişiğinin doğrulanması istenebilir. 

5. Uçgen öneğinden sonra, döryüzlü önei oldukça 
kolay olacaktır. Şimdi bize önerilen probleme analog bir 
problem çözmüş durumdayız ve artık izyecek bir welimiz ar. 

�odel olarak kullanacağımız analog problemi çözerken, 
BC üçgeninin, kenarlarından birine -B'ye- paralel lilerden 
olşuğunu düşündük. Şimdi de BD dörüzlsünün, ke­
nalarından birine -B'ye- paralel lilerden oluştuunu dşü­
nelim. 

Üçgeni oluşturan lilerin orta noktaları aynı doğunun 
üzerinde bulunuyordu; AB kenarının orta noktası Mi kar­
şı köşe Cye birleştiren kenar ortayın üzerinde. Döryüzlü­
yü oluşturan lilerin orta noktaları da aynı düzlemde bulu­
nuyor; AB kenarının orta noktası Mi karşı kenar D'ye 
birleşiren düzlemde (bakınız, Şekil 8) . Bu MD düzlemi-
ne de döryüzlünün knarotay düzlemi diyebiliriz. 

A M 

Şeil 8 

B 



Nııl 

(Jçgcn öneinde MC benzeri üç kenarortayımız vardı 
� her bii "ıçgenin ağırl ık merkezini  içeriyordu .  l)oJayHıy­
la, bu üç kenarortayın ağırlık merkezi olan bi r nokada bir­
leşmesi gerekiyordu. Dörzlü örneinde , MJ benzei lı 
kenaroray düzlemi ardır; hepsi bir kenarın o ra noktsın ı  
karşı kenara birleşiir ve her düzlem, döyüzlünün aırlık 
merkeini içerir. Bundan dolaı, bu lı kenaroray düzlemi, 
dölünün ağırlık merkezi olan bir noktada kesişmelidir. 

6. Böylece , homojen dörtyüzlünün ağırlık merkezi 
problemini çözmüş olduk. Çözümü tamamlamak için, arı 
geometri kullanarak ve mekanik düşüncelerden bağımsız 
olarak, altı kenarortay düzleminin aynı noktadan geçtiğini 
kanıtlamamız istenebilir . 

Homojen üçgenin ağırlık merkezi problemimizi çöz­
düğümüzde, çözümümüzü tamamlamak için , üçgenin üç 
kenarorayının aynı noktadan geçtiğini doğrulamanın iyi 
olacağını söylemiştik. Bu problem ukarıdakiyle analog, 
ancak açıkça görülüyor ki çok daha basittir. 

ine dörzlüyle ilgili problemi çözerken, üçgenle ilgili 
daha bsit anlog problemi kullanabiliiz ( üçge�le ilgili pro­
lein çözülmüş olduğunu kabul edebiliriz) . Uç kenar DA, 
DB, DCden geçen ve D köşesinden çiilmiş üç kenaroray dz­
lemini ele llım; bu düzlemlerin her biri karşı kenann ora 
noksından da geçer (DC den geçen kenaroray dzlemi 
M'den geçer, bakınız Şe�il 8) . Bu üç kenaroray düzlemi, 
BC dzlemini bu üçgenin üç kenaroraında keser. Bu üç 
kenaroray aynı nokadan geçer (bu, daha basit analog bir 
problemin sonuçudur) ve bu nokada da, tıpı D gibi, üç k­
nroray dzleminin ortak noktasıdır. İi ork noktaı birle­
iren doru, her üç kenaroay düzlemi için oakır. 

D köşesinden geçen altı kenaroray düzleminden üçü­
nün orak bir doğru içerdiini kanıladık. Aynı şey A'dan 
geçen üç kenaroray düzlemi, B' den geçen ,  C den geçen 
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düzlemler için de geçerli olmlıdır. Bu bululaı uyun 
biçimde birleşiirsek, lı kenaroray düzleminin orak bir 
noktası olduğunu ispalayabiliiz. (BC üçgeninin kenarla­
rından geçen üç kenaroray düzlemi ortak bir nokta ve bu 
ortak noktada buluşan üç kesişme doğrusu belirler. Şimdi, 
bu kanıtladığımız, ier kesişme doğrusundan bir kenaror­
ay düzleminin daha geçmesi gerekiğini gösterir. ) 

7. Hem 5 ' te hem de 6'da, dörzlyle ilgili bir problemi 
çözebilmek için, üçgenle ilili daha bsit bir analog proble­
min yöntemini kullandık. ine de iki önek önemli bir nok­
tada birbirinden aılır. 5 ' te, çözümünü adm adım aklit eti­
ğmiz basit analog problemin yön,ni kullandık. 6' da ise, 
bsit nlog problemin sonucunu kullandık ve bu sonucun 
nsıl elde edildiiyle ililenmedik. Bazen, bsit anlog prob­
lemin m yöntmi m e sonucunu kullanma duumunda a­
labiliriz. 5 ' te ve 6'da düşündükleimizi bir problemin ç. . 
zmünün farlı parçlan olarak ele lırsak, bunu görebiliiz. 

Örneğimiz oldukça ipiktir . Bize önerilen bir problemi 
çözerken, sık sık daha bsi t bir analog problemin çözümünü 
kullanırız; yöntemini, sonucunu ya da ikisini birden kulla­
nabiliriz. Kuşkusuz, daha zor örneklerde henüz örneğimiz­
de ortaa çkn1ayan karmşık noklar karşımıza gelebilir . 
Özellikle, asıl problemin çözümü için analog problemin çö­
zmünü hemen kullanamayacağımız duıumlar olabilir. Böy­
le duıumlarda, çeşili - ün biçimleri denenip sıl proble­
mimize uzanan bir tanesi bulunana dek, çözümü tekrar ele 
almak, çeşilemek ve deişimek urşmaya değer olabilir. 

8. Bir parça mantıkla nu u örebilmek, ya da en a­
zından sonucun bazı ,- z l l i.l ini .. r bilmek arzu ettiği­
miz bir şeydir. Böyle mantıklı ahminler de genellikle ana­
loji zeine kuludur. 

l ._ . . hom �e 
, 

b' - ein ırlk merkeiin ç­
er le (i, genn köeleine 



e külelei anı olan üç nokanın ağırlık 
bilebil i ıiz . Bunu bi l i rsek de, honH!jcn hir 

dötyüinün ırlık merkejnin dörtyüzlünün dürı " , ' ı ı  
ırlık merkeziyle �:akıştığını tahmin edebi l i ri z .  

-
Bu tahmin , 0anal�j i  kul lanarak ç ıkarsan1a�'dır .  Uçgenin 

ve dörtyüzlünün birçok yönden hcnzc r  olduklarını  bi ldi­
ğimiz için ,  bir aç ıdan daha benzer olduklarını da tahmin 
edeiz. Böylesi çıkarsamaların mantığına kesin gôzüyle 
bakmak aplca olur; fakat benzer man tıklı ç ıkarsamalan 
gözardı emek de aptall ık, hatta daha büyük bir apallıktı r . 

Analoji  kullanarak çıkarsama en sık görülen vargı türü, 
muhtemelen de en temel vargı türü o larak görünür. Bu 
tür bir çıkarsama, deneyerek veya daha katı mantık yürüte­
rek doğrulanabilecek y� da doğrulanamayacak az çok man­
tıklı tahminler üretir. Ilacının i nsanlar üzerindeki etkisini 
öğrenmeye çalışan kimyacı, vargıya analojiyle ulaşır. Tanı­
dığım ufak bir oğlan da bu yola başvurmuştu . Sevgili köpe­
ği veterinere götürülünce şu soruyu sorar: 

"Veteriner kimdir?" 

"Hayvan doktoru." 

"Hangi hayvan, hayvan doktorudur?" 

9. Birçok birbirine paralel örnekten elde edeceğimiz 
analojik bir vargı, daha az sayıda örnekten elde edilen var-

_ ıdan daha güçlü olacaktır. ine de burada nitelik nicelik­
ten daha önemlidir. Net analojiler, blanık benzerlikler­
den daha değerlidir; sistematik biçimde düzenlenmiş ör­
nekler, gelişigüzel toplanmış örneklerden daha çok şey 
anlatır. 

Bir önceki parçada (S'de) , döryüzlünün ağırlık mer­
kezi konusunda bir tahmin yürümüştük. Bu tahmini ana­
lojiyle 'destekledik. Döryüzlü örneinin anlou üçgendir. 



· u Sölüğü 

Bir daha analog örnek inceleyerek bu ahmini güç­
lendirebiliriz: homojen bir çubuk örneği (yani, birönek 
özkülesi olan bir doğru parçası ) . 

Parça , üçgen , dörtyüzlü 

aasındaki analojinin birçok yönü vardır. Bir parça bir 
doğru üzerinde, bir üçgen bir düzlemde, bir döryüzlü de 
uzydadır. Doğru parçaları en basit tek-boyutlu sınırlı şe­
killer, üçgenler en basit poligonlar, döryüzlüler en bsit 
çokyüzlülerdir. 

Parçanın 2 tane sıır-boyutlu sınırlayıcı öğesi ( 2 uç 
noktası) vardır; içi tek boyutludur. 

U çgenin 3 tane sıfır boyulu ve 3 tane tek-boyutlu sınır­
laıcı öğesi (3  köşesi , 3 kenarı) vardır; içi iki boyuludur. 

Dörtyüzlünün 4 tane sıfır-boyutlu, 6 tan� bir boyutlu 
ve 4 tane iki boyutlu sınırlayıcı öğesi ( 6 köşesi , 6 kenarı, 4 
yüzü) vardır; içi üç-boyutludur. 

Bu rakamları bir çizelge halinde düzenleyebiliriz. Bir­
birini izleyen her sütuna, sırasıyla, sıfır-, bir-, iki- ve üç­
boyutlu öğeleri koyar; birbirini izleyen her sıraya da parça, 
üçgen ve döryüzl ü için çıkarttığımız sayıları yerleşiririz: 

2 1 
3 3 1 
4 .  6 4 1 

, 
Bu rakamlarda Pascal üçgeninin bir bölümünü görebil-

mek ·için iki-terimlilein üslerini pek fazla bilmeye gerek yok­
ur. Burada parça, üçgen ve döryüzl üde ilginç bir düzenli­
lik saptıyouz. 

1 O. ıysladığımız nesnelerin yakın ilişkisini gordük­
ten sonra, aşağıdaki ibi bir '.'analoji  kullanarak çıkarsa . 
ma''nın bize güç sağlayacağı söylenebilir. 



50 Nsıl Çözmeli? 

Homojen bir çubuğun ağırlık merkezi , çubuğun iki uç 
noktasının ağırlık merkeziyle çakışır .  Homojen bir üçge­
nin ağırlık .merkezi , üçgenin üç köşesinin ağırlık merkeziy­
le çakışır. Buradan yola çıkarak, homojen bir dörtyüzlü­
nün ağırlık mrk�zinin , döryüzlünün dört köşesinin ağır­
lık merkeziyle çakıştığından şüphe etmemeli miyiz? 

Homojen bir çubuğun ağırlık merkezi , çubuğun uç 
noktaları arasındaki uzaklığı 1 :  1 oranında böler. Bir üçge­
nin ağırlık merkezi, herhangi bir köşeyle  karşı kenarın or­
ta noktası arasındaki uzaklığı 2: 1 oranında böler. Buradan 
yola çıkarak homojen bir dörtyüzlünün ağırlık merkezinin, 
herhangi bir köşeyle karşıt yüzün ağırl ık merkezi arasında­
ki uzaklığı 3: 1 oranında böldüğünden şüphe etmemeli mi­
yiz? 

Bu sorularla ortaya atılan tahminlerin yanlış olması, 
böylesi bir düzenliliğin bozulması pek mümkün değildir. 
Uyumlu basit düzenin aldatıcı olamayacağı duygusu, hem 
matematikte hem de diğer bilimlerde keşif yapan kişii 
yönlendirir ve ifadesini şu Latince deyişte bulur: simpex 
si,lum vi (basi tlik, gerçeğin mührüdür) . 

Yukarıdaki tartışma n boyuta uzatılabilir . İlk üç bout­
ta, n:1, 2, 3 için doğru olanın , daha yüksek n değerleri için 
doğuluğunu kaybetmesi pek mümkün değildir. Bu ah­
min "tümevarımla yapılan çıkarsama" dır; bize tümevarımın 
doğal olarak analoji üzerine temellendiğini gösterir. Bakı-- . .. 
nız, TUMEVIM E ATEATiSEL TUMEVIM.] 

[11. Bu bölmü analojinin matemaısel ikirlere kesiik 
sağladığı en önemli örneklere kısaca bakarak bitireceiz. 

(/) İi matematiksel nesneler sistemi diyelim, S ve s: 
birbirleine bağlılar. Bu duumda, Snin nesneleri arsın­
dai belirli ilişiler, s�nün nesnelei arsındai ilişkilerle 
anı slarla yöneilir. 
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S ve S �  arasındai bu çeşi t b i r  anal <� i ,  ( 1 ) '  de 
rınuzla ön1cklenir. S'i bir dikdörtgenin kcnarlan olardk, 
S "nü de dikdörtgen bir parlelyüzlünün yüzlei olanık alabi­
lisiniz. 

. 
(//) iki sistemin,  S ve S "nün nesnelei arasında, bzı il' 

ilei kouan bire-bir karşılık ardır. Yani , bir sistemin ne­
neleri arasında böylesi bir ilişki varsa, aynı i l işki diğer �is­
temin karşılık gelen nesneleri arasında da geçerl idir . iki 
sistem arasındaki böyle bir bağlan tı bir çeşit kesin analoj i­
dir; buna izomorizm (ya da holohedral izomorfizm) diy­
uz. 

(III) iki sistem -S ve S :  arasında belirli ilişkileri koruyan 
bireçok karşılık vardır. Böylesi bir bağlantıya (ki bu bağ­
lantı çeşitli ileri matematik dallarında, özellikle Grup Ku­
ramı 'nda önemlidir ve burada ayrıntılı olarak tartışılması 
gerekmez) merohedral izomoriznı diyoruz (ya da homo­
morızm; belki de homiomorizm daha iyi bir terimdir) .  
Merohedral izomorizm de bir başka tür kesin analoji ola­
rak ele alınabilir. ] 

• Asözlen bilgeliği. Problem çözme temel bir in­
san etkinliğidir. Aslına bakarsanız bilinçli düşüncemizin 
büyük bir kısmı problemlerle ilgilidir. Gündüz düşlerine 
dalmadığımız sürece, düşüncelerimiz hep bir amaca y­
neliktir; hep araçların, bir problemi çözme yollarının pe­
şindeizdir. 

Bazı insanlar amaçlarına ulaşma ve problemlerini 
çözmede diğerlerinden daha başarılı, bazı_ları ise değildir. 
Böyle farklılıklar sapanmış, yorumlan_mış ve bu yorumla­
rın özü belirli atasözlerinde söze dökülerek korunmuştur. 
Problem çözününde 'izlenen ipik işlemleri, kullanıln 
sağduu noklaını, alışılmış hile ve haaları çarpıcı bi­
mde kkteize eden birçok asözü rdır. Atsözleinde 



hırçın ve incel ikl i  deyiş yer e ı ın iş t i r ;  faka t şuraiı �-ok 
i, bunlarda tu tarsız ve çarpı tmalardan arı nmış hir 

bilimsel sistem kullan ı lmamıştır. rfam tersine ,  her a ta.�i,zü 
tümüyle zıt bir öğüt veren bi r başka a tasöz.iy1e eş1e.� ti ri lebi­
lir ve çoğu da yoruma açık olur. Atasözle rine  evrensel ge­
çerliği olan bilgelik kaynakları olarak bakmak apta1 l ı k  olur; 
fakat bulgusal süreçlerin atasözle rinde ifade edi len graik 
tanımlarını gözardı e tmek de haksızl ık olacaktır. 

Planlama, araç arama, eylem biçimlerini seçme konu­
sundaki , kısaca, problem çözümü üzerine atasözlerini t­
parlamak ve gruplandırmak ilginç bir iş olabil ir. Böylesi bir 
iş için gereken devasa çalışmanın yaln ızca küçük bir kısmı­
nı sunabiliyoruz burada. Elimizden gelen , l is temizde ur­
gulanan ve 6 ile 1 4 . bölümler arasında ve başka yerlerde 
ele aldığımız atasözlerini aktarmak olacak .  Bu atasözlei 
italikle yazılacaktır. 

1. Problemimize ilişkin yapmamız gereken i lk şey, onu 
anlamaktır: Yanlış anlayan, ya_nlış yanıtlar. Ulaşmamız gere­
ken sonu açıkça görmeliyiz :  Başlamadan önce sonucu düşü­
nün. Görünen dağın uzağı olmaz .  Bu çok eski bir öğüttür 
ve Latincesi "respice inem" şeklindedir. Ne yazık i, her-
kes bu güzel öğüdü dikkate almaz ve ins�nlar uğrunda ça­
baladıkl_arı amacı doğru dürüst anlamadan spekülasyon 
yapmaya, konuşmaya, hatta itizlenmeye ve abartmaya baş­
larlar. Aptal başlanıca bakar, akıllı olansa sonu düşünür. E­
ğer bu son kafamızda açık değilse , ·  kolayca problemden 
uzaklaşabilir ve gözden kaçırabiliiz .  Akıllı adam sonla bş­
ar, aptasa baştan havlu atar. 

ine de asözlei, problemi anlmak için  yeterli de­
ildir. Problemi çözmei · is tememiz de gereir. İçimizde 
kuweli bır arzu olmadıkça, zor bir probl�mi çözmek için 
hiç şansımız yoktur; ancak böyle bir arzuyla çözme ulş­
ma şan,ımız olabilir. Azmin elinn hiçbir şy kutulmz. 



. ir plan oluştumak, uyun bir ylem ikini · ı .. �­

l · çözümünde ulşılacak ana 
ii bir ikir iyi bir şanstır, bir esindir ,  anrılardan bir 

amaandır ve biz bunu haketmeliyiz: Şansın anası garettir. 
• . et öktn zmbille inz. Meşyi tek vuuşta devisin. İk 

sfre başanlı olamazsan, tekrar tekar ne. Bununla birlikte , 
tekar tekrar denemek yeterli değildir; farklı araçlar de­
nemeli, çeşili yollar bulmlıyız. Anahtarlıınkiin psini 
e. Hr çşit odundan ok yapılır. Dnerimizi koşulara u­
dualıyız . . Rüzgar esrkn yelknini doldur. Ayaını yorganına 
re uzat. Istedi,ni yapamyorsan, yapabildi,n kadannı yap. 
Eğer başarısız olmuşsak, başka bir şey denemeliyiz. Bilge 
odur ki ikini de,ştiir; bir aptal hiçbir zaman bunu yapmaz. 
En bşından planımızın başarısız olma olasılığını hesaba 
kamalı, yedekte bir başka plan bulundurmalıyız . Yayın iki 
elli osun. uşkusuz, bir planı bırakıp diğerine geçmede 
abartıya kaçıp vakit kaybedebiliriz. O zaman önümüze şu 
laycı atasözü çıkacaktır: Yap ve boz, ün yeteince uzun. A­
macımızı gözden kaybetmezsek daha az tökezleriz. Balık 
avının sonu olta atmak de,l, yakalamak. 

Belleğimizden bize yardımcı olabilecek bir şeyler çekip 
. çıkarabilmek için çabalar dururuz. ine de, sık sık, önümü-. 
ze gelen ikin bize yardımcı olabileceini anlmaız, çünkü 
hemen göze çarpacak bir ikir değildir bu. Umanın dene­
nsizden farkı ,  beli de elindekinin değeini bilmesi ve daha 
iyi kllanabilmesiir. Akıllı am nüe gen ısataran aha 
f mını yatsını bilir. Akılı am eline pni at kılını 
r. kılı .am şamı talihe çi. Ya da, muhtemelen, z-
manın avanjı ırsalara karşı hep gözü açık olmasındadır. 
e gzi yoktur. 

. 3. _Planımızın uygulmasını doğu zaman�a, plan ol­
gunlştıinda başlamalıyız; daha önce değil. htiyaszca 
bşaadıyz. Sraan e bAın. üvnn e yin. 



çok zun 
ı·n 

Ah 'a _,,_ 

vcmcd� kendi yırımıa 
anlq anlama-ı, 

haaa iaret eden manla 
t ı inanı. 

ı çou kez genel bir çerçeve çizer bize . Ann­
bu çerçevye uyduğu konusunda kendimizi ikna et­

meliiz. Bu zden her ayrıntıyı , tek tek incelemeliyiz. f-. dım cılır. Drece rece yap. DüşünL düşü� . 
r · snra pişan olaalı kişi. 

Planımızı uygularken adımlarımızı doğu sırayla aa­
lıyız. Aptalın n son yaptıını, bilge n başta yapar. 

4. eiye dönüp ammlanmış çözüme bakmak, işin 
en önemli ve eğiici �vresidir. Bir z daha düşünmyn, i 
dşünmüyr ektir. ki re düşün. 

Çözümü tekrar incelerken,_ sonucun bir dolmsnı 
ha bulabiliriz. Bu işe yeni başlamış acemiye, bu ek doğ­
ulmanın değerli olduğunu, i� ayn kanıtın bir kanıtn 
daha iyi olacağını anlamalıız. ki çapaya yen çmk ü­
nldir. 

5. Asözlerinin problem çözümüne yansıyan yoml­
n üzerine söyleiklerini henüz biirmedik. ncak buada 
lıntı yapabileceimiz birçok atasözü yeni şeyl�r söylem­
yecek; sözünü ettiimiz temların çeşitlemelei olacak l· 
nızca. Problem çözmü sürecinin daha sistemaik ve inc­
likli yönleri, Atsözlerinin Bilgeliği 'nin kapsamına girmez. 

Bu kitabın yazan, çözüme ilişin daha sistemaik yön· 
lei anımlayabilmek amacıyla, zman zmn asöleinin 
tuhaf cam1r1 l ı-1 n 1 t�1r ı : . _ _ __ - • · - 1, 



- on, yolu belirler. 
- ii arkadşın: Ne, Niçin,  Neden, Ne 

, iye sor, "Nerede" iye sor, "Ne aman 
l" iye sor, öğüt gerekiğinde imseye soma. 

- Hiçbi: şeye inanma, ama kuşkulanmaya 

,, 

dan kuşkulan. 

- İlk mantarını yetiştirdiğinde, ilk buluşunu yaptığın­
etfına iyice bak, bunlar küme küme yetişir. 

• Aşma ve yeiden brleşme önemli zihinsel i­
lemlerdir. • 

ilinizi çeken ya da merakınızı kamçılayan bir nesnyi 
incelersiniz. Bu, kiralamak istediğiniz bir ev, önemli ma 
· şreli bir mesaj ,  amacı ve kökeni pek belirgin olmayan bir 
neşne ya da çözmeyi hedelediiniz bir problem olabilir. 
Nesnenin bütünsel bir izlenimini edinmişsinizdir, ancak 
muhtemelen bu pek belirleyici deildir .. Gözünüze bir ay­
ntı çarpar ve dikkatinizi bunun - üzerine olaklarsınız. 
Sona başka bir ayrıntı zerinde yoğunlaşırsınız; sonra yine 
başka bir �nntı . . .  Ayrıntıları çeşitli biçimlerde algılar ve 
bir süre sonra cismi yine bir bütün ola:ak, fakat eskisinden 
farlı biçimde_ görürsünüz. Bütünü parçalarına aırır ve bu 
parçalan az ya da çok farklı bir bütünde tekrar birleştirir-
• sınız. 

1 .  Ayrıntılarda kendinizi kaybeıe tehlikesi rdır. Çok 
aıa küçük özellik ·ihninize - yük olacaktır. Bu özellil r 
ana noktaya yeterince dikkat etmenize engel olur, hat 
ana noktaı tümüyle gözden kaçırabilirsiniz. A. ç ardan 
omanı göremeyen adamı düşünün. 
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Kuşkusuz, gereksiz ayrınılarla vakit kaybemek isteme­
yiz ve gücümüzü asıl iş için saklammız gerekir. Güç olan 
şu ki, hangi ayrıntıların gerekli , hanileinin gereksiz ola­
cağını başlangıçta göremeyebiliriz. 

Bu yüzden herşeyden önce problemi bir bütün olarak 
anlamalıız. Problemi anladıktan sonra hangi özel nokala­
rın en önemli olduğuna karar verebileceğimiz bir konum­
da olabiliriz. Bir veya iki ana noktayı inceledikten _sonra, 
hangi ayrıntıların yakından incelenmeye değer olduu 
hakkında daha iyi karar verebiliriz .  Ayrıntılara inelim ve 
problemi yavaş yavaş ayrıştırahm, ancak gerektiğinden da­
ha çok değil . 

Elbette , öğretmen tüm öğ-renci lerinin bu konuda akıl­
lıca davranmasını bekleyemez. Ancak bazı öğrencilerin 
problemi bir bütün olarak algılamadan önce ayrıntılarla 
uğraşmaya başlamak gibi aptal ca ve kötü bir ahşkanlılan 
vardır. 

2. Şimdi matemaiksel problemle ri ,  "sonuç bulma" 
problemlerini ele alacağız. 

Problemi bir bütün olarak ele aldık tan sonra ayrıntıla­
ra girmek isiyoruz. Nereden başlamal ıyız? 1-Iemen hemen 
tüm örneklerde, problemin bşl ıca kısımlarını ,  yani, bi­
linmeyeni, verileri ve koşulu ele alarak başlamak en akıllı­
ca yoldur. Hemen hemen tüm örnelerde problemin ince­
lenmesine şu sorularla başlamanızı salık verebilirim: Bılin­
yn nedir? Vnr ne'lrdır? Koşul nedir? 

Dha ince arıntıları incelemek isiyorsak ne yapmalı­
ız? Çoğu ez, her veii keni bş na incelemek, ·oşulun 
ç · · .,,_6, b · · · a ık ve her kı mı kendi b�ı: 
n rgulam _ &a dou ola tı . 

• 
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Elimizdeki problem özellikle zor bir problemse, ayrı­
tırına işlemini derinleştirmek ve daha ince ayrıntıları ince­
leınek gerekli olabilir. Bunun için belirl i bir terimin tanı­
mına i dönek, bu tanımın kapsadığı yeni öğeleri işin 
içine katn1ak ve yeni öğeleri incelemek yararlı olabilir . • 

3. Problemi arıştırdıkan son�? öğelerini yeni bir biçim­
de yeniden birleşirmeye çalışıız. Ozellile de, bir yardımcı 
problem olarak kullanabileceğimiz, yeni ve daha kolay ula­
şabileceğimiz bir problem haline getirebilmeyi amaçlarız. 

Kuşkusuz, yeniden-birleştirme olanaklarımız sınırsız­
dır. Zor problemler gizli , olağandışı ve kökünden değişik 
bileşimler ister ve problem çözücünün dehası bu bileşimin 
farklılığında yansır. Bununla birlikte, alışılmış ve görece 
basit bileşimler vardır ve bunlar basit problemler için ye­
terlidir. Ancak, sonunda daha bulanık yollara sapmak zo­
runda kalacağımızı bilsek bile ,  öncelikle bu alışılmış bile­
şimleri denemeliyiz. 

En alışılmış ve yararlı bileşimlerin güzelce düzenlendi­
ği biçimsel bir sınılandırma vardır. Bize önerilen pro­
lemden yeni bir problem çıkarmaya çalışırken şunları ya­
pabiliriz: 

(1) Bilinmeyeni tutmak ve diğer etkenleri (verilei ve 
koşulu) değişirmek, 

(2) Verileri tutmak ve diğer etkenleri (bilinmeyeni ve 
koşulu) değişirmek, 

(3) Hem bilinmeyeni hem de veileri değiştirmek. 

Şimdi bu durumları inceleyeceğiz. 

[ ( 1 )  ve (2) nolu duumlar çakışır. slında, hem bilin­
meyeni hem veilei tumak ve yalnızca koşulun biçimini 
değiştirerek problemi dönüştürmek de mümkündür. 
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()111eğin «lşağıdaki iki problem , görünürde eşdeğer nln� 
lanna karşın ,  tümüyle aynı dcğ·i ldir :  

Bir kenarı verilen bir eşkenar üçgen ç izin iz .  

Bir kenarı verilen bir eşaçı l ı  üçgen çiziniz .  
. ·, 
iki probleın arasındaki fark bu örnekte çok küçük ol-

masına karşın , başka örneklerde daha fazla olabi l i r .  Böylesi 
durun1lar bazı yönlerden daha önemli olabi l i r , ancak hun­
ları tartışmak ne yazık ki çok vaktimizi alacaktır .  arşı)a5tı­
rınız , YADIMCI PROBLEMLER, 7 ,  sonsöz . ] 

4. Onerilen problemi dönüştürmek amacıyla bilinye­
ni tutl�a� ve verilerle koşulu değiştirmek çoğu kez yararlı­
dır. BILINMEYENE BAIN önerisi , bi l inmeyeni  aynı olan 
problemlere yönelikti r. Bu türden , daha önce çözdüğü­
müz bir problemi anımsamaya çalışabil iriz : Aynı ya da bn­
zr bir bilinyn içeren bildik bir problem düşünmye çalışın. 
Böyle bir problem hatırlayamazsak yen i  bir problem çı­
karmaya çalışırız: Bilinyenin belirlen1nesine yönelik başa 
vrilr düşünebiliyor musunuz ? 

Önerilen problemle daha yakından ilişkili yeni bir 
problemin yararlı olma şansı daha fazladır . I)olayısıyla, bi­
linmeyeni aynı tutarken,  aynı zamanda bazı verileri ve k­
şulun bir -kısmını da tutmaya ve yalnızca bir iki veriyi , koşu­
lun küçük bir kısmını -mümkün olduğunca az değişiklile­
tumaya çalışırız. Probleme hiçbir şey eklemeden bir şeyle­
i atmak iyi bir yöntemdir; bilinmeyeni tuarız ve yeni bir 
madde veya veri ekleme�sizin koşulun yalnızca bir kısmını 
sakar, gisini ataız. Bôyle bir durumun örnekleri 7- ve 8'de 
veilmiştjr. 

5. Vii tutarak, daha yararlı ve kolay ulaşılabilir yeni 
bir bilinmeyen bulmaya çalışırız. Böyle bir bilinmeyen sıl 
verilerden elde edilebilmelidir. İşte , "EİLERDEN 
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YLI OABİLECEK BİR ŞELER JÜETEBİLDİNİZ 
Mİ? ,, diye sorarken aklımızda böyle bir bilinmeyen vardır . 

Burada iki şey isteyebileceğimizi saptayalım. Birincisi , 
yeni bilinmeyen daha kolay ulaşılabilir olmalıdır; yani, ve­
rilerden bu bilinmeyeni çıkarmak asıl bilinmeyeni çıkar­
makan daha kolay olmalı ,  yani , asıl bilinmeyenin bulun­
msına hizmet edebilmelidir .  ısacası, yeni bilinmeyen bir 
çeşit atlaa taşı olmalıdır .  Derenin ortasındaki taş bana 
ulaşmak istediğim karşı kıyıdan daha yakındır ve taşa ula­
şırsam karşı kıyıya ulaşmam daha kolay olacaktır. 

Yeni bilinmeyen hem ulaşılabilir hem de yararlı olma­
· 1ıdır, ancak uygulamada genel l ikle çok daha azıyla yetin­
mek zorunda kalırız . Daha iyisi bulunamıyorsa, işimize ya­
rama şansı olan veri lerden bir şeyler türetmek mantıksız 
olmayacaktır. Ayrıca, yen i  bi l in ıneyen başlangıçta pek ula­
_şılabilir görünmese de , asıl bi l in ıneyenle yakın bağlantılı 
yeni bir bifinmeyen türctn1ck de mantıkl ıdır. 

Örneğin ,  el imizdeki problem bir paralelyüzlünün kö­
şegenini bulmaksa ( bölün1 8 \lc  olduğu gibi ) , bilinmeyen 
olarak bir yüzün köşegen in i  alabi l i riz .  Ayrıca, yüzün köşe­
geni elimizde olursa, katın ın köşegenini de elde edebile­
ceğimizi biliiz (bölüm I O 'da olduğu gibi ) ; ya da yüzün kö­
şegenini bulmanın kolay olduğunu görür ve katının köşe­
genini elde �tmede . yara�l ı olabileceğini düşünürüz 
(karşılaştırın, TUM EILERI KULLANDINIZ MI? 'da 1 ) .  

Probleminiz bir çember çizmekse , iki şey bulmamız 
gereir: çemberin merkezi ve yarıçapı .  Problemimizin iki 
ısmı olduğunu söyleyebiliiz. Bazı durumlarda, bir kısım 
diğeinden aha kolay olacaktır. Dolayısıyla, r_blemın bır 
ksmı�ıı çöbilir ısıniz ? olasılığına aman ayırmak akıllıca 
olabilir. Bunu sormakla hni kısma yoğunlaşacağımıza 
r me e çalı ır z: alnızca mer ez üzeinde mi, yoksa 
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lnızca yançap üzeinde mi yoğunlaşmal ıyım? fiangisini 
eni bilinmeyenim olarak almalıyım? Bu tür sorular çou 
kez işimize yarayacaktır: Daha karmaşık ve i leri problem­
lerde, sonucu bulmamızı sağlayacak ikir, genel l ikle pro­
lemin daha kolay ulaşılabilir bir kısmını biçimlendirebil­
mekte yatar. 

6. Hm bilinyni hm vili ,eiştirdiimizde, asıl y­
lumzdan yukarıdaki örneklerde gördüğümüzden daha 
fazla saparız. Elbette bundan pek hoşlanmayız ; çünkü asıl 
problemi tümüyle kaybeme tehlikesi vardır. Yine de, daha 
az radikal değişikliklere ulaşılabilir ve yararlı bir şeyler üre­
tilememişse kapsamlı bir değişim çekici gelebilir bize . Yeni 
problemin başarı şansı yüksekse , asıl problemden uzak­
laşmayı göze alabiliriz. Bilinyeni vya vili -grekiyorsa 
ikisini e- eiştiip, yeni bilinyen ve yeni vrilin birbirline 
daha yakın olmasını sağlayabiliyor musun uz ? 

Hem bilinmeyeni hem de verileri değiştirmenin ilginç 
bir yolu, bilinmeyeni veriler�eıı biriyle ·değiştirmekir 
(bakınz, SONUCU KULLNBILIYOR MUSUNUZ? 'da 3) . 

7. ıek. Bir kenarı a olan ve a'ya dik h yiksekliği ile 
a'ya zıt a açısı verilen bir üçgen çiziniz. 

Bilinyni nedir? Bir üçgen .  
Vir nerdir? a ve h doğruları ilea açısı . 
eometik çizim problemleriyle bir parça aşinalığımız 

varsa, böylesi bir problemi tek bir noka çizimine indirge­
meye çalışır ve verilen a kenarına eşit bir BC doğrusu çize­
riz. Bundan sonra- yapmmız gereken tek şey, a'ya zıt A açı­
sının köşesini bulmakur (bakınız, Şekil 9) . rtık elimizde 
yeni bir problem vardır. 
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hirçok nokta var ;  il<�· doğrtunından h . 
hğındaki bir paalel do�runun tüın ı ıok ıalar ı  hu 1 

saAlar. Bu paralt·ll i k .  koşulun ( 1 . ) k ı s ın ı ı ı ı  sağ layan ıu,ktafa. 
rın odak noktasıdı r. ( i l ) .  k ısn1 1 sağlayan noktalar İ \t w, 
noktaları B ve (: olan çeınher hir yay ü.eri nd<"d i r. Yay vt 
paralel doğrunun kes iş t i k leri nokta ,  hiz inı  .· i zmt' k  İ \ te<lı­
ğiıniz noktadır. 

Yukarıda uyguladığını ız i ş lenı l c: ri n  g üze l bi r yan ı  var­
dır. (�eoınetrik  çizi ın prohlen1 lcrin i  (Özerke n ,  buradakı 
deseni başarı yla izleyebi l i riz :  Problen1 i  h ir  nok tan ın (İlt· 
ınine indirgeyin ve bu noktayı bi r kesişi ın le  saptayı n .  

Fakat bu  işlemler dizis in in adımlarından biri daha da 
geneldir. I -Ier türden "sonuç bulma problemi"  çözerken 
bu yolu izleyebiliriz :  Koşulun yalnı.zca bir lns1nını tutun, diğr 
kısrnın. ı atın. Bunu yapınakla, öneri len problemin koşulunu 
zayılatmış ve bil inmeyeni  daha az kısıtl amış oluruz. Bilin­
yeni nrye kadar belirlyebilirsiniz, nerye kadar eğişebilir� 
Bunu sormakla, aslında yeni bir probleın ortaya koymuş 
oluruz. Bilinmeyen, düzlemde bir noktaysa (az önceki ör­
nekte olduğu gibi ) , bu yeni problemin çözümü bu noka­
nın belirlenmesine indirgenmiştir. Bilinmeyen başka türde 

-

bir matematiksel nesneyse (bölüm 1 8' de bir kareydi) , bir 
nesneler kümesini kesinlikle karakterize etmemiz ve doğnı 
anımlamamız gerekir. Bilinmeyen bir matematiksel nesne 
olmsa bile (bir sonraki, 8 'dei örneimizde olduğu ibi) , 
öneilen problemde bilinmeyenle ilili koşulun belili bir 
kısmını sağlayan nesn½leri ele almak, karakterize etmek, 
anımlamak veya sıralamak işimjze yarayabilir. 

8. nek. Sözcük ounları ve anagramlar içeren bir 
çapraz bulmacada şu ipucunu ·okuruz: 

"Tersten ve düzden aynı şekilde okunan bir makina 
parçsı (beş hali) ." 
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Bilin1nyn nedir? Bir sözcük . , 

ul ndir? Sözcük beş harlidir. Bir makinanın bir par­
çsıyla ilişiliir. Elbette bunun çok olağandışı bir sözcük 
olmamasını umalım. 

Koşul bilin·myeni belirlemek için yetrli midir? 1Iayır. Daha 
doğrusu, koşul yeterli olabilir, ancak bir önceki paragrafa 
yazdığımız yeterli değildir. Bu koşulu sağlayan birçok söz­
cük var. 

Koşul , elbette bilerek, bulanık ifade edilmiştir. Eğer 
"düzden okunduğunda bir makina parçası", "tersten ­
kunduğunda da bir maki na parçası" olarak tanımlanabile­
cek mantıklı bir şey bulamazsak, sorulan sözcüğü� düz ve­
ya ters okunmasının kastedildiğini düşünebiliriz. ipucunu 
bu biçimde yorumlamak iyi bir ikir olabilir. 

Koşulun çeşitli kısımlaını birbiindn ayınn. Koşul iki kı­
sımdan oluşmuştur: biri , sözcüğün anlamıyla, diğeri oku­
nuşuyla ilgilidir. Bilinmeyen sözcüğün şu koşulları sağla­
ması gerekir: 

(/) Bir makinanın bir parçası anlamına gelen kısa bir 
sözcük, 

(II) Beş harli ve tersten okunduğunda da bir makina 
parçası anlamına gelen bir sözcük. 

Koşulun yalnızca bir kısmını tutup diğini atarsak, bilin-
meyen tam anlamıyla belirlenemez. Koşulun, (I) . kısmını 
sağlayan çok sayıda sözcük vardır. Bir anlamda, (1) ve 
(il) 'nin kesişiği yeri bulmamız gerekmektedir. Doğl yön­
tem koş�lun (1) . kısmı üzerinde yoğunlaşmak, öngörlen 
anlmı sağlayan sözcüklei anımsamak ve bunları hatırla­
dıktan sonra istenilen saıda haf içeip içemedikleine ve 
tersten okunup okunmadılanna bakmak gerekir. Doğu 



Naıu l 

sôzrüğü bu lana kadar h in. ok st,zC ' ı. , k l ı a ı  ı ı  l a r r ı a ı ruı  .'· 1 t·h, 
hilir: dişl i ,  �üvdc· , kapu ı ,  kapak, ı uo ıo ı 

Elhetlt' ,  " rotor" ! 
9. 3 ' ıe ,  üncrilcıı hi r "so ı ıt ı (.· h ı ı l ı ı ı a  p ı ohJ , · ı ı ı i " r ı ı ı ı twJ ı , 1 1 

öğelerin i  ycnidcıı hi dc� ı i n ·rek y, · ı ı i  b i r "s, , r ı ı H, t , ı ı l rrı� 
problcın i °  elde ctrııc o)aı ı a k l a r 1 1 1 1  s ı ı ı ı f l a nd ı ı  r ı ı ı � ı ı k .  · ı ,.� 
deği l ,  i ki ,  hatta daha Eız la yen i  J H o f  , J , · ı r ı , · J d , ·  t ·d iy, , r ,1 � 
önümüze daha fazla o lanak c ı kaca k ı ı r  . • 

Ozclliklc ,  bir ''sonuç bu l ı na pn,h J c · r ı ı i " ,  b i r " k a r ı J I  Jn <,b 
lemi "nin çözümüne bağlı o labilir. N, �  yazı k  k i ,  y, : ı i ır ı i zi rı 
darlığı yüzünden bu olası lıkları tartı şarn ı y<Jn J z .  

1 O. "anıt  problemleri "ne  ilişki r ı  anc <1 k bir k1ç  �,:y si,y. 
leyebileceğim. Bu problcrı ler "son u: bu J rr ı a pn,b l ,:rı l t r i �  
hakkında yaptığımız geniş tartı�rnaJara ( �  i l e  q)  arı a J , ,g g,:­
lişir. 

Bir kanıt problemini bütün olarak an l ad ıkan sorı ra ı 

genelde başlıca kısımlarını inceleme l iyi z .  Böyl e bi r pn>b­
lemin başlıca kısımları, kan ı tlam amız ya da aksi n i  kan ıtla­
mamız gereken teoremin hem hipotezi hcrn de vargısıdır . 
Bu kısımları iyice anlamalıyız : HifJotz nedir ? Vargı nedir� 
Daha ayrıntılı noktalara girmemiz gerekiyorsa, hipotzin 
çeşitli kısımlarinı birbirinden ayırabilir ve her kısm ı tek ba�ına 
inceleyebiliriz. Bundan sonra diğer ayrıntılara iner ve 
problemi ayrıştırmaya devam edebiliriz. 

Problemi yrıştırdıktan sonra, bu işlem sonucu elde e­
dilen öğeleri yeni bir biçimde birleştimeyi deneyebiliiz. 
Özellikle ,  bu öğelei bir başka teorem olarak birleştimy 
deneyebiliiz. Bu yaklşımla üç olanağımız vardır. 

( 1) Varıyı tutar ve hipotezi deişiiriz. İlk önce benzer 
bir teorem anımsmaya çlışırız: ya bakın! Aynı ya a 
bnr bir varısı oan bilik bir trm düşünye çalşın. Böyle 
bir teorem hatırlaymsak, kenimiz bir ane bumaa 
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lışırz: Varıyı kolayca türetebieceiniz bir hipotz düşünebili­
YM mSU,UZ ? Hiçbir şey elemeden bir şeyler aarak hip­
tezi deiştirebiliriz: potzin bir kısmını tutun, diğr ksmını 
atın; varı haa geçrli midir? 

(2) Hipotzi tutar ve vargıı değiştirebiliriz: Hipotzdn işe 
yarar bir şyr türetebiliyor musunuz ? 

(3) Hem hipotzi hm e varıyı de,ştiiiz. ısımlardan 
yalnızca birini değiştirerek bşarılı olamıyorsak, ikisini de 
değişirmeyi düşünebiliriz. Hipotzi vya varıyı -grekiyorsa 
ikisini e- eiştiip, yni hipotzin ve yni varının bibirnne 
daha yakın olalaını sağlayabiliyor musunuz ? 

Burada ,  öneri len "kan ı t  problemi"ni  çözebilmek için 
iki veya daha fazla yen i  "kan ı t  problemi " oluşturduğumuz­
da, ya da öneri len proble ın i  uy-un bir Hsonuç bulma prob­
lemi"yle i l işki lencl i rd iğ i ın i zdc . ünün1üze ç ıkacak çeşili ola­
sı l ıklaı s ınılanct ınn ıvoruz .  

• Bliçk ve ustljn1a k u Ld lara �·aklaş ı ında görülen 
iki farkl ı tavı rd ı r .  

J .  Bir kural ı t ı\'gu ı ı  \ c uygun o lınaan örneklerde haı­
yen, atı bi r bi�· i ın c lc: . \( >rgulaın�u lan uyg1ı lmak bi lgiçlikir. 
Bzı bilgiç ler ıa\'a l l ı  ap ta l lard ı r ;  h i çh i r  ayrım gözetmeksizin 
ve dikkatle tı\'gulad ı k l a rı hu kural ı h i .· anlamamışlardır .  
Bzı bilgiç lerse o ldukça başar ı l ıd ı r lar :  en azından bşlan­
gıça kural ı an laın ış lar  \T hirçok i:> rneğe uygun ,  ylnızca 

zaman ha�arıs ı ı  o lan h i r  yol tu ttum l ı 
Bir kural ı doğal bi r kolayl ı kla , yargılayrak, uyun ol­

du öneklere dikkat ederek \'e kuralın  z · rinin a-
ı e,ı fıalaı ızın yla-
a ._ 

sou ve m çözücü­
. C li e 
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ger'ir. \u soru V' ôııcril<·rin doğru 
uygulan1a sırasında, dencyin1lcrlc, hatarı vr 

şarısızlıklarla, denemc-yanılına yoluyla · , · ', . r 
İkinci olarak, kullanıında hiçbir zarnan hilgiç olunm. 
n1alıdır. atı bir kuralı hiçbir ayrıın gi',zelln<'ksizin izJ, .. 
ınek hi\�bir soru sorulınanıasını, hiçhir öneride bulunuJ­
manıasını gerektirir. l·{albuki, çc�itli sorularla ôncrilert· 
hazırlıklı olnıanız ve yargı g ·ücünüzü kuJlanmanız gere­
kir. Çok zor, heyecan verici bir problemle uğraş1yorsanız 1 
deneyeceğiniz bir sonraki adın1ı atahilmeniz için ônü­
nüzdeki problemi dikkatle, açık ikirle düşünmeniz gere­
kir. Bir öğrenciye yardım etmek istiyorsanız, öğrencinize 
söyleyeceğ·iniz şey, onun zorluklarını sempatiyle anlamak­
tan geçmelidir. 

Eğer bilgiç olmaya eğiliıniniz varsa, en azından şu ku­
ralı iyice belleyin: Her zaman önce beyninizi kullanın. 

• Blnçaltı çalışma. Bir akşam yazar bir arkadaşımla 
sohbet etmek istedim, ama bir türlü ismini hatırlayama­
dım. Bu duruma çok sinirlendim, çünkü öykülerinden bi­
rini gayet iyi biliyordum. Ayrıca, kendisi hakkında anlat­
mak istediğim şeyi de çok iyi hatırlıyordum. Sonuç olarak, 
arkadaşımın adı dışında herşeyi hatırlıyordum. fm 
durmadan adamcağızın adını düşünüyordu, ama boşuna . 
. Ertesi sabah, bir önceki akşamın kızgınlığı aklıma geldi­
ğinde, arkadaşımın adını hiçbir çaba harcamaksızın hatır­
layıverdim. 

Okuyucunun da büyük olasılıkla benzer deneyimlei 
· olmuştur. Ve okuyucu problem çözmeye düşkün birisiyse, 
aynı şeyleri problemlerle de yaşamış olması muhtemeldir. 
Sık sık bir problemde hiçbir başarı sağlayamadığınız ol­
muştur; çqk uğraşır ama bir adım bile atamazsınız. ysa 
bir gece dinlendikten ya da birkaç günlük bir aradan son� 
gei dönersiniz, birden parlak bir �kir yakalyıp problenı 
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kolayca çözersiniz. Problemin ne olduğu ise burada hiç 
önemli değildir; unutulmuş bir sözcük, bir çapraz bulma­
canın zot bi. maddesi, sinir bozucu bir mektubun bşı, ya 
da matematiksel bir problemin çözümü olabilir. 

Böyle olaylar bilinçaltının çalıştıı izlenimini veir. er­
çek şudur ki, bir süre unutulmuş bir problem berraklaşmış 
ve bilincimizden kaybolmadan önceki halinden çok daha 
çözüme yakın olarak bilince geri dönebilir. Problemi im 
berraklaştırmış, kim çözüme yaklaştırmıştır? Kuşkusuz, bi­
linçaltında problemle uğraşmaya devam eden problem çö­
zücünün kendisi. Başka bir yanıt bulabilmek zordur. ine 
de, psikologlar ileride çok doyurucu olabilecek başka bir 
yanıtın başlangıcını da keşfetmişlerdir. 

Bilinçaltının çalışması kuramının değeri ne olursa ol­
sun, bilinçli düşüncen1izi belirli bir sınırın ötesinde zorla­
mamız gerektiği kesindir. Bazen problemi bir tarafa koy­
mak gerekir. Orneğin "yastığına danış" deyişi, eski bir ö­
ğüttür. Problemin ve kendimizin dinlenmesi için ara verir­
sek, ertesi gün daha az çabayla daha çok şey elde edebiliriz. 
Fakat, sonradan dönmek istediğimiz bir problemi hiçbir 
ilerleme kaydetmeden bırakmak da hoş bir şey değildir. O 
nedenle çalışmayı bıraktığımızda en azından bazı noktalar 
yerini bulmuş, sorunun bir yerlerine yanıt verilebilmiş ol­
mlıdır. 

Yalnızca çözmeyi çok istediğimiz ya da büyük bir geri­
limle uğraştığımız problemler, geri gelince ilerlemiş olur. 
Bilinçltının çalışmaya devam etmesi için bilinçli çaba ve 
gerilim de gerekli görünmektedir. Zaten böyle olmasaydı 
çok daha kolay problem çözer, yalnızca uyumamız ve par­
lak bir iir doğmsını beklememiz yeterli olurdu. 

eçmi te ansıın gelen ii bir iir bir esin aynaı, an­
lrn g len bir mn : ırdı. Byle bir maanı haket· 
me �,. a en zı . n u la � teme gereir. 



Naııl 

• men ner? Ne gereklidir? Ne istiyorsunu,f 
Nei amalısınız? 

Vir ntdir1 Ne verilmiştir? Elinizde ne vardır? 

Koşul edir1 Bilinmeyen, verilere hangi koşulla bağ­
lanmıştır? 

Bu sorular öğretmen tarfından problemin ne kadar 
anlaşıldığını test etmek için kullanılabilir; öğrenci bunlara 
berrak yanıtlar verebilmelidir. Bunun ötesinde, yukarıdaki 
sorular öğrencinin dikkatini bir "sonuç bulma proble­
mi"nin başlıca kısımlarına yönlendirir: bilinmeyen, veiler, 
koşul. Bu kısımların tekrar tekrar ele alınması gerekli ola­
bilir. Dolayısıyla, sorular da çözümün ileri aşamalarında sık 
sık yinelenebilir. ( 8., 1 O., 18., 20. bölümlerde ki örnekler; 
DENLEM KUA, 3, 4; YGUAALI PROBLEMLER, 
1; BULACR.) 

Bu sorular problemi çözen kişi açısından çok önemli­
dir. Problem çözen kişi bunlarla problemi ne kadar anla­
dığını deneler, dikkaini problemin şu ya da bu kısmına 
yönlendirir. Çözm, temelde, bilinmeyenin verilerle ilişilen­
dirilmesinden oluşur. Dolayısıyla, problemi çözen kişi tek­
rar tekrar "Bilinyen nedir? Viler nelrdir?' sorularını sora­
rak, dikkatini bu öğelerde yoğunlaştırmak durumundadır. 

Problemde birçok bilinmeyen olabilir, koşul birbirin­
den ayrı ele alınması gereken birçok kısmından oluşabilir 
ya da bir veriyi tek başına incelemek gerekebilir. Bu yüz­
den _değişik sorularımı_zı kullanabiliriz: Bilinmeyenler ne­
dir? ilk verimiz nedir? ikinci verimiz nedir? Koşulun çeşili 
kısımları nelerdir? Koşulun birinci maddesi nedir? 

Bir "kanıt problemi"nin başlıca kısımları hipotez ve 
vargıdır. Bunlara karşılık gelen sorular da şöyledir: Hipot. 
nedir? Varı nedir? Çou kez bize yararlı olabilecek bu soru­
ların 1 sözlü çeşıtlemelerine ya da değişirilmiş biçimlerine 
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gerek duyabiliiz. Örneğin, varsaydığınız nedir? Varsa­
ımınızın çeşitli kısımları nelerdir? (Bölüm 19'daki ör­
nek. ) 

• Bilnmne bn. Bu oldukça esi bir öüür. 
aincede "respice inen" denir. Yi, sona bın. macınızı 
haılaın. Hedeini ununaın. Ne elde emek isteiinii 
dşünün. erekenlei gözden kaçımaın. Ne için uştı­
nzı alınızda nıtun. BilinynR bkın . \'aıya bun. "Respice 
inem" deyişinin bu ii \'ersiyonu, �·sonuç blma problemlei" 
ile "kanıt problen1lei·'ne özell ikle  u�·arlanmışur. 

Tün1 di kkati ın i ı i  hedef i ın i ıe vönel terek, i radenizi a­
macını ıı üıe ri nde \ 'oğu ı ı l a� t ı rarak .  ona  u laşınak iç in yol ve 
ara� lar dü�ün ürü, � « - � i  h i  � 1 1 a�  , ·c vol tu· kul lanınalıs ınız? 
l lrdefin iıe n �t \ ı l  u Lt � �th i l i ı , i 1 1 i , �  Bu  t ü r h i ı  sonucu nasıl 
elde ec l t ·h i l i ı , i ı ı i ı �  1 l . t ı ı ! ı  ı ı < · c l c ı ı l c · ı  hu, h· bi r sonu�· doğu­
racak t ır ? l\i ,v l c  h i ı , ,  ı 1 1 t ı ı l l  ı ı c ı  cd < '  g c  ı ı  ı u ü� t ü ı ı üı? l\üyle bi r 
sonu� <· ide t· U ıu · k i (

)
ı ı ı  ı ı ı , . t ı ı l . t ı  gc ı ı < · l l ı k l ( '  n t· , J ı · ı r  l\ynı 

ya da I ı, , ,. 1 �  ,, ,�, ı  t , 1.i ıi lı r r  . düşünyt 
zl :\ v ,ı ı  \ ıı ıill bı , �.ı,il, u; ,, ,�n ln /dı. 1 t, n , 11 dü-

Yi ı ı , · . hu  ı � ı  " ,u n u_ pı ohl<"ml<· ri " i le 
·un ı t  prohl t· ı n l c ı  1 " 1 u· t t / t · l l ı k l . -

ı ,ncı ı 



(�nel öneriyle kıyaslandığında, özel öneride bir t­
tumluluk vardır. 

Birincisi, probleıni düşünürken daha az çaba harc: 1rız 
'Tünı probleme değil . yaln ızca bil innıeycninc hakrıamıı 
gerekir. Problenı bize şematik biçimde şöyle görünür :  

u . . .  verildiğinde, doğrunun uzunluğunu bu]un . "  

İkincisi , seçinı yaparken de tutuınlu davranırız. Bize <­
nerilenle ilişkili, ortak noktası olan çok sayıda problem 
olabilir. Fakat bilinmeyene bakarak seçimimizi sınırlar. 
yalnızca aynı bilinmeyene sahip problemleri ele ahrız. Ve 
hiç kuşkusuz, aynı bilinmeyene sahip problemler arsın­
dan öncelikle en temel olanı ve en iyi bildiğimizi seçeriz. 

2. ünümüzdeki problemin biçimi şöyledir: 

" . . . . . .  verildiğinde, doğrunun uzunluğunu bulun . "  

Bu türden en basi t ve en bildik problemler üçgenlerle 
ilgili olanlardır: Bir üçgenin üç bileşen kısmı verildiğinde 
bir kenarın uzunluğunu bulun. Bunu hatırladığımızda iliş­
kin bir şey bulmuşuz demektir: şte size önünüzdeki sorunla 
ilişkili ve daha önceden çözülmüş bir problem. Bunu kullanabilir 
misiniz ? Bu problemin sonucunu kullanabilir misiniz ? Üçgen­
ler hakkında bildiğimiz sonuçları kullanabilmek için, şek­
limizde bir üçgen olmalıdır. Var mı? Yoksa bildiğimiz so­
nuçlardan yararlanabilmek için  şeklimize bir üçgen çizmeli 
miyiz? Bunlaı kullabilek için yardımcı bir öğe bulabilir misi· 
niz ? 

-Bilinmeyeni bir üçgenin kenarı olan pek çok bsit 
problem vardır. (Bu problemlerin verileri farklıdır; iki açı 
ve· bir kenar verilebilir, ya da iki kenar ve bir açı ve açının 
verilen kenarlara göre konumu farklı olabilir. Bütün bu 
problemler dik üçgenler için özellikle basit olur. ) Dikka­
imizi önümüzdeki probl�mde odaklayarak hangi türden 
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çizmemiz gerektiğini ve önceden 
· içinden hangisin in o anki amacım11A en ko­

ı· uuın sağ·Iayacağın ı  bulmaya çalışırız. 

Uyun bir yardımcı üçgeni şekile yerleştirdikten ona, 
bu üçgenin de üç bileşenini bilmediğimizi farkedebiliiz. 
ncak bu o kadar önemli deildir. Bu kısımlan nsıl elde 
edebileceğimizi görebilirsek önemli bir ilerleme apmış saı­
lıız, çünkü artık elimizde çözüme yönelik bir plan olur. 

3. Yukarıda ( 1  ve 2 'd,e ) anlattığımız yöntem bölüm 
l O'da anlatılmıştı ( ancak öğrencilerin yavaşlığı bize biraz 
ket urmuştu) . Buna benzer örnekler eklemek hiç zor de­
ildir. slına bakarsanız, orta sınılardaki hemen hemen 
tüm "sonuç bulma problemleri"nin çözümleri şu bildik 
önerinin doğru biçimde kullanımıyla başlatılabilir: Aynı ya 
da bnzr bir bilinmyen içren bildik bir problem düşünmye çalı­
şın. 

Böylesi problemleri şematik o larak ele almalı ve ilk 
önce bilinmeyene bakmalıyız :  

(1) . . .  verildiğinde doğrunun uzunluğunu bulun. 

(2) . . .  verildiğinde açıyı bulun . 

(3) . . .  verildiğinde döryüzlünün hacmini bulun. 

{ 4) . . .  verildiğinde noktayı çizin. 

Temel matematik problemleriyle biraz uğraşmışsak, 
aynı bilinmeyeni içeren ya da basit ve bildik olan problem­
leri kolayca hatırlarız. Önerilen problem bunlardan biri 
değilse , doğall ıkla bildiğimiz olan şeyleri kullanır, ,  bu basit 
problemlerin sonuçlarından yararlanmya çalışıız_. Pro­
leme, işimize yaayabilecek, iyi bildiğimiz bir şey sokmaya 
çalışır, böylece güzel bir bşlangıç yapmış oluruz. 



Naıı l 

S>zinni ettiğinıiı dôrt duruında da , .·üzüınün n�•u) hi r 
yol izleyecrğinc i l işkin bel i rin  bir plan . rrıan t ı kh hı r rah. 
min varılır. 

( 1) Bilinmeyen ,  bir üçgenin bir kenarı olarak ehle e­
dilmelidir. Yapılması g·ereken ,  üç bil i ncn ] i  veya kolayca 
elde edilebilecek bi leşeni olan bir üçgen ç izmek t i r . 

(2) Bilinnıeyen, bir üçgenin bir açısı o larak e lde edi l­
melidir. Yapıln1ası gereken ,  uygun bir üçgen çi zmekti r. 

(3) Yüksekliğin uzunluğu ve taban alan ı bi l in i rse, hi­
linmeyen elde edilebilir. Yapılması gereken ,  bir yüzün ala­
nını ve bu yüze karşılık gelen yüksekliği bulmaktır. 

( 4) Bilinmeyen,  iki öğenin kesişimi olarak elde edilmeli­
ir. Bu öğeler ya bir çember ya da bir çizgi olabilir. Yapılma­
sı gereken, bu öğelerin önerilen koşuldan çıkartılmsıdır. 

Bu örneklerin tümünde de , aynı bil inmeyeni içeren 
basit bir problemle ve bu problemin sonucu ya da yönte­
mini kullanma isteğiyle bir plan oluşturuyoruz .  Elbette 
böyle bir planı izlerken güçlüklerle karşılaşabiliriz, ancak 
işin başında bize avantj sağlayabilecek bir ikrimiz vardır. 

4. Elimiz�eki problemle aynı  bilinmeyeni içeren , ön­
ceden çözdüğümüz bir problem yoksa, böylesi bir avanta­
jımız da yoktur. Bu tür durumlarda, problemimizle başa 
çımak çok daha zor olacaktır. 

Yarıçapı bilinen bir kürenin yüzey alanını bulun ." Bu 
problemi çözen Arşimed o lmuştur. Arşimed'in kullanabi­
leceği aynı bilinm_eyene sahip bundan daha basit bir pro­
lem yoktur. slına bakarsanız, Arşimed ' in çözümü en ­
nemli matematiksel gelişmelerden biri sayılabilir . 

"ltı ke;an bilinen bir döryüzlünün içine yerleşiil­
miş bir kürenin yüzey alanını bulun. "  Arşimed'in sonucu­
nu biliyörsak, bu problemi çözmek için Arşimed 'in deh.a­sına sahip olmamız geremez. Yapmamız gereken, kürenın 



özlüı ,, 
dörtyüzlünün ahı kenarına hağh olarak · 

emekti r .  Bu pek basi t  bir  iş dcAi ld ir ,  antak zorluk 
de Arşin1ed ' i n  probleın iylc kıyaslananıaz .  

Aynı bilinmeyeni içeren ,  üncedcn çözmüş olduğunuz 
bir problem bilınek ya da bi lmcınck ,  kolay bir problem ile 
zor bir problem arasındaki tek fark olabilir . 

5. Biraz önce sözünü ettiği ıniz gibi , Arşimed kürenin 
yüzey alanını bulduğunda, daha önce aynı bi l inmeyene 
sahip bir problem çözınemişti .  Fakat benzer bir bili nme­
yene sahip, önceden çözülmiış birçok problem biliyordu. 
Yüzey alanı küreninkinden daha kolay bulunabilen ve 
rişmed' in zamanında gayet iyi bilinen eğri yüzeyler var­
dır: Örneğin ,  çember biçimindeki dik koniler, çember bi­
çimindeki dik si l indirler ve kesik konilerin alanları gibi . 
Arşimed' in daha basi t ve benzer olan bu örneklerin hepsi­
ni dikkatle ele aldığından kesinlikle erıin olabiliriz. Ger­
çekten de , Arşimed ' in  çözümünde , iki koni ile sayısız kesik 
koniden oluşan karma bir katının yüzey alanı küreninkine 
bir yaklaştırma olarak kullanılır (bakın ız, TNIM, 6) . 

Önümüzdekiyle aynı bilinıneyene sahip, önceden çözül­
müş bir problem bulamıyorsak, bilinmeyeni benzer olan bir 
problem bulmaya çalışırız . Bu ikinci tür problemler eli­
mizdekiyle daha uzaktan il işki lidir ve bu yüzden macımıa 
pek uygun olmayacaktır. ıne de çok değerli bir yol gösterici 
olabilirler. 

6. "anıt problemleri"ne ilişkin de birkaç söz söyleye­
lim. Bunlar, yukarıda "sonuç bul�a problemleri" için yap­
tığımız daha geniş açıklamalara analogdur. 

Açık biçimde ifade edi lmiş bir teoremi kanılmamız 
(ya da tersini kanıtlamamız) gerekiyor. Onümüzdekiyle bir 
biçimde ilişkili olan ve önceden k�nılanmış herhangi bir 
teoremin işe yaraması mümkündür. Ancak, bunun en çok 
işimize yarayan ve elimizdekiyle  aynı vargıyı içeren bir 



l 

bekl-yehi l i riı .  l\unu hi lcl i( imiıe 
· . vargının üzerinde durarak 

gec; iri ıi1 .  ·reorerne hakn1an ı n  hi r yolu .  
" . . .  ise . bu açılar eşit t i r . " gibi hi r �enıayla i fade ccl i l ehi-

Dikkatimizi önümüzdeki vargı üze ri nde yoğunlaş t ı rı r ,  
aynı ! bnr bir varı içen bildik bir teore1n düşün j. 
çalışırız. Ozellikle bu türden çok basi t, bildik problemleri 
ele alırız. 

Orneğimizde bu tür birçok teorcın olduğ·una göre şu­
nu hatırlayabiliriz: "Eğ·er iki üçgen eşleşik ise , karş ı l ıkl ı  açı­
ları eşittir . " İşte size elinizdehiyle ilişkili ve daha önceden kanıt­
anmış bir teorem. Bunu kullanabilir misiniz ? Bunu kullanbil­
ek için yardımq bir öğe bulabilir misiniz ? 

Bu öneileri izleyerek ve hatırladığ-ımız teoremin yardı­
mıyla bir plan oluşturabiliriz: Eşleşik üçgenlerden yola çıkaak 
söz konusu açıların eşiliini kanılayalım. Bunun için bu açı­
lan kapsayan bir çift üçgen çi.meıniz ve bu üçgenlerin eşleşik 
oldulannı kanılamamız gerekiğini görebiliyouz. Böyle bir 
plan ii bir bşlangıç noktasıdır ve sonunda, bölüm 19'da ol­
duğu gibi - bizi arzu etiğimiz amaca götürebilir. 

7. Şimdi bu konuu özetleyelim. Aynı  ya da benzer bir 
bilinmeyen içeren, önceden çözülmüş problemleri (aynı 
ya da benzer bir vargı içeren, önceden çözülmüş teoremle­
ri ) hatırlamakla doğru yönde bir başlangıç yapmış oluruz 
ve çözüme götürecek bir plan oluşturabil iriz .  Basi t örnek­
lerde (i alt sınılarda daha sık önümüze çıkar) aynı bilin­
meyene sahip en temel problemler ( aynı vargıya sahip en 
temel teoremler) genellikle yeterli olacaktır .  Aynı  bilinme­
yeni içeren problem�_eri düşünmeye çal ışmak çok açık ve 
sağduulu bir yöntemdir (bu konuda bölüm 4'de söyle­
nenlerle karşılaştırınız.) . Bu kadar basi t ve yararlı bir 
yöntemin yaygınlşmaması oldukça şaşırtıcıdır. Elinizdeki 
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iabın yzarı, bu gerçeğin daha önce böylesine genel bir 
biçmde fade edilmemiş olduğunu bile dşünüyor. Ne ?lursa 
olsun, matemaik öğretmenlei de öğrencileri de bu öne­
inin doğu kullanılmsının önemini yadsıyamazlar: Bilin­
yne bakın! Aynı ya da bnzr bir bilinmyen içrn bildik bir 
robem düşünye çalışın. 

• Bir . şel çiziniz. �akınız, ŞEI�LER. Uyun isimlen­
diyi yapınız; bakınız, iŞARETLENDiRME. 

• Bolzano, Bemrd ( 1 781 -1 848 ) , mantıkbilimci ve ma­
tematikçi . 

lVissnschaftslehre adl ı açıklamalı mantık çalışmasının 
geniş bir bölümünü bulgubil i ın konusuna ayırmıştır (Ci l t  
3 ,  s . 293-575 ) .  Bolzano eserin in  hu bölümü için şunları 
yazmıştır: "Burada ye tenekl i  i nsan larca çok zaman önce 
farkına varılmamış bir incc lcıne süreci sunduğumu sanmı­
yorum; burada bu türden yen i  b i r  şey bulabi leceğiniz sö­
zünü de verrniyorum.  Fakat ,  tüın ye tenekli insanların , çoğu 
kez bi l incine varmadan i zl edi kle ri kural ve inceleme yolla­
rını açık seçik sözcüklerle  i fade e tmeye çal ışacağım . Bunu 
tam anlamıyla yapabi leccği n1 yan ı l samas ına  kapı lmadığım 
halde , burala sunulanları n  hazı i nsanlara keyi f  vereceğini 
ve yararlı olabi leceğin i  uın ut ediyorum . "  

• Boula deneme . geomet rik  ya da fiziksel formüllerin 
hızlı ve etkin bir  biç imde 1 n i l  i i ç in iyi bir yön-
temdir. 

1. Denemenin ıl i 1 li - nı h tı lama i çin çember 
bi imind bir dik ı koni ele alal ım . 

, al tabanın yançapı,  
r, • ab ın pı 
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/ 

, r,. h veiliinde S alanı sapanabilir. Böylece 

St(R+r) j(R-r)2+h2 

fomülünü bulur ve boyutla deneme yöntemini bu formü­
le uyulamak isteiz. 

Geometik bir niceliin boyutu kolayca görülebilir. , 
r, h uzunluktur ve bilimsel biimleri kullanırsak, san imet­
reyle ölçülür; dolayısıyla boyutları cm' dir . S alanı sanimet­
rekare cinsinden ölçülür, boyutu c- ir. . =3. 1415 9 . . .  ise 
yalnızca bir sayıdır. Tümüyle sayıs�l bir n icel iğe bir boyut 
vermemiz gerekiyorsa, bu boyut  rm- = 1 olrnal ıdır. 

Bir toplmın her terimin in bo�.utu ayn ı  oln1al ıdır; bu 
boyut aynı amanda toplan1 1 11 da boyu tudu r. l)olayısıyla, 
, r ve R+r terimlcıinin b<J�·tulan �n·n ıd ı r : nn İ ki te ıin1 (R-r)2 
ile h2hin boyutları da ayn ıd ı r ( ı �t l t. ' l l  ( .. >\ ' I ( '  < > l ı n a l ı d ı r ) : rm. 

Bir ç�rpını ın boyu tu .  �· aıp� t ı ı Lu 1 1 1 1 1 1  hı ,\ u t Lt rı n ı n  .·ar­
pımıdır . Uslerlc i lgi l i  de huna  h( ' ı ı ı c ı  t , i ,  k t ı Lt l  \·a rd ı r .  De­
neye tabi tu ttuğunnıı fonnühüı h C " ı i k i \ .t ı ı ı ı ı , L t k i  n i ce l i kl e­
in yerint· bu nircl i kle ri ı ı hu\'u t l .u 1 1 1 1  \ : t ı : t ı  � ' - ·  

rm ' • I • ( n  • -
elde edei,. Bu aşi t J iğ i n doğ ru  o ldug ı ı  .u, ı k , � t g c· , ı  i ı l üvor . 
Demek i derH�nıcın iı  ,on ı H  u r ı c L, f o ı n ı ,· dd ( ' h 1 1 ha ta  ( Jk-
manuştır. Fomıül dt' fl <· rnc, ·i A t L ı t nu � ı ı ı  

Bşa örnekler 
KOTR<>L 

2. 

İ . i il 1 · 1 . ho h ı ı  n c \ r ,t \ · ı t <  a 
�f iSi � 1 Z: . i n  ? k ı , ın ı ı ı a  
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Bir kürenin alanı · ve hacmi için 4t r2 ve 4/, r3 fomül­
leini hatırlıyor ancak hangisinin ne olduğu konusunda 
emin olamıyorsanız, boyutla deneme yöntemini kullanarak 
her türlü kuşkunuzu giderebilirsiniz. 

3. Boyutla deneme yöntemi izikte geometiden çok daha 
önemliir. 

"Basit" bir sarkaç, yani, bir tel ile sılmış küçük, aır bir ci­
sim düşünelim. Sarkacın ağırlığının gözardı eilebilir, telin u­
zunluunun da değişmez olduğunu kabul edelim. , telin u­
unluu; , yerçeimi imesi; , sarkacın peiyodunu göstersin. 

Mekanik açısından düşünüldüğünde, T yalnızca l ve 
gye bağımlıdır. Fakat bu bağın tının biçimi nedir? Şöyle bir 
formül hatırlayabilir ya da kestirimde bulunabiliriz. 

T = el '" g n 

Burada c, m, n belirli sayısal değişmezdir. Yani Tnin l 
ve 'nin belli üsleri ile (", p/, orantılı olduğunu varsayarız. 

Bundan sonra boyutlara bakarız. T, zaman olduğu için 
saniye ile ölçülür; boyutu sn'dir. fnin boyutu cm; 'nin bo­
utu cm.sn2; sayısal değişmez c'nin boyutu 1 'dir. Boyutla 
deneme yöntemi şu denklemi verecektir: 

ya da 
sn = 1 .  ( cm )'n ( cm sn·2 )'ı 

( )m + t  -2n sn = cm sn . 

Denlemin iki tarfında da temel biimler cm ve sn'nin 
slei anı olmlıdır. Dolaısıyla, 

O =  m+n 1 = -2n 
ve 

n= -1/2 m=l/2 
elde edeiz. 



dönenı 7�n i ı ı  fornı ü l iı şu  h i; in ıde olnıal ul ı r :  

� - �  I 
T 1 1 , = c . g - = c -

Bu örnekte boyutla c lcneınc yön tcn1 iyl ' çok şey t l <I <· 
edebiliyoruz, ancak herşeyi değ·i l .  l�i rincis i , bu yön tem r 
değişmezinin dcğ·eri hakkında hiçbi r bi lgi vermiyor (hu 
değer aslında t'dir) . ikincisi , geçerl i l i k  s ın ı rları hakkında 
bilgi vermiyor. Bu formül sarkacın yaln ızca küçük sal ın ım­
ları için geçerlidir ve yaklaşık bir değerdir  ( "sonsuz dere­
cede küçük" salınımlar için kesin değerdir ) . Bu sınırlama­
lara karşın, boyutların ele al ınmas ın ın , en temel araçları 
kullanarak bir sonucun ası l  kısmını  çabucak öngörebil­
memizi sağladığ-ına kuşku yoktur.  Bu sonucun daha ayrın­
tılı incelenmesi çok daha gelişkin yol ları gerektirir. Çoğu 
örnekte bu anlattıklarımız aynı biçimde geçerlidir. 

• Bulgubilim. Mantık, felsefe ya da ruhbilime dahil ­
lup çoğu kez özetlenen , ender o larak ayrıntılarıyla sunu­
lan, günümüzde hemen hemen unutulmuş,  çerçevesi çok 
ii çizilmemiş bir bilimdalıdır. Bulgubilimin amacı buluş 
ve icatların yöntemleri i le btınlara i!işkin  kuralları incele­
mektir. Bu tür çal ışmaların izleri O klid yorumcularında 

I 

gözlenebilir; bunların arasında PAPPUS'a  ai t bir pasaj .  -
zellikle ilginçtir. Bir bulgubilim sistemi kurma . yolundai 
en iyi bilinen çabalar, iki büyük matematikçi ve düşünür 
DESCARTES ve LEIBNITZ tarafından harcanmıştır. 
Bernard BOLZANO ise bulgubilime ilişkin ayrıntılı bir a­
çıklama yapm_ıştır. Elimizdeki ki tapçık bulgubiliıni çağdş 
ve alçakgönµllü bir biçimde gözden geçirmek üzere yzıl· 

f , • • 

mış bir denemedir. Bakınız, ÇAGDAŞ BULGUBILIM. 

Bir sıfat olan "bulgusal "  sözcüğünün anlamı ise "buluş 
yapmaya yönelik"tir. 



Sözlüğü 

• Bulusl ıl üüme, nihai ya da ke'si n değil , geçici 
ve mantıkl ı olan , ele al ınan problemin çözümünü bulmayı 
aınaçlayan mantık yürütme biçimidir . Sık s ık bulgusal 
mantık yürütme kullanmak zorunda kal ırız. Ancak çözüme 
eksiksiz ulaştıktan sonra eksiksiz kesinlik elde edebiliiz. 
Oysa bu kesinliğe ulaşmadan önce genellikle az çok akla 
yatkın bir tahminle yetinmek zorundayız. Bir bina yapar­
ken nasıl bir yapı iskelesi kuruyorsak, kesin bir kanıt  ya­
parken de bulgusal akıl yürütmeye gerek duyarız . 

• • • t 

Bakınız, ILELEMENIN IŞARETLERI . Bulgusal akıl 
yürütme genellikle tü�evarım ya da analqj i  üzerine �emel­
lendirilir; bakınız, TUMEVARIM VE MATEAl'IKSEL .. . 
TUMEVAIM ve ANALOJI ,  8 ,  9 ,  1 0 . 

Bulgusal mantık yürütme kendi içerisinde gayet iyi iş­
ler. Kötü olan , bulgusal mantık yürütmeyi kesin bir kanıtla 
karıştırmaktır. Daha kötü olan ise , bulgusal mantık yürüt­
meyi kesin bir kanıt yerine koyup satrnaya çalışmaktır. 

Bulgusal mantık yürütmenin doğası daha ii anlaşıla­
bilseydi , avantaj ve sınırları açıkça görülebilseydi ve ders 
kitapları bulgusal argümanları açık açık ortaya koyabilsey­
di , belirli konuların öğretimi , özellikle de izikçi ve mü­
hendislere yüksek matematik öğretmenin esasları , daha da 
iileştirilebilirdi . Açıklıkla ve keyili bir biçimde sunulan 
bulgusal bir argüman çok yararlı olabilir, içinde özenli bir 
argümanın tohumlarını  taşır ve bu argü-mana hazırlık nite­
liindedir. Ancak bulgusal bir argüman belirsizce, utan­
gaçça ve duraksayarak sunulduunda, büyük olasılıkla za­
rarlı olacaktır. Bakınız, NEDEN ANIT? 

• Baclr. Bölüm 3'de,  sunduumuz listedei ana s­
u ve öneilein konua baımlı olmaıp her tür probleme 
uylanabileceini öngöm$tük. Bu savı çeşili bulmacalrda 
denemek ilinç olacakır. Önein, şu sözc�klei ele lalıı: 
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verilen haı tle ı i  ,·cn i< lt-n hir h·� t ı ı t· ı t · k ı c · k  hi ı \o, ,  ,·ı k , 
t� t nı t· k t i  r . I\ u ı . o ı < • ı k t • n . 1 . .  � t e 1 1  , i ı d ( · k ı hı r  . , • k "" 
ru n un . · � r \ ..- ı l i  ,. . • h �, t t  a u ,. � u u ı o I e l  ı ı  ğ u n u � o r n w k ı •· 
�in, olat akt ı ı . 

· - ·-
', !, ı /, dı r � llört süır ük :  Ki Ul .E < �< > 1 .  E< �R I  K\1 . iP  

Koş ul ı dı t � İs teni len süıc ük on  yedi  harfl i d i r  v«_· 1 
dört sözc üğün harflerid i r. Büyük olas ı l ı k l a  olağa ı ıd ı � ı 
sözc ük deği ldir .  

Bir şekil çi.in iı. On yedi boş ;izgi işare t lenı ck olduk�ı 
\--ararl ı olacaktır. 

robmi yni  sözcüklrle yazabilir misi n i. ?  
AIIEOI 

harlerini bir biçimde yeniden düzenleyerek bir sözcük 
bulmamız gerekiyor. 

Problemin yeniden yazılmış biçimi budur (bakınız. 
YDIMCI PROBLEM, 6) . Bu yeni ifade avan taj lı olabilir. 
alın seslilerle ince seslileri birbirinden ayırarak (bu ­
nemlidir, alfabe sırası ise değildir) , probleme başka bir 
açıdan bakıyoruz. Böylece istenen sözcüğün yedi heci 
olduğunu görüyoruz. 

Önünüze konan roblemi çözemiyorsanız, önce onuna il­
li başka bir robemi çözye çalışın. Onunla ilişkili bir po­
lem, verilen harlerin bazılarıyla sözcükler oluşturmakur. 
Bu türden kısa sözcükler yapabiliriz .  Ondan sonra, daha 
uzun sözcükler bulmaya çalışırız . Ne kadar çok harf k ıll 
nırsak, istenen sözcüğe o denli yaklaşırız. 
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robmin bir kısmını çöebiliyr musunuz ? İstenen sözcük 
0 denli uzundur ki , birbirinden farklı kısımlardan yapılmış 
olmlıdır. Büük olsılıla bir bileşik isim ya da bir sözcüğe 
lışılmış ekler konaak türeilmiştir. Bu alışılmış ekler ne­
ler olabilir? 

-UK 
-LLI 

Koşulun yalnıca bir kı mı  1 t t ını , dir ksmını atın. G ve 
G içeren uzun bir sözcük düşünıneye çal ışabil iriz. Bu, yedi 
heceye kadar gidebi l i r. 

Kşksuz listeın izdei s< ,n ı  , ·e öneriler bürülü bir eti a­
paca. dt'il cli r .  l l i () > İ  ı <, .th�t h ; tn aınaın ıı ı  g·er'kiın1esizin 
mümkün ulan t üın hı ı l ı  ı ı . t ,  �d .u 1 1 1  , �u ı ı t ı ı ı  ı ,·l· reınez. Okuyucu 
bu sözcÜKÜ hulnıak i , l i, • • ı  ,, . dc nc ıH t·,T ,·.· düşünıneye de­
\all etnıel idi r .  l .i , h· <h · . ı  ., • ı  u , c  onc ı  i l e ri n  yapabi leceği , 
. den1 i ri iş lt· r  t u ı ın .ık " ı ı ı B. t,. t ı ı " ı , l ı k  , c,�t ı l· t i n ı iı.i k ı rdığ·ın­
da . prohh·nı i  hi ı ke ı ı .u . t  .u ı ı ı .t k  ı , t t·, < 'hi l ı ı  iı :\ ı ıctk soru ve 
önrri lc r i ın i ı  h i  ıc , t ·  u i  h ı ı de ı ı c ı ı  ı c  , o l u .  , c ı ı  i hi ı bak ış  a( ısı .  

t c  l k ı  ı ı ı  h i ı  h�ı)l� , \ t' )H i ı ı ı ı � ( P� l l· n·<. ck .  ven i  hi r uyanda 
bulunacak v<· ,hı� ,·1 u 11 1c, <· d t·vA ı ı ı  t ·unc ın i ı i  L . . ı ı 

ltşka hi ı 0 1 1 1 t · . t \ 1 1 1 \YR I ,  I I R\L\ \ ' 1- YFN I DEN I\ I R-
LEŞTIR�fF .  � , 1 1 .ı c ldc, ı nc  h.1 - 1 1 1 1 1  

• Blu, kuln. .c · � f « - 1 1 1u · 1 1 1 n  i 1 .  ku ı a l ı  . 1 ı  kul-
ohn�,� - ı k ı n , ı , ı  \ t · ı c -

hi r fi kr in �<· l rnc,ı n ı  hc · .k·n1 c- k ı u  



82 �sıl Çözmeli? 

yoktur. Her çeşit probleme uygulaı1abil ecek, hiçbir zaman 
şşmayan kurallar bulmak eski ·bir  felsei hülyadır ki, bu 
hiçbir zaman tatlı bir düşten başka bir şey olmaacaktır. 

Mantıklı bir _bulgubilim şaşmaz kurall arı hedelemez, 
fakat problem çözmede tipik yararları olabi lecek süreçleri 
(zihinsel işlemler, adımlar, yaklaşımlar) incelemeye çalışır. 
Problemleriyle yeteince i lgi li olan her  akl ı başında insan 
böylesi süreçleri uygular. Akı l l ı  insanların  kendilerine, a­
kıllı öğretmenlerin öğrenci lerine sordukları belirli ve ka­
l ıplaşmış soru ve öneri ler  bu süres: lere g-ötürür. Ye terince 
genel ifade edilip düzgü nce s ı ra la ı ıdığ-ı nda , felsefe aşın­
dan daha az arzulan ı r  o l sa da ,  gc ı\·cğ·e dönüş türülebilir. 
Üzerinde çal ı ş t ığ ı ı11 ı z  l i s t e  h i ıc :  i � t c l H- .) � · l c bi r derl eme sun­
maktadır . 

• Bnu dha Lnce gördünüı nıu'  (> n ü ın üıdeki pro­
lemi daha  önceden , < ·u ı ı ı l t ) .  h i ı i l ( ' ı i n d c ı ı  d uvııı u� ya da çok 
benzer bi r prohleu ı l c : k .u - ı l . t ' ı ı ı ı �  ( d ı ı ı � t n ı ı ,  ı n ü ın kündür. 
Bunlar ara.� t ınnavı h ı r  , ı l ı n � t ı ı ı �u ı ı ı ı ı  g ( 'n · k ı i ı  < · n  olasıl ıklar­
dı r. l)olavı" ı�- 1 .ı nc l l' ı u l d u � ı ı ı u ı  ; t ı ı Lu ı ı ; t \ ;t � a l ı � ı nı .  Bunu 
ııha önr, ,riirdı, ı i. 111 1, ' )

°
a da av ı ı ı /11 uiı/r111 1 /ın rı. dılı ıaklı bi· 

i"ı, mı ttıl ı · � Yan ı t  , ,h ı ı 1 1 ,uı  , , l ,� t  hi l e · .  i ,  ı ıd  · 1 <  ben­
zer sonıla r . varaı l ı  h i lg i l c - ı 1 1 1  c l ( ·\· ı < ·, ( '  g ı ı 1 1 1 < · \ İ ı ı <· neden ola­
caktı. 

Bu nıaddenin ,o r u ,  <, oğ u ı ı l  ukla daha ge-
nel bir anlamda k ı ı l la ı ı ı l ı ı  <, :i ',ı iı ı ıu ·  u la�ahi l n ı e k  i; i n ,  el-

<' >ğt· lcri � < · k ip  ı ı J .  u an 
. k ı�unJarı n ı  hareke te  
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özellik önemli olabiliyorsa, butıu gömye çalışıız. Bu neir? 
Bilik bir şey midir? Bunu daha önce rdünüz mü ? 

• Çğdş bulublim _problem çözme sürecini , özellikle 
bu süreçte yararlı olabilecek tipik zihinsel işemlei anlamaya 
çalışır. Bu bilim, hiçbiri gözardı edilmemesi gereken çeşili 
bili kanaklanna sahipir. Ciddi bir bulgubilim çalışması 
hem mantısal hem ruhbilimsel zemini gözönüne almalı, 
Papps, Descartes, Leibniz ve Bolzano gibi daha eski yazar­
laın bu konuda söyledilerini gömezlikten gelmemeli, araf­
sız deneyimleri ise hiç ihmal etmemelidir. Problem çözme ve 
bşklarının problem çözmesini inceleme deneyimleri , 
blgubilimin üzerinde yapılandığı temeller olmal ıdır. Bu 
çalışmada, hiçbir tür problemi gözardı etmememiz, her 
çeşit problemin çözüm yol l arı aras ındaki ortak noktaları 
bulmamız, problemin konusundan ba-ırnsız genel ôzellikleıi 
bulmyı hedelemeıniz gereki r .  Bulgubil i ınin "pratik" a­
maçlan vardır. Probleın ,·özıncde yararlı olan ipik zihinsel 
işlemlerin daha iyi anlaşıln1a�ı , öğ-rc tınc yöntemleinizi , özellik­
le de matemaik öğTeme yöntcn1leıinizi iyi yönde etkileyebilir. 

Elinizde tutuğunuz ki tap bu programın gerçeleşirilme­
sine yönelik ilk iıişiındir. Şiındi , bu Sözlük' ün çeşili madde­
leinin böyle bir prograında nasıl yer bulabileceğini artışaca-
ız. 

J .  slında, bizim l istcıniz problem çözmede yararlı zi­
hinsel işlemlerin  bir l istesid ir .  Sıralanan soru ve öneriler 
bu tür işlemlere yöneliktir . Bu işlemlerin bir bölümü Bi­
inci ısıl'da ayrıntılarıyla tartışılıp .. rneklenniş, bir bö­
lümü de ikinci Kısım ' da tekrar anımlanmıştır. 

o u cu li t d 
bil · einme ıçın, 
cml , ei l - zl -

· belirli sou ve öneriler hakkında ek 
l a l i  t deki on beş parar�ın ilk 

ad elei e bakmalıdır: BILI ME-.. -
Dl . L' c ·  EK UMKU 



MÜ? BİR ŞEİL (:İZİN . . .  SC)NU(:U KlJ I JANABİLY()R 
MUSUNUZ? Lis tedeki bel i rl i  b ir  konu hakkında bi lgi -­

dinmek isteyen okuyucu, bu konunun ge�: t iği paragrafın 
i lk sözcüklerini alıp, Sözlük ' teki başl ığı bu i lk  sözcükJer 
olan maddeye bakmal ıdır. Örneğin ,  '' Tanımlara gi nün" 
önerisi , i lk cümlesi PROBLEMİ ENİ SÖZCÜLERLE YA­
ZABİLİR MİSİNİZ? olan paragrafa al ınmış tı r . Okuyucu bu 
başlık altında, TANIM maddesine  yapılmış bir atıf bulacak­
tır. Söz konusu öneri TANIM maddesinde açık]anmış ve 
örneklenmiştir. 

2. Problem çözme,  birçok farkl ı yön ü  olan karmşık 
bir süreçtir. Sözlük 'ün on iki ana maddesi bu yönlerin ba­
zılarını tartışmaktadır. Aşağ·ıdaki paragraflarda bu madde­
lerin başlıklarından söz edeceğiz .  

Yoğun bir çalışmaya _girdiğimizde , ne kadar i lerlediği­
mizi kuvetle hissederiz. ilerlememiz hızhys_a coşar, yaşsa 
.mutsuzluğa kapılırız. Problem çözmenin iLELEME E 
BAŞI'sında ası l olan nedir? Sözlük'ün çeşitli kısımlaın­
da bu soruyu tartışan maddeye sık s ık göndermeler yapıl­
mıştır. Bu ·madde ilk okunması gerekenlerden biridir. 

Bir problemi çözmeye çalışırken ,  çeşitl i  açılardan �le 
alır, zihnimizde durmadan eirir çeiririz .  PROBLEMiN . . 
ÇEŞiTLEMELEi çalışmamız açısından bir temel niteli· 
ildedir. Problemi, AIŞTIA E ENİDEN BİRLE­
TiME sürecinde öğelerine ayırarak, belirli terimlein 
TANIM'larına geri dönerek ya da GENELLEŞTİRME, } 
ZELLEŞTİRME ve NLOJİ kaynaklarını kullanarak çeşit­
lemeye çalışırız. Problemin çeşilenmesi bizi YDIMCI 
ÖGELER'e ya da daha kolay ulaşabil eceğimiz YDIMCI 
PROBLEM'e götürebilir. 

İi tür problem sıni farı iale oraa kom�; 
SONUÇ BUA PROBEEİ, NT PROBLEME!· 



ljsten1iz "sonuç bulma problemleri"ne uyarlanmıştır. Onu 
"kanıt problemleri"ne de uygulayabilmek için soru ve ône­
rileri gözden geçirip bazılarını değiştirmemiz gerekir. 
Ttuı1 problen1 çeşi tlerinde , özellikle çok basit olmayan ma­
ten1atik proble�nlerinde, uygun İŞARETLENDİME ve 
geonıetrik ŞEiLLER önemli ve genellikle vazgeçilmez 
araçlardır. 

3. Probleın çözme sürecinin birçok yönü vardır, fakat 
elinizdeki ki tapta bunların bazılarını çok özet olarak ele 
lırken, bazılarına hiç değinmedik .  Sanırım, böylesi kısa 
bir çalışmada gereğ-inden fazla incelikli , teknik ya da tar­
tışmalı noktaları dışarda tutmak doğru olmuştur. 

-
Koşullu, sağduyuya dayalı BULGUSAL MANTIK U-

RÜTME, çözümün bulunmasında önemlidir, ancak bir 
kanıt sayılmamalıdır. Kestirimlerde bulunabilirsiniz, fakat 
TAHMİNİNİZİ SINAYIN önerisine de �utlaka uyul_m�ı 
gerekir. Bu�gusal argümanların doğası iLERLEMENiN i­
ŞETLEi maddesinde tartışılmaktadır. Dolayısıyla bu 
tartışma çok daha genişleti lebilir. 

Konumuza ilişkin olarak belirli mantıksal desenlerin 
gözden geçirilmesi önemlidir , ne var ki teknik maddelerin 
konması da pek yerinde olmazdı. Büyük ölçüde ruhbilim­
sel yönlere ayırılmış yalnızc_a �ki madde vardır: LI­
LIK, UMUT, BAŞARI ile BIL�N�LTI ÇALIŞMA. Havan 
uhbilimi konusunda da GEE iŞLEM maddesinde bazı 
düşüncelere yer erilmiştir .  

Tüm prob�em çeşitlerinin ,  özellikle- YGUALI 
PROBLEMLERIN, hatta BULMAIN bulubilim kap­
smı içinde olduğu kiap boyunca urlanmakadır. Arıca, 
değişmez BULUŞ KURLlARI' nın ciddi araştırmaların 
konsu olmaacaının a lı çiilmişir. Blubilim, insan­
lın problemlerle karşılştığında gösteriğı davranışları 
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tartışma konusu yapar. Bu, büyik olasılıkla çok daha ön­
ceden başlamış bir tartışmadır. Bu tartışmaların özü ATA­
SÖZLEİNİN BİLGELİGİ 'nde yakalanmış gibi görünmek­
tedir. 

4. Belirli soruları konu edinen birkaç madde ve daha 
genel yönlerle ilgili bazı maddeler genişletilmiştir, çünkü 
bu maddeler ya da bu maddelerin bazı bölümlei öğrenci 
ya da öğretmenlerin özel ilgisini çekebilir. 

Temel matematikte genellikle önemli yöntemsel sou­
ları tartışa� m�ddelere de Sözlük ' te değinilmişir: PP­
PUS, GEYE IŞLEM, OLAYANA ERGI VE DOALI .. . .. ANIT, TUMEVAIM VE ATEMA'TISEL TUMEVA-
RIM, DENLEM KURMA, BOYUTLA DENEME ve NE­
DEN ANIT? Birkaç madde özell i kle  öğTetmenlere yöne­
'liktir: RUTiN PROBLEMLER. ve 1'ANI .  Başka maddeler ise 
hevesli öğrenciler içindir :  ZEKİ PROBLEM ÇÖZÜCÜ, 
ZEKİ OKUUCU ve GEL.C:E(�İN v1A'rEMATİKÇİSİ. 

Bölüm 8, 1 0 , 1 8 , 1 9 , 20 ' da ve Sözlük 'ün  çeşi tl i madde­
lerinde veri len , öğTetınen i le  öğrcnc i lcri arasındaki karşı­
lıkl ı konuşmalar, yaln ızca s ın ıına yön göstermek isteyen 
öğremen açısından değ·i l ,  kendi baş ına problem çözen kişi 
açısından da model oluş turabi l i r. IJüşünn1eyi "zihinsel ko­
nuşma" olarak, diişünenin kendi kendis iyle konuşması ola­
rak tanımlamak p k la doğru olur .  Söz konusu diyaloglar 
çözümün ne denli ilerlediğini gösterir .  Kendisiyle konuşan 
probleın çözücü kişi de benzer bir doğrul tuda ilerleyebilir. 

5. Diğer başlıkların hepsini burada ıralamayacağım, 
yalnız a birkaç gruptan söz d . im . 

Bazı madd l r konumuz n tarih 
DE RTE L 1B I Z B L 
İ E E İ R p 

in eğilmektedir: 
BULGUBİLİM, E-' 
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Birka�. madde de teknik terimleri açıklar: KC)ŞUL, 
SONUÇ, ONSAV. 

Bazı maddelerde ise sadece gönderme yapılmıştır. 
6. Bulgubilim, genelliği , her çeşit problçme uygulana­

bilmeyi ve problemin konusundan bağımsız süreçleri ince­
lemeyi hedeler. Bununla birlikte, elinizdeki metin hemen 
hemen tümüyle temel matematiksel problemleri örnekle­
mektedir. Bunun bir kısıtlama olduğunu gözden kaçıma­
mak gerekir, fakat bu kısılılığın çalışmamızın yönünü etki­
lememiş olduğunu umuyorum. Aslına bakarsanız, temel ma­
temaiksel problemler istenen tüm çeşililiğ-i sağlayabiliyor. 
Bunların çözümü üzerinde durmak özellikle ilginç ve ulaşı­
labilir oluyor. Bunun da ötesinde, matemaiksel olmayan 
problemler, pek örnek olarak _verilmese de, hiçbir zaman 
amamen unutulmuş değildir. Ileri düzey matematik prob­
lemlerine doğrudan göndernıeler yapılmıyor, ancak bunlar 
kitabımızın gerçek arka zeminini oluşturuyor. Böyle bir ça­
lışmaya ilgi duyan uzman matematikçiler, buradaki temel 
örneklerle verilen noktaları genişletınek isterlerse kolaylıkla 
kendi deneyimlerinden elde ettiği örnekleri ekleyebilirler. 

7. Burada BULGUBILIM maddesinde adı geçmeyen 
birkaç çağdaş yazara teşekkürlerimi ve şükran duygularımı 
sunmak istiyorum: Fizikçi ve düşünür Ernst Mach , mate­
matikçi Jacques Hadanıard, psikolog William James ve 
Wolfgang Köhler. Arıca, çalışmları (bunlar kendi çalışma­
ln ilerleip kısmen yaınlandıkan sonra çımıştı) benimi­
lere parlel düşünceler içeren psikolog K Duncker ile mate­
maikçi F. aus'un adlaını da anmak isiyoum. 

• D�lem uıa_bir  dilden diğeine yapılan çeiriye 
b�nzer (iŞETLENDiME, 1 ) .  N·ewton 'un Aithetica Uni­
sals'te (Erensel itmetik) kullandığı bu kıslma, hem 
öğrencilerin hem öğretmenlerin sık sık karşılaştıları bazı 
güçlüklein �oğsının açıklanmsında yardımcı olabilir. 



1 .  llenkleın ktııına, sözcüklerle  tan ın1 J anmış  hi r ko�ulu 

ınatematiksel sen1bol lerlc ifade etn1ck an lam ına  gel i r. f 
dilden,  ınateınatiksel formül lerin  di l i ne  hi r çevi ri yapıl­
maktadır . Bu yüzden denklcın kurarken karşı la.�tığ ırn ız 
güçlükler, çevi ride karş ı laşt ığın1 1z  güçl ük lerle  ayn ıd ır. 

Bir tümceyi İngi l izce ' deı� Frans ızca 'ya çevi rebi lmek i­
çin iki şey gerekir. Biri ncisi , Ingi l i zce tümceyi tümüyle an­
lamalıyız. İkincis i ,  Fransızca 'ya özgü i fade bi ç imlerin i  bi l i ­
yor olmalıyız .  Bu , sözcüklerle  bel i rti l ıniş  bi r koşulu mate­
matiksel sembollerle ifade etme�� çal ış ı rken karşı karşıya 
kaldığımız d�ruma çok benzer. Once l ik] e  koşulu tümüyle 
anlamalıyız. !kincisi , matematikse l  ifade biçimlerin i  bilme­
liyiz .  

Ingilizce bir tümce sözcük sözcük Fransızca 'ya çerile­
biliyorsa, bu görece kolay bi� çeviri olacaktır. Fakat sözcük 
sözcük çeviremeyeceğ·imiz Ingilizce deyimler de vardır. 
Tümcemiz böyle deyimler içeriyorsa, çeviri zorlaşır. An 
arı sözcüklere yönelttiğimiz dikkati ,  bütünün anlamına 
doğru kaydırmamız gerekir. Ayrıca tümceyi çevirmeden 
önce yeniden düzenlememiz gerekebil ir .  

Denklem kurmak da hemen hemen ayn ı  şeydir. Kolay 
örneklerde sözel tanım hemen parçalara ayrıl ır ve bu par­
çaların hepsi matematiksel sen1boller halinde yazılabilir. 
Daha zor örneklerle , koşulun hemen matematiksel sem­
bollere çevirilemeyecek parçaları vardır .  Böyle bir durum­
da, sözel tanıma daha az dikkat ederek anlam üzerinde 
yoğunlaşmak gerekir. Formülleri yazmaya başlamadan ön­
ce koşulu yeniden düzenlemek ve bunu yaparken matema­
iksel isimlendirme kaynaklarını hatırda tutmak gerekir . 

. 
ister koly ister zor olsun, tüm örneklerde koşulu an-

' lamamız, koşulun çşitli kısımlamnı bibiinen ayımamz ve 
şunu sormamız gerekir Koulun çeşitli kısımlannı kaıa ­
bilir misinz? Kolay öneklerde koşlu, 'hemen matematiksel 
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en1bollerle yazabileceğimiz kısımlara ayırmakla 
· i l i  iz .  l)aha zor örneklerde ise koşulun uygun hir hi­

çiınde bölünmesine daha az ras tlanır . 

şağıdaki örnekleri inceledikten sonra ,  yukarıdaki a­
çıklmaları bir kez daha okumanız iyi olacaktı r .  

2. yle iki sayı bulun ki, toplamlaı 78 ve çarpıman 1296 
osun. 

Safayı ikey bir çizgiyle ikiye bölelim . Bir tarfa uyun 
kısımlara ayınlmış sözlü ifadeyi yazalım. Diğer arafa, sözel 
ifadenin karşısına cebirsel simgeleri yazalım . Problemin slı 
solda, sembollere çevrilmiş biçimi de sağda olacaktır. 

Problemin belirtilmesi 

'Türkçe 
Oyle iki sayı bul un ki , 
toplamları 78 
çarpımlarıysa 1 296 olsun . 

cebirsel dil 
x ,  y 

X + Y = 78 
y = 1296 

Bu örnekte sözel tan ım neredeyse otomatik olarak kı­
sımlara ayrılır ve her kısım matematiksel sembollerle yazı­
labilir. 

3. Hacmi 63 cm3 ve yüzy alanı 102 cm2 olarak vin, ta­
banı kare şeklindeki · bir dik prizmanın genişli,ni ve yüksekliini 
bulun. 

Bilinynr nerdir? Tabanın kenarı, buna x diyelim; 
ve piz�anın ükselii, buna y diyelim. 

Vir nerdir? Hacim, 63 cm3; alan, J 02 cm2• 

Koşul nedir? are biçimindei abanın kenarı x ve ük­
seliği y olan pizmanın hacmi 63� alanı J 02 olmlı. 

Koşulu çşitli kısıara ayınn. oşµlun biisi hacimle, 
iğei alanla ilili iki kısmı vardır. 
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Koşulun tümünü bu iki kısma ayırmakta duraksamaız, 
ancak bu iki kısmı "hemen" yazamayız. Alanın çeş�Ji parça­
larının ve hacmin nasıl hesaplanacağını bilmek durumun­
dayız. ine de bu geometri bilisine sahipsek, koşulun bu 
kısımlarını yeniden ifade edebilir, böylece kolayca denk­
lemlere çeirebiliriz. Sayfanın sol tarafına problem ifadesi­
nin yeniden düzenlenmiş ve genişletilmiş bir biçimini, ce­
birsel çeiriye hazır biçimini yazal ım . 
Tbanı are olan bir dik pizmmız var 
Tabanı� kenannı ve ükseliini bulun 
Birinci. Hacmi verilmiş . 
Hacmi belirleyen , kare biçimindeki 
abanın alanı 
ve yüksekliğin 
çarpımıdır. 
ikinci . Yüzey alanı veri lmiş .  
Yüzey şunlardan oluşur: kenarı x 
olan iki kare; 
ve her biinin aban kenarı x 
ve ükselii y olan dört dikdörtgen 
lan bu iisinin toplmıdır. 

X 

y 
63 

x2 
y 

x2 * y = 63 
102 

2x2 

4 x y 

2 x2 + 4 X y = ]02 

4. Bir ounun nkmi ve bir noktanın koordinattan v­
ildiine, vin noktanın douya göre sıetık noktasını bu­

lun. 

Bu bir dz emsel anlii geometn problemidir 
BilinTnu,rı ir? Bir n-0 a; oorinalan p, q olsun. 

· · ir. Bi dun _n ,den emi; diyelim · ,  y = m 
x + n. e ir no � oordi a an a, b o 
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Kşul nedir? (a, b) ve (p, q) noktaları y • m x + n doğu­
suna göre birbirine simetriktir. 

Buradaki temel güçlük, koşulu, her biri anali tik ge­
metri dilinde ifade edebilecek kısımlara bölmektir. Bu 
güçlüğün yapısın ı  iyi anlamak zorundayız .  Koşula uygula­
nan ayrıştırma hem mantıksal açıdan karşı çıkamayacağı­
mız hem de yararsız bir şey olabili r. Burada bize gereken , 
analitik dille ifade edilmeye uygun kısımlardır. Böyle bi r 
ayrıştırma yapabilmek için simetrinin tanımına gi döneli, 
ma bu arada analitik geometri kaynaklarından gözümüzü 
ayırmamalıyız. Bir doğruya göre simetrik olmak ne anlama 
gelir? Analitik geometride hangi geometrik ilişkiler basi tçe 
ifade edilebilir? Burada elbette birinci soru üzerinde yo­
unlaşacağız ,  ancak ikinciyi de unutmamalıyız. Böylece 
nihayet bize gereken ayrıştırmayı yapabil iriz: 

Verilen nokta 
ve istenen nokta arasındaki ilişki 
şöyledir: 
Birincisi , bu iki noktayı birleştiren 
doğru bize verilen doğruya diktir. 

İincisi, bu iki noktayı birleştiren 
doğunun orta nokası bize verilen 
dou üzerindedir. 

(a, b) 

(p, q) 

q - b I - --
p - a m 

_b_+_q = m-a_+_p + n  2 2 

• Desctes, Rene ( 1 596 - 1 650) , büyük matematikçi ve 
düşünür. Descartes problem çözümü üzerine evrensel bir 
yöntem gelişirmeyi planlamış, ancak Rues for the Direction 
of te Mind adlı eserini yarım bırakmıştır. Ölümünden son­
ra el yazmaları arsında bulunan ve yaınlanan bu bilimsel 
incelemenin parçalan, Descartes ' ın daha ii bilinen esei 



�-- - o, ___ , un kapsaın ı ıu lan  .ok  < l.ıha 
"dan daha �on ı- . ı  , . . ı ı ı l r n ı � r ı  r . 

. Ruh·," in  kükt· n i ı ı i  t a ı ı ı n ı l a r : H (  f·rı� 
dah ire bu luşla r  h �ı k k ı nda  hi ı �, ·v) r r  

ı k t • n d i ı 1 1  i r a t e ı 1 1  H · ,  · e � a J ı  � ı ı  d ı rn . 
. be l il i  kura l l a r ı  k u J J a ı ı ı ı ı a k ta o l l 

• elcn atemakçsi ak ı l l ı  bi_! · prob lem çôzüc� 
ı ı , ancak bu da ye ter l i  değ i ld i r .  ( )nce doğal · · . · hangi tür :eşi t problen1 le re uyg un  o lduğunu  t 

(�leceğin matemaikçisi için , işin en  öneml i  k ısmı gt­
ye dönüp amamladığı çözüme bakmak o lmal ıdır. \' 

· çözme hani yollardan gi ttiğini izleyip çözümün en 
biçimini inceleyerek, birçok şey gözlemleyebi l i r. kıllı 

l m ik i problemin güçlüğü ve karar vermesine n� 
den olan iir konusunda düşünebi l i r. Kendi ni engelle\'eo 
a da yavşlaanın ne olduğunu, son anda hangi noktanın 
ardımcı olduunu görmeye çal ışabil ir .  Basi t ,  sezgisel iir· 
lei sapmaya çalışabilir: Bunu bir bakışta görebiliyr m­
nz 1 Çeşili yöntemleri gel iştirip birbiriyle kıyaslaabilir 
nu bir bşa yolla ele edebilir_ misiniz ? Elindeki problemi 
çözülmş problemlerle karşılaştırarak daha da berlt 
nmayı deneyebilir. Çözümünü az önce tamamladığı pro­
lemi, temel olarak çözebile.eği yeni problemler için kur· 
lablir: Bu sonucu ya da yöntmi bir başka robm içi-n ­
ailir msiniz? Çözdüğü problemlei mümkün olduun· 
a özmsyerek, onlan kullanıma hazır, ii düzenleniş 
ililer hline somş olacaktır. 

elecein maemaikçisi , herkes ibi alile ve u" 
lma yapak öğrenir. Talit emek için doğru modeli ." 
mlıdır. enini teik eden öğremenlei gözl m Ui . 
enii yeenei bir radşıyla ılmlıır .- En ön rolı 
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yalnızca o gün kullanılan ders ki taplarını değil ,  iyi yazarları 
da okumalı ve bu çabalarını doğal olarak taklit edebilece­
ği birini bulana dek sürdürmelidir . Geleceğin matematik­
çisi basit, güzel ya da öğretici bulduğu şeyleri arayıp bun­
lardan keyif almasını bilmelidir. Problem çözmeli , kendi 
çizgisine uygun problemleri seçmeli , bunların çözmlei 
zeine dşünmeli, yeni problemler kurgulamalıdır. Bu yol­
la ve başka yollarla, i lk önemli keşini yapmaya çalışmalı; 
hoşlandığı , hoşlanmadığı , zevk aldığı şeyleri çıkamalı, 
kendi çizgisini yakalamalıdır. 

• Geleneksel matemaik profesörü ya dalgındır ya da 
böyle olduğuna inanılır. Genelde, kayıp şemsiyesini araya­
rak insanların arasında dolaşır. Sınıfa arkasını dönüp kara­
ahaya bakmayı yeğler. a yazmıştır, b der, aslında c demek 
istemiştir, ama doğrusu d' dir. Onun deyişlerinden bazıları 
kuşaktan kuşağa aktarılarak günümüze kadar gelmiştir. 

"Bu diferansiyal denklemi çözmek için, çözümü bula­
na dek denkleme bakmalısın. "  

"Bu ilke öylesine genel ki , hiçbir uygulaması yoktur. " 
"Geometri , doğru olmayan şekiller üzerinde doğu 

mantık yürütebilme sanatıdır. " 
"Benim bir güçlüğü yenme yöntemim, güçlüğin etra­

fından dolanmaktır. " 
Yöntem ile araç arasındaki fark n·edir? Yöntem iki �ez 

kullandığınız bir araçtır." 
Herşeye rağmen, bu tip geleneksel matematik profes­

ründen bazı şeyler öğrenebilirsiniz. Size hiçbir şey öğrete­
meyecek bir matemaik �ğremeninin gelenekselleşemeye-
ceini umalım. 



• eneUeme, bi r nesnen in  ele al ı nmasından bu O. 

neyi içeren bir kümenin ele al ınmas ına ,  ya da kı .�ırh hiı 
kümenin ele al ınmasından bu kısı tl ı künıcyi içeren ( 
geniş bir kümenin ele al ınmasına geçmekti r. 

J .  Eğer kazara 

1+8+2 7+64= 1 00 

toplmıyla karşılaşırsak, btınun tuhaf bir şeki lde ifade e<i­
leceğini de görebiliriz: 

1 3+23+ J 3+43=]  02 

Doğal olarak şunu da sorabil iriz :  

J 3+23+ J3+43+ . . . . . .  +n 3 

ibi birbiini izleyen küplein toplam111111 bir kare olmsı du­
umuyla sık sık karşılşılır mı? Bunu sormakla genelleme ya­
panz. Bu genellemede şanslıız, çüı1kü bir gözlem bizi genel 
bir ysaya götürmektedir .  Matemaik, izik ve doğl bilimler­
dei birçok sonuç böyle şanslı genellemelerle bulunmuşur. 
Bakınız, TÜMEVIM VE MATEMATİSEL TÜMEVIM. 

2. enelleme, problemlerin çözümünde yararlı olabi­
lir . şağıdaki uzay geometri problemini ele alalım: 
"Konumlarıyla birlikte bir doğru ve bir düzenli sekiyüzlü 
veriliyor. Verilen �oğrudan geçen ve verilen sekiyüzlünün 
hacmini ikiye bölen bir düzlem bulun ." Bu problem zor 
göüneblir, fakat düzenli seiüzlünün şekli hakkında bir 
şeyler biliniyorsa, daha genel olan şu problem öneilebilir: 
"ola bir doğru ve bir sieti rkzi olan bir katı v­
rilir. Veilen doğrudan geçen ve verilen kat11111 ·  hacmini 
ikiye bölen bir düzlem bulun." Kuşkusuz, istenilen diizlem, 
atının simeti merkezinden geçer ve bu nokta ile verilen 
doğu arfından belirlenir Seiyüzlüiün bir simri 
merkezi olduğu için, ası\ proble�imiz de çözülmüş olur 
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Okuucu iinci problemin birinciden daha gene) ol­
duğunu farkedecektir .  slında, biinci problemi çözerken 
elde ettiğimiz asıl başarı ikinci roblmin keşfedilesiydi. İkin­
ci problemi keşfetmekle , simetri /merkezinin rolünü anla­
dık ve önümüzdeki problem için gerekli olan sekiyüzlü 
özelliğinin bir simetri merkezi olduğunu ortaya çıkardık. 

Daha genel bir problemin çözümü daha kolay olabilir. 
Bu bir paradoksmuş gibi görünüyor, fakat yukarıdaki ör­
nekten sonra bile bir çelişki olduğu düşünülmemelidir. 
Özel pr�blemin çözülmesindeki ana başarı genel proble­
min bulunmasındaydı . Bu ana başarıdan sonra yapacak 
pek az şey kalıyor . Öyleyse bu örnekte ,  genel problemin 
çözümü, özel problemin çözümünün küçük bir kısmıydı . 

Bakınız, MUCIT PARADOKSU. 
3. "lt taban kenarı J O cm, üst taban kenarı 5 cm ve 

yüksekliği 6 cm olarak veri len ,  kare tabanlı bir kesik 
piramiin hacmini bulunuz. "  Buradaki 10, 5, 6 sayıları ye­
ine haler koyarsak -örneğin ·a, b, h- genelleme yapmış ve 
biincisinden daha genel bir problem elde etmiş oluruz: 
"lt taban kenarı a, üst taban kenarı b ve yüksekliği h ola­
rak verilen bir kesik pirami tin hacmini bulun." Böyle bir 
genelleme çok yararl ı olabil ir. "Rakamlar"la verilmiş bir 
problemden "harler"l e  veri lmiş bir probleme geçmekle, 
yeni işlemler kul lanabilecek hale  gelir, veri leri değiştirebi­
lir ve sonuçlarımızı çeşi tl i  yol lardan deneyebiliriz. Bakınız, 
SONUCU KONTROL EDEBİLYOR MUSUNUZ? 2, 
PROBLEMİN ÇEŞİTLEMELERİ ,  4. 

• Geresz. Bakınız, KOŞUL. 
• Geiye şlem. insan daanışlarını anlamak isiyorsak, 

han daranışlarıyla kıyaslmalıyız. Havanların da 
"problemlei vardır" ve bunları "çözerler. "  Deneysel psik­
l?ji son ıllarda çe ili havanların "problem çözme" etkin-' likleinin ke inde büyü ilerlemeler kaydetmiştir. Bu 



clilclci burada tartışmayacağ·ız , fakat basi t ve ôğreuti 
bir ön1eğe kısaca irebiliriz . Bu da, örnekteki çözümlent 
yöntemi a a "geiye işlem" yöntemi hakkında bir şyler ­
lememii sağlaacakur. Bu yönteme PPPUS bşlıı lunı 
a deinim. Zaten yöntemin anımlanmasını da PPPUS'a 
orçluz. 

1 .  Şu hieli souya bir yanıt bulmaya çalışalım: Bii t lit­
eli, diği dokuz litrelik iki kap ile bir nehirden altı litrelik SU 
sıl abiliiz ? 

Kullanacağımız iki aracı, yani iki kabı gözümüzün ö­
nüne geirelim. (Vien nedir?) Yükseklikleri 9 ile 4 olarak 
veilmiş, tabanları eşit iki silindirik kap . Bakınız Şekil 1 0. 
Eğer her 

9 

4 

Şekil 1 0  

kabın yan üzeinde eşit aralıklarla çizilmiş yatay çiziler 
olsaydı, kap içindeki suyun yüksekliğini söyleyebilirdik ve 
problemimizi yanıtlamak çok daha kolay olurdu. Fakat 
böyle bir ölçeimiz yok ve bu yüzden çözüme çok uzağız. 

6 litrei nsıl ölçeceğim�i henüz -bilemesek de, ölçebi� 
leceğimiz başka bir şey var mıdır? ( nünüze konan robZ 
çiyosanız, önce onuna ilişkili bir başka probmi çöz1 
çalışın. Virn yararlı oabiecek bir şyr türetebidinz t· 
Şimi biraz onaalım. Byük kabı tumüyle doldurabilir ve 
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sonra küçük kaba alabildiği kadarını dökeriz. Şimdi eli­
mizde beş litre var. Acaba 6 li t�eyi de alabilir miyiz? ·Diye­
lim, elimizde ii boş kap var ve . . .  

ruk, çou kişinin bu bullacayla karşılaştığında uygu­
layacağı yöntemle çalışıyouz. ii boş kapla başlıyor, doldu­
uyor, boşaltıyor, bşarılı . olamıyoruz. Haydi başan deip, 
bşka bir şey deniyouz. iiye dou çalışıyou, bize veilen 
duumdan bşlıyor ve istenilen son duruma imeye çlışı­
youz: Verilerden bilinmeyene doğru. Birçok denemeden 
sonra, şans eseri olarak, başarılı olmamız da mümkündür. 

2. Fakat olağanüstü yetenekli kişiler ya da matemaik 
derslerinde ylnızca nıtin işlemlerden daha öte bir şeyler öğ­
renmek şansını bulmuş olanlar, böylesi denemelerle vakit 
kaybemez ve işe geriye iş lem yaparak devam ederler. 

Ne yapmamız gere ki yor? ( Bilinmyen nedir?) maçladı­
ğımız son durumu gözönüne geti rmeye çalışalım . Diyelim, 
Şekil 1 1  'deki gibi , önürn üzde içinde 6 l i tre su olan büyük 
kapla küçük boş kap var ( Pappus , 

6 

Şeil 1 1  

sninn başayalım ve ardıımız şyin an bulunmuş ol­
dunu v..,.,alı der. ) 

. ' . ,&· 1 1  'de eilen on durm nsıl elde edebiliz? 
(p t rtni araştıralım," 



der. ) Büyük kabı 9 l i treye kadar doJdurabi J i riz ,  lakaı ,,r .. 
dan sona 3 l i tre dökebi lmemiz gereki r. JJı_ı nu  yapahi lmel 
için. küçük kapta bir l i tre ohnası gereki r !  iş te bizi sonuc, 
götürecek ikir. Bkz. Şeki l I 2 . 

(Bu son adın1 hiç kolay değ-i ldi r. Pek az i nsan ,  uzuı 
boylu düşünn1eden bunu atlayamaz. Bu basamağın ône­
mini anladıkan sonra, aşağıda vereceğimiz çözüm ün atJ· 
sııu çizeriz. ) 

' 

I 

Şekil 1 2  

ncak bu bulduğumuzla, Şekil 1 2' de gösterilen duu­
ma nsıl gelebiliriz? Bizim amaçlarımız çerçevesinde ne­
hirdeki su sınırsız olduğundan, Şeki l  1 2 '  de gösterilen du­
um $ekil 13'dekinin ya da Şekil 1 4' tekinin 

I 

Şeil 1 �  

anısıdır. 
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I 

Şekil 1 4  

Şekil 12 ,  1 3, 1 4' teki durumlardan birini elde ettikten 
sonra, diğerlerini de elde e tmenin kolay olacağını görebi­
liiz, fakat daha önce gömemişsek, başlangıçtaki denemele­
imizde de tesadüfen yakalayamamışsak, Şekil 1 4'ü görmek 
o kadar kolay değildir. Elimizdeki iki kapla oynayarak ben­
zer bir şeyler yapabilir, sonra da, doğru zamanda Şekil 1 4'ü 
Şekil 15 'de görüldüğü gibi elde edeceğimizi hatırlayabilir­
dik. Büyük kabı tümüyle 

9 

5 

I 

Şekil 1 5  

doldurur, 1 litresini küçük kaba döker, küçük kabı da 
nehire boşaltır ve bunu iki kez tekrarlarız. Sonuna zatn 
bidi,miz bir şy yakalamış (bunlar Pappus'un sözleidir) ve 
çözümleme yöntemiyle ,  giye ,rek yapmamız gereken 
işlemlein doğru sırsını bulmuş durumdayız. 



100 Nsıl Çözmeli? 

Doğu sıaı geiye işlemle blduumuz doudur, fa­
kat aruk · yapmamız gereken, işmi trsine çviek ve ç­
züie n son ee tti,miz noktan bşaaktır (Pappus 'un 
sözleiyle) .  Önce Şeil I 5 ' tei işlemleri yapar ve Şeil l 4'ü 
elde eder, sona Şekil 1 3 'e, sonra 1 2 'ye geçer ve en son 
olarak da Şekil 1 1  'e geliriz. Byece attığımız adımlan gi iz­
yrek stnini yapnyı başardık. 

3. Yunan geleneği, çözümleme yön teminin keşini Pla­
ton 'a mal eder. Bu gelenek pek güveni l i r  olmayabilir, an­
cak, ne olursa olsun , bu yöntemi Platon bulmuş olmsa 
bile , Yunanlı bir arştırmacı bu buluşun bi r dehaya ai t ol­
msı gerekiine karar vern1 i ş ti r. 

Bu yöntemde kesin l i k le �·apa\ ' o l ın �n·a n bi r  şey vardır. 
Geriye imenin ,  an1ac ı ndan uıakL , .� ı na ı ı ı ı ı .  geriye işlem 
yapmanın ,  isteni len sona g idcc t: k  d uL l\ s ı ı  , ·o l u  i z1 eınenin 
ruhsal bir zorluğu \'ard ı r .  L · , ·g u n  i � l < ' n ı l t - ı  d i z i s i n i  bulur­
ken ,  zihnimiz gerçek i � l e ın l e ıi ı ı  ı . u ı ı  t t-ı , i n i  i ı l cn ı ck zorun· 
dadır. Bu ters s ırada bi r ıu l ı k  \ ' ; t ı d ı r  \ < · d i k ka t l e sunulma­
dığı akdirde bu �1ön tenı old u k, :t \ t · t t · r ı c k l i  h i ı < .. >ğrencinin 
bile anlamasını zorla� t ı rahi l i  ı .  

ine de somur  hir  pn ,h l < ' ı ı ı i  g( ' ı  i , · < · g i d < ' r< ' k  �- i-, zınck i­
çin dahi oln1ak gcrt·kıncı .  Bi Lt ı  sağd u, · ı ı - t ı  o lan h'rke� 
bunu yapabi l i r . Biz is ten i l en  ,( » ı l l l \ 1· 1 , c ıi ı ı c < )  , n l , 1 , ve 
laşılacak en son konun1u e le a l ı\'o ruı . Hu en  so n · n 
lşmk için ne yapt ık- Bu soru)ıı sornıa ın ı ı  � ok 1 • )dır 
ve böylece geiye · · ı , yapmı ş  o luruz .  ( )l c luk_a i l kel r 
}emler bile bii dollıla geriye ı · t - �-
j -�· PPPUS, 4 .  

- bir 
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işlem, süreci genel terimlerle oraya koyar ve hem matema­
iksel hem de matematiksel olmayan problemlerin çözü­
münde yararlı bir işlemdir. 

4. Şimdi psikolojik deneye geliyoruz. Tabii Platon ' dan 
köpelere, avulara ve şempazelere atlma ikri size şaşır­
ıcı gelmezse . Bir parmaklık, Şekil 1 6'da görüldüğü gibi bir 
dörtgenin üç kenarını oluşturur ve dôrdüncü kenarı açık 
bıakır. Bir köpeği parmaklığın bir tarafına, D nokasına 
koyarken,  diğer taraftaki F noktasına da biraz yiyecek koya-
rız. 

F 
o • • • • • • • • • • • • • • • •  • • • • o • • • • (� • • • • • • • • • • • 

Şekil 1 6  

Problem köpek için oldukça basittir. iyeceğe doğru­
dan atlayacakmış gibi bir tavır alır önce ; fakat sonra gei 
döner, pamaklığın ucundan bakar ve hiç duraksamadan 
iyeceğe erişir. Ancak bazen ,  özellikl e  D ve F noktaları bir­
biine yakınsa, çözüm bu denli kolay olmaz. Köpek par­
malığı dolanmak gibi "parlak bir ikre" aklı yatana dek 
havlayaak, pamaklığa alayarak ya da pençe atarak zaman 
aybeder. 

Köpein yeine erleşıilen çeşitli havanların davra­
n1 lannı kı lmk ço daha ilinçir Bu sorun bir şem­
pnze e a dört ınd · bir çocuğa çok kolay gelir 
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(yiyecek yeine bir ouncak kullanmak çocuğa belki de 
daha cazip gelecektir) .  Şaşırtıcıdır, ama aynı problem bir 
tauk için çok zordur. Tavuk parmaklığın kendi tarafında 
koşuşturup durur ve iyeceğe ulaşabilse bile aradan çok 
uzun bir süre geçmiş olur. Tavuk ancak şans eseri başarılı 
olabilir. 

5. Ayrıntılarıyla bildirilmeyen basit bir deneyi temel a­
larak koca bir kuram oluşturamayız. Yine de, bazı belirin 
analojilere dikkat - e tm_ek, bu analoj ilerimizi tekrar değer­
lendirip kontrol etmeye hazır olmamız koşuluyla, yararsız 
olmaz. 

Bir engelin etrafından dolanmak bizim her türlü pro­
lemi çözerken yaptığımız bir işti r  ve bu deneyin bir anlam­
da simgesel değeri de vardır. Tavuk, bata çıka problemle­
rini çözmeye çalışan, durmadan deneyen ve sonunda şans 
eseri başarılı olan -nasıl başardığını da pek anlamayan- in-

. sanlar gibi hareket eder. Parmaklığı dolanmadan önce zı­
layan ve havlayan köpek, bizim iki kapla nehirden su çek­
me probleminde davrandığımız gibi davra11ır . aplarımız­
da su seviyesini gösteren bir ölçek olduğunu düşünmek de, 
parmakl�ğa pençe atmak gibi yararsız bir şeydir .  Yalnızca 
aradığımız şeyin daha derinlerde olduğunu öğrenmişizdir. 
Ayrıca, biz de· önce ileri doğru gitmek istedik  ve geriye iş­
lem yapma düşüncesine daha sonra geldik .  Duumu kısaca 
inceledikten sonra koşa koşa parmaklığı dolanan köpek 
ise, ister doğru ister yanlış olsun, üstün bir kavrayışa sahip 
olduu izlenimi vemektedir. 

slında, auu sakarlığı için suçlamamak gerekir. 
Pamaklığı dolanm.ın, amacından uzaklaşmanın, mcı 
her an gözönünde bulundurmadan i lerlemenin, istenen 
sona ulşmak için dosdoğru yolu seçmenin güç bir yanı 
vardır. 



• Deleme elei. Ko)omb ve · 
okyanusta batıya doğru ilerlerken kuşları 
·ı i l rdi . Kuş görmeyi iyiye yordular, çün.kü 
ın olduğunu gösteriyordu . Fakat yanılıyorlardı .  Ni teim 

t r tekrar yanılgıya düştüler. Bşka işareleri de gözlcli­
l r. Suda yüzen yosunların ve alçak bu]ut kümeleinin de 
a. nın yaklaşmakta olduğunu gösterdiğin i  lüşündülcr, a­
ma ine hayal kırıklığına uğradılar. Ancak, bir gün ,  işareler 
ço " aldı. 1492 yılının 1 1  Ekim'inde, bir perşembe günü, ge­
minin yanında yeşil bacalar ve yeşil bir saz gördüler. Pina 
aavelasındailer bir baston ve bir direk gördüler, deniz­
den demirden yapılmışa benzeyen başka bir küçük direk 
çıkardılar. Sonra bir baston parçası, daha sonra bir kara bit­
kisi ve küçük bir tahta parçası daha çıkardılar. Nina karave­
lsındailer de kara işaretleri ve yemişlerle kaplı bir dal par­
çsı buldular. Herkes derin bir nefes aldı ve bu işareleri kut­
ladı. Ertesi gün de kara göründü; Yeni Dünya'nın ilk adsı. 

Yapmayı üstlendiğimiz şey önemli ya da önemsiz olabi­
lir. Her seferinde, eğer yoğun çalışıyorsak, Kolomb ve ar­
kadaşlarının karaya yaklaşma işaretleri beklemesi gibi , biz 
de heyecanla ilerlediğimizin işaretlerini görmek isteriz. 
Çözüme yaklaşmakta olduğumuzun işaretlerinin neler o­
labileceğini açıklayabilmek için birkaç örnek tartışacağız . 

.. 
1 .  nekr. Elimde bir satranç problemi var. Diyelim, 

iki hareketle siyah şahı mat etmek zorundayım. Satranç 
ahsının üstünde siyah şahtan epey bir uzaklıkta, gereksiz 
görünen beyaz bir şah var. Beyaz şah ıe işe yarayabilir? 
Bşlangıça bu soruyu yanıtlyamıyorum. Fakat birçok de­
nemeden sonra yeni bir hareket buluyor ve bu harekein 
gereksiz görünen beyaz şahı oyuna kattığını görüyom. 
Bu gözlem bana yeni bir umut veriyor, iyiye işaret olduğu­
nu düşünüyorum. Yeıi harekeimin doğnı hareket olması 
mümkün. Neden? 
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. 
iyi tsarlanmış bir satranç probleminde geresiz , yok-

tur. Bu yüzden , ahanın üstündeki tşların hepsini 
gözönüne lmalı, viin hpsini kuflanmalıyız. Geresiz g­
ninen beyaz şaha rağmen doğru çözüm tüm şların kull­
nılmsını gerekirir. Bu açıdan , asarladığım yeni harekein, 
blmam gereken doğru harekete uygun olduğunu düşünü­
yonım. Yeni hareket doğuymuş gibi görünüyor, olabilir de. 

Matemaiksel bir problemde benzer bir durum dü­
şünmek ilinç olacaktır . Burada yapmam gereken ,  bir üç­
gen alanını a, b, c kenarları cinsinden ifade e tmektir. E­
limde zaten bir plan var. Hangi geometrik birleşti rmelei 
düşünmem ve hangi hesaplamaları yapmam gerektiği ko­
nusunda az çok bilgim var. Yine de, planımın öngördüğü 
çizgide ilerlerken, bulmak üzere olduğum alan ifadesine 

Jb + c - a  
niceliğinin girdiini görürsem, sevinmek ıçın geçerli bir 
nedenim olur. Niye? 

Bir üçgenin iki kenarının toplamının , üçüncü kenar­
dan büyük olduunu gözönüne almam gerekir. Bu belirli 
bir kısıtlama getirecektir. Verilen a, b, c uzunlukları tümüy­
le keyi olamaz; örnein b + c terimi a' dan büyük olmalıdır. 
Bu, koşulun ana kısımlarından biridir ve tüm koşulu kul­
anmamız grekir. Eğer b + c terimi a' dan büyük değilse, bu­
lacağım fonül aldatıcı olacaktır. Eğer b + c - a terimi nega­
ifse, yani, b + c < a ise, yukarıda veril�n karekök sanal çıkar 
ve bu duumda gerçek bir niceliği temsi l  edemez. yleyse, 
bu karekökü içeren formülümün, alanın doğru formülüyle 
orak bir noktası vardır. Formülüm doğruya benziyor, yani 
doğru fomül qlabilir. 

Bjr" örnek daha. Bir süre önce, bir uzay geometri pror 
lemini kanı�amak istedim. Fazla güçlük çekmeden uyun 

ibi görünen bir iir akladım, ıa sona çımza giril1· 
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nıı mmlayabilmem için eksik bir şeyler vardı. O ün 
çalışmaı bıaktığımda, kanıtın nsıl bir biçim almsı gerek­
di ve bu esiliin nasıl dolduulacaı konusundai düşün­
elem bşainden çok daha beraktı. ine de esii a­
mmlamamıştım. Ertesi gün, bir gecelik ii bir dinlenme­
den sona, souya bir kez daha baktım ve biraz sonra elim­
deine analog bir düzlemsel geometri problemi hatırladım. 
Bir anda çözümü yakaladığıma inandım ve bunun için ol­
dukça geçerli nedenlerim olduğunu düşündüm. Niçin? 

slını ararsanız ,  analoji müthiş bir yol göstericidir. U­
zay geometrideki bir problemin çözümü, çoğu kez analog 
bir düzlemsel geometri problemine dayanır (bakınız, A­
NLOJİ, 3-7) . Benim durumumda da, istediğim kanıt için 
alıma gelen türden bir düzlemsel geometri teoremini 
önsav olarak kullanabilme şansım başından beri vardı. "Bu 
teorem bana gereken önsava benziyor, gerek duyduğum 
önsav bu olabilir," diye düşünmüştüm. 

Kolomb ve adamları dikkatl i mantık yürütme zahmeine 
kalanslardı, benzer bir biçimde düşüneceklerdi . ıyıya ya­
kın denizin nasıl olacağını ,  kıyıya yaklaşınca karadan gelen 
kşlaın sayısının aracağını ve açık denizdeinden daha 
fzla olacağını, suda yüzen kıyıdan kopup sürüklenmiş ci­
simlein görüleceğini biliyorlardı . Bu adamların çoğu daha 
öncei yolculuklarından eve dönerken böyle şeyler görmüş 
olmlılardı. San Salvador adasını gördülei o unutulmaz 
günden bir gün önce , suda Üzen cisimler çok sık görülme­
ye bşladığında, şöyle düşündüler: "Bir karaya yalaşıyormu­
şz ibi görünüyor; bir karaya yaklaşıyor olabiliriz" ve 
"herkes dein bir nefes aldı ve bu işaretlei kuladı." 

2. İre şaretinin bulsal karakti. Beli herkes a­
çıka göre biliyordur, ama bir noka üzerinde ine de ısrar­
la dacım. Bu noka çok önemliir ve bunun mamen 
açk biimde anlşlmsını isiyom. 
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Yuarıdai öneklerde çizmeye çal ışılan akıl üütme 
biimi alnızca mantıkl ı  bir gösterge olsa ve şaşmz bir ke­
sinlik seilemese de, dikkai çeker ve ciddiye al ınmaı hak 
eder. Bu akıl yürüme biçimlerinden birini ,  pek doğa] ol­
msa da, uzun· uzadıya ve biraz uklaca tekrarlaylım: 

araya yalşırken, çoğu kez kuşlaı görürüz. 

Şimdi kuşları görüyoruz. 

yleyse, gliba karaya yaklaşıyoruz. 

"Galiba" sözcüğünü kullanmadan, bu vargı am bir ya­
nılı olurdu. slında Kolomb ve adamları birçok kere kt 
ln gördüler, ma daha sona hayal kırıklığına uğradılar. 
ncak bir defa yeşilbacalar gördüler ve bunu büyük keşif 
günü izlei. 

"Gliba" sözcüüyle ulaşılan varı sağduu ve dollık 
anır, faat hiçbir man bir kanıt, kanıtlanmış bir argı 
deil, lnızca bir gösterge, bulgusal bir öneidir. Böyle bir 
argıya, yalnızca mümkün old�ğunu unutup kesin gözüyle 
bamak büyük bir haa olur. Ote yandan, bu tür varlaı 
tümüyle gözardı etmek çok daha büük bir hatadır. Blu­
sal bir vargıyı kesin bir şeymiş ibi ele alırsanız aldanır ve 
hayal kırıklığına uğrarsınız; ancak bulusal vargılaı tü­
müyle bir_ tarafa attığınızda da hiçbir ilerleme kaydede­
mezsiniz. ilerlemenin en önemli işaretleri bulusaldır. Bu 
işaretlere güvenmeli miyiz? Bu işareleri izlemeli miizt 
Evet, izleyin; fakat gözleinizi de açık tutun. Evet, güvenin: 
fakat bakın .  Üstelik yarınızdan sla vazgeçmeyin. 

3. Açkça fe dibin şaretr. Yukarıdai örnelere 
bşka bir açıdan da baabiliiz. 

Yukarıdai örnelerden biinde daha önce kullandı­
ımız bir veii (eaz şahı) ouna somaı bşanmızı, 
iiye doğu bir işaret samıştık. öyle yapmaka halıydık-
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Aslına bakarsanız, bir problemi çözmek, l m l bilin 
· ı e vir arasınaki bağantıyı bulmaktır. Bunun da öte­
ind tüm vii kullanmalı ve her biini bilinmeyene bağ­
lmalı z, en azından iyi orulmu problem} rd . Dolayısıy-
1 bir veriyi daı oyuna okmak, haklı olarak il riy d - r ı 
attlmı bir adım olacaktır. 

Bşka bir örn kte , koşulun, formülümüze uygun temel 
bir öge ini olumlu bir işaret olarak kabul ettik. Bunda hak­
lı dık. slında, tüm koşulu kulanamz gerekir. Bunun için, 
koşulun bir ögesini daha dikkate almak haklı olarak bir 
ilerleme, doğu yön atılmış bir adım sayılır. 

ine bir bşka önekte ,  daha basit bir analog problem 
blmaı iiye · yorduk. Bu da doğrudur; analoji ,  keşin ana 
kanaklarından biridir. Başka bir yolumuz kaln z a anao 
bir robm düşünye çalışırız. Dolayısıyla, böyle bir pr ­
lem kendiliinden aklımıza gelirse sevinir, çözüme akl 
u" ımızı düşünürüz. 

Bu örneklerden sonra, genel ikri 
iz. Probl m .. l 
el i l ml r l 
iapa ıal 
ır k ( ir 
lun bir m 

. yenı 

i l i-



raı ı landırahi Jmek hi r 
k ıs ı ın larına 

ir adınıdır. Kolayca kalamızda 
bir ,ekil da kolayca bellekte tuabile-

• 1 i lerleme sağladığımıa 
olaraktır. <)nümüzdeki sounla HişiH, 

l haıırac da doğu yönde 
bir gôstergcsidir. 

uı,uabil iiz .  Açıkça oraya konmuş her zihinsel 
ıılt" ll\t' .  a,ıkça ifade edilebi len bir işaret karşıl ık geJ ir. Doğ­
nı hi\inule okunduğunda. l istemizde i lerleme işaretJeinin 

d� görecesiniz. 
i sou ve öneriler basi t, açık ve sağduyudn 

deişledir. Bunu tekrar tekrar belirttik . Şim­
buada artıştığımız ilerleme işaretleri için 
işarelei okuyabilmek için gizemli bir biliın 

alnızca bir parça sağduyu ve kuşkusuz biz 
yeterlidir. 

4. z açJta. fe dikbin şaetr. Dikkale çalış-
ilerlediimizi hisseder; hızlandığımızda seinir. 
ı , üzülürüz. Hiçbir belirgiıl işaret olmadan 

a far.hhklan elirgin olaak hissederiz. Duygularınuı .. 
uh hlimiz, durumun genel özellikleri ilerlenemizin i­
releini gösteir. Bunları ifade emek kolay lleği\dir. Eği­
imli olmaanlar *Bana · · görünüyor'' a da "Bence pek i�i 
dtği\" derler .  Daha · ,  \ \ ise kendilerini l�ir 
an\aahi\ir\er: "Bu . i bir plan" a da "l-\ay,r , hat, 

\ hol.\ynr ." Yıne d� , i\k."\ 
�ü,·t'n\t' il.lec\iğin,iı. ''-" 

hh· dugu vardır . 
ç,.ıyorsa, bir 

,u\i\eıine 
\i.i 



peşinden idin ; abii ,  

[Bu · " nl i ı i  i duygtıların . ı nedir? 
ı u lu t i ·· z ü l · ı daha 

· nlm mı r? nl , pr tik lma tan çok 
ı ıl ı bu b , l mda, b lki de dile 
d n ı tl r .. ürür bizi . Daha açıkça ifade i 

ilerleme i tl ri , daha ziyade belirli zihinsel işlemlein 
b n ı ya ba arı ızl ığıyla ilgili olduğuna göre, daha az 

ılı.l ifade edebildiğimiz yönlendirici duygular a 
nz r bir biçimde, daha çaprşık zihinsel et  · n · er 

beli de daha "ruhsal" ve daha az "mantıklı" e · n · rl 
b lantılı olabilir. ]  

5. işaretr nsıl yardıcı olur? Bir planım var. er de 
b layacağımı ve ilk adımlarımın neler olması ge e · . · · 

ıkça görebiliyorum. ine de, yolun ötesinde neler o 
nu bileyorum, planımın i e ara acağından pe e i 
deilim ve her koşulda katetmem gereken uzun b. m fe 
r. Bu üzden, planımın gö terdiği önde di atl 
me e başlı or ve ilerleme i aretlerini farkedebilme i i . 
özlenmi açık tutuyor m .  I aretler fazla de - ·· ı e a a 

li i , daha da a şlı orum. zun ir  üre bo 
bir i ar t ar ıma ılanı or  a ce  ar timi a , 
önebili ve başka bir ol  dene bili ·m .  t 

rele ı ıp a tık a dura ama an az i 
l'm d - z li r e ı ı ol m il la ı ı 
dor LL� örm de a ı ı 

t 



uıun surt 
lı olmlı 

bir 

. Bir kere�inde, 

Tabii bu duuma kızdım ,·r 
dn·dm. Bu am enden ' 
a,nı amana enim farkına 

de du youmlmışu. enzer 
ilerlyebi lir, iyi iarelerle cearec­

, . a_ ı . . .  • , aat bu yolda hiç kşkulanmadığım, aşılamz bir 
çabiliim. 

bir ii olaya bii yanlış yönlenirebilir. 
öekr de ii kılazlk apar. Bir avcı 

lış yoaabil�r, ancak eili 
ı , yoa avcıl ıkla hayaunı . 

relei u yomlaabilmek denim ister. K-
'un nnn blaı denimleiyle kıyının ya-

. deniin nsıl olduunu kesinlile biliyorlrdı ,·e 
bu yede aa aklşbklanna ilişin işarelei okuyabi­

. Uman problem çözücü, deneyimleiyle ne d­
ma olduunu bilir ve çözümün ylşnını hi�er. 
Un, enn ha fzla işret anır ve onlaı 
a i ilir; sıl stünlüü de bu bilgiden analanır. ­
niz vanın hiçbir y göremeii yerde, man avcı� 
mnın ilni farkeder, hata bu · · yeni mi, yoka esi 
mi oldunu lyebilir. 

ok yeenekli ianlann 
ndqı ihiel darlılıkn 
z yeeneli itilcin hiçbir 

- , - , bir t -
ıyor olabilir. 

ı ı ı " ı 



ı ir 

ctrneli işiler, ince bir dllıa, --�.,�n·.,-1 
eleinin alıını a a yolunu · .. .. ... , 

[ 6. Bl s. ölm _ 2' de 
dmmz gereken bir bll l 

1 i l  

tenik bir teimle şlşmşuk. Bu l iıni ,--
i biçimde terlalım: 

aa lşuııza, çu kez kuşlaı 
Şimdi kştn göyoz. 

Yaay çizinin sündeki i mcye 
lnnine de aı diyebiriz. l �üne 
tmüne de l s adı veilebir. 

ın 

Buadi öncler, ölüm 2' dei gibi ,e, akat 
rı ha dikali biçimde söze dökülmşr . -sl dm 
daha ii vurgulnmşbr. Kolomb ve n, şnn 
ei baıya doru yelken açuklnnda aa \aı 
amşlar, bu aaml�na güvenilei iin de �-ol­
lu gerçekleşimişlerdir. Ilerleikçe, küçk a b\k. 
her olaı anı soa blala: "�a �lş�Or m­
z?" Olaylar gerçeleşikçe venlei ın a a gerçek-
lşmeikçe aaldı ve alrn her biinin inna . 
ine ve kkerine göre z çok arlı bimde al� 
lar gösteri. Bu yolculuun dmaik gei m�ie bu 

· lglanmlaı yüzündenir. 
Afa bulundumuz bulgual kıy.�y 

· deişme için mnnklı bir zemin seler. 
nden omk bu tür i viınenin sıl , 

uıi söcüklei bu nokayı 
daha iyi verebilmek için klndık . 

. , .. ,__ önin ene) · · le . . �-· 

liimiz ibi, B de 
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Şimdi Bnin dou olduunu göüyouz. 

Dolayısıyla, A daha üvenilir duma geliyor. 
Daha kısaltırsak: 

Eğer A ise, o hlde B'dir 
B doğudur. 

A daha üvenilir duuma gelir. 
Bu şemaik açılmada, yaay çizgi "dolayısıyla" sözcü­

ğünün yeine geçer ve öncllerle vargı arasındaki ana bağ­
lantıyı ifade eder. ] 

[ 7. Aka yın antık yüütnin oğsı. Bu küçük kia­
a felsei bir soun taruşmakayız. Bu tartışmayı mümkün 
olduğunca uygulmaa ve biçimsel olmayan bir yolla, zor 
ifadelerden mümkün olduunca uzakta yürümeye çlışı­
youz; faat herşeye kşın, konmuz felsei niteliktedir. 
onumz, bull mnuk yürümeyle ve genişleirsek ­
pemli olmsna kaşın nıl olmayan bir tür akıl ürüt­
meyle iliir. Buna, daha iyi bir teim 1 . ı ı için, ka 
ykın diyeceiz. 

Muciti ı i · ii olduuna inandıran · ı t 
rin, ünlük i bize kılauzluk göstergelein. 
hukukçunun i · ı anıtlarının, tümeva-
nmla ulştığı anıların ,  
isaikiel anıtlaın hepsi , ii 
Biincisi , ksin 
edimede 
t lü . . 
JID 
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Yukarıda sunulan l l > u · 1 
ı l ı akıl yürüme 1 · i i 

yönelik akıl yürütmenin 
"varayımsal kıyasın atkı kural ın ı 0 anımsatıyor. 
ii biçimi yan yana sergileye l iın : 

anıtlamaya yönelik 
Eğer A ise , B'dir 

B yanlış 

A yanlış 

Bulgusal 
Eğer A ise, B'di r 

B doğru 

A daha güvenilir 

J J i 

Bu biçimlein karşılaştınlmas ı  öğreici olabilir ve bize 
mantıkl ı  (bulgusal , tümevarımsal ) akıl yürütmenin doğası­
na ilişkin, başka bir yerden _elde edemeyeceğimiz bir son uç 
verebilir. 

İi biçimde de ilk · öncül aynıdır: 
Eğr A ise, B 'dir 

ikinci öncül ise farkl ıdır. 
B yanl ış B doğu 

ifadeleri birbirlerine tümüyle zıttır, fakat "benzer mantık­
sal yapıda", aynı "mantık düzeinde" bulunur. Asıl fark ön­
cüllerden sonra ·görülür. 

A yanlış A daha güvenilir 
vargıları arklı mantık düzeyindedir ve kendi öncülleriyle 
ilişkileri farklı  mantıksal yapılara sahiptir. 

l anıtlmaya yönelik kıyasın vargısı, öncülleri 
mantık al a ıdadır. Bunun ötesinde, bu var ı , .. ncüll ri 
afından tümuyle desteklenir ve ifad dil ir. - r k 
um ve b n öncülleri benimsersek, z kl�"'lZ 
in nçlanmız ne lur a olsun, vargıyı b nim m 
a m z .  



1 1  4 

de 
üvenilir 

mantıksal 
z öncüllei ka<lar keskin 
Bir bir k 1 

destelenmez ve �· . .... o edilmez. ,li i"r 
1t ı ·, iln I insan iin, 
öncller .A'nın dha üvenilir 1 u . ( i li daha z 
üvenilir deil) söyler. ine de, komşm A'nın e 

güvenilir olduğu konusunda farlı görüşlerde olabili­
- geçmiş bililerimiz, ruh hllerimiz ve belirtilme­
l 'mi farlı olabilir. 

yöneik ıasa, öncüller, arının üzerine r 
rd b 'r el ?luşturur. Her iki öncül de doğuysa, 

o� r. - le olan inancımızı değiştirme-
ce , eni ilgiler alır ak rı a olan ina�cımız da de-
m ece 

B ta öne - ııer a gı ı üz ri 
al ca b ·r parçsın , em lin üm - yı i a 

"göünür" kısmını olu . Bir de b ka 
lmaan dygular, i · ım n ned ler , )  
ifade edilmeyen, görünür olma an kı ım ar ı 
olan inancımızı zedelemeyen fakat A l 
rgıa elirilenin m tersi yönde 
ler labiliiz. Bulusal kısımızın .. n 

bulmak kesinlikle 
. l i l  . . I 

oturduu 
dilmi 
( nl tı­
u u 

- ı ı r 
güvenimii 
yeni bilgi­
li 1 



1or ve 
akıl  yürüunt·n i ı ı  ,·t· 

akıl yürütn1c türleri nden 
bir anlaşı labi l i r  kı lar. 

i ç in  bi r<;ok sornu t  

1 1 ', 

kıyas türlerin in  ele al ınmsı ve ka,,. 
diğer yandaş kavramların incelenmesi gerek l i  gi>­

-yzarın Mathmatirs and l'lausibı Jlrason ing adlı r\e· 
l kıyaslayınız . ] 

Bulgusal nedenler h içbir şeyi kan ı t l amasa da ünem­
l ı  · Bulgusal nedenlerim izi berraklaş t ırmak da ön(· rn­
lidir ; bcrraklaştırılan her  neden in  ardında bel irs iz ka lan 
ve belki daha önemli birçok başka neden olmasına kar­
şın .  

• lerleme ve bşı. İlerleme gösterebildiniz mi? sıl 
hşan neydi? Bir problem çözerken kendimize ya da 
problem çözmesini  istediğimiz bir öğrenciye bu türden 

rular yöneltebiliriz .  Böylelikle ,  somut durumlarda, az 
ço güvenli bir biçimde i lerlemeyi ve başarıyı değerlendi-
r biliriz . Böyle somut durumlardan genel bir tanıma 

m k kolay değildir. ine de ,  bulgubi l im ·çalışmamızı 
amlamak istiyorsak bunu yapmak, problem çözmede 

il rlem ve başarıyı nelerin  oluşturduğunu açıklamayı 
d n mck z rundayız .  

1 .  Bi pr bl mi çözebilmek için konu hakkında t i  
bilimizin im ı ve varolan ancak başta sessiz k I n l · ı  i­
mizin nuyla ili kili noktalarını hatırlamamız gerekir. Sü-
recin n roblemi kavrayışımız baştakinden daha 
azla ey . � . ,�a ; l eklenmişti r? Belleğimizden bir şeyler 
çıbilmi ,�,.� ır. Çözüme ulabi]mck için 
emel ,..__ i i ı gerekir. l ı l n · i 

ik 1 y · , .. nceden ·· zül ü l 
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bilinen teoremlei, ı ı 11 ı 
öğelei elleimizden çeip çıamaa 
verebiliiz. 

2. Bununla birlikte, bir problemi çözebilmek için bir­
biinden lıtılmış bili parçacıklannı toplmak yemez; 
bunlan bileşimemiz gereir ve bu bileşim elimız 
probleme uyun olmalıdır. Yani, bir matematik problem­
ni çözerken, biraaa geiilmiş malzemei uumlu bir b­
tün halinde birleşirecek bir argman olştumlıız. Bu 
uum. sağlma ve birleşime etinliine rüte denebi­
lir. 

3. Aslında, hreketlenime ve örgüleme birbiinden 
alamz. Problem zerinde yoğunlaşmışken, lnızca ­
macımızla az çok ilişkili olları biraraya geiiiz. aten 
birleşirerek örgülememiz gereken de toparladıımz ve 
harekelendirdi, · miz bu malzemedir. 

Hareket! ndirm ve örüleme, anı armaşık sürecin 
birçok ·ö ünn lnızca isidir. 

4. apu w mız işin bir başka yönü, ka a i 
deşsidir. B lle ' 'mizden çağırdıımız, uyumunu 
ğımız bil ·ıerle zenginleşen problemi kavrayış içimimiz. 
bu ürecin onunda çok daha fzla şey içerir. a lan ı 
pr blemi a a biçimimizden aha yeterli ve u lu bir 

ra a ilerlemek için, probleme çeşili. açılardan Ll'"-A 

arlı a ımlar deneriz. PROBLEMiN 
ni - - n - n almadan fla ilerleme 

ımı ilerlerken itikçe 
r e hedeimize 

r bl min i c l nm 
ıçın ne ve ıl 

Eğer 



-
1 1 OllfC 

yetinmek z 
olmaksızın, kesin ve en son 

Bize gereken BUI . (;USAI . AJL 
Çözüme doğru ilerlemek ne demekir? 
l ı · 1 ı ve örgütlenmesini ilerletmek, 

l J 7 

dir. 

ı ı zı gelişti1ek, en son argümanı . --·· a-
n l ı öngörmek. ilerlememiz yavş olabilir, faat fak, 

frkedilmeyecek adımlarla giderken büyük ı aar. 
bir sıçrayış gerçekleş�ri�z. Çözü�e doğru gerçekleşen ani 
sıçrmaya PK FIIR deriz: iyi bir ikir, alihli bir dü­
şünce, bir bin dalgası (lmanca' da daha teknik l ıı teim 

ır: Einfa). Nedir parlak bir ikir? Görüşümüzde mey­
gelen beklenmedik bir değişiklik, problemi 

i i imi i ansızın yeniden örgütlenmesi, çözüme ı 
·ı için atmamız gereken adımlara ilişkin l" 

· n . . n . ortaya çıkması. 
ıda ele alınan düşünceler, listemizdeki önei 
doğru bir zemine oturtulmasını sağlamıştır. 

Bu v .. nerilerin çou, doğrudan doğruya, 
önce i i, · i . bilgilerin hareketle ı il iı · 
!emektedir: robe1n · daha önce grdünüz mü? �: 
bmi birz I klı bir biçimde mi ördünz 7 
una ilişkili b · f>robl . m biliyr musunz? Yararlı l 

biliyM u . Bilinmyne bakın' Aynı 
J 

d ı 
içrn bil< · b ·r robm dşünye l 1 • 



ıçın 
' 

Y,·ı<·rli ınalı,·mevi henüz , 
,amanlar da ola,:aktır. E.iik ,eyin ne 

ür dururuı: 1'üm mı tulu,ndınız 
mı, l�obnin ap1dız 

mı7 

zı ise doğruan problemin çeşi 
. bi mi uk a misiniz 1 Daa 

ırar 1lir msinz 7 , soru, ı 
elirli araçlar kullanarak ı ı amaçlar: TA-
NIMR' a gei, dönmek, f;ENEL-
LEME, ÖZELLTİME, VE ENİDL� . . 
BILiı·ıME ibi. 

oular iıe, elde 
1 b t ı denemeler · . Koşulu yit 

müıün mü 1 oıul bilinyni belirı için yemi 
Yosa, m. i1 Y a, in f Wı mı ? Yoks, eci 

Listemideki soru ve öneriler doğrudan doğua r· 
ı ftir-n öı etmez, fakat aslını sorarsanız hepsi dt 
onunla ilgilidir. Problemi anlamakla ı. fikire 
Janır, bir plan yaparak onu 
harekete geçirdikten sonra , J 
yola ve çözümün sonucuna hakarak f 
maya uğra,ırız. 

• edıe. · i eçilmit ve ıl ıı 
dimenin sağlaacağı · bilmek • 
rakmlarını kullanmmak kotııluyla pek 

kar, ıı ı 
1 a iyi 



hirkaç 

ı 1 1 ı t>ncmını 
ı değildir. Onclalık sistem kullanan 

sayıları yazmak için elverişli olmayan eski 
kıyasla büyük avantaj vardır. lışılmış cebir 

1 • ,. 

i geometri, diferansiyel ve integral · ı hilen 
l çağdaş bir öğrencinin alan ve hacim 

· i çözme konusundaki üstünlüğü bir eski Yunan mate­
çok daha fazladır. 

1. Konuşma ve düşünme birbiriyle yakın ilişili eylem­
lerir. özcüler düşünmemize yardım eder. Bazı düşünür 
ve dilbilimciler biraz daha ileri giderek, mantık kullanı­
mında sözcüklein yerinin vazgeçilmez olduunu ilei 
ün şlerdir. 

ine de, bu son değerlendirme bir parça abartılı gö­
ünmektedir. Ciddi matematik çalışmalarında biraz dene­
'mimiz varsa, hiçbir sözcük kullanmadan, yalnızca ge­

metik şekillere bakarak ya da cebir sembolleriyle i l 
apa ak yoğun biçimde düşünülebileceğini biliiz. kil 

mboller matemaiksel düşünmeyle yakından ili kili · · 
bunların kullanılması düşünmeye yardımcı olur. ü - ü 
ve dilbilimcilerin bu değerlendirmelerini bir z d V • ti · 

z itebiliriz: Mantıın kullanımında· işaretin kull 1l n 
vgeilz günektedir. 

Ne olursa olsun, matematik mboll ·nin uJl 
. zc . · n kullanılma ına benzer. l · 

bir t . dil olarak ortaya çıkar; 
sıadan l am r ur 11 rını 

gayet 1 r il. 
I 

1 l 

' 
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Bu bş açsını eee, DENLEM KUA 
tür çvii, sın ilden ateaiel 
apıln bir çii ok oaa çır. 

2. +, - , • ibi ı aaiel emoller le a 
birok emolün geleneel bir mı rır. n, 
yük ve küçük oa lei ile Yun fsi ı 
semoller frlı probllerde rlı nmlra _ .. r .... ___,., 

bilir. Yeni bir problmle , eliri 
ler eçmemiz, uyun · _, .. ,. __ gereir. 
n ilin kullanmında a lg noklr ardır. 
sözcük rklı ğllra arklı anma i­
liin önemli olduu yerde özcükleimii ilaJe eme­
miz gerekir. 

Problem çözmünde önemli olan bir adım, 
dini eçebilmekir. Bu ş çok ikatle 
anda iarelenimye hradığımız man, ileide 
duasamakan kuıp fmıın 
tir. Bunun ötesinde, relenimi eçerken · 

le gösteilmsi gereken zeinde iyice , -
. . z. Dolaysıya, un iarclenimi ._,_, . · a akıda bluabilir. 

4. 
lma 
dilemz. 
eeiz, 

bir iredmine eliin, 
olmlı, lı olabilecek 
ve lı lecek iinci ,_,� . ·-

sıı ve 

çöeren, 

mcken ---·-· , . _'i . �··· 

lmde, 

ve 
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içi il j 1 1 1 l ı -
,, ve b'nin çarpımları şu biçimlerde yazıla-

axb a•b ab. 
Baıı aynı nesne için iki ya da 

.n ·ı ı l1 ı üstünlük sağlar, fakat bu gibi duım-
lanla {Ok tli davranınak gerekir. Genelde, bir nesne 
i{in tek bir i ı t kullann1ak daha iyidir. Belirli bir neden 
oln1adan \·ok sayıda işaret kullanılmamalıdır. 

5. iyi bir işaretin hatırlanması ve anınması kolay olma-
lı, bize hemen ilişkili olduğu nesneyi hatırlaunalıdır. 

Işaretleıin kolayca anınmsını s�ğlamanın bir yolu bş 
ı/ln seınbol olarak kullanmaktır. Orneğin, 20. bölümde 

hız için r, zan1an için t, hacim için V kullandık. Ancak, her 
dunımda baş haleri kullanamıyoruz. Örneğin, bölüm 
20'de yarıçap için r haini kullanamadık, çünkü bu hari 
daha önce hızı belirmek için kullanmıştık. Sembol seçim­
lerimizi etkileyen bşka .unsurlar da vardır. Aynca, sembol­
lt n l1 anınmsını sağlayan başka yollanmız da ar-

. artışacagız. 
koly anınabilir 
1 ve ı l nes-

(/) Problemde birbirleine akın 
halei 



I ,)•, . .  Nıı l  

Bôlüın 8 'de panılclyizlünün veri len uzunluk, genişli! 
,·e l için a, b, r halerini kullandık. Bu üç ız 1 l ı 
prohleınde aynı rolü oynuyordu ve birbii ardına gelen üç 
hat kul lanarak vurgulandı . Bunun ötesinde, ukarıda ­
zünü etiin1iz gibi , alfabenin başlangıç halei dlan a, h, c, 
veıilen nicelikleri göstermede en alışılmış harlerdi . B,a 
bir örnekte , bu uzunluklar farlı roller onayabilir. Bö�e 
bir durumda hanisinin yatay, hanisinin dikey uzunluk 
olduunu bilmek önem taşıyabilir ve dolayısıyla deişik bir 
işaretleme yeğlenebilir. 

(//) Aynı ategoridei nesnelei göstemek için, çoğu kez 
aynı ategoi için anı faeye it halei seçer ve rklı a­
goler için farlı alfabeler kullanırız. Bu üzden düzlemsel 
geometride çou kez şu işaretlemelei kullanıız: 

' 
Noklar için büyük Latin halei: A, B, C, . .  . 
Doğrular için küçük Lain halei: a, b, c, . .  . 
Açılar için küçük Yunan harlei: x, �, y, . .  . 
Farlı kategorilere iren fakat aralarında problemimiz 

için önemli bir ilişi olan ii nesne varsa, bu nesnelei gö­
tenek için çeşili alfabelerde�i karşılılı halei seçebili­
iz: A ve a, B ve b, C ve c ibi . ii bilinen bir örnek, bir üç­
genin işaretlenmesidir: 

A, B, C köşeleri, 
a, b, c kenarları, 
a, �' y açıları 

gösterir. Biliriz i ,  A köşesinin karşısındai kenar a· 
şesindeki açı a'dır. 

(111) Bölüm 20' de, a, b, x, y halei gösterilei öğele­
rin doğsını ve aralaındai ilişii gösterecek biçimde, 
özellikle seçilmiştir. a ve b halei, gösteilen büüklüle­
in sabit olduuna işaret eder; x, y harlei de nl i 
gösteir. lfabede a, b'den önce, x y'den önce 



a \ir 8ulguhi l im SôılüAü 

a i l t· b arasında ve x ilt· y araıında aynı  
�unu �üstcrir. A1lında, a i le x birbi rine dik 
birbiıine yatay olduğundan ,  aralarında n : b • x 

, ,ı.ı . . . 
, dt 
• k ı,i 

7. MBC - MJ•(; işaretlemesi süz konu�ıı ik i  üçgen ı ı ı  
olduklarını gôsterir. _:ağclaş ki taplarda , bu iki for­

l iki açının benzer olduğunu ve küşe leri n  yzıldıkları 
t 1 birbirine karşılık geldiği an lanı ında k ı ı l lanılmakı­
ıı . A, Eye; B, /?ye; C, G'ye karşı l ık gel i r . l >aha  eski kiap-

1 ı bu düzen henüz kullanılma · 1 · · ı , ı 1 ı .  Bir k-
ııı diğer üçgende hangi köşeye , h geldiini anla­
ılı ek için okuyucunun şekle b' ya da fomülün 

ı ı ılı ını hatırlamsı gerekiyordu. 
Çağdş işaretleme, eskisinden daha iyi bir sistem 

u i ir. Çağdaş işarelendime kullanılarak, şece bk­
adan formülden çıkarsamalar yapabiliiz. Yani, öneği-

LA - Ll� 
AB : BC - E// : G 

I uunu ve aynı  türden başka il i ileri bilebiliiz. Eski 
tlendirme daha az bili içerir v kesin çıkarsmlara 

ı ın venez. 
Diğerlerinden fazla şey ifade .. e bir işaretlenim-

1 rdeki benzerlikte , olu terimini yakıştı · ı · · z. 
ull l · yeni işareti 

l in sırası ve l ı 
yüzden daha fazla 
1 oluşturabilir. 

ki iı ı daha doludur, 
, ın tıy daha iyi yansıtır, 

ıl il · için bir te-

8 . özcüklerin ikinci anaman v ı . Bir sözcüün kJ­
z .. etkilemek e 
a iinci bir nlm 

ıl< , bzı bağlamlar, çoğu kez ·· 
i i < · ı  anlamına bir şeyler -bir ton 



eklemek 
krn dikalisek. hemen hemen anı 
ı�r ikinci anlmı en uun olnını eçei. 

Matemaiksel iarelımede de enzer bir 
lür. Matemaisel emoller bile, kllanldıln 
dan gelen bir tür ikinci anlm edinmiş obilir. 
dinemizi özenle seçesek, bu koşlu da iae .,.,,. _, __ 
gerekir. Şimdi bu nokayı göstemye çllım. 

Köklenliş, geleneksel anlamlar kaanmış 
ler vardır. Omeğin,  genelde e, dol loia 
i, v-1 için -yeni sanal biim-; t, çemer çesiin -_ _ . 
ranı için kllnılır. Bu sembollei lnza gelenel 
lamlarında kullanmak ha dou olur. Böylsi bir 
lu başka bir anlmda kullanırsak, gelenesel lm · 
anşabilir ve bizi uandıabilir, hata lş 
sevkedebilir. Bu türden arlı ikinci nlamlın eni 
laan işilerde, deneyimli matemaikçlere göe daa ı 
sıkıntı yaatacağı doğudur. 

�mbollerin ikinci anlamlan işimze abir. 
lik bilinçli kllanılırsa çok �zla aabiir. Dha önce 
]andıımız bir işareleme yararlı bir süreci 
yardımcı olabilir. Kuşkusuz, semolün 
umuz (birincil) anlamını, esi (iincil) 
ça ayırdedebilecek dikkai göstemeliiz. Yş r 
nin [yukarıda sözünü ettiimiz, bir üçgein ımln 
için kullanılan geleneksel işreleme gibi; 6 (il) ] büük 
avanajları ardır: Daha önce birçok kez kllanlıı 
gerekli işlemlei haurlamamıa rdımcı olabilir. Foni­
lerimizi yerleşmiş kalıplar olarak haırlaız. Kşksuz, 
nedenlerle yerleşmiş bir işaretleninei lışlndn lh 
bir anlmda kullanmak zounda kldımıza 
dikali olmlıız. 



�- İki i�U't' l lt'tulh·n," arunul" hlr 
run\l., k�hhAınuı,tn, ik i�h, ln (\' ' tu•r'  
ı,p�ı rn \\\'tun �ü,,·ükl'ri �eçehilnu-k  ı 
lup ı�ı�kti�i �ihi . t'n uyMun iıurt' l l r ı ı  
i,h, d' dt'llt'yinı Vt' ii�hıp ('r-k ir .  Yi ı ı' 

\''Şİ tH n\'nn h�İ V' deı.ı,vaı ı ı , � i l � ı  n 
(aktır. 

Ytpınak 
u lr ı ı 
ı u·�· ı ı u  v. t\­

Mr\ r l  ,i l ınrk 
, t t h, ı"nı, ­

yt· ı l l ı t lr nht 

10. \\\lnıı.ra sınıftaki öArcncUer 
�hıkça ıt'ki ô�renrilt'r dt' nefret 
l.ıt'tlt'ndirınt'de h'r ve yapay bir 
dır, �,,ni hir işart'tlt'ndirın nn1ek bellek için bir 
tır. Zt'ki öğrenci yeni hir lendirn1eyi kullanınak için 
hiçbir n�den görmezse, h üstlenmeyi reddedebUlr. 
Zrki öğr'ncimize deneyi ınlelyle tJtmıatiuıl Jbolr d,ıı . 
nin dşi,n y, yadın ol,Ip konusunda kendi kendini 
ikna eune fırsatını v'1111t·ısek, duyduğu nefrette haklı ota . 

tır. Öğrencinin böylt. bir deneyin1 edinmesi öğretme . 
nin en öneınli görevlerinden biridir. 

Bu görevin öneınini vuguladım. fakat kolay bir iı ol· 
da biliyorun1 . \'u bilgiler iıimize yarayahi-

. Aynca DENKLEM KlJ maddesine bakabilirsiniz. 
· · fonülü, özelliklerini biçimde artı,aak kontrol 

, öğreici bir r ; bölüm 14  ve SONU-
KOTROL .... . Z? 2. maddesine 

• şte e dha 
_ .. , . br poblem. haberdir. 

önünüzdeki sorunla i l  
edir. lındaki i l ·  · ve 
iyi olur. Böyle bir problemin, 

arlı olabilme ası üsekir. 
a ka 

. nu çka 



kt' I I  
. ii hal 

elirli .A problemini çömekir. aşka hi r 
ele alıyouz ve öniınıüze ko11an A pr<lhlt' ın i u i  

· un1tıyonız. Aradaki t a ı  
. Buada, çözüm"ın"ı hi ld i� i  

poblemi hatırladık, ancak he11(ız nas ı l  1 1 1 1 1 1 
iinci duumda ise 

(yardın1cı problem) keşfetik; B' 
bilivonız (va da en zından ku . . 
kat nasıl çözeceğimizi hen(z h 
asındai fark, Eye ilişin 
lüğiın üstesinden geldiğimizde , 
biçimde ktıllanabiliriz: Yönteın i 
DIMCI PROBLEM 3' te açıklan 
ikisinden birden yararlanabi I i ı · 
mız durumda 'nin nasıl çözüld ı 
nasıl kullanacağımızı bil n1 iyo ı . 
Bunu kulanbilir misiniz ? Son urnn 
nini kulanbiir 1 

Daha önceden çözülmüş 
maya klkışm�ız, elimizdeki 
etileyecektir. iki ı 
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Burada tartıştığımız önerinin bi 
önünü.eki sounla ilişkili ve daha .. 

Bu çeşitlemenin örneklemesi 

, de var: ,t 
r ıanıtan mıs bir 
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• rlık, umut, bşı. Problem çözmenin tümüyle 
entellektüel bir iş" olduğunu düşünmek büyük bir haa 
l . ararlılık ve duygular bu süreçte önemli bir rol y­

. Bir şeyler yapma konusunda kayısız bir ararlılık ve 
t ı bir onay, sınıftaki rutin problemler için yeterli ol-
ıh . Fakat ciddi bir bilimsel problemi çözmek, yıllarca sü· 

k emeği ve hayal kırıklıklarını yenebilecek bir azmi 
r kirir. 

J. ararlıl ık, umut ve umusuz} 
ı . l paralel olarak 
ümüzde çözümle , l 
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i · ı iı yol ansızın kapandığında 
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Bir .oşulun gereksiz kısımları varsa, greinn faza ­
larak nitelendiilir. Bir koşul , kısımları karşılıklı birbiine zıt ve uyumsuzsa, koşulu sağlayacak bir nesne bulunamı­yorsa, çelişkili olarak tanımlanır. 

Dolayısıyla ,  bir koşul bilinmeyen sayısından daha fazla sayıda doğrusal denkl emle ifade edilebiliyorsa, ya gereğin­den fazla ya da çelişkilidir. Eğer bilinmeyen sayısından da­ha az denklem varsa, problem bilinmeyeni belirlemek için yeterli deği,dir. Bilinmeyen sayısı ile koşulun ifade edildiği denklemlerin sayısı eşi tse ,  genellikle koşul, bilinmeyenleri belirlemek için yeterlidir, ancak olağandışı durumlarda çelişkili ya da yetersiz olabilir. 
• oşulu yene geirmek mün mü? Koşul biline­

yeni belirlemek için yetrli mi f Yoksa yetrsiz mi ? Yoksa, gre,n� 
dn Jazla mı ? Yoksa, çelişkili mi ? 

Oğrencilerin nihai yanıta henüz gerek duymadıkları, yalnızca geçici bir yanıt aradıkları er�en bir aşamada bu sorular genell ikle  yardımcı olacaktır. Orneğin , bölüm 8 ve 18 '  e bakınız. 
Bulmaya çalış tığımız sonucun herhangi bir özelliğini kestirebilmek bir başarıdır. Ne beklediğimize ilişkin bir ikrimiz olursa, hangi yönde gitmemiz gerektiğine daha ii karar verebil iriz .  Bir problemin en önemli özelliği ,  kaç çö­züm kabul edeceğidir. En ilginç problemler yalnızca tek çözümü olanlardır. Bu tür problemleri "mantıklı" pro­lemler olarak görme eği l imimiz vardır. Problemimiz bu anlamıyla "mantıklı"  mıdır? Bu soruyu, akla yakın bir tah-minle de olsa yanıtlayabiliyorsak, probleme duyduumuz ili arar ve daha ii çalışabiliriz .  
Problemimiz '�mantılı" mıdır? Eğer yanılanabiliyorsa, bu oru çlı mamızın erken biP şamasında yararlı olacak­ır. anıtı erebilme zor a, sonucu bulmaka -çekeceğimiz 



güçlük, duyduğun1uz ilgiye baskın ç ıkabili r . Ayn ı ı. 
'' Koşulu yine etiek mükün mü r' sorusu ve li s temizdeki 
diğer soular için de doğrudur. Bu soruları öğrenci lcrt 
yöneltebiliriz ,  çünkü yanıt kolay ve akla yakın olabil ir. Ft­
kat yanıt zor ya da karışık görünüyorsa bu sorularda ısrarl ı 
olmamalıyız. 

"anıt problenıleri"ndeki konuyla ilgil i sorular ise şöy­
ledir: Önmenin dou olma olasılığı var mıdır? Yoksa, yanlj olma olasılıı daha mı fazladır? Bu sorunun soruluş biimi, 
yalnızca bir tahmin, akla yakın geçici bir yanıt beklendiini 
açıkça ortaya koyar. 

• Koşulun çeşili kısımlarını birbirnden ayırn. ilk g­
revimiz problemi anlamaktır. Problemi bir bütün olarak 
anladıktan sonra ayrıntılara gireriz .  Problemin başlıca kı­
sımlarını, bilinmeyeni ,  verileri ve koşulu tek tek inceleriz. 
Bu kısımları zihnimize iyice yerleştirdikten sonra, henüz 
işimize yarayacak bir ikir bulaınamışsak ayrıntılara gireriz. 
Verilerin herpsini tek tek ele alırız. Koşulu, bir bütün ola­
rak anladıktan sonra, çeşitli kısımlarına ayırır ve hepsini tek 
tek inceleriz .  

Şimdi bu maddede tartıştığımız önerinin rolünü göre­
biliriz. Problemi berrak bir biçimde görmeye çalışır ve git­
tikçe ayrıntılara inmeye çalışırken ,  atmamız gereken adım 
k�nusun�a bu ö�eri bizi uyarır. Bu, AYRIŞTIA E E­
NiDEN BiLEŞTiRME aşamasında bir adımdır. 

Koşulun çeşitli kısımlannı birbirinden ayıın. Bunlaı ka�­da dökebilir misiniz ? DENIıEM KURMA aşamasındayken 
bu soruyu sorma fırsatımız sık sık doğacaktır. 

• eibitz, Gotlfried Wilhelm ( 1 646-1 7 16) , büyük ma­
tematikçi ve düşünür. "Buluş Yapma Sanatı" konulu bir 
eser yazmayı planlamış, ancak bunu gerçekleştirememişir. 
Bununla birlikte, çalışmaları arsında bulunan sayısız 
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dağınık parçalar, önemini sık sık urguladıı bu konuya ilişkin ilinç düşüncelei olduunu göstermektedir. Şyle der Leibni z: "Hiçbir şey bir buluşun kaynağını görebil­mekten daha önemli değildir ve kanımca bu kanaklar bu . luşun kendisinden daha ilginçtir . " 
• Mucit pradosu. Bir plan ne denli hevesle yapılırsa, başarı şansı o denli yüksek olur. 
Bu bir paradoks gibi görünüyor. ine de, bir problem­den diğerine geçerken ,  yeni ve daha hevesle başladığımız problemle daha kolay başa çıktığımızı görürüz. Birçok so­ruu yanıtlamak, tek bir soruyu yanıtlamaktan daha kolay olabilir. Daha geniş bir teoremin kanıtlanması ve daha ge­nel bir problemin çözülmesi daha kolay olabilir. Birkaç örneğe yakından baka.�sak, bu paradoks ora­dan kalkar (C;ENELI JE\1E ,  2 ;  TUMEAIM E MATE-. .. ATISEL 'fUMEV.\I\1 ,  7) . Yeni bir hevesle yapılan plan, gösterişten uzak ,·c i le riyi görerek yapılırsa başarı şansı daha yüksek olur .  
• Neden kıt? Ne,vton ' la ilili çok iyi bilinen bir öyku ardır: Ne,vton genç bir öğrenc�yken ,  o zaman alışılmış oldu­u zere, georncti çalışmaya Oklid ' in öğelerini okuyarak başlamış .  Teoren1lcri okuınuş

?. onların doğru olduklarını görmüş ve kan ıtları a tlaınış .  Ustelik ,  birilerinin bu denli a­çık şeylei kanıtl k için neden uğraşıp durduklarına akıl erd!rememiş. :\ncak Nc,vton yıllar sonra ikir değiştirmiş ve Oklid' i  ö,ınüştür. 
" ykü gerçek l . n lm ın bu soru orulabilir Neden knıtlan - . r m l i  ya da öğremeliyiz? Hangisini yeğler-diniz: Hi kanı t  ol . · ın ı  mı ,  her ey içın kanıt olmsıni mı, o a bzıları için ı olm ını mı?  Yanıt bazıları için ıt i e, han · teri için.  
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1. z anıta. Bzı ·mantıkçılar için esisiz nıar 
rdır. Bir nıt olmsı isteniinde hiçbir açık, hiçbir . 
mk, hiçbir belirsizlik olmmlıdır; yosa nıt olmz. ü­
lük haaımızda, asl işlemlerde, iziksel bilimlerde bu dei 
yüksek snrlarda eksiksiz knıtlar blabilir miiz? Çok en. 
der olak. Bu yüzden böylesi kaı, eksiksiz bir kanıt iini 
nereden eindiğimizi anlaabilmek çok güçtür . . 

Biraz abartarak şunu söyleyebiliriz :  insanlık . eksisiz 
�anıt ıkri . ni bir adam ve bir kitaptan öğrenmiştir: Oklid ve 
.Oğeleri . Ustelik, düzlemsel geometrinin öğeleri hala daha 
kesin kanılar için en iyi ırsaları sunmaktadır. 

Örnek olarak şu teoremin kanıtını  e le  alal ım: Hrhan� 
bir üçgnde, üç açının toplamı iki dik açıya eşittir. Çoğumuzun 
kfasına kazıl ı  olan Şekil 1 7  bir parça açıklama gerekiir. A köşesinden geçen BC kenarına parale l  

A 

Şekil 1 7  

bir doğu vardır. enelde ters açılar eşi t oldukları için, üç· 
genin B ve C köşeleindeki açılan A köşesindei bzı açı· 
laa eşitir ve bunlar şekilde gösteilmişir. ·· çgenin üç açı· 
sı, ork köşelei A olan ve bir düz açı -ya da iki dik açı- ­
luş�n üç açıa eşitir. ö lece teorem anıtlanmış olur, 

Öğrenci matemai der }einden ukarıdai ibi br' 
kaç anın anl�ada eçm· , o lu ve öğremenleile 

leşiel bir öle � �" dır. na b noka03 



ölüü 

çok ve daha aı ôncmli  noktaları (ğcnfi şu ya da hu Rcomctri kural ın ı  · · , pek bi r şey kaybctın iş sayı lmaz . l)aha · bu kuralları kul lannıası gerckmeychil i r .  wmetik kanılarl a  yak ın l�maın ışsa , gerçek anıt ın tn ii e i örneklerin i ,  ti tiz man t ı k  yürünc kavrmı cdint-ilm fırsatın ı  kaçırm ış dcınekt ir .  Bu kavram olmauız. ın , yaşamda kendisine  sunulacak kan ı tları -hunlar ne tür kanıtlar olursa olsun- kıyaslayacak gcr�-rk hi r s tandart­an yoksun kalacaktır . 
ısacası  gene l  eği tim ,  öğ-renciyc sezgisel kan ı t  ve ınan­ıklı akıl yürütme düşüncesin i  verebi lmek is tiyorsa , geo­meik kanıtlara yer ayırmalıdır. 

. .  .. 
2. Mantıksal sistem. Oklid ' in Oğeleri ' nde veildii şek-liyle geometri , yaln ızca bir kurallar derlemesi olmayıp, mantıksal bir sistemdir .  Beli tler, tanımlar ve öneneler gelişigüzel bir sırada değil , bil inçl i  bir düzende veri lir. Her öneme, daha önceki beli tler, tanımlar ve önermeler z-

. -ine yerleştiilebilecek biçimde sunulur. Onenelere Öid'in asıl başarısı , bunların oluşturduğu mantıksl sis­teme de Öğeler ' in asıl değeri olarak bakabiliriz. Öklid' in geometrisi yalnızca mantıksal bir sistem değil, anı zamanda diğer bilimcilerin  geçmişte ve günümüzde öykünmeye çalıştıkları �ir sistem, böyle bir sistemin ilk ve en büy�k örneğidir. Ozellikle ruhbili� ve hukuk gibi geometriden çok uak olan diğer bilimler Oklid'in kaı mn­�ğını aklit e�eli midir? Bu, tartışlabilir bir soudur, nck 0lid sistemini bilmeyen bii bu tartışmada yein bir rol ­mz. Geometri sistemi kanılarla kurulmuştur. Her öneme kendisinden önceki belit, anıı ve önemelere bir kanıla balanır. Bu kanıları anlnadan . sistemin özünü anlaa· nayız. 



Kısacsı , genel eğiim sistemi, öğrenciye t J hu 
sistem düşüncesini verebilmek istiyorsa, geometrik anu. 
ra yer ayırmalıdır. 

3. Belek kuvvetlndie teknikli. Elinizdeki kiabın Yt 
zar, sezgisel kanıt, tiiz akıl yürütme ve mantıksal sistemin 
hiç kimse için gereksiz sayılamayacağın ı  düşünmektedir. 
Ancak, zaman yokluğu nedeniyle bu düşünceleri incele­
menin mulak bir ihtiyaç olarak ele al ınamayacağı duum­
lar olabilir. ine de, böylesi durumlarda bile kanıtlar iste­
nebilir. 

anıtlar bir ispat sağlar. Bunu yaparken de mantısl 
sistemi birarada tutar ve birarada tutulan bu nokalan ha­
tırlamamıza yardımcı olur. Şekil 1 7 ' de tartışılan örneği ele 
alalım. Bu şekil , bir üçgenin açılarının toplamının 18] 
olduğunu kanıtlar. Şekil, bu kuralı ,  ters açıların eşi t oldu­
ğu gerçeğine bağlar. Birbirine bağlı bu kurallar, birbiin­
den yalıtılmış gerçeklerden daha i lginçtir  ve daha kolay 
bellekte tutula�ilir. Böylece, şeklimiz birbirine bağlı ii 
geometrik önermeyi zihnimizde sabi tle r  ve şekille öneme­
ler kafamıza kazılır. 

Şimdi , genel düşüncelerin edinilmesinin gerekli 
olmadığı , yalnızca belirl i  gerçeklerinin bilinmesinin is­
tendiği duruma geliyoruz . Böyle bir  duruında bile, ger­
çekler bir bağlantı içerisin de ve bir tür sistemle sunul­
malıdır; çünkü birbirinden yal ı tı lmış şeyler zor öğrenilir 

ı ve kolay unutulur. Gerçekleri basi t bir biçimde, doğal· 
lıkla ve kalıcı olarak birleştiren her bağın tı geçerlidir. 
Bu sistemin mantık üzerine temellendirilmiş o lması ge· 
rekmez; yalnızca belleğe etkin yardım sunacak biçimde 
tasarlanmalı, bellek kuvvetlendirici bir sis tem olmalıdır. 
Yalnızca bu açıdan bakıyor olsak da, kanı tlar -özellikle 
basit kanıtlar- yararlı olabilir. Örneğin ,  öğrencinin üç· 
genin açılarının toplamına ilişkin kuralı ve zıt açılara 
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4. r nıJ kitabı , u/1>111 1 .  Ka ı ı ı r ) a ı  ı n  .t\'an ra j la r ı n ı  
ancak tüın kan ı t l ar ın "ı ,ı ı·xlr11 \o, " e l i  a f lu  a .  · ı  ı · �rrrk . 
iğini kesin l i kle öne sürınt:d ik .  ·ranı t e r \İ ne ,  hi,yl r  
nın müınkün ol ınadığı duruınlar vard ı r .  1 u l ı  · ı ı  g-
rencilerine diferansiyel ve in  tcgral nıa temaiği nin 
mesi bu açıdan öneınl i  bir örnekti r .  

Yüksek matematik  çağdaş kau s tandarlarJ güre 
lacaksa , beli rl i  bir  zorluk ve incelik düze\·i ndt'ki 
( "epsi lon-kanıtları " )  gerekir. Ancak, mühendisler 
matemaiği uygulmaya yönelik olarak incelerler \'e uıun 
kanıtlarla uğraşacak ya da incelilerin keyine \'aak nt· 
manlan ne de yeterli eğiimleri ardır. Bu yüzden tüm ­
nıtlan amak ibi bir eğilim gösterirler. Ancak, bunu , 
makla yüksek matematiği bir yeınek ki tabı düze)ine indir· 
gemiş oluruz. 

Bir yemek kitabı yemeğe katılan ınaddelcrin \'e apılış 
biçiminin ayrın tıl ı  bir anımını verir, fakat neden elirli 
malzemelerin konduğuna ya da neden belirli bir apılış 
biçiminin seçildiğine ilişkin bir açıklama yapınz. Sülacın 
anıtı tadıdır. Yemek kiabı amacına ulşmıştır. slına ­
arsanız, yeme� arilerinin yazıl ı  olduları için ellekte 
lmaları gerekmez. Burada bir tür mantıksl a a ellek 
kuwelcdiici sistem gerek}� değildir . 

ine de, bir yüksek matemaik ders itabının an a 
da üniversite öğreim görevlisi, yemek iabı sistemini çok 
vakından izlerse, �macına yönelik daanmş 



İşlemler, anıln olmadan öğreilirse, yeterli güdü sağln. 
madığı için anlşılmaacaktır. Kullar, nedenlei olmsızın 
veilise, birbiiyle · ilişisiz olanlar çabucak unutulur. Mae. 
maiği sülaç den·er gibi deneyem eyiz; tüm mantık yüütme 
süreçlei oradan kaldırılırsa, yüksek. matematik dersi k­
layca özümsenemeyen bilgilerden oluşan anlamsız bir en­
anter hline gelir. 

5. Eksik kanıtlar. Çok yoğun kanıtlar ile yemek kiabı­
nın düzei arasındaki ikilemi aşmanın en  iyi yolu, esik 
kanıtları akla yakın bir biçimde kullanmaktır .  

Tiiz bir mantıkçı için eksik bir kanıt, kanıt deildir. 
Kuşkusuz, eksik kanıtların eksiksiz kanıtlardan dikkale 
ayırdedilmesi gerekir .  Bunları karıştırmak kötü, biini di­
ğeri yerine satmya çalışmak ise daha kötüdür. Bir ders 
kitabı yazarının, eksik bir kanıtı ,  eksiksizmiş gibi sunmsı 
acı bir şeydir. Bununla birlikte ,  eksik kanıtlar uygun yer ve 
biçimde sunulduğunda yararlı olabilir .  Bunun amacı, ek­
siksiz kanıtların yerini doldurmak değil -ki hiçbir zaman 
doldurulamaz-, sürecin sunumunu ilginç kılmak ve bütün­
lüğü sağlamaktır. 

nek 1. n dereceden bir cebir denkleminin n kökü 
vardır. Gauss 'un Temel Cebir Teoremi olarak adlandırdı� 
bu önermenin kanıtını anlayabilmek için çoğu kez hzır­
lıklı olmayan öğrencilere sunulması gerekir. Ancak, bu 
öğrenciler biinci dreceden bir denkemin bir kökü ve ikinci t· 
receen bir enklmin iki kökü olduğun� bilirler. Bunun öte­
sinde, bu zor önermenin kolyca gösteilebilecek bir kısmı 
da vardır: n 'n fazla farklı kkü olan n 'recen bir nkm 
yoktur. Sözünü euiğimiz bu nokalar Temel Teorem için 
esisiz bir kanıt oluşturur mu? sla. Ancak, Teorem'in 
ilinç ve ala yakın olmasını sağlayıp öğrencinin zihnine 
kzınmsına yardımcı olır, i asıl istediğimiz de zaten bu-
dur; 
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nek 2. Bir üyüzlü açının knarlannın oluşturduu düz­
sel açılaran hrhani ikisinin tpamı üçüncün büyüktür. 
Açıktır i, teorem, küresel bir üçgne hrhan, iki nann t­
amının üçüncüdn büyük olduunu söylemekle aynı anlma 
gelir. Bunu gözlemledikten sonra, doğal olarak, küresel 
üçgen ile doğrulu üçgen arasındaki analojiyi düşünürüz. 
Bu söylediklerimiz bir kanıt oluşturur mu? Hiçbir biçimde. 
Ancak önerilen teoremi anlamamıza ve hatırlamamıza 
yardımcı olur. 

Birinci örneğimizin tarihsel açıdan ilginç bir yönü 
vardır. 250 yıl boyunca, matematikçiler eksiksiz kanıtını 
yapamadan Temel 1'eorem ' e inanmışlardır. slını ararsa­
�ıız, yukarıdak inden daha fazla bir şey söyleyemiyorlardı. 
ikinci  ör�eğinüz, varsay ını ları n  < >nemli bir kaynağı olarak 
NLC)jl 'ye işare t eder .  Doğa \'C izik bilimlerinde olduğu 
gibi maten1ati ktc de . kc� ifi n ha�ladığı yer gözlem, analoj i  
ve tümevarımdı r .  Bu ara�· l a r. akla yakın bir bulgusal 
argün1an oluştunnak Üıt' re yordamınca kul lanıldığında, 
özel l ik�c izik<: iye ,·c n1 ühendis<: ç�kici gel ir_. (Ayrıca, bakı­
ıuz, Tll tv1 EV.-\RI � l  VF �L�TF\L\'f IKSEL TUMEVAIM, 1, 
2, 3. ) 

Eksik kanıtların  rolü ve i lginç lii . çözüın süreci çalışma­
mızla hi r clcrereyc kadar aç ık lan ır .  Problem çözümünde 
edini len deneyi ın . b i r kan ı t ı n  i l k  i krinin çou kez eksik 
olduğunu gösteıi r. En <·lncınl i  nokta, ıl bağlanunın, ani 
anıtın özünün hu i lk  ikirde � un - ı mümkün olduu hlde, 

n l ı nr i ı geln1esi ve � ı kez z l ı olmsıır. 
ı özünü, � · ,  · ,  sıl iki en bsit 

d . ı ı gösterebil­
} ayı ı fzla de­

m anntı-
1 bilir. 
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ısaca söylemek gerekirse , amacımız ti tiz hi r mantıl\J 
tutarlılık değil , sunumda katlanı labi l i r bir hütünlük�e , ek. 
sik kanılar bir tür bellek güçlendiric i  teknik olarak ku11a­
nılabilir (kuşkusuz , eksiksiz kanıtlar yerine kullanmak an­
lamına gelmez bu) . 

Eksik kanıtları savunmak çok tehlikelidir, ancak muh­
temel suistin1allere birkaç kural çerçevesinde engel oJuna­
?ilir. Birincisi , bir kanıt eksikse, bir biçimde söylenmeJidir. 
!kincisi , bir yazar ya da bir öğretmen bir teoremin eksiksiz 
kanıtını kendisi çok iyi bilmediği sürece , e ksik kanıtı sun­
ma hakkı yoktur. 

. 
itiraf etmeliyim ki , eksik bir kanıtı keyif verici ve uyun 

bir biçimde sunmak hiç de kolay bir iş değildir. 

• Olmayna eri ve dolaylı knıt, birbirleriyle ilişili 
ancak farklı işlemlerdir. 

Omayana r,, bir varsayımdan, olamayacağı açıkça bel­
li bir şey türeterek, varsayımın yanlışlığını gösterir. "nlm­
sızlığa indirgemek'' matematiksel bir işlemdir ve mizahçı­
nın en sevdiği yöntem olan alay e tmeye benzer. laycılık 
belirli bir görüşü ele alır ve saçmalığa varana dek vurgular. 

Dolaylı kanıt, bir savın tam zıttı varsayımın yanlışlığını 
göstererek bu savın doğruluğunu kanıtlar. Diyebiliriz i, 
dolaylı kanıt, politik bir adayı, rakibinin saygınlığını zede­
leyerek desteklemeye ben�er. 

Hem olmayana ergi · hem de dolaylı kanıt, dikkali bir 
beynin doğal olarak kullanacağı etkin keşif araçlarıdır. ı­
ne de, birkaç düşünür ve birçok acemi bu yöntemden hoş­
lanmaz. Zaten bu da anlaşılabilir bir şeydir; alaycı insanlr­
la hileci poliikacılar herkese hoş gelmeyebilir. Burada ilk 
önce, her iki yöntemin etkinliğini örneklerle gösterecek, 
sonra da bu yöntemlere yönelilen iirzları artışacağız. 
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1 .  Olayana r,. Sıfırdan dokuza kadar olan amsaıla­
rın her birini yalnızca bir kez kullanarak ôyle bir şeki lde 
yazın ki , toplamları 1 00 olsun. 

Bu bulmacayı çözmeye çalışarak bir şeyler öğrenebi1iiz. 
Bilinyn nedir? Bir sayılar kümesi; elbe tte sayılar der­

ken tamsayıları kastediyoruz. 
Ne vilmiştir? l 00 sayısı. 

Koşul nedir? Koşulun iki kısmı vardır. Birincisi , isteni­
len sayılar kümesini yazmak; O, 1, 2, 3, 4� 5, 6, 7, 8 ve 9 ra­
kamlarını yalnızca bir kez kullanabiliriz .  ikincisi , kümedeki 
sayıların toplamı 1 00 olmalıdır. 

Koşulun yalnızca bir kısmını tutun, diğr kısmını atın. Ko­
şulun birinci kısmını yerine getirmek kolaydır. 19, 28, 37, 
46, 50 kümesini ele alal ım. Her rakam yalnızca bir kez kul­
lanılmıştır, ancak bu sayıların toplamı 180 etmektedir, 100 
değil. Daha iyisini yapabiliriz. "Tekrar, tekrar deneyin. "  

19  + 28 + 30 + 7 + 6 + 5 + 4 = 99. 
Koşulun birinci kısmı yerine geldi . ikinci kısım da ne­

redeyse yerine geldi , yalnızca J 00 yerine 99 elde ettik. El­
bette birinci kısmı atarsak, ikinciyi kolayca yerine geirebi­
liriz: 

19  + 28 + 31 + 7 + 6 + 5 + 4 = 100. 
Biinci kısım sağlanmmıştır. J saısı iki kez geçiyor ve O i­

se hiç kullanılmamış, ama diğerlei mamdır. "Tekar, tear 
denein." 

Ancak, birkaç başarısız denemedn sonra, istenilen 
yolla 100 toplamını elde etmenin mümkün olmadığından 
kuşkulanmaya başlayabiliiz. Sonunda şu probleme gele­
ceiz: nin koşulun h' iki kısmını aynı anda yine etir­
nin oanası. oduunu kanıtlayın. 
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Oldukça iyi öğrenciler bile, bu problemin kendileine 
bir gömlek büük geldiğini düşünebilirler. ine de, dou 
aklşımı benimsersek, yanıt yeterince kolaydır. Koşulun 
hr iki kısmının a sağandıı varsayısal bir duumu ine­
mi. grekir. 

Bu duumun gerçekte olamayacağından kuşkulanıy­
ruz ve kuşkumuz başarısız denemelerimizden edindiimiz 
deneimlere dayanıyor. ine de , açık iirli olalım ve koşu­
lun ii kısmının da yeine getirildiği varsayımsal dumu 
ele alalım. Toplamı 100 olan bir sayılar kümesi düşünelim. 
Bunlar bir ya da iki rakamlı sayılar olmal ıdır. On sayı kul­
lanacağız ve hepsi de farklı olacak, çünkü O, 1, 2, . . .  9 ra­
kamlarını yalnızca bir kez kul lanacağız .  Bu on rakamın 
top}amı şöyledir: 

O +  1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 45 

Ancak, bu rakamların bazı ları bi rl er basamağında, ba­
zıları onlar bsamağında yer alacaktır. (Jnlar basamaına 
yr alacak sayılann tpam.ının öneml i  o labi leceğin i  düş�n­
nek abii biraz zeka gerekti ri r. Bu toplama t diyelim. y· 
leyse, geide kalan, yani birler basamağında yer alan saıla­
ın toplamı 45 - t olurken ,  kümedeki sayı ların toplamı da 

1 O t + ( 4 5 - t)  = 1 00 

olmalıdır. İşte t'i sapayabileceimiz bir denklem bulduk. 
Bu biinci dereceden bir denklemdir ve 

t = 55 / 9 

veir. ma baa ksinlile lş ir ey ardır. BldunZ 
t değei m ı om · re · r en, frlı bir dum oa 
çışr Öneilen -.-o•.. ii mı n a anı na ğ-
ln old V . -�-· re e , e · rın b · r Js-
1 . d - ü __ , .... , l-� 4� mZ 

m n y n 
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geinek oasıdır. Böylece macımıza ulşıp koşlun ii 
ısmının birbiiyle uyumsuz olduğunu kanıtlıyoz. 

Burada yürüttğümüz mantık, tipik bir "olmayana ergi 
yöntemi" dir. 

2. Düşüncer. Yukaıda yürüttüğümüz manığa geri 
dönüp onun genel eğilimini anlDaya çalışalım. 

Belirli bir koşulu yeine geirmenin, yani koşulun tüm 
kısımların ı  ayn ı  anda sağlayacak bir duumu gerçekleşir­
menin olanakl ı o lmadığın ı  kanıtlamak isiyouz. Henüz 
hiçbir şey kanılan1adığımıza göre .  böyle bir durumun ger­
çeleşme olasıl ığını kabul lenı11e l i�·iz .  Yanlış olan nokaı, 
yalnızca bu varsa�· ın1 1  kabu l len ip vakından incelediğimizde 
bulabil i ri z .  l\u d un. 11 1 1 un ola ı ı �ı.s ıı  ( )lduğunu kanılmk isi­
yoak, anlış n, ) k tav�t l' l ;H . th i l ı ı ıe l i,i ı .  Dola�ısıyla, öneimiz­
de ha.anl ı  olan \'Ü l l t t · ı ı ı i ı ı  g c · nc ldl ' akla vakın olduğunu gör-
biliiı: &ylt br d,01011 ıı n olıısdı7 çok dişit ün-
sını ıayı ,ı ,  koşulun l t-1 1 1 1  ı ı , e h � ı öngören 
hava) i d u ı , ı 1 1  u i n c t • 1 e 1 1  u · l i, 1 ,  

l >e ıu·v i ın l i  oku, l l (  \ l  hu ı  ad�t hi ı nokta aha ' r  
ta,-ahil i r .  Yon t t ·nı i ın ı ıde k i  �u 1 .1 �u l 1 1 1 1 . ı l . l l l hir denklem 
kurn1ak ol nı u� ı  u Kn�u ld ;ı h i ı  �<·, l c ı  i n  . 1 l ı n 
\ ut . ı ı ha l ( ·  ;l\1 1 1  drnldt· ınc denlem 

kurmak rut 
l l 

' ı 
emel i,iı . 

· ı ı  



' Bunu ŞE}LLLER, 2 ınaddesiylc kıyaslayın ız. Ar"4 kş. PAPPlJS. Onerilen teorcn1 in  tersin i  kan ı tlayarak ya , öneilen usonuç hulma problemi "n in  çözün1ü  o]madığııı göstererek sona eren bir anal iz  de , asl ında olmayana erı yöntemidir. 
3. Dolaylı Kanıt. Asal sayılar, J '  den büyük olmalarına karşın ,  daha küçük çarpanlara ayrılamayan , 2, 3, 5, 7, ] }

1 

1 3, 1 7, 1 9, 23, 29, 31 ,  3 7  . . .  sayılarıdır (burada 1 dahil �bi görünür çünkü onun daha küçük çarpanlara aynlamayal çok açıkır, ancak J sayısının farklı bir doğsı vardır ve l saı olarak alınmamalıdır) . sal sayılar bütün tü�saılann ( J' den büyük) anştınlabilecei "nihai öğeler" <lir. Ornein, 
630 sayısı , beş asal sayının çarpımı biçiminde ayrıştırılabi­lir: 

630 = 2 * 3 * 3 * 5 * 7 
sal sayılar dizisi sonsuz mudur, yoksa bir yerlerde son mu bulur? Asal sayılar dizisinin hiçbir zaman sonlanmaa· cağından kuşkulanmak doğal mıdır? Bu dizi bir yerde sona eriyorsa, bütün tümsayılar sonlu sayıda nihai öğeye ay· rıştırılabilir; bu durumda dünya bir  anlamda "çok fakir" görünecektir. Böylece , asal sayıların sonsuzluğunun kanıt· }anması problemi ortaya çıkar. 
Bu problem alıştığımız temel matematik problemle· rinden çok farklı ve ilk bakışta çözülemez gibidir. ine de, belirtiğimiz ibi, son bir asal sayının -bu sayı P olsun- bu· lunması mümkün görünmemektedir. Neden? 
Şimdi , son bir P asal sayısı olduğunu varsayalım. Bı durumda; eksiksiz bir asal sayılar dizisi yazabil iriz: 

2, 3, 5, 7, 1 1, . .  . P 

Böyle bir şeyin gerçek olma olasılığı neden düşüktür? Bunda yanlış olan ne yardır? Kesinlikle yanlış olduğunu 



, 
1 

söyleye�ileceğimiz bir nokta var mıdır? Evet ,  ardır. Oyle bir Q sayısı yazal ım ki , P den büyük olsun: 
Q = (2 * 3 * 5 * 7 * 1 1  . . .  P) + 1 

• 'nun bir asal sayı olamayacağını varsaydık. yleyse, , bir asal sayıya bölünebilir olmalıdır . .  Q'yu bölebilecei­miz asal sayılar 2, 3, 5 . . .  P sayılarıdır; fakat, Q'u bu sayı­lardan birine böldüğümüzde, kalan J olacaktır. Bu du­rumda , bahsetti ğimiz asal sayılarda� hiçbiine bölüne­mez, ama başka asal sayımız da yoktur. işte burada bir yan­lışlık yatmaktadır: Q ya bir asal sayı olmalı, ya da bir asal sayıya bölünebilmelidir .  Son bir P asal sayısı olduğunu var­sydık ve belirgin bir anlamsızlığa vardık . Bunu nasıl açık­layacağız? Başlangıçtaki varsayımımız yanlış olmalıdır; son bir P asal sayısı olamaz .  Böylece ,  asal sayılar dizisinin hiçbir zaman son bulmayacağını kanı tlamış oluyoruz. 
Bu, tipik bir dolaylı kanıttır. (Ayrıca, Oklid '.� borçlu olduğumuz, herkesçe bilinen bir kanıttır; bkz. Oğeler'in IX. kiabındaki 20 . önerme . ) 
Teoremimizi (asal sayılar dizisinin sonsuz olduunu) doğrulamak için , bu teoremin çelişik zıttının (asal sayılar dizisinin sonlu olduğu) yanlış olduğunu kanıtladık ve bu­nu, çelişkili zıt teoremden belirgin bir anlamsızlığa gide­rek yaptık. Böylece , dolaylı bir kanıtı , olmayan eri ile bir­leşirmiş olduk. Bu birleşim de tipik bir yöntemdir. 
4. İtiazlar. Ü zerinde çal ıştığımız bu süreçler ciddi iti­razlarla karşılaşmıştır. Yönel tilen itirazların çoğu da tek bir temel itirazın çeşi tli biçimleridir. Burada, bu itirazın bizim düzeyimizde olan "pratik" bir biçimini göreceğiz. 
Apaçık olmayan bir kanıt  bulmak kayda değer bir entellektüel başarıdır. Fakat böylesi bir kanıtı öğrenmek, hatta doğru dürüst anlayabilmek bile bir zihinsel çaba 
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gerekiir. Bu çabamızın yararını görmek istememiz de 
doaldır. Elbette belleğimizde sakladığımızın yanlış ya a 
anlamsız değil , doğru v� gerçek olmasını isteriz. 

Ancak, olmayana ergi yönteminde bellekte gerçek bir 
şey tutmak zor görünmektedir. Bu yöı1 tem yanlış bir varsa­
yımla başlar ve bu yanlış varsayımdan aynı derecede, hata 
belki daha belirgin yanlış sonuçlar türetir ve en sonunda 
apaçık yanlış bir sonuca varır. Be�leğimizde yalanlar dep­
lamak istemiyorsak herşeyi mümkün olduğunca hızlı u­
nutmak zorundayız. Halbuki bu olabilecek bir şey değildir, 
çünkü kanıt çalışmamızda bütün noktaları doğru ve kesin 
bir biçimde hatırlamamız gerekecekti r .  

Şimdi, dolaylı kanıtlara yönelti len i ti razı kısaca belir­
tebiliriz. Böylesi bir kanıtı dinlerkeı1 ,  dikkatimizi, asıl ha­
tırda tutmamız gereken gerçek teorem üzerine deil, tü­
müyle yanlış bir varsayıma odaklamak zorunda kalırız. 

Bu itirazların önemini doğru değerlendimek isiyor­
sak, olmayana erginin iki kullanımını ,  bir araştıma ve izah 
aracı olarak birbirinden ayırmalı ve aynı ayrımı dolaylı ka­
nıt için de yapmalıyız . 

iirf emeliyiz ki, bir açılama biçimi olarak olmana er-
ginin belirgin bu danaı yoktur. Böylesi bir "ergi" özeile 
fla unsa- okuucu _ya da inleyici açısından çok sııcı olabi­
lir. Birbiri arsıra inceleimiz tüm türeimler dou, nk 
şı şıa ldığımz durmlar da olnaszdır. özel adede 
bile herşein bşlnıçaki arsam zeine otulduna 
ısr eilirse sıını verici bir sonuç oraya çıkar. 'VaUş 
olk," "üa," "sözde" sözcüleri sürekli tekarlnmlı a a 
sürei olk bşa bir aaç kllanlmlıdır. Olnsz bJdr 
z dmu reddemek e unumak isteiiz hlde, onı 
bir soni aı iin haıra uup incelemeiz. Bu isel nu­
sluk un' dönemde alnmz hle gelebr. 
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ine de, olmayana ergiyi bir keşif aracı olarak gölere çıkanak yanlıştır. Yukarıdaki örneklerin gösterdii ibi , bu yöntem, diğer tüm yol ların kapandığı bir anda doğJ biçim­de dereye girebilir ve bir karar verilmesini sağlayabilir. 
Bu iki görüş arasında teınelde bir zı tlık olmadığını anlayabilmek için bir parça deneyiml i  olmamız gereki r. Deneyimler,  dolayl ı bir kanı tın dolaysız bir kanı ta dö­nüştürülmes inin ya da uzun bir olmayana ergi yön temiy­le bulunmuş bir kanı tı daha hoş biçimde yeniden dü­zenlemenin fazla  zor olmadığını gösterir. Hatta, böyle bir yeniden düzenleme i l e  olmayana ergi tümüyle orta­dan kalkabilir ya da yaln ızca birkaç çarpıcı tümce içine sıkıştırılabilir .  
ısaca söylemek gerekirse, kapasitemizi tam kullan­mak istiyorsak, hem olmayana ergi hem de dolaylı kanıt yöntemlerini iyi bilmeliyiz .  Bununla birlikte, bu yöntem­lerden biriyle bir sonuç üretme konusunda başarılı oldu­umuzda, geriye dönüp sorumuzu sormayı unutmamalıyız: 

Sonucu bir başka yolla elde edebilir misiniz ? 

Bu söylediklerimizi örneklerle gösterelim. 
i 

5. Olmayana eyi yeniden düzenlemek. � ' inci parça al-tında sunulan akıl yürütmeye geri dönelim. Olmayana ergi , sonunda o lanaksız olduğu ortaya çıkan bir durum­dan başlamıştır. Şimdi , başlangıçtaki yanlış varsayımdan bağımsız olan ve o lumlu bilgi içeren bir bölümü çekip alalım. Yaptıklarımızı yeniden ele aldığımızda, şu kada­rının gerçek o lduğu kuşku götürmeyecektir: Bir ya da iki haneli bir sayılar kümesi, her on rakamın tek bir kez kullanılabileceği bir biçimde yazıldığında, bu kümenin toplamı 
10 t + (45 - t) = 9 (t + 5) 
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olacakur. Bu toplam 9 ile bölünebilir. ncak, bize önilı blmacada bu toplmın 1100 olmsı isteniyordu. Bu mümküı müdür? Haır, deilir; çünkü, 100 sayısı 9 i le bölünemez. 
Bizi argümanımıza götüren olmayana ergi , yeni sunu} ta ortadan kalkmıştır. 
Sırsı gelmişken, "dok,uzları hesaplamak" yöntemini b� len bir okuyucu, şimdi tüm argümanı bir bakışta görebi1ir. 
6. Dolaylı kanıtı dönüştüek. 3 ' üncü parçada yüüttü­ğün1üz mantığa bakalım. Yaptığım ızı gözden geçirdiimiz­de , argümanın her türlü yanlış varsayımdan bağımsız öğe­lerini bulabiliriz. ıne de en iyi ipucu asıl problemin anla­mı üzerinde tekrar düşünüle rek elde edi lecektir. 
Asal sayılar dizisinin sonlu olmadığını  söylerken ne demek istiyoruz? Bu çok açıktır :  Elimizde asal sayılardan oluşan, 2, 3, 5, 7, 1 1  . . . P biçiminde bir dizi varsa ve P bla­bildiğimiz en son asal sayıysa, her �aman bundan sona gelen bir asal sayı daha olacaktır. Oyleyse ,  asal saılaın sonsuzluğunu kanıtlamak için ne  yapmalıyız? Bulabildi�­miz tüm asal sayılardan farklı bir asal sayı bulmalıyız. Bu durumda, "kanıt problemi"miz bir "sonuç bulma proble­mf'ne dönüşmüştür: 2, 3, 5, . . .  P asal sayılan vrildi,n�, u 

vinrn farklı, yni bir N asal sayısı buluruz. 
Problemimizi yeni biçimde yazmakla asıl adımı amış oluruz. Artık, önceki argümanımızın ana parçalarını yeni amacımız için nasıl kullanabileceğimizi görmek daha kolay olacaktır. slında, 

Q = (2 * 3 * 5 * 7 * 1 1  . . . P) + 1 
sayısı kesinlile bir sal sayı tarafından bölünebilir olmlı­dır. 'nun herhangi bir asal böleni olarak N saısını ıın; önein, en küçüünü. (Kşkusz, Q bir sl saı ibi at nacsa, N = Q olacakır.) 'u 2, 3, 5 . .  � P sl saılarındl 
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herhangi birine böldüğümüzde , kalan / olacakt ır. Bu yüı . 
den bu sayıların hiçbiri Q' nun bir böleni olan N olamı. 
Bize gereken de budur: N, veri len tüm 2, 3, 5, 7, J J . . .  ' 
asl sayılarından farkl ı bir asal sayıdır. 

Bu kanıt , asal sayılar dizisinin hiçbi r  sın ı r  olmadan tek­
rar tekrar uzatılması iç in kesin bir yön tem sunar. Bu yön­
temde dolaylı hiçbir şey yoktur; herhangi bi r olanaksız du­
rum varsaymak zorunda dcğ·i l iz .  Yine de, temelde , önceki 
dolaylı kanı tımızla aynı tablo söz konusudur. 

. . .. 
• Oğreme kuralları . .  Oğ-retmenin birinci kuralı öğre-

teceğiniz şeyi bilmektir .  Ikinci kural ise öğreteceğiniz şey­
den biraz daha fazlasp11 bilınektir. 

Birinci olan şeyler önceliklidir. Bu kitabın yazarı , öğ­
remenlerin uygulama kurallarının yararsız olduğunu dü­
şünmemektedir; aksi takdirde uygulama kuralları üzerine 
bir kitap yazmaya cesaret edemezdi . ine de, bir matematik 
öğretmeninin biraz matematik bilmesi gerektiğini, öğren­
cilerine problemlere doğru bir zihinsel yaklaşım vemek 
isteyen öğretmenin,  bu doğru yaklaşımı kendisinin de e­
dinmiş olması gerektiğini unutmamalıyız. 

• Önsav ( lemma) , "yardımcı teorem" anlamına gelir. 
Sözcük Yunanca kökenlidir ve tam çevirisi "varsayılan" ola­
rak verilebilir. 

Bir teorem, diyelim A teoremini kanıtlamaya çalışıy­
ruz. Başka bir teoremden, diyelim B, kuşkulanmaya başla­
dık. B doğru olsa, belki onu kullanarak A 'yı kanıtlayabile­
ceiz. anıtlanmasını sonraya bırakarak, B'yi geçici olarak 
varsayıyor ve A'nın kanıtına devam ediyoruz. Böyle bir B, 
öneilen asıl A teoreminin yardımcı teoremidir. Bu küçük 
öykümüz oldukça tipiktir ve "önsav" sözcüğünün buradai 
kullanımını açıklar. 



• nnei ıola liii bir problem bir · 
1'ımüvle veni, daha önredcn ;özü lmü, 

benzemeyen ve onlarla h i ç  i l i şki l i  olmaytn 
problemi çok zor düşünebi l i riz .  Böy] c bi r problem Vctr ,Jı 

çözümsüz olurdu. Asl ında , bi r p roblem çözerken htp 
ôn(edcn çözülmüş problcınlerdcn yararlan ır, 
yöntemini ya da sonucunu ,  bu problemleri çözerken ­
zandığımız deneyimleri kullan ırız . Kuşkusuz, yararlandr 
ğımız problemler elimizdeki probleın le  �ir  biçimde i l işkih 
oln1alıdır. Bu yüzden,  şu soruyu sorarız : ()nünüzeki soruı; 
ilşkili bir robm biliyor musun uz ? 

enellile önünüzdeki problemle az çok ilişkili oln 
ve önceden çözülmüş problemleri hatırlamakta güçll 
çekmeyiz. Tam tersine, bu türden bir sürü problem haur­
layıp, içlerinden işimize yarayacak birini seçmek gibi bir 
zorlukla karşılaşabiliriz. Yapmamız gereken, bununla ya�ın 
ilişki kurabileceğimiz bir problem aramaktır: BiLiN-- . 
MYENE_ BIN, GENELLEME, OZEI'LEŞTIME ya da 
ANL0JI ile önünüzdeki sorunla i l işki l i  bir problem aa­
rız. 

Buaa aıştığmız soru�, önceden einmiş oldumz 
bilgii hrekete geçirmekir (iLELEME E BŞI, 1 ) .  M­
temaisel bilgimizin sıl kısmı önceden kanılanmış problem­
ler olaak depolanmışır. Bu zden şu soruu soranz: Yarlı 
olaileck bir robm biliyor msunz? Çözmemiz gereken bir 
"anıt problemi" ise bu soru özellile yararlı olacakır. 

• Özeleşme, veilen bir nesneler kümesinden, bu 
kümenin içerdii daha küçük ya da tek bir nesneden olu· 
şan bir ·kumeye geçmekir. Özelleşimenin problem ç­

. zümünde sık sık işe yarar. 
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.. 
1. mek. Bir üçgende, üçgenin iç çembeinin yanapı r, dış çemberinin yarıçapı R ve en büyük yükseklik de H olsun. Bu durumda 

r + R < H bağıntısı geçerlidir. 
Bu teoremi kanıtlayacağız (ya da doğru olmadığını göstereceğiz) . Elimizdeki bir "kanıt problemi"dir. 
Bu önerilen, olağandışı türde bir problemdir. Üçgen­ler hakkında vargıya sahip bir başka problem hatırlmak 

çok zordur. Aklımıza hiçbir şey gelmiyorsa, bu idianın el 
duuannı deneyebiliriz. En iyi bilinen üçgen eşkenr üç­gendir ve eşkenar bir üçgende şu bağın ular vardır: 

r = H  / 3 R = 2 H / 3  
Öyleyse , bu örnekteki iddia doğrudur. 
Aklımıza başka bir ikir gelmiyorsa, geniş ikizkenar üç­gen örneğini deneyebiliriz. Bir ikizkenar üçgenin biçimi tepe açısına bağlı olarak değişir ve iki tane uç (veya .sınırla­ıcı) durum vardır. Birinde tepe açısı 0° olur; diğerinde ise 

180° . İlk uç durumda, ikizkenar üçgenin tabanı oradan kalkar ve 
r = O R = l/2 H 

olur. İddia doğrulanmıştır. Ancak ikinci sınırlayıcı durm­da, üç yüksekliğin üçü de ortadan kalkar ve 
r =  O 

bağıntıları geçerlidir. İddia doğrulanmaz. Bize önerilen teoremin yanlış olduğunu kanılar, böylece problemimizi çözmüş oluruz. 
Sırası gelmişken belirtelim, tepe açısı ya�şık J8f o­

lan çok düz bir ikizkenar üçgen için de bu idinın nlış 
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olduğu_ açıktır. Oyleyse , ele alınması geleneksel çiziye pek 
uygun düşmeyen bu uç önelei "fomel olaak" ele ln­
mız geremez. 

. . 
2. "L 'exception conie la regle. " "Is tis na kuralı kanılar. " 

Bu yaygın deişi bir şaka, belirli bir mantığın gevşeli�ne 
karşı bir alay symalıyız. Bir şeyleri ciddiye alıyorsak, genel 
bir açıklamayı ya da öne sürülen kuralı hiçbir itiraz kabl 
etmeden çürütmek için tek bir istisna elbette yetelidir. 
Böyle bir açıklamayı çürütmenin en olağan ve bazı açılar­
dan en iyi yolu, bu açıklamaya uymayan bir nesne sergile­
. mekten oluşur. Bazı yazarlar  böyle bir nesneye karşı-önek 
der. 

Bu sözde genel açıklaına bel irl i  bir nesneler kümesiyle 
ilgilidir. Açıklamayı çürütmek iç in  özelleştirir ve küme içei­
sinden açıklamaya uymayan bir nesne buluruz. �ukarıdai 
örnek ( 1 'deki) bunun nasıl yapı ldığını  gösterir . ilk olarak, 
basit bir durumu inceleyebil ir ,  yani ,  gel işigüzel seçilmiş ve 
kolayca deneyebileceğimiz herhangi bir nesne seçebiliiz. 
Denememiz nesnenin genel  açıklamaya uygun olmadığını 
gösterirse , açıklama çürütülmüş olur ve işimiz tamamlanır. 
Her ne kadar, incelenen nesne açıklamaya uygunsa, büük 
olasılıkla bu incelemeden bir ipucu türetebil iriz. Ya açık· 
lamanın doğru olabileceği izlenimini edinir  ve kanıtı ne· 
rede arayacağımız konusunda bir işaret görürüz ya da 
(örnek l 'de olduğu gibi ) karşıörneği nerede arayacaımı· 
za, başka hangi özel dumları deneyeceğimize ilişkin bir 
öneri buıuz. Denediimiz durumu deiştirebilir, çeşile­
yebilir, daha geniş özel duumları ince leyebilir, 1 .  önekte 
olduğu gibi uç dumlaı gözden geçirebiliiz. 

Uç duumlar özellikle öğreicidir. Genel bir açıklıa 

tüm memeliler için söylenmişse , balina gibi olağandışı bir 
memeliye bile uygulanabilmelidir. Balinla ilgili bu uÇ 
örnei unumaylım. Bunu inceleyere genel aç kJıar1 



ç(ırltrbihue ohuulı�ı y'ıkıektir ,  çünkü 
uç duruınları �üzden kaç ı rma 

genel açıklaınan ın uç örneklerde de 
ek, bu doğrulan1alan türeti lerek tfunc'ar ım kan ı t lar ı  gü;· 
tü olacaktır ,  çünkü çürütn1e iş lt· ın in in  · 1 ı  
dür. Böylece , baştaki deyişi dt·ğ iş t i rnu·nı i ı  
·Aştınlan istisnalar kural ı  test t·d t· r:· 

. .  . 
3. nek. iki geınin in  h ızı ve hcl i rl i  bi r aı ıdaki konum-

ları verilir .  l-Ier gemi değişn1cz bir hız la l ğı ı · l hi r rota 
izler. Genliler  birbirle rine  en yakın olduğunda araları nd­
i uzaklık nedir? 

Bilinyn nedir? Hareket eden iki cisim arasındai en 
kısa uzaklık. Bu cisimleri maddesel noktalar olarak ele al­
mal ıyız. 

Vir nelrdir? Hareket e tmekte olan noktaların ba­
langıç konumları ve her birinin hızı . Bu hızların büyülü­
ğü ve yönü değişmez. 

B 

• 
p A 

Şekil 1 8  

Koşul nedir? E n  kısa uzaklığı , yani , iki harekeli noka­
nın (gemilerin) birbirlerine en yakın olduğu andaki uzak­
lıı sapmalıyız. 



Bir şekil zin. �y�n işaretlendiryi yapın. Şekil J 'de, A 
ve P noktaları gemının başlangıç noktalarını  belirtir. YönJü 
doğu parçaları (vektörler) olan AP ve BQ verilen hızlan 
gösterir. Birinci gemi A ve B noktalarından geçen dou 
boyu�ca ilerler ve birim zamanda AP uzakl ığı kadar yol 
alır. ikinci gemi de BQ doğrusu boyunca benzer biçimde 
ilerler. 

Bilinyen nedir? Biri P boyuııca, diğeri de BQ boun­
ca ilerleyen iki gemi arasındaki en kısa uzaklık. 

Artık ne bulmamız gerektiğini  biliyoruz. ine de, yl­
nızca temel araçlar kullanmak istiyorsak, sonucu _ nsıl bu­
lacağımız hala belirsiz olabilir. Prob]eın pek koly deilir 
ve buradaki güçlüğün "çok fazla çeşitli l ik var" diyebilece­
ğimiz tuhaf bir farklılığı vardır. Başlangıç pozisyonları A; B 
ile hızları P, BQ çeşitli biçimlerde verilebilir; aslında, bu 
dört A, B, P, Q noktaları gelişigüzel seçilebilir. Ancak iste­
nilen çözüm, bu noktalar ne olursa olsun uygulanabilme­
lidir. Henüz aynı çözümü tüm bu olasılıklara nasıl uyla­
yabileceğimizi göremiyoruz. Böylesi bir "çok fazla çeşili­
Jik" duyusundan şu soru ve yanıt  çıkabilir : 

Çok daha kolay youmlayabileceğiniz, önünüzdeki souna i­
lişkili bir başka problem düşünebiliyor musunuz ? Beki e aha 
öel bir robem? Elbette , hızlardan birinin ortadan klkıı 
özel bir uç duum vardır. B noktasındaki g�mi demir aabi­
lir ve Q ile B'i üstüste düşünebiliriz. Duran gemi ile hare­
ket ed,en g�mi arasındaki en kısa uzaklık, ikincinin ilele­
diği doğruya inen dimedir. 

4. Yµkarıdaki ikir, önümüzde çok yol olduu önseisi 
ve bu öze- uç durumun bu işte bir rolü- o lduğu duyusuyla ' 
birlikte ortaya çıkar. Bu üzden gerçekten parlak bir iir . 
dir. ' 
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işte size önünüzeki sounla, az önce çö.düünü, özeUştie 
robmiyle ilili bir robem. Bunu k_llanabilir misini. ? Sonu­
cunu kulanabilir misiniz ? Bu robemi kullanmak için yardıcı 
bir öğe bulabilir misiniz ? Kullanabilmemiz gerekir, ama na­sıl? B'nin harekesiz olduğu durumun sonucu, B'nin hare­keli olduğu durum için nasıl kullanılabilir? Harekesizlik, harekein özel bir duumudur. Ve hareket görecelidir. Bu yüzden, B'ni� verilen h ızı ne olursa olsun, belki B'yi hare-. kesiz olarak düşünebilirim ! Bu ikri daha açık biçimde tekrarlayalım: Eğer bu iki gemiden oluşan sistemin tümü­ne aynı birörnek hareketi verirsem, göreli konumlar de­işmeyecek, göreli uzaklıklar aynı kalacaktır ve özellikle, problemde istenen iki gemi arasındaki uzaklık da deişme-yecekir. rtık, gemilerden biinin hızını sıfıra indirgeyen ve böylece problemdeki genel durumu biraz önce çözdüüm özel duruma indirgeyen bir hareket verebilirim. BQ'ya 

. • 

. • 

. • 
. • 

Şeil 19 

zıt akat anı bü�klükteki bir hızı, hem Pye hem de 
B'ya ekleyelim. işte bu, özel sonucumuzun kllanımını 
olnaklı kılan yardımcı öğeir. 



En kısa uzaklık BS'n in  ç iz i ın i  iç i n Şeki l  l 9 ' a  bakın .  
5 .  \'ukarıdaki çözün1ün (3 ve 4 ' teki ) i ncelenmesi vr h­tırlanması gereken bir man t ık yön temi vardır. 
sıl problemimizi ( 3 ' te ,  i lk  satırlar) çözebi lmek için . önce yardımcı probleın cliyebileceğ-imiz  ( 3 '  te ,  son satı rlar ı bşka bir problem çözdük. Bu yardımcı  problem ası ]  pro­lemin özel bir durumudur ( iki gemiden biri nin harekesiz olduğu özel bir uç durum) .  Bizim önüm üze sıl problem konmuştu. Yardımcı problem ise çözüm sırasında bulun­du. sıl problem zor görünüyordu; yardımcı problemi hemen çözdük. Yardımcı problem ,  özel bir duTum olduu için asıl problemden daha az şy bekliyordu. Oyleyse , yar­dımcı probleme dayanarak asıl problemi nasıl çözebildik: Çünkü, asıl problemi yardımcı probleme indirgerken, & nemli bir tamamlayıcı düşünce ( hareketi n  göreliliği konu­sunda) ekledik. 

sıl problemimizi çözebilmemizi i ki düşünceye borç­luyuz. Birincisi , avantajlı bir yardımcı problem icat etik. İkincisi, yardımcı problemden asıl probleme geçebilmek için uygun bir tamamlayıcı düşünce bulduk. Tıpkı aya�­mızı m ortadaki bir atlama taşına basarak çayı iki admda geçıek gibi , önümüze konan problemi iki adımda çöz­dük. 
Özetleyecek olursak, daha az zor olan ve daha az şey is· teyen özel yardımcı problemi ,  daha zor olan ve daha çok şey isteyen genel asıl problemi çözmede bir atlaa tşı ola· rak kullandık. 
6. Özelleşimenin burada artışamayacağımız birçok yaran vardır. Ancak burada çözümün kontrol edilmesinde yararlı olabileceini söyleyebiliriz (SONUCU KOTROL EDEBİ�YOR.MUSUNUZ?, 2) 



l\asi t  hir özclleşti rınc türü ele ô�rc tmt·nin . ,. 
şine yarar .  Probl��nin soyut matemaıj ksel i>ğelerin,· 
bir yun getirir .  Orncğin ,  problemde hi r dörtgen paralel· 
yüzlü varsa, öğretmen içinde olduğu dersl iği örnek 
labilir (bölüm 8 ) . Uzay çözümlemeli geometride, h 
in bir köşes i  koordinat başnoktas ı , taban ve iki duvar ko� 
ordinat düzlemleri , dersliğin iki yatay kenarı ve bi r dikey 
kenarı koordinat eksenleri olabil ir .  Bir devi r yüzeyi kavra­
mını açıklarken ,  öğretmen kapının üzerine tebeşi rle hir 
eğri çizer ve kapıyı yavaşça açar. Bunlar kesin l i kle basi t h i­
lelerdir , ancak öğrencileri matematiğe yaklaşıracak hiçbi r 
şey atılmamalıdır: Çok soyut bir bil im olan matematik , s­
mut bir biçimde sunulmalıdır. 

• Papps, muhtemelen I .S. 300 yıllarında yaşamış olan 
önemli bir Yunan matematikçisidir. Pappus, Drerinin 
yedinci kitabında, analyonos adını verdiği bir bilim dalın­
dan söz eder. Bu ismi "Analiz 1-lazinesi " ya da "Problem 
Çözme Sanatı" olarak çevirebilir, hatta "Bulgubilim" adını 
da verebiliiz. Biz bu kitapta sonunc: teimi yeğledik. 
Pappus'un çalışmaları konusunda iyi bir Ingilizce çeii bu­
lunmaktadır. Nitekim aşağıdaki açıklamalar asıl metnin ser­
best bir çeviisidir:· 

"Bulgubilim 01:�ak adlandırılan dal , kısaca anlamak 
gerekirse, s ıradan Oğeleri inceledikten sonra n1atematik 
problemleri çözmeyi arzu edenlerin kullanabileceği bir 
doktinler butünüdür ve yalnız bu amaçla işe yarar. 
Bulgubilim üç işinin emeğidir: Öğeler'in · yazarı Olid, 
Perglı pollonius ve ihiyar istaeus. Bulgubilim, çözml­
me (anliz) ve bireşim (sentez) süreçleini öğreir. 

"Çözümlemede, istenilen şeyden başlar, bunu donı ka­
bul edip sonuçlar çıkaır, sonra bu sonuçlardan başka sonuç­
ar çıkarır ve bşlangıç noktamızı bireşimde kllnablecei­
z bir nokaa geliiz. Çünkü çözmlemede, apmsı istenen 



�n y1pılmş, aranılan şeyin zaten bulunmtq, 
mmız gereken şin aten dobnı olduğunu Vdrsaanz. 
nen sonucun nereden türeilebileceini ,  han�i öncclden 
iini arŞtınr, sona da bu öncelin öncelin i  aarız. Bir bnc­
den iğeine giderken , sonunda bi linen , açıkça doğnı 
bir şeye geliiz. Bu sürece çözümleme ,  geiye doğnı çôzmc a 
da geiye dönük mantık yürüme diyoruz. 

"Fakat bireşimde , bu süreci tersine çevirerek çözümle­
ınede en son ulaştığımız noktadan , bilinen, açıkça dou 
olan noktadan başlarız. Bu noktadan çözümleme sürei­
deki öncelini türetir ve adımlarımızı geri i zleyerek istenilene 
ulaşana dek türemeye devam ederiz . Bu sürece bireşim, �­
pısal çözüm ya da ileriye dönük mantık yürütme diyouz. 

"Çözümleme iki türlüdür: Biri ,  ' kanı t  problemlei'nin 
çözümlemesidir ve gerçek teoremler kurmayı amaçlarken, 
diğeri ' sonuç bulma problemleri ' nin  analizidir ve bilinme· 
yeni bulmayı amaçlar. 

"Elimizde bir 'kanıt problemi ' varsa, açıkça ifade e­
dilmiş bir A teoremini kanı ti amamız ya da yanlış olduunu 
göstermemiz istenmektedir. O aşamada A'nın doğru mu, 
yoksa yanlış mı olduğunu bilmeyiz. Fakat A' dan bir bşka B 
teoremi türetir, B' den de C teoremini ve hakkında kesin 
bir bilgi sahibi olduğumuz son bir L teoremine ulşıız. 
Eğer L doğruysa, A da doğru olacaktır; türetmeleimiin 
çeilebilir olmaları koşuluyla. L'yi kullanarak çözmle­
mede L'nin önceli olan K teoremini kanıtlar ve anı şeil­
de tersinden ilerleriz. Cyi kullanarak B'yi , B'i kullank 
A'yı kanıtlar ve amacımıza ulaşmış oluruz. Ancak L anlış· 
sa, A'nın da yanlış olduğunu kanıtlamış oluruz. 

"Elimizde bir ,' sonuç bulma problemi' varsa, açıkça � 
fade edilmiş bir koşulu sağlayan belirli bir x bilinmeyeini 
bulmmız istenmektedir. Böyle bir koşulun mümkün olup 
olmadığını henüz bilmeiz. Fakat .koşulu sağlayan bir ı 
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olduğunu varsayarak, onunla i lişki l i  bir koşulu bşka bir y bilinmeyeni türe tir, sonra y il' _ de bir başka bilinmeyene bağlar ve bilinen bir yôntemle elde edeceğimiz son bir z bilinmeyenine gelene dek buna de­m ederiz. Kendisine ilişkin koşulu sağlayan bir z gerek­ten varsa, türetmelerimizin çevrilebilir olması k?şuluyla, başlangıçtaki asıl koşulu sağlayan bir x de vardır. ünce z'i bulur, sonra çözümlemede z' den önce gelen bilinmeyeni çıkarır, ynı biçimde i lerleyerek, y'yi bildiimize göre x' i elde eder ve böylece amacımıza ulaşmış oluruz. Ancak z'ye ilişkin koşul sağlanmıyorsa, x' e i lişkin problemin de çözü­mü yoktur. "  
Yukarıdakinin birebir deği l ,  serbest bir çeviri ,  bir y­

um olduğunu unutmamalıyız .  Asıl metin ile yorumu ara­sındaki farklar hakkında çok şey söylenebilir, çünkü Pappus'un metni birçok yönden önemlidir. 
1. Bizim yorumumuz aslında daha belirgin bir temi­nolojiyi ve aslında olmayan A, B, . . .  L, x, y, . . .  z simgelerini kullanmaktadır. 
2. Yorumda geçen "matematik problemleri" aslında "geometrik problemler" anlamına gelir. Bu, Pappus'un anımladığı süreçlerin yalnızca geometrik problemlerle kısıtlı olmadığını vurgular. Aslında bu problemler mate­maiksel problemlerle bile kısılı değildir. Konunun niteli­inden bağımsızlığı ve genelliğinin önemli o lm�ı nede­niyle bunu örnelerle göstermeliyiz (bölüm 3 'e bakınız) . 
3. Cebirsel nek. 

8 (4x +4x) - 54 (? +2-x) + JOJ = O denklemini .sağlayan x' i bulun. Bu, yeni b,layanlar iin pek koly olmayan bir "sonuç bulma probleıi"ir. öm­leme . dşüncesini anımak gereir. Kşksz "çözmleme', 
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sözcüğünü deği l ,  aınaca tekrarl ı  i nd irgl�ıncylc . J . 1 şüncesi tan ınmalıdır. Bunun ötesi nde ,  ba.� i  t denklem leini bilnıek gerekir. Bu konuda bi lgi ın i z  olsa hile, f • 
(� )

2 e fx 
s (7)"2 olduğu için 

y = 2; 
indirgemesini görebiln1ek iyi bir fikre sahip olmayı , birz şansı, bir parça da icat yeteneğini gerekti ri r. Bu yerleşirme avanjlı olacağı için,  şöyle bir den klem elde ederiz :  

8 / + _ - 54(y + �) + 1 O 1 = O 
y- y 

Bu denklem baştakinden daha basit görünse de , işimiz henüz bimiş değildir . Bir icat daha,  bir başka yerleştime daha yapıp, 
z = y + ( l / y )  

yerine koyarsak, koşulumuz 
8z2-54z+85 = O 

haline gelir . Problemi çözenin ikinci derece denklem ç­zümünü bilmesi koşuluyla çözümlememiz burada biter. 
Bireşim nedir? Çözümlemenh1 mümkün olarak ön­gördüğü hesaplamaları adım adım yürütmektir . Problem çözücünün yeni bir ikre gereksinimi yoktur; yalnızca çeşit­li bilinmeyenleri hesaplarken biraz sabır ve dikkat göster­mesi ger�kir. Hesaplamaların sırası , çözümlemenin tm tersid�r . ünce z (z = 5 /2, 1 7 / 4) , sonra y (y = 2, 1 /2, 4, 1/4) ve son olarak bşta istenen x (x  = 1 ,  - 1 , 2, -2) bulunur. Bire­�imde çözümlemenin adımları tersinden izlenir . Verdiği· . miz örnek bunu kolaylıla oraya komaktadır . .  4. Mateatisel olayan bir önek. İlkel bir adm bir d­reyi geçmek ister, ancak bu işi her - zmanki gibi yapmı, 
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t 
çünkü gece sular yükselmiştir. Prçblemin amacı derenin 
geçilmesidir; "dereyi geçmek" bu ilkel problemin x'idir. 
Adm başka bir dereyi , devrilmiş · bir ağacın üstünden yü­
rüyerek geçtiğini hatırlayınca, buna uygun bir yıkık ağaç 
armaya koyulur; ağaç yeni bilinmeyeni y olacaktır. Gerçi 
uygun bir ağaç bulamaz, ama dere boyunca dikili birçok 
ağaç vardır. "Keşke bunlardan bii deilmiş olsaydı," der. 
"Derenin üzeine bir ağaç devirebilir miyim?" Bu müthiş bir 
ikirir ve yeni bir bilinmeyen vardır:- Derenin üzerine ağaç 
nsıl deilebilir? 

Pappus'un terminolojisini kab�lenitsek, bu ikirler diisi­
ne "çözümleme" dememiz gereir. ilkel adam çözümlemesini 
amamlamayı başarırsa, köprünün ve baltanın icatçısı ola­
bilir. Peki , bireşim ne olacaktır? Fikirlerin eyleme dönüş­
türülmesi . Bireşimin son eylemi ise, ağacın üzerinden yü­
rüyerek derenin karşısına geçmek olacaktır. 

Çözün1leme ve bireşimde aynı nesneler vardır. Çözüm­
lemede adam beynin i ,  bireşimde ise kaslarını kullanır. Çö­
zümleme düşüncelerden , bireşim eylemlerden oluşur. Bir 
ark daha vardır; sıra tersine çevilmiştir: Dereyi geçmek ç­
zümlemenin başladığı ilk istek, bireşimin bittiği sgn eylem­
dir. 

5. Yorum, çözümleme ile bireşim arasındaki doğal iliş­
kiyi aslında biraz daha belirgin bir biçimde anlatır. Bu iliş­
i ukarıdaki örneklerden sonra çok açıktır. Çözümleme 
doğal olarak önce, bireşim sonra gelir . Çözümleme bir şey­
ler icat eder, bireşim uygular. Çözüme bir plan yapmak, 
birşim ise panı uyuaaktır. 

6. Bu yom, slınai tuhf deyışlen korumuş, hata 
Urlmıştır: 'Yapılması istenen şein z�ten yapılıış, a­
ln şein aten blnmş olduunu rr." Bu bir para­
do r. ö� mz gere en prob ein çözmş olduunu· 
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saymak kendini ka,dırmak değil midir? Bu çok tuhaf saptamanın anlamı nedir? Bu deyişin hangi bağlamda söy­lendiğini iyice düşünür ve problem çözerken yşadığımız deneimleimizi dürüstlükle anlamaya çalışırsak, anlamdan hiçbir kuşku dumayız. 
" ünce, bir "sonuç. bulma problemi"ni ele alalım. Bi-linmeyene x, veilere de a, b, c diyelim. "Problemi çözül­müş varsaymak" , koşulunu sağlayan bir x nesnesinin varol­duunu düşünmek, yani , a, b, c verilerinin koşulda öngörü­len ilişkiler içinde olduğunu varsaymaktır. Bu varsaım yalnızca çözümlemeye başlayabilmek için yapılır; geçici ve zararsız bir varsayımdır. Çünkü, böyle bir nesne yoksa ve çözümlememiz bizi bir yerlere götürecekse, varacağımız yer, çözümü olmayan son bir problem olacak, dolaısıyla asıl problemimizin çözümü olmadığı anlaşılacaktır. Oyley­se , bu varsayım yararlıdır. Koşulu inceleyebilmek için, k­şulun x ile a, b, c arasında öngördüğü ilişkileri anlayabil­mek, geometrik olarak gözümüzde canlandırabilmek zo­rundayız. x'in varolduğunu düşünmeden ya da gözönüne getirmeden bunu nasıl yapabiliriz? Son olarak, bu varsaı­mın doğal olduğunu söylemek istiyorum. 4. parçada dü­şünce ve amaçlarını tartıştığımız ilkel adam, devrilmiş bir ağacın üzerinde yürüyüp dereyi geçmeden çok önce, ken­dini bunu .parken düşünür ve problemini "çözülmüş ola­rak" görür. 

Bir "kanıt problemi"nin amacı belirli bir A teoremini anılamaktır. "A'ı doğru olarak kabul emek", henüz ka­nılamamış olmamıza karşın A teoreminden sonuçlar çı­kamaya yönelik bir öneridir. Belirli bir zihinsel apısı a da felsefesi olan kişiler, kanılanmamış bir teoremden s­
nuçlr çıana karşısında dehşete kapılabilirler, oysa bu tür işiler çözümlemeye de bşlaymayacaklardır. 

ŞEİLLER, 2 ile kıyaslaınız. 
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7. Yoruında iki kez önemli bir deyi$ geçmektedi: 
t(ıretiklerimizin çevrilebi l ir  olması koşuluyla." Bu : 
terpolasyondur, asıl metinde böyle bi r şey yoktur ve 
olmayışı çağdaşlarımız tarafından eleştiri lmişir. MÇcrilrbi­
lir indirgeme" kavramı için YADIMCI PROBLEM, 6 1yd 
bakınız. 

8. Yorumda, "kanı t  problemlerin in çözümlemesi " ,  sıl 
meinde kullanılanlardan çok farkl ı sözcüklerle anlatılmı­
ur, fakat anlamda bir değişiklik yoktur. Bu anlamı değiş­
irınek gibi bir niyetimiz de yoktur. Ancak "sonuç bulma 
problemleri"nin çözümlemesi , yorumumuzda aslında ol­
duğundan daha somut biçimde ifade edilmiştir. Asıl metin ,  
biraz daha genel bir sürecin ,  YADIMCI PROBLEM, 7 
maddesinde tanımlanan eşdeğr yardıcı robmr dizisinin 
anımını yapmayı amaçlarmış gibi görünmektedir. 

9. Temel geometri kitapları çözümleme, bireşim ve 
"problemi çözülmüş varsayma" üzerine birtakım açıklama­
larda bulunur. Bu vazgeçilmeyen geleneğin Pappus 'a ka­
dar gittiğine kuşku yoktur. Bu konu temel ders kitapların­
da yer alacak denli önemlidir, ancak o denli de yanlış anla­
şılabilmektedir. Bu konunun yalnızca geometri ders kita­
larıyla kısıtlı kalması ,  tek başına günümüzde anlşılmadı­
ını göstermektedir. Bunun için yukarıda 2'ye bakınız. E­
ğer ukarıda sözü edilenler bu geleneğin daha iyi anlşıla­
bilmesine katkı sağlayabildiyse, konuya bu denli geniş yer 
ayımamıza değecektir . 

Başka bi� ör�ek, başka bir bakış açısı ve bşka arınu­
lar için, GEYE iŞLEM.maddesine bakınız. 

Arıca, OLAYNA ERGi E . DOIALI NIT, 2 
maddesiyle kıyaslayınız. 

• Prlk lkr, "ii ikir" ya da "ışığı gönek", çözüme 
doğu ansızın atılan bir adımı anlatan bir deimdir; İLER­
LEME E BAŞI, 6 maddesine bakınız. Parlak bir ikin 
doması herkesin yaşadığı , ancak anımlanması güç bir 
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deneimdir. Bu üzden Aristoteles gibi bir usanın bu k,. 
nuda kapsamlı bir anım yaptığını  öğrenmek ilginç olur. 

Çoğu insan, parlak bir ikir oluştumanın "bir öngöü 
eylemi" olduğunu kabul ed_�cektir. Aristoteles "öngöü" 
sözcüğünü şöyle tanımlar: "Ongörü, tahninde bulunarak 
kısa sürede ana noktayı bulmaktır. Örneğin ,  zenin bir 
insanla belirli bir tarzda konuşan birini gördüğümüzde, 
hemen borç istediğini tahmin edersiniz. Ya da ayın parlak 
yüzünün hep güneşe dönük olduğunu gözlerken, bir anda 
neden böyle olduğunu algılayıverirsiniz; çünkü ay, güneşin 

, " ışıgını yansıtır. 

Birinci örnek kötü değil , ancak oldukça önemsizdir. 
Zenin adamlar ve para hakkında bu tür şeyleri kesire­
bilmek için fazla bir zeka gerekmez; üstelik bu pek ·palk bir 
ikir değildir. ncak ikinci örnek, bu kesirimi doğu man 
çerçevesinde düşünmeye çalışırsak, oldukça etileiciir. 

Aristoteles ' in çağdaşları , zamanı bilmek istedileinde 
güneşe ve yıldızlara bakm_k zorundaydılar, çünkü kol sat­
leri yoktu. Gece yolculuk yapmak istediklerinde ayın ere­
lerini izlemek zorundaydılar, çünkü sokak ışıkları yoktu. 
Gökyüzünü çağdaş şehirli insandan çok daha iyi tanıyorlar­
.dı ve doğal zekaları, haber olarak sunulan gökbilim kurm­
larının hazmedilmemiş bölük pörçük parçalarıyla kirlen· 
memişti . Ayı yassı bir disk olarak gördüler; güneş diskine 
benziyordu, ama parlaklığı çok daha azdı . Aristoteles'in 
çağdşlarından biri , ayın konumu ve biçimin sürekli de­
işmesinin nedenini merak etmiş olmalı .  Ayı gündüz g­
züyle, gün doğumu ve batımında gördüğü de olmuştu. 
"Ayın parlak üzünün hep güneşe dönük olduğunu" bul· 
muştu; bu bile kendi başına saygı duyulacak bir başarıydı, 
Şimdi de, ayın çeşili biçimleini tek bir yönden aydınlan· 
lan bir topun çeşili biçimleine benzetir; öyle ki , topun bir 
sı aydınlk, iğer ansı aanlıkır. Güneşin ve aın yssı 
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olmadıını ,  yuvarlak cisimler olduğunu, 
, iğerinin ldığını bili r. Ana bağlantıı hemen .' 

falr .. n · ki kaayışını "kısa bir süre içinde" yeniden dü,e­
l : Burada hal gücünün ansızın sıçrayışı , parlak bi r fi ki r. 
d hi bir şimşek çakışı vardır .  

• roblemi yeni sözcülerle yazabilir siiz? /)aha 
b ka sözc�klrle Jazabilir mi�iniz ? Bu soruların hedefi 
PROBLE�1IN ÇEŞITLENMESI 'ni hedeler. 

Tanınılara gi dönün. Bakınız, TANIM. 

• roblein çeşitlenmesi. Pencere camın ı  del ip kaç­
mak isteyen bir böcek ,  ayn ı  şeyi umutsuzca tekrar tekrar 
dener ve odanın içine girdiği yandaki açık pencerei de­
nemez. Bir fare daha akıllıca davranabilir. apana kısıldı­
ğında iki demirin  arasından geçmeye çalışır, sonraki iu 
demiri dener, diğer demirleri de!er, denemelerini değişi­
ir ve çeşi tli olasılıkları araştırır .  insan ise denemeleini da­
ha akıllıca değişirebilir ve çeşili olasılıları daha iyi anlaıp 
haalaından ders alarak araştırabilir. "Tekrar tekrar dene", 
bilinen ve iyi bir öğüttür. Böcek, fare ve insan bu öğüdü tu­
arlar; ancak biri diğerlerinden daha iyi izler, çünkü ro­
mini diğerlerinden daha iyi çeşitlendirir. 

1 .  Çözüme ulaşıp işimizi bitirdiğimizde, problemi kav­
raış düzeyimiz başladığımız noktadakinden daha eksiksiz 
ve yeterli olacaktır. Daha yeterli ,  daha uyumlu bir kavrayışa 
ulşmak istediğimiz için çeşitl i  bakış açılarını dener ve 
probleme çeşitli yönlerden bakarız . 

Problem çözmede, başarı doğru yönü  seçebilmeye, ka­
leye zayıf noktasından saldırabilmeye bağlıdır. Hangi yanın 
zayıf, ulaşılabilir olduğunu bulmak için de çeşitli yön ve 
nokalar dener, probemi çeşitndiiiz. 



2. tlenmesi temel l>i r noktadı r .  Ru 
_ biçimde açıklayabil i ri z .  llolayıs ıyl a ,  
akıldığında prohlem çôzüın ünde i l e rleme. 

önceden edindiimiz bi lgin in  hareke te geçi ri l ip 
lenmesi olaak görünür. Bel leimizden gereken i t  çr. 
kip çıanlı ve problen1e bel i rl i  öğe lc r  ckl cınr l iiz . 

l · çeşilenn1esi böyle öğc ler  �· ı karn1amıza 
olur. ma nsıl? 

llatırlamak, uzihindc bi rli ktel ik" adı veri l en  hi r tur 
"ilişki yoluyla eylem" biçiminde gerçekleşi r ;  şu anda zihnr 
mizde olan , daha önceki bir olayda il işkide olduu şeylei 
hatırlamaya eğilimlidir. ( Bi rlikte l ik kuramın ı  daha düzün 
ifade etmeye ya da sınırlarını tartışmaya burada gerek yok­
tur. ) robmin çeşitn,siye yeni noktalar gelişi rir ,  böylece 
problemimizle ilgili yeni ilişkiler, yeni  öğ·eler  yaramış olu­
z. 

3. Çözülmeye değer hiçbir probleıni , üzerinde youn­
laşmadıkça çözmeyi umamayız. Fakat dikkatimizi aynı nok­
ada yoğunlaştırmak da bizi yoracaktır. Dikkatimizi canlı 
tuabilmek için, üzeinde yoğunlaştığımız nesneyi duna­
dan değiştirmeliyiz. 

Çalışmamız ilerledikçe yapacak bir şeylerimiz olur, in-
.. celenecek yeni yöntemler ortaya çıkar,  dikkatimiz ve il�­
miz canlı kalır. Fakat ilerleme kaydedemiyorsak, dikkai­
miz dağılır, ilgimiz söner, düşüncelerimiz dağılır ve pro­
lemden tümüyle kopma tehlikesiyle karşılaşırız. Bu tehli­
keden kaçınabilmek için, kndimize problem hakkında yni 
bir su soranz. 

Bu yeni soru, eski bilgimizl e  ilişkili yeni ,  denemediği· 
miz o_lanaklar açar ve umudumuzu canlandırır. Yeni sou, 
robmi çşitndirek, bize problemin yeni bir yönünü gt 
tererek ilimizi ynin canlandınr. 
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.. 
4. nek. Tabanı kare olan , alttabanının kenaı a, 

abanının keı1arı b ve yüksekliği h olarak verilmiş bir 
pimidin hacmini bulunuz. 

Bu problem prizma �e piramit hacim formülleini bi­
len bir sınıfa verilebil ir .  Oğrenciler kendileri bir ikir üre­
temezlerse, öğretmen problemin vilini çeşitndirrek işe 
başlayabilir. a > b koşulunu sağlayan bir kesik pirami t ile 
başlanabilir . b, a'ya eşit olana dek artırıldıkça ne olur? Ke­
sik piramit bir prizma halini alır ve söz konusu hacim a2h 
olur. b, O olana dek azaltılınca ne olur? Kesik pirami t bir 
piramit halini alır ve söz konusu hacim a2h/3 olur. 

Veilein çeşilenmesi , öncelile problemi ilinç kılar. 
ona pizma ve pirmide ilişin söyleileimizin bir biçim­
de kullanılabileceini akla geiir. Ne olursa olsun, nihi s­
nuca ilişin belirin özellikler bulunmuştur. En son foml, b 
= a için a2h'ye ve b = O i çin a2h/ 3' e indirgenebilmeliir. Elde 
emeye çlıştığımız sonucun özellikleini öngörebilmek bir 
aanjdır. Böylesi özellikler önemli noklan akla geirebilir; 
ne olursa olsun, en son fomülümüzü bulduğumuzda bunu 
deney�b�liiz. Dolaısıyla, elimizde "SONUCU KONTROL 
EDEBiLYOR MUSUNUZ?" sorusuna veilebilecek bir ynıt 
blunur. (Bu maddenin 2 .  parçasına bakın. )  

' . .  5. nek. Dört kenarı a, b, c, d olarak veilen bir yamuk 
çızın. 

Yamuğun alt tabanı a, üst tabanı c olsun. a ve c birbir­
leine paralel , ancak eşit değildir; b ve d paralel değildir. ' . 
Bşka.bir bilgi yoktur. işe veilei çeşitlenirerek bşlaabili-
nz Ilk olk a > c olan bir mukla başlaylım. c'i la eşit -
l�a dek ltığımızda ne olur? Ymuk, bir üçgen hlini lır. 
Uçgen ise, çeşi1. verilerle çizebileceğimiz nıdık ve bsit bir 
eilir ve şelimize bu üçgeni somak rlı olabilir. Tek bir 
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dmcı dou -muun köşegeni- çizerek bunu dpabiliı 
(eil 20). �cak, üçgeni incelediimizde fzla işe � 
ını görürüz. iki kenan, a ve 'yi biliyouzdur, ancak üç v 
ihiacımız ardır. 

C 
. 

• • 

a 

Şekil 20 

Başka bir şey deneyelim. c, a'ya eşit olana dek artırıldı­
ğında ne olur? Yamuk, bir paralelkenar halini alır. Bunu 
kullanabilir miyiz? Biraz incelediğimizde (Şekil 21), birz 
önce paralelkenarı çizerken asıl yamuğa eklediğiliz üçgen 
dikkatimizi çeker. Bu üçgen kolayca çizilebilir. Uç veimiz 
vardır: b, d ve a-c kenarları. 

C ---�- - -- -- - - - - - - - -- - - - - - - - - -, 

a 

Şekil 21 

• • 
• • 

• • 

• • 

• • • 

• • 

sl problemimii (muk iimi) çeşilerken·, ha kolay 
abileceimiz bir rdmcı probleme ( üçgen çiimi) gelik: 
Yrımcı problein sonucunu kllnk sl probleJ 
laya çözebiz (plelkenı mlmmız gereir). 
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Bu, ipik bir önekir. il k iişimimizin bşsz olmsı a ipikir. Bununla birlikte, geriye baktığımızda bu ilk i­şimin sız �lmadıını görebiliiz. Bunun apsaıı br iir rı ve özellile, macımıa lşmak için bir ügen çz­mei dşünme olanağı tanıdı. slına bakarsanız, bşaılı olan ikinci ·denememize, başarısız olan birincii deişire­rek vardık. c'i değişirdik, önce küçülttük, sonra artırdık. 
6. Yukandaki önekte olduğu gibi, sık sık problemi de­

işimeye çlışmamız gerekir. İşimize yaraacak bir şeler bu­
lana dek çeşilenirmemiz, yeniden ifade ememiz, tekar, tekar dönüştürmemiz gerekir. Bir yandan başarısız olup, 
diğer yandan öğrenebiliriz. Başarısız bir deneme ii bir i­kir olabilir ve başarısız denemeyi değiştirerek daha bşarılı 
olabilecek bir deneıneye varabiliriz. Çeşili denemelein s­nunda elde edeceimiz şey, yukarıdaki örnekte olduğu ibi, 
daha kolay ulaşılabilen bir yardın1cı problem olacaktır. 7. Çözüme ulaşmada yardımcı olacak belirli erob!em çeşilendirme yolları vardır: _TNIM� ;ERI DON­MEK, AIŞTIRA E ENiDEN BiLEŞTiME, YR­DIMCI ÖGELER bulma, GENELLEME, ÖZELLEŞTİME ve NLOJi kullanma. 

8. Biraz önce 3'te, ilgimizi yeniden canlandırabilecek yeni sorular konusunda söylediklerimiz, listemizin doğru kllanılması açısından oldukça önemlidir. 
Bir öğretmen listeyi öğrencilerine yardım emek için kullanabilir. Öğrenci ilerleme gösterirse, yardıma ihiyacı olmayacaktır. Bu durumda, öğretmen ona soru sormmlı ve yalnız çalışmasını sağlamalıdır. Bu öğrencinin bağımsız­lıı için çok daha iyidir. Ancak öğretmen, elbette bir yer­lerde aplanıp kalan öğrencisine yardımcı olabilecek uy­un bir sou�ya da önei bulmaya çalışır. Çünkü böyle bir ' duumda öğrencinin problemden sıkılıp vzgeçme tehli­

kesi vardır. 
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Listeyi kendi problemlerimizi çözmede de kullana, 
biliriz ve doğru biçimde kullanabilmek için aynı biçim­
de ilerlemeliyiz. Eld.e ettiğimiz ilerleme tatmin ediciyse, 
sürekli sorularla ilerlemeyi engellemek aptallık olur. 
Ancak tıkanıp kaldığımızda, aklımıza hiçbir şey gelme­
diğinde, problemimizden bıkmamız gibi bir tehlike söz 
konusu olur. İşte o zaman işe yarayabilecek genel bir 
ikir, listedeki soru ve önerilerden uygun olabilecekleri 
düşünmenin sırası gelmiş demektir. Bize problemin ye­
ni bir yönünü gösterebilecek her soru geçerlidir, çünkü 
ilgimizi yeniden canlandıracak, düşünmeye ve çalışmaya 
devam etmemizi sağlayacaktır . 

. 
• Run problem. ikinci derecede genel denlemlerin 

çözümü önceden anlatılmış ve örneklenmişse, 
x2 - 3x + 2 = O 

denkleminin çözümü (bi�. sonuç bulma problemi) rutin 
bir problem olacaktır. Oğrencinin yapması gereken, 
yalnızca genel çözüm formülündeki belirli harlerin ye­
rine -3 ve 2 koymaktır. Denklemin çözüm formülü ve­
rilmemiş, ancak hemen öncesinde beş kadar sayısal kat­
sayısı olan ikinci derecede denklem çözülmüş olsa bile, 
problem rutin bir problem olacaktır. Genelde bir prob­
lem, önceden çözülmüş genel bir probleme özel veriler 
yerleştirerek ya da hiçbir yenilik yaratmaksızın iyice bi­
linen bir örneği adı�. adım izleyerek çözülebiliyorsa, 
utin bir problemdir. Oğretmen rutin bir problem ver-
.mekle, öğrenciye hemen yanıtlayabileceği bir soru u­
.zatmış olur: Onunla ilişkili bır problem. biliyor musunuz? 
Böylece, öğrencinin kesin reçeteyi izlemesi için yalnızca 
biraz dikkat ve sabır yeterli olacak, kendi�yargıları ya da 
yaratıcı yeteneklerin� kullanma fırsatı bulamayacaktır. 
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Matematik öğreirken utin problemler gerekli olabi­

lir, haa çok saıa uin problem gerekebilir. Ancak örenci­
lere bşa tür problem çözdümemek fedilemez bir hatadır. 
Ruin matemaik işlemlerinin mekanik performansını öğ­
remek ve başka bir şey öğrememek, yemek itabı düzeyi­
nin de altına düşer, çünkü yemek tarilei bile düşgücü ve 
arı için ahçıya bir alan bırakır, oysa uin problemler bu 
lanı bırakmaz. 

• Smei, iki anlamlıdır: Daha alışılmış, özel, geomet­ik bir anlam ile daha az alışılmış, genel, mantıksal bir an­lam. 
Temel uzay geoınetridc iki tür simetri vardır: bir düz­leme (simetri rlüzlcıni olarak adlandırılır) göre simetri ile bir no�taya (siınetri ınerkcıi ularak adlandırılır) göre si­met�i. insan bedeni <>lduk,.t ,iıııetrik gi°>rünür, fakat değil­dir. iç organlanınııcLu1 (,<>gtı ,inıt·trik ulınayan bir biçimde yerleştirilıniştir. Bir ht·\ll'I dik<'\ hir düı1eıne g·öre, heyke­lin iki yarısı111n birhiri\'l(' \t·ı dt·ği�ciıl'hi1t·ceği kadar simet­ik olabilir. Bu sôzrüğün daha gt'ııcl kulLuıınıında, birbiriyle de­işirilehilerek par,aLnı olan hiı hütü11. sin1etıik olarak adlandırılır. l\ir�·ok siınctri ,e5idi ,·�udır. Bu .·cşitler, birbi-

rivle ·i iri! 1 il('n par.aLırın �a\'1�1 ,·t· · l· ı l 'j ti -me işlemlei a<;ılarından .ır lılı� gi',stcrir. I· l' bir � küp üsek siınetriktir: küpün 6 yüzü de ı ti i ] lebilir, 8 ide. 12 < ı ıı da. 
' X, ), % r -



Ayrıca, aynı  rolü oynayan kısunları ayn ı işlemlerden 
çimek de genel l ikle yararl ı olur ( bakın ız, YARilJMCI 
ÖGELER, 3 ) . 

Simetrik  olan şeylere simetrik  davranmaya çal ı ş ın \'t 
doğal bir simetriyi nedensiz yere bozmayın .  Bununla 
birl ikte , doğal simetrisi olan bi r şeye , s ime tri k  olmayan 
biçimde davranmak zorunda kal ı rız .  B i r  çift e l diven ke­
sinlikle simetriktir, ancak kimse bir çi ft e ldivene  sime t­
rik davranmaz; iki e ldiven ayn ı anda giyilmez, teker te­
ker giyi l ir .  

Ayrıca simetri , sonuçların kontrol edilmesinde de ya­
rarlı olabilir; bakınız, bölüm 14. 

• Sonucu başka bir yolla elde edebilir misiniz? So­
nunda ulaştığımız çözüm uzunsa ve çok şey kaps ıyorsa, 
daha açık ve daha az dolambaçlı bir yol olabileceğinden 
kuşkulanmamız doğaldır :  Sonucu başka bir yolla elde edebi­
lir misiniz ? Bunu bir bakışta görebiliyor musunuz ? imi za­
man bizi tatmin edecek bir  çözüm bulsak da , başka bir 
çözüm daha bulabi lmek i s teriz . Tıpkı bir nesneyi iki 
farklı duyuyla algılamak istememiz gibi ,  kendimizi ku­
ramsal bir s·onucun geçerl i l iği konusunda  ikna etmek 
için iki farklı yol  bulmak i s teriz. Tıpk ı  bir nesneyi gör­
dükten sonra dokunmak istememiz gibi ,  bir kanıt bul­
duktan sonra bir kanıt daha ararız. 

İki kanıt olması, bir tane olmasından i y i dir. "İi çapay­
la yelken açmak daha güvenlidir. "  

.. 
1. mek. lt tabanın y arıçapı , üst tabanın yarıçapı r 

ve yükseklii h olarak veilen bir dik çembersel kesik koni­
nin yan yüzey alanı Syi bulunuz. 

Bu problem deişik biçimlerde çözülebilir. Örnein, 
bir bütün koninin yan yüzey alanının fomülünü biliyor 
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Kesik koni .  hütün bir kon i  kc�i lerek rlde 
istenen yan yüıey i ki tane hütın  koni yizeyinin anı· 

n ... ,.,'·. farktır .  ( ;eriye hu süyledik leri ın izi /f, r, h 
etınek kalır. Bu fikri izlcverck ,  

S = t  ( R + r )�( R - ,) �  + h � 
fonülünü elde ederiz. Uzun hesaplamalarla  hu sonuc:u 
bul u t n sonra, daha aç ık ve daha az dolamha�· l ı  hi r 

üm· nımız olsun isteriz. Sonucu başka bir yolla rl' nlır 
m ını, ? Bunu  bir bakışta görebiliyor 1nusunuz ? 

Tüınünü sezgisel olarak görmeyi istediğimiz sonucun 
parçalarını incelemekle işe başlayabil iriz. Böylelikle , 

�(R - r) 2 + h 2 

teiminin eğim uzunluğu olduğunu farkedebiliriz. (E.m 
zunluğu, birbirine paralel olan kenarlarının ora noktla­
ını birleşiren doğru etrafında dönerek kesik koniyi oluş­
turan ikizkenar yamuğun paralel olmayan kenarıdır; bakı­
nız, Şekil 22) Ayrıca, 

( R ) 2t R + 2t r t + r  = -----

teriminin ,  kesik koninin iki tabanının çevre uzunluklarının 
aimetik ortalaması olduğunu da bulabiliriz. Formülün bu 
kısmını 

R + r t (R  + r) = 2t -
2

-

biçiminde yazabileceğimizi de görürüz. Bu, kesik koninin 
ta sitinin çre uzunluudur. ( Burada, kesik koninin hem 
alt abanına · hem üst tabanına paralel olan ve yükseklii 
iiye bölen bir düzlem ile kesik koninin kesişimine orta 
kesit diyoruz. )  
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Şekil 22 

Sonucun çeşitli kısımlarına i l işkin yeni yorumlar bul­
duktan sonra, tüm formühı art ık başka bir ışıkta görebili-. nz: 

lan = Orta kesiin çevre uzunluğu x eğim uzunluğu 

Bu noktada yamuk kural ın ı  an ın1sayabi l i riz :  

lan = Ortadoğru x yükseklik 

(Orta-doğru, yamuğun iki paralel kenarına paralelir 
ve yüksekliği iiye böler. ) Kesik koni  ve yamuğa ilişkin bu 
iki ifade arasındaki analoj ii sezgi lerimizle saptadığımızda, 
artık kesik _koni probleminin sonucunu "' tek akı a" göre­
biliriz. Yani , uzun bir hesapla bulduğumuz nu un kısa ve 
dolaysız bir kanıtına ulaşuımızı i nz .  

2. uıdi ipik bir önekir. onucu türeş bi-
mizden ek memnn l dı- için, - z - ü deişinek 
e iyileşimek isteiz. Bu am l u in ler, daha i� 
anlap çlşır, arlı ve n· bir yönünü örm�y� uşı-
rız. ünce onucun - çü bi yeni bir youm ge-
lm )I il· iz. O .... b · r mı yeni bir 

le -.. -- ını '''�a a ·liiz. 



��eşi tli kısımların ı  tekrar tekrar · ı ve 
1 anlamlandırmayı deneyerek, Jonucu 

görmeyi başarabil i riz  ve bu yen i  · · 
yeni bir kanıtın yolunu açar.  

Bütün bunları deneyiml i  bi r matcn1a t i kç in in  

1 1, 

l ı l ı "  ın ın çok daha fazla olduğunu  i t i raf edebi l i rim .  ' 
yandan, temel bir problemle bi le  uğra.�sa, acemi ôğrcnci 
bu problemin al tından kalkaınayabil ir .  Çok fazla bi lgi biri­
kimi olan ınatematikçin in ,  acemi öğrenciye kıyasla , çok 
fazla bilgiyi harekete geçirip ,  gereksiz yere kapsaml ı bi r 
argüınan gelişti rme tehl ikesi daha yüksekti r . Bununla bi r­
likte , deneyimli matematikçi sonucun küçük bir kısmının 
yeniden yorumlanmasının değerini daha iyi bilir ve sonucu 
tümüyle yeniden oluş turabil ir . 

Dahası , acemi öğrenciler bile gereksiz yere kanşık 
bir çözüm ortaya atabilirler. Bu durumda, öğremen öğ­
renciye problemi daha kısa yoldan çözebilmenin ipuçlarını 
vermelidir. 

OLAYANA ERGi VE DOALI ANIT maddesine 
bakınız. 

• Sonucu kontrol edebilir misiniz? taya attığınız arü­
anı kontrol edebilir misiniz ? Bu sorulara verilecek iyi bir ya­
nıt, çözüme duyduğumuz güveni güçlendirir ve bilgimizin 
sağlamlığına katkıda bulunur. 

1 .  Matematik problemlerinin syısal sonuçlarını, göz­
lenebilen sayılarla kıyaslayarak kontrol edebiliriz. slında, 
praik ihtiyaçlar ya da doğl bir rıeakan doan problemler 
her zman gerçekleri hedelediği için, gözlenebilir gerçekler­
le arşılştıma işinin gözardı edilmemesi beklenir. ine de 
her öğretmen, öğrencilerin bu konuda inanılmz şeyler 
yapabileceğini 'bilir. Bazı öğrenciler, geminin bounu 
4,89m ve büyükbaba olarak belirtilen kaptanın yşını da 8 
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1 · ı rahat. ız  , , l n ıaı la r . 
böyle ih ınal edihnesi  her  za ı ı ı a ı ı  apta l l ı k la J 

; apay prohlcn1 lerc duyu lan kayg ı .\ ı ı l ı�a j , r nfı. 
,,or de olabi l i r. 

2 .  " l  lartl i problc ın lcr "  ise "sayısa l  prohl < · nı l <" r "dt ·n ,fa. 
ha · .l · ve daha i lg in�· deneınele re a( ı k t ı r  ( h'1 J üm J ı (  
()rnek olarak, taban ı  kare �ekl i ndeki  b i r kes i k pi ran ı i r  
şüneli ın .  Al t taban kenarı a ,  üs t  taban kenarı J ve · t , 
h ise , hacnü 

1 1 a - + ab + b ----- h 
3 

.. . 
buluruz. Bu sonucu OZELLEŞrfIRME yoluyla denryebil i· 
riz. Eğer b = a ise , kesik piraınit  bir prizma olur ve fon­
lümüz a2h değerini verir. Eğer b = O ise , kesik piramit bir 
piramit halini alır ve formülümüz a2h/ 3 değerini veir. Bu 
sonuçlara BOYlTTlA DENEME yön temini  uygulayabiliiz. 
Bu ifadenin, uzunluğun küpünü vermesi gerekir. B��ka bir 
yol ise , formülü, vili çeşitlendirrek denemektir .  Uçü de 
sıfırdan büyük nicelikler olan a, b ve h' den herhangi biri 
artırıldığında ifadelerden elde edilen değerde artar. 

Bu tür denemeler yalnızca nihai sonuca değil , ara s­
nuçlara da uyulanabilir. Ara sonuçlar çok yararlıdır; ba­
kınız, PROBLEMİN ÇEŞİTLENMESİ, 4. Böylesi deneylei 
kllanabilmek için, bir "sayısl problem"i genelleyerek 4lhlli 
·-problen"e çeimek avanajlı olabilir . 

3. Aüanınızı kontrol eebiliyor musunuz? Argümanımt· 
zı basmak basamak kontrol ederken, yararsız tekrarlardan 
çınmlıız. Yalnızca tekrarlamak öncelikle sıkıcıdır, öğ· 
reici deildir ve dik�atimizi zorlar. İkincisi , daha önce t­
kezlediimiz bir nokada, koşullar değişirlmedii süce 
erar ökelene olsılığımız fazladır. Tüm argümanı adım 
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adı m tekrarlamamız gerektiğini hissedersek, en azından adı m ların sıralanması ya da grup lan dırıl masını deişirebi­lir, argümanımızı çeşitlen direbiliriz. 
4. Argümanın en zayıf noktas ı nı seçfp i ncelemeye bu­adan başlamak, bizi daha az yoracak ve ayrı ca daha ilginç olacaktır. İn celemeye değe r noktaları seçmede çok yararl ı . . . . olabilecek bir sorumuz vard ır :  EiLEiN HEPSiNi 

KULNDINIZ MI? 

5. Matemati kd ış ı  bilgimizi n  tümüyle biçimsel kanıtlar üzeine temelle ndirilemeyeceği çok aç ı ktı r. Günlük bili­mizin daha yoğun k ısmı de neme alt ı ndadır ve günlük de­neimlerimizle güçle nir. Gözlemle denemek, doğal bilim­lerde daha sistematik biçimde yürütülür. Böylesi de neme­ler dikkale yapılan deney ve ölçümler biçimini alır ve i­ziksel bilimlerde matematiksel akıl yürütme ile birleştirilir. Matematik bilgimiz yalnızca biçimsel kanıtlar üzeine ku­ulabilir mi? 
Bu, buada artışmayacağımız f elseı bir soundur. Sizin matemaik bilginiz, benim matematik bilgim ya da öğren­cilerinizin b ilgisi, yalnızca biçimsel kanıtlar üzerine temel­lendirihniş değildir. Eğer sağlam bilgi diye bir şey varsa geniş bir deneysel temeli olmalıdır ve bu temel, sonucu bşarıyla denenen her problemle daha da genişler. 
• Soucu lnabr siz? Bir problemin sonucu­nu kendi başımıza çıkarmak bir buluş yapmaktır. Problem zor deilse, buluşumuz pek önemli olmayacaktır, ma yine de bir buluştur. Sınırlı bir buluş yaptıktan sonra, sonucu­muzun ardinda başka bir şeyler olup olmadığını sorgula­mayı unumamalı, yeni sonucun açacağı fırsalaı kaçır­mamalı, kullandıımız yöntemi tekrar kullanmaya çalışma­lız. Bşaınızdan yararlanın ! Bu sonucu ya da yönmi bşa bir robm için kulanabilir misiniz ? 
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1. Bir problemi çeşitlendirmenin ana yollarını bir par­
ça biliyorsak (GENEL�EME, ?ZELLE�TİME, NLOJİ, 
ARIŞTIA E ENiDEN BILEŞTIME) ,  kolayca yeni 

1 .. 

problemler kurabiliriz. ünümüze konan problemle işe 
başlayıp, ukarıda sözünü ettiğimiz yollarla başka problem­
ler türeir, sonra başkalarını türetiriz . . .  Kuramsal açıdan 
bu süreç sınırsızdır, ancak uygulamada uzun boylu sürdü­
remeiz, çünkü bu yolla kurguladığımız problemler itik­çe daha çözülemez olacaktır. 

Öte yandan, daha önce çözdüğümüz bir problemin çözümünü kullanarak, kolayca çözebileceğimiz yeni pro­lemler kurabiliriz; ancak bu yeni ,  kolay problemler fazla ilginç olmayabilir. 
Hem ilinç hem ulaşabilir yeni bir problem bulmak kolay değildir; bunun için deneyimimiz, beğenimiz ve şan­sımız olmalıdır. ine de , gü�el bir problem çözdükten sonra başkalarını aramalıyız. iyi problemlerle mant�rların 

ortak bir yanı vardır; öbekler hal inde yetişirler. iyi bir 
problem _bulduğunuzda, etrafınıza iyice bakmalısınız; çün­
kü birkaç tane daha bulma olasıl ığınız her zaman vardır. 

2. Yukarıda sözünü ettiğimiz noktaları bölüm 8, 1 0, 12, 
14, 1 5' te tartıştığımız örnekle göstereceğim.  Problemimiz 
aynıdır: 

Uç boyutu verilen dörtgen bir paralelyüzlünün 
(uzunluk, genişlik ve yükseklik) köşegen ini bulun. 

Bu problemin çözmünü biliyorsak, şağıdaki pror 
temlei de kolayca çözebiliiz . 

Uç boyutu veilen dörtgen bir paralelüzlünün dış 
çembeinin arıçapını bulun. 
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Bir pimidin tabanı  bir dikdörtgendir ve dikdörtge­
nin merkezi pimit yükseliğinin ayağıdır. Piamidin ük.�k­
i ve taban kenarları verildiğinde, yan kenarlannı bulun . 

llzayda iki noktanın dörtgen koordinatları veri ldiğin­
de ( xl, yl, zl) , ( x2, y2, z2) bu nokta lar arasındaki uzakl ığı 
bulun. 

Bu problemleri kolayca çözeriz , çünkü çözümünü bil­
diğimiz baştaki problemden pek farklı deği ldir .  IIer örnek­
te asıl problemimize dış küre , pirami t, dörtgen koordinat­
lar gibi yeni kıyaslamalar ekleriz .  Bu kıyaslamalar kolayca 
eklenebilir ve çıkartılabil ir ;  onlardan kurtulduğumuzda da 
sıl problemimize geri dönmüş oluruz. 

Yukarıdaki problemler i lgimizi çeker, çünkü asıl pro­
lemimize eklediğimiz kıyaslamalar ilginçtir. Koordinatları 
verilen iki noktanın arasındaki uzaklıkla ilgili son problem 
önemli bir problemdir, çünkü dörtgen problemler önem­
lidir. 

3. işte , asıl problemimizin çözümünü bildiğimiz tak­
dirde kolayca çözebileceğimiz bir problem daha: Dörtgen 
bir paralelyüzlünün uzunluğu, genişliği ve köşegeni veril­
diinde, yüksekliğini bulun.  

slına bakarsanız, asıl problemimizin çözümü, te­
meld�, dört nicelik -parale lyüzlünün üç boyutu ve köşe­
geni- a� ·asında bir ilişki kurulmasından oluşur. Bu dört 
nicelikten üçi verildiğinde , dördüncüyü bu ilişkiyi kulla­
narak hesaplayabiliriz .  Böylece yeni problemimizi çözmüş 
oluruz. 

Burada, çözdüğümüz bir problemden kolyca çözüle­
bilecek yeni pro�emler türetmek için bir yöntem görüy­
uz. Bşlangıçta bilinmeyenimizin veildiini ve baş�i 
verilerden biinin bilinmeyen olduğunu düşünüyouz. ii 



de, bil in ıncycn i le  veri leri hağlayan i l işki dır. Bu i l işkiyi problemlerden biri nde bulduk tan s ,  ğerindc de kullanabil i riz .  
Rolleri değişti rere k yeni  problemler  türe tme yön ttmi ,  2'de izlediğimiz yöntemden oldukça far k l ıdır. 
4. Şimdi baş k a  yol larla  yeni  problemler türe tel im . 
sıl problemimizin doğal bir gnelle1esi şöyle olacaktır: Bir paralelyüzlüde k öşegenin  bir ucundan çı k an üç kenar ve bu k enarlar arasında k i  üç açı verildiğinde ,  k öşegeni bu­lun. 
zelleştirye de şu problemi elde ederiz: Kenarı vei­len b ir küpün köşegenini bulun . 
Analoji kullanarak, sonsuz çeşi tlilikte problem elde e­debiliriz. 2' de ele aldığımız problemlerden türeteb ildiği­niz b irkaç problem şöyledir: Kenarı verilen düzgün bir sekiyüzlünün köşegenini bulun. Kenarı veilen düzgün b ir sekiyüzlünün dış küresinin yarıçapını bulun . Düna yüzei üzerinde (ki, bir küre olarak ele alırız ) bulunan ii noktanın coğraik koordinatları , enlemi ve boylamı veil­diğinde, bu noktalar arasındaki küresel uzaklığı bulun. 
Bu problemlerin hepsi çok ilg�nçtir, ancak asıl prob­lemimizin çözümünü temel alarak yalnızca özelleştimeyle elde etiğimizi hemen çözebil iriz . 
5. Bize önerilen problemin belirl i öğelerini değişken kabul ederek de yeni problemler türetebiliriz. 
2'de sözü edilen problemin özel bir durumu, kenaı veilen bir küp etrfına çizilen bir kürenin yarıçapını bl­maktır. Küpü ve küple kürenin ortak merkezleini sa it lalım, fakat küre.nin yarıçapını değişirelim.  B u  yanç küçükse, kü-e küpün içindedir .  Yarıçap arttıkça küre geniş­leyecekir ( tıpkl şişirilmekte olan lastik bir balon gibi) . 



ısa Bir Bulgubilim Sözlüğü 1 79 

Belirli bir noktada, küre küpün yüzl erine değer; biraz son­
a küre k�narlara, daha sonra köşelere değecekir. Bu üç 
kriik noktada, ·yarıçap hangi değerleri al ır? 

6. Bir öğrenci kendi icat ettiği bir problemi çözme fırsatın ı  
hiçbir zaman bul�_mamışsa, o öğrencinin matematik dene­
yimi eksik kalır. OğTetmen öğrenciye çözülmüş bir pro­
lemden yeni problemler türetmesini öğretebili r ve böy]ece 
onun merakını harekete g�çirir. Ayrıca, i cadın bir kısmı da 
öğrencilere bırakılabilir. Orneğin, biraz önce 5 ' te tartış tı­
ğımız genleşen küre problemi anlatılabilir ve şu soru]ar 
sorulabilir: "Neyi hesaplamayı denemek isterdiniz? Yarıça­
pın hangi değeri özellikle ilginç olurdu?" 

• Sonuç, bulduğumuz bir teoremi incelerken kolayca 
?rtaya çıkardığımız bir başka teoremdir. Sözcüğün 
Ingilizcesi Latin kökenlidir ve ''bağış" ya da "bahşiş" anla­
mına gelmektedir .  

• Sonuç bulma problemlei, knıt problemlei. Bu iki 
tür problem arasında paralellik vardır. 

1. Bir "sonuç bulma problemi"nin amacı belirli bir 
nesnei, problemin bilinmeyenini bulmaktır. 

Bilinmeyene, "aranılan şey" ya da "gereken şey" adını 
da verebiliriz. ,"Sonuç bulma problemleri" kuramsal ya da 
uygulamalı ,  soyut ya da somut, ciddi probleın ya da yalnız­
ca bulmaca olabilir. Her çeşit bilinmeyeni arayabilir, dü­
şünülebilecek her çeşit nesneyi arayabilir, bulmaya, elde 
emeye, oluşturmaya, çiz:neye çalışabiliriz. Bir cinayet öy­
küsünün bilinmeyeni katildir. Satranç oyununda bilinme­
yen, oyuncuların hareketidir. Bazı bulmacalarda biinm­
yen, bir sözcüktür. Bazı temel cebir problemlerinde ise, 
bilinmeyen bir sayıdır. Bir geometi çizim probleminde, 
bilinmeyen bir şekildir. 



2. Bir "kanıt problemi"nin amacı ,  açıkça ifade i l  i 
bir iddianın doğru ya da yanlış olduğunu kesi n bir i i c .  
göstermektir .  "Bu iddia doğru mu, yoksa yan l ış mı ? "  soru­
sunu yanılamamız gerekir. Bu yan ı t ın kesin l iği , iddian ın  
doğuluğu ya da yanlışl ığını  kesin bi r biç imde kan ı tlayarak 
vermemizde yatar. 

Bir tanık, suçlanan adamın belirli bir gece einde our­
duğunu söyler. Haim bu iddianın doğu olup olmadıına 
kaar venek zorundadır; bunun ötesinde, bu karan için 
mmkün olduunca ii nedenler bulmal ıdır. Oyleyse, haki­
min önündeki bir "kanıt problemi "dir. Başka bir kanı t  
problemi ise , "Pisagor teoremini kanıtlamaktır. " "Pisagor 
teoreminin doğru ya da yanlış olduğunu kanıtlayın , "  de­
meyiz. Bazı açılardan da, problemin ifadesinde yanlış ol­
duğunu kanıtlama olasılığının içerilmesi ii olacaktır, an­
cak bunu gözardı edebiliriz; çünkü Pisagor teoreminin 
yanlış olduunu kanıtlyabilme olsılığının pek varolmadıı­
nı biliriz. 

3. Bir "sonuç bulma problemi"nin başlıca kısımları, bi­
linyn, vnrve koşudur. 

Kenarları a, b, c olan bir üçgen çizmemiz gerekiyorsa; 
bilinmeyenimiz bir üçgen, veriler a, b, c uzunlu.landır ve 
üçgen, kenar uzunluklarının a, b, c olması koşulunu sağ­
lamak zoundadır. Yükseklikleri a, b, c olan bir üçgen çiz­
memiz gerekiyorsa; bilinmeyen bir öncekiyle aynı kateg­
ride bir nesnedir, veriler aynıdır, fakat bilinmeyeni verilere 
bağlayan koşul farklıdır. 

4. Bir "kanıt problemi" alışılmış türden bir matemaik 
problemiyse, başlıca kısımları, doğuluu ya da yanlışlıı 
kanılanac·ak teonin hipotzi ve varısıdır. 

"Bir dörtgenin dört kenarı eşise, iki köşegeni birbil-· 
ine ikir." Virgülden sonrai kısım vargı, virglden ön­
ceki kısım ise hipotezdir. 



ıa Bir Bulgubilim Sözlüğü 181 

[Matemaiksel teoremlerin hepsini do� bir biçimde hi­
tez ve arı �ye ayımak mümkün deildir. Omeğin, "l aı­
lr onsuzdur" teoremini ayırmak pek mümkün deildir.] 

5. Bir "sonuç bulma problemi"ni çözmek istiyorsanız, 
problemin başlıca kısımlarını -bilinmeyeni, veileri ve ko­
şulu- bilmek, hem de kesinlikle bilmek zorundasınız. Lis­
temizde bu kısımlarla ilgili birçok soru ve önei vardır. 

Bilinyn nedir? Vilr nelrdir? Koşul nedir? 
Koşulun çeşitli kısımlannı birbiinn ayınn. 
Vir ile bilinyen arasındaki baıntıyı bulun. 
Bilinyne bakın' Aynı ya da benzr bir bilinyen içrn 

bidik bir roblem düşünmye çalışın. 
Koşulun yalnızca bir kısmını tutun, diğr kısmını atın; şim­

di bilinyni nerye kadar belirlyebiliyor, nasıl deiştiiyosu­
nuz ? Virden yararlı olabilecek bir şylr türetebildiniz mi ? Bi­
linynin belirlenmesine yönelik başka uyun veir düşünebili­
yor musunuz ? Bilinmyeni vya vili -grekiyorsa ikisini e­
eştiip, yni bilinmyenin ve yeni vilin birbirine daha 
yakın olmalannı sağlayabiliyor musunuz ? 

Tüm vii kullandınız mı ? Koşulu tümüye kulandınız mı ? 
6. Bir "kanıt problemi"ni çözmek isiyorsanız, proble­min bşlıca kısımlarını -hipotez ile vargıyı- bilmek, hem de kesinlile bilmek zorundasınız. Bu kısımlarla ilili olarak, listemizde özellikle "sonuç bulma problemleri"ne uyar­lanmış soru ve önerilere karşılık gelen, işe yarayabilecek 

sou ve öneriler vardır. 
Hipot. edir? Varı nedir? 
Hiotzin çşitli kısmıannı birbiinn ayınn. 
Hipot. ie vaı arsınaki baıntıyı bulun. 
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Va-ıya bakın! Ayn ı  ya da benzer bir varı içn bidik lıtr 
p,.oblm düşiinm.ye çalışın. 

Hipotzin yalnızca bir kısmını tutun, diğr kısmını ahn; 
vaı hala geçrli 1nidir? Hipotzden yararlı olabilecek bir şyn 
türetebildiniz mi ? Varıyı kolaylıkla elde edehilece,niz bir bşa 
hipotz düşünebiliyor ,musunuz ? Hipotzi vya vayı -gTekiyo.sa 
ikisini M- deiştip, yeni hipotzin ve yeni varının hirbirinı 
daha yakın obnalaını sağlayabiliyor musunuz ? 

Hipot.i türnüyle llullandınız mı ? 

7. "Sonuç bulma problemleri" temel matematikte , 
"kanıt problemleri" ise ileri matematikte daha önemlidir. 
Elinizdeki kitapta "sonuç bulma problemleri" daha fazla 
vurgulanmıştır, ancak yazar konunun daha ayrıntılı bir in· 
celemesinde bu dengeyi yeniden kurmayı ummaktadır. 

• Şeler yalnızca geometrik problemlerin nesnesi 
olmakla kalmayıp, aynı zamanda başlangıçta geometik 
hiçbir şey içermeyen tüm problem çeşi ti erinde önemli bir 
yardımcı olabilmektedir. Dolayısıyla, problem çözmede 
şekillerin rolünü ele almamız için iki geçerli nedenimiz 
vardır. 

1 .  Elimizdeki bir geometri problemiyse, bir şekille uğ­
rşmamız gerekir. Bu şekil bizim hayalimizde olabilir ya da 
kağıda dökülebilir. Bazı durumlarda şekili çizmeden dü­
şünebilmek daha iyi olur. Ancak çeşitli ayrıntıları, bir ay­
rıntıdan sonra bir başka ayrıntıyı incelemek istiyorsak, bir 
şekil çizek yararlıdır. Birçok ayrıntı varsa, hepsini aynı an­
da düşünemeyiz; fakat bu ayrıntıların hepsi birden kağıt 
üzeinde görülebilir. Düşlediğimiz, ayrıntılı bir şekil unu­
tulabilir; ancak kağıda dökülen ayrıntı kal ıcı olacak ve ka­
ğıtaki şekle geri döndüğümüzde ,  daha önce düşündüle­
imizi anımsatarak bizi onları bir kez daha keşfemekten 
kuraracaktır. 
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2. Şimdi de geometrik çizim problemlerinde şeillein 
nasıl kullanıldığını ele alalım. 

Böyle bir problemle uğraşırken, bilinmeyeni ve veilei 
içeren bir şekil çizerek işe başlarız. Şeklimiz, bu öğelei, 
problemin koşulunun öngördüğü biçimde biraraya getir­
miştir . Problemi anlamak istiyorsak, her veriyi ve koşulun 
her kısmını ayrı ayrı anlamak durumunda kalırız; bundan 
sonra tüm parçaları tekrar birleştirir  ve koşulu bir bütün 
halinde düşünerek problemin gerektirdiği çeşitli bağlantıe 
lan aynı anda görmeye çalışırız. Bütün bu ayrın tıları kağıt 
üzerine bir şekil çizmeksizin ayırmak ve tekrar birleştirmek 
pek olanaklı deği ldi r. 

üte yandan , problemi kesin bir biçimde çözmeden 
önce , böyle bir şeki l çizi l ip çizilemeyeceği bile kuşkuludur. 
Problemde verilen koşulu sağlamak mümkün müdür? Ke­
sin sonucu elde etmeden önce bu soruya "Evet" yanıtını 
vermeyiz. Yine de , bil inmeyenin verilere koşulun öngör­
düğü bağın tı i le bağlandığı bir şekil çizerek işe başlarız. 
Böyle bir şekil çizerek gereksiz bir varsayım mı yapıyoruz? 

Hayır, gereksiz değildir. Problemimizi incelerken, bi­
linmeyene getirilen koşulu ve gereken bağıntıları sağlaya­
cak bir nesne olabileceği olasılıını düşünürüz; ancak olsı­
lı., kesinlik ile anştınmak şaruyla. Savunmada olan bir 
amı sorgulayan bir yargıç , bu adamın söz konusu suçu 
işlediği hipotezini ele alabil ir ,  ancak bu hipoteze inanma­
mak koşuluyla. Hem m t matikçi hem de yargıç, bir olsı­
lığı, önyargılan olmaksızın inceleyebilir ve karar veme 
işini, arştıma kesin bir sonuca ulşana dek bekleir. 

Bir çizim probl mind üzeinde koşulun sağlandığını 
varsaydıımız bi şeil çizerek bşlama gelenei, Yunan 
geomericil in kadar uzanır. , Bunun ipuçlarını Pappus' . 
un bulmacm ı dei inde bluyouz: Yapılsı ıstn şyin 
n a. odu - n vasa ın. u öğüt Pappus 'unki kar 
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özlü değildir, ancak daha açıktır : Problemin koşulunun tü­
müye sağlandığı varsayımsal duumu incelyin. 

PAPPUS, 6 ile kıyaslayın .  
3. Şekilleri çizme eylemi hakkındaki birkaç nokayı ar­

tışalım. 
(/) Şekilleri yaklaşık mı, yoksa kesin olarak mı çizece­

ğiz; alet mi, yoksa ellerimizi mi kullanacağız? . 
Iki şeklin de kendine göre üstünlüğü vardır. Kesin şe-

killer, ilke olarak, izikteki kesin ölçümlere karşılık gelir. 
Ancak uyulamada, kesin şekiller kesin ölçümlerden daha 
az önemlidir, çünkü geometri teoremleri izik yasalarına 
kıyasla daha yaygın olarak gözlenir. Bununla birlikte, acemi 
öğrenci ii bir deneysel temel edinebilmek için mümkün ol­
duunca çok şeil çizmelidir. ine de, amacımız akıl üüte­
bilmekse, serbest elle çizdiimiz şekiller, dikkatle çiziliş 
olmlaı koşuluyla genellikle işe yarar ve çok daha çabuk ya­
pılabilir. Kuşkusuz, şekil komik görünmemeli , düz olmsı 
gereken doğrular eğri büğrü olmamalı, çember olmsı 
gerekenler ise patatese benzememelidir. 

Tümüyle doğru olmayan bir şekil zaman zman bii n­
lış bir varıya götürebilir, ancak bu tehlike fazla deildir ve 
kendimizi çeşili yollarla, özellikle şekili çeşitlendirerek 
koruyabiliriz. Mantıksal bağıntılar üzerinde younlşır, 
şeklin yalnızca bir yardımcı olduğunu ve hiçbir biçimde 
vargılarımızın temeli olmadığının farkına varabilirsek, teh· 
like klmaz. [Bu nokta, akıllıca kullanılan , ii bilinen bı 
paradokslarda önümüze çıkar. ] 

(il) Oğelerin istenilen ilişkiler doğrultusunda biraya 
geiilmesi önemlidir, ancak öğelerin çiziliş sırası önemli 
deildir. Dolayısıyla, en rahat sıralama seçilmelidir. Öne­
in, üçe bölmei göstermek için, iki açı . ve - çizmek isi· 
yorsunuz; öyle 'i, a= 3 ·olsun. Kei bir . seçip, cevel ve 
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egelle � 'yı çizen1ezsiniz .  Bu yüzden keyfi fakat küçük hi r 
� seçer ve bundan yola  çıkarak a'yı kolayl ı kla çizehi l i rJiniz . 

(il/) Şeklinizde gereksiz özel leşti rmeler o)mmal ıdır .  
elin kısımları , problemin öngömediği i l i şkiler sergile­
memelidir. Doğrular, gerekli olmadıkça eşi t ya da dik ibi 
göünmemelidir. Problemde veri lmemişse, üçgenler iiz­
kenar ya da dik üçgen olmamalıdır. Açıları 4 1, 6(', 7� 
olan bir üçgen , hem ikizkenar hem de dik üçgenden , ke­
limenin tam anlamıyla , en uzak olandır. Eğer "gene) " bi r 
üçgen düşünmek istiyorsanız, bu üçgeni ya da bundan pek 
arklı olmayan bir üçgen çizersiniz . 

(IV) Çeşitli doğruların oynadığı farklı rolleri urgula­
mak için, kalın ve ince , kesikli ve kesiksiz ya da farlı renk­
lerde çizgiler kullanabil irs iniz .  Yardımcı doğru olarak kul­
lanmaya henüz karar vermediğiniz bir doğruyu hifçe ve 
ince çizersiniz. Verilen öğeleri kırmızı kalemle çizer ve ­
nemli kısımları -bir çift benzer üçgen, vb.- vurgulamak için 
başka renkler kullanabilirsiniz. 

(V) Uzay geometri örneklemeleri için , üç-boyulu m­
deller mi yoksa kağıda ya da tahtaya çizilmiş şeiller mi 
kullanmlıyız? 

Uç-boyutlu modeller kullanılmsı istenir, ancak bunlı 
apmak zordur ve satın almaya klkıştığınızda pahlıa gelir. 
Bu üzden, genellikle çizimlerle yeinmek zounda olmmıa 
rşın, bu çizimleri ekili kılmak kolay deilir. Matemaik 
örencileri için ,  elde yapılmış karton modeller iyi olacak­
tır. Çevremizdeki nesneleri geometrik kıyasların öneklei 
olarak almak işe yarayabilir. Bir kutu, bir tuğla ya da des­
lik, dörtgen bir paralelyüzlüyü; bir kurşun kalem, çember­
sel bir silindii ;  masa lambasının gölgeliği , bir kesik konii 
temsil edebilir. 
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4. iğıt üzerine çizilen şekiller kolayca yapılabilir, ­
nınmaları ve haurlanmlan kolaydır. Düzlemsel şeiler ve 
düzlemsel şeillerle ilgili problemler kolaylıkla anınabilir. 
Bu durumdan ararlanarak geometik olmayan nesnelei 
temsil edecek uygun bir geometik biçim bulabilirsek, şe­
illerle uğraşmadaki yeteneğimizi geometrik olmayan ne­
nelerle uğraşmak için de kullanabiliriz . 

slında, geometik biçimler -her türden grik ve şe­
malar- tüm bilimlerde kullan ıl ı r. \paln ızca izik, imya ve 
doğa bilimleinde değil . ekonon1 ile Y' psikoloj ide de bun­
lardan yararlanıl ır .  liyg·un bi r geo111 <: t rik sunun1 biçimi 
kullanarak herşeyi rakan1 ları n d i l i , l e  i fade e tn1e�·e . her çe­
şi t problemi geonu� t ri prohl e ı n i ı ı t · i nd i ıgc ı ıu.-ve � al ış ıız. 

Dolaısıyla, elinizdeki hi ı gcc  , ı ı ı c t ri pı  uhlcnı i  h ·1 bile, 
r şeil zm,y çalışabi l inü ı ı i ı .  < �c , ı 1 1  ı ( "  t ı i k ( 1  l ınavan · l l mi­
niz için a� ık ve anlaşı lahi l i r  h i ı g ( ' ,  , ı ı ı c - t ı i l  sununı t 1 
çözüme doğnı at ı lac ak <-·> 1 1 t' 1 1 1 l i  t ı i ı  . td ı ı ı ı  , , l a hi l i r . 

• Tnii ncel�,n. l . t h t ı ı ı ı ı i ı ı i ı  dug ı u o labi l i r. a. ' 
kat parlak hir  lah rn i ı ı i  k�u ı ı t l .u u ı ı ı � h ı ı gc ı , c k nb ı ak kabul 
emek aptall ıkur ;  i lkr l  k i �i l <· ı  hu ı ı u  , ı k  , ı k  \ ;tpar laı . Lh· 
mininiz yanl ı$ olahi l i ı. Fak,t t  , hi ı ta h ı n i n i t 1 1  , ı  
gözardı etmek dr .tp t�,h  �, • • Lı c  ;ı k t ı ı . u k �t Lı Lı r  e la 
rlar. klirli lürdcn ( ,Lın 
ciddiye : ı , , ı halu·dt· r : �<· r � t· k t < ·n  
problemi ,  dikalr -lc al ıp  
türden 



· i yapahi ldiR İ rn i.  sür-cc h i �·hi r iki r  , 
l kôtü olan h i .· fi k i r sah ih i  ol ınaınak u r. 

1 .  '� pm n .  Şi ındi John Jones i le  i lgi l i  tipik hir 
.· nla · hm.  Bay Jones b i r  büroda çal ı şn1ak tadı r .  Bi r 
m· · ın zan1 alabi l ıncyi unıu t  e ı n1ek tedi r ,  ancak s ık  
l u' ı gibi uınutları boşa ( tkın ı� t ı r .  .>t l ı . n l  .. 

nın bazılarının ınaaşı ar tı r ı l ırken onunki · ı t ı r  ı J . 
Bay Jones bu durun1u seri nkanl ı l ıkla karşı layamaz. 
sında bir kurgu yapar ve ınaaş ına zaın alamayışın ın  sorum-
lu unun Müdür Brown olduğundan kuşkulanmaya l . 

Böyle bir kuşkuya kapıldığı için Bay Jones 'u  suçlaya­
mayız . Gerçekten Müdür Brown 'u gösteren bazı işareler 
ardır. sıl hata, Bay Jones 'un ,  kuşkusuna inanmaya bşla­
dıkan sonra aksi yöndeki işaretleri görmemesi olınuştur. 
Müdür Brown ' un kişisel düşmanı olduğuna iyice inanıp 
öylesine aptalca davranmıştır ki , müdürü gerçekten kendi­
ne düşman haline getirmiştir .  

Bay John Jones 'un sorunu ,  çoğumuzda gözlenen dav­
ranışlar gibi temel inançlarını asla değiştirmemesidir. Ufak 
tefek düşüncelerini  sık sık değiştirebilir ve bunu ansızın 
yapabilir. Ancak ister büyük ister küçük olsun ,  bu ikirleri 
şıdığı sürece onlardan kesinlikle kuşkulanmaz. Bay Jones 
inandığı şeyden asla şüphelenmez, onları sorgulamz, eleş­
inez. Aslına bakarsanız, ne olduğunu bir anlayabilse, e­
leşirel incelemeden özellikle nefret edecekir. 

Bay Jones 'un bir noktaya kadar haklı olduğunu kabul 
edelim. O çok meşgul bir adamdır; büroda ve evde görev­
lei vardır. Kuşkulanmak ve incelemek için fzla zmanı 
yoktur. İnançlarının pek azını inceleyebilmektedir. yley­
se, bir _kuşkusunu bile inceleyecek zamanı yoksa, neden 
kuşku duy�un ki? 
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ine de, Bay Jones'un yaptığını yapmayın. Kuşkulannı-
zın, tahminleinizin, varsayımlarınızın yok edilemez bir 
hle gelene dek büyümeleine izin vermeyin . Her ne olur­
sa olsun, kuramsal açıdan, en iyi konu bile eleştirisiz kabul­
lenildiinde yara alır, eleşirel bir incelemeyle canlanır. 

2. Matmatiksel bir önek. Çevre uzunluğu aynı olan 
dörtgenler arasında, alanı en büük olanını bulun. 

Bilinyn nedir? Bir dörtgen. 

Viler nelrdir? Dörtgenin çevre uzunluğu verilir . 
. 

Koşul nedir? istenen dörtgenin alanı, aynı çere uzun-
luğuna sahip diğer dörtgenlerden büyük olacaktır. 

Bu problem, temel geometrideki alışılmış problemler­
den çok farklıdır ve bu yüzden tahminlerde bulunmaa 
başlamamız çok doğaldır. 

Hangi dörtgenin en büyük alana sahip dörtgen olma 
olasılığı daha fazladır? Yapabileceğimiz en basit ahmin ne 
olabilir? Aynı çevre uzunluğuna sahip şekiller arsında a­
lanı en büyük olanın bir çember olduğunu biliyor olabili­
riz. Öyleyse, çembere en yakın dörtgen hangisidir? Hani 
dörtgen simetri açısından çembere en yakın sayılabilir? 

Tahminimizin ·  ne olabileceği çok açıktır: kare. Bu 
ahmini ciddiye alırsak, ne anlama geldiğini de anlayabili-

• riz. Bu ahminimizi sözcüklere dökme yürekliliğini göste­
relim: "Anı çere uzunluğuna sahip dörtgenler arasında, 
lanı en büyük olan karedir." Bu ifadeyi incelemeye ar 
verdiğimizde durum değişecektir. Başlangıçta, elimizde bir 
"sonuç bulma problemi" vardı .  Tahminimizi fomüle etik­
ten sonra ise, bir "kanıt problemi"miz oldu. Fomüle eti­
imiz bu teoremi kanılamalı ya da yanlış olduunu gös­
temeliiz. 
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Benzer bir problemi daha önce gömemişsek, çözmün 
zor olduunu düşünebiliriz. Önünüze konan problemi çöze­
miyorsanız, önce onunla ilişkili bir bşka problem çözmeye 
çlışın. Problemimizin bir kısmını çözebilir misiniz? are­
nin dörtgenler arasında özel bir yeri varsa, dikdörtgenler 
arsında da özel bir yeri olması gerektiğini görebiliriz. Şu 
ifadeyi kanıtlamayı başarabilirsek problemimizin bir kısmı 
çözülmüş olacaktır : "Aynı çevre uzunluğuna sahip dikdört­
genler a�asında, alanı en büyük olan karedir. " 

Bu teorem öncekinden daha ulaşılabilir görünür, ama kuşkusuz ondan daha zayıftır . Ne olursa olsun, ne anlama geldiğinin ayırdına varabilmeli ve bu problemi daha ayrın­tılı ifade edebilmeliyiz. Bunu da cebir dilinde yapmak a-l vantajlı olacaktır. 
ı Bitişik kenarları a ve b olan dikdörtgenin alanı a.b, çev-
1 resi ise 2a + 2b olacaktır. 

Bu dikdörtgenle aynı çevre uzunluğuna sahip karenin bir kenarı ( a + b) / 2, alanı da ( ( a + b) / 2) 2 olacaktır. Bu , alan, dikdörtgenin alanından büyük olmalıdır; yani, 
rl 
� 
� 

,, r 1 

( ( a + b) / 2 )2 > ab 

olmlıdır. Bu  doğru mudur? Aynı eşisizlik bir başka bi­çimde yazılabilir: 
a2 + 2ab + b2 > 4ab 

Bunun eşdeğeri ise şöyle olacaktır: 
a2 - 2ab + b2 > O ya da 

(a - b)2 > O 
· Bu son eşisizlik, a = b olmadığı, yani, incelediimiz 

ikdörgen bir kare olmadığı sürece doğudur. 



llenüz problcrnimizi çözmedi k ,  fakat  t a l  ı n i  i r  in dıl ­
t l ele alıp bir hayli i lerleme kaydet t i k . 

• Tı sözcüğii buada, "öğrencin in  çalışın.\ının 
· n değerlendiilmesi" anlarnına gelen teknik bir eiim rr­

imi olaak kullanılnııştır. Verilen not öğrenci n i n  . J ı  
n ı  değc�lendirecek, ancak bu kaba bir değerl endinnt J)­
caktır. Oğrencinin çalışmas ın ı  iyi leşti rınck is teyen öğreı­
men, tıpkı hastasını iyileşimeyi isteyen doktoun tanı kü�­
n1sı gerekii gibi, iyi ve kötü noktaları doğru olarak sapa­
yabilmelidir. 

Burada özellikle öğrencinin problem çözmedeki re­
rimliliğiyle ilgileniyoruz. Bunu nasıl nite leyebiliiz? Çözü­
mün dört evresinin ayırdedilmesinden bir şeyler çıkarabi­
liiz. Aslında, öğrenci lerin çeşitli evrelerdeki davranışlaı 
oldukça karakteristiktir . 

Problem çözümü üstünde yoğunlaşamama nedeniyle 
eksik anlaa, belki de görülen en  yaygın sorundur. Bir 
plan yapma ve çözüme ilişkin genel bir ikir edinme açıla­
rından bakıldığında, birbirine zıt iki hatanın sık sık apıl­
dığı görülür. Bazı öğrenciler, hiçbir plan yapmadan a da 
genel bir ikir edinmeden, üstünkörü hesap ya da çizimle­
re girişirlerken, diğerleri beceriksizce oturur ve bir ikin 
gelmesini bekler, bunu hızlandıracak hiçbir şey yapmlar. 
Planı yüütürn en çok yapılan yanlışlık ,  dikkatsizlik ve her 
adım kontrol edilirken gösteilen sabırsızlıktır. Sonu 

1 

kontrol etek ise sıklıkla unutulur, öğrenci bir yanıt bulduğu 
için seinir, kalemini aar ve akla kolay kolay gelmeyecek 
sonuçlar karşısında bile hayrete düşmez. 

Bu türden haaları dikkale sapayan öğremenin, li­
tedeki belirli sorular zeinde ısrar ederek halrı d­

. ıelme şansı vardır. 
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• Tnım. Bir terimin tanımı, onun anlmının ii bili­nen bşka terimlerle ifade edi lmesidir. 
J. Tknik t,mr. Matematikte ii tür teknik terim var­dır. Bunların bzıları ilkel terimler ölarak kabul edilir ve nmlanmaz. Diğerleri ise türetilmiş terim olarak ele alı­nır ve uyun b içimde tanımlanır; yani anlamlan, basit te­imler ve daha önceden anımlanmış türetme terimler kul­lnılarak açıklanır. Dolayısıyla, nokta, doğru ve düzlem �bi ilkel kıyasların biçimsel bir tanımını vemeyiz. Ancak, "bir açının açıortayı", "çember" ya da "parabol" gibi kav­mlar için biçimsel anımlar yapabi l iriz . 
Orneğin ,  parabol tan ımın ı  şöyle yapabili riz : Sabit olan nokalar topluluğuna parabol  den i r . Sabi t noktaya parabo­lün odak noktası , sahi t duğru� ·a da do,·u /tman  den ir .  Bu öğe­lein sabit bir düz l c ındt· hu h ı ı ı duğu ,·e sabi t noktanın (odak noktas ın ı n ) sah i t  d< > ğ ı  u ( d <  ı ğn ı l t ınan ) üzerinde bu: lunmadığı ise tan ını c Lu ı  ;u ı Lt� ı l ı ı ı a k t �H i ı r. 

Okuyucunun  tan ı ı ı ı Lt ı ı �u ı t c r i ı ı ı l c: r i ı ı  -parabol , parbo­lun odak nokta� ı .  paLthu l u n  doğ ru l tnı �tn ı- anlaınını bilme­
si gerekme, . Fakat nok ta .  d< ıg n ı .  düı l c ın ,  b i r  noktanın di­
ğer noktaya uıakl ığ ı .  ,ahi t .  Yh . g ih i  d iğer  t c rinı lcrin  hepsi­
nin bi l in ınesi �en·k i.  

2. ·, ık  lı n ı mlan , ,  1 1  u n u  t t  ı 1 .  t <  ı u  t · l  l ı ıml· -
an ek fark l ı  o ln1asa d.ı .  avn hi r t h , · . l ı ı  

Bir l ü  ü 1  ,�u .. uı . , 1 ı l ı ı  o anda ı l l  tl · -
. l ı t ı i ı ı i Bu ı t ı ı · ı e i ı ve t 

düı�ün hiç imd<A tan ım olarak ifade eder. 
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3. nek. Verilen bir doğru ile odak noktası ve doğ­

ılnanı verilen bir parabolun kesişme nokasını çizin. 

Her probleme yaklaşımımız, bilgimizin duumuna 
bağlı olmalıdır. Bu probleme yaklaşımımız da temelde 
parabolun özelliklerini ne derecede bildiğimize bağlıdır. 
Parabol hakkında çok şey bilirsek, bu bilgimizi kullanmaya 
ve işimize yarayacak bir şeyler çıkar1aya çal ışırız: Yararlı 
olabilecek bir probem bilyor musunuz ? Onünüzeki sounla iliş­
kili bir problem biliyor musunuz ? Parabol, odak noksı ve 
doğrultmanı hakkında pek az şey biliyorsak, bu terimler 
bizi utandıracaktır ve onlardan kurtulmak istememiz çok 
doğaldır. Peki , bu terimlerden nasıl kurtulabiliriz? Gelin, 
önerilen problemi tartışan bir öğretmenle öğrencinin ko­
nuşmasını dinleyelim . Uyun bir işaretlendirme seçmişlerdir: 
Bilinmeyen kesişim noktaları için P, odak noktası için , 
doğrultman için d, parabolü kesen doğru için c demiş ol­
sunlar. 

'Peki,  Bilinyen nedir? "  
"P noktası . "  "V nlr nerdir? ,; " eve d doğruları ile Fnoktası. " " "Koşul nedir? "  
"Doğrultmanı d ve odak noktası F olan parabolle, c doğrusunun kesişim noktası Pdir . "  
"Doğru. Henüz parabolü pek incelemediimizi biliy­um, faat sanınn bir parabolün ne olduğunu söyleyebilir­sin." 
"Parabol, odak noktasından ve doğrultmandan eşit u­zaklıktaki noktalaın toplamıdır." 
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"Doğru. Tanımı doğru hatırlıyorsun. Fakat bu anımı 
kllanabilmemiz gerekir; tanımlara gi dönelim. Parabol 
nımına bakarak, P noktası hakkında ne söyleyebilirsin?" 

"P parabolun üzerindedir. Bu yüzden d ile Fden eşi t 
zalıktadır. " 

"Güzel ! Şimdi bir şekil çizin. " 

d Q 
Şekil 23 

.. 
Oğrenci Şekil 23 üzerinde PF ve PQ doğrularını çizer; 

P, d doğrusuna P den çizilen dikmedir. 
"Şidi, roblemi yeni sözcüklrle fae eebilir misin ?"  

"Biraz önce çizdiğin doğuları kullanarak problemin 
koşulunu yeniden ifade edebilir misin?" 

"P, c doğrusu üzerinde bir nokta; öyle i, PF = PQ" 

"Güzel. Fakat sözüklerle söyleyelim. PQ nedir?" 
"Pnin fye olan dik uzaklığı ." 



· poblemi  yen iden i fade rdt·hil i r  
v� tam hir tün1rt· hiç imin < lt· ,t,y)r .  • 

1\'rilen c doğnısu üıeri ıu le , ve r i l en  /.- nok ta,ı vt· \'O· 

d doAnısundan eşi t uzakl ık ta o lan hi r /' nok ıa.\ı ç i ,in • 

. k. �ı\ iadeden yola _J�ıp  bu ihuleyc gelt·nc dek 
limii göebiliyor ınusun? i lk ifade ıaı ı ı rnachğımıı t _ 
teimlerle doluydu: parabol ,  odak noktası , doğrulunan . Crk­
tücü bir probleın ibi duruyordu. Anıa �inıdi o hi lmcdiimu 
teknik tein1ler yok; probleıni haettin. feıi n ! ,. 

4. Tnk irden ku.ubru� yuandai cin1ektc � 
lla müınkün oln1uştur. Problen1e teknik teıi.mler p 
ol, k noksı, donlman) içeren bir ifadeyle bşlaık \t 
onuna bu teknik terimlerden anndınlmış bir ifadeye ulşo. 

Teknik bir terimi yok emek için ,  bu terimin tanınunı 
bilmemiz gerekir . Ancak yalnızca tanımı bilmek yeterli d� 
ğildir, nasıl kullanılacağını da bilmeliyiz .  Yukarıdaki örnek­
te , parabolün tanımını hatırlamamız yeterli olmadı . &ti a­
dım, şekil üzerinde eşitl ikleri parabolün tanımından çıkn­
lan PF ve PQ doğrularını çizmek oldu. Tipik yön tem bu­
dur. Problemin içine uygun öğeleri sokarız .  Tanımı temel 
laak, probleme soktuğumuz öğeler aasında ilişiler kı. 
Bu ilişkiler anlamı eksiksiz ifade edebiliyorsa,  tanım kJan­
mışız demektir. Tanımı kullanarak, teknik terimi oradan 
ldırmış oluuz. 

nlattımız bu yöntemi tanımara gi dönek olaak 
adlandırabiliiz. 

Teknik bir terimin anımına geri dönerek ondan kur­
tlabilir, fakat yeine yeni öğeler ve yeni ilişkiler geiiiz. 
Böylece oluşturduumuz değişiklik, problemi kavayışı­
mızda önemli bir rol oynayabilir. Ne olursa olsun, probl­
min yeni bir ifadesi, yeni bir çeşitlemesi ortaya çıkacakur. 
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5. Tanımlar ve bilinn teormlr. Eğer "parabol " z 
nü biliyosak, bu einin biçimi hakında fla açık 
bir ire sahipsek ve bşka bir şey bilmiyorsak, bilimiz kşk­
sz önek olaak öneilen bu problemi a da paaol haın­
i bir başka cidi problemi çözmeye yeterli olmaacakır. 
Böylesi bir amaç için nasıl bir bili gereir? 

Geometri biliminin belitler, t�nımlar ve teoremlerden 
oluştuğu söylenebilir. Yalnızca noka, doğru, vb. gibi belit­
lerde paabolün sözü edilmez. Parabolle ilgili her geometik 
çözmleme, parabol içeren her problemin çözümü, paraolle 
ilili anım ya da terimleri kullanmak zorundadır. Böyle bir 
problemi çözebilmek için en azından tanım bilmek zounda­
z, ancak anca birkaç teorem bilmemiz çok daha iyi olur. 

Kuşkusuz, parabol hakkında söylediklerim tüm türe­
ilmiş kıyaslar için de geçerlidir. Türetilmiş bir kıyas içeren 
bir problemi çözmeye başlarken, kıyasın tanımını mı, yok­
sa onunla ilişkili bir teoremi mi kullanmamız gerektiğini 
bilmeliyiz. Yalnız ikisinden birinin kullanılacağı kesindir. 

Ne var ki , seçim yapabilme olanağımızın olmadığı du­
umlar vardır. Eğer kıyasın yalnızca tanımını biliyor ve 
bşka bir şey bilmiyorsak, o zaman bu tanımı kullanınak 
zoundayız. Bilgimiz tanımın ötesine geçemiyorsa, yapabi­
leceğimiz en iyi şey tanıma geri dönmek olacaktır. Ancak 
kıyasla ilgili birçok teorem biliyorsak ve bunların kullanı­
mıyla ilgili deneyimimiz varsa, kıyasınızı içeren uygun bir 
teorem bulabilme şansımız yüksek olacaktır. 

6. Birkaç tanım. Küre, genellikle belirli bir noktadan 
belirli bir uzaklıkta bulunan noktalar topluluğu olarak a­
nımlanır. (Artık düşündüğümuz noktalar uzmsldır; yl­
nızca düzlemle kısıtlı değildir. ) Fakat küre, bir çap etında 
dönen bir çember olak da tanımlanabilir. Kürenin bşa 
nmları a bilinir ve başka anımlarını· yapmak da müm­
kündür. 
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"Küre" ya da "parabol" gibi türeilmiş bir kıys içeren 
bir problemi çözmek durumundaysak ve kıyasın anımına 
gei dönmek isiyorsak, çeşitli tanım lar arasından bir seçim 
yapmak zorunda kalabiliriz. Böyle bir durumda, probleme 
uyan tanımı seçebilmek çok şeyi değiştirebil ir. 

K�renin yüzey alanını bulmak, Arşimed ' in çözdüğü 
deirde, büyük ve zorlu bir problemdi. Arşimed, biraz ön­
ce sözünü etiğimiz küre tanımları arasında bir seçim ya­
mak zorunda kaldı ve küreyi sabit bir çap etrafında dönen 
bir çembein oluşturduğu bir yüzey olarak ele ldı. 
Arşimed kürenin içine kenar sayısı çift olan , sabit çapın zıt 
köşeleri birleştirdiği düzgün bir çokkenarlı çizdi . Düzgün 
çokkenarlı yaklaşık olarak çemberle çakışır ve çemberle 
birl ikte döndürüldüğünde, köşeleri sabit çapın uçlarında 
olan iki koniden oluşan dışbükey bir yüzey ve bunların a­
rasında sayısız kesik koni oluşturur. Bu karma yüzey, yala­
şık olarak, kürenin yüzeyiyle çakışır ve Arşimed tarfından 
kürenin yüzey alanını hesaplamakta kullanılmıştır. Küre� 
merkezden eşit uzaklıktaki noktalar topluluğu olarak lır­
sak, böyle basit bir yaklaştırma yapamayız. 

7. Tanımlara geri gitmek bir argüman oluşturabilmek 
ve aynı zamanda argümanı kontrol etmek açısından önem­
lidir. 

Diyelim, birisi Arşimed'in problemi için yeni bir ç­
züm ilei sürdü. Bu işinin küre hakkındaki bilgisi belisi5e, 
çözmü işe yamayacakır. Kürenin ne olduğu hakkında 
berrak bir ikri olabilir, fakat bu ikri argümanında klla­
namıyorsa, ben bu kişinin bir ikri olup olmadığını bile­
mem ve argüman_ı da hiçbir işe yaramaz. Argümanı dinler­
ken, küreyle ilgili önemli bir şeylein söylenecei, küre a­
nımının ya da küreyle ilili bir teoremin kullanılacaı anı 
�elerim. Böyle bir an gelmiyorsa ve _zaten yoksa, çözn 
ışe yaramaz. 
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Elbette , yalnızca bşkalarının argümanını değil, �eni 
rümanlarımızı da aynı biçimde denelemeliyiz. robmin 
apsdıı tel kıysann psini gözönüe adınız mı ?  Bu kıa­
sı nsıl kullandınız? Anlamını mı, yoksa anımını mı kl­
landınız? Bu kıysla ilgili temel gerçeleri, bilinen teorem­
leri kullandınız mı? 

Bir argümanın geçerliliğini denelemede, anımlaa 
gei dönmenin önemli olduğunu Pscl urlmışır. 
Pscal şöyle bir kural öne sürmüştür: "Sbstitr ntant 
s einitions a la pce e einis. " nlmı şudur: 
"Zihninizde, anımlanmış teimlein yeine anımlaıcı 
gerçekleri koyunuz . "  Tan ımlara gei dönmenin önemli 
olduğunu Hadamard da bel i rmişir. 

8. Tanımlara geri dönn1ck ,  zihnin gerçekleşirdii ­
nemli bir işle ınd i r .  Sözcüklerin  tan ımlarının neden bu 
denli önen1 l i  o lduğunu  anlaınak isiyorsak, önce sözcüle­
rin önemli o lduğunu  an lan1al ıyız .  Sözcük , işaret ya da sim­
geleri kul lan ınadan zihn i ı�üz i  kul lanmayız. Yani, sözcük 
ve işare tleri n  gücü vard ı r. i l ke l  insanlar sözcük ve simgele­
in büyü gücü o lduğuna i nan ırl ardı .  Böylesi inançlaı an­
layabi l i ri z ,  ancak ı avl , ı ;n · ı 1 l ı _ ı z .  Bir sözcüğün gücünün, 
onun konuşnıac ı n ın sôvl eyiş inlc deği l ,  tınısında, bize a­
nımsattığı iki rl e rde ve hu ikirlerin temel ldığı gerçek­
lerde yatt ığın ı  bi lmel i�iz .  

İşte bu yüzden ,  sözcüklein ardınai anlm ve gerçek­
lei armak doğtu bir · r  · r. aikçi, anımlara 
gei , teknik teimlein rdına matemaiksel 
n n 1 · gerçek i i · ---� ; iikçi eni tek-

. l i neyler bulmaı; 
i " cü ein ardınai 



• � e teler. Prnhleın z 
teri ın lcr ,  i�te r c�ki  i� • •� r vrn i  

z · . .  Bu  etkin l i k  h (· rkes t"raf ı ndan 
� çok , ancak diğer zi h i n�cl c t k i n J i k Jt: r  i > .  

üçtür. Sistemati k bi r \·al ışma yoksa , hunu  
teknik tein1lcr de yok tur .  Ku l lan ı l an  hel i r l i .  

i 

ı an-teknik teriınlcrsc , hu ko ı ı udaki  karnıa-�ayı 
ı l bşka işe yaraınaz, çünkü f�t rk l ı  yazarl a rca  fa rkh 

t · ı l l kul lanı l ır .  
şağıdaki kısa l iste , e l in izde ki çal ı şn1ada ku l landığ ım 

birkaç yeni tein1 ile kullanmaktan ka�· ı nd ığ ın1 birkaç tsJ 
t · i ayrıca bel irsizl i klerine karş ı n  muhafaza e t tiğim bi r· 
aç eski terimi kapsar. 

Bu artışma, kıyasları örnekle rle  sağlam temellere ­
tummış olan okuyucunun kafasını  karış t ırabi l i r . 

1 .  Çözüme, PPPUS tarafından gaye t düzgün biçim· 
de anımlanmıştır ve bir plan yapmayı , b i l in ıneyenden (ya 
da vargıdan) başlayarak, verilere (ya da hipoteze) dou 
gei işlem yapmayı anlaan yararlı bir terimdir. Ne yazık i, 
çözümleme teimi çok farklı anlamlar yüklenmiş ( örnein, 
matemaiksel, imyasal , mantıksal çözümlemeye ilişin a­
nımlar) ve bu yüzden elinizdeki çalışmada bu terimin kl­
lanılmsından -üzülerek de olsa- kaçınılmıştır. 

2. Koşul, bir "sonuç bulma problemi"nin bilinmeyeni�i 
veilere bğlar (baınız, SONUÇ BULA PROBLEMLE!, 
NIT PROBLEMLE!, 3) . Bu anlamda, açık seçik, yararlı 
ve açınılmsı olanaksız bir terimdir. Genellikle, koşulu 
biraç kısma ayımak gerekir [�YRIŞTIRA E YENİDEN 
BİLEŞTİME, 7, 8 bşlığındai örnelerde kısım (1) ve 
(il) ] .  slına bakarsanız, koşulun her kısmı bir koşul oluş­
uur ve bu biçimde . adlandırılır. imi zaman utandırıcı 
bile olabilen bu karışılık, koşulun tümünün kısımlrını 



bir tekn ik terim . (,. 
koıulun kı�ımlarına wmadde" diycbi l i ri ı .  

,. J daha al ı ş ı l ın ış türden  hi r n1a ırmatik  prol-
temcl k ıs ın1 larından bi rid i r ( hak ın ı ı .  <)Nt;ç . . 

PR()BLE�1 LERL AN rr PR( )BI .EM I .ERI . 4 ) .  
t h ipott'z terinı i  a<: ı k  se�: i k  ve ıa tnı i n  <"c l ic i c l i r .  (­

şudur: 1 I ipotezi ı ı  her  kıs ın ı ı ıa da b i r  h ipoıcz · ı  
1 i ,  hir h ipotez bi rka_� kısa h i potezden oluşahi l i r .  Bu-
n çaresi , h ipotezin bütününü oluşturan k ı s ımlardan her 

biin . madde" (ya da buna benzer bi r sözcük ) demek O· 

l tı . (Yukarıda, "koşul ,, i le i lgi l i  söylediklerimizle kıyas,· 
1 n . )  

4. Bir pr�blemin ana kısımlaı, �ONUÇ BJL�l\ 
PROBLEMLE!, NIT PROBLEMLE!, 3 ,  4 başl ığında 
nımlanmıştır. 

5. Sonuç bulma robemi, kanıt robemi yeni bir çift te­
rimdir. Bunları , şu andaki kullanımları düzelilemez şeil­
de anşmış olan eski terimlerin yerine kullanıyoum. Yu­
nan matematik terimlerinin Latin versiyonlarında, ii tür 
problem için orak bir sözcük olarak "propositio" kullanı­
lırdı. Bir "sonuç bulma problemi"ne "problema" , bir "kanıt 
problemi"ne de "theorema" denirdi . Eski tarz matemaik­
sel dilde , "proposition, proble.m ,  teorem" sözcüleri hla 
bu esi "Öklidvari '' anlamda kullanılmaktadır, ancak çağ­
ş matematiksel dilde bu tümüyle değişmişir. Bu duum 
yeni teimler ortaya atılmsını doğulamakadır. 

6. İiye önük akıl yüüte, çeşili yazarlar fındn 
(arklı anlamlarda kullanılmış, bazı yazarlar ise bu teimi 
"sentez" olarak kullanmıştır (bakınız, 9) . "Sentez" anlmı 
abul edilebilir belki, ancak elinizdei iapa bu teimin 
kullanımınan ,açınılmış tir. 



0 Naıl meli? 

7. lt önü. akıl yüüte, eskiden bazı yazarlarca "çözümleme" anlmında kullan ılmakayd ı ( 1 ,  6 ile kıysla­ınız) . Bu teimin de kullan ılmas ından kaç ınılmıştır. 
8. Çözüm, tümüyle matemaiksel anlamıyla kullanıldı­ğında, gayet açık bir terimdir; bir "sonuç bulma prob1e­mi"nin koşulunu sağlayacak her türlü nesneyi gösteir. D­laıs ıyla, x2 . 3x + 2 = O denkleminin çözümü, bu denkle­min kökleridir; yani, J ve 2 sayıları .  Ne yazık ki, bu sözcü­ğün tümüyle matematiksel olmayan anlamları da vardır ve matematikçiler bu anlamların hepsini kullanır. Çözüm, anı zamanda, "problem çözme süreci" ya da "problemi çözerken yapılan iş" anlamına da gelir; "zor bir çözüm"den söz ederken bu anlamda kullanırız . Çözüm terimi, pro­lem çözümünde yapılan işin sonucu anlamına da gelir; "güzel bir çözüm"den bahsederken bunu kastediyor olabi­liriz. Aynı cümle içerisinde, problemin koşulunu yeine geiren nesneden, bunu elde etme işinden ve bu işin sonu­cundan söz emek zorunda kaldığımızı düşünüz; bu üç kavrama da "çözüm" adını verme eğilimindeysek, kuraca­ğımız açık bir cümle olamaz. 
9. "Sntz" terimi P PPUS tarafından iice tanımlanmış bir anlamda kullanılmıştır ve bu anlam kounmaya değer­dir. Ne yazık ki, elinizdeki çalışmada bu terimi de kullan­makan kaçındım. Bunun nedenleri "çözümleme" teimi için öne sürdüklerimle aynıdır (bakınız, 1 )  . 
• Tm velei ulnız ı? Bilgimizin ileriye doğu harekelenmesine bağlı olarak, p�oblemi karayışımız it­ikçe daha fazla şey içerecekir (iLERLEME E BAŞI, 

1 ) . Fakat şu anda neredeyim? ereken herşi biliyor m­m? Yeteince lılayabilim mi? Tüm vi, . kuandınz ı? 
Koşulu tümüyk kuandın. mı ? "anıt problemleri" için bna rşlık gelen sou şudur: Hipozi tümüy! kuadın. ı?  
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1. Örnek olarak, bölüm B 'deki "paralelyüzlü proble­
mi"ne geri dönelim (bu problem bölüm 1 0, 1 2, 1 4  ve 
15'te devam ediyor) . Diyelim, bir öğrencinin aklına bir 
zün köşegen!ni hesaplamak geldi ,  J a 2 + b 2 

, ma sona 
akıldı kldı. Oğretmen, " Tüm vi� kulandın mır diye 
sorarak öğrencisine yardım edebilir. Oğrenci, üçüncü veri 
c'nin � a 2 + b 2 iadesinde yer almadığını arkedecek ve 
c'i işin içine sokmaya çalışacaktır. Böylece dik açının ayak-
laının �a 2 + b 2 ve c, hipotenüsün de paralelüzlünün 
istenilen köşegeni olduğunu görebilmek için e line fırsat - , geçmiş olacaktır (bir başka örnek için YDIMCI OGE-
LER, 3 başlığına bakınız) . 

Burada tartıştığımız sorular çok önemlidir ve çözümü 
kurulamakta oynadığı rol yukarıdaki örnekte açıkça g­
lr. Bu sorular problemi kvrayışımızdai af nokayı 
bulmamıza yardımcı olabilir, eksik bir öğeye işaret edebi­
lir. Biz de eksik olduğunu farkettiğimiz öğei yerine koy­
maya çalışırız. Böylece elimizde bir ipucu, izlememiz ge­
reken bir sorular dizisi olur ve bizi soiuca götürecek iki 
bulma şansımız doğar . . 

2. Tartıştığımız sorular yalnızca bir argüman kurgula­
mmıza yardımcı olmakla kalmayacak, argümanı denetle­
meye de yardım edecektir. Daha somut olabilmek için, hi­
potezi üç kısımdan oluşan bir teoremin kanıtını kontrol 
ememiz gerektiini varsayalım; üç kısım da teoremin ger­
çelii için doğru olsun. Yani, hipotezin herhangi bir par­
çsını atarsak, teorem doğru olmaktan çıksın. Dolayısıyla, 
hipotezin kısımlarından birini kullanmayan kanıt yanlış 
olur. anıın, hipot.in tümünü kulanıyr mu? Hipotein 
biinci, iini ve üçüncü kısmını nerede. kullanıyor? Bu 
souların tümünü yanıtlamala kanıtı kontrol emiş oluZ· 



tür bir kontrol etkil idi r .  öğrc ıiric l i r  vr . 
' ytınsa doğnı anlaşı lması n ı  sağlar ;  z�:Ki ()KlYt. 

CU bunu farkeder. 
l lf zeıinde tartıştığımız  sorular , soruyu kavrayışımıufa 

esiklik olup olmadığın ı  s ınan1ayı an1a<Jar. Ana veilerden 
biini a da koşul veya hipotezi gözününe lmaı unut· 

tuğınuz akdirde kavrayışınuz esik klır. Ayrıca, ana teim­
lerden biini anlayn1n1amız durumunda da bir eksikl i k  d<� 
ğar. Bu yüzden , kendimizi s ınamak i çin şu soruyu sorma­
mız gerekir: Problemin kapsadıı teel kıyaslann lıj15 1ni 
özönüne adınız mı ? Bakınız ,  TANIM , 7 .  

4. Bununla birlikte, yukarıdaki düşüncelerde dikkali 
olmalı ve belirli kısıtlamalar getirmeliyiz . Bu düşüncelein 
doğrudan uygulanması "mükemmel biçimde ifade edilmif 
ve hakla yakın" problemlerle sınırlıdır .  

Mükemmel biçimde ifade edilmiş ve akla yakın bir 
"sonuç bulma problemi" , gerekli tüm verileri içermeli, be­
lirsiz hiçbir veri olmamalıdır . Ayrıca koşul da çelişkili ve 
gereğinden fazla olmamalı , tam anlamıyla yeterli düzeyde 
olmalıdır. Böyle bir problemi çözerken, elbette tüm veile­
ri ve koşulu kullanmamız gerekir. 

Bir "kanıt problemi"nin nesnesi matematiksel bir te­
remdir. Problem mükemmel biçimde ifade edilmişse ve 
mantıklıysa, teoremin hipotezindeki her madde, vargı açı­
sından temel nitelikte olmalıdır. Böyle bir teoremi kanıt­
larken, elbette hipotezin her maddesini kullanmalıyız. 

elenesel ders itaplaında öneilen matemaik pro­
lemleinin . mükemmel ifade edilmiş olmaları gereir. nck 
buna pek üvenmemeli, en ufak bir kuşkuda "KOŞULU E­
NE GETİMEK MÜMKÜN MÜ?" sousunu somalız. Bu 
soua a a bir benzeine yanıt vemeye lışırken, pobl­
miiin gerekii ibi olup olmadıını nlaabiliiz. 
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Bu maddenin başlığındaki sortt ve bununla ilişili s­
rlar, ylnızca önümüzdeki problemin mantılı ve mü­
kemmel ifade edilmiş olduğunu bildiğimizde ya da en a­
zından tersine inanmak için hiçbir nedenimiz olmadığında 
sontlmalıdır. 

5. Bir anlamda "mükemmel ifade edilmiş" matematik-.. 
sel olmayan problemler olabilir. Orneğin, ii bir satranç 
probleminin tek bir çözümü vardır ve satranç tahası üze­
inde tek bir gereksiz taş yoktur. 

Bununla birlikte, NGULLI P.ROBLEMLER'in ifa­
desi genellikle mükemmel olmakan çok uzaktır ve bu mad­
dede tartışılan souların dikkale ele alınmsını gerekiir. 

• Tmem ve mtemasel mem. Tmeam, 
özel dunımlan gözlemleyip bunlaı birleşirerek genel yasala­
rı keşfe tme sürecidir. Tüm bilimlerde, matematikte bile 
kullanılır. Matematiksel tümevarıın ,  matematikte yalnızca 
belirli bir türden olan problemlerin kanıtlanmasında kul­
lanılır. Bu iki isim arasında ilişki olması talihsiz bir durum­
dur, çünkü iki süreç arasında pek az mantıksal ilişki vardır. 
ncak, uygulamada bir bağlantı görebiliriz. Sık sık iki yön­
temi birlikte kullanırız. Şimdi iki yön temi de aynı örnekte 
gösterelim. 

1. Şansımız varsa, 
1 + 8 + 27  + 64 = 100 

olduğunu görebiliriz. Bu eşitlikte kare ve küpler olduğunu 
frkedebilirsek, daha ilginç bir foma ulaşabiliriz: 

J 3  + 23 + J3 + 43 = 102 

Böyle bir şey nsıl olabilir? Birbirini izleyen saylaın 
küpleinin toplmının bir saının karesine eşit olmsı sık 
sık göülür mü? 
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Bunu soarken, tuhf bir bitki ya da jeolojik oluşum 
kaşısında şşkınlığa düşen ve genel bir soru düşünen bir 
doabilimciye benziyouz. Bizim genel sorumuz ardışık 
saılaın küpleiyle ilgilidir: 

13 + 21 + 31 + . . . . . .  + n3 

Bizi bu souu sormaya götüren, n = 4 olduğu "özel 
duumu" gözlemlememizdir. 

Bu sorumuza ilişkin olarak neler yapabiliriz? Doğa bi­
limcinin yaptığını. Başka özel durumları araştırırız. n = 2, 3 
olduu durumlar daha basittir, n = 5 olması ise arştırıla­
cak bir sonraki örnekir. Bir örnek ve eksiksiz olabilmek 
amacıyla, n = 1 durumunu da ekleyelim. Tüm bu duumla­
rı, tıpkı yerbilimcinin bir madenden elde ettiği örnekler 
gibi düzenleyelim. Bu durumda aşağıdaki çizelgeyi elde 
ederiz: 

1 - 1 =12 

1 + 8 - 9 = 32 

1 + 8 + 27 = 36 = 62 

1 + 8 + 27 + 64 = 100 = 102 

1 + 8 + 27 + 64 + 125 = 225 = 152 

Birbirini izleyen bu küplerin hepsinin toplmının te­
sadüf eseri kare çıktığına inanmak zordur. Benzer bir du­
mda, doğabilimci elindeki özel durumların düşündür­
düğü genel yasanın doğu olduu konusunda kuşku duy­
mayacakur; bu genel yasa, tümevaım yoluyla hemen he­
men kanıtlanmış gibidir. Matemaikçi ise temelde aynı bi­
çimde düşünmesine karşın, daha temkinli hreket eder: 
Tmeaım, şu teoremin geçerli olduğunu güçlü bir bi­
çimde düşündürür: 

It n sayısının küpinin tpamı bir ardir. 



� bir , kfıpl�inin toplamı nrdın bir· 
· <">vle hiı dı ı ı u ında n-tahıninini  inc-leın-yt· dt\·arn rd-rrk ıj r  • ç�şi tli arştı rn1a \·ollan deıu·yrhili r \'r ,taha , . 

1 kanı t  toplayabi l i r. l\i z  hunu  ı önıckleıi de inrt·leri z :  ,ı • 6, i i n i n i  yapınasına yol a_·an gt·n. ekle ri ı ,·krar 
, bu gerçekleri d ikka t le  hi rhi rl e riyle k ıyaslar ,  daha drr ın r düzenli l ik ,  bir anal<�j i  ac,; ığa _· ıkannaya .·al ışı r .  Şimdı hu ; t ır ı  1 biçinlini dcnevclin1 .  

; 

Çizelgemizde düzenlediği ıniz n - 1 ,  2, 3, 4, 5 durumla· nnı yeniden inceleyel in1 .  Neden bu topJanıların hepsi ure 
çıkıyor? Bu karelerin  tabanları s ırsıyla 1 ,  3, 6, 1 O, J 5. abanlarda bir i l işki var mıdır? Daha derin bi r düzen ,  bi r anloji var mıdır? Tabanların artışı pek düzensiz görün­memektedir? Nasıl arıyor? Bu dizinin birbirini ileyen t­imleri arsındaki fark da artıyor: 

3 - 1 = 2 6 - 3 = 3  1 0 - 6 = 4 15 - 10 - 5. 
Bu farklar kuşkusuz bir düzen içerir. Burada, 1, 3, 6, 

10, 15 sayıları arasında ilginç bir düzenlilik görüyoz: 
1 = 1 
3 = 1 + 2 
6 = 1 + 2 + 3  
10 = 1 + 2 + 3 + 4 
15 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5. 

Bu, genel bir düzenlilikse (bunun tersine innmk ordur) , kşkulandığımız teorem daha kesin bir biim lır. 
n • 1, 2, 3, . . . için, 

1 1 + 23 + 31 + . . .  + n1 • ( 1 + 2 + J + . . . . . .  + nI. 



r n  . t t k 

,·r ., n .ı loı ı c h ı  
;ı 1 1  tı ı " ·' 

d.,h., t,, ı ., 
Bu konu.ı ı .u �,, , ı ı ,  la I Hl\  u�  
\"tl Ant �•l .  ı ı ı �ı t t· ı ı ı . l l i k ,. - 1 ,o ı ı u< un 

ı daha so ı ı ı  a k�u ı ı l l a ı ıd ı� ın ı  
, \un ulan ınatt· ı ı ı a t  i k .  

ı ı h-nim\em iş bi r hi l i  n ıd i  r .  a ıu·ak  
. dent·v�el tü ınevar ınH ı l ı k  \'a rd ı r .  

4. bi l i ınlerde olduğ u g ibi n ı a te ına ı i  k ı t· dt· . g<· ·  
aınac ı�· la güı lcn ı  Ye r ü ıne\'a r ı ı n  kuJ-

ı h ı  7 Fiıist"I bi l inı le rdc , g özle ın ve l l  ı . ı 
aha t düz'de hi r .·e tki l i  yok tur. faka t n ıa ıenıatj k ıt· ,r-
ı ,  �sin nıt. 

Bir süre dcn�el olarak çal ış t ıktan son ra hakış açıın ın 
kqimtk ii olabil ir. Dürüst  ola] ı ın . İ lginç  bi r sonu\- kt 
fetik; faat bu sonuca giderken yii rü t tüğüın üz man r ı k  akla 
aındı , den�tldi ,  geçiciydi , bulgusaJdı . Bu sonucu şinıdi 
in bir anıla kumayı deneyel im .  

j bir "nıt problemimiz" r: Yurıda, fade euiğ. 
z oncu (ınz, 2) ılmak a da tesini nılmak. 

çük bir aiJe,ime yaplım: 
' 

J + 2 + J + . . . . . .  + n • n (n + 1) /2 
nu dumk kolaydır. Kenarları n ve n+ 1 olan 

r gen lım ve n •  4 dumunu gösteren eil 24'tt 



bii ·merdi\'en şekl i ndedi r" vt· aJan ı / + 2 + + ed i I i r .  n - 4 içi n aJ an 1 + 2 + 1 + 4 ekil 24h ) . l)ôrtgen in  tü ın alan ı  n (n + J ). · biçimli alan da hunun yarısıdır .  l\ı ı .  f<>rın üliırn iııı 
I 

a b 

Şekil 24 
Tümevarımla bulduğumuz sonucu şu şekilde dönüştü­rebiliriz: 

) 

1 3 2 3 3 3 3 - (n(n + l) J -+ + + . . .  +n -
5. Bu sonucu nasıl kanıtladığımız konusunda hiçbir ikimiz yoksa, en azından deneyebiliriz. Şimdi n = 6yı d­neyelim, çünkü bunu denemedik. Bu değer için fomülü-mz 

6 7 ( J) 1 + 8 + 27 + 64 + 125 + 2 1 6 = ; 

veir. Hesapladığımızda eşitliğin doğru olduğu, ii afın a 44l'e eşit olduğu oraya çıkar. 



<aha �tkin hir l1i; im<lr , d�ğcr\ei i; in doKru l lcrhangi bir ,ı de�erindc n .  l >i r  
de lo�ru ınu< lur? fonüllt birlikte . 

1 ' + 2 ' + 3 ' + 
, , ( ( n + l )( n + 2 ) ' + n  + ( n +  ) )  = 

) 1 _ J 

ifadesinin de doğru olınası gt� n:ki r . Yukar ıda yaz<lığ ın 11 ı l ü  buradan çıkarırsak , 
1 ( (n + l )( n + 2 )  ). 

2 ( n( n  + l ) J, 
2 

(n + I ) ·  = ---- -
2 2 

elde ederiz. Bunu kontrol emek kolaydır. Sağ tarfı 
( n +  1 ) 1 

, , ( n + 1 J
1 

, , 

2 [(n + 2) - - n- J = 2 [n - + 4 - + 4 - n - J  
, (n + l) - (4n + 4) = (n + 1) 1 (n + 1) = (n + 1) 3 4 

olarak yzabiliiz. Deneysel olarak bulduğumuz bu fonül çok önemli bir sınavı geçmişir. 
Bu sınaın ne anlama geliine daha yakındn baklm. 

(n + ı) 3 = ( (n + l�n + 2) ) 2 - (  n(n/ l) J 
olduunu kuşku götümeyecek biçimde kanıladık. Heniz, 

1 3 + ı 3 + J 3 + . . .  +n 3 = ( n(n/ l) J 
. ; ifdesinin doru olup olmadığını bilmiyoruz, fakat bnun o� olduğunu bilseydik, kuşku duyulmyacak biçimde 



denklemle toplayarak .  hir sonraki tam�ayı n 
+ l için ône sürülecek olan 

) ( ( n + 1 )( n + 2 ) )  · 1 1 + 2 1 + 3 1 + . . .  +n 1 
+ (n +  ] ) '  = 

2 

denklemin in  de doğru o lduğ·un u  ç ıkarabi l i rdi k .  Ama ,  tah­
minimizin n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 iç in doğTu o lduğunu hi l iyo­
nı. Biraz önce söylediğimize dayanarak , n = 6 iç in doğru 
l nın n = 7 için de doğru olmas ı  gereki r; n = 7 için doğru 
l nın n = 8 içi n ,  n = 8 i ç in doğru olan ın  n = 9 için de doğ­u olması gerekir ve bu böylece devam eder. Tahminimiz 

bütün n değerleri için doğrudur ve genel bir doğru olduu anıtlanmıştır. 
6. Yukarıdaki kanıt birçok benzer  durumda kullan ıla­

bilecek bir yöntemdir. Bu yöntemin temel noktaları neler-
i ) r. 

anıtlamamız gereken sav,  önceden kesin  bir formda 
bilinmelidir. 

Sav, bir n tamsayısına bağlı olmal ıdır. 

Sav, yeterince "açık" olmal ı ,  öyle ki , n' den bir sonraki 
amsayı n + 1' e geçtiğimizde doğru kalıp kalmadığını de-
neme olsılığımız bulunmalıdır. 

Bunu etkin bir biçimde denemeyi başarabilirsek, bu 
deneme sürecinde kazandığımız deneyimi  kullanarak, sa­
ımızın n için doğru olması koşuluyla n + 1 için de doğru 
olduu sonucuna varabiliriz. Bu noktada, savımızın n = 1 
için doğru olduğunu bilmek yetecekir; dolayısıyla, n = 2 ve 
n = 3 için de doğrudur, vs . Bir tamsayıdan bir sonraine 
iderek, savın genelde doğru· old�ğunu kanıtlarız. 

Bu süreç öylesine sık kullanılır ki , bin isim veilmei 
hak eder. Buna "n'den n+J 'e  kanıt" adını verebilir, ya da 
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"bir sonraki msayıya geçiş" diyebilirdik. Ne yzık i, be-
nimsenen teknik teim "matematiksel tümevarım" olmş-
tur. Bu isim rastlantısal bir koşuldan gelir. anılamamız 
gereken kesin sav herhangi bir kaynağın ne olduğuna bağ­
lı değildir. Burada arıntılı olarak tartış tığımız örnekte ol­
duğu ibi, birçok örnekte kaynak tümevarımdır. Sav de­
neysel olak bulunur ve knıt, tümemın matemaisel 
mmlaıcsı ibi göıünür; işte bu da benimsenen isi açık­
lr. 

7. Biraz daha incelikl i ,  fakat kendi bşına kanıt yapa­
bilmek isteyen herkes için önen1l i  olan bi r başka nokta da­
ha vardır. Yukarıda, gözlemle ve tün1e,·aıın �a i ki sav bul­
duk -biri 1 .  maddede , diğeri � .  n1addede . i kinci savımız 
birincisinde daha kesindi . i kinc i sa, · ı  i n c e l ed i k \'e n ' den n + 
J 'e  geçilmesini kon trol I l i l ı  o l anağ ı gôrdük .  Böylece 
"matemaiksel tümevarı ın .. ku l l �tn �u . tk  hi r ka n ı t  hulabi ldik. 
ikinci savın eklediği i[Hll' ke� i ı ı l i g i ı ı i  g ,· , , . u d ı  ( 'd ip  bi ıinci savla 
uğr�ydık, hüyk bir .an ı t  I i l k  ,�t, ı ı ı ı ı ı iinciye 
kıysla daha aı kesin .  < lah �t ;tı · · .H, ı k " .  d . d ı . ı  . u  " ( ' l l t · ı l ı  L I i l ı � ·· , 
deneıneye claha az ya ı k ı nd ı .  l > ; t l ı . t . t ı � c , i ı ı  , ı l . t ı ı  h i r i ı 1 t i �av-
dan daha kesin l i kle  i f adt' i k i ı ı c i , .n ; t  g t ' � ınc ın i. . 
kanı l  a ı .  ı n  L n öncnı l i  hi ı t ı �t ı ı ı  l ı k  ( ı l d u .  

Bu dun ı nu ı n ı , u d • 1 h i ı , ;u l l  
h a  güçlüdür  ,·t· hi r in <' i  \an ı h ( ' ı ı ı c ı ı  1 • 1 
Öte andan .  e l.ıha  "hu lan ı  k • < ı l � l l h i  ı i i l <  ı 1 _ 1 1  H l \ 'İ j �  er -
iini söylcınek çok ıorc l u r  An (  ;ı k ,  dah ;t g ü c, hı 1 
hakim olabilmek l .  l . kotn cl ı r ,·< · hu d ;t \ f l ' (  T i  l'\R\­
DOSU 'dur. 

• U. 
lı 



l. Uir kôprü yapınu s ı rası nda ,  dcs t t· k  · 
· kunırız .  l\unun g ib i , n i hai ,·c kesi n 

l ·  de ge<; i c i  ve ak la  yak ı n  argün1an lar · 

2 1 1 

· . İnşaat iş i ye terince i le rlediği nde i ske le t i  sükeriz ve kôp­
ü kendi baş ına ayak ta  du rabi l i r . ,\yn ı hi �· i ı ı ı d < · ,  � ôı ,-ırı ye-­
teince i leleyip tünı  ge( i r i  arg ü ına ı ı lan bi r k < ' n a ra a r ı ığ ı ­
mızda, sonucuınuz yal nızca k's i ı ı  a ıg i·1 1 1 ı a 1 1 1 1n ı z ın dcs t<·ğ iy­
le ayakta kalabiln1e l idi r. 

Çözün1 planı oluştururken ,  ınan t ı kl ı  bulgusal akı l  yü­
rümeden fazla korkınaınalıyız .  Bizi doğru f ikre gö tü recek 
herşey doğrudur. Ancak plan ı n1 1 zı uygularken bu bak ış 
açısını değiştirmeli ve yaln ızca vargısal , kesin argüınanları 
kabul etmeliyiz .  Çözüm, planınızı uygularken her adımı kontrol 
edın ız. Kontrol ettiğiniz basamaın doğrulu6hınu açıkça görebili­
yr musunuz ? 

Planı uygularken adımlarımızı ne kadar kon trol edi­
yorsak, planı hazırlarken bulgusal akıl yürüme işini de o 
kadar özgürce yapabiliriz .  

2. Planımızın ayrıntıları üzerinde çalışırken, özellikle 
problemimiz karmaşıksa izlediğimiz sıraya dikkat emeliyiz. 
Hiçbir ayrıntıyı atlamamalı ,  önümüzdeki ayrıntının pro­
lemin tümüyle i lişkisini anlamalı ,  ana basamaklar arsın­
daki bağlantıyı kaybetme�el iyiz .  Bu yüzden _doğru sırayı 
izlemeliyiz. 

Özellikle ,  argümanın ana basamaklarının sağlamlığı 
konusunda geçerl i  nedenlerimiz olmadan ufak ayrıntıları 
kontrol etmek mantıklı qeğildir. Ana argüman çizgisinde 
bir kopuluk varsa, şu ya da bu arıntıı kontrol emek bir 
işe yaramayacaktır.' 

rgümanımizın ayrıntılarını oluşturma düzenimiz, bu 
aynntılrı keşfederken izlediğimiz sıradan çok farlı, bu 
anntıları kağıda dökerken izlediimiz sıra · ise dha da 



ı l  

· I olabi l ir .  ()kl id ' i ı ı (>ğ·e leri , argünıan ı n ; n n t ı I ·  nı 
katı bir si�teınatik düzende sunar ;  bu düzen s ı k  sık · l e · J 
· t ı  ı i  · ve takl i t  cdi l ınişt ir. 

3. ()klid yonıın lamasında tüın argüınanlar ayn ı yönde 
ilerler: "sonuç bul ına problemleri "nde veri l e rden bilinme­
yene , "kanı t  problemleri "n<le hipotezden vargıya doğru .  
Her yeni öğenin -nokta ,  doğ-ru , vb. - veri l erden ya da önceki 
b m 1 türcti ln1iş öğelerden türe ti lmesi gereki r. Her 
yeni sav , hipotezden ya da önceki basamaklarda kanıt]an­
mı savlardan yola çıkarak kanı tlanır .  l Ier  yeni  öğe, her 
yeni sav ilk karşılaşıldığında i ncelenmişti r  ve bir kez daha 
kontrol edilmesi gereknıez . Tüm dikkatimizi ,  atmakta ol­
duumuz adım üzerine yoğunlaş tı rabil iriz .  Geriye ya da 
ileriye bakmamıza gerek yoktur. Nasıl türetildiğini kontrol 
etmemiz gereken son yeni öğe, bil inmeyen ;  nasıl kanıtlan­
dığını incelememiz gereken en son sav ise vargıdır. Basa­
maklarımızın hepsi doğruysa son basamağımız ve tüm 
argümanımız doğrudur. 

maç argümanı ayrıntılarıyla incelemekse, bu konuda 
Öklid'in y�um biçimi özellikle tavsiye edilebil ir .  Özellikle , 
bu kendi argümanımızsa, uzun ve karmaşıksa, argümanı 
bulmakla kalmayıp geniş çizgilerde araştırmışsak ve geriye 
her özel noktayı kendi içerisinde incelem�_kten başka bir 
şey kalmamışsa, o zaman tüm argümanı Oklid biçimiyle 
yzmaktan daha iyi bir şey yapılamaz. 

Bununla birlikte , amaç bir argümanı ,  daha önce bunu 
duymamış bir okuyucu ya da dinleiciye sunmaksa, Öklid 
y_oumlamsı bir sınırlılık belirtmeden tavsiye edilemez. 
Oklid yorumlaması her özel noktayı göstermek için mü­
kemmel , fakat ana argüman çizgisini göstermek için 
mükemmel deildir. ZEİ OKUYUCU h�r basamağın doğ­
ru olduğunu kolayca görebilir, fakat kaynağı; amacı ve tüm 
rmnın bağlantısını gömekte büük üçlük çekecekir. 
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Bu güçlüğün nedeni, O klid yorumlmsının  çok kere d-� buluş s ıras ına tümüyle z ıt bir yönde ilerlemesidir. (Ölid youmlamas ı "sentez" s ıras ı nı kat ı bir biçimde izler; bakınız, P PPUS, özellile 3, 4, 5 . )  
4. Bir özet yapal ım. Her zman veilerden bilinmeyene ve hipot�zden vargıya doğru ilerleyen Öklid yorumlamas ı ,  argüman ayr ıntılar ının incelenmesi aç ıs ından , mükemmel , fakat ana argüman çizgisini anlaş ılabilir kılmak aç ıs ından, mükemmel olmakan çok uzaktır. 
Öğrencilerin kendi argümanlarını Öklid 'in yoluyla ,  veilerden bilinmeyene doğru ilerleyerek ve her adımı kontrol ederek -bu tür bir şeyin çok kesin biçimde zorlan­mması g�rekir aslında- incelemeleri arzu edilir bir du­umdur. Oklid sunumu, elinizdeki kitapta tavsiye edildiği ibi, öğrencilerin, çözüme götürecek ana fikri öğremenle­inin kılavuzluğunda ve mümkün olduğunca özgürce bul­dukları bir tartışma sonun�a yararlı olabilir . Ancak, öğ­remenin çok sayıda kanıtı Okl id yorumuyla sunması doğ­u deildir. Ayrıca , bazı ders ki taplarında benimsenmiş bir yol olan, önce anaik�n sezgisel bir taslağının sunulması , ardından ayrıntı ların Oklid yorumuyla verilmesi de doğu görünmektedir. 
5. Önemesinin doğuluğu konusunda ikna olmak is­teyen dürüst matemaikçi, bunu sezgisel olarak gömeye ve biçimsel bir kanıt vemeye çlışır. Kontrol ettiiniz basamaın 

ouluunu açıkça rbiliyor musunz ? Bunun ou odu­
unu anıtayabilir msiniz ? Müke�mel matematikçi, tıpkı ii bir müştei ibi hareket eder. ii mştei, alacağı kuma-� şın niteliinden emin olmak için kumşı gömek ve d­
kunmk ister. Se2isel içgörü ve biçimsel kanıt, doğuya şmnın ii frklı yoludur ve bir nesnenin göme ve d­
kunma ibi ii arlı duyla allanmsına benzer. 
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Sezgisel içgörü, biçimsel kanıtın çok ötesine geçebilir. Uzay geometri konusunda sistemati k bilgisi ol mayan bir zeki öğrenci, terimleri aç ı kça anlar anlamaz, aynı doğuya parlel i ki doğrunu n  birbirine paralel olacağını görebilir (bu üç ç.izgi ni n aynı düzlemde olup ,lmam�sı önemli de­ğildir) . ine de, bu ifadenin kanıtı Okl id Oğelerinin 1 1 .  k itabının 9 .  önermesinde verilmiştir ve uzun, dikkali ve zeki bir hazırlık süreci gerektirir. 
Mantık kurallarının biçimsel kullanımı ve cebir for­m ülleri , sezginin çok ötesine geçebilir. -Ieme n herkes, ge­lişigüzel seçilen üç doğrunun düzlemi 7 parçaya böleceini görebilir (yalnızca sonlu kısma, 3 doğ-runun oluşturduğu üçgene bakınız) . Gelişigüzel seçilmiş 5 düzlemin uzayı 26 parçaya böleceğini ise , dikkatler en üst düzeyde yoğunlaş­tırılsa bile , fazla kimse göremez. Yine de, doğru parça saı­sının gerçekten 26 olduğu kanıtlanabil ir ve bu kanıt zor ya da uzun değildir. 
Planımızı uygularken her basamağ-ı kontrol ederiz. A­dımımızı kontrol ederken, sezgisel öngörü ya da biçimsel kanıttan yararlanabiliriz. Bazen sezgi önde gider, bazen biçimsel akıl yürütme. Her iki yolu da kullanmak ise ilinç ve yararlı bir lıştırma olacaktır. Kontrol etti,niz basaaın ou­

lunu ça rebiliyr msunz? Evet, açık seçik görebiliyom. Sezgi önedir, peki, biçimsel mantık yürüme öne geçebilir mi? Bunun ou oduunu kanıtayabilir misiniz ? 

Sezgisel olarak gördüğümüzü biçimsel olarak kanıla­maya ve biçimsel olarak kanıtlananı sezgisel olarak göre­bilmeye çalışmak, canlandırıcı bir zihinsel alıştımadır. Ne zık ki, sınfa bunu apacak manımız çoğu kez yokur. Br lm 12 ve 14' te artışlan önek bu açıdan oldukça ipiktir. 
_ • Ulı probleler, çeşili açılardan an matema­isel problemlerden farklıdır. ine de, ana çözüm süreç ve 



. · temelde aynıdır. Uygulamal ı m iihcııdi�l ik ı · genell ikle nıatcınatiksel problemler içeri r. · · tür problem aras ındaki farklar, anal�ji lcr ve üzerine birka: söz söylcycccği ı11 . 
1. Etkileici bir uygulamal ı proh]cm, bir nchire J ınn benzetilebilir. Bu problenı i anlayahi lmemiz için · z  l biliye ihiyacın1 ız yoktur. Neredeyse arih öncesi za­manlard bilimsel kuramların egemen olduğu günümüz­d n çok önce, insanoğlu Nil Vadisi ' nde ve b�ka yerlerde -einin sulamaya b ağlı olduğ·u yerlerde- b arajlar kurmu.5 tu. 
Onemli , çağdaş b ir b araj kurulması problemini gözü-müzün önünde canlandırmaya çalışalım. 
Bilinyn nedir? Bu tür b ir problemde b irçok bilinme­yen vardır: Barajın tam konumu, geometrik biçimi ve bo­uları , yapımında kullanılacak malzemeler, vb . 
Koşul nedir? Bu soruyu kısa b ir tümceyle yanılayama­ız, çünkü b irçok koşul vardır. Böylesine büyük bir proje­de, para ihtiyacını karşılamak ve b aşka ihtiyaçlara mümkün olduunca az zarar vermek gerekir. Baraj , elektrik enejisi sağlmalı , sulama ya da belirli toplulukların kullanımı için 

su temin etmeli , __ ayrıca su baskınlarının denetimine yar­dımcı olmalıdır . üte yandan, gemiciliğe, ekonomik açıdan önemli olan balık yaşamına, görünüme,  vb. mümkün ol­duunca az zarar vermelidir . Ayrıca, mümkün ol_puğunca z bedelle ve kısa sürede inşa edilmelidir. 
Vir nerdir? istenen verilerin sayısının çokluğu müt­hişir. ·Nehin ve kollarının civarının topogrik verileine, temellein sağlamlığı, olası sızınular ve kullanılabilecek yapım malzemeleri için önemli olan jeolojik veilere, lık ş ve su bsınlının üselii konsundi meteorolojik veilere, syla aplnack topaın ekonomik değeine, işü­cü ve ·mızeme bedeline ilişin veilere, vb. gerek lır. 



hilinınt•ycnin. ,·<·rilcrin v<· 
bir prohlenule. ınatcn1ariksel hir prohlt·nır 

çok kam,a�ık ,·c tanıınları daha az k<·sindir. 

2. Bir proht<�nıi \·özehilıııek i�·in. >ııcedcn t· liıJJJ 
· · . ihtiyacımız vardır. (:ağclaş nııhcııdisin elindt· uı­

ı bilgiler, n1alzcn1e donanıınıııa ilişk in hilinıs-1 
l , kendi deneyinlİ, özel teknik literatürde biri ti li 1 h 

-h n ti lik deneyiıni vardır. Burada üzel bilgileri ele . 
ı - ancak eski Mısır\la bir baraj yapımcısının zihnin­

iı l ri hayl emeye çalışabiliriz. 
Bu baraj yapın1cısı, kuşkusuz birçok -belki daha küçük­
� topraktan veya aştan yapılmış, suyu tuan seler 

gömüştür. Türlü türlü çökeltilerle yüklü su ta5kınlarının 
selere baskı yapışını izlemiştir. Çatlakların tamirine ve Ş­
kının neden olduğu erozyonun düzeltilmesine yardım et­
miştir. Bir barjın, suyun baskısı altında yıkıldığını a 
gömüş olabilir. Yıllarca dayanan ya da beklenmedik bir 
anda yıkılan barajlara ilişkin öyküler duymuştur. Baraj ya­
pmcımız, zihninde suyun baraj yüzeyine yaptığı bsıncı, 
içte yaattığı gerilimi ve baskıyı şekillendirmiş olabilir. 

ine de Mısırlı baraj yapımcısının katı bir nesne içei­
sindeki sıı basıncı ya da gerilime ilişkin kesin, nicelisel, 
bilimsel kavraılan yoktu. Bu tür kamlar çağdaş bir m­
hendisin entellektüel donanımın temel parçsını olşr. 
ğş mühendis �enz kesin, bilimsel bir düzeye erişmemiş 
bilgi de kullanır. Omeğin, akan suun neden olduğu eroz­
yon, mil şınmsı, belirli malzemelerin plsii ve açıka ­
nınmmış bşa özellikler mpirik nitelikte bililerdir . 

Omeğimiz, gereken bilginin ve kullanılan kamlaın 
uyulamlı problemlerde, matematik problemlerindeine 
kıysla, daha karmşık olduğunu ve daha belirsiz biçimde 
anımlandığını göst�ir. 
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3. Ugulmalı problemlerde bilinmeyenler, veiler, koşul­
lar, amlar, gereken öncül bili, yani herşey matemaik 
poblemleinde olduundan çok daha kamşık ve daha be­
liizir. Bu önemli bir farktır. Belki temel bir farktır ve bş­
larının da olduğunu akla getirir. ine de, iki tür prob­
lem için.temel çözüm süreç ve güdüleri aynıdır. 

Uyulamalı problemlerin daha fazla deneyim gerek­
irdii şelinde yaygın bir kanı vardır. Bu doğru olabilir. 
ma büyük olasılıkla, farklılık probleme yaklaşımımızda 
değil, gerekli bilginin doğasında yatar. Ne tür problem o­
lursa olsun, çözüm için uğraşırken benzer problemlerle 

1 olan deneyimlerimize bağlıyızdır ve sık sık şu soruları s9ra-
nz: Aynı roblemi biraz daha farklı biçimde gördünüz mü? Onü­

l nzeki sounla ilişkili bir jıroblem biliyor musunuz? 

ı Matemaiksel bir problemi çözerken, zihnimizde dü-
-�. �enli biçimde yer etmiş, açık .kavramlardan yola çıkarız. 

Uygulamalı bir problemi çözerken, çoğu kez oldukça bu-
l lanık ikirlerden yola çıkmak zorunda kalırız ve o zaman 

bu kavramların berraklaştırılması, problemin önemli bir 
•W parçsı haline gelir. Dolayısıyla, tıp bilimi bugün, enfeksi­
_ao�· yon kıyasının epey bulanık olduğu Pasteur öncesi çağlarla 

1 arşılştırıldığında çok daha iyi bir konumdadır. Probemin 
1� a �, psdıı temel kıyaslaın hpsini gözönüne aldınız mı? Bu, tüm 
ı, ,ı problem çeşitleri için güzel bir sorudur, fakat kullanılması, 
�� kıysların doğasına bağlı olarak çok değişik olabilir. 
oı� 
�� 

0,1 ,t � �# 

Mükemmel ifade edilmiş matematiksel bir problemde 
tüm veriler ve koşulun tüm maddeleri temel nitelikte olup 
dikkate alınmalıdır. Uygulamalı bir problemde çok fzla 
vei ve koşul vardır. Biz elimizden geldiince bunların ç­
unu dikkate almaya çalışır, fkat bzılarını göardı emek zouna lıız. Büük bir baj asarmcısının durmunu ele 

�ı 'ıl' lalı. Hlkın çıarlaını ve ekonomik çıkarln ele lır, fat 
�ıe� bı önemsiz idilr le ınmlı gömezden gemek z­
i&ı nar. osunu �öylemek gereise, mcının velei 
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tükenmek bilmez. Önein, temelin oturtulacaı zeminin je­
lojik apısı hakkında daha fzla şey bilmek isteyebilir, faat bir 
nokada, kaçınılmaz olaak bir belirsizlik sınırı klsa bile, je­
lojik vei toplamaya son vermesi gerekecekir. 

Tüm vii kulandınız mı? Koşulu tümüyle kulandınız 
mı? Arı bir matematik problemiyle uğraşırken bu souları 
sormamayı göze alamayız. Ancak, uygulamalı problemler­
de bu soruları değişik bir biçimde sormalıyız: Çözüme katı­
n sayılır bir katkısı olabilecek verilerin hepsini kullandınız mı? 
Çözümü hatıı sa�!lır biçimde etkilyebilecek koşulların hepsini 
kullandınız mı? ünümüzdeki sorunla ilişkili bilgii alırız, 
gerekiyorsa daha fazla bilgi toplarız, ancak eninde sonun­
da bilgi toplamaktan vazgeçmeli, bir yerde çizgi çemeli­
iz. Bu yüzden bir şeyleri ihmal etmekten kaçınmamalıız. 
"Demirden korkuyorsan trene binme," diye bir söz vardır. 
Çoğu kez, çözümün son biçimi üzerinde önemli etisi ol­
mayacak bir sürü bilgi vardır elimizde. 

4. Eski Mısır barajlarının tasarımcıları, deneimlei s­
nucu edindikleri sağduyulu yorumlara dayanmak zoun­
daydılar ve zaten dayanacak başka bir şeyleri yoktu. Çağdş 
mühendis ise, özellikle projesi yeni ve cesur bir tasarımsa, 
yalnızca sağduyusuna güvenmekle yetinemez. Barajın di­
rencini hesaplamalı, içteki gerilimi niceliksel olarak öng­
rebilmeli, bu maçla esneklik kuramını uyulamalıdır (bu 
kuram beton yapılara oldukça iyi uygulanabilir). Bunu 
gerçekleştirebilmek için matematiğe fazlasıyla gerek duyar. 
Uygulamalı bir mühendislik problemi matematik prob­
lemine yol açar. 

Bu matemaik problemi, burada tartışamaacamız ­
dar teknik olduu için, lnızca genel bir dşünce ileri sürebi­
iiz. Uylamlı problemlerden türeilmiş matemaik pro­
l�leini kurlr ve çözerken, çou kere yştıla y­
inmek, ylmlı problein önemsiz veri ve koşlını 
iml emek zouna kalıız. Dolaısıyla, özellikle dolk 



ııd·u kaybetiimizi, bsilik açısından kaz 
h · plm ar a bazı ufak belirsizlilere izin veririz. 

5. Daha genel bir ilgiyi hakeden yaklaştırmalar konu­
unda çok şey söylenebilir, ancak matematiksel bilgimizin 
olma ı gerekir; bu yüzden yalnızca tek bir sezgisel ve öğre­
ici örnekle kısılı kalacağız. 

oa haitları çizmek önemli bir problemdir. Bir 
hia aparken, çoğu kez dünyanın küre biçiminde olduğu­
nu asaanz. Bu ylnızca yaklaşık bir varsayımdır ve kesin 
gerçei ansımz. Dünya yüzeyi matematiksel olarak tanım­
lmış bir yüzey değildir ve kesinlikle bildiğimiz ibi kütuplar 
ha bsıkır. Bununla birlikte, dünyanın bir küre olduunu 
aarsak haritasını daha kolaylıkla çizebiliriz. Basilik açı­
sındn çok şey kazanır ve gerçelikten fzla arılmış olmayız. 
eli dünyanınine tıpaıp benzeyen ve çapı ekvatorda 7,5 
mere oln büyük bir top düşünelim. Böyle bir topun kutup­
ln asındai uzaklık 7,5 metreden az olacaktır, çünkü ku­
uplr daha bsıktır. ncak bu fark 2,5 cm'den az olacktır. 
Dolayısıyla, küre varsayımı ii bir yalaştırmadır. .. • Uslup �rllan. Birinci üslup kuralı, söyleyecek bir 
şe� olmaktır. ikinci ·kural, tesadüf eseri -�öyleyecek iki şeyi­
niz varsa, kendinizi kontrol etmekir. ünce birini, sonra 
iğeini söylein; ikisini aynı anda söylemeyin. 

�-Veilerden. rrlı olabilecek bir şeyler türetebiliz 
i? ünmüzde çözülmemiş bir problem, açık bir soru du­
uyor. Vir ie bilinmyen arasındaki baıntıyı bulmamız ge­
reiyor. Çözülıemiş problemimizi, veriler ile bilinmeyen 
arsında açık bir alan, üzerine bir köprü kurmamız gere­
ken bir açıklık olarak düşünebiliriz. Köprümüzü kurmaya 
ii afan bşlanabilir: Bilinmeyenden ya da verilerden. 

Bilinyene bakın' Ayiı ya da benzr bir bılinyen içren 
bildik bir robem düşünmye çalışın. Bu öneri, işe bilinme­
yenden bşlamamızı söyler. 
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Verilere bakın ! Vilrdn yararlı olabilecek bir şyr ıür­
bildinz mi ? Bu öneri ,  işe verilerden başlamamızı söyler. 

Mantık yürütmeye bilinıeyenden başlamanın daha 
�ok yeğlendiği görülüyor (bakınız, PAPPUS E GEE 
iŞLEM) . ine de, diğer seçeneğimiz olan verilerden b­
lamak da başarıyı getirebilir. Çoğu kez denenmelidir ve 
örneklemeyi hakeder. 

.. -
nek. Uç nokta verilmiş olsun: A, .B, C. A'dan geçen 

öyle bir doğru çizin ki , B ile Cnin arasından geçsin ve bu 
doğru B ile Cye eşit uzaklıkta olsun . 

.. 
Vir nerdir? Uç noktanın , A, B, Cnin konumlan ve-

rilmiş·. Viri göstrn bir şekil çizelim.  (Şeil 25) 
Bilinyn nedir'? Bir doğru. 
Koşul nedir? İstenen doğru �'dan geçer, B ile Cnin ­

rasından geçr ve B ile Cye aynı 'tızaklıktadır. Bilinmeyeni 
ve verileri ,  istenen ilişkileri 

B 
• 

A. 

. ' 
C 

Şekil 25 

gösteren bir şelde bia geirem (ekl 26) . r not� 
nın bir doa·oın lınn nmnn hareket edee 
iziz el, bu anıın içerii ik açln gseir. 



• 

• 
Şekil 26 

Şelimiz hala "fazlasıyla boş"tur. Bilinmeyen doğrunun 
A, B, C verileriyle ilgisi hala yeterli değildir. Şekilde bir 
ardımcı doğuya, bir eke -ama ne?- ihtiyaç vardır ve ol­
dukça ii bir öğrenci bile burada takılıp kalabilir. Kuşkusuz 
denenebilecek çeşitli sorular vardır, ama öğrencinizi tekrar 
su üzüne çıkaracak en iyi soru şudur: Vilrdn yararlı ola­
iecek bir şyr türetebildiniz mi ? 

Pei, slında veiler nelerdir? Şekil 26' da gösterilen nok­
lar. Bşka bir şey yoktur. B ve C noktalarını henüz yeteince 
kllanmadık. Bu nokalardan işimize yarayacak bir şeyler çı­
�abinemiz gerekir. Fakat, yalnızca iki nokayla ne yapabili­
z i? Onlaı bileşirebilir ve Şekil 27'yi çizeriz. 

B 

C 

Şekil 27 
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Şekil 26 ve Şekil 27 'yi üstüstc koyarsak, çözüm hemen 
görünmeyecektir. İki dik üçgen vardır. Bu üçgenler 
eşleşikir ve önemli bir kesişim noktası vard ır. 

• Yrmcı öğeler. Problemi kavrayışımız, yaptığımız 
çalışma_ sonunda başlangıçtakine kıyasla  çok daha fazla şey 
içerir (iLELEME E BAŞAI, 1 ) .  Çalışmamız iler]edikçe, 
başlangıçta ele aldığımız öğelere yenilerini ekleriz. Çözü­
mü ilerletmek amacıyla devreye soktuğumuz bir öğeye yar­
dıcı öğe adını veriyoruz. 

J. Çeşitli yardımcı öğeler vardır. Bir geometri proble­
minde şekil çizerken ,  şeklimize yardımcı dorular çizebiliiz. 
Birebir problemi çözerken bir yardımcı bi.inyn kullana­
biliriz (YARDIMCI PROBLEMLER, 1 ) .  Ote yandan, bir 
yardımcı teorem ise , asıl problemimizi çözme umuduyla ka­
nıtlamaya girişiğ·imiz bir teoremdir .  

2. Yardımcı öğeler kullanmak iç in çeşitl i  nedenler var­
dır. Önümüzeki sorunla ilişkili ve önceden çözülmüş bir roblem 
hatırlamayı başardığımızda sevinir, bu problemi kullanabi­
leceğimizi hisseder, ancak nasıl kullanacağımızı henüz bi­
lemeyiz. Diyelim, çözmeye çalıştığımız bir geometri pro­
lemi ve önceden çözüp hatırlamayı başardığımız üçgenler­
le ilgili bir problem olsun . Ancak, şeklimizde üçgen yok­
tur. Hatırladığımız problemi kullanabilmek için bir üçge­
nimiz olması gerekir; öyleyse , şekl imize , uygun doğrular 
ekleyerek bir üçgen oluştururuz. Genelde ,  önceden ç-

, zülmüş bir problem hatırlayıp bunu elimizdeki problem 
için kullanmak istediğimizde şu soruyu sormalıyız: Bu ro­
emi kulanbilek için yardımcı bir öğe bulabilir miyiz ? (Bölüm 
l0'da verilen, buna tipik bir örnektir. ) 

Tanımlara gi k, yardımcı öğeler b�lma fırsaını 
yakalarız. Örnein, çember tanımını gözden geçirirken, 
yalnızca merkez ve yaıçapan söz e tmekle kalmayıp, anı 
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·· bu geometrik öğeleri şekl imize çizeriz. Bunu 
· imi takdirde , tanımı somut bir biçimde kullan· 
oluruz ve hiçbir işe yaramaz. 

Bilinen sonuçları kullanmaya çalışıp tan ımlara geri 
dönmek, yardımcı öğeleri işe sokmak için geçerli nedenler 
olmakla birlikte, tek neden bunlar deildir. Eklenen öğe­
lein nsıl kullanılacağını  henüz bilmesek de problemi 
kaayışımızın içeriğini doldurmak, yeni ikirlere açılmak 
ve daha iyi öğrenmek için yardımcı öğeler ekleyebiliriz. Bu 
öğeleri ekleyerek probleme bakmanın "parlak bir ikir" 
olduunu düşünüyor olabiliriz. 

Yardımcı bir öğeyi işe koşmak için nedenimiz şu ya da 
bu olabilir, ancak bir nedenimiz mutlaka olmalıdır. Gerek­
siz yere yardımcı öğe kullanmamal ıyız . 

.. 
3. nek. Bir açısı , yüksekliği ve çevre uzunluğu veilen 

bir üçgen çizin. 

A 

Şeil 28 



A 

p 
Şekil 29 

un işaretendiryi yapalım. Veri len açı a; h yüksekli­
ği a'nın köşesi A' dan çizilen yükseklik  ve çevre uzunluu p 
olsun . a ve h'yi kolayca yerleşti rebi leceğimiz bir şekil çielim. 
Tüm vii kullandık mı ? lIayır_, şeklim iz üçge�in çere u­
zunluğunu gösteren p uzunluğunu i çermiyor. Oyleyse, P'0 
devreye sokmalıyız . ma nasıl? 

Bunun için çeşili yollar deneyebil iriz . Şekil 28 ve 29 'a 
gösterilen girişimler beceriksizce görünür. Bu ii şelin 
b�zi neden tatmin etmediğini düşünürsek, nedenin simei 
yoksunluğundan kaynaklandığ-ın ı  anlarız .  

Aslında, üçgende bilmediğimiz üç kenar vardır: a, b, c. 
Her zaman olduğu gibi A'nın karşısındaki kenara a diy­
ruz. Ayrıca, 

a + b + c = p 

olduğunu biliyoruz. Problemimizde b ve c kenarları anı 
rolü oynar. Bu ikisi kendi aralarında değişti ri lebilir. Pro­
lemimiz b ve c'ye göre simetriktir .  Fakat, Şekil 28 ve 29'da, 
b ve c ay�ı role sahip değildir. p'i yerleştirirken b ve c'� 
rlı biçimlerde ele ldık ve elde etiimiz şeiller (28 ve 29) 
problemin doğsındaki simetrii bozuyor.  p'yi öyle yerleş­
imeliiz i, p ile b arasındaki ilişi, p ile c arasındi iliş­
iyle aynı olsun. Bu düşünce, p uzunluunu Şekil 30'dai 
gibi yerleşimemize yardımcı olabilir. Üçgenin a kenrına, 



E 

. . 

b 

. . 

A 

C a 

Şekil 30 
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B C D 

bir arfta b uzunluğundaki E doğru parçasını , diğe� ta­
fa c uzunluğundaki BD doğru parçasını ekleyelim. Oyle 
i, Şeil 30 'da görüldüğü gibi , D doğrusunun uzunluğu 

b + a + c = p 

olsun. Çizim problemlerinde bir. parça deneyimliysek, şek­
limize, D'nin yanısıra , AD ve AE yardımcı doğrularını çi­
zebiliriz. Bu doğruların her biri bir ikizkenar üçgenin ta­
banını oluşturur. Aslına bakarsanız, probleme ikizkenar 
üçgen ibi basit ve tanıdık öğeleri sokmak mantıksız değil­
dir. 

Yardımcı doğrularımızı şekle yerleştirmekle büyük bir 
şans yakaladık . Yeni şeklimizi incelersek, L D ile verilen 
d açısı arasında basi t bir ilişki olduğunu görebiliriz. L ABD 
ve L A E ikizkenar üçgenlerini kullanarak, 

LDAE = a + 90° olduğunu buluruz.. Bundan sonra, L 
2 

D'nin çizimini deneyebilir, bunu yaparken de asıl prob­
lemimizden çok daha basi t  bir yardımcı problem kullanı­
nz. 

4. Öğremenler ve ders ki tabı y�zarları bir noktayı u­
numamalılar: Zeki öğrenci ve ZEI OKYUCU, akıl yü­
rüme bsamaklannın doğrulanmsıyla tatmin olmazlar ve 
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çeşili bsmaları güdüleyen unsurlaı ve bsamalaın 
macını da bilmek isterler. Yardımcı bir öğenin dereye s­
kulması çarpıcı bir adımdır. Şekilde hiçbir güdülenme ol­
madan, ansızın hileli bir yardımcı doğru beliir ve bir anda 
problemi çözerse, zei öğrenci ve okuyucular hayal kıılı­
ına uğrayacak, . aldaıldıklarını düşüneceklerdir. Mate­
maik, mantıımıza ve yaratıcı güçlerimize hiap etii sü­
rece ilinçtir. Fakat en belirin adımın güdüsü ve amacı 
anlaşılamıyorsa, akıl yürütme ve yaratmaya yönelik bir şey 
öğrenmek mümkün olmz. Böylesi bsamalaı uyun de­
işlerle (ukaıda 3 ' te olduu ibi) ya da dikkale seçilmiş ­
nei ve soularla (bölm 1 0, 1 8 , 1 9, 20'de olduu ibi) anla­
şılır kılmak uun bir süre ve çaba ister, ancak buna değecek­
tir. 

Yardımcı problem , as ıl probleın imizi çözmesine yar­
dımcı olacağını umarak el e al dığ· ı ınız bi r problemdir. U­
laşmak istediğimiz yer ası l  prohlenı i ın iz ,  yardımcı problem 
ise amacımıza ulaşmak İ <; in  kul landığıın ız bi r araçtır. 

Bir böcek pencere caın ından geçıneye çalışır, bunu 
tekrar tekrar dener ve ya_ndaki , i çeriye gi rdiği açık pence­
reden çımaya çlışmaz .  I nsanoğ·lu ise �aha akıllıca dava­
n ır, en zından davranması gereki r .  i nsanın ü ünlüğü, 
doğudan yenemediği bi r enge l in  etrafına dolanmsında, 
sıl problem çözülemcdiğinde uygun b i r  yardımcı pro­
lem yaraabilmesindedir . Yardımcı bir problem oluştumak 
önemli bir zihinsel i şlemdi r .  Bşka bi r probleme hizmet 
edecek açık seçik bir problem I ma  ka bir ma-
ca lşmada aaç olacak t ak bir zea ba-
şısıdır. Yrdımcı 1 · zekice ele almaı öğrenmek 
(a önemli i işir. 

1. 
4 

X - JJ + 36 = 0 



x� • (x2 )2 olduğunu görebilirsek, 
2 y = x 

'ligini yerleşirmenin avantajını da farkedebiliiz. 

Şimdi elimizde yeni bir problemimiz vardır: 

y
2 

- 13y +36 = o 

denlemini sağlayan y' yi bulun. 

2 7 

Yeni problem bir yardımcı problemdir, bunu sıl 
problemimizi çözmek için araç olarak kullanacağız. Yar­
dımcı problemimizin bilinmeyeni y' lir ve yardımcı biline­
n olarak adlandırılabilir . 

.. 
2. mek. Aynı köşeden çizilen, üç kenarının uzunluğu 

veilen bir dörtgen paralelyüzlünün köşegenini bulun. 

Bu problemi çözmeye çalışırken (bölüm 8) , analoji 
(bölm 15) bizi bir başka probleme götürebilir: Aynı kö­
şeden çizilen iki kenarının uzunluğu verilen bir dörtgen 
paralelkenarın köşegenini bulun . 

Yeni problem bir yardımcı problemdir. Bunu ele ala­
rak asıl problemimizin çözümünde bize yararlı olacak bir 
şeyler yakalamayı umuyoruz. 

3. Yarar. Bir yardımcı problemi ele alarak çeşili yarar­
lar sağlayabiliriz. Yardımcı problemin sonucunu kullanabi­
liiz. Birinci örnekte , y içeren denklen1i çözerek y'nin 4 ya  
da 9 olduğunu buluruz. x2 = 4 ya da x2 = 9 olacaktır. Böyle­
ce tüm olsı x değerlerini çıkartmış oluruz. Başka örnek­
lerde ise, yardımcı problemin yöntmini kullanabiliriz. İ­
inci önekte, yardımcı problem bir düzlemsel geometri 
problemidir; bir uzay geometi problemi olan asıl pro­
lemden daha bsit, ancak analogdur. Bu tür bir problemi 
ele lmak da manulıdır. Bize asıl problemimizde kullana­
bleceimiz ,bzı yöntem, işlem ya da araçları anıma ırsatı 



veir. ikinci örneğimizde , yardımcı prohlcm seçimimi1t 
oldukça şanslıyız . Bu problemi yak ından incclcdiimi11t 
hem yönteınini hem de sonucu kul lanabil eccğirnizi gôr­
rüz (bakınız, bölüm 1 5  ve TÜM EİLEİ K 
NIZ MI? ) . 

4. Risk. Yardımcı probleme harca�ığ·ımız çaha ve ,a­
manı asıl problemden çalmış oluruz. incelememiz bşar­
sız olursa, bu zaman ve çaba kaybolmuş olacaktı r . Bu üz­
den ,  yardımcı problem seçmeye al ışmalıyız .  Seçimimiz için 
çeşili nedenlerimiz olabili r. Yardımcı problem asıl pro. 
lemden daha ulaşılabilir görünebili r, daha öğreici olabilir 
ya da bir tür estetik çekiciliği vardır. Bazen yardımcı pror 
lemin tek avantaj ı ,  yeni olması ve keşfedilmemiş fırsalar 
sunmasına dayanabilir. Bunu seçmemizin nedeni, sıl 
probleme yaptığımız yaklaşımların tükenmiş görünmesi ve. 
sıkılmış olmamızdır. 

5. Nasıl bulmalı ? Bize önerilen problemi çözebilmek 
çoğu kez uygun bir yardımcı problem bulabilmeye bağlı­
dır. Ne yazık ki , çözüme götürecek yanılmaz bir yöntem 
olmadığı gibi , uygun bir yardımcı problem bulma yöntemi 
de yoktur. Bununla birl ikte , bize s�k . sık yardımcı olabile­
cek soru ve öneriler vardır: BiLiNMEENE BIN. . . . 
PROBLEMiN ÇEŞiTLENMESi ise çoğunlukla bizi işe yaa-
yacak yardımcı problemlere götirecektir . 

. 
6. Eşeğr robemr. iki problemden her biinin çözü· 

mü diğ�inin çözümünü içeriyorsa, bu problemler şr· 
dir. 1 .  Orneğimizde, asıl problem ve yardımcı problem 
birbirine, eşdeğerdir. 

şağıdaki teoremlei ele alalım: 
A. Bir eşkenar üçgenin her açısı 6('' dir. 
B. Bir eşaçılı üçgeni� her açısı 61'' dir. 



ii teorem birbirinin eşi deği ldir ve farkl ı tsımlar 
. Bii bir üçgenin kenarların ın ,  diğer iç açı larının e­

ilgilidir. Ancak iki teorem de birbirinden çıkartı­
·n . Dolayısıyla kanıt problemi A, kanıt problemi B'ye 

değer olur. 
Eğer A'yı kanılamamız isteniyorsa, yardımcı problem 

ol ak kanıt problemi B'i devreye sokmamızda yarar var­
ır. Teorem B'nin kanıtlanması biraz daha kolaydır. Daha 
önemlisi, B'nin A�dan daha 'kolay olduğunu öngörebiliiz. 
Ylnızca açılarla ilgili olan B teoremi ,  hem açılarla hem 
kenarlarla ilgili olan A teoreminden daha "homojendir . " 

sıl problemden yardıncı probleme geçişe -eğer bu 
problemler birbirine eşdeğerse- dönüştürülebilir indirgeme, 
ki yanlı indirgeme ya da eşdeğr indirgeme denir. Yani , 
A'nın B'ye indirgenmesi (yukarıya bakınız) dönüştürülebi­
lir bir indirgemedir; 1 .  örnekteki indirgeme gibi . Belirli 
açlardan bakıldığında, dönüştürülebil ir indirgemeler di­
ğer yardımcı problem kullanma yollarında daha önemlidir 
ve yeğlenir. Fakat asıl probleme eşdeğer olmayan yardımcı  
probleml�rde çok yararlı olabilir; 2 .  örnekte olduğu.gibi . 

7. Eşeğr yardımcı probem zinciri, matemaiksel man­
uk ürütmede sık sık karşımıza çıkar. A problemini çöz­
memiz ger�kirken çözümü göremez, fakat A'nın bir başka 
B problemine eşdeğer olduğunu farkederiz. B problemini 
ele ldığımızda, B'ye eşdeğer bir başka C problemi karşı­
mıza çıar. Aynı biçimde ilerleyerek Ci D'ye indirgeiz. 
Bu böylece devam eder: Sonunda çözü:ü bilinen ya da 
hemen bulunabilecek bir L problemine geliriz. Her prob­
lem bir öncekine eşdeğer olduğuna göre , L problemi sıl 
A problemine de eşdeğer olacaktır. Böylece, asıl proble­
mimiz olaq A'nın çözümünü, bir yardımcı problemler zin­
ciinin son bağlantısı olan L probleminden çıkarabiliiz. 



Bu tür problem dizileri Yunan matemaikçilei t4. 
ından da biliniyordu; bunu P P PUS' un önemli bir lı­
sından anlıyoruz. Şimdi 1 .  örneğimizi ele alalım . 

Bilinmeyenimiz x'e getiilen koşula (A) diyelim: 

(A) x4 
- 13x2 + 36 = O. 

Bu problemi çözmenin bir yolu da ,  verilen koşulu, (BJ 
adını vereceğimiz bir başka koşula dönüştürmektir; 

(B) (2x2)2 - 2 (2x2) 13 + 144 = O. 
A) ve (B) koşullarının farklı olduğuna dikkat edin. Bu 

çok küçük bir fark olabilir, fakat (A) ve (B) kesinlile eşde­
ğer değildir. (A)'dan (B)'ye geçişimiz yalnızca dou ol­
makla kalmaz, aynı zamanda, böylesi denklemlei anıyn 
herkes için çok açık olan kesin bir amacı vardır. Anı yön­
de ilerleyerek (B) koşlunu bir başka (C) koşuluna dönş­
türürüz: 

(C) 

(D) 

(E) 

(F) 

(G) 

(H) 

(2x2
)

2 - 2 (2x2
) 13 + 169 = 25 

(2x2 
- 13)2 = 25 

2x2 
- 13 = +  5 

, 1 3 + 5 
x- = --

x = ±�1 3; 5  
x = 3, ya da -3, .ya da 2, ya da --2. 

Yaptığımız her indirgeme dönüştürülebilir bir inir· 
gemedir. Dolaısıyla, son koşul (H), ilk koşul (A)'a eşde· 
ğerdir ve 3, -3, 2, · -2 asıl denklemimizin olası çözümleidir. 
Yukarıda, bir (A) ilk koşulundan yola çıkıp bir koşllar i­
zisi, (B), (C), D) . . .  türetik. Bunlaın her biri bir önceine· 



.,tı"ı�n ·· . Bu noka büyük bir dikkat ister. Eşdeğer koşul­
ı nesneler tarafından sağlanır. Bu yüzden ,  bize öne­

bir koşuldan, buna eşdeğer yeni koşula geçiyorsak 
z " ml r ynıdır. Fakat öneilen bir koşuldan daha dar bir 

koşula geçersek çözümlei kaybedeiz; daha geniş bir koşu­
la geçiimizde ise asıl problemle hiçbir i lgisi olmayan yan­
lış çözümler karşımıza çıkacaktır. Birbirini izleyen bir dizi 
indirgemede önce daha dar, sonra daha geniş bir koşula 
geçersek, asıl problemimizin izini tümüyle kaybederiz .  Bu 
tehlikeden kaçınabilmek için, getirilen her yeni koşulun 
apısını dikkatle incelemeliyiz: Bu yeni koşul eski koşula 
eşdeğer midir? Buradaki gibi tek bir denklem yerine bir 
denlemler sistemi ya da denklemlerle ifade edilmeyen bir 
koşlla (geometrik çizimlerde olduğu gibi ) uğraşıyorsak, 
bu sou daha da önem kazanır. 

(PPPUS' la, özellikle 2, 3, 4, 8 ile kıyaslayınız. 
Pappus' tan yapılan alıntıd�ki anlatım gereksiz kısıtlamalar 
içerir ve hepsi farklı bir bilinmeyen içeren "sonuç bulma 
oroblemleri" zincirini tanımlar. Burada ele alınan örnek 
1 

ise bunun tam zıttıdır: Zincirin tüm problemlerinde aynı 
bilinmeyen vardır ve yalnızca koşulun biçimi farklıdır. 
Kuşkusuz, böyle bir kısı tlama gerekli deilir. ) 

8. Teyanlı indirge. Diyelim iki problemimiz var: A ve 
B. Bunlaı ikisi de çözülmemiş. A'ı çözebilsek B'i de çöze­
bileceiz. Fakat bunun . tersi do.ğu deildir. B'i çözünce, A 
hakkında sadece biraz bili edinebiliiz. Böyle bir durumda 
A'ı çözmele daha fazla şey elde edeiz� Bu iki problemden 
A'a çok idialı, B'ye z dialı problem diyelim. 

Bize öneilen problemden yola çıkıp daha iddialı a da 
aha iddisız bir probleme geçersek, bu adıma tekyanı in­
. dirge deiz. İki çeşit tekyanlı indirgeme vardır ve her iisi 
de iiyanlı ya da dönüştürülebilir bir indirgemeden daha 
tehlikelidir. 



�,, iddial ı hi ı 
lJ , ,  
,ı l 1. ı z · , ih· i lK i l i  

, c - O ko�·a ı ak va ı d ını . - ı ı 

geçebilir .  ı u l · 1 ,, v<· �t· n işJ i� i  , o)a ı ı  bi ,- J 
edebilirdik .  ilaha aı !ddial ı hi r prohh· rne t • 

digeıncye örıu.·k olarak ()ZELLEŞ' f 'I R\1 E ,  :� . 4 .  ',, . . 
nıı .  Bu örnekler ,  hiraL · t n  · t  daha az iddial ı bı r 
probleıni ti ı nu ltşı olarak kul lanabi l t'ceK i ın izi ,  ı1 f 

probleın in  çözünıünü uygun hir taınaınlay ıc ı  d u 
birleşirerek,  sıl problemin çüzün1ünü  e lde edcbil'( t�ı­
mizi gösteri r .  

Daha iddialı bir probleme tek.anl ı  geçiş de bşarı l ı  (­
labili�. (GENE:LEME,  2 'ye ve TUMEVAIM \r �t\TE­
A TISEL TUMEVAIM'  da birinci  problemin iinci 
probleme indirgemesine bakın . )  Aslında, _ daha iddial ı 
problem daha ulaşılabil ir olabil i r; bu, MUCiT PRDO\­
SU 'dur. 

• Zei okuucu. Bir matemaik ki tabını okuyan zei ­
kuucu iki şey ister: 

Birincisi , argümanda atılmakta olan adımının dou 
olduğuıu görmektir. 

!kincisi , atılmakta olan adımın amacını görmekir. 

Matematik dersini dinleyen zeki dinleyici de anı şey­
leri ister. Argümanın atılmakta olan adımının amacını g­
remiyor ve herhangi bir amacı olmadığından kuşkulnı­
yorsa, karşı çıkmaz bile ;  düş kırıklığına uğrar, sıkılır ve 
arümanın ucunu bırakır. 

Zeki öğremen ve zeJ:d ders kitabı azarı bu noktlan 
gözönünde tumalıdır. Doğu yazmak ve konuşmak kesin­
likle gereli, ancak yeterli değildir. itap ya da . hada 



bir biçimde çıkartılan bir türeim; birbi rin i  izleyen 
l . . amacı anlaşılamıyorsa, okuyucu ya da dinleici 

I bir argüman bulmanın nası l  mümkün olduğunu an-
.1, nı a ,  anlatılanlardan böyle bir argümanı kendi ba-
ın nsıl geliştirebileceğine ilişkin bir ipucu elde edemi­

yosa, ulşılabilir ve eğitici olmayacaktır. 

Listemizdeki soru ve öneriler yazara ve öğretmene 
argmanının amacı ve güdülerini vurgulamakta yardımcı 
olabilir� Bu açı�an �zel likle yararlı olabilecek bir soru şu­
dr: TUM VEiLEi KULNDIK MI? Yazar ya da öğret­
men bu soruyla, o ana kadar kullanılmamış bir veriyi ele 
lmayı geçerli kılacak bir neden gösterebilir. Okuyucu ya 
da dinleyici ise ,  aynı soru yazarın ya da öğretmenin yürüt­
tüğü mantığı anlamak için kullanabilir ve bu soruyu sora­
rak argümanın bu adımını kendi başına bulabileceğini dü­
şunur. 

Zei problem çözücü kendine sık sık listemizdeki soru­
lan sorar. Belki bu tür soruları kendi başına bulmuştur ya 
a birilerinden bu soruyu duyup sorunun doğru kullanı­
mı�ı kendi başına keşfetmiştir. Büyük olasılıkla, tipik bir 
souu durmadan tekrarladığını farketmez bile. Ya da soru 
en sevdiği soudur. Yaptığı işin herhangi bir aşamasına. uy­
un düşen sorunun kendi zihinsel yaklaşımının bir parçası 
olduunu bilir. 

Zei problem çöıücü listemizdeki soru ve önerilerin i­
şe yarayacağını düşünebilir. Belirli bir soruya ilişkin örnek 
ve açıklamları gayet ji anlayabilir, sorunun doğru kulla­
nımı konusunda kuşku duyabilir, fakat sorunun gerekir­
dii süreçle problem çözerken karşılaşmadıkça yararını 
deneim içind� göremediği ve doğu kullanımını kendi 
bşına keşfemedikçe gerçek anlamını yakalamış sayılmaz. 
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Zeki problem çözücü listedeki tüm soruları somaya 
hazır olmalı, fakat elindeki problemi dikkatle ele alıp, ön­
yargısız ve kendi başına karar vermeden hiçbir souu 
gündeme getirmemelidir. içinde olduğu durumun, sou-
nun başarıyla uygulandığı bir başka duruma yeterince 
benzeyip benzemediğine kendi karar vermelidir. 

Zeki problem çözücü, herşeyden önce soruu elinden 
geldiğince eksiksiz ve açık bir biçimde anlamaya çlışır. 
Ancak anlamak tek başına yeterli değildir; problem üze­
�nde yoğunlaşmalı ,  çözümü bulmayı içtenlikle istemelidir. 
Içinde. gerçek bir istek duymuyorsa, soruyu bir kenara bı­
rakması daha iyi olacaktır. Gerçek başarının gizi, proble­
minize tüm kişiliğinizi katabilmekte yatar. 

J. 



i. KISIM: 
PROBLEMLER, 

İPUÇLARI, ÇÖZÜMLER 

Bu son kısım okuyucuya ek uygulama fırsaları sun­
m adır 

Buadai problemler, iyi bir lise eğitiminden elde edi­
lebilecek önsel bilgiden fazla bir şey gerektirmez. ine de , 
çok kolay ve uin problemler değildir . Bazıları için yaratı­
clık ve zea gereir. 

İpuçlan, sonuca götürecek yollara işaret eder. Bunla­
nn çouna listedei uygun sou kullanılmıştır . Dikkali 
bir okuucu, çözüme göürecek anahtar iki açığa çıkara­
nur. 

özümler ylnızca yanıtı deil, yanıta götüren yöntemi 
de v�ir. Kşksuz okuucunun bazı ayrıntıları doldurmsı 
gcremedir . Bzı çözümlein sonunda daha ileri bir 
gö� venye ç\ı,acak birkaç sozcük elenmişir . 
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Problemlei içtenlikle çözmeye çalışan okuyucu, ipuç­
ları ve çözümlerden en iyi şekilde yararlanma şansına sa­
hipir. Sonuca kendi başına ulaştıysa, ken·di yöntemini vei­
len yöntemle karşılaştırarak bir şeyler öğrenebilir. Oku­
cu, ciddi bir çabadan sonra vazgeçmei düşündüünde, 
ipuçları gerekli iki sağlayabilir. İpucu da yararlı olmıyor­
sa, çözüme bakarak anahtar ikri alabilir, sonra da pro­
lemi tekrar ke·ndi başına çözmeye çalışabilir. 

PROBLEMLER 
1. Bir ayı, P noktasından başlayarak_ güneye doğu bir 

mil yürür. Sonra yön değiştirir ve doğuya doğru bir mil 
yürür. Bundan sonra tekrar sola döner ve bir mil kzeye ü­
rüyerek bşladığı Pnokasına gelir. Ayının rengi nedir? 

2. Bo�, dümdüz ve dört sınır çizgisi olan bir arazi par­
çası ister. iki sını. kuzey-güney çizgisinde , iki sınır ise am 
dou-batı çizgisinde uanır. Bob, BD'de, her sının 100m u­
zunluğunda olan böyle bir arazi satın alabilir mi? 

3. Bob'un 10 cebi ve 44 gümüş doları vardır. Bob do­
larları, hepsinde farklı sayıda dolar olacak biçimde ceple­
rine dağıtmak istiyor. Bunu yapabilir mi? 

4. Bir matbaacı kocaman kitabın sayfalarını numara­
lamak için, 2989am kullanıyor. Kitabın kaç safsı rdır? 

5. Büyükbabamızın evrakı arasında bir fatura bulundu: 

72 hindi, -67, 9- $. 
Hindilerin toplam iyatını gösteren sayının ilk ve son �-

rakmı okunmıyordu. Silinmiş olan bu rakamlar hanile-
ridir ve bir hindinin iyatı ne kadardır? 
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6. Düzgün bir altıgen ve bunun düzleminde bi r noka 
eilir. Verilen noktadan geçen ve verilen altıgenin alanını 
iki eşit parçaya bölen bir doğ-ru çizin .  

7. Bir kare verilir. arenin ( a )  90''lik, (b) 4 5'' l ik açı­
lardan gözlendiği noktaların topluluğunu bulun. (P, kare­
nin dışında fakat aynı düzlemde bir nokta olsun. Köşesi P 
olan ve kareyi içeren en küçük açı , karenin "P noktasından 
gözlendiği açıdır. " )  Her iki noktalar topluluğunu çizin ve 
m tanımını verin. 

8. Bir katının yüzeyindeki iki noktayı birleştiren doğ­
uya katının ekseni diyelim. Öyle ki , kare bu doğru etrafın­
da f' den büyük ve 36f' den küçük bir açıyla döndürüldü­
ğünde kendisiyle çakışsın. 

Bir küpün ekse}lerini bulun. Eksenlerin yerini açıkça 
anımlayın ve her birine ilişkin dönme açısını varsayarak 
uzunluklarının aritmetik ortalamasını bulun. 

9. Bir döryüzlüde (düzgün olması gerekmez) karşıt iki 
kenar birbirlerine dik ve uzunlukları aynı dır: a, bu iki ke­
nar orta noktalarını birleştiren ve uzunluğu b olan bir doğ­
uya diktir. Döryüzlünün hacmini a ve b terimleriyle ifade 
edip·yanıtınızı kanı tlayın. 

1 O. Bir piramidin tabanının karşısındaki köşeye douk 
noktası deriz. 

( a) Bir piramidin doruk noktası tabanın tüm köşein­
en eşit uzaklıkaysa, bu piramide "ikizkenar" diyelim. Bu 
anımı benimseyerek, ikizkenar bir piramidin tabanının, 
merkezi piramit yüksekliğinin ayağı ·olan bir çembere içtn 
eğet olduğunu kanıtlayın. 

(b) Şimdi, bir piramidin douk noktası tabanın tüm 
kenarlarından eşit uzaklıkaysa ( dik) , bu piami_de "iizke­
nar" iyelim. Bu tanımı benimseyerek (yukardainden 



farlıdır) , ikizkenar bir piramidin tabanının ,  merkezi > 
mit yüksekliğinin ayağı olan bir çeınbere dıştan tt <J). 

u' nu kanılayın. 

1 1. Dört denklemi, yani, 

x + 7y + 3v + 5u = 16  

8x + 4y + 6v + 2u = -16 

2x + 6y + 4v + Bu = 1 6  

5x + 3y + 7v + u = -1 6  
sistemini sağlayan x, y, v, u sayılarını bulun. (Bu çözüm 
uzun ve sıkıcı görünmektedir; kısa bir yol bulun. ) 

12. Bob, Peter ve Paul birlikte yolculuk yapmakadır­
lar. Peter' le Paul iyi yürüyüşçülerdir; ikisi de saatte p mil 
yürüyebilir. Ayağı incinen Bob iki kişinin binebileceği , a­
kat üç kişinin binemeyeceği, küçük b�� arabayı sümekte­
dir. Araba saatte c mil yapmaktadır. Uç arkadaş şu planı 
yapar: Paul, Bob' la birlikte arabaya biner, Peter yürür. Bir 
süre sonra Bob, Paul 'u indirir ve Paul yürümeye başlar. 
Bob geri dönerek Peter' i  alır. Bob ve Peter, Paul'e yetişene 
kadar arabayı sürerler. Paul' e yetiştiklerinde durumu tek­
rar değiştirirler: Paul arabaya biner ve Peter başlangıçai 
gibi yürümeye başlar. Tüm bu işlemler gereken sıklıka 
tekrarlanır. 

( a) Üç a·rkadaş saatte kaç mil ilerler? 

(bJYolculu� süresinin ne kadarlık kısmında araba tek 
kişi şır? 

(c) p = O ve p = c olduğu uç noktaları kontrol edi�. 

13. Üç sayı arimetik bir dizi, üç başka sayı da geomet­
rik dizi oluşturur. Bu iki dizinin birbfrine karşılık gelen 
teimleri toplandığında, 



öııimler 

85, 76 ve H4, 

· dizinin ı\· terinıi toplandığında İ §c 126 elde edi­
. .  iki dizinin de teriınlerin i  bulun .  

14. x4 
- ( m + 2)x2 + m2 

- O 

eildiinde , öyle bir m hulun ki , denklemin ari tmeti k  dizi 
l dört �çek kökü olsun. 

1 5. Bir dik üçgenin çevre uzunluğu 60r,n ve hipotcnü­
se dik yüksekliğin uzunluğu J 2cm'dir. Üçgenin kenarlarını 
blun. 

16. Bir dağın doruğundan ovadaki A ve B noktaların ı  
gömektesiniz. Bu noktalara yönelilen görüş çizilei y 
açısını içerir . Birinci görüş çizgisinin eğimi dikey düzlemle 
. açısını, ikinci görüş çizgisinin eğimi p açısını yapar. A ve 
B noktalarının aynı düzlemde olduğu ve aralarındaki uzak­
lığın c olduğu bilinmektedir. 

Doruun A ve B'nin bulunduğu düzlemden yüksekli­
ğini, yani x'i ;  a, �' y açıları ve c uzaklığı cinsinden ifade 
ediniz. 

1 7. 
1 2 3 n 

- + - + - + . . .  + ---
2 !  3 !  4 !  (n + l) !  

ifadesinin değerlerinin n = 1, 2, 3 için sırasıyla J /2, 5 / 6, 
23/24 olduunu göstein ve genel bir kural ahmin eip 
(gereirse daha fazla değer deneyerek) tahmininizi kanıt­
laın. 

18. 1 = 1 
3 + 5  = 8  

7 + 9 + 1 1 = 27 
13 + 15 + 1 7 + 1 9  - 64 

21 + 23 + 25 + 27  + 29 - 125 
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Yukarıdaki taQloyu inceleyin ve bu örneklere ilişin 
genel bir kural öngörün. Bu kuralı uygun matematiksel 
işaretlendirmeyle ifade edip kanıtlyın .  

19. Düzgün bir altıgenin kenar uzunluğu n' dir ( n bir 
msayıdır) . ltıgen, kenarlarına eşit uzaklıkta ve paralel­
lerle T adet eşkenar üçgene bölünür. Bu üçgenlerin her 
birinin kenar uzunluğu 1 birimdir. Bu bölünmeyle oluşan 
köşe sayısı V ve 1 birim uzunluğundaki sın ır  çizgilerinin 
sayısı L olsun. (Bir sınır çizgisi , bir ya da iki üçgene aittir; 
bir köşe, bir ya da iki üçgene aittir. ) n = 1 olduğunda -bu 
en basit durumdur-, T = 6, V = 7 ve L = 12 olur. Genel du­
rumu ele alın ve T, , L'i n cinsinden ifade edin .  {Tahmin 
etmek iyi , kanıtlamaksa daha iyidir. ) 

20. Yüz bin lirayı bin, beş bin ,  on bin, yirmi beş bin ve 
elli binlik paralar kullanarak kaç değişik biçimde bozdura­
bilirsiniz? (Bozdurma biçimi hangi paradan kaç tane kul­
lanıldığına bağlıdır. )  

iPUÇI 
1. Bilinmyen nedir? Bir ayının rengi ;  fakat bir ayının 

rengini matematiksel verilerden nasıl bulabiliriz? Ne veil­
miştir? Geometrik bir durum, fakat bu durum kendisiyle 
çelişkili görünür: Bir ayı tanımlanan biçimde yürüyerek, 
nasıl başlangıç noktasına dönebilir? 

2. Sounla ilişkili bir problem biliyor musunuz ? 

3. Bob'un yeterince doları olsaydı , ceplerinin her biri­
ne farklı miktarda para komaka güçlük çekmezdi; bu a­
çıktır. robmi başka sözcükre fae eebilir misiniz ? Ceplerin 
hiç birinde aynı miktar para olmaması koşuluyla, J O cebe 
yerleşirilebilecek dolar mikarı nedir? 
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4. İşlt · önünüzdeki sounla ilişkili bir f1robem: �tabın 9 
ı varsa, kaç rakam kullanıl ı r? ( Elbe tte ,  9. ) işte si ze 

ı u i sorunla ilişkili bir .başka problem : i tabın 99 
ı varsa, kaç rakam kullan ıl ır? 

5. robmi başka sözcüklrle fade edebilir misiniz ? Eğer to­
lm iat 72 ile bölünüyorsa, silinmiş rakamlar ne olabilir? 

6. Daha kolay youmlayabileceğiniz sorı,nla ilişkili bir prob­
m düşünebiliyor musunuz ? Belki daha genel bir problem ? Ya da 
analog birrobem? (GENELI'EME, 2 )  

.. 
7. nünüzeki sorunla ilişkili bir problem biliyor musunuz ? 

Bir doğru parçasına belirli bir görüş açısından bakan nok­
ların toplamı iki çember yaydan oluşur. Bu yaylar doğru 
parçsının uç noktalarında sona erer ve doğru parçasına 
göre birbirine simetriktir. 

8. Okuucunun küpün şeklini tanıdığını  ve belirl i  ek­
senlei inceleyerek bulduğunu varsayıyorum, fakat bunla­
ın hpsi eksen mi? Eksen l istenizin sonlu olduğunu kanıt­
layabilir misiniz? Listenizde belirgin bir s ınılandırma i lkesi 
var mıdır? 

1 

9. Bilinyne bakın! · Bilinmeyen ,  bir dörtyüzlünün 
hacmi; evet, bir piramidin tabanı ve yüksekliği veri ldiğinde 
hacminin bulunabileceğini biliyorum ( ikisi çarpıl ıp 3' e 
bölünür) , fakat elimizdeki _soruda ne taban ne de yükseklik 
verilmiştir. Daha kolay youmlayabi,eceiniz sorunla ilişkili bir 
bşka robem düşünebiliyor musunuz ? (Verilen döryüzlünün 
�ümöleni olan daha kolay ulaşabileceğiniz bir döryüzlü 
görebiliyor musunuz? ) 

1 O. Sounla ilişkili bir teorem biliyor musun uz ? ilişi� . . .  
daha basit . . .  ınalog bir teorem biliyor musunuz? Evet: iiz­
kenar bir üçgende tabanın orta nokası, yükseliği� ayağı­
dır. İşte size önünü.eki sounla ilişkili ve önceden - kanıtanmış 



bir ,,� .... . Bu tnin yöntnnini . . .  kullanabilir misinz,  İki1-
kenar üçgenle ilgili problem , yüksekliğin ortak kenarJannı 
oluşturduğu eşleşik dik üçgenler kullan ı larak kanı tlanır. 

1 1. Okuyucunun doğrusal denklem sistemlerine a,ina 
olduğu varsayılır. Böyle bir sistemi çözebilmek iç�n , siste­
min denklemlerini bir biçimde birleştirmeliyiz. OzellikJe 
avantajlı olabilecek bir birleşime işaret eden denklemler 
arasındaki ilişkilere dikkat edin .  

12. Koşulu çeşitli kısımlanna ayınn. Bu kısımlan yabilir 
misiniz ? Başlangıç noktasıyla, üç arkadaşın tekrar karşılştı­
ğı nokta arasında üç farklı evre vardır: 

( 1) Bob, arabada Paul ile birliktedir, 

(2) Bob arabada yalnızdır, 

(3) Bob, arabada Peter ile birl iktedir. 
Bu evrelerin sürelerine sırasıyla tl, t2 ve t3 diyelim. 

Koşulu uygun kısımlara nasıl ayırırsınız? 

13. Koşulu çeşitli kısımlaına ayıın. Bu_ kısımlan yazbilir 
misiniz ? 

·a - d  ' a, a + d 

aimetik dizinin terimleri olsun. 

bg - 1, b, bg 
ise geometrik dizinin terimleri olsun. 

J 4. Koşul nedir? Dört kök aimeik bir dizi oluştuma­
lıdır. ine de denklemin bir özelliği vardır; bilinmeyen x'in 
yalnızca çift üslerini içeir. Dolayısıyla ,  a, köklerden bii 
ise; a da köklerde� biidir. 

15. Koşulu çeşitli kısımlanna ayınn. Bu ksıman ybilir 
misiniz ? Koşulda, 

1 
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(1) çere 
(2) ik üçgen 
(3) hipotenüs yüksekliği 

ile ilişili üç kısım ayırabiliriz. 
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16. Koşulu çeşitli kısımlanna ayınn. Bu kısımlan yazabilir 
misinz ? a ve b, sırasıyla (bilinmeyen) görüş çizilerinin u­
unluklarını göstersin; a ve � da, görüş çizgilerinin dikey 
dlemde yaptığı açı olsun. Koşulu,  

( 1 )  a' nın eğimi 
(2) b'nin eğimi 
(3) kenarları a, b, c 

olarak, üçgenle ilgili üç kısım ayırabiliriz . 
1 7. Paydaları, (2 ,  6 ,  24'ü)  bir yerden tanıyor musunuz? 

Ya da �nalog bir probem? (TÜMEVAIM VE MATEMATİK­
SEL TUMEV IM) 

18. Tmemla apılacak buluş, gözlem ister. Sağ la­
a, sol alaın ilk ve son teimlere baın. enel kul nedir? 

1
19. Bir şekil çizin. Bu şeklin gözlenmesi , tümevarımla 

kuralı keşfemenize yardımcı olabilir ya da sizi , IJ, V ve n 
arsındaki ilişkileri öğrenmeye götürebilir. 

20. Bilinyn nedir? Aramamız gereken nedir? Prob­
lemin amacı bile biraz açıklamaya ihtiyaç gösterir. Daha 
oay youmlaybieceiniz sounla ilişkili bir başka robem bili­
yr msunuz ? Beki daha genel bir robem? Ya da analog bir 
robm? İşte size çok basit bir analog problem: 1000 lirayı 
�aç deişik biçimde ödeyebilirsiniz? (Tek bir yol vardır. ) 
işte aha genel bir problem: 1 OOO'lik, 500'Iik, 1 O OOO'lik, 
25 O'Iik ve 50 O'likler kullanarak n liraı nsıl ödeyebi- , 
lisiniz? Özellikle n = 100 00 olduğu dumla ilileniyoz. 



nin kfu�· ük 
\'Ôll tcın kııl l., ı ı ına<htn 

ha�i t duru ı ı ı l a ı  da , 
van ı t ı  ,·c rt ·bi J i r i ı .  I ş ır · 

hi r \· i ıelgc : 

4 5 9 1 0  1 1  / 5  1 9  2() 24 2 5  

f;,. J 2 2 1 4 6 6 9 9 J 1 

l sırada, genelde Tl adın ı  verdiğin ı i z  ,· ,denecek 
.ıh 1r .  İkinci sırada, bun lara karş ı l ık gelen "ödeme hiç imJ,·­

i"nin sayısına l�ı,H> dcıunişir. (Bu i�aretlendinnc biçimini ken­
i sın·1 111 olarak saklıyonıın ; bu a�amada açıklamaacım. )  

Ozc l l ikle /�1 00 = 100 000 olduğ·u durumlarla i lgi leniy<r 
ruz ,  fakat bunu açık bi r yön temle  hesaplama umudumuz 
yok gibidir . Asl ı na bakarsan ız ,  bu problem okuucuan,  
önceki örneklere kıyasla daha azla şey talep eder; oku)U· 
cunun küçük bir kuram yaratması gerekir .  

Sonımuz genel (her n için E,/nin hesaplanmsı) ,  nck 
"yalıtılmış tir" . Daha kolay yorumlayabileceiniz soun! ilşkili 
bir roblem biliyor musunuz ? Ya da analog bir probem ? işte size 
çok basit bir analog problem : n lirayı yalnızca 1000 l irlık­
lar kullanarak kaç biçimde ödeyebilirsiniz? (A" = J) . 

. . . . 
ÇOZUMLER 

J. Ayının beyaz, P noktasının Kuzey Kutbu olduğunu 
mu düşüyorsunuz? Bunun dou olduunu kanıtlayabilir mi­
siniz ? Anlşıldığı üzere , soruyu idealize ediyoruz. Yerkürei 
tümüyle küresel olarak, ayıyı da hareket eden bir noka 

- olarak alıyoruz. Bu nokta, güneye ya da kuzeye doğu h­
reket etiğinde bir idyn yayı , doğuya doğru hareket et­
iinde d� bir parael çemberin ( ekvatora parlel) aını 
anımlar. iki durumu ayırdetmek zorundayız. 

( 1) Aı P noksına dönerken, bu nokaı terketii m­
�yenden /aklı bir meidyen boyunca ilerliyosa, P nin zey 
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oln1sı gereir. Yerküre üzerinde iki meridyenin ke­
ebildiği tek diğer nokta ise c;üncy Ku tbu ,dur ,  fakat ayı 
bu noktayı ancak kuzeye hareket  ederek tcrkcdcbi l ir .  

(2) Ayı doğuya doğru bir mi l  yürürken n kez bi r para­
lel çember çiziyorsa ( n = 1, 2, 3 . . .  olabili r ) , P noktasına 
dönerken bu noktayı terkettiği meridyen boyunca ile rliyor 
olabilir. Bu dunımda, P, Kuzey Kutbu değildir ;  P, Güney 
Kutbu'na çok yakın bir paralel üzerindeki bir noktadır .  
(Bu çemberin çevre uzunluğu, mi l  olarak ifade edildiğin-
de, c + 1/n değerinden biraz daha azdır . ) 

2. Yerküreyi tıpkı 1 .  problemde olduu gibi ele alıyouz. 
ob:un isteii arzi, iki meridyen ve iki paralelle sınırlanmış­
ır. ii sabit meidyen ve ekvatordan uzaklaşan bir paralel 
çemberi düşünün. Hareket eden paralel üstünde iki sabit me­
iyenin kestii yay sürekli kısalır. Bob'un istedii arazinin 
merkei eator üzerinde olmalıdır: Bu aziyi BD' de lamaz. 

3. Bir cepte bulunabilecek en düşük dolar miktarı elbette 
ırlır. onri en az J, bundan sonrai en az 2 . . . ve en s­
nnu en z 9olacktır. Dolayısıyla gereken dolar miktan en z 

0 + 1 + 2 + 3 +  . . .  + 9 = 45 
olacaktır. 

Bob bu işi yapamaz, çünkü yalnızca 44 doları vardır. 

4. 999 saflık bir kiapta 
9 + 2 . 90 + 3 . 900 = 2889 

olmsı gereir. Söz konusu itap.ta x safa varsa, 
2889 + 4 (x - 999) = 2989 

X = ]024 
olmalıdır. 

Bu problem bize, bilinmeyene ilişin bir ön ahminin 
aarlı olabileceini (hata, bu problemde olduu gibi g� 
rekli o�abileceini) öreir. 



ı l  

,. Eğer _6 79_ rakamı 72 i le hölünehiliyorsa , hem le 
hem 'a bölünebilir demektir. Eğer 8'c i' 1 ·· ı y r 
79_ sayısı 8 i le bölünebi l ir  olmal ı ( 1000 sayısı 8 i l e  bôJüne­
bildiği için ) , dolayısıyla 79_ rakamı 792 olmal ıd ı r: Si l inmiş 

\ 
olan son rakam 2'dir. Eğer _6 792 sayısı 9 i l e  bölünebi liyor-
sa, içerdiği rakamların toplaını 9 i le bölünebi lmelidir. Böy­
lece silinmiş ilk rakaının J olduğu bulunur. -Iindin in ıyau 
(büyükbabanın zamanında) 36 7, 92$ / 72 = 5, 1 1  $ lır. 

6. "Bir nokta ve si,etr, rkzi olan bir şekil ( aynı düzlem­
de) konumlarıyla birlikte verilir. Verilen noktadan geç�n 
ve verilen şeklin alanını ikiye bölen bir doğru bulun. " is­
tenilen doğru� elbette , simetri merkezinden geçmektedir. 
Bakınız, MUCiT PARADOSU. 

7. Herhangi bir konumda , açının iki kenarı karenin ii 
köşesinden geçmelidir. Aynı köşe çiftinden geçtikleri süre­
ce, ipucunun altında yatan teorem uyarınca açının köşelei 
aynı çember yayı boyunca hareket eder. 

Dolayısıyla , istenen noktalar topluluğunun ikisi de bir­
kaç çember yayından oluşur: (a) için 4 yarım çember ve (b) 
için 8 çeyrek çember; Şekil 31  ' e  bakınız 

Şekil 31 
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8. Eksenin küpün yüzeyini deldiği nokta, ya k�bün . bir 
köşesinde, ya · bir kenarında ya da yüz üzerindedır. Eger 
eksen bir kenarın bir noktasından geçiyorsa ( uç nokalar­
dan birinden değil) ,  bu nokta orta nokta olmalıdır; aksi 
akdirde kenar, döndükten sonra kendisiyle çakışmaz. 
Benzer bir şekilde, bir yüzü içinden delen bir eksen mer­
kezden geçmelidir. Kuşkusuz her eksen küpün merkezin­
den geçmelidir. Dolayısıyla, üç çeşit eksen vardır: 

(1) Her biri iki karşıt köşeden geçen 4 eksen; açılar 
12d', 24/' 

(2) Her biri iki karşıt kenarın orta noktalarından ge­
çen 6 eksen; açı 180' 

(3) Her biri iki karşıt yüzün merkezinden geçen 3 ek­
sen; açılar 9/', 180', 2 70, 

Birine�-ekse�i� uzunluğun� _bulmak için böl�m I 2'ye 
bakınız; dıgerlennı hesaplamak ıse daha basitir. Istenilen 
oralama, 

43 + 6i + 3 
1 3 = 1.4 1 6  

olacaktır. (Bu problem okuyucunun kristallogri çalışma­
larına hzırlanmasına yardımcı olabilir. İntegral matema . 
ti.nde yeterince ilerlemiş olan bir okuucu için, hesapla­
nan orlamanın, küpün "oralma genişliği"ne oldukça 
yalaşık olduu söylenebilir; bu genişlik 3/2 ·= 1:5'ir. ) 

9. a uzunluğundai bir kenardan geçen düzlem ve b u­
zunluundaki dime, dörüzlüü daha olay _ulşlab��c�k 

ki eşleşik dörüzlye böler. Bu. döryüzlülenn her bın�ın 

abnı b/2 ve üselii a/2'ir. Dolaısıyla, istenen hacım 

1 ab a a2b = 2·3 ·2· 2 = 6 
olur. 



10. imidin abanı, n ane kenarı olan bir i ,  
(a) du11ımunda pimidin n ane yan kenarı eşi tir; b) duu . 
munda n ane yan yüzün yükseklilei ( douk nokaan çii­
len yüseliler) eşitir. Piramidin yükseliğini çizer ve (a) du­
nıunda abanın n tane köşesine, (b) durumunda n ane n 
yüzün yükselileinin aağına birleşiirsek, ii duumda a 
pimidin yüsekliği ortak kenar olan n ane dik üçgen elde 
edeiz: Bu n ane dik üçgen eşleşikir. Her biinde öneilen 
problemde veilen anımlar uyarınca hipotenüs [ (a) duu­
munda bir yan kenar, (b) durumunda bir yan yükseklik] ay­
nı uzunluktadır; diğer kenarın (piramidin yüksekliği) ve 
bir açının (dik açı) hepsinde ortak olduğunu biraz önce 
söyledik. n tane eşleşik üçgende , üçüncü kenarlar da eşit 
olmalıdır, aynı düzlemdeki ( taban) ynı noktadan (yük­
sekliğin ayağı) çizilir: Piramit tabanına ( a) durumunda et­
rafına, (b) durumunda içten teğet çizilen bir çembere ait n 
tane yarıçap oluşturur. [Bununla birlikte, (b) durmunda, 
sözü edilen n yarıçapın tabanın kenarlarına ik olduunu 
göstermek kalır geriye; bu kanıt, projeksiyonlarla ilili ii bili­
nen bir uzay geometri teoremine göre yapılabilir. ] 

Düzlemsel bir şeklin, ikizkenar üçgenin uzay geomet­
ride iki arklı analog'u  olması ilginçtir . 

11. Birinci denklemin sonuncuyla, ikincinin de üçün­
cüyle bağlantılı olduğuna dikkat edin :  sol taraftaki kasayı­
lar aynı, fakat ters sıralanmış , sağ taralar ise birbirine zıt­
tır. Birinci denklemi sonuncuyla, ikinciyi 4e üçüncüyle 
toplayın: 

6 ( X + U) + 10 (y + V) = 0 
_ 10 (x + u) + 10 (y + v) = O 

Bµ, iki bilinmeyenli ( x + u ve y + v) iki doğrusal denk­
lem olarak düşünülebilir ve kolaylıkla 

. x + u : 0, y + v = O  
bulunur. u yerine -x ve � yerine y koyarak şunu bulurz: 
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-4x + y • 16 

6x - 2y = -16 

Bu bsit bir sistemdir ve 
X = -2, y = 2, U = 2, V = -2 

' . 
11� . sonucunu venr 
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� ·  . 12. Başlangıç ve karşılaştırma noktaları arsında üç ar-
', kadaşın her biri aynı yolu katetmiştir. (yol = hız x zman 

fo 1 : ·  olduğunu hatırlyınız . )  Koşulda iki kısım ayırabili riz: 

l 
·ı Bob, Paul kadar yol itmiştir: 

� ctl - ct2 + ct3 = ctl + pt2 + pt3 

� Paul, Peter kadar yol gitmiştir: 

ı ctl + pt2 + pt3 = ptl + pt2 + ct3 
�I ikinci denklem şunu verir: 

( C - p) t] = ( C - p) tJ 
�: Elbette , arabanın yayadan daha hızlı gittiini varsayı-
�: youz: c > p 

Böylece, 
tl = t3 

. , olur, yani Peter, Paul kadar yol ürür. Ilk denklemden şu-
nu buluuz: 

!3 c +  p - - --
t� c - p 

Bu, elbette, anı manda tl/t2'nin de değeiir. D-
layısıyla şu yanılan elde edeiz: 

. c(t 1 - t 2 + t 3 ) c( c + 3 p) (a) ---- =- ---
t 1 + t 2 + t 3 3c + p 



l2 _ c - p ---- -
3c + p 

(c) slında , O <  p < c olur. iki uç durum vardır :  

p = O ise, (a) c/3 ve (b) 1 /3 verir. 

p = c ise, ( a )  c ve (b) O verir. 
Bu sonuçlar hesaplamaya gerek duyulmadan kolayca 

görülebilir. 

13. Bu koşul kolayca dört kısma ayrılır ve dört denk· 
lemle ifade edilir: 

a - d + bg 1 = 85 
a + b = 76 

a + d + bg = 84 
3a = 126. 

Sonuncu denklemden a = 42, ikinci denklemden b = 

34 buluyoruz. Diğer iki denklemi toplayarak ( fi oradan 
kaldırmak için) ,  

2a + b(g-1 + g) = 1 69 
elde ederiz. 

a ve b zaten bilindiği için, elimizdeki g için ikilenik bir 
denlemdir: 

g = 2, d = -26 ya da g = 1/2, d = 25. 
Diziler şöyledir: 

68, 42, 16 1 7, 42, 67 
ya da 

1 7, 34, 68 68, 34, 1 7. 
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J4. 0 ve a en düşük mulak değere sahip köklerse, di­
ide anana olular. Dolayısıyla dizi, 

-Ja, -a, a, 3a 

bi�minde olur. Bu yüzden, önerilen denklem 

(x2 
- a2

) (x2 
- 9a2

) 

biçiminde olmalıdır. Çapmayı yaptığımız ve benzer üsle­
in kasaılrını kıyasladığımızda, 

10a2 = 3m + 2, 

9a4 = m2 

sistemini elde ederiz. a'yı yok ettiimizde 
2 1m - 108m - 36 = O 

blunur. Dolaısıyla, 

m = 6 
a da 

m = -6/19 
olur. 

15. a, b ve c, kenarları göstersin;  c hipotenüs olsun. Ko­
şlun üç kımını şöyle ifade edebiliriz: 

a + b + C = 60 

a2 + h2 = c2 

ah = 12c 
Aıca, , 

( a - h )2 = a2 + h2 + 2ab 
olduğunu gözlemleyerek, 

(60 - c)2 = c2 + 24c. 
elde edeiz. Dolaısıyla, c = 25 ya da a = 15, b = 20 a da a = 
20, b = 15 olur (bu üçgen için far.emez) . 
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16. Koşulun üç kısmını şöyle ifade edebiliriz: 

. X 
sına = -

. A X sın , -
b 

c1 = a 2 + b2 
- 2ab cos y 

a ve b'ıin yokedilmesiyle, 
? • ? • , R 

x 2 = 
c- sın- a sın- , 

sin 2 a + sin 2 
� - 2 sin a sin � cosy 

elde edeiz. 

1 7. Tahminimiz şöyle olsun: 

1 2 n 1 -+-+ . . .  + -- = 1 - ---
2 !  3 !  (n + l) !  (n + l) !  

. . .. 
TUMEV RIM E MA TEMA TISEL TUMEV IM 

yöntemini izleyerek şu soruyu sorarız: n değerinden bir 
sonraki n+l değerine geçtiğimizde tahmini formülümüz 
geçerli olur mu? Yukarıdaki formülle birlikte, 

_ + �+ . . .  +-n- + n = l - 1 
2 !  3 !  (n + l) !  (n + 2) !  (n + 2) !  

fomlü de dou olıdır. Bu fomlü biriniden ç, 

n +  1 l 1 = - + ---

(n + 2) !  (n + 2) !  (n + l) !  
elde edeiz, ni, 
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·n + 2  1 
(n + 2) !  (n + l) ! 

olur. Bu son denklem n = 1, 2, 3 . . .  için doğu olduu çok 
açıkttr. Dolayısıyla, yukarı_da a tıfa bulunduğumuz yöntem­
le tahminimizin doğru olduğunu kanıtl arız. 

18. n. satırda sağ arafa n3 ve sol tarf n teimin topla­
mı gibi görünür. Bu toplamın son teimi m. tek saı ya da 
2m-J'dir: 

n(n + 1) m = I + 2 + 3+ . . . +n = ----. 
.. . . Bakınız, TUMEV RIM E MA TEMA TISEL TUME-

V IM, 4. Dolayısıyla, sol taraf şöyle olmalıdır: 
2 2m - 1 n + n - 1 .  

Buradan, iki yol gözönüne alarak toplamın ilk teimini 
türetebiliriz: Son terimden n-1 basamak gei giderek 

(n2 + n - 1) -2 (n - 1) = n2 - n + 1 

buluuz. üte yandan, yukarıdaki satırın son teriminden bir 
bsmak ileri giderek 

[ ( n - 1 )2 
+ ( n - 1) -1] + 2 

buluuz. Rutin basitleştimelerden sonra aynı şey olduu­
nu görebiliriz: Güzel ! 

yleyse, 
( n2 - n + 1) + ( n 2 

- n + 3) + . . .  + ( n 2 
+ n - 1) = n1 

olduunu idia edebiliiz. Sol araf arimeik bir dizinin 
birbiini izl eyen n teriminin toplamını gösterir ve bu te­
rimlerin farkı. 2'dir. Eğer okuucu, böyle bir dizinin to­
lmını verec ek kuralı biliyorsa ( ilk terimin ve son te_min 
imeik olmsı çapı eim sayısı) , 



(n ı - n + l )  + (n ı + n - 1)  n = n J  
2 

olduğunu gösterebilir ve iddiasını kanıtlamış olur. 

1 9. n kenarı olan düzgün bir al tıgenin çevre uzunluu 
6n'dir. Dolayısıyla, bu çevre uzunluğu J birim olan 6n ane 
sınır çizgisinden oluşur ve 6n tane köşe içerir . Bu yüzden , 
n-J'den n'ye geçerken ,  , 6n birim artar ve 

V = 1 + 6 (1 + 2 + 3 + . . .  + n) = 3n2 + 3n + 1 

olur; bakınız, TÜMEVAIM VE MATEATİSEL TÜME­
VAIM, 4. Alugen, merkezinden geçen 3 köşegenle 6 (bü­
yük) eşkenar üçgene bölünür. Bunlardan birini inceleyerek, 

T = 6 ( 1 + 3 + 5 + . . .  + 2n - 1)  = 6n2 

olduğunu görürüz ( 1 8 . problemin çözümünde atıfa bu­
lunduğumuz, aritmetik bir dizinin toplamını veren krl­
dır) . T adet üçgenin birlikte 3T adet kenarı vardır. Bu JT 
toplamın!a, J uzunluğundaki her iç bölünme iki kere sa­
yılmıştır. üte yandan, altıgenin çevresindeki 6n adet doğru 
bir kez sayılmıştır. Dolayısıyla, 

2L = 3T + 6n, 2 L = 9n + 3n 

olur. (Daha ileri düzeydeki okuyucular için, Euler'in çok­
yüzlülerle ilili teoremi T + V = L + 1 verir. Bu ilişkinin 
doğru olduğunu gösterin ! )  

20. İşte iyi düzenlenmiş bir analog problemler izisi. 
A."' B,,, Cm D." ve E" değerlerini hesaplayın. Bu nicelilerin 
hepsi n lirayı ödeme biçimlerinin syısını gösterir: Fark 
kullanılan bozukluklardadır: 

Am yalnızca 1000 lira, 

B"' l 000 lira ve 5000 lira, 



� 
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., 1000 lia, 5000 lira ve 1 O 000 lira, 
D., 1000 lia, 5000 lira, l O 000 l ira ve 25 000 lira, 
� 10 a, 50 ia, 1 O 0 lia, 25 00 lia ve 50 0 i. 

� E" ve An simgeleini daha önce kullanmıştık (şimdi 
� bunun nedeni çok açıktır) . 

1 Bu beş tür bozuklukla n lirayı ödemenin tüm yolları E,, 
1 ile gösteilmiştir. Ancak, iki olasılığı ayırdedebiliriz: 
' Biincisi: 50 000 liranın kullanılmadığı durum. Bu du-
� mdaki ödeme biçimlerinin sayısı ,  tanım gereği Dn ' lir. 
, ,  

kincsi: 50 000 liranın kullanılması (bir ya da daha faz-
� la) . Tezgahın üzerine bir 50 000 koyduktan sonra öden­
mesi gereken miktar n - 50 000 liradır ve bu En - 50 000 bi­

, çimde yapılabilir. 
E" = Du + Eıı - 50 000 

Benz�r şekilde, 

Dn = Crı + Dn-25 

Bn = An + Bt-5 

olur. Birz dikkatli baktığımızda, 
A0 = B0 = C0 = D0 = E0 = 1 

koyduumuzda (i, bu çok mantılıdır) ve n sıfırdan kü­
çük olduunda, A,u B" . . .  E" miktarlarından herhangi bii­
ni sııra eşit kabul ettiimizde, bu formüllein geçerliliini 
kouyacaını göürz. (Önein, hemen görülecei gibi , 
Eu = D25 olur ve E25•50 = E_25 = O olduu için ilk fomülümü­
ze de uyun düşer. ) 



Fomülleimiz, geiye , daha düşük n değerleine ya � 
alfabenin önceki harlerine giderek mikarları h . ı� 
mmıza olanak tanır. Örneğin ,  C30 ve C20 bil iniyorsa, B16 
değeini hesaplayabil iriz .  Aşağıdaki çizelgede, A,, b�hlı 
ilk sıra ve O başlıklı ilk sütun , yaln ızca 1 rakamını içeir. 
(Neden? ) Bu ilk sayılardan başlayarak, diğerlerini  geiye 
giderek, basit toplamalarla hesaplayabil iriz. Çizelgedeki 
her sayı ya üstündeki sayıya eşi ttir, ya da hemen üstündei 
sayı ile sola doğru uygun uzaklıktaki bir sayının toplamına 
eşittir . Örneğin ,  

C30 = B30 + C20 = 7 + 9 = 16  . 
• 

Bu hesaplama E50=50 bulunana dek sürer: 50 000 lirayı 
tam 50 deişik biçimde ödyebilirsiniz. Bu süreci daha ileri g­
türerek E100=292 olduğunu bulabilirsiniı: 1 00 000 lirayı tam 
292 deişik biçimde ödyebilirsiniz. 

n o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 
A.,, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
Bn 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1 
en 1 2 4 6 9 12  16  20 25 30 36 
D.,, 1 2 4 6 9 13 18  24 31 39 49 
E" 1 2 4 6 9 13 18  24 31 39 ;o 
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