Imre Lakatos

MATEMATIKSEL KESFIN MANTIGI

Kanitlar ve Curutmeler

Ceviri: Can Baskent

NESIN MATEMATIKCIiYI]



Imre Lakatos

1922’de Macaristan’da dogdu. Annesi ve anneannesini Ausch-
witz Toplama Kampinda kaybetti. Ikinci Diinya Savaginda iilkesi
Nazi isgali altindayken soyadini cesitli kereler degistirdi, savas
sonrasinda 'Macar komutan Géza Lakatos’a saygisindan Lakatos
soyadini aldi. 1948’de Macaristan’da Debrecen Universitesinden
doktorasini aldi. 1950-53 arasinda revizyonist olmakla su¢lanarak
hapsedildi. 1956’da Macaristan, Sovyetler Birligi tarafindan isgal
edilince Ingiltere’ye gogtii. 1961°de Cambridge Universitesinden
ikinci doktorasim aldi.

Bu kitap temel olarak yazarin Cambridge doktora tezine
dayanmaktadir. Lakatos 1960°’ta Londora Ekonomi Okulunda
" {London School of Economics — LSE) ¢aligmaya baglad: ve 1974°te
kalp krizi ge¢irip 6lene dek LSE’de calisti. 1986’dan beri anisina
Lakatos Odiilii verilmektedir.

Can Baskent

1981°de Istanbul’da dogdu. ODTU’den matematik ve felsefe
lisans derecelerini aldiktan sonra, Amsterdam’da mantik yiiksek
lisansi, New York’ta bilgisayar bilimleri doktorasi yapti. Ardindan,
6nce Sorbonne ve Ecole Normale Supérieure’e bagli bir felsefe ens-
titiisiinde, sonrasinda da Fransiz Ulusal Bilgisayar Bilimleri Ensti-
tiisii INRIA’da arastirmaci olarak cahisti. Lakatos felsefesi ve cesitli
matematiksel ve felsefi mantik konulari iizerine aragtirmalar yapti.
Vicdani Ret Yaziar: kitab1 2010°da, Tiirler ve Cinsler 2011°de,
Veganizm: Ahlaki, Siyaseti ve Miicadelesi 2013’te yayimland.
Bircok kitaba makale katkisinda bulundu. ABD’de Institute for
Anarchist Studies’den aragtirma fonu alan ilk Tiirkiyeli aragtirmaci
oldu. Tiirkiye’nin sadece e-kitap yayinlayan ilk yaymnevi Propa-
ganda Yayinlarini 2011 yili baginda kurdu. Akademik ve popiiler
caligmalarina kigisel sitesinden erigilebilir. ~ www.canbaskent.net


http://www.canbaskent.net

Nesin Yayincilik A.S. v
“Eskigehir Mahallesi Dolapdere Caddesi $ahin Sokak No: 84/A-C Sisli/Istanbul
Tel: 0212 291 49 89 » Faks: 0212234 17 77

nesin@nesinyayinevi.com « www.nesinyayinevi.com

Imre Lakatos
Kanitlar ve Ciiriitmeler, Matematiksel Kegfin Mantsg

Ceviriye, i¢ sayfa tasarimuna ve dizgiye (LaTeX) katkilarindan &tiirii Sonat Stier’e tegekkiir ederiz.

1k basim Mart 2014 (1000 adet)

Soyut Matematik 8
Nesin Matematik Kéyii Kitaphgs: 20

053 01 01 001 - 220
ISBN 978-605-4883-02-8
Sertifika No: 18231

Ceviri
Can Bagkent

Matematik kitaplar: dizi editérii
Ali Nesin

Grafik danigmant
flhan Bilge

© Cambridge University Press 1976
Proofs and Refutations
The Logic of Mathematical Discovery
Imre Lakatos (edit. John Worrall - Elie Zahar)

© Nesin Yayincilik A.§. 2013
Bu kitabin telif hakki Cambridge University Press, Ingiltere'den alinmigtir.

Baski ve cilt
Yazin Basin Yayin Matbaacilik Turizm Tic. Led. Sti.
Ikirelli Cevre Sanayi Sitesi 8. Blok No:38-44 Basaksehir/Istanbul
Tel: 0212 565 01 22 Sertifika No: 12028


mailto:nesin@nesinyayinevi.com
http://www.nesinyayinevi.com

Imre Lakatos

Kanitlar
ve
Ciriitmeler

Matematiksel Kesfin Mantig1

Ozgiin baski editérleri: John Worrall - Elie Zahar

Ceviri: Can Bagkent

NESIN MATEMATiK!KOYU



Icindekiler

Cevirmenin Sunusu . . . . . . . . L.
Ozgiin Bask: Editorlerinin Sunusu . . . . ... ... ......
Tegekkiir
Yazarin Sunusu . . . . . .. e e e e e e e e e e e e

1. Boliim
1.1 Bir Problem ve Bir San1 . . . . ... ... ..o
1.2 BirKamt .. ... ... ... .. .. ...
1.3 Kamtin Yerel Olup Evrensel Olmayan Karsi6rneklerle

Elestirisi . . . . . . . . . . .

Kanitin Evrensel Kargiorneklerle Elegtirisi . . . . . . . ..

1.4.a Iddianin Reddi. Teslim Olma Yéntemi . . . . . . .

1.4.b Kargiornegin Reddi. Canavar Kovugturma

1.4

1.5

Yoéntemi . . . . . ...

1.4.c Samy: Istisna Kovusturma Yontemiyle

Geligtirmek. Par¢a Parca Diglamak. Stratejik
Geri Cekilme ya da Risksiz Oynamak . ... ...

1.4.d Canavar Ayarlama Yontemi . . . . .. .. ... ..

l4.e

Onsav-Kapsama Yontemiyle Saniy1 Gelistirme.
Kanitla Tiiretilmis Teorem Saf Saniya Karst . . . .

Kanit-Coziimlemenin Yerel Degil Evrensel Olan

Kargiorneklerle Elegtirisi. Netlik Sorunu . . . . . .. ...
1.5.a Teoremi savunmak icin canavar kovusturma . . . .
1.5.b SakliOmsavlar . ...................

1.5.¢c

Kanit ve Ciriitmeler Yontemi . . . . .. ... ...

1.5.d Kanit, Kamt Cézliimlemeye Kargl. Kanit

Coziimlemede Teorem ve Netlik Kavramlarinin
Bagillagtirilmas: . . ... ... ... ... .. ...



1.6

1.7

1.8

1.9

Kanitin Yerel Olup Evrensel Olmayan Karsiorneklerle
Elestirisine Déniis. Igerik Sorunu . . . . . ... ... ...
1.6.a Daha Derin Kamtlarla Icerigi Artirmak . . . . . .
1.6.b Son Kanita ve Buna Karsilik Gelen Gerek ve Yeter
Kosullara Yénelik Ttki . . . ... .. ... .....
1.6.c Farkl Teoremler Farkli Kanitlar Uretir. . . . . . .
Icerik Sorununa Tekrar Bakis . . . . . . . . e
1.7.a Naif Saminin Naifligi . . .. ... ... .. .....
1.7.b Kamtlar ve Ciiriitmeler Yonteminin Temeli
Olarak Timevarim . . . . . .. ... ... .....
1.7.c  Timdengelimsel Tahmin Naif Tahmine Karg1 . . .
1.7.d Tiimdengelimsel Tahminle Icerigi Artirmak . o
1.7.¢ Mantiksal Kargiornekler Horistik Kargidrneklere
Kargt .. ... ... . oo
Kavram-bigimlendirme . . . . . . . .. .. ... ... ...
1.8.a Kavram-esnetmeyle Ciiriitme.
Canavar Kovusturmanin, Hata ve Ciiriitmeler
Kavramimin Tekrar Gozden Gegirilmesi . . . . . .
1.8b Kamtin Geligtirdigi Kavramlar Naif Kavramlara
Karsi. Kuramsal Siniflandirma, Naif '
Siniflandirmaya Kargt . . . . . . .. . ... ...
1.8.c Mantiksal ve Horistik Ciiriitmelerin Yeniden
Incelenmesi . . . ... .. ... ... ........
1.8.d Kuramsal Kavram Esnetme Naif Kavram
Esnetmeye Karsi. Siirekli Bilgi Artig1 Kritik Bilgi
Artigma Kargi. . . . ... .. ... ...
1.8.¢ Igerik Artigmin Simirlar. Kuramsal Ciiriitmeler
Naif Ciirtitmelere Kars1 . . . . .. ... ... ...
Elestiri Matematiksel Dogruyu Mantiksal Dogruya
Nasil DOntigtiirtir . . . . . . . . . . oo ool
1.9.a Smursiz Kavram Esnetme Anlami ve Dogrulugu
Yok Eder . ........ e e e e e e e
1.9.b Halfiflegtiriimis Kavram-Esnetme Matematiksel
Dogruyu Mantiksal Dogruya Déniigtiirebilir . . . .

2. Boliim

Ozgiin Bask: Editérlerinin Sunugu . . . . . . .. ... ... ..

2.1

Dogrusal Cebirin “Miikemmel] Olarak Bilinen”
Terimlerine Cevirisi. Ceviri Problemi . . . . . ... .. ..

vi



2.2 Iddiammn Bagka Bir Kamitr . . . . ... ... ........

2.3 Kanitin Son Kamit Olmasi Hakkinda Bazi Siipheler.
Ceviri Siireci ve Tanmmlara Ozcii: Yaklasim Adc
Yaklasima Karst . . . . .. .. ... ... ... ... ...

Ekler

A Kamtlar ve Giiriitmeler Yonteminde Bagka bir
Vaka Incelemesi
A.1 Cauchy’nin “Siireklilik Tlkesini” Savunmast. . . . . . . . .
A.2 Seidel’in Kanit1 ve Kanitin Geligtirdigi Diizgiin
Yakmsaklik Kavrami . . . . . . . . . ... ... ..
A.3 Abel’in Istisna Kovusturma Yontemi . . . . ... ... ..
A4 Kamt-Coziimleme Yonteminin Kesfi Yolundaki Engeller

B Tiimdengelimci Yaklagsim Horistik Yaklagsima Karsy
B.1 Tiimdengelimci Yaklaggm . . ... . ... ... ... ...
B.2 Horistik Yaklagim. Kanitin Gelistirdigi Kavramlar
B.2.a Dizgin Yakmsakhk . ... ... ... ... ....

B.2.b Smuh Varyasyon . . . ... ... ...,
B.2.c Oilgiilebilir Kiime’nin Caratéodory Taumi . . . . .
Kaynakga
Sozlitkge

vii

145
145

150
152

. 1585

163
163

. 165

166
168
175

177

191



Cevirmenin Sunusu

Lakatos™un bagyapiti Kanstlar ve Clritmeler, yirminci yizyilin ikinci
yarisinda matematik felsefesi lizerine yazilmig en 6nemli eserlerden biri-
dir. Clinki, 6zellikle farkli farkli aragtirma sahalarindan yaklagildiginda,
Kamitlar ve Ctritmeler, felsefi manada okura biiyiik agilimlar sunabil-
mektedir.

Matematik felsefesinde, geometrik topolojinin, matematik tarihinin,
matematiksel mantigin, analizin ve kombinatorigin bu kadar dogal ve
akiskan bir gekilde i¢ ige girdigi bagka bir metin bulmak zordur. Laka-
tos’un, konunun matematiksel detaylarina olan hakimiyetiyle beraber,
meselenin ince tarihsel detaylarini, kendi kuramimi desteklemek igin kimi
yerlerde biraz degistirmesine ragmen, okuru sikmadan, felsefi bir 6rgiiyle
sunmasi bu eseri kuskusuz bir bagyapit kilmaktadir.

Felsefe sahasinda, matematiksel yontembilgisinin, matematikte artan
soyutlama diizeyiyle beraber, daha da ilging bir hal almasi, Lakatos’un
tezlerini giiniimizde hila oldukca anlamli kiliyor. Bu kitapta, geometrik
topoloji sahasinda incelenen 6rnekler, rahatlikla, formel mantiktan tutun
da kategori kuramina dek birgok sahaya, ama aym titizligi gostermek
sartiyla, uygulanabilir.

Kanstlar ve Cilirtitmeler’in, diger bir énemli yonii, farkh farkli sevi-
yelere seslenebilmesidir. Yukarida degindigim aragtirma dallarinin uz-
manlarinin yan: sira, matematik ve felsefe boliimi 6grencileri bu ki-
tapta oldukga ufuk acic1 bircok noktaya rastlayacaktir. Bununla beraber,
matematik-severler, amator felsefeciler de, umuyoruz, bu kitaba bir sans
verecektir. Kitabin titizlikle okunmasi, matematiksel diisiince tarihinin
en heyecan verici meselelerinden biriyle okuru tanigtiracak, matematik-
gileri ve felsefecileri saran gizem bulutunun belki de biraz dagilmasina
aracilik edecektir. v

Cevirinin kigisel Gykiistinii anlatmamak olmaz. Lakatos’un eseriyle
tanigmam ODTU’deki 6grencilik yillarima kadar uzamyor. Matematik
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tarihi ve yontemi lizerine aldigim derslerde, 6nce adini duydugum, he-
men ardindan yutarcasma okudugum bu kitabi, gegen on yil icinde kim
bilir ka¢ kere okudum... Her okudugumda, 6nceki okumalarimda fark
etmedigim yonlerini tespit ettim kitabin. Lakatos’un diger diisiiniirlerle
olan bagini gitgide daha iyi anladim, eserin derinligine gitgide daha da
hakim olabildim. Umuyorum, okur da eserle benzer bir bag kuracaktir.

Bu eseri ¢evirirken kimi handikaplar yagamadik degil. Cevirmen ola-
rak roliimii, kitabin matematiksel ya da felsefi olarak karmagik noktala-
rim agiklamaya dek tagimadim. Diger bir deyisle, gerek metnin, gerekse
kavramsallagtirmanin zorluklar: nedeniyle, kitabin kimi yerlerde zorla-
yic1 olmasini dogal kargiladim ve okurdan bu zorlukla baga ¢ikmasim
bekledim. Zira, bu zorluklarin ¢éziimlemelerini yapmak bagh bagma bir
aragtirma konusudur.

Ote yandan, Tiirkce hala istenilen derecede bir matematik dili degil.
Bu nedenle, eserin sonuna kiigiik bir sézliikge ekledik. Bu s6zliikcede 6zel-
likle matematiksel terimlerin cevirisine yer verdik. Bu gevirilerin bazila-
rinin aligildik cevirilerden farkh olmasina, metnin akisina yaptigi katki
nedeniyle aldirig etmedik.

Son olarak, geviri fikrini ortaya atip bu projenin gerceklesmesini, da-
hasi, benim akademik ilgi alanlarimdan birinin Lakatos felsefesi olmasini
saglayan Samet Hoca’nm emeklerini ve yardimlarim siikranla anmamam
miimkiin degil. Keza, Cem Inaltong da, ceviriye sundugu yardimlarla,
eserin okunurlugunun artmasinda katkilar sunmugtur. Bir kez daha hem
Cem’e hem de Samet Hoca'ya tegekkiir ederim. Bu kitap, Ali Nesin ve
Nesin Yaymlari'nin ilgisi olmasa gercege déniigemezdi.

Tegekkiirler!

Can Bagkent, Nisan 2012



Ozgiin Bask: Editorlerinin
Sunusu

Degerli arkadagimiz ve 6gretmenimiz Imre Lakatos, 2 Subat 1974’te bek-
lenmedik bir gekilde aramizdan ayrildifinda her zamanki gibi ayni anda
birgok diigiinsel projeyle birden ilgileniyordu. Bu projelerin en 6nem-
lilerinden biri, The British Journal of Philosophy of Science’tel, (cilt
14, yil 1963-4) doért boliim olarak yaymlanmig olan dort dortlik ma-
kalesi “Kamtlar ve Ciiriitmeler”in yeniden diizenlenmis ve genigletilmisg
halinin yayimlanmasiydi. Lakatos’un bu kitap i¢in uzun siiredir bir an-
lagmas: vardi, fakat makaleyi gelistirmek ve makaleye 6nemli oranda ek-
lemeler yapmak umuduyla caligmanin basimin geciktirdi. Bu galigma,
6zellikle Lakatos’un ilgisinin fiziksel bilimlerin felsefesine kaymasiyla ol-
dukea gecikti ve nihayet 1973 yazinda Lakatos, kitabin basimiyla ilgi-
lenmeye karar verdi. Yaz boyunca her birimiz kitap i¢in tasarilarimizi
onunla konugmustuk. Simdi ac1 verici gekilde degigen kogullar altinda,
- Lakatos’un o yillarda tasarladigima miimkiin oldugu kadar benzeyen bir
kitap iiretmeye caligtik.

Dolayisiyla kitaba 6zgiin “Kanitlar ve Cliriitmeler” makalesiyle (bu
kitapta Boliim I) birlikte iic yeni makale ekledik. Oncelikle ana metne
ikinci bir bélim ekledik. Bu metin, Poincarénin Descartes-Euler iddi-
as1 igin verdigi vektor-cebirsel kanitla ilgilidir. Bu boélim Lakatos’un
1961 yilindaki Cambridge Universitesi doktora tezine dayanmaktadir.?
(Ozgiin “Kanitlar ve Ciirlitmeler” makalesi bu tezin ilk béliimiiniin ol-
dukga degistirilmis ve gelistirilmis seklidir.) Lakatos’un tezinin iigiincii

! Britanya Bilim Felsefesi Biilteni: Biiyiik Britanya'nin ve diinyanin en prestijli hakemli
akademik bilim felsefesi dergilerinden biri. —¢.n.

?Lakatos’un ilk doktora tezi Macaristan’daki Debrecen Universitesi’ndendir. “Kanit-
lar ve Ciiriitmeler” Lakatos’un Cambridge Universitesi'nde yazdigi ikinci doktora
tezidir —c¢.n.
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bélimi, bu kitapta Ek I olarak yer almakta, kamitlar ve ¢liritmeler
yontemine dair daha ileri bir vaka incelemesi icermektedir. Bu boliim,
Cauchy’nin slirekli fonksiyonlarin yakinsak serisinin limitinin de siirekli
oldugunu ifade eden teoreme verdigi kanitla ilgilidir. Ana metnin Bélim
Iki’si ve Ek A; “Kamtlar ve Ciiriitmeler”i okuyan matematikciler tara-
findan siklikla dile getirilen, Lakatos’un kanit-¢éziimlemesi yonteminin,
cokytizliiler gibi “neredeyse deneysel” olan ve kargidrneklerin kolaylikla
gorsellestirilebildigi bir konuda uygulanabilirken, “gercek” matematige
uygulanabilir olmadig1 elestirisini dindirmelidir. Ugiincii ilave metin (Ek

. B) de Lakatos’un tezinin ii¢iincli bélimiine dayanmaktadir. Bu bélim,
Lakatos’un matematik egitimi, sunumu ve matematigin geligimiyle ilgili
duruguyla ilgilidir.

Lakatosun basimi geciktirmesinin nedenlerinden biri, bu ilave ma-
teryalden bazilarinin yeni fikirlerle beraber Lakatos’un pozisyonundaki
kimi gelismeleri kapsamasina ragmen, Lakatos'un bu fikirlerin tekrar ele
alinmas1 ve lizerlerine ilave tarihsel aragtirmalar yapilmas: gerektiginin
ayirdmda olmasiydi. Bu 6zellikle (Ek A’daki) Cauchy ve Fourier tizerine
olan bolim igin gegerliydi. Bu boliimdeki baz zorluklarin, belirsizlikle-
rin ve eksikliklerin farkindayiz. Buna ragmen, Lakatos’un yazdiklarimn
icerigini degistirmememiz gerektigini diigindiik. Bu boélimii dikkatle ha-
zirlarken ve iizerine kimi eklemelerde bulunurken, hicbirimiz bu ig icin
gerekli uzun ve ayrintili bir tarihsel aragtirmay:1 yapabilme konumunda
degildik. Bu materyali hi¢ yayinlamamak ya da bitirilmemig bir sekilde
yaymlamak segenekleriyle yiizlegince, ikincisine karar verdik. S6ziini et-
tigimiz caligmaya ¢ok fazla emek harcanmig oldugunu hissettik ve de
bunun diger arastirmacilara séz konusu calismayi, eger gerekliyse, dii-
zeltmek ve genigletmek icin ilham verecegini umduk.

Genel olarak, Lakatos’un ¢aligmasinin igerigini, Lakatos un durusunu
degigtirdiginden emin oldugumuz yerlerde dahi, degigtirmemizin dogru
olmadigini diisiindiik. Dolayisiyla, kendimizi, degigtirmesi icin gecmigte
Lakatos’u ikna etmeye caligmig olmamizin gerektigi ve (genelde ayni
anlama geliyor olsa da) Lakatos™un bu kitabin yayminda kendisini de-
gigtirecegine inandigimiz noktalara igaret etmekle kisitladik. Bu degigik-
likleri de dipnotlarda belirttik. (Lakatos’un entelektiiel durusu, elbette,
doktora tezini tamamlamasiyla 6liimii arasinda gegen on ii¢ yil boyunca
olduk¢a degismisti. Felsefesindeki genel degigiklikler agiklanmist1 [La-
katos, 1970]. Ancak sunu belirtmeliyiz ki, Lakatos geligtirdigi bilimsel
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arastirma programlarimn yéntembilgisinin, kendi matematik felsefesinde
onemli 6telemelere sahip oldugunu diigiiniiyordu.)

Makalelerin sunumuna yaklagimimiz, Lakatos’un kendi yayinladikla-
rin1 (6rnegin Boéliim I) neredeyse hi¢ degistirmeden birakmakt1 (birkag
basim hatas1 ve onemsiz kimi anlatim belirsizliklerini diizeltmek gibi
istisnalar diginda). Ancak, daha 6nce hi¢ yayinlanmamis materyalleri
epey degistirdik. Tekrarlayalim, daha 6nce yaymlanmayan bu makalele-
rin sadece bicimini degistirdik, icerigini degil. Bu aligilmadik bir siireg
gibi goriinse de, neden bdyle bir tutum aldigimizi agiklamamizin uygun
oldugunu diigiintiyoruz.

Lakatos, basilacak her ¢alismasimin sunumuyla oldukga ilgilenir, ca-
lismalarini basilmadan énce, meslektaglar ve arkadaglarima yaygin bir
bicimde dagitir, onlarin elegtirilerini ve yapict 6nerilerini alirdi. Burada
ilk defa yaymlanan béliimiin de, Lakatos yagasaydi, boyle bir siirecten
gececegine ve dahasi bizim ciiret ettiklerimizden daha da ciddi degisiklik-
lere maruz kalacagindan eminiz. (Her ne kadar kendi kisisel deneyimleri-
mizle 6grenmis olsak da) Lakatos’un kendi felsefi pozisyonunu miimkiin
oldugunca berrak bir gekilde sunmak icin ¢ektigi acilan biliyor olmamiz,
bizi bu materyalin sunumunu elimizden geldigince geligtirmeye zorladu.
Kesin olan su ki, ekledigimiz bu yeni materyal, eger Lakatos bunlarin
dayandig1 noktalar: degistirmemis olsayd: simdiki kadar iyi okunur ola-
mazdi. Fakat, Lakatos’a yeteri kadar yakin ve onun 6nceki yaymnlarina
asina oldugumuz i¢in bu materyali Lakatos’un yiiksek standartlarina
yakmn bir yerlere ulagtirmak adina anlaml bir ¢aba gosterdigimizi diigi-
niiyoruz.

Lakatos un matematik felsefesi alanindaki bazi 6nemli caligmalarinin
basilmasini saglama olanagina sahip olmaktan mutluluk duyuyoruz, zira
bu bize Lakatos’a olan kigisel ve entelektiiel borcumuzun bir kismini
O0deme imkén1 vermigtir.

John Worrall
Elie Zahar



Tesekkiir

Bu kitabin dayandigi materyal, girig yazimizda kismen deginildigi {izere,
uzun ve degigsken bir tarihe sahip. Lakatos’un 1963-4’te basilan 6zgiin
makalesine (bu kitapta Bolim Bir) ekledigi tesekkiir yazisina goére, bu
calisma 1958-9’da King’s College, Cambridge’da dogdu ve ilk olarak
Karl Popper’'m Mart 1959’da Londra Ekonomi Okulu’ndaki seminerinde
okundu. Eserin bagka bir versiyonu Lakatos’un, bu kitaba kaynaklik
eden, 1961 Cambridge Universitesi doktora tezine eklemlendi. Tez, Pro-
fesor R. B. Braithwaite’in damigmanligiyla hazirlanmigti. Bununla bir-
likte Lakatos, Rockefeller Vakfi'nin mali destegine ve “epey yardim, ce-
saretlendirme ve degerli elegtiriler aldig1” Dr. T. J. Smiley’a tegekkiir
etmigtir. Lakatos un tegekkiiriiniin kalam géyledir:

Son taslagi Londra Ekonomi Okulu’nda hazirlarken, yazar,
6zellikle Dr. J. Agassi, Dr. I. Hacking, Profesor W. C. Kneale
ve Profesér R. Montague, A. Musgrave, Profesér M. Polamni
ve J. W. N. Watkins’in elegtiri ve Onerilerinden yararlan-
maya caligt1. Istisna kovusturma yontemini isleme, Profesér
G. Pélya ve Profesér B. L. Van der Waerden’in elegtirel di-
stincelerinin ilhami altinda geligtirildi. Ucube kovugturma ve
ucube uyarlama yonteminin farki B. MacLennan tarafindan
onerildi.

Bu makale, Pélya’'nm matematiksel horistiginin dirilisiyle
Popper’in elegtirel felsefesinin arka planina kargi bir elegtiri
olarak goriilmelidir.

Bu kitab1 hazirlarken, John Bell, Mike Hallett, Moshé Machover ve
Jerry Ravetz ilgiyle Boliim IT’nin ve Ek’lerin miisvettelerini okuyup fay-
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dali elegtiriler sunarak editérlere yardimeci oldular. Lakatos’un materyal-
leri lizerine yaptigimiz bu galismay: dikkatle elegtirdigi igin, Sandra D.
Mitchell ve 6zellikle Gregory Currie’nin calismalarina tegekkiir ederiz.

J. W.
E. Z.



Yazarin Sunusu

Diisiince tarihinde, yeni ve giiglii bir yontemin belirmesi ve bu yéntemi
kullanarak baga cikilabilen problemler iizerine yapilan galigmalarin bii-
yuk bir hizla gelisip tiim ilgiyi cekmesi, bu sirada, bunun digindaki prob-
lemlerin gbz ard: edilmesi ve hatta unutulmaya baglanip kiigiimsenmesi
siklikla yagsanmisgtir.

Bu durum, meta-matematigin dinamik geligiminin sonucu olarak
yiizyihmizda! da ortaya ¢ikmis goriiniiyor.

Meta-matematiksel aragtirmalarin nesnesi, matematiksel kuramlarin
yerine formel sistemlerin kondugu, kanitlarin yerine diizgiin formiille-
rin belli dizilerinin, tanimlarin yerine de “teorik olarak vaz gecilebilir”
ama “yazim olarak elverigli kisaltma aygitlarinin” kondugu matematigin
bir soyutlamasidir.? Bu soyutlama, matematiksel yontembilgisinin baz
problemlerine yaklagsmada giiglii bir teknik olarak Hilbert tarafindan ge-
ligtirildi. Ayn1 zamanda, meta-matematiksel soyutlamanin kapsaminin
diginda kalan problemler de mevcuttu. Informel (inhaltliche) matema-
tige dair olanlarla, matematiksel problem ¢6zmenin durumcu mantigina
dair tiim problemler bu kapsamin diginda kalan problemlerdendir.

Matematigi, kendi formel belitsel soyutlamasiyla (matematik felsefe-
sini de meta-matematikle) 6zdeslestirme egiliminde olan matematik fel-
sefesi ekoliine “formelist” okul diyecegim. Formelist durusun en net ifa-
deleri Carnap’ta [1937] bulunabilir. Carnap’a gore; (a) “felsefenin yerini
bilimsel mantik almaldir...”, (b) “bilimsel mantik, bilim dilinin man-
tiksal sozdiziminden bagka bir gsey degildir...”, (¢) “meta-matematik
matematiksel dilin s6zdizimidir” (s. xiii ve 9). Diger bir deyigle, Car-
nap’a gore, matematik felsefesi, yerini meta-matematige birakmahdir.

120. yiizy1l kastediliyor. —¢.n.

2Church [1956], 1, s. 76-7. Ayrica bkz. Peano [1894] s. 49 ve Russell ve Whitehead
[1910-13], I, s. 12. Bu Oklidgi izlencenin, Pascal’in {1659] unda. §ek111end1r11d1g1 gibi,
aynlmaz bir bolimidiir. Bkz. Lakatos [1962] s. 158.
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Formelizm, matematik tarihini matematik felsefesinden koparir, zira
formelist matematik kavramina goére, tam ve gercek bir matematik ta-
. rihi yoktur. Herhangi bir formelist, Russell’in “romantikce” 6ne siirdiigii
ama ciddi bir sekilde kastettigi diisiincesiyle, yani Boole’un Laws of
Thought'unun® “matematik iizerine yazilan ilk kitap oldugu” fikriyle,
temelde hemfikirdir.# Formelizm, cogumuzun yaygin olarak matema-
tik olarak anladigimiz matematigin konumunu reddeder ve matematigin
geligsimine dair hicbir sey sdyleyemez. Matematiksel kuramlarm hicbir
“yaratici” donemiyle gogu “elegtirel” donemi; bu kuramlarin melekler
gibi yagsadigi ve diinyevi belirsizliklerin tiim kirliliklerinden arindirildik-
lar1 formelist cennete kabul edilmezdi. Formelistler, ashnda, cennetten
yeryliziine diigen melekler i¢in acik bir arka kapi birakirlar: Eger biz

“matematik ve bagka seylerin bazi karigumlar” i¢in, “bunlar belirli bir
" anlamda. iceren” formel sistemler bulabiliyorsak, bu karigimlar da forme-
list cennete kabul edilebilirdi (Curry [1951], s. 56-7). Bu anlayiga gore
Newton; Peano, Russell ve Quine’m kendisine kalkiiliisii formelize et-
mekte yardim etmesi igin dort yiizyil beklemeliydi. Dirac ise daha sans-
liydi: Schwartz, yagsarken Dirac’mn ruhunu kurtarabildi.> Sanirim, meta-
matematikginin i¢cinde bulundugu celigkinin ciddiyetine burada degin-
meliyiz: Formelist, hatta tiimdengelimsel kistaslarla meta-matematikei,
diiriist bir matematikci olamaz. Dieudonné, uslamlamasini belitsel bi-
¢imde sunmasi igin “entelektiiel biitinligi ciddiye alan her matematik-
ciye dayatilan kesin gereklilikten” soz eder ([1939], s. 225). (italikler
benim —Lakatos.)

Formelizmin simdiki egemenligi altinda, Kant’tan alint1 yapmamak
mimkiin degil: Felsefenin rehberligi olmadan, matematik tarihi kér; ma-
tematik tarihinin en ilgi ¢ekici goriingiilerine sirtim1 ¢evirmis matematik
felsefesiyse bog olur.®

#George Boole, Diigiincenin Kanunlari, 1854, Bu eser, sembolik ve cebirsel mantigin
bat1 diinyasindaki en temel eserlerindendir —¢.n.

“Russell [1901]. Bu makale Russell’'m [1918)’inde Béliim 3 olarak, “Matematik ve
Metafizikei” baghgiyla tekrar yayinlandi. Penguin Yaynlar’mn 1953 baskisinda, bu
alint1 sayfa 74’te bulunabilir. [1918]’inin girig yazisinda, Russell makale hakkinda -
“[Makalenin] timisinin, editdriin bana bu makaleyi ‘miimkiin oldugu kadar romantik’
yapmam icin yalvardig1 gercegiyle kismen acgiklanabilir” oldugunu sdyler.

5Burada Dirac’m sezgisel olarak tanimladig1 ve Schwartz tarafindan matematiksel te-
mellere oturtulan genellegtirilmis fonksiyon ya da dagilhim kavramindan bahsediliyor.

8Lakatos burada Kant'in 1781'de Salt Akhn Elestirisi'nde yazdigy iinlii satirlarina,
“eeriksiz diigiinceler bog, kavramsiz sezgiler de kérdiir”, atifta bulunuyor —¢.n.
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“Formelizm”, mantiksal pozitivist felsefenin korunma duvaridir.
Mantiksal pozitivizme gore, bir ifade eger sadece “totolojik” ya da de-
neysel ise anlamlidir. Informel matematik ne totolojik ne de deneysel
oldugu icin, biitiiniiyle anlamsiz olmahdir.” Mantik¢1 pozitivizmin dog-
malari, matematik tarihine ve matematik felsefesine zararhdir.

Bu makalelerin amaci, matematik yontembilgisinin bazi problemle-
rine yaklagmaktir. “Yontembilgisi” s6ziinii, Pélya’nm ve Bernays’m “ho-
ristigine”®, Popper’in “kesfin mantig1” ya da “durumcu mantigina”® ben-
zer anlamda kullaniyorum. Yeni olugturulmus “matematik yoéntembil-
gisi” teriminin, “meta-matematik” terimi yerine esanlaml olarak kul-
lanmilmas1 kugkusuz formelist bir dokunustur. Bu, matematigi formelist
felsefesinde kegfin mantig1 ve yontembilgisi igin bir yer olmadigina, isa-
ret eder.'® Formelistlere gére, matematik formel matematikle Gzdestir.

"Turquette’e gore Godelci ciimleler anlamsizdir ([1950], s. 129). Turquette, bunlarin
analitik olmayan a priori ciimleler olmasindan dolay: analitik kuramlan a priori
olarak ciiriittiigiinii iddia eden Copi’ye kars1 qikar ([1949] ve [1950]). Ikisi de, bu bakis
acisindan Goédelci ciimlelerin 6zel durumunu fark edemedi: Bu teoremler, informel
matematigin teoremleridir; aslinda, iki Godel teoremi de 6zel bir durumda informel
matematigin konumunu tartigiyordu.

8Pslya [1945], ozellikle s. 102 ve de [1954], [1962a]; Bernays [1947], ézellikle s. 187.

®Popper [1934], sonrasinda [1945], 6zellikle s. 90 (ya da dérdiincii bask: [1962], s. 97);
ve de [1957], s. 147 v.d.

19Bu, Tarski [1930a] ve [1930b)] ile 6rneklendirilebilir. ilk makalede Tarski “tiimdenge-

limsel bilimler” terimini agikca “formelize tiimdengelimsel bilimler” igin kullanmig-
tir. Tarski sOyle der: “Meta-matematiksel aragtirma alanindan gelen formel tiim-
dengelimsel disiplinler, geometrideki uzaysal kavramlarin durumuyla kabaca aym
anlamdadir.” Bu hassas gekillendirmeye, ikinci makalede merak uyandiran, emper-
yalist bir dolambag verilir: “Nasil uzaysal cisimler geometrinin éznelerini, hayvan-
lar da. zoolojinin 6znelerini olugturuyorsa; aym gekilde tiimdengelimsel bilimler de
tliimdengelimsel bilimlerin yéntembilgisinin 6znelerini olusturur. Dogal olarak, tiim
tiimdengelimsel disiplinler, bilimsel incelemelerin nesneleri icin uygun bir bigimde
sunulmaz. Ornegin, mutlak bir mantiksal temele dayanmayanlar, kesin ¢ikarim ku-
rallarina sahip olmayanlar ve konugma dilinin belirsiz ve kesin olmayan terimleriyle
bigimlendirilen teoremler —kisacasi formellegtirilmeyenler— buna uygun degildir.
Meta-matematiksel incelemelerin kapsami, formel tiimdengelimsel disiplinlerin tar-
tigmalarimin sonuglariyla simrlandinlmigtir” Buradaki yenilik sudur; ilk ifade meta- -
matematigin 6znesinin formel tiimdengelimsel sistemler oldugunu belirtirken, ikinci
ifade meta-matematigin 6znesinin; formel olmayan tiimdengelimsel sistemler, bilim-
sel sorusturmalarin nesnesi olmak igin uygun olmadigindan, sadece formel tiimden-
gelimsel sistemlerle simirlandirildigimi belirtmektedir. Bu, formel disiplinlerin erken
tarihinin bilimsel sorugturmanin 6zunesi olamayacag: anlamimna gelir. Oysa, tersine,
ornegin zoolojik tiirlerin erken tarihi, bilimsel evrim kuraminn 6znesi olabilir. Tipki
insanlar hakkmdaki baz1 sorularin (6rnegin anatomileriyle ilgileri olanlar gibi) an-
cak onlar oldiikten sonra ¢oziilebilmesi gibi, matematiksel kuramlar hakkindaki bazi
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Fakat, formel bir kuramda. ne kesfedilebilir? ki tiir sey kesfedilebilir. Bi-
rincisi, uygun programlanmig bir Turing makinasmm sonlu bir zamanda
cozebilecegi bir problemin ¢oziimii kesfedilebilir (mesela, ileri siiriilen bir
kamit, gercekten kamt mi1 degil mi?). Ancak, hicbir matematikgi, bu tir
karar verme siiregleriyle tanimlanan mekanik “yontemleri” izlemekle il-
gilenmez. Ikinci olarak, sadece, 6rnegin “karar verilemez bir sistemde
Delirli bir formiil teorem midir, degil midir?”, gibi sorularin “baski altina
alinmamig kavrama yetenegi ve sans”tan olu§an bir “yontem”in rehber-
ligiyle gozumlerl kesfedilebilir.

Makinenin akileilign ve kér tahminin akildisiligr arasindaki bu sevim-
siz tercih, ger¢ek matematik i¢in gecerli degildir.!! Informel matematigin
incelenmesi, ¢alisan matematikgiler i¢cin ne mekanik ne de akil dig1 olan

“ve formelist felsefenin taniryamayacagi ve yine de tegvik ettigi, zengin bir
durumcu mantik ortaya koyacaktir.!?

sorularin da ancak bu sistemler formelize edildikten sonra ¢oziilebileceginden kimse
siiphe etmez. Fakat, pek az1 bundan, insanlarin sadece “6lii formda sunuldugunda
bilimsel sorusturmalara uygun oldugu”, biyolojik aragtirmalarin 6li insanlardan
elde edilebilecek ¢ikarsamalarla ilgili tartigmalarla simirlandirilmis oldugu sonucunu
cikartacaktir. Yine de, anatominin gérkemli ilk yillarinda Vesalius’'un hevesli bir
dgrencisinin, diseksiyon icin yeni ve giglil bir yéntem belirdiginde, biyolojiyi olii
bedenlerin ¢éziimlemesiyle 6zdeglestirmesine sagirmamaliyiz.

[1941)’in giris yazisinda, Tarski, formel sistemler disinda herhangi bir yéntembil-
gisinin mimkiinatma karsi olan olumsuz tavrimi daha da genigletir: “Deneysel bi-
limlerin yéntembilgisine dair verilebilecek bir ders, biiyiik ¢ogunlukla, el yordamiyla
ilerleme ¢abalariyla bagarisiz denemelere kisitlanmig olmalidir.” Deneysel bilimlerin
bilimsel olmamasinin nedeni gudur: Tarski, bilimsel kuram “6ne siiriilen ifadelerin,
belirli kurallara gére diizenlenmis sistemi” olarak tammlar (a.g.e).

NRormelist felsefenin en tehlikeli kaprislerinden biri (1) formel sistemlerle ilgili bir
seyi —dogru olarak— ifade etmek, (2) sonra da bunun “matematige” uygulanir ol-
dugunu sdylemek —ki eger matematigin formel sistemlerle 6zdegligini kabul edersek
bu da dogrudur—, (3) devaminda da, anlamda yapilan istii kapal bir ételémeyle,
“matematik” terimini siradan anlamiyla kullanma aligkanhgidir. Quine ([1951], s.
87) “bu, matematiksel durumlarin niteligini yansitir, matematikci bask: altina alin-
mamis kavrama yetenegi ve iyi bir sansla bir kamta denk gelir, fakat sonrasinda
diger matematikgiler bu kanit1 kontrol edebilir”, der. Fakat genellikle, siradan (in-
formel) bir kanit1 kontrol etme igi oldukca hassas bir girigimdir, ve bir “yanlga”
rast gelmek, kanmta denk gelmekten daha biiyiik bir kavrayig ve daha fazla sans
gerektirir: Informel kanitlardaki “yanhisliklarin” kesfi, eger yiizyillar almadiysa da,
on yillar alabilir.

12«¢Calisan matematikei” terimi, profesyonel matematikgiler igin kullanilagelen bir
tabirdir. —¢.n.
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Matematik tarihi ve matematiksel kesiflerin mantig1, yani matema-
tiksel diisiincenin filojenezi'® ve ontojenezil?, elestiriler olmadan ve for-
melizm biitiiniiyle reddedilmeden gelistirilemez.!®

Fakat, formelist matematik felsefesinin oldukca derin kokleri vardir.
Formelist matematik felsefesi, dogmatist matematik felsefelerinin zinci-
rinin son halkasidir. Iki bin y:ldan daha uzun bir siiredir, dogmatistler ve
stipheciler arasinda bir tartigma vardir. Dogmatistler, insani zekdmizin
ve/veya hislerimizin giiciiyle, gergege ulagabilecegimizi ve ulagtigimizi da
anlayabilecegimizi iddia ederler.

Stiphecilerse, 6te yandan, (gizemli deneyimler diginda) ya dogruya
higbir gekilde erisemeyecegimizi ya da erigip erisemedigimizi bilemeye-
cegimizi iddia ederler. Zaman zaman giincellenen bu dev tartismada,
matematik, dogmatistlerin gururlu kalesi olmustur. Ne zaman o giinki
_matematiksel dogmatizm bir “krize” girse, agkin temeller ve gergek bir
netlikle saglanan yeni bir dogmatist yorum, otoriter, yanilmaz ve ¢iiriitii-
lemez matematigin, “insanliga hediye edilmig bilimler arasinda Tanr1’y1
memnun etmis olan tek Bilim”in (Hobbes, [1651], s. 15) gériniimini
onarir. Gogu slipheci, dogmatist epistemolojinin kalesinin zaptedilemez-
ligi noktasima, dogru geri ¢ekilmistir.!® Bu miicadelenin vadesi gimdi dol-
mustur. _

Isbu vaka incelemesinin 6zii, matematiksel formelizmi zorlayacak ol-
masina ragmen, matematiksel formelizmin askin konumunu dogrudan
dogruya zorlamayacaktir. Bu incelemenin miitevazi amaci, yari-deneysel
informel matematigin, siiphe duyulamaz teoremlerin sayisindaki diizenli
artigla degil, spekiilatif tahminler ve elegtirilerin durmadan ilerlemesiyle
geligtigini kanitlar ve ¢liriitmeler mantigiyla detaylandirmaktir. Bu yiiz-
den, meta-matematigin informel ve yari-deneysel matematigin simdi-

13 Tiirlerin ya da belirli canli gruplarmin veya bir canlinin belli bir ézelliginin evrimsel
geligimi ve cegitliligi. —¢.n.

MBir canhnin ya da belirli bir anatomik ya da davramsgsal 6zelligin canlinin yasaminin
ilk dénemlerinden olgunluk dénemine dek gosterdigi gelisim. —¢.n.

5Hem Poincaré, hem Pélya; E. Haeckel’in aklm geligimi i¢in filojeniyi yenileyen on-
tojenik “temel biyogenetik kanununu” matematiksel aklin geligsimine uygulamay1
Snerirler (Poincaré [1908] s. 135, ve Pdlya [1962b]). Poincaré’den bir alint1 yap-
mak gerekirse, “Zoologlar bir hayvanin embriyonik gelisiminin, hayvamn atalarinin
jeolojik caglar boyunca sahip oldugu tim tarihin kisa bir tekrarn oldugunu 6ne sii-
rerler. Goriinen o ki, aklin gelisiminde de durum ayni. .. Bu nedenle, bilim tarihi ilk
kilavuzumuz olmali” (C. B. Halsted’in onayh Ingilizce gevirisinden, s. 437).

18Dogmatist-giipheci uyugmazhginda matematigin roliiyle ilgili bir tartsma icin benim
[1962] tarihli cahgmama bakiniz.
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lerde hizla gelisen bir paradigmast olmas: nedeniyle, bu makale, dola-
yisiyla, ¢agdag matematiksel dogmatizmi de zorlayacaktir. Bir giincel
meta-matematik tarihi 6grencisi, bu eserde tarif edilmisg sablonlar: kendi
aragtirma alaninda da tespit edebilecektir.

Diyalog bicimi, ykiiniin diyalektik yamin yansitmalidir. Bu bicimin,
akiler bir gekilde yeniden insa edilmis ya da “damatilmag” bir tir tarih
icermesi amaclanmgtir. Gergek tarih, dipnotlarda séze karisacaktir, do-

layssiyla dipnotlarin cogu makalenin organik bir parcas: olarak ele alin-
malidar.



1. Bolum

1.1 Bir Problem ve Bir Sam

Diyalog hayali bir sinifta gegmektedir. Smif, bir PROBLEM e ilgi duyu-
yor: Bir ¢okylizliiniin — 6zellikle diizgiin cokyiizlinin —, kégelerinin sayisi
V, ayritlarinin sayis1 E ve yiizlerinin sayisi1 F' arasinda, bir ¢cokgenin ke-
nar ve kogeleri arasindaki agikdr V' = F iligkisi gibi, yani kdge sayist
kadar kenar olmas: gibi, bir iligki var mdir? Tkinci iliski bizim cokgen-
leri kenar (ya da kdge) sayisina gore siniflandirmamiz: saglar: Uggenler,
dértgenler, begsgenler v.s. Benzer bir iligki ¢okyiizliler: stmflandirmamizi
saglayabilir.

Birgok deneme yanilmadan sonra 6grenciler, tiim diizgiin ¢okyiizliler
icin V— E+F = 2 esitliginin dogru oldugunu fark ediyorlar.! Bir égrenci

'Bu 6nerme, ilk defa Euler tarafindan fark edildi. {1758a]. Euler’in asil sorunu gokyiiz-
liniin siniflandirilmasi problemiydi, bunun zorlugu da kitabimn editoryal 6zetinde
belirtilmigti: “Diizlem geometrisinde, ¢okyuzliler (figurae rectilineae), kenarlarina
gore basitce simflandirilabiliyorken, zira kenar sayilan tabii ki her zaman ag1 sayi-
sina egittir; cisim geometrisinde gokyiizlillerin (corpora hedris planis inclusa) simf-
landirilmas: ¢ok daha zor bir problem tegkil eder, zira yalnizca yiizlerin sayis1 bu
amag icin yeterli degildir.”

Euler’in elde ettigi sonuglarin kilit noktas: sadece kége ve ayrit kavramlarin gelig-
tirilmesiydi: Yiizlerinin sayisinin yaninda, bir ¢okyiizliiniin yiizeyindeki noktalarin ve
kenarlarin, o ¢okyizliniin (topolojik) karakterini belirledigini ilk isaret eden oydu.
Tigingtir, Euler bir yandan, kendi kavramsal gergevesinin yeniligini vurgulamaya he-
vesliydi, zira eski “latus” (kenar) kavrami yerine “acies”i (ayrit) gelistirmek zorunda
kalmigta, ciinkii latus gokgensel bir kavramdi ve Euler cokyiizliiye dair bir kavram
yaratmak istiyordu. Ote yandan noktasal kdgeleri icin “angulus solidus” (cisimsel
ag1) kavramim muhafaza etmigti. Son yillarda, bu sonuglarn 6nceliginin Descartes’a
kadar gittigi genel bir kabul gérmiistiir. Bu iddiasimin temeli, Leibniz tarafindan
orijinalinden 1675-6’da Paris’te kopyalanan Descartes’in [1639] bir elyazmasidir, bu
elyazmasi Foucher de Careil tarafindan 1860’ta tekrar kegfedilmis ve yayimlanmig- -
tir. Bu 6ncelik Descartes’a kiigiik bir kusura igaret edilmeden takdis edilmemelidir.
Dogrudur, Descartes diizlemsel agilarin sayisimin 2 + 2a — 4’e esit oldugunu be-
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bunun tiim ¢okyiizliilere uygulanabilecegini tahmin ediyor. Digerleri bu
sanuye yanliglamaya galigiyor ve saniy1 birgok farkl yolla sintyorlar —sani
yine de iyi dayaniyor. Sonuglar saniy: dogruluyor ve sanmmin kanitlana-
bilir oldugunu oneriyor. Iste bu noktada — problem ve san: agamasindan
sonra— siufa giriyoruz.? Ogretmen bir kanst énermek iizere.

1.2 Bir Kamt

OGRETMEN: Son dersimizde, ¢okyiizlillerle ilgili bir saniya ulagmigtik:
Tiim ¢okytzliiler i¢in, V kosgelerin sayisi, E ayritlarin sayisi ve F ylzlerin
sayisiysa, V — E + F = 2’dir. Bu samy1 bircok yontemle sinadik, ama
hala kamitlamadik. Bir kamt bulan var mi?

OGRENCI SigMA: “Ben, kendi adima bu teorem icin kesin bir kanit
geligtiremedigimi kabul etmeliyim. . . Dogrulugu bir¢ok durumda pekisti-
rilmig oldugundan, teoremin her cisim igin gegerli olduguna dair glipheye
yer yoktur. Dolayisiyla, gériinen o ki, 6nermenin dogrulugu tatmin edici
bir gekilde gosterilmistir”® Fakat, eger bir kanitiniz varsa, liitfen sunun
bu kaniti.

lirtmistir: ¢ ile yiizlerin sayis1, « ile cisimsel agilarin sayis: kastedilmektedir. Ayrica
Descartes’mn kenarlarin (latera) iki kat1 kadar diizlemsel agilarin oldugunu belirttigi
de dogrudur. Bu iki ifadenin birlegimi, elbette, Euler formiiliinii verir. Fakat, Des-
cartes bunu goremedi, zira hila aglar (cisimsel ve diizlemsel) ve yiizler terimleriyle
diisiiniiyordu ve ¢okytizliiniin biitiinsel topolojik karakterizasyonu igin gerekli ve ye-
terli zemin olan, O-boyutlu késelere, 1-boyutlu ayritlara, 2-boyutlu yizlere dogru,
bilingli ve devrimci bir kavram degigimini gergeklestiremedi.

2Buler sanisimin sonuclarini oldukca ayrintili bir gekilde sinamig, formiilii prizmalar,
piramitler ve benzerleri iizerinde denemistir. Euler, sadece bes diizgiin cisim oldugu
sanisinin da bu saninin bir sonucu oldugunu da eklemig olabilir. Diger bir siipheli so-
nug ise dogrulanmig olan dért rengin bir haritay1 boyamaya yetmeyecegi sonucuydu.

V — E + F = 2 durumunda sanida bulunma ve smmama terimleri, Polya’da tarti-

silmustir [1954, cilt 1, ligiincii bélimiin ilk bes bélimcigi, sayfa 35-41]. Pélya bu-
rada durmus ve kanat terimiyle ugragsmamigtir —oysa, kendisi elbette “kanitlanacak
problemler” icin bir héristik ihtiyacina igaret etmekteydi ([1945], s.144). Bizim tar-
tismamiz Pélya’nin biraktig1 yerde baghyor.

3Euler ([1758a], 5.119 ve s.124). Fakat sonra, ([1758b]), bir kanit onerir.



1.2. Bir Kanit 17

Sekil 1

(a)

OGRETMEN: Ashnda, bir tane var. Kanit su diigiince deneyinden olu-
suyor. Adwm 1: Cokyiizliiniin icinin bos oldugunu ve yiizeyinin ince bir
elastik maddeden yapildigim1 hayal edelim. Eger yiizlerden birini kesip
cikarirsak, kalan yiizeyi, yirtmadan, esnetip gerip diizlegtirerek kara-
tahtaya serebiliriz. Bu siirecte, yiizlerin ve ayritlarin sekli bozulacaktir;
ayritlar egrilebilecek fakat V' ve E’nin degeri degismeyecektir. Bu yiiz-
den, ancak ve ancak gergek bir ¢okyiizli icin V — E + F = 2 ise, elde
ettigimiz diizlemsel ag icin de V— E+ F = 1’dir —bir yizi gikardigimizi
hatirlaymn. (Sekil 1, kiip i¢in diizlemsel ag1 gosteriyor.) Adim 2: Simdi
de haritamizi —gercekten de cografi bir harita gibi goriniiyor — iiggen-
sellegtiriyoruz. Bu siiregte simdiye dek (muhtemelen egrisel bir sekilde)
icgenlestirilmemis (muhtemelen egrisel kenarlt) ¢okgenlerin igine (muh-
temelen egrisel) kosegenler ¢iziyoruz. Cizdigimiz her kogegenle E ve F'yi
bir artiriyoruz, boylece V — E + F' toplam degigmiyor. (Sekil 2) Adim
3: Ucgensellestirilmis agdan simdi, teker teker ticgenleri cikariyoruz. Bir
iiggeni ¢ikarmak i¢in, ya bir ayriti ¢ikarryoruz - boylelikle ayritin da-
yandig: yiiz ve ayritin kendisi kayboluyor (Sekil 3a); ya da iki ayritla
beraber bir kdseyi ¢ikartiyoruz— boylelikle bir yiiz, iki ayrit ve bir kige
kayboluyor (Sekil 3b). Béylece, herhangi bir tiggen kaldirilmadan énce
V — E+4+ F =1 ise, iiggen kaldirildiktan sonra da egitlik aynen degis-
meden korunuyor. Bu iglemlerin sonunda, tek bir liggen elde ediyoruz.

Bu tek licgen igin de V — E + F =1 egitligi saglanmaktadir. Boylelikle
sanimizi kanitlamig olduk.4

Sekil 3

“Bu kamit-diigiincesi Cauchy’den [1813a].



18 1. Balam

O¢renci DELTA: Simdi buna teorem demelisiniz. Artik bunun hak-
kinda tahmini hicbir sey kalmadi.®

OGRENCI ALFA: Merak ediyorum. Gériiyorum ki bu deneyi kiip ya
da dértyiizlii icin gerceklestirebilirsiniz, fakat her cokyiizlii icin bu dene-
yin uygulanabilir oldugunu nereden bilebilirim? Ornegin, emin misiniz,
bir yizi ¢ikarildiktan sonra her cokyizli karatahtaya dizlemsel olarak
gerilebilir mi? Ilk adimimizdan siipheliyim.

OGRrENci BETA: Haritay: iicgensellestirirken, eklenen her yeni ayrit
icin yeni bir yiz elde edecefimizden emin misiniz? Tkinci adimimizdan
stipheliyim.

Odrenct GaMa: Uggenleri birer birer kaldirirken sadece iki segenek
oldugundan —bir ayritin ya da iki ayrit ve bir késenin kaldirilmas: -
emin misiniz? Hatta, bu sirecin sonunda elimizde tek bir tcgen kala-
cadendan emin misiniz? Uciincii adimimzdan siipheliyim.5

O&reETMEN: Tabii ki emin degilim. .

AvLFa: O zaman eskisinden de kotii bir durumdayiz! Bir sam yerine
simdi en az {ic sanimiz var! Ve siz buna “kamt” diyorsunuz!

O&RETMEN: Kabul ediyorum, hakl olarak, “kanit” sézciigii, gelenek-
sel anlamiyla bu diigiince deneyi icin bizi biraz yanlig yonlendiriyor gibi
gorinebilir. Bu kanitin, saninin dogrulugunu pekistirdigini diisiinmiiyo-
rum.

DEeLTA: O zaman ne ige yariyor bu? Sizce matematiksel kanit ne
kanitlar?

OGRETMEN: Bu hassas bir soru, onun icin bu soruyu daha sonra ya-
nmtlamaya caligacagiz. O zamana kadar, uzun gegmisine saygi duymamiz
gereken “kamit” teknik terimini, 6zgin saninin alt-sanilare ya da onsav-
lara ayrigtirilmasine ve boylelikle hayli digsal bir bilgi yapis: igine onu
eklemlemeyi oneren digince deneyi —ya da “yari-deneyi” - icin kullan-
may1 éneriyorum. Ornegin, bizim “kanitimiz”, —kristaller ya da diyelim
ki kat1 cisimler hakkindaki— Ozgiin saniy: elastik yiizeyler kuramina ek-

SDelta’nm bu kanitin “teoremi” siipheye mahal birakmayacak sekilde pekistirdigi,
ornegin Crelle [1826-7], 2, s.668-71, Matthiessen [1863], 5.449, Jonquiéres [1890a] ve
[1890b] gibi on dokuzuncu yiizyilin birgok matematikgisi tarafindan paylagilmigtir.
Tipik bir béliim alintilamak gerekirse: “Cauchy’nin kamitindan sonra, zarif V+ F =
E + 2 bagintisinin, Euler’in 1752°de belirttigi gibi, her ¢okyiizliiye uygulanabilecegi
siiphe edilemez gekilde kesinlegmigtir.” Jonquiéres [1890a], s.111-12.

5Bu oldukga ileri diizey bir smif. Cauchy, Poinsot ve on dokuzuncu yiizythn diger
birgok dort doértlik matematikgisine bu sorular zuhur etmedi.
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lemledi. Ozgiin saniin babalar1 Descartes ve Euler kesinlikle bunu hayal
bile edemezdi.”

1.3 Kanitin Yerel Olup Evrensel Olmayan
Karsiorneklerle Elestirisi

O¢rETMEN: Kanitin 6nerdigi saninin bu sekilde ¢oziimlenmesi, yeni de-
nemeler icin farkh bakig acilart olugturur. Aynigtirma samy: daha ge-
nig bir cepheye yayar, boylelikle elegtirilerimizin daha fazla hedefi olur.
Simdi, bir yerine en az ii¢ kargibrnek imkinimiz var.

"Diisiince Deneyi (deiknyms), en eski matematiksel kamt kahbidir ve Oklid-6ncesi
Yunan matematiginde hiikiim siirmiistiir (kisaltilarak A. Szab6[1958)).

Iddialarin (ya da teoremlerin) héristik bir diizenle kamtlardan énce gelmesi es-
kicag matematiginde olagandi. Bu, “analiz”in “sentez”i horistik olarak éncelemesin-
den kaynaklanmaktaydi. (Harika bir tartigma igin bkz. Robinson [1936].) Proclos’a
gore: “...aradigimz1 6nceden bilmek gereklidir” (Heath [1925], I, 5.129). Pappus
der ki “Derler ki, teorem tam da One siiriilenin gosterilmesi goriigiiyle 6ne siiriilen-
dir. (a.g.e, I, 5.10)”. Yunanhlar, tiimdengelim sirasinda rastladiklar1 ve daha énce
tahmin etmedikleri 6nermeler {izerine pek fazla diigiinmediler. Bu dnermelere po-
rism’ler, ¢ikarimlar, bir teoremin kanitinda ya da bir problemin ¢éziimiinde beliren
ikinci derece sonuglar dediler, bu sonuglar dogrudan aranmiyor, ancak, tesadiifen,
ilave emek harcanmadan beliriyordu. Proclus’un dedigi gibi, bir tiir ikramiye (er-
maion) ya da ekstra (kerdos) gibi gériiniiyorlard: (a.g.e, 1, 5.278). Euler’in [1756-7]
kitabinin editoryal 6zetinde aritmetik teoremlerin “dogruluklan kesin bir sekilde gos-
terilip dogrulanmadan ¢ok &nce kesfedildikleri’ni okuyoruz. Editér de, Euler de, bu
kesif siireci igin, eskicagin “analysis” [a.g.€] terimi yerine modern “tiimevarim” te-
rimini kullaniyor. Sonuclarn argiimanlardan, teoremin de kamittan héristik olarak
dnce geliginin matematik toplumunda derin kékleri vardir. Bu tamidik konu iizerine
birkag alint1 yapalim: Chgrysippus’un Cleanthes’e sdyle yazdig sdylenir: “Bana sa-
dece kuramlar: yolla, sonra ben kamtlan bulacagim.” (kisaltarak Diognes Laertius
[yaklagik 200], VIL. 179). Gauss'un gdyle sikayet ettigi sdylenir: “Uzun siiredir so-
nuglarim elimde, fakat, hila onlara nasil erigtigimi bilmiyorum.” (kisaltarak Arber
[1945], 5.47) ve Riemann: “Sadece teoremlerim olsaydi! Sonra kanitlari kolaylikla
bulurdum.” (kisaltarak Hoélder [1924], s.487). Pdlya, “Bir matematiksel teoremi ka-
mtlamadan énce tahmin etmek zorundasiniz” diyerek bunu vurgular. ([1954), cilt.I,
p-vi)

Yari-deney terimi Euler’in yukanda sozii edilen kitabimin [1753] editéryal giri-
gsinden alinmugtir. Editore gére: “Sayilar1 sadece salt akla atfetmemiz gerektiginden,
gbzlemlerin ve yari-deneylerin sayilarin dogasmni aragtirmada nasil kullanlabilece-
gini anlamakta zorlaniriz. Fakat, aslinda, burada cok iyi sebeplerle gosterecegim ki,
sayilarin bugiin bilinen 6zellikleri cogunlukla gézlemle kegfedilmigtir...” (Pdlya’nm
cevirisi [1954]te, I, 5.3, fakat Pélya yanhglkla alintiy1 Euler’e atfetmigtir.)
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GAMA: Daha 06nce iigiincii dnsavinizdan hoglanmadigimi belirtmig-
tim (yani, gererek ve iiggensellegtirerek olugsturdugumuz agdan ticgenleri
kaldirirken, sadece iki segenegimizin olmasi: Ya bir ayrit1 kaldirinz, ya
da iki ayrit ve bir késeyi). Ucgenleri ¢ikarirken bagka tiir bicimlerin olu-
sacagindan siipheleniyorum. '

OGRETMEN: Siiphe elestiri degildir.

GAMA: Peki, karsiornek bir elestiri midir?

O&RrRETMEN: Kesinlikle. iddialar, hoglanmamay1 ve siipheyi yok sayar,
ama kargiérnekleri yok sayamaz.

TeTA (bir kenardan): 1ddialar ¢ok agik bir sekilde kendilerini temsil
edenlerden oldukga farklidir.

GAMA: Basit bir karsibrnek 6neriyorum. Ilk iki islemin kiipte uy-
gulanmasi sonucu olusan ii¢gensel ag: ele alin (Sekil 2). Eger bu agn
icinden bir {icgen ¢ikarirsam, yap-bozdan bir parca gikarircasina, bir
iiggeni tek bir ayrit ya da koge gikarmadan kaldirmig olurum. Demek
ki, tiglincii énsav yanlig - sadece kiip igin degil, icgensel agdaki tim iig-
genlerin sinir iiggeni oldugu dortyiizli diginda, tiim ¢okyiizliiler i¢in bu
¢nsav yanhistir. Béylelikle, kamtiniz Euler teoremini sadece dértyiizlii
icin ispathiyor. Fakat, zaten dortyiizli i¢in V — E + F' = 2 oldugunu
biliyoruz, neden bir de ispatlayalim?

O¢reTMEN: Hakhisin. Fakat, ficiincii énsava kars: érnek olan kiibiin,
ana saniya doniik bir karsiérnek olmadigimi fark etmelisin, zira kiip icin
V — E + F = 2 saglamr. Argiimanin —kamtm— zayifigini gosterdin,
saninin yanhghgini degil.

Arra: Kanit1 bir kenara atacak misimiz peki?

O&RETMEN: Hayir. Elestirinin yikic1 olmasi gerekmez. Ispatimi gelis-
tirecegim, boylece ispatim elegtirilere karg1 durabilecek.

Gama: Nasil?

Oc¢reTMEN: Nasil oldugunu géstermeden énce, yeni birkag terim
onermeme izin verin. Bir énsavi ¢iiriiten (ana saniy1 ¢iriitmek zorunda
olmayan) karsiérnege “yerel karsiornek”, ana saninin kendisini giiriiten
kargidrnege ise “evrensel karsiornek” diyecegim. Demek ki, senin 6rne-
gin, yerel bir kargidrnek fakat evrensel bir karsibrnek degil. Evrensel
olmayan, yerel bir kargidrnek kanitin bir elestirisidir, saninin degil.

GAMA: Yani, san1 dogru olabilir, ama kanit onu ispatlamiyordur.

OGRETMEN: Fakat, kolaylikla, yanlis 6nsavi senin karsiérneginin cii-
rutemeyecegi bir sekilde biraz degistirip, kanute gelistirebilir ve genigle-
tebilirim. Herhangt bir ticgenin gikaridmast bu iki yontemden birini takip



1.3. Kanitin Yerel Olup Evrensel Olmayan Karsidrneklerle Elestirisi 21

eder saviyla ugragsmayacagim. Onun yerine dcgen ¢ikarma isleminin her
asamasinda, [dis] ssmrdan ¢ikarian her tggen bu ki yontemden biring
izler sanisiyla ugrasacagim. Diigiince deneyime dénecek olursak, tek yap-
mam gereken iiciincii adimima bir s6zciik eklemek, yani, “liggensellegti-
rilmig agdan, swinirdaki licgenleri gimdi birer birer ¢ikariyoruz”. Sen de
benimle hemfikir olacaksin, kanit1 diizeltmek icin tek ihtiyacimiz kiigiik
bir gézlemdi.®

Sekil 4

GAMA: Gozleminizin pek de kii¢iik oldugunu diigiinmiiyorum, aslinda
bence oldukca ustaca bir gozlem bu. Demek istedigimi aciklamak icin
gbzleminizin yanlig oldugunu gosterecegim. Kiibiin diizlegtirilmig agim
ele alalim yine ve Sekil 4’te verildigi sirayla on tiggenin sekizini ¢ikaralim.
Sekizinci liggeni cikarirken, kesinlikle sinir iiggeni olmasina ragmen, iki
ayrit1 kaldiriyor ve hicbir kogeyi kaldirmiyoruz —bu da V — E + F'yi 1
degigtiriyor ve de baglantisiz iki {icgenle, 9 ve 10, kalakaliyoruz.

OGRETMEN: Pekala. O zaman, sinir {icgeni sdziiyle kastettigim, cika-
rildig: zaman ag1 baglantisiz birakmayacak olandi, diyerek isin iginden
cikabilirim. Fakat entelektiiel diiriistliik, beni bu konumda “..demek is-
temistim” ile biten ciimlelerle kanunsuz degisiklikler yapmaktan aliko-
yuyor. Ancak kabul ediyorum, iiggen ¢ikarma, igleminin ikinci yorumunu
tigiinciisiiyle dedistirmeliyim: Ucgenleri birer birer &yle bir sekilde cikar-
tiyoruz ki, V — E + I degeri degigmiyor.

KarA: Bu igleme kargilik gelen 6nsavm dogru oldugu konusunda
hemfikirim, yani eger iicgenleri teker teker V — E + F'nin degigsmeyecegi
sekilde gikarirsak, V' — F + F' degismeyecektir.

O&reETMEN: Hayir. Onsav su: Adimazdaki tiggenler éyle bir sekilde nu-
maralandirilabilir ki, dcgenleri bu swrayla ¢ikarmak, son tigcgene ulagana
dek, V — E + Fyi degistirmez.

8Lhuilier, benzer bir yolla Euler’in bir kamtim diizeltirken, yaptiginmn sadece “kii-

¢iikk bir gozlem” oldugunu soyliiyor ([1812-13a], s.179). Fakat, Euler’in kendisi de
kanitla ugragmay: birakmgti, c¢linkii zorlugu fark etmig, ancak bu “kiicitk gozlemi”
yapamamigtl.
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KapA: Bu siralama, eger gercekten varsa, nasil inga edilebilir?® Oz-
giin digiince deneyiniz tiggenleri herhangi bir sirada ¢ikarma talimatim
verdi. Sizin degistirilmig diigiince deneyiniz ise sinir liggenlerini herhangi
bir sirayla gikarma talimatini verdi. Simdi de, kesin bir sira izlememiz
gerektigini soyliiyorsunuz, ama bu siralamanin var olup olmadigini ve
nasil var oldugunu soylemiyorsunuz. Boéylelikle, diisiince deneyiniz ¢6-
kiiyor. Kamit ¢bziimlemeyi, yani 6nsavlarm listesini geligtirdiniz; fakat
“kanmit” dediginiz diigiince deneyi kayboldu.

Ro: Sadece iiglincii adim kayboldu.

Kapa: Dahasi, 6nsavi geligtirdiniz mi? Ilk iki basit yorum, ¢iiriitiilme-
den 6nce, en azindan agikca dogru goriiniiyordu; uzun ve yamal yorum
ise makul bile goriinmiiyor géze. Bunun ¢iiriitmelerden kacabilecegine
gercekten inanabiliyor musunuz?

OGRETMEN: “Makul” ya da hatta,; “acikca dogru” onermeler genelde
hemen c¢iiriitiiliir: Sofistike, elegtirilerle olgunlagmig, gilivenilir olmayan
sanilar ise dogruluk hedefine ulagabilir.

OMEGA: Peki “sofistike sanilarimiz” bile yanlglanir ve bu sefer onlar:
yanlglanmayanlarla degigtiremezseniz eger ne olur peki? Ya da, argii-
man1 yerel yamalarla ilerletmeyi bagsaramazsaniz? Ciriitiilmiis 6nsavi
kaldirarak evrensel olmayan yerel bir kargi6rnekten kurtulmay: bagardi-
niz. Gelecek sefere bagarili olamazsaniz ne olacak?

O&RETMEN: Giizel bir soru ~bu, yarn giindemimize alinacak.

1.4 Kamtin Evrensel Karsiorneklerle Elestirisi

Avra: Tk énsavimz ciiriitecek bir karsidrnegim var —fakat bu aym za-
manda asil saniya da karsi olacak, yani ayn1 zamanda evrensel bir kar-
s16rnek olacak.

O¢reTMEN: Ilging dogrusu. Gorelim.

Avra: Igice gecmis, biri digerine dokunmayan iki kiip tarafindan si-
nirlandirilmis bir cisim diigiiniin (Sekil 5). Bu ici oyuk kiip, ilk 6nsavi-
mz1 yanhglar, ¢linki igteki kiipten bir yiiz gikardigimizda, ¢okyiizlii bir
diizleme gerilebilir olmayacak. Keza, bunun yerine, dig kiipten bir yiiz

9Cauchy her ¢okyiizlii igin, her agamada. iki ayrit ve bir kége ya da bir ayritin ¢ika-
rilacag ficgeni bulma ingasmin kolayhkla devam ettirilebilecegini diigiindii ([1813a],
$.79). Bu, onun kiireye homeomorfik olmayan bir ¢okyiizlii hayal edememesiyle ilig-
kilidir.
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cikarmak da isimize yaramayacak. Ayrica, her bir kiip icin V-E+F =2
oldugundan, oyuk kiip i¢cin V — E + F = 4’tur.

OGRETMEN: Giizel bir gosterim. Buna Kargsiornek 1 diyelim.!0 Peki
gimdi?

1.4.a Iddianin Reddi. Teslim Olma Yontemi

GaMA: Efendim, sogukkanhligimiz beni gasirtiyor. Tek bir kargiornek,
saniyl on tanesi kadar etkili bir gekilde ¢iiriitiiyor. San1 ve kamiti1 hedefi
tamamiyla 1skaladi. Eller yukar1! Teslim olun! Yanhs saniy1 unutup ¢ope
atm ve yeni bir yaklagim gelistirmeyi deneyin.

OGRETMEN: Saninin Alfa’nm karsidrnegiyle ciddi bir elestiri aldig
konusunda sana katiliyorum. Fakat kanstin. “biitiiniiyle hedefi tuttura-
madig1” dogru degil. Eger simdilik, “belirli bir dogrulugun garantisi”
anlaminda degil de, “Ozgilin sanimin alt-iddialara ayrigtirilmasim sagla-
yan diigiince deneyi” icin “kanit” sézciigiinii kullanilmasina dair yapmus
oldugum o6nerime katiliyorsan, su sonucu ¢ikarman gerekir: Kamitim ilk
anlamda FEuler’in samsim kesinlikle kamitladi, fakat ikinci anlamda ise
kanitlayamadi. Kanitlamak icin yola giktiklar: saniy1 “kanitlayan” ka-
~ nitlarla ilgileniyorsun. Ben, amaglarina ulagamasalar bile, kanitlarla il-
gileniyorum. Kolomb, Hindistan’a ulasamads, ama oldukga ilging bir gey
kesfetti.

Y Kargiornek 1 ilk defa Lhuilier ([1812-13a], 5.194) tarafindan fark edildi. Fakat editér
Gergonne, Lhuilier’in makalesinden gok énce bunu kendisinin fark ettigini eklemisti
(5.186). Kanitim sadece bir yil énce yayimlayan Cauchy ise bu karsiérnekten haber-
dar degildi. Bu karsmbrnek yirmi yil sonra Hessel ({1832], s.16) tarafindan yeniden
kesfedilecekti. Lhuilier de Hessel de, kegiflerine mineral koleksiyonlar: tarafindan
sevkedilmigti, zira koleksiyonlarinda birkag ikiz kristal fark etmiglerdi, bunlarda ig
kristal yar geffaf degilken, dis kristal yar: seffafti. Lhuilier, arkadas: Profesér Pic-
tet’in ([1812-12a), 5.188) kristal koleksiyonun kendisi i¢in uyaric: oldugunu takdir
eder. Hessel ise yan seffaf kalsiyumflorit kristalleri icinde kalmis olan kurgun siilfit
kiiplerine atifta bulunur ([1832], s.16).
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Avra: Sizin felsefenize gore, demek ki, yerel bir kargiornek (aymi za-
manda evrensel degilse) samya degil kanita yonelik bir elestiriyken; ev-
rensel karsiornek samya yonelik bir elestiridir ve kanita ydnelik olmak
zorunda degildir. Iddia acisindan teslim olmakta hemfikirsiniz, fakat ka-
nit1 savunuyorsunuz. Fakat sanm yanligsa, ispat neyi kamthyor Allah
agkina?

GAMA: Kolomb analojiniz ¢okiiyor. Evrensel bir karsiérnegi kabul
etmek, tamamiyla teslim olmaktir.

1.4.b Karsiornegin Reddi. Canavar Kovugturma Yontemi

DELTA: Fakat, kargi6rnegi neden kabul ediyoruz? Iddiamizi kamtladik,
simdi artik o bir teorem. Kabul ediyorum, teorem bu sdzde “karsior-
nek” ile gatigiyor. Bir taraf vazgegmeli. Fakat, kanitlandig: halde, neden
teorem vazgegen taraf olmali? Geri cekilmesi gereken “elegtiri”dir. Bu
sahte bir elegtiridir. Icice kiip ¢ifti aslinda cokyiizlii degildir. Bir cana-
varder, patalojik bir vakadir, kargiornek degildir.

GaMA: Neden degildir? Cokyiizlt, yizeyi cokgen yiizlerden olu;san ci-
simdir. Benim kargiérnegim, ¢okgen yiizlerle sinirlandirilmig bir cisimdir.

OGRETMEN: Buna Tanwm 1 diyelim.!!

DEerTA: Tanmimin dogru degil. Cokyiizlii, bir yizey olmali: Zira ¢ok-
yiizlliniin yiizleri, ayritlari, kogeleri var, deforme edilebilip, karatahtaya
esnetip yayilabiliyor; dolayisiyla bunun “kati cisim” kavramiyla ilgisi
yoktur. Cokyiizli, cokgenler sisteminden olusan bir yizeydir.

OGRETMEN: Buna Tanim 2 diyelim.!?

1 Tansm 1 ilk olarak on sekizinci yiizyilda ortaya gikar, érnegin: “Diizlemler ya da
diizlemsel yiizeylerle sinirlandirilmig her cisme ¢okyidzlid cisim ya da, basitge cok-
ytzli denir” (Legendre [1809], s.160). Benzer bir tanim Euler tarafindan da verilir
([1758a]). Oklid, kiibii, sekizyiizliiyii, piramiti, prizmay1 tanimlarken, gokyiizli ge-
nel terimini tammlamamig, ama arasira kullanmstir (6rn. Kitap XII, Ikinci Soru,
Onerme 17).

12 Tanwm 2’yi ortiilii olarak, Jonquiéres’in Fransiz Akademisi'nde, Euler’in teoremini
guritmek isteyenlere kargi okudugu makalelerinde buluyoruz. Bu makaleler, cana-
var kovusturma teknikleri i¢in bir esanlamlilar sézligiidiir. Jonquiéres, Lhuilier’in
canavar kiip ¢iftine karg1 haykirarak: “Bdyle bir sistem gercekte bir ¢okyiizli degil,
birbirinden bagimsiz bir ¢ift farkli cokyiizlidiir. . . Cokytizli, en azindan klasik bakig
acisiyla, bu ismini, her geyden 6nce, eger bir nokta biitiin yizeyde siirekli bir bicimde
hareket edebiliyorsa hak eder; ama burada kiip ¢iftinde bdyle olmuyor. . . Lhuilier’in
ilk istisnasi, dolayisiyla ortadan kalkmgtir” ([1890b], 5.170). Tanim 1’in aksine, bu
tanim, cokyiizlilerin yiizeyler kuraminin bir elisi olmasinin disinda ¢okytizliilerle
ilgilenmeyen analitik topolojistlerle oldukca uyumludur. '



1.4. Kanitin Evrensel Karsidrneklerle Elegtirisi 25

Derra: Ashinda, sen bize iki ¢okyiizlii gésterdin — biri tamamuyla di-
gerinin iginde olan i yiizey. Karninda ¢ocugu olan bir kadin, insanlarin
tek bagh oldugu tezine bir karsidrnek degildir.

ALFA: O halde benim kargiérnegim yeni bir ¢okyiizlii kavramina yol
acti! Yoksa, ¢okyiizli soziiyle her zaman bir yiizeyi kastettigini mi iddia.
etmeye calisiyorsun?

OGrETMEN: Simdilik, Deltamin Tansm 2’sini kabul edelim. Eger
cokytizliyle bir yiizeyi kastediyorsak, sanmmiz simdi ¢iiriitebilir misiniz
peki?

AvFA: Kesinlikle. Ortak bir ayrit1 olan iki ¢okyiizlii (Sekil 6a) ya da

~ortak bir kogesi olan iki gokytizli (Sekil 6b) alalim. Bu iki ikiz de bag-
lantilidir ve ikisi de tek bir yiizey olugturmaktadir. Kontrol edebilirsiniz,
ikisi i¢in de V' — F + F = 3’tiir.

OGRETMEN: Karsiornek 2a ve 2b.13

Derra: Carpik hayal giiciinii takdir ediyorum, fakat elbette, her ¢ok-
gen sisteminin bir ¢okyilizli oldugunu demek istemedim. Cokyiizliiyle,
1) her ayritta tam iki cokgenin bulustudu ve 2) herhangi bir cokgenin
icinden, herhangi bir diger cokgenin icine, herhangi bir ayrits bir kisede
kesmeyen bir yolla gidilebilecek sekilde dizenlenmis cokgenler sistemi de-
mek istedim. Ilk ikizlerin, tanimmin ilk sartiyla, ikinciler de ikincisiyle
diglanacaklardir.

et

(a) Sekil 6 _ (b)

OGRETMEN: Tanwm 3.

ALFA: Gozde fikirlerinin yanhglanmasinin éniine bir engel koyarmis-
casina, tanim ustiine tamim geligtiren garpik yaraticihigina hayranim. Ne-
den ¢okytzliyi V —FE+F = 2 esitligini saglayan cokgenler sistemi olarak
tanimlamiyorsun? Bu miikemmel tanim. . .

3Kargi6rnek 2a ve 2b, Lhuilier tarafindan gézden kacinilmsg, ilk olarak Hessel tara-
findan kegfedilmigtir ({1832, s.13]).
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KaraA: Tanim M4

ALFA: ...tartigmay: sonsuza dek ¢oziimler. Konuyu daha fazla ince-
lemeye gerek kalmayacaktir.

DeLTA: Fakat, diinyada canavarlar tarafindan yanhglanmayacak te-
orem yoktur.

OGRETMEN: Soziiniizii kestigim igin oziir dilerim. Goérdiigiimiiz gibi,
kargiérneklerle cliriitme, irdeledigimiz terimlerin anlamina baghdir. Kar-
s16rnek nesnel bir elegtiri olacaksa, terimlerimizin anlamlarinda hemfikir
olmaliyz. Iletigimin ¢oktiigii yerde terimleri tanimlayarak bdyle bir uz-
lagmaya ulagabiliriz. Ben, ornegin, “cokyiizli” terimini tanimlamadim.
Kavrama aginaliginizs, yani gokyiizlii olanla g¢okylizlii olmayan1 ayirt
edebilme yeteneginiz oldugunu, bazi mantikgilarin dedigi gibi ‘cokyiizlii
kavraminin uzamin: bildiginizi varsaydim. Fakat, ¢okyiizlii kavraminin
uzaminin o kadar da acgik olmadig1 ortaya cikti: Karsiérnekler belirdigi
zaman siklikla tamimlar onerildi ve bunlar dzerine tartigildi. Rakip ta-
mmlan simdi hep beraber degerlendirmeyi, farkli tanimlar secmekten
dolay1 ortaya cikacak sonuglan tartigmay: ise sonraya birakmay: 6neri-
yorum. En kat1 tanima bile uyabilecek gercek bir kargiérnek énerebilecek
olan var mu?

KarA: Tanwm M dahil mi?

OGRETMEN: Tansm M haric.

GAMA: Ben &nerebilirim. Kargiérnek 3’e bakin: Bir yildiz-¢okyiizli
—ona denizkestanesi diyecegim (Sekil 7). Bu cisim 12 yildiz-beggenden
olugur (Sekil 8). 12 kdsesi, 30 ayrit1 ve 12 gokgensel yiizii vardir —is-
terseniz sayarak kontrol edebilirsiniz. Bu yilizden, Descartes-Euler tezi
hi¢ de dogru degil, bu ¢okyiizlii icin V — E + F = —6’dir.?

B ulercilere gore cokyiizliiniin tanimsal karakteristigi olan Tanum M aslinda R. Balt-
zer tarafindan onerilmisgti: “Siradan gokyiizli (Hessel’in ardindan) arasira Euler

" gokyiizliisii olarak adlandirihiyor. Gergek olmayan ¢okyiizliler (uneigentliche) igin
dzel bir isim bulmak uygun olacaktir” ([1862], cilt 2, s. 207). Hessel’e yapilan atif
adil degildir: Hessel, “Fuler ¢okytizliisii” terimini, basitge, Euler iligkisinin saglan-
dig1 gokyiizliileri, Euler ¢okyiizliisii olmayanlardan ayirabilmek igin kisaltma olarak
kullandi. Tanim M igin ayrica izleyen dipnottaki Schlifli alintisint inceleyin.

15 Denizkestanesi ilk olarak Kepler'in uzaybilimsel kuraminda tartigilmigt1 ([1619],
Lib.II, XIX ve XXVI, s. 72 ve s. 82-3 ve Lib. V, Cap. I, s. 293, Cap. III, s. 299
ve Cap. IX, XLVII). “Denizkestanesi” ismi Kepler’e ait (“cui nomen Echino feci”).
Sekil 7 onun kitabindan kopyalanmustir (s. 79) ve kitap s. 293’te de bagka bir resim
icermektedir. Poinsot, Kepler’den bagimsiz olarak Denizkestanesi’ni yeniden keg-
fetti ve Euler formliiniin buna uygulanamayacagina isaret etti ([1810], s. 48). Sim-
diki standart terim “kiigiik yildiz-onikiyiizlii” Cayley’indir ([1859], s. 125). Schiafli,
yildiz-cokyiizliiyii genel olarak kabul etmekle birlikte kii¢iik yildiz-onikiyiizli’'mizi
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Sekil 7. Kepler’in yildiz- Sekil 8
cokytizliisii; ayni beggen
yiizdeki tiggenler aym

bicimde taranmigtir.

DELTA: “Denizkestanesi”nin neden bir cokyiizlii oldugunu diigiinii-
yorsun? '

GAMA: Gormiiyor musun? Bu, on iki tane yidiz-besgen yiizii olan
bir cokyiizlidiir. Denizkestanesi, son tanmi saglamaktadir, ¢iinkii bu,
“1) her ayritta tam iki ¢okgenin bulustugu ve 2) herhangi bir ¢okge-
nin i¢inden, herhangi bir diger ¢okgenin icine, herhangi bir ayriti1 bir
kdsede kesmeyen bir yolla gidilebilecek sekilde diizenlenmisg ¢okgenler
sistemi”dir.

DELTA: O zaman sen ¢okgenin ne oldugunu bile bilmiyorsun. Yildiz-
besgen kesinlikle bir cokgen degildir. Cokgen, 1) her késede tam tki ayri-
tin bulustudu, 2) koseler disinda ayritlarin ortak noktasinan bulunmadiin
bir aynitlar sistemidir.

O&RETMEN: Buna Tansm 4 diyelim.

GAMA: Neden ikinci sart1i da koydugunu anlamiyorum. Cokgenin
dogru tanimi sadece ilk gart: tagimali.

OGRETMEN: Tanwm 4%

GaMA: Ikinci sartin cokgenin 6ziiyle ilgisi yok. Bakimn, eger bir ayrit:
birazcik kaldirirsam, yildiz-besgenin senin bakis acinla bile halihazirda
bir cokgen oldugu anlagiliyor. Bir gokgeni, tebegirle kara tahtaya cizile-
bilecek bir sey olarak hayal ediyorsun. Fakat, cokgeni tahtadan bir yapi
olarak hayal etmelisin. Aciktir ki senin ortak nokta olarak diigiindiigiin
aslinda tek bir nokta degil, {ist liste duran iki farkl: nokta. Cokgeni diiz-

canavar diyerek reddetmisgtir. Ona gére “V — E+ F =2 egitligini saglamadig igin
bu gergek bir ¢okyiizli degildir” ([1852], §34).
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leme yerlegtirmekle yanildin, ¢cokgenin dallarinin uzayda biiytimesine izin
ver.16

DEeLTA: Yildiz-besgenin alanin: sOyler misin bana acaba? Yoksa, bazi
cokgenlerin alanmin olmadigim mi séyleyeceksin.

GaMA: Cokyiizlliniin cisim olmakla bir ilgisinin olmadigini sen kendin
soylemedin mi? Neden peki simdi, ¢okgen fikrinin alan fikriyle iligkilen-
dirilmesini 6neriyorsun? Cokyiizliniin ayritlar1 ve kogeleri olan kapali
bir yilizey oldugunda anlagtik —neden gimdi ¢okgenin basitce kenar: ve
kosesi olan bir egri oldugunda anlasamiyoruz? Fakat, diigiincene hala
baglysan, yildiz-besgenin alanim tanimlamaya niyetliyim.'”

'¢Cokgenin, yildiz-besgeni igerecek ya da icermeyerek bir sekilde mi (Tanwm 4 ve
Tanwm 4*) tanmmmlanacagl gok eski bir tartigmadir. Diyalogumuzda 6ne siriilen
uslamlama —yildiz-beggenin uzaya veya yiiksek boyutlara yerlegtirildiginde cok-
gen olacagi— c¢agdas bir topoloji argiimamdir, fakat, bununla ilgili birgok bagka
fikir daha o6ne siiriilebilir. Dolayisiyla, Poinsot yildiz-¢okyiizliisiinii savunurken,
yildiz-beggen’in gegerli sayilmasi i¢in analitik geometrinin argiimanlarim kullandi:
“...(‘siradan’ ve ‘yildiz’-cokgenler arasindaki) tiim ayrimlar gergekten daha agikér-
dir, ve bu ayrimlar gegitli gokgen tiiriiniin tamamiyla ayrimsanamaz oldugu analitik
yaklagimla tamamiyla yok olur. Bir diizgiin ¢okgenin bir kenarina, ayn derecedeki
tiim diizgiin cokgenlerin ayritlarini veren gergel kokli bir denklem kargilik gelir.
Ayni anda ikinci ve fi¢lincil tiir diizgilin altigenlerin ayritlarini bulmadan, diizgin
cizilmis bir altigenin ayritlarini elde etmek miimkiin degildir. Ote yandan, diizgiin
altigenin bir ayrit1 verildigi zaman, altigenin icgine gizebilecegimiz ¢emberin yari-
capim belirleyebiliriz, fakat bunu yaparken, verili ayrita inga edilebilecek ii¢ farkh
altigen tiriine kargilik gelecek tg farkli ¢ember buluruz. Diger gokgenler icin de
durum benzerdir. Demek ki, bu yeni yildizlagtirilmig sekillere ‘gokgen’ ismi vermeyi
gerekeelendirmis bulunduk” ([1810], s. 26). Schréder, Hankel'ci savi kullanir: “Once-
leri sadece tam sayilar iligkin olan iis alma kavramim kesirli ¢okluklara genigletmek
cebirde oldukga verimli olmustu; bu, imkén oldugu zaman, geometride de aynisim
yapmay1 denememiz gerektifini bize salik verir...” ([1862], s. 56). Sonrasinda da
Schroder, p/g-yizlii gokgen igin, yildiz-gokgende bir yorum bulabilecegimizi goste-
rir.

" Gama'min yildiz-gokgenlerin alamim tamimlayabilecegimizi iddia etmesi blof degil-
dir. Daha genig bir ¢okgen kavramim savunanlarin bazilarl, bu sorunu ¢okgenler
igin daha genel bir alan kavrami 6ne siirerek ¢ézmiiglerdir. Bunu, dizgin yildiz-
cokgenlerde yapmanin 6zellikle ¢ok agik bir yolu vardir. Cokgenin alanini, cokgenin
icteget ya da digteget cemberin merkezini, kenarlara birlestiren egkenar iiggenle-
rin alanlarimin toplam olarak alabiliriz. Bu durumda, tabii ki, yildiz-cokgenin baz1
“poliimleri“ birden ¢ok kere sayilacaktir. Diger noktalardan ayirt edilebilecek bir
noktanmin olmadig diizgiin olmayan ¢okgenlerde ise, bir noktay: orijin olarak ala-
bilir, ters yonlii {iggenlerin alanlarini gikartarak islem yapabiliriz (Meister [1771],
s. 179). Bir “alan”dan kesinlikle beklenebilecegi gibi, tamimlanan bu alanin orijin
segimine bagh olmadifi ortaya gikar boylelikle (Mébius [1827], s. 218). Tabii ki,
bu hesaplamalarin sonucunda ortaya cikan sayinin “alan” oldugunun gerekgelendi-
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OGRETMEN: Bir an icin bu tartismay: bir kenara birakalim ve eskisi
gibi devam edelim. Son iki tanimi birden disiiniin: Tanwm 4 ve Tanim
4* lddiamiza karsi, bu ki cokgen tammimiza da uyan bir karsidrnek
verebilecek olan var m1? _

ALFA: Iste bir tane. Sunun gibi bir resim-cercevesi diisiiniin (Sekil 9).
Simdiye dek onerilen her tanima gére bu bir ¢okytizlidiir. Buna karsin,
koseleri, ayritlar: ve yiizleri sayarak bulacaksiniz ki, V — E 4+ F = 0.

OGRETMEN: Karsiornek 4.8

BeTa: Oyleyse bu sanimizin sonu demektir. Gergekten yazik, zira
samimiz bir¢cok durumda iyi ige yaramigti. Fakat goriiliiyor ki sadece
zamanimizl harcamigiz.

ALFA: Delta, kiiciik dilimi yutacagim neredeyse. Bir sey sGylemiyor
musun? Bu yeni kargiornegi yoktan tanimlayamiyor musun? Diinyada
senin, uygun bir dil hilesiyle, yanhiglanmaktan kurtaramayacagin bir hi-
potez yoktur, diye diigiiniirdiim. Pes mi ediyorsun simdi? Eulerci olma-
yan bir cokyiizliiniin var oldugu disiincesine-sonunda katiliyor musun?
Inanilmaz!
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Sekil 9

DEeLTA: Eulerci olmayan bagbelalar: i¢in gercekten daha iyi bir isim
bulmali ve onlara “cokytizli” diyerek bizi yanhs yola saptirmamalism.
Yavag yavag senin canavarlarina olan ilgimi yitiriyorum. Euler’in giizel
teoreminin tutmadigl, senin acinacak “cokyiizlillerinden” igrendim ar-

rilmedigini digiinenlerle tartisilmasi miimkiindiir; fakat, Meister-M&bius taniminin
savunucular: buna, “tek bagina bilimsel olarak gerekgelendirilebilen dogru tanim”
demiglerdir (R. Haussner’in notlar [1906], s. 114-15). Ozciiliik, tanimlarla ilgili tar-
tismalarin kalic1 bir 6gesi olagelmistir.

'8 Kargiornek 41 de Lhuilier’in klasik kitabimin 185. sayfasinda buluyoruz [1812-13a]
—Gergonne yine bu drnegi énceden bildigini eklemistir. Fakat, Grunert bunu on
dért yil ([1827]), Poinsot ise kirk bes yil sonra ([1858], s. 67) bilmiyordu.
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t1k.1® Matematikte diizen ve uyum ariyorum, fakat sen sadece anarsi ve
kaos yayiyorsun.?® Tavirlarimiz uzlastirilamaz.

ALFA: Gercekten eski modasm Tory.?! Senin “diizen” ve “uyumun”
bozuldugu icin anarsistleri ahlaksizlikla sugladin ve zorluklar sézlii 6ne-
rilerle “¢ozdiin”.

OGRETMEN: Son “durumu kurtarma” tamimim dinleyelim.

ALFA: Son dil hilesini, “cokytizlii” kavramini son kez daraltmay: din-
leyelim demek istiyorsunuz! Delta gergek sorunlar1 ¢ézmektense, onlar
yok ediyor.

DeLTA: Kavramlan daraltmayorum. Onlan genisleten sensin. Orne-
gin, bu resim-gercevesi gercek bir cokyiizlii degil ashnda.

" ALFA: Neden?

DELTA: “Tiinel”den —gergevenin sinirladigl bogluktan— rastgele bir
nokta al. Bu noktadan gegen bir diizlem yerlegtir. Géreceksin ki, bu
tir her diizlemin resim-gercevesiyle her zaman, biitliniyle baglantisiz
iki ¢okgen olusturan, iki arakesiti olacak (Sekil 10).

AvrA: Eee?

DELTA: Gergek bir ¢okyiizli durumunda, uzaydaki rastgele bir nokta-
dan gecen, cokytizliiyle kesigimi tek bir cokgenden olusan en az bir diizlem
var olacaktir. Digbiikey ¢okyiizliller durumunda, noktay: nerede alirsak
alahm, tim diizlemler bu gereklilige uyar. Siradan i¢biikey gokytizliiler
durumunda, baz1 diizlemlerin birden ¢ok kesigimi olacaktir, fakat her za-
man kesigimi bir cokgen olan bir diizlem olacaktir (Sekil 11a ve 11b). Bu
resim-gercevesi durumunda, noktay:1 tiinelden alirsak, tliim diizlemlerin
iki kesigimi olacaktir. Peki, buna nasil bir ¢okyiizlii dersin?

19By, Hermite’nin Stieljes’e yazdig bir mektuptan almtilanmgtir: “Tiirevleri olmayan
bu acinacak fonksiyon vebalarindan, korkudan titreyerek vazgectim” ([1893]).

20«Fonksiyonlarm ihlal ettikleri yasalarin evrensel olduklar umuduyla (...) yapilan
aragtirmalar, ge¢mis nesiller diizen ve uyum ararken, anarsi ve kaos yaymak olarak
adlandinlmstir neredeyse” (Saks [1933], giris). Saks burada, canavar istisnacilariyla
(Hermite gibi!), on dokuzuncu yiizyilin sonlarina dogru (ve aslinda yirminci yiizyin
basglarinda) “karsi6rneklerle ilgilenen matematik dali” olan (Munroe [1953], sunus)
gergel fonksiyonlar kuraminin geligsimini karakterize eden ¢iiriitmeciler arasindaki
siddetli savaga atif yapmaktadir, Sonralar: da ¢agdas matematiksel mantik ve kiime
kuraminin onciileriyle kargitlan arasindaki benzer siddetli savag da bunun dogrudan
devamidir. Ayrica bkz. Dipnot 25 ve 26.

2ngiliz Muhafazakar Parti iiyelerine verilen lakap. —¢.n.



1.4. Kanitin Evrensel Kargidrneklerle Ele§tirisi 31

(@ Sekil 11 (b)

OGRETMEN: Bu farkhi bir tanmm gibi gériiniiyor, bu sefer i¢kin bir
tamimla karsilastik. Buna Tanim 5 diyelim.?2

ALFA: Bir dizi kargibrnek ve bunlara kargilik bir dizi tamim...Bu
tanimlarin yeni bir sey icermedigi, yalnizca, kargidrnekler kadar “ortalii”
sartlar1 olan bu eski kavramlarin zenginliklerinden gelen yeni gikarimlar
oldugu iddia ediliyor. Tim g¢okyiizliler icin V — E + F = 2, sarsilamaz,
eski ve “sonsuz” bir gergek gibi goriiniiyor. Bir zamanlar bunun rekabet

2 Tamum 5, yorulmak bilmez canavar istisnacist E. De Jonquiéres tarafindan, Lhu-
ilier’in tinelli gokyiizliisii (resim-gergevesi) engelini yolun iizerinden kaldirmak igin
6ne siiriildi: “Sézciigiin siradan anlaminda bile bu ¢okytizlii-yap: bir gokyiizlii degil-
dir, zira eger cismin tam icinden gegen tiinellerin birinin i¢inden rastgele bir nokta
aliirsa, olugacak arakesit iki ayrik ve biitiiniiyle birbirine baglantisiz iki gokgenden
olugacaktir; bu durum siradan ¢okyiizliilerde kesigen diizlemin bazz belli konumla-
rinda, yani baz i¢biikey ¢okytizlilerin durumunda, olugabilir, ama hepsinde degil”
([1890b], s. 170-1). Jonquieres’in, Tanwm 5’inin baz icbiikey kiiresel cokyiizliileri
digladigim fark edip etmedigini merak edilebilir.
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ve heyecanlarla dolu harika bir tahmin oldugunu diigiinmek tuhaf. Simdi,
senin anlamlarda yaptigin garip itelemeler nedeniyle, bu tahmin, zay:if
bir uzlagmaya, rezil bir dogmaya doéntistii. (Swnafe terk eder.)

DEeLTA: Alfa gibi yetenekli bir insanin yetenegini 6nemsiz lafebelikle-
riyle harcamasini anlamiyorum. Canavarlarin iiretimine fazlaca dalmig
goriiniiyor. Fakat canavarlar higbir zaman gelismeyi gerek dogada gerek
diigiince diinyasinda beslemez. Evrim her zaman ahenkli ve diizenli bir
kalibi takip eder.

GamA: Genetikgiler bunu kolaylikla ciiriitebilir. Canavarlar yara-
tan mutasyonlarin makro-evrimde 6nemli bir rol oynadigini duymusg
muydunuz? Bu tir tuhaf mutantlara “umutlu canavarlar” diyorlar.
Bence, Alfa’nin kargiérnekleri, canavar olmalarina ragmen, “umutlu ca-
navar”lar.?3 ,

DEeLTA: Her neyse, Alfa miicadeleyi birakti. Artik bagka canavar yok.

GAMA: Bende yeni bir tane var. Tamim 1, 2, 8, 4 ve 5’in tim smir-
lamalarina uyuyor ama, bu cisim i¢in V — E + F = 1’dir. Karsidrnek 5,
basitce bir silindir. Ug yiizii (alt, iist, yanal), iki kenar1 var (gemberler)
ve hi¢ kogesi yok. Taniminiza gore bu bir ¢okytizli: 1) her ayritta tam
iki cokgen var ve 2) herhangi bir ¢okgenin iginden, herhangi bir diger
cokgenin icine, herhangi bir ayrit1 bir kégede kesmeyen bir yolla gidile-
bilir. Yiizleri de gergek birer ¢okgen olarak kabul etmek zorundasiniz,
zira gartlarimizi saglhyorlar: 1) her kdsede tam iki ayrit bulusuyor ve 2)
koseler diginda ayritlarin ortak noktas: bulunmuyor.

DELTA: Alfa kavramlar: esnetiyordu fakat sen kavramlar: yirtiyorsun.
Senin “ayrit”larm aynit degil. Bir ayritin iki kdsest vardur!

OGRETMEN: Tansm 67 ,

GAMA: Ama neden bir ya da belki sifir kdgeli “ayritlarin” konumunu
inkar ediyorsun? Kavramlar: daraltirdin, ama gimdi onlar: oldukca tah-
rip ediyorsun ve neredeyse higbir sey kalmiyor ortadal

DELTA: Bu s6zde kargiérneklerin abesligini gérmiiyor musun? “Sim-
diye dek, bir gokyiizlii geligtirildiginde, bu pratik bir sonuc icindi; gimdi
ise gokytizliiler 6zellikle atalarimizin uslamlamalarinda hata bulmak icin
geligtiriliyor, kimse onlardan daha fazlasini elde edemez ¢okyizliilerden.

23«Bugiin canavar olarak goriinenlerin, yarin 6zel bir uyumun merkez hatt: olacagimi
unutmamaliyiz. . . Ayrica, nadir fakat asir1 derecede dizgisel mutasyonlarm, umut
verici canavarlar olarak adlandirilabilecek canavarlarin artigina yol agan etkisinin
6nemini de vurgulamak isterim, bu canavarlar bog bir ¢evresel nige uyum saglar-
larsa yeni bir evrimsel hat baglatabilirler.” (Goldschmidt [1933], s. 544 ve 547). Bu
makaleye dikkatim Karl Popper tarafindan cekildi.
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Konumuz, nazik siradan gokyﬁzlﬁmﬁzﬁn bir kégede saklandiginda bile
mutlu olabilecegi bir teratoloji>* miizesine déndii.”2°

GAMA: Bence, herhangi bir gey hakkinda gercekten derin bir §eyler
ogrenmek istiyorsak, onu “normal”, diizenli, her zamanki bi¢giminde de-
gil; kritik konumundayken hararetle ve tutkuyla incelemeliyiz. Normal
saglikli viicudu 6grenmek istiyorsaniz, onu anormalken, hasta oldugunda
inceleyin. Fonksiyonlar: 6grenmek istiyorsamz, tekillik noktalarini incele-
yin. Siradan ¢okyiizliniin ne oldugunu bilmek istiyorsaniz, en siradist ve
egzotik cokyiizliileri inceleyin. Matematiksel ¢oziimleme, konunun tam
dziine ancak bdyle ulagir.?6 Temelde hakli olsaniz bile, ad hoc yontemi-
nizin abesligini gérmiiyor musunuz? Kargidrneklerle canavarlar arasina
bir sinir ¢izmek istiyorsaniz, bunu rastgele ugragarak yapamazsimz.

OGRETMEN: Bence, Delta’nm evrensel kargidrneklerle baga cikma. st-
ratejisini kabul etmemeli, fakat yine de Delta’y1 bunlar yetenekli bir ge-
kilde ifa ettigi icin kutlamaliyiz. Onun bu yéntemini canavar kovusturma
yontemi olarak adlandirabiliriz sanirim. Bu yontem kullanilarak, 6zgiin
saniya, yoneltilen her karsibrnek; cokyiizliiyii ya da ¢okyiizliiniin tanim-
layic1 terimlerini ya da tanimlayici terimlerinin tammlayict terimlerini
bazen ustaca, ama her zaman ad hoc bir gekilde yeniden tanimlayarak
ortadan kaldirilabilir. Kargiérneklere bir gekilde daha saygili davranma-
liy1z, onlar: canavar diye niteleyerek inatla diglamamaliyiz. Delta’nm asil
hatasi, belki de, matematiksel kanitin yorumundaki. dogmatist onyarg:-
lanidir: O, kamitin neyi ispatlamak icin yola ¢ikmigsa onu ispatlamasi

24Canlilarin normal tiplerinden asin sapmalarm ve bozulmalar inceleyen disiplin.
—¢.n. .

%5Poincaré’den almtilanmistir ([1908], s.131-2). Ozgiin metnin tamam sudur: “Mantik
bazen .canavarlar yaratir. Yarim yizyildir, birtakim amaclara hizmet eden diiriist
fonksiyonlara miimkiin oldugunca az benzemeye galigir goriinen bir¢ok tuhaf fonk-
siyonun yiikselisini gérityoruz. Siireklilik yok artik, ya da belki siireklilik var ama
tiirev yok v.s. Dahasi, mantiksal bakis agisindan, en genel olanlar bu garip fonk-
siyonlardir. Aragtirmadan rastladigimiz fonks1yonlar ise, 6zel bir durum olmanin
haricinde var olmuyor bile”

“Simdiye dek, yeni bir fonksiyon geligtirildigi zaman bu pratik bir sonug icindi;
bugiinse fonksiyonlar agik¢a atalarimizin uslamlamasina hata atfetmek igin gelisti-
riliyor. Hi¢ kimse bu fonksiyonlardan daha fazla bir gey elde edemez.”

“Eger mantik, ogretmenin tek rehberiyse, en genel, diger bir deyigle en tuhaf,
fonksiyonlarla baglamak gerekli olabilir. Teratolojik miizeyle baga ¢ikmaya hazir-
lanmas1 gereken, yeni baglayan olmahdir...” (G. B. Halsted’in yetkili gevirisinden,
5.435-6). Poincare, gercel fonksiyonlar kuramindaki duruma gére problemi tartigi-
yor, ama bu higbir fark yaratmamaktadir.

%0z itibariyle Denjoy’dan alintilandi ([1919], s. 21).
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gerektigini diigiiniiyor. Benim kanit yorumum, yanhs sanilarin da “is-
patlanmasina”; yani alt-sanilara ayrigtirilmasina izin veriyor. Eger sani
yanligsa, kesinlikle alt-sanilardan en az birinin yanhs olmasini bekliyo-
rum. Fakat, ayristirmanin kendisi hala ilging olabilir! “Ispatlanmis” bir
saniya doniik bir karsiérnek bulundugunda kafam karigsmiyor, hatta yan-
lig bir saniy1 “kanitlamaya” bile goniilliiytim.

TETA: Sizi takip edemiyorum.

Kara: O, Yeni Ahit’i takip ediyor sadece: “Her seyi kanitlayin, iyi
olana hemen sarilin” (I, Thessalonians 5:21).%7

1.4.c Samy: Istisna Kovusturma Yontemiyle Gelistirmek.
Parcga Parca Diglamak. Stratejik Geri Cekilme ya da
Risksiz Oynamak

BETA: Sanirim efendim, verdiginiz kafa karigtiric: dipnotlar aciklaya-
caksiniz. Ama, sabirsizligim icin ¢ok Oziir dileyerek, icimdekileri anlatip
kurtulmaliyim.

OGRETMEN: Devam et.

(ALFA yeniden igeri girer.)

BETA: Delta’nin tezlerinin kimi yénlerini sagma buluyorum, ama bu
tezlerin makul bir 6zii olduguna inanmaya bagladim. Higbir sanm1 genel
olarak gecerli degildir gibi gériiniiyor bana; sanilar sadece istisnalarin
diglandigy, sinirlandirilmig belirli iglerlik alanlarinda gecerlidir. Bu is-
tisnalara “canavar” ya da “patalojik vaka” demeye kargiyim. Zira bu,
ayr1 bir incelemeye deger olan bu ilging drnekleri gbz online almamak
gibi yontembilimsel bir karara yol acabilir. Ayrica “karsidrnek” terimine
de kargiyim. Bu terim hakli olarak, karsiérneklerle birlikte teoremimizi
destekleyen Ornekleri egit diizeyde tutuyor. Fakat her nasilsa, kargior-
neklere savag boyasi siiriiyor ve bdylelikle Gama. gibi, bu karsiérneklerle
kargilagtigimizda telaglaniliyor ve dolayisiyla ustaca yapilmig giizel ka-
nitlarin tiimiinden kurtulmaya meylediliyor. Hayir: Kargiornekler sadece
istisnadar.

Sicma: Tamamiyla hemfikirim. “Kargiérnek” teriminde saldirgan bir
tin1 var ve bu kanitlar: bulanlar: giicendiriyor. “Istisna” dogru ifade. “Uc
tiir matematiksel Onerme vardir:

2TKimi Incil cevirisinde bu “Her geyi sinaymn. Iyi olana simsiki tutunun. (I Selanikliler,
5:21)” geklinde gevrilmigtir. ~g¢.n. '
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1. Hicbir smirlama ve istisna olmadan her zaman dogru olanlar, 6r- -
negin, tiim diizlemsel liggenlerin igagilarmin toplami her zaman iki
dik aciya esittir.

2. Birtakim yanls ilkelere dayanan ve higbir gekilde kabul edileme-
.yecek olanlar.

3. Dogru ilkelere dayansalar da, bazi durumlarda istisnalar ve sinir-
landirmalar barindiranlar.”

EpsiLoN: Ne?

SigMmA: “...Yanhs teoremlerle, bazi sirlandirilmalara tabii olan te-
oremler karistirilmamalidir”?® Ne demigler: Istisna kurah kantlar.

EpsiLoN (KAPA’ya): Kimmig bu sersem? Biraz mantik 6grenmeli.

Kara (EPSiLON’a): Biraz da Oklid-dig1 diizlemsel iicgenleri 6gren-
meli.??

DELTA: Alfa’yla benim, bu tartigmada biiyiik ihtimalle ayn1 tarafta
olacagimiz: éngdrmek zorunda kalmay utang verici buluyorum. Ikimiz
de bir énermenin ya dogru ya da yanlis oldugunda hemfikiriz, ama sa-
dece, tikelde Euler Teoremi’nin, dogru ya da yanlig oldugu konusunda
fikir ayrihigmmiz var. Fakat, Sigma bizlerden “ilkece” dogru ama “bazi
durumlarda istisnalar barindiran” 6nermeler igin iigiinci bir kategoriyi
kabul etmemizi istiyor. Teoremlerin ve istisnalarin barigcil bir gekilde
birlikte var olmalarinda hemfikir olmak, matematikte kafa karigiklig1 ve
kaosa yol acar.

ALFA: D’accord.®® ‘

ETA: Delta’min parlak uslamlamasin: bélmek istemezdim, ama simdi,
kendi zihinsel gelisimimi kisaca agiklamamin yararh olacagini diiglinii-
yorum. Ogrencilik giinlerimde, Alfa gibilere degil de Sigma gibilere kars:
savunma, olarak —sizlerin de belirttigi gibi— bir canavar def edici oldum.
Bir dergide Euler teoremi hakkinda okuduklarimi hatirhiyorum: “Par-
lak matematikgiler, teoremin genel gecerliliginin kanitlarini 6ne siirmiig-
lerdir. Buna ragmen istisnalar sikint1 yaratmaktadir...Bu istisnalara

Z8Bérard [1818-19)], s. 347 ve s. 349

2 Epsilon ve Kapa, burada atigiyorlar. Biraz énce iiggenin igagilarinin toplaminm iki
dik aciya esit olmasi, olarak ifade edilen &nerme, Oklid geometrisinin (temel) belit-
lerinden biridir. Kapa da, Oklid-dis: geometrilere, yani, iicgenin i¢acilarimn topla-
minn iki dik agidan biiyiik ya da kiicitk oldugu geometrik kuramlara dokundurarak
Epsilon’a satasiyor. —¢.n.

39Hem fikirim (Fransizca). —¢.n.
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dikkat ¢ekmek gereklidir, zira son zamanlardaki yazarlar bile bunlan
agik olarak tanimamaktadir”3! Bu makale, baglamindan koparilmis bir
diplomasi egzersizi degildir. “Geometri ders kitaplarinda ve derslerinde,
Euler’in giizel teoremi V + F = E + 2’nin baz1 durumlarda ‘simirlandir-
malara’ tabi oldugu, ya da ‘gecerli goriinmedigi’ igsaret edilse de, kimse
bu istisnalarin gercek nedenini 6grenmemektedir.”3? Simdi, “istisnalara”
cok dikkatli bakiyorum ve bunlarin sorgulanan varliklarin gercek tanim-
larina uymadigi sonucunu ¢ikariyorum. Béylece, kanit ve teorem yeniden
ifade edilebilir ve de teoremlerle istisnalarin kaotik olarak birlikte var ol-
mas1 meselesi ortadan kalkar.

Arra: Sigma’nm kaotik konumu senin canavar kovusturmana kars
ozir degil de bir agiklama, ya da sadece bir gerekcelendirme vazifesi
gorebilir. Neden karsi6rneklerin meziyetlerini kabul edip, “teorem” ve
“kanit1” reddederek kaostan kurtulmuyoruz?

EtA: Neden kanit: reddetmeliymisim? Kanitta yanhs bir sey goremi-
yorum, ya sen? Benim canavar kovusturmalarim, senin kamt kovustur-
mandan daha akiler gériiniiyor.

OGRETMEN: Bu tartisma, canavar kovusturmanin kaynag Eta’mn
agmazina dayandiginda, tartigmanin meseleye ilgili daha fazla dinleyi-
ciye ulagabildigini gosterdi. Fakat, simdi Beta ve Sigma’ya geri done-
lim. Karsi6rnekleri istisna olarak yeniden adlandiran Beta’ydi. Sigma,
Beta’yla hemfikir oldu. . .

BETA: Sigma benimle hemfikir oldugu icin memnunum, ama maalesef
ben onunla hemfikir olamayacagim. Kesinlikle ti¢ tiirlii onerme vardir:
Dogrular, umutsuz yanliglar ve umutlu yanliglar. Son tiirde olanlar, istis-
nay! ifade eden simirlandirici bir madde eklendiginde dogru énermelere
gevrilebilir. Asla “bir formiile belirsiz bir gegerlilik alan1 atfetmem. Ger-
cekte, formiillerin ¢ogu sadece birtakim sartlar saglandifinda dogrudur.

- 3 Hessel [1832], s.13. Hessel, Lhuilier’in “istisnalarmi” 1832°de yeniden kegfetti. El-
yazmasmi teslim ettikten hemen sonra, Hessel, Lhuilier’in istisnalariyla karsilagt:
[1812-13a]. Yine de makaledeki sonuglarin cogu daha &nceden yayinlanacak olma-
sina ragmen, makalesini geri cekmemeye karar verdi, ¢iinkii bu istisnalar1 géz ardi
eden “yeni yazarlarin” dikkatini bu hususlara ¢ekmek gerektigini diigiiniiyordu. Ote
yandan, bu yazarlardan biri Hessel’in makalesini verdigi derginin editérii gikti: A. L.
Crelle. Crelle, ders kitabinda [1826-7] Euler teoreminin tim gokyiizliiler icin dogru
oldugunu “kamnitladi” (cilt 2, s. 668-71).

32Matthiessen ([1863], 5.449). Matthiessen burada Heis ve Eschweiler’in Lehrbuch der
Geometrie ve Grunert’in Lehrbuch der Stereometrie kitaplarina atif yapiyor. Fa-
kat, Matthiessen soruyu —Eta gibi— canavar istisnasiyla degil, ~Ro gibi— canavar
uyarlamasiyla ¢bzityor. Bkz. Dipnot 54.
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Bu sartlan belirleyerek ‘ve, elbette, kullandigim terimlerin anlamim sap-
tayarak belirsizligi tamamen yok ederim.”33 Béylece, gérdiigiiniiz gibi,
gelistirilip ilerletilmemis formiillerle istisnalarin herhangi bir gekilde ba-
rigcil olarak birlikte yasamalarini savunmuyorum. Formiillerimi gelisti-
riyorum ve onlar1 Sigma’nm ifade ettigi ilk tiirdekiler gibi mikemmele
déniigtiiriiyorum. Ozgiin sansnin gecerlilik alanini bulmaya yaradig: sii-
rece canavar kovusturma yéntemini kabul ediyorum anlamina geliyor bu.
Canavar kovusturma yOntemini, “gilizel” teoremleri, sinirlandiric1 kav-
ramlarla kurtarmak amacina déniik dilsel bir hile olarak igledigi siirece
reddediyorum. Delta’mn yonteminin bu iki iglevi birbirinden ayirt edil-
meli. Sadece bu iki iglevin birincisiyle nitelendirilen ydntemime bir ad
vermek isterim: “Istisna kovusturma yontems”. Bunu, Euler samisimn
gecerli oldugu alani kesin olarak belirlemek icin kullanacagum.

OGRETMEN: Vaat ettigin Eulerci cokyiizliilerin “kesin belirli iglerlik
alanlar1” neler? “Miikemmel formiiliin” nedir?

BETA: Oyudu (i¢ ice kiiplerdeki gibi) ve tineli (resim cercevesindeki
gibi) olmayan tim cokytzliler i¢in V — E + F = 2°dir.

O¢rETMEN: Emin misin?

BETA: Evet, eminim.

O&RETMEN: Ikiz-dértyiizliiler ne olacak?

Beta: Ogziir dilerim. Oyugu, tineli ya da “coklu yapilam” olmayan
tiim cokyiizliler icin, V — E + F = 27dir.3*

OGRETMEN: Anliyorum. Iddiay: oldugu gibi almak ya da terk etmek
yerine onu geligtirme politikana katiliyorum. Bunu canavar kovugturma
ya da geri cekilme yontemine de tercih ederim. Ama iki itirazim var.
Birincisi, ybnteminin saniy1 sadece geligtirmeyip “miikemmellegtirdigi”.

33Cauchy’nin meghur [1821)’ine giris yazisindan.

34Lhuilier ve Gergonne, Lhuilier’in listesinin tiim istisnalar siraladigindan emin gérii-
niiyorlardi. Makalenin bu boliimiine girig yazisindan okuyoruz: “Euler’in teoreminin,
belirtilecek olan durumlar diginda, digbiikey ya da degil, tiim ¢okyiizliiler igin genel
olarak dogru olduguna birini kolayca ikna ederiz...” (Lhuilier [1812-13a], s. 177).
Sonra, tekrar Gergonne’un yorumunu okuyoruz: “. .. belirtilen istisnalar sadece beli-
rebilecek olanlarmig gibi goriiniiyor. .. ” (a.g.e 5.188). Fakat, gercekte Lhuilier, ancak
yirmi yul sonra Hessel ([1852]) tarafindan fark edilecek olan, ikiz-dortylzliyd goz-
den kagirds. Baz1 6ncii matematikgilerin, hatta Gergonne’un yontembilgisine canl
bir ilgi duyanlarin bile, istisna kovugturma ydntemine givenilebilecegine inanma-
lari, dikkate deger. Bu inang, tiimevarim mantigindaki “bélip ayirma yéntemine”
benzemekte; bu yéntemde fenomenin miimkiin tiim agiklamalarinin tam siralamasi
var olabilir, ve sonrasinda, biri disinda bunlarin hepsini ezperimentum crucis ile
eleyebiliriz, son kalan kanitlanmig olur.
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Yonteminin saniy1 “kesinlikle dogru kildigi” ve “tiim belirsizleri yok et-
tigi” sanilarin1 makul bulmuyorum.

BETA: Neden?

OGRETMEN: Iddianin her yeni yorumunun, yeni ortaya ¢ikan kargior-
negin sadece ad hoc bir sekilde elenmesi oldugunu kabul etmelisin. Icice
kiiplere ayagin takildiginda oyuklu kiipleri digladin. Resim-gergevesini
fark ettiginde, tiineli olan gokyiizliileri digladin. Acik ve gozlemci aklim
takdir ediyorum, tiim bu istisnalari fark etmek cok giizel. Ama bence
“jstisnalari” el yordamiyla tespit etme caligmana bir yontem katmal.
“Tim cokyiizliler Eulercidir” énermesini sadece bir san: olarak kabul
etmek iyi. Fakat neden “Oyugu, tiineli ya da bagka seyleri olmayan tiim
gokytizliller Eulercidir” ifadesine artik sani olmayan bir teorem konumu
veriyorsun? Tim istisnalar tek tek siraladigindan nasil emin olabilirsin?

BEeTA: Hesaba katmadigim bir tanesini sdyleyebilir misiniz?

AvrA: Denizkestanemden ne haber?

GAMA: Ve benim silindirimden? v

O&reETMEN: Uslamlamam icin yeni somut bir “istisnaya” bile gerek-
sinimim yok. Argiimanim ileride ortaya ¢ikacak olas: istisnalar i¢indi.

BeTA: Hakli olabilirsiniz. Kimse yeni bir kargiérnek ortaya giktiginda
konumunu degigtirmemeli. S6yle de denmemeli: “Fenomende hicbir is-
tisna olusmuyorsa, sonu¢ genel gecger ilan edilir. Fakat, sonrasinda her-
hangi bir zamanda herhangi bir istisna olugursa, sonug¢ var olan istisna-
larla birlikte ilan edilmeye baglanacaktir ”3® Diisiinmeme izin verin. Once
tim gokyitizliiler icin V —E+F = 2’yi tahmin ettik, zira bunun kiipler, se-
kizyiizliiler, piramitler ve prizmalar icin saglandigini fark ettik. “Ozelden
geneli cikaran bu acinasi yolu”38 kesinlikle kabul edemeyiz. Istisnalar sa-
sirtici olmayan bir gekilde belirdi, aslinda ilging olan daha ¢ok istisnanin
¢ok daha 6nce bulunmamasiydi. Bence bunun nedeni, ¢cogunlukla dis-
biikey cokyiizliiyle mesgul olmamizdi. Diger ¢okyiizliller dahil oldukga,
genellemelerimiz islemez oldular.3” Yani, istisnalar: parca parca kovus-

351. Newton [1717], s. 380.

36 Abel [1826a]. Elestirisi Eulerci tiimevarima yoneltilmis gériiniiyor.

3"Bu da alintilanan mektuptan ézetlenmistir. Bu mektupta Abel, fonksiyonlar hak-
kmdaki genel “teoremlere” yonelen istisnalardan kurtulup kesin netligi insa etmekle
ugragiyordu. Onceki alintiyr da iceren 6zgiin metin sudur: “Yiiksek analizde cok
az 6nerme tam bir netlikte kamitlanmustir. Ozelden geneli ¢ikaran bu acinas: yol
her yerde bulunabilir ve bu yolun sadece seyrek olarak paradoks denen geylere yol
acmasi hayret vericidir. Bunun nedenini aramak gercekten ¢ok ilgingtir. Bence ne-
den, analistin cogunlukla kuvvet serileri olarak ifade edilen fonksiyonlarla meggul
olmast gerceginde bulunabilir. Kesinlikle seyrek olarak da olsa, difer fonksiyonlar
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turmaktansa, algakgoniillii ama giivenli bir simir ¢izecegim: Tim digbtikey
cokyiizliiler Eulercidir.®® Umarim bunun sani olmadigini kabul edersiniz:
Bu bir teorem.

GAMA: Peki ya benim silindirim? O digbiikeydi.

BeTA: O bir sakaydi!

O&rETMEN: Silindiri simdilik unutalim. Silindiri anmadan dahi birta-
kim elegtiriler yoneltebiliriz. Beta’nm benim elegtirime yamt olarak ivedi
bir gekilde geligtirdigi istisna kovugturma yonteminin yeni ve degigtiril-
mis yorumunda, yavas yavas geri c¢ekilme; saninin kalesi oldugu umu-
lan bir iglerlik alanina dogru stratejik bir geri ¢ekilmeyle degigtiriliyor.
Giivenligi elden birakmadan hareket ediyorsunuz. Fakat, diigiindiigiiniiz
kadar giivende misiniz? H4l4, kalenizin icinde de istisnalar olmayacag:
garantisine sahip degilsiniz. Ustelik, ters yonde de bir tehlike var. Bircok
Eulerci ¢okytizliiyd kalenizin duvarlar: diginda birakarak ¢ok radikal bir
sekilde geri ¢ekilmis olamaz misimz? Ozgiin sanimiz bir abartiydi, fakat
senin “mikemmellestirilmis” savin bana daha ¢ok bir kiiclik gérme gibi
gdriiniliyor; zira saninin hila bir abart1 olmadigindan da emin olamazsin.

Fakat, ikinci itirazimi da 6ne siirmeliyim: Senin argiimanin saninin
gecerlilik alanim1 tahmin etmede kanit1 es gegiyor; kamta hi¢ gereksinim
duyuyor gibi gériinmiiyorsun. Eminim, kanitlarin gereksiz oldugunu dii-
sinmiiyorsundur?

BETA: Hicbir zaman béyle demedlm

O&rETMEN: Evet, demedin. Fakat, kanitimizin 6zgiin sammiz ka-
mtlamadigini kegfettin. Kamtimiz, senin geligtirilmig sanini ispatlar mi,
soyle.

dahil oldugunda, daha fazla ilerleme kaydedilemez ve yanhs sonuglar gikarsanmaya
baglandiginda, birbirini destekleyen sonsuz miktarda hata da bunlar: takip edecek-
tir...” (Italikler Lakatos'un.). Poinsot, sayilar kuraminda oldugu gibi, ¢okyiizliiler

- kuraminda da tiimevarimsal genellemelerin “siklikla” ¢oktiigiinii kesfetmigti: “Ozel-
liklerin cogu tikeldir ve genel kanunlara uymaz” ([1810], §45). Timevarmma yénelik
bu uyarinin merak cezbeden niteligi, tiimevarimin sik ¢bkiiglerini evrenin (gergekler,
sayilar, ¢okyuzliller evreninin) mucizevi istisnalar icermesine dayandirmasindadir.

38Bu da yine, Abel’'in yoéntemine oldukga bagl kalmaktir. Aym gekilde, Abel, fonk-
siyonlarin kuvvet serileri ile ilgili giipheli teoremlerin iglerlik alanlarini da siirlan-

© durmusti. Euler sanmisinin Sykiisiinde digbiikey cokyiizliilere simirlandirma oldukga
yaygindir. Legendre, 6rnegin, epey genel bir ¢okyiizlii tanimi verdikten sonra (bkz.
Dipnot 11), bir yandan tiim genel Legendre gokyiizliilerine kesinlikle uygulanama-
yan ama Ote yandan digbiikey olanlardan fazlasina uygulanan bir kamt sunar. Yine
de, ek bir notta, kiigiik puntolarla (hic belirtilmemis istisnalara ayag: takildiktan
sonra aklma gelerek?), ihmhi ama giivenli bir gekilde digbiikey cokylizliilere dek geri
cekilir ([1809], s. 161, 164, 228).



40 . 1. Bolim

BETA: Ama. ..

ETA: Bu argiiman igin tegekkiir ederim efendim. Beta’nm utanmasi,
ad1 kotiiye gikmig canavar kovugturma ydénteminin {istiinliigini agikga
gosteriyor. Kanitlar kanitlamak i¢in yola ¢iktiklarmmi kanitlamak zorun-
dadir, diyor olusumuz ve buna yanmtimiz kugkuya yer birakmiyor. Oz-
giirliik adina aksi kargiérneklerin, uysal “istisnalar” olarak saklansalar
bile, sayg1 duyulan kanitlara zarar vermesine izin veremeyiz.

BeTA: Elestirilerin uyartisiyla yontembilgimi didiklemek, geligtirmek
ve —Ozir dilerim efendim— mikemmellestirmek zorunda olmam hic de
utandirici bulmuyorum. Yanitim budur. Ozgiin samy1 reddediyorum,
¢linkii ona yonelik kargiornekler vardir. Kamit1 da reddediyorum, zira
ayni istisnalar kanitin en az bir énsavma da kargidir. (Sizin terminoloji-
nizi kullanmak gerekirse, evrensel kargidrnekler zorunlu olarak yerel kar-
s16rnektir.) Alfa bu noktada durmali, ¢linki giiriitmeler onun entelektiiel
ihtiyaclarimi tam olarak tatmin etmis goriiniiyor. Fakat ben devam edi-
yorum. Hem saniy1 hem de kamit1 uygun iglerlik alanima sinirlandirarak,
simdi dogru olacak samiyr mitkemmellegtiriyor, temelde giivenilir olan
ve artik acikca higbir yanlig 6nsav icermeyen kaniti da gimdi netlegtiri-
yorum. Ornegin, tiim cokyiizliilerin bir yiiz ¢ikarildiktan sonra. diizleme
gerilip esnetilemeyecegini gordiik. Fakat, tiim disbikey cokyiizliler es-
netilebilir. Hakl1 olarak, miikemmellestirilmis ve net olarak kanitlanmig
samima teorem diyebilirim. Tekrar ifade ediyorum: “ Tim disbiikey ¢ok-

3¥Bir¢ok matematikginin, kamtlar egger ispatlamiyorsa, onlarn ne icin olduguna dair
kafalar: kangiktir. Bir yandan, deneyimlerinden kamtlarin hatali olduklarim bilir-
ler; 6te yandan, dogmatist doktrinlerinden de gergek kanitlarin hatasiz oldugunu
bilirler. Uygulamals matematikgiler bu a¢gmaz genelde, utanarak ama saglam bir
inangla, pir matematikgilerin kamtlarimin “tam” olduguna, dolayisiyla gercekten
ispatladiklarina inanarak cozerler. Piir matematikgiler, bununla birlikte, daha iyi-
sini bilirler, onlarin mantikcilarin “tam” kanitlar igin bdyle bir saygilar1 vardir.
“Eksik kanitlarinin” yarari ve iglevi sorulursa piir matematikgilerin ¢ogu ne diye-
cegini bilemez. Ornegin, G. H. Hardy mantikcilarin formel kamt isteklerine biiyiik
sayg1 duyuyordu, fakat matematiksel kanit1 “biz galigan matematikgilerin aligik ol-
dugu gekilde” nitelemek istediginde ise, bunu su sekilde yapiyordu: “Kesin konugmak
gerekirse, matematiksel kanit diye bir gey yoktur; son ¢éziimlemede, higbir sey yapa-
may1z, sadece igaret ederiz. .. Littlewood ve benim gaz dedigimiz kanitlar, ruhbilimi
etkilemek icin tasarlanmig retorik gelismelerdir, derste tahtadaki gekiller, 6grencile-
rin hayalgiiclini uyaran aletler. .. ” ([1928], 5.18). R. L. Wilder kanitin “gériimiiziin
Snerilerini uygulayacagimiz, sadece bir deneme siireci” oldugunu digiiniiyor ([1944],
s. 318). G. Pdlya, eksik olsalar da, kamtlarin matematiksel gercekler arasinda. iligki
kurduklarina ve bunun da bizim bunlar bellegimizde tutmamiza yardim ettigine
igaret eder: Pélya icin kamntlar bir belletme sistemi olugturur ([1945], s. 190-1).
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yiizliler Eulercidir.” Digbiikey cokyiizlii icin tiim 6nsavlar acikca dogru
olacaktir, ve yanlis genellemelerde net olmayan kamt ise, digbiikey ¢ok-
yuzliiniin sinirlandirilmig iglerlik alaninda net olacaktir. Béylece efendim,
sorunuzu yanitlamis oldum.

OGRETMEN: Béylece istisnalar kesfedilmeden 6nce acikca dogru go-
rinen 6nsavlar, yeniden agikca. dogru goriinecek. . .ta ki yeni istisnann
kesfine kadar. “Tiim gokyiizliller Eulercidir”in tahmin oldugunu kabul
ettin, biraz 6nce de “Oyuksuz ve tiinelsiz tiim ¢okyiizliler Eulercidir”in
tahmin oldugunu kabul etmistin; peki neden tekrar “Tiim digbilikey ¢ok-
yuzliller Eulercidir”in tahmin oldugunu kabul etmiyoruz!

BETA: Bu sefer tahmin degil, bir kavrayis bu!

OcreTMEN: Ozenti “kavrayigindan” tiksiniyorum. Bilingli tahmine
saygl duyarim, ¢iinkii o insanin en iyi niteliklerinden kaynaklanir; cesaret
ve alcakgonillulik.

BETA: Bir teorem 6nerdim: “Tim digbiikey ¢okyiizliiler Eulercidir.”
Siz ise buna karsi sadece vaaz veriyorsunuz. Bir karsiérnek Onerebilir
misiniz?

OGRETMEN: Veremeyecegimi bilemezsin. Ozgiin saniy: gelistirdin, fa-
kat kusursuz bir netlige ulagmak amaciyla saniy1 kanitinda mikemmel-
lestirdiging iddia edemezsin.

BETA: Siz iddia edebilir misiniz? ‘

OGRETMEN: Ben de edemem. Fakat bence, kamitlar ve kargiérnekler
arasinda gercek bir etkilesim ve birlik kurdugum igin, benim sanilari
gelistirme yontemim seninkinden daha gelismis olacaktir.

BeTA: Ogrenmeye hazirim.

1.4.d Canavar Ayarlama Yontemi

Ro: Bu heyecanli konugmanizi bolebilir miyim liitfen?
OGRETMEN: Elbette.

[11

Ro: Delta’nin canavar kovugturma yontemini, “canavarlari” gercek-
ten ciddiye almamasi nedeniyle genel bir yontembilgisel yaklagim olarak
reddetmemize katiliyorum. Beta da, yalnizca listesini yaptig1 ve giivenli
bir iglerlik alanina geri ¢ekildigi i¢in istisnalar: ciddiye almiyor. Bu yiiz-
den, bu iki yontem de sadece simirli ve ayricalikli bir alanla ilgililer.
Benim y6ntemim ayrimcilik yapmiyor. “Daha yakindan incelersek, istis-
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nalarin agikir oldugunu ve Euler teoreminin istisna oldugu iddia edilen
~durumlar icin bile gecerliligini koruyacagimi”*? gésterebilirim.

OGRETMEN: Gercekten mi?

ALFA: Benim kargidrnegim “denizkestanesi” (Sekil 5) nasil siradan
bir Eulerci ¢cokyiizlii olur? 12 yildiz-besgen yiizii var. ..

Ro: Ben hi¢ “yildiz-besgen” gérmiiyorum. Ashinda bu ¢okyiizliiniin
bayag iiggensel yiizleri oldugunu gérmiiyor musun? 60 tane iiggensel
yiizil, ayrica 90 ayrit1 ve 32 kogesi var ve “Euler Karakteristigi”*! de 2.42
12 “yildiz-beggen” ve 30 “aynt” ve 12 “kogenin” “—6” karakteristigini
vermesi sadece senin diiglemin. Canavarlar yoktur, sadece canavar yo-
rumlar vardir. Insan, aklini sapkin yanilsamalardan armdirmali; insan,
gbrdiigiini nasil goérdiigiini ve onu dogru tanimlamay:1 6grenmeli. Benim
yontemim tedavi edici: —Hatali olarak — bir kargiérnek “gordigiiniizde”,
size onu, dogru bir sekilde, nasil bir 6rnek olarak taniyacaginizi 6greti-
yorum. Canavar goriiniimiinii yeniden diizenliyorum. . .43

Avra: Efendim, litfen Ro beynimizi yikamadan &nce ydnteminizi
aciklayin. 44

“OMatthiessen [1863].

4 Bir cokyiizliiniin Fuler karakteristigi, o cokyiizlii i¢in hesaplanan V — E+ F saywsidir
—c.n.

42«Denijzkestanesi”nin “gercekten” bayagl ve yavan, 60 iicgensel yiizli, 90 ayritl, 32
koseli —“un hezacontaédre sans épithéte” ~ bir Eulerci ¢okyiizlii oldugu argiimani,
Euler teoreminin yamlmadiginin sadik sampiyonu E. De Jonquiéres tarafindan dne
stirlilmiigtiir ([1840], s. 115). Fakat, Eulerci olmayan yildiz-gokyiizliyi, ti¢gensel
Eulerci ¢okyiizlii olarak yorumlama fikri Jonquiéres'ten kaynaklanmamakla bera-
ber, dramatik bir tarihe sahiptir. (Bkz. Dipnot 44.)

“3Dogmatist epistemolojide hicbir sey hata kurami kadar karakteristik degildir. Eger
bazi gergekler apagiksa, birinin onlar hakkinda nasil yanilabilecegi, diger bir deyisle,
neden gerceklerin herkese acik olmadig: agiklanmalidir. Bu 6zel hata kuramina gore,
her dogmatist epistemoloji dimagini hatadan arindirmak igin kendi 6zel sagaltim
yOntemini Onerir. (Bkz. Popper [1963a], Giris.)

-4Poinsot’nun, 1809-1858 arasinda kesin beyni yikanmgti. Yildiz-cokyiizliileri yeniden
kegfeden Poinsot, 6énce onu Eulerci bakis agisiyla analiz etti ve bazlarinin, bizim
kiigiik yildiz onikiyiizlii gibi, Euler formiiliine uymadigim ifade etti ([1810]). Simdi
de ayn1 Poinsot, kategorik olarak [1858]’de, Euler formiilliniin “sadece digbiikey gok-
yizliler icin degil, yildiz-cokyilizlii de dahil tiim ¢okyiizliler igin dogru” oldugunu
ifade ediyor (s. 67°de Poinsot yildiz-cokyiizli icin polyédres d’espéce supérieure teri-
mini kullaniyor). Celigki agik. Peki agiklamas: nedir bu geligkinin? Yildiz-gokyizliisel
karsibrneklere ne oldu? Ipucu, makalenin ilgisiz gériinen ilk ciimlesinde: “T{im gok-
yiizlitler kurami, dsicgensel yiizii cokyiizliiler kuramina indirgenebilir.” Yani Poinsot-
Alfa’nm beyni yikandi ve Poinsot-Ro’ya doniistli: Daha once yildiz-gokgenler gér-
diigii yerde gimdi, liggenler goriiyor. Daha 6nce kargiérnekler gordiigl yerde simdi
ornekler goriiyor. Ozelestiri gizli ve iistii kapal olmahdir, ¢linkii bilimsel gelenekte
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OGRETMEN: Izin verin devam etsin.

Ro: Anlatmak istedigimi anlattim.

GaMA: Delta’min yontemine olan elegtirini genigletebilir misin? Ikiniz
de “canavarlar:” digladiniz.

Ro: Delta sizin yanilsamalarimiz tarafindan aldatildi. Senin “deniz-
kestanenin” 12 yiizii, 30 ayrit1 ve 12 kogesi oldugu fikrine ve Denizkes-
tanesi’nin Eulerci olmadig: fikrine katildi. Onun sav1 aslinda Denizkes-
tanesi’nin ¢okyiizlii olmadigiydi. Fakat, iki noktada da yanildi. Senin
Denizkestanesi bir ¢okyiizlidir ve Fulercidir. Ama, onu yildiz-¢okyiizlii
olarak yorumlamak, yanhs yorumlamadir. Kusura bakmazsaniz, bu De-
nizkestanesi’nin saglikli, saf bir akildaki izlenimi degil, acidan kivranan
hasta bir akildaki carpitilmis izlenimidir.?

Kapa: Saghkli akillar: hasta olanlardan nasil ayirirsin, akileil yorumu
canavar yorumundan nasil ayirt edersin?46

Ro: Beni sagirtan bunlar nasil karigtirdigin.

bu tiir ani ve kesin doniisleri agikca ifade edebilecek bir bicem yoktur. Ayrica, insan
Poinsot’nun acaba hi¢ halka gekilli yiizlerle kargilagip kargilagmadigini ve eger kargi-
lagtiysa, bilerek onlar ticgensel goriis acisiyla yeniden yorumlayip yorumlamadigini
merak ediyor.

Gériig agis1 degisikligi her zaman aym yénde olmak zorunda degildir. Ornegin,
J. C. Becker [1869a]’da —basit ve ¢oklu baglantili bélgelerin yeni kavramsal gerce-
vesine kendini kaptirarak (Riemann [1851]) — halka-gekilli ¢cokyizliilere izin vermisg
ama yildiz-cokgenleri goérmezden gelmigtir (s. 66). Bu makaleden —bu makalede
problemi “tam” bir ¢bdziime getirdigini iddia etmigtir— beg y1l sonra goriig agisim
genigletmis ve onceleri sadece iiggenler ve licgensel ¢okylzliler gérdiigii yerlerde
yildiz-¢okgenleri ve yildiz cokylizli bigemleri tanimigtir ([1874]).

“Bu Chrysippos’a (bkz. Aetius [yaklagik 150], IV.12.4; ve de Sextus Empricus [yak-
lagik 190], I. s. 249) atfedilen Stoaci hata kuraminin bir parcasidir.

Stoacilara gére “denizkestanesi” rubta bir izlenim birakan (phantasia ya da vi-
sum) digsal gergekligin bir parcasi olabilir. Bilge kisi, agik ve belirgin fikre (phantasia
kataleptike ya da comprehensio) dogru olgunlagmadig siirece, phantasia’ya elegtir-
meden onay (synkatathesis ya da adsensus) vermeyecektir, zira phantasia yanlgsa
olgunlasamayacaktir. Agik ve belirgin fikirler sistemi, bilimi (epistemé) olusturur.
Bizim durumumuzda “denizkestanesi”nin Alfa’nin aklindaki izi kiigiik yildiz oniki-
yizli olacakken, Ro’nun aklmda ise liggensel heksakonteder olacaktir. Ro, Alfa’nm
yildiz-cokgensel goriigiiniin muhtemelen agik ve belirgin bir fikre dogru olgunlaga-
mayacagni iddia edecektir, zira bu “kanitlanmig” Euler formiiliinii hayal kirikhigina,
ugratacaktir. Boylelikle yildiz-cokyiizlii yorumu iflas edecek ve “tek” segenek, yani
iiggensel yorum, agik ve belirgin olacaktir.

4Bu, phantasia’y1 phantasia kataléptiké’den ayirt edebilecegini iddia eden Stoacilara
yoneltilen standart siipheci elestiridir. (6rnegin Sextus Empricus [yaklagik 190], I.
405). A
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SicMma: Gergekten Ro; Alfa’nin, Denizkestanesi’nin tiggensel olarak
yorumlanabilecegini hi¢ fark etmedigini mi diigiiniiyorsun? Elbette fark
etmigtir. Fakat, yakindan bakmak, “bu iicgenlerin begli olarak ayni diiz-
lemde yer aldigim ve —cisimsel acinin kalpleri gibi, arkasinda— diizgiin
bir beggeni ¢evreledigini” ortaya ¢ikarir. “Simdi, bu beg iiggen ve kalpleri
—dlizgiin beggen— ‘pentagramma’ denen gekli olugturur, Theophrastus
Paracelsus’a gore bu saghgmn igaretidir. . . ”47

Ro: Hurafe!

SicMA: Ve boylelikle saglikly akil bir icin Denizkestanesi’nin sirr1 agik-
lanacak: Bu, yeni, simdiye dek hayal edilmemis, diizglin ylzli ve esit
cisimsel agili bir cisimdir, cismin giizel simetrisi bize evrensel uyumun
gizlerini agiklayabilir. . . 4®

ALFA: Beni rakiplerin, ortaklardan daha az utandirici olduguna tek-
rar ikna eden savunman icin tegekkiirler Sigma. Elbette, ¢okytizli geklim
hem ti¢gensel-cokytizlii hem de yildiz-cokyiizlii olarak yorumlanabilir. Tki
yorumu da egit derecede kabul etmeye hevesliyim. ..

KAprA: Hevesli misin?

DELTA: Ama, elbette sadece biri dogru yorumdur!

ALFA: Iki yorumu da esit derecede kabul etmeye hevesliyim, ama, biri
kesinlikle Euler sanisi icin evrensel bir karsiornek olacak. Neden sadece
Ro’nun ényargilar: i¢in “iyi ayarlanmig” yorumu kabul ediyoruz. Neyse,
efendim yonteminizi agiklayacak misimz?

1.4.e Onsav-Kapsama Yontemiyle Sanmiy1 Gelistirme.
Kanitla Tiiretilmis Teorem Saf Saniya Karsi

OGRETMEN: Resim cercevesine donelim. Resim cercevesini, hem Euler
sanisina doniik evrensel bir karsiornek hem de kanitimin ilk énsavina
kars: gercek bir yerel kargiérnek olarak kabul ediyorum.

GaMA: Oziir dilerim efendim. Fakat resim cercevesi ilk énsavi nasil
guriitiiyor?

O&RETMEN: Once, bir yiiziinii cikar sonra da karatahtaya esnetip
germeye calig. Bagarili olamayacaksin.

AvFA: Hayal giicline yardim etmek icin sunu sdyleyeyim; sadece ve
sadece gigirildiginde kiireye doéniisebilen ¢okytzliiler, bir yiizleri ¢ikaril-
diktan sonra diizleme gerilebilme dzelligine sahiptir. Agiktir ki, b&yle bir

1"Kepler [1619], Lib. II. Propositio XXVI.
48Bu Kepler'in goriisiiniin adil bir aciklamasidir.
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“kiiresel” cokyiizlii, bir yiizii ¢ikarildiktan sonra diizleme gerilebilir ve
aksi gekilde, benzer olarak agiktir ki, eger bir yizi eksik bir ¢okyizlii
diizleme gerilebiliyorsa, bu diizlemi bir vazonun ¢evresine sarabilir ve ek-
sik yiizle de kapatip, kiiresel ¢okytizliyi elde edebilirsiniz. Fakat, resim
gercevemiz gigirilip kiireye doniistirilemez, sadece torusa sisirilebilir.

OGRETMEN: Giizel. Simdi, Delta’nm aksine, resim cercevesini saniya
yonelik bir elestiri olarak kabul ediyorum. Sonrasinda da saniy1 6zgiin
bi¢imiyle yanlig olarak aliyorum, ama hemen degigtirilmig ve sinirlan-
dirilmis bir yorumunu 6ne siiriiyorum: Descartes-Euler idddias1 “basit”
cokytizliler i¢in iyi bir gekilde igler, diger bir deyigle bir yiizii ¢ikartildik-
tan sonra diizleme esnetilebilenler i¢in san1 gegerlidir. Boylelikle, 6zgiin
saninin bir kismini kurtarmag olduk. Elimizde Basit cokyiizlinin Fuler
karakteristigi 2’dir var. Bu sav, i¢ ige kiipler, ikiz dortytzlii veya yildiz-
cokyiizli tarafindan yanliglanamayacaktir, ¢inkii bunlarin higbiri basit
degildir. Boylece, istisna kovugturma yontemi hem asil sanimn hem de
suc¢lu 6nsavm ikisinin iglerlik alanimi birden, giivenli ortak bir islerlik
alanina sinirlayip, kargiérnegi hem ana saniya hem de kanita yonelik bir
elegtiri olarak kabul ederken; benim &nsav-kapsama yOntemim kanita
baglh kalirken, ana saninin iglerlik alanini tam da suglu énsavin iglerlik
alanina indirgiyor. Ya da, hem evrensel hem yerel bir kargi6rnek istisna
def ediciyi 6nsavlari ve ana saniy1 gozden gecirmek zorunda birakiyorken;
beni 6nsavlar: degil de, 6zgiin saniy1 gbzden gegirmek zorunda birakiyor.
Anliyor musunuz?

ALFA: Evet, sanirim anhiyorum. Anladigimm gostermek icin sdyledik-
lerinizi ¢iiriitecegim.

OGRETMEN: Yéntemimi mi yoksa geligtirdigim saniy: mu?

ALFA: Geligtirdiginiz saniyi.

O¢rRETMEN: O halde hala yéntemimi anlamamigsin. Karsidrnegini
alalim.

ot

1
1
)
!
d”
-

Sekil 12

Avra: Uzerinde kiigiik bir kiip konmus bir kiip diisiiniin. (Sekil 12).
Bu, tim tammlanmza uyar — Tanam 1, 2, 3, 4, 4%, §—, dolaysiyla
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gercek bir ¢okyiizlidiir. Ve de “basit”tir, ciinkii diizleme esnetilebilir.
Degistirilmig saniniza gére bunun Euler karakteristigi 2 olmali. Bununla,
birlikte, bunun 16 kosgesi, 24 ayriti, 11 yiizii var ve Euler karakteristigi
16 — 24 + 11 = 3. Gelistirilmis 6rneginize evrensel kargiérnek olmak
izere, ve 6te yandan da Beta'mn ilk “istisna kovusgturma” teoremine
de bir karsidrnek bu. Bu ¢okyiizlii, oyugu, tiineli ya da “coklu yapilar”
olmamasina kargin Fulerci degil.

DELTA: Bu tepeli kiibe Karsiornek 6 diyelim.*°

OGRETMEN: Gelistirilmis samimi yanhsladin ama, benim - geligtirme
yontemime zarar vermedin. Kanit1 tekrar inceleyecegim ve neden senin
cokylizliinde ¢6ktiigiinii gorecegim. Kanitta bagka bir yanls énsav daha,
olmali.

BETA: Elbette var. Tkinci 6nsavdan her zaman giiphelenmistim. Ug-
gensellestirme siirecinde, kogegenlerden bir ayrit ¢izince, her zaman ayrit
ve yiz sayisini bir arttirdigimizi var sayiyor. Bu yanls. Tepeli kiibiimii-
ziin diizlemsel agina bakarsak, halka bigiminde bir yiiz bulacagiz (Sekil
13a). bu durumda, kdgegenlerden ¢izilmig hicbir ayrit, yiiz sayisim artir-
mayacaktir (Sekil 13b): Yiiz sayisini bir artirmak icin ayrit sayisini iki
artirmamiz gerekiyor.

® Karsiornek 6, Lhuilier tarafindan fark edildi ([1812-13a], s. 186). En azmndan Ger-
gonne kendi kesfinin 6zgiinligiinii kabul etmisti oysa! Fakat elli y1l sonra Poinsot
([1858]) Karsi6rnek 6’y1 duymamisgti, oysa Matthiessen ([1863]) ve sekiz yil sonra
Jonquiéres ([1890b]) Kargi6rnek 6’ya canavar olarak yaklagmigt:. (Bkz. Dipnot 44
ve 54.) Ondokuzuncu yizyihn ilkel istisna def edicileri, Karsiérnek 6’y1 diger istis-
nalarla birlikte merakla siralamiglardi: “Ornek olarak genelde birine, t¢ yiizli bir
piramidin dértyiizliiniin bir yiiziine iligtirildigi ve boylelikle piramidin hicbir ayriti-
nin digerinin hicbir ayritiyla kesismedigi durum gosterilir. Universite not defterimde
yazan, ‘Isin tuhafi bu durumda V — E+ F = 3... Ve bu, konuyu kapatt1” (Matt-
hiessen [1863], s. 449). Cagdag matematikgiler halka bicimindeki yiizleri unutma
egilimindedirler. Bu yiizler manifoldlarin siniflandirnilmasinda yararsiz olabilir, fa-
kat bagka baglamlarda yararh olabilir. H. Steinhaus [1960] der ki: “Diinyay1 F iilkeye
bolelim (denizleri ve okyanuslar: kara parcas: olarak degerlendirecegiz). Boylelikle,
siyasi durum ne olursa olsun, elimizde V — E + F = 2 olacak” (s. 273). Fakat,
basitce Euler teoremini giiriittiikleri igin, acaba Steinhaus, Bat:1 Berlin ya da San
Marino’yu yok mu ederdi, diye merak edilebilir. (Fakat, sadece denizler ve okya-
nuslar kara parcasi olarak degerlendirilecek dedigi icin, Baykal gibi biitiiniiyle bir
iilkenin iginde kalan denizlerin durumunun yaratabilecegi sorunu, onlar: gél olarak
tammlayarak engelleyebilirdi.)
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0 O

Sekil 13

(a)

OcreTMEN: Tebrik ederim. Iddiamizi daha da smirlandirmaliyim.

BeTA: Ne yapacagmizi biliyorum. “Uggensel yiizlii basit cokyiiziler
EBulercidir”. Uggensellestirmeyi tartismasiz kabul edeceksiniz ve bu 6n-
sav1 tekrar kosul haline getireceksiniz.

O&reETMEN: Hayir, yamhiyorsun. Hatani somut olarak isaret etmeden
once, istisna kovugturma yontemin iizerindeki yorumlarimi genigletmeme
izin ver. Iddiam “giivenli” bir iglerlik alanma sinirlandirdiginda, kanit
uygun bir gekilde incelemiyorsun, ashinda amacin i¢in kaniti incelemene
gerek de yok. Simirlandirilmng iglerlik alaninda, neler olursa olsunlar tiim
onsavlarm dogru olacagim séyleyen tesadiifi ifade, senin amacin icin ye-
terli. Fakat, benim igin yeterli degil bu. Kargiornek ile ¢iiriitiilen 6n-
savm kendisini sanimin igine yerlegtiriyorum; bdylelikle kanitin dikkatli
gbziimlemesine dayanarak ¢liriitiilen 6énsavi saptamak ve miimkiin oldu-
gunca kesin olarak, acikca belirtmek zorunda kaliyorum. Béylece, cii-
riitiilmiig 6nsavlar, gelistirilmis sanimda kapsanacaklar. Yoéntemin seni
ac1 ve zahmetli bir sekilde kanit didiklemeye zorlamiyor, ¢iinkii kanit se-
nin geligtirilmig saninda gériilnmiiyor, oysa benimkinde gdriiniyor. Simdi
giindemdeki 6neriye déniiyorum. Halka bicimli yiizle yanhglanan énsav,
senin diigiindiigin gibi, “tim yizler icgenseldir” degil, “icine kdsegensel
bir ayrit ¢izilen her yiiz ikiye bolindr” énsavidir. Kogula déniigtiirdiigim
bu &nsavdir. Bunu saglayan yiizlere basit baglantih diyerek, 6zgin sa-
mma ikinci bir ilerlemede bulunabilirim: “Butdin yizler: basit baglantils
olan basit bir cokyizli icin V — E + F = 2°dir.” Aceleci yanhs ifade-
nin nedeni, yonteminin sana dikkatli kamt-¢6ziimlemeyi 6gretmemesi-
dir. Kamt-¢ozliimleme kimi zaman ¢ok kolaydir, bazen ise ¢ok zordur
dogrusu.

BeETA: Anliyorum. Yorumunuza; yorumunuz, istisna kovugturma dav-
ramiginin devamliligimi agiga vuracak gibi gorindiigi icin, 6zelestirel bir
nokta eklemeliyim. En kétiisii, kanita hi¢ bakmadan baz istisnalar en-
gellemektir. Béylece, bir yanda kanit, diger yanda da istisnalarin gizemi
engellenir. . . Boyle ilkel bir istisna def edicinin aklinda kanit ve istisnalar
biitiiniiyle birbirinden ayrik boliimlerde var olurlar. Bagkalar: kanitin sa-
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dece smirlandirilmig iglerlik alaninda caligacagini isaret edebilip gizemi
yok ettigini iddia edebilir. Fakat “sartlari” kamt fikrine hala digsal ola-
caktir.’% Daha iyi istisna def ediciler, kanita hizli bir sekilde bakacaklar
ve benim biraz Once yaptigim gibi, giivenli iglerlik alanmin sartlarim
belirlemek icin bundan ilham alacaklardir. En iyi istisna def ediciler
kanitin dikkatli ¢6ziimlemesini ve bu temelde, yasak bélgenin ¢ok ince
bir betimlemesini yaparlar. Aslinda, sizin yonteminiz, bu agidan istisna
kovusturma ydnteminin simirli bir halidir. ..

YoTA: ...ve bu da kanit ve cgiiriitmelerin temel diyalektik birligini
gosterir. .

OGRETMEN: Umarim simdi hepiniz, kanitlamasalar bile, kanitlarin
sanmmiz1 gelistirmeye kesinlikle yardim ettigini gérmiissiiniizdiir.’! Is-
tisna def ediciler de samwyr gelistirdiler, fokat bu sanwuyp gelistirmeler:
kanitin kendisinden bagimsizdi. Bizim yontemimiz, kanitlayarak gelisti-
rir. “Kegif mantigi” ile “gerekgelendirme mantign” arasindaki bu kendine
Ozgi birlik, onsav-kapsama yontemimizin en onemli agisider.

BEeTA: Ve, elbette simdi, hem “kanitlanmig” hem de ¢liriitiilmiis sa-
ninin sizin kafanmzi karigtirmadigim belirten sozlerinizi ve de yanlig bir
saniy1 bile kanitlama hevesinizi anhyorum. ,

Kapra (kenardan): Gergekte “kanitlamayan”a neden “kanit” diyoruz?

O&reTMEN: Aslinda, pek az kisi bu hevesi paylagir. Matematikgilerin
cogu, derin horistik dogmalar: nedeniyle, bir saniy1 eszamanl: olarak ka-
nitlamaya ve clirtitmeye muktedir degildir. Ya kamtlarlar ya ¢iiriitiirler.
Dahasi, eger sanilar bir gekilde kendilerine aitse, 6zellikle sanilari ¢ii-
riiterek gelistirmekten acizdirler. Matematikgiler sanilarine ciiritmeler
olmadan gelistirmek isterler; samilaring hichir zaman yanhshir azaltarak
dedil, dizenli olarak dogrulugu artirmak gelistirmek isterler; boylelikle
bilgi artisine karsiérnek korkusundan arindirirlar. Bu belki, en iyi ge-

80« Lhuilier’in notlar1 birbirinden ¢ok farkh iki bolimden olusur. ilkinde yazar,

Euler’in teoreminin ézgiin kamtini ortaya koyar. Ikincisinde ise yazarm amaci, te-
oremin tabi oldugu istisnalar: igaret etmektir.” (Lhuilier’in [1812-13a, s. 172]’smda
yer alan makalesine Gergonne’un yazdig1 editdr yorumu, italikler Lakatosun.)

M. Zacharias kitabinda [1914-31], béliimlere ayirmanin elegtirel olmayan ama
sadik bir tamimim vermektedir: “19. yiizyilda, geometriciler, Euler teoremine yeni
kanitlar bulmanin yaninda, teoremin belli gartlar altinda sikintisini ¢ektigi istisna-
lar1 saptamakla ugragiyorlardi. Bu tiir istisnalar, 6rnegin Poinsot, S. Lhuilier tara-
findan belirtilmigtir ve F. Ch. Hessel bu istisnalar: siniflandirmay: denemistir...”
(s. 1052).

51Hardy, Littlewood, Wilder ve Pélya bu noktay: gézden kagirnmg gériiniiyorlar. (Bkz.
Dipnot 39.)
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kildeki istisna def edicilere yaklagmanin bir arka plamidir: Tedbirli bir
sekilde yola ¢ikarlar; “giivenli” iglerlik alani i¢in bir kanit geligtirip, ka-
nit1 elegtirel sorugturmaya tabii tutmaya devam ederek, konulan her ko-
sulu kullanip kullanmadiklarini sinarlar. Aksi halde, teoremlerinin ilk
miitevazi yorumunu “keskinlestirir” ya da “genellegtirirler”, yani kanitin
dayandig1 énsavlar: belirtirler ve sonra da kapsarlar. Ornegin, bir ya da
iki kargi6rnekten sonra gecici istisna kovusturma yéntemini agik olarak
belirtebilirler: “ Tiim disbiikey cokyiizliler Fulercidir”, digbiikey olmayan
érnekleri cura posterior? birakirlar; sonra Cauchy’nin kanitini gelisti-
rirler ve de digbiikeyligin “gergekte” kanitta kullamilmadigini kesfeder
ve 6nsav kapsama teoremini olugtururlar.’3 Gegici istisna kovusturmay1
kanit ¢coziimlemesi ve 6nsav kapsamayla birlegtiren bu yéntemde hoéristik
olarak yanlg hicbir ¢ikarim yoktur.

BeTaA: Elbette bu yontem elegtirileri feshetmiyor, sadece onlar1 arka
plana atiyor: Bir abartiy1 dogrudan elegtirmektense, gercegi oldugundan
kiiciik gosteren ifadeyi elegtiriyorlar. :

OGRETMEN: Beta seni ikna ettigime memnun oldum. Ro ve Delta
bunun hakkinda ne hissediyorsunuz? \

(a) (b) (c)
Sekil 14. Halka bicimli yiizlin ii¢ versiyonu: (a) Jonquiéres,
{b) Matthiessen, (c) “egitimsiz gdz”.

Ro: Kendi adima kesinlikle “halka bi¢imli yiiz” sorununun yalanci bir
problem oldugunu diigiiniiyorum. “Tepeli kiip” dediginiz, lehimlenmis iki
kiibiin, yizleri ve ayritlarinin canavar bir yorumuna dayanmaktadir.

OGRETMEN: Aciklar misin?

Ro: “Tepeli kiip” birbirine lehimlenmis iki kiipten olugan bir ¢okytiz-
lidiir. Hemfikir misiniz?

OGRETMEN: Onemli degil.

52Daha sonrs ilgilenilmek fizere —¢.n.

5¥Bu standart kalip ashnda Pélya ve Szegd’niin klasik kitabinda [1927, s. vii] tarif
edilendir: “Her kanit tiim varsayimlarin gercekte kullamldigini gdrmek icin dikkatle
incelenmelidir; ayni sonu¢ daha az varsayimla elde edilmeye cahgilmalidir ...ve
olasiliklarin sinira varildigin: kargidrnekler gosterene dek tatmin olunmamalidir.”
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Ro: Simdi “lehimlemeyi” yanhs yorumladiniz. “Lehimleme”, kiiclik
kiibiin alt yiiziindeki kégeleri, biiyiik kiiblin iist yiizli olan karedeki kargi-
Iikl: koselere birlestiren ayritlardan olugur. Boylece, “halka bigimli yiiz”
hi¢ yoktur aslinda.

BeTA: Halka bigimli yiiz orada iste! Bahsettigin, asil orada olmayan
ayritlar kesmektir!

Ro: Onlar sadece egitimsiz gozlerden saklanirlar.5*

BETA: Savimi ciddiye almamizi m bekliyorsun? Tim gérdigim hu-
rafe, fakat senin “sakli” ayritlarin gergeklik mi?

Ro: Bu tuz kristaline bak. Bunun kiip oldugunu séyleyebilir misin?

BETA: Kesinlikle.

Ro: Bir kiibiin 12 ayrit1 vardir, degil mi?

BeTA: Evet.

Ro: Fakat, bu kipte hi¢c aynt yok, saklilar. Aynitlar sadece uscu
yeniden-olusturmada goriiniirler.

BETA: Bunu diisiinecegim. Ama, bir sey acik. Ogretmen, kibirli gorii-
stimi, yéntemim kesinlige yol agtigr ve kaniti es gectigi icin elestirdi. Bu
elegtiriler, benim “istisna kovugturmama” oldugu kadar, senin “canavar
uyarlamana” da uygulanabilir.

541ki ¢okyiizliiniin gizli ayritlar tarafindan “lehimlenmesi” Jonquiéres tarafindan tar-
tigilmugta ([1890b], s. 171-2). Jonquigres oyuklara ve tiinellere karg: canavar kovug-
turmay1 kullanirken, tepeli kiip ve yildiz-cokyiizlii i¢in canavar uyarlamay: kullan-
mugt1. Euler teoremini savunmak i¢in canavar uyarlamayi ilk savunan Matthiessen’di
[1863]. Matthiessen, canavar uyarlamay1 tutarl bir sekilde kullamr: Gizli ayrit ve
ylzleri gdstererek, tiineli ve oyugu olan ¢okyizliiler dahil, Eulerci olmayan her geyi
aciklamada bagarili olmustur. Jonquiéres’in lehimlemesi halka bigimli yiizlin bii-
tlinciil bir {iggensellegtirmesi iken, Matthiessen halka bicimli yiizii basit baglantih
alt-yiizlere ayirmak igin gerekli olan en az sayidaki ayrit: gizerek, lehimlemeyi tu-
tumlu kullanir (Sekil 14).

Matthiessen, devrimci karsidrnekleri iyi-uyarlanmis burjuva Eulerci érneklere
doniigtiirme konusunda kendine olaganiistii bir sekilde gilivenir ve “...her cok-
yiizlii[niin] Euler teoremini destekleyecek bir sekilde analiz edilebilir. .. ” oldugunu
iddia ederdi. [Matthiessen] Ustiinkdrii gdzlemci tarafindan &éne siiriilen istisnalar:
siralar ve belirtir: “Her bir durumda, ¢okyiizliniin sakli yiizleri ve ayritlar1 ol-
dugunu gosterebiliriz. Bunlar da sayildiginda, en inat¢1 goriinen durumlarda bile,
V — E + F = 2 teoremi lekesiz kalir.”

flave ayritlar ve yiizler cizerek baz1 Eulerci olmayan cokyiizliileri Eulerci cok-
yizliilere doniigtiirme fikri Matthiessen’den degil, Hessel’den kaynaklanmaktadir.
Hessel bu noktay: giizel sekiller kullanarak gorsellestirir ([1832], s. 14-15). Fakat,
Hessel bu yontemi gokytiizlileri “uyarlamak” igin degil, aksine “oldukga benzer ¢ok-
yizlillerde Euler teoreminin gegerli” oldugunu gdsterip bu “istisnalar1 agiklamak”
igin kullanir.



1.4. Kanmtin Evrensel Kargiorneklerle Elestirisi 51

ORETMEN: Delta, senden ne haber? Halka bicimli yiizi nasil diglar-
smn?

DerTA: Diglamam. Beni kendi yénteminize gektiniz. Ugtincii 6nsav-
dan neden emin olmadiginizi ve onu neden kapsamadigimzi merak edi-
yorum sadece. Teoremin dérdiincii, ve umuyorum ki, son bir gekillen-
dirmesini 6neriyorum: “(a) basit, (b) her yiizii basit baglantili olan, ve
(c) esnetip ticgenlegtirme sonucu elde ettigimiz diizlemsel iiggensel ag1,
uygun bir gekilde numaralandirildiginda, son licgene dek dogru sirayla
cikardigimizda V — EF + F = 2 egitligi degigmez olan tim cokytzliiler
Eulercidir.”®® Bunu énceden neden 6nermediginizi merak ediyorum. Eger
yonteminizi ciddiye alsaydmiz, tim 6nsavlari derhal kosullara doniigtii-
riirdiiniiz. Neden bu “parca parca miihendislik”?6

AvrrA: Tory devrimciye déniistii. Onerin oldukga iitopyaci, ciinkii sa-
dece iig 6nsav yok. Neden, bir¢cok bagkasiyla birlikte, “(4) eger 1+1 =2
ise” ve “(5) eger tiim liggenlerin 3 kosesi ve 3 kenari varsa” gibi gart-
lar1 da eklemiyorsun, zira bu 6nsavlari kesinlikle kullaniyoruz. Sadece
aleyhine bir kargi6rnek bulunan énsavlar: kosula gevirmeyi 6neriyorum.

GaMA: Bu kural bana yontembilgisel olarak kabul edilebilmek igin
¢ok rastlantisal goriiniiyor. Kendilerine yonelik kargiérnek umabilecedi-
miz, yani agik ve kugkusuz bir gekilde dogru olmayan, énsavlari dahil
edelim kogullara.

DEerra: Pekild, iigiincii 6nsavimizm agikar olmasindan etkilenen var
m1? Bunu hemen kogula ¢evirelim. '

GAaMA: Ya kanmitimizdaki onsavlarm ifade ettigi islemler biitliniyle
birbirinden bagimsiz degilse? Eger baz1 iglemler igliyorsa, kalanlar gerek
sart olarak uygulanir olabilir. Ben, 6rnegin, eger bir ¢okyiizli basit ise,
elimizdeki ticgensel agda, V — E + F’i degistirmeden, tiggenleri silme
sirast her zaman vardir’dan gipheleniyorum. Eger boyle bir sira varsa,
saninin ilk 6nsavi kapsamasi, iigiincii 6nsavm kapsanmasini énleyecektir.

DeLTA: Ilk sartin iiciinciisiinii gerektirdigini iddia ediyorsun. Bunu
kanitlayabilir misin?

EpsiLoN: Ben kanitlayabilirim.5”

%5Bu son 6nsav gereksiz derecede kuvvetlidir. Kanitin amact icin bunun yerine su
6nsavi kullanmak yeterli olurdu: “Esnetilme ve iiggensellestirme sonucu olugan diiz-
lemsel {iggensel agda V — E + F = 1’dir” Cauchy bunu fark edememis gériiniiyor.

56 Ogrenciler agikcas son zamanlarin sosyal felsefesi haklkinda oldukga bilgililer. Terim
K. R. Popper tarafindan olugturulmustur ([1957], s.64).

57 Aslinda, béyle bir kamt ilk olarak H. Reichardt tarafindan 6ne siiriildi ([1941],
$.23). Ayrica bkz. B. L. van der Waerden [1941]. Hilbert ve Cohn-Vossen, Gama’nm
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ALFA: Simdiki kanit, ilging olmasina ragmen, sanimizi daha ne kadar
geligtirebilecegimiz sorununu ¢ézmeye yardim etmeyecek. Iddia ettiginiz
kanita sahip oldugunuzu kabul edebilirim, fakat bu kanit, sadece {i¢lincii
onsav1 birtakim yeni alt-6nsavlara ayiriyor. Onsavlari, alt-onsavlara ay-
nistirmaya bagladigimizda nerede durmaliy1z?

KapA: Kanitlarda sonsuz gerileme vardir; dolayisiyla kamtlar kanit-
lamazlar. Kanitlamanin, hogunuza gittigi slirece oynayacaginiz, oyna-
maktan biktigimizda birakacaginiz bir oyun oldugunu fark etmelisiniz.

EpsiLoN: Hayir, bu oyun degil ciddi bir konudur. Sonsuz gerileme,
sartlara donigtirilmelerine gerek olmayan agikca dogru énsavlarla dur-
durulabilir.

Gama: Demek istedigim tam da buydu. Acikca dogru ilkelerle kanit-
lanabilecek onsavlar: sarta doniigtiirmiiyoruz. Dahasi, muhtemelen boyle
acik ilkelerin yardimiyla kamtlanabilen, daha dnce belirtilmis énsavlar
da kapsamiyoruz.

ArFA: Katiliyorum. Iki acik olmayan 6nsavi sarta doéniigtiirdiikten
sonra sanimizi geligtirmeyi birakabiliriz. Bu, énsav kapsamayla, saniy1
geligtirme yonteminin kusursuz oldugunu disiiniiyorum. Bana 6yle ge-
liyor ki bu sadece saniy1 geligtirmez, ayrica mikemmellestirir. Ayrica,
bundan énemli bir gey 6grendim: “‘Kanitlanacak problemlerin’ amaci,
nihai olarak, belirli bir gekilde acikca ifade edilmig tezlerin dogru ya
da yanls oldugunu gostermektir” sanismi éne siirmek yanhgtir.8 “Ka-
nmitlanacak problemlerin” gercek amaci naif sanilar: geligtirip —ashnda,
mitkemmellegtirip— gercek “teoremlere” doniigtiirmektir.

Naif samimiz “Tiim gokyiizliiler Eulercidir”di.

Canavar kovugturma yéntemi naif saniy1, sanminin terimlerini sonunda
elimizde canavar kovusturma teoremimiz olacak sekilde yeniden yorum-
layarak savunmustu: “T{im ¢okytizliiler Eulercidir”. Naif saninin ve cana-
var kovusturma teoreminin dilsel 6zdegligi terimlerin anlaminda gizlice
yapilan degigiklikleri, esas bir ilerlemedir bu, sakliyor.

Istisna kovusturma yontemi, savimiza gercekten yabanci bir 6geyi
one siirdii: Digbiikeylik. Istisna kovusturma teoremi suydu: “Tim dig-
biikey ¢okyiizliiler Eulercidir”.

Snerisini “gdérmenin kolay oldugunun” dogrulugundan tatmin olmuglardi ([1932],
Ingilizce ceviri, s. 292).
58pdlya ([1945), 5.142).
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Onsav kapsama yéntemi teze, yani kanita, bel baglamisti, bagka bir
seye degil. Bu yontem kanits neredeyse dnsav kapsama teoreminde ozet-
lemigti: “Tim basit-baglantili yiizlii basit ¢okytzliiler Eulercidir”.

Bu da (simdi kanitlama terimini geleneksel anlaminda kullaniyorum)
kanitlanmak i¢in yola ¢ikilan kanitlanmaz1 gbsteriyor. Dolayisiyla hicbir
kamt “Quod erat demonstrandum”>® sézciikleriyle sonuclandirilamaz.5

BETA: Bazilan kesif sirasinda teoremlerin kanitlar: 6nceledigini sdy-
ler: “Bir matematik teoremini kanitlamadan 6nce tahmin etmelisiniz”.
Digerleri bunu reddeder ve kesfin belirli bir 6nciiller kiimesinden sonuglar
gikarmak ve ilging olanlar1 kaydetmek oldugunu iddia eder —tabii eger
bu cikarimlari bulacak kadar sansliysamz. Ya da, bir arkadagimin hos
bir mecazin: kullanarak, tiimdengelimsel bir sistemde horistik “fermuar
agma” asagidan —samdan— yukariya —oOnciillere— gider, digerleriyse
yukaridan agag1 gittigini sdyler. Sizin konumunuz nedir?

ArrA: Konumum, kullandigin mecazin héristige uygulanamayacagi-
dir. Kesif yukar1 ya da agag gitmez, zig-zag bir yol izler: Karsidrnek-
lerle diirtiiklenip, naif sanidan 6nciillere gider ve sonra naif saniy: iptal
etmek icin tekrar geri déner ve saninin yerine bir teorem koyar. Tam
olarak kurulmus tlimdengelimsel bir sistemde, naif sam ve karsiornekler
goriinmez: Kesfin zig-zagi, nihai iriinde ayirt edilemez.

OGRETMEN: Cok giizel. Fakat, bir uyar: notu ekleyelim. Teorem her
zaman naif sanidan farkli olmaz. Kanitlayarak geligtirmek gerek sart de-
gildir. Kanitlar, kanit-fikri naif samida ve sonrasinda teoremde de beliren,
beklentilerin diginda bir yon kegfettiginde ilerler. Fakat, olgun kuram-
larda durum béyle olmayabilir. Geng ve biiyiyen kuramlardaysa durum
kesinlikle béyledir. Ilerleme ve gerekcelenmenin, ilerlemeyle kanitlama-
nin i¢ ice gecmesi, asli olarak kanitlamanin bir niteligidir.

KAPA (kenardan): Olgun kuramlar genclestirilebilir. Kesif her zaman
gerekcelendirmenin yerini alir.

SicMa: Bu simiflandirma benimkine karsilik geliyor. Benim ilk tiir
onermelerim olgun tipti, tiglincii tiirlerimse biyiyen tipti...

GaMA (SicMA’nin sézind keserek): Teorem yanlhg! Bir karsibrnek
buldum.

**Matematiksel kamtlarin sonuna konan “Géosterilmek istenen kanitlanmigtir” anla-
mina gelen Latince deyis. Kimi zaman Q.E.D seklinde de kisaltilir. —¢.n.
0Bu son tiimce Alice Ambrose’nin ilging makalesinden ([1959], s. 438).
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1.5.a Teoremi savunmak ic¢in canavar kovugturma

GAMA: Karsiornek 5’in, silindirin, sadece naif saniy1 degil, teoremi de
clrittidini kegfettim simdi. Her iki dnsavi da saglamasina ragmen, si-
lindir Eulerci degil.

AvLFA: Sevgili Gama, saplantili olma. Silindir bir sakaydi, kargidrnek
degil. Higbir ciddi matematikgi silindiri gokyiizli olarak ele almayacak-
tir.

GAMA: Neden Karsiérnek 3 ime, Denizkestanesi’ne, itiraz etmedin?
O, silindirimden daha m1 az “saplantiliydi”?6! O zaman, sen tabii ki, naif
saniy1 elestiriyor ve kargiérnekleri memnuniyetle kargiliyordun. Simds,
teoremi savunuyor ve kargidrneklerden tiksiniyorsun! O zaman, bir kar-
siérnek belirdiginde, senin sorun suydu: Sanida yanhs olan nedir? Sim-
diyse: Karsiornekte yanlhs olan nedir? diye soruyorsun.

DELTA: Alfa, canavar def edicisine déniistiin! Utanmiyor musun?5?

1.5.b Sakl Onsavlar

ALFA: Utaniyorum. Biraz aceleci davranmig olabilirim. Izin verin diisit-
neyim. Mumkiin olan ¢ tir karsiornek vardir. Ilkini, yerel olan ama
evrensel olmayani, dnceden tartigtik —bu kesinlikle teoremi giiriitemi-
yordu.83 Ikincisi, hem yerel hem evrensel olan, herhangi bir eylem gerek-
tirmiyordu: Teoremi ¢iirlitmekten uzakti, hatta teoremi dogruluyordu.
Simdi, evrensel olup yerel olmayan, dg¢iinct tir olabilir. Bu, teoremi cii-
riutebilirdi. Ama ben bunun miimkiin oldugunu digiinmityorum. Simdi
Gama silindirin bunlardan biri oldugunu iddia ediyor. Eger silindiri bir

81Denizkestanesi ve silindir yukaridaki sayfalarda tartisilmisti. Bkz. s. 26 ve 32.

52Teoremi savunmak igin canavar kovugturma informel matematigin énemli bir mo-

" tifidir: “Euler teoreminin tutmadig érneklerdeki yanlighk nedir? F, V ve E’nin
anlamini daha da kesinlegtiren hangi geometrik kogullar, Euler teoreminin gegerlili-
gini kesinlegtirir?” (Pélya {1954], I, aligtirma 29.) Silindir 24. ahgtirmada verilmigtir.
Yanit ise: “...bir aynt kogelerde sonlanmalidir. .. ” (s. 225.) Pélya bunu genellesti-
rip acikca belirtir: “Matematikte pek sik olmayan durum sudur: Teorem énceden
belirtilmigtir, fakat belirtildigi terimlere daha kesin bir anlam vererek onu kesinlikle
dogru kilmak zorundayiz” (s. 55.)

53Yerel olan ama, evrensel olmayan kargidrnekler 6nceki sayfalarda tartigilmisti.
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canavar olarak reddetmek istemiyorsak, silindirin evrensel bir kargidrnek
oldugunu kabul etmek zorundayiz: V — E + F = 1. Fakat, silindir ikinci
zararsiz tiirden degil mi? Bahse girerim, silindir énsavlardan en az birini
saglamiyordur.

GamA: Kontrol edelim. Kesinlikle ilk onsavi saglamakta: Eger alt
ylzi c¢ikarirsam, silindiri karatahta tistiine diizlegtirip esnetebilirim.

Avra: Fakat, ola ki yanal yiizii cikarirsan, cisim iki parca olur.

GaMA: Ne var yani? ilk énsav, cokyiizliiniin basit olmasim gerektiri-
yordu, yani ¢okytizli “bir yiiz ¢ikarildiktan sonra dizleme esnetilebilir”
olmaliydi. Silindir, yanal yiizden baglasan bile, bu gerekliligi sagliyor.
Senin sanin silindirin ek bir énsavi saglamas: gerektigidir; yani ortaya
cikan dizlemsel af da baglantily olmalidir. Fakat bu 6nsavi ifade eden
oldu mu?

ALFA: Herkes “esnetme” terimini “tek parca halinde esnetme”, “yirt-
madan esnetme” olarak yorumladi. Epsilon’un {i¢iincii 6nsavin birincisini
izledigi kanit1 yiiziinden iigiincii 6nsav1 kapsamamaya karar verdik.%* Fa-
kat, kamta bir goz atin: Kanit, esnetme sonunda baglantili bir ag elde
edecegimiz kabuliine dayaniyor. Aksi halde iiggensellegtirilmis ag icin
V — E+ F =1 olamaz. o

GaMA: O zaman neden bunu agikca ifade etinek icin 1srar etmedin?

Avra: Clnkil értili olarak kabul ettik.

GAMA: Sen, dncelikle, “basit”in kiireye sigirilebilir anlamina geldigini
énerdigin icin bdyle bir kabulde bulunmadin.®® Silindir kiireye sigirile-
bilir, boylece senin yorumuna, gore, silindir, ilk énsava uymaktadar.

AvLFA: Pekala. Fakat, silindirin ikinci onsavi, yani “kosegenlerle boli-
nen her yiz ikiye ayriir”, saglamadiginda hemfikir olmalisin. Silindirin
yanal yiizlinii ya da dairelerini nasil ticgensellegtireceksin? Bu yiizler ba-~
sit baglantii m1?

GaMA: Elbette basit baglantililar.

AvLFA: Fakat, silindirde hi¢ kdgegen cizilemez bile. Kogegen ardigik
olmayan iki kdseyi birlegtiren ayrittir. Fakat senin silindirinin kogeleri
yok.

GaMA: Hig iiztilme. Cemberin basit baglantih olmadigim gostermek
istiyorsan, yeni bir yiiz yaratmayan bir kdsegen ciz.

Avrra: Komik olma, cizemeyecegimi gayet iyi biliyorsun.

84Bkz. s. 51.
85Bkz. s. 44.
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Gauma: Oyleyse, “Cemberin yeni bir yiiz yaratmayan bir kosegeni
vardr” ifadesinin yanlis oldugunu kabul ediyorsun.

Avra: Evet, ediyorum. Lafi nereye getireceksin?

GaMma: Oyleyse, bu ifadenin degillemesinin, yani “cemberin her ké-
gegeni yeni bir yiiz yaratir”, ya da, “cember basit baglantilidir”in, dogru
oldugunu kabul etmek zorundasin.

ALFA: “Cemberin her kogegeni yeni bir aynt yaratir” énsavinin bir
orneklemesini yapamazsin, bu yizden ifaden dogru degil, anlamsizdsr.
Senin dogruluk kavramin yanls.

KaPA (kenardan): Once cokyiizliiniin ne oldugu hakkinda tartigiyor-
lardy, simdi de dogrulugun ne oldugunu tartisiyorlar!66

GAMA: Fakat demin 6nsavim degillemesinin yanls oldugunu kabul et-
tin. Degil-A 6nermesi anlaml ve yanhgken, A 6nermesi anlamsiz olabilir
mi? Senin anlam kavramin bir sey ifade etmiyor.

Ashinda, sikintim1 anliyorum; ama yine de, yeni bir ifade kullanarak,
bu sikintidan kurtulabiliriz. Eger “her z i¢in, eder x bir kisegense, T
ylizt tkiye béler” dnermesi saglaniyorsa, bu yiize basit baglantih diyelim.
Ne yanal yiiziin ne de dairenin kégegeni vardir, dolayisiyla bu durumda,
z ne olursa olsun gerek kogul her zaman yanhs olacaktir. Boylelikle sart
ifadesi herhangi bir nesne tarafindan orneklenecek ve hem dogru hem
anlamli olacak. Ya da, diger bir deyigle, hem ¢ember hem de yanal yiiz
basit baglantilidir —silindir ikinci 6nsavi saglar. ‘

Avra: Hayir! Eger kosegen cizemiyor ve yiizleri iliggensellestiremi-
yorsaniz, hicbir zaman iiggensel aga ulasamayacaksiniz ve kaniti hicbir
zaman sonuglandiramayacaksiniz. O halde, silindirin ikinci 6nsavi sag-
ladigini nasil iddia edersin? Onsavda varlik ifadesi oldugunu goérmiiyor
musun? Bir yiiziin basit baglantili olugunun dogru yorumlamsi géyle ol-
malidir: “Her x i¢cin, efer x bir késegense, x yiizi ikiye boler; ve en az
bir tane késegen olan x vardir”. Ozgiin ifademiz bunu belirtmemis olabi-
lir, fakat bu dnerme bilingsizce yapilan gizli bir kabul olarak oradadir.5”
Silindirin tiim yiizleri bu sart: karsilamay1 beceremez, dolayisiyla silindir
hem evrensel hem yerel bir kargiérnektir ama teoremi ¢iiriitmez.

56Gama’nin anlamsizca dogru ifadeleri on dokuzuncu yiizyilin énemli bir bulugudur.
Problem zemini heniiz aciklanabilmig degildir.

87«Oklid. . . tamamiyla farkinda olmadan bir beliti kullanmaktadir” (Russell [1903],
s. 407). Ozgiin ifadesiyle “gizli kabuller yapmak” matematikgiler ve bilim adamlar
arasinda yaygin bir tabirdir. Ayrica, Gamow’un Cauchy’nin kanit1 izerine tartig-
masina ([1953], s. 56) ve Eves ve Newsom'un Oklid iizerine tartigmasma bakiniz
([1958], s. 84). '
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GaMA: Ik olarak,; esnetme 6nsavim isin icine baglantiiligi katarak
degistirdin, simdi de ti¢cgensellegtirme Snsavini, varlik ifadeni igin igine
katarak degistiriyorsun. “Gizli kabuller” hakkindaki tiim bu belirsiz ko-
nusmalar sadece bu degisiklikleri sana benim silindirimin yaptirdig: ger-
cegini sakliyor.

AvrA: Ne belirsiz konugmasi? Acgikga dogru onsaviar: kaldirmakta,
yani “saklamakta”, 6nceden hemfikir olmustuk.®® Peki neden, acikca
yanls Onsavlar da belirtip sanida kapsamiyoruz —onlar da gayet agik
ve sikicilar! Onlan aklmizda tutun ama belirtmeyin. Gizli 6nsav hata
degildir: Arka plandaki bilgimize igaret eden kurnaz bir kisa yoldur.

KapraA (kenardan): Arka plan bilgisi, gercekte hicbir sey bilmedigimiz
halde her seyi bildigimizi varsaydigimiz bilgidir.5°

GAMA: Varsayimmlarim bilingli bir sekilde yaptiysan, bu varsayimlarin
sunlardi: (a) bir yiizii gtkarmak her zaman geride baglantih bir ag bi-
rakir ve (b) tiggensel olmayan her yiiz késegenlerle tiggenlere ayrilabilir.
Bunlar senin bilincaltindayken, agikca dogru olarak siralandilar, fakat
silindir bunian tepe taklak edip biling siralamana a¢tkga yanls olarak
ekledi. Silindirle yiizlesmeden 6nce, bu iki 6nsavin yanlig oldugunu bile
anlayamazdin. Eger anlayabildigini s6yliiyorsan, o zaman sen tarihi ha-
talardan arindirmak icin yeniden yaziyorsun.”®

%Bkz. s. 51.

59%yi yazilmig informel matematik ders kitaplar genelde “kisayollar1”; yani dogru ya
da yanhs, agikdrhg: nedeniyle séz etmeye deger bulmadiklar kadar acik dnsavlarn
da belirtirler. Bunun i¢in standard tabir “X tiiriindeki énsavlara asinalds varsa-
yiyoruz”dur. Elegtiri, arka plan bilgisini bilgiye déntistiiriirken, varsayilan aginalik
miktar1 azalir. Cauchy, 6rnegin, {inlii eseri [1821)'in, gercel sayilar kuramina “asi-
nalig1” énkabul olarak aldigmin farkina bile varmadi. Cauchy, irrasyonel sayilarin
dogasimi acik edecek her karsibrnegi canavar diye reddederdi. Weierstrass ve ekolil
boyle degildi: Simdiki informel matematik ders kitaplari, gercel sayilar tizerine bu
tiir dnsavlarn toplandig: yeni bir bolium iceriyor. Fakat, girig yazilarinda “rasyonel
saydar kuramina aginalik” genellikle varsayiliyor. (Bkz. Hardy'nin Pure Mathema-
tics kitabinin ikinci (1914) ve sonraki baskilar1 —ilk bask: gergel sayilar kuramina
arka plan bilgisine havale ediyordu; bkz. Rudin [1953].) Daha net ders kitaplari
arka plan bilgisini daha da darlagtirir: Landau, inlii kitabina [1930] giris yazismda
sadece “mantiksal uslamlamaya ve Alman diline” aginalig) var sayar. Ironiktir, tam
ayn1 zamanda Tarski kesinlikle agikar 6nsavlarin kaldiriimasinin sadece yanhg degil,
bir de tutarsiz oldugunu yani, Almancanin semantik olarak kapal bir dil eldugunu
gosterdi. “Yazar, x alanindaki cahilligini itiraf eder”in, ne zaman mecazi ve otoriter
bir sz olan “yazar, x alanina aginaligl kabul eder”in yerini alacagy merak edilebilir: .
Elbette ancak, bilginin temellerinin olmadig1 gergegi tanindiginda.

flk kesfedildiginde, sakli énsav hata olarak diigiiniildii. J. C. Becker, Cauchy’nin
kanmtindaki “sakli” (stillschweigend) varsayimlan igaret ettiginde (Becker, kaniti
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TETA: Alfa, biraz 6nce, her ciiriitmeden sonra Delta’nin taniminda
ortaya gikiveren “sakl” ifadelerle alay ediyordun. Simdi, her ¢iiriitme-
den sonra 6nsavlarda “sakh” ifadeler icat eden sensin, zeminini kaydiran
sensin ve bunu kendisini kurtarmak icin saklamaya c¢alisan da sensin.
Utanmiyor musun?

KAPA: Zor durumda kalan dogmatistlerden daha fazla hicbir sey
eglendiremez beni bu kadar. Daha kiiciik tiir bir dogmatizmi yikmak
icin militan bir siipheci ciippesi giydikten sonra, Alfa sira kendisine
geldiginde aym tiir giipheci tezlerle kégeye sikigtirilinca ¢ilgina déndii.
Simdi de ahlaksizca davraniyor: Kendisinin teshir ettigi ve yasakladig:
savunma mekanizmasiyla (canavar kovugturmayla) Gama’nm kargiér-
neklerine kars: savastyor; sonra da, birtakim “sakli énsavlarn” kanita
sizdirip “saklh kogullar1” teoreme ceviriyor. Fark: nedir bunun?

OGRETMEN: Alfa’nin sikintist kesinlikle énsav kapsama yorumundaki
dogmatist manevradir. Kanitin dikkatli bir incelemesinin tim yanls 6n-
savlari igeren miikemmel bir kanit ¢oziimlemesi ortaya cikaracagini dii-
siinmiigtii (tipki Beta’nin tim istisnalar siraladigim diigiinmesi gibi).
Bunlari dahil ederek sadece geligtirilmig bir teorem degil, kargiérnekleri
umursamadan, mikemmel bir teorem elde edebilecegini diisiindii.”* Si-
lindir, Alfa’ya yanlis oldugunu gosterdi, ama simdi bunu kabul etmek
yerine, Alfa, kanit ¢bziimlemesine, konuyla ilgili tim yanhs onsavlar:
iceriyorsa ancak, tam demek istiyor.

ikinci elden Baltzer’in [1862)’sinden alintiladi) onlara “hata” dedi ([1869a], s. 67-
8). Cauchy’nin tim ¢okyiizlilerin basit oldugunu diiglindiigiine dikkat cekti: Ca-
uchy’nin énsavi sadece sakli degil, ayn1 zamanda yanligt1. Fakat, tarihgiler biiyiik
matematikcilerin boyle hatalar yaptigim hayal edemez. Tarihi yanhglamanin gercek
bir izlencesi Poincaré’nin [1908]’inde bulunabilir: “Net olmayan gosterim higliktir.
Sanirim kimse bu dogruya itiraz etmeyecektir. Ama, eger harfi harfine alacaksak,
bu 6rnegin, 1820°’den 6nce matematik olmadiginin gikmasina yol acar: Bu agikga
agindir; o zamanlarm geometricileri agikladiklarimizi goniillii olarak ayrintili sdy-
lemlerle anladilar. Bunu hi¢ goremedikleri anlamina gelmez bu, fakat listiinden fazla
hizlr gegtikleri anlamina gelir, bunu iyi gdrmek, bunlar: s6ylemenin bedelini almay1
gerektirebilirdi” (s. 374). Becker’in, Cauchy’nin “hatas1” hakkindaki raporu [George
Orwell’in] 1984’indeki gibi yeniden yazilmak zorundaydi: “Son derece kotii hakemler
var olmayanlara atifta bulunur.”

Yeniden yazim, “teoremin genel olarak gegerli olmadiginin muhtemelen fark
edilmeden kalamayacagi”nda 1srar eden E. Steinitz tarafindan yapild: ([1914-31], -
s. 20). Poincaré’'nin kendisi, kendi izlencesini Euler teoremine uyguladi: “Euler’in
V — E + F = 2'yi disbiikey cokyiizlii igin kamitladig: bilinmektedir ([1893])”. Oysa,
Euler elbette bu teoremi tim ¢okyiizliler icin ifade etmisti.

"Bkz. s. 41.
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1.5.c Kamt ve Ciiriitmeler Yontemi

GawMma: Silindiri, teoreme yonelik gercek bir karsibrnek olarak kabul et-
meyi dneriyorum. Silindir tarafindan ¢iiriitilecek 6nsav (ya da onsavlar)
gelistiriyorum ve bu 6nsavi (ya da onsavlari) 6zgiin siralamamiza ekliyo-
rum. Alfa elbette tam da bunu yapt1. Fakat ben onlar “saklamak” ye-
rine, acgikea ilan ediyorum. Eski tiir kanit ¢bziimlemesine ve buna kargilik
gelen eski teoreme gore yerel olmayan ama tehlikeli ve gagirtici bir evren-
sel karsiornek (ligiincii tiir) olan silindir; yeni kanit ¢éziimleme ve buna
kargilhik gelen yeni teoreme goére zararsiz, evrensel ve yerel bir karsior-
nek (ikinci tiir) olacak. Alfa kendi karsibrnek simiflandirmasinin mutlak
oldugunu diigiiniiyordu, ama aslinda bu siniflandirma onun kanit ¢oéziim-
lemesine baghydi. Kanit ¢oziimleme gelistikge, figiincii tiir karsibrnekler
ikinci tiire doniismektedir.

LamBDA: Dogru. Kanit ¢oziimleme “net” ya da “gecerlidir” ve buna
karsihk gelen matematiksel teorem ancak ve ancak, kendisine karsi
“Ugiinci tiir” bir kargibrnek yoksa dogrudur. Buna Yanlghdin Yeniden
Aktarvma ITkesi diyorum, ¢iinkii bu evrensel karsidrneklerin yerel olma-
sin1 ister: Yanliglik naif sanidan onsavlara, teoremin 6nciiliinden sonu-
cuna aktarilir. Evrensel olan ama yerel olmayan bir kargiornek bu ilkeyi
ihlal ederse, kanit ¢oziimlemesine uygun bir 6nsav ekleyerek bu kar-
s16rnegi onaririz. Yanhkshn Yeniden Aktarsma [lkesi demek ki ortaya
cikisindan beri diizenleyici bir ilke ve evrensel olan ama yerel olmayan
karsi6rnekler de kanit ¢oziimlemesinin geligmesinde mayalayici etmen-
lerdir.

GamMma: Hatirlasana, tek bir kargi6rnek bile bulmadan 6nce, ii¢ siipheli
onsavi bulabilmis ve kanit ¢6ziimlemesine devam edebilmigtik! '

LaMBDA: Dogru. Kanit ¢éziimlemesi sadece evrensel kargibrneklerin
baskis1 altinda degil, insanlarin “ikna edici” kanitlara karsi savunmada,
kalmay: 6grenmis olmasiyla da baglayabilir.”?

[k durumda, tiim evrensel karsisrnekler tigiincii tiir karsidrnek olarak
belirdi ve tiim Onsavlar da kariyerlerine “sakli 6nsavlar” olarak bagladi.

"2Simifimiz oldukea, ileri diizey bir sinif — Alfa, Beta ve Gama daha hig evrensel kar-
si6rnek ortaya cikmadan, iic 6nsavdan da siliphelenmisti. Gergek tarihgede, kamit
¢Oziimlemesi on yillar sonra ortaya cikmaktadir: Uzun bir dénem boyunca kargi-
Ornekler ya Ortbas edildi, canavar denerek diglandi ya da istisna olarak adlandi-
r1ldi. Evrensel kargi6rneklerden kanit ¢éziimlemesine dogru yapilan horistik hamle
—Yanhghgin Yeniden Aktarimi flkesi’'nin uygulanmasi— informel matematikte on
dokuzuncu ylizyilin baglarinda hemen hemen hig bilinmiyordu.
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Bu kargiornekler, agama agama bir kanit ¢oziimlemesi olusturmamiza,
neden oldu ve birer birer ikinci tiire doniigtii.

ITkinci durumda —zaten kugkuyla ciiriitmeler arryorken— hicbir kar-
stornek kullanmadan ileri bir kamit ¢éziimlemesine ulagabiliriz. O halde
iki olasilik vardir: [lk olasilik, kanit ¢oziimlememizde siraladigimiz 6n-
savlan cliriitmede —yerel kargidrnekleri kullanarak - basarils olmamiz.
Bunlarin evrensel kargiornekler oldugunu da kolayca anlayabiliriz.

ALFA: Resim cercevesini boyle kegfetmigtim: Bir yiizli ¢ikarildiktan
sonra diizleme esnetilemeyecek bir ¢okyiizli ariyordum.

SicMA: O zaman, sadece ¢liritmeler kanit ¢oziimlemesi i¢in maya-
layic1 etmen olarak davranmiyor, kanit ¢céziimlemesi de ciirtitmeler igin
mayalayict etmen olarak davraniyor! Birbirine diigman goériinenlerin ne
korkung bir ittifak:!

LamBDA: Dogru. Eger bir sani oldukga giivenilir hatta kendiliginden
agikar goriiniiyorsa bile kamtlanmalidir, zira boylece saninin sofistike ve
kuskulu énsavlara dayandig fark edilebilir. Onsavlar ¢iiriitmek, 6zgiin
saninin beklenmeyen bir gekilde ¢iiriitiilmesine yol acgabilir.

SicMa: Onsavlan ciiriitmek, kanitin gelistirdigi ciiriitmelere de yol
acabilir.

GAMA: O zaman “mantiksal kanitlarin erdemi, inanglar: zorlamasin-
dan degil, siipheler 6nermesindendir”.”®

LAMBDA: Simdi ikinci olasilifa dénelim: Siipheli énsavlara kars: hic-
bir yerel kargiornek bulamadigimiz durum.

SiGMA: Yani, ciirlitmelerin kanit ¢oéziimlemesine yardim etmedlgl du-
rum! Peki bu durumda ne olur?

LamBpA: Bizler “saplantili” olarak adlandiriliviz bu durumda. Ka-
nit, mutlak saygin olmali ve dénsavlar da giipheye yer birakmamali. Ka-
nit ¢éziimlememiz yakinda unutulacaktir.” Ciiriitmeler olmadan siiphe

"*H. G. Forder [1927], s. vii. Ya da: “Kanitlarin ana degerlerinden biri, kamtlanan
sonuglara belirli bir siiphecilik telkin etmesidir.” (Russell [1903], s. 360 Ayrica, mii-
kemmel bir 6rnek de verilmistir). '

4 Elestiricilién stipheyi ortaya gikardig ve sonunda “a priori dogrular” clirlittigi ve
boylelikle kanstlar: basit aciklamalara déniistirdigi iyi bilinir. Elegtiri eksikliginin
ya da c¢iiritme eksikliginin givenilmez sanilar1 “a priori dogrulara” ve de yiizeysel
aciklamalar1 da kamitlara doniigtiirebilmesi ise o kadar bilinmez, ama o kadar da
Snemlidir. Bu kalibin iki énemli 6rnegi Oklid ve Newton’un ortaya cikisi ve dii-
siiglidiir. Diigtiglerinin 6ykisii 1y1 bilinir, fakat ortaya ¢ikig dykiileri genelde yanhs
yorumlanir.

Oklid’in geometrisi kozmolojik bir kuram 8neriyor gériiniir. (Bkz. Popper [1952],
5.187-9.) Oklid’in hem “postulatlar1” hem de “aksiyomlar1” (ya da “agina kavram-
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ayakta duramaz: Sﬁp}fe arayan fener; eger ciiriitme fenerinin 15181, ka-
mtin “siradan dogrulugun” alacakaranliginda zorlukla fark edilebilen,
ihmal edilmig bakig agisin1 yansitan bir karsirnek tarafindan takviye
edilmezse, kisa siire sonra soner.

Tim bunlar kanit ve ¢iritmelerin ayr1 bélmelere konamayacagini
gosteriyor. Bu nedenle, ben “dnsav kapsama yéntemimize”, “kanit ve
ctiritmeler” adin1 koymay: 6neriyorum. Bunun ana hatlarim ii¢ horistik
kuralla belirtmeme izin verin:

Kural 1: Eder bir sananiz varsa, onu kamtlamak ve ¢lirtitmek icin
yola ¢ikwn. Kanit dikkatle inceleyin ve basit bir sekilde dogru olanlar di-
sindaki onsavlarm listesini hazrlaywn (kanst ¢ézimleme); hem sans igin
(evrensel), hem de gipheli dnsavlar igin (yerel) karsiornekler bulun.

lar1”); doktrinleri, bu “postulatlarin” sadece yanhighgimi degil, ayni zamanda da
mantiksal yanhighgini ve kavramlamazhigini gerektiren Parmenides ve Zeno’yla re-
kabet eden, cesur ve tahrik edici 6nermeler olarak 6ne siiriilmugta. Ancak daha
sonra, “postulatlar” giiphesiz olarak dogru ve Parmenidesci olmayan cesur “aksi-
yomlar” (“Biitiin parcadan biiyiiktiir” gibi) cok basit olarak algilanmaya bagland:
ve de daha sonraki kamt ¢oziimlemede bunlar atlandi ve “sakl nsavlara” doniistii.
Bu siireg Aristo ile baglamigti: Aristo Zeno’ya huysuz, saplantili ve onun tezlerine de
“safsata” demigti. Bu 6ykii, yakin zamanlarda, Arpid Szabé tarafindan ([1960], s.
65-84) heyecan verici ayrintilariyla ortaya cikarilmisti. Szabé, Oklid’in zamaninda
“aksiyom” sdzclgilinin —“postulat” gibi-—, elestirel diyalogda (diyalektik), tartig-
madaki kars: taraf tarafindan kabul edilmeden, sonuglar: test edilmek iizere 6ne
stiriilen 6nerme anlamina geldigini géstermigti. Bu anlamin simdi tepetaklak ter-
sine dénmiis olmasi tarihin bir ironisidir. Oklid’in yetkesinin zirvesine Aydinlanma
Cagr’'nda erisildi. Clariaut meslektaslarina, acikca belli dogrularn belirtip “kamit-
lar1 karartarak okurlar: tiksindirmemeleri” icin 1srarla uyarids bulunuyordu: “Oklid
sadece ‘inatg sofistleri’ ikna etmek i¢in bdyle yapmgt1” ([1741], s. x ve xi).

Yine, Newton’un mekanik ve kiitlecekim kuramu, cliretkar bir tahmin olarak
One siiriilmilg, Leibniz tarafindan “dogaiistii” olarak adlandirilmig ve alay edil-
mis; Newton’un kendisi bile gliphede kalmigtir. Birkag on yil sonra —¢iiriitmelerin
eksikliginde— Newton’un aksiyomlar: siiphesiz dogrular olarak alinmaya baglandi.
Siipheler unutuldu, elegtirenlere “obskiirantist” denmediyse de “tuhaf” dendi ve
Newton’un en sgiipheli varsayimlar: ders kitaplarinda belirtilmeyecek kadar basit
olarak kabul edilir oldu. Kant’tan Poincaré’ye dek siiren tartigma artik Newtoncu
kuramin dogrulugu hakkinda degil, kuramin kesinliginin dogas1 hakkindaydi. (New-
toncu kuram hakkmdaki bu kargit ifade ilk olarak Karl Popper tarafindan isaret
edildi. Bkz. [1963a], cesitli sayfalar.)

Politik ideolojilerle bilimsel kuramlar arasindaki benzerlik, o halde, genelde fark
edildiginden ¢ok daha derinlere uzamr: Onceleri belki tartigilan (belki de sadece
bask: altinda kabul edilen) politik ideolojiler, tek bir nesilde bile, sorgulanamaz arka
plan bilgisine doniigebilir: Elegtiriler, bir devrim tarafindan itirazlar hakli gikarilana
dek unutulur (belki de yok edilir).
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Kural 2: Eder evrensel bir karsiérneginiz varsa, saninizi atin, kanat
¢cozimlemenize karsiornek tarafindan ciritilecek uygun bir onsav ekle-
yin ve athgwmiz sanyr da onsavi sart olarak kapsayan, gelismis sanwyla
degistirin.”™ Ciiriitmelerin canavar denerek kovulmasina izin vermeyin.™
Tiim “sakly dnsaviam” acik etmeye ¢alisin.”’

Kural 3: Yerel bir karsiorneginiz varsa, onun evrensel bir karsiornek
olup olmadigins kontrol edin. Eger evrensel bir karsiornekse, kolaylikla
Kural 2yt uygulayabilirsiniz.

1.5.d Kanmt, Kamit Coziimlemeye Kars.
Kamt Coziimlemede Teorem ve Netlik
Kavramlarinin Bagillagtirilmasi

AvFA: Kural 2’de “uygun”la ne demek istiyorsun?

GAMA: Biitiiniiyle igse yaramaz bunlar. Irdelenen karsiornek tarafin-
dan ciiriitillen her 6nsav eklenebilir —bu tiir her 6nsav i¢in kamt ¢o6-
ziimlememizin gegerliligini yeniliyoruz.

LamBpA: Nasil? Demek, “Her ¢okyiizliiniin en az 17 ayrit1 vardir”
gibi bir 6nsav silindirin icabina bakar! Dolayisiyla, karsiornek tarafindan
yanhsglanana dek, diger her tiir rastgele ad hoc sani ige yarayabilir.

GAMA: Neden olmasin? :

LAMBDA: Canavar def edicileri ve istisna def edicileri kamt1 dikkate
almadiklar icin énceden elestirmistik.”® Simdi aynismi sen yapiyorsun
ve gercek bir canavar gelistiriyorsun: Kanitz olmayan kanat ¢oziimlemesi!
Canavar def edicilerle senin arandaki tek fark, senin Delta’ya onun keyfi
tanimlarmi acik kildirabilmen ve bunlar teoreme 6nsav olarak kapsa-
tabilmen. Dolayisiyla, istisna kovugturmayla senin kamit ¢bziimlemen
arasinda bir fark yok. Bu tiir ad hoc yontemlere kars: tek koruma uygun,
yani diigiince deneyimizin ruhuna uyumlu, énsavlar kullanmak! Yani sen,
matematikten kanitlarin giizelligini atip yerine aptal formel bir oyun mu
koyardin? '

"5Bu kural ilk olarak P. L. Seidel ([1847], s. 383) tarafindan ortaya konmug goriiniiyor.
Bkz. s. 155.

76« Tezinizin gartlarimi saglayan her ornegi 6ne siirme hakkim var ve kesinlikle tuhaf,
akil almaz Srnekler dediklerinizin aslinda, teoreminize karsi 6n yargili ve utandirict
ornekler olduklarindan giipheleniyorum.” (G. Darboux [1874b])

"7«Birikmis 6rtiilii dnsavlar beni dehgete diigiirdii. Onlardan kurtulmak cok is gerek-
tirecek” (G. Darboux [1883]).

78Bkz. 5. 39 ve 47.
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GAMA: Senin “diigiince deneyinin ruhu”ndan iyidir! Senin ruhbilim-
ciligine kargi matematigin nesnelligini savunuyorum.

ALFA: Benim davamu tekrar ifade ettigin icin tegekkiir ederim
Lambda. Yeni Onsavlar, evrensel olan ama yerel olmayan karsiérnek-
lerle baga ¢ikabilmek igin, birdenbire gelistirilmiyor. Onun yerine, kanit
daha fazla bir 6zenle inceleniyor ve 6nsav orada kesfediliyor. Béylece,
sevgili Teta, ben sakli 6nsavlar “uydurmuyorum” ve sevgili Teta, onlar
kanita “sizdirmayorum”. Kamtta bunlarin hepsi var, sadece olgun bir
matematikgi kisa bir 6zetten tiim kamit1 anlayabilir. Yanimaz kanatlar,
kesin olmayan kanit ¢ézimlemesiyle karigtirmamaliyiz. Ciiriitilemeyen
ana teorem hala duruyor: “Disince deneyi yapilabilen tim cokyizliler,
ya da kisaca, tim Cauchy cokytizlileri, Eulercidir.” Benim yaklagik kanit
¢oziimlemem, Cauchy cokyiizliilerin simirimi keskin bir kalemle gizmedi,
kabul ediyorum. Simdi tuhaf kargiérnekler, bize kalemimizi keskinleg-
tirmemizi 6neriyor. Ama 6ncelikle, hicbir kalem mutlak keskin degildir
(eger defalarca keskinlegtirsek, kalem kirilacaktir); ikinci olarak, kalem
keskinlestirme yaratics matematik degildir.

GAMA: Seni takip edemedim. Konumun nedir? Onceleri ciiriitmeler
sampiyonuydun.

Avra: Ahh, acilarim artiyor. Olgunlasmig sezgiler, ¢ekismeleri bir
kenara atiyor. '

GAaMA: Olgunlagmig sezgilerin 6nce “kusursuz kanit ¢éziimlemene”
yol act1. “Kaleminin” mutlak keskin oldugunu diigiindiin.

ALFA: Dilsel iletigimin zorluklarim unutmusum, ozellikle bilgiglerle
siipheciler arasindakinin. . . Fakat, matematigin 6zii diigiince deneyi, yani
kanittir. Kanmitin dilsel agikhigi —kanit ¢bziimleme — iletisim i¢in gerekli-
dir, ama konuyla ilgili degildir. Ben c¢okyiizliiyle ilgileniyorum, sen dille
ilgileniyorsun. Kargi6rneklerinin sefaletini gérmiiyor musun? Bunlar dil-
seldir, cokyiizliyle ilgili degil.

GAMA: O zaman, bir teoremi ¢iiriitmek sadece teoremdeki sakli 6n-
savlarl yakalamadaki basarisizhgimiza ihanet eder. Yani, biz kanitim
anlayana dek, “teorem” anlamsiz midir? \

AvrFa: Dilin bulamkhilig: kanst ¢oziimlemenin netliging erigilemez kil-
dig1 ve teorem bigimlendirmeyi sonu gelmeyen bir siirece déniigtiirdiigii
icin, neden teoremi umursayayim? Isin icindeki matematikciler kesinlikle
umursamaz. Eger 6nemsiz bir “karsi6rnek” iiretilirse bile, teoremlerinin
ciriitiildiigiinii kabul etmezler, en fazla teoremin “gecerlilik alaninda”
uygun bir sekilde daraltilmasi gerektigini kabul ederler.
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LAaMBDA: Demek ki ne kargi6rneklerle ne kamit ¢éziimlemeyle ne de
Onsav kapsamayla ilgileniyorsun.

Avra: Dogru. Tiim kurallarimzi reddediyorum. Onlarin yerine tek
bir kural 6neriyorum: Net (su kadar berrak) kanitlar olusturun.

LAMBDA: Kanit ¢iziimlemenin netliginin elde edilemez oldugunu sa-
vunuyorsun. Kanstin netligi erigilebilir mi? “Su kadar berrak” diisiince
deneyleri, paradoksal hatta celigkili sonuclara yol acamaz m1?

Avra: Dil bulaniktir, ama diiglince mutlak netlige ulasabilir.

LaMBDA: Ama, kesinlikle “evrimin her asamasinda atalarimiz mut-
lak netlige erigtiklerini diigiinmiistii. Eger onlar kendilerini kandirdiysa,
neden biz de benzer sekilde kendimizi kandirmayalim? »7

ALFa: “Bugiin mutlak netlige erigtik.”®0

(Swmafta kikirdagmalar.)®!

GaMA: “Su kadar berrak” kamtlar kurami biitiiniiyle ruhbilimcilik!82

AvrA: Kamt ¢dziimlemenizdeki mantiksal-dilsel bilgiclikten iyidir!®3

’

"®Poincaré [1905], s. 214.

804 g.e. 5. 216. “Kamtin netliginin” kistasindaki degisimler, matematikteki temel de-
gisimleri olugturmustur. Pisagorcular net kanitlarin aritmetik oldugunu diigiiniiyor-
lard1. Fakat, v/2'nin “irrasyonel” oldugunun net bir kanitini kegfettiler. Bu skandal
en sonunda ifsa olunca, kistas degistirildi: Aritmetik “gorii” gozden diistii ve ye-
rini geometrik gori aldi. Bu matematiksel bilginin (6rnegin, oranlar kuraminin)
temel ve karmagik bir yeniden diizenlenmesi anlamina geliyordu. On sekizinci yiiz-
yilda “yanlg yol gbsteren” geometrik gekiller geometrik kamitlara golge diisiirdii ve
on dokuzuncu yiizyil, hantal ve sikici gergel sayilar kurammmn yardimiyla aritme-
tik kanitlarin yeniden tahta gikmasina tanik oldu. Bugiinkil temel tartisma, meta-
matematiksel ve kiime kuramsal kanitlarda neyin net neyin net olmadig hakkinda-
dir, bu da Zermelo ve Gentzen’in digiince deneylerinin kabul edilebilirligi hakkm-
daki bilinen tartigmalarda goriilebilir.

81Daha 6nce belirttigim gibi smif ¢ok ileri diizeyde.

82«Ruhbilimcilik” terimi Husserl ([1900]) tarafindan yaratildi. Ruhbilimciligin erken
ruhbilimciligi agikca kucaklar: “Matematiksel bir teorem saf bir emprik gergegi, yani
belli bir [matematiksel —¢.n.] inganin bagarisim, ifade eder. (...) Matematik (...)
insan dimaginin belli iglevlerinin incelenmesidir” (Heyting [1956], s. 8 ve 10). Ruh-
bilimciligi kesinlik ile nasil uzlagtirdiklari, ruhbilimcilerin iyi sakladiklari sirlaridir.

83Kusursuz bilgiye sahip olsak bile bunu kusursuz bir sekilde ifade edemezdik, fikri
ilkgag siiphecileri igin siradan bir énermeydi (bkz. Sextus Empricus [yaklagik 190],
1, 83-88), fakat bu Aydinlanma’da unutulmustu. Bu yarg: sezgiciler tarafindan ye-
niden kesfedildi: Kant’m matematik felsefesini kabul ettiler, ama “matematiksel
dogruyla, matematiksel dilin kusursuzlugu arasinda belirgin bir bagm gorillemeye-
cegine” igaret ettiler (Brouwer [1952], s. 140). “S6zli ya da yazili ifadeler, her ne
kadar iletigim igin yeterli olsa da, hicbir zaman yeterli degildir. . . Bilimin gérevi dili
incelemek degil, fikirler yaratmaktir” (Heyting [1939], s.74-75).
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LAaMBDA: Kiifiirler bir yana, senin matematigi “Dimagin, dilsiz olmasi
gereken etkinligi” olarak kavramsallagtirmandan epey siipheliyim.®¢ Bir
etkinlik nasil dogru ya da yanhs olur? Sadece dile dékiilen diigiince
dogruluk samisinda bulunabilir. Kanitlar yeterli olamaz: Ayni zamanda,
kanitlarin neyi kanitladigini belirtmeliyiz. Kamt, sadece, matematik-
¢inin ¢aligmasinin kamt-¢éziimleme ve ciiriitmeleri takip edip, net bir
teoremle sonucglandirilacak bir asamasidir. “Kanitin netligi” ile “kanit-
¢Oziimlemenin netligini” birlestirmeliyiz.

ALrA: HalA sonunda kusursuz net bir kanit-¢éziimlemesine ulagaca-
gin1 m1 umuyorsun? Eger Gyleyse, niye silindir tarafindan “tegvik edilen”
yeni teoremini ifade etmekle baglamadin? Sadece o teoremi isaret ettin.
Teoreminin uzunlugu ve hantallign bizi umutsuzluk icinde giildiiriirdii.
Ve bu sadece senin ilk karsidrneklerinden sonraydi. Ozgiin teoremimizi,
—sadece teoride— kendisinden bile daha kesin bir dizi teoremle degis-
tirdin. Bu gorececiligin pratigi ne olacak? Giderek daha da ilginglesen
kargibrnekler, giderek daha da siradanlagan ve kolaylagan 6nsavlarla kar-
silanacak ve daha da uzun ve hantal teoremlerin “fasit sonsuzluguna”8®
yol acacak.®0 Elegtiricilik, gercege yol aciyor goriiniirken, giiclendigini
hissediyor. Fakat bunun tam da gergekleri yok etmesi, sonu ve amact
olmaksizin bizi bir yerlere siiriiklemesi, kesinlikle engelleyicidir. Ben bu
kisir sonsuzlugu digsincede durdurdum, ama sen hicbir zaman dilde dur-
duramayacaksin.

GaAMA: Ama ben higbir zaman sonsuz tane kargibrnek olmak zorun-
dadir, demedim. Belli bir noktada gergege ulagabiliriz ve bu noktada
giiriitmelerin akigi duracaktir. Fakat elbette, ne zaman ulagabilecegimizi

84 Brouwer [1952], s. 141. .

81ngilizcede “sonsuz gerileme” (infinite regress) terimi vardir, fakat bu “fasit sonsuz-
lugun” (vicious infinity, schlechte Unendlichkeit) sadece 6zel bir halidir, ve buraya
uygulanamaz. Alfa, belli ki bu ifadeyi “fasit daire”yi (vicious circle) digiinerek or-

~ taya atti.

86 Genellikle matematikgiler, uzun teoremlerden, alternatif olarak uzun tammlar kulla-
narak kaginirlar, baylelikle teoremde sadece tanimlanmig terimler (6rnegin “diizgiin
¢okytizlit”) gériintir. Bu daha ekonomiktir, zira bir tanim bircok teoremin kisaltma-
sidir. Bu durumda bile, tanimlar “net” agilimlarda muazzam yer kaplar, oysa bu
tanimlara yol acan canavarlardan nadiren s6z edilir. “Fuler ¢okytizlist” tanima,
Forder’de [1927, s. 67 ve 29] (bazi tanumlayici terimlerinin tanimlariyla birlikte)
yaklagik 25 satir tutar; Encyclopedia Britannica’nin 1962 baskisinda “dizgin cok-
yizli” tanim 45 satir tutar.
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bilemeyecegiz. Sadece ciirlitmeler sonuglandiricidir —kanitlar ruhbilimin
konusudur.8”

LaMBDA: Ciirlitmeler yavag yavag sonlandikga, mutlak kesinligin 151~
gimin parlayacagina hila giveniyorum!

KaPA: Fakat, cliriitmeler azalacak m17 Ya Tann c¢okytlizliyii, hakkm-
daki tiim dogru evrensel yargilar1 —insan diliyle ifade edilmis seklinde—
sonsuz uzunlukta olacak sekilde yarattiysa? Ilahi dogru teoremlerin
sonlu uzunlukta oldugunu kabul etmek giinahkar bir insan-bigimcicilik
degil midir? Diriist olun, bazi1 nedenlerden dolay1 ¢iiriitmelerden ve
parca parca teorem-bicimlendirmelerden sikildiniz. Bugiinliik neden bi-
tirmiyor ve oyunu durdurmuyoruz? Coktan “Quod erat demonstran-
dum”u biraktimz. Neden “ Quod erat demonstratum”™u da birakmiyoruz?
Dogruluk sadece Tanr i¢indir.

TETA (kenardan): Dindar glpheci, bilimin en k6tii diigmanidir!

SieMA: Durumu daha da dramatiklegtirmeyelim! Her seyin 6tesinde,
sadece netligin dar bir gélgesi risk altinda. Basitce, daha 6nce de soyle-
digim gibi, tim onermeler dodru ya da yanhs degildir. Bir de iiglincii bir
tir vardir, buna da simdi “az ¢ok” diyecegim.

TeTA (kenardan): Ug degerli mantik —elestirel usgulugun sonu!

SiGMA: ... ve iglerlik alanlarini az ¢ok yeterli bir netlikle belirtmeliyiz.

ALFA: Ne igin yeterli?

Sigma: Cozmek istedigimiz problemin ¢dziimii igin yeterli.

TETA (kenardan): Pragmatizm! Herkes gerceklige olan ilgisini mi kay-
betti?

KAPA: Ya da Zeitgeist®® icin yeterli. “Bugiin ihtiyacimiz netliktir.

TeTA: Tarihgilik! (Diigtip bayslar.)

ALFA: Lambda’nm “net kanit-¢éziimleme” kurallar1 matematigi gi-
zelliginden yoksun birakarak, bize tugla gibi kitaplar: dolduran uzun ve
sikic1 teoremlerin titiz bilgigligini sunuyor ve bizi sonunda kisir déngii

»89

87«Mantik bazi savlar reddetmemizi saglar, fakat bir sava inanmamizi saglayamaz”
(Lebesgue {1928], s. 328).

Ozgiin bask: editdrlerinin notu: Lebesgue'nin ifadesinin, sézciik anlamiyla alin-
diginda, yanlig olduguna igaret edilmelidir. Cagdag mantik, bize gecerliligin kesin
olarak nitelenmesini vermigtir ve bazi tezlerin bunu saglayacag: gosterilebilir. Yani,
mantik kesinlikle bizi, énciillerin biri ya da daha fazlasina inanmayabilecegimiz icin,
gegerli bir tezin gikarimina inandiramasa da, tezin kendisine inandirabilir.

887amanm ya da belirli bir dénemin ruh halini, o giinlerin diigiincelerini ifade etmek
_i¢in kullanilan Almanca terim. —¢.n. :
89E. H. Moore [1902], s. 411.
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icinde birakiyor. Kapa'mn kacgig-yolu uzlagimdir, Sigma’mnki ise mate-
matiksel pragmatizmdir. Bir rasyonalist i¢in ne segim amal

GAMA: Demek bir rasyonalist Alfa’'nm “net kanitlar’ndan, aciklan-
mayan goriisiinden, “sakli 6nsavlarmdan”, Yanlhighigin Yeniden Aktarimi
Ikesiyle alayidan, giiriitmelerden kurtulmasindan tat almak zorunda?
Matematigin elestiricilik ve mantikla hig iligkisi olmamal m?

BETA: Durum her neyse, tiim bu sonug¢ vermeyen kagamak sozlerden
biktim ben. Matematik yapmak istiyorum ve matematigin temellerinin
gerekcelendirilmesinin felsefi zorluklariyla ilgilenmiyorum. Us béyle bir
gerekcelendirmede bagarisiz olsa bile, icgiidiim bana tekrar giiven verir.*°

Omega’nm alternatif kanit koleksiyonu oldugunu anliyorum, onu din-
lemeyi tercih ederim.

OMEGA: Fakat, ben bunlan “felsefi” bir gerceveye yerlestirecegim!
BEeTA: Paketin icinde bagka bir gey varsa, ambalaji umursamam.

Not. Bu béliimde, matematiksel elegtirellifin ortaya ¢ikmasimin matematigin
“temelleri” sahasinda nasil bir itici gii¢ oldugunu gdstermeye galigtim.

Kanit ve kanst ¢ozimleme ile bunlara karsilik gelen kanitin netligi ve ka-
nit ¢ozimlemenin netligi arasimdaki ayrim kritik goriiniiyor. 1800’lerde kanatin
netligi (su kadar berrak diigiince deneyi ya da diigiinsel yap1), bulandirilmis
tezlerle ve tiimevarimsal genellemelerle karsilagtirilmigti. Euler’in “rigida de-
monstratio” ile demek istedigi buydu ve Kant’m yanilmaz matematik disiin-
cesi de bu kavrama dayaniyordu. (Kant’mm matematiksel kamtin paradigma
durumu igin bkz. [1781], s. 716-17.) Ayrica, ne ispatlamak icin yola cikildiysa,
o ispatlanir diye diigiiniiliiyordu. Bir diigiince deneyinin sézsel a¢iklamalarinin
gercek zorluklar icerdigi kimseye malum olmamigti. Aristotelesci formel mantik
ve matematik biitiiniiyle birbirinden ayrik iki farkli disiplindi —matematik, for-
mel mantigin biitiiniiyle yararsiz oldugunu diigiinityordu. Kanit ya da diisiince
deneyi, herhangi bir tiimdengelimsel motif ya da “mantiksal” yap: olmaksizin
biitiinsel bir inan¢ tagiyordu.

90¢«Doga siiphecileri ¢iiriitiir, us dogmatikleri ¢iiriitiir” (Pascal [1659], s. 1206-7). Pek
az matematikci —Beta gibi— usun, usun kendisini gerekcelendirmek igin gok zayif
oldugunu itiraf eder. Bir ¢ogu ise bir tiir dogmatizm, tarihselcilik ya da kafas: ka-
rismis pragmatizmi benimser ve bunlarin savunamazhfina karg: tuhaf bir sekilde
kér kalirlar; rnegin: “Matematiksel dogrular, aslinda, bitiniyle tartisilamazifn
prototipidir. . . Fakat matematigin netligi mutlak degildir, stirekli bir geligme siire-
cindedir; matematigin ilkeler: bir ve tam bir sekilde donup katilagmas dedildir fakat,
kendi yagamlar1 vardir ve hatta bilimsel tartigmalarin nesnesidirler.” (A. D. Alek-
sandrov [1956], s. 7) (Bu almt1 bize elegtirellik kullanmadan degisimin hesabini
vermeye calisan diyalektigi hatirlatiyor: Dogrular “siirekli gelisim icindedir” fakat
her zaman “bitiiniiyle tartigilamazlar”.)
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On dokuzuncu ylizyihn baglarinda kargibrneklerin akin etmesi kafa kar-
sikligina yol acti. Kanitlar su kadar berrak oldugundan, karsidrnekler siiphe
edilemeyen kanitlardan tiimiiyle ayirilmis mucizevi gariplikler olmaliydi. Ca-
uchy’nin netlik devrimi matematikgiyi kanmitta durdurmayan hoéristik buluguna
dayaniyordu: Matematikei ilerlemeli ve istisnalar siralayarak ne kantladigini
bulmali veya bunun yerine kamtin gegerli oldugu giivenli bir iglerlik alam belir-
lemelidir. Fakat, ne Cauchy —ne de Abel - iki problem arasinda bir baglant go-
rebildi. Bir istisna kegfettiklerinde, kanata bir kere daha goz atmalar: gerektid,
ikisinin de aklna gelmedi. (Digerleri ucube kovusturma ve ucube uyarlamay:
uyguladilar, hatta durumu gérmezden geldiler. —fakat hepsi kamtin bir tabu
oldugu ve “istisnalarla” bir ilgisi olmadig1 konusunda aym fikirdeydi.)

On dokuzuncu yiizyin mantik ve matematik birliginin iki ana kay-
nag vardu Oklid-disi geometri ve Weierstrassgr netlik devrimi. Bunlar ka-.
mit (diiglince deneyi) ve cliriitmelerin biitiinlesmesini getirdi ve de kanat-
¢oziimlemesinin geligmesini baglatip, agama agsama kamit-diigiince - deneyinin
tiimdengelimsel motiflerini tanitti. Bizim “kamt ve c¢iriitmeler yontemi” dedi-
gimiz, onlarin horistik bulugsuydu: Bu mantik ve matematigin ilk birlesmesiyds.
Weierstrassg1 netlik; “netligin sikiciligr”, “yapayhk giizellige karg1” vs. gibi slo-
ganlar kullanan, tepkisel olarak canavar def eden ve 6nsav saklayan karsitlarina
kars: zafer kazandi. Kanit ¢oziimlemenin netligi kantin netliginin yerini alds:
Fakat cogu matematikei, tam kesinlik vaat ettigi siirece bu titizlige katlandu.

Cantor’un kiimeler kurami —“net” teoremlerin 6ngorillemeyen ¢liriitmele-
riyle dolu bir alan olarak -, bircok Weierstrassc1 Eski Muhafizi, yeni canavarlari
def eden ya da teoremlerindeki “netligin son soziinii” temsil eder, “sakl énsav-
lara” atif yaparken eski tiir “gericileri” de giinahkarlarmigcasina cezalandiran,
“anargistlerle” her daim savaga hazir dogmatistlere dontistiirdi.

Sonrasinda bazi matematikgiler, kanitlar ve ¢liriitmeler yontemindeki kanit-
¢oziimlemenin netliginin itici giiciinin kisir sonsuzluga yol actigin fark ettiler.
Bir “sezgici” karst devrim baglady: Kant-¢ézimlemenin mantiksal-dilsel titizli-
ginin engellemeleri suclu ilan edildi ve kanstlar igin netligin yeni u¢ standartlar
geligtirildi; bdylece matematik ve mantik bir kere daha bosanmig oldu.

Mantikgilar evliligi kurtarmaya caligtilar, ama paradokslarda bagarisiz ol-
dular. Hilbertgi netlik kavrami; matematigi kanit-goziimlemenin drimcek agma
doniistirdi ve Hilbert’in sezgici metakuraminin su kadar berrak tutarlilik ka-
mtlariyla kanit ¢bziimlemenin sonsuz gerilemesini durdurdugunu iddia etti.
“Temeller katman1”, elegtirilemeyen bilindik bélge, meta-matematigin diigiince
deneylerine kaydirildi. (Bkz. Lakatos [1962], s. 179-84.)

Her “netlik devrimiyle”, kamt-¢oziimleme “bilindik arka plan bilgilerinin”,
su berrakligindaki sezginin, kanitin netliginin hitkiim stirdiigii ve elegtirinin ya-~
saklandig temel katindaki kamtlarin daha da igine igledi. (Bkz. Dipnot 69.) Do-
layisiyla, netligin farkly dizeyleri, sadece kanit-gozimlemenin netlifiyle kanitin
netligi arasindaki ¢izginin nereye cizildigine, baska deyisle elegtirinin durmass,
dogrulugun kontrol edilmeye baslanmas: gereken yere baglhdir. “Kesinlige hicbir
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zaman ulasilamaz”; “mdtematiksel temeller higbir zaman temellendirilemez”,
fakat “usun kurnazhg1” netlikteki her arti;i matematik kapsaminda icerik ar- '
tigina déniigtirir. Fakat bu 6yki simdiki sorusturmamizin &tesindedir.®*

1.6 Kanitin Yerel Olup Evrensel
Olmayan Karsiorneklerle Elestirisine
Doniis. Icerik Sorunu

1.6.a Daha Derin Kamtlarla Icerigi Artirmak

OMEGA: Lambda’nin kanit ve ¢iliriitmeler yontemini seviyorum ve onun
bir sekilde net bir kamt-¢ozlimlemeye ve sonrasinda da kesinlikle dogru
teoreme ulagsacagimiza olan inancim paylagiyorum. Fakat buna ragmen,
yontemimiz yeni bir problem yaratiyor: Kanit-¢ozimleme, kesinligi arti-
rirken, igeridi azaltiyor. Kamt-¢oziimlemedeki, teoremde yeni bir kogula
karsilik gelen her yeni 6nsav, iglerlik alanini kiigtiltiir. Artan netlik, aza-

%10zgiin bask editérlerinin notu: Bu tarihsel not, inaniyoruz ki, matematiksel “net-
likcilerin® bagarilarini biraz azimsiyor. Matematikteki “netlige” donik itki, niha-
yetinde anlagilmistir ki, iki ayr1 amaca déniik bir itkiydi ve bunlardan sadece biri
gerceklestirilebilirdi. Bu iki amagctan birincisi, net olarak dogru (dogrulugu, onciil-
lerden ve ¢ikarimlardan yanilmadan aktarilabilen) tezler ya da kanitlar; ikincisiyse
(sisteme dogrulugun ézgiin agisin saglamasi gereken, boylelikle net kanstlaria, dog-
rulugu biitiin matematige aktarilabilen) net dogru belitler ya da ilksel ilkelerdir.
Bu amaglardan ilkinin (elbette verili birtakim kabuller altinda) gerceklestirilebilir
oldugu ortaya c¢ikti, oysa ikincisi gergeklestirilemezdi.

Frege ve Russell, matematigin (yanhglanabilir bigimde) cevrilebilecegi, ve kanit
kurallarimm sonlu olup énceden belirtildigi sistemler kurdular. (Bkz. s. 138.) Bu
kurallarla (kabullerin igin icine girdigi sdylenen yer burasidir) kamitlanabilen her
climlenin, sistemin belitlerinin gegerli bir ¢ikarimi oldugunun goésterilebilirligi or-
taya ¢ikt1 (yani, eger bu belitler dogruysa, kanitlanan ciimle de dogru olmalidar).
Bu sistemlerde, kanitlarda hi¢ “bogluk” olmamalidir, ve bir dizi ciitnlenin kanit
olup olmadig1 sonlu adimda kontrol edilebilir. (Elbette, bu kontrol siireci formiiller
dizisinin ele alinan sistemde bir kamt olmadigim gosterirse, bu, gosterilmek iste-
nen formiiliin sistemde gergek bir kanitinin olmadigim gostermez. Dolayisiyla, kanit
kontroliinde, gerekcelendirmenin igine yarayacak, ama yanhglanmanin aleyhinde bir
asimetri vardir.) Bu tiir kanitlar hicbir ciddi anlamda yanilamaz. (Bu tir bir kamt
kontrol eden herkesin nedeni belli olmayan bir hata yapmis olabilecegi dogrudur,
ama bu ciddi bir siiphe degildir. Bu tiir gegerli kamitlarin dogrulugu tasidigim soy-
leyen informel [meta-jteorem yanlis olabilir —fakat boyle oldugunu diiglinmek icin
ciddi higbir neden yoktur.) Cok agik olmayan bir ifadeyle, boyle sistemlerin belit-
leri yanliglanabilir. Tiim matematigi “kendinden menkul”, “mantiksal” dogrulardan
cikarma gabasi, iyi bilindigi iizere, cokmiigtiir.



70 ' . 1. BAlGm

lan sayidaki cokyiizliiye uygulanir olur. Giivenli oynayan Beta’nin yap-
tig1 hatay1 onsav kapsama tekrarlamiyor mu? Biz de “cok radikal bir
sekilde geri cekilmis ve birgok Eulerci gokylzliiyii kalemizin duvarlan
disinda” birakmig olamaz miy1z??2 Her iki durumda, da, pire icin yorgan
yakiyoruz. Netligin icerik azaltan baskisina karsy dengeleyici bir agirlija
thttyacimaz var.

Bu yonde gimdiden birka¢ adim attik. Bu iki durumu size hatirlat-

. mama ve tekrar incelememe izin verin.

Iki, evrensel olmayip yerel olan karsisrneklerle karsilagmamizdi.%3
Gama ilk kamt ¢dziimlememizdeki tgiincii 6nsavi (diizlemsel olarak tig-
gensellestirilmis agdan iicgen gikartirken sadece iki olasiligimiz vardir:
Ya bir ayrit cikaririz ya da iki ayrit ve bir kose ¢ikaririz) ciiriittii. Agn
ortasindan, tek bir ayrit ya da koge gikarmadan, bir iiggeni cikartti.

O halde iki olasilik var.?* [lki yanls 6nsavi teoreme katmakti. Ke-
sinlik gbz 6niinde tutuldugu siirece bu, kusursuz ve uygun bir yoldu; fa-
kat bu yol, teoremin iglerlik alanini keskin bir gekilde kiigiiltiip teoremi
sadece dortylizliiye uygulanabilir kiliyordu. Kargi6rneklerle birlikte biri
diginda tim Ornekleri de atmigtik.

Alternatifini benimsememizdeki mantik ise suydu: Onsav kapsa-
mayla, teoremin islerlik alanini daeraltmak yerine, yanhglanmig 6nsavi
yanliglanmamig olaniyla degigtirerek iglerlik alanim geniglettik. Fakat te-
orem gekillendirmenin bu yagamsal kalih ¢ok gegmeden unutuldu ve
Lambda bunu héristik bir kural olarak formiile etmeye ugragmadi. Soyle
olmaliydi:

Kural 4: Eder evrensel olmayp yerel olan bir karsiornediniz varsa,
clritilmiis onsaw clritilmemis olanla dedistirerek kanat-cozimlemenizi
gelistirmeyi deneyin.

Ik tiir karsidrnekler (evrensel olmayip yerel olan); iiciincii tiir kar-
s1iorneklerin (yerel olmayip evrensel olan) baskisi altinda teoremimizin
stirekli azalan icerigini artirmak icin bir olanak saglayabilir.

GAMA: Kural 4, Alfa’nm ¢bpe attigimiz “kusursuz kanit-¢oziimleyen
goriisiiniin” zayifligin tekrar gosteriyor.®® Bu gorii, siipheli 6nsavlari si-

92Bkz. s. 39.

931k durumla ilgili tartigma icin bkz. s. 19.

94Omega iigiincii olasilif1 yok sayiyor goriiniiyor: Gama pekala, evrensel olmayip yerel
olan kargibrnekler yanhghgin yeniden aktarim ilkesini ihlal ediyor gériinmedigi icin, -
yapilacak higbir eylem olmadigini iddia edebilir.

9Bkz. s. 58.
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ralamis, —karsiornekleri umursamadan— derhal onlari1 kapsamig ve ne-
redeyse bog teoremler olusturmustu.

O&RETMEN: Omega, s6z verdigin ikinci érnegi anlatir misin?

OMEGA: Beta’nin kamt-¢éziimlemesinde ikinci énsav “tim yiizler ¢~
genseldir”di.%® Bu evrensel olmayip yerel olan birkag karsiérnekle, érne-
gin kiip ya da oniki-yiizlii, ¢liritiilebilir. Sonrasinda siz, efendim, ikinci
6nsavi bunlar tarafindan ciliriitiilmeyen bir O6nsavla degistirdiniz, yani
“bir kosegensel ayrit ¢izilen her yiiz ikiye boliiniir”. Fakat, Kural 4’e bas-
vurmak yerine, Beta’y:1 “dikkatsiz kanit-¢bziimleme” yaptig: icin azar-
ladimiz. Kabul edersiniz ki Kural 4, “daha dikkatli ol”dan sadece biraz
daha iyi bir tavsiye. v

BeTA: Haklisin Gama, “en iyi bigimdeki istisna def ediciler yonte-
mini” daha iyi anlamami sagladin.%?” Onlar, dikkatli ve “giivenli” bir ka-
mt ¢oéziimlemeyle baghyorlar ve Kural 4’1 sistematik olarak uygulayip,
yavag yavag yanliglik ifade etmeyen bir teorem olusturuyorlar. Bununla
birlikte, bu bir miza¢ meselesidir; dogruluga ya her zaman yanlis olan
abartili ifadelerle yaklasirsiniz, ya da her zaman dogru olan kiiciltilmiis
ifadelerle. :

OMEGA: Bu dogru elabilir. Fakat Kural 4 iki sekilde yorumlanabilir.
Simdiye dek, sadece ilk ve zayif yorumu g6z oéniine aldik: “Yanlhsg onsavi,
kargiorneklerin ¢iirtitmedigi biraz degistirilmis bir 6nsavla degistirerek,
kanit detaylandirihp gelistirilebilir.?%®; bunun icin ihtiya¢ duyulan kani-
tin “daha dikkatli” incelenmesi ve “6nemsiz gozlemlerdir”.?® Bu yoruma
goére, Kural 4, 6zgiin kanitin gercevesi icerisinde, sadece yerel bir yama-
dir.

Alternatif, koktenci bir yoruma da izin veriyorum: Sadece verili ka-
nittaki son icerik damlasimi da sikip ¢ikararak degil, miimkiinse biitii-
niiyle farkli, daha kapsayici, daha derin bir kanit geligtirerek 6nsavi —ya
da miimkiinse tiim 6nsavlari— degistirmek.

O&reETMEN: Ornegin?

OMEGA: Descartes-Euler sanisini, hemen gu gekilde bir kanit énermis
olan bir arkadasimla tartismigtim: Yiizeyi, karton gibi, herhangi kat1 bir
maddeden yapilmis bir ¢okyiizliiniin bos oldugunu tasarlayalim. Igeride
ayritlar belirgin olarak boyanmig olsun. Cokyiizliiniin icinin iyice aydin-
latilmig oldugunu ve yiizlerden birinin bir fotograf makinesini mercegi

96ikinci durumla ilgili tartisma icin bkz. s. 47.
%"Bkz. s. 48.

% Bkz. s. 20.

a.y.
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gorevi gordiigini varsayalim. Bu nedenle tiim ayritlan ve kogeleri gos-
teren bir fotograf ¢ekebilirim. ,

SiaMA (kenardan): Matematiksel kanitta bir fotograf makinesi mi?

OMEGA: Boylece, diizlemsel agin bir resmini ¢ekebilirim. Buna da
kamtimizdaki ag gibi davranabiliriz. Ayni sekilde, eger yiizler basit bag-
lantiliysa, V — E + F = 1 oldugunu ve fotografta gériinmeyen mercek-
yiizl eklersem de Euler formiiliinii elde edebilecegimi gbsterebilirim. Ana
Onsav, fotograf makinesinin mercegi tiiriinden ifade edilirse, ¢ektigi fo-
tografa tiim ayritlar: ve kogeleri alabilecek bir yiiziin ¢okyiizliide var ol-
dugudur. Simdi de su kisaltmay1 6éne siireyim: “i¢inin tamaminm fotograf-
layabilecegimiz en az bir yiizii olan ¢okylizlii” yerine “yar-digbiikey ¢ok-
yizli” diyecegim.

BeTA: Boylece teoremin “basit baglantili yiizleri olan tiim yari-
digbiikey cokyiizliler Eulercidir” olacak.

OMEGA: Hem bu 6nermeyi biraz kisaltmak hem de bu belirli kamt
fikrinin geligtiricisine sayg1 gostermek igin g6yle demeyi tercih ederim:
“Tiim Gergonne cokyizlileri Eulercidir”.*00

GamAa: Fakat kusursuz bir gekilde Fulerci olmalarina ragmen, ¢ok
kot bir gsekilde otelendiklerinden iginin tiimiiniin fotograflanabilecegi
bir yiizii olmayan bircok cokylizli vardir! Gergonne’un kamti Ca-
uchy’ninkinden daha derin degildir, Cauchy’ninki Gergonne’nunkinden
daha derindir!

OMEGA: Elbette! Sanirim Ogretmen Gergonne’un kanitini biliyordu.
Bu kanitin bazi evrensel olmayan yerel karsidrnekler nedeniyle yetersiz
oldugunu fark etmis ve de bu nedenle optik —fotograflama— Onsavim
daha genig bir topolojik 6nsavla —esnetme- degigtirmisti. Boylece, kii-
¢iik degigikliklerin takip ettigi “dikkatli bir kamt ¢oziimlemeyle” degil;
kékten, yaratict bir bulugla daha derin bir Cauchy kanitina ulagta.

199Gergonne’un kaniti Lhuilier’de bulunabilir [1812-13a), s. 177-9. Orijinalinde elbette
fotograf makinesi yoktu: “Bir yiizi geffaf olan bir ¢okyiizlii alm, ve digaridan bir
gbziin bu ylize yaklagtigimi tasarlayin, yeterince yakindan bu goz tiim diger ytizle-
rinin igini algilayabilir. . . ” Gergonne al¢akgéniillii bir gekilde Cauchy’nin kanitinin
daha derin olduguna igaret ediyor, Cauchy’nin kanitinin “digbiikeyligi hi¢ varsay-
madig) i¢in énemli bir avantaja sahip oldugunu” soyliiyor. (Gergonne’un aklina
nedense, Cauchy’nin neyi warsaydifine sormak gelmiyor.) Jacob Steiner, sonra-
lar1 temelde ayn1 kaniti yeniden kegfetti ([1826]). Steiner’in dikkati Gergonne’un
onceligine cekilmigti, dolayisiyla Lhuilier’in istisnalar: siraladigy makalesini okudu,
fakat bu Steiner’in kanitim gu “teoremle” sonuglandirmasini engellemedi: Tim gok-
ytzliler Eulercidir. (Almanlarin Lhuilier’i olan Hessel’i [1833]'i yazmaya kigkirtan
Steiner’in makalesiydi.)
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O¢reTMEN: Ornegini kabul ediyorum, ama Gergonne’un kanitini bil-
miyordum. Ama eger sen biliyorsan, neden bize bundan s6z etmedin?

OMEGA: Glinki, derhal bu kaniti Gergonne’ci olmayan bir Eulerci
¢okyiizliyle ciirittiim.

Gawma: Biraz 6nce soyledigim gibi, ben de boyle bir ¢okyiizlii buldum.
Fakat bunlar, kanitin tiimiini atmak i¢in bir neden mi?

OMEGA: Bence, dyle.

O&RETMEN: Legendre’'m kanitini duydun mu? Onu da atar miydin
bir kenara?

OMEGA: Kesinlikle atardim. O kanit hala daha az tatmin edici: Igerigi
Gergonne’unkinden bile daha fakir. Onun diigiince deneyi gokyizliyi
merkezi bir izdigiimle, ¢okyiizliiyli iceren bir kiireye eslestirmekle bagh-
yor. Kiirenin yaricap: olarak 1’i seciyor. Izdiislimiin merkezi olarak kiire
yiizeyini bir kez ve sadece bir kez tamamiyla kiiresel gokgenler agiyla
kaplayacak yeri seciyor. Ilk 6nsavi bdyle bir noktamin var oldugudur.
Ikinci 6nsavi, kiirenin {izerindeki ¢okyiizlii ag1 icin V — E + F = 2'dir
—bunu kiiresel trigonemetrinin basit onsavlarina ayrigtirarak bagardi.
Kendisinden bu gekilde merkezi bir izdiigiimiin miimkiin oldugu bir nokta
sadece digbiikey ve birkag uygun “neredeyse-digbiikey” — “yari-digbiikey”
cokyiizliilerden bile daha dar olan bir simf— ¢okyiizliide vardir. Fakat,
“Tigm Legendre-cokyiizlileri Eulercidir”™®! teoremi, Cauchy’ninkinden
biitiniiyle farkhidir, ama sadece daha kotii oldugu i¢in. Bu kanit “maale-
sef tam degildir”.192 “Euler teoreminin hi¢ dayanmadig: kogullar1 varsa-

1017 egendre’mn kaniti [1803]’iinde bulunabilir, ama bu kitapta kanit-iireten teorem
yer almaz, ¢linki on sekizinci yiizyilda kanit-¢éziimleme ve teorem-bicimlendirme
hemen hemen hi¢ bilinmiyordu. Legendre, ilk olarak cokyiizliiyli yiizleri ¢cokgen
olan cisim olarak tanimlar (s. 161). Sonra, V — E + F' = 2’yi genel olarak kanitlar
(s. 228). Fakat, s. 164’te kiigitk harflerle basilmig bir dipnotta sadece digbiikey
¢okyiizliiniin ele alinacagini sdyleyen, istisna-def edici bir diizeltme vardir. Legendre
neredeyse digbiikeyler cetesini ihmal etmigtir. Poinsot, [1809]'unda, Legendre’in
kamitini yorumlarken ilk olarak sunu fark etti: “[Euler formiilii] sadece diizgiin
digbiikey cisimler, yani yiizleri bir dogruyla iki noktadan fazla yerden kesilemeyen
cisimler i¢in degil, aym1 zamanda, iginde &yle bir nokta bulabilecegimiz, ve bu
noktay1 merkez alan kiirenin iizerine, ¢okytizliiyi bu noktadan gikan dogrularla
yansitacagimiz ve kiirenin lizerine yansiyan gokyiizli yiizlerin iistiiste binmeyecegi
genig acili gokyiizliilerde de saglanir. Bu iglem genis agili sonsuz sayida ¢okyiizliiye
uygulanabilir. Ashnda, Legendre'm kaniti, oldugu gibi tim bu ilave cokyiizliilere
uygulanir” (s. 46).

102E de Jonquiéres devam ediyor, yine Poinsot’un [1858]'inden bir tezle: “Legendre’
ve benzeri yetkelere bagvurarak, en iyi entelektiielleri bile ele gecirmis olan yaygin
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yan kibirli bir denemedir. C6pe atilmali ve daha genel ilkeler aranmali-
dar 103

BETA: Omega hakh. “Digbiikeylik belli bir yere kadar Eulercilik igin
tesadiiftiir. Digbiikey bir cokyiizlii, bir girinti olusturularak veya bir ya
da daha fazla kdgeyi iterek, aym diizende sayilara sahip digbiikey ol-
mayan bir ¢okylizliiye doniigtiiriilebilir. Euler’in iligkisi digbiikeylikten
daha temel bir seye karsilik gelir.”1%* Ve siz bunu “neredeyse-"lerinizle
ve “yari-"larmizla yakalayamazsiniz.

OMEGA: Legendre’in kanitindaki tiim 6nsavlarm tiimiiyle yenileriyle
degistirildigi Cauchy’nin kanitindaki topolojik ilkelerle, Ogretmenimizin
bunu yakaladigin: diigiinmiigtiim. Fakat sonra, simdiye dek en derin olan
bu ispat: bile ciiriiten bir gokyiizliiye ayagim takildi.

OGRrRETMEN: Dinleyelim.

OMEGA: Hepiniz Gama’nimm “denizkestanesi’ni hatirliyorsunuz (Sekil
7). Elbette, denizkestanesi Eulerci bir cisim degildi. Fakat, tiim yildiz-
cokyiizliiler de Euler-dis1 degildir! Ornegin, “biiyiik yildiz onikiyiizliyii”
alm (Sekil 15). “Biiyiik yildiz onikiyiizli” “kiiciik yildiz onikiyiizli” gibi
yildiz-cokgenlerden olusur, ama bunlar farkh bir gekilde diizenlenmistir.
12 yiizii, 30 ayrit1 ve 20 kogesi vardir, boylece V — E + F = 2'dir.10°
O&RETMEN: O halde kanitimizi red mi ediyorsun?

bir &nyarg: beslenir sadece: Euler teoreminin gegerlilik alaninda sadece digbiikey
gokytizlilerden olugur” ([1890a}, s. 111).

103Poinsot ([1858], s. 70)’den.

104D, M. Y. Sommerville ([1929], s. 143-4).

105Bu biiyiik yildiz onikiyiizli Kepler ([1619, s. 53]) tarafindan énceden tasarlannugti,
daha sonra bagimsiz olarak, onu ilk kez Eulercilik igin deneyen Poinsot ([1810])
tarafindan da kesfedildi. Sekil 15 Kepler’in kitabindan alindi.
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OMEGA: Evet, ediyorum. Yeterli bir kanit biiytik ylldlz onikiyiizliiniin
Eulerciligini de agiklamalidir.

Ro: Neden biyilik yildiz onikiyiizliiniin uggensel oldugunu kabul et-
miyorsun? Isaret ettigin zorluklar hayal iiriinii.

DerTA: Katiliyorum. Fakat, bu zorluklar, bagka bir nedenden dolay:
hayal Grunii. Simdi yildiz-¢cokytuzliler bana. gekici geliyor, ¢iinkii biiyiile-
yiciler. Fakat, korkarim, diizgiin ¢okyizliiden 6zsel olarak ¢ok farklilar;
dolayisiyla, 6rnegin kiibiin ve biiyilkk yildiz onikiyizliniin Eulerciligini
tek bir fikirle agiklayabilecek bir kanit bulunamaz.

OMEGA: Neden olmasin? Hig hayal giiciin yok. Gergonne’un kanitin-
dan sonra ve Cauchy’nin ispatindan 6nce i¢biikey ve digbiikey ¢okyiizlii-
niin 6zsel olarak farkli oldugunda israr etmez miydin? Boylelikle i¢cbiikey
ve digbiikey cokyiizliiniin Eulerci niteligini tek bir fikirle agiklayan kanit
bulunamazdi. Galileo'nun Dialogues’inden alint1 yapmama, izin verin:

SAGREDO: Gordiigiintiz gibi, tiim gezegen ve uydular —hep-
sine gezegen dememe izin verin— elipsler tizerinde hareket
eder.

SatviaTi: Korkarim, paraboller halinde hareket eden geze-
genler de vardir. Bu tasa bakin. Firlatiyorum, bir parabol
boyunca hareket ediyor.

SmvpLicio: Fakat bu tag bir gezegen degil. Bu ikisi tamamen
farkli géringiiler.

SALVIATE: Elbette bu tag bir gezegen degil, Ay harekete ge-
ciren elden daha az giiglii bir el tarafindan firlatildi.

SIMPLICIO: Sagmalik! Gokyiiziindeki ve yerytiziindeki goriin-
giileri ayn1 kafada birlestirmeye nasil ciiret edersin? Birinin
digeriyle higbir ilgisi yok! Elbette, her ikisi de kanitlarla agik-
lanabilir, fakat kesinlikle iki aciklamanin da biitiniiyle farklh
olmasim bekliyorum! Bir gezegenin gbkteki yolunu ve yer-
yuzindeki atisin1 bir tek fikirle aciklayabilen bir kanit hayal
edemiyorum! :

SALvIATE: Hayal edemeyebilirsin, ama ben bunu tasarlayabi-

lirim.106

106By alintinin kaynagim bulamadim.
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OGRETMEN: Atig hareketlerini ve gezegenleri bosver Omega, hem
diizgiin Eulerci ¢okyiizliiyii hem Eulerci yi1ldiz-¢okyiizlilyi kucaklayan
bir kanit bulabilmeyi bagarabildin mi? '

OMEGA: Hayir. Fakat basaracagim.'%7

LawmBDA: Diyelim ki basardin, Cauchy’nin kamtindaki sorun nedir?
Birbiri ardina kanitlar1 neden reddettigini agiklamalisin.

1.6.b ASornl Kanita ve Buna Karsilik Gelen Gerek ve Yeter
Kosullara Yonelik Itki

OMEGA: Uctincii tiir karsidrneklerle, yanlhshdn yeniden aktarvms yi-
kildig1 icin - kamit-¢6ziimlemeleri elestirdiniz.1% Simdi ben, kanit-
coziimlemeleri yanhghgin aktariminey (ya da esdeger olarak dogrulugun
yeniden aktarimina) ikinci tiiv karsidrneklerle’® yiktig1 igin elestiriyo-
rum. Bir kanit Eulercilik goriingiisiinii tiim cesitliligini aciklamalidir.

Benim arayigim sadece kesinlik degil, ayn1 zamanda bir sonuglan-
dirma. Teorem kesin olmak zorunda —islerlik alanminin i¢inde hicbir kar-
s16rnek olmamali; ayn1 zamanda sonuglandirilmig olmal: Islerlik alanmm
diginda hicbir 6rnek olmamali. Sadece bir yandaki giivenli bir iglerlik
alam ve birkag ornekle, 6te yandaki karngik ornekler ve kargiornekler
toplulugu arasinda degil, ornekler ve kargibrnekler arasinda da bir sinir
cizgisi ¢izmek istiyorum.

LaMBDA: Ya da, sen teoremin gartlarinin sadece yeterlilik kogulu degil
ayni zamanda gereklilik kogulu olmasini da istiyorsun?

Kara: Hayal edelim o halde, diyelim ki, bir yetkin-teorem buldunuz:
“Tim yetkin-cokyizliler Eulercidir”. Eger sadece karsit teorem “Tim
Eulerci ¢okyiizliller yetkin-cokyizliidir” kesinse, biraz onceki teoremin
“sonuglandirilmig” olacaginin ayirdinda misin?

OMEGA: Elbette.

KAPA: Diger bir deyisle, eger kesinlik kisir sonsuzlukta kaybolursa,
sonuclandirilmighk da mi kaybolacak? Daha da derinlestirilmis her ka-
nitinin iglerlik alammn diginda en az.bir Eulerci ¢okytizli bulacaksin.

OMEGA: Tabii ki kesinlik sorununu ¢éziime ulagtirmadan sonuglan-
dirlmighik sorununu ¢ézemeyecegimi biliyorum. Eminim, her iki sorunu
da ¢bzecegiz. Sonsuz sayidaki hem birinci hem ii¢lincii tiir karsiérnegi
durduracagz.

197Bkz. Dipnot 111.
108¥erel olmayan, evrensel karsidrnekler.
10%Hem evrensel hem yerel kargidrnekler.
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O&RETMEN: Icerik artirma aragtirman cok 6nemli. Fakat, neden senin
ikinci yeterlilik kistasint —sonuglandiriima —, zorunluluk gerektirmeyen
hog bir ekstra olarak kabul etmiyoruz. Hem gerek hem yeter sartlari
icermeyen ilging kanitlar: neden reddediyoruz? Neden onlara ¢liriitilmiis
olarak bakiyoruz?

OMEGA: Ama. .. 10

LamBDA: Durum her neyse, Omega kesinlikle naif bir saninin ge-
ligtirilmesi igin tek bir kanmitin yeterli olamayabilecegine beni ikna etti.
Yoéntemimiz Omega’nm Kural 4 ’iiniin kdktenci bir yorumunu igermeli ve
de “kanat ve ¢iritmeler” yerine “kanatlar ve ¢liritmeler” yontemi olarak
adlandiriimali.

Mt€: Burnumu soktugum icin iizgliiniim, tartismanizin sonugclarmi
biraz énce yari-topolojik terimlere cevirdim. Onsav kapsama yontemi,
pespese gelistirilmis teoremlerin i¢ ice gecmis daralan iglerlik alanlar
dizisini olugturdu; bu iglerlik alanlari evrensel kargiérneklerin siirekli
saldirlar altinda kiiciildit ve bir limite yakinsadi: Bu limite “kanit-
coziimlemenin iglerlik alam” diyelim. Eger Kural 4’in zayif yorumunu
uygularsak, bu iglerlik alani yerel kargiérneklerin siirekli baskisiyla ge-
nigletilebilir. Bu genigleyen dizinin de bir limiti olacak: Ona da “kanitin
tslerlik alant” diyelim. Tartisma o zaman bu iglerlik alaninin bile ¢ok
dar (hatta bos bile) olabilecegini gostermisti. Islerlik alanlar1 daha én-
ceki kanitlar icin yerel karsidrnek olan daha da fazla sayida inatc: Eulerci
cokyiizliyii iceren ve yine iglerlik alanlar1 genisleyen bir dizi olusturan
daha derin kanitlar olugturmaliyiz. Bizzat kendileri de limit-iglerlik alan-
lar1 olan bu islerlik alanlar1, “naif saninan iglerlik alaninin” ¢ifte limitine
yakmsayacaktir, bu da her geyin 6tesinde sorugturmamizin amacidir.

Bu horistik uzayin topolojisi matematiksel felsefe i¢in bir sorun ola-
caktir: Diziler sonsuz mu olacak, peki yakinsayacaklar mi, limitleri ola-
cak m, limit bog kiime olabilir mi? '

»

10Vamt eski caglarin, sadece “sonuglandinlmig”, “askin” dogrulara, yani hem gerek
hem yeter kogulu iceren teoremlere uygulanabilen {inlii Pappus’cu héristigindedir.
Bu héristigin, “kanitlanacak problemler” i¢in ana kurali suydu: “Eger bir sanimiz
varsa, bundan ¢ikarimlar tiiretin. Eger yanls bir gikarima erigirseniz, san1 yanhg-
tir. Eger dogru oldugu bilinen bir ¢ikarima erigirseniz, bu sefer siray1 degistirin
ve eger, san1 bu ¢ikarimdan tiiretilebiliyorsa o zaman bu sanimiz dogrudur.” (Bkz.
Heath [1925], 1, s. 138-9.) “Causa aeguat effectu” ilkesi de hem yeter hem gerek
kosulu iceren teoremler arayis: da bu gelenekte yer aliyordu. Ancak on yedinci yiiz-
yilda —Pappus’cu héristigi modern bilime uygulamaya déniik tiim ¢abalar bagarisiz
olunca— kesinlik arayig1 sonuglandirilmighk arayigina istiin geldi.
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Epsiton: Omega’nm “biiyiik yildiz ¢okyiizlii"niin Eulerciligini de
acgiklayan, Cauchy’ninkinden daha derin bir kanmt buldum!

(Ogretmene bir not uzatur.)

OMEGA: Sonuglandirilmig kanit! Eulerciligin gercek 6zii gimdi agiga
cikarilacak!

O&rETMEN: Uzgiiniim, zamanimiz azaliyor: Epsilon’un oldukca de-
tayli kanitini daha sonra tartigmak zorundayiz.!'! Tek gorebildigim, bu
kamitin Omega'nm anladigy anlamda sonucglandirilmig olmadigi. Evet,
Beta?

1.6.c Farkh Teoremler Farkhh Kanitlar Uretir

BeTA: Bu tartigmadan 6grendigim en 6nemli nokta, ayni naif sanimn
farkh kamtlarnmmn farkli teoremlere yol agmasiydi. Tek bir Descartes-
Euler samist her bir kanitla farkle teoremler olarak gelistirildi. Oz-
gin kamtimiz “Tdm Cauchy-cokyizlileri Eulercidir”e yol agti. Jimdi
de biitiniiyle birbirinden farkl iki teorem Ogrendik: “Tiim Gergonne-
cokyiizlilleri Eulercidir” ve “ Ttim Legendre-cokyizlileri Fulercidir”. Tek
bir atalar1 olan ii¢ kanit ve ii¢ teorem.!1? “ Buler teoreminin farkl kanat-
lar” ifadesi o halde kafa kangtirici, ¢iinkii kanitlarin teorem‘olu§turma—
daki yagamsal 6nemini értbas etmekte.!13

110zgiin bask: editérlerinin notu: Epsilon’un notunun igerigi Béliim 2'de agiklamyor.

112Fyler samisinin daha bagka birgok kanita vardir. Euler’in, Jordan’m ve Poincaré™nin
kanitlarinin ayrintili tartigmasi igin bkz. Lakatos {1961}

113Poinsot, Lhuilier, Cauchy, Steiner, Crelle’in hepsi farkli kanmitlarin ayni teoremi
ispat ettigini disiindi: “Fuler teoremi”ni...Standart bir kitaptan karakteristik
bir ciimle alintilamak gerekirse: “Teorem Euler’den kaynaklanmaktadir, ilk kanit
Legendre’in ikincisiyse Cauchy’nindir” (Crelle [1827}, 2, s. 671).

Poinsot, Legendre’in kanitini siradan digbiikey cokyiizliiden fazlasina uygulana-
bildigini gozlemlediginde fark: anlamaya ¢ok yaklagti. (Bkz. Dipnot 101.) Fakat,
Legendre’m kanitini Euler’inkiyle (Euler-karakteristigini degigtirmeden cokytizli~
niin piramitsel kogelerini kesip atmaya ve sonugta dértyilizlilye ulagmaya daya-
nan kamt) kargilagtirinca, “basitlik” nedeniyle 6nceligi Legendre’in kamtina verdi
[1858]. “Basitlik” burada onsekizinci yiizyilin netlik fikri anlamina geliyor: Diigiince
deneyindeki berraklik. Poinsot’nun aklina iki kanitin icerigini karsilagtirmak gel-
medi: Eger gelseydi, o zaman, Euler’in kamit1 tistiin olacakti. (Gergekte, Euler’in
kanitinda bir yanhghk yoktu. Legendre ¢agdas netlik kavraminin &znel kistasim
uygularken igerik kavraminin nesnel kistasini ihmal etti.)

Lhuilier —bu bélimiin (Poinsot’dan séz etmedigi) gizli elestirisinde— Le-
gendre’m kamtimn basitliginin, sadece kiiresel trigonometri bilgisi gerektirdigi igin
“agikdr” olduguna igaret eder ({1812-13al, s. 171). Fakat Lhuilier de, Legendre’m
Euler’le ayn1 teoremi kanitladigina inamyordu (a.g.e, s. 170).
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Pi: Farkli kanitlar arasindaki fark daha da derine gider. Sadece naif
sam, ¢okyiizliller hakkindadir. Teoremler, sirasiyla, Cauchy nesneleri,
Gergonne nesneleri, Legendre nesneleri hakkindadir, ¢okyiizlii hakkinda
degildir.

BETA: Komik olmaya mi ¢aligiyorsun?

Pi: Hayir, aciklayacagim. Bunu daha genig bir baglamda agiklamayi
tercih ederim — kavram-bicimlendirmeyi tartigacagim genel olarak.

Zeta: Oncelikle icerigi tartismahyiz. Omega’nin Kural 4’ini —ra-
dikal yorumuyla bile ¢ok zayif buluyorum.!14

OGrRETMEN: Hakhism. Once Zeta nin igerik sorununa yaklagimini din-
leyelim, sonra da tartigmamizi kavram-bigimlendirmeyi tartigarak biti-
relim.

1.7 Icerik Sorununa Tekrar Bakis

1.7.a Naif Saninin Naifligi

ZETA: Omega, canavar def edicilere, istisna def edicilere, énsav kapsayi-
cilara icerik ugruna kesin bir dogruluk i¢in ¢abaladiklar: i¢in aciyor ve
Omega’ya katihiyorum. Fakat Omega’nin Kural 4 {inéin!'% aym naif sam
icin daha derin kanitlar istemesi yeterli degildir. Ierik arastirmamiz ne-
den ayagimiza takilan ilk naif saniyla simrlandirilsin? Sorugturmamizin
amaci neden “naif sanimin iglerlik alani” olmali?

Jacob Steiner [Lhuilier'e] Legendre’m kamitim yiiceltir ve tiim kanitlarin aym
teoremi ispatladig varsayimina katilir ([1826]). Tek fark, Steiner’e gére ttim farklt
kanitlar “Tidm cokyiizliler Eulercidir”i ispatlamas, Lhuilier’e goreyse tiim farkl
kanmitlarin “ Tineli, oyugu ve halka geklinde yiizi olmayan tim cokyizliler Eulerci-
dir”i ispatlamasidir. '

Cauchy yirmili yaglanmn bagindayken, kendi netlik devriminden yillar 6nce,
[1813a)’smda c¢okyiizlii iizerine yazmugtir. Cauchy’nin, Poinsot’un Euler ve Le-
gendre’m kamtlarim kargilagtirmasini, kendi kitabiin ikinci boliimiiniin giriginde
tekrarlamasina giicenmermeliyiz. Cauchy, birgok cagdas: gibi, bu kanitlarin farkini

" derinlemesine anlayamadi ve bundan dolay1 kendi kamtinin gercek giiciinii takdir
etmedi. Sadece tam da ayns teorem igin farkl bir kanit verdigini diglindii. Fakat,
daha ¢ok, belirli bir tiir cokyiizli toplulugu icin Euler formiiliiniin oldukca kolay

- bir genellegtirmesine vardigin vurgulamak hevesindeydi.

Gergonne, Cauchy’nin kanmitinin egsiz derinligini ilk takdir edendi. (Lhuilier
[1812-13a), s. 179.)

114Bkz. s. 70.
s, g
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OMEGA: Soylediklerini takip edemiyorum. Elbette, problemimiz
V — E + F = 2’nin dogruluk alanini kegfetmekti.

ZETA: Hayir, degildi. Problemimiz ¢okyiizli ve benzerleri icin V, E
ve F arasindaki iligkiyi bulmakti. V — FE + F = 2 olan bir ¢okyiizliyi an-
lamaya baglamamiz timiiyle tesadiiftii. Fakat bu “Fulerci” ¢okyiizliilere
elegtirel bir sorusturmayla yaklagsmamiz, Eulercilerden daha fazla sayida
Eulerci olmayan c¢okytizli oldugunu gésterdi. Neden V — E 4+ F = —6,
V—E+F=28yadaV — FE+ F =01 iglerlik alanlarimi aramiyoruz?
Onlar da ayn: derecede ilging degil mi?

SicmA: Haklisimn. Onceleri dogru oldugunu diisiindiigiimiiz igin
V — E + F = 2’ye ¢ok fazla ilgi gosterdik. Simdi dogru olmadigini bili-
yoruz —yeni, daha derin bir naif sans bulmak zorundayiz.

ZETA: ...ki bu sanm daha az naif olacak.

SigMA: ... ki bu sani herhangi bir cokylizili icin V', F ve F arasindaki
iligki olacaktir.

OMEGA: Neden acele ediyoruz? Ilk olarak, cézmek iizere yola ¢ikmis
oldugumuz daha ilimli sorunu ¢ézelim: Bazi ¢okyiizliilerin neden Eulerci
oldugunu agiklamak. Simdiye dek, sadece kismi agiklamalara ulastik.
Ornegin, hicbir kanit, 6n yiizii ve arka yiizii halka bi¢imli olan resim-
cercevesinin neden Eulerci oldugunu agiklamadi (Sekil 16). Bu cismin 16 -
kogesi, 24 ayriti ve 10 yiizii var. ..

TeTA: Kesinlikle bu bir Cauchy-gokyiizliisii degil: Tineli ve halka
bicimli yizleri var.

BETA: Ama yine de Eulerci! Ne kadar akildigi! Tek bir hatas1 olan
—halka bigimli yiizii olmay1p, tlineli olan— bir ¢okytizli (Sekil 9) stiriiden
atilirken, bu sugu iki kez igleyen —hem tiineli hem halka bicimli ylizi
olan— cokyiizlii (Sekil 16) siiriiden biri mi sayilacak?*®

116g0run Lhuilier ([1812-13a], s. 189) ve bagimsiz olarak Hessel ([1832]) tarafindan
fark edildi. Hessel’in makalesinde, iki resim-gercevesi sekli yanyana yer alir. Ayrica
bkz. Dipnot 134.
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OMEGA: Goriiyorsun, Zeta, Eulerci ¢okytizlii hakkinda yeteri kadar
bulmacamiz var. Daha genel bir probleme gegmeden 6nce bunlari ¢bze-
lim.

ZETA: Hayir, Omega. “Bircok soruyu yanitlamak tek bir tanesini ya-
nitlamaktan daha kolay olabilir. Ozgiin problemden daha tutkulu yeni
bir problemle ilgilenmek, 6zgiin problemle ilgilenmekten daha kolay ola-
bilir.”117 Aslinda, sizin dar ve rastlantisal probleminizin ancak daha genis
ve zorunlu problemi ¢bzmekle ¢oziilebilecegini gésterecegim.

OMEGA: Fakat Eulerciligin gizini kegfetmek istiyorum!

ZETA: Direnmeni anhyorum. Eulerci ve Eulerci olmayan c¢okyiizlii
" arasindaki sinir1 Tanr’’min nereye ¢izdigini bulma problemine agik oldun
sen. Fakat, Tanri’'nm evren planinda “Eulerci” teriminin bulunduguna
inanmak igin higbir neden yok. Eulercilik ya sadece bazi ¢okyiizliilerin
rastlantisal bir 6zelligiyse? Bu durumda, Eulerci ¢okytizlii ile Eulerci ol-
mayan cokytizli arasindaki belirleyici ¢izginin rastgele gel-gitlerini bul-
mak ilging olmaz, hatta imkansizdir bu. Boyle bir girigim aslinda, Euler-
cilik evrenin usgu tasariminin bir parcas: olmadig igin, usgulugu lekesiz
birakir. Yani unutalim gitsin bunu. Elegtirel us¢culugun ana noktalarin-
dan biri, ¢éziim esnasinda her zaman 6zgiin sorunu terk etmeye hazir -
olmak ve problemi yenisiyle degigtirmektir.

1.7.b Kamnitlar ve Ciiriitmeler Yonteminin
Temeli Olarak Tiimevarim

SiaMA: Zeta hakli. Ne biiyiik bir felaket!

ZETA: Felaket? ‘

SiaMA: Evet. Simdi sen, herhangi bir ¢okytizli icin V, E ve F' ara-
sindaki iligki hakkinda yeni bir “naif san1” istiyorsun, degil mi? Imkansiz
bu! Kargi6rneklerin muazzam sayisina baksana. Oyuklu ¢okytizlii, halka
yizli cokyiizlii, tiinelliler, ayritlardan, koselerden birlegtirilmis olanlar.
V — E + F her degeri alabilir! Bu kaosta, bir diizen bulmamz miimkiin
degildir. Eulerci ¢okytizliilerin saglam zeminini bir bataklik icin terk et-
tik! Naif samimizi telafi edilemez bir bigimde kaybettik ve yeni birini
bulmak i¢in hi¢ umudumuz yok!

BeTA: Neden umudumuz yok? En diizgiin digbiikey ¢okyiizlillerin
kdse, ayrit ve yiiz sayilarindan olugan tabloda gériinen kaosu hatirla.!!8

H7P4lya buna “mucitin agmazi” diyor ([1945], s. 110).
18 Ozgiin Bask: Editérlerinin Notu: Bu tablo biz simifa girmeden tartigilmig.
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Bunlar bir formiile oturtmaya calisirken ¢ok defa bagarisiz olduk.''® Fa-

kat sonra aniden, bu sayilar yoneten gercek diizenlilik ¢arpt: yliziimiize:
V-E+4+F=2.

ZETA: Ama. ..
Cokytizli F (yuz) | V (koge) | E (ayrit)
i Kiip 6 8 12
II Ucgen Prizma 5 6 9
111 Besgen Prizma 7 10 15
v Kare Piramit 5 5 8
Y Ucgen Piramit (Dértyiizlii) 4 4 6
VI Beggen Piramit 6 6 10
VII | Sekizytizlii 8 6 12
VIII | “Kule” 9 9 16
IX “Tepeli Kiip” 7 10 15

KaPA (kenardan): “Gergek diizenlilik”? Biitiinsel bir yanhghk icin
komik bir ifade.

BeTA: Simdi tiim yapmamiz gereken, tablomuzu Eulerci olmayan
cokytizliilerin verileriyle tamamlamak ve yeni bir formiil aramak: Sa-
birla, 6zenli gozlemcilikle ve biraz sansla dogru formiile rastlayacagiz;
sonrasinda da tekrar kanitlar ve ¢iiriitmeler yontemiyle formilimizi
geligtirecegiz!

ZETA: Sabir, ozen, gozlemcilik? Birbiri ardina formiiller denemek?
Belki de, rastgele formiiller iireten ve bunlar1 tablona gore deneyen bir
tahmin makinesi geligtirirsin? Bilimin nasil ilerledigi hakkinda b&yle mi
distiniiyorsun?

BEeTA: Diglincemi neden hor gérdiigunii anlamiyorum. Elbette, ilk
bilgimizin, naif sanimizin, 6zenli gozlemcilikten ve ani kavrayistan gel-
diginde hemfikirsin; ama elegtirel yontemimiz “kanitlar ve giiriitmeler”in
ancak naif bir san1 buldugumuzda m1 kontrolii eline alacagim diigiinityor-
sun? Her tiimdengelimsel yontem, tiimevarimsal bir zeminden basglamak
zorundadir.

SiGMA: Senin tiimevarim yontemin asla bagarii olamayacak.
V — E + F = 2’ye, ilk tablomuzda denizkestanesi ya da resim-cercevesi
olmadig icin ulagtik sadece. Simdi bu bir tarihsel tesadiif. . .

Kapra (kenardan): ...ya da Tanr’min comert rehberligi. . .

198Kz, Dipnot 123. Tablo Pélya ([1954], cilt 1, s. 36)’dan alind.
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StGMA: . ..degil artik, kaostan asla “tiimevarimsal bir sekilde” diizen
“cikaramayacaksimiz”. Uzun gozlemler ve gsansh bir kavrayigla bagladik
ve bagarsiz olduk. Simdi sen daha uzun bir gozlem ve daha ganslhi bir
kavrayigla tekrar baglamayi éneriyorsun. Yeni bir naif saniya ulagsak da,
ki giipheliyim bundan, siire¢ ayni karigiklikla sonuclanacaktir.

BETA: Belki de hepimiz birlikte aragtirmay: birakmaliyiz. Yeniden
baglamak zorundayuz, énce yeni bir saniyla sonra da kantlar ve ¢iirtit-
meler yontemiyle devam ederek tekrar ilerlemeliyiz.

ZETA: Hayir, Beta. Sigma’ya katiliyorum. Dolayisiyla, tekrar yeni bir
naif saniyla baglamayacagim.

BETA: Eger tiimevarimsal diigiik-diizey genellegtirmeleri naif sani ola-
rak almazsan, nereden baglamak istiyorsun peki? Yoksa alternatif bir
baglama y6ntemin mi var?

1.7.c Tiimdengelimsel Tahmin Naif Tahmine Kargi

ZeTA: Baglamak mi? Neden baglamaliymagim? Bir problem kegfederken
(ya da geligtirirken) aklim bog degildir.

OGRETMEN: Beta'yla dalga gecme. Iste problem: “Bir cokyiizliniin
koselerinin sayiss V, ayritlarinan sayist E ve yuzlerinin sayist F ara-
sinda, bir cokgenin kenar ve késeleri arasindaki agik iliski, yani kose
sayrst kadar kenar V = E olmasina benzer bir iligki var madir?” Bunu
nasil ¢ozerdin?

ZETA: Oncelikle, cokyiizlii icin kapsamli bir aragtirma yapmak adina
devletten alinmig bir biitcem; ya da koseleri, ayritlar: ve ylizleri sayip bu
verilerden tablolar hazirlayacak asistanlardan olugan bir ordum yok. Fa-
kat, bunlara sahip olsam bile, teker teker formiilleri denemeye, bunlarin
uyup uymadigini sinamak i¢in sabrim —ya da buna ilgim — hi¢ olmazdi.

BeTa: Peki sonra? Koltuguna uzanip, gozlerini kapayacak ve tiim
verileri unutacak miydin?

ZETA: Kesinlikle. Baglamak i¢in verilere degil, bir fikre ihtiyacim var.

BeTA: Peki, fikirlerini nereden aliyorsun?

ZETA: Problemi gekillendirdigimizde, fikir ¢oktan zihnimizdedir za-
ten: Aslinda fikir, tam da problemin sekillendirilmesindedir.

BeTA: Hangi fikir?

ZETA: Cokgen icin V = E olmas fikri.

BEeTA: Yani...

ZETA: Bir problem kendiliginden ortaya ¢ikmaz. Problem her zaman
bizim arka plan bilgimizle iligkilidir. Cokgenler i¢cin V = E oldugunu
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biliyoruz. Simdji, bir gokgen, tek bir cokgenden olusan bir gokgenler sis-
temidir. Bir cokyiizlii ise, birden ¢ok ¢okgenden olusan bir ¢okgenler
sistemidir. Cokyiizlii icin V s E’dir. Tek ¢okgenden olusan sistemlerden
birden ¢ok cokgenden olugan sistemlere geciste, hangi noktada V = E
iligkisi bozuluyor? Veri toplamak yerine, arka plan bilgimizden proble-
min nasil ortaya ciktiginin izini siiriiyorum; ya da, hangi beklentiye karg
beliren c¢iiritmenin problemi ortaya koydugunun pegindeyim.

SieMA: Dogru. Onerilerini hep beraber takip edelim simdi. Her cok-
yizli icin V — E = 0’dir (Sekil 17a). Eger bu ¢okgene (ayn1 diizlemde
olmas1 gerekmeyen) bagka bir cokgen tuttursam ne olur? Ilave cokgenin
n1 ayrit: ve ny kégesi vardir ve gimdi bunu ilkine n} ayrit ve n) + 1 kdse
boyunca tutturarak, ayrit sayisii n; —nj ve de koge sayisini ny — (n} +1)
artiriyoruz; yani, yeni ikili-gokgen sisteminde ayrit sayisinin artiginda
koge sayisinin artigina gore bir fazlalik olacak: E — V = 1 (Sekil 17b),
aligildik olmayan ama kusursuzca uygun bir tutturma ic¢in bkz. Sekil 17c.
Sisteme yeni bir “yiiz” tutturma artig fazlaligini hep bir yiikseltecek, bu
sekilde olusturulmus F’li cokgen sistemi i¢in £ — V = F' — 1’dir.

ZETA: YadaV —E+ F =1.

LamMBDA: Cogu cokgen sistemi igin bu yanhgtir ama. Kibii ele alin
Ornegin. . .

SiaMma: Fakat benim olugturdugum bu yapi, sadece ayritlarla gevre-
lenmig, “acik” cokgen sistemlerine yol agabilir. Bu diigiince deneyimini
kolaylikla, bu tiir bir sinir1 olmayan, “kapali” gokgen sistemlerine genisle-
tebilirim. Bu tiir bir kapalilik, vazo-geklindeki acik ¢okgenler sisteminin
iizerini, bu tiirden sinir1 olmayan bir gokgenle kapatarak bagarilabilir:
Boyle bir kapak cokgenini tutturmak V ve E’yi degigtirmeden F’yi bir
artiracaktir.

(a) (b)
Sekil 17 (c)

ZeTA: Ya da, bu gekilde olugturulmus kapal bir ¢okgenler sistemi
—ya da kapali bir ¢cokyiizlii— i¢in, V —E+F = 2’dir: Tek bir ¢okyiizliinin



1.7. igerik Sorununa Tekrar Bakis 85

bile kdge, ayrit ve yiiz sayisint “gdzlemlemeden” elde edilen bir san simdi
bul!

LAMBDA: Simdi, “tiimevarimsal baglangi¢ noktasi” kullanmaksizm,
kanitlar ve ciiriitmeler yontemini uygulayabilirsin.

ZETA: Bir farkla, simdi kamt gelistirmek zorunda degilsiniz, kanit
orada zaten! Hemen ciiriitmelerle, kanit-céziimlemeyle, teorem bigim-
lendirmeyle devam edebilirsiniz.

LamepaA: O halde, senin yonteminde —gozlemler yerine— kanit, naif
saniy1 6ncelemekte.120

ZETA: Tamam ama, bir kanittan olgunlagarak ortaya ¢ikmig bir sa-
niya “naif” diyemem. Benim yontemimde, tiimevarimsal naifliklere yer
.yok.

BETA: Itirazim var! Sen sadece “naif” tiimevarimsal baglangici geriye
ittin: “Cokgenler i¢in V = E’dir” ile bagladin. Bunu gozlemlere dayan-
dirmiyor musun?

ZETA: Cogu matematikei gibi, ben de sayamam. Sadece sekizgenin
kenarlarini ve koselerini saymaya calistim: Once 7 kenar ve 8 kdse bul-
dum, sonra da 8 kenar ve 7 kose. ..

BETA: Saka bir yana, V = E’yi nasil elde ettin?

ZETA: Bir iiggen i¢in V — E = 0 oldugunu fark ettigimde epey sasir-
migtim. Bir kenarda, elbette V — E = 1 oldugunu gayet iyi biliyordum
(Sekil 18a). Ayrica yeni kenarlar tutturmamin hem kége hem de kenar
saywisinda 1’er artisa neden olacagini da biliyordum (Sekil 18b ve 18c).
Neden ¢okgensel kenar sistemlerinde V — E = 0’dir? Sonra, bunun (iki
koge tarafindan sinirlandirilmig) agik kenarlar sisteminden, (bdyle bir si-
nir1 olmayan) kapal kenarlar sistemine ge¢mekten kaynaklandigini fark
ettim: Ciinki acik sistemi, kége eklemeden kenar ekleyerek “kapatiyor-
duk”. Béylece, gokgenler i¢in V — E = 0 oldugunu kanitladim, gozlem-
lemedim.

BETA: Yaraticilligin sana yardim etmeyecek. Sen sadece tiimevarimsal
baslangi¢c noktasin1 daha da geriye attin: Simdi ifade herhangi bir kenar
icin V — E= 1’dir. Bunu kamitladin mi, yoksa gdzlemledin mi?

ZETA: Kanitladim. Tek bir koge icin elbette V = 1 oldugunu biliyo-
rum (Sekil 19). Benim sorunum benzer bir iligki kurmakt. ..

1208y, dipnot 7’nin énemli bir nitelemesidir.
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(b) (©)

Sekil 18 Sekil 19

(a)

BETA (dfkeli): Bir nokta i¢in V' = 1 oldugunu gézlemlemedin mi?

ZETA: Sen gozlemledin mi? (Pi’ye dénerek) Ona benim “tiimevarim-
sal baglangic noktamin” bog kiime oldugunu séylemeli miyim? Kald: ki,
hicbir geyi “gbzlemlemeyerek” bagladim.

LAMBDA: Durum her neyse, iki hususa isaret edildi. Birincisi, Sigma
naif timevarimsal sanilara varmanin tarihsel bir rastlants oldugunu 6ne
siirdii: Gergeklerin hakiki bir kaosuyla yizlegildiginde, bunlar zorlukla,
bir formiile oturtulur. Sonra Zeta kanstlar ve ¢iritmelerin mantig icin,
naif saniya gereksinmemiz oldugunu, timevarimsal baslangic noktasina
ise hic de ihtiyacvmaz olmadigine gosterdi.

BETA: Itirazim var! Herhangi bir haritay1 boyamak icin dért rengin
yeterli oldugunu séyleyen dort renk samisi ya da Goldbach sanisi gibi,
kamtlarla dncelenmeyen (hatta kanitlarin takip etmedigi) {inli sanilar
ne olacak? Sadece tarihsel tesadiiflerle, Zeta’nin “tiimdengelimsel tahmi-
ninin” yer aldig) teoremleri kanitlar 6nceler: Aksi takdirde tiimevarimsal
sanilar 6nce gelir.

O¢rETMEN: Her iki héristik dizgeyi de 6grenmek zorundayiz: Tim-
dengelimsel tahmin en iyisidir, fakat naif tahmin hi¢ tahmin yapmamak-
tan iyidir. Ama, naif tahmin timevarim degildir: Timevarimsal sans gibi
bir sey yoktur.

BETA: Fakat, naif saniy1 tdimevarim ile bulduk. Yani, san1 “gozlem ta-
rafindan, tekil 6rnekler belirtilerek, 6ne siiriildii.. Ve tekil durumlardan,
iki grubu ayirt edebilecegimizi fark ettik: Samnin gekillenmesinden 6nce
gelenlerle, sonra gelenler. Ilki samy1 nerirken, ikincisi saniy1 destekleds.
Her iki durum da san1 ve ‘gercekle’ arasinda bir tiir bag olusturdu. .. ?*2!
Bu cifte bag, tiimevarmin 6ziidiir: Ilki timevarimsal héristigi olusturur,
ikincisi tiimevarimsal gerekgelendirme ya da timevarimsal mantik olug-
turur. )

O¢reTMEN: Hayir! Gercekler sanilar énermez ya da onlari destekle-
mez!

121pglya [1954], s. 5 ve 7 (italikler benim. —LL.)
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BETA: O halde, eger tablomda duran gercegin kendisi degilse, bana
V — E + F = 2’yi 6neren nedir?

OGRETMEN: Anlatacagim. Sen kendin, ¢ok kere bunlari blr formiile
oturtmakta zorlandigim séyledin.'?? Simdi olan su: Hemen ciiriitiilmiis
olan ii¢ ya da dort samn vardi. Tablon bu sanilar: sinama ve ciiriitme
siirecinde olugturuldu. Bu 6lii ve gsimdi unutulmug sanilar gergekleri 6ne
siirdii, gercekler samlari 6ne siirmedi. Naif sanslar, timevarimsal sans--
lar degildir: Onlara sanilar ve ¢iirtitmelerden deneme yanilma yoluyla
gecerek ulagimz.'?® Eger —hatali olarak— bunlara tablolarindan tiime-
varimla vardigina, tablon uzadikg¢a tablonun daha fazla sani 6ne siire-
cegine, sonra da bunlari destekleyecegine inanirsan, zamanini gereksiz
verileri derleyerek gecirebilirsin. Ayrica, kegif yolunun, gerceklerden sa-
nilara, sanilardan da kanita dogru oldugu seklinde (tiimevarimin efsa-
nesi) ogretildigini diisiiniirsek, horistik secenegi —yani tiimdengelimsel
tahmini, biitiiniiyle unutabilirsin.1% -

Matematiksel horistik bilimsel héristige gok benzer —ikisi de tiimeva-
rimsal oldugu i¢in dedil, ikisi de sanilar, kantlar ve ¢liritmelerle karak-
terize edildigi icin. Onemli fark, bunlara karsilik gelen samlar, kanitlar
(ya da bilimdeki agiklamalar) ve karsidrneklerin dogalarinda yatar.!?®

BETA: Anliyorum. O halde, naif samimiz, su gétiirmez de olmayan,
san1 da olmayan gerceklerin “6ne siirdiigii” ilk sani degil: Sanimiz “naif-
lik-6ncesi” bircok sani ve ciiriitmeyle 6ncelenmistir. Iddialar ve ciiriit-
meler mantifinin baglangic noktas: yoktur, ama kamtlar ve ciiriitmeler

122Bksz. 5. 82.

12381y deneme yamlmalar Pélya, tarafindan gok giizel bir sekilde yeniden olusturuldu.
Tik san1, F'nin V ile birlikte artacagiydi. Bu ¢iiriitiildii ve iki saniyla daha takip
edildi: E, F ile birlikte artar; F, V ile birlikte artar. Dordiinciisii ise kazandiran
tahmin: F + V, E ile birlikte artar ([1954], cilt. I, s. 35-7).

1240te yandan, matematigin her zamanki tiimdengelimsel sunumu nedeniyle, kesif
yolunun aksiyom ve/veya tanimlardan kamtlara ve teoremlere dogru olduguna ina-
nanlar, naif tahminin énemini ve olasihgim biitiiniiyle goz ard: edebilirler. Aslinda,
bilimsel héristikte bu tiimevarimcilikken, matematiksel horistikte bu, daha tehlikeli
olan, tiimdengelimciliktir.

1258y yiizyilda, matematiksel horistigin diriligini Pélya’ya borgluyuz. Bilimsel ve ma-
tematiksel horistigin benzerliklerine olan vurgusu, Pélya’nin hayran olunacak ¢alig-
malarinin ana 6zelliklerinden biridir. Pélya’nin zayifligy olarak goriilebilecek olan
da onun giiclii yanina baghdir: Pélya hicbir zaman bilimin tiimevarimsal oldu-
gunu sorgulamadi, bilimsel ve matematiksel horistigin derin benzerliklerine olan
dogru bakig agis1 nedeniyle, matematigin de tlimevarimsal oldugunu diisiinmeye
sevk edildi. Ayms: daha 6nceleri Poincaré’ye (bkz. [1902], Girig) ve Fréchet’ye (bkz.
[1938]) de olmugtu.
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yonteminin baglangic noktasi vardir: kamitlar ve ¢lirtitmeler yontemi di-
siince deneyi tarafindan takip edilecek, naif saniyla yola cikar éncelikle.

ALFA: Belki. O halde, ona “naif” dememeliydim.!26

KAPA (kenardan): Horistikte bile kusursuz naiflik gibi bir sey yoktur!

BETA: Aslolan, deneme-yanilma siirecinden miimkiin oldugu kadar
kisa siirede kurtulmak ve “gerceklere” cok da tiimevarimsal sayg1 goster-
meden, diigtince deneylerine dogru ilerlemektir. Bu tiir bir sayg, bilginin
artigini engelleyebilir. Farz edin, deneme-yanilmayla V — E+ F' = 2 sani-
sina ulagtiniz ve de bu san1 hemen resim-gercgevesi i¢cin V — E+ F = 0 ol-
mastyla giiriitilldii. Eger gerceklere, 6zellikle sanilarinizi ¢iiriittiiklerinde,
¢ok fazla saygl duyuyorsaniz, naiflik 6ncesi deneme-yanilmaya devam
edecek ve bagka bir sam arayacaksiniz. Fakat, daha iyi bir horistiginiz
varsa, karsit gbzlemci sinamayi en azindan goz ard: etmeyi denersiniz ve
diigiince deneyiyle sinamayr denersiniz; Cauchy’nin kanit1 gibi. '

Sigma: Ne kangiklik! Neden Cauchy’nin kanitina bir sinama dedin?

BETA: Sen neden Cauchy’nin sinamasina bir kanit dedin? Bu bir
sinamader! Dinle! Naif samiyla bagladin ige: Tiim c¢okylizliler icin
V — E+ F = 2°dir. Sonrasinda da bundan sonuglar ¢ikardin: “Eger naif
sam dogruysa, bir yiizii gckardigimizda, elde edilen ag icin V—-E+F =1
dir”; “eger bu cikarsama dogruysa, iiggensellestirmeden sonra bile
V — E + F = 1’dir”; “eger son c¢ikarsama dogruysa, iiggenler birer birer
cikanldiginda V — E + F = 1 saglanacaktir”; “eger bu dogruysa, tek bir
- Hggen icin V — E 4+ F = ’dir”. ..

Simdi, son ¢ikarsamanin dogru oldugu biliniyor. Fakat, ya tek bir
iicgen icin V — E + F = 01 cikarsamis olsaydik? Ozgiin saniy1 yan-
lis oldugu i¢in derhal reddederdik. Tiim yaptigimiz sanimizi sinamak,
ondan sonuclar gikarsamak. Sinama, saniyr dogrular gériiniiyor. Fakat
dogrulamak kanit degildir.

SicMA: Ama o zaman, kamtimiz diisiindiigiimiizden bile azini ka—
nithyor. O zaman, siireci tersine gevirmeli ve aksi yone igsaret eden bir
diigiince deneyi olusturmaya calismaliyiz: Ucgenden cokyiizliiye giden!

BETA: Dogru. Problemi ¢ozmek icin oncelikle deneme yanilmayla bir
naif sam geligtirmek ve sonra bu saniy1 sinamak, sonrasinda siamayi
kanita déniistiirmek yerine, dogrudan gercek kanitla baslayabilecegimize
sadece Zeta isaret etti. Tiimevarimsal tahminin olabilirligini fark etsey-

dik, tiim bu yalanci-tiimdengelimsel el yordamlamadan sakinmig olabi-
lirdik.

126Bk7. s. 52.
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Kara (kenardan): Ne kadar dramatik bir grup doének...Elestirici
Alfa dogmatiste doniigtii, dogmatist Delta da ¢liritmeciye. .. Simdi de
tiimevarimc: Beta tiimdengelimciye doniigiiyor!

SiGMA: Dur biraz! Eger sinama disiince deneyi. . .

BETA: Buna ¢ozimleme diyecegim. .. ‘

SiGMA: ... kanit disince deneyi tarafindan izlenebilirse. . .

BeTA: Buna biitinlestirme diyecegim.

SIGMA: ... “gOziimlemeci teorem”, “biitiinlegtirici teoremle” ayni ol-
mak zorunda midir? Aksi yonde giderken, farkli énsavlar kullanabili-
riz!127

BeTA: Eger hepsi farkliysa, biitiinlestirici teorem, ¢béziimlemeci olan-
dan sonra gelir, her geyin Otesinde ¢bziimleme sadece swnar, biitiinles-
tirme ise kanstlar.

OGRETMEN: “Kanstimizin” gercekte bir stnama oldugunu kegfetmen,
goriiniige bakilirsa simfi gok etti, ve dikkatlerini asil tezinden bagka bir
yone cevirdi: Bir kargi6rnekle c¢iiriitiilmiig bir sanimiz varsa, ¢liriitmeyi
kenara itip, saniy1 diigiince deneyiyle sinamaya g¢aligmaliyiz, bu yolla,
bir kanita rastgelebilir, deneme yanilma agamasim terk edebilir ve de
kanitlar ve ciiriitmeler yontemine gecis yapabiliriz. Bana “Yanlig bir sa-
miy1 ‘kanitlamaya’ goniilliiyiim” dedirten tam da buydu!'®® Lambda da
Kural 1’'inde “eger bir saniniz varsa, onu kamtlamak i¢in yola ¢ikin ve
onu ¢iriitin” diyerek bunu talep etti.

ZETA: Dogru. Lambda’nin kurallariyla Omega’min Kural 4 inii, Ku-
ral 5 ile desteklememe izin verin:

Kural 5: Herhangi bir tir karsiérnefiniz varsa, timdengelimsel tah-
minle, bu karsiorneklerin gecerli olmadigi, daha derin bir teorem bul-
maye ¢aligin.

OMEGA: Simdi benim “derinlik” kavramimi esnetiyorsun, ama hakh
olabilirsin. Fakat yeni kuralimin gimdiki uygulamalarindan ne haber?
Simdiye dek sadece bize 6nceden bildigimiz sonuglari verdi. Olay ol-
duktan sonra bilgiclik taslamak kolay. Senin “tiimdengelimsel tahminin”
yalmzca Ogretmen’in ézgiin ¢éziimlemesine karsilik gelen biitiinlestirme-

12Tpappus’cu horistie gore, matematiksel kegif, samyla baglar ve bunu ¢ézimieme
izler, sonrasinda da eger g¢oziimleme samiy1 yanlglamiyorsa, tiim bunlar: béitinles-
tirme takip eder. (Ayrica bkz. Dipnot 7 ve 110.) Bizim ¢éziimleme-biitinlestirme
yorumumuz saniyl gelistirirken, Pappus’¢u yorum saniy: sadece kanitlar ya da ¢u-
rULur. i

128Bkz. 5. 34.
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dir. Simdi diiriist olmalisin —y6ntemini, igerikte vaadedilmig bir artisla,
6nceden bilmedigin bir saniy1 bulmak i¢in kullanmalisin.

 ZETA: Dogru. Diiginme deneyimin yarattig1 teoremle ige bagliyorum:
“Tiim kapals normal cokyiizliler Eulercidir”

OMEGA: “Normal”? .

ZETA: Kamt ve c¢iiriitmeler yontemini agiklayarak zaman kaybetmek
istemiyorum. “Kusursuz” ¢okgenden (a) 6nce, V — E + F’yi degigtirme-
den, F — 2 sayida yiiz ekleyerek (bunlar ag¢ik normal ¢okyiizlii olacak),
(b) sonra da, V — E+ F’yi 1 artiran kapatici yiiz ekleyerek (ag¢ik gokytiz-
lilyli kapaliya donigtiirerek) olugturulabilen tiim gokyiizliilere “normal”
diyecegim.

OMEGA: “Kusursuz gokgen”?

ZETA: “Kusursuz” ¢okgenle; tek bir noktadan, 6nce V — E’yi degis-
tirmeden, n — 1 kenar ekleyip sonra da, V' — E’yi 1 artirarak kapatici
kenar ekleyip elde edilenlerden s6z ediyorum.

OMEGA: Kapali normal ¢okytizliin Cauchy’nin cokyiizliisiiyle cakisa-
cak m1?

ZETA: Bu konuya simdi girmek istemiyorum.

1.7.d Tiimdengelimsel Tahminle Icerigi Artirmak

OGRETMEN: Bu kadar énbilgi yeter. Tiimdengelimini gorelim.

(b) (c)

Sekil 20
T 7
K i '
. 1 I
! = Ple.
;/’ \\
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ZeTA: Elbette. ki kapali normal cokyiizlii aliyorum (Sekil 20a) ve
gokgensel bir devre boyunca, yapigan yiizler kaybolacak gekilde bu iki-
sini yapistiriyorum (Sekil 20b). Iki ¢okyiizlii igin V — E + F = 4 ola-
cagindan, yapigtirilmig ¢okyiizliideki iki yiizlin kaybolmas: Euler formi-
linii diizeltip, eski haline déndiirecektir. Cauchy’nin kamitindan sonra
bu sagirtict degil, ciinkii yeni ¢okyiizlii kolaylikla gigirilip topa déniig-
tiiriilebilir.'2? Yani, formiil bu yapigtirma testine iyi dayamyor. Fakat
simdi, ikili-yapigtirma. testi yapalim: Tki ¢okyiizliiyit iki cokgensel devre
boyunca yapigtiralim (Sekil 20c). Simdi 4 yiiz kaybolacak ve elde ettigi-
miz yeni ¢okylizlii i¢in V — E + F = 0’dur.

GaMA: Bu Alfa’nin Kargiornek 4’1, resim-gercevesi.

ZETA: Simdi, bu resim-cercevesine, baska bir normal cokyiizliiyii
cifter-yapistinirsam (Sekil 21a), V — E + F = —2 olacak (Sekil 21b).

SiaMA: Monosferoid ¢okyiizlii icin V — F + F = 2, disferoid ¢okyiizli
icin V — E+ F =0, trisferoid ¢okytizlii i¢cin V — E + F = —2, n-sferoid
cokyiizlii igin V—~E+ F=2—2(n—1)... %30

ZETA: ... ki bu da, kanitla tamamlanmis, tek bir tablo bile diizenlen-
meden gelistirilmis emsalsiz igeriginizin yeni sanisidir.13!

SiaMma: Gergekten ¢ok hog bu. Sadece inatgi resim-cergevesi proble-
mini agiklamakla kalmadin, sonsuz gegitlilikte yeni kargiérnekler iirettin.

ZETA: Agiklamalarla tamamlanmig karsiornekler. . .

Ro: Ben de biraz 6nce ayni sonuca farkh bir yolla vardim. Zeta iki
Eulerci 6rnekle baslayarak, kontrollii bir deneyle bunlan karsiérneklere
- doniigtiirdii. Bense, bir kargiornekle bagliyorum ve onu bir 6rnege doniis-
tiiriiyorum. Resim-gercevesinde su diigiince deneyini gerceklestiriyorum:
“Cokyiizliiniin, kil gibi, kolay kesilebilen bir maddeden yapildigini di-
siiniin. Bir ipi dnce tiinel sonra da kilin iginden cekin. Resim gercevesi
ikiye boliinmeyecektir. . . 132 Fakat, bildik, kiiresel, bayag: cokyiizlii ola-
caktir! Dogrudur, yiizlerin sayisin1 2’ger, ayritlarin ve kogelerin sayisini
da m’ser artirdik; fakat bayagi cokyiizliniin Euler karakteristiginin 2

1290zgiin Bask: Editorlerinin Notu: Sonucu dogru olmasmna ragmen, bu ¢ikarsama,
yanligtir. Yapigtirma, aslinda 8 kége, 12 ayrit ve 6 yliziin kaybolmasini igerir. Euler
karakteristigi, boylelikle 2 azalir. (Sekil 20b)’deki iki taral yiiziin tam rastlagmasi,
yarim cercevelerden birinin egiminin ters ¢evrilmesini béylece de, genig ve dar ay-
ritlarin yer degistirmesini igerir. Bu iglem ne V'yi, ne F ya da F’yi degisgtirdiginden,
fikir h4la yoluna devam edebilmektedir.)

139Monosferoid: Tekli-kiiresel; Disferoid: Ikili-kiiresel; Trisferoid: Ugliikiiresel. —¢.n.

131 Raschig [1891] tarafindan yapilmigtir.

132Hoppe [1879], 5. 102.
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oldugunu bildigimiz igin, ilk ¢okyiizliiniin, resim-¢ergevesinin, Euler ka-
rakteristigi 0 olmali. Eger cokyiizlityii bayag: ¢cokyiizliiye indirgemek i¢in
daha fazla, 6rnegin n tane, bdyle kesim gerekiyorsa, bu ¢okyiizliiniin ka-
rakteristigi 2 — 2n olacaktir.

SicMA: Tlging. Zeta kanitlamaya baglamak icin bir samyé ihtiyacimiz
olmayabilecegini, hemen bir bitinlestirme —yani dogru oldugu bilinen
Onermeden bir kamit-diisiince deneyi— geligtirebilecegimizi 6nceden gos-
termisti. Simdi de Ro, sinamaya baglamak icin bile bir saniya ihtiyacimiz
olmayabilecegini gosteriyor, fakat sanki sonug ¢oktan oradaymigcasina,
bir ¢dziimleme geligtirmeye —yani sinama diisiince deneyine— baglaya-
biliriz.133

OMEGA: Fakat hangi yolu segersen seg, yiginla ¢okyiizli i¢in agiklama
yapamiyorsun! Senin yeni teoremine gore, tiim cokyuzliiler i¢in V—E+F|
2’den kiiciik bir ¢ift say1. Fakat, Euler karakteristigi tek say: olan epey
cokyiizli gordik. V — E + F =1 olan tepeli kiibii alin (Sekil 12).

ZETA: Teoremimin tiim gokyiizlillere uygulanabilir oldugunu hig s6y-
lemedim. Teoremim sadece benim olugturdugum sekilde elde edilen,
n-sferoid gokyiizliilere uygulanabilir. Benim olugturduklarim, simdiki ha-
liyle, halka bigimindeki yiizlere yol agmaz.

OMEGA: Yani?

SicMA: Bu teorem, halka bicimindeki yiizii olan ¢okyiizliilere de ge-
nigletilebilir: Halka bigimli ¢okyiizlii, ¢okgenlerin kanit-yaratan uygun
bir diizeniyle, yiz sayisim1 azaltmadan kenarlarm silinmesiyle olugturu-
labilir (Sekil 22a ve 22b). Merak ediyorum, belki de kanitimiza uygun
sekilde olusturulmus, hatta yizlerin sayisini diigiirmeden birden ¢ok ke-
nar silebilecegimiz “normal” ¢okgen sistemleri de vardur. ..

GAMA: Dogru. Su “normal” gokgenler sistemine bakin (Sekil 23a).
Yiizlerin sayisin azaltmadan iki kenar silebilirsiniz (Sekil 23b).

(a) (b) (a)

: (b)
Sekil 22 Sekil 23

133By da yine Pappus’cu héristigin parcasidir. Pappus bir saniyla baslayan ¢dziimle-
meye “kuramsal”; hicbir sani olmadan baglayan ¢dziimlemeye “problematik” diyor
(Heath [1925], cilt 1, s. 138). 1lki kanstlanacak problemlere isaret ederken, ikincisi
¢oziilecek problemlere (ya da sonucu bulunacak problemlere) igaret eder. Ayrica bkz.
Pélya [1945], s. 129-36 (“Pappus”) ve s. 197-204 (“Geriyedoniik galigma”).
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SicMA: Giizel! O halde, genel olarak,

F
V-E+F=2-2n—-1)+> e
k=1

formiilii, n-sferoid —ya da n’li birlegtirilmis— ve yiiz sayist azaltﬂmadan
ek ayrit1 silinmis cokytizli icin gecerlidir.

BETA: Bu formiil Alfa’nin tepeli kiibiinii agikliyor (Sekil 12). Tepeli
kiip, bir halka bi¢imli yiizi olan, mono-sferoid bir ¢okyizlidir (n = 1),
1’e egit olan eg disinda eg’lar sifirdir, ya da Z,I::l e = 1'dir ve de
V —E + F = 3'tir.

SicMA: Ayrica, bu formiil, senin “irrasyonel” Eulerci tuhaf cokyiiz-
liinii de agikliyor: Tki halka bicimli yiizii ve tiineli olan kiip (Sekil 16).
Bu, bir disferoid ¢okyiizliidiir (n = 1) ve Yf_; e = 2dir. Dolayisiyla,
karakteristigi de V —E+F = 2—24-2 = 2’dir. Cokyiizliiller diinyasindaki
ahlaki diizen eski haline déndii!34

OMEGA: Oyuklar: olan ¢okyiizlillerden ne haber?

SiGMA: Ben biliyorum. Bunlar icin her ayrik yiizeyin Euler karakte-
ristigi toplanmalidir:

K F
V—E+F:Z{2—2(nj——1)+26kj}.
k=1

=1

BETA: Peki ikiz-dortyiizli?
SiGMA: Ben biliyorum!. . .

134 Diizen Lhuilier tarafindan ([1812-13a], s. 189) neredeyse ayni formiille ve de Hes-
sel'in Eulerci ¢okyiizliileri beceriksiz ad hoc formiilleriyle fakli sekilde birbirine
tutturma caligmalariyla eski haline doniigtiiriilmiigtii. Bkz. Dipnot 159.

Tarihsel olarak Lhuilier —[1812-13a]’sinda— Euler formiiliinii naif tahminlerle
genellestirmeyi bagard ve su formiile ulagti: V- E+ F =2[(C—-T+ 1)+ (p1 +
p2 + -+ -)]. Burada C oyuklarin sayisin1, T tiinellerin sayisini, p; ise i-nci yiizdeki
i¢ cokgenleri gosterir. “I¢ cokgenler” séz konusu oldugunda, Lhuilier bunu kanat-
lads. Fakat tiineller Lhuilier’i maglup etmig goriiniiyor. Lhuilier {i¢ tiir “istisnasini”
aciklama denemesinde bu formiilii olugturdu, ama Lhuilier’in istisnalar listesi ek-
sik gériinmektedir. (Bkz. Dipnot 34.) Dahasi, bu eksiklik, Lhuilier’in naif sanisinin
yanligligmin tek nedeni degildi: Clinkii Lhuilier, oyuklarin ¢oklu-baglantili olabile-
cegi olasiligim, yani ic ice gegmis tiineller nedeniyle bir ¢okyiizliideki tiinel sayisinin
net bir gekilde belirlenemeyebilecegini ve de olmas: gerekenin “i¢ ¢okgenlerin sa-
y1s1” degil de halka bicimli yiizler oldugunu (Lhuilier’in formiili, ortak kenari olan
iki komsu i¢ ¢okgen durumunda ¢oker) fark etmedi. Lhuilier’in “tiimevarimci ge-
nellemelerinin” bir elestirisi igin bkz. Liting ([1861], s. 98-9)} ve dipnot 159.
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GAMA: Bu kesinligin yarar1 nedir? Bu kendini begenmis basitlikler
selini durdurun!!3?

ALFA: Neden durdurmaliymig? Ya da ikiz-dortyiizlii, gergek bir ¢ok-
yuzli degil de; canavar m? Bir ikiz-dortyiizlii, senin silindirin kadar
iyi bir ¢okyiizliidiir! Fakat sen dilsel kesinlikten hoglaniyorsun.13¢ Neden
peki bizim yeni kesinligimizle alay ediyorsun? Teoremin tim cokyiizliileri
kapsamasim saglamaliyiz, teoremi kesinlegtirirken igerigini artiriyoruz,
azaltmiyoruz. Bu sefer kesinlik bir erdemdir.

Kapra: Sikicl erdemler, sikici ahlaksizliklar kadar kétidiir! Ayrica,
topyekin bir kesinlige hicbir zaman ulagsamayacaksinmiz. Devam edecek
kadar ilging olamamaya baglayinca, durmaliyiz.

ALFA: Bagka bir bakig agim var. Sunlardan bagladik:

1. Bir koge, bir kogedir. Bundan sunu ¢ikardik:
2. Tiim kusursuz gokgenler i¢in V = E’dir. Bundan sunu ¢ikardik:
3. Tiim normal acik cokgen sistemleri i¢in V — E+F = 1’dir. Bundan:

4. Tim normal kapali ¢okgen sistemleri igin, Ornegin c¢okyiizli, -
V — E+ F = 2'dir. Bundan da:

5. Tiim normal n-sferoid ¢okyiizlii i¢in, V — E+ F = 2—2(n—1)’dir.
6. Coklu baglantili yiizleri olan normal n-sferoid ¢okyiizlii igin

F
V-E+F=2-2n-1)+) e
C k=1

1350n dokuzuncu yiizyll matematikgilerinin epeyce bir kismimm kafasi, igerikteki
boyle basit artiglarla karismisti. Ustelik bu matematikgiler bunlarla nasil baga gika-
caklarim da bilmiyorlardi. Mobius gibileri, canavar def edici tanimlar: kullandilar
(Bkz. 1.4.b). Hoppe gibileriyse canavar uyarlamay: kullandi. Hoppe’nin [1879]'u
6zellikle 6nemlidir. Hoppe bir yandan, bir¢ok cagdasi matematikgi gibi, her seyi
kapsayan kusursuz ve tam bir “genellegtirilmis Euler formiilii” i¢in istekliydi; 6te
yandan da, konuyu basit karigikliklara daraltmigti. Formiiliinin “tam ve her geyi
kapsayic1” oldugunu iddia ederken, bir yandan da “6zel durumlann, formiiliin [de- -
giskenlerinin] sayillip siralanmasini kuskuya diigiirdigi” itirafimi ekledi (s. 103).
Yani, eger tuhaf bir ¢okyiizlii Hoppe’nin formiiliinii h4la yenebiliyorsa, formiiliin
degiskenleri yanlig sayilmigtir ve bu canavar dogru bir bakig agisiyla diizeltilmeli-
dir: Ornegin ikiz-dértyiizliiniin ortak kése ve ayritlar: goriilmeli ve iki kez sayilmali
ve her bir ikiz ayr1 bir ¢okyiizlii olarak goriilmelidir (a.g.e). Daha fazla 6rnek igin:
Bkz. Dipnot 167. :

136Bky. s. 62 ve sonrasi.
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7. Coklu baglantih yiizleri ve oyuklar: olan normal n-sferoid gokyiizlii
icin

K F
V—E+F=Z{2—2(nj—1)+2ekj}.

j=1 k=1

Cok siradan olan baglangic noktasinin, sakli zenginliklerinin mucizevi
agilimi degil midir bu? “1” giiphesiz dogru oldugundan, kalani da dog-
rudur. :

RO (kenardan): Sakli “zenginlikler”? Son iki formiil sadece, genelles-
tirmelerin ne kadar ucuz olabilecegini gosteriyor.137 .

LAMBDA: “1”in gercekten tiim bunlan tiiretebilecegin tek belit oldu-
gunu mu diigiiniiyorsun? Bu tiimdengelim, icerigi artiriyor mu?

AvLrA: Elbette! Bu tiimdengelimsel diigiince deneyinin mucizesi degil
midir? Kiigiik bir gergege tutundunuz mu, tiimdengelim bunu, dogrudan
bir bilgi agacina doniistiiriir.'3® Eger tiimdengelim icerigi artirmazsa,
ona timdengelim degil, “dogrulama” derim: “Dogrulama, tamamiyla
analitik ve steril oldugu icin gercek gosterimden ayrilir”.!39

LAMBDA: Ama, tiimdengelim kesinlikle igerigi artirmaz! Eger eles-
tiri, ctkarimin 6nciillerden daha. zengin oldugunu aciga cikarirsa, sakli
onsavlar acik ederek énciilleri zorlamaliyiz.

KaPa: Ve de, geligmisglik ve yanilabilirlik igeren, en sonunda da ya-
mlmaz tiimdengelim efsanesini yikan bu sakl 6nsavlardir.140

OGRETMEN: Zetanin yontemi ile ilgili bagka soru var mi?

137Bkz. 5. 112.

138Fski cag felsefecileri, saninin oldukga basit sonuclarmdan sam tiiretmekte tereddiit
etmemiglerdi (6rnegin, liggenden ¢okyiizliiye uzanan sentetik kanitimiza bakiniz).
Plato, “tek bir belitin tiim bir sistemi kurmaya yeterli olacagm” disiiniiyordu.
“Basitge, Plato tek bir hipotezin, yontembilgisinde bu hipotezi birlestirdigi diger
énermeleri géz ardi ederek, kendi kendine dogurgan oldugunu digiiniiyordu” (Ro-
binson [1953], s. 168). Bu eski caglarin informel mantifinan, yani kanit mantidinin,
ya da digince deneyinin, ya da kavramsal ingaanin niteligidir; bunu, ancak sonra-
dan anlayabildigimiz icin “bir dncili eksik olan dnermeler” olarak yorumluyoruz:
Ancak daha sonrasinda, icerikteki artig bir cikariman giicindin degil de zayifliginan
isareti olmugtur. Bu eski caglarin informel mantig1, Descartes, Kant ve Poincaré
tarafindan giddetle savunulmustur. Bunlarn tiimii, Aristocu formel mantig hor
gbrmiig; steril ve alakasiz oldugu icin i1skartaya cikarmiglar ve aym zamanda da,
dogurgan informel mantigin yanilmazhgini yiiceltmislerdir.

139Pgincaré [1902], s. 33.

140 Ancak on dokuzuncu yiizyil ortalarindaki matematiksel elestiride baglamis olan
sakli dnsav avi, sonralar1 kanitlar:, kanit-¢éziimlemeyle; disiince yasalaring da dil
yasalaryla degistirecek olan siirecle yakindan ilgiliydi. Mantik kuraminin en 6nemli
geligmeleri, genellikle matematiksel elegtirilerin geligmesiyle éncellenmisgtir. Maale-
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1.7.e Mantiksal Karsiornekler
Horistik Kargiorneklere Kars:

Avra: Omeganm Kural 4'inden'#' hoslandigim gibi, Zeta'nin Kural
5’inden!*? de hoglandim. Omega’nm yéntemini sevdim, ciinkii bu yén-
tem evrensel degil yerel karsibrnekler artyordu, bu tiir kargiérnekler de
Lambda’nm ilk ii¢ kuraliyla'4® mantiksal olarak zararsiz, dolayisiyla da.
horistik anlamda siradan olduklar: i¢in gz ardi edilmigti. Omega, yeni
bir diigiince deneyi geligtirmek icin bu karsiérnekler tarafindan yonien-
dirilmisti. Bu da bilgimizde gercek bir ilerleme demektir.

Simdiyse Zeta, hem evrensel hem yerel kargisrneklerden ilham aliyor:
Horistik bakis acisindan degilse de, mantiksal bakig agisindan mitkemmel
bir dogrulama. Dogrulamalarina ragmen, bizi yine de eylemlilige davet
ediyor. Zeta 6zgiin diigliince deneyimizi genigletmeyi, sofistikelegtirmeyi;
mantiksal dogrulamalar: héristik dogrulamalara doniigtiirmeyi; mantik-
sal olarak yeterli 6rnekleri hem mantiksal hem de héristik agidan yeterli
orneklere doniigtiirmeyi dneriyor.

Lambda ve 6zellikle Gama, sadece kendi saplantili bakig agilariyla
ilgi kurulabilecek, gercekte tamamiyla ilgisiz, evrensel olan ama yerel
olmayan karsi6rneklerle, dilsel hilelerle baga ¢ikmaya caligirlarken; hem
Omega hem de Zeta, yeni fikirlerin tarafmdalar.

TETA: Yani, mantiksal bakig acis1 “saplantilidir”, dyle mi?

ALFA: Senin mantiksal bakis acinsa, evet. Bagka bir noktaya daha
dikkat cekmek istiyorum. Tiimdengelim icerigi artiriyor ya da artirmi-
yorken bile —aslinda elbette artiriyor—, bilginin stirekli artiging giiven-
ceye aliyor goriiniir. Bir kdseyle bagliyoruz, bilginin ikna edici ve uyumlu
bir gekilde artmasini ve de herhangi bir cokyiizliiniin koselerinin, ayrit-
larmmin ve yiizlerinin sayisi arasindaki iliskiyi agiklamasini sagliyoruz:
Cilriitmeler olmaksizin pek etkileyici olmayan bir artig!

TETA (Kapa’ya): Alfa yargilarini tiimden yitirdi mi? Bir kogeyle degil,
bir problemle bagliyoruz!t44

sef, en iyi mantik tarihgileri bile, mantiksal etkinligin defisimindeki kokleri fark
etmeden sadece mantiksal kuramlardaki degisimlere Gzel ilgi gosterme egiliminde-
dirler. Bkz. Dipnot 181.

141Bks. 5. 70.

142Bkz. s. 89.

143Bkz. s. 61.

144 Alfa, kesinlikle tiimdengelimsel héristigin hatasina diigmiis goriiniiyor. Bkz. Dipnot
124.
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ALFA: Parca parca’da olsa gii¢lii bir zafer elde etmis bu kampanya
bizi, “kendiliklerinden agik olmayan, sadece siirecin her adiminda berrak
bir gbriige sahip olan usun siirekli ve boliinmemis eylemleriyle, dogru ve
bilinen gerceklerden tiimdengelimle tiiretilen” teoremlere gotiirecek.4®
Bunlara asla “tarafsiz” gozlemlerle ve ani kavrayig ataklariyla ulagila-
maz. .

TETA: Bu son zaferden giipheliyim. Boyle bir bilgi artis1 bizi asla
silindire gotiirmez. Cinkii (1) bir koseyle bagliyor, ama silindirin hig
kosesi yok. Ayrica, tek-yiizlii cokyiizliiye ya da cok-boyutlu cokyiizliye
hicbir zaman ulagamayacagiz. Bu parga parga siirekli artis bir noktada
durabilir ve siz de yeni ve devrimci bir baglangic aramak zorunda kala-
bilirsiniz. Hatta, bu “bariggil siireklilik” bile ¢iiriitmeler ve elegtirilerle
doludur! Hem evrensel hem de yerel kargidrneklerin siirekli baskisi al-
tinda degilsek neden, (4)’ten (5)’e, (5)’ten (6)’ya, (6)’dan (7)’ye dogru
ilerliyoruz. Lambda, gercek kargibrnek olarak sadece, yerel olmayan ev-
rensel kargiornekleri kabul etti, ¢linkii onlar teoremin yanlisligine agiga
gikariyorlardi. Alfa’nin hakli olarak yiicelttigi, Omega’nin bulusu, gercek
kargiornek olarak evrensel olmayan yerel karsidrnekleri kabul etmekti,
¢linkii onlar teoremin dogrulugunun sefaletini agiga cikardilar. Simdi
Zeta bize gergek kargiérnek olarak hem evrensel hem de yerel olan kargi-
ornekleri tamimamizi séyliiyor. Ciinkii bunlar da teoremin dogrulugunun
sefaletini isaret ederler. Ornegin, resim-cergevesi Cauchy’nin kanitina
karg1 hem evrensel hem de yerel bir kars: 6rnektir. Elbette sadece dogru-
luk gbz 6niine alindiginda bunlar dogrulamadir, fakat icerik géz Oniine
alindiginda, ise bunlar ciiriitmedir. Ilk karsibrneklere (evrensel olup yerel
olmayan) mantiksal, digerlerineyse horistik karsiornekler diyebiliriz. Da-
hasi, ciiriitmeleri ~mantiksal ya da horistik— ivedi bilgi artiglar olarak
taniyoruz. Alfa, mantiksal karsiornekleri alakasiz olarak adlanditiyor ve
horistik karsibrneklere, matematiksel bilginin artiginin siirekli oldugu ve
elegtirinin bunda higbir rol eynamadig fikrine takintisi nedeniyle, kar-
siornek demeyi bile reddediyor.

AvFa: Clriitme ve elegtiri kavramlarini, sadece, bilginin artigina dair
elegtirel kuramimi gerekcelendirmek i¢in yapay olarak genisletiyorsun.
Elegtirel bir felsefeci dilsel hilelere bagvurur mu?

Pi: Bence, kavram-bi¢imlendirme tartigmasi, bu konunun aydinlan-
masinda bize yardim edebilir.

GaMA: Dikkatle dinliyoruz.

5Descartes [1628], Kural I11.
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1.8.a Kavram-esnetmeyle Ciirtitme. Canavar
Kovusturmanin, Hata ve Ciiriitmeler Kavraminin
Tekrar Gozden Gegirilmesi

Pi: 1k olarak, Zeta-6ncesi, hatta Omega-oncesi déneme, teorem bigim-
lendirmenin {i¢ ana yéntemine dénmek istiyorum: Canavar kovusturma,
istisna kovugturma, kanitlar ve giiriitmeler yontemi. Bunlarin her biri
ayn: naif saniyla yola gikti, fakat farkli teoremlerle ve farkh kuramsal te-
rimlerle sonuclandilar. Alfa, bu farklarmm baz: y6nlerine igaret etmisti, 146
fakat aciklamalar: yetersizdi —ozellikle canavar kovusturma, kamtlar ve
gliriitmeler yontemi icin. Alfa, canavar kovusturma teoreminin “dilsel bir
ifade kimliginin arkasina, naif sani i¢in 6zgiil bir ilerleme sakladigin1” dii-
stinliyordu: Ona gore Delta, yavag yavag “naif” ¢okytzli simifini, Eulerci
olmayan canavarlardan armndirilmis bir sinifa daralttiimi diigiiniiyordu.

GAMA: Bunun nesi yanlhg?

Pi: Yanhs olan su: Kavramlar: daraltan canavar def ediciler degildi,
onlan genigleten ciirlitmecilerdi.

DEeLTA: Duyun bunlar! .

Pi: Konumuzun ilk kasiflerinin zamanina dénelim. Onlar diizgin ¢ok-
yizlilerin giizel simetrisiyle biiyiilenmiglerdi: Onlara gore beg diizgiin
gokyiizlii kozmosun sirrma sahipti. Descartes-Euler sanisimin ileri siiriil-
diigii zamanda, cokyiizli kavrami tiim digbiikey ¢okytizliileri ve hatta
baz1 i¢biikey cokyiizliileri de kapsiyordu. Ama kesinlikle, basit olmayan
ya da halka bi¢imli yiizlere sahip ¢okytizliileri igermiyordu. Akillarindaki
- cokyiizlii i¢in, san1 oldugu haliyle dogruydu ve kamt kusursuzdu.'*?

146Bkz. 5. 52.

W Eyler’in [1758a)’smdaki Sekil 6, bir geometri metninde goriinen ilk digbiikey cok-
ylzliiydii. Legendre [1809]’unda digbiikey ve icbiikey ¢okyiizlillerden sdz eder. Fa-
kat, Lhuilier’den 6nce kimse basit olmayan i¢biikey ¢okyiizliiden bahsetmemigti.

Bir ilging &zellik de eklenebilir buna. Incelenmis olan ilk ¢okyiizliiler kismen, beg
bayag1 dizgiin ¢okyiizlii ile prizma ve piramitler gibi yari-diizgiin gokyiizliilerden
olusuyordu (Bkz. Oklid). Bu simf, Rénesanstan sonra iki yénde genigletildi. Birin-
cisi, metinde belirtildigi gibi tiim digbiikey ve heifce torpiilenmisg basit ¢okyiizliileri,
digeriyse Kepler’inkini iceriyordu. Kepler diizgiin ¢okytizlii sinifini, kendi bulugu
diizgiin y1ldiz-cokyiizliiyle genigletse de getirdigi yenilikler, Poinsot tarafindan yeni-
den kesfedilene kadar (Bkz. Dipnot 15.) unutuldu. Euler elbette, yildiz-cokyiizliiyii
hayal etmemigti. Cauchy bu ¢okyiizliileri biliyordu, fakat akli tuhaf bir gekilde bo-
limlenmigti: Yildiz-cokyiizliiyle ilgili ilging bir fikri oldugunda, bunu yayinliyordu,
fakat, cokyiizlityle ilgili genel teoremlerine kargiérnek sunarken yildiz-cokyiizliiyii
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Somnra, ¢iiriitmeciler belirdi. Elestirel hevesleriyle, kastedilen yoruma
digsal nesneleri de kapsamak i¢in, ¢okylzli kavramim esnettiler. Kaste-
dilen yorumunda sam dogruydu. Iddia sadece ciiriitmecilerin sizdirdik-
lan kastedilmeyen yorumda yanligti. Onlarin “ciiriitmeleri” 6zgiin sanida
higbir hata, 6zgin kanitta da hicbir yanlis ortaya ¢ikarmadi: Bu ciiriit-
meler daha 6nce kimsenin ifade etmedigi ya da diisinmedigi yeni bir
samimmin yanhshdn ortaya ¢ikardi.

Zavall Delta! Ozgiin ¢okyiizlii yorumunu cesurca savundu. Her kar-
s10rnegi 6zgiin kavramlar: korumak igin yeni bir yan ciimleyle def etti. . .

GAMA: Fakat her seferinde konumunu degigtiren Delta degil miydi?
Ne zaman yeni bir kargiérnek geligtirsek, kendi tanimim bagka bir “sakl1”
yan ciimle tagiyan daha uzunuyla degistirmisti.

Pi: Canavar kovugturmanin tam bir canavar degerlendirmesi! Delta
sadece konum degistiriyor gibi gériindi. Onu hatah yere, bir fikrin inatla
savunulmasinda asil konuya odaklanmak yerine terimlere iligkin iistii 6r-
tiilii yerel sorunlarla ilgilenmekle sucluyorsun. Onun sanssizligi ugursuz
Tanem 1°di: “Cokyiizli, yiizeyi cokgen yiizlerden olusan cisimdir”, bu ta-
mmi da ¢liriitmeciler hemen fethetti. Fakat, Legendre bu tanimla sadece
kendi naif cokyiizliilerini kapsamay1 kastetmisti; bu tanimin daha fazla-
sin1 kapsamast hicbir sekilde tanimlayicisi tarafindan gergeklestirilmemis
ve kastedilmemigti. Matematik toplumu bu giivenilir, masum goriniisli
tamimdan gelisen tuhaf kapsami hazmetmeye niyetliydi. Delta’nm zaman
zaman “. . . demek istedim”i gevelemesinin ve sonsuz sayidaki “imali” yan
ciimlelerini siirekli belirginlestirmek zorunda kalmasinin nedeni de bu-
dur: Tiim bunlarin nedeni naif kavramlarin hicbir zaman net olarak agik-
lanmamasi, basit ama canavar olan ve kastedilmeyen tanimin, naif kav-
ramin yerini almasidir. Farkli bir durum hayal edin, tanimlar “cokyiiz-
liiniin” kastedilen yorumunu tam olarak sabitlemis olsunlar. Sonrasinda,
ornegin “karmagik-¢okyiizlii” i¢in, canavar-kapsayan tanimlar gelistirip -
gelistirmemek ciiriitmecilere kalirdl. Ornegin: “Karmagik-cokyiizlii, her
iki cokyiizliiniin denk yiizlerinin lehimlenmesiyle olusan (gercek) cok-
yuzlilerin bilegimidir” “Karmasgik-¢okyiizliiniin yiizleri, her iki ¢cokgenin
denk kenarlarimin lehimlenmesiyle olugsan (gercek) gokgenler bilesimi-

ihmal ediyordu. Geng¢ Poinsot béyle yapmadi, ama sonra o da fikrini degistirdi.
{Bkz. Dipnot 44.) . ‘

Boylelikle, Pi’nin ifadesi, horistik olarak dogru olmasina ragmen (yani mate-
matigin uscu tarihine gére dogru olmasina ragmen), tarihsel olarak yanhgtir. (Bu
bizi tizmemeli; zira, gercek tarih siklikla, kendi usgu yeniden yapilandirmasinin bir
karikatiiriidir.)
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dir” Bu karmasik-cokyiizli Alfa ve Gama’min giiritmelerle yarattig: cok-
yiizli kavramima kargihk gelir —ilk tanim basit olmayan ¢okyiizliiye de
izin verir, ikincisiyse basit-baglantili olmayan yiizlere de izin verir. Do-
layisiyla, yeni tanimlar geligtirmek canavar-def edicilerin ya da kavram-
koruyucularm gorevi olmak zorunda degil —canavar-kapsayicilarin ya da
kavram esneticilerin de gérevi olabilir.'4®

SicMma: Kavramlar ve tanimlar —yani kastedilen kavramlar ve kas-
tedilmeyen tanimlar— birbirine komik numaralar cekebilir! Kavram-
bigimlendirmenin niyet edilenden daha genig bir tanimin arkasinda kalip
duraklayabilecegini asla hayal edemezdim!

Pi: Kavram-bicimlendirme bdyle bir tanim birakabilir arkasinda. Ca-
navar def ediciler sadece 6zgiin kavrami korurken, kavram esneticiler
bunu genisgletirler. Ilging olan kavram-esnetmenin gizlice devam etme-
sidir: Kimse bunun farkinda degildir ve herkesin “koordinat sistemi”
genigleyen kavramla birlikte genigledigi icin, herkes canavar def edicile-
rin kavramlar: daralttigs horistik sanrisina av olur, oysa aslinda canavar
kovugturma kavramlar: degismez birakir.

DEeLTA: Simdi, peki kim entelektiiel dirtistlitkten uzakmg? Klm ko-
numunda gizli degisiklikler yapmig?

GAMA: Kabul ediyorum, Delta’y: ¢okyiizlii kavraminda gizli daralt-
malar yapmakla suglamakta hataliydik: Onun alt1 tamimi da, atalarindan
miras kalan eski iyi ¢cokytzlii kavramini ifade ediyordu. Delta, bitiniiyle
aym fakir kavrams, artan zenginlikteks bir kuramsal referans gercevesinde
ve dillerde tanymladi: Canavar kovugsturma kavramlar: sekillendirmez,
sadece tanwymlar: dilden dile aktarir. Canavar kovugturmsa teoremi, naif
samda bir ilerleme getirmez.

DELTA: Biitiin tanimlarimn mantiksal olarak denk oldugunu mu séy-
lemek istiyorsun?

GAMA: Bu senin mantik kuramina gore degigir —benimkine gére ke-
sinlikle denk degiller. ‘

DEeLTA: Bu yanmitin pek yardimci olmadigimi kabul edersin. Fakat,
soyle bana, naif saniy1 ciiriittiin mii? Iddiay: sadece, onun 6zgiin yoru-
munu gizlice bagtan ¢ikararak ciriittiin!

GAMA: Aslinda, naif saniyi, senin higbir zaman hayal edemeyece-
ginden daha da yaratici ve ilging bir yorumla ciiriittiik. Bu, “ahmak bir

148 Canavar-kapsayicl tanimin ilging bir 6rnegi Poinsot’un desbikeylidi yeniden tanim-
lamasidir, bu tanmmla yildiz-¢okyiizlii sayg: duyulan digbiikey diizgiin gokytizliiler
simifina girmis olur [1810].
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hatayn ortaya ¢ikaran™ ciriutmelerle, “bilginin artissndaki ana olaylardan

- biri olan” curitmeler arasindaki fark: yaratan seydir. Eger, beceriksiz
bir saymayla, “tiim ¢okyuzliler icin V — F + F' = 1”7 bulduysan ve ben
seni ¢iirlittilysem, buna “cliritme” diyemem.

BeTA: Gama hakli. Pi'nin agiga cikardiklarindan sonra, “karsior-
neklerimize” mantiksal karsiérnek demekte tereddiit etmeliyiz, ¢iinki
her geyden once, bu kargsidrnekler kastedilen yorumunda saniyla tu-
tarsizlik gostermiyor, fakat bunlar kesinlikle horistik karsiorneklerdir,
¢iinkii bilginin artigimi tegvik ediyorlar. Eger Delta’nin dar mantigin
kabul etseydik, bilgi artamazdi. Dar kavramsal cerceveye sahip biri-
nin, Euler samsinm kendisinin Cauchy kamitini kesfettigini farzedin.
Bu kisi, Cauchy kanitin diigince deneyinin tiim basamaklarinin her
cokytizliye uygulanabilecegini diisiinecektir. Tiim ¢okyiizliilerin basit ve
tiim yizlerin basit-baglantili oldugu “gercegini”, siiphesiz ve apagcik ka-
bul edecektir. Geligmig bir sanida tiim bu “belirgin” énsavlar: kogullara
doniigtiirmek ve bir teorem olugturmak higbir zaman onun aklina gelme-
yecektir. Clinkii “kolaylikla dogru” olan bazi 6nsavlarm yanlhs oldugunu
gosterecek kargiorneklerin uyartis1 eksiktir. Dolayisiyla, “kanitin” naif
sanmnin dogrulugunu ve kesinligini siipheye yer birakmayacak bir sekilde
gosterdigini diiginecektir. Fakat, onun “kesinligi” bir basar1 isareti ol-
manin Otesinde, sadece hayal giicii eksikliginin, kavramsal yoksunlugun

bir belirtisidir. Bu, ziippece bir tatmin yaratir ve bilginin artigin1 engel-
ler.14?

149By; aslinda Cauchy’nin pozisyonudur. Eger Cauchy énceden devrimci istisna ko-
vugturma yontemini kegfetmis olsaydi, arastirir ve bazi istisnalar bulurdu. (Bkz. s.
67.) Fakat muhtemelen, Cauchy istisnalar sorununa ancak, analizdeki karmasay1
temizlemeye karar verdikten sonra rastgeldi. (Bu tiir bir “karmaganin” analize
hapsedilemeyecegi gercegini ilk fark eden ve bu gergekle ilk yiizlegen Lhuilier’di.)

Tarihgiler, 6rnegin Steinitz [1914-31]’inde, genellikle Cauchy’nin, teoreminin ev-
rensel gegerlilige sahip olmadigini fark etmesinden dolay, bu teoremi sadece dugbi-
key cokyiizliiler icin ifade ettigini séyler. Dogrudur, Cauchy kamitinda “gokyiizlii-
niin digbiikey yiizii” ifadesini kullanir ([1813a], s. 81) ve [1813b)’sinde Euler teore-
mini “Cisimsel Agilar ve Digbitkey Cokyiizliiler” baglig) altinda tekrar ifade eder.
Fakat, muhtemelen bu baglifin etkisini azaltmak icin, disbiikey gokyiizli igin (s.
96 ve 98) ii¢ teoremden agikga séz ederken (Teorem XIII ve iki sonucu), Euler
teoreminin her ¢okyiizlii icin evrensel gecerliligine ¢zel vurgu yapar (Teorem XI,
s. 94).

Cauchy’nin terminolojisi peki neden béyle gevsek? Cauchy’nin gokyiizli kav-
rami, digbiikey cokytiizlii kavramiyla neredeyse biitiiniiyle cakisiyor. Fakat tama-
men de cakigmiyor: Cauchy, digbiikey ¢okytizlillerin yiizlerini birazcik igeri iterek
elde edilen igbiikey cokyiizlillerden haberdardi. Fakat Cauchy, teoreminin daha
fazla dogrulamalar: i¢in — ¢iritmelers icin degil — neyin alakasiz gériindigiini tar-
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1.8.b Kanitin Geligtirdigi Kavramlar Naif
Kavramlara Karsi. Kuramsal Simiflandirma
Naif Siniflandirmaya Kars:

Pi: Kanitin geligtirdigi teoreme dénmeme izin verin: “Basit-baglantili
yuzleri olan tiim basit ¢okyizliler Eulercidir” Bu formiilasyon yanhs
yola gotiiriir bizi. S6yle olmali: “Basit-baglantili yizleri olan tiim basit
nesneler Eulercidir.”

GaMA: Neden?

Pi: Ilk formiilasyon, teoremde gecen basit cokyiizlii simifinin, naif
sanidaki “cokytizlii” sinifinin bir altsinifi oldugunu sam ediyor.

tismadi. (Dogrulamalar, kavramlarn gelismelerinde katalizér olduklarindan hichbir
zaman ¢uritmelerle, hatta “istisnalarie’ kargilastirilamaz.) Cauchy’nin “digbiikey”
soziinii gayriciddi kullanmasinin nedeni budur: I¢biikey cokyiizliilerin kargisrnek-
ler iretecegini fark edememigti, karsiorneklerden kurtulmak igin yapilmis bilingli
bir caba degildi bu. Tam da aym paragrafta, Euler teoreminin diizlemsel cokgensel
aglar icin V — E + F = 1 oldugu dnsavinin “cabuk bir sonucu” oldugunu savlar
ve, “V — E + F = 1 teoreminin gecerliliginde, cokgenlerin aym diizlemde ya da
farkli diizlemlerde yer almalarmin higbir dnemi yoktur, ¢linkii teorem sadece ¢ok-

genlerin sayis1 ve cokgenlerin égelerinin sayisiyla ilgili” (s. 81) oldugunu belirtir.

Bu sav, Cauchy’nin dar kavramsal ¢ercevesinde kusursuz bir dogruluga sahiptir,
fakat, “cokyiizli” ile érnegin resim-gercevesinin de kast edildigi daha genig bir
kavramsal cercevede yanhgtir. Bu sav, on dokuzuncu yiizyilin ilk yarisinda siklikla
tekrarlanmigtir (Ornegin, Olivier [1826], s. 230, ya da Grunert [1827], s. 367, ya
da R. Baltzer [1860-62], cilt 2, s. 207) Bu sav, J. C. Becker taraflndan ([1869a], s

68)’te elestirilmigtir. .

Genellikle, kavram-esnetme bir énermeyi ciritiiginde, gumtulen énerme, bii-
yiik matematikgilerin yapmg oldugu hayal edilemeyecek kadar basit bir hata gibi
gorinir. Kavram-esneten ciiriitmelerin bu 6nemli niteligi, saygideger tarihgilerin,
kavramlarin buyidugini anlamadiklarindan, kendilerine neden problemler labi-
renti yarattiklarim aciklar. Cauchy'yi basit olmayan ¢okyiizlileri “muhtemelen at-
layamayacagmi” iddia edip sonrasinda da “kategorik olarak” (!) teoremin iglerlik
alanim digbiikey ¢okyiizliiye simirlandirdigini belirterek kurtaran saygideger tarihgi,
simdi de Cauchy’nin sinir hatlarinin neden “gerekmedigi kadar” dar oldugunu agik-
lamak zorundadir. Cauchy neden Eulerci olan digbiikey-olmayan ¢okyiizlileri thmal
etmistir? Steinitz’in agiklamasi gu: Euler formiiliiniin dogru bir sekilde sekillendi-
rilmesi yiizeylerin baglantililigiyla ilgili terimlerledir. Cauchy’nin déneminde bu
kavram heniiz “agikca kavranmadigi” igin, “bundan kurtulmak icin en basit yol”
digbiikeyligi var saymakti (s. 20). Boylelikle, Steinitz, Cauchy’nin hicbir zaman
yapmadig bir hatay1 agikliyor.

Diger tarihgiler bagka bir sekilde ilerliyor. Dogru olan kavramsal gergeveye (yani
bu tarihgilerin bildigi gergeveye) erisildigi noktadan dnce, sadece “nadir mantiksal
olarak gegerli” sonuclarin oldugu “karanlik ¢ag” vardi. Cokyiizlii kuramindaki bu
nokta, Lebesgue’e gore ([1923], s. 59-60) Jordan’'m kamt1 [1866a], Bell’e goreyse
({1945}, s. 460) Poincaré’ninkidir [1895).
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SicMa: Elbette, basit cokyiizlii smufi, cokyiizlii stmfinin altsimfidur!
“Basit gokyiizlii” kavrami, ¢okyiizliilerin 6zgiin genis sinifini, kanitimizin
ilk 6nsavimn uygulanabilir oldugu cokyiizliilere dogru daraltir. “Basit-
baglantili yiizleri olan tiim basit ¢okytizliller” kavrami 6zgin sinifimiz:
daha da daralttigimz ifade eder. .

Pi: Haywr! Ozgiin cokyiizlii sm1f1m1z sadece basit olan ve basit-
baglantih yiizleri olan ¢okyiizliileri icerir. Omega, dnsav-kapsamanin ige-
rigi azalttigim séylerken yamiliyordu.!®0

OMEGA: Peki, her kapsanan &nsav bir kargi6rnegi d1§1amaz m1?

Pi: Elbette diglar: Ama ancak kavram-esnetmenin iirettigi bir karsgi-
ornegi diglar.

OMEGA: Yani, canavar kovugturma gibi, énsav-kapsama igerif“gi korur.

Pi: Hayir! Onsav-kapsama icerigi artirir, canavar kovusturma artir-
maz.

OMEGA: Ne? Onsav-kapsamanin, icerigi azaltmanin yamnda, artir-
drgena mu ikna etmeye galigiyorsun beni gercekten? Kavramlan daralt-
manan yaninda, esnettigine mi ikna edeceksin beni?

Pi: Kesinlikle. Dinle sadece. Uzerine siyasi harita cizilmig yerkiire,
Ozgin ¢okyiizli sinifinin bir iiyesi midir?

OMEGA: Kesinlikle degildir.

Pi: Fakat, Cauchy’nin kamtindan sonra bir iyesi olur. Ciinkii
Cauchy’nin kanitini en kii¢iik bir zorluk ¢cekmeden uygulayabilirsin, tabii
eger halka-bicimli iilkeler ya da denizler yoksa.®!

Gama: Dogru! Cokyuzluyi bir topa gisirmek ve ayritlarla yiizlerin
bigimlerini bozmak —bu bozma kégelerin, ayritlarin ve yiizlerin sayisine
degistirmedigi siirece~ kanit1 uygularken bize en ufak bir rahatsizlik
vermeyecektir.

SicMA: Demek istedigini anhiyorum. Dolayisiyla kanitin gelistirdigi
“basit cokyiizlii” sadece bir daraltma, ozellestirme degil, aym zamanda
naif “cokyiizliiniin” bir genellestirmesi ve genigletilmesidir.'? Cokyiizlii

150Bkaz. s. 69.

151Bkz. Dipnot 49.

152Darboux [1874a)’sinda, bu fikre yaklagmigti. Sonrasinda, bu fikir Poincaré tara-
findan agik¢a formiile edildi: “...matematik, farkll gseylere ayni adi verme sana-
tadir. . . Dil iyi secildiginde, belirli bir nesne icin yapilmig tiim kanitlarin, derhal
birgok diger nesneye de uygulandigini 6grenince sasiririz; sozciikkler dahil, degisti-
recek hicbir sey yoktur, zira isimler aymlagmigtir” ([1908], s. 375). Fréchet buna
“genellegtirmenin agir1 yararh ilkesi™ demekte ve ilkeyi de su sekilde formiile et-
mektedir: “Bir matematiksel tikel hakkindaki bir énermenin kanitinda kullanilan
niteliklerinin kiimesi, bu tikeli belirlemiyorsa, 6nerme daha genel bir tikele uygu-
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kavramimin genellestirilmesi, béylelikle onun-egri yiizli buruguk, egrisel
cokyiizliileri de igermesi, Cauchy’nin kanitindan énce muhtemelen kim-
senin akhna gelmemigtir, birilerinin aklina geldiyse bile delilik oldugu
diisiiniildiiginden goéz ardi edilmigtir. Ama simdi, bu dogal bir genel-
lestirmedir, ¢iinkii kanitimizdaki iglemler, dogrusal ayrith ve diizlemsel
ylzli siradan naif gokyiizlii igin uygulanabildigi gibi, diger ¢okyiizliiler
icin de yorumlanabilir.!53

Pi: Giizel. Ama bir adim daha atmalisimiz. Kanitin tirettifi kav-
ramlar, naif kavramlarin ne “6zellestirilmig halleri” ne de “genellesti-
rilmis halleridir”. Kamtlar ve cliriitmelerin naif kavramlar iizerindeki
itkisi bundan daha devrimcidir: Kanitlar ve ciirlitmeler, elzem olan naif
kavramlar1 tamamiyla siler ve yerlerine kanitin geligtirdigi kavramlari
yerlestirir.1®* “Cokyiizlii” naif terimi, ciiriitmeciler tarafindan esnetil-
dikten sonra bile, seffaf netlikte bir gsey, yani “diizlemsel” yiizeyli, dog-
rusal ayrith bir cisim ifade etmekteydi. Kamt-fikri bu naif kavramlar

lanmak {izere genisletilebilir” ([1928], s. 18). Fréchet bu genellemelerin kolaylikla
yapilamayacagina, bunlarin “oldukga fazla ¢aba gerektirdigine” isaret eder (a.g.e).

153Cauchy bunu fark etmemigti. Cauchy’nin kamt: Ogretmen’in verdiginden énemli
bir anlamda ayrilir: Cauchy [1813a] ve [1813b]’sinde gokyiizliiniin lastikten yapil-
mig oldugunu hayal etmiyordu. Onun kanit-fikrinin yeniligi ¢okyiizliiyli bir yiizey
olarak tasarlamakti; Oklid, Euler ve Legendre’in yaptig: gibi bir cisim olarak degil.
Fakat Cauchy, ¢okyiizlliiyli cisimsel bir ylizey olarak tasarlamigti. Bir yiizii kaldir-
diginda kalan uzaysal gokgensel agi1, diizlemsel gokgensel yapiyla eglestirdiginde;
bu eglestirmeyi yiizleri veya ayritlar1 ejen bir esnetme olarak algillamamigti. Ca-
uchy’nin kanitinin egilmis yiizleri olan ¢okyiizliide de uygulanabilecegini fark eden
itk matematik¢i Crelle’ydi ([1826-7], s. 671-2), fakat Crelle de dikkatle diz ayritlara
bagl kaldi. Cayley icin, “ilk bakigta”, “kuramin, ayritlarin egrisel ¢izgiler olmasima
izin verildiginde nesnel olarak degismedigi” anlasilir goriiniiyordu ([1861], s. 425).
Ayni diigiince, bagimsiz olarak Almanya’da Listing ([1861], s. 99), Fransa’'da da
Jordan ({1866a], s. 39) tarafindan dile getirilmigti.

184 Kovram-bicimlendirmenin by kurams, kavram-bicimlendirmeyle, kanitlar ve ciriit-
meleri evlendirir. Pblya ise bu kurami gézlemlerle evlendirir: “Fizik¢iler ‘elektrik’,
va da hekimler ‘hastaliklarin bulagmasi’ hakkinda konugmaya basladiklarinda, bu
terimler bulaniktir, 6rtiili ve karigiktir. Bilimadamlarinm bugiin kullandig: ‘elekt-
rik yiikil’, ‘elektrik akimy’, ‘mantar enfeksiyonu’ ve ‘viriis enfeksiyonu’ gibi terimler
kargilagtirma kabul etmeyecek gekilde daha agik ve kesindir. Oysa, bu iki termi-
noloji arasinda ne biiyik miktarda goézlem, ne ¢ok usta deney ve birkag biiyitk
kesif yatar. Tiimevarim terminolojiyi degistirmis, kavramlan netlegtirmistir. Si-
recin bu o&zelligi i¢in, yani kavramlarin tiimevarimsal netlestirilmesi i¢in, uygun
matematiksel érnekler verebiliriz.” ({1954], cilt I, s. 55). Ama, bu hatali kavram-
bigimlendiren tiimevarimsal kuram bile; kavram-bicimlendirmeyi dzerklestirme gi-
risimleriyle, kavramlarin “netlestirilme” ve “ag¢iklanma”larini herhangi bir bilimsel
tartigmaya onciil kilma girigimlerine tercih edilir:
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yuttu ve biitiiniiyle hazmetti. Bagka kanit tarafindan tiiretilmis teorem-
lerde, bu naif kavramlarm hicbiri yoktu elimizde. Naif kavramlar sanki
iz birakmadan kaybolmusglardi. Bunun yerine, her kanit, esnetilebilirlik,
sigirilebilirlik ve fotograflanabilirlik, izdigiirebilirlik gibi kendi niteliksel,

kanitin gelistirdigi kavramlarini iiretmigti. Eski problem kaybolmus, ye-

nileri ortaya ¢ikmigt:. Kolomb’dan sonra, kimse, biri ¢ézmek tzere yola

ciktign problemi ¢ozmediginde sasirmamals.

SigmA: Dolayisiyla, “kat1 cisimler kurami”, Euler samisinin 6zgiin
“naif” diinyasi yok olur ve yeniden modellenmig sani, Gergonne tara-
findan kanitlandif gekliyle izdiigim geometride, Cauchy’nin kanitladig:
sekliyle analitik topolojide, Poincaré’nin kanitladig: sekliyle cebirsel to-
polojide tekrar belirir. . .

Pi: Olduk¢a dogru. Simdi, teoremleri Alfa ya da Beta gibi “Tim
Gergonne-gokyiizliileri Eulercidir”, “Tiim Cauchy-cokyiizliileri Eulerci-
dir” vb. seklinde degil, bunlarin yerine, “Tiim Gergonne-nesneleri Euler-
cidir”, “Ttim Cauchy-nesneleri Eulercidir” seklinde bicimlendirdigimi -
anlayacaksin.'®® Dolaysiyla, naif kavramlarin kesinligiyle ilgili tartisma-
larla birlikte naif sandarin dogrulugu ve yanlshdg ile dlgili tartigsmalar:
da siradan buluyorum. .

BETA: Ama kesinlikle, “gokyiizlii” terimini, kanitm-gelistirdigi gozde
terimimiz, mesela “Cauchy-nesneleri” i¢in kullanabiliriz.

-Pi: Istersen kullanabilirsin, ama sunu hatirla ki terimin artik belirt-
mek i¢cin yola ¢iktigina belirtmiyor: Yani naif anlami kaybolmus ve. ..

BETA: ...daha genel, gelistirilmig kavramlar igin kullaniliyor!

TETA: Hayir! Tamamiyla farkli, yeni bir kavram icin.

SieMA: Bence fikirlerin paradoksal.

Pi: Eger paradoksal ile “heniiz genelin idrak etmedigi bir gériig” de-
mek istiyorsan!®® ve muhtemelen, koklesmis naif fikirlerinle tutarsizhigy
kast ediyorsan, bog ver: Sen sadece naif fikirlerini paradoksal olanlariyla
degigtirmek zorundasin. Bu paradokslari “¢cézmek” igin bir yol olabilir.
Fakat, aklinda benim hangi fikrim var? _

SieMmA: Hatirlarsin, bazi yildiz-¢okgenlerin Eulerci, bazilarin Eulerci
olmadigini bulmugtuk. Hem bayag: hem de yildiz-¢cokyiizliiniin Eulerci-
ligini de aciklayabilecek kadar derin bir kanit ariyorduk. ..

EpsiLoN: Bende bir tane var.'%7 '

1%5Bkz. s. 79.
156Hobbes (1656], Bishop’in Yaniti No. xxi. iizerine kinamalar.
157Bkz. Dipnot 111.
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SigMA: Biliyorum. Boyle bir kanitin bulunmadigim, birinin “bayag”
gokyiizlii icin Cauchy kanitina ek olarak Eulerci yildiz-¢okyiizlii icin kar-
silik gelen tamamyla farkh bir kanit 6nerdigini varsayalim. Peki, Pi, bu
iki kanit nedeniyle daha 6nceden tek olarak smiflandirdiklarimiz: ikiye
ayirmamizi mi énerirdin? Ve sadece biri, birbirinden biitiiniiyle farkh
iki geyi baz1 Ozelliklerinin ortak bir aciklamasim buldu diye, tek bir ad
altinda birlegtirir miydin?

Pi: Elbette birlegtirirdim. Bir balinaya kesinlikle bahk!®® radyoya
(yerli halklarin dedigi gibi) giiriiltiilii kutu demem. Bir fizikgi cama siv1
dediginde de hayal kirikhigina ugramam. Ilerleme naif siniflandirmay:
kuramsal siniflandirmayla, yani kuramm-gelistirdigi (kanitin-geligtirdigi,
ya da eger isterseniz agiklamalarin-gelistirdigi) simflandirmalarla de-
gistirir. Iddialar da kavramlar da, kamtlar ve ciiriitmelerin arafindan
gecmek zorundadir. Naif sanilar ve naif kavramlarin yerini, kanstlar ve
cliritmeler yonteminden ¢ikan, gelistirilmis sanilar (teoremler) ve kav-
- ramlar (kanatin-gelistirdidi ya da kuramsal kavramlar) alir. Kuramsal
disiinceler ve kavramlar naif diigiincelerin ve kavramlarin yerini aldikga,
kuramsal dil de naif dilin yerini alacaktir.!°

158Balinanin balik degil, memeli oldugu animsanmalidic —¢.n.

159 Cokyiizliiniin oldukga naif simfladirmalardan, yavas yavag epey kuramsal olana
degisimini takip etmek ilgingtir. Basit olanlardan fazlasini kapsayan ilk naif simif-
landirma Lhuilier’den gelir: Oyuklarin, tinellerin ve “i¢c cokgenlerin” sayisina goére
bir simiflandirma. (Bkz. Dipnot 134.)

(a) Oyuklar: Euler’in ilk kanit1 ve tesadiifen Lhuilier’in kendi kanit1 ([1812-13a),
8. 174-7), ya kogelerini teker teker keserek ya da icteki bir ya da daha ¢ok nok-
tadan piramitlere parcalayarak kat: cismin ayngtirilmasina dayanir. Cauchy’nin
kanit-diisiincesi, ¢cokyiizlinin yiéizeyinin ayristirilmasina dayamyordu, Lhuilier ise
bundan habersizdi. Cokytizliilerin yiizeyi kurami sonunda ¢okyiizlii cisimlerin kura-
minin yerini aldiginda, oyuklar ilging olmaktan cikti: “Oyuklar olan” bir gokytizlii,
biitiin bir ¢okyiizli senifine doniigtii. Dolayisiyla, bizim canavar def eden Tanim
2’miz (s. 24), kamtin-gelistirdigi, kuramsal bir tamm oldu ve “oyuk” kavraminin
siniflandirmadaki 6énemi bilginin artigimin ana akimindan kayboldu.

(b) Tineller: Listing bu kavramin yetersizliklerine énceden dikkat ¢ekmisti.
(Bkz. Dipnot 134.) Bu kavramin yerini bir bagkasina birakmasinin nedeni, bir
Carnap’cinin ummak isteyebilecegi gibi, “belirsiz” tiinel kavraminin “agiklanmasi”
degil, Lhuilier’in tiineli olan bir gokyﬁzlﬁnﬁn Buler karakteristigi ile ilgili naif sa-
nisinin kanitlanma ve gliriitiilme ¢abasidir. Bu siireg boyunca, n tinelli ¢okyiizli
kavrami yok oldu, yerini kamtm-geligtirdigi “coklu baglantililik” (bizim “n-sferik
dedigimiz” ) kavramina birakti. Baz1 makalelerde, naif terimin kamtm-geligtirdigi
yeni kavramlar i¢in hala kullanildigini gériiyoruz: Hoppe, “tiinellerin” sayisini, ¢ok-
yizliyd baglantili birakacak kesiglerin sayis1 olarak tammbyor ([1879], s. 102).
Ernst Steinitz icin, tiinel kavrami, Lhuilier’in tiinellerin sayisina gbre yaptig naif
siniflandirmaya gore ve c¢oklu baglantililik ile yapilan kuramm-geligtirdigi simif-
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OMEGA: Sonunda naif, rastlantisal, sadece adsal siflandirmadan,
nihai dogruya, gercek simiflandirmaya ve kusursuz dile varacagiz!'60

1.8.c Mantiksal ve Horistik Ciiriitmelerin
Yeniden Incelenmesi

Pi: Tiimevarimsal tahminle ilgili ortaya ¢ikan bazi meseleleri tekrar ele
almama izin verin. ilk olarak, Alfa ve Teta arasindaki tartismada beliren
horistik ve mantiksal kargidrnekler sorununa deginelim.

Aciklamalarim, bence, “mantiksal” denen karsiorneklerin bile hé-
ristik oldugunu gosterdi. Ik kastedilen yorumda, (a) Tiim cokyiizliiler
Eulercidir ve (b) Resim-¢ercevesi Eulerci degildir arasinda higbir tutar-
sizlik yoktur. A v

Eger 6zgiin dilimizin {istii kapali semantik kurallarma bagl kalirsak,
kargiorneklerimiz kargiérnek olmaz. Bunlar, kavram-esnetmeyle dilin ku-
rallar1 degigtiginde mantiksal kargi6rneklere doniigiirler.

GAmA: Tim ilging kargiorneklerin héristik oldugunu mu séylemek
istiyorsun?

Pi: Kesinlikle. Ciirlitmeler ve kamtlarla kavramsal, simiflandirmaya
dair ve dilsel gergeveferdeki degigiklikleri birbirinden ayiramazsiniz. Ge-
nellikle, bir “kargsiérnek” sunuldugunda, tek bir segeneginiz vardir: Ya
onunla ugragmay1 reddedersiniz, ¢iinkii o sizin verili diliniz L;’de bir
karsi6rnek degildir; ya da kavram esnetmeyle dili degigtirmekte hemfikir
olursunuz ve karsiérnegi yeni diliniz Lo’de kabul edersiniz. ..

landirmayla, fark yaratamayacak kadar kurama bulanmigtir; dolayisiyla Steinitz;
Listing’in Lhuilier elegtirisini “pek gerekcelendirilememis” bulur ([1914-31], s. 22).
(¢) “I¢ cokgenler”: Bu kavram da yerini &nce halka-bigimli yiize sonra da ¢oklu
baglantili yiize birakti. (Bkz. Dipnot 134.) (Yerini birakts, “agikladi” degil; “halka
bicimli yiiz” elbette “i¢c cokgenler” igin bir agiklama degildir). Fakat, ¢okytizli
yiizeyler kurami yerini bir yandan yiizeylerin topolojik kuramina, bir yandan da
gizge kuramina birakinca, goklu baglantili yiizlerin bir ¢okyiizliiniin Euler karak-
teristigini nasil etkiledigi konusu tiim cekiciligini yitirdi. Dolaysiyla, ilk naif simf-
landirmalardan sadece biri “geride kald1” ve de oldukga yabanci bir bigimde. Ge-
nellegtirilmis Euler formiilii simdilik V — E+ F = 2—2n’e indirgendi. (Daha sonraki
geligmeler igin bkz. Dipnot 153.)
150N aif simiflandirma diigiiniildiigiinde, adcilar; ¢okyiizliilerin ortak tek ézelliklerinin
sadece isimleri oldugunu iddia ettikleri siirece gergege daha yakindirlar. Fakat ka-
nitlar ve ¢liriitmelerin {izerinden birkac asir gegtikten sonra, gokytizliler kuram
geligtikce ve kuramsal siniflandirma naif siniflandirmanin yerini aldik¢a, denge ger-
cekgilerin lehine bozuldu. Tiimeller sorunu, bilgi arttikca dilin degistigi gerceginden
hareketle yeniden gozden gecirilmelidir.



108 1. Bolim

ZETA:. . .ve L3’te aciklarsiniz.

Pi: Geleneksel duragan usculuga gore ilkini segmelisiniz. Oysa bilim
size ikincisini se¢meyi 6gretir..

GAMA: Yani, Li’de tutarh iki ifademiz olabilir, ama bunlarin tu-
tarli olmadig1 Lo’ye gegiyoruz. Ya da, L;’de tutarli olmayan iki ifademiz
vardir, ama bunlarin tutarh oldugu Ls’ye geciyoruz. Bilgi arttikca dil
degisir. “Her yaratim donemi ayni zamanda dilin degistigi dénemdir” 16
Bilginin artis: verili herhangi bir dilde modellenemez.

Pi: Dogru. Horistik, dilsel dinamiklerle ilgilidir, oysa mantik, dilsel
duraganliklarla ilgilidir.

1.8.d Kuramsal Kavram Esnetme Naif Kavram
Esnetmeye Karsi. Siirekli Bilgi Artisi Kritik
Bilgi Artisina Kars:

GAMA: Tiimdengelimsel tahminin bilginin artistyla ilgili stirekli bir motif
onerip Ooneremeyecegi sorununa geri dénecegine séz vermistin.

Pi: Héristik dizgelerin alabilecegi birgok tarihsel bigimden bazilarim
kabaca anlatmama izin verin.

Ik 6nemli motif naif kavram esnetmenin, kuram: epey geride birakip
devasa bir karsiornekler yi1gin iiretmesidir: Naif kavramlarimiz genisler
ama bunlarin yerini hicbir kuramsal kavram almaz. Bu durumda, tiim-
dengelimsel tahmin —kismen de olsa— kargiérnekler yiginim 6rtebilir.
Bu, size de uygunsa, siirekli bir genellegtirici motiftir —ama bunun ¢ii-
riittmelerle bagladiginl unutmayin. Yani motifin siirekliligi, ilk yorumun,
héristik ¢iiriitmelerin geligen kuramiyla yapilan kismi bir agiklamasidir.

GAMA: Ya da “siirekli” bilgi artis1 sadece ¢lirtitmelerin kilometrelerce
onde oldugunu belirtir.

1818elix [1957], s. 10. Mantiksal olguculara gére, felsefenin 6zel gérevi, bilimin ya-
pay olarak dondurulmug durumlarinin ifade edilecegi formelize diller inga etmek-
tir. (bkz. s. 9. Carnap alintis1.) Fakat bu sorugturmalar, bilimin hizli ilerlemesi
eski “dilsel sistemden” kurtulmadan énce nadiren yolunda girer. Bilim, kavramsal
bir hapishaneye déniismemek icin higbir kavramsal-dilsel gerceveye saygi duyma-
may1 Ogretir bize; dil ¢dzlimlemecileri, kendi dilsel tedavilerini gerekcelendirmek
icin, yani bilim i¢in tamamiyla 6nemli geri beslemeye ve degere sahip olduklarini
gostermek ve de “epey geri kafali-kopyacilara doniismediklerini” (Einstein, [1953])
gostermek icin, bu siireci en azindan yavaglatma hakkina sahiptir. Mantiksal ol-
guculugun benzer elestirileri Popper tarafindan da yapilmigtir: Ornegin bakimz
Popper ([1959], s. 123, Dipnot 3).
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Pi: Dogru. Fakat, her bir ¢iiriitme veya naif kavram genigletmesi, der-
hal kuramin (ve kuramsal kavramlarin), karsiérnekleri agiklayan genisle-
mesiyle takip edilebilir; “siireklilik” bu durumda yerini kavram-esneten
curiitmelerle daha da giiclii kuramlar arasinda ve naif kavram esnetme
ile ag¢iklayrct kuramsal kavram esnetme arasindaki gelgitlere birakir.

SicMA: Ayni horistik konu tlizerine rastlantisal iki tarihsel cegitleme!

Pi: Peki, ashnda ikisi arasinda pek fark yok. Ikisinde de kuramin
glicti, kuraman gelisme sirecindek: c¢uritmeleri agiklayabilme kapasite-
sinde yatyor. Ama, tiimdengelimsel tahminin ikinci bir ana motifi daha
var. . . \

SicMA: Yoksa yine rastlantisal bir ¢egitleme mi?

Pi: Evet, eger seni memnun edecekse: Ancak, bu gesitlemede geligen
kuram ciiriitmeleri sadece ag¢iklamaz ayrica onlar tiretir.

SiGMA: Ne?

Pi: Bu durumda, kuramsal bilyiime naif kavram esnetmeyi gecer,
hatta ortadan kaldirir. Ornegin biri, ufukta hicbir ciiriitme gérmeden
Cauchy’nin teoremiyle yola cikar. Sonra da, teoremi, ¢okytizliyi tim
sekillerde doniigtiirerek test eder: Ikiye bolerek, piramitsel koseleri kesip
atarak, kivirarak, seklini bozarak, gigirerek. .. Bu smama-diigiincelerinin
bazilar1 (dogru oldugu bilinen geylere varip, sonra da geri donerek; yani
Pappus’cu analiz-sentez dizgesini takip ederek) kanit-fikirlerine!6? yol
acacaktir; fakat, bazi sinama-fikirleri ise —Zeta’nm “cifte yapigtirma
testi gibi”— bizi, énceden bilinenlere degil, aksine —naif bir kavram:
genisleterek degil, kuramsal cerceveyi genisleterek— gercekten yeni, test
edilen 6nermelerin baz horistik ciiriitmelerine gotiiriir. Bunun gibi bir
ciiriitme kendi kendini agiklar. ..

YortaA: Ne kadar diyalektik! Sinamalar kanitlara, karsiérnekler tam
da kendi olugturulma yoéntemleriyle érneklere doniisiiyor. . .

Pi: Neden diyalektik? Bir énermenin sinamas: diger daha derin 6ner-
menin kanitina doniigiiyor; ilkinin karsiérnekleri ikincisinin érneklerine
doniigiiyor. Karigikliga neden diyalektik diyorsun? Belirtmek istedigim
noktaya geri dénmeme izin verin: Timdengelimsel tahminimin ikinci
ana dizgesine, bence, — Alfa’nm diyebileceginin tersine— bilginin siirekli
artig1 denemez. _

AvFa: Elbette denir. Yontemimizi Omega’nm bir kanit-fikrini tama-
miyla farkli, daha derin olamiyla degistirme fikriyle kargilagtirim. Her

162PSlya “basit” ve “zor” sinamalar1 ayirr. “Zor” smamalar “kanitin ilk ipuclarm”
verebilir ([1954], cilt I, s. 34-40).
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iki yontem de igerigi artirir. Fakat Omega’nm yonteminde, kanmitin dar
bir iglerlik alanina uygulanabilir olan iglemleri, daha biiyiik bir iglerlik
alanina uygulanabilir olanlariyla degistirilir ya da daha radikal olarak,
biitiin kamt daha biiyiik bir iglerlik alanina uygulanabilir olanla degigtiri-
lir —timdengelimsel tahmin, kamtin uygulanabilirligini artiran iglemler
ekleyerek, verili kanit1 genigletir. Bu stireklilik degil mi?

SicMA: Dogru! Teoremden daha da genis teoremler zinciri gikardik!
Ozel bir durumdan daha da genel durumlar ¢ikardik! Tiimdengelimle
genellegtirme!'63

Pi: Fakat, icerikteki herhangi bir artisin,herhangt bir daha derin ka-
mtin Onceki daha eksik teoremler icin horistik ciiriitmeler yaratacagini,
ya da bu artig ve kanitlarin ciiriitmeleri takip edecegini kabul ettiginizde,
bunlar kargérneklerle dolu genellegtirmelerdir. . .

Arra: Teta “karsibrnekleri” horistik karsidrnekleri kapsamak tizere
genigletti. Simdi de sen, asla var olmamig hdristik karsidrnekleri kap-
samak iizere genigletiyorsun. “Ikinci dizgenin” karsiorneklerle dolu ol-
dugu sanin, karsi6rnek kavramini, kesifleri agiklamalariyla 6rtiigen, sifir
omiirlii karsi6rneklere genigletmene dayaniyor! Fakat, neden tim ente-
lektiiel etkinlik, biitiinlegtirilmis kuramsal bir gercevedeki her igerik ar-
tirma miicadelesi “elestirel” olmah? Senin dogmatik olan “elestirel yak-
lagimin” konuyu karartiyor!

OGRETMEN: Seninle Pi arasindaki konu kesinlikle karanlk, ¢linkii se-
nin “siirekli biiyiime”nle Pi'nin “elegtirel bityiime”si biitiiniiyle birbiriyle
tutarhidir. Eger varsa, tiimdengelimsel tahminin ya da “siirekli elegtiri-
nin” simerlandiridmalarine daha cok ilgi duyuyorum.

1.8.e Igerik Artiginin Simirlari. Kuramsal (}urutmeler
Naif Ciiriitmelere Kars:

Pi: Bence, er ya da geg, “siirekli” biiyiime glkrﬁaz bir sokaga, kuramin
doyma noktasina, erismekle siirlandirlmigtir.
GaMA: Ama kesinlikle, baz1 kavramlar: her zaman esnetebilirim.
Pi: Elbette. Naif kavram esnetme siirebilir, ama kuramsal kavram
esnetmenin siirlarn var. Naif kavram esnetmeyle yapilan ciiriitmeler,
sadece kuramsal kavram esnetmeyi yakalamamiz igin bizi rahatsiz eden

163 fnformel mantiga gore, “matematikte oldukea olagan, ama yine de yeni baglayanlar
ya da kendini ileri gbren felsefeciler icin gagirtici olan, genel bir durumun 6zel bir
duruma mantiksal olarak denk oldugu gerceginde” hicbir yanhghk yoktur (Pélya
[1954], cilt 1, s. 17). Ayrica bkz. Poincaré [1902], s. 31-33.
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at sinekleridir. Dolaysiyla, iki tiir ¢iiriitme vardir. ilk tiir karsidrneklere
ayagimiz tesadiifen ya da iyi sansimiz nedeniyle ya da bazi kavramla-
rin rastgele esnetilmesiyle takilir. Bunlar mucizeler gibidir, “olagandigt”
davramslar aciklanamaz; bunlar bona fide'%* karsisrnekler olarak ka-
bul ederiz, ciinkii kavram-esnetmeyi elestiri olarak kabul etmeye alig-
migizdir. Bunlara naif karsiornekler ya da ucubeler diyecegim. Ayrica
kuramsal karsidrnekler de vardir; bunlar ya aslen kanit-esnetmeyle tre-
tilmigtir, ya da esnetilmis kanitlarla erigilen ve agiklanan ucubelerdir; ve
de dolayisiyla kuramsal karsiérnekler konumuna yiikselmiglerdir. Ucu-
belere yiiksek giipheyle bakilmalidir: Bunlar gercek karsiornek degil de,
oldukga farkli bir kuramin érneklemleri olabilirler —tabii eger tamamiyla
bizim yanligimiz degilseler.

SiGMA: Fakat saplanip kaldigimizda ne yapacagiz? Ozgiin kaniti-
mizi genigletip naif karsi6rneklerimizi kuramsal olanlara donigtireme-
digimizde ne yapacagiz?

" Pi: Kuramimizin bilgi artigi igin gizli bir potansiyeli olup olmadigim
-anlamak icin tekrar tekrar egeleyecegiz kanitimizi. Bazen, aslinda vaz-
gecmek icin gegerli nedenlerimiz olabilir. Ornegin, Teta’nm hakl olarak
isaret ettigi gibi, eger tlimdengelimsel tahminimiz bir kdgeyle basglarsa,
késesi olmayan silindiri agiklayabilmeyi hi¢c de bekleyemeyiz.

ALFA: Dolayisiyla, her seyin Gtesinde, silindir bir canavar degil ucu-
bedir!

TETA: Fakat ucubeler kiigiimsenmemeli! Ucubeler gergek ¢liriitmeler-
dir; slirekli “genellegtirmelerin” dizgesine oturtulamazlar ve bizi ashinda
kuramsal cercevemizi devrimle degistirmeye zorlarlar. .. 165

OMEGA: lyi! Belirli bir tiimdengelimsel tahmin zincirinin gérece
doyma noktasina ulasgilabilinir, ama sonra, biri daha fazla agiklama giici
olan devrimci, yeni ve daha da derin bir kanit-fikri bulabilir. Sonunda,

1647vi niyetli anlmina gelen Latince deyim. —¢.n.
165Cayley [1861] ve Listing [1861], cokyiizliiler kuraminin temel kavramlarinin esne-
tilmesini ciddiye aldilar. Cayley ayritr “bir koseden kendine ya da bagkasina giden
yol” olarak tanimladi, ama ayritlarmn gekillerinin bozularak, kendisinin “konturlar”
~ dedigi, kogesiz kapal egrilere déniigmesine izin verdi (s. 426). Listing’in hic kogesi
olmayan ya da bir veya iki kosesi olan ayritlar icin tek bir terimi vardr: “ Dogrular”
(s. 104). Cayley de Listing de, kendi liberal kavramsal cerceveleriyle dogallagtirdik-
lar1 “ucubeleri” agiklamak icin, biitiiniiyle yeni bir kurama ihtiya¢ duyuldugunun
farkindaydi. Cayley “ Bir Kapalinin Parcalaniglarinin Kurama”m gelistirdi, modern
topolojinin 6nemli énciilerinden Listing de “ Uzaysal Komplekslerinin Sayymi”n1 ge-
ligtirdi.
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yine son bir kanita sahip oluruz —sinirsiz, doyma noktasi olmayan, ¢i-
riitiilecek ucubeleri olmayan bir kanit!

Pi: Ne? Evrenin tim goriingiilerini agiklayacak tek bir birlegik kuram
m1? Asla! Er ya da geg, mutlak doyma noktas: gibi bir seye ulagacagiz.

GAMA: Erigip erigemeyecegimizi gercekten umursamiyorum. Eger bir
kargi6rnek, kanitin ucuz ve bayag: bir genigletilmesiyle aciklanabiliyorsa,
buna zaten ucube derim ben. Tekrarhiyorum: “Cokyiizlii”y{i, oyuklar:
olan ¢okyiizliiyi kapsayacak gekilde genellegtirmek igin gergekten hic-
bir neden géremiyorum. Oyuklu ¢okyiizlii bir ¢okyiizlii degildir, ama,
bir ¢okyiizli sinifidir. Ben ayrica, “coklu baglantili yiizleri” unuturdum
—neden eksik kosegenleri ¢izmeyecek misiz? Ikiz-dértyiizliileri iceren ge-
nellestirmeler icin, silahima uzanirdim: Bunlar sadece karmasik, kendini
begenmis ama hicbir ige yaramayan formiiller olugturmamiza yarar.

Ro: En sonunda, benim canavar-uyarlama yontemimi yeniden kegfet-
tin.'%¢ Bu seni sig genelle§tirmelerden kurtarip rahatlatir. Omega. icerige
“derin” dememeli: [cerikteki her arts, aym zamanda derinlikte bir arts
degildir: (6) ve (7)’yi diisiin!*¢7

ALFA: Yani sen benim serimdeki (5)’te dururdun, dyle mi?

166 Bkz. s. 41 ve 50.

1$7pek cok matematikci bayagi ile bayag olmayani birbirinden ayirma yeteneginden
yoksundur. Bu durum 6zellikle, baglant: kurma hissinin eksikligi, biitiin algilanabi-
lir durumlan kapsayacak mikemmel ve tam bir formil olugturulabilecegi sannsiyla
birlegerek ¢ogaldiginda tuhaflagir. (Bkz. Dipnot 135.) Bu matematikgiler “en iis-
tiin” genellegtirme i¢in yillarca caligabilirler ama sonunda ¢ahgmalar: birkag basit
diizeltmeyle sonuglanir. Dort dértlikk matematikei J. C. Becker bunun icin eglenceli
bir 6rnektir: Yillar siiren ¢aligma sonunda, Becker, V— E+4+F = 4—2n+q formiiliini
iiretti; n, cokyiizli yiizeyini V — E + F = V’in gecerli oldugu basit baglantih yii-
zeylere bolmek icin gerekli kesme sayisini, g ise tiim yiizleri basit baglantili yiizlere
indirgemek icin eklenmesi gereken kdgegen sayisim gosteriyordu ([1869a}, s. 72).
Becker bu bagarisindan oldukca gurur duyuyordu, ona gére, bu galigmas: kendisin-
den 6nce “Descartes, Euler, Cauchy, Gergonne, Legendre, Grunert ve von Staudt
gibi insanlarin ilgilendigi bir konuya biitiiniiyle yeni bir 1s1k getirmis” ve hatta
bu konuyu “sonuglandirmigtir” (s. 65). Fakat bu listesinde {i¢ isim eksik: Lhuilier,
Jordan ve Listing. Becker, Lhuilier’den haberdar edilince, hiiziinlii bir not yayin- -
layarak, Lhuilier’in tiim bunlan elli yildan daha uzun siiredir bildigini kabul etti.
Fakat Jordan halka-bicimli yiizlerle ilgilenmemisti, ama simirlh agik ¢okyiizlilerle
ilgilenmigti. Dolayisiyla Jordan’m formiiliinde sinirlarin sayis1 m, n’ye ek olarak be-
lirir ([1866b], s. 86). Boylelikle Becker —yeni bir makalesinde {1869b]— Lhuilier’in
ve Jordan’m formiillerini birlegtirip V — E+ F = 4—2n+g+m formiiliinii olugturdu
(s. 343). Ama utancinda ¢ok aceleciydi, Listing’in uzun makalesini sindirememisti.
Dolayisiyla iiziilerek [1869b]’sinde “Listing’in genellestirmesinin hild daha genis”
oldugu sonucuna vardi. (Ote yandan, sonralari Becker formiiliinii yildiz-cokyiizliiye
genisletmeyi denedi [1874], bkz. Dipnot 44.)
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Gama: Evet. (6) ve (7) bilyiime degil, yozlasmadir. (6) ve (7)’yle de-
vam etmek yerine, bazi yeni heyacanh karsidrnekler icin agiklama bul-
may1 tercih ederdim.'68

Avra: Hakli da olabilirsin. Fakat, nerede durulacaginag kim karar ve-
recek? Derinlik sadece zevk meselesidir.

Gama: Neden matematiksel elegtirileri, kamusal elegtiriyle matema-
tiksel zevk gelistirmek icin dilsel —terimlerden yalitilmis — elestiri olarak
almiyoruz? Hatta matematik literatiiriindeki kendini begenmis basitlik-
lerin akigini durdurabiliriz bile.16?

SicMa: Eger (5)’te durursaniz ve gokyiizliller kuramini, n kulplu {i¢-
~ gensellestirilmis kiireler kuramina donistiiriirseniz, gerek oldugunda, (6)
ve (7)’de agiklanan basit anormalliklerle nasil baga ¢ikacaksimz?

Mu: Cocuk oyuncagi!

TeTA: Hakhisin. O halde simdilik (5)’te duralim. Ama durabilir mi-
yiz? Kavram-esnetme (5)’i ¢liritebilir! Bir kavrami esnetmeyi, eger te-
oremimizin igeriginin yoksullugunu gosteren bir karsiérnek aciga cika-
riyorsa, gz ardi edebiliriz. Ama eger, esnetme basitge yanhghg: goste-
ren bir karsidrnek aciga cikarirsa, ne yapacagiz? Icerik artiran Kural 4
veya Kural 5’1 bir garibi agiklamak icin uygulamay1 reddedebiliriz, ama
icerik-koruyan Kural 2’yi ¢iiriitmeyi bir ucube yardimiyla diglamak icin
uygulamak zorundayiz.

GaMa: Iste bu! Ucuz “genellestirmeleri” atabiliriz, ama “Ueuz” ¢ii-
ritmeleri o kadar da kolay atamayiz.

168K imi insanlar ciritmelerin sondimlenen dénislers yasas: hakkindaki kiiltiirsiiz dii-
glincelerle dalga gegebilir. Gama, kesinlikle bunlardan biri degildir. Simdi tek-ytizli
cokyiizlityis (Mobius, [1865]) ya da n-boyutlu ¢okytzliyi (Schlafli, [1852]) tartis-
mayacagz. Bu 6rnekler, Gama’nin biitiiniiyle umulmadik kavram esneten giirlitme-
lerin her zaman tiim kurama yeni —ve muhtemelen devrimci— bir itki verebilecegi
beklentisini dogrulardi.

169Pjlya si1g ve ucuz genellestirmelerin “simdilerde eskisine gére daha moda olduguna
ve kiiciik bir fikri biiytik bir terminolojiyle seyrelttigine” igaret eder ve ekler: “Ya-
zar, genellikle bu kii¢iik fikri bile bagkasindan almay1 tercih eder, herhangi bir 6z-
giin gbzlem eklemekten cekinir, kendi terminolojisinin zorluklarindan kaynaklanan
birkag problem diginda, problem de ¢ézmez. Ornekleri buraya alintilamak pek kolay
olurdu, ama insanlar kargima almak istemiyorum” ([1954], cilt I, s. 30). Yizyilm:-
zmn diger bir biiylik matematikgisi John von Neumann da, “yozlagma. tehlikesine”
kars1 uyarmigti, ama “eger disiplin, iyi geligmis mistesna zevkleri olan insanlarmn
etkisi altindaysa”, bunun o kadar da kéti olmadigim diigiinmiigti ([1947], s. 196).
“Iyi geligmis miistesna zevkleri olan insanlann etkisinin”, matematigi giiniimiiziin
“yaymn yap ya da yok ol” ¢aginda kurtarmaya yetip yetmeyecegini insan merak
ediyor.
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SicMA: Neden, her ucube icin bir yan-ciimle ekleyerek, canavar def
eden bir “cokyiizli” tanimi olugturmuyoruz?

TETA: Her iki durumda da. eski kabusumuz kisir sonsuz déngii tekrar
geri doniiyor.

AvLrA: Icerigi artirirken, fikirler geligtiriyorsun, matematik yapiyor-
sun; sonrasinda da kavramlara agikhik getiriyorsun ve dilbilim yapiyor-
sun. Icerik artirma durdugunda, neden biisbiitiin durmuyoruz? Neden
belirsiz sonsuz déngiilerin tuzagna diigliyoruz?

MU: “Matematik dilbilime kars1” tartigmas: baglamasin yine! Bilginin
bu tartigmalardan hi¢bir zaman bir kazanci olmaz.

MU: Fakat, coktan kilitlendik! Séyleyecek yeni bir seyi olan var mi?

KAPA: Samirim benim var. ‘

1.9 Elegtiri Matematiksel Dogruyu Mantiksal
Dogruya Nasil DoOniigtiiriir

1.9.a Sirsiz Kavram Esnetme Anlami ve
Dogrulugu Yok Eder

Kapa: Alfa onceden “eski yontemimizin” fasit sonsuzluga yol actigim
soylemisti.!”® Gama ve Lambda ciiriitmelerin akiginin kesilecegi umu-
duyla yanitlamiglardi:'™ ama simdi, ¢iiriitmelerin bagar: mekanizmasim
—kavram esnetme— anhyor ve Gama, ile Lambda’nmn umutlarmin bosa
ciktigim biliyoruz. Her énermenin terimlerinin, 6nermenin dogru oldugu
yeteri kadar dar bir yorumu ve de 6nermenin yanhg oldugu yeteri ka-
dar genis bir yorumu vardir. Hangi yorumun kastedilip edilmedigi, el-
bette bizim niyetimize baghdir. Ik yoruma dogmatist, dogrulamacs, ya
da gerekcelendirmeci, denilebilir; ikincisine de stpheci, elestirel, ¢iirit-
meci. Alfa ilkine uzlasmac: manevra (stratagem)'”? demisti, ama gimdi
goriiyoruz ki ikincisi de uzlagmaci strateji. Hepiniz 6nce Delta’nmin yaptig:
naif sammin dogmatist yorumuyla!”3, sonra da Alfa’nin yaptig teoremin
dogmatist yorumuyla alay ettiniz.'”* Ama kavram esnetme her ifadeyi
ciiriitecek ve geride higbir dogru ifade birakmayacaktir.

170Bkz. s. 65.

171, .

172 Alfa aslinda bu Popper’ci terimi net olarak kullanmamigti, bkz. s. 31.
173Bkz. §1.4.b.

174Bkz. §1.5.
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GaMa: Durun biraz. Dogru, “cokyiizliiyii” esnettik, sonra da yirtip
attik: Pi'nin isaret ettigi gibi naif “cokyiizlii” kavrami teoremde artik
yer almiyor. .

KAPA: Ama sonra, teoremdeki kuramsal bir terimi esnetmeye bag-
layacaksin, degil mi? Silindirin yanal yiiziinii ve gemberi kapsamak i¢in
“basit baglantili yiizii” esnetmeyi sen sectin.!™ Ciiriitiilebilirligin saygin
konumuna erigmek i¢in kendimizi riske atmanin, yani ¢liriitmeci yorumu
mumkiin kilmanin, entelektiiel diiriistliilk sorunu oldugunu ima ettin.
Ama kavram-esnetme nedeniyle, ¢liriitiilebilirlik ¢iliriittme anlamina gel-
mekte. Dolaysiyla, her bir teoremi ¢liriiterek, sonra da o teoremlerin
yerine daha “net” olanlar1 —yani yanhgliklar: heniiz “agiga ¢tkmamig”
olanlari— koyarak, sonsuz bir yokustan asagi dogru kayiyorsun. Ama
yanlishktan asla kurtulaomazsin.

SicMA: Eger belirli bir noktada durur, gerekcelendirmeci yorumlar:
benimser, ve ne dogrudan ne de bu dogrularin ifade edildigi belirli dilsel
bi¢imden uzaklagmazsak ne olur? '

Kapa: O zaman, kavram-esneten karsiornekleri canavar def-eden ta-
mimlarla korumak zorunda kalirsin. Dolayisiyla, bagka bir sonsuz yokus-
tan agag kayarsin: Dogru teoreminin her “belirli dilsel bigiminin” yeteri
‘kadar kusursuz olmadigimi kabul etmeye; sonra da, bu bicimleri, belirsiz-
likleri heniiz aciga ¢ikmamisg terimlerle ifade edilmis dolayisiyla, giderek
daha da fazla “net” olan tamimlara dahil etmeye zorlanirsin! Ama belir-
sizlikten asla kurtulamazsin.l76

TETA (kenardan): Belirsizligin, bilginin artigi i¢in 6dedigimiz bir be-
del oldugu héristigin nesi yanhg? '

AvLFA: Sana sbylemistim: Kesin kavramlar ve sarsilmaz dogrular,
dilde degil, sadece diiglincede ikamet eder.

GAMA: Sana meydan okumama izin ver Kapa. Teoremi oldugu gibi, .
silindirle ilgilendikten sonra, ele al: “Basit-baglantili yiizlii, yiizlerin ay-
ritlarinin kégelerde noktalandigi, tiim basit nesneler i¢in, V—-E+F =2’
dir” Bunu kavram-esnetme yontemiyle nasil ¢iiriitiirsiin?

175Bkz. s. 54.

}76Ozgiin Baski Editérlerinin Notu: Kapa'nin, belirsizlikten kagilamayacagini ifade
ettigi iddiasams: dogrudur (baz: terimler primitif olmak zorundadir). Ama, bunun
kargi6rneklerin daima “kavram-esnetmeyle” iretilecegi anlamina geldigini diigiin-
mekte yaniliyor. Tanim geregi, gegerli bir kanit, tamimlayice terimleri nasil yorum-
lamirsa yorumlansin, bir kargiornegin liretilemeyecegi —yani gegerliligi, tamimlayic
terimlerin anlamina dayanmayan, boylelikle de istendigi gibi esnetilemeyen— ka-
nittir. Bu Lakatos’un kendisi tarafindan sayfa 118'de, daha net olarak Bolim 2
sayfa 140°da vurgulanmigtir.
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KaPra: Oncelikle, tanimlayici terimlere geri dénerim ve énermeyi ta-
mamen ¢6ziimlerim. Sonra da hangi kavramin esnetilecegine karar ve-
ririm. Ornegin, “basit”, “bir yiizii ¢ikarildiktan sonra diizleme esneti-
lebilen” anlamina gelmekte. Ben de “esnetmeyi” esnetecegim. Onceden
tartistigimiz, ortak bir ayriz olan, ikiz-dértyiizliyi alin (Sekil 6a). Bu
basit’tir, ylizleri basit baglantili’dir, ama V — E + F' = 3’tiir. Dolayisiyla,
teoremimiz yanlistir! '

GAMA: Ama bu ikiz-dortyiizli basit degil.

Kapa: Elbette basit. Herhangi bir yizi ¢ikardigimda, diizleme esne-
tebilirim. Sadece dikkatli olmaliyim, kritik ayrita geldigimmde, bu ayrit
boyunca ikinci dortytzlilyi agarken higbir sey yirtmamaliyim. ‘

GAMA: Ama bu esnetme degil! Bir ayrit: ikiye yirtayor ya da ayiriyor-
sun! Bir noktay: kesinlikle iki noktaya eglegtiremezsin, esnetme kendisi
de tersi de stirekli olan bire-bir bir eslemedir!

Kapa: Tanwm 72 Korkarim, “esnetmenin” bu dar ve dogmaci yorumu
benim sagduyuma hitap etmiyor. Ornegin, bir kareyi (Sekil 24a) smir
cizgilerini esneterek, i¢ ice iki kareye esnetmeyi gayet tasarlayabilirim
(Sekil 24b). Buna, sadece “kendisi de tersi de siirekli olan bire-bir bir
esleme” olmadig icin, yirtma ya da ayirma mi diyeceksin? Ote yandan,
esnetmeyi neden V, E ve F'yi degismeden birakan bir déniisiim olarak
tanimlamadigini ve bununla yetinmedigini merak ediyorum?

v

(@ (b)
Sekil 24

Gawma: Hakhsin, tekrar kazandin. Ya senin ¢iiriitmeci “esnetme” yo-
rumuna. katiip kanitimi genigletecegim, ya da daha derin bir kanit bula-
“cagim, ya da bir 6nsavi kapsayacagim —ya da yeni bir canavar def-eden
tanim ileri siirecegim. Yine de bu durumlarin her birinde tanimlayici
terimlerimi giderek daha da netlegtirecegim. Terimlerin anlaminin ¢ok
berrak oldugu ve 2 4 2 = 4’teki gibi sadece tek bir yorumun oldugu
bir noktaya neden varamayacakmigim? Bu terimlerin anlamlarinin her-
hangi bir esnekligi yoktur, ve usun dogal is1ginda daima parlayacak bu
onermenin dogrulugu ile ilgili ciiriitiilebilir hicbir sey yoktur.
KapA: Usun los 118!
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GAMA: Esnet esnetebiliyorsan. . .

KAPA: Ama bu ¢ocuk oyuncagl! Bazi durumlarda, iki art1 iki bes ya-
par. Varsayalim ki, her birinin agirligr 2 kilo olan iki maddeyi tagimamiz
isteniyor. Bunlar da agirlig1 1 kilo olan bir kutuda tasinacak; o halde bu
ambalajda iki kilo art1 iki kilo beg kilo yapiyor!

GAaMA: Ama sen bege ii¢ agirhiga toplayarak ulagtin: 2 ve 2 ve 1!

Kara: Dogru, “2 art1 2, 5 yapar” iglemimiz, 6nceden tasarlandigi sek-
liyle bir toplama degil. Ama sonucun dogru olmasini, toplamanin anla-
mini basitce esneterek saglayabiliriz. Naif toplama, ambalajin agirliginin
sifir oldugu 6zel bir durumdur. Bu 6nsavi saniya kosul olarak koymak
zorundayiz, gelistirilmis samimiz: “ ‘Agirliksiz’ toplama igin 2 + 2 = 4”
olacaktir.!”” Cebirin tiim 6ykiisii bu sekilde bir kavram ve kamt esnet-
meler serisidir.

GaMA: Bence, “esnetmeyi” biraz fazla ileri gotiirdiin. Bagka bir se-
fere de “toplamay1”, “carpma” olarak yorumlayacak ve bunu bir clirlitme
olarak degerlendireceksin! Ya da, “Tim cokyiizliller ¢okytizlidiir"deki
“tiim™11 “higbir” olarak yorumlayacaksin! Kavram-esnetme kavramim es-
netiyorsun! Ussal esnetme kaynakly ¢tiritmelers, us-dis: esnetme kaynakle
“ctiriitmelerden” ayirmak zorundayiz. Terimleri istedigin gibi esnetmene,
ki yaptigin tam da bu, izin veremeyiz.

Kargiornek kavramim su kadar berrak terimlerle sabitlemeliyiz.

DeLTA: Gama bile canavar def ediciye déniigtii: Simdi kavram-
esneten ciriitmenin, canavar def edici tanmmum istiyor. Ussallik, her se-
yin otesinde, esnek olmayan, kesin kavramlara dayanar!*™

Kapa: Ama boyle kavramlar yoktur! Demek istedigimizi acikca be-
lirtme yetenegimizin hi¢c olmadigim, dolayswyla kanatlama yetenegimizin
de hi¢ olmadifine neden kabul etmiyoruz? Matematigin anlaml olmasim
istiyorsan, kesinlikten vazge¢melisin. Eger kesinlik istiyorsan, anlamdan
kurtulmalisin. Tkisine birden sahip olamazsin. Anlamsiz konusma ¢iiriit-
melerden daha givenlidir, anlamle énermeler kavram-esnetmeyle ¢iiri-
tilebilir.

GaMA: O zaman, son ifadelerin de ¢lriitilebilir. “Stipheciler, kendi
sOylediklerine ikna olmus insanlar tarikati degil, yalancilar tarikati-
dir”.179 '

Kara: Kiifiirler: Aklin son barmag)!

177 Bkz. Félix [1957], s. 9.
"8 Gama’min su kadar berrak “karsiérnek” tanimi istedi, ussal tartismalari kogulu

olarak, meta-dilde su kadar berrak, esnek olmayan kavramlar istegine denktir:
179 Arnauld and Nicole [1724], s. xx-xxi.
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1.9.b Hafiflestirilmis Kavram-Esnetme Matematiksel
Dogruyu Mantiksal Dogruya Doniigtiirebilir

TETA: Bence Gama, ussal ve us-dig: kavram esnetme ayriminin gerekli-
liginde hakli. Cinkii, kavram-esnetme uzun bir yol katetti ve ilimli ve
uscu bir etkinlikten, radikal ve us-disi olana dogru bir degigim gecirdi.

Esasen, elestiri Ozellikle belirli bir kavramin birazcik esnetilmesine
yogunlagir. Esnetme birazcik olmali ki boylelikle farkina varmayalim,
yoksa eger gercek —esneten— dogas: kesfedilirse, bu megru bir elegtiri
olarak kabul edilmeyebilir. Bu belirli bir kavrama odaklanir, tipk: bizim
gayet siradan evrensel 6nermemizdeki gibi: “ Tim A’lar B’dir.” Elestiri,
o halde, B (bizim durumumuzda Eulerci) olmayan, birazcik esnetilmis
bir A (bizim durumumuzda ¢okyuzli) bulmaktir. A

Fakat, Kapa bunu iki yénde keskinlestirdi. Ilki, énermenin saldiri
altindaki birden cok Ggesini, kavram esneten elegtiriye tabi kilmakti.
Tkincisi, gizli ve nispeten ilimh bir etkinlik olan kavram esnetmeyi, kav-
ramin agek bir deformasyonuna dontstirmekti, tipki “tim”™in “higbir”e
deformasyonu gibi. Burada, saldir1 altindaki terimlerin, teoremi yanls
kilan herhangi bir anlamli déniiglimii, bir ¢iiriitme olarak kabul edilir. O
halde, eger bir énerme, dgeleri olan a, b,. .. ye gore ¢lrutilemiyorsa, o
halde onerme bu égelere gére mantiksal olarak dogrudur, diyebilirim.!80
Boyle bir 6nerme, baz: terimlerin anlam yiikiiniin tamamyla geri ka-
lan terimlere ve de teorem bigimine aktarildigl uzun elestirel-spekiilatif
stirecin nihai sonucudur.

Simdi, Kapa'nin tiim soyledigi, tim 6gelerine gére mantiksal olarak
dogru olan hicbir énermenin olmadigidir. Fakat, baz: 6gelerine gore man-
tiksal olarak dogru olan 6nermeler vardir, béylelikle curiitmeler akini
sadece yeni bir esnetilebilir 6ge eklendiginde tekrar baglayabilir. Eger
biitiiniiyle bu gekilde ilerleyeceksek, us-digilikla sonuglaniriz; ama buna
gerek yok. Peki simdi sinir1 nereye ¢izmeliyiz? Kavram-esnetmeye, eleg-
tirinin birincil hedefi olacak ayricalikli 6geler altkiimesi icin pek4ld izin
verebiliriz. Mantiksal dogruluk, bunlarin anlamina bagh olmayacaktir.

SiaMma: Boylelikle, her seyin 6tesinde, Kapa’nm fikrini kabul ettik:
Terimlerin en azindan bazilarinan anlamlarini, dogruluktan bagimsiz kil-
dik!

180By Bolzanonun mantiksal dogruluk tanimimm kismen alintilanmmg halidir ({1837],
§147). Bolzano’nun 1830’larda neden bu tamm éne siirdiigi kafa kangtiricr bir
sorudur, ¢ilinkii 6zellikle Bolzano’nun ¢alismalari, on dokuzuncu yiizyil matematik
felsefesinin en 6nemli geligmelerinden biri olan model kavramimnin éngériileridir.
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TETA: Dogru. Fakat, eger Kapa'nin kugkuculugunu bertaraf etmek is-
tiyorsak ve onun fasit sonsuzlugundan uzak durmak istiyorsak; kavram-
esnetmeyi, bilginin artmasinin bir aleti olmay1 birakip, yok etmenin bir
aleti oldugu noktada durdurmak zorundayiz: Ussallifin temel ilkelerini
yok etme pahasina anlamlar esnetilen terimlerin hangileri oldugunu bul-
mamiz gerekli.'8!

KAPA: Senin elegtirel ussallik kuramindaki kavramlar: esnetebilir mi-
yiz? Ya da senin kuramin tanimlanmaya gerek goriilmeyen kesin terim-
lerle bicimlendirildiginde, acikca dogru olacak mi? Elestiri kuramin “so-
rumluluk sahasma geri gekilme”yle mi sonlanacak: Senin elegtiri kura-
min, “meta-kuramm” disinda kalan her seyi elegtirebilir mi?182

OMEGA (Epsilon’a): Dogruluktan ussalliga kaymandan hoglanma-
dim. Kimin ussalligi? Uzlagmac: ajanlik seziyorum.

BETA: Neden bahsediyorsun? Teta’nin “itlimli kavram-esnetme diz-
gesini” anliyorum. Ayrica, kavram-esnetmenin birden ¢ok terime saldi-
rabilecegini de anliyorum: Bunu Kapa “esnetme”yi esnettié;inde va da
Gama “tim”{ esnettiginde gordiik. ..

SieMmA: Kesinlikle Gama “basit baglantili” terimini esnetti!

BETA: Ama hayir. “Basit baglantili” s6zii bir kisaltma, Gama sadece
taniumlayic: terimlerden biri olan “tiim” terimini esnetti.!®

1810n dokuzuncu yizyilin matematiksel elestirileri, daha da fazla kavrami esnetti
ve daha da fazla terimin anlam yikiini énermelerin mantiksal bigimine ve hala
esnetilmeyen birkac terimin anlamina kaydird:. 1930’larda bu siireg yavaglar go-
riindii, esnetilemez (“mantiksal”) terimler ve esnetilebilir (“tamumlayic1”) terimler
arasindaki ayirt edici ¢izgi sabitlegmisti. Az miktarda mantiksal terim iceren bir
liste iizerine genel olarak uzlagilmigti, boylelikle mantiksal dogrulugun genel bir
tanim miimkiin oldu; mantiksal dogruluk artik dgelerin ad hoc bir listesine “gére”
degildi. (Bkz. Tarski [1935].) Tarski, &te yandan, bu ayrim hakkinda sagkindi, ve
her geyin otesinde, gbrecelestirilmis bir karsidrnek kavramina ve sonug olarak da
gorecelegtirilmis bir mantiksal dogru kavramina geri dénmek zorunda kalip kal-
mayacagim merak ediyordu (s. 420), tipki Tarski’nin bu arada bilmedigi Bolzano
gibi. Bu ydndeki en ilging sonu¢ Popper’mdi [1947-8], ona gore ussal tartigmanin
baz: temel ilkeleri birakilmadan, daha fazla mantiksal sabitten vazgecilemezdi.

182ugorumluluk alanmna geri cekilme” Bartley’in bir ifadesidir [1962]. Bartley, dzel-
likle dinsel bilgiye gore, elestirel usgulugun usgu bir savunmasinin mimkiin olup
olmadig problemini sorusturuyordu —ama problem-dizgeleri matematiksel bilgiye
gore olanlarla oldukga benzerdi.

183Bkz. 5. 54. Gama, ashnda, “tiim”iin anlam yiiklerinden bazilarim kaldirmak istedi,
béylece “tim” sozii artik sadece bog olmayan siniflara uygulanabilir olmayacakti.
“Tiim”{in, anlamindan “varolugsal ihraci1” cikartarak, tiim’iin anlamimn ihmh bir
gekilde esnetilmesi, ve sonrasinda da bos kiimeyi bir canavardan siradan burjuva
bir kiimeye déniigtiirmek, 6nemli bir olaydir —sadece Aristo’cu mantigin Boole'cu
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TeTA: Konuya geri don. “Acik” ve radikal kavram-esnetmeden mem-
nun degil misin?

BeTA: Evet, memnun degilim. Kimse bu son tiirii gercek bir ¢iirtitme
olarak kabul etmez! Pi'nin aciga cikardigy, elegtirel horistigin 1hmlhi kav-
ram esnetme modasinin matematiksel bilginin artiginin en dnemli araca
oldugunu tamamiyla gorebiliyorum. Fakat matematikgiler ¢iirlitmenin
bu son ve vahsi bi¢imini asla kabul etmezler!

O&RETMEN: Yaniliyorsun Beta. Kabul ettiler ve bu kabulleri mate-
matik tarihinde bir déntim noktasidir. Matematiksel elestirideki bu dev-
rim, matematiksel dogruluk kavramana:, matematiksel kanitin standartla-
rins, matematiksel gelismenin dizgesini degistirdil'8*

Sicma: O zaman hicbir sey ¢oziilmedi. Simdi duramayiz.

O&rETMEN: Hislerini paylasiyorum. Bu en son agama, tartismamiza
onemli geri beslemelerde bulunacak.'®® Fakat bilimsel bir sorgulama
“problemlerle baglar ve biter”.!8¢ (Sinsftan ayrilsr.)

BEeTA: Baglangicta higbir problemim yoktu, simdiyse sadece problem-
lerim var! '

kiimeler kuramiyla yeniden yorumlanmasiyla degil, aym1 zamanda matematiksel
tartismalarda ortaya gikan akilsiz tatmin kavramiyla da ilgilidir.

184 lestiri, karsiornek, sonug, dogruluk ve kamt kavramlan birbirinden ayrilamaz;
degistiklerinde ilk degisim elegtiride olur ve diger degisimler de onu izler.

185Bky. Lakatos [1962].

86 Bkz. Popper [1963], 5. 968.
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Ozgiin Baski Editérlerinin Sunusu

Poincaré’nin Descartes-Euler sanisi kanitina yukarda deginilmisgti.! Dok-
tora tezinde Lakatos, bu kamtin, matematige “Oklidyen” yaklagimlarin
tarafinda ve kargisinda olan tezlerle detayh tartigmasini sunmustu. Bu
tartismalarin bazi béliimleri, Boliim Bir’e dahil edildi (6rnegin bakimz
~ sayfa 62 ve sonrasi), digerleriyse “Sonsuz Déngii ve Matematigin Temel-
leri”’nde tekrar yazildi (Lakatos [1962]). Dolayisiyla biz burada konuya
girig niteligindeki tartismay: athyorusz.

Oklidyen izlencenin —matematigi, miikemmel netlikteki terimlerle
ifade edilen, kugku duyulamayacak dogruluktaki belitlerle destekleme gi-
risiminin — savunucusu Epsilon’du. Epsilon’un felsefesine meydan okun-
mustu; fakat Ogretmen, Epsilon’a meydan okumanimn en basit ve dog-
rudan yolunun, ondan Oklidgi standartlar saglayan bir Descartes-Euler
sanis1 kaniti iretmesini istemek olduguna dikkat ¢ekmisti. Epsilon mey-
dan okumay1 kabul eder.

2.1 Dogrusal Cebirin “Miikemmel Olarak
Bilinen” Terimlerine Cevirisi.
Ceviri Problemi

EPsiLON: Meydan okumay: kabul ediyorum. Basit-baglantili yiizleri olan
tliim basit baglantili ¢cokyiizliiniin Eulerci oldugunu kanitlayacagim.

OGRETMEN: Evet, bu teoremi 6nceki derslerin birinde ifade etmig-
tim.2

1Bkz. s. 78 ve 105.
2Bkz. s. 47.
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EpsiLoN: Onceden isaret etmis oldugum gibi, ilkin kanitlamak igin
gercegi bulmaliyim. Simdi, kanitlar ve ciiriitmeler yonteminizi, dogru-
lugu bulmak igin bir yontem olarak kullanmaya bir itirazim yok, ama
ben sizin durdugunuz yerden baglayacagim. Gelismeyi durdurdugunuz
yerde, ben kanitlamaya baglayacagim.?

ALFA: Fakat bu uzun teorem esnetilebilir kavramlarla dolu. Bunu
ciiriitmekte zorlanacagimizi sanmiyorum.

EpsiLoN: Ciiriitmenin imkénsiz oldugunu fark edeceksin. Her bir te-
rimin anlamini agiklayacagim. '

OGRETMEN: Devam et.

Epsiton: Ilk olarak sadece miimkiin olan en berrak kavramlar: kul-
lanacagim. Belki bazen kusursuz bilgimizi fotograf makinalarmi, kagit
ve makaslari, lastik toplar ve hava pompalarim kapsayacak kadar ge-
nigletebilecegiz, ama gimdi tiim bunlar1 unutmaliyiz. Katiyete bu tiirden
aletler kullanarak kesinlikle erisemeyiz. Bence 6nceki bagarisizliklarimiz
cokyiizliiniin basit ve ¢iplak dogasina yabanci yontemler kullanmig olma-
miz gercegine dayanmaktadir. Tiim bu aletleri orgiitleyen cogkulu hayal
giicll bizi tamamen yanlig yollara yéneltti. Cokytizliiniin 6ziine ait olma-
yan digsal, yabanci, tesadiifi 6geleri gerekce gosterdi ve boylece sasirtic
olmayan bir gekilde bazi ¢okyiizliilerde bagarisiz oldu. Kusursuz bir ka-
nit elde etmek icin kullanilan aletler sinirlandiriimalidir. Ciinkii cogkun
hayal glcii, kesinligin ele gegirilebilmesini cok zorlagtirir. Lastigin, mer-
ceklerin vb Ozelliklerine dayanan 6nsavlarm dogrulugunu garantilemek
zordur. Makas, hava pompasi, fotograf makinasi ve benzerlerinden vaz-
gecmeliyiz, ¢iinkii “bir soruyu anlamak icin, onu tiim gereksiz fazlaliklar-
dan soyutlamali, miimkiin oldugu kadar basitlestirmeliyiz.”® Kanitimi ve
teoremimi® tiim bunlardan arindirip en basit ve en yahn seylere sinirlan-
dirtyorum: Descartes [1628], Kural IX. yani kogeler, ayritlar ve yiizler.
Bu terimleri tamimlamayacagim zira bunlarin anlaminda herhangi bir

3Epsilon muhtemelen kamt siirecinin horistik degerini takdir eden ilk Oklidgidir. On-
yedinci yiizyila dek Oklidgiler Platoncu ¢dziimleme y&ntemini héristik bir ydntem
olarak onayladilar; sonra da bunun yerine gans ve/veya deha darbesini koydular.

4Kamt-coziimlemede “aletlerde” hicbir simirlama yoktur. Her nsavi ve her kavrami
kullanabiliriz. Bu problem ¢bzmenin, yakalayabildigin kadarim yakala, iligkisinde
oldugu geligen her informel kuramin bir gergegidir. Formellegtirilmis kuramlarda,
aletler tamamuyla kuramin sozdiziminde betimlenmigtir. Ideal durumda (bir karar
alma siirecinin oldugu durumlarda) problem ¢bzme igi bir ritiieldir.

>Bunlar Descartes’m sozleridir. [1628], Kural XIII.

5Kanit-¢oziimleme teoremle sonuglamrken, Oklidyen kanitin teoremle bagladigi unu-
tulmamahdir. Oklidyen yoéntembilgisinde sanilar yoktur sadece teoremler vardir.
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uzlagmazlik pek miimkiin olamaz. Kusursuz olarak bilinen “primitif te-
rimlerle” az da olsa belirsizlige sahip terimleri tammlayacagim.”

Simdi, aciktir ki kanitlarin herhangi birindeki tiim belirli 6nsav niha-
yetinde dogru degildir, bunlar “Tiim cokyiizliler bir topa sisirilebilir” ve
benzerleri gibi sadece samdir. Fakat simdi, “seylerin dogruluguna atfet-
tigimiz yargilarda sanilara yer verilmemesi gerektigini” soyliiyorum.® Id-
diayi, artik san1 olmayan ama “sezgi”, yani “aklin 6zgiin 1s181nda dogmus
salt ve dikkatli usun siipheye yer vermeyen kavrayislar1”® olan énsavlara
ayrigtiracagim. Bu “sezgilerin” Ornekleri sunlardir: TWim c¢okyiizlilerin
ylzlert vardwr, tiim yizlerin ayritlar varder, tim ayritlarin kdseleri var-
dur. Bir ¢okyilizliiniin cisim mi yiizey mi oldugu sorusunu sormayacagim.
Bunlar anlagilmaz fikirlerdir ve amacimiz i¢in gereksizdir. Benim icin bir
cokyiizlii ii¢ kiimeden olugur: Kégeler kiimesi V' (bunlara P, PY, ..., PY
diyecegim), ayrtlar kiimesi E (bunlara P, P},..., P} diyecegim) ve
yiizler kiimesi F (bunlara P?, PZ,..., PZ diyecegim). Bir ¢okyiizliiyii ni-
telendirmek igin, ayrica hangi kdgenin hangi ayrita, hangi ayritin hangi
yiize ait oldugunu goésteren bir tiir tabloya ihtiyacimiz var. Bu tablolara
“cakigiklik matrisleri” diyecegim.

GAMA: Cokyiizlii tanimin biraz kafami karistirda. Ilk olarak, cokyiizlii
kavramini tanmimlamaya zahmet ettigin icin, ¢okyiizliiniin kusursuzca bi-
linen bir kavram olarak ele almadigin sonucunu ¢ikartiyorum. Fakat o
halde, bu tanimi nereden aliyorsun? Belirsiz ¢okyiizlii kavramim “kusur-
suz olarak bilinen” yiiz, ayrit ve koge kavramlariyla tamimladin. Fakat
senin tanimin —yani ¢okyiizli bir kégeler kiimesi art1 ayritlar kiimesi art1
yiizler kiimesi art1 cakigiklik matrisidir— agikca sezgisel cokyiizlii kav-
ramin1 kapsamakta bagarisiz oluyor. Bu tanim, 6rnegin her g¢okgenin;
digsal alaninda ayrik bir ayrit1 olan bir cokgen kadar cokyiizlii olma-
si1 gerektiriyor. Iki gidisattan birini secmelisin. “Matematikgi teknik
terimlerinin giincel anlamlariyla ilgilenmez. . . Matematiksel tanim ma-
tematiksel anlami yaratir.”*? diyebilirsin. Bu durumda, ¢okyiizlii diigiin-
cesini tamimlamak, eski diisiinceleri tamamen atmak ve yerine yeni bir
kavram koymaktir. Fakat, senin “gokyiizliin” ile herhangi bir gercek ¢ok-

"Pascal’m tanim kurallar ([1659], s. 596-7): “Kusursuz olarak bilinen herhangi bir ve-
rili terim tanimlanmayacak. En az belirsiz veya siipheli terimlerin tanimlanmamasina
izin verilmeyecek. Terimlerin taniminda sadece kusursuzca bilinen ya da agiklanan
sozclikler kullamlacak.”

8Descartes [1628], Kural I1I’e not.

Sa.ge.

0Pélya [1945], s. 81-2.
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yiizlii arasindaki herhangi benzerlik biitiiniiyle rastlantisaldir ve de kendi
sahte-cokyiizliinii inceleyerek gergek cokytizlii hakkinda higbir kesin bilgi
edinemezsin. Diger yol ise tanimin; gerekli nitelikleri belirginlegtiren, te-
rimleri daha net bir dile ¢eviren ya da anlamimi koruyarak déniigtiiren bir
belirginlegtirme oldugu fikrine bagh kalmaktir. Bu durumdas tanimlarnn
sanilardir; dogru da olabilirler, yanhs da olabilirler. Belirsiz bir terimin
belirli olanlara kesin bir ¢evirisini nasil yapacaksin?

BEPsiLON: Bu elestiriyle beni gsagirttigim kabul ediyorum. Belitlerimin
kesin dogrulugundan giiphelenecegini, bu a priori sentetik yargilarin na-
sil miimkiin olabilecegini soracagini diigiinmiis ve birka¢ karsi-tez ha-
zirlamigtim; ama tanimlar cepheme bir saldiri beklemiyordum dogrusu.
Fakat sanirim cevabim gu: Tanimlarimi, tipki belitlerim gibi, sezgiyle
elde ediyorum. Tamamiyla egit durumdalar: Tammlarim: ilave belitler
olarak alabilirsiniz!! ya da belitlerimi iistii kapali tanimlar olarak alabi-
lirsiniz.'? Bunlar sorulan terimlerin dzlerini aciklayabilmektedir.

OGRETMEN: Bu kadar felsefe yeter! Kanita bakalim. Felsefenden hog-
lanmiyorum, ama yine de kanitindan hoslanabilirim.

EpsiLoN: Peksla. Ilk olarak kanitlanacak teoremi benim kusursuz
olan basit ve belirgin kavramsal cerceveme c¢evirecegim. Benim belirli
tanimsiz terimlerim koge, ayrnt, yiiz ve gokyiizlii olacak. Kimi zaman
bunlardan sirasiyla sifir, bir, iki ya da ii¢ boyutlu politoplar olarak séz
edecegim,'3 ya da kisaca O-politop, 1-politop, 2-politop ve 3-politop.

ALFA: Ama sadece on dakika Once c¢okyiizliiyii koge, ayrit ve yiiz
terimleriyle tammlamistin!

Epsiron: Yaninugim. O “tanmm” sacma bir beklentiydi. Ahmakca
bir acelecilikle bu yargiya vardim. Dogru sezgi, dogru yorumlama, yavag
yavas olgunlagir ve ruhu sanilardan arindirmak zaman alir.*4

MeGerekli dogasmin kanitlanamayan bir ifadesi olan tamim” (Aristotle, Analytica
Posteriora, 94a).

2Gergonne [1818).

3By terimler Schlafli’nin kegfettigi bir tek genel soyut terimle kapsanabilir ([1852]).
Schlafli bunlara poli-sema’lar demigti. Listing ise ([1861]) “Curia”c1 demigti. Fakat
bu genellemeyi {i¢ boyuttan fazlasina genigleten Schlafli’ydi. (Curia, Roma Katolik
Kilisesi’nin Vatikan’da yo6netildigi yerdir. —¢.n.)

“nsan aklmin gikarsamalarina, basitce dogayla ilgili konulara uygulandiginda, bun-
lar1 ayrimsayabilmek igin, (aceleci ve erken dogan bir gey olarak) Doganin Beklenti-
leri diyecegim. Aklm, ger¢eklerden adil ve yontemsel siirecle elde ettiklerine Doganin
Yorumu diyecegim. (Bacon, [1620], XXVI)
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BETA: Bir az 6nce ylizlerin ayrit1 varder, ya da her yiiz ayritlara aittir
gibi bazi belitlerinden soz ettin. “Ait olmak”: Bu da yeni bir primitif
terim mi? )

EpsiLon: Hayir. Sadece ele alman kurama dzgt terimlerden soz edi-
yordum, burada bu kuram cokyizliller kurami. Ele alinan kuramda ge-
gen, kusursuz bir aginalifa sahip oldugumuzu varsaydigim mantiksal,
kiimeler kuramiyla ilgili, aritmetik terimlerden s6z etmiyordum. Simdi,
kesinlikle mutlak olarak net olmayan “basit baglantih” terimiyle de-
vam etmeme izin verin. Once ¢okyiizliiniin basit baglantililig, sonra da
yiizlerin basit-baglantiiligini tanimlayacagim. Once cokyiizliiniin basit-
baglantihiligim ele aliyorum. Bu terim aslinda uzun bir ifadenin kisalt-
masidir: Bir ¢okyiizlii, eger kendisindeki (1) dongiisiiz her kapali ayrit
sisteminin dig1 ve ici varsa, (2) yizlerin, ¢okyiizlinin i¢ini ve digim ay1-
ran sadece bir tane dongiisiiz kapali bir sistemi varsa; basit baglantilidir.
Bu, “kapalt”, “i¢”, “dis” gibi oldukca belirsiz terimlerle dolu bir ifade.
Fakat ben tiim bu terimleri kusursuzca bilinen terimlerle tanimlayaca-
gim.

GAMA: Hava pompalama, kesme gibi mekanik terimleri digladin,
simdi de kapalibk gibi geometrik terimleri atiyorsun. Aritmacilik he-
vesini bence biraz abarttin. “Kapali ayritlar sistemi” kusursuz netlige
sahip bir kavram, tanimlanmasina gerek yok.

EpsiLon: Hayir, yanmiliyorsun.. Yildiz-cokgene kapali bir ayritlar sis-
temi diyebilir misin? Belki dersin, ¢iinkii ayritlarin hi¢ bog ucu yok. Ama,
bu sistem hicbir iyi tanimlanmig bir alam “gevrelemiyor”, bazilarn “ka-
pali ayritlar sistemiyle” iyi tanimlanmig bir alani gerceveleyen bir sistemi
kastedebilir. Dolayisiyla 6yle ya da bdyle bir karar vermeli ve segtigin
yolu s6ylemelisin.

GAMA: Bir yildiz-¢okgen sinirh olmayabilir, ama agikca kapalidar.

EpsiLoN: Bence, hem kapali hem sinirhidir. Bir uyusmazhiga sahip
olmamiz bunu zaten ifade ediyor, ama ben biraz daha delil iiretecegim.
Yediyiizliiniin kapali bir ayrit sistemi olup olmadig: ve simirli olup olma-
digi hakkinda ne sdyleyeceginizi merak ediyorum.

GAMA: Bu yediyiizlilyi daha 6nce hig duymamigtim.

EpsiLon: Bu, tek yiizii oldugu igin oldukga ilging bir cokyiizlidir.
Kapsadig hicbir geometrik cisim yoktur, uzayi i¢ ve dig olarak ikiye
ayirmaz. Alfa, 6rnegin, “belirgin” geometrik sezgisiyle yonlendirilirken,
kapali yiizler sisteminin “eger cokyiizliiniin ici ve dis1 arasinda simirsa”
smirh oldugunu sdéylemigti. Yediyiizliinlin yilizeyinin simirh olmadigin: o
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soyleyecegini merak ediyorum. Yoksa, “sinirli” sistemler kavramini de-
gistirerek yediytzliiye alisacak m1? Bu durumda, alcak goniilliiliikle so-
ruyorum: Kusursuzca bilinen kavramlar deneyimle degigebilir mi? Hayr,

degisemez. Dolayisiyla, “kapali”, “simirh” kusursuz olarak bilinmemek-
tedir. Dolayisiyla, bunlar tammlayacagim.

TETA: Yediyiizlilyii ¢izer misin? Neye benzedigini merak ediyorum.

EpsiLon: Pekala. Bayag sekizyiizliiyle baghyorum (Sekil 25). Simdi,
kosegenlerin, 6rnegin A, B, C, D gerdigi diizlemlere ii¢ kare ekliyorum
(Sekil 26).

DertA: Makul bir cokyiizliiden, ayritlarda sadece iki yiiziin birles-
mesini beklerim. Burada ii¢ tane birlegiyor.

EpsiLon: Bekle biraz. Bu gerektirmeye uymak igin simdi dért tane
iicgen cikariyorum: Seklin ilk yarisindan, sol iistteki {iggeni ve sag alttaki
tiggeni gikariyorum. Sonra sekilde sadece tarali iiggenler kaliyor (Sekil
27).1% Boylece dort iiggen ve ii¢ kareden olusan bir gekil elde ettik. Bu
yediyiizliidiir.'® Ayritlar ve koseleri, sekizyiizliiniin 6zgiin ayrit ve ko-
geleridir. Sekizylzliiniin kosegenleri bizim seklimizin ayritlar: degildir,
fakat bu kogegenler bizim geklimizde kendilerini kesen cizgilerdir. Ge-
ometrik sezgiye gok fazla 6nem yiiklemiyorum, gokyiizlimin {ig¢ boyutlu
uzaya pek rahatca gdmiilememesi gercegiyle de pek ilgilenmiyorum. Ay-
rica bu gercek yediyiizlimin cakisiklik matrisinde gériinmemektedir.
(Bu arada, yediyiizlii kendisiyle kesigmeden beg boyutlu uzaya pekala
gomiilebilmektedir.)'?

Simdi, yediytzliniin yiizeyi simirh mudir? Eger “simirh” bir yiizeyi
ancak ve ancak ele alman ¢okyiizliiniin sinirimin bu ¢okytzliiyi i¢ ve dig
olarak ikiye ayirmasi olarak tamimlarsamz, yamt “hayir”dir. Ote yan-
dan, eger “sinirh’” bir yiizeyi ancak ve ancak ele alman c¢okyiizliiniin
tim yiizleri kapsayan bir siun olarak tammlarsamz, yamt “evet”tir.
Goriiyorsunuz, “simrh”™y: ve “sumr”1 tamimlamak zorundasiniz. Cokyiizli
gekillerin zenginligini incelemeden 6nce, bu kavramlar kimi aginahklara
sahipmis gibi goriinebilir. Fakat bu inceleme siiresince, 6zgiin kaba kav-
ramlar ayrigir ve hog bir yapi gosterir ve boylelikle kavramlarimizi, onlar:
kullandiginiz anlamda net olmalar: icin, dikkatlice tanimlamak zorunda
kalirsiniz.

158ekil 27 Hilbert ve Cohn-Vossen [1932]’den kaynak aliarak cizildi.

18C. Reinhardt (Bkz. [1885], s. 114) tarafindan kegfedilmistir.

- MTek-yiizliiliigiin ya da iki-yiizliliigiin uzaym boyutlarmm sayisina bagh olmas: ilk
olarak W. Dyck tarafindan fark edilmisti. (Bkz. [1888], s. 474.)
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KaPA: Ve de daha fazla ayrigmadan sakinmak i¢in daha ileri incele-
meleri veto etmek zorundasin. '

B B

O&reETMEN: Epsilon, Kapa’y: dinleme. Ciiriitmeler, tutarsizliklar,
elegtiriler genelde ¢ok 6nemlidir, ama ancak ilerlemeye yol agiyorlarsa.
Salt ¢liritme bir zafer degildir. Eger salt ¢liriitme, dogru olsa bile, erke
sahip olsaydi, Berkeley matematigin ilerlemesini durdurur ve Dirac ma-
kaleleri i¢in bir editér bulamazd. '

EpsiLon: Dert etmeyin, Kapa’nin anlamsizca soziimii kesmesini bir
an 6nce bagimdan def ediyorum. Simdi, gerekli terimlerimi tanimlamaya,
her seyi kendi birkag 6zel primitif terimime —politoplar, cakigiklik mat-
risleri— cevirmeyle devam edecegim. “Simir”i tamimlamakla baslayaca-
gim. Bir k-politopun siniri, ¢akigiklik matrisine gore bu politopa ait olan
(k —1)-politoplarm toplamidir. k-politoplarm toplamina k-zincir diyece-
gim. Ornegin, bir ¢okyiizliiniin (herhangi bir bélgesinin) yiizeyi kesinlikle
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2-zincirdir. Bir k-zincirin siirini, bu zincire ait olan (k — 1)-politoplarin
toplami olarak tanimliyorum, fakat bayag1 toplama yerine modiilo 2 top-
lam aliyorum. Bu su kosulun saglanmasi anlamina geliyor:

0+0=0,1+0=1,0+1=1,1+1=0.

Bunun bir k-zincirin dogru tanim: oldugunu gérmelisiniz.

ISH

c

Sekil 28

BETA: Bir an i¢in durun. Senin k-boyutlu tanimlarini kolayca takip
edemiyorum. Bir 6rnek hakkinda yiiksek sesle diisiineyim.'® Ornegin,
bir yiizin siniri, senin tanimina gore, o ylze ait ayritlarin kiimesidir.
Simdi, eger iki yiizii birlegtirirsem, ortak sinir iki yliziin de igerdigi ayriti
icermeyecektir. Dolayisiyla, ayritlar: eklerken, ¢ift olarak belirenleri yok
sayacagim. Ornegin, iki licgeni ele alalim (Sekll 28). Ilkinin sinir1 c+d+-e,
ikincisininkiyse a + b + e’dir, ikisinin birlesmesinin siniri ise a + b+ e +
c+d+e = a+b+ c+ ddir. Simdi, tanimda neden mod 2 toplami
uyguladigimizi anliyorum. Liitfen devam edin.

EpsiLon: “Simir”1 kusursuz olarak bilinen 6zel terimlerle tanimladik-
tan sonra, gsimdi de “kapalilik” tanimlayacagim. Simdiye dek, ya belirsiz
kavrayiginiza ya da kapaliligt her durumda ayr: ayr tammlamig olma-
niza gilvenmigtiniz. Once ayrit sistemlerinin kapalilifini, sonra da yiiz
sistemlerinin kapalihgini tanimlamigtiniz. Simdi size, k’dan bagimsiz ola-
rak, her k-zincire uygulanabilecek genel bir kapalilik kavrami oldugunu
gbsterecegim. Bir k-zincire, ancak ve ancak smir sifira egitse, kapal bir
k-zincir ya da kisaca k-devre diyecegim.

BEeTA: Bir dakika dur, anlamaya ¢aligayim. Bayag: bir ¢cokgen agikga
kapalidir ve ashnda, her koge sinirda iki kez belirdiginden ve bu da senin

180zgiin Bask: Editorlerinin Notu: “Yiiksek sesle diigiinmek” Lakatos Ingilizcesi’nin
teknik terimlerinden biridir.
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mod 2 cebirinde sinir1 sifir olarak verdigi icin, senin tanimina gore ka-
palidir. Bayag: ¢okyiizlii kapalidir, yine sinir sifira egittir zira her ayrt
smirda iki kez belirir.

KAPA (kenardan): Beta kesinlikle Epsilon’un “agik ve ¢abuk kavra-
yiglarini” dogrulamak i¢in ugragmak zorunda!

EpsiLonN: Aydinlatilacak diger bir terim “smirlamak”tir. Eger bir k-
devrenin smur1 bir (k — 1)-zincirse, k-devreye simirlar /sinirliyor /sinirdir
denir. Ornegin, kiiresel bir cokyiizliiniin “ekvatoru” simirlar, ama toroid
cokyiizliiniin “ekvatoru” smirlamaz. Ikinci durumda, diger bir fikir, yani
ekvatorun ¢okyiizliiniin “tiimiinii” sinirladigl, ilke olarak diglanmustir,
zira ¢okytuzliniin tamaminin simir1 bogtur. Simdi, yediyiizliiniin sinirla-
dig1 kesinlikle agiktir.

BETA: Biraz hizlisin, ama hakli goriiniiyorsun.

GaMA: Simurlayan her k-zincirin bir devre oldugunu kamtlayabilir
misin? “Sinirlama”y1 sadece devreler i¢in tanimladin, genel olarak tiim
zincirler icin yapabilirdin bunu. Kisitlanmig tamiminin nedeni bu heniiz
belirmemis teorem.

EpsiLoN: Haklisin. Bunu kanitlayabilirim.

GAMA: Bir kusku daha. Baz zincirler devredir, bazilar1 simirdir. Bu,
bana uygun goriiniiyor. Fakat, bence makul bir k-zincirin sinir1 kapali
olmahdir. Ornegin, kapag: eksik olan bir kiibii cokyiizlii olarak kabul
edemem, bir kenan eksik olan bir kareyi ¢okgen olarak kabul edemem.
Her k-zincirinin siniriin kapali oldugunu kanitlayabilir misin?

EpsiLon: Herhangi bir k-zincirin sinirinin sinirinin sifir oldugunu ka-
nitlayabilir miyim?

GaMA: Igte bu.

EpsiLon: Hayir, kamtlayamam Bu kuskuya yer birakamayacak bir
dogrudur. Bir belittir. Kanita gerek yoktur.

O&RETMEN: Devam devam! Saniyorum ki simdi teoremimizi kusursuz
olarak bilinen terimlere gevirebileceksin.

EpsiLon: Evet. Kisaca, ¢evrilen teorem gsudur: “ Tidm devreleri sinarle
olan tim c¢okyiizliler Fulercidir”. “Cokyiizli” 6zel terimi tanimlanma-
mugtir, “devre” ve “sinirli” terimlerini kusursuz olarak bilinen terimlerle
onceden tanimlamigtim.

GAMA: Yizlerin basit-baglantililigim unuttun. Sadece ¢okyiizliiniin
basit baglantililigimi gevirdin.

EpsitoN:  Yaniliyorsun. Tim devrelerin sinirlamasini  istedim,
O:devrelerin bile. “Bir ¢okyiizliiniin basit baglantililigmi”, “tiim 1-devre-
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ler ve 2-devreler sinirlar”a ve de “yiizlerin basit baglantililigim” da “tiim
0-devreler sinirlar”a cevirdim.

GAMA: Seni tam anlayamiyorum. O-devre nedir?

EpsiLoN: Bir 0-zincir, koselerin herhangi bir toplamidir. Bir 0-devre,
sinir1 sifir olan kégelerin herhangi bir toplamidir.

GawmA: Peki bir kdgenin sinir1 nedir? (—1)-boyutlu politop yoktur.

EpsiLon: Elbette vardir. Ya da, daha dogrusu bir tane vardir: Bog
kiime.

GaMA: Delisin sen!

ALFA: Deli olamayabilir. Bir uzlasma 6neriyor. Hangi kavramsal aleti
benimsedigi umurumda degil. Elde ettigi sonuclara bakalim.

EpsiLoN: Uzlagimlar kullanmiyorum, benim kavramlarim “alet” de-
gildir. Bog kiime, eksi bir boyutlu bir politoptur. Bunun varolusu benim
igin, 6rnegin senin képeginin var olusundan daha kesindir.

O¢rETMEN: Platoncu propaganda yapmayahm! “Siirlayan 0-dev-
relerini” nasil basit baglantili yiizlere gevirdigini goster.

EpsiLON: Her k&genin sinirinin bog kiime oldugunu bir anlayin, gerisi
kolay. Benim 6nceki tanimima gore, bir kisenin sinirt bos kiilmedir, ama
iki kégenin sinir1 ise, mod 2 cebiri nedeniyle sifirdir. Ug kégenin simiri
yine bog kiimedir ve bu boylece siirer gider. Demek ki, ¢ift sayida koge
devreyken tek sayida kiose devre degildir.

GaMmA: Dolayisiyla, senin gerektirmenin énemli noktas: su ki, 0-dev-
relerin simirliyor olmasi, her iki kégenin bir 1-zinciri simirliyor olmasina
denktir; ya da giinliik dilde, her iki kdgenin bir ayrit sistemiyle bagh
olmasina denktir. Bu kural elbette halka bicimli yiizleri diglar. Bu bi-
zim Onceden, “yiizlerin basit baglantihlig ayri ayri ele alinir” dedigimiz
gerekliliktir.

EpsitoN: Cokyiizliiniin 6zintd yansitan dogal boliimiin, 6nceleri bag-
lantisiz olan yalitilmig ad hoc kistaslarin dermlere kok salmig esas kim-
ligini gbsterdigini kolaylikla reddedemezsin!

GaMA (kenardan): Zorlukla reddecegim sey kafamin karigmig olma-
sidir! Bu “dogal basitlige” giden yolun bu tiir karmagikliklarla ¢ope atil-
mas1 gercekten oldukga tuhaf.

ALFA: Anlayip anlamadigimi sinamama izin verin. Tiim kogelerin
ayni sintra, yani bog kiimeye mi sahip oldugunu sdyliiyorsun?

EpsiLON: Dogru.
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ALFA: Ve senin igin, sanirim “tiim kogelerin bog kiimesi vardir” éner-
mesi; “tiim yiizlerin ayritlar: vardir” ya da “tim ayritlarin kogeleri var-
dir” gibi bir belittir.

EpsiLoN: Dogru.

ALFaA: Fakat bu belitler kesinlikle esit agirhikta olamaz! ilki bir uzla-
simdir, son ikisiyse gerek kosul olarak dogrudur!

OGRETMEN: Teorem cevrilmistir. Kanit1 gérmek istiyorum.

EpPsiLON: Derhal, efendim. Teoremi biraz bicimlendireyim. “ Deuvrele-
rin ve ssmrlayan devrelerin cakistigr tim cokyitizliler Eulercidir.” -

O¢rETMEN: Kamtla.

EpsiLoN: Derhal efendim. Yeniden ifade ediyorum simdi.'®

BETA: Ama neden? Birazcik belirsiz olan terimleri kusursuz olarak
bilinen terimlere goktan gevirdin!

EpsiLoN: Dogru. Uretmek iizere oldugum ceviri epey farkli. Primitif
terimler kiitmemi, daha da basit olan bagka bir primitif terimler kiimesine
gevirecegim. :

BETA: Dolayisiyla, kusursuz olarak bilinen terimlerinden bazilar, di-
gerlerinden daha iyi olarak bilinebiliyor!

OGRETMEN: Beta, siirekli olarak Epsilon’un séziinii kesme! Epsi-
lon’un yaptiklarina dikkatini ver, yaptiklarim nasil yorumladigina degil.
Devam et Epsilon.

EpPsiLoN: Teoremi son formiile edigime daha yakindan bakarsak go-
recegiz ki, bu teorem cakisiklik matrisiyle belirlenmis bazi vektor uzay-
laninmin boyutlanyla ilgilidir.

BETA: Ne?

EPSiLON: Zincir kavramimiza, érnegin 1-zincire, bakiniz:

101 + 2902 + - - - + zEOE.

Burada 64,605, ...,85 E-tane aynti, 1,22,...Zg ise ya 0 ya 1’i gbster-
mektedir.

1-zincirlerin, modulo 2-kalanlar cismi lizerinde E-boyutlu bir vektor
uzay1 olugturdugunu gérmek kolaydir. Genel olarak k-zincirler, modulo
2-kalanlar cismi iizerinde Nyg-boyutlu vektér uzaylan olugtururlar (Vg
burada k-politoplarm sayisidir). Devreler zincir uzayinin bir altuzayini,

simirlayan devreler de devrelerin bir altuzaymi olusturur.
(
9« Tooremi tekrar ifade edebilir misiniz? Teoremi farkh bir sekilde tekrar ifade edebilir
misiniz?” (Pélya [1945], i¢ kapak)
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Boylelikle, teoremim aslinda sudur: “Devre uzaylars ve simarlayan
devre uzaylary cakiswyorsa, 0-zincir uzaymnin boyut saysse eksi, 1-zincir
uzayrnin boyut sayist arty, 2-zincir uzaymmin boyut sayist 2’ye egittir.”
Bu Euler teoreminin 6zidir.

OGRETMEN: Bu yeni formiilii begendim, zira sz verdigin gibi, ba-
sit aletlerinin dogasini gercekten gosterdi. Simdi siiphe yok ki, Euler
teoremini dogrusal cebirin basit yontemleriyle kanitlayacaksin. Kamt:
gorelim.

2.2 Iddianmin Bagka Bir Kanmiti

EpsiLoN: Teoremimi iki béliime ayiriyorum. Ilki, devre uzaylarmin ve
smirlayan devre uzaylarinin ancak ve ancak boyutlarimin biyiiklikleri
esitse esit olduklarim ifade etmekte. Ikincisiyse, eger devre uzaylari ve
sinirlayan devre uzaylar aym boyuta sahipse, 1-zincir uzayimin boyutu-
nun biiylikligi arts 2-zincir uzaymin boyutunun biyiikligi 2’ye esittir.

O¢reTMEN: Ik boliim dogrusal cebirin oldukca kolay bir teoremi.
Ikinci boliimii kanitlayimn.

EpsiLoN: Hicbir sey bundan kolay olamaz. Dahil ettigim kavramla-
rin tanimlarina geri dénmeliyim sadece.?? Once ¢akigiklik matrislerimizi
yazalim. Ornegin, AD, BD, CD, BC, AC, AB ayritlarma, BCD, ACD,
ABD, ABC yiizlerine sahip ABCD dértyiizliisiinii alahm. Matrislerde,
eger P{_,, P} ya aitse 7f; = 1, degilse nf; = 0°dir. Dolayisiyla matrisle-
rimiz agagidaki gibidir:

n° AlB{CID
Bogkiime | 1 | 1| 1| 1

=

AD | BD | CD | BC | AC | AB

Ui

Al 1l 0 0 0 1 1
Bl 0 1 0 1 0 1
c| o0 0 1 1 1 0
D1 1 1 0 0 0

20“Tammlana,n seylerin yerine aklen tanimlar1 yerlegtirmek” (Pa.sca,l [1659]). “Tamm-
lara geri dénmek” (Pélya [1945), i¢ kapak ve s. 84).
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n® | BCD | ACD | ABD | ABC

AD] 0 1 1 0 n® | ABCD
BD| 1 0 1 0 BCD 1
CD| 1 1 0 0 ACD 1
BC | 1 0 0 1 ABD 1
AC | 0 1 0 1 ABC 1
AB| 0 0 1 1

Simdi bu matrislerin yardimiyla devre uzaylar1 ve smrlayan devre
uzaylar kolaylikla karakterize edilebilir. k-zincirlerin ashinda

Ny
St
i=1

vektorleri olduklarim gérmiigtiik.
Simdi bir Pf—politopunun st agagidaki gibi tanimladik:

Ng_1

k pk—1
> B
i=1

(Bu, sonrasinda takip edecek her formiil gibi eski tanimimizin sim-
gesel olarak tekrar ifade edilmesidir.)
Bir 3 ij}“ k-zincirinin sinin ise su sekildedir:

Zijnijf—l.
i g

Bir Z:z:jPJZc k-zincirinin bir k-devresi olmas: igin gerekli ve yeterli

kosul her ¢ i¢in
> oz =0 ey

esitliginin gegerh olmasidir.
Bir E%P k-zincirinin smirlayan bir k- devre51 olmasi i¢in gerekli
ve yeterli k0§ul da bu zincirin bir (k£ + 1)-zincirinin sinin olmasi, yani

ancak ve ancak
Z'Ym Ml=0 (2)

olacak sekilde v (m = 1, ..., Ng11) sabitlerinin varhgidir.

Simdi su bariz: Devre uzay1 ve sinirlayan devre uzay1, ancak ve ancak
boyutlan esit ise esittir. Bu da ancak ve ancak (1)’deki Ni_;-tane homo-
jen lineer denklemin birbirinden bagimsiz ¢oziimlerinin ranki, homojen
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olmayan lineer denklem (2)’nin birbirinden bagimsiz ¢bziimlerinin say1-
sina esitse dogrudur. Ik sayi, lineer cebirin iyi bilinen teoremlerine gére
Ny — pidir, burada pg, anjl[’nm rankidir; ikinci sayiysa pg.q’dir.
Dolayisiyla, sadece Ny — pr = pg+1 ise V — E + F = 2 egitliginin
saglandigini kanitlamahyim. 7
‘ LamMBDA: Ya da, “Ni = pra1 + pr ise, No — N1 + Ny = 2”dir. Ni'ler
belirli vektor uzaylarinin boyutlar, pg’lar ise belirli matrislerin rankidir.
Bu artik ¢okyiizliilerle ilgili bir teorem degil, belirli bir cokboyutlu vektor
uzaylari kiimesiyle ilgili bir teoremdir. -

EpsiLoN: Ancak uyandigim goriiyorum. Sen uyurken, ben gokytizlii
kavramumizi ¢dziimledim ve bunlarin gercekten dogrusal cebirle il-
gili kavramlar oldugunu gosterdim. Euler goriinglisiiniin ¢evresindeki
fikirleri dogrusal cebire gevirdim ve boylelikle bunlarin 6zlerini goste-
rebildim. Simdi ben kesinlikle dogrusal cebirle ilgili bir teorem kanith-
yorum, ki bu teorem kusursuz olarak bilinen terimlerle, zekice ve kus-
kuya yer birakmayan belitler ve kanitlarla berrak ve farklh bir teorem-
dir. Ornegin, bizim eskiden cok tartistigimz teoremimizin yeni ve ko-
lay kanitina bir bakin: Eger Ny = pr41 + ok dse, Ng — N1 + Ny =
Ppo+pr—pr—p2+p2t+ps=po+p3s=1+1=2 Kim bu teoremin
kesinliginden siiphe edebilir? Dolayisiyla, Euler’in tartigmali teoremini
kuskuya yer birakmayan bir kesinlikle kamtladim.?!

ALFA: Buraya bak Epsilon; eger rakip bir uzlagim olan, késelerin
sinirlarinin olmadigim kabul etmis olsaydik, ng matrisi dortyiizlii 6rne-
ginde asagidaki gibi olurdu:

[m|[A][B[C]|D
| Jojojo]o

Bu durumda da pg rank sifir olur ve bunu takip eden V- E+ F =
po + p3 = 1 olurdu. “Kanitinin” 6nemli oranda uzlagimlara dayandigim
diigiinmiiyor musun? Uzlagimini sadece kaniti kurtarmak igin segmedin
mi? i

EPSILON: pp’1 ele alan belitim bir “uzlagim” degildir. pg = 1 benim
dilimde her kége ciftinin sinirlayici oldugu anlamini verir tam olarak,
yani ayritlar agl baglantilidir (halka-bigimli yiizler boylelikle diglanmg-
tir). “Uzlagim” ifadesi biitiintiyle yanhg yola gotiiriir bizi. Basit baglantil
yiizleri olan bir gokyiizlii icin pg = 1 dogru, pp = 0 yanhgtir.

2'Bu kanit Poincaré’nindir (Bkz. [1899]).
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AvLFA: Hmmm. .. pg = 1 ve pp = 0’m vektor uzaylarinda bazi yapi-
lar1 karakterize ettigini séyliiyor gibi goriiniyorsun. Fark su ki, pg = 1,
basit baglantili ytizleri olan gokyiizliilerde gercek bir modele sahipken,
“digerinin béyle bir modeli yoktur.

2.3 Kamtin Son Kamt Olmas: Hakkinda
Bazi1 Siipheler. Ceviri Siireci ve Tanimlara
Ozcii Yaklasim Adci: Yaklasima Kars:

OGRETMEN: Her neyse, artik yeni bir kanitimiz var. Bu son kanmit m
acaba?

AvLFA: Hayir, degil. Su cokyiizliyii alalim (Sekil 29). Onde ve arkada
iki tane halka-bicimli yiizii var ve bu cisim sigirilerek torusa doniisti-
riilebilir. 16 kogesi, 24 ayriti ve 10 yiizi var. Dolayisiyla, V — E + F =
16 — 24+ 10 = 2. Bu ¢okyiizlii Eulercidir, ama basit baglantih olmaktan
uzaktir.

Sekil 29

. BETA: Bunun Descartes-Euler goriingiisiiniin bir 6rnegi oldugunu dii-
stiinmiiyorum. Bu Lhuilier goriingiisiiniin bir érnegidir; yani: k tane ti-
neli, m tane halka-bigimli yiizti olan bir cokyiizli icin V — E + F =
2 — 2k + m dir.2? Bu cokyiizlii gibi, tiinel sayismin iki kati kadar halka-
bi¢imli yiizii olan ¢okyiizliiler i¢cin V' — E + F = 2'dir, ama bu ¢okyiiz-
liniin Eulerci oldugu anlamina gelmez. Ve bu Lhuilier gériingiisii bir
kere Descartes-Euler sanis: i¢in neden kolaylhikla gerek ve yeter kogullar:

22Bkz. Lhuilier [1812-13a]. Bu iligki, 1812-1890 yillar arasinda neredeyse 12 kere
kesfedildi.
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~vya da bir ana-teoremi— elde edemedigimizi acikliyor. Cilinkii Lhuilier’in
ornekleri Euler’in 6rneklerinin i¢ine kansmistir.23

OGrETMEN: Fakat Epsilon hicbir zaman sonuncu kaniti sunan ol-
may1 vaadetmemisti, sadece daha 6ncekilerden daha derin bir kanit va-
adetmigti. Simdi hem bayag cokytizlilerin hem de yildiz-¢okyiizliilerin
Eulerci niteliklerini tek hamlede agiklayarak bu soziini tuttu.

LAMBDA: Dogru. Yiizlerin basit baglantih olmasi —yani tiggenselleg-
tirme siirecinde her yeni kégegenin yeni bir yiiz meydana getirmesini—~
gerektigini, ticgensellestirme kavramim biitiiniiyle yok ederek gerekli ce-
viriyi yapti. Bu yeni geviride, yiizler eger tiim kose devreleri sinirliysa ba-
sit baglantihdir ve bu gart Eulerci yildiz-gokyiizlilerde saglanmaktadir!
Jordan’in ¢okyiizlillerin basit baglantihligina dair sezgisel (yani yildiz-
sezgisel olmayan) kavramin, yildiz-gokyiizliilere uygularken zorluklarla
kargilagmamiza ragmen Poincaré cevirisinde bu zorluklar ortadan kay-
bolmaktadir. Bayag1 cokyizliler gibi yildiz-cokyizliiler de koge, aynt
ve yiiz kiimeleriyle bir cakigiklik matrisinden olugmaktadir. Maddesel,
ig-boyutlu, kabaca Eulerci olan cokytizliimiiziin uzayda gerceklegmesi
sorunuyla ilgilenmiyoruz. Kiigiik yildiz onikiyiizlii, érnegin Eulerci de-
gildi, bu ¢okyiizlii tizerinde simirlamayan 1-devreleri ¢izmek pek de zor
degildir.

BETA: Bunu bagka bir agidan da ilging buluyorum. Epsilon’un kaniti,
bir kere daha net ve kapsayici. Bu ikisi arasinda gerekli bir iligki var mi?

EpsiLoN: Bilmiyorum. Fakat Ogretmenimiz kamtimin sadece daha
derin oldugunu iddia ederken, ben aymi zamanda mutlak kesinlide de
sahip oldugunu iddia ediyorum.

Kapa: Daha ¢nceki herhangi bir sam1 kadar, senin teoremin de bir-
takim yaratici kavram esnetmeyle ciiritiilmeye haizdir.

EpsiLoN: Yanihiyorsun, Kapa, aciklayayim.?*

ALFA: Devam etmeden Once kamtin hakkinda, ya da daha dogrusu
kanitinin iddia ettigin son kamit olugu ve kesinligi hakkinda ikinci so-
rumu sormama izin ver litfen. Cokytuzliiler ashnda senin dogrusal cebir
yapmin modelleri midirler? “Cokyiizliiyi” vektér kuramina geviriginin
dogru ceviri oldugundan emin misin?

EpsiL.oN: Dogru ¢eviri oldugunu daha 6nce sdylemigtim. Eger blr sey-
ler seni afallatiyorsa, bu ondan siiphelenmek icin bir neden olamaz. “Ben
irkiitiicli tamm dizileri sayesinde matematigi siiphecilerden kurtaran ve

23Bkz. s. 76 ve sonras.
21Bkz. s. 140.
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matematigin dnermelerinin saglam goésterimini kuran biiyiikk matematik-
ciler ekoliinii izliyorum.”2%

O¢rETMEN: Bence aslinda bu cevirme yéntemi Epsilon’un kanitinin
kesinligi ve sonlandirilmig kanit olmas: konusunun 6ziidiir. Bence buna
ceviri-prosediiri diyelim. Neyse, bakalim bagka herhangi bir kusku var
mi1?

GaAMA: Sadece bir tane daha. Diyelim, tiimevarimimzin hatasiz oldu-
gunu kabul ettim. Onciillerinizden teoreminin degilini ayn1 hatasizlikla
tiretemeyeceginizden emin misiniz?

EpsiLoN: Tiim onciillerim dogrudur. Nasil tutarsiz olabilirler, miim-
kiin mii bu?

O&reTMEN: Kuskularina saygr duyuyorum. Ama, bir karsiérnegi bir-
¢ok kuskuya her zaman yeglerim.

GAMA: Silindirimin bu teoremi ¢lirtitiip ¢lirlitmedigini merak ediyo-
rum.

EpsiLoN: Tabii ki ¢liritmiiyor. Silindirde bog kiime sinirli degildir ve
dahast pg # ’dir.

GAMA: Anliyorum, haklhisin. Bu tez, senin tiimiiyle bilindik, berrak
ve secik terimlerinle ifade edilince beni bir anda ikna etti.

EpsiLoN: Ignelemelerini anhyorum! Once tamimlarimi sorguladin. O
zaman, aslinda bu tanimlarin, sorgulanan kavramlarin éziini ifade eden,
kugkuya yer birakmayacak dogru belitler olduklarim sdylemistim hataya
yer vermeyen berrak ve secik sezginin yardimiyla. O zamandan beri bun-
lar1 diigliniiyorum, bence tamimlara Aristotelesgi bakigimi birakmak zo-
rundayim. Belirsiz bir terimi tanimladigimda, aslinda bu terimi yenisiyle
degistiriyorum ve eski terim sadece yenisinin kzsaltmas: olarak is goéri-
yOr.

ALFA: Bunu biraz netlegtirmeme izin ver. “Tamim” séziiyle ne de-
mek istiyorsun: Soldan saga bir iglem olan bir yer degistirmeyi mi yoksa
sagdan sola bir iglem olan kisaltmay: mi demek istiyorsun?

%Bu alint1 Ramsey’dendir [1931],'s. 56. Sadece tek bir sézciik degistirilmigtir, Ram-
sey “matematikgciler” yerine “matematiksel mantikgilar” demigtir. Bunun tek nedeni
Ramsey’in agikladig: siirecin matematiksel mantigin yeni bir niteligi olmadigini an-
layamamastydi, oysa bu Cauchy ve sonrasmndaki “net” matematigin bir 6zelligiydi,
ve bu 6zelligin limit, siireklilik vb.nin takdire sayan tamimlarinda 6nce Cauchy ta-
rafindan 6ne siirilmis ve sonrasinda Weierstrass tarafindan geligtirilmis olmasi,
tamamyla bu ¢izgide yer alir. Russell’m da Ramsey’den bu ciimleyi alintiladigim
da belirtirim (Russell [1959], s. 125).
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EpsiLoN: Kisaltma demek istiyorum. Eski anlami unutuyorum. Eski
belirsiz terimleri atarak terimlerimin anlamim &zgiirce yaratiyorum.
Aym zamanda, eski ve iistii kapali olanlar1 atarak, problemlerimi de
Ozgiirce yaratiyorum.

ALFA: Fikren uglarda olmaktan kacinamiyorsun. Ama, devam et.

EpsiLoN: Izlencemdeki bu degisiklikle kesinlikle yeni bir gey kazam-
yorum: Senin bir kugkundan kurtuluyoruz. Eger tammlar kisaltmaysa,
yanlig olamazlar.

ALUFA: Ama cok daha 6nemli bir geyi kaybediyorsun. Oklidci izlen-
ceni kusursuz olarak bilinen kavramlara sahip olan kuramlara kisitlamak
zorundasm. Belirsiz kavramli kuramlar: izlencenin kapsamina cekerken,
bunu geviri yontemlerinle yapamazsin: Dedigin gibi sen ¢eviri yapmi-
yorsun, aslinda yeni anlamlar yaratiyorsun. Eski anlamlari cevirmeyi
denesen bile, 6zgilin belirsiz kavramin bazi gerekli acilimlar: bu geviride
yok olur. Yeni berrak kavram, eski kavramin ¢bzmeye niyet ettigi prob-
* lemi ¢bzmeye yardimei olmayabilir.?6 Cevirinin hatasiz oldugunu ifade-
ediyorsun, ya da, bilincli olarak eski anlam atiyorsun, bu iki u¢ da ayni
sonucu verecektir: Ozgiin problemi diisiince tarihinin limbosuna. itiyor-
sun, ki bu aslinda yapmak istemedigin bir sey.2” Yani, eger sakinlegirsen,
tammlarin bir miktar modifiye edilmis 6zciiliik izi tasimas: gerektigini
kabul etmek zorunda kalacaksin: Tanim eski anlamin konuyla ilgili baz
yonlerini korumali, anlamin konuyla ilgili unsurlarim soldan saga aktar-
malidir. 2

28 Cevirinin (genelde ortiilii olan) yeterlilik dlgiitiinii saglamayan klasik bir érnegi on
dokuzuncu yiizyil yiizey alan formiilitydi, ki bu formiil Schwartz'm bir “kargi6rne-
giyle” yere serildi. .

Sorun su: Yeterlilik 6lgiitii, yeni problemlerin ortaya gikmasiyla, kavramsal alet
cantasmin degigmesine gerek duyarak, degigebilir. Boyle bir degigimin mikemmel
bir érnegi integral kavrammn Sykiistidiir. Ogrencilerin Cauchy, Riemann, Lebesgue
vb. integrallerinin tamamiyla farkl tamimlarin1 6grenmeleri, hangi problemleri ¢6z-
mek i¢in geligtirildiklerini bilmemeleri ya da hangi problemlerin ¢éziimii sirasinda
kesfedildiklerini bilmemeleri simdiki matematik egitiminin bir utancidir. Yeterlilik
Olciitll degistikge, tamimlar da, Slgiitleri karsilayan tamimlarin {istiin olabilecegi bir
yolda geligir. Bu integral taniminda gegerli olamadi, ¢iinkii 6l¢iit tutarli degildi,
kavram da bu nedenle ayrilmak zorunda kaldi. Kamtin yarattign tammlar Oklid
izlencesinde bile, geviri tanimlarinin ingasinda belirleyici bir rol oynarlar.

2TBu siireg yirminci yiizyil formelizminin oldukea belirleyici niteligidir.

28Bu basit nokta, merak cezbedecek bir gekilde Pascal ve Popper gibi adcilar tarafin-
dan gézden kaginlmigtir. Pascal gdyle yazar (a.g.e): “. .. geometriciler ve bir yéntemi
izleyerek calisan herkes, sadece konuyu kisaltan geylere isim koyar”. Popper da sbyle
yazar -([1945], cilt 2, s. 14): “Cagdag bilimde, sadece adc1 tanimlar vardir, yani bu
demektir ki, kisayol simgeleri ya da etiketleri uzun bir hikayeyi kisa kesmek igin
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BEeTA: Fakat, Epsilon bu tamimlardaki sozii edilen modifiye edilmis
ozciiliigii kabul etse bile, 6zcil yaklagimi birakmak, yine de 6zgiin Oklidgi
izlencesinden devasa bir geri ¢ekilme olacaktir. Epsilon, kusursuz olarak
bilinen terimlere sahip, yanilmaz cikarim kurallar: olan Oklid¢i kuram-
larin —aritmetik, geometri, mantik, kiimeler kurami gibi sanirim— var
oldugunu s6yliiyordu. Simdi de Oklidgi kuramin; Oklid-dist kuramlarin
belirsiz, kapali terimlere sahip kesin olmayan cikarimlariyla --kalkiiliis
ve olasilik kuram gibi— énceden Oklidci olan kuramlara cevirilmesinden
miitesekkil kiliyor ve bdylece hem s6zii edilen kuramlarin hem de 6zgiin
olarak Oklid-dis: olan kuramlarin geligsmesinde yeni yollar agiyor.

EpsiLoN: Boyle “6nceden Oklidci” olan bir kurama baskin kuram di-
yecegim.

Gama: Merak ediyorum, bu c¢ekip kii¢lilmiis izlencenin uygulama
alan nedir? Ornegin, bu kesinlikle fizigi icermeyecektir, zira dalga meka-
nigini asla geometriye ceviremezsiniz. Epsilon, “lirkiitiicli tamimlar dizisi
sayesinde matematigi siiphecilerden kurtarmak” istedi,?® fakat kurtar-
dig1 en iyi ihtimalle bir iki kirmtiydi.

BeTA: Cevirimsel tamimlariyla ilgili bir sorunum var. Bunlar bas-
kin kuramdaki sade kisaltmalar olarak gériiniiyorlard: ve de “tanim ge-
regi” dogruydular. Fakat, eger Okhdg1 olmayan diinyaya gore du§unur—
sek, yanhslanabilir gériiniiyorlar.3°

ortaya atilir”. Hem adcilarin hem de 6zciilerin birbirlerinin tezlerinin akilc1 6ziine
karg1 nasil bu kadar kér olabildikleri merak uyandirmaktadir.

2°Bkz. s. 137.

30Bu farkin yontembilgisel 6nemi fizerine heniiz yeterince galisilmamstir. Kisaltmact
tamimlarin biylik savunucusu, Aristotelesgi 6zcii kuramin biiylik muhalifi Pascal,
Szciligi terk etmenin genis Slgekte Oklidgi izlenceyi terk etmek oldugunu fark et-
memigti. Oklidgi izlenceye gore, “sadece bir par¢a kapali” olan tiim terimler tanim-
lanmak zorundadir. Eger bu, belirsiz bir terimin rastgele secilmig kesin bir tanesiyle
degistirilmesinden miitegekkilse, 6zgilin inceleme alam birakilmig, bagkasina gegil-
migtir. Fakat Pascal kesinlikle bunu istememisti. Cauchy ve Weierstrass, matema-
tigin aritmetizasyonu i¢in ugrastiklarinda 6zciiydiiler, Russell matematigin mantik-
sallagtirilmasiyla ugragtiginda 6zciiydi. Tim bu insanlar, siireklilik, gercel sayilar,
tam sayilar tammlarinin s6zii edilen kavramlarin 6zlerini kapsadigin diigtiniiyordu.
Ifadelerin mantiksal bicimini giindelik dilde ifade ederken, yani giindelik dili ya-
pay dile gevirirken, Russell’a gore, —en azindan onun “balay1” déneminde ([1959],
8. 73)— kendisi yanilmaz sezginin rehberligindeydi. Popper, 6zcii tammlara yap-
tif1 gerekgelendirilmis saldirisinda, gevirimsel tamimlarin 6nemli sorununa gerekli
ilgiyi gostermez ve bence bu Popper’in [1947], s. 273’tinde mantiksal bigimlerin ye-
tersiz igleniginin nedeni olarak goriilebilir. Ona gore, ki burada Popper, Tarski’yi
izlemektedir, gecerli cikarim sadece bicimlendirici imler siralamasina dayanmakta-
dir. Oysa, sezgisel bir gikariman gegerliligi, ayn: zamanda ¢rtkarvman gindelik dilden
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EpsiL.oN: Dogru.

BETA: Birinin bu tanimlar: nasil yanhgladigim gérmek ilging olurdu.

TETA: Simdi tartismay1 geriye, Epsilon'un tiimdengeliminin hatal
olup olmamasina goétiirmek isterim. Epsilon, hil4 teoreminin kesin oldu-
gunu iddia ediyor musun? '

Epsit.on: Kesinlikle.

TeTA: Yani buna karg bir kargiérnek hayal edemiyorsun?

EpsiLon: Daha 6nce soyledigim gibi Kapa, kanitim yanilmazdir. Ka-
nitima yonelik bir karsidrnek yoktur.

TeTA: Kargiérnekleri canavar olarak adlandirip digladiginmi mi soyle-
mek istiyorsun?

EpsiLON: Bir canavar bile kanitimi ¢iiriitemez.

TETA: Yani, senin kusursuz olarak bilinen terimlerinin yerine ne ko-
yarsam koyayim kanitin dogru olmaya devam ettigini mi iddia ediyor-
sun?

EpsiLON: Kusursuz olarak bilinen terimler yerine dogrusal cebire 62¢i
olan istedigin terimi koyabilirsin.

TETA: Vektor cebirine 6zgii olmayan, “her”, “ve”, “2”, v.b. terimleri
degistiremez miyim?

EpsiLonN: Hayir. Kusursuz olarak bilinen ézgin terimlerim “kose”,
“ayrit”, “yiiz” vb yerine istedigini koyabilirsin. Bununla sanirim ¢iiriitme
soziiyle ne demek istedigimi berraklagtirmigimdir.

TETA: Evet, berraklagtirdin. Ama, o halde, ya ciiriitiilebilirsin ya da,
aslinda yapmay diigiindiigiinii yapmamigsindir.

EpPSiLON: Ne ima ettigini anlamadim.

TETA: Anlamak istersen anlarsin. Kargiérnek fikrini karakterize edi-
sin makul gériiniiyor. Ama eger kargidrnek buysa, “kusursuz olarak iyice
bilinen terimler” s6ziine atfettigin anlam 6nemsizdir. Ve de eger sanin ge-
rekcelendirilebilirse, bu kesinlikle kanitinm bir getirisidir. Bir kanit, eger
glriitilemezse —clriitillemez kanit kavram geregi— belli bazi “kusur-
suz olarak iyice bilinen terimlerin” anlamina dayali olamaz. Dolayisiyla,
kanitinin yiikii —eger hakliysan— tamamiyla 6zgilin olmayan, tstiinde
durulan terimlerle —bu durumda aritmetik, kiimeler kuram ve man-
tik— taginir, asla senin 6zgiin terimlerinle degil.

Bu kamtlara formel kanitlar diyecegim, zira Ozgiin terimlerin an-
lamlarina hi¢ dayanmamaktadirlar. Formellik derecesi, elbette 6zgiin ol-

(va da aritmetik, geometrik vs.) mantiksal dile cevirisine de, yani kabul ettigimiz
ceviriye dayamnar. .
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mayan terimlere baghdir. Bu terimlerin —bu terimlere bigimlendirici te-
rimler diyecegim— kusursuz olarak bilinen niteligi ashinda cok énemlidir.
Anlamlarim agiklayarak, neyin kargidrnek olarak kabul edilip edileme-
yecegini belirtiyoruz. Dolayisiyla, karsidrnek yiginim diizenliyoruz. Eger
bir teoreme kars1 hic karsiérnek yoksa, bu teoreme totoloji diyoruz, bizim
durumumuzda ise aritmetik-kiime kuramsal totoloji diyecegiz.

AvrA: Yari-mantiksal sabitler secimimize gore epey genig bir totoloji
silsilesine sahibiz. Ama bunun birgok probleme evsahipligi yapacagin
goriiyorum. Ilki: Bir totolojinin totoloji oldugunu nasil biliriz?

KaPA: Kugkusuz asla bilemeyeceksin. Ama eger baskin kuram hak-
kinda, cidd? kugkularin varsa, o kurami atar yerine bagka bir baskin
kuram koyarsin.3!

31Baskm kuramdaki boylesi degigiklikler tiim bilgimizi yeniden diizenlememizi ge-
rektirir. Eski caglarda, aritmetigin paradoksalligi ve tutarsiz gériniisii, Yunanlarin
aritmetigi baskin kuram olarak birakmaya iteleyip yerine geometriyi koymalarina
neden oldu. Oranlar kurami aritmetigin geometriye ¢evrilmesine hizmet etti. Tim
uzaybilminin ve fizigin geometriye cevrilebilecegine ikna olmusglardi.

Descartes’in bliyiik icad1 geometrinin yerine cebiri koymasiyds, ¢linkii belki Des-
cartes’e gbre baskm kuraminda analizin kendisi dogruya giden yolu gésterecekti.

Cagdas matematikteki “netlik devrimi”, aslinda aritmetigin baskin kuram olarak,
Cauchy’den Weierstrass’a devam eden matematigin aritmetiklegtirilmesi diyebile-
cegimiz dev izlenceyle yeniden kurulmasindan miitegekkildi. Gergel sayilar kuram
—Dbirkag calisan matematikgiye gore yapaylik hissi verdigi diisiiniilse de— ¢ok dnemli
bir adimdi ve Yunanlarin kesirler kuraminin “yapayligina” benzerdi.

Russell, bunun karsihginda mantigi tiim matematigin baskin kurami yapti. Meta-
matematigin tarihini, baskm bir kuram arayisi olarak yorumlamak, bu konunun
tarihine yeni 1giklar tutabilir ve de belki Gédel’in meta-matematigin dogal baskm
kuraminin aritmetik oldugu “kesfinin”, sorusturmamizin simdiki konumuna dogru
yol agtig1l ve bunun hem aritmetikte hem de meta-aritmetikte yeni ufuklar actig
gosterilebilir.

Oklidgi cevirinin diger 6nemli bir drnegiyse olasilik kuramini Slgiim kuramina
yerlegtirmesidir. A

Baskin kuramlar ve bunlarin degisimi, bilimsel gelismeyi de 6nemli 6l¢iide be-
lirler. Fizigin baskin kurami olarak uscu mekanigin gelistirilmesi ve sonrasindaki
¢Okiigii, cagdas bilim tarihinde merkezi bir rol oynamgtir. Biyolojinin kimyaya, psi-
kolojinin fizyolojiye gevrilmesine karsi verdigi miicadele, son zamanlardaki bilim
tarihinin ilging geligmeleridir. Ceviri siiregleri, en azindan Hegel’in Ugliisii kadar
énemli ve biiylik diiglince dizgelerini temsil eden, devasa bir problem ve tarihsel
egilim depolaridir. Bu geviriler genelde hem baskin kuramin hem de absorbe edi-
len kuramin geligimini hizlandirir; fakat sonra ceviri daha fazla ilerlemeye engel
olacaktir, zira cevirinin zayif noktalar1 6n plana gelecektir.
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Ozgiin Bask: Editérlerinin Notu: Diyalogun bu béliimii Lakatos™un
tezinde burada bitiyor. Lakatos’u bu diyalogu agagidaki sekilde stirdiir-
mesi i¢in ikna etmemiz gerekirdi:

TETA: Biraz 6nce soylenenlerden, sunu takip etmemiz gerektigi go-
riintiyor: Eger kanitlarimizi, baskin kuramin mantik oldugu sistemlerde
kurarsak, mantik hakkimda ciddi kugkularimiz olmadigindan, tiimdenge-
limimizin hatasizhgindan emin olur ve kugkunun tamaminm giindemdeki
kanita degil, 6nsavlara, yani teoremin énciillerine atariz.

EpsiLoN: Sonunda Teta’nin bunu anladifina sevindim. Kanitim as-
linda baskin kuramin mantik oldugu bir sistemde kurulabilir. Tim 6n-
savlarin 6nciil olarak kapsandig: kogul ifadesi bu sistemde kamtlanabilir.
Biliyoruz ki (verili olugturucu “mantiksal” terimler yiginina bagh olmak
tizere), bu gekilde kamtlanan hicbir ifadeye yonelik kargiornek yoktur.
Tanimlayici terimler nasil yorumlanirsa yorumlansin, bu kogul ifadesi
dogru kalmaya devam edecektir.

LaMBDA: Nereden “biliyoruz”?

EpsiLoN: Kesin olarak bilmiyoruz —bu mantigin informel bir teore-
midir. Fakat, dahasi bu sistemde iddia edilen herhangi bir kanitin, sonlu
sayida adimda bir yanit liretecegi kesin olan biitiiniiyle mekanik bir yon-
tem kullanarak, gercekten bir kamt olup olmadigimi kontrol edebiliriz.
Boyle sistemlerde “kamit-¢oziimlemeniz” ¢ok basit oluverir.

ALFA: Fakat, takdir edersin ki Epsilon, bu “kanit-¢oziimleme”, éne-
mini informel matematikte korur. Formel kanitlar daima informel kanit-
larin gevirisidir ve geviri hakkinda sorulan sorular olduke¢a gercekgidir.

LamBDA: Neyse, Epsilon, kamit kontroliiniin her zaman kesin olaca-
g1 nereden bilebiliriz?

EpsiLoN: Gercekten Lambda, “kesinlik”e kars1 duydugun oniine gegi-
lemez a¢lhigin yorucu oluyor. Hicbir geyi kesin olarak bilmedigimizi daha
kag defa sdylemek zorundayim sana? Kesinlik istegin oldukga sikic1 prob-
lemler ortaya atmana yol aglyor ve seni ilging problemlere kars: kérles-
tiriyor.



Ekler



A. Kanitlar ve Ciiriitmeler
Yonteminde Bagka blI‘
Vaka Incelemesi

A.1 Cauchy’nin “Siireklilik Ilkesini” Savunmasi

Kanitlar ve clriitmeler yéntemi, oldukca genel bir horistik matematik-
sel kesif dizgesidir. Ancak 1840’larda kegfedilmis, bugiin bile birgok in-
sana paradoksal goriinmektedir. Dahasi, kesinlikle higbir yerde biiti-
niiyle kabul gérmemistir. Bu ekte, matematiksel analizdeki bir kanit-
¢oziimlemenin Oykiisiinii kabaca anlatmay1 deneyecegim ve bunun anla-
silmasina ve kabuliine kars: direncin kaynaklarinin izini siirecegim. Once
kanitlar ve ¢iiriitmeler yonteminin omurgasini tekrarlayacagim, bunu 6n-
ceden Descartes-Euler sanisinin Cauchy kanmtinda ana hatlariyla belirt-
mistim.

Matematiksel kegfin —ya da informel matematiksel kuramlarin geli-
siminin — basit bir kalib1 vardir. Bu kahp agagidaki asamalardan olugur:!

1. ﬂlc_el sanz.

2. Kanit (kabaca bir dusiince deneyi ya da tezi, ilkel sanwy alt-sanilara
ya da onsavlara ayrigtirr).

3. “Evrensel” karsiornekler (ilkel sanwya yonelik karsiornekler) beli-
T

Wurguladigim gibi, gercek tarihsel dizge bu héristik dizgeden biraz sapabilir. Ayrica
dérdiincii asama bazen iigiinciiden once gelebilir (hatta héristik bir dizgeyle bile),
ustaca bir kamt-¢oziimleme karsirnekler bulabilir.
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4. Kanit dzerine yeniden colisihr: Kargiornedin “yerel” bir kargior-
neje donistigi “suclu 6nsav” belirlenir. Bu suclu onsav éncelert
“sakly” kalmis, ya da yanhs taninmag olabilir. Simdi a¢ik edilmistir
ve ilkel samiya kosul olarak eklemlenmistir. Teorem - geligtirilmis
sani—, en ustin ozelligi olan, kanitin geligtirdigi bu kavramla, ilkel

. sananan yerine geger.?

Bu dort agama kanit ¢bziimlemenin gerekli gekirdegini olugturur.
Ama, siklikla olusan birkag tane daha standart agama vardir:

5. Diger teoremlerin kanitlar, i¢lerinde yeni bulunan bir énsav ya
da kanitin gelistirdigi yeni bir kavraman olup olmadifine gormek
i¢in incelenir: Bu kavram farkl kanstlarin bulustugu kavsaklarda
bulunabilir ve boylelikle temel bir dnem arzeder.

6. Ozgiin ve yeni cliritilmis sanimn simdiye dek kabul edilen sonug-
lar: kontrol edilir.

7. Karsiornekler yeni drneklere dontigtirilir —yeni arastirma alan-
lar acilar.

Simdi bagka bir vaka incelemesini ele almak istiyorum. Burada ilkel
sani, yakinsak herhangi bir siirekli fonksiyon serisinin limitinin de sii-
rekli oldugudur. Bu saminin ilk kanmtim veren Cauchy’ydi. Bu saninin
dogrulugu tartigilmadan kabul gérdii ve on sekizinci yiizyila dek bir ka-
nit gereksinimi duyulmadi. Bu sani, “limit noktasina dek dogru olan,
limit noktasinda da dogrudur” “belitinin” 6zel bir hali olarak goriildii.?
Bu saniy:1 ve kanit1 Cauchy’nin meghur [1821]’inde s. 131’de buluruz. Bu

2(zgiin Bask Editérlerinin Notu: Diger bir ifadeyle bu yéntem (kismen), bir dizi ifade
tiretmekten olugur: Pi, Ps, ..., P, dyle ki A& P& ... &P, baz ilging nesneleri iceren
bir iglerlik alaninda dogru olmal ve ilkel san1 I'y1 gerektiriyor goriinmelidir. By, o
anki durum olmayabilir —diger bir deyisle I’'nin yanhg oldugu, fakat P, ve P,’nin
saglandigr durumlar bulabiliriz ("evrensel kargibrnekler’). Bu ayni zamanda yeni bir
o6nsav olan P,i;’'in eklemlenmesine yol acar, ki bu yeni 6nsav da ciiriitiillecektir
(’yerel karsi6rnek’). Boylelikle 6zgiin kamt yenisiyle degistirilir. Bu islem su sekilde
6zetlenebilir:

(Pl&',Pg& e &Pn&Pn+1) — 1.

Bu kosul ifadesinin (mantiksal) dogrulugu artik karsiorneklere bagh degildir (zira
bu durumda 6nciil yanhgtir ve devaminda kogul ifadesi dogrudur).
SWhewell ([1858], I, s. 152). Whewell, 1858°de en azindan on yil geride kalmis du-
rumdaydi. Bu ilke Leibniz’in siireklilik ilkesine dayanir. Boyer [1939], s. 256’sinda,
bu ilkenin karakteristik ifadesini Lhuilier’in [1786], s. 167’sinden alintilar.
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“saninin” o zamana kadar basit bir dogru olarak goriildiigiini diigintr-
sek, Cauchy peki neden bu saniy1 kanitlama ihtiyaci hissetti? Herhangi
biri saniy: elestirmis miydi?

Birazdan gorecegimiz gibi, durum o kadar da basit degil. O yillarda
meydana gelen gelismelere, giiniimiizde digsaridan bakabiliyor olmamiz
sayesinde, Cauchy sanismma yonelik kargiérneklerin Fourier'nin caligma-
larinda bulundugunu séyleyebiliriz. Fourier'nin Mémoire sur la Propaga-
tion de la Chaleur kitabi aslinda, bugiinkii terimlerle ifade etmek gere-
- kirse, agagidaki Cauchy siireksiz fonksiyonuna yaklagan yakinsak siirekli
fonksiyonlar serisinin bir érnegini igerir:

cosz — (1/3) cos 3z + (1/5) cos bz — -+ . (1)

Fourier'nin kendisinin bu seriye yaklagimi aslinda oldukca nettir (ay-
rica bu ¢agdas yaklagimdan da net bir gekilde farkhdir):

(a) Serinin her yerde yakinsak oldugunu belirtir.

(b) Serinin limit fonksiyonunun, her biri z-eksenine paralel ve uzun-
lugu esit, ayrk dogrulardan olugtugunu belirtir. Bu paraleller si-
rayla eksenin bir altinda bir istiinde yer alir ve her ikisinin ara-
sindaki mesafe 7/4’tiir. Paraleller, dogrunun bir kismini olugturan
dikmelerle birlestirilirler.

Fourier'nin dikmeler hakkmdaki sézleri ¢arpicidir. Bu limit fonksi-
yonlar1 (bir anlamda) siirekli olarak ele aldi. Aslinda, Fourier, grafigi
kagittan elimizi kaldirmadan ¢izilebilen her fonksiyona kesinlikle siirekli
diyordu. Dolayisiyla Fourier kendisini, Cauchy’nin siireklilik belitine y&-
nelik bir kargiérnek olugturmus olarak gérmiiyordu.® Ancak Cauchy’nin
pesisira gelen siireklilik nitelendirmelerinin 15181nda, baz Fourier serileri-
nin limit fonksiyonlarinin siireksiz olarak adlandirilabilecegi ortaya ¢ikti

4Bu kitap, Laplace, Legendre ve Lagrangein hakemligi altinda, 1812’de grand priz de
mathématiques [matematik biiyitk 6diilii. —¢.n.] ddiiliinii ald1 ve ancak Fourier’nin
1822’de yaymnlanan klasik kitabi Théorie de la Chaleur’den sonra yaynlandi.
Bu tarih Cauchy’nin ders kitabim yaymlamasindan sadece bir yil sonraydi, ama
Mémoiere’m icerigi o tarihte ¢oktan belirlenmigti.

SFourier, a.g.e, boliim 177 ve 178.

5Bunu yazdiktan sonra, “siireksizlik” teriminin kabaca Cauchy anlamida, Poission
(1807) ve Fourier’nin (1809) simdiye dek yaymlanmamig el yazmalarinda var oldu-
gunu kegfettim, bunlar Dr. J. Ravetz tarafindan incelenmekteydi ve bu dokiimanlar:
incelemem icin Dr. Ravetz kibar bir gekilde bana izin verdi. Bu durum benim fikrimi
cliriitmese de kesinlikle karmagiklagtiriyor. Fourier’nin aklinda farkli zamanlarda ke-
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ve boylelikle bu seriler bizzat Cauchy’nin sanisina yonelik karsiornekler
olarak goriilmeye baglandi. Bu yeni, sezgi-karsit1 siireklilik tanimi al-
tinda, Fourier'nin masum siireklilik grafigi ¢izimleri; olugturulmas: uzun
zaman almis, eski siireklilik ilkesine doniik lanetli kargidrnekler olarak
gorindi.

Cauchy’nin tanimi, sade olan siireklilik kavraminm kesinlikle “sira-
dan sagduyuyu’ sasirtacak sekilde aritmetik dile ¢evirmisti.” Ne tiir bir
strekliliktir ki bu, siirekli fonksiyon grafigini biraz déndiirdigimiizde
siireksiz fonksiyona déniismesini gerektirmektedir?®

Dolayisiyla, eger sezgisel siireklilik kavramini Cauchy’nin kavramiyla,
degistirirsek, sonrasinda (ancak sonrasindal), siireklilik beliti Fourier’nin
sonuglariyla celigir. Bu Cauchy’nin yeni tanimlarina (sadece siireklilik ta-
nimina degil, limit gibi diger kavramlara da) kars: giiclii ve kesin bir tez
olarak goriiniiyor. Cauchy’nin kendi yeni yorumunda siireklilik belitini
ispatladigim gostermek, ve boylelikle kendi taniminin en kat1 yeterlilik
sartini sagladigini kanitlamak istemesi sasirtici degil. Cauchy bu kaniti
bulmayi bagardi ve béylelikle Cauchy’nin tanimina istemeyerek meydan
okumus olan, yetenekli ama kafast karigmig, kendinden emin olamayan,

sinlikle iki farkl siireklilik kavrami vardi ve bu iki far}(h kavram biitiniyle dogal
olarak iki farkl iglerlik alanindan kaynaklanmaktaydi. Ilk terimleri

sinz — %sin2:z+ %sin3a: — -

gibi olan bir fonksiyonu bir telin ilk konumu olarak yorumlamamz gerekirse bu fonk-
siyon kesinlikle siirekli olarak degerlendirilecektir, dolayisiyla Cauchy’nin taniminin
gerektirdigi, dikmelerle kesme pek dogal gériinmeyecektir. Ama. eger bu fonksiyonu,
ornegin, bir kablo tizerindeki sicakligl gésterir olarak yorumlarsak, fonksiyon agikca
slireksiz goriinecektir. Bu diigiinceler iki san iiretir. Ilki, Cauchy’nin tinlii tanimimnm,
fonksiyonun ilk konumu ifade ettigi sanisini yanlhigliyor olmasina ragmen, Fourier’nin
1s1 goriingiisiiyle ilgili kesiflerinden etkilenmis olabilecegidir. Ikincisiyse, Fourier’nin,
(“1s1-yorumuna” gére) siireksiz olan bu fonksiyonlarin grafigindeki dikmelere ydnelik
1srar1, Leibniz ilkesiyle bir catigmaya girmemek istemesinden kaynaklanmig olabil-
mesidir.

Ozgiin Baski Editérlerinin Notu: Fourier matematigiyle ilgili daha fazla bilgi icin,
bkz. I. Grattan-Guiness (J. R. Ravetz ile birlikte), Joseph Fourier, 1768-1830 (M.L.T
Press, 1972).

"Bu tel-sagduyusu ya da grafik-sagduyusudur.

80zgiin Bask1 Editorlerinin Notu: Burada ihlal edilen, belki, sezgisel siireklilik kavra-
mimiz degil, herhangi bir fonksiyonu gosteren bir grafigin, biraz déndiiriiliince gene
bir fonksiyonu gosterecegi inancimizdir. Fourier’nin egrisi, sezgisel bakig agisiyla si-
reklidir ve bu sezgi (¢ogunlukla Cauchy’ye atfedilen) siirekliligin e-¢ tanimiyla da
aciklanabilir. Fourier egrisi, diklerle tamamlandiginda, iki siirekli fonksiyonla para-
metrik olarak goésterilebilir. .
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sanat meraklis1 Fourier’ye oliimciil bir darbe vurdugunu diiglindi. El-
bette eger Cauchy’nin kaniti dogru olsaydi, gbriiniiglerine ragmen Fo-
urier’nin ornekleri gergek karsiornekler olamazdi. Bunlarin gercek kargi-
ornek olmadigim gostermenin bir yolu, Cauchy’nin terimleriyle siireksiz
bir fonksiyona yakinsayan serilerin gercekte hi¢ de yakinsak olmadigim
gostermektir!

Bu akla yatkin bir tahmindir. Fourier’nin kendisi de, kritik durum-
larda serisinin yakinsakligindan giiphe duyuyordu. Yakinsamanin yavag
oldugunu fark etti: “Yakinsama, kolay bir yaklagik deger tiretmek icin
yeteri kadar hzh degil, ama yine de denklemin dogrulugu igin yeterli.”®

Sonradan ve digsaridan bu konuyu ele aldigimiz i¢in, Cauchy’nin kritik
durumlarda Fourier serilerinin yakinsamadigima (ve boylelikle bir fonksi-
yonu temsil etmedigine) dair umudunun, ayrica agagidaki gergekle de bir
sekilde gerekcelendirildigini gorebiliyoruz. Limit fonksiyonunun siireksiz
oldugu yerlerde, seri 3[f(z + 0) + f(z — 0)] degerine yakmnsar, f(z)%e
degil. Yalnizca eger f(z) = 3[f(z +0) + f(z — 0)] ise, f(x)’e yakinsar.
Bu 1829’dan 6nce bilinmiyordu ve genel kani 6ncelikle, Cauchy’nin de-
gil, Fourier’nin yamindaydi. Fourier serileri igler goériiniiyordu ve Abel
1826’da, Cauchy’nin kamtindan bes yil sonra, [1826b]'nin dipnotunda'®
Cauchy’nin teoreminin “istisnalarn” oldugunu belirtmigti. Bu ilging bir
cifte zafer demekti: Fourier serileri kabul edilmis, ayrica Cauchy’nin sa-
sirtic1 sireklilik tamimi ve bu tanimi kullanarak kanitladigr teorem de
kabul edilmis oldu.

Bu cifte zaferin sonucu olarak, Cauchy’nin kusursuz kanmitina ragmen,
siireklilik ilkesinin 6zel haline karst bazi istisnalar var olmak zorunda
goérinmektedir.

Cauchy, Abel’le ayn1 sonuca varmig olmalidir, ¢iinkii aym yil, stirek-
lilik karakterizasyonundan vaz ge¢meden, Fourier serilerinin yakinsak-
hgimin bir kanitin vermigtir.!’ Aslinda Cauchy bu durumdan pek de
hosnut degildi. Cours d’Analyse’in ikinci cildi hicbir zaman yayimlan-
madi. Daha da fazla siiphe uyandiransa, ilk cildi higbir zaman goézden

90Op. cit., bdliim 177. Elbette, bu ifadeyle, Fourier serileriyle ancak 40 yillik bir he-
saplama deneyiminden sonra yapilan, yakinsakligin bu yerlerde sonsuz bir yavaghga
sahip oldugu kesfi arasinda ugurumlar vardir. Bu kesif, Dirichlet’nin geligtirdigi, ke-
sin dogru olan, sadece siireksizlik noktalarindaki degerleri 3 [f(x+0) + f(z — 0)] olan
fonksiyonlarin Fourier serileriyle ifade edilebilecegine dair katkisindan 6nce, muhte-
melen yapilamazdi.

19 Abel [1826b), s. 316.

1 Cauchy {1826]. Kanit diizeltilemeyecek derecede yanhs bir varsayima dayanmakta-
dir. (Ornegin bakiniz Riemann [1868]).
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gecirmemesi, 6grencisi Moigno’ya piyasadaki ders kitabi ihtiyaci ¢ok bii-
yiidiigiinde ders notlarimi yayimlamasina, izin vermemesiydi.'2

“Fourier’nin 6rneklerinin simdilerde kargiérnek olarak yorumlandigini
disiiniirsek, bulmaca agikdrdir: Kanitlanmig bir teorem nasil yanls olur,
ya da nasil “karsi6rneklerden muzdariptir”? Kanitlanmig olmasina rag-
men Euler teoremine y6nelik kargiérneklerden devrin insanlarimin nasil
muzdarip olduklarini daha énce tartigmigtik.

A.2 Seidel’in Kanit1 ve Kanitin Gelistirdigi
Diizgiin Yakinsaklik Kavrami

Herkes bu Cauchy-Fourier durumunun sadece zararsiz bir bulmaca ol-
madigin digiiniiyordu. Onlara goére bu, biitiin yeni “net” matematik
i¢in 6liimcil bir kusurdu. Dirichlet, Fourier serileri hakkindaki iinlii ma-
kalelerinde!3, siirekli fonksiyonlarin yakinsak serilerinin nasil siireksiz
fonksiyonlar: temsil ettigiyle ugrasirken ve siireklilik ilkesinin Cauchy
yorumundan pekalad haberdarken, bu acik geligkiden hi¢ de s6z etmez.

Cauchy’nin kanitindaki suglu 6nsavi belirleyip bu esrar ¢ézme isi en
sonunda Seidel’e kalmist1.'* Ama bu esrar ancak 1847’de coziildii. Co-
zimin ortaya ¢ikmast neden bu kadar uzun siirmusti acaba? Bi soruyu
yanitlamak icin, Seidel’in tinli kesfine biraz daha yakindan bakacagiz.

> fn(z) yakinsak bir sirekli fonksiyon serisi olsun ve her n igin
Sn(z) = D opm—o fulz) ve mp(z) = Yoo py1 fa(z) olarak tammlayahm.
Cauchy kamtinin 6zii agagidaki su onciillerden:

€ > 0 verilmis olsun.

(1) Gyle bir § vardir ki her b igin eger |b] < & ise |Sp(z+b) —Sn(z)| < ¢
saglanir. (Boyle bir 4 sayis1 S, () siirekli oldugu icin vardir.)

(2) oyle bir N vardir ki her n > N i¢in |r,(z) < €| saglanir. (Boyle bir
N sayist 3 fn(z) yakinsak oldugu igin vardir.)

(3) &yle bir N vardir ki her n > N’ igin |r,(z+b)| < € saglamr. (Boyle
bir N’ sayis1 ¥ fn(z + b) serisi yakinsak oldugu icin vardir.) .

2Moigno [1840-1).
Dirichlet [1829)].
1Seidel [1847].
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her b < ¢ igin su ¢ikarim

|f(z +0) — f(2)] = |Sn(z + ) + Tz +b) — Sp(z) — ra(z)]
< |Sn(z +8) = Sn(@)| + Irn(@)| + Irn(z + B)]
< 3¢

vapmaktir.

Simdi, Cauchy-siireksiz fonksiyonlarina yakimsayan siirekli fonksiyon-
lar serilerinin sagladigl evrensel karsidrnekler, bu kabaca ifade edilmis
tezde bir seylerin yanlig oldugunu séylemektedir. Peki suclu 6nsav neydi?

Biraz daha dikkatli bir kanit ¢oziimlemesi (daha énce kullanilan sim-
gelerle fonksiyonlarin bazi niceliklerle baglantisin1 daha agik belirterek)
agagidaki cikarsamay: iiretir: '

(1) eger b < 6(g, z,n) ise |Sp(z + b) — Sp(z)| < € saglanr,
(2)) eBer n > N(e,x) ise [rp(x)| < € saglanr,
(3") eger n > N(e,z + b) ise |ry(x + b)| < € saglanir.

dolayisiyla eger n > max, N(g, z) ve b < (e, z,n) ise

[Sp(z +b) + rp(z 4+ b) — Sp(z) — ro(z)] = | fz+b) — f(z)| < 3¢

saglanir.

Gizli 6nsav, her sabitlenmig € i¢in, maksimum max, N (e, z)’nin var
olmasi gerektigidir. Bu daha sonralari, dizgin yakinsaklhk kosulu olarak
adlandirilacaktir.

Bu kesfin yapilmasinin 6niinde ii¢c 6nemli engel varda.

Ilki, Cauchy’nin “sonsuz kiiciik” ¢okluklar ¢ok gevsek anlamda kul-
lanmasiyd1.’® Ikincisiyse, bazi matematikcilerin fark etmesine ragmen,
sonsuz olan Ns’ler kiimesinin maksimurnunun var oldugu varsayimiydi;
bircok matematikgi tizerinde fazla diigiinmeden bu varsayimi yapmiglar-
dir. Maksimum problemlerinin var olma sorunu ilk olarak Weierstrass
ekoliinde ortaya cikar. Ugiincii ve asil engelse, Oklidgi yontembilgisinin
- genel gecer yayginligtydi, bu da erken on dokuzuncu yiizyil matematigi-
nin hem iyi hem kétii rubuydu.

Genel olarak tartigmadan 6nce, Abel’in Fourier kargiérnekleriyle se-
killendirilmig Cauchy teoremi sorununu nasil ¢ozdiigiini gorelim. Abel’in
bu soruyu ilkel istisna kovusturma yontemiyle ¢ozdiigiinii gosterece-
gim.16

15Bu, Cauchy’nin kendi eski kamitina berrak bir elestirellikle yaklagmasini ve bu te-
oremini [1853], s. 454-9’unda net olarak ifade etmesini engellemistir.
16Bkz. 5. 34 ve sonrasi.
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Abel bu problemi, binom serileri {izerine yazdig1 iinli makalesinin benim
sanima, gore temel arka plani olarak, sadece bir dipnotta ifade eder.!”
Soyle yazar: “Bence Catchy teoreminin bazi istisnalar1 vardir” ve su
ornegi verir:

1 1
sin ¢ — §sin2¢+ gsin3¢—--- 18

Ardindan da ekler: “Bilindigi kadariyla, bunun gibi bir¢cok érnek vardir”.

Abel’in bu kargiérneklere yaniti, “Cauchy teoreminin giivenli iglerlik
alanin1” tahmin etmeye baglamasidir.

Bu soruya Abel’in yanit1 s6yle olmustur: Analizin teoremlerinin ge-
cerli olduklari islerlik alanlar: genel olarak, 6zel olaraksa limit fonksiyon-
larnn siirekliligi ile ilgili teoremler, kuvvet serilerine siirlandirilmigtir.
Bu basit ilkeye yonelik tiim bilinen istisnalar trigonometrik serilerdir,
bundan dolay: Abel, analizin kuvvet serilerinin giivenli sinirlarina geri
cekilmesini onermistir, béylelikle Fourier’nin pek sevilen trigonometrik
serileri, istisnalarin kural ve bagarilarin mucize oldugu kontrolsiiz bir
cangll olarak birakilacakti.

29 Mart 1826’da Hansteen’e yazdig) bir mektupta, Abel “sefil Eulerci
timevarimi” yanhs ve temelsiz genellestirmelere yol acan bir yontem
olarak nitelemis ve bu siireglerin gercekte neden bu kadar az soruna
yol actigini sormustu. Abel’in kendisinin verdigi yanit sudur: Bana gore,
analizde genellikle kuvvet serileri olarak ifade edilebilen fonksiyonlarla
ilgileniliyor. Diger fonksiyonlar girdikge, ki bu pek nadiren gerceklesir,
tiimevarim daha fazla iglemez ve bu yanls sonuglardan, biri digerine yol
agan, sonsuz miktarda yanlis teorem . ortaya ¢ikar. Bunlarmm birkacgim
inceledim ve bu problemi ¢ézecek kadar sanshydim. .. 1

7 Abel [1826b], s. 316.
8 Abel, bu 6rnegin aynen Fourier tarafindan s6z edildiginden bahsetmesz.
19Hansteen’e mektup ([1826a]). Mektubun kalam da ilgingtir ve Abel’in istisna kovug-
© turma yontemini yansitir: “Genel bir yontem takip edildiginde, bu ¢ok zor degildir,
ama epey tedbirli olmaliyim gene de, ¢iinkii net bir kanit olmadan (yani kanitsiz)
kabul edilen 6nermeler bende o kadar derinlere kék salmigtir ki, onlart daha fazla
aragtirmadan kullandigim her anda risk almaktayim.” Boylelikle Abel, bu genel
sanilar1 birbiri ardina kontrol etmis ve gegerli olduklar iglerlik alanlarini tahmin
etmeye caligmigtir.
Bu, kendi kendisini ifade eden, kesin bir berrakhiga sahip olan kuvvet serile-
rine Kartezyen sinirlama, Abelin Taylor aglhimna dénitk netlige verdigi 6zel 6nemi
agiklamaktadir: “Sonsuz kiiglikler hesabimin kékeni olan, Taylor teoremi de iyi te-
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Abel’in makalesinde, benim Abel’in, Leibniz’'in metafizik ilkesiyle
miicadelesinden kaynaklandigim iddia ettigim inlii teoremini, agagidaki
haliyle buluruz:

Eger

fa=uv+via+vea®+ -+ vpa™ A+

serisi, o’nm verili bir degeri § icin yakinsaksa, seri 6’dan kiiciik her deger
icin yakinsayacaktir. 8’min siireki azalan degerleri icin, f(a — B) fonk-
siyonu, fa limitine yakinsayacaktir, eger ki «, d’dan kii¢iik veya ona
esitse.20

Matematik tarihini, degigmeyen bir yénteme dayali homojen bilgi ar-
ti1g1 olarak degerlendiren ¢agdas, us¢u matematik tarihgileri, evrensel bir
kargi6rnek bulundugunda ve karsidrneklere muhatap olmayan yeni bir
sani buldugunda, kendiliginden bunilara kargilik gelen sakli énsavm ve
kamtin geligtirdigi kavramin kegfedildigini varsayar. Boylelikle, bu ge-
kilde diisiinen tarih 6grencileri diizgiin yakinsakligin kegfini Abel’e yiik-
lerler. Otoriter Fncyclopddie der Mathematischen Wissenschaften'de,
Pringsheim der ki, Abel “bugiin diizgiin yakisaklik denen &zelligin var-
ligim gosterdi”.?! Hardy, Pringsheim’in goriiglerini paylagir. [1918] ma-
kalesinde der ki “diizgiin yakinsama fikri {istii kapali olarak Abel’in iinli
teoreminin kamtinda sunulmustur”.?? Bourbaki, daha da acik bir sekilde
yanmlir: Ona gore Cauchy,

Onceleri basit yakinsaklikla diizgiin yakinsaklik arasindaki
fark: algilayamad: ve kendisinin siirekli fonksiyonlarin her
yakinsak serisinin, toplam olarak, bir siirekli fonksiyonu ol-
dugunu gosterdigini diigiindii. Bu hata hemen Abel tarafin-
dan agiga cikarildi. Abel ayni zamanda her tam serinin, ya-

mellendirilmemigtir. Bu teoremin sadece bir tane net gésterimini buldum, o da M.
Cauchy’nin Résumé des lecons sur le calcul infinitesimal eserindedir. Burada Ca-
uchy, seri yakinsak oldugu siirece, agagidaki ifadenin gecerli olacagim géstermistir:

oz +a) = () + a¢’ () + a’¢" (z) + - -

fakat bu ifade tiim durumlara dikkat etmeden kullanmilmaktadir.” (Holmboé’ye mek-
tup [1825)).

20Abel [1826b], I, 5. 314. Bu metin Almanca’dan gevrilmigtir (Crelle ézgiin metni
Fransizca’dan Almanca’ya c¢evirmigtir.) ‘

Ozgiin Baski Editérlerinin Notu: Abel, gériiniige gore, o etrafindaki mutlak deger

isaretini unutmustur.

2 Pringsheim [1916], s. 34.

*’Hardy [1918], s. 148.
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kinsama araligimin icinde siirekli oldugunu kanmtladi. Abel’in
bu kamtta kullandigi uslamlama sgimdilerde klasiklesmistir
ve Ozellikle diizgiin yakinsaklik fikrini kullanmaktadir. Ge-
ride kalan tek sey, sonuncusunu daha genel anlamda 6ziim-
lemekti, bu birbirinden bagimsiz olarak Stokes ve Seidel ta-
rafindan 1847-8’de ve Cauchy’nin kendisi tarafindan 1853’te
yapilmugtir.2?

Bir siirii ciimle, bir siirii yanhs. Abel, Cauchy’nin hatasin iki farkl
yakinsama, tiiriinii belirterek aciklamadi. Abel'in kaniti1 diizgiin yakin-
sama kavramim Cauchy’nin kanitindan daha fazla kullanmamagti. Abel
ve Seidel’in sonuglar1 “6zel” ve “genel” olma iligkisinde degildi —~bu so-
nuglar oldukga farklh diizeydeydi. Abel, simirlandirilmas: gerekenin uy-
gun fonksiyonlarin iglerlik alam degil, bunlarin yakimsamas: oldugunu
bile fark etmemigti! Aslinda, Abel icin sadece bir tir yakinsama vards,
o da basit olan yakinsamayds. Abel’in kanitinin yalanci kesinliginin sirr
onun tedbirli (ve sansl) sifir-tansmlarinda yatmaktadir:2* simdi biliyo-
ruz ki kuvvet serilerinde basit yakisama, diizgiin yakinsamayla cakig-

maktadir!?®

23Bkz. Bourbaki [1949], s. 65 ve [1960], s. 228.

24Bksz. s. 34 ve sonrasL.

25 Abel’in kamtinin pek de kusursuz olmadigim fark eden iki matematikci vardi. Bu
matematikgilerden biri, 6liimiinden sonra yayinlanan makalesi “Sur les Séries”de, bu
problemi —basarisiz olarak — tekrar ele alan Abel’in kendisiydi. Digeri ise Sylow’du,
Abel’in biitiin eserlerinin ikinci baskisinin ortak editorii. Sylow, Abel’in teoremine
o6nemli bir dipnot eklemisti. Bu dipnotta Abel’e gbre yeterli olan bayag yakinsaklik
yerine diizgiin yakinsakliga gereksinmemiz olduguna isaret etmigtir. Fakat, Sylow
“dlizgiin yakinsama” terimini kullanmamigti, zira bu terimi biliyor goriinmiiyordu
(o zamanlarda Jordan’m Cours d’Analyse kitabinin ikinci baskisi gtkmamusti), onun
yerine du Bois-Reymond’un sonraki bir genellestirmesine atifta bulundu, ki burada
du Bois-Reymond da hatamn tabiatini net olarak gbrememisti. Reiff [1889]’unda
Sylow’un Abel teoremi elestirisini, Abel’in teoreminin gecerli olduguna dair naif
bir tezle reddeder. Reiff der ki, Cauchy yakinsakhk kuraminin kurucusuyken, Abel
serilerin siirekliligi kuraminin kurucusudur:

“Cauchy ve Abel’in basarilarim kisaca 6zetlemek gerekirse, diyebili-
riz ki: Cauchy, Analyse Algébrique’de sonsuz serilerin yakinsakhk ve
wraksaklik kuramim kesfetmisgti ve Abel de Treatise on the Binomial
Series kitabinda. serilerin siirekliligini kegfetmisti” ([1889], s. 178-9).

Bunu 1889’de stylemek kesinlikle ziippece bir cehaletti.
Fakat elbette, Abel'in teoreminin gegerliligi, kanita degil, epey dar olan sifir-
tanimlarma dayanmaktaydi. Abel’in makalesi daha sonra’Ostwald’s Klassiker (No:
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Tarihgileri elestirirken, Cauchy teoremine yonelik ilk karsirneklerin
genel olarak Abel’e atfedildiginden bahsetmigtim. Bunun Fourier’de de
béyle oldugu sadece Jourdain tarafindan fark edilmisti. Ama Jourdain,
daha 6nce belirtilen tarihsel olmayan ruhla, bu gergegi hayrani oldugu
Fourier’nin diizgiin yakinsaklik kavramini kesfetmeye yaklastigl sonu-
cundan cikartir.?6 Onemli olan su ki, bir kargi6rnek taninmak icin mii-
cadele etmek zorunda kalabilir. Dahasi, tamndiginda bile, kargiérnegin,
sakli onsava ve sonrasinda da, ele alman kamtin geligtirdigi kavrama,
kendiliginden isaret etmeyebilir oldugu gercegi, simdiye kadarki tiim ta-
rihciler tarafindan iskalanmgtir. '

A.4 Kanit-Coziimleme Yonteminin Kesfi
Yolundaki Engeller

Simdi asil soruna geri donelim. Neden 1821-1847 yillar1 arasindaki onci
matematikciler Cauchy’nin kamitindaki basit hatay: bulamadilar? Neden
hem kamt-¢oziimlemeyi hem de teoremi gelistiremediler?

Ik yamit, bu matematikgilerin kanitlar ve giiriitmeler yontemini bil-
memeleridir. Bir kargiérnegin kesfinden sonra kaniti dikkatlice ¢oziim-
lemeleri ve suglu 6énsavi bulmay1 denemeleri gerektigini bilmiyorlardi.
Horistik anlamda steril olan istisna kovugturma yontemiyle evrensel kar-
siorneklerle ugragiyorlardi. Aslinda, Seidel kanitin geligtirdigi diizgiin
yakinsaklik kavramim ve kamtlar ve ciiriitmeler yoéntemini bir ¢irpida
kegfetmigti. Seidel yontembilgisel kegfinin biitiinliyle ayirdmdayd: zira
bunu makalesinde biiyiik bir aciklikla ifade etmisti:27

Biraz once elde ettigimiz kesinlikle baglayarak, yani teoremin
evrensel olarak gecerli olmadigindan ve dolayisiyla, kanmtin,
bazi ilave sakh 6nsavlara dayanmasindan baglayarak, kamt
daha daha detayh bir ¢éziimlemeye tabi tutulur. Sakh var-
sayim kegfetmek pek zor degildir. Geriye gidilerek, bu var-
sayimin ifade ettigi kosulun siireksiz fonksiyonlar: ifade eden

71) olarak 1895'te Leipzig’de yaymlandi. Bu baskida Sylow’un notlar1 yorumsuz
olarak aynen basilmigtir.

26 Jourdain [1912], 2, s 527.

2TUscular yontembilgisel kegiflerin varhgindan kugku duyarlar. Onlara gdre yontem
degismezdir, ebedidir. Ashnda ydntembilgisel kesiflere oldukca kétii davranilmigtir.
Yontemleri kabul edilmeden 6nce, bunlara 6nce tuhaf kuramlar olarak, sonra da
siradan basitlikler olarak davranilmigtir.
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seriler tarafindan saglanmadig: ¢ikarsanir, ¢iinkii ancak boy-
lece bunun diginda dogru olan kanit dizisi ve diger yanda
pekistirilmis olan arasmdaki uyum yeniden saglanabilir.?®

Seidel’den 6nceki kugaklari bunu kesfetmekten alikoyan neydi? En
biiyiik neden (daha 6nce deginildigi iizere) Oklidci yontembilgisinin yay-
gimligiydi.

Cauchy’nin netlik devrimi, Oklidci yontemi kalkiiliise uygulamak icin
sarfedilen bilingli bir cabayla giidiilenmisti.?® Cauchy ve takipcileri bu-
nun “analizin muazzam anlagilmazligini” aydinlatmak igin gerekli 1g1k
oldugunu diigiiniiyorlard1.3° Cauchy, Pascal’'m kurallarinm ruhunu ta-
kip ederek ilerledi: Once analizin, limit, yakinsaklk, siireklilik gibi tistii
kapali terimlerini, aritmetigin kusursuz olarak agina olunan terimleriyle
tanimlamaya caligti, sonrasinda da daha 6nce kanmitlanmayan ya da ku-
sursuz olarak agik olmayan her seyi kanitlayarak ilerledi. Simdi Oklidci
gercevede, yanligi kanitlamanin bir 6énemi yoktur, dolayisiyla Cauchy
oncelikle o giine kadar gelmis matematiksel yapiy1, yanhglan atarak,
ilerletmek zorundaydi. Iddialar: gelistirmek icin, istisna arama ve son-
rasinda 6zgiin olan ama tedbirsiz olarak ifade edilmis saninin gecerlilik
alanim giivenli bir alana smirlandirma yéntemini uygulamigti, diger bir
deyisle Cauchy istisna kovusturma yéntemini uyguladi.3!

Larousse’un (muhtemelen Katalanca olan) 1865 baskisimin bir yazar,
Cauchy’nin karsi6rnek arayigimi oldukca igneleyici bir gekilde nitelemis-
tir:

[Cauchy] bilime sadece negatif doktrinler getirmigti... Nere-
deyse her zaman kegfini daha agik hale getirmek icin gercegin
negatif yanini 6ne gikarmigtir: Eger [Cauchy] tebesir tozunda
altin bulmus olsaydi, diinyaya tebegirin sadece kirecin karbo-
natindan olugmadigin ilan ederdi.

Abel’in Holmbo&’ye yazdig1 bir mektubun bir boliimii, Cauchy eko-
liiniin bu yeni, insanin kendi duygularini inceler havas icin ilave kamitlar
sunar: .

28Geidel [1847], s. 383.

29«Yéntem olarak, geometriden beklenen tiim netligi vermeliyim. Dolaysiyla genel-
lemelerden gikartilan nedenlere asla bagvurmamaliymm.” (Cauchy, [1821]).

30 Abel [1826a], s. 263.

31«Gereginden fazla genigletilmis sanilara yararh sintrlandirmalar getirmek” (Cauchy,
[1821]). .
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Su an onaylayip uyguladigimiz en 6nemli kurallar1 incele-
meye ve kurallarin hangi durumlarda uygun olmadigim gés-
termeye bagladim. Bu hig fena gitmiyor ve son derece ilgimi
cekiyor.32

Netlik savunucular: tarafindan umutsuz atik olarak goériinen, 6rne-
gin raksak serilerin toplamlari, layikiyla atese atilmist1.33 Abel’e gére,
“yraksak seriler seytan isiydi. Sadece bela ve acmaza sebep oluyorlardi”34

Fakat, kendi samilarimi stirekli olarak istisna kovugturmayla geligtir-
meye caligirken, kanitlayarak ilerletme fikri asla bu matematikgilerin
aklina gelmedi. Tahmin etme ve kanitlama, etkinlikleri Oklidci gelenekte
kat1 bir gekilde ayrilmigtir. Kamt s6ziinii hak edip héld sonuclandirici
olmayan kanit fikri, netlik yanlilarina yabanciydi. Kargidrnekler ciddi
felaket yaratan lekeler olarak gorilmiigtii: Kargiérnekler bir saninin yan-
Lighgim gosteriyordu ve bagtan itibaren yeniden kanitlamak gerekliydi.

On sekizinci yiizyilda sefil tiimevarimsal uslamlamalara kanit dendigi
gercegi gozoniinde bulunduruldugunda, bunlar anlagilabilir.3® Fakat, bu
“kanitlar1” ilerletmenin hicbir yolu yoktu. Bunlar, “net kanitlar olma-
diklar1 icin, yani ashinda kamit bile olmadiklarindan” ¢ope atilmist1.36
Timevarimsal tezler giivenilir degillerdi, dolayiswyla atese atilmaslarda.
Onun yerini timdengelimsel tezler aldi, zira giivenilirlerdi. “Tiim belir-
sizligi yok edecegim” diyordu Cauchy.?” Cauchy’nin “net olarak” kanit-
ladig1 teoreme yonelen kargiérneklerin saygr gérmesi tiim bu arka plan
bilgisine zitt1. Bu ¢iiriitme yalitilmig ayrik bir durum degildi. Cauchy’nin
‘net Euler teoremi kanitini, gérmiis oldugumuz gibi, gayet iyi bilinen “is-
tisnalar1” ifade eden makalelerle takip etmigti.

Bundan kurtulmanin sadece iki yolu vardi: Ya Oklidci yontemin al-
tinda yatan biitiin yanilmazci matematik felsefesi gézden gegirilecek,
ya da sorun bir gekilde 6rtbas edilecekti. Yamlmazci yaklagimi gézden
gecirmenin neleri kapsayacagini gorelim ilk olarak. Tim matematigin
kuskuya yer birakmayan dogruluklara, yani dogruluk sezgimizin yanila-

32 Abel [1825], s. 258.

33Cagdaglarimiz arinmay kesinlikle “biraz sert” buldular. (Cauchy, [1821]).

34Abel [1825], s. 257.

350Omnsekizinci yizyil “formelizmi” saf timevarimcilikti. Bkz. s. 152. Cauchy,
[1821)’inin giris yazisinda timevarmm “bazi zamanlar dogruyu sunmaya uygun”
oldugu i¢in reddeder.

36 Abel, [1826a], 5. 263. Cauchy ve Abel icin, “net”, tiimevarimsalm tersi olarak tiim-
dengelimsel demekti. ‘

37Cauchy [1821], girig yazis1.
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mayacag ifadelere, indirgenebilecegi fikrinden vazge¢mek zorunda kala-
cagiz. Ayrica, timdengelimsel, ¢ikarsamac: sezgimizin giivenilir oldugu
fikrinden de vazgegmek zorunda kalacagiz. Sadece bu iki kabul, kanitlar
ve ¢iiriitmeler yonteminin serbest gelisimine ve yéntemin karsiérneklerle
basa ¢ikma sorununa ve tiimdengelimsel tezlerin degerlendirilmesine uy-
gulanmasima imkan tanr.38

Kargiornekler sadece teorem igin degil, teoremi savunan matematik-
ciler i¢in de bir leke oldugu siirece ve de zayif noktalar olan anlaml
kanitlar degil de sadece kamitlar ve kanit-olmayanlar varoldukca, ma-
tematiksel elestiri engellenir. Matematikteki otoriter dizgeleri besleyen,
sanilarin tartigilmasini ve yaymmlanmasini engelleyen, matematiksel eles-
tirinin yiikselmesini engelleyen; matematigin Oklidci yontemin yanilmaz-
ciligy savunan felsefi arka planiydi. Mitkemmel olmayan bir siiri takdir
edebilecegimiz igin, yazinsal elegtiri var olabilir; eger sadece kusursuz
dogrulugu iretiyor diye matematiksel ya da bilimsel sonuclar: takdir
edersek, matematiksel ya da bilimsel elestiri var olamaz. Bir kanit sa-
dece kanitliyorsa kamittir ve bir kanit ya kamtlar ya kamitlamaz. Seidel’in
acikca ifade ettigi bu fikir, yani bir kanmitin kusursuz olmasa da saygde-
ger olabilecegi, 1847°de devrimci bir fikirdi ve maalesef giiniimiizde de
devrimei gériiniiyor. ‘

Kanitlar ve ¢iiritmeler yonteminin Newtoncu optigin ¢oktiigi (Fres-
nel’in 1810’lar ve 1820’lerdeki caligmalariyla) ve Oklid-dis1 geometrilerin
kesfedildigi (Lobatschewsky’nin 1829’daki ve Bolyai’nin 1832’deki calig-
malariyla) 1840’larda kesfedilmesi bir rastlant: degildir.3

38 Ozgiin Bask: Editérlerinin Notu: Bu paragraf bize yanhs goriiniiyor. Kugkumuz yok
ki, formel tiimdengelimsel mantiga yliksek saygt duyan Lakatos™un kendisi de bu pa-
ragrafi degistirirdi. Birinci derece mantik (dilin “mantiksal” terimlerinin niteligine
bagil olarak), bir gtkarimin gegerliliginin, gecerli ¢ikarimlan 6zce yanilmaz kilan bir
tanimina ulagabilmigtir. Dolayisiyla, Lakatos’un kabullerinden sadece ilkini yapmak
gereklidir. Yeterince iyi bir “kamt ¢éziimlemeyle” tiim kuskular, belitlere (va da te-
oremin onciillerine) atilabilir ve béylelikle kanitin kendisi igin higbir kugkuya yer
verilmez. Kanitlar ve giiriitmeler yontemi, (metnin aksine) bu iki kabulden ikin-
cisini reddetmekle hicbir gekilde gegersiz kilinamaz. Tersine, kanitlar bu yéntemle
gelistirilir ve de kamt1 gegerli kilacak tiim varsayimlar boylelikle acik edilir.

3% Aym1 onyil iginde Hegel felsefesi hem yamlmazcilig: savunan énciillerinden radikal
bir kopus, hem de bilgiye yeni bir yaklagim icin tam da gii¢lii bir baglangic sundu.
(Cagdasg felsefede sadece Hegel ve Popper yanilirc: felsefeyi temsil etmektedir, ama
ikisi de matematigin ayricalikh yanilmaz konumunu koruma hatasimi yapar.) De
Morgan’dan yapilan agagidaki alint1 40°lardaki yanilire: yeni ruh halini gdstermek-
tedir. ’
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Kanitlar ve ciirlitmeler yonteminin kegfinden 6nce, “net bir sekilde
kanitlanmig” bir teoreme yonelik bir dizi karsi6rnegin olugturdugu sorun,
sadece istisna kovugturma yontemiyle “¢oziilebilirdi”. Kanat, teorems ka-
nutlar, ama teoremin gecerli oldugu tanwm kiimesinin ne oldudu sorusunu
yanitsiz birakir. Teoremin gegerli oldugu tanim kiimesini, “istisnalary”
ifade edip dikkatlice dislayarak belirleyebiliriz (bu sozcikleri yumugatma
islemi o donemin ézelliklerindendir). Bu istisnalar daha sonra teoremin
formiiliine eklenir.

Istisna kovusturma yonteminin baskmhg, belirli bazi énemli sorun
durumlarinda, Oklid¢i yontemin matematigin gelisimindeki zararh et-
kilerini gosterir. Bu sorunlu durumlarnn g¢ogu; gelisen kavramlarin iler-

“Mizacimiz kimi zaman kiiciik bir zorluga sahip her seyi reddeder gériinir, ya da
belirgin celigkiler iizerine galismakta olabilecek en kiiciik bir sorunda tiim ¢ikarim-
lan vermez olur. Eger bununla, yapilan bir samida tam anlamiyla dogru olmayan
hicbir gey kalici olarak kullamlmamali ve iistii kapal: olarak bunlara giivenilmemeli,
demek isteniyorsa, ben bdyle bir uscu gidisata hicbir itirazda bulunmam. Fakat
eger, uyararak ya da uyarmayarak, tiim genellestirmelerde anlagilamayacak da olsa,
Ogrenciye higbir sey verilmemeli demek istenirse; ben, énceki durumun tersine, sa-
dece o anda bilinenler hakkinda yanls bir bilgi verebilecegini diigiindigimden degil,
ayn1 zamanda kegif siirecini durduracagindan bu duruma saygiyla itiraz ederim. Ge-
ometri diginda, matematiksel bilimler, tim bélimleriyle, bir gogunun var saydig gibi
tamamlanmig kesinligin modelleri degildir. Analizin ug sinirlar, sinirlarin arkasin-

. daki yolun ne oldugu bilinmediginden, hi¢bir zaman miikemmel olarak bilinemedi.
Kurulu bir iitkeyi genigletmenin yolu onu simirlar: iginde tutmakla degil, kesif yolcu-
luklar1 yapmakla saglamr [bu not istisna def edicilere kargi] ve biitiinilyle dgrencile-
rin bu gekilde ¢ahgtirilmalan gerektigine, yani 6grenciye sinirlarin icine geligtirmek
kadar, sinirlan incelemenin de 6gretilmesi gerektigine, inaniyorum. Bu c¢alismanin
son béliimiinde [sinirlar incelemekte], tamamlanmams olarak sunulan yéntemlere
siipheli demeyerek, onlar1 kullanacagimdan kugkum yok, c¢iinkidi umutla bekleyen
Ogrenciye aittir, tatminsiz elegtirmene degil. Deneyim gostermigtir ki, kusurlu ¢i-
karimlar, korumaci us tarafindan akilcilagtirilmg ve netlestirilmigtir, ama kim bu
[koruyucu] akla asla kendisinden énce gelemeyecek ¢ikarsamalar verebilir? Matema-
tigin kugkulu noktalarini tartismak igin hicbir ufuk 6nermeyen dallarina yonelik bu
ozel dikkatin etkisi, analizin gelismesi i¢in gerekli olan siire¢lerden hoglanmamaktir.
Matematigin yiiksek dallarinin gelismesi, bu ig igin egitilmiglere birakilirsa, soyut
bilimlerin sadece tam oturmamig olanlar1 degil, piir spekiilatif béliimleri de siradan
6grencinin erisiminden gikarilirsa; bu yiiksek matematik dallarim isi bu olanlara
birakmak, tam oturmamis dallari net, spekiilatif dallar:1 uygulanabilir kilar. Bu il-
kede matematigin her zorluguna, zorluklarin kendi degerleri i¢in dikkat edenler, bu
ugraglarim zevkle veya kosullardaki sikintilarla strdiriirler ve bu sikintilarin sayisi;
kapasiteleri uygulamal matematigin yiiksek dallarim okuyacak dgrencilere izin ve-
rip, bunlarin ginimiiz madde biliminde kullamimindan ziyade, analiz biliminin bu
dallarinin gelecekteki ilerlemesine bagl ilerlemelerde 6ncii olma gansina sahip ol-
malariyla artinlmalidir” {de Morgan, [1842], p.vii).
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lemenin itici giicli oldugu, en heyecan verici geligmelerin, kavramlarn
siurlarmi kegfetmekten, bu sinirlar: esnetmekten ve daha 6nceleri fark-
hlastirilmamig kavramlan farklilagtirmaktan kaynaklandigl, yeni gelisen
matematiksel kuramlarda belirir. Bu biiyliyen kuramlarda, sezgi dene-
yimsizdir, tokezler ve hatalar yapar. Boyle bir gelisme déneminden gec-
memig bir kuram yoktur, dahasi, bu dénem, tarihsel bakis agisina gore en
heyecanli dénem, egitsel bakis agisina gore de en 6nemli olmasi gereken
donemdir. Bu dénemler kanitlar ve ¢iiriitmeler yontemini anlamadan,
yanlirc: bir yaklagimi benimsemeden tam olarak anlagilamaz. Oklid’in
ozellikle matematik tarihi ve matematik 6gretimi igin, hem giris diize-
yinde hem de yaratici diizeyde seytani deha olmasinin nedeni budur.%°

Not: Bu ek-metinde, kanitlar ve ciiriitmeler yonteminin 5., 6. ve 7. ilave
agsamalar tartigilmamigtir. Burada kisaca s6z edebilirim. Diger kanit-
lardaki diizgiin yakinsama avi, Cauchy’nin kanitladig: diger bir teore-
min ivedi bir ¢lirlitmesini ve ilerlemesini verecektir. Cauchy’nin teoremi
gudur: Siirekli fonksiyonlarin yakinsak bir dizisinin limitinin integrali,
serinin terimlerinin integralleri dizisinin limitidir; ya da kisaca strekli
fonksiyonlar serisi durumunda, limit ve integral islemleri yer degistirebi-
lir. Bu on sekizinci yilizyila kadar yanhglanmanugti, Gauss bile ikinci bir
kere diigiinmeden bu teoremi uygulamisti. (Bkz. Gauss [1813], Knopp
[1928], ve Bell [1945].)

Diizgiin yakinsaklig) 1847°de kegfeden Seidel’e de, bagka kanitlara ba-
kip bu 6zelligin ortiilii olarak var sayilip var sayilmadigini incelemek ma-
lum olmads. Diizgiin yakinsakhgy, kamtlar ve ¢giiriitmeler yontemiyle aym
yil kegfeden Stokes, aynmi makalesinde Moigno’ya atifta bulunarak seri-
lerin integrallenmesiyle ilgili yanhs bir teoremi kullamr (Stokes [1848]).
(Stokes bagka bir hata daha yapmigti: Limit fonksiyonun siirekliligi icin
diizgiin siirekliligin sadece yeter degil ayn1 zamanda gerek kosul oldu-
gunu da kanitladigim digiinmiistii.)

Serilerin integralinin ayn1 zamanda diizgiin yakinsaklik varsayimina
dayanmasinin kanmtinim kegfindeki gecikmenin nedeni, bu ilkel samimin
ancak 1875’te saglam bir kargiérnekle ¢iiriitiilmesiydi (Darboux [1875]).
Bu tarihte, kanit coziimleme, kargiornegin yardim: olmadan, kanit-
taki diizgiin yakinsakhigin coktan izini stirmiigtii. Diizgiin siireklilik avi,

“OR. B. Braithwaite’e gére “Matematigin ve bilingsiz bilimin dehas1 Oklid, bilim fel-
sefesinin ve aslinda metafizigin de geytani dehasidir” (Braithwaite [1953], s. 353).
Bu ifade aslinda, matematigin duragan mantik¢: kavramindan kaynaklamr.
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Weierstrass ile zirvesindeyken, kisa siire sonra kanitlardaki tek tek terim-
lerin integrallenmesi, cifte limitler gibi kavramlarin kegfine neden oldu.

Altinct agama, reddedilmis ilkel saninin simdiye dek kabul gormiis
gikarimlarim kontrol etmektir. Bu gikarimlan kurtarabilir miyiz, yoksa
onsavin ¢iiriitiilmesi felaket bir soykirima mi1 yol agacaktir? Tek tek te-
rimlerin integrallenmesi, 6rnegin, Dirichlet'nin Fourier sanis1 kamtindaki
onemli koge tasidir. Du Bois-Reymond bu durumu dramatik terimlerle
ifade eder: Trigonometrik seriler kurami “kalplerinden yara almig” ve bu
kuramn baghca iki teoreminin de “dayanaklar altindan alinmigtir”. Da-
hasi, tek bir darbeyle genel kuram, Dirichlet’den 6nceki durumuna, hatta
Fourier’den 6nceki durumuna dek geriye itilmistir (du Bois-Reymond,
[1875], s. 120). “Kaybedilen topraklarin” nasil tekrar kazanildigin gor-
mek ilging bir ¢alisma olurdu.

Bu siiregte ¢ok miktarda karsidrnek ortaya cikarildi. Fakat bun-
lar fizerine galismak —y6ntemin yedinci agamasi— [on sekizinci] yiizy1-
Iin ancak sonlarinda bagladi. (Ornegin bkz. Young’in diizgiin olmayan-
yakinsaklik noktalarinin simflandirilmas: ve dagilimiyla ilgili caligmas,
Young [1903-4].)



B. Tiimdengelimci
Yaklasim Horistik
Yaklasima Karsi

B.1 Tiimdengelimci Yaklagim

Oklidci yontembilgisi, belirli bir sunum bicemi zorunlulugu gelistirmistir.
Buna “timdengelimei bicem” diyecegim. Bu bigem, titiz bir sekilde ifade
edilmig belitler, 6nsaviar ve/veya tanwmlar listesiyle baglar. Belitler ve
tanimlar siklikla yapay ve sagirtici bir gekilde karmagik goriiniir. Bu
karmagikliklarin nasil ortaya ¢iktig: asla sdylenmez. Belitler ve tamimlar
listesini, dikkatli bir gekilde sozciiklere dokiilmilg teoremler takip eder.
Bu teoremler, agir ilerleyen gerek-sart ifadeleriyle doludur, bu kogullar:
tahmin etmek imkansiz gibidir. Teoremi kanst izler.

Oklidci ritiiele gére matematik 6grencisi, bu hokkabazliga, ne bu-
nun arka plani, ne de bu el cabuklugunun nasil yapildig: hakkinda soru
sormadan katilmak zorundadir. Eger 6grenci, sans eseri bazi olmaya-
cak tammlarin kamit tarafindan geligtirildigini kesfederse, bu tamimla-
rin, onsavlarin ve teoremlerin kaniti nasil 6nceledigini merak eder ve de
hokkabaz da 6grenciyi matematiksel toyluk gosterdigi icin diglar.!

» Timdengelimci bicemde tiim 6nermeler dogru ve tiim gikarsamalar
gecerlidir. Matematik siirekli gelisen sonsuz ve sabit dogrular kiimesi
olarak sunulur. Karsiornekler, ciiriitmeler ve elestirinin bu kiimeye gir-
mesi imkansizdir. Gizli bir canavar kovugturmayla, kanitlarin gelistirdigi

! Bazi ders kitaplari okurlarindan belli bir én bilgi degil, sadece matematiksel olgunluk
bekler. Bu sikhikla, okurdan, dogustan gelen bir meziyetle, Oklidgi tezleri, problemin
arka plamna dogal-olmayan bir ilgi duymadan, tezin arkasindaki horistikle ilgilen-
meden kabul etmeleri beklendigi anlamina gelir.
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tanimlarla ve yetkin teoremlerle yola gikip; ilkel saniy1, ciiriitmeleri ve
kanitin elegtirilerini bastirarak, otoriter bir hava muhafaza edilir. Tiim-
dengelimci bicem miicadeleyi ve maceray: saklar. Biitiin 6ykii kaybolur,
kanit stirecinde pegi sira olugturulan ve kesin olmayan teorem bi¢imlen-
dirmeleri unutulmaya mahkum edilirken, sonug ise kutsal yamilmazlik
mertebesine yiiceltilir.?

Timdengelimci bigimi savunanlardan bazilari, tiimdengelimin ma-
tematigin tek horistik dizgesi oldugunu, kegfin mantiginin tiimdengelim
oldugunu iddia ederler.? Digerleri de bunun dogru olmadigimin farkin-
dadirlar, fakat bu farkmdaliktan, matematiksel kegfin tamamiyla usgu-
olmayan bir iligki oldugu sonucunu ¢ikarirlar. Dolayisiyla, matematiksel
kesif timdengelimle ilerlemese de, matematiksel kegiflerimizin sunumu-

2@Giincel matematik ve fen egitiminin, otoriterciligin fesat kaynag, bagimsiz ve elegti-
rel diigiincenin en kotii digmani oldugu yeteri kadar fark edilememigtir. Matematikte
bu otoritercilik biraz once tanimlanmis timdengelimci dizgeyi izlerken, fende ise tii-
mevarimcr dizge boyunca igler.

Fende tiimevarime: bicem eski bir gelenektir. Bu bicemde yazilmig ideal bir ma-
kale, deneyin ana hatlarinin titiz bir betimlemesiyle baglar, deneyin tamimlanmasi ve
sonucuyla noktalanir. Bir “genelleme” makaleyi sonuglandirabilir. Problemin olugsma
hali, deneyin sinamas: gereken sam gizlenir. Yazar bog ve bakir akla sahip olmak-
tan gurur duyar. Makale sadece problemin olusma halini bilen birkag kisi tarafindan
anlagilacaktir. Tiimevarimcilik, bilim adaminin ¢aligmasina bog bir akilla bagladig
roliind yansitir, oysa bilim adamu fikir dolu bir akilla baglar. Bu oyun sadece —daima
bagarili olamasa da— uzmanlar toplulugu tarafindan kendileri i¢in oynamr. Tiime-
varimel bicim, tipk: tiimdengelimeci ikizi (karsit: degil, ikizi) gibi, nesnel oldugunu
iddia ederken, 6zel bir cemaat dili geligtirir, bilimi atomize eder, elestiriyi bogar ve
bilimi otoriter yapar. Boyle bir sunumda kargi6rnekler asla var olamaz: Bu durumda
gbzlemlerle ise baglamir, kuramla degil ve agikca eger 6nceden bir kuramimiz yoksa
karsiornekler gozlemleyemezsiniz.

3Bu insanlar, matematikgilerin bos bir akilla yola ¢iktigini, yaratici ve oyun dolu bir
etkinlik esnasinda belit ve tanimlarimi kendi zevklerine gore olugturduklarini ve ancak
sonraki agamalarda bu belit ve tanimlardan teoremleri gikarsadiklarim iddia ederler.
Bir yorumlamada, eger tiim belitler dogruysa, tiim teoremler de dogru olacaktir.
Matematiksel dogrular tagiyan bant asla yanilamaz. Kanit-siirecini inceleyecegimiz
vaka incelememizden sonra, bunlar, tiimdengelimci bigimi genel olarak savunan bir
tez adi altinda diglanabilecektir —tabi eger matematigin formel sistemlerle siirlan-
dirilmasim kabul etmezsek.

Popper bilimsel kesfin mantiginin timevarim oldugunu iddia edenlerin yanildiginm
gostermigken, bu makaleler de bilimsel kegiflerin mantiginin tiimdengelim oldugunu
iddia edenlerin yamildigini géstermeyi amaclamaktadir. Popper tiimevarime: bigimi
elestirmisken, bu makaleler de tiimdengelimci bi¢imi elegtirmektedir.
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nun usgu bir gekilde ilerlemesini istiyorsak, bu sunumun tiimdengelimci
bicimde ilerlemek zorunda oldugunu iddia ederler.*

Dolayisiyla, simdi tiimdengelimci bigim i¢in iki tezimiz var. Biri, ho-
ristigin uscu ve tiimdengelimei oldugu fikrine dayanmaktadir. Ikinci tez
ise, horistigin tiimdengelimci oldugu ama us¢u olmadigy fikrine dayan-
maktadir. Ayrica, tigiincii bir tez daha vardir. Mantikgilar, felsefeciler
gibi galigmalarina miidahale eden catlaklardan hoslanmayan baz aktif
matematikgiler genelde, horistik bicemin getirilmesinin, ders kitaplarini
yeniden yazmay1 gerektirecegini ve bunun da kitaplar: sonuna kadar asla
okunamayacak kadar uzun yapacagim soylerler. Kitaplar gibi makaleler
de daha uzun olacakt1r.5 Bu sikic1 teze yanit sudur: Birakin deneyelim.

B.2 Horistik Yaklagim.
Kamtin Gelistirdigi Kavramlar

Bu bolim, matematikce 6nem tegkil eden, kamit tarafindan geligtiri-
len bazi kavramlarin 6zet ¢éziimlemelerini icerecek. Bu ¢oziimlemelerin,
matematiksel bigeme horistik Ggeler getirmenin yararlarini gésterecegi
umulmaktadir.

~ Daba once deginildigi gibi, tiimdengelimci bigem kanitin gelistirdigi
kavramlari, “kanitsal atalarina” parcalar, onlar yapay ve otoriter bir
gekilde durup dururken gikmig gibi gosterir. Bu kavramlarin kegfine yol

4Bu doktrin birgok formalist matematik felsefesi tiiriiniin temel parcasidir. Forme-
listler, kegif hakkinda konugurken, kesif baglamwyla, gerekcelendirme baglamini ay-
nigtirirlar. “Kesif baglami ruhbilimsel ¢éziimlemeye birakilmigtir, mantik ise gerek-
celendirme baglamiyla ilgilenir.” (Reichenbach [1947], s. 2) Benzer bir goris R. B.
Braithwaite’nin [1953], s. 27'sinde, hatta K. R. Popper’m [1959], 5. 31-2 ve [1935]’inde
bulunabilir. Popper (1934’te) kesgfe yaklagimlan, horistige bagimsiz bir sorugturma
alani birakmadan, ruhbilim ve mantik arasinda bdélerken, “kesif mantiginin” bilimin
ilerlemesinin kesin mmantiksal bir dizgesinden fazla bir sey oldugunu fark etmemisti.
Bu Popper’in kitabinin paradoksal goriinen bagliginin nedeninin kaynagidir. Bu kita-
bin tezleri ¢ift-tarafli goriiniir: (a) Bilimsel kegfin mantig1 yoktur —hem Bacon hem
Descartes yanilmigty; (b) bilimsel kegfin mantig1, samlar ve ¢liriitmeler mantigidir.
Bu paradoksun ¢dziimii elimizin altindadir: (a) bilimsel kesfin yanilmazc: bir man-
t1g1 yoktur, hata yapilarak sonuca varilabilir; (b) bilimsel ilerlemenin mantig1 olan
yamlabilen bir mantik vardir. Oysa Popper, bu kegif mantiginin temellerini olugtur-
mugken, kendi sorugturmasinin dogasinin ne oldugu meta-sorusuyla ilgilenmedi ve
bunun ne ruhbilim ne de mantik, bagimsiz bir disiplin olan, kegif mantig1 horistigi
oldugunu fark etmedi.

5...daha az olacaklarini kabul etmek gerekse de. Ciinkii problem-durumun ifadesi de
pek ¢ogunun anlamsizhigini bariz bir sekilde ortaya koyardi.
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acmig olan evrensel karsiérnekleri saklar. Horistik bigem ise, aksine, bu
faktorlerin altini ¢izer. Problemin ortaya c¢ikis durumunu, yani yeni kav-
ramlar1 doguran “mantigi” vurgular.

Oncelikle, Ek A’da tartigtigimiz, kamtin gelistirdigi diizgiin yakin-
saklik kavraminin horistik bicemde nasil ortaya konulabilecegini gorelim.
Bu ve diger 6rneklerde, kesinlikle kanitlar ve ¢iiriitmeler yonteminin tek-
nik terimleriyle aginaligi varsayiyoruz. Fakat, bu gereklilik, belitler ve
ilkel terimler gibi, Oklidci izlencenin teknik terimleriyle asinalik talebin-
den daha fazla degildir.

B.2.a Diizgiin Yakinsaklik

Tez. Leibniz’in siireklilik ilkesinin 6zel hali: Herhangi bir yakinsak siirekli
fonksiyon dizisinin limit fonksiyonu siireklidir. (Ilkel sanz).

Karsitez. Cauchy’nin siireklilik tanimi, tezin bir st diizeye ¢ikarir.
Cauchy’nin tanimsal karar: Fourier'nin karsiérneklerini mesrulagtirir.
Bu tamim aym zamanda, siirekliligin dik cizgilerle tekrar saglanabile-
cegine dair muhtemel uzlagimi da diglar, boylelikle —bazi trigonometrik
serilerle birlikte— karsitezin negatif kutbunun ortaya gikmasina neden
olur. “Pozitif kutup” Cauchy’nin kanitiyla giiclenir ve diizgiin yakinsak-
Ligin kamtsal atas1 olur. “Negatif kutup” ise, ilkel saniya yonelik ortaya
- cikan, daha da fazla evrensel karsiornekle giiclenir. ‘

Sentez. Evrensel kargibrnekleri, aym zamanda yerel karsidrnek kilan
suclu dnsav belirlenir, kanit geligtirilir, san1 geligtirilir. Sentezin niteliksel
bilegenleri, yani teorem ve teoremle birlikte kanitin gelistirdigi kavram
olan diizgiin yakinsaklik belirir.®

®Baz1 nedenlerden dolay1, bazi ders kitaplarinda diizgiin yakimsaklik istisnai (yar1-
horistik) bir muameleye tabii tutulur. Ornegin, Rudin [1953]’tinde, énce bir bsliim
ortaya atar: “Ana Problemin Tartigmasi” (s. 115), burada ilkel sam ve giiriitmesini
one siirditkten sonra diizgiin yakinsaklik tanimini ileri stirer. Bu sunus geklinin iki
kusuru vardir: (a) Rudin sadece ilkel sani ve ¢iiriitmesini sunmaz, ayn1 zamanda
ilkel sanmin dogru ya da yanhs olup olmadigim sorar ve ilkel saninin yanhghgini
gayet iyi bilinen drneklerle gdsterir. Fakat bdyle yaparak, Rudin, yanilmazc: bicemin
Stesine gegemez, onun sundugu “problem-durum” bir sam degil, tereddiit edilmeyen
yamt: veren bir ornegin (karsiérnegin degil) izledigi keskin ve ince bir soru vardir.
(b) Rudin diizgiin yakinsaklik kavraminin kanittan ortaya ¢iktigini géstermez, onun
sunugunda, tanim kaniti 6nceller. Aksi takdirde, bu zaten tiimdengelimci bigem ol-
mazdi. Ciinkii eger, énce ilk kanit1 ve ancak bu kanitin sonrasinda da gelistirilmig
kanmtin ve kanitin gelistirdigi tanimlarin izledigi ¢liriitmeleri vermis olsaydi; “ebedi
duragan” matematik hareketini ve Oklidgci gelenekle tutarsiz olan “yanilmazci” ma-
tematigin yamhrligint géstermis olurdu. (Sunu eklemeliyim sanirim, Rudin’in kita-
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Burada kullandigim Hegelci dil, bence matematikteki cesitli ilerleme-
leri tarif etmeye yeterlidir. (Hegelci dilin cazibesi oldugu gibi, tehlikeleri
de vardir.) Bu dilin altinda yatan Hegelci horistik kavram kabaca budur.

Matematiksel etkinlik, insan etkinligidir. Bu etkinligin baz yonleri
—herhangi bir insan etkinliginde olabilecegi gibi— ruhbilim tarafindan
aragtirilabilir. Diger yonler ise tarih tarafindan arasgtirilabilir. Horistik
bu yonlerle 6ncelikli olarak ilgili degildir. Fakat matematiksel etkinlik
matematigi iiretir. Insan etkinliginin {iriinii olan matematik, kendini ya-
ratan insan etkinligine “kendini yabancilagtirir”. Kendini {ireten etkinlik-
ten belli bir ozerklik kazanan, yasayan ve biiyliyen bir organizma halini
alir, kendi 6zerk gelisim yasalarmi, kendi diyalektigini olugturur. Ger-
cek yaratict matematikgi sadece kigisellestirmedir, kendini sadece insan
eyleminde gerceklegtirebilecek yasalarin cisimlesmesidir. Fakat, cisim-
lesmeleri nadiren kusursuzdur. Matematikci insanlarin etkinligi, tarihte
oldugu gibi, matematiksel fikirlerin harika diyalektiginin el yordamriyla
gergeklegtirilmesidir. Yetenegi, zekd kivilcimi, dehasi olan her matema-
tikci, diigtincelerin diyalektigiyle iletigim kurar, onun kapsamini hisseder
ve ona uyar.”

bindan alintilamaya devam ediyorum, zira bu kitap Oklidci gelenegin en iyi ders ki-
taplarindan biridir.} Kitabiun girig yazisinda 6rnegin, Rudin der ki: “Ozellikle yeni
baslayanlar icin, teoremin varsayimlarinin, gikarsamalarin gegerliliginden emin ol-
mak icin gercekten gerekli oldugunu agik¢a gormek onemlidir. Bunun icin epey fazla
miktarda kargi6rnek metne eklendi”. Maalesef bunlar sahte kargi6rneklerdir, aslinda
bu karsidrnekler bilge bir matematik¢inin tiim varsayimlar teoreme nasil ekledigini
gosteren drneklerdir. Fakat Rudin, bu varsayumlarn nereden geldigini sdylemez. Bu
varsayimlar, kanit-diiglincelerinden gelir ve teorem, Pallas Athena’nm silahlariyla
Zeus'un kafasindan firladig: gibi, matematikginin kafasindan birden firlamaz. Ru-
din’in “karsidrnek” sdzciigini kullanmasi, bizi yaniltip, ondan yanilirci bir bicem
beklemek hatasina diiglirmemeli.

Ozgiin Bask: Editérlerinin Notu: Rudin’in galigmalarina dair Lakatos’un tiim not-
lar1, Rudin’in kitabinin ilk baskisina dayanmaktadir. 1964’te yayinlanan ikinci bas-
kida, Lakatos’un alintiladig b&liimlierin hepsi yer almaz.

"Yabancilagmis insan etkinliginin dzerkligine dair Hegelci diisiince, sosyal bilimlerin,
ozellikle ekonominin, konumu ve yonternbilgisine dair baz sorunlara ipucu saglayabi-
lir. Matematigin kusursuz olmayan kigisellegtirilmesi olarak matematik¢i kavramim,
Marks'in Kapital’in kusursuz olmayan kigisellegtirilmesi olarak kapitalist kavramina
benzerdir. Maalesef Marks, kavramsallagtirmasmi, ne bu kigisellegtirmenin kusursuz
olmayan niteligini vurgulayarak, ne de bu siirecin gergeklestirilmesinde degistirile-
meyecek higbir sey olmadigin vurgulamayarak nitelemedi. Aksine, insan etkinligi,
yabancilagma siirecini daima bastirir veya bozar ve boylelikle yenilerinin olusmasina
yol agar. Bu etkilegimin eksikligi Marksc: diyalektigin temel zayifhgidir.
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Horistik ise matematigin tarihiyle degil 6zerk diyalektigi ile ilgili-
dir, gerci horistik, konularin1 sadece tarih caligmasiyla ve tarihin uscu
yeniden ingasiyla inceleyebilir.

B.2.b Sinirli Varyasyon

Simirh varyasyonun, analiz ders kitaplarinda genel olarak ortaya konma
sekli, otoriter tiimdengelimci bicemin giizel bir érnegidir. Rudin’in. kita-
b1 alalim yine. Riemann-Stieltjes integrali béliimiiniin ortasinda Rudin
aniden, siirh varyasyon fonksiyonlarinin tanimini ne siirer.

Tamum (6.20). Diyelim ki f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli. Bu du-
rumda »

V(f)= SUPZ |f(zi) ~ f(zi-1)]
i=1

olarak tamimlayalim. Burada supremum [a, b]’'nin tiim parcalaniglarinda
alimir. Eger V(f) sonluysa f’ye [a,b] lizerinde siirli varyasyonlu denir
ve V(f) sayisma f’nin [a,b]’deki toplam varyasyonu denir.”

Neden sadece bu fonksiyonlar kiimesiyle ilgilenmeliyiz? Tiimdenge-
limei yanit sudur: “Bekle ve goér”. O halde bekleyelim, sunumu izleyelim
ve gormeye ¢aligalim. Tanimi, kavramin iglerlik alan1 hakkinda fikir ver-
mek iizere tasarlanmig 6rnekler izler (bu ve buna benzer seyler, Rudin’in
kitabini, tiimdengelimci gelenegin 6ne gikacak bigimde iyi bir kitab1 ya-
par). Sonrasimda bunu bir dizi teorem (6.22, 6.24, 6.25), ve aniden de
agagidaki 6nerme izler.

Sonug (2). Eder f simurh varyasyonlu ise, ve g fonksiyonu |a,b] de si-
rekli ise, f € R*(g) saglanir.0

8(\zgiin Baski Editérlerinin Notu: Eminiz ki, Lakatos bu boliimii baz1 agilardan dejis-
tirirdi. Ciinkii Lakatos’ta Hegelci arka planinin hakimiyeti, Lakatos’un ¢aligmalar:
ilerledikge giderek zayifladi. Ama yine de, insan akli ¢abasinmn {irfinlerinin kismi
Szerkliginin merkezi énemini tanima inancint korudu. Onermelerin nesnel igeriginin
bu dinyasinda (Popper, buna “ii¢iincii diinya” demektedir, bkz. Popper: [1972]),
(6rnegin énermeler arasi tutarsizliktan kaynaklanan) problemler, bizim onlan tani-
mamizdan bagimsiz olarak var olurlar, dolayisiyla biz akli problemleri kegfederiz,
onlari icat etmeyiz. Fakat Lakatos, bu problemlerin bir ¢bziim “talep” etmedigine ya
da kendi ¢oziimlerini dayatmadig! sonucuna inanmaya baglamisti. Ona gore, (gelecek
olan ya da olmayan) insan yaraticihgl, bu problemlerin ¢dziimi igin gereklidir. Bu
goriige, 7 numarali dipnottaki Marks elestirisinde isaret edilmigti.

9Bkz. Rudin [1953], s. 99-100.

0age. .
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(f € R*(g9), g’ye gore integrallenebilen Riemann-Stieltjes fonksiyon-
larimin smufidir. )

Eger, Riemann-Stieltjes integrali alinabilen fonksiyonlarin énemini
ger¢ekten anlarsak, bu 6nermeyle daha fazla ilgilenebiliriz. Elestirisi Ri-
emann integraline yol agan, sezgisel olarak oldukga agikir olan Cauchy
integrali kavramindan Rudin s6z etmez bile. Simdi, iki mistik kavra-
mim, Riemann integrali almabilirligin ve simrli varyasyonun, belirdigi
bir teoremimiz var. Fakat bu iki mistik kavramin toplami kavrayiga yol
agmiyor. Ya da belki, bu iki kavram “soyut diigiince katarlarini takip
etme egilimi ve yetenegi”!! olanlarda boyle bir kavrayiga yol aciyordur.

Héristik bir sunum, her iki kavramin da — Riemann-Stieltjes integra-
linin ve simirli varyasyonun— tek bir kanit kaynakli, kamitin geligtirdigi
kavramlar oldugunu goésterirdi. S6zii gecen bu kamit da Dirichlet’nin Fo-
urier sanisi kamtidir. Bu kanit her iki kavramln da problemin ortaya
ciktigr arka plam bilgisini vermektedir.!?

Simdi, Fourier’nin ilkel sanisi'® hicbir mistik terim icermez. Sinirh
varyasyonun “ata sanisi” der ki, rastgele alinan her fonksiyon Fourier
acilimina sahiptir,’* bu basit ve ¢ok heyecan verici bir sanidir. Bu san1
Dirichlet tarafindan kamtlanmistir.'® Dirichlet kanitim dikkatle inceledi
ve Fourier sanisini, 6nsavlar1 kogul olarak saniya ekleyerek gelistirdi. Bu
kogullar iinli Dirichlet kogullaridir. Sonug¢ olarak ¢ikan teorem gudur:
Tiim fonksiyonlarin Fourier agilimi vardir, eger (1) fonksiyonun sigrama
noktasmdaki degeri % (z+0) + f(z —0)] ise, (2) fonksiyonun sonlu sayida
stireksizlik noktas: varsa ve (3) fonksiyonun sonlu sayida maksima ve
minima noktas: varsa.'8

"Rudin [1953], giris.

128y kamit, ve bu kamt1 ézetleyen teoremden aslinda Rudin’in kitabinda séz edilmis-
tir. Fakat, yukarida sozii edilen iki kavramin otoriter sunumundan biitiiniiyle kopuk
olarak 8. boliimiin 17. sorusunda sakli kalmiglardir (s. 164).

B Fourier [1808], s. 112.

MFourier agilimima sahip olmak, Fourier katsayilariyla trigonometrik seri olarak ya-
zilmak anlamindadir.

15Bkz. Dirichlet [1829] ve [1837]. Bu kanitin arka planinda bircok ilging nokta vardur,
ama maalesef bunlara burada deginemeyecegiz. Ornegin, Fourier’nin ézgilin “kani-
tinin” degeri, birbirini takip eden iki Dirichlet kamtinin kargilagtirmas: ve Dirich-
let’nin Cauchy’nin énceki kamitina [1826] déniik ezici elestirisi.

8Djrichlet’nin kaniti, Fourier’nin ézgiin sanisina yonelik karsgisroekler tarafindan én-
cellenmemis ve bunlar tarafindan tesvik edilmemistir. Kimse bir karsi6rnek ortaya
koymamigti, ashnda Cauchy &zgiin saniy1 “kanmitlamigty”. (Bkz. Dipnot 11 [Ek-A],
Cauchy’nin kamtinin gecerlilik alan: bogtur.) Tk kargi6rnekler ancak Dirichlet’nin
kanitimin énsavlarmda, 6zellikle ilk onsav tarafindan ortaya kondu. Bunlardan bagka
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Tim bu kogullar kanmttan gelmektedir. Dirichlet’'nin kanit-
cozimlemesi sadece iiciincii kogul acisindan kusurluydu: Kamt ashinda
sadece fonksiyonun sinirli varyasyonuna dayanmaktaydi. Dirichlet’nin
kanit-¢coziimlemesi 1881°de C. Jordan tarafindan elestirildi ve Jordan,
Dirichlet’nin hatasin1 diizeltti, sonrasinda da sinirli varyasyon kavrami-
nin kasifi oldu. Jordan, bu kavrami gelistirmedi ya da “6ne siirmedi”.}”
Jordan, bu kavrami Dirichlet’nin kanitin1 yeniden elestirel olarak ince-

lerken kesfetti.l8

Dirichlet’'nin kanitinin diger bir zayifhig: da, sadece siirekli fonksi-
yonlar igin uygun bir alet olan Cauchy integral tanimini kullanmasiydi.
Cauchy tanimina gore, siireksiz fonksiyonlar hic¢ integrallenemezler ve
ipso facto™ bunlar Fourier acilimina sahip degildirler. Dirichlet, siirek-
siz bir fonksiyonun integralini, fonksiyonun siirekli oldugu araliklardaki
integrallerinin toplami olarak alarak bu zorluktan kaginmig oldu. Eger
stireksizlik noktalarinin sayisi sonluysa, bu, kolaylikla yapilabilir; ama
eger siireksizlik noktalarinin sayisi sonsuzsa, birtakim zorluklara yol aga-
bilir. Bu Riemann'in Cauchy’nin integral kavramim elegtirip, yenisini
geligtirmesinin nedenidir.

Dolayisiyla, sinirli varyasyonun ve Riemann integralinin mistik ta-
nimlari, otoriter sihirlerinden yoksun bir entzaubert’tir?®, kokenleri cok
belirgin- problem durumlarina ve énceki ¢6ziim denemelerinin elestiri-
lerine dek gotiiriilebilir. Ilk tanim, kanitin gelistirdigi bir tammdir ve

Fourier sanisina ilk karsiérnek ancak 1876’da du Bois-Reymond tarafindan ortaya
atildi. Du Bois-Reymond Fourier a¢ilimu olmayan siirekli bir fonksiyon bulmustu.
(du Bois-Reymond [1876])

1"Hi¢ yoktan bir kavrami “éne siirmek”, siklikla timdengelimci tarih yaziminda bag-
vurulan sihirli bir iglemdir. '
8Bkz. Jordan [1881] ve [1893], s. 241. Jordan’m kendisinin Dirichlet’nin kanitina de-

- gil, sadece teoremini degistirdigini vurgulamaktadir. (“.. Dirichlet’nin gésterimi, o
halde, salinimm smirl oldugu her fonksiyona degisiklik yapilmaksizin uygulanabilir-
dir..”) Zygmund, oysa Jordan’in teoreminin “sadece goriiniiste Dirichlet’ninkinden
daha genel oldugunu’ ifade ederken yaniliyordu (Zygmund [1935], s. 272). Jordan’'m
kanit1 icin bu dogrudur, ama teoremi igin dogru degildir. Fakat aym zamanda,
Jordan’m Dirichlet’nin teoremini sinirli varyasyonu olan daha genel fonksiyonlar-
dan olusan bir iglerlik alanina “genislettigini” séylemek de yanilticidir. (Ornegin
Szokefalvi-Nagy [1954], s. 272) Ayrica Carslaw da, [1930] kitabinda yazdigy Tarih-
sel Girig’te benzer bir kanit-¢éziimleme anlayisi eksikligi gosterir. Carslaw, Dirich-
let’nin kanmitiin, kanitin gelistirdigi kavram olan sinirli varyasyonun kanitsal-atasi
oldugunu fark etmez.

19Bu gergek nedeniyle, anlaminda Latince séz. —¢.n.

2OBiiyiisii bozulmug. —¢.n
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yiizeysel olarak Dirichlet tarafindan formiillegtirilmigtir; sonunda da Di-
richlet’nin kanit-¢éziimlemesinin elegtirisini yapan C. Jordan tarafindan
- kesfedilmistir. Ikinci tanim, karigik problemlere uygulanamaz olan 6n-
ceki integral tanimlarinin elegtirisinden gelmektedir.

Ikinci 6rnekte izledigimiz horistik sergileme Popperci samlar ve cii-
riitmeler mantigidir. Bu dizge tarihi, Hegelci dizgeye gbre daha yakindan
izler, zira Hegelci dizge “smama-yanilma”y1, nesnel diigiincelerin gerekli
gelisiminin biitiiniyle el yordamiyla yapilan insani bir gerceklegtirilmesi
olarak gozden kagirir. Usgu héristigin Popperc: tiiriinde bile, ¢ézmek
igin yola ¢ikilan problemlerle, gercekten de ¢oziilen problemler ve tama-
muyla yok olan, elegtirileri ilerlemede hicbir rol oynamayan “rastlantisal”
hatalarla, ciiriitmelerden sonra bile bir gekilde saklanip ileriki geligme-
lerin {izerlerine inga edilecegi “gerekli” hatalar birbirlerinden ayrigtirilir.
Horistik sunumda rastlantisal hatalar hicbir kayip olmaksizin gbz ardi
edilebilir ve bunlarla baga gikmak sadece tarihin igidir.

Sinirli varyasyon kavramina yol acan kanit-siirecinin sadece ilk dért
agamasinin taslagini cizdik. Burada, yalnizca merak uyandirici bu 6ykii-
niin kalaniyla ilgili ipuclar1 verecegiz. Besinci asama?!, diger kamitlarda
yeni bulunmug kanitin gelistirdigi kavram avi, “tiim egrilerin uzunlu-
gunun Olgiiliir” oldugunu séyleyen ilkel saninin kamtinda, hemen simirh
varyasyonun kesfine yol agmistir.?? Yedinci agama. ise Lebesgue integra-
line ve ¢agdag 6l¢lim kuramina yol agmisgtar.

Tarihsel Not: Metinde anlatilan &ykiiye horistik anlamda ilging birkag
ayrint1 eklenebilir. Dirichlet, ikinci ve iigiincli 6nsavlarina iligkin yerel
kargiorneklerin evrensel olmadigini, tim strekli fonksiyonlarin, maksi-
mum ve minimum noktalarinin sayisindan bagimsiz olarak Fourier agi-
limina sahip olduguna inaniyordu. Ayrica bu daha genel sonuglarin,
kendi kanmitinin basit yerel bir diizeltilmesiyle kanitlanabilecegini dii-
- stinfiyordu. Bu fikir, yani, (1) Dirichlet'nin kanitinin sadece kismi bir
kanit oldugu ve (2) sonuglandiric: kanitin birkac kiigiik diizeltmeyle ba-
sarilabilecegi 1820’den 1876’ya dek genis 6l¢iide kabul gbrmiistii. 1876’da
du Bois-Reymond, Fourier’nin eski sanisina doniik ilk gercek kargidrnegi
irettiginde, boyle bir diizelti igin umutlar: yok etti. Jordan’'m sinirl: var-
yasyon kesfi, bu karsiérnek tarafindan tetiklenmis goriinmektedir.

2'Kanitlar ve giiriitmeler yonteminin standart asamalarimin listesi icin, bkz. s. 145.

*2Bu kegifte yine, du Bois-Reymond 6nde gelendi ([1879], [1885]), ve yine, imrenilecek
zekd kivrakhigina sahip c. Jordan da asil kagifti (Jordan [1887 s. 594-8 ve [1893], s
100-8).
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Ilgingtir, Gauss da, Dirichlet’yi kanitini, herhangi bir sayida maksi-
mum ve minimum noktasi olan fonksiyonlara uygulanabilir kilip ilerlet-
mek icin cesaretlendirmigtir. Dirichlet bu problemi ne 1829°da ne 1837’de
cozebilmisken, gene de 1853’te ¢oziimiin ¢ok acik oldugunu diigiiniiyordu
ve Oyle ki Gauss’un istegini yamitladigi mektubunda, bu ¢éziimi dogag-
lama olarak yazmistir (Dirichlet [1853]). Coziimiiniin ana fikri budur.
Maksimum ve minimum noktalarin kiimesinin, ele alinan aralikta hig
yogusma noktasinin olmamasi kosulu, aslinda kanit igin yeterli kogul-
dur. Dirichlet’nin ikinci kogulu, sonlu sayida siireksizlik noktalar: diizel-
tilebilir olmasi, Dirichlet’'nin 1829 tarihli makalesinde zaten ifade edil-
migti. Dirichlet, kanitimin siireksizlik noktalarimin kiimesi hicbir yerde
yogun degilse uygulanabilir oldugunu iddia ediyordu. Bu diizeltmeler,
Dirichlet’'nin kanitinin ¢ézlimlemesiyle ne kadar meggul oldugunu gos-
termektedir. Dirichlet, kanitinin kendisinin dikkatle koydugu kogullari,
ki bu kosullara sonradan “Dirichlet kosullar1” denecekti, saglayanlar-
dan daha fazla fonksiyona uygulamr oldugunu diigiiniiyordu. Dirich-
let [1837]’sinde, Dirichlet’nin tipik bir 6zelligi olarak, teoremi hig ifade
etmemigtir. Muhtemelen kugkucu Weierstrass’a kendisinin syledigi ve
Gauss’a yazdigl mektubun gbsterdigi gibi, her zaman teoreminin tim
siirekli fonksiyonlar i¢in gegerli olduguna inaniyordu. (Bkz. Ostwald’s
Klassiker der Ezxaten Wissenschafen, 186, 1913, s. 125.)

Dirichlet’nin [1829]'unda ifade ettigi sekliyle teorem, “dogada var
olan” tiim bicimlerdeki fonksiyonlar: kapsamaktadir. Ustelik, daha rafine
bir ¢oziimleme, ¢ok “saf” analizin diinyasina ¢ikmaktadir. Dirichlet’nin
kanitinin ¢éziimlemesi —ilk olarak Riemann tarafindan yapilmagtir—
cagdag soyut analizin baglangi¢c noktasidir. Son zamanlarda P. Jour-
dain’in Fourier’nin sonuglandiriciligiyla ilgili genis kabul goren diigtin-
cesinin abartildigini fark ettim. Fourier dogrudan uygulamanin otesine
gecen matematiksel argiimanlarla ilgilenmiyordu. Dirichlet’nin diigiin-
cesi ise aslinda farkliydi. Dirichlet belli belirsiz kendi kanitinin ¢éziim-
lemesinin yeni bir kavramsal cergeve gerektirdigini hissetmigti. [1829]
makalesinin son tiimcesi gercek bir kehanettir:

Ama birinin arzulayabilecegi tiim netlikle yapilmas: gereken
sey, sonsuz kiiciikler kalkiiliisiiniin temel ilkeleriyle yakin-
dan ilgili baz1 detaylar gerektirmektedir. Bunlar da bagka
bir notta sunulacaktir.

Fakat, Dirichlet s6z verdigi notu hicbir zaman yayimlamadi. Cauchy’nin
integral kavramini elegtirerek, “sonsuz kiigiikler kalkiiliistiniin temel il-

-
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keleriyle meggul olmay: gerektirecek detaylari” belirginlegtiren ve Di-
richlet’nin belli belirsiz hislerini acik bir sekilde ifade edip, devrimci bir
teknik One siirerek analizi ve aslinda usculugu, dogada var olmayan,
o zamana dek canavar, ya da en iyi ihtimalle ilgin¢ olmayan istisna-
lar ya da “tekillikler” olarak adlandirilan fonksiyonlardan olusan islerlik
alanina tagiyan Riemann’dir. (Fonksiyonlar: tekillik ya da ilging olma-
yan istisnalar olarak gérmek Dirichlet’nin tutumuydu. Bu tutum Dirich-
let’nin [1829] makalesinde ve [1853]'te Gauss’a yazdig: mektupta ifade
edilmisti.)

Bazi yamilmazc1 matematik tarihgileri burada, tarihsel olmayan bir
teknik kullanarak, miicadele ve elestiri dolu uzun bir geligimi yanilmazci
sezginin tek bir eylemine yogunlagtirarak, Dirichlet’ye kendisinden son-
raki analizcilerin olgunlugunu atfetmektedirler. Bu tarih kargit1 tarihci-
ler cagdag ve genel gercel fonksiyon kavramimizi Dirichlet’ye atfeder ve
“Dirichlet fonksiyon kavrami” olarak adlandirirlar. E. T. Bell [1945], s.
293’iinde, “P. G. L. Dirichlet’nin iki say1 kiimesi arasmdaki bir tablo,
eslesim ya da baglagim olarak (sayisal degerli, gergel) degiskenli, (say:-
sal degerli) fonksiyon tanimi, nokta kiimelerinin denkligi kuraminda ima
edilmis” oldugunu iddia eder. Bell, kaynak olarak “Dirichlet: Werke, I,
s. 135”1 verir. Fakat Dirichlet’nin kitabinin belirtilen sayfalarinda, buna
benzer hicbir sey yoktur. Bourbaki’ye gére: “Dirichlet’nin, Fourier’nin
fikirlerini kesinlegtirirken, bugiinkii anladigimiz anlamda genel fonksi-
yon kavramim tanimladig: bilinmektedir”. (Bourbaki [1960], s. 247) Bo-
urbaki, “bilinmektedir” diyor, ama hicbir kaynak gostermiyor. Gergel
fonksiyon kavramimin “Dirichlet’ye atfedildigi” notlarim klasik ders ki-
taplarinin ¢ogunda goriiyoruz (6rnegin Pierpoint [1905], s. 120). Dirich-
let’nin ¢aligmalarinin hicbirinde boyle bir tanim yok. Ama bu kavram-
dan haberi olmadig1 yéniinde yeterince delil var. Ornegin [1837] ma-
kalesinde, parcali siirekli fonksiyonlar1 tartigirken, Dirichlet siireksizlik
noktalarinda fonksiyonun ki degeri oldugunu séylemektedir:

Egrinin sirasiyla 8 ve ®(f) ile gosterilen x ve y koordinat-
lar1, pek ¢ok parcadan olugur. z-ekseninin yukarisinda ’nin
belirli degerlerine kargsilik gelen noktalarda, egrinin birbirini
takip eden bolimleri baglantisizdir. Her ¢ koordinatina as-
hnda iki y koordinati karsilik gelmektedir ve bu iki y ko-
ordinatindan biri, o noktada biten boéliime, digeriyse orada
baglayan béliime aittir. Buna gore, ®(£)nin bu iki degerini
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ayirmak gereklidir, dolayisiyla bunlart ®(8 — 0) ve <I>(ﬁ +0)
ile gosterecegiz.

Bu alinti, akilc1 herhangi bir kugkunun 6tesinde, Dirichlet’nin “Di-
richlet fonksiyon kavramindan” ne kadar uzak oldugunu gosterir. Dirich-
let’yi, “Dirichlet tamimiyla” iligkilendirenler, genellikle onun [1829] ma-
kalesinin son sayfasindaki Dirichlet fonksiyonunu digiiniirler: x’in ras-
yonel oldugu noktalarda 0, irrasyonel oldugu noktalarda 1 degeri alan
fonksiyon. Sorun su ki, Dirichlet hala tiim gergek fonksiyonlarin Fourier
agilimina sahip olduklarini disiliniiyordu ve bu “fonksiyonu” agikca bir
canavar olarak gelistirmisti. Dirichlet’ye gére bu “fonksiyon”, “bayag1”
olmayan gercel bir fonksiyon 6érnegiydi —o6yle bir fonksiyon ki, ona gore
fonksiyon ismini bile hak etmiyordu.

Var olmamasina ragmen, Dirichlet’nin fonksiyon tammin fark ede-
. bilenlerin; Dirichlet’nin “tamamiyla keyfi” (ganz willkirliche) herhangi
bir fonksiyonun, Fourier serisi agilimindan s6z eden iki makalesinin bag-
hiklarim fark etmemeleri merak konusudur. Fakat Dirichlet’ye gore, Di-
richlet fonksiyonu, “tamamiyla keyfi fonksiyonlar” ailesinin disindayda,
clinki “bayag1” bir fonksiyonun integrali olmaliydi, ama agikga Dirich-
let fonksiyonunun integrali yoktu. Riemann aslinda, Dirichlet’nin yap-
t1g1 ad hoc diizletmelerle birlikte Cauchy’nin integral kavramini elegti-
rirken, Dirichlet’nin dar fonksiyon kavramini da elegtirmisti. Riemann,
eger integral kavramini genigletirsek, p’nin tek say1 olup n ile aralarinda
asal oldugu kosulda, p/2n bigimindeki her rasyonel sayida siireksiz olan
canavar benzeri bir fonksiyonun, siireksiz oldugu kiime her yerde yo-
gun olsa da, integrallenebilir oldugunu gosterdi. Ayrica bu fonksiyon,
Dirichlet’nin canavarina benzemekle birlikte, siradan bir fonksiyondur.
(Riemann’in integral kavramini genisletmesinde “keyfi” olan higbir sey
yoktu, onun devrimci adimi, hangi tiir fonksiyonlarin Fourier agilimina
sahip oldugunu sormak yerine hangi tiir fonksiyonlarm trigonometrik se-
rilerle gosterilebilecegini sormakti. Riemann’m amac: integral kavramini
genigleterek, trigonometrik fonksiyonlarin toplami olarak yazlan tim
fonksiyonlarin integrallenebilir olmasi ve bdylelikle Fourier agilimina sa-
hip olmasini saglamakti. Bu kavramsal aracgiligin en giizel 6rnegidir.)

Belki, Dirichlet’nin “Dirichlet fonksiyon tanimimi” olusturmas: hak-
kindaki 8ykiiyii baglatanin isminden burada séz etmeliyiz. Bu, fonksiyon
kavraminin geligimini ¢dziimlerken, Fourier'nin sonuglarinin nasil ¢éktii-
giinii agiklayan H. Hankel’di [1882, s. 63-115]. Hankel s6yle devam eder:
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Tk olarak elimizde kalan, fonksiyonun analitik olma kosulun-
dan vazgegmektir, zira bu kogulun bir énemi yoktur. Ikinci
olarak, diigimii keserken de su agiklamay1 vermeliyiz. Eger
bir fonksiyonda, belirli bir aralikta, x degigkeninin her de-
gerine, kesin bir y degeri karsihk geliyorsa, tiim bu aralikta
y’nin z’e aym yasayla bagl olmasiyla ilgili degilse, bu bag
matematiksel iglemlerle ifade edilebiliyorsa, o fonksiyona,
2’in y’si denir. Bu tamamiyla isimsel tanimi, Dirichlet’ye at-
fediyorum, zira bu tanim Dirichlet’nin Fourier serileri tizerine
yaptig1 calismalara dayanmaktadir. Bu galigmalar da bu eski
kavramin savunulamaz oldugunu gostermigtir. . .

B.2.c Olgiilebilir Kiime’nin Caratéodory Tanimi

Tiimdengelimci yaklagimdan, horistik olana degigim, kesinlikle zor ola-
caktir, fakat baz1 ¢cagdas matematik dgretmenleri bu ihtiyac: ¢oktan fark
_etmiglerdir. Bir 6rnegi ele alalim. Ol¢iim kurami ya da olasilik kurami
uzerine yazilmis cagdag ders kitaplarinda, olgiilebilir kiimenin Carath-
éodory tanimiyla siklikla karsilagiriz:?3
¥, o-ideali iizerinde tanimlh bir dig 6l¢ii olsun. Eger H’deki bir £
kiimesi gene E’deki her A kiimesi i¢in

pr(A) = p* (AN E) + p* (AN E')

kogulunu saghyorsa p*-6lgiilebilirdir.

Tanmm, bu haliyle, kafa kargitiricidar. Elbette her zaman kolay bir ka-
¢is yolu vardir: Matematikgiler kavramlarini istedikleri gibi tanimlarlar.
Fakat ciddi 6gretmenler ne bu kolay sigmag1 ne de bunun, dlgilebilirli-
gin dogru tanimi oldugunu kabul ederler. Olgun matematik¢i sezgisinin
bunu boyle gérmesi gerektigini séylerler. Genellikle, aslinda, tanimlardan
sonralar cikarilacak sonuclara bakmamiz gerektigine dair belli belirsiz
bir ipucu verirler. “Tammlar dogmadir, sadece bu tanimlardan ¢ikarilan
sonuclar yeni bir sezgiyi karsilayabilir”.2* Dolayisiyla, giivenip tanimlari
kabul etmeli ve ne olacagina bakmaliyiz. Bu her ne kadar otoriter bir
tavir olsa da, en azindan sorunun fark edildiginin bir géstergesidir. Eger
hala otoriterse de, bu bir 6ziirdiir. Halmos’un Carathéodory tanimi igin

% Halmos [1950], s. 44.
24K. Menger [1928], s. 76. K. R. Popper’in [1959], s. 55’inden onayla alintiland.
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sundugu Oziirii alintilayalim: “p*-6lgilebilirligin anlamini, eger sonug-
lariyla aginaligimiz yoksa, sezgisel olarak anlamak oldukca zordur. Bu
sonuclar1 agagida gelistirmeyi 6nerecegiz.”?® Ve devam eder:

Agagidaki yorum gene de bize yardimec: olabilir. Dig 6l¢ii sa-
yiabilir, hatta sonlu toplamsal bir kiime fonksiyonu olmak
zorunda degildir. Toplanabilirligin usgu gerekliligini saglar-
ken, diger her kiimeyi toplamsal olarak pargalayan kiimelere
odaklaniriz — p*-6lciilebilirligin tanimi bu gevsek: tarifin ke-
sin bir formiilasyonudur. Bu agikca karmasik kavramin en
bityiik gerekcelendirmesi, aslinda, 13. boliimiin énemli ve ya-
rarli genigletme teoremini kanitlamada, muhtemelen gasirtici
bir gekilde kesin ve tam bir basar: sergilemesidir.?6

Simdi bu gerekcelendirmenin ilk ve “sezgisel” boliimi biraz yamlti-
cdir, ciinki, ikinci béliimden 6grendigimiz gibi, bu kavram, 6lciilerin
genisletilmesiyle ilgili (Halmos’un da ancak sonraki boliimde ortaya ko-
yacagl) Carathéodory teoreminin geligtirdigi bir kavramdir. Dolayisiyla
sezgisel olsun olmasin, bu tamm hi¢ de ilgin¢ degildir: Tanimin akil-
ciligy sezgiselliginden degil, kanitsal-atasindan gelir. Kamtin gelistirdigi
bir kavram kamtsal-atasindan asla koparilmamali, horistik olarak ikincil
oldugu kamittan 6nceki boliim ve kisimlardan énce sunulmamalidir.

M. Loeve [1955]’inde, tanimi Slgiilerin genigletilmesi boliimiinde, ga-
yet diizgiin bir bigimde, genisletme teoreminde kullanilacak bir kavram
olarak sunmaktadir: “Burada topladigimiz cesitli kavramlara ihtiyaci-
miz olacak”?” Fakat, bu cok karmasik aletlerin islemde kullamlacagin
nereden bilebiliriz? Loeve, kesinlikle neyi nasil bulacag: hakkinda fikir
sahibiydi. Peki o halde, neden, mistik bir gsekilde tanimlari, kanittan énce
olugturuyor?

Ilkel saniy: ifade eden, kaniti ve karsibrnekleri gdsteren, teoreme ve
kanitin gelistirdigi kavramlara dek héristik dizgeyi takip eden, soyut ma-
tematigin otoriter mistisizmini atip yozlagmay1 frenleyen érnekler kolay-
likla verilebilir. Séziinii ettigimiz yozlagma iizerine birka¢ vaka incele-
mesi matematige ¢ok yarar saglayabilir. Maalesef tiimdengelimci bicem
ve matematiksel bilginin atomize edilmesi, “yoz” makaleleri hatir: sayilir
bir konuma kadar koruyabilmektedir.

2 Halmos [1950], s. 44.
26Halmos [1950], s. 44.
2TLoeve [1955], s. 87.
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Sozliikce

baglantili: connected
baglantili bilegen: connected component
baglantisiz: disconnected
basit: simple
basit baglantili: simply connected
belit: axiom
belitsel: axiomatic
canavar uyarlama: monster adjustment
canavar kovugturma: monster barring
cakigikhik matrisi: incidence matrix
coklu baglantili: multiply connected
cOziimleme: analysis (matematiksel analiz diginda)
diiglince deneyi: thought experiment
diizgiin: regular
diizgiin yakinsakhk: uniform convergence
evrensel: global
formel: formal
gecerli: valid
gecerlilik alani: domain of validity
halka bigiminde yiiz: ring shaped face
héristik: heuristic

_iglerlik alani: domain
istisna kovusturma: exception barring
izdiisiim geometrisi: projective geometry
kabul: assumption
kalkiiliis: calculus
kamt ¢oziimleme: proof analysis
kamitin gelistirdigi: proof generated
karakteristik: characteristic



kavram bigimlendirme: concept-formation
kavram esnetme: concept-streching
kuram: theory

netlik: rigor

Ol¢ii kurami: measure theory

onsav kapsama: lemma incorporation
politop: polytope

sinama: test

sinir: boundary

smirlayan: bound

tam seri: complete series

tekillik: singularity

tepeli kiip: crested cube

tiimdengelim: deduction

tiimevarim: induction

uzam (mantiksal): extension
yildiz-onikiyiizlii: stellated dodecahedron
yogun: dense
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