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b) lim V1-ti-(1-t)In(1- 1)
t--1

lim Yi—t=+2 ve lim =(1-tIn(1-t)= -2In2 cldugundan

t—a=-1 t—-1-

im Y1-ti-(1-1In(1-)j= V2 i-2In2 j bulunyr
t—=-1

1
c) lim eﬁi+\/t—1j+lntk

t— -1+

1 1
im e-t=e2, lim Vt+1=0 ve lim In2+1)=0 =

tm-1* f=-1* Ea=r

;
lim e?ti+*ft+1j-nln{2+i)k =vei

t5 =1

25. lim F(t) limitini tanimlayip bilesen fonksiyonlannin limiti cinsinden ifade ediniz.

tseo
(1 t-1  sint3 T
i i+ 2% layiniz,
Bundan yararlanarak ah_.nltt_' T 12 k} limitini hesaplayin:z
&oziim: -

F() = £,()i+ () j+ fa(t) k fonksiyonu igin

g i "
tim F(t) = lim f1(t])i+L lim fz(t)}j+( lim :‘_3(1,)k
{—300 L § O y, oo / l—eo

olur. )

int® (1. t-1_ sing® )
o e Losint? i1, : o1
lim-=0, lim I—=1’ hmtT-O :,l‘mttH—H!”T? kj J
fpsa § t—peo =0 i

TANIM

Tanim kiimesi RN kiimesinin bir gt kamesi cian fonksiyonlara bir -

kenli fonksiyon aq; verilir. Eger deger kiimesi R jse fenksiyona p-
kerili reej degerlj fonksiyon denir.

TANIM

dizieminde glsteriniz.

5 =
a) f(xy)=yx-y f) m(_’x,y):xf;;A-ln{xzfy?—-,]
b) Q(X.Y)=L2 a) n(xy)=X_Y¥

X Y x
c) h(>:,y)=1+x2+y2 h) u(x,y)=!n(y—x2'p
d) k():,y}:ln(x2+y2~4) 1 v(x,y)=\fx2—y+l.—.-(y-1)
€ f(x.y)=inx+iny ) w(xy)=yxy—xa
Cozim:

A fxy)=+x-y

X-y20 = X2y

Tarim kiimesi A = < y) :y<x)



' ’ | ==Y |
b) g(x.y):}—g i g nrxy T 2
x X » . ‘
¢ | IRk e .
— — y+0vex =0 A:{(x_y) x#0,y=#0; : 3 y
A ={(xy): x =0} - B :
WV
C) h()(‘}l):'1+xz_y2 |
A=R2 L N uxy)= ln(y —x?) ,“. ::
- . 2 " 2
i y—>(2>0::,y>x2 A:-lny‘ y > X }
| i X
@ K(ry)=ix? +y2 -4
] P Che®
x2+y2_4>0—+)(2+‘,’2>4 -‘“ I %: -
Asfaytsd bR p
1) v[_x,y)=\}x2—y+ln(y—l) . \
32 -y>0vey—-1>0 )
kY
A:{{x.y): x22yvey>l} 3 "
e) £L(xy)=Inx+Iny : ;
. .
x>0 vey>0 olmal —] -
A={(x,y):x>0vey>0}
D owxy)=vy-x* \
" ( 1 -— 3S
xy —x* ZO:X(y—xa)zxu:(x >0 vey—x3zc) reya (‘xso vey—-x°<0)
- ly J C:E
1) m(X.y):erxy+ln(x2+y2 o i - 7;}_‘ - A:{()(’y): x>0 Venyu} U {(x‘y) x<0vey< }
' A . | .
20 ve x? y?- 150
=. ey IE
xy 20 vex2+y2>1 B X 4
ey B —
A={(X.Y)? xy =0 vex2+y2 »1}
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e) v[>:,y)=x/;+\ﬁ'; y4

Asagidaki bagintilaria tanimlanan fonksiyonlarin tanim ve gorunti kiimelerini

2

bulunuz.

. Tarim kimesi
a) fl:)(,y)=y[)7—_x. b) g(xy)=etsl) c) hixy)=Inx+Iny . ¥
o , o ¥ A={(xy) x>20vey>0
d) u(x.y)=4x2+9y2 e) V(.X.Y,'=‘/;*N[37 f) w(x,y)—arctanx } 'or 25
== 5 Gorintli kiimesi ‘
Gozum: e
-- : G={z: z:x";(_ﬂ/;. (x,y)eA}:[o_m,)

a) f(x.y)=+y-x » A

Tanim kimesi A = {(X,lei y= X} s
) X ; P
‘\ Y y
Gorintl kimesi B =(—oo, + o) ) wixy)= jnigh= ;‘ y=2x
Tan'm kiimesi A = {(x,y): ——J[-Sls-i}

{( Y) 2 % =2 ] i

X

— @Cosxy
b) gixy)=e Gorantl kimesi G = (~e, +e]=R

n

S e T

Tanim kimesi: A = R?
: ~ 5 o
Gorlntd kimesi: —1<cosxy<+1=e 1 <e®¥<e = G= [e ,eJ

by

; X-y : . -
3. f(x,y)= Ty fonksiyonunun tanim kimesini bulup kartezyen dizlemde

c) h(x,y)=Inx+Iny i
gosteriniz.

Tanim kiimesi A ={(%, y): x>0 vey>0}

X3

Cozim:

G = (—oo' +oo)

X - .
yZO e (X-y20vax+y>0) veya (x-y<Ovex+y<0)

Xy
Ty Sk
d) u(x,y)=4x2+9y? |
Tanim kimesi A = R2 k
Gbrﬂnn:]‘icﬂmésf : \ R
< 2 \\‘;—_

G= {z: z=4x2+9y? ve (x,y)eA}:[O, eo)



A
ARSI 8
SpPAPE AP PNV
YELEANANAG AN

X +y“

Z=

a)

4x? +oy?

L=

c)

o +yzl]

X

=

x2 —y2

Zz =

e)

-v

a)

D}

=4 -

Z

b)

X2 4 y? = c2

leri

gari

>
cemberleridir.

Seviye

=C2

leri x2 +y2

Seviye egri

r
I

cemterleridir.

+9y2

2

Z = 4X

>

c)



i

20 | [
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5.  Yandaki kesik dairesel koninin hacmini R, r ve
h cinsinden ifade ediniz.

Goziim:
r _H—h
R H
Hr=RH - hR
H(r-R) = -hR
He B
R-r
‘J:lnRZH—lnrz(H—h)
3 3
1 2_ 2 L
=—n(R -r )H+—r.rh
3 3
1 2 ofhRY 1
= 7 R -r — | — T h
31( )LR—r/ 3
= lnh{Rz +IR +r2)
3

6. Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazili olan noktalardan gecen seviye
egrilerini ¢iziniz.

a) f(x.y)=4-x2-y2, A(VrZ_,—\'E)
b)  flxy)=Vx2-1, A(1,0)
Tt oa  53)
ke oo
c) iixy) f1+t2' Al )
e n
d) 1{xy)= Y(i] ; A(1,2)

liok Degiskenli Fonksiyoniar j 291

Cozum:

a)  f(x y) = 4-x2—y2 fonksiyonunun seviye egrileri x° + y2 = a2 cemberleridir. Bu
cerberlerden A(v' 2 ,-v2 J noktasindan gegenini bulalim.

f 2 2 : " : B B
x2+y?=a25 (Y2 ) +(—1/ 2 ) =a? = 4 = a2 olacagindan istenen seviye egrisi
P L !

X2+ y2 = 4 gemberidir.

b) c? 21 olmak izere x = ¢ dogrular: birer seviye egrisidir. istenen seviye egrisi x = 1
dogrusudur.

dt
1412

=arctany —arctanx fonksiyonunun seviye egrileri

y
c) f(x,y)= f
X
arclany — arctanx = ¢ biq:imihdedir. Bunun (—-J 2 . 2 } noktasindan gegmesi icin
c= arctan(@) = arctan: —w/E) =2arctanvy2 olmalidir.
O halde istenen seviye edrisi arctan y —arctanx = 2arctany 2 denklemli eJridir.

o \h
d) F!(H;in f(x,y):Z(il =;=‘L oldugundan
y Loly). X y—R

| =

seviye egrisi = ¢ bigimindedir. Bu edri (1, 2) noktasindan gegtijincen

2 = c clmalidir. Istenen egri =2 = y=2x denklemii dogrudur.

- yes



LIMIT VE SUREKLILIK PHUSLEESILER XS whaEimiams)
TANIN: 1. Asadidaki esitliklerin dogrulugunu gdsteriniz.
AcRH", (a,b), A kimesinin bir yigilma noktasi ve f de A uzercr?de tanimi, : 3x2 - y2 i5 5 " - sinxy i
reel degerli bir fonksiyon olsun. a) (x.y)mﬂ.O) x2+y2 +2 2 uy={01) Y
ffonksiyonunun (a, b) noktasindaki limiti # dir & ¥e> 0 igin 35> 0 ayleki A '
kimesinin (a, b) noktesinin §— komsulugunda buluﬁ%m tim (x, y) noktalan . 2 _\fxy +4 d) firn sinfxy| -
icin 7(x, y) degerleri * nin e — komsulugunda bulunur. c) (x_,.)'_lﬂo,o) Xy T4 ) (x.y)— 00) Xy
ffonksiyonunun (a, b) noktasindaki limiti ¢ ise bu( Jlirn‘ b)f(x,y) ={ bigi-
xy)—la)
i . ~ 1
minde gésterilir. . e) lim sin(xy) =0 1) lim  e*Vv=—
(x)=(0,0) X (x.y)—' 0In2) 2
2 2 ) ) X Si
SONUG 7.1 gl lim cos(————x =Y | oy h) im =Y _p
(‘ 'lin} blf(x,y): fe» Ve igin 38>0 Oyleki |x-a]<8 ve |y-b| <8 (x¥)-(0.0) X+ y+1! (x.y)—-00) X< +1
xyl—(a,
oagintisim saglayan, tanim kimesindeki tim (x, y) noktiar igin _ 1 P 3 B
¢ ’ 1) lim arctan —_—— i) lim secxiany=1
li{(x.y)- ¢ <e dur. (x3)=(0.0) %2 4y2 2 (<y)- 0%
== Y sinx
TEOREM7.4: ; » i lim cos :{'Ixyl ~3 i1 K) “”09 e imy =1
im f(xy)=+¢five lm g(x,y)="¢, (xy)=(01) (<.y}—10.0)
xy)—(ab) (x.y}—{a.,b)
limitieri meveut olsun. Cézﬁm :
2) (x.y}ri_r:}a‘bl[f(x_y_n rguy)i=t +tz & a) x=rsing, y =rsing konulursa
i f \ =/ . .o
¢) herce Rigin lim c.f(xy)=c# (xy)=(00) x2 +y2 +2 =0 r¥(sin? B+cos?0)+2 2
{xy)—=iab) .
¢
d g(xy)#0vers, #0ise  Im foen_ 4
, (xy)=@b)g(x.y) ¢,
b) &> 0ved =ealsun.
[{<8vely-1<8 iin
TANIM sinxy [sinxy] _ >yl
4 -0]= <— =] <8 =¢ kalr ki bu,
AcR? ve (a, b), A kiimesinin bir yigiima noktasi olsun. f, (a, b) de taniml y . Iyl Iyl < " l
ve lim f(x,y)=f(a,b) ise f fonksiyonu (a, b) de streklidir denir. Eger
SHERI im 2% _o oldugunu gEstarir
ffonksiyonu A tanim kiimesinin her noktasinda sirekli ise A da sdireklidir (xy)—(01) ¥y i
denir,
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& 2—\Ixy+4__ (2—\ny+4]|\2+\)(; +4)

d)

e)

g)

h)

)

| = ‘llm -
(xy)-(0.0) Xy (xy)=(0.0) xy(2+ xy+4)

' =1
.1 i = lim

= bim —2 - m  ———
(X-V)I—’[Uvo) xy(2 - VXY + 4) (xy)={0.0) 2 + xy + 4

lim sin(xy) -
(xy)—(0,0) Xy

xy = u yazip u— 0 igin limit ainirsa 1 bulunur.

L SO e im. 2 - gy ke
(x.y)l—T(O,C') y (xy)—(0.0) xy (xy)—(0.0) Xy (xy)—={0.0)
¥ li (e¥eY)= lim e* lim eV =1 e-ln2 -1
i e* Y = im e = =1,
{X.y)—l—la%,lna (x.y)=(0Jn2) x—0 y—In2 2
. (x2+y2)
lim —_— =
(xy)—(00) X+y+ 1)
z
im Y im— " 0 oldugundan
(xy)=»(00)x+y+1 r—0rcos@+rsin@+1
2 a2
X<+ . .
lim cos y ) =1dir,
{(xy)=(0.0) X+y+1
i 1
XS o by ——.lim siny = =.0=0
(xy)>(1.0) X2 +1  x=31x2 +1 y-0 2

. M
= |lim arctan- =—

1
lim arctan————
(x¥)(0.0) 1{x2+y2 -0 r. .2 2

Iiok Degig;kerili Fonksiyonlar

i) lim secxtany = lim secx. lim tany = 1.1=1
(;,y)—;[o,;, x=0 V“’E

i) Kosinis fonksiyonu sdirekli oldugundan

lim cos3 xy|-1= cos-{. lim 3\,’|_xv|‘—1] =cos0 =1
xy)—=(1.1) \(x.y)—»(m

. e¥ sinx . osinx
k) lim = lim limeY =11=1
(x y)—(0.0) X x—=0 X y,0

2. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gésteriniz. (Once kesirleri sade hale getiriniz

2 2 Py — <+
8- Sm X TDWEY b lim XY o2x42 o o
(X,)')ﬂ( 1,1) K=Y (X.‘J)—M‘L‘l) X -1
2_y2 : y+4
- R " RRT Mt d) fim

(xy)={11) X-=Y (x.y)—(2-4) x 2y —xy +4x? — 4x

Cozim:
2 _oyy4 y2 —vi2 A
a) jm,  Z TSN e W lim (x-y)=1-1=¢
(= (1,1) X—y (xy)=(11) -x-y (xy)=i11) -
R © e Al s
b) e jm XY-y-2x+2 fim M- ~1] lim (y-2)= -1
(xy)-=(1.1) x=1 (xyi—(1.1) X-1 (xy)}=(11)
2. 2
c) it | X+y=1+1=2

lim - = lim
(xy)={17) x-y (xy)=(11

d) lim —yre = lim LI ——=2
(c)+(2-8) x5(y+4)-x(y+4) (xyjo(2—4] xZ-x xo2x2-x 2
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3. Asagidaki limitleri hesaplayimiz.

X% +2x2y - xy - 2y,2 sin(x? + y?)

a)  lim b} i
ixy)—=i2.) X+2y (x.y)l—rRO.GJ x2 +y?
‘ XY
c) m =
. L
(x.¥)—=(0,0) v X2 + 5/2 d) (x.y)]ﬂo,u);
.
e) i Bl
(x¥)-(0.0) x2 + y2
Go6zim: E
% S Yo SOu e 2 3
im  Xor2fyoxy-2yf L x2(r+2y)-yix +2y)
a) =(2) X +2y (x5)=(2.7) X 2y
= I]m x2 - =4—.‘ =
(x¥)=(2.7) 4 s
sin(x2 + y2 [
b)  lim DCE=Y2) g SiOT2
xy)=(0.0) x2+y2 a0 2
xy - . r?cosesin®
" =
) = lim = lmrcosfsinB=0

lim
% }-—;(0.0 N 3
ixy JYx2+y2  0vcos2 grginzg 0

d) jim Xz lim rcos6 cose
(xy}=(0,0} X r—0TrsSiNO sing

limit yok. O degistikge limit degisir.

: x+yd s *(cosB 0 +sind6) .
0wl W s i [2[.(:052 . G) = rll_I:bl'(COss € + sin3 0) =0

e)

4. g i i
Asaglda_tﬂ .fonﬁsryonlarln (9, 0) noktasindaki limitlerinin varolmadigin gésteriniz
(Farkh egriler Gzerinden yaklasiIdigindg#imitierin degistigini gosteriniz.) .

4D
a) f(x,y)=>"Y b ST .
X° +y2 ) f(x'y)_l*—ﬂ c) f(x,y):i y
L3 §

297
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PRIy B ) fix yu il PR 0 P o
X, - e 1X,Y)= : ) i =
2 ' X-y 2oy
S S S O
' TEaye AT JRE
coziam:
. x4 - y?
a iix,y)=———=
) xy)=23 rev:
o 4 ”
sl T ]: fim X = fim 1= 1
x—0 y—=0 x4 +y2 x=0Xx* x—=0C
[ % —y? L ” =
lim| lim = lim —%=- = lim {=1) = -1 clacagndan limit yaoktur.
y—0l x—0 x4 +y2 y—0 y2  y—=0
Xy
b) fix,y)=—
vl
y = mx dogrular boyunca yaklagalirr.
. Xy Xmx m
im ———=lim ——==—
(xy}=(0.0) [xy] x—o0|xmx| |m]
olacagindan m nin poziif ve negatifolusuna gbre sonug degisir.
Ornegdin énce y = 2x sonra y = —2x dogrulan ile yaklasirsa
58
im L=t 22 i 2= W =1 il
xy¥)—(0.0) |xy] x—0[x.2x| x—>02¢= x50
: e o2
e 2 e N T 2l -
xy)=(0.0)[xy] x—0[x(=2x)] x=t 2x? .
bulunur.
X—y
C) f’x' = —_—
x.y) P
~Y _ (G080 TSN _COSO-SINE 1, oingan limit yoKtur.

im —=1 = -
(xy)=(0,0) X +Y r—0rcos@ +rsir¢6 cosO+sind

Zira farkl 0 lar igin farkli limitizr bdunur.
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ngs 44

24 y2
d) f(x,y)=—Y
2,2 (2 sy
lim | tim 222 ):Iim[i—]:hm (y)=0
y—0{ x—=0 y y—=0{ y / y—0
{ 2 L y2)
tim | im XY Im eo =
x—=0\ y—0~ y J x—0

oldugundan (0, 0) da limit yoktur. 4

X+y
f(x,v) =
o 0L e ,
y = mx dogrulari boyunca yaklasalim.
1+m _1+m

oo KEME =
lim = lim =
x=0X-mX x—01-m 1-m
Herbir m igin limit farkl olacagindan limit yoktur.

2
X
) f{xy)= =
e i) )
im | im = | < lim X = ma
x—0 y—»Oxz—y) x—0%x2 x—0
o halde limit yoktur.

' 4 '2 Y O B
lim | Iim =Ilim-—=0 ]
y—=0 \ x—=0 x2 - Yi y-0-Yy

X
9 fxy)=o—xs
Yx2 +y2
rcoso . rcose

lim - = lim 7= rhmo =¢0s)
5 = a
{x.y)—(0.0) \/xd+y2 r_’o(r200326+r25n20]5

Herbir 0 igin farkh degerler elde edileceginden limit yoktur,

x4
h f(x.y) = ——o
) fxy) g
x4 cae A 5
lim| lim = lim — lim1=1.
x=0ly—»0x4 +y2 | x50x4 x—=0

Kt g .
“lim| lim =lim —=1lim 0 =0.
y=0x—=0x4 +y2 | yL0y2 y,0
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5. (a, b) merkezli bir agik yuvarda bulunan ve (a, b)'den farkli tiim (x,y) noktalarinda
9(x,y)<f(x,y)< h(x,y) olsun.

g ve h fonksiyonlarinin (a, b) noktasindaki limitleri var ve ayni £ sayisi ise fnin de
(a,b) de limiti vardir ve bu limit ¢ sayisidir. SANDIVIG OZELLIGi denilen bu bzelligi

ispatlayiniz. Bundan yararlanarak asagidaki limitleri hesaplaymiz.

(3 f 2y 2 ¢ 5
a) im 2rctan(xy) tT_ X%y® _ arctan{xy) < 1’
RN = 3 Xy J
: 4-4cosylxy| [ x2y2 =5
B | 2kvl- < 4-4cos y|xy| < 2[x
) (xy)—(0,0) [x-y] ( xyl 5 Vixyl < 2| y‘)

Coziim:
Iim g{x,y)= Im hufx, y) =L olsun. Bunagére ve >0 icin33  Oyleki
(x¥)=(ab) (xy)={a.0)

x-a|<8vely-bl<§ icin [g(x,y)-L|<¢ ve h{x,y)-L] <€ kair. Budurumda
i J \

ayni x ve y ler igin ]f(x, y)- L] <tkalrkibu lim f(x,y)=L oldugunu gésterir.

(xy)—(ab)
32 A
U W T S S
(x.y)—(0.0} 3 ix.¥)—(0,0)
oldugundan  lim w =1 olur. .
(x.x)=(0.0) Xy ’
b) lim  2[xy]= lim 2|x|. lim Jv]=0.0=0 ve
{xy)—(0.0) x—0 y—0
2,2 4.0 2
im 2y~ 2L i 2r?jsinbcosef 90, 800% B
(xy)=(0.0) —~0 6
olduZundan
4 —cos4f [x
i ey ol 0
(xy)-(0.0) 7]

Bridirirar
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6. Asadidak fonksiyonlarin limitini kutupsal koordinatizra gecerek hesaplayiniz.

_;L y2
a) f(x,yl= 2 o b) l(x y) 2 ——s pre
x4 —Vs\' 2%
f(X,y) =C0S§| ———— | sad
sl T (xz +y2) N ey
. [x]+] vl x? y?-
f(x,y] =arctan ——— : ==
e) f(xvyl 32 Ly ) 1 yr= =
Coziim:
g e 3 oL Gl =
a) lim X xy -l r°cos” 0 -r°cosOsin“ f

wy)s(0.0]X° +¥2 150 r2(cos?@+sin?e -
(xy)=(

I

lim r(cos3 6 —cos 0sin? B) =0

r—0

2 P
) X r<sin<g L, b
b) lim zy = lim - T lim sin2 9 = sin29
(x.y)——»(0.0)x +Y r—0r (COS B sin 9] r—0

limit yok.
3_\3 8ened 3 gird
X : &
Ci lim cos|— y2]=hm cos r2cosza L
(1y)—(0.0] XS +y P )| récos?p +rlsin?e |-
= lim cos(r(cos:’e—sin3 0)\ =cos(0) =1
r—=0 /
d - lim = lim— eme. -,
(xy)=(0.0] ¥2+x+y® 10 rPcos?0+rcos0+rshn? )
it 2cos 6

r—0 r+cos@

g 4 7T
mevcut degil. 0= = olmasi durumunu distniindz. J
N

o s el e e G AR EARE R TP PR

rlcos 0] +r|sin6)
e) lim arctan| (” M]:I‘nn ardarf | i ]

(xy)—(0.0) x2 +y¢) -0 LT coszb)+sm29)

[cos 0] + sinB|) 7
= !nn arctan _._—-——} = ..2_

aBp- 239
x2 - y2 e r2(cos 20 -sin 0)
(xy)—>(00)x2 - y2  r=0r?(cot 20+ sin?0)

28 _ecin2
_cas B sin e:cosze

s28+sn28

Limit mevcut degil.

. 4 2
m—l (x,y) = (0,0) ise

7.0y =1 x*¢y*
0 . (xy)=(0,0)ise

fonksiyonunun her yerde strekli oldujunu gbsteriniz.

Cozlim:

. 2 .
sin{ xy T =
sin(xy?) ve x2+y2 fonksiyorlar her yerde x2(+ 2) fonksiyonu (0, O} digirda her yerdz

~ siireklidir. Simdi (0, 0) noktesindaki strekliligine bakalm.

" \
sin{xyz) sin|xy? | xy? ) xy? e
im S t=  lim —————— =l m 5=

(9)=(00) xZ+y2 (xyi—(00) XyZ x*+y xy)se= X2HY

1(0, 0) = O oldugundan fonksiyon (O 0) noktasinda d& stireklidir.

2
f(x,y)={x?+y*
0, (x,y)=10,0) ise

, Ix,y)#(D,0] ise

fonksiyonu (0, 0) noktasinda sirekli midir?
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Cozum:
Kutupsal koordinatlara gegilirse

. xy2 ! rcos0résin’@ rcos0sin? 0
= . » - g = 4
(X&'J“-r'rgc'.ol x2+y4 r—0r2cos2@8+r*sin®® r—0cos20+r2sin‘o

bulunur. Eger 0 sabit tutulur ve r — 0 yapilirsa limit stfir olur. Fakat © sabit degilse, 6rnegin
x = y? egrisi Czerindeki (r, 0) noktalan igin cos20 = r’sin?e olacagindan, yukandaki fimit

" rcosfsin20 ) rcos® i rcos @
i = N - - , i
rl:no(rzsin“ 0)+r2sin®@ r~02rZsin2@ 10 2rlrsm20)

S50
= lim .52__= lim

1 1
T =02rcos® —02 2

olur. Su halde fonksiyonun (0, 0) noktasinda limiti yoktur. Dolayisiyla fonksiyon (0, OJ nok-
tasinda surekli degildir.

I 1, xy>0 4
z=1
9. t{x,y):,O , Xy =0
'[—1 , ‘XN <0 i /
fonksiyonunun stireksizlik noktalarinin ------- 7E, y
kimesini bulunuz. i 2=—1

Coziim:

Fonksiyon x=0 ve y=0 dogrular (Ox ve Oy ekseni) Uzerinde sureksizdir. ‘

| Gok Degiskenli Fonksiyoniar

KISMi TUREVLER

TANIM
AcR2, f: ASR, z = f(x, y) Eir fonksiyon ve (a, b} € A clsun. Eger

( LF
lim fla+h,b)-f(a,b)
h—0 h

limiti versa bu limite fnin x degiskenine gére

(a, b) noktasindaki kismi tirevi denir,

;—;(a.b), 2 fy (a.b)

{a]

sembolierinden biri ile gdsterilir. Benzer sekiide

. f{a,b+k)-f(a,b)
lim -
k-;O' k
noktasndaki kKismi tiirevi denir.

limiti varsa bu limite fnin y degiskenine gore (a,b)

df af
—@b). 2L f(ap
ay Y l(ap) ¥

semblierinden biri ile gdsterilir.

TEOREM 7.5:

Eger £, 1, fxy, f,x tirevleri (a, 5) noktasini ihtiva eden bir agik bélgede'

tanimii ve (a, b) noktasinda sirekli iseler

fy(ab) = f.(a,b)

dir.
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PROBLEMLER VE GOZUMLERI

1. Agagida verilen fonksiyoniarin kargilarinda yazili kismi tirevleri hesaplzy)

&) Axip) s

y+cosx'
2.8 =
I_zx#a (x.y) #(0,0) ise
b) f(x,y)=1xc+4y
0, (x.¥)=(0,0) ise

c) f(xy)=x3-2xy? +4x2 _y3,

d) f(x,y)=v4x2 +y2,

iz,

x(0.0) ve £,(0,0)

£c(0,0) ve £,(0,0)

(12) ve £,(0,1)

(0.1) ve 1,(1,0)

. £(0,0), 1,(0,0)

Cozim:
a) f(x y)=—L. (0,0) ve £,(0,0)
} Y +Cos X !
fbyf=-—2Y0X . p00)m0
(y+cos x)
2(y +cosx)-2
M’“Vl:LLZY‘ %,(0,0)=2
' (y +cosx)
x2y3
3 (xy)#(0,0)
b) f(x,y)=1{x2+dy3 .
0 (x,y)=(0,0)

rx<o.0)=g@0w

h2.0
h?2+0 i 0
h=0 h h—0 h
0.k3 0
k)-1(0,0) . i
1,(0,0) = lim M: lim Q+4k3
e k=50 k k=0 K

= llm-9-=0
k—=0Kk

o) f(xy)=x-2xy? +4x2-y3, £ (12) ve 7,(0,1)

fx,y) = 3x? S2y248x = 4(12)=3

!

r(;?k Degiskenli Fonksiyecnlar

d)  f(x.y)=vax2 +y2,

(0.1} ve f,(10)

4x
= —_— = I(O_1)=O
fx(x.y) poCI
Y = 14(10)=0

fy(x.y) = ==
4 Véx2 +y2

2. Asagidaki fonksiyonlarin birinci mertebeden kismi tiirevierini hesaplayiniz.
b) f(x.y)=Inyx2+y2

d) f(x,y}:ln( = }

a) f(x,y)=2x2-3y-3y+4

c) f(xy)= arccot%

x2 +y2
e) f(xy)=xarctan f) fxy)=(x2-H)y+2)
X
2 Xty
R ) fxy)= 3t

) f(xy)=e¥Iny i) f(x,y):arcsin(\/-@_)

k) f(x,y)=In,y

Coziim:

3 f(x,y)=2x2-3x-3y+4=f(xy)=4x-3 = f,(x,y)=-3

2x 2y

f, X, = e—
x2+y2" y(%.Y) X2 +y2

b) f(x.y)=In(x2+y2) = f, X,y =

c) f(x,y):arccot%

1 G
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d) I(x,y):’ln[ Xy ]

x2 +y2

y[x2 +y2)-2x.y

2
‘ (x2 + y2) _y2-x2
()= Xy “x(xZ+y?)
x2 +y2
x(x2 +y2)-2y.xy a
- 2 & -
: ekt o BRI
fy(x.y) = Xy - y(x2 +y?)
x2 +y2 ey

e) fix,y)= xarctan L
X

(—i) = arctan i

v\ x2,
1+ 1)
X

y(x,y) = arctan= +

) fxy)=(x2-1)(v+2) = fy=2x(y+2), f,=x2-1

Sy
VX2 +y?

gl “rix.y)=VYx2+y? = f, =

- 1
x2+y2

i
W)=

Xy =t=y(x+y)  -1ey*

fx(er)‘_‘ 2 = 2

(xy -1) (xy =1)

: Xy —1=x(X +y) 1+x2

’yl‘x-Y): 4 i ( 2 & 2

(xy —1) (xy =1)

) f(xy)=e¥iny

A
ebe ) oy, Gyl ke Tiny g

Eok Degiskenli Fonksiyonlar

] [ s07]

i) f(x,y):arcsinHTy—)

1 y Y
fx (x,y): : =
VI=xy 290 o3y —uy)?
- 1 X X
l'yu\x,y)=

Yy 2V 24y ()2
K) I1({x,y)=Inx¥

Wl R
h(x,y)= et f(xy)=

x¥.Inx
=Inx

3. g, her t noktasinda siirekli bir fonksiyon olduguna gére
Y
f(x,y):fg(t)dt
X

fonksiyonunun £ (x,y) ve fy(x)y) tdrevlerini hesaplayiniz.
Cozam:

fx(x,y)=-g(x) ve f,(x.y)=g(y) olur.

4. |xy|<1 igin

i y}:Z(xy " fonksiyonunun birinci mertebaden kismi tiirevierini hesap-
) n=0

layimiz.

Coziim:

Ixyl< Tigin  f(x,y)= Z(xy)” -

n=0

: olacagindan

y X
h(x,y)=——=.  f,(X,y)=—=—— bulunur.
REITE i A e
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5. Asadidaki fonksiyonlarin birincimertebeden kismi tiirevierini

hesaplayiniz.

a) f(x,y_z)=1+xy2—222 b} f(x.ylz]:%
XY + vz +zx

€) f(x,y.z)=z-yx2 4 y2 d) f(xy.zi= yz.In(xy)

Coziim:

a) f(x,y,z) =1+xy? - 232

f(xy.z)=y2, fy(x.y.2) = 2xy, L(xy,z)=-47""

b) f(X.y,Z): X+y+2z
Xy +yz +2x »
fe(x,y,2) = x‘/+yz+zx—(y+z)(x+y+z) — ¥Y24yz 432

(xy +yz+ ZX)2 (xy + yz +2>()2
XY +YZ +2zX—(x+z)
fy(%.y.2) = y+Yy. (X+2)(x+y+2z)

(xy +yz +2x)?

X2 4+xz 422
(Xy +yz +2x)2

f(cy.2) = EVH DX (y e x)(xry +2)

x2 +xy + y2
(xy + yz + zx)2

(xy +yz + %)

€ f(xyz)=z-yx2+y2
f (x.y,z):—é, f(x,y,2) =~ y ; =
: hEeyz x¥2) Toos flya)=
d) f(x,y,z)=yz|n(xy)
fo(x,yz)=32Y_2Y
Xy x
3 4 1
'fy(xvy.l)=2.n(xy)+;.zy=zin(xy)+z

f2 (.Y} = yIn(xy)

6. ~ Asagidaki fonksiyonlarin ikinci mertebeden kismi tlrevierinij hesaplayiniz.

a) f(xy)=x+ Y+ Xy b) I(x,y)=x2y+cosy+ysinx

) f{xy)=In(x+y) d) )‘(x,y)=xy?+x2y3w-)(e'y4

8 Tl A = 3 Sy G ass iy

rcok Degiskenli Fonksiyonlar

Coziim:

a) f(x,y)=x+y+xy
K(x.y)=1+y  fo(xy)=0
fo(X.¥)=1+x fyx (%) =1

Fry(X.y) =1
fw(Xx.¥y)=0

b) f(x,y)=x2y+cosy+ysinx
e (X.y) =23y + ycos x fex (X, ¥) = 2y —ysinx
fy(X,y)=2x +cos x
fiy(X,y)= —cosy

fy(X,¥) =x2 —siny + sinx

fyx (X,¥) = 2x +cos x

¢} fx.y)=In(x+y) ,
1 1

1
fx(x,y) = — fex(Xy) =~

hy(X,y) = ————ouut
X+y (x+y)2 w (x+y)2
1 1 1
(x,y)=— ¢ (x,y)=- T (%.y) =~
diirril e

d) f(x,y)=xy2+x2y3 yx3y4
f(x,y)=y? -.‘-2)&y3 + 3x 2y fy(x,y] =2xy + 3x2y? 4x3y3
ha (X.y) =2y3 +6xy4 Tyy(X.y) = 2x + 6x2y + 12x3y <

Ty (X, ¥) =2y +6xy? +12x23 fyx(X,¥) =2y + 6xy? +12x2y¢

e) f(x,y)= Xsiny +ysinx +xy
fe(X.y}=siny + ycosx +y fex (X, ¥) = —ysinx,
fe(X,y) =xcosy -sinx +x Tey(X,y) =cosy +cosx +1

fyy(%,y) =—xsiny Tyx (X,¥) = COS y +Cos X +1

B Ixy)=ex +xIny+ylnx

h(x,y)=eX ~Iny+1
X
fxx(x_y)=ex__y'_. {:y(x.y)_—_.l-g-l
x2 y X

X
f,(x,y) == +Inx
y )y

S
i als & Y
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7. Asagidaki esitlikierle tanimianan fonksiyonlarin karsilarinda yazili denklemleri
sagladigini gosteriniz.
a) z=yx?+y2 XZy +Y¥Z, =2
y X
b) z=arcsin= +arcsin— XZy +YZy =
X ¥y
€) . Z= arcsm——}i XZy +yz, =0
X+y -
d) z=xe"* XZy +YZ, =1
y z?
e) . z=1yx.sint XZy +YyZy = —
X z
— oW sin X oW y = =
) z=e"Ysin—+e¥*cos< . XZy +yZy =)
X
Cozim
a) z x2
+y XZy +yzZ, =
z : z y
X .= y = T
yx2+y? yx2 +y?
X y x2+y? _ [3, .2
XZy +yZ, =X +Y = =yX"+y" =2
‘szﬂ,c sz_yz \/x2+y2
b) z=arcsiny + arcsin® KZ .y +yz,=0
X y 4
1 ' N
Zx = (‘lz I ‘ e
32 X X&) 2y

I Gok Degiskenli Fonksiyonlar
c) z=arcsins—Y XZy +yz, =0 i
X+y
z, = 1 ,(X+Y—X+&' 5 2y
%) ( . nO | (x+y)2 E \ 2 p 12
(P eyl g -y
Xty )
.. R
—x y= x+y : -2X
{_lx y\ x+y) J (x+y)\|’(x+y)2(x—y)2
X+y) :
XZy +YZy = Xy & 2xy o

ey y)P ==y (xryRxey)2 - (x-y )2

!
d) z=xe¥*, XZy +yzZy =
Ly X P4
Iy =X —=—eX, 7, =eXx
X
Y 2 4 Y

XZy +YZy = X€X —yex +yex =jygx =z

sl X s L
e) z-w?(sm(x) ><z)(+y_y-2
IR 4 T P | - i
Z5¢ 3T >m.\XJ 3 COS(XJ zy = \',_cos[ﬁKJ
x2 =
AN N AN N
XZy +YZ -—-sm(-—) ——cos{— +—-cos(—
g Y 2. X 1/; \X, 'V’; \)‘J
Vx y) z
=—sin = | ==
2 X 2
X x Y iy
f z=eY¥sinl —|+ex cos/ = |, XZx +Yyz, =0
: (y) \x) s
Zx =1eV sin(£]+—1-ey cos(—x-J-izex cos(-!'—)+—y-ex sin( l)
Y, y; ¥ y) x x) x2 X
x > (x = yy 1. ¢y
zy=—-"—2eysm(:}-——-eycos| ‘+—excos( ]——exsm( ]

311
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X

- , X N y
XZy +YyzZy = ';-e y sin[ iJ +-)—(-e5" COS(-X-J - Xex cos(.){.)
Y,y y; X

y y (y . Ty x 5 KL o
—ex sin ——sm -_— 94 ——g4 COS[ v
y X

X Ix/ y \y
X 3
+-¥-ex cos(y yex Sm(y =0
X LS

8. Asagidaki fonksiyonlarin Laplace Denkiemi denilen

Zyx +Zyy =0 e
denklemini sagladigini gésteriniz.
a) z=x2-y? b) z=x*-6x%2+y* c) z=2X-3y+’
d}) z=e*cosy e) z=arctanl f) z=!n(x2+y2) :
X
Cozum:
a) z=x%-y2
Zy = 2x, Zix 52 zy = -2y, "2y =2
Zyx +Zyy =2-2=0
b) z=x%-6x%y24y?
z, = 4x3 - 12xy? + 4y3, o = 12x2 —12y?
z, = —12x2y + 4y3 2y = -12x2 +12y2

Zyx +2Zyy =12x2 -12y2 —12x2 +12y2 =0

¥
3y ““‘\t'

I Gok Degiskenli Fonksiyonlar

d)

f)

z=e*cosy
X
2z, =eXcosy <« =e*cosy
X A = o X
z,=-e"siny z,, = —€* cosy

N _eaX e
Zyx tZyy =€ COSYy—-8 COSY 0

y
- X2 y 7 =y
x = B g ol ! x =7 Y

BT v

LX)

: 2

= B
zZ,= X y ‘ Zyy: 5
y 1+(l\]2 X2 +y2 [x2+y2)

x/

2xy 2yy B
y |X< +y

z In(x2+y)

2x = 2x%2 4+ 2y x2 B oy? =o%®
2x = - B 2
*x2 4y . (x2 +y) (x2 +y?)
s - 24 =2x2+2y2—4y2_ 2 _ay®
YU x2 42’ 2 (xz __yz) (Xz +y2)2

2 _ox% +2x 2
Zyy tZyy : (2 )2 —=0
x%+y
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9. Asagidaki fonksiyonlarin li¢ boyutlu Laplace denklem denilen
d?r  d?f d2f

+
dx2 dy?2 &

denklemini sagladigint gosteriniz.
V.
a) f(x,y,z)=x%+y2?-222 b) f(x,y.z)=(x2+y2+22) 2

c) f(x,y,z)=ccs3xcos4ysinh5z

Coziim:

a) f(x,y.z)=x2+yt-2z2

of 2 2 2 2
i-=2x A 8—f—-:2 2—’_+_()_f.-,.d_f—2+2 4 = 0
dax Ix? ax¢  dy? oz2
' 2
y ay2
f N2
LT b FR-
dJdz 822

1
b) f(x,y.z)=(x?2+y2+22) 2

3
. -x(x2+y?+22) 72

dx

P A 5
Fre ~(x2+y2+22) 2 +3x%(x2 +y2 +22) 2
of 2. 02,52V 3

W=-y(x +y? +22)2

a2 f- i ; A
-(:)—y—2=—(x2+y2+z2) 2 +3y2(x2 +y? +22) 2 -
) 1
g—:—=—z(x2+yl+zz)*5

d2f ' . 5 -2
a?=—(x2+y2+z?-} 2 +322(x2 +y? +22) 2

2314. 92f i a2f
9x2  Jy?  9z2

ol

1
=-3(x2+y2+22) 2 +3(x2 +y2 +27)(x2 +yZ + 22)”

I Cok Degjigkenli Fonksiyonlar J r31

c) f(x,y,z)}=cos3x.cosdy.sinh3z

af : ; 02 f .

— = -3sin3x cos 4y sinh5z, —— = -9 cos 3x cos 4y sinh5z
Jx 2x2

ar. - .. : . 02%f :

— = —4c0s 3x sin4y sinh5z, —— = —16 cos 3x cos 4y sinh5z
ay dy2

af 3

2
J =25c0s 3x cos 4y sinh5z

=5c0s 3x cos 4y coshSz, =
z (JZ2

2 a2f 2
ﬂ.+c— a : = —9cos 3xcos 4y sinh5z
ox2  dy? %2 g

= —16cos 3xcos 4y sinh5z + 25cos 3xcos 4y sinh5z =0

10. o nin hangi degerleriicin

f(x,y,z)=(x2+y2 +22)ljl fonksiyonu (i¢ boyutlu Laplace denklemini saglar?

Cozim
af
L =2x0(x2 +y2 +122)
ox
a—2'-’-=20t(x2+y2--z2) '+ 4x (o —1)(x2 +y2 +22)
ax2?
) "
f—f=2yo(x2+-y2 +22)" !
oy
Chil 2 suZasPY La 0 % a2 a2
5——=2a(x +y2+22)" +4y2u(a-)(x? + y2 +22)
y .
daf / a-1 =
— =2zu(x% +y? +22
Jz \ d )
-—az—f-—2a(x2+y +22) +4220.(a—1)(x2+-y2+22)“_2
. 9z '
a2f 22f 9 u-1 a-2 5
— 6a(x2+y2 +22)7 +4o(o-)(x2 +y2 +22)" " (x2 +y2 422
T b S Moy (=12 +y2 +22)77"(x2 +y2 +2?)

- a3

=(x2 +y2 +22 )u_1(6a+4a(a -1)=0

=6a+4a(a-1)=0=4e2+20=0 = 20(2u+1)=0=>0a=0 veyaa =——;— clmal.
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11. ¢ bir sabit olmak {izere
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|

tipindeki denkleme dalga denklemi denir. u(x,t) = sinax sinbt fonksiyonunun

s ‘:‘ olmak Uzere dalga denklemini sagladigini gésteriniz.
Cozim: e
:9- = acos(ax)sinbt, 3_2” =—a2 sin(ax) sin(bt)
dx o
a—u = bsin(ax)cos bt 9%y Y sin(ax) sin(bt)
dt ¥ atg = v

d%u 2 d%u

2 o 2.2, ;
€™ — = —a“sin(ax)sin{bt) = —b°csin{ax )sin(bt
dx? at? g
a?
=a2=bc?5a2= I:n"’-—b2 =a2=32
olur.

12. c bir sabit olma_k tzere

& Ju d2u

c—
ot Ix2

tipindeki denkleme yayilma (diffizyon) denklemi adi verilir. Asagidaki fonksiyon-
larin bir yayiima denklemini sagladig: g6steriniz. ¢ sabitini bulunuz.

Cozam:

a) U{X.l) - eax+bt

e 2
ﬂ = beambt' ﬂ{ = geax+bt 9°u = g2pax+bl
a ox ax?

2
E =c 2<u = beax+bt =C.gleax+bl =C= _b_
a ox? a?

r(;'ok Degiskenli Fonksiyonlar

x2

b) u(x.t):—j:e-?

Vit
X 2 x? xZ

dau 0 - S e T E:_ 2x o &

a2 at X  ad2
92u 2 —ié 2 -%
xZ a2 i 252 ©

2 2

2 _.x_. 2 _X_ 4 "u 4
-a_u = i - e + e al S em——) (=
x2 al| 2ot32 aty a ot a

13. z=x%e ¥/X

malidir?

Coziim:

= I /i 2%
Zy=cx®le x +x°"2ye x, z,=-xC"Tg x,

Zyy

-y i vy}
Yy, =2, -2, = xC~2g =Y/ (cx+y+ x) = yx© 2p¥ix

=X(c+1)=0=c=-1 olmaldr.

determinantini hesaplayiniz.

- Coziim:

fx
9x

fy
Sy

fk=cosy, f,=-xsiny, g, =siny, gy =xcosy

= xt-2p-y/ix

14, f(x,y) = xcosy, g (X, y)=x siny fonksiyonlari igin

&y Jcosy -xsiny
Ix Gy siny  xcosy

=kCOs?y +xsin?y = x

]

fonksiyonunur y Zyy =Zx — 2z, denklemini saglamasg; icin ¢ ne
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15. z=ax? +2bxy + cy? fonksiyonu icin

determinantini hesaplayiniz.

yx %

Xy

yy

Goziim: it
Zy =2ax+2by, z,, =2a, Zy =2b, 2, =2bx+2c, 1z, =2, Zyx =2b
Zix 2. 2a 2b
. = 4ac - 4b? = 4(ac - b?)
zyx Zyy 2b 20
16. u= ln(x3 +yd 423 —3xyz) fonksiyonunun
Uy +Uy +U, = 3
gl s e yra
denklemini sagladigin gosteriniz.
Cozuam:
3x2 — 3y2 3y?-3x 322 - 3xy
u u &

* x¥4y3 473 3xyz Y x3 +y3 423 _3xyz

Bx? 4 3y2 +322 - 3yz — 3xz - 3xy
x3 +y% 423 _ 3xyz

Uy +Uy +U, =

3['x2 +y2+7%2-yz —xz—xy')

]

Uy =
' x34yi+z3 - 3xyz

3

- - (x+y+z)(x2+y2+z2—yz—xz—xy)

17. u= ln(tanx +tany + tanz) fonksiyonunun

sin(2x)g—:- +sin2y g

X+y+z

+sin2z-2Y. . 2
oz

——
‘?T@v‘
et

l&ok Deglskenli Fonksiyonlar

Gozim:

cos?x du

1
cos?y

dx tanx +tany +tanz

1
N cos?z
Jdz tanx+tany+tanz

sin2)cE + sin2ya—LI +sin223—u
X ay dz

2sinxcos x

COs< X

2sinycosy

dy tanx+tany + tanz

2sinzcosz

cas?y cos?z

" tanx + teny +tanz

=2 tanx +2

tany

+
lanx+tany +tanz tanx +tany +tanz

tanz

tanx + tany +tanc

tanx +tany +tanz 7

=2 -
tanx + tany +tanz

tanx + tany + tanz

tanx +tany +tanz

fr[x+y N
xysinj — _U' X2y
18. f(x,y)= \2[x-y
0, X=y
fonksiyonu igin fiy(0,0) = -1, fx(0, 0) = 1 oldugunu gdsteriniz.
Coézim:
- wfh+y
h.ysm—( ]-O
4 (0.y) = tim L0V =10y) _ 3 ik
“h-20 h h—0 h
- y*in(—z) =-y
b 2} -
Ixy(O'O) = m M}. = lim —k——oz._‘]
k—0 h k=0 K . BB
. i x+k
x.ksm—(——)—o
k)—f =
f(x,0)= fim LK) =(x0) L Bk
k—0 K k—0 k
"3)
=X.8inf — [ =X %
2 -
fy(h.0) -1,(0,0) h-0
fw(0,0)= lim =¥ _ ;1= _,
w(0.0) h—0 h h—0 h
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ZINCIR KURALI

TANIM
1 fonksiyonu (a, b) noktasinda sdirekli kismi tiireviere sahip ve
f(a+h, b+k)=i{a,b)+/(ab)h+ fy(a,b)k + eh + ek .

olacak sekilde h, k — 0 i¢in £4, ep — Q olan g, ve & varsa f fonksiyonu (a, b)
noktasinda tiirevienebilirdir denir. Eger fTonks:yonu ag:lk bir B bdlgesinin
her noktasinda tirevli ise B Uzerinde tarevlidir denir.

SONUC

Eger £, ve Iy kismi threvleri agik bir B boigesinde strekli iseler ffonksiyonu B
uzerinde tirevienebilirdir.

TEOREM 7.7:

Lf fonksiyonu (a, b) noktasinda tirevli ise (a, b) de sureklidir.

TEOREM 7.8: (Zincir Kuralr)

z = f(x, y) seklinde tanimlanan ¥ B — R fonksiyonu verilmis olsun. £, f,,
fonksiyonlari B Gizerinde siirekli ve x = gu, v),y=h(u, v fonksrvonlannm u
ve v degiskenlerine gbre kismi tiirevleri varsa z = 1(g(L, v), A (u, v)) fonksi-
yonununda u ve v degiskenlerine gore kismi tirevieri vardir ve

df _of dx of dy

—— — — e ——

du dx du dy du

g Jdf _of E)x+iJf dy
dv  dx dv dy dv

dir.

EOR Degiskenli Fonksiyonlar 4]

e

PROBLEMLER VE COZUMLERI

o OZ Lo - ,
1. Asagidaki esitliklerde tanimlanan fonksiyonlar igin Ty tlrevlerini hesaple

a) z:.lI - x=el, y =Int
X =
25 - 2 - t2

b) z=Insin—, x = 3t<, y=vitc+1

vy
C) Z="\}X2+}’2. x=e2“ ’ Y=e—2l

d z=2x2-3y2? x =Vt y =e?!
Cozim
a) z=x, x=e!, y=Irt

“ %
dz 9z dx Bz dy y ., 11_ Wt 1
dt ox dt oady dt x? x t e el
X : 2

b) z=hsin— x = 3t2 y=vVt2 -1

Yy

Ef dz dx dZ dy

dt  ox dt oy Tdt

1wl ~—i_,!—cos{LJ
—=Cos _—J b vy
Ay Wy 61+ —2Y i
¥ [ { V’2 1
sin[i shl' =3 ol
\/;, LYY
X
) 3 .
61 X 2yr ]
=—tan — |+ ———=%tan — |.1
Jy {Jv, V21 Wy
( N ( 2
e A B
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C) z=+ x2+y2 x=e2t y___e-21
dz 90z dx dz d
S 2 oy X pers——L_(2e?)
ax y dt lez_{_yz 1Jx2+y2
g4t —4t 4 _ o4l
=2 T2 ° T2 e 1
(e&t+e-4l)§ 7 (e4l+e—4l)§ (94!+e-4l)§
d) z=3x?%-3y? gamal 1 - y=e? )
dz dz dx o0z dy 1
e e TR Ee Bt /).2e?t =3-12e#!
dt ox dt ay dt 2\,'{4’(—6})
2. Asagidaki esitlikierde verilen fonksiyonlar igin :—‘: tirevlerini hesaplayiniz.
a) u=x2+yz-:—z2, x =e?'cos2t, y=82121, z =t
1
b) u=(x2+y2+z2)2 x = cost, y = sint, z=1
c) u=————_z_ X = a cost, f=a sint, z=b
¥x2+y2
d) u=sin(xy2z3), x = 3, y =1, z=3
Gozim:
a) u=x2Py?;:72 x =e2' cos 2t y=e?'21 z=¢'
gli=i)_l._|_ E{_HU dy+au dz
dt  ox dt dy dt oz dt
=2x(2e?cos2t - 2sin21e2t) +2y{2e2! + 4te?!) + 2ze!
= 4e4cos2 2t 4cos2tsin2ted! +8ted! + 16124 + 2e2!
-2
b) u=( 2+y"‘-’+z?) X =cos t y =sint z=t

g gx g0 dy . v de

dt dx dt dy dt oz dt :

<39, ~3/2 _a

=—x(x2+y2+22) (—sunt)—y(x2+y2+z2) { cos’.-z(x2+y2 +22) ?
-3f2 -3/2
=(1+12) (costsint—costsint—t)=-t(1+12) ¥

r(;ok Degiskenl: Fonksiyonlar

z

c) u= X =acost y =asint Z=b

\Ixzﬂ,z
du_du ox dudy dudz
dt dx ¢t 9dy dt dJdz dt

=———£x——3—-(—asint)— = = 'acost+_—-—1——-o
\ - —_ P - 2
(x2+y2)2 (x2 +y?)2 X=%y

" a2bcostsint baZcostsint =

=% 0=0
as ad

d) us=sin(xy%z®), x=3t y= ii z=%:

do_u x gy du o
dt  ox dt oy dt 0z ot

2
= y2z3cos(xy2z%).3 + 1r- 2yxz3 cos(xy2z%) + 3z%xy? cos(xyzzﬂ%:_ﬁ'
2+t ’

= 312 cos(31) + 312 cos(31% | + 312 cos (313 | = 912 cos(313)

3. Asagidaki esitlikleri verilen fonksiyonlar igin ;z ve ;’Z turevierini hesap-
v

layiniz.
a) z=In(2+vy?, x = 2Ycosv, y = eYsinv
b) z=x2-y? X = u2 - v2, y = 2uv
c) Z=XY, x = 2!¥cosv, y = elsinv
X .
d) z=arctan—, X = U COSv, g y = usinv
Y
e) z.=x2+y2, X=U+V, y=u-v
Céziim:
a) zi= In(:‘c2 +y2) x=eYcosv y=e"sinv
9z dz dx dzd 2x 2y .
—=;r+f#=—.e“cosv+ z Y _eUsinv
du” dxdu dydu x2 4y x2 +y
=2cos?v+2sinlv=2
dz 9z ox dz d 2x 2
= 7—.—_-!——e“snv +—=Y _ eYcosv
ov ax v dy Jdv x2+y2 X2+y2

=-2sinvcosv+2cos vsinv=0
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b) z=x?-y x=u?-v2 y=2u.v
dz _dz dx dz dy
i~ XTI R =qud - -
T N rhd e u+(-2y).2v = 4u® - 4uv? g2y
9z 0z dy 9z 9x ‘
—=m LS8 L 5y 0 -2v) = —12y2 3
B 3y v 9% 3v y.2u+2x(-2v) 12u¢v+ 4y
€) z=xy x=ecosv y=e’sinv e
?ﬁ_ﬂﬁ . e’cos v + xeV si
du ox ou ayou el
=e?sinveos v+esinve =2e" si Ysi
osv=2e sinvcosv =¢e"sin2y
X
d) z=arctan— X =UCos vV y =usinv
l X
2 _0zx 2z __y v
%t % 3u : >-COSV + ? > siny
1+(—] 1+ —
\ Y y-)
=—Y _cosv- rx S usinvcos v ucosvsinv=
y2 +x yZ +x2 L2 u?
1 .3
9z _0z ax d&z 3y _ y ) y2
N 9x ov c)y o f x) s /X‘QUCOSV
1+|— 1+ —J
\YJ 4
_-u®sin®v u?cos?y
u? T I
e) z=x2+y2,  x=u+v, y=u-v
dz _dz Ix 0z dy
—_— =X = = =
3 9x du 3y du 2x+2y=2.2u=4u
0z _ gz odx az-ay % -2y ap B
v Ix ov ay Y ot okt

Gok Degigkenli Fonksiyonlar ] |
4. Asagidaki esitliklerle tanimlanan fonksiyonlar igin u,, ug, u, tirevlerini |
layniz. '
a) u=xy+yz+xz, x=e"cosg, y=e®cos o, z=28"
b) u=x?+y?+2z2, X =rsin0cos p y =rsin@sing z = tcosO
C) U=Xy+YyZ+XZ, X=r+0, y=06-0, =8+q
d) u=-;—(x2+y2+22‘}, x =re’sing, y =re® cos ¢ z =re®
I
Goziim:
a) u=xy+yz+xz, x=e®cusu, y=e®sinu z=e"

b)

Ur = Uy Xp +Uy Y- + U, 2, =1y +2)8e® cos0 + (x +2)8e sing +(y + x)6e
= B8e2®singpcos ¢ + Be2™® zos @ + 6e2® singpcos ¢ + Be2® sing + e 2P sing - &°
=2pe2®singcos ¢ +20e"® sing +26e2® cos @
=20e2®(sinu + cosu + sinucosu)
Ug = Uy .Xg +Uy. Vg +Uy.Zg
=(y+z)re®cosu+(x +2)re® sinu+(y + x)e
=2re2®sinucosu +2re*"® sinu+2re2® cosu = 2re2®(sinucos u + sinucos
Ug = Uy Xg +Uy Y3 + Uy Zg = (y+2)e ®(-sing)+ (x +z)e® cos ¢+ (x + y)O0
=-e20sin2 g —e2®sing+e?®cos2 g +e2®cos g

=e2®(cos? ¢ -sin? ¢ +€%® cosu-sing)

2 2.2

U=x<+y“+z X =rsinBcus @ y=rsin@sing 2=rcos6

U =Uy. X, +Uy.y, +U;.Z, = 2xsinBcos @ +2ysinBsing +2zcos 8
=2rsin26cos? @ +2rsin‘ Bsin? ¢ +2rcos20 = 2r(sir\2 0 +cos? 6)= 2r
Ug = Uy .Xg +UyYg + u.zzo .
=2xrcosfcos @ +2yrcos0sing -2zrsin@
=2r2<:osBsinecosch+2'r2 sin@ sin 6 sin? q1—2r2(:os Bsing
=2r?(cos0sinB - cosOsinG) =0

Up = UyXq +UyY o + U2y ==2Xrsin@sing +2yrsin® cos ¢ +22z.0



] ;
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C) " u=xy+yz+xz, x=r+0, y=0-¢, z=0<@
Up =Uy X; +UyY, +U,2Z, =(y+Z)+0+0=20
Ug =Uy.Xg +Uy.Yg +U,Zg =(y+2Z)={x+2)+(y+X)=2(x+y+2)=2(r+20)
Up =Ux.Xg +Uy. Yo +U;.Z¢ = (Y +2)0 +(Xx+Z)(-1)+(X+y)1=y-z2=-2¢
1 .
d) U=-2—(x2+y2+7.2), x=re’sing, y=recosg, z=re®
Up =Ug X, +Uy.y, +u, z, =x.e%sing+y.e’cosg+ze®
=re®sin?g+rePcos2@+re?” =22
Ug =Uy X +Uy Yo +U,Z,, =xre®sing+yre®cos g +zre’
=r2e®sin?g+r2e?cos2p+r2e® =212 20
Up =Ux.Xg +Uy. Yo +U; Zg = x.re® cos ¢ - yre®sing +2.0
=r2e2% cos @sin ¢ - r2e29 sin pcos p = 0
5. Asagidaki bagintilarla tanimlanan fonksiyonlarin kargilarinda yazili tirevlerini bu-
lunuz.
du
a) u=x2+y?, X =Cos 1, y =sint, —(1)
o« dt
' 2 : du .
b) u=x2+y? x =cost+sint, y=cos t-sint, d—t(O)
B o8 B ; du
c) u=|n[x +y©+z ) X =Ccos t, y =sint, z=1 E(O)
- £, 8. -5 i du . o)
d) u=|n(x +y“+z ] X =rcost y =rsin@ z=T, I(IO)
Coziim:
sl il : i du .,
a) u=x?+4y2? X =cos t, y=sint, EU)
du  du dx du dy
. =2x sml+2 cos t
B e a2y
; : du
=2costsint+2sintcost=0 = Tj-t-(1)=0

i

&
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du

b u=x2+ 2, X=cost+sint, =cost-sint, —(0
) y y =19
L. dx+au . =2X(cost-sint) +2y{-sint-cost)
9 ox dt dy dt
2 d
=2(cos?t-sin?t)-2(cos? 1-sin2)=0 —%(0):0
(2, .,2,.2 : du
c) u=In(x*+y +z) x=cost = y=sint. -z=t E(O)
du _ _&l_ugi Buﬂ du dz
dt ox dt oyt az dt
: 2% s 2y 2z
= e (-sint) + cost) + ———e—no
x2+y2+z2( " 2( ) x2+y2 422
2 : ; 2t du
= —costsint+sintcost+t) = —= —(0)=0
1+t2( ) 1+12 dt( )
d) u=|n(x2+y2+zz), X=rcose, -,y =rsne," z=r %Ll(to)
/ r
or oxodr dvar 9z or
2y < 2z
= —————cos 0 + sin® + -1
x2+y2+22 x2+y2+z2 x2 +y2 472
—-1-(rcs29+rsm G+r)=§ = ﬂnm:z
I~ r

6. xzy’ +Xy +y =0 denklemini x =e' esilligi ile verilen yeni t degiskenine gore yazn-
$

niz. : R
Goziim: ’
Oy _dydt . dy o
dx at dx dt
t\ N 2y
y = — (d) E[e"d_y\.g_t.z _e‘lﬂ.;_e"d_X)e—l
dx\dx) dt dt J dx dt at?
__e-21ﬁ!+e—2lﬂ -2t d2y _dy
dt dt? @2 dt

olur. Tarevlerin bu deéerleri verilen denklemde yerine yazilirsa,

dt2

2y 2t g-2t y d?y
X2y’ +xy’ +y =e?! e +etle-lZ4y=0 = g +y=0

bulunur.



oz Jz
— — ini — = 2 2 HIHM™ . -
3% xay C denkleminiu =X, v=x°+y? esitlikleri il= verilen yeni u.y
degigkenlerine gore yaziniz.
Cozim:
0z dzdu dzov dz g_a_z_a_z 2Jaz
ox dudx dvax du v au v
0z ¢z v iz \j' 5 0z
—_——=—-——= ==L ¥V =L —
ay cv oy av ov o
J d d - e i e
E—*iz-=gi+2u.—z—2u v-u2 L =¢ :a—z+2U\ 1—\/;-U2Jd—2=o
. v

I dy du o av Jdu

denkl=mi elde edilir.

8. i<inci mertebeden kismitireviere sahip w = f(x, y) fonksiyonu veriliyor

X=U+CV y=u-cy
izin
c? wyy =Wy, =4c2 W,y
c¢ldugunu gosteriniz.
Cozum:
Wy =W Xy, F WY, =W, + W,

- =(Wu.'u = (wK +wy)xxu —(wx +wy)y Yo

=Wy T Wyy FWyy +Wyy =Wyy +2W, Wy,
W, =W, W, + W, Y =CW, —CWNy

p /
Wy = |_w,,)v = (cwx - cwy)v =[CWy -CW,,}< Xy +(cwx ‘Cwy)yffv

- ( — C =2 '— =¢?

= [CWyxx —CWyy }- +(way “‘“yv)( C]—Ac Wrx "czwyx ‘Cszy *‘Czww
2 2 2

=C “rxx—2c WK'/+C Wyy

2

czwuj—wvv = czwxx '2C2WKV b
- xy

58 2
Wyy =W, +2c2w,.y ~cPw,, =22y

9. t=f(u, v, w)tirevlenebilir bir fonksiyon veu =y - y,Vzy—-2

w=2z~—X oclsun.

oldugunu gosteriniz.

szt
¥ "{
’%‘

Gozum:
df _dfdu afav 3f aw  if of

x Buax_55;+m5x— U ow
ar_afgg dfov  3f ow af  af

= —_—

dy udy avay owdy  au'ar
df 9fdu 9fav IF aw af of
——_——+—_—+——=--—+—
dz Judz oIvdz Iw dz v ow

ar a1
=)

—+—T——-————-E—'(+at+
oX dy 3z U AW cu v Ow v

bi¢iminde tanimlanan fanksiyonun
2
X7Z o ~ 2Xy2z,y +3,2z),y =0

denklemini sagladigini gosteriniz.

| |
X, X X ¢
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11. fherhangi bir tiirevienebilen fonksiyon olmak {izere

z=xf[ij—xz—y2
x.

bigciminde tanimlanan fonksiyonun

Xz, +yzy =z -x%-y?

denklemini sagladigini gdsteriniz.

Cozim: .

fY) Y ,(Y‘ [y
Zy=fl=|-Z=f|L]|-2 s 1
X x,] X, Zy f[x] 2y

WX/ X
,y) v'"y) g (y) ’
==yl =|-2xc +yf'| =|-2y
y \x y % !

XZy +yz, = xf .
W

T 6 0 T I St DU R
XfoQJX yZ —x2-y2=2-Xx yr

12. z=f(cos(x - y)) fonksiyonu igin z,, + 2z, +2zy, =0 oldugunu gdsteriniz. Burada
f, degiskenlerine gére, ikinci mertebeden tiireve sahip bir fonksiyondur.

Coziim: .

Zx = 1'(cos(x - y)).(~sin(x - y))

Zxx =1""(cos{x - y))sin?(x - y) - cos (x - y) * (cos(x — Y))

Zxy = =1""(cos (x - y))sin? (x - y) + cos (x - y)f* (cos (x - y)} N
Zy = f’{cos(x - y))sin(x - y)
Zyy = f""(cos(x - y))sin?(x ~y) - cos (x - y) * (cos (x -y)) ' i

Zxx +2Zyy + 2y = 1" (cos(x - y))sin2(x — y) - cds(x - Y)f'(cos(x - u))
+2cos(x—y)f (cos(x — y))-2F" (cos(x —y))sin2(x - y)

+177(cos(x - y))sin?(x —y) —cos(x - y) f' (cos(x - y)) =0

13. u=f(x,y), x =eScost, y =eSsint olduguna gére
Uso +Uyy = 8725 (Ugg + Uy )
esitliginin dogrulugunu gésteriniz. s

Burada f ikinci mertedeben kismi tiireviere sahip herhangi bir fonksiyondur.

[iok Degiskenli Fonksiyonlar
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Cozim:

Ug = UyXg +UyYs = €5COS tu, +eSsintu,

d 0 ax 0 d
Uss =g(us)= 'a—x(us)a_s*'a‘;(us?a_!

= S = Sei 5, S S Sqi
= (eScostuy, + esint Uy, J(e5cost)+ (eScostu,y + e sintuy, )(eSsint)
o D ; :
=e?Scos®luy +2e?Ssintcostuy, +e2Ssin?tuy,
Up = Uy Xy + Uyyt

=-ue®sint+uye®cost

AR RN SRS 4
Uy = a (ug) = i {uy) P + ay(“:) i

= (~uxxesint + uyee Scos:)( e Ssint) + (u e Scost - uyye SsintJe Scost
= Uxx® 2% 5in?t - 2u, e 2Ssintcost + u,, @25 cos 2t
Ugs +Up = 825Uy (sin2t + cos2t) + uyy(cos?t+ sin?t)) = @25 (U +uyy )
= Uy, +Uyy =€725(ugg +uy)

bulunur.

14. Zincir kuralindan yararlanarak, agsagidaki fonksiyonlarin karsisinda yazili denk-
lemi sagladigini gosteriniz. Burada f ve g tiirevienebilen herhangi iki fopk‘siyon-
dur.

a)  z=1(x+g(y)) Ly =R

b) z=xf(x+y}+yg(x+ y) Zyx —2Zyy +Zyy =0

c) z=f(x+at)+g(x-at) . Zg=8%Z

2 25
XZyx =Y Ly

0 eettmrisfl)
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Cozim:

a) z=1(x+g(u)). . ZuZxy =ZyZxx
Iy = f'[X +g(U)), Zxy =f"(X+g(U_))g'(U)
Zne = 7 (x +0(u)). zy =1 (x+g(u)).g"(u)
IxZyy = (x+g(u)).*"" (x+g(u)).9"(u) =zyz,x

b) z=xf{x+y)+yg(x+y) Zxx —22, +2z,, =0
zy = fF(x+y)+xF (x+y)+yg (x+y) ™
Zy =20 (X +¥)+xF(X+y)+yg (X +y)
2, =xF(x+y)+g(x +y)+yg'(x+y)
2y =X (Xx+y)+29 (x+y)+yg' (x +y)
Zoy = 1(CHY)+XI7(X+Y)+ G (X +Y) 4G (x +y)
Zyx —2Zyy +2y, =2F (X +Y)+ X (X+y)+ Yg'(x+y)

=20 (x+y)=2x1"(x+y) - 2g"(x + y) - 2yg'/(x + y)
+xf7(X+y)+29 (x+y)+ Yo' (x+y)=0

c) z=f(x+at)+g(x-al), zy=az,
Zy ='(x+at)+ g7 (x -at), Zyy =f"(><+al)+g"(x-at)
zy=af’(x +atj-ag’(x -at), zy =a’f"(x+at) -a2g"*(x - at)
zp=a?(f""(x+at)+ 9"’ (x-at)) =a?z,,

d) Z=f(X,y)+‘JEQ('¥) XTZyy =Y Zyy

1 Vx il 1 \ o
et ot o8 (2o ()

go-all 1 %
27 =Y X" (xy) - = =1+ ’(— B, 24 (ZJ =y?Z
XZyx =Y [X (xy] 4);3/29 J 1/; fy 9 X +x3/2g X Ty

’cok Degiskenli Fonksiyonlar

TAM DIFERENSIYEL

z = (X, y) biciminde verilen fonksiyonun tam diferensiyeli

dz =z,dx +z,dy

olur. ikiden fazla degiskenli fonksiyonlarin tam diferensiyeli de benzer gekilde tanimiani! c
negin n degiskenli tirevienetilen hir u = (X4 X0, .. %, J fonksiyonunun tam diferensiyeli =

du = af de‘ Jf dx;"',..'f‘ af
dx, dXp Xy

dx,

dir.

KAPALI FONKSIYONLARIN TUREVI
F{x, y, z) = 0 denklemi ile verilmig olar z = f (x, y) fonksiyonunu gbzdniine alalim.

Fy ve Fy tirevieri siirekli ve F,(a, b) # 0 ise

ii o __F_x aZ . Fy
ax  F, ay  F,
olur.
HERHANGI BiR YC)NDE TUREV ALMAK
TANM

#{x, y, z) fonksiyonunun P(a, b, c) noktasindaki kismi tiirevleri var olsun.

u bir birim vektdr olmak tizers

(Duf)p = (VI)p eu

sayisina f nin u y6ninceki tirevinin P noktasindaki degeri denir.

l Dif = 1y,

Dyf=1,
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iKi DEGISKENLI FONKSIYONLARIN TAYLOR ACILIMI

TANIM

z = f(x, y) fonksiyonunun (a, b) noktasinda her mertebeden kismi tirevieri

mevcut olsun. !

~

= , 4
Z%[f, (a.b)(x —a) +fy(a,b)(y - b)]
k=0

=f{a,b) +:]1l[fx(a,b)(x —a)+ fy(a,t;)(y -b)]

+-21—|[fxx(a,b)(x— a)? + 24y (a.b)(x - a)(y —b) + £, (a.b)(y o).

serisine f fonksiyonunun (a, b) noktasindaki Taylor serisi denir.

g

| Gok Degiskenli Fonksiyoniar ﬁ e

PROBLEMLER VE COZUMLERI

Asagidaki esitliklerle kapal olarak tanimlanan z = 2ix, y) fonksiyonlarinin kismi
tirevlerini hesaplayiniz. Bu tiirevierin karsllarinda yazil noktalardaki degerini
bulunuz. {

a) x222—2xyz+23y2=1 . (0.1, 1)
b) X-yz+cos(xyz)=2 (0 -1, 1)
c) x®-xy-yz+y3_2_9 : . (1.1, 1)
p S R |
d) ey i (2.3, €
X y z
e) sin(x+y)+sin(y+z;+s.‘n(x+z)=0 : (%, 7, =)
) xe¥+ye*+2Inx-2-Ing =0 b (1, N2, In3)
Gozim:
a) x%2%-2xyz +2%2 =1 (0,17
F(x.y.2) =x222 -2xyz 1 z3y2 _1
F, =2y - -
Iy =-L == 22XZ 2)23 G Zx(o.‘l,‘}):g» d -
F, 2x°z - 2xy +3z2%y2 - 3
. F ~-2xZ +2z°
y y 2
LR ke o s 2,(0,1,1)=-=
ks 2X°Z - 2Xxy +3z%y 3
b) x-yz+cos(xyz)=2 (0.-11)
F(x,v.z)=x—-yz +cos(xyz)-2
F 1-yz sin(xyz)
Z, ———"-=——)\_(/_ = 2,(0,-1,7) = -1
F. —Y -xy sin(xyz)
. F —Z - Xz sin(xvz)
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c)

e)

f)

x3~xy+y2+y3—2=o o)

F 3x2 -y
sz——xz— = ¥4 1.1,1 =_2
= ” x( )
F
¥ -X+Z+ 3u 3
2, = = —— - = Z 1,1,1 ==-3
: F; y o )
—1-+l+ . =1 (2.3,6
X ¥ 2 )
1
Fx.y.z)=—=+=+——1
z
1
Fe_ T _ 2
2y = ———— = — = e — = Z 2,0,6 ok
X A -—1_ xz X( 9 ) g
72
=
F v2 2
y y z
2y = = comme = o et == e m— e
= — v =  zy(2,3,6)=-4
22
sin(x + y)+sin(y +z) +sin(x +z) = 0 (m,2,m)

F(x,y,z) = sin(x + y) + sin(y +z) + sin(x + 2

T . cos(x +y) +cos(x +2)
B cos(y +z)+cos(x +z) = z,(nmm)=-1

z)

2)

)+ cos(
y)+cos(y +
+2)+cos(x+

= __Fy _ cos(x+
Y7 F,  cos(y+z)+cos(x = z,(rmmn)=-1

-

xe¥ +ye? +2Inx-2-In8=0 (1In2,In3)

F(x.y.z) = xe¥ +ye? + 2Inx -2 -In8

y 2
B - oy 4
R ol = z,(1In2,In3)=-
Fz yez x( i ) 3in2

¢ok Degiskenli Fonksiyonlar J

2 x2+y2+22=a?esitligi ile verilen z=2(x, y) fonksiyonu igin z,, Zy.Zyy, 2
tirevlerini bulunuz.
Goziim:
F(x.y.2)= kLT
R ol N B~ Zy X xzy -2 _-x2-22
* % F, 2z ah z2 z2 23
BN s | evons A L . 1) T o SR QIR )
¥Ry et Y g2 - v g8 RIPIE_ LY
d oy az - . 5 5st
3. f(x,y, z) = 0fonksiyonuigin — = -1 bagintisinin saglandigini gos
ay 2z ax
Cozam:
SCIATEEIAYERTA
-f—ri _B_y_a_zz = jy __.3_?. — = -1 bulunur.
dy dz ox d_f af - 1
\:-.o% ) oy )\ iz

4. g tlrevlenebilen herhangi bir fonksiyonu gostermek Uzere
X -az = g(y —bz)

denklemi ile verilen z = z(x, /) fonksiyonuicin

dz s dz

dx dy

a

denkleminin saglandigini gésteriniz.
Cozam:

F(X.y.Z]=g(y-bi)+az-:( =0

dz-. Fx -1 - 1

d Fz  g'(y-bz)(-o)+a a-bg’(y-bz)
oly-vz) __-gly-br)
g'(y-bz)(-b)+a a-bg’(y-bz)
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5. [ ve g ikinci mertebeden tiirevienebilen herhangi iki fonksiyon olmak Uzere
z = z(x,y) fonksiyonu

y =X 1(z)+9(z)
esitligi yardimi ile kapali olarak veriliyor. Bu fonksiyonun
y) - 22,2y2,, +2y, (z,; =0

denklemini sagladigini gésteriniz.

Cozim: i
F(x,y,z) =x1(z) +g(z)-y=0
Zx=-F & f(z)

F, “xf’('z)+g'( z)
i (2)zx[g’(z)+xf{z) )N -19""(2)z, +f’(_2]+xf"(z)z,]f’(z)

Zyx = %
[g'(z)+x*(2))?
r -
A R
F, g'(z)+xf'(z)
_97(z)zy +xf""(2)z,
Zyy = o
[g'(z}+xr(z))
. f(z)[g"(z)zy +xf""(z)z,, | - '(z)z,[g" (z) +xI ()]
[9'(2)+xr’(z)]°
olur.

zquz ) = 22yZy2,y +2y,(2, ) ifadesinde tarevizsrin degerleri yerlerine yazilirsa sonucun
sifir oldugu gorilir.

6. z= xzy3 ylzeyinin A(1, 1) noktasindaki gradiyent vektdriinii bulunuz.

Cozum:
Vi= dfi+ﬂ] Ek
X dy” dz
dsf df df
f(x,y,z)=x’y2-z = —=2xy2, — -3y22 -
(x.y.z) Y o y d) ¥ 2x pres

VI=2xy%i+3y%x2j -k = Vfly=2i+3j-]

olur.

39
I Cok Degiskenli Fonksiyonlar J 3

7. M(2,1, 3)ve N(5,5, 15) noktalan veriliyor.
f(X,y,z) =xy +yz + zx fonksiyonunun MN yoniindeki tiirevini bulunuz.
Bu turevin M noktasindaki degzrini hesaplayiniz.

Coziim:

AR
MN=(5-2,5-115-3)=(3,4,12) = |MN]|=V3%+4%+12% =13

u—ﬂv(i A g2 )
MmN\ 13713713
x =Y*+Z, fyz:-(+z, f, =y+x

4 12
2 (x2)e=(y+x)

3
{Duf) = fou; + fup +1ug = 1—5(%“ -

_16x+15y+7z
13

b (Duf)l e 16. 24—11:53 1+7.3 ?3
8. f(x,y,z)=In(e* - e¥ + e*) fonksiyonunun eksenlerle ¢, B, 7 agilarini yapan vekior
yonindeki degerini hesaplayiriz. Bu tirevin orjindeki degerini bulunuz.
Cozim: .
D,f=f,cosa+ fycosB+f,cosy
eX y et

2 -C0S 1
= — - COS O + cosf + 2 cosy
eX +e¥ -e? e +e¥+e2  e*+e'+e

Dy J‘)|(o,o,3) =

cosa + cos3 +cosy
3

9. f(x, 7, z)=x2-3yz +5 fonksiyonunun koordinat eksenleri ile esit agilar yapan

vektdr yoniindeki tiirevini bulinuz.
Cdozim:
Koordinat eksenleri ile 2sit aci yapan vekli_ﬁrﬁ bulalm:

Bt D s
cosa=caosf =cosy vecosza+ccszﬁ+cos Yy =3cos“a=1

=:ocos~2.cx=-1=>cosa=?———1—
3 V3
: A | 1 1 .
v Fwmw) el
f, =2x f, = -3z f, =-3y
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10. z= x2-xy—2y2 fonksiyonunun Ox ekseni ile €0 derecelik a¢t yapan ve
yoénindeki tiirevini bulunuz. Bu tarevin P(1, 2) noktasind
layiniz.

ktér
aki deg@erini hesap-

Coziim:
Dyf=f, cosd+ fy sin®

flx,y)=x2 -xy - 2y2 fy =2x-y fy =-x-4y
: 1
Duf =(2x - y)cos 60°+(-x - 4y)sin60 = (2x _Y)E —(x.+ 4y)§

9v3
Ol Riay <~
1. z=Iny x2+y? fonksiyonunun birinci agiortay dogrultusundaki tiirevini hesap-

fayiniz. Tlrevin P(1, 1) noktasindaki degerini bulunuz.
Cozum:
8irinci agiortay yénundeki birim vekidr U= (Li) oldu¢undan istenen tirev
2 V2

D,f .

X 1
= — —
ERECESAN A

olur. Bunun (1, 1) noktasindaki degeri

Oufyip=t L, 11 _ 1 2
;,‘1v=—_— —— I e— T e—
M2 R T2 2
12. Bir f(x,y, z) fonksiyonunun u birim vektérii yéniindzki tiirevinin

D.f =||Vf||cose
o

olacagini gésteriniz. Burada B, VI ile u vektdriiniin olusturdugu aginin

ol¢lsidiir. Bundan yararlanarak bir noktadaki yonli tiirevlerin en blylginin Vi
yénuindeki, en kiigiik tiirevin de —vf yoniindeki tiirev clacagini ispatlayiniz,
Cozum:
Duf = (F)su=] V||| ujjcoso =|| vi|jcos o (hull=

Bu tlrevin en biyik olmasi icin cos@ nin en blylk, yani 1 olmass dolayisi ile 0 =0 olmas
gerekir. Bu durumda en biyiik tiirev

Duf =[[Vf|
clur. Ayni sekilde yonli tiirevin en kagik olmasi icin cosp = —1

yani © = r olmalidir. Bu du-
rumda en kiglk tirev

Duf = | /]|

I?ok Degiskenli Fonksiyonlar j [:

13. Asagidaki fonksiyonlarin verilen roktalardaki yénlii tiirevierinin en biytgiln
en kiguguni bulunuz.

a) f(x,y)=x2y+e¥siny, P(1,0)
b) f{x.y.z)=In(xy)+In(yz)+In(xz), P(1,1.1)
¢) f(x.yz)=In(x2+y? —1)+sinh(xyz), P(1,1,0)
Gozim:
a) f(x,y)=x2%y+e¥siny P(1,0)
fy = 2xy +ye™ siny, y=%x2 —xesiny+e"cosy

1
¥ =[(fx)2 + |'fy)2)2 = (4x%y? + axy®e* siny + y2% Y sin? y + x* +2x% siny

. 2xy 2
+x292"ysi||2y+Ex2e"ycosy+2xe2”"smycosy+e Ycos®y

97110y =2 (En blyk yonidi tarev) — [ 4]l = -2 (En kiigiik yonid tirev)

b) f(x,y.z) =In(xy)+In(yz)+In(z) P(111)

2
- | S
fy = Far

1
4 4 42
Vill=| —+ —+—
1711 3+ -
%1144 H= Vi2 =243 (En oiylk yonli tarev)

N3y = -V12 =243 'zn kagik yonli tirev)

) f(x,y,2) =In(x2 +y? — 1) + sinn{xyz} P(11,0}
2x ‘ 7
= —————+yzcosh(xyz), f, = + xzcosh{xyz)
x x2 +y2 -1 . (xyz). fy x2 +y2 -1 '
1, = xy cosh(xyz)
2 4y2
vfl =1 = el ol 3 P y?z2 cos? h(xyz) + y

(x2-y2 ) i

Pt oD
(x2+y2-1)2 (x2+y2-1)

4xyz coshxyz

1
——————+x222 032 h(xyz))]2
(x2+y2 - 1)
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14. Bir f(x, y) fonksiyonunun P(1, 2) noktasindaki a =i+ j yéniindeki tarevi 2y 2,
b = -2j yénindeki tiirevi -3 dur. Bu fonksiyonun c
lunuz.

Cok Degiskenli Fonksiyoma'ﬂ

= —i-2j ydniindeki turevini bu-

Cozim:

a =i + j yonundeki birim vektor, || a||= ¥2 oldugundan,

—(-—1—i+—1—-j] vekioradar.
el \2 V2

f
(Dufk12) = fx u,+ryu2=-5-+—?—=2~/§=a fx+1l,=4

V2 2

= —2] yonindeki birim vektor, [bf| = 2 oldujundan, v =

a
U = o

-] vektdradar.

D) 12)=FfVi+hyvo =f,0-f =-f=-83=f =83=/f =1
(1.2) y y y y

, ||c||=\1+ =5 oldugundan, ¢ = —i—-2]j ydnindeki Sirim vektdr w—-;i——?—j olur.
N3
T 2 7
(D.f)lr‘.z = fiw *f\'JQ =1, ———-)4—3(———):—_
Wiz = fow + vz =1{ - ) s
olur.

15. f(x, y, z) fonksiyonunun bir P noktasindaki en bilyiik tirevi a = i + ] — k yoniindeki
tiirevi olup bu tirevin degeri 2y 3 diir. :

a) Vf nin P noktasindaki degerini bulunuz.

b) f fonksiyonununb=i+j yonindeki tlrevinin P noktasindaki degerini bulunuz.

Cozum:
En biyuk tirev gradiyent yéniindeki tarev oldugundan, gradiyent Vf=(kk,—k)
biqimindedir,

l‘ el 2 =243 = (k,k, k) =2{3= 3k =6=k=2 = Vil,=(2,2,-2) dir.

75‘( -1)
i

—_ OJ yonundeki tirev

I T

Vilru= (2,2,-2)

b (110) ( 1

=V2 +¥2 =2V2

olur.

A

arlf

I Cok Degiskenli Fonksiyonlar

16. Asagida fonksiyonlarin tam diferensiyelini bulunuz.

a) f(x,y)=xeY o) f(x.y.z) = In(xy)+in(yz) +In(xz)
b) fix,y,2)=x2 +y2+22 d) f(x,y):arctan-’i
}l
Coziim:

a) f(xvy:’ = xex)b = df = !x.dx ™ fyd)' = (ehy + xyexy)dx + x2ex‘ldy

b) f(x.y,z)=x2+y2 +22 = df = fydx + f,dy + f,dz = 2xdx + 2ydy +2zdz

c) f(x.y.z)=In{xy)+In(yz)+In(xz)
df = fydx + fydy + f,dz = gdx - gdy + Edz
X y b

d) f(x.y)=arctan-s = df = fdx + f,dy

17. Bir koninin ylksekligi h = 30 cm, taban yarigapi r = 10 cm dir. h nin 3 mm artn
r nin 1 mm azalmasi durumunda hacimde meydana gelebilecek degisimi yakl

olarak hesaplayiniz.

Cozim:
h=30cm , dh=0,3 cm,
r=10cm -, dr=-0,1cm,
= 0.0,3
Ve nrhvdV=@d+——dh 2n1030(01)+1t10 - 1t

3

olacagindan, hacimde yaklasik olarak 10n em? liik bir azalma olur.

18. Asagidaki sayilarin yaklasik degerini hesaplayiniz.

G f oy =
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Coziim:

a) fix,yy=x¥, x=1, dx=002, y=3, dy=001

df = fdx + f,dy = yx¥~'dx+xY Inxdy = 3.1(0,02) + 1.1n(1).[0,01) = 0,06
f(1,02;3,01) = 7(1,3)+df=1+0,06 = 1,06

b) (5.98)2 +(8,01)?
Fx,y)=Vx2+y2, x=6 dx=-002; y=8, dy=0,01

df = fdx + fydy = ——=

¥
dx + dy
¥x2 4 y2 Yx2+y2

=%(—0.02)+ %(0,01) =-0,012+0,008 =-0,004

f(5,98:8,01)=(6,8) +df=10-0,004 = 9,996

18. Kapal dikdartgenler prizmasi bigimindeki kutunun dis boyutlari 10 cm, 8cm,
6 cm dir. Bu kutu 2 mm kalinh@indaki kartondan yapidigina gére kutu yapiminda
kullanilan kartonun hacmini bulunuz.

Coziim:
X=10cm, dx=0,4cm, y=8cm, dy=0,4cm, z=6cm, dz=0,4cm
V =x.y.z oldugundan

dV = yzdx + xzdy + xydz = 48(0,4) + 60(0.4) + 80(0,4) = 19,2 + 24 + 32 = 75,2

20. f(x,y)=x3+xy? ifadesini (x - 2) ve (y - 1) in kuvvetleri cinsinden yaziniz.
Coziim:

f(2,1)=10

fx =3X2+y2 = fx(2,1)=13. fy =2xy = fy(2'1)=4

fee [2,1)= 12,
fixx =6= fo =(2,1) =6

txx =6x = fxy =2y = fxy(2,1)=2
fayx =0, fyy =2
faxx = 2%= fw(2,1)=4

fyyx =0= fyyy =0

] [

|(;ok Degiskenli Fonksiyonlar
L 2
f(x,y)=10+13(x - 2)+4(y - 1)+72 [12()( -2)2+2.2(x-2)(y-1)+4(y-1) ]

+ %[s(x—z)a +3.2(x-2)(/ 1]

10 +13(x—2) + 4y — )+ 6(x-2)% + 2 -y - N +2(y - 1

+(x=2)% + (x-2Xy -

21. f(x, y) = eXarctany ifadesini kinci dereceden terimlere kadar (x —1) ve (y-1)
kuvvetleri cinsinden yaziniz.

Cozum:
n
f, =e*arctany = f(11)= r
i, = e
f, =¢* = Iy(1,1)——-
" 1-‘ry2 2
5
fx =e*arctany = Ix(ll)=--e
. = f(11)=12
fyx =€ 2 yx® 0
1+y -
f —-exi_ = ,(1,1):-49-
yy = Yy 5

[1ev2)
f(x.y)= %n+%e(x—1}+%(y—1)+ %{%e(x—‘l}z +2%(x—1)(y—l)—§[y-1)2]+ .........

e
4l

22. f(x,y)=e*cosy fonksiyonunu iglinci mertebeden tarimlere kadar (0, 0) no

tasinda taylor serisine aginiz.

Cdziim:

£(0,0) =1 ‘

_:L:;; fx=eXcosy = £(0.0)=1 fyy = —€%COSY = Ty (0,0] = -1
(y' =-eXsiny = £(0,0)=0, fy =X SINY = 13,(0,0)=0
fyy =-e*siny = f4y(0,0)=0, fix =eXcosy = 1,4(0,0)=1

. fyy=—e*cosy = fy(0.0)=-1, fox =€%C0SY = T (0,07 =1

T 1 1 3 2 iy 2 ‘3
\!r(x.y)=1+(1,x+0y)+§[1.x2+2.0(y+(—1)y2]+-g[1.x +3.0x2y + 3(-1)xy2 +0y3|
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MAKSIMUM VE MINIMUMLAR PROBLEMLER VE ¢OZUMLERI

FTANIM
Asagidaki esitliklerle tanimlanan fonksiyonlarin yerel ekstremum noktalarini bulup

A c R2 bir agik kiime, f: A — R bir fonksiyon, (a, b) € A ve (c. d) € Aolsun. o
cinsin| inceleyiniz. Fonksiyonun bu noktalardaki degerierini hesaplayiniz.

Eger her (x, y) € £4igin

- 4_ 4
f(xy)<f(ab) St B b)  z=x>+6x%+3y?—12xy+0x
olacak sekilde (@, b) noktasinin bir Ky komgulugu varsa f fonksiyonu (&, b) c) =z =(x _1)2 +2y2 &) Foxt 4yt gt - et
noktasina bir yerel (lokal) maksimuma sahiptir denir.
D 2 )
Eger her (x, y) € Kpigin d)  z=x“+4xy+y®+3x-3y+4 e)  2z=2x?+3xy+4y2-5x 2y
f(x.y)=2f(cd
(x.y)2f(c.d) ) z=x3-y3_2xy+6 9 z=x®+3xy2-15x-12y
olacak sekilde (c. d) noktasinin bir K komgulugu varsa f fonksiyonu (c, d) g 5% "
noktasinda bir yerel (lokal) minimuma sahiptir denir. Yerel maksimum ve 9) z=6x°-2x"+3y" +6xy h)  z=x3+3xy+y3
yerel minimum noktalarina fonksiyonun yerel ekstremum noktalari adi veri- A
lir. s : i) e R e
x23y?=1 14x2 4 y2

Eger bir (p, q) noktasinin her komsulugunda £ (x4, y1) < f(p, g) olacak sekilde
bir (x.. v4) noktasi ve f(Xp, Yyo) > f(p, q) olacak sekilde bir (x5, y>) noktasi . /

ir (xs. ¥1) ( 24)2) . ‘ b z=xy(1-x2_y2) PRI e
varsa ip, q) noktasina fonksiyonun bir eyer noktasi denir.

y
) zzfzx_x2}(2y—y2) m  z=(x+2+2x-y)e’

TEOREM 7.9; _
n) z=sinx+siny 0)  z=(x-1)In(xy}

z = f(x, y) fonksiyonu (a, b) noktasinda ikinci mertebden strekli kismi

tiireviere sahip bir fonksiyon ve fx(a, b) = f(a, b) =0 olsun. 4 [x2 2!
8) z=(x2+y2 " z=xy(6 -x—
1)  fx.ab)iy(ab)- fﬁl(a,b} <0 ise (a,b) eyer noktasidir. ' ' ) > e
1) z=x*+y12x%+axy-2y2 s} 232+3y%+22-12xy+4xz=35

2) fxxia,b)fw(a,b)—fﬁl(a,b}>0 ve f(a.b)>0ise (a,b)

noktasi yerel minimum noktasidir.

=

’ $) X2+y2+12-2x+4y—61_11=o t) x3—y2~3x+4y+22+7__é.:0
3) fulab)iy(ab)-fZ(ab)>0 ve fy(a,b)<0 ise (a, b) nok-

tasi bir yerel maksimum noktasidir. -

e

e
e
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a) z=4xy—x* -y
[zx = 4y — 4x3 y =x3
1 =
lzy = 4x — 4y3 X = y3

=Y1=0! Y2=‘—1. Y3 =1 =X1=0, X2="1, X3=1

=’v=(y3J3=°y=y9=>y(1—y8)=o

Kritik noktalar A(0, Q), B(-1, -1),
2, =-12x2]

C(1, 1) noktalarndir,

2y, =-12y2 =‘*A(X.‘/)=Zxx‘z,.y.—_zfy=12x2.12y2—16=144x2y2_16

'zxy=4

A(A)= A(0,0) = -16 oldugundan A(0.0) bir eyer nokiasidir. z(p, 0)=0 drr.
AB)=A(-1,-1)=144-16=128 ve Zx(B) = ~12 <0 oldugundan B(—1 -7) nok-

tasi bir yerel maksimum nok-asidir. . “Zmaks =Z(-1-1=-2 dir.

A(C)=144-16=128>0 ve I (C)=~-12 <0 oldugundan
maksimum noktasidir. Zmaks =2(1,1) =2 dir.

C(1.1) noktasi da yerel

b)) z=x®+6x2+3y2 _12xy40x

Zy=3x2 +12x-12y +9 =0

Zy=6y-12x=0 = y =2x

y =2X = 3x2 +12Xx-12(2x)+9=0 =3x2-12x+9 =0 = 3x—1)x-3) =

~X=3 Veya x=1=y=3 veya y=2 bulinur. A3, 6), B(1. 2) nokialan kritk

noktalardir.

Zy, =6x+12

=A(xy)=2z,,. zyv—z =2(6x+12)6~-144=36x ~ 72
Zuy =12 : T 5
A(A)=36.3-72=36>0 ve 2« (A)=30>0 = A(3, 6) noktas: bir yerel minimum
noktasidir.

Zmin=3°+6.32+3.62-2.3.649.3-180 olur

A(B)=36.1-12=2450 ve 2y (B)=6+12=18>0

= B(1, 2) noktasida bir yerel minimum noktasidir.
Zmin=1+6.1+3.2-12.1.2 +9.1=-3

IT;ok Degiskenli Fonksiyonlar

e

)

d)

z=(x-1)% +2y?

Ay oot e . = A(1,0) noktas! kritik nokta
2, =4y =0 = y=0

Zyy =2

Zyy =4+ A(X,y)=2,y. zw—z =2.4=8>0 vez,, >0

Zyy =0
oldudundan A(1,0) noktasi bi’ yzrel minimum noktadir.

Zmin =0 dir.

z=x"\+xy+y2-3x—3ys-4
Zy=2X+y+3=0 g
= X =-3,y=3=(-3,3) kritik noktadir.
Z,=x+2y-3=0

2,y =2

Zyy =2 } A(XY)=2Zyy Zyy =22 .=4=1=3>0 ve z,, >0 oldujundan
Zyy =1

A noktasi yerel minimum noktusidir. Z,.; = -5

=x3-—y3 -2xy+6
2,=3x2-2y=0 |

zZy =—3y2 —2x=0|

3 3--1=:~ -2-
=0=ay=0veya[-2-y] = y 3

3\
=L, y o [
=y 8Y 0=>Y( 2Y

/

2 ..3 4 e B[--g -2—) kritik noktalardir
Vy=0=x=0 ve y=-§=>x---5.§_-§=:A(O.O)Ve 2’3

Z,, =6X
2y =-6y; = A(X,y)=2q2, -2}, =~36xy—4

Xy =2
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_.2 =
A(B) = —36[-——;1-] -4=60>0 ve zx,((B)=6.(T)=—4<O oldugundan

B yerel maximum noktasidir.

( ¥ rey ‘ 70
e -5) (5) A5 )7

g) z=x%+3xy?-15x-12y ¥
zx=3x2+3y2—15=0 X

zy=6xy—12=0 Xy =2

= x2 +—4?=5=>x"—-5x2+4=0 = (x2—4):x2 -'1]=o

X
:x1=2, )(2:—2. X3=1, X4=—1=$y1=1, yo = -1, YS'_‘Z' yq4=-2

A(2,1), B(-2,-1), C(1,2), D(-1,-2) kritk noktalarair.

Zyyx =6X ]
2y =6X t = AKY)=Zye Zyy 2oy =36x7 - 36y” =36(x* - y?)
Zy =6y }

A(A) = 38¢4—1)= 108 >0 ve z,(A) =12>0 = A yerel minimum noktasidir.

Zmin = — 28 yerel minimum degderidir.

A(B) =38 (4-1) =108 ve z,,(B) = -—12<”0 = B yerel maksimum noktasidir.

Z max = 28 yerel maksimum degeridir.

A(C)=36(1-4)=-108 <0 = C noktasi eyer noktasidir.

A(D)=36(1-4)=-108<0 = D noktasi da eyer noktasidir.

g) z=6x2-2x3+3y2+6xy

b =12x - 6x2 +6(~X) =0 = 6x2 —6x = 0
z,=6y+6x=0=y=-X, '

z, =12x-6x2+6y =0

= B6x(x-1)=0 =x=0 veya x=1 olur.

x=0=y=0 ve x=1=2y=-1 '=.~, A(0, 0) ve B(1, —1) kritik noktalardir.

hl

Lcok Degiskenli Fonksiyonlar

h)

=6 =>A(x,y)=z,x.zw-zfy=[12—12x).6—38

A(A)=36>0 ve z,, (A)=12>0 oldugundan A noktasi yerel minumum rok:adir.

Yerel minimum deder z,;- = 0

A(B)=(12-12).6 - 36 = -36 <0 = B noktasi bir eyer noktasidir.
/

z=x2+3xy+y>

z, =3x2+3y=0=y=-x? 5
=y=—(-y?) =2y+y* =0=y(1+y?)=0

=y=0veyay=-1=x=0 veya x=—1
A(0, 0) ve B(—1, —1} kritik noktalaridir.

Zyy =6X

i
z,, =6y} = Q(x,y)=zxx.zw—z:y=36xy—9

Zyy =3
A(A) =-9 < 0 = A noktasi eyer noktasidir.
AB)=36-9=25>0 = z,(B)=-6<0

= B yerel maksimum noktastdir. -Zpg,s =2(-1,-0) =1 dir.

1
L = ——
x? +y2 -1

Zx=-————-2L—=O=X=O

(x2+y2'—1)2
—27.
b 4 =——=0=y=0
’ (x2+y2—1)2

= A(0, 0) noktasi kritik noktadr.
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-2(x2 +y2 -1_)2 +2x.2.2x(x2 + y2 -1)

3¢

(x2+y2 -1)*
TR —2(x2+y2—1)2+2y>2'2y(x2.+y2_ﬂ
vy (x2+y2_|)4
8yx
y S VI, ... | S
h (x2 +y2-1)°

=N

Zix-Zyy =27 |(00) ==2.({-2)=4 >0 ve 2,4(0,0) = -2 <(

= A(0, 0) noktas: bir yerel maksimum noktasidir. zp.s = 2(2,0) = -1 :

i z=xy(1—x2—y2)
zx=y(?-x2—5f2)—2x2y=y(1—3x2—y2)=0
zy=x(1—x2-y2)—2y2x=x(1—x2-3y2)=0

1. x=0,y=0
2. y=0,1—x2—3y2=0=>y=0,x=1,x=—1
3. x=o,1—3x2—y2=0=>x=o,y;1.y=—1
1—3x2—y2=0} x2 =
=
1-x2-3y2=0

Kritik noktalar:

A(0;0), B(1,0), C{-1,0), D0, 1), E(@0,-1)

{22} 32 33 (-32)

Zyx = -6xy

Zyy = -BXy = AXY)=2yy.2, —zfy =36x2y? —[1-3x2 - 3y2)2

zfy=1—3x2—3y2‘ .

A AN e -

rg:ok Degiskenli Fonksiyonlar 3

4(B)= A(C)=A(D) = A(E)=-4 <0 olduguncan B, C, D, E nok:alar| eyer
noktalaridir.

A(F)=A(G)= A(H) = A(I =250, Ve 2, (F) = 2,,,(G) = —§<o ve

Zyx (H) = 2 (1) =

Nl w

>0
= Fve G yerel maksimury, H ve ] yerel minumum noktalandir.

z =K. Zmi e dir
max 8- min 8 ¥

N z=(2x-x2)(2y -y2)
N =(2-2x)(2y-y2)=0
zy = (2x-x2)(2-2y) =0
1. 2-2x=0 ve2—-2y=0=x=1vey=1
2. 2y-y? =>0 ve2x—-x?=0=>x=0vex=2=y=0 ve y=2
Kritik noktalar
A(1,1) , B(0,0) . C{0,2y |, DE0 ., E_ 2) noktalandir.
Zyy = —2(2y— y2)
z, = —2(2x —x2) = a(xy)=4{2y-y?)2x-x2)- (2-2x)%(2-2y)?
zy =(2-2x)(2-2y)|
AA)=4>0 2z, (A)=-2<0 = A yerel maksimum noktasidir.
Zmaks = 1.1 =1 dir.
A(B)=-16 <0 = B eyer nokiasidir.
A(C)=-16 <0 = C eyer noktasidir.

A(D)=-16 <0 = D eyer roktasidir,

A(E)=-16 <0 = E eyer noktasicir.
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n z=sinx + siny

zxzcosx=0=~x=§+kﬂ (k=071 F2...... )

zy=cosy=0=>y=§+kn (k=0, F1, ¥2.....)

Zyx =—SiNX

Zyy =-sinyt = A(X,Y)=Zxx-Zyy —zfy =sinx.siny -
Zyy =0

A(%+ kr, §+ krr) =(-1*.(-1)°=1>0

=1, kgilt ise

e T k Kk+1
Z —+kn.—+k1t)=——1) =(=1) =
"‘[2 2 ( ( 1, ktek ise

o e (T T !
k =2n yani k gift ise z,x >0 dwr. Bu durumda (5 + 2nm, -27+ 2nn}| noktalari yerel

maximum noktalari olur. Zq,, =2 dir.

k =2n+1igin yani §+ (2n+1)x noktalan yerel minumum noktalandir . Zpn = -2 dir.

o) 2= (x—1)In{xy)

Z, =In(xy) +§—i= 01
*

=x=1 y=1 = (1,7 kritik nokla.
Xx-1
Zy =— =0 [ .
y ) N
zxx=l+_12‘ = Zy(1,1)=2
X x
L 1 0
y
1
zxy=; = Zy(11)=1

Zyx Zyy —zfy =2.0-1=-1<0 oldugundan (1,1) noktas: bir eyer noktasidir.
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8) z2=(x?+ yz)e—(xzwz}

u=x?+ y2? denirse z = u eV olur.

dz .
-d—-=e'“—ue‘”= U(1-uy)=0=u=1= x2 + y2=1 bulunur. -
u

Su halde x2 +y2 =1 gemberi Gzerindeki {Lm noktalar direr kiritik noktadir.

d?z
du?
olacaZindan u = 1 igin yerel maksimum vardir. O halde x? + y? = 1 gemberi iizerindeki

=-e Y(1-u)-teV=eY[(-1+u-1)=eY(u-2} tarevi u =1 igin negatif

tim noktalar birer yerel maksimum noktadir. Bu noktalarda fonksiyonun aldig: deger

P
Z =1.e” =— olur.
max e

Zx =y(6 —2x-y)=0
p) denklem sisteminin kékleri,
zy =x(€ —x-2y)=0
Xx=0 x=0 =0 6-2x-y=0
2 { 3 {y ] J
6-2x-y=0 6-x-2y=0 6-x-2y=0

denklsm sistemlerinin kokleridir. o haide kritik noktalar A(0,0), B(0,6), C(6,0), D(2,2)
nokta ar:dir.

Zy =-2Y, Zyy =-2X, Zyy=6-2x-2y oldugundan
; %
2y = 4xy —(6 - 2x—2y)2 ifadesi. yukaridaki tim noktalar igin negatif

A=Z,O(ZW—Z‘

olacagindan tim noktalar birer eyer noktasidir.

n  z=x*+y?s2x?-axy+2y®
2z, =4x3 +4x—-4y =0

4 _ =>4(x3+y3]=0=>x=—y

7, =4y —4x+4y=0

4x® +4x + 4X=0=4x3+8x=0 = 4x (x2+2) =0

= x=0ve y=0= A(0, 0] kritik noktadr.

Z=12x2 +4, z,=12y2+4 ve z,,=-4 olacagindan
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A=2zyn2, -25 = (12x2 + 4)(12)/2 +4)—16 =144x2y2 4 48x2 +48y? olur.
A(0, 0) = 0 dir. Bu durumda ézel bir inceleme yapmak ge.eklr

z=x¥ 4y +2x2 —axy+2y2 = x4yt +2(x~-y)? olacagindan

z(0,0) =0 ve (x,y) = (0, 0) igin z(x,y) >0 olacagindan (C, 0) noktas: bir yerel
minimum noktasidir. z,, = 0dur.

2x?+3y2+72 12yy + 4xz =35

Fy =;4;:—12)/+4z »

Z, =X
F; 2z +4x
=y=2X, Z=5Xx -
z, =ty __By-12x
P 2z +4x

bulunur. Bu degerler verilen denklemde yerine yazilirsa
2x? +3y? +22 ~12xy + 4xz = 35 = 2x2 +12x2 + 25x2 - 24x2 4 20x2
=35x2 =352 =1 x=Flo> y =22 ve 7 = 45

Kritik noktalar A(1, 2), B(—1, —2) dir.

4X —12y + 4z (4+4z,)(22 + 4x) - (22, +4)(4x -12y+ 4x)
Zm =(Zx )X =] & == 2
2z+4x )y (2z + 4x)
olur. A(1, 2)dez =5, 2::=0 olacagrndan
y :
Zyy (1.2) = ——m L v I (-1-2) = = bulunur.
(14'; 14 rd ¥4
"Benzer sekilde hesap yapilarak
3 3 6. 6
ZW(1'2)= _7, Z”(-1_—2) = 7, ny(1,2) =7, ny(—1, 4_) = -7
bulunur,
2 3 36 ac
2 (12).2,0,(1,2) - 22 (1,2 =(__)(__] . LI
ol 1 1 b W) s 3 e T

oldugundan A(1, 2) noktas! bir eyer noktasidir.

2o (~1-2).2yy(-1.-2) - 22 (-1,-2)? = W PR AN

oldujundan B(~1, ~2) de bir eyer noktasidir.
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s) x2+y2+22-2x+4y-6z-11=0
Gozlm:
CGozim bir dnceki soruya benzer olarak yapilabilir.
Fakat burada daha basit bir ¢¢ zam veriyoruz. Verilen denklem
(-1 =~ 14{y+2)° ~4+(2=3% -9 -11=0=s
o 2 —2)2 _os
(x-10)°+(y+2)°+(z-3) =225 -
bigirﬁinde yazilabilir. Bu, merkezi M(1, —2, 3) olan ve r = 5 yarigapli kiirenin denklemidir.
Bu fonksiyon en buyiik ve en kigik degerini (1, —2) de alir.
Klrenin en Gst noktast A(1, -2, 3 + 5) = A (1, -2, 8) noktasi, en alt noktas!
. B(1,-2,3-5) ="'B(1,—2, —2) noktasidir. Buna gore zq,, =8, Zmin ==2 dir.
v) x3—y2—3x+4y+zz+z—8= 0

. . 3(1-x2)
ol Yok bk A
(—2y+4);(2z+1)zy =0=2zy=2(y-2)

1y=2 = 22+z-6=0 = z=-3vez =2

z)(:O' Zy =0 X

X1=1 Xpg=-1]|x=-1y=2 = 2242-2=0 =2=-2,7=1
y=2 y=2 .
kritik noktalar A(12,-3) , B(12,2) , C(-12,-2) , D(-12.1) olur. i
' ‘ 6x +22
6x+2_zf +(224+1)2y =0 = 2, =-— e
? - 22,2y
(2z +1)zyy + 22,2y =0 =2y =- ry
: 2(1—22) -
_2ﬂ-2z$+(22+1)zw=0 " Gy bulunur.

6 -7, 2 .
Zxx(A)=-g, ZW(A)="‘§, ny A)=O

- A(A)= Zux (A) 2y (A) - 22, (A) =[.:.J(_§) . _;_2 o

" = A noktas! bir eyer noktasidir.
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A(B) =2, (8).2,y(B) - 22,(B) =(_§}(3) N

= B noktasi eyer noktasidir.

AC)=2Z {C).ZW(C)—zfy (C)= —2( —%) = % >0 vez,,(C)<0

= C noktasi yeral maksimum noktadir. zgas=—2 dir.
2 4
A(D) =2,x(D).2yy(D) - 22 (D) = 2.3 - 0vez(D)=230

=> D noktasi yerel minumum noktadir. zgi, = 1 dir.

2. Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazili bélgeler Gzerindeki mutlak ekstre-

mumilarini (en biyik ve en kiiglik degerlerini} bulunuz.

a) f(x,y)=x2-xy+y2+1 B={(x.y): x20,y<4, y<x}

b) f(x,y)=x2+y2 . B={(x,y}: x20,y20, y<2-2x}

o) f(xy)=x2-y? . B={lxy): x2+y2 <4

d) f(x,y)=x2+xy +y2-6x+2 , B={(x.y): 0<x<s, -3<y <0}

e) 7(x,y)=48xy —32x3 —24y?2 . B={(xy) 0<x=<10sys1}

f)  fix,y)=(4x-x2)cosy . B={(x,y): T€x53, —ESysz]
Ry a 4

g) f(xy)=4x-8xy+2y+1 s B={(x.y): x>0, y20, y<1-x}

h)  f(xy)=xy o B={(x,y): x2 +y2 <2}

1) f(xy)=2xy+y? +8x -4y , B={(x,y) 0<x<2, 0<y<1)

i) f(x_y)=(3x2+2y2)e_(x2+'vzj , B={(x.y) 15x2+y2<a}

k) f(xy)=x2-2xy+3y3 - 4x B={i{x.yy 0<x<B, -3<y<3)

Coziim:

a)  f(x,y)=x2-xy+y2+1 . B y=x
B={(x.y): x>0, y<4, y <x} C (0,4)» E y=4
fi(x,y)=2x-y=0 ] '

x=0,y=0 |
t,(x,y):—x+2y=0J i
A(0,0) kritik noktadir.
TAR) fivarinde v = v < ~lA '. X

| Gok Degiskenli Fonksiyonlar

| [lese

O<y<d, f(xx)=x2-x2+x2 +1=x2+_1
f'(x,x)=2x=0=(0,0) kritik noktadir.
[AC] Jzerinde:
x=0, 0<y<4 (0,y)=y2+1

f(0,v) =2y =0=(0,0) kritik noktadir.

[BC] (zerinde:

y=4, 0<x<4, f(x,4)=x2-4x+17

rix,4d =2x—4 =x=2 = (2, 4) kritik nokta

Bir fonksiyon bir bolge lzerinde mutlak extramumiarint ya bélgenin sinir

tzerinde ya da o bolgedeki kritik noktalarda alir.

> N N
\\6*\ 6‘5’0 *\rgﬂ ‘Q}%
& oy ® &
& & & &
b 2 >
X 0 2 4 0
y 0 4 4 4
fixyll 1 13 17 | 17

Mutiak minimum nokta (0, 0), mutlak minimum deger 1 dir

Mutlak maksimum noktalar (4, 4) ve (0, 4), mutlak maksimum deger 17 dir.

f(x,y):):z—y2 B:{{x,y); x2+y251}

Zy =2x=0 =x=0

: (0,0) ekstramum nokta
Z,=-2y=0=y=0

Ust yan dairede:
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f)

o)

f’(x, ‘v1—x2)=4x’=0=:x=0=>y=\’1—x2 =y =1 = (0,1) kritik nokta

Alt yar! dairede:

y=—v¥1-x2 , -1<x<t f(x,—\f1-x2}=2x2--1

i’(x,—wh—x? |=4x=0=x=0 =5 y=—\‘ 1-x2 =y=-1. (O,—1) kritik nokta

X 0 0 0 i i |
¥ 0. 9 -1 ik
fxy) o -1 -1 147 1

Fonksiyonun mutlak mzksimum noktalari (1, 0) ve (—1, 0} noktalari olup

mutlak maksimum degeri 1 dir.
Fonksiyonun mutlak rhinum.lm noktalari (0, 1) (O,'—1) noktalari olup

mutlak minumum degder -1 dir.

f(x.y) =/4x - x2)cos B=Jx", €% 23, DT
(x.y)={ Jeosy 1(x.¥) r i

fy =(4-2x)cosy=0

f, =—(4x-x2)siny=0 . ' B

1} 4-2x=0 veya siny=0
=x=2 veya y=kn (k=0, T1 F2)

: e
2) cosy=0 veya 7(4)(_)(2):0 A

B bélgesinde ¢bézim yoktur.

[AB] Gzerinde:

ey

n Noo-nt2
= 1<x<3 ve f(x,—%j'.—.?ﬁx—xz)

—(4-2x)=>x=2 ve y=--E

x——-
2 4

4
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[BC) Gzerinde:
K=l - =“Tepes 8 =
Tt L (3. 4) = 3 cosy
f'(38,y)=-3siny=0 = y=0 or.
[CD] Gzerinde:
‘. f_
T n V2
=—, 12X£3 , I x—=]|=—(4x-x2
e, &, \XJ R

¢ 5
2

f' X,Esz 4—2)( =O A ¥=

( 4 2( ) by

[DA] Gzerinda:

7 b3 .
-—<ys—, f{1y)=3

L Sys— ‘1y)=3cosy

f(Ly)=-3siny=0=y=C

X=1,

Fonksiyonun B bélgesinin ké selerinde aldig: degerler de 90z dnlne alinirsa agag
¥

tablo elde edilir.

_ X 2 2 3 2 1 i | 1 3
i TR e B .l g 1 Bl 8 . x ‘
4 4 n . - e i
fxy)| 4 [2d2| 3 |2d2| 3 | 2|3/2|3/2 |3/
2 5 5 | -

( '\ ( b ] /3 J (3 T \' k‘ [a” [
L-—- 5 1.__ s =1, -— nokta d :

Mutiak maksimum deder 4; Nutlak minumum deger ig 'air.
2

S e
3. ~Toplamlari 60 olan ii¢ poziti’ sayinin ¢arpimien fazla kag olur?
Coziim
L. X+Y+2=60, flx,y.z)=x.y.z

: Q(X.y)=‘xy(60—x—y)
. Ox=y(B0-x-y)-xy=0= y(60-2x-y)=0
. % =x(60-x-y)-xy=0= X(60-x-2y)=0
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1) y=0ve x=0(olamaz)

2) y=0 ise 60—-x—-2y=0= x=60 (clamaz)

3) x=0ise 60-2x-y=0=y=60 (clamaz)

4) 60-2x—y=0ve 60-2y—x=0 = Xx=20vey=20
Z=60-%-y=60-20-20 =20 olur. Bunlarin garptmi

X.y.2z=20.20.20=8000 olur. e

-~

4. Carpimlan 343 olan uU¢ sayinin toplami en az kagtir?
Goziim:
K.y.z=343 igin f(xy, z) = x+y+z fonksiyonunun minimumu bulunacaktir,

g(x.y)= 1[X,y.£) =X+Yy+ L diyelim
Xy Xy

1—-31213_0 = X%y = 343
Xy
2
y_1__34_2_0 xy2=343=>xy il =Xx=y
Xy yx2 343

=x3=343=x=7 vey=7 =2z=7 olur.

Fonksiyon en kigUk degerini (7, 7, 7) noktasinda aiir. x + y + z en az 21 olur.

5. Ylzey alanlari ayni olan dikdérigenler prizmasi iginde hacmi en fazla olan kiip
oldugunu gdsteriniz. '

Cozliim:

V=xyz fonksiyonunun 2(xy + Xz + yz) = A(sabit) gserti altinda mutlak maksimumu buluha-
caktir.

A o N
C= - diyelim. xy +z(x +y)=c olacagindan

' " et

V=xy(c xy]zcxy =4 olur.
L Xx+y X+y

y"’(c—zxy—yz') .3 xz(c—2xy-—y2)

Vx = - =
(x+y)? ’ (x+y)?

|Eok Degiskenli Fonksiyonlar J 363

Vx=Ol c-2xy-y*=0
= X=Yy = c-2x2-x2=0
Vy‘:O] c-2xy-x2=0
A

c o
c=3x2=>x=4— =YY=
ik g .18
c= xy+xz+y =>c= £:-+——2"”_ = 2—:23/—0—1
: 3 43 V3

z= \[E bulunur.
3

x =y =2z oldugundan prizma bir kUptar.

6. z2=xy -3x+9 yiizeyi lizerinde orijine en yakin olan noktay bulunuz.
Cozim:
F(xy)=t2=x2+y? +22 =x2 +yZ +xy - 3x+9
fy=2x+y-3=0 :
~ =x=2vey=—1
fy=2y+x=0
bulunur. Bu durumda

2 _yy-3x+9=2(-1)-3.2+9=1=2z =11 olur.
(2,—-1,1)ve (2,-1,-1) noktalarini inceleyelim. Bu iki nokta icin
Fix =2_
fyy =2} = Af{xy)=2.2 —2=3>0 ve fy >0 oidugundan, buniar orijne en yakin nok-
fry =1
ta!arcn : .

PEE Sk

Bu noktalanin orijine olan uzakliklan #=+v 4+1+1 = v bmmdlr

7. z=6y-2x-x2- y 2 denklemi ile verilen yiizeyin en yliksek noktasini bulunuz.
Gozim: '
=-2-0x a0 =% =—1
zZy=5-2y=y=3
=2=63-2(-1)-(=")2-(3)2=10

Zyy =2

=2} = A(X,y)=4>0vez, <0
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8. Hacmi V olan dikddrtgenler prizmas: seklindeki kapal bir kutunun ylzey alani en
az ne olabilir. '

Coziim:

V =xyz

v VvV vV
A=2xXy+2xz2+2yz =2xy +2(x + .__g(xy{,__-_] o
! . frepay Xy Yy XJ ' &

v
A=2(y——)=0
=x=y=°\-
Ay=2(x—L2];0

y J .

bulunur. Bunlar A yl minimum yapan degerlerdir. Bu degerler igin
A= 23\/ +2\ +2\/V2 _6\.!V2 olur.

9. 288 m® hacminde dikdorigenier prizmasi bigiminde depo yaptirlacaktir. Tavan ve
tabanin bir metrekaresinin mal olus fiyati 40 milyon, yan duvarlarin bir metreka-
resinin mal olus fiyati 30 milyondur. Bu deponun miirnkiin oldugu kadar ucuza
yaptinlabilmesi i¢cin boyutlari ne olmalidir. Bu depo en 2z ka¢ milyona mal olur?

Cozim: “

M= Maliyet olsun.

Xyz = 288=>z=g—8—al ouwur.
Xy

4
1 1
M =2xy.40 + (2yz + 2XZ‘30 80quso—y[y+x] 80xy+17280t; ;]
M, = B0y - 17280_ | ,
A y=x = BOX—WZZEO-O = x3=216=x=6 ve y=E€
“My =80x-12220 g x
y -
Xy.I=288=66.2z= 288=>z 8 -
34560 )
Mxx -
x i .
My =220 1 2 a(6,6) = 24350 34560 _g52 1920050
3 3 3
y 6 6
M, =80 J

ve My, (6,6)=160>0 = (6,6.8) noktasinda maliyet en az olur ve bu maliyet

M(6, 6, 8) = 8. 640.000.000 olur,

| | ok Degiskenli Fonksiyonlar ; I

10. Parametrik denklemleri

fx=t "x=s
s P ly =21 disivdy=54+3
r 4 t+1 lz:s

olan dogrularin arasindaki zakhgi hesaplayiniz.

$éziim:

dy (zerindeki A(t, 21, t + 1) ile d» Gzerindeki B(s, s + 3, s) noktalari arasindaki uzaklix
Aoty 1

t= [[t—s)z +(21-5s -3]2+(t+1--s)12

birimdir. Bu ifadeyi minimum yapant ve s cegerleri

f(t.s)=(t-s)? + (2t-s - 3)2 4 (t+1-s)?

i'adesini minimum yapan degerlercir.

fi=5t-4s-6=0 -

=t=5 s=35 bulunur.
ls =3s-4t+2=0

O halde istenen nok:alar A5, 10, 61 ve B(6B,

{= \’{5 -6)?

8, 8) noktalaricir. Bu noktalar arasindaki u

+(10_g)2 +(6 _5]2 = ‘\E birim olur.,

1. Ust tarafi acik olan dikddrtcen prizmas: seklinde 4m3 hacminde bir ¢cOp bi
Yapmak icin en az kag m? sasa ‘htiyag vardir?
Cozlim:

X.y.z=4=a)z=

R-J S

v ) /
fix, v, 2) = xy + 2(xz + yz) =og|fx,y|=f(x,y.i]=xy+8 l+lJ
xy \x y

-

18 16
g = — S — =1
X %3 Gyy ya Txy
258 25¢. 16
Alx,y) = -1= A(2,2)=—--1=350 2:2)aimsn i)
e e = A(2,2) - ve g,.(2,2) >

.=° 22 1) boyutlu bir prizma igin en az sac kullanilir ve bu sac
12, 2, 1)=4422=12m2dr.
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12. Cevresinin uzunlugu 2p olan bir Gggenin alani en fazla ne olabilir?

Cozim:

Uggenin S alani , 2p=x+y +z olmak lizere S= J p(p-x)p-¥)(p-2)

f(x.y) =82 =p(p-x)(p-y)p-2)
=p(p-x)p-y)x+y-p)

fe(X.¥) = -p(P - y)(x +y-p) +p(p-x)(p - ¥) = C]

| (P-yRp-2x-y=0 )
fy(x.y) = =p(p -x)(x +y-p) +p(p-x)(p-y) =0/ i

(P-x)2p-2y-x)=0
X = p ve y = p olamayacagindan g
2x+y=2p o 2

= X =Yy =—p olmalidir. Bu durumda z = —p olur.
2y +x=2p 3 3

1}

2 9 2 Y. 92 1 1
82= ( —— ( -— - — - ]:_ 4=>S —p?
Pl p ap_‘) p 3p/ll\p gt JED

bulunur.

13. R yangapl bir gemberin i¢ bdlgesine gizilebilecek bir iicgenin cevresi en fazla kag
birim olur?

Gozum:

Uggenin kenar uzunluklari a, b, ¢ ve bu kenarlara kargiiik

gelen agilannin éigtleri a, B, y olsun.

Bu takdirde o + § + y = n dir.

Sinls teoremin2 gore

a b c a+b+c

— = —— = —— =2R = — . :
sina  sinf siny sing +sinf +siny

a+b+c=2R(sinc+sinp+siny)=2x[sina +sinp +sin{u +p)] = fle, B)

ifadesinin maksimumu bulunacaktir.
fq =cosa+cos(a+fB)=0

' =a =0 olmal
fg =cosp-cos(a#B)=0|

COs @ +€0520.=0 = cosa+2¢c052a-1=0=>co0S 0t = — = (1

N|=
"
wlA

n b4 .
} == vey =— bulunur.
=B=gver=3

a+b+c =2R(sin% +sin§ + sin-‘;-) = SJEH olur.

- Dizlem eksenleri p, g, r noktalarinda kessin. Diziemin

| Cok Degiskenli Fonksiyonlar ] [ 3e7]

14. Duzlemde A(xy, Y1), B(Xa, Vi), C(X3, y3) noktalarina yerleyirilmié my, My, Mgy
kiitleleri veriliyor. Oyle bir P(x, y) noktalari bulunuz ki bu sistemin P noktasina
gore eylemsizlik momenti, yani =

m,|AP|? +m,[BP|? +m,|cP|?

ifadesi minumum olsun.

Cozam:
2 5
JAPI® = (x=x1)% +(y - y1)%, IBPI? =(x ~x2)2 +(y —y2)2. [CP]Z = (x~x3)2 + (y - y5 )2

0ey)=m{x=x0)® + y = y1) T ma[ - x0)? # (y - y2)F [ e mar-x0)? +(y -y

fx =2my(x-x1) +2my(x —=xp)+2mz(x —x3) =0
fy =2my(y—y{)+2my(y —yp)+2ms(y - y3) =0

- mqX, + MoXp +M3X3
My +Mp+Mmjy

_ My +tMayo +M3yj3

=X Y=
my+Mo +Ma

fxx =2my42mp +2mg3,  fy, =2m. +2m,+2mj3, fy =0

A(x,y)=(2m; +2m, +2m3)2 >0 v2 fyx =2my+2my +2m3 >0 oldugundan

X MXy+MoXp + MaXg M4y + Moy +Maya | .
f fonksnyonu[ 1”272 7 P3%s D *Ma¥2 *Ma¥3 | noktasinda minumum olur.

my+mMp +M3 my+ Mo+ Mg J

15. M(a b, c) noktasindan gegen dyle bir diizlem bulunuz ki bu diizlemle koordinat
diz!emlerinin olusturdugu dérty izliiniin hacmi minimum olsun.

Cdziim: T S

denklemi —— 4+ +2 1

p q r
bigiminde olur. Diizlem (a, b, ¢) nokizsindan gectigin-

den ii-‘l +——c—=1 dir.
p q r

4
Dortyaziunan hacmi V=%.?'pqr olacagindan

1
V= ?pqr fonksiyonunun

PR
a b7 e S P L i
-;- +T + e =1 sarti altindaki minimum deJeri bulunacaktir. "o
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f(P-Q-T-“=—I—qu'fl[i#‘i-fi—q fonksiyonu igin
2 p-q  r._J

1 a 6Aa
f _—_.—qr-__zo = e
P™ 5 p? 2

X .

fngpr——;):o =6—2

& q q

1 B5Ab ~
D v e b i bt -

1 b 1 1

olur. Sagdaki ifadeler oranlanarak et -a—=? iz_;__

bulunur. Dizlem denkleminde p = 3a, q = 3b, r = 3c yazilirsa

L SO N S, —"-+-t5:—+i=3 denklemi elde edilr.
C

+
3a 3b 3c a

16. iki nehirden birinin yatad y = x2 parabolii, ikincisininki x — y—2= 0 dcgrusu
uzerindedir. Bu iki nehir arasmda acilacak dogrusal bir kanalin uzunlugu en az
kag birim olur?

Coziim:

Parabole ait nokia (s, 1), dogruya ait nok:a (x, y) olsun.

t=s?ve y = x - 2 olacagindan ‘
fs.x)=(s-x)2 +(t-y)2 =(s-x)% + (s2+2- x)z

ifadesini minimum yapan-s ve x degerlerini bulmak gerekir.
fs(s.x)=2(s-x)+2(s2 -2~ x)(2é) =0=s-x=-25(s2+2-x)
fy(s.t) = —2Es—x)—2(52+2-xJ =0=s-x=~(s2+2-x)
bulunur. Bunlar taraf tarafa oranlanirsa -2s =.—i =>S= —%— bulunur. Dernk-IemIerinOen bi_—

. . 11
rinde s =—;- yazilirsa x e bulunur.

1 11} 72.2 A : '
. i(s,x) = (2 8) a2 olacagindan, istenen uzakl ik f.=7f birimdir.

Lc;ok Degigkenli Fonksiyonlar

= i

17. Asagidaki fonksiyonlarin kargilarinda yazili yan sartlar altinda ekstremumle

b)

bulunuz.

a) f(x,y)=x2-y? . xy=1

'\‘,;(--4-\[;:1

b) f(x,y)=x2+8y2 !
c) f(x,y.z)=x-2y+2: ) x2+y23+22=9

d) . f(x,y.z2)=2x2+y2-22 | 2x2+y2-z2=2

e) f(xy.z)=xi+y2-:2 X+3y-22=4
Cozim:
" a) f(x,y)=x2-y2, xy=1

h{x,y:x) =x2-yZ + 1 (xy - 1)

" hy=2x+.y=0

hy =-2y+2x=0
h)_ =Xy-=1=

denklem sisteminin bir ¢6zUmG olmadigindan ekstremum yoktur.

\";(-+\/;=1

h(x,y,2) =x2 +8y2 +).(vrx-+\/—3:—1)

f(x,y)=x2 +8y2

hy -2x+—=0
2Vx
3
- 2
hy=16y+$_0» Sl 3 =X =4y
). =-32y2
L =X +4fy ~1=0
1 4
¥x + y-i=0= y+\ly-—1==~ y=— = Y= 3 X=-g-
f(i 1)_(4"2“{1]2 _M AR i
9'g 9) 9 92 81 27
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= ; Kota )
Cok Degiskenli FonksnyonlaﬁrI

f(X.y.z)=x-2y+2z x2+y2422 -9

h(x.y,z.l)=x—2y+2z+k(x2 +y24z2 -9)

hy =1+2Ax =0 S X=——
2
1
hy=-2+2ly =0 = y=—
A
1
hl =2+2AZ=O = 2:—}—
hya=x2+y24+22_9-0
1 1 1
X2 +y2+22 29— 4+ — 4 1 _g
4 492 )2 "y
-i=9=> 422 =1 =>A=$l
4)2 2
h=— ise X =~1 y=2 z2==2
A=—— ise X = y=-2 z2=2

1(=1.2,-2)=-9 = (-1, 2, -2) yerel minumum nckta
f(1.-2,2)=9 = (1,-2, 2) yerel maximum nokta
f(X,y,Z):2X2+y2—z 2x+y_2=2
h(x.y.zi2) =2x? +y? -2 4} (2x +y -z -2} =

hy=4x+2h=0 =mx=-2*

N

=

=5.'/=—._

hy=2y+.=0
h; =-22-23=0 =z=-x

hy =2x+y-z=2 :—A—%+)..=2 = A=-4 = x=2,y=2,-z=4 olur.

(2,2, 4) yerel minimum noktasidir. Znin = —4

| =
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e f(xy2)=x2+y?-22 x4+3y-27=4

; 1
f(xy.2) = x2 +y? - 22 ifadesinde z verine —-(x +3y-4) yazilirsa

Q(XY)-/[X Y, LX+3y 4\l-x2—y —%xx+3y 432
bu;L.nur.

1
Ox —2x—5-(x+3y 4,=0 3x_43y=_4l

= r= X =

l
[ ]
OJ 3x+5y =12,

w| N
-
1
p*]

gy —-2y—§1- 3(x+3y 4)

bulunur. Kritik nokta (% 2) dir.
J

1

Qxx:2 -

oldujundan

3 5 9 24 2 i
A= Gyx Qyy — Oxy = E[—-z-) --5 = —T =-6<0 drr. Buda [3 2) noktasinin bir eyer

noktasi oldugunu gésterir.

18. (y —1)2 = 4x paraboliiniin P(2, 0) noktasina en yakin noktasinin koordinatlarini bu-

lunuz.
Goéziim:
1(xy)=(x—2)2+y2, g(xl)-)zfy_)2—4x=o ) y=1+24X
h(xy: )= (x=2)% +y2 + 4 (y - 1)% - 4x)
=X=2A+2
he =2(x ~2) - 42, = o[ - 1
hy =2y+2i(y-1)=0 =y= = )
(y 1»2 4x 0 ’ ]K 1“2. P2, 0)
h; = i =V 1 s B -.L' _ > ——
. at——}»_!._' 1J 4(27.+2) - ¢ Ty X
q 1 > }';1—2JX
-—8-A+1)=>(k+1) === A4z — (x.y)
()s+1) 8 2
=}\=—-21— olur. Bu durumda
Lo -
x-22\+2.——1+2—1 et ] =-1 =
- By B b
2
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19. x2-y2=1 hiperboliiniin (0, 4) noktasina en yakin noktasini bulunuz.
Cozum:

X
y)=x?+(y -4, g(x.y)=x?-y2-1=0 i

hy =2x+2x3 =0
X('|+l)=0 - ~

hx,y.A) = x? + (y - 4) +2(x2 - y2 - 1) \\ Y

=2(y-4)-2y%=0}= .
Xx=0 veya x=-1olmaldir. '~

“hy =x%-y2_1=0

x = 0 olamayacagindan J = —1 dir. ikinci denklemde

A=-=1yeazilirsa y = 2 bulunur.

-4-1=0=x=%V¥5 olur.~

|'V 5 ,2) (—\/—;,2) noktalari (0, 4) nokiasina en yakin noktalardr.

x2 —y2-1 = 0 denkleminde y = 2 yazilirsa 2

1
20. y¥= —4—):2 paraboliiniin x - y - 4 = 0 dogrusuna =n yakin noktasini bulunuz?
Coziim:

Parabole ait nokta (s,t), dogruya ait nokta (x.y) olsun. y= %x

\ ——
Kol S

2{5“x)=—s[-3-s2+4—x]l » /

fs=—2(s-x)- Lzs'~’+4 x} 0=

2
7(x.5)= (s —x)? + (t- y)? =(s—>t)2+,(;1-s?+4-xJ
\ =

"5=2(S—X)+S[-:—X2+4—XJ=O:

2(s-x)= —(-1-52 +4- x)
4
.olur. Taraf tarafa oranlanirsa s =1 bulunur,

Bu deder yukaridaki denklerﬁlerden birinde yerine yazilirsa x =-§- bulunur. istenen

25 25 2 f1 25\ 135
+ —— = ———— birim olur.
12 12 12

uzakhk;

21. (0,0, 0) noktastnin (x ~ y)? - 22 = 1 yiizeyine olan uzakhigini bulunuz?
Cozim:
f(x.y.2)=x2+y2+22 g(x,12)={x-y)?-22-1=0
h(x,y,z; A) = x2 +y2 +z2 +A((;: R ])

hy =2x+2A(x—y)'=01
hy =2y-2X(x-y)=0 |
h, =2z-222. =0=z(1-2)

=SX= -y

=0=2=0 veya %=1

S hy =(x-y)2-22-1=0

z =0 olsun

1 1
(x+x}2-1=0=52x=$1 = x::—z— = y=zZ— bulunur.

ny

X
f—t,——L,O ve —L,i,a: noktalari igin uzakhk
2 2 -2

ti.ﬁ ?-L,OJ =-l—+—1- =-L birim olur.
2 2 4 .2

BN

x=1, y=-1 igin (x—y)2—22-1=0 denkieminden z==v 3 bulunur. Bunz
gelen (1, -1, vV 3 ) noktalari ¢in  f(x, y, z) =5 bulunur. O halde, (O, 0,0) no

ylzeye olan uzakligi —%— birimdir.

22. f(x,y) =x2+ y2 fonksiyonunun 3x? + dxy + 6y ? = 140 yan sarti altinda en
degerinin 70, en kigiik degerinin 20 oldugunu gésteriniz.
Goziim: o e
.. o = |
h(x,y; 2)=x2 +y2 + 2(3x2 + 4xy +6y? - 140)
hy =2x +)(Ex +4y) =
hy =2y +2(4x +12y) =0
h), = 3x2+4xy +16y2-140 =0
X(1+ 34)+2yaA =0
X(21) +y(14+61) =

denklem sisteminin agikar clmayan gbziimlerinin olmasi i¢in katsayilar determinan
malidir,
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i, =0=1+6A+3L+18)2 ~4A2 =0 = 1432 +9A +1=0
2\ 1+ 6N

1 . 1
=7(7;\+1)(2l+1)=0$ }\.1 —_-—;', )~2 = —5

1 A= —l olsun.
2

—lx -y=0 = x+2y =0 = x=-2y bulunur. Budeger yan sart bagintisin-

2

da yerine yazilirsa; & *xp
3(-2y)? + 4(-2y).y +5y2 = 140 = 10y? =140 <)
=y2=14=sy=7V14 ve x=1214

L
. A=—e-
. f

: X- g-y =0 = 2x =y bulurur. Budeger yan §ah bag@intisinca yerine yazi-
7

y
lirsa,

3x°2 +4x.2x+6{'2x2‘n2 =140 =x%2=4=3x=F2 ve y=74
\ 4 -

= kritik noktalar (?H 121.@) ve (72, ¥4) noktalandir.

f(?\"1—4, + 2\@) = (im)z + (iz\ﬁ_Z)z -70
f(¥2, ¥4)= (?2}2 +(T4]2 =20 bulunur. N
| %)
23. Baslangig noktasinin 5x? + 6xy + 5y 2 - 8 = 0 egrisine olan uzakiginin 1 birim ol-
dugunu gdsteriniz.
Cozum:

f(x,y) =f + y_2 1onksiyonununvg(x,y) =5x% + 6xy - 53/2 -8 =0 van sarti alindaki mini-

mum degeri bulunacaktir.
h(x,y; A)=x2 +y2+A(5x2 +6xy +5y2 —8)
hy =2x+A(10x+6y)=0
hy =2y +A(6x +10y) =0

_hy, =5x2+6xy+5y2-8=0

-

(

[ Gok Degiskenli Fonksiyonlar || 375

x(1+5)1)+3y). =0
3xk +y(1+54)=0

sisteminin asikar olmayan ¢ézimlerinin var olmas: icin katsayilar determinanti 0 olmalidir.

1+5A 3A

=0=1+10A +25A2 -9A% =0 = (BA +1)(2A +7) = 0
3A 1+ 52

Py L veya > ] bulunur.
= = e . I —— 1
g 2 ;

1 G gk 3 : 3
A= Y olsun. Bu deger x(1 + SA) + 3y, =0 denkleminde yerine yazilirsa x =y bulunur.

Yan gart bagintisinda x =y yazilirsa:

1 1 1
5x2+6x% +5x2-8=0=316x2 =8=x2 =L s x == y-3_1
| 2 V2 V2
bulunur.
-1
x=—§ olsun. Yukaridaki yol izienerek X=32 y =12 bulunur.
Baslangi¢ noktasinin (+ L P, ] noktasina olan uzakligi ¢ =f : +1 =1 birim
e e ¥ e o

(22, +2) noitasina olan uzakiigi ¢ =v4+4 =2v2 birimdir. O halde, orijinin egriye olan
uzakligr 1 birimdir.

M el kiresi tzerinde bultian (x, y, z) noktaléﬂ;lﬁhw ne
olabilir?

Coziim:

h(x,y,z; M) =x+z +h(x2 +y2 422 -1)

hy =1+2xk=0mx=——1—-
- 2A

hy=2yA=0 & y=0 veya).zo (* =0 olamaz)

1&-
h,=1+220=0 & z =—__
2)
- 5 1 1
+22-1= (——) +0+(——’) =122—=1= A=Fe
2h 432 V2
'y ( 3
tﬁ bulunur. —20—:i v —ﬁ,o.—£
L 2 2 2

V2 2

—_——t—= \"5 olur.
P P
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2 2 2
X AR
259, -a—2+—b?1'—c2

=1 elipsoidi tizerinde alinan herhang' bir nckta olduguna gore,
P nin orjine olan uzakhg
a) en az kag birim olur.

b) en fazla kag birim olur. (a< b <c dir.) e

Coziim:
P(x.y.z) olsun. P nin orjine uzakhginin karesi ' “%
f(x,y.z)=x2 +y? +22 dir
£ al s gy =
Fx.y)=x2 4 y= 408 1~ — —5—2-] fonksiyonunun minimumu bulunacaktir.
a ) =
, 5 : )

Fx =2x-—2c—2x=0 = 2:{1-%}:0

a a

c2 c2)
Fy=2y"2b—2y=c = 2y(1--b—2J=0

olur. x=y=0 igin z=c ktulunur.

( 2
Fxx=2j1-£—] LB E>‘|-
\ -a? b a
2
c
f=f1-2)
¥y b
o
Fyy =0

= a=Fy.Fy, - ny >0 veF,; <0= (0,0,c) en uzak moktadir. Bu noktanin orijin olan

uzakhgr c dir.

26. Toplamléﬁ g olan {i¢ ree sayinin kareleri toplami 2n az kag olur?
Cozim:

tx/4y+>z=9‘, f(x.y.z)=x24y?+é?

Q(X. V) =f()(. Y. 9"')(—'y)_: x2+y2+(g_x_y)2
Ox =2x-2(9 -x-y)=0

=K=y

gy =2y-2(9 ~x-y)=0 | ~ —

=ox=9—gx=53x=9=(x’=_3\=> y=3=12=3

I WV Wil il Vil ywins Bibnisl

Oy =2+2=4

g, =2+42=4 | = A(X,y)=2.4-22=12>0 ve g, =4>0

Oxy = 2
i @h 3) nokizsi f yi minumum yapan degerdir ve bu deger 27 dir.

27. X +y+22= 16 bagintisin! saglayan pozitif X, ¥, Z sayilarinin carpimi en az
olur? C
Cozim:
fixy.z2)=xyz gxyz)=x+y+z2-16=0
h(x,y.z; 2)=xyz + A(x +y+22--16)
hy=yz+A=0 :
=y =X
.hY =xZ+A=0
h, =xy+2zA =0
h, =x+y+z2-16=0
Uginch denklemde ). =-yz yazilirsa x= 222 bulunur. Bu degerler yan sart bagintis!

yerine konursa

222+222+22=16=522=‘5=>z=i,_, y=2. x=£
V5 ] 5
bultnur. x.y.z= e olur.
o 25v5
/(JQ)

28. Orjinin 3x + 2y + z = 14 diziemine olan uzakligini hesaplayiniz.

Cozim:

-

f(xy,z)=x2+y2+22

(x,y.(14-3x-2y))=x2+y2+(14 - 3x-—2y)2

fy =2x-6(14-3x-2y)=0
. = Jy =2x
fl,=2y-4(14-3x-2y) =0

{

: ﬂ2x—8:k14-3x—-§‘-x}=0=>2x—84+18x+8x=0=>x=3

buluur. x=3 igin y=2,z=1 olur.
foe =2 +18 =20

fry=2412 =16 } = A(X,y)=20.16-144>0 ve [, =20>0=

foy =12
f forksiyonu en kiglk degerini (3, 2, 1) noklasinda alir ve bu deger
1(3,2,1)=9+4+1= 14 tir.
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29. 300 cm? lik bir kartondan iistii acik dikdortgenler prizmasi seklinde bir kutu
yapilacaktir. Kutunun hacminin en biiylk olmasi durumunda boyutlari ne olur.

Cozim:
300 = xy +2xz + 2yz, V=x.y2

(300 —xy _ 800xy - x2y2
\2x+2y J 2x +2y

V = xy

(300y -2xy2)(2x +2y) - 2(300.xy - x2y?2) y2(300 - x2x 2xy)

ol (2x +2y)? 2(x+y)?
x2(300 - y2 - 2yx)
$ 2(x +y)?
x=0
= X=y=300-x2-2x2=0 = x2=100 = x=10 = y=10
y=

300=10.10+2z(10 +10) = %:z:z:S = boyutlar (10,10,5) olmalidir.

30. Orijinin x? - 22 = 1 hiperbolik silindirine olan uzakhgin hesaplayin z.
Coézam:

f(xy, z)—x2+y +2°2

($V1+22 Y, z =y2 4272

1, =2y=0=y=
4 =x2=224+1 =2 %x2=1 = x=71
f=42=0=2z=0

=(1,0,0) ve (-1, 0, 0) kritik noktalar

fyy=2

fz=41=4(xy)=2.4-0=8>0 ve f,=2>0

fyz =0

Bu noktalar yerel minimum noktalardir. Orijinin silindire olan uzakhd

11,0,0) =1(-1,0,0) =1 birimdir.
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VEKTOR ALANLARI

—_—

TANIM:
f kismi tirevlere sahip bir fonksiyon olmak Gzere,
Vi= -a—f i +i!-) + ﬂk
ax Jdy  Jdz

vektdrine f fonksiyonunun gradiyeti denir, grad f ile gosterilir.

TANIM
o
F = Pi+ Qi +Rk vektor alan icin 8__8_:]_ iﬁ- threvleri mevcut olsun.
dx dy 9dz
aP dQ

* + ah ifadesine F vektdr alaninin divergensi denir, div F ile
dx dy 0z

gosterilir. Buna gére

dP 3Q oR

divF=V'F = — — + —

iy ax 3y 9z
olacaktir.
TANIM

F=Pi+Cj+Rk vektér alannin P, Q, R bilesen fonksiyonlari birinci merte-
beden kismi tireviere sahip olsun.

) VxF=(Ry“Qz)i+(pz ‘Rx)j'(ox -PY)k

Vektor alanina F nin rotasyonu veya curl'u denir, rot F veya curl F ile
. ) f Y , y

gosterilir.
KISMi TUREVLERIN GEOMETRIK ANLAMI ¢
o1 = - " “ =
. TANIM - ; ' .

f, diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve A(a, b, c), f(x, y, z) = k seviye ylizey:-
nin bir noktasi olsun. Normali grad f(a, b, ¢ olan diazleme f(x, y, z) = k yi-
zeyinin A(a, b, c) noktasindaki teget diziemi denir.
f(x, y, z) = k seviye yiizeyinin (a, b, ¢) noktasindaki teget dizleminin denk-
lemi g

fi(a,b,c)(x -a)+1,(a,b,c)y-b)+f(ab,c)z-c)=0

| olur. |
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INTEGRAL ISARETI ALTINDA TUREV ALMAK

TEOREM 7.10 (Leibniz Formil{)):
Sarekli 1(x, t) fonksiyonu {(x, ): a < x <b, c <t < d} d kdirtgenini kapsayan

bir bolgede strekli g—{ kismi tlrevine sahip olsun. Bu takcirde c <t°<d igin

b b
d 3 N
a—t-ff(x!t)dx = J.Ef(x,t)dx_~ E
a a
dir. =
SONUG

f ionksiyonu Teorem 7.10 un sartlarini saglayan bir fonksiyon, a_(t)‘ve b(t) de
(c, d) aral:ginda sarekli tireviere sahip fonksiyonlar ise

AL RS D
If(x,t)dx: [ () (£ b (1) - £ (a(D). 1 &' (1)

-
L

a(t) a(t)

dir.

| Gok Dejiskenli Fonksiyonlar : RE

PROBLEMLER VE COZUMI_ERi —

Asagida denkiemleri verilen yUzeylerin kargilarinda yazili noktalardakite
dizleminin denklemini yazinz.

a) x2+y2+z22=3 ; (111)
b) xyz=1 ; ik (11.7)
c) z=3x2+4y : (-2.1.16)
d) z=1-x? : (0.2,1)
e) z;xy—x+y+5 . (0.2.7)
f) z=sinx+eY4+y e (0,2,3)
Gozim:
a) x2+y?24+22=3 (- 11)

b)

fix.y.z2)=x2+y24+z2_3
fx(x,yz) =2x = £ (1,1,1) = 2, fyix,yz) =2y = (1) =2,
L(x,yz) =2z =f,(11,1)=2

oldugundan istenen diizlem dznklemi

F(AN(X =)+ 4,11 1) (y =)+ 5(1,11)(z- 1) = 0

2(x=1)+2(y-1)+2(z-1)=¢C = X+y+z=3

olur.

f(x,y,z)=xyz -1 (1,',1)‘
hy.2)=yz=f,(111) =1 {(xy,2)=xz = (11,1 =1,
hL{xyz)=xy=f(11,1) =1

(1 x =1+, (111)(y - 1)+ L(L1)z-1)=0

X=1+y-1+z2-1=0=x+y+z=3
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c) z=3x2+4y

f(xy,2)=3x2 +4y-z

(-2.1,16)

L (xy2)=6x = f(-2,118)=-12

fy{x'y'z)=4 ) =

fz(x,y,2)=-1 =N

fy(-2.116) =4
f;(-2,1,16) = -1

—12(x +2) + 4y -1)-(z-16)=0= —12x +4y -2 =12

d z =1-x2

f(x.y.z)=1-%x2 -2

fy(x,y,2) = 2x =
fy(x,y.2}=0 =
fi(x,y,z) = -1 =

£(0,2,1(x =0) + £, (0.2,1)(y - 2) + £,(0,2,1{z - 1) = 0

=2z2-1=0=2z2=1

e) zZ=xy-x+y+5

(0.2,1)

f.(0.2,1)=0
£,(0,2,1)=0
f,(0.2,1) = -1

fix,y,z)=xy—-x+y+5-2

Lix,y,z2)=y-1 =
f(x,yz)=x+1 =
fo(x.y,2)=-1 =

istenen diozlem denklemi;

(0,2,7)
£(0,2,7)=1
f,(0.2,7)=1
,(0.27)=-1

~

£,(0,2,7)(x - 0) + £,(0.2,7)(y -2} +£,(0.2,7)(z -7)=0=2x+4y-2=-5

olur.

1) z=sinx+e¥ +y

(0,2,3)

f(x,y,z)=sinx+e? +y-z

f(x,y,2) = cosx + ye¥
fy(x,y,z) =xeX¥ +1

fo(x,y,2) = -1

= £(0,2,3)=3
= £(0,2,3)=1
= f(0,2,3)=-1

£,(0,2,3)(x -0) + £,(0,2,3)(y -2} + £;(0.2,3)(z - 3) =0

3x+y-2-z+3=0=3

Xx+y-z=-1
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2.  z=9-4x?- yb2 paraboloidinin hangi noktasindaki tegel diizlemi z = 4y dizlemine
parzelel olur.

Cozim:

f(x.y.2)=9-4x2-y2 -2 (Xg.Y0.20) noktasindaki teget duzlemin denklemi

fi(x,y,2)=-8x = 1 (xg.¥0.2¢)=-8%p

fy(x,y.z)=-2y = 1#(X0.Y0.20)=2¥0

f (% y,2) =-1 = f(Xg,¥0.2¢)=-1

fx{*0.Y0,20)(X = X¢)+ fy(X0.¥0.20 )y - Yo) + 2 (X0.Y0.Z¢)(Z -20) = 0=

-8xq(X - Xxg)—2yo(y —Yo)—(z-2g)=0= -8xox -8x2 -2ygy +2yZ -2+2¢ =0

—BXoX —2ygy +2(9-2¢)-Z+25 =0=8xgx +2Yg¥+2=2-18

olur. Bu téget dizlemin z = 4y dizlemine paralel olmasi igin

Xo =0, -2%”-=+—:=>yc =-2, 29=9-4.0-(2)°=27=9-4=5

olmalidir. Aranan nokta (0, —2, 5) ndktasidir.

3. x?+4y2?4+16z2 —2xy =12 yizeyinin hangi noktasindaki teget diizlemi x 0z
diizlemine paralel olur.
Cozim:
I(x,y,z) =x%+ 4y2 ¥ iir® - 2xy —-12 (xg,yg .Zp) noktasindaki teget duziemin denklemini
bulalim:
fi(xy.z)j=2x-2y = £{Xp.Yo.20)=2% ~2Y0
fy(x, y,2)=8y-2x = fy(xo,yo,zc.) =8yg —2Xp
f;(x,y.z)=32z = f,(Xp.Y0.Z0)=2322p
Duzlem denklemi .
(2xg =2y )(x = Xg)+ {8y -2Xo)y ~yo) + 322¢(2-2¢) =0

-

olur. Bunun x 0 z dizlemine paralel olmasi i¢in x ve z nin katsayilan sifir olmalidir. (x0 z
diizleminz paralel olan diizlem denklemlerinin y =k bigiminde oldugunu hatirlayiniz). Buna
gbre ) '

-~

2Xp-2yg=0=xg=yg ve 32zp=0=23=0
olmalidir. {Xg, Yg. Zg) Yazeyin bir noktasi old\ugundan »
X2 +4y2 +1622 —2xgyp =12 =5x3-2x3 =12 = x% =4=x¢ =2=yg =12

bulunur. istenen noktalar A(2, 2, 0) ve B(-2, -2, 0) dir.



4. \[x—+\,{_+ Ya yiizeyine herhangi bir noktasindan gzilen teget diizlemin ko-
ordinat eksenlerinden ayirdigi dogru parcgalarinin uzurluklen toplamin'n sabit

oldugunu gosteriniz.

Coziim:

'ty

(p. g, 1! nokizsindan gizilen tegetin denklemini bulaiim. =

1 1 s s . .
f‘tx, y.Z) = __1? 1,(,(‘ y,;).—. —1— f,ix,y z) = —— oldugundan, dizlemin denklemi

fy" B 2 s

oS

n
=

1 1
—={x-p)+—=(y-q)r—=(z-1)=0=
2_\p( Y LAY

r_(y q)—r—(z—r) 0=
VP V9 NF

X Z y &z
_=+_yF - (f_ Ja+\!r)=>\—[5¢;—+7_:-\'a

olur. Bu duizlem Ox —eksenini x=\/_;\/ p ., Oy eksenini j/=\/;\{a. Oz eksenini

z = vVa+Vr nokiasinda keser. Dogru pargalannin uzunluklar toplami

= Vayp+¥E ya+Va Vi =va(yp + ¥+ VF)=Va.va -2

alur.
y2 z2
5. 3 2 ——2=1 elipsoidine Gzerindeki P(xp, Yo, Zg) noktasindan gizilen tedet
a 2 :
ZZ = A =
dizlemin denkleminin ——+ Yo, 20 = 1 olacagim gosteriniz.
a? b2 .. ¢ £ :
Cézim:
2 2 2
2 o s S - i
f(x y.2) = —+>+=—-1 oldugundan
aZ p2 2 9
2x 2 22
f(Xo.¥0. Zo)=?0-. f, (X, Yo. Zo) = byz . (0. Yo. Zo)——ég-

dir. Teget dUzlemin dekiemi

2Y@

— [~ xO)+ 2y~ VD)+—‘(2—ZU) 0=
b c? .

XoX YoV . oz_(Xg VS%ZS il i
a2 h2 c2 L B

XDX VuV ZgZ XoX , YoY , ZoZ
-1=0= "+ 5L 4+ =
a? b2 c2 a2 b2 ¢2

4
6. CZ:-—2+ 3
it
teJet diizlemin denkleminin c(z+zo)= ‘K:D .212_0
- a
Cozim:
1{ x2 yz
= L s 3
cla b
2X 2 X = .
Zy =—5. zy e ole cagmdan. daziemin denklemi
ca : cb G

Z, (X0, ¥ )X -X0) +Z,(Xo. Vo (V- ¥0)-(2-2Zp]=0=

2X0 y0:
X=Xp)+—=(¥y-Yo)=2 -2p=

caz( L) cb? O} e

2 3 2*2 b 2

zxxzo +2W2° =2-2zg+—2 a2l oy

ca cb ca?  ¢b?

2XXp . 2¥Yo

—t+—=32=c(z -zy)+2c2¢ =

a b

2XXg . 2¥Yo

" + 7 =_c(z+zo)

olur.

paraboloidine lzerindeki bir P(xgy, ¥, Zp) Noktasindan gizilen

olaca@:mi gosteriniz.

7. x2+2y?24322=21 yiizeyinin x + 4y +6z =0 dizlemine paralel olan iedet

diizleminin denklemini yaziniz.

Gozim:

f(x,y.z)=x2 +2y? 4 32% - 21 olsun. Yozeyin (*¢.Y0.2o) noktasindaki teget duzlesmin#.-

denklemi

te(x0.¥0.20)(X - X0 )4, (X0.Y0.20 )Y = Yo) +12X0.Y0.20)(z2 = 24) = O

=2x%q (X -Xg)+4yp(y--¥o)+624(2-20) =0

=XXg +2yyg +3zZg = xg +2yg 323

D XXg +2yyg+32Zg=21

olur. Bu dizlemin x + 4y + 6z = O ciizlemine paralel olmasi igin
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Yo

v 2 o - g :
Xp = = = ?0: Yo =2Xq, Zg = 2Xg olur. Bu degerler yizey denkleminde yerine yazilirsa

xg+8xg+12xg=21 = x§=1=:-x0=:1=>y0=12 vezg=z=2 bulunur.

(1. 2, 2) noktasindaki tegetin denklemi x + 4y + 6z = 21, (-1, -2, —2) noktas:ndaki teget
dizlemin denklemi —x — 4y =6z = 21 = x + 4y + 6z = —21 olur.

8. x?+y?-2z2-2z =0 yiizeyi iizerinde dyle bir nokta bulunuz ki bu noktadaki teget
dizlemy 0 z dlizlemine paralel clsun.

Goézim:

(x,y,2) = x2 +y2 -z2 -2z olmak Gzere teget dizlemin denklemi

I (X0.¥0.Z0)(x 'xo)ffy(xo.)’o--’-ua)-(Y‘ Yo)+%:(X0.¥0.20)(z~20)=0=
2Xg(X —Xg) +2yo(Y-Yo)- (229 +2)(2 -25)=0=

XXg+Yyp —22Zg-2=X5+yE-22-25=0=

XoX+Yoy —(zg+1)z=0

olur.

Bu teget duzlemin y 0 z duzlemine paralel olmasi igin y ve z nin katsayilan sifir olmaidir.

O halde yo =0 ve zg = -1 olmahdir. Bu degerler yiizey denkleminde yerine yazilirsa

X —1+2 =0 = xq = ¥1bulunur. istenen noktalar (1, 0, 1) ve (-1, 0, —1) noktalar.dir.
- . N

9. Asagidaki tirevleri hesaplayiniz.

1 2 2
d sinxt = e e ™ - dr e
a — | ——dx b —I - X c —f
) dtJ 1+x ) dtJ 1+x2 ) dt 1+xtdx
0 0 1
1 . n -
d [ x2dx d [ cosxt d
2 g < I dx e —-J'ln u)d
2 dt I (‘.+Xt)2 ) dt X ) du (x ) X
0 2 1
1 1
dr d [ln(xt)
f — —_— J- dt
) dx .‘ 9 dx t
0 V2

| B

Lg‘ i
-
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Cozim: -
1 1 '
& o Fa A
a) EJ sinxt 6 sin xt dx:J‘xcosxtdx
d dt 1+x ) 1+ X
0 0
g2 o 2 N 2
3 X o
9 3o [a e e
) dt d (1+x f4%= - o
0 0 0

-

d e fafe)
c) —J dx = [—( dx = -
dtJ 1+ xt Jatl 1+x) (1+xt) [:1+xt)2

F -xe (14 xt)-xe™ j% -x(2 +xt)e ™

ax

& 0 Faf o2 Y ] 3 3
d X d X X \
¢l at ————de=“‘5| 2de=,‘—2 adx=—2"‘1(4’ dx
(1+x1) e Vi o (1+xt) o L1+xt)
d xt Todf t T 3
d) EJ cos it J‘ a_t[ co:x.)]dx= J.|:—sinxt)dx= coTXt
1 x 7/2 al2 iz
2
cosnt 83!
t i
d 2 ¢ Jd B 1 2 1
e) — | lnl'xu)dx:[_—ln(xu)dx = [idx=—fdx=—
du. du < Xu u1 u
1 ik 1

1 1 1
5 - Xt xt xt
R 1dt=[ eie |d1=J-te T it
C|)<-l t B b t )
C c . 0

1
d lin(xt)

olur.

Son integral bir ikinci ¢esit genellestirilmis integral olup raksaktir. O nalde bu tl‘]rev- yok-

tur.



10. Asagidaki tirevleri hesaplayiniz.

X x2 1
o o= d 2
a) La B rcos(t'? |t o) — [ePat
dx | dx J 5. ! ox;
1 1

2 2 3 tanx
d d-f . 2
— |hf1+x2)a d —[' na2dx e) — J.e at
2 di_;’ Lalel o ) &)® i = :
< 1

Cozlm:
d r

a) —’t~dt=x31=x3 .
dx
1
2

. d 2 ,
b) &."cos.‘tz)dh cos(x*)2x =2xcos(x*)

ox |
X (N
d | [ :
¢ = fln(1+:<2)dx = s[a{ln(1+x2))dx -in{1+15 )312 = 312 In(14 16
2 t

& . 2 . .
o %fsfn{xﬂdx = [%(si(xz))dx +2tsin{t?) = 2tsin(t2)
1 1

tanx

d = = .
). — fe"?dt:e"a”z"(1+1an2x]—e"'21
dx ’

X

11. Asagidaki tarevleri hesaplaymlz.

-12 1/t x
a) Efal'c:tal'wi<-dx b) 2 fcos(txz)dx -¢) g an(xl)dt
dt t dt dx
0 N x2

tanx
¢) A
dx 1-+xt

X

e! 2
d d
d "—-‘ft n e) — J'ln1+xt dt, 0<x<n
e J an(xt)dx i | (1+xt)
1 sinx

<

a) - aictan —dx = [—(a‘ctanil e (1213
dt B t,?d Sl e T rarc:ankT}‘ZI —arctanQ
0 0
lE
[ i ovans S ¢
= e - P T i 2
J NERT ctant 5 In(x2 +1 )L - 21arctant

1
=-=In(t' +t2}+Int=<2tar = seniiet - al
- ( ) ctant = Elm ——(-»t2)4ln1+21arctant

= -%lnﬁ «12)+2tarc:ant

=

b) %{ cc‘s(txz))dx+COS( J[_lz) + cos(tz).# Sie j[sin(th)x 24x

<
~1

cas(zzj cos(l“j

2 \'If te

x x
c) di Isin:«dt: J‘tco's xtd -.-sin():z)ﬂ- sin(x3).2x .
x 4
x2

%2

; | ; 1 e
=sin(x?) - xsin(x3)+ x—2~sm(x2)_kl23in(x3)

9 3 " _“f"a (1 ‘ld (T*Ianzx) q olonx

dx J1=xt Joax\1+xt! T+xtanx P B at

. : K . A8 o (4x)?

(1+1an2x) 1
.+ -

T+xtanx  14x2

In(1+x2)?

In(1+xtanx) 1 n(t+x ) 1 (1+1an2xJ ’

o= - + o
2x x(1+x1ar x) 2x X{Hx‘?J ! l+xtanx 14x2



ron Degiskenli Fonksiyonlar

1 =

1390 I ‘ Cok Degiskenli Fonksiyoniar—l
el el 3
d) ac—j- Jlan(xt)dx: J.:;T(tan(xt))dxa- tan(ie‘)ve‘—znan(l:’]
t
2 12

e!
= J —-—x—dx+tan(te‘}e‘—2ttan13
cos? xt

et el

; 1
= %mn(xt,i o J-tan xtdx + tan(te')e! -2ttant3
12 -
12

=(1 +%Je'.tan{le‘) —3ttan[t3)+ !n(te') -Intd

X X
d s t f 2\ _ .
"% = Iln(1+xt)dt- J‘mdnln\hx ;I cos xIn(1+ x sinx)

sinx sinx
1+ x2 '”(”xz) 1+xsinx  In{1+xsinx) oy .
= = - b +In[14 x% |- cos xIn(1+xsinx)
X X X X \
d 14x2 1+x2 e
) — Ie’“dt= J.te"‘duex”” ) 2x + sinxexcosx
dx
COSX cosx

2
(1ex2) [1+ X ( 2 XCOSX
x| 14x ( ) sx COSX 1 x{1+x e
{ ) L _ gXcosx _ e ', )+

X X x2 X2
(1x2)
x[14+x .
+2xe ' ! 4 sinxeXeosx
2\y v \
x(1+x|( 1 : COS X \
=e ( ]L—+3x)+e"°°s"fsmx— i
X \ x  x2)
sinx sinx 3 ¥
g) Z Ie"'dl= f——(e’“)due"s'”’cosx—er" ;
dx A Jdx

X X
sinx
= f teXdt + eXSinX cog x — 2xeX>
2

: i 3
Xsnx X
A gty 2 = 2 4 cos xex s - 2xex*- -
X2 X2 v

g SINX 1 sf 1
= e*s'""(———+cosx)+e" (——3x
X Yz -

= gXxsinx

2
x 3
d exl a ext ex
- -_d-.=_[_ .
) o [ ; TR ks = .2x

)(2
-Ie"'dt+g

! X
—ge"a _eX

X X

XZ xz
d Inxtd [ 2 (Inxt

\

! —_— —Ol= | — —

) dx X aXI\ . PI'F
X X

X

x2

= (x2 ~x)

Inx3
2 —— 4+ —
X

xt
1-In 2
=f 2“m+2mﬂ+fﬁiv
X

—Inx3 Jrllnx2 +1—l+2lnx3 +—
X X

3
_exr X 2

Inx2
X

X

Inx2
X

2
=2-Z+Inx3 +-2--lnx2
X - X

12. Asagidaki fonksiyonlarin tlrevlerini hesaplayiniz. Buldugunuz integralleri de he-
saplayarak tirevi elemanter fonksiyonlar cinsinden yazinz.

x2
a) F(x)= [thdt
41
X

t2

b) F(x)= sinfx) .
X

’

2
o HYa [ s
¢ -]
xe d
t
F(x)=
¢ () L‘n(xﬂ}

d Fx)= |— x>0

T
e} F(x)= .“ln(1+kcos dt,  |x] <1

N Fx)=[22_ x| <1



Sok Degiskenli Foriksiyonlar

e—xt 2ex> gx? B
F'(x)= dt -
() J [ 1 ) x2 %
i .
.3 2 2 °
=e—\__i4__2_e_x3 - ex = _x3 1 2 2 x2
X X 2 BN e
b SIS X X X< Jtsx
t2 =
b) F(t):fsn"’d'
X
,t.
12 A
Flt)= jc:sxzdx+2sin13 _sint? _sit®  2snt?
- " t 1
2
c) F(t)= j >d fotle it 5 i — 09
- (~‘x) ot

‘ 1-uY
2 1- 212( ) 1-21
_ 2x3 3
= (z)_J' 2X dx-—J t du 2 1

=—— | —=3u+3-1uldu

(1-xt)* N - ! o
=1 1=t
ft=s 25 f . 1-2t
ikl 1D 3 u3
=-— hu-=u? +3u-—|-
o R

=2 3 2 (1-21°
=~ Inf1-2t)-—(1-21) +3|_1-2t)—%__mh_,)J,_:_U_

=l (1_1)3
Rl T e s )
(1-1) + 3 )

| Gok Degiskenli Fonksiyonlar

B3

%" . 2

dt i I
Al E =.[In(x+1) =E(1_+5 2

2
Ar:=X

=———— olacagindan
In(x+1) 9

X

, df x2-x]
F (X)=E;[

In(x+1)

{2x = 1)in(x +1) - (xz—x]

+1

(Inx + 1)2

dt
d Fx)=|— X
) F(x) X+t =
X' '
xn
r n-1 m=—1
F(x) = J’a_[ 1 nx"omx
xmax X+t)  x+x" x+xm
- »
B J' 1 L mxmt
a (XF)E T R xexm
i 1 nx®1  mxm-1

= + .
X+x" X 4+xM x4+ xN x4xm

. (14 nx=1) -
X+x" A C+xm

(1+mx'“")

n
e) F(x)='|‘ln{1+xcost)dt It <1
0

* cost 17 T
F'(x)=j_—d:=_f1_._1_dt=£_ J‘L
g 1_+xcost xo 1+ xcost b 4 - 1+xcost

=_J£_2J' du w2 J' du
21— <) x =

X g lrxaud(i-g) X 14K 2 (1-X)
' (1+x).

— T ——

bulunur.

¥
En—:u]
L 2
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T xadt
TR 3
n o, J T x| <

X

i arcsiny 1 2sin u)(cos u] i arcsinx
= — dU = — 2
X cos u X cos“u
0 o)
; arcsinx arcsinx
1 arcsinx 2 > 2
=—tanu -— 1+ tan udu+;— du
X
X 0 0 0
1 arcsinx
= —tan(arcsinx) — = tanu +Zarcsinx
X % 0 X
1
= 2 arcsinx - tan(arcsinx )
X X

13. Pozitif, m ve ntamsayilari igin

J.x“(lnx)mdx =(-1)™ ct

0
oidugunu gosteriniz.
Cozum:

INx=u=>x=eY=dx=eYdu

oo

g u e”du=(—1)mj-e'“h“'1)umdu n+1m” Ie‘”u"‘du

g Y,

- .0 0
:(—1‘"’M= - m—L__
'(n +1)m+" (n+ l)m”

LI
t=—sinu

(n i 1)m¢1

1
dt = —cosucu

~arcsinx

i - I tan? udu
®

IEok Degiskenli Fonksiyonlar

] =]

BOLUM PROBLEMLERI VE COZUMLERI

1 z=fy-+f(\f;—

siyonunu bulunuz.

Cozim:

y=1

x yerine (1+ )2 yazilirsa f(t) =

= x=1+.‘(‘]§—1)af(\")_<-—:l)=x—1 6lur.

(1+02-1=12+2tolur.

l) fonksiyonu veriliyor. y = 1 igin z= x olduguna gore f fonk-

2. Asagdaki fonksiyonlarin tanim bélgelerini bulup grafigini giziniz.

a)

b)

c)

d)

Cozim:

i(x,y,2) = I+ y';+v';

{(x.y,z) = arcsinx +arcsin y + arcsinz

i(x,y,2)=y1-x2 Zy2 -

1(x,y,z) = yx2 + y2 - 72

a) f(x,yz)= Vx +v';+ vz

Tanimkdmesi {(x,y,z): x>0, y>0, z> 0} olup bu uzayin sekizde birlix pargasidir.

b) #(x,y,z)=arcsinx+arcsiny + arcsinz

TZ

d o ly
Tanim kimesi :
{(xy.2): —1sxs$1, -1sy<t, —1sz <1) R TR BRI N
: b i
R fagernte |t
olup bir kiptdr. _ d B PEoT ;__1‘ ‘




&) f(uyz) = Vi-x2-y? 22

Tanim kiimesi {(x,y,z): x2+y2+22¢ 1}

birim kiresidir.

d)  f(xy,z)=yx2+y2-22
Tanim kiimesi: i|x y.z) 22<x%+ yz}

Konisinin i¢ bdIgesidir.

3. us=@-yNy-zhe-x) igin om0 B o i gBsierint
’ — YRy =) P dy oz - 0 oldugunu gésteriniz.
Cozim:
du
e L NS R -z
I (y-2)z-x)-(x-y)y-z)
Jdu .
e e G -y)z-x
5y = V=2 zK)+ (x-y)(z-3)
du :
Tz - x-ydz-x)+(x-y)y-2
+ o =x-y)z-x)+ (x-y)y-2) |
du  Jdu  du

. %2
4. z=eYf(ye®?) fonksiyonunun

' oz Jz
x2-y2)\Z2 B s
( f )E)x b dy il

- denklemini sagladigini gdsteriniz.

_Cozim:

Gaozim:

o X x2 <2
-a—z=e"f’(yezf’2)_ve2 RLE 2v2f(yeﬁ)
g LYy

x? x2 x2

x LR ol x*
E:eyl(ye B yreVrr(ye® e _X o 'y
ay y?

2 ? 2
X X . x 2 2
X
X 1(2 xz

LTS S P e e — e R .l
(" )e y & Fye® ) +xye’f (ye?s )*Xye"e"’yzl'(yezyz)‘x? oY £'(ye2!" jely’

xz

=xerf(yeZV2 )=xyz
z

- X e 'IT] -
5. u=iIn(eX+eY 4 e%) fonksiyonunun orijinde ve eksenlerle ¢ B, v 8&lglll agilar y&
d Y

pan bir dogrultudaki tiiravini bulunuz.

Coziim:
X -
N . u \ey , e?
x = . ’ X ’ Uy s
e +e¥ 1ol e re aet L X el 4e
D(f)= —————(e* cosa +e’ + o2
() eX+e¥iez " 0 e i)

1 _
Dﬂ(o,c.O) . (ces o+ cos B +cos )

6. Herhangi bir dogrultudaki tirevi sifir olan noktalara istikrarl, 4 desils
Asagidaki fonksiyonlarin istikrarls noktalarin bulunuz, .

2

a) Z=x"4xy+y?-4x-2y

b) z=x3+y? _axy

a) z=x2+xy+y2-4x-2y
Duf= fxu1 + !yl.I2

Herhangi bi- ydndeki tirevin sifir oimasi igin Z, =0 ve 2, =0 olmalidir
2x+y=4 ) - .
: _[P%X=2,y=0 = stkrarl nokta (2, 0) dur. '

X+2y =2



] |

b) z=x34+y3-3xy

z, =3x2 -3y =0
=2Yy=X

z,=3y?-3x=0

Gok Degiskenli Fonksiyonlar]

2= x*-x=0=>x=0 veyax =1olur.

X=0iginy=0vex=1iginy=1olur. (0,0)ve 1, 1) ncktalan istikrarli noktalardir. .

= X2+y2+ Zz o

7. U=s——¢ 4t fonksiyonunun

U % Pu | P

= : -
at ox?2 ay 2 az2
denklemini sagladigini gdsteriniz.

Gozum:
du 1 UM x
£=“3 e at ——
(2_\/’[7) \ 2t
324 1 _xP+yP4z? 52 1 —xZ4y7 +2°
21(2Vnt) 4 (24m)
- 2 2 2 2
a2u 1 _X ‘*Yz*z 2 _X +y2«rz
mh e d L +V_2 L —e 4
y 21(2\/5) 4t (2\/Et) v
22U 1 _xPaytaz? 58 i —x24y2+22
g e at 41
2 ~ - b 4 3
% e (o)
; 2 2l
()2u . azu azu 1 e——x_yﬂi %2 4 y2_’_22 3
el WAL PR . el i o T
I ay? a2 (2,/;)3 ar? 2t
; 5 x2+y?422 x2+y?+22 2
3_l:=_._3_31 2e at +a 4 ‘(x2+y2+z J 1
2 3
2(2vx) v o (2vm1)
,(2‘./2 2
B 1 e_ +4t+l [x +y2+z2 SJ
5 A
(2vm) at? 2t

] (=]

8. xcosy + ycosz +zcosx =1 esitligi ile tanimlanan z = 2(x, y) fonksiyonu igin
0z 9z & 5 ’
—— ve — tirevlerini hesaplayiniz.
dax dy

| Cok Degiskenli Fonksiyonlar

Goziim

f(x,y,zZ)=%COSy+ycoSz+2zcoSX— 1

of
__z__5;__cosy-zsinx

dz

df
ﬁ__5;__cosz—xsiny
ay -8-_7~ CosX-ysinz

dz

9. x2+y2+2z2=f(ax +by +cz) esitligi ile tamimlanan z = z(x, y) fonksiyonunun

(cy - bz) :z +(az - cx) jz = bx - ay denklemini sagladi§ini gosteriniz. Burada
X y
a, b, ¢ birer sabit ve f tlirevienebilen herhangi bir fonksiyondur.
Cozim:
g(x, y,2) = x2 + y2 + 22— f (ax + by + ¢z)
99
9z gx __2x-f(ax+by+cz)a
Jx  dg 2z -f'(ax +by +cz).c
dz
dg
9z dy 2y-flax+by+vzib
dy 99  2z-f'(ax+by+cz).c
0z

¢z . 0Z J af’{ax+by +cz)-2x)
cy-bz)—+(az-cz]l—=(cy-bz
e by~ )

| 2z —cf'(ax + by +¢z)

+(az—cx)§' of (ax+by+cz)-2yJ

\ 2z - cf'(ax+ by +cz)

_ cyaf(ax+by +cx)-2xcy —abzf(ax+by +cz)+ 2xbz +azbf (ax + by +cz)-2yaz —cxdf +ex2y

2z —ct(ax +by +cz)

cf’ (ax + by +cz)(ay - bx) -2z(ay - bx) 2z -cf’(ax+by +cz)

= =(bx - ay)(

27 —cf'{ax +bv +cz)}

27 —cf {ax+by +cz) |



10. F, iki degigkenli bir fonksiyon olmak iizere

F(x —az, 'y _-bz) =0 ba§mt|5|yla tamimlanan z = z(x, y) fonksiyonunun

dz dz

a +b—— =1 denklemini sagladigini gdsteriniz.
dx ay
Cozim R
Uu=x-az v=y-bz olsun. 3
Fluv)=0 e -B—Fa—v-— -
ou dx dv Ix e
dF a_u oF dv
ou dx 9v dy -
daF daF by
—(1-a.zy )+ —(-bz,)=0 Ty B e
au( ) av( x) e aF, +bF,
-a—'—(—azy)+§-f-.(1—bzy';=0 = z}.=—i— olur. Bu durumda
du av . aF, +bF,
azx+b2‘y=m=1 bulunur.
aF, +bF,
2 2
1% f’iz = L denklemini
T oy 2 ax?
u=x-ay
V =X+ay

bigiminde verilen yeni u ve v degigkenlerine gore yaziniz.
Coziim:

9z oz au’+az v 9z oz
X du Ix IV Ix du * v

ay du oy v dy .-
0z 0z -
- —au—(—a) ¥ d—(a)

RN I
a2 guldu ov)ox avlou av
=a2z+ 92z . 92z Fi 0%z

0u? Qudv 9vou gv2

2z _a( faz_a Dau ‘__[-a[_ai__g]]a_v
Ey—Z‘SVL [E oulldy evl Lov av]/ay
9%z 822\ d2z d‘z \
& (-a)+ 5 a)
Ju v 8u2 av av u,
32z 02z ¢z azz
] SO L P K i P
s Ju? 3 av2 2 v av du
2 , 2 92z
2z  ,9% - fd%z I 9%z _ )
E)ﬁ:a -ax_2=a au2+8v3 dudv  advau
2 2
=,_a_2z_+a2z az+az_}
u2 av2 odudv  ovau
2 2 2
" 9%z + 2%z B b dz -0
duodv dvdu Judv

12. x2 e y 2 2Z _ 22 denklemini

ax

ay

1

u= X, W i

y %

ile verilen yeni u, v degigkenlerine’gdre yaziniz.

Cbzim:

2 _dzdu gz @
ax Judx ov

az dzav

1 a6z
ov az+

ox du  x2 gv

v i

13. y———xﬁz-- 0 denklemini

0z

dax dy
u=Xx
v=x2+y?

184 womldliam e

aml 1 v dafielanlaringe MAre vazinty .



[a02 | [
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Cozim:
9z _dzdu dz v oz Jz
dx dudx oJvax odu av
Jdy ov dy av
Jdz 9z Jz z dz
o =Y+ ——=2xy— =0
Jx dy au Y d d d =
Yy -ai =0= \mz =)
du du
(')2 2
18, —-- : >~ =0 Laplace denklemini
ax ay
X =rcost
y =rsinf

kutupsal koordinatlarina gére yaziniz.
Cozum:
Yukaridaki denklemierin x ve y ye gore tarevieri alinirsa
1=r,c0s0-rsin00,
0=r,sin0+rcosf 0,

-rsing 0,
wioy
1= S.ln()ry +rcos( 0).

0 =cos ()ry

1  -rsin0 cosB 1
0 rcos@ rcoso sing 0 sinG
r)\‘ = — = e' BK = = &
cos) -rsinG r r r
sin@ rcos®
0 —rsin()’ cosO0 O
1 rcosC rsin i
[ = o L e—snG 0, st 1 =cosﬁ
r r r r
du duodr du do du . du
—=——+—.—=C0S0— - -sinf6—
dx Ir Ix 90 ox ar 08

r(:ok Degislienli Fonksiyonlar

| | a0z

a—z-li-i Lo ' ea_u_l ineﬂ]i+—;?—L‘cos()i-jﬁ-lsin(l-a—u)a—B
Ix2 x| ox ar\ ar r 00/)ax de or r 20 ) dx
%u 1 du 3%
cosn——— int— —-smO—-— cos0+
( a’ 2 d0 ana()]
du dfu 1 au1,a2(1 J
s1r*9—+cose cos 0— --sin0—=)| —-sind
- ar ddor dJa r ao) r
2 2 2
B =Cc0sS“0 ik ‘—-—2—-sin9coseﬂ-+lsin2e-a—u-—g—sinecose S
ax? ar? re M R | orae
2
+-l-sinze .
r d0
Jdu cu ¢r odu do du 1 du
—=—.——+—.— =Sn—+-cosf—
dy dr oy 06 oy ar db
_2 4
‘L‘i:._.?. u =i[sinegg+lcoseg—q]1+i( ne—+l aJ ?_8_
ay2 cylay) or ar 1 06 )dy 08\ ar 83
(. 2 1 du 1 2%y du %
= 0—-—C0Sf—+-c0S0——— g+ B— 8]
sin o 0 89+ 30 }sm (cos ar+s:n o
2,
—laln9§£+100 ea )[ cose]
r do 202
9%u Pu 2 1 . 0u 2 . 2°u 1 2 . d%u
—_= l)__.._._ (coS0— + —c0s° B— +—=siNBCOSH —— + —C0S° O ——
ay? sin® arl r25m‘o d9+r ar r grde 2 dn?
92u a%u 9%u 1du 162u
S e VRt ot
X ¢y a2 rar 239
15. yd—z—x—d——(y x)z denklemini
dy
u=x? 1-3,-2
1. 1
V=—+—
L |

ile verilen yeni u ve v degiskenlerine ve

=Inz - (x + y) ile verilen yeni w fonksiyonuna gore yaziniz.



T
Cozum:
: 1 .
Wy = Wyl + Wy Vy =2XW, ——wW, (1)
x

1
w=Inzix+y)=wy=—z, —1 (2)

Z
(1) ve (2) den 5
E—z —7{1 2 XW 1 -
e Lt ) R (3)°7
Ayni sekilde i ) » .-

- : 1 ‘ -
Wy =W U +W vy =2yw,, ey )
y
1

Wy=;2y-1
0z 1 ]
—_— =2 1+2ywW, — —W,
dy ( W Y2 w\j (4)

(3) ve (4) den

1
yz(1+2)¢Wu ——wvj-xz[n 2yw, -iwv) =(y-xjz=yz-xz

X2 y2
2x 2y
Ux Ut 2x .2
J" =1 _11=-=+Fs0 .
Vx Wy %2 y2 y X

- ~=w, =0 denklemine donasur.

d2z %z 3%
16. ——+2——+—=0 denklemini
ax oxdy oy?
u=x+y
V=X-y ’

ile verilen u, v degiskenlerine ve w = xy -z ile verilen w fonkslyonuna gére
- yaziniz. P e

Gozim
Wy =Wy Uy +Wy. Vy =Wy + Wy (1)
W=Xy—Z=W, =y-2, (2)

(1) ve (2) den

dz u-
—=Iy==W, —W,+Yy= -W, =W, y
ox :

L
bulunur. Ayni sekildz
Wy =W Uy + Wy Vy =W, —w,
W=Xy-Z=Wy=X-2
azzxw+w ik A R
S, SR RS \ A AR Wy
ay ¥

1
='5"Wuu"wvu‘ww"wvx’—
9%z a/az) a[u+v ‘»au.d[u-rv \av
et | S o | o, 5. ‘ot =M W, | e o e W+ W, le—
y 2 dyLdy dul 2 joy  ovl 2 J oy

02z a(az) D(u+v , ]au_ B(u+v '}E)v
=— =— W Wy [—F— — W+ W, —
: X

oxdy dx\dy) ou\ =2 ax  ovl 2 "
=‘2]7'Wuu FWyy == Wyt Wy

92z 222 92

—+2 + =

9x2  oxdy  agy?
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17. Diferensiyellenebilir f, g: D ¢ R®— R fonksiyonlari igin asagidaki esitliklerin

Cok Degiskenli Fonksiyonlar |

dogrulugunu gosteriniz.

a) V(f+0)= Vi+Vg b) V(cf)=cVf (c herhangi bir sabit)

; VIi-fV e
c) V(l.g)=fVIi+gVr d) V(éJ=QT;-g— (g#0 igin)
e) rot(F+G)=rotF+rotG f) rot(fF)=frot F.+ grad fxF

g) Vx(F+G)= VxF+ VxG h) Vx(fF)=f{VxF+ VfxF

Gozim:
a) V(f+g)=Vf+Vg
a(f+ . d(f+q) . of+ 2
V(f+g)x.yz)= (axg)(x,y,z]l+ (a g (X'V-Z)H“%(X'V-Z)k

_[ar(x,y,z) & ag(x,y.z))H( af(x,y,z) agix, y,z)) ‘ [of(x,y,z) Lag(x.y.z)Jk
L ax ax dy dy \ 9z = oz

ar(x yz) af ag(x.y.2). dg(x.y,z). dg(x.y.z)
s Z)K+ i ! K
% ( Yyz)i (xy) St 2, SO
 =Vi(xy.z)+Vg(xy.z)
) V(1.9)=1vg+gVf
f.g)(x.y. Jif. af.
i : 95(: 220 dléj) (X-Y.Z)i*———i‘azg)(x.y.z)k
f 0 ( Y. ] ” ag(x'Y,z)\.
Lg f\X'Y'Z)—ax'—JI
. a s
dy /
( af 2l on L9g(x,y,z))
-ng ( XY, ) f(X.y.Z)L_¥|k
o J
Iy
=r(x,yvz)(ag|_x,y,z)[ ag(x, yz) ag\'x,/,z)k]+
Ix ay dz
f(x,y.z). 9f(x,y,z). 2f(xy,2) )
k
g(x'y'z)[ B vay T Bz J

[ Gok Degiskenli Fonksiyonlar

f)  rot{fF)=frotF +grad fxF

i ik
rot(fF)= > Biy a_az
fPiQ /R
:(a(lﬂl_a(fOJ]H(’a(fP)_a(:‘Fl})H[a(lQ)_a(fP))k
ay dz | dz . éX ay

Haﬁ ao) [aP JRY . (36 BP]
=fl| ——-—|i+]| —=-— j+|—-—1k
dv 9z 0z ox ) ax gy

+—(P Q)+ a;’R P)+—(Q R)

=f.rotF+gradfxF
18. u=xe’cosy fonksiyonunun

'u ., 8%u  o'u
ax® ax2dy? oay*

Coziim:

du X é®u X x

—=¢ cosy+xe cosy, =2e cosy+xe cosy

ax & J éxz

3

" u x X 54U x X

—5 =3e cosy+xe cosy, — =4e cosy+xe cosy

ax ax

2 ;

du o Jd°u X d3u x . o%u X

3; = "X€ sy, —5=-xe cosy, —=xe"siny, — =xe" cosy

y oy dy dy

3%y 3*u
j:—e"cosy—xexcosy, 2—2=—26"cosy—xe"cosy
& dxdy ax< ay

= 0 denklemini sagladigini ggsteriniz.
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l Ve ' l

x = e®cost, y =e®sint igin

3%u. 9%u 25’82u a%u
+ =e +
ds? at2 ax? ay?

19. U=F(X,Y)v

oldugunu g&steriniz.

Coztim:
e au L escosiégi—es sintﬂ e
ds dx ds ay 3s ax ay .~
2 o 2 2
LaC RN . P Ze2s c052t+e-‘*sintgli+-f)-—uezs sin?t
ds2 ax  9x2 y ay?
au_@?l_ auﬂ'-_.—essinliu-s-esccsstﬂ .-
ot~ ox dt  dy ot ox ay
2 2 2
LY - costE +-(_-9—-e28 sint-eSsint— il +a——e25 cos?t
nZ ax ox2 dy dy?

o iy 2 2 ’
i_u_,_a___ es std—u+ .. Je2sc0s2t 465 <mta +-a—uezssin“t
9s? o2 ax  ax? oy gy?

42 2
-et COStE-L—-i- 9 Z gt sinzt—esshtgwtuezscos%
x Ox2 dy 2

&0 2
= e"’sa—;lsinzt-rcoszt)+e2$a—:—(sin2t+coszt)

o2 2% 2
ax? dy

20. ax +by +cz? =k denklemi ile verilen bir ikinci dereceden ylizeyin (kuaratl

ylizeyin) Uzerindeki bir. P(xo, Yo, Zp) noktasindan cizilen teget dzlemin denklemi- -

nin axeX +by gy + czpz = k seklinde olacaglm gosteriniz.

§ C;ozum.

'f(x,y,z) =ax2 +by2 +cz2 -k

fx =2ax = 1,(X0.Y0.%0) = 2axg

fy=2by = fi(x0,¥0.2¢)=2byp

f;=2cz = 1I;(Xg,¥0.Z¢)=2¢zp

f(X0.Y0.20)(X=X0) + fy(X0.y0.Zo)(y - yo) + fz(X0.¥0.20)(z~2¢) =0
2axg(x =xg)+2ayg(y—yg) +2czo(z —ié.) =0

axgx -axj +byoy-by2 +czpz —c22 =0

axoX +byoy +czoz =ax§ +byZ +c22 = axpx+bygy +czez =k

| Gok Degiskenli Fonksiyoniar | Kl

2 B o 2 5e2Y® il
X z 2 b
M, e konisiile k2 + y 2 +(z—i] by . kiiresinin birbirine
al p? o2 L P o2
A(0, b, c) ve B(0, -b, ¢) ncktalarinda teget olduklarin gdsteriniz.
[YG: Her iki yizeyin verilen noktagaki teget dizlemlerinin ayni olacagini, dolays
noktadaki gradiyent vektarlerinin paralel alacagini goriniz)
Cozim: _
.2 2 2
T . X ..
—t(x,y,z,- R 0
df df df 2x 2y -22) 22
Vf= —5—5.-— | =Vf(a,b,c)=(0, £, -5).
(dxdydz)(azb 3 e
2

\

3 2z T
Vg:[d—g,ﬂ,d—gj={2x.2y_2[z-b :c H:\?gzo. b, ¢)=(0, 2b, ZTD)
olacagindan
Vg(A) =b2VF(A) dir.

O halde her iki yiizeyin A noktasindaki gradiy=nt vektorleri paraieldir. Ayni seyler B n
icin de gegerlidir.

22. iki ylzeyin bir ortak noktesindaki teget dizlemler arasindaki agiya o iki yC
arasindaki agi denir. (x —a)2+y2422=22 kiiresi ile x2 +yi=2? ;i

aa\f-

M(— 5 »0) noktasinda nangi agi altinda kE$I$II’

Cozim:
Iki yazeyin gradiyent vekiorleri ar:sindaki agiya bakahm.
f(k,y.Z)z(x_an P y2 +22 _az

Vi=(2(x-a), 2y, 2z)= VHM:(a, avs, 0)

~g(x,y.z2)=x2+y2-22 =Vg=(2x2y,0)= VgLu=(a, av3, o)

" Grad'yent vektérleri birbirlerine paralel ve ayni yonli oldugundan aradaki aginin ¢

sifirdir,
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23. f tirevienebilen bir fonksiyon oisun. z =xf[%) vizeyinin, Xp # 0 olmak Uzere

her P(xg, Yo, 2¢) Noktasindaki tegetinin orjinden gegligini gosteriniz.

Gozim:
2% v
gy = f’(;/’, gZ = —1 HE
p
;[lﬁl - Yo :_}(x X )+f'{3’0](y yo)-(z-20)=0 (Teget dizlemi denkiemi)
0

\ \
f[lO—J—fI ]VU x+“[y°}y z=x f( ‘ yof[y°)+y f(y"]—zo
Xg \XD XD 0 D.

20 = xof(—l) oldugundan

4
{!(lo—J J‘Lyo}yo]x+f(y°)y z=0 olur.
X0 X0 Xp

(0, 0, 0) noktas! bu denklemi saglar.

~
— ©

24. 22 =x?+ y? konisinin her noktasindaki teget dﬁzieminin orjinden gegtigini
gosteriniz.

Cozim:

f(x.y.z) =x? +y? -z2 denirse f(xp, yg, Zo) =0 dir.

fy =2x, fy =2y, f, =—2z oldugundan herhangi bir (Xo, Yo. z,) noktasindaki teget

diizlemin denklemi; '

2xo(x-Xp)+2yo(y - Yo) —220(z-Z0)=0=

DXox +2y oy +22gz =2x3 +2y3 225 = XoX+Yoy-ZpZ =0

olur ki diizlern O (0,0,0) noktasindan geger .

sinZxt {0 x2
25. f(x,t)= t . & fonksiyonu igin —J.f(x,tldt
0 , 1=0 0

r(:ok Degiskenli Fonksiyonlar

¥ [411‘

Cozim:
k2 X2 x2
d d sin® x>
E_I x,t)dt = f|x x* j— ))dt= 2x .2x+I25n(>c)cos(xt)dt
3 X
0 0 0
23 X
~2Ent X" - cosxt)| _ sin®x® cos2x® 1
X = |0 o K 2x 2%

x2.

EE - [t T ¥ o]
26. ajar(,tanl\-)(—z)dt =x[—£—ln2J oldugunu gosteriniz.

Gozim:
2 2
X X
d 1 1
— | arctan——dt = .[
dX X 2 14

'2t\ 2
2[——;— lclt-e arctanx—--'Zx)
t ) X o
—é')

Xz\

s, 2\
=—x-|-—d2 t+2x—-=—xln(x +t ) +X—
X7+t 0o 2

m
= 4x lnx—xln(x2 +x4)+x'—
2
clur.
b

27. t>1igin Jt e S
— COS.
a >4 ‘J;Z_j

oldugu biliniyor .

n

Bundan vararlanarak j integralini hesaplayiniz .

(2-cosx )2

Cozim:

QJ‘ dx
dtJ t-cosx

n m
e -
d ﬁf 2:.’5-\'12_1‘21:'[_:1)(_2_:1“\,14_1
t V,t 5 (t-cosx) 2 a3 (t-

4 2. Olur. t=2icin I

dx

r?——-——? = 2m/5 bulunur.
N ol 1D ¢
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28. O0<a 1igin tan% =1 degisken degistirmesi yaparak

T 1-v1 )
-Y1-«

J’ cosx .

i 1-wcosx a\/‘l—uz

oldugunu gdsteriniz. Bundan faydalanarak =

2r
7 . 1+\/‘_I-a2
In{1-acosx Jex = 27in — =
..
0
oldugunu gésteriniz. &S
Zozim:
2n n 2n
J~ COS X f .,osx “r [ Ccosx
; acosx 1- ozcosx J 1-oacosx
D (4] n

®
_J‘ cosx ,J‘ —cos X

—GX +
T-acosx 1+acosx
0

1 ; \
_"""'J.1—%l_ X-’j‘ “1_—-—1__dx
ao 1-acosx  aJdl 1+ocosx)

2n 2n 1-V1-a?
e e—it =2n
8] a1 aV1-o? ‘ :

bulunur. Her iki tarafin [0, o] arahiginda integrali alinirsa

a2 .

ff COS X . i bo jf{z t=V1-a2
- T

als 1- acos x o (Taz

\ i

2n *J
=.>jln1 acos x)dx = 2nln|a|+2rln|secu+tanu] 2nin 1Y 12 g

0

| ok Degigkenii Fonkstyontar B B

29. Asagidaki esitliklerin dog/ulugunu gésteriniz.

t 1+V1—q? 4
jln(‘l+uoosx‘,dx=n1 g o e Ja)<
R 2) [ ®lna?,  Ja|<1
In(1-2acos x + &< Jilx = {
2 f ( 0, laf>1
0
Her iki integralin ! = 1igin durumunu inceleyiniz.
Coziim:

T
u(a) = Jln(1 + o.cos X )dx
0

T n 1 dX
iy _cosx 1J‘[ ]dx:l'__[ —
" = = o +0QCO
(@) J1+acosx ao +acosx o uD1 (e}

|
1
glw|i-92 g, o B
1+Q !d( 1+12
C: & l -1
R 2N a2 | arctan J-—t | {csr = =7 |
o | 1+a J'o L T*4os

o gV1-a?

[ - PP ey
Ju’(a)da=I{£———r,_=}du=u(a)=mlnk1v 1-0 J+C
. @ gV1-a?

..

n
bulunur. u(0) = I inldx =0 olacagindan C=-mn2 olur. .
0

[ 1+¥1-0o
Buradan; u(a)=nln(1+ 1—a2)—n|n2=nln[ = }

bulunur,

" e ienklemini
30. 2(x,y,z)= Jf{z +xcost + ysint )dt -fonksiyonunun D2z = Dyx +Dyy
a .
o fonksiyorn-
sagladigint gosteriniz. Burzda f, ikincl mertebeden tiirevienebilen bir Yy

dur.




[sa] [

Coziim:

Gok Degiskenli Fonksiyonlar]

b
b
Dy =ff’(z‘xcost+ ysint)cos ict, @, =J-f"(z+xcosl— ysint)cos? tdt
a a
b

Dy = | f"(z+xcost+ysint)sintdt, @

wy = | F7(z + xcos t+ ysint)sin? tdt

[ S—

a

b b =
3, =jf’(z+xcost+ ysint)dt, 2,, = jl"{'z +XCO0S :<+ysin.t‘)<fl
a

a

b
Lxx +Byy =jf"(z +XCOS t—'ysin:)(cos2hsin2t)dt
3 3

b
=J.l”(z +Xcos t+ysint)dt=2,,
a

31. t20igin F fonksiyonu

t2
SET, P

F(t)= Je x*dx seklinde tanimlaniyor.
0

a) F(0)ifadesini hesaplayiniz b) F'(t) =-2F(t) oldugunu gdsteriniz.

-n
©o

' = 2_— -
c) F(1) fonksuyonunu»bulunuz. d) fe » x2dx ‘ntegralini hesaplayiniz.

0
Coziim:
a) F(-O)z.”e—xzcb(
0

o0 oo

F2(0) = je"‘zdx Ie“dey =J'J'e-x2-v2dxdy “
0 s\ 0 00

fe"z rdrd@ = -

]
St | 52

N —
o
(¢}

1
-lN
o,
(==}

1}
\)I_L
I

QA
n
~~
)

1}

[ Gok Degiskenli Fonksiyonlar | a8
- L, : - e
b) F(t)= fe X dax = F‘(t)=-d—lfe x2 dx
0 0
o 12 o t2
-5 0 o e . {t peas ]
=|e 21 |dx =~ 2 =-2F(t —=u=>-—dx=du
= [ X(xzjldx [e# ™ au=-2F) : =
0 0
o F=-2r)os O J[EQ_ 5t SnFE)=-21+C=F(1)=e 20
' 1) « F(1)
[z JIn Vn
F(C)'=L oldugundan e~ =-2£=C=ln——- dir
Va
-2t+In— \/— y
Buna gore, F(tj=e 2 =-2—r-e 2t olur
t
d) e —e

oldugundan, t=1 alinarak,

-x2— Vi
J e x2dx = bulunur.
; 2e?
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Boliim 8 iKi KATLI INTEGRALLER

TEOREM B.1: (Birinci Fubini Teorami)

B={(x.y): asx<t, c<y=<d}vef B— R fonksiyonu sirekli olsun.

Bu takdirde

TANIM : = =

- : < . St 5 A B. aibi '{'b"l ler b( d dfb 3
x Oy dizleminde verilen bir B bolgesm: B—,, 2 wih By gibi alt bélge e.‘-b J'J‘f(x.y)dxdy=j J T i =_[ ff(x,y)dx dy
ayiralim. P ={B,, By, ...., By} kimesine B bélgesinin bir pargalanmasi denir. g ¥ )i

- B a\c v 13
| P][=maks{d(B,), d(B,). ..., d(B,)]
e i dir.

sayisina P pargalanmasinin normu veya maksimal ¢apt adi verilir. Burada
d{By), By bdlgesinin gapini géstermektedir. =

TEOREM 8:2: (ikinci Fubini Teoremi)

bairis . ' @, ¥y [a,b] = R fonksiyonlar sirekli, ¥x € [a,b] igin @(x) < W(x) Ve

f fonksiyonu B boigesinde tanimli ve sinirhi olsun. B bolgesinin bir .
; B={(xy): asx<b, p(x1<y<wix)} olsun
P={By. By, ... ; Bn} parcalanmasi verildiginde, AA, B, bbgesinin ala-

nini ve (xk, yk) da By bdlgesinin herhangi bir noktasini gostermek (zere f: B - R fonksiyonu strekii veya parcali sirekli ise

n

3 (. vi A, itadesi ; ' o( vix) )
R(7,P)= f{Xk. Yy JAA ifadesine f fonksiyonunun P parcalanmasina kar- ) P
e -U y't')(‘y)dx dy =»J‘ [ f(x,y)dy jcx
- . B b J

a go|fx)

silik gelen Riemann toplam: veya integral toplami adi verilir.

dir.

TANIM

n

Eger lim Z f(Xc, Y)8Ay limiti meveutsa, bu limite { fonksiyonunun B
Pi-0 &

lzerindeki iki katl integrali denir.

ff f(x,y)dA _ile gosterilir. f(x, y) ifadesine integrant, B béigesine de integ-
B

iasyon bérgesi denir.
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PROBLEMLER VE COZUMLERI

1. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

3 2 g -y i
I (4-y?)dydx =16 b) f J-(x2+2y)dydx=-€-
0 0 0
1 1 " X
- 0 72
c) f ddx-— d) I [x_sinydyd>.=—+2
1+y 12 . v 2
0 0 0 0
InB Iry 2 x
x2 9
e) J'JeX+dedy=8|n8-16+e ) f J‘-—z-dydx:;
1 0 1 ¥x y
3 5 552 nosink
(x + 2y )dxdy = 222 h J'dd ek
) f f yJaxdy = > )| | vayax .
3 424 0 o©
2 y? 1 4-2x
1) I J.d = i) J J‘dydx=1
y _ 0D 2
1 3{2 9-ax?
) J' Idxdy——-— k) j16xd¢dx 81
o Jy o 0
Cozim:
3 2 : 3 o 3
-y y3 8 16
j f4 yZldydx = | 4y -1~ dx:f(B-——)dx:——G:ﬂS
! 3 3 3 2
0 0 0 o}
l 2 1 2
x3
b) IJ(x2+2y)dydx-Ix y+y? dx—f{x2+‘ldx—3 +X =:—83-+2=%
00 0 o 0 3
1 1 2 1 L 3 1
c) j I . dydx_.fxzarctany dx:—-J. =22l wE
14y?2 48], 12
0 0 0 0 0
n n T 2 ' -
f jxsinydydx=jx(:osy) dx=j{x—xcosx)dx=£2——(xsinx) —I(sinxd_x)
0 0 0

—2 w .

W(i Katlt integraller

| | 419

h)

)}

InB Iny Ing In8 199: g s
J'J' e*Mexdy = Ie’e dy—J‘Ie’y—e" idy = ye¥ —Je"dy—e’
0 1 1 1
=8In8 -e-8+e-8+e=8In8-16+¢
X
2x)’2 2x2 2 . "l . 6 1 1
e B e o s Rk
y 4 4 2 4
1 ¥ 1 1 1 1
X
Leadi a1 R
4 4
3 5
J- J-\x 2y)dxdy = I—+2xy dy
-3 y2-4 24 -
3 B A% 3
25 (y _4) 2 ‘] y* 3
= = +10y-+—-"-2y|y2 —4||dy= | —+18y-L—+4y2-2
[ |5 #10y - -2y(y? 4] oy 2+y2yy
-3
a =
gL ot L . C et
10 3 4 5 5
-3
n oSsinx n - ,—:1 2 i 2 B
J‘ J‘ydde:J‘sm de: - CDS xdx=i—ﬂ‘—£ _r
2 J 4 4 8 lo 4
0 0 0 0
2 2
3 2
8 1 A - L
dxd =I 2_ d =-y—-—-y— = e e = —
IJ g S 3 -2 4 3 2 2 8 .6
jomcy - 1 1
1 4-2x 1 4-2x 1 \
I J‘dydx—J- J.dydx-J.(2 2x)dx =2x-x2| =1
2 2 1} 2 0 0
1 1 1 &
J Id::dy I(1 \q)dy y——v3'2 = =
7 0 3 3
0 VY 0
—4x2
3{'29 49 3‘:'2 ) o { a 1312
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%]
i

Asagidakiintegrallerin 1 3x+2
a) integrasyon bdlgesini giziniz, o 1= J jdydx
d =2 x2.4
b) Integrasyon sirasini degistiriniz. | i
i . yT i y=3x+2 5 —21\%;
¢) Integrali hesaplayn:z. a. Ferks: -
. " b. | [ axay
) 2 X bo2x = Wi X2 A -4 y-2
a) j _,-dydx b) J jdydx c) f [dydx 2 ey=x24dx _3_
o 1 0 x -2 x2:4x 1
1 1 V2 \!4__2)(2 o 1 Vi [+ = J.(—x2~ X "2‘\d)
c) f fdxdy d) J y dx dy e) f y x dx dy 2
0 Sy C ooy 0 - . %3 R 5 1
Cdziim i | Sl e x_z_
2 |e* )
a) I=J [.dycx
0 1
y
a =es X = sl 1
¢) I= J dx dy
= X= -
C Wy
22 o y=1 . a. v i 1--
b. 1= [ [axdy _ b. [ [ayax
I RE g T Y ; 8. yet
1 Iny X - )
1 x2 1
F' X ; 2 2 : g 5 ] e c I fc‘ydx:jx%x:%
= le¥ — = aX = . 1 oaam ™ e
c. I=]fe dx=e .x e-2-1=e2-3 : : e~ - 2 2 g
0 0 |
1 2x : : % P—
[= J- J.dy:lx v V2 ya-2y2
b £ . . d I[= J [ ydxdy
1%y 2 1 0 a-2y2
a2 vt R b. 1= f fdxdy+j Idxdy 4-x2
=2X 4 2
¥ 0- yi2 oo . . Y T 2 -
y=x
2
1 2x 1 & e
1 |t c I=fjdydx= y : : ) TR
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1 wl-; . z 0 1-V100-x2
5 = ,[ R 1) J- I f (x,y)dydx
e -16. 4
y4 3 i -
a. - av2 s
b. J x dy dx 5 x a Va?-x?
1 : g & . i) j fr(x.yjldydx+ .|' If(x y)dy dx
] ; iy 0 0 avz 0
X ) L leas 2] 8 =5
B ¥ c. 1=f dey‘dx: J(x-x3)dx :
-1 x2 -1 4 \/2—)' 5] \@;
1 i) J. If(x,y)dxdy 4 I J.f (x,y)dxdy
x2 x4 . r -
T e— e — =0 0 \y Xi
2 4.4,
2 2x 3 6-x
) I jr(x.y)dy-dx—_[ J'r(w)dxdy
0 x 2 X
Asagidaki integrallerin s e I
’ | 1) j If(x,y)dxdy+j If(x,y)dxdy
1) integrasyon bélgesini ciziniz. 0 ¥ -1 -y
2) Integrasyon sirasini degistiriniz. . Cozum:
1 2 l x 2 1
12y N <A  Y=X 2 J [{[x,y)dyCX+'[ J.f(xd')d)'dx
a) I If{x,y)dxdy b) I [f(x,y)cydx - 0 2 1 %2
0y D x2 : :":E
1 : L~
1 1-y 2 3 ol -
c) r J 7 (%, y)dxdy ' d) J. Jf(x,y)dydx 0 X 2 .
6 ....‘1_y2 0 O k
e
2 2 1 Vi-x2 s - K Pb) 9. 1 xvf ; d.
- - - x
e) '- Jf():,y)dydx f) ] J f(x,y,dydx 2. I I . yjaxoy
0 Vox-x2 0 22 0 vy
i 2
2 \’4x_—x2 1 J3-y2
a) j | fxy)dydx o[ ff(X.y,?dxdy X
1 0 ° 2/n




i s 3
1 1-\!1_-)'—2 2 2
f J.f(x.y)dxdy+_|‘ jf(x,y)dxdy+
0 0

i 0

I N l l f—— l.l\\osl“ll‘-l '
g Y4 0 Y12 1 f=x
i 2.1 k= I fi(x,y)dydx+f f(x,y)dydx
/\ -1 y=0 0 G
-1 0 1 X —"‘
/4 8
d 1.} ,
2, f Jf(x,y)dxuy
8 0 3&
o 2 x
y:oI y=x3
x=0 k=2
e) 1 ¥t
2 .

| Ikt Katli Integraller

¥2 y1-y© 1 -.I»‘)“
A s 1\ 2 f 1(x y)dxdy - f il
- \ 0 12y V2
rfz\j |
-1 0 T %
e 1-x?
2
y=v 1-x2
4 vaz | T2 ¢
9 .
2 I=j I.’(x,y)dxdy+ I £
s V3 2-\ey
-
h) 1. 1 V2x V3 Vo
— 2. f jf(x,y)cydx+_[ Jm‘y
0 o 1 0
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iki Katli integralier l

) 1
-
-9
i 1 Vi
a
aVZ | _
e
0 ad2 |2
2
/4
not? sl
x—y_
o 12
x:J;‘
G '
of 22J24
% . 4 2x
R T -

1

2. ]=J-

4]
I!(x,y)dxdy

Vo _\es-2py2

m
oy

\az—x2

[ teyaxay

[ iki Kath integralier

L o

3y ¢ 6oy
2. l:J jf(x,y]dxdy+J [f(x,y)dxt
0 x=y/2 3 y,:z
X
N 1. 4 1
y=xX 2. J- J‘f(x, y)dy dx
|
l / 0 -x
a 1 X

y=-x

Agagidaxiintegralleri hesaplayiniz, -

i,
a) J' | ST dydx
0. x

1 2
b) J J.cos(x")dxdyA

¥
el 0 2y
1 2 1
c) j J‘xze"y dxdy d) I J.e"2 dx dy
0 vy . 0 yf2
2 2 8 2
e) f _J'zyi‘ sin(xy )dydx f) J J‘ dydx
vy +1
0 x 0 ar



g)
r
Gozim
a)
1=
by I=
)
c) I=

Y

1
J "x?e"y dxdy
0y

1 x 1
f jx2e“7dydx = J‘
00 0

xexy

4
J‘smvdxdy J‘smyydy
0

dx .

Z\ﬁrﬁ 1"171?
h) _[ f e dxdy

0 y/2

c 1 1. A

j Je*zdxciy +f fa"zdxdy
-1 -y 0 y-

- y.l
y=x
(0] T %

E
5da

x=y

-

’—“‘-—.M

2
J2y2 sin(xy )dy dx
X
2 ¥
= J- J"2y2 sin{xy)dx dy
0 ¢

2ycos(y2)+ 2y dy

)
- .([2 y(- cos(xy)];ldy) =

P .

= -sin(y?)+y?2

2,:4—511’1"1
0

¥4

o
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4-x2
J‘ xe
0
e
]‘yxezyd d
X =
2 Y
0

dydx

-b
‘<

Y

-<
N'—A

“
O'_-"\A o!_ ‘

4 2y
fe—(‘*—v)dy
04~y

. Bl
0 4

= J e2¥dy = 192)'
2 4

2+in3 Vin3 '
h)y 1= f fe"zdxdy
. C .yl
Ving  2x . Vina i o
= j Ie dy dx = f2xe dx =eX 2
0 0 0
=3-1=2

-

3
1) I:f Jei’sdydx
0

—_
w|x

3v2 1
* f Jev dxdy = fserv dy = o l
o 0

=e -1

i) J fe dxdy+J. Ie dxdy »

-1 -y p

1 x )
=J' fe" dydx =
0 - .

1

y | -

2 2
J2xe" dx =€’ =e-1
0 0

|

4

vt
Y=, 3
1/" '[f
[i 3 x
Xh
1
J== y=X
0 y

b

e 1
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iKi KATLI INTEGRALDE BOLGE DONUSUMLERI

dontsimd yapildiginda

U ”("»V)d"dy=”f(g(uv). F(u,v))| J|dudv

B D
olur. Eger 6zel olarak

‘X =rcos @

<

(y=rsing

dénigimd yardimiyla kutupsal koordinzflara gegilirse

“'f.:x, y)dxdy =J‘J‘f(rcos-;o,rs n@jrdrdg
3 D

olur. Gnkil bu donagim igin

J_a{x,y)_"r Xp cos @ -rsin(p__r
are) |ye  yo| Ising reosg
dir.
N
—
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PROBLEMLER VE COZUMLERI

iki Kalli ir.tegraller]

1. Bintegrsyon béligesi birinci bolgede x?~ y2 =1, x2—y2=9 xy = 2, xy = 4 hiperbol-
leri tarafindan sinirlandirilan bélge olduguna gore '

: _”‘(xz + yz)dxdy
\
B

~

integralini hesaplayiniz.

P \
~Cozlim: EIN.
u=Xxy
v=x2-y2

dontglimani yapahm.

Xy =2 ve xy=4 hiperbolleri u=2 ve u=4
dogrulanna, x2-y?=1 ve x2-y2=9 hiperbolleri de
“v=1 ve v=9 dogrularina déniisir.

Bu durumda B bélgeside

D={(uv):2u<d 1sv< Qt bblgesine dontisir.

_ =k,
_ A(x.y) e 1" -1 : y
k B(U.V,) v XI 2{x2+y2)_ , alodet
2x -2y |
oldugundan - 3
_”(xz+y2dedy=sz+y2!deudv _ , D .
B A o
. g 4' 4 v 1 SR— -
= f f(x2+y2]—21—2-dudv :
o 22 8 '2(x +y ) -0 2 4 u
i ¥ 1
=-2—j fdudv=5(4-2)(9-1)
12

1}
@

olur,

v/

ﬁci Katli integraller

IR

2. B integrasyon bolgesix? + y2 <1 dairesi olduguna gére

_[J. (1 - 2)dx dy integralini kutupsal koordinatlara gegerek hesaplayin::

B
goziim:

Kutupsal koordinatlara gegilarek
i 2% ° 1

JJ-(1—X2—y2}dxdy= .[ l-({—r?)rdrda

8 8=0r=0

r
\kO g

2n 0
2 .
Fecl )
V2 ¢ i
0 0 P

|

balunur.

3, B=[|'x,y): 1<x<2 ve CSysx} olduguna gore

e
”'______y\x Y dxdy
J X

integralini kutupsal koordinatlar yardimi ile hesaplayiniz.

¢3zim:
K=rcosh y
¢y=rsind 2
X=2=2=rc0S0=r=
cos o
=12 1=rbose=>r= —
=l e, Plo0SD ‘ 10

. ; Py
y=x=srcos@=rsinB=0= -
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iki Katit integralleTI

x 2 4 2
2 < cos . o 4 coso
yvx rsin0vr? .
JT dxdy = '{ I —\-rdrdo = [ J-&rz tan0drdo
Y X rcosg . \
B 6=0 __1 ) =0 _ 1
cos8 " cos@
kg
4 X j NIt
=l 8sind __sinB 0 = 1/ 8 1 1
30_0cos‘;9 cos* @ 3L3 cos30 3cosd 0/l
& 14\:@ T

9

4. E bolgesi kdsgeleri [n,0), (2, n1), (x,2x), (0,n) olan paralelkenar olduguna gére

_”(x - y)zsinz(x +y)dxdy

integralini

dénilsglima yardimi ile hesaplayiniz.

Cozlm:

(O, n) ve (r, 2:;) noktalanndan gegen dogrunun
denilemi x —y =

(m, 2n) ve (2n, 7t) noktalarindan gegen dogrunun
deaklem: x +y = 3

(27, =) ve (n, 0) noklalanndan gegen dogrunun
denklemi x —y =

(m, U) ile (0, m) noktalarindan gegen dogrunun
den<demi x +y = 1t dir,

I' iki Kath integraller
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Bu dogruiar, verilen bdlge ¢onUsimu yardimiyla vi
3n
u=-x, u==x, v=38nr ve v=mxn dogrularnna
dondsdr.
. N e T | : n
a(u,v) _a(u,v) 1_ -1l 2 - 5 -
axy) (1 1

O T
3 3
22T 7 [ 1-cos2v 2 sih2v)|
=-———Jsm vdv:——J‘ ——lV- J
3 3 2 6\ 2 )|
n T =

5. R bdlgesi birinci bélgede x +y = 1, x+y =2 dogrulanyla koordinzat exsenier

arasinda kalan yamuk olduguna gore

) 2

{ci=

1= [y
1+x+y

B
integralini

(a=X+y

I

Ly =x-y

dénigimleri yardimi ile hesaplayiniz.
Cozim:
ABigin y=0 1=x<2
U=x+y = u=X ]
V=X-¥y = V=X

BC igingx+y =2 0<£x<2
U=x+y =u=2 e
Vex-y = -2SX-y<2 = -25v<2

Y4




u=x+y=>u=y

sz"&’:v:_y}vz_u Isus2

DAigin: y+x =1 0<x<1 0<y<1

U=X+y =

VeEX-y =

J=-—.L._____1\ 1
duv) "7 7" = lil=g
d(x, y)

Ko

IKI NATLIITIINIEGRALLLMUN V1T MU RFAIVIF I AT

A) ALANHESABI

Alan(B) = U dx dy
.B

Kutupsal kocrdinatlara gegildiginde, Jakobiyen r olacagindan

Alaﬁ(B) = JJ rdrde
B

olur.

B) HACIM HESABI

V= ”.f(x,y)dxdy
‘B

C) KUTLE HESABI

M= ”c(x,y)dx dy
B

D) AGIRLIK MERKEZININ BULINMASI

;=—&—J‘J‘x0(x,y)dA ;v:—;—‘l—” yo(x,y)dA

Eger levha homojen isé

- 1 ;

= — || xaxdy,

. ‘A”xxy
B

y 1.”
= — rdxd
¥ A b, Y
B

nhir
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PROBLEMLER VE COZUMLERI

@ y =2 —x? parabolii ile Y = - x dogrusu arasinda kalan b&lgenin alanini bulunuz.

Cozum:

Rox® oKkt - x-2 20 =35 a8 x=ni
2-x2 2

fdydx= f(z—x2+x]dx
X -1

3 22
=2x—3-(_+-x_
3 -2
f T 1Y 9
=4 -—42-| 24—+ —|=Zp2
L 3 2/| 2

y 4

@y =y x egrisi, y =x —2 dofrusu ve x ekseni arasinda kalan bdlgenin alanini

3.

hesaplayiniz.
Coziim:

wf;=x—2=>x=x2-4x+4:

X2 -5x+4=0=x=4 x=1
2 1+2 s

A=”dxdy=J jdxdy:J.(y+2-y2)dy

B 0 7,2 Q

2 32
=y—+2y—L =E br2

2 30 3

x— ekseni, y

1

1 e i
A:”dxdy:f dedy:ffe_e)f)dy
B8 0 g 9]

=ey-e| =1br2

Ya

=Inx egrisi ve x = e dogusu arasinda kalan bdigenin alanini bulunuz.

R

iki Kath integraller

A8 L

4. x=y3, x=y? egrileriarasinda kalan bélgenin alanini bulunuz.
ys x=‘y3
1 y? 1 1 )
A= ffenay= [ Jesow=[(-17)o
) 0 3 °
C -
1 4 i x
W o e 50 ;
4 3] 12 '
0

@y =x2?-2paraboliiiley =2 dogrusu arasinda kalan bdélgenin alanini bulunuz.

; oo 8
A=jJ dydx=J dedx
B -2 x2-2
2 = B 2
= J(4-x2)dx=4x———
312
-2
=E‘.:. bf2
3

6. y=x*egrisiile y = 8x dogrusu arasinda kalan bdlgenin alznini bulunuz.

y=Bx

2 B8x ya
% Udydx =I J'dydx I
_B : 2 [ e
= _[(':ix—x"‘dx,: 4x2 ——
. - , 5o
0
NI B e
5 ]
0




e 1] ‘.[ \—J
= -y ; - ;
@ y=X, Xx=2y,x+y=86, x+2y=6denklemli dogrulartarafindan sinrlanan bal- 433 ve~y h B et il S”as'ylé' $=lwa e |
a genir alanini bulunuz. u =6 dogrulanna, xy = 1 ve xy = 4 hiperbolleri &
A dev=1ve v =4 dogrularina dé s, i
3 3 y
YRV Xwdy=p | %5 Y= T x+y=6 A=‘”—dxdy="-[Ldudv D
12 6 f - 3u 1
X=2yvex+3y=6 = X=— y=— |
S 5 =" x‘=y = . e\
= = == = . 4 6 4 ‘\___
R B S A x+3y=6 /L/)::Zy ) —_1.-‘- I1dudv—ljfnu dvs i \ "
X=2yvex+3y=6 = x=4 y=2 = / = "3 u i s =6
o A 1 1 1 ’
§ : St - !
A=|"dydx : e « 376 =6 br?
s ’ 2 LR 3 )
8 ) 312
31 x
L A M 9 =x2 vey = 4x - x? parzbolleri tarzfindan sinirlanan blyer
5 .- 8. % 4 6-x - I ok ' ¥38nin alanin; oul:
J J ydx + j jdydx+ Idydx Cozim:
32 B-x 12/5 x/2 . x/2 '
x2=4x-x2 = x%2-2x=0
21 5 - |
=ﬁbf : | =x(x-2)=0=x=0,x=2
5 2 4x—x2 -3
! = = = 2 '
8. /¥ =x2 y= 6x? parablleri ile xy = 1, xy = 4 hiperbolleri tarafindan sinir:anan bl- = _[ dedx J.(4x 2x2 )
2
genin alanini bulunuz. ol Ly ’
2
4 8
Céziim: | :2,(2_3,,(:}‘ =S b2
--:'.3. 0 3
yh
@ y =x* 24x2 + 4 ve y = x? efrileri arasinda kalan bSIgeninataning byjunuz
Qézﬁm'
P - 1 x*-4x2+4 . Y
A= ZI Idydx+2j Jd/dx
0 x2 x4-4x2+4
g [ 1 2
A =2 I{x“ -4x2 + 44x2)dx+ [(x2 —x4 4 4%2 -—4)dx
0 = i
xy2 i3 Bblge doniasimix yapilirsa i ' (x5 5 ; x3 :
: o =2|[ 2243 4 4x #[—x’———-4x
Xy =V 2 5 3 0 5 1
Xy X ) £ -
=' v X g 1 1 1 A 38+22]=8br2
Yo Yy A£Y 3] Oy ;

x[:
X
)
<
I
I
el
=X
=
Bl
n
N
'y
&|
&
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iki Kath integraueﬂ

11. x=y2-1 ve x=|y|y1- y 2 egrileri arasinda kalan bdlgenin alanini bulunuz.

x

@ =2 sinx y=sin2x egrileriile x=0ve x=n dogruléfl arasinda kalan boélgenin
a

lanini bulunuz.

Cozim:
T 2sinX s
A= [ jdydx = I(.?sinx - sin2x)dx
6 sin 2x 0
mn
= -2COSX + COS2XI =4 br2
0

yl

y=2sinx

.

Al

T 14 X
2

y=sinZx

=2y 1-x? yarm elipsi ve x=-1, x=1, y = —1 dogrular arasinda xalan

bélgenin alanint bulunuz.

Gozim:
‘I 211-x2
dedx j(2\)1 x2 +1)
2 14c0s20
=2+2 JcosOcosOde 2+2 J—i&d
-nf2 ~-nf2

[E]

=2 +21 A smzo)‘? =2+x br?
\ 2 4 o

y4 :

- =4(p +2sing)

rikl Katli integraller

i a3

14 r= a(1 + cos&)) kardiyoidi tarafindan sinirlanan bdlgenin alanini hesaplayiniz.

Cozum:

2n a(t+cos6)

A=”rdrda= J errde
B 6=0 r=0
121|:
=— az’1+cose)2d9
2 \
0
2n /
1 P 5 (1+c0s20)
=— ac+2a“cosf+a® ——m
> _‘[{ + > dd

=3 1a? pr?
2

yi

15. r = 2(" + cosB) kardiyoidi ile r = 2 cos0 gemberi tarafindan sinirlanan bolgenin

alanini bulunuz.

Cozuam:
2 2(1+cos b) n 2(1-9‘05(;-;
A=2J errd6+2 J' [rerdo
0 r=2cusé w2 0
nf2 » ; ®
_ \2 2 F 2
= J [4[1+cos<p) - 4cos (p]dtp+ J4(1TCOS([!) do
0 n/2

/2

C nj2

o n
E+4{-§-(p+25inq|+ L sin 2 J

s A2 g,

[ 4
=4‘—ﬂ1—2) + 4 —qn—gu—ZJ:Sn
2 \2 4

N2

S
.
= 4_[ (1+2cos @)dp +4 [t1+2cosw+££;sﬂ)dm




e

16. r? =a? cos26 leminskati tarafindan sinirlanan bélgenin alanini bulunuz.

Ik Kath integralI;'

- Coziim:

avcos 26
A=4erdrd6= 4 rdrdo
8

r=0 ~

f=

o _}Alﬂ
)
3
"
"
”
n
IN|

17. r=12cos36 giliinGn bir yapragimin alantm bulunuz.

Cozim:
12cos 36 Y+

e LN
=8 12cos38

/6
A =2 J

| rdrde_'=afr2 do , S Bl
J

XK z ~‘,
6=0 @, ) / 0 0 o Seir

. -

=/6 3 5 5 ) ) n
= [ 122 M]de:rz(m%w” =12n

1
. ) X
% 2 6 ‘ .
0 . /1D | /\,/‘
. .
. ',

3]
N
L) .
.
.

.

.
/ ’

18. r=1 +cos 3B kardiodinin iginde r=1 cemberinin diginda bulunan t3lgenin
alanini bulunuz. : '

Cozim:
.o n
6 14+cos30 6 :
A=3.2f frqrdO%SIZCos 30 +cos2 20d0
0=0 r=1 0

=3

o—o|a

3ot AliL t:osf5(3+1de= 3 2sin30 +sm66+gJ
2 3 12 2

| iki Katii integraller

| [

18. r=1+cosOver=1-cos0 kardiyoidleri-nin her ikisininde iginde kalan orta
¢enin alanint bulunuz.

Cozim:
72 1-cosé #fe y
f W g g 2 ;
A=4I J‘rdrd6=2j[1—<c.»se-rcos B)dO bt ioah ke 2t

0 r=0 0
2

=2J-(1—zcose+—-——c°s§e+ )ce qr
0

sin28+g)|2 :ﬂ_“”'z
4 2000202

=-2(9—25in8+

20. y2=10x + 25 ve y2=—-6x4 9 parabolleri tarafindan sinirlanan bélgenin zl

bulunuz.
Coziim:
y
y2—25_9~y2
10 6
16y2 = 240
y2 =15
y=$‘\/15
9-y2
J'P—S el Y15 9~y2 y2_25 d
= .[c.de'=J.(e_.1o 4
-V15  y2_25 TS
10
Y15 V15
~ 2 3 16
= J 4..._.Y_. y= 4y—.—3— -—‘/E
i 15 4 )iy 38
-¥15

-

\

i’@sz +y2=2x,x% +y? =4xgemberlerilley=0, y =x dogrular arasinda -k

? 7 béigenin alanini bulunuz.




[ |

iki Katli inxegraueﬂ

Coézum:
x2+y2 =2x=r=2c0s0 Y1
y=x
x2 +y2 =4x = r = 4c0s 0
—x = 6=2
y= 4 srB
n/4  4cos0 /4 x
A:J-J-rdrd(lz I errdﬂ:%l‘:ZcosZOde
£ 0=0 r=2c0s0 0
n
sin20 3 3m
=3 +0|f =222 pr2
2 0 4

=2y + 3}2 +(3x + 4y - 1}2 =100 elipsi tarafindan sinrlanan balgenin alanini bu-

lunuz.
Cozlnt:

u=x-2y+3  v=3x+4y-1 denise u?+v2=102

—

olur. Cénligim sonucunda elips gembere donasir.

Coxy) 1 11
u,v) duv) |1 -2] 10 .
ax,y) 3 4
2 10
2 r 1 r
A= J. | jjdudy = ”——dudv:J. J—drde
10 10
u24ve=10 u? 4v2=102 =0 r=0
=-1—0-.2n=10n
2

23. Z=2x%?+y? + 1 paraboloidi, x + y = 1 diizlemi ve koordinat diizlemleri tarafindan
sinirlanan bdlgenin hacmini bulunuz. ;

rTRECTT

| iki Kat integraller

Gozim:

-x

1
V=J. J-(2x2+y2+1)dydx
0 0

4
1-x ‘
=3x3_1x¢_( ) P
3 2 12 2
0
Z N s B |
=———t—t—=—
3 2 2 12 4
X v z - S ; a2 ; s b0 s
24, —+ —l~ +—— =1 dzlemiile koordinat diizlemeri tarafindan sinirlanan dort ytz-
a ) c

lGrin hacmini bulunuz.

a
£ y v
=|leoy—Zxy-=2— :
fer-Siy-2L
0 0
a "
bc - be cb - b, x
=_[bc—— L= +—x2~—‘1 2 ex E
. a a a? 20 a

=abc—abc:+—zit£—ab—(;=E

3 6 6



iki Katli integraller

25) z=x2 + y? paraboloidi ile z = 0, x=-3, x = =3,y =
sinirlanan bdlgenin hacmlm bulunuz

=3, y = 3 dizlemleri tarafindan

Coziim:

3 3 3 3 p

1

V=j f(x2+y2}dydx= fx*y+? dx

-3 -3 . -3 s

3

=J-|’:3x~2 +9+3x2+9)dx=2>3+18x .

_3. iy

=2(54+54) =216 br3

26. x Oy dizlemi, 4z = x2+y2 paraboloidi ve x2 +y2=4x silindiri

sinirlanan bélgenin hacmini bulunuz.

tarafindan

Coziim:
i
2 420s6 2
ﬂ dydx =2 | J' L rdarde
K2 ay?=ax ﬂ=-0 r=0 o
2 LS
~ 4cos@ 3
=2 f i -drdg = f32(c0s9)4d9
8=0 r=0 ’ 0
= ,
2 s B2t :
= 32 [c0s? 0 - cos? 4. sin 8)ds
0
X
&7 1+c0529 (1-cos 46 - e
2 32J'|- > = A = )]CB R a - 29 ’
. 0 4 : . '
™
| 27. ja- Y+2z=3, x2+y =1, z=C yuzeyleri tarafindan sinirlanan b6i\genin.hacmini
ulunuz. :
19
o« j? € Jzﬁ;f}“

/o_rcas9..r‘\n(9\r

—[ |44.~

[ iki Kath integraller

Goziim: "
V=f 3-Xx-y)dxd
-[( y) y X+ Y+ 2=3
B
. R
T = j ]. 3r-r°cos 0 1?%sirrﬂ)dr‘d8
8=0 r=0
2=
3 3
= Jgr:? -r—cose--r-sine co
2 3 3
0 " /
e 2n y
J i co
:J‘ _:_?o__cose_sme de=ge_sm1‘)__ s0
o 2 3 3 2 3 3
s y
o
,
=3n+%—;=3n o2
3 2
\;L v’ /’l_/
\/] - /‘

i

has
28. 2z =4 -x2-y2 parabolo"‘h |Ie z =0 diizlemi tarafindan srirlanan b&lgenin
mini bulunuz.

Co6z2im:
2 » &
=52 .2 F S D
V= J'[“ Y_ az dydx= J | S rdran
x2+y5=4 0=0 r=0
2n 2
f 3
=j j‘2r—-— drde
152
cov _
2n 4 ¢
= [r2-L| de=2n(2) = 4z
3 :

. ' . ' 2 4 y2 = 4 silindiri ta
28. Ustten z = x2 4 y2 parabolaidi, alttan x O y dizlemi, yandan x“ + y* = 4 sili

rafindan sinirlanan bélgenin hacmini bulunuz.

gy [ Y
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Cozum:
V= ”. x2 + y2 dydx
x?+y?sa
21 2
. [ [rdrdo =2n.4=8x
0o 0

- XZ*)“‘

30. xoy diuzlemi z=e ( J ylzeyi ve x2 +y2= 1 silindiri :arafindan sinirlanan
bélgenin hacmini bulunuz.

Cozim:

—fxzqy
V=ﬁ.e l dydx— f j rdrde——— 2n.e =
g 2

8=0 r=0 .

1
e —n(e“ = 1} = n(1~ e“’)br:3

2 2
/31.\a, b>0 dir. xOy dizlemi EL.ne sl oy K- yd 2x
| y duzlemi, z 22 + 52 paraboloidi ve ;7+'55_ = silindiri

arasinda kalan bdlgenin hacmini bulunuz.

Cozim
V= jf| +———]dydx olur.

X = arcosg, Y= brsing dénusima yapilirsa,

n mn
2 2005 2
V= f r2. abrdrdp = 2 f(z cos @) dgp
_E =0 .
2 "2
n
2

= BatJJ‘cos4 @do = 8ab- s -‘Iinab olur
; 16 2 j

[Tki Katli integraller J

32. Birincibolgede x=0, y=0, z=0, x+y =4 dizlemleriyle y2 + 4z2 =16 silindiri

tarafindan sinirlanan bélgenin kacmini bulunuz.

Coziim

AZ
i

33. y=x%ve x= y2 parabolleri tarafindan sinirlanan bélgeye yerlestirilen bir levhanin
yoguniugu her noktada o noktanin Ox— eksenine olan uzakligin karesi ile orantill

olarak degismektedir. Bu levhanin kitlesini bulunuz.

Cozum:
o(x,y)= ky? d =
i
1 \'l; =
M:J' c(x.v)dh‘dX=[ fky?dydx
B 6 x2 B
2
=I5(x3/2—x6]dx——k s 2 : -
2 3 35 Y 1 x
T
'S s

34. y = 6x - x2parabolii ile y = x dogrusu tarafindan sinirlanan bdligeye yerlestirilen

homoj :n levhanin agirlik merkezini bulunuz.



el BB iki Katl integraller | iki Kati integraller | i R e
Coziim 2 ‘;"1
M= ﬂ a(x.y)dydx = kj J'jydx kJ. Bx - 4x2 Jdx
S : o ; 0 wilx 0
( ] 2
L 43” [ 48 32)_16
v x =kl 4x2 - —x =kj —-—|=—k
6x-x2 s BN - g i o k3 3) 3
My = f f xo(x.y dydx = f J xkdydx N £ 16,
: 0 I
5 5 Y. x T M 18
\4. _ 625k ~< : il
=kf(5x2 —Xa)dx = — - S 3 o 2 &
. R 2 s = £ (2::-x2)°  (3x2 -(Sx)2 ‘
y=6x—x M —I jkydydx:k[ — - dx
6x-x2 - 0 3x2-6 0 $ z
- xc—-Bx
M= Hc(x.)')d)'dx - j fkdydx = ﬂ = ’ _
: :
-2k-J' (4x2 - 4x3 +x2 —9x* +36x3 - 36x2)cx
6
iM_ T2 s >
M 125 - . e
= 2 =kJ‘(-16x2+16x3—4x")d<
0
Benzer gekilde ¥ =5 bulunur. Agirhik merkezi (-2— 5) noktasidir. =k(——x3 s 4x4 - x%] )— -—k
/7
s
oMy sarll o 8
3. y 2 - R TTTIE TS
Yy=2x-x2 ve ¥ = 3x2 - 6x parabolleri taraflndan sxmrlanari homogen levhanin = 3
agirhk merkezini bulunuz.
Cozim: -
G(X-YJ. o(x.y) =k ” y=3x2—6x
- My - M = xz ye g it L .
X=T' Y= My 36. Birinci bdlgede o2 +—i)2—=1 elipsi ile koordinat ekspneri arasinda kala
;. 2 ?x-x.2 ’ ‘b:’ilge.ye yerlestirilen homaijen levhanin agirlik merkezin; bulunuz.
M’_‘ =.Uxo(x,y) dy dx = f kadydx N “ ;
B 0 3x2_g;y Codzum:
2 2 3 ) :
peey ) \ i X,y = - - y
= kf(2x2 -x3 - 3x3 +6x2)dx =kf(gx2_ 4x3)ex ., : G(x.y) o(xy) =k olsun
(v} - 0 :y:'z)(_yz
=k §x3;x4)’2—k 64 48) 16 ) §=rcoso i
L ey § PR ,
e rsing o
J=a.b.r olur
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Iki Kath integraligl

nj2 1 2b n,‘2 2b
M, =.U xo(x,y)cydx = J a.rcos 0.k.a.brdrdt =k s J cos0do = kT
B 0=0 r=0
- =2 1 b b
r abm abr
= = k.abrdrdd =k——=k—
- [Jetriavoc- | | 2o
8 0=0r=0
o Mx = 4a
3n
1/2 ab? -
J. Ib:snnokabrdrce kT .
0=0 r=0
L B
M 3n
37. x2+y2=4 ve (x-1)2+y?=1 gemberleri tarafindan sinirlanan bélgeye
yerlestirilen homojen levhanin agirlik merkezini bulunuz.

Cozim:
Bolge x eksenine gore simetrik ve cisim homogen

oldugundan ;:0 dir. B -

[x—1)2+y2=1=.r=2cosﬂ

a
nN
2P

n
| rcos@krdrdo+2 I

2
frcos 0x.rdid0
-
0=0 r=2ccs0 r=0

mla

/2
=—k J-coso(B 8cos3())d0+ k IBcosodO
/2
/2 n 3
= —K J(coso—cosze+casz(isin?0)d0+ Icosﬂd(]
o il nf2 J

+sin0

T
( si 0 0 sin40\|2
=-1—6k sino_(sm20+§_]_{§_ 2

%91,’ 4

I iki Katl integraller

¢ n/2 2.
M= JJ.c(x y)dydx =2 f fkrdrdo+2f Ikrdrdl)
B 0=0 r=2cos0 2 r=0

/2 n i T
At .
=k J(4 - 4c0s20)d0 + fk4du = 4k[e -G’L S'“fe . +2.‘:k]’ = ak| 3%) _ ank
0

J
nf2 .

38. y= \/—16 -x? yan gemberi ile x = —4, x = 4, y =-4 dogrulari tarafindan sinirlanan
bolgeye yerlestirilen ve (x, y) noktasindaki yodunlugu o(X, y) =4 + y olan bir
levhanin agirlik merkezini bulunuz.

Cozim:
yL
4 'v16—z
My = IJ cnxydyd =J. [) 1‘4*)1 dydx
B -4 4 /\
V16 -x . 1
‘2 0 %
Xy
4xXy + —— dx
’ 2
4
‘ -4
r == 5
= I 4x16 -x? +i(16—x‘)—r16x—8x-}dx |
Il 2 J -
4
2 ¥2 . x*
=-2% %l b . 2
3( J +8x y
44 4
=—?+32+4?—32 0 = X =0 olur.
4 16 = ( '\'16‘){2 4 3
_ P 2 16 —x2
M—J (4+Yy) dydx-f4y+— dx =I aV16 —x2 + 2 +16 -8 |dx
-4 -4 -4 -4
32
=?(10+3n)



4 Y16-x2 4 2 ¥16-x2
My =J J’4y+ y2dydx = J 2y2+-% dx
-4 ~4 -4 -4
4
; 1 2 ]
:j 2118-><2)+—(16—x2‘:e—:32+-§£1 ldx=£(8+3n)=
\ 3 / 3 3
4 - i
)—/_ My o 84—31’.
"M 10 +3n ;=

39. r=a(1+cos8) kardiyoidi tarafindan sinirlanan bolge yerlestirilen homojen lev-
hanin agirlik merkezini bulunuz.

Cozim:
25 2(1+cose) or
My = j jrcos@kfd»’dﬂ=%Ia3(1+cosejs.cosede
e 0 r=7J 0
3 2. F ;
. % f |cos +3cos?@ + 3cas 39 + cos ¢ o)de = %kdas X
0

. 2n a(1+cos0) 5 2n R
M—-—J' Ikrdrd0=i<_a?f[1+2cosg+1+c;ﬂjdg
5 i

C r=0
2 i 2n
=k?—,(—+2$ln0+°m20' ~J’=-§kna2
24 0 2
- M ;
x=v"=£a olur. Simetriden
y=0

~olur. AgGirlik merkezi [56—3 O] dir.

-

-

BOLUM PROBLEMLERI VE ¢ OZUMLERI

p § A i ; : dedt
1. Hangi B bdlgesi tizerinde ”(4—)(2 -2)%)dxdy integrali maximum 9
B
Bu degeri bulunuz.
Goziim:

o i 2 ! imalidir.
integralin maksimum deger aimasi igin 4 -x% -{y220 = x“ +2y° <4 0

X
E:roose
= J=2v2r olr.
y .
—==rSsind
2 .
¢ 2z 1 _
[[ (4-x2-2y2)ayax= [ [(a-a2)orzrarce
x2+2y2<4 8=0 1=0
,)n i %
o o B o1 _Nor o avon
= ——— | dg=8v2 ————]211—
8i2 [ (2 4, 2 4
€=0 )
2 .
2. I{arctanrx — arctanx)dx integralini hesaplaymiz.
0

(Once integrant: bir integral formunda yaziniz.)

Coztim:

2 ) 2 = " n { 212)( -
I=j(alctam:x-arctanx)dx=J. j dtjx=j-517 J_——Hx?l? 5
el 0

2
. 1+ (xt) : 5

n : n 2 ) n ! 1\ 8t
1 In[1--4?) 1 a2\ - I(_ dt
;!2—t2-ln(1+x212) dt= I—2l—2 dt= 2t|n(1+_ ) - 2tJ1+ 412

0

_In5 ln(1+4n"-’)_+4Tl dt s _In(1+4x?)

+2arctan 1[’11

2 - 23 1 1442 2 21
In5 In(1+4n2) 5
o 2z 2
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3. Tabani xy diizleminde B olan bir dik silindir (dairesel olmayan) iisten z = x2 + y2
paraboloid ile kapatiliyor. Bu silindirin hacmi

1 vy 2 2-y
V=I J{x2+y2]dxdy+j I[x2+y2:dxdy
0 0 10

olduguna gbére B bélgesini xy diizleminde gosteriniz. integrasyon sirasini
degistirerek yaziniz. Hacmini hesaplayiniz.

2-x y
dx

1

X
3
x2 +y2?) dx.—.Ix2 il i
f( y2 dy i
X

0

X

1
—-x)3 3
=J‘ x2(2—x}+——(2 X) -x3 =X lax
3 3 3

y=x

1 " a
9 =y -
:I 2)(2—7X +.(£L) dx
A 3 3

4. Asagidaki genellestirilmis integralleri hesaplayimz.

‘V'\h-x?

o 1 1
-_-j-J x; dydx b) J J{2y+1)dydx
1 g% cT "' _1/ 1—X2
o [ | = @ [ [reteMayox
8 (x2+1)(y2 +1) LAY
Cozum
. - 1 = et ;
Iny 1 s 1
a) I=J— dx=J.—dx=Iim Ix'zdx= fim -—=| =lim1--=1
Ix-"’ 1x2 treo tbos X |y lmee 1
eX

1 [es]

mi Kath integraller

1 1/,“_):2 1 1V1-x2
b) I=J. J(2y+1)dydx Jy +y
-yf¥x2 -1 -y 1-x2

3
=j~ Beodica b . 1 ax
1=32. 1-%% 4 32 o152

1

2
dx+J

0 vi-x2

0 1-&5

= lim J' 2 _dx< fim I

dx
‘ e 82—’0
1 0

—
vi-x2

2 1-5;_ 2
= lim J' dx+ lim dx
1_x2 3,2—')0 0 1_x2

= lim 2 arcsin0 - 2 arcsin(— 1+e1)+ hm 2 arcsin{1—¢3) —2arcsin0
e—0

=—2—n-+2£=—21t
2 2 =

=_I I x2+1y+1)

w 0 o S
I= lim [ I SR (BT + lim J. I
t—*-°°__, : x? +1xy +1 s Rl x +1 y +1)

dy + I lim (arctans — arctan 0)
T

S—ree y +

cy

l-—)ec

= j lim arctanO - armant)
) Y




8

&) xe (x+2¥) gx dy

O ¢

o

s o

lim fxe -x+2y) gy dx = J im -~ g-(x+2y)
{—= U (—0” 2 ¢

j], [__e—x e—(x+2l)]dx = J‘-)ie"‘dx D
1—5e 2
0 0

m |

o] m b wica Bl - Ried 1

= lim —'J—xe"‘ - [ Xdx}= lim — ——-——+1}=—

M=o 2 : ]0 ” . ( Moo 2 e em 2
O -

0

I= dx

Oe_ 8

S. f, B lzernde integrallenebilir olsun.

1 . e y
Z.1anB _U-f X,y )dxdy ifadesine f fonksiyonunun B Uzerindeki avaraji (ortalama

degeri) denir. Asagidaki fonksiyonlarin kargilarinda yazili b3lgeler lizerinde orta-

lama de@erini bulunuz.
a) f(x,))=sin(x+y), B={(x,y): O=x=n, Osysnu}

b} f(x,)) =x2+y? ={x,y): x2+y?<1)

c) f(x,y)=__1_, B:{{x,y): eXcy<e™X, xz1}

x3y
Cozum:
a) f(X.y):sin(x+y),. Bé{(x,y): 0<x<7, O<y<n)

mn
AlanB = dedxz 2

0)
n

i ) nT T n .
ff f(x,y)dcdy ='[ '[sin(x + y)dydx =I-cos{x+y)
B - 0 0 : 0

n
=0
o)

[-cos(x +n) + cos x]dx = —sin(x + 7) +sinx

Oty i

= avargj =0

} b f(xy)=x2+y2 B={(.y) x?-y?<1)

] N

T ( -2x -1 _le'z
AlanB = I I dydx = I (e*-e™2)dx=€""~-7

1 e 1

1 -2 1 _2‘) 7 1 =2
- -—2 1-—e
z° (1 2 1173

ERLICRE S ||

oldujundan avargj = -
° -1(1_1 -1). te 4 lg-

' b
6. I= J.f(x)dx integrali icin

12 =| Jf(x }[ dy] ”r(x ) (y ) dx dy

— 0

esitliginden yararlanarak = [1 —X°dx =
A £

2n 1
 AlanB = J J‘rd'd0=r.‘
0=0 r=0
: g
211 1
_ J:[(XQTyZ)dxdy I rdrd8= -’25 oldugundan AV§raj=%='§ s
B 0 =0

[ee Va ldugunu gosterifiz.

-
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Cozium:
£ v . P n2 e /2 i
I2 {e"ﬁzdx Je‘Vzdy;J. J-e‘xzﬂ'zdxdy= J- Je"2rdrd8=——21- _[e"z dr
\0 0 0 0 0=0 r=0 0 0
1
=—_(_1)£=_"_:,1=£
2 2 4 2

fe—X
e Je——dx integralini hesaplayiniz.
X

Gozum:

x =u? = dx=2udu

Ne.‘x oo —u s oo
J—dx:fe .2udu=2'|‘e‘"2du =2£=wf§
4 Vx u 2

0 0

R

UC KATLI INTEGRALLER

l Bolim 9 I

UC KATLI INTEGRALLER

TANIM :

G, xyz koordinat sisteminde bir bélge ve f de bu bolge Uzerinde sinirl: bir
fonksiyon olsun. P ={G,, G2, ..., G,}, G bdlgesinin bir pargalanmasi;-
(X, . 2x), Gk min herhangi bir noktasi AVy da Gy bolgesinin hacmi olsun.

Eger

n
IkP”Ilm 5 E f(Xx2 Yo Zk )AVK

k=1
limiti varsa bu limite, f nin G Gzerindeki (i¢ kath integrali denir ve

H f(x,y,z)dv

G
ile gosterilir. Bu durumca 1 integrallenebilirdir denir.

EJer 3 bolgesinin pargalanmasi koordinat dizlemlerine paralel dizlemlerle
yapilisa, AV, = Ax,.Ayy. Az, olacagindan, yukandaki integral

Ijjf(x,y,z}dxdydz

bigiminde de yazilabilir.




