o". ( ‘.

> Matematikgi

- ‘- Gibi Dusiinmek

- KEVIN HOUSTON
o Cevirenler
MEHMET TERZJLER - TAHSIN ONER
Ly e (e
| S XEp— - -
~ —

\ PALME YAYINCILIK



Matematikci Gibi Dustinmek

Matematik lisans egitiminize avantajh bir baglangi¢ m1 anyorsunuz? Belki egitiminize
coktan bagladimiz ve daha 6nce sevmediginiz alanin sizi sersemlettigini duyumsadimiz?
Telaga kapilmaymn. Bu kilavuz gergek matematiksel diigiinmeye gecisinizi kolaylagt-
racaktir.

Bu kitab1 bagtan sona ¢ahgarak; tanimlann, teoremlerin, kamtlarin, problem ¢&z-
menin anlamim agmamza yardim eden bir teknikler deposunu gelistirecek ve mate-
matigi etkili bi¢imde yazacaksimz. Tiim 6nemli kamit yontemleri — dolaysiz yontem,
durumlar, timevanm, celiski ve karsit ters — betimlenmistir. Bastan sona somut drnekler
kullanilmigtir ve bélenler, Euclid Algoritmasi, modiiler aritmetik, denklik bagintilar ve
fonksiyonlarin bire-birligi, értenligi gibi bir¢ok dersin ortak konular hakkinda ¢ok bol
beceriye sahip olacaksimz.

Kitabin materyali y1llardan beri gergek 6grenciler tarafindan test edilmistir, o halde
gerekli olan her sey icerilmistir. Gelismenizi sinamada size yardime: olan 300 den fazla
ahgtirmayla, kisa zamanda bir matematik¢i gibi nasil diigtiniildiigiinii 6greneceksiniz.

Matematik lisans egitimine baglamak i¢in zorunlu olan bu kitap: miithendislik ya
da fizik cahgiyorsaniz ve lisans matematigi konularina girme ihtiyaci duyuyorsaniz ya
da bilgisayar bilimleri, felsefe ya da dilbilimi gibi lojik gerektiren bir konu aliyorsaniz
ayrica yardimei olabilir.
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Onsoz

Soru: Kag ay 28 giin ceker?
Matematikginin yaniti: Tiimii.

Matematigin gticu

Matematik sahip oldugumuz en giilii aragtir. O yasamimizi denetler. Insani aya génder-
mek i¢in ondan yararlanabiliriz. Bir seker hastasinin ne kadar insiilin almas: gerektigini
hesaplamak i¢in onu kullaninz.

Ama buna kargin... Matematigi kullanan ya da sevenler tuhaf ya da akilh fakat
dagimk' kisiler olarak disiiniiliir. Ve hala, matematik birgoklar: tarafindan ise yaramaz
olarak degerlendirilir — eskiden beri okullu ¢ocuklar ‘Bir giin bunu kullanabilecek mi-
yim’ diye sizlanmiglardir.

Bir kimse ni¢in matematik¢i olmak ister? Daha dnce de deginildigi gibi, mate-
matik ¢ok giliclii bir aragtir. Matematik kullanan islere ¢cogu kez iyi para édenir ve
insanlar bundan etkilenme egilimindedir. Matematik¢i olmayanlar, bir matematikgci
ile kargilagtiklaninda, ¢ok sayida tepki gosterirler, en yaygin olam1 ‘Okulda matema-
tikten nefret ederdim. Hig iyi degildim’ ve bir bagka genel tepki ‘Gercekten zeki
olmahisimz’ dir.

Kavram

Bu kitabin amaci bir matematik¢inin gercekten nasil diistindiitiniin sirlanm agia ¢1-
kartmaktir. Matematik meslek yasantim boyunca ‘Keske biri bana daha tnce soylesey-
di’ diye distindtigiim durumlar oldu. Bu, bu dZiitlerin bir koleksiyonudur. Sanirm, o
boyle bir koleksiyondan da 6te bir seydir. Salt bir teknikler koleksiyonu degil (onlan
da sunacagim) bir durus sergilemek istiyorum — bir diigiinme yolu ve ¢galigan matematik
yapmak.

Eger acemi iseniz, 0 zaman yiiksek-diizeyde matematik ¢aligmak sizin igin yeni
olan ¢aligma becerilerini gerektirebilir. Bagan i¢in gerekli olan genel ¢calisma becerileri-
ni tarigmayacagim — zamanin kullanim, not tutma, sinav teknigi v.b., bu bilgileri bagka
yerde aramalisiniz.

Sizin bir matematik¢i gibi diisiinebilmenizi istiyorum ve bu yiizden bir matema-
tik¢i gibi 6zgiin diisinme becerilerinin nasil kazanildigina yardimei olan ve size pratik

! Akilh ama dafmk icin en befiendifiniz terimi ekleyiniz.
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dgiitlerle dolu bir kitap sunmay1 amaghyorum. Bazi konular ustahk ister, digerleri size
s6ylendiginde apagik gelebilir. Omegin, bir denklemin gegerli oldugunu gdstermeye
caligirken, en karmagik yam ele almahsimiz ve diger yani elde edinceye dek indirgeme-
lisiniz (sayfa 143). Bir dgiit yiikksek diizeyli matematiksel diigiinme igerebilir ve yeni
baglayan biri i¢in agin karmagik olacaktir — o halde 6giidii hemen kavrayamazsaniz,
tiziilmeyin.

Bu kitap nasil kullanilir

Farkh bir diigiinceye ya da diisiinceler biitiiniine deginilirken her bir kismin farkh bir
tarzi vardir. Kitap birgok bilgi igermektedir ve, cogu matematik kitab: gibi, bunu da bir
oturugta roman okur gibi okuyamazsimz.

Bazi dostca oglitler

Ve simdi daha dnce isitmis olabileceginiz, ama yinelemeye deger, baz1 dostca giitler

verecegim.

o Siz bilirsiniz — Davramslarimiz muhtemelen ¢aligmalarimizdaki basarinin en biiyiik
belirleyicisi olacaktir. Eski atasdziiniin iizerinde diisiinelim: Ogretmen kapiy1 agabi-
lir ama iceri kendiniz girmelisiniz.

e Faal olun —Kitab1 okuyun. Aligtirmalar setini ¢6ziin.

e Kendi baginiza diigiiniin — Daima iyi bir giit.

e Her seyi sorgulayin — Size sunulan tiim sonuglardan kuskulanmn. Inandiginizdan
emin oluncaya dek onlar1 kabul etmeyin.

e Gdzleyin — Sherlock Holmes’un giicti ¢ikanimlardan degil, gézlemlerinden kaynak-
lanmistir.

o Yanimaya hazirlikll olun — Matematik yaparken size sikhkla hatah oldugunuz
soylenecektir. Umutsuzluga kapilmayn: matematik zordur, ama ddiiller biiytiktiir.
Bunu kendinizi tegvik etmek i¢in kullamin.

o Ezberlemeyin — anlamaya ¢aligin — Dogru anladifinizi ammsamak kolaydir.

e  Onsezinizi gelistirin — Ama ona tam olarak giivenmeyin.

o Ishirliginde bulunun — Matematigi anlamak i¢in, miimkiinse, bagkalariyla ¢aligin.
Bu bir yarigma degildir. Onlann yaptiklarim1 aynen kopyalamayn.

e lyi diisiiniin — Geriye déniip ne anlamig oldugunuzu gériin. Daha iyisini nasil yapa-
bileceginizi kendinize sorun.

Ogretmenlere ve okurlara - degerli zamaninizin bir am

Gegenlerde meslektaglanmdan biri; bir 6grencinin A4 gerektirir B bigimli bir 6nermeyi
kanitlamasi istendiginde, kamit yontemlerinin genelde tiimiiyle yetersiz oldugundan dert
yaniyordu. Sakayla kangik dedi ki, 6grenci 4 y1 varsayiyor, onunla biraz ¢alisiyor, B
nin dogru oldugunu kullaniyor ve boylece 4 nin dogrulugunu sonuglandinyor. Cogu
dgrenci nasil oluyor da kamitlann belkemigini olugturan mantiksal akil yiiriitmelerin
ingasinda bu kadar zorlamyor?
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Kegke buna bir yamit bulabilseydim. Bu kitap bir yamit i¢in ¢aba harcamaktadir. O
bir bildirge degildir. Ogretim yillar boyunca diigiinceler, dgrencilerimin matematiksel
diigtinmelerini geligtirmek i¢in denenmis ve smanmigti. Onlan kavrama yolunda iyi
teknikler kazandirmig oldugumu umuyorum.

Bu kitaptan yararlanmak istiyorsaniz, 8grencilerin tek bir derste bu kitaptaki her bir
ogiite kanmadiklarim diigiinsem bile, en begendiginiz ya da dgrencilerinizin zorlandi-
@m bildiginiz parcalan ya da bazi teknikleri segmenizi éneriyorum. Ogretmenligin bir
amaci dgrencilere esin kayna@ olmaktr. Matematik heyecan verici olmal.. Ogrenciler
bu heyecam duyarlarsa 6grenmek i¢in harekete gecerler ve yukanda anilan atasdziinde-
ki gibi kendiliginden iceri gireceklerdir. Kesfetmek i¢in onlan 6zgiir birakmayi, daglara
tirmanmak i¢in onlara aletler saglamay: ve bagka matematiksel alanlar kegfedilebilmesi
i¢in pusulalarini vermeyi amaghyorum. Bildiginiz lizere, bunun yerine getirilmesi zor-
dur ve genelde sorun zaman darh, kaynaklar, {iniversite ya da meslektas desteginin
eksikligi degildir. Problem, hatalan olmamakla birlikte, 6grencilerin kendileridir. Ne
yazik ki onlar sorgulama nitelikli egitilmemektedir; aldiklan egitim yanmit vermeye da-
yahdir. Bizden soru sormamizi beklerler ve onlarda yamit verirler, ¢iinkii onlar bu se-
kilde egitilirler. Bu kitap sormak geregi duyduklar: sorulan onlara vermeyi ve boylece
artik bana bagl kalmamalarimi amaglamaktadir.

Tesekkdr etmek istiyorum...

Bu kitabin olusumu epey uzun siirdii, bu nedenle beni ya da igerik se¢imini etkileyen te-
sekkiir edilecek ¢ok kisi vardir. Aymi isimli kitap¢ikta yer alan konulann bazilan Leeds
Universitesinin tiim birinci sinif matematik dgrencilerine verilmis; cogu dgrenci ve ga-
liyma arkadaslarim y1llardir diigiincelerini belirtmiglerdir. Kitapgik web de yer almig ve
biitiin diinyadan insanlar talep edilmeyen yorumlar géndermislerdir. Ahmed Ali, John
Bibby, Garth Dales, Tobias GliBer, Chris Robson, Sergey Klokov, Katy Miles, Mike
Robinson ve Rachael Smith’e; (isimlerini unuttugum) firinah kuram ve denemelerime
ilk katlanan Leeds Universitesi ve Warwick Universitesi 6grencilerine tesekkiirlerimi
sunuyorum. [k taslag: okuduklan i¢in David Franco, Margit Messmer, Alan Slomson
ve Maria Veretennikova’'ya c¢ok tesekkiir ederim. Cok verimli tartigmalanmimn oldugu
Margit ve Alan’a 6zel tesekkiirler. Bu kitabin yayinlanmasinda adi bilinmeyen bir ha-
keme ve gérev alan Cambridge Universitesi Yayinevi ¢alisanlarina ve dzellikle Peter
Thompson’a tesekkiirler.

Son olarak, bu kitab1 yazarken bana destek olan ve yagamima nege katan harika
esim Carol’a tesekkiir etmek istiyorum.
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Cevirenlerin Onsozui

Cok iddiah ve tiiriinde tek oldugunu diisiindiigiimiiz boyle bir kitab: dilimize ¢evir-
mi§ olmaktan biiyiik bir mutluluk duydugumuzu (ve ayn1 zamanda yazarnn bazi nokta-
larda gergekte neyi amagladigini sezmek ve kavramakta epey zorlandigimizi) séylemek
isteriz. Yazar, her ne kadar *felsefe yapmaktan® kagindiZini sik sik dile getirse de, mate-
matik ile felsefenin i¢ ice oldugu olgusu bu séyleminin bile nitkte igerdigini gosterir. O
nedenle kitab elestirel bir bakis agisiyla incelemek daha da yararh kilacaktir.

Yazar her an verdigi 6giitler, yol géstermeler ve uyanlarla 6grencilerin matematikgi
gibi diigtinebilmeleri i¢in biiyiik ¢caba harcamaktadir ve buna gergekten saygi duyulma-
hidir. Ancak ‘Onerilen komutlar: yerine getirmekle matematik yapilabilir mi?” sorusu,
bagka bir tartiymay1 beraberinde getirir. Bagka bir deyigle; matematik ¢ok ince bir sana-
ta benzediginden, ‘yetenedi’ olmayanlara verilecek Ggtitlerin ‘yaraticilik’ kazandirmas
diisiiniilemez.

Her seye karsin elinizdeki kitap; basta 0gretmenler ve 6grenciler olmak iizere,
matematigi meslek edinmis ya da matematige ilgi duyan herkesin okumas1 gereken
muhtesem bir eserdir. Matematik ‘caligmak’ ile matematik ‘yapmak’ farkh seylerdir:
[1ki kavramlan 6grenmeye — belki de diiz ezbere — dayanirken, ikincisi kavramlari
anlama, sorgulama, dmekleme ve aralanindaki iligkileri kurmaya y&neliktir. Yazar da bir
kavrama drnekler — karsit, ug, asikar — bulmanin matematik yapmak i¢in vazgecilmez
adimlardan ilki oldugunu anlatmaktadir. Gergekten 6rnek tiirlerini ortaya atabilmek,
bir teoremin dogruluk ya da yanhghEmm somut olarak goriilmesi i¢in ¢ok degerli bir
meziyettir.

Kitabin bize gore en can ahic1 6zelligi, cogumuzun ayirdin da olmadig ve ashinda
tam olarak bilmedigi — hi¢bir kitapta bu denli ayrintili bulamayacagimiz — u kavram-
larin en ince noktalarina kadar islenmis olmasidir:

» Tamim nedir, nasil okunmalidir.

* Teorem nedir, nasil okunmalidir.
» Kanit nedir, nasil okunmahdir.

* Kanit nasil olusturulur ve yazihr.

Ornegin, Pisagor Teoremi gibi, herkesin *bildigini’ sandiZ1 teoremi yazarin ele alis
gercekten ilging ve dgreticidir. Ayrica, genelleme ve dzellestirme kavramlan da gercek
anlamlanyla tizerine basa basa anlatilmigtir.

Kitabi, hi¢bir yorum katmadan, kelimesi kelimesine ¢evirmek i¢in 6zen gdsterdik.
Bu titizlik bazi durumlarda sikintilara yol a¢sa da belirsizlikleri ortadan kaldirmay: ba-
sardik. Burada yardimlarini esirgemeyen Prof. Dr. E. Rennan Pekiinlii’ye i¢ten tegekkiir
ederiz.
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Bu eserin daha énce PALME Yaymnlan arasinda yer alan ‘Kamit Nasil Yapilir® adh
kitapla birbirini ideal bir bi¢gimde tamamladiklarim ancak once elinizdeki kitabin ince-
lenmesi gerektigini ammsatmak isteriz.

Son olarak kitabin basim ve yayina hazir olmasinda gosterdigi titizlik ve igbirligi
igin PALME Yayinevi'ne tesekkiirlerimizi sunar, yapic: elestirilere agik oldugumuzu

saygryla bildiririz.

Eyliil 2009
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1. BOLUM

Klmeler ve fonksiyonlar

Cogu fizikci katlmasada, her sey bir yerden baglar.
Terry Pratchett, Hogfather, 1996

Bir matematikei gibi diigiinmek, tizerinde diigiiniilecek bir matematik gerektirir. Bu ki-
tapta gerekli 6nbilgi say1sini, bilginizdeki bosluklar: kavramaniza bir engel koymamasi
igin, diigitk tutmak istiyorum. Oynayacak bir matematife sahip oldufumuza gore, bu
boliim kiimeler ve fonksiyonlarla baghyor. Bunlar en temel matematiksel nesnelerdir,
ama amaglanmiz i¢in yeterince soyutlamaya sahiptirler.

Bir kiime bir nesneler toplulugudur ve bir fonksiyon bir kiimenin elemanlarinin
bir dierinin elemanlariyla birlesimidir. Yiiksek-diizeyden matematigin hemen hemen
tiimii kiimeler ve aralarindaki fonksiyonlar fizerinedir. Omegin, kalkiiliis, gercel sayilar
kiimesinden gercel sayilar kiimesine tiirevlenebilir 6zellikli fonksiyonlann ¢aligmasidir.
Aslinda kiimeleri ve fonksiyonlan matematigin yap: taglar olarak gorebiliriz.

Bu béliimii okurken ve ¢ahisirken, nasi/ ¢ahstifimz diigiintin. Her sézetigii okuyor
musunuz? Hangi aligtirmalar yapiyorsunuz? Gergekten aligtirma yapiyor musunuz?
Bunu bir sonraki matematigi okuma bgliimiinde daha ¢ok tartisacagiz.

Kimeler

Kiime matematikte temel nesnedir. Matematikgiler bir kiime ele alirlar ve onunla harika
seyler yaparlar.

Tanim 1.1

Bir kiime iyi-tanmiml bir nesneler toplulugudur.'
Kiimedeki nesnelere kiimenin elemanlart ya da égeleri denir:

Ahgila geldigi tizere, 6zel bir kiimeyi kiime ayraglan arasina elemanlarinin bir listesini
yaparak tanimhiyoruz. (Listenin sirasinm 6nemsemiyoruz.)

' Kilmenin gercek matematiksel tamm: cok daha karmagsikur; kiimeler kurami tizerine herhangi bir ders kita-
bina bakmn. Bu tanim sezgiseldir ve bize fazla sorun yaratmayacaktir. Kuskusuz, bilgic biri iyi-tanimiinin ne
anlama geldifini sorabilirdi.



4

1. BOLUM Kiimeler ve fonksiyonlar

Eger x, X kiimesinin bir eleman: ise 0 zaman x € X yaziyoruz. Bunu ‘x, X in bir
elemanmidir (ya da 6gesidir)’ ya da ‘x, X dedir*’ okuyoruz. Eger x bir elemanm degilse o
zaman x € X yaziyoruz.

Ornekler 1.2

(1) 1, 2, 3, 4 ve 5 sayilanm igeren kiime {1, 2, 3, 4, 5} yazilir. 3 say1s1 kiimenin bir
elemanidir, yani3 € {1,2,3,4,5} dir,ama 6 ¢ {1, 2,3, 4, 5} dir. Elemanlannin
siras1 Onemsiz oldugundan kiimeyi {3, 2, 5, 4, 1} gibi yazabilecegimizi kaydede-
lim.

(i)  {kopek, kedi, fare} kiimesi ti¢ elemanl bir kiimedir: képek, kedi, fare.

(i) {1, 5, 12, {kopek, kedi}, {5, 72}} kiimesi 1, 5, 12 sayilanm ve {kopek, kedi},
{5, 72} kiimelerini igeren kiimedir. Kiimelerin eleman olarak kiimeler igerebil-
digini gozden kagirmayalim. Simdiden bunun ayirdin da olmak, daha sonraki
karigikhklan dnleyebilir.

{5} ve 5 in aym olmadifim gérmek yagsamsal 6nem tasir. Yani, bir kiime olmakla bir
kiimenin elemam olmak arasindaki farki anlamaliyiz. Kafa kangiklifi muhtemeldir,
¢iinkii son 6rmekte {5, 72} bash bagina bir kiimedir ancak bir kiimenin eleman: olarak
da disiiniilebilir, yani {5, 72} € {1, §, 12, {kopek, kedi}, {5, 72} } dir.

Kiimelerden yararlanarak olugturulan bir bagka kiime drnegi verelim.

Ornekler 1.3

X={1, 2, kipek, {3, 4}, fare} kiimesinin bes elemani vardir. Dért eleman 1, 2, kdpek,
fare ve diger elemam {3, 4} kiimesidir. | € Xve {3,4} € X yazabiliriz. 3¢ Xved ¢
X oldugunu, yani 3 ve 4 sayilannin X in elemanlan olmadigini kaydetmek son derece
Onemlidir.

Bazi ilging say1 kiimeleri

Kiimelerimizde olabilecek farkh tiirden sayilan gézden gecirelim.

Dogal sayilar

Dogal sayilarin kiimesi {1, 2, 3, 4, ...} dir ve N ile gsterilir. Noktalar sonsuza dek
devam edebilece@imiz anlamina gelir ve *ve saire’ olarak okunabilir.

Baz1 matematikgiler, dzellikle lojikgiler, 0 1 dogal sayilarin igine katmay: severler.
Digerleri dogal sayilann sayma sayilan oldugunu ve (bir bilgisayar programcisi degil-
seniz) sifirdan baglayarak saymadiginiz séylerler. Ustelik yakinlarda icat edilmemis bir
say1 ne anlama gelir?

Ote yandan 0 € N alirsak, baz: teoremlerin ifadesi daha iyi olur. Tartigma; simdi
tammlayacagimz negatif olmayan tamsayilarla ya da pozitif tamsayilarla ¢cahist iz
belirterek, tatliya baglanabilir.

? Kuskusuz, x i X den ayirt emek icin ‘kitctik x biiyitk X in bir elemanidir’ diye yitksek sesle okuruz.
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Tamsayilar
Tamsayilarin kiimesi {...,-4,-3,-2,-1,0,1, 2,3, 4, ...} dir ve Z ile gosterilir. Z
sembolii, Almanca say1 anlamina gelen Zahlen sozciigiinden ileri gelir. Bu kiimeden,
sikhikla Z~ ile gosterilen, {0, 1, 2, 3, ...} negatif olmayan tamsayilan tamimlamak ko-
laydir. Tiim dogal sayilann tamsayilar oldugunu kaydedelim.

Rasyonel sayilar

Rasyonel sayilarin kiimesi @ ile gésterilir ve tiim kesirli sayilardan olusur, yani p ve
g tamsayilar ve g # 0 olmak iizere x, p / g bigiminde yazilabiliyorsa x € @ dir. Omne-
gin, 1 /2,6/1 ve 80 /5 gibi. Temsilin tek olmadigina dikkat edelim, ¢linkii 6rnegin,
80/5=16/1dir. Ayricax € Z, x /1 gibi yazilabildigi i¢in tiim tamsay1lann rasyonel
sayilar oldugunu unutmayalim.

Gercel sayilar

[R ile gosterilen gergel sayilar: kat bir bigimde tanimlamak zordur. $imdilik bu sayila-
11, (sonsuz uzunluklu temsiller dahil) ondahk temsil verilebilen herhangi bir say1 ya da
sonsuz uzunluklu bir say1 dogrusu iizerinde bir nokta gibi temsil edilen bir say1 olarak
kabul edelim.

Gergel sayilar tiim rasyonel sayilan (dolayisiyla tamsayilan ve dogal sayilan) igerir.
Ayrica higbiri rasyonel say1 olmayan 1t ve e gercel sayilardir®. 23. Béliimde gérecegimiz
lizere, 2 sayis1 rasyonel degildir.

Rasyonel olamayan gercel sayilara irrasyonel sayilar denir.

Karmasik sayilar

—1 in karekgkiiniin var oldugunu iddia ederek ilerleyebiliriz ve C ile gdsterilen karma-
sik sayilar tamitabiliriz. Bu, matematik¢inin alet ¢cantasina koydugu en giiclii destek-
lerden biridir, ¢iinkii karmagik sayilar kuramsal ve uygulamah matematikte kullanilabil-
mektedir. Bununla birlikte bu kitapta onlardan yararlanmayacagiz.

Kldmeler dzerine ayrintilar

Bos kiime

Matematikte en temel kiime, belkide en tuhaf, hi¢ elemansiz kiimedir!

* Bu savlarn kamti bu kitabin konusu digindadir. wicin lan Stewart, Galois Theory, 2nd edition, Chapman and
Hall, 1989, p. 62 ve ve e icin Walter Rudin, Principles of Mathematical Analysis, 3rd edition, McGraw-Hill
1976, p. 63 e bagvurun.
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1. BOLUM Kiimeler ve fonksiyonlar

Tanim 1.4

Hi¢ elemansiz kiimeye bos kiime denir ve @ ile gisterilir.

Bu kiime tamimlanmas: gergekten tuhaf bir nesne gibi goriilebilir. Kiimenin hi¢ ele-
mani olmadiina goére ne ise yarayabilir? Bu kiimenin bize sayma konusunda diigiin-
celer olusturmamzda yardim etmesi olduk¢a sasirticidin. Burada tam olarak agiklama
yapacak zamanimiz yoktur, ama bu kiime matematigin temelleri i¢in vazgeg¢ilmezdir.
[lginizi gekiyorsa, kiimeler kurami ya da lojik iizerine yiiksek diizeyde bir kitaba bas-
vurabilirsiniz.

Ornek 1.5

{@} kiimesi bos kiimeyi i¢eren bir kiimedir. Bu kiime bir elemanhdir. @ € {&} yaza-
bildigimiz ancak, bos kiimenin tammu geregi hi¢ elemani olmadi i¢in, @ ¢ @ yaza-
madigmuzi gdzden kagirmayalim.

Tanim 1.6

Elemanlart aymi olan iki kiime egittir. X kiimesi Y kiimesine egitse o zaman X = Y yazi-
yoruz. Degilse, X # Y yaziyoruz.

Ornekler 1.7

(i) 15,7, 15} ve {7, 15, 5} kiimeleri esittir, yani {5, 7, 15} = {7, 15, 5} dir.

(i) {1, 2, 3} ve {2, 3} kiimeleri esit degildir, yani {1 ,2 ,3} #{2, 3} dir.

(iii) {2, 3} ve {{2}, 3} kiimeleri esit degildir.

(iv) [ ve N kiimeleri esit degildir.

Yukanda kullamldid: gibi, = ya da € gibi bir semboliin iizerinden bir ¢izgi ¢ekerek = ve
g kargitin alabildigimizi unutmayalim.

Tanim 1.8
X kitmesinin sonlu sayida elemant varsa o zaman X sonlu bir kiimedir divoruz. X sonlu
ise eleman sayisima X in kardinalitesi denir ve| X| ile gésterilir.

X in sonsuz sayida eleman: varsa o zaman X in kardinalitesini tammlamak zorlagir.
Nedenini 30. Béliimde gorecegiz. Esas nedeni sonsuzlugun farkh bityiiklitklerinin ol-
masidir! Simdilik sonsuz kiimeler i¢in kardinalitenin tammsiz oldugunu sdylemekle
yetinecegiz.

Ornekler 1.9

(i) {9, 3, 4, kedi} kiimesinin kardinalitesi 4 diir.
(i) {9, 3, {4, kedi}} kiimesinin kardinalitesi 3 tiir.

Ahstirmalar 1.10

Asagidaki kiimelerin kardinalitesi nedir?

i) {1,2,5,4,6} (i) {m,6, {m, 5,8, 10}}
(iii) {m, 6, {m, 5, 8, 10}, {kopek, kedi, {5}}} (iv) @

(v) N (vi) {kopek, D}

(vii) {D, {D, {D}}} (viii) {&, {20, =, {D}}, 14}

Simdi ¢ok énemli bir diger tanim, bir alt kiime olmanin tanimin verelim.
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Tanim 1.11

Xin bir kiime oldugunu varsayalim. Y nin her elemant X in bir elemani ise Y kiimesi X
in bir alt kiimesidir. Y C X yazivoruz.
Bu, x € Yise o zaman x € X demekle aynidw.

Ornekler 1.12

(i) Y=1{1, {3, 4}, fare} kiimesi X = {1, 2, kopek, {3, 4}, fare} nin bir alt kiimesidir.
(i1) Cift sayilarn kiimesi N nin bir altkiimesidir.

(i) {1, 2, 3} kiimesi {2, 3, 4} yada {2, 3} iin bir alt kiimesi degildir.

(iv) Herhangi bir X kiimesi i¢cin X' X dir.

(v) Herhangi bir X'kiimesi i¢in @ ¢ X dir.

Uyan 1.13

Bir kiimenin elemant olmakla bir kiimenin alt kiimesi olmanin arasindaki fark: gor-
meniz son derece dnemlidir. Ogrenciler bunlan sik sik kanstinrlar. x € X ise 0 zaman
{x} € X dir. Kiime ayrag¢lanna dikkat edin. Genellikle ve genelde vurgulamak isterim;
x € X ise o zaman {x} € X dir, ancak agsafidaki 6zel dmegin gosterdigi gibi, bazen
{x} € Xolur.

Ornek 1.14

X = {x, {x}} kiimesini gbz 6niinde bulunduralim. O zaman x € Xve {x} € X dir (sonun-
cusu x € X yiiziindendir), ama {x} € X de vardur.

O nedenle ‘a € A4 ise 0 zaman a C 4 yazmak hatali olur’ gibi yalin bir kural ifade
edemeyiz ve tersine.

Bu son 6rnegin aklimzi biraz kangtirdifini hissediyorsaniz o zaman geri doniin ve
anlayincaya kadar biraz daha distiniin. Bu kesinlik tiirii ve sezgiye kars: ve de yalin
kurallan kullanmamiza engel olan kétii 6rnekler yiiksek-diizey matematiginin énemli
bir yoniidiir.

Tanim 1.15

Y, X e esit degilse, X in bir Y altkiimesine X in bir 6z alt kiimesi denir. Bunu Y C X ile
gosteriyoruz. Bazilart bunun icin C kullanir.

Ornekler 1.16

(i) {1,2,5}, {-6,0, 1,2, 3, 5} in bir 6z alt kiimesidir.

(i1) Herhangi bir X kiimesi i¢in X alt kiimesi X in bir 6z alt kiimesi degildir.

(iii) Herhangi bir X'# @ kiimesi i¢in bos kiime &, X in bir 6z alt kiimesidir. X = @ ise
bos kiimenin X in bir 6z alt kiimesi olmadiZina dikkat ediniz.

(iv) SaylarignNcZ cQcR cC vardir.

*... nin bir alt kiimesi degildir’ i¢in € ve ‘... nin bir 6z alt kiimesi degildir’ i¢in & sem-
bollerini kullanabildigimizi kaydedelim.
Simdi notasyonun nereden geldigine bir géz atalim. Sonlu bir kiime i¢in

XgYise,ozamaanlS|Y|
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ve
XcYise, o zaman| X | <| Y|

dnermelerinin dogru oldugu agiktir. O halde sadece sembol olarak degil kavram olarak

da c, < ye ve C, < ye benzerdir.

Burada énemli bir uyan yapmamz gerekiyor: her matematik¢i C ile  arasinda
aynm yapmaz; bazilan sadece  yi kullanir ve “... nin alt kiimesi® anlaminda disiiniir.
Bununla birlikte € nin kullamiminin ¢ok daha iyi oldugu kamisindayim, ¢iinkii alt kiime
ile 6z alt kiimeyi ayirt etmemize izin verir. Aksi halde yukandaki iki Gnermenin neye
benzeyebilecegini diigiiniin. O kadar agik olmayabilirler ve biri dogru olmayabilirdi.
Ya da ne demek istediZini anlamak i¢in; matematik¢iler < yerine hep < yi kullanmig
olsalardi neler olabilecegini iyi diisiiniin.

Kimelerin Tanimlanmasi

Kiimeleri farkli bir notasyon kullanarak tanimlayabiliriz: {x | x, P 6zelligini saglar}. *|’

(% 2

sembolii ‘Gyle ki’ gibi okunur. Bazen iki nokta {ist tiste *:", *|" yerine kullanilir.

Ornekler 1. 17

(i) {x|xe Nvex <5} kiimesi {1, 2, 3, 4} e esittir. Kiimeyi ‘x dyle ki x, N dedir ve
x, 5 den biiyiiktiir’ okuruz.

(i) {x|5<x <10} kiimesi 5 ile 10 arasindaki sayilarin kiimesidir. Burada uzlagmaya
uyarak x in bir gercel say1 oldugunu varsayiyoruz. Bu kétii bir uzlagmadir, ¢iinkii
yazarken Ozensiz olunmasina yol agabilir; o nedenle | igaretinden &nce x lizerinde,
bir sonraki drnekteki gibi, bazi kisitlamalar koyarak bu durumdan kag¢mmak igin
caba gostermeliyiz.

(iii) {xe N|5<x<10} kiimesi 10 dahil, 5 den 10 a kadar doZal say1lann kiimesidir.
Yani, {5, 6, 7, 8, 9, 10} kiimesidir.

(iv) {xe R|a<x<b} kiimesi igin [a, b] notasyonu ve {xe€ R | a <x <b} kiimesi i¢in
(a, b) yaygimn kullamhir.

(a, b) nin a ve b sayilannin ikilisi anlamina da geldigini gézden kagirmayalim.

Kiimeleri su sekilde de betimleyebiliriz: {x} x € N}, {1, 4, 9, 16, ...} sayilaninin
kiimesidir. Kiimeleri betimlemenin birgok yolu vardir; neyin amaglandig: genelde belli
olacagindan, bu olanaklann tiimiiniin ayrintihlanna girmeyecegiz.

Kimeler tzerine islemler

Matematikte bir nesnenin, drnegin bir kiimenin, sik sik tamimni yapanz ve sonra eski-
lerden yenilerini ortaya ¢ikarmanimn yollanm arariz; drmegin, kiimelerin alt kiimelerini
alinz. Simdilik eskisinden yenisini olugturmanin iki yolunu veriyoruz: Kiimelerin bir-
lesimi ve arakesiti.

Tanim 1.18

X ve Y nin iki kiime oldugunu varsayalim. X ve Y nin X U Y ile gisterilen bir-
lesimi X de ya da Y de ya da her ikisindeki elemanlardan olugsan kiimedir. Kiimeyi
XU Y={x|xe Xyadaxe Y} gibi tammlayabiliriz.
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Ornekler 1.19

(i) {1,2,3,4} ve {2,4, 6, 8} in birlesimi {1, 2, 3, 4, 6, 8} dir.

(i) {xe R|x<5} ve {xe Z|x<8} in birlesimi {xe R|x<5yadax=6yada
x=7} dir.

Alstirmalar 1.20

(i) X={1,2,3,4,5} veY={-1,1,3,5,7} olsun. X U Y yi bulun.
(i) Z U Z nedir?

Tanim 1.21

Xve Y nin iki kiime oldugunu varsayalim. X ve Y nin X 'Y ile gosterilen arakesiti X de
ve Y de olan elemanlardan olusan kiimedir. Kiimeyi X N Y= {x |[xe€ Xvex € Y} gibi
tanimlayabiliriz.

Ornekler 1.22

(1) {1,2,3,4} ve {2, 4, 6, 8} in arakesiti {2, 4} diir.
(i) {-1,-2,-3,—4, -5} ve N nin arakesiti & dir.

Alstirmalar 1.23

(i)  Asagdakiler i¢in XN Yyi bulun:
(a) X={xeR|0<x<6}veY={xe Z|-n<x<T},
(b) X=1{0,2,4,6,8} veY=1{1,3,5,7,9},
(c) X=Qve¥Y={0,1,n5}.

(i) ZNZ,ZNnDveZn Ryibulun.

[leriki béliimlerde kanit &mekleri vermek igin, sézgelmi XN (Yu Z) =X nY)u
(X N Z) gibi 6nermelerin dogru oldugunu géstermek i¢in, bu tamimlan kullanacagiz.

Alstirma 1.24
{xe R |x>7} ve {xe N|x>5} in birlesimi ve arakesitini bulun.

Tanim 1.25

Xve Ynin X\'Y ile gosterilen farki X de olan ama Y de olmayan elemanlarin kiimesi-
dir. Yani, X in elemanlarint aliyoruz ve X in Y ye ait elemanlarint disarida bwrakiyoruz.
Y nin X in bir alt kiimesi olmasmn talep etmiyoruz. Eger Y, X in bir alt kiimesi olarak
tammlanmig ise o zaman X\ Y ye Y nin X deki tiimleyeni diyoruz ve bunu ¥ ile giste-
riyoruz.

Ornekler 1.26
(i) X={1,2,3, kopek, kedi} ve X = {3, kedi, fare} olsun. O zaman X'\ Y= {1, 2,
kipek} dir.
(ii) X=RveY=Zolsun. O zaman
X\ Y=, u=3,2)u=2,-Hu-L0u@ Hhu(l,2)u...
dir.
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Kiimelerin carpimlari

Matematikgilerin eskilerden yeni nesneler iirettiklerine bir baska 6rnektir.

Tanim 1.27

Xve Y iki kitme olsun. X ve Y nin X X Y ile gosterilen ¢carpimi, x € X ve y € Y olmak
lizere olasi tiim (x, y) ikililerinin kiimesidir, yani

XxY={(x,y)|xe Xveye ¥}
kiimesidir. Burada (x, y) nin bir ikili gosterdigini ve Ornek 1. 17 (iv) ile hichir ilgisi
olmadigim kaydedelim.

Ornekler 1.28
(i) X=1{0,1} ve Y=1{1, 2, 3} olsun. O zaman X X ¥ nin alt1 elemam vardir:
XxY={(0,1),(0,2),(0,3), (1, 1),(1,2),(1, 3)}.

(i) R x R kiimesi R?ile gosterilir. (R x R) x R kiimesi R® ile gosterilir. Ciinkii ele-
manlan gergel sayillann iglileri ile yani x, y ve z gercel sayilar olmak tizere
(x, y, z) bigiminde verilebilir.

X x Y nin X in ya da Y nin bir alt kiimesi olmadigma dikkat edelim.

Dontistimler ve fonksiyonlar

Kiimeleri tammladik. $Simdi kiimelerin elemanlanni baska kiimelerin elemanlanyla ilig-
kilendirmek i¢in bir tamim yapacagiz.

Tanim 1.29

X ve Y nin kiime olduklarini varsayalim. X den Y ve bir fonksiyon ya da déniigiim kii-
melerin elamanlart arasmdaki bir bagdir. Daha acik olarak, X in her elemant igin Y nin
bir tek elemant vardir.

f X den Y ye bir fonksiyon ise o zaman [ : X = Y yaziyoruz ve x e baglanan Y deki tek
elemant fix) ile gosterivoruz. Bu elemana x in faltndaki degeri ya da f nin bir degeri
denir. X kiimesine fnin kaynagi (va da tanum kiimesi) ve Y ye f nin hedefi (ya da deger
kiimesi) denir.

Bir fonksiyonu betimlemek i¢in genelde her x i¢in f{x) i tammlayan bir formiil kullaniriz
ve fden bir kiilmenin elemanlarina ya da bir kiimeye uygulandigindan s6z ederiz.

Sematik bir betimleme Sekil 1.1 de gdsterilmigtir. X in her elemaninin Y deki bir
elemana karsihk gelmek zorunda oldugunu fakat tersinin gerekmediZine ve de X in iki
farkl1 elemanimin Y deki bir aym elemana uygulanabildigine dikkat edelim.

Ornekler 1.30

(i) f:Z = Z, herx e Z igin fix) = x* ile tanimlansin. Bu durumda x in f altindaki
degeri x in karesidir. Hedefte f nin degerleri olmayan elemanlann var oldugunu
gbzden kagirmayalim. Omegin, —1 bir deger degildir, ¢iinkii x*= -1 seklinde hig-
bir x tamsay1s1 yoktur.
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7
Sekil 1.1 X den Y ye bir fonksiyon

(i) f:R > R, fix)=0ile verilsin. fnin tek degeri 0 dir.

(iii) Bir kiimenin kardinalitesi sonlu kiimelerin kiimesi tizerinde bir fonksiyondur.
Yani, || : Sonlu Kiimeler — {0} U N dir. Kiime bos kiime olabilecegi i¢in, deger
kiimesinde 0 m gerekli oldugunu kaydedelim.

(iv) X tizerindeki birim doniisiim, her x € X i¢in id(x) = x ile verilen id : X — X d&-
niisiimiidiir.

Bir formiile sahip olmak, bir sonraki érmegin gosterdigi gibi, ille de bir fonksiyon
tanimlamaz.

Ornek 1.31

f(x)=1/(x-1) formiilii, x = 1 de tanimli olmadigindan, [ den R ye bir fonksiyon
tanimlamaz.

Bu 6megi, kaynagi | elemansiz R ye kisitlayarak kurtarabiliriz. Yani, X= { xe R |
x# 1} tammlayahm; o zaman f{x) = 1 / (x — 1) ile tamiml f: X = R bir fonksiyondur.

Polinomlar, fonksiyon érneklerinin iyi bir kaynagim saglar.

Ornek 1.32

(i) f:R > R, fix)=x*+2x+ 3 ile verilsin. Bir kez daha kaydedelim ki, hedef R nin
tamar olmakla birlikte her elemani £ nin bir degeri degildir. Omegin, f{x) = -2
olacak sekilde higbir x yoktur. Bu, x* + 2x + 3 = -2 yi ¢dzmeye ¢ahisarak dogrulu-
gunu kontrol edebildiZiniz bir geydir.

(i) Cok daha genel olarak, bir polinomdan bazi a, ..., a, gergel sayilan ve bir x ger-
cel degiskeni igin

— -1
F@)=a.2ta, @, taxta)

-1
tanimlayarak bir f: R — [ fonksiyonu tanimlayabiliriz.

(ili) f: R — R nin tiirevlenebilir, rnegin bir polinom, oldugunu varsayalim. O zaman
[ ile gosterilen tiirev bir fonksiyondur.

Alstirmalar 1. 33

(i) flx)=x/(x*-5x+ 3) in bir fonksiyon olmasini saglayan en genis tanim kiimesini
bulun..

(i) fix)=(+2)/(*+x+2)in bir fonksiyon olmasim saglayan en genis tanim
kiimesini bulun.

(iii) Grafigi (-1, 5) ve (3, —2) noktalanindan gegen bir polinom 6rmegi olugturun.
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Alstirmalar
Ahstirmalar 1. 34
(i) X={xeZ|0=<x<10}ved=1{0,2,4,6,8, 10}, B={2, 3,5, 7} alt kiimeleri
olsunnANB AUB A\B,B\ A, AXB, Xx X, A ve B yi bulun.
(i) fxeR|x*-9+14=0} ve {y € Z|3 <y <10} nin birlegim ve arakesitini bu-
lun.
(iii) A, B ve C nin X'in alt kiimeleri oldugunu varsayahm. Asagidakileri dikkatle ince-

(iv)

(v)

lemek i¢in bu kiimelerin drmeklerinden yararlanin:

@) ANB)UANC)ileAn(Bu ),

b)Y (AUB N(AuC)iledu(BnCO),

(c) (A U BFile 4N B,

(d) (4 U By ile &7 U B,

(e) (A N By ile 44U B-,

(f) (4 N Byile A<U B~

Dikkatinizi bir seyler ¢cekiyor mu?

Bir Venn diagram kiimeleri temsil etmenin yararh bir yoludur. 4, X in bir alt
kiimesi ise 0 zaman diizlemde agagidakini ¢izebiliriz:

O
Aslinda 4 nin tam bi¢imi énemsizdir ama ¢ofu zaman bir ¢ember kullamyoruz. B

bir diger alt kiime ise o zaman diagramda B yi de ¢izebiliriz. Asagida 4 N B nin
arakesitini taradik.

X

(a) 4 ve B nin hig arakesiti olmadig durum i¢in bir Venn diagram ¢izin.

(b) Venn diagramlan ¢izin ve 4 U B, A< ve (4 N By kiimelerini tarayin.

(c) A, B ve C kiimelerini temsil etmek i¢in (kesisen) ii¢ cember gizinve A N B N
C arakesiti tarayn.

(d) (iii) sorusunu kullanarak Venn diagramlarim ¢izin ve ilgili kiimeleri tarayn.

Bu béliimiin okunusuna nasil yaklagtifimizi irdeleyin.

(a) Bu bélimdeki konuya daha 6nceden rastlamadiysaniz her seyi anlamak igin
¢aba gosterdiniz mi?

(b) Daha 6nce konuyla karsilagtiysaniz, hi¢ hata yapmadigimin dogru oldugunu
kontrol ettiniz mi?
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Ozet

Bir kiime iyi-tamiml1 bir nesneler toplulugudur.

Bos kiimenin hi¢ eleman: yoktur.

Sonlu bir kitmenin kardinalitesi kiimenin eleman sayisidir.

Y nin her elemam X de ise ¥ kiimesi X in bir alt kiimesidir.

X in bir Yalt kiimesi X e egit degilse bir 6z alt kiimesidir.

X ve Ynin birlegimi X de ya da ¥ deki elemanlann toplulugudur.

X ve Ynin arakesiti X de ve Y deki elemanlann toplulugudur.

X ve Ynin carpimi, x € X ve y € Y olmak iizere tiim (x, y) ikililerinin kiimesidir.
Bir fonksiyon bir kitmenin elemanlann bir digerine atar.

YyYyYYVYVYYVYYVYY
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2. BOLUM

Matematigi okuma

Okudugunuz her seye inanmaymn.
Anon

Mutlaka okuyabiliyorsunuzdur ve ¢aligma becerileri dersinin bir parcas: olarak akade-
mik amaglar i¢in okuma becerileri konusunda egitilmis olabilirsiniz. Ne yazik ki nasil
cahsildigi konusunda matematik, simiflarda ya da kitaplarda eksikligi duyulan baz 6zel
inceliklere sahiptir. Omegin, ok konu 6grenmek igin hizli okuma degerli bir arag ola-
rak salik verilir. Matematikte, buna kargn, bu iyi bir yontem degildir. Matematik nadi-
ren abartih yazihr; gereksiz sifatlar azdir, her sozciik ve sembol énemlidir, eksiklikleri
konuyu anlagilmaz ya da yanhs kilabilir.

Okumay sindirilebilir pargalara ayirmak i¢in diizenli bir ydntem igeren buradaki
ipuglan ve uyanlar kati bir komutlar listesi degil, pratik onerilerdir. Ana noktalar aga-
gidadir:

e Okuma ahigkanliklarinizda esnek olmalisiniz — bir konunun birgok farkl ele alinigim
okuyun.

e Okuma dinamik bir stire¢ olmalidir — elde bir kalem ve kagitla caligan, metne hakim
ve yazann ileri siirdiiiiniin dogrulugunun farkinda olan eylemsiz degil, enerjik bir
okur olmalisiniz.

Son nokta, matematiksel diigiinme; tarih ve sosyoloji gibi diger bircok konuda diigiinme-
nin ayrildi yerdir. {lerledik¢e aynntilari mutlaka izlemelisiniz — dogrulugunu kontrol
edin. Tarihte (bir zaman makinenizin olmadiini varsayarak) Sezar’in Britanya’y1 M.O.
55 yihinda iggal ettiginin dogrulugunu kontrol edemezsiniz, siz sadece onu bagkalarnnin
iddiasina gore kontrol edebilirsiniz. Matematikte dogruyu gercekten saptayabilirsiniz
ve saptamalisiniz.

Asagidakiler sadece kitaplara degil, okuma ders notlan ve web sayfalanna yonelik-
tir, ama daha yalin bir sunum yapmak i¢in sadece kitaplan kast edecegim. Bir tanim,
teoremi' ya da kaniti okuma gibi 6zel durumlar iizerine uyanlar ileriki béliimlerde ve-
rilmistir.

' Bir teorem dofiru olan bir matematikse! ifadedir. Teoremler bilylk ayrintilariyla 111, Kisimda ele alinacakur.
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Temel okuma onerileri

Bir amac icin okuyun

Okumanin baghca amaci §grenmektir, ama bir konuya genel bakigi pekistirmeyi, agiklik
getirmeyi ya da anlamay: amaglayabiliriz.

Okumadan dnce metinden neyi 6grenmek istediginize karar verin. Amag, dzel bir
tanim1 6grenmek ya da ¢arpimlar integre etmek gibi belirli tiirden bir problemin nasil
coziilecedi olabilir. Neden ne olursa olsun, her seyin agiklik kazanacag gibi belirsiz bir
beklentiyle okumaya baglamamamz Gnemlidir.

Bu kitabin &nceki béliimiinii nasi] okudunuz? Amacimz neydi? Daha once bildikle-
rinizi gérmek i¢in sayfalan karigtirdimiz m1? Her seyi anladiZimizdan emin oluncaya dek
ayrintilaryla okumak istediniz mi? Bu sorulan yanitlamak, genelde, okurken gercekten
ne yapmaniz gerektigi hakkinda bir anlayig kazandinr.

Uygun dtizeyde bir kitap secin

Baz kitaplar iyi yazilmamgtir ve bazilan da 6grenme tarzimza uygun degildir. Bir
kitap secerken baglantih iki noktay: aklinizda tutun. Her kitap bir okur kitlesi ve bir
amag i¢in yazili. Okuru olmayabilirsiniz ve kitabin amaci; acemi birine dgretmek ya
da uzmanlara yonelik bir kaynak olarak kullanilmak olabilir ancak isteginize karsihk
vermeyebilir.

Ote yandan, ileri diizeyde kitaplan geri ¢evirmeyin ¢iinkii bir kitabin ilk bdliimleri
genelde bir konunun yararlh dzetini igerir.

Kalem kagit kullanarak okuyun

Faal olun — kalem ka@it kullanarak okuyun.

Kalem ka@it kullanmanin birinci nedeni okudugunuzdan not tutmanmiz gerektigi
— dzellikle, ne sdyledigi degil, ne anlama geldigini — ve aklimizdan gecen diigiinceleri
kaydetmek i¢indir. Yeterince anlamadan agin tekrarlamalarda bulunabileceginizden, ilk
okudugunuzda not tutmayn.

ikinci neden daha énemlidir. Omeklere uygulayarak teoremler ve formiiller kes-
fedebilirsiniz, grafik benzeri diagramlar ¢izebilirsiniz — hatta kendinizin olusturacag
— alistirmalar ¢dzebilirsiniz. Bu bir matematik¢i gibi diistinmenin dnemli bir yiiziidiir.
Fizikgiler ve kimyacilar laboratuar deneyleri yaparlar, matematikgilerin deneyleri bu
kesiflerdir.

Kagit kalem yardimiyla okuma boyal kalem kullanimimni diglar. Bu kalemleri kul-

lanirken genel egilim her geyi isaretlemek olur, bu bakimdan konuyu &zetleyinceye dek
bekleyin.

? Formiillin Latince ¢ofulu *formulae’ yerine ¢ok daha dofial olan Ingilizce ¢ofulu * formulas® kullanacafim.
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Roman okur gibi okumayin

Matematigi bir roman okur gibi okumayin. On kapaktan arka kapaga kadar ya da sunulan
sirada okumak zorunda degilsiniz. Kitabi gézden gegirmek, durumunuza uygun olam al-
mak ve sayfadan sayfaya gegmek tamamen kabul edilebiliridir. Bu belki sagirtic: bir 6tit-
tiir, ¢linkii matematik genel diistincelerin dist iiste inga edildigi dogrusal bir alan olarak
diigtiniilir. Ama, bana inanin, ne dogrusal bigimde olusturulur ne de o sekilde Ggretilir.

Buna bir de su olguyu ekleyin: konunun énciileri tarafindan ortaya atilan yontemler
gozden gecirilmis ve herkesin anlayabilmesi igin sunum iyilestirilmistir; kitap boyunca
geriye dogru ve ileriye dogru atlama gereginin olacagini da gérebilirsiniz.

Ayrica, bir oturugta her ayrintiy1 anlayacagimiz kesin degildir. Gergek anlami agiklik
kazanmayan bir parcay1 defalarca okumak durumunda kalabilirsiniz.

Diizenli bir yontem

Uzun pargalarin tistesinden diizenli bir sekilde gelmek i¢in simdi beg-noktal bir yon-
temi dzetliyoruz:

(i)  Sayfalan kansgtirin ve énemli olam belirleyin.

(i1)  Sorular sorun.

(iii) Bastan sona dikkatli okuyun. Once énermeler yazabilirsiniz ve isterseniz daha
sonra kanitlann yapabilirsiniz.

(iv) Faal olun. Bu, metnin dogru oldugunun kontrol edilmesini ve alistirmalarin yapil-
masin kapsamalidir.

(v) lyi diigiiniin.

Numaralanmis olsa da, bu agin basit okuma diizenine verilen sirada korii kdriine bagh

kalmak zorunda degilsiniz. Esnek olabilirsiniz ve duruma gére kesimden kesime atla-

yabilirsiniz.

GOz gezdirin

Once bir genel bakisa sahip olmak i¢in kitabin tamamina kisaca géz atin. Caligma beceri-
leri kitaplan genelde Ggrencilere, béliimlerin bagini ve sonunu — esas sonuglar: gérmeleri
amaciyla — okumalanim 6giitler. Bu matematik kitaplarinda her zaman gegerli degildir,
clinkii kitabin savundugu fikirler genelde bu bigimde &zetlenmez ama denemeye deger.

1. Béliimde dyle yaptimz m? Eger yapmak zorunda kalsaydim, esas konulann kii-
meler, sayilar, kiimeler tizerinde birlegim ve kesigim gibi islemler, fonksiyonlar ve po-
linomlar oldugunu sdylerdim.

Onemli olani saptayiniz

Daha dikkatli ama ¢ok ayrintili olamayan bir okumada énemli noktalan saptaym. Tek-
rar tekrar kullanilan varsayimlar, tamimlar, teoremler ve érnekler arayn, ¢iinkii bunlar
kurami aydinlatmanin anahtar: olacaktir. Eger ayni tamm defalarca 6nermelerde geci-
yorsa, onemli demektir — bu nedenle onu 6grenin!

1. Boliimde, 6regin, bos kiime kavrami 6nemli gibi gériiniir, aynen € ve C arasin-
da, dzellikle anlam farkliliklarinin ayirt edilmesinin gerekliliginde oldugu gibi.
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Hesaplama konuya girmenin etkili bir yolu oldu@u i¢in hesaplamaniza olanak sagla-
yan teoremler ya da formiiller arayimn. Ara verin ve son tiimceyi yeniden okuyun — onun
bana verilmis en yararh &giitlerden biri oldugunu diigiiniiyorum. Genelde, anlamakta
agmaza diigtiigiimde hesaplamaya yonelik bir kuram agmaza agiklik kazandinr. Hesap-
lamamiza neyin izin verdiginin farkinda olmak boylece ¢ok énemlidir.

1. Bélimde hesaplamayla ilgili en agikar kavram bir kiilmenin kardinalitesi idi. Bu-
nunla birlikte onu kapsayan hicbir teorem yoktu. Yine de bunu ileride yararh olacak bir
seymis gibi kaydedin, ¢linkii kardinalite hesaplamanin olabilirligine yol agar. Ve ashnda
kardinalite hesabini 5. Béliimde inceliyoruz.

Cok daha genel bir drnek, kalkiiliisteki ¢arpim kurah ve zincir kurah v.s. dir. Bunlar
(¢aliymasi zor olan) tiirev kavramim kullanmaksizin bir fonksiyonun tiirevini hesapla-
mamiza olanak verirler.

Sorular sorun

Bu agamada konu hakkinda, ‘Kuram neden bu 6zel tamim ya da teorem tizerinde don-
mektedir?’ gibi bazi sorular sormak ige yarar. Konunun s6zii bir noktaya getirmesini ve
bizim oraya nasil gittifimizi saglayan dnemli sonu¢ nedir? Sorularinizla konudan ne
istediginizin ayrintili bir listesini yapabilirsiniz.

Son b&liimde metnin ana noktas), daha sonra 8mek olarak kullanacagimiz materya-
lin temelini atmakti.

Dikkatli okuma

Artik dikkatli okuma girisiminde bulunmanin zamanidir. Bu diizenli olmah ve diigiin-
me, aligtirma yapma ve problem ¢ézmeyle birlestirilmelidir.

Okuma, sozciikleri okumaktan bagka bir seydir; ne anlama geldiklerini diigiinmelisi-
niz. Ozellikle, her sézcitk ve semboliin anlamini bildiginizden emin olun; bilmiyorsaniz
ya da unuttuysaniz, o zaman geriye bakin ve 6grenmeye ¢abalayin.

Ormegin, bir kiime olmakla bir kiimenin eleman: olmak arasindaki farkin gergekten
kavrandigimi saglamlagtirmak i¢in 6zenli okumaya gerek vardir.

Diizenli araliklarla gé6zden gecirmek icin ara verin

Bir defada agin okumaya ¢aba gdstermeyin. Diizenli arahklarla gézden gegirmek igin
ara verin ve konuyu diigiiniin. Biiyiik diigiinmeyi siirdiiriin, nereye gidiyoruz ve bizi
oraya Ozel bir sonug nasil gotiirebilir?

Once énermeleri — sonra kanitlari okuyun

Cogu matematik kitab1 baglangi¢c okumasinda kamitlanin géz ardi edilmesi i¢in yazilir.
Bu, kanitlarin 6nemsiz oldugu anlamina gelmez; onlar matematigin merkezindedir, ama
—her zaman degil- genelde daha sonra okunabilirler. Bir noktada kanitla ugragmak zo-
rundasmniz.
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Onceki boliimde hi¢ kamt yoktu. Meraklanmayin, kitapta ilerledikge birgok kanit
yapacagiz.

Metnin dogru oldugunu kontrol edin

Metnin dogrulugunu kontrol etme geregi kalem ve kagida ihtiya¢ duymamizin nedeni-
dir. iki neden vardir: [lki, yazar tarafindan birakilan bosluklan doldurmak igindir. Sik
sik ‘Kolay bir hesaplamayla’ ya da *Ayrintilar okura birakilmigtir® gibi tiimceciklerle
kargilaginz. Bu durumda hesaplamay1 yapin ya da aynintilan verin. Bu gercekten kura-
m anlamaniza olanak saglar.

Oregin, 1. Bsliimiin 7. sayfasinda ‘Agiktirki... X C ¥ ise o zaman | X| <| Y| dir’
demistim. Bunun gercekten ‘agikar’ oldugunu gérmek i¢in dogruluk kontrolii yaptimz
m1? Aym sekilde, hem {x}e X ve hem {x}c X olabildigi olgusundaki gibi sezgi-dis1
olgular iizerinde yogunlagtiniz m1?

ikinci neden teoremlerin, formiillerin v.s. nasil uygulandiklanim gérmektir. Eger
metin Teorem 3.5 i ya da ¥ denklemini kullanin diyorsa, o zaman Teorem 3.5 in uygu-
lanabildigini ya da bu durumda Y denklemine neler oldugunu kontrol edin. Formiilleri
gercekleyin v.b. Kuskucu olun — yazann sdylediklerine hemen inanmayin.

Alistirmalan ve problemleri yapin

(Gagdas matematik kitaplarinin ¢ogunda aligtirmalar ve problemler vardir. Bunlan yap-
manin énemini fazla Snemsememek zordur. Matematik bir etkinliktir. Kendinizi mate-
matik ¢calisan degil, matematik yapan olarak diigtiniin.

Kendinizi matematik adalesi olan biri gibi diigleyin. Adalenin geligmesi i¢in idmana
ihtiya¢ vardir. Hareketsiz okuma agirhikla antrenman yapan birine bakmaya benzer; bu
durumda kaslanmz gelistiremezsiniz — idman yapmahsimz.

Bundan bagka, bir seyler okumug olmaniz onu gergekten anladifiniz anlamina gel-
mez. Ahistirmalan ve problemleri yamitlamak, yanhs anlamalarimzi ve yanhs anlagilma-
lar1 ortaya ¢ikanr. Diizenli olarak égrencilerden bir konuyu anlayabildiklerini, sadece
alighrmalan yapamadiklarini ya da materyali uygulamadiklarini duyuyorum. Esas ola-
rak kuralim gudur: Ahigtirmalan yapamiyorsam, o zaman konuyu anlamamigimdir.

lyi diistintin
Bir seyi tam olarak anlayabilmek i¢in onunla daha 6nce bildigimizi baglantilandirmah-
yiz. O sey baska bir seyin benzeri midir? Ornegin, € notasyonunun kardinal aracihgiyla
< ile kargilagtinldifinda nasil anlam kazandigim kaydedelim. Arakesit ve birlesimin
neye benzeyebilecegini diigiinebiliyor musunuz?

Sorulacak bagka bir soru ‘Bu bize neden s6z ediyor ya da bir bagka ¢aligmanin yap-
madiZin1 yapmamiza izin veren nedir?’ dir. Ornegin, bos kiime saymamiza yardim eder
(agiklanmamig ama 1. Bdlimde ima edilmis bir sey). Fonksiyon kiimeleri kiimelere
baglamamiza olanak saglar. Kardinalite kiimelerin goreceli biiyiiklitkleri hakkinda ko-
nusmamiza izin verir. O nedenle bir konuyla kargilagt fimizda ‘Ne yapmama izin verir’
diye sorun.
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Bundan sonra ne yapmali

Tekrar tekrar okumayin - ilerleyin

Anlamanin, zor bir paragrafin agin derecede tekrar tekrar okunmasiyla, kazamldif
miimkiin gézitkkmemektedir. Bir daha okuyorsaniz, biiyiik bir olasihikla, bu sizin faal
olmadiZinizin bir igaretidir — dyleyse aligtirma yapin, bazi sorular sorun v.s.

O da sonug¢ vermiyorsa, bir diger kitaba bagvurmak gibi, farkh bir yaklagim ara-
manin tam sirasidir. Eninde sonunda vazgegebilir ve bir sonraki pargaya gecebilir; her
zaman geri donebilirsiniz.

ilerledik¢e konulan anlamakta zorluklarla karsilasabilirsiniz ama bu, &nemli bir se-
yin ortaya ¢ikartilmasiyla zor olan aydinlatabilir de.

Ayrica matematik beyin tarafindan zamanla “emilen™ bir konudur: fikirler stizgec-
ten gectikten sonra bilyimek ve geligmek i¢in zamana gerek duyarlar.

Tekrar okuyun

Tekrar okuyun &nerisi tuhaf gelebilir, ¢iinkii 6nceki 6giitlerden biri tekrar tekrar oku-
mamakti. Buradaki fark sudur: ¢ok daha sonra geri doniilmeli ve tekrar okunmahdir;
drmegin, konuyu anlamig oldugunuzu hissettiginiz durumundaki gibi. Bu ¢ogu zaman
kacirlan ince noktalan agiga ¢ikanr ya da konuya ¢ok agik bir genel bakig kazandinr.

Bir 6zet yazin

Okumay1 sonlandirdiktan sonra konu apagik gibi gelebilir ama daha ileriki bir tarihte bu
dogru olacak m1? Kendi sézciiklerinizle bir 6zet yapmanin tam zamandir.

Alistirmalar

Alstirmalar 2.1

(i) 1. Bolime yeniden doniin ve onu okumak ve anlamak i¢in nasil ¢abaladigimzi
irdeleyin.

(il) Bazi matematik makalelerini iceren, dmegin Scientific American, Nature ya da
New Scientist gibi bir dergi ya da bilimsel magazin bulun.

Bir makale okuyun. Makalenin amaci nedir ve okur kitlesi kimdir? Matematik
nasil kullamlmustir? Bir tiimceyle, amaci nedir? Ug temel noktay1 verin.

(iii) Benzer diizeyde ve matematik yeteneginizin dahilinde ii¢ kitap bulun. Kisaca ki-
taplan gdzden gegirin ve hangisinin yakin oldugunu saptayin ve nedenlerinizi
agiklayn.

(iv) Aym konuyla ugrasan ii¢ kitap bulun. Ug kitapta bir matematiksel nesne, diyelim
kiime, bulun. Farkl kitaplardaki tamimlar farkl1 midir? En iyi tanim hangisidir?
Ya da daha dogrusu, en begendiginiz tanim hangisidir?

Kavram: dreklerle agiklamak i¢in herhangi bir diagram kullanilmig midir? Di-
agramlar nasil bir anlay1§ saglarlar? Diagramlar nasil yamltirlar?
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Ozet
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Bir amagcla okuyun.

Etkili okuyun. Elinizde kalem kagit bulunsun.

Sira halinde okumayabilirsiniz ancak diizenli okuyun.

Sorular sorun.

Tanimlari, teoremleri ve 6rnekleri 6nce okuyun. Kamtlar sonra gelebilir.
Formiilleri v.s. uygulayarak konunun dogrulugunu kontrol edin.
Alstirmalan ve problemleri yapn.

Takildiysaniz, ilerleyin.

Bir dzet yazin.

fyi diigiiniin — ne 6grendiniz?
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Matematigi yazma |

Bilimsel dergilerde yayinlanmak iizere; ayrintinin tiimiinii vermeksizin, niteligi
lizerine fazla diigiinmeden ya da ¢caligmaya iligkin ilk yanls diigiincemizi
betimlemeden v.b. hemen hemen tamamlanmig calismalar: yazma
aliskanligimiz vardur.

Richard Feynman, Nobel Konferansi, 1966

Bir okutman olarak en zorlu bag gorevim, istekli 6grencileri yetenekli matematikgilere
dontigtiiriirken dogru bi¢imde matematik yazmalan i¢in onlan zorlamaktir (evet, zorla-
mak). Sunduklan ilk yoklamalan hi¢ tiimcesiz ya da noktalamasiz anlagilmaz sembol
yiginlarina benzemektedir. ‘Dogru yamiti verdim. Onu arka sayfada — alt1 ¢izilmis ola-
rak — gorebilirsiniz’, “Tiimceler yazmanin amaci nedir?’ diye soruyorlar. Bu duygulan
paylasabilirim ama matematikte dogru yamita kesin bir bi¢imde ulagmaliyiz ve y&nte-
mimizin kesin oldugunu bagkalarina gésterebilmeliyiz.

Bir 6grenci ¢aligmasindaki anlamsiz bir ifadeye isaret ettifimde, ortak bir tepki su-
dur: ‘Ama siz egitmensiniz, ne demek istedigimi bilirsiniz’. Bu goriige de sicak bakiyo-
rum ama o zaman iki sorum var.

(i)  Eger egitmen neyin amaglandigimi anlamak i¢in kendi zekasim kullanmak duru-
munda kalirsa, o zaman &grenci kendi zekasindan degil', egitmenin zekas: saye-
sinde iyi not alir.

(ii) Ikinci husus 6grenciler i¢in belki daha énemlidir. Semboller karmagasini ve yan
olgun kotii ifade edilmig diistinceleri ayiklamak gerilime neden olur ve her egit-
menin canim sikar — yiiksek not elde etmek i¢in iyi bir regete degildir.

Ogrencilerim okulda iyi ¢aligirlar ama onlara gére nemsiz ayrintilar gibi goziiken sey-
lerden not kaybedince hiisrana ugrarlar. Bununla birlikte, y1l sonuna dogru iyi yazmanin

elde ettikleri sonuglar iyilestirdigini genelde kabul ederler. Ayrica herhangi bir konuda
iyi yazmak yararli bir sahip olma becerisidir.

! Diiritst olmak gerekirse, dfrenciler bunu umursamaz!ar!

21
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lyi yazmak yararinizadir

lyi yazmak

Yazmak i¢in bir¢ok neden vardir — daha sonra kullanmak i¢in not tutmus olabilirsiniz ya
da bir diigiinceyi bir bagkasina aktarmak isteyebilirsiniz. Neden ne olursa olsun, etkin
bir cahgma tiretmek i¢in pratik gereklidir.

Anlagilmak istiyorsamiz iyi yazmak elbette 6nemlidir ama bir de ikramiyesi vardir:
iletilecek konuyu sizin i¢in aydinlatir ve bdylece anlamaniza katkida bulunur. Aslinda,
bir diigiinceyi yazarak agiklayamiyorsam o zaman onu anlamadigimdan eminimdir. {yi
yazmak bir matematik¢i gibi diigiinmenize yardimer olan nedenlerden biridir.

Genel olarak bir baska kisiye agiklamak i¢in yazanz, o nedenle bu kisi aklimizdadir.
iki noktanin animsanmas gerekir:

e Okuyana kars1 insafh olun. Onlann iglerini zorlagtirmayin — 6zellikle, ¢aligmaniza
not verenin.

e [letisimin sorumlulugu size diiiiyor. Eger diizeyinizdeki biri onu anlayamiyorsa o
zaman sorun yazmanizdan kaynaklanyordur!

Yazmamizi nasil iyilestirmeniz gerektigi {izerine bir diigiinceler toplami agafida ve-
riliyor. Sunulan diisiinceler yillar boyunca ¢aligilmig ve sinanms olup, salt kuramsal de-
gildirler. Onlar biktinic1 ve bilgigce gibi gelebilir ama izlerseniz aydinlatici agiklamalar
ortaya ¢ikaracak ve dolayisiyla degerlendirmelerde daha iyi not alacaksimz.

Bir problemin yanitin1 bulmakla onu sunmak arasinda agin bir farkin oldugu kay-
dedilmelidir. Kurallar, en son temize ¢ekilmis tiriine uygulanir. Bir problemi ¢ézmeye
ya da bir ahstirmay1 yapmaya ¢ahsirken bu kurallarn tiimiinii bozmak uygun olabilir.
Onemli olan, ¢&ziimii birinin okumasina yénelik yazarken bu kurallara uyulmasidir.

Bir ornek

Bir geometri dersinde kosinils kuralini ifade etmigtim.

Kosiniis Kurali:  Bir iiggenin kenarlarinin a, b, ¢ ve @ kenannin kargisindaki ag1-
nin O ya esit oldugunu varsayalim. O zaman

a*=h*+c?-2bccosd

dir.

Eger buna daha dnce rastlamadiysaniz, o zaman 18. sayfada betimlendigi gibi *Metnin
dogrulugunu kontrol etmek’ i¢in bu 1yi bir firsattir. Baz: gekiller ¢izmeye ve baz1 §mek-
ler vermeye ¢ahsin. Boyle bir dnermeyi dikkatle incelemek i¢in daha fazla teknik 16.
Béliimde bulunacaktir.

Kosiniis kurah; 8 = n/ 2 aldifimizda Pisagor Teoreminin bir genellegtirilmesi gibi
goriilebilen yararh bir sonugtur. (Metnin dogrulugunu kontrol edin!) Geometri dersinde
bu formiilii © nin bir dar a¢1 oldugu durumda kamitlamis, genis a¢1 durumunu aligtirma
olarak birakmigtim. Sekil 3.1, aldizim bir ¢éziimii gostermektedir. [lerledik¢e bundan
stz edecegiz. Bir alistirma olarak ona bir géz atin ve olabildigince ¢ok hatay1 gérmeye
¢ahgin. Bu kamt anlamh midir? Kolay okunabiliyor mu? Daha énemlisi, dogru mu?
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Geometri Ornekleri 1

o

A © = genis ag!

L

A CRL ACLa
a‘a = (c+x_)"+h" 61=h"+x."
Gz = C" +dcx -rh" -rx;///J
bt

o= b*+c? +2cx F—

ACLA de x cos (180-8)

— =

b
= x=-bcos® yerlestir

a?zb*4c2 - 2cbees &

Sekil 3.1 Kosiniis Kuralimn 6grenci kaniti

Temel Kurallar

En énemli kural sudur: yalin, dogru noktalamali tiimceler yazin. Buna biraz daha fazla
ayrint1 yiikleyelim.

Timecelerle yazin

Tiimcelerle yazin. Tiimcelerle yazin. Ve bir kez daha evinizde buna ¢aba gosterin: Tiim-
celerle yazin.

Bu &giit digerlerinden dnce gelir ve ¢cahymamzin sunma seklini gergekten degisti-
rebilir.

Toy matematik¢inin en yaygin hatah kamitlanindan biri gudur: matematik agin de-
recede sembolik bir dil oldugundan, bir problemi yamitlamak i¢in sadece bir semboller
listesi saglamamiz yeterlidir. Bu yanhgtir; semboller belirli kavramlar i¢in ancak bir
stenodur ve anlamh olmas: i¢in tiimcelerle birlestirilmelidir.

Bir denklemler takiminin ¢6ziimiinii bulduran bir ahgtirmaya &grencinin verdigi ya-
mt degerlendirelim:

‘0 =1, ... highir ¢6ziim yok, bos kiime ().’

Ogrencinin ne demek istedigi agiktir: ‘Denklemler hicbir ¢éziimii olmayan ‘0 =
1" denklemine indirgendiginden, ¢ziim kiimesi bogtur.” — Higbir ¢éziimiiniin olmadig
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—bu gok dnemli olguya kuskusuz yer verilmistir. Ogrenci bos kiimenin & ile gosterildi-
gini bildigini de géstermistir. Bununla birlikte, bu semboliin dahil edilmesi gereksizdir:
0 higbir amaca hizmet etmez.

Ama yazms oldugu bir tiimee degildir — o bir semboller imdizisidir ve iginde hicbir
anlam barindirmaz.

Yanit ¢ok daha iyi sdyle ifade edilebilirdi:

‘0 =1 denklemi bulundugundan denklemler sistemi tutarsizdir ve dolayisiyla hig-
bir ¢dziim mevcut degildir.’

“Yani, ¢6ziim kiimesi bogtur’ u ekleyebilirdik ama gerekli degildir. Bu yanitta kavra-
y1$ net bir bigimde gosterilmigtir ve boylece daha fazla not verilecektir.

Paragraf ve noktalama kullamimu gibi yazma Ingilizcesinin tiim diger bilinen ku-
rallan uygulamir. Dilbilgisi kurallan harfiyen énemlidir: her tiimcenin bir fiili olmali,
Ozneler fiillerle uyusmali ve v.b.

Kosiniis formiiliiniin kanitimin Sekil 3.1 deki émegine bir géz atalim. Ogrencinin
diagraminda yer alan agsagidaki ilk iki satin inceleyelim.

A CRL ACLaA

aa = CC-PJC)" +|n2 b"‘h"«o-x."
Standart bigimde soldan saga okursam

ACBLACLAG =(c+xyf+ PP =rF+x

yiokurum. §imdi bu ne demek istiyor? Neyin amaglandi agikti. Ama neyin amag-
landiZini nigin anlamaya ¢ahgmahyiz? Neyin amaglanmis oldugunu bastan séylemek
daha iyi olurdu.

ACBL ii¢geninde a® = (¢ + x§* + h*ve ACLA tiggeninde b* = h* + x? vardir.

Bu artik gercek bir tiimcedir. Ote yandan, ‘liggen’ sdzciigiinii kullanarak A notasyo-
nunu nasil agikladifim gozden kagmasin.
Simdi = isaretinden sonraki sozciiklere bakalim:

X . cos(180-8) J
b
= x=-bcos® yerlestir

Bu, dgrencinin neyi amagladifini — ama iyi yazilmamig — anlayabildifimiz yere mii-
kemmel bir 6rnektir.

... x ==bcosf. Bunu ... ye yerlestir

bigimi ¢ok daha agiktir.

Noktalama kullanin

Noktalamanin amac: tiimceyi agik kilmaktir. Noktalama standart uygulamayla uyumlu
kullamlmahdir. Ozellikle, tiim tiimceler bir bityiik harfle baglar ve bir nokta ile sonlanir.
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Nokta, tiimce matematiksel bir ifade ile sonlansa bile, korunur. Omegin,
‘x =)* + 2)? olsun. O zaman x pozitiftir.’

olsun dan sonra bir noktaya gerek duyar ¢iinkii — bir bityiik harfle bagladigindan — ikinci
kisminin yeni bir tiimce oldugu agikti. Bu esit ifadelerin bir listesi igin de dogrudur:

x=)y*+2y
— y(}.' -+ 2)

Bu bir nokta ile sona ermelidir. Baz1 yazarlarin bu noktalama kurahna katilmadigim
kaydedelim. Onlar® yaniliyorlar.
Matematiksel ifadeler noktalamali olmahdir. Omegin,

‘ae R b e Z olmak iizere x = 4a + 3b olsun.’,
‘ae R, b e Z olmak iizere, x = 4a + 3b olsun.’

gibi virgiiller icermelidir.
Asagidaki 6mekte ii¢ virgiil ve en sonda noktanin oldugunu gézden kagirmayin.

2
-

x°, x20 igin,

AL ={ 0, x<0igin.

olsun.

Kosiniis formiiliiniin kamti 6rnegine bakalim. Gorebildiginiz iizere, hi¢bir noktala-
ma yoktur! Her halde bir tiimce ‘ACLA da ..." olarak baghyor, ama bir nokta ile devam
etmiyor, o halde kim bilir?

Yalinhgi koruyun

Matematik ¢ok 6z bicimde yazilir. Bunu bagarmak i¢in kisa sdzciikler ve tiimceler kul-
lanin. Kisa tiimcelerin okunmasi kolaydir. Belirsizlikleri yok etmek i¢in olumsuzluklar-
la dolu karmasik tiimcelerden kaginin.

Okunmas: zor olan su 6rnegi géz dniinde bulunduralim:

‘f ve g fonksiyonlan, sirasiyla, x in karesine ve x in karesinin negatifine uygula-
masi ile verilen pozitif olmayan tamsayilann kiimesi tizerinde tanimh fonksiyona
esit olarak tamimlidir.’

Bu

‘Z¥={..., -5, -4, -3, =2, -1, 0} pozitif olmayan tamsayilarim kiimesi olsun.
295 R, fix)y=x%ile ve g : Z5'— R, g(x) =—x*ile verilsin.’

gibi daha iyi olurdu. Doniigtimlerin tanim kiimelerinin tanimim ayr1 bir timceyle ayirdi-
 Bir takim insan bunun tartgmalt bir dnerme oldufunu ditsiingr. *“Tutarh oldufiunuz stirece, bunun ne dnemi

vardr?” lyi de, bu dilyiinceyi her tiimceye uygulayabilir ve tiim noktalardan kurtulabilirdik! Cofunlugun
gdritst tiimeelerin bir nokta ile sonlandifi yéniindedir = onu koruyun.
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gimiz1 kaydedelim. Ayrica kiimeyi sozciiklerle tammladik ve farkli bir bicimde yazarak
agiklik kazandirdik. f've g nin tanimlan ‘sirasiyla’ nin kullanimi sayesinde ilk tiimcede
birlikte harmanlanirken ikinci timcede ayrilmiglar ve semboller kullamlarak tanimlan-
mustir. Bazen sembollerin kullanimi daha anlagihir, bazen degildir; 28. sayfaya bakin.

Kendinizi acikca ifade edin

Yazmanin amaci iletigimdir — bir bagkasina bir diigiince aktardiginiz varsayilir. Ne yazik
ki — ve bu konuda birgok deneyimim oldu — hatal1 ya da amagsiz bir diigiinceyi iletmek
kolaydir. Bunun olmasimi engellemek i¢in agsagidaki 6giit sunuluyor.

Ne yaptiginizi aciklayin - okuru bilgilendirin

Okurlar medyum degildir. Ne yaptiginiz1 agiklamaniz ¢ok dnemlidir. Bunun i¢in radyo-
da yorum yaptifimz diisleyin. Daha 6nce sdylendigi gibi, sembollerin, formiillerin ya
da baglantisiz ifadelerin bir listesini yazmak yeterli degildir. [yi bir agiklama, kavrayi§mn
bir gostergesi olarak, not almada yardim edecektir.

Ne yazmak iizere oldugunuzu sdyleyerek bir diigiinceyi ileri siirebilirsiniz, 6rnegin

‘Simdi X 'in sonlu bir kiime oldugunu gésteriyoruz’,
‘Kamitlayacafz ki ...’

gibi. Benzer sekilde

‘Bu X in sonlu bir kiime oldugunun kanitin1 sonug¢landinr’, ya da
‘Kamitladik ...

ile sonlandirabilirsiniz. A¢ik, belirgin iddialarda bulunun. ‘Olas: olmahdir’ gibi ifade-
lerden kaginmin; ya olasidir ya da degildir, o nedenle ‘olasidir’ a sahip ¢ikin. Olumlu
olun.

Her son ayrintiy1 agiklamanin siirlarna gitmekten kagimin. Uygulamada ve yazihi
bir ¢aliymaniza yoneltilmis elestiri sonucunda konuyu yeniden diistiniip diizeltmeniz
gerekebilir.

Sekil 3.1 deki 6rnegin sonuna bir bakarsak, asagidakini goriiriiz:

= x=-bcosB yerlestir
0?zb?4c2 - 2cbces ©

Bu sonlandirma

‘... x==hcosb. Bunu yukandakine yerlestirerek o’ = b* + ¢? — 2hccos sonucunu
¢cikarinz.’

gibi daha iyi olurdu.

Bu kesinlikle ¢ok daha iyidir, ¢iinkii kapah bigimde kanitlamamiz gerekenin kanitlan-
mus oldugunun iddiasini barindinir. Aksi halde, kamtin yapilmig oldugunu not verene yut-
turmak i¢in en sonunda kosiniis formiliinii yazdifimiza benzeyebilir. Ayrica, son timcede
‘sonucunu ¢ikarmak’ sozctigiint kullanmak sonucun nereden gelmis oldugunu agiklar.
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iddialarimizi agiklayin

Sadece bir iddia olusturmaktan ¢ok, nereden geldigini séyleyin. Yani,

*olarak, c¢iinkii mademki, nedeniyle, geredi, den, kullanarak, vardir’, v.b.
leri igeren tiimceler kullanin. Omegin,

‘Teorem 4 (i) yi kullanarak, ¢6ziim kiimesinin bos oldugunu gériiyoruz’
acik bir sekilde

‘Coziim kiimesi bos degildir’
e tercih edilir ve

‘x3> 0 ¢iinkil x pozitiftir’
¢iplak

B3>0’

den daha iyidir, ¢iinkii genel birx € R i¢in x*> 0 degildir. Mesele sudur: x in pozitif ol-
dugu unutulmugsa okur, 6nerme ‘agik¢a yanhs’ tin diiglinme yanilgisina siiriiklenebilir.
Bu tiir yararh yorumlan dahil etmek zarar vermez.

Bir bagka érnek bir kuralin ne zaman kullanilmi§ oldugunu sdylemektir:

*Zincir kuralindan, f'(x)= 2x cos (x?).

Bu sekilde kavramig olduunuzu géstermis olursunuz.
Sekil 3.1 deki kosiniis formiiliiniin 8grenci kamitindaki ilk birka¢ satinna geri do-
nersek,

A CRL ACLA

a? = Ceex)? +h? b« h* 4 x?

yerine

‘ACBL iiggeninde a* = (¢ + x)* + I ve ACLA tiggeninde »* = h* + x* vardir.’
1 sdylemenin daha iyi oldugunu dnceden gérmiigtitk. Ama bir sonraki

o) = c*+2cx th* 4 x?

satira ne demeli? Bu diagramdan mu sonuglandinImigtir? [lk iki esitlik a* = (¢ + x)* + A
ve b* = h* + x*idi. Bu durumda satir diagramdan degil de ayracin agilimiyla ilk denk-
lemden sonuglandinlmigtir. O halde bunu séylemeliydik.

Ayraclan acarak a’ = ¢* + 2¢x + h? + x*elde ederiz.
Bir sonraki

otz b*¢c? +2cx
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satinna baktigimizda onu bu gekilde ifade etmenin gerekli olmadigim gorecegiz. Bu,
b* = h? + x? ikinci denklemin ilkinin agilan versiyonuna, a* = ¢ + 2cx + A° + x?, yazilma-
sindan elde edilir. Oyle diyelim.

‘ACBL iiggeninde a* = (¢ + x)* + h*ve ACLA da b* = h* + x* dur. [1k denklemi agarak
ve ikincisinden A* yi oraya yazarsak, a* = b* + ¢ + 2cx elde ederiz.’

Ayraglarin agilimimi ihmal ettigimizi kaydedin. sterseniz agabilirsiniz, ancak hesapla-
ma o kadar agikardir ki miirekkep titketmeye degmez. Bize inanmayan okur, dogrulu-
gunu kontrol edebilir. .

Ne demek istediginizi sdyleyin

Ne yazarsaniz yazin, ne demek istediginizi sdylemek Gnemlidir — ve zordur. Bu iste dil
bilgisinin kesin kullammi yardimer olabilir.

Birinci kural, egitmenin genel durumundan ne anladiimizdan sonug ¢ikartmak zo-
runda kalmasidir. Hi¢bir sey belirsiz olmamahdir.

Gergek matematikei bilgictir ve matematiZin tam olmasini ister. Kesinlik yoksa ma-
tematik bir hi¢tir. Onsuz bir kavram bir digeri iistiine inga edemeyiz. Diisiincelerden
biri farkh kigilerin farkh yorumlannda belirsizlesiyorsa ya da yoruma agiksa, o zaman
hatalar igeri sizabilir ve ¢abalamak bosunadir. O halde kesin olun!

Bir 6rmek olarak, ‘baz1’ ve ‘her’ niceleyicilerini kullanin. Belirsiz olan

‘fix)y=5°

demek yerine — okur sorabilir ‘Bir x i¢in mi? En az bir x i¢in mi? Her x i¢in mi?’ — du-
ruma bagl olarak

‘Bazix e R i¢in flx) =5"yada ‘herx e R igin flx)=5"

diyelim.
Bu alanda kesinligin 6nemini agiklamak i¢in niceleyiciler tizerine 10.Béliimde daha
fazlas: sdylenecektir.

Sembolleri kullanmak

Simdi sembollerle ilgili uyanlara geliyoruz. Matematigin agin sembolik olusundan ka-
¢1$ yoktur ama bir siirii matematik sembolii kullanmak da bir argiiman1 matematiksel
yapmaz.

Sozclikler mi semboller mi?

Semboller stenograflardir. Omegin, karmagik sayilar kuraminda Euler’in iinlii bir teo-
remi

‘.’.;\’\/:l- - l
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sembollerle 6zlii ifade edilir.® Sozciiklerle yazilmig denk ifade daha az etkileyicidir:

‘Bir ¢gemberin ¢ap1 ile boliinen ¢evresinin iki katimin eksi birinin karekokiiyle
carpiminin iisteli bire egittir.”

Bununla birlikte, genel bir pratik kural sézciiklerin kullanilmasidir. Omegin, ..
semboliinden ziyade ‘o halde’ yi kullanin. Cok az kitap onu kullani. Benzer gekilde

‘x bir rasyonel sayidir = x? gerceldir’,
‘x bir rasyonel sayidir, x* nin gergel oldugunu gerektirir’

olarak yazilabilir. Baz: tiimcelerde sembollerle sdzciikleri birlestirmekten kaginmak
iyi olur. Omegin,
“Yanmit=1°,

“Yanit 1 e esittir’

olarak yazilmahidir. Aksi halde, dogru okunan ama goziimiiziin (hatah) 40 = 5 ifa-
desine takildif

‘40 indan yash insanlann sayis1 = 5°

benzeri tiimceler yazariz.
Sifat kullanan kiigiik sayilar, drnegin

‘iki kiime’
gibi, harflerle yazilmahdir.
‘Lemma 3’ ve ‘... ortalamasi1 23 esittir’

de oldugu gibi, isim ya da say1 olarak kullamildiZinda, rakamla yazilmahdir.
Bir bagka ornek:

‘Koklerin biri 3 tiir.”

Bir istisna | sayisidir ve geleneksel olarak her iki sekilde de yazilabilir.

Benzer sembollerin kangiklia neden olabildigine dikkat edin: € ile € arasindaki
farkhlig1 iyi goriin. {Iki genellikle bir kiimenin eleman1 olmay1 gésterir ve sonuncusu
Yunan harfi epsilondur, ama bagka yazarlar onlar1 bagka tiirlii de kullanirlar.

Daha &nce deginildigi gibi, ilk birkag¢ satin yeniden yazmig ve ACBL standart no-
tasyonu benimsemistik:

*‘ACBL iiggeninde a* = (¢ + x* + i*ve ACLA da b* = h*+ x*dir.”

* Bu cok dnemli bir teoremdir = e, m ve =1 in kare kdkil sayilarm: ve iki dnemli dofial sayiyr: 1 ve cift olan tek
asal say1 2 yi aralarinda iliskilendirir. Matematikgilerin bir oylamasmda (Mathematical Intelligencer, Vol. 12
no. 3, 1990, pp. 37-41) bu teorem matematikte en gilze! teorem sec¢ilmistir.
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Esittir esittir demektir

Esittir igareti = matematikte en sik rastlananlardan biridir ve ¢cocuklarin en erken dgren-
diklerindendir. Buna karsin ya da belki bu yiizden, hala ¢ok kétii kullanmImaktadir.

Baga ddnelim ve esittir isaretini kullanirken her iki yandaki iki nesnenin tamamen
aynt oldugunu ileri stirdiglimiizii not edelim — hemen hemen aym olmak yetmez, ya-
kin olmak yetmez, zayif 151k altinda ve uzaktan benzer olmak yetmez! Sayilar i¢in bu
esitlik diigtincesi ikinci tiir olmahdir. Ama bagka nesneler igin de gegerlidir. O nedenle
animsayin:

Esittir egittir demektir.

Buna kargin, igaretin bir yaninda bir fonksiyon varsa diger yaninda da bir fonksiyon
olmak zorundadir. Bir yanda bir kiime varsa o zaman diger yanda bir kiime olmalidir.

Sayilann asal ¢arpanlarina aynlmasi tizerine bir sorunun yamtinda dgrencilerimden
biri

Carpanlar: 6 =2 ve 3

yazmis. Bunun kétii bir tiimce oldugu ve ‘6 = 2’ nin gze hos gelmedigi gézlemlerini
bir yana birakirsak, ifade edilen diigiince yanhsti. 6 nmin 2 ve 3 iin carpimina egit oldugu
dogrudur ve bdylece ¢arpanlan 2 ve 3 tiir, ama o ‘2 ve 3’ e egit degildir. Daha iyi bir
yanit sudur:

6 min asal ¢arpanlan 2 ve 3 tiir.
Benzer sekilde, ‘x*iin tiirevini bulun’ alistirmasini ele alalim; yamit:

xX'=3x?
degildir. Bu, matematiksel bir ifade degil, aslinda bir denklemdir ama o &grencinin sav-
lamak istedigi degildir. Dogru yazmann bir yolu

d

E(X}) = 3.\’2
dir.

Cok yaygm bir hata; egitliklerin bir satin bir sonrakine baglayan halkanin zincirleri
— sanki islemin bir sonraki pargas: imig — gibi kullamilmasidir. Sonuglan sergilemenin
dogru yolu agagida veriliyor.

Esittir isaretli sonuclarin sergilenmesi

Bir ifade kisa ise ¢caligmayi satir boyunca yazarak gosteriniz. (x + 3)’=(x + 3)(x + 3) =
x* +6x + 9 dmegindeki gibi.
Daha uzun bir hesaplama i¢in sayfay:
(x+3P+x*= (x+3)(x+3)+x?
=x*+6x+9+x°
=2xX+6x+9

gibi, kullanmak gelenektir.*

* Ne yazik ki bu, noktalama kuralimizi bozmaktadir, ancak her seye rafimen pratik ve gelenekse! olmasindan
dolay! bunu yapryoruz.
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Bazen 6zel bir sonucun nereden geldigini belirtmek durumunda kalinz. Asagida
oldugu gibi diigtince akisini kesmekten kaginin:

=x+ 5y
teorem 6 dan=x>+ 25 ...

Ozel bir adimin neden dogru oldugunun aynintilan dahil edilmesi gerekiyorsa, 0 zaman
asafidakini yerine getirin. Tartigma i¢in Teorem 4.6 dan y = 3 oldugunu varsayalim. O
zaman

xX*+4x+y=x*+4x+3, Teorem 4.6 dan,
=(x+1)(xt+3)...

vazaniz. [lk satirdaki sembolik ifadeden sonraki ve teoremin amlmasindan sonraki nok-
talamaya dikkat edin. Iyi okunmasa da ka@t tizerinde agiktir.

Her yerde oklar ¢cizmeyin

Bir sonug daha dnceki birini gerekli kihyorsa, onu isaret eden uzun bir ok ¢izmek ¢ekici
olabilir. Bunu estetik nedenlerden dolay1 yapmayin. Onun yerine istenilen sonuca gon-
dermede bulunmak i¢in bir isim, say1 ya da sembol verin.

Sekil 3.1 deki dregimiz oklan kullanmaktadir.

ACLA
+h? b* = h*+x*
rhtex?
a/
bl
cx < .
. cos (180-8)

= x=-bcos & yerlestir

Bunu

‘Birinci denklemi agip ikincideki b* yi oraya yerlestirirsek a®= b*+ ¢ + 2cx (*)
elde ederiz.

... =>x =—hcosB. Bunu (*) da yerine yazarsak a*= b*+ ¢* — 2¢bh cosb sonucunu
cikartinz.’

bi¢imine déniistiirebiliriz.
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Alistirma 3.1

Kosiniis Kuralinin kamitin1 verilen 6giitlere uyacak bigimde yeniden yazin.

Sonlandirma

Son okuma

Cahgmanizi daima son bir kez okuyun. Yani, hatalar: bulmak i¢in bastan sonuna kadar
okuyun. Bunlar hatali karakter kullanimindan ileri gelen (dizgi hatalar olarak da bili-
nen) basim hatalari, 6rnein, kedi yerine medi gibi ya da heceleme hatalan, 6rnegin, pa-
ralel yerine parralel gibi ya da dilbilgisi hatalan, 6rnegin, ‘Bir inek siiriisii tarladadwlar’
gibi ya da hatta matematiksel hatalar olabilir.

Caligmamzi yavas yavas okuyun. Atlamalanimza engel oldugu igin yiiksek sesle
okumak birgok hatanin yakalanmasmma yardimer olabilin. Caligmamzi bir bagkasinin
okumasim saglaym, ¢iinkii orada gercgekte olmas: gerekenden ¢ok diisiindiigiiniiziin
orada oldugunu okuyacaksiniz. Eger gozden geciren hatalar1 yakalayamiyorsa o zaman
onu su¢lamayin. Son sorumluluk her zaman yazara aittir!

Yararh bir son okuma yontemi son kez okumanin her seferinde bir ydnii tizerinde
yogunlagmaktir. Yani, bagtan sona 6nce dogruluk i¢in okuyun, yani dogru mudur? Sonra
hecelemeyi, basim hatalanm, biitlin ayraglar kapatilmg mi? v.s. inceleyin. Ondan sonra
da konunun sirasinin diizgiin ve okudugunuz gibi akic oldugunu kontrol edin.

Derin diistinme

Derin diisiinme, yazma isleminin dnemli bir pargasidir. Bir siire i¢in ¢aligmamazi bir
yana birakin ve sonra ona yeni bir gézle bakin. Elbette siiresi sinirh bir i§ i¢in bu miim-
kiin olmayabilir ama planlanmug bir i§ i¢in yapilabilir.

Yeniden okundugunda ‘Neleri atabilirim?” (sozciiklerden tasarruf etme amaci igin)
ne ‘Neleri ekleyebilirim? (fazla 6rek agiklik kazandirabilir) diye sorun. {lk durumda
gereksiz sdzcitk ve tiimceleri silin. Ayrica ‘Tim semboller agiklanmig midir ve gerekli
midir’ diye sorun. Neyi amagladigim bu ifade eder mi ve yalin midir? Bu sadece bir
semboller y1gim1 midir? Ve elbette ¢ok daha 6nemlisi ‘Tiimcelerle yazdim m?”

Alistirmalar

Alstirma 3.2

(i)  Siniis Kurali: Kenarlan a, b ve ¢ uzunluklu ve bu kenarlann karsilarindaki agilar
sirastyla o, B ve yolan bir iiggenimiz oldugunu varsayahm. O zaman

sina_sinﬂ_sin}’

a b c
dir.

Bir siavda ‘Siniis Kuralini ifade edin ve kamitlayin’ sorusuna bir 6grenci agagi-
daki yanmit1 vermistir:
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Sin x = hA. h=simxc
sim ¥ = Mo h= siwka ve

sta B =hy  sinotzhe
@ &
CSim X =0 %im
esia B =h, brinx=zh,

Sl & =siny : .
O Sia P =bsinst

x (=

9“'!’ - Sim K = )‘7-\T
6 * e

Sekil 3.2 Sintis Kuralimin 6grenci kaniti

Bu yamti dogru ve kolay anlasilir bigimde yeniden yazin.
(i) Maksimum ve minimumlan ve de egri ¢izmesini biliyorsamiz *f{x) = 2x*— 12x*+18x
fonksiyonunun maksimum ve minimum degerlerini bulun ve grafifini ¢izin.” soru-
suna asagida verilen yaniti yeniden yazabilirsiniz.

}‘ 2):.3 —,lxx-r'g‘x
=62~ A%x+l8 =  x= 2% 2 Re enlind
2x 6
1»:477»3
12

2t |

1,3,
dly o 2x-2% = dby _ )2, 1-2% 2-2<O  mon

L A

24
M\.

J =2-~)12+18=%
:j = 27‘ '27 -’2;‘?"'/6)‘3
=0

B

[1,3 - A% = ‘270 mMin

Sekil 3.3 f(x) =2x*— 12¢* + | & in maksimum ve minimum degerlerini bulan bir 6grenci-
nin yani
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(iii)) Bazi eski matematik alistirmalarimizi bulun ve ¢oziimleri ¢ok berrak olacak bi-

Ozet

¢imde yeniden yazin. Arkadaglarmizdan da 6rnekler saglayabilirsiniz.

YyYyYYYYYY

vy

Yalin, noktalamah tiimceler yazin.

Yalinhi@ koruyun.

Ne yaptigimizi agiklayin.

Savlanmaz agiklaym.

Ne demek istediZinizi sdyleyin.

Genellikle, sembollerden ¢ok sozciikleri kullanin.
Esittiri dogru olarak kullanin — esittir esittir demektir.
Her yerde oklar ¢izmeyin — denklemleri tanimak i¢in semboller ya da sayilar kulla-
nin.

Son bir kez okuyun.

Derin diigiintin.



4. BOLUM

Matematigi yazma I

Hem okuyarak hem de yazarak dgrenin.
Lord Acton, Cagdas Tarih lizerine dersler, 1906

Bir dnceki bdliimde matematik yazmanin temel ilkeleriyle ilgilenmigtik. Burada ¢ok

daha kesin olacaiz ve matematigin sunumunu iyilestirmek i¢in dzel yontem drnekle-
rini verecegiz.

Kendinizi acik¢a ifade etme

‘Eger’ kullaniyorsaniz, o zaman ‘o zaman’ kullanin

‘Eger’ sozctigiini kullamyorsaniz, 0 zaman ‘o zaman’ s6zciigiini de kullanin. (‘O za-
man’ sdzctiglinden énce bir virgiille desteklemek gelenekseldir, ama bu goz ardi edilmis
gibidir.) Yani,

‘x tek ise, 0 zaman x? tektir.’
‘x tek ise, x* tektir.’

e yeglenir. Onermeler ‘o0 zaman’ a gerek kalmaksizin ‘eger’ icerecek sekilde yazilabi-
lir:

‘x tek ise x* tektir.’

Ama, genelde, kullamilmadiginda bir kangikhik dogabileceginden ‘o zaman’ 1 kullanin.
Omegin,

‘Egera>0,h>0,a+b>0’
in anlam1 nedir?
‘Egera>0ise,0zaman b>0vea + h >0 dir’

anlamina gelebilir. Ciinkii belki a pozitiftir ve bdylece b nin pozitif olmasini, érnegin
b= 5a gibi, zorlayabilir. Bagka bir segenek olarak

‘Egera>0ve bh>0ise,0zamana +h>0dir.’

35
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demek isteyebilir ki bu her zaman dogrudur. ‘O zaman’ 1n atlanmg olmas: belirsizlige
siiriikleyebilir. Cogu zaman ‘o zaman’ 1z bir dnermenin anlammi okur sonuglandira-
bilir ama onu korumak daha giivenilirdir. Okur anlami bagka ipug¢lanndan sonuglandir-
mak durumunda degildir. [letisim sorumlulugunun yazara ait oldugunu ammsayin.

Her sey bir ‘formiil’ degildir: seyleri dogru isimleri ile adlandirin

Matematikte formiillere agin 6zen gdsterilir ve konuya yeni baglayanlarin ¢ogu bir sem-
boller topluluguna bir formiil ya da bir denklem adim verir. Genelde boyle bir topluluk
bir ifade ya da bir terim dir; 6rnegin, 3x°— 7x bir ifadedir.

Bir denklem, iki ifadenin esit oldugunu sdylemeyi kapsar, drnegin, 3x* - 7x = 4x
gibi. x £ 5 gibi bir esitsizlik bir denklem degildir, ¢linkii bir denklem bir esitlik olma-
hdir.

Bir formiil bir bagint1 ya da kurah ifade eder. Bir seyi bagka bir ifadeden hesaplayan
bir ydntem verildiginde, formiil ¢ok sik kullanilir; 6rnegin, ax?+ bx + ¢ = 01 calismak
icin D = yb*— 4ac ye bakaniz. Bu D i¢in formiildiir (bazen diskriminant olarak bilinir).

O halde, bir nesnenin dogru isimle ¢agrilmasim saglaymn. Kavramlan ayirt etmek
icin de dikkatli olunmalidir; &rmegin, bir kiime olmakla bir kiimenin eleman: olmak
arasindaki gibi.

Bir bagka 6rnek, bir fonksiyon ile bir noktadaki de@erinin ayirt edilmesidir; yani,
file fix) arasindaki aynm. [1ki £ diye adlandirdigimiz bir fonksiyonu temsil ederken
fix), f fonksiyonunun x deki degeridir (10. sayfaya bakin). Kesin konugmak gerekirse,
fix) e fonksiyon dememelisiniz ama bu aynm daha iyi bilmesi gereken (ben de dahil)
matematikgiler tarafindan siklikla Gnemsenmez.

Ozet olarak, yukandakine gére f{x) = 3x26zel bir f fonksiyonunun degerini veren bir
denklem (ya da ifade ya da bir formiil) dir.

‘0" dan kag¢inin

Neden séz ettiginiz hakkinda agik olun. ‘O’ sdzciigii ingiliz dilinde gok yararh bir soz-
ciiktiir, ¢linkii o seyin ne oldugunu sdylemeksizin o seyden sdz etmemize olanak saglar.
Ne yazik ki ‘o’ belirsiz olabilir. Matematik yazarken sozciik, neden soz ettigimizi ger-
¢ekten bilmedigimizi gizlemenin bir yolu olarak kullanilabilir. Cogunlukla bu kendini
aldatmaktir — onu bilerek degil de bilingaltinda yapanz.

‘0’ sozetigiini kullandifimiza karar veriyorsaniz, 0 zaman onun yerine uygun soz-
ciifii ya da deyimi yerlestirin. Tiimce hala anlamh mudir? Degilse, onu degistirin.

Ondalik yaklastirmalar

Kuramsal matematikte sayilarin ondahk yaklagtirmalanm kullanma egiliminde degi-
lizdir ama onlar uygulamali matematikte ya da istatistikte ¢ok yaygindir. Bu, onlarin
kuramsal matematikte hi¢ kullanmilmadi anlamina gelmez. $ekil ¢iziyorsaniz, o zaman
ondalik yaklagtirmalar kullanmaya izin verilir: rnegin, bir kuadratigin eksenleri kestigi
yerleri bulmada oldugu gibi.
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O halde kuramsal matematikte en son yamit sin 7 ise, 0 zaman 0.656986598 de-
mektense dyle birakin. Yaklagtirmalar kullanmamz gerekiyorsa, 0 zaman = ya da =
sembollerini kullanin. Béylece m ~3.14 ve y2 =1.41 in her ikisi de kabul edilebilirdir.
= 3.14 yazma diglincesi gercekte yanligtir — Amimsayahm, sayfa 30 da esittir esittir
demekti.

sin(m / 6) gibi ifadeler i¢in 1/2 ya da 0.5 kullanin. Bir yaklagtirma olmadi@ i¢in
0.5 in kullaniminin uygun oldugunu kaydedelim — biz ondahklara degil, yaklagtirmalara
karsiy1z.

Sozcuikler mi semboller mi?

Timcelere bir sembolle baglamayin

Tiimceeleri bir sembolle baglatmayin. Boylece bir sonraki tiimce kullamlmamalidir.
‘f, R tanim bolgeli bir fonksiyondur.™

Bu, her tiimcenin bir bilyiik harfle bagladig kuralim bozmanin dniine gecer ama aym
sey sembol bir bityiik harf olsa bile uygulanir; 6regin, ‘X sonlu bir kiimedir” kétiidiir.

*Varsayalim ki x, X in bir elemamdir. x, ¥ de degildir.’

benzeri bir tiimcemiz olabilirdi.

Matematikte nokta bir carpim sembolii olarak da kullamldigindan bu tiimcenin or-
tas1 X kere x olarak okunabilirdi.

Sorundan kaginmak i¢in semboliin temsil ettifi nesnenin betimlenmesinden yararla-
mn. Sézgelimi, énceki dogru olmayan tiimceleri

‘Fonksiyon f nin tanim kiimesi [ dir.’
‘Kiime X sonludur.’
ve
*Varsayalim ki x, X in bir elemamidir ve x, ¥ de degildir.
gibi yeniden yazabiliriz. Bir diger yaklagim, tiimceleri baglatmak igin
‘Biz g(x) = 2x* - 5x — 3 e sahibiz.’

benzeri deyimler kullanmaktir.

Gerektirme sembolliniin laneti

Acemi matematikei tarafindan kotii ve asin kullamilan bir sembol gerektirme sembolii-
diir: =. Her seyden &nce bu ‘gerektirir’ ya da ‘gerektirir ki’ olarak okunmalidir ve bir
esittir igareti olarak kullanilmamahdir; o halde 5 — 3 = 2 yazmayn.

Daha sonraki boliimlerde gorecegimiz iizere (ve simdiden onu ifade etmenin higbir
sakincas1 yoktur), dogru kullanim

‘6nerme — Onerme.’
dir.

* Bu kuralin dilimizde genellikle gecerli olmadifim: ammsatahm (¢.n.).
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Ornegin,
‘x tektir = x? tektir.’

Onceden oldugu gibi, higbir tiimce bir esittir isareti ile baglamaz, hi¢bir tiimce *gerek-
tirir ki’ ile baglamaz, o halde = ile asla baglamaz. EZer bir gerektirme ile baglama
geregi duyuyorsaniz, o zaman ‘Bu gerektirki ...’ yazmak daha iyi olabilir. Aym sekilde,
cogu dgrenci ‘Bir sonra *yapacagmz budur.’ benzeri bir geyi, bir satin bir sonraki ile
baglantilandirma y&ntemi olarak kullanir.

Onu nerede kullanmak gerektiginden emin degilseniz, o zaman, genelde yardimc:
olacagindan, = sembollii timcede onun yerine *gerektirir’ ya da ‘gerektirir ki’ alindi-
g yiiksek sesle sdyleyin.

Benzer sorunlar < ¢ift kosullu semboliiyle yasanir; 9. Béliimde gorecegiz. Bu, iki
dnermenin denk oldugunu iddia etmek i¢in kullamlir. Kesin konusmak gerekirse, onu
uzun bir egittir isaretlerinin listesi yazarken dahil etmemiz gerekir. Bunun bir 6rnegi 21.
Boliimde verilecektir.

== ya da < nin nasi1l kullanilmas: gerektiginden emin degilseniz, o zaman 7. ve
9. Béliimlere bagvurun.

Ortak sembolleri ve notasyonlar kullanin

Bazi sembollere ortak belirli bir anlam verilmistir. Bunun en 6nemli 6rnegi: ¢apa ile bo-
liinen bir cemberin ¢evresini temsil eden « dir. Bu oran1  den bagka bir seyle gostermek
sira dig1 olurdu, ama teknik agidan bir argiimanm ‘Cap ile bdliinen bir cemberin cevresi
o olsun.” gibi baglatmak dogrudur.

Bunun yaninda nt bagka seyleri de ifade edebilir; Gmegin, cogu zaman bir projeksi-
yon —izdiigim — doniigiimii i¢in kullamibir (¢iinkii 7, p yi temsil eder ve p, projeksiyonun
ilk harfidir). Cebirsel topolojide bir uzaymn temel grubu i¢in de kullanilabilir.

€ gibi diger semboller genellikle kiigiik bir pozitif say1y1, # bir dogal say1y1, ve v.b.
gosterirler. Bu uzlagmalan bilin ve onlar1 ¢aliymanmzin okunugunu kolaylagtirmak i¢in
kullanin. Bir dmekler listesi icin Ek B ye bakin.

Sembollerinizi ve notasyonunuzu tanimlayin

Gordiigiimiiz tizere belirli nesneler i¢in, érmedin f nin diizenli olarak bir fonksiyonu
gosterdigi gibi, bir siirii sembol kullanila gelmektedir ve kiimeler igin X ve ¥ gibi bii-
yiik harfler, bu kiimelerin elemanlanm géstermek i¢in x gibi kii¢iik harfler kullandifim
dikkatinizi ¢ekmis olabilir.

Bu uzlagmalara kargin, tamamen belirli anlamh olmas: i¢in notasyonunuzu tanim-
lamalisiniz, ¢iinkii bir okur sizinkinden farkli bir notasyon kullanabilir. Béylece, hi¢bir
acgiklama yapmadan sadece X kullanmak yerine “X bir kiime olsun.” yazanz. Bunun
bir bagka &rnegi, Ahstirma 3.2 de goriilebilir; orada &grenci a, b, ¢, 0, B, ¥ harflerinin
tanimlanmadi Siniis Kuralinin bir ifadesini vermigtir. O soruya verdiginiz yanita harf-
lerin bir tammmm eklediniz mi?

Bazi notasyonlann tamtilmasina gerek yoktur: genel durumdan ¢ogu matematik¢i 7
nin neyi temsil ettigini anlayacaktir ve T nin toplamayla ve [ nin integrasyonla ve v.b.
ilgili oldugunu bilecektir.
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ilerlemelerin kat edilmesi

Baglantil tiimcecikler kullanin

Yazarken bir diger yaygin sorun, bir argiimandaki varsayimlann ve ¢ikarimlann agik bir
bigimde ayirt edilmemesidir. Bundan kaginmak i¢in, bir agiklama getirerek, varsayimlar
ve gikanmlann yapildigimi géstermek igin

‘buradan, olarak, o nedenle, mademki ve o halde’

gibi baglantili sézciik ve tiimcecikler kullanmahisiniz. Bir matematik kitabina baktiy-
samz mademki, buradan ve o nedenle nin bol bol kullanimim géreceksiniz. Bir 6rnek
olarak, sayilan bdlerken ayraglann sirasinin 6nemli oldugunun agiklamasim degerlen-
direlim.

‘8/2)/4=1,8/(2/4)=16.
yazmak yetmez.

‘(8/2)/4=1dirama8/(2/4)=16 dir.’
demeliyiz. ‘Ama’ nin hesaplar arasinda bir farkin oldugu 6nemli diigiincesine dikkat
¢ektifini unutmaymz. Ve’ sdzctigiinii kullanmak 6nermeyi yanhs yapmazd: ama dik-
kat cekilmeyebilirdi.

Esanlaml s6zcuikler kullanin

Sozciiklerin yinelenmesi okuyanin canimi sikabilir. Esanlamh sézciiklerin kullanilmas:
konunun daha ilging olmasna yardim eder.
Cikanm i¢in bazi esanlamh sozciikler

‘buradan, o halde, sonucudur, bir sonug olarak, bundan dolayi, bu nedenle, boy-
lelikle, ona gore, o zaman’
dir.
Cogu esanlamh sozciiklerin kullanimlarinda ince farlihklar olabilir; ‘buradan’ nin
yerini her zaman ‘o zaman’ alamayabilir.
Agiklamalar i¢in esanlamh sdzciikler
‘zira, ¢iinkil, mademki, sayesinde, geregi, yiiziinden’
dir.
“Varsayalim’ igeren bir tiimce kurulusu yerine ‘olsun’ igereni kullanabiliriz. Orne-
an,
“Varsayalim ki X bir kitmedir.™
yerine
* X bir kiime olsun.’
gibi.
‘Varsayalim ki’, yani *varsayalm’ dan sonra ‘ki’ dedigimize dikkat edin.

* Bu tiimcenin Tiirkge "X in bir kilme oldufiunu varsayalim.’ olarak ifade edildifini biliyoruz {¢.n.).
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Alstirmalar

Alistirma 4.1
(i)  Bir énceki bélimiin ahigtirmalanindaki matematigi yeniden yazarak iyilegtirebilir
misiniz?
(i)  Simdi, ¢cok daha genel olarak, ahstirmalara 6nceden verdiginiz yanitlardan bazi-
larini bulun ve bu béliimiin dnderliginde onlan yeniden yazin.

Ozet

Egeri kullamiyorsaniz, o zaman o zamam kullanin.

Her sey bir formiil degildir. Seyleri dogru isimleriyle adlandinn.
‘0’ sozciigiini kullanmayin.

Kuramsal matematikte ondalik yaklagtirmalardan kagmin.
Timcelere bir sembolle baglamayin.®

== gerektirme semboliinii dogru kullanin.

Ortak sembolleri ve notasyonu kullanin ve onlar dnce tanimlaymn.
Baglantili tiimcecik ve esanlamh sozciikleri kullanin.

YYyYYYYVYYYY

¢ Bu 8§t Tiirkce yazmalarda gecerli defildir (c.n.).
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Problemler nasil ¢ozdlur

Sorun ¢oziimii gérememelerinde degil,
problemi gérememelerinde yatar.
G. K. Chesterton, Peder Brown Skandali, *Toplu Ignenin Ucu’

Matematik problemlerini ¢zmek zordur ve tiim problemleri ¢dzen sihirli higbir formiil
yoktur. Oyle olsaydi, herkes ¢ozebilirdi ve isverenler problem ¢dzen matematikgileri
caligtirmak i¢in o kadar hevesli olmazlardi. Yine de bu béliimde problemlerin nasil ¢6-
zilldiigii tizerine en az baz diigiinceler vermeye caligacagiz.

Her seyden 6nce bir aligtirma ile bir problem arasindaki fark: ayirt edelim. Bir ahgtir-
ma ahgilagelen bir yéntemle — 6rnegin ikinci dereceden denklemin kdklerini bulmak gibi
—¢oziilebilen bir seydir. Bir problem daha ¢ok diigtince isteyen bir seydir; 6rnegin, yaniti
bulmak i¢in bir takim diigiinceleri tasarlamaniz ve yeni bir kombinasyonla aligtirmalarda
tgrenilen rutin yontemleri — uygulamaniz gerekebilir. Bununla birlikte, bu kitapta ‘alsg-
tirmalar ve problemler’ ifadesini yazmaktan kurtulmak i¢in problemleri alighrmalann
icine gruplayacagiz. Ancak, gercekte bir aynm oldugunu bilmekte yarar vardir.

Cogu diigiik diizeyli matematik bir soruya yanmit vermek i¢in dogru teknik ya da
formiilii segmeyi ve uygulamay: gerektirir. Bu baz1 yiiksek-diizeyli matematik i¢in de
dogru oldugu halde, gérevimiz 6nermelerin dogrulugunu gerceklemektir, rmegin ‘Son-
suz sayida asal say1 vardir.”* Bu tip problemler i¢in gerekli teknikler, dogru aligtirma
teknigini uygulama yollanndan farkhidir.

Problem ¢ozme iizerine pek ¢ok kitap yazilmigti. Bunlardan bir ya da ikisini oku-
maya degebilir ama problemlerin nasil ¢oziildiigiinii 6grenmenin en iyi yolu problem
¢ozmektir. Tecrilbe énemlidir. Bunu sdylememize ragmen, problem ¢ézerken uygula-
yabileceginiz yararli uyanlar vardir. Bu béliimde problem ¢dzmek i¢in Polya’nin dort-
nokta planini sunacagim ve matematikte nasil uygulandif tizerine bazi 6giitlerde bu-
lunacagim. Once plani ve teknikleri bilingle uygulamahsimiz ve sonra zamanla yavas
yavas onlan bilingaltiniza yerlestirmelisiniz.

Ornek problemler

Problem ¢ézmeyi tartismak icin ¢oziilecek problemlerin olmasi gerekir. Iste ii¢ drmek.

(i)  Kendisi de dahil » ye kadar tiim sayilan carparak bir » dogal sayisinin faktori-
velini tamimlayabiliriz. Faktoriyel n yi n! ile gosteriyoruz ve ‘n faktdriyel® olarak
okuyoruz. Ornegin, 5! =5 x4 x 3 x2 x I =120 dir.

* *There is an infinite number of prime numbers’ $nermesinin *There are infinitely many prime numbers’ olarak
ifade edilmesi daha dofiru olur, ¢link sonsuz bir say: defildir (¢.n.).
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Problem: 100! in sonunda kag tane sifir vardir?
(i) 6. sayfadaki sonlu bir kiimenin kardinalitesi tanimin1 amimsayahm. Kardinalite,
kiimedeki eleman sayisindan ibarettir.
Problem: X ve ¥ nin iki sonlu kiime oldugunu varsayalm. | X|,| ¥],| XU ¥| ve
| X~ Y| leri aralannda iliskilendiren bir formiil bulun.
(iii) Hern =1, 2, 3, ... i¢in x*+ »* = z" denkleminin pozitif tamsay1 ¢oziimlere sahip
oldugunu gosterin.

Alstirma 5. 1

Asagidakileri okumadan 6nce bu problemleri ¢6zmeye ¢aligin. Problemlere nasil yak-
lagtigimz1 ve hangi teknikleri kullandigimiz1 diigiiniin. Bu agamada bir yamt bulmamz
beklemiyorum; problemler sizi diigiinmeye sevk etmek ve nasil diisiiniildigii tizerine
diistindiirmek i¢in konulmustur.

Problem (i) klasik bir problemdir. O nigin matematiksel kurama gereksinim duydugu-
muzu gdsterir. 100! i elle hesaplamay1 deneyebilirdiniz ama aniden ¢ok zorlagirdi. Bir
kuram gelistirerek sadece yamit1 bulmakla kalmayiz, aym zamanda 1000! in, 10000! in
ya da hatta 99! veya 97! in sonundaki sifir say1sim1 hesaplamak i¢in akil ylirlitmemizi
de genellestirebilirdik!

Polya’nin dort-adim plani

Problem-¢6zme iizerine klasik kitap, G. Polya’nin Céziim Nasil Yapilwr kitabidir. Sairf
matematiksel degil, her tiirden problemi ¢6zmek i¢in agaZidaki dért-adim planim verir:

(i)  Problemi anlaymn.
(i)  Bir plan tasarlayin.
(i) Plam yerine getirin.
(iv) Geriye bakin.

[Ik bakigta bu agikar bir plan gibi gelebilir— (ii) ve (iii) s1iklan ‘problemi ¢ziin’ gibi kus-
kulu goériinebilir — ancak bu yeterli kavrayis1 saglamaz. Asagida ipuglan bu planin bas-
liklan altinda gruplandinlmigtir. Bu yol géstermeler problem ¢ézmeye sihirli bir formiil
saglamak i¢in degil, yardimer olmayi amagladiklan igindir. Higbir sihirli formiil yoktur.
Ipuglaninin sirayla yerine getirilmesi gerekmez; aralarinda geri ileri atlamalar olabilir.

Problemi anlama

Once problemi anlamamiz ve dikkatle incelememiz gerekir. Deneme ve aragtirma saye-
sinde 6zel bir Gnermenin dogruluguna kendinizi inandinn.

Problemdeki tiim s6zclik ve sembolleri anlayin

Bir probleme takilan dgrencilerle tartigirken kargilagt@im ortak bir sorun, tiim sozciik
ve sembolleri animsamamig olmalandir. Onlara belirli bir s6zctigiin ne anlama geldigini
sordugumda, kararsiz kahrlar. Yukaridaki (ii) problemini ele alalim; eger kardinalitenin
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ne anlama geldigini ya da| | sembollerinin ne oldugunu bilmezseniz, o zaman soruyu
yanitlamaniz beklenemez.

Bir dereceye kadar, 6grencilerin bu basit hatas1 daha 6nceki matematik bilgilerinden
kaynaklanir. Yiiksek-diizeyli matematik diigiik-diizeyli matematie gore kavramlan ¢ok
daha iyi anlamay1 kapsar. Diigiik-diizeyli matematik, dogas: geregi, iyi-tanimh bir y&n-
temin izlenebildigi — zincir kural ile bir tiirevin bulunmas: gibi — problemlerle ilgilidir.
Bu problemlerde dgrenciler, ¢aligilmig bir rmedi kalip olarak kullanarak ok ileri gide-
bilirler ve gergekte tiirev tanmimim anlamalarina bile gerek olmayabilir.

Yiiksek-diizey durumunda bir ¢dziimiin anahtarinin, 6zel bir tammmin kosullanm
kullanmak oldugunu anlamak gerekir. Eger tanimin o kosulu saglandiim bilmiyorsa-
mz, problemi ¢dzmeniz olasi gériinmemektedir. O nedenle tiim gerekli tanimlar: bildi-
Ginizden ve anladiginmizdan emin olun.

Ongériide bulunma - sezginizi kullanin

Ongoriide bulunmak yararhidir. Ya da daha ziyade, bilgiye dayal éngériiler iyidir — ya-
banil ve asilsiz dngoriiler yararh degildir.

Bir problemi ¢dzmek i¢in bilgiye dayali bir éngériide bulunarak sezgilerinizi gelig-
tirebilirsiniz. Bu, gerekli yontem hakkinda ya da iginde bir ¢dziimiin oldugu degerler
alan iizerine sadece bir tahmindir, ama denemeye deger.

Alstirma 5.2

Yukandaki ii¢ problemin her biri i¢in bilgiye dayali bir dngorii nedir?

Varsayim ve sonu¢ hakkinda ne biliyorsunuz?

Bir problem iki parcaya béliinebilir: varsayim ve sonu¢. Varsayim, problemde bize
verilendir, yani bildigimizdir: rmegin, x, y ve z, x*+ = z"denklemini saglar; ya da 4 ve
B kiimeleri sonsuzdur. Varsayim, siklikla bir takim giklar icerdiginden bazen problemin
varsayimlanndan sdz ederiz. Varsayim, kabul (ya da kabuller) olarak da bilinir.

Sonug, bilmek istedigimiz ya da ortaya koymak istedigimizdir. Omegin, tamsayilar
olan x, y ve z yi bulabilmek ya da 4, B, 4 U B ve 4 N B nin kardinalitesini iligkilendiren
bir formiil bulabilmemiz gibi.

Problemleri ¢ézmek i¢in iyi bir strateji, teoremin varsayimi ve sonucu hakkinda ne
bildiginizi kaydetmektir. Yani neyi biliyorsunuz ve neyi bilmek istiyorsunuz. Diigiince-
lerin tetiklenmesine bu yardim edebilir.

Geriye dogru ve ileriye dogru calisin

(Coziim bulurken varsayimlarla baglayip sonuca giderek ¢aligmamalisimz. Sonugtan
baglayarak onun neyi gerektirdigini diigiinmeye ¢abalamahsiniz. Bu sekilde varsayim-
lara dogru ¢ahsilabilir. Bir kere ¢dziim agikhk kazandifinda, onu sonuca giden varsa-
yimlarla yeniden yazin. Ornegin, 100! in sonunda tam x tane sifir varsa, bu ne anlama
gelir? Bu, y bir sifirla bitmemek koguluyla, 100! = y x 10*demek ister. O halde 100! den
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10 ¢arpanlanini ¢ikarmahyiz. Hemen 100! e bakin ve tanimdan 10 nun ¢arpanlarnnin
nasil ortaya ¢ikacagim goriin. Bu sekilde davranarak, yani geriye dogru ve ileriye dogru
giderek ‘ortada bulugan’ bir akil yiiriitme iiretebiliriz.

Yalniz bu yontem, kamitlanacak olam kabul ettifimizden dolay: tehlikelidir. Bu so-
run 21. Bélimde daha aynntih ele alinacaktir.

Baslangic ve 6zel durumlarla calisin

Birgok problemin indisli bigimi olacaktir. Ornegin, problem (iii) de indis # dir. Indis her-
hangi bir dogal say1 olabilir ve olas1 her » i¢in x, y ve z tamsayilanm bulmamiz gerekir.

Bu indisli problemlerde problemi baglangi¢ durumlan igin, 6megin, n =1, 2 ve 3
i¢in, ¢cdzmeye ¢aba gdstermelisiniz. Bu size ille de genel yamit1 vermeyebilecektir, ama
problemin kavranigina ve bir *kan1’ edinmeye olanak saglayacaktir.

Problem (iii) de n = | ise x> + y? = zye ¢Oziimler bulmamiz gerektigini gorilyoruz.
Bu kolaydir; keyfi x ve y tamsayilan alahm, o zaman x* + )2 de bir tamsayidir; bunu z
ye esit alahm. Omegin, x =3 ve y = 5 olsun; 0 zaman X*+ )7 =3+ 52=90+25 =34
bulunur. Béylece (x, y, z) = (3, 5, 34) olas: bir ¢dziimdiir. Sorunun, ¢éziimlerin tiim »
ler igin var oldugunu gosterin, dedigini animsatalim; 6zel bir » igin tiim olas1 ¢oziimleri
bulmak durumunda degiliz.

n = 2 i¢gin x?+ y*= 22 yi ¢bzmemiz gerekiyor. Bu bir¢ok ¢dziimii olan, 6rnegin,
32+ 4% = 52 gibi, inli Pisagor denklemidir.

n =3 igin X’ +)?= 2 ii ¢dzmeliyiz. Bu denklemle oynayn ve bir ¢dziim elde etmek
i¢in # =2 durumundan yararlanabiliyor musunuz, goriin. Bunu size bir yamt verecektir
diye énermiyorum, kendim de aymi seyi deneyecegimden dolayi, 6neriyorum; yani, bir
durumdaki yamit1 bir diger durumun yamtim bulmak i¢in kullanin. Farkh bir yaklagim
yontemi diigiinebilir misiniz?

Somut bir durumla calisin

Yukandaki goriise tamamen benzer bir bigimde, soyut bir problem igin somut bir du-
ruma bakin. Kiimelerle ilgili bir problemde 6zel bir kiime alalim. Boylece problem (ii)
icin X={a, b, ¢, d} ve Y= {b, d, e, f, g} olmak iizere, bir kiime ele alalim. Bu durum-
dalXx|= 4, lyl=5 oldugunu gériiyoruz. Ayrica lxu rl=1{a,bs,c,d, e, f, g}| =7 ve
| X~ Yl=|{b, d}| =2 buluyoruz. Dolayisiyla 5, 4, 2 ve 7 yi aralarinda baglayan bir for-
miile gereksinim duyuyoruz. Omegi anlamadiysaniz, bazi bagka éreklerle oynayin. X ve
Y yi bir ya da iki elemanla degisiklige ugratin ve kardinatelerinin nasil deistigini goriin.

Genel bir teoremi kamitlarken, onun bir ya da iki 6zel durum i¢in gegerli oldugunu gos-
termenin yine de veterli olmadigina dikkat edin. [leriki béliimlerde bu konudan daha ¢ok
soz edilecektir. Ozel durumlarin incelenmesi problemi kavramayi ve agmay1 amaglar.

Bir sekil cizin

[nsan usu resimlerle ¢aligirken daha saghkhdir. Resimler, bir problem iizerine sezgi
gelistirmek ve sonra bir ¢éziim énerisinde bulunmak i¢in mitkemmeldir. Ashnda, geo-
metri ya da fizik problemlerinde bir diagram ¢ogu zaman vazgecilmezdir.

Problem (ii) i¢in Venn diagramu ¢izmek ¢ok aydinlaticidir.
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Benzer bir problem diistintin

Daha once ifade edildigi gibi, problem ¢ézmede bagarili olmanin yolu problemler ¢oz-
mektir. Benzer problemler siklikla benzer ¢dziimlere sahiptirler, dolaysiyla daha dnce
¢Ozdiigiiniiz benzer varsayimh ya da sonuglu problemler iizerinde diiiiniin ve ayni y&n-
temin ¢ahgip calismadiZimi goriin.

Problem (iii) durumunda, n =2 igin sonsuz ¢oklukta ¢éziim iiretmenin bir yolu var-
dir; bu ¢éziimlere Pisagor figliileri denir. Pisagor iigliilerini bulma y&nteminin proble-
minizin ¢dziimiine uyarlanabilirligini gérmek i¢in bunlan yakindan aragtirmaya deger.
(Yine, bunun olacagim séylemiyorum, sadece diisiinmeye degecegini sdyliiyorum!)

Denk bir problem bulun

Problemi yeniden agik bir sekilde ifade etmekte yarar olabilir. S6z gelimi, problemin iki
fonksiyonun esitliginin gosterilmesi oldugunu varsayalim. Bu farklannin sifir oldugunu
gostermeye denktir. Bunu agafidaki gibi ¢ok daha agik séyleyebiliriz. fve g nin tek ger-
cel degiskenli fonksiyonlar oldugunu varsayalim. Yeni bir 4 fonksiyonunu

h(x) = fix) - g(x)
ile tanimlayalim. O zaman
‘Her x igin flx) = g(x)", *Her x i¢in A(x) =0’

a denktir. Bir fonksiyon sifir fonksiyonudur sonuglu teoremler arayin — belki yukandaki
size yanit1 saglayacaktir.

Daha kolay bir problem ¢6ziin

Bu dzel bir durumla ¢aligmaya benzer. Daha kolay bir problem ¢ézme deneyimi, genel
olan ¢dzmek i¢in yol gdsterebilir.

Omegin, problem (i) de 100! yerine 10! ile gahgmak daha kolay olabilir. Ne oldu-
gunu gérmek i¢in deneyin. Baz: diigiinceler dnerebilir. Problem (iii) de, z tek ya da ¢ift
ise ne olacagim degerlendirin.

Sembollerle ya da sézcliklerle yeniden yazin

Matematik sozciikler ve sembollerle betimlenebilir. Cogu kez ikisi arasinda degis tokug
etmek yararlidir. Buna iyi bir Ornek 24.8 de bulunabilir. 16. Béliimde sozciiklere karg:
semboller goriigiine yeniden ddnecegiz.

Bir plan tasarlamak

Bir kez problem anlagildifinda, onu ¢ézmek i¢in bir plan yapin.
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Problemi parcalara ayirin

i1k yaklagimlardan biri problemi pargalara ayirmaktir; her bir parcanin kolay bir prob-
lem, tercihen sade bir aligirma, olmas: beklenir. O nedenle problemi miimkiin oldugu
kadar dogal durumlara bé&liin.

Omegin, bir fonksiyonu tiirevlerken fonksiyonun x’cos(x) gibi sade bir ¢arpim oldu-
gu drmeklerini nadiren goriiriiz. X’cos(x*+ 5) + e=*** gibi ¢cok daha karmagik drnekler go-
riiriiz ve ¢arpim kuraly, zincir kurah v.s. gibi bir takim farkh kurallar kullanmak zorunda
kalinz. O nedenle problemi bu kurallara gore farkh pargalara indirgeyin.

Simdi problem (iii) i ele alahm; bu problem dogal sayilar icermektedir. Dogal sa-
yilarn kiimesi ¢ift sayilar ve tek sayilar olarak ikiye bolinebilir. Cift sayilar durumuna,
yani bazi m dogal sayis1 i¢in # = 2m durumuna bakahm. (» tek durumuna baksaydik, o
zaman bir m i¢in n = 2m + | alirdik.)

Denklem

X+y=z"= (")

ye déniigiir. Boylece (w = z" olmak iizere) x*+ y?= w? bi¢imli bir seye sahip oluruz. Bu
n =2 durumuna benzemektedir. Belki bize yardim etmesi i¢in 0 durumda elde ettigimiz
sonucu kullanabiliriz.

Daha sonra 4 ve B kilmelerinin esit olduklanm gdstermek i¢in ayn ayn 4 C B ve
B C A y1 géstermenin iyi bir strateji oldugunu gorecegiz. Bir kiimenin bir dierinin
i¢inde oldugunu gostermek kolay bir igtir.

Burada alti ¢izilmesi gereken mesele sudur: Eger problemin tamamim yamtlayam-
yorsak, o zaman belki bir kismini yamitlayabiliriz. Kismi bir yamit bulma siklhikla bagar:
duygusu, dolayisiyla problemin iistesinden gelme cesareti verir.

Dogru diizeyi bulun

Matematik problemlerinde ¢aligilabilen diizeyler vardir. Bazi problemler bir teoremin
uygulamasiyla, digerleri bir tanimin uygulamasiyla ¢oziilebilir. Bunun bol 6rmegini ['V.
ve V. Kisimlarda gorecegiz.

Seylere isimler verin

Bir nesneye bir isim vermek onun kullanilmasina yardim eder ve bir problemin ma-
tematik diline ¢evrilmesine olanak saglar. (Dogal olarak bu, sdzciiklerin sembollerle
degistirilmesinden sonuglanacaktir.) Boyle bir dil olugtugunda, problemi ¢6zmeyi uma-
bilirsiniz.

Ornegin, problemin bir su tankinin saatte 10 m® miktarda bosaltldig: bilgisini icer-
digini varsayahm. Bu durumda suyun hacminin ¥ harfi (Volume den dolay1) ile isim-
lendiriyoruz ve sonra hacim degisim miktanim1 dV'/ df =-10 olarak yaziyoruz (hacim
azaldi1 i¢in, negatiftir.)
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Diizenli olarak bir yéntem secin
Genel yontemleri bilmek ve onlar diizenli ve bilingli olarak uygulamak ige yarar. Bir
fonksiyonu integre ederken kismi integrasyon ve degistirim gibi yontemler mevcuttur.
Dogru yontemi bekleyen soruya uzun uzun bakmaktansa, sistemli davranin ve ‘Bunu
kismi integrasyonla ¢dzebilir miyim? Kisimlar ne olabilir?’ diye sorun. Eger o yontem
caligmiyorsa, ‘Onu degistirim ile ¢ézebilir miyim? Hangi tiir degistirimler ¢aligabilir?”
v.s. diye sorun.

Aymnisi bir 6nermeyi kanitlarken de dogrudur. I'V. Kisimda gérecegimiz iizere, mate-
matik¢inin elinde bir ¢ok kanit yontemleri vardir; 6rmegin, dogrudan, ¢eligki, karsit ters,
timevanm ve tiiketici ydntemleri. Bununla birlikte, en agikar oldugundan — dogrudan
varsayimlardan sonuglara gidilebilir — dogrudan yontem genelde aceminin sectigi bir
yontemdir. Bilerek sirasiyla diger yontemleri denemek ve yamiti verdigini gérmek ve-
rimli olabilir. Daha sonra bu ydntemlerden ¢ok stz edilecektir.

Plani yerine getirmek

Bir kez plan yapildiktan sonra yerine getirilmelidir. Simdiye kadar bir sonucun nigin
dogru oldugu hakkinda iyi bir goriise sahip olmahsmiz, sonra sizi neyin ikna ettigini
lyice anlamali ve onu irdelemelisiniz.

Her bir adimin dogrulugunu kontrol edin - sezgi kullanmayin

Her bir adimu &zenle inceleyin ve dogrulugunu saglaymn. Bir akil yiiriitme, en zayif hal-
kas1 kuvvetli oldugu siirece bir akil yiiriitmedir. Bir tek ufak adimin yanhs olmas: onun
tamamm yanlig yapar. Tam burada sezgi kullanmaktan kagimlmalidir. Bir seyin dogru
oldugunu diigiiniiyorsaniz, o zaman lojigin kii¢iik adimlarim kullanarak onu, kararh bir
sekilde, kanmitlayin. Bunun nasil yapildigim IL ve [V. Kisimlarda gérecegiz.

Geriye bakmak

Bir ¢6ziim tiretmis olsaniz bile, problem-¢&zme plani tamamlanmamigtir. Her zamanki
gibi ne yapmis olduunuz iizerine iyice diigtinmelisiniz. En sonunda, problem ¢ézme-
den ne dgrenmis oldunuz?

Yanitin dogrulugunu kontrol edin

Bir yaniti dogrulamak énemlidir. Once, yamit anlamli midir? — dogru diizenlenmis mi-
dir? Arabanizin saatte bir milyon mil gittiZini ya da Giines’in Diinya’dan 299 km uzakta
oldugunu hesaplanus iseniz, 0 zaman yamtimzin dogru oldugu kuskuludur.

Bagka bir siirii test mevcuttur. Ornegin, bir ii¢genin i¢ agilan toplami 180° olma-
ldir. Bir diger basit test, parite diisiincesini kapsar. Bunu fiilen gérmek iyi bir tanim
vermekten daha kolaydir. 512= 342+ 46% denklemi yanhgtir. Hi¢ hesapsiz bunu gérmek
kolaydir: sol taraf tektir ve sag taraf ¢ifttir. Parite budur!
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Denklemleri ¢ézerken bir ¢éziimiin bulunmasi zor olabilir ama gergekten bir ¢oziim
oldugunu kontrol etmek i¢in onu denklemlere yerlestirmek yeterlidir. Omegin, x = -3
iin 2x’— x— 10 = 0 denkleminin bir ¢&ziimii oldugunu hesapladigimz1 varsayalim. Bu-
nun dogrulugunu kolayca kontrol edebiliriz. x i sol tarafa yerlestirin ve sifir sonuglanip
sonuglanmadigimi goriin:

2P —x—10=2(=3P=(=3)-10=2(9)+3-10=18+3-10=11 20,

O halde hesabimiz hatahdir, x = -3 bir ¢6ziim degildir. Benzer kontrolleri diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimleri i¢in yapabiliriz.

Ayni sey F yi elde etmek igin bir f fonksiyonunu integre ediyorsak, o zaman F nin
diferansiyeli f yi vermek zorundadir. Bu integrallerin yalin bir kontroliinii saglar. De-
nemeye deger.

Bu tiir kontroliin ilging bir yan tiriinii, farkinda olmasak da, sezgimizi giiglendirme-
sidir.

Baska bir ¢6ziim bulun

Bir ¢oziim bulunmus olsa da daha iyisi olabilir; o nedenle problemi farkli bir yolla
¢dzmeye ¢alisin. Bunu yapmak daha iyi bir ¢dziim tiretebilir ya da eldeki ¢dziimiin bir
kusurunu ortaya ¢ikarabilir.

Varsa, model ¢oziimlerle sizinkileri karsilagtinn.

lyi diistintin

lyi diigiinme problem ¢dzmede gergekten meyvesini verir. Problemin neyi ¢dzdiigiinii
diigtiniin ve sorular sorun. C6ziim digerlerine ne kadar benzerdir? Ne kadar farkhdir?
Kullanilan bir teorem ya da teknik oldu mu ve kullanmilmaya devam ediliyor mu? Bek-
lenmedik durumlan diigtiniin ve onlan bir kenara koyarak sonraki problemleri ele al-
maya hazirhikh olun.

(Coziimiin nasil iyilestirilecegini diisiiniin. Sorun: Neler birlestirilebilir? Neler sade-
legtirilebilir?

En sonunda, yamtimzin hatali oldugunu gostermeye ¢aligin. Bu tuhaf bir 6neri gibi
gelebilir ancak yamtimzin dogru olduguna sizi ikna edebilir ve gizli hatalan bulmada
yardimei olabilir.

Alistirmalar

Alstirma 5.3
(i) O<a<bhigin

(i1) Tim a, b ve ¢ pozitif tamsayilan i¢in

a+b

2+ ab oldugunu gosterin

a*+ b*+c*=ab + bc+ca

oldugunu gosterin.
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(iii) flx)=1/(1 —x) olsun. f* fonksiyonunu

(iv)

(v)

(vi)

Ozet

ST @)= UG
N —

v kez

olarak tammlayalim. /%3(56) y1 bulun.
Asagidakileri gdsterin:
(a) Y715 48, ve

1
(b) V100001 —~/100000 < Wil
Her iki durum igin ipucu: (farkhi yontemler aracih ile) karekdklerden kurtulma-
ya ¢aligin.
Ug arkadagin 25 S a yemek yedigini varsayalim. Faturay: hatali olarak 27S okurlar
ve her birisi garsona 10 S verir ve garsondan 3 S geri vermesini isterler, yani al-
malan gerekenden 2 § daha azim isterler. Garson kasaya 25 S koyar ve her birine
1 § vererek artan 2 § 1 gizlice cebine atar.

Daha sonra garson bazi hesaplamalar yapar. Arkadaglarin her biri (10 — 1)
S$=9S ddemis, bu toplam 27 S yapar, garson toplam 29 § vererek 2 S 1 saklamugtir.
Fazladan | § a ne oldu?

A sisesinde bir litre siit ve B sisesinde bir litre kahve vardir. B den bir kasik dolusu
kahve A ya bosgaltiliyor ve igerik iyice kangtirihyor. 4 daki sivi, B bir litre sivi
iceresiye kadar, B ye bosaltihyor. 4 daki kahve parcas: B de siit par¢asindan daha

mu1 ¢oktur ya da 6teki tiirlii midir?

Y YYYYVYYYYYYYYYYVYYYYY

Polya’nin dért-nokta planim kullann.
Problemdeki tiim sozciikleri anlaymn.
Ongoriide bulunun.

Varsayim ve sonug¢ hakkinda ne bildiginizi not edin.

Geriye dogru ve ileriye dogru ¢aligin.
Baglangig, dzel ve somut durumlarla ¢ahgm.
Bir sekil ¢izin.

Benzer bir problem diisiiniin.

Denk bir problem bulun.

Daha kolay bir problem ¢oziin.
Sembollerle ya da sdzciiklerle tekrar yazin.
Problemi par¢alara ayirn.

Dogru diizeyi bulun.

Seylere isim verin.

Diizenli olarak bir ydntem segin.

Her bir adimin dogrulugunu kontrol edin.
Yamitin dogrulugunu kontrol edin.

Bir baska ¢6ziim bulun.

lyi diistiniin.
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Aciklamada bulunmak

Kisilerle iletisim kurarken mantikli olmayabileceklerini unutmayalim.
Onlar cogkulu, ényargili, gurur ve kibirle giidiilenmis yaratiklardur..
Dale Camegie, Dost nasi! edinilir ve insanlar nastl etkilenir, 1936.

Ne zaman insanlara matematik¢i oldugumu soylesem, konuyu hemen matematik loji-
gin nasil bir sey olduguna getirirler. Bazen, isleri ¢ok zorlagtirdi: i¢in, lojigi konunun
olumsuz yonii olarak degerlendirirler. Nede olsa, lojikle hakli olmak zorundasimiz ama
yasamun bagka alanlaninda diigiinceler daha énemlidir. Ve onu delille desteklemeseniz
bile - bir goriige sahip olmak kolaydur.

Zor oldugu tiniine kargin lojik, 6ziinde, ¢ok kolaydir. Az sayida basit kurallar vardir.
Bunlan sadece uygulamalisimiz ve baganyla sonlandirmak igin karmagik ifadeleri bu
kurallarla sadelestirmeniz yeterlidir.

Bundan sonraki birkag¢ béliimde; derin bilmeceler ve paradokslar ya da yiiklemler,
bilesik dnermeler ve v.b. teknik konulardan ¢ok matematik¢ilerin giinlitk ¢caligmalannda
kullandiklan lojik iizerine yogunlagacaiz. Bununla birlikte, giinliik ¢caligmalarinda ma-
tematik¢iler tarafindan ¢ok az kullanilan fakat acemiler i¢in ¢ok bilyiik agikhk saglayan
dogruluk gizelgelerini agiklayacagim.

Matematik, matematiksel Gnermelerin dogru ya da yanhs oldugunu kamitlama igidir.
O halde 6nce 6nermelere bir géz atalhm.

Onermeler

Bir matematiksel dnermeden neyin kastedildigini kesin bigimde tanimlamak sasirtic:
sekilde zordur — bu noktada baz: derin felsefi ¢caligmalara girebilirdik. Ancak ¢ok pratik
olmay1 arzuluyorum — size bir matematik¢inin giinliik temelde kullandi araglan ver-
mek istiyorum — o nedenle agagidaki tanimi kullamyoruz.

Tanim 6. 1

Bir onerme ya dogru ya da yanls olan — ama ikisi birden degil — bir tiimcedir.

53



54

6. BOLUM Aciklamada bulunmak
Amaglarimiz igin bu tamim yeterli olacaktir. Baz1 drnekler:

(i) “2+2=4.Budogrudur.

(i)  ‘Biitiin kediler gridir.” Yanhs bir nerme, ¢iinkii baz1 kediler siyahtir.

(iii) ‘Sonsuz ¢oklukta asal vardir.” Dogru, 23. Béliimde kamitlanacaktir.

(iv) ‘0= 1." Bir 6nerme olarak mitkemmel — yanhs oldugu gosterilmistir.

(v) ‘4 den biiyiik her tamsay1 iki asal saymin toplamidir.” (Anmimsayalim, bir asal
say1 sadece kendisi ve | tarafindan kalansiz béliinebilen | den biiyiik bir dogal
sayidir.) Buna Goldbach Samisi denir. Kimse onun dogru olup olmadigini bilme-
mektedir ama yine de bir nermedir, ¢linkii ya dogrudur ya da yanhsgtir.

(vi) ‘x?=2 varsayahm. O zaman x bir rasyonel say1 degildir.” Bu 23. Bgliimde kanit-
lanacaktir.

Asafdaki iki tiimeenin gosterdigi gibi, her timce bir dnerme olmayabilir.

(i) ‘Pencereyi agin!’
(i) ‘x bir tek sayidir.’

[1ki bir emirdir ve bir 5nerme olmadi agiktir.
*x bir tek sayidir.”

tiimcesi x e baghdir ve o nedenle fazladan bilgi olmaksizin dogru ya da yanhghgmna
karar veremeyiz. Eger x, 3 is 0 zaman tiimce dogrudur. Ama x = 50 ise 0 zaman tiimce
yanhstir. x ile ilgili daha ¢ok sey bilmemiz gerekir. x e bagh bir kosul oldugundan buna
bir kosullu énerme diyoruz.

Teknik agidan kosullu bir 6nerme yukarida verdigimiz tamima gére bir 6nerme de-
gildir. Yine de yalinhk yaranna, onlan 6nermeler olarak anacafiz. (x ile ilgili gerek
duyulan fazladan bilgiyi bize saglayabilen birinin oldugunu ileri siirmeniz yeterlidir!)

Onerme olan fakat dogru ya da yanhshgini asla saptayamadigimiz birgok tiimcenin
oldugundan haberiniz olsun. Ornegin,

‘Gegen y1l tam 20 kalip peynir yedim.”

Bu bir dnermedir, ¢iinkil tiimce ya dogru ya da yanhstir, ama (bir zaman makinesinin
yardimi olmaksizin) saptayabilmemiz hi¢bir sekilde miimkiin degildir.

Tanimin 6nemli bir kismun 6nermelerin ya dogru ya da yanhs oldugudur — ara yol
yoktur. Teknik dilde bu ortanin diglanmasi yasasi olarak bilinir. Yani, dogru ile yanh-
sin ortasina diisen bir sey diisiincesinin olabilirligi diglanmigtir.

Onemli bir 6rnek

Onerme olmayan anlagilmas: zor bir tiimce &rnegi

‘Bu 6nerme yanhstir.’
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dir. Bir 6nermeye benzemektedir ve hatta oldugu bile iddia edilir. Dogru mudur ya da
yanlig midir?

Once, tiimcenin dogru oldugunu varsayalim. O zaman tiimce, tiimcenin yanls oldu-
gunu soyler. Bu, dogru oldugu varsayimimizla ¢eligir. O halde tiimce dogru olamaz.

Simdi tiimcenin yanhs oldugunu varsayahm. O zaman 6nermenin yanhs tiimcesi
dogrudur. Bagka bir deyisle, timcenin sdyledigi dogrudur. Ama bu, yanhs oldugu var-
saymmyla ¢elisir.

Boylece gorityoruz ki, ne kabul edersek edelim, varsayimla celisen bir sey elde edi-
yoruz. Mademki tiimcenin dogru mu ya da yanhs m1 olduguna tam karar veremiyoruz,
dyleyse o bir dnerme degildir. (Sorun, tiimcenin kendisine géndermede bulunmasindan
kaynaklanir. Bu tiir tiimcelerin bagina tuhaf gseyler gelebilir! Ayrintili bir inceleme igin
bir lojik kitabina bagvurun.)

Biraz daha fazla matematiksel duyguya sahip olmak amaciyla 6nermeleri goster-
mek i¢in harfler kullamyoruz. Boylece ‘4 6nermesi’ ve v.b. den soz ediyoruz.

Alistirma 6.2
Asafidakilerden hangileri 6nermedir? Agiklaymn.

(i)  Aristo Yunandi.

(if)  Aristo iinliiydii.

(iii) 42 sayisi rasyoneldir.

(iv) Bir tamsayinin karekdkii bir rasyonel sayidir.
(v) 3x*+20x-5=0dmr.

(vi) x bir tamsay1 olsun. O zaman Jx rasyoneldir.
(vii) sin(x)=x olacak sekilde bir x sayis: vardr.
(viii) Sonsuz ¢oklukta dogal say1 vardir.

(ix) Sonsuz ¢oklukta rasyonel say1 vardir.

Matematik-disi 6rnekler kullanma

Lojik bir soyutlamadir, o nedenle kavranmas: zor olabilir. Onu kolaylagtirmak i¢in sik
stk matematik-dig1 énermeler ya da giinliik durumlardan énermeler kullaniyorum. Or-
negin, Wiston Churchill (Ikinci Diinya Savagmin biiyiik bir kismu siiresince Britanya
Bagbakani) in Blenheim Sarayi, Ingiltere’de dogdugu olgusuyla baslayalim. Buradan,

“Wiston Churchill ingiliz'dir.”
temel gercegini kabul edecegiz.

‘Bagkan George Washinton Birlegik Devletlerin ilk Bagkan idi.”
de verilmig olabilir. Daha sonra gorecegimiz izere, bunlan lojigin ince noktalanm ay-
dinlatmada yardimei olmalan igin kullanabiliriz.

Ince noktadan séz etmigken, bilgiclik giiciimiizii stnamak i¢in giinliik dilden ahnan
asagidaki aligtirmay1 ¢ahigin.

' Dofdufumuz tilkenin uyrufumuzu belirlemedii ileri stirlilebilir. Seyleri yalin tutalim ve bu tiir arglimanlar-
dan kacmahm.
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Sekil 6.1 Bir masa {izerinde tam (i¢ madeni para

Alstirma 6. 3

Bir masa tizerinde ti¢ madeni para oldugunu disiiniin; onlar1 sayiyorsunuz ve $ekil 6.1
deki gibi tam ti¢ tane oldugunu gériiyorsunuz.
Onermelerden hangileri dogrudur?

(a) Masa tizerinde dort madeni para vardir.
(b) Masa tizerinde iki madeni para vardir.
(c) Masa tizerinde ti¢ madeni para vardir.
(d) Masa tizerinde bir madeni para vardir.

Diisiinmeye deger mi? [lki diginda hepsi dogrudur. (a) &nermesinin yanls, (c) Gnerme-
sinin dogru oldugu bellidir. (b) ve (d) dnermeleri sorun yaratabilirler. (b) Gnermesini
degerlendirelim. Sayim sonunda masa iizerinde {i¢ madeni para oldugunu biliyoruz.
Orada ikisine ve bir digerine sahip olmaliyiz. Ama ikisine sahip oldugumuz kesindir.
Benzer akil yiiriitme (d) 6nermesinin de dogru oldugunu gosterir.

Sorun gudur: *Masa tizerinde iki madeni para vardir’ 6nermesi dogrudur ama giinliik
kullamimla ¢elistigi icin yamlticidir. ‘Masa tizerinde kag¢ tane madeni para vardir’ diye
sorsaydimz ve ben de ‘iki’ deseydim, o zaman saninm herkes sizi yamltmig oldugum
tizerine hemfikir olurdu. Bundan kaginmak i¢in *Masa iizerinde tam ii¢ madeni para
vardir’ gibi deyimler kullamyoruz. Matematigin bilgiclik istediginin farkinda olmalisi-
niz. Onermeleri nasil okudugunuza ¢ok dzen gosterin.

Degilleme

Tanim 6. 4

Bir A onermesinin degillemesi A dogru iken yanlis olan énermedir.
Ornegin,

‘Winston Churchill Ingiliz’dir’
in degillemesi

‘Winston Churchill Ingiliz degildir’

olur. ‘x tektir’ in degillemesi ‘x tek degildir’ olur. (Bu *x ¢ifttir’ olarak yeniden ifade
edilebilir.)

A 6nermesinin degillemesi ‘degil(4)’ olarak yazilir. O halde ‘degil(x tektir)’ yukan-
daki gibi ‘x tek degildir’ olur. Lojik iizerine teknik kitaplar degil(4) yerine siklikla —4
y1 kullanir.
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Uyarilar!
‘Tiim kediler gridir’ in degillemesinin ‘Tiim kediler gri degildir’ olduguna dikkat ediniz.
Degillemenin tanimindan degil(4) nin 4 dogru iken yanhs oldugunu amimsatalim. ‘Tiim
kediler gridir’ 6nermesinin yanhs olmas: i¢in gri olmayan, érmegin, beyaz bir kedinin
olmasi yeterlidir. O halde ‘Gri olmayan bir kedi vardir’ in dogru olmasini istiyoruz. Bu
tiir drnekler tizerine 10. Boliimde daha fazla soylenecektir.

‘degil(degil(4))’ onermesi 4 Onermesi ile aymdir Yani, bir ¢ift olumsuzluk bir
olumlu meydana getirir. Baz1 dillerde bir ¢ift olumsuzluk bir §nerme belirtmek i¢in kul-
lamlir ve bir olumlu olugturmaz. Ingiliz konugma dilinde bu bazen dyledir, ‘Hig egitime
gereksinim duymuyoruz’ da oldugu gibi. ‘Konugmac:’® hi¢ egitime gerek yoktur demek
istiyor ama aslinda bir egitimin zorunlu oldugunu séylityor.

Dogruluk cizelgeleri

Lojik 6grenirken dogruluk ¢izelgeleri son derece 6nemlidir. Matematikg¢iler giinliik ¢a-
liymalarinda pek kullanmazlar ama yeni baglayanlar i¢in agiklik saglayabilirler. Diigiin-
ce, bir 6nermenin dogrulugu ya da aksi i¢in tiim olabilirlikleri bir ¢izelgede 6zetlemek-
tir.

‘degil(4)" i¢in dogruluk ¢izelgesi dzellikle yalindir:

degil(4)
F
F T

Burada 7" dogru ve F~ yanhs anlamina gelir. Bilgi satirlar boyunca okunur. Béylece
ikinci satirda 4 6nermesi Dogru (7T ile verilen) ise, 0 zaman degil(4) nin Yanhs (F ile
verilen) oldugunu gérityoruz. Ugiincii satirda 4 yanhstirm, degil(4) dogrudur anlanuna
geldigini gorebiliyoruz.

{1k stitunu girdi ve ikinci siitunu ¢ikt1 olarak kabul edebiliriz. Eger F girersek bir T
yi elde ederiz.

Ornek 6. 5

degil(degil(4)) i¢in dogruluk cizelgesini gérelim.
A | degil(4) | degil(degil(4)) A | degil(4) | degil(degil(4))
T F T F T
£ T F T F

Sol yandaki ¢izelgeyi ¢izerek baglariz. Sonra sagdakini olusturmak i¢in doldururuz.
Bunu karsilikh satirlara gegerek yerine getiririz. ‘degil(4)’ yanhs oldugunda ‘degil’ in
dogruluk cizelgesinden ‘degil(degil(4))’ nin dogru oldugunu biliyoruz. O halde ikinci
satirin sonunda bir T gireriz. Ugiincii satir i¢in benzer sekilde bir F doldururuz.

Birinci ve iigiincii siitunlar aym oldugu i¢in ‘4’ ve ‘degil(degil(4))’ Gnermelerinin
denk oldugu, yani éziinde ayn1 6nermeler oldugu, sonucunu ¢ikartinz.

" T'yerine D ve F yerine Yyazmay! uygun gérmilyoruz (¢.n.).
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‘Ve' ve ‘'ya da’

‘Ve’ ve ‘ya da’ sozciiklerini kullanarak dnermeler olugturabiliriz. Onermeleri bagladik-
lar1 igin onlara baglaglar? denir.

‘Ve' kullanan onermeler

‘Ve’ baglaci en kolayidir ¢inkii genel dogal dil kullanimina kargilik gelir, o halde énce
onu ele alalim.

‘Kopegim siyahtir ve Paul’un kdpegi beyazdir’

dnermesini gdz dniinde bulunduralim. Benim képegim siyah ve Paul’un kdpeginin be-
yaz olmas: durumunda bu dogru bir 6nermedir. O halde beyaz bir kdpegim varsa, o za-
man Paul’un kdpeginin ne renkte oldugunun hi¢ énemi yoktur, 6nerme yanhstir. Benzer
sekilde, Paul’un kahverengi bir kdpegi varsa ve kdpeZim siyah ise, 0 zaman Gnerme
yanhstir.

‘Ve’ nin bir dogruluk ¢izelgesini olugturmak i¢in kdpeklerin rengi i¢in iki girdi — 4
ve B — oldugunu kaydedelim (*degil’ i¢in bir tek girdi: 4 vardi). Her bir girdi bagimsiz
olarak dogru ya da yanhs olabildiginden dért olabilirligimiz vardir: Her ikisi yanhs, A
yanls ve B dogru, 4 dogru ve B yanhs ve en sonunda her ikisi dogru. 4 ve B nermele-
rini kullanan ‘ve’ i¢in dogruluk cizelgesi asagidadir:

A| B |AveB
F|F F
E|T F
T | F F
| T T

Gorebildiginiz gibi, 4 ya da B nin sadece biri yanhs ise, 0 zaman ‘4 ve B’ Gnermesi
yanhstir. Her ikisinin dogru olmasmna gereksinim duyuyoruz.

Burada ilk iki siitun girdiler ve son siitun giktidir. Ayica, eger ii¢ girdi olsaydi, o
zaman girdilerin dogru ya da yanhs olmalar igin fakh 2°=8 olabilirlik olurdu.

Uyar1 6.6
Lojikgiler ‘ve’ yi gdstermek i¢in A kullanirlar, yani 4 ve B dnermesi 4 A B olarak yazilir.
Simdi karmasgik ifadeleri incelemek igin dogruluk ¢izelgelerini kullanabiliriz. Omegin,

‘4 ve degil(B)’ ne zaman dogrudur? 4, B ve degil(B) bilesenlerini alabilir ve onlarla
istedifimiz 6nermeyi kurabiliriz.

A | B | degil(B) | Avedegil(B)
F|F T F
FlT F F
T'| F T T
T| T F F

? Lojikgiler daha ileri giderler ve *ve’ ve ‘yada’ya, sirasiyla, ‘evetleme’ ve ‘veyalama’ gibi siisl{l isimler verirler.
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3. stitunu, degil(B) yi, ‘degil’ dogruluk ¢izelgesini kullanarak olusturdugumuzu kayde-
din. Sonra ‘4’ ve ‘degil(B)’ ye, yani, 1. ve 3. siitunlara, uygulanan ‘ve’ i¢in dogruluk
¢izelgesini kullanarak son siitunu koruyun.

‘Ya da’ kullanan 6nermeler

‘Ve’ nin aksine ‘ya da’ nin kullanimi genel dogal dildeki kullanimindan biraz farklhdir.

()megin,
‘David ya da Paul magazaya gidiyor’

Gnermesi, genelde — ikisinin degil — sadece birinin magazaya gidecegini sdylemek ister.
Bu tiir *ya da’ ya dislayict ya da denir. Diisiince, bir kismin dogrulugu digerinin dogru
olmasini diglamaktir.

Matematikte yukandaki dnerme en az birinin — belki de ikisinin — gidecedi anlamina
gelir. Buna icleyici va da denir.

Giinlitk dilde diglayic1 ya da ve i¢leyici ya da genelde ayirt edilmez: genel durum-
dan dngoriide bulunulmahdir. Matematikte ya da nin i¢leyici bigimini kullaninz; yani,
yukaridaki érnekte en az birinin magazaya gittiZini biliriz.

‘m ya da n den birinin tek oldufunu varsayalim’ tiimcesini degerlendirelim. Bir
matematik¢i i¢in bu; biri tektir, digeri degildir anlamina gelmez! Onlardan biri tektir ve
digeri — hangisi oldugunu dnemsemez — ¢ift ya da tek olabilir, demek ister. Bu dogal
dildeki kullanimina benzemez, o nedenle dikkatli olun.

Akil kanigtiric1 olsa bile ‘ya da’ y1 dislayici bir tiimeede kullanabiliriz. Omegin,

‘x bir dogal say1 olsun. O zaman x ¢ifttir ya da x tektir.’
durumunda ‘ya da’ gergekten diglayicidir, ¢iinkii tek olma ya da ¢ift olma ozelligi digla-
yicidir, yani bir say1 ayni zamanda her ikisi olamaz.
Simdi képek drneginde kullanilan baglaci degerlendirelim.
‘K&pegim siyahtir ya da Paul’un képegi beyazdir.”

Bu &nerme, kdpegim siyah ise, dogru olacaktir. Paul’un kdpegi beyaz ise, dogru ola-
cakti. Ve benim kdpegim siyah ve Paul’unki beyaz ise, dogru olacakti. Bu &nerme,
kopegim siyah degil ve Paul’un ki beyaz degilse, yanhs olacaktir.

‘va da’ y1 anlamada dogruluk ¢izelgesi yardimer olabilir:

A| B | AyadaB

F|F F

E|T X

T |F T

| T 5
Cizelgeden ‘4 ya da B’ nin yanhs oldugunu ancak hem 4 hem B yanhsg iken goriiyo-
ruz.
Uyar 6.7

Lojikgiler ‘yada’ y1 gostermek i¢in v kullanirlar. Yani, ‘4 veya B° nermesi 4 v B olarak
yazilir.
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Onermelerin denklikleri

Onermeleri karmagiklagtirmay1 bagardiktan sonra, matematiksel agidan aymi olmanin ne
anlama geldigini tanimlayabiliriz.

Tanim 6.8

Girdilerin ve ¢iktilarm olusturdugu dogruluk cizelgeleri aym olan iki énerme denk
donermelerdir.

Ornek 6.9

(i) A dnermesi ve degil(degil(4)) 6nermesi i¢in dogruluk cizelgesi

Al 4 A | degil(degil(4))
;)| I ve T T
F|F F F

gibi dzetlenebilir. Buna gore 4 ve degil(degil(4)) denk 6nermelerdir.
(il) ‘A yadaB’ve ‘4 ve B’ onermeleri denk degildir. Dogruluk ¢izelgeleri farklidir.

‘Ve' ve ‘ya da’ nin degillemesi

‘Ve’ ve ‘ya da’nin degillemeleri net bir simetriye sahiptir.

‘degil(4 ve B)’ *degil A ya da degil B” ye denktir,
‘degil(4 ya da B)’ ‘degil 4 ve degil B” ye denktir.

[1kini gérmek igin,
‘Carl uzun boyludur ve Carl koyu saghdir’

dnermesinin degillemesini degerlendirelim. ‘Carl uzun boyludur’, ‘Carl koyu sa¢hdir’
onermelerinden en az birinin yanhs olmas: gerektiZini gorebiliyoruz; o nedenle ‘Carl
uzun boylu degildir’, ‘Carl koyu sach degildir’ 6nermelerinden en az birinin dogru ol-
dugunu anliyoruz. Bagka bir deyisle, ‘Carl uzun boylu degildir ya da Carl koyu sagh de-
gildir’ dogrudur. (Bunun her ikisinin dogru oldugu durumu kapsadigin1 animsaymiz!)

Benzer akil yiiriitmeyi ‘ya da’ nin degillemesi drnegine uygulayabiliriz. Bunu gos-
termek i¢in kendi Oreginizi ortaya atin.

Daha genel olarak, dogruluk ¢izelgelerini kullanarak ‘degil(4 ve B)’ nin ‘degil(4)’
ya da *degil(B)’ ye denk oldugunu gosterebiliriz.

A | B |AveB |degil(4) | degil(B) | (degil(4)) va da (degil(B)) | degil(4 ve B)
F|F F T T T T
F|T F T F T T
T|F F F T T F
T| T T F F F F

Son iki siitun ‘degil(4 ve B)’ ve ‘degil(4)’ ya da ‘degil(B)’ yi verir. Siitunlan aym oldu-
gu i¢in 6nermelerin denk oldugunu sonuglandirabiliriz.
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Ahstirma 6.10

‘degil(4 ya da B)" nin ‘(degil 4) ve (degil B) ye denk oldugunu gdstermek igin bir dog-
ruluk ¢izelgesi olugturun.

Alistirmalar

Alstirma 6.11

(i)
(ii)
(i)
(iv)
(v)
Ozet

Asa@dakilerden hangisi énermedir? Onerme olanlar dogru mudur?

(a) Yasam tathdir.

(b) 2 bir asal midir?

(c) 2 nin bir asal oldugunu kamitlayn.

(d) Birlesik Devletlerin 1789 daki Baskan: bir erkekdi.

(e) Birlesik Devletlerin 2009 daki Bagkan: bir bayan olacaktir.

Asagidakiler i¢in dogruluk cizelgeleri kurun:

(a) degil(4 ve B),

(b) degil(4 ya da B),

(c) (degil 4) ya da (degil B),

(d) A ya da (degil B),

(e) (degil B) yada B,

(f) (degil B) ve B.

Asagidakileri degilleyin:

(a) A dogrudur ya da B yanlistir.

(b) A yanhstir ve B dogrudur.

(c) A dogrudur ya da B dogrudur.

(d) A dogrudur ve B dogrudur.

Cok girdili dogruluk ¢izelgelerini olugturmak kolaydir. Asagidakiler i¢in dogru-

luk gizelgeleri olugturun.

(a) A ve (B yada (),

(b) (4 ve B)yada C,

(c) (degil(4 ya da B)) ve C.

Bir totoloji, tiim ¢iktilar1 Dogru dogruluk ¢izelgeli bir 6nermedir. Bir ¢eligki, tim

¢iktilan Yanhs dogruluk cizelgeli bir dnermedir.

(a) ‘A ya da degil 4’ nin bir totoloji oldugunu gdsterin.

(b) “Ve’ baglacini kullanarak bir totoloji ortaya atin.

(c) ‘Kazananlar terk etmezler ve terk edenler kazanmazlar’ deyimi bir totoloji
midir?

(d) ‘4 ve degil A" nin bir ¢elikli oldugunu gosterin.

Celiski I'V. Kisimda ¢ok yararh olacaktr.

» Bir dnerme ya dogru ya da yanhs olan — ikisi birden olmayan — bir tiimcedir.
» Ortanin diglanma yasasi: 6nermeler dogrudur ya da yanhstir; arada higcbir sey yok-
tur.
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A dnermesinin degillemesi, 4 dogru iken, yanhs olan dnermedir.
Onermeler ‘ya da’ ve ‘ve’ baglaglarimi kullanarak olusturulabilir.
Aym dogruluk gizelgeli iki 6nerme denktir.

‘degil(4 ve B) ‘(degil 4) ya da (degil B)’ ye denktir.

‘degil(4 ya da B)’ *(degil 4) ve (degil B)’ ye denktir.

YyyyYyyy
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Gerektirmeler’

Matematik: P gerektiriv Q bicimli dnermelerden olusur, ama
P dogru mudur diye asla sormazsiniz.
Bertrand Russell

Russell’n yukaridaki s6zii son derece serttir. Modern matematik gercekten P 6nermesi
Q onermesini gerektirir bigimli énermelerden olugur. Yani, ‘P 6nermesi dogru ise, o
zaman Q dnermesi de dogrudur’ a sahibiz. Genelde, bununla birlikte, bu yap: saklidir
ve temelde matematigi daha kapsamh kilmak i¢in, onu her zaman o gekilde yazmgsak,
okumasi zorlasabilir.

Russell’in deyiginin ikinci kismu da dogrudur ama biraz daha incedir. *Ay peynirden
yapilmistir gerektirir Ay lezzetli bir yemektir’ 8nermesinin dogru oldugu iddia edilir,
¢linkii Ay peynir olsaydi o zaman lezzetli olurdu. Mesele dnermenin anlamh ve dogru
olmasidir ancak Ayin gergekten peynirden yapilmadiinin ya da lezzetli bir yemek olup
olmadif iizerine soylenecek hicbir sey yoktur. Dedigi: eger peynirli ise, o zaman lez-
zetlidir. [lerledik¢e bu 6rmegi akilda tutmaya degecektir.

Russel’mn P ve O sembolleri yerine énermelerimizi géstermek igin genel olarak 4
ve B kullanacaiz.

‘Eger ..., 0 zaman ... 6nermeleri

Cogu matematiksel Gnerme

‘Eger A 6nermesi dogru ise, 0 zaman B 6nermesi dogrudur.’

bi¢imlidir. Bi¢gimlerini gizleyebilirler ama pargalara ayirdiginizda aradifimizi bulacaksi-
miz. Onermenin bu tipine bir gerektirme denir. 4 gerektirir B diyoruz ve bazen 4 = B
yaziyoruz. Bu semboliin dogru kullanisi ile ilgili olarak 37. sayfaya bagvurun.

Ornek 7.1

(i)  Eger adim Winston Churchill ise, 0 zaman Ingiliz’imdir.

(ii) Eger Ingiliz isem, 0 zaman adim Winston Churchill’dir.

(iii) Eger Bagkan George Washington isem, o zaman Amerika Birlegik Devletleri'nin
ilk Bagkamyimdir.

(iv) Egera<b ise, 0 zaman a* < b* dir.

* Gerektirmelere (implications) bazen kosullular (conditionals) da denir (¢.n.).
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(v) Egera<cise, o zamana <b dir.
(vi) Eger x ¢ift ise, 0 zaman x? ¢ifttir.

(i) ve (iii) Gnermeleri dogrudur. (ii) 6nermesi dogru degildir — Winston Churchill olma-
van bir Ingiliz'i secelim. (iv) ve (v) tiimeeleri a, b ve ¢ tizerinde kosulludur (o nedenle
sozceiigiin kesin anlamiyla gergekten dnerme degildirler). (vi) 6nermesi, biiyiik olasihk-
la biliyorsunuzdur, dogrudur. Onu ileride kamitlayacagiz.

Gerektirme énermeleri gizli bigimli olabilirler. Ormegin,

‘Iki gift saymnin toplamu gifttir’
dnermesini géz oniinde bulundurahm. Bu yeniden

‘Eger x ve y ¢ift sayilar ise, o zaman x + y bir ¢ift sayidir’
gibi yazilabilir. Benzer sekilde

‘Ikiden biiyiik tiim asal say1lar tektir’
dnermesi,

‘Eger p bir asal say1 ve p > 2 ise, 0 zaman p tektir’

olarak yeniden yazilabilir.

Varsayim, kabul ve sonuc¢

Bir 4 = B gerektirmesinde iki kisim vardir:

* 4 ¢nermesine varsayim ya da kabul denir ve
e B ¢nermesine sonu¢ denir.

Boylece ‘Eger varsayim dogru ise, o zaman sonu¢ dogrudur’ diyoruz.

Bazen 4 Gnermesi bir takim tiimcelerden olugacaktir, 0 zaman bunlara varsayimlar,
kabuller olarak gondermede bulunacagiz ve kosullar da diyecegiz.

Yukandaki dmekte ‘adim George Washington® ve ‘a < b’ kabule 6mektir. (v) de
‘a < b’ 6nermesinin bir sonu¢ da olduguna dikkat edin.

Bazen varsayim ve sonuglan ayirt etmek zor olabilir,

‘x in pozitif bir dogal say1 oldugunu varsayalim. EZer x tek ise, 0 zaman x? tektir.”

Burada varsayimlar nelerdir? Onlar ‘x tek olan bir pozitif dogal sayidir’.
Bunu yazmann bir diger yolu

‘x bir pozitif tek sayidir = x* tektir.’

Gorebildiginiz gibi, ayn seyi yazmanin bir ¢ok yolu vardir.

Alstirmalar 7.2

(i)  Asafidakilerde varsayimlan ve sonuglan tamyin.
(a) Eger x*> 5 ise, 0 zaman x*+ 12x + 4 <3 dir.
(b)x*+1 >3 dir, eferx <2 ise.
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(c) Tdik agih bir iiggen olsun. Eger ¢ hipoteniis ise, o zaman a ve b diger iki ke-
narn uzunluklan olmak iizere, ¢* = a*+ b*dir. (Buraya dikkat edin! Kabul ‘c
hipotentistiir’ degildir.)

(d) T bir tiggen olsun. T yi a, b, ¢ kenarh ve a nin karsisindaki aginin 0 ya esit
oldugu bir tiggen varsayalim. O zaman a*= b*+ ¢ 2bccos dir.

A, B yi gerektirdiginde 4 ve B nin dogruluk degeri

Boliimiin girigindeki Russell"in deyisinin arkasinda yatan diigiinceye tekrar donelim ve
giristeki 6regi ele alalim: ‘Ay peynirden yapilmistir gerektirir Ay lezzetli bir yemektir.’
Varsayim, Ay peynirden yapilmigtir ve sonug, Ay lezzetli bir yemektir, olur. Bu dnerme-
lerin hi¢ birinin dogru olmadiginda anlagabiliriz ama gerektirmenin dogru oldugundan
da hem fikir olabiliriz.

Bu bizi gerektirme hakkinda kavranmas: gereken en temel olguya yoneltir:

‘4 == B, 4 ya da B nin dogrulugu hakkinda ya da onun disinda hichir sey sdylemez!

Bunu kavramanin ne kadar yasamsal oldugunu ne kadar vurgulasam azdir.
A = B nin dogru oldugunu varsayarsak, ii¢ olasihk vardir:

(i) A dogrudur ve B dogrudur.
(ii) A yanhstir ve B yanhstir.
(iii) A4 yanhstir ve B dogrudur.

A dogrudur ve B yanhstir olamaz, ¢linkii 4 = B, eZer 4 dogru ise 0 zaman B dogrudur’u
ifade eder.

Yukandaki ilk olasihk gerceklesir: Eger adim Winston Churchill ise, o zaman
Ingiliz'imdir.

ikinci durum da gerceklesebilir. 4, 1 =2 ve B,5 = 6 olsun. O zaman 4 = B nin
dogru oldugunu gorebiliriz, ¢linkii eger 1 = 2 dogru ise ve her iki yana 4 eklersek,
1+4=2+4, yani 5 = 6 oldugunu goriiriiz. O halde bu olasilik olabilir.

Ugiincii olasilk sezgiye ters gibidir. Yeni baglayanlarnin ¢ogu yanhs énermelerin
dogru énermeleri asla gerektirmeyecegine inanir, oysa bu dogru degildir ve ¢ok yaygin
bir yanhs diigiince oldugundan ayri bir kesimin konusunu olugturacaktir.

Yanlis onermeler dogru onermeleri gerektirebilir

Daha 6nce ‘4 = B’ nin 4 nin ya da B nin dogrulugu iizerine hicbir sey sdylemedigini
kaydetmigtik. Bununla birlikte, yanhs dnermelerin dogru énermeleri gerektirdigi agik¢a
not etmeye degerdir. Ornegin, —1 = | varsayalim; dogru olmadig: agiktir, ama biz ma-
tematikgiyiz ve istediZimizi varsayabiliriz. Her iki tarafin karesini alirsak dogru olan
1 =11 elde ederiz. Boylece

—l=l=1=1

dogrudur! —1 = 1 in yanhs olmasinin énemi yoktur.
Ashinda, sadece bir tek yanhs dnermeyi kullanarak her seyi kamitlayabiliriz! Bu du-
rumu lojik kitaplarina birakacagiz.
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A = B nin dogruluk cizelgesi

Gerektirmenin dogruluk ¢izelgesi neye benzemelidir? Asafidakine:

A B A=—28
F|F T
FlT T
T | F F
T| T T

Son iki satir agik olmal. (Bir matematik¢i gibi diigliniin! Metnin dogrulugunu kontrol
edin!) Diger ikisinin anlagilmas) daha zordur. Bir bakima onlar dogruluk ¢izelgesinin
bir tanumudir. Ote yandan, anlamlida olabilirler giinkii eger 4 yanls ise, 0 zaman B nin
her sey olmasina izin veriliyor, o halde 4 yanhs iken 4 = B de diyebiliriz.

Alstirma 7.3

A== B ve ‘degil (4) ya da B’ i¢in dogruluk ¢izelgelerinin aym oldugunu gdsterin.

‘Eger ..., 0 zaman ..." nin degillemesi

Mademki 4 == B bir dnermedir, dyleyse degillemesinin ne oldugunu sorabiliriz. A¢ik
yanit: 4, B yi gerektirmez demek olur. Bu ne anlama gelir? Ve dogru mantiksal 6nerme
nedir? Bunun anlami 4 mn dogru ve aynm1 zamanda B nin yanhs oldugudur. Bu *4 ve
degil (B)” dir.

Ahstirma 7.3 ii kullanarak bunun dogrulugunu kontrol edebiliriz. Orada ‘A = B’
nin ‘degil (4) ya da B’ ile aymi oldugu gosterilir. 6. Bélimden *P ve O’ nun degillemesi-
nin ‘degil (P) ya da degil (Q)’ oldugunu animsatalim. Boylece ‘4 = B’ nin degillemesi
‘degil (4) ya da B’ nin degillemesidir. Bu ‘4 ve degil (B)’ olarak sadelegen “degil (degil
(A4)) ve degil (B)’ dir.

Alstirma 7. 4

Onceki akil yiiriitmeyi dogruluk gizelgeleri kullanarak ifade edin.

Uyari1 7.5

Bir gerektirmenin degillemesinin bir bagka gerektirme olmadiZina dikkat edin.

A gerektirir B yi yazmanin farkl yollar

‘Beger Aise’, ' A= B' ile aynidir

‘Eger adim Winston Churchill ise, 0 zaman Ingiliz'imdir’ in ‘Ingiliz’imdir eger adim
Winston Churchill ise’ gibi yeniden yazilabildigi agiktir. Bunu daha genel yapabiliriz.
‘Eger A ise, 0 zaman B’

‘Beger Aise’
olarak yeniden yazilabilir. Ara sira 6grencilerin kafas: karigir, ¢iinkii *4 = B’ ve ‘Eger
A ise, o zaman B’ deki gibi B nin sagda (ya da sonda) oldugunu diigiinmeye ahgmislar-
dir. O halde varsayimlann solda ve sonuglarn sagda oldugunu diigiinme aligkanhginiz
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varsa sikinti ¢ekeceksiniz. 9. Boliimde dnermelerin denkligini incelerken yazmanin bu
bi¢gimi ¢ok 6nem kazanacaktir.

‘A ancak eger B ise’, ' A= B’ ile aynidir

‘4 == B’ yi yazmanin bir sonraki bi¢imi pek agik degildir. ‘Eger adim Winston Churc-
hill ise, 0 zaman Ingiliz’imdir’ in yerini ‘ Adim Winston Churchill’dir ancak eger ingiliz
isem’ alir. Ciinkii eger ingiliz degil isem, 0 zaman Winston Churchill olmam olanak-
sizdur.

O halde, daha genel olarak, ‘4 == B’ yazmanin bir diger yolu

‘4 ancak eger B ise’

dir. Bunun ‘4 = B’ ye denk olarak kabul edilmesi zorlagir; o nedenle yavas yavas
aciklayalim.

‘4 ancak eger B ise’ 6nermesi, 4 dogrudur ancak eger B dogru ise yi sdyler. Bu, 4
dogrudur gerektirir B dogrudur ile nasil aym olur?

‘A == B’ nin dogru oldugunu varsayalim. Simdi ayrica 4 nin dogru fakat B nin
yanli oldugunu varsayalim, 0 zaman ‘4 = B’ dogru degildir anlamina gelir. Buradan
A dogru olabilir ancak eZer B dogru ise. Benzer gekilde, 4 dogrudur ancak eger B dogru
ise varsayalim. O zaman 4 dogru ise, B nin dogru olmas: gerekir, o halde 4 = B dir.

Ahstirma 7.6
Dogruluk ¢izelgeleri kullanarak yukandakileri agiklayin, 6zellikle bir dogruluk gizelge-
si kullanarak ‘4 = B’ nin ‘4 ancak eger B ise’ ile aym: olduunu gdsterin.

Alistirmalar

Alstirmalar 7.7
(i) A nm dogru ve B nin yanhs oldugunu varsayalim. Asagidakilerden hangileri dog-
rudur?
(a) A = B, (b) B= 4, (c)degil B=—>4,
(d)A==4, (e) A yadadegil B, (f) degil 4 = A4,
(g) degil (4 yada B).
(i) Asagidakileri degilleyin:
{(a) 100 tizerinden 70 alirsan, 0 zaman dersi bagarmus olacaksin.
(b) Eger yagmur yagarsa, o zaman evde oturacagim.
(c) Eger x*+ 2x + 1 = 0 ise, 0 zaman x = -] dir.
(d) x*+ x—2 = 0 gerektirir x=1 yadax=-2.
(Ipucu: Bir ‘Eger ... ise 0 zaman ... nin degillemesi bir diger ‘Eger ... , ise 0
zaman ..." degildir.)
(iii) “Ancak eger’ i kullanarak agagidakileri dnerme olarak yazin:
(a) Eger x = -2 ise, 0 zaman x*=4 dir.
(b) Eger x ve y tek ise, o zaman xy tektir.
(c)x*+x-2=0=x=1yadax=-2.
(d)x*+x-2=0&x=1.
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(iv) (a)(4== B)=degil 4,

(v)

Ozet

(b) A ya da (B = degil 4)

i¢in dogruluk ¢izelgeleri kurun.

(a) A == (4 yada B),

(b) [(4 ve B) == C] == [degil C = (degil 4 ya da degil B)]
lerin totoloji oldugunu gdstermek i¢in dogruluk gizelgeleri kurun.

vy

‘A = B’ tnermesinde 4 §nermesine varsayim ya da kabul ve B 6nermesine sonug
denir.

‘4= B’ tnermesi ‘Eger 4 ise, o zaman B’ gibi yazilabilir.

‘4 gerektirir B’; eger 4 dogru ise, 0 zaman B dogrudur anlamina gelir. Bagka bir sey
degil. Eger A yanhs ise, o zaman B dogru olabilir ya da yanhs olabilir.

A== B nin degillemesi, ‘degil (4)ya da B’ ile aymdir.

‘4 ancak eger B ise’, ‘4 = B’ ile aymidir.

‘Beger Aise’, ‘A= B’ile aymdir.
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Gerektirmelerle ilgili
ince noktalar

O, Politikacinin Mantigindan rahatsizlk duymaktadr.
Bir sey yapilmalidw; bu bir seydir, o halde yamlmalidw. .
Antony Jay ve Jonathan Lynn,

Halkin Giicii, Yes’in seriiveni, Basbakan.

Ingiliz dili belirsizliklerle doludur. Yukaridaki niikteli deyis bunu istismar etmekte ve
isini yapmaktadir, ¢iinkii ‘bir gey’ sdzciigiintin bu tiimcede iki farkli anlam vardir. Ma-
tematik diliyle bu belirsizlikleri ortadan kaldirmayi amaghyoruz. Bu béliimde énce eger
/ 0 zaman yapisinin kullanimu ile giinliik kullamginda rastlanabilen &zel bir probleme
gbz atacaiz. Bu drmegin bizi nasil evrik ve karsit ters olarak adlandinlan 6nermelere
gotlirdiigiinti gorecegiz. Giinlitk 6rneklerin kullanimi ¢ok aydinlatici olmakla birlikte
bu, dikkatli olmamiz gerektigini gosterir, ¢iinkii Ingiliz dili bize oyun oynayabilir.

Evrik: yaygin bir hata

Insanlarin lojikte baslangicta yaptiklar en yaygin hata, geng yasta dgrendigimiz giinliik
kullamimindan ortaya ¢ikar. Omegin, bir yetigkin bir ¢ocuga

‘Eger odan temiz tutmazsan, o zaman dondurma yiyemeyeceksin’

der. Sezgimiz, ¢cocuk ve ebeveyn gibi, bunu bir sézlesme olarak yorumlamak egiliminde-
dir: eger ¢cocuk odasini temiz tutarsa, 0 zaman dondurma yiyecektir. Bagka bir deyisle,

‘Eger odan temiz tutarsan, o zaman dondurma yiyeceksin.’

Ancak baglangic dnermesi onu sdylemez. O sadece ¢ocuk odasin temiz tutmaz ise ne
olacagim sdyler. Temiz tutarsa ne olacag: hakkinda hi¢bir séylemez! Yine de eminim ki
eger ¢ocuk odasim temiz tutmus olsayd: ve dondurmaya hak kazanmasayd: ¢ogumuz
magdur hissettiginde hakh oldugunu kabul ederdik.

Bir bagla 6rnek ‘Eger yagmur yagarsa, o zaman gitmeyecegim’ dir. Giinlik konug-
mada bunun kapali olarak, eger yagmur yagmazsa gidecegim demek istedigini biliyoruz.
Bununla birlikte, kesin konugmak gerekirse, yagmur yagarsa ne olacag: hakkinda sadece
bir &nerme vardir; eger yagmur yoksa o bize ne yapacafimla ilgili hi¢bir sey sdylemez.
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Konunun esas1 eer / 0 zaman tiimcelerinin ne anlama geldigi hakkinda belirli dii-
stincelerle bityiimiig olmamizda yatar. Onceki drnekteki sorunu

‘Eger adim Winston Churchill ise, 0 zaman Ingiliz'imdir’
Omegini ele alarak agiklayallm. Bu 6nerme dogrudur ¢iinkii daha &nce Winston
Churchill’in Ingiliz oldugunu gdstermistik. Simdi dnermeyi

‘Eger adim Winston Churchill degilse, o zaman Ingiliz degilim’
e dontigtiirmek i¢in bazi degillemeler ekleyelim. Bu kesinlikle dogru degildir, ¢iinkii

Winston Churchill olmayan Ingiliz birini bulmak miimkiindiir.
Bunu matematik diline soyutlayarak, asagidaki tamimi yapiyoruz.

Tanim 8.1

‘Eger A ise, 0 zaman B’ gerektirmesinin evrigi
‘Eger degil(4) ise, o zaman degil(B)’

dir.

Ornek 8.2

Yukandaki oda/dondurma émeginde ‘odan temiz tutmuyorsun’ a 4 ve ‘dondurma ye-
meyeceksin’ e B diyelim; o zaman ‘degil(4)’ ‘odam temiz tutuyorsun’ ve ‘degil(4)’
‘dondurma yiyeceksin® olur. ‘Eger odan1 temiz tutmazsan, o zaman dondurma yeme-
yeceksin® nin evrik dnermesi boylece ‘Eger odan temiz tutarsan, 0 zaman dondurma
yiyeceksin’ olur.

Yukandaki Churchill/Ingiliz 6megi, ‘Eger 4 ise, 0 zaman B’ dogru ise, o zaman ‘Eger
degil(4) ise, o zaman degil(B)’ yanhs olabilecegini gosterir; o halde lojik kurallarina
gore konusgursak, oda ile ilgili baglangi¢ dnermesinin dogrulugu ve evriginin tamamen
farkl1 oldugunu gorebiliriz. (Bununla birlikte, cocugun deneyimine gore onlar denktir-
ler.)

Gerek duyulan ayirim sudur:

‘A= B’, ‘degil(4) => degil(B)’ ye denk degildir.

Churchill/ingiliz 8megi, bir gerektirme evrigi yanhs oldugu halde dogru olabilece-
ginden, bu aynmi animsatmak i¢in uygundur.
Bir gerektirme ve evriginin dogru olabildigi bir ek asagida verilmigtir.

Ornek 8.3
‘x ¢ifttir gerektirir x? ¢ifttir™
dnermesini goz dniinde bulunduralim. Bu dogru bir énermedir. Oyle oldugunu géster-

mek istersiniz! Evrik dnerme

" Bu 8nermeyi dilzgiin dille ‘x in ¢ift olmas: x*nin ¢ift olmasin: gerektirir’ gibi yazabilirdik, ama bicimi koru-
may! yeglivoruz {¢.n.).
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‘x ¢ift degildir gerektirir x? ¢ift degildir’
olur. Bagka bir deyisle,

‘x tektir gerektirir x* tektir’

olur. Bu da dogrudur! Boylece bu dmekte hem ‘Eger A ise, o zaman B hem ‘Eger
degil(4) ise o zaman degil(B)’ dogrudur.
Bu dmek ve Churchill 6rnegini degerlendirerek

Genelde, ‘4 = B’ nin dogrulugu evrigi ‘degil(4) = degil(B)’ nin dogrulugu hak-
kinda bir sey soylemez.

oldugunu gorityoruz.

Tehlikeli ornekler

Yalin oda / dondurma &rnegi zararsizdir. Verdigi hasar azdir. Bu 6zensiz lojigin gercek
yasamda nasil kullamldigim ve bizi bagkalanyla nasil potansiyel patlayici durumlara
stiriikledigini gorelim.

‘Eger matematik¢i iseniz, o zaman akillisimizdir’

dnermesini ele alahm ve dogru olduunu varsayalim.

Bunun matematik¢i olmayanlarin zekasi ile ilgili bir sey sdylemedigini kaydedelim.
Bir kisgi cografyac, tarih¢i ya da telefon mithendisi olabilir, ancak bu 6nerme size onlar
hakkinda hicbir sey sdylemez. Ama insanlar matematik¢i olmayanlara hakaret ettigi
diigiincesiyle kinlabilirler: ‘Hey, ben bir telefon miihendisiyim! Aptal oldugumu mu
sdyliiyorsunuz?”

Bunun ne kadar tartismali olabilecegini gérmek i¢in, ‘matematik¢i’ kullanmaktansa,
‘Eger erkek iseniz, 0 zaman akilhsimzdir’ dedigimi ve bu dnermenin dogrulugunu iddia
ettifimi diiglinelim. Cok kigi, lojigin hatal olmasindan degil — etrafimizda bir y1Zin
akill1 olmayan erkek var — ama cinsiyet aynmindan sikayet ederek ve bir siirii zeki ka-
dinin oldu@unu ileri siirerek buna kars: ¢ikarlar. Kuskusuz, insanlar bu tiir Snermeleri bu
bi¢im altinda nadiren kullanirlar; genelde siislii bir tarza biiriindiiriirler.

Gerekli ve yeterli

Lojik kavramlan sikhikla gerekli ve yeterli kosullara gore de ifade edilir. ‘Gerekli’ ve
‘yeterli’ terimlerinin standart giinliik kullaniga uymas: bir ganstir.

Gerekli kosullar

Bir gerekli kogul, bir seyin dogru olmas: i¢in gerek duyulan bir kosuldur.
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Tanim 8.4

Bir gerekli kosul, bir sonucun dogru olmast icin gecerli olmasi gereken bir kosuldur:
Sonucun dogru oldugunu garanti etmez.

Bagka bir deyisle, ‘4, B i¢in gereklidir’, ‘B dogrudur ancak eger 4 dogru ise’ anlamma
gelir. Bu son ifadenin B = 4 ile aym olduunu biliyoruz.

Ornekler 8.5

(i)  Bir kumas par¢as1 olmak bir eldiven olmak i¢in gereklidir.

(il) x<0,x=-2icin gereklidir.

(i) Bir tiggenin eskenar (tiim agilar esit) olmas: i¢in ikizkenar (iki ag1 esit) olmas:
gereklidir.

Yeterli kosullar

Bir yeterli kogul, bir nermenin dogrulugunu garanti etmek i¢in yeterli olan bir kosul-
dur.

Tanim 8. 6

Bir yeterli kosul, sonucun dogru oldugunu garanti eden bir kosuldur. Kosul saglanmasa
bile sonug¢ dogru olabilir.

Bagka bir deyisle, ‘4, B i¢in yeterlidir’, ‘B dogrudur eger 4 dogru ise’ anlamna gelir.
Bu 4 = B ile aymidir.

Ornekler 8.7

(i)  Bireldiven olmak kumas parg¢as: olmak i¢in yeterlidir. Bir eldiven olmanin kumasg
pargasi olmas: igin gerekli olmadiZina dikkat edin.

(i) x=-2,x <0 igin yeterlidir.

(iii) Bir tiggenin ikizkenar olmasi igin bir eskenar iiggen olmasi yeterlidir. Uggenin
eskenar olmasi i¢in ikizkenar olmasi gerekmez.

Karsit ters

Giinlitk dilde bizi dogru kabul etmeye siiriiklese de, 4 == B nin degil(4) = degil(B)
ye denk olmadigimi gordiik. Daha kétiisi, dil bizi dogru olan bir sonuca hazirlamaz.

Tanim 8. 8

‘A == B'dnermesinin karsit tersi
‘degil(B) = degil(4)’

dir.

Bunun 4 = B ye denk oldugu sagiricidir! Yani, 4 = B yerine degil(8) = degil(4)
alabiliriz.
Bazi drnekler gorelim.
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Ornek 8.9

(i)  ‘Eger adim Winston Churchill ise, o zaman Ingiliz’'imdir’ in karsit tersi ‘Eger
ingiliz degilsem, 0 zaman adim Winston Churchill degildir’ dir.

(i1) *Amerikah degilim gerektirir bir Texan’l1 degilim’ in kars1t tersi ‘Eger bir Texan’h
isem, 0 zaman Amerikaliyim’ dir.

(iii) Admm Jane gerektirir ben bir kadimmin kargit tersi ‘Bir kadin degil isem, 0 zaman
adim Jane degildir’ dir.

(iv) ‘x¥*—4x-5=0==x=2-2"ninkarsittersi x<-2=—=x’'—4x-5£0"dir.

Alstirma 8.10

Asagidakiler i¢in karsit ters dnermeleri bulun:

(i) Egerx=2 ise, 0 zaman Jx irrasyoneldir.

(i) Eger x asal ise, 0 zaman x = 2 dir ya da x tektir.

(iii) Eger § bir kare ise, 0 zaman § bir dikddrtgendir.

(iv) Cember bir elipstir.

Alstirma 8.11

degil(B) = degil(4) i¢in bir dogruluk ¢izelgesi kurun ve 4 = B nin ¢izelgesi ile aym
oldugunu gosterin.

Uyar1 8.12

Bir dnceki alighrma bir 6nerme ile karsit tersinin denk oldugunu gosterir.

Alistirmalar

Ahstirmalar 8.13

(i) Asa@dakileri ‘Eger ... ise, 0 zaman ..." 6nermeleri olarak yazin.
(a) Peter’in sampiyonay: kazanmas i¢in Brezilya'da kazanmas bir yeter koguldur.
(b) Stuart’in gampiyonay:1 kazanmas: igin Peter’i yenmesi bir gerekli kosuldur.
(c) Diizenli ¢caligma dersi gegmek i¢in yeterlidir.
(d) Diizenli ¢ahgma dersi ge¢mek i¢in gerekli degildir.
(e) Amerika Birlesik Devletleri Bagkani olmak i¢in Amerika Birlesik

Devletleri’'nde dogmak gereklidir.

(f) Hindistan Bagkam olmak i¢in Hindistan’da dogmak gerekli degildir.

(i) A4, ‘x*=2x-3>0’ve B, ‘x> 3"olsun. Asagidakilerden hangileri dogrudur ve han-
gileri yanhstir?

(a) A = B, (b)) B= 4,
(c) 4, B i¢in gereklidir, (d) B, 4 i¢in gereklidir,
(e) 4, B i¢in yeterlidir, (f) B, 4 i¢in yeterlidir,

(g) degil(B) = degil(4), (h) degil(4) = degil(B).
(iii) Asagidaki onermelerin hangileri denktir?
(a) Eger takimim son oyunu yitirdiyse, 0 zaman onlar sampiyonay: yitirmis olma-
hdir.
(b) Eger takimim son oyunu yitirdiyse, 0 zaman takimimz sampiyonay1 kazan-
mistir.
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(iv)
(v)

Ozet

(c) Eger takimim son oyunu yitirdiyse, 0 zaman onlar sgampiyonay1 kazanmigtir.

(d) Eger takimim sampiyonay: kazandiysa, 0 zaman onlar son oyunu kazanmig-
tir.

(e) Eger takimim son oyunu kazandiysa, 0 zaman onlar sgampiyonay1 kazanmig-
tir.

(f) Eger takimim sampiyonay yitirdiyse, 0 zaman onlar son oyunu yitirmis olma-
hdir.

A== (B == () nin kars1t tersi nedir?

Simdi kavrama iizerine P.C. Wason’un ilettii ilging bir deneye geliyoruz. (Birgo-

gu bunu hatali bulur.) Ogrencilere bir oyun kartinin bir yiiziinde bir sesli harf ve

dbiir yiiziinde bir rakam oldugu séyleniyordu. Ogrencilere kartlar gosterilmeliy-

di:

A J 3 8

Yapilacak ig, ‘Eger kartin bir yiiziinde bir sesli harf varsa, o zaman 6biir yiiziinde
bir ¢ift say1 vardir’ kuralinin dogru olup olmadigina karar vermekti. Ogrenciler
kuralin dogrulugunu karara baglamak i¢in sadece ¢evrilmesi gereken kart1 ¢eviri-
yorlardi.

Yukandaki drekte hangi kartlar: ¢evirir, hangilerini ¢evirmezdiniz? Yamtlarini-
z1 dogrulayin.

Yyvyyvyyy

‘A== B’ nin evridi ‘degil(4) = degil(B)’ dir.

‘4 == B’ dogru ‘degil(4) = degil(B)’ nin dogru oldugu anlamina gelmez.
‘4, B i¢in gereklidir’, ‘B == A’ ya denktir.

‘4, B i¢in yeterlidir’, ‘4 = B’ ye denkfir.

‘4 == B’ nin kargit tersi ‘degil(B) = degil(4)’ dir.

Bir gerektirme ve karsit tersi denktir.



9. BOLUM

Ters ve denklik

Ama bazi dehalarmn alay etmis olmast alay edenlerin tiimiiniin deha olmasin
gerektirmez. Columbus ile alay ettiler, Wright kardeglerle alay ettiler.

Ama Soytart Bozo ile de alay ettiler.

Carl Sagan, Broca 'nin Beyni, 1979

A == B bi¢imli 6nermeler matematigin esasidir. Bir 4 == B bi¢imli gerektirmenin
(degil(4) = degil(B)) evrigini ve (degil(B) = degil(4)) karsit tersini alabildigimizi
gorditkk. Bu boliimde bir diger gerektirmeye: B = 4 bakacagiz; buna 4 = B nin tersi
denir. Bir 6nermenin ve tersinin ayn1 olmadigimi gérecegiz. Biri dogru olabilir ve digeri
yanhs, ikisi dogru olabilir ya da ikisi yanhs olabilir.

Eger A = B ve B = A ikisi de dogru ise, 0 zaman A ve B dnermelerinin denk
oldugunu sdyleriz. Matematikgiler denk Gnermeleri, 6zellikle 4 ve B nin agik bir bag-
lantis1 yokmus gibi ise, gercekten severler.

Ters

Tanim 9.1

‘4 == B’ dnermesinin tersi ‘B ==A4"dr.
‘Eger adim Winston Churchill ise, 0 zaman ingiliz’imdir’
in tersi
‘Eger Ingiliz isem, 0 zaman adim Winston Churchill’dir’
olur. Bu yalin drmek, 6zel bir nerme dogru olsa bile, tersinin dogru olmayabilecegini

gostermektedir. Dogru olabilir ya da olmayabilir. Bir sey sdylemeden 6nce aragtirma
gereklidir.
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g. BOLUM Ters ve denklik

Alistirma 9.2
Asagidakilerin her birinin tersini bulun:

(i)  Eger kedim siyah ise, o zaman tiim kediler gridir.
(ii) Eger x ¢ift ise, 0 zaman x° gifttit.
(i1i) Eger bir Korsikali isem, 0 zaman adim Napoleon’dur.

Iyi bir matematikgi, A4 gerektirir B tipli bir nerme ile kargilagtiginda, ‘Tersi dogru mu-
dur?’ sorusunu soracaktir. Bu soruyu i¢sellestirin ve matematik yaparken alet ¢antani-
zin bir pargasi olmasini saglayn. Tersin dogru olup olmadig o kadar dnemli degildir,
dnemli olan aligtirmanin matematik yetenegini arttirmasidir.

Birinci sinif 6grencileri i¢in derslerimin birinde, ders esnasinda bu soruyu soran ilk
dgrencime bir ddiil sézii veriyorum. Odiilii kazanmak i¢in soruyu, tersin ilging oldugu
ama bariz dogru olmadi ya da apagik yanhs olmadi@ noktada sormak durumundadir-
lar. Onlara soruyu meslektaglarimin diger derslerinde de sormalarina izin veriyorum,
¢iinkil §grencilerimin bilgilerini derslerimin diginda da kullanimlarmni istiyorum.

Alistirma 9.3

Tersin evrigi i¢in bir diger isim nedir?

Mantiksal denklik

iki énermenin aym oldugundan, yani denk oldugundan séz etmistik. Omegin,
degil(degil(4)), 4 ile aymdir ya da degil(B) = degil(4), A = B ile aymdir ve bunu
gostermek i¢in dogruluk gizelgelerini kullandik. Simdi bu denklik kavramim daha ay-
rintili inceleyecegiz.

Ornek 94

‘Ben Bagkan George Washington’um’ ve ‘Amerika Birlesik Devletleri’nin ilk bagkani-
yim’ dnermelerini ele alalim.

Biliyoruz ki ‘Eger Bagkan George Washington isem, o zaman Amerika Birlegik
Devletleri’nin ilk bagkaniyim’ dogrudur. Tersi ‘Eger Amerika Birlesik Devletleri’nin
ilk bagkani isem, 0 zaman ben Baskan George Washington’umdur’ da dogrudur.

Bunun nedeni George Washington olmak ve Birlegik Devletlerin ilk bagkam olmak
aymi seydir; onlar denktir. Bu kavram matematiksel terminolojiye dahil edelim.

Tanim 9. 5

Eger A == B ve B == A ikisi de dogru ise, o zaman A ve B mantiksal denk énermeler
diyoruz ve A<= B yaziyoruz. <= isareti ‘eger ve ancak eger’olarak okunur ve éner-
meye ¢ift kosullu énerme denir.

*Eger ve ancak eger’ kullanma nedeni ‘4 = B’ nin ‘4 ancak eger B ise’ ve ‘B = 4’
nin ‘4 eger B ise’ olarak yazilabilmesindendir. [ki gerektirmeyi birlestirerek ‘eger ve
ancak efer’ elde ederiz. Bununla birlikte 6grencilerin hangi gerektirmenin ‘eger’ ve
hangisinin *ancak eZer’ oldugu konusunda kafalan epey kangiktir. Onlan ayirt eden
uygulamalar yapin.
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Bazilan ‘eger ve ancak eger’ in bir kisaltmas olarak ‘eve’"kullanir. (Ancak bu bana
daima bir dizgi hatas: gibi gelir!)

Ornek 9.6

Asagidaki dnermeyi goz 6niinde bulundurahm:
‘¥*+2x-3=0=x=1yadax=-3"

Onermenin ‘ancak eger’ (yani =) pargasi x**+2x—-3=0=x=1 yadax=-3 dir. Bu
dogrudur. Bunu gdérmek i¢in denklemi yeglediginiz yéntem aracihifiyla ¢dziin. Burada
ikinci dereceliyi ¢arpanlarina ayirmak kolaydir: x*+ 2x — 3 = (x — 1){x + 3), o halde
x*+2x-3=0,x=1 yadax=-3 ii gerektirir.

Onermenin ‘eger’ (yani <) kismix=1yadax=-3 = x*+2x-3=0di. Buda
dogrudur. Dogrulugunu kontrol etmek kolaydir:

242.1-3=1+2-3=0,
(=3)3+2(=3)=3=9-6-3=0.

Bdylece iki onerme, ‘x*+2x—3 =0"ve ‘x =1 ya da x =-3" denktir.

Ornek 9.7
Simdi
*+2x-3=0& x=-3

dnermesinin bagina ne geldiZini inceleyelim. Bir 6nceki drekten bu 6nermenin yanhs
oldugunu biliyoruz. (Ciinkii x>+ 2x— 3 =0°, ‘x =1 ya da x =-3" e denktir ve bu son
dnermenin x =-3 e denk olmadif agiktir.)

Kabul, yanhgtir ama hangi ‘yon’ yanhsa gidiyor? ¢ mu yoksa = kism1 m1 yan-
hgtir? Yani, ‘eer’ mi yoksa ‘ancak eger’ mi?

Yanhg yon, = yonii yani ‘ancak eger’ olmak zorundadr, ¢iinkii ¥*+2x-3=01n
salt x = -3 den baska ¢dziimleri vardir.

Bir ayrinti

Denklemlerin ¢oziimleri ile ilgili bir soru yoneltildiginde, diyelim: x =4 iin 3x*— 14x +
8 = 0 1 bir ¢6ziimii oldugunu gosterin, ¢ofu 6grenci denklemi bir yontemle ¢ézecektir
ve oradan ¢oziim olarak x =4 ve x = 2/3 bulacakti. Ama bundan daha kolay: vardir. Bir
seyin bir ¢6ziim oldugunu géstermek i¢in o seyi denkleme yerlestirmek: 3x*— 14x+ 8 =
3(4P-14(4)+8=48-56 +8=0.

Bir baska ornek
Bir sonraki drnekte bir ‘eger ve ancak eZer’ Onermesi gorecegiz ve dogru oldugunu

gosterecegiz.

* *if” in dilimizde ‘eve’ jeklinde kullanim: yoktur (¢.n.).
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Ornek 9.8

n tamsayis: ¢ifttir eger ve ancak eger n + 1 tektir.

Bu 6nermenin dogru oldugunu gésterebiliriz. Once, » nin ¢ift oldugunu ancak eger

n + 1 tek ise gosterecegiz. n nin ¢ift oldugunu varsayalim. O zaman baz1 m € Z igin
n=2m olur. Bdylece n + 1 =2m + | dir ki tamimdan, tektir. O halde n + 1 tektir.

Simdi # nin ¢ift oldugunu n + 1 tek ise gdsterece@iz. n + 1 in tek oldugunu, yani

bazim eZ igin n + 1 =2m + 1, varsayalim. O zaman sadelestirmeyle, n = 2m olur. O
halde n ¢ifitir.

Bu 6megin diisiincesi, dogru oldugu gdsterilmesi gereken iki Gnermenin oldugunu gos-
termektedir. Bir 6nerme ‘eger’ i icermekte ve digeri ‘ancak eger’ i icermektedir. Konu-
lar ilerledik¢e bundan daha fazla stz edilecektir.

Alistirmalar

Alstirmalar 9. 9

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Asagidaki dnermelerin her birinin tersini yazin.

(a) Eger x > 5 ise, 0 zaman x kirnizidir.

(b) Bir tamsay: ¢ift ya da tek olabilir ama ikisi olamaz.

(c¢) Dondurma yemek tiim giin mutlu olmam i¢in gereklidir.

(d) Dondurma yemek tiim giin mutlu olmam i¢in yeterlidir.

(e) Seyleri anlamak i¢in tartigmalar gerekli degildir.

(f) Durun, yoksa vuracagim!

Asagidaki dort 6nermenin hangileri denktir?

(a) Eger 4 ve B nin ikisi de dogru ise, 0 zaman X kirnmizidir.

(b) Eger 4 ve B nin ikisi de kirmiz1 degilse, o zaman X dogrudur.

(c) Eger X yanlig ise, 0 zaman A4 ve B nin ikisi de kirmiz1 degildir.

(d) Eger 4 veya B kirmiz1 degilse, o zaman X dogrudur.

Eger 4 kimiz1 ve B beyaz ise, 0 zaman (a) da X dogru mudur? Yanhs mudir? (d)

i¢in ne olur?

(a) A <= B ve

(b) ‘4 gerektirir B nin tersi i¢in bir dogruluk ¢izelgesi kurun.

Asagidaki 6nermelerin her birinin tersini yazin. Onerme ve tersini bir ¢ift kosul-

lu nermeye doniistiirmek igin birlestirin. (Onermelerin dogru olmayabilecegine

dikkat edin!)

(a) Eger ab= 0 ise, 0o zaman a =0 veya b =0 dir.

(b) Eger 2x*—7x + 6 = 0 ise, 0 zamanx = 2 dir.

(c) Iki tek saymnin garpimu tektir.

(d) Bir tek saymn bir ¢ift say1 ile toplamu tektir.

(e) A, B ve C nin kiilme oldugunu varsayalim. Bu durumda
ANn(BuQ)c(AnB)u(dn()dir

(f) fnin x degigkenli bir polinom oldugunu varsayalim. Eger fla) = 0 ise, 0 zaman
X —a , fnin bir ¢arpamidir.
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Ozet

» A4 ve B onermelerini kullanarak degil ve = yi dort yolla birlestirebiliriz:
(i) A=—B8,
(ii) B== A, tersi
(iii) degil A = degil B, evrigi
(iv) degil B == degil 4, karsit tersi.
» Eger 4 = B dogru ise, 0 zaman karsit tersi dogrudur.
» Eger 4 = B dogru ise, 0 zaman tersi ve evrigi dogru olabilir ya da yanhs olabilir.
» Eger 4= Bve B== A ise, 0 zaman 4 ve B denktir deriz ve 4 <= B yazanz.
» ‘eve’, ‘efer ve ancak eZer’ in bir kisaltmasidir.




10. BOLUM

Niceleyiciler - Her ve Bazi

Herkesi ara swra aldatabilirsiniz ve bazilarimt her zaman,
ancak herkesi her zaman aldatamazsiniz.
Abraham Lincoln

6. Boliimde, A¢iklamada bulunmak, “x bir tek sayidir’ benzeri bir tiimceye kosullu 6ner-
me demistik. Dogru olup olmadif x e bagh idi. Bu béliimde kosullu dnermelerden
ziyade Onermeler elde etmemiz i¢in x i nicelemenin iki temel yolunu betimleyecegiz.

Bu yollan agagidaki gibi sadelestirebiliriz. ‘x> = 2’ tlimcesi x {izerinde kosulludur.
Bu tiir tiimceleri x in bazi betimlemeleriyle birlestirerek dnermeler elde edebiliriz. Or-
negin, ‘Her x € Z i¢in, x*= 2" ya da ‘Bir x € R vardir dyle ki x*= 2° gibi. Sonuncunun
dogru ve ilkinin yanhs oldugunu kaydedin.

Ne kadar x vardinn bir betimlemesini verdigimiz i¢in bir deger atamadan s6z etmek-
teyiz, bu betimlemelere niceleyiciler diyoruz. [lgilendigimiz niceleyiciler i¢in isimler
evrensel niceleyici ve varliksal niceleyicidir.

Her - evrensel niceleyici

80

Tanim 10.1

‘Her ' sozciigii evrensel niceleyicidir. ¥ ile gosterilir. (Bu alt iist edilmis A dw: 4 yr "'All’
daki A dan animsaymn.)

Bunu uygulamada gorelim.

Ornek 10.2
(i) ‘Her x e Rigin, x*2 0 dir.” Bu, bir gergel sayinin karesinin pozitif oldugunu soy-
ler.

(i) ‘S, R nin bir alt kiimesi ve U bir gergel say1 olsun. ‘Herse Sc Rigin, s< Udir’
Bu, bir § kiimesinin her elemaninin U sayisindan kii¢iik ya da ona esit oldugunu
soyler.

(iii) O tek sayilann kiimesi olsun. ‘Her x € Q i¢in, x>+ 1 tektir.” Bu, x tek i¢in x¥*+ 1 in
de tek oldugunu sdyler. (Siras1 gelmigken, bu yanhstir.)

(iv) ‘Her x ve y rasyonel sayilan i¢in, xy ¢carpimi ve x + y toplami rasyoneldir.’
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x*2 0 gibi bir P(x) tiimcesi i¢in Vx € K, P(x) bigimli, yani Vx € R, (x* 2 0) gibi, bir
Onerme yazabiliriz. Burada nicelenecek bir tiimce oldugunu agikh@a kavugturmak igin
x*2 0 yi ayrag i¢ine aldigimizi not edin. Eger tiimcenin nicelenecek iki degiskeni varsa,
0 zaman o tiimce i¢in P(x, y) notasyonunu kullanabiliriz. Omek (iv) ii sembollerle aga-
&daki gibi yeniden yazabiliriz:

Vxe QVye Q(xye Qvex+ye Q)
ya da
Vx,ye Q(xye Qvex+ye Q).

Gerektirmeli 6nermelerimiz olabilir: *“Tiim x gercel sayilan i¢in, efer x 23 ise, 0 zaman
x*29 dir’ Bunu ‘Vx e R, (x 2 3 == x*2 9) gibi yeniden yazabiliriz.

Yararh oneri 10.3

Sozciiklerle yazilmig 6nermeleri sembollerle yazilmisg 6nermelere, ve tersine, cevirmek
iyi bir diigiincedir.

‘Tiim® yazmanin bagka big¢imleri de vardir, *her’, *hepsi i¢in, ‘her biri i¢in’ kullanabili-
riz. Omegin, ‘Herx € R igin, x > 0’ gibi.

Dogal dildeki” ‘tiimii i¢in” in bir esanlamhs: *herhangi biri igin’ dir. Maalesef, dogal
dildeki kullanimi belirsizdir ve o nedenle matematik¢iler ondan kaginirlar.

Asagidaki ahstirmay: géz dniinde bulunduralim: *x* 2 0 oldugunu herhangi bir x €
Z igin gosterin.” Bu, ‘Tiim x € Z igin, x* 2 0 dir’ 1 gostermek i¢in bir komut olarak yo-
rumlanabilir. Bunun yaninda ‘Bir tek tamsay: segin ve x*20 oldugunu gésterin’ diyerek
de yorumlanabilir. Gésterilmesi kolaydir! x = 3 alin, 0 zaman x*= 9 2 0 olur. Bu iki
yorumun aym olmadi@ agikardir ama yine de ‘herhangi bir’ sozciigiiniin kullanimina
yatkin tepkilerdir.

Vardir — varliksal niceleyiciler

Tanim 10. 4
Vardw ' sozciigii varliksal niceleyicidir. 3 ile gisterilir. (Bu bir ters E dir. E yi 'Exists’
deki E den amimsaym.)

Ornek 10.5

(i) ‘x?=4 olacak sekilde x € Z vardir.” x = 2, x¥*= 4 ii sagladi i¢in bu dogrudur.
x =-2 nin de denklemi sagladigini not edin. Bdylece, bir x vardir demek bdyle bir
tek x in oldugu anlamina gelmez.

(i1) ‘x?=5 olacak sekilde x € Z vardir.” Bu dogru degildir.

(ili) ‘Fre Z (x*—4x+ 3 =0)."Yine dogrudur, bunu gérmek i¢in denklemi ¢oziin.

Sonuncunun benzer dreklerini okudugumuzda, niceleyici ile etiketledigi dnerme ara-
sina bir ‘olacak sekilde’ sikistiriyoruz. Béylece (iii) i x*— 4x + 3 = 0 olacak sekilde bir
x tamsayis: vardir’ okuruz.

* English language icin dofial dil kulland:ik (¢.n.).
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Niceleyicilerin birlestirilmesi

iki niceleyici birlestirilebilir.

Ornek 10. 6

‘Her x € Z igin y > x olacak sekilde y € Z vardir.” Busembollerle ‘Vxe Z3ye Z (y >x)’
gibi yazilabilir. Bu, her bir tamsay1 i¢in daha biiyiik birini bulabiliriz demek ister. Herhangi
bir x tamsays: verildiginde, ondan daha biiyiik bir y tamsayisi bulabilirim. Omegin, eger
bana x = 15 verirseniz, 0 zaman y= 16, ya da 20 veya 5000003 alabilirim.

Niceleyicileri tanimlarda da birlestirebiliriz.

Ornek 10. 7

S, R gergel sayilarimin bir alt kiimesi olsun. Her s € S i¢in s < Uolacak sekilde Umevcut
ise § nin bir iist simir1 vardir deriz. Bunu ‘eger 3U Vs € S(s< U) ise, o zaman § nin bir
iist stmir vardir’ gibi yazabiliriz.

Bu sadece bir § kiimesinin her elemaninin U sayisindan kiiciik ya da ona esit oldugunu
s6yler. Ornegin, eger S= {-10,4, 13, 17} ise, 0 zaman U =20 bir iist sinirdir ve U = 17
de dyledir, ama U = 6 degildir. N kiimesinin higbir tist simin yoktur.

Uyar1 10.8

Onermeleri okumada yardim etmesi i¢in dnermeden 6nce ilgili oldugu niceleyiciyi yer-
lestiriyoruz. Boylece, ‘Vx € R 3y e Z (y > x)’ gergekte ‘Vx € R, P(x)’ dir, burada
P(x) 3y € Z (y > x) tiimcesidir.

Niceleyiciyi dnce yazmak dogal dil kullaniminda standart degildir, sadece sembolik
notasyon V ve 3 kullamldif zaman gegerlidir. Bundan bagka ¢ogu matematik¢i sdz-
ciiklerle yazarken ‘tiimii i¢in’ i sona koyarlar (ya da, daha kétiisti, tamamen unuturlar).
Ornegin, ‘x*20, her x € R i¢gin’ gibi.

Dikkat! Niceleyicilerin sirasi onemlidir

Niceleyicilerin sirasi bir dnermenin anlamu igin vazgegilmez derecede dnemlidir. On-
ceki 6rnedi ele alahm, ‘Her x € Z i¢in y > x olacak sekilde y € Z vardir.’; bunun dogru
olduguna karar vermistik, ¢linkii bana verdiginiz her x tamsayis:1 i¢in daha biiyiik bir
tamsay1 bulabilirim. Onerme sembollerle Vx € Z 3y € Z (y > x) gibi yazilabilir.

Simdi niceleyicilerin yerini degistirirsek, 3y € Z Vx e Z (y > x) elde ederiz. Bunu
‘Byle bir y tamsayis1 vardir ki tiim x tamsayilan i¢in y > x olsun.” nermesi olarak oku-
ruz. Bu yanhstir. Eger bana bir x tamsayis: verirseniz o zaman x inizden daha biiyiik bir
y tamsay1s1 bulabildigimi sdyler. Bu dogru olamaz, ¢iinkii eger y + 1 ile gelseydiniz, o
zaman benim y sayimdan daha biiyiik olurdu.

Eger bu inceligi anlamadiysaniz, o zaman anlayincaya dek tekrar okumanizi neri-
rim — ileride bu sizi bir ¢ok sorundan koruyacaktir!
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Ornek 10.9

Yukandaki iist sinir tamimini ammsayalim. Kosul ‘30U Vs € S (s € U) ise, 0 zaman §
nin bir iist sinirt vardir’ idi. Eger 3 ve ¥V nin yerini degistirirsek, o zaman kosul Vs e
S 3U (s < U) ya doniisiir. Bu kosul her zaman saglanir. s ne segilirse segilsin, U=s5 + |
alalim, o0 zaman s < U olur.

Onemli ve ise yarar bir husus sudur: Vx 3y P(x, y) de y, x e baghdir.

Uyar1 10.10

V ve V¥ yi aralarinda degistirmek ya da 3 ve 3 yi aralaninda degistirmek bir énermenin
anlamim degistirmez. Bdylece, Vx ¥y yerine Vy Vx ve 3x 3y yerine 3y 3x kullanabi-
liriz.

Alistirmalar

Alstirmalar 10. 11
(i) Asagdakileri V ve 3 kullanarak yazin.
(a) Tiim x tamsay1lan igin, x tektir ya da ¢ifitir.
(b) Iki asal say1 vardir &yle ki toplamlar asal olsun.
(c) 2 den biiyiik bir rasyonel say1 vardir.
(d) Eger x bir gercel say1 ise, 0 zaman x% x den bilyiiktiir.
(e) Her n € N igin p > n olacak sekilde bir p asal1 vardir.
(ii) Asagidakilerin dogru ya da yanhs oldugunu saptaym. Yamtlanmz agiklaym.
(a) Vx 3y (x*=y), burada x ve y, [ ye aittir.
(b) ¥y 3x (x* = y), burada x ve y, R ye aittir.
(c) Vx 3y (x* = y), burada x ve y tamsayilardir.
(d) ¥y 3x (x* = y), burada x ve y tamsayilardir.
(e) Vxe RIye R(x+y=0).
() ke RVye R(x+y=1).
(g) Vx P(x) = 3x P(x).
(h) 3x P(x) = Vx P(x).
(1) 3ne N oylekin*<n.

Ozet
» ‘Tiimii i¢in’, V ile gdsterilen, evrensel bir niceleyicidir.
» ‘Vardir’, 3 ile gosterilen, varliksal bir niceleyicidir.
» Niceleyiciler birlestirilebilir ama sira énemlidir.
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Niceleyicilerin karmasikhgi ve
degillemesi

Her sey diisiindiigiiniizden daha basittir
ve ayni zamanda diislediginizden ¢cok daha karmagiktir:
Johann Wolfgang von Goethe

Bir énermenin ne kadar niceleyicisi varsa anlagilmas: o denli karmagik ve zordur. Bu
béliimde niceleyicilerle karmagik 6nermelerin nasil yapilabilecegini gorecegiz ve bu
karmagikhi @ gérmek icin bir ydntem verecegiz.

Ayrica niceleyiciler kapsayan énermelerin nasil degillendigini gorecegiz. Sans ese-
ri, en karmagik Snermeler icin bile bu gergekte tamamen kolaydir.

Niceleyicilerin karmasikhg

Bir matematiksel 6nermede bulunan niceleyicilerin say1s1 6nermenin karmagikh@ tize-
rine kaba bir 6l¢ii verir. Ug ya da daha ¢ok niceleyici igeren dnermelerin anlagilmas:
zor olabilir. Iste bu temel nedenden dolayidir ki, bir siirii niceleyici kapsadiklarindan,
analizdeki limit, yakinsaklik, siireklilik ve diferansiyellenebilirlik i¢in kesin tanimlarin
anlasilmasi zordur.

Aslinda karmagikhiga neden olan, V ve 3 nin sira degistirmesidir. Omegin,
Vx ¥y 3z P(x, y, z) genelde Vx 3y Vz P(x, y, z) den daha basit olacaktir. Bununla birlikte,
Vx Vy yerine Vx, y alabildigimiz i¢in niceleyicilerin say1sim saymak, karmagiklifin iyi
bir 8l¢iisiinii verir.

Bazi drnekler gorelim.

Tek niceleyici

84

Ornek 11.1

(i) VxeR,20.

(i) Eger herse Sc R i¢in, s < Uise Usayis1 S ¢ R i¢in bir tist simirdir.
(iii) Sx —cos(4x) = 0 denklemine bir ¢dziim vardir.
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iki niceleyici

Ornekler 11.2

(i) Vx3yoylekiy>nx

(i1) 3y dyle ki Vx( y > x).

(iii) ‘S < R igin bir iist sinir vardir.” Burada iist simir tammmindan gelen bir niceleyici
gostermedigimizi kaydedin. Tiimcenin dedigi

U e RoylekiVse S,s<U
dir.

(iv) *P(x)in dogru oldugu bir tek x vardir.” Bu, P(x) i saglayan bir x in var oldugunu
ve dahasi, eger P(y) dogru olacak sekilde y varsa, 0 zaman y nin x e esit oldugunu
ifade eder. Bunu

3x (P(x) ve Vy (P(y) = y=x))

gibi yazabiliriz.
Uc ve dért niceleyici

Ornek 11.3
a,, a,, a,, ... sonsuz bir say1 dizisi olsun. Eger Ve>0,3N21 éyleki Va2 N, -€<a -

<g ise [ ye dizisinin limiti diyoruz.
Bu ¢ok tatsiz bir tamimdir. Bu kitapta zellikle onu kullanmak hig ilgimi ¢ekmiyor; ben
ti¢ niceleyicili Gnermelerin de olabildigini yalin bir sekilde gosteriyorum. Simdi bir
dizi verildiginde, o dizi i¢in / nin var olduunu sorabilir ve dort niceleyicili bir dnerme
yazabiliriz.
Ornek 11.4
a,a,a, ... sonsuz bir say1 dizisi olsun.

Jle R,Ve>03N210ylekiVn2N,-€<a -I<e
dnermesi dizinin bir limitinin oldugunu sdyler.
Bu son iki 6rnegin ne anlama geldigini anlamak i¢in kendinizi tizmeyin; ii¢ niceleyicili
tnermelerin bile insan beyni tarafindan kavranabildiginin zor oldugunu gézlemekle ye-
tinin. Bu karmagikh & gérmenin bir yolunu bulmahyiz.

Karmasikligi gérmenin sirri

Cok niceleyicili dnermeler hakkinda diisiiniirken, bana gére ¢ahisan bir yintemi verelim.
Niceleyiciyi iki farkh siire¢ olarak diisiinmeyi severim. Birinde elime rasgele bir x
veriliyor, digerinde 6zel bir x bulmam gerekiyor.

‘Tdmli icin’ ile baslayan onermeler

‘Timii i¢in’ igeren dnermeler, P(x) bir tiimce olmak iizere — genelde bir kosul - Vx, P(x)
bi¢imlidir. Burada birinin bana bir x verdigini diistiniiyorum ve P(x) in dogru oldugunu
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gostermek durumundayim. Ama kisi bana kesinlikle herhangi bir x de verebilirdi, o
nedenle gosterdigim bununla ¢alsmahdi. Omegin, Vx € R (x* 2 0) de, bana verilen
herhangi bir x i¢in x* 2 0 oldugunu gdstermeliyim.

Ornek 11.5

Bir dnceki 6rekte, ‘Herx € Z igin y > x olacak sekilde y € Z vardir’ siirecin uygulan-
digini gorebiliriz. Burada biri bana bir x verirse y > x olacak sekilde biry bulmak zorun-
daymm. Verilen x i alabilir ve daha bilyiik bir tamsay elde etmek i¢in 1 ekleyebilirim,
yaniy =x+ | alinm.

Bu &mekte buldugum y nin verilen x e bagh oldugu dikkatinizden kagmasin. Bu ¢ok
yaygindir.

"Vardir’ ile baglayan 6nermeler

‘Vardir’ igeren dnermeler i¢in, yani 3x, P(x), amacim P(x) kosulunu saglayan bir x bul-
maktir. Ornegin, 3x (x* +2x -3 = 0) 1 géstermek igin bir ¢6ziim bulmam gerekmektedir.
Gergekten, genelde, bir ¢oziimii tammlamak zor olabilir ve amaceim bunun dyle oldu-
gunu anlatmaktir. Ne oldugu hakkinda hi¢bir fikrim olmasa bile, bir denemede buluna-
rak bir ¢6ziimiin var oldugunu gosterebilecegim.

Ornegin, eger b — 4ac 20 ise, 0 zaman ax® +hx + ¢ = 0 i¢in gercel ¢dziimlerin ol-
dugu iyi bilinir. Bu bilgiyi yukandaki ‘3x (x* + 2x— 3 = 0)’ 6rnegine b’— 4ac = 2* -4 x
1 x(-3)=4+ 12 = 16 demek i¢in uygulayabilirdim. 16, 0 dan biiyiik oldugundan, bir
¢oziim vardir. Hala ne oldugunu bilmiyorum.

Ornek 11.6

Simdi, yanhs oldugunu bildigimiz, ‘3y € Z dyle ki Ve Z, y > x” 6nermesini ele alalhm.
Onerme 3y ile baghyor, o halde tiim x ler i¢in y > x oldugu kosulunu saglayan bir y bul-
maliyim. O zaman acilen bir y ye ihtiyacim var. Biri bana y + 1 ya day + 1000 e esit bir
x verirse ne olur? O zaman y > x olmaz, dyleyse dnerme yanhgtir.

Bu iki 8rek arasindaki farka dikkat edin. {lkinde bana veriliyor ve sonra bulmam gere-
kiyor. Ikincisinde bulmam gerekiyor ve sonra bana veriliyor.

Ornek 11.7

Bir § kiimesinin bir iist sinir1 oldugunu gdstermem gerekiyorsa, yani 3U € R dyle ki
Vs e S, s £ U, o zaman biri S den bana bir s verirse 0 zaman s < U olmasi i¢in bir U
bulmam gerekiyor.

Ozetle, ‘her’ li 6nermelerle kontroliim diginda birinin elime bir ey verdigini diisiinii-
riim ve ‘vardir’ i¢in ilk adimi atmam ve olasi x ler arasinda bir sey bulmam gerekir.

Iki niceleyicili dnermelerde bu, iki-oyunculu oyun gibi oynanabilir. Ornegin,
‘¥x 3y P(x, y)’ de birinin bana bir x verdigini ve kazanmak i¢in P(x, y) yi dogrulayan bir
y bulmam gerektigini diigtiniiriim.
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Daha karmasik ifadeler

Ug niceleyici kullanan daha karmagik bir 6mege bakalim.

Ornek 11. 8

Omek 11.8 de, Ve>0,3N 21 dyleki Vn 2N (-e < a—-Il<g)dogruisel, a,a,a,, ...
dizisinin limitidir.

Bunu agafidaki gibi okuyabiliriz. Eger biri bana bir € getirirse, o zaman bagka biri
bana N den bilyiik bir n getirdiginde —€ < a -/ < € kosulunu saglamas: i¢in bir N dogal
sayis1 bulmam gerekir. Dogru, bu epey karmakangiktir ama nasil ¢aligacaginmiza yol
gosterir, yani kimin ne yapmasi gerektigini biliyoruz. Bir N bulmaliyim ve bagtan biri
bana bir € verdiginden, biiyiik olasihkla N, € a bagh olmak zorundadir.

Niceleyicileri siirecler olarak gérmenin bu ydntemi problem ¢dzerken ¢ok yararlidir.

Ornek 11.9

Problem: Dogal sayilann her ikilisi i¢in ikisinden de biiyiik bir dogal say1 oldugunu
gosterin.
Coziim: Dogru oldugu agiktir. Onermeyi yeniden Vx, ye N 3ze N (z> x ve z> y) gibi
yazabiliriz. Buradan biri bana bir x ve y getirse, bir z bulmak zorunda oldugum agiktir.
Galiba ‘z, x ve y cinsinden bir geye esit olsun’ diyen bir kanita gereksinim olacak. Eger
z=x + y alirsam, 0 zaman z nin x den daha biiyiik (¢iinkii bir dogal say1 olan y, | den bii-
yiiktiir) ve z nin y den daha biiyiik oldugunu gérmek ¢ok uzun siirmez.
Yinelemekle yetinelim: biri x ve y ile geliyor, z yi bulmakla yiiktimlitytim.
Gasterigli ¢éziim: z= x + y olsun. O zaman, y pozitif oldugu i¢in, z > x ve x pozitif
oldugu igin z > y dir.

Niceleyicilerin degillemesi

Niceleyicili Gnermelerin degillemesi ¢ok kolaydir.

‘Tim kediler gridir’ 6nermemiz olsun. Degillemesi ‘“Tiim kediler gri degildir’ de-
gildir. Bunun anlamh oldugunu kaydedelim; o hi¢ gri kedinin olmadig anlamma gelir.
Daha kotiisti, ‘“Tiim kediler gridir’ dnermesine giinlitk tepkidir; ne demek istediZimi
anlamak i¢in, birinin ‘Hayir, tiim kediler gri degildir’ dedigini diigiiniin.

Bununla birlikte, buna mantiksal olarak bakalim. Eger ‘Tiim kediler gridir’ yanhs
ise, 0 zaman Gnerme gri olmayan bir kedinin oldugunu séylemek ister. O halde bir
‘timil i¢in’ in degillemesi bir ‘vardir’.

Daha genel olarak, ¥x, P(x) 6nermesinin dogru oldugunu varsayalim. Bunun degil-
lemesi, her x i¢in P(x) in gecerli olmamasidir. O halde P(x) in yanhs olmasi i¢in yani
degil P(x) in dogru olmas: i¢in en az bir x olmalidir. Bagka bir deyisle, Jx(degil P(x))
dnermesine sahip oluruz.

‘Vardir’ i¢in bu akil yiiriitme ve benzeri akil yiiriitme sayesinde

degil (Vx, P(x)) <= Fx(degil P(x)),
degil (3x, P(x)) & Vx(degil P(x))

oldugunu gosterebiliriz. Yani, bir dnermeyi degillemek i¢in ¥ yi 3 ye (ve 3 yi V ye)
degistiririz ve niceleyiciden sonraki tiimceyi degilleriz.
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Ornekler 11.10

(i) ‘Herxe Zigin, x*#4"iin degillemesi ‘x*=4 olacak sekilde bir x tamsayis1 vardir’
dir. Son 6nermenin dogru olduguna dikkat ¢ekelim. Ayrica bu 6zellikli birden
fazla tam say1 oldugunu kaydedelim.

(i)  *Akilh olmayan bir matematik¢i vardir’ in degillemesi ‘Tiim matematik¢iler akil-
hdir® dir.

(iii) ‘degil (Vx 3y P(x, »))’, ‘3y P(x, y)’ bir énerme kabul edildiginde, 3x degil
(3y P(x, y))’ yazilabilir. Kurallan bir daha uygulayarak ‘3x ¥y degil P(x, y)’ elde
ederiz.

Yukandaki érmekteki gibi tartigarak ve kath niceleyiciler soldan saga yazildigindan,
asagidakini sonuglandirabiliriz.

Niceleyicili nermelerinin degillemeleri
1 <i<nigin OV yada3 olmak tizere, O x Ox,... Qx P(x,x, ..., x ) bicimli bir
Gnermeyi degillemek i¢in agafidakileri gergeklestiririz:

(i) Her V¥ yi3 ye ve her 3 yi V ye degistiririz.
(ii) P yerine degilini alinz.

Bu 24.Bélimiin tekniklerini kullanarak kesin bigimle gdsterilebilir. Sembollerle de-
gil de sozciiklerle verilen Gnermeler igin, iyl okunmasini saglamak amaciyla, dilimize
biraz ¢eki diizen vermemiz gerekir.

Ornekler 11.11

Problem: Higbir en kiiciik pozitif gergel sayimin olmadigim gésterin.

(6ziim: Bu bir Snermenin degillemesine benziyor, ¢linkii *hi¢’ sézctigtinii iceriyor. Eger
R y1 pozitif gergel sayilan gdstermek igin kullanirsak, o zaman 6nerme gergekten ‘degil
(Bxe R VyeR (x<y)) dir. R ya gbndermeyi kaldirir ve yukandaki islemi kullanirsak
bunu Vx 3y (degil (x <y)) gibi yeniden yazabiliriz. Bu ise Vx 3y (x > y) ile aymdir.

Bu son énerme; biri bana bir x verirse, o zaman x den kiigiik bir y bulmam gerekti-

gini sdyler (y tabi ki pozitiftir). Bu kolaydir: y yix in yansi (ya da ti¢te biri veya dortte
biri ...) alirsam, 0 zaman x den kii¢iik pozitif say1 elde ederim.
Gasterigli ¢éziim: Bir en kiiciik pozitif gercel say1 oldugunun nermesi 3x Vy (x < y)
dir, o halde degil (3x Vy (x < y)) yi gdstermek istiyoruz. Bu Vx 3y (x > y) gibi yeniden
yazilabilir. Bunun dogru olduunu gostermek i¢in x verildiginde y = x / 2 alirsak, o
zaman 0 <y <x olur.

Alistirmalar

Alstirmalar 11.12

(i) ¥ ve 3 sembolik notasyonlarim kullanarak asagidakileri yeniden yazin.
(a) a # 0 olmak iizere, @ ve b gergel sayilar ise, 0 zaman ax + b =0 1n bir ¢éziimii
vardr.
(b) a # 0 olmak iizere, a ve b gergel sayilar ise, 0 zaman ax + b = 0 n bir tek ¢o-
ziimii vardir.



(ii)

(iii)

(iv)

(v)

Ozet

Ozet 89

Asagidakileri degilleyin.

(a) Gri bir kedi vardir.

(b) Tiim kedilerin bir sahibi vardir.

(c) Tiim sahiplerin bir gri kedisi vardir.

(d) Her yangin sondiiriicii kirmizidir ve her cankurtaran beyazdir.

Asagidakileri degilleyin.

(a) Simftaki 6grencilerin bazilan bugiin burada degildir.

(b) x,, z € N olsun. Her x i¢in x =y + z olacak sekilde y vardir.

(c) P(x) dogru olacak sekilde tek x vardir.

(d) Tiim matematik dgrencileri ¢aligkandir.

(e) Simiftaki ancak bir kisim 6grenci bugtin buradadir.

(f) Jx sayisi rasyoneldir eger x bir tamsay: ise.

Asafidakileri sadelestirin.

(a) degil (Vx 3y (P(x,y) = QO(x,y)).

(b) degil (3x, y Vz degil (Vu 3v P(u, v, x, y,2))).

(c) degil (x € R ve y € R vardir 6yle ki herz e Q i¢in x 2 z ve z 2y olsun).

(d) degil (xe Rveye R vardirdylekix2yyadaherze Qiginx2zvez2y
olsun).

Asagidakileri gosterin.

() Ve Noyleki Va2N, LB
n 37
5 2
(yaNe NsysE VisN, L2 go L
n 1000

(c) Ve>0,3N e N oyle ki Vn 2N, <.
n

(d)Ve>0,3N e Noyleki Vn 2N, 2" 2 5.,

n-

» Niceleyici sayisi bir Gnermenin karmagiklifinin kaba bir dl¢iistidiir.
» Vx P(x)i géstermek igin, birinin size bir x verdigini ve P(x) i gdstermeniz gerekti-

gini diigiintin.

» dx P(x) i gostermek i¢in, P(x) i saglayan (herhangi bir) x bulmamz gerekir.
» Bir nicelenmis P tiimcesini degillemek i¢in, her ¥ yi 3 ye ve her 3 yi V ye degistirin

ve P yerine degilini alin.
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Ornekler ve karsit 6rnekler

Bazi olgular kanitlardan ziyade 6rneklerle daha acik goriilebilirler.
Leonard Euler

Eger yamilmigsam, bir yanly zaten yeterli olacaktir:
Nazilerin Einstein’a kars1 100 yazar’ kitabinin varlhifim duyunca,
Einstein’in yanitu.

Simdi bir matematik¢i gibi diisinmenin en biiyiik sirlarindan biri ile ilgilenecegiz. Su
ana kadar bu kitapta mantiksal diigiinmek i¢in 6nemli araglann bircogunu sagladik:
dnermeler, gerektirmeler, niceleyiciler. Diger kitaplar bunlan verirler. Ama en &nemli
araglardan biri olarak degerlendirdigimi, onlar ufak ayrinti ile iglerler. Cogu matematik-
¢inin katilacagindan emin oldugum igin, bir matematik¢i gibi diisiinmek temeldir. Ama
bu konuyu ders kitaplaninda gercek 6nemi ile verilmig olarak bulamazsimz.

O halde bu énemli aracin sim nedir? Kolay! Ornekler. Euler'’in deyisi bir mate-
matikei gibi diigiinmek igin belirleyicidir. Once hatali bir kavrayis: ortadan kaldiralim.
Diisiik diizeyli matematik ¢ogu zaman su sekilde 6gretilir: “Tiirev i¢in ¢carpim kurah na-
s1l ¢ahsir, iste bazi 6rnekler, dmeklere benzer bazi ahgtirmalar yapin.” Bu maymun gér-
diigiinii yapar yaklagimidir. Ogrencilere, yapilan érneklere benzer problemler verilir ve
format kopya etmeleri istenir. (Bu diigitk-diizeyli matematik i¢in gergekten iyi calisir.)
Bu &rnek tipine genelde bir ¢alisilmig érnek denir. Benim ilgilendigim bu degildir.

Yiiksek-diizeyli matematik i¢in problemler daha zordur (¢cok karmagik fonksiyon-
larin titrevlenmesi anlaminda olmasa bile). Problemler diisiinmenizi isteyen ve gérme-
diginiz durumlara ne 6grendiginizi uygulamaniz i¢in ortaya konulmus seylerdir. Bu
zordur!

Onu nasil kolaylastinrsiniz? Once, ‘[htiyacim olan biraz daha fazla ¢ahsilmus or-
nektir’ diigtincesini kafanizdan atin. Olas: her soru i¢in egitmenlerin ya da kitaplarin
veya biitlin web sitelerinin ¢aligilm 6rnekler saglamasi olanaksizdir.2

' *Oyler’ okunur.

* Ustelik, 8grencilerime de sdylemeyi sevdifiim icin, bir isiniz oldufiunda ve patronunuzun size bir problem
cdzmenizi sdyledifiinde, herhalde onlara *Acaba bana birilerinin daha 8nce ¢c8zdiifiit benzer problemlerin baz:
drneklerini verebilir misiniz?’ demezsiniz. Bu basaril: bir kariyerden kacinmanm iyi bir yoludur’
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Cahsilmig dreklere yer vardir ancak onlar gergek kavramay tiretmezler. O zaman
ne tiretirler? Omekler yaratma yetenegi.

Bu bdéliimde, bir 6rmekle neyin amaglandifina bakaca@iz, nigin biiyiik bir sir olug-
turduklarin agiklayacagiz, onlan 6nermeler tizerinde ‘sinayarak’ mantiksal diistinmeye
nasil zorladiklarini ve nasil yaratildiklarim gézden gegirecegiz. Inceleyecegimiz nemli
bir drmekler simifi kargit 6rekler olarak bilinen 6reklerdir. Bunlar bir dnermenin yanls
oldugunu gostermek i¢in yaralanacagimiz 6rneklerdir.

Ornekler

Calisilmis 6rneklerin tersine cevrilmesi

Once galisilmig rnekleri ele alahm. Kalkiiliis ¢alismasindaki fonksiyonlarin maksimum
ve minimumlarinin genel sunumunu géz éniinde bulundurahim. Once bir fonksiyonun
nasi| tiirevlendigini tamimlanz. Sonra (déniim noktalan olarak da bilinen) tekil noktalan
tirevin sifir oldugu noktalar olarak tamimlanir. Daha sonra ti¢ tip tekil noktanin oldugu
bize sdylenir: maksimumlar, minimumlar ve bitkiim. Fonksiyonlarin ikinci tiirevinin tipi
belirledigi gosterilin. Bundan sonra 6rnekler sergilenir: igte bir fonksiyon, iste surada
tekil noktalan vardir, bu tekil noktann tipidir. Siire¢ kolaydir, fyi tiirevleyin, f'(x) =01
¢oziin, f"(x) i elde etmek igin tiirevleyin ve tipi bulmak i¢in £ (x) in isaretini kullanin.

Bu ¢aligilmig érnekleri kullanmanin standart yontemidir. Eger bu y&ntemi 6grenir-
seniz, 0 zaman bir fonksiyon verildiginde maksimum ve minimumlan bulabilirsiniz.
Ama ya onu tersine ¢evirirsem ve x = 2 de maksimumlu ve x = -6 da minimumlu x
degiskenli bir fonksiyon bulmamz istersem ne olurdu? Bu en dnemli anlama testidir.
Epey zordur. Ama onu yapmaya ¢aba gosterirken ¢ok matematik dgrenebilirsiniz.

O halde esas yetenek ornekler ortaya ¢ikarabilmektir. Genelde 6grencilere bir yol
gosterilir ve bu yontemi kullanarak belirli sorulara yamit vermeleri soylenir. Gergek
matematiksel diigiinme o iglemin tersi i¢in 6rnekler tiretmeye dayanir.

Bunun biiyiik bir sir olduguna iligkin bir takim nedenler vardir. Bir nedeni; ¢ok
¢ahsmak zorunda kaldiklan i¢in 6gretmenler ‘bir 6rnek yaratin’ tiiriinden sorular diizen-
lemeyi sevmezler. Bu tiir problemleri agik¢a belirtmek zordur. Ciinkii dogrulugu ézenle
kontrol edilmelidir. Standart bir probleme &grencilerin verdigi yamit1 incelemek ¢ok
kolaydir. Ayrica, standart ¢ziimler kolayca taklit edilebildigi i¢in dgrenciler standart
problemleri severler. [yi rnekler ortaya atmak gergekten zordur! Ve &grencilerin ce-
saretini kirabilir; 6gretmenler bu tiir problemleri diizenlemeyiglerinin bir bagka nedeni
olarak bunu gosterirler.

Bu diigiinceyi asagidaki gibi dzetleyebiliriz:

Kendi 6reklerinizi olugturun: Bir probleme yanit bulan bir yol verilmis ise, onu ters
¢evirin ve ‘Hangi problem bu yanit1 verir’ diye sorun.

Omegin, kalkiiliiste bir fonksiyon verildiginde nerede maksimum ve minimumlari ol-
dugunu belirlememizin istenebilecegini gérmiistikk. Bunu ters ¢evirerek, maksimum
ve minimumlan &nceden belirlenmis bir fonksiyon émegi arayabiliriz. Omek olarak,
yukarida verilen x = 2 de maksimum ve = -6 da mimimum olan x degiskenli bir f fonk-
siyonu olugturma érmegine bakabilirsiniz.
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12. BOLUM Ornekler ve karsit drnekler

Nesnelere ornekler

Kendi dmeklerinizi olugturmak matematigi §grenmenin mitkemmel bir yoludur ama
Orneklerin baska kullanimlar vardir. Onlar

(i) Onermeleri test etmek, yani mantiksal diigtindtiglimiizii test etmekte,
(i1) tammlar1 ve 6nermeleri animsamakta,
(iil) agiklamalarda

yararhdir.

Size bir fikir vermek ig¢in, bir dnerme verildiginde onu drnekler kullanarak iyice incele-
yebilirsiniz. Yalin fakat yararh émeklerden s6z ediyorum; Z sonsuz bir kiimedir ya da

f R = R, flx) = x bir fonksiyon érmegidir gibi. Biri bir kiimeden s6z ediyorsa, 0 zaman

tamsayilan bir dmek olarak kullanabilirim. Bos kiimeyi de iyi bir 6rek olarak kullana-
bilirim. Bir dnermeyi ele ahrken akilda bir ek tutmak aydinlaticidir, anlamaya yar-
dimei olur. Bunu gelecek boliimlerde ¢ok gorecegiz ve bir sonraki kesimde 6nermelerin
dogru olmadiZimi gostermek i¢in &rneklerin kullanilabildigini ele alacagiz.

Omnekler 6nermeleri animsamada ¢ok giilii bir destek olabilir. Bir dogrulugun dzel
bir &rnegini animsamak ¢ok kolaydir ve dogruluk ‘inga etmek’ igin kullamhr. Ornek
olmayanlar da ¢ok yararhidir. Analizi ilk §grendigimde, siirekli bir fonksiyonun tanimim
ammsamanin iyi bir drneginini siirekli olamayan bir fonksiyon bularak anlamigtim. Bu
fonksiyon, siirekli fonksiyon taniminda gerek duyulanla tamamen ayni idi.

Ornekler kullanmanin yukandaki figiincii nedeni matematigi agiklamak i¢in kolaylik
saglamasindan kaynaklanir; aslinda iyi bir §mekle hemen hemen her konuyu agiklamak
i¢indir. Bdylece, bir seyin agiklanmas: istendiginde, agiklamaya iyi bir drnek vermeyi
aligkanlik haline getirin. Bu dinleyiciyi (6zellikle, 6gretmenleri) etkiler. Bir megi an-
lamak, bir soyut 6nermeyi ya da tanimi anlamaktan ¢ok daha kolaydur.

O halde dzetlersek:

Iyi rnekler biriktirin.

fyi bir 6rmegi neyin olugturdugu ileride tartigilacaktir. Simdilik drneklerin dnemli
oldugunu sdylemekle yetiniyorum.

Karsit ornekler

Bir karsit 6rnek, 6zel bir drnek tiiriidiir.

Tanim 12.1

Bir énermenin yanls oldugunu gésteren bir Grnege karsit drnek denir.

Sozciigiin ‘karsit’ kismi reddetme ya da ¢iiriitme anlaminda, bir §nermenin dogruluguna
kars1 ¢iktifimiz olgusundan esinlenilmigtir.

Ornek 12.2
(i)  “Tim asal sayilar tektir’ Gnermesini ele alahm. 2 sayis1 bu 6nerme i¢in bir karsit
Ornektir.

(ii) ‘Eger adim Churchill ise, o zaman Ingiliz’'imdir’ énermesi ‘4 gerektirir B, degil
(A4) gerektirir degil (B)’ ye bir karsit 6rnek olarak kullanmilmistir.
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(iii) ‘p ve g gergel sayilar olsun. Egerp/ ge Q ise, 0 zamanpe Qvege Q dir’
tnermesini goz Oniinde bulunduralm. Bu tamamen akla yatkin gibidir. Ancak,
p=mn/3vegq=mn/2olsun; p/qg=2/3 olduunu gorityoruz. Boylece p ve
g, p/ g € Q olacak sekilde gercel sayilardir ama hem p hem g, Q ye ait degildir.

Boylece p=m /3 ve g =/ 2 6nermeye bir kargit drmek olugturur.

Uyar1 12.3
‘Eger ... ise, 0 zaman ...” bi¢imli bir 6nermenin dogru oldugu, dogru varsayimh ve
dogru sonuglu dzel bir dnerme alarak gosterilemez. Bununla birlikte, 6nermenin dogru
olmadig bir ek dahi bulabilirsek, o zaman 6nerme bir teorem degildir.

O halde, bir énermenin hatal oldugunu goéstermek igin sadece bir karsit Grnege
gereksinim duyarsiniz. Bir ve sadece biri yeterlidir.

Alstirma 12.4

‘Bir gergel saynin karesi pozitiftir'e bir karsit 6rnek bulun.

Ornekler ve karsit 6rnekler nasil olusturulur

Bir matematik¢inin i¢ diyologunun ¢ogunlugu dmekler ve karsit 6rmekler tizerinedir,
ama onlar genelde kitaplarda ve derslerde ihmal edilir. Daha 6nce sdyledigim gibi r-
nek ve karsit 6rnekler olugturmak ashinda ¢ok zordur, oysa gergek bir matematikginin
parlama sansimm oldugu yer orasidir.

Boylece size bir 6rmek verildiginde ilk tepkinizin bir bagka dmek bulmak olmas
gerekir. Ama sadece bu yetmez. Kugkusuz bir zihniyet edinmeye ¢alismalisiniz. Bun-
dan sonra biri size bir 6nerme verirse, 0 zaman tepkiniz ona giivenmemek olmali ve
énermenin yanhs oldugunu gosteren bir &mek bulmak igin ¢abalamalisimz. Onerme
dogru olsa bile, bu yontemin verdigi zihinsel deneme yararhdir. Aym zamanda Gner-
me hakkinda bir kanimin gelismesinde yardimer olur. Gergek yasamda siirekli boyle
davranirsaniz dostlarimizi yitirebilirsiniz — sdylediklerinde siirekli hatalar bulursamz,
insanlarin keyfini kagirabilirsiniz!

Bir 6nerme verildiginde, bir karsit ek bulmaya ¢aligin.

Ornek 12.5

Bir gazetede yer alan bir haberde, lojik yiiziinden zamanda yolcugun olanaksiz oldugu
styleniyordu: Eger zamanda yolculuk olabilseydi, o zaman gelecekten bir siirii insanla
karsilasilirdi.

Bunu okurken nigin dogru olmadif iizerine bir ¢ok neden bulmaya ¢ahstim. Siz de
asagidakini okumadan 6nce ¢aba harcayin.

Hatal olabildigine iligkin baz1 gézlemlerim oldu. Belki zamanda yolculuk bizim za-
manda sadece ileriye dogru gitmemize izin veriyor ($u andakinden daha fazla!). Belki de
zamanda yolculuk edenlerin bizimle iletigime gegmelerine izin verilmiyor. Belki zaman-
da yolculugun bir hizi vardir, bir yildan fazla geriye yolculuk yapamazsiniz ve zamanda
yolculuk hala epey yil uzaktadir (ve zamanda yolculuk makineleri tasinamayabilir).
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Matematik durumunda bu &mekler nasil tiretilebilir? Bir ¢ikig yolu; kafamizda he-

men kullamImaya hazir, megin bos kiime ya da Z gibi, iyi bir rnekler stoku bulundur-
maktir. Dier ¢are pratiktir. Yani, 6rnek olusturmakta ne kadar ¢ok aligkanh@imiz varsa
onlar1 ortaya atmakta o kadar iyi ve hizhsimzdir. Problem-¢6zmek i¢in kesin bagaran
bir ydntem olmadiindan érnek olusturmanin higbir sihirli formiilii yoktur. Genelde
kitaplarin drnekler ve kargit 6reklerden kaginmalarnnin nedenlerinden biri, bu sihirli
formiiliin yoklugunun onlarin kullanimim 6gretmeyi zorlagtirdigindandir.

ilk denemeler genelde iyi olmadigindan baglangigta 6rekler ve karsit drmekler olug-

turmak bosa ¢ikabilir. Yetenek matematikte mitkemmellik i¢in anahtar rolde oldugun-
dan, azimle devam etmek dnemlidir.

Alistirmalar

Alistirmalar 12.6

(i)

(i1)

(iii)

Asagidakilere drnekler bulun:

(a) Sonlu sayida x igin f{x) = 0 olacak sekilde sabit olamayan bir £ & = R fonk-
siyonu.

(b) Sonsuz ¢oklukta x igin f{x) = 0 olacak sekilde sabit olamayan birff R = R
fonksiyonu.

(¢) f(x) her zaman pozitif olacak sekilde polinom olmayan bir f: B — R fonksi-
yonu.

(d) f(x), x < 0 i¢in negatif ve x 2 0 i¢in pozitif olacak sekilde polinom olmayan
bir f: R = R fonksiyonu.

(e) £, x ==2 de bir maksimum ve x =7 de bir mimimuma sahip olacak sekilde bir
f R = R fonksiyonu.

Asagidakilerin dogru olup olmadigim belirleyin. Yanhs dnermeler i¢in bir karsit

6rnek bulun ve dogru olanlann dogrulugunu gosterin.

(a) Her x <—1 i¢in, ¥ < 0.

(b) Her x> 1000 i¢in, x* > 0.

(c) Her x <1 igin, x* < 0.

Asagidakilere karsit drmekler bulun.

(a) (1 —x)/ x,x € Zigin, bir tamsay1 degildir,

(b) (@ t+by=a*+h,

(€) Vx,ye RT(Vx+y =Jx +y),

d)Vx,ye R((x+y =4x +y),

(e) Herne Niginx <y +(1/n)ise, 0o zaman x <y dir,

(f) Egera < bve ¢ <d ise, 0 zaman ac < bd dir,

(g) Eger n € N ise, 0 zaman n* + n + 41 bir asal sayidir.

(iv) f'(c)=0,f nin c de bir maksimum ya da bir minimumunun oldugunu gerektirir’ e

v)

bir karsit drnek bulun.
Daha dnce ¢ozdiigiiniiz drnekler bulun ve nasil *ters ¢evrildiklerini’ kararlagtinn.
Sonra ters ¢cevirmeden dogan bazi 6rmekler olusturun.
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Ozet
» Kendi éreklerinizi olusturun.
» Omekler biriktirin.
» Bir karsit dmek, bir 6nermenin yanhs oldugunu gésteren 6rektir.
» Bir énermenin yanlis olduunu gostermek i¢in sadece bir karsit drege gereksinim
duyulur.
» Her zaman bir énermenin yanhs oldugunu géstermeye ¢aba harcayn.
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13. BOLUM

gin ozeti

A 6nermesi B onermesini gerektiriri yazma yollarinin bir ozeti

e A4 gerektirir B.

e A4 dogrudur gerektirir B dogrudur.
e A=—B.

e Efer 4ise, 0 zaman B.

e Egerdise, B.

e Begerdise.

e A4 ancak efer B ise.

e A, Bigin yeterlidir.

e B, A4ig¢in gereklidir.

e Ya A yanlistir ya da B dogrudur.

A onermesi B onermesine denktir yazmanin yollari

e A, Bye denktir.

e A&=8B.

e A4 eger ve ancak eger B ise.

e 4, Bigin gerekli ve yeterlidir.
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Tanimlar, teoremler
ve kanitlar

Soyut diigiincenin en ileri bicimi matematiktir.
Plato

Simdi matematikgilerin ¢alismalarini nasil diizenlediklerinin ve sunduklarinin esasini
ele alacagiz. Herhangi bir yitksek diizeyli matematik kitabini iyice inceleyin (ya da 1.
Boliime bakin), matematigin roman gibi diiz yazinin siirekli bir parcas: bi¢iminde su-
nulmadigini anlayacaksiniz. Onun yerine metin Teorem, Onerme, Lemma, Sonug Teo-
rem, Kamit ve Sam gibi kiigiik bilgi kiilgelerine ayrilir. Bunlarin tiimiiniin 6zel anlamlan
vardir ve onlara nasil yaklasildigin1 bundan sonraki béliimlerde gérecegiz.

Anlamlar

Yukandaki sdzciiklerin anlamlanim gimdilik kisaca betimleyecegiz.

e Tanmm: Bir sdzciigiin matematiksel anlamnin bir agiklamas.

e Teorem: Cok énemli dogru bir Gnerme.

e Onerme: Az 6nemli ancak ilging dogru bir ifade.

e Lemma: Diger dogru dnermeleri kanitlarken kullamlan dogru bir 6nerme.

e Sonug Teorem: Bir teorem ya da dnermenin basit bir tirretimi olan dogru bir 6ner-
me.

e Kanmt: Bir dnermenin nig¢in dogru oldugunun agiklamas.

e Sani Dogru olduguna inanmilan ama kamt1 olmayan bir dnerme.

e Aksiyom: Bir matematiksel durum iizerine temel varsayim.

Tanimlar

Bir sonraki béliimde tamimlar tizerine daha fazlas: sdylenecektir. Simdilik yiiksek ma-
tematikte — diigitk diizeydekilerden daha ¢ok — tamimlara dikkat edilmesi gerektigini
sdyleyelim. Tamimlar bir nesneler simfim bir digerinden ayirmamiza ya da bir ¢oklan
arasindan bir 6zelligi segmemize olanak saglar.

99
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Dogru Onermeler

Teorem, dnerme, lemma ve sonug teorem sdzciikleri dogru olan 6nermeleri gosterirler.

Teoremler ve 6nermeler

En 6nemli matematiksel 6nermelere teoremler denir. Herhangi bir &nemli sonuca teo-
rem denilecektir. Daha az dnemli oldugunu ama iginde yarar barindirdifimi diigtindiigii-
miiz ifadeler i¢in 6nerme kullamyoruz. Teorem ve 6nerme arasindaki aynima érnekler
vermek ¢ok zordur, ¢linkii degigik yazarlar aym dnermeyi farkh kategorilere ayirirlar.
Bir kere seckin iki matematik¢inin fark tizerine ¢ocuklar gibi tartigtiklarini gérmiigtiim,
ama buna sik rastlanmaz; ¢ogu, kesin bir ayrnnm yapmak i¢in canimi sikmaz. Aslinda bu
kitapta teoremi her tiirden dogru bir 6nerme anlaminda kullanacagiz.

Ornekler 14.1

(i)  Asagidaki dogrudur: Napoleon Korsikal idi.

(ii) Her dogal say1 asallarin bir carpimi olarak yazilabilir. (Bu Teorem 25.5 de goste-
rilecektir.)

Lemmalar

Bir lemma, bir diger tnermeyi kamtlama yolu {izerinde bir adim olan bir énermedir.
Lemmalar nermelerden daha az énemli kabul edilir ama ayrnm daha ziyade bulunaktir.

Kaydedilmesi gereken ilging bir nokta lemmalarin, kamiti i¢in kullamldiklan &ner-
meden ¢ok daha yararli olduklarinin ortaya ¢ikmasidir.

Sonuc Teoremler

Bir sonug teorem bir teorem ya da bir 6nermeden tiiretilebilen yararli bir §nermedir.

Ornek 14.2

Napoleon Fransiz idi. (Bu dogrudur, ¢iinkii Korsika, Fransa’nin bir parcasi idi ve Ormek
14.1 (i) de gérmiis oldugumuz gibi Napoleon Korsikali idi.)

Diger terimler

Kanitlar

Matematikgiler problemler ¢ozer — kamit, ¢dziimlerimizin dogru oldugunun giivence-
sidir.

Bir kamit bir nermenin ni¢in dogru oldugunun agiklamasidir. Yiiksek diizeyli ma-
tematigin belirleyici dzelligi kamt tizerine vurgu oldugu i¢in kamitlar hakkinda sdylene-
cek ¢ok sey vardir. Bir anlamda bu kitap kanit lizerinedir.



Fermat'in Son Teoremi 101

Sanilar

Bir sami dogru olduguna inandifimz ama kanitina sahip olmadifimiz bir 6nermedir.
Sanilar kolayca olusturulabilirler. Iyi samilar1 olugturmak zordur. Iyi bir matematikgi
samlar1 olugturur, smar ve ¢aligtiklar: stirece iyilegtirir.

Aksiyomlar

Bir aksiyom bir matematiksel durum hakkinda temel bir varsayimdir. Aksiyomlar ka-
mtlanmasma gerek duyulmayan olgular olarak degerlendirilebilir (bizi dogrudan konu-
ya gotiiriirler) ya da tammlarda kullamlabilirler.

Geometri tizerine ¢aliymalarda Euclid bes aksiyomu kabul etmigtir — &rnegin, iki
nokta arasinda bir dogru ¢izilebilir gibi — ve bu aksiyomlardan teoremler tiiretmistir.
Kaydedilmesi gereken, bu aksiyomlarin kamitsiz kullanilan tek olgular olmasidir.

Aksiyomlar tammlarda da kullamilir. Ornegin, bir grup, eleman ikililerinin bir
liciincii eleman olugturmas: igin ‘carpma’ yontemli bir kiimedir. kili iglem denilen bu
carpmanin bazi dzellikleri saglamas: gerekir; bu 6zelliklere aksiyom denir. Aksiyomlar
hakkinda daha fazla konusmak istemiyoruz.

Fermat’in Son Teoremi

Yukandaki sdzciikleri matematikgilerin nasil dzensiz kullandiklarnimi gdstermek igin
Fermat'in Son Teoremi éregini géz dniinde bulundurmak ilgingtir.

Fermat’in Son Teoremi matematik¢iler arasinda tinliidiir ve dykiisii Simon Singh’in
Fermat'm Son Teoremi® kitabinda anlatilmigtir. Onerme agagidadr.

Teorem 14.3 (Fermat’in Son Teoremi)

n > 2 icin x" + y'= z"denkleminin hichir tamsayt ¢éziimii yoktur:

Bu belki de sagirticidir, ¢iinkii » = 2 i¢in, yani x> + y? = 22, bir siirii ¢6ziim vardir.

Fermat bu dnermeyi 1630 lu yillarda defterine yazmig ve sayfa kenanmn ¢ok
uzun olan kamti igermesi i¢in yetersiz oldugunu iddia etmigtir. Ne Fermat ne de bir
bagkas asla bir kamt verememistir ta ki 1990 Ii yillarda Andrew Wiles bunu basann-
caya dek. Ama, yaklasik 350 y11 boyunca bir san: olmasina kargin, dnerme Fermat’in
Son Teoremi olarak bilindi. Wiles, ¢cok daha énemli bir teoremi kamtladiktan sonra
sonucu tiiretti. Bu teorem — bir teorem olmasina karsin Taniyama-Shimura Sanisi
olarak bilinir.

Bdylece, bir san1 olan Fermat'in Son Teoremi, ashnda bir teorem olan Taniyama-
Shimura Sanisinin bir sonug teoremidir!

Bu 6rnegin matematik¢ilerin bu terimleri kullanirken her zaman tutarh olmadiklan-
nm gdstermesi umut vericidir.

* Bu kitap dilimize gevrilmistir (c.n.).
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Alistirmalar

Ahstirmalar 14.4

(i)  Birkag kitap bulun ve tamim, lemma, énerme, teorem ve sonug teorem sayi1s1 ara-
sindaki dengeyi inceleyin.
(i)  Aym ifadenin birinde dnerme digerinde teorem denildigi iki kitap bulun.

Ozet

» Bir tanim bir s6zciigiin anlamim agiklar.
» Teorem, dnerme, lemma ve sonug teoremler dogru 6nermelerdir.

» Bir kamit bir 6nermenin ni¢in dogru oldugunun agiklamasidir.
» Bir sam1 dogru olduguna inamlan ama hicbir kamiti bilinmeyen bir 6nermedir.
» Bir aksiyom bir matematiksel durum hakkinda bir temel varsayimdur.
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Bir tanim nasil okunur

Geometride insanlar énce tammlar dive adlandwrdiklar
sdzciiklerin anlamlarint oturturlar.,
Thomas Hobbes, Leviathan, 1651

Yiiksek-diizeyli matematikte kesin tamimlar yasamsaldir. Neden stz ettifimiz {izerine
hepimizin anlagabilmesi i¢in kesinlie ihtiya¢ vardir. Bununla birlikte, kisisel tercihlere
gore, tammlar matematik¢iden matematikg¢iye degisebilir; o halde uyanmik olmakta yarar
vardir.

Matematiksel bir nesneye ozel bir isim verme nedeni, ¢ogu kez zamanin sisleri
igersinde kaybolur. Isimler dogal dilin sdzciiklerinden alimr ama matematiksel anlamu
konugma dilindeki anlamindan farkh olabilir ve tanim i¢in hicbir ipucu verilmeyebilir.
Omegin, cebirde ilgi duyulan esas nesneler gruplar, cisimler ve halkalardir! Nesnelere
verilen isimler niikteli olabilir — aggézliiller gibi — ya da bir kigi adindan tiiretilebilir
— Gorenstein halkalan gibi. Son durumda kisinin halkayla herhangi bir igi oldugunun
garantisi yoktur — Daniel Gorenstein, adim tasidif halde, bir Gorenstein halkasinin
tamimim bilmedigini ileri stirmiigtiir.

Bir tanim nedir?

Bir matematiksel tanim bir s6zciigiin (ya da bir deyimin) anlamam kesin bir bigimde ve-
rir. Sézciik (ya da deyim) genelde dzelliklere gore tamimlanir. Once ileride gereksinim
duyacagimiz bazi (daha ziyade kolay) 6rmeklere géz atahm.

(i)  Bir tamsayi, 2 ve bir diger tamsayinin ¢carpimi ise cifttir.

(ii) Bir tamsay1 ¢ift degilse tektir.

(iii) Sonlu sayida eleman: olan bir X kiimesine sonlu kiime diyoruz.

(iv) Eger | den biiyiik bir dogal say1 sadece 1 ve kendisine bdliiniiyorsa, o zaman ona
bir asal denir.

(v) Bir pasal sayisina, p— 2 asal ya da p + 2 asal ise, bir ikiz asal denir.

(vi) Pozitif bir n dogal sayisi, bir x tamsayis1 i¢in #n = x* ise, bir kare sayidir.

(vii) Rakamlan karesinin son rakamlan olan bir dogal sayiya karemsi denir.

(viii) Bir ikiz asal ve karemsi asal sayiya karemsi-ikizimsi say1 denir.
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Bu son iki say1 0rek olarak kullamlsin diye olugturulmug sayilardir, dolayisiyla onlarla
bagka kitaplarda kargilagmay1 beklemeyin.

Bir tanimin amaci

Bir tanimin temel amaci neden soz etmekte oldugumuzu herkesin bilmesidir. Oregin,
bazi matematik¢ilerin dogal sayilann kiimesini 01 i¢ecek sekilde, bazilarinin da igerme-
yecek sekilde tammladiklanm 1. Béliimde gérmiigtiik. Bu akil kangtincidir, ama daha
biiyiik bir sikinti, bir yazar tarafindan kullanilan tamimin bir okurun bildiginden farkl
oldugunda, kendini gdsterir. Yazar tanim apacik yaparak bundan kagmabilir.

Dogal sayilar durumunda iki farkl1 kavrama aym isim verilir. Ashnda aym kavram
olduklar: halde, iki farkli tanimin verildigi durum da olabilir.

Bir tamim vermenin esas matematiksel nedeni ¢aligmaya deger baz ilging nesnelere
kimlik kazandirmaktir (bunun yaninda baz: ‘kétii’ nesneleri diglamak i¢in tanim verebi-
liriz). Ayrica, psikolojik olarak, ismi belli bir nesne ile ¢aliymak ¢ok daha kolaydir.

Tanimlar bir problemin ¢dziimii olarak kullamlabilir. Ornegin, i yi 1 in karekokii
olarak tamimlarsak, o zaman karmagik sayilar1 tammlamaya baglayabiliriz. Karmagik
sayilan tammlamak (¢Oziimleri her zaman mevcut) kuadratik denklemlerin saglam bir
teorisine neden olur ve sasirtic: bir sekilde adi diferansiyel denklemler gibi problemleri
¢ozmede yardimer olur.

Matematik ¢alisirken tanimlar: tam olarak amimsayabilmeniz son derece dnemlidir.
Tiim uygun kosullara sahip olmalisiniz ya da bagka bir sey tammlamalisiniz. Ogrenci-
ler arasinda gordiigiim yaygin bir sorun, bir sézctigiin tamimum bilmedikleri i¢in, baz
problemlerde ilerleyemeyisleridir. Bu, 6grencilerin matematigi ‘kavramlan- anlamak’
tan ¢ok bir ‘islemi-uygulama’ olarak gordiiklerine bir dmektir.

Matematiksel tanimlarin ‘eger ve ancak eger’ dogasi

Tanmimlar vermek matematikgilerin belirsiz olduklan bir alandir. ‘Eger’ li bir tanimda
amagclanan ‘eger ve ancak eger’ dir. Bir tamimin ‘ancak eger’ kism agikar olarak deger-
lendirilir ve ihmal edilir. Omegin, yukandaki ‘eger bazi x tamsayilar igin n = x?ise, n
pozitif tamsayis1 bir karedir’ tanimm bir ‘eger ve ancak eger’ 6nermesi gibi okunmali-
dur:

‘Bir pozitif » tamsayis1 bir kare sayidir eger ve ancak eger bazi x tamsayilan igin
n=xdir.’

Bagka bir deyisle, kosul dogru ise sayiya kare denir ama bundan 6te ancak eger
kosulu da dogrudur. Kogulu saglamayan higbir kare say1 yoktur.

Matematiksel tanimlar okunurken bu akilda tutulmas: gereken 6nemli bir konudur.
Sadece burada bir ‘eger’ ‘eger ve ancak eger’ olarak okunabilir. Bunu, 6megin teorem
okurken, sakin yapmayin.
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Bir tanim nasil okunur

Gozleyin

Bir tanim verildiginde verilmis kosullann tam olarak gézlenmesi gerekir. Fazladan hig-
bir seyi okumaniza izin verilmedigini aklimizda tutun. Bir dmekte #im kosullarin dogru
olmasi gerektiZini, sadece bazilannin dogru olmasinin yetmedigini, kaydedelim.

Omegin, 6nceki karemsi-ikizimsi taniminda asal bir ikiz say1 olmal ve karemsi
olmahdir. O halde, eger 6rneZin bir say: asal ikiz fakat karemsi degilse, o zaman karem-
si-ikizimsi degildir.

Neyi ele aliyoruz?

[k is, ne ile ugrastgimiz1 belirlemek olmahdir. Ugragtigimiz ek &zellikli dnceden iyi
bildigimiz bir sey midir? Ornegin, bir ikiz asal: p — 2 ya da p + 2 nin asal oldugu ek
dzellikli bir p asal say1sidir.

Bagka sorular sorabiliriz. Daha 6nce bilinen bir tamima benzer midir ya da ondan
fakli midir? Bagka bir seye benzer midir? Bildigimiz bir tanim art1 yeni bir kogul mudur?
Omegin, X kiimesinin bir &z altkiimesi X e esit olmayan ek ozellikli bir alt kiimedir.

Bu tanimin hangi 6rnekleri mevcuttur?

Bir tamim verildiginde boyle bir nesne mevcut mudur, diye sormahisimz. Herkesin bildi-
& gibi, mevcut olmayan bir nesnenin bir tamminin size verilecegi kuskuludur! Bagtan
kuskucu davranarak kavramayi iyilestirmek dnemlidir. Eger gergekten bdyle nesneler
mevcut ise, ne kadar yaygindirlar? Bu nesne tek midir? Sonlu sayida var midir? Sonsuz
¢oklukta midir?

103. sayfanin bagindaki 6meklerimize donersek, tek ve ¢ift say1laninin meveut oldugu
agiktir. Sonsuz ¢oklukta sonlu kiimenin oldugu agikardir. O halde onlardan bol miktarda
vardir ve drneklerini inga etmek kolaydr. [kiz asallar igin ne demeli? 5 ve 7 nin ikiz oldu-
gu kesindir, 41 ve 43 de ikizdir. Ama bunlar tek ikiz asallar olabilir. Eger 1000 den kiigik
asallarin bir listesine bakarsaniz, bu dmeklerden bagka olanlan gdreceksiniz. O zaman
sorabilirsiniz: sonsuz ¢oklukta ikiz asal var midir? [lgingtir, kimse bilmemektedir!

Bir bagka dmek i¢in yukandaki karemsi sayilar animsayalim. Rakamlan karesinin
son rakamlar: olan bir dogal sayiya karemsi denir.

Buna dmekler var mudir? 5°= 25 olup, 25, 5 ile sonlandi@ i¢in 5 bir karemsi sayidir.
Ama daha bagkalan var mdir? Deneme ile 767 = 5776 olgusu 76 nin da karemsi oldugu-
nu gosterir. 1 den 100 e kadar sayilan incelersek 1, 5, 6, 25 ve 76 nin hepsinin karemsi
oldugunu buluruz. Boylece ilk yiiz sayidan sadece besi bu 6zellige sahiptir. Bu 6zelligin
sayilarimz bilyiidiik¢e seyreklestigini gérmek kolaydir. Bu bize karemsi kavrami hak-
kinda baz fikirler vermektedir.

Standart ornekler bulun

Ornekler arasindan &ézellikleri agik¢a sergileyen ve daha énemlisi tanini animsamamiza
yardim eden baz standart 6rnekler se¢meliyiz. (Onlan tanimlar olarak kullanirken ¢ok
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dikkatli olmahyiz, ¢linkii bazen drnekler yaniltabilir. Dogru olani segmeliyiz!)

Ornegin, asallan kapsayan yeni bir tanimla karsgilagildiginda gogu zaman émek olan
3, 5 ve 13 asal sayilarnim kullaminm (2 sayis1 biraz ugtur — bir sonraki éneri pargasini
okuyun) ¢iinkii bu sayilar hesap yapmak i¢in yeterince kiigiiktiirler. Eger sonsuz kiime-
lerle ¢aligirsam, o zaman sik sik tam sayilar kiimesi Z yi ele alhnm.

Standart 6rnekler bulmanin nedenlerinden biri, bir sonraki béliimde gorecegimiz
tizere, teoremleri incelemek ve kavrayisimizi derinlestirmek i¢in onlan uygulayabilir
olmamizdir.

Asikar ornekler bulun

Bir ‘agikar 6rnek’ olma kavram &6znel bir kavramdir — genel duruma baghdir. Temel
olarak, apagik bir mek olan bir nesne agikardir. Cok ¢ok basit 6rnekler anyoruz. Asikar
dmekler bir tanim i¢in bilinci geligtirmede yardimc; teoremleri ve kamitlar: incelerken
degerli olabilirler.

0 ve 1 sayilan genelde agikar kabul edilebilirler, o halde yukandaki tanimlan ilk
gordiigiiniizde ‘0 tek midir ya da ¢ift tamsay1 midir’ sorusu sorulabilir. (2 ve 0 n ¢arpi-
m1 oldugu i¢in, ¢ifttir.) »! nin tanm i¢in 0! ne olmalhidir, sorulabilir. (Bu ahgtirmalarda
incelenmistir.)

Benzer sekilde ‘1 bir asal say1 midir?” sorusunu sorabiliriz. Gergekte degildir — ta-
mimimmzda sayilarin 1 den biiyitk olmas: gerekiyordu. Matematikgiler tanima neden bu
kosulu koyarlar? Pekala, I 1 bir asal olarak tanimlayabilirdik: 1 ve kendisi ile boliindiigii
kesindir! Bunun nedeni asallarla ilgili ok énemli 6nermelerin, 1 asal ise yanlig Oner-
melere doniigmesidir. Ashnda | in bir asal say1 olarak kabul edilmesinin iyi bir diigiince
olmadigim gergekler matematikgiklere 6gretmisgtir.

Bos kiime @ bir asikar kiimedir — hi¢ elemam olmayan bir kiimeden daha asikar bir
kiime elde edemezsiniz! ‘@ sonlu bir kitme midir’ sorusunu sorabiliriz. Bos kiimenin
hi¢bir eleman1 olmadifindan, yani sifir eleman, yamit evettir. Sonlu kiimeler i¢in bir
elemanh bir kiime de asikar olan yararl bir rmektir.

Ornek 1. 12 deki X € X ve @ c X lerin alt kiimelere asikar 6rnekler oldugunu go-
rilyoruz.

Gergel sayilar ya da tamsayilar tizerinde fonksiyonlar i¢in f{x) = 0 ya da herhangi
bagka bir sabit fonksiyon alabiliriz. Geometride dogrular, ¢emberler, hatta diizlemler
asikar 6rneklerdir.

Agikar olmanin genel duruma bagh oldugunu akilda tutmak énemlidir; bazi durum-
larda, 0 ve | asikar degildir. (Ikili sayilan diisiiniin!)

Uc¢ ornekler bulun

Bu dnceki dgiite benzerdir. Yine genel duruma baghdir. Burada ugtan, tanim 6meginin
tanimun sininnda oldugunu kast edecegim. Bundan sonra agikar nesnelerin bazen ug ol-
duklan ileri siiriilebilir. Ancak ¢ogu zaman daha giiclii bir sey, patolojik bir ey isterim.
Ornegin, topolojide diizlemin tamamini dolduran egrilere 6rnekler vardir. Bir egrinin
sadece bir-boyutlu bir nesneyi ortebildigini saninz, oysa durum dyle degildir. Bu olay
bir u¢ drnektir.
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Simdilik bir tanimin sininndaki 6rnekleri g6z 6niinde bulundurahm. Béylece 1. Bo-
liimde verilen X in bir alt kiimesinin tamminda @ ve X i ug 6rnekler olarak degerlendi-
rebiliriz, ¢iinkii X'in @ dan daha kiigiik bir alt kiimesini ve de X den daha biiyiik bir alt
kiimesini elde edemeyiz.

Asallarla ilgili olarak, 2 bir asala ug 6rnektir: o ilk asaldir ve de tek ¢ift asal olmak
gibi ilging 6zellige sahiptir.

Ornek olmayanlar bulun

Tanmimn kosullanm saglamayan bazi 6mekleri bilmek iyi bir fikirdir; bunlara érnek-
dis1 denir. Bunlan (bir 6nermenin yanhs oldugunu gosteren) karsit 6rneklerle kangtir-
mayin.

Gergekte, 6rnek olmayanlar 6nermelere kargit drmekler bulurken yararhdir, ama ka-
faniza tamim yerlestirmek i¢in de kullanilabilirler. Sézgelimi, siirekli' fonksiyonlarin
tanimin animsarken bir dzel 6rmek digy, yani siireksiz bir fonksiyon, géz dniinde bu-
lundururum.

Sonlu kiime olmayana bir drnek dogal sayilar kiimesidir. Bog kiime @ sonsuz bir
kiime olmayana bir 6rnektir ama daha ziyade ug bir drnektir, herhangi bir bagka sonlu
kiime daha iyi olur.

Eskilerden yeni nesneler olusturun

Bir tamim yapildiktan sonra eskilerden yeni nesneler olugturmak gelenektir. Ornegin, 1.
Béliimde kiimelerin alt kitmelerini, arakesitlerini, birlesimlerini ve ¢arpimlarim alabil-
digimizi gérmiigtitk.

Bundan bagka, eger bir nesne ozellikli bir kiime ise ‘0zellik bir alt kiime i¢in, ke-
sisim igin v.s. gegerli midir?” sorusunu sorabiliriz. Omegin, sonlu bir kiimenin bir alt
kiimesi de sonlu mudur, gibi. Evet, sonludur. Bir grubun bir alt kiimesi bir grup mudur?
Hayir, ¢iinkii ikili iglem alt kiime iizerinde ¢ahsmayabilir. Yani, alt kiimenin x ve y
elemanlannin ¢arpimu alt kiimede olmayabilir. (Ikili islemlerin tam bir tanimu igin bir
sonraki alistirmalara bakin.)

Alistirmalar

Ahstirmalar 15.1
(i)  Asafdakilerin dmeklerini bulun.
(a) X bir kiime olsun. X iizerinde bir ikili islemi bir * : X x X' — X doniisiimii
olarak tamimlayalim. Yani, *, X in iki elemanin alir ve bir ii¢tinciisiinii {iretir.
x ve y elemanlari i¢in bu iigiincii elemam x * y olarak yazariz. Omegin, X=Z
ve * =+ olsun. O zaman * tamsayilar {izerindeki toplamadir.
(b) Bir ikili iglem, her x, y € Xi¢in x * y = y = xise deZismelidir, denir.
(c) Bir f: R = [ fonksiyonu, herx<yve0<¢<1iginf(ax+ (1 =) y)<tf(x) +
(1 —1) f(y) gercekleniyorsa konvekstir, denir.

' Stirekli fonksiyonlarin tammi cok karmastk oldufiu icin burada ayrmtilara girilmeyecektir = efier yitksek
matematik calijivorsaniz, o zaman onunla karsilasacaksmiz ya da yakinda greceksiniz.
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(d) x bir dogal say1 olsun. Yeni bir tamsay1 elde etmek i¢in rakamlarin karelerinin
toplamin alin. Bu iglemi bir 1 iiretesiye kadar yineleyin ya da sonsuz kez

yineleyin. islem bir 1 ile sonlanirsa, x tamsayisina bir mutlak say: denir.

a, b, ¢ ve d sayilan i¢in g-x-lz- =a_><b_ oldugunu ve bu esitligin ne kadar yarar

sagladiZin hepimiz bi]iyox('uz.({\led(e:l< ﬁesirlerin toplamini benzer bir seyle tanim-
layamay1z? Yani, hesaplamay: kolaylagtirmak i¢in nigin

a, b x a+b

¢c d c+d
yi tanimlayamay1z?
n! ile gosterilen » nin faktoriyeli daha éncen! =nx(n-1)x(n-2)x...x2x 1
olarak tanimlanmisti. Negatif olmayan tiim tamsayilar igin »! i ilk » saymmn (tek-
rarsiz) siralama yolu sayis1 olarak tamimlayalim.

Iki tamimin 7> 1 igin ¢aligtigini ve yeni tammla 0! = 1 oldugunu gésterin. (Gam-

ma fonksiyonu ile daha ileri giderek tanimi genellestirebiliriz. Bunu aragtirin.)

YyYyYyVYYVYYYY

Verilen kosullara iyi bakin.

Ne ile ugragiyorsunuz?

Hangi 6rmekler mevcuttur?
Standart 6rmekler bulun.

Agsikar 6rnekler bulun.

Uc¢ 6rnekler bulun.

Ornek olmayanlan bulun.
Eskilerden yeni nesneler olugturun.
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Bir teorem nasil okunur

[lk kural, bir seyi asla dogru kabul etmemektir ta ki tek bir kugku
olmaksizin dogru oldugunu bilinceye dek.
René Descartes, Yontemin Siylevi, 1637

Teoremler ve kamitlar matematigin merkezindedir. Bu béliimde yeni bir teoremin nasil
ele alindigimi agiklayacagim; kamtlarin degerlendirilmesi daha sonra gelecektir.

Daha dnce agiklandi@ gibi 6grenciler genelde matematigi; bir ¢arpimu veya bir ku-
adratii once ¢ozerek diferansiyel denklemi ¢dzmek gibi, problemler setini ¢dzmeye
uygulanan iglemler olarak algilarlar. Yiiksek-diizeyli matematik bunun ilerisine gider ve
— yontemler ya da algoritmalardan ziyade — 6nermeler dnem kazanir.

Problemleri ¢ozerken teoremlerin kullanimi agik degildir. Omegin, teoremler bir
algoritma saglamayabilirler. Bu béliimde kullanacagimiz (asaida verilen) ii¢ teorem,
bir algoritmanin nasil uygulandifindan ¢ok, belirli matematiksel nesnelerin yapis: hak-
kinda fazla bilgi verir.

Bunun bir sonucu olarak, égrenciler bir seylerin nasil yapildigini teoremlerin onlara
sdyledigini sanarlar ve dolayisiyla gercekte teoremin ne sdyledigini yakalayamazlar.

Bundan sonra, hatali bir uzlagma dogru bir dnermeyi teorem olarak adlandirmamz
olacaktir ve gerekli olmadik¢a 6nemelere ve lemmalara géndermede bulunmayacagiz.

Uc teorem

Teoremleri ¢ahigabilmek i¢in ¢caligilacak bazi teoremlere gereksinim vardir. Bu bdliimde
asafidaki ¢ teoremi kullanacagiz.

Teorem 1: Eger m ve n tek dogal sayilar ise, 0 zaman mn bir tek tamsayidir.

Teorem 2: Sonsuz ¢oklukta asal say1 vardr.

Teorem 3: 2 sayis1irrasyoneldir, yani m ve n tamsayilar olmak iizere, m / n bigimli
yazilamaz.

Bunlardan ilkinin dogru oldugundan hemen ikna olmugsunuzdur ve kendi kanitimzi

vermek isteyebilirsiniz. Ikinci ve figiinciisii eski teoremlerdir (her ikisi iki bin yilliktir)
ve sezgiye dayah degillerdir. (Her ikisi ¢eligki ile kamitlanabilir; 23. Béliime bakin.)

109



110 16. BOLUM Bir teorem nasil okunur

Teoremlerin analizi

Varsayimlari ve sonuclari bulun
7. Béliimden bildigimiz gibi gerektirmeler, teoremler genelde
‘varsayimlarmn bir koleksiyonu bir sonucu gerektirir’

bigimli yazilabilir. Yani ‘Eger ... ise o zaman ...” bi¢cimlidir. Bir teoremle ¢ahgirken ilk
amacimiz bu varsayimlarin ne oldugunu belirlemektir. Cofu zaman tartigmaya gerek
vardir ama varsayim ve sonuglarin ne oldugu kafanmizda iyice yer etmelidir.

ilk teorem igin

‘m ve n dogal ve tektir’ varsayimlar
ve
‘mn bir tek tamsayidir’ sonugtur.
Ikinci teoremi
‘Eger X asal sayilarin kiimesi ise, o zaman X sonsuzdur’

gibi yeniden ifade ederiz. Bu teoremin ¢irkin bir ifadesidir — basta gereksiz olan X i
araya sokar — ama varsayimlan ve sonuglan agik bigimde gérebiliriz.
Ucgiincii teoremi

‘Eger x = 2 ise, 0 zaman 2 irrasyoneldir’
ya da
‘Eger x = /2 ise, 0 zaman x irrasyoneldir’

olarak yeniden yazabiliriz.

Teorem, 2 sayis1 ya da 2 hakkinda bize bir seyler sdylityor mu? Yanit tarhigmaya
agikti. Her iki durumda varsayim belirli bir say1 ile ilgilidir ve sonug irrasyonellik
tizerinedir.

Varsayimlarin ve sonuclarin gtictint degerlendirin

Varsayimlarn ve sonuglann ne kadar giiclii oldugunu bilmek isteriz. En iyi teoremler
zayif varsayimlara ve kuvvetli sonuglara sahiptir. Bir kuvvetli sonug o nesneler hakkin-
da ¢ok kesin ve agik bir seyler soyler.

Bir kuvvetli varsayim kiiciik bir nesneler kiimesine géndermede bulunur. Her iki
durumda kuvvetlinin tersi zayaftir.

Matematik¢iler zay:1f varsayimlar ve kuvvetli sonuglar isterler; yani, nesnelerin ¢ok
genis bir koleksiyonunu (zayif varsayim) alinz ve onlar {izerine ¢ok kesin bir seyler
sdyleriz (kuvvetli sonug).
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Yukandaki Teorem 2 nin varsayim kuvvetlidir; sadece asal sayilarin kiimesine gon-
dermede bulunur. (Ote yandan sadece asal sayilan dikkate alirsaniz, o zaman tiim asal
sayilar lizerine bir gey soyledigi i¢in bu zay1f bir varsayimdir. Bir kez daha tartigmaya
gerek vardir!)

Benzer sekilde Teorem 3 sadece 2 nin karekdkiiniin zelliklerini tartigir, o halde ¢ok
gii¢lii bir varsayimi vardir. Ote yandan Teorem! in daha zayif (ya da daha genel) bir
varsayimi vardir; bir siirii tek dogal sayidan herhangi birini almamiza izin verilir.

Teorem | in varsayimlanm dogal say1 varsayim yerine bir tamsay1 varsayim alarak
daha zay1f kilabiliriz. Bu dnermenin tamamm kuvvetli bir énermeye doniistiiriir — iyi
bir teorem i¢in zayif varsayimlar ve giiclii sonuglar isteriz.

Varsayimlar1 degigtirmek bir teoremin ne kadar iyi oldugunu ortaya ¢ikanr. Cogu
matematik¢i bunu, bir teoremi ilk defa gordiiklerinde, neredeyse bilingalt: yaparlar.

Teorem 3 igin asal sayilarin karekokiinii aragtirarak varsayim zayiflatabiliriz, 6r-
negin

‘Eger p asal ise, 0 zaman yp irrasyoneldir.’

Bu énerme dogrudur. (Kamt 23. Béliimde bir alistirmadir.) Onerme, daha ileri giderek,
dogal sayilar i¢in zayiflatilabilir:

‘Eger n bir dogal say1 ise, 0 zaman yn irrasyoneldir.’

Bu son &nerme yanlistir, ¢iinkii her n igin dogru degildir; 6rnegin (4 rasyoneldir (¢iinkil
bir tamsayidir).

Bdylece eger varsayimlan agin zayiflatirsak yanhs énermeler elde edebiliriz. Mate-
matiksel ¢aligmanin 6nemli bir bélimii varsayimlan nereye kadar zayiflatabildigimizi
belirlemeye aynlr. Omegin, Jn nin irrasyonel olmasi igin » iizerine en iyi varsayim
nedir? Burada en iyiden kasit: eger varsayimimzi zayiflatirsak, o zaman Jn irrasyonel
degildir.

Bir kuvvetli sonug bize daha kesin bir sey soyler. Yukandaki teoremlerin tiimii giig-
lit sonuglara sahiptirler. O halde

‘x*+ 2x+1 =0 varsayalim. O zaman x 2-1000 dir’

teoremini ele alahm. Bunun ¢ok zayif bir sonucu vardir; onun dogru oldugunu tahmin
edebilirsiniz. (Dogru olan) en kuvvetli sonu¢ ‘x=-1"dir.
33. Boliimde varsayimlarin zayiflatilmas iizerine daha fazlas: sdylenecektir.

Onceki teoremlerle karsilastirin

Gozleme glicimiizii uygulayabiliriz. Eldeki teoremi dncekilerle kargilagtinn. Varsayim-
lar ve sonuglar nasil farklihk gosterirler? Daha ¢cok mu kisitlayic1 yoksa daha az m?
Yani, daha m1 zayiftir yoksa daha mi kuvvetlidir?

Bu sizin teoremi gergek yerine oturtmaniza ve teoremler arasindaki ¢esitli baglan
gdrmenize izin verir.
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Ayrintiy1 gozleyin

Bir teoremde — zayif sozciikler olsalar bile — hemen hemen her sézciigiin 6nemi vardir.
Her sozctigii dikkatli okuyun ve ne demek istedigini diigiiniin.

Ornegin, Teorem | deki varsayimlarin dogal sayilar iizerine ve sonucun tamsayilar
hakkinda olduguna dikkat ettiniz mi?

Gozlemenin yarari, net olarak gozlenenleri amimsamanin ¢ok daha kolay olmasidir.
Sonucu animsamak yeterli degildir; varsayimlar esit 6nemdedir. Boylece (iyi bilinen ve
126. sayfada verilen) Pisagor Teoremi’nin ifade edilmesi sorulsayd, sadece ‘¢ =a® + I*’
demek yeterli degildir. Once a, b ve ¢ nin bir iiggenin kenarlani oldugunu ve de tiggenin
ashinda ¢ hipoteniislii dik-agili oldugunu agiklamahsimz.

Teoremin ne yaptigini ve nasil kullanildigini siniflandirin

Gergekte bir teorem bize ne sdyler? Hesaplamamiza mi izin verir, simflandinr mu (yani
bir seyin ne oldugunu bize sdyler mi)?

Ornegin, carpimlarinin tekligi iizerine Teorem 1, hesaplarin kontroliinde yararh ola-
bilir (§megin, ¢arpim i¢in bir bilgisayar programinin dogru ¢ahstigim kontrol ederken
kullanilabilir). Teorem 2 bize asallann kiimesinin yapisi iizerine bir seyler soyler. Eger
asallanin kiimesi sonlu olsaydi, 0 zaman tiimiinii bilgisayarla bulabilirdik ya da bu liste-
yi kullanarak asallar hakkinda teoremler kamitlayabilirdik. Ama sonsuz ¢oklukta olduk-
lar1 i¢in bu se¢imler bize acik degildir.

J2 nin irrasyonel oldugu dnermesi bir teorem ‘simiflandirilmas:’ olarak goriilebilir;
42 nin hangi tipten say1 oldugunu simiflandinr.

Bir sekil cizin

Bazen yapilamasa da bir gekil ¢izmek her zaman iyi bir diigiincedir. Asal sayilar ya da
irrasyonellik i¢in ¢ok yararh olmayacaktir ama “mn tektir’ teoreminin dogru oldugunu
gosterirken iyi ¢aligir. Deneyin!

Bazen sekillerin yamilmaya neden olabilecegini bilmelisiniz, o yiizden dikkatli
olun.

Asikar orneklere ve diger u¢ durumlara uygulayin

Teoremi varsayimlardaki nesnelerin agikar ve ug¢ émeklerine uygulaymn. Eger 6zel bir
say1 0 ya da 1 ise acaba ne olur? Eger f (x) = 0 ile tamimli asikar fonksiyonu alirsak,
acaba ne olur? Ya bos kiimeyi alirsak? Cembere ya da dogruya ne olur?

Bu dmekler anlamay gii¢lendirir; teoremlerin uygulandif yerlerin agik bir resmini
cizer.

Bir u¢ 8rnek olarak ‘y = x’ve z = )7, o halde z # x** 8nermesini gdz 6niinde bulun-
duralim. Bu akla yatkin gériiniiyor, ¢iinkii y ve )? genelde farkhdir, ama dogru degildir.
y=1alahm. Bu, x = 1 oldugunda, gerceklenir.
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Tersi dogru mudur?

Herhangi bir gerektirme verildiginde, tersini ele alahm. ‘4 = B’ nin tersinin ‘B =
A’ oldugunu ve eger ‘4 = B’ dogru ise, 0 zaman ‘B == A’ nin dogru ya da yanhs
olabilecegini ammsatalim.

Tersini géz 6niinde bulundurmak, bizi varsayim ve sonucu degerlendirmeye zorlar
ve bazen dnemli bir ey soyler.

{1k teoremin tersi

‘Eger mn bir tek tamsay1 ise, 0 zaman m ve n tek dogal sayilardir’

olur. Bu dogru degildir. Bunu gérmek i¢in hir tek karsit dmek bulmamizin yetecegini
ammsatalim. m = -1 ve n = 3 alalim; o zaman mn = -3 tek bir tamsayidir ama m bir
dogal say1 degildir.

Okutmanlar ve yazarlar ¢ok zaman en iyi olas1 sonucu verirler, o yiizden tersi biiyiik
olasilikla dogru degildir ve dogru olup olmadigim1 kontrol etmek yersizdir. Ama eger
tersi dogru degilse, o zaman bir karsit 6rnek bulun. Bu problemi anlamanizi derinles-
tirir ve karsit ek bulmada aligkanhk saglar ki, bu da problem-¢6zme siiresince ¢ok
yararhdir.

Sembollerle ya da sozctiklerle yeniden yazin

Sozciiklerle yazih bir teoremi anlamanin en iyi yolu onu sembollerle yeniden yazmaktir
ve tersi i¢in de dogrudur. Bdylece ‘Eger mn bir tek tamsay: ise, 0 zaman m ve n tek
dogal sayilardir’ ters dnermemiz

‘mne {xe Z|x=2j-1,bazij € Zigin}
= m,ne {xeZ|x=2-1,bazije N igin}’

olarak yazilr.

Bazen bir teorem ok agiktir ve ammsanmasi ¢ok kolaydir ve bazen de — bu 6rmekte
oldugu gibi — degildir.

Pisagor Teoremi’nin sonucu ‘c*= a*+ b*’ olarak yazildiinda ‘Hipoteniisiin karesi
diger iki kenann karelerinin toplamina esittir’ den ¢ok daha agiktir.

Ornek-disi olanlara ne olur?

Varsayimlan saglamayan drnekleri, yani érmek-dis1 olanlan géz éniinde bulundurahm.
Bunlarin bazilan i¢in sonug hala gegerli midir? Benzer gekilde, teoremin ifadesindeki
varsayimlardan biri ¢ikanlirsa, ne olur? Kanit ¢alisihrken bu sorulara daha rahat yanit
verilebilir.

Teorem | de, m ve n nin sadece birinin tek ve hic¢birinin tek olmadi@ zaman ne
olacagim degerlendirebiliriz. Bu durumlarda 6nermenin yanhs oldugunu gériiriiz. O
halde bu iyi bir teoremdir; ¢ift / tek varsaymimlanm daha fazla zayiflatamayiz ve dogru
bir dnerme yazamayiz. Bununla birlikte varsayimlan *m ve n tek tamsayilardir’ olacak
sekilde zayiflatabilir ve hala dogru bir nerme ortaya atabiliriz. Cift / tek kogulunu kal-
dirarak onu daha fazla zayiflatamayacagimizi kaydedelim.
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Genellestirin

Eger A 6nermesinden bir varsayimu silersek, o zaman daha zay:1f 6nermeye 4 nin bir
genellemesi deriz.

Omegin, ‘Eger p bir asal say1 ise, 0 zaman yp irrasyoneldir® 6nermesi ‘y2 irras-
yoneldir’ in bir genellemesidir. Her zaman &nermeleri genellestirmeye ¢aba harcama-
hsimz. Eger genellestirir ve genel dnermeye bir kargit mek bulabilirseniz, o zaman
varsayimin esas teorem i¢in yagsamsal oldugunu anlarsmiz.

Genelleme bir matematikgi gibi diigiinmek i¢in ¢ok dnemlidir ve 33. Béliimde is-
lenecektir.

Alistirmalar

Abstirmalar 16.1

(i)  Asa@gidaki teoremleri dikkatle inceleyin.
(a) m, n € N varsayalim. O zaman mn ¢ifttir eZer ve ancak eger m ve n ¢ifitir.
(b) fnin konveks oldugunu varsayalim. O zaman

f( x ‘*2',1’ )S f(x) *z'f 0

dir.
(c) Eger 4 ve B sonlu kiimeler ise, 0 zaman |4 xBl=|4l8] dir.
(d) n € N, n 23 olsun. Bir gember iizerindeki n farkh nokta i¢in ardigik noktalar
bir dogru ile baglayin. Olusan seklin i¢ agilarinin toplami (n —2) x 180° dir.
(e) ne N ven=7 ise, 0 zaman
— 1
dir. n-8n+12 n
(f) A sonlu bir kiime olsun. S, 4 nin tiim alt kiimelerinin kiimesi olsun. O zaman
| S|=2"*'dir. (S ye A mn kuvvet kiimesi denir.)
(g) Egerf: R = R veg: R — Rkonveks fonksiyonlar ise, 0 zaman A(x) = fix) +
g(x) ve m(x)=max { f(x), g(x)} ile verilenlerin ikisi de konvekstir.
(h) 4, B ve C kiimeleri i¢gin
. AV(BUO)=A\B)n(4\(C),
. AV(BNC)=(A\B)u (4\ O),
iii. 4 # B dir eZer ve ancak eger (4 \ B) U (B \ 4) # @ dir,
iv. A U B c C dir eger ve ancak efer 4 ¢ Cve B c C dir,
gecerlidir.
Bazi (ya da tiim) kiimelerin bos oldugu u¢ durum(lar)da ne olur?
(i) AsaZidaki teoremi inceleyin:

Teorem 16.2

a, b, ¢ ve d tiimii sifir olmayan gercel sayilar olsun. p,q € R icin

axtby = p
C.\'+d}" = q
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x ve y degiskenli bir denklemler ikilisi olsun. Bu denklemler sisteminin bir tek ¢oziimii

vardir eger ve ancak eger ab — cd 20 dir:

Ozet

Y'YV YY¥Y¥XY¥YYY XYY

Varsayimlar: ve sonuglan bulun.

Varsayimlar ve sonuglann giiciinii degerlendirin.
Onceki teoremlerle karsilastirin.

Aynntiy1 gézlemleyin.

Teoremin ne yaptigini ve nasil kullamilabildigini simflandinn.
(Yararh) bir sekil ¢izin.

Teoremi basit drneklere uygulayin.

Teoremi agikar ve ug érneklere uygulaym.

Tersi dogru mudur?

Sembollerle ya da sdzciiklerle yeniden yazin.
Omek-dis1 olanlara ne olur?

Genellestirin.
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Kanit

Kulaga dogru gelen nedenlerle dogru nedenleri karigtirmaymn.
Anon

Matematik inamilmazdir. Bagkasinin soziine ya da diistincesine giivenmek zorunda ol-
madiZimiz bir alamdir. Gergek, *Ciinkii dyle sdyliiyorum® diyen yiiksek otorite tarafin-
dan ya da rityasinda gordiigiinden dolayi, bahgesinin arkasinda perilerin ona soyledi-
ginden ya da eski gizemli bir gelenekten dolay: belirlenmez. Gergek, bir matematiksel
kamitla belirlenir ve dogrulanir.

Bir kanit nedir?

Bir kanit bir 6nermenin ni¢in dogru oldugunun bir agiklamasidir. Daha dogrusu, kamt
bir dnermenin nigin dogru oldugunun ikna edici bir agiklamasidir. [kna etmekten amag,
bir matematik¢inin ikna edilmesidir. (Bunun ne demek istedigi, i¢ine girmeyecegim
felsefesel bir konudur; ilgilendigim, daha ¢ok pratik konulardir.)

Onermeler genelde, bazi yalin dnermelerle baglayip basit lojik adimlar: kullanarak,
tanimlar, aksiyomlar: ve dnceden bilinen dnermeleri — istenilen 6nerme sonuglaninca-
ya dek — uygulayarak kamtlanir.

Matematik¢inin kamit anlayis1 glinlitk kullamigindan farkhdir. Giinliik kullaniginda
ya da érmegin mahkemede kamit, dogru olmas1 muhtemel bir seyin delilidir. Matematik-
¢i daha fazlasini ister. Bir Gnermenin kanitlanmig oldugundan 100 % emin olmay1 arzu
ederiz. ‘Hemen hemen kesin’ olmay1 sevmeyiz.

Bunlarin 1s15inda bir teoremin kamitlanmig oldugundan nasil emin olabilirsiniz?
Milyonlar Pisagor Teoremi'nin bir kamtim gérmiis olabilir; dogru oldugundan emin
olabiliriz. Daha yeni sonug¢lann kanitlari, bununla birlikte, hatalan igerebilir. Kisisel
deneyimimden biliyorum ki kitaplarda ve aragtirma dergilerinde yer alan baz1 kanitlar,
aslinda hatalidir.

Nicin 6nermeler kanitlanmalidir?

Bagka konularda dnermelerin ¢ogu tartigmaya agiktir ve onlardan birine inanmaniz ki-
sisel zevk ya da Gnyargilarimiza takilabilir. Kamitlann varh, bunun matematikte dyle
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olmadigini ve onlar1 kullanmanin bir esas nedeninin oldugunu ifade eder. Biiyiik yaran,
bir 6nermenin dogrulugunu kamtini ¢ahisarak degerlendirebilirsiniz.

Onermeleri kanitlayarak, bir $nerme bir digerinin iistiinde olacak sekilde matema-
tik inga edebiliriz. Bu matematikgiye gercek giic verin. Emin olmamiza ve ilerleme-
mize olanak saglar. Filozoflar, dmegin, eski Yunanhlarin bogugtuklan aym sorularla
hala ugragirlar. Matematikte dyle degildir; o zamanlardan bu yana konumuz ¢ok iler-
lemistir.

Bir diger gecerli neden sudur: kendi kamitlarinizi yazmak sizin yaranimzadir, hatala-
rmizin ve zayif noktalanimzin nerede oldugunu gézler niine sermede yardimce: olur ve
dolayisiyla neyi ¢alismamz gerektiFini size bildirir.

Kanitlari okumak zordur
O halde kanitlar bireyler olarak bizim i¢in yararhdir ve matematige saglam bir temel
saglarlar; 6zellikle gergek yagamdaki sonuglara uygulama siras: geldiginde, yararlidir.
Ancak 6grenciler kanitlara karg: inatla direnirler. Konunun bu olaganiistii yoniine ytizii-

nii ¢eviren ve ‘Ni¢in bir kaniti okumaliyim?”’ ya da *Seyleri nigin kamitlamalyim? Size
gliveniyorum’ sorusunu soran ¢ok 0grenci gérdiim. Esas sizlanma ‘Kanitlardan nefret
ediyorum. Onlan anlamiyorum ve yapamam’ seklindedir.

Bu diigiinceleri anlayabilirim. Onermeleri kamtlayan &grencilerin ¢ogu yenidir.
Daha dnce not edildigi gibi, kamit dncesi matematik yontemseldir - kuadratikleri ¢oz-
menin yolu, bir ¢arpimn tiirevlenmesinin yolu — kanitlar fazladan bir kangikhik gibidir.
Bunun bir nedeni kanitlarin, baglangi¢ ¢ahgmalarinin ¢ogunun atilarak, hazirlanmasidir.
Kanit arayana kamiti bulmada yardim eden o baglangi¢ cahiymasidir.

Esas kamiti saglayan kisi yerinde oturarak bastan baglayip sonuna kadar bir kerede
onu yazmamustir. Onun yerine, biiyiik bir olasilikla ortadan baglanug, kor uglara iler-
lemis, dairesel donmiig, durmus, bir daha baglamis ve genelde rasgele kanita gitmistir.
Bu yapildiktan sonra defalarca diizelterek, yanhslar: ve ilk ongoriileri atarak kamiti tam
olarak yazmistir.

Yine de bu bulug yoluna okur hemen ulagamaz. Bir sonraki béliim bu problemi ele
almaya gabalar. (Eger bir sonraki béliimiin tek tiimcelik bir 6zetini istiyorsamz, o za-
man: kamit1 gérmek i¢in dreklerden yararlann.)

Giivene dayanarak seyleri kabul etmenizle ilgili soruya gelince. Bagka birinin dogru
dedigi bir geyi nigin kabul edemezsiniz? Tamam, istiyorsaniz bagkalar sizin yerinize
diigiiniir, ama bu kitap kendinizin diigiinmesi ile ilgilidir. Gergekten bir matematikgi gibi
diisiinmek i¢in kamiti hemen kucaklamalisimiz.

Kanitlarin olusturulmasi zordur — ama yine de
umut kesilmez

Ogrencilerin kamtlarindan hoglanmamalarinin bir bagka nedeni olusturulmalarinin zor-
lugundadir. Kanitlan ortaya ¢ikartmak i¢in higbir ydntem, algoritma, yol haritasi ya
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da biiyiilii bir islem yoktur. Kamt bir sanata benzer. Her bir kanit baganl olan tek bir
kavrayis ister gibidir. Her kanit i¢in bir gériiy miimkiin gériinmemektir.

Yine de uygulayabilecegimiz bir ¢ok strateji vardir. Hepimiz bilyiik sanatkar olma-
yabiliriz, ama perspektif ya da kompozisyon tizerine bilgilerimiz aracihifiyla ¢izimleri-
mizi gelistirebiliriz. Matematik de aynidir. Kullanabildigimiz teknikler vardir. Omegin,
bir denklemin tek bir ¢dziimiiniin oldugunu goéstermemiz gerektigini varsayahm. Yap-
mamiz gereken bir diger ¢6ziimiin oldugunu kabul etmek ve sonra farklarinin sifir oldu-
gunu, yani egit olduklarni, gostermektir. Varsayimlann kullamldig: bagka basit 6rekler
bulunmali ve modeller ve kamitlardaki benzerlikleri aramalidir.

Bu kitabin esas amaci size kamitlann nasil yapildigina dair diigtinceler vermektir.
Problem ¢6zmedeki gibi bu da alhigkanlik ister. Ne kadar ¢ok kamit okur ve ¢ahgirsaniz
o kadar basanh olursunuz.

Nereye gidiyoruz

Bir sonraki béliimde miimkiin oldugunca ¢ok sey 6Zrenebilmemiz igin bir kanitin nasil
elestirildiZini gorecegiz. Sonra Pisagor Teoremi’ne ve kamtina gz atarak [11. Kismu ta-
mamlayacagiz. [V. Kisimda agagidaki farkli kanit yontemlerini aynintili inceleyecegiz:

e Dogrudan (dolaysiz),

e  Durumlu kanit,

o (Celiski,

e Matematiksel tiimevarim,
e Karsit Ters.

Alistirmalar

Ahstirmalar 7.1

Daha 6nce gordiigiiniiz baz1 kamitlan biriktirin.

Ozellikle anlamadiginiz kamitlar bulun. Kanitta neyi anlamadiginiz1 belirleyin. An-
lagilmaz olan baslangic midir? Anlamamaya bagladifiniz nokta kamitin esas gdvdesi
midir? Sonunda nudir? Yani, kanitin nigin bittigini mi anlamiyorsunuz?

Ozet
» Bir kamit bir 6nermenin dogru oldugunun garantisidir.
» Bir kamitin sunum sekli, ilk kez nasil ortaya ¢ikanhigindan genelde ¢ok farklidir.
» Kanitlanin okunmasi ve olusturulmasi ¢ok zordur.
» Onermeleri yeniden kamtlamak, kendi kanitinizi ortaya atma becerilerinizi gelistir-
me olana@ saglar.
» Gergekten bir matematikei gibi diigiinmek i¢in kamti sevmeniz gerekir.
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Bir kanit nasil okunur

Nillus in verba.
Cevirisi: Kimsenin séziine inanmayin.
Latin atasdzii

[fade ettifimiz gibi kamt, matematigin merkezindedir; kanitsiz matematik, giiciinii yiti-
rir. Bu kesimde bir kamita nasil yaklagildigim gésteriyoruz ve onu denetlenebilir, anlagi-
labilir pargalara ayinyoruz. Bir teoremin nigin dogru oldugu ile ilgili 6nemli ipuglar: ve
vararh uyarilar kanitinin en son yazilan versiyonunda genelde yer almazlar. Inga hatlan
silinir ve ne yazik ki, onlan yeniden olugturmak okura baghdir. Kaniti, agmak zorunda
kaldigimiz sik1 bir bohga olarak diigiiniin.

Asagidaki ogiitten tam anlamiyla yararlanmak i¢in daha fazla deneye gereksinim
duyabilirsiniz; bityiik bir kismu agik olabilir ama ileriki bir tarihte tekrar okunmasi yarar
saglayabilir.

Basit bir teorem ve kaniti

Asagidaki teoremin anlagilmas: kolaydir. Onceki boliimdeki Teorem 1 ile benzerlikleri
vardir ama farklidir. Daha sonra gelen kamit bu béliimdeki baghica 6mek olacaktir.

Teorem 18.1

m ve n dogal sayiar olsun. mn garpimi tektir eger ve ancak eger m ve n tektir.

Bu teorem akla yatkin gériiniiyor mu? Onceki béliimiin Teorem | inden nigin farkhidir?
O béliimiin diigiincelerini bu yeni 6nermeye uygulayin.

Kamit. m ve n nin tek oldugunu varsayahm. O zaman, tanimdan, baz1 & ve j dogal
sayllariiginm=2k+ 1 ve n=2j + 1 olur. O zaman mn =2(2kj +j + k) + 1 dir. 2k +j +
k, 6rnegin, r gibi bir dogal say1 oldugundan mn = 2r + 1 elde edilir. Yani, mn tektir.
Simdi tersine bakalim. m ve n den birinin ¢ift oldugunu varsayalim. Genellikten bir
sey yitirmeksizin, m nin ¢ift oldugunu kabul edebiliriz, o halde baz1 & dogal sayisi i¢in
m = 2k olur. mn = 2kn elde ederiz, yani mn, 2 ile béliinebilirdir, dolayisiyla ¢ifttir. Bura-
dan mn tektir ancak eger m ve n ¢ift degilse sonuglanir. Yani, mn tek, m ve n nin tek ol-
masim gerektirir. O halde mn nin tek olmasinin tek yolu m ve » nin tek olmalanidir.
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Kanitin sonunun bir kare ile isaretlendigi géziintizden kagmasin. Kanitin sona erdigini
isaretlemek matematik¢i Paul Halmos tarafindan icat edildigi i¢in buna bazen Halmos
mezar tas1 denir.

Hala kanit1 anlamadiysaniz, iziilmeyin, asagidaki diisiinceleri uygulayinca ve eksik
ayrintilan yeniden inga edince daha netlesecektir. Ustelik kamit dogru degildir. Oliimeiil
olmayan bir hata igermektedir. Onu gérebildiniz mi? (Oliimciil-olmayan sézciigiinden,
hatanin diizeltilebildigi ve 6énermenin dogru kamitlandif anlagilmahdir.)

Bir kanit nasil okunur?

Asagidaki 6giidii okurken 6nceki teoreme ve kanita nasil uygulandigimi diistiniin.

Okuma tekniklerini uygulayin

Daha dnce verilmis olan okuma tekniklerini uygulayimn: Bir genel bakig kazanmak igin
g0z gezdirin, 6nemli olam saptayn, sorular sorun v.s. Ama¢ kamitin tamaminin dayan-
dig1 parcay: bulmak olmalidir.

Burada kamit, hesaplamalardan tiiretimlere bagli gériinmektedir.

Onu parcalara ayirin

Kaniti mantiksal bagimsiz kesitlere boliin. Kamitlar genelde akici uzun bir akil yiiriit-
me degildir, incelenmesi gereken bir takim ayn akil yiiriitmelerdir, yani hesaplamalar,
dnermelerin dogrulanmas: v.s.

Yukandaki kanitta bagimsiz bir kesitin bir gostergesi, tersin ele alinmak {izere oldu-
gunu bize bildiren ikinci paragrafin girig timcesidir.

Bunu gérmenin bir bagka yolu vardir. Teoremin ifadesi bir ‘eger ve ancak eger’ dir
ve dolayisiyla daha kuvvetli bir olasihk vardir — ki burada durum gyledir. Kanit ikiye
parcalanabilir: ‘eger’ kismu ve ‘ancak eger’ kism:

(i)  ‘*m ve n dogal sayilar olsun. mn ¢arpim tektir eger m ve n tek ise. (Bu ‘m ve n
tektir == mn tektir’ ile aymidir.)

(i)  ‘m ve n dogal sayilar olsun. mn ¢arpimu tektir ancak eger m ve n tek ise. (Bu *mn
tektir = m ve n tektir’ ile aymdir.)

Kullanilan yontemleri taniyin

Matematikgi bir takim kamit yontemlerine sahiptir: hesaplama, dogrudan, tiimevanm,
karsit ters, ¢eligki, durumlu kamt, argiimentlerin sayim v.b.; bunlardan bazilarinin I'V.
Kisim’da aynntilanna girilecektir. Hangilerinin kullanilmakta oldugunu saptayin — an-
lamli bir kamtin yéntemlerin bir kombinasyonu oldugu yaygindir. Onermenin ‘m ve n
tek gerektirir mn tek’ kismi hesaplamayla dolaysiz kamitlanir.



Bir kanit nasil okunur? 121

O halde ters islem i¢in ne demeli? Yani, ‘Eger mn tek ise, o zaman m ve n tektir’.
Kuskusuz, bu dogrudan bir yéntemle yapilamaz: mn nin tek oldugunu kabul ederek bas-
lamayiz ve m ve n nin tek olduunu géstermek ic¢in bir dizi gerektirmeyi ele alamayiz.
Onun yerine, m ve n den birinin ¢ift olduu kabul edilir. Bu *m ve n tektir’ in degille-
mesidir. Boylelikle kargit ters dnerme kamitlanmug olur (*degil (8) = degil (4) nin ‘4
== B’ ile aym oldugunu amimsayalim; 8. B&liim’e bakin). Bunun bize agik bigimde
soylenmedigini kaydedin; onu gergeklemeliyiz, ‘Kargit ters 6nermeyi kamtlayacaiz
... gibi abartih duyuru yapilmaz.

Daha genel durumda, yeni bir teoremi kamitlamak i¢in belki bir bagka teorem kul-
lamilir ya da bir tamimin kullamimina izin verilir v.s. Hangisinin kullamldigin1 gézden
kagirmayin.

Varsayimlarin kullanildigi yerleri bulun

Varsayimlann nerede kullamldigini belirleyin. Bir kez (ya da daha ¢ok) kullamlacak-
lardir ya da gereksiz olabileceklerdir. (33. Boliim’de gereksiz varsayimlar iizerine daha
fazla gidilecektir.) Bu dnceden kamitlanmig teoremlerin kullamldig yerleri bulmay
kapsar. Bunlarin varsayimlan da olacaktir; saglandiklarindan emin olun — faal olun!
Animsanmas: gereken ek bir konu sudur: eger bir teorem farkl1 kanitlarda defalarca kul-
laniliyorsa, o zaman énemli bir teorem olmahdir ve kamitlarimzda kullanilma olasih
vardir, o halde onu iyi 6grenin.

Kanmitimizda m ve n dogal sayilarinin tek oldugu varsayim (6nermenin ‘eger’ kismin-
daki) gok sayida kullanmlir. [k paragrafta, tek sayilar bu bigimli oldugu igin, m = 2k + 1
alinarak kullamlir v.s. *Ancak eger’ igin varsayimlann ayirt edilmesi biraz zordur, ¢iinkii
bir nermenin degillemesini kabul ettik, o halde kargit ters yontemi uygulayabilirsiniz— o
biraz gizlidir ama yine de kullanihir.

Kaniti bir 6rnege uygulayin

Bir kamiti anlamanin ¢ok etkili bir ydntemi, her bir adimi, varsayimlan saglayan bir dzel
ya da somut duruma uygulamakti. Bu, kitap diginda birakilmayacak kadar ¢ok énemli
bir bilgidir.

Yukandaki dmekte bu ¢ok asikardir, ancak bir deneyelim. m= 3 ve n =7 varsayalim
ve bu gekilleri kullanarak kamti yeniden yazalim. *Ancak eger’ kismimin kamti i¢in
elbette m nin ¢ift oldugunu varsaymahsmiz, o yiizden ona 6 diyelim. » iizerinde teklik
va da ¢iftligi ile ilgili hi¢bir varsayim yapilmamstir, ikisini de deneyin. Yine bu bir faal
olma sorunudur.

Bu yontem zellikle sorunlu kanitlar i¢in iyi ¢ahsabilir, ama maalesef her durumu
aydinlatmaz.

Bir sekil cizin

Bir kanit okumak bir problemi ¢ézmeye benzer, o nedenle problemler nasil ¢dziiliir, bir
sekil ¢izme gibi 5. Boliimiin tekniklerini uygulayin.
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Onceki 6rnekte sekil, asagidakine benzemektedir.
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Sekil 18.1 Teorem 18.1 in kamitim agiklamak i¢in bir sekil

Sekil sizi ikna etmeli. Tek kare disinda dikdortgenlerin tiimii ¢ift sayida kareye sa-
hiptir. Buna gore tek sayida kare vardir.

Burada bir uyanda bulunalim. Sekillerle dikkatli davranmahsiniz, asin derece ya-
niltic1 olabilirler. Bir cok matematikg¢i seklin giicti yliziinden aldatilmiglardir.

Metnin dogrulugunu kontrol edin

Bir kez daha faal olun. Metnin dogru oldugunu kontrol edin. Kullanilan teoremlerin uy-
gulandigini kontrol edin. Omegimizde higbir teorem kullanilmamistir ama eger bir kamit
‘Teorem 6. 3 den’ diyorsa, Teorem 6. 3 {in uygulanmasim saglaym. Eger bir kamit ‘bir
hesaplama gésterivor’ diyorsa, o hesaplamay1 yapin. Ornegimizde mn =2(2kj +j + k) + 1
oldugu savi hemen agik degildir ve o nedenle tamamen ayrintili ¢aligmahsimiz:

mn=2k+1)2j+1)
=4k +2j+2k+ 1
=2(2kj +j + k).

Yukandaki 6rnek kanitta, ikinci paragrafta ‘genelligi yitirmeksizin® m nin ¢ift oldu-
gunun kabul edildigini goriiyoruz (tam bir tartiyma i¢in sayfa 250 ye bakin). Dogrulu-
gunu kontrol edin. m nin ¢ift olmadifini varsayalim. Bu » nin ¢ift oldugu anlamina gelir,
¢iinkii onlardan (an az) birinin ¢ift oldugu varsayilmigtir. O halde m yi n ve n yi m olarak
sayilan tekrar etiketleyin. Bdylece genellikten hicbir sey yitirilmez.

Hatalari arayin - u¢ durumlari calisin

Matematikciler insandir ve hata yaparlar. Faal bigimde bu hatalan araymn. Her seyden
kusku duyun ve metnin hatali oldugunu gostermeye ¢ahsmn. Sakh varsayimlan arayin
ve kullanilan teoremlerin gergekten uygulandi@im kontrol edin.

Sifir fonksiyon benzeri u¢ fonksiyonlar gibi u¢ durumlarla ¢ahgin. Yukandaki m
yi 1 e egitlemeye ¢ahsin, bu ilk dogal sayidir, o halde bir anlamda ugtur. O zaman
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m=2k+1,1=2k+ 1 yani k=01 verir. Aha! Kantta iddia edildigi gibi bu bir dogal
say1 degildir, {1, 2, 3, 4, ...} e ait degildir. O halde kamit hatalidir! Bununla birlikte
oltiimciil bir kusur degildir ve 0 1 dogal sayilann tanimina dahil ederek ya da £, N U {0}
dadir veya k& bir tamsayidir diyerek bu hatay: giderebilirsiniz. Her iki durumda teoremin
ifadesi dogrudur, ilk kanit, her ne kadar azda olsa, hatah idi.

Ele alinmas: gereken iyi bir u¢ durum asagidakinin gosterdigi gibi bir saymm sifir
oldugu durumdur. Su énermeyi géz éniinde bulunduralim:

‘Teorem’ 18.1

a, b, ¢ ve d nin dogal sayilar oldugunu varsayalim. Eger ab = cd ve a = c ise, o zaman

b=ddir.

Kamit.
ab = cd & ab = ad, ¢iinkii a = ¢ dir,
<= bh=d, sadelestirme ile.

O
Bu ikna edici goriilebilir. Problem a = ¢ = 0 u¢ durumunu degerlendirdigimizde ortaya
¢ikar. b ve d nin ne oldugunun 6nemi olmaksizin, ab = c¢d den, b =4 ve ¢ = 3 alirsak 0
X4 =0 x 3 elde ederiz, ama 4 # 3dir. Bu bir 6nermenin dogrulugunun ug¢ durumlar i¢in
kontrol edilmesinin ne kadar énemli oldugunu gosterir.

Yukandaki hatal akil yiiriitme kiimelere de uygulanabilir A X B=CxDved=C
nin B = D yi gerektirdigini géstermek kolaydir. Burada sorunlardan kaginmak i¢in — bu
durumda sifir benzeri olan — 4 nin bog kiime olmadiZim varsaymamz gerekir.

Bir diger u¢ durum bir varsayimdaki ‘girdiler’ den ikisinin esit oldufu zamandir.
Omegin, ‘Diizlemde x ve y verildiginde onlardan gegen bir tek dogru vardir’ gibi ifade
edilen Euclid geometrisi aksiyomlanndan birini gérdiim. Bu akla yatkindir: kafamzda
sekli canlandirabilirsiniz. Ama ya secilen iki nokta aslinda esit ise ne olur? O zaman
noktadan gecen sonsuz goklukta dogru vardir. Aksiyomun dogru ifadesi ‘Diizlemde
farklt x ve y noktalar: verildiginde onlardan gegen bir tek dogru vardir’ olmahdur.

Bir ornek-disina uygulayin

Omnek-dig1 olanlara bir genellemenin nerede bagansiz oldugunu kesin olarak belirleyin.
Bu ¢ok etkili bir 6grenme araci olabilir.

Omegin, y2 nin irrasyonel oldugunun kamt1 23. Béliimde veriliyor. y4 iin irrasyonel
oldugunu kamitlamaya caligirken o kamt1 kullanabilirdik. Bu ifade dogru degildir, ama
sadece kaniti kullanma ¢abasi, kamtin {2 i¢in nasil ve nigin caligtigim gosterebilir.

lyi distinme

Her zamanki gibi ileriye doniik diigiiniin. Kanit, daha dnce gordiigiiniize benziyor mu?
Baz kanit tiirleri tekrar tekrar geger: bunun farkinda olmak onlan §grenmenizi ve ¢alis-
manizda kullanmamz kolaylagtirir.
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Bir kanit nasil bellekte tutulur

Bir kaniti ammsamanin en kolay yolu, onu anlamaktan gecer. Bir seyi ezberleyerek ya
da diiglinmeden &grenmek amimsamanin zor yoludur — anlamaya ¢aligin. Ote yandan,
drmegin bir sinavda hizimiz1 iyilestirmek i¢in ezbere gerek de duyabilirsiniz.
Bir kanitin nasi] inga edildiZini bilin, her paragrafin kilit noktasin bilin. Bir hesap-
lama mu yapilacak? Esas varsayimin kullamldi@ yer orasi mudir? Notasyon kullaniimal
m1? Bunlann animsanmasi ve yapilmas: kolaydir. Ne tipten bir kamittir? [V. Kisim’dan
hangi teknikleri kullanir?
Birkag tiimceyle kamti 6zetlemeye ¢alisin ve —ne dedigi de@il — ne anlama geldigini
kaydetmeye ¢aligin. Béylece yukandaki i¢in
‘m=2k+ 1, n=2j+ | kullanmn, bir hesaplama ¢arpimin 2» + 1 bi¢imli oldugunu
Verir.
Tersi: Kargit ters kullanin. Genellikten bir seyin yitirilmediZi argiiman ¢ift mn yi
verir.”

oldugunu kaydedin.

‘m nin ¢ift oldugunu varsayalim’ demediime dikkatinizi ¢ekerim. Bunun nedeni,
eger m ve n tektirin degillemesini kullanmyorsak, o zaman m ve n den biri kendiliginden
¢cift olur. Degillemeleri yazarken becerikli olmahsiniz.

Alistirmalar

Abstirmalar 18.2

(i)  Bu béliimiin tekniklerini kullanarak Alistirma 17.1 de biriktirilen kanitlan incele-
yin. Kanitlar daha netlesiyor mu? En azindan biraz?
(i)  16. Bolimiin aligtirmalarindan Teorem 16.2 nin agafidaki kamtini inceleyin.

Kamt. (1) ve (2)denklemlerini bilinen yolla etiketlersek, 0 zaman d (1) - b (2),
(ad — bc)x = pd — gb denklemini verir ve buradan x = (pd — gb) / (ad — bc) elde ede-
riz. Benzer sekilde y = (ga — pc) / (ad — be) gosterilebilir. Bu sonug belki tektir.

Tersi igin, a, b, ¢ ve d nin hepsi sifir olmadiindan, genellikten bir ey yitirmek-
sizin a nin sifir olmadifini varsayabiliriz. Buradan her y € R i¢in x = (p — by) /
a, (1) igin bir ¢dziimdiir. Simdi (1) in bu ¢dziime sahip oldugunu varsayarak ve
ad — bc= 0 nedeniyle

bc
ex+dy=gq (=>cx+7y=q &= cax+ bcy=aq
&= claxtby)=aqg & cp=aq
bulunur. O halde eger cp = ag ise, 0 zaman (1) i¢in bir ¢ziim (2) i¢in bir ¢oziim
verir ve boylece sistemin sonsuz ¢oklukta ¢éziimii olur.
Ote yandan, eger cp # ag ise, o zaman (1) i¢gin bir ¢éziim (2) igin bir ¢dziim
degildir ve boylece hi¢ ¢6ziim yoktur. O
(i1i) Yine 16. Bolim ahstirmalarindan gu dnermeyi goz dniinde bulunduralim: 4 ve B
kiimeleri i¢in 4 # B dir eger ve ancak efer (4/ B) U (B /4)# D dir.
Kanit. A4 =B varsayalim. O zaman
(A/BYU(B/A)=(A/ A V(A/A=C8u =0
olur.
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Eger A # Bise, 0 zamanx € Aamax & Bolur yadaxe Bamax g A4 olur. {Ikinde
x € A/ B ye sahibiz, buradanx e (4 /B) U (B/ 4) olur. O halde (4 /B)uU (B/A)# D
dir.

Benzer bir akil yiiriitme ikinci olasihktaki sonucu kamtlar.

O

Kanmit: inceleyin (ve bos kiime u¢ durumunu degerlendirmeyi unutmayin).

Ozet

Okuma tekniklerini uygulaym.

Kamiti parcalara béliin.

Kullanlan ydntemleri belirleyin.
Varsayimlarin kullanmildi yeri bulun.
Kaniti bir rnege uygulayin.

Bir sekil ¢izin.

Metnin dogrulugunu kontrol edin.
Hatalan arayin.

Kamt: bir 6rnek-dis1 olana uygulayn.
Anlayarak bellekte tutun.

YYYYYVYYVYYYVYY
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Pisagor Teoremi'nin bir
calismasi

Us éliimsiizdiir; diger her sey dliimlidiir:
Pisagor, Diogenes Laertius, (Segkin Filozoflarm Yagamlart)

Pisagor teoremi belki de en iyi-bilinen matematik teoremidir. Matematik¢i olmayanla-
rin bile teoremin iiggenler ve hipoteniis olarak bilinen bir geyin karesini almakla ilgili
oldugu iizerine belli belirsiz diigiinceleri vardir.

‘Bir teorem nasil okunur’ ve ‘Bir kamit nasil okunur’ iizerine 6nceki béliimlerdeki
diistinceler ¢ok 6nemli oldugundan, onlar: etkinlestirmek i¢in bu teoreme uygulayaca-
g1z. O halde bu béliimde teoremi ve kanmitim derinlemesine irdeleyecegiz, tersini ve de
bir genellemesini gorecegiz.

Pisagor Teoremi'nin ifadesi

Geligme agamasinda bir matematik¢i oldugunuz i¢in ifadenin ne oldugunu matematik¢i
olmayan birinden daha iyi bilirsiniz, ama yine de verelim.

Teorem 19.1

Bir dik agih éiggenin hipoteniisiiniin karesi diger kenarlann karelerinin toplamina eyit-
tir.

Alstirma 19.2

Teoremi incelemek i¢in 16. Boliimiin diigiincelerini, Bir teorem nasil okunuru, kullanimn.
Analizinizi agagida verilenle karsilagtinn.

Teoremin calisiimasi

126

Simdi teoremi, sanki ilk kez gorilyormug gibi, inceleyelim. Tiim sozciiklerin, drneZin
bir hipotentis nedir? gibi, ne anlama geldiginin dogrulugunu kontrol etmek isteyebiliriz.
Bu az ¢ok agiktir, ama 16. Boliimdeki diger tekniklere ne demeli? $imdi onlan uygu-
layacagiz.
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Bu dogruyu
¢izin

Sekil 19. | Her tiggen iki dik-a¢il tiggene boliniir

Varsayimlari ve sonuclari bulun

Pisagor Teoremi i¢in verilen ifade ‘4 = B’ ya da ‘eger ... ise, 0 zaman ..." bigiminde
olmayan bir 6nermeye iyi bir érnektir. Omegin,

‘Eger T a, b kenarh ve ¢ hipoteniislii bir dik-a¢1h ti¢gen ise, 0 zaman ¢*= a*+ b*
dir.

Bu bigim, varsayimlarin tiim dik-ag1h diggenlerle ilgili olduguna agiklik kazandirir:
‘T a, b kenarli ve ¢ hipoteniislii bir dik-a¢ih tiggendir’ ve de sonug ‘c?= a*+ b*’ uzunluk-
larini iligkilendiren bir denklemdir.

Varsayimlarin ve sonuclarin gticlinti degerlendirin

Varsayimlan ve sonuglan degerlendirelim. Varsayim dik-a¢ili tiggenler tizerindedir.
Kugkusuz bunlarin birgok 6rnedi vardir, ama #im ticgenlerin ancak kii¢iik bir alt kii-
mesini olustururlar. O halde bunun yeterince zayif ancak o kadar da zay1f olmadigim
soyleme egiliminde olabiliriz. Ama bakin. Herhangi bir iiggen i¢in dik-agil1 iki tiggen
olusturabiliyoruz; Sekil 19. 1 e bakin. O halde ilk izlenimlere karsin, bu teorem bize
tiim dik tiggenlerden s6z edecektir. Bu da ¢ok zayif bir varsayim oldugu anlamina gelir.
Bu igimize yarar. Bir teorem ne kadar ¢ok érnefe uygulanirsa o kadar iyidir.

Sonug ¢ok somut ve kesin bir ifadedir. O bir denklemdir. Eger sadece bir esitsizligi-
miz (8rnegin, ¢*2 a*+ b?) olsaydi, o zaman sonug daha az etkileyici olurdu. Bu kuvvetli
bir sonugtur.

Ayrica sonucun hesap yapmamiza izin verdigini kaydedelim: bir dik-a¢1li iiggenin
herhangi iki kenarimin uzunluklan verildiginde ii¢ilinciisiinii hesaplayabiliriz. Hesap
edebilmis olmak sonug i¢in her zaman ¢ok yararhdir.

Cok bityiik sayida nesnelerin 6zelliklerini hesaplamamiza olanak sagladig i¢in bu
teorem Gnemli bir teoremdir. Ashinda, mutlaka biliyorsunuzdur, bu teoremle kartezyen
koordinatlarda uzakliklan hesaplayabiliriz.

Onceki teoremlerle karsilastirin

Bu geometrinin temellerinin ¢ok basit bir teoremi oldugundan, onunla kargilagtiracak
cok fazla teoreme sahip degiliz. Temellerin bir bagka teoremi (dik-agih olmayabilen)
bir liggende i¢ agilarin toplam 180 derece (ya da isterseniz 2m) dir. Bunun benzer bir
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teorem olduunu gorebiliriz, ¢iinkii iki a¢1 verildiginde t¢iinciistinii hesaplayabiliriz.
Uzunluklardan ziyade agilarla ilgili oldugu i¢in, Pisagor Teoreminden farkhdir. Boylece
ikisi birbirinin tamamlayicilandir.

Uzunluklan ele alan bir teoremi ve agilarla calisam gordiikten sonra her ikisini bag-
layan bir teorem olup olmadigm sorabiliriz. Gergekte vardir.

Alstirma 19.3

Bir iiggende kenarlarla agilan iligkilendiren bir teorem bulun.

Ayrintiy1 gozlemleyin

Az ¢ok basit oldugu i¢in Pisagor Teoremi’nde gozlenecek pek fazla ayrinti yoktur. Belki
de animsanacak tek ayninti, iggenin — drmegin ikizkenar degil — dik agih olmasidir. (Ha-
tal1 dnermelere bazi berbat drmekler i¢in béliimiin sonundaki alistrmalara bakin.)

Teoremin ne yaptigini ve nasil kullanildigini siniflandirin

Teoremin ne yaptigim heniiz yukanda tartigtik: diger iki kenann uzunluklan verildigin-
de bir iiggenin bir kenarim hesaplamamiza izin verir.

Bir sekil cizin

Bu bir geometrik teorem oldugundan — iiggenler iizerinedir — bir gekil ¢izmek i¢in hakh
nedeniniz vardir. Bu durumda bir siirii tiggen ¢izin ve uzunluklan &l¢iin. Uzunluklar so-
ruyu saghyor mu? Saglamalidir, ama uzunluklar: sadece yaklagik olarak Glgebildigimiz
animsanmahidir. Klasik sekil, Sekil 19. 2 de verilen (3, 4, 5)-iiggenidir. Hatali olarak bu,
teoremin bir kamiti gibi verilir. Oysa o bir kamt degil, sadece bir dmektir.

Sekil 19. 2 Klasik (3, 4, 5)-ti¢geni
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Teoremi basit orneklere uygulayin

Sekiller gizerek simdiden teoremi basit érneklere, (3, 4, 5)-ticgeni gibi, uyguladik.

Teoremi asikar ve uc orneklere uygulayin

Varsayimlar dik-agi1h ii¢genlerle ilgilidir. Boyle nesnelerin agikar ve u¢ dmekleri ne-
lerdir? Agikar &meklerin @ =1 ve b = 1, o halde ¢ = /2, i¢in oldugunu séyleyebilirim.
Bu iki kenan rasyonel ve bir kenan irrasyonel uzunluklu bir iiggendir. Bunu *Eger bir
ticgenin iki kenan rasyonel ise, 0 zaman tigiinciisti de rasyoneldir’ 6nermesine bir karst
ornek olarak alabiliriz.

Bir diger yararl 6rek a =I ve b =2, o halde ¢= /5 dir. Bu bize, bir kenar digerinin
iki kat1 ise ne oldugunu sdyler. Bir baska ilging 6mek a = 1, b =2, o halde ¢ = /3, dir.
Bundan hoglaminm, ¢iinkii ilk ii¢ 1, 2, 3 dogal say1y1 kapsar. a=1, b=/3 ve ¢ =2 fi¢geni,
bir ag1s1 T / 6 oldugu i¢in, yararhdir.

Simdi sira u¢ Orneklerde. Bir ug dik-agili iiggen nedir? Bir dik-agih {iggenin ¢ok
6zel durumu oldugu igin, @ = b ye bir ug 6mek goziiyle bakabiliriz. Bu durumda
¢2=2a?, dolayisiyla ¢ =+2a dir. Bu ise a rasyonel oldugunda ¢ nin rasyonel olamayacag:
anlamina gelir (giinkii bir rasyonel saymnin bir irrasyonel say1 ile, burada 2, ile ¢arpim
irrasyoneldir.)

Deneyecegimiz bir bagka u¢ érnek bir kenan, digeri ile kargilagtinildiginda, ¢ok bii-
yiik ya da ¢ok kiiciik, almaktir. Eger b nin sifira yaklagmasina izin verirsek, b* gittikce
kiigiileceginden, o zaman ¢, & ye dogru gitmelidir. Baska bir deyisle ¢, a ya yaklagma-
hdir. Bunu bir diagramda gorebiliriz. a ya gore ¢ok kiigiik b kenarl bir tiggen ¢izin; a ve
¢ nin neredeyse ayni olduklanm gorebilirsiniz. Boylece cebir ve geometrinin umdugu-
muz gibi iligkilendirildigini gdstermis olduk.

b nin sifira egit olmasi1 durumunda ortada bir ti¢genin olmadigina dikkat edin.

Teoremi 6rnek-olmayanlara uygulayin

Teoreme dmek olmayanlar: degerlendirelim. Burada dik-a¢il1 olmayan tiggenler érmek-
dig1 tiggenlerdir. Bununla birlikte bu durumda hipoteniisii dahi nasil tammlanz? Hipote-
niis, daima, dik aginin kargisindaki kenar olarak tanimlanir. Ozel bir kenan belirlemenin
hi¢bir yolu yoktur, o halde ¢*= a*+ b* nin dik kenarinin ne oldugunu belirlemek olanak-
sizdir. ¢ yi belirlemenin bir bagka y&ntemine gerek vardir. Belki en uzun kenan alabi-
liriz. Bu akla yatkindir, ¢iinkii ¢*= @+ b? olabilmesi igin ¢ > a ve b > 0 olmas: sarttir.
Bunu gérmek igin 5> 0 nin dogru olduguna dikkat edelim, bdylece ¢*> o*, dolayisiyla
¢ > a olur. Benzer sekilde ¢ > b elde edilir.

Eger birka¢ 6mek ¢izmeye caligirsaniz, 0 zaman 6lgiimdeki yaklagtirmalan hesaba
katsaniz bile bityiik bir olasihkla denklemin gecerli olmadigim géreceksiniz. Bu bizi
‘c¢?= @+ b? nin sagladiyn dik-agih olmayan bir tiggen var midir?” sorusunu sormaya
gotiirii. Bununla, bir sonraki kesimde ‘Tersi dogru mudur’ sorusunu sordugumuzda,
caligacagiz.

Omek-olmayanlan Aligtirmalar 19.12 de de inceleyecegiz.
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Sembollerle ya da sozctiklerle tekrar yazin
‘Eger ... ise, 0 zaman ..." 6nermesini verdigimizde teoremi miimkiin oldugunca sem-
bollerle yazdik. a, b ve ¢ nin ne oldugunu ve de ¢ nin dik-a¢1h tiggende hipoteniis oldu-
gunu aciklamaliyiz.

Pisagor Teoremi'nin kaniti

Daha dnce soylendigi gibi teoremi, baz: drnekler ya da (3, 4, 5)-iiggeni gibi mikkemmel
bazi 6zel ornekler i¢in yaklagik olarak gostermek yeterli degildir. Onun tiim tiggenler
i¢in gegerli oldugunu kamitlamalyiz. Belki bir bilirkigi teoremin dogru oldugunu size
soylemistir ve bu sizin i¢in yeterlidir. Ancak bu kitabin ana hedefi sizin kendi kendinize
diisiinmenizi cesaretlendirmek ve size &nerilen bir akil yiiriitmenin oldugunu kontrol
etmektir.

Artik teoremin bir kamitim1 gorece@iz. Abartmasiz yiizlerce kamt vardir’. En ¢ok
begendigim kamit geometrikseldir.

(Pisagor Teoremi’nin) Kamiti. Kanit, Sekil 19.3 deki iki kareyi kullanarak, gésterile-
bilir. [k kareyi ¢gizmek i¢in a ve b kenarl genel bir liggen ¢izerek baglayin ve sonra bu
kenarlan, sirasiyla, b ve a uzunluklan kadar uzatin. O zaman Sekil 19.3 iin sol tarafin-
daki kareyi elde etmek i¢in ¢izimi tamamlayabiliriz.

Seklin sag tarafina benzer bir bagka kare ¢izebiliriz. $ekilden iki karenin egit alana
sahip oldugunu gorebilir ve bdylece

Sol karenin alam = Sag karenin alam
¢ + (4 X (a,b)-liggeninin alam) = a* + » + (4 X (a, b)-liggeninin alan1)

c=a*+b

oldugunu sonuglandirabiliriz.

(]

a
] [ ] U
b b2
1 [
JL
al_ @ A
a b

Sekil 19. 3 Pisagor Teoremi’nin kaniti

' Elisha Loomis, Pisagor Onermesi, National Council of Teachers of Mathematics, 1968 de 360 dan fazla
vardur,
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Ahstirma 19.4

Kamt: incelemek i¢in 18. Bgliimiin diisiincelerini, Bir kamt nasi] okunuru kullanm. In-
celemenizi agsagidaki verilenlerle kargilagtinn.

18. Boliimdeki her énermenin konuyla ilgisi olmayabilir. Kamiti irdelemek i¢in o 6gtit-
lerden bazilanni ¢alisalim.

Varsayimlarin kullanildigi yerleri bulun

Uggenin dik-agiki oldugunu nerede kullandik? {lk kareyi olustururken kullandik. Eger
a ve b kenarlan bir dik agiyla kesigmeseydi, o zaman bir kare kuramazdik. Ve buradan
da alanin karenin alam ile aym oldugunu sonuglandiramazdik.

Metnin dogrulugunu kontrol edin

Metni denetlerseniz, bir olgunun kullamldi@ fakat agik¢a ifade edilmemis oldugunu go-
rebilirsiniz. $eklin solunda ¢?ile etiketlenen alan kugkusuz kareye benzediginden sekil
cok inandincidir. Ama onun bir kare oldugunu kanitlamadifimiza dikkat edin. Biitiin
kenarlarin aym uzunlukta olduunu biliyoruz ama bu seklin bir kare oldugu anlamina
gelmez — bir eskenar dortgeni ya da ugurtmay diistiniin.

Onun gergekten bir kare oldugunu nasil biliriz? Tamam, i¢ a¢ilardan birinin dik ag
oldugunu gdstermemiz gerekiyor; bunu bagardiktan sonra aym kamt tiimii i¢in ¢akiga-
caktir. (Nedenini gérebiliyor musunuz?) ¢ agiya y diyelim.

Sekil 19.4 deki iiggenin o agisinin kiigiik ve B agismin daha biiyiik oldugunu var-
sayalim. O zaman bir dogruya sahip oldugumuz i¢in o. +  + y= 180° oldugunu gére-
biliriz:

Sekil 19. 4

Ama bir tiggendeki agilann toplam 180° ve tiggenimiz dik-a¢ih oldugundan, bili-
yoruz ki ¢+ 8 + 90° = 180° dir. Bu iki denklemi kullanarak y nin, istenildigi gibi, 90°
oldugu sonuglandinhr.

Bu agiklamay eklersek, o zaman akil yiiriitme daha inandinci olacaktir. Seklin gim-
diden inandiric1 oldugu dogrudur, ama gekillerle ¢ok dikkatli olmahyiz — yamltabilirler.

Ahstirmalar 19.5

Sekil sizi bagka nasil aldatabilir?
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Tersine ne dersiniz?

Teoremleri kegfetmek i¢in §imdi Gnemli bir teknigi inceleyecegiz: Tersi dogru mudur?
Bunu yapmak onermeyi ‘Eger ... ise, 0 zaman ..." bigimli yazmada yardimci olur:
‘Eger T a, b kenarl ve ¢ hipoteniislii bir dik-ag1l1 tiggen ise, 0 zaman ¢ = a* + &*
dir.”
Tersi
‘Eger ¢ = a® + b? ise, 0 zaman T a, b kenarh ve ¢ hipoteniislii bir dik-a¢il iiggen-
dir.’
olacaktir. Varsayimlarda a, b ve ¢ nin ne oldugunu bilmedigimiz i¢in bunun pek anlami
olmadigini not edin. Pisagor Teoremi’ni agagidaki gibi yeniden yazalim:
T, ¢ en uzun olmak iizere, a, b ve ¢ kenarh bir iiggen olsun. Eger T dik-ag1h bir
iicgen ise, 0 zaman ¢ = @ + b* dir.

Artik tersi suna dondigiir:

Teorem 19.6 (Pisagor Teoremi’nin Tersi)
T, c en uzun olmak iizere, a, b ve ¢ kenarlt bir iiggen olsun. Eger c=a’+ b’ise, 0 zaman
T dik-acilt bir iiggendir.

Bu dogru mudur, degil midir? Dogrudur! Ama neden?

Kamt. C, ¢ uzunluklu kenann karsisindaki a1 olmak tizere 7 kenar uzunluklan a, b ve
¢ olan bir tiggen olsun, o zaman Kosiniis Kural

c2=a*+ b*-2abcosC

yi ifade eder. Simdi ¢ = a* + I varsayalim, o zaman 2abcosC = 0 olur. a ve b sifir ol-
mayacagindan cosC = 0 olmak zorundadir. Bu ise, »n bir tamsay1 olmak tizere, C =90° +
180°n yi gerektirir. Madem ki 0 < C < 180° dir, 6yleyse C = 90° dir, yani T bir dik-a¢ih
ticgendir. O

Ahstirma 19.7

18. Boliimiin yontemlerini, Bir kamit nasil okunuru, yukaridaki kanita uygulayimn.

Uyar:1 19.8

Tersin kamiti, Pisagor Teoremi’ni kullanan (22. sayfaya ve asagiya bakin) Kosiniis Ku-
ralim kullandi. Kosiniis Kuralinin Pisagor Teoremi’nden daha genel oldugunu kaydede-
lim, ¢iinkil Pisagor’u ondan tiiretebilirsiniz: Eger bir dik agimiz varsa, o zaman C = 90°
dir, dolayisiyla ¢ = @* + b*— 2ab x 0 = a*> + b* bulunur.

Boylece daha genel bir 6nermenin kanitinda daha basit teorem kullanabildigini go-
rebiliriz.
Pisagor Teoremi ve tersi dogru oldugundan denk iki 6nermeye sahip oluruz (yani, Eger
A== Bve B== A4 ise, 0 zaman 4 <= B dir. Bu agafidaki teoremi ifade edebildigimiz
anlamma gelir.

Teorem 19.9

¢ en uzun olmak iizere T a, b ve ¢ kenar uzunluklu bir iicgen olsun. O zaman T bir dik-
agilt iiggendir eger ve ancak eger ¢ = a’ + b’ dir.
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Kamt. Bunu, Pisagor’in verdigimiz kanmitini birlegtirerek ve sonra biraz énce verdigi-
miz ters argiiman kullanarak kamitlayabiliriz. Kosiniis Kuralini her iki yonde kullanma-
digimiza dikkat edin, ¢iinkii Pisagor Teoremi Kosiniis Kurali’'nin kamtinda kullamlir!
Onu ayirt ettiniz mi? O

Bir tersi anlamak tizere biraz daha bilgi

20, 2.1 ve 2.9 kenar uzunluklu bir iiggenimizin oldugunu varsayalim. 2.0° + 2.12=2.9?
dir. Uggen, o halde, dik-agilidir.

Ahstirma 19.10

Bunu sonuglandirmak i¢in Pisagor Teoremi’ni ya da tersini kullandik mi?

3.6, 7.7 ve 8.4 kenar uzunluklu bir iiggenimizin oldugunu varsayahm. Bu durumda,
3.6+ 7.77=72.25 £ 70.56 = 8.4°. Boylece tiggen dik-acil1 degildir.

Ahstirma 19.11

Bunu sonuglandirmak i¢in Pisagor Teoremi’ni ya da tersini kullandik m?

Bunu yamitlarken ortak bir yamlg: séyle bir akil yiiriitmedir: kenarlar ¢* = a*> + b* denk-
lemini saglamaz, o halde bu Pisagor Teoremi’ni kullanamaz. Bu yiizden tersi kullanma-
lidir. Bu dogru degildir.

Dogru akil yiiriitme; Pisagor Teoremi, eger bir dik-ag1h iggenimiz varsa, 0 zaman
kenarlan denklemi sagladigimi soyler, dir. Boylece eger denklem saglanmadiysa, o za-
man li¢genin dik-agil1 olmas: mitmkiin degildir. Ashnda Pisagor Teoremi'nin kargit ters
ifadesini, yani denk bir ifadeyi kullaniyoruz: Eger ¢* # a* + b* ise, 0 zaman T dik agili
degildir.

Alistirmalar

Ahstirmalar 19.12

(i)  Pisagor Teoremi siklikla hatah aktarihr. Oz 'un Sihirbaz: filminde Bostan korkulu-
guna diplomasi verilir ve ne kadar zeki oldugunu gostermek igin parmagim gaka-
gmna dogrultur ve ‘Bir ikizkenar ticgende hipoteniisiin karekdkii diger kenarlarin
karekgklerinin toplamma egittir® der.

Karekokleri ve ikizkenar tiggenleri bulastirdifindan bu kesinlikle Pisagor Teore-
mi degildir. Bununla birlikte Pisagor Teoremi olmamasi dnermenin yanhs oldugu
anlamina gelmez! Bu 6nermeyi incelemek i¢in yontemlerimizi uygulaymn. Dogru
mudur? Degilse, o zaman bir karit 6rnek verin.

(ii) Teorem Simpson’larda, radyodaki uzun komedi program, da yanhs aktanlr.
Springfield (ya da liziilmemeyi ve yasal agk oyununu nasil 6grendim) béliimiinde
Homer bulduklan gozliikleri takar ve Boston korkulugu tarzi parmagini sakagina
dogrultur ve ‘Bir ikizkenar tiggenin herhangi iki kenarinin karek&klerinin toplamu
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(iii)

(iv)

(v)

(vi)

kalan kenarin karekokiine esittir’ der. Bir bagka oyuncu baginr ‘O dik-agih bir
ticgendir, aptal herif!”

Nigin ~em Homer hem de oyuncu yanihyorlar?
Diisiik-diizeyli matematikte teoremlerin ¢ogu kamitsiz verilir. Bunun bulabildigi-
niz kadar ¢ok dmegini bulun. Bagka kaynaklardan yararlanarak onlarin kamtlarini
bulmaya ¢ahsin ve bu kamitlan 18. Béliimiin y&ntemleri 113inda, Bir kanit nasil
okunur, inceleyin. Caliymak isteyebilecegimiz baz1 drnekler:
(a) Bir tiggende agilann toplanm 180° dir.
(b) Bir negatifi ¢ikarmak bir pozitif eklemeye denktir.
(c) ® nin degeri 3.14159... dir.
(d) Siniis ve kosiniisiin tamimu tiggene bagh degildir. (Benzer tiggenlerle ilgili bil-

giye ihtiyacimiz olacak.)

(e) Herhangi bir 8 agis1 i¢in sin’8 + cos?0 = | dir.
(f) » yangaph bir cemberin alan w2 dir.
Asagida kenar uzunluklan verilen tiggenleri géz dniinde bulunduralim. Hangile-
rinin dik-ag¢il1 oldugunu saptaymn ve Pisagor Teoremi’ni mi yoksa tersini mi kul-
landiZimiz1 ifade edin.
(a) 7, 24, 25
(b) 28, 45, 52
(c) 36.9, 80.0, 88.0
(d) 0.8, 1.4, 1.7.
Hipoteniisii irrasyonel uzunluklu ve diger iki kenan rasyonel uzunluklu bir dik-
acil1 tiggen olusturun.
Hipoteniisii rasyonel uzunluklu fakat diger iki kenan irrasyonel uzunluklu bir dik-
acih iggen olugturun.

(vii) X ve Y dizlemde farkhi noktalar olsun. Aralarina bir dogru ¢izin. Orta noktadan

dogruya bir dik dogru ¢izin. Sekil 19.5 e bakin. Bu dogruya X ve Y nin orta dik-
mesi denir.

Orta dikme ilizerindeki her p noktas: i¢in X in p ye uzakh@ ile ¥ nin p ye uzakh-
gimin ayni oldugunu gosterin. p nin X ve Y ye esit uzunlukta oldugunu sdyleriz.

(viii) Onceki béliimlere ve aligtirmalara geri déniin ve teoremleri ve kamitlar1 tekrar

inceleyin. Daha dnce gdzlemediginiz olgulan gézlediniz mi?

Orta
dikme

Sekil 19. 5 Orta Dikme
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Ozet

» Pisagor Teoremi: ¢ en uzun olmak iizere T a, b ve ¢ kenar uzunluklu bir ii¢gen olsun.
Eger T bir dik ag1li tiggen ise, 0 zaman ¢ = a* + #* dir.

» Pisagor Teoremi'nin tersi: ¢ en uzun olmak iizere T a, b ve ¢ kenar uzunluklu bir
ticgen olsun. Eger ¢ = a* + b? ise, 0 zaman T bir dik a¢il iiggendir.
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20. BOLUM

Kanit teknikleri I:
Dolaysiz yontem

Bazen basit yaklasim en ivi yaklagimdur.
Halk deyisi

Teoremleri kamitlamak i¢in ilk ydntemimiz en agik olamidir ve dolaysiz yontem adim
alir. Onermeler genelde ‘Eger 4 ise, o zaman B’ bigimli daha kiigiik énermelere par-
¢alanabili. 4 = B yi dogrudan kamtlamak igin 4 gerektirir 4, 4, gerektirir 4,, 4,
gerektirir 4, ve 4 gerektirir B yi elde edinceye kadar kanitlarsimz. O zaman 4 == Byi
kanmitlamig olursunuz. Her bir gerektirme bir anlamda agik olmalidir, yani anlagilmas:
zor devasa atlamalarimiz olmamalidir!

Dolaysiz yontemin ornekleri

Teorem 18.1 in ‘eger’ kisminin kamtinda, dogrudan yontemin bir 6rnegini gérmiistiik.
Bu durumda 6nermeyi kamitlamak i¢in basit bir hesaplamamiz var. Bir bagka drnek
asaZidakidir:

Teorem 20.1

m bir tamsay1 olsun. Eger m tek ise, 0 zaman m? tektir.

Kamt. Eger m tek ise, 0 zaman baz1 » i¢in m =2r + | dir. O zaman

m=2r+1P=2r+ 1)2r+ 1)=4r+2r+2r+ 1 =4r +4r+1
=2(2r +2r)+1

bulunur. Yani m?*tektir. O

1. Béliimdeki kardinalite tanimim amimsayn ve 5. Béliimiin 42. sayfasindaki Prob-
lem (ii) nin bir ¢éziimii olan agagidaki teoremi gézden gegirin.

Teorem 20.2
A ve B sonlu kiimeler olsun. O zaman |A U Bl=\4|+ |B|- |4~ Bl dir

Buna 18. Béliimiin yontemlerini uygulayin. Asikar émeklere, megin 4 = &, ne olur?
A = B gibi u¢ durumlara ne dersiniz? Omek-dis1 olanlara ne demeli — drnegin, kiime-

139
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lerden biri ya da ikisi sonsuz ise ne olur? Teorem ni¢in sonlu kiimelere kisitlanmigtir?
Varsayimlar nelerdir ve ne kadar uygundurlar? (Cok uygun, ¢iinkii sadece kiimelerin
sonlu olduunu kabul ediyoruz.) Sonug¢ ne kadar yararhdir? (Cok yararh, ¢iinkii hesap
etmemize olanak saglayan bir denklem veriyor. Hesaplama yollan daima yararhdir!)
Bir sekil ¢izebilir miyiz? Evet, ¢iinkii bir Venn diagram ¢izebiliriz.

Simdi kanita bakalim.

Kamit. Eger 4 daki tiim elemanlan ve sonra B dekilerin hepsini sayabiliyorsak, o
zaman A4 da olan elemanlan ya da B dekileri sayabilecegiz ama hem 4 da hem B de
olanlan iki defa sayacafiz. 4 ve B nin birlesiminde, her ikisinde olan elemanlar bir kez
sayilirlar. Boylece [4l+|Bl-14~Bl,4da ya da B de sadece bir kez gecen elemanlan

sayar. Buradan| 4 U B| ye esit olur. O

Daha ¢ok adim igeren bir bagka basit (kuskusuz 6zel olarak pek yaran olmayan) dmek
¢ahsalim ve onu nasil kanitlayabildigimizin gerisinde yatan diigiinceyi gorelim.

Teorem 20.3

pe Qvep’ e Zvarsayalim. O zaman p € L dir.

Varsayimlarimiz nelerdir? Biri p € Q dir. Heniiz rasyonel sayilar iizerine ¢ok fazla te-
orem bilmedigimiz dogrudur, gergekten tek bildigimiz tamimdir, yani bazi a, b € Z igin
p =a/ b oldugunu biliyoruz ve en diigitk bigimli oldugunu varsayabiliriz.

Bir sonraki varsayim p* € Z dir. Bu (a / by € Z, yani a*/ b*e Z demektir. Bu kesir
de en diigiik bi¢imlidir. Ama bu, (a € Z i¢in) @’ € Z nedeniyle, ancak b ==1 ise olabilir.
O halde p=a/ (£1) = ta € Z oldugunu gorebiliriz.

Kanitin gosterigli anlatimini yazalim:

Gosterisli ¢oziim:

Kamt. a, b tamsayillar ve kesir en diigitk bigimli olmak iizere, varsayimdan
p =a/ bdir. O halde p?= (a / b)*= a*/ b? olur. p> € Z ve kesir en diigitk bigimli
oldugundan b*= | sonuglanir. Béylece b=*1dirvep=a/ (*l)=tae Z yi
tiiretebiliriz. O

Bir rasyonel sayinin tanimin, yani p= a/ b yi, kullandifimiz: kaydedelim. Bu, bir
dnermenin bir kamtini bulmaya ¢ahigirken uygulanmas: gereken iyi bir diigitincedir.

Teorem 20.4
m ve n gercel sayilar olsun. Eger n>m >0 ise, 0 zaman

m+1 m
n+1 n

dir.

Bunu kamitlamanin bir yolu, sag tarafi sol tarafa tagimak ve bir seyin 0 dan daha bilyitk
oldugunu kanmitlamaktir. Onun yerine, biz kanitlanmas) gerekeni kabul edecegiz ve ora-
dan itibaren ¢aligacagiz. Bu problem ¢ézmenin pekala akla yatkin bir yontemidir. Daha
sonra gérece@imiz iizere, gésterisli anlattmdakini kullanmak yerinde olmaz.
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m+1 m

n+l n

(m+ 1)n>m(n+ 1) (mve n pozitiftir, o halde > yon degistirmez.)
mn+n>mn+m
n>=m

dir. Mitkkemmel! (m+ 1)/ (n + 1)> m / n nin n>m yi gerektirdigini gdsterdik ve m, n nin
yol boyunca pozitif oldugunu varsaydik. Kuskusuz bu kanitlanmasi gereken degildi, ama
akil yiiriitmenin terslenebilecegi {izerine beklentimiz olabilir. Ve gercekten dyledir:

Gosterisli ¢oziim:
Kamt. Asafidakiler vardir:
n>m
= mntn>mnt+tm
= (m+1im>m@n+1)
m+1 m

1 g vunkimven pozitiftir,

O

Kanitimizin varsayimlan kullandifini, yani n > m hemen, n > 0 ve m > 0 sonda kulla-
mldi, kaydedelim. Aynica son kamitta buldugumuz kamttan ¢ok farkhi olduguna dikkat
edin. Diizeltilmig anlatim1 géz 6niinde bulunduralim: ikinci satir mn + n > mn + m dir.
Eger baslangi¢ incelemesini n > m ile baglatsaydik, her iki tarafa mn eklemenin gidig
yolu olacagini gérmiig olur muyduk? Pek agik degil!

Bir sonraki drekte gene gdsterilmesi gerekeni kabul etme teknigini kullanmiyoruz.
Bunu sirf kanit bulmak igin varsaydifimizi gérmek 6nemlidir; son kamt1 yazarken bu
varsayimi kullanmiyoruz.

Teorem 20.5
Iki negatif gercel sayuun ¢arpumu pozitiftir.

Bunun nasil yapildigini bilmedigimizi varsayalim. 0 X @ =0 ve x(y + z) = xy + xz gibi
olgulan kullanmama izin veriliyor.

Eger x ve y pozitif ise (—x) X (=) > 0 olmasim istiyoruz. Asagidakini géz &niine
alabiliriz:

(=) X (=) = (1) x x X (=1) Xy = (1) X (~1) X .

O halde (-1) x (=1) in pozitif oldugunu goéstermemiz gerekiyor; ¢linkii bu akil yiiriitme
tersinirdir.

Cebirin basit yasalanindan yararlanarak (-1) x (=1) = 1 i gdsterme durumuna ge-
tirdik. Bu denklemi yakindan inceleyelim. Dogru oldugunu kabul etsek, ne olur? Bir
seyi aragtirmak i¢in dogru oldugunu varsaydifimizin altim bir kez daha ¢izmek isterim.
Kanit1 yazmak istedigimizde onu dogru kabul etmemeliyiz.

Yapilmas: gereken tek ey her geyi aynmi yana yerlestirmektir:

Dx1)=1
(=) x (=)= 1=0.
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Simdi terimleri, yani 1 leri, toplayabiliriz:

Dx(-D=1,
(-)x(=1)=1=0
EDxED+H(ED)=0
I(E=D)+1)=0
(=1)yx0=0.

Dogru olan bir seye ulagtik. (=1) x (=1) = 1 i kamtlamig olduk mu? Tam olarak degil.
Onermemizin dogru oldugunu kabul ettik ve dogru olan bir sey iirettik. Diger yone git-
memiz gerekir: Dogru olan bir seyle baslayalim ve 6nermemize dogru ¢aligalim.
Ayrica yapilacak ig, bu akil yiiriitmenin tersini almaktir! (-1) X (=1) = 1 oldugunu
kamtlamak igin (—1) x 0 = 0 dan yararlanabilirim.
Bunu geregi gibi yerine getirelim:

Gosterisli ¢oziim:
Kamt. Asagidakiler vardir:
(-1)x0=0

= D((=1)+1)=0
= ()X (=D +(=1)=0
= (DXx(ED)+(ED)+1=1
== (-)x(=1)+0=1
e (=)yx(=1)=1.
O
Alstirmalar 20.6

(i)  Iki negatif saymn ¢arpimimn pozitif oldugu (-1) X (=1) =1 in sonug teoreminin
bir gosterigli versiyonunu yazin. Yani, Teorem 20.5 in tam kanitim verin.

(i1)) Kamtimizda cebirin hangi kurallarim kapah olarak kullandik? Onlardan biri iki
negatif saymin ¢arpimmnmn pozitif olduguna bel baglar m? Eger dyle olsaydy, o
zaman dingiisel akil yiiriitme olarak bilinen seye sahip olurduk. Bu, bir nerme-
yi dogru varsaydigimiz ve daha sonra onu kamtlamak i¢in dogrulugunu kullandi-
gimiz yerdir. Ornegin, * Baskanhk i¢in ben iyi adayim, ¢iinkii tiim diger adaylar-
dan daha iylyim’ bir déngiisel akil yiiriitmedir. Bu aslinda ‘Ben en iyiyim ¢iinkii
ben en iylyim’ demektir.

Bir denklemin gecerli oldugu nasil gosterilir

Bir denklemin gegerli oldugunu gdstermenin birka¢ yontemi vardir. Benim i¢in asagi-
daki en Gnemlisidir.
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Bir denklemin gegerli oldugunu géstermek i¢in denklemin en karmagik yanini segmek
ve o ifadeyi diger yana indirgemek i¢in degistirimler yapmak genelde en iyisidir.

Eger bir denklemle bagliyorsaniz ve onu yeniden diizenlemeye ¢aligiyorsaniz, o zaman
dongiilere girme tehlikesine kogarsimz.

4 , niw e B
Omegin, herxe Rve x# SnE Z igin tanx + cotx = 2cosec2x oldugunu kanitla-

mak i¢in agagidakileri gercekliyoruz:

sinx Ccosx
+ , tan ve cot tamimlarindan,

tanx + cotxy = =
COSx Sinx

sin® x+cos” x

COS XSIn x

] Y. 2
= —— , sin"x + cos"x = | kullanihyor,
cos xsinx

= ——————  bir yan a¢1 formiilii kullanihyor,
(1/2)sin 2x

= 2cosec2y, cosec’in tantmindan.

x =y yi gostermenin bagka secenekleri de vardir:

(i) x-y=0¢ x=y,
(il) x<yvex2y & x=}y,
(ili) x=zvez=y <> x=).

Bunlardan ilkine yukandakine benzer bir sekilde yaklagilmistir. x — y yi ele alinz ve
onu 0 a indirgemeye ¢aliginz. Ikincisi Teorem 27.20 nin kanitinda &rneklendirilecektir.
Ugiinciisii agiklama gerektirmeyecek derecede nettir; x ve y nin bir bagka z nesnesine
esit oldugunu gosteririz. Bu, tekrarh 0.99999... ondahginin 1 e esit oldugunu gostermek
i¢in kullamlabilir. Her geyden dnce 1 = 3/ 3 oldugunu biliyoruz. Aynca3/3 =3 x(1/3)
oldugunu da biliyoruz, ama 1/ 3 tin 0.33333... ondalik a¢ihmina sahip oldugu iyi bilini-
yor; boylece 3 x (1 /3)=0.99999... dir. O halde, 1 =3 /3 ve 0.99999... =3/ 3 oldugu
i¢in her iki esitlik elde edilmis olur. Bu sonug ¢ogu kisi i¢in az ¢ok sasirticidir. Sezgisel
olarak 1 ve 0.99999... farkh ondalik a¢ilimlara sahip olduklan i¢in farkh sayilan temsil
etmeleri gerektigi duygusuna kapilinz.Bu boyle bir sezginin hatal oldugunu gésterir.

Eger ve ancak eger kanitlari

‘Bir kamit nasil okunur’ daki Teorem 18.1 in ifadesi ‘eger ve ancak eger’ tipliydi. Bu
teorem, kamiti ‘efer’ ve ‘ancak eger’ parcalanna bolerek, kamitlanmigti. Bu, boyle dner-
meleri kamtlamak i¢in yaygmn bir girigim yontemidir. Asafidaki drmekte bunun uygu-
landiZim ve de — bazen — bir ydnde yapilan kanitin diger yonii verecek sekilde tersinir

oldugunu gorecegiz.
Teorem 20.7

a# 0, b ve c gercel saytlar olsun. O zaman
—b++Jb’ —dac

2a

ax*+bx+c=0&= x=
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‘Anca eger’ kismi (= yonil); bir kuadratik denklemimiz varsa, o zaman

_=h& Vb* —4ac

= —— bigimli ¢oziimleri oldugunu sdyler. Ama x in o bi¢imli bir ¢éziim
a
oldugunu sdylemez — ‘eger’ kismi (<= y&nii) onu sdyler.

O halde her biri yonii ayn ayn ele alarak problemi kanitlamaya ¢aligalim. Bunlarin
sonuncusu, <=, kolay kamtlanir. Cogu denklemdeki gibi, yanit: biliyorsaniz onu ko-
layca yerlegtirebilirsiniz.

Ahstirma 20.8

‘Eger’ kismi i¢in (== yonii) kamit1 aynintii yazin.

Biz 6nermenin ‘ancak eger’ kismini, = yoniinii, gdz &niinde bulunduralim. Once a ile
bolerek x*+ (b / a)x + (¢ / a) = 0 1 ¢bziimiine tagiyabiliriz. Béylece genellikten bir sey
yitirmeksizin, x>+ ox + = 0 1 ¢dzdiigiimiizii kabul edebiliriz. Daha sonra o= b / a ve
B =c/ a lan kullanarak a, b ve ¢ degistirimlerini tekrar yapabiliriz.

Bu bi¢imli bir kuadratigi ¢ozmek i¢in kareye tamamlayabiliriz. O halde agafidakiler
vardir:

C+ox+B=0

2 al
x+—| =|=| -
- ( 2] (2J 4
a (Z:
_=+ —_— -—
= \+2 x (2J ﬁ
a a :

B e o ] e | =
= X “ [2) Yo
— o {i]’-i

2a 2a a
ik 1=——b—i E—;—gs

_—bt vb* —dac

—3 R
2a

Artik mutlu olmahyiz, ¢iinkii sonucu her iki yonde: = ve <= kamtladik. Kaniti aynn-
tih bir sekilde iki par¢ah olarak yazabiliriz.

Yine de iyi digiinelim. Kamtimiz1 bir kez daha elden gegirmeliyiz. Aslinda daha
iyi bir yol vardir. Bir gerektirmeyi uzun bir gerektirmeler listesi kullanarak kamitladik.
‘Biitiin gerektirmeler tersinir midir ve hala dogru mudurlar’ sorusunu sormahyiz.

Yanit evet! Dogrulugunu kendiniz kontrol edin. O halde yanmitimizda ‘eger’ ve ‘an-
cak eger’ kisimlanm ayn ayn yerine getirmek istemezsek, daha 6nceki & ¢abamz
atlayabilir ve sirf = kismun1 yazar ve her = yi <= ile degistirebiliriz.

Ote yandan eger kamt1 akilda tutmayi arzu ediyorsaniz, her bir adimi animsamak
zor olacaktir. Onun yerine, kamitin ana unsurlarinin farkina vann:

(i)  Bastan sona kadar < vardir.
(ii) x*nin katsayis1 | olacak sekilde denklemi daha basit duruma indirgeriz, yani a ile
boleriz.
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(iii) Kareyi tamamlanz.
(iv) (ii) de gerceklestirilen indirgemeyi tersine ¢evirmek i¢in degistirimler yapin.

[ste bu kadar. Geriye kalan, ifadeleri daha basit bir bigime indirgemeden ibarettir.

Bir kiimenin bir digerinin bir alt kiimesi
oldugunu kanitlamak

Eger bir kiilmenin bir digerinin bir alt kiimesi oldugunu kanitlamamiz gerekiyorsa, o
zaman tanimi kullanabiliriz: X < Y eger (ve elbette, ancak efer)xe X, herxiginxe ¥
yi gerektiriyorsa.

Teorem 20.9

Ave B kiimeleri verilsin. O zaman 4 "B Cc 4 U B dir.

Kanmit. xe 4N B varsayalim. O zaman

xeANnB

x € A vex € B, nin tanimindan,

x € A, mantiksal ve nin tanimindan,

x € 4 yadax e B, mantiksal ya da nin tanimindan,
x € 4 U B, U nin tammmindan.

LIl

a

Onerilen alt kiimenin genel bir elemanim aldizimizi ve nereye ynlendirdigini gordii-
glimiizii kaydedelim.

Ahstirma 20.10

‘Her 4 ve B kiimeleri i¢in 4 N B C A U B dir’ 6nermesine bir karsit rnek verin.

iki klimenin esit oldugunu kanitlamak

Bir kiimenin bir digerinin bir alt kiimesi oldugunun nasil gosterildigini gordiik. Simdi
ise iki kiimenin esit oldugunun nasil kanitlandigin gérecegiz.

Bunu yerine getirmenin agik bir yolu, iki kitmeyi baglayan bir esitlikler kiimesine
sahip olmaktir.

Ornek 20.11

A, B ve C kiimeleri verilsin. O zaman
ANBuUO)cANBUANC)

dir.
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Kamt. Asafidakiler vardir:

ANBUO)={xlxednBUO)
={x|xeAvexeBuC}
={x|xedve(xe Byadaxe C}
=1{x | xe Avexe B)yada(xe Avexe C)}
={x | xe 4 NByadaxe AnNnC}
={xlxe(AnB)LUNO)}
=AnBuAn().
O
Bir bagka yontem; x ve y sayilan i¢in x = y eZer ve ancak efer x <y ve x 2y 6nerme-
sini gdsterme diislincesine benzeyen agagidaki énermeden yararlanihir.

Onerme 20.12

Xve Y kiimeleri verilsin. O zaman, X=Y eger ve ancak eger XC Yve Y c X dir.

Kamt. Eger X = Yise, 0 zaman tamimdan X ve Y tam olarak aym elemanlara sahiptir-
ler. O halde x € X ise, 0 zaman x € Y dir. Ama bir alt kiime tanimindan bu X' c Y oldu-
gunu sdyler. Benzer gekilde, eferx € Yise o zaman x € X, o halde X c Y dir.

Simdi tersi icin X € ¥ ve Y € X varsayalim. Eger X € Yise, 0 zaman X in her elemam
Y dedir. Eger ¥ c X ise, 0 zaman Y nin her eleman1 X dedir. Bu X ve ¥ nin ayni eleman-

lara sahip oldugu anlamina gelir, o halde X = Y dir. O
Alstirma 20.13

18. Boliimii, Bir kamit nasil okunur, kullanarak kamiti inceleyin. Kamt iyilestirebilir
misiniz?

Baylece iki kiimenin esit oldugunu gostermenin kamitin her birinin digerinin bir alt kii-
mesi oldugunu gostermeye indirgiyoruz. Bu ¢ok giiclii bir diigiincedir ve diizenli olarak
matematikte ortaya ¢ikar, bu yiizden onu alet ¢antaniza koyun.

Alistirmalar

Alstirmalar 20.14

(i) 18. Bolimiin yontemlerini, Bir kanit nasil okunur, agsagidaki dolaysiz kanittaki
hatay1 bulmak i¢in kullanin: Eger » ¢ift ise, 0 zaman 2"— 1 asal degildir.
‘Kamit’:
n gifttir == baz1 k € N i¢in n =2k dir.
= 2" | =21 =(2P-1=(2-1)(2*+ 1)
yazabiliriz. Bdylece, 2"— 1 iki sayinin ¢arpimi olarak yazilabilmektedir, o halde
bir asal degildir.
(i) Iki ardigik tek saymmn toplaminin 4 iin bir kati oldugunu gésterin. Tersi nedir ve
dogru mudur?
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(iii) Son rakamu 5 e esit tiim x tamsayilan i¢in x in 5 in bir kati oldugunu kamtlayin.

Tersi dogru mudur?

(iv) f:X= YikiX, Ykiimesi arasinda bir fonksiyon olsun. 4 ve B nin X'in altkiimeleri

(v)

(vi)

oldugunu varsayalim. Asagidakileri gosterin:
(a) (A B)=f(4) Vf(B),
(b)f(An B)c f(4) nf(B).

f(A N B)=f(A4) N f(B) énermesine bir karsit drnek verin ve bu esitligin bazen

dogru oldugunu gostermek i¢in bir 6rnek olugturun.

1. Béliimdeki bir kiimenin tiimleyeni tanimin1 amimsayin. 4 ve B, Xin alt kiime-
leri olsun. Asagidakileri kamitlaymn ya da ¢iiriitiin.

(a) (4°)=A.

(b) (AU By=An B

(c)ANB=A\(AN B).

(d)(AUuB)\A=B\A.

Kamitlayn:

(a) ANn(Bul)cBu(dn(),

(bYAXBYN(CXxD)=(ANC)x (BN D),
(c)(AxXB)u(CxD)c(4AvwC(C)x(BuD).Kimeler aslinda egit midir?

(vii) x ve y nin x <y seklinde rasyonel sayilar oldugunu varsayalim. x <z < y olacak

sekilde z € Q oldugunu kanitlaym. Yani, her iki rasyonel say1 arasinda bir baska
rasyonel vardir.

11. Béliimden, Niceleyicilerin karmagikli@ ve degillemesi, bir seyin var oldugu-
nu gostermek igin bildigimizden onu olusturmaya ¢aligtiimizi ammsayalim; yani
burada z yi x ve y den olusturun.

(viii) X in 4 ve B alt kiimeleri i¢in agagidaki 6nermelerin denk oldugunu kamtlayin.

(ix)

(x)

(xi)
Ozet

(a) AC B,
(b)ANnB=Q,
(c) A UB=X.

Asagidaki 6nermelerin denk oldugunu kamtlayin.

(a) P(x) dogru olacak sekilde tek x vardir.

(b) Ix(P(x) ve VY(P(y) = y =x)).

(c) Her y i¢in P(y) dogrudur eger ve ancak eger y = x olmasi i¢in x vardir.

(d) 3xP(x) ve Yy, z((P(y) ve P(z)) = y = z)).

X, X5 Xsy 00y X, 1,2, 3, .., n sayilaninin bir siraya konmasi olsun. (Omegin, eger
n=6ise 4,3, 6, 1,2, 5 elde edebiliriz.) Eger n tek ise, 0 zaman (x - 1)(x,- 2)
(x,=3) ...(x, — n) nin ¢ift oldufunu kanitlayin. (Ipucu: Toplamlan géz éniinde
bulundurun.)

x bir tamsay1 olsun. x* tektir eer ve ancak eger x tektir, kanitlaym. (Ipucu: Bir yon
tersi ve digeri binom teoremini kullanir.)

» Dolaysiz yontemde, 4 = B yi gostermek i¢in 4 y1 varsayiyoruz ve B yi gistermeye

calisiyoruz.

» x =y oldugunu asagidakilerden biri aracihiyla kamtlayabiliriz:
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(i) En karmagik yanh ifadeyi se¢in ve onu diger yana tagiymn;

(ii) x-y=0;

(lii)x<yvex=2y,

(ivyx=zvey=rz.
» Xc Yyikamtlamak i¢in: x € X varsaymn ve x € Y olduunu géstermeye ¢aligin.
» iki X ve Ykiimesinin esit oldugunu kamtlamak igin:

(i) bir dizi esitlik kullanin, ya da

(i) X € Yve Y < Xi kamtlayin.
» ‘A<= B’yikamtlamak i¢in'4 = B’ ve ‘B == 4’ yi gosterin.
» Ozetin dzeti:

(i) x=y,x—y=0 adenktir.

(ii) x=y,x<yvex 2y ye denktir.

(i) X=Y,X c Y ve Y c Xe denktir.

(iv) ‘4 & B, ‘A= B’ ve ‘B = 4’ ye denktir.



21. BOLUM

Bazi yaygin hatalar

Hatasiz insan olmaz. Isleri daha da karistirmak icin bilgisayarlardan yararlamn.
Anon

Dogrudan kamit ydntemi en temel olamidir ve diger yontemlerde kullanilacaktir. Buna
karsin, i¢ine kolayca diigiilebilen birgok tuzak vardir. En yaygin olanlardan ikisi ka-
mtlanmas: gerekenin kabul edilmesi ve denkligin yanhs kullanmilmasidir. Bunlan bu
boliimde inceleyecefiz. Ve yaygin hatalan kitabin tamamina dagitmaktansa kullamgh
tek bir bolimde toplamak iyi olacaktir. Sifirla ni¢in bélemedigimizin bir agiklamas: da
buna dahildir — bunun bir hata oldugunu biliyorsunuzdur ama nedeni verilmemis olabi-
li. Bu hatalann yapildigim gordiim ve ¢ogu matematikei gibi ben de yaptim.

Kanitlanmasi gerekeni varsaymayin

Kamitlarda belki de en yaygin hata kamitlanmas: gerekeni kabul etmektir. P dnermesini
kanitlanmamz gerektigini varsayalim. Eger onun dogru oldugunu kabul edersek, o za-
man dogru oldugunu tirretebilmemiz sagirtic1 olmaz; P = P apa¢ik dogru gdziikiiyor.
Aymi dogrultuda bir diger hata P nin dogru kabul edilmesi ve bunun bir seyin dogru
oldugunu tiretmek i¢in kullamlmas: ve oradan da P nin dogru oldugunun sonuglan-
dinlmasidir. Bu kuskusuz yanhs bir akil yiiriitmedir. (P = Q ve Q dogru, o halde
P dogrudur, der.)
Bir 6rnek olarak, agafidaki 6nermeyi gdz dniinde bulunduralim:

‘Eger a ve b gergel sayilar ise, 0 zaman a’+ b* 2 2ab dir.’
Aldatici bir kamit agagida verilmistir:
‘@a*+ b 22ab = a*-2ab+ P2 0= (a-hP 20

olur. Bir saymmn karesi hi¢ negatif olmadifn i¢in son esitlik dogrudur, o halde
@+ b* 2 2ab dir.’

149
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Buradaki hata (kamitlanacak nermedeki) sonucun kabul edilmesi (yani, a*+ b* 2 2ab)
dogru bildigimiz bir geye gidilmesidir. Bununla birlikte, sirf bilinen bir gergegi gerektir-
digi i¢in bir 6nermenin dogru olduunu sonuglandiramayiz.

65. sayfada tartigilan ‘~1 = 1 = 1 = 1" dogru 6nermesini géz 6niinde bulunduralim.
‘=1 = 1" kismu dogru olan ‘1 = 1" yi gerektiriyor ama ‘1 = 1" den ‘-1 = 1" i sonug¢landi-
ramadifimiz ¢ok agiktir.

Gergek kamit akil yiiriitmenin ters ¢evrilmesinden ibarettir; dogru bildigimiz bir sey
olan (a — by 20 ile baglayalim ve yukaridaki gerektirme igaretlerini ters gevirerek iste-
digimiz sonuca gidelim. Onu gdrmeye ¢aligin!

Bir kanit bulurken kanitlanmasi gerekeni varsaymak uygundur

Simdi sira, dgiitiin gergekten kangik kismina geldi. Onermeleri kanitlarken kanitlana-
cak olam varsaymamaniz gerektigini biraz 6nce sdyledim. Bununla birlikte problem
cozmek sz konusu olduunda, yani kamit bulmak igin sonucu kabul etmek uygundur.
Onceki boliimde bunun &rneklerini defalarca gordiik.

Bu strateji ¢ogu zaman problemi ¢dzecektir ve bizim bir kamit bulmamiza olanak
saglayacaktir. Yukandaki érmekte, >+ b* 2 2ab sonucunu kabul etmenin bizi, bildigimiz
bir sey olan, (a— b)* 2 0 ye gotiirdiigiinti gdrmiistitk. Diger durumlarda olmayabilir ama
iyi ki burada gerektirme oklarin ters gevirebiliyor ve (a — by 2 0 den @+ b* 2 2ab ye
gidebiliyoruz.

Boylece problemleri ¢dzerken, bir aragtirma araci olarak — nereye gotiirdiigiinti gor-
mek i¢in — kamitlanmas: gerekeni varsaymak uygundur ama gosterigli versiyonlanm
yazarken, degildir.

Karekok bir fonksiyondur, o halde bir tek say: verir

Dogrusunu sdylemek gerekirse, lojikte bu bir yanhg anlamda degildir ama ¢ogunlukla
dgrenciler karekdk igaretinin gercekten ne anlama geldiginden haberleri olmadif igin,
lojikte bu isaret hatalara neden oluyor.

Bir saymn karekokiintin biri pozitif ve biri negatif iki say1 verdiginin dgretildigi
pek yaygindir. Bu aslinda dogru degildir. Eger | bir fonksiyon ise, 0 zaman bir fonk-
siyon tamimindan, her bir girdi i¢in sadece bir deger elde etmeliyiz. O halde /4 = 2 dir
ve 4 =12 degildir. Bu nedenle x*— 4 = 01 ¢6zmek i¢in ‘x= /4 denx=2yadax=-2
dir’ degil, ‘x =+ /4 i elde etmek ve dolayisiyla x = 2 ya da x = -2 olmas1 i¢in yeniden
diizenlemeliyiz.

Ote yandan eger karek&k bir fonksiyon degilse, o zaman nedir? Ve uygulama agisin-
dan eger bir fonksiyon degilse, 0 zaman onun tiirevini nasil alacagiz? Ayrica iki sayinin
sonuglanmas: gerektigi diigiincesine bagh kalirsak, o zaman dnceki boliimde kuadratik

e - —b+b* —4dac v o
denklemleri ¢ozmek i¢in x = ——r formiiliinde * semboliinii ni¢in yaziyo-
a

ruz? Mademki karekok fonksiyonunun iki deger verdigini kararlagtirdik, dyleyse iki
? —b++b* —4ac 2 .
¢oziim vereceginden, x = ,)—m yazmak veterli olacaktir. Ozetlersek, @ nin
2a
karekokiinii daima x* = a denkleminin pozitif ¢6ziimii olarak alin. (Ve x* = a nin ¢dziim-

lerinin x = * Ja oldugunu kaydedin.)



Bazi yaygin hatalar 151

Karekoklerde bir diger sorun

Karekokler birgok sorun yaratir. (Oncekinden dolay) bu kismen psikolojiktir ve kismen
de ahgtirmalarda genelde, bir ¢6ziime daha yakin olmak i¢in, karekdkleri kaldirinz.
Yaygin bir hata agafidaki ile dmeklendirilmistir. Eger yx*+)? — 2x = 4 verilmisse, o
zaman x* + )? + 4x*= 16 elde etmek i¢in her iki tarafin karesini alinz. Nedenini gérmek
i¢in, dne siiriilenin @ + b = ¢ = a* + b? = ¢2 gibi oldugudur. Buna rahathkla bir kargit
ornek verebiliriz.

Gerektirmeleri dogru kullanin

Denklemleri ¢dzerken bir satirdan bir sonrakine ilkinin ikincisini gerektirdigini gdste-
ryoruz. Bununla birlikte, ikincisinin ilkini gosterdiginin dogrulugunu kontrol etmek
onemlidir. Istedigimiz, tiim ¢dziimleri bulmak igin, daha fazlasim degil, denkliklerin
bir dizisidir.

Asagidaki denklem ve ¢6ziimii bu noktaya agikhk getirmektedir:

Jm =x+1
x+3=(x+ 1)3 her iki yanin karesi alindi,
x+3=x*+2x+1
0=x*+x-2
O=(x+1)x-2).

O halde x = 1 ya da x =-2 ¢oziimlerimizdir. Baglangic denkleminde x = 1 yazmak dogru
bir ¢8ziimiimiiziin oldugunu gdsterir. Ama x =-2 degistirimini yaparsak, /=2 + 3=-2+ 1,
vani /1 =-1 elde ederiz. Béylece x =-2 bir ¢8ziim degildir (karekok iglemini dogru olarak
kullamyoruz!). Bir sorun ortaya ¢ikmaktadir, ¢iinkii bir f{x) = g{x) denklemimiz varsa, o
zaman her iki yanin karesini almak ve ¢ézmek, —f{x) = g(x) ye ¢6ziimler de veriyor.
Gerektirme isaretlerini dogru kullanmanmz ¢dziime agiklik kazandiracaktir:

J+3 =x+1
= x+3 =(x+ 1)3 her iki yann karesi alindy,
— xt3=x+2x+1
— 0 =x*+x-2
> 0=(x+1)(x=-2).

[k = ters ¢evrilemez (¢iinkii > = b%, a = b yi degil ama a = b yi gerektirir) ve bdylece
sonunda ¢ok fazla ¢dziimiimiiz olabildigini biliyoruz.

Bu ayrica ‘gerektirir ki’ isaretini dogru bigimde kullanmanin ne kadar énemli oldu-
funu gosterir. Buna 37. sayfada deginilmigti.

Sifir ile bolmeyin (ya da neden 1 / 0, < degildir)

Bir sonraki yaygin hata da ashinda lojikteki bir hata degildir. Bununla birlikte, bu hatay:
neden yapmamaniz gerektigini gdstermek i¢in lojikten yararlanabiliriz.
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Sifir ile bélmememiz gerektiZini 6rmeklendirmek i¢in 1 = 2 nin bir kamtim gérmiis
olabilirsiniz. Bu tiir bir iglem kolayhkla gézden kagabilir, o nedenle uyanik olun. Bir
gorily agafidaki gibidir. @ = b olsun. O zaman,

ab = b* dir, a = b oldugundan,
ab—-b* = a*- b dir, her iki yandan # ¢ikarihyor,
bla— b)= (a + b)(a — b), carpanlarina ayrihyor,
b = a + b, her iki taraf a — b ile béliiniiyor,
b =2, ¢iinkii @ = b dir,
1=2dir.

Sifir ile bélme, a — b ile bélerken ortaya ¢ikiyor. a = b varsaydifimuz i¢in bu sifir
olmak zorundadir. Akil yiiriitmenin yanhs oldugu yer orasidir.

Bu “Nigin sifir ile bélemiyoruz® sorusunun énemini yiiziimiize vuruyor. Farkli bir
soruyu yamtlayahm. 0 ile bélebildigimizi varsayalhm. O zaman ‘Sifir ile béldiigiimiizde
neyi elde ederiz?’. Omegin, 1 /0 nedir? Asagidaki gibi bir fikir yiiriitebiliriz:

1 / x e bakalim ve x gittikge kiigiilsiin. x kiigiildiik¢e 1 / x in biiyiidiigii goriilebilir.
O halde 1 /01 ‘sonsuzluk’ olarak tanimlayabiliriz.

Matematikgiler sonsuzlu@u =e ile gosterirler, o yiizden 1 /0 = e oldugunu ileri siirebi-
liriz. [k bakista bu hog goriinebilir. Buna ragmen, 2 /0 1n 2 x(1/0) = 2 X so= o0 olmasi
gerektifini gorebiliriz — 2 kere sonsuzlugun sonsuzluk oldugu anlamhdir, degil mi?

Sorun, OX(—I)- mudir: degerlendirmeye ¢alistZimizda ortaya gikar. Sifir kere her sey

sifir olmalidir, o halde

Oxl=0xw=0
0

dir, ¢iinkii eger sifir sayida sonsuzluklar varsa, hi¢ sonsuzlugumuzun olmadigini séyle-
riz ve dolayisiyla yamit sifir olmak zorundadir.

Ote yandan, aritmetik kurallarindan a x (b/a) = b sadelestirmesini yapabiliriz, o
yiizden

Oxl =]
0
olmahdir. Boylelikle, bu iki sonucu birlestirerek

()=()><l=l
0

elde deriz. Bagka bir deyisle, sifir ile bélmeye izin vererek apagik bir esitlik yazabili-
yoruz, yani 0 = [.

Konu sudur: eger sifir ile bélmeye izin verirsek, 0 zaman hem her x i¢in 0 X x=0 ve
hem de her a, b i¢in a X (b/a) = b ye sahip olamayiz. Talihsiz, ancak dogru! O halde eger
x /0 a bir deger verilirse — deger = olsa bile — isimiz kdrdtigiimle sonlanir.

Matematikgiler olarak istedigimiz kurallan secebiliriz. Her se¢im yararh bir kurama
neden olmaz. Gergekten, 1 / 0 1 eo olarak tanimlayan bir kuram kurabilirsiniz ama o
zaman a X (b/a) = b gibi kullamgh kurallan yitiririz.

Sonsuzluk durumunda, ona cebirsel kurallara bagh bir say1 gibi degil, bir kavram
olarak bakmaliyiz. 30. Béliimde sonsuzluk tizerine daha fazlas: sdylenecektir.
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-x sayisi her zaman negatif degildir!

[ste ilging bir psikolojik hata. x bir tamsay1 olsun. Birkag satir sonra kag kisinin —x ne-
gatiftir ‘olgu’ sunu kullanacag: hayret vericidir.

Bunun yanhs oldugunu gérmek kolaydir. Herhangi bir negatif tamsay1 alahm, drne-
&in -3, 0 zaman —x = —(=3) = 3 olur ki pozitiftir.

Sorun sudur: psikolojik olarak eksi igaretini gorilyoruz ve beynimiz kendiliginden
saymn negatif olmas: gerektigini kabul ediyor.’

O halde —x < 0 ille de dogru degildir!

Negatifler ve esitsizlikler

Esitsizlikleri caligirken tamimsiz sayilarin tiimiiniin pozitif oldugunun dogal psikolojik
varsayimi, sorunlar yaratabilir.

Omegin, eger 1/x < 5 ise, 0 zaman onu yeniden 1/5 < x seklinde diizenlemek do-
gal gelebilir. Esitliklerle ugragirken genelde ifadeleri hi¢ diigiinmeden bir yandan 6biir
vana atabiliyoruz. Esitsizliklerde dikkatli olmahyiz. Oncekinde x =-2 alalim. O zaman
I/x=1/(=2) < 5 dogrudur, ama o zaman 1/5 <-2 = x degildir. Yapmis oldugumuz yeni-
den diizenleme hatal1 oldu.

Hatanin ortaya ¢ikig nedeni her iki yani x ile ¢arpma diigtincesinden kaynaklanir. Bir
esitsizlikte her iki yani negatif bir say1 ile carpmak esitsizligi tersine ¢evirecektir.

Béylece yukanda 1/x < 5, x > 0 ise, 0 zaman 1/5 <x e ve x <0 ise, 0 zaman
1/5 > x e doniisiir. Bu durumlarda bélme islemi bir sonraki béliimde ele alinacaktir.

Alistirmalar

Ahstirmalar 21.1
(i)  Asadaki akil yiiriitmede hata nedir?
2=4=2n=4n = sin2n =sin4nt = 0 =0 dir. O halde 2 =4 dir’
Gerektirmelerden hangisi ters ¢evrilemez?
(i) Herne Nigin n? + 5n + 6 sayis1 asal degildir, teoremini géz éniinde bulundura-
hm. Asagidaki ‘kamtlar’ daki hatay1 bulun:
(a) n=2igin n* +5n+ 6 =2+ 10 + 6 = 20 olur ki bu bir asal degildir. O halde
teorem dogrudur.
(b) n nin bir dogal say1, ézellikle, n > 0, oldugunu varsayalim. Eger n*+ 5n + 6
asal degilse, 0 zaman 0 <p <n?+ 5n + 6 ve 0 < g < n?+ 5n + 6 seklinde bazi
p ve g dogal sayilarii¢in n* +Sn+ 6 =pg olur. n* + Sn + 6 =pg vedepve g
| e yada »* + 5n + 6 ye esit olmadifindan, o zaman »* + 5n + 6 asal degildir
ki bu da gosterilmesi gereken idi.

! Cocuklara da genelde =x i ‘negatif x’ olarak telaffuz etmeleri 8fretilir.
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(iii) Iki rasyonel sayiin toplaminin rasyonel oldugunun agagidaki kamtindaki hatay:
bulun.
m ve n nin rasyonel sayilar oldugunu varsayalim, o zaman p, ¢, r, s (g ve » sifir
olmayan) tamsayilar olmak tizere m = p/q ve n = r/s yazabiliriz. Sonra
mtn=L4+"
q s
dir. Iki kesirin toplami bir kesir oldugu i¢in m + n bir kesir olmak zorundadir. O
halde m + n rasyoneldir.
(iv) Yukanda 1/0 12 olarak tanimlayamadifimizin bir kamit1 verildi. Bununla birlikte,
belki onu bagka bir olgudan tiiretebiliriz!
1/0 = oo oldugundan hepimiz hem fikirizdir, ¢linkii 1/a y1 incelersek, o zaman
a, == a giderken l/a 0 a gider. Simdi bir x i¢in 1/0 = x varsayalm. O zaman
x = 1/(1/ee) olur. Mademki her y igin 1/(1/y) = y dir, 6yleyse x = o elde etmeliyiz.
Yani 1/0 = oo olmahdir.
Bu akil yiiriitmedeki #im hatalar: bulun.
(v) Iste yapilan bir bagka hata. Nedir 0?
Asagidaki, 3xe R¥ye R ((‘\‘+ x* =|;4‘—] onermesini kamtlar.
y
x=— oldugunu varsayalim, 0 zaman
, Yoyl 14y
(y+Dx =(_\~*+l)( l, ] wd = 4'\
) ‘\\ )‘
dir.
(vi) Matematik lojikte yaygin hatalar icin siislii isimler vardir. *Varsayim yadsimak’
ve ‘soru dilenmek ™ deyimlerinin ne oldugunu anlamaya ¢align.
Ozet
» Kamtlanmasi gerekeni varsaymayin.
» Karekdk bir fonksiyondur.
» anin karekokii x* = a denkleminin pozitif kékiidiir.
> 1/0,ee degildir.
» —xnegatif degildir.
» Esitsizlikler ve negatif sayilarla dikkatli olun.

* Soru dilenmek ( Begging the question) matematik lojikte geleneksel olarak bir mantiksal hata tiriind betim-
ler: Kanitlanmas: gereken dnerme, acik ya da kapal: bicimde, dnciiller arasinda bir varsayim olarak yer alir

(¢c.n.).



22. BOLUM

Kanit teknikleri Il:
Durumlu kanit

Ustalik yavag yavas kazanilir.
Aesop, Karga ve Su Testisi

x <y ve y <x gosterilerek x = y nin kanitlanabildigini 6nceden gordiik. Bagka bir deyis-
le, problemi iki duruma b&ldiik. Matematikte bu ¢ok yaygin bir yontemdir. Bir problemi
¢ofu zaman parcalara bolebilir ve farkli ydntemler — hatta aym1 — kullanarak her bir
durumu tek bagina ele alabiliriz.

Unlii Dért Renk Problemi sudur: (Cografi tiirden) bir harita verildiginde; iki sinir
tilkenin rengi aym olmamak kosuluyla haritay1 boyamak i¢in sadece dort renge gerek-
sinim vardir.'! Bunun kanmiti problemi, sonlu sayidaki harita drmeklerine kesme kuram-
min kullanilmasini gerektiriyordu. Bu 6rmeklerden sadece yaklagik bir tane oldugundan
tiimiiniin dort renkte boyanabildiginin dogrulugunu kontrol etmek ig¢in bir bilgisayar
kullamlmaliyd.

Durumlara ornekler

Ornek 22.1

Her n € Z i¢in #* + 3n + 7 sayis: tektir.
Bunu iki duruma bélebiliriz: (i) n ¢ifttir ve (i1) » tektir.
Eger n ¢ift ise, 0 zaman ¢ift tammindan bazi & tamsayisi i¢in n = 2k dir. Boylece

mw+3n+7=02k;P+3(2k)+7
=42+ 6k+ 7
=22k +3k+3)+ 1.
Buradan » ¢ift oldugunda, n*+ 3n + 7 tektir.

Simdi diger duruma bakalim. Eger » tek ise, 0 zaman bir & tamsayisi i¢in n = 2k + |
dir. O halde

w430+ T=(2k+ 1P +302k+ 1)+ 7
=4k + 10k + 11
=202k + 5k +5)+ 1

' Bu teoremin gz kamastiran 8ykiistt Robin Wilson, Dérr Renk Yeterlidir: Harita Problemi Nasil Cozildi,
Penguin 2003 de yer alr.

155
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bulunur. Bu da tektir. O halde n*+ 3n + 7 her n tamsayis1 i¢in tektir.

Uyar: 22.2

Gorebildiginiz gibi, bu durumlar yéntemi tiim olasihklan titkketmeyi kapsar ve bu yiiz-
den yontem tiiketici olarak da bilinir.

Ornek 22.3

Her n € N igin »® — n nin 3 iin bir kat1 oldugunu gésterin. (Bunu géstermek igin 24.
Boliimde bir bagka ydntem, tiimevarim, gorecegiz.)

nsayisi bazik € Nve r=0, | ve 2 igin n =3k + r bigiminde yazilabilir. (Bu apagiktir,
ancak kesin olarak 28. Bolimde kanitlanacaktir.) Yapacagimiz sey r=0,r=1ver =2
durumlan i¢in énermenin dogru oldugunu goéstermektir.

1. Durum: »= 0. Bu durumda » = 3% olur. O zaman

n*—n=(3kyP - (3k)=27K - 3k=3(9% - k)

dir. Buradan da », 3 {in bir katidir.
2. Durum: »= 1. Burada n = 3k + 1 dir, o halde

nP—n=Q78+272 + 9%+ 1)-3k+ 1)
=27k + 27k + 6k = 3(9k° + 9Kk + 2k).

Boylece n, 3 tin bir katidir.
3. Durum: »= 2. Burada n = 3k + 2 dir, o halde

n—n= 27K+ 54k + 36k + 8) - (3k+ 2)
=27 + 54K + 33k + 6 = 3(9% + 18K + 11k + 2).

Yine n, 3 iin bir katidir.

Ahstirma 22.4
n*—n = (3k+r) — (3k + r) genel terimini nce hesaplayarak ve sonra »=0, 1, 2 yi kul-
lanarak kaniti daha verimli kilin.

Moduil fonksiyonu

Durumlar tanimlarda da kullanilabilir. Matematikte 6nemli bir fonksiyon modiil fonksi-
yonudur. Bu, durumlar kullanarak tanimlanabilir.

Tanim 22.5
Bir x gergel sayistmin x| ite gasterilen modiilii
x x20igin,
el = { 2
—-xr x<0igin
ile tanimlanr.
Burada iki duruma sahibiz; biri x, 0 dan biiyiik ya da ona esit oldugunda ve digeri x, 0
dan kii¢iik oldugunda. Bir tane varsa, o zaman negatif igaretini kaldirinz. Tanim, xl= o
olarak da verilebilir. (Bir saymnin karekokiiniin daima pozitif oldugunu unutmayin.)
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Ornek 22.6
@ |3]=3,
) |-3]=3,

(i) |-5/2|=5/2,
(iv) Irt |=rt,
v) lol=o.

Matematigin bir¢ok alaninda son derece yararl bir teoreme Ucgen Esitsizligi denir.

Teorem 22.7 (Ucgen Esitsizligi)

x,ye R varsayalim. O zaman
|x+y| < |x|+ly|

dir.

Kamt. Modiil fonksiyonu durumlar kullamlarak tanimlandif ve degiskenin igaretine
bagimli oldugu i¢in, kamttaki durumlann, x ve y nin ikisi pozitif, negatif ya da farkh
isaretli olmalarina bagh kalmasi bir siirpriz olmamalidir.

1. Durum: x 2 0 ve y 2 0 varsayalim. O zaman x + y 2 0 dir, o halde

|x+_v| =x+y=!x|+|y|

dir. Boylece, bu durumda 6nerme gecerlidir.
2. Durum: x <0 ve y < 0 varsayalim (dolayisiyla —x = |x | ve -y = ly| olur. Metnin
dogrulugunu kontrol edin!). O zaman x + y < 0 dir, o halde

lx+yl =—x+y) ==+ @) =|x|+|y

dir. Boylece, 6nerme gecerlidir.

3. Durum: x ve y den birinin pozitif, digerinin negatif oldugunu varsayalim. Genel-
likten bir sey yitirmeksizin, x 2 0 ve y <0 varsayabiliriz. Bu bize degerlendirilecek iki
alt durum verir:

Alt durum (a): x +y 2 0 varsayalim. O zaman

Ix+yl=x+y
<x+(-y) y<0>—-ynedeniyle
=x|+|yl
dir.
Alt durum (b): x + y < 0 varsayalim. O zaman x 2 0 i¢in —x < x oldugundan

x+y| = +p) =)+ @) <x+ @) < |xl+y

elde ederiz.

- D
Bunu Uggen Egsitsizligi adlandirmanin nedeni, karmagik sayilara genellegtirildiginde
daha iyi anlagilir.
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Sekil 22. 1 Bir dogru va da cember tizerindeki ti¢ nokta ile ilgili kanit igin sekil

U¢ orneklerde durumlarin 6nemi

Durumlar ydntemi u¢ dmekleri ele aldifimizda 6nemlidir. Bunlar bizi u¢ durumlarla
¢alismaya itecektir. Omegin, geometride diizlemde rasgele ii¢ nokta alirsak, o zaman
onlar bir tiggenin tepelerini olugturmayabilirler. Ugii de bir dogru tizerinde olabilir. Bu
uc¢ drnekleri dikkatle incelemeliyiz.

Asagidaki teorem (tam hakkiyla giizel bir teoremdir) ve kamit: bunun &rnegi olacaktir.

Teorem 22.8

X, Y ve Z diizlemde noktalar olsun. O zaman hepsi bir dogru iizerindedir ya da bir
cember lizerindedir.

Kamt. L ile X ve Y arasindaki orta dikmeyi (134. sayfaya bakin) ve M ile ¥ ve Zara-
sindaki orta dikmeyi gosterelim. EZer noktalarin hepsi bir dogru tizerinde ise, 0 zaman
teoremin sonucunu saglar ve isimiz tamamdir. Eger noktalar bir dogru iizerinde degilse,
o zaman L ve M paralel degildir, o halde bir, 6rnegin W, noktada kesismelidirler. $ekil
22. 1 e bakin.

W, orta dikme L iizerinde oldugu i¢im X ve Y den esit uzakhktadir (yani W nin X'e
olan uzakh@, W nin Y ye olan uzakhg ile aymdir). Ayni sekilde Y ve Z ye de esit uzak-
hktadir. W den X e uzakhk Y ile Z ye olan uzakliklarla ayn oldugundan, ii¢ noktanin W
merkezli ve W dan X e uzaklhiinin yanigap oldugu bir gember iizerindedir. O

Alstirmalar 22.9

16. ve 18. Boliimlerin yontemlerini bu teoreme ve kanita uygulayin.

Kanitta gérebildiginiz gibi ele alinmas: gereken bir ug¢ durum, ti¢ noktanin bir dogru
tizerinde yer almig olmalandir. Bununla birlikte, bagka bir u¢ durum géz 6niine alindi-
ginda kamt bagarisiz olur. Segilen ti¢ noktamin tiimii aymi nokta ise ne olur? — teoremin
noktalann farkh olmas: gerektigini sdylemedigini kaydedin — ya da noktalardan ikisi
ayni1 ise ne olur?

Eger X ve Y ayninokta ise, o zaman orta dikmeyi tanimlamak olanaksizdir. O zaman
L yi tamimlayamazdik. Bu bir sorun olur mu? Teorem hatali midir?

Iyi ki kamittaki hata hala &liimciil degildir ve teoremin ifadesini degistirme geregi
yoktur. Kamtin ilk satirindan sonra X, ¥ ve Z noktalarinin etiketlendirilmeleri iizerine
asagidakini eklemeliyiz.
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‘Eger noktalar farkh degilse, 0 zaman onlarn ikisi ya da daha fazlas: ¢akigir. Eger
iicii de cakigirsa, o zaman noktalar sonsuz ¢okluktaki dogru iizerindedir, ¢iinkii
noktadan gegen herhangi bir dogru yeterli olacaktir. [kisi ¢akisiyorsa, o zaman ga-
kisan noktalardan ve ti¢iinciiden gecen tek dogruyu alahm. Her durumda teoremin
sonucu dogrudur ve artik noktalann farkh oldugunu varsayabiliriz.’

Ashnda agafidakini soyleyebilirdik: ‘Eger noktalar farkh degilse, o zaman en az
ikisi aymdir. Buradan bu ve tigiinciisiinden gegen bir dogru almak noktalann bir dogru
tizerinde olduunu gosterir. Simdi de noktalarin farkli oldugu duruma gelelim...’

Alistirmalar

Ahstirmalar 22.10

(1)
(ii)

(iii)

(iv)
(v)

(vi)

(vii)

Herhangi bir tamsayinin karesinin, bazi1 £ € Z igin, 3k ve 3k + 1 bigimli oldugunu
kantlayin.
Herhangi bir tamsayinin kiibiiniin, baz1 k € Z i¢in, 9% ve 9% + | ya da 9k + 8 bi-
¢imli oldugunu kamitlaymn.
x, ye [ i¢gin modiil fonksiyonu iizerine agagidakileri kamitlayin.
(a)=x< |x|vex<|xl
(b) Ix|sye= (x<yvex<x)e=-y<x<y.
(c) |xy|= | x| |_v l
(d) = =m,y¢0 i¢in.
¥ b
(e) | |x|- |y| |< |x—y|.
(0 Ix | o v";: X
AUB=(ANnB)u(4\B)uU(B\A)yigosterin.
Ug a, b, c gergel sayilan i¢in a = bc varsayalim. Eger a, b ve ¢ den ikisi sifirdan
farkh ise, 0 zaman tiglinciiniin de sifirdan farkh oldugunu kamtlayin.
Her0<0<m/2igin

cos?® +sinB =1

oldugunu kamitlamak i¢in Pisagor Teoremini kullanin. (Bir bakima, sinf ve cos@
y1 baglayan tek denklem oldugu i¢in bu ¢ok degerlidir.)

Her 8 € R i¢in bunu kanmitlamak i¢in durumlar kullanin. (7 / 2 den daha biiyiik
acilar i¢in sin ve cos'u tanimlama durumunda kalacaksimiz.)

x+y+|x-y |

Maksimum fonksiyvonunu, max(x, y), Y1 ile verilmis olarak tanim-

layalim. Bunun iki x ve y say1larinin maksimumunu verdigini gosterin.

(viii) Minimum fonksiyonunu i¢in bir tamim olugturun ve iki saymin minimumunu

(ix)

verdiZini gosterin.
[ste bir bagka zor beyin isi. Onu yanitlamak igin yeterince bilgiye sahip olmasak
da, 6nemlidir ve daha kotiisii bu hesaplama probleminde bir ¢ocugun sag rengi ne
kadar yardimer olabilir?

iki matematik¢i arkadag sokakta kargilagirlar. {lki ‘U¢ oglunun yaglan kagtir?
Bana hatirlatir misin, yaglarmi unuttum’ der. Ikincisi ‘Pekala, yaslarimin ¢arpim
36 ve yaslannin toplamu suradaki evin pencerelerinin sayisina esittir® der. ilki
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bir an diisiiniir ve ‘ Anlayamadim’ der. kincisi ‘Ha, sana en biiyiik oglumun sar
sach oldugunu sdylemeyi unuttum’ diye yamt verir. [1ki ‘O durumda, oglanlannin
yaglarin bilirim® yamitin1 verir.

Yaglar1 hesaplayabilir misiniz?

Ozet
» Bazen bir problemi durumlara bélmek uygun olur.
» Bir problemdeki u¢ durumlar1 ayn ayr1 inceleme durumunda kalabiliriz.
y x  x=0igin,
» Modiil fonksiyonunun tanimi Ix| = e L.
—-x x<0ig¢in
> |I I == v'IF R

» Ucgen Esitsizligi: Herx, ye Rigin [x+y|< [x|+]y]dir



23. BOLUM

Kanit teknikleri Ill:
Celiski

Kendimle celistigimde rityamda cezalandiriimak gibi
kaba bir yanlsa diigmeme izin verme.
Ralph Waldo Emerson, Giinlitk Girdisi, 8 Kasim 1838

Ugiinciiniin olmazhig yasasi’, bir énermenin dogru ya da yanhs oldugunu, arada hig-
bir seyin olmadigini ileri siirer. Bunu bir bagka kanit yontemi olarak kullanabiliriz.
Onermenin yanhs oldugunu kabul ederiz ve bunun mantiksal olarak, 1 = 0 ya da Ay
peynirden yapilmigtir gibi, yanhs oldugunu kesinlikle bildigimiz bir &nerme verdigini
gostermeye baglanz. Boylece varsayimimiz yanhs olmak durumundadir, 6nerme yanhs
olamaz — bu giiliing bir seye neden olur — o halde énerme dogrudur.

Bu yénteme ¢eligkiyle kamit denir. Bu isim 6nermenin yanlhsg kabul edilmesinin daha
sonra bir bagka olguyla ¢elismesinden ileri gelir. Yontem, sagmaliga indirgeme anlam-
na gelen reductio ad absurdum adiyla da bilinir.

Celiskiyle kanitlamaya basit 6rnekler

[Ik 6rnek geliskiyle kamit diigiincesini tam anlamiyla size anlatmak i¢indir. Teorem 20. 1
de gérmiis oldugumuz gibi 6nermeyi dolaysiz bir yontemle kanitlamak daha kolaydir.

Ornek 23.1

n bir tek tam say1 olsun. O zaman »* bir tek tamsayidir.

Kamt. Tersini kabul edelim. Yani, » nin bir tek tamsay1 oldugunu ama sonucun yanhs
oldugunu yani »* yi bir ¢ift tamsay1 varsayalim.

n tek oldugundan baz1 k € Z igin n =2k + | yazihr. Béylece n*= (2k + 1} = 4k +
4k + 1, n? nin ¢ift olmasiyla ¢eligir. O halde »* nin ¢ift olmas: gerektigi varsayimmz
hatalidir, yani »* tek olmak zorundadir. O

Yukaridaki 6nerme 4 = B big¢imlidir. Genel olarak bdyle bir Gnermenin yanlhig oldugu-
nu kabul edersek, 0 zaman 4 = B nin degillemesi oldugu i¢in ‘4 ve degil(B)’ yi kabul
etmis oluruz (66. sayfaya bakin). Celigkiyi kullanmak i¢in ‘4 ve degil(B)’ nin yanhs bir
seye gotirdiigiini gostermeliyiz.

[kinci 6rek daha zor bir problemi ¢ozer.

" The law of the excluded middle, *ortanin dislanmas:’ olarak da cevrilebilir (c.n.).

161
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Ornek 23.2

x*—)*= I denklemini saglayan hi¢bir x ve y pozitif tamsayilan yoktur.

Kamt. Tersinivarsayalim, yani x*—)? =1 denklemini saglayan tamsayilarin oldugunu
kabul edelim. O zaman (x + y)(x— y) = | yazabiliriz. x ve y tamsay1 olduklan i¢in x + y
ve x — y de birer tamsayidir, o halde iki durum vardir:

. Durum: x + y=1 ve x — y= 1. Bu denklemler ikilisini ¢6zerek x =1 ve y = 0 elde
edilir. Bu ise x ve y nin pozitif olmasiyla ¢elisir.

2. Durum: x + y=-1 ve x —y=—1. Bunlari ¢6ziince x=-1 ve y= 0 buluruz ve yine
iki tamsayinin pozitif olmalariyla geligiriz. O

Gorebildiginiz gibi 6nerme ‘A x, y e N (x*— y*= 1)" idi. Sonucun yanls oldugunu var-
saydik; bagka bir deyisle, degili ‘3x, y e N (x*—)* = 1)’ dogrudur.

Ornek 23.3

Bir rasyonel ve bir irrasyonel sayinin toplamu bir irrasyonel sayidir.

Onermeyi agik bir gerektirme bigimiyle yazarsak problemi daha iyi gérebiliriz. Bagka bir
deyisle, ‘Eger x rasyonel ve y irrasyonel ise, 0 zaman x + y irrasyoneldir.” ‘4 == B’ nin ‘4
ve degil (B) degillemesine sahip oldugu gergegini kullanarak, x rasyoneldir ve y irrasyo-
neldir ve x + y irrasyonel degildir ifadelerinin tiimiiniin dogru olduunu varsayiyoruz.

Kamt. Tersini varsayalim: x rasyonel, y irrasyonel ve x + y rasyonel olsun. x rasyonel

oldugu i¢in p ve g tamsayilar olmak tizere x = p/g yazilabilir. Benzer gekilde » ve s tam-
sayilar i¢in x + y = /s dir. Buna gore

X+y=—
T
—L24y=1
q §
= y=IL
s q
) y= __._.rq = pS
’ 5q
” delole rq—ps S e B
oldugunu goriiriiz. Ama ———e @, y nin irrasyonel olmasiyla gelisir. O halde 6nerme
dogrudur. 5 0
Ahstirma 234

‘Bir rasyonel ve bir irrasyonel sayinin ¢arpimu bir irrasyonel sayidir’ énermesini goz
dniinde bulunduralim. Bu 6nermeyi kamitlayin ya da bir karsit dmek verin. Eger bir
kargit ornek verebiliyorsaniz, dogru bir 6nerme elde etmek i¢in 6nermede kiiciik degi-
siklikler yapabilir misiniz?

Ornek 23.5

X'+ 3x° + 5 denkleminin higbir rasyonel kakii yoktur.

Tersini varsayalim: x bir kok ve rasyonel olsun. Béylece p ve ¢ tamsayilar ve oran
en yaln bigimde (yani, pay ve payday:1 | den biiyitk aym: sayiyla bélemeyiz) olacak
sekilde x = p/g dir.
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O zaman

1

(ﬁ) +3[ﬁ] +5=0
q q
P T3¢+ 5¢'=0

yazabiliriz. p ve g niin tek ve ¢ift oldufunda ne olacagim degerlendirebiliriz. Ele alin-
mas: gereken dort durum vardir:

1. Durum: Eger p ve ¢ niin ikisi de ¢ift ise, 0 zaman p/g en yalin bigimde degildir. Bu
nedenle bir ¢eliski elde ederiz.

2. Durum: Eger p ve g niin ikisi de tek ise, o zaman p’ + 3p*¢* + 5¢"=0 1n sol tarafi tek
iken sag tarafi ¢ifttin. (Bunun dogru oldugunu 20. Béliimdeki bir ahigtirmay: kulla-
narak gosterin.) Bu bir ¢eligkidir.

3. Durum: Eger p ¢ift ve g tek ise, o zaman yukandaki denklemin sol tarafi tek, sag yam
¢ift olur. Bu yine bir ¢eligkidir.

4. Durum: Eger p tek ve ¢ ¢ift ise, 0 zaman yine sol taraf tek ve sag taraf ¢ifttir. Celigki.

O halde x rasyonel degildir.

2 nin karekokdintn irrasyonel olmasi

Simdi matematigin klasik bir teoremini ve kanitim1 gdstermek i¢in ¢eligkiyle kamit kulla-
nacagiz: 42 bir irrasyonel sayidir. Yani, 42 iki tamsayimin oram olarak yazilamaz.

Bu &nermenin degili ;2 rasyoneldir olur. Bunun kabuliiniin olanaksiz bir 6nermeye
neden oldugunu gdstermeye ¢ahsacagiz.

Teorem 23.6

2 nin karekdkii irrasyoneldir, yani m ve n tamsayilar olmak iizere m/ n bigimli yazilamaz.

Kanmit. Tersini varsayalim: y2 = m/n olsun. Genellikten bir sey yitirmeksizin bu oranin
en yalin bigimli oldugunu kabul edebiliriz. O zaman

Ja=m

n

mY . .
2= (—) her iki yanin karesi alind,
n

dir. Bu ise m? nin ¢ift olmasini gerektirir. Bu durumda m i¢in iki segenegimiz vardir: ¢ift
olabilir ya da tek olabilir. Eger m tek ise, 0 zaman Teorem 23.1 den m*tek olur. (Anilan
teoremin bunu sagladifinin dogrulugunu geriye donerek kontrol ettiniz mi?) O halde m
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ciftti. Buradan bir & tamsayisi igin m = 2k yazili. Simdi 2#* = m?denklemini kullanarak

elde ederiz. Onceki gibi diigiinerek » nin de bir j tamsayisi igin 7 = 2j olmas: gerektigini
sonu¢landinnz. Bununla birlikte m/n oraninin en diigitk bi¢imli oldugunu varsaymigtik:
durumun dyle olmadi@ gosterilmigtir:

2k k
ﬁ:ﬂz—z—_
n 2j j

Boylece {2 nin iki tamsayinin bdliimii olarak yazilamayacagim sonuglandinniz. [

Alhstirmalar 23.7

(i) V3 in irrasyonel oldugunu gésterin.

(ii) /5 iin irrasyonel oldugunu gésterin.

(iii) Kaniti {4 irrasyoneldir’ érnek-disina uygulayn. Neler oluyor? Bu durumda kanit
nerede ‘hatal’ gelisir?

(iv) p bir asal say1 olmak iizere, yéntemi |p ye genisletebilir misiniz?

Celiskiyle kanit nasil belirlenir

Celiskiyle kanitlar: kendiliginden belirlemeyiz ama 6nermeyi dolaysiz olarak kamitlaya-
mazsak, ister istemez yonteme doneriz.

Omnegin, bir seyin meveut olmadigini kamtlamak igin var oldugunu kabul eder ve
bir ¢eliski amaglanz. Ve tersi de yapilabilir.

Mesele sudur: var olmayan bir seyle islem yapmak zordur. Bir geyin var oldugunu
kabul etmek, iglem uygulayabilecegimiz anlamina gelir. Omegin, bir seyin irrasyonel
oldugunu gostermek igin o seyi rasyonel kabul etmek daha kolaydir, ¢iinkii 0 zaman onu
p ve g tamsayilar i¢in p/g bigciminde yazabiliriz.

Bir celiskiyle kanit nasil yapilir

(i)  Onermenin yanhs oldugunu kabul ettiinizi ifade edin. Gérmiis ge¢irmis mate-
matik¢iler kamtin geligkiyle yapilacagim anlarlar.

(i) Degilleme kullamlarak yanhslanan dnermenin ne demek istedigini tam olarak ya-
zin.

(iii) Bir ¢eliski buluncaya dek bunun neyi gerektirdigini anlamaya ¢aligin.

(iv) Bir geliskinin bulundugunu bildirin.
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Alistirmalar

Ahstirmalar 23.8

(i) x*—2x*—3 =0 denkleminin tiim ¢6ziimlerinin 2 den daha kiigiik oldugunu géste-
rin. (Ipucu: 0 dan daha kiigiik kékler bulmak kolaydir, o yiizden farkh bir degis-
kene doniistiiriin. )

(i) Tim x ve y tamsayilan i¢in eger xy tek ise, 0 zaman x ve y nin ikisinin de tek
oldugunu kanmitlaym.

(iii) O ile 1 arasinda sonsuz ¢oklukta rasyonel say1 oldugunu celiskiyle kamtlayin.
(Ipucu: Teorem 20. 4 ii gbz 6niinde bulundurun.)

(iv) Mantiksal baglamda P nin

P, (degil P== (Q ve degil Q)) ye denktir

oldugunu geligkiyle kamt kullanarak gosterin.

(v) x*+x+1=)7denkleminin hi¢bir pozitif tamsay1 ¢dziimiiniin olmadigim kanitla-
yin.

(vi) 2 den daha kiigiik en bilyiik rasyonel sayinin olmadigim kanitlayin.

(vii) x <y seklindeki tiim x, y rasyonel sayilar igin x <z < y olacak bigimde bir z irras-
yonel sayisinin oldugunu kanitlayin.

(viii) Oncekini x, y irrasyonel ve z rasyonel durumunda kamtlayin.

(ix) Iki irrasyonel sayinin toplam rasyonel olacak bir ek bulun. {2 + 3 rasyonel
midir, irrasyonel midir? A¢iklaym.

(x) log,3 iin irrasyonel oldugunu gésterin. (Ipucu: Tamimdan log, 3, 2*= 3 olacak
sekilde x sayisidir.)

(xi) Kanitlaymn ya da ciiriitiin: Eger x irrasyonel ise, 0 zaman Jx irrasyoneldir.

(xil) ﬁ irrasyonel midir, rasyonel midir? Her iki durumda 6nermenizi genellestirebi-
lir misiniz?

(xiii) x ve y pozitif tamsayilar olsun. \fx: +y® # x+ y oldugunu gosterin.

Ozet

» Celigkiyle kamtta, dnermenin degilinin dogru oldugunu kabul ediyoruz ve oradan
bir seyin agik¢a yanhs oldugunu tiretiyoruz.

» 2 nin karekdkii irrasyoneldir.

» ‘Bir rasyonel ve bir irrasyonel sayinin toplam bir irrasyonel say1dir’ gibi 6nermeleri
gerektirme bi¢iminde yazin.




24. BOLUM

Kanit teknikleri 1V:
Tumevarim

Bir sey bir baskasima gétiiriir.
Anon

Timevanm matematikgilerin diizenli olarak kullandi@ ¢ok 6nemli bir tekniktir.! Bag-
langigta kafa karigtiricr olabilir ¢linkii kamitlanmas: gerekeni kabul etmisiz gibi gériiniir.
Bildigimiz gibi, tiimevanm asla teoremleri kamitlamaz. Karar verildiginde, kullanilmas:
kolaydir ve onu uygulamak i¢in sadece iki kosulun dogrulufunu kontrol etmemiz ye-
terlidir.

Timevarim

‘n®—n hern e N igin ¢ifttir’

gibi sonsuz ¢oklukta indisli 6nermelerimiz oldugunda uygulani. Bunu kanitlamak i¢in
yiizlerce, milyonlarca ya da hatta milyarlarca dogal say1 6rmekleri yeterli degildir; onu
her n i¢in kullanmak durumundayiz.

Timevarimla énermeleri dogrudan kamitlayamayiz. Ne yaptigimiz belki domino
taglannin ard arda diiymesine benzetilerek daha iyi betimlenir. Belki biliyorsunuzdur;
dik duran dizili domino taslar1 devrildiZinde, ilkini ittiginizde ikincisini, ikincisi tigiin-
ciistinii v.s. devirir. Taglar her biri digerini devirecek sekilde diizenlenirse, 0 zaman hep-
si devrilecektir.

Timevarim iglemi ‘eger & énerme dogru ise, 0 zaman (k + 1). dnerme dogrudur’ oldu-
gunu kanitlamaktir, yani bir énermenin dogrulugunun bir sonrakinin dogrulugunu gerek-
tirmesidir. Bu domino taginin bir sonrakini diigiirmesine benzerdir. O halde, eger ilk 6ner-
me dogru ise (ilk tag: itin), 0 zaman tiim 6nermeler dogrudur (tiim taglar yere serilmigtir).

Matematiksel timevarim ilkesi

166

Diisiinceyi agiklifa kavusturmaya baglayahm. Her seyden énce, Matematiksel Tiime-
vanm [lkesi dogal sayilar tarafindan indislenmis bir énermeler dizisine gerek duyar.
Asagidaki 6reklerin gésterdigi gibi, bunlardan bir siirii vardir. Omeklerin matematigin
farklh alanlarindan alindifina dikkat edin: boliinebilirlik, toplam alma, esitsizlikler. Bu
dnermelerin tiimii ileride tiimevarim kullanilarak kamtlanacaktir. Umarim, bu alam size

" Deneysel bilimde, tarusmak lizere oldufiumuzdan farkh bir timevarm ilkesi vardir.
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gostermek tiimevarmn giicii hakkinda bir fikir edinmenizi saglayacaktir — o gercekten
matematik¢inin alet ¢antasindaki 6énemli bir aracidir.

Ornekler 24.1

(i) 6" -1 ifadesi her n € N igin 5 ile boliinebilirdir. (a y1 b ye boldiigiimiizde hig
kalan yoksa a, b ile béliinebilirdir deriz. Yani baz1 ¢ € Z i¢in a = bg dir. 27.
Béliimde bu konuda daha fazlasini gérecegiz.)

(if) Herne Nigin Z:':.i=%”("+l) dir.
(ili) Hern e Nigin 2"-'<n! dir.

Bunlar1 okuduktan sonra bir matematik¢i gibi davrandimiz m1 ve en azindan bu 6ner-
melerin akla yakin oldugunun dogrulugunu kontrol etmek i¢in birka¢ durum denemesi
yaptiniz mi?

Bazi durumlan kontrol edelim. (i) i¢in

n=1: 6'-1=6-1=5. 5 ile béliinebilir.
n=2: 62— 1=36-1=35. 5 ile béliinebilir.
n=3: 6—1=216-1=215. 5 ile bdliinebilir.

n=10: 6" —1=60466176 —1=060466175. 5 ile boliinebilir.

Dikkatinizi ¢ekmistir; ilk birka¢ durumu sinadiktan sonra daha biiyiik bir duruma geg-
tim. Bu, dnermenin sanki dogru oldugunun akla yatkinh@ma igaret eder — heniiz bir
karsit 9rnek bulamadik!

Alstirma 24.2
Yukandaki diger iki 6nermeyi kendinizi ikna etmek i¢in kiigiik » ler alarak kontrol edin.

Bu tiir dogruluk kontrolii anlamsiz gelebilir — * Birazdan 6nermelerin dogru oldugunu ka-
mtlamayacak miy1z?". Kanitlayacagiz, ancak yapilan sey beyni 6nermeyle mesgul etmek
we orada neyin olduunu gérmenizi — neyin oldugunu diisiinmenizi degil — saglamaktir.

Ozel bir n igin 6nermeyi géstermek icin A4(n) notasyonunu kullanacagiz. (i) de, or-
negin, 4(3) tam olarak ‘6° — | ifadesi 5 ile béliinebilir’ dir.

Bayanlar ve Baylar, simdi size gérkemli teoremi veriyorum!

Teorem 24. 3 (Matematiksel Tiimevarim Ilkesi)
ne N igcin A(n) énermelerin sonsuz bir koleksivonu olsun.
(i)  A(l)dogrudur, ve

(ii) Herke Nicin A(k)= A(k+1)

varsayalim. O zaman her ne N icin A(n) dogrudur.

Kamt. Bir ¢eligki amaghyoruz. Sonucun yanhs oldugunu kabul edelim ve j, A(j) yan-
lis olacak sekilde en kiigiik dogal say1 olsun. (i) varsayimindan j > | dir. $imdj, j olas:
en kiigiik say1 oldugu i¢in 4(j— 1) in dogru olmas: gerektigini kaydedelim. Buradan (ii)
varsayimna gore A(j) nin dogru oldugunu elde ederiz. Bu bir ¢eliskidir. =

Baz1 tanimlara gerek duyuyoruz. Bu tanimlan yapmanin nedenleri daha sonra agikliga
kavusacaktir.
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e (i) kosulunun dogrulugunu kontrol etmeye baglangi¢c adim denir.
e (ii) kosulunun dogrulugunu kontrol etmeye tiimevarim adim denir.
e (ii) de bir k i¢in A(k) nin dogru oldugunu kabul etmeye tiimevarim hipotezi denir.

Diistince, her bir 6nerme bir domino tas1 gibi goriildiigiinde, Sekil 24. | de temsil
edilmistir.

Sekil 24. | Domino taglarim devirme

Tumevarim ornekleri

[Ikeyi eylemde gérelim. Bir sonraki ek gergek bir matematik klasigidir: ‘Ilk n say1-
nin toplam nedir?’

Unlii bir dykiiye gére, bityiik matematikgi Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
okuldayken, 6gretmeni 100 e kadar tiim sayilann toplaminin hesaplanmasim simifa so-
rar — herhalde ders boyunca dgrencilerin soruyla meggul olacagim ummaktadir. Simif
arkadaglan alishrmay1 bilinen zahmetli yolla ¢6zmeye ¢alisirken Gauss bir matematikgi
gibi diigiintir ve ilk 100 sayinin toplamim hesaplamak i¢in yalin bir yontem iireterek
kdle gibi ¢aligmaktan kurtulur — boylece Gauss’a gore ¢ok kolay olan ders, 6gretmeni-
nin yiikselmesine engel olur.

Gauss yontemi sadece 100 i¢in degil, tiim sayilar i¢in bir formiil ortaya koymak i¢in
uygulanabilir. Bu formiil yukaridaki Ormekler 24. 1(ii) dekidir. Bu formiiliin dogrulugu-
nu Gauss’un kanit yéntemini kullanmaktansa tiimevarimla kamtlayacagiz.?

Ornek 24.4

o n o, l
Her n e N igin ZMI = ;n(n + 1) oldugunu kamitlayacagiz.

Bu dnerme » tarafindan indislendigi i¢in

u |
i=—n(n+l1)
2i=5

dnermesine A(n) diyeceZiz. Amacimiz, her bir » i¢in 4(n) nin dogru olduunu goster-
mektir.

(i) baslangi¢ kogulunun dogrulugunu kontrol edelim. Bu ilk domino tasim itmeye
kargihk gelir. Bu kolaydir:

n=1 ise, 0 zaman

n |

? Gauss'un ydntemine gdre, ikililerin toplamlarmmn sabit kalmast igin, sayilar ikiser ikiser gruplayabiliriz, yani
1+100,2+99, 3+ 98 vs. Formilliin kalan: kolaydir: toplam: 101 olan 50 ikilive sahibiz (yani 100/ 2). Genel
durumda formill aym dilinceyi kullanur.
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ve
—l-n(n+l)—l><lx(l+l)—l
2 2

dir.

Simdi tiimevarim adimina bakalim. 4(k) Gnermesi dogru ise, 0 zaman 4(k + 1) dner-
mesinin de dogru oldugunu gostermek istiyoruz. Bu & say1h domino taginin £+ 1 say1h
domino tagini devirmesiyle aymdir.

A(k) nin keyfi bir & i¢in dogru oldugunu kabul edelim. (Bu tek bir & dir; nemli olan
keyfi olmasidir. Bu 6zel £ diginda baska bir # sayis1 i¢in hi¢bir varsayimda bulunmu-

yoruz.) Yani,
k

.
Z:—Ek(kﬂ)

il
varsaylyoruz. Bunun 4(k + 1) i¢in ne gibi sonuglan oldugunu aragtiracagiz. Once A(k +
1) in bigimini yaziyoruz:

L+l

Ziz%(k+l)((k+l)+l).

i=l
Bir matematikci boyle bir egitligi nasil kanitlard1? Tecriibe bize bir ifadenin en kar-
magik yanm segmemizi ve diger yam elde etmek i¢in indirgememizi §gretmisti. Top-
lam i¢eren bir 6nermenin tiimevarimla bir kamti i¢in karmagik yan genelde toplamh
olamdir (herhalde daha fazla terime sahip oldugu igin). Simdi

Ll &
Zi = [Zi)ﬂk +1), toplam tamimindan

i=l i=l

= (%k(k ER l))+ (k 1), tiimevarim hipotezinden,

yani A(k) min dogru olmasindan,
1
=|=k+1|(k+1
[2 ]< )

- %(k +2)(k+1)

~

(k+1)((k+1)+1)

o | -

dir. Boylece
3
> l »r -
;: =S k(k+1)

dogru ise, yani A(k) dogru ise, 0 zaman
k+] l

Zi:;(k+l)((k+l)+l)
i=1 ey

nin dogru olduunu gosterdik, yani 4(k+ 1) dogrudur. Bagka bir deyisle, tiim domino
taglan sira halinde iken £. tag devrilirse o zaman (& + 1). tas devrilir.
Béylece Matematiksel Tiimevarim [lkesinden énerme her n € N igin dogrudur.
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Uyarilar 24.5

(i)  Yapiya dikkat edin. A(k) nin keyfi bir £ i¢in dogru oldugunu kabul ediyoruz. Son-
ra A(k + 1) durumunu inceliyoruz ve A(k) nin kullanilabilmesi i¢in A(k + 1) i
ayn inceliyoruz. A(k + 1) durumunun da dogru oldugunu kabul etmiyoruz — bu
acemilerin yaygin bir hatasidir — A(k) dogru iken A(k+ 1) in dogru oldugunu gos-
teriyoruz.

(ii) Acemi matematikciler igin bir diger sorun, kanitlamaya ¢ahstZimz kabul et-
medigimiz ilkesini timevarimin ihlal ettigi kamsidir. Ogrenci iken ben de aym
duyguya kapilmigtim.

Bununla birlikte giivenli bir sekilde uygulanirsa, timevanmdaki inceligi kav-
ramak yagamsaldir. Kamitlamak istediimiz 6nermenin her n i¢in gecerli bir sey
hakkinda oldugu goézden kaginlmamalhdir. (ii) kosulundaki varsayimimizda,
dnermenin k dedigimiz &zel bir n igin gegerli oldugunu kabul ediyoruz. Anlagtik,
o ozel n keyfidir, kesinlikle istediginiz herhangi bir n dir, ama baska hi¢bir varsa-
yim yapilmadan hala bir tanedir.

Ornek 24.6
5"— 1 ifadesi her n e N igin 5 ile béliinebilir.

Bunu &nceki drmege gore daha az agiklamali verecegiz — bu dmek daha ¢ok bir
kitaptaki ya da ddevdeki bir model ¢6ziim olacaktir.

Baglangi¢ adimi: 5" — 1 = 6' - | = 5 oldugundan n = | i¢in dogrudur.

Tiimevarim adimi: Onermenin bir’ £ € N igin dogru oldugunu varsayalim; bu bir
me Nigin 6= 1 = Sm demektir. O zaman

65— 1=6(65) -1
=6(5m + 1) - 1, timevanm hipotezinden,
=30m+6-1
=5(6m+ 1)

dir. Bu 5 ile béliinebilirdir ve dolayisiyla 6nerme &£+ 1 i¢in dogrudur. O halde Matema-
tiksel Tiimevanim [lkesinden énerme her n € N igin dogrudur.
Simdi tigiincii drmegi verelim.

Ornek 24.7

Her n € N igin 2"-! < n! oldugunu gosteriyoruz.

Baslangig admun=1i¢in 2" '=2"= 1 ven! = 1! = 1 dir.

Tiimevarim adimi: Birke N i¢in 8nermenin dogru oldugunu, yani 27 '< &! oldugu-
nu, varsayahm. O zaman n= £k + | igin

Yk+1)-1= Dk
=2(2¢-1
< 2(k!), timevarnim hipotezinden,
<(k+ 1)k, 2 <k+ 1 oldugundan,
=k+1)!

? Not: Onun bir &= keyfi bir tek & = oldufiunu, ker k olmadifim:, anmsatahm.
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elde edilir. Bu, 6nermenin n =4k + | i¢in dogru oldugunu gosterir. O halde Matematiksel
Tiimevarim [lkesinden énerme her n € N igin dogrudur.

n = k+ 1 i¢in 6nermedeki esitligin bir yanini ele aldifimizi ve onunla oynadigimiz
kaydedelim. Pekala, 4(k + 1) i kabul etmediginiz siirece, diger yanmiyla da baglayabilir-
diniz.

Simdi gercek matematiksel diigiinmeyle beyinlerimizi ¢aligtirmamiza izin veren bir
problem ¢aligalim.

Ornek 24.8

{Ik n tek sayinin toplamu igin bir formiil bulun.

Birbirine sanlmug iki problemimiz var. Once bir yontemle formiilii bulmahyiz ve
sonra her » igin gegerli oldugunu kamtlamaliyiz (sagirtici olmamah, kanit timevarimla
olacaktir).

{1k kism1 i¢in problem ¢6zme yontemlerimize bagvurabiliriz (5. Béliime bakin). Iyi
bir girigim yontemi problemi sembollerle yeniden yazmak olur. Sembollerle ilk » tek
saymn toplami Z:;l(Zi ~1) dir. Iyi matematikgiler olalm: ilk birkag¢ durumu deneye-
lim.

Bu sonug lar agsagidaki ¢izelgede toplanmigtir:

n | 2 3 4 5
2, 2i=D I 4| & | 36 | 35

Modelin ne oldugunu gérmek fazla zaman almaz: [k » tek sayinin toplami »#* dir.
Giizel, bu gergekten dylemidir? — bir sonraki modele uymayabilir. Yine de pesine diig-
memiz gereken iyi bir saniya sahibiz:

Z(21—1)=l12, her n € N igin.
i=l

Bu birka¢ durumu incelerken dngérmiis oldufumuz giizel, yalin bir formiildiir. Bu
gercekten bir matematikgi gibi ditsiinmektir. Formiiliin dogru oldugunu elbette goster-
mek zorundayiz!

Baslangi¢ adimi yukandaki ¢izelge hesaplamalaninda yerine getirilmigtir. Timevanm

adimini gorelim. Onermenin bir k i¢in dogru oldugunu, Zl‘:'(?.i —1)=k?, varsaya-
lim.O zaman

L+l ’
Y @i-1 = [Z(2i—1))+(2(k+1)—1)

i=l i=
=k 4 (2k + 2 — 1), timevanim hipotezinden,
=K +2k+1
=(k+1)°
bulunur. Béylece, eger k. 6nerme dogru ise, 0 zaman (k + 1). 6nerme de dogrudur. Bu-
radan Matematiksel Tiimevarim [lkesi geregi formiiliimiiz dogru olur.
Bir kez daha, £ + | durumu i¢in toplami & durumunun uygulanmas: amaciyla par-
caladifimzi not edin.
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Uyar: 24.9

Yukandakini yazarken bir matematik¢i, formiile gotiiren birka¢ baglangi¢c durumunun
hesabina yapilan gondermelerin tiimiinii kaldinr. Onun yerine formiilii ifade eder ve
dogru oldugunu gostermeye gecer. Bu izlerin drtiilmesi olarak bilinir.

Bir timevarimla kanit nasil belirlenir

Timevanmin kullanilabilecegini belirlemek i¢in dogal sayilar kitmesiyle indislenmis
bir dnermeden kuskulanmalisiniz. Oregin, ‘Her dogal say1 i¢in ..."ya da *... hern €

Bazen énermeler bigim degistirebilir. Ornegin,
‘n tek bir dogal say1 oldugunda, n*— 1 in 8 ile bliinebildigini gdsterin’

aligirmasim géz dniinde bulunduralim. Ilk bakigta, ¢ift sayilann higbiri kullanilmadi-
gindan, bunun dogal sayilar tarafindan indislenmedigi samilir. Bununla birlikte 6nerme
dogal sayilar tarafindan indislenmistir, ¢tinkii tek sayilarin kiimesi dogal sayilarin kii-
mesiyle bire—bir eglenebilirdir. Yani, 1 ilk tek sayidir, 3 ikinci, 5 diciincii v.s. Onermeyi

‘n bir dogal say1 oldugunda (2n — 1= 1 in 8 ile bgliinebildigini gdsterin’

gibi yeniden yazabiliriz.

Bir timevariml kanit nasil yazilir

Bir kanit1 tiimevanimla yazma yontemi basittir:

(i) Timevanmi kullandifimzi duyurun.

(i) Baglangi¢ durumunu yapin.

(iii) Onermenin bir & igin dogru oldugunu kabul ettiginizi séyleyin. Daha sonra kul-
lanmak i¢in dnermeyi ayrintili yazmak genelde yararhdir.

(iv) Onermenin k i¢in dogrulugunu énermenin & + 1 igin kanitinda kullanin. Siklikla
bunun i¢in verilen matematiksel ifade biri & durumunu kapsayan iki parcaya bo-
liiniir. Timevanm hipotezini hangi noktada kullandigimizi mutlaka belirtin.

(v)  Sonucu ifade edin: ‘ Matematiksel Tiimevanm [lkesinden nerme dogrudur.’ Béy-
lece okur, kamtin bittigini bilir.

Alistirmalar

Alstirmalar 21.10

(i) Timevanmla Z* ks =%(n+l)(2n+l) oldugunu gosterin.
5

(ii) Her n dogal sayis1 i¢in 2n < 2" olduunu gosterin.
(iii) Her n dogal sayisi i¢in 3*"~'in 8 ile béliinebildigini kanitlaym.
(iv) Hern e Nigin 17 nin 3%+ 4%+ 2 yj bldiigiinii kanitlayn.

(v) Hern dogal sayis1 ve 0<x< ™ igin sinnx < nsinx oldugunu kamitlayn.
2
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(vi) Binom Teoremini, yani

" '1 ) .
(x+y)" = Z( ).\'"" yv',her ne N igin,
=0\ T
n !
oldugunu kamtlaymn. [ Her 0 € » <nigin o oldugunu animsatalim.
r) o orin=r)!
(vii) » bir tek doZal say1 oldugunda, »n*— 1 in 8 ile boliinebildigini gosterin.
(viii) Bir ¢arpimun tekrarh tiirevi iizerine Leibniz Teoremini kamitlaym: Eger u ve v, x

in fonksiyonlar: ise, 0 zaman agagidakini kanitlayn:

. . ‘ I y v - -
Her n e N icin u ve v sirasivla ﬂ ve d’y vi gOstermek tlizere,
1 ] o < A
’ dx’ dx’
d" n n n
~(uv) =uy, + uy,  + 5 Uy, ,++ Wy, _ +-ctu v
dx | 2 r

k k k+1 fa i o i
+ = esitligini kullanmaya ihtiyacimiz olacak, ama bu esitli-
r

r—1 r
gin dogru oldugunu kamtlamak ¢ok zor olmasa gerek. )

(ix) Z:’:' P = (Z:‘_| r)2 oldugunu kanitlayin.

n
(x) Herl<r<n-1igin ( ]/n nin bir tamsay1 oldugunu gésterin.
r

(xi) X, n elemanl sonlu bir kiime olsun. X in 2" farkh alt kiimesinin oldugunu gosterin.
(xii) Bu ahgtirma, aslinda, Aligtirma (iii) in sonucu genellestirir.
(a) Herne N ve x# 1 dogal sayis1 igin x"— 1 in x— 1 ile béliinebildigini gdsterin.

(b)

X

=] i¢in bir formiil bulun ve her » i¢in gecerli oldugunu gdstermek igin

ti.irmevanml kullanin.

(xiii) ‘A(n): 2" < 2"~ ! nermesini g6z oniinde bulunduralim. Her n € N i¢in 4(n) nin
vanlis oldugunu kamtlaym. Tiimevarim adiminin, yani 4(k) = A(k+ 1) in, ge-
cerli oldugunu gosterin. Bu da bize, 6nermenin her » i¢in gecerli oldugunu goster-
mek i¢in, baglangi¢ durumunun dogru olmas: gerektigini gésterir. Bu, 7. Bolim-
deki ‘Ay peynirden yapilmigtir gerektirir Ay lezzetli bir yemektir’ e benzer. Yani,
A(n) ve A(n + 1) ikisi de yanlis olsa bile *A(n) = A(n + 1)’ dogru olabilir.

(xiv) 11. Boliimdeki niceleyicilerin degillemesi tizerine verilen 6nermeyi kanitlayin:
Q. Vyada3d, 1<i<nolmak lizere O x Qx,... Ox Plx,x, ..., x,)bi¢imli bir
dnermeyi degillemek i¢in agagidakileri yapmn:

(a) Her ¥ yi 3 ve her 3 yi V ye ¢evirmek.
(b) P yerine degilini almak.

(xv) Y. |x| 2|Zf:, x,| oldugunu gésterin. (Bu genellestirilmis Uggen Esitsizligidir.)
(xvi) x, x,, ..., x, negatif olmayan gercel sayilar olsun.

M)nr‘- vee X
=NTTE

2

n
oldugunu kanmitlaym.
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Ozet

» Matematiksel timevanim ilkesi dogal sayilar tarafindan indislenmis 6nermeleri ka-
nitlamak i¢in yararhidr.
» Dogal sayilar tarafindan indislenmis énermeler gordiigiiniizde tiimevarnm uygula-

may1 diigiiniin.

» Tiimevarim matematikte ¢cok yararhdir, megin toplamlarda, esitsizliklerde, bélii-
nebilirlikte, v.s.

» Once 4(1) i kamtlayin, sonra bir (keyfi ama belirli) k i¢in A(k) = A(k+ 1) i goste-
rin.

» Ammsayin, bir k, tiim k lar degil.



25. BOLUM

Daha gelismis timevarim
teknikleri

Yalinlik gelismisligin en u¢ noktasidw.
Leonardo da Vinci

Bu béliimde tiimevarimin daha geligmis bigimlerini inceleyece@iz. En ¢ok ilgi duyaca-
gimuz tli¢ varyant: vardir.

(i)  Farkh bir baslangi¢ durumunu kullamyoruz. 4(1) in dogru oldugunu gostermek-
tense, dmegin, A(7) ya da 4(15) in dogru oldugunu gosteriyoruz. Boylece A(n),
sirasiyla her n 27 ya da her n 2 15 i¢in dogrudur.

(i) Timevanm adimm *4(k— 1) ve A(k), A(k+ 1) i gerektir’ e doniistiiriiyoruz. Bu
bizden baslangic durum olarak 4(1) ve 4(2) nin dogru olmasini saglamamiz is-
ter.

(iii) Timevanm adiminm ‘Her | € < k igin A(j) dogrudur, 4(k + 1) dogruduru ge-
rektirir’ e doniistiriiyoruz. 4(1) baslangi¢c durumunu ya da (i) benzeri bir bagka
baslangi¢c durumunu kullamyoruz.

Ugii de Matematiksel Tiimevarim [lkesi olarak amlabilir; buna ek olarak son ikiliye
Kuvvetli Matematiksel Tiimevarim ilkesi denir.

ilk varyant

Baslangi¢ durumu igin # = 1 ile baglayabiliriz. Ornegin, 4(n) dnermeleri iin ilk birkag
durum yanhs olabilir. Eger

(i) Bazire N igin A(r) nin dogru ve
(ii) Herk2rigcin A(k) == A(k+ 1)

oldugunu gosterebilirsek, 0 zaman » 2 » i¢in 6nerme tiim A(#») ler i¢in dogrudur. Ana de-
gisikligimizin gergekten baglangic adimi lizerinde yapildigim gézlemleyin — tiimevanm
adimindaki degerler alaninin degisikligi en diigtiktir.

Ornek 25.1

Her n € N igin, n 2 7 olmak iizere n* <€ 2"~ oldugunu kamtlayin.
Bu ilgingtir, ¢linkii dnerme »n = 1 i¢in dogru iken n= 2, 3, 4, 5 ya da 6 i¢in degildir.

175
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Baglangi¢ adimi: Burada baglangic adimi1 »n = 7 dir.

n=T=49 < 64=26=2"

gerceklenmis olur.

Bdylece énerme »n = 7 i¢in dogrudur.

Tiimevarim adimi: Birk e N, & 2 7 i¢in énermenin dogru oldugunu, yani £ 27 igin
K <2*-' oldugunu, kabul edelim. O zaman

(k+1yY=1+2k+1
Sk + 2k + k, k27 oldugundan,
=k + 3k,
Sk +kxk, k27 oldugundan,
=2k
<2 x 25!, timevanm hipotezinden,
=k
S 2(/{" 1)=-1

dir. O halde énerme n =k + | i¢in dogrudur. Buradan, Matematiksel Tiimevarim [lkesi-
ne gore, her n 2 7 i¢in dogru olur.

Yukandaki esitlik ve esitsizliklerin listesi apagik degildir, kamitin diizenleyicisi izlerini
drtmiigtiir.

Alistirmalar 25.2

(i)  Bir matematik¢i gibi diigiiniin: n < 7 i¢in kamit nerede aksiyor? £ nin hangi deger-
leri i¢in tiimevarim adimi diigiincesi yanhigtir?

(i1) n =24 ig¢in 2" < n! oldugunu kanmitlaymn. n=1, 2 ve 3 durumlannn yanhs oldugunu
gosterin. Aynen yukanda oldugu gibi, kamit nerede aksiyor ve & nin hangi deger-
leri i¢in timevanm adimi dogru degildir?

(iii) Bir¢ember tizerinde » farkli nokta se¢in ve bir cokgen olusturmalar: i¢in birbirine
baglayn. n 23 i¢in ¢okgenin i¢ agilarinin toplaminin 180(n — 2) derece oldugunu
gdsterin.

ikinci varyant

Bir bagka varyant, tiimevarim adimm degistirmek ve & = 2 i¢in A(k— 1) ve A(k) 1
A(k+ 1) in dogru oldugunu gostermek i¢in kullanmaktir. Bunun i¢in de baglangig du-
rumunu dogru A(1) ve A(2) ye ¢evirmemiz gerekiyor. (Nedenini gériiyor musunuz?) O
zaman A(n) her n € N i¢in dogrudur.

Ornek 25.3

x,=3 vex,=5olsun ve n 23 i¢in

x =3x
n n-

-2x _,

1

verilsin. Her n € N igin x_= 2"+ 1 oldugunu gosterin.
n
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Basglangic adim1: 4(1) ve 4(2) dogrudur:
n=1:2"+1=2'+1=3=x,
n=2 (2 mPt =S,
Tiimevarim adim:; Onermenin, bir & =2 igin, x,_, ve x, igin dogru oldugunu varsayalm.
Yani
¥, y=adttkve
X =251

olsun. $imdi n= & + | nin durumunu degerlendirelim.

o 3’((“”_1— 2.\"‘“”_2, tamimdan,
=3-2x,
=2(24 1)-2(2*-'+ 1), timevarm hipotezinden,
=3 x 2k 2k+]
=2x2+1
=27+ 1

elde ederiz. O halde Kuvvetli Matematiksel Tiimevanm [lkesinden énerme her n e N
i¢in dogrudur.

x,_nin tamm bir tiimevarimh tanim olarak bilinir. Yani, / <n olmak iizere x , x ye bagh
olacaktir.

Ahstirmalar 25.4

(i) n23i¢inx =1,x,=3vex =x  +x _ olmakiizerex,x, x,, ... bir sayilar dizisi

7 n
olsun. Tiim » dogal sayilan igin X, <[Z) oldugunu gosterin.

(i) Bu tiimevarim varyantinda A(1) e ek olarak neden 4(2) nin dogru olmasina ihti-
yacimiz vardir?

Uclincti varyant

Ugiincii varyant (i) ile (ii) varyantindaki timevarim adiminin bir genellemesini birlestirir.

(i) Bir re N igin 4(r) nin dogru,

(i) Her k2 rigin, A(f) her » < j < k i¢in dogrudur gerektirir A(k + 1) dogrudur
oldugunu gostermek durumundayiz.

O zaman » 2 r seklindeki tiim n € N ler igin 4(n) nin dogru oldugunu sonuglandi-
rabiliriz. Béylece, 6megin, r = 7 ise 0 zaman tiimevanm adiminda 4(7), A(8), A(9), ...,
A(k) larin A(k+ 1) in dogrulugunu gerektirmesi i¢in dogru olduklanm kullaninz.

Asagidaki klasik teoremi kanitlamak i¢in bunu kullanabiliriz.

Ornek 25.5 (Aritmetigin Temel Teoremi)

| den biiyiik her dogal say1 asallarm bir carpumudur: Yani farklip , ..., p asallarive a ,
o a € N iisleri icin

a

@ as
p: p3 "’pr v

@

n=p
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Kamt. Teoremikavramak, 6rnekler bulmak ve dogrulugundan ikna olmamz i¢in 6n-
ceki boliimlerin tekniklerini uygulams oldugunuzu kabul edelim. Kanita gegersek...

A(n), ‘n ya asaldir ya da asallann bir ¢arpimidir” 6nermesi olsun.

Baglangi¢ adim1: 2 bir asal say1 oldugu i¢in 4(2) dogrudur.

Timevarim adimi: Bir & igin 4(2), A(3), ..., A(k) dnermelerinin timiiniin dogru
oldugunu varsayalim. A(k + 1) in dogru oldugunu gosterecegiz. £ + 1 in ya asal ya
da asal olmadi@ agiktin. Asal ise 0o zaman A(k + 1) dogrudur. £ + 1 asal degilse, o
zaman | <x<k+1vel <y<k+ 1 dogal sayilar olmak iizere £ + 1 = xy yazilr. O
halde, tiimevarnim hipotezinden 4(x) ve A(y) dogrudur. Yani x ve y asallann ¢arpimidir:
X=pAppt. . pvey=¢"9,"q"...q ..

Buna gore k£ + 1 = xy asallarinin bir ¢carpimidir. Onlarin farkli olduklan kabul edi-
lebilir, ¢iinkil bazi i ve j i¢in p, = g, ise 0 zaman a, + b, yi p, nin iissii olarak alabiliriz ve
g, yi atabiliriz. _

O halde A(k+ 1) dogrudur. Matematiksel Tiimevarim [lkesinden, énerme hern e
i¢in dogrudur. O

Alstirmalar 25.6

(i)  Kamti anlamak i¢in 6nceki boliimlerin tekniklerini kullanin. Her iddianin dogru-
lugunu kontrol edin ve dnermeyi ve kanit: smamak igin 0 ve | gibi ug¢ dmekler-
den yararlanin. (Onermenin 0 ve 1 e uygulanmadigina dikkat edin, mesele sudur:
olaylar1 kavramak bu durumlar i¢in dnermenin nigin dogru olmadifini goster-
mektir.)

(i)  Bu asal garpanlanina ayirmanin tek oldugunu kanitlayin. Yani, p ler farkhve a2 1
vegq lerfarkhive b2 1 olmak iizeren= p " p," p." ... p," ve n=¢,"q,"q," ...q,"
ise, 0 zaman r = s dir ve her bir / i¢in g = p, olacak sekilde tek j vardir.

Alistirmalar

Abstirmalar 25. 7

(i) x=Lx,=lven23i¢inx =x  +x _,olsun. Sayilann bu dizisi Fibonacci
sayilar olarak bilinir. Sagirtic bir sekilde bu sayilara dogada ¢ok diizenli olarak
rastlanir.

(a) x, x,, X, X,, X, X, V€ X, yi yazin.

(b) Her n e N igin

_ _l_(ﬁ]__l_[i]
"Bl 2 ) Bl 2

oldugunu gosterin.
(¢) x,, nin her n € N igin ¢ift oldugunu gosterin.
(d)x, +x,+x,+...+x, _,+x, | toplam ile ilgili tahminde bulunun ve bir teo-
2n-3 2n-1

rem kanitlayin.

(e)x,+x,+x +..+x __+x toplam ile ilgili tahminde bulunun ve bir teorem

2 4 & -2 2n

kanitlaym.
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(i) x,=0,x,=lve x;y=0,xa=1ve x, = -};(.r"_‘ +x,_,) olsun. Her n eN i¢in

‘ —2n—l+(_l)n

X, 3% 2"_2

oldugunu gosterin.
(iii) 12870 ve 17836 nin tek ¢arpanlarina aynlisini bulun.

Ozet

» Baglangi¢ adim A(1) olmak zorunda degildir. Eger A(») dogru ve her & 2 r i¢in A(k)
== A(k + 1) dogru ise, 0 zaman A(n), her n e N i¢in, dogrudur.

» Timevanm adimi 4(k) = 4(k + 1) olmak zorunda degildir.
(i) A(k—1) ve A(k) gerektirir A(k+ 1) yada
(i1) Her j < k i¢in A(j) dogru gerektirir A(k+ 1)

olabilir.

» Baglangic adimi ve timevarim adimindaki degisiklikleri birlegtirebiliriz. Her
r <j < kigin A(r) dogru ve A(j) dogru A(k + 1) 1 gerektiriyorsa, 0 zaman n 2 » i¢in
A(n) dogrudur.
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Kanit teknikleri V:
Karsit ters yontemi

Eger act vermiyorsa, ise yaramiyor demektir.
Hiikiimet politikalarinin iilkeye zarar verdigi sdylendikten sonra
Bagbakan John Major’un yorumu.

Baslangicta, karsit ters ydnteminin anlagilmasi ¢ok kafa karigtiricidir —bununla birlikte, bir
dgrenci bana bir seyi net bir sekilde yaptif1 izlenimine kapilarak bu yéntemi kullanmay:
sevdiginden s6z etmisti. Bu duygunun, yéntemin ¢ok dolaysiz olmas: gerektiginden ileri
geldigini diiginiiyorum. ‘4 = B’ tnermesinin ‘degil B == degil 4’ ya denk oldugunu 8.
Bélimde gordiik. Kargit ters yontemi bu denkligin kullanmilmasindan ibarettir. Dolaysizhik
ve ¢ok agik olma duygusu karsit tersi kullanarak ‘4 = B’ yi kanitlamak i¢in degil B ile
baglamig (ve degil 4 nin dogru olduunu géstermeye ¢aligmig) olmamizdandir.

Bu diigiince acemiler igin yeterince kargasaya neden oldugu i¢in 8. Boliimii biraz
gozden gecirerek baglayacagiz ve o boliimdekinden farkh bir kamit aracihgiyla bir 6ner-
menin ve karsit tersinin denk olduklann gostereceZiz. Daha sonra karsit tersi uygula-
mada gorecegiz.

Karsit tersin gozden gecirilmesi
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Tanim 26.1

‘A = B’ tnermesinin karsit tersi
‘degil(B) = degil(4)’

dir.

Ornekler 26.2

(i)  ‘Benim adim Winston Churchill’dir gerektirir Ingiliz’im’ in kargit tersi ‘Ingiliz
degilsem gerektirir adim Winston Churchill degildir’ dir.

(i1) *Adim Jane ise, 0 zaman ben bir bayanimdir’ 1n kargit tersi ‘Bayan degilsem, o
zaman adim Jane degildir’ dir.

(ili) ‘Eger x> — 9 = 0 ise, o zaman x = 2 dir’ in kargit tersi ‘Eger x # 2 ise, 0 zaman
x*=9 20 dir’ dir.

Kargit ters evrik dnerme — ‘degil 4 — degil B° — ile kangtinlmamahdir. Agagidaki
drnegin gosterdigi gibi bu orijinal Gnermeye denk degildir.
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Ornek 26.3

‘x =2, x in ¢ift olmasim gerektirir’ 6nermesi dogrudur. Evrigi ‘x # 2, x in tek olmasim
gerektirir’ dogru degildir. Sozgelimi x, 6 olabilir.

Bir 6nerme ve karsit tersi denktirler. Omegin, (i) ve (ii) de her iki Gnerme ve karsit ter-
sinin dogru ve (iii) de Gnerme ve karsit tersinin yanhs olduklanm gérebilirsiniz. Kugku-
suz, bir geyin birkag¢ 6rnek i¢in gecerli oldugunu gostermek yeterli degildir. 8. Béliimde,
genelde, denk olduklanm gdstermek i¢in dogruluk ¢izelgelerini kullandik.

Bununla birlikte, bu denkligin ger¢ekten dogru oldugunu kavramak durumundasi-
mz. Daha iyi bir kaniya sahip olmak i¢in ‘Adim Jane’dir gerektirir ben bir bayanimdir®
Grnegini alalim.

Bunun dogru oldugunu kabul edelim ve karsit tersinin ‘Bir bayan degilsem gerekti-
rir adim Jane degildir’ dogru olup olmadigin degerlendirelim.

Pekala, eger bir bayan degilsem, 0 zaman adimin Jane olmas: kesinlikle olanaksiz-
dir, ¢iinkii Jane’nin bir bayan oldugunu biliyoruz. O halde karsit tersi ‘Eger bir bayan
degilsem, 0 zaman adim Jane degildir’ dogrudur.

Daha genel olarak, ‘4 = B’ nin dogru oldugunu varsayalim. O zaman karsit tersi
‘degil B = degil 4’ dir. Onun da dogru oldugunu gdérmek i¢in degil B nin dogru ol-
dugunu varsayalim. Bu durumda, 4 nin dogru olmasi olanaksizdir, ¢iinkii dyle olsayd:
0 zaman (4 == B nedeniyle) B dogru olurdu, o halde 4 yanhs olmak zorundadir, yani
degil 4 dogrudur.

Boylece

‘A== B’ = ‘degil B = degil 4’ (»)
yi gostermis olduk. Denkligi gostermek i¢in tersin dogru oldugunu gostermeliyiz. Bu-
nun i¢in dncekine benzer bir akil yiiriitme uygulayabilirsiniz, ama onun yerine akilh bir
hile kullanalim. C, degil 4 6nermesini ve D, degil B dnermesi olsun. O zaman eger ‘de-
gl B = degil A’ dogru ise, 0 zaman ‘D = (" dir. O halde (*) dan ‘degil C = degil
D’ yani degil(degil 4) = degil(degil B) oldugunu biliyoruz. Ama bu ‘4 = B’ dir.
Bunun tiimiinii 6zetleyelim ve bir kanitta temiz olarak ayrintith yazahm.

Teorem 26.4
‘A== B’ dnermesi ‘degil B=—= degil A’ 6nermesine denktir.

Kamt. Teorem denklik tizerine bir 6nerme oldugu i¢in bu ‘eger’ (<) Gnermesine
ve bir ‘ancak eer’ =) dnermesine pargalayabildigimiz ‘eger ve ancak eger’ tipten bir
Onermedir.

[=>] A = B varsayalim ama (bir ¢eliski i¢in) degil B = degil 4 nin yanhs oldu-
gunu kabul edelim. Bu kabul aslinda degil B nin dogru ama degil 4 nin yanhs oldugunu
sdyler. Ama eger degil 4 yanhs ise, 0 zaman 4 dogrudur ve 4 = B nedeniyle B nin
dogru oldugunu elde ederiz, yani degil B yanhstir. Bu bir ¢eligkidir.

[¢==] degil B == degil 4 olsun. [==] den bu, degil(degil 4) = degil(degil B) yi
gerektirir. Yani, 4 — B dir. O
Cve D yi hi¢ anmadigimz: kaydedelim.

A = B ye bakmanin bir diger yolu, eger 4 dogru ise, o zaman B nin yanlig olma-
sinn olanaksizhgim séylemektir. Boylece, B yanhs ise, 4 dogru olamaz. O halde degil
B = degil 4 ya sahipiz.
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Karsit tersi bulmak

Teorem 18. I in kamtinda kargit tersi kullanan bir kamit rnegini zaten gérmiigtiik.

Ornek 26.5
‘Eger x? ¢ift ise, 0 zaman x ¢ifttir’

Onermesini karsit ters yontemiyle kanitlayacagiz. Bu
‘Eger x ¢ift degilse, 0 zaman x° ¢ift degildir’

i kanitlamaya denktir. Son ifade
‘Eger x tek ise, 0 zaman x? tektir’

anlamma gelir.
Bunu gostermek kolaydir: x tek ise, 0 zaman birk € Z i¢in x= 2k + | dir. O zaman

= (2k+ )= 4R +4k+ 1 =202 +2)+ 1

de tektir.

‘x tektir gerektirir x tektir’ i dolaysiz gésterdik. O halde kargit ters Snerme *x* ¢ifttir
gerektirir x ¢ifttir’ dogrudur.

Ornek 26.6

A,B,CveD,C\D cAn Byisaglayan kiimeler ve x € C olsun. Egerx ¢ A4 ise, 0 zaman
x € D oldugunu kanitlayalim.

Bunu kamtlamak i¢in dogrudan yontemle ¢aligabilirdik. Onun yerine kargit tersini
gosterece@iz: Egerx & D ise, 0 zamanx € A4 dir.

O halde x ¢ D varsayahm. x € C varsayildifn icinxe C\Dolur C\Dc A nB
oldugundan x € 4 N B, yanix € A4 elde ederiz.

Bu drnekte gosterigli kamt ‘x ¢ D varsayalim...’ ile baglayan son satirla baglard: ve
kargit ters 6nermenin kamitlannmug oldugundan hi¢ s6z etmezdi. Okurun onu yerine ge-
tirmesi gerekir.

Celiski ile karsit tersi karistirmayin

A = B i¢in geligkiyle kamit ve karsit ters kamit gercekten benzer goriiniirler ve ikisini
kanstirdigimzda bagiglanabilirsiniz. Her ikisi de 4 == B bi¢imli énermeleri kamtlar
ve bunu yaparken her ikisi de degilleme kullanir. Fark biraz gizemlidir ve igleri giicles-
tirmek i¢in kargit ters ile kamitin cakigtigimi gostermek i¢in celigki ile kamti kullandik!
Oyleyse, fark nedir? Yontemler konusunda agik olahm:

Celiski: A ve degil B nin dogru olduklarimi kabul edin ve bir ¢eligskinin
sonug¢landiZini gosterin.
Kargit ters: degil B yi kabul edin ve degil 4 y1 gosterin.
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Kargit ters ydntemi, problemi dolaysiz bir probleme doniigtiirme tistiinliiiine sahip-
tir; amag agiktir: degil(B) nin dogru oldugunu kabul ediyorsunuz ve degil(4) nin dogru
oldugunu goéstermek durumundasimiz. Celigki yonteminde ¢eligkinin ne olacaf agik
olmayabilir: amacimz daha az nettir.

Alistirmalar

Alstirmalar 26.7

(i)

(ii)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)

(vii)

Ozet

x ve y dogal sayilar olsun. xy tektir gerektirir x ve y nin her ikisi tektir, oldugunu
gdsterin.

x vey gercel sayilar olsun. x + y irrasyonel ise, 0 zaman x in irrasyonel ya da y nin
irrasyonel oldugunu kanitlayin.

Eger x* —3x+2 <0 ise, 0 zaman 1 < x < 2 oldugunu gésterin.

Eger x irrasyonel ise, o zaman yx in irrasyonel oldugunu kanitlayn.

a, b, ce Qigin ax* + bx + ¢ =0 denklemini gz niinde bulunduralim. Kanitlaymn:
Bir k&k irrasyoneldir eger ve ancak eger digeri irrasyoneldir.

Onermeyi kanitlayin ya da bir karsit 5rnek verin: Eger x ve y irrasyonel ise o za-
man x* irrasyoneldir.

Bu boliimiin bagindaki Bagkan John Major’un soziinii degerlendirelim. Aci1 ver-
miyorsa ige yaramiyor demektir. Bu, iilkeye zarar veren durgunlukla ilgili hiiki-
met politikasina yapilan elestirilere yamit idi. Mantifindaki hata nedir?

» ‘4 = B’ nin karsit ters dnermesi ‘degil B = degil 4’ dir.
» Celigki ile kamiti karsit ters kamitla kangtirmayin.






V. KISIM

Tdm iyi matematikcilerin
gereksinim duydugu matematik
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Bolenler

Yontemlerimi bilirsiniz. Onlart uygulayn.
Sherlock Holmes
Arthur Conan Doyle’da Baskervilles'in Tazisi

Tamsayilar kiimesi matematikte en yalin nesneler arasinda yer alhir. Bu sayilarin, beklen-
digi gibi, say1lar kuram adi verilen saglam bir kuramm vardir. Bu béliimde bu kuramin
kii¢iik bir pargasim1 gz dniinde bulunduracafiz. Amacimiz sik sik gereksinim duya-
cafiniz matematigi size vermektir, ama daha onemlisi konuyu nasil aydinlattiklanm
gormek i¢in Onceki yontemleri uygulayacagiz.

Boltinebilirlik

Sayilar hangi temel 6zelliklere sahiptir? Onlarla ne yapabilirim? Tabi ki, toplayabilirim,
¢ikarabilirim, sonra ¢arpabilir ve bdélebilirim, iis alabilirim v.s. Oynamaya baslamak
i¢in en iyi say1 kitmesi, Z ile gosterilen, tamsayilardir. Herhangi iki tamsay1y: toplamak
bir tamsay: iiretir. Herhangi bir tamsay: bir digerinden ¢ikarildigindan bir tamsay: elde
edilir. Herhangi iki tamsay1y1 ¢arpmak bir tamsay tiretir. Herhangi bir tamsayiy: bir
bagkas: ile bolmek bir tamsay: dretir... bazen. Bu, tamsayilarin bolimii ile ilgili ilging
bir dzellik buldugumuz anlamina gelir. Matematikgiler olarak, bu diigtinceyi ayn tut-
mak i¢in bir tanim veriyoruz ve onu incelemeye bashyoruz.

Tanim 27.1

b = ka olacak sekilde bir k tamsayist varsa, bir a tamsayist bir b tamsayisint boler. Bu
durumda b, a tarafindan béliinebiliridir deviz ve a|b yazarz. Ayrica a, b nin bir bile-
nidir deriz. Eger a, b yi bélmiiyorsa, o zaman a f b yazariz.

Uyarilar 27.2

(i)  Bu bilgiyle aslinda daha 6nceden kargilagtik. Asallar kavrami dogal sayilarla boli-
nebilirlige baghdir ve onu 24. Béliimdeki baz1 tiimevanm dmeklerinde kullandik.

(i) Her zamanki gibi tammn ‘eger’ sdzciigiini kullandifini ama ashnda ‘eger ve
ancak eZer’ demek istedigini kaydedelim. O halde » = ka oldugundan a, b yi boler
deriz ve tersine a, b yi boler dedigimizde b = ka olacak gekilde bir & nin oldugunu
biliriz.

187
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Tanim analiz ettifimize gore bir matematik¢i gibi diigiinelim: Hangi 6rnekler vardir?
Ne gibi 6rmek-olmayanlar vardir?

Ornek 27.3

(i) 6=2x3 olduguigin 3 | 6 ve ayni nedenden dolay: 2 |6 dir.

(ii) Aynizamanda -3 |6 di, ¢linkil 6 = (=2) x (-3) dir. Tammda tamsayilara izin veril-
digini kaydedin; bolenler ille de dogal sayilar degildir.

(i) Herhangi bir ¢ift say1 2 ile boliinebiliridir. (Bu ¢iftin pratik tanimidir!)

(iv) 146552442 374 356 965 490, 10 ile boliinebilirdir.

(v) Herhangi bir ¢ift tamsay1 i¢in 3n, 6 ile béliinebilirdir, ¢iinkii 3n, 2 ve 3 ile bolii-
nebiliridir. Yani, » ¢ift ise 0 zaman bir m i¢in n = 2m ve boylece 3n = 3x 2m =
6m olur. n yi 6 ya bdldiigiimiizde bir tamsay: (yani m) elde ederiz, o halde n, 6 ya
boliinebilirdir.

(vi) 5§, 33 ile béliinmez.

Alstirmalar 27. 4

(i)  Kendi érneklerinizi ve karsit dreklerinizi olusturun.

(ii) n cift igin 6/3n ile ilgili 6rnedi kag farkl yolla genellestirebilirsiniz?

(iii) O ornekte hipotezi n yi teke doniistiiriirsek ne olacagini degerlendirin. Ne diyebi-
liriz?

Simdiden bir¢ok soru iirettigimizi kaydedin. Ger¢ek bir matematikgi bdyle caligir.

Bu kavramin u¢ dmekleri nelerdir? Kavram sayilar tizerine oldugu i¢in ‘agikar’ du-
rumlara kangtinlan sayilar 0, 1 ve —1 dir. Kii¢iik bir ¢aba her tamsayinin 01, 1 ve -1
in her seyi boldiigiinii gosterir. Bir ug¢ 6mek, bir saymmin kendisini bélmesidir. (Bunu,
isterseniz, asikar bir 6rnek olarak kabul edebilirsiniz!)

a ya béliinen iki ya da daha fazla say1y: topladifimizda ya da a ya béliinen iki say1-
nin katlarini topladiZimizda ne olur? Bir sonraki teorem bir yanit veriyor.

Teorem 27.5

Egera |b ve alc ise, 0 zaman her m, n tamsayilart icin a [(mb + nc) dir.

16. Boliimdeki, Bir teorem nasil okunur, diigtincelerini uygulayalim. Her seyden &nce,
dnermenin gegerli oldugunu gérmek i¢in birkag 6rmek ¢ahsmahyiz ve nigin dogru olmas:
gerektigi izerine bir fikir edinmeliyiz. O halde a= 3 alahm; 0 zaman b= 12 ve c =21 ola-
bilir, ¢tinkii hipotezler saglanmir. Varsayimlan saglayan kendi 6rneklerinizi ¢alisin! Teorem
m ve n i¢in herhangi tamsayilan segebildigimizi sdyler. m = 4 ve n = —6 alacagim. Tam-
sayilarla caligirken pozitif olanlar segmek ¢ekici olabilir, bilerek bir negatif say1 alahm.
Cogu zaman negatif olanlan segmenin daha fazla anlayis kazandiracagini gérdim.

Boylece, mb +nc = (4 x 12) + (-6 x21) =48 - 126 = -78 olur. Bu aya, yani 3 e
boliinebilir mi? Tabii ki, ¢iinkii ~78|3 = —26 dir. Béylece, teoremin iddia ettigi gibi,
al (mb + nc) dir.

Kuskusuz bu, teoremi sadece 6zel bir drek i¢in kanitlamaktadir — ve 6zel bir durum
geneli kamtlamaz! Hala genel kamti vermek durumundayiz. Yine de denemelerimizi
stirdiirelim.

Bu teorem igin asikar durumlar nelerdir? Keyfi m ve »n tamsayilarin1 almamiza izin
veriliyor. Tamsayilanin agikar dmekleri 0, 1 ve -1 dir.
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m=1ven=01deneyelim. Buradan egera [bvealc ise,0zamananin (I xh)+(0x¢)
yi boldiigiinti gorebiliriz. Ama bu son say1 b dir, o halde a, byi béler. Tekrar 6zetlersek,

Egeralb ve alc ise, 0 zaman al b

yi gosterdik. Him... bu ¢ok iyi bir 6nerme degildir. Dedigi ‘X ve ¥ dogru ise, 0 zaman
X dogrudur’. Aligtirmalarda bu olabilir!
Bir bagka m = n=1 agikar drnegi ile ¢aligalim. Bu

Egeralb ve alcise, 0 zaman al (b +¢)

yi verir. Bu iyidir. Bize ileride kullanabilecegimiz bir sey soyler. Yani a, b yi béler ve a,
¢ yi bélerse o zaman toplamlarimi da béler. Benzer gekilde

Egeralb ve alcise, 0 zaman al (b - c)

yi elde etmek i¢in m = | ve n = -1 alinz. Burada diigiince, arastinrken yararh bir gey
bulmus olmaktir.

Alstirma 27.6

Ne bulabildiginizi gérmek i¢in 16. B6liimiin diger tekniklerini uygulamaya ¢ahgm.

Simdi teoremi kamithyoruz. Baglangicta bu, standart bir ders kitabimin sundugu kant
gibi sunulmamugtir. Bir kanitin nasil hatah ve kor uglu olugturuldugunu gostermek isti-
yorum. Sonra bu kitabin yapti1 gibi tiimiiniin bir 6zetini yapacagim.

Bazi problem-¢ézme tekniklerini uygulayalim - *Ne biliyoruz?’ ve *Ne demek ister
/ neyi gerektirir?® sorulanni sorun.

Ne biliyoruz? alb ve alc yi biliyoruz. Bu ne anlama gelir? Ne anlama geldigini
bilmek i¢in tanima geri doneriz. (15. Bolimden, Bir tanim nasil okunur, tanim kesin
olarak bilmenizin — belli belirsiz degil — yagamsal oldugunu animsayin.) Tanima geri
doniince (gereksinim duyduysaniz baktimz, degil mi?) b= k a ve ¢ = k,a olacak sekilde
k, ve k, tamsayilarimin oldugu anlamina geldigini anlanz.

Bilmek istedigim nedir? Her m ve n tamsayilan igin a|(mb + nc) yi istiyorum. Bu
ne anlam ifade ediyor? Demek istedigi mb + nc = k,a olacak sekilde bir &, {in varhgidir.
Tecriilbem £, {in &, ve &, ye bagli olmas: gerektigini bana soyler, yani istedigim bildigime
baglidir. Biraz hesap yapalim!

b= ka ve ¢ = k,a oldugunu biliyoruz ve mb + nc = k,a olmasini istiyoruz. Her za-
manki gibi, denklemin karmagik yanina bakariz ve indirgemeye ¢ahginz:

mb + nc = m(k a) + n(ka), varsayimlann dogrudan yerlestirilmesi,
= (mk, + nk,)a, cebirden.

Bu her m ve n igin a| (mb + nc) ve aradigimiz k, in k, = mk + nk, oldugunu gosterir.
Biitiin igleri yaptik; bunu temiz yazalim. Kanitlann gdsterisli versiyonlann belirt-
mek i¢in — bir degerlendirme de verilmesi gerekir — bir kutucuk kullanacagiz:
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Gosterigli ¢oziim:
Kamt. Varsayimdan b = k a ve ¢ = ka olacak sekilde &, ve k, tamsayilan vardir.
Herhangi m ve n tamsayilan i¢in
mb+ nc=m(ka) +n(kga), varsayimdan,
= (mk + nk,)a

vardir. Béylece mb + nc, a ya béliinebilir. O

Bu kanitin ingasini sonlandinr.

Uyar:1 27.7

Cikanlmas: gereken dersler:

ek tamsayis: gosterigli ¢oziimde gegmemektedir. Gerekli degildir, gereksinim duydu-
gum (mk, + nk,)a mn a ya béliinebilir olmasidir.

e Bir kamtin aranmasinda kullanilan sorgulayici yapiy: fark edin — Ne biliyorum? O
ne anlama geliyor? Ne bilmek istiyorum? Bu ne demek istiyor?

Simdi bu sonucun bir sonug teoremine bakalim. 16. Béliimiin incelenmesini yapti-
ginizda bu sonucu simdiden kesfetmis olabilirsiniz.

Sonu¢ Teorem 27.8

a ve b tamsayilar olsun. Eger a, b yi bélerse, o zaman a, b? yi béler.

Kanit. Teorem 27. 5 de m = b ve n = ahn. O
Bu ‘Tersi nedir?’ diyebildigimiz mitkemmel bir drmektir. Tersi
‘a ve b tamsayilar olsun. Eger a, b* yi bélerse, o0 zaman a, b yi béler.’

dir. Bu akla yakin gibidir, ama yanhstir! Omegin, a = 4 ve b = 6 alahm. O zaman
b*= 6*= 36 olup, 4 e béliiniir ama 4, 6 y1 bolmez.
iki tane daha basit sonug ifade ediyoruz.

Teorem 27.9
a, b ve ¢ tamsayilar olsun.
(i) Egera |bve blc ise, 0 zaman alc dir.
(i) Egera |5 ve bla ise, 0 zaman a=b ya da a=-b dir.

En son gdsterigli versiyonunu yazmadan 6nce her bir 6nermenin kanitinin nasil bu-
lundugunu $imdi ayrintih agiklayacaiz.

(i) Bunu nasil yapacagiz? Kullandigimz hile — o ashinda tanimdir — bir say1y1 ¢ar-
panlarina gore yeniden yazmaktir. Bir kez daha deneyelim.

albveblc, b= ka vec= k,aolacak sekilde & ve k, tamsayilannin varh&im gerekti-
rir. ¢ = k k,a elde etmek i¢in son denklemde b yi yerlestirebiliriz. O halde a, c yi boler.

Gosterigli ¢oziim:
Kamt. Varsayimdan, b=k a ve ¢ = k,a olacak sekilde £, ve k, tamsayilar1 vardir. O
halde ¢ = & k,a olur ve a min ¢ yi béldiigiinii sonuglandirinz. O
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Uyar: 27.10

Cikarilmas: gereken ders: Onceki teoremdeki ile ayni hileye bagvurdugumuzu kaydedin
— tanimu uygulayn. Bu, bir kez daha, tamimlan 6grenmenin ne kadar 6nemli oldugunu
gosterir.

Simdi (ii) nin kamitim ele alalim. Varsayimlara ve gerektirmelerine bakalim. Yani, ne
biliyoruz ve ne anlama geliyor?

Bildigimiz b= k a ve ¢ = k,a dir. Béylece b = k k,a olur. Bu ise, kK k,= 1 i gerektirir.
k, ve k, nin tamsay1 olduklarin biliyoruz, o halde ya 1 ya da —1 olmak zorundadirlar.
Bdylece a = +b ya da b = +a dir. Bekleyin, bunlar aym kosuldur! O halde @ = +b dir.
Alstirma 27.11

Bir gosterigli ¢oziim yazin. Ya da kendi kamtimz: verin.

Ahstirmalar 27.12

(i)  Son teoremdeki ifadelerin tersleri dogru mudur? Dogru ise, bir kanit verin, degil-
se 0 zaman bir karsit 6rmek bulun.

(i) Egeralb vecldise, o zaman ac|bdyi kamtlaym.

(iii) Egera [6veclb ise, 0 zaman ac| b olur mu? Olursa, kamitin1 yapn. Degilse, bir
karsit Ornek verin.

Simdi bélmek istedigimiz sayinin bir polinomla verildigini varsayalim.

Ornek 27.13

Cift n igin #* + 2n + 8, 4 e boliinebiliridir.

Bunu gdstermek i¢in, 7 nin ¢ift olmasinin ne anlama geldigini géz éniinde bulun-
durmahiyiz: bir m tamsayisi i¢in #» = 2m. Sonra 4 iin bélmesini istedigimiz ifadeye do-
nersek,

P +2n+8=02my;P+22m)+8=4m*+4m+8=4(m* + m+2)

buluruz. Mademki m? + m + 2 bir sayidir, dyleyse #n* + 2n + 8 in 4 e boliinebildigini
sonu¢landinnz.

Alstirma 27.14

Herx € Z i¢in x* + 9x + 20 nin 2 ye boliindiigiinii gésterin.

Sonsuz ¢coklukta asal sayi vardir

Bir sonraki teorem matematigin bir diger klasigidir. {lk bilinen kamit Euclid’e aittir.

Teorem 27.15

Asal sayilarin sayis1 sonsuzdur.

Kamt. Onermenin tersini kabul edelim: p, den p, ye kadar sonlu sayida asal vardur.
P Py..p,t 1 sayis1 p, den p ye tiim asallardan daha biiyiiktiir, 0 halde varsayima

gore bir asal olamaz. Ote yandan bu say1y1, herhangi bir j i¢in p, ile bolersek o zaman |

kalanin elde ederiz. $imdi bu saymmn kendisinden kii¢iik, rnegin b, asal olmayan bir sa-
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yiya boliindiigiinii varsayalim. Aritmetigin Temel Teoreminden bir p i¢in p, b yibdler ve
béylecep,p p,...p, + 1 ibdler, ama bunun dogru olamayacagim goérdiik. Buisep p,...p,
+ 1 in sadece kendisi ve 1 tarafindan boliinebildigi anlamina gelir. Yani asaldir.

O halde, sonlu sayida asal say1 varsa, 0 zaman p p....p + | in bir asal degildir ama
bir asal oldugunu gosterdik. Bu apagik bir celigkidir.

Alstirma 27.16
Onceki kaniti inceleyin. Kag kez celiski kullandik?

En bliyuk ortak bélen

Tanim 27.17
Stfirdan farkl iki a ve b tamsayisiin en biiyiik ortak béleni her iki sayyt bélen en
biiyiik pozitif tamsayidir ve ebob(a, b) ile gosterilir.

Bu bazen en biiyiik ortak ¢arpan (ebog) ya da en yiiksek ortak ¢arpan (eyog) ola-
rak bilinir.
Ornek 27.18

(i) 20 nin pozitif bolenleri 1, 2, 4, 5, 10 ve 20 dir. 12 nin pozitif bolenleri 1, 2, 3, 4, 6
ve 12 dir. O halde en biiyiik ortak bdlen 4 diir.
(ii) 65 ve 36 nin en biiyiik orta bdleni | dir.

Alstirma 27.19

Kendi drneklerinizi ve érnek-olmayanlan olugturun. Negatif sayih olanlarla ¢aligin, or-
negin ebob(50, -35) gibi.

En biiyiik ortak bolenin bazi 6zelliklerini verelim.

Teorem 27.19

Herhangi a ve b tamsayilan i¢in agsagidakiler vardir:
(i) ebob(a, b)= ebob(b, a),

(i1) ebob(a, b) 21,

(iii) ebob(a.b) =ebob(|al.|b|),

(iv) ebob[ = 2 ) =1,

ebob(a,b) " ebob(a,b)
(v) ebob(a, b)=ebob(a + nb, b), her n tamsayis1 igin.

Kamt. (i)Asikardir. Tanim kullanmaniz yeterlidir.

(i1) ebob bir pozitif tamsay1 olarak tanimlanir, o halde | den biiyiik ya da ona esit
olmahdir.

(111) Basit bir alistirma.

(iv) ebob(a, b) ye bir isim verelim. ebob(a, b) = d olsun. O zaman bir en biiyiik
ortak bolen bir bélen oldugu i¢in bazi » ve s tamsayilan i¢in a = rd ve b = sd yazilir.
Buradan

cbob( 4 2 ]:cbob(ﬁ,ﬂjwbob(r,s)

ebob(a.b) ebob(a,b) d d
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bulunur. Bu ebob ye de bir isim verelim. ebob(r, s) = d’ olsun. O zaman bazi p ve ¢
icin » = pd’ ve b =qgd’ b = qd’ dir. Bdylece a = pd’'d ve b= gd’d oldugunu biliyoruz.
Bu sanki dd’ niin a ve b nin bir béleni oldugu anlamina gelir. Eger &', | den biiyiik ise,
0 zaman bu, d nin @ ve b nin en biiyiik ortak bdleni olmasiyla celisir ¢iinkii d'd, d den
daha biiyiiktiir.

(v) Bu a, b ve a + nb toplammnin en biiyiik ortak bdlenlerinin baglantih olduguyla
ilgilidir, o halde 6zel olarak bdlenleri tizerine bir sey sdyler. O zaman kendi kendime
soruyorum: bélenleri ve toplamlan baglantilandiran hangi teoremleri biliyorum? Geriye
bakarsak Teorem 27. 5 in varsayimlan ve sonuglarinin bir bélen ve toplamlar: kapsadi-
&m fark ediyorum, o halde bu teoremi kullanacagim ve ne olacagin gorecegim.

ebob un tanimindan ebob(a, b)| a ve ebob(a, b)| b olur. O halde Teorem 27. 5 uya-
rinca ebob(a, b), a + nb yi boler. Buradan ebob(a, b), b ve a + nb i¢in bir ortak bélendir.
Buna kargim en biiyiik olmayabilir, o halde ebob(a, b) < ebob(a + nb, b) elde ederiz.

Kamitlamak istedigimiz bu degildir! Bir esitlik istiyorduk. Bu bir sorun olugturmaz,
¢linkii x=y, x< yve x 2 yile denktir. O halde ebob(a, b) 2 ebob(a + nb, b) yi gdsterme-
miz yeterlidir. Oncekine benzer bir diisiinceyi kullanabilecegimiz akla yatkindir. Kanit
neredeyse aymdir:

ebob tanimindan ebob(a + nb, b)la + nb ve ebob(a + nb, b)|b vardir. O halde,
ebob(a + nb, b), (a + nb) + (-n)b yi Teorem 27. 5 e gore boler. Buradan ebob(a + nb,
b), b ve a igin bir ortak bolen olur. En biiyiik olmayabilir, o halde ebob(a + nb, b) <
ebob(a, b) elde edilir.

Bdylece, ebob(a, b) < ebob(a + nb, b) ve ebob(a + nb, b) < ebob(a, b) den ebob
(a + nb, b) = ebob(a, b) bulunur. 0

Alstirmalar 27.21

(i)  (iv)igin, ¢eligki ile bir kamt olarak, bir gosterigli kamit yazin.

(i1) (v) in kamtimin bir gosterigli versiyonunu yazin. Her iki (neredeyse) aym akil
yiriitmeyi birlegtirebilir misiniz?

(iii) Bu teorem ve kanitindan ne gibi dersler ¢ikarttimz?

Yaygin bir hata

Acemilerin yaptif1 yaygin bir hata sudur: Eger nlab ise, o zaman n, a ve b den birini
bélmek zorundadir. Bu dogru degildir.

Ornek 27.22
n=6,a=4ve b=9 olsun. O zaman n|ab, 6|36 olup, dogrudur. Ama 6 } 4ve 6 § 9 dir

Bu dmek dnermeye bir kargit 6rnektir ve eer daha ayrintih bakarsak, ne olduunu go-
rebiliriz. a=4=2x2veb=9=3x3denab=(2x2x3x3)=2x(2x3)x3 olur.
Bdylece bolen, b, kismen a dan ve kismen 5 den kaynaklanir.

[leride (Euclid Lemmasinda, sayfa 203) yukandaki hatali dnermeye bir teorem or-
taya atmak i¢in fazladan bir ek kosul ilave edebildigimizi gorecegiz. Simdilik bu yanhg
anlamadan haberi olmak en iyisidir.
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Alistirmalar

Alstirmalar 27.23

(i)

(i1)
(iii)
(iv)
v)

(vi)
(vii)

Asagidaki énermeleri goz oniinde bulundurahm.

(a) n, 3 e boliinebilirdir,

(b) n, 9 a béliinebilirdir,

(c) n, 12 ye béliinebilirdir,

(d) n =24,

(e) n* 3 e bdliinebilirdir

(f) n gifttir ve 3 e boliinebilirdir.

Hangi kosullar » nin 6 ya béliinebilmesi i¢in gereklidir? Hangileri yeterlidir?
Hangileri gerekli ve yeterlidir?

Her bir x pozitif tamsayisi i¢in x* —x in 3 e ve x’ —x in 5 e béliinebildigini gdsterin.
Bunu genellestirebilir misiniz? x" — x, n ye bélinebilir mi?

Herx e Zigin x*— 6x? + 11x— 6 nin 3 e bodliinebildigini gosterin.

n e Nigin n 24 asal degilse, 0 zaman nl(n-1)! oldugunu gosterin.

Her a, b € Z igin a ve b nin her ortak béleninin ebob(a, ») nin bir béleni oldugunu
kanitlayn.

Herm, n € Zigin ebob(m+ 1, n + l)|mn — 1 oldugunu kanmitlayn.

Yaygin bir hata (yukanda verildi) ‘eger n|ab ise, 0 zaman n, a ve b den birini
bdlmek zorundadir’ idi. Bu dogru degildir. Eger a = b varsayimini eklersek hangi
dnermeyi elde ederiz ve dogru mudur? Ustelik, n yi asal kabul edersek, ne olur?

(viil) Her m, n € Z igin m?|n* = m|n yi kanitlayn.

(ix)

(x)

(xi)

Ozet

Asagidakileri kamtlaymn.

(a) Bir dogal say1 2 ye béliinebilirdir eger ve ancak eger son rakam 2 ye bdliine-
bilirdir.

(b) Bir dogal say1 4 e béliinebilirdir eer ve ancak eZer son iki rakaminin olugtur-
dugu say1 4 e boliinebilirdir.

(c) Bir dogal say1 8 e boliinebilirdir eger ve ancak eger son ii¢ rakamimnin olugtur-
dugu say1 8 e bolinebiliridir.

Bunu genellestirebilir misiniz ve genellemenizi kamtlayabilir misiniz?

Herm e N ve herx, y € Z igin x—y nin x" — " yi béldiigiinii kanitlayin. Buradan

(a) 4 x 11"+ 2 x 5" nin 6 ya her n i¢gin boliinebildigini,

(b) 6 X 9" — 4" nin 5 e her » i¢in béliinebildigini

gosterin.

n € N olmak iizere n. Fermat sayist m F, = 22"+ | olarak tamimlayahm.

(a) Iﬂll:t =Iru-l —2

k=0
oldugunu kanitlayimn.

(b) Buradan, her farkh F ve F, Fermat sayilan ikilisi i¢in ebob(F;_, F)=1 oldugu-
nu gosterin.

» b= ka olacak sekilde bir k tamsayis1 mevcutsa bir @ tamsayis1 b tamsayisim béler.
» b, a yabélinebilir deriz ve a| b yazanz.
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a ya b nin bir bdleni deriz.

Egera |bvealc ise, 0 zaman her m ve n tamsayilan i¢in a | (mb + na) dir.

Sifirdan farkh iki @ ve b tamsayisinin en biiyiik ortak bdleni, a ve b yi bélen en bii-
yiik pozitif tamsayidir ve ebob(a, b) ile gosterilir.

n|ab, nnin a ve b den birini boldiigiinii gerektirmez.
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Euclid Algoritmasi

Bir algoritma inandwict obmalidir:
Donald Knuth, Bilgisayar Programlama Sanati, Cilt 1, 1999

Euclid Algoritmasi’ ¢ok gii¢lii bir aragtir. Onu ii¢ probleme uygulayacagiz:

e ki saymin en biiyiik ortak bolenini bulmak.

e 32x + 17y = 45 benzeri, yani ax + by = ¢ bi¢imli, denklemlere tamsay: ¢éziimler
bulmak.

o nlab verildiginde » nin a ya da b yi bélebilmesi i¢in ek varsayimlar bulmak.

Kanitlarin nasil olusturuldugunu ve en son bigiminde nasil gosterigli duruma geti-
rildiini gosterecegiz. Umarim, bu bir kanitin nasil olugturuldugu ile nasil sunuldugu
arasinda biiyiik bir farkin oldugunu gosterecektir.

Bolim Lemmasi

196

iki tamsayinin ebob unu bulmanin agik yolu sayilan ¢arpanlarina ayirmak — bunu Arit-
metigin Temel Teoremi (Teorem 25. 5) yardimiyla yapabilecegimizi biliyoruz — ve han-
gi ortak asal carpanlara sahip olduklarini bulmaktir. Bunlan birlikte carpmak ebob u
verir. Ornegin, 440 = 23x 5 x 11 ve 1300 = 22 x 52 x 13 dir. Ortak ¢arpanlar 22 ve 5 dir
ve baylece ebob 27 x 5= 20 olur.

Sorun, ¢arpanlara ayirmanin biiyiik sayilar i¢in zor oldugudur®. Bu kaba kuvvet yon-
temi yerine, ¢ok daha kullamigh bir yontem verecegiz. Once bir lemma ile baslayahm.

Lemma 28.1 (Béliim Algoritmasi)
x ve y stfirdan farkli, y > 0, tamsayilar olsun. O zaman 0 < r <y olmak iizere x=qy + r
olacak sekilde tek q ve r tamsaytlart varduw.

Bu 6nermenin akla yatkin olduguna kendinizi ikna etmelisiniz. Birka¢ mek caligin.
g ve r nin ne olabilecegini gormek kolaydir. x i y ye béliin, bir tamsay1 olmayabilen bir

' Bir algoritma tam olarak dzel bir i5i tammlamak icin bir komutlar listesidir.
* Ve zor oldufiunu sdylemek istiyorum! internet gitvenligi bu olguya bagl:dm.
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say1 elde edeceksiniz. Tam kismimi alin ve ona g deyin. O zaman » = x — gy yazin. Bu
size dogru g ve r yi verir.

Neden sifirdan farkh tamsayilara gereksinim duyanz? diye sormahsimz. Neden y> 0
olmal? (Bunlar ileride yanitlanacaktir.)

(Boliim Lemmasinin) Kamiti. Matematiksel diisiinme moduna girelim. Onermenin
sonucu baz: sayilann tek oldugu ile ilgilidir. Béyle bir probleme yaklagmanin standart
yolu varh@ kamitlamak ve daha sonra tekligi kanitlamaktir. (Problemlerle ugragirken
bu diistinceyi diigiince alet cantamiza yerlestirin.) Aynca (0 < » < y) dzelliginin gegerli
oldugunu kamtlamak durumundayiz — bu belki varliktan sonug¢landinlacaktir.

x 1y ye boliip » kalanini elde etmeye ¢ahistifimiz agik olmahdir. B6Ime yapmanmn ve
tamsayilar yerine gergel sayilarla ¢ahgan korkung matematikten kaginmanin en kolay
yolu gikarma yapmaktir. Yani x —y, x— 2y, x— 3y v.b. leri, negatif olmaksizin y nin ¢ika-
riimasmnin miimkiin olmadif say1y1 elde edinceye dek, inceleriz: bu say1 » dir. O halde
s bir tamsay1 olmak iizere, x — sy 2 0 bigimli en biiyiik tamsay1y1 artyorum. Bu elemana
r diyelim ve g, » = x — gy seklinde yer alsin. O zaman g ve » aradifimiz tamsayilardr,
¢iinkil » = x — gy, x = gy + r gibi yeniden diizenlenebilir.

S§={x-gylse Zvex—sy=0} kiimesini géz 6niinde bulunduralim. Bu kiimenin
bir en kii¢iik eleman: olduunu gostermemiz gerekir. Pozitif tamsayilann bogtan farkh
bir kiimesinin bir en kiigiik eleman igermesi gerektigi agiktir’. O halde yapmam gereken
tek sey, bu kiimenin bostan farkli oldugunu géstermektir — en kiigiik eleman: bulmak
zorunda degilim; sadece var olmasina gereksinim duyuyorum!

Eger x 20 ise, 0 zaman, x— (0 X y) = x nedeniyle, x € Sdir. Ya x <0 ise? Bu durumda
x— sy 2 0 olmas: igin snegatif olmak zorundadir. Giizel, x <0 ise 0 zamanx —xy = x(1 - y)
20 olur. O halde x(I —y) e S dir.

Bdylece S pozitif tamsayilann bogtan farkh bir kiimesidir ve bir en kii¢iik elemam
olmahdir. Ve, gérdiigiimiiz gibi, bu bize » ve g yii verir.

Simdi bu akil yiiriitmenin tamamin1 matematiksel yolla yeniden yazacafiz. Cozii-
miimiiziin gosterigli yamittan tamamen farklh oldugunu kaydedin — dmegin, gosterigli
versiyonu, neden gereksinim duydugumuzu ya da nereden geldigini hi¢ agiklamadan, S
kiimesini tammlayarak baglatiyoruz. Birilerini g ve » nin var olduguna ikna etmek i¢in
caba gosterdigimizden, sorun yoktur — kamti nasil buldugumuzu anlatmak i¢in onlan
gostermeye ¢ahgmiyoruz.

Gosterisli ¢oziim:

S:={x—syls € Z ve x—sy >0} kiimesini g6z éniinde bulunduralim. Eger x < 0 ise,
o zaman x —xy = x(1 —y) 20 dir. O halde x(1 —y) € S olur. Eger x 20 ise, 0 zaman,
x—(0 xy)=xe §dir. O halde Sbos olmayan bir pozitif tamsayilar kiimesidir ve do-
layisiyla bir en kiigiik elemani vardir. Bu elemana » diyelim ve g, » = x — gy seklinde
olsun. O zaman, » = x — gy, x = gy + r olarak yeniden diizenlenebildigi i¢in, g ve
aradigimiz tamsayilardir.

Cikartilan ders: Gosterigli kamitin, orijinal gahgmamzin ortalanindan bagladigina dikkat
edin. S kiimesini tammlayarak basliyoruz. Bunu birilerinin bir kamit bulmaya ¢alhisirken

* Actk diyorum ama ashnda bir jeyi sakliyorum = meslektaglarimm onu agtk nitelendirmelerini bana ¢ok ra-
hatsizlik veriyor. Onun iyi-siralama ilkesinden sonuglandifin: séylemezsem mektup, e-mail, 8liim tehdidi
v.b. alabilirim. B8itimiin sonundaki ahstrmalara bakm; simdilik nemli degildir.
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ilk adim olarak kullandifina inanmiyorum. O halde, ¢ikanlmas: gereken ders sudur:
kamt ve ¢ahisma son derece farklidir.

Bu varlik problemi sorunu idi. Ama 0 < » < y oldugunu gostermemiz isteniyordu.
r negatif olmayan tamsayilarin S kiimesine ait oldugu i¢in ilk egitsizlik bellidir. » <y
yi nasil gdsteririz? Bir matematikginin yaptigim yapanz. Iki sayiy1 karsilagtirmak igin
birini digerinden ¢ikannz ve ne olacagimi goriiriiz:

r=y=Q@-gqy)-y=x-(g+ 1)y

Simdi » — y, § de olmasii¢in ‘x—s5)” dogru bigimlidir ama » den daha kii¢iiktiir (nedenini
gorebiliyor musunuz?) ki bu da »nin S de en kii¢itk olmasiyla celisir. O halde » -y, S de
olmanin diger kosulunu (yani x — sy 2 0) saglamaz, dolayisiyla r—y=x—(g+ 1)y <0
olmak zorundadir. Béylece » <y elde edilir.

Cikarilan ders: » <y yi géstermek igin »— y yi inceledik ve 0 dan kiigiik oldugunu
gosterdik.

Bunun bir gosterisli versiyonunu verelim. Bu, son gésterigli yamitin dolaysiz bir
sonucudur:

Gaosterisli ¢oziim:
r €8 ve S negatif olmayan tamsayilarin bir kiimesi oldugundan, 0 <» dir. Ayrica

r-y=@-gqy)-y=x-(g+1)y
de vardir, o halde eger x— (¢ + 1)y 20 ise » — y, § ye ait olacakti. Ama », S nin en
kii¢iik elemanidir, o halde » — y en kii¢iik olmahdir. Buradan r—y=x—-(g + 1)y <0,
yani r < y elde edilir.

Tekligi gostermek i¢cin matematik¢ilerin yaptigim yapanz ve celigki kullaninz. Sa-
yilarin tek olmadigint kabul ederiz ve bunun bir ¢eliskiye gotiirdiigiinii gésteririz. Yani
onlarin farkh olduklanim kabul ederiz ve sonra farklarinin sifir oldugunu, bagka bir
deyisle farkli olmadiklarini, gosteririz.

Onlar aym anda farkh olamazlar ve farkh degil olamazlar!

Ohaldex=q"y ++,0< /¥ <yyeg#q yadar#r’ler saglayan g’ ve »’ oldugunu
varsayalim. (Bu son ifade (g, ») ve (g’, ) ikililerinin farkli oldugu anlamina gelir.) Bu
durumda

0=(g-q W+ (r-r)
elde etmek i¢in bilinen ¢ikarma iglemini yerine getirecegiz. Buradan (¢g—¢g')y =»"—r
olur. Eger g =g’ ise, 0 zaman #’ = r oldugu agikardir. Bu (g, ») ve (¢, »’) ikililerinin farkh
olduklariyla celisir.

O halde g # ¢’ olmahdir. ¢’ — ¢ > 0 durumunu degerlendirelim, ¢iinkii bu durum
bize (g — ¢')y=#" — rde (g — g")y nin pozitif olmasin saglar. Bunun gidilecek dogru yol
oldugundan emin degilim; sadece igleri daha da kolaylastinr. Eger g — ¢" > 0 ise, o za-
man g — ¢’ en az | dir, boylece y < »'— r olur. Ama r ve »/, y den kiigiik negatif olmayan
tamsayilar olduklar: igin bu bir geligkidir.

Bu ¢ >¢" durumunu ele alir. $Simdi benzer bir akil yiiriitmeyle ¢ < ¢’ yani g — ¢" <0
durumunu gercekleyebiliriz, ama g ve ¢ ile ilgili higbir 6zel seyin sdylenmedigine dik-
kat edin. Genellikten yitirmeksizin, her zaman g niin ¢’ den daha biiyik oldugunu kabul
edebilirim. Ama &yle degildi, o zaman g’ yii ¢ ve g yii g¢" olarak yeniden isimlendirelim.

Artik gdsterigli versiyonu verebiliriz.



Bolum Lemmasi 199

Gosterigli versiyon:

g ve rnin tek olmadigini varsayalim, o zaman x =g’y +/,0< ¥ <y veg#g'yada
r# ¥ leri saglayan ¢’ ve »’ mevcuttur. Eger g=¢"ise, 0 zamanr=x—qy=x—¢'y=
r olur. Buradan g ve g’ niin farkh oldugunu kabul edebiliriz. Genelligi yitirmeksizin,
q > g’ oldugunu varsayabiliriz. O zamanx =gy +rvex=qy +» ,(g—q')v=g-ryi
gerektirir. ¢ —g’ > 0 vardir ve g — ¢’ en az 1 olmahdir, o halde 0 </ —r dir. Ama bu
bir geliskidir, ¢iinkii » ve #/, y den kii¢iik negatif olmayan tamsayilardr.

Gorebildiginiz gibi tiim kisimlan hallettik: varhk (saglanmas: gereken kosul dahil)
ve teklik. O

Bolim lemmasinin daha genel versiyonu

Boliim lemmasinin varsayimlarina bir kez daha bakalim. y > 0 olmas: gerekli midir?
Bununla birlikte, eger y = -5 ve x = 21 ise, 0 zaman ¢ ve » tamsayilarim1 bulabilirdik:
21 =(4)x (-5) x 1. y > 0 oldugu varsayimim ger¢ekte kullandik m1? Evet, kullandik.
Eger y negatif olsayd, o zaman pozitif s i¢in x — sy ifadesinde istenildigi gibi ¢ikarma
degil, toplama yapardik.

O halde, y > 0 varsayimim silebilir miyiz? Kamtta gerekli idi ama bu varsayim
kaldirmamiza izin veren belki alternatif bir kamit vardir. Sonucu hafif degistirmek ko-
suluyla yanit evettir.

¥ > 0 varsaymmu 0 < r < y kosulunda gereklidir. Eger 6megin y = -5 ise, 0 zaman
0 < r < -5 olmasin isteriz, ki bu asla ger¢eklenemeyen bir kosuldur.

Onun yerine y nin modiiliinii alirz. O zaman y= -5 i¢in kosul 0 << |-5|=5 olur.
Aslinda bir teorem vardir:

Lemma 28.2 (daha genel bir Béliim Lemmasi)

x ve y sifirdan farkli tamsaytlar olsun. O zaman x = qy + r olacak sekilde tek g ve r
tamsayilart vard.

Kamt. Teoremi y > 0 durumu i¢in daha énce kamtladik, o halde y < 0 durumunu ka-
mtlamahyiz. Genelde durumlar i¢eren kamtlarla ¢ahisirken kamit: ufak degisiklikler ya-
parak tekrarlayabiliriz. Bu durumda bunu belki yapabiliriz ama S de en biiyiik elemana
v.s. bakmak durumunda kalinz. Bununla birlikte bu durumda dogallardan tamsayilara
genellemek igin akilh bir hile vardir. Ustelik bu hile bagka durumlarda kullanilabilir.
Simdi onu harekete gecirelim.

Teoremin y > 0 i¢in gegerli oldugunu biliyoruz, o halde eger y* =—y alirsak, o za-
man )’ bir negatifin negatifidir, dolayisiyla pozitif olmak zorundadir. Béylece B&lim
Lemmasini x ve )’ ne uygulayabiliriz:

x=gq'y" +r ve 0 £r <)y olacak sekilde ¢’ ve y mevcuttur. Bu bize y nin ne olacag
hakkinda neler séyler? )’ yii —y ile degistirirsek,

x=q'(-p)+r, 081 <y

buluruz. Bu ise x=(—g")y +,0 <7 < |y| anlamina gelir.
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g=qg've r=+olsun.x=qgy+rve0<r <|y| olacak sekilde g ve r yi bulmus
olduk.

Bu, yeni versiyonu kamtladifimiz anlamma gelir mi? Hayir, ¢linkii 6nerme g ve
r nin tekligini aramaktadir. y > 0 durumunda tekligi kamtladifimzda, y > 0 oldugu-
nu kamtladik m1? Eger geriye déner ve kontrol ederseniz, o zaman kullanmadigimiz:
gorebilirsiniz — o varlik kisminda kullamlmigti. O halde, iki seyden birini yapabiliriz.
Kanitin o kismuini yeniden yazabiliriz ya da ‘“Tekligin kaniti, Teorem 28.1 in kamtindaki
ile aymdir’ diyebiliriz.

Lemmanin genel versiyonunun gosterisli kamitin1 aynintih yazalhm:

Gosterisli ¢oziim:

(Daha genel bir Béliim Lemmasinin) Kamiti. )’ = —y olsun. O zaman Teorem
28.1 denx = gy + r ve 0 < r <)’ olacak sekilde g ve » tamsayilar1 mevcuttur. Boy-
lece x = (—q)y + r, 0 < r < |y| olur. Tekligin kamt: Teorem 28.1 in kanmitindaki ile
aymdir.

Kamtta ¢" ve y" notasyonlarim kullanmadigimizi, sadece g ve » yi kullandigimz:
kaydedelim. Mesele sdyle: x = (—g)y + » iken okurun —¢ niin istedigimiz g oldugunu
anlamas gerekir. Notasyon bazen akil kanstince: olabilir. O

Cikartilacak Dersler:

e Boilim Lemmasmimn biri digerinden daha genel iki farkli versivonunu ifade ettik.
Eger farkl kitaplara bakarsaniz, yazarlarin genelde onlardan sadece birini verdigini
goreceksiniz. Bunu matematikte gdrmek yeterince yaygindir. Baz1 yazarlar bir so-
nuca tiim genelliZi ile gerek duymazlar ve o nedenle daha basit bir 6nerme segmeyi
tercih ederler.

e Tamsayilan kapsayan problemler i¢in dnce pozitif tamsayilan ele almaya ¢aligalim.
Sonra baganlabilir bir seyi elde edebiliriz — rnegin, tiimevarim kullanmay: bagara-
biliriz. Sonra pozitif durumu kullanma hilesini negatif duruma uygularniz.

Euclid Algoritmasi
Euclid Algoritmas: Boliim Lemmasinin tam olarak tekrarh kullanimidir. Lemmada g ve
ryi, 0 <r <y, ortaya ¢ikarmak i¢in x ve y yi veriyoruz. Sonra y ve » yi lemmaya yerles-
tiriyoruz. Kalan sifir oluncaya dek bunu siirdiiriiyoruz.

Teorem 28.3 (Euclid Algoritmasi)

x ve y tamsaylar olsun. O zaman q , ..., q, tamsaytlarive r, =0 tamsayla-

.
g LB
rimin azalan bir dizisi vardw dyle ki

qu o )'1
qur, tr

2
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= gy
= qr T,

rlc—.'-‘ = qk— lrx— 1 " rk

qkrk T 0

~
Il

olsun. Ustelik, ebob(x, y) =r, dir.
Burada bir azalan dizi » > r,> r;> ... > r,> 0 demektir.

Uyar: 28.4

Aslinda 6nemli olan énermenin son kismidir, ¢iinkii bize bazi yararli sayilarn, rmegin
iki tamsayinin ebob’u gibi, nasil hesaplandigim sdyler.

Kamt. Bo&liim Lemmasim defalarca uyguladigimiz bellidir. Her bir agamada 0 < » <
r,_, dir. (Nedenini gorityor musunuz?) Negatif olmayan tamsayilarin azalan bir dizisine
sahip oldugumuz i¢in islem bir noktada 0 kalamm iiretecektir.

ebob(x, y) = r, oldugu ebob(x, y) = ebob(r, y) = ebob(y, ») — Teorem 27. 20 (i) ve (v)

—ve ebob(a, b)=a egera |5 ise - goriillmesi kolaydir — den sonuglanir. O

Artik algoritmanin bazi uygulamalarim verecegiz. {1k uygulama bize algoritmay: hare-
kette gérmemize olanak saglayacaktir.

ebob hesaplamak

Ornek 28.5

ebob(14441, 3563) u bulun.
Bgliim algoritmasinin tekrarh uygulamas asagidakileri diretir:

14441 =4 x 3563 + 189
3563 =18 x 189 + 161
180 =1x161+28
161 =5x28 +21
28=1x21+7
21=3x7+0.

O halde ebob(14441, 3563) =7 dir.

Yontemin akla bagvurmayan diiz bir hesaplama oldugu dikkatinizi ¢ekmistir. Eger
ebob’u kaba kuvvetle bulmak isteseydik, 14441 ve 3563 iin — kolay bir i§ olamayan
— tiim ¢arpanlarini bulabilir ve en biiyiik ortak bélene ulagmak i¢in tiim ortak ¢arpanlan
carpabilirdik. Deneyin ve yukandaki yontemin daha kolay oldugunu goriin.

Alstirmalar 28. 6
(i) ebob(315, 462) u bulun.
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(i) ebob(546, 9100) u bulun.

(i1i) Teorem 27.20 (v) i kullanmadan asagidakini kamitlayin.
x,y,q,re€ Z vey, x1bdlmemek tizere x = gy + rolsun. ebob(x, y) = ebob(y, ) oldu-
gunu kamitlaymn. (Bu, bir problemi pargalara ayirarak nasil ¢oziilecegine mitkem-
mel bir 6rnektir. Once, eger d = ebob(x, y) ise 0 zaman 4 nin y ve » nin bir béleni
oldugunu gdsterin. Sonra d nin bu tiir en bityiik tamsay1 oldufunu gdsterin. Bu son
kisim kendi bagina celigki ile kanita mitkemmel bir drektir: bagka bir biiyiik say1
oldugunu kabul edin ve devam edin.)

Algoritmay ters ¢evirerek ilging bir teorem elde ederiz.
Teorem 28.7
x ve y tamsayilar olsun. O zaman

kx + Iy = ebob(x, )

olacak sekilde & ve [ tamsayilan vardir.
Kamt. Aligtirma (ama kanita kalkismadan 6nce agagidaki 6rnegi inceleyin). O

Ornek 28.8
k, l e Z olmak tizere, ebob(14441, 3563) u 14441k + 3563/ bigiminde ifade edin.

Bu istenilen ifadeyi bulmak i¢in Omek 28.5 deki Euclid Algoritmasimin ¢iktisin
alalim ve geriye dogru ¢aligalim. O 6rmekte ebobo(14441, 3563) = 7 bulmustuk. Orada-
ki hesaplamalarimizin énce en alt satinm kullaninz:

7=28-1x2l
=28 -1 x(161 —5x 28), 21 yerine algoritma ¢iktisinin 4. satirdaki degeri,
=6x28-1x161

=6x(189—-1x161)—1x161, 28 in yerine 3. satirn kullanim,
=6x189-7x 161

=6x 189 -7 x (3563 — 18 x 189), 161 yerine 2. satinn kullanim,
=132x189-7x 3563

=132 x (14441 —4 x 3563)— 7 x 3563, 189 yerine 1. satirin kullanim,
=132 x 14441 — 535 x 3563.

Boylece k= 132 ve [ =-535 dir.

Eger ‘k ve [ sayilan tek midir?’ diye sorsaydimz, fazladan not ahrdimz. Eger olmadik-
larimi ¢ozseydiniz, iki kat daha fazla not alirdiniz.

7=(132+3563) x 14441 — (535 + 14441) x 3563

oldugunu gostermek zor degildir. Sadece ab — ba = 0 hilesini kullandigimiz1 kaydede-
lim.

Genelde bu teklik yoklugu bir sorun degildir ve Diofant denklemleri ile ilgili kesim-
de kullamlacaktir.
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Euclid Lemmasi

n|ab ise n nin illede a ya da b nin birini bélmek zorunda olmadigmi gordiigiimiiz Ornek
27.22 yi gz Oniinde bulunduralim. Fazladan bir hipotez ekleyerek bdyle bir énerme
elde edebiliriz. Sonugta olusan énermeye Euclid Lemmas: denir. Lemmanin bizim igin
bir sonug teorem olduguna dikkat edin: Euclid Lemmasi, Euclid Algoritmasmin bir so-
nu¢ teoremidir.

Sonuc¢ Teorem 28.9 (Euclid Lemmasi)

n, a ve b dogal saytlar olsun. Eger n | ab ve ebob(n, a) = 1 ise, o zaman n | b dir

Kamit. Mademki ebob(a, b) =1 dir, 0 zaman &n + la = | olacak sekilde & ve [ tamsa-
yilar1 vardir. Boylece knb + lab = b olur. n|knb agiktir. Ayrica nlab idi, syleyse n|lab
dir. O halde n| knb + lab, yani n| b elde edilir. O

Bu lemma; n, ab yi boler fakat a y1 bélmezse, n nin b yi bélmek zorunda oldugunu
soyler.

Lemmada kullanilan iki saymimn en biiyiik ortak bélenin 1 oldugu kosulu bir isim
verilecek kadar ¢ok dnemlidir.

Tanim 28.10

En biiyiik ortak bolenleri | olan iki tamsayiya aralarmmda asal denir.

Ahstirma 28.11

Aralannda asal sayilar i¢in kendi dmeklerinizi ve 6rnek-dis1 olanlan araymn.

Euclid Lemmasindan aga@idakini tiiretebiliriz:

Teorem 28.12

Eger p asal ve p, ab yi bolerse, o zaman p, a y1 béler ya da p, b yi biler.

Alstirma 28.13

Onceki teoremi kanitlayin.

Bu teorem yardimiyla irrasyonellik tizerine bir sonucu kamitlayabiliriz.

Sonug¢ Teorem 28.14
Eger n bir kare say1 degilse, o zaman Jn irrasyoneldir.

Kamt. Tersini varsayalim: » ve s tamsayilar olmak iizere, Jn = /s olsun. »/ s nin en
diigiik terimli, yani herhangi bir ortak ¢arpam sadelestirdikten sonra, ebob(r, 5s)= 1 ol-
dugunu varsayabiliriz. n bir kare olmadif i¢in s> 1 dir. 2 = ns® ye sahibiz. p, s nin asal
olan herhangi bir béleni olsun. O zaman p|»? dir, o halde 6nceki teoremden plr olur. O
halde p hem » hem s yi béler ki bu ebob(r, 5) = 1 ile ¢eligir. 0

Boliinebilirlik sonuglarimi kullanarak, goriiniigte boltinebilirlikle ilgili olmayan bir gey
kullandifimmzi kaydedelim.
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Diofant denklemleri

Bir sonraki uygulamamiz iki degiskenli lineer denklemlerin tamsay1 ¢dziimlerini bul-
makla ilgilidir. m, n, ¢ € N verildiginde, mx + ny = ¢ bigimli denklemlere tamsayi
¢oziimler anyoruz. Fazladan mx — ny = ¢ nin de ¢éziimlerini elde edecediz. (Nedenini
gorebilir misiniz?) Boyle denklemlere Diofant denklemleri adi verilir (Iskenderiyeli
Diofant’in adina).

Teorem 28.15
L N deki her m, n icin mx+ ny= c denkleminin x vey tamsay: ¢éziimleri vardr eger
ve ancak eger ebob(m, n) = c dir.
ii. x=Xvey=Y, mx+ny=cnin bir ¢éziimii olsun. O zaman her te Z icin
n m
x=X ) =

+—t,y=Y ————f
ebob(m,n) - ebob(m,n)
de bir ¢oziimdiir. Ustelik, tiim ¢dziimler bu bi¢imlidir.
Kamt. Digiinceleri aynntili yazacaZim, gosterigli ¢ziimii siz bir aligtirma olarak ya-
zabilirsiniz.

(i) Bu bir *eger ve ancak eger’ 6nermesi oldugu i¢in ‘eger’ ve ‘ancak eger’ bi¢imin-
de parcahyoruz. Bu soru boyunca ebob(m, n) yi agir1 derecede yazacagimdan, kisalik
agisindan d = ebob(m, n) beyaninda bulunalim.

mx +ny = cninmX + nY= ¢ gibi bir ¢6ziimii oldugunu varsayalhim. Gostermek iste-
digimiz nedir? 4 nin ¢ yi boldiigiinii gdstermek istiyoruz. Ne biliyoruz? ¢ yi m ve n (ve
X ve Y) cinsinden biliyoruz. Tanmimdan 4 nin m ve n nin bir béleni oldugunu biliyoruz.
Teorem 27.5 uyarinca, m ve n nin bir lineer kombinasyonu da d ye béliiniir. Bdylece
¢ =mX + nY (bu lineer kombinasyon) oldugu i¢in 4, ¢ yi boler.

Simdi denklemimizin diger yoniine gidelim. d, ¢ yi bolsiin. Ne biliyoruz? Ozel-
likle, denklem ve en biiyiik ortak bélenler hakkinda ne biliyoruz? Teorem 28.7 den
mx + ny = d yi ¢Ozebiliriz. Yani mk + nl = d olacak sekilde & ve / yi bulabiliriz. (O
teoremdeki notasyonla bu teoremdeki notasyonun uyusmadigim kaydedin — £ lar ve/
ler aym degildir. Zaran yok! Bizler matematik¢iyiz ve bunun iistesinden gelebiliriz.)
Ama mx + ny = d ¢ozmek istedigimiz denklem degildir; sag tarafta d yi degil, ¢ yi
istiyoruz. Eger d yi ¢ / dile ¢arparsak onu elde edebiliriz. Bir tarafa yaptigimiz1 diger
yana da yapmaliyiz. O halde her iki tarafi d ye boler ve c ile ¢arparsak, o zaman

c(mk +nl)

d -

elde ederiz. Boylece, eger d, ck ve ¢l yi bilerse, 0 zaman mx + ny = ¢ ye tamsay1 ¢0-
ziimler elde ederiz. Yani

c

ck ¢
m—+n—=c¢
d
de _Cie 7, Ve .‘ﬁe 7 olmasini istiyoruz. Ama bu sorun degil, ¢iinkii varsayimdan 4 nin
d

¢ yi boldiigiinii biliyoruz.

(ii) Onerilen ¢éziimlerin (verilen x = X ve y = Y ¢Oziimii) gercekten ¢éziimler ol-
dugunu gostermek, kendinizin de gosterebilecegi gibi, sadece bir degistirim sorunudur
(X + nt / ebob(m, n) ve ¥ — mt / ebob(m, n) ye yerlestirmek). Onermenin esas kismi
‘astelik’ kismudir, yani tiitm ¢dziimlerin o bigime sahip olmasidir.
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Bunu aynintih aragtiralim. x i¢in tiim ¢dziimlerin X +J" t € Z bigimine sahip oldu-

gunu varsayahm. Bu bize y i¢in dogru bigimi saglar mi1? Saglar; onu ¢alisin. [leride ve
islemi aynntih yazarken yararh olacaktir. O, bu asamada yazilmamalidir, en sonda yer
almalidir!
Ne biliyoruz? mx + ny = ¢ ve mX + nY = ¢ oldugunu biliyoruz. Ne istiyoruz?
=X +.’§; v.s. istiyoruz. Bu ¢ yi icermez ve ¢ yi bildigimiz iki denklemden agik¢a
¢
eleyebiliriz. O zaman x— X =§ yi istedifimiz igin igimize yarayan m(x—X) + n(y - ¥) =0

denklemini elde ederiz. x— X = :{—1, d yi isin i¢ine sokmamizi sdyler, o halde denklemi d ye
béleriz:
m(x—X) ” n(y—Y)
d d

0.

Ya da bagka bir deyisle,

x—=X =£[_M)
d

m

elde ederiz. Boylece, efer m nin d(y — ¥) yi boldiigiinii kanitlayabilirsek, o zaman ¢ tam

sayimiz — aG-Y) ye esit olacaktir. Onu gostermek ¢ok zor degildir, o yiizden cahs-
m

maniz i¢in size birakacagim. Eger takilirsamz, ebob(m, n)= 1 oldugu durumu ele ahn. J

Abstirma 28.16

Bu kanitin bir gésterigli versiyonunu yazin.

Teoremin (ii) sikkinin ¢éziimler mevcut ise onlardan sonsuz ¢oklukta oldugunu soy-
ledigine dikkatinizi ¢ekerim.
Ornek 28.17

51x + 21y = 18 Diofant denkleminin tiim tamsay1 ¢6ziimlerini bulun.
Once 51 ve 21 in en biiyiik ortak bolenini buluruz:

51=2x21+9
21=2x9+3
9=3x3+0.

Boylece en bilyiik ortak bélen 3 tiir. 3 |18 oldugu i¢in ¢dziimlerin var oldugunu biliyo-
ruz. Bunlar: bulmak igin algoritmay ters ¢evirebiliriz:

3=21-2x%9
=21 =2(51 -2 %21)
=5x21-2x51

30=30x21-12x 51, 18/ 3 = 6 ile ¢carpildiktan sonra.

O halde
x=-12 ve y=130,
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51x + 21y = 18 in bir ¢éziimiidiir. Buradan (X =-12 ve Y= 30 alarak) ¢dziimler

X +23-!t=_l2+7t.}’—-5§lf=30‘l7”“E z

bigimlidir. Yani
x=-12+7t,y=30-17t

51x + 21y = 18 denkleminin tamsay1 ¢oziimleridir.

Ornek 28.18

Bu ¢dziimleri S1x—21y= 18 in ¢dziimlerini bulmak i¢in de kullanabiliriz. (Bu tam ola-
rak + yerine — degisimli &nceki denklemdir.) Denklemi 51x + 21(—) = 18 gibi yeniden
yazabildigimiz i¢in dnceki drnekten ¢dziimlerin

x=-12+7t,—y=30- 174,
yani
x==12+7t,y=-30+17t

olmalar gerektigini gorebiliriz.

Alistirmalar

Ahstirmalar 28.19

1. (a) ebob( 14592, 6468), (b) ebob(-=12870, 4914) leri bulun.

. 14592m + 6468n = 12 olacak sekilde m ve n tamsayilanm bulun.

ii.  4914m + 12870n = 234 olacak sekilde m ve n tamsayilarini bulun.

iv.  Diofant denklemlerinin tiim tamsay1 ¢6ziimlerini bulun:

(a) 215x + 264y =18,

(b) 315x + 264y = 24,

(c) 7644x + 1386y = 84,
(d) 1386x+ 7644y = 126.

v.  lyi-siralama ilkesi Bolim Lemmasinda kullamlmigt. O dogal sayilar iizerine
yvaptiimiz bir varsayimdir: dogal sayilarin bostan farkli her kiimesinin bir en
kiiciik eleman vardir.

(a) Ilkeyi ‘Eger ... ise, 0 zaman ..." bi¢iminde yazin.

(b) Kiimenin dogal sayilar oldugu varsayimi tamsayilar kiimesine genellestirile-
bilir mi? Genellestirilebilirse, kanit verin; aksi halde bir karsit dmek verin. (Siras1
gelmisken, ilke gergel sayilar i¢in dogru degildir: dmegin, S = {xeR |x >0}
olsun.)

(c) Matematiksel Tiimevanim [lkesinin kamitinda bu ilkeyi nerede kullandik?

vi.  Boélim Lemmasmni x tamsayis: tizerinde kuvvetli tiimevarim kullanarak kanitla-
yin. (Ipucu: degerlendirilecek iki durum vardir: x <y ve x 2 y.)

vii. Euclid Lemmasi ve kamitimi gz dniine alalim.

(a) Kanitta varsayimlann nerede kullamildiklann belirleyin.
(b) Kamitta hangi teorem kullanmilmigtir?
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(c) Euclid Lemmasinda ebob(x, y)=1 oldugu varsaymmm yok ettiimizde ne ola-
cagini inceleyin. Yani, x,y € N lerix, y € Z ye aktann.

a ve b aralannda asal olsun. ebob(a + b, a — b) < 2 oldugunu kamtlayin. (ipucu:

g=ebob(a + b,a—b)olsun. g |2a ve g 126 oldugunu gdsterin ve ebob(g, 2) tize-

rindeki durumlan kullanin.)

Boliim Lemmasimnin daha genel versiyonunda g ve » nin tekligi ni¢in kendiligin-

den ¢’ ve #’ den sonuglanir?

p, ve p, iki say1 olsun. Béliim Lemmasini kullanarak i 2 1 i¢in ¢, yi ve i 2 3 i¢in p,

yi tanimlayahm. Yanip,_,=gq _,p,_ tp.dir. pip>= ZI_I q,p., oldugunu kanitla-

yin. Bu sonucu agiklamak i¢in bir sekil ¢izin.*

iki tamsay1 a ve b nin ekok(a, b) ile gdsterilen en kiiciik ortak kati negatif olma-

yan en kiiciik / tamsayisidir dyle ki na = mb = [ olacak sekilde m ve n tamsayilan

vardir. Asagidakileri kanitlayin.

(a) a ve b nin herhangi bir ortak kati / nin bir katidir.

(b) Herhangi bir r pozitif tamsayis1 i¢in ekok(ra, »b) = r ekok(a, b) dir.

(c) ekok(a, b) ebob(a, b)= | ab|.

» Genel boliim lemmasi: x ve y sifirdan farkli tamsayilar olsun. O zaman x =gy +r, 0
<r< |_1-' | olacak sekilde tek g ve r tamsayilan vardir.

Euclid Algoritmas: ebob(x, y) yi hesaplamak i¢in kullanilabilir.
Euclid Lemmasi: n, @ ve b dogal sayilar olsun. Eger n |ab ve ebob(n, a)=1 ise, 0

zaman n I b dir.

En biiyiik ortak bélenleri 1 ise iki sayiya aralarinda asal denir.

» m ve n, N de olmak iizere, mx+ ny = ¢ denkleminin x ve y tamsay1 ¢oziimleri vardir
eger ve ancak eger ebob(m, n) lc dir.

Ustelik, bir ¢6ziim verildiginde tiim ¢&éziimleri bulabilirsiniz.
iki @ ve b tamsayisinin ekok(a, b) ile gdsterilen en kiigiik ortak kati negatif olmayan

en kiigiik / tamsayisidir 6yle ki na = mb = [ olacak sekilde m ve n tamsayilan var-
dir.

* Efitmenler: Daha 8nce bunun bir seklini hi¢ cizmediyseniz, ¢izin. Cok esin vericidir.
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Moduler Aritmetik

Bu sevdigim aritmetik tiiriidiir.
Muhtesem Yediler 'deki, Chico

Ogrenci iken 6zellikle modiiler aritmetikten etkilenmistim. Baglangigta bana soyut bir
¢ocuk oyunca gibi gelmisti. Sanki yararh ya da anlamh degildi. $imdi tamamen dege-
rini biliyorum, ¢iinkii (internet giivenligin kapsayan) kriptografi, veri depolama, barkot,
(kitaplann arka kapaklan tizerinde) ISBN bilgileri ve hatta sihirbazhk numaralan gibi
gercek yagsamdaki uygulamalarim gordiim.

Modiiler aritmetigin diigiincesi ¢ok basittir. Omegin, n gibi bir dogal say1 verilsin. O
zaman » ile bdliimiinden kalanlan esit ise iki tamsayiy1 denk olarak degerlendiriyoruz.
Ornegin, n = 5 alalm. O zaman 22 ve 57 aymidur, ¢iinkii — 5 ile boliindiiklerinde 2 kalam
sonuglandifindan — aym kalana sahiptirler.

Bu béliimde, sayilar kuramindaki bazi uygulamalarina gegmeden &nce modiiler arit-
metiZin birkag temel 6zelliklerini ¢alisacagiz.

Modltiler Aritmetik

208

Tanmimlarla baglayalim.

Tanim 29.1

Iki tamsaywyn, x ve y yi, bir n dogal sayisina béldiigiimiizde aymt kalana sahiplerse, o
zaman x ve y modulo n denktir (ya da x esittir y mod n ya da x egittir y modulo n) deriz
ve x mod n =y mod n ya da kisaca x =y mod n yazarz.

Ornekler 29.2

(i) 15=0modS5 ¢iinkii 15=3x5+0.
(ii) 16=4 mod 12 ¢iinkii 16=1x 12 +4.
(i) —=73=27 mod 10 ¢iinkii 73 =(-8) x 10+ 7.

Belli ki, x i n ye boldiigtimiizde » kalanin veriyorsa, o zaman x = » mod » dir.Aslinda x
mod » istendiginde genelde sadece » kalanin veririz. Bir hesaplayici kullanarak, bunun
bulunmasi kolaydir.
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Ornekler 29.3

261 mod 8 nedir? 261 / 8 = 32.625 buluruz. Boylece kalan 0.625 x 8 = 5 olur.
Yapmamiz gerekenin, ondalik noktadan sonraki rakamlar: almak ve » ile ¢arpmak
oldugunu kaydedin.

Alstirmalar 29.4
Asagidakileri hesaplayn.

(i) 16 mod 5, (i1) 22 mod 4, (ii1) =33 mod 22, (iv) 7 mod 7, (v) 545 mod 12.

Modiiler aritmetiZin goéze carpan bir dzelligi, teoremleri durumlar ydntemiyle genelde,
bir sonraki teoremin gosterdigi gibi, kamitlayabilir olmamzdir.

Teorem 29.5

Eger n bir kare sayt ise, 0 zaman n mod 4, 0 ya da | dir.

Kamt. Tamim geregi » bir kare ise, 0 zaman bir & tamsayisi i¢in n = &% dir. mod 4 ¢a-
hgtigimizdan, &£ mod 4 i¢in 4 durum ele alacagiz: 0, 1, 2 ve 3.

kmod 4 = 0 durumu: Burada bir m tamsayisi igin k= 4m dir. O zaman n = k*= 16m* =
4(4m*) =0 mod 4 olur.

kmod 4 =1 durumu: Burada k=4m + 1 dir. QO zaman n =k* = 16m* + 8m+ | =
4(4m*+2m)+ 1 =1 mod 4 olur.

kmod 4 =2 durumu: Burada k=4m + 2 dir. QO zaman n= = 16m*> + 16m+ 4 =
4(4m*+ 4m+1)=0mod 4 olur.

kmod 4 = 3 durumu: Burada k=4m + 3 dir. QO zaman n= K = 16m* +24m+9 =
4(4m*+ 6m+2)+ 1= 1mod 4 olur.

O

Bir sonraki teorem, iki say1 modulo » egit oldugunda, farkh bir arama yolu saglar.

Teorem 29.6

x =y mod n vardw eger ve ancak eger baztk € Zicinx—y = kndir.

Kamt. x=ymodn varsayahm. O zaman tammdanbazi k, k,,r € Ziginx=kn +rve
y=kn+rolur. Béylece x — y = (kn +r)—(k;n +r) = (k — k)r elde edilir.

Simdi tersini kamtlayalim. Eger y, n ye béliindiigiinde » kalanina sahipse, o zaman
birk, € Ziginy =k n+ryazihr. O halde

x—y=hknbirke Z igin
= x=y+tikn
< x=kn+tr+thkn
= x=(ktk)+r

dir. Boylece x, n ye boliindiigiinde » kalanina sahip olur, o haldex=ymod ndir.
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Alstirmalar 29. 7

Daha dnceki yéntemleri teorem ve kamta uygulamalisiniz. Ozellikle asagidakileri yap-
malisiniz.

(i)  Teoremin ifadesi i¢in 6rnekler ve drnek-olmayanlar olugturun.
(i) Kamtta nerelerde varsayimlann yapildigin belirleyin. (Tersinde varsayim nerede
kullandigimiz agik olarak ifade edilmemistir.)

Uyar1 29.8

Baz k € Z i¢in x— y = kn ise, bazi matematikgiler x ve y sayilanm modulo n denk olarak
tammlarlar. Onceki teorem bu tanimla bizim tamimimizin denk olduklarim gésterir.

mod’un aritmetigi

Simdi biraz mod’lu aritmetik yapmaya bashyoruz. Bir kuram ortaya ¢ikarmak icin ka-
lanlann toplamini, ¢ikanlmasini ve garpimim tammlamak kolaydir. Bolim kavramim
ele almak daha zor oldugu i¢in onu gbz ardi ediyoruz.

Teorem 29.9

x=rmod n vex=smod n olsun. O zaman

(i) x+y=r-+smodan,
(i) xy=rsmodn

dir.

Kamt. Varsayimdan bazi1 &k ve [ tamsayilan i¢in x = kn + r ve y = [n + 5 yazihir. O
zaman
x+ty=kn+r+in+s
= x+ty)-(rts)=k+Dhn

dir. O halde Teorem 29.6 dan (i) sonuglanir.
Benzer sekilde,

xy=(kn+r)(ln+s)
=kin* +kns+nr+rs
xy—rs=(kin+ks+irn

bulunur, o halde (ii) de dogrudur.

(]

(i) de negatifleri kullanmakla, yani x — y x + (=) dir, ¢ikarmayi da ele alabiliriz.

Alistirmalar 29.10

(i)  Bu bir teorem ve kamttir, 0 halde onu inceleyin. Omekler- u¢-érnekler v.s. bu-
lun.
(ii) Eger x =y mod nise, 0 zaman her k € Z i¢in kx = ky mod » oldugunu kanitlayimn.

Zor hesaplamalar hizli yanitlar1 elde etmek i¢in bu teoremi kullanabiliriz.
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Ornek 29.11

8 nin son rakamni bulun.

Burada bir sayinin son rakaminin 10 a béliimiinden kalani olduguna dikkat cekelim.
O halde mod 10 ¢alismak durumundayiz. 8= 8°8* oldugunu biliyoruz.

82 =64 ve 64 =4 mod 10 dir. Boylece,

Fmod 1I0=88mod 10=(4x8) mod 10=32 mod 10=2mod 10
bulunur. Ayrica,

8 mod 10=(8)*mod [0=4*mod 10=16 mod 10=6 mod 10
dir. Boylece,

8" mod 10=88' mod 10=(2x6)mod 10=12mod 10=2mod 10

elde edilir. O halde 8 nin son rakam 2 dir.

Alstirma 29.12

17" nin son rakamini bulun.

Fermat’in Kticlik Teoremi

Fermat'in Kiigiik Teoremi' sayilar kuraminda yararh bir teoremdir. Onceki drnekler
gibi, elle hesaplanmasi zor olan biiyiik sayilarnin arastinlmasina olanak saglar. Omegin,
291 —2 nin 101 e boliinebildigini géstermek i¢in onu kullanabiliriz.

Bu kez kamitin bir gosterigli versiyonunu gorecegiz ve agiklamalar kutucuklarda
verilecektir.

Teorem 29.13 (Fermat'in Kiiciik Teoremi)

p bir asal olsun. O zaman herhangi bir x tamsayist i¢in x* = x mod p dir.

Her zamanki uygulamalar giddetle dnerilir: birka¢ dmek ¢aligin, teoremin ne dedigini
mutlaka anlaym.

Kamt. Onermeyi x iizerinde matematiksel tiimevarimi kullanarak dogal sayilar igin
kanmtlayacafiz. Genel durum aligtirma olarak birakihiyor. p lizerine tiilmevarim yapama-
digimzi kaydedin, ¢iinkii p + 1, p = 2 i¢in tek asaldir.

Kamtlarn kolay kisimlan ahgtirma olarak birakiliyor. Onlar mutlaka yapin.

Baglangi¢ durumu x = 0 dir.
07=0=0mod p

oldugu i¢in dnerme gecerlidir.

' Bu teorem daha 8nce anlatimis olan Fermat’'n Son Teoreminden farkhdr.
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Bir tiimevanmin baslangi¢ kismi genelde o derece kolaydir.

Béylece bazi x € N iginx” =x mod p varsayalim ve x + | i¢in ne oldugunu gérelim.
Binom Teoremi aracihigiyla (x+ 1)7yi aganz.

(x+1)° =x" +( lp).r"" +(§).\-"‘3 +~-~+( P ]]x+ l.
. P

Tiimevarim kullanmak i¢in (x+ 1)"=x + | mod p olmasin istiyoruz, o halde ne ya-
pabildigimizi gérmek i¢in denklemin karmagik yanim aldik. Orada agmaktan bagka
bir geyin olmadif goriiniiyor ve onu yerine getirmek i¢in Binom Teoremine gerek-
sinim duyuyoruz.

Denklemin sag yanna bakin. x” oldugunu goreceksiniz. Tiimevarim hipotezin-
den mod p yi aldifimizda x* = x mod p oldugunu biliyoruz. Sag yanda | oldugunu
da goriiyoruz, o halde diger biitiin terimlerden kurtulmak durumundayiz, yani mod p
sifir oldugunu gostermeliyiz.

Her bir adimin neden dogru oldugunu gérmek i¢in ¢aligmaniz gerektigi agagida-
kileri yaziyoruz. Her bir adimda *Nigin’ diye sorun. Baz1 bogluklan doldurmaniz ya
da daha dnceki teoremleri kullanmanmiz gerekebilir.

Her iki tarafin mod p sini alarak

(x+1)" modp=x”+(lp]x”"+(§)x”"2+m+( e I]x+l mod p
p.._

=x+ X x4 A Xt A x+1mod p
1 2 p—1
=(x+1)+ b x4 2 X7 gt 2 X |[mod p
1 2 p—1

=x+1modp

elde ederiz. Son satir 6ncekinden sonuglanir, ¢linkii Aligtirma 24.10 (x)den 1 Sr<p-1

2
igin [1 )=0 mod p dir.
r

O son ifade dogru mudur? Faal olun! Geriye gidin ve alighrmanin onu bize ger-
¢ekten verdiginin dogrulugunu kontrol edin.

O halde Matematiksel Tiimevarim [lkesinden, énerme dogrudur. O

Ahstirma 29.14

Onermeyi sadece dogal sayilar igin kanitladik. Simdi teoremi x bir tamsay1 oldugunda
kanmitlaymn. Eger x <0 ise —x in bir dogal say1 oldugu kumazhindan yararlanin, o halde
dnerme — x i¢in gecerlidir.

Bazi matematikgiler agagidaki sonug teoremi Fermat’in Kiigitk Teoreminin ifadesi ola-
rak kullanirlar.

Sonu¢ Teorem 29.15

p, tamsayt x i bélmeyen bir asal olsun. O zaman x*~'= 1 mod p dir.
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Ahstirmalar 29.16

(i)  Bu dnerme dnermemize denk degildir. O daha m zay:ftir, yoksa daha mi kuvvet-
lidir?

(i) Bu sonug teoremi kanitlayn. Bir goriis olarak p | x kullanma geregi duyacagimizi
kaydedin.

Fermat'in Kii¢iik Teoreminin bir bagka sonug teoremi sudur: Bir p asah i¢in x°—x, p ye
boliinebilirdir. Bunu gérmek kolaydir, ¢iinki x*= 1 mod p ile ¥’ —x= 0 mod p denktirler
ve bu, Teorem 29. 6 ya gore, p nin x¥"— x i béldiigiinii gerektirir.

[ste birkag drnek.

Ornekler 29.17

(i) 4°—4=1020, 5 e boliinebilirdir.

(ii) 27-2=126, 7 ye béliinebilirdir.

(iii) 2 —1 =1 267 650 600 228 229 401 496 703 205 375, 101 e boliinebilirdir.

Burada 2 nin 101 i bélmedigini goriiyoruz ve bdylece, Sonug Teorem 29. 15 den,
=1 mod 101 dir; o halde 2'“— 1, 101 e bdliinebiliridir.

Fermat'in Kticlik Teoreminin uygulamalari

Simdi Fermat’in Kii¢itk Teoreminin birka¢ daha uygulamasini inceleyecegiz.

Kalanlari bulma

Ornek 29.18

3%3{in 27 ile boliimiinden kalani bulun.
Bunu yamtlamak i¢in, 293 = (3 X 97) + 2 oldugunu fark edelim. $imdi

3293= 33)(9'.‘4-2: 32)( (33)97 = 9 X 2797

yazihr.
Fermat'in Kii¢iik Teoreminden 27°7=27 mod 97 oldugunu biliyoruz. Buradan

3%*mod 97 = (9 X 27%") mod 97
=(9 % 27) mod 97
=243 mod 97
=49 mod 97

elde edilir. Son indirgeme elle ¢dziilmiistii. Onun 3*3 {in hesabin1 yapmaktan ¢ok daha
kolay oldugunu kaydedelim. Boylece 3**iin 97 ile boliimiinden kalan 49 dir.

Bu arada 3%, 62593268888243427522325572648417154077029581904589591436
433557420379056779834968721444995955962021668152942131046179260545730
559106399531123 a esittir.



214 29 BOLUM Modiiler Aritmetik

Asalligin test edilmesi
Fermat'in Kii¢iik Teoremi sayilar tizerine girin bir sonug gibi goriinebilir: ‘x in bir asal
kuvvetini alir ve modulo asal indirgerseniz, tekrar x e donersiniz.” Ama bagka ne ige ya-
rar? Onermenin ikinci versiyonunu bir ‘eger ... ise, 0 zaman ..." agisindan inceleyelim.

Eger p bir asal ise, 0 zaman ¥’~'= 1 mod p verilmisti.

Bir matematik¢i gibi diigliniirseniz, o zaman otomatik sisteminiz hemen harekete geg-
meli ve ‘Tersi dogru mudur?’ diye sormalisimiz (16. Béliime, Bir teorem nasil okunur,
bakm). Yamt, hayirdir ve bir kargit drmek bulmay1 size birakacagim. Onun yerine kargit
ters dnermeyi gdz oniinde bulunduralim:

Eger x*~'# 1 mod p ise, 0 zaman p bir asal degildir.

Bu dnermenin dogru oldugunu biliyoruz, ¢iinkii dogru bir dnermenin karsit tersidir.
Ama ne kadar isimize yarar? Asallarin dnemli olduklarim ve bir saymnn asal olup olma-
digim dogrulamanin bir yoluna sahip olmanin mitkemmel olacagim biliyoruz. Ve kargit
ters dnermenin bize sagladif da budur.

Ornek 29.19

39 un asal olmadigimi gésterin.

x=2 alalim. O zaman 2 # | mod 39 oldugunu géstermek istiyoruz.

21 hesaplamak i¢in 38 i bir bagka bigimde tekrar yaziyoruz ve o bigimi hesaplamak
icin kullamyoruz. Omegin, 38 =32+6=(2)+6yada38=36+2=6+2, 2*mod n
ne ederse etsin, hesaplamas: kolaydir.

2%=2%%2mod 39
= (2%)22 mod 39

vardir. 2° mod 39 = 64 mod 39 = 25 mod 39 hesaplamas: agiktir. 25° = 625 mod 39 = |
mod 39 olup, 25°= (25%) mod 39 = 1° mod 39 = | mod 39 bulunur.

Bundan 2** mod 39 = (2%)22 mod 39 = (1 X 4) mod 39 =4 mod 39 # 1 mod 39
tiiretiriz.

Kuskusuz bu 39 un asal olup olmadiZim belirlemenin kétii bir yoludur. Bununla bir-
likte, kuramsal ¢ercevede yararh olabilir ya da asagidaki ahstirmadaki gibi asal-dig1
kuskusu olan biiyiik sayilar i¢in 1yi olabilir.

Alistirma 29.20

(i) 66013 iin asal olmadiZimi gdsterin.
(i1 Eger x»~', 1 modulo p ise, 0 zaman p nin asal oldugunu sonuglandirabilir miyiz?

Boltinebilirlik testleri

Daha énceki 6meklerde gordiigtimiiz gibi, sayilann boliinebilirligini aragtirmak igin
modiiler aritmetigi kullanabiliriz. $imdi bunun bagka éreklerini inceleyecegiz. Asa-
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gndaki iki ornekte, herhangi bir saymm onun kuvvetlerinin katlaninin toplam olarak
yazilabildigi olgusunu kullaniyoruz. Omegin,

374=(3x100) +(7x10)+4=(3x 10+ (7 x 10) + 4.

Ornek 29.21
En az iki rakaml bir tamsay:1 4 e béliinebilirdir eer ve ancak eger son iki rakamdan
olusan say1 4 e boliinebilirdir.

Bir x tamsay1s1 i¢in b, x in son iki rakamim veren say1 olmak tizere x = 100a + b ye
sahibiz. Omegin, x= 83756 = (837 x 100) + 56 dir. O zaman

xmod 4= 100a +bh mod 4
=(4x25)a+bmod4
=4x25xamod4+bhmod4
=hmod 4

olur. Béylece x, 4 e boliinebilirdir eger ve ancak eger b, yani son iki rakam tarafindan

olusturulan sayi, 4 e boliinebilirdir.

Ornek 29.22

Bir tamsay1 9 a béliinebilirdir eger ve ancak eger rakamlarinin toplam 9 a béliinebilir-
dir.
x tamsayisin ondalik bigimde yazabiliriz: x = Z;'a, 10 ;burada 0 <a <9 vea,x
in i, rakamini temsil eder. O zaman
xmod 9=> 4,10’ mod 9
=Y a1’ mod 9, giinkii 10 = 1 mod 9
- Za, mod 9
dir.

Hesap makineleri 6ncesi bu ¢arpim ve toplamlarin yamitlarinin dogrulugunu kontrol
etmek i¢in bir yontem saglamada kullamilirdi. *Dokuzlarn atilmas:’ tizerine agagidaki
ahstirmalara bakin.

Alistirmalar
Alstirmalar 29.23
(i) Kamtlaymn: Bir tamsay: 6 ya boliinebilirdir eer ve ancak eger 2 ve 3 e béliinebi-
lirdir.
(i) Kamtlaymn: Bir tamsay1 5 e béliinebilirdir eger ve ancak eger son rakami 0 ya da
5 dir.

(iii) Kamtlayn: Bir tamsay1 3 e boliinebilirdir eer ve ancak eger rakamlarinin topla-
m1 3 e boliinebilirdir.
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(iv)

(v)

(vi)

(vii)

Asagidakileri kamtlayin.

(a) Eger ¢ift konumdaki rakamlann toplam ile tek konumdaki rakamlanin topla-
mu arasindaki fark 0 ya da 11 in katlan ise, o zaman say1 11 in bir katidir.

(b) Eger ¢ift sayida rakami varsa 11 digindaki higbir asal bir palindrome degildir.

Onceki ahgtirmada kullamlan varsayimlan ve sonuglan belirleyin. Hipotezler

gevsetilebilir mi? Gevsetebilirse 6nermeleri kamitlayin; aksi halde kargit 6rnekler

verin.

Teorem 29. 5 in kamitin1 k= 4m + r alarak, n* = (4m + r)’ yi hesaplayarak ve sonra

durumlan ele alarak sadelestirin.

Herx e Zigin X+ 5x=0mod 4 & x’— 3x =0 mod 4 oldugunu kanitlayn.

(viii) Herx € Z i¢in x* = x mod 6 oldugunu kanitlayn.

(ix)

(x)

(xi)

(xii)

Hesap makinelerinden ¢nce ‘dokuzlann atilmas:® yéntemi hesaplamalarin dogru-

lugunu kontrol etmenin bir ydntemi olarak dgretilirdi. Digiince $u idi: x ve y nin

toplami ya da ¢arpiminin dogrulugunu kontrol edebilirdik. x in rakamlanm topla-

nz ve eger 9 elde edersek, 0 zaman onu géz ard1 edebiliriz, yani onu atariz. Ome-

gin, x= 2465981 i¢in 9 u gdz ardi ederiz ve 8 + 1 = 9 oldugu i¢in 8 ve 1 i gbz ard1

edebiliriz, benzer sekilde 4 ve 5 i atabiliriz, boylece 2465981 2 + 6 = § e indirgenir.

Genel olarak, bu sonuglanan tamsayiya s(x) deriz. O halde 5(2465981) = 8 olur.

(a) Tim x tamsayilar1 i¢in 5(x) in x modulo 9 a esit oldugunu kanitlayin.

(b) Oradan x + y = s(x) + s(y) mod 9 ve xy = s(x)s(y) mod 9 oldugunu kanitlayin.

(c) Hesaplamalarmizin dogrulugunu kontrol etmek igin bunu kullanabiliriz. Eger
x +y#s(x)+s(y)mod 9 a sahipsek, 0 zaman bir hata yapmigizdir. x + y = s(x)
+ s(y) mod 9 olmas: hesabin dogru oldugu anlamina gelir mi?

n, ve n, aralarinda asal | den biiyiik tamsayilar olsun. Kanitlaymn: a ve b tamsay1-

lar1 i¢in ax = b mod n, ve ax = b mod n, denklemleri birlikte bir x € Z ¢6ziimiine

sahiptir eger ve ancak eger ax = b mod n n, nin bir ¢6ziimii vardir.

(a) Eger x = y mod n ise, 0 zaman her ke N i¢in x*= »* mod » oldugunu kamtla-
yin.

(b) Her ne Nigin 37! +2%*3= ] mod 5 oldugunu kamtlaym.

(c) Her ne Nigin 5+ 27*'= 0 mod 3 oldugunu kamtlayn.

(d) Her ne Nigin 2+ 6= 0 mod 7 oldugunu kanitlayn.

(e) Her ne Nigin 6*—3 x 6"+ 3= 1 mod 5 oldugunu kanitlayin.

Asafidakileri kamtlayin ya da ¢iiriitiin.

(a) Her x ve y tamsayilan ve n dogal sayilan i¢in eger xy = 0 mod » ise, o zaman
x=0mod nyaday=0mod n dir.

(b) n > 3 dogal sayilan ve x tamsayilar1 i¢in eger x> =4 mod » ise, 0 zaman x = 2
mod » dir.

(c) Bir n dogal sayis1 vardir 6yle ki her x tamsayisi igin eger x> =4 mod » ise, o
zaman x = 2 mod » dir.

(xiii) 3 den biiyiik her asalin 1 agag: 1 yukan 6 nin bir kati oldugunu kanitlayin.
(xiv) Herx ve y tamsayilan ve p asallar1 igin (x + yy =x7 +)* oldugunu kanitlayin.,

Ozet

» Bir ndogal sayisiyla boldiigiimiizde x ve y ayni kalana sahiplerse x=y mod »n dir.
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» x=ymod n dir. Eger ve ancak eferbaz1 k€ Ziginx —y = kn dir.
» Egerx=ymodn ve y=smod n ise, 0 zaman
(i) x+y=r+smodn,
(ii) x—y=r—smod n,
(ili) xy = rs mod n
dir.
» Fermat’in Kii¢iik Teoremi: p bir asal olsun. O zaman her x tamsay1s1 i¢in x* = x mod
p dir.



30. BOLUM

Bire-bir, orten, bire-bir orten
ve bir parca sonsuzluk

Dinleyin, sonsuzlukta élgiim yoktur. Siz insanlar,
kiiciik ve sourl akla sahipsiniz.
Doktor Who ve Mandrogora 'nin Maskesindeki Doktor

Kiimelerin matematigin yap: bloklan oldugunu gérdiik ve kiimeler arasindaki fonksi-
yonlarla ilgili olarak az sey sdyledik. Simdi fonksiyonlara ¢ok daha yakindan bakaca-
giz. f: X = Y fonksiyonlan igin bire-bir, érten ve bire-bir rten” fonksiyonlan tanimh-
yoruz. Bu tanimlar kiimeleri kargilaghrmamiza olanak saglarlar ve 1-1 fonksiyonlarin
durumunda bir kiimenin digerinin elemanlarinin tam olarak yeniden isimlendirilmeleri
olup olmadigin1 séylememize izin verirler.

Bundan bagka 1-1 lik kavramini kullanarak sonsuz kiimelerin iki fark{: tipini tanim-
layacagiz; N gibi elemanlarin sayabildiklerimiz ve R gibi sayamadiklarimiz. Béylece
sonsuzlugun iki tipine sahip oluyoruz!

Bire-bir fonksiyonlar

218

Tanim 30.1
Her x € X, x, € Xicin x #x,, flx)) # fix,) yi gerektiriyorsa bir f: X = Y fonksiyonuna
injektif va da bire-bir' denir.

Tanim, eger X in iki elemanini alirsam o zaman f altindaki degerlerinin aym oldugunu
sdyler eger ve ancak eger elemanlar aymdir. [stemedigimiz, dmegin, f{3) = f{5) olmasi-
dir. Bir injektif fonksiyon ve bir injektif olmayan fonksiyon Sekil 39.1 de verilmistir.

Uyar: 30.2
Pratikte, tanim yerine kargit tersiyle ¢ahisiyoruz:

Herx € X, x, € Xi¢in flx,)= fix,), x, = x, yi gerektiriyorsa bir. f: X = ¥ fonksiyonu
injektiftir.

' Bire-bir ismi ok yantltict olabilir, clinkil herhangi bir fonksiyon icin X in bir eleman: ¥ nin bir elemanmna
gider. Meslektagim Alan Slomson bire-bir fonksiyonlara ikive-iki fonksiyonlar demenin daha iyi olacafin:
styler, ¢tinkil X in farkl: iki eleman: ¥ nin farkl: iki elemanma gitmek zorundadm.

" Bire-bir drten (bijective) fonksiyonu kisaca 1-1 fonksiyon olarak da yazacafiz (¢.n.).
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X Y X Y
Sekil 30. 1 (i) injektif fonksiyon (ii) injektif olamayan fonksiyon

Bununla ¢aligmak kolaydir, ¢iinki fix, ) = fix,) varsayabilir ve neyi gésterdigini dog-
rudan gérmek i¢in islem yapabiliriz.

Ornek 30.3

(i) f:R > R, flx)=5x-3 ile verilen fonksiyon injektiftir.
flx,) = flx,) varsayalim; o zaman

= 5x-3=5x-3
= X, = .‘l'z

olur. Bylece finjektiftir.
(ii) f:R > R, fix) = x*ile verilen fonksiyon injektif degildir.
(Bunu gostermek igin tam olarak bir karsit 8rnek yeterlidir.) i—1)= (=1*=1?=£{1)
den bunun injektif olmadigim goriiriiz.
(i) f: N = R, fix)=x*ile verilen fonksiyon injektif degildir. flx,) = flx,) varsayahm,

0 Zaman
j(x]) =f(x2)
2
== X3 =.r§
2 2
= X] —X: =0

= (x,-x,)(x,+x,)=0

olur. Boylece fix,) = fix,), x, = x, yada x + x,= 01 gerektirir. [Ikinde f injektiftir.
Sonuncusunda x, = —x, dir, ama x,& N ise 0 zaman x, ¢ N olur. Bylece sadece
ilki gegerlidir.
Bu &rnegi dncekiyle kargilagtirmak doniigtim i¢in tanim kiimesinin dnemini gos-
terir. f'yi tammlayan formiile bakmakla yetinmemeliyiz.
(iv) f:R\{1} =R, fix)=x/(x— 1) verilsin. O zaman f injektifdir.
fix,) = flx,) varsayahm, o zaman

fx) = fx,)
x x

1 2

X1 =x2—l

4
= x,x,—-1)=x,(x-1)
— XX =X =XX =X
- > Sk )

— X=X

olur.
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Bir fonksiyonun injektif oldugu nasil gosterilir
Bir fonksiyonun injektif oldugunu géstermek kolaydir:

flx,) = flx,) varsayn. Sonra dogrudan gerektirmelerle x = x,yi gésterin.

Orten fonksiyonlar

Tanim 30.4

Her y € Yigin fix) =y olacak sekilde x € Xvarsa bir f: X = Y fonksivonuna siirjektif
va da édrten denir.

Bir &rten fonksiyonun ve bir érten olmayan fonksiyonun taslak diagrami Sekil 30. 2 de
verilmistir.

Niceleyicilerden bildigimiz iizere, biri bize ¥ den bir y verirse, 0 zaman f{x) = y nin
dogru olmas: i¢in X de bir x bulmak zorundayiz.

Ornekler 30.5

(i) f:R >R, fix) =x’ile verilen ddniigiim &rtendir.

y € R varsayalim. f{x) = y, yani x¥* = y olmasini istiyoruz. Hemen x = y'* alabiliriz.
Bunu agik yazalim. y € R varsayalim. O zaman x = y"® olsun. flx) = f()/%)= (y'"*)’ =y
elde ederiz. Bdylece fortendir.

(i)) f:R = R, fix) = 5x-3 ile verilen fonksiyon drtendir.

Ortenlik tanimu bir varhksal niceleyici igerdiginden, hery € R igin fix) =y olma-
s1ig¢in bir x bulmaliyiz. y nin verildigi bir denklemi ¢dzmeye ¢alisacagiz. O halde
5x—3 =y olmasmi saglayan x i istiyoruz. Bu denklemi elbette x s6z konusu olacak
bigimde x = (y + 3) / 5 gibi yeniden diizenleyebiliriz. Bunu herkesin kullanim
i¢in yazalim:

f fonksiyonu &rtendir. y € R varsayalim, 0o zaman x = (y + 3) / 5 olsun. Buna
gore

o o543
f(.\)—f( z J

-~

- 5(-"*3)—3
5

v+3-3

=y

olur.
(i) f: R = R, fix)=x7ile verilen d&niigiim drten degildir. y =—1 olsun, 0 zaman f{x) =
-1 isaglayan hicbir x yoktur, ¢linkii bu x*= -1 olacak sekilde x in olmasini ister.
(iv) f:R >R ={ze R|z20}, fix)=2?ile verilen doniisiim Srtendir.
Yine, {ze R|z>0} de y verildiginde x = J? olacak sekilde x bulmaliyiz. Ama y
negatif olmadi i¢in x =y alabiliriz.
Bu &mek ve bir dnceki drtenlikle ¢aligirken deger kiimesinin ortenlik i¢in ne
kadar 6nemli olduunu gosterir.
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X Y X Y

Sekil 30. 2 (i) Orten fonksiyon (ii) Orten olmayan fonksiyon

Bir fonksiyonun orten oldugu nasil gosterilir

Bir fonksiyonun orten oldugunu gostermek kolaydir:

y nin deger kiimesinde oldugunu varsayariz ve sonra f{x) = y olmas: i¢in tamm kii-
mesinde bir x in var olduunu gdsteririz. Bu denklemin ¢6ziimiinii daha sonra yazil-
mis kamtimizin baginda kullaninz.

Uyar: 30.6

Bir fonksiyonun drten oldugunu ‘kamitlamak’ i¢in yapilan yaygin bir hata: x € Xise, o
zaman f{x) =y olacak sekilde bir y € ¥ oldugunu gdstermektir. Yani X de bir eleman alinz
ve Y de bir eleman buluruz. Bununla birlikte bu bir fonksiyon tamimidir! Animsayalim,
drtenlik i¢in Y den elemanlar almaliyiz ve X de onlara uygulanan eleman bulmahyiz.

Fonksiyonlarin bileskesi

Simdi bir fonksiyonu bir bagkasindan sonra uyguladigimizda ne oldugunu aragtiracagiz.

Tanim 30.7

1 X = Yveg:Y = Zfonksivonlar: verilsin. O zaman f ve g nin g file gisterilen bileg-
kesi X den Zye (ge f)(x)= g (f(x)) ile tanmimir déniigiimdiir. Yani, énce fyi uyguluyoruz
ve sonra g yi uyguluyoruz.

Ornekler 30.8
i) f:N->R fix)=1/xile verilsin.g : R = R, f(x) = x* ile verilsin. O zaman

(gefNx)=g(f(x)=g(1 /x)=(1/xP=1/xolur.
(i) NN, f(x)=x+1 ile verilsin. g : N =N, f(x) =22 ile verilsin. O zaman
(gof)x)=g(f(x))=gx+1)=(x+1)*=x*+2x+ lolur.

Uyarilar 30. 9

(i) Eger ge ftammbh ise, f° g tamimhdir anlamna gelmez, ¢iinkii fnin tanim kiimesi
g nin deger kiimesinden farkl: olabilir.
(i1)) Eger geofve fegtammh ise, o zaman genel olarak g o f# fo gdir.

Ahstirma 30.10

Onceki iki énermenin dogru oldugunu gdstermek i¢in &rnekler verin.
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X Y X Y
Sekil 30. 3 (i) Bijektif fonksivon (ii) Bijektif olmayan fonksiyon

Bire-bir orten fonksiyonlar

Bir nesne hakkinda iki 6zellik, 6rmegin bire-bir ve orten, verildiginde gergek matema-
tik¢i, onlar birlegtirdigimizde ne elde ettigimizi sorar.

Tanim 30.11

Eger f bire-bir ve drten ise f: X = Y fonksiyonuna bijektif (ya da bijeksiyon ya da 1-1
esleme) denir.

Tanimi anlamanin anahtan egleme sozciifiinde yatar. $oyle ki X ve ¥ nin elemanlan
tam olarak biri digerine karsilik gelir.

Ornekler 30.12

(i) f: R = R, flx) =+ ile verilen doniisiim bijektiftir. Onceki 6reklerden hem bire-
bir hem &rten oldugunu biliyoruz.

(i1)  Yine onceki drneklerden f: R = [, flx) = 5x — 3 fonksiyonunun bire-bir ve drten
oldugunu biliyoruz, o halde fbijektiftir.

(iii) f: N = N, fix)=2x?ile verilen déniigiim injektiftir ama orten degildir (ve dolay:-
styla bijektif degildir).

Alstirmalar 30.13

(i) f:R > R, fix) =ax+ b doniisiimiiniin her a, be [, a # 0, i¢in bijektif oldugunu
kanmtlaymn.
(ii) Orten fakat bire-bir olmayan bir déniisiim &rnegi verin.

Bir fonksiyonun bijektif oldugu nasil gosterilir

Bir fonksiyonun bijektif oldugunu gdstermek kolaydir:

Bire-bir ve drten oldugunu gdsterin.

Ters fonksiyonlar

Bir f: X — Y bijektif fonksiyonunun ilging bir 6zelligi tersi denilen ¥ den X e 6zel bir
ddniistimiin olmasidir.
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Tanim 30.14

Bir f: X = Y bijektif fonksiyonunun ters fonksivonu (va da ters doniigiimii) f~'(y) X in
fix) =y olacak sekilde tek x elemant olarak verilen {~': Y = X déniigiimiidiir.

Bu tamimda ortenlik ve bire-birligi kullandigimizi kaydedin: bir y € ¥ elemam igin,
déntigiim orten oldugundan, flx) =y olacak sekilde bir x elemanmnin varhZim biliyoruz
ve de bire-birlikten bu x in tek oldugunu biliyoruz.

Ornekler 30.15

(i) f:R—> R, fix)=x"ile verilen 6rnegi ele alahm. Ters fonksiyon f~'(y) = y'° dir.
(i) f:R-> R, fix)=5x-3iintersi f7'(y) = (y + 3)/5 dir.

Bu iki 8rmekte gorebildiginiz gibi ters, x in f{x) = y denkleminin konusu yapilarak elde
edilir.

Ahstirmalar 30.16

(i) [ den R ye doniigiimler olarak degerlendirildiginde sin ve cos fonksiyonlannin
injektif ve de drten olduklanm gésterin.

(ii)  sin fonksiyonunu [—m, mt] tamim kiimeli ve [-1, 1] deger kiimeli olarak kisitlaya-
Im. Yani, sin : [-xt, ®] = [-1, 1]. Bunun bir 1-1 esleme oldugunu gosterin.

(iii) cos in bijektif oldugu bir tamim kiimesi ve bir goriintii kiimesi bulabilir misiniz?

Teorem 30.17
[+ X = Y bijektif olsun.

(i) [ of, Xiizerinde birim déniisiimdiiy; yani her x € Xigin (f™ o f)(x) = x dir.
(i1) fef', Yiizerinde birim déniigiimdiiy, yani her y € Yigin (fef~'Ny)=y dir.

Alistirma 30.18

Bu teoremi kanitlayin.

Dikkat!

Matematikte notasyonlarla ilgili sorunlardan biri standart notasyonun bazen tutarsiz
olusudur.

Trigonometrik notasyonla ilgili sorunlar

Mademki [—rt, ] kiimesine kisitlanan sin fonksiyonu sin : [-wt, t] = [-1, 1] bir bijektif
fonksiyondur, o zaman bir tersi vardir. Uzlagmamizi kullanarak figin tersi /' oldugun-
dan, sin fonksiyonunun tersi sin™ dir. Bdylece x in ters degeri sin”'(x) dir. (Bu arcsin
olarak da bilinir.) Bununla birlikte, (sin(x))’ yi gdstermek i¢in sin’(x) ve daha genel
olarak (sin(x))” yi géstermek i¢in sin"(x) kullanmak gelenektir. Eger n =—1 ise 0 zaman
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ne olur? Burada x in ters degerini gosteren sin™'(x) e ve de 1 / sin(x) ifadesine sahibiz.
Dolayisiyla ikisini karigtirmaktan kaginmak i¢in bdyle durumlarda dikkatli olmahyiz.

Ongériinti kimesi ile ilgili sorunlar

Bagka sorunlar kiimelerle ¢ahgirken notasyon olarak /= in kullaniminda ortaya ¢ikar.

Tanim 30.19

f: X = Y bir fonksiyon ve S, Y nin bir alt kitmesi olsun. O zaman S nin éngériintiisii
(S={xeX|fx)=yveye S}

ile tamimbh £~ (S) kiimesidir.
Eger S, Y nin tek bir elemant ise, drnegin y, o zaman f~ (y) yazabiliriz.

7' (S) nin bir kilme oldugunu kaydedelim. O, X'in bir alt kiimesidir.

Ornek 30.20
(i) f:R =R, fix) =x*ile verilen bir fonksiyon olsun.
(a) S={5} ise, 0 zaman f~' (S)= {-/5, J5} dir.
(b) §={-5} ise, 0 zaman /' (§)= @ dir.
(c) S={D} ise, o zaman [~ (S)= {D} dir.
(d) S=[1, 2] ise, 0 zaman f~ (§) = [/2,-1] U [1,,2] dir.
(e) S=10, 2] ise, 0 zaman £~ (§) = [-/2, y2] dir.
(ii) f, sin: R = [-1, 1] siniis fonksiyonu olsun. O zaman f~ (0) = {nm Ine Z} dir

Bir kiimenin dngoriintiisiiniin tiim fonksiyonlar i¢in tammlandigim kaydedin; fnin bir
bijeksiyon olmas: gerekmez.

[~ bir fonksiyonu gdsterebildiginden ya da bir kiimeyi géstermede kullamlabildi-
ginden, gene bir sorun vardir. Neyin istendigi, genelde, durumdan belli olacaktir. lyi bir
gozlemci ve dikkatli olmaniz gerekir.

Sonsuzluk tipleri — sayilabilir ve sayllamaz

1-1 eslemeyi tamimladiktan sonra, sonsuzlugun farkh tiplerini arttk tanimlayabiliriz.
Temel diisiince sonsuzlugun farkh tiplerinin olugudur: sayabildigimiz sonsuzluklar ve
sayamadiZimiz sonsuzluklar. Dogal sayilar (sayma sayilan) sayabildigimiz sonsuz bir
kiimeye temel 6rmektir. Gergel sayilann kiimesi elemanlann sayamadifimiz i¢in son-
suz bir kiimeye dmektir.

Tanim 30.21

X kiimesi ile N arasinda bir bijeksiyon varsa, sonsuz bir X kiimesinin sayiabilir ¢okluk-
ta elemani vardir deriz. X e sayilabilir ya da saydabilir sonsuz da deriz.

Eger X sayilabilir olmayan sonsuz bir kiime ise, o zaman X sayilamazdir ya da
sayilamaz sonsuzdur deriz.
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Ornek 30.22

(i)  Dogal sayilar agik¢a sayilabilirdir, ¢iinkii id : N = N, id(n) = n ile verilen birim
doniigtim bir bijeksiyondur.

(if) Cift sayilarin kiimesi sayilabilirdir. /: Cift = N, fix) = x/ 2 ile verilen déniigiim
bir 1-1 eslemedir. Aym gekilde tek sayilarn kiimesi sayilabilirdir. Kendiniz bijek-
siyonu verebilirsiniz!

Cift say1larin kiimesinin N nin bir 6z alt kiimesi oldugu ama onunla N arasinda bir 1-1
esleme bulabildigimiz dikkatinizi cekmistir. Bu tiir tuhaf sezgi karsit davranig sonsuz-
lukla ¢ahisirken ¢ok yaygindir.

Ahstirmalar 30.23

(i) {1,4, 16, 25, ...} kare sayilarin kiimesinin sayilabilir oldugunu gdsterin.
(i) {1,1/2,1/3,1/4,...,1/n,...} kimesinin sayilabilir oldugunu gésterin.

Bir matematik¢i gibi diisiinmeye baglamahyiz ve sayilabilir bagka kiimeler ve bagka
sayllamayanlar bulmaliyiz. Omegin, Z sayilabilir mi? N © Z nedeniyle ikisi arasin-
da sezgimiz hicbir 1-1 egleme olmayabilecegini sdyler gibidir. Su (hatah) argiimam
isitmigtim: ‘N bir yonde sonsuz, yani pozitif iken Z iki yonde sonsuz, yani pozitif ve
negatiftir, o halde esit biiyiikliikte olamazlar.

Aslinda yapmamiz gereken istenen 1-1 eslemenin Z nin elemanlanm 6zel bir gekil-

de agikc¢a saymasidir. Bu elemanlan 0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, 4, -4, ... gibi listeliyoruz.
Alstirmalar 30.24

(i) Busaymayi veren 1-1 eslemeyi agik bir sekilde bulun ve bir 1-1 esleme oldugu-
nu gosterin. (Ipucu: » nin ¢ift ya da tek olmasina bagli olarak durumlu bir tanim
kullanin.)

(il) Kamtlaym ya da ¢iiriitiin: Eger X sayilabilir ve ¥ € X ise, 0 zaman Y sayilabilir
sonsuzdur.

Rasyoneller sayilabilirdir

Pozitif rasyonel sayilann kiimesi, @, nin sayilabilir oldugunu kanitlamak biraz zordur.
Baslangicta, pozitif rasyonel sayilarin sayilabilir oldugunu gdstermek i¢in kesirleri si-
ralamanin §zel bir yolunu kullanma diigiincesinden yararlanacagiz.

a / bnin tiim olasihklarim Sekil 30. 4 deki gibi bir sebekede yazdigimizi diigiinelim.
Bu gekilde iizerinde tabi ki tiim rasyonel sayilann temsil edilmeleri gerekir. Bununla
beraber, bazilan, érmegin 2 /2, 1/ 1 ile aymdir, iki kez temsil edilirler.

Diistince tiim bu kesirlere bir sira vermektir. Bu sira oklarla betimlenir. 1 /1 ile bas-
layalim, sonra 2/ | e inelim. Sonra iist satira geri dénelim. Gorebildiginiz tizere, oklar
bizim sebeke boyunca yilankavi hareket etmemize neden olur. $ebekedeki her say1ya
ugramamiz gerektigini fark ediniz.

Simdi bu ikililerle N arasinda bir 1-1 eslemeye sahip oldugumuz agiktir. Baz: kesir-
ler aymi olsa da, yani yinelemeler olsa da, istedigimiz bu degildir. Ama sorun degildir.
Ulagtigimizda tekrari atahm. Bu bize dogal sayilarla pozitif rasyoneller arasinda bir 1-1
esleme verir. O halde her ikisi de sayilabilirdir. Onlar, ashnda, ayn1 sonsuzluk biiyiiklii-
glindedir — her ne kadar dogal sayilardan daha ¢ok pozitif rasyonel sayilar oldugu saf¢a
diisiiniilse bile.
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Sekil 30. 4 Rasyonellerin bir sebekede siralanmasi

Alstirmalar 30.25

(i)  Rasyonellerin kiimesi, @, nin sayilabilir oldugunu kamtlayin.
(i) N x N nin sayilabilir oldugunu kamitlaym.

Gerceller sayilamazdir

Sayilamaz bir kiime rmegine gereksinim duyuyoruz. [§leri kolaylagtirmak i¢in O dan 1 e
kadar olan gercel sayilan aliyoruz. Bunun sonsuz oldugu agiktir, ama sayilabilir midir?
Ashinda, degildir.

Celiskiyle bir kanit yapiyoruz. N ile [0, 1] arasinda bir 1-1 eslemenin var oldugunu
varsayalim. O zaman [0, 1] in elemanlanni listeleyebiliriz. Bunu x in 0.x x,x.x x,... ola-
rak yazilabilmesi i¢in ondalik agilimlan kullanarak yapalim; burada x, 0 dan 9 a kadar
bir rakamdir.

[0, 1] in elemanlarini listeledigimizi varsayalim:

0 a.a, 4, 4, a; a
0 b; ‘by; by by by b
0 €, ¢ € € ¢ ¢
0 d d, d d, d. d
0 e e 8, ¥ e e
0 % &

e
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Simdi [0, 1] den listede o/mayan yeni bir rasyonel say1 olugturalim. Ona x diyelim. x in
ondalik noktasindan sonraki ilk rakami a e ya da 9 a esit olmayan herhangi bir rakam
olsun. Ikinci rakam b, ya da 9 a esit olmayan herhangi bir sey olsun. Ugiincii rakam c,
yada 9 a esit olmayan herhangi bir sey olsun. Ve saire. x in k. rakamini hep 9 dan bagka
herhangi bir sey ya da listenin £. elemaninin . rakam alin.

x, O.x xxx.x.... bigcimli oldugu i¢in onun 0 ile 1 arasinda oldugunu biliyoruz. O
halde listede yer almahdir. [lk rakam a den farkh oldugu i¢in listenin ilk sayis1 olamaz.
ikinci rakamu b nin ikinci rakamina esit olmadigi igin listenin ikinci sayis1 olamaz. Ve
saire. k. rakamu listenin £. elemaninin k. rakamindan farkh oldugu i¢in listenin £. elemam
olamaz. Boylece x in ondalk agilimu listede degildir. Ustelik 9 un tekrarh bir ondahk
olmas! durumunda, dmegin 0.24999999, 0.25000000 ve 0.99999 = | de oldugu gibi, x
listedeki higbir seye esit degildir, ¢iinkii x deki higbir rakam 9 a egitdegildir. Bu da [0, 1]
in elemanlann listeleyebildigimizle ¢eligir.

Alhistirma 30.26

Onceki sonucu [ nin sayilamaz oldugunu gostermek igin kullanin.

Uyarilar 30.27

(i) [0, 1]in sayillamaz oldugu kamtinda, bir kiimenin sayilamaz oldugunu kanitlamak
i¢in sayilabilir oldugunu kabul etmek ve bir ¢eligki aramak iyi bir diigiincedir.

(i) {1,1/2,1/3,1/4,...,1/n,...} sayilabilir kiimesi say1lmaz [0, 1] kiimesinin
bir 6z alt kiimesidir; dolayisiyla bazi sonsuzluklanin digerlerinden daha biiyiik
oldugunu sdylemekle dogrulamig oluyoruz.

Alistirmalar

Alstirmalar 31.28

(i)  Asagidaki fonksiyonlarin bire-bir, 6rten ya da bijektif olup olmadiklanim belirle-
yin. Bijektif olanlarin tersini agik olarak yazin.
(A f:R>R A)=x+x+1.
(b)f:NoN fix)=x*+x+1.
(c)fR->R,Ax)=x.

@F: R >R, f(x)= Il/.\' x#() igin

[ 0 x=0icin.
, L 3x—-4
(e)f:R-R, f(-\)—x:_{_s-
S5x

(0 f: R\ {-2} > R\ {5}, f(x)=
(g)f: R >R Ax) =|x-3 +3.
(hf:R"> R, flx)=2~

(ii) Bir 1-1 esleme olmayan yukaridaki her bir /: R — [ doniigiimii i¢in a ve b bu-
labilir misiniz ki herx € [a, b] i¢in flx) = g(x) ile tammlanan f: [a, b] = fi[a, b])
ddniigiimii bir 1-1 esleme olsun? Her bir g nin tersini belirleyin.

x+2
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(i) Tamimh olduklaninda asagidakiler icinf2 g, g f, fo fve g © g bileskelerini betim-

leyin.
(@) f: R> Riginflx) =x*ve g: R = R i¢in g(x) =x+ 2;
(b)f: R=(0,1)iginflx)=1/(*+1)veg: (0,1)= (0, 1)igin g(x)=1-x.

(iv) Asagidakilerin hangileri dogrudur? Dogru énermeler i¢in bir kanit ve yanhs olan-
lar i¢in bir karsit drnek verin.

(a) Iki injektif fonksiyonun bileskesi injektiftir.

(b) Iki 6rten fonksiyonun bileskesi értendir.

(c) Iki bijektif fonksiyonun bileskesi bijektiftir.

(d) Bir injektif fonksiyonun ve bir drten fonksiyonun bileskesi bijektiftir.

(v) f:R —>[Rveg:R— Rinjektif olsunlar. Asagidakilere karsit Grnekler verin:
(a) h: R = R, h(x) = fix)g(x) ile verilen fonksiyon injektiftir.

(b) h: R = R, h(x) = fix) + g(x) ile verilen fonksiyon injektiftir.
Orten fonksiyonlar i¢in ne olur?

(vi) Teorem 30. 17 &ziinde ‘f bijektif == belirli kosullar’ idi, o halde tersinin dogru
olup olmadigim sorabiliriz. Bu durumda, 6nce /=" in ne oldugunu tanimlamadan
kosullar1 yazamayiz. Boylece bir ‘eger ve ancak efer’ 6nerme olugturmanin olasi
bir yolu sudur:

‘f + X = Y bir fonksiyon olsun. O zaman f bijektiftir eger ve ancak eger bir
g : Y = X fonksiyonu vardir dyle ki
(a) g o f X tizerinde birim doniigiimdiir, yani her x € X'i¢in (g ° f)(x) = x dir ve
(b) fo g Yiizerinde birim déntigiimdiir, yani her y € Y igin (fe g }(y) = y dir
Bu durumda f i¢in ters fonksiyon g=f"" dir?

Bu dnermeyi kamitlaymn ya da ¢iiriitiin.

(vii) log,x: (0, o) = R ve e*: R = (0, o) fonksiyonlarini g6z 6niine alalm. Bunlar
injektif, 6rten ya da bijektif midir?

(viii) A ve B sonsuz kiimeler olsun. Asafidaki dnermeleri kamitlayin ya da bir karsit
Omek verin.

(a) 4 ve B ikisi de sayilabilir ise, 0 zaman A X B sayilabilirdir.

(b) 4 sayilabilir ve B C 4 ise, 0 zaman B sayilabilirdir.

(c) A ve B sayilabilir ise, 0 zaman 4 U B sayilabilirdir.

(d) 4 ve B sayilabilir ise, 0 zaman 4 N B sayilabilirdir.

(e) B c Aise, 0 zaman 4 \ B sonludur.

(f) B € 4ise, 0 zaman 4 \ B sonsuzdur.

(g) R\ @ kiimesi sayilamazdir. Yani, irrasyonel sayilarin kiimesi say1lamazdir.

Ozet

» Bir f: X — Y fonksiyonu injektiftir eger ve ancak eger her x, € X, x, € Xigin
fix))=Ax,),x, =x,yi gerektirir.

» fortendir eZer her xe Yigin flx) = y olacak sekilde x € X varsa.

> f:X = Yveg: Y= Znin bilegkesi g ¢ file gosterilen X den Zye (g=f)(x)=g(f(x))
ile taniml1 déniisiimdiir.

» finjektif ve Orten ise, 0 zaman fye bijektif denir.
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» f~'in iki anlam vardir! fnin ters fonksiyonudur ya da éngoriintii kiimelerini tanim-
lamada kullanihr.

» Xile N arasinda bir 1-1 egleme varsa bir X sonsuz kiimesi sayilabilirdir.

» Sayilabilir degilse bir X kiimesi sayilamazdir.

» Nile @ sayilabilirdir.

» [0,1] ve R sayilamazdir.
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Denklik bagintilar

Tiim hayvanlar esittiv, ancak bazt hayvanlar digerlerinden daha egittir.
George Orwell, Hayvan Ciftligi, 1946

Bu béliimde matematigin nasil soyut bir hal aldifim gorecegiz; yani, bir érnekte ho-
sumuza giden bir 6zelligi belirleyecegiz ve sonra bu 6rmegi i¢ine alan ama daha genis
nesneler grubunu aragirmamiza izin veren genel bir tamim yapacaiz. 29. Boliimde,
Modiiler Aritmetikte n ye bolindiglinde aym kalana sahip iki saymin denk oldugu dii-
slincesini benimsemigtik. $imdi denk olmanin ne anlama geldigi kavramim soyutla-
yacagiz. Buna bir denklik bagintisi diyece@iz. Bir dmek olarak, bir iskambil kagidi
destesinde ayn dortliiye ya da aym degere sahip olan iki kafida denktir, diyebiliriz.

Denklik bagintis1 kavram, diigiik-diizeyli matematikte gegmedigi i¢in anlagilmasi
zordur. Ozel olarak carpici bir konu denklik simifi kavranudir. Bu tiim denk elemanlar:
topladigimiz yerdir ve ona tek bir nesne muamelesi yapilir. Ornegin, ayni dértlitye sahip
iki kartin denk oldugunu beyan edersek, 0o zaman Magca yedilisinin denklik simfi tiim
magalardan olusur. Eger denklik bagintisim aym degere sahip kartlanin denk olduklan
seklinde alirsak, o zaman Maga yedilisinin denklik simfitiim yedilerdir: {Magca yedilisi,
Kupa yedilisi, Sinek yedilisi, Karo yedilisi}.

Bu smif1 ugragilacak yeni bir nesne gibi ele almak, biiyiik bir olasilikla, daha 6nce
karsilagilmayan bir seydir ama kavradiktan sonra yeni ve heyecan verici grup kuramin-
da ya da topolojide béliim uzaylan gibi matematiklere gotiiriir.

Bagintilar

230

Bir bagintinin sezgisel diigtincesi vermek kolaydir. Birgok drek verebiliriz.

Ornek 31.1

(i)  Eger x=y ise x sayis1y ile baglantihdir.
(i) Eger x=y mod n ise x tamsayis1 y tamsay1si ile baglantihdir.
(iii) Eger x| y ise x tamsayis1 y tamsayis ile baglantilidir.
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(iv) Eger 4, B nin akrabasi ise 4 kisisi B ile baglantihdr.

(v) Egerx <y isex gercel sayis1 y gercel sayisiyla baglantihdir.

(vi) Egerxy =0 ise x gercel sayis1y gercel sayisiyla baglantihdir.

(vii) Pazar giinleri X den Y ye bir ugus varsa X kenti ¥ kenti ile baglantihdir.

Tanimlayabildigimiz birgok baginti vardir ama bir baginti kavramim matematiksel ola-
rak nasil tanimlanz? Tabi ki bir kiime goz Oniine alinz, 6rnegin tamsayilann, dogal
sayilarin, insanlann ya da kentlerin bir kiimesini ve onunla bir ey yapanz. Bu kiimeye
X diyelim. Iki elemamim aliriz, boylece gergekte X x X ile ¢alismus oluruz. Bunu bir
bagintinin soyut tanmiminda gorebiliriz.

Tanim 21.2

X bir kitme ve R, X X X carpimunin bir alt kiimesi olsun. Eger (x,y) € R ise x, R bagintist
ile y ye baglantilandinlmigtir deriz ve x ~ y yazariz.

Ornek 31.2

Kiimemiz X = Z olsun ve ~ bagintisim1 ‘eer x = y mod » ise x tamsayis1 y tamsayis: ile
baglantihdir’ olarak alalim. O halde, dmegin n = 5 ise, 0o zaman (2, 7) € Rve (101, 21)
€ Rdirama (3,4) ¢ Rve (101, 20) ¢ R olur.

Tamimda bagintinin R oldugu, ~ olmadigmna dikkat edin. Bununla birlikte, uygulamada
R ye yapilan gondermeyi kaldinnz ve ~ den X tizerine bir baginti olarak soz ederiz.
Pratikte cogu matematik¢i bir bagintiy1 nadiren bir alt kiime gibi diistiniir!

Denklik bagintilar

Matematikte ¢ok dnemli olan bir bagint: tipine artik bakabiliriz.

Tanim 31.4
Asagidaki ii¢ kosul gerceklendiginde X lizerindeki bir ~ bagintisina bir denklik bagin-

fist denir.

(1)  Yansima kosulu: her x € X icin.
(ii) Simetri kosulu: her x,ye Xiginx~y=—=y~x.
(ii1) Gecisme kosulu: herx,y,ze Xiginx~yvey~z=>x~2z.

Boylece, bir baginti verildiginde yapmamiz gereken bu kosullanin dogrulugunu kontrol
etmektir. Nigin bunlar ¢aligilmas: uygun kosullardir? Yillar boyunca matematikgiler bu
ti¢ kosulun yalin ve ¢ok yaygin olduklarini ortaya ¢ikarmiglardir. Bundan bagka, gorece-
gimiz {izere, onlar elemanlar: aynk kiimelere gruplamamiza olanak saglamaktadirlar.

Ornek 31.5

n dogal sayis1 igin Z tizerinde ~ bagintisim

X~y x=ymodn



232 31. BOLUM Denklik bagintilari

gibi tammlayahm. Kosullann dogrulugunu kontrol edelim:

(i)  Yansima: x ~x & x=x mod n. x =x mod n her zaman dogru oldugu i¢in ~ nin
yansimal oldugunu goriiriiz.

(i)  Simetri: x ~y, x =y mod n yi gerektirir ve bunun da y = x mod » yi gerektirdigini
biliyoruz; bu ise y ~ x demek ister. O halde ~ simetriktir.

(iii) Gegisme: x ~ y ve y ~ z varsayalim; 0 zaman x = y mod » ve y = z mod » olur.
mod’un tanimindan, yani tiim say1larin » ile bélimiinden kalam aymdir, z=z mod
nya da x ~ z elde ederiz. Yani ~ geciskendir.

Kosullann ti¢ii de sagland, o halde ~ bir denklik bagintisidir.

Ornekler 31.6

(i)  x>x kosulu herhangi bir x i¢in gerceklenmedigi i¢in, o halde yansiyan olmadif
i¢in, gergel sayilar kiimesi {izerinde > bagintis1 bir denklik bagintis: degildir.

(i) Simetrik olmadi i¢in, 6rmegin 4 = 3 iken 3 = 4 olmaz, gergel sayilar kiimesi
tizerinde 2 bagintisi bir denklik bagintis1 degildir.

(iii) *A4, B nin biiyiik babasidir’ bagintis1 gegisken degildir ¢linkii X, ¥ nin biiyiik ba-
basi ve Y, Z nin bilyiik babas: ise, 0 zaman X, Z nin biiyiik babas1 olmak zorunda
degildir.

Alstirma 31.7

Asagidaki bagintilann yansiyan, simetrik ya da gegisken olup olmadiklanm kararlagti-
rin. Hangilerinin denklik bagintilan oldugunu bildirin.

(i) Eger x =y ise x gergel says1 y gercel sayisiyla baglantihdir. (Bunun bir tamim
oldugunu kaydedin, o halde kapali olarak o bir ‘eger ve ancak eger’ dir, sadece bir
‘eger’ degildir.)

(i]) Eger x<y ise x gercel sayis1 y gercel sayisiyla baglantihidir.

(ili) Eger x <y ise x gercel sayis1y gercel sayisiyla baglantihdir.

(iv) Eger xy =0 ise x gercel sayis1 y gercel sayisiyla baglantihdir.

(v)  Eger x, y nin bir akrabasi ise x ~ y dir.

(vi) Eger A c B ise 4 kiimesi B ile baglantihdir.

(vii) Herx, y e Riginx—y bir tamsayi ise x, y ile baglantihdir.

(viii) X=R olsun. O zaman her x, y € Rigin|x—y|<1 ise x ~y dir

Ahstirma 31.8
Her bir kosul yansiyan, simetri ve gegisme i¢in bir kosulun gecerli ve diger ikisinin
gecerli olmadig bir baginti 6rnegi verin.

Sonra her bir kosul i¢in kogulun gecersiz fakat diger ikisinin gecerli oldugu bir
bagint1 6rnegi verin.

Bir incelik

Yansiyan, simetri ve gecisme kosullan etrafinda oynarsak, yansimahhifin sanki diger
ikisinden sonug¢landinlabildigi izlenimi doZar. Bunu gérmek i¢in bir baginti i¢in simetri
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ve geciskenligin gecerli oldugunu varsayalim. Eger x ~ y ise 0 zaman simetriden y ~ x
olur. Ama gegiskenlikten (z = x kullanarak) x ~ x yi tiiretebiliriz.

Boylece yansima kogulu fazlalik gibidir. Ama degildir! Argiimanin baglangicina bir
goz atalim. ‘Eger x ~ y ...” diyor. Bu dnemli bir eger’dir! x in bir diger farkl: elemanla
baglantili oldugunun hi¢bir garantisi yoktur! (Ve buna kendisi de dahildir!) O halde akil
yiiriitme yanhstir.

Onceki dmek simetri ve gegigken fakat yansiyan olmayan bir bagmnti istiyordu.
Boyle bir bagint bu davramiga bir érnektir.

Denklik siniflar

Denklik simiflar1 kavram matematikte ¢cok dnemlidir. O denk elemanlar: birlikte grup-
landirmamiza izin verir; bunu bir sonraki kesimde gérecegiz.

Tanim 31.9
x in ~ denklik bagintist altindaki [x] ile gdsterilen denklik sinifi
[x]1= (ye Xly~x}

kiimesidir.

Ornekler 31.10

(i)  Omek 31. 5 de Z iizerinde bir denklik bagintis1 kurmak i¢in modiiler aritmetigi
kullanabildigimizi gérdiik. Denklik smiflan sunlardir:

[0]={...,-3n,-2n,-n,0,n, 2n, 3n, ... }
M={...-3n+1,-2n+1l,-n+ 1, L,n+1,2n+1,3n+1, ...}
R21={...-3n+2,2n+2,-n+2,2.n+2,2n+2,3n+2, ... }

31={....-3n+3,-2n+3,-n+3,3,n+3,2n+3,3n+3, ... }

[n—l].=[ o3 +n=-1),2+m-1),-n+n-1),n-1,n+(n-1),
2n+(n—-1),3n+n-1), ...}
={...,2n-1,-n-1,-1,n=1,2n-1,3n-1, 4n—-1, ... )
7] =[0]

(ii) X iskambil kagitlanimin destesindeki kagitlanin kiimesi olsun. x ve y aym dortlii-
de ise x ~ y olarak tammlansin. O zaman dort farkh denklik simifi vardir: Maga,
Kupa, Sinek ve Karolar.

Yararh uyar1 31.11

Bir denklik bagintis1 verildiginde ‘Denklik simiflarinin neye benzediklerini’ sorun.

Ahstirma 31.12

X= [ diizlem olsun. Asagidaki iki bagintiy1 g6z éniinde bulunduralim:
()  Orijine uzakhklar aym ise p € [R* noktasi, p, € R? noktas ile baglantihdir.
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’_\ACK
4 x

x igin pozitif eksen

Sekil 31. | Bir nokta i¢in ag1

(i)  Bir p noktas: i¢in agisiny; p den orijine ¢izilen dogru ile x ekseninin pozitif kismi
tarafindan yapilan dogru arasindaki a¢1 olarak tammhyoruz. Sekil 31. 1 e bakin.
Agilar aym ise p, € R? noktasi p, € R? noktas: ile baglantihdir.

Bunlarin denklik bagintilan olduklarimi gosterin. Denklik simiflan nelerdir? Denklik
simiflanni temsil etmek i¢in sekiller ¢izin.

Ayrisimlar

Simdi denklik bagintilar1 meselesini ele alacagiz. Bu kesimde; bir denklik bagintisimin
bir kiimeyi, her bir kismun farkli ve her bakimdan ayni elemanlan igermesi igin, boldii-
giinii gorecegiz. Omegin, ¢iftgiler hayvanlarn tamamim aymi alana koymazlar. Alam
inekler bir kisimda, tavuklar bir kisimda, domuzlar bir digerinde v.b. olacak sekilde
bolerler. Bu yolla hayvanlan idare etmek kolaylagir. Bir kategori i¢inde, 6rmegin inekler
farklh olacaktir: kendi isimleri ve sahsiyetleri olacaktir ama siit sagma zamam geldigin-
de her bakimdan aymdirlar.

Bir denklik bagintisinin kullanimi bir kiimeyi diizenlemenin ¢ok gii¢lii bir yoludur.
O bir kitmeyi daha ¢ok idare edilebilir pargalara béler. Tabi ki bir matematik problemin-
de dogru denklik bagintis: sec¢ilmelidir — rnegin, bir ¢ift¢i hayvanlanin bacak sayisina
gire ayirmaz.

X tizerindeki bir denklik bagintis i¢in denklik simiflan X'i, denklik siniflarinm birle-
siminin X olmasini i¢in, béler. x ve y i¢in denklik simiflan ya aynk ya da esittir. O halde
kiime aynk parcalara boliiniir. $ekil 31.2 ye bakin.

Bunu matematiksel bigime sokalim.

Teorem 31.13

~, Xiizerinde tamml bir denklik bagintist olsun. O zaman

(1) LJJE ’ |x]1= X (denkiemdeki notasyon her x € X igin [x] kiimelerinin birlegiminin
alimdigon ifade eder.),

(i) x~y egder ve ancak eger [x] = [y],

(ili) x ¢ y eger ve ancak eger [x] N [y] =D dir
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Sekil 31. 2 Bir denklik bagintisi i¢in ayrigim

Kanit. (i) x € X olsun. x ~ x nedeniyle, x € [x], o halde x€ Uk_ [ x] olur. Béylece
Xc UJeX [x] bulunur. Ters kapsama, U‘lex [x]< X, agiktir.

(i) [==]x~yvarsayalim. Egerz e [x]ise, 0 zaman z ~ x ve geciskenlikten z~ y olur,
boylece z € [y] elde edilir. Bu [x] € [v] oldugunu gdsterir. Ama eger x ~ y ise, 0
zaman simetriden y ~ x dir; dnceki benzer akil yiiriitmeyle [y] € [x] bulunur. O
halde [x] = [y] dir.

(i) [¢&==]x~xoldugui¢inx e [x]=[y], o halde x ~ y dir.

(iii) [==] x * y olsun ve bir geliski i¢gin [x] N [y] # @ varsayahm. [x] N [y] # &,
ze [x]veze [y] seklinde z € X oldugu anlamina gelir; bagka bir deyisle, z ~ x ve
z ~ y dir. Gegiskenlik 6zelliginden x ~ y olur. Bu bir ¢eligkidir

(ili) [«=] [x] N [¥] = D olsun ve bir ¢eliski i¢in x ~ y varsayalim. x ~ y nedeniyle
x € [x]vex e [y], dolayisiyla x € [x] n [y] olur. Bu bir geligkidir. O

Uyar1 31.14

Teorem, [x] ve [y] kiimelerinin bostan farkh ya da esit ya da aynk olduklanin gosterir.

Kaniti, bu kez irdeleyerek gozden gegirelim.

Kamt. Once kapsamlt varsayimumizin ~ nin bir denklik bagmtist oldugunu, yani iic
kosulu: yansima, simetri ve gecismeyi sagladigm kaydedelim. Kamti analiz ederken
tiim bunlarm kullamldigmin dogrulugunu kontrol etmemiz gerekir. Dogru degillerse, o
zaman varsayimi ~ nin grnegin yansiyan ve simetrik olmasmna zayiflatabiliviz.

(1) nin analizi:

x € X olsun. Iki kitmenin esit oldugunu géstermeye caligmak,
o halde elemanlar diizeyinde olacakutr.
x ~ y nedeniyle, Yansima ozelligi  kullamlmigtr! O halde
varsayimmn bir kismi kullanilnugtir.
x e [x]dir, Denklik sinifinin tanumt kullamlmigtir:
o halde xe U,\e,\’ [x] olur. Gergekte A ve B kiimelerinin esit oldugunu

gdstermeye calisiyoruz; o nedenle problem A C
B ve B C A gibi ikiye béliinmiigtiir; 20. Béliime
bakin. Ilkini elemanlar diizeyinde ¢alisarak
hemen gésterdik. Ikincisinin  gésterilmesi
gerekir!

Boylece X gU e dir.
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Ters kapsama, U o [xlc X
agiktir. '

(i1) nin analizi;

[=]

x ~y varsayalm.

Eger z € [x] ise, 0 zaman z ~ x
ve gecisme Ozelligi dolayisiyla
z~ydir,

boylece z € [y] olur. Bu [x] €
[¥] yi gésterir.

Ama x ~ y ise, 0 zaman
simetriden y ~ x olur ve
dncekine benzer akil
yiiriitmeyle [y] € [x] bulunur.
O halde [x] = [y] dir.

(i) [«]
x ~x nedeniyle x € [x]=[y]
olur,

o halde x~ y dir.

(1i1) nin analizi:

(i) [==]

x # y olsun ve bir ¢eligki i¢in
[x] N [¥] # D varsayahm. [x]
Ny]|#Ddenze [x]veze
[v] seklinde z € X vardr,

Yazara giore bu agikardwr! Bir noktada
dogrulugunu kontrol etmeniz gerekecek.

Bu bir ‘eger ve ancak eger’dir, o halde iki
parcaya béliinily;, ‘ancak eger’ dnce gelir. Yani,
x ~y= [x]=[y]. Varsayim x ~ y dir; onun
kullanmldiginin dog@rulugunu kontrol etmeniz
gerekecek.

Varsayumin kullamildigina benziyor. Ama

dyle degildir. Yazar sadece varsayimin
kullamildigin séylemektedir.

Denklik smifinin tanimi kullanimisti: Oh,
tam burada x ~y varsaymmn kullaniyoruz. Ve
gecisme kosulunu da kullanyoruz!

Denklik sinif tanumt yine kullanilmistir: Aha,
‘Ac Bve B C A, A= B yi verir " hilesinin
tekrar kullanm. Bir kapsama elde edildi,
digerine ihtivag var!

Simetri kosulu kullanmilmistiy, béylece denklik
bagintist icin tiim kogullar kullamilmigtir.
Bunun dogru oldugunu kontrol etmeniz
gerekecek.

Sorun yok gibidir.

x ~ y kabuliinden istedigimiz sonug elde
edilmigstir.

Yine yansimalig kullaniyor. Iki diisiinceyi
birden kullanwyor. Bir denklik stmift tanimin,
vani x € [x] oldugunu, kullaniyor ve sonra
&= gnermesindeki kabiilii, yani [x] = [y],
kullanwyor.

x € [y]== x~y yi kullanarak istedigimiz
sonug elde edilmistir.

Yine (iii) bir ‘eger ve ancak eger ' dir; o halde
iki pargaya béliiniir:

Celiskiyle kanit kullantyor, o halde ‘ancak
eger "icin sonucu yanlis kabul ediyor. Akla
vatkindw; ¢clinkii onu bir geligki icin kabul
ediyoruz.
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bagka bir deyisle,z ~xvez ~y Yine kullanimustir! Kabullerimizin biri x +* y
dir. Gegiskenlik 6zelliginden x idi.
~ y olur. Bu bir ¢eligkidir.

(iii) [&] [x] " [y] =D olsun ve Bir diger celiskivle kanit! Denklik bagmntistnin
bir geligki igin x ~ y varsayalim. tanimunt kullantyor.
x ~ ynedeniyle x € [x] vex €
[v] olur,
béylece x € [x] N [y] olur. Bu Arakesitin bos oldugunu kabul etmistik.
bir geligkidir.
O

Bu kanit incelememiz, ~ nin bir denklik bagintis1 oldugu varsayimmni kullandigimizi
gosterir. O halde bu iyidir. Onermeyi zayiflatirsak, dogru olacag anlamina gelmez. Bu
diisiince 33. Boliimde tartisilacaktir. Mesele sudur: kanifimiz tic kosulu kullanmistir. Bu
kaniti birilerinin kosullardan sadece birini ya da ikisini kullanarak yapmis olabilecegini
nasil bilebiliriz? Gdstermemiz gereken sudur: {i¢ koguldan herhangi birini kaldinirsak,
teoremin sonuglarina karsit drnekler vardir.

Ahstirma 31.15

Bu karsit 6rnekleri bulun!

Teorem sdyleydi: Eger bir denklik bagintimz varsa, o zaman kiimeyi parcalara
bélmenin bir ydntemine sahibiz dyle ki kiimenin tanmimu bu pargalardan olugsun ve bu
pargalar ayrik olsun. Elbette bir matematik¢i gibi diigiinebilir ve tersinin dogru olup
olmadigini sorabiliriz.

O halde soruyoruz: ‘Eger kiimeyi bélmenin bir yoluna sahipsek, o zaman bir denk-
lik bagintis1 elde edebilir miyiz?" Evet, elde edebiliriz. Once kiimeyi bélmekten neyi
anladifimiz: tamimlamamiz gerekiyor.

Her seyden once, kiimelerin sayilabilir bir koleksiyonu i¢in, kiimeleri gdstermek
igin, X, X, X, ... notasyonunu kullanabildigimizi kaydedelim. Bununla birlikte, bir
koleksiyon sayillamaz bir kiime tarafindan indislenebilir. @ € R olmak iizere X, = [-a, a]
diyelim. R sayilamaz oldugu i¢in bu kiimeler koleksiyonu sayilamazdir. Her ikisi i¢in
ihtiyaci saglamak amaciyla, A € / ve I bir kiime olmak iizere, bir koleksiyonu X, kiime-
lerini alarak indisleyebiliriz. Omegin, /, N ya da [ ya da R x R olabilir.

Tanim 31.16

X bir kiime olsun. Bir I kiimesi icin L € I olmak iizere X, alt kiimelerinin bir koleksiyonu
olsun dyle ki

(i X, =X
Ae X
(i) X, =X egerveancak eger L=y,

(iii) X, N X, =D egerve ancak eger L # L1

saglasmn. Kiimeler koleksiyonuna X in bir ayrisim denir.
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Ornek 31.17

Bir denklik bagintisi i¢in denklik simiflarinin kiimesi bir ayngimdir. Bu X =[x]ve /=X
alinarak Teorem 31. 13 den elde edilir.

Simdi Teorem 31.13 iin tersini elde edelim. Yani bir ayngim verildiginde, bir denklik
bagintis: tammlayalim.

Alstirma 31.18

Xin { X}, _, tarafindan ayrigtinldigini varsayalim. ~ bagintisini, x ~ y eger bir [ igin
x € X ,ye X yi gerektiriyorsa seklinde tammlayahm. Bunun bir denklik bagintisi
oldugunu kantlaymn.

Gostermis oldugumuz sudur: Bir kiime iizerinde bir denklik bagintis1 koymak bir aynigi-
min verilmesine — ve tersine — denktir. Denklik bagintilar1 hakkinda nasil diigiindiigiim
iste budur. Kiimeyi par¢alara béliiyoruz — denklik simiflarina — ve bu simiflarla matema-
tik yapiyoruz.

Denklik bagintilarinin biitiin diigiincesi kiimeyi ayrigtirabilmemiz ve sadece denklik
smiflarina yoZunlagmamiza yoneliktir; elemanlar: tek bir pakete sanp sarmahyoruz.

Modaliler aritmetik

Ornek 31. 15 de x ~ y &= x =y mod n nin bir denklik bagintis1 oldugunu gérdiik ve Or-
nekler 31. 10 da denklik simflarimin [0], [1], [2], ..., [n— 1] olduklarin1 g6rdiik. Denklik
smiflarinin bu kiimesi Z, ile gosterilir.

Simdi smiflar tizerinde asaZidaki gibi aritmetik tanimlayabiliriz:

X1+ D1=k+y]

[x]. bl = o]
olsun. Yaptifimiz tamsayilar kiimesi tizerinde degil, denklik simiflarimin kiimesi tizerin-

de aritmetik tanimlamaktir. [x] ve [y] denklik simiflarini, ¢arpimu xy nin denklik smifi
olarak tanimlayarak ¢arptifimizi sdyliiyoruz. Sekil 31.3 (i) ye bakin.

A% NG
B
Lo @ Ly §)

(i (ii)

5

Sekil 31.3 Simflarin ¢arpim
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Ornekler 31.19

() Z.de[3].[5]=[3x5]=[15]=[1]olur.
(i) Z,de[6]+[7]=[6+7]=[13]=[5]olur

Simdi matematikte ¢ok derin bir diigiinceyi ele alacagiz. Smiflart ¢arpmak istiyoruz
ama tanimimiz siniflara degil, X deki elemanlara bagh idi. Omegin, istedigimiz sudur:
eger [x] = [z] ise, 0 zaman [z] . [¥] = [x] . [y] dir. Sonuglanan smifin siiftan aldigimiz
ozel elemana bagh olmasini istemiyoruz. Omegin, mod 5 ile ¢ahigirken [1] ya da [6]
almigiz, buna bagh olmamahdir. x ~ y ama xy » zy oldugu kesinlikle miimkiindiir, $ekil
31.3 (ii) ye bakin.

Teorem 31.20
Eger [x] = [u] ve [y] = [v] ise, 0 zaman [u] - [v] = [x] - [¥] dir.

Kamt. x~uvey~ vvarsayalim. O zaman xy ~ uv oldugunu géstermeliyiz.
$imdix ~u &= birk € Z i¢in tammdan x = k n + u ve benzer gekilde y ~ v <= bir
k, e Z i¢in tammdan y = k,n + v dir. O zaman
xy=(kn+u)(kn+v)
= L 52 - 397 8 -
=kkn® +knv + ukpn + uv
= (kkn + kv + kan +uv

dir. O halde xy ~ uv elde edilir. O
Bagka bir deyisle, ¢arpimin tamimi, smiflann hangi elemanlanni kullandigimiza bagh
degildir.

Tanim 31.21

Bir denklik suifin: temsil etmek icin kullanilan bir elemana sinifin bir temsilcisi denir.

Tanim 31.22

Siniflar lizerinde siniflarin elemanlarimi kullanarak tamimlanmigs bir isleme sahip oldu-
Sumuzu varsayalim. Eger tanim temsilcilere bagh degilse isleme iyi-taniml dir, deriz.

Ornek 31.23

Onceki teoreme gore simiflanin garpimu iyi-tanimhdir.

Ahstirma 31.24

Simiflann toplamim [x] + [y] = [x + ] ile tammlayalim. Bunun iyi-tanimh oldugunu
gosterin.

Alistirmalar

Alstirmalar 31.25

(i) X izerindekiasagidaki bagintilann i¢in yansiyan, simetrik ya da gegisken olup ol-
madiklarim belirleyin. Denklik bagintilan olup olmadiklarn séyleyin ve denklik
bagntilan ise denklik siniflarim1 betimleyin.
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(a) X=Z ve x ~y & x ~ y ¢ift olsun.

(b) X=Z vex ~y &= x ~ y tek olsun.

(c) X=R vex ~y < xy =0 olsun.

(d)X=R vex ~y & xy #0 olsun.

(e) X=ZxZve(x,y)~(x,),) < x =x,olsun.

(D) X=ZxZve(x,y)~(x,y,) = xy =xy,olsun.

(g X=Rvex~y&x—ye Qolsun.

(h)X=Zvex~y&e=5 | (x + 3y) olsun.

(i) X=Z vex~y <= Int(x) =Int(y) olsun, burada Int(x), Int(x) <x olacak sekilde
en bilyiik tamsayidir.

() X=R xR ve(a, b)~ (c,d) = (a—c)(b —d) =0 olsun.

k) X=R xR ve (a, ) ~ (¢, d) = (a - d)(b - ¢) = 0 olsun.

Asagidaki simflardan hangilerinin (a) Z, ve (b) Z, da esit olduklarim belirleyin.

[-114], [-3], [-1], [0], [1], [3], [6], [8], [9], [12], [15], [17], [27], [45].

(i) me Nigin bir f: Z — Z_fonksiyonunu f{[x]) = [x + x?] ile tanimlayahm. fnin

lyil- tamimh oldugunu gosterin.

(iv) Asa@idakilerin iyi-tamimh olup olmadiklarnim belirleyin:

Ozet

(@) f:Z, > Z,fi[x])=[2x].
b)f: Z, = Z,filx]) = [¥*]
©)f:Z, - Z_ Alx])=[ax+b,a,be L

Yyvy

Bir X kiimesi {izerinde bir baginti X X X in bir R altkiimesidir. Eger (x, y) € R ise
x € Xelemam y € Xye baglantilidir ve x ~ y ile gosterilir.

Bir denklik bagintis1 agafidakileri saglayan bir bagintidir:

(i) yansiyan, x ~x,

(ii) simetrik, x ~y =y ~x,

(iii) gecisken, x ~yve y~z==x~z

x in denklik simifi [x]={ y e X: y ~ x} dir.

Bir denklik bagintis: bir kiimeyi ayrik par¢alara aynstinr: denklik simiflarina.
Siniflar tizerinde temsilcileri kullanarak islemler tanimlayabiliriz, ama iglemin iyi-
tanimh oldugunu kontrol etmek zorunday1z.
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Tumunu bir araya getirmek

Yasamda gézlediklerini diizenli ve gercek olarak arastirma yetenegi disinda,
hichir sey aklvun sinwrlarim gelistirme giiciine sahip degildir.
Marcus Aurelius, Derin diisiinmeler

Bu kitabin 6nceki bes kisminda hazmedilecek ¢ok sey vardir ve her bir kisim bir ma-
tematik¢i gibi diiginmenin farkh bir yoluna yogunlagir. Tiimiinii bir araya getirmek ve
uygulamak gercekte zaman ve beceri ister. Bir matematikgi gibi diigiinmek kolay degil-
dir; her ne kadar bir ¢ok teknik verilmis olsa da izlenecek hicbir kurallar takim yoktur.
Matematik yapmak bilimden ziyade bir sanattir.

O nedenle bu béliimde, énceki béliimlerden bazi ilging konular se¢ecegim ve yon-
temleri nasil birlestirebildigimizi gérecegim.

Baslamis olmak

Bir matematik problemi igin en biiyitk engel baglama isidir. Ogrencilerime haftalk alis-
tirmalar veririm ve bir 6grenci ‘X sorusuna takildim’ dediginde genel tepkim ‘Pekala,
oraya kadar ne yaptin® olur. Siklikla yamt: ‘Higbir sey. Baslayamiyorum. Nereden bas-
layacagimi bile bilmiyorum’ olur.

Yardimer Caligma tiirii kitaplann ¢ogundaki 6giit 6nceki ¢aligilmig 6rmekleri aramak
yonitindedir. Bununla birlikte, 6grencilerimin bu hatirlatmaya ihtiyac1 yoktur, ¢iinkii
benzer bir problem i¢in notlarina bakmislardir. Ashnda bu ¢aligma kitabi 6gidi giig-
liikklerinin nedeni olabilir.

Cogu zaman yiiksek-diizeyli matematige baglayan 6grenciler, bir 6nermeyi basit
bir sonug¢ olarak tiiretebildikleri 6rmek ya da teorem ararlar. Maalesef, matematiksel
diisiinme ona benzemez.

Bunu aklinizda tutarak, baglayabilmek i¢in baz: tekniklere bakalim. (Sorudaki tiim
sozciikleri anlamama gibi agikar sorunlar1 bir kenara birakacagiz!)

Orneklerle oynayin

Ozel bir problem hakkinda hichir sey sdylememeniz nadiren olur. Problemle baglantih
olarak yapabildigimiz bazi ¢ikanmlar ya da 6rnekler olabilir. O nedenle, baglayabilme-
nin ilk teknigi érneklerle oynamaktir. Bu genelde baz1 aydinlatmalar saglar. Bir sekilde

243



244 32 BOLUM Tumiini bir araya getirmek

sadece bazi dmeklerle oynamak problemi daha iyi anlamamiza olanak verir. Bunun
nigin ¢aligtifindan pek emin degilim. Belki de, ¢dzmeksizin soruyla i¢li digh olmamz
zorlamaktadir.

Teorem 20. 2 yi ele alalim: ‘A ve B sonlu kiimeler olsun. O zaman |4 U B|=| 4|+
|Bl — |4 n B| dir’ oldugunu amimsayabilirsiniz. Bu teoremin kamiti daha énce veril-
migti, ama verilmemis oldugunu varsayalim. Cok hizh bir sekilde bazi dmeklerle oy-
namak, esitligin ni¢in gecerli oldugunu gdsterir ve sonra kanmit yontemi ¢abucak agikhk
kazanir.

Eger bir 6nerme sonsuz kiimeler kapsiyorsa, 0 zaman N ve R gibi 6zel kiime &r-
nekleri i¢in ne oldugunu goériin. Bu tiir aligtirma yapmak beyninizin matematik kismini
harekete gecirir ve problem tizerine ¢ahstinr.

Parcalara bolln - kiictik parcalari alin

Baz: 6grencilerin harekete gegmekte ¢ektigi zorluk nedenlerinden biri sudur: ‘*bilyiik
par¢a’ yaklagimini segerler. Onlar soruyu yamitlayacak tek bir algoritma / hesaplama
/ formiil / teorem oldugu beklentisi i¢indedirler. Kiigitk pargalar: ele almalar1 ve algo-
ritmalarin, hesaplamalarin, formiillerin ve teoremlerin bir koleksiyonunu kullanmalar:
gerektigini gormezler.

O halde yol gdsterici bir ilke bir problemi daha kiigiik problemlere ayirmak olmali-
dir. Omnegin, ‘4 <= B yi kanitlayin’ verildiginde, bu sonuca sahip bir teorem aramayin
va da B ye ulagmak umuduyla 4 &= C, C < D, v.s. bigimli bir liste olusturmaya
kalkigmaym. Onun yerine 4 == B yi ve sonra B == 4 y1 kamtlayn. Bunu birgok kez
gordiik. Teorem 29. 6 ve Teorem 31. 13 (iii) tin kamtlan bunun 6mekleridir.

Aymisi 4 ve B kiimeleri i¢in 4 = B yi gosterirken gecerlidir. Burada beklentimiz,
A= C=D="=Z= Besitliklerinin bir zincirinin olmas:dir ki olabilir; Omek 20.11 e
bakin.

Par¢a-biiyiikliiklii yontem 4 € B ve B C A y1 géstermektir. Bu Teorem 31. 13 (i) ve
(i1) siklarinin kanitlannda goriilebilir. Ve 4 < B oldugunu nasil gésteririz? Elemanlar
diizeyine ineriz, x € 4 alinz ve x € B oldugunu gosteririz; 6rmegin Teorem 20. 9 a ba-
kin.

Bu gibi parcalara aynlan bir problemin ¢dziimii daha kolaydir, hatta problem sayisi-
n1 katlamig gibi olsak bile! Bu yontemin bir tistiinligti bir kismi kanitlamanin sonlandir-
ma duygusu yaratmasidir, o nedenle buraya kadar ne yaptifimz soruldugunda ‘Pekala
A== B yi kamtlayabiliyorum, ama 6biir yénii gésteremiyorum’ diyebilirsiniz.

Problemi degistirin

Baglayabilmenin tigiincii ydntemi problemi degigtirmektir. Yaptigimiz ézellestirmek ve
genellestirmektir. Bu iki yontem o kadar énemlidir ki kendilerine bir boliim, 33. Béliim,
aynlmstir.

Simdilik problem degigtirmenin iyi bir 6rnedi 99. sayfadaki Bélim Lemmasinin
genel versiyonudur. Kabuliimiiz y nin sifirdan farkh bir tamsay1 olusu idi. Bununla bir-
likte, kamtin bityiik kismi farkli bir Gnermenin kamitlanmasi ile ilgiliydi: y nin bir pozitif
tamsay1 oldugu kamt. Kanitin bu kismm yapildiktan sonra ayn ve daha kisa bir argiiman
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y nin negatif durumunu ele aliyordu. Bu yontem defalarca kullanilabilir. Eger 6nerme
tamsay1lar diyor ise dogal sayilar1 kullanmak daha kolay olabilir. Daha genel olarak,
daha bityiik bir nesneler simifina kisitlama yapilabilir ve onlan aragtirabiliriz. Mesele
sudur: soruyu degistirmekle en azindan bir seyler yapabiliriz.

Daha ytiksek bir dlizeye ulasmak
Baglayabilmis olmak elbette cok dnemlidir. Ama sorulan yamtlamann Gtesine nasil gi-
debilirsiniz ve gergekten bir matematik¢i gibi diigiinmeyi nasil elde edebilirsiniz? Haydi
baz: teknikler gérelim.

Soruyu ters cevirin - kendi érneklerinizi olusturun

Gergek bir matematik¢i kendi 6z érneklerini ortaya atar.

Burada, daha &nceki bdliimlerde 6nerildigi gibi tanmimlarin ve teoremlerin &rnek-
lerini bulmak demek istemiyorum. Ne demek istedigimin bir 6rnegi kalkiiliiste verilir.
Fonksiyonlarin maksimum ve minimumlarini bulmak kalkiiliiste bir temel aragtirmadar:
size bir fonksiyon verilir ve kritik noktalar: bulmanz gerekir.

Simdi drnekler ortaya ¢ikarmanin teknigi sudur: Soruyu ters ¢evirin. Maksimum
ve minimumlarin belirli noktalarda oldugu size verilmis olsun. Bu maksimum ve mini-
mumlara sahip bir fonksiyon olusturabilir misiniz?

Bunu yapmakla maksimum ve minimumlar iizerine ¢ok sey dgreneceksiniz. Hemen
bir fonksiyon dngdrebilir ve onunla ¢ahgabilirsiniz, bu agikti. Ama bir iist-diizey kav-
rayig, onceden tammli bazi kisitlamalan olan — 6megin, x = 2 de f (x) = 5 degerli bir
maksimum ve x =-2, x =7 de f(-2) = 20 ve f(7) = -3 degerli minimumlar — bir érnek
olusturarak kazanilmahdir.

Bu soruyu ters ¢evirme ydnteminin bir bagka 6rmegi i¢in elemanter geometriden
konikleri gdz dniinde bulunduralim. Standart soru sudur: ‘[ste bir konik, merkezini, tepe
noktalarini ve basikligim hesaplayin’ v.s. Soruyu ters ¢evirin. Merkezi, tepe noktalanm
ve basikhgini kapsayan kogullar verildiginde, bu 6zelliklere sahip bir konik olugturun.

Sorun ‘Ne olur eger ...?”

lyi matematikgiler ‘Ne olur eger ...?" diye sormasi severler. Omegin, o varsaymm
silersem ne olur? Yukanda bunun problemi ¢6zmede yardimei olabildigini gérdiik. Ay-
rica o bize bir konunun sinirlanm arastirmamiza izin verir. Tanmimlarin ve teoremlerin
olmalan gerektigi gibi olduklarin anlayabiliriz. Bir bagka 6rmek, matematiksel nesne-
ler genelde fazladan kosullara sahip kiimelerdir. Cok basit bir diizeyde sonlu bir kiime
eleman say1s1 sonlu olan biridir diyebiliriz ama gruplar gibi ¢ok daha kangik dmekler
vardir. (Bir grup, kiimenin elemanlarim ¢arpan bir yénteme sahip bir kiimedir. Carpma
belirli 6zellikleri saglamak zorundadir.)

A ve B kiimeleri i¢in 4 X B ¢arpimni alabiliriz. Sorabiliriz: eger 4 ve B nin belirli bir
ozelligi varsa, 0 zaman A X B nin de var midir? Ornegin, 4 ve B sonlu kiimeler olsun. 4
X B sonlu mudur? Bu durumda, evet, sonludur. Eger 4 ve B sonsuz ise, 0 zaman 4 X B
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sonsuz mudur? Eger 4 ve B grup ise, 0 zaman A4 X B bir grup mudur? Ve saire.

Diisiince sudur: Yeni kavramlar ortaya ¢ikarmak i¢in daima sorular sorun.

Dustinmenin 6nemi - web’e bakin

Dogrusal bir alan gibi goriinmesine karsin — bir diigiincenin bir digerinin iizerine ku-
rulmas) — matematik diistince ve konulann birbirine baglamsinin bir web’ini de igerir.
Bir konuyu 6grendikten sonra diigiincenizde bu web’e yeni bir ¢aliymanin nasil uygun
diistiigii yer almahdir. Bir konuyu hemen bitirmeyin ve ‘simdilik onu yaptim® deyin.

Ayrica ¢aligmanin kapsamli yapilmasini inceleyebilir ve onun farkh bir diizende

verilip verilmeyecegini sorabilirsiniz. Bu size farkh bir bakig a¢is1 kazandinr ve anla-
maya yardimei olan yararh bir aragtirmadir. Aym sekilde, farklh goriis agilan i¢in farkh
kitaplara bakin. Teoremler ve tamimlar farkl1 mudir? Kamitlar ¢cok mu ya da daha az m1
katidir?

Alistirmalar

Alstirmalar 32.1

(i)

(i)

F ,n. Fibonacci sayis: olsun. Arkadagim bana
ot Bt Bt et By =
oldugunu soylityor ama gergekten dogru olup olmadigim hatirlamiyor.

Dogru mudur? Degilse, 6nermesini benzer bir 6nerme sdyleyerek kurtarabilir mi-
siniz? Her iki durumda, dogru oldugunu disiindiigiiniiz bir Gnermeyi kanitlayin.
...y d,, d, rakamlari olsun. Ayrica f, fln) = di +
dis +..+d3 iletanimh fonksiyon, yani n pozitif tamsayiy1 rakamlannin kibii-
niin toplamina uygulayan fonksiyon olsun. Bir baslangi¢ »n verildiginde, tamsay1-
larin bir @ dizisini liretmek igin tekrarh olarak » ye fuygulanabilir.

Egerherm2m_ i¢in a = a, olacak sekilde m, varsa n ye bir dlii-u¢ tamsayi
diyoruz. Eger n= 19 ise, 6rnegin, o zaman

a;=19,a, =1 +9P=T730,a=7+3+0 =370,
a,=3*+7+0°=370, ...

n pozitif bir tamsay1 ve d,, 4,

=1

olur. O halde n = 19 bir &lii-u¢ tamsayidir. Olii-ug tamsayilarin kiimesini D ile
gosterelim.
Bir f fonksiyonunun herhangi bir sabit noktas: (yani n dyle ki f{n) = n) bir 6lii-
u¢ tamsayidir. F sabit noktalarin kiimesini gdstersin.
(a) D ve Fkiimelerini aragtinn.
(b) Tiim pozitif tamsayilar &li-u¢ tamsayilar midir?
(c) Degilse, olmayanlar tarafindan dogurulan diziler hakkinda bir sey séyleyebilir
misiniz?
(d) D sinirh mudir? F simrh maidir?
(e) Fyi tam olarak belirleyebilir misiniz?
Bu ve bir sonraki aligtirma Leeds Universitesinin bir dersinden ahnmstir.
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(iif) Bir y1l disanda kalan bir 6grenci bir takim hediyeler aliyor ve onlan tilkesine gon-
dermek istiyor. Mallar teker teker paketleniyor. Mucize kabilinden, | Sa<h<c<n
olmak iizere (a, b, ¢) tamsayilarmin her bir takimi i¢in @ derinlikli, b genislikli ve ¢
uzunluklu tam anlamiyla bir paket olacak sekilde bir » tamsayis: vardir.

Daha biiyiik kolilerde sanl paketler daha ucuza geliyor (ve matematiksel olarak
da ilgingtir). Kirilmalar: nlemek i¢in kolilerde hi¢ bogluk olmamahdir. Bagka bir
deyisle, p X g X » boyutlu bir koli, i¢erdigi paketlerin hacimlerinin toplamina esit
olan pgr hacminde olacaktir. Kolilerin ne kadar biiyiiklitkte oldugunu énemsiz
varsayarak, 6grencinin kag tane koliye ihtiyaci olacaktir?

(iv) Tarih verildiginde, haftanin &zel giiniinii hesaplamak i¢in bir matematiksel yon-
tem ortaya atabilir misiniz? Ornegin, 20 Eyliil 1968 ve 8 Aralk 1978 igin yontem
Cuma’y1 hesaplamalidir. Ipucu: mod diisiiniin.

Ozet

» Baglayabilmek igin:
(i) Orneklerle oynayin.
(i1) Parcalara ayirn. Kiigiik parcalan alin.
(ii1) Problemi degistirin.
» Dabha iist diizeye ulagsmak igin:
(i) Soruyu ters ¢evirin — kendi 6rneklerinizi olugturun.

(ii) Sorun ‘Ne olur eger...?".
(iii) Iyi diisiiniin ve diisiinceler web’ine bakin.



33. BOLUM

Genellestirme ve ozellestirme

Tiim genellestirmeler yantlticidrr.
Anon.

Kitap boyunca bir dereceye kadar genellegtirdik ve dzellegtirdik. Onu tartigmak su ana
kadar ertelenmisti ¢linkii bu diigiincelere hakim olmadan 6nce drmekler gérmeye ihtiyag
vardir.

Genellestirme

Varsayimlarin zayiflatiimasi

248

Bir teorem verildiginde *Varsayimi zayiflatabilir miyim ve o zaman hala aym sonucu
elde edebilir miyim?” sorusunu sormahsimiz. Matematigin hedefi miimkiin oldugunca
az varsayinlar kullanmak ve miimkiinse daha kuvvetli bir sonu¢ elde etmektir. Yani,
cok fazlasimi sdylemek i¢in miimkiin oldugunca az kullanin.

Varsayimlan zayiflatilan 6nermeye bir genellestirme denir.

Cift sayilar tizerine u basit teoremi gz oniinde bulundurahm:

‘Eger x ve y ¢ift dogal sayilar ise, 0 zaman x + y ¢ifttir.”
Varsayimi

‘Eger x ve y ¢ift tamsayilar ise, o zaman x + y ¢ifttir.”
dnermesine zayiflatabiliriz. Bu 6nerme dogrudur.

Varsayim, sayilarn ¢ift oldugu kosulunu silerek, farkh bir yonde zayiflatabilirdik:

Eger x ve y dogal sayilar ise, 0 zaman x + y ¢ifttir.”
Ancak bu 6nermenin yanhs oldugunu not edelim: érmegin, x =2 ve y = 3 alahm. Boy-
lece bir teoremde bir varsayim zayiflatmak (bu durumda yitirmek) yanhs bir 6nermeye
stiritkleyebilir.

Daha dnce bir varsayimi zayiflatmanin yeni bir teoreme neden oldugunun bir 6r-
negini gorditk. Bélim Lemmas: (sayfa 196) baglangicta bir y dogal sayisi igin ifade
edilmis ve sonra Bolim Lemmasinin genel versiyonunu (sayfa 199) elde etmek i¢in bir
y tamsayisina zayiflatilmigti.
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Bdylece eger bir teorem x in bir dogal say1 oldugu varsayimina sahipse, 0 zaman x
e genellestirme bir tamsayidir. Ashnda, kanit karmagik olmayabilir. Onermeyi dogal sa-
wilar igin kamithyoruz ve Bélim Lemmasinin genel versiyonuna uygulamig oldugumuz
kurnazh@ kullanmyoruz: negatif x i¢in x * = —x ahyoruz. x” pozitif oldugundan, x’ i¢in
kanitlarken bu bilgiyi kullamyoruz. (Ve x = 0 durumunu yerine getirmemiz gerektigini
amimsiyoruz!)

Sonucu degistirmek

Bir P gnermesinde bir varsayimu zayiflatir ve yanhs bir énerme elde edersek, o zaman
sonucu da degistirmek dogru bir Q 6nermesini verebilir. P énermesi bu Q énermesinden
tiiretilebiliyorsa, o zaman Q ye de bir genellestirme diyoruz.

Pisagor teoremi’nde gordiik: T kenarlan a, b uzunluklu ve ¢ hipoteniislii bir dik-ag1li
olsun. O zaman &2 = @*+ P dir.

Dik-ag1h kosulunu silerek bunu zayiflatabiliriz. Bunu yapmakla bir hipoteniisii ta-
mmlayamaz oluruz, o halde su 6nermeyi iiretiriz: T kenarlar1 a, b ve ¢ uzunluklu bir
ticgen olsun. O zaman ¢ = @+ »* dir.

Neredeyse rasgele bir 6megin de gosterecedi iizere, bu yanhsti. Bununla birlikte,
eger sonucu degistirirsek o zaman dogru bir 6nerme elde edebiliriz, Kosiniis Kurali: 7
kenarlan a, b ve ¢ uzunluklu bir tiggen olsun. O zaman C, ¢ uzunluklu kenann kargisin-
daki ag1 olmak tizere ¢* = a*+ b* — 2bccosC dir.

Pisagor Teoremini Kosiniis Kuralindan sonuglandirabildigimizi kaydedin. Varsayim
olarak C = 90° aliyoruz ve sonug, Kosiniis Kuralinin 6zel bir hali olur, yani cos 90°=0
dir, o halde ¢ = a*+ b* bulunur.

O halde Kosiniis Kurah Pisagor Teoremi’nin bir genellestirilmesidir. Kaydedelim
ki Kosintis Kuralinin varsayimlan tim iiggenlere géndermede bulunurken Pisagor
Teoremi’nin varsayimlan dik-agih tiggenlere bagvurur.

Yanls olan genellestirmeler ilging olabilir

Genellegtirmeye kalkigmak ilging matematiklere neden olabilir. x> + y?= 2% nin bir¢ok
tamsay1 ¢dziimiiniin oldugunu biliyoruz. Ama eger 2 yi cok daha genel bir n doZal sayis:
ile degistirirsek, neler olur?

‘n 22 i¢inx" + y"=z"nin tamsay1 ¢6ziimleri vardir’ nermesini elde ederiz. Bu yan-
histir. Bu sadece bazi n 2 3 ler vardir Gyle ki x” + y"= z"nin hig¢ pozitif tamsay1 ¢oziimii
yoktur degil, ama gercekte tiim n = 3 i¢in denklemin hi¢bir pozitif tamsay: ¢dziimii yok-
tur olgusudur. Bu son ifade 101. sayfada kargililagtifimiz Fermat'in Son Teoremi’dir.
Bu 6nermeyi kanitlama ¢abasi 350 y1l almig ve sayilar kuraminda, cebirsel geometride
v.s. inanmlmaz ilerlemelere yol agmigtir.

Ozellestirme
Ozellestirme genellestirmenin tersidir. Varsayimlar daha kuvvetli duruma getiriyoruz.
Omegin, tamsayilarla ilgili bir Snermemiz varsa, dogal sayilara kisitlayabiliriz. Aym
sekilde Pisagor Teoremi Kosiniis Kuralinin bir zellestirmesidir.
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Ozellegtirmeyi onermeleri yanhs olmaktan kurtarmak igin kullanabiliriz. ‘Eger
a < b ise, 0 zaman a* < b? dir’ 6nermesi dogru degildir. (Omegin, a=-5vebh=2ala-
lim.) @ > 0 ve b > 0 kosullarin1 dahil ederek varsayimlar: kuvvetlendirebiliriz. Bdylece
‘a, b >0 olsun. Eger a < b ise 0 zaman a’ < b* dir’ e §zellestirebiliriz. Bu énerme dog-
rudur.

Ozellegtirmenin esas uygulamasi problem ¢éziimlerindedir. Bir problemi 6zel bir
durum i¢in ¢6zmek ve problem hakkinda bir goriige sahip olmak i¢in bu durumu kul-
lanmak daha kolay olabilir. Omegin,en genel Boliim Lemmas: aslinda dogal sayilar
durumuna 6zellestirerek kamitlanmigtir. Bu yapildiktan sonra tamsayilar durumuna ge-
nellestirebiliriz.

Genelligi yitirmeksizin
Bir takim kanitlarda *genelligi yitirmeksizin® deyimini kullandik. Bazi kitaplarda bu ara
sira wlog® olarak kisaltilmigtir.

Bu ifadeyi, yeni &nermenin bir 6zellestirme gériiniimiinde olmas i¢cin — ama ashinda
dyle degildir, ayni genellik diizeyi kalicidir — bir varsayim yaparken kullaniriz. Oregin,
‘Her hangi iki farkl x ve y tamsayis: i¢in, ..." seklinde baglayan bir dnermemiz olsaydi,
o zaman genelligi yitirmeksizin x < y oldugunu varsayabilirdik. Aksi halde yeniden
etiketleme yapabilirdik.

Alistirmalar

Alstirmalar 33.1

(i) 7 nin irrasyonel olmas: igin n iizerine yapilabilecek en iyi varsayim nedir? Yani
“Jn irrasyoneldir eger ve ancak eger » ... bigimlidir’ 9nermesini tamamlayin. Ya-
mitimiz1 dogrulayin.

(i1) Alstirma 5. 3 (iv) deki 3[7—' < {‘/5_5-’ 1 gosterme sorusunu ele alahm. Bunu nereye
kadar genellestirebilirsiniz? Ayni1 aligtirmanin (b) s1kkin1 genellestirin.

(iii) 3 x 3 liik bir sebekede 1 den 9 a kadar sayilan ayn satir {izerindeki toplaminin
aym stitunun toplamimnin ya da iki kégegenin birinin toplaminin sabit olmas: igin
siraya koyun. Her bir say1y1 sadece bir kez kullanabilirsiniz. Boyle bir kareye
sihirli kare denir. Bir 6rek olarak

4 1912
3 | 5017
8|1]6

karesini géz Oniinde bulunduralim. Her satir, siitun ve iki kdsegenin toplam 15
dir. Sihirli karelere baska érnekler bulabilir misiniz?

1 den 16 ya kadar sayilan kullanan bir 4 x 4 sihirli kare bulabilir misiniz? 1 den
n* ye kadar say1lan kullanan n x n sihirli kareler i¢in ne diyebilirsiniz?

Eger 3 X 3 durumunu sayilarin 1 den 9 a kadar sayilar yerine keyfi tamsayilara
zayiflatirsak, ne olur? 3 X 3 durumu i¢in tamsay: satirlann v.s. toplami herhangi
bir verilmis tamsay: sabiti olabilir mi? # X n durumu i¢in ne demeli?

(iv) 16 karelik bir 4 x 4 sebeke alalim. Her bir satir ve siitunda ¢ift sayida ¢apraz ola-
bilmesi i¢cin sebekeye alt1 ¢apraz yerlestirebileceginizi gdsterin.

" *Genellifii yitirmeksizin® in bir kisaltmasidir: Without lost of generality (¢.n.)
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Buna bazen Siit Kafesli Sandig Problemi ad1 verilir, ¢iinkii orijinal problem siit
siselerinin bir siit kafesli sandiga yerlestirilmesine gore ifade edilmistir.
Bu problemi, # = 3 igin bir n X n sebekesine genellestirebilir misiniz?

(v) 3'25%9112%%nin son rakamini bulun. Sondan bir énceki rakam nedir? Ug sayimin
carpiminin son rakamu {izerine bir sonucu nereye kadar genellestirebilirsiniz?

(vi) a, b, ce Q igin ax* + bx + ¢ = 0 lizerine olan Ahstirma 26. 7 (v) i daha yiiksek
dereceli bir polinoma genellestirin. Bir ¢6ziim rasyoneldir eger ve ancak eger bir
diger ¢oziim rasyoneldir, dnermesini kanitlayabilir misiniz?

(vii) Pul basma iglemini verimli kilmak amaciyla Posta [daresi a ve b pozitif tamsa-
yilar olmak tizere sadece a pens ve b pens isimli iki posta pulu ¢ikarmaya karar
veriyor. Bu dnerinin (a ya da b | olmadif siirece) bir kusuru vardir: her posta
iicreti pullardan olusturulamaz. Ornegin, a= 5 ve b= 8 ise, 0 zaman posta idaresi
13 pens ya da 16 pens iicret isteyebilir ama 17 pens isteyemez. a ve b nin 6zel bir
secimi yapildiZinda bir sayiya, uygulanabilir bir posta iicreti ise, ‘iyi’, aksi halde
*kotii’ diyelim. Yukandaki 6rnekte 13 ve 16 iyi iken 17 kotiidiir.

e Kotii sayilar kiimesinin @ ve b nin se¢imine nasil bagl oldugunu miimkiin oldu-
gunca agi1Za gikann.

e ave b nin ¢ok bityiik olmayan, 6rnegin a = 5, b= 8§, zel segimlerini denemeye
baglayn. Model gorebiliyor musunuz?

e Denemede bulunurken diizenli olmak iyi bir fikirdir. @ nin degerini belirli tut-
maya, 6rmegin a = 5, ¢alisin ve sirasiyla =2, 3, ..., 10 durumlarinin her birini
degerlendirin. @ = 5 varsayimimizda genel b i¢in kotii sayilarla ilgili bir seyi
kamitlayabilir misiniz? a = 6, b genel i¢in ne diyebilirsiniz?

e g ve b nin genel durumu i¢in ne kamtlayabilirsiniz?

e Bir ‘iyi’ saymnin agik bir matematiksel tanmimin diigiinebilir misiniz? Diigiinebi-
liyorsaniz, tanimin bir geometrik yorumunu verebilir misiniz?

Bu problem de Leeds Universitesi nin bir dersinden alinmgtir.

Ozet

» Eger varsayimlan zayiflatirsak, 6rmegin varsayimlan silersek, o zaman bir genelles-
tirme elde ederiz.

» Eger varsayimlar kuvvetlendirirsek, o zaman bir dzellestirme elde ederiz.

» Genelligi yitirmeksizin, bir 6zellestirme benzeri olan1 — ashnda genelligin aym dii-
zeyi korunmustur — yapmak anlamina gelir.
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Dogru anlamak

Matematikte seyleri anlamazsiniz.
Sadece onlar: kullanmaya aligirsiniz.
John von Neumann (1903-1957)

Matematikte bir seyi ger¢ekten anladifimiz1 nasil bilirsiniz? Bunu yamitlamak ¢ok zor-
dur. Genelde anlama duygusuna sahip olunabilir ancak aligtirma ve problemleri ¢ézme-
ye kalkisinca hemen hemen eksikligi agiZa ¢ikar. Bu béliimde anlamayi gdsteren yollar
listeleyecegiz.

Tanimlari anlamak

Eger bir tanimi1 anhyorsaniz

e onu kesin ifade edebilirsiniz,

e onu kendi sozciiklerinizle ifade edebilirsiniz,

e onun somut drneklerini — agikar ve agikar olmayanlar dahil — verebilirsiniz,

e tanimn drmek-olmayanlanm verebilirsiniz,

e onu farkli ve aligilmamig durumlarda tanimlayabilirsiniz,

e hangi teoremlerde kullamldigini bilirsiniz,

e o teoremlerde nigin kullamldigim bilirsiniz,

e bu dzel tammin nigin yapildigim bilirsiniz,

e aym sozciiiin diger benzer tanimlarinm bilirsiniz ve aralarindaki farklar: goriirsii-
niiz.

Listedeki son par¢a ile karsilagilir ¢linkii farkh matematikgiler farkh tamimlar kullanir-
lar ve bunun teoremler i¢in énemli sonuglar: vardir. Bir tamima fazladan bir varsayim
eklemekle ¢ogu teoremin kanitlanmasi kolaylagir.

Teoremleri anlamak

EgZer bir teoremi anhyorsaniz

e onu kesin ifade edebilirsiniz ve kendi 6z sozciiklerinizle,
e kullanimina soyut 6rnekler verebilirsiniz,

252
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e kanitini anlarsiniz,

e onu yeni ve ahsilmamig durumlara uygulayabilirsiniz,

e varsayimlan zayiflatmakla olusan dnermelere bir kargit drnek verebilirsiniz,

e evrigini ve tersini bilirsiniz,

e ondan bazi sonuglar (6rnegin, sonug teoremler) gorebilirsiniz,

e onu tek bir tiimceye sikigtirabilirsiniz, rmegin uzakhig: hesaplamak i¢in bu bana bir
yontem verir,

e kuramin neresine uydugunu, kendi bagmma bir son mudur ya da daha énemli bir teo-
reme giden yolda kullanmilmig midir, goriirsiiniiz,

e daha kiigiik ya da daha biiyiik nesneler simifindan s6z edip etmedigini bilirsiniz.

Kanitlari anlamak

Eger bir kamit1 anhyorsamz

e onu kesin ifade edebilirsiniz ve kendi 6z sdzciiklerinizle,

e varsayimlann nerede kullamldigim bilirsiniz,

e yapiy bilirsiniz, yani onun hangi par¢alara aynldigim ve hangi tekniklerin (dolay-
s1z, ¢eliski v.s.) kullamldigini bilirsiniz,

e her bir adim1 bir mucizeden ziyade yalin olarak gorebilirsiniz,

e kamtlardaki diisiincelerden, baska Gnermeleri kendiniz kanitlarken yararlanabilirsi-
niz,

e her hangi bir boslugu doldurabilirsiniz,

e kamtin ne kadar kesin oldugunu bilirsiniz,

e onu dzetleyebilirsiniz, yani aynntilan atmak ve esas noktalan korumak,

e varsayimlar silindiginde nerede sorun ¢iktifim bilirsiniz.

Esash bir konuyu anlamak

Genelde matematik farkli konulu — 8megin kalkiiliis, diferansiyel denklemler, kombi-
natorik, v.s. — gruplara béliiniir.
Eger bir konuyu anhyorsamz

e onun biitiiniin nasil uyustugunu gorebilirsiniz,

o farkh bir kuram tiretmek i¢in tanimlar1 ufak degisiklige ugratabilirsiniz,

e onu bir tiimceye sikigtirabilirsiniz,

e kuramn 6nemli 6zelliklerini sergileyen somut bir 6rnek verebilirsiniz,

e bukonuyla digerleri arasindaki baglantilan, benzerlikleri ve farklihklan gorebilirsi-
niz,

e bir argiimandaki sezgisel kavrayigla teknik ayrintilar arasinda rahathkla hareket
edebilirsiniz,

e anatamm ya da teoremin ne oldugunu bilirsiniz,

e kuramin ¢aligmasi i¢in neyin en az gerekli oldugunu bilirsiniz,

e not almadan onu agiklayabilirsiniz,

e onu bagka birine agiklayabilirsiniz.
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Alistirmalar

Ahstirmalar 34.1

(i)  Kitaplan, ders notlanm ve web’i gbzden gecirin. Oradaki tanimlar, teoremleri ve
kamitlar1 ne kadar iyi bildiginize karar verin. Yukandakini bir dogrulama listesi
olarak kullanmaya ¢aligin.

(il) Matematikte hangi konu kendinize en az giiven duyduunuz ya da en az anladifi-
nmz konudur? Ona yeniden doniin ve bu kitabin diigiincelerini uygulayin.

Ozet

» Tamimlar: 6rmekleri ve drnek-olmayanlan ve tamimin hangi teoremlerde kullamldi-
g bilin.

» Teoremler: Uygulanabilir oldugu érmek ve dmek-olmayanlar: bilin, sahip oldugu
sonuglan bilin.

» Kanitlar: varsayimlarin nerede kullamldigin bilin, 6zel bir kamitin nasil yapildigim
bilin.

» Esas konu: kilit dmekleri bilin.
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En buyuk sir

Yap ya da yapma. Caba yok.
Imparatorlugun Gerilemesi'ndeki Yoda

Gurular ... sagirtict ve seytanca olan motivasyon kurslarmdan servet elde ederler,
ama biitiin bunlar insanlik tarihi kadar eski ata sézlerine indirgenir:

devam et. Bu yap ya da yapma anlammndadur.

Derren Brown, 4Aklin Dalavereleri, 2006

Bu kitapta bir matematik¢i olarak tekrar tekrar kullandifim birgcok farkh diigiince ve
teknigi topladim. Yer kaygisindan ve kitabin sindirilmesini zorlagtiracagindan birkag
teknigi dahil etmedim. Parite ve serbestlik dereceleri gibi konular bir yamtin dogru-
lugunu kontrol etmek igin yararhdir ve totoloji ve dongiisel argiiman gibiler lojikte
dnemlidir ama onlan ortaya ¢ikarmay size biraktim.'

Kendi kendine yardimci olabilen kitaplar gibi, bir kerede 6grenilmesi gereken ¢ok
sey varsa, tekrar okumalar kaginilmaz olabilir. O zaman bile bu tiir kitaplardan genelde
sadece bir ya da iki egitici bilgi ahp gotirebilir. Cok seyin sdylendigi ve ¢ogunun sdy-
lenmeden birakildif1 durumda, her seyi nasil toparlayabilirim? Eger bir matematik¢i
gibi gercekten diistinmek istiyorsaniz, ne yapmamz gerekir?

Tutkulu bir matematikgiye verebilece@im kilit pratikteki 6t iki tiimcede toplanir:

e MatematiZi dogru yazin.
e Kendi dreklerinizi ortaya atin.

Bu teknikler sasirtic1 bigimde etkilidir. i1ki i¢in nedenler 3. Béliimde tartisilmigtir.
Esas olarak sdyle dzetleyebilirim: eer onu gerektigi gibi betimleyemiyorsaniz, o za-
man tam olarak onu anlama sansiniz yoktur. Ve onu gerektigi gibi betimleyemiyorsaniz,
0 zaman i¢ine girmeyi ve anlamaya ¢alismay1 bilmelisiniz. Kavramamzdaki zayifhiga
agikhk getirmede yardimei olur.

Ogiitiin ikinci pargasi da daha &nceki béliimlerde ele alimmisti. Bu belki bir matema-
tik¢i gibi diisinmenin gercgek suridir — kendi problemlerinizi ve dmeklerinizi olustur-
mak. Dogru diiriist bir problem olugturma ¢abasi zordur. Bununla birlikte, soruyu ters
cevirmek gibi, ¢ok yalin teknikler kullanabilirsiniz. Bu problemleri arkadaslarinizla bir-

' Sizin i¢in her seyi yapmis olmami beklediniz mi?

255
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likte olusturuyorsamiz (arkadaglar: degil, problemleri) degis tokus edebilirsiniz ve hatta
daha fazla beceri kazanabilirsiniz. Ayrica kimin en zor — ancak istesinden gelinebilen
—problemi ortaya athgim gérmek i¢in bir yansa girebilirsiniz.

Kendi dmeklerinizi olugturmak ashnda yararh, u¢ ve agikar drneklerin bir biriki-
mini gerektirir, o yiizden onlardan derlemek ve hemen kullamima hazir hale getirmek
durumundasiniz. Bunu yerine getirmenin bir yolu sunu hayal etmek gibidir: gece yansi
biri sizi uyandinp ‘Cabuk olun, bu bir acil vakadir, bana X in bir 6rmegini verin’ dese,
siz ne derdiniz?

Elbette, iyi bir matematik¢i olmak i¢in en 6nemli tekniklerin ne olduguna karar ver-
mekte kendinizi 6zgiir hissetmelisiniz: ister ‘Bir denklemin en karmagik yanim se¢in ve
indirgeyin’ (sayfa 143) olsun, ister her zaman karsit tersi caligmak (26. Béliim) olsun.

Verilmesi gereken son bir §Ziit parcas1 daha vardir. Matematik¢ileri matematikei
olmayanlardan ayirt eden bir en biiyiik sir: Durus. MatematiZin kesfedilmesi zaman alir.
Bununla birlikte bu kitaptaki konular eninde sonunda zaman kaybim dnler. Bildiginizi
ve bilmediginizi, neyi ¢ahymaniz gerektigini v.s. belirler. Anlamanin ¢ok 6nemli oldugu
durusuna sahipseniz — yiizeysel anlama degil, bir probleme ciddi bir girisimde bulun-
maktan kaynaklanan anlama — ve size verilenlerden daha ilerisini daima gériiyorsaniz,
o zaman gizemli bir sekilde size verilenleri anlayacaksimz.

Bu kitaptaki teknikleri kullamp kullanmamak size kalmig bir seydir. Onlan kullan-
may1 secebilirsiniz de gz ardi edebilirsiniz de. Bu b&liimiin bagindaki deyisin séyledigi
gibi. Yapin ya da yapmaym. Se¢im sizindir.

Mutlu matematiksel diisiinmeler!

Ozet

» Calismalarimzi ilerletin!




EK A

Yunan alfabesi

Telaffuz kilavuzunda i harfi big deki gibi sdylenmelidir. y harfi my sozciigiindeki gibi

sOylenmelidir.

Ad Biiyiik harf Kiiciik harf Sdylenisi
Alpha A o al-fa
Beta B B bi-ta
Gamma r Y gamma
Delta A 8 delta
Epsilon E > epsig-on / epsilon
Zeta Z L zita

Eta H n i-ta
Theta =) f ti-ta

lota i L ay-o-ta
Kapa K K kap-a
Lambda A " lam-da
Mu M e miyu

Nu N v niyu

Xi = & ksi
Omicron 0 0 omikron
Pi mn T pay

Rho P p TO

Sigma X a sig-ma
Tau T T tau
Upsilon b i v up-siglon ya da up-silon
Phi ® dyadag fay

Chi X X kay

Psi W 1 psay
Omega Q w 0-me-ga
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EK

Yaygin kullanilan semboller
ve notasyonlar

—-

>l am g LT ‘Hﬂcjnlnm:JMgzﬂrlqu;

dogal logaritmalarin tabam
—1 in kare kokii
sonsuzluk

her

bazi

kanit sonu igareti

nabla

alef

bos kiime

toplam

carpim

-nin bir elemanidir / igindedir

-nin bir alt kiimesidir

-nin bir alt kilmesidir (ama esit degildir)
arakesit

birlesim

gerektirir ki (sikhkla dogru kullanilmaz, 37. sayfaya bakin)
-ye denk (‘eger ve ancak eger’ olarak da bilinir)
tiirev

-ye uygulanir

Ortenlik

bire-birlik

-ye orantili

-ye denktir / kongriient

yaklagik olarak esit

-ye dik

degilleme

tilda

sapka

o halde

clinkii



Yaygin kullanilan semboller ve notasyonlar 259

dogal sayilar, {1, 2, 3, 4, ...} kiilmesi olarak tanimhdir (ama 4. sayfadaki
dipnota bakin)

tamsayilar, {...,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, ...} olarak tanimhdir

rasyonel sayilar, p, g € Z ve g # 0 olmak iizere p / ¢ bigimli sayilar olarak
tamimlidir

gercel sayilar, ... bir tamim i¢in daha yagh oluncaya dek beklemeniz gere-
kecek!

karmagik sayilar, ,p,ge Rvei= =1 olmak tizere a + ib bigimli say1lar
x in modiili

x in karmagik eslenigi

8. sayfaya bakin

8. sayfaya bakin

fnin ters fonksiyonu ya da 6ngdriintii kiimesi i¢in kullamlir

dyle ki

art1 / eksi

tanimlama



EK C

Nasil kanitlamali ki...

Her dnermeyi kanitlayacak bir algoritma vermek olanaksizdir. Bununla birlikte, baz:
durumlarda hemen izleyebildigimiz stratejiler vardir. Bu ekte, ¢esitli tiirden nermelerin
nasil kamtlanacaginin bir dzetini veriyoruz. Kisalik lehine drneklerden kagimlmistir.

Bir onermenin bir digerini gerektirdigi nasil kanitlanir
A nin B yi gerektirdigini kamitlamak i¢in birkag¢ ydntem ¢ahigin.

o Gerektirme isaretlerinin ydnlii bir dizisi.

o Kargit ters dnermeyi kamtlayin: B nin degillemesinin 4 nin degillemesini gerektirdi-
gini kanitlayin.

e (eliski: Onermenin yanls oldugunu kabul edin ve bunun, 0 = 1 gibi, bir anlamsiz
Onermeye gotiirdiiiini kamitlaymn.

Daha bir ¢ok yontem vardir.

iki 6nermenin denk oldugu nasil kanitlanir

A nin B ye denk oldugunu kamtlamak i¢in problemi ikiye pargalayin: Ayn ayn
A nin B yi gerektirdiZini
ve
B nin 4 y1 gerektirdigini
kamitlaymn.

iki nesnenin ayni oldugu nasil gésterilir
Farklarinin agikar oldugunu gostermek icin bazi toplamsal ya da carpimsal yapiyi kulla-
nin. Iki saymn, iki kiimenin esit oldugunu gosteren asagidaki dnermelere bakin.

iki sayinin esit oldugu nasil kanitlanir

a = b yi gistermek i¢in:

e Aynayria <b ve b < agoldugunu kanitlaymn, ya da
e a—b=0 oldugunu kamtlaym.

260



Nasil kanitlamali ki... 261

iki fonksiyonun esit oldugu nasil kanitlanir

Her x i¢in flx) = g(x) 1 gostermek i¢in:
e Ayri ayn her x i¢in fix) < g(x) i ve her x i¢in g(x) < f{x) i oldugunu kantlayn, ya da

e Herxigin flx) — g(x) = 0 1 kamtlaymn.

Bir kiimenin bir baskasi tarafindan kapsandigi nasil kanitlanir

A ve B kiimeleri verildiginde 4 € B yi kamtlamak igin:
o Kiime betimlemeleri diizeyinde ¢alisin ve bir egitlikler dizisinden yararlanin, ya da
e Elemanlar diizeyinde ¢ahgin: Kanitlaymn: ‘xe 4 == x € B’. ‘x € 4 olsun’ ile bagla-

yin ve oradan iglem yapmayi siirdiiriin.

iki kiimenin esit oldugu nasil kanitlanir
A ve B kiimeleri i¢in 4 = B yi kamitlamak i¢in problemi ikiye par¢alaym: 4 c Bve B C

A y1 kamtlayin.

Bir seyin var oldugu nasil kanitlanir
Birnesnenin, drnegin belirli bir saymmin, fonksiyonun ya da istenilen 6zellikli bir kiime-

nin, var oldugunu goéstermek igin:
e Onu dogrudan insa edin, ya da
e (eligkiyle kanit1 kullanin: nesnenin var olmadigin kabul edin.

Bir seyin var olmadigi nasil kanitlanir

Onceki gibi, var oldugunu kabul edin ve ¢eligkiyle kamti kullanm.

Bir seyin her x € X icin gecerli oldugu nasil kanitlanir

Bu durumda genel bir 6giit vermek zordur. Bir siirii kamit “x € X olsun ..." ile baglar.
Yani sonradan kanit siiresince X in belirli kalan keyfi bir elemanini segin.

Problemi durumlara bélemeye ¢alisin (bu titketici yontemi olarak da bilinir). Tiim
durumlar yerine gerektirmeniz gerektiginden haberiniz olmaldir; sadece tek bir dzel
durumu ele almak yetmez. Animsayin — bir dmek geneli kanitlamaz.

Niceleyicilerle kanitlama
Onceki i¢ 6&iit par¢asina bagvuruldugunda:
(i)  Her x i¢in, P(x): Eger biri size her hangi bir x veriyorsa, o zaman P(x) in dogru

oldugunu gostermelisiniz.
(ii) x vardir, P(x): P(x) in dogru olmas i¢in bir x bulmak zorundasiniz.



262 EK C Nasil kanitlamali ki...

Bir seyin tek oldugu nasil gosterilir
Bir bagka farkh geyin olduunu varsayin ve sonra bu iki nesnenin, bir geligki iireterek,
ayn oldugunu gosterin. Bunun i¢in, farklarinin agikar oldugunu gostermek gibi yuka-
ridaki Gnerilere bakin.

Bir kiimenin sonsuz oldugu nasil kanitlanir

Bir kiimenin sonsuz oldugunu gdstermek igin:

e N yada @ gibi sonsuz bir kiime ile bir bijeksiyon kurun, ya da

¢ Kiimenin sonlu oldugunu kabul edin ve bir geliski argiimam uygulayin. (Omegin,
sayilann sonlu bir kiimesi bir en biiyitk elemana sahip olabili. Bunun bir ¢eligki
vermedigini gdsterin.)

Dogal sayilarla indislenmis bir sey nasil kanitlanir

Bir dogal say1yla indisli bir iddiay: kamitlamak i¢in timevarim kullanin.

Tamsayilarla indislenmis bir sey nasil kanitlanir

Tamsayilarla indislenmis bir 4(x) iddiasini1 kamitlamak i¢in, onu dogal say1lar i¢in, 6rne-
gin, tiimevanimla kamtlaym. Sonra negatif x i¢in, —x pozitiftir, 4(x) in dogru oldugunu
kanmitlamak i¢in A(—x) in dogrulugunu kamtlaymn.

Bir dontistimiin bire-bir oldugu nasil kanitlanir

f: X =Y nin bire-bir oldugunu gdstermek i¢in: fix ) = fix,) varsayin ve x = x, oldugunu
gostermek i¢in iglem yapin.

Bir dontistimuin orten oldugu nasil kanitlanir

f: X =Y nin orten oldugunu gostermek icin: her y € Y i¢in f{x) = y olacak sekilde
x € Xoldugunu gosterin.

Bir donlistimiin bire-bir orten oldugu nasil kanitlanir

Bire-bir ve drten oldugunu kanitlaym.



Dizin

— kdtiiye kullanma (abuse of),
37

J2 .109, 163

alt kiime (subset), 7
oz (proper), 7

aksiyom (axiom), 99

anlamak, kavramak (understan-
ding)
tanmimlan (definitions), 252
kanitlan (proofs), 253
teoremleri (theorems), 252
konulan (topics), 253

aralaninda asal (coprime), 203

aralannda asal (relatively prime),
203

arcsin (arcsin), 223

Arntmetigin Temel Teoremi (Fun-
damental Theorem of Arithme-
tic), 177

asal say: (prime number), 54, 103
sonsuz ¢oklukta asal say: (infi-
nite number of), 191
ikiz asal say1 (twin), 103

asalbk testi (primality testing),
214

asikar omekler (trivial examples),
106

baglaglar (connectives), 58

bagint: (relation), 231

baglantl: (related), 231

baglayict deyimler (connecting
phrases), 39

baslangic adimu (initial step), 168

Binom Teoremi (Binomial Theo-
rem), 147

bire-bir (one-to-one), 218

bire-bir (1-1) esleme (bijection),
222

bire-bir egleme (one-to-one cor-
respondence), 222

bire-bir fonksiyon (injective func-
tion), 218

bire-bir érten (bijective), 222

birim dontigiim (identity map), 11

bos kiime (empty set), 6

boler (divides), 187

Boélum Lemmas: (Division Lem-
ma), 196, 244

bélen (divisor), 187

bolinebilir (divisible), 167, 244

bolinebilirlik (divisibility), 187

carpanlanna ayirma (factorizati-
on), 196
cift kosullu (biconditional), 76
cift tamsay: (even integer), 103
cift olumsuz (double negative), 57
cahsilmiy  omekler  (worked
examples), 90
sizin igin kotidur (are bad for
you), 91
ters cevirme (reversing), 91
celiski (contradiction), 61

deger (value), 10
deger kiimesi (codomain), 10
degilleme (negation), 56
eger ... ise, 0 zaman ... (if ...,
then ...), 66
niceleyiciler (quantifiers), 87
degismeli (commutative), 107
denklem (equation), 36
denk Onermeler (equivalent state-
ments), 57, 60
denklik bagintis: (equivalence re-
lation),231
denklik simifi (equivalence class),
233
dislayict ya da (exclusive or), 59
Diofant denklemleri (Diophantine
equations), 204
diskriminant (discrimimant), 36
dogal sayilar (natural numbers), 4
dogruluk cizelgelen (truth tables),
57

dokuzlann atilmasi (casting out
nines), 216

dolaysiz, dogrudan kamit ydntem-
leri (direct method of proof),
139

dongiisel argiiman (circular argu-
ment), 142

doniisim (map), 10

Déort Renk Teoremi (Four Colour
Theorem), 155
durumlar (cases), 156

ebob (gcd), 192

eger ..., 0 zaman (if ..., then), 35,
63

en buyik ortak bolen (greatest
common divisor), 192

en buyik ortak carpan (greatest
common factor), 192

en kiciik ortak kat (least common
muitiple), 297

en yiksek ortak carpan (highest
common factor), 192

es anlamlilar (synonyms), 39

esit uzaklikta (equidistant), 134

esittir (equals)
esittirin sergilenmesi (displa-
ving), 30
esittir esittir demektir (means
equals), 30

Euclid Lemmas:, (Euclid's Lem-
ma), 203

Euchid Algoritmas: (Euclidean Al-
gorithm), 203

eve (iff), 77

evetleme (conjunction), 58

evrensel niceleyici (universal qu-
antifier), 80

evrik, (inverse), 70, 180

faktoryel (factorial), 41, 108
Fermat sayis: (Fermat number),
194

Fermat'in Kagiik Teoremi
(Fermat's Little Theorem),
211

Fermat'in Son Teoremi (Fermat's
Last Theorem), 101, 249

Fibonacct  sayilan  (Fibonacci
numbers), 178

FLT, Fermat'in Kiciik Teoremine
bakin (FLT, see Fermat's Little
Theorem), 213

fonksiyon (function), 10
1-1 esleme (bijection), 222
bire-bir ortenlik  (bijective),
222
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deger kiimesi (codomain), 10
tanim kumesi (domain), 10
ters fonksiyon (inverse), 223
1-1 esleme (one-to-one corres-
pondence), 222
polinom fonksiyonu (polyno-
mial), 11
kaynak (source), 10
hedef (target), 10
deger (value), 10

fonksiyonun degeni (value of a
function), 36

formil (formula), 36

Gamma fonksiyonu (Gamma fun-
ction), 108

genellestirme
114,248

genellikten yitirmeksizin (without
loss of generality), 144, 250
omek (example), 119, 124,
157,163,199

gercel sayilar (real numbers), §

gerekli kosul (necessary conditi-
on), 71

gerektirme (implication), 63

gerektirme semboltiniin kott kul-
Animi (abuse of, implication
symbol), 37

Goldbach Sanmisi (Goldbach Con-
jecture), 54

grup (group), 101,245

(generalization),

hata, 6liimciil olmayan (error, non-
fatal), 120

hedef, deger kiimesi (target), 10

her icin (for all), 80

Homer Simpson (Homer Simp-
son), 133

icleyici ya da (inclusive or), 59

ifade, deyim (expression), 36

ikili islem (binary operation), 101,
107

iki-oyunculu oyun (two-player
game), 86

ikiz asal (twin prime), 103

indis (index), 44

irrasyonel sayilar (irrational num-
bers), 5

iyi (well), 22

Iyi Siralama ilkesi (Well-Ordering
Principle), 197, 206

iyl-tanmiml (well-defined), 239

izlerinizi 6rtmek (covering your
tracks), 172

kabul (assumption), 43, 64
kanit (proof), 100
kanitin tanim (definition), 99
kanitin son kez okunmas: (proof-
reading), 32
kardinalite (cardinality), 6, 42

kare say1 (square number), 103

karemsi say1 (squarey number),
103

karmagik sayilar (complex num-
bers), 5

karsit ters (contrapositive), 72,
180

karsit omek (counterexample),
90, 92

kaynak (source), 10

Kosinas Kurali (Cosine Rule), 22,
65,132,249

kosullu énerme (conditional state-
ment), 54

konveks (convex), 107

kuvvet kiimesi (power set), 114

Kuvvetli Matematksel Timeva-
nm ilkesi (Principle of Strong
Mathematical Induction), 175

kuvvetli sonug (strong conclusi-
on), 110

kuvvetli varsayim (strong assump-
tion), 110

kiime (set), 3
kardinalitesi (cardinality), 6
timleyeni (complement), 9
fark: (difference), 9
sonlu kiime (infinite), 6
arakesiti (intersection), 9
kuvvet kumesi (power set),
114
carpimu (product), 10
birlesimi (union), 8

kiimelerin arakesiti (intersection
of'sets), 9

kiimelerin  birlesimi
sets), 8

kimelenin carpimu  (product of
sets), 10

kimelerin esitlig (equality of
sets), 6

kiimelerin farki (difference of
sets), 9

kiimelerin timleyeni (complement
of'sets), 9

kimenmn eleman: (element of a
set). 3

kiimenmn ©6gelen (members of a
set), 3

(union of

lemma (lemma), 100
tanimu (definition), 99

maksimum fonksiyonu (maximum
function), 159

mantiksal denk onermeler (logi-
cally equivalent statements),
76

matematiksel dnerme (mathemati-
cal statement), 53

Matematiksel Tumevanm Ilkesi
(Principle of Mathematical In-
duction), 167, 175

minimum fonksiyonu (minimum
function), 159

mod (mod), 208

modulo (modulo), 208

modulo » denk (equivalent modu-
lon), 208

modiil (modulus), 156

modiler aritmetik (modular arith-
metic), 208

mutiu say: (happy number), 108

regatif olmayan tam sayilar (non-
regative integers), 5

niceleyici {(quantifier)
varliksal (existential), 81
her icin (for all), 80
degillemesi (negation), 87
srasi onemlidir (order is im-
portant), 82
karmagikligi gormek (seeing
through the complexity), 85
vardrr (there exists), 81
evrensel (universal), 80

riceleyiciler (quantifiers), 80

okuma (reading)
dizenli okuma yodntemlen
(systematic method), 16
kalem kagitla okuma (with pen
ad paper), 15

ondalik yaklagimlar (decimal app-
roximation), 36

ya da (or)
tanimi (definition), 59
dslayici (exclusive), 59
cleyici (inclusive), 59

orta dikme (perpendicular bisec-
tor), 134, 158

ortanin  diglanmas:
middle), 54,61

ortanin diglanmasi yasas: (law of
the excluded middle), 54, 161

Oz'un Sihirbazi (Wizard of Qz),
133

(excluded

dumeil olmayan hata (non-fatal
error), 120, 158

dnerme (proposition) 100
onermenin tammu (definition),
99

énerme (statement), 53
cift kosullu (biconditional), 76
kosullu (conditional), 54
celigki (contradiction), 61
karsit ters (contrapositive), 72,
180
ters (converse), 75
cift olumsuz (double negative),
57
denk (equivalent), 60
genellestirme (generalization),
248
evrik (inverse), 70, |80



