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Bölüm 1 

KLASIK FfZI Ğ IN SINIRLARI 

Ondokuzuncn yüzy ı l ı n sonlar ı  ve yirminci yüzy ı l ı n ba ş lar ı  fizikte bir 

bunal ı ma tan ı k oldu.Bir dizi deneysel sonuç klasik fizik ile ba ğ da ş mas ı  ta-

mam ı yla olanaks ı z kavramlar gerektiriyordu.Sonunda,köklü varsay ı mlar ve par-

lak deneyierin biiyilleyici etkile ş imiyle bu kavramlar ı !' geli ş mesi Kuantum 

kuram ı na yol açt ı l .Bu bölümdeki amac ı m ı z,sözünü etti ğ imiz bunal ı m ı n nedenle-

rini anlatmak ve sonradan anla şı lan önemlerin.i gözönünde tutarak,bu yeni kav-

ramlar ı  sergilemektir.Tarihsel s ı ra bak ı m ı ndan do ğ ru olmamakla birlikte,ser-

gilememiz kuantum knram ı na geçi ş i 	okur için daha az gisemli yapacak- 

tir.la ı nimin parçac ı k özelikleri,maddenin dalga özelikleri ve fiziksel nicelik-

lerin kuantumlanmas ı  gibi yeni kavramlar inceleyece ğ imiz a ş ağı daki olaylar-

dan çakacakt ı r. 

A. Siyah Cisim I şı mas ı  

Sir cismin, ı s ı t ı ld ı g ı nda ışı ma yapt ığı  görülür.Denge halinde,yay ı nla-

nan ışı k il frekanslar ı n ı n bütün spektrumunu kaplar; spektrumsal da ğı l ı m hem 

frekansa ya da eadeger olarak ışığı n 	dalgaboyuna,hem de s ı cakl ığ a ba ğ l ı d ı r. 

Birim zamanda birim yüzeyden yay ı nlanan .2ı  dalgaboyundaki enerji olarakl ya-

y ı nlama gücü denen bir E( ık,T) niceli ğ i tan ı mlanabilir. >' dalgaboyundaki ge- 

len ı §ln ı mdaa ciamin so ğ urduğu kesir de,A maiiiyrganl ığı  olarak tan ı sı lan ı r.Is ı l. ışı ma 

alan ı ndaki kuramsal ara ş t ı rma 1859'da Kirehhoff'un çal ış mas ı yla ba ş lad ı .Kirch-

hoff verilen bir 71 için,E yay ı nlama gücünün A sogurganl ı g ı na oran ı n ı n tüm 

cisimler için ayn ı  oldu ğ unu gösterdi.K ı rchhoff yay ı nlayac ı  ve so ğ urucu olarak 

paralel iki levha gözönüne ald ı ;ve denge ko ş ulundan,yay ı nlanan enerjinin so-

kurulan enerjiye e ş it oldu ğ unu (her 71 için),dolay ı sxyla da E/A oranlar ı n ı n 

her iki levha için aynı  olmas ı  gerekti ğ ini gösterdi.Bundan k ı sa bir süre 

, Kuantum kuram ı n ı n geli ş iminin ilginç bir öyküsü,M.Jammer,The 
Conce tual Development of Quantum Mechanics,  McGraw-Hill, New York, 
19 'da bulunabilir. 



2 	Kuantum Fiziki 

sonra da,bir siyah cisim icin,B ( ->t, T) fonksiyonunun evrensel bir fonksiyon 

olduğ unu gözledi; siyah cisim , üstüne dü ş en tüm ışı n ı m ı  tamamen so ğuran(ya-
ni A = 1) bir yüzey olarak tan ı mlan ı r. 

Bu fonksiyonu inceleyebilmek için olabilecek en iyi siyah cisim ışı n ı m ı  
kayna ğı n ı  elde etmek zorunludur.Bu sorunun k ı lg ı n bir çözümü bir T s ı cakl ığı na 

kadar ı s ı t ı lm ış  kapal ı  bir hacimdaki küçük bir delikten ç ı kan ışı n ı m ı  dikkate 
almakt ı r.Kovnkun iç yüzeyinin pürüzleri gününüze al ı ndığı nda,deli ğ e dü ş en her-
hangi bir ışı nim ı n yeniden ortaya ç ı kma ş ans ı  OlMad ığı  nç ı kt ı r.Büylece delik-
le gösterimlenen yüzey hemen hemen bir "tam sogurucu"dur ve sonuç olarak bu 

delikten gelen ışı n ı n gerçekten "siyah cisim ışı n ı m ı "d ı r.Deli ğ in yeterince 
küçük olmas ı  ko ş uluyla,bu ışı n ı n kovuğ un duvarlar ı na dü ş en ışı n ı n kadar ola-

caktir.Bundan dolay ı ,önce duvarlar ı  T s ı cakl ığı nda olan bir kovu ğ un içindeki 
I ş inin dağı l ı m ı n ı  anlamam ı z zorunludur. 

Kirchhoff termodinami ğ in ikinci yasas ı  uyar ı nca kovuk içindeki ışı n ı m ı n, 
ak ı n ı n güne ba ğ l ı .olmayscağı n ı  gösterdi.Ayr ı ca ışı n ı m ı n 

tekdiaze yani her noktada ayn ı  nlacağı n ı ;ve bunlar ı n tümünün,ayn ı  s ı cakl ı ktaki 

kovuklarda her daIgaboyu için ayn ı  olaca ğı n ı  gösterdi. 2 
 Yayı nlama gücünün ko-

vuk içindeki ta( ,N ,T) enerji yo ğunluğ una bağ l ı  olduğu,basit geometrik dü ş ün-
celer kullan ı larak gösterilebilir.Bu bag ı nt ı , 

tt( >_ ,T) 	4 E(,T)  
C 

dir.Enerji yo ğ unlu ğ u kuramsal ilgiye konu olan bir niceliktir ve daha iyi anla-
şı labilmesi,1$94 ş de genel dü ş üncelerden hareket ederek 3 ,enerji yoğ unlu ğ unun 

tı (?ı , T) = ?t -5 f ( ► ) (1-2) 

biçiminde olaca ğı n ı  gösteren kien'nin çal ış malar ı  ile mümkün olmu ş tur.Buradaf 
holâ bir tek degi ş kenin bilinmeyen bir fonksiyonudur,Daha elveri ş li olduğundan, 

yerine f ekans ı n fonksiyonu olan 14( ı),T) enerji yo ğ unluğ u kullan ı l ı rsa, 

,T) = uP,T 	
c 

ek) 	)) 2- 

Bu konulara birçok modern fizik ve istatistik fizik ders kitab ı n-
da yer verilmi ş tir.Knynalq_ar bu bölümün sonunda bulunmaktad ı r. 

3 w . ı en adyabatik olarak büzülen kusursuz yans ı t ı c ı  küresel bir kavu ğ u 
gözönüne ald ı . 	 fonksiyonu olarak,enerjinin yeniden da ğı l ı m ı  yans ı ma- 
daki Doppler kaymas ı n ı n sonucu nlmal ı yd ı .Bak. F.K. Hichtmyer,E.H.Kennard and 
J.N. Cooper,Introduction to Modern Physice,  McGraw-Bill,New York,1969, Bö-
lüm V . 

v. ( ı-N , T ) 	 (1-3) 



• T= 1449 °K 

x T= 16/prK 

o 2.-  T 425-9°K 
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XT 
t 

Ş ek.1-1. Denk.l-2'nin denel dokrulamas ı '.•'1.1( a,T)/T 5  
bir fonksiyonu olarak verir. 

7ıT 'nin evrensel 

olmas ı  gerçe ğ inden,Wien yasas ı  

'U( 1) . 11 ) = 934) 
	

(1-4) 

biçimini al ı r.Deneyle do ğ rulanan bu yasan ı n ( Ş ek.1-1) sonuçlar ı  iki tanedir: 

1. Siyah eisimuışı n ı mı nınherhangi bir s ı cakl ı ktaki ş pektrumsal dakil ı mi 
verilirse,ba ş ka herhangi bir s ı cakl ı ktaki da ğı l ı m yukardaki ifade yard ım ı yla 
bulunabilir. 

2. f (x) — ya de e ş de ğer alarak g(z) --fonksiyonunun herhangi bir x > 0 
de ğ eri için bir maksimumu varsa,enerji yo ğunlu ğu ve dolay ı s ı yla yay ı nlama gii-

efinün maksimum oldukuman  dalgaboym 

;1/4  
mak - T 
	

(175) 

biçimindedir,burada b evrensel bir sabittir. 

Wien, g(N)/T) 'nin biçimini üngürmek için,art ı k tarihçilerden baş kas ı -
n ı  ilgilendirmeyen bir model kulland ı .Buldnğ u biçim 

g( 1)/T) = Ce
-0/T 	

• (1-6) 

idi,ve çok dikkate de ğer elarak.iki ayarla abilir parametresi olan bu biçim 
yüksek frekans(alçak dalgaboyu) verilerine çok iyi uyuyordu.Ancak bn formül 



4 Knantum Fizigi 

mAm  7g000 30,000 sopio sa000 

arii^dee 

•. 	(e) 

$ ..r.ZA'rt4en 	abol. 

(b) 

Jr.PlanCl< 

Ra ■§1ei ıiiiı -Jear ıS 

Ş ek.1-2. (a) Çe ş itli s ı cakl ı klardaki bir siyah cismin ı s ı d ı g ı  gficün diag ı l ı m ı . 

(b) 1600
0 
 K 'deki verilerin,Planek ve Rayleigh-Jeans formiilleri ile kAr şı la ş -

t ı r ı lmas ı . 

klasik fizi ğ in baz ı  çok genel kavramlar ı  ile uys ş muyordn.1900 y ı l ı nda Rayleigh, 

871 „s>2 

a.k( )),T) - 	 k T 	 (1-7) 
C 

3 

sonucunu ç ı kard ı .Burada k = 1,38 x 10
-16 erg/derece Boltzmann sabiti ve 

c= 3.00 x 10
0 

cm/sn ışı k h ı z ı d ı r.Formillün ç ı kar ı lmas ı nda kullan ı lan doya-

naklar ş unlard ı  : (I) Enerji e ş lı filüSfimünün klasik yasas ı  ; buna göre, dengede 

bulunan sözkonusu dinamik sistem için serbestlik derecesi ba şı na ortalama ener-

ji kT dir4 , ve (2) Bir kovuga hapsedilmi ş  (N), -ı) +eh) ) frekans aral ı g ı ndaki 

elektromagnetik ışı n.ı mtn kip say ı s ı n ı n (yani serbestlik dereceleri say ı s ı n ı n) 

hesaplanmas ı  

' E ş bölü ş üm yasas ı  serbestlik derecesi ba şı na enerjinin kT/2 olacagial öngörür. 
Bir sal ı ngan için-ki elektromagnetik alan ı n le'ipleri. basit harmonik sal ı nganlar-
d ı r-kinetik enerjiden gelen kT/2 katk ı s ı na,ayn ı  büyüklükte bir potansiyel ener-
ji katk ı s ı  e ş lik eder ve sonuç kT olur. 

5 .12. • 	3 
Bu sonuç bize yine gerekecek ve Bol. 23'te çlkaracag ı z.Kip say ı s ı  

dür,ve enine elektronagnetik dalgalar ı n iki boyutlu harmonik sal ı ngana kar şı l ı k 

gelmesi nedeni ile,hu say ı  fazladan bir 2 çarpan ı  ile çarp ı lir. 
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(17) Rayleigh-Jeans yasas ı (yasan ı n çlkar ı lmas ı nda, Jeans'in katk ı s ı  az-

d ı r) yüksek frekanslarda deneye uymaz,fakat alçak frekanslardaki denel e ğ riler 
( Ş ek.1-2) ile uyu ş ur; Wien formülü ise yüksek frekanSlarda iyi çal ış maktad ı r. 
Rayleigh-Jeans yasas ı ,öngordüğ ü toplam enerji yo ğ unluğ unun(tüm frekansIar üze-

rinden tümlenen ı ) sonsuz olmas ı ndan dolay ı ,genel anlamda do ğ ru de ğ ildir. 

I900'de Max Planek,yüksek frekans Wien formülü ile alçak frekans 

Rayleigh-Jeans yasas ı n ı n aras ı n ı  zekice doldnrarak,bir formül buldu.Du formül 

ı),T) - 	8n3h 	
1)3  

Ğ  
e
k,)/kT 

lt(),T) 	8-nh 	 ,)3
h.)/Vr 

(1 — 	 )-I 

 

c 3  

8  ı  e-~ 
C3  

biçimine indirgenir.Planck' ı n (1-8) formülünü,kip sayı s ı  bunu (1-7)'den,ener-

ji yo ğ unlu ğ unu kT 'ye bölerek elde ederiz] ile,serbestlik derecesi ba şı na orta-
lama enerji olarak yorumlanabilen ba ş ka bir çarpan ı n çarp ı mı  biçiminde, 

	

V 	 111) 

hs.,/kT
-- 
 / 

C 	7 

o 
 8 TINiZ  kT 44!"kT 

),) kT 	
(1-lo) 

Ğ 3 	e
— 

olarak yeniden yazal ı m.Bbylece,frekanslar ı n kT/h ife kar şı la ş t ı r ı ld ığı nda küçük c 

mad ı klar ı  zaman klasik e ş böIdadm yasas ı n ı n de ğ i ş ti ğ ini görürüz.E ş bülü ş üm yasas ı n.- 

daki bu değ i ş im,kiplerin frekansiar ı na ba ğ l ı  bir ortalama enerjisi oldu ğ unu,ve 
yüksek frekans kiplerinin ortalama enerjisinin çok küçük olduğunu gösterir.% 
etkin kesilir Rayleigh-Jeans yo ğ unluk formülündeki güçlü ğ ü ortadan kald ı rım: bi-
rim bac ı ml ı  hir.kovıı ktaki toplam enerji art ı k sonsuz de ğ ildir,ve 

e  U(T) 	J 	cı ,) 	 
1 ek."1" 

-- 
4 — 

	

8 h  (kT)r 	 ı i<T)  
c3 	h /J 

	

o 	e 	— 
4 

	

Sirk T4  (Jr 	x 	 (1-11) 

o 	e x — 1 

(1-8) 

dir,burada h Planck sabiti ayarlanabilir bir parametredir,say ı sal de ğ eri.  

h = 6.63 x 10 -27  erg-sn olarak bulunmu ş tur.% yasa, -) 	0 olduğ unda Rayleigh 
-Jeans yasas ı yl a yakla şı r; ve frekans büyük iken,ya da daha do ğ rusu, h ı) »kT 
oldu ğ u zaman 

(1-9) 

3 
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buluruz.Bu tümlev hesaplanabil ı r, 6 
 ve sonuç olarak birim hacim ba şı na. toplam 

ışı n ı n enerjisinin,Stafan-Boltzmann ifadesi olan 

U(T) =
4 (1-12) 

:elde edilir;burada a =. 7,56 ''10 -15  er ğ /cm3  derece 4 ' dir.Bu sonuç,ba ş taki sa-• 

y ı sal sabit d ışı nda termodinamik usiamlama ile çok önceden de ç ı kart ı lm ış t ı r 

As ı l e ş bölü ş üm yasas ı ndan uzakla ş ma hiç beklenmedik bir ş ey de ğ ildi.Bıunun bir 

sonucu öz ı s ı lar ı n Dülung-Petit yasaslyd ı .Tüm katilar içia,atom(ya da molekül)- 

ağı rl ı klar ı  ile öz ı s ı lar ı n çarp ı mı n ı n sabit olduğ unu deyimleyen bu yasa ile 

uyu ş mazl ı klar ı n gözlenhiesi 1872 y ı l ı na kadar uzan ı yordu. ? Bu uyu ş mazl ı klar öz 

ı s ı n ı n alçak s ı cakl ı klarda azald ığı n ı  gösteriyordu.
8 

Formülünün bu kesin ba ş ar ı s ı  Planekt ı ,onun 'kayna ğı n ı  ara ş t ı rmaya yöneli-

ti;. ve iki ay içinde,elektromagnetik alan ı n her bikipine karg ı l ı k gelen e-

nerjinin(kT ortalama de ğeri ile) sürekli olarak de ğ il,bunun yerine bir E en 

küçük enerji kuantumunnn tam katlar ı  olaraludejigti ğ i ıı i varsayaraa,formBlül-

ç ı karabilece ğ ini buldu.Bu ko ş ullar alt ı nda,T s ı cakl ığı nda dengede olan bir 

-sistem için, 

E 

Boltzmann olas ı l ı k da ğı l ı m ı  kullan ı larak,her bir kipe kar şı l ı k gelen ortalama 

enerjinin hesab ı., 

E = Z E (E) 
E 	 -nE./kT 

nE., e 

e 
-rteikT 

O 

n1.0 	clY 	6 	—471 	---TT4  
= n 	15 

E ş  bölü ş üm yasas ı naöre N sal ıngan1 . 1 ,bir toplulu ğ un (a:ralar ı nda esnekkuv- 
vetler olan atomla ı n olueturdukUbi ş rgii bu şiekilde düa'*iniilliir) enerjisi 3NkT 
dir; kat ı  igindeki:.sal ı rı ganlar,kaPall bir ortaudaki ışı n ı wgibi iki boyutlu de- 
ğ il üç boyutlu oldu ğundan 3 çarpan ı  vard ı r.Bir molün öz ı s ı s ı  ise,T'ye göre tü- . 
rev al ı n ı p N = N Avagadro say ı s ı n ı n konulmas ı yla elde edilir.Bbylece 
C,„ =3Nok = 3R o?ur,burada R = 8,28 x 10 7  er derece 'dir, 

8 
Öz ı s ı lar,Bölüm 20'de k ı saca tart ışı lacakt ı r 

- 
F İ kT 

P(E) -  	 (1 - 13) e- E/kT 
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z 	E T 

sonucunu veri .Bu sonuç, 

( 1-1 4 ) 

	

E = ha 
	

(1-15) 

özde ş lemesini yapmak ve kip say ı s ı n ı  de ğ i ş tirmemek ko ş uluyla (1-10) ile nyn ş ur. 

Planck kavuk duvarlar ı ndaki atomlarin.bilinmeyen bir nedenle', (11 = 1,2,3,...) 

enerjili "kuantumlar" halinde ışı ma yapt ığı  sav ı n ı  öne sürdü.Bir kaç y ı l sonra 

Einstein •amanetilgsıjı n ı m ı n J l Eiçiliener'ieiektt (u"t"n"r""bir"- 

luluğu gibi davrand ığı n ı  ortaya koydu. 9  Planck' ı n say ı n ı n tutarill ı g ı  da böyle-

ce sa ğ land ı . 

Kuantum bas ı na ta şı nan enerji son derece küçüktür.Optik bölgedeki l ıf ı k, 
öreeg ı 	21= 6000 A°  için, 

in) = h 

dir.Buna göre,100 watt'llk bir kaynag ı n yayı nlad ığı  bu dalgaboyundaki ışı k kuan-, 

d ı r.Bu kadar çok say ı da kuantum bulunduğ undan, ışığı n parçac ı k doğ as ı n ı  do ğ rudan 
do ğ ruya göremeyi ş imizin ş a şı lacak bir yan ı  olmasa gerekir ; makroskopik boyut-
larda klasik optikten bir sapman ı n beklenemiyece ğ ini görecc ğ is.Yine de,Planck' ı n 

kendi formülüne verdi ğ i anlam,bizim ışı n ı m konusundaki görü ş lerimizi kökünden 

de ğ i ş tiriyor. 

B. Fatoelektrik Olay 

Planck formülü ne kadar ba ş ar ı l ı  olduysa,bunun sonucu olan ışı n ı m ı n kuan-

tumlu doğ as ı n ı  anlamak da o kadar zor oldu.% kavram ı n benimsenmesine önemli bir 

katk ı  Albert Einstein' ı n çal ış mas ı ndan geldi ; Einstein 1905'de,görünür ve ıı;or.- 

Verilen bir 	frekans ı nde istenen her tam say ı  kadar kuantum bulunabilir,do- 
lay ı s ı yla n = 0,1,2,3,..... olmak üzere enerji nb ı) 	değerlerini alabilir. 
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ötesi ışı k ile ayd ı nlat ı lan metallerde gözlenen baz ı  de ğ i ş ik özelikieri aç ı k-

lamak için, ışığı n kuantumln do ğ as ı  kavram ı n ı  kulland ı . 

Fotoelektrik olay ı n ı ,1887'de Ilertz bulgulad ı .liertz,elektromagnetik dal-

galar konusundaki ünlü deneyleri ile u ğ ra şı rken,ikincil devredeki k ı v ı lc ı m ara-

liginin uçlar ı  birincil devredeki k ı v ı leimdan gelen morötesi I şı kla perdelen-

di ğ i zaman,ikincil devredeki indiiklenmi ş  k ı v ı le ı min uzunlu ğunun k ı sald ığı n ı  

buldu.11ertzlin güzlemleri büyük ilgi çekti ve yap ı lan ba ş ka deneyler ile 

g ı daki gerçekler ortaya ç ı kar ı ld ı : 

1. Parlatilm ı s metal levhalar ışı nland ı g ı nda elektron yayinlarlar
10 

 ; 

pozitif iyon yay ı nlamazlar. 

2. Levhalar ı rı  -elektron Yay ı nlayip yay ı nlamamalar ı  ışığı n dalgaboyuna 

ba ğ lid ı r.Genel olarak metalden Metale de ğ i ş en bir e ş ik de ğ eri vard ı r: Yaln ı z, 

frekans ı  verilen e ş ik frekansindatibüyük olan ışı k bir fotoelektrik ak ı m ı  do-

ğ urur. 
3. Ak ı m olu ş uyorsa,onun büyüklü ğ ü ışı k kayna ğı n ı n ye ğ inli ğ i ile oranti.- 

l ı d ı r. 

4. Fotoelektronlar ı rı  enerjileri ışı k kayna ğı n ı n ye ğ inli ğ inden ba ğı ms ı z-

d ı r,fakat gelen ışığı n frekans ı na çizgisel olarak ba ğ l ı d ı r. 

Fotoelektrik olay klasik elektromagnetik kuram çerçevesinde anla şı labil-

mel ı dir: çünkü metallerde elektronlar ı n bulundu ğu nilinir,ve bunlar ı n ışı n ı n 

sogurnrak ivmelenece ğ i diisündlebilir.Bununla birlikte,olay ı n frekans ba ğı ml ı l ı -

ğı  bu çerçeve içinde anlas ı lamaz.Bir elektromagnetik dalgan ı n ta şı d ığı  enerji, 

kayna ğı !) ye ğ inli ğ i ile orant ı l ı d ı r ve frekans ı n enerji ile hiçbir ilgisi yok-

tur.Bundan ba ş ka,olay ı n klasik bir aç ı klamas ı ,tek tek fotoelektronlarda topla-

nan enerji yo ğ unla ş malar ı n ı  kapsamal ı d ı r.Ayr ı ca da bu aç ı klamada,hu yo ğ unlasma-

lar nedeni ile,yeginlik azald ı kça gecikme artmak üzere, ışı n ı w ı n geli ş i ile 

elektronun ayr ı l ış l aras ı nda bir zaman gecikmesi bulunmal ı d ı r.Gerçekte ise böy-

le bir gecikme,gelen I ş inin) çok dü ş ük ye ğ inlikteyken bile gözlenmemistir: böyle 
-o 

bir gecikme varsa da,10 	su'den daha büyük de ğ ildir. 

Einstein, ıj ışığı n frekans ı  olmak üzere, ış in ı m ı  h 	enerjisi kuantumlar- 

dan olu ş an bir topluluk olarak dil ş iindü.liir tek kuantum bir elektron taraf ı ndan 

yutulursa-yukarda sözünü etti ğ imiz 10-9 saniyelik üst s ı n ı rdan daha k ı sa zaman 

alan bir sfireçle-,elektronun enerjisi bir 111) miktar ı  kadar artar.13u enerjinin 

bir k ı smi elektronn metaiden ay ı rmaya harcanacakt ı r.W 12  fonksiyonu  denen bu 

enerji miktar ı n ı n metallen metale de ğ i ş mesi beklenebilir,ancak elektron ener-

jisinden ba ğı ms ı z olmal ı d ı r.Geri kalan enerji elektronun kinetik enerjisini 

saglar.Olay böyle betimlendiginde,elektronun v h ı za ile ışığı n 	frekans ı  

, 
Bdyle oldu ğ u e/m blçümii ile saptanmi ş tl. 
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Ş ek.1-3 Metalden(lityum) ç ı kan elektron ak ı m ı n ı  durdurmak için gerekli gecikti-

rici potansiyelin,ya da e ş de ğ er olarak,elektron kinetik'enerjisinin,gelen ışığı n 

frekans ı na göre değ i ş imini gösteren fotoelektrik olay verileri.Do ğ runun e ğ imi 
h/e 'dir. 

aras ı nda 
1 	2 .... 

n"" 	v  
ba ğı nt ı s ı n ı n olmas ı  beklenir.Bu formül,e ş ik etkisini ve -elektronun kinetik ener- 

jisi ile,frekans aras ı ndaki çizgisel bag ı ntly ı  kapsar.Ak ı na ile kaynak yeginli ğ i 

aras ı ndaki orant ı  da,foton denilegelen ışı k kuantamlar ı na dayanarak anla şı labilir: 
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Daha yedin bir ışı k kayna ğı  daha çok foton yay ı nlar ve bunlar da daha çok elekt 

ron aç ığ a ç ı kar ı rlar. 

Kapsaml ı  deneyler yapan Hillikan,Einstein'in formülönün do ğrulu ğuna kana . 

 ladı ( Ş ek.1-3).Hillikan deneyleri ve daha önceki deneyler ş u gerçe ğ i gösterdi: 

I şı k bazen bir parçaelklar toplulu ğu gibi davran ı r ve bu "parçae ı klar" bireysel 
olarak davran ış  gösterebilirler.Bilyie olunca,tek bir fotnnun varl ığı n ı  dü ş fine-

bilme ve özeliklerini ara ş t ı rma olana ğı  do ğmaktad ı r,Ba deneylerin bir yan ü-
rünü ise metaller konusunda elde edilen bilgiler oldu.k.nin birkaç elektron 

volt(1 eV = ı ,6 x 10-12  erg) basama ğı nda olduğu ve bunun metallerin öteki öze-

likleri ile uygunluk sağ lad ığı  bulundu. 

C. Compton Olay ı  

I şı n ı m ı n parçac ı k do ğ ası : konusunda en dolays ı z kan ı t ı  veren deney Compton 
olay ı  denilen deneydir.Compton verilen bir dalgaboyundaki ışı n ı m ı n(X- ışı nlarl 

bölgesinde),hir metal yapraktangeçirildi ğ inde,klasik ışı n ı n kuram ıyla ba ğ da ş mayan 

bir ş ekilde saç ı ld ığı ni bulgulad ı .Klasik kurama göre olay ı n i ş leyi ş i,gelen ışı -

n ı mla zorunlu sal ı n ı ma geçen elektronun yeniden I ş inin yapmasidir ; ve bu 
yi ş ,bir Fl aç ı s ı nda,gelen ışı nı m ı n dalgaboyuna ba ğ l ı  olmayan ve (1 + CO2

2 
 o) gi-

bi de ğ i ş en bir ye ğ inlik gözlenmesini iingörür.Compton verilen bir aç ı dan saç ı lan 

ışı n ı m ı n iki bile ş eni oldu ğ unu buldu: Bunlardan birinin dalgaboyu gelen i ş ini-
m ı nki ile avn ı ,öbürünün dalgaboyu gelen ışı n ım ı n dalgaboyuna göre aç ı ya ba ğ l ı  

bir miktar kadar kaym ış t ı r( Ş ek.1.4).Compton,gelen ışı nim ı  11 -.) 	enerjili foton- 

lar ı n bir demeti olarak ald ı  ; ve saç ı lan ışı n ı m ı n "de ğ i ş mi ş " bile ş enini,tek 

tek fetonlar ı n tek tek elektronlarla esnek saç ı lma yapt ığı n ı  dü ş ünerek aç ı kla-

yabildi.Eenek bir çarp ış mada enerji gibi momentum da korunmal ı d ı r ve dolay ı s ı y-

la önce foton için bir momentum tan ı mlanmal ı d ı r.Cöreli parçac ı k kinemati ğ ine 

benzeterek, 

= h 	//c 
	

( 1-1 7) 

oldu ğ unu kan ı tlayal ım.Bu de ğ er,enerji ve momentum aras ı ndaki göreli ba ğı ntidan 

ç ı kar: 

	

E 	[<,„ 2) 1 4- ( T c 	 (1-18) 

Burada rn. parçac ığı n durgun kütlesidir.Bu momentumdaki h ı z 

pc 	
2 z 

	

ag 	 12  C 	 (1-19) v = dp - 	E 	 - ( n,,,,;c 4 + ?ı c al1/1  

jl ı r.Fotonun h ı z ı  her zaman G oldu ğ una göre e fotonun durgun kütlesi' s ı f ı r olma  - 

11d ı r. Böylece (1.18) hağı nt ı s ı  

= lı e 
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o 
Ş ek.1-4. Karbondan seçilen ışı n ı m ı n spektrumu.Solda 0,7078 A 'de 

de ğ i ş memi ş  çizgi ve sağ da 0,7314 

 

0 'de kaym ış  çizgi görülüvor.il- 

ki l ilk gelen ışı n ı m ı n dalgaboyudur. 

verir,ve burada E = h 	konulduğunda,(1-17) elde edilir.(120) ba ğı ntis ı ,bir 

elektromagnetik dalgan ı n enerji ve momentumunun incelenmesinden de ç ı kar ı labi-

lir,aneak buradaki benze ş in tart ış mas ı  daha basittir. 

Ş imdi ilk momentumu ; olan bir fotonun,durgun bir elektron üzerine geldi- 
- ►  

gini dü ş bnelim.Çarp ış madan sonra,Potonun momentumu 	 elektron P momentu- 

mu ile geri teper.Momentumun korunumu( ş ek.1-5), 

p = 

verir,buradan da 

-. 
P2  = (P - P')2 
	

p
2 
 + 

.2
- 2P • P 

ç ı kar.Enerji korunamu ise, 

	

+ nNC" ,= ‘NN)'  F l INN2 	+ P 221412  

oldu ğ unu gösterir,burada m elektMonun durgun kütlesidir.Böylece, 

v.,+ck  + 	 — kNY 	iy,c 2- Yr 

1, )- )1 	2n.kc 2 (kN)—h,) + nı I c 4  

olur.üte yandan (1-22), 

1,2 = 1 	
i

2 
 + 	h ır 	2  tı • 	 cos  (,) 

c e 

biçiminde yeniden yaz ı labilir.Bu ise, 

(1-21) 

(1-22) 

(1-23 ) 

2. 



12 	Kuantum Fiziki 

S aç ■ tan 
fo'E on  

G a ten 	 Gerike>en 

fok or, 

Ş ek.1-5 Compton olay ı n ı n kinemati ğ i. 

p2 c2  = (in) -h)>' ) 2  + 2(h ı))(b4' )(1-cos 0) 	 (1-24) 

demektir;burada 0,fotonun saç ı lma aç ı s ı d ı r.BOylece 

( ı -coso) = rn c' 	- N)') 
veya e ş de ğ er olarak, 

- 	- 	h  (1- cos 0) 
	

(1-25) 
c 

elde edilir.De ğ i ş mi ş  bile ş enin ölçümleri yukardaki öngörü , ile çok iyi uyu ş ur. 
De ğ i ş memi ş  çizginin atomun bütiinünden saç ı larak olu ş tu ğu san ı l ı r.Çünkü bir a-

tom elektrondan binlerce kez daha kütleli olduğ undan, m yerine atom kütlesini 

koyacak olursak dalgaboyundaki kayma çok kfigük olocakt ı r.Uzunluk boyutunda olar 
k/frac niceli ğ ine elektronun Compton dalgaboyu denir ve büyüklüğ ü 

h  
2.4 x 10

-10 
 em 

m c 
(1-26) 

dir4lektronun geri tepmesi de ölçülmii ş  ve karara ile uy ı  tuku görülmü ş tür.Bun-
dan ba ş ka,ç ı kan foton ve geri tepen elektronun e ş zam anl ı  olarak ortaya ç ı kt ığı  

da,yüksek zaman çözme güçlü 	düşijade ş  deneylerle - belirlenmi ş tir.byleyse çar- 
pış man ı n bayağı  "bilardo topu" tipinde bir çarpış ma olarak yorumlanmas ı nda,ya-
ni fotonun parçac ı k gibi davran ışı  konusunda herhangi bir ş üphe yoktur.Ancak 
ışı n ı n dalga özelikleri de gösterdi ğ inden,ve k ı r ı n ı m ve giri ş im olu ş turduğ un-
dan baz ı  kavramsal güçlüklerin ç ı kmas ı n ı  beklemeliyiz.Gerçekten var olan bu 
güçlükleri bölümün sonunda tart ış eca ğı s. 
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D. Elektron K ı r ı n ı m ı  

Optikteki FerMat ilkesi ile mekanikteki en az . eylem ilkesi aras ı ndaki ben-

ze ş imden yola ç ı kan De Broglie,1923'de ş u say ı  öne sürdü : ,I şı n ı m ı n dalga-parçac ı k 

ikili do ğ as ı n ı n kar şı l ığı  olarak maddenin de bir parçac ı k-dalga -  ikili do ğ as ı  bu-

lunmal ı d ı r.Buna göre belli ko ş ullar alt ı nda parçac ı klar dalga özelli ğ i ta şı mal ı d ı r. 
De Broglie parçaelga ba ğ lanan dalgahoyu için ş u ifadeyi öne siirdii: 11  

h 

'P 
Burada h Blanck sahiti,ve ? parçac ı g ı n momentumudnr.De Broglie'nin çal ış mas ı  bü-
yük ilgi gördü ,ve bir çok kimse elektron k ı r ı n ı mı n ı  gözleyerek,formülün do ğ rula-
nabilece ğ ini öne sürdü. Bu olay ı n denel gözlemi,Dovisson ve Germer'in deneyleriy-
le oidu.Davisson ve Germer elektronlar ı n bir kristal yüzeyinden aaç ı lmas ı nda,bel-
li dogrultalardaki saç ı lmalar ı n yeglendigini buldular. 

Ş ekil 1-6,ne olup bitti ğ inin basitle ş tirilmi ş  bir görüntüsüdür.Dönemsel bir 
yap ı dan dalgalar ı n saç ı lmas ı nda kom ş u saç ı lma"düzlemleri"nden gelen dalgalar ara-
s ı nda,büyüklügü (211/;\) 2 a sin 0 olarak verilen bir evre fark ı  bulunur.Bu evre 
fark ı , n bir tamsay ı  olmak üzere, 21.1 n 'e e ş it oldugunda,yani 

2 Cı  sin 0 	 (1-28) 
n 

için,yap ı c ı  giri ş im olu ş acakt ı r.(1-27) baglantle ı n ı n kurulmas ı  ko ş uluyln,Davisson 

ve Germer'in gözledikleri giri ş im deseni yukardaki formül ile uygunluk saglayahi-
lir.Bu dogrulama dalga mekani ğ inin geli ş mesinde önemli bir ad ı m olu ş turmu ş tur. 

Parçac ı k k ı r ı n ı m deneyleri o zamandan beri hidrojen ve helyum molekül de-
metleri ve yava ş  nötronlarla yap ı lmaktad ı r.Ndtron k ı r ı n ı m ı  özellikle kristal yap ı -

s ı n ı n incelenmesinde yararl ı d ı r.K ı r ı n ı m deneyleri için gerekli enerji konusunda 
kabaca bir bilgi edinmek için,kristal aral ı kları n ı n Angström basama ğı nda olduğunu 

o 
belirtelim.Nikel kullanarak yap ı lan Davisson-Germer deneyinde ağ  sabiti a = 2.15 A 
`idi.Bundan dolay ı  3t, 10-8 cm basama ğı nda ve bunun sonucu f›,.. hL/2■ 6.6 x 10-19 

gr.cm/sn'dir.Böylece elektronlar için kinetik enerji f /2na e = (6.6 x 10-19 ) 2/ 

11 De Broglie ha ğı nt ı a ı ,Bölüm 2'deki dalga tart ış mas ı ndan akla çok yatk ı n 
bir sonuç olarak ç ı kar. 

12 De Broglie 	önerisinin doğ rulanmas ı n ı n tarihçesi Jammer,The 

Conceptual Development of Quantum Mechanics adl ı  kitapta bulunabilir. 

( 1 - 2 "7 ) 
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fek.1-6. Elektron seçilmesi geometrisinin şematik çizimi. 

(2 x 0.9 x 10-27 ) 25 2.5 x 10- 	erg,ve nötronlar için p2/2rrı n  =(nrke/roy, )x(elekt 

ron enerjisi) :r2g (1/1840) x 2.5 x 10 -10  erg 55 1.3 x 10-13  arg olur.Bu enerjiler, 

daha uygun olan elektron volt cinsinden yakla şı k olarak s ı ras ı yla 160 eV ve 0,08 
eV 

Makroakobik blçekte,parçac ı kları n dalga görünümü bizim onlar ı  gözleme yete-
neklerimizin d ış iuded ı r.10 cm/s h ı zla giden, 0,1 mm büyüklü ğ iinde bir damlan ı n De 
Broglie dalgaboyu  ,k = 6.6 x 10-27A x 10-5°-:= 1.6 x 10-22  em idir„Protoninı  "bü-
yüklüğ ü" 10-14  em kadar olduğ una göre,boyutlar ı  10-4  cm'den önemli ölçüde büyük 
Olan bir nesnenin,dalga özeliklerini gözleyebilmenin bir yolu olmad ığı  aç ı ktı r.I-
şı nimin parçac ı k üzeliklerinde olduğ u gibi t ikili görünüm•yaln ı zea,momentum ve bo-
yutun çarpı mı  h basema ğı nda oldu ğ u zaman ortaya ç ı kar.Bu anlamda,klasik özelikleri 
belirleyen 	küçüklüğ üdür.Knantom mekani ğ inin yap ı s ı n ı n,bu durumu çok iyi be- , 
timlediğ ini göreceğ iz. 

E. Bohr Atomu 

n4 . perçaciklar ı n ı n ince levhalardan seçilmesi konnsunda,1908'de Geiger ve 
Marsden'in yapt ığı  deneyler büyük aç ı  saç ı lmas ı n ı n önemini gösterdi.Büyük aç ı  sa-
s ı lmasi,atomon Thomson modelinden bekleuenlerle hiç uyo ş muyordu.Bu modele göre 
elektronlar,sürekli bir art ı  yük da ğı l ı m ı n ı n içine gömülmü ş lerdi.Rutherford veri-
leri aç ı klayan yeni bir model önerdi: Art ı  yükün tümü ve atomun hemen hemen tüm 
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kfitlesi,atomun boyutIar ı na göre küçük olan bir bölgede,yani atomun cekirdeginde 
toplan ı yordu.bir 1/r 2 

kuvveti ile çekirde ğ e dogru çekilen .elektronlar,çekirdek 
çevresinde gezegensel yürüngelerde dolanlyordu.Nodel her nekadar oC parçac ı g ı  
aaç ı lmasint nicel olarak aç ı klad ı yaa da iki a şı lmaz güçlükle kar şı  kar şı ya idi. 
Model elektrunlar için periyodik bir hareket öngördllgünden l atsralarirün ışı n ı n 
spektrumlar ı nin nedenini aç ı kl ı yam ı yordu.Spektrumlar beklenen harmonik yaply ı  
(titre ş en bir yay gibi) ta şı m ı yordu,bunun yerine 

ı  1 	
1/ 	) 5 t. 	 (1-29) 

1 
yap ı s ı n ı  gösteriyordu,burada 	rı i  ve ni  tam say ı lard ı r.Ayr ı ca atomlara daya- 
n ı kl ı  yap ı  kazand ı racak bir i ş leyi ş ten de yoksundu: Dairesel ya da eliptik bir 
yörüngedeki elektron sabit ivme kazan ı r,ve elektromagnetik kurama göre,1 şı ma 
yapmal ı d ı r.Böylece do ğ an sabit enerji Yiti ğ i yüzünden,çok k ı sa bir zamanda 
(10-"enbasamag ı nda),elektronlar ı n çekirdege gömülmesiyle atom çökmelidir. 

Bu modelin önerilmesinden tam iki y ı l somra,1913'cle .  Niels Bohr bir dizi 

postülat ileri sürdü.Bu postülatlar klasik fini ğ e:kesin olarak uymamakla birlikte, 
spektrum yap ı s ı n ı  aç ı klad ı  ve atomun dayan ı kl ı l ığı  konusundaki problemi ortadan 

,.kald ı rd ı .Bobriun önerileri ş unlard ı : 

1. Elektron-lar yalrrizca,belli yo-rüzrgrl~e-dolmnnbilrr±err-bn-yörüngeler-

de aç ı sal momentum, lı /2 T1 'nin tam kat ı  olmal ı d ı r,Yani,r yarlçapl ı  dairesel yö-
rüngeler için elektron h ı z ı  

nh 
rrı  r = 	 (1-30) 

2. Tl 

ile k ı s ı llanm ış t ı r,ve ayr ı ca bu yöriingelerdeki elektronlar ivmelerine kar şı n 

şı ma yapmazlar.Bu elektronlar ı n kararl ı  durumlarda olduklar ı  söylenir. 
2. Elektronlar izin verilen yörüngelerin birinden öbürüne kesikli geçi ş -

ler yapabilirler ve enerjideki E-E' degi ş imi, 

=  E - E  (1-31) 

frekansl ı  ışı n ı n olarak ortaya ç ı kar.Ayr ı ca bir atom,elektronlar ı n ı  daha yüksek 

enerjili bir yörüngeye geçirterek, ışı n ı m aogurabilir. 
Dairesel yörüngelerle ilgileniyorsak,hidrojen,bir defa iyonla ş mış  helyum 

ve bunun gibi bir elektronlu atomlar içiu,bu postülatlar ı n sonuçlar ı  çok kolay-
ca ç ı karilabilirNekirde ğ in yükü Ze , elektronunki -e ve yörüngenin yar ı çap ı  r 

13 
Eliptik yörüngeler için çok daha zengin bir yap ı  ortaya ç ı kar.Bölfim 

12'de bunun üstünde durulacakt ı r. 



16 	Kuanium Fizi ğ i 

ise,çekirde ğ in kütlesini sonsuz alarak,Coulomb kuvvetini merkezkaç kuvvetle 

 

2 
Ze 	mv 

(1-32) 

 

r 	 r 

ş eklinde dengeleriz.bu,(1..30) ile birleatirilince 

2 TT e z 
 Z 

V = (1-33) 

 

hn 

  

2 Tr e4  Z 2-rn 

h
2

n
2 

ve 
1  r - 2 

4 n 

verir.Enerji ise, 

9 9 
n h-

z e 2 rn 
(1-34) 

( 1 -3 5 ) 1 	2 	Z e z 
E = 	mv — 

r 

dir; ve 2.postlilat ile bemen,(1.29) genel biçimine götürfir( Ş ek.l. 7). 
Bu niccliklerin büyüklükleri hakk ı nda bilgi edinmek için bunlar ı n hesa-

b ı na girmeden önce,yararl ı  olacak baz ı  yaz ı m biçimleri ileri sürocegiz.Kuantum 

mekanigindeki birçok formiilde h'den çok h/2ng;i ı iikiir.lb ı nno  için 

h: 	 - 1.0545 x 10-27  erg-sn 	 (1 - 36) 
2IT 

tan ı mlar ı z.Enerji ifadelerinde basit olsun diye, 	yerine v.› aç ı sal frekans ı n 
kullanaca ğı z.burada 

CA.) = 2 riN) 

dür-Böylece (1.31)9 

E - E 

 

olur.Benzer olarak,la ı n ı m kuantumu 

=*ıı i.4 

enerjisini ta şı r.Ayr ı ca "indirgenmi ş  dalgaboyu" için, 

 

c 
(1 -40) 

211 

 

bag ı nt ı s ı nin tan ı mlanmas ı  uygundur;böylece De broglie bag ı nt ı s ı l  

(1-41) 

oldu ğ unu gösterir. 
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Şek.1-7. Bidroden atomunun Bohr atom modelinden ç ı kar ı lan spektrumo• 
kuantum say ı lar ı n ı n varl ığı  eliptik yörüngelarin incelenmesinden ç ı -
kor.Bnerji ditzeylerini birle ş tiren çizgiler ba ş et atomik geçi ş leri 
gösterimler. 

Bohr'un aç ı sal momentum kuantumlama ko ş ulu, 

rn ‘yr=ntı  (n= 

oC _ 	1 
 137.0388 iN 

verir.Ayr ı ca, 

(1-42) 

(1 -43) 

boyuteuz"ince yap ı  sabitinin" ortaya at ı lmas ı  da çok uygundur,ve bunu yakla şı k 
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olarak,1/17 alaeni;Az.13-.1 nicel;kler türfinden,sok daha basit ifadeler elde ederiz, 

bunlar: 

 

(1-44) 

(J-4 5) 

v e 

c 	n Z ok 	rnc 

1. (Zd Ş'  E 	— 	n-ı C 
n2 

Dikkat edikirne,uzanink boyntanda olan yar ı çap,elektronan indirgenmit;, em 

dalgaboya; ve enerji, nNC.z  türünden ya?. ı lm ı str.Tilm atöMik hesnplard=a enerji, 

uzunlalzamnu ve momentumm s ı rayla mı C 2'. 4i/rnc 	k-t/rnc:1.:xe nxc tUriinden 

yazaag ı z.nelsal momentum her zaman 	k 'nin kat ı  olafak ortaya ç ı kaeakt ı r. 
Dimili 6ohr kuran ı ndan ç ı kan baz ı  ninelikieri beaaplaynI ı m: 

pnc2  .7.= (l.51 x 10
6 

eV 

-"-=== 0.51 	MeV 

3.9 x 10-11  em 

i‘ı  	
z Lo

-21 5
" 
	

(1-3/46) 

ve lı cyleae ş u sonuçlar bninnur 
(a) n düş ük 	1) lohr ybrüngesin 	apı , 

o 
	137  4,, 	0.53 	

(I –47) 
Z rn C 

(b) Sn dtigiih llobr ydrüugesindeki elektronun baglanma erler 

elektronn E . O (n 	karşı l ı k) düzeyine korkak için gerekli enerji, 

2 
	 13.6z 

dar.klüyleee,iirnegin hidrojenrie 	= 1) , n=2 diiZeyinden n.1 düzeyine geçi ş  
) eV = 10.2 ed 'luk enerji degi ş imine kar şı l ı k gelir.Bura erg'e ç4. 

virerek,yay ı nlanun ış inim ı n frokanz ı  beaaplanabilir,lakat bana 

radien 
1.3 x 10-21 

1.5 z 10 16  rad/an 

nde kullanmak daha uygundnr.E ş deger olarak, 

mc 2**( 1- 1 1— -L) 
	

3 ec 
	

1 
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16 ı r 2 -n 	- ur 
3«.

2 
Me 

0 

2g. 1200 A 

elde edilir ve bu morötesi bölgeye dü ş mektedir. 
Bohr kuraman ı n hidrojen gibi atomlardaki ba ş ar ı s ı ,"Bohr atomu" üzerindeki 

ba ş ka ara ş t ı rmalara h ı z kazand ı rd ı .Bohr
iş
Ve baş kalar ı n ı n olağ anüstü baz ı  ba ş ar ı la-

rano karg ı n,kuram ı n eğ reti olduğu aç ı kt ı .Elektronlar ı n ne zaman sulama yapaca ğı  
konusunda bir' ş ey söylemedi ğ i gibi,kuantumlama kural ı  da dönemsel sistemlere k ı -
s ı tlanm ış t ı .Sommerfeld ve Wilsoniun daha genel olan, 

(1-49) 

kapal ı  
yörünge 

ifadesi e bidrojen atosunun düzeyleri ile ilgili olanlar d ışı ndaki problemlerin 

çözümünde yarare ı scl ı .Burada Ir, 9  koordinat ı na kar şı l ı k gelen momentumdur.Bohr 
kuramandan ş u sonuçlar ç ı kt ı : 

1. Kar şı l ığı  bulunma ilkesi. Bu ilke ba ş l ı ca şunu söyler : Klasik fizi ğ in 
sonuçlara,knantum mekaniğ i aonuçlar ı n ı n s ı n ı r hali olarak kaosanmal ı d ı r.Bu s ı n ı -
ra,"kaantum say ı ları " büyük olduğunda,örne ğ in Behr atomunda büyük n için,ula şı -

l ı r.Bir kez ku~ı -Olaylar_ınııı . tatnrIL bir kuram ı  kuruldu mu,bu kursa kendili-
ğ inden klasik fiziki bir s ı nı r olarak kapa ı yordu.Gone de ilke,kuramsal san ı lara 
k ı lavuzlukta çok yararl ı  oldu; ve Heisenberg kuantum mekani ğ ine dev s ı çramas ı n ı  
bu ilkeden yapt ı .Bohr atom modelinde kar şı l ığı  bulunma ilkesinin nas ı l sağ land ı - 
ğı n ı  görmek için, n çok büyük olduğunda,bir elektronun 1N4-1 kuantum Say ı l ı  
bir yörüngeden n kuantum say ı l ı  bir yörüngeye "atlad ığı " zaman yayı nlad ığı  a şı -
alman frekans ı n ı  düş ünellm. rik aç ı alQ.  momentumu 4i'den çok büyük oldu ğundan,bu 
frekans bölgesi klasik s ı n ı rı  aramak için iyi bir bölgedir.Klasik olarak, ır h ı z ı  
ile bir dairesel yörüngeye dolanan elektronun,kendi hareketinin frekans ı  ile a-
ş aması  beklenir; bu frekans, 

- 
2 -nr 

Z etc Z «d. nı c 	 ) 2m c2  

2 111-‘4: 	_ 214, 	n3  
(1-50) 

olmal ı d ı r.tite yandan geçi ş e eş lik eden ış an ı mı n frekana ı ,(1-31)'e göre 

4  = 

211 	214,  

2 
MC  (Z0) 2  
2 	 n 

1 (1-51) 
n + 1) 2  

14 
Bak S.Rozental(basan),Niels Bohr, North Holand Publishing, 

Amstardam,1967. 
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olur ve n ii  1 için iki  'ye yaklas ı r.Dunun anlaml ı  bir sonuç oldu ğuna dikkat 

ediniz.çünkii yaln ı z,bir n+1 	n geçi ş ine e ş lik eden frekans temel frekansa 

kar şı l ı k gelir. n büyük de olsa,n+2 	u atlamas ı na e ş lik eden ışı n ı m ı n klasik 

kar şı l ığı  yoktur.kuantum mekani ğ inde."dairesel yöröngeler" için n+2 	n geçi- 

ş inin bulunmad ığı n ı  Bn,Iiim 22'de göree ğ iz. 15  

2. Aç ı sal momentumun kuantumlanmas ı  öteki•dar ınalarda.dö•geçarlidir.Bunnn 

eliptik yörfingelere uygulanmas ı ,hidrojen gibi atomlar ı n spektrumunun daha tam 

bir anlat ı m ı ni verir.Aç ı sal momentummn kuantumlu olu ş u,1922'de Stern ve Gerlach i6L 
in deneylerinde do ğ rudan gözlenmi ş tir. 

F. Dalga-Parçac ı k Problemi 

I şı n ı m ı nAalga ve parçac ı k özeliklerinden ikisini de , sergilemesi gerçe ğ i, 
a ş a ğı daki dü ş üncelerden görülecn ğ i-  gibi,derin bir kavramsal güçlükdo ğ urur: 

1. Fotoelektrik olay üzerindeki incelememiz,rizellikle yay ı nlanan elektron 

say ı s ı  ile ışı n ı m ye ğ inli ğ i aras ı ndaki ili ş ki,elektromagnetik ışı n ı m ı n ye ğ inli ğ i-

nin kayna ğı n ya~lad ığı  foton say ı s ı  ile orant ı l ı  oldu ğ unu kuvvetle öngörür. ş im-, 

di bir Dü ş ünce Deneyi lizerindd di ı rel ı m.Ru deneyde ışı n ı m,bir çift yar ık sisteMin-

de k ı r ı n ı ma u ğ raa ı n.Kayna ğı n Ye ğinli ğ inin,ekrana ortalamo , olorak,saat ba şı na bir 

foton ula ş acak biçimde azalt ıld ı-gı n ı  varsayallw.hülönmemi ş  fotonlarle u ğ ra ş mam ı z 

ğerekti ğ ini , belirtelim: Compion'olay ı  da,fotoelektrik olay gibi hir fotonu, r ıı  

frekansl ı  fakat enerjisi 	4w i dan küçük olan parçalara ay ı rman ı n olanaks ı z ol- 

du ğ unu gösterir.üelen ışı n ı m ı n ye ğ inli ğ ini azaltmak,klasik k ı r ı n ı m desenini at-

kilernomelidir,Çünkil asl ı nda,kaynaktan foto ğ raf levhas ı na çok büyük say ı da foton 

gelecek biçimde,yaln ı zca zaman ülçe ğ ini uzatm ış  oluyoruz.Levhaya bir saat ara ile 

gelen fotonlar aras ında bir ili ş ki olamaz,onun için bu süreçte,herhangi bir anda 

bir foton bulundu ğ unu dü ş tinebiliriz.Bir fotonun,bir parçac ı k olarak,yar ı klar ı n 

birinden ya da öbüriinden geçece ğ i san ı l ı r.Dü ş iince Deneyi ayg ı tim ı za fotonan 

15 El ptik yörüngeler için böyle geçi ş ler oluabilir(burada gözönüne a- 
l ı nmad ı ); ve bu,kar şı l ığ r bulunma ilkesi ile uyu ş ur. 

16 Bu konular,her modern fizik ders kitab ı nda tart ışı l ı r(bu 	 su- 
nundaki kaynaklara bak ı n ı s). 

17 
 

Bir Dü ş ünce Deneyi,tasarlanabilen bir deneydiraoknik yönden yap ı lama- 
sa da,bilinen fizik yasalar ı  ile uyu ş ur.iihylece,güne ş yüzeyindeki çekim ivmesi-
nin dlçülmesi bir Dü ş ünce Deneyidir; oysa, ışı k h ı z ı n ı n iki kat ı  h ı zla giden bir 
uzay gemisinden görünen,güne ş  ışığı n ı n Doppler kaymas ı nin ölçülmesi saçmad ı r.Bö-
lüm 2'de bir Dü ş ünce Deneyi kurarken,bunun fizik yasalar ı yla tutarl ı  olmas ı na ne 
kadar ozan göstermemiz gerekti ğ ini görecegiz. 
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yar ı k"1" *den mi yoksa "2" 'den mi geçti ğ ini söyleyen küçük bir izleyici eklersek, 

fotonlar ı  geçti ğ i yar ığ a ba ğ l ı  olarak iki s ı n ı fa aylrabiliriz.Birinci s ı -

n ı f için 2. yar ığı  kmpatabiliriz,çünkü foton bundan geçmez.ikinci s ı n ı f için de 

1. yar ığı  kapatabiliriz.Böylece,zaman ı n bir yar ı s ı  için bir yar ı k,öteki yar ı s ı  

için öbür yar ı k kapal ı  olarak deneyi yinelersek foto ğ raf levhaa ı ndaki desenin ay- 

n ı  kalaca ğı n ı  bekleyebiliriz.Bununla birlikte ikinci deney bir giri ş im deseni vera 

medi ğ inden desen ayn ı  kalamaz.Dyleyse,fotonun hangi yar ı ktan geçti ğ ini bildiren 

izleyicinin varl ığı n ı n deneyi etkilemiyece ğ i yar ı:ayin:1 ile bir tutars ı zl ı k vard ı r. 

Heisenberg belirsizlik ilkesini incelerken görece ğ iz ki,izleyicinin etkisi giri-

ş im deaenini y ı kay,sonuç olarak da bir tutars ı zl ı k yoktur.Bu a ş amada,bir izleyici 

yokken her fotonun bir dalga gibi davranaca ğı n ı ,ve fotonun hangi yar ı ktan geçti-

ğ ini aorman ı n anlams ı z oldu ğunu.belirtmek yeterlidir.Gene de her yar ı k için, ışı -

n ı m ı n bir ortalama ye ğ inli ğ inden söz edebilirizt Bu durum tek tek fotonlar için, 

sadece bir yar ı ktan ya da öbüriinden geçme olas ı l ığı ndan söz edebilece ğ lmiz anla-

m ı na gelmelidir. 

2. lentuplemmi ş  ışı n ı m ı n bir çöziheleyieiden geçi ş ini anlamada,yine olas ı l ı k 

kavram ı na ba ş vurmak gerekir.Bilindi ğ i gibi I. ye ğ inli ğ indeki bir ışı nx ıı ,I 0cos2o( 

ye ğ inli ğ ine dü ş ecektir; burada c‹, kutuilayini ile çözdmleyicinin eksenleri ara-

s ı ndaki aç ı d ı r.Tek tak fotonlar ı n bölünemez oldu ğunu kullanarak,bbyle bir zay ı f-

lama yaln ı zca ş öyle aç ı klanabilir: Bir fotou,ayg ı t ı n yapla ı na„yani 	aç ı s ı na 

ba ğ l ı  bir geçme olas ı l ığı  ile ya geçer ya da sistem taraf ı ndan engellenir. 

3. Ayn ı  ş ekilde,uzak bir y ı ld ı zdan gelen ışı n ı m ı  gözönüne al ı n ı z.f ı ld ı z,c 

h ı z ı  ile yay ı lan,uyar ı lmış  bir elektromagnetik alan küresel dalgas ı n ı n kayna ğı d ı r. 

Bireysel fotonlar thründen,fotonun 	(burada 	fotonun yay ı nlanmas ı ndan beri 

geçen süredir) yar ı çapl ı  bir klire üzerinde ince bir tabaka olarak yay ı ld ığı n ı  dü-

ş ünmek akla uygun de ğ ildir; çünkü "gerçekten" böyle olsayd ı ,fotonun foto ğ raf lev-

bas ı nda ya da gözün a ğ tabakas ı nda bir tek noktaya dü ş mesi sa ğ duyuya ayk ı r ı  olurdu. 

Bununla birlikte küresel da ğı l ı m ı ,bir fotonun verilen bir kat ı  aç ı dd bulunma ola-

s ı l ığı  olarak yorumlayabiliriz. 

4. Bazen verilen bir deneyi hem parçac ı k hem de dalga dilinde yorumlamak 

ola ğ and ı r,fakat gene de klasik olmayan bir görünüm i ş e kar ışı r.Dicke ve Wittke " 

 aş a ğı daki Dü ş ünce Deneyini önerdiler( Ş ek.1-8).Telleri düzgün aral ı klerla dizilmi ş , 

ailindirik bir ku ş  kafesini gözönüne alal ı m ve aral ı k 

d. = 2 IT 
N 

18 
R.B.Dicke ve J.P.Wittke,Introduction to Quantum Mechanics, 

Addisan-Wegley,Reading,Mass., 1960. 
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E ş it aral ı kl ı  telleri ve îlgili ilgili geometrik nicelikleri gösteren 

'Dicke-W ı ttke "kafes ı "nin.kesiti. 

- olsa 	ıırada R silindirin yar ı çapl ve N tel sdy ı s ı d ı r.Sil ı nd.irin . ekeeni öz 

ki bir karnag ı n yayı nladığı  ı l ı n ı m ı  düsünelim.Teller bir k ı r ı n ı m ag ı  gibi 
Demet ilk do ğ rultusu, ıbe bir O aç ı s ı  yaparak ç ı karsa,ve aç ı  ile.dalgulı oyn aras ı n-

da 	
cı eto sl = nA 	(n= 

,a d4 
2 T1 R y in  (1-52) 

Nn 

bu ğ rnt ı a ı  varaa,maksimum ye ğ inlik elde ederi•.Yeg ı nlik tepesini,parçaoiklarin koy 
'kufesinin tellerinden e apa' boyunca saç ı ld ı klur ı n ı  vwrsayarak da aç ı.klayabili-

riz.Kafese aktar ı lan m•mentum 	sin B 'd ı r,ve böylece kafese aktar ı lan aç ı sal 
momentum 

L = 
P 

lf , &in 
	

1-53) 

olur, Ş inull T = 214t/X 	Le Droglie lı ng ı nt ı zz kullan ı tIrsa, 

2 it 4‘ Nn 	
R ain A = Nn İı 	 (1 -54) 

211R 4in A 

elde edilir,yani aç ı sal momentam kı a tnellnduri N çarpan ı ,kus ko esinin bir 27ı  /N 
az; ı s ı  kadar döndürüldügünde yine ayn ı  görünmesi ile ilgilidir,ve bu ilerde anla-

s ı lueukt ı r. 
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Kuantum Ilekaui ğ inin modern kuram ı  1925'de Beisenberg,Born,Schrbdinger ve 
D ı rac'in çal ış malar ı  ile ba ş ladi.Bn kuram,klas ı k dü ş finü ş ün bir k ı sm ı n ı  bir yana 
b ı rakmak kar şı l ığı nda,çeki ş meli kavramlar ı n tümünü uzla ş tirmanin bir yolunu bulur. 
i fizik ü ğ rencisi olman ı n sevinilecek yanlar ı ndon biri,bn güzel kuram ı  ve onun ara-
c ı l ığı  ile maddenin özeliklerini anlamadaki Orkemli ilerlemeleri de ğ erlendirebil-
mektir. 

Problemler 

1. Bir koukdaki enerji yo ğ unlu ğ u ile yay ı niama gücü aras ı ndaki (i -1) ba ğı n-

tiaini tan ı tlay ı n ı z. [Yard ı m.A ş a ğı daki ş ekle bak ı n ı z.Gülgeli hacim eleman ı n ı n bü- 

dA 

yüklüğ il r 2  dr cin A c19 (10 = dV 'dir; burada r, dA alan ı  aç ı kli ğı nin ba ş langica 
uzakl ı ldir; A di4eyle yap ı lan aç ı  ve 56 	aç ı kl ı k boyunca dik eksen ile yap ı lan 
ba ş ucu aç ı sid ı r.11acim eleman ı udaki enerji,dV ile enerji yo ğ unlu ğ unun çarpı m ı d ı r. 
I şı n ı m e ş yönseldir,bOylece ç ı kan ışı n ı m, dA cos A /4 -nr/ :: kat ı  aç ı s ı n ı n enerji 
ile çarp ı m ı  olarak verilir.4 Bu nicelik G ve 0 ap.ları  üzerinden tümlenecektir. 

Eğ er  , M zaman arnl ığı ndaki ışı n ı m ak ı s ı  aran ı yorsa,dr üzerinden de O'dan 

c Q1 'ye kadar tümlenecektir, burada c6k , verilen zaman aral ığı nda ışı n ı m ı n 
gidece ğ i uzaklikttr.) 

2. (1 - 1) ve (1-12)'yi kullanarak,bir siyah cismin birim alan ı  ba şı na top-

lam ışı ma h ı z ı  için bir formül bulunuz.Güne ş in bir siyah cicim gibi ışı d ığı al 
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vavsoylnAz.~h ”r ı çup ı  .1te, ,,, 7 x 10"  ew,günein dünyaya ortal~ nznkh ğ l 

dü r 1,5 c :1013  em, ve gilne ş  ı  hiti ywai giine4 tepede iken dünya iizerine dii1eu 

enerji 1,4 x 106  erg/em 2 an olarak verilmi ş  olaun.Bo bilgileri kullanarak güne ş in 
yüzey sleakl ı .ğ 3n ı  keetiriniz. 

3. (1-9) verildi ğ. inde bir AÂ dalgeboyu aral ı gindaki enerji yo ğ unlu ğunu 
hesaplayiniz.Buldugunuz ifadeyi kullanarak enerji yo ğ unluğ unu en büyük yapan 
;k . A 	deerini bulun -42z. )1 111ak 'un 	b İT biçiminde oldugunu 4bk3teriniZ, 

ma.r
b a yi hesaply ı n ı z ve gUne.5in yüzey exeakl ı g ı  için keetirdi ğ inis de ğ eri kullanarak 
güne ş  1 ,,J111M1 â in ;k leak 'n bulunnz.[Y4rd ı m, b'yi hesaplarken (5-x) e 5' denk-
leminde x'i çüzmeniz ge .rekeeektir.liunu çizgel olarak ya da ard ış tk yakla şı mlar 
yüntfdmi ile çziintiz; ard ı  .”k yakla şı mlar yünteminde,ünee E 	1 için x 

kı l ı n ı z.) 
L` 	o 

4. iine ş  enerjieinin ne kadar ı  4000 Â 	7000 A - dalgabuylar ı  aras ı nda 1• 

şı nm ış t ı r? Problem l'de kestirilen T'y ı  kullan ı n ı s.gay ı eal sonuçlar elde etmek 

için enerji ytigonluganu çizge kağı d ı nu 
5. Evrende,3 °K denge sleakl ığı na kar şı l ı k gelen kura cicim ışı nim ı n ı n var-

l ı gin ı  Osteren-baz ı ..densl ksos ı ti~ardir:N?ss1.4k11111 ı  ¥sresl ıkgelloS , 

 dalgaboymedski lşIsfato ıslın, ıı ner»si,besaplar ı mı z. 

6. 3500 X dalgaboyundaki morOtesi ışı k bir potasyum yüzeyine ddi ş üyor.fo- 
toelektronlar ı n en büyük enerjisi 1.6 eV Idur.Potasyumun i ş  fonksiyonu nedir? 

o 
7. Aliiminyumun fotoelektronlar ı n ı n en büyük enerjisi,2000 A 'l ı k is ı nim 

o 
2.3 eV ve 5130 A için 0.90 eV'dur.811 verilesi kullanarak Planek sabitini 

ve alüminyumun i ş  tenksiyonunu hesaplay ı n ı z? 
8. 100 MeV 'llk bir foton duran bir protonla çarpi şı yar.Foton için olabi-, 

 lerek en büyük enerji yiti ğ i nedir? 

9. 100 keV'lik bir foton duran bir elektrunla çarp ışı yor.90 °  'lik açxyla 

shçxl ı yor. -Potorı un çarp ış madan sonraki enerjisi nedir? Elektronun çarp ış madan 
Zonraki kinetik enerjisi eV olarak nedir ve hangi do ğ rultuda geri teper? 

10. 100 MeV enerjili bir elektron,3 ı  107  .Z dalgahoylu bir foton (kara 

cicim i şı nim ı nin evrensel 4oastl.,ftmune karşı l ı kt ı r) 	çarpiç ı yor.Elektronun 
yl*LrdiğiAzial~lie ,tynerjl, ıdı  kadardS24' ,  

II. Bir X ışı nları  demeti duran elektronlardan sas ı llyor.Demet ekaenine 
o 

göre 60°  aç ı yla seçilen X ışı nlar ı n ı n dulgaboru 0.035 A ise,X ışı nlar ı n ı n ener- 
jisi nedir? 

12. Azot çekirdegi(kiitiesi:4 14<proton kütlesi) 6.2 MeV enerjili bir fo-

ton yay ı nliyor.Çeklrdek ba ş lang ı çta durgunaa,çekirde ğ in geri topmv enerjisi eV 
olarak nedir? 

13. (a) 1 eV'luk bir elektronun (b) 10 MeV'Iuk bir protauun (e) 100 NeV'Iuk 
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bir elektronun (Uyar ı  Gareeel enerji formülünü knllan ı n),(d) 'as ı l bir nBtronnn 

(kinetik enerliai,T = 30(1 °  K için,3 kT/2 olan bir nötron olarak tan ı mlan ı r) De 

Broglie dalgaboyu nedir? 
o 

14. Düzlemsel aral ığ i 3,2 A olan bir kristoli gözönüne al ı n.3 gtriaim 

makaim ılmu gürebilmek ere ğ iyle (a) elektronlar,(b) helymm çek.irdekleri (kütlesi 

244 x proton kütlegi) için gerekli enerjinin büyüklük bosama ğı  nedir? 

-15. Bir mikroskobun çbzetileee ğ i en küçük aral ı k kullan ı lan dalgaboyunun 
o 	 o 

bbviiklük basamag ı nded ı r.(a) 150 A 'l ı k,(b) 5 A 'lik areliklar ı  bir elektron mik- 

roskobunda ey ı rmek için hangi enerjili elektronlar gereklidir? 

14. Hidrojen ntomnnun durakta bir durnmunda,elektronun tam say ı da dalga-

boyuna kar şı l ı k gelen dairesel bir yörüngeye oturdu ğ u varsay ı l ı rsa,Bohr kuram ı -

n ı n annaçlar ı  yeniden elde edilebilir.lnı nu göster ı niz. 

17. Bir kristalde kom ş u diizlemler arnal uzakl ı k ülçülecektir. 5 ° 'lik bir 

aç ı da 0,5 1 dalgaboyandaki X ışı nlar ı  güzlenmi ş se,aral ı k ne kadard ı r? Hangi 

aç ı da ikinci. Maksimum ortaya ç ı kar? 

18. Bohr kuantumlama kurallar ı n ı  kullanarak,bir harmonik sal ı ngan ı n ener- 

ji ddseylerini hesaplay ı n ı z; harmoiiik sal ı ngan için enerji p2/2m t ranu 2r2/2 'dir; 

yani kuvvet m 0.4) 2r 'dir.Kendinizi dairesel yörüngelere kle ı tlay ı n ı z.Rydberg for-

mülünnenzeri nedir? Aç ı sal momentuman knantumlanmas ı nda kullan ı lan n knantum 

aayin ı n ı n bütün de ğ erleri için kara ı liğ i bulunma likeainin sa ğ land ığı n ı  gbateri-

niz. 

19. Çok büyük k.  içi 	V(r) n Vo(--F) 	ile verilen bir potansiyel için 

Bohr kuantumiama kurallar ı n ı  kullanarak enerji durumlar ı n ı  heaaplay ı niz.Potenai-

yelin biçimini çiziniz ve enerji de ğerlerinin E n  er: en 2  'ye yakla ş t ığı n ı  gdateri-

niz. 

20. ivmeli bir e yükünün yay ı nlad ığı enerji demek olan güç.klasik olarak 

	

2 	e
2 	

2 a er ğ/sn 
e 

ile verilir,burada Il ivmedir.Dairesel bir yörüngede ak.= ıır/r 'dir.n kunnium sa-

y ı s ı  ile belirtilen bir Bohr yörüngesindeki bir elektronun yay ı nlad ığı  gücü bulu-

nuz.Bulunan sonnç,kar ş il ığı  bulunma ilkesine gore,n çok büyük oldu ğunda dz kaa ıı -

tum  sonuçla nyınlikal ı d ı r. 

21. Bir yörBilgedeki bir elektronun b zunnm h ı zi,p ışı n ı m gününün boannum-

da yay ı nlanan enerjiye bölümü. ile ton ı mianabilir.4 ı n ı m enerjisi için Bohr kura-

m ı ndnki ifadeyi ve P için problem 20'deki ifadeyi kullanerak,elektran n yörünge-

ainden ıı -1 yöriingesine bir gegi ş  yapt ığı  zaman.bozunum h ı z ı n ı n "kar şı l ı k gelen" 

de ğ erini hesaplay ı n ı z. Bn hoz ını um h ı z ı n ı n de ğ eri n = 2 iken nedir?Nuantum say ı -

lar ı n ı n böyle küçük de ğ erleri için kar şı l ığı  bulunma ilkesi geçerli oimAyara ğı ndan 
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bu deer,gerçvk kulnitam mekaniksel sonuçla ayumaz.)Geçie,n ydrunesinden n-m 

ydrüng 	u esine old ğ  z u aman b 	u h 	e 	d ozunm ı z ı  ndir?fimr = (b z nu 	h onm 	ı z ı ) -I  ne kadard ı r? 

22. Düzlemsel bir ddnerin klasik enerjisi, 

E = L2/2 I 

ile verilir,bura ıta L aç ı sal momentum ve 1 eylemsizlik mament ı dir.Dlinerin enerji 

ddzeylerini elde etmek için Lohr kuantamlama kurallar ı n ı  uygulay ı niz„n l,  ile ,zds- 

terilen durnmlardan 	ile gösterilen durumlara geçielerdeki 1%. ı n ı m için Bolr 
frekans ko ş ulu varsay;l ı rsa,(a) kar şı l ı g ı  bulunma ilkesinin geçerli olduğ unu ve 
(u) bunun i yanl ı zea 61I = 7 1 geçislerinin alaca ğı n ı  bildirdi ğ ini güsterin ı z. 

o  
23. Bazen moleküller,ddnerler gibi davran ı r.Diinme spektrumu 10' A basa-

ma4: ı ndaki 	 lelnimla belirtilirse,ve bu 112  gibi bir moleküldeki atowlare 

aras ı  uzaki ı it ı  kestirmede köllan ı l ı rea,ne çe ş it ayr ı lmalar( olarak) elde edilir? 
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Dalga Paketleri ve Belirsizlik Ba ğ intilar ı  

Kuantum mekani ğ i,Bölöm i'de tart ışı lan timi olaylar: anlamnm ı z ı  saglar.bun-

dan ba ş ka atomlar,moleköller,atom çckirdekleri ve bunlar ı n kömelerinin anla şı lmas ı  

zaraniuder.Kuaatum mckanigini incelemeye Schrödinger denklemi ve onun çözöm-

leriuiu uyu.un yorinia ile ba ş layscag ı z. 1  ha denklen 	fizigin alani dJ şı nda 

kaldig ı ndan,onu klasik fizikten elde etmenin bir yolu yoktur.Bn denklem ancak, 

Schrödinger'in yapt ı :iki gibi,De Broglieleı  daha önceki kevray ış  yolunu izllyerek 

kestirilebilir.Biz bu kestirimi,elektronlar ı n dalga yu parçac ı k özeliklerinin ne- 
sil 	 görerek,b ı raz de ğ i ş ik bir yoldan yörötece ğ iz. 

Devran ış larx her ',asaleti dalga gibi olan parv ı c ı klar ı n ş ekillenimlerina 
dö ş ünmek zordur.Du nedenle Freenel ve Yourg' ı u k ı r ı nim deneyleri,le ı g ı n dalga kur.- 

m ı nin tam olarak benimsenmesi ile sonnçlanmi ş t ı r.Öte yandan,çok iyi yerelle ş mi ş  

olan dalgalar ı n ş ekillenimleri,dü ş önölebilir.(Bir gök gliriemesi,dalgalor ı n östüs-
te gelmesiyle zaman içinde yerelle ş mi ş  bir olay olu şı kas ı na bir örnektin) Böyle ye-

relle ş mi ş "dalga paketleri", farkl ı  frekanal ı  dalgalara verilen bir uzay bölgesinin 

d ışı nda birbirini hemen hemen tam olarak eöndürecek biglmde,östüste getirerek yap ı - 

labilir,Bunun yapilmusi Fourier tümlevlerani gerektirir,ve bunlar Ek A'da Fourier 

serilerini bilen ve i ş in matemati ğ i özerinde durmuyan 	 için ösetlenmi- 

tir. 

n k olarak, 

-o° 

Y(x) = 	fdk g(k) e 
00 

De ğ iş ik bir yakla şı m ll.P.FeyamAn, li.D.Leighton,ve M.Sand 	e Feynman 

ctures on Phyeics,Cilt  IIU,Aill4ison-Weeley,Reeding,Mass. 1964' de bulunabilir, 

27 
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wr 

ile tan ı mlanan fonksiyonu gözönüne alal ı m.f(x)'in gerçel k ı sm ı 	dk g(k) cos kx 

ile verilir,ve bu 	'2,k = 2 Tf /k dalgaboyundaki dalgalar ı n bir çizgisel üstüste gel- 

mesidir; 

 

 çünkü verilen bir k için x, x + 21T/k olarak de ğ i ş tirilince dalga kendi-

sini yeniden üretir. 

g (k) 	e 

seseliw.0 zaman tümlev al ı nabilir: k' = k-k o olmak üzere, 
ma 

, 	
e

£1,..x. 
Y(:) dk g1k)e 

-.o 

e 
cw , t.zW,, e_otk' t  

(2-2) 

G Lk' xj"  ciit' 	°` 	(i-z1244)]  e -(zt/4«)  
-.o 

buluruz,burada son busamakta kareleri tamamlad ı k. Bu,k'--(ix/2ot. ) = 1 	yazmak, 

ve tümlevi gene gerçel eksen boyunca b ı rakmak için yap ı lm ış t ı r. 2  Burada, 

ee 

jr Jk e
14 k' 

(2- 3) 

oldu ğu kullan ı l ı rsa, 

k 	- (x1/4.4. ) 
f(x) 	e4  ° e (2-4) 

elde edilir. 111k.ITe 1 oldu ğundan, e. s  çarpan ı  bir "evre çarpan ı " o-

larak bilinir.Bbylece f(x)'in mutlak karesi, 

2 	it -z112.< 
f(x) I = — e 	 (2-5) 

olur. of küçük seçildi ğ i zaman,bu fonksiyon çok belirgin bir tepe gösterir.x=0 

çevresinde,2TZ basama ğı nda 	bir geni ş likle yerelle ş mi ş  bir fonksiyonu gösterim- 

ler:çünkü X a VrT: oldukunda,fonksiyon tepe de ğerinin 1/e 'sine dü ş er.x-uza-

y ı ndaki geni ş lik k-uzay ı ndaki ile ilintilidir.g(k)in ı n karesi,k0  dolay ı nda 2/4Fot. 

geni ş li ğ inde bir tepesi olan bir fonksiyondur.Burada bir ters kar şı l ı kl ı l ı k vard ı r: 

x'de çok iyi yerelle ş mi ş  bir fonksiyon k'da yay ı lm ış t ı r,ve bunun tersidir. İ ki "ge-

ni ş lik"in çarp ı m ı , 

,6 Aer. 	2  
. 2 \F2 ı; = 4 	 (2-6) 

o 
Karma' de ğ i ş kenler kuram ı na almOcusbir okur, kendisini buna kolayca 

inund ı rabilir. 
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olur.ayisel sabitin gerçek de ğ eri önemli de ğ ildir; önemli olan ot'dan bak ı m-

siz olmas ı d ı r.Dn,birbirlerinin rourier döiW ş mösö olan fonksiyonlarin genel bir 

teli idir(brl. 2.1).nunn 

Ax 	k 	(:)(1) 
	

(2-7) 

formiiHi ile gösteririz,bura•u Ax ve Ak. iki da ğı l ı min "geniali "leridii; ve 

bu çarp ı alln,ilgilendi ğ isiz fonksiyonlara Iniglilabilen bir say ı  oldu ğ unu ve 

i'den çok küçük otmadi ğ in ı  C)(1) ile anlat ı yoruz. Ax ve lı k 'n ı n ikisini 

birden kiiçiik yapmak olanaks ı zd ı r.  nr, dala paketlerinin genel bir özeli ğ idir, 

fakat hemen gbreee ğ imi -4 gibi kuantum mekan , ı nde bez) çok derin ieermeleri ı ar- 

d ı r. 	
.i. kvc- 

Denk .2-1 ' de, 	t 	 basit dal; alarIn ı n s .örekli bir iistdSte ğelmoin- 

den oln5anm, kir f(x) fonksiyonnnu gözönfire aldik.BOyle bir 	l a paketi zaman 

içinde nas ı l yay ı lir? turun 

4;7 

ek.2-1. Kare biçrtilf bir dalga paketi isin,dal ğ a paketi ile onun l'ourier 

dönlis:mikoras ı ndâk 
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yan ıt ı  tek tek dalgalar ı n nas ı l yay ı ld ı k ı na ba ğ l ı d ı r.Gen41 olarak basit bir döz-

lem dalga  (yaln ı zca x do ğ rultusunda bir uzaysal de ğ i ş imi bulundukundan,fakat y 

ve z do ğ rultusunda bulunmad ığı ndan böyle adland ı r ı l ı r), 

e
..kx 

(2-8) 

biçiminde yaz ı labilir.Burada tı). 2 Ir) 	açmsal frekanst ı r. k niceliki dalgahoyuna 

k = 2 XI ,ı ), ile ba ğ l ı  oldu ğundan,bu basit dalga ba ş ka bir biçimde yaz ı labilir: 

eni £(X• İ ) --N)k) (2-9) 
e 

Bo ş luktaki bir ışı k dalgas ı n ı n yay ı lmas ı n ı  dü ş finüyorsak,o zaman -11) [le skr ara- 
; 

altı da 	c/X 	basit bak ı nt ı s ı  bulunnr.Böylece basit dalga 

e 
2-ITA:(X —C1) t>, 	k(x - clt) 

= e 

olur. Ş imdi bu basit dalgalar ı n g(k) genli ğ i ile üstüse gelmesini al ı rsak,t an ı nda 

e. 

f(x,t) _I ak g(k) e
.£14,(74—c0 

f(x+:t) 	 (2-10) 

elde eder ı z.Bu,ba ş lad ı k ı m ı z biçimin ayn ı s ı dmr.Yaln ı zca 	= 0 'da yeralle ş me yeri- 

ne x - et = 0 'da yerelle ş mi ş tir.Öyleyse ışı k dalgalar ı nan bir dalga paketi,bozulk, 

uadan c- ışı k hızı  ile y*FIlıtmbt- 	'- 
Fakat biz,parçaelklar ı  betimlemesi dü ş ünülen dalgalarla ilgibmiyoruz,ve 

bu yüzden ıı.). ke olmas ı na gerek duymayakiliriz.Genel olarak c ı,ı , k'n ı n bir 

fonksiyonu olacakt ı r,böylece 

coMi 
f(x,t) 	dk g (k) e 	 (e-11) 

olur. ş imdilik 	tıu(k)'n ı n biçimini bilmiyoruz ; fakat onn,f(x,t) . nim özgürce ha- 

reket eden klasik bir parçac ı ka benzemesi gerekindea belirlemeye çal ı sacak ı z. 

k-uzay ı nda bir ko  de ğ eri dolay ı nda iyice yerlle şımi ş  bir dalga paketini 

gözönüne alel ı m.Bup ot büyük olmak üzere (2-2) gibi bir seçime kar şı l ı kt ı r.Bunun 

x-uzay ı nda keskince yerelle ş mi ş  bir f(x) fonksiyonunn gbaterimlemeye•ce ğ i do ğ rudur, 

fakat bu biçim heseplar ı m ı z ı  kolayla ş t ı r ı r,ve k ı sacas ı  mene zekice k,tstirimler 

yapmay ı  deneyebi/iriz.(2-11)Ideki tiimlev k=k 0  'da merkerlendikinden ,w(k) . y ı  ko  

kom ş uluğ unda serlya açar ı z ve crı (k)'y ı  k'n2n çok h ı zl ı  de ğ i şmeyen bir fonksiyonu 

.e2srak dü ş tinbrüm.Böylece 

(i<  ) 	Lu ( k.) + ( 	 4-  
• 	uu 

% ) 

k„ 
'L 	1  (k 	) 

i k
a 
 k.. 

yazabiliriz.Kesin olsun diye (2-2) biçimi kullantl ı r ve k-k ork' yam ı l ı rsa, 

(2-12) 

e-L"' ( L)  tif 
	

b£1 1%,u/dk”],1 	
(2- 13 ) 
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elde ederiz.OLeick: evre v.rpani hir yana b ı rak ı l ı r a,:ı  ve t koordinatlar ı nIn bi-

çimi eeketin yuyilms b ı z ı uln,yaci grup hizina,n 

cl ıx)  
'‘.1" = 

/k o  
ul.lu ğ unn leuvvetla öne sUre 3  Böylece, 

tan ı m ı n ı  yuparal,  

az 

„LC 1,(„x.-w(k,,»Jjewe  
f 4,t) = e 

bulurnz.Bu gene .,(`?-4)'e Aötfirer thmlevdir;filiyle ki,x-y ni. 
' 

ve rX -4- .4: ,p'/ 	kenurSd, 

e.:C1..„-x--‘..›NoW) 
( 	)

44  --rix—u%  kit /4 (-,, + •13c)]  

elde edilir ve bo fonksiyenun mutlaklcaresi r  

f(x
, 
 t) I 2 
  4/2-

e
:- 1.4 	k 2/2(42+,3%i a)] ,  

.bu,tepesi 
	

liz ı  ile giden'hir dalga paketini gsterir,fakat onun belirli 

. bir genigliki yoktur: t =0 *da Of olan t, elik rIsinı di 	+ 13 2  t2 	) olur, 

demek ki puket ajwirsaktad ı.r.  GeniS1 il< 

gt4T .  Vr"; 	
0,142" ■ ."2 

4 + 

ile orantIll oldu ğundan, o( biyiikse yani nraysal olarak gen ile ba-

Ignirsa,"alma oran ı  kiiçilk olacakt ı r. 
En önemli aennu4U 	1.1-  ti (2^Lmomen 	veAcinetik 	 2  

bir- , Fa~ew ı  <ptii steray ıyorse, 

— + 
Y e   

(2-l5) 

(2-16) 

ve C< yeri- 

dIAJ 

.1 k 	m 
almsai gerakir.Aynica:1 	n lraannuM 

(2-18j 

intialuea dnerileat, 

3 Zu,I ş i ğı n yay ı lmas ı  özel halinde bulduğ umuz W = lie ile kesinlikle uyu-
anr.Dahe genel olarak,knllonilan usla ırlam;ı  bir paketin tepesiein nerede elneea0 
olgnanna bagltdir; tepe,kx - c,ut evresinin:k'nin foni;siyouU .<;larak minienno olcrugU, 

yani x--(-4-) =7. O oldu ğu yerde olnamn e ğ illmindedir. 
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E .¥İ (..4 

ba ğı ntis ı  kurulursa, öyle ki 

2 M i 

  

(2-19) 

(2-20) 

o l sun;  Tuta ı ll olmak ipin 

    

 

2 -fr 

  

(2-21) 

    

bağı nLis ı n ı 	ğazmamla ~Els. Ala bağı :1 ,41. 	benzer bir yuldan,ilk önce 

De broglie taraf ı ndan ç ı kar ı lm ış t ı r. 

(2-1/) ı iadeal p oiluvıtken 
4 	4?)  (p 	E+),4, 

y(x,t)=  	
1; 	

(2-22) 

214I 

biçiminde yaz ı labilir.Yukar ı da yapt ığı m ı z gibi, E = p2/2m olduğ u,pntansiyelden 

bağı ms ı z bölgede hiZ•i npa.29a4ik" i hareketini betimliyorsak, -.44 (x,t) dalga paketi 

..(X ı k) 	 1 	/J? 46 to E eL(r. — Ek)/ 4,, 
= \(2:7-1A, 

= .gfit--E”Ah r.L. (40)  ■1:_> ._ e  
r2.-; 	j  	2rn 

41 2  
(2-23) 

parçal diferansiyel denkleminin bir genel çözümüdür.Bu denklem ve onun bir potan-

siyel içinde hareket eden, bir parçac ı k haline genellenmesi,yukar ı dm ana çizgile-
ri verilen tart ış malardananemli ölçüde soyutlanma gös -terir.Denklemlin bir sanly:2 

gösterimledi ğ i üzerinde durulmal ı d ı r: Klasik fizik difmryinde ne 4J0 yerine 

ne de k dalga say ı s ı  yerine p4%  koymay ı  hakl ı  ç ı karacak bir neden, yoktur. 
Gene dalga paketlerinin at ı lmas ı  güçlü ğ ü ile kar şı  karşı yayı z.Bir (2-17] 

Gauss paketini güzününe al ı rsak, ot 'n ı n ne kadar büyfik oldu ğ una bakmadan, ,.w-

'alman ı n göze çarpı c ı  bir ölçüye ula ş acağı  bir an bolunacakt ı r.Bu deneyimle çe-
li ş ir; çünkü deneyimler örne ğ in çok küçük çekirdeklerin 3 x 109  y ı ll ı k (1020 8n) 
bir dönem süresince de ğ i ş medi ğ ini aç ı kça gösterir.Bölüm l'de biraz ç ı tlat ı lan 
olas ı l ı k kavramlarl,Bölüm 3'de gfirece ğ imiz gibi,burada önemli bir rol oynar; ve 
gerçekte Ist ı lma,parçaai ğı a t= 0 'da yerelle ş ti ğ i yerden uzakta bulunmas ı  

olas ı l ı gınan biJytk1114ii anlam ına gelir. 
Dalga paketi tart ış mam ı zdan çlkard ığı mı z en önemli nitel gözlemlerin biri, 

ıc ve k uzaylar ı ndak ı  geni ş likler aras ıngalbulunan 
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A k ı6 ;> 4 	 (2-24) 

ters kar şı l ı kl ı l ı k ba ğı ntis ı dir.Bunu 	ile çarpar ve la.k = p kullan ı rsak 

(2-25) 

Heisenberg belirsizlik ba ğ intilarin ı  elde ederiz.Geni ş likler x-uzay ı  veya momen-

tum uzayinda parçac ığı n bulunabilece ğ i bölgeyi gösterimledi ğ inden,x-uzay ı nda i-

yice yerelle ş mi ş  bir dalga paketi Aearmw istenirse,o zaman (2-25)'e göre,kla-

sik fizikte benimsenenle çeli ş ik olarak,pakete iyi tan ı mlanm ış  bir momentum 

ba ğ lamak olanaks ı zd ı r.Ayn ı  nedenle,dar , s ı n ı rlar içinde tan ı mlanm ış  bir momentum-

la belirlenen bir dalga paketi uzaysal olarak çok geni ş  olmak zorundad ı r.Bu,mo-

mentum ve yerin ikisinin birden belirlenebilece ğ ini vurgulayan klasik betimleme 

üzerine konulan s ı n ı rlamalardan biridir.Huantum fizi ğ inde bir sistemin parçac ı k 

davran ışı  ve dalga görünümü gibi,momentum ve yer de sistemin tamamlay ı el özelik-

leridir; ve kuramda bunlar ı n ikisinin birden e ş zamanl ı  olarak saptanabilece ğ i bir 

deney olanaks ı zd ı r. .ı 'nin kfiçüklü ğ ii,klesik fizi ğ in al ışı lmış  kavramlar ı n ı n yal- 

n ı zca mikroskoliik aistemler için ba ş ar ı s ı z olaca ğı n ı  güvenceler.Örnekin 10 - 4  gr 

kütleli bir toz parças ı  104  cm/sn h ı zla hareket ediyor olsun; çarp ı mdaki belir-

sizliklerin biri milyonda bir ise, o zaman 	Ap ~10-6  olmas ı , Ax ' 	10-21  

cin olmas ı  demektir; bu bir protonun yarlçap ı ndan 10-7  kez daha küçüktüriClaski bir 

lkihr »rfleepoindeki elektron 19111 durum' bOylelLo ğildlr. 	 micit/n al ı r- 

sek, o zaman 	Lı x 	4hn/moot büyüklUğ ü yöröngelerin yar ı çaplar ı  basama ğı n- 

da olur. 

Aş a ğı da,birkaç Dü ş ünce Demeyi üzerinde duraca ğı z; bu deneylerde parçac ı k-

dalga ikili ğ inin,(2-25) ba ğı nt ı s ı ndaki bir bozulmay ı  önlemek için nas ı l i ş ledi-

ğ ini ayr ı nt ı l ı  olarak gösterece ğ iz. 

(a) bir elektronun yerini biçme: Bir elektronun yerini ölçmeyi amaçlayan 

Ş ek.2-2'deki denel düzene ğ i dü ş ünelim.Elektronlar,iyi belirlenmi ş  px  momentumu 

ile art ı  x do ğ rultusunda giden bir demet olu ş tursunlar.Elektronilan.:aaç ı lan ışı -

ğı  gözleyerek elektronun nerede yerelle ş ti ğ ini görmek için mikroskop(mercektek-

ran) kullan ı l ı r.I şığı  eksi x do ğ rultusunda göndeririz; belli bir elektron belli 

bir fotonu saçacak ve foton mikroskoptan geçecek biçimde geri tepecektir.Optik-

ten bilindi ğ i gibi mikroskobun glizmesi ş elektronun yerelle ş ebilmesindeki kesin-

liktir.Bu, 

(2-26) 
sin 

d ı r ve burada i1 ışığı n dalgaboyudur. 

yeteri kadar küçültülür ve sin qiı 	de büyfitüliirse, Ax'in istenildi ğ i kadar 

küçük yap ı labilece ğ i görülebilir.Hu ise ş imdi görece ğ imiz gibi,elektron 



Ekran 

rs"\vrcek 

E \ ekkro re 

:ek. 2-2. E1 ,2kironnn y 	■ilgeeek heisenberg mikroskobanmn. ş eMatik çizimi. 

sin Q3 	••••-• ıs'Irtk 
ein 

2 
h ı> 

namen 	mutlu x-lı ile ı eni ile ilgili b 	yit 	karill ğı bc!a yapilabilir.Kmaf,- 

tum kuram ı  bize,meree ğ in arkas ı ndaki ekran üzerine yaz ı lanlarin aslxxida,eletron-

lardou saçilarak oraya vuran bireysel fotonlar olda't±unn syler,Fotonon saç ı lmadan 

sonraki doraltmsu,açlkliin saptadll açlnin s ı n ı rlar ı  Olç+is;i ıide belirsizdfr.hu 

nedenle elektronun geri tepme momentumnnun - , 

6 	2 	 
C 

kadar belirsizdi 

g4Uikten kurtulabilir miyiz? N ı saeasl,fotonun do ğ rnitusm onun momontumm 

ile iiirtil li.r,Fe ' 
	

xi tepmeaini tilçebi I ı.ek,fo -lonun(ve 

dolay ı siyla elektronun) meme 	 elir 	 do;;ra ı dur;Jaket  

miroskohm 1.>iiş  defa "g'6zlenen" sistemin bir parças ı  olarak 	 un m 

mu belirlendiginden 	defa ‹da 	yeri için tasslanmallyxz.inkti Mikroskl.p da 

belirsizlik ba4 ı ntzsarza mymalid ıx; ve momentumm belirlenmi ş  ise,yeri daha 	kesin- 

likle ,  "klülk" A şizlem aygitlarx dalmakesinsizlikla kar 

siya kulaea,Atir. 

(ii) (.,;ft-yerik denzLL 	- 	„ bir elekt o rnun li  iki yy vil,:Lfi7 geçerek er- 

lx ı 	i a  iTe desoninin.elektronun euftii delikt.en tieçtiini bilmek 	 imi re  

ada fr'tvnlar için t, 	 ,fakat 	k ı rin ı m 	n 

el klr 	1..,r iç 



1.4!  

Yar ı k 
	

Buluta 

ekran 	 tkran 

KatLnak 

Ş ek.2-3. İ zleyicisi bulunan çift yar ı k deneyi. 
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mant ı k bak ı m ı ndan uymad ığı n ı  ortaya kaymu ş tuk.Bbyle bir bilgi desenin,yar ı klar ı n 
birinden veya öbüründen gelen elektronlar ı n bir üstüste gelmesiyle olu ş acagı n ı  
söylüyorduaakat bu bir giri ş im deseni vermez.Blektronlar ı n hangi yar ı ktan geçti ğ i-
ni belirleyen bir "izleyici"nin,giri ş im desenini y ı kt ığı ni göstermek için Lıelirsiz-
lik bag ı nt ı s ı n ı  kullanabiliriz.Yar ı klar aras ı  uzakl ı k ot ve yar ı klar ı n ekrana il-

zakl ı g ı  d olsun.Yap ı ci giri ş im ko ş ulu 

sin 0 = n 
"›. 

(2-29) 

d ı r,böylece ekranda biti ş ik maksimumlar aras ı ndaki uzakl ı k d sin A n+1  - d sin On  = 

d;kja dir. Ş imdi bir elektronun yerini, ekran ı n hemen arkas ı nda,bir Ay <:a/2 kesin-

li ğ iyle belirleyen bir izleyicinin bulundu ğunu düş tinelim; bu bize elektronun hangi 

yar ı ktan geçti ğ ini söyler ( Ş ek.2-3). Bu durum, elektronun y do ğ rultusundaki momen-

tumuna 

p
y 
> 2h _-_- 

a 

büyüklüğfinde bir belirsizlik vermelidir. Böylece 

	

Qp 	
2 h 	2 Y > — - ,1 

	

P 	a p 

(2-30) 

(t-31) 

olur. Böyle bir belirsizlik elektronun ekrandaki yerinde, en az ı ndan 2',Xd/a bu- 

yöklüğ ünde bir belirlenemezlik verir. Ve bu, maksimumlar aras ı  uzakl ı ktan daha 
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büyüktür; böylece çal ış an bir izleyicinin giri ş im desenini silece ğ i ve hiçbir 

mant ı k çeli ş kisi olmad ığı  sonucuna var ı r ı z.Ku ş kusuz,tam tersine mant ı ksal tutar-

l ı l ığı n 

A;:ı 	y > b 	 (2-32) 

olmas ı n ı  zorlad ığı n ı  tart ış abiliriz. 
(c) Bohr atomundaki yörüngelerin"gersekligi". Bölüm l'de belirtildi ğ i gibi 

Bohr atom modeli yar ı çaplar ı  Rn 	rı  n 2  / o( ıne ile verilen yörüngelerle il ğ ilidir. 
Öyleyse verilen bir yöriinge tasla ğı n ı n ölçülerini belirleyecek bir deney ş öyle ol-
mal ı d ı r: Atomdaki elektronun yeri, 

Ax <.‘.. R
n 
 — R 

n- ı 	me ( 2- 33) od;  

kesinliiyle Olçülmelidir.Bm,elektrona Ap» mc ot/2n büyfiklü ğ ünde denetlenemez 
bir momentum aktar ı lmas ı  demektir.Bu ise,elektronun enerjisinde 

6 E 	1)  	Niı   MC  °I 	Ot C 	mc
2 
64

2 
m 	n 	• 2n 	2 ıı 2 

(2-34) 

buyakid ğ ünde bir belirsizlik olmas ı  demektir; ve bu,yörüngedeki elektronun ba ğ lan-
ma enerjisinden çok bfiyüktür.üyleyse böyle bir ölçüm,elektronu yörfingesinden d ış a-

r ı  atacak ve sonuçta yörüngenin tasla ğı n ı  çizmek olanağı  kalmayacakt ı r. 
(d) Enerji-zaman belirsizlik ba ğı nt ı s ı . (2-25) bağı nt ı s ı n ı  al ı r ve onu, 

P &P .  kı xm 	
;Zo 

P 

biçiminde yazarsak,ilk çarpan ı  sistemin enerjisindeki belirsizli ğ in bir ölçümü 
olarak; ve kı x/NY ikinci çarpan ı n ı ,sistemin zaman içinde yerelle ş ebilmesinin 

At belirs'zli ğ i olarak yorumlayabiliriz.Bu,enerji-zaman belirsizlik bagint ı s ı -
n ı n 

A E A t :;?, 	 (2-35) 

oldu ğ unu sOyler.Böyle bir ba ğı nt ı ,dalga paketinin (2-22) biçiinden de ç ı kar ı la-

bilir; çünkü E ve t, p ve X gibi,ayn ı  terskar şı l ı klil ı k bag ı nt ı s ı  ile ortaya çl-
karlar.Bu ba ğı nt ı  görelilik kuram ı  ile de öne sürülmü ş tür; çünkü momentum ve ener- 
ji gibi,uzay ve zaman da birbirine çok s ı k ı  bagl ı d ı r l:Gerçekte gbresiz kuantum meka-

niginde uzay ve zaman biraz farkl ı  bir rol oynar; ve bizim (2-25)'i kuantum meka-
ni ğ inin anlat ı m ı ndan ç ı karahilmemizin tersine,bu durum (2-35) için do ğ ru de ğ ildir. 
Gene de enerji-zaman belirsizlik ba ğ :Alt ı s ı  (2-25) gibi,knantum mekani ğ inin nitel 
yap ı s ı n ı n bir parças ı d ı r. 

5  (ct,7') ve (E/c:14;)':1 4.n ikisi de,Loreniz dönüsfimleri alt ı nda kendi içlerin-
de dönü ş en dörtlü vektörlerdir. 
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Einstein,kuantum mekanig ı niu geligmesindeki temel katk ı lar ı na kar şı n e onan 

sonuçlar ı  için her zaman endi ş e duymu ş tur; ve 1930'daki Solvay Kongresi'nde 6 , 

(2-35)'in ortaya att ığı  s ı n ı rlamalmrdan görünü ş te kaç ı nan bir Dü ş ünce Deneyi öne 

sürmü ş tür. Einatein içinde ışı n ı m bulunan bir kutu ve kutu içinde bulunan bir saat-

le denetbenen bir kapak önermi ş tir.Kapak mekanizmas ı  bir deli ğ i,iatenildi ğ i kadar 

k ı sa bir dt zaman ı  için aç ı k tutacak biçimde düzenlenmi ş tir.Kutudan ç ı kan fotonun 

enerjisi,&utuyu kapa ğı n aç ı l ışı ndan önce ve sonra tartarak tam do ğ rulukla belirle-

nebilir. 

Bu uslamiaman ı t Bohr taraf ımdan çüriitülmesi,bir Dü ş ünce Deneyinin fizik yasa-

lar ı na uymas ı  gere ğ inin güzel bir aç ı klamas ı dı r.Bobr, Ş ek.2-4'de gösterilen ayg ı t ı  

gözönüne •  alarak ş u nok - talar ı  vurgulad ı : 

1. Bir tarta,bir ölçek göstergesinin bir dx doğ rulu ğu ile okunmas ı  demek-

tir.Bu ism,kutunun momentumunda dp 	4% ./Sx ile verilen bir belirsizlik olma- 

s ı  demektir. 

2. Bir 	Am kütle de ğ izimi bulgulanacaksa,tart ı  bir T zaman ı  almal ı d ı r.Bu 

süre,kiitledeki de ğ i ş imden gelen gl Am itmesinin(g = çekim ivmesi), ,dp 'den çokça 

büyük olmas ı n ı  sa ğ layncakkadar uzun olmal ı d ı r; yani 

g T dm >> 	/Ax 	 (2-36) 

3. Geçerlili ğ i iyi bilinen eadegerlik ilkesine göre,bir çekim alan ı nda dü-

zey konusdaki bir Al ı r 	 h ı z ı nda 

â T 	g  x 

T 	c
2 

ile verilen bir de ğ i ş km gerektirir.Bu 

AT  

T 	 g T Am 

verir,bu da 

nı c 2  dT = dE d T 

(2-37) 

(2-38) 

demektir, Bu enerji-zaman belirsizlik na ğı nt ı sin ı n geçerlili ğ ini gösterir. 

belirsizlik ba ı nt ı lar ı  ,-.J.k. roskobik fizikte kaba say ı sal keatirimlerde kul-

lan ı labilir.Bunu birliRç örre7;.cle aelklayalim,bnnlar ı n ilki hidrojen atomudur. Atom 

6 - Bk. *':ela Bobreun güzel denemesi : Einatein ile Atom Fizi ğ indeki Bilgi-

kuramsal :roblemler Konusunda Tart ış malar° , Atomic Physics and Human Knowledge, 

John Rkt Sona C1958)'de basilm ış t ı r. 

Eş de ğ erlik Alkesi,bu kitab ı n sonundaki Özel Konular kesim 2'de tart ışı l-

mış t ı r.Ayr ı ca da,i1kemin Einatein taraf ı ndan biçimlendirilmi ş  olmas ı  hogtur! 
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Ş ek.2-4. AE At > h bağı nt ı s ı n ı n bozulusunu göstermek için dfizenlenmis 
Einstein deneyinin yar ı -gerçekci çi;iMi.North Holland Publishing CompanY, 
Amsterdam' ı n izni ile,Niels Bohr,Atomic  Pbvsies and Human Knowledge,John 
Wiley (1958)'den al ı narak burada yeniden bas ı lmış t ı r. 

_içindeki elektronun konumunun bilinmedi ğ ini ve Imbewoja koordinat ı n ı n r oldu-
ğ unu dfisfiniirsek,o zaman 

(2-39) pr 

r pinsindan itad~tımalaılıA verir: 

2 
Es --2-- 

2m 
e
2 

r 



e
2 
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(2-40) 

= 

(2-41) 

(2-42) 

bir düzendir,çünkü (2-39) ye- 

2mr
2 	r 

Enerjinin minimum de ğeri, 

) E 	 e ------- 	- 	+ 
)1- 	mr

3 	r2 

&bn elde edilir,bu denklem 

2 
r = 

2 
me 	mc Of 

verir,ve karşı l ı k gelen E enerji de ğ eri 

2 	2 
E = 	mca( 

2 

dir.Enerjiniu gerçek de ğ erini elde etmemiz olgusu 
rine rahatl ı kla pr 	h yaı abilirdik ve o zaman de ğ i ş ik bir sonuç elde ederdik. 
Gene de E,doğ ru değ erinden yaln ı zca bir sayı lal sabit kadar ayrı l ı rd ı  ve genel bü-
yüklük basama ğı  yine aynı  olurdu.Önemli olan klasik kuram ı n tersine,beliraizlik 
ilkesi nedeniyle enerjinin a ş ağı dan sı n ı rlanmış  olmas ı d ı r: -r'yi küçülterek,yani 
elektronu çekirde ğ in daha yak ı n ı na koyaraigeksi) potansiyel enerjide bir artma 

elde edilir;fakat bu,kendisiyle birlikte kinetik enerjinin artmas ı  zorunluluğ unu 
da ta şı r. 

Ba ş ka bir örnek olarak çekirdek kuvvetleri problemini gözönüne alal ı m.Bun-
lar ı n erimleri bir fermi,yani 10 -13  em basamağ indad ı r.Bu *ı /Ir ~10 14gi em/e 

olmas ı  demektir.Bu momentuma kar şı l ı k olan kinetik enerji, 
2 

P 	 10-28 

dir.Burada M nfikleon(proton ya da nötron) kütlesi 1,6 X 10-24  gr'd ı r.Potansiyel 
bunu karşı ladığı  gibi bağ lanmayı  da saglamal ı d ı r,bu yüzden 

	

Ni "J 3 X 10-5  erg "ı  20 MeV 	 (2-44) 

olmal ı d ı r.Gene bu,kabaca bir büyüklük basamağı d ı r;fakat potansiyel enerjinin a-
tomlardaki gibi eV ile de ğ il,MeV ile ölçülece ğ ini gösterir. 

Bir ba ş ka aç ı klama da çekirdek kuvvetlerinin Yukawa mezonu kuram ı ndan ge-

lir.1935'de Yukawa çekirdek kuvvetlerinin,nükleonlardan birinin yeni bir kuantum 

yayı nlamas ı  ve öbürünün bunu so ğ urmas ı  ile doğ acağı n ı  öne sürdü; bu yeni kuanturn, 

pi-mezonu(pion da denilen)dur. 8  Bu kuantumun kütlesi o. ile gösteriliree,o zaman 

8 
Bu k ı saca,Ozel Konular'daki Yukawa kuram ı  ile ilgili olan kesim 5'de 

tart ışı lmış tir. 

	 "J 3 X 10
-5 erg 	 (2-43) 

2M 	3.2 X 10
-24  
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onun yay ı nlanmas ı  bir 6E "JtAc a 	enerji dengesizliğ i ortaya ç ı kar ı r ve bu 
yaln ı zca bir 	hit 	 ¥t/tkei.. 	zaman ı  içinde olur.Parçac ığı n bu 

sürede gidece ğ i uzakl ı k e .M ıv 'h/tte 	basamğı ndadı r.Uzakl ı k için 
- 15 ro = 1.4 X 10 	em al ı rsak, 

X 	f1m 
lıse 

r  

0
-27 

X 3 X 10
10 

erg "..! 130 MeV 	(2-45) 
1.4 X 10 13 

buluruz.En sonunda pidnun bulunmas ı  ile,bu kestirimin çok do ğ ru olduğu anla şı ldı ; 

çünkü pion için 	tAc2  (2'.!.. 140 MeV 'dir. 

Özet olarak,parçac ı k ve dalga özeliklerini birle ş tirmek için deneme türün-
deki en çocuklu giri ş imimiz bile deneyle tutarl ı d ı r ve bizi atomik görüngülerin 
klasik düzeydeki betimlenmesinde bir belirsizli ğ e götürmü ş tür.Bu belirsizlik hem 
Düş ünce Deneylerinin tutarl ı  tir betimlenmesi için gereklidir,hem de gözlenenler-
le uyum sa ğ lar. 

Problemler 

1. (2-1) ile tanı mlanan bir dalga paketini gözönüne 'al ı n ı z,burada g(k) 

k < -K 

= N 	 -K < k < K 

= 0., 	 K < k 

olarak verilmi ş  olsun. 
(a) f(x)'in biçimini bulunuz. 

(b) ,/ '1 dx lf(x) 1 2  = 1 

olmas ı nı  sağ layan N de ğ erini bulunuz. 
2 	1  (c) Bu değ er,N'nin 	J dk 	1 s  (k) 1 

211, , 

olmas ı n ı  sağ layan seçimine nas ı l ba ğ l ı d ı r? 
(d) (a)'daki yan ı t ı n ı z için 	Ax'in akla yatk ı n bir tan ı m ı n ı n,11'nin de- 

ğ erinden ba ğı ms ı z olarak 
Ak Ax > ı  

verdi ğ ini gösteriniz. 
2 . 

/ (k) 	2  N  
k + ot 2 

w I • 



Belirsizlik Ba ğı nt ı lar ı 	41 

olarak verildiginde f(x)'in biçimini bulunuz.Gene iki fonksiyonu çiziniz ve 

k A:: > 1 
nin sizin o( seçiminizden ba ğı ms ı z oldu ğunu gösteriniz. 

3. 	 4ik2  

2m 

bak ı nt ı s ı n ı n geçerli eldu ğu,özgür bir parçac ığı n Gauss dalga paketinin yay ı lma 

problemi ıriigözönünenl ı n ı z. 

(a) Dalga paketinin büyüklüğü 10-4 cm ve 10-8 cm olmak üzere,paket bir 

bnü gösteriyorse, 

(b) Paket 1 gr kütleli bir +cismi d  gösteriyor ve büyüklü ğ ü 1 cm ise,(2-17'Yi 

kullanarak,dalga paketinin bilyüklüğ ünde'lSn'de olu ş an kesirsel de ğ i ş imi hesaple-

y ı n ı z. 

Geni ş li ğ i 'Irt/nc birimi ile anlatmak uygundur,burada m paketin gösterd 

par ac ı g ı n 

4. Bir elektro demeti 10 41km. uza ğ a gidecek biçimde püskürtülmü ş tfir.ilk pa-

ketin büyUklü ğ ü 1 mm ve kin:etik enerjisi (a) 13.6 eV,(b)100 MeV isepard ığı  yerdeki 

büyüklüğ ü ne olacakt ı r? 

("yar ı . Kinetik enerji ve momentum 	aras ı ndaki bag ı nt ı  her zaman K.E. = 

p2/2m degüldir!) 

5. Bir dalga k ı lavuzunda daigaboyu ile frekans aras ı ndaki bag ı nt ı , 

••■••••••■•••••••+p'• 

,> 2 	„) 2 

ile veribiyor.Böyie bir dalgan ı n grup h ı z ı  nedir? 

6. s ığ  andaki yüzey gerilim dalgalar ı  için,frekans ve dalgaboyu aras ı ndaki 

ba ğı nt ı 	
1/2 

2 71 T  

ile veriUyor.Burada T yüzey gerilimi ve y yo ğunluktur.Dalgalar ı n grup h ı z ı  ve 

bu h ı zla, ■„/r  = :AJ olaraktan ımlanun evre h ı z ı  aras ındaki ba ğıı nt ı  nedir? 

Yerçekimi dalgalar ı  (derin su) için,ba ğı nt ı  

1/2 

"Ş) = 	 
2 7t 

ile verilhyor.Grup ve evre h ı zlar ı  nedir? 
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7. Enerjisi >  
2 

E 	 + 12  2  m clıJ z 
2m 

ile verilen bir barmonik sal ı ngan ı n taban durum enerjisini kestirmek için belir-
sizlik bağı nt ı s ı n ı  kullan ı nı z. 

8. Bir n=2 Bohr yörüngesindeki elektronun Bölüm ',problem 21'de hesaplanan 

"yar ı  ömrünü" kullanarak,n=2 enerji düzeyinin enerjisindeki belirsizli ğ i hesaplay ı -

n ı z.Buldu ğunnz sonuç bu düzeyin enerjisi ile ne ölçüde kar şı la ş t ı r ı labilir? 

9. Tipik büyüklü ğü 10 12 	olan çekirdekler,s ı k s ık 1-10 Meb tipik enerjili 

elektronlar yay ı nlar.Belirsizlik ilkesini kullanarak 1 MeV enerjili elektronlar ı n, 

bozunumdan önce çekirdek içinde bulunamayaca ğı n ı  gösteriniz. 
10. Tasla ğı  a ş ağı da gösterilen ayg ı t,belirsizlik ba ğı nt ı s ı nda bir bozulma 

olacağı n ı  gösterir.Yanlamas ı na olan yer 	Ay 	a kesinli ğ i ile belirlenebilir,ve 

L'yi istenildi ğ i kadar büyüterek gelen denetin enine momentumn olabildi ğ ince küçül-
tülebilir.Ayg ı t ı  ayr ınt ı l ı  biçiMde çözümleyerek,yukarda yap ı lan kapal ı  varsay ım ı  

taya ç ı kar ı n ı z ve belirsizlik ilkesinin bozulmad ığı n ı  gösteriniz. 

Ka yni ı, • 	 
	 L 	 

L, ı: » d 
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Schrödinger Dalga Denklemi 

Bölüm 2'de, özRiirce hareket eden bir pnrçaell belli yaklae ı mlar içinde be-

timleyen bir dalg ıipaketinin sagb ı d ığı  bir parça' diferansiyel denklem elde etmi ş -
tik.Bu bak ı mdan, 

4 2.  
2 rn 

(3- 1) 

denklemini,bir özgür marçac ı g ı n bel ı mlenmesi için uygun denklem olarak alaca ğı z. 

(2-23)';In çikar ı lmas ı ndaki s ı ray ı  te'rgine çevirerek,ba denklemin en genel ı -.özömü•

ni:n ) (    f p (f) 	 (3-2) 

olde ğ lı nn görürfiz.Uümftevin ; .in ■ ;tı deivi boyland ı rma,çarpan ı n ı n nedeni Denk.(3-26)'da 

denkftemin 'ılı (x,r) çiizii ıaiiniin yorumlanmas ı «.enn alici bir nokt a --

d ı r; bu yoruma geçme , bm önce,den! , lemin zaman türev ı  bak ı m ı ndan birinci busamaktan 

olmas ı  gerçe ğ ine ılikkt edelim.u,bir kez ynin 	1,(x,0) ba!lang ı ç deeri ve- 

rildiyse ütoki biitnn amanlardaki de ğ erlerinin bulunabilece ğ ini belirtir.Dunun 

böyle oldu ğu denlemin ya da en genel çözümün hiçiminden bellidir; say ı sal bir 

bilgisayur ı n i  gördü ğü gibi 

(X, t)  

	

(X ş t,  + A 	y x ,t) — 
2m 	

2 

olmaktad ı r. -4, ( x,0) werildi2inde p'(p) fonksiyon]: (3-2)'den bularabilir,t 	O 

için..  

	

1f(x,0) 	
jr 

d lı  (4(p) e 
 13'c t>,h 

Vr  2 TT )f 

denklemi tersine 5.evrill):Ur ye bir kez 0(p) b ı lirire,çzöM tüm t de ğ erleri, 

ı  
Ay 	ap le r ı k bir a 	At kiiçiik fakat s ı f ı r olaak özüzere,, i)1/(x,t)/ ? 

yerine 	[y(x,t 	/5 -0 	"y(x,tq / 	

mm 

At al ı nmal ı d ı r. 

(3:3) 

(3- 4) 
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için bilinir.Diferansiyel denklemde hiç bir ''belirsizlik" olmad ığı na dikkat ediniz: 

Bir kez dalga paketinin ba ş lang ı ç durum bel irlendiyse 	buraya kadar '141(x.0) üze- 

rinde hiç bir k ı s ı tlama yoktur--daha sonraki tüm anlarda dalga paketi tam olarak 

belirlidir. 

y (x,t) için bir yorum ararken ş unlar ı  ak ı lla tutmally ı z: (1) Genel olarmk 

^y(x,t) karmal bir fonksiyondur örne ğ in . (2-16)3, ve (2] 	1.1f(x,t)i -  fonksiyonu, 
..ix ,,loulundugunu parçac ı 	 sand ığı m ı z yerde büyük, onun d ışı nda küçfiktür.1114Böliim 2'de 

tart ışı lan aluılmos özeli ğ ine de ba ğ l ı dar.Max Born'nun önordi ğ i, 

P(x,t) dx = 1 .4(x,t)I 2  dx 
	

(3-5) 

denklemi, 1V(x,t) dalga fonksiyonu ile betimlenen parçac ığı n t an ı nda x ile x+dx  

aras ı nda bulunabilmesi olas ı l ığı n ı ,tan ı mlar,ve bu öneri dalga fonksiyonunun uygun 

yorumunu aa ğ lam ış  olur.P(x,t) olas ı l ı k yo ğ unlu ğu gerçeldir,parçac ığı n bulundu ğ u 

san ı lan yerde büyüktür ve bu yo ğ unlu ğ un ilıvillıamx belli 	parçac ığı n 

anlam ı na gelmez; bu,zaman ilerledikçe parçac ığı n t=0 ikem b ı rak ı ld ığı  yerde daha 

az olas ı l ı kla bulunmas ı  demektir. 

Ila yorumun geçerli olmas ı  için, 
ao 

f P(x,t) dx = 1 	 (3-6 ) 

olması n ı - i~me-l-iy.is-,çünkü, parça.c ık bir yerde balunmal ı d ı r..(1) gibi, çizgisel bi ı r 

denklemde, 1/(x,t) çözümü bir sabitle çarp ı labilir,ve bu gene bir çözüm olarak ka-

l ı r.11öylece Denk.(3-6), y(x,t) çöziimlerini kareleri tümlenebilen bir fonksiyon- ,- 

lar s ı n ı f ı na s ı n ı rlar.Aş a ğı da görece ğ imiz gibi, 
ta 

dx 1 -*(x,0)1 2  ‹, 00 	 (3-7) 

olmas ı n ı  istemek yeterlidir,yani ba ş lang ı ç dummı leı lefonksiyoniar ı n ı n karesi  

tümlenebilir olmal ı d ı r.Bu ş u demektir: Sonsuz bir tiimlev aral ı g ı nda V(x,0), son,- 
suzda en az ı ndan ıt-1/2-6 

'un h ı z ı yla s ı f ı ra gitmelidir: burada E istenildi ğ i 

kadar küçük olabilir,fakat pozitif bir say ı  olmal ı d ı r.Ayr ı ca, y(x,t) dalga fonk 

siyonlar ı n ı n x'e göre sürekli  olmas ı  da gereklidir. 

Fiziksel bak ı mdan anlaml ı  nicelik 1 1fı (x,t)1 2  oldağundan,denklemin çözümün - ün 

evresi pek önemli görünmeyebilir.bu yanl ış t ı r! Denk.(,-I) çizgisel oldu ğundan, 

1,ti ( x,t) ve 	-40 (x,t) çözüm ise, 

Y(x,t) = 	0( 1 •4(x.t) 	c< İ Y(x • t) 	 (3-8 ) 

de çöziimdiir; burada ,« ve 	istekael karmel say ı lard ı r.(3-8)'deki yx,t)'nin 

mutlak karesi,aç ı kça görüldü ğ ü gibi, iki terimin ba ğı ' evresine ba ğ l ı  olacakt ı r:bu 

çok öneMlidir.flunn görmenin daha fiziksel bir yolu klasik optikteki ı ift-yar ı k de-

neyine bakmaktir;giri ş im desenini,bu deneyde bu iki yar ığ a e ş lenen dalga fonksiyo-

nunun iki parças ı  aras ı ndaki evre ba ğı nt ı s ı  belirler.Ku ş kusuz,tüm tenimlerin ortak 

bir evre çarpan ı n ı n önemsiz olduğu do ğ rudur. 



a ı  r( x, ) 
"ay,  

t 

fi 

2im 

(3- 11) 	 P( xit) +  	 = O 
a x 

e rsokk 

olur.Aklyi 

ile tatl ı mlareak, 

ollaunn 

+ y,  

2 	)t• 

> T"- 	Y 	 

) 
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ş ioulipt=0 'da konular ı  (3-6) ko ıv ı lunanber ZaNaP (4Vçer i oldu ğ unu getorere-

ğ iz.Bunun için bize,Dr ı nk.(3-1) ve onun karma' e§leni ğ i olan, 

• fr 	 •••,1 	lık" 

- —i+ 	"''Y (x,t) 	4"l 	d 1,(x,t) 	
(3-4) 

cı  x 

denklenı i Uerekir. Böylece 

f ıdx P(x,t) = 	d 

—00 

x,t) = 	 ) 

bulnruz; Onkil kareyi ıAmianobilen funksiyonlar için e 	 aorı azda s ı f ı r olur. 

Ayr ı ca 	1.1)(x)*de 	 Ou..lunsa•dx,bn bizi ak ı d.a ve doloy ı lyia ola ı l ı k 

yogunlunda deha-fonliyonu 2 	 glWiriirdU.0y ,,,a,fiziksel olarak gbA- 

le ,, obileu bir 	 in 	 tokillikler o)amaz. 

(3-11) ıı u ğı nc ı sr. b r 11.. ı,ı ltı nun yo ıııı ald_ıı r.Bu,l ı ir x b ıAgoudokl yo ğ onluto o-

i ıı aan bir de ı çmeni ıi,e iu1Ftt. 1E i/lrn tı k~ net bir degl ş rloyle kar!ıı lludi ı 	ı  

La A ıı iatl'f; 

6 	 6 1 
dx P(x,t) = 	jf-  

- dx  

x 

	

— (1 .',t) 	 vs) 

2  lı elta Qa,nks1vt,ulari isia tlrL ı Ek A. 
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V(x)'in serçe' olmas ı  koeuluyla,(3-1)  denklemi, 

i t, 	 -,) ," ,, ,t), 	2 	1/(x,t)  + V(x)^4, ( x,t) 	(3-14) 
at 	 2m 	 '') x 2 

	

olarak de ğ istirilirse,P(x,t)'nin tan ı m ı , 	(x,t) ve koranum yasas ı  yine geçerli- 

dir.ku dnemlidir;çfinkö ilerde tart ı saca ğı m ı z gibi (3-14),hir V(x) potansiyelinde-

ki bir parçac ı k için Schrödinger denklemidir.Üç boyuta genellestirme kolayca ya-

p ı l ı r ve Denk.(3-14) 

1 -e> ■ii(x,y,z,t) 	.._ 	'1f N 2   ( " 2 	-;) 2 	'â2  

	

i -,1 	 ---7,-,.. 	+ 	rı  +,-2" ) Y ( x ş  Y , z , t ... 	) 

."t 	
2m 	dx - 	?y' 	"z 

-t- V(x,y,z) - 1((x,y,z,t) 

olur,hu k ı saca 

42--V■V('Z.,t) 4- 	1/(1.',t) 
t 	2m 

olarak yaz ı l ı r.Denk.(3-11)'in genellestirilmesi, 

-* 
	 P(7% t) ±(1.--",t) . o 

t, 

(3-15) 

(3-16) 

verir, burada 

ve 

dir. 

1 -4, 0% t >1 	 (3-17) 

(r,#)   L 
 r 
'ıfi( ı ,t) kŞiı (7,t)-9 -eyri,thf/(;•,t)1 	(3-18) 

2im 

P(x,t) olas ı l ı k yo ğ unlu ğ u verildi ğ inde,x'ir fonksiyonlar ı n ı n beklenen de-

ğ erleri hesaplanabilir.Genel olarak, 

< f(x)> = j(dx f (x) P(z,t) 	f dx 	 (x)y(x,t) 	(3-1 9) 

olur3 ,Bunun yaln ı zea,tilmlev yak ı nsaksa anlam ı  vard ı r.Momentumu x cinsinden nas ı l 

yazaea ğı miz ı  bilmedi ğ imizden,momentumun beklenen de ğ erini hesaplamak istersek bu 

denklem bize yard ı mc ı  olmaz. Ş öyle yapmaya çal ış al ı m; Klasik olarak, 

olduğundan, 

dx  p = mv = m dt (3-20 ) 

3  Soniu,ayr ı k,p i  olas ı llki ı  bir "örnek uzay" için 1: pi = l'd:ir; herhangi 

bir de ğ i ş keniu bu uzay fizerinden ortalama de ğeri ise, <f> 	2: r.p. olur. 
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yazaca ğı z,bu 

< P> = m 	d <:„>= ttt 	d   
dx 	 '(x,t) 

	

dt 	
i 	 -y 

d t 

-/p4*  

	

<P> m 	dz  

(3-21) 

verir.Tlimlev i ş areti alt ı nda hiç bir dx/dt olmad ığı na dikkat ediniz.Zamanla de-

ğ ien tek nicelik 	y(x,t)idir,ve x'in zamana giire de ğ i ş mesini bu de ğ i ş im sa ğ - 
lar.Denk.(3-1) 1 i ve karmal e ş leni ğ ini kullanarak, 

00 
41  I d  ( <P>- 	.?

2
N 

x 

	

}, 	 .) 

	

x2 	 x2 
2i 

elde ederiz.Durada 

a . .,v)_ -?-1,4<- 1„ 	•aNI: -̀ x  ?y,  

	

?T 	i 	) X 	IL 

İ  ? - \ •I' "' 	‘1 	-? 	, 	.,!) ) ÷ . , ,,'t 	y 

	

d x ( ax 	d 	 dx 

1 	• 	••‘}, 	 )t' 	*- 	1•'-',  
-----,7.  07x ---- ) + 	

\  

-,, x 	+ - t' " 	2  

oldu ğ undan,tümlenen 

( 	 ,1,-x,t) + 2 

x  

biçimini al ı r, ve bunun sonucirolarak: 

<p> = I dx 	(x,t) 	

)x 
	 3-22 ) 

olur;çönkü karesi tlimlenebile ❑ fd ksiyonlarda törevin tiimlevi s ı f ı rd ı r. 

hu,momentumun 

(3-23) 

i ş lemcisi ile ghsterilece ğ ini ve daha genel olarak, 

<f(p)>= fdx y(x,t) f 	 x,t) 	 (3-24) 

olaca ğı n ı  söyler. 

?*Y4  
X 2  
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Bu gosterimle donanm ış  olarak simdi,Denk.(3-2) 1 de ortaya ç ı kan 0(p)'nin 

fiziksel anlam ı n ı  eart ış abiliriz.fineelikle,0(p) zamana ba ğ l ı  olmad ı g ı ndan,bu 

denklemi t.O'dainoelemek yeterlidir. 

x ) = 	v-2141 f dp gs(p)e 	
2 V ✓ 

dk 0(17 k) e 

oldugnnu ve b r Pourier tömlev ı  için tersine çevirme formölfinb kullanarak, 

0( .., k ) 	1  

2Btı  fdx  
bulurnz.Bunu 

I  dx y(x)e—L "'L"  
V. 2141 

(3-25) 

olarak da yazabiliriz.Böyleee 

f dP 9>*( P) 95  (P) = f dP 1>"(P)2;T;- f dx ıv(x) e.".--;̀  1  

---J dx 	 fdp cp/ p ) e•■ ;10 X.A., 

• J( dx y(x) \l/ 4 (x) = 1 	 (3-26) 

buluruz.Bu sonuç matematiksel 	YaZiada Paraeval teoremi olarak bilinir.Bu teorem, 

bir fonksiyon l'e boyland ı r ı ld ı ysa onun Fourier dönüsmü§iiniin de l'e boyland ı r ı ldığı -

n ı  söyler. 

Bundan sonra 

<P>. ✓
dx rJ (.) 	—1  

d(x) 

dx 

	

d 	1  ▪ J dx "\t,*( x) f dP cfr (P) e. 

	

dx 	12Tur■ 

= f dp 	(p) p  	dx 	m ‘ı 	r
x, e 

NI 2 71%.% 

▪ f dp s6(p) P St) * ( P) (3-27) 

yi göz önüne alal ı m.Bu sonuç,Denk.(3-26) ile birlikte,0(p).nin momentum usay ı ndaki 

dalga fonksiyonu olarak yorumlanabilece ğ ini kuvvetle cliisündörür.Böyleee 10(p) 1 2 , 

parçac ığı  p momentumunda bulman ı n olas ı l ı k yoğunlu ğunu verir. -4, ( x,t) Denk.(3-14)?.. 

bn bir çözümü oldugundan,0(1),t)1Yi 
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y(x,t)= 	1 	jr.  dp0(p,t)C
4: rx 
	 (3-28) 

lliı  

ile 	tan ımlayabiliriz.Gerçekten,genel olarak %(p,t)'nin (3-26)'y ı ,(3-27)'yi ya 

da onlar ı n yorumunu de ğ i ş tirmeyen bir zaman bag ı ml ı l ığı  vardı r.Okur,x- ve p-uzay ı  

aras ı ndaki bu bak ışı ma kar şı n,p = ( .K/i)( 	/ 	x)'in bir i ş lemci oldu ğ unu,oysa 

x'in i ş lemci olmad ığı n ı  dü ş iinmesin diye,x'in de gerçekten bir i ş lemci oldu ğunu 

sövleyelik.x-nzay ı nda özellikle basit bir biçim ortaya ç ı kar,fakat «(x),), 	mo- 

mentum uzay ı nda hesaplamak istersek,yukarda kullan ı lanlara çok benzer yöntemlerle 

<f (x)> --fdp 0* ( p, t) f ( 14,21  --) 0(p,t) 
ap 

(3-29) 

olduğ unu gösterebiliriz.Da ş ka bir deyi ş le,x i ş lemcisinin momentum uzay ı ndaki gös-

terimi 

x = 
	

(3-30) 
ap 

olur. 

i ş lemeilerin,kuantum mekani ğ inde temel bir rol oynad ı klar ı n ı  bulacağı i,ve 
yava ş  yava ş  onlarla ilgili bir çok ş ey ö ğ renece ğ iz.11u noktada,yaln ı zca ş unlar ı  be-

lirtece ğ iz: 
1. Al ışı lm ış  say ı lar ı ') teraine,i ş lemciler her zaman s ı rade ğ i ş tirmezler. 

1A,B) = AB — BA 	 (3-3 1 ) 

'y ı  tan ı mlarsak,o zaman 

olur,yani 

[p,x1y(x,t ) . 	 xy x,t> x 	
NP(x,t)  

)fl ,d
( 

  x,t) (3-32) 

(3-33) 

de ğ i ş me ba ğı nt ı sin ı  elde ederiz.Bu,klasik bir f(x,p) fonksiyonunu i ş lemci biçimin-

de yazarken bir belirsizlik verir.11iz,f(x,p)iyi x ve p'ye göre bak ışı mla ş t ı rma ku-
ral ı n ı  benimseyece ğ iz.Bilylece, 

xp 	2 (xp+px) 

	

2 	1 / 2 , 	2\ 

	

x 	 p+ -expxrpx (3-34) 

ve ,benzerleri,bulunur. 

Daha sonra görece ğ imiz gibi,x ve p de ğ i ş kenlerini ba ğ layan belirsizlik ba ğı nt ı sln ı n 
arkas ı nda da,bu iki de ğ i ş kenin sirsde ğ i ş tiremeyi ş leri vard ı r. 
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2. p islemeisinin,ba şı ndahi ş  ile ortaya çlk ı si,p'nin beklenende ğ erinin 

gerçelli ğ i konnsunda can ı m ı z ı  s ı kabilir.Bnnunia birlikte,p'nin gerçeildli ğn ol-

gusuno 44yulayabiliriz.Dalga fonksiyonunun sonsuzda s ı f ı r olmas ı  ko ş ul ırja,ki ka-

resi töm/enebilen fonksiyonlar için bu böyledir, 

r 

	

<P> — ‹ P> = j dx \t'(x) 	?'4'
1dx Y(2) 

1 	?x 

	

dx 	 \r 	'1Y) 
x 	X 

	

- 42L f Chr 	 \-(Y) 
X 

(3- 35) 

elde ederiz.Arasira kareyi tiimlenemeyen,fakat bellilieriyo ıliklik ko ş ul' r ı  bulunan 

Conksiyonlari kullanmak gerekir,örne ğ in: 

(3-36) N}, (x) 	(x+L) 

Kendimizi O < x 	L bölgesinde çal ı çmaya s ı n ı rinrsak, ¥ıji (ık4^)•gene hermitien 

bir islemeidir,çünkii Denk.(3-35)'te, 

( 1/'tx.)(x)) < 	""' <P>' 	 dx 	 

C> 	?It 

I4'(L)1 2 — 32- I 'y (0)1 = O (3-37) 

olnr.Akla yatk ı n film dalga fonksiyonlar ı  için,beklenen de ğ eri gerçel o4an bir i ş -

lemciye hermitien  i şlemci  denir,ve-  dolay ı s ı yla p de x gibi hermitien loir islemei-

dir
4

. 

Bn bölömö sm noktay ı  belirterek bitirelim:(AN/i,r)x) = 1>01, 	özdesle ş me- 

si ile, 	
yy 
 

' 41 (x,t)._ 	 L r(x,t)  i ıi 	
?t 	 2m 	.? 22  

denklemini 
? .̀ ir(x,t) 	for  Y(2,t) 	 (3-38 ) 

? t 	 2m 

biçiminde yazabiliriz.Sag yandaki islemei tam olarak,özgiir bir parçne ığı  enerjisi-

dir.runu,bir potansiyel içindeki 	• parçac ığ.a genelle ş tirirsek, 

(x,t) 	fon' 	4_ v(,)] 	(x e t) 	 (3-39) 
t 	 2m 

4  
Islemeilerlo ilgili baz ı  mat-ematiksel geritemeller Ek-11'de tar .  ı silmi ş t ı r, 
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ya da dalı n ar; ı kça, 

i t, 	'(x,t1 = H 	1.1(x,t) 	 (341) 
at 

biçiminde 3e yaz ı labilir,burada H enerji i ş lemeisidir.1d'ye . ,çogu zaman Damiltonien  

denir,çünk[i o,klasik mekaniksel Hamilton fonksiyonununHi ş leffici dilindeki anlat ı m ı d ı r. 

V(x) ğerçel bir potansiyel ise,p ve dolay ı s ı yla p2  birer hermitien i,ş lemci oldngon- 

dani 
2 

U 	 4 V(x) 
	

(5-42) 
2m 

de bermitiandir. 

Özeb olarak: - 

1. Dalga fonksiyonlar ı n ı n zaman bag ı ml ı l ığı ,birinci basamaktan olan 

iri a  (x ' t)  = 	"l? (x,t) 
?t 

parça! diferansiyel denklemi ile verilir; burada 11,p 2/2m +V(x) i ş lemcisidir. 

2. Dalga fonksiyonlar ı ,karesi tümlenebilen fonksiyonlar olarak ala ı rlanm ış -

t ı r. 

3. Parçac ı g ı n x noktas ı nda bulunmas ı n ı n olas ı l ı k yo ğunlu ğ u 

P(x,t) = I ■Kx,t)1 2  
dir. 

4. 
-ıt/(x,t)=   fdp -0?(p,t) e

4/2 

2 nt\ 
ile tan ı mlanan 0(p,t) fonksiyonu nu ı mentum uzay ı ndaki dalga fonksiyonudur,ve parça-

Ç ığ la] p monentumunda Indutmas ı n ı n okas ı llk yo ğ unlu ğ u 1,1,((p,t)1 2 "!dir. 

5. It momcntumu vm x konumu 	 's ı ra deistirme üzelikleri bu- 

lunmad ığı  igin,say ı lar(b ı n ayr ı lan niceliklerdir.x-uzay ı nda,monentum i ş lemcisi 

p 

X 

-ili ;h1, ( x,t) 	W. 	?4,(,r1 t)  .4_  v(x) ,y(x,t) 	(3-40) 
.> t 	 2m 	

?x,1 

yazar ı z.(3.-1) . i genellu ş tiren bu denklem,g4resiz kuantum mekani ğ inin temel denklemi-

dir,ve ilk olarak Schriidinger taraf ı ndan ■inerilmi ş tir'.Ynkarda elde edilen Schriidin-

ger denklemi, 

5  Art ı k p(;ideki op indisini b ı rak ı yoruz.Onu yaln ı zca,p harfi ile betimlenen 

bir say ı  ile kar ış t ı rma tehlikesi oldu ğu zaman kullanaca ğı z. 
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biçimini al ı r;ve p uzay ı nda,x ış lemeisi 

x 
.ap 

al ı r; ı kis ı  de,x ve p aras ı ndaki 

	

[r şx3 = 	
.

1 

temel de ğ i ş me liag ı nt ı si ile tutarl ı d ı r. 
Ş imdi art ı k kuantum mekani ğ inin nicel bi tart ış mas ı  için bu ı , ı r ı z.Dalga 

pul . etinin bir parçac ı g ı  gosterimlemesi kavram ı ndan da yaz ğ egiik.Bu kavram 
Schrödinger denkleminin akla yatk ı n olmas ı n ı  :sa ğ lamak için yararl ı yd ı ;fakat kim-
di,parçae ığı  "dalgalardan yap ı lm ış " gibi dü ş iinmeden,bize parçac ığı n nerede oldu-

ğ unn söyleyen, y(x,t) ve onun olas ı l ı kla ilgili yornmudur. 

Problemler 

I. Denk.(3-2) ve (3-4)'ü kullanarak özgür parçac ı k Schrüdinger denkleminin 

y(x, t) 	j(dx'K(x,x ; t) •f(x .  ,0) 

biçiminde yaz ı n ı z.lı (x,x';t) için,bir thmlev biçiminde bir gösterim elde ediniz, ı e 

tümlevi de ğ erlendiriniz. 

li(x,x' ;O) = 	S (x-x' 

oldu ğ unu gösterinin. 

2. Bir V(x) potansiyeli. l ınlunan,(3-14) Schrödinger denklemini dü ş ünönöz. 
gerçel. olmas ı  ko ş uluyla, y(x,t) bu denklemin bir çözümü ise,(3-11) koru-

num yasas ı n ı n gene geçerli olduğ unu gösteriniz. 

3. V(x)'in karmel oldu ğ unu varsay ı n ı z.??,(x,t)/ .2>t ve d/dt j(dxD(x, t) 

için birer ifade elde ediniz.So ğ urma durumunda sonuncusu 'negatif olmalid ı r.au, 
Y(x) için ne söyler? 

4. 

ı
2 	

x , t ) 	y( x, ) 	(14") 
	0 e 	? t 2 2 

	

Klein-Gordan denklemini göz önüne alin ı z. 	(x,t)'llin biçimi, 

	

- 	 y* 2'Y  ) 

	

2 	 x 

olarak verildi ğ ine göre,(3-11) biçiminde bir korunma yasas ı  bulundu ğ una 
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15(x,t)'ain biçimi nedir? Klein-Gordon denklemin ı n,bir tek-parçac ı k denklemi için 
(yani Schrödin;er danklemi için bir banka seçenek) neden iyi bir aday olmadl ı  kn-
m ı sunda bir tart ış ma verebilir misiniz? 

5.
xx

" 1y(x) = 
OL 

verildiiine göre, ş unlar ı  hesaplay ı n ı z: 

(8) <xn >  
(1)) 1i<x 2  > 	a. 
6. Prob.5'tek.i dalga fonksiyonu ile betimlenen bir sistem için,momentum 

uzay ı  dalga fouksiyonunu besaplayı n ı z,Bunu kullanarak, 
(a)<pn  

(b) <P 	<P>2  

yi hesap-lay ı n ı z.Du sonucu ve Prob.5(b)'deki sonucu kullanarak, âx Llp 'nin de-
ğ erini bulunuz. 

\I>(x ) 
N  

x
2 
+ a 

2 

dalga fonksiyonu verildi ğ ine göre, 
(a) 1/(x)'i boyland ı rmak için gereken N'yi hesaplay ı n ı z. 
(b) Yukardaki dalga fonksiyonnnu,<x n >'yi hesaplamak için kullan ı n ı z. 

n'nin hangi de ğ erleri yak ı nsak tümIevlere gütiirfir? 

(c) <p2> 'yi do ğ rudan doğ ruya,ve momentum uzay ı  dalga fonksiyonunu kulla-
narak hesaplay ı n ı z. 

<x2> — <x> 2  

P ne  V <P2 > — <1)  > 2  

tan ı mlar ı n ı  kullamarak,ba problem için bis 25p 'yi hesaplay ı n ı z. 
8. 

e 	x e 	 x 

i ş lemci bağı ntis ı n ı n do ğ rulu ğ una gösteriniz. 	e 	i ş lemcisi, 
A 	00 

CA Ğ. 	 /..> in 

olarak tan ı mlanm ış t ı r. [Yol gösterme. f(p),p'nin herhangi bir fonksiyonu olmak 
üzere e':fc‘ik ge--;-"l f(to) 	'yi hesaplay ı n ı z,ve 	( d/dp) gösterimini kul- 

lan ı n ı z.] 
9. < 0<; .71.  aral ığı na s ı n ı rlanm ış  olan O aç ı sal de ğ i ş keninin,1,(8) 

(d) 
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fonksiyonunu gözönüne al ı n ı z.Eğ er dalga denklemleri y(17)...Alf(--11) ko ş uluna sa ğ -

larsa, 

d 
L — 

i 	.10 

islemeisinin hermitien oldu ğ unu gösteriniz. 
10. Bir parçae ığı n 0(p) momentı r ı  uzay ı  dalga fonksiyonunu göz önüne al ı n ı z. 

Eğ er bu fonksiyon p'nin yaln ı z pozitif de ğ erleri için tan ı mlanm ış sa,x'in hermitien 

bir islamc ı  olmas ı  için 0(p) hangi ko ş nllar ı  sa ğ lamal ı d ı r? [(3-3o)'u kullan ı n ı z.] 



BÖLÜM 4 

Üzfnakeiyoular ve dzde ğ erler 

Bölüm 3'de elde edilan zamana bağ l ı  Schrödinger denklemini göz önüne 
alal ı m: 

	

2 	2 
i/t  -6 V(z,t) 	lk 	Ir2(x't)

+ v(x)
lr(r,t) 

at 	 -., 

	

2m 	dr 
(4- ı ) 

ve bunu,tek de ğ iokenli bir çift adi diferensiyel demkleme imdirgoyerek çöz-
meyi deneyelim. Bunun için, 

‘r(x,t) = T(t)u(z) 	 (4-2) 

yazel ı m;bu yezie, 

u ( x )  dT(t) 	
2m 	2 

d2m(x)  V(x)u(x). 	T(t) 
dt 	

4x 

almas ı n ı  içerir.Bunu u(x)T(t) ile bölerek, 

dl(t)/dt 	-( 2İ2m)(d2u(z)/dx2 ) 4- Nr(a) a(a) 

T(t) 	 u(z) 

elde ederiz.Bu bm ğı nti,yalniz her iki yemi ayni sabit* eeitl ı e ■eğ lamir.Bu ■abit* 

E diyelim. 

(4-4) 

deakleminin çözümü,C bir sabit olmak üzere 

T(t) = C e 
	

(4-5) 

olur.dbür demklem, 

2 	
d- 
2 
u(x)  4- V(x)u(z) = Bu(x) 2m 
dx

2 

dir.Bu deakleme ço ğu kez,zamandan ba ğ lı:az-1r Sehrödiager demklewi demir.BunUal Yaln - 
el gerçekten (4-1)'inkinden de ğ isiktir.(4-1) deaklemi y(x,t)inin zamane içindeki 

(4-3) 

, 	dT(t) 
ft  	ET(t) 

dt 

(4-6) 

57 
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geli ş imini betimler; Denk.(4-6) ise bir özde ğ er denklemidir.Bunun ne denek iste-

di ğ ini aç ı klamak için,geçen bölümde k ı saca de ğ indi ğ iniz fakat tan ı mlamoad ı g ı m ı z 

iglemci kavram ı na dönmeliyiz. 

En genel olarak,bir /*aksiyon üzerine etkiyen bir iglenci,ean ba ş ka bir 

fetakeiyona dönügtüriir.Birkaç örnek üzerinde dü ş ünelin ı  

Of(x) = f(x) + x 2  

Of(x) = [f(x)] 2  

Of(z) = /(3x 2  + 1) 

Of(x) = [olf(x)/dx]
3 

Of(x) s df(x)/dx-2f(x) 

Of(x) = 7 f(x) 
	

(4-7) 

Bu örneklerin tümünün ortak özeli ğ i şudur: Bir f(z) fonksiyonu verildigil ıde, 

Of(x)'i belirleyen bir kural vard ı r.Bir de,çizgisel i ş lenciler  denilen özel bir 

iglemeiler s ı n ı f ı  bulnaleaktad ı r(genel 0 i ş lemeilerinden ay ı rmak için bu igleaci-

leri L ile gösterece ğ i ş ).Bualar, 

L [f ı (x)+1. 2 (x))ooLf (x)+Lf 2 (x) 	 (4-8) 

özeli ğ ini ta şı rlar ve e iatekael bir karmel say ı  olmak üzere, 

Lcf(x) = cLf(x) 	 ( 4-9) 

. dar .Böylece,listemizdeki yaln ı z son iki iglemei çizgisel iglemcidir. 

Örnekte oldu ğu gibi,gizgisal bir i ş leaci bir fenksiyeau ba ş ka bir fonk-

siyon* dönü ş türeeektir; 

Lf(x) - 
	df(x) 	2f(x) 

dx 

Fonksiyonlar ı  üç-boyutlu uzaydaki vektörlere benzer olarak dü ş ünmek 

Bi! iglemeinin i ş i bir vektörü banka vektöre döniigtürmaktir.flin vektörleria birim 

uzunlukta *imanı  özel halinde,bir i ş lenci birim kör* üzerindeki bir nektay ı  bir 

begkaa ı na dönügtürecektir.Bu özel (fakat çok uygun) örnekte,bir i ş lemi bir eksen 

çevreeinde bir dönme elabilir(gek.4-1).iglemei,x ekseni çevresinde örne ğ in 30 ° 

 lik bir dönme olsun.Bu iş lem alt ı nda çe ş itli vektöriere ne olaca ğı n ı  gözümüzde 

canland ı rmak kolayd ı r.0zel bir özeli ğ i olan iki !rektör bulunacakt ı r: Kuzey ve gii-

lı ttykutuplar ı  gösteren birim vektörler,döame alt ı nda yine kendilerine dönü ş ecek-

lerdir.Bu,(4-6) gibi bir iglemei denklemine özel bir örnektir;(4-6) denklemi, 

fluE(x)= EuE (x) 
	

(4-10) 

1 Bir de, , karettçizgisel  iglemeiler vard ı r; bunlar için (4-9) denklemi 

Lcf(x) = ca  Lf(x) biçimini al ı r. 
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Ş ek.4-1. Tüm vektörleri,birim küre üzerinde bulunan vektörler yard ı m ı  ile,30°  dön-

düren iglemcinin bir gizimle betimlenmesi: Ekvator üstündeki vektörler 	 A'), 

bir orta anlam üstündekiler için (B -e,  B'),ve birkutuptakibir rektör için 

(C 	C'= C)'dir. 

olarak yaz ı labilir.Bu denklem,özel bir fonksiyonlar san ı f ı na etkiyen H Bamiltonien 

iglemciainin,etkidi ğ i fonksiyonu bir sabitle çarp ı lmı g olarak geri verece ğ ini aöy-
ler.Bu sabite özde ğ er denir.Denklemin çözümü E'ye bağ l ı d ı r,ve bundan dolay ı  çözümü 

bir E ile etiketliyoruz.H iglemciainin E özde ğ erine karşı l ı k gelen uB(x) çözümüne 

ezionksâyon  denir.özde ğ erlerin sürekli veya kesikli olabildiklerini görece ğ iz. 

(4-2) çözümü ilB x)e biçimindedir.(4-1) çizgisel bir denklem oldu-

ğ undan,Einin izin verilen değ erleri için bu biçimdeki çözümlerin bir toplam ı  da bir 

Oziimdür.Böylece (4-1)'in en genel çözümü, 

(x,t) =-. ( Z 	dE) c(E) uE(x)e (4-11) 

olur.Burada,C(E) özde ğ erlerin isteksel bir fonkaiyonudur ve toplam E'nin kesikli 
de ğ erleri üzerinden,tümlev ise sürekli özfte ğ erleri üzerinden al ı n ı r.H i ş lemcisinin 



2 
d u(x) 

 -F k
2
u(x) 2 

dz 
(4-18) 

60 Kuantum Fiziki 

özde ğ erlerine enerji özde ğ erleri denir;bunu,lignin 
2 

H.= 	 4- V(x) 
	

(4-12) 
2m 

biçiminde olmas ı  da dii ş iindürür4ok basit fakat ö ğ retici bir örne ğ i tart ış madan ön-
ce,e ğ er Y potansiyeli aç ı k olarak zamana ba ğ l ı  iae,denklemin ayr ı lmas ı n ı n yap ı lan ı -
yacakı nı  belirtelim.Daha sonra,böyle bir durumda enerjinin bir hareket sabiti olma-
dığı n ı  göreceğ iz. 

A. Bir Kutu Içindeki bir Parçac ı k için Özde ğ er Problemi. 

Denk.4-6'y ı , 

	

V(z)== O 	 < ct 

	

= 00 
	

ba ş ka yerde 	 (4-13) 

potansiyeli için inceleyelim.Bu,dalga fonksiyonunun 6z!>0L için s ı f ı r olmas ı  ge-
rekti ğ ini söyler,hu ise 

u(ct)= 11 (- 9 )= O 	 (4-14) 

demektir.Kutunun içinde, 

d2u 

d

(x

2

)  A. 2g  u(z) .1. 0 	 ( 4-15) 

olur.Önce,g 	0 olduğu zaman (4-15) denkleminin, 

d
2
u(z)  

u(z) 	° 	 (4-16) 
dz

2 

biçimini alaca ğı n* dikkat edelim,burada 	1(.3.. = 2m IglA 2.. dir.En genel çözüm e 
K ıc 

ve 	ğ 	 'in çizgisel bir birle ş tirimidir,vebu çözümlerin (4-14) s ı n ı r ko ş ulla- 
r ı n ı  sağ lamas ı  olanaka ı zd ı r.hyleyse enerji özde ğ erleri pozitif olmal ı d ı r. 

	

k 	p.-- 

	

2 	2ag 
	

(4- 1 7 ) 

yazd ı k ı m ı zda,(4-15) denklemi 

biçimini al ı r,ve bunun çözümleri *in kx ve cos kx'tir.0 (-) (x) ile gösterece ğ imiz 
sinüs çözümü için,a ı n ı r ko ş ullar ı  

ksx = alt 	n = 1,2,3,••• 	 (4-19) 
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olaca ğı n ı  söyler ve böylece, 

n2 Tr 2 ,k2 
E , 	 (4-20) 

2m a.
2 

olur.Boyland ı r ı lm ış  çözümün, 

u(-)( x ) 	

r

1 	sin 	'ff ıc  
(4-21) 

olduğunu ao#raleaak kolayd ı r. a( ! ) (*) ı lalaaatamoillea ~ima* ş a ıdfla* için, 

	

ka. s (n--4-)1; 	n = 1,2,3,..... 	 (4-22) 

olmal ı d ı r,bu ise 

E (4. 
 4 n —(1/2) 2 2 

4\ 2 

2m 2  o. 
(4-23) 

demektir.Bu yüzden boyland ı r ı lm ı s 

o ( "4") (x)= 	
cos £n -(I/2) jyrz 	

(4-24) 
Va 

biçimindedir. ( -1) i ş aretleriniı n,z -* 	yanalmaal alt ı nda ç ı ft tek olma özeli ğ i 

ile ilgili oldu ğ unu görece ğ iz. 
Çözümler, 

ra 
 diu(+)(x 	.(.)(,) = Jr d.u(-)(.)- .(-)(. 

J dxu( ) (x) *  ıı i(2-) (x).-- 0 
	

(4-25) 

özeli ğ ini ta şı rlar,yani dikeyboyluluk ko ş ulları n' sa ğ larlar.Çözömler gerçel oldu ğun-

dan,karmal e ş lenik alma asl ı nda gerekli de ğ ildir,fakat ilerdeki kullan ımla tutarl ı  
olmas ı  için konulmu ş tur. 

/ En alçak enerji durumu'olan taban durumu 	(+) kx/ ile gösterimlenir,ve bunun 

enerjisi 

E(+) ,„. 
 7‘ 2 h 2 

(4-26) 
1 $mcı 2 

dir.Çözömler gerç e ldir ve bundan dolay ı , 

<P>= O 

sonucuna var ı l ı r.Bu,do ğ rudan hesapla veya bir bak ışı m düş üncesiyle -ç ı karı labilir:Ger-

çel olan çözümlerden herhangi biri için <p> (41/i) biçimindedir.<p>'_ 

nin gerçel olmas ı  gerekti ğ inden,yaln ı z gerçel fonksiyonlar ı  kapsayan bu tümlev s ı f ı r 

olmal ı d ı r; veya e ş de ğ er olarak tümlev,aralar ı na d/dz'in konuldu ğ u iki tane çift veya 

(4-27) 
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iki tane tek fonksiyonunun bir çarp ım ı n ı  kapsar.Böylece toplam tümlenen,x'ia bir / 

 tek fonkaiyonudur;ve bakışı ml ı  bir aral ı k üzerinden 	tümlendi ğ iade 	,tümlevia 

de ğ eri s ı f ı r olmal ı d ı r. 
. 	Çe ş itli çözümler için <p 2 > 'yi besaplayabilirizAutunun içinde p 2m 2mE 

olduğ undan, 	
< P2> = 2mg!i) 

	
(4-28) 

buluruz.Burada, 

20. J <p2  > ı s.,  2n 741 )›. il 	 (4-29) 

ba ğı nt ı s ı n ı n belirsizlik bak ı nt ı s ı  ile tutarl ı  oldu ğuna dikkat ediniz2.Ayr ı ca,bir 

gözümdeki düğün say ı s ı  ne kadar çoksa,enerjiainin de o kadar yüksek olaca ğı nı  be.= 
lirtehim(4ek.4-2).Böyle oldu ğu,bir çözümün d 2u/dx2  ile ölçülen e ğ rili ğ i büyükse,= 

kinetik enerjieinin de büyük olaca ğı ndan anla şı labilir:Özel olarak,fonksiyondakii 
de ğ i ş im büyükse, 2 

4ı2 r 	4,2 ie 	
du*  du 	4=2  r , d

2
u 	 du 

2m 	dru  'x' dx
2 	2m 	'"x  dx dx w" 2m J -x f dx 

nin de ğ eri de büyük olur. 

R. Aç ı rı m Postülatlar ı  

= 	mr0 s ı n ı r ko ş ullar ı n ı  sa ğ layan,isteksel bir y(x) fonk- 
siyonu bizim çözümlerimizden kurulebilir.Bu,tüm çözümlerin 

r  
1)  (I )  = 2- LA

E+) 
u

(+) (x) + Au(-) u,(,-) (x)] 	 (4-30 ) 

biçiminde bir üstüstegelmesi olacakt ı r.A(t)  katsayı lar ı n ı  belirlemek için dikey- 
boyluluk bağı nt ı lar ı  kullan ı labilir.örnekin,(4425Pten yararlanarak 

J dxıı (a+)*  (x)y(x) 

A ( + )  f u (+)* (x)u (+) (x)dx+ A(-)fu (+)*(x)u (-)  (x) dx] m 	 M 	 M 	111 

= A(+) 

oldu ğ unu hesaplayabiliriz;böylece 

A(  
k) 
	xun 	.1 (.) ,( x ) (4-31) 

2 
Daha üst özfonksiyonlar için, Az Ap 'nin özde ğ erle birlikte büyümesi . 

genel bir özeliktir. 
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Ş ek.4-2 Bir kutu içindeki parçac ığı n özçözümleri.. 

buluruz.Ozgür dalga paketi tart ış mamı zdaki gibi,bu isteksel ba ş lang ı ç paketinin za- 
WIA man geli ş imini hesaplayabiliriz.0 (±) ( ı ) çbzümlerinin her biri 	 r 'Prı  zaman 

bığı ml ı l ığı n ı  kozandığı ndan [Bkz. 1(14-11)] , genel olarak 

(-) 4- A 	u(-) (x) e 	" 	 (4-32) 
(x, t = 	A( )u (+) 	 -4E(+4A  

rı =4 	 n ‘r" 	 0. 

elde ederiz.A (±)  katsay ı lar ı n ı n fiziksel anlam ı  konusunda bir dü ş ünce kazanmak için, 
enerjinin bir istekeel durumdaki beklenen de ğ erini Imasplayıllam.Kı tımıs igiad ı r 
I 	/ffia olduhadsm,sı, klı ts - dı iı sdalwAl4bir~Mn ı -4.1~14tindsa vs 

Bu 	(x). 2(*.t) (;) ( . u, 	x )  

oldu ğ undan,(4-25) dikeyboyluluk ba ğı nt ı lar ı n ı  kullanarak 

(4-33) 
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< H> = f dx "ıf,""(z) 	•NIJ (x) 

.jr dz 	 A(4).°  u (+)  (x si*  A(-)" u (-)  (z)1:F 
n 	11 	 11 	tl 

I 

x 	E(+) A(+) u (+) (x)+E (D1-)
A(-) u (-)  (x)]} 

.M ı m 	ED 113 	M 

(E(+)1A(
110

+ ) 1 2 	E(''') 1 A( - ) 1 2 ) 
131 	 D3 	1D 

elde ederiz.Tam olarak ayn ı  yoldan, 

j"  -y*(x) i (x) = 

oldu ğu da gösterilebilir,ve bu 

oo ti A(+)1 2 , IA(-)12) = İ  
• I 	

• 	

1  

(4-34) 

( 4-3 5 ) 

olmas ı n ı  içerir.(4-34) denklemi (4-35) boyland ı rma ko şulu ile birlike, ş u sonucu dü- 
4- 1 

ş ündürdr: IA(±) 1 2 , isteksel bir durum için enerji kilçiimüniin E
(
' - ' vermesi olas ı l ığı  

n 
olarak yorumlanabilir.Enerjiniu olabilen de ğerlerinin yaln ı zcanE(1- de ğerleri oldu ğu- 

nu belirtelim,bu yüzden belli bir ölçüm yaln ı zca E (t) de ğ erlerinden birini verebilir. 
() n  dlçüm,hangi paket için her zaman bir E k 	enerjisi (bir özde ğer) verecektir? 

Aç ı kta görüldüğ ü gibi,ancak 

I o 	I 
A() ; 2 .  g,k 	 (4-36) 

ise böyle olacakt ı r;bu \p( ı ) = 147 ) ( z) olmas ı  demektir;burada 14,4 (x),47 )  özde ğ e-

rine kar şı l ı k gelen Szfonksiyondur.Bu,bizi çok önemli bir sonuca götürür: 

y(z) ile betimlenen genel bir paketimiz olsun.Dir enerji ölçümü yap ı l ı rsapsonuçta 

yaln ı zca H Hamiltonien illemeisinin bir özde ğ eri ç ı kabilir;bu özde ğ erin ç ı kma olas ı -

l ığı  

(4-37) 

d ı r(burada genel olmas ı  için (t) i ş aretlerini b ı rakt ı k).Ayr ı ca,En  hzdeğ erini veren  

;_i_isümden sonra sistemin durumu u n (x) özfonkaiyonu ile betimlenir;çünkü böyle olmaz-

sa,ölçümün yinelenntesinin ayn ı  sonucu vermesi gerekmeyecektir,oysa ölçümün bir anla-

m ı  olmas ı  için,verilem bir sistemin bir ölçüsünün yeniden elde edilebilir olmas ı  te-

meldir.Burada shylenenler,bir kutu içindeki parçac ı k problemine özgü degi ğ dir.Tekrar 

tekrar görülece ğ i gibi,daha genel sigı temler [bir V(x) bulunan] için,ve Hamiltonien-

ler d ışı ndaki ba ş ka hermitien i ş lemciler için de geçerlidir; ve bu söylenenler kuma-

tum mekani ğ inin dzünde yatar. 

P(ign )=J f dxu: (z) Ny (z )1 2  
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C.Parite 

Bir kutu içindeki parçac ığı n özionksiyonlar ı  iki s ı n ı fa ayr ı lm ı gt ı sx'a göre 

çift olanlar (+) ile LOsterilmi ş ti,ve x'e göre tek olanlar (-) ile göaterilmi ş ti.Ör-

ne ğ in z'e göre çift olan bir 	y(x) dalga paketiyle ba ş larsak,o zaman (4-50) 1 daki 

tüm A(-) !lmr s ı f ı r olmsl ı d ı r.Böylece denklem (4-32),paketi ıı  her zaman x'e göre çift n 
kalaca ğı n ı  gösterir.Ayv ı  ş ey ba ş lang ı çta tek olan bir paket için de geçarlidir.Bdy-

ince x = ö çevresinde tak ış ziall olarak merkezlenmi ş  olan kutumuz igin,"teklik" ve 

"çiftlik"im zamandan ba ğı ms ı z oldu ğunu buluruz.Bizin için,herhangi bir hareket sabi-

ti ilginç bldu ğundan,tart ış may ı  biraz daha geli ş tirece ğ iz. 

Bumin için P parite i ş lem:dahisi tan ı tal ım;bu fglenciain 	 -x yans ı ma- 

suni' yapmakt ı r.Böyiece,herhangi bir '11/(x) paketi için, 

P sk (x) = NI/ (-x) 

olur.Çift bir paket için, 

P ıg(+) (x)= 1r (+) 00 

ve tek bir paket için, 

-,,v ( - )( x ) = 	-y(")( x ) 

buluruz.Bu iki denklem ,özde ğ er denklemleridir; ve gösterdi ğ imiz gibi,çift fonksi- 

yoalar P'nin +1 özde ğ erli özfonksiyonlar ı ,tok fonkaiyonlar ise P'nin -1 özde ğerli 
( özionksiyonlar ı d ı r.Bir kutu içindeki parçac ı k probleminde,nni)  (x) fonksiyonlar ı  

yaln ı zca H'nin özfonksiyenlar ı  değ ildir; ayn ı  zamanda P'nin de lizfonksiyonlar ı d ı r. 

Özdo ğ erler yaln ı zca ¢ 1 olabilir: 

	

Pu(x) = ı1 u(x) 	 (4-41) 

oldu ğ unu dfi ş ünelim.P'yi yeniden nygular ıak, 

P2u(x) c P 91x(x):=:X 2u(x) 	 (4-42) 

buluruz.Fakat P2u(x)= m(x)idir,çünkü iki yans ı ma hiç bir ş eyi de ğ i ş tirmeyecektir. 

Bu yüzde' ;k 2  = 1 ,yani \= ± 1 olur.istekael bir "N4.0  (x) fonksiyonu her zaman, 

bir çift vs ,  bir tok fonksiyonun bir toplam ı  olarak yaz ı labilir: 

(i) 	N(x) + N'( -x)] 	[Y(x) 	 (4-43) 

Öyleyse,ön ıreki Orne ğ imissde tart ışı lan H'nin özfonksiyonlar ı n ı n tam benzeri olarak, 

herhangi bir fonksiyom hu yeni i ş lemcinin özfoaksiyonlarl türünden de aç ı labilir.Bu 

da hermition i ş lencilerön genel bir özeli ğ idir: Herhangi bir liermititn inlentinin 

özfonksiyoniar ı  bir tam küme olu ş tururpve herhangi bir fonksiyon bu özionksiyonlar  

türünden aç ı labilir.lierhamgi bir y(x) durumu için <P> 'nin gerçel oldu ğunun 

gösterilmesini okura birak ı yoruz;bu özelik,P i ş lemciainia hormitien olmas ı n ı  içerir. 

( 4-38) 

( 4-39) 

(4-40) 
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X - 

Ş ek,4-3. Yans ı malar alt ı nda biç bir bak ışı m ı  olmayan kutu. 

Kutuytt z =  Oda merkezledi ğ iniz için,teklik v ıe çiftlik •ç ı kea ortaya ç ı kmış -

t ı r.Kutuyu 0 ile 21a aras ı na koyaayd ı k ryine bir ş ey de ğ i şneyeeekti; ve bu kez ise 

z = oya güre yans ı malar için,bak ışı n bulunaeakt ı .Ancak böyle bir bak ışı m çok aç ı k 1 

dekildir.Buradan al ı nacak dera,bir kuantum mekaaiki problemini çözerkenpher zaman 
Hamiltonieu'daki bak ışı nlara dikkat etmek ve bak ışı mlar ı  ea aç ı k biçimde aergile-
yecek koordinatlar ı  aeçmektir.Kutu düzgün de ğ ilse ( Ş ek.4-3),koordinatlarl ne ka- 
dar deki ş tirirsek deki ş tir ıı lim ortaya bir bak ışı m ç ı knaz.Bamiltonien i de bak ı c ı m  

bulunmas ı  önemli bir olgudur3 .Bir çift fonksiyoleun hangi ko şullar altı nda her za-
man çift kalacağı  araş tir ı l ı rsa,bakışı n belki deha aç ı kta görülebilir. 

y(..0), 	 .N1) ( + ) (k) 
	

(4-44) 

olsun aman içindeki :  ge.1 i ş  i= 

" -t, 
	

,1( ( 3t,t) 	 (4-45) 

ile ♦erilir.Bu denkleme P'yi uygularaak, 

P -y(x, )= Pll 1)(z,t) 	 (4-46) 

elde aderiz.Ancak'özel ko ş ullar alt ı nda, 

	

PK y(x,t). HP y(z,t) 	 (4-47) 

3 Kutu problemini Ozerken,duvarlar ı  potanaiyelin,dolay ı s ı yla Hamiltoniea'in 
bir parças ı  olarak dü ş ünürüz.Bamiltonien yerine s ı n ı r ko ş ullar ı ndan söz etmenizin 
nedeni budur. 
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olabilir;bu ba ğı nt ı ,x 	--x için H çift ise sa ğ lan ı r,bu da V(x)'in çift bir fonk- 
siyon olmas ı  demektir(çünkü d 2/dx2  çifttir).Bhylece 

[P .ıfı l ,t)] 	II ri> 	ex,t)j 	 (4--48) 
- t 

yazabiliriz.Bu nedenle, 

y (+) (x,t)= +(I + P) ır(x,t) 	 (4-49) 

ve 

e)J (-) ( z,t) 	2-(1 	P)-,}, (31„t) (4-50) 

fonkaiyonlar ı .ayr ı  ayrı  Schrödinger denklemini sa ğ larlar,ve ba ş langı ç durumunun çift 
(veya tek) olmas ı na bağ l ı  olarak birbirlerine kar ış mazlar.Pariten ı n zamandan bağı ms ı z 
olmas ı  ko ş ulu yanl ı zca,olabilen tüm durumlar için 

(P11— 11P)14/(x,t) = 0 	 (4-51) 

ise sağ lan ı r.Bu P ve H i ş lemeilerinin s ı ra değ i ş tirmesi demektir: 

[P,n] — o (4-52) 

Bu önemli ko ş ulun oldukça genel oldu ğu görülecektir: Zamana aç ı kça bağ l ı  olmayan ve  

Hamiltonien'i ile s ı ra değ i ş tiren herhangi bir i ş lemei bir hareket sabitidir.üzel 

olarak,e ğ er potansiyel zamanla de ğ i ş iyorea,yani V(x,t) ise,klasik mekanikte oldu ğ u 

gibi,enerjinin kendisi de bir hareket sabiti de ğ ildir: V,t'ye ba ğ l ı yaa,denklemi bir 

zaman bailml ı l ığı  denklemine ve bir enerji özde ğ er denklemine ay ı rman ı n olanaks ı z 

olduğ unu düsününüz. 

D. Momentum hzfonksiyonu ve Özgür Parçac ı k 

Parite konusundaki tart ış malar,özfonksiyonlar ı  ve özde ğ erleri bulunan i ş lem-

cinin yaln ı zca H enerji i ş lemcisi olmad ığı n ı  göstermi ş ti. ş imdi momentum  

için,özde ğ er denklemini güzelim: 

	

PoP u P 
 (x) = Pu

P 
 (x) 	 ( 4-53) 

pop = (4i/i)(d/dx) oldu ğ undan,bix denk'« 

du (x) 
P 	 - 	u ( z ) 

	 (4-54) 
dx 	4a 	P 

verir.Bu deaklemin çözümü, 
rx 

u 
P
(x) = Ce 	 ( 4-55) 

dir.Burada C boyland ı rmayla belirlenecek bir sabit'tfr;ve p özde ğ eri gerçeldir,bbylece 

özionksiyon 4- 00 'da veya -po 'da patlamaz. Bu,p üzerindeki tek ba ğ  kosuludurspopinin 
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sürekli bir spektrumu vard ı r deriz.(4-25)'e benzer olerak,özfonkStyonlar ı n dikey-

boyluluk konollar ı na uymas ı n ı  bekleyebiliriz. 

f ax u;ı (x) up(x) = IC12 r dz e
Ltr_r")..h 
 

= 271 IC1 2.k 	(p-p') 	 (4-56) 

oldu ğunu göz önüne alal ı m. 

1 	x İ^ 
uP(I)  ‘f2-r4ı 
	 e 	 (4-57) 

 

seçimiyle,(4-56) denklemi 

r
on 

dx uP
, (x) u

P  (x) = d (P — P') (4-58) 

'verir.Bu denklemin (4-25)'ten tek de ğ i ş ikli ğ i,kesikli indisler için uygun olan S mn 
Kroenecker deltas ı  yerine,sürekli indisler için 	(p-p') Dirac delta fonksiyo- 

nunun gelmesidir. 

Herhangi bir -y(x) dalga paketinin,özfonksiyonlar ı n bir tam kümesi türünden 

aç ı labilmesi burada da geçerlidir.Burada (4-30) denkleminin benzeri,sürekli bir p 
indisi üzerinden toplam yapt ığı m ı z ı  yans ı tmal ı d ı r,böylece 

Ifx/IN 

(x) = j dP (P) 	  6-1;W 	 (4-59) 

yazar ı z.(4-57).deki kapal ı  yoruma göre 	10(p)1 2  ,isteksel bir y(x) paketi için 

bir ~atom ölçümünün p özde ğ erini vermesi olas ı ll ğı dı r,burada 

l" /4‘ \'* 
(p) 	dx ( 
	 ) 	

(z) (4-60) 

dir.Böylece,Bölüm 3'de 	4,6(p) için yap ı lan vareayı mı  doğ rulam ış  oluruz(Bkz.Denk. 
3-30). 

Ş imdi özgür parçac ı k Bamiltonien'ine dönelim.V(x) her yerde a ı f ı r'olunca,e-
nerji özde ğ er deıklemi 

d
2
u(x)  

	

-I- k
2
u(x) = 0 	 (4-61) 

dx 
 

2kx 	-.ika 
verir,burada k2=2mE/AN2  dir.Çözümler 	e 	ve e 	, veya bunlar ı n çizgisel 
birle ş tirimidir,örne ğ in cos kx ve sin kx biçimindmair.Bu çözümlerin tümünün güçlü- 

= 1ğ ü şudur: Bunlar ı n kareleri tümlenemez;çünkü jr dx A e
ika 

+B e 
;kx 

, A ve 

B'nia tüm de ğ erleri için ı raksar. 
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Bu güçlükten kurtulman ı n üç yolu vard ı r. 

(e) (4-61) ile tan ı mlanan problemi,bir kutu içindeki parçac ı g ı n s ı n ı r durumu 

olarak dii ş iinebiliriz;bu s ı n ı r durumda kutunun duvarlar ı  sonauza''gider,yani c ı -e 0> 

olur.Bu s ı n ı rda, ış 'nin çok büyük olmamas ı  ve böylece, 

=k 	 , ( 4-.6 2) 

nin eonlu4  olmas ı  ko ş ulnyla,(4-21) ve (4-24) çözümleri 1/V7 	z.boy•andirma'çarpan- 
1 lar ı n ı n dışı nda tam olarak bellidir.0 zaman (4-24) çift çözümlerinde(n-- 	)'deki 

atebiliriz,ve 2 

	 sin kx   cos kx 	 (4-63) 
Ya 	 Y0. 

çözümlerini elde ederiz.1/(c-, çarpanlar ı n ı  koruyabiliriz: Sistem içinsorabilece ğ imiz 

herhangi bir fitiksel sorunun yan ı t ı nda,bu çarpanlar dü ş ecektir 5 .Buhlar ı  kormmak ba-

zen yararl ı d ı r; çünkü onlar ı n sonuçta bulunmalar ı ,bir yanl ış l ı k yapild ı g ı n ı  gösterir. 

(b) Dalga Paketleri ile de çal ış abilii-iz. 

'Ax 
)11  (x) = CJ 	 (4-64) 

biçimindeki bir göziim,(4-59)'un özel bir du ı'-umndur;bu özel durum için 

4> (p) = 	2iı iK'  S (p 	k) 

d ı r.Bu,tepesi sonsuz(yüksek) olan bir momentum-uzay ı  da ğı l ı m ı  demektir.Bu s ı n ı rlay ı c ı  

	

g“p) yerine,çok keskin bir tepesi olan 	:(274, g(p —Sı k) 	fonkaiyonunu ald ığı -- 

;s ı z ı  düş ünelim.0 zaman 	e 	yerine, 

11+:00 	f dp et 	g(p— 4ı  k) 

kx 	£qx-PF, = e j dq e ' 	
g(q) (4-66) 

gelir;bu,x'in çok geni ş  bir fonksiyonu ile çarPliâx ş  olan 	e 	düzlem dalgasi- 

d ı r.Bu fonksiyonu,fiziksel bak ımdan ilginç olan bölge boyunca hemen hemen sabit ola-

cak kadar geni ş  yapabiliriz. ş imdi momentum6ıki belirsizlik .h/(x-paketinin boyu) 

büyöklük basamag ı nda olecakt ı r,ve payda.makroskobik buyiiklükteyse bu belirsizlik 

önemsiz say ı labilir.Böylece,fizigi hiç deg14tirmeden matematikael gerekleri sa ğ -

lar ı z ı Gerçekten dalga paketi betimlemesi,asl ı nda fiziksel olarak neler oldu ğuna 

en yak ı n bir betimlemedir.Çünkö ba ş lang ı ç durumunu haz ı rlaman ı n herhangi bir yo- 

4 ırei de sonlu tutuyoruz,ve cl'n ı n sonlu bir kesri olan x'in de ğerleri ile 

özel olarak ilgilenmiyoruz. 

5 Duvarlar ı n varl ı gina -ba ğ l ı  olan bir soru fiziksel olarak anlams ı zd ı r.Ornegin, 

"Bir dalga paketinin duvarlara gitmesi ve x O'a dönmesi ne kadar sürer?" sorusu,fi-

ziksel bak ımdan ilgisiz diye s ı n ı fland ı rd ı g ı m ı z bir sorudur. 

(4-65) 
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la,örmstim bir alsktram taham ıma ı mıa at ı lış iammost,kii bir saman mysmiamada tam bir 
momamtam.idaturnme yaratamas. 

(c) e
zka 

 gibi bir dalga fonksiyonu için,parçaelk uzay ı n herhangi bir böl-

gesine kapat ı lmamış t ı r,bu yüzden parçac ığı  herhangi bir yerde bulma olas ı l ığı  a ı -

f ı rd ı r; güçlük bu olgudan gelir.Parçac ığı  uzay ı n herhangi bir »nin bölgesinde bul-

ma olas ı l ığı n ı  kapsayan sorular sormazsak,ortaya hiç bir sorun çakmaa.Boyland ı rma 

güçlü ğünden kaçanman ı n bir yolu,olaw ı l ı k ak ı m ı  ya da ak ı  ile çal ış makt ı r; Bölüm 

3'ün ba şı nda tart ışı lma ş  olan ak ı  , 

j ( x) 	 [)  d 1/  izi 	d y- U „f(x)] (4-67) 
2im 	 dx 	 dx 

dir.0 e ce ' 	biçimindeki bir dalga fonksiyonu için ak ı  1C1 2  p/m ; C e 

biçimindeki dalga fonksiyonu için ise ak ı  --tC1 2  p/m'dir,Bir-boyutlu bir problem 

için v p/m h ı z ı  ile giden parçac ı klar ı n,1 parçaclk/em jo ğunlu ğundaki *kasan ı n 

tam olarak v olduğunu belirtelim-bu bir x = xo  noktas ı ndan saniye başı na geçen 

parçac ı k aayis ı d ı r-; böylece IC1 2 'nin,em ba şı na dü ş en parçac ı k yo ğunlu ğunu göste-

rimledi ğ ini anlaraz.byleyse (4-57),em ba şı na 1/2114ı  yo ğnalu ğ undaki parçac ı klar ı  

gösterimler. 

Uç boyutta, 

C e 	 (4-68) 

olmak üzere aklICl 2 	olacakt ı r ve bu,parçeelklaran -714r = 1-1.7m h ı z ı yla giderken, 

P'ye dik bir birim yüzeyden cm3  ba şı na' ACl 2  yo ğunluğuyla geçen parçac ı klaran bir 

ak ışı na kar şı l ı k gelir( Ş ek.4-4). 
(4-61) enerji özde ğer denkleminin 2 	ve 	e 	biçiminde iki ba ğı m- 

siz çözümü vard ı r; e ş de ğer olarak,coa kx ve Bin kx gerçek çözümleri çifti de be-

ğı msazd ı r.11angi çifti seçersek aeçelim,bir kutu içindeki bir parçac ı k probleminin 

tersine,enerjileri ayn ı  olan iki çözüm bulunduğ unu belirtelim.Bn,alk s ı k ortaya 

ç ı kan bir duruma örnektir: Hermitien bir i ş lomeinin ayn ı  özdeğ erine kar şı l ı k gelen 

birden fazla ba ğı ms ı z özfonksiyon bulunabilir.Böyle  oldn ğ unda,bir katmerlilik 

 vardı r. 

Yukardaki iki halde,iki çözüm diktir: k 	0 için„, 
dB 	 mo 

-14x 	jcx 	 2/1.tx 
jr dx(e 	) e 	= J dx e 	= o 

dx sit% kx cos kx = O 	 (4-69) 

- 

dir.Her zaman,buradaki gibi,do ğ ru olan çizgiael birle ş tirimler yapma olana ğı  vard ı r. 

Ku ş kusuz,böyle çizgiael birle ş tirimler,özde ğ erin(örne ğ in enerji) farkl ı  de ğ erlerine 

kar şı l ı k gelen özfonksiyonlara diktir 6
. 

Katmerli iki özfonkaiyonu ay ı rt eden nedir? ( 
	

e 	 ) kümesi için 

6 
Bak. Ek B. 
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h ı z ı  ve ak ı  aras ı ndaki beğı nt ı ;ak ı ,h ı za dik bir birim 
yüzeydezı  birim zamanda geçen parçac ı k sayı s ı d ı r. 

Taci ızneale 
teçmeen 

14zr4axIkkar 

Ş ekil 4-4. Parçac ı klar ı n 

İ nd sanede 
?Esen perçae ı k İ ar 

) 

ayr ı m ş hyledir: Bunlar momentum i ş lemeisinin özfonkaiyonlar ı d ı r,ve 

p . 	
d € ± j'/"' 	+4‘ke 

N op 	 i 	dx 	 247o) 

olduğundan farkl ı  momentua özde ğ erlerine kar şı l ı k gelirler.Benzer olarak,(coe kz, 
sin kz) çifti ise,perite i ş lemcisinin farkl ı  özde ğ erlerine kar şı l ı k gelen özionksi-
yonlar ı d ı r: 

P cos kz = cos kx 

P sin kx = - cin kx 	 (4-71) 

Her iki halteddel,katmerli üzfonkeiyonlar ı  eylran,onlar ı n ayn ı  zamanda başka bir her- 
mitien i ş leacinin de defonksiyonlari olmalar ı d ı r. İ > op  ve P i ş lemcilerinin ikisinin 

ı  de,bu problemdeki 	fı, /2m Hamiltonien'i ile de ğ i ş ae özeli ğ i vard ı r.ilerde bunun, 
ortakAZtonksiyonları n varl ığı  için gerekli bir ko ş ul oldu ğ unu görece ğ iz.5rne ğ in,far 

 ve P'nin değ i şme özeli ğ i yoktur çünkü (4i/i)(d/dx),z 	—x alt ı nda i ş aret de ğ i ş tirir 
ve bu yüzden bh'i ş lemcilerden birinin özfonksiyonlar ı  hiç bir zamen,öbürünün 	öz- 
fonksiyonlar ı  olamaz. 

İ nceledi ğ imiz bu iki basit problemden knantua aekani ğ i konusunda pek çok ş ey 
ö ğ renmi ş  olduk.Bu konulara ilerdeki bölümlerde .dönehe ğli ve bunlar ı  genelle ş tirece-
ğ iz.Bölüm 5'te gene baz ı  çok basit problemleri göz önüne alaca ğı z,faket bu kez mate-

matikeel özeliklerden çok fiziksel sistemler üzerinde duraceğı z;öyle ki,bu problem-

leri bu fiziksel sistemlerin basit modelleri olarak imeeleyace ğ iz. 
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Problemler 

1. Aş a ğı daki i ş lemciler veriliyor: 

(a) O ı y(x) = x3  "y(x) 

(e) 03 y(x) = 	‘17(x) 

(e) 0 5
.y(x) 	d-4/(x)  4- a 

dx 

(b) 8 2 -1/(x) - x 	ddx  y(x) 

(d) 04  1) (x) 

0
6  -\/(x). 	f 

Bunlardan hangileri çizgisel i ş lemcidir? 
2. 

0 6  ■f(x) = 	ı>k 1p(x) 

özde ğ er problemini 	çözünüz. ilözde ğ erinin hangi de ğ erleri i karesi tümlenebilen öz- 

fonksiyonlara götörur?( İ pueu: Denklemin iki yan ı n ı n x'e göre threvini alln ı z) 

3. Aş ağı daki de ğ i ş me ba ğı nt ı lar ı n ı  hesaplay ı n ı z: 

(a)  

(b) 

[A,Bleyi hasaplaman ı n yolu,A(B'y )-B(ANy ) . yi C•f bi ş iminde yazmakt ı r. 
4. (4-21J ve (4-24) danklemleriyle verilen u (i)'(x)-  için, 

= 	r< 2 
x 

yi besaplaylniz.(4-28)'de verilen <p 2 Yyi kullanarak, 

Ap Ax 
i hesaplay ı n ı z.Bu,daha üst durumlar için belirsizli ğ in n ile artt ığı n ı  belirten öze-

liktir. 

5. Kenarlar ı  x = 0 ve r = L'de olan bir kntudaki bir ,parçac ı k için Schrödin-_ 
ger denklemini 

Nı (o) a r (L) 

s ı n ı r ko şulu ile çözünhz.Üzde ğ erler ve boylandir ı lm ış  özfonksiyonlar nelerdir? 
b. Bir parçac ı k,kenarlar ı  x = ± o. 'da ola* bir kutuda taban durumunda bulu-

nuyor.Kutunun kenarlar ı  birden bire z = ± b 'ye (b a ) gidiyor.Yeni potansiyel 
için,parçac ığı staban durumunda bulma olas ı l ığı  nedir? İ lk uyar ı lm ış  durumda bulma 

olas ı l ığı  nedir? Ikinci durumdaki basit yan ı t ı n basit bir aç ı klamas ı  vardı r.Bu nedir?._ 
.A ,  

7. Bir narçac ığı n,kenarlar ı  z = ±ci 'da olan kıltunun sol yar ı s ı nda yerelle ş -
mis oldu ğ u biliniyor.Eğ er sol yar ı daki tüm x de ğ erleri e ş it olas ı llkilysa, 
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parçac ı k"' t=0'da betimleyen dalga fonksiyonu nedir? Deha sonraki anlardaaparça-
eak 	olarak kalacak m ı d ı r? 

Bir enerji ölçümiinün,taban durumu enerjisini ve ilk uyar ı lmış  durumun enerji-

sini vermesi olas ı l ığı ni hesaplayinlz. 

8. Bir parçacı k kenarlar ı  x = 0 ve x = L'de olan bir kutunun taban durumunda-

d ı r.Kutunun duvarları  birdenbire t 0° 'a gidiyor böylece parçac ı k özgür oluyor.Parça-

alk ı n momentumunun (p,p+dp) aral ığı nda olmas ı  olas ı l ığı  nedir? Duvarlar ı n kald ı r ı lma-

s ı ndan sonra parçac ığı n enerjisi p2/2m dir,va bunun taban durumu enerjisine e ş it ol-

mas ı  gerekmez.Enerji korunumunun bu görünür eksikli ğ i için bir aç ı klama verebilir mi-

siniz? 

9. Yukardaki hesaplamalar ı ,ba ş langı çta 	özdurumda bulunan parçac ı k için 
yineleyiniz.Kar şı lak gelen olas ı l ığı n, 

2n 2 1x 	1--(-1) ncos pLitı  

fiı L3 	r(pA) 2—(n T(/L) 2 ] 2  

olarak verildi ğ ini gögteriniz.Da ğı l ı m ı  çiziniz.Da ğı l ı m ı n belirsizlik ba ğ lat ı aine uy-

du ğ unu,ve n büyük oldu ğu zaman,sonucun kar şı l ığı  bulunma ilkeaiyle upu ş tuğunu göste-

riniz. 

10. Özgür uzaydaki bir parçac ı k ba ş lang ı çta, 
c„(  \ 1/4 

dalga paketi ile betimleniyor. 

(a) Momentumunun (p,p+dp) aral ığı nda olmas ı  olas ı l ığı  nedir? 

(b) Enerjinin beklenen de ğ eri nedir? Yan ı t neden oldukça kabacad ı r; dalga 
fonksiyonunun "boyutlar ı na" ve belirsizlik ilkesine dayal ı  kaba bir uslamlama vere-
bilir misiniz? 

11. Bir parçac ı g ı n dalga fonksiyonu 
zkit 	- ı icx 

= A e 	4- B e 

ile veriliyor.Bunun gösterimledi ğ i ak ı  nedir? 
12. 

y(x) = u(x)e 

dalga fonksiyonu ile betimlenen bir parçac ığı n ak ı s ı  nedir? Burada u(x) gerçel bir 
foı ksiyondur. 

13. Kenarlar ı  x = t a 'da olan bir kutu için özfonksiyonlar ı  göz önüne alal ı m. 
Tümlev i ş lemi yapmadan, 

x 2 p3  + 3xp 3x + p3x2  

niceli ğ inin beklenen de ğ erinin,tüm özfonksiyonlar için s ı f ı r oldu ğ unu kan ı tlay ı n ı z. 



74 Kuantum Fizi ğ i 

14. 

P  l' (x)  = )P (-x)  

ile tan ı mlanan parite i ş lemeisinin hermitien bir ı glemei olduğ unu 'bn ıtlayı n ı z.Ayr ı -
ea P'nin +1 ve -1 hzde ğ erlerine kar şı l ı k gelen dzfonksiyonlar ı n ı n dik oldu ğunu da 

itan ı tlayı n ı z. 

Kaynaklar 

İ kinci basamaktan diferansiyel denklemlerin hzeliklarinin kuantuM mekanığ ine bağ l ı  

olarak ayr ı nt ı l ı  bir tart ı gmas ı ,J.L.Powell ve B.Crasemaon,Quantum Meehan ı es,Addison-

Wesley,Ine.,Reading Mass.,1961,ve D.S. Saxon,Elementary Quantnm Meehanies,Holden-Day, 

San Franeiseo (1968)'de bulunabilir. 

Ayr ı ca,kitab ı n arkas ı nda listelenmi ş  olan daha ileri ders kitaplar ı ndan herhangi bi-
rine bak ı n ı z. 
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Bİ R-BOYUTLU POTANS İ YELLER 

Burada tek boyutlu hareketin baz ı  basit problemlerini Ozeceğ iz.Bunlar,baz ı  
klasik olmayan etkileri aç ı klad ığı ndan ilginçtir; ayr ı ca da,biz üç-boyutlu bir dün-

yada ya şı yorsak bile birçok fiziksel durum etkin olarak bir-boyutludur. 

A. Potansiyel Basama ğı  

Bu problem için V(x)'in biçimini, 

V(X)=--. O 

olarak allyoruz( Ş ek.5-1). 

z .< O 

O ( 5- ) 

4; 2 	d2u(x) 	V(x) n(z)= Eu(.) 
2m 	dz2 

Y 
O 

Schrödinger denkieikinis 
• 

V(z ) 

(5-W 

t 
T 

t 
Ve  

z 
X.=0 

Ş ekil 5-1. T.otansiyel basama ğı . 

75 
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d2u(x) 	2m 	r + 	
2 	

L E - V(x) u(x) = 0 
da- 	k'ı  

olarak yazal ı n.All şı ldığı  gibi, 

2mE  - k 2 

"k2  

dlyel ı m,ve 

2ra(E - Vo ) 
2 

ı 2 	4 (5-5) 

niceli ğ ini de tan ı mlayal ı m.V(x)= 0 olchaltı .X.(0 için,(5I-3)'ün en genel çözümü 

u(x)  e
ikx 
 + R e (5-6) 

biçimindedir.Bu,art ı  x do ğ rultusunda giden bir ak ı ya karşı l ı k gelir,ve bu ak ı nı n 
büyüklüğ ü 

- 	C
r , 	j.kx 	kx. 	ı 	

-Litz ( e 	+ R e 	)(ik e -ikR e) - karmel eglenigij 

Y, k 	
(
i 	R12 ) 	

(5-7) 

dir. e 

	

	ti,•k ı s ı  kNIr/M olan bir gelen dalga olarak görebiliriz.Riçbir po ansi- 
l km 

yel olmasayd ı , e 	'i bütün x'ler için çözüm olarak seçebilirdik,bu yüzden R'yi 

potansiyelin varl ığı na ba ğ lar ı z.Bu potansiyel,R e-1.1"' yans ı yan dalgas ı n ı a doğmas ı -
na neden olur; yans ı yan ak ı  ise 	4■ kIR1 2/m'dir. 

x >O için,çözümü 

u(x) = T e.41>4 	 (5-8) 
Ll ıc. 

olarak yazal ı m.* >0 için ea genel çözüm, e, 	ve e 1 	'in bir çizgisel birle ş - 
tirimidir;fakat .. £11'<" 'in bulunduğu bir terim i+ 00 'dan eksi yönde gelen bir dal-
gay ı  betimleyeeektir.Oysa,kurdugumuz"deney"de,sag yandaki dalga yaln ı zca geçen dal-
ga olabilir.(5-8)'e kar şı l ı k olan akı , 

J - 
+IQ 1 2 	 (5-9) 

dir.Problemde zamana ba ğ l ı l ı k olmadığı ndan,(3-11) korunur yasas ı  j(X)'in x'den ba-
ğı ms ı z olmas ı n ı  içerir.Du yüzden soldaki ak ı  sakdaki ak ı ya e ş it olmal ı d ı r,böylece 

4Sk  
(1- IR1 2)= 	I T 1 2 	 (5-10) 

elması al bekleriz. 

(5-3) 

(5- 4) 
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Dalga fonksiyonunun süreklili ğ i, 

	

1 +R= T 
	

(5-11) 

olmas ı n ı  içerir;bu beğ int ı  z = O'da iki çözümün egitlenmesiyle elde edilir.Potansi-
yelin eüreksiz olmas ı na karg ı n,dalga fonksiyonunun e ğ imi de süreklidir; böyle oldu-
ğu,(5_3).a,.... 'dan İLE  'a kadar ( E istendi ğ i kadar küçük ve pozitif) tümleyerek 

ve dalga fonksiyonunun süreklili ğ ini kullanarak görülebilir: 
E

du  
( 	ad: ) 

/ 	
— 	dx dxd  dz 

--e 	—o 

f dx h2  [. V(z) — E] u(x) = 0 	(5-12) 
— e.  

ilerde dönece ğ imiz bir durumu da belirtelim: E ğ er potansiyelde Vo  S(x-4) gibi bir 
terim bulunursa,o zaman denklemin ct-- E. 'dan Q + E. 'a kadar 	tümlenmesi 

a.+E. 
/  du ) .._ ( d

x 	 2 
du )  =  2m  f 

k dx dx Vo  cS(x --ek) u(x) 4:, 
cı .-1,  e 	A-- 	" E 	a— E' 

2nt 
=— V u(Ct) 

2 	o 

verir. 

Bizim potansiyelimiz iç ı n türeyin süreklili ğ i, 

ik.(1 — R) = iqT 

olmas ı n ı  içerir.Böylece R ve T'yi çözebiliriz ve 

k- q 	 2k  R=  k + q 	T =k + q 

	

4‘k
ili 	

41k 
nı  

	

4Nk 	4k4  
ni 	IT, 

	

la 	(k + q) 2  

elde edebiliriz.Buradan da yans ı yan ve geçen ak ı lar hesaplanabilir: 
2 

( 5-13) 

(5-1 4) 

( 5-15) 

(5-16) 

Bir de,gunlar ı  belirtelim : 
1. Klasik mekani ğ e göre,bir potansiyelbasamag ı na gelen bir parçac ı k yava ş -

lar(enerjiyi korumak igin),fakat hiçbir zaman yans ı maz.Burada ise,bu durumun ter-
sine, gelen parçac ı klar ı n belli bir kesri yans ı r.Kuskusuz bu,parçac ı klar ı n dalga 
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özeliklerinin bir sonucudur; ışığı n iki ortam ı n arayüzeyinden parçal yans ı mas ı  bi-
linen bir olayd ı r. 

2. (5-16) yard ı mı yla,(5-10) korunum yasas ı n ı n gerçekten sa ğ land ığı n ı  kolayca 
dogrulay-abiliriz. 

3. E >> V o  için,q -* k'd ı r ve yans ı yan ak ı n ı n gelen ak ı ya oran ı  olan 1111 2 

 sı f ı ra yakla şı r.Bu durum, ş u sezgi ile uya ş ur: Çok yüksek enerjilerde,basamag ııı  var-
l ığı  dalgan ı n yayilmas ı nda küçük bir tedirgeme olu ş turur. 

4. E enerjisi V 
o
'dan küçükse,o zaman q sanal olur. Ş imdi,x > 0 için çözümün, 

mo 'da patlamas ı n diye, 

-1</lx 
u(x) = T e 

biçiminde olmas ı  gerekti ğ ine bakarsak, 

k — i ql  
k +ilgi 	k+i 

( 5- 17 ) 

(5-18 ) 

oldu ğ unu görürüz.Böylece klasik mekanikteki gibi,ba durum igia'taa yanl ı z» vard ı r. 
Alacak 

T 2k  «w 
k + i ( q İ  (5-19 ) 

man s ı f ı r olmad ı g ı n ı ,ve dalgan ı n bir parças ı n ı n yasak bölgeye s ı zd ığı n ı  belirtelim. 
Bu s ı zma olay ı ,yine dalgalar ı n belirtgenidir;ve biraz ilerde görece ğ imiz gibi bu 
olay,klasik bir betimlemede parçac ı klar ı  tam olarak durduran engellerin,bir 
yolu ile geçilmesine" izin verir.Önündeki katsay ı  karmal al ı nsa bile,gergel bir çö-
züm için j(z) s ı f ı r oldugundan,sag yanda hiçbir ak ı  bulunmaz. 

B. Potansiyel Kuyusa 

Ş imdi de, 

V(x)= 0 	 x .( 

= -Vo 	- o < x < o.. 

s 0 	 Cl < x 	 (5- 20 ) 

potansiyelini gözönüne alal ı m( Ş ek.5-2).Yine, 

ve 

	

k2 	
2mE  
si2 

q = 

	

2 	2m(E + Vn  )  

41 2  

(5-20• 5  

(5-22) 
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X 
X 

Ş ek.5-2. Potansiyel kuyusu. 

yazal ı m. Şu çözümleri hemen yazabiliriz: 

- 
x = e  + 	 x 

O t 
Va  

u(x)= A -e. 9-14  -k- e 	'
x 

u(x) = T e. 
k x_ 

< <.  a. 

a < x 	 (5-23) 

Bunlar,soldan gelen bir "k k/m ak ı s ı na,yans ı yan bir 4:c D11 2/m ak ı s ı na ve sa ğ a ge-

çen bir iı  k IT1 2  lm ak ı s ı na kars ı l ı k gelirler. 1" CL 'claki her iki siireksizlikte o-

lusan yans ımalar nedeniyle,kuyu içinde her iki yönde giden dalgalar bulunur.Ak ı  ko-

runumuna göre, 

	

+ı k 41 	 ilk 
(1 --IR(2)= 	 2 -IB İ

2 	
İ T1

2 
 

elde etmemiz gerekir.Dalga fonksiyonlar ı  ve tiirevlerinin birbirine uydurulmas ı  
dört denklemi ve ı+ir ı  

-zka. 	Lkck. 	—^qa 	icra 
e 	R e 	A e 	+ B e 

-.ika 	Lica, 
ik(e -Be ) = ig(Ae '  -B -Bee i c( ) 

Le:, oı. 
Ae +Be = T e 

ig(A e
, y a

—  B e-11(4) = iki' e 

Biraz da cebir, 

(5-24) 

su 

;_ km. 
(5-25) 

—2.ziceı  
i e. 

T = e 

( q 2....k2) oin 2,10.  

  

2kq cos 2qa- ı (q
2
+k

2
)sin 2qa. 

2kq 

 

(5-26) 

  

2kq cos 2q5: 	i (q 2+ k2  )sin 2qa. 

sonnçlar ı n ı  verir.Yine,E » Vo  ise, q2-k2  <,< 2kq oldu ğundan hemeh hemen hiçbir yan-

s ı ma yoktur;ve E 	0 iken geçirim s ı f ı ra gider.hzel ilgi' çeken bir durum vard ı r: 

sizı  2qa. = O oldu ğ u özel duramda,yani 

n 2 İT2 t„.  2 
E = V + 

8m a.2 n = 1,2,3, ... 	 (5-27) 
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enerjileri için,biçbir yans ı ma yoktur.Bu asl ı nda,alçak enerjili elektronlar ı n 

(0,1 eV) soy gaz atomlar ı ndan saç ı lmas ı nda neler oldu ğunu aç ı klayan bir modeldir; 

örne ğ in,ola ğ and ışı  büyük geçirim veren neon ve argon. İ lk olarak Ramsauer ve 

Townsend'in gözledi ğ i bu olay bir geçirim rezonans ı  olarak betimlenir.Daha tam bir 

tart ış ma,ku ş kusuz üç-boyutlu dü ş ünceleri kapeamalid ı r 	Dalga dilinde bu olay,x=fi'dan 

yans ı yan dalga ile x = 0, k ı y ı s ı ndan bir,iki,üç, 	 kez yans ı yan dalgalar aras ı n- 
daki yı k ı c ı  giri ş ime bağ lan ı r.2q q ms nlT 	rezonans ko ş ulu, 

	

_ 2 7T 	ila 

	

q 	n (5-28) 

biçiminde yaz ı labilir;ve bu,Fabry-Perot giri ş imölçerini betimleyen ko ş uldur. 
E > 0 için yukar ı da verilen çözümlere ek olarak,E C. 0 için de potansiyelin 

eksi olmas ı  ko ş uluyla Ebu (5-20)'de V o > 0 demektir] göze çarpan çözümler vard ı r. 

Bu çözümler kesikli olarak ortaya ç ı karlar. 

2mE 	2- 

4,2 

yazol ım.Kuyunun dışı ndaki,sonsuzda s ı n ı rlanmış  olan çözümler, 

Kx 
u(x) = C I L 	 x < 

u(x)= c2  e 	 < 

dir.Gerçel fonkaiyonlarla u ğ raş t ığı m ı zdan,kuyu içindeki çözümleri 

u(x)= A cos qx 4-B sin qx 	- Q < x < cı  
biçiminde yazmak daha uygundur. 

(5-29) 

( 5-30 ) 

(5- 31) 

2m q2 	 (V0-1E1) > 0 

olduğ unu dikkat ediniz. x = ± q k ı y ı lar ı nda,çözümlerin  ve türevlerinin e ş itlenmesi 

)1. el e
a.  = A cos qcı  - B cin go. 

-?(cı  
== q(A ain qco. + B cos go. ) 

->to 
C2 e = A cos qo. + B ein qo. 

(5-32) 

(5-33) M{.  C2  e 	= -q(A sin go. - B cos qo ı  ) 

verir.Bunlar, 

Kq 
A sin qoı --B cos cı ct  = 
A cos qcı + B sin qo. 

A sin q0.+ B cos go.  

A cos qo.- B sin qcı  
( 5-34) 
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Ç,4 
-,öz'Orriter 

Tek 
c6zZrsier 

L
IT

*  
, 

Ş ek.5-3. Çekici potansiyel kuyusunda,kesikli spektrum gözümleri. 

vermek üzere birle ş tirilebilirler.Bunlar birarada,AB = 0 olmas ı n ı  içerirler;bu da, 

çözümlerin x'e göre ya çift (B = 0) ya da tek (A = 0) olmas ı  demektir.Bu,aonsuz ku-

tuda kar şı la şı lan bir durumOur.Dalga fonksiyonlar ı ,kabaca Ş ek.5-3Ide gösterilen bi-

gimdedirdlig düğilm bulunmayan taban durumupçifttir.Bu basit sistemlerin genel bir 
özeliğ idir.Bnerjiyi belirleyen ko ş ullar,(5-34)'den 

= q tan qa. 	çift çözümler 

—q cot qa. 	tek çözümler 	 (5-35) 

olarak bulunur.Bunlar ı  ayr ı  ayrı  inceleyelim. 

(a) Çift çözümler : 

y = cia„ 

yaz ı m ı  ile,(5-35)°deki ilk bağı nt ı , 

(5-36) 

tan y 
	

(5-37) 
Y 

verir.tan y ve \,12ı —y2/y 'yi,y'nin fonksiyonu olarak çizersek( Ş ek.5-4),kesi ş ne nok-

talar ı  özde ğ erleri belirler.Banlar kesikli bir küme olu ş turur. ;k büyüdükge,.0■ —y2ly 

e ğ rileri daha öteye gider; demek ki y.potanaiyel daha derin ve/veya daha gui ş  oldu ğ u  

zaman  LlkUaluuğ l ı  durum bulunur. Ş ekil ayr ı ca, 2\ ne kadar küçük olursa olsun,her 

zaman en az bir ba ğ l ı  durum bulunaca ğı n ı  da gösterir.Bu,bir-boyutlu çekici potansi-

yellerin belirtgenidir ve üç-boyutlu potansiyeller için do ğ ru de ğ ikdirjig-boyutlu 

potansiyeller daha çok,a ş a ğı da tart ış acağı m ı z kek-çözüm problemi gibi davran ı rlar. ı1 
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0 	w/2 	31ı/2 	21T SıTi2_ 3.1c 	71c/2 

Ş ek.5-4. Kare kuyuda çift çözümler için,kesikli özde ğ erlerin yerle i ıaî.Artan 
e ğ riler ten y'yi,azalan e ğ riler ik'n ı n farkl ı  de ğ erleri için 	2,— y2  /y 
egrilerini gösterirler. 

büyüdükçe,hzdegerler y'ye göre e ş it aral ı kl ı  olmaya ba ş larlar,ve kesi ş Me noktalar ı  
yakla şı k olarak, 

Y L'
•
'j (n 
	 n = 0,1,2,... 
	

(5-38) 

ile verilir.Bu tam olarak,eonsuz kutudaki çift çözümler için özde ğ er ko ş uludurpre 
öngörülebildigi gibi bu,potansiyelin dibinde-uzanan durumlar için,kuyunun gerçek-

ten sonsuz derin olmas ı n ı n çok önemli olmad ığı n ı  gösterir. 
(b) Tek çözümler: 

Burada özde ğ er ko ş ulu,, 

eot y 
	

(5-39) 

verir.--eot y = tau( /1/24. y) oldu ğ undan Ş ek.5-5'deki çizim,tanjaat egrilerinin 
1/2 kadar kaymas ı  d ışı nda Ş ek.5-4'dekinin •ynis ı d ı r.Buyük ik'lardaki davran ış  

hemen hemen ayn ı d ı r,yeln ı z (5-30) yerine 

y 	n'ff 	 ı  = 1,2,3,... 	 (5-4o) 

Y 
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O 
	

nlz 
	

31,/2 2ı i 	5114 3ıt 7111.2 

Ş ek.5-5. Kare kuyuda tek çözümlerin kesikli özde ğ erlerinin yerle ş imi.Artan e ğ ri-

ler -cot y'yi; azalan e ğ riler, 21'n ı n farkl ı  değ erleri için 151:7/y 'yi 
gösterirler. 	( T1/2) 2  için hiçbir özde ğ er bulunmad ığı na dikkat ediniz. 

gelir.Çift çözümlerin tersine,burada ancak Nh — 11214 > 0 iee,yani 

2ıtlör
o 

0,
2 

>  4 

2 
(5-4 1 ) 

.#.% 2 

 

ise,bir kesi ş im vard ı r. 
Bütün tek çözümler x = O'da,a ı f ı r olur; ve bu yüzden tek çözümler için ba ğ -

l ı  durum problemi, Ş ek.5-6'da gösterilen potansiyel kuyusundaki ile ayn ı  olacakt ı r, 

çünkü Ş ek.5-6'daki potansiyel kuyusu için de,u(0) = 0 ko ş ulu konulacakt ı r.üç-boyut-

lu evrendeki dalga fonksiyonlar ı  için de,böyle ko ş ullar konuldu ğ unu görece ğ iz. 

V(%) 

Ş ek.5-6. Kare kuyu ba ğ l ı  durum probleminin tek çözümleri için e ş de ğ er potansiyel. 
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C. Potansiyel Engeli 

Ş imdi, 
V(x) = 0 

= Vo 

0 (5-42 ) 

potansiyelini gözönüne alall ıa.Tert ı smmmı z ı ,E < Vo  onerjilerine s ı nı rlayal ı m ı klasik 
fizikte,bu enerjiler için engelden hiç bir s ı zma olmaz( Ş ek.5-7).Engelin içinde, 

d2u(x ) 
2ııı  

2 	 + 	( 	Vo ) U(X) A. 0 412 

deaklemini buluruz,ve bunu 

d2u ( x ) 
u(x)= O 

olarak yazabiliriz.Bu denklemin, 

(5-43) 

 

u(x)— Ae 
ıt. 

 x < 

x < — o. 

> 

(5-4 4 ) 

genel çözümü, 
Lkx. 

u(x) = e 	+ R e 

 

 

;.kx. 
= T e (5-45 ) 

çözümlerine uydurulmal ı d ı r.Fakat bizim,bu problemi çözme s ı k ı nt ı s ı na girmemiz ge-
rekmez;çünkü sonuglar,(5-26)'dan 

,Z 1t 	( 20/ +1 2 )(V, 	 (5-46 

konularek elde edilebilir.Böylece,örne ğ in 

-2;.kcı 	 2k 8,  Ta-- e 
2k!k.  cosh 2 ı(cı 	— 	sinh 2111a. 

(5-47) 

V(z) 

e 

dx 

E 

-a. cı  

Ş ek.5-7. Potansiyel engeli.Enerji,bir klasik parçac ığı n engelden tam olarak yan-

s ı yacağı  büyüklüktedir. 
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bulunur,ve bu 

1112= 	 (2k 	)  2 
	

(5-48) 

	

( k 2 	,.‘ı )2 sinh2 	(2k1j.  ) 2  

verir.Enerji,engelin tepesinden a ş a ğı da bile bulunsa geçirim vard ı r.Bu bir dalga ola-

yad ı r,ve kuantum mekanigînde parçac ı klar da bu olay ı  gösteririer.Bir parçac ığı n bir 

engeli,tünel  oluı  ile geçmesine s ı k s ı k rastlan ı r; bu yüzden biz,baz ı  uygulamalar ı  

tart ış aca ğı z.Ayr ı ca tta büyük iken,geçen ak ı n ı n gelen ak ı ya oran ı n ı n, 

1T1 2 	( 	21°'  )2 e
_4 	

(5-49) 
k' 4-K -  

oldu ğunu da belirtelim. 

	

2 	 1/2 

	

2m 	ot  

	

rka, [ 	 o  — 

	

4‘2 	(v 	E) 	 (5-50) 

olduğundan 1T1 2  çok duyarl ı  olarak,engelin geni ş li ğ ine ve engelin geliri enerjisinden 
ne kadar büyük olduğ una bağ l ı  bir fonksiyondur. 

Genel olarak,fiziksel olaylardaki engeller keresel de ğ ildir; böylece baz ı  uy-

gulamalar ı  tart ış mak için,önce biçimi düzgün olmayan bir engel için 111 2  geçirim kat-

say ı s ı n ı n yakla şı k bir ifadesini elde etmeliyiz.Çegu potansiyel için tam çözümler ol 

am/a ğı na göre,geçirim katsayı s ı na hesaplaman ı n yolu,Wantzel-Kramers-Brillouin(WKB) 
yakla şı m tekni ğ ini kullanmakt ı r l .Tart ış mamı z çok matematiksel olmayackkt ı r. 

(5-49)'un iki garpandan olu ş tuğ unu ve bunlardan ikincisinin çok daha önemli 
olduğ unu gözliiyoruz.Eğ er 

log111 2  ", -2 il, (2 a ) + 2 log 	2(kCı )(Ket)  

(km.) 2+ (›ta,_ ) 2  
yazar ı ak, K. cı en ı n akla yatk ı n de ğ erleri için,birçok durumda ilk terimi» ikinciden 
bask ı n oldu ğunu görüyoruz.Yumu ş ak bir e ğ ri engeli,kare ,Jaiçieli engelleri yanyana 

	

koyarak olu ş turmayı  yeğ liyoruz. 	 Geçirim katwayllat ı  küçük olduğu zaman,bun- 

lar birbirini' çarp ı mı  olurlar 2(gerçekten,ak ı a ı n ço ğ u yans ı d ı g ı ndan,herbir dilimdeki 
geçirim ba ğı ms ı z ve olas ı l ığı  çok çok küçük bir olayd ı r)„Böylece yakla şı k olarak, 

12 

	

log 1Ti
2 	

logT 	I rvça p ı rç eariter ars:etler 

-2 L li =<K> 

1 
WKB yakla şı m ı  için,bkz. özel Konular kesim 3. 

2 
Bu söylenenler,yaln ı zca en önemli olan üstel k ı s ı m için do ğ rudur.Bhyle ol- 

dugu,engel geni ş li ğ i iki kat yap ı ld ığı nda,1112  geçirim katsayı s ı n ı n karesinin elde 
edilmesinden anla şı labilir. 
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ş ek.5-8. Yumu ş ak bir engeli yanyana konulmu ş  karevpotanaiyel engellerle olu ş turma 
;yakIn şı kl ı tı . 

-- ı jr  d' \/ ( 210/4i2 )[v(x) —  E] 

engel 	

Z5 yaaabiliriz.Parçal eagellerde 	x geni ş lik ve .(P<> bu engeldeki ortalama K,  

die.;S ıonra,engel geni ş liginin en dar olakilece ğ i limite geçilmi ş tir M .Bu deyimden, 
enerji ile potan ı iyelin hemen hemen e ş it oldugu"dönüm noktalar ı " yak ı n ı nda,yakla şı -

m ı n çok do ğ ru almad ığı  görülebilir; çünkü burada,(5-49) denklemi (5-48) için iyi bir 
yakla şı m de ğ ildir.Ayr ı ca da V(x),x'in yava ş  de ğ i ş en bir fonksiyonu olmal ı d ı r,yokaa 
e ğ ri bir engel ancak dar dikdörtge ı lerin bir y ığı n ı  olarak dü ş iiaülebilir.Burada yine, 1 
(5-49) kötü bir yakla şı md ı r.WKB yakla şı m ı n ı  kullanan özel bir inceleme,dönüm nokta-
lar ı  yak ı n ı ndaki davran ışı n bir tart ış mas ı n ı  da kapsar.Ço ğ n  amaç için, 

2f cl-ı .V(2- ,  • 	v c.) — E .1 
IT 1 2 	 (5-52) 

yazmak,gene uygun bir yakla şı md ı r; burada tümlev,kare kökün gerçel oldu ğu bölge üze-
rindendir. 

D. Tünel Olay ı  

Atom ve çekirdek fizi ğ inde parçac ığı n tünel yolu ile geçmesi olay ı  oldukça 

yayg ı nd ı r; ve biz bunu,iki örnek üzerinde tart ış aca ğı z. 

(a) Bir metaldeki elektronlar ı  dü ş ünfinüz.Bölüm l'deki fotoelektrik olay tar-
t ış mam ı zda belirtildi ğ i gibi,elektronlar metal içinde bir potansiyel ile tutulurlar; 
bu potansiyel, Ş ek.5-9a'da gösterilen sonlu derinlikte bir kutu ile betimlenebilir. 

Gerçekte elektronlar,kutunun çok geni ş  olmas ı  yfizünden,çok yo ğ un olan enerji düzey-
lerinde kümelenmi ş lerdir.Verilen herhangi bir enerji düzeyinde ikiden fazla elektron 
yer alamaz;bu,elektronlar ı n bir özeli ğ idir3 .Böylece metalin en küçük enerjisi durumu 
için,Fermi  enerjisi  denilen(bu özgür elektron say ı s ı na ba ğ l ı d ı r)belli bir enerjiye 

3 Elektronlar ı n bu zeli ğ i Pauli d ış arlama ilkesi ile betimlenir.Bu ilke Bö-
lüm 8'de tart ışı lacakt ı r. 
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(L) 
Ş ek.5-9. (a) Metuldeki,elektron enerji düzeyleri.E F  Fermi enerjisi ve W i ş  fonk-
siyonmdur.(b) Bir d ış  elektrik alan ı n ı n de ğ i ş tirdi ğ i potansiyel. 

kadar olan tüm düzeyler dolmu ş tur.S ı cakl ı k 0 °K'in üzerinde oldu ğu zaman,birkaç elekt-
ron ı s ı sal olarak yüksek düzeylere uyerı l ı r,fakat oda s ı cakl ığı nda bile bu say ı  kil-
Oktür.Fermi enerjisi ile 1<nyunun tepesi aras ı ndaki fark,elektronu d ış ar ı  ç ı karmak 
için gereken enerjidir;,bu,fotOsIektrik olayla ilgili olarak tart ışı lan i ş  fonksiyonu-
dur.Ya fotonlarla ya da ı s ı t ı karak,enerji aktar ı lmas ı yla elektronlar d ış ar ı  ç ı kar ı la-
bilirler.Ayr ı ca bir dış  elektrik alan ı  uygulanmas ı  ile de ç ı karı labilirler.Elektron 
düzeyler "denizi"nin yüzünde ise,d ış  alan elektronun gördüğ ü W potansiyelini (W-e Er) 
olarak de ğ i ş tirdi ğ inden ( Şek.5-9),so ğ uk  yayma  olu ş ur.Geçirim katsay ı s ı , 

4 / 2 	-,z_f a 	[ 2, (W_ e  E,L )/0"2. ] 2  
'Tl = e 	 (5-53) 

dir.Burada, 

oldu ğ undan, 

(A 4. Bx) 3/2  

j*. 	Bx)1/2  = 	  
3B/2 

11. 1 2 	e 
 (4 V".--2 	) 	(W/e 

(5-5 4 ) 

bulunur.Fowler-Kordheim formülü denilen (5-54),yaymay ı  yaln ı zca nitel olarak betim- -  ' 

ler.Kolayca hesaba kat ı labilen bir etki,görüntü yük nedeniyle elektronun,bir de ek 
olarak metal yapra ğ a do ğrn,geri gekilmesidir.incelenmesior olan öbür etki,metal 
yüzeyinde bulunan yüzey kusurlar ı d ı r.Bunlar,elektrik alan ı n ı  yerel olarak de ğ i ş ti-
rirler; ve E üs teriminde göründü ğünden,bu durum büyük bir fark do ğurabilir. İ yi 
bir rastlant ı olarak,üa terimi Fermi denizinin yüzündeki engel kal ı nl ığı  türünden 
yaz ı labilir;çünkii bu kal ı nl ı k, 

(5-55) 

gs 

(a) 

e 

olarak verilir. 
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Ş ek.5-10. Bo ş lukla ayr ı lm ış  iki metal aras ı ndaki tünel olay ı  için enerji diyagram ı . 

Metaller aras ı  tünel olay ı ,ancak sa ğ  yanda bo ş  durumlar varsa olabilir.bbyle bo ş  du-

rumlar,sa ğ  yandaki Fermi düzeyini alçaltan eV basama ğı nda bir gerilim uyguland ığı  za-

man yarat ı l ı r. 

İ ki metal yaprak birbirine yak ı n konursa,gene ayn ı  etki ortaya ç ı kar. ş ek.5-10 )- 

da,bir potansiyel fark ı  yokken ve varkenki durumlar gbaterilmi ş tir.Potanaiyel fark ı  

yoksa tünel olay ı  alnşnmaz,,çiin14-ongel iki yan ı ndaki düzeylor doludur.Zay ıf bir 
elektrik alan ı n ı n etkisi bile,engelin biçimini biraz de ğ i ş tirir( Ş ek.5-10).-bu önemsiz 
bir etkidir-ve engelin bir yan ı ndaki Fermi denizini a ş a ğı  indirir.Gerçekten bu,enge-
lin bir yan ı nda,öbür yandaki dolmu ş  düzeylere kar şı l ı k olarak baz ı  bo ş  düzeyler ve-
rir; ve böylece e  

—21(2"Vdi 2>a. 
e 	 (5-56) 

geçirim katsay ı s ı  ile,tünel olay ı  olu ş abilir.Bbyle bir çarpan,bir direnç gibi davra-
n ı r.Yaz ı k ki,bu deyim aral ı k geni ş li ğ i cıt'ya çok duyarl ı d ı r,ve i ş  fOnksiyonu birkaç 
elektron volt basama ğı nda oldu ğundan geni ş lik birkaçangatriimbasama ğı nda olmal ı dı r; 
fakat metal yapraklar ın yeterince düz ve ko ş ut yap ı lmas ı  olanaka ı zd ı r.Bu yüzden bu 
formül,aralar ı nda bir oksit tabakas ı  bulunan iki yaprak (Ni-NiO-Pb) aras ı ndaki ak ı m-
lar ı n yorumunda uygulan ı r;buradaki aral ı k 50 X kadar küçük yap ı labilir,ve yorum ni-
tel olarak do ğ rudur. 

Sağ daki metal bir üstüniletkenlik durumunda ise,ilginç bir olay ortaya ç ı kar. 
Böyle bir durumun bir belirtgeni ş udur : Fermi düzeyinin üzerindeki düzeyler için, 
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Ş ek.5-11. Metal ile iiatüniletken aras ı ndaki tünel olay ı  için enerji diyagraml. 

Ş ek.5-10'da gösterilen metalden metele tünel olay ı n ı n tersine,buredaki enerji ara-

laga için tünel olay ı na izin verilmemi ş tir.Bu durum,ak ı m-gerilim belirtgenini,gös-

terildiğ i biçimde de ğ i ş tirir. 

düzey yo ğunlu ğ unda bir aral ı k .  bulunur:hunui anlaml,EF  —6 ve Ep  b enerjileri 

aras ı nda hiçbir izinli durum olmamas ı  demektkr; burada h , 10-3  eV basama ğ anda-

d ı r ve bu 10 eV basama ğı ndaki BF  Fermi enerjisi ile kar ş ila ş tar ı lmal ı dar.Bu düzey-

ler ortadan kalkmem ış lardar,fakat a ş a ğı ya ve yukar ı ya alk ış m ış lard ı r:bu yüzden,ara-

ligin hemen üstünde ve alt ı nda düzey yo ğunluklar ı  çok bflyiiktür.Elektrik alan ı . yete-

rince küçükse,yani 	< 2k/e ise,elektronlar ı n gidece ğ i bir yer bulunmad ığı ndan 

hiçbir tünel olay ı  olu ş maz.Ak ı m-gerilim bağı nt ı s ı n ı n nitel özelikleri ve enerji di-

yagram ı  Ş ek.5-11'de gösterilmi ş tir.Bu özelikler deneyle iyi upu ş ur. 

(b) Tünel olay ı  çekirdek fizi ğ inde de önemlidir.Çekirdekler çok karma şı k 

nesnelerdir,fakat belirli durumlarda onlar ı  bir potansiyel kuyusunun düzeylerini 

dolduran ba ğı ms ı z parçacaklar olarak görmek uygun olur.Bu görünüm ak ı lda tUtula-

rak,bir çekirde ğ in bir ot-parçac ı gx (Z .=2'li bir Helyum çekirde ğ i) ve bir yavru 

çekirde ğ e bozunmas ı  ş öyle betimlenebilir: 1-parçac ığ l,yavru çekirdek ile ot-par-

çac ı k' aras ı ndaki Coulomb potansiyelanden do ğ an engeli,tünel olaya ile geçer. ot-

parçac ığı  bir ba ğ l ı  durumdayma ş  gibi dü ş dnülMez: Böyle olsayd ı ,çekirdek bozunamaz-

d ı .Daha do ğ rusu ck:parçac ı g ı  pozitif enerjili olarak al ı nm ış  ve bozunumu yaln ı zca 

engelin varl ığı yla yasaklanm ış t ı r4 . 

4 - 
Itici bir kuvvetin,iki neanenin ayr ı lmas ı na nas ı l önlendi ğ ini kavramak 

güç geliyorsa,bu sürecin tersi olan ok yakalanmas ı na dü ş ününüz.Engelin, ok-parça-

e ığı n ı  d ış ar ı  ç ı karmaya yönelik oldu ğu aç ı kt ı r. 
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V (r) 

Ş ek.5-12. 	ck 	bozunuma için potansiyel engeli. 

‘TI 2  = e-G 
	

(5-57) 

yazarsak,o zaman 

dr (  Z 1 Z2 	)1/2 
G = 2 (  22 ) 1/2  r  E 	(5-58) 

olur; burada,R çekirde ğ in yar ı çap ı 5  ve b dönübı  noktas ı d ı r; binin de ğ exi,tümlenen 
s ı f ı ra e ş itlenerek bulanur( Ş ek.5-12).Z1  yavru çekirde ğ in ve Z2 (burada 2'ye e ş it) 
yay ı nlanan parçac ığı n yüküdür.Tümlev,tam olarak bulunabilir: 

1/
=  

	1/2 
(5-59) 1 	1 	NİT. 	( 2.—\11/2 --( R  - 	] jr dr ( 	— --- r 	b / 	 b/ 	\b 	t i 

R 	
\ 

Düş ük enerjilerde(Coulomb engelinin,r=R'deki yüksekli ğ ine tiö ı eı )b )› R olur,ve 

sonuç olarak 

/ 2mZ 1 Z2 e b 1/2 [ .17  
G 	2 	

( 	
(5-60) 

2 	)1/2 1 

5 Gerçekten,çekirdek yarlçaiıı nı n ilk kestirimleri Ok-bozunamtma göre ya-
p ı lmış t ı r. Ş imdi ise,çekirdek yarlçaplar ı n ı  bulmak için yük da ğı l ı m ı n ı n büyüklüğ ü 
kullan ı l ı yor; bu büyüklük,elektronlar ı n çekirdeklerden saç ı lmas ı  ile cilçülüyor. 
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elde edilir,burada b . Z 1 Z2e 2/E'dir.gr son h ı z ı  olmak üzere, d-parçac ığı n ı n enerji-

si için E = me2/2 yaz ıı l ı rsa,o zaman 

211Z
1 Z2 e 

G 	 - 2 ii 0( Z1 22  ( -L- ) 
e- 

(5-61) 

olur. 

Bir d-parçaeL ğı n ı nçekirdekten d ış arı. ç ı kmas ı  için geçen zaman ş öyle he-

saplanabilir: Bir tek kar şı la şmada engelden geçme olas ı l ığı  e-G  klir.hyleyse geçi ş  
için gerekli kar şı la şna say ı s ı  n n! e G idir.Kar şı la ş malar aras ı ndaki zaman 2R/le ba-

sama ğı ndad ı r,burada R yine çekirde ğ in yar ı çap ı ,u,  ise c-parçac ığı n ı n çekirdek için-

deki h ı z ı d ı r.Böylece yar ı  ömür, 

2Ş  G e 	 (5-62) 

olur. d-parçael ğı n ı n 'çekirdek içindeki h ı z ı  oldukça belirsiz bir kavramd ı r,ve bu 

bütünüyle çok klasik kir hetimlemedir;bu Yüzden e G inin önündeki çarpan,daba elve-

ri ş li bir kurum olmadskestirilemez.Buradaki dü ş ünceler bize,onun büyüklük basa-

ma ğı  konusunda bilgi yurmek içindi ı0.1 MeV'llk bir d-parçac ığı  için, 

„tv  = V 2E 	\I 2E  
2 	 4 X 3 X 101i,) 	2  

940 	3 X 1010  cm/an 
mc 

dir.Ayr ı ca R 

R 	1.5 X 10
-15  Al/3 em 	 (5-63) 

al ı rsak,A . 216 oldu ğunda öndeki çarpan ı n değ erini,2.6 X 10 -21 olarak buluruz.Ayr ı -

ca G'yi, 
E
l  

G n«.! 4 
\rnirci;;;T 

biçiminde yenidenrYaariz.Böylece alçak enerjili 	d'lar için, 

Zl  
Igg

10 	
.4;.sabit — 1.73 	 

- V E(MeV) 

(5-63) 

(5-64) 

düz-çizgi grafi ğ i öngörülür.Burada, r saniye yerine y ı l olarak ölçüldü ğünde,öndeki 

sabitin bflyüklük basama ğı  27-28 'dir. Şek.5-13,çok say ı da o4 yay ı c ı s ı n ı n yar ı  ömür 

verileri ile iyi bir uyumun elde edildi ğ ini gösterir.Bu uyum, 

z 
2 

— C
1 	

ı  
C logio  1: 
	VB 

formülü ile sailanm ış t4r,burada C 1  = 1.61 ve C2  = 28.9+1.67., 2/3  'dir.Böylece,çok 

basit dü ş ünceler,verilerle oldukça çarp ı c ı  bir uyum Ba ğ lar. 



N 'si ı i ■ kr ı ; 

say ■ tarlian uireık olan 
...reillte1.  için 

z Z/3) 

Ida 144 
14 174/ o 

01.  i Zei Is ı  
e5 

e 9örc yar ı  i;M:0• ■•ın 	 14 100 41  
, 

(Tl olarak) Les  'M. 	 il 
 s„ ı sı 
 

10 	Z4 = Z. —Z 1° 	 iı i. /fr th 231 

U 23V. 
7  1.1236 

5rn 146 4'  
İ,/  U 236 

	

İ,/ 	 Z. 

	

Gd IS<>/ 	01 

	

<°+' U 234 	"d d° 

1. 	 i, U 133 	Sol 62 
eıı 	63 

İ 	 " 147İ / 8o, :141 	 Gd 	M 

1•1› 1510 İ / "4  nd 

	

cd 147° 	 71, 85 
t)y 	66 

I— 	 Gd 148/4' t/ 231  - 	"f 	71 
arı 	

D, 153/  , U 232 	 Pt 	76 

o 	

Po 	04 
Dy 151 At 	65 

ra 226 	 E. 116 

	

/ 	 Fr 	67 
F.., 253 .20 U 230 	 9a II 

/ lPo 216 
4' At 217 

fr 2164 Pa 115 

Al 214 

• 2t3 

tti 215 

" " 4/ 4̀  rtnhi£45  
im 2504 42:/52, 

/ Fm 256 11 742 
Oy  '66/ ,rt1 u as e Pa los 

/ ı..111:711 Ply-Trr,710,, 184 İ, 227  

Ac 	00 
Th 	00 
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U 	51 
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o Z ..s ■ 82 'nin aaintia olan 

+ Si 82 'nin 4—St mda odan 	,a3tc ■ tart 

10 
X 

Ş ek.5-13. 1o
g10 21k 'nun,C2  — C I N/ Nri 'ye göre çizimi; burada C, 2= 1.61 ve 

28.9+1.6 Z ı  -/3 'dür,C2 'nin yava ş  bir de ğ i ş imi vard ı r.4E.K. Hyde,I.Perlman ve C2 — --  

G.T.Seaborg,The Nuelear Properties of the Heavy Blements,Cilt 1,Prentiee-Halt, 

Inc. (1964)'den al ı narak,izinle bas ı lmış t ı r.) 

92 
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Enerjisi daha çok olan 	0..0( 'lar ı n yay ı nlanmas ı nda,G çarpan ı  R'ye ba ğ l ı d ı r; 

ve R = r o  A1/3  ise,ro ' ı n bir sabit oldu ğ u bulunur.Böylece çekirdek yarlçap ı n ı n 

d ışı nda,potansiyelin yerine bir Coulomb engelinin gelmesi geçerli bir kavramd ı r.Yi-

ne,basit nitel dü ş ünceker verileri aç ı klam ış t ı r. 

Çekirdekler araul bir tepkimenin(örne ğ in yakalanma) olas ı l ığı , 

e
-2(z, z.AFE- ) 	

(5-65) 

çarpan ı  ile azal ı r.Bu ulgu,dü ş ük emerjilerde ve/veya yüksek Z'ler için böyle tep-

kimelerin seyrek oldu ğunu göeterir.Bu nedenle, ı s ı lçekirdek reaktörlerinin yap ı m ı nda 

tüm giri ş imler,hidrojeuin(ael ı nda a ğı r hidrojen-Döteryum) yanmas ı na dayan ı r: 

H
2 

+ tB
H 	

2
He 3 + n 	(3.27 MeV) 

H
2

+ R
2 

--d> 	H' 	p 	 (4.03 MeV) 

H
2 

+ 
1

B3 
--;P--;P

2
11e

4 
	n 	(17.6 MeV) 

Çünkü Z'si..daha büyük mlementleri kapsayan tepkimeler,gok daha ytikaek enerjiler 

yani çok taha yüksek s ı cakl ı klar gerektirir; buna kar şı l ı k olarak da,daha büyük 

kapatma problemleri doğ ar.Ayn ı  neden1M,çekirdek reaktörlerinde a ğı r, mlementleri 

ikiye bbl ııek için,nötronlar kullan2l. ı r.Dü ş ük enerjilerde,protonlar da kullan ı labi- 

lir; çünkü bu enerjile:rdeki protonlar,çekirde ğ e tepkime verecek kadar yakla ş amazlar. 

E. Bir-Boyutlu Halekül Modeli 

Bir çift potansiyel kuyusundaki bir parçac ı k örne ğ i,moleküllerin nas ı l olu ş -

tu ğn.rkonnaunda baz ı  görü ş ler ortaya koyar.Vo a. sabit kalmak üzere büyük derinlik 

ve s ı f ı r, geni ş likle sim ı rlanm ış  bir kare kuyuyu ineelersek,cebirsel i ş imiz çok ko-

layla şı r.dn durumda,bir delta-fonksiyonu kuyusu elde ederiz; bu potansiyel kuynsu 

ile i ş lem yapmak kolayd ı r.Böyle oldu ğ unu göstermek için önce tek bir çekici potan-

siyel 1c:quer:na gözönüne alal ı m: 

( 2.R1 2 ) v( x) 
	

S (x) 
	

0-66) 

E < 0 ikmn,çözülecek olan denklem, 

d2ux) 	K.1 u(x)=. 	5(2) u(x) 
	

(5-67) 
dx 

2 
dir,bnrada 	+k = 2m IE 	'dir. 

2 
x = O' ı n d ışı ndaki her yerde,çözüm d 2n/dx2  — 	u = 0 

bu çözüm,m 	on 'da s ı f ı ra g:idecekse, 

u(2)= e 
Kx 

e 

x > 0 

x <, 	0 

denklendni sa ğ lamal ı d ı r;ve 

(5 -6&) 
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Ş ek.5-14. Bir-boyutlu çift potansiyel kayusu.Burada dalga fonksiyonunun , biçimi de, 

sağ l ı  bir durum için çizilmi ş tir. 

olmal ı d ı r.Dalga fonksiyonunun süreklili ğ i nedeni ile,öndeki katsay ı lar ayn ı d ı r 
(ve burada bir olarak seçilmi ş tir-bu fonksiyonlar ı  sonadan boyland ı rabiliriz). 
Art ı k,dalga fonksiyonunun türevi sürekli de ğ ildir.Daha önce de tart ışı ld ığı  gibi 
[Denk.(5-13)] , 

(41) 	( 	 =. 	n(D) 
04 

JC. =2 Of 	174 Z% 0., 

buluruz.Son ba ğı nt ı  özde ğ er ko ş ulun° verir: 

_K 
ya da, 

(5-69) 

91 K 
2a 

(5-70 ) 

d ı r.Çift kare kuyıı  için,(5-66) yerine 

(2m/.h2 ) v(x).:__ _a_ [s( x  ... (1 )11- 8(x +ek)] 	(5-71) 
gelir . Bu potansiyel,x 	—x değ i ş toku ş u alt ı nda bakışı ml ı  oldu ğundan pariteleri 

belirli olan çözümler bulunaca ğı n ı  bekliyoruz; ve önce çift çözümleri inceleyelim. 
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1. Çift çözümler için, 

u(x) = e 	 x > ct 

2=A cosh tkx 	Q 	x > 
= e 	 x < (5'.-72) 

yazar ı z,ve dalga fonksiyonunun süreklili ğ i 

- bicı  e 	A coeh Kaı 	 (5-73) 

verir.Bakışı m nedeniyle,threvIerin siirekaizlik ko ş ulunn yaln ı zca x = ıllda ugalamak 
yeterlidir.x =—cx 'da uygulanmas ı ndan yeni bir ş ey gelmayecektir.Bhylece, 

- tc.cx 	 A 
— ?te 	ır(A sinh 	— e 	 (5-74) 

cı  

elde ederiz;ve hzde ğ er koş ulu, 

tank K,a= 	— ı 	 (5-75) 

olur.Bu ko şul çizgel olarak Ş ek.5-15'te gösterilmi ş tir.tanh y ve ( 21 /y)-1 e ğ rileri-
nin yaln ı zca bir keei ş im noktas ı  vard ı r. y = îh olduğ u zaman sa ğ  yan ı n s ı f ı r olduğ u 
aç ı kt ı r,oysa tanh y > O'd ı r.11öylece kesi ş im noktas ı  için y < i1 'biuı yr ı ca 

tanh y < 1 oldu ğundan kesi ş im noktas ı nda (÷) < 2 olmel ı dı r,bu ise 

> 	 (5-76) 
2cı   

demektir.Bunu (5-70) ile karşı la ş t ı r ı rsak,çift kuyu için enerjinin daha büyük bir  

negytif say ı  olduğ unu görürtiz;'bbylece çift potansiyel için enerji daha a ş a ğı dad ı r. 

Bir potansiyel çiftinin ye ğ inli ğ inin bir tek potansiyelinkinden büyük olmas ı  buradan 

gelmez.Iki protona ba ğ l ı  bir elektron ile bir protona ba ğ l ı  bir elektronun kar şı la ş t ı - 

Ş ek.5-15. tanh y
Y 	

6zdeger ko ş ulunun çözümü. 
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r ı lmas ı  durumunda da böyledir.Çift potansiyel için ba ğ lanıkan ı n daha s ı k ı  olmas ı n ı n 

nedeni Ş ek.5-16'da gösterilmi ş tir: H ı zla azalan bir üstefl fonksiyonu,luik ı l ıml ı bir 

fonksiyon(burada cosh x) ile uzla ş t ı rmak daha kolayd ı r;çifiıkü e ğ imdeki süreksizlik 

ş ekilde görüldüğü gibi az olur.Oysa ayn ı  fonisiyonu,potadsiyelin öbür yan ı nda da 

e ş it bir e ğ imle azalan bir üstel fonksiyonla uzla ş t ı rmak zordur'aGerçek dfinyada, 

aralar ı nda küçük bir uzakl ı k bulunan iki protona ba ğ l ı  biîr elektronun enerjisi,bir 

proton ve çok uzaktaki bir hidrojen atomuna ba ğ l ı  elektrenun enerjisiaden daha a-

ş a ğı dad ı r; üstelik.de ilk durumda,protonlar aras ı ndaki itme daha etkiadir.Burada da 

gene,dalga fonksiyonu kendisini,ba ş at etki olan geometrik durumla uzliatt ı rmaktail ı ". 

2. Tek çözümlerin biçimi, 

u(x) m. e 

• A sinh 

• — e 

> OL 

a > z > — 0. 

< — cı  (5-77) 

olacakt ı r.Bu kez de,kar şı  bak ışı m nedeniyle,ko ş ullar ı  örne ğ in x 	'da uygulamak 

yeterlidir.Dalga fonksiyonunun süreklili ğ i 

A sinh 	 e 	 (5..78) 

verir.Sfireksizlik denklemi ise, 

-.1te7K4a. İ-(A cosh e-  '“t 	 (5-79) . 

Ş ek.5-16. Tek ve çift delta fonksiyonu çekici potansiyeljeri için bağ l ı  durum 

dalga fonksiyonlar ı . 
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‘‘ a"  

Ş ek.5-17. tanh y = ( il /y — 1) -1  dzde ğ er ko ş ulunun çözümü. 

olur.Ikisinin birle ş tirilmesi, 

coth rta4r~.-- 	1 	 (5-80) 
c1/4- 

ozde ğ er ko ş ulunu verir. Ş ek.5-17'de bu denklemin tersinin e ğ risi çizilmi ş tir,bu 
tanh y'nin ( 5N/y . 7 1) -1  'e göre gizimidir.Bu fouksiyonlardan birincisinin ba ş lang ı ç 
noktas ı ndaki e ğ imi 1k4lı ciden büyükee,yaln ı zca bir kesi ş im noktas ı  bulunacakt ı r; bunun 
için de, 

	

:k > i 	 (5-8 1) 

olmal ı d ı r. y = 21/4/2 için ( 22/y-1)-1  terimi 1 verdi ğ inden,kesi ş me y < 91/4 /2 için 

olu ş mal ı d ı r; bu da, 

, •N 	2a 
	 (5-82) 

demektir.Böglece,e ğ er bir ba ğ l ı  durum varsa tek çözüm,çift çözümden daba zayı f bağ -
lanmış t ı r.S ı f ı rdan geçmesi gereken dalga fonksiyonu kuyular aras ı nda dik olmaya zor-
tan ı r; ve bu yüzden ancak,daha yava ş  azalan bir üstel fonksiyonli uzla ş abilinı n 
büyüklüğ üne ba ğ l ı  olarak uyar ı lmış  bir durum  bulunabilir veya bulunmayabilir. 

Ş imdi de,enerjisi 	olan u ç (x) taban durumu ile,enerjisi E t  olan u t (x) uyaril- 

m ış  durumunun bir üstüstegelMesini 4 dü ş önelim(ç ve t,çift ve tek demektir); 

11., (x).= u ç (x) 	0( U t (X) 
	

(5-83) 

ı - °  
Burada 	ck'n ı n seçimi, J dx 	114, (x)1

12 
 'yi olabildi ğ ince küçük yapacak biçimde- 

-4o 
dir; bu ise,"elektron"un olabildi ğ ince sağ  yanda yerelle ş mesi demektir.Bir t zaman ı  
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sonunda dalga fonksiyonu, 

•; 
-y(x,t). ti vr (x)e + '''' u t (x)e 

-). E +/+, 	 -k(E i  — EÇ)+A 	7  
= e, 	[tl (x) + oı  e 	 ut (x)4 (5-8 4 ) 

elaeakt ı r,böylece iki parça aras ı ndaki evre ba ğ int ı si de ğ i ş ecektir.bzellikle, 
—4 E Eç) / -e 	 = -1 	 (5-85) 

gibi bir zaman sonra,t = O'da sa ğ  yanda nas ı l yerelle ş tiyse,elektron bu kez de sol 
yanda öylece yerelle ş eeektir.byleyse,elektronun iki potansiyel aras ı nda gidip gel-

mesi olarak betimlenebilen bir eal ı ngan davran ışı  vard ı r; bu sal ı n ı min frekans ı , 

E
t 

- EL_  
uJ = 2 UJ ç 	= 2 	 (5-86) 

4. 

d ı r.Büyük 	için 	GUtg  frekans ı na e ş lenen peryodun,iki kuyuyu ay ı ran engeli 
"tünel olay ı  ile geçme zeman ı "na yakla şı k olarak e ş it oldugu,Kesim C ve D'de sunu-
lan yöntemle güsterilebilir;kendisini inand ı rmas ı  için,bu i ş i okura b ı raklyoruz.Bn, 
amonyum molekülü için bir modeldir.135yle bir frekans ı  büyük incelikle ölçmenin yol-

lar ı  vard ı r,ve böylece çok dogru ölçen bir "saat"imiz olor 6 . 

F. Kronig-Penney Modeli 

Genel olarak metallerin kristalimsi bir yap ı s ı  vard ı r,yani iyonlar uzayaal 

bir dönemsellik gösterecek biçimde dizilmillerdir.Bu dönemselli ğ in,özgür elektron-
lar ı n metal içindeki hareketi üzerinde bir etkisi vard ı r,ve bu etki ş imdi tart ış e-

cag*m ı z basit modelde gösterilecektir. 
Dönemsellik potansiyelde olaeakt ı r,bunun için 

V(1! 	) = V(x) 
	

(5-87) 

olmas ı  gerekir.x 	x 	eı 	değ i ş tirmesi ile 	4,,x2/2m)(d2/dx2, ) kinetik enerji 

terimi de ğ i ş medi ğ inden bütün liamiltonien CL yer degistirmeleri alt ı nda de ğ iş mez-

dir.S ı f ı r potansiyel darumunda,verilen bir E _q 2  k 2/2m enerjisine kar şı l ı k ge-

len çözüm, 

ıf)(x) = e 
	

(5-88 ) 

6 
Amonyum molekülünün bir tart ış mas ı  için,bkz. R.P.Feynman,R.B.Leighton 

ve M.Sands,The Feynman Lectures on Physies Cilt III,Addison-Wesley,Reeding 

Masa., 1965. 
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olur,yerde ğ i;itirme ise, 

(x+ a. 	k a. 
'40 ( + 0. ) =- C 	 e 	14.0(x) 

	
(5-89) 

verir. Byleen ilk çözüm,bir evre çarp ım ı  ile çarp ı lm ış  olur;ve bu yüzden, 

(5-90) 

diz...Öyleyse gözlenebilirler,xide ve x + 0. 'da ayni olacaklard ı r; ve biz x`de mi,yokea 

x + 0. 'da m:31. oldu ğumuzu söyleyemeyiz..0rne ğ imizde ayr ı ca, "y(x) ve -ı .1, (x +O. )'yi 
•ka 

ay ı ran evre 5 .yarlıan ı n ı n, 	e 	biçiminde olmas ı  gerekmedi ğ ini de vurgulayaca ğı z. 

Cebiri basitlestirmek için a itici delta fonksiyonu potansiyellerinin ş u serisini 

alaca ğı z : 

V(x)-- 	412  	"  	8 	n a ) 
	

(5-91) 
2m 	Ot rk=-= 

x = n a noktalar ı  d ışı ndaki çözüm özgür parçac ı k denkleminin çözümü olacakt ı r,yani 

sin kx ve nos kx 'in bir çizgisel birle ş tirimidir(basit olmas ı  için gerçel fOnksi-

yoularla çala şı yoruz).(n - 1) a < ıc < na ile tan ımlanan lin  bölgesinde, 

Ni(x) = An sin k. (x 	n 	) 	Bn eus k (x 	) (5-92) 

oldu ğunu,ve na < x < (:a 1) 0. ila tan ı mlanan Rn+i  bölgesinde, 

 

An+1 sin [x —(n + 1)0,11 	13n+1  cos 	x -(n 	1) 	 (5-93) 

oldu ğunu v ıı n3ayal ı m.Dalga fonksiyonunun aüreia ili ğ i (x = na. ), 

-A
11+1

sin ka A- B
n+1 

 cos \<.m..= Bn 
	 (5-94) 

verir;ve (5-R3) süreksizlik ko ş ulu burada, 

k An+1  cos koı  + Bn+lsin  km. - k An  — B 

	

 ek. 	tl 

olur.Biraz diizenleme ile, 

A
n+1 	

An cos ka + (g cos ka 	ain ica ) Bn  

Bn+i 	(g nin ka + can ka.) Bn  -I- An  nin ka 

elde edilir,burada g = 	ka. 
(5-92;9 ve (5-93) dalga fonksiyonlar ı  aras ı nda, 

(Rn+ ı )- e '( 11.) 

ba ğı nt ı s ı  bul.utintal ı d ı r;bu ba ğı ntin ı n sa ğ lanmas ı  için de, 
.4> 

E' An 

B
n+1 

+-- 	e Bn 

(5-95) 

(5-96) 

(5-97Y 

(5-98) 



100 	linfintum Fii ğ i 

olmalld ı r.hu sonuçlar (5-96)'da yerine konuldu ğu zaman, 

<IS 
( e 	-- na kay (e -- g  sin ka -co.3 kck  ) 	sin k (g cos 	sin ka ) 

bag ı nt ı s ı n ı  vı eren b ı r tutarl ı l ı k ko ş ulu buloruz;ve bu, 

	

2.10 	20 
e 	--e (2 cosko.,F g  sin km.) 4-1= 0 

olmas ı  demektir. 	e. 	ile çarp ı m, 

cos = cos kot++ g sin k o.  

verir. 

"WrialLalitaiz için, 

Y(Rn) 	 (5-UM) 

biçimindekiperiyodik a ı n ı r ko ş ullar ı n ı  al ı rsak,o zaman (5-98)'6en e 	1 sonucu 

ç ı kar,buradan da 

o— 	m 	m 	o,' 1, * 2,... 	 (5_Illol) 

b ıllunur.O'yi qa ile gösterelim,burada q periyed4ks ı n ı r ko ş ullar ı  ta şı yan w.e hiçbir 

potansiyelin yani hiçbir iyonun bulunnad ığı ,Na uzunlu ğ unda bir kutu içi ınhAi elekt-

ronun dalga Ney ı s ı d ı r.11öylece (5-99), 

cus qa = cos ka 	;k  "n  ka" (5-K02) 
k o. 

 

biçiminde yeniden yaz ı labilmelidir.Bm çok ilginç bir sonuçtur,çünkü sol yan her za-

man 1 ile aln ı rlanmış t ı ruani E . 4ı 2  k 2/2m enerjisinin alabilece ğ i de ğ erler üze-

rinde,"kristal"imizin parametrelerine ba ğ l ı  olan k ı s ı tlamalar vard ı r. Ş ek.5-kWde, 

= ha 'n ı n lonksiyonu olarak cos sin x/2x'in çizimi gösterilmi ş treYatay 

çizgi cos qa 'n ı n s ı n ı rlar ı n ı  göstertr,ve e ğ rinin ş erit d ışı nda kald ığı  x bölgele-

ri yasak bölgelerdir.Böylece yasak 'bölgelerle ayr ı lm ış  olan izinli  enerji ku ş aklar'  

vard ı r.Yaaak bir ku ş a ğı n ba ş lamas ı , 

k o = nrt n 	± I, ± 2, ±3,... (5-1.03) 

   

ko ş uluna karplik gelir.Ve bm,dik geli. ş  için tam olarak Bragg yans ı mas ı  ko ş miudur. 

Elekt:-onlar ı n • .doldurduitu enerji düzeylerinin daha fazla elektron alamaya-

ca ğı  olgusu(bu,ilerde inceleneeektir) gözönüne al ı n ı rea,Kronig-Penney modelinin me-

tal,yal ı tkan ve yar ı iletAen kuramlarlyla ilgisi oldu ğ u görülür.11öylece bir metalde 

k ı smen dolmup olan bir enerji ku ş a ğı  bulunabilir.Bir dış  elektrik alan ı  uygo ı dan ı rsa, 

elektronlar lvmelenirler,ve kendileriu,e uygun gelen momentum durumlar ı  varsa.,elektron-

lar d ış  alan ı n etkisi ile bu momentum durumlar ı n ı  doldururlar.Yalltkanlarda tam ola-

rak dolmu ş  ku ş aklar bulun ı ur;ve yak ı nlarda hiçbir bo ş  durum olmnd ı g ı ndan,bir elektrik 

alan ı  elektromlar ı  ivmelemdiremez.Elektrik alan ı  yeterince kuvvetli ise,elekitronlar 

yasak bir enerji aralig ı mı n üstünden 'atlayabilirler" ve bo ş  bir izinli. enerji 
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Ş ek.5-18. x'in fonksiyonu olarak cos x 	9L/2) (sin x/x)'in çizimi.Yatay çiz- 

giler ± 1 s ı n ı rları n ı  gösterir.Eğ rinin ku ş ak dışı na uzand ığı  x bölgeleri ya-

sakt ı r. 

ku ş agı na gidebilirler.Au bir yal ı tkan ı n bozulmas ı  demektir.Yarliletken çok dar bir 

yasak aral ığı  bulunan bir yal ı tkand ı r.Burada,ko ş ullardaki küçük bir degi ş me,örnegin 

s ı cakl ı ktaki bir art ış  "atlama"y ı  yapt ı r ı r ve yal ı tkan bir iletken durumuna geçer. 

G. Ilarmonik Sal ı ngan 

Son örne ğ imiz olarak harmonik sal ı ngan ı  inceliyoruz( Ş ek.5-19). Ş imdiye de ğ in 
inceledigimiz örneklerin tersine,çözülmesi gereken diferansiyel deuklem öyle önem-

siz de ğ ildir;ye bu problemi tart ış man ı n bir nedeni de,böyle denklemlerin çözüm tek-

nikleri ile ilgili bir ş eyler öğ renmektir. 
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Ş ek.5-19. En alt dört özdeger için harmonik sal ı ngan ı ft özfonksiyonlart ve olas ı -
l ı k yogunluklart.Üzfonksiyonlar ı n çiftlik ve teklik özeli ğ ine dikkat edini ı . 

Klasik Hamiltonien, 

   

2 
lI 	P 	

1 	t 2 
1-  —2—  

2m 

biçimindedir,bundan dolay ı  özdeger denklemi, 

	

k2 	d2u (x ) 4_  İ  
2 

kx2u(x) 	Eu(x) 

	

n 	
2  

	

2m 	dx 

(5-1 04) 

(5 - 1 0 5 ) 

olur. Ş imdi ■ al ı ngan ı n, 

= 	tK /nı  

frekans ı n ı  tanı mlayal ı m ve 

E 	2E 

+ı l") 

 

(5-106) 

( 5-107) 

yazal ı m.Ve, 

   

    

Y 
\/ 	 

(5-108) 

değ i ş ken değ iqtinkesini yeparsak,son olarak denklemin ş u basit biçimini elde 

n =3 

n=.2 

rt=1 

n=0 
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ederizM 

+(E — y2 ) u = o 	 (5-109) 
dy

2 

Burada görünen bütün nicelikler boyutsuzdur. 

y
2
-o 01.0 	iken herhangi bir E özdeğeri için, ır  'nun bulundu ğ u terim önem- 

sizdir.Bu yüzden u(y)'nin asimptotik olarak, 

dy
2 	Y211 0 (y)=. 0 	 (5- ıı o) 

denklemini sa ğ lamas ı  gerekir.Bunu 2du o/dy,ile çarparsak,bu denklemi 

2 
d 	( 	 2 d 	I,  
dy 	dy-) 	Y üody 	Q 

biçimimde,ya da e ş de ğ er olarak, 
2 

dy 	

( duo 	 02 

dy ) 

	y2o 
(5-112) 

biçiminde yeniden yazabiliriz.Denklemin sağ  yan ı ndaki terimi önemsiz sayaraak,bu denk-
lem büyük ölçüde besitle ş ir-Bunun yap ı labilece ğ ini varsayal ım ve sonra bu varsay ımı n 
do ğ ru olup olmad ığı na, bakal ı m t.Sağ  yan ı  atarsak, 

du
o 	(e 4. y2o02)1/2 

dy 

buluruz,burada C bir tümlev sabitidir.Sonsuzda hem uo (y) bemc'de (kn o/dy s ı f ı r olaca-
ğı ndan,C = 0 olmal ı d ı r-Böylece, 

du  yuo 	 (5-113) 

(5-114) 

dir. ş imdi büyük y'ler için, 
2 

2 UZ  dy (.,2o 
o  ı 	dy 
2, (y2 e- 	) " _43 . 4  

ile kar şı la ş t ı r ı nca,2yu0
2 

= 2y e 	'nin gerçekten önemsiz olduğ unu do ğ rulayabili- 
riz.Burada, 

u(y):= h(y) 

gibi,yeni bir h(y) fonksiyonu ton ı mlarsak,o zaman diferansiyel denklemin, 

d2h(y)  
-. 2y 	clh(Y) -“C —1)11 (Y) = 0 

dy2 	 dy 

(5-115) 

(5-116) 

du 

(1 2 . 0 (y) 

dy 

bulunur,bunun sonsuzda da geçerli olan çözümü, 

n o (y) = 	" 2.  



ve 

0..24.+4 = 1
....2) k  (N + 1)(N 7- 1)....(N— 2k 4-3)(11 --2k  
k  

(2k +1M 
(5-122) 
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biçimini alaca ğı  kolayca görüliir.Bu büyük bir basitle ş me gibi gözükmez,fakat sonsuz-

daki davran ışı  aç ı klam ış  oluruz,ve ş imdi y = Oyek ı n ı ndakidavranış a bakabiliziz.Bunun 

için, COP 
21 

h(y) == 	
/ 	

(5-117) 
rü=0 

kuvvet serisi aç ı limin ı  deneyelim.Bu,denklemde yerine konursapy" 2 **im 1atemş11.1.1c.$111m 

1)(;h14.- 2) cı m+2. 	(221 — E +1) 0.:,  (5-118) 

indirgeme ba ğı nt ı s ı n ı  sa ğ lamas ı  gerekir.Böylece, a o  ve el i  ve ırildi ğ inde,tek ve çift 

seriler ayr ı  ayr ı  türetilebilir.Bunlar ı n kar ış mamas ı ,Hamiltonien'in yans ı malar alt ı n-

daki de ğ i ş mezli ğ inin bir aonucudur.iateksel E için,m'Jitbüyük de ğ erlerinde(örnetin 

m > fl"), 

Q, (5-119) 

buluruz.Böylece çözüm yakLa şı k olarak, 

(IN 	 yN+2 	2 2 
h(y)=(y'ye göre bir çokterim101- 	

YN+4 

N(N +2) 

23  	N+6 

	

y 	+ 
N(N + 2)(N + 4) 

d ı radmrada,basit olsun diye yaln ı z çift çözümleri ald ı k.Buradakk seri, 

a052" N 	1)1 	(Y2)N/2-1 
4- %3 

,2,N/2 
	--- L (N/2 -I)! 	KN/2)! 	(N/2 	 1)! 

biçiminde yez ı labilir;bu,bir çokteriali4- bir sabit X y' e y 	biçimindedir.Bu, 

(5-115)'de yerine konursa,sonauzda s ı f ı r olmayan bir çözüm elde ederiz.indirgerne 

bağı nt ı s ı  bir yerde son bulunsa,yani 

E :.--- 2N 4.1 (5- 120 ) 

olursa geçerli bir çözüm bulunabilir. e 'nun bu özel de ğ eri için indirgeme %a ğı n -tas', 

21c. = (-2) k  14 . (N 	2).... (N -72k + 4) (N — 2k + 2) 	Ct o 	(5-121) 
(2k)! 

verir.Böylece, ş u sonuçlara ula şı r ı z: 

1. Kesikli,e ş it aral ı kl ı  özdeterler vard ı r.Denk.(5-120), 

E = 	 + (5-123) 



Bir-Boyutlu Potansiyeller 105 

olarak çevrilebilir.Bu al ışı lmış  bir biçimdir;çünkü enerji ve frekans aras ı ndaki bu 

bağı nt ı ,Plancke ı n ışı n ı m alan ı  kipleri için buldu ğu bağı ntı  ile ayn ı d ı r.Böyle olmas ı  

rastlant ı  de ğ ildir;çünkü elektromagnetik alan ı n 414ıbıa kiplere ayrilmas ı ,asl ı nda 

çiftlenimsiz harmonik sal ı nganlara ayr ı lmasidir. 

2. h(y) çokterimlileri boyland ı rma sabitleri d ışı nda 1111 (y) Bermite çokterimli-

leridir,ve bunlar ı n özelikleri birçok ders kitab ı nda bulunabilir.Asl ı nda biz bu ayr ı n-

t ı larla ilgilenmiyoruz,ve harmonik sal ı ngan problemitıi yine çözece ğ iz; bu yüzden ş im-

dilik bu konular ı  kesiyoruz.Ayrica,harmonik salingan ı n klasik mekendkte oldu ğu gibi 

kuantum mekani ğ inde de önemli olmas ı n ı n nedenini belirtme ğ e de ğ eri. Bir sistemin denge 
durumundan herhangi küçük bir tedirgenmesi küçük sal ı n ımlar do ğurur,bunlar da her za-, 

man 41400aa kiplere,ba ş ka deyi ş le ba ğı ms ı z salingenlara ayr ı labilir. 

3. (5-125)'den görüldüğ ü gibi en alt durumun bile bit enerjisi vard ı r.Buna 

s ı f ı r-nokta enerjisi denir.Bu enerjinin varl ığı  bütünüyle kuantum mekaniksel bir et-
kidir ve belirsizlik ilkesine dayanarak yorumlanabilir.lielyumun a şı r ı  alçak s ı cakl ı k-

larda "donmamas1",fakat ola ğ an baainçlarda 103  Kelvin derecesi basama ğ ana kadar s ı v ı  

kalmas ı  olgusundan d'a s ı f ı r-nokta 'enerjisi aorumludur.Bafif atomlarda uj frekans ı  bü-

yüktür,bu nedenle örne ğ in azotta bu etki görülmez.Bu eaerji,ayr ı ca da atOmlarareal 

kuvvetlerin myrint ı ll özeliklerine bağ l ı d ı r,ve »av ı  hidrojenin donmael bu yii;dendir. 

Problemler 

1. x-eksenininsonln bir bölgesinde yerene ş mi ş  isteksel bir potansiyeli gözönüne 

el ı n ı z.Potansiyel bölgesinin solundaki ve sahildeki çözümler a ı rayla, 

zk x. 	-4.kx 
Ae + B e 	 e +De. 	• 

ile verilmi ş  olsunlar. 

C = S
11
A +

12
D  

B= S21 A + S22
D 

! 	! 

yazarsak,ya da ba ş ka deyi ş le,"giden" dalgalar ı  "gelen" dalgalara 

CBD 

	(811 	812) ( 

D 

 ) 

821 	
s
22 

olarak ba ğ larsak, 
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i s  İ  2 4.  i s  12 = ı  
I 111 	' 12' 

	

i s  12 + 1 s 	12 = 1.  
' 21 1 	22' 

4 	 4ıı• 
S S + S,  S = 0 11 12 	21 22 

ba ğı nt ı lar ı n ı n geçerli oldu ğ unu gösteriniz.Bu beg ı nt ı lar, 

(

Sll 512 ) 

S
21 

S
22 

matrisinin üniter oldugunu silylemeye gelir. 

( İ puc ıl! Ak ı  korunumunu,ve A ve D'nin isteksel karmel sayular olabilece ğ ini kul-

lan ı n ı z.) 
2. 

V ( ) = 0 	R < 

	

= Vo 	—a < x < 

	

.= O 	x < o. 

	

potansiyeli için,saç ı lma matrisinin 	
' 

S _ .
11 

S
12' 

s
21 	- 

ve  S
22  ö

ğ elerini heseplay ı n ı z,ve 

Problem l'de kan ı tlanan genel ko ş ullar ı n gerçekten sa ğ lamd ığı n ı  gösteriniz. 

3. S11 	S22 ö ğ eleri k'n ı n fonkaitonudur. 
• 

s11 (-k) = S11 (k) 

S22 (-k) = S22(k) 22 

812 ( "k)= S21 (k)  

oldu ğunu,ya da ba ş ka deyi ş le,bu matrisin 

S(-k) = S+(k) 

özeli ğ ini ta şı d ığı n ı  gösteriniz. 
4. Potansiyel kuyusu için tek çözümleri gözönüne al ı n ı z(örne ğ An Denk.5-39), 

bu çözümler s ı f ı r aç ı sal momentumlu üç-boyutlu potansiyel kuyusn içim bir model 
olarak kullan ı labilir.Potansiyelin aral ı k' 1.4z10-13  cm ve sistemin bağ lanma ener-

jisi -2.2 MeV olarak verilirse ve kullan ı lan kütle 0.8z10'24  gr ise,motansiyelin 

derinligini MeV olarak bulunuz. 

[Yard ı m; (1) Önce,uzunluk ve kütleleri öyle kütle birimierine çevirimiz ki,aral ı k 

d(K ) ve bağ lanma enerjisi E ( /4 cl  ) biçiminde olsunlar.Vmrilen kütle 
uygun olabilir.(2) Baglanma enerjisi çok küçfiktür,byle Ici hemen hemem s ı f ı rd ı r.S1- 

f ı r olsa idi,(5-41) ko ş ulu Vo ' ı  verirdi.Bu de ğ er yak ınler ı nda seriye aç ı n ı z. 

5. Sekrbdinger denklemini gerçekten 4çözmeden,çözUmleri öyle kur ıı nnz.ki, 
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a ş a ğı daki durumlar için yaln ı zca dzonksiyonlar ı n ve tfireyierinin e ş itlenmesi'1;a1- 
s ı n : 

Vo  

    

„T  X 
ca 	C t 

v, 
cı  

     

     

Bu problemi çözerken, ş u ko ş ullar ı  griZönünde tntunuz: , (a) Potansiyel-olmasayd ı ,soldan 
gelen ak ı  -.N.ı k/m olacakt ı ; E -< Vo  al ı n ı z. 

X=0 
'X 

(b) Potansiyel olmasayd ı ,sağ dan gelen ak ı m ı n büyüklüğü 	4Nk/M olacakt ı ; E 1: V
o 

al ı n ı z. 
6. (5-35)*(leki bir bağ l ı  durumun ko ş ullar ı n ı n,(5-25)'in paydas ı n ı n k = j4.K. "da 

s ı f ı r olmasa gere ğ inden elde edilebileci*In ı-gösteriniz.Bunan neden bir rastlant ı  ol-
mad ığı n ı  tart ış abilir misiniz? 

7.  

V(z) s 	 S ( x --b) 
cı  

potansiyeli için saç ı lma matrisini güzönüne al ını z ve bunan, 

biçiminde olaca ğı n ı  gösteriniz.Bu matrisin ■ iiniter olduğunu,ve matrisin ü ğ eleri 
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■ ama oldu ğ u amma ba ğ l ı  ~lar togul ıaa verdi ğ ini kaalliklay ı n ı ..(au durum,- 

Valwiaca ı1<'° ı gia eı lagacakt ı r.) 

8. Parçac ı k' olabildi ğ ince ba§lang ı cin :tak yan ı nda yrerekle ş tirecek olan, 

Denk.-83'deki C›< 'yi hesaplay ı n ı z. 

9. Ilarmonik sal ı ngan ı n en alt üç özfonk;siyonn için ı ialga fonksiyonlar ı n ı  

ayr ı nt ı l ı  olarak hesaplay ı n ı z. 

10. Rarmonik sal ı ngan potansiyelinin küçük bir ktibil terim ile terdirgen-

di ğ ini dusunUnüz,oyle ki, 

V(X).-7 
2 

 BALAJ ( 	 x 3) 
cip 

olsun. Q büyükse l( 1 /mua ) 1/2  belirtgen boyatu ile kar§Alat ı r ı nca], taban du-

rumdaki bir parçac ı g ı n en sakdaki bölgeye "s ı zmas ı "n ı n ne l ı adar zaman ald ığı n ı  kes-

tiriniz.Yaln ı z bu tedirgenme varken,hiçbir en dü ş ük enerji durumu bulunmad ığı na dik-

kat ediniz; çünkü yeterince büyük x için,potansiyel istendi ğ i kadar derin olur. 

11. A ş a ğı da gösterilen, 

V(x) — 4,2 2mx
2 
	 x > R

o 

potansiyelini. gözönüne al ı n ı z 

\İ -leav 

E enerjili bir parçaclk ı n bu potansiyeldeki yar ı ömrünü ke ı tiriniz(d ı staki potansi-

yel üç boyutlu bir dünyadaki aerkezkag bir engeli göaterirl.Sonuçlar ı n ı z ı kGR  

boyntsnz oran ı  cinsinden ifade ediniz,burada E .41i2k 2/2m ' cli: ıs. I » 1  alivlz. 

12.  

3n 

olan Kronig-Penney potansiyelini gözönüne al ı n ı z. 

(a) x 	ko. 'n ı n fonksiyonu olarak, 

91/4 	s cos x 	 in x 

egrisini ayr ı nt ı l ı  olarak çiziniz. 

X 

2 
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(b) Yasak enerji ku ş aklarinln,k 	nlT 	'nin hemen üstünden ba ş lad ığı n ı  
gösteriniz. 

(e) ?k artarken izinli enerji ku ş aklar ı n ı n daraldığı n ı  gösteriniz. 
(d) +ı2k2/2m enerjisini,o'nun fonksiyonu olarak çiziniz. 
13. Bir molekülün (5-71) ile tan ı mlanan modelini gözönüne al ı n ı z. A bü-

yük oldu ğ u zaman, 

	-A z  
2mizt 2  

olduğunu gösteriniz. 

Kaynaklar 

Kronig-Penney modeli ş urada da ayrı nt ı l ı  olarak ineelenmi ş tir: 

E.Merzbacher,Quantum Mechanica(2.nci bas ı m),John Wiley and Sons,New York,1970. 

"Ku ş ak kuram ı "n ı n daha ayr ı nt ı l ı  bir tart ış mas ı  için bkz. 

C.Kittel,Introduction to Solid State Ph sies (4.üneü bas ı m),John Wiley and Sona, 
Inc.,New York,1971,Bölüm 9. 

Engelden s ı zman ı n,WKB yakla şı m ı n ı  kullanan daha tam bir tart ış mas ı  için kitab ı n 
aonundaki listede verilen daha ileri ders kitaplar ı ndan birime bak ı n ı z. 

ae 



BÖLÜM 6 

DALGA MEKAN İ GINİ N 
GENEL YAPISI 

Bölüm 5'te fiziksel bak ı mdan ilginç olan, 

2 
) 'F' 

2 
H 	4- V(x) 	-1-- ( 	 4. v(x) 

2rn 	i 	dx 2m 

biçimindeki birkaç Hamiltonien için, 

Hui(x)=.  EuR(x) 

denkleminin çözümleri olan enerji özfonksiyonlar ı  elde edilmi ş ti:Bir sistemin zaman 
içindeki geli ş imini belirlemesi nedeniyle,H Hamiltonien i ş lemcisi üzerinde hnemie du-

rulmu ş tu. Bir sistemin ba ş lang ı ç durumu herhangi bir 	140, (x) dalga fonksiyonu ile 

betimlenebilir.Bn dalga fonksiyonu üzerindeki tek k ı s ı tlama ş udur: Faresi tümlenebi-
lir olmal ı d ı r; bu durum, 

jrdx 17(x) 1/(x) .< emu 	 (6-3) 

olarak anlat ı lahilir.Genelli ğ i bozmadan, 	"\i/(x) bir sabitle çarpı labilir; ve böyle- 
ce bu dalga fonksiyonu, 

fdx 11,*(x) y(x) 	1 	(6-4) 

olarak boyland ı r ı lm ış  olnr.Zamana ba ğ l ı  Schrödinger denklemi, 

S'ı 	
11(x,t) --= .11  Y(ryt) 
	

( 6 5 ) 

dalga fonksiyonunun zaman geli ş imini hetimler,ve uz(x) enerji özfonksiyonlar ı  veril-
di ğ inde• bu problem hemen çözülebilir.Çözümün nas ı l oldugnnusbyleyen genel bir teorem 

(6-1) 

(6-2) 

111 
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vard ı r: isteksel bir 	NV(x) fonksiyonu,H'nin özfonksiyonlsrin ı n bir tam kümesi tü- 

ründen aç ı labilir; ya da ba ş ka deyi ş le, 

11, (x) = Z C- ıl (x) 
E 
	

E  E 

	 (6-6) 

olarak yaz ı labilir.Eger HWin özfonksiyonlar ı n ı  bovland ı r ı lm ış  olarak seçer ve E'nin 

farkl ı  de ğ erlerine kar şı l ı k gelen özfonksiyonlair ı n dik oldu ğunu gözönüne al ı rsak,o za-

man 

Jr lı Et (x) uz „.(x) Slx = S Eev , 
	 (6-7) 

olur; bu sonuç Ek B'de kan ı tlanm ış t ı r.Buradan da aç ı lma katsay ı lar ı , 

dx nE,(x) y(x) mm 	Z CE 	uE,(x) E(x) dx 

	

CE 	EE' 

= C E' 
	 (6-8) 

olarak belirlenir. ş imdi,her bir enerji özionksiyonn için zaman ba ğ l ı l ı k:1min, 

uE(x,t)= nE(x) 
	

(6-9) 

biçiminde oldu ğ unu gözönüne alal ı m.Böyle oldu ğ u,(6-9).un (6-5)'te yerine konmas ı yla 

kolayca görülebilir; ve buradan, 

y(x,t) mm 	CE e 	uE(x) 
E 
	- ı E4c/4:, 	

(6- 18) 

olur.Çok say ı da örne ğ in incelenmesinden ö ğ rendi ğ imiz gibi,enerji özdegevleri kesikli 

ve/Veya sürekli de ğ erler likabilir.Bu yüzden,özde ğ erlerin şpektrumunun  kesikli ve/veys 
sürekli oldu ğunu söyleriz.hyleyse (6-6) asl ı nda,bu iki duruma kar şı l ı k gelmek üzere, 

enuED 00 -4- f am(E) yx, 	 (6- 11) 

olmal ı d ı r; ve (6-7),kesikli de ğ erler için 

Jr uZ(x) nEn (x) dx = 
	

am 
	 (6-12) 

ve sürekli de ğ erler için, 

jru:(x) mE ,(x) dx = cS.  (E — E') 
	

(6- 13) 

verir.Olabilen tek seçim bn de ğ ildir.Potansiyel kurusu veya engeli proUemlerinin 

çözümlerinde gördü ğ ümüz gibi,enerji özdeger denkleminin çözümleri öyle flonksiyonlarden 
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kurulabilir ki,hu fonksiyonlar potansiyelden uzaklarda,momentum özfonkeiyonlar ı  olur-

lar.lfurada,enerji ve momemtum aras ı nda bir ba ğı nt ı  vard ı r(potansiyelden uzakta,E=p 2/2m); 

böylece çözümler öyle boyland ı rı labilir ki,(6-13) t ün sağ  yan ı  yerine 	S(p-p'),veya 

üç boyutta 	&(7- lı'') gelir. 

Ayr ı ca aç ı l ı m katsay ı lar ı  için,postfilat olarak bir yorum önermi ş tik: ICE İ 2 , Y(x) 
ile betimlenen durumun bir enerji ölçümünfin,belli E özde ğ erini vermesi olas ı l ığı d ı r.d-

zel herhangi bir ölçiim yaln ı zca bir özde ğ er verebilir; fakat klasik fizi ğ in tersine,blı-

nun hangi özde ğ er olaca ğı n ı  öngöremeyiz: Yaln ı zca,bu ölgümün belli bir E de ğ eri vermesi-

nin olas ı l ığı n ı  biliriz.Klasik kuramda oldu ğ u gibi kuantum mekani ğ inde de, bir anlam ı  

olmas ı  için,herhangi bir ölçiim : yinelenebilir olmalid ı r.Beylece,bir gözlemci bir sistem-

üzerinde tek,  bir ölçiim yaparak,enerjinin örne ğ in bir E/  de ğerini bulnrsa,bu sistem için 

sonraki bir enerji blçömö gene E l  vermelidir.Bu nedenle,ilk ölçiimden sonra sistemir ı dn-

rumu yeni bir dalga fonksiyonuyla betimlenir,bu ise uE  (x) özfonksiyonndur; ancak o za- 

man yinelenen bir ölgiim,1 olas ı l ığı  ile El  verir.Ve bale n,"bir ölçiim bir durumu gözlene-

bilirim bir özdurumuna izdü ş ürür" deyimi kullan ı l ı r. 

Aç ı l ı m teoremi,bir A vektörünön N-boyutlu vektör uzay ı ndaki dikeyboylu birim' 

vektörler türünden açxl ı m ı n ı n bir genelle ş tirilmesi olarak görülebilir; 

A 	 A 
-1-0.0, .4.N 	

(6-14) A = 	 cs 	+ 	 
s 

A. birim vektörleri, 

(6-15) 

ba ğı nt ı s ı n ı  s ılklarlar,ve bunlar n E(x)'lerin benzerleridir. Ct k  katsay ı lar ı , 

et.k" --
k 

A *A 	 (6-16) 

ile verilir,bunlar da CE 'lerin benzerleridir.Kuantum mekani ğ inde vektör uzay ı  dilini 

s ı k s ı k kullanaca ğı z.Böylece CE  katsay ı lar ı n ı ,çoku kez y(x)'in u E(x) "boyunca izdü-

ş ümleri" olarak görece ğ iz,ve 

CE 	4(x) 1/(x) dx 	 (6-17)
J  

niteli ğ ine bir skaler çarp ı m diyece ğ iz.Dirac' ı n yapt ığı na uygun,nlarak,skaler çarp ı m 

için ş u uygun yaz ı m ı  kullanaca ğı z; 

( x) Ni/ ( x) dx 	<931\p> 	 (6-18) 

Uygun dalga fonksiyonlar ı  ile tüm N-boyntl ıı .vektörler toplulu ğu aras ı ndaki ben-

zerlik gerçekten çok derindir.Herhangi iki vektörün toplam ı , 

--ı. 
A + B = C 
	

(6-19) 
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olarak yeni. bir vektör verir,ve bir vektörle bir say ı n ı n çarp ı m ı  gene bir vektördür; 
bu durumun tam benzeri olarak,karesi tümlenebilir herhangi iki fonksiyonun toplam ı , 

ve karesi tümlenebilir bir fonksiyonunun isteksel bir say ı (karmal) ile çarp ı m ı  da ge-

ne karesi tümlenebilir bir fonksiyondur.Skaler garp ı m kavram ı n ı ,bir durum için 
-a 

<: A i B „) = A.B 	 (6-20) 

olarak,ve öbür durum için 

< 	-ıy>a fdx % *. (x) yx) 	 (6-21) 

olarak tan ı mlarsak,her iki durumda da çizgisel bir vektör uzay ı m ı z olur.Tek fark,ku-

antum mekani ğ indeki vektör uzay ı n ı n sonsuz boyutlu olmas ı d ı r.(6-21)'deki ,  sürekli x 

etiketi, 
N 

Â.â = Z CX. 6 - 	 (6-22) 
1.=.1 

deki i indisinin rolünü oynad ığı  için,gerçekten bu uzay sürekli bir biçimde sonsuz-
dur.Bu durum,höyle bir vektör uzay ı n ı n gerçek bir matematiksel incelenmesinin çok da- 

- 1Fa- karma şı k olmas ı  demektir.Çünkü (6-21) gibi tümlevlerin yak ı nsakl ı k , sorunu ç ı kar,ve 
sonlu boyutlu bir uzayı n tersine taml ığı  kan ı tlamak çok daha zordur.Matematiksel söy-
leyi ş le,karesi tümlenebilenfonksiyonlar bir Hilbert uzay ı  kurarlar,ve enerji özfonk-
siyonlar ı  temel vektörlerinin bir tam kümesini olu ş tururlar. 

Sonlu boyutlu veya daha genel vektör uzaylar ı nda bir i ş lemci,bir vektörü ba ş -

ka bir vektöre,veya buradaki durumda karesi tümlenebilir bir fonksiyonu karesi tümle-

nebilir bir ba ş ka fonksiyona dönü ş türen bir ş ey olarak tan ı mlauı r.Biz asl ı nda, 

c< f 1 + P 7 2) = o" 	+ 	'V 2 
	 (6-2 3 ) 

özeli ğ ini ta şı yan çizgisel islemcilerle ilgileniyoruz.Bölüm 4'te tart ışı lan basit 

örnek,R'nin 

< 	= J ^ı (x)H 	x dx 	 (6-24) 

ile tan ı mlanan beklenen de ğ erinin gerçel olduğ unu göstermi ş ti.Fiziksel olarak ölçü-
lebilen bir nitelik igin,böyle olmas ı  beklenir,ve bu ş öyle genelle ş tirilir:Gözlene-

bilir bir niteli ğ i gösterimleyen bir i ş lemeinin,tüm Ny-Weler için beklenen emteri 

gerçel olmal ı d ı r.Bu özeli ğ i ta şı yan i ş lemcilerö hermitien denir. 
İ steksei bir çizgisel A i ş lemcisi için, 

< A> 	=je ^lf(x) A 1/(x) dx 	 (6-25) 
"NV 

ve 

(6-26) < A> f 	x 	l (x) dx ,e 
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ol~,unu biliyoroz.At  i ş lemeisi 	okunur), 

t ./ [A -Nr(x),.1 	-4/(x) dx •=1-17( x ) A 	ly( 	dx 
bag ı nt ı slyla tan ı mlan ı r,ve hermitien e ş lenik i ş lemci ad ı n ı  al ı r.brne ğ in, 

(6-27) 

bağı nt ı s ı , 

	

f dx 1 	f 	(Y*  Y) —fd,c. 

	

\ 	w / 	 dat. d 	 cOx 

	

( dt—  dx ) 	dx 

oldu ğ unu ğ österir.Benzer olarak, 

( 	d
2 

dx
2 

Lx 
— O.< 

i ş lemcisinin hermitien e ş leni ğ inin, 

( 
d
2 	* –Zıt 

ci e 
dx

2 

olacağı  kolayca gösterLlir.11ermitien bir ialemci icin, 

(11> 	 I fiy(x)]
* 

y<x) 

= 	-Nı ( x ) Ht  y(x) dx 

......jr ■ii(x) H y(x) dx 

olur;ve bn,tüm 	y(x)iler için doğ ru olduğ undan, 

Ht  = H 

(6-2s) 

(6-29) 

oldu ğ unu sıöyleriz.ialeacileri de kapsayan skaler çarp ı mı n Dirac yaz ı m ı , 

(x) A 	(x) dx < 	A NI/ > 	( 6-30) 

olur.Bliylece l , 
	

<% IA I y>4* .j.-  [ A -N4, (x) 3* 	%(x) d. 

ı  
A.'in (6-27)'d . eki tan ı m ı ,yelnı z A'n ı n beklenen de ğ erini kapsar. A isteksel 

bir karmel say ı  olmak üzere lf(x)=.- u(x) -4- ı1 ‘Y(x) yazarak (6-27)enin,(6-31) 1 deki 

birinci ve ikinci sai ı raras ı nda bir basamak gerektirdi ğ i kolayca görülür. 
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.../^ ı (x) AT  0(x) dx 

° <-1/  At 1 f2( > 
	

(6-30 

olur. 

Genelli ğ e yönelmemizin nedeni ş udur: Ş imdiye dek gördü ğ ümüz gibi,ilginç olan 
i ş lemci yaln ı zca R de ğ ildir. 10,4, 	momentum i ş lemeisi,parite,yer v.b. gibi öbür 
fiziksel güzlenebilirler de hermitien i ş lemcilerle gösterimlenir.i ş lemc ı ler için 
B,C,.... barflerini kullaascag ı z.Yaln ı zea,gözlenebilirleri gösteren i ş lemcilerle il-
gilendi ğ imizden,bunlar ı n tümü hermitien olacakt ı r: 

A = A
f 

B = B t 
	

(6-32) 

ve öbürleri. 

Bütün hermitien i ş lemcilerin hzfonksiyonlar ı  vard ı r.Ya da ba ş ka deyi ş le,üyle 
bir vekterler kümesi vard ı r ki,bn vektorlere etkiyen i ş lemci,bir orant ı  aabiti d ı -
şı nda gene ayn ı  vektörleri verir; buradaki orant ı  sabiti özde ğ erdir; 

	

Au (x) = el u o,  (x) 
	

(6-33) 

Özde ğ erlerin spektrumu,Hamiltonien için oldu ğu gibi,kesikli ve/veya sürekli olabilir. 
Momentum özdegerleri spektrumnnun sürekli,parite özdeerleri spektrumunun ise ± 1 

de ğ erleriyle kesikli oldu ğ u bulunmu ş tu.Enerji özlonksiyonlar ı ndaki gibi, a.'n ı n fark-
l ı  de ğ erlerine kar şı l ı k gelen özfonksiyonler diktir,ve bunlar boyland ı r ı lm ış  olarak 
seçilebilirler.Böylece, 

	

ju*(x) le .t.) Jx.. 	 (6-34) 

veya yeni yaz ı m ı m ı zla, 

I Ad a! 	S■ ( 0., 01 	 C6-35) 

olur,Burada g ( 	),hzdegerier kesikliyse bir Q  â Kroenecker deltas ı ,sürek- 
liyse bir 	S ( o.-- cı ') Dirac delta fonksiyonedur.(6-33) ve (6-34) denklemlerinden, 

yani, 

OL .,---. 	 (x) Ati «  (x) dx (6-36) 

(6-37) 

 

sonucu çakar.Böylece,bermitien bir i ş lemeinin özdegerleri gerçel olmal ı d ı r.Ayr ı ca„A 

ile betimlenen giizlenebilirin bir tek ölçiimünüp sonucu özdegerlerden biri olmal ı d ı r, 
bu yüzden de hzde ğ erlerin gerçel olmas ı  gerekir, 
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Bölüm 4 1 te,Hamiltonien için oldu ğu gibi,Hermitien i ş lemcilerin Uzfonksiyonla-

r ı n ı n da bir tam küme olu ş turdu ğ unu bulmu ş tuk.Bunun sonucu olarak, 

= 	Z eg  ug  (x) 
	

(6-3B) 

açal ı m teoremi geçerlidir; burada, 

Ca  =1. 	( x) y(x) dx = < 11,2 1 y> 	 (6-39) 
2 

dir.Gene C„ 'r ı n yorumu,bir olas ı l ı k genli ğ idir; ş öyle ki 	
, 	

, N./(x) ile be- 

timlenen sistem için A'n ı n bir ölçümii yapald ı g ı nda 	özde ğerini bulma olas ı l ığı d ı r. 

Gene,yeniden yap ı labilirlik bir liçilated,sonra,sistemin ıı „,  (x) özdurumunda bulunma-

s ı n ı  gerektirir. 

Bölüm 4'te tart ışı lan kutu içindeki parçac ı k ve özgür parçac ı k problemlerinin 

ikisinde de özfonksiyonlar ı n,hem H'nin hem de ba ş ka bir i ş lemcinin ortak özfonksiyon-

lar ı  oldu ğunu bulmu ş tuk.Du ba ş ka i ş lemei,kutu içindeki parçac ı k için parite,ve özgür 

parçac ı k için momentum i ş lemcisiy.i.11er iki durumda da,hu ek i ş lemcilerin H ile s ı ra-

de ğ i ş tirdi ğ ini görmü ş tük. Ş imdi hangi genel ko ş ullar alt ı nda böyle oldu ğunu ara ş t ı ra-

l ı m. 

A islemeisinin ııı  özde ğ erine kar şı l ı k gelen, 

Au (x) = O. u (x) 
	

(6-4o) 

u„ 	özfonkaiyonlar ı n ı  düsfinelim;bir B i ş lemcisi için, 

Bu„ (x) = bu„ (x) 
	

(6-41) 

oluyorsa,u„ özfonksiyonlar ı  ayn ı  zamanda B i ş lemeisinin de özfonksiyonlar ı  olacakt ı r. 

Bu durum, 	
A.Bu„ (x) = Ahu (x) = bAn a  (x) = abla m.  (x) 

ve 
BAu„ (x) = Bo ıı „,  (x) = o. Bu °, (x) = tı bu,„ (x) 

olmas ı n ı ,yani 

(AB — BA) u a  (x) = o 
	

(6-42) 

olmas ı n ı  içerir.Bu,e ğer bir tek 1.1„ 	için geçerli olsayd ı  çok ilginç olmayacakt ı ;:._- 

fakat u„ 'n ı n tam kümesi için geçerliyse,karesi tümlenebilen bütün ıg(x)=2: C u(k  (x) ,   
fonksiyonlar ı  için, 

Z C, (AB — BA) u (x) = (AB— BA) Z C Q  u (x) 
et 

	

= (AB — BA)-1,  (A) = 0 	 (6-43) 

olur,bu ise i ş lemcilerin s ı rade ğ iptirmesi demektir: 

[A,B]— 0 
	

(6-44) 
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Kar şı t olarak,s ı radegi ş tiren A ve B gibi iki Hermitien i ş lemoimiz varsa,ve 

böylece (6-44) geçerliyse,o . zaman 

ABu 	(x) = BAu 	(x) 

	

aBua  (x) 
	

(6- 45) 

yani, 

A Ç_Bıl a  (x)] =4.13u a (x)] 	 (6-46) 

olacakt ı r.lı dylece Bıl a  (x) fonksiyonu da A'nin cA özde ğ erli b1r özfonksiyonudmr.Bğ er 
A'n ı n aı  özdegerine kar şı l ı k gelen yaln ı z bir özfonksiyonu varsa bu,Bua  (x)'in 

u (x) ile orant ı l ı  olmas ı n ı  zorunlu k ı lar: 

	

Bu a (x) = bua  (x) 	 (6-47) 

Öyleyse u 	 (x),A ve B'nin ortak bir özfonksiyonudur.A'n ı n dzfonksiyonlar ı n ı n katmer- 
li olmad ığı  bu durumu,kutu içindeki parçac ı kta görmö ş tük. Ş imdi,A'n ı n cı  özdegerine 
karşı l ı k gelen iki özfonksiyonu bulundu ğ una dö ş iinelim: 

(1) „ 	( ı l 	, 
Au 	(x) = 	ua  (x) 

, 	 1.2) 
Au

( ıı 
 (x) 	u 	(x, 	 (6-48) 

Özgür parçac ı k örne ğ inde aç ı kland ığı  gibi,bu durumda iki.katl ı  bir katmerlilik var- 
d ı r; ve biz yaln ı zca ş unu söyleyebiliriz: Bu") a  (x) ve Bu 0.

(2') 	a (x), u ") (x) ve u (f(x)ein 

çizgisel birle ş tiriıkleri olmal ı d ı r: 
(f) 	 11) 	 CZ> 

	

Bu °,  (x) = bil  n a. 	(x) -I- b i2  u a  (x) 

MU (23  (X) = bat 
u ")  (x) -ir b 	11 (2)  (x) 

	

a 	 a 

Ayr ı ca da,bu denklemlerin çizgisel birlegtirimlerini alarak, 

By ")  (x) = b+  y ")  (x) 

( ı ) 	, 	12) 
(i) By 	kx) = b-ya o, 

biçiminde denklemler elde edeb ıiReeitimiz aç ı kt ı r,brne ğ in, 

(6-49) 

(6-54)) 

(I) 	 ı ) 
B ( u <al  ) 	 2  + 	u 	 )=(b tt 

+.7‘ bZl  )ua  + (b12.  + ı1b2,  ) va 

b 	( ıı (" 	u (2)  ) + 	 cı  
yez ı labilir;yaln ı zoa bukun için, 

	

-L 2bı z 	b22 

11 

seçmek gerekir.Bu ikinci dereceden bir denklemdir,ve b+ hzdegerierine kar şı l ı k ola-

rak 	;kinin iki de ğ eri vard ı r.A ve B'nin (6-50)'deki ortak özfonksiyonlarin ı ,u ,  (x) 
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tl) 
o., ve 	u,(x) olarak göstermek daha uygun olacakt ı r.Bunlar B i ş lemcisinin farkl ı  öz- 

de ğ erlerine kar şı l ı k geldi ğ inden birbirlerine dik olacaklard ı r.Uygulamada iki katl ı  
katmerlilik için,A'n ı n katmerli özfonksiyonlar ı  birbirine dik olarak al ı n ı rsa(örne ğ in, 

özgiir 	 2,k x r parçac ı k için olan 	e 	ve e 	gibi),bunlar kendili ğ inden B'niiksde 

özfonksiyonlar ı  olacakt ı r. 

A'n ı n özfonksiyonlar ı n ı  bulduktan,ve sonra s ı rade ğ i ş tiren bir B i ş lemeisinin 

lizfonksiyonlarl olacak biçimde çizgisel birle ş tirimlerial yapt ı ktoı  sonra bile,gene de 

katmerlilik bulunabilir; yani ayn ı  o, ve b için,A ve B'nin birkaç ortak özfonksiyonu 

olabilir.Öyleyse,A ve B'nin ikisiyle de s ı rade ğ i ş tiren üçüncü bir C i ş lemcisi bulun-

mal ı d ı r; ve fonksiyonlar A,B ve C'nin ortak özfonksiyonlar ı n ı  vermek üzere yeniden 

birle ş tirilebilmelidir,burada A ve B'nin katmerli özfonksiyonlar ı n ı .C'ylin 5zde ğerleri 

ay ı rdeder.Bu i ş lem hiç katmerlilik kalmayana kadar sürecektir.Fonksiyonlar 

kar şı l ı kl ı  olarak s ı rade ğ i ş tiren A,B,C, 	,M i ş lemciler kömeainin ortak özfonksiyon- 

lar ı n ı n bir kümesidir.Bu i ş lemcilerin kümesine s ı rade ğ i ş tiren gözlenebilirlerin bir  

tam kümesi ad ı  verilir.De ğ i ş me ba ğı nt ı lar ı , 

[A,B1=[A,C3 = 	 

[1343 =[11,D] = 	 

v.b. dir. 

= A,m = o 

- 03,m = 0 

Au eı b...n, (x)  = 	 (x) 

(x) = 	 (x )  

( x )  = mu.L.-- ne, 	( x )  

(6-51) 

(6- 52) 

	

(x) ile betimlenen durumun A,B,C, 	,M gözlenebilirleri için belli de ğer- 

leri vard ı r.Bir sistem için bir anda elde edebilece ğ imiz,olabilen en fazla bilgi budur. 

Çünkö,A  B 	M i ş lemcilerinin fonksiyonu olmayan ba şka bir i ş lemeiyi dözönüne al ı r- 

sak(bunlar s ı rade ğ i ş tirdi ğ inden,bunlar ı n fonksiyonu olan bir i ş lemei kesin olarak 

tan ı mlanm ış t ı r),o zaman bu i ş lemcinin bir ölçümü 	u 	m  (x) durumu için keskin 

bir de ğer vermeyeeektir.Genel olarak iki i ş lemoi s ı rade ğ i ş tirmiyorsa bu iki gözlem,- 

bilirin belirlenebilmesindeki kesinlik bir çe ş it belirsizlik ba ğı nt ı slyla verilir. 

Bunu göstermek için,önce belirsizli ğ in bir tan ı m ı  üzerinde anla şmally ı z.Do ğ al 

bir tan ı m olan, 

	

( A) 2 < A2 >  _ <A>2 	 (6-53) 

be ğı nt ı s ı na da ğı lma da denir.Bunun üstünlü ğ ü <A> = 0 bile olsa da ğı lmom ıas ı f ı r olmama- 

s ı ,fakat beklenen de ğ er A'n ı n bir özdurumu için al ı n ı rsa s ı f ı r olmas ı d ı r.Bu ba ğı ntly ı , 

( A) 2  <(A <A» 2  > 
	

(6- 54) 

olarak da yazabiliriz; çünkü, 

< A2  2A <A>+ <A>2 >=< A2> — <A> <A> 
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d ı r.hyleyse ( Q A) 2 , ortalama yak ı n ı ndaki dalgalanwalar ı n büyüklüğ ü ile ilgilidir. 
Ve 

( 
	A) 2 ( zs  }3)2 — ı  < 	 o 	

(6-55) 

	

oldu ğ unu göstermek kolayd ı r(Bkz. Ek B).Böylece x ve p için 	£x,p],.... ı 41 	olduğundan 

( d x) 2 ( LS p) 2  ;> 
	

(6- 56) 

sonucu ç ı kar.Bunun ç ı kar ı lmas ı nda dalga üzeliklerinin,x-uzay ı  veya p-u ı ay ı  fonksi-
yonlar ı nin,veya parçac ı k•dalga ikili ğ inia kullan ı lmad ığı na dikkat edinl ı .Sonucumn ı  
bfitünflyle,A ve B ga ı lenebilirlerinin i ş lemci üzeliklerine ba ğ l ı d ı r. 

Ş imdi knantum kuram ı /3ln klasik s ı n ı r ı yla ilgili olan önemli soruna 
Bunun içia,dnee i ş lemeilerinibeklenen de ğ erlerinin zaman içindeki geli ş imini in 

relemeliyis.Genel olarak,bir.i ş lemcinin beklenen de ğeri zamanla de ğ i ş ir.Zamanla 
de ğ ismenin nedeni,i ş lemcinin aç ı k olarak zamana ba ğ l ı  elmas ı d ı r,brne ğ in z+pt/m 
i ş lemeisit ba ş ka bir nedeni de,beklenen de ğ eri' zamanla de ğ i ş en bir dalga feakai-

yonuna göre al ı nmas ı d ı r. 
<A> J Nr 	A '-\i/(x,t) dx 	 ( 6-57) 

ya ı arsak, 

--A <A> =1,(,,t) 	 y/(x,t) dx 
dt 	{ 	 t 

+f 	Y*(xet) 	A y(x,t) dx 
"at 

1-f■f(x,t) A 	(x i t) 	dx 

?)t 

< 	At .>.t  +/-( 	J t" H •`+'(xet)) A y(x,1) 

+ 	-sr'''(x,t) A ( j,÷, R y(x,t)) 

.m (xMlIA 1., (x,t) dx 

x.F.) AH 	y(x,t) dx 
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nlur,ve bu 

dt
ı,A 	= < (6-58) 

demektir.Bunu ç ı kar ı rken H`nin hermit en bir i ş lemci oldu ğ unu kulland ı k.A aç ı kça za-
mana ba ğ l ı  de ğ ilse,herhanjğ i bir durum için  Atn ı n beklenen de ğ erindeki de ğ i ş menin, 

dt  
<A> =--<tli,A1> 	 (6-59) 

oldu ğ unu ğ brkyoruz.iglemei H ile slrade ğ istiriyorsa,beklenen de ğ eri her Zaman sabit-
tir,bu durumda gözlenebilirin bir hareket sabiti oldu ğ unu shyleyebiliriz.Hamiltonien, 
s ı rade ğ istiren gözlenebilirleriın tam kiimesinin bir ii ğesi ise,ibiirlerinin tii ııı ii hareket 

sabitidir. 

S ı rayla A =x ae A = p giizlenebilirlerini ineeleyelim.Önee, 

(1 <x > = i- < "' xj> 

([ 	

P
2 

2m 
V(x),xi> 

olduğ unu buluruz.x i ş lemeisi,x*in herhangi bir fonksiyonu ile s ı rade ğ i ş tirdi ğ inden, 

[ v(x) r x 3 =. O 
olur; bn yüzden bizim,yaln ı zea ş u bağı ntly ı  hesaplamam ı Z gerekir: 

[p2 ,x1= p [p,xj +.[Ptx] p 

2'k 

Bk;ylece, 

	

d 	 <x> =< ÷) 
dt 

elde ederiz.P,undan sonra p islemeisi için,p 2  ve p s ı rade ğ i ş tirdi ğ inden, 

2 

	

dt 	'k 	L 2m 

<[p,V(x)]> 

buluruz.Son de ğ i ş t ı rieiyi hesaplamak için, 

(6-6e) 

(6-61) 

(6-62) 

(6-63) 
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oldu ğ una dikkat 

ve böylece, 

bulnruz. 

(6-62) 

pV(x) Ny(x) 	V(x) ply(x)= 

• 

edelim.Bunnn sonucu olarak, 

i, 	[V(x)1/(x)j--i-- V(x) Y(x) 
dx 

4 	dVd!x ) (6-64) 

(6-65) 

(6-66) 

(6-67) 

dlid!x)  [p,V(x)]— 

d 
at s P> — 

ve (6-66) ay ı  birle ş tirebilir,ve 

d2 

dV(x) 
dx / 

dV(x) 
m 

2  

dt dx 
t 

elde ederiz.Bu,bir V(x) potansiyeli içindeki noktasal bir klasik parçac ığı n hareket 

denklemine çok benzer: 

	

d2x 	 dV(x41) 

	

2 	= 	
(6-6s) 

dt 

 
dx11 

Bizim, 

x l.i  =<x :› 	 (6-69) 

özde ş lemesini yapmam ı z: engelleyen tek ş ey, 

<(1/4 

 

	

dx 	d  

	

dx 	d <x> v(<x>)  

olmas ı d ı r.Yukardaki e ş itsizli ğ in yakla şı k bir e ş itli ğ e dönö ş tfi ğ n durumlarda hareket 
tam olarak klasik say ı labilir,böyle oldu ğ unu ilk olarak Ebrenfest belirtmi ş tir.(6-70"_ 

in e ş itli ğ e dönö şmesi için,potansiyelin kendi de ğ i ş kenine göre yava ş  *e ğ igen bir fonk-
siyon olmas ı  gerekir.Eğ er, 

(6-70) 

F(x) 
	dV(x) 

dx 
yazarsak,o zaman 

ı  „2 
P(x) = F( <t > 	<x>)F'( <t> 	(x 	<x> ) 

2! 

(6-71) 
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o1 ıı .(.6x) 2 = <(x 	<x> ) 2> belirsizli ğ i küçükse ve aç;Il ı mdaki daha yüksek terimler 

önemsiz saylLabilirse, 

<F(X)> Z" F( <x>) + <x - < X>> 	( < x> ) 
-'4F(<x>) 	 (6-72) 

elde ederiz.r,6-72)'nin geçerlili ğ i elektronlar ve öbür •tomalt ı  parçac ı klar için bile 

gerçekten do ğ rudur.Makroakopik alanlar için (6-72) iyi bir yakla şı md ı r; ■e bir h ı z-
land ı r ı c ı daki elektron ya da proton yirüugelerini,klasik hareket denklemleri ile be-
timlememize izin verir. 

Problemler 

1. Eğer A ve B herMitien i§lemcilerse,(1) AB i ş lemeisin4h;yalnizca A ve B s ı ra-

de ğış tiriyorsa,yani AB 	BA ise,hermitien olduğ. unu,ve (2) (A+13) 11  i4leMeisinin hermitier 

olduğunu kan ıltlay ı n ı z. 

2. Herhangi bir i“emai için A+At  ve i(A-At  ) 1 1n, t- 'gibi hermitien olduklar ı n ı  

kan ı tlay ı n ı z» PQ 
3. il hermitien bir i ş lemeiyse, e 	i ş lemcisi ( 	0  in )3 '1 / n! olarak tan ı m- 

lanm ış t ı r) nin bermitien e ş leni ğ inin, e" 	i ş lemcisi oldu ğ unu han ı tlay ı n ı z. 

4. 

Schwartz e ş itsizli ğ ini kan ı tlay ı n ı z.Bunun,fig boyutlu vektürler için cos 2  g < 1 'e 

e ş de ğer oldu ğuna dikkat ediniz. 

(ipucu: 	< -4,  4-7■ 	 ;› 0 '1 gözönüne al ı niz ve sol yan ı  minimum yapan 

de ğ erini hesaplay ı n ı z.) 

5. (6-38) ve (6-39) denklemierini gözönüne al ı n ı z.isteksel bir B' için,<01 ■Y> ' 

 Yi 	« ll > 	türünden hesaplay ı n ı z,ve 

<0 1 \V> —Z 	<u. 1 -y> 
yaz ı labilecegini ğ i;steriniz.Buna göre,bir tam küme üzerinden, 

tl 	 < 
toplam ı  birim i ş lemeiye e ş de ğ erdir. 

7. A hermitiense, <A2 > > 0 oldu ğ unu gösteriniz. 
8. 

R4 = 1 

itateliğini ta şı yan 11 hermitien i ş leme s ni gözönüne al ı n ı z.H islemeisinin üzde ğ erleri 

< ,41 -4,><0 I O> )._>.1<Y10>l z  
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nedir? Eğ er B hermitien olmakla s ı n ı rlanmam ış sa özde ğ erler ne olur? 

9. Eğer bir i ş lemci, 

UUt  =U t  U= 1 

özeligini ta şı yorsa,bn 	 Uniter iglemciye 	 denir. <■y1 -1.'>=-- 1 ise, 

olaca ğı n ı  ğ osteriniz. 
10. Eğ er A hermitiense, 	e 	,n ı n 	 oldu ğ unu gdoteriniz. 

11. Eğ er 11J.,„1 

<no 1  ul:>= aab 

biçiminde dikeyboylu bir tam küme kurıvorsa,11 birimsel olmak üzere 

vc,.> = U [uo. > 

kümesinin de dikeyboylu oldu ğunu güsteriniz:(11unlar ı n anlam ı ,"temel" durumlar ı n ı n 

bir kümesine etkiyen birimael bir igleMcinlit,"temel" durumlar ı n ı n bir ba ş ka kümesini 

vermesidir.) 

12. Sonsuz bir kutu içindeki,n kuantum say ı s ı  ile belirtilen bir parçac ı k 

için (6-54) 1 te verilen 	a ve 4p tan ı mları n' kullanarak, 

	

A p 6 x, 	iı  n 

oldu ğunu ğösteriniz. 
13. At  hermitien e ş lenik i ş lemcisi (6-27) ile tan ı mlanm ış  fı , 

f da [A 56 (.2* 1)(x) 	f dx 95*(x) At -Ny(x) 

olaca ğı n ı  gösteriniz.( İ pucu  :  Bkz. sayfa 115'deki dipnot 1.) 
14. 

1 	ı 	.2 	2 
—1– in <-0 4  x F toz  x 	E 

m 4ı.) X — 
2 2 	A 

2m 	 x 

P 	& 
2 2 

Ilamiltonienleri verildi ğ ine göre, <x> ve <p> 'nin zaman ba ğ l ı l ığı n ı  betimleyen 

denklemleri elde etmek için, p momentum ıı  ve x konumu aras ı ndaki de ğ i ş me bag ı nt ı la-

r ı n ı  kullan ı n ı z.ilk denklemler kümesini çözünüz [(a) hamiltonierh için] . 

2 
(i) 

	
H -- 
	P  

2m 

2 
(b) 
	

Et = 
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Bölüm 7 

Xuantum Mekanikinde i ş lemci 
Yöntemleri 

Dalga mekani ğ inin genel yap ı s ı n ı n tart ışı lmas ı nda,gözlenebilirleri gösteren 
iş lemcilere ve onlar ı n özfonkaiyonlar ı na e ş it ağı rl ı k verilmi ş ti.Özfonksiyonlar bir 
bak ı ma N boyutlu vektör uzay ı ndaki birim vektörlerin dikeyboylu bir temeline benzer 
olarak betimlenmi ş ti,--ku ş kusuz bu durum onları n önemini, azalt ı r.--% yüzden Bölüm 
5'deki fiziksel problemlerle ilgili tart ış mam ı zda,özfonksiyonlar i ş lemeilerden daha 
önemli bir rol oynuyormu ş  gibi görünüyordu.% bölümde,basit bir örnek üzerinde ş un-
lar ı  gösterece ğ iz: (a) Yaln ı zca i ş lemcileri kullanarak özde ğ er spektrumunu bulacak 
kadar ileri gidebiliriz,ve (b) Özfonksiyonlar ı n bir temel olarak betimienmesini biraz 
daha soyutla ş t ı rabiliriz.Bunlardan ikincisi, ş imdiye kadar yaln ı zca x veyaL p'ye bağli 

olan fonksiyonlar ı  inceledi ğ imiz için önemlidir.tlerde, x- ıı zay ı  ile doğ rudan hiçbir 
bag ı nt ı s ı  olmayan gözlenebilirlerin bulundu ğunu,ve bunlar için çok daha ,soyut bir öz-
durum kavramı nı n geli ş tirilmesinin gerekti ğ ini göreceğ iz.Bu sbylediklerimiz,örnek o-
larak seçti ğ imiz harmonik sal ı ngan  probleminin çözümünü yaparken biraz daha aç ı kl ı k 
kazanacakt ı r1 . 

Harmonik sakı ngan ı n 

2 
P1 	• 	2 2 -4-- si ı.o.) x 2 

2m 

biçimindedir,burada x ve p i ş lemcilerdir.p'nin ( 	/i)(d/dx)•iie gösterilmesi üzerin- 
de çok durmuyoruz.Böliim 3'de elde etti ğ imiz , aç ı k gösterimin tek yarar ı , 

P / 
	

(7-2 ) 

1 İ ster diferensiyel denklemler ister i ş lemci biçiminde olsun,tam olarak çö-
zölebilen problemlerin say ı s ı  azd ı r.Bu örnek en basitidir,ve böylece bizim amac ı nı z 

için en uygun olan ı d ı r. 

(7-1) 

127 
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temel de ğ i ş me ba ğı nt ı s ı d ı r.Klasik olarak flamiltonien, 

H = c.k.> P  — 	
m 

x x— i  	 i 	P 	 
m ) 

2 	 i'07-Lo  

olarak çarpanlara ayr ı lahilir,fakat p ve x a ı radeğ i ş tirmedi ğ inden, 

	

( 

vf  m .?" x — i  	
r"""--""P 	 Ca>  

2mtıı 	 M2 
x 	P 

 2m 

2 

	

P 	mu..)
2 

2 	iaı   
+ 	2 	), 	(l) 	xP) 2m 2 

( 7-3) 

buluruz. Ş imdi, 

A= 

At  2,,  

rı) 

  

+ 	 
2muı  

P 

 Vi 2rou3 

 

   

(7-4) 

 

2 

 

yaz ı m ı nl getirelim.x ve p hermitien i ş lemciler oldu ğundan,ikinei i ş lemeinin haç ile 
gösterilmesi uygundur.Bu iki i ş lemei s ı rade ğ i ş tirmez; 

ra  

-P2mu.11 	
1-512) xi  

[A,AtT. 	
2 

=4, 	 (7-5) 

olduğunu hesaplayabiliriz;ve Ilamiltonien'i yeni i ş lemciler türünden, 

A
t A 	 (7-6) 

olarak yeniden yaaabiliriz. 

Hamiltonien'in hasitli ğ i ,A ve At  'In R ile de ğ i ş me ba ğı nt ı lar ı n ı n basitli ğ in-

de de kendini gösterir.Bu ha ğı nt ı lar 'için 2 , 

[13,A]= [wAtA ,A]=W[At ,A] A 

= 	4iuu A 	 (7-7) 

ve 

[11,A1= [wAt4,A-. 1 ] 	wAt 	'At .] 

= ı̂ wAt (7-8) 

2 
S ı rade ğ i ş tiriciler için,Ek B'de verilen kurallar ı  a ı k s ı k kullamaea ğı z: 

[A+B,C]=4-A,CHB,C) ve [AB,C]= A [B,C] 	[A,C] B 

Ru ş kusuz,i ş lemeilerin s ı ralar ı n ı n kar ış tir ı lmamns ı  çok önemlidir. 
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elde ederiz.Hermitien i ş lemcilerin bulunda ğu de ğ i ş me bag ı ntilar ı n ı  türetirken, 

[A,Bif= 	(AB — BA)t  = BtAt 	At Bt=[Bt , At.] 	 (7-9) 

oldu ğunu an ı msamak yararl ı  bir teknik oyundur.bzel olarak, 

r 
(B.A. İ  =LA ,t 

 
H! 	[R,At i 

	

(--4kuı A) t 	 (7-10) 

d ı r,ve (7-8) buradan da ç ı kar. 

Ş imdi, 

Hsı
E = Su E 	 (7-11) 

özde ğ er denklemini yazal ı m.Geçen böliimlerde böyle bir denklem yazmam ı z ş u anlama ge-

liyordu: H'de d/dx gibi diferansiyel i ş lemciler bulunuyordu. ve DE  x'in bir fonksi-

yonuydu. Ş imdi x'in töm karesi tiimlenebilen fonksiyonlar ı  ile tan ı mlanan uzay ı  dfi ş üne-

lim; i ş lemcilerimiz özel olarak bu uzaya ba ğ l ı  olamnlar.(7-11)'in içermeleri bu uzay 

ve bu i ş leeciber için uygundur,fakat ş imdiki yapt ı klar ı m ı za uygun de ğ ildir; çünkü ş im-

di i ş lemcilerin neye etki etti ğ ine pek bakm ı yoruz.Art ı k i ş lemcilerin soyut,bir vektör 

uzay ı nda tan ı mland ı klar ın ı  varsayacag ı z,ve bu soyut vektör uza• ı n ı  daha sonra x'in 

fonksiyonlar ı n ı n uzay ı na bağ layaca ğı z.Bu soyutlamay ı  özde ğ er denklemlerinin betimlen-

mesinde kul,land ığı mlz dile çevirmek için,özfonksiyonlar yerine özdurumlardan  söz ede-

ca ğ iz,ve dalga Jonkalyanler ı  veya.dolge peketleri dedi ğ imiz ş eylere durum vektörleri  

diyece ğ iz.fflylece,gözlenebilirlerin a ı radeğ i ş tiren en büyük kilisesinin uab...m(x) öz-

fonksiyonu yerine,bu a ı rmdeğ i ş tiren enAı üyük kümenin Dab...m  özvektörü veya özdurumu 

al ı nabilir; a,b , m indisleri A,B,...,M gözlenebilirlerinin özdegerlerini verir,ve 

aç ı kca görüldü ğü gibi,bu betimleme en fazla bilgiyi kapaar. 

Ş imdi (7-7)'yi alal ı m,ve DE  'ye etki ettirelim: 

yuk
uz 

ABU
K 
= 	

E 

(7-I1)'in yard ı mlyla,buredan 

	

IrAuE  = (E — 4z‘u) AuE 
	

(7-12) 

buluntı r.Bu dankleme göre,11E ,Wnin E özde ğerli bir özdurumuysa,Au E  de R'nin bir özdu-

rumudur,fakat özde ğer E --* 	'd ı r; burada enerji,bir 

ııı .> 	 (7-13) 

birimi kadar azalm ış tir.Bu yüzden, 

Acım = c(E) 1[3 _ 6 	 (7-14) 

fazabiliri ş .ffinradaki e(E) sabiti gereklidir,çünkil ni l'e boyland ı r ı lm ış  olsa bile, 
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AuE'nin l'e boyland ı r ı lm ış  olmas ı  gerekmez.x bagl ı l ı g ı ndan kurtulmaya önem verdi ğ i-
mizden,boyland ı rma ko şulunu her zaman, 

f uE(x) VJ) dx = 1 

olarak yaz:yorduk; ş imdi,(6-18)'de tan ımlanan yaz ı mla,bu konulu 

<:uE  111E» 1 
	

(7-15) 

olarak yazacag ı z.Tüm hzdurnmlar ı  her zaman l'e boyland ı racagle,ve sürekli Wfsktrumun 
özdurumlar ı  için, 

S ( E - 
<11E  1 uz ,j 

veya S (p — P') 
	

(7-16) 

yazacag ı z. 
Ş imdi (7-7)'yi tıE...€  durumuna uygularsak,tam olarak ayn ı  yoldan,AgE_ L  'un veya 

e ş de ğ er olarak A2  uE 'nin B-2£ enerjili bir durum verdi ğ ini buluruz.Böyllece,A i ş lem-
cisini herhangi bir uE 'ye ardarda uygulayarak,enerjileri gitgide azalan durumlar elde 

edebiliriz.Buna uygun olarak,A'ya azaltma i ş lemeisi denir.A'n ı n kaç kez uygulanabile•
ceginin bir s ı n ı r ı  vard ı r; çünkü (7-1)'in bir sonucu olarak,R'nin beklenen de ğ eri her 
zaman pozitif olmal ı d ı r.isteksel bir dalga fonksiyonu için, 

<YIP2F44,>=-1 -`g(x} P> 1/ (x) da =J [Pi y(a)] (PY) dx 

ftP. (x)r [P Y(x)1 dx 

= tı 2 	I d Ni/ (x)/dx 2'  dx > ü 	 (7-17) 

olur,bunu koordinatlardan bağı ms ı z olan yaz ı mla, 

IP2 kV> = <:Pt41 1PY> 

= <P•Ii  1> Ni> 	0 
	

(7-1 8) 

olarak yeniden yazabiliriz.x de hermitien bir i ş lemci olduğ undan,henzer olarak 
<.v  I x2 	...,< xt,y  I .,e>  

.4,>>. o 	 (7-19) 

yazabiliriz; ve tüm vektörlerin kendileriyle skaler çarpl ınlara,bu vektörlerin uzun-
luklar ı n ı n karesini verir,ve bu pozitif bir say ı dir.Böglece bizim azaltma i ş lemimiz 
bir yerde son bulmal ı d ı r,ve burada bir taban durumu bıllunur.Azaltman ı n sona erdigi 
bu durumu n o ile gösterecegiz.Bu durum için, 

(7-20) 
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olwal ı d ı r.Taban durumunun enerjisi, 

Hu o( w A!A -4- 42--4"L) ) 	= 41 ""v. o 

dir. 

(7%.-21) 

(7-8)'i taban durumuna uy ğulayal ı m: 

HAt 	AtHuo  = 4iwAt uo  

oldu ğ undan, 
At  u 

	

= 	-4- 4- LA.> ) o 	 (7-22) 

elde edilir.Enerji bir 'ku> birimi kadar artm ış t ı r ; ve At , yerinde bii" deyi ş le bir . 

 artı rma i ş lemeisi olarak betimlenir.Yaz ı m ı m ı z ı  biraz de ğ i ş tireee ğ iz; ve bir durumu,ta-

ban durumu enerjisi olan 2tN1A> 'ya eklenen E =tvw enerji birimlerinin say ı s ı  ile eti-

ketleyeee ğ iz.Bbyleee, 

	

At  u — 
	

'(7-23) 

yazar ı z.(7-12) denklemi, 

olduğ unu Iı iiyibr,.Yani A+ uyguland ığı  durumlar ı  birer yukar ı  A ise birer a ş ağı  kayd ı _ 

r ı r. 	 durumlar lAt ' ın to  'Adardarda uygulanmas ı yla elde edilebilir. Şunun bir 

sonucu olarak,enerji epektrumu 
E (n 	 n 	 (7-25) 

ba ğı nt ı s ı yla verilir.gnerji spektrumunun elde edilmesini,higbir diferansiyel denklem 

çözmeden-beş ard ık.•yrı ca özvzktörler için de, 
n 

t 
Un = 	

A 

	

,vrç 	 (7-26)' 

genel gilaterimi vard ı r,burada doğ ru boyland ı rma sabitini kulland ı k3 . Bu gösterin yar-

d ı nlyla,farkl ı  enerjilere karşı l ı k gelen özdurumlar ı n dikli ğ ini kan ı tlayabiliriz.Bunun 

için, 

`uo 1 Ani (At  )n  I 11 .> 

biçimindeki bir deyimin bir de ğ erlendirilmesi yap ı lmal ı d ı r; bunun için A'lar ı n s ı ralar ı  

At 'lar' ı  dtill ş tirilerek,Agar sağa geçirilir; *onunda 	u'ym- etkinesi ile s ı f ı r 

3 Cebirsol i ş lemler. al ış k ı n okur için bunun ttiretili ş  yolunu k ı saca betimleye-

lim.(At 	uo  za en  un  denirae,

n

i 2  <un  I n  )ec < (A t  ) 111  uo  4 (At  ) n no > 

<uo l Aa  (At  ) n  no > buluruz. 

Ş imdi (7-5)'i kullanarak,Au(At  ) u = Au-1  [n+i(A t  )u-1  + (At  )11 Al  bağı nt ı s ı n ı  törete-

biliriz.Bnnu <u o l....111,› aras ı na koydu ğumuz saman,sak yandaki ikinci terim s ı f ı r 

verir ve 1013 1 2 253 "'SN 1%1_1 1 2  indirgeme ba ğı nt ı s ı n ı  elde ederiz. 

1%1 2 = n! (+)" 1.0 1 2 = n! (-)u .Genelliki hoznadan,en 'yi gerçel seçebiliriz. 

Aul = e' u o 	 (7-24) 



= Z C u 
n O 	n 

olur; ve Cum I  un > = 	nn  olduğundan, 

Cm = <ıı  

(7-29 ) 

4-7-30) İ 	> 
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sonucu elde edilir.hrna ğ in,(7-5)'i kullanarak, 

A2 (At  )3  ..A(At  A +M(At  ) 2  az A(At  ) 2  

+AAt  (At  A +h ) At= 3fı A(A-t ) 2  + A(At) 3  A 

oldu ğ unu göröruz.Ano  = 0 olduğundan uo  'lar aras ı na al ı nm ış  olan son terim s ı f ı r ve-

rir; ve ilk terim ayn ı  yolla i ş lenebilir,ve sonunda 6'k2  At  verir.Böylece, 

<uo  I At  uo> 	< Auo  I 13.> - 	0 	 (7-27) 

buluruz ve <u 2 In 3 > = 0 olduğunu kan ı tlam ış  oluruz.% i ş lem genel durum için de 

yap ı l ı rsa, 	
<' un j un>=0 m n 	 (7-28) 

oldu ğunu da kan ı tlayabiliriz. 

istekeel bir durum vektörünün Wadn ı öidurumlar ı na aç ı labilece ğ ini söyleyen de-

yim, ş imdi koordinattan ba ğı ms ı z anlat ı mda 
00 

elde ederiz. 

Bu bölı iimün konusundan biraz ayr ı larak,art ı rma vi azaltma i ş lemcilerinin karmonik 

sal ı ngan denklemini Ozmede nas ı l yararl ı  olduğ unu gösterece ğ iz.z-uzay ı nda,(7-20) 'dinkl ıemi 

( 7-31) 

verir.p ialemciainin z gösterimi olan p = W İ O(d/dx) kullan ı larak, 

( mcu ıt + 	 ) no  (z) = 0 
dz 

bulunur.Bu basit bir diferansiyel denklemdfr, ve çözümü 

u (z)= C e o   

dir.u o  (x)'in bire boyland ı r ı lmas ı  gerekir,ve C sabiti buradan belirlenir: 

(7-32) 

(7-33) 

c2 	dx e 
- en ıc *A, 

OC> 
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1/4 
C — 	

.rg-rf ff 
	 (7-34) 

bulunur.Ayr ı nt ı ll hesab ı  yapaak,uyar ı lm ış  durumlar ı  da elde edebiliriz: 

	

1/4 İ  r 	 

	

k v 	x 	.2mcı.› di - 
zb 

	

 	 d

(7-35) 

Gerçekten,diferansiyel denklemin genel çözümünün yaz ı lmas ı nda en k ı sa yol budur. 

Yaln ı zca iglemci yöntemlerini kullanarak.harmonik sal ı ngan ı n ı n özde ğ arlerini 

çözebilmayi ba ş ard ı k.% problemde,hzdurnmlar ı  belirlemek için yaln ı zca amarjinini' 

yaat 

Sa (n 4-- ) .41(4) 

''ba ğı ntle ı nda görülen n 	0,1,2,,.. tam say ı lar ı n ı n bilinmesi yeter.Bhylece s ı rade ğ ig- 

tiren gözlenebilirlerin tem kümesi yaln ı z Iliden olugu'i-4 ,ve un  hzdurumundaki n indi s i 

özdurumun tüm içeri ğ ini betimler.Bunun için z-uzay ı ndaki un(*) özfonksiyonunun ayr ı ca-

l ı kl ı  rolünden vazgeçmek istiyorum.Yaln ı z, ş u durum bunun d ışı nda kal ı r: Bu da,un (z) 1 in 

ek bir bilgi olarak,parçac ığı  xide bulman ı n olas ı l ı k yo ğunlu ğ unu(.'un (x)1 2  olarak)verme-

sidir.Acaba bu ek iserik,x-uzay ı  dalga fonkaiyonunu ay ı r ı r m ı ? brne ğ in,Bölüm 3'teki 

0 (p) momentum uzay ı  dalga fonksiyonunun rolünü an ı msayal ı m.z-uzny ı n ı n Fourier dönös-

mügü olarak bu fonksiyonun ayr ı cal ı kl ı  bir rolü var gibiydi; fakat daha sonra,örne ğ in 

(4-59)Ida,0(p)tnin "yaln ı zca" bir aç ı l ı m katsay ı s ı  oldu ğunu aç ı klam ı gt ı k: 0(p),istek-

sel bir Al(z)iin momentum iglemeisinin özdurnmlar ı na aç ı l ı m ı ndaki katsay ı yd ı ; bu ne- 

denle de,mutlak karesi,o durum için p momentumumn balinan ı n slas ı l ğı al veriyordu.ine-

n ıı r-slarak,*«n)1 2 nistemin yerini x'de bulman ı n olas ı l ı k yo ğunluğ udur.Bunu da ş öyle 

yorumlayabiliriz: y(x),isteksel bir soyut durumun x np  yer iglemcisinin özdurumlar ı na 

aç ı l ı m ı ndaki katsay ı d ı r.Özde ğ er denklemini soyut olarak, 

z or> 	= 	 (7-36) 

biçiminde yazar ı z.un 'deki n gibi,burada da x'i bir ingis olarak al ı yoruz ve böylece 

özdurumu etiketlemig oluyoruz.11ermitien bir i ş lemci olan xnp  'nin spektrumu sürekli-

dir,ve bunun sonucu olarak aç ı l ı m teoremi,(7-29)'daki aç ı l ı m ı n yerine 

4 n indisi. pariteyi de kapsar.n'si çift olan duruilar pozitif pariteli ve tek 

olanlar negatif pariteli durnalard ı r.161,yens ı malar alt ı nda A ve At  ' ı n tek olmalar ı n ı n 

sonucudur. 

un (x)   (A
t 
 ) n  u o  (k) 

iı  

1 	/ 	 
{71T Sun İ  
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dx C(x) 	 (7-37) 

verir.(7-36) . da tan ı mlanan hzdurumlar dikeyboylu bir küme olu ş turdukundan, 

< 	fi,(> 	( - ' ) 	 (7-38) 

d ı r,buradan da 

C(x) 	< 0,, I -tK> 	 (7-59) 

sonucunu ç ı karabilirlz.Bu nicelik bir parçac ığı  x'te bulman ı n olas ı l ı k genli ğ idir 
—daha kesin bir degigle,x gözlenebilirinin ölçümü, 1C(x)1 2  olas ı l ığı  ile z önde ğ er*ni 
verecektir.x-uzaya dalga fonksiyonunun hiçbir ayr ı cal ı kl ı  rolü olmadığı n ı  göstermek 
için yapmam ı z gereken,yaz ı m de ğ i ş tirerek,(7-37)'yi 

y= Jdz y(x) 16, 	 (7-40) 

biçiminde yeniden yazmakt ı r.Bu yaz ı m ı  yaln ı sca,uygun oldu ğu için kullan ı r ı zaemel il-
keler,soyut bir uzaydaki i ş lemcilerle,onlar ı a özyektörler ılyle ve özde ğ erleriyle 
ilgilidir,ye geriye kalan bir gösterin sorunudur.Ku ş kusuz,gösterim konusu bütün bwm-
lar ı n fizi ğ i olan say ı lar ı  elde etmek için çok önnzlidir.Bu nedeni. biz kuram ı n biçim-
sel yapı s ı  üzerinde fazlaca durmay ı p,dalga fonksiyonlar ı n ı  kullanaakilerleyece ğ iz. 
ilerde,elektronlar ı n ve öbür parçac ı klar ı n iç spini gibi klasik benzeri olmayan i ş -
lemcilerle çal ış acağı z ve ba ş ka gbaterimler kullanma özgürlüğünü deneyece ğ iz. 

_Bn bölümü„zösterimden bağı ms ı z olan yöntemimizle,bir sistemin zaman içindeki 
geli ş imini tart ış arak bitirelim,Art ı k,zamana ba ğ l ı  

i i\  d -Ny(t) 
 = H y(t) 
	

(7-41) 
dt 

Schrödinger denklemi,soyut bir uzaydaki bir i ş lemci denklemi olur. Y(t) bir ~tür-
dür ve zamana ba ğ l ı  olan bir yönü gösterir.Denklem kolayca çözülebilir.Çözün, 

j(t) =e 
H14, y(o) 	 (7-42) 

olnr,bnrada 	y(0), t . 0 an ı ndaki yektördür ve e ji.4.4 	i ş lemcisi, 

e:-£1«nh' 
ft= o 	al 

ile tan ımInnmış t ı r.(7-42) çözünü,zamana aç ı k olarak bağ l ı nlmayan bir A i ş lyncisinin 
beklenen de ğerinin zamanla nas ı l değ i ş ti ğ ini betimlamemize izin verir: 

<A>t  = <V(t) I A 	(t)> 

4«,  
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ı  -il-Ii/4,  
..., (e, 	y(0) I A e 	y(o)> 

R.: v4, 	....ziltA, 
<y(0)1 e 	A e 	S/(0),› 

= <-y(o)tA(t) - r(o)> 
<A(t),). 	 (7-44) 

t 
_LHV't, 	..41-Itı t., 	zwEA, 

(e 	 . e 	. e 	 (7-45) 

bağı at ı s ı n ı  kulland ı k ra 	
£144 A, 

Ali(i) = e 	A C 
	

(7-46) 

tan ı mı n ı  yapt ı k.(7-44)te göre,zamandau ba ğı ms ı z bir A i ş lemcisinin (7-42)'deki gibi 

samanla değ i ş en bir durma:dahi beklenen de ğ eri,zamanla de ğ i ş en bir A(t) illeueisinin 

[(7-46)edserilen j sammallmi bağı mala y(0) durnminadıki beklenen de ğeri olarak yaz ı -
lebi/4r.Bn,,k•antuMmı kankğ iain biçimeel< tart ış mas ı  aç ı :na:len çok yerarl ı d ı r4linkli en-

yut ♦ektör mmay ı nda dikeyboylu ösvektörlerin bir temelini bir kez kurup,tmeel Yektör-

lerinin zmammle nas ı l deij;i ş ti ğ ine bakmamak uygundemalöyle yapt ığı mı z zaman Beisenberg 

görönüstinde tlal ış mış  oluy-orus.A:'Y ı  zamandan bağı msı z almak Bebrödiager göribalishade 

çal ış mak demnktir.11aragi uörünii ş ii kanal: ı rmak kullanal ım sonuç ayn ı d ı r: Bu,sabit ek-

senlere göre dönen bir eismi betialemmk,ye da dönen bir koordinat sisteminde duran 

eimai batt ı:dam:k aras ı nda bir seçim papmak ' gibidir.Uygun olan eeçilir.lieisenberg gö-

rünü ş ü:iade çailt ı l ı yormak,durum vektörleri » sabit olur ve bunlara bakmam ı z gerekamz.Bir 

gözlenebilirkn zamanla nesil de ğ i ş ti ğ$r(7-46) ile belirlenir,e'e bu 

	

INVei 	 141/-% 
- A(t) a --ILI- e 	A e 	e 	AA e 

dt 

= 	HA ( t )._ _1_ A ( t ) H 

(11,7;(t)] 	 (7...47) 
41 

werir ve bu biçim (6-59)in çok benzer.(6-59),beklenea de ğerler için bir denklemdi,fa-

kat biçimi bklenen de ğerkn al ı nd ığı  durumdan ba ğı ms ı zd ı ; bu yüzden ielemei özelikle-

rini yans ı tmel ı yd ı . ş imdi Lse,(7-47) böyle oldu ğunu aç ı kça göstermektedir. 

iermonik aal ı ngen 

B =E cı> At  A -1- 2 
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dir ve H bir hareket aabiti oldu ğundan, 

H = uu At (t) A(t) + 	 (7-48) 

yazabiliriz.(7-46) 1 y ı  kullanarak, 

[A( t) ,At (t)i= 	 (7-49) 

oldu ğunu gösterabiliriz.Bu nedenlo,(7-7) ve (7-8)'in biçialori gene ayn ı d ı r,ve 

AW= - i w A(t) dt 

dt 
	 At(t)= ituA (t) 	 (7-50) 

elde ederiz.Böylece,(7-50) denklemini çözerek A.(t) ve A t(t)'ain mana bağ l ı l ığı  için 
--Luı t 

A(t) 	 A(o) 

-44.4A 	t 
A kt)= 	 A (0) 	 (7-51) 

sonuçlar ı n ı  boluruz.(7-4) bak ı nt ı sin ı  kullanarak, ' 

p(t)= p(0) eSz ı cut 	sU> x(0) aincob, 

x(t) = x(0) coa uı t 	sin Ut.ı t 	 (7-52) 
muı  

olduğunu göstermek kolayd ı r; bu bağı nt ı lar x(1) ve p(t) i ş leneilerini x(0) ve p(0) 
i ş lemcileri türünden verir. 

Problemler 

I. (7-5) de ğ i ş me ba ğı nt ı zin ı  ve u
n  durumunun (7-26)'da verilen ton ını al kulla- 

narak, 

An
n
e= N[aSı  

1-1 

oldu ğ unu kaa ı tlay ı n ı z. 
(Ipueut  Tümevar ı n yöatemini kullan ı n ı z.Yani,bu bağı nt ı a ı n, ı  için doğ ruyoa s+l için de 
do ğ ru oldu ğunu gösteriaiz e ve be ğı atly ı  do ğ rudan do ğ ruya a = 1 için kurumun.) 

2. Yukardaki ba ğı ntlyı  kedlanarak,f(At), At 'la herhangi bir pakterialiai ise, 

Af ( At) u 	elf(At )  
o 	

dA
t 
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oldu ğunu gösteriniz,A'yi, 

d At 

biçiminide yasman ı n (7-5) de ğ i şme ba ğı at ı slyla.tutarl ı  olduğuna,v, bunun 

d  
P—  i 	dz 

gözteriminin tam benzeri oldu ğuma dikkat ediniz. 

3. <ua izina) 'yi hoseplay ı n ı z,ve bunu. a = ■ ± 1 d ışı eda k ı filr olaca ğı al 

göstertaiz. 

(ipucu: 	<na (Ala;) 'yi beaaplanak yeterlid:tr,çilekü <u a !At fua) 	<,'A na l na > 

r <na lAiica) 'cl ı r.Ve Problem l'deki 'manen kullan ı n ı n.) 

4. Problem 2'nia eoançlar ı al kullanarak, 

A e 
Af(At) 

  uo  = I(At  -4-"») no  
olduguam ghateriniz. 

(ipucu: Ba problemi çözmek içim detel fonksiyonu ileriye aw ı n ı z,ve 

:1(x +0.) 	Z 	f (r)  (z) 
u! 

f fr)  (z) 	a 	 f(x) 
dx 

olduğuna kul:Tatil'in.) 

5. Problem 4'ün eounçlar ı al kullemarak, 

AA 
f(At ) e. 

 A 

	

t(A t 	A4-1) 

i ş lemei ba ğı at ı s ı n ı  kurunuz.Bir illenci ba ğı nt ı al,iateksol bir deirmna etkidigiade 

geçerli olnal ı d ı r,baaa dikkat ırdinizAstoksel bir durnm,g(At) u a .biçiadade olana. 

Öyleyse, 

	

t 	t 
f(A 	C(A 	= f(At  + 	g(A r ) uo  

olduguas kaa ı tlamak gerekir.Bu, 

	

2,,A t -2,A 	r 	r 	t ii 
e A e 	A

t 
+ [Ad& J + Ti LA, 

gazel bag ı at ı s ı ndas1 da,kaa ı tlanabilir. 
6. Yukar ı dak:i ba ğ intly ı  kullaaarak, 

o.A+1>At 	eı A 6.41.  —( 1 /2)0. E 	=._eee 

olduğumu kan ı tlay ı nzn.i ş lem ş öyledirt 

	

A(o..A4-1,4t ) 	21c,A 
e. 	 e 	F( ) 

olana. 7%5-a göre tiirey, 

t 	.(„A4-1,,At)°L"` A 	dF cı • bA )e 	.cı A e 	P(2‘) 	e d?■ 

A 
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Irerir,ve bu 

	

o.A 	 210. A 
(QA 4-bA•)e 	F(X)= cı  A e. 	F () 	e 	--,ur  

deumktir .P r ablam 5'i kullanarak, 

1 = (bAt  — ›oLbSŞ,) P( 20 

oldngunu,ve bunun sonucu olarak, 

F( 	= e
t 

-0/2.) 04.L -r,ı  
e 

oldu ğunu 
7. Problem 5'deki ialemi kullanarak, 

t ?..ık 	, 	At. 
e 	«Joe 	t(A — 2.4%) 

oldugunupve buradan Problem 6'da verilen yöntemi k.11awarak. 

ok.A+bAt 	1:,At  aA  <1/2.)4.6 -t, 

	

e 	ee 

oldu ğ unu gösterinis. 
8. Yukardaki sonucu kullanarak, 

eLkx. 	kAn;:"^uu  ) At 
 e

(-,:k 	 :.Ak .°,1  m 

oldu ğunu gösteriaiz.x (1/ \r-2,7-:(:)(A + ) oldu ğuna dikkat •diniz.Bunu kullanarak, 

< u o l e 	n o  

Ifadesini heaaplay ı n ı s. 
9. Yukarda elde edilen sonucu., 

2A(74 

fdI O*  (X) e 

	

0 	
U
O
(X) 

den elde edilen ile ayn ı  olduğumu gösterinin. 
10. 

2 
P (t) 	mu(t) 
2m 

verildi ğ ine göre,genel , iglenci hareket denklemi (7-47) e yi kullanarak,buradaki ı (t) 
i ş lenacisinin zamana ba ğ l ı l ığı n ı  çönünös. 

11. Bir d ış  elektrik alan ı  içindeki bir boyutlu harmomik sal ı ngan ı n, 

2 

	

E= P (t ) 	a <A) 2x2  ( t ) — e E ı (t) 
2m 

Hamiltonien'ini gözönüne elinin. 

	

p(t),x(t)] 	--ş - 

d ı r ğ igue ba ğı at ı s ı n ı  ve (7-47) denklemini kullanarak x(t) vs p(t) ilemellori için 

hareket denklemini bulunun.Hareket denkleminin,klasik hareket iel ıklemi ile ayni 
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ldu ğ unu gineteriniz.p(t) nro x(t)'yi x(0) ve p(0) türünden ı çösünfix. 

[x ı :t i ),.( t 2 )33- 0 
	

t 1 	t2 	için 

r.ı ldu ğunu gösterinis.%,ayn ı  anda a ı rade ğ i ş tiron i ş lemcilerin,farkl ı  anlarda 	s ı ra- 

'oie ğ iatirmeainin gerekme ıli4tini gösterir. 

12. (7-35) donklemiiini kullanarak n = 1,2,3 için ii:fonksiyonlar ı  elde ediniz. 

Net:  Binom serisi aç ı l ı m ı nda x vs d/Win s ı ralar ı n ı  ayn ı  tutmaya dikkat ediniz. 

Kaynaklar 

MU bölümde tart ışı lan konnlar,kitab ı n sonunda verilen kaynak listesindeki kitaplar ı n 

bense hemen tümünde i ş lanni ş tir.5 ğ rencilerin bu kitaplardan bitki/MO.1m bakmalar ı  ö ğüt-

lenir,çünkü ayn ı  temel konular ı n de ğ i ş ik görü ş  aç ı lar ı ndan sunulu ş unu görmek her zaman 

:yararl ı d ı r. 



BÖLÜM 8 

N-Parçac ı k Sistemleri 

Tek parçac ı kla ilgili tart ış mamiz,bir N-Parçac ı k sistemine de kolayca ge-
nelle ş tirilebilir.Bu N parçac ı k bir y(x1 ,x2 , dalga fonksiyonu ile 

betimlenir; ve bu dalga fonksiyonu, 

2  

	

•idzidıc2 	dıN  ıy(x).  ,x2  , 	xN) I 	1 	(8-1) 

, 
olarak boyland ı r ı l ı r. 	

129' ı ia „!, yorumu, 1 -4/(x)1
2 
 'nin yoru- 

munun bir genellegtirilmesidir; ve bu, 1. parçaci ğı  z i 'de,2. pdrçac ığı  x2 `de, 
N parçac ığı  rw ide bulman ı n olas ı l ı k yoğunluğ unu verir.Böyle bir dalga fonk-

siyonunun zaman içindeki geli ş imi, 

	

v(x, ,,,,, xN; t) 	 (8-2) 

diferansiyel denkleminin çözömbyle verilir.Burada Bamiltonien yine, 

	

N 	2 

	

a. Z 	Pi 	4- v(x l ,xV 

	

1 	2ffl i  

klasik biçimine karşı l ı k olarak, 

( 	1  

2m
1  

"4-  

-6 2 2 ) 

••• 
21aN  oı xN  

-4- 9(X1,4..lı rld 
	

(8-4) 

biçiminde kurulmu ş tnr.Tek parçac ı k gözlenebilirlerini betimleyen i ş kemciler, 

[Pi,xj) 	
s 

ij 
	

(8-5) 

bağı nt ı a ı ndaki gibi,farkl ı  parçac ı klar ı  gösterdikleri zaman s ı rade ğ igtiriyorlarsa, 
kuantum mekani ğ inin geli ş tirilmi ş  olan önceki tüm anlat ı n' kolayca genellegtiri-
lebilir. 

J 

(8-3) 

141 
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Yerin çekim alan ı  ya da d ış ar ı dan konulmu ş  elektrik veya magnetik alanlar 

gibi d ış  alanlar yoksa,o zaman potansiyel enerji yaln ı zca pargac ı klar ı n ba ğı l 

arala ğı na ba ğ l ı  olur,ve 

V = V(x 1.--x 2 ,x i — x3  , 
	 (8-6) 

yaz ı labilir.Böyle olmam' da gerekir; çünkü,her nas ı lsa bir hbaslang ı ç" ı n bulunma-

s ı n ı  gerektiren bir d ış  araç yokse,bfitün sistemin yerde ğ i ş tirmesi sistemin hiçbir 

fiziksel özeli ğ ini de ğ i ş tirmemelidir.Ba ş ka bir deyimle,(8-0'daki potansiyelin bi-

çimi ş u de ğ i ş mezli ğ in bir sonucudnr: Fiziksel bak ı mdan anlaml ı  olan tüm nicelikler, 

x i 	xi  41- 43, 	 (8-7) 

dönüş ümü alt ı nda , ile ğ i ş mezdir.(8-6).n ı n çok önemli bir özel hali, 

	 V(x. — x.) 	 (8-8) 
L >i 	

ı  

oldu ğ u iki-cicim kuvvetleri halidir.Toplama tüm i ve j indisleri üzerindendir; ıve 
iki defa saymay ı  ve i e j 'nin say ı lmas ı n ı  önlemek için,* > j ko ş ulu ile yap ı -
l ı r.Asl ı nda biz,atomlardaki elektronlar ı n betimlenmesinde,bilinen CouJomb potan-
siyeli ve elektron-elektron itmesi ile çal ış acağı z; ve burada çekirdek bir ba ş -
langı ç aağ /ayscakt ır.n-halde potansiyel, 

N 
W(x i ) 4- :E: V(x.ı 	j x) 	 (8-9) 

i>i 

ifadesinin üç-boyutlu bir genelle ş tirilmesi olacakt ı r. 
D ış  kuvvetler olmad ığı  zaman,klasik mekanikte toplam momentum korunumlu- 

dur.Bu, 

d
2
x. 

m i  

   

V(x l— x2' x l 	x3'• • • ' x'N- 1 	x ıa.)  (8-1())‹  
dt

2 
x i  

hareket denklemlerinden ç ı kar; bu denklemlerin bir sonucu, 

d 
dt  

 V(x
1
—x

2'
..x

N-1
— x

N
)..-= 0 

dt 	 • 	mxi  
(8-11) 

d ı r.Yukar ı daki denklemin sa ğ  yan ı n ı n s ı f ı r olmas ı n ı n nedeni, 	Z 	 'nin 

Y'ye etkimesinden,V'nin her de ğ i ş keni için e ş it ve z ı t katk ı lar ı n ğ elmesidir.Bdy-
lece, 

P= 7 
	 dx. 	

(8-12 ) 

dt 

bir hareket sabitidir. 



..-= 41 (5- 	) HUN(xl ,...,xN) (8-15) 
£=; "C)x i  

-14  

Ct 
(r   

EuE (x1 	xN) 
£=. 1 	2›. i.  
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Kuantum liskani ğ inde de, ayni sonuç geçarlidir.Bunu,Ilamiltonien'in (8-7) dö-
niiş iimii alt ı ndaki de ğ i ş mezliğ ini kullanarak gösterece ğ iz.De ğ i ş mezlik,hem 

HuE(x x2 	xN) 	 (8-13) 

be ğı nt ı s ı n ı n,hem de 

HuE (x 1 4-cı  ,x2+o, 	 )= EUN(x14. 	 ) 	 (8-14) 

bağı nt ı s ı n ı n geçerli olmas ı  demektir. & I yi sonsuz küçük alal ı m,böylece 0( C1 2 ) 

terimleri önemsiz say ı labilir.0 zaman, 
, • • • • , xNt- a ) 	"(x ı  , • • • , N ) 	o, 	" 	xN ) 

CL 	u(xl ,...,xN) -f- 
cr x2  

u(i19.-.1xN) 	ct 

olur; ve böylece (8-13),(8-14) 1 den ç ı kar ı larak, 
N 	 N 

( 

 

C H 	L , 	
az• 	 0:=1 

uE(xxN) 	( 	 uE(x1" . " xN)  
)) 

bulunur.Omll 'de, 

(8-16) 

tanı m ı n ı  yaparsak, 

(RP — PH) ılE(X1 ,...,x14) =:0 	 (8-17) 

oldu ğ unu göstermi ş  oluruz.x1 ,x2 , 	 ,xN"nin herhangi bir fonksiyonunun bütün 

uN(x l ,...,xN)'ler türünden aç ı labilmesi ıı nlamı nda,N-parçac ığı n enerji özdurvallar ı -
n ı n da bir tam küme olu ş turaca ğı  öngörülebilir.Bu yüzden,yukar ı daki denklem tüm 
N4/(x 1 ,...,xN )'ler için geçerli olan, 

(8-18) 

denklemine çevrilebilir;ve buradan, 

[1413 3=0 
	

(8-19) 

i ş lemci bağı nt ı si bulunur.% bağı nt ı ,sistemin toplam momentumu P'nin bir hareket 
sabiti  olmas ı n ı  iserir.hu,gerçekten,usay ı n doğ as ı  için söylenenlerin çok derin 
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bir sonucudur.Hiçbir ba ş lang ı c ı n bulunmad ığı n ı ,ya da ba ş ka deyi ş le,belli bir u-
zakl ı k kadar yerde ğ i ş tirme alt ı nda fizik yasalar ı n ı n , de ğ i ş mez olduğunu söylemek, 

bir korunum yasas ı na götürür.Parçac ı k fizi ğ inde burada inceledi ğ imiz biçimde po-
tansiyeller yoktur;bununla birlikte,yukarda söylendi ğ i gibi,de ğ i ş mezlik ilkesi 
gene korunan bir toplam momentum verir. 

Ba ş l ı ca amac ı mı z,hemen inceleyece ğ imiz iki-parçac ı k sistemi  olacaktı r.Et-
kile ş meyen iki parçac ı g ı n basit bir Hamiltonien'i vard ı r: 

	

2 	2 

	

P ı 	P2 (8-20) 
Fl=  2mı  4-  2m

2 

İ ki parçac ı k aras ı nda hiçbir ili ş ki olmad ı gı ndan,birini a l:de ve öbürünü x2 ' ıle 
balma olas ı l ığı n ı n,iki bağı ms ı z olas ı l ığı n çarp ı mı  olaca ğı n ı  bekleyebiliriz: 

P( xl , x2)= P(x l ) P(z2 ) 

	
(8-21) 

Böylece de, 

	

4 2  	'76. 2  

2ıı 	?x 2 	2a
2 	x

2 	u(I İ :I2) = Eu(x l ,z2 ) 	(8-22) 

1 	1 	 2  

denkleminin çözümünün, 

11(xl' x2 )  = P'1 (x l )  %2(x2) 	 (8-23) 

olarak ayr ı labilmesini bekleriz.Bunu (A-22)Ide yerine koyar,ve u(x i ,x2) ile bö-

lersek, 

	

-( 412/21911)(d201(xi)/ax1 2 ) 	—(s,2/2.2)(d2o2 (.2 )/d.22 ) 
	  E 	(8_24) 

ol (ci ) 	 O2 (=2 ) 

elde ederiz.Denklemdeki iki terim farkl ı  değ i ş kenlere ba ğ l ı d ı r,ve bn nedenle iki-
sini de s ı rayla El  ve E2  sabitlerine e ş itleriz: 

E E
l 

E
2 t., 2 	d2 1 (

x1 	

) 

	

2 	
E
1
0
1
(x

l
)  

2m ı 	dx
1  

elde ederiz.Burada 
2 

	

2m
1
E
1 	 2 	

2m 2E2  
k
i  

	

2 	k2m 	 (8-27) 

d20 
2 	
( x 2)  

 
2 	2'2'

tx 
 2' 275, 	"2 

(8-25) 

(8- 26) 

Bu iki denklem kolayca çbzülür,ve 	
+ 

"(x ı ,z2)= i,  e 

dir. 
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Ş imdi, 

x x ı 	x2  

x 
	

*1'1+ m2x2 	
(8-28) 

m
1
4-m

2 

koordinatlar ı n ı  kullanarak,çözümü yeniden yazal ım; bunlar,parçac ı klar aras ı ndaki 
aral ı k ve kütle merkezi koordinat ı d ı r. 

al
1

ıc
1 
4-*

'2
x
2 

k1 z1  + k2ı 2  avo((x i 	ı 2 )' 4. 13 

yazareak, 

fi = k ı  k2 K  
m2k

1 
— m

1
k
2  o( s 	 =k 

m ı  + 
buluruz; bu yüzden çözümün biçimi, 

£KX ı kX 
" (x ı ' x2 ).' 	e  (8-29) 

olur.Burada K m:ki4k2 , toplam momentuma kar şı l ı k alan dalgâ saYs ı  ve k bağ l ı  ma-
mentuma kar şı l ı k olan dalga say ı s ı d ı r.ilk çarpan kütle merkezinin hareketini gös-
terimler,ve ikinci çarpan "iç" dalga fonksiyonudur.Enerji 

4,2K2 	
WIt2   1 	. 	1 ) 	

(8-30) E m 	  4- 

	

k .1 -t- 	nı2 2(mi  + m2 ) 	2 - 

olarak yaz ı labilir. İ lk terim i toplam mnmentumla ve all 4• 2  kütlesi ile özgürce ha-

reket•eden iki parçac ı k sisteminin enerjisi,ve ikinci terim iç enerjidir. 

= 1 	1 	 (8-31) 
t' 	mı 	1112 

ile tan ı mlanan to. indirgenmi ş  kiitlesini getirirsek,o zaman 4 ı 2k2/2/A 	terimi 
etkin olarak 	kütleli ve 'tak momentumln özgür parçac ığı n enerjisidir. 

(8-20)Ideki Bamiltonien,yaln ı zea x,-- ı r,eye ba ğ l ı  olan bir potansiyel ek- 
lenerek değ i ş tirildi ğ inde, 

kI 	t12 	$‘2 	22 	u(x ı ,x2 )4V(x1 -x2 )u( ı 1 ,x2)=Eu( ı 1 ,x2 ) 
"il ıb ı i 2 	21i2 	a . 2  2 ) 

elde ederiz. 
X =-- X 1 	2 

m
1
x 	m

2
x
2 	1.4 	t4  

X = 	 XI+  mi  2 
mf4-m2 22 

koordinatlar ı n ı  kullanarak, 

(S -32) 

(8-33) 

111 t  la2 
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s l 	
X 

gl 

t4- 
a2

- X 	 x  

 

(8-34) 

 

m2 

  

bulnruz.Biraz cebine (8-32) denklemi, 

  

	

.)2 	4,2 
+V( 1))11(x,X ) = En(x,X) 

2(m i +le2 ) 	a X2 	2fr►   

biçimini al ı r. KX 

	

u(s,X) 	e 	#(x) 

( 8-35) 

(8-36) 

yazarsak,000 için 

d2d( x‘  4- V(a) 0(x) sm £. 0(x) 
	

( 8-37) 
2te 	da 

denklemini buluruz; bu,bir bir-parçac ı k 8chrödinger denk lemidir.Hu drmklemde küt-
le,indirgenmiç kütledir,ve enerji 

.h21£2 
C -.E 	  

2(mı  4- 42 1 

dir.Hölüm 9'da bn ayrı lmayı  biraz daha kar ışı k bir yoldan 

özde ş  parçaseı  problemine dijnAji ııı - 

Elektronlar ı n ayiededilmmez oldu ğunu gösteren güç 
olmasayd ı ,bir atomun,örne ğ in helyumun spektrumu,deneyde 
n ı n bulundu ğ una ba ğ l ı  olarak deneyden deneye değ içirdi.13 
zaman gözlenmemi ş tir.Benzer olarak,çekirdek spektrumlar ı  
da proton ve nötronlar ı n ayı rdedilemez olduğunu gösterir 
neylerinin benzer kan ı tlar ı 	 olarak öbür par 

mezonlarin 	ayı rdedilemez oldu ğ unu göstermektedir.Bn ta 
ae bir özeliktir : Klasik mekanikte ( ilke oI

naern:::: ı iPsar 

lenebilir; bu yüzden,gerçekten onlar her zaman ayı rdedil 
Elektronlaran , spin denilen bir iç k  

renece ğ iz; ve böylece elektronlar ı n betimlemmesinde,duru 
kapsamal ı d ı r.Bunun ay ı rdedilemezli ğ in sonuçlar ı  üzerinde 
d ı r,bunu daha sonra inceleyece ğ iz. 

Ay ı rdedilemez parçacaklar için,Hamiltonien parçac 
göre tam olarak bak ışı ml ı  olmel ı d ı r.iki-parçac ı k sistemi 
bağ l ı l ı k yokse,Hamiltonien 

(8-38) 

elde edecek . ş imdi 

lü kan ı tlar vardl ıe.Bbyle 
"hangi çe ş it" elektronla-
öyle bir de ğ ::i ş im hiçbir 
da her zamm ı  aynı dı r;hu 
.Yüksek enerji fiziki de-

çac ı klar ı n dm,örne ğ in pi. 

n olarak kuamtum mekanik 

çac ı klar ı n y;4rüngeleri  iz-

ebilirler. 

ile belirlendiklerini ö ğ -
eler spin etAketini de 

daha öte bi ıe etkisi var- 

ı klar ı n koordinatlar ı na 
için spin e ı liketlerine 

	

2 	2 

	

Pl 	P2 

	

2m 	4» -----27İ1 	ir(xl.' x2 )  (8-39) 
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olur,buruda 

	

V(z 3 ,x 2 )ş = V(x2 ,x 1 ) 	 (8-40) 

dir.Bu br ı k ışı m ı  simgesel olarak, 

	

H(1,2)= U(2,1) 	 (8-41) 

biçiminde yazabiliriz.Hamiltonien parçaelklar ı n spinine ba ğ l ı  ise,o zaman "1",'Y2" 
etiketleri spinleri de kapsamal ı dı r.Töm parçaelklar ı n özde ş  olduğ u bir N-Parçac ı k 

	

sisteminön bir dalga fonksiyonu ı4J(1,2 	N) ile gösterilecektir ve bu, o' i eler 

apin durumlar ı n ı  betimlemek üzere,daha aç ı k olan y(xl , c? 1 ;x2 , 0 2 ;...;x141 , OrN).nin 

yerini tutacakt ı r. 
Bir iki-parçac ı k sistemi için enerji özde ğ er denklemi, 

	

II(1,2) /1E (i1,2) = EuE(1,2) 	 (8-42) 

olur.Etihetleme değ i ş iklik'yapmadlığı ndan,buna 

	

11(2,1) nE(2.1)= EuE (2,1) 	 (8-43) 

olarak dm yazabiliriz.Ayr ı ca da, C8-41)'i kullanarak 

	

11(1,2) ıı i5 (2,,1)=Eus(2,1) 	 (8-44) 

buluruz.Parite tart ış unam ı Zdaki biçimsel y'akla ş iml izleyerek,P12  defi ş iolea ş  i ş lem-
cisini  i:an ı tal ı m; bu i ş lemei bir durumaetkeyince,1 ve 2 parçac ı klar ı n ı n bütün 
koordinatlar ı n ı (uzay ve spin) - degö ş toku ş  eder.812 iniu tan ı m ı , 

	

P12 Y(L ' 2)=  V (2 ' 1) 

	
(8-45) 

demektir,Denk.(8-44) ; ş öyle yaz ı labilir; 

HP1211 11 (14) 
 = EuE (2 ,1) 

Ve bu,al ışı ld ığı  gibi" 

= "12ur(1-2) 

= P12Efiz(l. 2)  

= Pulhı E (1,2) 

{n , P12 	° 

(8-46) 

(8.-47) 

i ş lemei bagı nt ı s ı n ı  onrir.Bbylece parite gibi,P 12  de bir hareket sabitidir.Ayr ı ca, 

parite gibi, 

(P12 ) 2  at/(14).= Y(1/ 2 ) 
	

(8-48) 

dir; bu yüzden,P12 'nin de dzdeerleri 	1idir.0zdurnmlar,bak ıışı mll ve kar şı bak ı - 

şı ml ı  birle ş tirimlerdir; 

1S},  
(1,2) 	 [ v(1,2) + y(2,01 

4 2 
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(A)(
1,2). --L--[y(1,2)--lı(2,1).1 
	

(8-49) 

P12 1 nin bir hareket sabiti olmas ı  oignsu,bir ba ş lang ı ç an ı nda bak ışı ml ı  olan bir 
durumun her zaman bak ışı ml ı  ve kar şı bakışı ml ı  olan bir durumun da her zaman kar şı ba-
k ışı ml ı  olaca ğı n ı  söyler. 

iki parçac ığı n de ğ i ş toku ş u alt ı ndaki bak ışı m veya karşı bak ışı m bu parçac ı k-

lar ı n bir belirtgenidir,bu önemli bir do ğ a yaass ı d ı r;ve bu,ba ş lang ı ç durumunun ha-
z ı rlanmas ı nda dözenlenebilen bir ş ey dekildir.Pauli ş nin bulgulad ı kl bu yasa ş unla-

r ı  söyler: 

1. Spini yar ı m-tek-tamsay ı  olan özde ş  parçac ı klardan(örne ğ in,spin 1/2, 
3/2,...) olu ş an sistemler kar şı bak ışı ml ı  dalga fonksiyonlar ı  ile betimlenir.Böyle 
parçac ı klara fermiyonlar denir,ve bunlar ı n Fermi-Dirac istatisti ğ ine uyduklar ı  söy-

lenir. 

2. Tam say ı  spinli-parçac ı klardan (örne ğ in,spin 0,1,2,...) olu şı n sistemler 
bakışı ml ı  dalga fonksiyonlar ı  ile betimlenir.Böyle parçac ı klara bozon denir,ve bun-
lar ı n Bose-Einstain iatatisti ğ ine uyduklar ı  söylenir. 

Yasa,N-parçaelk durumlar ı na genialetilebilir.N özde ş  fermiyonun bir sistemi 
için,dalga fonksiyonu herhangi bir parçac ı k çiftinin değ i ş toku ş u altı nda karşı bak ı -

a ı ml ı d ı rArnekin,nygun biçimde kar şı bak ı g ı al ı laş t ı r ı lmi ş  üç parçac ı k dalga fonksi-
yonunun biçimi, 

Y(A) ( 1 . 215)-= 	[ar(r,2-;5f..- 11,124- ,3)--+ NKt2,3,1) 
V6 

— V(3, 2 4) + "+) (3,1,2) --y(1,3,2)] 	(8-50 ) 

dir; oysa üç özde ş  bozonun dalga fonksiyonunun biçimi, 

y (5) (1,2,3)   [1,1,4(1,2,3) + \y(2,1,3) 4-V(2,3,1) 

-41 (3,2,1) -6-y(3.1.2) A-Ni(1,3.2)) 	(8-51) 

dir. 

Ş imdi çok ilginç olan özel bir durumu gözönüne alal ı m; N fermiyon birbir-
leriyle etkile ş mesinler,fakat genel bir potansiyelle etkile ş sinler.Bn durum için, 

N 
H = Z H, 	 (0-52) 

;.».1 
yaz ı labilir; burada 	 2 

P• 
11.
A  — 
	V(z z  ) 	 (8-53) 

 2m 

dir.Tek parçac ı k potansiyelinin dzdurumlarl UE  (m) ile gösterilir,burada 
k 

Hk 
uE k  (x k ) = Ek uE k 	) (8-54) 
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d ı r. 

Hu E (1,2,...,N) = EuE(1,2,...,N) 
	

(8-55) 

denklemi:nin bir çözünü, 

u 	 n 

olur, bur ada 

(x2 )  ''' UR (xN )  N 
(8-56) 

	

tl  + E2  + 	 =E 	 (8-57) 

dir.(8-36)•da,x£  'lerle birlikte görülen o5. etiketlerini aç ı kça yazmad ı k. ş imdiki 

kar ıllbak ışı ml ı  yapmakt ı r.Yaln ın iki parçac ı k varsa, 

tA)  (1,2) = ---- x 12. 
El ( 1) E2(x  2 "Es

( 
 X2 ) uE

2
(X 1 ) ] 	(8-58)  

olaca ğı  .aç ı ltt ı r.Üç pnrçac ı k varsa,kar şı bak ış xml ı  dalga fonksiyonunun biçimi, 

(A) 
u 	(1,2,3) — 	[tı 	(x ) u (X ) u (x ) 	( ) 	( 	ıı_ (x \nr 	El 	1 	E2  2 E3  3 	" x2 "EI  xl- ıN3- 3) 

(x2  ) u
E2 

 (x
3 
 ) u

E3 
 (x

1  ) 
	u

Bi 
 (x

3 
 ) 

(x3) uE (x l )  uE (x2 ) — uE (x l )  2 	3  

olur.N-Osrçac ı k için yan ı t,bir determinantt ı r; buna 

u lk/  (1,2,...,N)— 
Nt 

uE 
(x 1 ) 

,4(X 1 )  

uE  (x2 ) uE  (x ı ) 
2 	3 

uE(x3 ) uE  (x2 )] 	(8°59) 
3 

Slater determinanti denir l : 

uE ' (x2 ) 	u„, (x,) 
. 1  a 	rı i 

uE  (x2 ) ... uE  (2E ) 
2 

UE (X2 ) 	uE (xN )  

+uE l  

u (xi ) 

(8-60) 

Aç ı kça Obrüldüğü gibi,iki parçac ığı n de ğ i ş toku ş u,determinanttaki iki sütunun de-

ğ istokasw demektir; k ıı .da i ş areti de ğ istiriM. İ ki elektron'aynl enerji özdurumnn-

dayaa,önme ğ in E1 	, ve ikiei de ayn ı  spin durumundaysa spin etiketleri de 

ayn ı  olatea ğı ndan, crı  = Cf' 2 , x ı  = x2  iken determinant s ı f ı r olur.6yleyse bu elekt-

ronlar ayn ı  yerde bulanamaz.Bbyletee,kars ı bak ışı m gereksiniminden,iki fermiyon ara-

s ı nda etkin bir etkile ş me ortaya ç ı kar: Nitel olarak,ayn ı  durumdaki iki parçac ı k 

birbirleminden uzakta durmaya çal ı s ı rlar,çünkü aralar ı ndaki uzakl ı k s ı f ı ra gitti ğ i 

zaman ilkZili dalga fonksiyonu s ı fı r olur.Böglece etkile ş tneyen parçac ı klar hile, 

aralar ı nda bir itici etkilesme varm ış  gibi davran ı rlarAllektronlar için,alaad.111- 

1 N  - ozde ş  bozan için,dalga fonksiyonu tam olarak bak ışı ml ı d ı r ve genel 

biçimi (3-60) determinant ı n ı n aç ı l ı m ı ndaki bütün i ş aretleri pozitif yaparak elde 

edilir. 
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tiren gözlenebilirlerin bir tam kömeainde,ek olarak spine belli iki -de ğ erli bir 

gözlenebilir bulundu ğ unu görece ğ iz.Böylece enerjisi,aç ı sal momentumu,paritesi, 

TC ba ş ka nicelikleri belli olan bir durumda iki elektron(z ı t spin de ğ i ş kenlil 

bulunabilir,fakat ikiden fazla elektron bulunamaz.Bu,Pauli  dış arlama ilkesini» 
eı n ı rland ı r ı lm ış  bir görünümüdür. 

" İ ki elektron ayn ı  kuantum durumunda olamaz" demek,elektronun, bütünsel 

yapı s ı  ile ilgilidir.Yeryüzünde taban durumunda bulunan bir hidrojen atomumuz, 
ve bir de ayda kendi taban durumunda bulunan ba ş ka bir hidrojen atomumuz olsun. 
Acaba bu durum,bu iki elektronun z ı t apin durumlar ı nda olmas ı n ı  gerektirir mi? 

Bunu yan ı tlamak için,elektronlar ı n spinlerinin "yukar ı " veya "a ş ağı " olduğunu, 
ve bu elektronlar ı n kendi atomları n ı n taban durumlar ı nda olduklar ı n ı  bilmek 
yetmez; ayr ı ca atanlar ın enerjilerinin de belirlennesi gerekir.Bu belirlemedeki 
duyarl ı k nedir? Geni ş li ğ i L olan bir kutu dü ş ünelim,ve atomlar s ı rayla 04x <L/4 

ve 3L/4 < z < L aralikları nde yerle şmi ş  olaunlar.0 zaman atanlar ı n aomentumla-
r ı n ı n belirienebilmesindeki incelik,belirsizlik ilkesiyle s ı n ı rlanmış t ı r.Ener-

jinin olabilen de ğ erleri, 

ş.12 	2n2 
(8-61) E

n
- 	

2ML2 

olarak verilir; momentumun olabilen de ğerleri de buradan... 

W  
P — 

L 

olarak ç ı kar ı labilir.Atomlar ı n momentumlar ı n ı n ölçümleri belirsizlik ba ğı nt ı s ı  

ile s ı n ı rlanm ış tir: 

Zı p 	n4i 	ııı  

A ı 	L 

ve bu yüzden enerjileri,ancek 

A lt 	pAp 	412  71n2  

M 	 ML
2 

inceli ğ i ile belirlenebilir.Fakat bu, 
k2 2 

E
n 
— 	 " 	 n  

MI2 

(8-62) 	1  

(8-63) 

(8-64) 

de ğ erinde» daha büyüktür.Gerçekten,aralar ı nda 1 metre uzakl ı k bulunan atomlar 
için,örne ğ in 106  cm/s h ı zla hareket ladiyorlarsa,nev 10 11 'dir; buna göre makros-

kopik bir durumda klasik aezgiyle bir uyu ş mazl ı k sözkonusu de ğ ildir.Gerçekten , 

 de,baş l ı ca sorun ş udur: İ ki atom A ve B ile gösterilirae,acaba iki elektron du-

rumunu betimlemede, lielt(Zdy n(z2 ) dalga fonksiyonu ile, 

YA( .1) )ril( =2) -- YA(-2? ,KB(.1)  

V 2 
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dalga feskaiyonu aras ı nda fark var m ı d ı r? Molekülleri tart ışı rken,dalga fonksiyon-

lar ı  arus ı ndahi örtüş menin atarlar aras ı  uzakl ı kla listel olarak azald ığı n ı  görece-
giz.Atoular birbirlerinden çok uaak iseler,bangi dalga fenksiydnunun kullan ı ld ığı  

somucu de ğ i ş tirmez.R9  malekiilünde oldu ğu gibi atomlar yak ı nsa.ve örne ğ in n,1 basa-
magiuda ise dalga foakiyonlar ı  birbirini örter ve kar şı l ı kl ı  ili ş kisi bulunmayan 
dalga fnnkaiyoular ı nin m ı ,yokaa kar şı bak ı 4xml ı  dalga fonksiyonlar ı n ı n m ı  kullan ı l-
dxg ı  önemli elur.11emay,bu durum ftçin kars ı bakışı ml ı  dialga'foRk ıı iyenunum kulloalla-

cag ı n ı  
Pauli dış arlama ilkesinin ilginç bir soaucuPludurx N'alektronun herhangi 

bir potunsiyeldeki taban durumu,}/ bozonun veya N ay ı rdedilebilir parçac ığı n taban 

durumundan çok degi ş iktir.Örnegiu, 

	

V(x) oo 	 z G O 

	

= O 	O < x < b 

	

= on 	b < z 	 (8-65) 

sonsuz potansiyel kutusunu düş ünelim.Schrddinger denkleminin x = O ve x = b'de 

s ı f ı r okan çözümü, 
on (z)= ain n lY X/b 	 (8-66) 

ile verklir; ve enerji hzde ğ erleri, 
tn2 n 2n2 

rsn  — 	 (8-67) 
2mb 

 

olur,burada n = 1,2,3,..•'dir.Etkile ş meyen N bozan için,taban durumda bütün par-

çaelklar n = 1 durumundad ı r; ve böylece enerji, 

	

E= N W 112 
	 (8-68) 

2mb 
 

olarak verilir; buna göre,parçaexk ba şı na düş en enerji, 

E 	
4,21r1.2 

(8-69) 
N 

2mb
2 

olur.Etkile ş meyen H lermiyon için durum çok degi ş iktir.a 	 durumlar ı - 

n ı n herbirine yaln ı zca iki elektron girebilir,buna göre N/2 durum dolar,Ddylece. 

toplam enerji, 	
Nil 7,21,2 	ki 11 2   • N3  E = 2 	 (8-70) 

2mb
2 

	

2mb2 	24 

ile verhlir.Son sonucu elde ederken,Neyi çok büyük varsayd ı k; bu yüzden son düze-

- yin bir elektronla mi -  yoksa iki elektronla m ı  doldurulduğ u önem“ olmad ığı ndan, 

N/2 	 N/2 
E n21 	N 

r n
2 

dn -3- ( 

tlsi 	 f' 
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ba ğı ntis ı n ı  kulland ı k.Böylece,parçac ı k ba şı na düş en, 

..y.„2,1T 2  

N  
 N2  E — (8-71) 

24mb2  

enerjisi N2  ile büyfir.Eade ğ er olarak,verilen bir enerji için kuyuyu dolduran bo- 

zon say ı s ı  E ile orantil ı d ı r,buna kar şı n kuyuyu dolduran fermiyon say ı s ı  E .1
/3 
 ile 

orantll ı dir.Fermiyon hal inde,doldurulacak olan en yüksek düzey n = N/2 'dir; ve 
bu düzeyin enerjisi, 

Tt 2N2  
EF — 	

8mb2 	
(8-72) 

dir.Bu'enerjiye Fermi enerjisi dendi ğ inden,F indisi konulmu ş tur.Bunn fermiyon 

yoğ unluğ u türünden yazabiliriz; bn yo ğ unluk,bir-boyutlu problemde N/b =1--", 'dur, 

ve 

2  
EF = 	

2 
	

(8-73) 
8m 

olur.Bu uyar ı lar ı n anlamı na,Bölüm 9'da yeniden dönece ğ iz. 
B ış arlama ilkesi,atomlar ı n yapı s ı nda son derece önemli bir rol oynar.Çe-

ş itli öğ elerin de ğ i ş ik kimyasal özeliklerindeki a şı r ı  zenginlik,do ğ rudan do ğ ruya, 

ş u olguyla elde edilebilir: Verilen bir enerji özdurumunda yaln ı zca s ı n ı rl ı  sa-
y ı da elektron bulunabilir. 

Problemler 

1. Bir elektron-proton sisteminin indirgenmi ş  kütlesi nedir? Bu,elektron-
-deuteton sisteminin indirgenmi ş  kütlesinden ne kadar farkl ı d ı r? iki özde ş  parça-
e ığı n indirgenmi ş  kütlesi nedir? 

2. P12 
 de ğ i ş toku ş  i ş lemcisinin hermitien oldu ğ unu kan ı tlayı niz. 

3. Sonsuz potansiyel kuyusunda,etkile ş meyen iki elektron dii ş ününüz.iki 
elektron ayn ı  spin durumunda ise,taban durum dalga fonksiyonu nedir? 

4. Ayn ı  spin durumunda olan,ve 

= 0 	 ba şka yerde 

potansiyeli ile etkile ş en iki elektron dii ş ününfiz.iki elektronun toplam momen-
tumunun s ı f ı r olduğunu varsayarsak,iki-elektron durumunun en dü ş ük enerjisi 
nedir? 
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[ipucu: Denklemi,8-37)'ye götürecek biçimde ay ı r ı n ı z ve Pauli ilkesini uygulay ı -
n ı z.] 

5. Herbirinin spini 0 olan,ve 

V(xl' x2 )  = 	[ ( xl 	xe )  — ( x2 .4-  xo ) ] 2  

potansiyel enerjisi ile etkile ş en iki özde ş  parçac ı k dü ş finündz,burada xo  ve 
--x o  parçac ı klar ı n denge konumlar ı d ı r. 

İ ki-parçac ı k sisteminin spektrumu nedir? hzde ş  parçac ı kları n 	apinleri 
1/2 oldu ğ u zaman,spektrum ne olur? 

6. 

2=  2(1'11°1) 	H(p2,x2) 

enerji islemeisi ile betimlenen,iki özdes parçac ığı  gözönüne al ı n ı z,burada 
2 

, I 	2 
R(P,x) 	 -ır --- tk) x 2 

2m 

dir.Kiitle merkezi hareketini ay ı rı n ı z ve sistemin enerji epektrumunu elde ediniz. 
Bunun, 

2Y(xl'x2)= E  Y(xl,x2) 

denkleminin Ozilmünden elde edilenle uyustu ğunu göstriniz,burada 

V (xl' x2 ) 	%. ( x ı )  "2 ( z2 )  

dir.Enerji epektrumunun katmerlili ğ ini tart ı s ı n ı z. 

Kaynaklar 

Bölüm 6'n ı n sonundaki s ı ralanmış  kaynaklardan herhangi birine ve ayr ı ca asağı da-

kilere bakı n ı z: 
D. S. Saxon,Elementary Quantum Mechanics, Holden-Day,Inc., 1968. 

D, Park, Introduetton to the Quantum Theory, MeGraw-Hill Co., 1964. 
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Uç Boyutlu Schrödinger 

Denklemi 

Üç-boyutlu uzayda hareket eden bir -  tek-parçoci ı n Hamiltonien'i, 
2 	2 	2 

P + P + r x 	y 	z  H - 	 -+ V(x,y,z) 
2m 

olur,ve bunu 
4.2 

H = —2--- -} Ver.) 
2m 

biçiminde yazar ı z.Üç-boyutlu ğ  momentum islemcisi, 

,4> 
p = 

olarak gasterilir, İ4 boyuttaki iki parçac ı k için Hamiltonien'in genel biçimi, 
-+ 2 	-... 2 
P1 	P2  H .-- 	+ 	-4- 1T(i, it> ) 	 (9-4) 

I 	2 	'. 
2m1 	

2m2 

ile verilir„Eğ er potansiyel, 

v(-1 ,i2  ) 	-- 	) 	 ( 9-5) 

ş eklinde yaln ı zca parçac ı klar aras ı ndaki tı zakl ığ a baV ı ysa,o zaman Ilamiltonien, 

tüm sistemin 	71 	, 72 -0. 2 4- -a" yerde ğ istirmeleri alt ı nda de ğ i ş itez'- 

dir.Dıl,Bölüm 8'de gördüğ ümüz gibi,toplam momentumun korunumunu ve dekikenle-

rin ayr ı lmas ı na içerir.Aaağı da bu ay ı rmayl,s ı rade ğ istiren H veP.=;,. + 7;2  

i ş lemcilerinin ortak hzfonksiyonlar ı n ı  bularak yapac ğı z.Momentum özde ğ er denk-
lemi, 

P,3 pf(7
1 ' 

7
2 
) r f( rl  , r7'2  ) 

(9-1 ) 

(9-2) 

,(9-3) 

(9-6) 

155 
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verir,ve bn 

"4" 	"I" 
( 57
12

)f( r
1 	

r
2

) 	f( r 1 , r
2 

) 

demektir.Eğ er, 
, 	-o , 	ı 	,o 

r 	2= -41 k 1 — r2  , 	 r 2  )1 

yazarsak, R .--. ot rl  + fa ,„ oldu ğ undan (9-7) denklemi, 

(9-7) 

(9-8) 

(9-9) 

biçimini al ı r; ve bu denklemdeki islemler bak ı m ı ndan -7= rl  — 72  değ iskeni bir 
sabit parametredir.Bbylece bu denklemin çözümü, 

iP. RA(o< /3) 
, R ) = u( -;» ) 	 (9-10) 

olur. Ş imdi, ot, ve fi 'n ı n seçimini, 

4,2 	--■ 2 	4,2 	 L -15.7q41(ot+p) 

9' 1 — —2132 
0

2 2  ± V( 17  ) Etopi u(  r  )e 	= O (9-11) 
2 

 

enerji bzde ğ er denklemini basitleatirecek biçimde yapaca ğı z. 

. 	+ ot '"Ğ  57 	 'iR  

	

2 	r 	R 

olduğ undan bu denklem, 
4, 2 	2 	 0,2 i> 21 ot  

— 	Sir 	r ) 	 u( 	- 	  
211 ı 	 (ca+p 	)2 i2  

(9-12) 

— 	 .( -e  ) 	2i 13  	iS.  <7•r  u ( -r* ) 	/3 ,f:)a  	u ( 	).] 

2m2 	r 	 (°‘- • 1-  )3) 	
( ot 4.  )2 ,4„2 

+ v( r;1 ) u( 	)=.Etop  u( 	) 
	

(9-13) 

	

biçimini al ı r; bunu bulmak için,denklemde 	'ye göre türev al ı nd ı ktan sonra, 
denklem ;Intel çarpana bölünmü ş tür.Sğ er, 

n4. 

P =  1 2 

seçimiyle çapraz• terimler düsürülürse,denklem 

(9-14) 

2 I>  ... 

 --- 	

2 
1.2‘ 	u( r ) 	V( 1;1 ) o(11.  ) -- (Etop 2( . 1 + . 2 ) )u( 7  ) (9-15) 

olarak basitleeir.Burada, 
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1 	
(9-16) 

mI 	
.

2 

ile tan ı mlanan ı  indirgenmi ş  kütlesini kulland ı k.(9-15) denklemi asl ı nda, 

/5^a  
E E, — 	 (9-17) 

"P 2 (
m + m2)  

1 	2 1  

enerjili bir tek-parçac ı k Schrödinger denklemidir.Böylece etkin tek-parçac ı k 
denklemine giren enerji,toplam enerjiden iki-parçac ı k sisteminin kinetik enerjisi 
kadar köçüktür.tki parçac ı k sisteminin kütle merkezi -T" momentumu ile gider ve 

toplam kütlesi m ı  4-m2 'dir. 

(9-18) 

arbb. olmas ı n ı  istersek, 

1Plx P2x' x l 
	 `±` - I p = 	(9-19) 

buluruz.Bu ise, 

ot + 13 = 1 
	

(9-20 ) 

olmas ı ,yani 

t 
	

1 	
(9-21) 

m
1  + m2 

olmas ı  demektir.Asl ı nda çok basit olan buradaki de ğ i ş kentere ay ı rmay ı  böyle kar-

ma şı k bir yoldan yörötmemizin nedeni,bu i ş lemin bir-parçac ı k Schrödinger denkle-
minin ba ş ka ayr ı lmalar ı nda nas ı l bir yol izleyece ğ imizi gösteren bir örnek olma-
s ı d ı r.Böyte bir ay ı rma,potansiyel yaln ı z parçac ı klar aras ı ndaki 1;1 uzakl ığı na 

ba ğ llysa olabilir. I r dersek, 
+2 

H =  	V(r) 	 (9-22) 

Ramiltonien'i dönmeler alt ı nda değ i ş mezdir.; ku ş kusuz V(r) yaln ı z ba ş lang ı ç 

noktas ı ndan uzakl ığı n bir fonkaiyonudur,ve 7 yektörünün do ğ rultusunu veren aç ı -

sat de ğ i ş kenlere bağ l ı  de ğ ildir; ii 2  de akaler bir niceliktir, 'Prvektörünün 

uzunlu ğ udur ve P.  'nin yönetiminden ba ğı ms ı zd ı r.Eş de ğ er olarak 
~ler alt ı nda dieğ i ş mezdir ..•Ku ş kulanan okur,özel bir hal olan z-ekseni etra-

f ı nda 8 aç ı s ı  kadar bir dönmeyi inceleyerek bunu do ğ rulayabilir: 

Yukardaki denklem y-  niceli ğ ini belirlemez.Ancak, R de ğ i ş keninin P toplam 

momentumuyla kanonik e ş lenik olmas ı n ı  istersek,yani 

[Px ,Rx j= 
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z' = z cos O - y sin O 

y ' = x sin O + y cos O 

oldu ğ undan 
t , 	(x,2 	y'2 	x ,2)1/2 	(x2 + 

y2 4_ r 2)1/2_4_ r  

(9 - 23) 

olduğ u,ve 
2 

4.<-2—)2  (cos 	 ein 	
2 
+ (sin + cos 

y' 

oldu ğu kolayca görülür. 
Parite durumunda ve yerde ğ istirmeler alt ı ndaki de ğ iamezlikte gördü ğümüz 

gibi,burada da Hamiltonien'in bir de ğ ismezlik özeli ğ i oldu ğ undan genalı ir koru-
num yasas ı  bekleriz.11 ile s ı rade ğ i ş tiren iglemcileri bulmak için z-ekseni etra-
f ı nda sonsuz küçük bir dönmeyi inceleyelim.Yaln ı z O baaama ğı ndaki terimleri a-
lirsak, 

x' = z - Oy 

y'= y + Ox 

buluruz,ve 

Bus (x - 0y,y + Oz,z) = EuE (x - Oy fy + On,z) 

olması  gerekir.Bunu O 'ya göre birinci basama ğ a kader açar,ve aç ı l ı mdan 

IluE (x,y,z) = BuE (x,y-,;.z) 

bağı nt ı s ı n ı  ç ı kar ı reak, 

(9 -24) 

(9-25) 

(9-26) 

rf x 	y 	 ) uskx,y i z) = E ( x 	 I 

ay x 	
Y 	x  uE xx ,y , ı ) (9-27) 

ay 

elde ederiz.Bunun sa ğ  yan ı , 

( Y  
(Z V Z) 

) E  " 

olarak yaz ı labildi ğ inden,ve ılE (; ) bir tam küme olugturduğ undan,gu de ğ i ş me ba-
ğı nt ı s ı n ı n geçerli olduğ unu buluruz: 

L = 	 y 	= x 	lar "N 
t«1 

Z 

	

y 	?,x 	
ry  z rx 

olmak üzere, 

	

t RILz J = 0 
	

£9-29) ! 

(9...28) 



d ı r.Lz , 
^4 	4. 	-■ 
L=rXp 
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(9-30) 

aç ı sal momentum i ş lemcisinin z-bile ş enidir.x- ve y-eksenleri etraf ı ndaki dönmele-
ri elsayd ı k,ek olarak 

[11,1,x ] =O 

[H,L
Y 
 = 0 	 (9-31) 

bulurduk.Böylece aç ı sal momentum i ş lemcisinin üç bile ş eni de H ile s ı radeğ i ş tirlr, 
yani, aç ı sal momentum bir hareket sabitidir.Böyle olmas ı , ş u klasik sonucako şuttur: 
Merkezcil kuvvetler aç ı sal momentum korunumunu gerektirir. 

M,L ,L ve L'nin ortak özfonksiyonlar ı nı  bulmak isteyebiliriz.Falcat bunlar, 
x y 	z  

s ı rade ğ i ş tiren de ğ i ş kenlerin bir tam kümesini olu ş turmazlar.Örne ğ iu, 

[Lx ,Ly j= [ypz - zpy ,zpx - xpz ] 

• LYPz' zPx.) -  r zPy' zi3x1 - [YPz' xrzi 	[zPy' xPz] 

= Y  [ Pz' z ] Px 	x [z ' Pzi PY 

tfı  
• "r" (Y1', - xPy ) 

i 11 L z 	 (9-32) 

ve benzer olarak 

[L ,L J  = i411, 
Y z 

[Lz ,Lx ] = i4NLy  (9-33) 

dir.Böylece,11 ile birlikte,gözlenebilirlerin sirade ğ i ş tiren kümesini kurmak üzere, 
L 'nin yaln ı z bir bile ş eni seçilebilir.Belki daha iyi bir seçim yapabiliriz; çün-
kü,£9-32) ve (9-33)'e  göre L2 , L 'nin üç bile ş eniyle de s ı rade ğ i ş tirir: 

L 
r 	

14 L 
2 
 - 	

2 
IL L ) 	,+- 	+ L 21._ri, ,L 214,, 

Z 	 L z xJ L 	Y 

'cfLa CLz
, La^ + f ı ,zx11, x  + L IL z ,L )44L z ,L L 

	

yy 	yy 

141ı  L x  Ly  4- i4lLyLx 	i't'► tyL 	i L L Z y 

= O 
	

(9-34) 

v.b. Böylece a ı rade ğ i ş tiren gözlenebilirlerin tam kümesi olarak B,L z  (bütünüyle 

anlaş maya dayanan bir seçim) ve t, 2  islemcilerini seçebiliriz.41kça görüldü ğ ü gibi 
Eamiltonien x 	-x, y 	-y ve z 	--z alt ı nda ie ğ i ş imez oldu ğ undan,parite- 
yi de bu kümeye koyabilirdik; fakat ilerde görece ğ imiz gibi,L 'nin bilinmesi peri-
teyi de belirler. 

2J 
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Bölüm IO'da L

z 
ve L 

2 
 'nin özdeerlerini ve hzfonksiyonlar ı n ı  belirleyece- 

ğ iz; burada yaln ı zca,bunlar ı n kullan ı lmas ı n ı n Schrödinger denkleminin çözünninil 

büyük ölçüde basitle ş tirdi ğ ini belirtelim.B1Syle olmas ı ,a ş ai; ı da ç ı kar ı lan ba ğı nt ı -

n ı n sonueudur.Diraz cebir, 
x 	) 2=  {( rt x  -1; ) x124. 	x  ; ))324. 	x 	) 32 

	

z 	y   )( y  :z 	Z 

	

<2(z  -ı -ax 
- x 
	 x  -1-"J 

-412 (x :7 	x 
	

Y  ax 

	

=.. ...2[x2 ( 	2  
a y2 	. - z 2 ) 4r  Y2 ( 	?)2 	.2  2 4 	) + 	2  

	

d 	 z 	a.2 

2  
-.2. 	 '2 

+z 	 + 	2 

	

(-J-- 	'' 2  --) 2xy 	 2yz 	 ?x2 + a y  
ax .2• y 	ay az 

--.6 2 

	

2x ----a 	2y 'a 
 ax 	 :z ] 

-2zx  	 '2z 
az ay 

oldu ğ unu gösterir.Benzer olarak, 

(9-35) 

	

0?". ) 2y  2jx __L_ 
?x 

 4. y 	+z -2L) ( x 	y 	z  -21-)
ay 	 Y 

....k„,2 ( x2 	.2  + 2 	.?)2 	2 	?) 2 	. , 	.- 2 	 -'2 = 

	

+ z ---- t ;cxy 	  + 2yz 
x 2 	Y 	y2 	 z 2 	-, -,„ 

	

o x a y 	a Yaz 

	

 

2 a 	a 	, 	'a 	) 
+ 2zx 	 4. x  -_—_. 1. y ...............■.. 1. z 	 (9-36) 

?Z ?X 	?X 	OY 	 az 

bulunur.Bu ikisinin toplam ı , 

	

_.,k2(x24.72.1.z2)( b2 
4.  -2 

	
+ 	

-b2 ) 	İ 2  ( 	?) 

	

.? 	•"" 	, 
x2 	. y2 + , z2 4-11 x --- -F y ---- +z -) t9-37) 

	

az 	ay 	z 
verir.Böyiece, 

2 	t2 . 	t L + kr . p 	= r
22 

 p 4- 141 r . p (9-38) 

özde ş li ğ ini elde ederiz.i ş lemcilerle çal ış t ığı m ı zdan,terimlerin s ı ras ı n ı  bozmamak 

çok önemlidir.Du özde ş likten, 

t 
 P 2 
	1 	Li); 2 4.  ( it 

,2 
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Ş ek.9-1. Konuda kullan ı lan küresel koordinatlar ı n tan ı mı ,ve (x,y,z) kartezien 
koordinatlar ı  ile (r,O, 	) küresel koordinatlar ı  aras ı ndaki ba ğı nt ı . 

, 	2 
1 	"t 2 	,.İ2 	1 	( r  d ) 	.W  1  

r 	ar 	r 

sonucu ç ı kar.Böylece Schrddinger denklemi, 

f1 2   {  12 (
r 
	{ r 	r 
	 + r 	24r 	2r2 	ug(i ) ( 	 ) 	1 

21,A. 	r 

+V(r) uE(i ) = EuB(1 ) 

(9-39) 

(9-40) 

biçimini al ı r. Burada do ğ al olarak yap ı lacak §ey,kdresel koordinatlarda çal ış mak-
tı r. 0 zaman, O ve 46 aç ı lar ı n ı n bulundu ğ u tek idemei 1; 2  olur.Bu yüzden,özfonk-

siyonlar ı  

u ji: ("ı  ) = Y 7  (9 , o) RE 	(r) 
	

(94,41) 

olarak seçersek,L- 'nin özdeğ er denklemi 
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‹44. 

(9, 	 ( 9 ,<P) 

olur; ve (9-40) denklemi,lienk.(9-42)'ye ve bir de tam olarak i şı nsal olan bir 

denkleme hyr ı l ı r. İ zleyeeeçimiz yol al ışı lm ış  degi ş itenitere ayerma yolundan de ğ i ş ik 

Aegildir.Asçak,i ş lemeilerin s ı vadegi ş tiren tam kUmsinin belirlenmesinde bak ış im ı n 

rolUne.onem vermemiz,bn ay ı rmay ı  etkileyebilir. 

İ iç-boyatil. enerji Ozdeger denklemini,kiiresel koordinatiarda indirgemeye ga- 

la ; çünkü en ilginç potauoiyellel,V=V(r) biçimindeki merkezeil potansiyel-ler-

inç olan basku bir durum ise,potansiyelin 

----- 	x ) + 	( y ) + v5 ( 2 ) 

bi d ı srum icin 

2) +[v i (x ) 	v,(y) -t- v 3  
denklemi 

yaz ı lara kola 

ılE(x,yz) =,(x) 
x., 	Ey 

Uliir.Borada,as(, yandaki 

d 2 
v i ( x ) 

2m 	dx 

'; "" 	d 2  V 

Eu (x v z) 7.9 

(y) 	t,..1€ 	(2) 
3 

fonkslyonlar 

ta k 	(x) . 	C 	x) i   

(y) = 	(y) 

(2) _ 	l.3  uu,E ( 2) 3  

(9-43) 

(9-44) 

(9-45 )  

	

----- 	--, 	4- 	b ) 
2 	' 

	

2m 	dy' 

	

k2 	cl 2 

	

--- 	 —,-,— ± V 

	

2m 	dz -  

denklemlerinin çrizilMleridir; ve 

E - E t 	Cx -ike ..3  

bag ı nt ı s ı  vard ı r. 

Özellikle ilginç olan bir örnek,sonsuz d'evarl ı  potansiyel çukurunun 

Uç-boyutlu genelle ş tiriimesidir.Öç-boyotln kutu kenarlar ı  L olan küp biçimindeyse, 

o zaman 

x 	O 

0<x < L 

(9-46 

v.b.dir.11öyleee bir boylandirma çarp n ı  d ışı nda genel çözüm, 
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n,1Tx il y 	a , 	z n 2  
u (x 	z) 	s 'n 	 

' 	
sin 	 sin  	 (9-47) 

L 	 L 	 L 

biçiminde olur,ve buradan 
2,rt 2 

2 ı 	 2 E— 	 kil + n + n 2)  
2mL2 	

1 	2 	3 / ( 9-48) 

bulunur.Problemde pek çok katmerlilik bulundu ğ una dikkat ediniz: Verilen bir E 
için,(9-48)'i sa ğ layan ne kadar { n i ,n 2 ,n 3} tamsay ı  kümesi varsa o kadar çok 
çözüm vard ı r.Al ışı ld ığı  gibi,katmerlilik kar şı l ı kl ı  olarak s ı rade ğ istiren i ş lem-
ellerin varl ığı na ba ğ l ı d ı r,bu örnek ayr ı k bir durum de ğ ildir.Durada,bn i ş lemeiler 
H 
x 
 ,H

y 
 ve

z
'dir.lonlar p  2 

Hx = 	+ Vi (x) 
2m 

Wy
o 

H — 	+ V2 (Y) Y 	2m 
2 

Pz H = 	+ V
3
(z) 

2m 

olarak tan ı mlanm ış lard ı r,ve 

(9-49) 

b 1. ı nt ı s ı n ı  saklarlar. 
1.1 tane etkilemeyen özde ş  fermiyonnn taban durumu enerjisini ara ş t ı rmak 

ilginçtir; örne ğ in,L3  hae ı ml ı  bir kutu içindeki elektronlar'wTamsay ı lar ı n her bir 
(1,1,1),(2,1,1),(1,2,1),... Uçlüsfi için iki elektron yerle ş tirilebilir.Sornyu ba ş -
ka bir biçimde sormak daha kolayd ı r: (9-48) ile verilen E'nin,E7  Fermi enerjisin-
den küçük olaca ğı  kaç tane {ni ,n2 ,n 3 j tamsay ı  fiçllisfi vard ı r? Her figlü,üç-boyutlu 
bir uzay örgüsünde bir nokta verir; bn noktalarzn say ı s ı  çoksa,o zaman bunlar R 
yar ı çapl ı  bir kfirenin içinde bulunmal ı d ı r,Rinin de ğ eri (9-48)'e göre 

2mE 
n 1

2 
 + n 22 + n3

2
= R

2 
— 2 

F
2 L

2 
(9-51) 411,1  

olarak verilir.% da,çok iyi bir yakla şı kl ı kt ı r.Bunlar ı n say ı s ı ,tüm n i s lerin po-

zitif oldu ğu,kfirenin sekizde bir heem ı yla verilir.Böyleee örgü noktalarzn ı n say ı s ı , 

• 
4 ir 	3 	1 	4 7T  

3 
R = 

8 	3 	

( 	2inE r  

4a 2  ıı 2  
	 L2) 

 3/2 

(9-52) 

olur,ve bu yüzden enerjisi Ep Fermi enerjisinden küçük olan elektronlarin say ı s ı  
bunun iki kat ı d ı r,yani 

(9-53) 

x 
+ H 

y 
 +H 

z
=H (9-5o ) 



2m1,' 

+t.? ,0 2 
1 

21.al,
2 	• 8 

"K"  R5 

20mi - 

olarak verilir; böylece de toplam enerji için, 

4;2 1; 2  E ton u 
2 
 di n 

M4R 
"R 

. 4 II j 
o 

(9-58) 

olarak ba ğ l ı  oldu ğ undan,sonmçta 

iT4Ş2  
to p 	

20ml,
2 

5/3 

3N 
	

(9-60) 
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'dir.Elektronlar ı n say ı s ı ,beklendi ğ i glii,kutunun L3  ha....m ı yla orant ı l ı dir. 

SER 
N 

(9-54) 

 

elektrnn yo ğ urı l:: ğ u tilriinden,Termi enerjisi. 
Q/3 

4.2 7r  2 	3n  ■1  

	

F.F 	" 	
9 in 	k lf 

nInr.T;plam eve iyi hesaplamakiçin,kir ğ ii noktalar ı n ı n aay ı sx 

(9-55 ) 

dn 3-4- 
tgl 

olarak vazilabilir.1/8 çarpan ı ,(9-48) . deki pozitif tamsay ı lar kis ı tlamam ı zdar 

lir; yukar ı daki tiimlevde bu k ı s ı tlema kald ı r ı lm ı st ı r,fakat öndeki çarpania denk-

leatirilmiatir.11er örgii noktas ı ndaki enerji, 

TI M  Em 	 n` 	 (9•57) 

ge - 

bulunur.R,elektron say ı s ı na 

1 	41I, N= 2. 	. 	R-  8 	3 (9-59) 

elde ederiz.Bunu,n= N/L3  tfiriinden yazarsak, 

it  3 	t 3r1 5/3 

Etop = 	 

	

20m 	k 	) (9-61) 

bulurmz. 

Bir potansiyel içindeki bir çok-etektron sisteminin taban durumn,pek çok 

donanmas ı  olan biiyiik say ı daki dolmu ş  '-`ttzeyden olusur.E,'nin tipik de ğ erleri 
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5-10 eV basama ğ indad ı r.Böylece,bayag ı  s ı cakl ı klarda çok az say ı da elektron xs ı l 

olarak uyar ı labilir; çünkü elektrunlar ı n pek ço ğu ancak,önceden doldurulmu ş  olan 

durumlara uyar ı labilir.Bunun sonucu alarek,at ımı  ba şı na bir ya da iki duglir elektr•nu 

olan iyonlar ı n bir kristal örgüsü olarak oldukça iyi betimlenen bir metalde s öz-

gül ı s ı ya yaln ı zca iyonlar ı n katk ı lar ı  vard ı r.Metale bir elektrik alan uygulan ı r-

sa,yaln ı z "Fermi denizi"uin yüzüne yak ı n olan elektronlar ivmelenebilir,çönkii da-

ha derinde yerle ş mi ş  olan elektronlar uygun enerji durumlar ı  bulamaziar. İ vmelen-

dirilenlerin uzun bir ortalama özgür yollar ı  vardir.tyonlarla çarp ış mada,elekt-

ronlar ı n enerjisi EF 'nin alt ı na d ı i ş iiyorsa,bbyle çarp ış malar yasakt ı r;çünkü uygun 

hiçbir bo ş  durum yoktur,Bu konular, leat ı hal fizi ğ i kitalar ı nda çok ayr ı nt ı l ı : 

olarak ineeleneeektir. 

Problemler 

1. 3 2 	x2 
4-y

2 
 olmak üzere,silindirsel bak ışı ml ı  bir V( ,g ) potansiyeli 

içinde hareket eden bir parçac ığı  göz önüne al ı n ı z.Sistemin durumlar ı n ı  belirlemek 

için kullanaca ğı n ı z,strade ğ istiren gözlenehilirlerin tam kümesi nedir? 

2. Problem l'deki sonuçlar ı n ı z ı  kullanarak,Schrödinger denklemini Bilin-

dirsel koordinatlarda ay ı r ı n ı z. 

3. Bak ı r içindeki özgür elektron say ı s ı n ı n yo ğ unlu ğu 8.5x1022  em-3  olarak 

verildi ğ ine göre,(1) elektron volt olarak Fermi enerjisini; (2) Fermi enerjisine 

e ş it kinetik enerjiyle hareket eden bir elektronun h ı z ı n ı  hesaplay ı n ı z. 

4. Bir çekirdek N tane nötron ve Z tane protondan olu şur,ve N+ Z = A'd ı r. 

r o = 1.1 fm (1 fm = 10 13  em) olmak üzere;çekirde ğ in yariçap ı  R= r
o

A1/3  ba ğı nt ı -

s ı yla veriliyorsa ve nötronla protonun kütleleri çok yak ı n olarak 1.6x10 -24  gr 

ise, proton ve nötronlar ı n özgürce hareket etti ğ ini varsayarak,proton "gaz" ı  ve 

nötron "gaz" ı n ı n Fermi enerjisi için bir deyim yazin ı zal =126 ve Z = 82 ise 

Fermi enerjisi ne kadard ı r? 

5. 5 kütle yo ğ unlu ğ u 1011 'den 10 16  gr cm-3 'e kadar de ğ i ş en,taban durumun-

da bir nötron gaz ı n ı agöz önüne alln ı z.Permi enerjisini 5, 'nun bir fonksiyonu ola-

rak hesanlay ı n ı z.Baz ı  enerjilerde,nötron gaz ı n ı n göreli oldu ğ una,yani enerji ve 

momentum aras ı ndaki ba ğı nt ı n ı n göreli oldu ğuna dikkat ediniz.Yo ğ uniuk hangi de ğ ere 

ula ş t ığı nda,göreli fordr ıilb kullanmaya ba ş lamak gerekir? 

6. Yozla ş m ış 	elektron gaz ı nda göreli olmayan elektronlar ı n ortalama 

enerjisi, f 
8 	 2ne 
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e verilir,ve daha genel olarnk 

8 
22 4 I/2 	̀' 

(p e -  -I- ın e ) 	m 

d• n 
F1 

yaz ı l ı r.Ortal , ı ma enerjinin bu genel deyimiqi, 	= pr e, c 'nin fonksiyonu 

olarak hesaploy ı n ı z.Buna kollanarak,g6resiz formülde ve 3)› I olan görelilik-- 

ötesi bi*!:ede, 	
--1)<E> 

( İ /n) 

termodiaamik formüln ile tan ı mlanan bas ı nc ı  hasaplayı n ıtz. 

Kaynaklar 

Aç ı sal momentumun burada kullan ı lan serçevedeki iyi bir tart ış mas ı  

J.L.Pnwell and B.Crasemann,Quantnm Meellanies,Addiaon-Wesley,Ine.,19 1i1. 

Bn kitapta,her -giri ş  kitab ı nda oldu ğ u gibı ,dç:boyutln Snhr;,; dinğ er,dvnklem ı nin 

ayr ı lmas ı  i ş lenmi ş tir. 



Bölüm 10 

Aç ı  sel Momentum 

-•  
Bu bblinndeki i ş imiz,L 7  ve L 

2
islemcilerinin özde ğ erlerini ve özfonksiyonla- 

r ı n ı  bulmakt ı r.Aç ı sal momentum 4 boyutunda oldu ğundan özde ğ er denklemini, 

L zY 	.= nı  'K Y ,t ni  

L  
L Y tm = kt-i- 1) 11`-

o  
Y i n)  ( ı n-1) 

biçiminde yazabiliriz,burada in ve L ( 	1) gerçel say ı lard ı r.1: 2  'nin üzde ğ erinin 

bn garip yazil ışı n ı n uygunluku ilerde kan ı tlanacaktir.islerain çesitli yollar ı  var-

d ı r.Geleneksel yol I islemcilerini küresel koordinutlarda yozmakt ı r. 

=. r sin 0 cos teli 

y 	r sin R sin 

z = r cos O 

oldn ğ undan, 

dx = sin 9 cos Ob dr 	r cos A cos 4,  <IQ — r cin 9 sin 0, d 4, 

dy = sin 9 sin ¢ dr + r cos 9 sin 4, c10 r cin e cos 4,  d 

dz 	cos O dr--'r sin 0 dO 

bulunur.Bunlar çözülebili r , ve 

dr = sin 9 cos 4,  dx + cin O sin 	dy 	cos O dz 

1 dO --- (cos O cos ıft dx 	cos A sin 4, dy — sin O dz) 

(10-2) 

( 10-3) 

d0= 	1 	( sin 	dx ı  ♦ cos C/s dy ) 	 (10-4) 
r sin 9 

167 
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verir.% demklemlerin yard ı mlyia, 

a 
± --- 	± 

x 	 3 r 	a x 	,:34  

_,.. 	-a 	 -?) 	 S İ D_i_ L) 	• 
,,..., sin •? v.oscp—+-j-- cos O cog I.'• 

—ar 	T 	 ?9 	r sin O 

— sifl ,O Cin ------ 	 eosin6_ _ 
y 	 r 9 	r 3in Q 

, 	 s in 9 • — en,3 

r 

elde edebiliriz,ve sonunda 

+) 	-a L = 	x 	 y 
?y 	ay 

(10-5) 

(10-6) 

buluruzAçlsal mnmentumun öbür iki bile§eni ise,doha knpall bir biçimde yazilir: 

	

L+  = L 	iL 

	

x 	y  

tan ı m ı  yomilirsa,o zaman 

4_ 

9 e- 

-.—Z—+3 
y 

—) 

X 

3.(X 

÷— r 
4- i C 

«a 

n in 
1 

. 	) 

eoa 9e 

ii 

z 

r 	c (? s ---7-- 
r ao 	r sin9 

r nin o e 
_t .4 	( 

cos 0 	'a 	sil' G 

olur,bu da 

	

L+  = 4(± 	 co. 

demektirj 	ialemeisi,ahyle kmrmlabilir: 

L L 	(LiL )( ı 	iL ) + - 	x 	yx 	y 

	

L 	L 	
i [1, ,L 

	

x 	Y 	x y 

oldop:m gözlenerek, 

( ı o—o) 

(10-10) 

= Lz  -4- L L+ i [ L ,L 

	

_ 	y 

	

ffla LL + 12 	'4) L + (lo-11) 
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bul~r.Son sairds (9 - 32) ,  • knlland ı k.Wöyteee W ve 9f'ye göre itiin=ri bassmaktan bir 

diferansiye/ islemb ı  elde etmi ş  olsyeroz,ve*geriy ır , (10-1 1 in gösterdiii“ diferanSiy41 ,-,- 

denklenieri Ozme* kellyor.Bm.konm pek çok ~tura mekan4*i ya da klasik elektrodima-

mik dere'kitabinffisitaceleamistir.i ş imizi eebirsel i ş lemlerle sürdbreesiz,fokat 

1, zYi ui = m tl Y J1 	 (10-12) 

üzdeger denklemiRi TC baz ı  uygulamalar ı  tarti ş mak için kenudan biraz ayr ı lsen z (10-6) 

kullan ı .larak,bu denklem 

	 Y(0,0)= ima .1m (9,41) 	 ( ı o- 13) 
m  

verir,lum yüzden çüzdm,Y 	 et9 (0) C m(¥14.) biçimindedir.Burada, tf■ m  (95) 

d ıfi 
) 	

ien 4, ,r ( 
	

(10-14) 

denklemini sa ğ lar.An donklemin, 
2 ı r 

f (414),J 2  
o 

olacak biçimde boylAnd ı r ı lm ış  çözümleri, 
4r.ı 0 

v277 

dir.Araeira qhyle b:ir tart ış ma yap ı l ı r: 360 ° ' lik bir dönme yani bir 

ilönnalimü alt ı nda siatem dkti şmez oldu ğundan, 
ı rtZm 

e. 	.= 1 

(10-15) 

olmas ı gerekir; bu yüzden de, m bir tamsay ı d ı r.Bu asl ı nda do ğ ru de ğ ildir.Çünkii fizik- 
. 

oel gözlenebilirleru giren nicelikler, _f 	d 0 V(0) A 1,2 (0 ) tipindedir;ve 

buradaki 	y(lb) dalga fonksiyonlar ı , 

oo 	 i.rnOP 

( O) = E 'Cin . 	 (10-18) 

	

f',Nmr—d* 	v 211 

biçiminaedir.Eğ er bu isteksel dalga paketlerinin ck -e 	42/1 dönö ş ümü alt ı nda.de ğ i ş - 

memesini (ortak bir evre çarpan ı  d ışı nda) iatersek, ş u sonuca ula şı r ı z: m'nin izin ve-

rilen em genel ıls ğ erleri,c bir sabit olmak üzere,m= 4tausay ı  olar.Yaln ı zea,L z  i ş lem-

cisini 41, ,L
yz  ) toplam kümesinin bir parças ı  olarak görüreek,e Sabiti için bir ş ey- 

ler sbyleyebiliriz.Agag ı da,özdegerlerin s ı f ı ra göre bak ış uml ı  olarak dag ı ld ı g ı n ı  ter-

t ış acaguz,hyle ki,c = 0 ya da c= 1/2 olacalitir,Bu bölümde inceleyece ğ imiz i ş lemciler 

için,kendimizi degerine k ı s ı tlayacal-; 1z; bu ko ş ul m'nin bir tamsay ı  olmas ı  demek-

tir. 
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Lz 'nin özde
ğ er denklemi ba ş ka bir ili ş kiyle de ortaya ç ı kar.z-y düzleminde 

dönen klasik bir döneri gözönüne alin ı z.Eylemsizlik momenti I ise,enerjisi 
2 

21 

olur,ve böylece Bamiltonien 
2 

L z  

21 

ile verilir.liamiltonien'in özde ğ erlerinin, 

'Wm2  E — m
21 

(10-20) 

(10-21) 

tInNO 
oldu ğ u hemen görülmektedir,ve özfonksiyonlar 	C 	'lerdir.11,Lz ile s ı radegi ş - 

tirdiginden,bir katmerlilik vard ı r,ve verilen Em  için iki özfonksiyon dönmenin iki 
yönüne kar şı l ı k gelir.Eğ er bir çember üzerinde,aralar ı nda birbirine e ş it 2 ir /k 
aç ı s ı  olan,s ı k ı ca tutturulmuş  N tane parçac ı g ı m ı z varaa,ve bu parçac ı klar özde ş se, 
o zaman 

11  Ş  (0) = E E(95 ) (10-22) 

ti.)%0 
enerji özde ğ er denkleminin çözümü yine e 	olacakt ı r•Fiziksel sistem,2 11/N 
radyanl ı k(ya da bu aç ı n ı n bir tam kat ı  kadar) bir dönme alt ı nda de ğ i şmez,ve çözüm-
ler de bunu yans ı tmal ı d ı r.m'yi bir tamsay ı  olmaya zorlayan türdeki tart ış malar, ş im-
di de Â'Zi NX(bir tamshyl) oldu ğ unu shyle4 Böylece enerji, 

412 (Nm) 2  

21 
olur. 

Ş imdi (10-1) denklemine dönelim; ve Bölüm 	harmonik sal ı ngan inceleme- 
mizi an ı msatan bir yolla,özdegerleri elde etmeye çal ış al ı m.Lz  ve T., 2  hermitien i ş -
lemcilerinin hzfonksiyonlar ı  dik olacakt ı r; özde ğ erler farkllysa,nygun bir boylan-
dı rmayla, 

< Y  t°m' I Y  La> = ıL /  Smm' 
yazaca ğı z• 

< y 	(Lx 2+  Ly2+ L z  2 ) y > 

<LxY 	LxY m> <LyY ./4 m  LyY m> 4. m 2  4%2  

> O 

(10-24) 

(10-25) 

L Ez 
— 

E- (10-23) 

Okur Bölüm 1'de tart ışı lan D cke-kittke'nin Dü ş ünce Deneyi'ne bakabilir. 
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oldu ğ undan, 

	

,e(4_ 1) 	0 	 (10-26) 

sonucu ç ı kar. 

(10-7)'de tan ı mlanan Lit islemeileri,a ş a ğı doki yapacaklar ı m ı z için çok yarar-

•.11u i ş lemcilerin art ı rrrı a ve lezaltmel islemeilerinin rolfin0 oynad ı klaV ı n ı  gdrece-

ğ iz.önce, 

" = L 4-  L-  +L -- 
	

(1 0-27) 

oldu ğunu görmiist0k.Ayn ı  yolla, 

2  = L.
1- 	Iz 

+ 2  + +1 1,z 	 (10728)  

olduğ unm da glirurüz.Do ğ rudan do ğ ruya (9-32)'den bulunabilece ğ i gibi,(10-27) ve (10-28) r. 
den de, 

[ 	= 2 4 L z 	 (10-29) 

buluruz.Geriye kalan de ğ i ş me ba ğı nt ı lori, 

	

[L+ ,L =[Lx  + iLy ,Lz]= 	 411,x 

—41L+ 	 ( ı 0~30) 

ve 

	

Lz ]:= 1N1,_ 	 (10-31) 

L ]sıe 0 oldn ğundan,ayr ı ca da 

[1.: 2 4,41 = 0 
J 

iry! 2 , z] o  

sonuçlar ı  elde edilir.Bu, 

	

2 1 1.): 0 ms 14  Ğ  'y 	=4( e+ 1) 4'.; 	 (10-33) m 

	

. 	-4 2 

	

oldu4un ıl söyler; böylece 1 4.1( tm:ler ile L 	'nin ,e dzdeğ er 'ile belirlenen Sztonk.. 
siyonlarld ı r.Ayr ı ca, 

= (L+ L z  -I- 't" 1.+ ) Y ı  t a 

= in •f■ 	+ L+Y 

~ft(rn + 1) 1.4.Y .e 
	

( ı o-34) 

oldu ğ undan L+Y 	de Lz 'nin bir üzfonksiyonudur,fakat m-de ğ eri bir birim artml§t ı r. 
Benzer biçimde, 

= 	-- 1) Ly 	 ( 10-35) 

	

oldu ğ unu ğ listerebiliriz; bu yüzden 	de L z 'nin bir idzronksiyonudur,buradn isem 

m-de ğ eri bir birim azalm ış t ı r.Böyleee L+ 'ye s ı rayla art ı ran ve azaltma islemcile ıH 

ad ı  verilir. 
L+Y .t = 
	

) 

32 ) 

yazabiliriz. 
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Lx ve L 	'nin bermitienlig ı n ı n sonucu olarak, Y t 
(Lx 	iLv) 	= Lx  "4".: iLy  = 

elde edilir.Bu yüzden, 

	

< L±Y .e m i LtY .£ 1,1 > 	0 

ba ğı nt ı s ı n ı n bir sonucu, 

	

<Y 1.1L.,.. ı .,±Y 	o 

olur;ve böylece 	(10-27) ve (10-28) ba ğı nt ı lar ı , 

Lx 	I (1:›2 	L x 2 	*L
x ) Y L a,  

olmas ı n ı ,yani 

( ,e+ 1) 	> 	m2  1-m 

(f -4- I) 	> 	m 2  -- m 

> 0 

(10-37) 

(10-38) 

(10-39) 

(10-40) 

(10-41) 

olmas ı n ı  gerektirir. Q ( f?+ 1) > 0 oldu ğunden,genelli ğ i yitirmeden, 	> O alabiliriz
2

. 

0 zaman,(10-41) 

< m < 	 (10-42) 

oldu ğunu gösterir. 

	

Bğ er m'nin bir enkilçük de ğeri (m = 	varsa,buna kar şı l ı k gelen özdurum için, 

L...Y p 	= 0 	 (10-43) 

olur.(10-27) 1 yi kullanarak ve bunu Y , m- 'ye uygulayarak m_ 'yi hesaplayabiliriz: 

-W+ 4N2 	
,k 2 

(10-44) 

elde ederiz.Benzer olarak,m'nin bir enbüyük de ğ eri (m = m+ ) varsa, 

ky' 	= 0 	 (10-45) 

olur; ve (10-28) 1 in enbüyiik özduruma uygulanmas ı , 

= m 2 	4, mi:k2 
	

(10-4 6) 

verir.Bu yüzden, 

m = - 
m = 	 (10-47) 

bulanur.Enküçfik de ğ erden birim ad ı nı larla(L+ en ı n ardarda uygulanmas ı yla) enbüyiik de ğ e-

re ula ş abildi ğ imizden, ş u sonuçlar ı  buluruz( Ş ek.10.1); (a) (21 + 1) tane durum vard ı r, 

yani 2t 4- 1 bir tamsay ı d ı r; (b) m'nin alabildigi de ğ erler, 

m= 	, 	.£ + 1, 	+29  	1, 

dir. 'nin, 	= 1/2,3/2,... gibi yari-tek tamsay ı  de ğ erler alabilece ğ ini, 

	

1  Eker Q G -1 bulmu ş  olsayd ı k,yaln ı zca L = 	P -1'i tan ı mlayacakt ı k,ve eski 

	

yerine yeni pozitif L'yi alacakt ı k.L(141) =>,( 4-1) 	olaca ğı ndan bir ş ey de ğ i ş meye- 

cekti. 



cot 6 

Lt 
cot i 	) e (e) e 

LU+1)4) 
(o) = o 	(10-50) 

Aç ı sel Momentum 

   

   

   

   

      

      

    

(12 —2)4,■ 

f)S 

 

    

Ş ek.10.1. 	'nin verilen bir 

de ğ eri için,L,  i ş lemcisinin 
*pektrumu- 

    

     

epini inçeleyece ğ imiz Bölüm 14'te tart ış aca ğı z.Bu bölümde kendimizi 	'nin tamsay ı  

olan de ğ erlerine k ı s ı tlayace4 ı z. 
(10-36)'da tan ı mlanan (4( /,m) katsay ı ler ı n ı  da hesaplaYebiliriz. 

c+(1,n) I 2 " 	S lt,. 
L^Y

YI;re ± 1> 	<i±Y em 	em>  

=< 	 .e > 

(i — ı 7, 2  -kL z ) y t .> 

— m(m ± 1 )] 

oldnğ undan,mygun bir evre seçerek, 

	

c+( 	-k 	( + 1) — m(m 	ı )j 1 /2 
	

(10-48) 

elde ederiz. İş lemei yöntemleriyle buraya kadar gelebiliriz. ş imdi,özfonksiyonlar için 

0vv 6 küresel aç ı lar ı ciasindem uygun (ifadeler elde etmek isin,1. ve L i ş lemcileri-

nin aç ı k biçimlerini kullanaeağ lz.Yapacaklar ı m ı z,(7-31)'den (7-35)'e kadarki yapt ı k- 

lar ı m ı za ko ş ut olacakt ı r.Önerildi ğ i gibi, 
inN95 

Y I m ( 0 , St) 	€(0) e 	 (10-49) 

ynzal ı  . 	4 	ko ş ulu, 
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verir.Bn denklemin çözümüniin, 

.(q  (0) = (sin 0) 	 (10-51) 

olduğu kolayca bulunur,Çarpan olarak gelecek uygun bir sabit daha sonra boyland ı rma 
ko ş ulundan elde edilecektir.isteksel herhangi bir durum,azaltma i ş lemiyle 

( 4 ,95 ) = 	 (sin 0) e
İ 4 

olarak elde edilirobnee, 
.i-e0 

L_Yit  (14, 9!>) = 71 e 	 cot 	) (sin 0 ) e 
k 

A e 	-- a 	cot 0,) 	(sin (4) 

oldu ğ unu gözönüne alal ı m.isteksel bir f(0) fonksiyonu için, 

( 	d 	, 	 d 
ih cot 	f(0)- 	1 	n 	(sin 0)L  f(0) 	(10-53) 

	

d0 	 (sin A Y' 	d0 

oldu ğ u gösterilebilir; böylece, 

ı   e 	 ,1 
(sin 0) 1 ] 	(10-54) 

	

. ,, 	- c2--) r( sin O) Y ,t ,.t ....1  = C 

	

(sin Or- ( 	d0 

elde ederiz.Bundan sonraki ad ı m da, L> yerine 4?-1 gelmesi d ışı nda ayn ı d ı r; ve (10-53)' 

 teki islemei bu kez (10-54)*te elde edilen fonksiyon* etkir.Böylece, 

;M-2)0 
Y 	

,,.. ıı  e 	d "*. 
? 	-2 	'' 	( 

sin  0)1Z-1 	1  # <- -LI  )(sin0)21 
, k sin 0) 1-1 	( 	d9 	 (sin 0)4. 	d9 

.i.(.? —2) 9‘ 
= c" (-1)2  e 	d 1. 	1 	d 	(sin 0) 2 !) (10-55) 

	

(sin g) e  -1 	d9 	sin Q 	dO 

bulunur.0 	cos 0, -1/(sin 0) (d/d0) 	d/du de ğ i ş keni türünden,(10-54) ve ( 1 0-55), 

(10-52) 

s ı rayla 

verir,ve genel biçim 

ZU-1» 

Y il ı 	- 	e(sin 
4)  Z..4 	ILdu  {(1. - u 2 )1] 

e
'4-2» _2  .PC C 	

(si 
IP 	 d

2 
[O, - u2 )_] 

r! A) L-2 	du 

(j6 

Y 
4.. ıs = C 	e  (sin 0) 111  

d  
du 

[(l—. 2 )•i (10-57) 

 

    



a ır 	1 

( Y 	 > 	
f dr t(31 2  0./ 
O 	—1 

oldoundau, 

u 
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Bo Ozfonksiyonierin boylanfbr ı lmslari gerekir.Tümlev araliklari O< 	< 
< H < ir olan küresel aç ı lar ile ugrat ı g ı mizdan(Bkz, Ş ek.9.1); ve küre ynzeyi 

jizerinden(r = 

dS1 d Jr  53.n 0 (10 
O 

( ı o-58) 

yazalam ı z gerekir.poradaki tnmlevin usandiric ı d ı r.Bo yüzden uygun biçimde 
boyland ı r:ilm ı l olan Y .e m (4,15) 'leri,geleneksel evreleri ile yazmakla yetinece ğ iz: 

1/2 
rn 	 0 	

(10-59) Y P,„( 0 , ^) 	(- 1-) 11  i
l 	

kir 	
(i+ ra)f 

	(ece 	e. 

Bunlar, 

YQ ı _m = (-1) Y L eo 	 (10-60) 

özeli ğ ini ta şı ular„Bag'll Legendre çokterimlileri, 

1) ,,t m (u) = (-1) Z+m 	
m)1 	212 1r.! 	da 
	 11 2 ) 	 (10-61) 

olarak verilir; bu çokterimlilerin negatif m için de ğ erleri, 

-)! m( 
+.)! 

( 10-6 2 ) 

bag ı nt ı s ı nelan elde edilirAzfonksiyonlardan birkaçln ı  siralamak,bizim amac ı m ı z için 
yeterli olacakt ı r: 

Y 
°'° 	(-2*?S 

cin 0 
8T( 

Y
1,0

:= 	 cos 0 

2,2 

 y 	

Q- 
35 	2.i ık 	2 	 e 	nin 
32-n-  

sin 	cos 2,1 	" 
87( 

4 ı r 
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V 2,0 	\i- 	5 	(3 cos 
16Tr 	

- 1) 	 (10-63) 

(9-40)'da oldu ğ u gibi,r. 2 'nin bir özfonksiyona etkimesiyle £(£44)1N 2  elde 

edildi ğ ini bildi ğ imizden, ş imdi,enerji fizdegerler ı ni ve fizfonksiyonlar ı n ı  belirleyen 

ışı nsal diferansiyel denklemi yaz ıı hiliriz.Çe ş itli potansiyeller için,çok ayr ı nt ı l ı  

olarak tart ı sacag ı m ı z denklem, 

	

[ 1 	d (1, 	d ) 1 	d  
1")R 
	(r) 

	

r 	dr 	dr 	 dr 	
E.t, 

V(r) Itr t m(r)s BREi m (r) 	 (10-64) 

dir.Bn denklemin m'ye hiç ba ğ l ı  olmad ığı n ı  belirtelim.Böylece verilen bir I için, 

her zaman 4- 1) katl ı  bir katmerlilik olacakt ı r; çünkü olabilen tüm m-de ğ erleri 

için enerji ayn ı  olacakt ı r. 

Problemler 

1. Bir molekül iki özde1 atomdan olu ş uyor; bu atomlar taban durumdad ı r ve 

spinleri s ı f ı rd ı r.Molekülün olabilen uyar ı lmalar ı  aras ı nda dönel nyar ı lmalar da~- 

d ı r.Yaln ı z z-ekseni etraf ı ndaki dönmeler gözönüne al ı n ı rsa,H= Lz 2/21 olur;ve atom- 

lar aras ı ndaki uzakl ı k sabit al ı n ı rsa,dönme spektrumu ne olur? Atomiar ı n spini 1/2 

ise,ve her ikisi de ayn ı  spin durumundaysa spektrum nedir? 

2. (10-63)'te s ı ralanan kiiresel harmonikleri x= r sin 0 cosCp , 

y = r 8in H sin 	ve z = r cos H cinsinden 	ifade ediniz. 

3. Pz (u) 	(u) Legendre çokterimlileri,(10-61)ifadesi cinsinden tan ı mla- 

nabilir.Bu tan ı m ı  kullanarak,P „t (n)'nun 

(1 - u 2 ) PÇ (u) 24( 0 ) +N+ 1) P..e (n) mm 0 

denklemini sa ğ lad ığı n ı  gösteriniz. 
4. P, (u) Legendre çokterimlilerinin, 

u.h> 	( ı  - u 2 ) 

4 + 1) 	 ( !+.1) 	(1 - u 2  

Ge+ 	(,.// 	upt 	 = O 

indirgeme ba ğı nt ı lar ı n ı  sa ğ lad ığı n ı  gösteriniz. 

5. (10-61) e i kullanarak, 
ao 

z)ı  P (u) = (1 - 2uz + z2)-1/2 

oldu ğunu gösteriniz. 
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6. Dört boyuttaki dönmeleri tart ış mak için bu bölümde özetlenen i ş lemi kolla-

n ı n ı z.Unin bu duruma genellestirilmi ş i, 

L. a. —1(x. 	x 

	

ı j 	 .) 

(i,j .. 1,2,3,4) olarak yaz ı lahilen islemciler kiimesidir. 

(J I ,J 2 ,J 3 )= (L23 ,L31 ,L12 ) 

ve 

(K1' 1£2' Ir3 )= (L14' L24' L34 )  

tan ı mlayal ı m. 

(a) Bu alt ı  i ş lemeinin tümünün kendi aralar ı ndaki de ğ i ş me ba ğı nt ı lar ı n ı  bulunuz. 

(b) 3(+).. 	 ( :1"-1 ) 

iilemcilerinden her birinin açxual momentum de ğ i şme ba ğı nt ı lar ı na uydu ğ unu ve birbir-

leriyle aarade ğ i ş tirdi ğ ini ghsteriniz.Buldu ğunuz sonucu kullanarak,karşı l ı kl ı  olarak 

s ı rade ğ i ş tiren i ş lemeilerin mailhelOMM kümesini,ve bir özfonksiyonu etiketlemek için 

kullan ı labilecek kuantum say ı lar ı n ı  belirleyiniz. 

7. tateksel bir V(r) potansiyeli içinde ve bir / aç ı sal momentum durumunda 

olan bir elektronu gözönüne al ı n ı z.Rlektronu 1.4  noktas ı nda bulma olas ı l ığı n ı n yal- 

n ı zca Iri( ' nin bir fonksiyonu oldu ğunu gösteriniz. 

[Yol Gösterme: 	-t- 1) tane m de ğ eri için çözümlerin katmerli oldu ğuna ve özel bir 

s ı ralama yap ı lmamış sa,tüm m de ğerlerinin e ş it olas ı l ı kla oldu ğuna dikkat ediniz. 

2,, 	2 +1 

I Y L,e( g /4 )  
41'1 

formiilünü kullanan ı z.] 

8. Küresel bak ışı mil bir potansiyel içindeki bir parçac ı k, 

-öcrz 
14/(x,y,z)= C(xy yz 	zx)e 

dalga paketiyle betimlenen bir durnmdad ı r.Aç ı sal momentumun karesinin ölçhmünün 0 

vermesi okas ı l ığı  nedir? ~ma 6 tı 2  vermemi olas ı /IL& nedir? 	de ğeri .  2-'ele- 

rant bmImadmysı o. = 	 içim battal milos ı liklar ığ l ıordir? 

9. Kusursuz diizgün bir silindir için ş u modeli gözönüne alanaz.Bu e ş it ara-

l ı kla yerle ş mi ş  M/N kütleli özde ş  parçac ı klardan olu ş an R yar ı çapla bir halkadir. 

Böylece halkan ı n kütlesi M ve eylemsizlik momenti MR 2 Pdir.Aç ı sal momentumun olabilen 

de ğ erlerini hesaplay ı n ı z.Bnerji özde ğ erlerini hesaplay ı naz.S ı f ı r aç ı sal momentumlu 

taban durumu ile itk dönel durum aras ı ndaki enerji fark ı  ne kadard ı r? N,rmo iken 

bu fark ı n sonsuza yakla ş aca ğı n ı  göeteriniz.Bun ınala,2 .7f fAi radyanl ı k dönme alt ı nda 

bak ışı mla olmayan"çentilmi ş " bir silindirin kar şı l ı k gelen enerjisi aras ı ndaki far- 

k ı  gösteriniz.Bu örne ğ e göre,kusurenz düzgün bir silindirin döndiiriilmesi olanaks ı zd ı r, 



11-8 Kunotura 

ve htivte olman ı  ş u alr;nya tutarl ı rl ı r: Çok 	 b'ci y g e  bir 

me 	 delidir , 

-4' 2 
10. L 	'yi 	a/ 	 tley;:eı leyioi 	Den',(.(10-4 ,)j'4a 

tou ı mianan 	I) 	'nin naglad ığı  d ı fernnsiyel danklemi ye l.  

[Yol  gösterme:  7. 	Ğ ON 	dep;iskeain ı  kulla -,ıı n ı zj(s ı n 40 	'n ı n,bu deuklemin 	m 

ı çin olan çdzumil oldoguna beteriniz. 

Kaynaklar 

(unlar,sayfa 501'de s ı ralanan ki ı.aplar ı n her birinde bulunan temel kry ı u)ardir.Wro-

me alt ı ndaki de ğı mezl ı in sonuçlar ı n ı  daha iyi anlamak için 11zellikleAu kitaplara 

baktn ı z: 

K.Gottfried,guantum  Mechanics,Vo1 .1,V.A.Benjamin,Inc" 

M.E.11~,Elementary Theory of Angnlar Momentum, John krile ıy and Sons,Lı c.,1957., 
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I Ş INSAL ~KUM 

(10-64) ış insal Schrödinger donklemi, 

R a (r) aa 

	

olarak yaz ı labilir; burada Rn 
	

öz -fonksiyonunun indie/erinde,X ıı tiketi yerine n 

kulland ık4e ş itli potansiyeller için bu denkl ımin çlaxiimleriat ara ş t ı racaglz.incele-

yeregimit potensfyeller1,  önemli bir örelibal olan Coulomb potansiyeli di şı nda,son-

suzda lirlden daha h ı zl ı  s ı f ı ra gitmek ko ş ulu ile k ı a ı tlana ış t ı r.Ayrica potansiyel-

'erin ba ş lang ı ç noktas ı ndaki itekilli ğ inin ı  1fr2 Fclen dahe az oldu ğ unu da varsayaca-

ğı z,öyle ki 

	

Lim r
2  V(r)au 0 
	

(11 -2) 

olann.Bazen, 

	

untn(r) = rR 
	

(11-3) 

fonksiyonu:in tan ı mlamak uygun olur. 

ı  .2 	
_ 2 	d 	 t (r) 	d 

2 
un tm(r) 	(11-k) 

dr
2 ' 

	

r 	dr f 	r 	 r 	dr 

olduğundan, 
, \ 	

t(L  ÷ 1) d2 unsalr) 2t, 	- V(r) 	
+,2 lu 

+ı 2 	 2 	I a ( 
dr 

2 2 tur 
(11-5) 

sonucu ç ı kar.Bu desklem a ş a ğı daki de ğ i ş iklikler d ışı nda bir-boyutlu denklems pek 

çok benzer: 

(e) V(r) potansiyeli,itici bir mark ı/acil engelin •klenmesiyle, 

w+I)IN 2  
V(r) -o V(r) -4- 

olarak değ i şmi ş tir. 

2 	2 	d d
2 	

')) 
- 	 nfm(r)  	

tU1-1)K2 1 

2 	Ru 
dr r 	dr 	

[V(r) 
2tAr tza(r) 

 2 taR 

2 ,,u.r. 2 11-6) 

179 



V (r) 

180 	K ılamtum ?Izitt 

V(r)1, 

Ş ek.11-1. Asil potansiyelin bir kara kuyu olmas ı  durumund 	r 8(r)1,1 nin ışı n•al 

denaklamindak ı  etkin potansiyel. 

(b) an ta(r) I nin tan ımı  ve dalga fonksiyonunun baglaag ı ç noktaveladaki son1u-

ua ta (0 )= 0 
	

(11-7) 

olmas ı n ı  garektirir.Bu da problemi daha çok,sol yanda V , 	olan bir-boyutlu 

probleme benzetir( Ş ak.11.1). 

Önce 	deaklemi ba ş lang ı ç noktas ı  yak ı n ı nda ı nceley 	,ve kolayl ı k 

bak ı m ı ndan tüm indisleri dü ş hrel ım.r 	oldtığ unda,denkikaimizdeki bulet terim/er 

d
2

u 	,?( + 1) 
u 	0 ( ıı -s) 

dr
2 

r
2 

çünkü (11-2) sakland ı g ı nda,yeterince küiçtik r'ler için potarnı iyein katk ı s ı  yok-

.Deaklamdep 

u(r) ni r • 
	

(11-9) 

deneme çözılmümli yerine-koyaraak, 

( 	 1) — 	E 4- 1) --. O ı 	 (11-1o) 

olmas ı  ko ş ulu ile deaklemin •atlanacait ı nx belluruz; bu ko şul, 0 	+ 1 ya da 
- 1 varir.n(0) w 0 ko ş ulnau satlayan,yami r .114.1  gibi davranan çünüme düzenli  

çözüm, r 	gibi davranan çoInime de düzensir çözüm denir. 
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Büyük r'ler igia potansiyel terimini dli ş iirebiliriz,ve denklem 

d
2
u 	2t.,K 
	 u 	O 2 

biçimini al ı r.Kareleria tiimlenebilmesi ko ş ulu, 
GO 

1 	 I 	i 2  i' d 3r 	~ j r 2dr f dçllRais  
o 

no 

2 
m 	r dr,Rafm(r)1 2  

o 

olmas ı n ı  gerektirir,bu da 

) ir t.( 0, o ) 1 2  

(3.1-12) 

f dr kat ı lı (r) 2  

o 

demektir.Buaua 110AUCG olarak dalga fol ıkeiyonu soneusda mif ı r olmal ı d ı r.lf < O ise, 

2 talg 

2 	- (7"' 
1%ı  

olur,ve asimptotik çözüm 

u(r) 	e 
-oc r 

biçimiadedir.lier 3 >O ise,naeak bir kutu içinde boyland ı r ı labilen Oisümler elde 

ederil(lidlüm betekitart ış maya bak ı m ı s). 

2 ıı,. 
	 - k 

"2 	
(11- 16) 

olmak iisere,Osiim e ikr  ve e
-ikr 'ula bir çisgisel birle ş tirimi olecakt ı r,uygua birle ş -

tir ı m, ş öyle belirlenir; Asimptotik Osilmtin,be ş leaglç nektasinds ~eni' olan gUsUme 

baglan ışı  aUrekli olmal ı d ı r. ş imdi birkaç örmegi ineelayelim. 

A. ü gtir Parça k 

braekte V(r) 	'dir,takat gene de merose ı 	 vardir.(11-1) lexa- 

anl dexiklemJ, 

r) 4- k R( ı- 

o 	kr degigkeeissz tanimlareak, 

1) 
O 

2 



41) (3 ) =Q(S) +inat.i ) 

ra 

42) ( g ) = 1.4 (3)1*  

Ş imdi de,ilk bi kaç %ilkel fonksiyonumu verelim: 

___2L. 
g 

Özellikle qu durumlar ilginçtir: 

(a)lıaglang ı ç 'soktu' yak ı n ı ndaki davran ı q ı  3 « 

1.3.5.. ..(2t + 1) 

111)  ( S')  --L--  1y 	2,1,  

( 3  ) 

ia' 	) 
( 3 , . ı  e".:  

S 

182 Kus ♦ tum Fiziki 

od ıeria.Gerç ıektom da bu de ıklem bas ı t funk ıı iyealer türüı de ı  çdzülebilir.ÇdzÜm-

ler küresel Bemsel feakei s ıelara,mlarak bilinmektedir.Düs ı tı ll çözüm, 

, t (S') 	(-O
t 

diri ve düzen:de çdzüa, 

d 
3 	an i g 

.t( s t- 1 (11-20) 
dir.ilk birkaç foakeiyea açak ı de e ı relanniqt ı rt 

t o ( 	)=... 	•C010 

0 ; 3 ' 	
S 

1(  ) 	 JaitL 	eos3 	al(g )  5, 	Lı mıi_ 	sis.3._ 

S 	
32 

()

sinsi 	3 2 "'S' S 

İ 	3 	—1— non° 	 (11-21) 
\ 33 	Q ) 	 -" 

1ftilyük 	s'lar için ilginç olan birleltirimler küresel liar ı kel feakeiyott ı lar ı d ı rY 

i  i __,./___ 

(11-22) 

(11 -23) 

(11-24) 

(11 -25) 

V2 
t için, 



1-33) 

olur. 

',Imsel Deaklea 	183 

ve 

(11-26) 

olur. 

(b) s >>1. ı çin ii., 

( 5 5)  siL 	 (11-27) 

ve 

at(  .E) 	
.... -J— cop  ( 

3  o 
	 (11-28) 

asimptotik ifedeleriai elde aderis.Baylece de, 

	

141)  ( 	- L'-'•---e'/2) 	 (11-29) 

olur.Baslaag ı ç mokta ı li ıı da düsenli olan çözüm, 

	

Rt(r) 	it(kr) 	 (11-30) 

dir.(11-27j'ain kullan ı lmas ı  ile,bnana asimptotik biçimi için, 
z(kr_A -R/2) 1  

R (r)44 	 - 	 (11-31) 
2ikr 

bnlunur.Bmsu bir "gelen" ve bir "gide*" küresel dalganin toplam ı  olarak botimleriz. 

Bu terimUmfteye Oyla vzr ı l ı r.Bir-boiutlu ak ı nı ' geaelle ş tirilm.yi, 

,y*(;) © ly(7 ) 	'Zı 	y(;) 	(11-32) 

dir.8üyük ı•r'ler için yzln ı sca lg ı asel dogrultudrki sk ı n ı n ilgiaç olduanu dörecetiz. 

	

116ylece,~ aç ı ler il ımı xiaden 	tümlenni, 	olan ı gineal eki, 

) 	 — 1)  
i 

.5?  

N1) (;) G 
e  

YL,(0, 
r. 

(11-34) 

biçiaiudcid bir çözüm için, 

(15-ı . 	ı o 
	)12 	

-35) 

diduguadan 



e-L(kr-47V,t) 4(kr-iwh)} 
Sl(k) e 	 (11 -39) 

2ikr 

1 	[ 
Rt(r)r.--' 

184 Ruantum Fizigi 

Fx 	r
2 

elde ederiz. ± i ş aretleri giden/gelen *kileri gösterir.liesab ı m ı zdan ç ı kan 1/r2 
 
 çar-

pan ı ,ak ı  korunumu için de gerçekten gereklidir; çünkü r yarlçalpl ı  küre yüzeyinde* ge- 

çen ak ı , 	

jr2d5li r =(r'den ba ğı ms ı z)  (11-37) 

dir,(11-31) çöziim"" için gelen ak ı ,l/r2  d ışı ndu 

_ ^k,k 	i 	e Lbr /21 2.  _ _ 'gı k 	1 

2k 	i - 	t 	4k2  

olur,ve bu giden ak ı n ı n büyüklüğ üne e ş ittir.Bn yüzden net ak ı  sif ı rd ı ri hiç bir ak ı . 

kayna ğı  buln ıı mad ığı ndan,böyle olmas ı  da gerekir. 

Genel olarak,berbengi bir çözümün-V(r) =;LO olan çöittn ı lez'i de ka,sayan—biçiali, 

büyük r'ler için [(11-16) 'y ı  izleyen uslamlamnlarlal, 

	

r 	ikr 

	 i 2 I 	e 	< 
-1 l<

e  

2 ifı  r 

'hkiC1 2 	1 = 

Xikr 

- e 	) karmel e 
2 	

enigij 

(11-36) 

(11-3s) 

01mal ı d ı r.Ak ı  konumu ise, 

18 (k)1 2  = 1 
	

(11-40) 

olman ı n'', gereklirir; böyle olmaseyd ı ,giden ak ı  gelen ak ı dan farkl ı  olu.rdn.Mutlek kir 

reel bir olan bir fonksiyon'ber zaman, 

si(k). e2.ZSd(k) 
 (11-41) 

biçiminde yaz ı labilir. 51,(k) gerçel fonksiyonuna evre kay ıı as ı  denir,•inkü asiapto-

t ı k bölgedeki (11-39) ışı psal fonksiyonu, 

(k) cin [ kr — tiC /2 4- 61(kill 
R ( ) 2:f 	e 	 (11-42) 

kr 

olarak yeniden yez ı labilir.hade•i evre çarpanu d ışı mda bu fonkeiyoa,asimptutik 

[cin (kr - LR /2)j/kr.q- olan 4,, (kr) ösgilır parçac ı k çUzümtiaden,yalm ı zca evredeki 

t(k) kaymes ı  kadar ayr ı l ı r. 

t
A 
 do ğ rultusuadaki ek ı da, 

	 ( 7-1 - 	- karmel u ş lenigi) 
21 ,4 r3  



d 211 	2 	da 	k( 	I) 	2 E 
R + 

dr2 	r 	dr +ı2  
= o 	r `5,  (11-44) 

ck 
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teriminin bulundu ğ una dikkat ad:link; bu yüzdenr2dft alan çarpan ı  ile çarp ı ld ı g ı  sa-

man.bbyle bir ak ı  i ş izaal akidaki bagat terim* göre 1/r gibi s ı f ı r* gidar.Ba özelik, 

büyük uzakl ı klarda yaln ı zca ı g ı naal .k ı y ı  Üm*mli saymam ı zi dogrular. 

B. liare,linyu,Bagl ı  Durumlar 

V( r) 
	

r 	a 

= 	 > a 
	

(11-43) 

potansiyelini gözönüne alal ı m.Bu durum için ışı naal deaklei. 

d2R 	2dİl 	 14 

dr 	 dr 	

2(-:.21) 	2 

4,2 	o 
- 	R + 	 + E) R = O r < a 

biçimindedir.E < 0 olan ba ğ l ı  durum çözümlarini •ratal ı m. 

2 4.30  

 

2. 

 

t, 2 
	

- 

yazariz.Ba ş lang ı ç noktas ı nda düzenli olmas ı  gereken ır 	* çözümü, 

R(r) = 	) (11-46) 

dir.r > e çözümü r 	en için s ı f ı r olmal ı d ı r.(11-44) denklemlerinden ikincisi küre- 

sel Bessel fonksiyonu denkleminin tam ayn ı a ı d ı r,yaln ı zea burada k yerine o< gelmig- 

tir.e gibi davranan çözba, ş imdi üstal olarak azalan bir fonksiyon olur; böylece 

r > a için, 

R(r) 	41)  (i ok r) 	 (11-47) 

buluruz.Bu iki çözüm ve türevleri r = a'ds birbirlerine egitlenaelidir.Böylece, 

(9)/dY 	
(11-48) 

) 

ko ş ulu bulunur. 	,V0  ve E'yi kapsayan bu denklem çok kaırmagik traasandant bir deuk- 

lemdir. e = 0 için,u(r) = rR(r) fonksiyonu kullsuil ı rsa bu dcaklem oldukça basitlagir. 
- r dzdagerler, r= a'da A cin Kr ve Da 	'y ı  e ş itleyerek elde edilir.Ayr ı nt ı lar,bir 

d iz(y) İdg 1 ı c< 
L ( 
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s ■n Kr 

rt 

Ş ok. 11-2. Çokici bir kar, kuyu için,bagl ı  kir durum oldu ğ unda (-fm. O), 

u(r) 	rR(r) dalga fonkoiyoannun biçimi. 

a1l9t ı rma olsrak,okura b ı rak ı lm ış t ı r; birinci ye ikinci ba ğ li durumlarla n(r) ı çin-

sel dalga fomkolyoaunun biçimi. Ş ok.11-2 ve 11-3'te görterilmigtir. 

Ke )) .t oldu ğu çok derin bir potansiyel hali içim,Duak.(11-48)'e dönelim.% 
halde danklemia sol yani baiı itleeir; böyle oldu ğ unu 	(f) 'num sı aimptotik biçi- 

mimi kullanarak do ğ rulayabiliri2.11esaplame,(1J-48)'in 

-4- tç cot 
	

2k 
	

(*at yan) 
	

(11-49) 
2 

biçimini 41114WRA1111 götı terir.8ag yanda,V e  bulunmas,vo 1E <( V e  ise, t(a . nlis büyük 

ton Kr 

Şek. 11-3. Çekici bir kare kuyu için hakl ı  iki durum oldu ğunda (-ev. o), 

u(r) .24 rR(r) dalga l'onkeirovunun biçimi.% 5ekilde,yeinx ısca ikinci ba ğ l ı. durumun 
dalge fonksiyonu çiuilmiltir. 
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olaae ı ,kota ı jeı t ı fr s ı f ı ra yax ı n olmam:al içarir.Böyleee yakla şı k olarak, 

) 

2 

elde 	 V u  

(11-50) 

 

olur,burada 

 

2 p.Vo  

2 
	 (11-52) 

dir; biiyleosı  Bank.(11-50), 

[31 	( 	+ 1)/2 
—1 + 	 

 

(11-53) 

   

2V O 	 "to c.. 

verir.Bu yüzden,tün 	« 1, 1 1 1ar iç/n a l:uyum:un dibinden uzaktaki duzeyler yakla şı k 

olarak e ş it •ral ı kl ı dı r,ve aral ı k 

AB 
p,j 	 

2 V G 

dir. 

Bu konuyla ilgili bir problem üç boyutlu sonsuz kutudur.Buradi 

V(r) =0 

sa 00 

diri ve 

2 pı. 

dersek,r = O'da düzenli olan çdsüm, 

R(r)= A i(kr) 

olur.Üzdegerler,r 	*ida ç ümün s ı f ı r olnas ı ,ko ş uluyl* belirlenir: 

(ke) v. O 

Birkaç f de ğ eri için kükbor ~g ı d ı. siralansa ış tir. 

(n -54) 

(11-56) 

(11-57) 

2 
	

3 
	

4 	 5 

3.14 
	

4.49 
	

5.76 
	

6.99 
	

8.18 	9.36 

6•28 
	

7.73 
	

9.10 	10.42 

9.42 
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Verilen bir L için birinci kökün = 1 ile,ikinci kökü b = 2 ile,v.b. olarak etiket-

lereek,ve 	de ğ erleri için benimeenal ş  olan, 

S : = O 

P ı  = 1 

• : £ 	2 

F : Z = 3 

G : Q = 4 

spektroskopik ymaxaxox kullsn ı rsek i ,düzeyierin ortaya ç ı kt ığı  s ı ra, 

IS; IY; 1D; 2S; 1P; 2P; 1G; 2D; IR; 3S;... 

olur. 

Böyle bir sonsuz kutu 	içinde bulunan nötron ve protonlardan olu ş mu ş  bir çe- 

kirdek modelini gözönüne alal ı m.Nötronler ve protonler 1/2 spinli pergse ı kler,yani 

fermionlar oldul---1ar ı ndan,verilen bir durumda ikiden fazla ubtron ya da proton bulu-

namez.Protoulsr ı  clii ş liniiyorzak,18 durumunda yaln ı zca iki pruton bulunabilece ğ ini göz-

leriz.Bundan aonraki düzeyde Q = 1 oldu ğundan üç durum verd ı r,ve bu düzeyi elti 

proton doldurur,10 düzeyi için minin olabilen be ş  de ğ eri vard ı r( £ = 2 oldu ğ undan), 

böylece bu "kabu ğ u" doldurmak için on proton gerekir:Böylece,proton say ı lar ı  
2,8(= 2+6), 18(= 2+6+10),20(= 18+2). 34(zz 20+14),40,58,68,90,92,106,..., olduğunda, 

düzeyler dolmu ş  olacakt ı r,ve benzer durum nötronlar için de gegerlidir.Çekirdeklerin 

gerçek bir incelemesi,proton ve nötronlar ı n maibirli" say ı lar ı n ı n 2,8,20,26,50,82, 

olduğunn;yani gekirdeklerin,kapale kabuklar veren dolmu ş  düzeylere 194:141 özel, 

nitelikler sergilediklerini giaarrir.Gerçak meibirli" eayllarla bizim ilkel modeli-

=iltica elde edilenler aras ı ndaki fark,spfne ba ğ l ı  olan ve düzeyleri bir parça kayd ı -
rarak say ı larl yeniden m ı relayan bir ek potansiyel bulunmas ı ndan gelir.Kebuk modeli 

tava anlam ı yla kuruluree,gekirde ğ in pek çok özeli ğ ini eg ı klar.Aç ı k olmayan ş ey, 

de ğ in neden bir kutu içindeki perçaelkler toplulu ğ u gibi devrencli ğı d ı r. 

C. Fare 1€uyax,Siirekli Çözümler 

E > 0 oldu ğ unda, 

2 
	 - k- 
	

1-59) 

1 
Bn yaz ı m ı n tar ı bsel kökeni.spektrum çizgilerini S 	eekin),prineipal 

(be ış ,be ş l ı ca) Diffuae (yeygin),.... olarak nitelonselesine ve btxnleran sonradan be- 
enmeeine dayan ı r.Dn yaz ı n ı n çok anlam ı  yoktur,faket yerie ş mietir.Buradaki yazma 

atom fisi ğ indakinden degig ı ktir,Atom fisi ğ inin gole eksel yez ı m ı nde .e-de ğ eri indim-
lere eklendi ğ inden,s ı ralan ış  

I8,2P,3D,GS,4F,3P,56,4D,611,3S 

olarak yezil ı r. 
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yazazlz.r 	a çözüm oı l4n bui .uruoyon deukre 	di:fzenli ve ılizengiz 5,9..iimlerinin bir 

blrlegtirimi oteck&ktir; 

R,,(r) 	Bj (kr) -4- Cri„(kr) W-60) 

Oysa r < • çziimii,düzenli olan 

nl(r)= 
Ait 

 (Kr) 

çözii ırii olmaildr.brı ceki gibi,rade d. 

, 	2 /1.4(E 	Vo ) 

2  
(11 -62) 

dR t  
r = e'da, 	1    fonksiyonlar ı n ı n e ş itlenmesi 

Rt 	dr 

r  d4 ( j, )%ag 
= 

k r Bdjt /ds 	Cdnt ,/e1 .5> 
(11 -63) 

L 
	ke. 	) 	s_K0. 	L 	) 	Crı4 	) 3). ko,  

verir,ve buradan C/B oran ı  beseplanabilir.Bu oran,(11-42)'de görülen evre koymas ı na 
begl ımabilir.Bunu, ş öyle yapar ı z: (11-60)' ı n,büyük r için 

 

( kr — 4 
2 	

e 	
2 

eos (kr — 	) B 

 

R
t 

(r ) 	B 
kr 

( ıı -64) 

  

olan asimptatik biç ı miu.,(11-42) ile kar şı la ş t ı rmak gerekir.(11-42), 

  

co. S ıı i ıı  Sit 
kr 2 

olarmk yeniden yaz ı k ı raa, 

B 
- d  ten o t  kk„, (11-65) 

ba ğı nt ı s ı n ı n aa ğ landi ğı  görülür> 

C/13'nin (11-63)'ten gerçek hesab ı , t a o d ışı nda ueend ı r ı cad ı r.Bağ l ı  durum 

probIeminde oldu ğu gibi,u(r) s rR(r)inin kullan ı lmas ı  hesab ı  büyük ölçüde kolayla ş -
t ı r ı r.tau So  için bir ifade elde etmek,yein ı zca A sin Krenin r >a a'da b san kr 

coz kr'ye e ş itlenmesine gerektir ı r.Bu halin sonuçlar ı  Ş ek.11.4 ve 11.5'te ş ema ola-

rak izilmi ş tir.Bu ş ekiller,çekici potaneiyelin dalga fonkeiyonunu içe çekme a ğ ilimin-

de,itici petanaiyelin i ı e d ış a itme e ğ iliminde oldu ğunu gösterir.Bölüm 24'te çarp ış ma 
kuram ı n], tart ışı rken bu konulara dönece ğ iz. 

Bu bölümü bitirmeden önee,özgür parçac ı k deuklemini iki yoldan çözerek elde 

edeb4lece ğ imiz önemli bir bag ı nti üzerinde duraca ğı z.Çözümlerin biri iç ı n,ayr ı lm ış  
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Ş ok. 11-4. Çekici potaneiyel içiu,u(r 	rli(r) atirekli çözümü ( 	= O). 

elen (11-30) Oiiimlerinin uygun Y ,t a(0, 95) küresel bermoniklari ile çarp ı mlar ı nin 

bir üstüste gelmesi olarak, 

t 

	

o Z. 
	A 	j a  (kr) Y k tt (0, 

	 (11-66) 

bulunur. 

( 	2+ k2) 	
( 1 1-67 ) 

biçimindeki jizglir parçac ı k denklemiuin iSbür Ozilmünde eç ı eal ve ı sinaal kis ımler ey-
rilmem ı qt ı r; bu ozfia 

.■f• 

ic•r 
e 

ş ok. 11-3. itici Twf~y-4t/ iç1n,u(r)v,  rk(r) ei1rekli çöziimb ( k 
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diielr deigesid ı r.Bu yüzden, d a syi (13-66)°da 	-,!} (7) g a 	yaearak bul bi- 

. 	c.(0, (p) kürestal aç ı lar ı , c voktorunül latokeel oloxnk seçi/wi ş  bir a ekaenine 
gör. koerdisı atla ı d ı r(»kt. Ş ek. 9.1). a ekaeoinia cla ğ rnitusuou,k'no dagraltuau ola-

rak tanimlaroae ( ş imdiye kadar iatekael bir degrultuydu), 

e 	* Jcru,s 	
(11-69) 

alur.Baylece,(11-66) 1 nin sol yan ı  )21(  ba ş ucu aç ı a ı na bağı  almaz,ve bu yüzden ea ğ  yan-
da yaln ı z al s. 0 olan tariteler görünabilir.Bbylece,P ,,e  (ona Q)"lar Legendro çokterinli-

leri olmak üzere, 

2t + ı  )1/2  

olduğ unu kullan ı raak, 

1 
0  (

0 ,95) — 
414 

( c oe 0) 

£kr c4ry 
e 

2 t + 

411 
(kr) /:t(caz 0) 	(11-71) 

ba ğ zat ı o ı n ı  elde ederio.Y 	ilerin_dikeyboyluluk ba ğı nt ı s ı n ın ve (11-70) t in do ğ rudan 

bir sonucu olan, 

----- 	a(coe, 0) P (cam 0) P 
2 	_4 	t 

05 0) 5E 

21+ 1 
(11-72) 

bagintla ı n ı  kullanarak, 

it(kr)*° 2 t.41( (2 t-1-1).11 1/2/ 	dePt  (z) eikrz 	(11-73) 

—4 

bu urnz.Tümlev için,bir çizolgeye bak ı labilir; ya da tümlov,kr -> 0 limitinde iki ya-
n ı  kar şı la ş t ı rarak bezeplanabiliralar iki durum da,00nuç olarak 

Lkr (4%9 

	

(2t + 1) i S.  (kr) P. (elko 0) 	(11-74) 
t=C,  

•açxl ı m ı n ı  verir; bu sçxl ı m,çarp ış ma kuram ı n ı n tart ı g ı lmaa ı nda çok yararl ı  olacakt ı r. 

Problemler 

1. Çekici bir kare kuyu için, 	0 bağ l ı  durumlar ı n ı  gözönüne altntz.Bagl ı  
bir durum için hzdeger ko ş uluna bnluauz.Ancak bakla olan bir durun için potansiyelin 
derinli ğ i ne kadard ı r? 

2. Döteromun (e ş it kütleli bir nötron ve bir protondan elu ş lan),bir t= 0 

bağ l ı  durumu eldugunn,ve potaasiyelin kare biçimli olduğunu ~Beyiniz; poteasiyelin 
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eri ş iair s 2.3 z 10-13  en elsua.Baglanma enerjisi —2.8 MeV olarak veriliyor,potansi-

yelim deriali ğ iai bulunur. 

(1pueu: Problem l'de tart ışı lan sif ı r bağ laama anejisi durumu çevresinde açil ı m yap ı - 

3. Nötron-peotea waç ı lmae ı n ı  gösöaihı e 	 mötron protoa etkile ş mo ıdain,eri- 

ş iai 2.8 x 10-13  em vo derinli ğ i 20 Mal( olan bir kere kuyu poteasiyali arac ı l ığı  il. ol-i 

duguau versay ı nı s. t = 0 için çok dü ş ük •nerjilerdeki evre kaymasla ı  enerjinin bir 

foaksiyoau olarak hesaplay ı nı z. 

4. Bir karo kuyu potansiyeli için 1 	0 arra kayma ılial hoolı play ı n ı z.Deak. 

(11-65)'toı n sonra üzetlenai ş  olma i ş lemi kullanarak,çokici ve itici p ısteasiyel 

sinir ikisi için de besaplay ı alb.15'nia büyük ve küçük,V e ' ı n büyük ve küçük elaaml gibi: 

çe ş itli limitleri tart ışı als. 

5. isteksaleri ş iadeva •  deriali ğ indeki bir kare kuyu için t -= 0 saç ı lmas ı nda İ  

evre kaymas ı nin her zaman,  

k cot k, = — # 4- ret  k2/2 4-0(k4 ) 

gibi bir ac ı l ı » olarak yaz ı labilece ğ ini glisterinir.a vo r•t  için knyuaua parametrele-

ri türünden bir ifadei elde ediniz. 

6. r > a'da s ı f ı r olan istekeel biçimli bir potansiyeli göz önüne al ı niz.Pa-

taasiyel içindeki i şı asal foaksiyoaun 

	

R 	

dR(r) 
= f 

dr 	
(R) 

1 

r ız ın 	t 

logaritaik türevi, ımerjinin yava ş  de ğ i ş en bir feaksiyoau 	 t = 0 olduğunu dü ş ti- 

»ürün. 

(a) Petaasiyfı lia 	eaerjili bir ba ğ l ı  durumu varsa,f0 (113,)'ai ■ da ğ oMi nedir?➢ 

(b) fo (R),Wden bağı ms ı saa,ffimerjiain bir feaksiyaau olarak euro kaymas ı me elimi 

(e) Zğer fo (15)= fo (1113 ) k (B.1B )fc: fas,f; *yr* !cayman'''s nas ı l girer? 

iare kayma.' yerine,(b) ve (c)'yi k cot 60 (k) türünden hesaplamak daha basittir,va 

aoauçlar ı n ı n ı  göstermek bak ı m ı ndan ye ğ lonabilir bir yoldur. 

7. yk)la ııı ,aeden k'a ı n bir tek fanksiy ısau alacağ i ksausunda genel bir us-

lamlama voriaiz.Kare kuyu için de böyle .1(14~ de ğ rulayla ı s [örne ğ in (11-65) 1 i 

kullaaaraki .8, (k), (11-41)'do tan ıaland ığ la ıı  gör*, 

S
t 

(—k) aı  S
t 
 (k) 

olduguau gösterinin. 

8. S., (k) faakaiyaauau, 

r < a V(r) = oo 

V(r) = 0 	 r > a 

biçimindeki bir potansiyel için hesaplayin ı z. t = 0 ser* kaymaala ı  gösöaüne alimin. 

Bu emri kapsaml ı  çak küçük ka için aedirnek büyük ka için nedirUlu potanaiyolin,için 

alz ı lamaya ■ bir küre için bir model elduguaa dikkat ediniz. 
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9. (11-63) çözümü ile birlikte,küreoal Bessel fankaiyealar ı m ı n (11-25) ve 

(11-26)'da vorilea,ba ş lang ı ç noktas ı  yakia ı ndaki de ğ erlerini kullanarak,k -e 0 için 

ten 54
‹ 
 (k) --.1› 0 olaca ğı n ı  gösteriaiz.Verilen bir 't içia,bu hangi h ı zla s ı f ı r* yakla- 

' 
exr? 

10.  

r 
* 2 

- )/a ....
2 e 

-(r-ra),İcı  3  
V(r) 	V oi,  L  

patasolyeli içi* (Mors• potaaaiyeli alarak bilinen) -e = 0 ı s ı noal deaklemiai gözönüne 

allaix.Diferansiyel denklemi basitlestirerek,onerji hzde ğ erlerini bulunuz,Bunu yapmak 

içix,yeni bir x Ca-rı c4  de ğ i ş keni tan ı mlayarak,buradaki Cevi denklemi olabildi ğ iace 

kolayla ş t ı racak biçimde seçinix; sonra da danklemi,Böldm 5rde incelenen basit harmanik 

sallağ an plenblemiadeki yolla i ş leyia ı z. 

Potansiyeli giziniz.Derin ve geni ş  bir potansiyel için,potaneiyelia dibinde asa-

nam ba ğ l ı  durumlar ı n bir harmonik sal ı ngan ı n ba ğ l ı  durumlar ı na yakla ş t ığı n ı  gösteriniz 

ve b ıukuwinedenini aç ı klay ı alz. 

Kaynaklar. 

Kuantum meksai ğı  çarçevasindeki ikinci basamaktan diferansiyel deaklemleria genel öze-

likleri ş u kitapta tart ışı lm ı st ı rs 

j.L.Pawell sad B.Craaemaaft,Slu ı ntum  Machaaies,Addison-Weslay ,Inc.,1961. 

Böyle deaklemleria daba geni ş  bir tart ış mas ı  ise ş u kitapta bulunabilir: 

P.M.Morae and H.Peabbach,Notbods ef  Thearetical pl ıyaice,McGraw-Hill Benk Co., 

hı c"1953. 



Bölüm 12 

llidrojen •tonu 

fildrojen atmeu en basit stondur,çünkü yaln ı zca bir elektronu ♦ard ı r.BOylece 
Schrödinger denkleni,kütle merkezi hareketi ayr ı ld ı ktan sonra bir bir-parçac ı k denk-
lemi olur.Burada yaln ı zca bir elektronu bulunan hidrojenimei atmalar ı  inceleyece ğ iz, 
fakat çekirde ğ in bir tek protonden daha karma şı k olmas ı na izin verece ğ iz.Böylece po-
tansiyel, 

Ze
2 

V(r)= 
r 

olur; ve ışı nsal Schrödinger denklemi, 

d2  2 	d 	 2ftı 	Z.
2 	

/(t+ 1 412  
( 2— -O- — --) R + ------ t.  R + 

,, 	2  ı 	] dr 	r 	dr 	 İl 	L. 	r 	 ııı  r 

verir.Ba ğ l ı  durnnler,yeni E <0 çözümleri üzerinde duraca ğı z.Bir 

ısi r2 814 	; 

I ' 	4,2 	r 

de ğ i ş ken de ğ i ş tirnesi yapmak uygundur.° zaman denklem, 

d211 	2 	dR 	(I/ + 1) 	 1 

-----7- +- ---- 
	,2 
	 R 4- (--- --)R ma 0 

d g 	4 Ili; Y 	 Y 	4 

verir; burada 

Ze2 	
1/2 	 2 1/2 

	 ( 	 < 
N 2 	

Zo( 
E1 	 2011 

(12-1) 

(12-2) 

(12-3) 

(12-4) 

(12-5) 

boyntauk parametresini tan ı nlad ı k.Denklemin ikinci biçimi hesab ı  koleylo ş t ı r ı r; çün-

kü ak= 1/137'dir,ve enerji durgun kütle birinlericinsinden 

birlikte,birinci biçim,c ışı k h ı z ı n ı n gerçekten denkleade görünnedi ğ ini,yani bu denk-
lemin tam olarak göresiz bir denklen oldu ğunu aç ı kça gösterir. 

195 



7% --  1 -- P 
H= O 

dil 

-1) 

Keantum Fiai ğ i 

(12-4) deuklemini,art ı k aliat ı g.ı miz b2:r yolla çtlıl,ı,ye çalzaliciAuee bnynk 
5 davrael:,,lui çikarnlim.Büynk 5 için denklemde kalan terimier, 

d`S 

 

0 (12-6) 

 

d 5. 
	4 

-YAZ 
()Ir; ve aennuzdaki davrani ş i uygun uyan çdznıl R e 	'di Alarmonik salingan ince- 

lememizdeki gibi, 

R( 9 ) = 2 - 
	G ( y) 	 (12-7) 

yazalira; bnnu (12-4)'te yerine "yarek,(;(y ) için bir denklem elde adoriz.Burada 

yeniden vermeyeee ğ imiz biraz eebirle, 

	

r 	ı 	..e(e.4.1) o 	(12_8) + 	
.!? 

denklemi bulunnr,§1mdi G(9 ) için, 

G( 	31  Z Cin  S>r' 	 (12-9) 
ıta.0 

biçimli% 	i kn e serisi aç ı i ı mı n ı  yapal ı m.11(y )'nun,ve dolay ı altla li(9)'nun ba ş - 

langiç noktas ı nda 	t gibi davrand ığı ,Bel ıim 11'in ba şı nda (11-2)'yi sa ğ layan tUm 

potansiyeller için giiaterilmi ş ti•(12-9),diferansiyel denialeade yerine konures,çe ş it-

li ciL; katsay ı ler ı  aras ı nda bir be ğ int ı  bulu ıruz.indirgeme ba ğı ntis ı  en difersnsiyel 

denklemden elde edilir: (12-8)'de,G(y ) = "t 11(g) yam ı l ı rsa, 

me 

11(Y) 	Z OL,,Sı n  
n=o 

aç ı l ı mi 
d

2
H 	/ 2 +2 

± k
d 5 

diferansiyel denklemiui sa ğ ler.Buradan 

dG 

dy 2 
	1— 	

dsı  

nctogn _i 	1)  + 

k 	5' 
O (12-12) 

ya da 
ao 

n+1) [n 
	4- (2., +2)0.,,, ÷11 4- (A 	1 
	 — 

vı ,so 

buluruz.Bu bagxnt ı n ı a Izer teriminin s ı f ı r olmas ı  gerektiinden, 
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(12-13) 

 

Cı., 	(r. 41)(n -4-• 2 ,/÷ 2) 

indirgenme bag ı nt ı arn ı  elde ederiz.Buyük n için bu Oran, 

 

  

. n+1 
(12-14) 

olur,ve harmonik er:ling:n ı  probleminde oldu ğ u gibi,(12-9) serisi sonlu olmed ı kça,son-

euzda iyi davranan bir R(y) çözümü bulamay ı z.Buna göre,verilen bir / için,bir n = u r 

 değerinde, 

nr 	+1 

elmal ı d ı r. ş i ındi,n ba ş  kuantum say ı s ı n ı  

ns nrL +1 

olarak tan ı telayal ı m.n zatean,n r  > 4 oldu ğ undan ş u sonuçlar ç ı kar: 

1. n > 	-} I dir. 

2. n bir tamsay ı d ı r. 

3. n be ğı nt ı s ı , 
1 	

(Z«)
2 

E im 	a. t e
2 	 

2 	 n 2 

(12-15) 

(12-16) 

(12-17) 

olmas ı n ı  içerir; B ıl,eski Bobr modelinin al ışı lmış  bir aonnendur.Bu ifadede indirgen-

mi ş  kütlenin bulundu ğuna dikkat ediniz; ku ş kusuz,diferenaiyel denklem yakla şı mı nda 

böyle olmas ı  garip de ğ ildir.Eaki Bobr kuram ı nda,klasik yerüngelerin uygun bir ineele-

mesi,sonradan açlsal momentumun kuentumlanma ko şuluyla k ı n ı tlanffil ş t ı r; bu incelemede 

de,enerji formülünde indirgenmi ş  kütlenin kullan ı lmael gerekmi ş tir.m elektron kütlesi 

ve M çekirde ğ in kütlesi olmak üzere, 

mM 
(12-18) 

es + M 

indirgenmi ş  kütlesinin varl ığı  ş u anlama gelir: 

	

E. — B. 	me 2/241 
1 	3  

=   ( Z e< 
i İ  + m/M 

  

) 	(12-1 9 ) 

J 

2 

frekensler ı ,çe ş itli bidrojenimei atomlarda atomdan atoma biraz de ğ i ş ik olur.Ozellik-

le,bidrojen ve döteryum-edöter"mde,M• çekirdek. kütlesi proton kütbeainin iki •  kat ı na 
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Ş ek. 12-1. Tam olarak l/r biçiminde olmayan bir potansiyel için,yörüngeler birbiri 

üzerine kapanmaz ve burada gösterildi ğ i gibi egirilir.Potansiyel la ı nsal oldukça, 

yörüngeler dözlemsel kal ı r. 

çok yak ı nd ı r--apakt ıromlar ı  •reeı ndaı ki fark, 1932 'de Urey ve çal ış ma arkadaalar ı n ı n 

döteryumu bulmalar ı na yol açm ış t ı '. 

Enerji t 'ye ba ğ l ı  de ğ ildir,yeni verilen bir n için /4-1 Ç n olan tüm 

durumlar ı n enerjileri katmerlid-ir.I şı nsa-1 denklem m'ye ba ğ l ı  olmailıgı ndan,verilen 

bir .t için enerji durumlar ı nda (2 ,t 4- 1) katl ı  bir katmerlilik olmas ı n ı  bekliyor-

duk; burada ise, ışı nsal denklemin ,t'ye ba ğ l ı  olmas ı na karşı n ek bir katmerlilik 

bulduk.Biçbir aç ı k nedeni olmad ı g ı ndan,böyle bir katmerlilige önceleri nraslant ı -

sel" denmi ş tir.Fakait bu,"aç ı kl ı k'tan ne •nla şı ld ığı na bagl ı d ı r.Z ı ten l/r potansi-

yelinin baz ı  özel yanlar ı  olduğu klasik mekamikten bilinir: Yörüngeler,e ğ irilen yö-

rüngeler biçiminde ( Şek.12-1) olmak yebine,uzaydaki yönelimini koruyan elipalerden 

olu ş ur.Potansiyeldeki utak bir de ğ i ş iklik bir e ğ irilmeye neden olur.flöyle de ğ i ş ik-

likler çe ş itli kaynaklardan gelebilir,örnl ığ in,Kepler probleminde ba ş ka gezegenler-

den ileri gelen tedirgenmeler.Herkür'iin gezegensel yörüngesi incelenirken,öbür ge-

zegenlerin etkilerinin göz önüne al ı nmaelyla,Merkür'ün yörüngesinin güne ş e en ya-

k ı n noktas ı n ı n yüzy ı l ba şı na 42" 'lik bir e ğ irilmesinin hesaba kat ı bmad ı g ı  bulun-

mustu.Ve bu,sonunda Einsteinin ı n genel görelik kuram ı  ile aç ı klanm ış t ı ; bu kursa, 

l/r Nevton patenziyeline 1/r 2  potansiyelinin tem katk ı s ı n ı n eklenece ğ ini öngörür. 

guantum mekani ğ inde de tedirgenmeler vard ı r; bu yüzden -t 	katmerlili ğ i 

1 Ku ş kusuz,spektrnm çiegilerinde göreli olaylardan ve elektron spininin var- 

l ığı ndan do ğan ba ş ka kaymalar da vard ı r.Bunlar daha sonra tart ışı lacakt ı r. 



k« 	(k + 1) (k + 21 + 2) 
a 	 12. = 	  (12-21) 

mieeli ğ i kıillanilmış tirt 

Z 3/2 ... 

H1D (r) Z. 2 	 e 
ata  j 
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asl ı nda 1071endigi gibi degildir.Gene de,ilk yakla şı kl ı kta verilen bir n için .t 'nin 
olabilen de ğerleri= olur,ve bunlar ı n herbiri için (2 .Q 4. 1) -katl ı  
katmerlilLk vard ı r.Böylece toplam katmerlilik say ı s ı , 

I (2i+ 1) = n2 	 (12-20) 
twO 

dir.Daba kesin konnguresk,apini nedeniyle elektron için olabilen iki durum oldu ğ un- 
dan,do ğ ru katmerlilik say ı s ı  asl ı nda 2n2 'dir. 

Ş imdi diferansiyel denkleme dönelim:02-13) indirgeme ba ğı nt ı s ı nda, 	n 
al ı n ı rsa 

k 4.../4-1—n 

olur,ve 

kat 
ak  

n — (k +..Q4- 1) 

(k + 1)(k 4- 2.t -I- 2 

-Ş- 1) 

n  - (k 4..e)  

k(k+ 2t+ 1) 
(12-22) 

       

1 .(21+ 2) 

oldu ğ unu bulyruz.Bu denklem yard ı mı yla,H( g ) için kuvvet serisi eç ı l ı m ı n ı  elde ede-
biliriz.B ş de ğ er olarak da,a(ii )'nun denkleminin bağl ı  Leguerre çokterimlilerinin 

denklemi oldu ğunu' gözlerizt 
(2( ÷i) 

) x Ln_t_4  (12-23) 

Matemetikoel YazInda ,bu gokterimlilerin çizelgesi ve çeQitli özelikleri buluna-

bilir2 . 

Yeniden r ışı nsal koordinat ı na dönölür ve boy and ı rma yapı llree,ilk birkaç 
zeinsal fonksiyon hesaplanabilir.hunler a ş a ğı da s ı relaum ış t ı r.R n i(r)'lerin A ş ağı -

daki çizelgesinde, 

clo  = 	 (12-24) 
ti.0 of. 

(r) 	2 
z 

2 okc, 

3/2 Zr 	e — Z ı-/2  

20,0  

2 
Sen derece yararl ı  bir kitap: M-Abramowitz and I.A.Stegun (eda.), 

llsodbook  of Mathematical Ponetione,Nationa/ Bureau of Standards Publiestion,1964. 
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2 	 1 — 	+ 

3/2 
( Z / 	 2Zr 	2(Zr)

2 
7  

2 ı  e 
- 30 „ 

3 o.. 	 3o.. 	27 a,

4 V( 2 	Z 	
3/2 

	

Zr 	 Zr 	-Zr/30.  
	 1 - 	 e 

	

a. 	60.. 

2 V(-1 İ  Z 	3/2 ( Zr )2 - Zr ı 3c4.0  
3.) ( r  ) -- --- (

- 27 	
e 	 (12-25) 

	

3 	 4. 

Aş a ğı daki nitel ozelikler özçözümlerin örnek olarak denenmesinden ortaya 

ç ı km ış t ı r: 

(a) Küçük r için 1. 1  davran ı q ı ,dalga fonksiyonunu -I ile artan bir yar ı çap 
eri ş imindeküçük kalmaya zorlar.Bu davran ış ,elektronlar ı n çekirde ğ e yaklasmas ı n ı  ön-

leyen itici merkezkaç engelin bir sonucudur. 

(b) İ ndirgenme ba ğı nt ı s ı ,R(1)'nun r 	
l'inci dereceden bir çokterim- 

li oldu ğ unu,ve böylece I ş im:sel do ğ rultuda nr tane düğ ümü(alf ı rlar ı ) olduğ unu gönte-
ri r 

Kr) 	r2  {R,İ i  (r-)] 2 
	

( 12-26 ) 

olas ı l ı k yo ğunlu ğu dağı l ımı nda n --t tane mtümnek" olacakt ı r. Verilen bir n için, 
kendisinin I zz n - 1 en büyük de ğ erindeyken,yalniz bir tümeek yard ı r.(12-25) 1 - 

in abyledi ğ i ve diferanaiyel denklemin çözümünden görülebilece ğ i gibi, 

n-1 - 27-' 1-A.m 
(12-27) (r) OC r 	e 

- zz r.,/,,,.. rı  
olur.Du yüzden P(r) ce r2n  e 	 olas ı l ığı ,r'nin 

dP(r) 	
2n-1 	

27 
n )e-22r/ a " = O 

dr 	
(12-28) 

denklemiyle belirlenen, 2 
n a. o  

r .--: — 	 (12-29) 
Z 

de ğerinde tepe yereeektir,Bu r de ğ eri,dairesel yörüngeler için Bohr atomu de ğ eridir. 

t 'nin daha küçük de ğerleripolas ı l ı k de ğı l ı m ı nda daha çok tümeek verir.Bunlar ı n,b*- 
yük kuantum say ı lar ı  s ı n ı r ı ndaki eliptik yörüngelere kar şı l ı k geldi ğ i gösterilebilir. 

(c) Blektronuoba ş lang ı ç noktas ı ndan bir r uzakl ığı ndabulunma olas ı l ığı n ı  gös... 

'en P(r) ' ş inasi olas ı l ı k yoğunluğunun gisimlarilgalga fonksiyonlar ının yardımıyla yapılabilir. 
Ş ek.12-2 genel deseni gösterir.Dalga fonksiyonunun da aç ı sal bir parçalıı  oldu ğunu 
an ı msamally ı a,bn k ı smı n mutlak karesi Pin  (cos 	 (cos o) ba ğ l ı  Legendre 
fonksiyonlar ı n ı n çizimleri Ş ek.12.3'te verilmistir.m artt ı kça,olas ı l ı k yo ğunluğunun 

3 



rR(r) 
A r 	 - 

O2 

L;r,mi 

1 ,t4 ,er, r 

— rRtt),, 
(e- Rfr)T 

R +. 1 

.?• o 

ta) 

(r-12 rıl  
o. 

o. 6,r1 

ı o 	 r 
r 
(rRI.r))1 	• o 

IL) 

(r-RW)j z  

Ş ek. 12-2. n = 1,2,3,4 de ğ erleri ye 4. 'nin olabilen de ğ erleri için u(r)= rR(r) 
l şı nsal dalga fonksiyonlar ı  ve u2(r) ışı nsal olas ı l ı k yoğ unluğu fonksiyonu. Sol-
daki ordinat u(r)'y ı  ye sa ğ daki ordinat u 2 (r)'yi ölçmektedir.Dalga fonksiyonlar ı  
sürekli ve olas ı l ı k yo ğunluklari kesikli çizgilerle verilmi ş tir.Apsis r'yi %bi-
rimleri cinsinden ölçmektedir. 
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-0.4 

r Ikt r'3(‘ \ ;: 2; 

-o- 
	30 

-0.z 
El 

0.2 

0.1 

-0.3 
(r-R(r))" 

R Z 

( c) 

(r. R1r))1  

r R.l..) 	 M .3 

0.2

0,3  . 	1 
ı' 	\  r 	I 	1 

J 	1 
1

%. 

0.10 

O 
İ.iirZinebzn r 

-0- 11 

r42(r) 
L^C.  (r R(r-))2  

(d) 
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r 

Ş ek. 12-2.'nin devam ı  

e-eksen/nden ekvator düzlemine do ğ ru kayd ı g ı  görülür. 	jmi = t 	olduğu zaman, 
Denk.(10-55)'ten görülebildi ğ i gibillY(oos 0)1 2 e si6 216 olur.bu fonksiyon 

B = IT/2'de bir tepe verir. -t artt ı kça,tepenin geni ş li ğ inin t. 	gibi azaldi ğ i 

gösterilebilir; ve böylece büyük kunntum say ı lar ı?, için,düzlemsel yörüngelerin 

klasik görünülönü elde ederiz.Tepenin noulu geni ş li ğ i,asa ğı daki düş üncelerden an- 

las ı labilir. 	olduğ unda L 	2  z 2  = t'dir ve sonuç olarak L x2  + L 2  ==t olur. 
Y 

Böylece aç ı sal momentum vektörü hiçbir zaman tam olarak bir eksen boyunca yönele-

maz,Fakat,m'nin katmerlili ğ i 'yörünge"yi ba ş ka bir eksene göre yöneltmemize izin 

verir; bu yüzdenpasl ı nda seçilmi ş  bir z-ekseni yoktur.bylece L x iin özde ğ erli 

bir bxdurumn olan bir durun, .a- ıldkrultubundır yoneltilebillr.Bu durum için,dalga 



0. 

r- 

(r Rir)) 2  

n 3 
N, 	• 

ı ,  

ogs 

0.03 

iı■r;rn 

r- R (r): 	
,;ci.'ı ncş en r 

.ftfrlr 
^ 3, t .1 

(e) 

(f> 

-09 

Ş ek. 12-2. ° Din devam ı  
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Ş ok. 12-2.inin devam ı  
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Ş ek. 12-3. z-ekseni ile ekvator düzlemi aras ı ndaki 8 aç ı eln ı n bir fonksiyonu ola-

rak,bakl ı  Lege:1(1re çokterimlilerinin biçimleri; burada ekvator düzlemi x-ekseni 

ile gheterilmizt ı r. 

fonksiyonu Y G,(8,0)'lerin bir Ozgisel birleltirimi olaeakt ı r,fakat katmerlilik 

nedeniyle enerji z'ye göre yönelen yörüngelerinkiyle ayn ı  olacakt ı r. 

(d) Dalga fonksiyonlar ı  verilmizae, 

oo 

- < ırk  z.4 f dr r24-k  [lIn t (r)J 2 	 (1230)  
o 

n ı eeligini besaplayabiliriz.Yarerl ı  birkaç beklenen de ğer a ş a ğı da verilmiztir: 

0.0  
<r)v.- 

2Z 
I)] 



n 
o 2 

Z 

2 2 
ckon 	 r- 	. 

L 5n +1 - 3 (it+ 1)] 
22'  
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(12-31) 

Problemler 

1. (1) Bidrojendeki,(2) döteryumdaki(çekirdeksel kütle = 2 X proton kütlesi), 

(3) pozitronyumdaki(bir elektronla,kütlesi bir elektron kütlesinin ayn ı  olan bir po-
zitronun bağ l ı  durumu) 2P -o IS geçi ş lerinin dalga boylar ı n ı  kerolle ş t ı r ı n ı z. 

2.Çekirde ği bir proton ve iki elektrenelsw0lu şan trityumun taban durumunda bir 

elektrım olmınSeBir çekirdek tepkimesi birdenbire çekirde ğ i t iki proton ve bir nötrondan 

olu ş an He 3 'e döntiotörüyor.Clektronun I1e 3 .1in taban durumunda kalmas ı  olas ı l ığı n ı  be-

eaplay ı n ı z.libı ktronnn p momentumlu özgür bir elektro° olmas ı  olas ı l ığı  nedir? 

Not: dzgür bir elektronun momentum özionkeiyonu 	e 	217 ) -3/2 'di 

3. S ı f ı r epinli bir elektrcn için,Sehrodinger denkleminin göreli benzeri (bu 

gerçek bir elektrona uygulanamaz), 

(E — V) 2 	p 2e 2 	In 2 c 4  

denkleminin iolemel enlat ı m ı  olan, 

E 	Ze 2 	2 

+le 	'4e 	r 

denklemidir. 

(a) Io ı nsal denklemi bulunuz. 
(b) Ilidrojen atomu problemindeki ış insal denklem ile (e)'da elde edilen ışı n-

sel denklem aras ı ndaki yak ı n ba ğ lant ı y ı  gözönünde tutarak,öade ğ er spektrumunu bulu-

mı  
4, <1/r> n  Cnin deyimini kullanarak,lateksel bir hidrojen atomu bzdurumu 

için(Z isteksel), 	
2 

<T>,ı , 	
P A 

2m  

deyimini besuplay ı n ı z.ku potansiyel için genel olarak, 

olduğunu gösteriniz.Bu,Viriel  teorem ı nin özel bir örne ğ idir. 
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5. Bir protonun Coulomb alan ı  içindeki bir elektron, 

ı   r_ 

	

6 1 4 Y100“ )  + 3 41j2 ı 1 (.) 	V210(I) 	\r;-e-)  N)21-1 (1)3 

dalga fonksiyonu ile betimlenen bir durumdad ı r. 

(a) Bnerjinin beklenen de ğ eri nedir? 

(b) 1,2 'nin beklenen de ğ eri nedir? 
(o) La tnin beklenen de ğ eri nedir? 

6. Bir protonun Coulomb alan ı  içindeki bir elektron, 

(?-) 
o<  ) 3/2-c.(2-r/2 

dalga fonksiyonu ile betimlenen bir durumdadlr.Blektronun,hidrojen atomunun taban 

durumunda bulunabilmesi olas ı l ığı  nedir? 

7. Bir elektron,bidrojen atomunun n = 2, -t =1, m = 0 durumundad ı r.Blektre-

nun momentum uzey ındaki dalga fonksiyonu nedir? 
8. f(;,;)•nin herhangi bir durmkl ı  durumdaki beklenen de ğeri bir sabitt r. 

Bir 

2, p İ 2m V(r) 

Ramiltonien'i için 

4 	, 
O 	 r.p>=— <1.11,7.;» 

dt 	 t" 

oldu ğ unu hesaplayin ı s,re 

> =Cr'. V(r)> 

oldu ğ unu gösteriniz.Bnnu kullanarak Problem 4'deki sonucu kurunuz. 
9. Ru bölümde geliçtirilmill olan tekni ğ i kullanarak, 

-.2 
P 

R = 	 mnnr
2 

2m 

olan üç boyutlu harmonik eal ı ngan problemini tartxqin ı s.Ba ğ l ı  Lague re çokterimli-

lerinin bu problemde de ortaya ç ı kt ığı na dikkat ediniz, 

Kaynaklar 

Ridrojenimsi sı tonlar ı n tam bir tarti ş mas ı  çu kitapta bulunabilirs 

B.U.Condon and G.8.8hortley,The Theory of Atorxia Spectre,Cambridge 

Unirersity Prean,Cambrid ğ e,1959. 

Ayr ı ca bu problem,her kuantum mekent ğ i kitab ı nda tart ışı l ı r. 



(13-4) 

yıdLüm 13 

ELEXTROKLARIN ELEKTROMANYET İK ALAN İ LE ETKiLEŞ MESi 

Bölüm 12'de bir elektronun bir nokta yükten ileri gelen durgun Coulomb alan ı  
ile etkile ş mesini ineoledik.Bunn,bir d ış  manyetik veyn elektrik alan ile etkile ş me-
ye genelle ş tirmek isi ıı ,ünee klasik kuram ı  gözden geOrmeliyiz.Gauss birimleri tü-
ründen yeellan Ma ırwefl denklemler ı ,bo ş lukta 

s."7„i. ( 1,t)=- o 

x 13( 5-, t ) -+- 	 --o 
C at 

- E7.( -11. ,t)=. 4 -n 3 (7,t) 

4 it V x B(7,t) — . ) e 

olur; burada 	g 	0 ve -;(i,t),yük ve akla yop,unInklar ı d ı r,bunlar 1(i,t) ve 
elektromanyetik alanlar ı n ı n kaynaklar ı d ı r.Bayleee, 

a s  (7,t) 

at 
"ş?`. -; (;.., t) =- o 	 (13- 5 ) 

yük k ıs ı-unu« denklemi kendili ğ inden na ğ lan ı r. 

İ l% iki denklemi,alanlar ı  bir ıp(7,t) !keler potansiyeli ve birl(ilçt) 

rektör potansiyeli ,ciasiadosn ifade ederek sa ğlayabiliTia, 

, 	= 	C3  x ı7( t ) 

, 
z ı-z,t) =— 

e 	at 
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E va B alanlari, ck ve A'y ı  tek alarak belirlemezler: 

i'(r,t) = A(r,t) 	 ) 

251(;,t) 
</>/ ( 7,t) 	ei3 (=.% -t)-+ 	 W-7) 

*:)t 
ile verilen yeni potansiyellerin dm,ayn ı 	vs 11 alanlarini verdi ğ i kolayca 

) kiimesindan (.4.;,CP)'ye olay diniiisiim bir ayar döniieiimii olarak bili-

nir,ve E ve W ıl ı n degismezli ğ i isteksel f(i°,t) fonksiyonunu en uygun biçimde seç-

memize izin verir. 

;',imdi,(13-3) ve (13-4) kayna ğ a-ba ğ l ı , 

V zi> ( 7 , t) — 	 ( 	 4n 

v e _. 	— 	.... 	ı 	-;:(i...,t)  9` x ( V x A) +---7;-- 
- 	'dt 2  

Aoıkliıım giftizi verir; ikinci Aonklem, 

2.,  . 

— çijıll'(1", t ) 4-1 
i 	A(r,t) 	-. (-. 
	  +V V. A 

	

e2 	
- t 2  

, t' 

— 
	  574> 
?-t 

	) 	 (r,t) 4A 't 
e 	) i  

 

c 

(13-9) 

alarak 
	 y ıevillanı Ii-r.Yrik da ğı l ı m ı  durgun ise,yani jı (r) zamandan ba ğı meiz 

yari  

f:*(,, t) . o 	 (13-10) 

olacak biçimde seçmek uygundur.f(i,t) i nin bu seçimine Coulomb ayar ı  adx verilir. 

Y;ı1 halde, 

— V:0( 	4 "Tr. 3 (i!) 	 (13-11) 

elde ederiz,yani zamandan ba ğı ms ı z skaler bir potansiyelimiz olcr,ve öylece 

)°nin denklemi 

	

- C7 A(i,t) +- 	  1
2 	

4: (13-12) 
e 	

*Lr'2 

biçimini al ı r. 
Vik da ğı l ı m ı  durgun olmad ığı  zaman,Lorentz  ayar ı  denen, 

V.A(1",t) -l- 	"(7:st) — o 
	

(13-13) 

	

e 	t  

ayar ı n ı  .Çtaok daha uyglı ndur.Bn,vekthr potansiyelin denklem ni ayn ı  birak ı rifakat 

iimdi . skaler potansiyel de bir dalga denklemi aa ğ lar.Önemii bir teknik nokta, 

(13-9)'un elde edilmesinde kullan ı lan 

V X(VXA)=— 
z 
 A 	57(7. A) 

?12 -.1.9:(;›, t) 
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baiOnt ı s ı n ı n yaln ı zca karteziyen boordinatlarda geçerli olmns ı dir.Biiyieee bağı ut . da 

görünen 	S7'3'1(i%t),x,y ve z türünden heasplaumal ı d ı r. 
kütlesi r. alan naktssel bir elektronun bir elektromanyetik filan ile etkile ş -

memini betimleyen denklem klasik Lorentz kueveti denklemidir: 

x ;(;,t)] 	(13-14) 

Alanlar olmad ığı  zaman,elektronun klasik Hamiltonien'i 

o 	2 p.- 
	 (13-15) 

dür;bu Bumiltonien'de, 

e 
p 	p 	-7- A(r,t) (13-16) 

de 	 esi yap ı l ı  ve -e0(i-.)potansiyeli eklenirse 	iz durgun akaler potansiyel- 

lerle çal ış acağı z), 

R 
2 	

A*.( 	).] 	- e <I> 	 03-17) 
14 	L 

bulnnor. ş imdi,(13-]4)'ün bu yani liamiltonien'den elde edilece .gini ileri sUruyoruz.Bil 

say ı n kan ı tlanmas ı ni bir all ş t ı rma olarak okura b ı rak ı yoruz 1
-Buna kar şı lik olan 

Sehrddinger denklemi, 

1  -e 	 2 
V + -!--- --2) ,44;,t) ,-.-- [E + e O (r)] ( ___..._ (;-',t) 	(13-18) 

	

2frx 	. 
olur:burada,durgun potansiyel sag yana al ı nm ış t ı r.S01 van i ş lenirse, 

ı 	(i*-1> . 	e 	-:■ \ 	1 	'%.%  et e  Aj 
21-, 	 `r -t-  e 

	

,k2 	2 	i e k _. -. 	 2 	- 
= -- -V N.,.... 	 A.57 ,i, 	iek ( <j:iht. +  e 2 Az 

	

2t, 	
t"c 	

2t,e.  	 21,e 

k2   e7 	- 2' 	i e k ... .. 
... "Nv 	--- A . 17y -I- 	

e2  -.2 
A y 	 () ® - 

	

2t, 	 i''c 	 2t,e
2 	

13-19 
 

- verir.Düzgün bir sabit 1; manyetik alan ı  için 

1 r * A-- --- - 	x B 	 (13-20) 
2 

alabiliriz
2
.Buna göre,A'n ı n üç bile ş eni 

1
Bkz. dipnot 4,s.216. 

2* 
d r 

dt' 
+ 

 

 

2Bn seçimin tek olmad ığı na dikkat ediniz;çnakü B'yi degi ş tirmeksizin,A'ya her-

hangi bir fonksiyonun gradientini ekleyebiliriz.Aneak bu segim,çok uygundur. 
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A — 	(y8
z 	

zB .zB — zB ,zB — yr '\ 

	

Y 	x 	z 	y 

olur,ve sonuç olarak 

	

V X A = 
( 1 B x 	1

Bx ,By , 13x ) 

. B 

yüzden 	3.9)'daki ikinci teri., 

X 	 ----- B.; X C7 y 
2 tA e 	 2 

	

e ri 	e 
D.r --- V W 

	

21.,c 	i 	 2 rAc 

elur;ve B ni* do ğ rultuau z-eksenini taa ı ml ı yoraa,üçüncü teriis 

e 2B2  
e
2 

2 ( şş  x  i3 )2.,t, = 	e
2

2  i r211.32_ ri..i0/ 1) 0 	2 	
2) (A "I' Y1/ 	(13-22) 2 

8 ip. c 	 Stı c 	 Biı..c 

verir.Bu,iki boyutlu bir harmenik sal ı ngan ı n potaaaiyeli biçimindedir. 

Bu iki terimi* bflyükliiklerini karo ı laot ı ral ı m. <Lx > 'yi 4‘ baaama ğı nda,ve 

a
o 	 'yi 0  Behr yarı çap ı  olmak üzere < x 2 + y2> ,_ i. a 2 

baaamag ı nda alarak,bu iki terimia 

•raaı _ 

(0 2/81 ı  c 2 ) aB
2 

	

1 	e
2 

1 	ı  	  CV, 4  
/ 

(e/2 	c) 4.ı  B 	 4" C 	C/ G 
o
2  548 	e/a2 

o 

B 

548(4, 8 X lo-10 ) /(0 , 5  . 10-8 ) 2  

9 X 109 gaues 

kuluruz.Böylece laboratuvarda elde edilebilecek çeoitten alanlar için,yani B < 10 4 

 gauss için,atomsal sistemlerde kereli terimiu önemsiz olduğ u kesindir.11 1 ye göre çiz-

gisel claw terim de Conlemb potaaeiyel enerjisi ile kar şı laot ı r ı larak,benzer bir 

yoldan keatirilebilir: 

(e/2 F, c) 4,‘ B 	 / /Ac  
1 	' 	 1 	B 	 B  

2 	 2 	BZ 	d 
-- 	  -, 	 (13-24) 

e/
,a
0 	

—. 	 "...~ 
e/a. 	274 	e/a' 	5 X 109  gauss 

111Byleco, ı ,çizgisel terim atomaal enerji diizeylerini yaln ı zca pek az tedirgeyecektir. 
Kareli terim iki ke ş fi alt ı nda çok önemli olabilir: Manyetik alsa çok ye ğ inse; 10 12 

 gauss büyüklüğ ündeki bu alanlar ı n nötro ı  y ı ld ı zlar ı ai ■ yüzeyinde buluaabileceklerine 

B 
(13-23) 
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inan ı l ı r; ve bu,atomlar ı n yapı s ı n ı  kökten de ğ i ş tir ı r 3 .1(areli terim elektronun bir 

d ış  alandeaki makroskopik hareketi gözönüne al ı nd ığı nda da önemlidir. 

Ünce yaln ı z ba şı na çizgisel terimi dü ş ürielim ve z-do ğ rultusunu 113'nin do ğ rultu-
su ile ş akış acak biçimde segelia.Bnylece B = 0 oldu ğ u zamanki Ramiltonien, 

e 
]i l OL

z 	 (13-25) 
2 pı c 

teriminin eklenmesi ile de ğ i ş mi ş  olur.Larmor frekans ı  denen, 

eB 
	 = LA.> 

L 
2 h e 

(13-26) 

frekana ı n ı  tan ımlayal ı n; L2  ve L 'nin ortak özdurumlar ı  olan enerji özdurumler ı  ile 
çal ışı yortm ık,(13-25) ek terimi bir özdurum üzerine etki etti ğ inde bir say ı  verir: 

11 1 11, 1,M . 	unta (7) 	 ( 1 3-27 ) 

Burada m,apsal momentmmun z-bile ş eninin özde ğ Sridir; -I Ğ . 	1m 	Lt dir.Verolan 

(2 	+1) kms katmerli enerji düzeyleri böylece,(2 k. +1) hile e e yar ı l ı r;bunler e- 
ş it aral ı kk ı d ı r,enerjileri 

(Ze<) 2  

	

1 	2 B = 	pı c 
n2 
	+ 4\4.4k Lm 

ile verilir.Yar ı lman ı n büyüklü ğ ü, 

eB't'ı 	eig ı 	ı 	B 	ıl  
----- 

2 1.,, , c 	2 t....c 	k 	e/aQ 	aoe  

.24,, ( 	2 
t4c  °< 

 / 

[ B  

2 r, C 	k 	C/A 4)  

2 \ - 	B  
t‘c / 	

e/a2 

(13-28) 

( 2,4 X 10 
) X 13,6 ev 

dur. 

Seçim kurallar ı na(ilerde tart ışı lacakt ı r) göre yaln ı zca m-de ğ erinin e ı f ı r ya 

da bir birim de ğ i ş tiğ i geç:i ş ler izinlidir.Bn yüzden, Ş ek.13.1'de görüldüğ ü gibi,li = 0 

olduğ u semanki geçi ş i ğ österimleyen tek çizgi §s çizgiye yar ı l ı r.Bupolağ an Zeeman 

olay ı d ı r.Gerçekten,atomdaki elektronun spiui s ı f ı r durumunda olmadikça,elektron 

R.Cohen,L.Lodengnai 	d - Rodermau,Phys.Rev.Letters  '35,467(1970). 



Trı  = 2 
t Btni, c 

ISE 

E 

Est 

= 
i. = 	 - . 0 

= —1 

E 4! L'"  25■E CıE- 0-14-1  
2re 

	 ( x 2 

21.4 e 	 8 ıtc. 

2 	ı 	eB 	 e
2 
B
2 

ı i+ 	 L z 'y 	+ y2 )Ne 	E'y (13-29) 

14 RuenA3,2J Piz ı  

Ş ek.13-1. Ola ğ an Zeeman olay ı : Manyetik alanda yar ı lm ış 	-14= 2 ve 	= 1 
durumlar ı  sras ı nda,olabilen 15 geçi ş ten yaln ı zca 9 tanesi olu ş ur.Buniar,iiçer çiz-

gi olarak 	Li m = m i-as = -1 , O , l'e kar şı l ı k gelirler. 

spininin manyetik olanla etkile ş mesi yukarda öngörülen deseni dekistirir.Daha ge-
nel alan ola ğ and ışı  Zeemen olayi,spini öğ rendi ğ imiz zaman tartisilacakt ı r. 

2 
B, li terinin önemli,ve Coulomb potansiyelinin önemsiz oldu ğu ko ş ullarda, 

sabit manyetik alandaki bir elektronun çözümünü tart ış mak oldukça ilginçtir.Bu ko-
ş ullar alt ı ndayine z-do ğ rultusnnu tanimlayscak biçimde seçilirse,Schrödinger 
denkleni 

olur; burada (13-19), (13-21) ve (13-22) kullan ı ln ı st ı r.(x2  + y2 ) "potansiyelinnin 

varliki,deklskenlerin ayr ı lması  için .silindirik koordinatlar ı n kullan ı lmas ı n ı  esin-I 

ler. 

x = 	cos 

Y = s> sin cp 
	

(13-30) 
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yazarak ve Bölüm 10'un ba şı nda üzetlenen i ş lemleri izleyerek, 

..„.  

	

— --, C O S s« -- 	  

X 	 1),S, 	 s 	acP,  
? 	

-a, 	 cos g5 	'b 

	

---- 8 İ  n 95 — t
ay bs 	,Ç 	'tt' 

sonucuna ules ı r ı z; ve buradan, 

2. 	..'2 	)2 
	1 	-?. 	 2 

57 	S.  .."..." 	+ ...."«."'L. 	+ .....".-""." "."«..- + .......r..... 	-, ,2 a z2 	.392 	3 	as 3 	o ÇD 
elde ederiz. ş imdi 

ima Zkx. 
C 

yez ı l ı reapu z (y)'nun os, ğ ]ad ığ i 

d
2
u 	1 	du 	m

2 	 4,2 3 2 

214---- 

	

2 	" 	4 .112c 2  ds 	 ds 9 

diferan ş iyeli denklemini buluruz. 
Fe:B 

	

x = 	 5' 
2 'be 

de ğ inkeni tUrnnden,denklemi 

NI(7) 

(13-31) 

13-32) 

(13-33) 

u .--- 0 

(13-34) 

(13-35) 

e a 

42
c 

2  
d u 	 du 

2 
 

• 	 --- 	 u  
dx 	x 	dx 

 

0 	 (13-36) 

olarak yeniden yezabiliriz,buruda 

    

   

42 k2 

 

91i (13-37) 

     

csBiı 	 2 tı& 

dir. Ş ualar ı  belirlemek oldukça kolayd ı rs (a) u(x)'in sonsuzdaki davrani 

dx
2 

2  deaklemindez,n(x) 	a -x12  olarak belirlenir; (b) n(x)'in x = O yak ı aladaki davra- 

n ış i ise, 

de e u( ) 

d
2
u 	1 	da 	1s2  

	

----5- 4.. --- ---- 	---7- u"..:.: 0 
dx". 	x 	dx 	z 

x İ n41 
olarak belirlenir.Büylece, 

 

  

-x1/2  
'0( 2 ) = r 	e 	G(x) (13-3s) 

2 
d o 

x
2
n 	0 
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yoznY vi 4;ı (x)'is sa ğ lad ığı  d feransiyal denklemi helleririz. 

kiraz cebirit, 

( 21mj + 1 

lt 

dG 
+ (.7,— 2 — 2 ;set ) G 

d ılx 
(13- 39) 

sonucuna ula ş  

Y =x2  (13-44) 

de 	en ıie ğ i ş tirYCe.â yepi/irsa,ho den 1 m (12 11) ile ayn ı  hiç me getirilebilir. O 

zaman d ıenklem, 

d 2 G 	I imi + 1 KIG 

dy 

4y 2Isel 

biçimini al ı r. Ş imdi Bölüm 12'deki yolu tutabiliriz.(12-11) ile kar şı la ş t ı rmaya 

,1,2,3,... olmak iimere,Ozdeger ko ş ulunun 

1 +iml 
	 = n

r 2 
(13-42) 

olms ı  ger ı kir.Bu,z—do2rultuaundaki özgür hareketin kinetili enerjisinin ç ı kar ı lma-

s ı yla bulunan E — 4ı 2k 2/2 ğıx enerjinin:D, 

E   (2n
r 	

-9-1m1 4- nı ) 
s.„2 k 2 	el34i 

2 LA. C 

	 —4 3) 

olarak yerilece ğ ini,ve 

U(Y) 1ml  (Y) n r  
(1 3-44) 

olaca ğı n ı  içerir. 

çhzümü,yaln ı zea klasik s ı n ı rda tart ış aeag ı z.Bunun için,önce klasik kuram ı  
g -Ozden geçirelim.(13-17) liamiltonien'inde,akaler potansiyel terimi yoksa, 

+ (e/c)i.  
V = 

huloruz 4 ; ved ıe— —rIS oldu ğ undan, 1 
2 

fArXr=rXp+-,-- 	 4--;X;) -  

L — 	[ it.r3) — r B (13-46) 

4
Bamilton mekani ğ ine al ış k ı n olmayan okur,k1=p 2/21.a. +V(r) için,dx/dt= 11// aPx , 

dp.r/dt.- -2111/ Z/x,•.b. d ıı nklemlerinin Nevton denklemlerine e ş de ğ er oldu ğuna kendini 

ı nand ı rabilir.11u denklemler,daha karma şı k olan 	+ el(i)/c j 2/2/›. 	Hamiltonien'i 
için de geçerlidir. 

(13-45) 



bag ı utis ı na götürür.Bu bag ı nt ı  (13-48) ile birlikte,biraz cebirden sonra 

2 	eB 

z 
= 	L (13-51) 
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er ıi4hiir ♦ do 

x 	x 	 7(“) 	 (1 -47) 

üzde ş li;inden yararland ı k.Bu denklemin z–hilegeniui al ı rsak 
o 

x ;), 	( 3, 2  + y 2 ) 
" 	2c 

elde edzri.z,iu Ise 

ee 

9 " = 
	

(13- 
XC 

demektir.Blektrood etki eden kuvvetin 

e 
v X B 

itadui,dairesel hareket için 

lav_ 	evB 

(13-49) 

(1 3-50 ) 

ve 

ver,  „ 

tAc 

2c 	/9  
---- Lz eli 

(13-52) 

Ş imdi yeniden,enerjinin (13-43)1~1~ döx ıclim.Akia yatk ı n B için, 'k'nin 

küçüklügii nedeniyle enerji yaln ı zca,(2n r41 +1m1 + m) çok büyükse makroskopik büyüklük-

te olabil ı r.Burada iki bal vard ı r: (a) m < 0 ise,hu u 'nin çok büyük olmas ı n ı  içerir. 
Imir y ı  ı 	 r  n , L 	k 	çokterimlisinin derecesini belirier; bu,fonksiyon ılaki sifirlar ı n say ı s ı – 

r 
d ı r', ve bu çok büyükse,klasik yörüngenin yereile ş ti ğ i küçük eri ş imli y için bu fonksie 

yon büyük olamaz.(b) m > 0 ise.katsayi (2n r  + 1 + 2m) olur; ve hu,minin büyük olmas ı  

ko ş uluyla,küçük n r  için de büyük olabilir:Büylece enerji, 

2 	eB , 
E —" (13-53) 

5Denk.(12-23) 1 e,bn denklemin elde edili ş ine ve 5.200 . deki tart ış maya bak ı n ı z. 



e , 	e 
---- + 

c  

e 
— + A + 
4-, - e 
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olur; ve bu e kIns ı k sonuçla uyum içlndedir.Beklendigi gibi, 

L z 'va 	' ı m 
	

(13-54) 

de ğ erinin pozitif olduguna dikkat ediniz. 

Is ı nsal olastl ı k dağı l ı m ı n ı n tepesi ile belirletten,yörünge yarlçap ı nin da, 

klasik de ğ ere kar şı l ı k geldi ğ ini gösterebiliriz.n r= 0 alal ı m.% halde L IIR (y) bir 
n r 

sabittir; ve (13-38)'e göre,dalga fonksiyonunun karesi 

41,x ) = 1 2 	I m1 	>Cı  

olur.liunun, 

dP 

	

(2)ml
2iml -1 	2x 2tm1 +1 )  ;. ,( 2.  = O 

dz 

oldu ğ u yerde.yani 

( 13-56) 

noktas ı nda bir maksimumu vard ı r; ve bu, 

2c 	1/2 
s 	

eB 	
41 0) (13-57) 

verir. u problem kars ı l ı g ı  bulunma ilkesinin güzel bir örne ğ idir. 

Manyetik alanla etkilesme konusunda ilginç birçok kuantum mekaniksel olay var-

d ı r,biz simdi bunlar ı  inceleyece ğ iz.(13-18) Schrödinger denklemi ayar de ğ iemezligi il-

kesini boznyor gibi görüns ı ktedir,çünkü denklemde ortaya ç ı kan iı (g,t)'nin 

A --> A + Q f( .i,t) 
	

( 13-58 ) 

dönii ş ü ü altanda.Rarniltunien 

(13-55) 

1 

2pı  

'k 1,-.  v 
C 

2 

; 	 (13-59) 

ye göre dönösiir.Dalza fonksiyonunun r 'ye ba ğ l ı  olabilen bir evre çarpan ı  ile de ğ is-

meminin hiçbir fiziksel sonucu olmad ığı  olgusunu kullanarak, ayar degiemezli ğ ini kur-

tarma olana ğı  vard ı r.Boylece,(13-58) denklemine 

(I?, t ) 	e 	
• 1 ) -N+) ( 	t ) 	 (13-60) 

dönü ümönön eelik etmesi gerektül kosulunu koyarsak,Denk,(13-18 'in sol yan ı  
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e 	e 	. 
+ -- A + 	f e • .) 	~Viy+ — 

c 

e 	e  
+A + Vf + vA) y 

e 
--Vi' -4-4.‘"A ır 

(13-60 

biçinix ı i al ı r - ylece. 

e 
İ\ - 1 

C 

seçimi ile,yani 

e
- (1-eAc)ff) 

xy(7,t) 	 (?,t) 

dön:ilanı§ yusaal ile ayar de ğ i ş mezli ğ i yeniden sa ğ lanm ış  olur. 

B = 0 olan alsnelz bölge, 

-0 	-e 
S"IXA=0 

(13-6 2 ) 

(15-63) 

(13-64 ) 

olmas ı n ı  içerir; buna göre Â,bir fonksiyonun gradienti olarak yaz ı labilir: 

A ee Vf (13-65) 

Bu yüzdeu,slans ı s bölgedeki bir elektronun hareketini iki yoldan betialeyabiliriz: 

Ya hiç alan bulunmad ığı n ı  dU ş iinürüs, ve enerji özfonksiyonu denbleni için 

[

--I--  (.--!) 2  + V(11.;)]  1,1/ 	--0- K \t! 	 (13-66) 
2 ,Ll 	 i 

yazar ı z; ,  ya da denklemi,(13-65)'de verilen vektör potansiyel ile 

1 	tl r-z 
+ — A 

	.., 

+ V ( ---- v 	 1.1)M \l/ =E  ..'+' / 	(13-67) 
21.4. 	i 	 c 

olarak yazar,ve 

( İfİNC ); 
	

(13-68) 

al ı r ı z.f(i"',t) fonksiyonu,(13-65)'i çözerek A(r,t)Oinsinimm yaz ı labilir: 

/(;,t) 	jr 	. 	) 
	

(13-69) 

burada tönlevin yolu,saptanm ış  isteksel bir noktadan örne ğ in,ba ş lang ı çtan ya da son- 
-0 

Buzdan r noktas ı na kadard ı r.Tönlevin,yaln ı zca B e. 0 olan alnns ı z bölgede anlam ı  

vard ı r; çfinkö 1 ve 2 ile belirtilen farkl ı  iki yol boyunca al ı nan tönlevler aras ı n-

daki fark, 
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Ş ek. 13-2. 1 ve 2 yolu boyunca al ı nan 	f Au.,).d;, t'cse levleri genel olarak ayn ı  

de ğ ildir; çünkü fark,kspell ilaekten geçen manyetik sk ı ya e ş ittir. 

Jt  d 	A(7',t) 	jr cıPA(;, , t) 	 dg' 	A(re,t) 
Z 

f Ğı " x 	 (13-70) 

lir.Burada Stokes teoremini kulland ı kpre 4 ,bu iki yolun s ı n ı rled ığı  yüzeyden geçen 

manylı tik alan ı n alt ı old ı r.( Ş ek.13-2).Bıl yfflı dea,yala ı mı a <D 	0 ise,(13-68)'deki evre 

çarpan ı  çizgi tümlevindeki yolun seçiainden ba ğı ms ı z olecakt ı r.Delge fonksiyennnun 

tek-degerli olmas ı  isteniyorsa,böyle bir ba ğı ms ı zl ı k gereklidir. 

1311 iki yol ak ı  içindeyee,o zaman iki yol boyunca giden elektron]ar farkl ı  ev-

reler kozan ı rlar.ilinç bir sonuç ş udur: Blektron,yalln ba ğ lant ı l ı  degil,fskat için-

den cl5 ak ı s ı  geçen bir "delik"i 'saran alens ı z bir b6igede hareket, ediyorsa,bir çevri-

ai tamemlad ı t ı nda ek bir e4-t4711c  evre çarpan ı  kezon ı r.Elektronun.dalta fonksi-

yonunun tek-deterli olmas ı  gereksinimi,ve bu yüzden evre çarpan ı n ı n bir blmas ı t kuçe-

t ı lan ak ı n ı n knentumlo olaca ğı n ı  içerir: 

<I> 
	-11 	c 	

rı 	n 	0 , + 1, 
	

(13-7 1 ) 
e 

Elektronlar ı n,lgincien ak ı  geçen bir bölgeyi saran tistüniletken bir halkadaki 

hareketind.,böyle bir durum ortaya ç ı kar.1961' ılet:yep ı lan ilk deneyler
6

, ş u taslak ü-

zerine kurulmustu; Oetüniletkenden yap ı lm ış  bir halks,kritik s ı ceklit ı n üstündeki 

'B.S.Deaver and W.Fairbank,Phys.Dev.Lettere,7,43 (1961); R.WA1 and N.na 
ayni yerde,7,51(1961). 
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T >1.k 
	 T < 

'ş ek.13-3,Bir liatüniletken T > T k (kr:itik s ı cakl ı k) alca•l ı g ı nda,ba ş ka herhangi bir 

metal gibi davran ı r;ve içinden manyetik ak ı  çizgileri geçebilir.S ı cakl ı k, T < Tk 

 oluncaya kadar düsürülürse halka üstümlietken oinr,ve manyetı k ak ı  çizgilerini iter. 

Bunlar ı n baz ı lar ı  halkan ı n içinde tuzoklanm ış  olur.Kuantumlanm ış  olan ak ı ,bu tuzak-

lamba ak ı d ı r. 

bir s ı cakl ı kta,d ış  bir aanyetik alana konulmu ş tur; öyle ki,metal art ı k üstüniletken 

degildir.üstüniletkenler mauyetik alan çizgilerini itti ğ iaden,içIerinde ince bir yüzey 

tabakas ı  d ışı nda 1 = 0 d ı r.Bu Meiasner olayid ı r7 .Halka kritik s ı cakl ığı n alt ı na kadar 

aogutulunca,üstüniletken olur,ve manyetik ak ı  ha/kan ı n içindi tuzaklan ı r( Ş ek.13-3).13u 

ak ı = uatalikl ı  Sir ölçümü, 

2 ..TX 'ir-% 	e 
4) - 

 

e (13-72) 

( 2 e ) 

de ğ i ş ikli ğ i 	 geçerli oldu ğ unu ghaterir.Bu i bizim üstibailetkenlik görün-- 

güaü 	ş imdiki anlay ışı mı zia tntarl ı d ı r; buna göre ustüniletkenlerde 

troa çiftlerimin(2e yüklü! ) "ilintili durumlar ı " ' çal ışı lan temel uicelikleri 

olu ş tururlar. • 

Dalga fonksiyonunun evresinin ak ı ya ba ğ l ı l ığ in ı n ba ş ka bir ortaya ç ı ki şı ,ilke 

olarak,bir giri ş im deneyinde görülebilir( Ş ak.13-4).Burada,bir çift yar ı k deneyinde 

yar ı klar aras ı na manyetik *k ı y ı  ku ş atan bir sarma' konmu ş tur.likrandaki giri ş in deseni. 

dalga fonkeiyonunun iki parças ı n ı n, 

• 
(13-73) 

77ivantun ■ekan ı ginin böyle makroakopik ortaya ç ı k ış lar ı n ı n essiz bir tart ış mas ı  
içinözellikle -  Feynman Lecturea on Phyaies,Cilt III'deki Bölüm 21'i ö ğütleyelim. 
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Yol I 
Elskir c, rs. 

Yn k  

Ş ek. 13-4, Ru ş at ı lm ış  manyetik ak)n ı n elektron giri ş im desen ı nde olu ş turaca ğı  koyma-

y ı  dlçen deneyin taslak çizimi. 

biçimindeki Ustiistegelmesinin sonucudur; bursda 	"\114  ,dalga fonksiyonunun 1.nci yo- 

lu izleyen elektrono betimleyen parças ı n ı  ve "s4,"2 	2,nci yola kar şı l ı k gelen parça- 

y ı  gaaterir.Sarmal ı n varl ı g ı nda, 

e 	 l4)2.  e 
0.e/-4ı cVz  

(-4,1  e ' €4' Ac 4. 	) e,(ze/4,c)f dr. 1; 
	

(1,-74) 

elde ederiz.BOylece ak ı , kt/4 	-sp ve 	'z  aras ı nda nkil..birryrn t - eg- ş ilji -iircine neden 

•b*r; ve bu,girisim desenini degi ş tirir. İ lk olarak Ahsranov ve Bohm'un belirladi ğ i 

bu olay denel olarak giizlenmi ş tir 8, 

Problemler 

 

1 . 

için, 

 

	

dx 	?, H 

	

dt 	 • •• px  

dp 

	

x 
	a II 

'•• • dt  

s
R.G.Chambers,Phy•.  Rey. Letters t 5,3  (1960). 
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 denklealerinin,ş u hareket d nklemler ı o verdi 	gosterin ı s: 

V 

Demiltonien'inin, 

e
2 

-r1 

dt2 
	e [E(7,t)  -f- — X 	 e t 

e 

Lorentz kovveti deaklemini verdi ğ ini thateriniz4 Not: Ilesaplar ı n ı zda, 

di 	Â 	dy 	 da 	a %, 
d;(i.".',t),„ _____ 	 ----- -__-- 	 ----- 

dt 	 Ö Z 	dt 	a x 	it • ?y 	dt 	r. 

olduğ unu kullan ı aı z;çünkii hareket denklemlerine (ve Bamiltonien'e) giren alanlaran, 
pargac ı t ı n bulundu ğ u konumda değ erlendirilmesi gerekir.] 

3. 10
4 

gaulı sluk bir alandaki bidrojeuin 3D -a• 2P gegi ş indeki üç Zeeman çiz-

gisinin dalgaboyunu besaplay ı n ı z. 
4. S ı ras ı yla yar ı çaplar ı  a ve b olan-iki silindir aras ı ndaki bökkeys*kapat ı l-

Nil bir elektro.» daliinünüz(b>a).(a) Schrödingnr denklemini sil ı ndirik koordinat-

lerde ay ı r ı n ı z (Denk. 13-32 ile karalla ş t ı rin ı z),ve denklemin Bessel fonksiyonlar ı  
ile göztilebilecetini gösteriniz.Enerj ı  özde ğ erinin belirlenmesindeki ko ş ullar neler-
dir? (b) Enerji özfonksiyonlar ı n ı n katmerlilitini tart ı a ı n ı z.Bu katmerlilik nereden 

ileri gelir? Bessel fonksiyonlar ı  için,Problaa 8'clan sonraki nota hakim. 
5. Bu problemde kapat ı lmış  bir manyetik ak ı n ı a,ak ı  tüpöniin d ışı nda bir bölge-

deki bir parçac ığı n ag ı sal momentosunwnasilfdraistirdigini-gbateren-hir..örna ğ i.0- 

sece ğ iz. 	g < a silindirik bölgesine kapat ı lmış  bir mauyetik alan dii ş ününüz.Ak ı ,lı  

olsun. 5 	a bölgesinde manyetik alan yoktur,ve bn yüzden vektör potansiyel 

	

A( s ,o,z) ac 	Q 	( , , z ) 

biç ı mindedir. 
(a) 	V 	= 0 ayar ı n ı n , seçimi, 

V2A = O 

olmas ı  demektir.Bu denklemin (13-70)'i sa ğ layan bir çözümünün, 

A _ 
2 n 

olduğ unu gösterin ı z. 
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(b) Bma ışı m eksenl çevresindeki, 

, 

e 

açionl mumeotomuno silindirik koordinatlarda besoplay ı n ı z,ve yukardaki 	A için, 

L 	 + -- 
z 	i 	 e 	2'n 

ile verildi ğ ini g3steriniz. 
(c) tşy =;ky özdeğ er problemini çözünüz,ve i-izfonkeiyonlar ı n tek-de ğ erli-

liginin ak ı  knantomianmas ı ns götürdük-önü gösteriniz. 

6) 	

[; 	(ft/c) A(g ı t)l a  
H e-- 

2t.a. 

Ilam ı ltonien'i ile betimienen bir sistem için, 

-t 

ba ğ int ı sin ı  sa ğ layan j ak ı s ı nin, 

j - 
2i1 [ y 

+ 9. j = o 

2ie 
■ti 	 y*-N4) 

'he 

ile verildi ğ ini güsteriniz.Ayr ı ce Problem I'deki Hamiltom bereket de/iklimi,- 
rinin, 

d 
o 

dt 

olman ı n' içerdigiui ğ österiniz,burada 

dir. 

7. 	(-y13,°,0) olarak seçilen ayarls,d ı s bir ; = (0,13,33) manyetik elnnin- 

dake,yüklü bir parlec ı k problemini dü ş ilnünüz.Eareket sebitleri nelerdir? Hareket 

denklemlerini çüzerken g ı debildikiniz kadar gidini ı ,ve enerji spektrumunu elde e-

diniz.Ayni problemin Z= (-yB/2,1(13/2, D), A = (-y140,0) ve A = (0,x13,0) ayar-

lar ı ndnki çOzümlerinin her uç halde farkl ı  görünmesine kar ı n,neder ayn ı  fiziksel 

durumn güsterimleclikini eçxkleyabi!ir misiniz? 

(0,0,13) manyetik alan ı ndaki ve çapraz 	(E,O,U) elektrik alan ı nda- 

ki bir ytikli perçael ğ i gözönüne allu ı z,Proble* 7'de sözü edilen üç ayardan hengiNi-
ni,bn problem için ku)lanirsialz? Özde4er problemini çözünti ı . 

Not. n tammay ı  olmak üzere, 

d2e 	1 de 	 n2  N e 
dz' 	z 	 -.4

2 
1 
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deakleminim dnzewli çnt;in■leri, 

(iz/2) 21  

2  ) 	t!(Ii 	)! 
J n (z) 

%otel ton,1(sig ğı tlar ı ,vt diizeggiz ç iziialeri.  

GCe 

	

Na(z) —77 	
2 

7—  J ,(z) lex — — 

	

2 	, 	 Y.2 

ii 

1 	

le 2 

z 

	

(iz/2)
2t  

0 -t! 4 ' 	" 

re 	c.0  

I 	1 -a  ( ık — 	— 1.)! 	z 

L! 	t 2 

(leg 	=. 0,5772 ...) 

t 	 t +n 

aw t ( L 	4- 

	

ırk..< 	■ 

Neumann fel ıketyoular ı  olarak ► iliair.aualar ı a mol ■ptotik elavrom ı elorl 

1/2 2 

J n(z)  z coo 	 I-  1 4- O ( I  
k 	2 4 	L 

1/2 2 

n
(z) 	 *in ( z ---- 

‘ "T! z f 	 2 

 

.714  

   

biçimiz ılotir.lualar ı a 	 ayrx ıı t ı ll bir itili1eaasi matematikzel fizitim 

özel fookziyozaorl ila :ilgili herhangi kir kitapta bulunabilir. 

aaruaklar 

11*r manyatik alandaki sfiektron hareMetinin ça4itli yönlerinin 4u kitaptaki tnrt ıı imasa 

çok ilginçtir ı  

R,P.Feyoman,11.B.Leighton,and M.Sond,The reynman  Lec 	 Phveicg  

Addison—Vı sley,Inc.,1965. 



Bölüm 14 

IŞ LZMCILER,MAYRISLIR,vs SP İ N 

ilektronun •pini gözönüne •linmadan,atomlar ı n garlork bir tart ış mam' yap ı lamaz. 
Anlaml ı  ad ı na kar şı n,eloktronun bu örmı li ğ inin klasik benzeri yoktur,ve,hemen görüle-
ce ğ i gibi,biraz soyut yöntemlerle i ş lenmesi gerekir.lbry ı e ki,koordinat uzay ı n* yak ı n-
dan bağ l ı  bir betinlameden yola ç ı kan bu ileri inceleme için baz ı  hoz ı rl ı klar ı miz 
var; daha örmapharmonik mal ı ngan (Bölüm 7) vs 

i' 2Y 	'12  t( .+ I) Y 

Ler i i, 	t-x ıar ıı , 	 (14-1) 

biçimindeki ag ı sal momentum özde ğ ar problemlerinin ikisini els Menai yöntemleri ile 
tart ış mış t ı k.ftarmonik sal ı ngan için, 

u   (A r )n n 	.hu)1/2 

olarak tan ı mlanan durumlar bulmu ş tuk; bn durumlar için, 

Hu
n 	

+ku,>(n + -1- ) u 2 

idi.0n üzerine art ı m& ve azaltma i ş lemeilerinin etkilerini de, 

At an  un 	(u + 1)-\ un+1 

(14-2) 

( 1 4-3) 

(14-4) 

vs 

   

    

ku 
	

(14-5) 

olarak hemaplayabilmi 
	

k.Ayr ı ca, 

<na  un>us 	fen 
	 (14-6) 

oldu ğunu görmermi ş tiky bu,iierhangi bir hermitiau Merminin (burada E) ösdurnw1 r ı  

için geçerli k ı linabilen bir deyiedir.04:-.3)`ion 14•5) 1 e kadarki:. denklemler:' 

ile mkale• çarpa ısı n ı  al ı reak, 

fless  > 	<um  

2 27 



O 

an 

-O 	 -O 
O O _2) 
O O 	O 	I N 
O O 	O U 

O 

(çt -rrT) 
	 n D 757 = rn5 

nunq 

Iluvnı Tinn T?tTwe ş  aA'mxiwl ■ •lıonlızo9 nunun.inp . n5InT5T unung.JTqu ı rr, ziareuuTn4op 

ai ş utInq nq tı TST .TasTewinqap2 sT4qww. nTuTa Ş TToweiiT 5 *A d auk'a ı thru InIallu .r#11q 

(t ı -TrI) 
	

r "( 5)"(J) 	= "( 5,1) 

'Tutdiva 113aFs  u Tu uTimulfr '-urirr ıut.4..0 noenşmirce epn-Farı£ grup* wit 	'z3140Id 

-Tp T.T.t ırqup lı Tx şym xTq uTu,d epuequs nllapan ş lı nTo uTiiı i,Y~TaTp 	<Nrij 

	

a.ı nlı n gemin erupq mı % aTri Tluertinq Ttl=rerw7es/T.:TcFTFt" 	ı uq.teqd•uTsspa rı pTa 

(o ı -grI) 

"I' le .zazung•stuninq 

Inow ı TaTA*5 sn ımisı el mılo Trı turcifu5 Ju ı nqr < çi rı l o I rı > 	uout4•aaTT4k .s1 

QUalaftlffill teFouT ı lg 9A‘LUIXT$112T aTnT ırTp sTı lmq 	 iimn şcuolew uTuf~te 

/14 Jur ı lırTiTufgaTT%Tp u.rvirr.rxa nrournep ıı sTeT.x ş ys'JwinTTTir nq.qypaTT42 tuxulzu.4 

f 	T 
. no n> 

unu) ITuth ırquq trqup•epu.ı nqllı n.rnTnq 

(4-1rI) 
= < nivl  tnı  .> 	< an y ı  at > 

 

1+14'w
5:' 
	4(1 + .),A < 	<".v 

ISM Oftlt[Vill 
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biçiminde mçal ı a.en  kat sayilar

ı

, 

Cu - <iı ix I G 

olarak ver111r.1% yümloO, 

< ıı i  4 F1 13 i > 	 r( 	eni,» 

.Z C
a 

<u
i 

1F lun > 

	

<ui 	,„.> <un  0  ui  
n 

olurpre bu, 

< u i 	I L n> 	/P in 

yazmak ko ş ulu ile,(14-1.2) ( nin ayn ı s ı dı r.hirim i ş lemoiyi 

= 	> <u. (14-17) 

biçiminde yezmak,b ılillege yararl ı  olan bir diisanektilive bu biçimiyle <ıı i ı Pill u j > 

matria ağı sindski P Ye 	i ş lemeilerinin aras ı na konuldugunda (14-15)'i verir.Matria 

bağ lant ı s ı  için bagka bir kan ı t, 

av 

<n I r un > 	<ru
D M  >

n ip t  \ (14-18) 

bağı at ı s ı sdan gslir.bu bat ı nt ı ,P i ş lemcisi bir matrisle güsteria ı loadi ğ iade,P I  her-

mitfen lış lenik i ş lemoiminin ise bermition e ş lenik matriale gösterimleneoe ğ ini giiata-

rir;Onkü bermitien a ş henik matris, 

	

(Ft).* azlC 	 (14-19) 
olarak tannalsn ı r. 

	

Bu tart ış mada hmrmonik *almam» 	 hadmrumlar ı adan yola ç ı kt ı - 

ğı m ı als ilgili hiç bir ş ey shylemedi ğ imiai dikkat edinis,Onlarla  ilgili tek ş aypois-

lar ı n E'yi  gbaterimblymn matriai kSaeganle ş tirmeleridirAla ş ka bir tam küme i ç in E 

lı b ş egea olmayacak ş r* bude ğ erlerini,yani kii ş sgen oldu ğ u sameaki matria ü ğ elerini bul-

mak kolay oimayaeakt ı r- 

2 va Ls 'yi birlikte kö ş eg ıusle ş tir n durumlar olarak tan ı mlanm ış t ı r, 

•yi sabit b ı rak ı reak,yani yaln ı z m de ğ erlerinin de ğ i ş ti ğ i durumlar ı  al ı rsak,k ı sa 

bir yas ıala,(14-Wto ikinci ba ğı nt ı s ı  

	

1 › ffi> 

	
(14-2o) 

yerir.Ayrica (10-40),(10.-52) ile birlikte 

1+ 1) — ai( ıı  1/2 s 
mı ',izt 1 (14-21) 
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o1dugunu •öyler.De ige, t ' 	1 agleel momentum ielemeileri 

1 	0 	0 

için 

L
a 
= 4‘ (o 

o 
o 
o (14-22) 

O 0 
Lt  4t 	O 

( 
0 

C 0 0 

O O O 
L. . kt 0 0 

■ o NnF 0 (14-24) 

aetrie göaterimlarina götürür8atirler aniden iaga ve ebtur ı lar yukardan aaeglyN alank 

üzere e m 	1,0,-1 wireamna göre atiketlenmietir.Bu matrislePin datigme begintiltarin ı  

a ılitladigmn ı  do ğ rulamak kolaydir.örnegiu, 

tL,„L_J= 4-
■ 

O 
0 (

o 

o 
0 

I-2- 
 0 

0 

0 
2 
0 

O ) 
(57: 
0 

O 
o 
oJ 

0 
112 
0 

- 

0 
0 

(I 

O 

0 
0 
o 

0 
2 
0 

O \ 
0 
2 / 

2 4■ ({} 
o 

, 
2 ha-  

0 
0 

çr'i 

1 
o 

0 
O 

0 
0 
0 

0 
(0 

o 
0 

-I 

0000 

V7. -2 • 	O 
0 

m. 2 $ı Ls 14-25) 

'Durumlar arae ı ndaka genel ba ğ intiler de •atris gösterimi ila yamilebilirArn4- 

kin, 

- A 
	

(14-26> 

gibi bir bat ı ntayi gözönüne alelim.Dunun,bir n i  tam kümeeimin herhangi bir üyesiyle 

akeler çarpimini elireak, 

<u i 	 I A st5 > 
	

(14-27 ) 

elde ederia.Ayrica,(14-17) biçimindeki birim illemcinin A ile 4.5 •raenne konulmak'', 

 

<u t  iN-y> <Ili, A 	> < 10> (14-28) 

verir. 46> 

[110> 

<%10)--* <u3 f0> 

   

    

   

(14-29) 
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biçiminde bir c( n  initua vektörü olarak yezara ılk,ve benzarince de 

< un 	> 

Cu l  Nr> 
<u21 	 2 
<u 31 •Y> 	19  3 

yazaraak,(14-26)'nla matta goaterimi 

ıY "k in c< n 

(14- 

(14-31) 

olur.Büylece ■atriolar idlemcileri,ve abtun vektörleridurumlarl ğ öaterir.Anla şma olarak, 

< 	4);.•;» akeler çarpimi 

* * 
< 	I Rn> 	( '5( 1' °(. 2' (14-32) 

biçiminde bir aatir olarnk yazilir;bu yüzden beno ğ in, <.41  NI)> akaler çarp ı m ı  

.( 5 1‘1, › 	<01 ur,><%H4'› 

/e n 

olarak yazilabilir. 

Bir özda ğ sr d ı iklimi,(14-26)'ain özel bir balidir.lbn. 

A 4;6  ». atli 

demaktilk,ve rar4rixıl biçiminde 

olarak yazilir.Bu, 

(1k-33) 

(14-34) 

(14-35) 

A12 
A
22 

— a 

A
13 

A
23 

a ( 
6) 

danklomino el e ğ erdir; va'yalnazets 8 ğ 4r bu matricin deteaminent:, aitir oloraa,bu de 

iesain salkâr olmayan bir çözümü vard ı r: 

dot
'n

ı 
	

O,  5 

Bu,eonla matr.ialorle ciiaterimleneu hyiemci.ler için üzde ğ erleri (ve ömv 	 bulma- 

niu iyi bir rolodur,fakat no yazik ki.00neuz metrialer için ig böyle hardi. de ğ ildir. 

çankeiyonIer ve dIK'eranciyellerle alı torimieme aoçeua ğ inin belusimasii 



ve (14-21) ise, 

S 

232 

b 	ImnPt -ı r,ge, 	tüm i4lemT1er:' bu yel)u g:isterileme,Z ıa baalt örı elı , 

1/2 4ıı eal momeatnmuna kar şı l ı k gelen lelemeilerdir.Deak.(10-1) ve  

blze, 

Y 	4. 	, 
_ J/2  

el` (14-3s) 

oldu ğ umu a ■ı yler;ve (10-54), 

L_ Y
1/2,1/2 

coe 4 	- Lçb/.2 
----=== e 

sin 
(14-39) 

ba ğı nt ı s ı n ı  besaplamas ı t ı  sa ğ lar.Fakat bal,Y0  _1/2  ile craraf ı ll de ğı lve 'ayr ı ca 

. O va 7( :Af 	tekil1 ık4r'.14hylece, 	1/2 : için gIç1k1e vard ı r; ve matria ghl ı tar 

rimlerine damemiz gerekir. t 	1/2'den söz etmek yerine S m 1/2 spininden s ö z ',deo.- 

ğ iz 	e 	herfiral i.x; 'ye kar şı l ı k gelen yrtiageeel aç ı eal momeratum için kullasaca- 

ğı a.Spin i ş lemellerl Sz ,Sy  vs Sz 'dir,ve 

o y ] 	 S 	 (14-40) 

v.b. de ğ i ş me ba ğı nt ı lar ı  ile tan ı mlan ı rlar. 
Bunlar ı ,2ı 2'1ik matrielerle ghsterimlemek istiyoruz.(14-20) ba ğı ml ı s ı , 

)

1/2 	0  

S_ au 

verirler.Bn 

(14-41) 

(14-42) 

S =, 	k cr' 
	

(14-43) 

olarak yazakellris; buradaki 

 

(14.-44) 

 

ııı sı trisl,ri,P*uli ısmtrieleridir.Huriler ı n (14-40)'t sağ lamalar ı  gerekti ğ inden, 

[ (y)x , cr= 2i 0.'z 	 (14-45) 

v.b. doığ i ş me ba ğıml ı lar ı n ı  sa ğ larlar; ayr ı ca, 

2 
0 

(14-46) 
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ve 

o'. 	 z 

Cr y 	 Cr'y 	 (14-47) 

bag ı ntilar ı n ı  da sa ğ larlar.Buniar :Ipin 1/2 gboterialerine bzgii ba ğ ant ı lard ı r,ve örne ğ in 

t s 1 matrisleri için geçerli de ğ illerdir, 

s
'nin bedurumlar ı ,.1aftnbr denen iki b ı le ş enl ı .bir sutun vektörle gösterilecek- 

tir.Bu baspiuhrleri bulmak için, 

( 14- 48 ) 

denklemini O:çeyiz:bu denkleki, 

olarak,veya 

olarak yszabiliriz.Art ı  bzçömiim için v . 0, va eksi ösçösi ım için m = 0 'd ı r.Hdylec ır, 

Sz  +(0)3ı i ipin yukar ı  ve [ ;iz  =:.-(1/2) -h ipin a şağı  dı rmmiarima kar şı l ı k gelen 
bsspinbrler için,olraslylo 

(x4-49) 

yasar ı z. 

Ili:tel:sel bir spinör bu tam kümeye ag ı labilir: 

l  
-4- o< 

( o 
0 
1 

(14-50) 

Ve aç ı lma postiilatlar ı  ş u yorumu verir: lot I 2 
ve  

1o:Ç 1 2 	1 0.1_1 2 a. I 

044  

nitelikleri, 

(14-51) 

( biçiminde do ğ ru olarak boylandir ı lm ış  iseler, 	 durumu U:e srin:U Sz
'Ekin bir ölçü- 

0( 3 
2 	 2 

adnün +(1/2)*x ve -(1/2)4N 	vermesi olas ı l ı klar ı e s ı raslyla 1c< 4. 1 ve 	101_1 	olur. 



denkleminiui çözmemiz gerakir.Hu denklemi aç ı k olarak, 

(f) 	 coz Gğı  — oi sin <p)  

(+01,0   

-l'a karg ı lik gelen özvektörler s ı ras ı yla, 

e
—.■ 1S İ2 

“,/2 
e 

olur. e 

 

0/2 
(14-551 

234 Kuantum Fizii 

Her zeman,S 'y ı  kögegen almak zorunlu de ğ ildir. S ı  COS 	1- S sinO,  
Y 

i§lemeistain özduramlar ı n ı  arlyorask, 

(S x  CO* efr ± Sx  sit tp ) ( <14-52) 

biçiminde yazabiliriz.au, 

- ;14 
✓ e 

U C 

verir.hyleyee, 

1 

(14-53) 

(14-54) 

dir. çb'yi 	4-27r olarak de ğ itiriraek,öaiie1.rn  igaret degittirdiginiu  göz- 

lenmesi ilgingtir.Hn,apini yerim tek tameay ı  olan dalga fonksiyonlar ı n ı n (fermiyon 

durumlar ı ) belirtgenidir; böyle olmas ı  kuantum mekami ğ ini bozmaz,çtlakö -) yaln ı zca 

bir evre çarpan ı d ı r.immmlk Inı ,açlaal momentumu yar ı m tek tampay ı  olan klasik bir 

makroakopik dalga paketini» kurulamayacag ı ni söyler. 
ieteksel bir G; durumu verildi ğ inde, 8 ?nin beklenen de ğ eri hesaplanabilir: 

< 	> 	1.  < x i > <tIj><jN> 
veya eadagor olarak, 

buluroz.Böyleze, 



içIeraciler,Matrielar ve Spin 	255 

'Z‹ 	0( 	'4- e 

<S .\ 
Yi  c4 +, OL-) 

(i4-56) 

buludo*.liermitien i ş lemciler 10.1a beklendi ğ i gibi,bunlar ı n tümünün gerçel oldu ğuna dik-

kat ediniz. 

Daha eonra,bir elektronun apiniala,~1mAkied*ema admmmmum-Mmusiltomeem'kmdo Yö -

rüngaael eg ı sal momentuala çittlenimli olarak ortaya ç ı kt ığı nı  gürece ğ iz.hrna ğ in bir 

elektron bir kristal ergüaünfin kdiesin ıı  yerle ş ti ğ inde,ço ğu zaman apin,clektronatiAs ş x-

d ığı  tek- özgürlük derecesi dlarak ineelehabilir.Spini nedeniyle •lektronun bir ı.ç man-

yetik 9inkntup-mmus ıı ti olacakt ı r,v• bu maı pettlimeummt i  

.(14-57) 
2mc 

dir; burada,g jiromanyetik oran ı  2'ye çok yak ı nd ı r; 

( I 4- 	+ 
21x 

2.0023192 (1 4- 58 ) 

ve m elektron 

Böyle yerella ı lmi ş bir •lektron igin,(11, bir B manyetik alan ı n ı » varl ığı uds,Hanfitosfen 

tam olarak 

 

kese 

e‘‘i- (t) 

- (t) 

( 14- 59 ) 

potanziyelonerjisime eqittir.l(t) durumu için Schrödinger denklemi, 

  

L ag ı ds1 mousntumuyla bir daire üzerinde hareket eden"klasik" bir elektron,man-
yetik momenti W o -ehi2mc olan bir ak ı n ilme ğ i olu ş turur-9pin tümüyle kuantum mekaniksel 
bir de ğ içkon olduğundan,(14-57) ancak bendetme yolu ile tart ı g ı labilir.Bunun do ğ rulanma-; 
s ı  için,güreli Dirac denklemine gerek vard ı r; g = 2 olduğu da,bn denklemden ç ı kar.g g. 2- 
nin düzeltmeleri kuantum elektrodinami ğ inden gelir.Spinin klasik olmayan görünüglerini, 
onun bulucularl olan S.Gouclamit ve G.Oblenbeck (1925) göstermigtir. 



olurse,daba sonraki bir anda ,durum 
- iw 

4 C
k ,) 

geB  

b e 

0.1 '= 
kmc 

(14-64) 

1 

o / 

—LvA. 
(e 	** 

e 
4 

(14-65) - cosi 2 	t 
2 
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) 	 (14-60) CS/ 	B 1 1( t 
dt 	4mc 

dir.B 'nin dogrultusu z-eksenini tammmlayacek biçimde seçilirse ,ve 

r
a+ (t) 	

- 	c'‘♦ 
Ny( t) 3,11 	e (i4-61) 

_ 	(t) 	 1. 4>L 

vizi 1 rsa,denklem 

(1 4-62 ) 

biçimini alir.Çösümler farkli tıi irekanslar ı na kar şı l ı k gelirler. w = egB/seme için 

(::1= ( 10 ) ,ve 	=-4egB/4me ) için ( c,:c: ).=, ( C11  ) elde odilir.BOylece,ba ıllangiç durumu 

imee 
O -1 

ag4ı B ( I 	r+ ) 

(14-63) 

olaeaktir.t = 0 an ı nda spin,Sx 'in +(1/2ftı  ösdegerli bir özdurumu olsun;yani spin, 

"z-ekseni dogrultusunu göstersin".Buna göre, 

1 0! 

böylece, 
b 	1/7* 	eli d ı r.6yleyee ,dalia sonraki bir anda 



ogB0  
gz 

O a 

egB1  vu 1 
4mc 	 4me 

(14-69) 
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,;)1,11‹.:aktxt.BeuziPrine, 

< sy> 1 

.+S MArt 

• O 	'•••• 	

e 
•-• kW k  

Y. 

((f
f. 

i 	O 	7;~'''  k a ıı aı
t/ 

i e 

iu 2 Liı  t 
2 

bulunur.Büylece tip n,B 'nin de dogrultusu olan z-akseni etraf ı nda 

2 ‘u 	 „ eB 

2cc 	mc 

(14-66) 

(14-67) 

frekane ı pla egirim yapar. 
Bir kat ı  içinde,bir slaktronna g jiromanyetik çarpan ı  kat ı  içinde •tkiyal ı  kuv-

vetlerin dogas ı adan atkilenir.ginia billiamesi,bu kuvvetlerin n* olabilece ğ iz* deggin 

çok yararl ı  ba ğ  ko ş ullar ı  saglar,ve bu nedenle g'yi hiçe/bilm•k önemlidir.Bu,gimii be-

timleyecogimiz paramanyatik recoaans yöntemi ile yapı labilir. 
Tek özgürlük dareceai apin durumlar ı  olan bir elaktromia;m:do ğ rultusuadoki,za-

mana göre sabit,büyük bir Bo  manyetik alan ı n ı n ve r-dogrultusuadaki,sal ı nan küçük bir 
Bı  cos uı t alan ı n ı n etkisi alt ı nda oldu ğunu dügünelim.Bu durumda Schrödiager denkle-
mi, 

a(t) 

itk 
dt 

d 

b(t) I 	

•gtı . 

4me 
CO8 Lui 

B
o 	

Naos wt 	a(t) 

(14-68) 

-Bo 	b(t) 

olur; bu ise, 

olmak üzere, 

da(t)  
yoo  a(t) + 	cos uut b(t) 

dt 

db(t) 	
000 uu t a(t) — ua.b(t) 
	

(14-70) 
dt 

verir. 

t 
A(t)zz a(t) t .Uu.,  

B(t) = b(t) e- o 

 

 

(14-71) 

oisun.Bnnlar, 

uı.t. dA(t) 	 2L  
- 	ta, ton exı  t B(t) • 

dt 

 



t 	 A(t) 
2

tur  • 

deaklemlerini aa ğ larlar.Bumlar ı  elde ederken bir yaklas ı kl ı k yapt ı k: 

1 (14-72) 

2 

B(t) 	 e 	 A+a 	 ) 	(14-78) 
(41,‹  

+ e 

bulumur4os olar 

in 3. 
A4 e 	-4-  
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;A z 
e 	 B(t) 

as(t)  
1 	 ı...0 not* tu t A( t) e 

dt 

COO LA1 itt 	=- 2 

4,4,4k. 	{ 	) 
° 	• + e 

1 	..z.( to.— u.›) ,t 
e 

2 

yazd ı k.Biz uJ == 2 taı. de ğ erleriyle ilgilenece ğ imizden,ve ber ikisi de büyük oldu ğun-

dan,att ığı m ı z terim çok hisli eal ı n ı r,ve bunun katk ı s ı n ı a ortalama olarak s ı f ı r ola-

cağı n ı  bekleyebiliriz.libe ayr ı nt ı l ı  bir inceleme de bu gözlemi destekler.B(t) e yi 

leyebilirizt 

B ( t
) 

QJ 1 

dA(t) 
 e 

 "(2'"4*-- 

dt 
(14-73) 

olduğ unu kullauarak,A(t) için ikinci baeamaktan bir difereasiyed (Naklen: elde ederiz: 

d
2
A(t) dA(

dtt) 

	2 

dt2  
i( 2 uu. -- 	) 	 + 	A(t).. 0 

Bu delikler için, 

A( t ) = A(0) e 

Oziiıı ünü deneyelim.Bu,(14-74) ite yerine konuldsğ unds, 

+ (2 tu. 	w ))■. 	 O 
4 

deahlewinia kükleri, ı  'y 

(14-74) 

(14-75) 

(14-76) 

olarak belirler. 

Bn genel çüzlim, 

A( t) 	 + A_ e 
	

(14-77) 

bfçlmindodir;va buradan 
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verir.t ==0 an ı nda elektronun spin ı  art ı  z-do ğ roltusuno gnsteriyorsa,a(0)= 1 ve 

b(0) = 0 olduğ undan, 

A+  + A- =1 

;1/4~A_ =O 

elde edilir;buradan da, 

bulunur.Daha sonraki bir t an ı nda spinin eksi z -do ğ rultusunda bulunma olas ı l ığı  

b(t)1 2'dir: 
 .._ 	.ı.)ı .,.• 	7 .,,,..2,_ 	..i._t 	2.  

1b(t)12 	
4  

— ,t +  
	 e 

W 42.  	.... 	 _ — 	.,. 

	

W
2 

- 	

-j-(2ı ,- 	l
2 

<  
= 	 ,.> 	1 -e  I (2 <-‘-ıc. 	ııı  ) 2  -,- Lı.ır 

	

2 	 ., 2 	, 
(ıl 	 1 - cos \f.  ( 2 W. — W ) 2  4- t1-142  "[. 

1  = 	 (14-81 
( 2 ı...ıı . - u..> ) 2  4- ki.)

1
2 	 2 

Wi  « tx.>,tt>0  oldu ğ undany bu nicelik küçüktür.B İ  alan ı n ı n frekans ı  2 w 'a ayarlan ı rs; 
olas ı l ı k 

1- cos ııı ,t 

	

b(t)I 2  -t  	 (14-82) 
2 

biçiminde,bire yaklasar."Yukar ı " durumun enerjisi "a ş a ğı " durumunkinden farkl ı  oldu-
ğ undan,d ı s alandan so ğ urulan böyle bir enerji fark ı  rezenans frekans ı n ı  belirler; ve 
böylece ııı e  ,ve buradan da g büyük bir kesinlikle ölçülebilir. 

Problemler 

1. Harmonik salin ğ an ı n taban durum vektürn, 

 

/ ı  
0 
0 

• 
u = o 
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olarak verilnisee,(14-2) ve (14-10)'u kullanarak n l ,u 2 ,u 3 	heseplayin ı z.Uenel desen 

nedir? 

<nm Ius > mea 

oldu ğuna kendinizi inandiriniz. 

2. Verilen bir 

vektürü için (14•9),(14-10) ve (14-11) hermonik salingan illencileriyle a ş a ğı daki ni-

celikleri besapluy ı n ı z. 

(a) <11). 

h ) < .2  > , 	< p2  > • C p> • 
(e) Bunu kullanarak, Ap 	 bessplayiniz. 

[Not. p ve s'in A ve At  türünden deyinlerl,(7-4)'ts ıs bulunur.] 

3. Harmonik 'solingen igin,x4 'ün nstris gösteri/zinde sol iiatteki 4 z 4 kö ş esi-

ni hesoplay ı n ı z. 
4. 3/2 aqlsal nonentneu için,(14-20) ve (14-21)'" k 1 anarak L

T 
 , L

y 
 ve L

z
'nin 

netris gösterinin' heseplay ı niz. 

[L 1 	't" 	L 
y J 

a.b. değ 1gne beğ xetilarinin sa ğ land ığı ni dogrulay ı n ı z. 

5.  

I 
L "' 

/
2  Y 
	2

3 

Basiltonien'l veriliyor. a) Slatenim açies1 non at ılım"' 1 oldu ğ u zaman, (b) Sistemin 

eçisal nomentunn 2 oldu ğu zanan,R'nin ozde ğerieriu" bulunuz. 

Not. 41sal moneatua 2 oldu ğunda L , L ve L
z
'nin costris gOoterialeri, y  

/2 0 0 O 

0 	1 	0 	0 	0 

O 0 	0 	O 

0 0 	0 -1 

O O 	0 

L
z 



1 
lk 

( -3 
6 

2 
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0 	0 	t

i  
4f"6 	O 	O 

o o o 	ıiZ 	o (Li ) 

o 0 o 	0 	2 	/ 

o 0 0 	0 	0 

&en elde edilebilir. 

4 

natriain ı n özde ğ erlerini heaaplay ı nlz.hzvek 

7. Apael monentumu 1 olan ve 

nal«, 	r? 

durum vektörüyla gösterimlenen bir sistemi gözönüne al ı n ı z.Lz ' in bir ölçümünün 0 de ğ e-

rini vermesi olas ı l ığı  nedir? 

8. Agl ı al monentuau 1 olan bir siatemi gözöaiiiie al ı n ı z.Lz Ly41,yL z  i ş leacisizia 

öztoakaiyonlar ı  ve bzde ğ erleri Nedir? 

9. Spini 1/2 olan bir siatemi gözönüne al ı n ı z.Sz4Sy  illeaairinin özde ğ erleri 

ve özvektörleri nelerdir? Bu i ş lemcinin bir ölçümülı iin yapı ldığı n ı ,ve eietemin büyük 

özde ğ ere kargilik gelen bir durumda bulundu ğ unu varaayı n ı z.Sz ' nin bir Olçümünüa 41k/2 

vermesi oleall ığı  nedir? 
10. Heisenberg görünülündeki bir i ş leacinin değ i ş me hı z ı n ı n denklemi,Dı nk.(7-47) 

ile verili S
x (t),... i ş leacilerini gözönüne al ı n ı zilimiltonion 

K., 	(t) 
2mc 

olarak verillyoraa,ve de ğ i ş me bağı nt ı lar ı  Sz ( t),Sy(t).] s i k Sz (t) v.b. ieeler,bu 

i ş leacilerin hareket deaklemleri nedir? b (0,0,B) iee,g(t) , yi S(0) tülsğadem gözü-

nüz. 

11. Spini 1/2 olan bir ciaim,t m 0 ftniade s
z

$ tek 	özde ğ erli bir badurn- 
-e 

mundad ı r.Ayn ı  sade bir B m (0,0,B) manyetik alan ı  içine konulmu ş  ve bir T zaman ı  için 

e ğ irim yapmaya b ı rak ı lmış t ı r.° anda manyetik elen,bile ş ealori (0,8,9) olacak biçimde 

çok h ı zl ı  olarak y-do ğ rultuenna döndürülmü ş tür.Bnadan sonraki T zaman aral ığı  sonunda, 
S 'in bir ülqümü yapı lm ış t ı r. "/2 değ erinin bulunmas ı  olası l ığı  nedir? 
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12. Spihi 1 olan bir parçac ı g ı n bir d ış  maayetik alan içindeki davran ışı n ı  

ineeleyinla.B a (0,0,1) xeçiniz ve ba ş laag ı ç durumunu, 

S.n = Sx  iin 8 coa9b # Sy  si ■ O aim96 	S x  cos 8 

ula 4,,0 •. --.;;-L ard ış ik badagerli hadurumlar ı udam biri olarak elini:. 

[ipucu» (14-22)'den (14-24)°« kadarki verilen matri ıı  gbuterimlerini kullan ı n ı t.1 

Kaynaklar 

Spin ile ilgili konular ataadarttir,ve tart ış malar in ai2 ıiia sormad ık iıı ralanan 

kitaplar ı • t8mblide buluı abilir. 
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AÇISAL MOMENTUFILARIN TOPLANHASI 

SpAnieri S; ve S°  illemelleri ile ketirlenen iki elektronneuann elde:tozlu var-

sayin ı z.Bu i ş leeei kümelarinin herbiri standart 8,3041 momantum detilma bagiat ı l ı rl-
ni saklarlar: 

S ly 
	S

la 

v k e  

	

S
2:' 

S
2y

] e ı k s2z 
	

(15-1) 

r,b, Fakat bu i ş lemei kümeleri birbirleri ile iiradagiatirir, ş önkil ba ş ka baaka pmr-

çaciklara bağ lamış  olan özgürlük dareeeleri 

(15.-2) 

•I• 

Ş imdi S toplam apinini, 

-O 	 -7 

S
1 	

S2 

olarak tanielayalim. ;'nin hile ş eulerinin aagladagi de ğ i ş me bagiat ı lari, 

S ,S j 	S 	4- S
2et 	

$ 1  
y 

S Ix' S ly] 	[- S2 S2y1 

(S iz  + S 	i 	S z 	 (15- 4 ) 

c.k, olur.% yüzden S'ye toplam *nin  damak dekrudur. Ş iedi S 	ye S x 'nin dadeperl- 

rini re dafoak ı lyonlari belirleyabillris, 

Ba iki-mpin ıı imtemimin makina* dört durnea yerdir.bir:Lnei alaktrenue apinh-
ifl 2( +  lle gösterireak, 

<â 
" 2-  - 

81 	 (fl 
a  n 	- 	- 	 0.5-3) 
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(2) ,, 

	

olur; ve ikinci elektronun 	spinörd için de durun bono benzer.Böylece bu dört 

durum, 
01 	(2) 	O) (1) 	x (t) (2.) 	0 

X 
1 	(2) 

X +  X +  , 	X 	X _ , 	_ X 	, 	_ 	
(15-6) 

olur.Bu dört durum için Sz tnin özde ğ erleri, 

	

(i) 	(2) 	 (I) 	(2) 
sz 4- X  ± = (siz + 82z )  X+ X  X. 

(f) 	(z) 	 tl) 	12) 
(Si z  •X + ) X + 	X +  ( 5 2 z  X+ ) 

denkleminden, 
(4) 	(2) 	0) 	( 2) 

S z  X „ X „ = X + X, 

-X 
CO 

 X 
(I) =a O 

	

' a  "- 4- A - 	e - 	+ 
(0 	<2.> 	(0 	(2.) 

	

X_ X_ 	- *k X_ X_ ( ı 5-7) 

olarak bulunur.m-de ğ eri 0 olan iki durum vardir.Bu iki durumun bir çisgieel birle ş -
tiriminin,bir S= 1 durumu verece ğ i beklenebilir; ve bu durum, ■ = 1 ve m = -1 ile 

birlikte bir üçlü olusturur.Buna dik olan birle ş tirim ise,S= 0 tekli durumunu o-
lu ş turacakt ı r.Bu beklentiyi doğrulamak için, 

8_ = 81 _ + 82 _ 	 (15-8) 

azaltma i ş lemcisini kurelim,ve ■ = 1 durumuna uygulayal ı m. Bu bize,öntheki bir kat-

sayı  d ı l ı nda,S = 1 bçlösiinün ■ =0 durumunu vermelidir.Bunu göstermek için, 

ı ) x (i) 	)(9.) 	
(15-9 ) 

oldu ğunu kullanana; bu ba ğı nt ı , 

i 

o -t)j ı  ( 
t.‘ 

i 	oj o 

/ o) 

(15-1o) 

howahltidau bılluslobilir.Gerçekten de,(15-9)'u ullanarak 
01 (2; 	 <” 	(2) 	01 S_ X *  ?( 	( 8 1 _ 	+ X 4. S 

t, X X 
0) 	(2) 	<(t)(2) = - + 	-§- -k X +  X 

x  (1)x(2).,L 	(z) 
V7 	 (15-11) 

	

buluru ı .Bu çizgisel birle ş tirim bcyland ı r ı lm ış t ı r,ve öndeki 	kr;+ı 	dengeleme 
çarpan ı , I = m = 1 için (10-36) ve (10-48)'den b•klenenle uyn ş ur. Ş imdi,bu çizgisel 

birle ş tirime S_ 'yi uygular,ve 

(i) 
8- X

ti) 
 = 0 	 (15-12) 

olduğ unu gözönlinde tutarsak,bir S 	1 açieal momentum durumu lOu bekledi ğ imiz 
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eld* ederiz. •, 

(15-11) ° ‹: dik olarak kurulan ve do ğ ru olarak boyland ı rilan 4bür dur». 

+ 	 X
1) 
X

<2. .01 	(2) 	( 
.• X 	 - 

	

biçiriudedir;v* ba ş ka orta ğı  olmad ı t ı ndan,bunau bir S O 
	

UU oldujuna 

un is yoklamak amac ı yla, 

• 2 

.v <l),(3.) 

^ 4- A-- 

iki dMeuma,içia, 21 yi boaapl ı yorus. -i.2 'yi, 

g• 2 	 2 
1 	2 	- 

1 	
k
, 	(L) 

x+ =  ır-2-  

= 	41 2x+  

ve benzer olarak 

(1) 
± 

2 S 	-4- 2S.S 
2 	1 2 

(15-15) 

(15-16) 2 	2 
= 8 1 -4- S2 + 28laS2* + S 	SS2* 

olarak yazalim.Onne, 

4,2  x+ 	 (t5-18) 

buluraz.Ban an sonra, 

2S
1z82zit = 2(21-)(--4-jfı  ) X* = 

olduğunu heaaplarlz.Son olarak da, 

(81+S2- + S1-52+ )  

(15-19) 

(O 	(z) 
x + 8 2+ x < s 	(t> s xen 

% 	2- - 

(f) 

2- 	+ 	
(2) 

s 9c<" s -x ( z) 	s ->c_ 82+ X + ) 1+ -  

denkkemi e (15-9) ve (15- 12) 1 nin yardimlyla 

4' S 1-82+ ) 	â' ± $12  114 	 (J5-20) 



„ 

V(r) 	i (r) 	V 2 (r) 	s ( s 	) 

1 
V i (r) 

( 	\ 

-3 ) V
2
(r) 

(15-24) 

lrer1r,13(iy1k3( 

- 
	

jr 	1 	= S 	t 

\ Ot 

2s(s +1) xt 	 (l.5-21.) 

elde edilir; burada S = 1 ve O'dir; ve bunlar, t durumlarine kersilik gelirler. 

Böylece 1/2 spinli iki parçac ı g ı n toplam dört durumnnun,bir üçlü ve bir tek-
li toplam spin durumu verecek biçimde yeniden birlestirilebileceg ı ni göetermls ol-

duk.ije{riir ■pinler için,liu iki betimleme tam olarak e ş de ğ. erdir.Bunuula birlikte,kuv-

vetierin spine ba ğ l ı  oldu ğ u fiziksel bir sistem varsa,tek tek spinlerin hzfonksi- 
--,  

yem 	 1 /ar ı  art ı k H ile örne ğ in S.
2 
 , S. z  ve S,

2 
 , S

2. 
 'nin ortak özfenksiyonlar ı  de ğ il- 

2 	
21 

dir; fakat bunlar H, S 	, S 
z
, S, ve S 	'nin ortak özfonksiyonlari olabilirler. 

Bu,bir örnekle kolayca görülebilir. 

İ ki elektron aras ı nda, 

1 
V(r) = Vi(r) 	

— 	51 ° 52 V ‘ (-r)  2--   

nde enine ba ğ l ı  bir potansiyelimiz varse,S iz  ve S2z  'nin ikinci terimle s ı - 
rade ğ i.ltirmedipini kolayca göreb ı liriz; bu ylizden,bu potansiyeli kapsayan H'nin 

özda umiari,S iz  ve S2z 'nin özdurumları n ı n basit bir çarp ı m ı  olamaz. Ancak 

-7.  
- 

512 
 - S

2
21 
 (15-25) 

oldu ğunu gözöniine al ı rsak,, 	 ,
2 
 'nin ösfonksiyonlar ı ns etkidi ğ inde bu te- 

rimin yerine üzdeger gelebilir,ve o zaman 

(15-22) 

olur.Gerçekten,böyle bir *Fine bağ l ı  potansiyel nötron-proton sisteminde gözlenir. 
Ii durum,bir 5 =1 durumdar--tra dlitaroadar--;fakat yaln ı zca V2 (r) 	O için ola- 

bilen 	119 11 11 0 1M*Ymm bir S 	il durama d* vard ı r. 

Illerdeki uygulamalar için çok daha önemli olan,apinle yii öngesel açisal mo-

mentumnn birlest ı rimidir. L ozaysal koordinatlara bağ l ı ,faket S begl ı  olmad ığı ndan 

bunlar a. ı 'rade ğ i ş  

S 

bre. .n1-as ı y a tan ı mlr.nan 	toplam açaal momentomonun bil.se ler 
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des 	bağ AnAllAı r11-41 ti aA glo,ydenkLir. Ş imdi 

	

j 	J 4- 
	 ( 15- 27 ) 

+ 2 ) 

L+ S_ 	 (15-28) 

i ş l ı nciler' i n in 	çieg ı ael hJr1 t rAtı - 
tr,-, 

terini 

(15-29) 

	

+1/2. 	 + P Y ,t.„,..+1 

çizgisel birle ş tirimini gözönüne alal ı m. Bu,kurulu u bak ı m ı ndan, j z ' nin (m+1/2)4 ı  

6zd ığ arli bir öziomkaiyonudar. Ş imdi ve fily ı ,bu birle ş tirimin J 2 'nin de öz-

fonksiyonu olmas ı n ı  sa ğ layacak biçimde belirlayeee ğ ia. 

1.+Yt m  = [ni + 1) — 0(m i)] 1 /2 -k Y 
, + 1  

	

= [(t4- u + 1) ( 	 1/2  
-t, nı  +1 

L-Yt, = [(t —  + 1) 	+ m)] 1/2 

	

S+  X+  = 	= 0 	S± 	X + 

bağı nt ı la Ini kullanarak, 

J a 
	

1/2 	0("W 	 Yt,  X + 	 + 2m( 21 ) yt  

+ [ (t - e)(-t + e + i) 1/2  Yt, ,, İ 	+ +Na{ 	4- 1 ) 

	

4 
 y 	 2 (rn 4- 1)( --  

+ [( t — m)( t -F m + 1)] 1/2  Yt,X+ 

 bulurua.% bağı nt ı , 

)( i 	1) 	rn ti- 	= 	(1+ 1)(0( YLm  X 4.  

biçiminde olacakt ı r; bunun için 41e, 

(15-31) 

+ 	 ) (15-32) 

0( It (t + 1) + 	+ .] + p [(t— .) (-t+ + I)] 1/2 
	Obt 

p 	(I + 	+ 	 ı j + cet( t — .)( 	+ 1)] 	 + ı )p 
(15-33) 

olmal ı d ı r.% Jos, 

(t— DIM+  03 + 1 ) = 	+ ,1 ) 	+1)—÷-- n ı ] 

x tii(j+ ı ) --t(t+ 1)-4—+Ir+ ı j 

(15-30) 



+ 1 /2 ı r" -1-  

olur. 	= t -1/2 çözümünün, 

	 yo  
2, 4- ı  

	 Y, 	X 	(15-37) 
21 t-  

..z.,ro•ı-f X-  (15-38) 
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olmas ı n ı  gerektirir.Aç ı kça görüldüg ıi gib ı ,bnnun 

(15-34) 

olarak iki çözümü vard ı r; bu çözümler için, 

t - A 

4 
t + 

dir. 	 1/2 için,biraz ceb ı rden oonra 

‘i 	+  1 
2 ./ + 1 

(1 5-35) 

(15-36) 

elde ederiz(Aol ı nda biz yaln ı zca bunlar ı n oranin ı  elde gideriz; burada verilenler 

boylandir ı lm ı s biçimierdir).Böylece 

biçiminde °Imolai gerekti ğ ini keetirebiliria; çünkü bn çözüm, > 
	

t 4- 1/2 çözümüne 

dik olacakt ı r. 
Bu iki örnek,açisal momentumlar ı n toplanmas ı nda kapaanan genel özelikleri 

2 	 (1) 	 -. 2 	 (1) 
aç ı klar; Bğ er L 1  ve Liz  'nin Y ı 	L2  ve L2s 'nin Y 	ü:du- 

rumlar ı n ı  biliyoraak,(2 1 1  + 1) (2 .1 2  + 1) tane çarp ı mı  dalga fonkoiyonu kurobili-

riz; 

() 	(2) 
Y 	1,  (15-39) 

  

Bunlar, 

L 2z 
(15-4o) 

iglemcle ı nin ozdegerlyle a ı n ı iland ı r ı labilir.Bu özde ğ er m 1 4m2 'dir,ve bir en büyük 

1,4 12  de ğ erinden-ti-,2  derine kadar ukan ı r.Yukards tart ışı lan basit durumlarda 

oldu ğ u gibl,m-de ğ eri ayn ı  olan l'onkolyonlar ı n farkl ı  çizgiael birict ı rimleri 

farkl ı  de ğ erlerine *it olacukt ı r.dza ğ idaki ç ı zel ğ ede t l = 4, 1 2 	2 özel örne ğ i 

için olabilen hirirtirtn1eri eirallyoruz.Y.,
(f) 	

için,(al ,m2 ) k ı salt- 

ass ı ut kullan ı yoruz: 
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e-de ğ eri mi ,m2  birlentirialeri 	 say ı  

6 4,2 1 
5 4,1j 	(3,2) 2 
4 4, 0 	(3,1) 	( 2 , 2 ) 3 
3 4,-1 	3,0) 	(2,1) 	(1,2) 4 
2 4,-2 	3,-1 	2,0 	1,1) 	{0 ,2) 5 

3,-2 	2,-1 	1,0 	0,1) 	-1,2) 5 
U 2,-2 	1,-1 	0,0 	-1,1) 	(-2,2) 5 

-1 1,-2 	0,-1 	(-1,0) 	(-2,1) 	(-3,2) 5 
-2 0,-2 	-1,-1) 	(-2,0) 	(-3,1) 	(-4,2) 5 
-3 -1,-2 	-2,-1 	(-3,1 (-4,1) 4 
-4 
-5 

-2,- 2 	-13  
-3,-2 	-4

-3,,-11 	(-4, 3 
2 

-6 -4,-2 

Burada,(2 1 1+ 1) (2 / 2  + 1)'e uygun olarak,toplam 45 birl ıcytirim vard ı r. 

Bn ylikask durumun toplam açxisal mosentumu 1 1+ 12. 2 ' ılir; böyle oldu/u, J 2 'yi 

Y
l,t, 
O/ 	

Y 	'ye uygulayarak kolayca do ğ rulanabilir: /
(
t
1)
l,.  

(O 	(2) 	-.2 	2 	 <2.> 
J Y . 4 , Y, 	= (L İ  + L2  + 2L1zL2z 	LI İ .L2_ 	L İ _L24. ) YLI,e4 	Yt 

 , 

	

( 	i ı ) [1 1 ( .( +1) 	/ 2 ( ./ 2  + I) + 2 1 1  / 2 j Y.L IL
()  İ  

	

O> 	<2) = .k2 ( ./ i  + 1. 2 )( 	1-^2 + 1 ) Yt ,  Ytiç 	 (15-41) 

Çiselgede tartly ı lau ösnekte, t = 6'd ı r. 

J_ = L ı _ + L2_ 	 (15-42) 

lylemcisinin ardarda uygulammas ı ,çizalgedeki her sat ı rdan bir çiegisal birleytirim 

ay ı racakt ı r.Bunlar 6'ya ait 13 durumu olu!turacak va geriye bir tek e sc  5 du-

rumu,iki e = 4,...,bir e =-5 durumu kalacakt ı r. e = 5 durumunun i = 5's ait olma-

s ı  son derece akla yetk ı ndur,ve gorgiı kken do ğ rulanabilir.Yine ardly ı k uy-

gulamalar ı  çiz ıtlgedeki her sat ı rdan bayka bir çiegil ıol birlestirim aeçar,ve bunlar 

i = 5't ait 11 durumu oluyturur.% iylemin yinelenmesi s i = 4, = 3 ve en sonunda 

i= 2'ye ait olan kilmeleri elde sc ı sce ğ imizi ghaterir.% çokkatl ı l ı klarin toplam ı  

45 ynpar ı  

+ 11 + 9 +7 + 5 = 4 5 

Bu kitab ı n alan ı  d ı s ı nda kald ı gxndan,bu bilesenlere ayirmaniın ayr ı nt ı lar ı n ı  

iylemayecegiz.Yaln ı zco sonuçlar ı  veriyorus ı  
( e ) 7. ( O 	

r 
 (2) 

çarpiellarl 	J 'nin 	('-. 4- 1) 4-ı 	özde'*rrli 
.-, 2. 

hzdurumlar ı  töröndan biierrfiestl ere nyrIlabilir;burada j , 

	

i 	t l + .(. 2 , 1 3  + 4 2- 1,... 	 4- 2 1 	<15-43) 

de ğerlerini alabilir 



Kwft 	Fleigi 

b) (15-37) ye (15-5§?), 

r 	
, 	( o 	(.2) 

, aı mx 	 ,y- 

Clebsch-Gordan eer s ı ni verecek biçimde genelle ş tiribel4lir:C 	as; 	1,  
2°2' 

tsay ı lari W ı gner katsay ı lar ı  olarak bilinir,se da ğ isLenlerin çe ş it I de ğ erleri. 

bu ketsay ı lar ı  veren ç ı zelgelar hazir_ı a ı nm ı gt ı r.Bia ı  yalnizea,aç ı kça heauplad ı -

k ı m ı z t . 1/2 için alan katsay ı lar ı  kullunaca ğ iz. 

(15- 	 çokkatl ı l ığı  do'ğ rulayabiliriz: Durumlar ı n say ı s ı n ı  toplarsa 

4- ›- 
4- İ ,) + 1] + [2( İ l  + •.2  — 1) 	1] 	 [2( 	L 2 ) + 

It, 

= 	[2( 4, - 2 	n) 	11 
ııı 0 

. (2 İ 2  + 1)(2 İ l  4-1) 
	

(15-4” 

ald ı  ederiz. 

Son olarak su aç ı klamay ı  yapal ı m.Üzdes parçac ı klar ı  tartis ı rken,iki 

troaln(voya-dsha ,, gemel Mlard ık kki forriyoull ı ) bir sistowin,bu iki parçac ığı n deg ı s-
toku ş u alt ı nda lars ı lı ak ı siml ı  olan bir durnmda bulunman ı  gerekti ğ ini belirtmistik. 

Bu degi ş tokus yaln ı zca uzaysal koordinatlar ı n degil,spfin ei♦ iketlerillin de degisi-

kusunu kapsar.dzde ş  iki spin 1/2 parçac ığı n ı n bir sietymi için,dur ınslar ı n 

fl) 	(z) 
X 4. X +  

-4( X ")  X (2)  1- X_
0) 
X

0.)
) 

- (o x_ (2) 
(15-40 

biçimindeki S = 1 Oçlüan,spin etiketlerinin degistokusu alt ı nda bak ışı ml ı d ı r;oyma 

S ıp-- O için olan 

İ 	i) 42) 	(I) 	(1.) 
( 	X_ 	_ 	) 

F2a- 
(15-47)1 

teklisi karg ı bek ı s ı ml ı d ı r.Shylece bir ilçlii durum için uzay ı:izi' dalga fonksiyonu 

kar şı bak ı s ı mll,ve 	tekli durum için bakns ı ml ı  olmalzd ı r.Bir iki-parçac ı k siste- 

minin uzaysal dalga fonksiyonu,klitle merkemi siatemindm 

u(i) = R n t ,.„(r) 	) 	 ( 15-40 

genel biçimindedir.Bu iki parçac ı g ı n koordinatlar ı n ı n c',egistokusu, 

(15-44 

r —* r 

9 	TC 	g 

-, 	+ "N 	 (15-49 ) 
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de ğ i ş mesine e ş degerdir.Boylece i şı nsal fonksiyon degi ş meden kal ı r.Fakat bu donn ş um 
Alt ı nda, 

Yk r, ( 0,4') --> 	 ( il -0, <,IS 4- Tr  ) 

= (- 0 .1  Yt, 	( 0 .4' ) 	05-50) 

oldu ğ undan,üçlü durumlar ı n / yörüngeael aç ı aal momentumu tak,ve tekli durumlar ı nki 
çift olmal ı d ı r.bunun bir uygulamasin ı ,belynm atomunu tart ı l ı rken görece ğ iz. 

Bu edylediklerimizin ilginç bir uygulamas ı  temel parçac ı klar fixiginde •rtaya 

ç ı kar.Bnigularımas ı  gereken çok karars ı z temel parçac ı klardan en önemlisi Yukava'nin 

öngördü ğ ü TZ mesonu idi.Çekirrlek kuvvetlerinde önemli bir rol oynayan bu parçac ı k 
o 

/t
4., 

it , it 	biçiminde üç yük durumunda ortaya ç ı kar.Spini 0 olarak bulanaingtur; 

böylece surun ş udur: Bilinen parçac ı klar ı n yani proton ve. nötronun iç paritelericin 

art ı  oldu ğ u vareay ı ld ığı na göre,acaba bir pionun - Il mezonuna bu ad verilir-dalga 

fonksiyonu yans ı malar alt ı nda tel aidir,çift midir/ Aş ağı daki deney öne aürülmügtür. 

Bir 11enin bir döteron taraf ı ndan yakalenmaa ı n ı  gözönüne alin ı z.Yava ş  bir 

pion,siv ı  döteryum içinde çegitli igleyiçierle enerji yitirir;bu yitirip (pa) çakir-

dliğ i etraf ı ndaki en alçak Bobr yörüngesine indi ğ inde sona erer,ve o zaman çekirdek 

kuvvetlerinin etkisiyle yakalan ı r, 

71 	d -* n -1- 

çekirdek tepkimesinde aç ı sal momentum l'dir; pionun apini a ı f ı rd ı r,en alçak Bohr du-

rumunun yörüngesel aç ı iı al komentumn ■ ı f ı rd ı r,bu yüzden tek katk ı  döteronun 1 olan 

aç ı aal ■omentumundan gelir.Böyliteri e bu iki nntron aç ı sal momentumu 1 olan durumda bu-

lunmal ı d ı r. İ ki nritroann toplam apini 0 iae,yörüngesel açaas1 noan ı ntu■ 1 olmal ı d ı r. 

İ ki nötrom duckmunun toplam apini 1 ise yöriimileael açasal moansatum 0,1, ve 2 olabi-

lir; çünkü bir birimlik iki açlaal momentalenn toplam ı  0,1, ve 2 verebilir.ve bir bi-

rimlik açasal mumentamun 	 aç ı aal momentumla toplanmasa 3,2, ve 1 variebi- 

lir.Fakat iki Özdal fermiyonun tekli durumunun yörüngesel aç ı aal momentusau çift al-

mal ı d ı r;b4y1*** ku iki möl ı mminum kekli durumu d ış arlann ış  slur, İİ çlü ~man iee,yd-

r*mgosiel al ı lıal ~atma tek olmal ı d ı r: böylece üçlü dernm,yörorı gnfiel *11~1 wermen-

tum 1 isepolugabilir.Ve (15-59)'ye göre,böyle bir durumun paritaai tektir;bu yüzden 

pionun paritesi tek olnalid ı r.SpektrumsaI yasimda,durnmiar 

2S +1 

	

L j 
	 (15-51) 

gdaterimine uygun olarak etiketlanSrler,IIuramlarin toplam s ı n ı f ı  

• • • 3 
i,  3 P  3P  3P  "‘ 	3 	"" 	 3 	3P2' 	'D

2' Dl' 'F4' F3* 	... 'dir İ ki 	n nötronn durumlar ı  ise, 
2

, -  1, 	
O'

-D - 3°
3  

Ferni-Dirac istatisti ğ i ualomlamaal ile,bn tüm s ı n ı f ı n ş u dur ılmlarzna k ıı s ı tlanaı §- 

t ı r: I
So ,

1
D2 ,...,•3  P2,1,0 , 3F4,3,2 ," V. bunlar ı n içinden,yainiaca 34, dur ıı aunrsrn 

nç ı aal momantumu l'dir. • 
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P bl oaaler 

15- 1 ve (1',-38)' ı ,L yörnugesel aç ı sal mom 

mas ı na genellestiriniz. 
(a) S 4  ve S'etin övdorumlar ı n ı  butonu ° burada  

(

1 	sl 	O 

-..--...-s 	o 	ü 	O 
s 	 t 
ki' 	O —t ii 

olarak verilir. 

❑ta« ı le Slı iı 	tciplso- 

(b) ve 3_ 1 	olarnk yaz ı lan bcu ö ı durnıalara , ş  ve Ş 'nin 

etkisi 	unuz. 

(e) 	
= L 2 
	2 
+ S + 2L z  S z 

 + L+S_ + L_S+  

iglemcisinin, 

m S 
	

e< Yt, 	4' Yt, +i 
gibi birlestirimier üzerine etkisini besaplayiniz. 

(d) 	, p , ve 	âk 	aras ı ndaki bağ gat ı lar ı , 

1 2,41, 	4.12 J.  
denkleminden elde ediniz. 

2. Spini 2,1, ve 0 olan durumlar olu ş turacak biimde birle ş tirilebilen ild 

tane spin 1 parçac ığ i için,(15-46) . a ı n benzerini buluncm.Parçac ıklar ı n spin rek-

törleri için 5 (4)  --Ç y z ı  U(L) (.) a m ı  ı  k ilan ı n ı z. 4.1  , 	, 	_ 4   
5. Bir dhteronun apini l'dir.isteksol bir L awm1 momentum lurumuudaki fiki 

döteronun olabilen spin ve toplam aç ı sal momentum durumlar ı  nelerdir? Pauli ilke•

sini unutmayln ı z. 

4. 1 spinli bir parçac ı k, 

V(r)=, 	-15;.1: V2 ı(r) 	( S .L) 2  V3 (r) 

biçimindeki merkezcil bir potansiyelde hareket ediyor. J= L + 1, L, ve L-I durum-
lar ı nda V(r) 'nin de ğ erleri nelerdir? 

5. 11'nin paritesinin belirlenmesi ile ilgili tart ış may ı  gözönüne al ı nuz. 

/t - 'nin sp niuin 1 oldu ğunu,fakat 

	

1i + d 	2n 

tepkimesinde gene bir L = 0 yörüngesel durumunda yakaliind ı ggn ı  varsay ı n ı z.Olabi-

len iki-nötron durumlar ı  hangileridir? Tx 'nin pariteni eksi olsayd ı  hangi durum-

lara izin verilirdi? 

6. 1T'nin apininin 0 ve paritesiniu eksi oldu ğ unu varsay ı n ı z,fakat 

cl 	--o 	211 

tepkimesinde P yhrüngesinden yakalans ı u.iki nötronun tekli bir durumda olmas ı  ge-

rekti ğ ini gösteriniz. 
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7. Bir spin sisteminin lismiltonien'i, 

BS
1 	

.S
2 	̀(Siz 

4-  S
2z

) 
H=A+ 	 4- 

$1:2  

olarak verilmistir.iki parçac ı k sisteminin bzde ğ erlerini ve hzdurnmlar ı n ı  ş u du-

rumlar için bulunuz: (a) Parçac ı klarin ikisinin de spini 1/2'dir. (b) Parçac ı kla-

r ı n birinin spini 1/2,ölı üriiniin apini 1(dir.(a)'daki iki, parçac ığı n Szdes oldu ğ unu 

varsayiniz. 

8. Spinleri 1‹ ve 01"2.  Pauli içlemcileri ile betimlenen,1/2 apinli iki 

parçac ığı  gözönüne al ı n ı z. ; iki parçac ı g ı  bağ layan birim rektör olaun,ve 

 812 = 3( C?1 • e  ) 6''.1 • 	) 	• <3'2. 

i ş lemeisi tan ı mlan ıı n.tki parçac ı k bir S . 0 (tekli) durnmundayaa,o zaman 

812Xtekli =  

olaca ğı n ı  ğ beteriniz.141ü bir durum için, 

(S12 - 2)(5
12  4- 4) Xu9 İ ii  

olaca ğı n ı  gösteriniz. 

Kaynaklar 

Burada tart ışı lan konular,ber kuantum mekani ğ i ders kitab ı nda su veya bu yoldan 

ielenmietir.Ayx ı nt ı lar ı n bir ço ğ u a ş a ğı daki kitapta bulunabilir: 

M.B.Rose,Elemantary Theory of Augnlar Momentum, John Wiley and Sonn,inc.4957. 



RK A 

FOUR İ EB TitMLEV İ  

ve DELTA FONKS İ YONLARI 

PerLyealts 21, olma bir f(x) p ısiyeiilt fooksi7oatı ou dii§iinelim,öyle ki 

f(x) = f(x 	2L) 	 (A-1) 

dir.Böyle bir fonkeiyoa (—L,L) aral ığ inde bir Fourier serisiae eçilabilir ve gerinin 

biçimi 

00 	 00 

	

f(x)= 	
cos• ta'« x 	 B ulu 

nnx 	
(A-2) 

n C> 	 rı ..{ 
	 L 

ele 	
Lnit >c/İ— 

f ( x) = 	 a n e 
	

(A-3) 

biçiminde yeniden yazabilece ğ imix kesindir,çiiukü 

COa 
	n 	x 	1 
	

inteac ,lİ  	 ) 

L 
	2 

.L.vıı t x. n 	x 	1 

	

ein 	 —e 
L 	2i 

dir.Katsayiler, 

	  j dx C 	e 	 =
rnn 

21 	 ( o 

	

L 	 r 	 M = 

dikeyboyluluk beint ı si yardimiyla belirlenebilir.Böyh,ee 

oir, 

d 1-  x) 	e.. 



Ka ııı ntnm F ı zigl 

ik ı  ard ı:s ı k tam say ı_ arwa ı ndaki fark] 	4n. ile ııı  ererek,(A—, 'ü yeni 

yezal ı m.lın fark bir oldngundan, 
innx/L 

f(z) 	2-- A e 
Tl 

L 

rr 
1-% 

a
n 

e 
11: 

L 

n 

elde oder ı z.Yaz ı m ı a,iza 

n 

L 

ye 

rı An  
== Ak 

L 

yazarak deg'i§tIrelim.Ayrica da, 

A (k) 

1 27x 

yazabiliriz.Bu yüzden (A-6), 

(A-9) 

A (k) 	£1,. x. 
f(x) = L 	e 	6k 	 (A-10) 

2.ır 

olur. ş lmdi L—ayrı 	papı l ı rsa,o zaman 	Ak sonsuz küçük olaca ğı odan,k sürekli bir 

dei§kene yaklas ı r.Bir tümlevin Riemann tan ı m ı n ı  an ı msareak,limit halde (A-18)'un 
os 

f(x) = 	1  	f 	A(k) e
Lkx 
 dk 	 (A-11) 

V 21ı  --00 

blçimicı de yaz ı labilecegini görtirüz.AW katsay ı s ı , 

L 
L 

A(k) 	2TI 	 —I-- 	dzf(s) e 
2L ek 

1 
oa 

kx. f dal (z) (A-12) 
Ir2; 

ile verilir.A-11 Be A-12 denklemlerl Fourier tümlevi dönii ş iamlerini tan ı mlarlar.tkin-

ci denklemi birincide yerine koyarsak, 

oo 	 oo 

I 	r 	kkx 	 -Lk 
f( ı ) = 	/ 
	dk e 	f dYf(7) e 	0 	 (A—I3) 
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elde ederiz.Bir sak ı ncas ı  olmad ı gindan,tümlevierin s ı ras ı n ı  de ğış toku ş  ettigial ı zi 

varsayal ı m.0 zaman, 

PC: 	 r ı 	
... 

.kfx.- )1 
f(x) . ,f drr(Y) t 	f 	dk e _... 	2/Y 	_,,,c, 

elde ederiz.bonun do ğ ru olmas ı  içi.a, 

eo 

= 	f dk e 

(A-14)  

(A-15) 

ile tan ımlanan ve Dirac Delta fonksiyonu denen S(x 	y) niceliii,çok de ğ i ş ik türden 

bir fonksiyon olmal ı d ı r; bu fonksiyon x 	y iken s ı f ı r elmalid ı r,ve _$üffliillime. 	bölge- 

si sonsuz küçük oldo ğundan,r 	y = O iken de uygun bir biçimde sonsuza gitmelidir.bu 

yüzden o,al ışı lm ış  matematikeel anlamda bir fonksiyon de ğ ildir,fakat daha çok.  bir "ge-

nelle ş tirilmi ş  fonksiyon" veya bir "de ğı l ı m"d ı r l .Yaln ı z ba şı na bir anlam ı  yoktur,fakat 

ş u ko ş ulla tan ı mlanabilir: bu fonksiyon her zaman, 

jr dxf(, )  s 	a) 

biçiminde ortaya ç ı kmal ı d ı r;burada f(x) fonkaiyonn,delta fonksiyonunun argdman ı n ı n al-

d ığı  de ğerler aral ığı nda yeterince yumu ş ak olmal ı d ı r.Sonunda yazd ığ xm ı z bütün bag ı nt ı -

lar ı n yaln ı zca tümlev i ş areti alt ı nda olu ş tu ğ u düş üncesi ils,delta fonksiyonunun var-

l ığı n ı  kabul edecek re kendisi ile i ş lem yapaca ğı z. 

Delta fonksiyonun ş u üzelikleri gösterilebilir. 

(i ) 

	

S (ax) = --I-- S(z) 	 (A-16) 

la( 

Bunun ş nradan ç ı kt ığı  görülebilir: 

f(x) 	f dyf(y) s 	y) 
	

—17) 

ve y = ag yazarsak,o zaman bu 

r( 	) = ini Jr d7ir(fii  ) 	S[a( 3 - 

verir.Ote yandan, 

f(a ) = f 
	

S ( 

olmas ı  ise,sonucumuzu içerir. 

I Dağı l ı mlar kuram ı  matematikçi Laurer ı t Schwartz taraf ı ndan geli ş ti.rilmie{tir.  

bir giri ş  incelemesi M.J.L ı ghthill,Introduction to Fourier  Analysis and Generalized 

funct ı ons,Çambridge University Press (1958)'de bulunabilir. 
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(ii) 1 A -16)'diiii ç ı kan hi -k' .;^:og ı nt4, 

2 
(x 	) = r,(x --- e) 1- 	+ a) 	 (A-V) 

2 

,I ı r.Bu,deltu fonka ı yonnu argamaninxn 	a ve x=--e 	s ı f ı r olmas ı  oignanudan ç ı - 

kar.13yleQe iki katk ı  vardı r: 

 

(x 	8) + 	 
+ a! 

S (x + 

Daha genel olarak, 

[5(x 	a) 	.&(z 	a):1 
21a1 

 

(A-19) 
df/dx 

	

oldu ğ u gösterilebilir: burada x i eler,f(x)"in 	tikel•mo bölgesindeki kökleridir. 

Delta fonkaiyOnunnn (A-I5) gösterimine ek olarak,yararl ı  olabilecek baka 

giiaterimler de vurd ı r.Bnnlar ı n birkaslni tartisacaglz. 

(*) 	
L k 

S(x) 	Lim 	dk e 	 (A-20) 

biçiminde yazabilecegimiz (A-15) biçimini göz driline alal ı m. ku 

S( ı )= Li ı 
	1 
	

e 

L-.Do 
	 ix 

= Lim 
L 

sin Lx (A-2 1 ) 

'verir 
(b) 

x <: 

1 
= 	-a < 

m o 	a 	x 

ile tanimlanan 	.6(x,a) fonksiyonunu düsönelim.0 zaman 

(Ar22) 

6(x). Lim 	L5(x,a) 	 (AT23) 



8( ) = Lim 	
e  

80 	-1( 
x
2 
+ n

2 

Z. 1 

8 (x) = Lim 
	 - *C N.. 

a-•oe 

re 
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olur. 	6(x,a) ile ba ş lang ı ç -yak ı n ı nda ymu ş ek olan bir f(x) fonksiyonuuun çarp ı m ı - 

nin bir tümlevinin ba ş lang ı çtaki değ eri seçip ç ı karacağı  aç ı kt ı r. 

Lim ,1 dxf(x) A(x,a) = f(0) Lim j".  dx A(x,e) 
A-1, 0 	 a-o 

= /(0 

(c) Ayn ı  nedenle,alt ı nda kalan birim alan ile boylaud ı r ı lan herhangi bir tepe 
fonkaiyona,tepenin geni ş li ğ inin şı f ı ra g i tti ğ i l ı mitte bir <telt& fonksiyonüns yakla-
şı r. ş unlar ı n da,delta fonksiyonunun gösterimieri oldu ğ unu kan ı tlamay ı  okura b ı rak ı -

yol-n ı ; 

(d) Pn (x) genel simgesi ile gösterdi ğ imiz dikeyboylu çokterimliler ile i ş  gbr-

memiz gerekebilir.Bunlar, 

dxPm(x) Pn (x) w(x) 	
mn 
	 (A-26) 

özeligini ta şı rlar; burada,birim ya da basit bir fonksiyon olabilen 	(1.1(x)'e ağı rl ı k 

fonksiyonu denir.Bu dikeyboylu çokterimlilerin bir serisine aç ı labilen fonksiyonlar 

için, 

f(x) 
	

(A-27) 

yazabiliriz.11er iki yan ı  cu(x) P(a) ile çarpar ve x üzerinden 	tHmlereek £, 

fee In =  dy eo(Y) f(y) m(Y) (A-28) 

buluruz.Bunu (A-7)'de yerine koyaraak,"genelle ş tirilmi ş  fonksiyoular" ile i ş  görme-

sini de biliyorank,toplam ile tiimlevi özgürce degi ş toku ş  ederiz,ve 

f(x) 	Pn(x) 	dy oJ(Y) f(Y) Pn (Y) 

dYf(Y) 	( 	Pn(x) w (Y) Pn (Y)) 

	
(A-29) 

elde ederiz.Böglece gene,delta fonksiyonunun bir ba ş ka gösterimini elde ederiz. 
P
n
(x) , in örnekleri Legendre çokterimlileri,Hermite çokterimlileri ve Lugnerre çokte-

rimlileridir; bunlar ı n hepsi kuantum ■ekanigi problemlerinde ortaya ç ı karlar. 



2£0 Kuantam 

Delta fo -nksi 	I u t ı tr zamon şhir t. ley 	)?cti alt ı nda yci. klak üir fonk.siyonla 

çarpilmi, olarak or oya çlktlindan,onull ti.irevlerine anlam irerebiliriz.drna ğ in, 

C 

dxf(x) 	-- 8(x)
( 

dx 
dx 	 dx 

f(z) 5 (x) 	 dx 

dx 
	df(x)  

dx 

O 

(A-30) 

ye bnzerleri.Delta fonksiyonu son der.?ce yararli bir gereçtir,ve 

sel fizigin ber yerinde onunla kars ı la§acaktir. 
Delta fonksiyonunun tümlevi, 

ıc 

f dr S (y a) O 	x E a 

matematik- 

= 1 	x > a 	 (A-31) 

O(x 	a) 

dirpre bu tül4ev,bu süreksix fonkaiyon için standart yasiol ı r.Karsit olarak,basamak 

fonksiyonu denen 0(x — 	türeei,Dirac delta fonkaiyonudur: 

d 	
a) 	8( 3t — 	 (A-3$) 

dx 



EX 3 

Bu ekte,çlzgisel i ş lemeilerle ilgili baz ı  konular ı  ineeleyeeegiz.Usa yatk ı n 
dalga paketleri klimesi,karesi td ıalenebilen fanksiyonlardan olusur, NK(z) ve Ny 2 (x) 

Neresi ti+mlenebilir feaksiyeelar ye -4.< 9 ,03 istekeei 1~1 say ı lau,  olmak.. üzere, 

	

-w(x) =«4/1 (x) 	p v2 (x) 	 (B-1) 

I aresi tumlenebil 	old ıı nnsadtzn, y l ler bir 	 uuy olu ş turur,deriz.Bu uzay 

üzerindeki bir A iglemcisi, 

A Nr(x) 	qh(x) 	 (B-2) 

i ş lemini yapar,burada 	qS(x) de karesi tümlenebilirdir,Tdm i ş lemeiler aras ı nda £,Lz- 

zi.sel islemeiler denen bir altküme yard ı r,bunlar. ş u Uzelikleri ta şı rlar: 

..cy(x) = a A Y(x) 

burada 	o( ı steksel bir kartmal aabittir; ve 0( 	karmal say ı lar olmak üzere, 

	

A  E .<Y,(.)+. 1B --1,2 (.) J = c A Yl (x ) + P A  Y2 (x) 

	
(B- 4) 

olur.Pa ş ka bir altkiime bermitien 	emeilerdir;usa yatk ı n tüm y(x)'ler için, 

, 

<A ›= fdx y
4 
 (x) A -ıf,( x) 	 (B-5) 

beklenen de ğ erleri gerçeldirjinee tüm usa yetkin 	yi  ve y 2 'ler için, 

f Ni/ 2 (x) 	ı (x) dx = f (A ‘-tJ 2 (x):1 1«.  'y i ( x) dx 	(B-6) 

in geçerli oldu ğ unu gösterelim. 

<A>'n ı n 

f dx -S•Y*(x) A \Y(x) 	dx [A y(x)]*  '‘y(x)
J (B-7) 
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ierir. ş.imdi burada, V(x) yerine, 

,4)( 74 )=, -4,, i ();) 4- 	 2 (x) 

k pYa ll M. Bu , 

d,( -1/4y 3: 	-,V;) 	 -/ dx( 

r 

dx 

	

A- , 	= 	dx 	 İ  

	

, 	J 	.£ 1,2 

on+ 	z 	ı  

}aer ırt.tien 
	

ku)lonsrak, 

	

dx y 2A y i 	(ix y l A 
	

d , 11
2( ,, Y1) -  

B-11) 

elde ederiz. >1/4 iatek:sel bir karmel Beyi oldu ğ undan, X'r.lu katsay ı s ı  ve,  9' ı n kat-

sayas ı  için olan hag ı ntJlar ayr ı  ayr ı  saglanmalldir.Böylece, 

	

dx y2A yl  = jr d.(A y2) \r, 	(B-12) 

olur, 

	

ganitlamak istedi ğ imiz bundan sonraki sonuç ş udur: Bir hermitien 	 

kiL§Aözdee*leit zfonkaionlar ı diktir. şu iki denklmmi gözönüne 

al ı n ı z: 

A N/1(x) ' e l  Yi(x) 

ve 

1A. 112(-)]*  = .2 NIJ;(x) 
	

(B-13) 

Bir hermitien islemcinin badekerleri gerçel oldugundan,a 2 'nin gerçel oldu ğuna dikkat 

ediniz. İ lk denklemin 	sı ; ile ve ikinci denklemin 	ile ekaler ça ı rp ı m ı n ı  alal ı m. 

Böylece, 

dx y2A yi ( i) = a l  f 1)/142 (x) 111 (x) dx 

jd.(k y2 )* yi (x) 	a2  f `ya(x) `f/i(x) dx 	 (B-14) 

olar.Bunlar ı  birbirinden çikar ı rsak, 

	

(a l  — a2 ) jr -1;2(x) yi (x) dx = 	Jr dx ,y;A yi 	f di(A ,y2 -41 

	

= 	 (B-15) 

elde ederiz.Böylece,a l  # a2  ise, 

	

1 1İ72(.) yi (x) dx = O 
	

(B-16) 

bulurus. 



1?“earc ı le -9 

A 	lemcis4inin herm3tien e ş leiini A ilz 

olur,ye bbylece 

il ir 

jf dr ( A y2 ) Ny i 	y 2 ı), 

herzitien bir illenı ci 

A 

t 
(AD) 

kenitlayrgbiliri*Bunufl için, 

* 	t 

~J 
y 2  (AB) -9' ' (AB 

(A' sil ) 

t ‘* ty 2P (A Y) ) 

`r 	 (B-20) 

olduğ una dikkat edelim.Bunun bir genelle ş tirilmesi, 
t 

(ABC 	= Zt ...Ct BtAt 	 (B-21) 

dir.Bnyleee iki bermitien i ş lemoinin bir çarpim ı,yaln ı zca iki i ş lemdi s ı radeğ i ş tiri-
yorsa bermitien olur: 

t 	t 
(AB) 	B

t 
 A . BA = AB + 	 (B-22) 

Ba ş ka bir sonuç ise,herhdngi bir A i ş lemeisi için ş unlar ı n bermitien olaeag ı d ı r: 

T 
A + A 

1.(A - At ) 
	

(B-23) 

Bundan oonra,"beliraislik ba ğı nt ı lar ı n ı " kan ı tleyal ı m. 

( A) 2 	A2) (A)2  = <(A - <A > ) 2  > 	(B-24) 

tan ı mı n ı  yapal ı m. 

U A - <A> 

B - <B> 	 (}1-25) 



dx(I;N, 4- i 	V *.iv) (11 -1" + i 2,ı  Vy) 

dx(U y) '* 	Xti ) 	'21/4 2 
	

d (V 	(V1)) 

54 Knantum Fiii 

olun Ye 

= 	 v 	 (B-26) 

,,Ox'dnüne olul ı zo.G ıı .ocan, 

) = 	dx 04 9S 	0 
	

(11-27) 

olacakt ı r.i. ve  B berm ı tien oldukundan,U ve V de herio ı tiend ı r.Dhylece.IGN) 

+ i 7J ıı 	(u-y)4' ( v 	(v -y)*  (u 	)1 

= 	ax vt>*  ( tr2  + ?+2v2  + i\ [ (3,v 

=(zA) 2  + 	AB) 2  + 	f dx \t7 u,v 11) > o 

=( A) 2  + >,2 ( 	B) 2  4- i)i <14 131> 
olarak yeniden yaz ı labilir.Minimum, 

221/4 ( dB) 2 	i < [A,B1> = o 

için olu ş acakt ı r. 

_ 
2( A13) 2  

çözümU ( ,X)'da yerine konur**, 

	

A ) 2 
« »2 	<[A, B ) >2 	

> o 

	

4 A B 2 	2 ( A a )2 

elde edoric;lı nrodan da, 

(3728) 

(B- 29) 

(B-3o) 

( A) 2  AB) 2 	 < 1  [A ı B) > 
	

(B-31) 

bniurys.ltaslant ı  olarak,min ı mum de ğerin olu ş tu ğu "41 için.Uy ve VN.,' birbirleri 

ile orantIlld ı r.x re p >leıecileri halinde,hu 

11(11 	Ipx SJ(z)zo O 
dx 

elmaa ı  demehtir;bunuu 

(B-32) 

(R-33 ) 



hb•~lk 	:cluNu texel d.urumu 6%losikı ly~'udur. ş imdi qu 	ciu)1 kom,yu 

hra tirC rl 

( 	 A) ( 
> ) 2 	 (t-34) 

bel£faizik baintlel,f1slga kavrsiciarini,ys da bir dalg a hi!iimi i1r ,,nun Foarier 

nüycaîilü eı ras:iudaki karg ı l ı klil ı k ı .hi ş  kallemmadaa tiiratilmi ş ti.Ootodar,ttimUyle 

A xar.A xiial.rea ı sbili ı ls ı iaia i ş lumal 4asliblerime ba ğ l ı d ı r. 

eki,alrade ğ i ş tiricilerin baz ı  ieeliklerini s ı ralayarak bitirdim. 

tk,B1 	tB,AJ 	 (B-35) 

A,B] . = (AB) - (BA) .  

ic B
t 

A
t 

A
t 

B
t 

[ Bt ,Ati 	 (B-36) 

(iii) A ve B hermitien ise,i [A,B) de bermitien'dir.Bu,Uneeki öseliklerden 

şı kar. 

AB,Ci = ABC - CAB 

ABC - ACB t ACB - CAB 

= A r13,C) t [A,CJ B 

(v) Terim terim, 

(B-37) 

e
A
Be

-A = o +[A,B3+ 
2! 

EA,B)] 4.--I--[A„ [A,B]]] 	 (B-38) 
3! 

oldu ğu gbaterilebilir.Bu Baker-Rausdorff lemmaa ı  olarak biliair,ve i ş lemellerle 
ed ı y ı rkem.yararlidir. 

(vi) 

E 
	

[B,C1] -fr [B, tC,A)J 	[C, [A ,Bi] 	= O 
	

( B-39 ) 

oldu ğ u kolayca sa ğ lanabilir.Buna Jacobi bade ş li ğ i denir. 

I ş lemeilerin,ve bn i ş lemcilorin tan ı mland ı klar ı  ş lagied uzatleir ı n geni ş  bir tart ış -

mas ı  J.D.Jackoon,Mathematica  ter quantum Mechanica,W.A.Benjamin,Inc.,New York 
(1962)'de bulunabilir. 
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