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Giris 1

BOLUM 1
GIRIS

Istatistik kelimesi hemen hemen herkes tarafindan bilinirse de, farkli kisilere
farkli anlamlar ifade etmektedir. Bu kelime konu ile daha az ilgisi olanlar i¢in genel-
likle alt alta yazilmis rakam topluluklarini veya grafikleri ifade ederken, konuya daha
yakin olanlar igin farkli anlam tagimaktadir.

Istatistik kelimesi ilk olarak Almanya'da devlet anlamina gelen status kelime-
sine dayanilarak kullanilmaya baslanmustir. Istatistiksel arastirmalarin gegmisi, ista-
tistik kelimesinden de eskiye dayanmaktadir. Baslangicta ¢ok kisith alanlarda basla-
yan ¢alismalar, matematik¢ilerin geligtirdikleri teorilere paralel olarak istatistigin
gelismesi ile daha genis uygulama alanlar1 bulabilmistir. Istatistik giiniimiizde pek
¢ok alanda uygulanmakta ve ozellikle bilgisayarlarin yaygin olarak kullanilmaya
baslanmasi ile uygulama alan1 giderek genislemektedir.

1.1. ISTATISTIGIN TANIMI

Uygulama alan1 ¢ok genis olan istatistigin farkli tanimlar1 yapilabilir. Istatis-
tikten genel anlamu ile sayisal analizler anlagil-maktadir. Anlamini daha iyi agiklaya-
cak bir tanim soyle yapilabilir.

Verilerin toplanmasi, diizenlenmesi ve uygun yontemlerle analiz edilerek so-
nuglarin yorumlanmasina istatistik denir.

Tamimdan da anlasilacag: gibi istatistikten s6z edebilmek igin 6nce veriye ih-
tiyac vardir. Sayisal veya sayisal olarak ifade edilebilen bilgiler, istatistiksel analizle-
rin verileridir. Toplanan verilerin analize uygun hale getirilmesi i¢in diizenlenmesi
gerekebilir. Verilerin diizenlenmesinden sonra analiz i¢in uygun istatistiksel yontem
veya yontemler segilecektir.

Istatistikgiler farkl alanlarda karsilasilan farkli durumlar igin gesitli yontemler
gelistirmislerdir. Arastirilan konuya uygun ydntemin se¢imi arastirmaci veya aras-
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tirmacilarin gorevidir. Bazi durumlarda ayni veri farkli yontemlerle de incelenebilir.
Bu durumda en uygun yontem segilecek veya farkli yontemler ile analiz yapilarak
sonuglar karsilastirilarak en iyi sonuca ulasilmaya caligilacaktir.

Elde edilen verinin analizi ile sonuglar elde edilecektir. Istatistiksel analiz sa-
yisal sonuglarin elde edilmesi ile sona ermez. Sonuglar genellikle tam bir kesinligi
ifade etmediginden yorumlanmalar1 gerekecektir. Istatistiksel analizler bir amag igin
yapilirlar. Elde edilen sonuglar arastirilan konu ile ilgili bir kararin alinmasina yar-
dimci olacaktir. Bu nedenle verilerin toplanmasindan sonuglarin yorumlanmasina
kadar herhangi bir asamada yapilacak hata, sonuglari etkileyecek, hatali kararlara
neden olacaktir.

Yukaridaki agiklamalarimizdan da anlasildig: gibi istatistik, sayisal degerlerin
toplanarak analiz edildigi bilimsel bir metot veya metotlar toplulugudur. Bazi yazar-
larca istatistigin bir bilim oldugu sdylenmektedir. Bilimden s6z edebilmek i¢in bili-
min kendine 6zgii bir konusu ve bu konuda bir biitiinliigii olmas1 gerekir. Istatistik,
matematik temellere dayanir ve kendine 6zgii bir konusu yoktur. Farkli konularda
kullanilabilen yontemlerin bir araya gelmesi ile ortaya ¢ikmustir. Tip, matematik,
iktisat vb. i¢in sdylediklerimizi istatistik i¢in sOyleyemeyiz. Ayrica istatistiksel yon-
temler arasinda tam bir iliski de sdz konusu degildir. Istatistiksel yontemler gesitli
bilim dallarinda arastirmalar yapmak i¢in kullanilirken, bilim dallarinin 6zelliklerine
gore istatistiksel yontemlerin bazilar1 kullanilmakta, bazilar1 ise kullamilmamaktadir.
Bu agiklamalara gore istatistigin kendine 6zgii bir konusu olmadigir ve kullanilan
yontemler arasinda tam bir iligki bulunmadigir sonucuna varilmaktadir. Bu sonuca
gore, istatistigin bir bilim oldugu goériisiinii savunmamiz zordur.

Istatistigin bir bilim oldugunu savunanlar ise, istatistiksel yontemlerin kulla-
nildig1 alanlarin bagka bir sekilde doldurulamadigini, bu nedenle bilim oldugunu ileri
stirmektedirler. Sonug olarak, istatistigin bilim olsa da, olmasa da yararl oldugunu ve
ihtiyag duyuldugunu soyleyebiliriz.

1.2. ISTATISTIGIN KONUSU OLAN OLAYLAR

Karsilastigimiz olaylari tipik ve toplu olaylar olarak iki ana grupta toplayabili-
riz. Tipik olaylar az sayida faktor tarafindan etkilenen, fiziksel, kimyasal olaylar gibi
olaylardir. Bu olaylar, az sayida faktor tarafindan etkilendiklerinden, bir ka¢ deneme
ile olaylarin genel karakteri belirlenebilir ve olaylara etki eden faktorler kontrol edi-
lebilirler. Ornegin, kimyada A ve B gibi iki maddenin belirli sartlarda bilesmesi so-
nucu ne olacagi s6ylenebilir. Tipik olaylar istatistigin konusu disindadir. Ve istatistik
bu tiir olaylarla ilgilenmez.

Toplu olaylar olarak adlandirilan olaylar ise, tipik olaylarin aksine ¢ok sayida
faktor tarafindan etkilenirler. Bu olaylar ¢ok sayida faktor tarafindan etkilendiklerin-
den, birka¢ deneme ile olaylarin genel karakteri belirlenemez ve olaylara etki eden
faktorler kontrol edilemez. Ornegin, iktisadi olaylar ¢ok sayida faktér tarafindan
etkilenen olaylardir. Bu nedenle, olay etkileyen ana faktorler bilinse de tiim faktorler
kontrol edilemez. Istatistik, toplu olaylar olarak adlandirilan bu tiir olaylar ile ilgile-
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nir. Sonuglar1 sayisal olan veya sayisal olarak ifade edilebilen olaylar istatistigin
konusudur.

Istatistigi tammlarken sayisal olarak ifade edilebilen verilerden sz etmistik.
Istatistiksel arastirmalarda kullanilacak veriler degiskenler ile ifade edilirler. Degis-
kenler sayisal olarak ifade edilebilen 6zelliklerdir ve X, Yi, Zi ...... seklinde gosteri-
lirler.

Degiskenleri ifade ettikleri olayin karakterine gore nicel ve nitel olmak {izere
ikiye ayrrabiliriz. Nicel degiskenler, sayisal degerler alan degiskenlerdir. Ornegin,
boy uzunlugu, viicut agirligt birer nicel degiskendir. Nitel degiskenler ise sayisal
degerler almayan degiskenlerdir. Ornegin, cinsiyet, medeni hal gibi degiskenler nitel
degiskenlerdir. Nitel degiskenlere sayisal degerler verilerek, istatistiksel arastirma-
larda kullanilmalar1 miimkiin olmaktadir. Ornegin, medeni hal nitel bir degiskendir,
ancak bu degisken, bekarlar i¢in 0, evliler i¢in 1 ve dullar i¢in 2 sayisal degeri verile-
rek, nicel degiskene ¢evrilebilir.

Ayrica degiskenler, siirekli ve siireksiz degiskenler olmak {izere ikiye ayrilir-
lar. Siirekli degiskenler, tanimli olduklar1 aralik iginde bulunan biitiin degerleri alabi-
len degiskenlerdir. Bu degiskenler matematiksel bir fonksiyon ile ifade edilebilirler.
Boy uzunlugu, agirlik, hiz gibi degiskenler siirekli degiskenlerdir. Ornegin, boy
uzunlugu 173,4 cm. veya hiz 70,5 km. olabilir.

Siireksiz degiskenler ise, taniml olduklari aralik da bulunan degerlerden bazi-
larin1 alan degiskenlerdir. Bir evde yasayan kisilerin sayisi, bir limana bir giinde
giren gemi sayisi gibi degiskenler siireksiz degiskenlerdir. Ciinkii bu gibi degiskenler
ancak tam say1 degerler alirlar. Ornegin, bir evde 2,25 kisi yasayamayacag gibi, bir
limana bir giinde 3,4 gemi giremez.

1.3. ISTATISTiIGIN CESITLi BiLIM DALLARI
ILE ILISKILERI
Istatistiksel yontemler sayisal verilerin kollektif olay karakterini tasiyan olay-

larin s6z konusu oldugu tiim alanlarda kullanilabilirler. Bu nedenle istatistigin hemen
hemen tiim bilim dallart ile iligkisi vardir.

Istatistigin matematik ile olan iligkisi diger bilim dallarindan ¢ok farklidir.
Istatistik matematikten aldig1 yontemleri isleyerek, toplu olaylarin incelenmesine
yarayacak sekle getirmekte ve diger bilim dallarinin hizmetine sunmaktadir. Bilin-
digi gibi matematik bir bilim dalidir ve matematiksel sonuglar kesindir, yani ma-
tematiksel sonuglarda yorum yoktur. Matematikten gelen ydntemlerden olusan
istatistik de ise sonuglar yorumlanmaktadir. Istatistigin taniminda da verilerin ge-
sitli yontemlerle analiz edilerek, sonuglarin yorumlanmasindan sz etmistik. Go-
rildiigi gibi matematik ile istatistik arasindaki en biiyiik fark sonuglarin yorumun-
da karsimiza ¢ikmaktadir.

Istatistiksel yontemler iktisadin deneysel gelisimini de saglamistir. Makro ve
mikro diizeyde teoride kalan pek ¢ok kavramin sayisal olarak 6l¢iilmesi ve teorinin
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uygulanmas istatistiksel yontemler ile miimkiin olabilmektedir. Ornegin, enflasyon,
reel gelir, bliylime gibi olaylar istatistik yardimi ile 6l¢iilebilmektedir.

Gerek devlet, gerekse isletmeler planlama c¢alismalarinda istatistiksel yontem-
leri kullanabilirler. Gegmise ait verilerin incelenmesi ile gelecege ait tahminler ista-
tistiksel arastirmalarla yapilabilir. Devletler niifus, egitim, isgiici, lcretler, dis tica-
ret, ulasim gibi konularda istatistiksel bilgiler diizenlemektedirler. Bu bilgiler hem
devlet, hem de arastirmacilar tarafindan veri olarak kullanilmaktadirlar. Tktisadin bir
alt dali olan ekonometride de istatistiksel yontemler yardimui ile iktisadi olaylar ince-
lenmekte ve boylece iktisadi degiskenler arasindaki iliski matematiksel olarak belir-
lenebilmektedir.

Istatistiksel yontemler isletmeler tarafindan da yaygin olarak kullanilmakta; is
hayatinda karsilasilan belirsizlikler ve buna bagli problemlerin ¢6ziimiinde, yol gés-
terici olmaktadirlar. Bu yontemlerin baslicalari; piyasa ve {irlin aragtirmalari, yatirim
politikalarin belirlenmesi, mamuliin kalite kontrolii, personel se¢imi, iktisadi tah-
minler ve benzeri diger konulardir.

Istatistiksel yontemler saglik bilimlerinde de biyoistatistik ad1 altinda genis bir
alanda kullanilmaktadir. Bu alanda, saglik problemlerinin belirlenmesi, tedavi hiz-
metlerinin planlanmasi, kliniklerde yapilan arastirmalarin sonuglarinin yorumlanma-
s1, yeni tedavi yontemlerinin ve ilaglarin degerlendirilmesi gibi konularda istatistiksel
yontemler kullanilmaktadir. Istatistiksel yontemler, psikoloji, sosyoloji, antropoloji,
astronomi, meteoroloji, tarih, linguistik, edebiyat, miizik gibi alanlarda da ¢ok yaygin
olmamakla beraber kullanilmaktadir. Ornegin, edebiyat alaninda, yazar1 bilinmeyen
kitaplarin yazarlarinin belirlenmesinde de kullanildig: gibi.

Istatistigin pek cok alanda kullamlmasi, her alanda aym yontemlerin, aymi se-
kilde kullanilacagi anlamina gelmez. Uygulanan alana ve uygulama konusuna gore
olaya daha farkli yaklagsmak ve daha uygun yontemleri se¢gmek gerekebilir. Arastir-
may1 yapacak kisi veya kisilerin, istatistik bilgilerinin yeterli diizeyde olmasi yanin-
da, uygulanan konuyu da yeterince bilmeleri gerekmektedir. Farkli kisi veya kisilerce
yapilan arastirmalar, konuya yaklasim farkindan veya farkli yontemler kullanilma-
sindan farkli sonuglar verebilir. Bu durumda, ilgili kisilerin hangi sonucun daha ge-
cerli olduguna karar vermeleri gerekir. Istatistiksel arastirmalar bazen mantiksiz
sonuglarda verebilir. Bunun sebebi, aragtirma yapildigi anda verinin tesadiifen ters
sonug¢ verecek sekilde bir araya gelmis olmasidir. Ornegin, yapilan bir arastirma
sonucunda ylizme bilenlerin matematik dersinde daha basarili olduklar1 gibi mantik-
siz bir sonuca varilabilir. Bu nedenle sonug¢larin mantik siizgecinden gegirilerek de-
gerlendirilmesi gerekmektedir.

1.4 ISTATISTIGIN TARIHCESI

Istatistiksel calismalarin baslangic1 ¢ok eskilere dayanmaktadir. Ancak o do-
nemlerde yapilan ¢aligmalar sadece sayim diizeyinde kalmis bugiinkii diizeye ulasa-
mamustir. Istatistiksel galigmalarla ilgili ilk bulgulara MO. 3000 yillarinda Misir'da
rastlanmigtir. Daha sonralar1, Cin’de tarim istatistiklerinin diizenlendigi, Musa'nin 4
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kitabinda eli silah tutan Musevilerin sayildigi, incil'de ge¢mis devrelere ait niifus
sayimlarinin yapildigi goriilmektedir.

Gergek anlamda istatistiksel ¢aligmalar, ancak 16. Yiizyil da gesitli matema-
tikgilerin tizerinde ¢alistig1 olasilik teorisinin ortaya konulmasiyla baglamigtir. Olasi-
lik teorisi ile ilgili ¢aligmalarin ¢ok erken baglamasinin nedeni, insanoglunun sans
oyunlarma duydugu biiylik istek olmustur. Sans oyunlarina merakli olan kisiler,
oyunlarda kazanma oranlarini yiikseltmek igin matematik¢ilerden kendilerine sans
verecek c¢esitli stratejileri bulmalarini istemislerdi. Bu nedenle Pascal, Leibnitz, Fer-
mat ve James Bernoulli gibi matematikgiler olasilik teorisi ile ilgili yaptiklar: ¢alig-
malar sonucunda ¢esitli teoriler ortaya koymuslardir. 18. Yiizyilda da bu ¢alismalara
devam edilmig ve 1733 yilinda De Moivre birgok istatistik konularinin temeli olan
Normal dagilim formiiliinii bulmustur. Bu formiil ayn1 zamanda "Gaussian" dagilim
olarak da bilinmektedir. Ciinkii Gauss'da (1777 - 1855) yaptig1 ¢alismalar sonucunda
ayni sayida ve aynmi degerdeki Olgiimlerin arasindaki hatalari bularak bu formiilii
ispatlamistir. Bu tarihlerde Laplace'de istatistigi astronomiye uygulayarak cesitli
calismalar yapmustir. Istatistigin farkli konulara uygulanmasi 19. Yiizyilda da devam
etmistir. Bu ylizy1l da Belgikali istatistik¢i olan Adolph Quetelet (1796-1874) istatis-
tigi egitim ve sosyal konulara, Sir Francis Galton (1822-1911) ise sosyal bilimlere
uygulamistir. Aym yiizyillda matematik¢i olan Karl Pearson (1857-1936) ile Galton
birlikte caligarak istatistigin onemli konular1 olan regresyon ve korelasyonla ilgili
teoriler gelistirmislerdir.

20. Yiizyilin baglarinda ise William S. Gosset, kii¢iik drneklerden yararlanila-
rak karar alma ile ilgili ¢calismalarda bulunmus arasindaki hatalar1 bularak, formiilii
ispatlamistir. Ve bu ¢alismalar sonucunda elde ettigi bilgileri "Student" adli kitabinda
yayinlamistir. Kiiclik 6rnekler teorisi ile ilgili bu ¢aligmalara Sir Ronald Fisher'de
(1890-1962) devam etmis, ve Fisher bu teori yaninda, deneysel planlama ile de ilgi-
lenmistir. 20. Yiizyilda ise birgok degerli istatistik¢iler yetismistir. Bu istatistikgilerin
bazilar1 hala yeni teoriler gelistirerek ve gesitli uygulamalar da bulunarak istatistigin
gelismesine yardime1 olmaktadirlar. Istatistigin gelismesinde 1950'den sonra iiniver-
sitelerde belirli ve diizenli bir programa dayanilarak okutulmasinin ve bilgisayarlarin
¢ok etkisi olmustur.
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BOLUM 2

VERILERIN TOPLANMASI
VE DUZENLENMESI

Daha o6nce belirtildigi gibi istatistiksel aragtirmalarin yapilabilmesi igin verile-
rin toplanmasi gerekmektedir. Arastirma yapilmaya karar verildiginde ilk olarak
gerekli olan veriler belirlenerek toplanacak ve toplanan bu veriler iizerinde diizenle-
meler yapilarak analize hazir hale getirilecektir. Istatistiksel arastirmalardan saglikli
sonuglar alinabilmesi 6ncelikle saglikli ve yeterli verinin elde edilmesine baglidir. Bu
nedenle, bu boliimde veri kaynaklar ile toplanan verilerin diizenlenerek analize ha-
zirlanmasi tizerinde durulacaktir.

2.1. VERI VE VERI KAYNAKLARI

Istatistiksel arastirmalar, arastirma yapilacak konu ile ilgili sayisal olan ve sa-
yisal olarak ifade edilebilen bilgileri gerektirmektedir. Arastirma yapilabilmesi igin
gerekli sayisal bilgiler veri olarak adlandirilmaktadir. Veriler, arastirma yapilacak
konu ile ilgili bilinen veya herhangi kaynaktan elde edilen bilgilerdir. Veriler alindik-
lar1 kaynaga gére dogrudan veya dolayl veriler olmak iizere iki ana grupta toplanabi-
lirler. Dogrudan veriler arastirmayi yapan kisi veya kisiler tarafindan kaynagindan
alinan verilerdir. Dogrudan verilerin toplanmasinda arastirmacilar gesitli yontemlerle
veri kaynagina ulagarak gerekli verileri elde ederler. Dolayl1 veriler ise baska kurum
veya kuruluglar tarafindan toplanarak diizenlenen verilerdir. Arastirmacilar bu kurum
veya kuruluslarin diizenledikleri bu verileri alarak kullanabilirler. Bu verilerin bir
kismi ise basili olarak belirli donemlerde yaymlanmaktadir. Ornegin, herhangi bir
fakiiltedeki 6grencilerin basar1 durumlari ile ilgili bir arastirma yapildigin1 varsaya-
lim. Bu arastirma icin gerekli olan veriler 6grencilerin kendilerinden alinirsa dogru-
dan veriler, fakiilte yonetimine bagvurularak onlari daha once diizenledigi veriler
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alinirsa dolayli veriler s6z konusu olur. Diger taraftan niifus, tarim, fiyat gibi konu-
larda Devlet Istatistik Enstitiisii’niin yayinlarindan alinan verilerde dolayli verilerdir.

Dogrudan veri toplanmasi durumunda aragtirmacilar veri toplama 6éncesi ihti-
yaclar1 olan veriyi belirlediklerinden daha kapsamli veri elde edebilirler ve bunlar
istedikleri gibi diizenleyebilirler. Dolayl1 veri alindiginda ise, veriler baska bir kurum
tarafindan derlenip diizenlendiginden istenen her verinin elde edilme imkani olmaya-
bilir. Ayrica bu verilerin daha sonra tekrar diizenlenmesi miimkiin olsa bile, bu asa-
mada bazi sorunlarla karsilasilabilir. Ornegin, bir bolgede gelir dagilimu ile ilgili bir
aragtirma yapildigin1 varsayalim. Bu arastirmadaki verileri dogrudan aldigimizda
gelir siniflarini istedigimiz gibi diizenleyebiliriz. Oysa bu veriler dolayl olarak alini-
yorsa, gelir siniflar1 daha Once bagkalar1 tarafindan diizenlenmis olacagindan bu
diizenlemeye uymak zorunlulugu olabilir.

2.2. TAM SAYIM VE ORNEKLEME

Istatistiksel arastirmalarda incelemeyi amagladigimiz birimlerin olusturdugu
topluluga anakiitle adi verilir. Birim ise, anakiitleyi olusturan en kiiciik pargadir.
Ornegin, bir bélgede yasayan ailelerin gelir dagilimlari ile ilgili bir arastirma yapi-
yorsak, bolgede yasayan tiim aileler anakiitleyi, herbir aile ise, anakiitlenin birimleri-
ni olusturur. Ayni sekilde herhangi bir igletmenin muhasebe kayitlari inceleniyorsa,
tiim kayitlar anakiitle, herbir kayit ise birimdir.

Anakiitle ile ilgili bilgi toplamak istendiginde tiim birimlerin teker teker ince-
lenmesi gerekmektedir. Bu igleme tam sayim adi verilir. Anakiitle birim sayis1 fazla
ise, tiim birimlerin incelenmesi fazla zaman alabilir ve masrafli olabilir. Arastirmalar
genellikle bir fayda etmek icin yapilirlar ve yapilan her arastirma belirli bir siirede
bitirilemiyorsa ve arastirmada yapilan masraf fayday: asiyorsa arastirma yapmanin
anlami1 kalmayacaktir. Bu nedenlerle drnekleme teorisi gelistirilmistir.

Bir anakiitleden, anakiitle birim sayisindan daha az sayida birimin segilerek,
bu birimler yardimu ile anakiitle parametrelerinin tahmin edilmesi islemlerine 6rnek-
leme denir. Parametre ise anakiitleleri birbirinden ayirmaya yarayan ortalama, var-
yans, oran gibi Ol¢iilerin genel ifadesidir. Anakiitleden secgilen az sayida birimin
olusturdugu topluluk ise 6rnek olarak adlandirilir.

Ornek diizenlenmesi ve anakiitle parametrelerinin tahmin edilmesi islemlerini
kapsayan Orneklemenin tam sayima gore bazi istiinliikleri vardir. Bu ustiinlikleri
sOyle siralayabiliriz.

- Orneklemede daha az sayida birim incelendiginden daha kisa siirede ve da-
ha az masrafla sonug alinacaktir.

- Ornekleme ile az sayida birim incelendiginden verilerin toplanmasi ve dii-
zenlenmesi sirasinda yapilabilecek hatalar azalacaktir. Cok sayida birimler-
den olusan, anakiitleler ile ilgili arastirmalarda ¢ok sayida yetismis elemana
ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu elemanlarin bulunmasinda ve yerlestirilmesinde
giicliiklerle karsilasilabilir. Ornekleme ile bu sorunlarda azalmis olacaktir.
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- Ornekleme ile daha genis uygulama alani saglanabilir. Ornegin, 500 birim
tam sayim ile incelenirse, sadece bu birimlerle ilgili bilgiler elde edilecektir.
Oysa 500 birimlik 6rnek ile 6rnekleme oranina baglh olarak, 500 birimden
daha ¢ok sayida birimden olusan anakiitleler incelenerek, gerekli bilgiler el-
de edilecektir.

Orneklemenin bu yararlar1 yaninda baslica sakincasi, anakiitle parametreleri-
nin tahminleri yapildiginda 6érneklemeden dogan sapmalarin ortaya ¢ikmasidir. An-
cak Orneklemenin sagladigi cesitli yararlara karsilik, arastirmacilar bu sapmalara
katlanmak zorundadirlar.

Ornek birimlerinin secim sekillerine gére ornekleme ikiye ayrilir. Birimler
aragtirmacilarin isteklerine gore segiliyorsa iradi 6rnekleme, etki altinda kalinmadan
tesadiifi olarak segiliyorsa istatistiksel 6rnekleme séz konusudur. Ikisi arasindaki en
biliylik fark orneklemeden kaynaklanan hatalarin istatistiksel 6rneklemede kontrol
edilebilmesidir. Istatistiksel érneklemede belirlenen bir giiven olasilig1 ile drnekle-
meden kaynaklanacak sapmanin sinirlart tahmin edilebilmektedir.

Baslica istatistiksel drnekleme yontemlerini soyle siralayabiliriz.
- Basit Tesadiifi Ornekleme Yontemi

Ornege secilecek anakiitle birimlerinin her birine esit secilme sans1 veren or-
nekleme yontemine basit tesadiifi 6rnekleme yontemi denir. N birimden olusan bir
anakiitleden n birimden olusan bir 6rnek ¢ekilirken, N>n oldugundan birbirinden
farkli ¢ok sayida 6rnek diizenlenebilir. Diizenlenebilecek farkli 6rneklerin sayist daha
sonra verilecektir.

Anakiitle birimleri 6rnege secilirken farkli se¢im yontemleri kullanilabilir. Bi-
rimlere birer numara verilerek numara yazili kagitlar bir torbadan ¢ekilebilir, tesadiifi
sayilar tablosundan yararlanilabilir, birimlere numara yerine harf verilebilir. Burada
amaglanan se¢imin etki altinda kalinmadan tesadiifi olarak yapilmasidir. Basit tesa-
diifi 6rnekleme yonteminde anakiitle ile ilgili herhangi bir diizenleme yapilmaz.

- Tabakal Ornekleme Yontemi

Zimrelere gore ornekleme yontemi de denilen tabakali drnekleme yontemin-
de, anakiitle belirlenen kritere gére tabaka ad1 verilen alt gruplara ayrilir. Anakiitlenin
herbir birimi birden fazla tabakada yer alamaz ve tabakalarin birim sayilari toplami
anakiitle toplam birim sayisina esittir. Tabakalardan 6rnege ¢ekilecek birimler tesa-
diifi ¢cekilmeyebilir. Bu durumda iradi 6rnekleme sézkonusu olacagindan, biz sadece
tabakalardan birimlerin tesadiifi olarak ¢ekilmesi durumunu inceleyecegiz.

Tabakali 6rnekleme yontemi ile elde edilecek bilgiler, genellikle, anakiitleyi
tabakalara ayirmadan yapilan basit tesadiifi 6rnekleme yontemine gore gercege daha
yakin sonuglar verecektir. Tabakali 6rnekleme yontemi ornekleme hatalarimin azal-
tilmas1 bakimindan faydalidir.

Tabakalara ayirma bu yontemin ilk asamasidir. Belirlenen kriterlere gore, de-
gerleri birbirine yakin birimler aym tabakalara dahil edilir ve tabakalar olusturulduk-
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tan sonra her tabaka icin ayr1 ayri basit tesadiifi drnekleme yontemi uygulanarak
bunlarin sonuglar birlestirilir. Béylece anakiitle varyansi kiigiilmektedir.

Tabakali 6rnekleme yontemine bagvurulma nedeni sadece gergege yakin so-
nuglar elde edilmesi, varyansin kiigiiltiilmesi, 6rnekleme hatasinin azaltilmasi degil-
dir. Baz1 durumlarda anakiitle yaninda tabakalarla ilgili bilgiler istenebilir. Tabakali
ornekleme yontemi ile hem anakiitle, hem de tabakalarla ilgili bilgiler elde edilmis
olur. Bazi durumlarda da bu yontemle arastirmanin maliyeti diisebilir veya kolaylik
olsun diye tabakalara ayirmaya gidilebilir.

- Kademeli Ornekleme Yontemi

Kademeli 6rnekleme yonteminde anakiitle alt gruplara ayrilir. Bu alt gruplarin
her biri kiime adin1 alir. Daha sonra bu kiimelerden bir veya birkag tanesi tesadiifi
olarak secilerek kiimelerin tiim birimleri 6rnegi olusturur. Anakiitlede yer alan farkli
birimlerin kiimelerde yer almasi saglanirsa kiimeler anakiitleyi daha iyi temsil ede-
ceklerdir. Kiimeler olusturulurken buna dikkat edilirse kademeli 6rnekleme yontemi
basit tesadiifi 6rnekleme yonteminden daha iyi sonug verebilir.

Bu yontemde 6rnekleme maliyeti diisiik olacagindan, 6rnekleme maliyeti dii-
stirilmek istendiginde kademeli 6rnekleme yontemi uygulanabilir.

Kademeli 6rnekleme yontemi anakiitlenin hiyerarsik yapida olmast durumun-
da dnem kazanmaktadir. Hiyerarsik yapi anakiitleyi olusturan birimlerin dogal ola-
rak, yapisal olarak, sirali olmasini ifade etmektedir. Hiyerarsik yap1 dogal kiimelen-
me olarak da amlmaktadir. Uretilen mamiillerin birden fazlasinmn birlikte ambalaj-
lanmasi, depoda duran mallarin raflara dizilmis olmasi, muhasebe kayitlarinin deftere
sira ile kaydedilmis olmasit durumlar1 hiyerarsik yapiy1r ifade etmektedir. Bu gibi
durumlarda kiime olusturmaya gerek kalmadan kademeli 6rnekleme yontemi uygula-
nabilir. Her kutu, her raf, defterin her sayfasi birer kiime olarak kabul edilebilir. Bu
gibi durumlarda kiime olusturma maliyeti ve zaman kayb1 olmayacaktir.

Kademeli 6rnekleme yontemi, tek kademeli ve ¢ok kademeli olarak uygula-
nabilir. Tek kademeli 6rnekleme yontemi kiime 6rneklemesi yontemi olarak da ad-
landirilmaktadir.

Kiime 6rneklemesinde, daha 6nce de belirttigimiz gibi anakiitle belirli bir fak-
tore gore kiimelere ayrilir. Bu kiimelerden bir veya birkag tanesi tesadiifi olarak segi-
lerek 6rnek olusturulur. Kiimelerin tiim birimleri 6rnekte yer almaktadir.

Tek kademeli 6rnekleme ile 6rnek belirlendikten sonra bu 6rnekten tekrar 6r-
nek alinabilir. Bu durumda iki kademeli 6rnekleme séz konusu olacaktir. iki kademe-
li 6rneklemede M birim sayili her bir kiimeden m birim sayili 6rnek segilerek 6rnek
olusturulmaktadir. Ayni iglem iic kademede yapilirsa {i¢ kademeli, daha ¢cok kademe-
de yapilirsa o sayida kademeli 6rnekleme s6z konusu olacaktir.

Cok kademeli 6rnekleme, tek kademeli 6rneklemeye gore daha fazla maliyeti
gerektirir. Cok kademeli 6rnekleme, 6rnek birimleri hiyerarsik yapida ise daha uygun
bir yontemdir.
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iki kademeli orneklemenin ilk kademesinde kiimeler basit tesadiifi 6rnekleme
yontemi ile segilecektir. Ikinci kademede ise, se¢im herhangi bir 6rnekleme yontemi
ile yapilabilir. Ayni sey ikiden ¢ok kademeli 6rnekleme igin de gegerlidir.

- Sistematik Ornekleme Yontemi

Sistematik 6rnekleme yontemi, anakiitle ve 6rnek birim sayilari ile orantili esit
araliklarla birimlerin gekilerek 6rnegin diizenlendigi bir yontemdir. Anakiitlenin
birimleri 1°den N’e kadar numaralanir. k=N/n bize 6rnekleme arahigim verir. Tlk k
araliginda yer alan birimlerden birinden baslanarak esit araliklar ile birimler segilerek
ornek diizenlenmis olur.

Sistematik 6rnekleme yontemini ayri olarak inceliyorsak da, aslinda bu yon-
tem kademeli 6rnekleme yontemidir. Numaralanan ve k aralikta birimleri belirlenen
sec¢ilmesi olasi her bir 6rnek bir kiime olarak diisiiniiliirse, sonug¢ olarak bu kiimeler-
den biri segilmektedir.

Bu yontem ozellikle anakiitle birim sayisi ¢ok oldugunda kullanilmaktadir.
Anakiitle tesadiifi sekilde diizenlenmisse veya birimler 6nem derecelerine gore sira-
lanmig ise, sistematik 6rnekleme yontemi ile diizenlenecek 6rnek daha saglikli ola-
caktir. Fakat bu 6zellikler olmasa da sistematik 6rnekleme yontemi kullanilabilir.

Sistematik 6rnekleme yontemi basit tesadiifi 6rnekleme yontemine gore bazi
iistiinliiklere sahiptir.

- Hata yapma olasilig1 daha azdir.

- Daha kisa siirede sonug alinabilir, islemlerin daha hizli yapilmasi miim-
kiindiir.

- Bu yontem anakiitleyi k araliklarla tabakalara bolmekte ve her tabakadan
bir birim alinmaktadir. Boylece sonuglar basit tesadiifi 6rneklemeye gore
daha giivenilir goriinmektedir. Bu 6zelligi ve hiz1 ile bazen tabakalara gore
ornekleme yonteminden bile daha giivenilir olabilecegi diisiintilebilir.

Sistematik 6rnekleme yontemi ile N/n=k sayida birbirinden farkli 6rnekler
diizenlenebilir.

2.3. DOGRUDAN VERIi TOPLAMA YONTEMLERI

Onceki agiklamalarda veriler dogrudan ve dolayli veriler olarak smiflandiril-
mistt. Dogrudan veriler aragtirmacilar tarafindan toplandiklarindan, bu verilerin top-
lanmasinda farkli yontemler kullanilabilmektedir. Kullanilacak yontem aragtirmanin
konusuna ve niteliklerine gore degisecektir. Burada en ¢ok kullanmilan {i¢ yéntemden
sz edilecektir.

2.3.1. Anket

S6z konusu yontemler i¢inde en ¢ok kullanilanidir. Bu yontem de anket formu
olarak adlandirilan ve bilgi toplayacak kisi veya kigilerce hazirlanan bir form gesitli
sekillerde veri kaynagina ulastirilir. Formun veri kaynagina ulagtirilmasinda anketor
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olarak adlandirilan kisiler, posta ve telefon kullanilabilir. Genellikle anketorler bu
konuda yetistirilmis ve tecriibeli kisilerdir. Yetismis ve tecriibeli eleman bulunmadi-
ginda arastirmada gorev alacak anketorler bir kursa tabi tutulabilirler. Anketorler bu
konuda tecriibeli olsalar bile, gerekli oldugunda bir 6n ¢alisma yapilabilir. Bu ¢alis-
ma anketdrlere 6n bilgiler verilmesi agisindan faydali olabilir.

2.3.1.1. Anket Formunun Diizenlenmesinde Dikkat Edilmesi
Gerekli Noktalar

Anket ile veri toplanmasinda asagida 6zetlenen noktalara dikkat edilmesinin,
daha saglikli veri toplamasina yardimet olacagl, tecriibeler sonucunda belirlenmistir.
Onemli olarak goriilen bu noktalar1 s6yle 6zetleyebiliriz.

- Anket formunu cevaplayanlar, verecekleri bilgilerin kendilerine zarar vere-
cek sekilde kullanilmasindan ¢ekindikleri i¢in, bilgi vermek istemeyebilirler
veya dogru bilgi vermeyebilirler. Bu nedenle bilgilerin gizli kalacaginin an-
ket formunun basinda belirtilmesi yararli olabilir. Ayrica isim, adres gibi
anket formunun kimin tarafindan cevaplandigin belirtecek bilgilerin form-
da yer almamasi, daha dogru bilgilerin elde edilmesine yardime1 olabilir. Bu
noktalara dikkat edildiginde, anket formunu cevaplamaktan kaginanlarin sa-
yisinin azaldig1 ve daha dogru cevaplarin elde edildigi goriilmistiir.

- Anket formunda yeralan sorularin agik, anlasilir, kisa ve basit olmasi ge-
rekmektedir. Bu noktalara dikkat edilmemesi, sorular iyi anlagilamayaca-
gindan, yanlis bilgilerin elde edilmesine neden olabilir.

- Anket formunda yer alan sorular mantikli olmali ve her sorunun bir cevabi
bulunmalidir. Mantiksiz sorulara mantikli cevaplarin alinmasi miimkiin ol-
madigindan sorularin mantikli olmasina 6zen gosterilmelidir. Ayrica her so-
runun bir cevabr olmamasi, yanls bilgi toplanmasina neden olabilir. Orne-
gin, bir bolgede yasayan ev kadinlarina, bir malin markasini belirterek o malt
kullanip kullanmadiklarinin soruldugunu diigiinelim. Bu durumda sadece
evet veya hayir cevaplarindan birini segmeleri isteniyorsa ve soru yoneltilen
ev hanimi bu mali kullanip kullanmadigint hatirlamiyorsa, yanlis cevap ve-
rebilir. Bu yanligligi 6nlemek i¢in bir {igiincii segenek olarak hatirlamiyorum
cevabinin eklenmesi, yanlis bilgi toplanmasini engelleyecektir.

- Anket ile ilgili bilgi toplamada 6nemli noktalardan biri de soru sayisidir.
Soru sayisinin az olmasi istenen bilginin elde edilmemesine, soru sayisinin
fazla olmasi ise cevap vereni biktirabileceginden dogru cevap alinamamasi-
na veya formun sonunda yeralan bazi sorularin cevapsiz birakilmasina ne-
den olabilir.

2.3.1.2. Anket Formunun Bilgi Kaynagina Ulastirnlmasinda Kullanilan
Yontemlerin Karsilastirilmasi

Daha 6nceki aciklamalarda deginildigi gibi anket formu bilgi kaynagina anke-
torler posta ve telefon ile ulastirilabilir. Bu yontemlerin fayda ve zararlarimi soyle
Ozetleyebiliriz.
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- Anketorler ile Yapilan Anket Calismalarinin Faydalari

Anketorler ile yapilan caligmalarda cevap alma oraninin diger yontemlere
gore daha yiiksek oldugu gorillmektedir. Ciinkii, anketor bilgi verecek kisi-
lere, sorular1 yiiz yiize yonelttiginden, cevap vermek istemeyen kisileri etki-
leyerek onlarin cevap vermesini saglayabilecektir. Bu sekildeki ¢alismalar-
da cevap alma oranimin yiiksekligi anketoriin becerisine gore degisecektir.

Anket ile bilgi toplamada anketdrlerden yararlanmanin en biiyiik faydasi sorula-
rin, cevaplayan Kkisiler tarafindan iyi anlagilmamasi durumunda goriilmektedir.
Ciinkdi, sorularin iyi anlagilamamasi durumunda anketorler cevap verenlere an-
layamadiklari sorulart aciklayarak daha dogru bilgi toplamasini saglayabilirler.

Anketor ile Yapilan Anket Calismalarinin Sakincalar

Bir anket formu i¢in anketorlere 6denecek iicret, posta ve telefona 6denecek
iicretin ¢ok iizerinden oldugundan, anketdrler yardimu ile bilgi toplanmasi
posta ve telefona gore daha masrafli olmaktadir.

Yeterli sayida anketdr bulunamamasi, bilgi kaynagina ulagsmanin zaman
kaybina sebep olmasi gibi nedenlerden o&tiirii, anketorler kullanarak bilgi
toplamak posta ve telefon ile bilgi toplamaktan genellikle daha ¢ok zaman
almaktadir. Bu da sonuglarin posta ve telefondan daha uzun siirede alinma-
sina neden olacaktir.

Anketorlerden yararlanmanin 6nemli sakincalarindan biri anketdriin sonucu
etkileyebilmesidir. Anketorler kisilere etkileyerek, ger¢ek disi cevaplar
vermelerine neden olabilirler. Anketorler tarafindan kisilerin etkilenmesi
hem olumlu, hem de olumsuz yonde olabilir. Anketdriin cevap verecek kisi-
ye kotii veya asirt derecede iyi davranmasi, olumlu verilecek cevabin olum-
suz veya olumsuz verilecek cevabin olumlu verilmesinde etkili olabilir.

Anketorler ile bilgi toplamada yanlis sonuglar alinmasinda bir diger etken,
anketorlerin yetismesidir. Her zaman yeterli sayida ve yeterince bilgili an-
ketorler bulunamayabilir. Anketérleri yetistirmek i¢in yapilan ¢aligmalarda
her zaman istenen sonuca ulagmamis olabilir. Bu durum toplanacak verile-
rin hatali olmasina neden olacaktir.

Anketorler ile ¢alismanin en biyiik sakincasi, anketorlerin ger¢cek olmayan
sonuglar1 verebilmeleridir. Anketore verilen formlar anketér tarafindan ger-
¢ek dist bilgilerle doldurulabilir. Bunu 6nlemek igin genellikle ¢esitli dene-
tim mekanizmalar1 olusturulmustur. Fakat bu mekanizmalarda tam olarak
gercek dig1 sonuglar verilmesini 6nleyemeyebilir. Bu nedenle, bu konu {ize-
rinde gerekli hassasiyetin gosterilmesi gerekecektir.

Posta ve Telefon ile Yapilan Anket Calismalarmin Faydalari

Posta ve telefon ile yapilan anket ¢aligsmalarinda cevaplar anketor ile yapi-
lan caligmalara gore daha cabuk alinir. Posta ile yapilan ¢aligmalarda ise
uygun bir tarih belirlenerek bu tarihe kadar gelen cevaplar isleme konabilir.

Posta ve telefon ile yapilan ¢alismalarda arastirma maliyeti diisecektir.

Posta ve telefon ile yapilan galismalarda, anketorler kullanilmadigindan,
anketorlerin cevaplar1 olumlu veya olumsuz yonde etkilemesi sakincasi or-
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tadan kalkacaktir. Ancak telefon ile yapilan calismalar da kismen bu sakin-
ca sozkonusu olabilir.

- Posta ile yapilan ¢aligmalarin en biiyilik faydasi, cevaplamanin daha uygun
bir zamanda ve daha uzun siirede yapilabilme imkan1 yaratmasidir. Boylece
Kisi anket formunu uygun bir zamaninda cevaplayacagindan daha dogru
bilgiler elde edilebilir.

- Posta ve Telefon ile Yapilan Anket Cahsmalarimin Sakincalari

- Posta ve telefon gibi araglarla yapilan ¢alismalarda cevaplama orani genel-
likle daha diisiiktiir ve anketoriin kisiyi ikna ederek cevap alabilmesi imkani
da ozellikle postada s6zkonusu degildir. Telefon ile cevap istendiginde kisi-
lerin ikna edilebilme imkani daha yiiksek ise de telefonun yiize kapatilabile-
cegi veya goriismeden kagmanin kolayligi unutulmamalidir. Posta ile cevap
istendiginde ise unutma, zaman ayiramama gibi nedenlerle cevap verme
oran1 diisebilmektedir.

- Ozellikle posta ile yapilan cahsmalarda anlasilamayan sorular ile ilgili agikla-
malar yapilabilmesi imkani olmadigindan hatali sonuglar alinmasimi engellemek
i¢in sorularin anlagilir olmasina daha ¢ok dikkat edilmesi gerekmektedir.

2.3.2. Gozlem

Bu yontemde bilgi toplayacak kisi veya kisiler bilgi kaynaklarimi gozleyerek
sonuglari elde etmektedirler. Gozlemde ankette oldugu gibi veri veya bilgi kaynagi-
nin etkilenmesi sézkonusu degildir. Ciinkii bu yontemde veri kaynagi gozlenerek
sonuglar kaydedilir ve bdylece istenen bilgiler elde edilmis olur. Ornegin, trafik ile
ilgili olarak yapilan bir arastirmayi diistinelim. Cesitli yollarin belirlenen saatlerdeki
trafik yiikleri, sozkonusu saatlerde yolun uygun bir yerinde durularak araglarin sa-
yilmasit ile belirlenebilir.

Anket ve gbzlem her zaman olmasa bile ayni bilgilerin elde edilebilmesi igin
kullanilabilirler. Burada yontemin se¢imi 6nce konunun ve arastirmanin 6zellikleri-
ne, daha sonra arastirmay1 yapan kisi veya kisilere bagh olacaktir. Ornegin, tiiketici
tercihlerinin belirlenmesi i¢in hem anket, hem de gdzlem ile bilgi toplanabilir. Anket
yapilacaksa, anket formunun hazirlanarak tiiketicilere ulastirilmasi gerekecek, oysa
gbzlem yapilacaksa tiiketicilerin belirlenen alis veris merkezlerinde davranislar: veya
tercihleri gozlenecektir.

2.3.3. Deney

Deney ile veri toplanmasinda, anket ve gdzlemden farkli olarak istenilen olay-
lar suni olarak olusturulur ve olusturulan bu olaylar gézlemlenerek, gerekli olan
veriler elde edilir. Olaylarm yaratilmasinda laboratuarlar veya farkli alanlar kullani-
labilir. Ornegin, bir ilacin etkisi bir klinikte hastalara ilag verilerek belirlenebilir.
Daha once soz edildigi gibi istatistik toplu olaylar1 konu aldigindan genellikle dene-
yin yeterli sayida tekrarlanmasi gerekebilir. Olaymn tekrar sayisimin az olmasinin
hatali sonuglarin alinmasina neden olabilecegi de unutulmamalidir.
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2.4. VERILERIN DUZENLENMESI

Buraya kadar ki agiklamalarimizda veri, verilerin toplanmasi ve bununla ilgili bas-
lica yontemlerden sozedildi. Veri hangi yontemle elde edilirse edilsin, elimize ulasan
veriler ham veri olarak adlandirilirlar ve genellikle istatistiksel analize hazir degillerdir.
Bu verilerin analize uygun hale getirilmeleri i¢in diizenlenmeleri gerekmektedir.

Verilerin diizenlenmesi hem dogrudan hem de dolayl1 veriler i¢in yapilabilirse
de, daha ¢ok dogrudan veriler s6zkonusu oldugunda 6nemlidir. Dolayli veriler ise
genellikle diizenlenmis olarak elde edilirler, ancak yapilacak arastirmaya gore yeni-
den diizenlenmeleri gerekebilir.

2.4.1. Basit Seri

Elde edilen ham verinin kiigiikten biiytige dogru siralanmasi ile elde edilecek
serilere basit seriler denir. Basit serilerin incelenecek birim sayisinin az olmast du-
rumunda kullamlmalar1 daha uygun olmaktadir. Bir basit seri birden fazla birimden
olusur ve birim sayisi n ile gosterilir. Seride yer alan birimler ise X; degiskeni ile
ifade edilir. Burada i indisi X’in degisken oldugunu ve i’nin degismesi ile farkli de-
gerler alacagin ifade eder.

Basit serinin toplam degeri X;’lerin toplamina esit olacagindan,

Serinin Toplam Degeri = X, + X, +---4+ X, = z X, olacaktir.

i=1

ORNEK: Bir isletmede calisan 25 is¢iye verilecek ¢ocuk paralart ile ilgili bir
aragtirma yapilmaktadir. Is¢ilerin ¢ocuk sayilari asagida verilmistir.

1,3,2,2,3,1,45.3,6,05,2,3,2,4,8,0,1,2,3,3,1,0,4
Verilen degerleri basit seri seklinde diizenleyelim.

0,001111.2222,.2,3,3,3,3,.3,.3,4,4,455,6,8

2.4.2. Frekans Serisi

Incelenecek birim sayisinin artmast ile basit seriler yan yana veya alt alta ya-
zilmig uzun sayi dizileri olusturulacaklardir. Bu durumda ¢alisma kolayligi saglan-
mast i¢in frekans serileri diizenlenir. Frekans serilerinin, degiskenin ¢ok sayida farkli
deger almadigi, fakat ayni1 degerlerin ¢ok sayida tekrarlandigi durumlarda diizenlen-
meleri daha uygundur.

Diizenlenmis bir frekans serisi iki siitundan olugsmaktadir. Birinci siitunda de-
giskenin aldig1 farkli degerler yer almaktadir. Degiskenin aldig1 bu farkli degerler
genellikle kiigiikten biiyiige dogru siralanarak yazilirlar. Ancak gerekli ise, biiylikten
kiigiige dogruda siralama yapilabilir.

Frekans serilerinin ikinci siitunu ise fj ile gosterilir ve bu siitunda degiskenin
aldig farkli degerlerin tekrar sayilar1 yer almaktadir. Degiskenin aldig1 farkli deger-
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lerin tekrar sayilari frekans olarak adlandirilir. Bu nedenle f; siitununa frekanslar
siitunu adi verilmektedir. Frekanslar siitununun toplami basit serinin birim sayisi,
yani incelenen birim sayisina (n) esittir.

Degiskenin k sayida farkli deger aldig1 bir frekans serisi soyle gosterilebilir.

Xi fi
X1 fl
X2 -f2
X3 f3
Xk fk

Frekans serilerinin toplam degeri fi’ler ile Xj’lerin ¢carpimlarinin toplamlarinin
alinmasi ile bulunur. f1 ile X1’in ¢arpimlarinin toplami X;’ler toplamini; f5 ile X3’in
carpimlarinin toplami X5’ler toplamini; ........... ; fi ile Xi’nin garpimlarinin toplami
Xi’lar toplamini vereceginden,

k
Serinin Toplam Degeri = f,X, + f,X, +--+ fy X, = > X,
i=1
olacaktir.

ORNEK: Daha &nce basit seri olarak diizenlenen seriyi frekans serisi diizen-

leyiniz.

Xi fi
0 3
1 4
2 5
3 6
4 3
5 2
6 1
8 1

25

Once Xi’ler siitunun olusturularak bu siituna degiskenin aldig1 farkli degerler,
ikinci siitun olan fj siitununa ise, degerlerin tekrarlanma sayilar1 yazilmistir. Yani fi
siitununda 0 ii¢ defa tekrarlandigindan sifirin karsisinda 3; 1 dort defa tekrarlandigin-
dan 1’in karsisinda 4; ...... yer almigtir. Goriildiigii gibi f; siitunu toplamu basit serinin
birim sayisi olan 25’e esittir.



Verilerin Toplanmasi ve Diizenlenmesi 17

2.4.3. Smifh Seri

Incelenecek birim sayisimn ¢ok olmasi ve degiskenin birbirinden farkli ¢cok
sayida deger almasi durumunda frekans serileri de basit seriler gibi uzun say1 dizileri
sekline doniigiirler. Bu durumda simifl: seri, siniflandirilmis seri, gruplu seri, gruplan-
dirtlmus seri gibi isimlerle adlandirilan seriler diizenlenmektedir.

Sinifli seri adlandiracagimiz seriler iki slitundan olusmaktadir. Birinci siitun
smiflar siitunudur ve bu siituna olusturulan belirli sinif araliklar1 yazilir. Ikinci stitun
ise siiflarda yer alan degerlerin tekrar sayilarinin gosterildigi frekanslar siitunudur.

Siniflarin olusturulmasinda énemli olan nokta sinif araliginin ne olmast veya
siif sayisinin kag¢ tane olursa en uygun diizenlenmenin yapilmis olacaginin belir-
lenmesidir. Sinif sayisinin ve sinif araliginin belirlenmesi i¢in bazi yazarlarca belirli
Olgiiler veya formiiller 6nerilmektedir. Bu formiiller ve dlgiiler 6neri niteliginde olup
kesin birer ol¢li degillerdir. Siniflama islemi yapilirken dikkat edilmesi gereken,
aragtirmanin dzellikleri ve siiflama isleminin neden oldugu sapmalardir. Sinif say1-
siin az olmast sapmayi arttiracagindan, simif sayisinin dortten az alinmasinin dogru
olmayacag1 sdylenebilir. Diger taraftan siniflama, degiskenin alacagi ¢ok sayidaki
degerlerin azaltilarak, iglemleri kolaylastirmaya yonelik olarak yapildigindan, sinif
sayisinin sekizden ¢ok olmasinin iglemleri arttiracagi da dikkate alinmalidir.

Siif araligi arastirmanin 6zellikleri dikkate alinarak arastirmaci tarafindan
belirlendikten sonra, 6nce ilk sinifin alt sinir degeri siniflar siitununa yazilir. Daha
sonra alt sinir degere sinif aralig1 eklenerek iist sinir degeri elde edilir. Her sinifin iist
siir degeri, bir sonraki sinifin alt sinir degerini olusturur. Bu alt sinir degeri yazilip
bu degere sinif araligi eklenerek siiflar diizenlenir. Bu isleme siniflar degiskenin
tiim degerlerini kapsayana kadar devam edilir.

Siniflarda yer alan frekanslar belirlenirken, sinifin alt sinir degeri dahil, iist s1-
nir degeri ise hari¢ tutulur. Bir sinifin {ist sinir degeri ile onu takip eden sinifin alt
sinir degeri birbirine esit olarak yazilir. Bu siniflarin frekanslari yazilirken, degeri bir
sinifin iist siir degerine esit olan birim bir sonraki sinifin frekansina eklenir. Ornegin
2’den baslayarak, 2 esit aralikli siniflar olusturuluyorsa siniflar 2-4, 4-6,.... seklinde
olusacaktir. 2-4 sinifinda 2 dahil 4’e kadar olan degerler bulunmakta 4 ise 4-6 sini-
finda yer almaktadir. Yani, her sinifta alt sinir dahil iist sinira kadar olan degerler
bulunmaktadir.

Sinifli seriler ile islemler yapilirken frekanslarin her smifta diizgiin dagildig:
diigiiniilmektedir. Bu nedenle sinif ortalar1 X; olarak belirlenir ve seri ile ilgili hesap-
lamalar bu degerler dikkate alinarak frekans serilerinde oldugu gibi yapilir. Ornegin,
smifli serilerin toplam degeri sinif ortalar1 bulunduktan sonra frekans serilerinde
oldugu gibi hesaplanir.

ORNEK: Daha 6nce frekans serisi olarak diizenlenen 6rnegi, 2 esit aralikli
smifli seri seklinde diizenleyiniz.
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Frekans Serisi Sinifli Seri
Xi fi Siniflar fi
0 3 0-2 7
1 4 2-4 11
2 5 4-6 5
3 6 6-8 1
4 3 8-10 1
5 2 25
6 1
8 1

25

Goriildiugi gibi seride 8’den biiyiik deger olmamasina ragmen, 6-8 sinifinda 6
dahil 8’¢ kadar olan degerler yeraldigindan, 8 degeri 8-10 smift olusturularak bu
sinifa yazilmistir.

Yukarida verilen 6rnekte sinif araliklari esit alinmistir. Ancak uygulamada si-
nif araliklariin esit olmasi sart degildir. Arastirmanin 6zelliklerine gore esit olmayan
aralikli sinifl1 serilerde diizenlenebilir.

Siniflarin olusturulmasinda agik smifli seriler de sézkonusu olabilmektedir.
[k sinifin alt sinir de@eri veya son smifimin iist smir degeri veya ikisi birlikte belli
olmayan serilere agik siniflt seriler denir. Bu tiir diizenlemelere seride az sayida asiri
derecede biiyiik veya kiiciik deger oldugunda basvurulmaktadir. Ornegin verdigimiz
ornekte 18 cocuklu bir ig¢i olsayds, ikiser ikiser siniflarin diizenlenmesi yerine son
sinif 8-+ sinifi seklinde diizenlenebilirdi.

Sinifl1 serilerde siniflarin frekanslarinin sinif araliginda diizgtin dagildiginin ka-
bul edilmesi, sinifl serilerde hesaplanan 6lgiilerde kii¢iik sapmalara neden olacaktir.

ORNEK: Bu sapma miktarini daha 6nce verilen 6rnek iizerinde gosteriniz.
Basit seri :

2X; =0+0+0+1+1+1+1+2+2+2+2+2+

3+3+3+3+3+3+4+4+4+5+5+6+8
=68



Verilerin Toplanmast ve Diizenlenmesi 19

Frekans serisi:

x
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8
D X, =68

Sinifls seri:

Siniflar f X - alts — Usts f. X,
' 2
02 7 (0+2)/2=1 7
2.4 11 (2+4)12=3 33
4-6 5 (4+6)/2=5 25
6-8 1 (6+8)/2=7 7
8-10 1 (8+10)/2=9 9
25 D X =81

Goriildiigh gibi basit ve frekans serilerinin toplam degeri 68’¢ esit iken, sinifl
serinin toplam degeri 81’e esittir.

Sinifli serilerde siniflardan kaynaklanan bu sapmalar, smiflamanin sagladigi
kolayliklar nedeniyle dikkate alinmamaktadir.

2.5. BIRIKIMLI FREKANSLAR

Bu boliime kadar ki agiklamalarimizda frekans serileri ve sinifli serilerin dii-
zenlenmesine deginilmistir. Ancak bazi istatistiksel arastirmalarda, bir frekans seri-
sinde veya sinifli seride belirli bir degerden daha kiigiik veya daha biiyiik degerler
alan birim sayisinin belirlenmesi istenebilir. Bu gibi durumlarda birikimli frekansla-
rin hesaplanmasi gerekir. Birikimli frekanslar seride belirli bir degerden daha kiigiik
veya daha bilyiik deger alan birim sayisinin belirlenmesi igin kullanilabilecegi gibi,
daha sonraki bdliimlerde agiklanacak bazi 6lgiilerin hesaplanmasina da yardimer
olacaklardir.
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Birikimli frekanslar, artan birikimli frekanslar ve azalan birikimli frekanslar
olmak {iizere iki sekilde hesaplanirlar. Hesaplanan frekanslar diizenlenecek ayr sii-
tunlarda gosterilirler. Bu siitunlar artan birikimli frekanslar ve azalan birikimli fre-
kanslar stitunlari olarak adlandirilirlar.

2.5.1. Artan Birikimli Frekanslar

Frekans serilerinde ve sinifli serilerde belirli bir degere esit veya daha kiiglik
deger alan birimlerin sayisin1 gostermek i¢in artan birikimli frekanslar hesaplanir.
Artan birikimli frekanslar hesaplanirken frekanslar siitununun ilk frekans degeri
aynen alinir ve bu deger artan birikimli frekanslar stitununun ilk degeri olarak yazilir.
Ikinci frekans degeri ilk frekans degeri ile toplanarak artan birikimli frekanslar siitu-
nunun ikinci degeri olarak yazilir. Uciincii frekans degeri ikinci frekans degeri ile
toplanarak artan birikimli frekanslar siitununun tgiincii degeri olarak yazilir. Bu
isleme frekanslar bitene kadar devam edilir. Artan birikimli frekanslar siitununun en
son degeri frekanslar toplamina esit olacaktir. Artan birikimli frekanslarin frekans
serilerinde ve siifli serilerde ne ifade ettigini iki ayr1 6rnek ile agiklayalim.

ORNEK: Daha énce frekans serisi olarak diizenlenen drnegin artan birikimli
frekanslarini hesaplayiniz.

Artan
Birikimli Frekanslar

x

3=3
3+4=7
7+5=12
12+6=18
18+3=21
21+2=23
23+1=24
24+1=25

oo UAWNERO
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Gorildugi gibi frekanslar stitunundaki frekanslarin toplanmast ile artan birikim-
li frekanslar hesaplanmigtir. Artan birikimli frekanslar siitununda yer alan 18 sayisi,
degiskenin 0,1,2 ve 3 degerlerinin frekanslariin toplanmast ile olusmustur. Bu nedenle
18 sayist seride 3 ve 3’den kiigiik kag birim oldugu gostermektedir. Diger bir ifade ile
(Xi) degiskeni is¢ilerin ¢ocuk sayilarimi gosterdiginden, igyerinde 3 ve 3’den az ¢ocuklu
iscilerin sayisinin 18 oldugu anlasilmaktadir. Artan birikimli frekanslar siitununun son
degerinin frekanslar toplami olan 25°e esit oldugu goriilmektedir.

ORNEK: Daha 6nce smifli seri olarak diizenlenen Grnegin artan birikimli
frekanslarini hesaplayiniz.
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Siniflar f, Artan Birikimli Frekanslar
0-2 7 =7
2-4 11 7+11=18
4-6 5 18+5=23
6-8 1 23+1=24
8-10 1 24+1=25
25

Bu seride de artan birikimli frekanslar, frekans serilerinde oldugu gibi hesap-
lanmustir. Artan birikimli frekanslar slitununda yer alan 23 sayis1 0-2, 2-4, 4-6 siniflari-
nin frekanslarimin toplamindan olugsmustur. 4-6 sinifinda 4 dahil 6’dan kiigiik deger
alan birimler yeraldigindan 23, 6’dan kiigiik deger alan birimlerin sayisin1 géstermek-
tedir. Artan birikimli frekanslar siitununun son degeri de yine frekanslar toplama esittir.

2.5.2. Azalan Birikimli Frekanslar

Frekans serilerinde ve sinifli serilerde, belirli bir degere esit veya daha biiyiik
deger alan birimlerin sayisin1 gostermek i¢in azalan birikimli frekanslar hesaplanir.
Azalan birikimli frekanslar hesaplanirken, artan birikimli frekanslarin hesaplanma-
sinda ilk frekanstan baslanarak yukaridan asagiya dogru yapilan iglem, son frekans
degerinden baglanarak asagidan yukariya dogru yapilmaktadir.

Azalan birikimli frekanslarin hesaplanmasinin bir diger yolu, frekanslar top-
lamindan baslanarak ¢ikartma islemi yapilmasidir. Bu durumda azalan frekanslar
stitununa ilk olarak frekanslar toplami yazilir. Daha sonra bu ilk frekans, frekanslar
toplamindan ¢ikartilarak bulunan deger azalan birikimli frekanslar siitununun ikinci
degerini verir. Bu degerden ikinci frekans ¢ikarilarak bulunan deger, iiglincii azalan
frekans degeridir. Bu isleme ayni sekilde serinin son degerine kadar devam edilir.

Artan birikimli frekanslar slitunun son degeri frekanslar toplamina esit iken,
azalan birikimli frekanslar sitununun ilk degeri frekanslar toplamina esit olmaktadir.

Azalan birikimli frekanslarin frekans serilerinde ve simifli serilerden hesap-
lanmasint iki ayr1 6rnek ile agiklayalim.

ORNEK: Daha 6nce artan birikimli frekanslar1 hesaplanan frekans serisinin
azalan birikimli frekanslarini, agiklandigi gibi iki sekilde de hesaplayiniz.

Xi f LYol _2.Yol
! Azalan Birikimli Frekanslar Azalan Birikimli Frekanslar

0 3 22+3=25 25
1 4 18+4=22 25-3=22
2 5 13+5=18 22-4=18
3 6 7+6=13 18-5=13
4 3 4+3=7 13-6=7
5 2 2+2=4 7-3=4
6 1 1+1=2 4-2=2
8 1 1 2-1=1

N
(¢



22 Temel Istatistik

Azalan birikimli frekanslar slitununda yer alan 13 sayisi, degiskenin 3,4,5,6 ve
8 degerlerinin frekanslarmin toplamindan olusmustur. Bu nedenle seride 3 ve 3'den
biiyiik deger olan birim sayisinin 13 oldugu sonucuna varilmaktadir.

ORNEK: Daha once artan birikimli frekanslar1 hesaplanan frekans serisinin
azalan birikimli frekanslarimi hesaplaymiz.

Siniflar fi Azalan Birikimli Frekanslar
0-2 7 25
2-4 11 18
4-6 5 7
6-8 1 2
8-10 1 1
25

Azalan birikimli frekans siitununda yer alan 7 sayisi, 4-6, 6-8 ve 8-10 smifla-
rinin frekanslarinin toplamindan olusmustur. 4-6 sinifinda 4 dahil 6’ya kadar deger
alan birimler yer aldigindan 7 sayis1 serinin en az 4 veya 4’ten daha biiyiik deger alan
birimlerin sayisin1 gostermektedir.

Artan ve azalan birikimli frekanslar ile ilgili olarak yaptigimiz agiklamalara
dikkat edilirse, artan birikimli frekanslar seride en az bir degere esit veya o degerden
daha kiiciik deger alan birimlerin toplam sayilarini verirken neden artan birikimli
frekanslar olarak adlandirildifi diigiiniilebilir. Ayni1 sey azalan birikimli frekanslar
icin de sozkonusu olacaktir. Celiski gibi diistiniilebilecek bu durum, birikimli fre-
kanslara, artan veya azalan birikimli frekans siitunlarinda yer alan frekanslarin sayila-
rinin artmasi veya azalmasina gore ad verilmesinden kaynaklanmaktadir.

2.6. ORANSAL FREKANSLAR

Frekanslar, frekans serilerinde degiskenin aldiklar1 degerlerin tekrar sayilarini,
diger bir ifade ile seride herhangi bir degere esit deger alan kag birim oldugunu gos-
termektedirler. Eger seri simifli seri ise, frekans simif araliginda yer alan birimlerin
sayisini ifade etmektedir. Bazi arastirmalarda birimlerin sayilart yerine oranlarinin
hesaplanmasi gerekebilir. Bu gibi durumlarda oransal frekanslar hesaplanmaktadir.

Degigkenin aldig1 degerlerin veya siniflarin frekanslarinin, toplam frekansa
oranlanmasi ile elde edilen frekanslara oransal frekanslar denir. Diger bir ifade ile
oransal frekanslar hesaplanirken frekanslar toplam frekansa boliinmektedir. Oransal
frekanslar frekans serilerinde, degiskenin aldig1 herhangi bir degere esit deger alan
birimlerin, toplam birimlere oranin1 gostermektedir. Sinifli serilerde ise, herhangi bir
smifta yer alan birimlerin oranini ifade etmektedir.

Siifli frekans serilerinde oransal frekanslar1 6rnek iizerinde agiklayalim.

ORNEK: Daha 6nce 6rnek olarak verdigimiz frekans serisi ve simfli serinin
oransal frekanslarini hesaplayalim.
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Oransal Frekanslar

x

3/25=0,12
4/25=0,16
5/25=0,20
6/25=0,24
3/25=0,12
2/25=0,08
1/25=0,04
1/25=0,04
25/25=1,00

0o UAWNERO
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N
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Yukarida oransal frekanslar siitununda yer alan 0,24 degeri serideki %24’iin
degerinin 3’e esit oldugunu, diger bir ifade ile igyerinde ¢alisan isgilerin %24 iiniin 3
¢ocuklu oldugunu gostermektedir.

Siniflar fi Oransal Frekanslar
0-2 7 7/25=0,28
2-4 11 11/25=0,44
4-6 5 5/25=0,20
6-8 1 1/25=0,04

8-10 1 1/25=0,04
25 25/25=1,00

Yukarida oransal frekanslar siitununda yer alan 0,20 degeri serideki birimlerin
%20’sinin degerinin 4 dahil 6’dan az oldugunu, diger bir ifade ile isyerinde ¢aligan
is¢ilerin %20’sinin ¢ocuk sayisinin 4 (dahil) ile 6 (hari¢) arasinda oldugunu goster-
mektedir.

Oransal frekanslar artan ve azalan birikimli oransal frekanslar olarak da dii-
zenlenebilirler. Artan birikimli frekanslar seride bir degere esit veya daha kiigiik
deger alan birimlerin toplam sayisin1 gosterirken, artan oransal birikimli frekanslar
seride bir degere esit veya daha kii¢iik deger alan birimlerin oranin1 géstermektedir.
Azalan birikimli frekanslar ise seride bir degere esit veya daha biiyiik deger alan
birimlerin toplam sayisim gosterdiginden, azalan oransal birikimli frekanslarda seride
bir degere esit veya daha biiyiik deger alan birimlerin oranini gosterecektir.

Artan ve azalan oransal birikimli frekanslar, oransal frekanslarin artan veya
azalan birikimli frekans seklinde diizenlenmesiyle elde edilebilecegi gibi bu birikimli
frekanslarin toplam frekansa boliinmesi ile de elde edilebilirler. Artan oransal biri-
kimli frekanslar siitununun son degeri ve azalan oransal birikimli frekanslar siitunun
ilk degeri 1’e esittir.
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ORNEK: Daha dnce verilen 6rnekler iizerinde artan ve azalan birikimli fre-
kanslar1 hesaplayiniz.

Artan Oran- Azalan

Xi f. Oransal Artan Azalan sal Birikimli ~ Oransal
: Frekanslar  Birikimli F.  Birikimli F. F. Birikimli F.
0 3 0,12 3 25 0,12 1,00
1 4 0,16 7 22 0,28 0,88
2 5 0,20 12 18 0,48 0,72
3 6 0,24 18 13 0,72 0,52
4 3 0,12 21 7 0,84 0,28
5 2 0,08 23 4 0,92 0,16
6 1 0,04 24 2 0,96 0,08
8 1 0,04 25 1 1,00 0,04
25 1,00

Yukarida verilen frekansli serinin artan oransal birikimli frekanslar siitununun
da yer alan 0,72 degeri serideki birimlerin %72’sinin degerinin 3 ve 3’ten kiigiik
oldugunu, diger bir ifade ile bu isyerinde ¢alisan is¢ilerin %72’sinin ¢ocuk sayisinin
3 veya daha az oldugunu goéstermektedir.

Bu serinin azalan oransal frekanslari ise, serideki birimlerin 0,52’sinin degeri-
nin 3 ve 3’den biiyiik oldugunu, yani iscilerin %52’sinin ¢ocuk sayisinin 3 ve 3’den
fazla oldugunu gostermektedir.

ORNEK: Daha once verilen sinifli serinin artan ve azalan oransal birikimli
frekanslarini hesaplayiniz.

Artan Azalan Artan Azalan
Siniflar f Oransal Birikimli Birikimli Oransal Oransal
! Frekanslar Frekanslar Frekanslar Birikimli F.  Birikimli F.
0-2 7 0,28 7 25 0,28 1,00
2-4 11 0,44 18 18 0,72 0,72
4-6 5 0,20 23 7 0,92 0,28
6-8 1 0,04 24 2 0,96 0,08
8-10 1 0,04 25 1 1,00 0,04

25 1,00

Yukarida verilen siifli serinin artan oransal birikimli frekanslar siitununda
yer alan 0,92 degeri serideki birimlerin %92’sinin degerinin 6’dan kiigiik oldugunu,
diger bir ifade ile isyerinde galisan isgilerin %92’sinin ¢ocuk sayisinin 6’dan az ol-
dugunu gostermektedir.

Bu serinin azalan oransal birikimli frekanslar siitununda yer alan 0,28 degeri
ise serideki birikimlerin %28’in degerinin 4 ve 4’den biiyiik oldugunu yani isgilerin
%?28’inin ¢ocuk sayisinin 4 veya daha fazla oldugunu gostermektedir.
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2.7. ISTATISTIKSEL SERILER

Toplanan verilerin 6zelliklerine gore siralanmasi ile elde edilen say1 dizilerine
istatistiksel seri ad1 verilmektedir. Istatistiksel seriler zaman, mekan, dagilim ve bile-
sik seriler olmak {lizere dort ana grupta toplanabilirler.

2.7.1. Zaman Serileri

Toplanan verilerin giin, ay, yil gibi zaman birimlerine gore diizenlenmesi ile
olusturulan serilere zaman serileri ad1 verilir. Ornegin, yillara gére tiitiin {iretim mik-
tarlarim, aylara gore dogan ¢ocuk sayilarini gosteren seriler birer zaman serisidir.
Zaman serileri daha sonra zaman serileri analizi béliimiinde agiklanacak, trend, mev-
simlik dalgalanmalar, konjoktiirel dalgalanmalar ve tesadiifi dalgalanmalar olarak
adlandirilan dort faktor tarafindan etkilenmektedirler. Bir zaman serisi iki siitundan
olusmakta ve birinci slitunda zaman birimleri, ikinci siitunda ise incelenen degiskene
ait sayisal degerler yer almaktadir.

ORNEK:
Toplam istihdam
Yillar (1=bin kisi)
2005 21540,385
2006 21536,15
2007 21473,225
2008 21295,123
2009 21658,783

2.7.2. Mekan Serileri

Mekan serileri yersel seriler olarak da adlandirilir. Toplanan verilerin kdy, il,
bolge gibi mekan birimlerine gore diizenlenmesi ile elde edilen serilere mekan serile-
ri denmektedir. Mekan serileri de zaman serileri gibi iki siitundan olusmakta ve bi-
rinci siitunda mekan birimleri, ikinci siitunda ise mekan birimlerine ait sayisal deger-
ler yer almaktadir. Ornegin, bolgelere gére pamuk iiretim miktarlarm, illere gore
ekmek fiyatlarin1 gosteren seriler mekan serileridir.

ORNEK: Kamu kesimi toplam gelir ve giderlerinin G.S.Y.I.H. icindeki paylart

Gelir Gider

Ulkeler 2008 2009 2008 2009
Belgika 49,7 49,2 51,0 50,4
Danimarka 58,8 59,1 57,6 56,5
Almanya 44,8 44,8 47,5 47,2
Yunanistan 39,0 39,0 41,5 41,1
ispanya 40,8 40,8 429 424
Fransa 51,3 50,9 54,1 53,2
ingiltere 41,4 42,2 41,3 41,8

Turkiye 25,3 241 34,5 38,4
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2.7.3. Dagilim Serileri

Dagilim serileri, degiskenlerin aldig1 degerlerin dagilimini gosteren serilerdir. Bu
serilerde, zaman ve mekan gibi bir karakter bulunmamakta sadece degiskenin aldig1
degerler yer almaktadir. Daha 6nce agikladigimiz, basit seri, frekans serisi ve smiflt seri
dagilim serileridir.

Dagilim serilerini nicel ve nitel dagilim serileri olmak iizere ikiye ayirabiliriz.
Nicel dagilim serileri niceliklere gore, nitel dagilim serileri ise niteliklere gére dagilimi
gosterirler. Ornegin, niifusun medeni hale gére dagilimim gosteren seriler nitel dagilim
serileri, niifusun yaglara gére dagilimini gésteren seriler ise nicel dagilim serileridir.

Dagilim serileri birikimli seriler seklinde de diizenlenebilirler. Daha 6nce bi-
rikimli frekanslar anlatilirken olusturulan seriler birikimli serilerdir.

2.7.4. Bilesik Seriler

Birimlerin iki veya daha ¢ok karaktere gore dagilimini gosteren serilere bile-
sik seriler denir. Ornegin, bir simiftaki 6grencilerin matematik ve istatistik derslerin-
den aldiklar1 notlarin dagilimini veya ailelerin gelirlerinin ve tasarruflarinin dagilimi-
ni1 gosteren seriler bilesik serilerdir.

ORNEK:

Yillik Gelir ~ Yilik Tasarruf
Aileler (1000 TL) (1000 TL)

A 12 1
B 32 3
C 56 18
D 24 10
E 18 5
F 27 8

Bilesik serilerde, dagilim serileri gibi frekans serisi ve sinifli seri seklinde dii-
zenlenebilirler. Yukarida verilen 6rnek sinifli seri seklinde sdyle diizenlenebilir.

Tasarruf (1000 TL)
Gelir (1000 TL)

0-5 5-10 10-15 15-20

0-15 1

15-30 2 1

30-45 1

45-60 1
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2.8. GRAFIKLER

Aragtirma sonucunda elde edilen ve diizenlenen verilerin daha kolay anlasila-
bilmesi i¢in gosterildigi sekillere grafik denir. Grafikler géze hitap ettiginden topla-
nan verilerin daha agik bir sekilde goriilmesine ve daha kolay yorumlanmasina yar-
dimci olurlar. Konu ile ilgisi olmayan kisiler de grafikler yardim ile konuyla ilgili
fikir sahibi olabilirler. Ancak burada 6nemli olan nokta grafiklerin agik ve anlasilir
bi¢imde ¢izilmeleridir.

Farkli aragtirma konular1, farkli veriler ve farkli amaclar icin cesitli grafikler
kullanilabilir. Diyagramlar, kartogramlar, stereogramlar, kutupsal grafikler, istatistik-
sel haritalar gibi cok cesitli grafiklerden soz edilebilirse de, burada sadece daha son-
raki analizlerde gerekli olacak grafiklere yer verilecektir.

2.8.1. Zaman Serilerinin Grafikleri

Zaman serileri, degiskenin aldig1 degerlerin zaman birimlerine gore dagilimini
gosterdiklerinden, bunlarin grafikleri bir koordinat sistemi tlizerine gizilebilir. Bu
koordinat sistemin de yatay eksende zaman birimleri, diisey eksende ise degiskenin
aldig1 degerler yer almakta ve eksenler zaman birimleri ve degiskenin aldig1 degerler
dikkate alinarak olgeklendirilmektedir. Bu grafikler zaman serilerinin analizi bolii-
miinde kullanilacaktir.

ORNEK: Asagida verilen serinin grafigini ¢iziniz.

Sabit Fiyatlar ile GSMH

Yillar (1987) (1000 TL)
1995 80142,7
1996 80776,8
1997 85418,9
1998 91301,8
1999 87892,1
2000 94066,4
2001 100108,3
2002 107145,1
2003 110684,0
2004 105526,4
2005 1122314
2006 104971,0
2007 112485,1
2008 117975,7
2009 1272194

Verilen serinin grafigi Sekil.2.1’°de goriilmektedir.
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2.8.2. Dagilim Serilerinin Grafikleri

Degigkenlerin aldiklar1 degerlerin dagilimini gdsteren ve basit seri, frekans se-
risi ve simifli seri seklinde diizenlenen bu dagilim serilerinin grafikleri de serilerin
tirlerine gore ¢izilmektedir.

Basit serilerde birim sayist az oldugundan ve frekanslar bulunmadigindan bu
serilerin grafikleri, degiskenin aldig1 degerlerin biiyiikliiklerini gosterecek sekilde
cizilmektedir. Frekans serilerinin grafikleri ise degiskenin aldig1 degerlere gore fre-
kanslarin dagilimimi goéstermektedir. Frekans serilerinin grafikleri bir koordinat sis-
temi {izerine ¢izilebilir. Grafik ¢iziminde yatay eksende degiskenin aldigi degerler,
diisey eksende ise frekanslar yer almaktadir. Yatay ve diisey eksenlerin 6lgeklendi-
rilmesi, degiskenin aldig1 degerlerin ve frekanslarin biiyiikliikleri dikkate alinarak
yapilmakta ve bu 6l¢eklendirme isleminden sonra, degiskenin aldig1 degerlerin karsi-
lig1 olan frekanslar eksen sistemi lizerinde isaretlenmektedir. Bu serilerde degisken
siireksiz degisken oldugundan noktalarin birlestirilmesi dogru olmayacaktir. Ancak
elde edilen noktalar birer dikey ¢izgi ile yatay eksenle birlestirilebilir.

ORNEK: Yapilan bir anket sonucunda sahip olunan gocuk sayisina gore aile
sayisinin dagilimi agagida verilmistir. Bu serinin grafigini ¢iziniz.

Cocuk Sayisi(Xi)  Aile Sayisi (fi)

0 94
65
87
71
34
12
5

368

O~ WN P




Verilerin Toplanmast ve Diizenlenmesi 29
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Verilen bu serinin grafigi sekil 2.2.’de goriildiigi gibidir. Sekil 2.2.’de nicel
dagilim serisinin grafigi goriilmektedir. Serinin nitel dagilim serisi olmasi durumun-
da grafikteki yatay eksende nitelikler yer alacaktir.

ORNEK: Bolgelere gore televizyon sayilarimin dagilimi asagida verilmistir.
Bu dagilimin grafigini ¢iziniz.

Bolgeler  Televizyon Sayisi (1=10.000)

A 25
B 36
C 12
D 49
E 71
F 28
G 12
233
4
70 4
60
50
40
30
20
10
0

v

A B C D E F G
Sekil 2.3
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Serinin grafigi sekil 2.3.”’de goriilmektedir.

Frekans serilerinde oldugu gibi siifl serilerin grafikleri de bir koordinat sis-
temi lizerine ¢izilebilir ve ¢izilen bu frekans serilerinin grafiklerine histogram adi
verilir. Histogramin ¢iziminde yatay eksende sinif araliklari, diisey eksende ise fre-
kanslar yer almaktadir. Sinif araliklar1 ve frekanslarin degerleri bu eksenlerde belir-
lendikten sonra, siif araliklarmin alt ve st sinirlarindan frekans degerlerine kadar
birer dikme g¢izilir ve sinifli serilerde siniflarin frekanslarinin sinif araliginda diizgiin
dagildig1 kabul edildiginden, ¢izilen dikmeler yatay eksene paralel bir ¢izgi ile birles-
tirilerek dikddrtgenler elde edilir. Bu dikdortgenlerin tiimii bize histogram verir.

Histogrami olusturan bu dikddrtgenlerin {ist orta noktalarmin birlestirilmesi
ile elde edilen grafige de frekans poligonu ad1 verilir. Frekans poligonu siif aralikla-
rinin miimkiin oldugunca kiigiiltiilmesi durumunda bir egriye doniisiir, bu egriye de
frekans egrisi adi1 verilir.

ORNEK: Bir smiftaki 50 6grencinin agirliklaria gore dagilimi asagida ve-
rilmistir. Bu serinin histogrami ve frekans poligonunu ¢iziniz.

Siniflar fi
40-50 5
50-60 8
60-70 19
70-80 11
80-90 7

~ 50

Serinin histogrami ve frekans poligonu Sekil 2.4.’de goriilmektedir.

20
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if % DS
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40 45 50 55 60 65 70 75 80 & 90
Sekil 2.4
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Daha 6nce anlatilan artan ve azalan birikimli frekans serilerinin grafikleri de
koordinat sistemi iizerine ¢izilebilir. Grafiklerin ¢iziminde yatay eksende degiskenin
degerleri, diisey eksende ise birikimli frekanslar yeralir. Degiskenin aldig1 degerler
ile birikimli frekanslarin kesistigi noktalarin birlestirilmesiyle birikimli serilerin
grafigi ¢izilmis olur.

ORNEK: Bir bolgedeki binalarm kat sayisina gore dagilim asagida verilmistir.

Xi

fi

Artan Birikimli  Azalan Birikimli

Frekanslar Frekanslar
1 26 26 145
2 34 60 119
3 43 103 85
4 29 132 42
5 13 145 13

Yukarida verilen serinin artan ve azalan birikimli frekanslarimin grafigini ¢iziniz.

BF

160 ]
140 1
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20

1 2 3 4 5

Sekil 2.5

Verilen serinin artan ve azalan birikimli frekanslar1 Sekil 2.5.’de goriilmektedir.

ORNEK: Dayanikli tiiketim mallari satan bir magazadaki bir aylik kredili sa-
tis miktarlarinin kisilere gore dagilimi asagida verilmistir. Serinin artan ve azalan
birikimli frekanslarinin grafigini ¢iziniz.

Siniflar f Artan Birikimli  Azalan Birikimli

(1=1000 TL) ' Frekanslar Frekanslar
10-20 32 32 128
20-30 44 76 96
30-40 29 105 52
40-50 15 120 23
50-60 8 128 8
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Verilen serinin artan ve azalan birikimli frekanslarmin grafigi Sekil 2.6.’da
goriildigi gibidir.

Orneklerde goriildiigii gibi frekans serileri icin birikimli frekanslarin grafikleri
cizilirken birikimli frekanslar ve bu frekanslarimn ait oldugu X degerleri alinmaktadir.
Sinifli serilerde ise durum biraz farklidir. Bu serilerin artan birikimli frekanslarin

grafikleri ¢izilirken sinifin iist sinir degeri, azalan birikimli frekanslar ¢izilirken ise
alt sinir degeri alinmaktadir.

2.8.3. Bilesik Serilerin Grafikleri

Birimlerin birden fazla karaktere gore dagilmalarini gosteren serilere bilesik
seriler denilmekteydi. Bilesik serilerin grafikleri, iki karakter s6zkonusu oldugunda,
bir karakter yatay eksende, diger karakter diisey eksende gosterilerek kolaylikla ¢izi-
lebilir. Ancak karakter sayisi ikiden fazla ise ¢izim giiglesmektedir.

ORNEK: Asagidaki ayni is kolunda faaliyet gosteren 6 isletmenin yillik satis

miktarlart ve karlart verilmistir. Verilen serinin grafigini ¢iziniz.

isletmeler Satig Miktari Kar Miktari
(1=10000 TL)  (1=10000 TL)

22 5
38
14
8
33
27

mTmooO W >
D 00 NN

Yukarida verilen serinin grafigi Sekil 2.7.’de goriildiigii gibidir.
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10

10 20 30 40

Sekil 2.7

2.9. COZUMLU ORNEKLER

ORNEK 1: Bir isletmenin pazarlama boliimiinde gorev almak igin isletmeye
basvuran 50 kisinin yaslar1 asagida verilmistir.

26,25,29,24,27,20,23,26,23,30,27,26,26,24,26,24,23,24,26,25,18,24,21,24,27,

25,24,24,26,25,23,25,25,27,27,35,26,25,25,24,23,26,26,33,27,25,24,24,21,29.

Verilen yaslart,

a- Basit seri

b- Frekans serisi

c- En kiigiik degerden baglayarak iicer esit sinif aralikli sinifli seri geklinde
diizenleyiniz.

d- Frekans ve siifli serilerin toplam degerlerini hesaplayiniz.

Coziim :

a- 18,20,21,21,23,23,23,23,23,24,24,24,24,24,24,24,24,24, 24,
24, 25,25,25,25,25,25,25,25,25,26,26,26,26,26,26,26,26,26,
26,27,27,27,27,27,27,29,29,30,33,35.

b-
Xi fi
18 1
20 1
21 2
23 5
24 11
25 9

26 10
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27 6
29 2
30 1
33 1
35 1
50
c_

Siniflar fi
18-21 2
21-24 7
24-27 30
27-30 8
30-33 1
33-36 2

50
d-
Xi fi fiXi
18 1 18
20 1 20
21 2 42
23 5 115
24 11 264
25 9 225
26 10 260
27 6 162
29 2 58
30 1 30
33 1 33
35 1 35
50 1262
e_

Siniflar fi Xi fiXi
18-21 2 19,5 39
21-24 7 22,5 157,5
24-27 30 25,5 765
27-30 8 28,5 228
30-33 1 31,5 31,5
33-36 2 34,5 69

50 1290
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ORNEK 2: Bir bolgedeki 180 ev dolasilarak anket yapilmistir. Ankete kati-
lanlarin “Evde kag kisi yasiyorsunuz?” sorusuna verdigi cevaplarin dagilimi asagida
verilmistir.

Evde yasayan

kisi Sayisi(Xi) fi
1 6
2 18
3 24
4 41
5 33
6 15
7 19
8 11
10 7
11 5
12 1

180

a- Verilen degerleri iki esit aralikli sinifli seri seklinde diizenleyiniz.
b- Diizenlediginiz siifli serinin histogramini ve frekans egrisini ¢iziniz.

Coziim:
a_
Siniflar fi
1-3 24
3-5 65
5-7 48
7-9 30
9-11 7
11-13 6

180

| ﬁ\
40 7 \
ol \
AL s
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ORNEK 3: Ise alinmak icin bir isletmeye 95 kisi miiracaat etmis ve adaylara
5 hukuk sorusu sorulmustur. Adaylarin verilen dogru cevap sayilarina gore dagilimi
asagida verilmistir. Dagilimin artan ve azalan birikimli frekanslarini hesaplayarak,
grafiklerini ¢iziniz.

Xi fi Artan Birikimli Azalan Birikimli
Frekanslar Frekanslar
0 2 2 95
1 14 16 93
2 30 46 79
3 37 83 49
4 8 91 12
5 4 95 4
95
100 A

90 -

80 T

70

60T

50 T

0T

30

20T

107

05 1 2 3: :1 5 >

ORNEK 4: Ayni is kolunda faaliyet gosteren ve ihracat yapan 78 isletmenin
yillik ihracat miktarlarina gore dagilimi asagida verilmistir. Dagilimin artan ve azalan
birikimli frekanslarini hesaplayarak grafiklerini ¢iziniz. (1=1 milyon dolar)

. Artan Birikimli Azalan Birikimli
Siniflar fi
Frekanslar Frekanslar

0-5 19 19 78
5-10 27 46 59
10-15 15 61 32
15-20 10 71 17

20-25 7 78 7
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Coziim:
80
70
60
50
40
30

20

10 1

5 10

20 25

ORNEK 5: Bir isletmenin 60 giinliik otomobil satiglarinin dagilimi asagida

verilmistir.
Xi fi Oransal Artar_w _Ora_msal Azal_a_n_Or_ansaI
Frekanslar Birikimli F. Birikimli F.
0 3 0,050 0,050 1,000
1 16 0,267 0,317 0,950
2 21 0,350 0,667 0,683
3 12 0,200 0,867 0,333
4 5 0,083 0,950 0,133
5 2 0,033 0,983 0,050
6 1 0,017 1,000 0,017
60 1,000

Giinliik otomobil satiglarinin dagiliminin,

a- Oransal frekanslarini

b- Artan ve azalan oransal birikimli frekanslarini hesaplayiniz.

C- Artan ve azalan oransal birikimli frekans grafigini ¢iziniz.
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10

0,84
07T
0,6
051
0,41
0,31
0,2 1
0,1 1

0

0

1

2 3

4 5 6

ORNEK 6: Bir bolgede yasayan ailelerin yillik gelirlerine gore dagilimi asa-
gida verilmistir. ( 1=1 milyon TL)

Oransal  Artan Oransal Azalan Oransal
Siniflar fi Frekanslar Birikimli F. Birikimli F.
5-15 171 0,122 0,122 1,000
15-25 422 0,301 0,423 0,878
25-35 384 0,274 0,697 0,577
35-45 210 0,150 0,847 0,303
45-55 121 0,086 0,933 0,153
55-65 92 0,067 1,000 0,067
1400 1,000

Gelir dagiliminin,

a-Oransal frekanslarini

b-Artan ve azalan oransal birikimli frekanslarini hesaplayiniz.
c-Artan ve azalan oransal birikimli frekans grafigini ¢iziniz.

Coziim:

10 T

0,9 A

08 T
07 T
06 T
05T
04 T

0,3

02 T

01 +
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ORNEK 7: Bir isletmede calisan 24 kisinin kidemleri ve aylik net iicretleri

asagida verilmistir. Kidem belirlenirken tamamlanan yil esas alinmustir.

Aylik Net Ucret (1=10 TL)

Kidem (Y1l)

36
52
81
12
15
23
28
29
35
91
97
63
61
55
53
58
42
41
40
73
34
35
51
58

O W wo ol pMHAOO GWONNREPOPRPLONWLPR

[N
[N

g b~ N W

Bu verileri kidemi 3 yil esit aralikli, ticreti 20 Turk lirast esit aralikli olarak,

smifl bilesik seri seklinde diizenleyiniz.

Coziim:
Kidem Siniflari
Ucret Siniflari 0-3 3-6 6-9 9-12 TOPLAM
0-20 2 2
20-40 6 1 7
40-60 1 7 1 9
60-80 1 1 1 3
80-100 1 2 3
TOPLAM 9 10 4 1 24
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BOLUM 3

ORTALAMALAR

Elde edilen ham verinin seri seklinde diizenlenmesi, diizenlenen verinin grafik-
lerle gosterilmesi, konu ile ilgili bir fikir verebilir. Fakat bu serilerle ilgili daha kesin
degerlendirmeler yapilabilmesi, farkli serilerin birbirleri ile karsilastirilabilmesi igin
bazi 6lgiilerin hesaplanmasi gerekmektedir. Bu boliimde agiklanacak olan ve merkezi
egilim olgiileri olarak da adlandirilan ortalamalar, istatistiksel analizlerin temel 6lgii-
leri olarak kabul edilebilirler.

Ortalamalar, genel olarak iki temel amag i¢in hesaplanan dlgiilerdir. Ortalama-
larin hesaplanmasinin birinci amaci, seriyi temsil etme 6zelligini tasiyan tek bir sayisal
degerin belirlenmesidir. Ortalama olarak 6yle bir sayisal deger hesaplanir ki, bu sayisal
deger serinin bir nevi 6zetidir ve bu degere bakilarak serinin genel karakteri hakkinda
fikir sahibi olunur. Ortalamalarin hesaplanmasinin diger amaci, farkli serilerin birbir-
leri ile kargilagtirtlmalarini saglamaktir. Seriler ortalamalari hesaplanarak karsilastiri-
labilirler. Ornegin, bir simiftaki 6grencilerin istatistik dersinden aldiklar1 notlarin orta-
lamas1 hesaplanarak dgrencilerin istatistik dersindeki bagarilar1 hakkinda fikir sahibi
olunabilir. Ayni ortalama matematik, iktisat gibi farkli dersler i¢in de hesaplanirsa,
hesaplanan bu ortalamalar karsilastirilarak, 6grencilerin hangi derslerde daha basarili
veya hangi derslerde daha basarisiz olduklar1 belirlenebilir.

Ortalamalari, hesaplanmalarinda kullanilan birimlere gore iki ana gruba ayirabi-
liriz. ik grupta, aritmetik ortalama, kareli ortalama, geometrik ortalama ve harmonik or-
talama yer almakta ve bu ortalamalarin hesaplanmasinda serinin biitiin birimleri kulla-
milmaktadir. fkinci grupta ise mod ve medyan yer almakta ve bunlarin hesaplanmasinda
serinin biitiin birimleri kullanilmamaktadr. Iki grup arasindaki en biiyiik fark, seri birim-
lerindeki degismelere karsi olan duyarliliklaridir. Hesaplanmasinda serinin biitiin birim-
leri kullamilan ortalamalarin degeri, Serinin her hangi bir biriminin degeri degistiginde
degisecektir. Oysa diger gruptaki ortalamalarin degerinin degismesi i¢in bu ortalamalarin
hesabinda kullanilan birimlerin degerinin degismesi gerekmektedir. Hesaplanmasinda
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kullanilan birimlerin degeri degismedik¢e bu ortalamalarin degerleri de degismez. An-
cak hangi ortalama hesaplanirsa hesaplansin, bu ortalamanin degeri serinin maksimum
ve minimum degerleri arasinda yer alacaktir.

Bu boliimde sirasiyla aritmetik ortalama, kareli ortalama, geometrik ortalama,
harmonik ortalama, mod ve medyan anlatilacaktir.

3.1. ARITMETIK ORTALAMA

Serinin toplam degerinin seri birim sayisina boliimiine aritmetik ortalama de-
nilmektedir. Aritmetik ortalama, seride degiskeni ifade eden harfin iizerine ¢izgi (-)

konularak X,Y,Z,--- gibi sembolize edilmektedir.

Daha o6nce agiklandigi gibi basit serilerin toplam degeri, degiskenin aldigi de-
gerlerin toplamina esittir. Bu toplamin seri birim sayisi olan n'e boliimii basit seriler
icin aritmetik ortalamay1 verecektir. Aritmetik ortalama,

X

formiilii ile hesaplanir.

ORNEK: Xi:2;3;4;5;8;11
serisinin aritmetik ortalamasini hesaplaymniz.

n

Xi
X ; _2+3+4+5+8+11 33 _

55
n 6 6

Frekans serilerinde ise, serinin toplam degeri degiskenin degerleri ile bu deger-
lerin frekanslarinin ¢arpimlarinin toplanmasi ile bulunacaktir. Serinin toplam degeri
genellikle agilan f; X, siitununun toplaminin alinmasi ile hesaplanmaktadir. Bu topla-

min seri birim sayisi n'e esit olan frekanslar toplamina boliimii ise serinin aritmetik
ortalamasina esit olacaktir. Frekans serilerinde aritmetik ortalama

k
DX
e X +6,X, +6,X, +--+F, X, 4
fo+f, +f,++f, Zk:f

formiilii ile hesaplanir.
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ORNEK: Asagidaki verilen serinin aritmetik ortalamasini hesaplayiniz.

Xi fi fiXi
1 3 3
2 8 16
3 15 45
4 10 40
5 4 20

40 124

K
DX
g & m
40

Aritmetik ortalamanin hesabinda sinifli serilerin kullanildigt durumlarda, seri-
lerin toplam degeri hesaplanirken, frekans serilerindeki Xi'ler yerine sinif ortalar1 kul-
lanilmaktadir. Bu nedenle sinifli serilerde 6nce simif ortalar1 bulunmakta daha sonra
serinin aritmetik ortalamasi frekans serilerinin aritmetik ortalamasinin hesaplandigt

formiilii ile hesaplamaktadir.

ORNEK: Asagidaki serinin aritmetik ortalamasini hesaplayiniz.

Siniflar Xi fi fiXi
0-4 2 5 10
4-8 6 9 54
8-12 10 16 160

12-16 14 13 182
16-20 18 7 126
50 532
k
21X 532
X== = = - 10,64
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3.1.1. Aritmetik Ortalamanin Ozellikleri

Basit, frekansli ve smifli serilerde hesaplanan aritmetik ortalamanin birgok
ozellikleri vardir. Bu dzellikleri 6rnekler ile agiklayalim.

- Bir serinin aritmetik ortalamasinin seri birim sayzisi ile garpimy, serinin toplam
degerini verir.

Basit serilerde aritmetik ortalama,

>
X = it

n

formiilii ile hesaplanmaktadr. Icler diglar ¢arpimi yapilirsa,

ixi =nX
i=1

elde edilir. Frekans serileri ve simifli serilerde ise aritmetik ortalama;

formiilii ile hesaplaniyordu. I¢ler dislar ¢arpimi yapilirsa,

Zk:fixi = sz:fi
i=1 i=1
bulunur.

ORNEK: Aritmetik ortalamas1 8 olan 25 birimli bir basit serinin toplam dege-
rini hesaplaymiz.

K
Toplam deger = ZXi =nX

i=1

=8(25) = 200
- Seri degerlerinin aritmetik ortalamadan farklarinin toplamu sifirdir.

Basit seriler igin,

Zn:(xi -X)=0
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olarak gosterilir. Bu ifadeyi agarsak,

i(xi _X) = ixi —ii = in —nX

ve in =nX oldugundan

Zn:(xi —Y):Zn:xi -> X =0

olarak elde edilir.

Frekans serileri ve sinifli seriler igin
k —

D f(X-X)=0
il

olarak gosterilir.

DX =XDF,

oldugundan parantezi agarsak

Zn:fi(xi -X) =D fX, =D fX
=D X =X F,

=) X, = DX, =0
olarak elde edilir.

ORNEK: X;: 4:6; 7; 1013

serisinde Z(Xi —X) =0 oldugunu gésteriniz.
i1
4+6+7+10+13 40 _
5 5

X = 8

X X, =X
4 4-8=-4
6
7

6-8=-2
7-8=-1
10 10-8=2
13 13-8=5

D (X =X)=0
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k
ORNEK: Asagidaki seride Zf‘ (X; =X) =0 oldugunu gosteriniz.

i=1

X f; fiXi  (Xi=X) fi(Xi-X)
0 2 0 -1,9 -3,8
1 5 5 -0,9 -4,5
2 8 16 0,1 0,8
3 3 9 11 3,3
4 2 8 2,1 4,2
20 38 DR -X)=0

3 Zfixi 38 _19

= 5 ="

- Bir serinin degerlerinin aritmetik ortalamadan farklarinin kareleri toplami mi-
nimumdur. Basit seriler i¢in,

n

Z(xi—i)2<zn:(xi—A)2 A=X

i=1

frekans serileri ve sinifli seriler igin
K . K _
D (X =X)? <D f(X, A A =X
i=1 i=1
olarak gosterilir.
Basit serilerde;
DX =X)? <D (X, Ay

olarak gosterilmisti. Esitsizligin sag tarafina X ekler ve ¢ikarirsak, esitsizlik;

DX =X)? <)X - X+ XAy

DX =X)? < DI, = X) + (X - A
olacaktir. Sag tarafin karesini alarak kisaltalim.
DX =X)? < DK = X)+2(X, = X)X - A)+ (X - A)F
DX -3 <D (X - X)2 42 (K X)X -A)+ Y (X-A)
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X ve A sabit sayilar ve Z(Xi —-X) =0 oldugundan;
DX =X)? < DX = X)? + 2(X =AY (X, - X) +n(X - AY

DX =X)? <D (X = X)? +n(X - Ay

olarak gosterilir. A sayist X 'dan hem biiyiikk hem de kiigiik olmast durumunda,

(X -A) 2 pozitif bir say1 olacagindan Esitsizligin dogrulugu ispatlanmaktadir.
Frekans serisi veya sinifli seride ise;
DR =X <D (X, - Ay

olacag1 daha 6nce gosterilmisti. Yine esitsizligin sag tarafina X ekleyelim ve ¢ikara-
lim.

DX =X)7 <D f (X - X+ X-AY
DR =X < DRI - X) + (X - AF

DR =X < DRI = X) + 2%, - X)X - A)+ (X - A)F

DR =X)? <D X = X) +2X =AY (X = X)+ D f (X-A)

X ve A sabit sayilar ve Zfi (X, =X) =0 oldugundan;

D RX =X)? <D (X = X)? +n(X - Ay
olarak elde edilir, bdylece esitsizligin dogrulugu ispatlanmis olur.

ORNEK: X;: 4:6:7;13: 15

serisinde Z(Xi -X)? < Z:(Xi —6)? oldugunu gosteriniz.

DX _4+6+7+13+15 45 _
n 5 5

Y:

9



48 Temel Istatistik

X Xi-X (X;=X)* X =6 (X;-6)°
4 5 25 2 4
6 3 9 0 0
7 2 4 1 1
13 4 16 7 49
15 6 36 9 81
) 135
90<135

ORNEK: Asagidaki seride

D F(X = X)? < D (X, = 7)° oldugunu gosteriniz.

SRR %=X =X 06X X =T (=70 0% - 7)

1-3 10| 2 20 -3.4 11,56 115,60 5 25 250

35 15| 4 60 -14 1,96 1,96 -3 9 135

57 11| 6 66 06 0,36 0,36 -1 1 11

79 8|8 64 26 6,76 6,76 1 1 8

911 6|10 60 46 21,16 21,16 3 9 54
50| 270 330,00 458

330<458

- Bir serinin biitiin degerlerine ayni1 sayinin eklenmesi veya ¢ikarilmasti ile olus-
turulacak yeni serinin aritmetik ortalamasi, ilk serinin aritmetik ortalamasina ayni sa-
ymin eklenmesi veya ¢ikarilmasina esittir.

Aritmetik ortalamas1 X olan X; serisinin biitiin degerlerine A gibi sabit bir say1
eklenerek veya cikarilarak bir yi serisi olusturuluyorsa, Yi serisinin aritmetik ortala-
masi,

Yi=Xi—-A ise Y=X-A
Yi= X +A ise Y=X+A
olacaktir.

Bir serinin biitiin degerlerine ayni sabit A sayisi eklenirse yeni serinin toplam
degeri

iYi =X +A)+ (X, +A)+--+ (X, +A)

i=1

ZH:(Xi +A):Zn:Xi +Zn:A = Zn:Xi +nA
i=1 i=1l i=1 i=1

olarak elde edilir.
Yeni serinin aritmetik ortalamasi ise,
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olacaktir.

Seri frekans serisi veya sinifli seri ise,

k
DR =F X+ AT, (X, + A)+ e+ B (X +A)
i=1

X, +A)= Zk:fiXi + ifiA
i=1 i=1
+AZf
i=1

M" &M*

i=1

olarak elde edilir. Yeni serinin aritmetik ortalamasi ise,
Zf Y, Zf X, + AZf
= 2 _X+A
Zf >
i=1

olacaktir. Aym 1$1emler ¢ikartma i¢in de yapilabilir.

ORNEK: Asagidaki serinin biitiin degerlerinden 7 ¢ikartarak bir Y; serisi olus-

turunuz ve Y = X —7 oldugunu gosteriniz.

Xi Yi=Xi-7

15 15-7=8
18 18-7=11
22 22-7=15
30 30-7=23
33 33-7=26
38 38-7=31
156 114

LY
6
ZY _14

6
Y=X—7=26—7=19
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Goriildiigii gibi iki ayr1 hesaplamada ayni sonucu vermektedir.

ORNEK: Asagidaki serinin biitiin degerlerine 2 ekleyerek bir Z; serisi olustu-
runuz ve Z = X + 2 oldugunu gésteriniz.

Xi fi fiXi Z=Xi+2 fizi

1 14 14 1+2=3 42

2 20 40 2+4=4 80

3 23 69 3+2=5 115

4 16 64 4+2=6 96

5 7 35 5+2=7 49
80 222 382

_ f.X,
S I - S

Y
Z—Zfizi _382 4775

D

Z=X+2=2775+2=4775

Goriildiigi gibi iki ayr1 hesaplamada ayni sonucu vermektedir.

- Bir serinin biitiin degerlerinin ayni say1 ile carpilmasi veya boliinmesi ile olus-
turulacak yeni serinin aritmetik ortalamast, ilk serinin aritmetik ortalamasinin ayni say1
ile carpimina veya boliimiine esittir.

Aritmetik ortalamasi X olan serisinin biitiin degerlerinin A gibi sabit bir say1
ile carpilmasi veya boliinmesi ile bir Y; serisi olusturuluyorsa, Y; serisinin aritmetik
ortalamasi,

Yi= AX ise Y =AX
X, . - X
Y, =— ise v=-X
A A
olacaktir.

Bir serinin biitiin degerleri A gibi sabit bir say1 ile ¢arpildiginda yeni serinin
toplam degeri,

DY = AX +AX, +-+ AX

=AY X,

olacaktir. Bu durumda Y ortalama,

n
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_ Y, A) X _

G2V _A2X o
n n

olarak bulunur.

Seri, frekans serisi veya smifli seri ise yeni serinin toplam degeri,

D EX; = ALX + ALX, +o+ ARX,

=D AfX,
=AY X,

olacaktir. Y serisinin aritmetik ortalamasi ile,
g_ DY, _ A 1X, A%
2H 2N

olarak bulunur. Ayni iglemler bolme iglemi igin de yapilabilir.

ORNEK: Asagida verilen X; serisinin biitiin degerlerini 3 ile ¢arparak bir Y;
serisi olusturunuz. Olusturdugunuz seride Y = 3X oldugunu gdsteriniz.

Xi:4,5;8;8;10

7

e DX _4+5+8+8+10 35 _
n 5 5

Yi
3.4=12
3.5=15
3.8=24
3.8=24

3.10=30
105

Y=3X=37=21

Gorildigi gibi iki ayr1 hesaplama da ayni sonucu vermektedir.
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ORNEK: Asagida verilen serinin biitiin degerlerini 2'ye bolerek bir Y serisi
olusturunuz ve Y = X/2 oldugunu gosteriniz.

Siniflar Xi fi fiXi
0-4 2 8 16
4-8 6 16 96

8-12 10 24 240
12-16 14 12 168
16-20 18 10 180

70 700

% Zfixi _ 700 ~10

>, 70

Smuflar Smuflar Yi fi fiYi
0/2-412 0-2 1 8 8
4/2-8/2 2-4 3 16 48
8/2-12/2 4-6 5 24 120
12/2-16/2 6-8 7 12 84
16/2-20/2 8-10 9 10 90
70 350

Zfi 70

g2t 30

Gorildigi gibi iki ayr1 hesaplamada ayni sonucu vermektedir.

- Iki veya daha fazla serinin degiskenlerinin aldiklar1 degerlerin toplamlar1 veya
farklari, yeni bir seri olusturuyorsa, yeni serinin aritmetik ortalamasi, kendisini olus-
turan serilerin aritmetik ortalamalarinin farklarina veya toplamlarina esittir.

Yi=Xi+Z-T; ise \7=>_<+2—T

olacaktir.

Y:ZYi

n
oldugundan, formiilde Y; yerine esiti olan (X; + Z; - T;) ifadesi konulursa




Ortalamalar 53

v DY, _ DX +2,-T) _ DX +DZ =T,
n n n

DAIDXIDN
go2X. g 2B, AT

oldugundan
Y=X+Z-T
esitliginin, elde edildigi goriilmektedir.

ORNEK: Asagida verilen seri igin Y=X+Z veV=X-Z oldugunu
gosteriniz.

Xj Zi Yi=Xi+Z; Vi=Xi-Zj
2 1 3 +1
3 4 7 -1
6 7 13 -1
9 10 19 -1
20 13 33 +7
40 35 75 +5
x_ 2K w0 g
n 5
7 25 B,

olarak hesaplanir.

Yi=Xi+ Zi oldugundan
Vi=X-Z; oldugundan

olarak bulunur.
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Goriildugi gibi iki ayr1 hesaplamada ayni sonuglar1 vermektedir.

- Bir seri farkli serilerin birlestirilmesi ile olusturuluyorsa, yeni serinin aritme-
tik ortalamasi kendini olusturan serilerin aritmetik ortalamalarin tartilt aritmetik orta-
lamasina esittir. Burada tart1 olarak serilerin birim sayilar1 alinmaktadir.

m birimli X, serisi ile, r birimli Y; serisinin birlestirilerek
n=m+r birimli Z; serisi olusturdugunu varsayalim.

Bu seriler;

Xi= X1+ X2, ooo. Xm

Yj:Y1+Y2, vy Yo ise
Zi= X1+ Xz, ... Xm Y1,Y2, LY
olacaktir. Bu durumda,
7_ mX +rY
m+r

olarak elde edilir.

Z serisinin toplam birim sayis1 n=m+r dir. MX , X serisinin toplam degerini;

ry , Y serisinin toplam degerini vereceginden,
n m r
D2 =D X+,
i=1 1=1 j=1

=mX +rY
olur ve Z serisinin aritmetik ortalamasi

y_ ‘= _mX+rY
n m+r

olarak elde edilir.

ORNEK: Asagida verilen X ve Y serilerini birlestirerek bir Z serisi olusturunuz
ve ortalamalar arasindaki iliskiyi gosteriniz.

Xi Yj
4

5

7

9

25

~N o MNP
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Yeni olusturulacak Z serisi,
Zi=4;5;7;9;1;2;4,6;7

olacaktir.

n
37

7 _ o 445+ T7+9+1+2+44+6+7
n 9
9
m
X, )

X=1Z -2 g5
m 4

y=212 -4
r 5
7 mX +rY _4(6,25)+5(4) _ 25+20
m+r 445 9
_85_¢
9

Goriildigi gibi iki ayr1 hesaplamada ayni sonucu vermektedir.

- Bir anakiitlenin aritmetik ortalamasi ( & ) 6rnekten alinarak tahmin ediliyorsa,
ornek ortalamast ana kiitle ortalamasinin sapmasiz tahmincisi oldugundan z = X ola-
rak tahmin edilir.

3.1.2. Tartih Aritmetik Ortalama

Buraya kadar yapilan agiklamalardan anlagilacagi gibi, aritmetik ortalama ile
ilgili hesaplamalarda serilerin biitiin birimlerinin ayni éneme sahip oldugu kabul edil-
mektedir. Uygulamada bazi durumlar da birimlerin 6nemleri birbirinden farkli olabilir.
Bu gibi durumlar da, tartisiz aritmetik ortalama yerine tartilt aritmetik ortalamanin he-
saplanmasi gerekmektedir. Ornegin, dgrencilerin herhangi bir ders igin basar1 notlari-
nin hesaplandigini ve basar1 notu hesabinda aritmetik ortalama kullanildigini diistine-
lim. Ara simavlar ile final notlarimin basar1 notunu ayni oranda etkilemesi isteniyorsa
tartisiz aritmetik ortalama hesaplanacaktir. Final sinavinin, basar1 notunu ara sinavlar-
dan daha ¢ok etkilemesi isteniyorsa, tartilar belirlenerek, tartili aritmetik ortalamanin
hesaplanmas1 gerekecektir.
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Uygulamada tartilar farkl1 sekillerde belirlenebilir. Ornegin, yukarida verdigi-
miz basar1 notu 6rneginde, tartilari kurumlarin yoneticileri kendi goriislerine gore be-
lirlemektedirler. Baz1 durumlarda tartilar arastirmalar yapilarak belirlenmekte, Bazi
durumlarda ise incelenen konu ile ilgili Baz1 degerler tart1 olarak alinabilmektedir. Or-
negin, 3 bolgede ekmek fiyatlart farkli ise ve bunlarin tartili aritmetik ortalamasi he-
saplanacaksa, bolgedeki ekmek tiiketim miktarlari tart1 olarak alinabilir. Ancak bu 3
bolgenin ekmek tiiketim miktarlari ayni ise tartilar birbirine esit olacagindan tartili ve
tartisiz aritmetik ortalamalarinda birbirine esit olacagi goriilecektir.

Basit serilerde tartilar s6z konusu oldugu zaman, serideki degisken ile birlikte,
ikinci bir degisken olarak tartilar da yer almaktadir. Tartilarin yer aldigi basit seri genel
olarak soyle gosterilebilir.

Xi ti
X1 t1
X2 t2
X3 t3
Xn tn

Bu serinin tartil1 aritmetik ortalamasi,

— i=1
i=1

formiilii ile hesaplanmaktadir. Burada (t) indisi aritmetik ortalamanin tartili oldugunu
gostermek i¢in kullanilmisgtir.

t

X

Tartilarin a gibi sabit bir sayiya esit oldugu durumlarda tartili aritmetik ortalama
ile tartisiz aritmetik ortalama birbirine esit olmaktadir. Bu esitligi asagidaki gibi gos-
terebiliriz.

Zn:aixi aZn:Xi Zn:xi
_ =1 _ i=1

Xy="Ft—= =1 =X
na n
D a
i=1
Goriildiigii gibi,
X, =X

olarak elde edilmektedir.
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ORNEK: Asagida verilen basit serinin tartil ve tartisiz aritmetik ortalamasim
hesaplayiniz.

Xi ti Xiti
3 4 12
4 5 20
5 1 5
6 2 12
8 3 24
26 15 73
X;
X _26_ 52
n 5
n
24X, 73
X, = A= — =486
¢ 15

Tartilarin hesaba katilmasi ile sonucun degistigi gortilmektedir.

Ayn1 drnekte tartilarin birbirine esit ve 3 oldugunu varsayalim.

Xi ti Xiti
3 9
3 12
3 15
3

3

18
24
15 78

_ Sx
thz. g,

St s

Hesaplamalardan goriilecegi gibi, basit serilerde tartilar birbirine esit oldu-
gunda, tartili ve tartisiz aritmetik ortalamalar da birbirine esit olmaktadir.

o o oA~ W

Basit serilerde oldugu gibi, frekans serilerinde de tartil aritmetik ortalamalar hesap-
lanabilir. Bu hesaplamalarda tartilarin, tigiincii siitun olarak frekans serilerine eklenmeleri
gerekecektir. Tartilarm yer aldig1 frekans serileri genel olarak sdyle gosterilebilir.

Xi fi ti
X1 f1 t1
X2 f2 t2
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X3 fa 13
Xk fi tk
Bu frekans serinin tartili aritmetik ortalamasi
k
Zti fi Xi
Xt — |:1k
2

i=1

formiilii ile hesaplanmaktadir. Formiilde goriilen tartilarin a gibi sabit bir sayiya esit
oldugu durumlarda tartili aritmetik ortalama ile tartisiz aritmetik ortalama birbirine esit
olmaktadir. Bu esitligi asagidaki gibi gosterebiliriz.

% DX :Zafixi _ ay X,
SO Yaf ay f,

== x
>
Goriildiigii gibi,
X, =X

olarak elde edilmektedir.

Tartil1 aritmetik ortalama, sinifli serilerde de, frekans serilerinde kullanilan for-
miil ile hesaplanmaktadir. Ancak seri sinifli oldugundan, formiildeki X; yerine sinif
ortalar1 alinacaktir.

Frekans serilerinde ve siifli serilerde aritmetik ortalamanin hesaplanmasini iki
ornek ile gosterelim.

ORNEK: Asagidaki frekans serisinin tartili ve tartisiz aritmetik ortalamalarini
hesaplayiniz.

Xi fi ti fiXi tifiXi tifi
1 8 1 8 8 8

2 12 2 24 48 24
3 15 4 45 180 60
4 5 3 20 60 15

40 97 296 107
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ng - —2425
Zt _ 2% _ 5766

Zt 107

Tartil1 ve tartisiz aritmetik ortalamalarin farkli sonuclar verdigi gortilmektedir.

ORNEK: Asagidaki sinifl serinin tartili ve tartisiz aritmetik ortalamasini he-
saplaymiz.

Siniflar fi ti Xi fiXi tifiXi tifi
5-15 4 5 10 40 200 20
15-25 7 2 20 140 280 14
25-35 6 2 30 180 360 12
35-45 3 1 40 120 120 3
20 480 960 49

fo a0,

Zf 20

Zt 960 2 ~19,59

Zt

Sinifli serilerde de tartilarin hesaba katilmast ile aritmetik ortalamanin degeri-

nin degistigi goriilmektedir.

3.2. KARELi ORTALAMA

Seri degerlerinin karelerinin aritmetik ortalamasinin kare kokiine kareli orta-
lama denmektedir. Kareli ortalama K harfi ile gosterilecektir.

Kareli ortalamanin hesaplanmasi i¢in, seri degerlerinin karelerinin toplam de-
gerinin bulunmasi gerekecektir. Bu toplam degerin seri birim sayisina boliimii ile seri
birimlerinin karelerinin aritmetik ortalamasi elde edilecek ve elde edilen bu sonucun
karekdkii ise kareli ortalamay1 verecektir. Kareli ortalama hesaplanirken, seri degerle-
rinin kareleri alindigindan karekok ile diizeltme yapilmaktadir.

Basit serilerde seri degerlerinin kareleri toplami,

X+ X2+ X3+t X2 =D X}

olacagindan, kareli ortalama;
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formiilii ile hesaplanacaktir.
ORNEK: 3; 4; 4; 7; 8; 9 serisinin kareli ortalamasini hesaplayiniz.

K_\/32+42+42+72+82+92

6
_\/9+16+16+49+64+81
6
- |25 _ 391666 = 6,25

Frekans serilerinde de kareli ortalamanin hesaplanmasi igin seri degerlerinin
karelerinin toplam degerinin bulunmasi gerekmektedir.

Bu serilerde f, X2, X2 'lerin toplam degerini; f, X2, XZ 'lerin toplam de-

o 2 N 24 .. o~ . -
gerini; .....; fk X\, X 'lerin toplamuint vereceginden, seri degerlerin karelerinin top-

lam degeri;
X7+ X5+ X2+ £ X7 =D £iX]

olacaktir. Bu nedenle frekans serilerinde kareli ortalama,

formiilii ile hesaplanmaktadir.

ORNEK: Asagida verilen serinin kareli ortalamasini hesaplayiniz.

Xi fi X i2 fi X i2
2 5 4 20
3 8 9 72
4 14 16 224
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5 17 25 425
6 6 36 216
50 957

]/% =41914 =437

Sinifl1 serilerde kareli ortalama frekans serilerinde kullanilan formiil ile hesap-
lanmaktadir. Ancak seri sinifli oldugundan formiildeki X; yerine sinif ortalar1 alina-

caktir.
ORNEK: Asagida verilen serinin kareli ortalamasini hesaplayiniz.

Siniflar 2 2

fi X X fi X;

1-5 3 3 9 27

5-9 4 7 49 196

9-13 8 11 121 968
13-17 15 15 225 3375
17-21 10 19 361 3610
40 8176

=4/204,4 =14,29

3.3. GEOMETRIK ORTALAMA

Seri degerlerinin ¢arpimlarinin, seri birim sayisi derecesinden kdkiine geomet-
rik ortalama denmektedir. Geometrik ortalama G harfi ile gosterilecektir.

Basit serilerde seri birimlerinin ¢arpimlari,
n
X, Xy Xgoo Xy = [T
i-1

olacagindan, geometrik ortalama;

formiilii ile hesaplanmaktadir.
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ORNEK: 3:5:5:6:8;11 serisinin geometrik ortalamasini hesaplayiniz.

G =] [ X/ =¥3556.811=%/39600 =583
i1
Verilen 6rnekte 6. dereceden kok iistel fonksiyonlu bir hesap makinesi ile bu-
lunmugtur. Boyle bir makine olmadiginda n. dereceden kok logaritma yardimu ile ali-
nabilir. Bu durumda,

logG =logy X,.X,.X5.---. X,

logG :%(Iog X, +logX, +log X, +---+logX,)

1 n
logG=="> log X,
g nzl 9X

olacaktir. log G’nin degeri hesaplandiktan sonra antilogaritmasi alinarak geometrik
ortalama bulunmaktadir.

ORNEK: Daha once verilen basit serinin geometrik ortalamasini logaritma
yardimu ile hesaplayiniz.

logG =logy/ X;.X,. X;.---. X,

logG = %(IogS +log5+log5+ log6 + log8 + log11)

= %(0,47712 +0,69897 +0,69897 + 0,77815 + 0,90308 +1,04139)

= 1.4,59768
6

log G =0,76628 — G =583
Her iki hesaplamada da geometrik ortalamanin ayni degerde oldugu goériilmek-
tedir.

Frekans serilerinde geometrik ortalama hesaplanirken de seri birimlerinin car-
pimlarinin bulunmasi gerekmektedir. Bu degerlerin ¢arpimu,

XXXy XXy Xy oo Xy Xy X

olacaktir.
X1'in tekrar sayisi fi; Xo'nin tekrar sayisi f2; ....; X¢'nin tekrar sayisi fi oldugun-
dan,

fiy fay fa oy f
Xl XZ X3 Xk

olarak yazilabilir. Bu durumda geometrik ortalama;
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k
> i
G :izl\/xlflxszx;3...Xk

formiilii ile hesaplanmaktadir.

Geometrik ortalama logaritma yardimiyla hesaplanacaksa;

Kk
logG = ! Z f log X
f. i=1

K
i
i=1

formilu kullanilacaktir.

ORNEK: Asagidaki frekans serisinin geometrik ortalamasini hesaplayniz.

Xi fi logXi filogXi
1 2 0 0

2 4 0,30103 1,20412
3 7 0,47712 3,33984
4 4 0,60206 2,40824
5 3 0,69897 2,09691

20 9,04911

-1 Stlgx
logG = Zfi Zf, log X,

1
=—(9,04911
20 ( )

=0,45245 > G =283

Sinifli serilerde geometrik ortalama frekans serilerinde kullanilan,

k k
G= Elfi Hxifl
i=1

formiilii ile hesaplanmakta, ancak formiilde yer olan X; degerleri yerine simf orta de-
gerleri kullanilmaktadir.

ORNEK: Asagidaki smifl serinin geometrik ortalamasini hesaplayiniz.

Siniflar fi Xi logXi filogXi
0-5 4 2,5 0,39794 1,59176
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5-10 9 7,5 0,87506 7,87554
10-15 15 12,5 1,09691 16,45365
15-20 2 17,5 1,24304 2,48608

30 28,40703

L

logG = Z f Z f, log X,

_ L (28,40703)
30

=0,94690 - G =8,84

3.4. HARMONIK ORTALAMA
Seri degerlerinin terslerinin aritmetik ortalamasinin tersine harmonik ortalama

denmektedir. Harmonik ortalama H harfi ile ifade edilmektedir.

Basit serilerde seri birim sayisi, seri birimlerinin terslerinin toplamina boliine-
rek harmonik ortalama hesaplanmis olur. Bu nedenle basit serilerde harmonik orta-

lama,

formiilii ile hesaplanacaktir.

ORNEK: 3,5, 5, 6, 8, 11 serisinin harmonik ortalamasini hesaplayiniz.

6
1.1, 1.1 1. 1 11159

(o}

=537

Frekans serilerinde harmonik ortalama hesaplanirken diger ortalamalarda ol-
dugu gibi frekanslar, yani birimlerin tekrar sayilari dikkate almir. Bu durumda birim-

lerin terslerinin toplamu,
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1 1 1 1 1 1
— =ttt —Ft—F— .t —+..
X1 X X1 A2 X X2
N\ J U J
Y
f1 f2

i f fi ~ f
=— +..t+—= —
X1 X2 Xk - Xi

I=1

olacaktir. Bu durumda harmonik ortalama,

>
H =&

&
i=1 Xi

olacaktir.

ORNEK: Asagidaki frekans serisinin harmonik ortalamasini hesaplayniz.

Xi fi fil Xi
3 3,0000
5 2,5000
8 2,666
5
4

1,2500
0,8000
25 10,216

ga b~ WO N -

-

H = 1=1
o
- Xi
L5,
10,2166

Siifl1 serilerde harmonik ortalama frekans serilerinde kullanilan,
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:ﬁ

H

Xi

formiilii ile hesaplanmakta, ancak formiilde yer alan xi degerleri yerine sinif orta de-
gerleri kullanilmaktadir.

ORNEK: Asagidaki sinifl serinin harmonik ortalamasini hesaplayiniz.

Siniflar fi Xi filXi
0-2 3 1 3,0000
2-4 8 3 2,6666
4-6 12 5 2,4000
6-8 5 7 0,7142

8-10 2 9 0,2222
30 9,0030
K
Zfi
H = i=1
o
i=1 Xi
= 30 =3,33
9,0030

Seri birimlerinin bir veya birkaginin degeri sifirsa esit oldugunda harmonik or-
talama hesaplanamaz. Ayrica seride ters isaretli birimler bulundugunda harmonik or-
talama anlamsiz sonug verebilir.

3.5. MOD

Serinin en ¢ok tekrarlanan degerine mod denmekte ve Mo sembolii ile gosteril-
mektedir. Modun uygun 6l¢ii olabilmesi i¢in, serinin tek modlu olmasi gerekmektedir.

Bir seride degiskenin aldig: farkli degerler aym sayida tekrarlaniyorsa bu seri
modsuz seridir. Ayni sekilde, tekrar sayilar siirekli artan ve azalan serilerde modsuz se-
riler olarak adlandiriimaktadir. Ornegin, bir seride degiskenin aldig: farkli degerler Uger
kere tekrarlantyorsa bu seri modsuz seridir. Ayni sekilde degiskenin aldig: farkl: deger-
lerin tekrar sayilar1 2,5,6,9,.... Gibi artiyor veya 21, 18, 12, 10,..., gibi azaliyorsa bu seri-
lerde modsuz serilerdir. Bu serilerin frekans dagilimlarinin grafikleri Sekil 3.1.'de gortil-
mektedir.
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Sekil 3.1

Serinin modlu bir seri olabilmesi i¢in, tekrar sayilarinin, (frekanslarinin) mak-
simum degerinin veya degerlerinin olmasi gerekmektedir. Eger frekans dagilimlarinin
tek maksimum degeri varsa seri tek modlu, birden fazla maksimum degeri varsa, seri
¢ok modludur. Tek ve ¢ok modlu serilerin frekans dagilimlarimin grafikleri Sekil
3.2.'de goriilmektedir.

f; f.

Sekil 3.2

Basit serilerde, 6zellikle rnek birim sayisinin az oldugu durumlarda mod seriyi
yeterince temsil etmeyebilir. Bu gibi durumlarda mod, serinin en ¢ok tekrarlanan biri-
minin degeri Olacaktir. Ancak burada serinin tek maksimumlu yani tek modlu olma-
sina dikkat edilmesi gerekecektir.
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ORNEK: Asagida verilen serinin modunu hesaplayniz.

2,3;3,4,4,4,6,6;6,6;6,6;6,7,7,7,7,8;8;,9

Yukarida verilen 20 birimli basit serinin en ¢ok tekrarlanan degeri olan 6 serinin
modudur. Modun uygun 6l¢ii olabilmesi igin serinin tek maksimumlu olup olmadigin
aragtirmak gerecektir. Bunun i¢in seri degerlerinin tekrar sayilarina bakilmasi yeterli
olmaktadir. Burada, 2, 1 defa; 3, 2 defa; 4, 3 defa; 6, 7 defa; 7, 4 defa; 8, 2 defa ve 9,
1 defa tekrarlandigindan tekrar sayilari, dnce artarak 6'min 7 defa tekrarlanmasinda

maksimuma ulagmakta, daha sonra diigmektedir. Seri tek modlu oldugundan bu seri
icin mod, uygun 6l¢ii olarak kabul edilmektedir.

Frekans serilerinde ise frekansi en yiiksek olan deger serinin modudur. Bu se-
rilerde de modun uygun 6l¢ii olup olmayacaginin belirlenmesi i¢in, serinin tek modlu
olup olmadigina bakilmasi gerekmektedir.

ORNEK: Asagidaki frekans serisinin modunu hesaplayniz.

Xi fi
15
21
36
27
18
13

130

0O ~NOoO B~ WNDN

Seride en yiiksek frekans 36 oldugundan bu frekansin degeri olan 4 serinin modu-
dur. Frekanslarin dagilimi incelendiginde de serinin tek modlu oldugu gériilecektir.

ORNEK: Asagidaki serinin modunu hesaplayimiz.

x

fi
8
13
20
14
16
19
26
14
10
140

© 00 N O O WN PR
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Serinin frekanslari artarak 20 oldugunda ilk maksimumu, daha sonra azalip tek-
rar artarak 26 oldugunda ikinci maksimumu yapmaktadir. Bu nedenle seri iki modlu-
dur. Serinin modlar1 3 ve 7 dir.

Burada seri iki modlu oldugundan mod uygun 6l¢ii olma 6zelligini kaybetmek-
tedir.

Sinifl1 serilerde ise mod, frekansi en yiiksek olan sinifta yer almaktadir. Bu ne-
denle frekansi en yiiksek olan sinif mod sinifidir. Modun hesaplanmasinda, mod sinifi
ile birlikte, mod sinifindan bir 6nceki ve bir sonraki smiflarin frekanslar1 alinarak en-
terpolasyon islemi yapilir. Enterpolasyon iglemine, mod sinifinda yer alan birimlerin
dagiliminin, mod simifindan bir 6nceki ve bir sonraki siniflarin frekanslarinin etkisinde
kaldiginin varsayilmasi nedeniyle bagvurulmaktadir. Bu varsayim nedeniyle mod bu
smiflardan frekansi yliksek olana daha yakin olacaktir. Sekil 3,3'de bir Sinifli serinin
modu goriilmektedir.

f.

Mo X
Sekil 3.3

Sinifli serilerde modun hesaplanmasinda yapilacak enterpolasyon islemi for-
miil haline getirilebilir. Hesaplamada kullanilacak formiil asagida verilmistir.

Al
o] a C
A +A,

Formiilde;
la : mod smifin alt sinirmi

Al : mod smifin frekans ile bir 6nceki sinif frekans: arasindaki farki

A , : mod smifin frekans ile bir sonraki simf frekans: arasindaki farki

c= smuf araligini
gostermektedir.

Bu formiiliin uygulanabilmesi i¢in mod sinifinin, mod sinifindan bir 6nceki ve
bir sonraki siniflarin siif araliklarinin esit olmasi gerekmektedir. Mod sinifindan bir
onceki ve bir sonraki siniflarin frekanslar1 birbirine esit olmas1 durumunda mod, mod
smifinin orta degerine esit olacaktir.
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ORNEK: Asagidaki smifli serinin modunu hesaplayiniz.

Siniflar Fi
0-3 4
3-6 9
6-9 13
9-12 6
12-15 3
35

M, =1,+ A ¢

A +A,

Mod simif1 = 6-9

1,=6
Al:13-9: 4
Az =13-6=7
c=3

4

M, =6+ .
4+7

3=6+E=7,09
11

3.6. MEDYAN

Seriyi iki esit par¢aya bolen degere medyan denmektedir. Medyan seriyi iki esit
parcaya boldiigiinden birimlerin % 50'sinin degeri medyandan kiigiik, % 50'sinin de-
geri medyan biiylik olacaktir.

Toplanan verilerin kii¢iikten biiylie dogru siralanmasiyla elde edilen basit se-
rilerde medyanin hesaplanmasinda seri birim sayisinin tek veya ¢ift sayida olmasi

onemlidir. Seri birimlerinin tek sayida olmast durumunda serinin ’inci biriminin

degeri medyan olacaktir.

Seri birimlerinin ¢ift sayida olmas1 durumunda ise, serinin ’inci birimi

olmayacagindan, medyan serinin 2 nci ve 2 +1’inci birimlerinin degerlerinin orta-

lamasi olarak kabul edilmektedir.
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ORNEK: Asagida verilen serilerin medyanlarini hesaplaymiz.
Xi:2;4,7,11,; 13;13; 17

Yi:3;9;13;17; 19; 19; 23; 24

Xi serisi, 7 birimli bir seri oldugundan,

n+l 7+l
2 2

olarak elde edileceginden serinin medyani 4. biriminin degeri olan 11 olacaktir.

Y; serisi ise 8 birimli bir seri oldugundan,

2 2

ve
E+1=§+1=5
2 2

olarak elde edileceginden serinin medyani 4'iincii ve 5'inci birimlerin degerlerinin or-
talamasina esit yani,

17419 36

M
¢ 2 2

18

olacaktir.

Frekans serilerinde medyanin bulunabilmesi i¢in artan birikimli frekanslarin
hesaplanmasi gerekir. Bu frekanslar hesaplandiktan sonra seri birim sayisinin yarisi

n . C e 1. .
(E] bulunarak, bu degerlerin artan birikimli frekanslar siitununda hangi aralikta yer

aldig1 belirlenir. Bu sekilde belirlenen araligin biiyiik degeri karsisindaki X degeri
serinin medyan degerini verecektir.

ORNEK: Asagida verilen frekans serisinin medyanini hesaplaymiz.

Xi fi Artan Birikimli Frekanslar
10 8 8

11 13 21

12 19 40

13 15 55

14 12 67

16 3 70

70
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35 artan birikimli frekanslar siitununda 21-40 degerleri arasinda yer aldigindan,
40'm karsisindaki 12 degeri serinin medyanidir.

Frekans serilerinde medyanin bu sekilde hesaplanma nedenini, herhangi bir fre-
kans serisi, basit seri seklinde gosterilerek agiklanabilir.

ORNEK: Yukarida verilen frekansli seriyi basit seri seklinde gostererek med-
yan1 hesaplayiniz.

10,---10,11,---11,12,---12,13,--- 13 14,--- 14,16, --- 16
T | G NS N N — T

13 19 15 12

Bu basit serinin birim sayisi ¢ift oldugundan,

_10_
2

+1=m+1=36
2

35

NS NS

35'inci ve 36'inci birimlerin degerlerinin ortalamas1 medyandir. 35'inci birim ve
36'inci birim 12 oldugundan, ortalamalar1 da 12 Olacaktir. Her iki sekilde hesaplanan
medyan degerinin birbirine esit oldugu goriilmektedir.

Artan birikimli frekanslar slitununda seri birimlerinin yarisina yani 3 degerine

esit olan deger yer aliyorsa bu birikimli frekansin X degeri ile bir sonraki x degerinin
ortalamasinin medyan oldugu kabul edilecektir.

ORNEK: Asagidaki serinin medyanini hesaplayimniz.

Xi fi Birikimli Frekanslar
10 6 6
18 9 15
21 15 30
37 18 48
42 12 60
60

30 artan birikimli frekanslar siitununda yer aldigindan serinin medyant

21437 58
22

olacaktir. Onceki drnekte goriildiigii gibi frekans serisi basit seriye doniistiiriildiigiinde,

M 29

basit serinin g _80_ 30 "uncu biriminin degeri 21 ve %+1 =30+1=31 biriminin



Ortalamalar 73

degerinin 37 olarak elde edilecektir. Burada medyan degeri, iki degerin ortalamasi ali-
narak 29 olarak bulunacaktir. Bdylece her iki sekilde hesaplanan medyan degerinin
birbirine esit oldugu goriilmektedir.

Sinifl1 serilerde ise medyan enterpolasyon islemi ile hesaplanmaktadir. Bu se-
rilerde medyanin hesaplanmasi igin 6nce medyan sinifinin belirlenmesi gerekir. Med-

yan sinifin1 belirlemek i¢in, 6nce 2 degerinin artan birikimli frekanslar siitununda yer

aldig1 aralik bulunur ve bulunan bu araligin biiyiik degeri karsisindaki sinif serinin
medyan sinift olarak kabul edilir. Goriildiigi gibi frekans serilerinde medyan bulun-
masi i¢in yapilan islemler ile, sinifli serilerde medyan sinifinin bulunmast igin yapilan
islemler aynidir.

Sinifl1 serilerde medyanin hesaplanmasinda yapilacak enterpolasyon islemi for-
miil haline getirilebilir. Hesaplamada kullanilacak formiil asagida verilmistir.

S
2t
M, =1, + 2 ¢
fm
Formiilde;

la: Medyan siifinin alt sinirini
k-1
Z fi : Medyan sinifindan bir dnceki sinifin artan birikimli frekansini
i=1
fm: medyan siifinin frekansini
¢ : smif araligim

gostermektedir.

ORNEK: Asagidaki smifl serinin medyanini hesaplaymniz.

Birikimli

Siniflar fi Frekanslar
0-5 16 16
5-10 24 40
10-15 33 73
15-20 28 101
20-25 19 120

120

K-1
1S
M, =1 +—2L ¢
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n_120

= =60
2 2
Medyan Sinifi = 10-15
=10
2
D f=40
=1
fm =33

c=5
M, _104+0 %0519, 10 1503
33 33

Ornekte de goriildiigii gibi siifl serilerde medyan hesaplanirken enterpolasyon
islemi medyan sinifi i¢in yapilmaktadir. Bu nedenle sinif araliklarinin esit olmasi zo-
runlulugu yoktur. Medyanin bu 6zelligi yaninda diger bir 6zelligide, seri birimlerinin
degerlerinin medyandan farklarinin mutlak degerleri toplaminin minimum olmasidir.
Bu ozellik;

Basit seriler igin

DX =M< DX - A A=M,

Frekans serileri ve smiflt seriler igin ise,

DURIX =M <D f[X - A A=M,
olacaktir.

Frekans serilerinde medyan formiil ile hesaplanabildigi gibi artan ve azalan bi-
rikimli frekans egrileri yardimi ile de hesaplanabilir. Bu hesaplamada artan ve azalan
birikimli frekans egrilerinin kesisim noktast medyani vermektedir. Yukarida verilen
ornegin, artan ve azalan birikimli frekans egrileri ve medyani sekil 3.4 de goriilmekte-
dir.

120
100 |
80
60 T
40 1

20
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Sekil 3.4

3.7. BOLENLER

Serileri iki, dort, on ve yiiz esit parcaya ayiran degerler genel olarak bolenler
olarak adlandirilmaktadir. Seriyi iki esit pargaya bolmek i¢in hesaplanan degerlere
medyan, dort esit parcaya bolmek igin hesaplanan degerlere kartil, on esit pargaya bol-
mek i¢in hesaplanan degerlere desil ve yiiz esit par¢aya bolmek i¢in hesaplanan deger-
lere santil ad1 verilmektedir. Bir seri igin 3 kartil, 9 desil ve 99 santil hesaplanmaktadir.
Ancak uygulamalarda desil ve santil yaygin olarak kullanilmadigindan ve medyanda
daha 6nce agiklanmis oldugundan burada sadece kartiller anlatilacaktir. Seriyi dort esit
pargaya bolen kartiller birinci kartil, ikinci kartil ve tiglincii kartil olarak isimlendiri-
lirler.

Seri birimlerinin n/4'iiniin degeri birinci kartilden, n/2'sinin degeri ikinci kar-
tilden ve 3n/4 ‘linlin degeri liglincii kartilden kii¢iik olacaktir. Birinci kartil Q14, ikinci
kartil Qua, tigiincii kartil ise Qs/s seklinde ifade edilmektedir. Serinin ikinci kartili ayni
zamanda meydanidir.

Basit serilerde kartiller medyana benzer sekilde hesaplanmaktadir. Yani seriyi
ilk birimden baglayarak n/4 son birimden baglayarak 3n/4 seklinde bélen deger birinci
kartil, ilk birimden baglayarak 3n/4, son birimden baslayarak n/4 seklinde bolen deger
ise ti¢iincii kartil olmaktadir.

Frekans serilerinde kartillerin bulunabilmesi i¢in medyanda oldugu gibi artan
birikimli frekanslarin hesaplanmasi gerekir. Bu frekanslar hesaplandiktan sonra birinci
kartil i¢in seri birimlerinin n/4 degeri bulunarak bu degerin artan birikimli frekanslar
siitununda hangi aralikta yer aldig: belirlenir. Bu sekil de belirlenen araligin biiyiik
degeri karsisindaki X degeri serinin birinci kartil degerini verecektir. Ugiincii Kartilin
hesabi i¢inde ayni iglemler seri birimlerinin 3n/4 degeri bulunarak yapilmaktadir.

ORNEK: Asagidaki frekans serisinin kartillerini hesaplayiniz.

Artan Birikimli Fre-

kanslar
Xi fi
20 8 8
21 23 31
22 32 63
23 36 99
24 27 126

25 14 140
140
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22@235
4 4

35 artan birikimli frekanslar siitununda 31-63 araliginda bulundugundan Qus =22,
n_ 140 =70
2 2
70 artan birikimli frekanslar siitununda 63-99 araliginda bulundugundan Q.
=Me=23,
3n _ 3(140)
4 4

105 artan birikimli frekanslar siitununda 99-126 araliginda bulundugundan Qz4
=24 olacaktir.

Sinifli serilerde kartillerin hesaplanmasinda medyanin hesabinda kullanilan
formiile benzer bir formiil ile enterpolasyon islemi yapilmaktadir. medyanin hesabi
i¢in kullandigimiz formiilii kartillerin hesabi igin s6yle genellestirebiliriz.

=105

S

n——>» f

r ; '

Que=lat——F——

fy

Yukarida goriilen bu formiil kartillerin hesaplanmasinda kullanilirken r = 4 ola-

caktir. Ayni1 formiil desil ve santiller hesaplamasinda da kullanilmaktadir. Ancak for-

miil desiller i¢in kullanilirsa r =10 ve santiller i¢in kullanilirsa r = 100 olacaktir. For-

miilde goriilen h ise hesaplanan bolene gore 1,2,3,... degerlerini almaktadir. Ornegin
3. kartil i¢in h= 3, 6. desil i¢in h= 6 ve 85. santil igin h= 85 olacaktir.

Diger taraftan hesaplanan bolene gére formiilde;

.C

la: Bolen smifinin alt sinirini

k-1

Z f, : Bolen simifindan bir 6nceki siifin birikimli frekansini

fy: Bolen smifinin frekansinm
c: Smif araligini ifade etmektedir.

ORNEK: Asagida verilen stnifl1 serinin kartillerini hesaplayimz.

Birikimli
Siniflar fi Frekanslar
100-120 22 22
120-140 37 59

140-160 43 102
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160-180 28 130
180-200 20 150
150
h k-1
n—— >» f
r Z :
Qh/r = Ia + —I4'C
fb
1. Kartil
n_0_g5
4 4

oldugundan 120-140 sinifi 1. kartil sinifidir.

375-22 310

Q. =120+ .20 :120+? =128,37

2. Kartil (Medyan):

2 n 150
4 2 2

oldugundan 140-160 sinifi 2. Kartil veya medyan sinifidir.

75-59 320

Qys =M, =140 + '20:140+E:147’44

3. Kartil:

3 —3(150) ~1125

4

oldugundan 160-180 sinifi 3. Kartil sinifidur.

Q. =160 + 112,52— 102 210

.20 =160 + — =167,50
28

3.8. UYGUN ORTALAMANIN SECiMi

Aritmetik ortalama uygulamalarda en ¢ok kullanilan ortalamadir. Tek olarak
kullanilan ortalama kelimesi aritmetik ortalama anlaminda kullanilmaktadir. Aritmetik
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ortalamanin hesaplanmasinda serinin biitiin degerleri kullanildigindan seride asir1 dii-
siik veya yiiksek degerlerin bulunmast durumunda aritmetik ortalama bu degerlerden
etkilendiginden, seriyi temsil etme dzelligini kaybedebilir.

Geometrik ortalama aritmetik, harmonik ve kareli ortalamalara gére serideki
asir1 degerlerden daha az etkilenmektedir. Bu nedenle serinin biitiin degerlerinin kul-
lanildig1 bir ortalama hesaplanacaksa ve seride asir1 degerler varsa, geometrik ortala-
manin kullanilmasi uygun olabilir. Seride sifir ve negatif degerlerin bulunmasi duru-
munda geometrik ortalama hesaplanamaz. Seride sifir degerleri varsa harmonik orta-
lama hesaplanamazken ters isaretli birimler varken harmonik ortalama hatali sonuglar
verebilir.

Kareli ortalama hesaplanirken serinin degerlerinin kareleri alindigindan seride
ters isaretli birimler bulundugunda kareli ortalama hesaplanmasi uygun olmaktadir.
Seri birimlerinin tersleri s6z konusu oldugunda harmonik ortalama hesaplanir.

Bir seri i¢in harmonik, aritmetik, geometrik ve kareli ortalama birlikte hesap-
landiginda, en kiiglik ortalama harmonik ortalama, en biiyiik ortalama ise kareli orta-
lamadir. Bu durumda

H<G<X <K

yazilabilir.

Mod ve medyanin hesaplanmasinda serinin biitiin degerleri kullanilmadigin-
dan, seride asir1 diigiik veya yiiksek degerler bulundugunda mod veya medyanin kul-
lanilmalar1 uygun olabilir. Ayni nedenle, seride acik siniflar bulundugunda mod veya
medyan diger ortalamalara gore daha uygun 6l¢ii olmaktadir. Ciinkii bu gibi durum-
larda, aritmetik, geometrik ve kareli ortalamalardan biri kullanilacaksa, ac¢ik siniflarin
sinif orta noktalarinin belirlenmesi sorun yaratabilir.

3.9. COZUMLU ORNEKLER
ORNEK 1: isletmenin 10 giinliik buzdolabr satislar asagida verilmistir.

Glnler Satiglar
(Adet)
8

13
17
11
9
16
21
23
14
18

© 00 ~NO O~ WN P

[y
o
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Buzdolabi satiglarmin,
a) Aritmetik ortalamasim

b) Kareli ortalamasini
¢) Geometrik ortalamasini hesaplayimiz.
d) Harmonik ortalama

¢) Hesapladiginiz ortalamalar1 karsilastiriniz.

Coziim:
X, X7 log X; 1X,
8 64 0,90308 0,1250
13 169 1,11394 0,0769
17 289 1,23044 0,0588
11 121 1,04139 0,0909
9 81 0,95424 0,1111
16 256 1,20411 0,0625
21 441 1,32221 0,0476
23 529 1,36172 0,0434
14 196 1,14612 0,0714
18 324 1,25527 0,0555
150 2470 11,53252 0,7431
a) X = Z—X _10 45
n 10

/ Xi2
b)K: Z_: ﬂ:,/247 =15,71
n 10
c) G=n“ IXi
i-1

1 1
logG == ) log X, =—(11,53252) =1153252
9G == logX, =( )

G=14,23
n 10
d H = == y
) 1 07431
Xi

e) 13,45<14,23<15<15,7
H<G< X <K
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ORNEK 2: Bir malin 40 ayr1 satis yerindeki satis fiyatlar1 asagida verilmistir.
(1=1TL)

Satis Yeri

Fiyat Sayisi
2000 2
2200 14
2250 9
2400 8
2500 5
2600 2

40

Satig fiyatinin,

a) Aritmetik ortalamasini

b) Kareli ortalamasini

¢) Geometrik ortalamasini hesaplayiniz.
d) Harmonik ortalamasini hesaplayiniz.

¢) Hesapladiginiz ortalamalar1 karsilastiriniz.

Coziim:

X, f, f. X, f.X? log X; f.log X/ f. X,
2000 2 4000 8000000  3,30103  6,60206 0,0010
2200 14 30800 67760000 3,34242  46,79388 0,0064
2250 9 20250 45562500 3,35218  30,16962 0,0040
2400 8 19200 46080000 3,38021  27,04168 0,0033
2500 5 12500 31250000 3,39794  16,98970 0,0020
2600 2 5200 13520000 3,41497  6,82994 0,0008

40 91950 212172500 © 00175
zf al 91950 = 2298,75

Zf
/ f X2
b) K = Zf 212172500 = /5304312 5 = 2303,10

c) G= zfi/Hxifi
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1 1
0gG = <=3 f, log X, = (134,42688) = 3,360672
g ﬂZ.g. ¢ )

2

G =2294,41
fi
d) H = 2 __4 =2285,71
D filxi 00175

e) 2285,71<2294,41<2298,75<2303,10

H<G < X <K

ORNEK 3: Bir isyerinde satilan ve 1 kg. olmasi gereken 700 paket tartilmis ve
paketlerin agirliklarinin eksik veya fazla oldugu belirlenmistir. Tartilan paketlerin

agirlik farklart asagida verilmistir.

Agirlik fi
Farklari

-15--10 126
-10--5 220
5-0 171
0-5 108
5-10 61
10-15 14
700

Agirlik farklart dagiliminin,

a) Aritmetik ortalamasini

b) Kareli ortalamasini

¢) Geometrik ortalamasini hesaplayiniz.

d) Hesapladiginiz ortalamalar1 karsilastiriniz.

Coziim:
Agirhk fi 2
Fa?'klan X fiX; f, X,
-15--10 126 -12,5 -1575,0 19687,5
-10--5 220 -7,5 -1650,0 12375,00
-5-0 171 -2,5 -427,5 1068,75
0-5 108 2,5 270,0 675,00
5-10 61 7,5 457,5 3431,25
10-15 14 12,5 175,0 2187,50

700 -2750,0 39425,00
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X, -
Z -0 g,
700

szx ]/39425 =4/56,32 =7,50

b) Seride negatif isaretli birimler oldugundan geometrik ortalama hesaplana-
maz.

¢) -3,92<750
X <K

ORNEK 4: Ayni holdingin biinyesinde yer alan 7 isletmenin 2004 y1l1 karlar
asagida verilmistir.

isletmeler Karlar (1000 TL)

A 1,2
B 3,4
C 8,6
D 0,8
E 7,3
F 9,7
G 4,1

Serinin,

a) Modunun

b) Medyanini

c¢) Kartillerini hesaplayiniz.
Coziim: X;:08;1,2;34;4,1; 7,3;8,6;9,7
a) Seri modsuzdur.

n+l 7+1

by ——=—-=4 M, =41
2 2
n 7 08+12
c) —=—=175 = _""_1
) 4 4 @ 2
QZZMe
d) 3_n=¥=5,25 Q3=L28’6=7,95

ORNEK 5: Bir belediyenin son bir ay i¢inde verdigi insaat ruhsatlarmin kat
sayilarina gére dagilim asagida verilmistir.

Kat Sayilari Verilen Ruhsat Sayisi
1 19
2 28
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3 33
4 50
5 122
6 71
7 34
8 12
369
Dagilimin
a) Modunun

b) Medyanini
c¢) Kartillerini hesaplayiniz.

Coziim:
Artan Birikimli

Xi fi Frekanslar
1 19 19
2 28 47
3 33 80
4 50 130
5 122 252
6 71 323
7 34 357
8

12 369
369

a) Seri tek modlu oldugundan mod uygun 6l¢ii olacaktir. En yiiksek frekans
122 oldugundan serinin modu,

Qua=4

Qs =Me=5
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3_n = @ = 276’75
4 4
Qs4=6

ORNEK 6: Bir banka subesinin Ocak aymda 90 kisiye verdigi tiiketici kredi-
lerinin miktarlarina gére dagilim asagida verilmistir. (1 = 1.000 T.L.)
Siniflar fi

25-75 6
75-12,5 15
12,5-17,5 18
17,5-22,5 27
22,5-275 13
275-325 11

90

Kredilerin dagiliminin,

a) Modunu

b) medyanini

c¢) Kartillerini hesaplayiniz.

Coziim:
Artan Birikimli

Siniflar fi Frekanslar
25-75 6 6
75-12,5 15 21
12,5-17,5 18 39
17,5-22,5 27 66
22,5-275 13 79
27,5-32,5 11 90

90
a M, =1+ A ¢
A +A,

Mod Smifi: 17,5 - 22,5
Al =27-18=9

Az =27-13=14
c=5
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M, =175+ ——5
9+14

=17,5+£=19,45
23
k-1
n
22
DM, =1, + =5

m

Medyan Sinifi: 17,5 22,5

> fi=39

i=1

fm:27

c =5

M, =17,5 -39 5
27
30
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Q24 = Me = 18,61

3—n = —3(90) =675
4 4
3. Kartil Stmifi:22,5-27,5

k-1

> f=66

i=1

f =13
c =5
Q,, =225+ 92— ¢

=225+ 15 _ 23,07
13

ORNEK 7: Bir isletme ise alacag1 personel i¢in ii¢ sinav yapmakta ve smavda
basarili olanlar1 miilakata almaktadir. Isletmeye bagvuran bir kisiye ait sonuglar ile
tartilar agagida verilmistir.

Testler Alinan Tartilar
Puanlar
Genel Yetenek 69 2
Bilim 84 4
Yabanci Dil 76 1
Mulakat 70 3

Verilen puanlarim tartili aritmetik ortalamasint hesaplayiniz.

Coziim:
Xi ti Xiti
69 2 138
84 4 336
76 1 76
70 3 210

10 760
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n
Xiti
it _ i:ln
2
i=1
X, =190 _7
10

ORNEK 8: Bir malin ortalama satis fiyatini belirlemek igin 42 satis yerinden
satis fiyatlar1 ve giinliik satis miktarlar1 alinmistir.

Fiyatlar ~ Satis Yeri  Satis Mik-

(1=1TL) Sayisi tarlar
58 6 462
60 14 541
62 17 214
65 4 172
70 1 88

42 1477

Satig miktarlarini tarti alarak, malin satig fiyatinin tartili aritmetik ortalamasini
hesaplayiniz.

Coziim:
Xi fi ti fiti fiXiti
58 6 462 2772 160776
60 14 541 7574 454440
62 17 214 3638 227375
65 4 172 688 44720
70 1 88 88 6160

42 1477 14760 893471

va — i=1
i=1

893471

= = 60,5332
14760
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ORNEK 9: Bir mamuliin 105 imalat yerindeki maliyetlerinin dagilimlari ile,
imalat yerlerinin giinliik iiretim miktarlarinin toplamlar1 asagida verilmistir.

Maliyet Siniflari  imalat Yeri  Guinliik Uretim Mik-

(1=1TL) Sayisi tarlari
(1=1000 adet)
55-6,0 27 158
6,0-6,5 35 113
6,5-7,0 29 71
7,0-7,5 8 18
7,5-8,0 6 14
105

Mamuliin maliyetinin tartili aritmetik ortalamasini tiretim miktarlarini tarti ola-
rak hesaplayiniz.

Coziim:
Siniflar fi ti Xi fiti fiXiti
55-6,0 27 158 5,75 4266 24529,50
6,0-6,5 35 113 6,25 3955 24718,78
6,5-7,0 29 71 6,75 2059 13898,25
7,0-7,5 8 18 7,25 144 1044,00
7,5-8,0 6 14 7,75 84 651,00

105 10508 64841,5

_ =1

X =2
D,
i=1

g 8484150 o

' 10508

ORNEK 10: Bir isletmede 128 is¢i calismaktadir ve ortalama aylik iicret 2,856
TL. Olarak hesaplanmustir. Is¢i Ucretlerine yapilacak zam icin, isciler aylik 1,5 TL. art1
% 45 zam istemekte, isveren ise aylik 2.- TL art1 % 25 zam teklif etmektedir.

a) Her iki durumda ortalama aylik {icreti ve aylik ortalama artig oranlarmi

b) Her iki durumun igverene getirecegi aylik maliyet yiikiinii ve toplam iicret
artig oranlarin1 hesaplayiniz.

Coziim:



Ortalamalar 89

a) Yeni ortalamay1 Y ile ifade edelim.
1,5 + % 45 zam yapilirsa, eski ortalama 1,5 TL ve eski ortalamanin 1+ 0,45 =1,45 kat1

artis olacagindan,

Y =15+1,45X
=15+1,45(2,856)
=5,6412.—-TL

H_/

5,6412

Artis oran1 = 56412 - 2856 =0,9752 olacaktir.
2,856

2 + % 25 zam yapilirsa, ayn1 sekilde,

Y =2+125X
=2+1,25(2,856)
=557.-TL
Artis oran1 = 5572856 =0,9502 olacaktir.
2,856

b) 128 isciye 6denen toplam aylik {icret,

128
D X, =128(2,856) = 365,568. - TL dir.

i=1

1,5.- TL + % 45 zam yapilirsa ortalama iicret 5641200.- TL. olacagindan 6denecek
toplam Ticret,

128

DY, =128(5,6412) = 722,0736. - TL

i=1

ve 2 + % 25 zam yapilirsa ortalama ticret 5,57.- TL olacagindan 6denecek toplam iicret,
128
ZYi =128(5,57) =712,96.—TL olacaktir.

i=1

Isverene birinci durum,
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722,0736 - 365,568 = 356,5056.- TL.

ikinci durum ise,
712,96 - 365,568 = 347,392.- TL.
aylik ytik getirecektir.

Birinci Durumda Artig Oran1 = M =0,9752
365,568

ikinci Durumda Artig Oran1 = 347,392 =0,9502
365,568

olacaktir.
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BOLUM 4

- DEGISKENLIK
VE ASIMETRI OLCULERI

Bir onceki boliimde serileri temsil etmek ve birbirleri ile karsilagtirmak amaci
ile hesaplanan ortalamalar agiklanmisti. Ortalamalar, serilerin karsilastirilmasinda her
zaman yeterli dl¢iiler olmayabilirler. Bu nedenle serilerin karsilastirilmasinda, dagilma
oOlciileri olarak da adlandirilan degiskenlik 6l¢iilerinden ve serilerin dagilma sekilleri-
nin karsilagtirilmasinda da egrilik 6lgiileri olarak da adlandirilan asimetri Slgiilerinden
yararlanilmaktadir. Asimetri 6l¢iilerinin hesaplanmasinda, degiskenlik 6lgiileri de kul-
lanilacagindan, bu boliimde asimetri 6lgiilerine dagilma 6lgiilerinden sonra yer veril-
mistir.

4.1. DEGISKENLIK OLCULERI

Serilerin karsilastirilmalarinda ortalamalarin yeterli olmadigi durumlarda de-
giskenlik dlgiilerinden yararlanilacagindan daha once s6z edilmisti. Ciinkii baz1 du-
rumlarda serilerin ortalamalar1 birbirine yakin degerde olsa da serilerin dagilimlari bir-
birinden farkli olabilir. Bu farki belirleyebilmek i¢in degiskenlik dl¢iilerinden yararla-
nilir.

Konuyu basit bir 6rnekle agiklayalim.
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XiveY; iki farkli, basit seri olsun.

Xi Yi
0 2

1 2

2 3

3 4

9 4

15 15

Bu serilerin aritmetik ortalamalari

n
iziZ'Xi __

=3
n 5
n
2
Y_= i=1 :Ezs
n 5

olacaktir. Yukarida goriilen bu serilerin verilmedigini ve sadece aritmetik ortalamala-
rinin bilindigini varsayalim. Seriler verilmediginden, dagilimlarinin birbirine yakin
veya birbirinden farkli olabilecegi diisliniilebilir. Bu dagilimlarin farkini belirlemek
icin degiskenlik dl¢iilerini hesaplamamiz gerekmektedir.

Degiskenlik 6l¢iileri seri degerlerinin dagilmalarinin 6l¢iisiidiir. Bu dl¢tiler seri
degerlerinin ortalama etrafinda ne kadar yogun dagildiklarini belirtirler. Degiskenlik
Olciilen nispi Olgiiler olup her hangi bir seri i¢in hesaplandiklarinda fazla bir anlam
ifade etmezler. Bu 6l¢iiler ancak birbirleri ile karsilastirildiklarinda, hesaplandiklar
serilerin hangisinde dagilimin ortalama etrafinda daha yogun oldugunu belirtirler. Di-
ger bir ifade ile degiskenlik 6lgiisii kiiciik olan seriler, degiskenlik 6l¢iisii biiyiik olan
serilere gore ortalama etrafinda daha yogun bir dagilim gosterirler. Bu nedenle degis-
kenlik 6lgiileri analizde kullanilan verinin homojenligi ile de ilgilidirler. Homojenlik
seri degerlerinin birbirine yakinligini ifade etmektedir. Degiskenlik dl¢iisii kiigiik olan
seriler diger serilere gore daha homojendirler.

Serilerin degiskenliklerini belirlemek i¢in ¢esitli degiskenlik 6l¢iileri kullanila-
bilir. Ancak bu boliimde degiskenlik 6lgiilerinden, hesaplanmasi en kolay olan degisim
aralig ile istatistiksel analizlerde en ¢ok kullanilan 6l¢ii olan standart sapma anlatila-
caktir.
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4.1.1. Degisim Arahgi

Degisim veya dagilma aralig1 olarak adlandirilan bu 6l¢iiniin hesaplanmasi igin
uzun matematiksel islemler gerekmez. Bu nedenle iki veya daha fazla serinin degis-
kenliklerini kargilagtirmada kullanilabilir. Fakat degisim aralig1 serilerin dagilimini be-
lirlemede kesin bir 6l¢ii degildir.

Degisim aralig1 bir serinin maksimum ve minimum degerleri arasindaki farka
esittir. Degisim aralig1 ,

D.A = Xmax - Xmin
seklinde gosterilebilir.

Aciklamalarimizin baginda verilen 6rnekte X =3ve Y =3 olarak bulun-
mustu. Bu serilerin degisim araliklari ise,

DAx = Xmax. = Xmin. =9-0=9

DAy = Ymax.‘ Ymin. = 4 = 2 = 2

olarak hesaplanmustir.

Serilerin ortalamalari ile degigim araliklarida bilindiginden, Y serisinde dagili-
min X serisine gore ortalama etrafinda daha yogun oldugunu sdyleyebiliriz.

Degigim arali8, frekans serilerinde X siitununun maksimum ve minimum de-
gerleri arasindaki farka, sinifli serilerde ise ilk sinifin alt sinir degeri ile son sinifin {ist
sinir degeri arasindaki farka esittir.

Degisim aralig1 ayni, fakat dagilimlari birbirinden farkli basit, frekansh veya
sinifl: seriler olabilir. Omegin daha 6nce verilen 6rnekle ilgili bir Z serisi Zi: 2,3,3,3,4
seklinde yazilabilir. Bu serinin degisim araligit DA, = 4-2=2 dir ve Y serisinin degisim
araligina esittir. Oysa serilerin dagilimlart birbirinden farklidir. Bu nedenle degisim
araligi kesin bir 6l¢ii degildir.

4.1.2.Standart Sapma

Seri degerlerinin aritmetik ortalamadan farklarinin kareli ortalamasina standart
sapma denilir. Standart sapma o (kiigiik sigma) ile gosterilir. Standart sapmanin ka-

resine varyans adi verilir. Varyans V(X) veya o?sembolleri ile ifade edilir.

Basit serilerde standart sapma

formiilii ile hesaplanmaktadir.
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Verilen bu formiiliin agilarak, kisaltilmasi ile

™

- =0

ifadesi elde edilmistir.

n

>x;
i=1

n

o=vK?-X?

Ifadede yer alan

kareli ortalamanin karesi oldugundan

olarak yazilabilir. Standart sapma hesaplanirken farklarin kareleri alindigindan stan-
dart sapma negatif olamaz. Daha 6nce aritmetik ortalamanin 6zellikleri agiklanirken,
seri birimlerinin aritmetik ortalamadan farklarinin kareleri toplamimin minimum ol-
dugu gosterilmisti. Standart sapma aritmetik ortalamanin bu 6zelligine dayanarak he-

saplanan bir 6l¢iidiir.

ORNEK:

X1:3,5/6,99,10
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serisinin standart sapmasini ve varyansini hesaplayiniz.

ZX L34546:910:10_42

6

o \/(3 72 +(G-1) +(6-7)° +(9-1)" +(@-7)? + (10— 7)?
6

_ J (-4)* +(-2)* + (-1)* + (> + (D)* + (3)’
6

\/16+4+1+4+4+9

1[% 6 3333 =2,1566

s

K2 =

=7

veya

K2 = 3 +5°+6°+9° +9° +10°
6
_9+25+36+81+81+100
6

= % = 55,3333

oo
= /55,3333 - (7)°
— /65,3333 —49
6,3333 =2,5166

Her iki formiil ile elde edilen sonuglarin ayni oldugu goriilmektedir.
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Serinin varyansi ise,
V(X) =o? =(2,5166)% = 6,3333

olacaktir.

Standart sapmasi hesaplanacak seri frekans serisi ise, seri birimlerinin degerle-
rinin aritmetik ortalamadan farklarinin kareleri toplami

i=1

\/Zfi(lxiszimz)z

S

z _Zfizxii+2fiiz
26 Xt

I
g
]
—h
=l DS
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ifadesi elde edilmistir. Bu ifadede,

f. X 2
—Zzlf " kareli ortalamanin karesi oldugundan,
i
o=vK?-X?
olarak yazilabilir. Béylece formiiliin frekans serileri i¢inde gegerli oldugu goriilmek-
tedir.

ORNEK: Asagidaki frekans serisinin standart sapmasin hesaplayiniz.

X fi fiX; Xi =X (Xi—)?)2 fi(Xi—)z)2 fi X
2 3 6 -2,5 6,25 18,75 12
3 6 18 -1,5 2,25 13,50 54
4 7 28 -0,5 0,25 1,75 112
5 16 80 0,5 0,25 4,00 400
6 8 48 15 2,25 18,00 288
40 180 56,00 866

_ 85 a5y = [2165-20.5

40

=140 =118
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V(X)= 0%=14
Her iki formiil ile elde edilen sonug¢larin ayni oldugu goriilmektedir.

Sinifli serilerde standart sapma frekans serilerinde kullanilan

formiilleri ile hesaplanir. Ancak formiillerde goriilen X; yerine sinif orta degerleri kul-
lanilmaktadir.

ORNEK: Asagidaki smifli serinin standart sapmasin hesaplayiniz.
smiarf X, X XX (x-%f  (x-Xf X2

1-3 3 2 6 -3,5 12,25 36,75 12
3-5 5 4 20 -1,5 2,45 12,25 80
5-7 7 6 42 0,5 0,25 1,75 252
7-9 4 8 32 2,5 6,25 25,00 256
9-11 1 10 10 4,5 20,25 20,25 100

20 110 95,00 700

=475 =217
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PR -

o= _
2
700 )
=5 69 = J35-30,25
= /475 =217
V(X) = 02=4,75

Gortldigii gibi her iki formiil ile ayni sonug elde edilmistir.
Standart Sapmanin Ozellikleri

- Bir serinin biitiin degerlerine say1 eklenir veya ¢ikarilirsa olusturulacak yeni
serinin standart sapmasi degismez. X; serisinin biitiin degerlerinden a sabit sayis1 ek-
lenerek veya cikarilarak yeni bir Y; serisi olusturuluyorsa,

Yi=Xj+aveyaY;=Xj—aise o, = oy olacaktir.

Yi = X; + a oldugunu diisiinelim. Bu durumda Y = X +a oldugu aritmetik or-
talamanin 6zelliklerinden dolay1 bilinmektedir.

Bu durumda Y serisinin standart sapmast

olacaktir.
Yive Y yerine yukarida verilen ifadeler konulup, gerekli kisaltmalar yapilirsa

2

iz"lkxi +a)-(X-a)
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esitligi elde edilir.

X serisi frekans serisi veya sinifli seri ise,

Oy =

olacaktir.
Yi =X -a doniisiimil i¢inde, ayn1 islemler yapilirsa o, = oy oldugu goriile-
cektir.

ORNEK: Asagida verilen X; serisinin biitiin degerlerine 5 ekleyerek yeni bir

Yi serisi olusturunuz ve o, = oy oldugunu gosteriniz.

X, %=X (x,-XF Yi=X;+5 Y-V (v _y}
4 -4 16 9 -4 16
5 -3 9 10 -3 9
8 0 0 13 0 0
11 3 9 16 3 9
12 4 16 17 4 16

65 50
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- in 40_8

-.10 =316
Y=X+5=8+5=13

-410 =316

oy =0y = 3,16 oldugu goriilmektedir.

X
Ox

- Bir serinin biitiin degerlerinin ayni say1 ile carpilmasi veya boliinmesi ile olus-
turulacak yeni serinin standart sapmasi, ilk serinin standart sapmasinin ayni sayi ile
carpimina veya boliimiine esittir.

X serisinin biitlin birimlerinin degerleri a sayisi ile carpilarak veya boliinerek Y
serisi olusturuldugunda,

Yi=aX ise Oy =a.0y
i o
Y, =—ise o, =—=%
a a
olacaktir.

Y = a.X; oldugunu varsayalim. Diger taraftan Y = aX oldugu aritmetik ortala-
manin dzelliklerinden dolay1 bilinmektedir. Bu durumda Y serisinin standart sapmast,

olacaktir.

YiveY yerine yukarida verilen ifadeler konulup, gerekli kisaltmalar yapildi-
ginda
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VA

elde edilir. X serisi simifli seri veya frekans serisi ise,

olacaktir.

Yi= Xj/a doniisiimii i¢inde, ayni islemler yapilirsa o, = oy /a oldugu goriile-
cektir.

ORNEK: Asagida verilen X; serisinin biitiin degerlerini 2 ile carparak bir Y
serisi olusturunuz ve o, =20, oldugunu gosteriniz.
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i Xi - X (Xi—)z)2 Y =2X; Y, =Y (Yi—Y_)2
4 -6 36 8 -12 144
7 -3 9 14 -6 36
10 0 0 20 0 0
11 1 1 22 2 4
18 8 64 36 16 256
50 110 100 440

=22 =469

Y =2X =2(10) =20

-./88 =938

oy, =20, =2(4,69) =9,38
iki farkli hesaplama ile de ayn1 sonuglarin bulundugu gériilmektedir.

-Bir serinin biitiin degerlerinden, serinin aritmetik ortalamasinin ¢ikartilmasi ile
elde edilecek farklarin, serinin standart sapmasina bdliinmesi ile olusturulacak seriye
standart seri denilir. Bu seriyi olusturan degerlere ise standart deger ad1 verilir. Stan-
dart serinin aritmetik ortalamasi 0 ve standart sapmasi 1'e esittir.

Z =" s Z=0 ve o,=1dir.

Xi serisi basit seri ise, Z;j serisinin ortalamasi,

2.2

n

Z=

olacaktir. Z; degeri formiilde yerine konuldugunda
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P e

n n
olacak ve
n [—
D (X, =X)=0
i=1
oldugundan
Z=0

olarak elde edilecektir.

Z serisinin standart sapmasi ise,

o, = o° =1

olacaktir.

X serisi frekans serisi veya sinifli seri ise,
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PIACT=O NS WA

olacak ve > f,(X; - X) = 0 oldugundan
Z=0
olarak elde edilecektir.

Z serisinin standart sapmasi ise

2
o,=[—0c =1

olarak bulunacaktir.
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ORNEK: Asagida verilen basit seriyi standart seriye doniistiirerek, standart se-

rinin aritmetik ortalamasini ve standart sapmasini hesaplayiniz.

X, X=X (x,-X} z,-Z (z,-Zf
8 -6 36 -1,5 2,25
12 -2 4 -0,5 0,25
14 0 0 0 0
16 4 0,5 0,25
20 6 36 1,5 2,25
80 5,00
_ X,
X = Z 0y
n 5
2
Z(Xi -X) 80
GX = = —_—
n 5
=16 =4
; _Xi=X
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ORNEK: Asagida verilen frekans serisini standart seriye doniistiirerek, stan-
dart serinin aritmetik ortalamasini ve standart sapmasini hesaplayiniz.

Xi £ X X=X (x; =X Pt (x; =X P 20 fiZi (z;-2) 1;(z; -2)

4 14 56 -24 5,76 80,64 -1,2 -16,8 1,44 20,16
6 19 114 -04 0,16 3,04 -0,2 -3,8 0,04 0,76
8 10 80 1,6 2,56 25,60 0,8 8,0 0,64 6,40
10 7 70 3,6 12,96 90,72 1.8 12,6 3,24 22,68

50 320 200,00 50,00

=J4=2
X - X
Z, =
(o2
7, - 4-6,4 _ 12
2
z, - 6—6,4__0’2
2
Z3Zw:o,g
2
) —10_26'4=1,8
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-Birden fazla serinin degerlerinin toplamlar1 veya farklari yeni bir seri olustur-
dugunda, seriler bagimsiz ise, yeni serinin varyansi kendini olusturan serilerin var-
yanslar1 toplamina esittir. Serilerin bagimsiz olmamasi durumunda kovaryans adi ve-
rilen dlgiilerinde dikkate alinmas1 gerekecektir.

Kovaryans iki degiskenin birlikte degisiminin 6l¢iisiidiir ve X ve Y gibi iki de-
gisken i¢in oy v, veya Kov (X, Y) seklinde ifade edilir. X ve Y degiskenleri i¢in
kovaryans,

n [— —_—
> (%=X =)

KOV(X,Y) = oy ==

n
formiilii ile hesaplanir. o, , =0 ise degiskenler bagimsizdir, yani aralarinda iligki

yoktur. o,y <0, yani negatif isaretli ise degiskenler arasinda ters yonlii iliski vardir,
yani degiskenlerden birinin degeri artarken digerininki azalmaktadir. oy, >0, yani

pozitif isaretli ise degiskenler arasinda dogru yonlii iliski vardir, yani degiskenlerden
birinin degeri artarken digerinin degeri de artmaktadir.

Zi=Xi+Y; ise Z:)?+Y_
oldugunu biliyoruz. Z; serisinin varyansi,

Z(zi -7}

n
oldugundan yukarida verilen ifadeler bu formiilde yerine konuldugunda,

2 Z[(Xi +Yi)—()?+\7)]z

o, =

2 _
O, =
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S0 F6-9 sl -xl )

B n n n

a§ = O'>2( +O'Y2 + 20y
olarak bulunur. Burada oy, =0 ise,
ol =04 +0%

olarak elde edilmektedir.

ORNEK: Asagida verilen X; ve Y serilerinin toplanu ile, Zj = X; +Y; serisini
olusturarak; X,Y ve Z degiskenlerinin varyanslar1 arasindaki iliskiyi gosteriniz.

Xi Y, X2 Y2 Z=X.+Y, Z2 X, =X Y, =Y (X, - X)
(Y; -Y)
4 2 16 4 6 36 -4 -3 12
7 3 49 9 10 100 -1 -2 2
8 5 64 25 13 169 0 0 0
13 10 169 100 23 529 5 5 25
32 20 298 138 52 834 39
_ X,
X:Z L _%2 _g
n 4
_ Y,
Y =Z ! =£=5
n 4

a&=l—w‘)2=1‘°’8 (5)2 =95

n 4

2 _&—(2)2 =2%8—(8)2 =105
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2 %—(z‘)2 834 - (13)2 =395

O; =

oy = Z(xi _:XYi _Y)ZST? ~9.75

9,75 > 0 oldugundan,
0§ = 0'>2< +o’Y2 + 20y,

=9,5+10,5+2(9,75) = 39,5
olarak bulunur.

Zi=Xi-Yj ise Z_:X—Y_
oldugundan ve Z; serisinin varyansi bilindiginden
>\
2 Z(ZI -Z )
oy, ==———
n
oldugundan yukarida verilen ifadeleri bu formiilde yerine koyarsak,

ol = Z[(xi _Yi)_()z_Y_)]z

2 2 2
0y =0y +0y —20yy

olarak bulunur. Burada o, =0 ise,
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2 _ 2 2
o; =0y tOy

olacaktir.

ORNEK: Bir 6nceki 6rnekte verilen X; ve Y; serilerinden, Zi= Xi-Y; serisini
olusturarak; X, Y ve Z degiskenlerinin varyanslar1 arasindaki iliskiyi gosteriniz.

X, Y, Z,=X,-Y, Z?
4 2 2 4
7 3 4 16
8 5 3 9
13 10 3 9
32 20 12 38

X =8;Y =5;0% =105;07 =95veo,, =975

olarak daha 6nce bulunmustu.

oy >0 oldugundan,

2 2 2
Oy =0y +0y —20yy

=9,5+10,5-2(9,75) =05
olarak bulunur.

Ikiden fazla serinin degerlerinin toplamlar1 veya farklarindan olusturulacak
yeni serinin varyansi icin gerekli formiiller benzer sekilde elde edilebilir. Ornegin,

Zi= Xi+Y;-T; ise,
2 2 2 2
0y =0y +0y +07 + 20y + 20 — 20,

olacaktir.
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-Bir seri farkli serilerin birlestirilmesi ile olusturuluyorsa, yeni serinin varyansi
kendini olusturan serilerin aritmetik ortalamalarinin olusturdugu serinin varyanslari
toplamina esittir.

m birimli X serisi ile r birimli Y; serisinin birlestirilerek n = m+r birimli Z;
serisi olusturdugunu varsayalim. Bu seriler,

X|_ . Xl, Xz, ........ s Xm
Y] Yl, Y2, ........ y Yr
Z| Xl, X2, ........ y Xm y Yl, Y2, ....... y Yr

olacaktir. Bu durumda,

, Moy +roy  m(X=2Z)2+r(Y —Z)?

oy =
m+r m+r
o2 = moy +roc  m(X —Z)? +r(Y —Z)?
2 = -
n n

olarak elde edilecektir. Diger taraftan,

i >z, -z)

2
o
z n
oldugundan ve Z; serisi X, ve Yj serilerinin birlestirilmesi ile olusturuldugundan,
X -zf + > -zf
it

2 _ L=
O; =

n

m

olacaktir. Z(Xi —Z_)2 ifadesine = X ve Zr:(Yi —2_)2 ifadesine £Y ekleyelim.

S (X -X+X-Zf + Sy, -7 +7 -Zf
DX - X+ (X=Z)F+ D[, -V) + (7 -Z )
ng =) =1
n

2 (X, - X (X -2} valx, -x)x -2+ , [, 7} + (7 -2 42, ~7)7 -2)]
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S, -7) +rl7 - 2f 427 -Z)3 W, -7)

i1

n

Z(X L )?)2 =0 ve X(YJ —\7): 0 oldugundan,

=

D¢~ %+ Xy, ~F + (X -2 ol - Z)

ol == = - olur.
m 2
(X L= X )
or=+2 - oldugundan
m
Z(X L= X )Z =mo}
=)
) 2
>0 -Y)
ol = ’ﬂf oldugundan

Z(YJ' —Y_)2 = ravz

=1
olur. Bu esitlikler ile,

o2 = mo} +ro;  m(X-2)>+r(Y —Z)*
2 = =
n n

olarak elde edilir.

ORNEK: Asagida verilen X, Ve Y;serilerini birlestirerek bir Z; serisi olusturu-
nuz ve varyanslari arasindaki iliskiyi gosteriniz.

XL Y]
6 1
9 4



114 Temel Istatistik

11 8
36 9
27

Zi:6;9;10;11;1;4;5;8;9

7

7 _ Zzi _6+9+10+11+1+4+5+8+9 63 _
n 9 9

)?2&:@:9
m 4

_ Y,
\% =L=£=5,4
r 5

, >z, ~7}

Oo,; =
n

ol = 6-7)2+O-7)°+@0-7)’+AL-7)?+(A-7)*+(@ -7’ +(5-7)* +B-7)* +(9-7)*

9

_&8_ 9,3333
9

5 x-%)

2
oy =+
m

_(6-9°+(9-9)° +(10-9)* + (11-9)?
4

5
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, Moy +roy  m(X=2Z)2+r(Y —Z)?
n n

, 4(35)+5(824) 4(9-7)2+5(54-7)°
o; = 9 + S

_14+412 N 16 +12,8
9 9

_&_ 9,3333
9

- Bir ana kiitlenin varyans1 o ornek alinarak tahmin ediliyorsa, 6rnek varyansi

anakiitle varyansinin sapmasiz tahmincisi olmadigindan, tahminci olarak S° kullani-

lur.
> (X -xf
SZ — _i=l
n-1
olarak hesaplanir ve anakiitle varyansinin sapmasiz tahmincisidir. Bu nedenle,
2 2
o° =S

olarak tahmin edilir.
Ornek varyansi ise,

3 (x, - Xf

2 i-1
a =
X n-1
oldugundan
S 2 _ nO->2<
n-1
olacaktir.

4.1.3. Degisim Katsayisi

Serilerin dagilimlarinin degiskenlik dlgiileri yardimu ile karsilastirilabilecekle-
rinden daha 6nce s6z edilmisti. Ancak bu dlgiiler mutlak degerler ile hesaplandiklarin-
dan, karsilastirilmak istenen serilerin degerlerinin farkli 61¢ii birimleri ile ifade edildigi
veya seri degerlerinin biiyiikliiklerinin farkli oldugu durumlarda kullanilmalar1 uygun
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degildir. Ornegin, dlciimler, litre, metre, kilogram vb. cinsinden olabilir. Bu gibi du-
rumlarda serilerin dagilimlarinin karsilastirilmasinda degisim katsayis1 kullanilabilir.

Degisim katsayisi oransal bir dl¢iidiir ve
DK =100
X

formiilii ile hesaplanmaktadir. Bu hesaplama ile mutlak degerler, oranlara doniistiirtil-
diigiinden, 6l¢ii birimlerinin etkisi giderilmis olmaktadir. Serilerin degisim katsayilari
hesaplandiginda, degisim katsayist kiiciik olan serilerde, birimlerin ortalama etrafinda
daha uygun dagildiklari sonuca varilmaktadir.

ORNEK: Aritmetik ortalamas1 8 ve varyansi 9 olan serinin degisim katsay1isini
hesaplayiniz.

o=+9=3 DK =%.100=§.100=%37,5

4.1.4. Toplanma Oramni

Toplam degerini biitlin birimlere esit olarak dagildigi dagilimlarda esit dagilim
s06z konusudur. Dagilim1 esit olan serilerde, serinin biitiin birimlerinin degerinin arit-

metik ortalamaya esit olmasi gerekmektedir. Serinin toplam degeri Z f, X, ve toplam

birim sayi1s1 z f, ise toplam degerin toplam birim sayisina boliimii aritmetik ortala-

maya esit olacaktir. Seri birimlerinin degerleri hesaplanan aritmetik ortalamadan fark-
lilastik¢a dagilimin esitligi bozulacak ve belirli birimlerde toplanma baglayacaktir. Se-
rilerdeki bu toplanmanin 61¢iisii toplanma orani ile hesaplanmaktadir.

Toplanma oranimin hesaplanabilmesi igin artan birikimli oransal frekanslardan
yararlanilir. Bilindigi gibi artan birikimli oransal frekanslar bir seride belirli bir deger-
den daha kiigiik deger alan birimlerin oranini vermektedir. Serinin toplam degeri ve
frekanslar i¢in artan birikimli oransal frekanslar hesaplanirsa, bu frekanslar yardimu ile
dagilimin esit olup olmadigi belirlenebilir. Artan birikimli oransal frekanslar p;, artan
birikimli oransal toplam degeri q; ile ifade edersek, seride esit dagilim s6z konusu ise
pi ve g; degerleri esit olacaktir. Bu pi ve i degerleri grafik iizerinde gosterilerek, seride
toplanma olup olmadig1 belirlenebilir. Artan birikimli oransal frekanslar1 gosteren p;
degerleri yatay eksende, artan birikimli oransal toplam degeri gosteren qi degeri diisey
eksende gosterilerek ¢izilen grafikte, dagilim esit oldugunda bir tek noktanin elde edil-
digi goriilecek ve bu noktanin orijin ile birlestirilmesiyle eksenlere 45%1ik ag1 yapan
bir dogru elde edilecektir. dagilimin esit olmadig1 durumlarda bu dogru bir egri seklini
alacaktir. Bu egriye "Lorenz egrisi" veya "Toplanma egrisi" ad1 verilmektedir.

Sekil 4.1.”de verilen grafikte eksenlere 45% ik ag1 yapan dogru ile Lorenz egrisi
goriilmektedir.
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Sekil 4.1

Sekil 4.1'de goriildiigii gibi, orijine 45%1ik ag1 yapan dogru veya kdsegen ara-
sinda kalan alana toplanma alani, toplanma alaninin kdsegen ile yatay eksen arasinda
kalan {iggenin alanina oranina ise, toplanma orani adini alir. Esit dagilim durumunda
Lorenz egrisi kdsegen ile ¢akistigindan toplanma orani 0, tam toplanma durumunda ise
toplanma alam1 0AB Ucggeninin alanina esit olacagindan, toplanma oramda (1)'e esit
olacaktir. Bu nedenle toplanma orani (0) ile (1) arasinda degisecektir.

Toplanma orani grafik ile hesaplanabilecegi gibi asagidaki formiil yardimi ile
de hesaplanabilir.

Toplanma oraninin hesaplanmasini bir 6rnek ile gosterelim.

ORNEK: Asagidaki serinin toplanma oramini hesaplayarak grafik {izerinde
gosteriniz.

Birikimli  Birikimli fiX;

Sinflar _ fi X fiXi Frekans pi qgi piqi
1-3 78 2 156 78 156 0,171 0,070 0,101
35 175 4 700 253 856 0,556 0,388 0,168
5-7 142 6 852 395 1708 0,868 0,774 0,094
7-9 51 8 408 446 2116 0,980 0,959 0,021
9-11 9 10 90 455 2206 1,000 1,000 0,000

455 2206 2,575 0,384
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4

D (pi—a)
TO =2 =93 _ om0
2,575
z P
i=1
A
0 B
Sekil 4.2

Toplama oran1 yukarida goriilen formiil ile hesaplanabildigi gibi Sekil 4.2'den

de hesaplanabilir. Bu durumda toplanma orani,
TO = TaAraIzaIan
OABalan

ifadesi ile hesaplanir.

Toplanma oran1 milli gelir, servet, sermaye, licret ve toprak dagilimlariin den-
geli olup olmadiginin belirlenmesinde kullanilabilir. Yukarida s6z edilen dagilimlar igin
hesaplanan toplanma oraninin (0)'a yaklagsmasi durumunda dagilimin daha dengeli, (1)'e
yaklagmasi durumunda ise daha dengesiz oldugu sonucuna varilmaktadir.

4.2. ASIMETRI OLCULERIi

Serileri temsil etmek i¢in hesaplanan ortalamalarin, serilerin karsilastirilma-
sinda yeterli olmadiklart durumlarda degiskenlik 6lgiilerinin hesaplanmasi gerektigin-
den daha once s6z edilmisti.

Degiskenlik oOlgiileri serilerin degiskenligini 6l¢ebilmesine ragmen, onlarin da-
Si1lma sekilleri hakkinda bilgi veremezler. Oysa ortalamalar1 ve degiskenlik dl¢iileri bir-

birine esit veya yakin olan serilerin dagilimlari birbirinden farkli olabilir. Asagida iki
farkli seri ile bu serilerin aritmetik ortalamalar1 ve standart sapmalar1 verilmistir.

Xi fi Yj fi
1 3 1 6
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2 17 2 8
3 10 3 15
5 4 4 5
6 4 6 4
7 2z 7 2
40 40
X =3125 Y =3125
O-X = 1, 67 GY = 1161

Ornekteki serilerin aritmetik ortalamalar1 birbirine esit, standart sapmalar1 ise
birbirine ¢ok yakin olmasina ragmen serilerin dagilimlarinin birbirinden farkli oldugu
goriilmektedir. Bu nedenle, serilerin sadece degiskenlik dlciileri degil, dagilma sekil-
lerinindi belirlenmesi gerekmektedir.

Serilerin dagilma sekillerini belirlemek i¢in asimetri lgiileri adi verilen 6l¢iiler
hesaplanmaktadir. Bu &lgiiler yardimu ile dagilimin serinin belirli degerlerinde yogun
olup olmadigi belirlenebilir.

Asimetri dlgiileri ile dagilma sekilleri belirlenecek serilerin bir kismi, belirli bir
degere gore simetrik dagilim gostermektedirler. Boyle serilere simetrik seri ad1 verilir.
Dagilimi simetrik olmayip belirli degerlerde yogunlasan serilere ise asimetrik seri adi
verilmektedir. Asimetrik seriler dagilimmn yogunlastig1 degerlere gére saga veya sola
asimetrik olabilirler.

Asimetri 6lgiilerinin hesaplanmasinin bir diger nedeni de serilerin dagiliminin,
normal dagilima uygun olup olmadiginin belirlenmesidir. Dagilimi ¢an egrisine ben-
zeyen, tek maksimumlu ve simetrik olan normal dagilim istatistikte dnemli bir yere
sahiptir ve bazi yontemlerin uygulanmasi dagilimlarin normal dagilim oldugu varsa-
yimina dayanmaktadir. Bu nedenle dagilimlarin normal dagilima uygun olup olmadik-
larinin belirlenmesi gerekebilir.

Bir dagilimin normal dagilim olarak kabul edilebilmesi i¢in simetri durumunun
bulunmasi ve basiklik 6l¢iisiiniin hesaplanmasi gerekecektir. Basiklik 6lgiisii ile bir
dagilimin basikliginin, normal dagilim basikligindan farkli olup olmadigi belirlenmek-
tedir. Bir serinin dagiliminin simetrik olup olmadiginin belirlenmesinde ise en kolay
yol serinin grafigini ¢izmektir. Ancak bu yolla incelemede bazi hatalar meydana gele-
bileceginden, simetri durumunun asimetri dl¢iilerinden biri ile incelenerek, karara va-
rilmast daha dogru olacaktir. Bu boliimde ortalamalar, kartiller ve momentler ile he-
saplanan asimetri dlgiileri anlatilacaktir.

4.2.1. Ortalamalar ve Kartiller Arasi Farklar ile Hesaplanan
Asimetri Olgiileri
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Simetrik dagilim gosteren tek modlu serilerde aritmetik ortalama, mod ve med-
yan birbirine esittir. Bu nedenle, herhangi bir serinin aritmetik ortalamasi, modu ve
medyani birbirine esit yani,

X=M,=M, ise
seri simetriktir diyebiliriz. Bu degerler arasindaki fark arttik¢a serinin egikligi de arta-

caktir.
X <M, <M,

oldugunda seri sola egik,
X>M,>M,

oldugunda ise seri saga egik olacaktir.

Sekil 4.3. (a) da simetrik, Sekil 4.3. (b)de sola egik ve Sekil 4.3. (¢)'de saga egik
seriler goriilmektedir.
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(b) (c)
Sekil 4.3

Saga ve sola egikligi fazla olmayan serilerde, aritmetik ortalama ile mod ara-
sindaki fark, aritmetik ortalama ile medyan arasindaki farkin yaklagik ii¢ katina esittir.
Bu esitlik,

X-M,=3(X-M,)
olarak gosterilebilir ve bu esitlikten yararlanilarak Pearson asimetri 6lgiileri olarak ad-
landirilan 6lgiiler hesaplanabilir. Bu 6l¢iilerin hesaplanmasinda farkli 61¢ii birimlerinin
etkisini gidermek ve oransal bir 6l¢ii elde edebilmek igin, aritmetik ortalama ile mod

veya medyan arasindaki farklar standart sapmaya boliinmektedir. ¢, ve a, sembol-
leri ile gosterecegimiz Pearson asimetri dl¢iilerinin formiilleri agsagida verildigi gibidir.

.

(o2

_3(X—M,)
o

Bu formiillere gore,

Seri simetrik ise ,

a,

X=M,=M,  olacagindan =0 a,=0
Seri sola egik ise,
X <M, <M,  olacagindan a,<0  a,<0
Seri saga egik ise,
X>M,>M, olacagimdan o, >0 a,>0

olacaktir.

Bu nedenle o, veya «a,, sifir ise serinin simetrik oldugu, pozitif ise saga egik
oldugu, negatif ise sola egik oldugu belirlenmis olacaktir. Diger bir ifade ile asimetri
Olciilerinin sifir olmast simetriyi, negatif olmas1 sola ve pozitif olmasi saga egikligi
ifade etmektedir.

Asimetri Olgtileri ortalamalar arasi farka dayanarak hesaplanabildikleri gibi,
kartiller aras1 farka dayanarak da hesaplanabilirler. Bu durumda simetrik serilerde 3.
kartil ile 2.kartil arasindaki fark, 2.kartil ile 1.kartil arasindaki farka esit oldugundan,
serilerin simetrik olup olmadigi veya egikliginin yonii belirlenebilir. Bu agiklamalara
gore,
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Q3-Q2= Q2-Q1
ise seri simetrik,

Q3-Q2< Q2-Q1
ise seri sola egik,

Q3-Q2> Q2-Q1

ise seri saga egik olacaktir.
Kartiller aras1 farklara gore egiklik Sekil 4.4'de goriilmektedir.

f
0 Qr Q Q X
@)
fi f;
1 1 1 1 1 1
0 Ql Qz Q3 X 0 Ql Qz QS X;
(b) (©
Sekil 4.4
Sekilde goriildiigii gibi

(Qs- Q2) - (Q2- Q1) = 0 ise seri simetrik (sekil 4.4.a),
(Q3-Q2) - (Q2 - Q1) <0 ise sola egik (sekil 4.4.b ),
(Qs-Q2) - (Q2- Q1) > 0 ise saga egik (sekil 4.4.c)

olacaktir. Serilerin simetri ve egiklik durumlarinmi incelemek icin yapilan hesaplamalarda,
farkl1 6l¢ii birimlerinin etkisini gidermek ve oransal bir 61¢ii elde edebilmek i¢in, kartiller
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arasi farklar kartiller arasi farklar toplamina boliiniir. Bu sekilde elde edilen 6l¢ii Bowley
asimetri 6l¢iisii olarak adlandirilmaktadir. Bowley asimetri 6l¢iisi,

:( S_QZ)_( z_Q1)
(Q-Q,)+(Q,-Q)

Ay

olarak gosterilir. Formiildeki parantezler agildiginda 6l¢ii,

— Q3_2Q2+Q1
SR}

olarak elde edilir.

Bowley asimetri dl¢iisiine gore elde edilen sonug (+1) ile (-1) arasinda degis-
mektedir. Sonug (0) ise seri simetrik, (-) ise seri sola asimetrik ve (+) ise seri saga
asimetrik olacaktir.

ORNEK: Asagida bir simfl1 seri verilmistir.

Artan
Siniflar fi Birikimli Xi fiXi f X2
Frekanslar "
4-6 5 5 5 25 125
6-8 8 13 7 56 392
8-10 12 25 9 108 972
10-12 7 32 11 77 847
12-14 3 35 13 39 507
35 305 2843

Bu serinin simetrik olup olmadigini,

- Grafigini ¢izerek,

- Mod, medyan ve aritmetik ortalamasini karsilastirarak,
- Pearson katsayilarini ve

- Bowley asimetri dl¢iisiinii hesaplayarak inceleyiniz.
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10f //\
| A \

N

0" 4 6 8 10 12 14

Sekil 4.5

Sekil 4.5'den dagilimin, simetrik kabul edilebilecegi goriilmektedir.

=2 175
2

—8+M.2:8,75
12

Zzllfifx‘ % =871

X <M, <M, oldugundan seri sola asimetriktir.

X2
Z' ——(X)?

o= ——

/ —(8,71)? =2,31
X -

<
|

o =
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 871-888

o, = =0,07
2,31

o, <0 oldugundan seri sola asimetriktir.

_ 3()T_Nle)
2 O

o = 38.71-875) _ 45
2 2,31 '

a, < 0oldugundan seri sola asimetriktir.

k-1
nh— f;
r -
Qh/r - Ia + = c
fb
n_ _5 =8,75 3_n 3(%5) =26,25
4 4 4
Q =6+8'7‘:’3 ® 26,93
Q2=M,=8,75
Q=10+ 22535 5 15
A = (Qs _Qz)_(Qz _Q1)

(Qa _Q2)+(Q2 _Ql)

_ (10,35-875)—(8,75-6,93) 1,6-182

= = =-0,06
(10,35-8,75)+(8,75-6,93) 16+182

Sonug¢ negatif oldugundan, seri sola asimetriktir. Ancak asimetri katsayisinin
degeri sifira yakin oldugundan seri simetrik kabul edilebilir.

4.2.2. Momentler ile Hesaplanan Asimetri ve Basikhik
Olgiileri
Daha 6nce belirtildigi gibi bir serinin simetri durumunun incelenmesinde, mo-
mentler ile hesaplanan asimetri 6l¢iilerinin kullanilmasi durumunda daha dogru sonug-

lar elde edilmektedir. Ayrica momentler ile bir dagilimin basikliginin normal dagilima
uygun olup olmadiginin belirlenmesinde kullanilan basiklik ve yiikseklik olgtileri de
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hesaplanabilmektedir. Momentler ile hesaplanan asimetri ve basiklik 6l¢iilerini hesap-
lamadan 6nce, kisaca momentlerden sz edilmesi uygun olacaktir.

4.2.2.1. Momentler

Seri degerlerinin belirli bir orijine gore cesitli derecelerden kuvvetlerinin orta-
lamalarina moment ad1 verilmektedir. Momentler genel olarak basit seriler icin,

Z(Xi -a

m. — it
a’'q n

frekans serileri ve sinifli seriler i¢in,
K

Z fi(X; -a)’

m. — it

formiilleri ile ifade edilebilir. Formiillerde goriilen a igin farkli degerler kullanilabilirse
de, uygulamada genellikle a =0veya a = X alinmaktadir. a= 0 oldugunda hesaplanan
momentlere orijine veya sifira gore momentler (m), a = X oldugunda hesaplanan mo-
mentlere ise ortalamaya gére momentler (u)ad1 verilir. Formiilde goriilen q ise mo-

mentin derecesini gosterir ve uygulamada genellikle birinci, ikinci, liglincii ve dor-
diincii dereceden momentler kullanilmaktadir.

Orjine gére momentler, basit seriler, frekans serileri ve sinifli serilerde agagida
verilen formiiller ile hesaplanmaktadir.

Basit Seri Frekans Serisi ve Sinifli Seri

DR EDNLIY,
n Zf
fo:Kz foz "

n Zf
DX} fo3
n Zf
Zx;‘ fo“
n Zf
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Goriildugl gibi orjine gore birinci moment aritmetik ortalamaya, orjine gore
ikinci moment ise kareli ortalamanin karesine esittir.

Ortalamaya gore momentler ise basit seriler, frekans serileri ve sinifl serilerde
asagida verilen formiiller ile hesaplanmaktadir.

Basit Frekans Serisi ve Sinifli Seri

Z(X‘_X):o M:Zfi(xi_x):o
n Do
X, — X)? f.(X, - X)?
PRD L yzzzxz.fi ? e
DX =X DR =X
ﬂ3—f ﬂs—T

. 2 =X) D fix =X
4‘# D e

M:

Daha once aritmetik ortalamanin &zelliklerinde belirtildigi gibi, seri birimleri-
nin aritmetik ortalamadan farklarinin toplami sifir oldugundan ortalamaya gore birinci
moment sifira esit olacaktir. Ortalamaya gore ikinci moment ise varyansa esittir.

Yukarida verilen ortalamaya gore moment formiillerinin kuvvetleri alinir ve
gerekli kisaltmalar yapilirsa,

2

My, =M, — M,
H :m3—3mlm2+2mf

1, =m, —4mm, +6m’m, —3m/

formiilleri elde edilir. Serilerin orijine gore momentleri biliniyorsa, yukarida verilen
formiiller ile ortalamaya gére momentleri hesaplanabilir.

ORNEK: Asagida verilen frekans serisinin orijine ve ortalamaya gére moment-
lerini hesaplayiniz.

Xi fi  Xifi  Xif2  Xif# X X; — X fi(x,-x) fi(xi_i)zfi(xi_)()3fi(xi_)()4

1 12 12 12 12 12 -2 -24 48 -96 192
2 17 34 68 136 272 -1 -17 17 -17 17
3 20 60 180 540 1620 0 0 0 0 0
4 21 84 336 1344 5376 1 21 21 21 21
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5 10 50 250 1250 6250 2 20 40 80 160

80 240 846 3282 13530 0 126 -12 390

- Orjine gére momentler

fo 240 I

2.
z ———10,575=K2
2

f,x?
m, = 21X = 41,025

DX

Z fX! 13530
Z f,
- Ortalamaya gére momentler

s =¥:%:LS?5=UZ
2 X" _30 _ 475

4TS T w

-Orjine gore momentler ile ortalamaya gére momentlerin hesaplanmasi

=169,125

=-015

2

My, =My, —M,
=10,575 - (3)?
=1,575

My =My —3mm, +2ml3
=41,025 - 3 (3)(10,575) + 2(3)®
=41,025-95,175 + 54
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=-0,15

1, =m, —4mm, +6m’m, —3m’
= 169,125-4(3)(41,025)+ 6(3)%(10,575) - 3(3)*
=169,125 - 492,3 + 571,05 — 243
= 4,875

4.2.2.2. Momentler ile Hesaplanan Asimetri Olgiisii
Momentler ile asimetri 6l¢iisii hesaplanirken, ortalamaya gore 3. moment, or-

talamaya gore 2. momentin 3/2. kuvvetine boliiniir ve elde edilen asimetri 6l¢iisii o,

ile ifade edilir.
o, katsayis1 agsagida verilen formiil ile hesaplanir.

H3
302
2

a3 =

My, = o oldugundan

H
3
O

[22%

olacaktir.

Momentler ile hesaplanan o, katsayisi,

a, = 0 ise seri simetrik,
a,< 0 ise seri sola asimetrik,

o, > 0 ise seri saga asimetrik

olacaktir.

ORNEK: Asagida verilen serinin simetrik olup olmadigini inceleyiniz.

Siiflar - fi X X X - X)) hixi- X )2 f(x- X )3

0-4 15 2 30 -7 -105 735 -5145

4-8 4 6 264 -3 -132 396 -1188
8-12 30 10 300 1 30 30 30
12-16 18 14 252 5 90 450 2250
16-20 13 18 234 9 117 1053 9477

120 1080 0 2664 5424
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SR 3 10 - 2?
o=\222-471
26X -XT 5424 452

LTS 120

My py 452 45,2

o, = = = ==
U o0 (471)° 104,48

o, > 0 oldugundan seri saga asimetriktir.

4.2.2.3. Momentler ile Hesaplanan Basikhk Olciisii
Momentler ile basiklik 6l¢iisii hesaplanirken, ortalamaya gore 4. moment, orta-
lamaya gére 2. momentin karesine boliiniir ve elde edilen basiklik él¢iisii ¢, ile ifade

edilir.

«, katsayisi asagida verilen formiil ile hesaplanr.

_Ha
7

1, =0 oldugundan

a,

Ha

4
(o2

o, =

olacaktir. Momentler ile hesaplanan basiklik 6l¢iisiinde serilerin basikligi normal da-
Silimin basiklig1 ile karsilagtirilmaktadir. Normal dagilim i¢in ¢, =3 oldugundan,

o, = 3 ise seri normal,
o, < 3 ise seri basik,

o, > 3 ise seri sivri veya yiliksek

olacaktir.
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ORNEK: Daha 6nce asimetrisini incelediginiz simfli serinin basikligin ince-

leyiniz.
Sinifiar fi Xi Xi- X fi(Xi- X 2P fi(Xi- X )4
0-4 15 2 -7 -5145 36015
4-8 44 6 -3 -1188 3564
8-12 30 10 1 30 30
12-16 18 14 5 2250 11250
16-20 13 18 9 9477 85293
120 5424 136152
X=9

My = 0% =22,2 olarak hesaplanmusti.

> x-x) _ 136152

S 120

My My 11346 11346
oot (22,2 492,84

o, <3 oldugundan seri basiktir.

=1134,6

=2,230

4

4.3. COZUMLU ORNEKLER

ORNEK 1: Bir isletme 8 satis personeli ile ansiklopedi pazarlamaktadir. Per-
sonelin bir haftalik satiglar1 asagida verilmistir.

Personel  Satislar (Adet)

A 12
B 21
C 35
D 8
E 14
F 7
G 26
H 17
Serinin,

a) Degisim araligini,
b) Varyans ve standart sapmasini hesaplayiniz.
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Coziim:

a) DA = Xmax.' Xmin = 35' 7 = 28

b)
X Xi =X (Xi - )?)2
12 -5,5 30,25
21 35 12,25
35 17,5 306,25
8 -9,5 90,25
14 -3,5 12,25
7 -10,5 110,25
26 8,5 72,25
17 -0,5 0,25
140 0 634,00

o=voc? =.79,25 =8,90

ORNEK 2: Bir siiper markete tesadiifi olarak segilen bir giinde 880 miisteri
gelmis ve gelen miisterilerin aileleri ile ilgili bir anket yapilmistir. Miisterilerin ankette
yer alan "Evde kag kisi yasiyorsunuz?" sorusuna verdikleri cevaplar asagidaki gibi
diizenlenmistir.

Evde Yasayan Kisi Misteri Sa-
Sayilari yilari
1 30

177
209
264
114
71
15
880

~N o O~ WN
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Dagilimin,

a)Degisim araliini,
b)Varyans ve standart sapmasini,
¢)S degerini hesaplayiniz.

Coziim:

Xi fi fiXi X, - X (X, =X)2 (X, =X )2

1 30 30 -2,6 6,76 202,80

2 177 354 -1,6 2,56 453,12

3 209 627 -0,6 0,36 75,24

4 264 1056 04 0,16 42,24

5 114 570 1,4 1,96 223,44

6 71 426 24 5,76 408,96

7 15 105 3,4 11,56 173,40
880 3168 1579,20

a) DA: Xmax,'Xmin:7'1:6
_ f.X,
by X_Z 368,

DN
> (X -X) 157920

M 880
o =+/1,7945 =13395

c)

=1,7945

O, =

57 _ > (% -XF 159,20
D f-1 8801

S =4/1,7965 =1,3403

=1,7965

ORNEK 3: Bir turistik otele son 3 ayda gelen miisterilerin otelde kaldiklar

glin sayilarina gore, diizenlenen seri asagida verilmistir.

Kalinan Gun  Musteri Sayisi
Siniflari
1-6 184

6-11 161
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11-16 86
16-21 21
21-26 8
460
Serinin,

a)Degisim araligini,
b)Varyans ve standart sapmasint,
¢) S degerini hesaplayiniz.

Coziim:

Siniflar fi Xi fiXi fiXi?
1-6 184 3,5 644,0 2254,00
6-11 161 8,5 1368,5 11632,25

16-21 86 13,5 1161,0 15673,50
21-26 21 18,5 388,5 7187,25
8 23,5 188,0 4418,00

460 3750,0 41165,00

a) DA = Xmax.' Xmin = 26‘1:25

£X,
Z _3T0_ o

Zf 460

foz 41165
-(X)? =——-(815)?
DXY

= 89,4891 - 66,4225 = 23,0666
23,0666 = 4,8027

no’®  460(23,0666)

= = 23,1168
n-1 460 -1

¢ S%=

ORNEK 4: A isletmesinin 2009 y1l1 aylik satislarmin ortalamasi 108,2 milyon
TL. Ve standart sapmasi 19,7 milyon TL.dir. Ayni mali satan B isletmesinin ise 2009
yili aylik satislarinin ortalamasinin 465 adet ve standart sapmasinin 38,4 adet oldugu

belirlenmistir. Bu dagilimlar1 karsilastiriniz.

Coziim:
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DK, =22 100 = 27 100 — 041820
X, 108,2

DK, =22 100 = 334100 - 048,25
X, 465

B isletmesinde A isletmesine gore, aritmetik ortalama etrafinda daha yogun bir
dagilim oldugu goriilmektedir.

ORNEK 5: Bir serinin aritmetik, kareli ve geometrik ortalamalar1 asagida ve-
rilmigtir.
16,8;11,7;134

Serinin standart sapmasini hesaplayiniz.

Coziim: Bir seride aritmetik, kareli ve geometrik ortalamalar hesaplandiginda,

G< X<K
oldugundan,
G=11.7
X =134
K=16,8 olacaktir.
o =+ K?*=(X)?

= /(16,8)? — (13,4)°

— /282,24 -179,56 = /102,68 =10,13

ORNEK 6: Bir seri i¢in asagidaki degerler hesaplanmustir. Serinin standart sap-
masini hesaplaymiz.

180

DX, =1476
i=1

180
D X! =14580

i=1

Coziim:
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o=

14580 (1476 )2

“\ 180 (180

=.,/81-67,24 = /13,76 =37

ORNEK 7: Asagida verilen degerlerden yararlanarak serinin aritmetik ortala-
masint hesaplayniz.

50 _
D (X, = X)? =7650
i=1

50
DX =36450

i=1

Coziim:
X =X
UZ:Z( = Xf 7650 1o
n 50
X-2
KZ_Z 36450 _ g
n 50
o’ =K?-X?
X2 = K? - g2

X% =729 -153 =576
X =576 =24

ORNEK 8: Asagida bir seri i¢in hesaplanan degerler verilmistir. Serinin kareli
ortalamasini hesaplayiniz.

64
D (X, = X)? = 409600

i=1
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64
DX, =9600
i=1
Coziim:
oo Z(X;- XJ _ 402200 400

K2=0%+X?
K? = 6400 + (150)% = 28900

K =+/28900 =170

ORNEK 9: Bir isletmede 220 is¢i calismaktadir. Iscilerin aylik net iicretlerinin
aritmetik ortalamasi 1972800.- TL ve standart sapmasi 886500 TL. olarak belirlenmis-
tir. Isgilere 1200000 TL. Art1 % 28 zam yapilmasi halinde, yeni Ucret dagiliminin arit-
metik ortalamasini ve standart sapmasini hesaplayiniz.

Coziim:

Y =1200000 + 1,28 X

= 1200000 + 1,28 (1972800)
=3725184.- TL.

o,= 1,280y

= 1,28 (886500)
= 1134720.- TL.

ORNEK 10: Bir bolgede yasayan ailelerin aylik ortalama gelirlerini belirlemek
amaci ile iki ayr1 aragtirma yapilmistir. Birinci arastirma 175 aileyi kapsamaktadir. Bu
arastirma sonucunda aylik gelir ortalamasi 3,5 milyon ve standart sapma 0,9 milyon
lira olarak bulunmustur. ikinci arastirma ise 280 aileyi kapsamaktadir. Bu arastirmaya
gore ise aylik gelir ortalamas1 3,2 milyon ve standart sapma 1,1 milyon lira olarak
bulunmustur. Iki arastirmanin verilerini birlestirerek ayhik gelirlerin ortalamasini ve
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standart sapmasini hesaplaymiz.

Coziim:
n =175 X,=3,5 c,=09
n. =280 X,=32 o, =11
7o X, +n,X, _175(35) +280(3,2)
n +n, 175 + 280
_ 15085 4,
455

2 2 VAR T v\

ol = no, +N,0, + n (X, =Y) +n, (X, =Y)

2 =
n1+n2 nl+n2

~175(0,9)* + 2808(L1)° N 175(3,5—-3,3)% + 280(3,2—3,3)°

175 + 280 175 + 280
_ 48055 98 o
455 455
o? =1,038

ORNEK 11: Yapilan bir arastirma ile eslerin yillik gelirleri incelenmis ve 120
aileyi kapsayan arastirma sonuglarina goére erkeklerin gelirlerinin ortalamasi 48 milyon
ve standart sapmasi 7 milyon lira, kadinlarin gelirlerinin ortalamasi1 21 milyon ve stan-
dart sapmasi1 6 milyon lira olarak bulunmustur. Bu ailelerin yillik gelirlerinin ortala-
masint ve standart sapmasini hesaplaymiz. (Kovaryans 18 olarak hesaplanmustir.)

Coziim:
V=X, +X,
=48 +21 =67
0l =0 + 0% + 20,
= (7)? + (6)%+ 2(18)
=49 +36 +2(18) =121
o, =121=11
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ORNEK 12: Asagida 60 dgrencinin 5 iizerinden aldiklari matematik notlari
verilmistir.

Ogrenci Sa-
Notlar yisi
1 7

13
21
10
9
60
Bu not dagiliminin, asimetri durumunu,

a b wWwN

a)Grafigini ¢izerek,

b)Aritmetik ortalama, mod ve medyan yardimu ile,
c)Pearson katsayilari ile,

d)Bowley asimetri 6l¢iisii ile inceleyiniz.

Coziim:
Artan Birikimli

Xi fi fiXi Frekanslar fiXi?
1 7 7 7 7
2 13 26 20 52
3 21 63 41 189
4 10 40 51 160
5 9 45 60 225

60 181 633
a)
f;
20
15
10
5
0 1 2 3 4 5

Grafikten serinin dagiliminin simetrik dagilima yakin oldugu anlagilmaktadir.

Y ix,
b) %2 B a0

S 60
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M,=M, =X

I

oldugundan dagilim simetrik olarak kabul edilebilir.

) o= 2 (X)?

= @—(3,01)2 =14899 =122
60
o = X-M, _301-3 _ 0008
o 1,22
o = 3(X-M,) _33301-3) _ 0024

o 1,22

o, Ve a,> 0 oldugundan seri hafif saga asimetriktir. Simetrik kabul edilebilir.

Qua=2
Qua= Me=3

3n _ 3(60) _
4 4

45

Qanu=4

_( 3_Q2)_(Q2_Q1)

% _( 3_Q2)+(Q2_Q1)
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_(4-3-3-2) _
(4-3)+(3-2)

oldugundan seri simetriktir.

ORNEK 13:Asagida bir fabrikada calisan 240 iscinin Ocak ay1 toplam fazla
mesai saatlerinin dagilimi verilmistir.

Fazla Mesai Saati isci Sayilari

Siniflan
0-20 23
20-40 45
40-60 121
60-80 37

80-100 14
240

Serinin simetri durumunu,

a)Grafigini ¢izerek,

b)Aritmetik ortalama, mod ve medyan yardimu ile,
c)Pearson katsayilart ile,

d)Bowley asimetri 6l¢iisii ile inceleyiniz.

Coziim:
Artan Birikimli
Siniflar fi Xi fiXi Frekanslar fiX2
0-20 23 10 230 23 2300

20-40 45 30 1350 68 40500
40-60 121 50 6050 189 302500
60-80 37 70 2590 226 181300
80-100 14 90 1260 240 113400
240 11480 640000

a)
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1257

1001

5T
50 |

251 pd N

*l

0 20 40 60 80

100 X

Grafikten serinin dagiliminin simetrik dagilima yakin oldugu anlasilmaktadir.

_ Yix,
b) X = 21X\ 11480 _ 47,83

D 240

Mo=1,+ A
A +A,
M, =40+ —1° 20495
6+8
n k
22!
M, =1, +— = ¢
fm
n_280_ 45
2" 2
M 4., 120-68

. =40+ 20 = 48,59
121

47,83 <48,59<49,5

X < Me< M,

oldugundan seri sola asimetriktir.

c)
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_ \/642023)0 — (47,83)% = /378,9577 =19,46

X-M, 47,83-495
o 19,46

=-0,085

o, =

"= 3(X —M,)  3(47,83 - 4859) _ o117
2 - 19,46 ’

Qa, Ve &, <0 oldugundan seri sola asimetriktir.
h
LS
r =

m

.c

60 — 23
Q=20+

20=136,44

Q212 = M, = 48,59

3n _ 3(240)
4

=180

180 — 68

=40+
Qurs 121

20 =58,51

(Qs _Qz)_(Qz _Ql)

AT )@ Q)
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_ (58,51—48,59) — (48,59 — 36,44)
(58,51 — 48,59) + (48,59 — 36,44)

_992-1215 -2,23
©9,92+1215 22,07

=-0,101

oldugundan seri sola asimetriktir.

ORNEK 14: Asagida 50 personelin tesadiifi olarak secilen bir hafta i¢inde ise
geg geldikleri giin sayilart verilmistir.

Guln Sayisi  Personel Sayisi
0 12

21

9

6

2

50

A WODN PR

Bu serinin asimetri durumu ve basikligini inceleyiniz.
Coziim:

X fi X X, =X (X, =X)  f(X, =X)2 fi(X, = X)) fi(X, =X )

0 12 0 -1,3 -15,6 20,28 -26,364 34,2732
1 21 21 -0,3 -6,3 1,89 -0,567 0,1701
2 9 18 0,7 6,3 441 3,087 2,1609
3 6 18 1,7 10,2 17,34 29,478 50,1126
4 2 8 2,7 54 14,58 39,366 106,2882
50 65 0 58,50 45,000 193,0050

)z_zfixi _65_1,3

5 ==

2T -X)" g0

Hy Z fi 50
o =4/1176 =1,0844

=1176
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DR =X)" 193,00
Hy = zfi T 50

My My 3,8601

= ,u23/2 PR (L176)°

=3,8601

=2,7911

a3

3> 0 oldugundan seri saga asimetriktir.

ORNEK 15: Asagida bir isletmede ¢alisan 150 personelin aylik net iicretlere
gore Dagilimi verilmistir. (1= 1000000.- TL)

Ucret Siniflar  Isci Sayisi

1-3 26
3-5 59
5-7 38
7-9 18
9-11 9
150

Dagilimin asimetri ve basiklik 6lgiilerini hesaplayiniz.
Coziim:

siviflar i X X X, - X (X = X)) (X = X)) fi(X, =X ) f(X, =X )

13 26 2 52 3 78 234 702 2106
35 59 4 236 -1 -59 59 -59 59
57 38 6 228 1 38 38 38 38
79 18 8 144 3 54 162 486 1458
911 9 10 90 5 45 225 1125 5625

150 750 0 718 888 9286

X2t 750
D of 150
Y2

20 -X) _ 118 _ 4 7866

TS T
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o =,/4,7866 =21878

D R(%-X)°  ges
Mz = Zfi ~ 150

2 AG-X)' 9286

Ha S, 150

o _ M _ 5,92
6% (21878)°

a,> 0 oldugundan seri saga asimetriktir.

=592

= 61,9066

=0,56

o, 619066

(04 = =
Y2 (4,7866)

o, <3 oldugundan seri basiktir.

ORNEK 16: Asagida 80 birimli bir serinin orjine gore momentleri verilmistir.
mi=4;:;my=25;m3=164;ms=1263
Serinin asimetri ve basiklik durumunu inceleyiniz.
Coziim:
Hy =My — mlz
=25-(4)*=9
o=+9=3
s =My —3mm, +2m?
=164 —3(4)(25) + 2(4)* =-8
4, =m, —4mm, +6m’m, —3m,
=1263 — 4(4)(164) + 6(4)*(25) — 3(4)* = 271

My _ 8
=2 - __— =029
ST

Q3 <0 oldugundan seri sola asimetriktir.

g =t -2 _3gy

wo (9)°

o, > 3 oldugundan seri sivridir.
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ORNEK 17: Asagida 200 kisinin 2009 yili yillik gelirlerinin dagilim verilmis-
tir. (1=100 milyon TL)

Gelir Siniflan Kigi Sayisi

7,5-12,5 25
12,5-17,5 50
17,5-22,5 85
22,5-27,5 40

200

Toplanma oranini hesaplayiniz.

Coziim:
Artan Birikimli Birikimli
Siniflar fi Xi Frekanslar fiXi fiXi pi o] pi-Qi
75125 25 10 25 250 250 0,125 0,067 0,058
12,5-175 50 15 75 750 1000 0,270 0,270 0,105
17,5-225 85 20 160 1700 2700 0,729 0,729 0,071
225-275 40 25 200 1000 3700 1,000 1,000 0

200 1,300 0,234

k-1

o ;(pi =) o

i 0 13

i=1

Toplanma orani 0,18 olarak hesaplanmistir. Bu sonuca gore gelir dagiliminin
adil oldugu séylenemez.
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BOLUM 5

INDEKSLER

Bazi istatistiksel aragtirmalarda bir veya birka¢ degiskenin mekan ve zaman
icinde gosterdigi degismelerin oransal olarak belirlenmesi istenebilir. Bu gibi durum-
larda indekslerden yararlanilir. Indeksler birgok alanlarda kullanilabilmelerine ragmen
daha ¢ok iktisat ve isletme alanlarinda kullamlmaktadir. Indeksler yardinu ile bir iil-
kede bolgeler arasi tiretim, fiyat, gelir dagilimi veya niifus artisinin zaman i¢inde gos-
terdigi degismeler belirlenebilir.

5.1. INDEKS KAVRAMI

Istatistik oranlarin bir tiirii olan indeksler kisaca sayisal degerlerin birbirlerine
oranlanmasi ile elde edilir ve hesaplanabilmeleri i¢in en az iki degerin bilinmesi ge-
rekmektedir.

Bir olaya ait bir veya birden fazla degiskenin, farkli yerlerdeki veya zaman i¢in-
deki oransal degisimini belirlemek amaci ile hesaplanan sayilar, "indeks sayilar" ola-
rak tanimlanir. Indeks sayilar, kisaca "indeksler" diye adlandirilmaktadir. indeksler,
fiyat, liretim, yatirim, ticret, satis degigsmelerinin belirlenmesi gibi farkli olaylarda kul-
lanilabilir.

Indeksler, hesaplandiklari seri tiirlerine gére zaman ve mekan indeksleri; he-
saplandiklar1 madde sayisina gore basit ve bilesik indeksler olmak tizere ikiye ayrilir-
lar. Zaman ve mekan indeksleri ayn1 zamanda basit veya bilesik indeksler olabilir.

Zaman indeksleri hesaplanmalarinda temel alinan devreye gore sabit ve degis-
ken esasli indeksler olarak, bilesik indeksleri ise hesaplanmalarina konu olan madde-
lerin 6nem derecelerine gore tartili ve tartisiz bilesik indeksler olarak ikiye ayrilirlar.

5.2. MEKAN INDEKSLERI
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Mekan serilerinin mekan i¢indeki oransal degisimini belirlemek icin hesapla-
nan indekslere mekan indeksleri denir. Mekan indeksleri, niifus, liretim, tiikketim, fiyat
gibi ¢esitli degiskenlerin bolgeler, iller gibi mekan birimlerine gore oransal degisimle-
rinin belirlenmesi i¢in kullanilirlar.

Mekan indeksleri seriyi olusturan degerlerden her birinin serinin aritmetik or-
talanmasina oranlanmasi ile hesaplanirlar.

Bu formiilde;

li : Hesaplanan indeksleri
X; : Seri degerlerini

X : Seri degerlerinin aritmetik ortalamasini,
gostermektedir. Mekan indekslerinde aritmetik ortalamanin degeri 100 kabul edildi-

ginden bulunan sonuglar, 100 den kiiciik veya biiyilik olmasi durumuna gére yorumla-
nirlar.

ORNEK: Bes ayr1 bolgenin 2008 yili bugday iiretim miktarlar1 asagida veril-
mistir. (1=10.000 ton)

Bugday Uretimi
Bélgeler  (1=10.000 ton) (X)

A 15
B 30
Cc 9
D 27
E 39
120

Bolgelerin mekan indekslerini hesaplayimiz.

Bolgelerin mekan indekslerini hesaplamak i¢in serinin aritmetik ortalamasi he-
saplanacaktir.

Mekan indeksleri:
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I = X—_B.100 = §100 =125
X 24

I. = X—_c.100 = i100 =375
X 24

Iy = X—_D.100 :2—7100 =112,5
X 24

e = X—_E.100 = g100 =162,5
X 24

Bu sonuglara gore, 2008 yil1 bugday iiretim miktar1, A,B,C,D,E bdolgeleri orta-
lamasina gore, A bolgesinde % 37,5 (=100 - 62,5) C bolgesinde % 62,5 (=100 - 37,5)
daha az, B bolgesinde % 12,5 (= 112,5 -100) ve E bolgesinde % 62,5 (= 162,5 -100)
daha fazladur.

Mekan indekslerinde, seri degerleri aritmetik ortalamaya oranlanip, 100 ile ¢ar-
pildigindan hesaplanan indekslerin ortalamalart 100 olacaktir.

62,5+125+37,5+112,5+162,5 = 500

Indekslerin ortalamasi = ? =100

oldugu goriilmektedir.

5.3. ZAMAN INDEKSLERIi

Zaman serilerinin oransal degisimini belirlemek i¢in hesaplanan indekslere za-
man indeksleri denir. Herhangi bir zaman birimine ait indeksin hesaplanmasinda, za-
man serisinin herhangi bir zaman biriminin degeri temel alinarak, digerleri bu degere
oranlanabilecegi gibi, her zaman biriminin degeri bir 6nceki zaman biriminin degerine
de oranlanabilir. Buna dayanarak zaman indeksleri "sabit esasli" ve "degisken esash"
olarak ikiye ayrilir.

5.3.1. Sabit Esash indeksler
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Zaman indekslerinde hesaplanacak zaman birimlerini devre olarak adlandirir-
sak; belirli bir devrenin degerini temel alip, diger devrelerdeki oransal degismeleri bu
degere gore belirlemek i¢in hesaplanan indekslere, "sabit esaslt indeksler" denir.

Sabit esasli indekslerde hesaplanmaya temel alinan devre, "temel devre" veya
"esas devre" olarak adlandirilir ve degeri 100'e esittir. Diger devrelerin indeksleri ise,
degerlerinin esas devre degerine oranlanmasi ile bulunacak ve esas devreye gore oran-
sal artiglar1 veya azaliglart belirtecektir.

Bu indeksleri,

I, =25 100
X

0
formiilii ile hesaplayabiliriz.

Bu formiilde;

li :i'nci devrenin indeks sayisini
X; :indeksi hesaplanacak devrenin degerini
Xo : esas devre degerini gostermektedir.

Indekslerde degisken genellikle X ile gosterilirse de, fiyat indekslerinde pi,
miktar indekslerinde ise g; degiskenleri X; yerine kullanilmaktadir. Bu nedenle

sabit esasli fiyat indeksleri,

1, =P 100
Po

sabit esasli miktar indeksleri,

I =9 100
Jo

formiilleri ile gosterilecektir.

ORNEK: Asagida bir malin 6 yillik, satis fiyatlar1 verilmistir.

Yillar (pi) I, I
Amalifiyati (TL)  5004=100) (2007=100)

2004 35 100,0 125,0
2005 40 114,2 142,8
2006 32 91,4 114,2
2007 28 80,0 100,0
2008 50 142,8 178,5
2009 73 2085 260,7

Bu verilerden yararlanarak,
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2004 yili temel yil ve 2007 yili temel y1l olarak alindigina gore 6 yillik sabit
esasli indeksleri hesaplaymiz.

2004= 100 (2004 temel y1l) ise:
Fiyat indeksleri;

1 =P 100 Do = pos = 35
Po

1, =P 100 = 22100 -100,0
Poa 35

1, =P 100= 2100 -114,2
Pos 35

1, =22 100= 22100 - 91,4
Poa 35

1, =P 100= 2100-80,0
Poa 35

1, =P 100 20100 -142,8
Pos 35

Iy =2 100 = 100 = 208,5
Poa 35

olacaktir. Malin fiyatlari, 2004 yilina gére 2005 yilinda % 14,2, 2003 yilinda % 42,8,
2009 yilinda % 108,5 artarken; 2006 yilinda % 8,6, 2007 yilinda % 20 azalmustir.

Ayni yillara ait indeksleri (2007 = 100) 2007 y1li temel yil olmak tizere hesap-
layalim.

1 =P 100 Do = o =28
Po

1, =Pt 100 = 100-125,0
[ 28

1, =P 100= 29100 -142,8
Po7 28

1, =P 100= 32100 -114,2
[ 28
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1, =27 100= %100 ~100,0

p07

lps = 2% 100 = %100 ~178,5
I, = 2 100 =£1oo — 260,7

Yorum: Maln fiyatlar1 2007 yilina gére 2004 yilinda % 25, 2005 yilinda %
42,8 2006 yilinda % 14,2 2008 yilinda % 78,5 ve 2009 yilinda % 160,7 oraninda yiik-
selmistir.

Sonuglarin karsilastirilmasi: 2004 ve 2007 yili temel yil olarak hesapladigimiz
indeksleri karsilagtirdigimizda aralarinda biiyiik farklar oldugunu goriiriiz. Bu nedenle
sabit esasli indekslerin hesaplanmasinda, temel devrenin indekslerin hesaplanma
amaclarina gore belirlenmesi gerekecektir.

Sabit esasli indekslerin hesaplanmasinda, bir devre yerine, birkag devrelik bir
donemde temel alinabilir. Bu durumda birkag devrelik dénemin aritmetik ortalamasi
alinarak, bu ortalama esas devre degeri kabul edilir ve diger devre degerleri hesaplanan
bu ortalamaya oranlanir. Ortalamanin hesaplanmasi i¢in alinacak devre sayisi, indeks
hesaplanmasinin amacina gore belirlenir. Bu durumda temel donemi olusturan devre-
lerin indekslerinin aritmetik ortalamast 100 olacaktir.

ORNEK: Asagida bir bolgenin yillik komiir iiretim miktarlar1 verilmistir.

Kémir Uretimi

Yillar (1=10000 Ton)
2003 11
2004 18
2005 16
2006 19
2007 13
2008 21
2009 24

Bolgenin yillik komiir iiretimine ait sabit esaslt indeksleri 2003-2005 dénemi
temel alarak hesaplayiniz.

— O t0yt+dy 11+18+16 _E_
o 3 3 3

15

1, =3 100
do
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I, =2 100 =%1oo ~73,3

q03—05

1, = 100=8100-120,0
15

q03—05

1, =% 100=8100-106,7
15

q03—05

1, =2 100-2100-126,6
15

q09—05

I, =7 100= Eloo — 86,66

q03—05

Iy = —_ 100 = f—;loo ~140,0

q03—05

1, =% 100 = 24100-160,0
15

q03—05

Yorum: Bolgenin yillik komiir iiretim miktar1 2003-2005 dénemine (2003-2005
yillar1 ortalamasma) gore; 2003'de % 16,7 daha az; 2004'de % 20, 2005'de
% 6,7 2006'da % 26,6 2008°de % 40, 2009'da % 60 daha fazla 2007'de ise % 13,4 daha
az olmustur.

- Burada temel donem yillar1 indekslerinin ortalamasi,

los + os + 1o 73,3+120,0+106,7

lo3-05 = 3 3

L0y
3

olarak bulunur.

5.3.2. Degisken Esash indeksler

Zaman indekslerinde, indeksi hesaplanacak devre degerinin bir 6nceki devre
degerine oranlanmasi ile hesaplanacak indeksler "degisken esasli indeksler" olarak ad-
landirilir.
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Sabit esasli indekslerdeki temel devre, degisken esasli indekslerde indeksi he-
saplanacak her devre i¢in degisecektir ve degisken esaslt indeksler her devre indeksi-
nin bir énceki devreye gore oransal artigini veya azaligini gosterecektir. Bu indekslerde
hesaplanacak her devre igin bir 6nceki devre 100 kabul edilmektedir.

Degisken esaslt indeksler,

Xi

l, =—1-100
X

i-1
formiilii ile hesaplanmaktadir.

Sabit esasli indekslerden farkli olarak formiilde, Xi.1 bir 6nceki devre degerini
ifade etmektedir.

Degisken esasli fiyat ve miktar indeksleri,

I, =100

Pia
ve

I, =100
qi,:[

formiilii ile hesaplanmaktadir.
ORNEK: Asagida bir fabrika da iiretilen y1llik buzdolab: miktarlar1 verilmistir.

Uretim Miktari (i)

Yillar (1=1000 Adet) I, (D.E)
2005 5 -
2006 4 80
2007 3 75
2008 6 200
2009 8 133

Bu verilerden yararlanarak degisken esasli indeksleri hesaplayiniz.

1 =3 100

Oia

2005 y1l1 indeksi bir 6nceki devrenin degeri bilinmediginden hesaplanamaz.

4
log = 100 =80
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3
lyy =, 100=75

6
I, ==100 =200
8~

8
l,, ==100=133
=g

Yorum: fabrikanin yillik {iretim miktari, 2006 yilinda 2005 yilina gore % 20
azalmig; 2007 yilinda 2006 yilina gore % 25 azalmis; 2008 yilinda 2007 yilina gore %
100 artmis; 2009 yilinda 2008 yilina gore % 33 artmistir.

Yukarida incelenen ve ayr1 ayr1 6rnek iizerinde hesaplanan sabit ve degisken
esaslt indeksleri ayni seri tizerinde de hesaplayabiliriz.

ORNEK: Asagidaki serinin sabit ve degisken esasli indekslerini hesaplayimz.

Devreler Xi i I, D.E)
(S.E: 1=100)
1 20 100 100
2 16 80 80
3 18 90 112,5
4 25 125 138,88
5 28 140 112
6 35 175 125

Sabit esasli indeksler:

I, :%100»(1:100)

0

1, = 22100 =100
20

1, = 100-80
20

1,-2100-90
20

I, =2100-125
20

I, = §100 =140
20

35

I, =—100 =175
20
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Degigken esaslt indeksler:

Xi

I, =100

i-1
I, =

1, =100 -80
20

I, = E100 =112,5
16

I, = élOO =138,88
18

I, = §100 =112
25

I, =2100-125
28

5.3.3. Sabit Esash indekslerden Degisken Esash indekslerin
Hesaplanmasi

Yapilan arastirma igin degisken esasli indeksler gerekiyorsa, ancak mevcut
kaynaklardan sabit esasli indeksler elde edilmisse, bu sabit esasli indekslerin, degisken
esaslt indekslere ¢evrilmesi gerekecektir.

Sabit esasli indeksler,

l.
l,p =—>-.100

i-1S

formiili ile degisken esasli indekslere doniistiiriilmektedir.

ORNEK: Bir énceki 6rnekte hesaplanan sabit esasli indeksler yardinu ile de-
gisken esasli indeksleri hesaplayiniz.

Devreler | (1=100)
1

100
80
90

125

140

175

oo O~ WN B
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Il,D

80
I, =—100 =80
2P 100

90
I, =-—100=112,5
%0 g0

o = 122100 138,88
® 90

I = 249900 —112
° 125

I, =100 =125
© 140

Goriildigi gibi, bundan 6nceki 6rnekte gercek verilerle hesaplanan sonuglar
ile, sabit esash indeksler yardimi ile hesaplanan sonuglar aymdir.

5.3.4. Degisken Esash indekslerden Sabit Esash indekslerin
Hesaplanmasi
Yapilan arasgtirma igin sabit esasli indeksler gerekiyorsa, ancak mevcut kaynak-

lardan degisken esasli indeksler elde edilmisse, bu degisken esasli indekslerin sabit
esasli indekslere ¢evrilmesi gerekecektir.

Degisken esasli indeksler

[S__tD ‘2D lip

' 7100100 " 100

formiilii ile sabit esasli indekslere doniistiiriilebilir.

ORNEK: Bir 6nceki 6rnekte hesaplanan degisken esasli indeksler yardim ile
sabit esasli indeksleri hesaplayiniz.

Devreler l. (D.E)
i (D.

80
1125
138,88
112
125

I} =100

o Ok WN B
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80

® 7100 100 "100 100 100 100

I
=1 ﬂ:140%:175
100 100

daki gibi olacaktir.

Lo~ 100

i,
y on

Bu formiilde;

| | |
Iy —_1D 2DP400 = |ls 20 _100-89 _gp
100 100 100 100
s_lio lao looggy s lao _g1125
100 "100 100 100 U100
s _lip Lop l3p lap
* 7100 "100 "100 100
|
1340 o138 88 _1op
100 100
s_lio lap Lip lao so
® 7100 "100 "100 100 100
|
= |jﬂ:125£:140
100 100
s_lio lap lop lap lsp lop g

liy : Yeni temel devreye gore hesaplanacak indeksi

: Sabit esasli indeksi

loy : Yeni temel devrenin indeksini gdstermektedir.

90

Goriildiigi gibi yapilan doniisiimle 6nceki drnekte gergek verilerle hesaplanan
sonuglar ile, sabit esaslt indeksler yardimu ile hesaplanan sonuglar aynidir.

5.3.5. Sabit Esash indekslerde Temel Devrenin Degistirilmesi

Herhangi bir devrenin esas alinmasi ile hesaplanan sabit esasli indekslerde te-
mel devre degistirilebilir. Temel devreyi degistirmek i¢in kullanilacak formiil asagi-
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ORNEK:
Yillar Xi l
(2000=100)
2005 5 100
2006 6 120
2007 10 200
2008 8 160
2009 12 240

Yukarida 2005 yili temel yil olarak diizenlenmis indekslerle, yapilan doniisi-
miin kontrol edilebilmesi i¢in bu indekslerin hesaplandig1 gergek degerler verilmistir.

Temel y1l1 2007 olarak degistirelim.

06,y — I

07y =

09,y —

loy
| 240

|07

2y = :&100 - %100 =50
07
Lo 100-12990—_ 60
o 200
Yo 100 = 22100 100
oy 200
160

|
ooy =100 =2--100=80

—%100=-—-100=120
200

Ayni indeksleri verilen gergek degerleri ile hesaplayalim.

I, = 21100
X

IOG -

(2007=100)

=60

0
I = 28 100 = 2100 = 50
0
07
_ X 109- L 100
o 10
X

|07

=—%100= ElOO

X 10
X 8

=100

lo = —2100 = —100 = 80
10

07

X 12

loy = —%100 = =2100 =120
10

07
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Sonugclarin temel devre degistirilmesi ile elde edilen sonuglarla ayni oldugu go-
rilmektedir.

5.4. BILESIK INDEKSLER

Indekslerin hesaplandiklar1 madde sayisina gore basit ve bilesik indeksler ola-
rak ikiye ayrildigindan daha 6nce s6z etmistik. Basit indeksler bir tek madde i¢in he-
saplanan indekslerdir. Buraya kadar yaptigimiz agiklamalar basit indeksler ile ilgilidir.
Bu béliimde ise bilesik indekslerle ilgili agiklamalar yer alacaktir.

Birden fazla madde i¢in hesaplanan indekslere bilesik indeksler denilmektedir.
Bir tek maddenin bir kag madde yerine kullanilmas:1 sakincali olacagindan, bu gibi
durumlarda bilesik indeksler hesaplanmaktadir. Bilesik indeksler tartili ve tartisiz bi-
lesik indeksler olmak iizere iki grupta incelenebilir. Ayrica bilesik indeksler mekan ve
zaman serileri i¢in de hesaplanabilir.

5.4.1. Tartisiz Bilesik indeksler

Tartisiz bilesik indeksler, indeks hesabina girecek olan maddelerin 6zelliklerine
bagli olarak farkli yontemlerle hesaplanabilir.

5.4.1.1. Toplam Yontemi

Bu yontem de indeksler, indeks hesabina alinacak maddelerin, her devre igin
toplam degerleri bulunarak hesaplanir. Béylece toplam ydonteminde sabit esasli indeks
formiili,

>

=l
2 %o
i=1

Degisken esasl indeks formiilii ise,

X
I, =—2—100
Xi—l

| 100

n
i=1

olacaktir. Bu formiillerde X yerine, fiyat indekslerinde p ve miktar indekslerinde q
kullanilacaktir.

ORNEK: Asagida verilen 4 madde icin tartisiz bilesik fiyat indekslerini toplam
yontemi ile hesaplayalim.



Indeksler 161

YILLAR
Maddeler 2006 2007 2008 2009
A 10 10 12 16
B 125 105 100 130
C 5 6 6 9
D 26 30 20 35
Toplam 166 151 138 190

Sabit esasl indeksler: (2006=100)

Z P 100
DY)
166

l,, = % 100 = [5£100=100,0

p06

1, = P7100 = 22100- 90,9
166

Pos

1, = Pe100- 28100 -831
166

Pos

1, = P2100=2%100-114,4
Pos 166

Dort maddenin fiyatlart 2006 yilina gore 2007 yilinda % 9,1 ve 2008 yilinda %

16,9 azalmis, 2009 yilinda ise % 14,04 artmustir.

Degisken esasli indeksler:

I, Zp' 100
Z p|—1

Pos

Iy, = P 100 = -

® Py

1, = P100= PL100- 90,9
Pos 166

1, = P2 100- 28100 - 01,3
Po7 151

190

I, = 22100 =100 =137,6
138

Pos
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Dort maddenin fiyatlari, 2007 yilinda 2006'ya gére % 9,1 ve 2008 yilinda 2007
yilina gére % 8,7 azalmig, 2009 yilinda ise 2008 yilina gore % 37,6 artmustir.

5.4.1.2. Ortalamalarin Kullanmildig1 Yontemler

Toplam yonteminde, indeks hesabinda kullanilan maddelerin degerlendirilme-
sinde kullanilan dlciiler farkli olabilir. Farkli 6l¢iilerin kullanildig1 durumlarda farkli so-
nuglar elde edilecektir. Ornegin, bir énceki drnekte A malinin ¢ay oldugunu ve 100 gr.lik
paket fiyatinin verildigini distiniirsek; fiyati kilograma c¢evirmekle A malinin fiyat: ile
bilesik indekslerin hesaplanmasinda kullanilan toplam fiyatlar1 ve sonug degisecektir. Bu
degisiklikten kaginmak i¢in bilesik indekslerin hesabinda ortalama kullanilmaktadir. Or-
talama kullanimda, gercek degerlerin yerine, her degisken icin hesaplanan basit indeks-
lerin ortalamast alinarak, olgiilerin farkliliklari giderilmis olur.

- Aritmetik Ortalama

Tartisiz bilesik indekslerin hesaplanmasinda, degiskenlerin basit indekslerinin
aritmetik ortalamasinin kullanilmasi durumunda,

n
2.1
_ =

n

Iib

formiilii uygulanacaktir.

Bu formiilde;

lib : Bilesik indeksi

lji : Basit indeksleri

n : Madde sayisini

gostermektedir.

Yukarida goriilen formiilii tartisiz bilesik indeks i¢in yazarsak;
Sabit esasl indeksler igin;

Pi 109
= Pio _100 < Pii

Iy =22 —-—

n n 45 p

Degisgken esaslt indeksler igin,
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Ziloo
j=1 pJ'(ifl) _@ N pji

ly="——7"—"—=
n N 9T Py

formiilleri elde edilir.

Formiillerden de anlagilacagi gibi burada iki farkli yolla hesaplama olanag1 var-
dir.

- 1lk olarak her devre icin basit indeksleri toplayip degisken sayisina bolerek
- Ikinci olarak P veya Ll oranlarini hesaplayip ve bu oranlarin toplamini
i-1 Po

100 ile carparak bilesik indeksleri hesaplayabiliriz.
n

Bu hesaplama sekilleri, basit indekslerin aritmetik ortalamasi veya oranlarin
aritmetik ortalamas1 yontemleri olarak adlandirilabilir. Bu yontemlerden her ikisinin
kullanilmas1 durumunda ayni sonuglar elde edilecektir.

ORNEK: A, B ve C mallari yillik ortalama fiyatlar asagida verilmistir. (1=1 TL)

YILLAR
Maddeler 2007 2008 2009
A 3 5 6
B 100 110 130
Cc 48 48 60

Yukarida verilen fiyatlardan yararlanarak bilesik fiyat indekslerini basit indeks-
lerin ortalamasi ve oranlarin ortalamasi yontemleri ile hesaplayiniz.

Basit indekslerin aritmetik ortalamasi yontemi:

Sabit esasli (2007=100)

ELIET
Po

A Mal

oy =§100 =100
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los = gloo ~166,6

log = 2100 =200

B Mali
ly; = @100 =100
100

Iy = 229100 =110
100

Iy = 20100 =130
100

C Mali
ly; = 5100 =100
48

Iy = 28100 =100
48

1, = L100-125
48

Sonuglari bir tabloda toplayalim.

(2007=100)
Maddeler 2007 2008 2009
A 100 166,6 200
B 100 110 130
C 100 100 125

Bilesik indeksler: (2007=100)

n

>l
_ _i=l
=

n
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~100+100+100 _ 300

| —_— = =100

o7 3 3

I, = 166,6+110+100 _ 376,6 12553
3

I, = 200+1§0+125 _ 4_:5 151 66

Degigken esaslt

1 =P 100
pi,].
A Mali

oy =§100 =100

log = 2100 =166,6

6
lpy = £100=120

B Mali

1, = 220100 - 100
100

Iy = 229100 =110
100

Iy = 201001181
110

C Mali

1, = 28100-100
48

Iy = 28100 =100
48

1, = L100-125
48

Sonuglari bir tabloda toplayalim.
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(D.E)
Maddeler 2007 2008 2009
A 100 166,6 120
B 100 110 118,1
c 100 100 125
Bilesik indeksler:
I, - 100+100+100 _ 300 100
3 3
I, = 166,6+110+100 _ 376,6 125,53
3
_ 120+118,1+125 _ 363,1 _121

|09 3 3
- Oranlarin Aritmetik Ortalamasi

Oranlarin aritmetik ortalamasi ile yapilacak hesaplamalar, basit indekslerin arit-
metik ortalamasi yontemi ile ayni temele dayandigindan ayni sonucu verecektir.

Sabit esasli (2007=100)

Fiyat Oranlari

Maddeler po7/po7 Ppos/po7 Pos/po7
A 3/3=1 5/3=1,666 6/3=2
B 100/100=1 110/100=1,1 130/100=1,3
C 48/48=1 48/48=1 60/48=1,25
Toplam 3 3,766 4,55
B 100 & P
b="—"")
n j=1 pO
100

log = % (3,766) =125,56

log :%(4,55) ~151,66

Degisken esasli
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2007 ve 2008 y1l1 tartisiz bilesik indeksleri ayn1 yillarin sabit esasl indeksleri
ile ayni sonucu vereceginden sadece 2009 yili indeksi hesaplanacaktir.

Maddeler Pos/po7
A 6/5=1,2
B 130/110=1,181
C 60/48=1,25
Toplam 3,631
_ 100 Pii
ib T -
N 93 Piiy
100

|09 = ? (3, 631) = 121, 0
Gortldigii gibi her iki yontemde ayni sonuglar1 vermektedir.

Bilesik indekslerin hesaplanmasinda aritmetik ortalama kullaniliyorsa, aritme-
tik ortalamanin serinin anormal degerlerinin etkisinde kalacagi unutulmamalidir. Ay-
rica tartisiz bilesik indekslerin hesaplanmasinda da aritmetik ortalamanin kullanildigi
durumlarda sabit esasli indeksler ile degisken esasli indeksler, veya degisken esasli
indeksler ile sabit esasli indeksler hesaplaniyorsa bu hesaplanan indeksler gergek de-
gerlerinden sapacaktir. Ayni sekilde temel devre degistirildiginde de indeksler gercek
degerlerinden farkli olacaktir.

- Geometrik Ortalama

Bilesik indekslerin hesaplanmasinda aritmetik ortalama kullanilabildigi gibi
geometrik ortalamada kullanilabilir. Ancak hangi ortalamanin kullanilacagina karar
verilmeden dnce geometrik ve aritmetik ortalamanin 6zelliklerinin géz 6niinde bulun-
durulmasi gereklidir.

Geometrik ortalamanin hesaplanmasi, aritmetik ortalamaya gore daha zor ol-
masina ragmen indekslerin hesabinda geometrik ortalama kullanimi aritmetik ortala-
maya gore bazi yararlarda saglayabilir. Geometrik ortalama serinin anormal degerle-
rinden aritmetik ortalama kadar etkilenmez. Ayrica, indekslerin hesaplanmasinda ge-
ometrik ortalama kullaniliyorsa, aritmetik ortalama kullaniminda s6z edilen sapmalar
olmayacaktir.

Bilesik indekslerin hesaplanmasinda geometrik ortalama kullanildiginda for-
miiller,
Sabit esasli indeksler i¢in;

n p
I, =n/ —L100
lj_:‘l[pjo
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Degisken esasli indeksler igin

100

olacaktir.

Hesaplamada logaritma kullaniliyorsa formiiller.

logl, =%Z(Iog p; —log pj0)+ log100

logl; = %Z(Iog p; —log pj(ifl))+ log100

olarak elde edilir.

ORNEK: Asagida A, B ve C mallarinin fiyatlari verilmistir. (1=1 TL)

YILLAR
Maddeler 2007 2008 2009
A 20 19 27
B 75 75 80
C 550 600 590

2007 yilin1 temel y1l alarak 2009 y1il1 sabit ve degisken esasli bilesik indekslerini
geometrik ortalama ile hesaplayimiz.

Sabit esasli (2007=100)
log 1y, = %[(Iog 27+10g80+log590) - (log 20+ log 75+ log 550) | + log 100
= %[(1,43136 +1,90309 + 2,77085 ) - (1,30103 +1,87506 + 2,74036 )]+ 2
= %[6,10530 ~5,91645]+2

= %(0,18885) +2=2,06295 —  lgg=115,6

Degisken esaslt
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log 1, = %[(Iog 27+10g80+log590) - (log19 + log 75 + log 600) | +log100

= %[(1,43136 +1,90309 + 2,77085 ) (1,27875 +1,87506 +2,77815 )]+ 2

= %[6,10530 ~5,93196 |+ 2

= %(0,17334) +2=2,05778 —»  log=114,2

5.4.2. Tartih Birlesik indeksler

Tartisiz bilesik indeksler ile ilgili agiklamalarda, indekslerin hesaplanmasina
giren maddelerin 6nem derecelerinin dikkate alinmadig: goriilmektedir. Ancak bilesik
indekslerin hesabina giren maddelerin dnem derecelerinin farkli oldugu durumlarda
tartisiz bilesik indekslerin hesaplanmasi yaniltict sonuglar verecektir. Bu nedenle bu
gibi durumlarda tartili bilesik indekslerin hesaplanmasi daha uygun olacaktir.

Maddelerin 6nem derecelerine gore dikkate alinarak hesaplanan bilesik indeks-
ler tartili bilesik indeks olarak adlandirilir. Tarti, mallarin 6nem derecelerini belirten
agirliklardir. Tartilar tahmini olarak belirlenebilirse de, aragtirma yapilarak belirlen-
mesi daha iyi sonuglar verecektir.

Tartil1 bilesik indeksler i¢in, zaman indekslerinde, sabit ve degisken esasli in-
deksler hesaplanabilir. Tartilar t ile ifade edildiginde, sabit esasli tartili bilesik indeks-
ler i¢in

Degigken esasli bilesik indeksler i¢in,

n
X
ji

tJ'

|, = E e

! n

2

i=1

formiilleri kullanilacaktir. Formiillerden de anlagilacag: gibi yapilan islem, tartisiz bi-
lesik indekslerin tartili aritmetik ortalamasinin hesaplanmasidir.
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Tartil1 bilesik indekslerde bir malin fiyat veya miktar indeksinin hesaplanma-
sinda tart1 olarak malin kiymeti (degeri) alinmaktadir. Malin kiymeti miktar: ile fiya-
tinin ¢arpimi ile hesaplanir. Béylece malin kiymeti,

t=pg

olarak gosterilebilir. Tartinin belirlenmesinde t = po.Qo alinirsa; her hangi bir devrenin
fiyat indeksi,

P Pi
Z—.t — Po% _
o 100=—P  100= 2P 100

| =
> Pots D Pods D Polo

olacaktir. Bu formiile "Laspeyres" formiilii denmektedir.

t = pod; alinirsa,

< Z Pid; 100
z PoQ;

olarak elde edilir. Bu formiile "Paasche" formiilii denmektedir.

t= po(Qot Qi) alinirsa,

. +a.
I=Zp|(q0 ql)loo
D po (0 + 1)
olarak elde edilir. Bu formiilii de "Edgeworth Marshall" formiilii denmektedir.

Laspeyres ve Paasche formiillerinin ¢arpimlarinin kare kokii alinarak elde edi-
len formiile "Fisher" veya "Ideal Indeks" formiilii denilmektedir.

=11,

formiilii agildiginda,

2P 2P
Dbl Y Pl

100, | 22 PG D P
D Polls Y Pl

seklini almaktadir.
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Sabit ve degisken esasli, fiyat ve miktar indeksleri i¢in, Laspeyres, Paasche,
Edgeworth- Marshal ve Fisher formiilleri asagida goriilmektedir.

Laspeyres (I, )

Fiyat indeksi:

Sabit esasli

Z P,
Z po%

Miktar indeksi :

Sabit esash

Zq Po
Z%po

Paasche (1,)

Fiyat indeksi :

Sabit esash

Z Pidh 100
Z PoC

Miktar indeksi:

Sabit esasl

Zq P 100
Zqo P,

Edgeworth- Marshall (1:)

Degisgken esaslt

| DL
Z pl—lql—l

Degisken esaslh

| = 24P =17 100

qu—l pl—l

Degisken esaslt

qu.
Zp. 1<1.

Degisken esaslt

P XS Pi ,
Zq.lp.
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Fiyat indeksi :
Sabit esasl Degisken esash
Zp(qow) - D P +y) o0
Zpo(qo+q) D PGy +4)

Miktar indeksi :

Sabit esasl Degisken esash
Zq(po+p) o Zq(p.1+p)
Zqo(po+p) ZQ._l(p._ﬁp)

Fisher (= Ideal Indeks)

=11,

ORNEK: Asagida A, B ve C mallarinin ii¢ yillik fiyatlar1 ve miktarlar1 veril-
migstir. (1=1 TL; 1=100 gram)

A Mal B Mali C Mal
Yillar Fiyat(p) Miktar(q) Fiyat(p) Miktar(q) Fiyat(p) Miktar(q)
2007 5 10 20 60 15 25
2008 6 14 25 60 20 30
2009 6 15 40 50 30 35

Bu bilgilerden yararlanarak,

a) 2007 yili temel y1l olmak iizere, 2009 yili sabit esasli fiyat indeksini, Laspeyres,
Paasche, Edgeworth-Marshal ve Fisher formiilleri ile hesaplaymiz.

b) Aym sekilde 2009 yili degisken esasl bilesik fiyat indeksini hesaplayiniz.
a) 2009 yili sabit esaslh indeksi (2007=100)

Laspeyres:

Z Pyl
Z po%




Indeksler 173

_ (6.10) +(40.60) + (30.25) o
® " (5.10)+(20.60) + (15.25)

60+24OO+750100 3210100 1975

T50+1200+375 1625
2009 yilinda fiyatlar 2007 yilina gore %97,5 artmustir.

Paasche :

Z Pidh 100
Z PoC

_ (6.15) +(40.50) +(30.35)
® " (5.15) + (20.50) + (15.35)

_ 90+2000+1050 100 = 3140

= 100=196,6
75+1000+ 525 1600

2009 yilinda fiyatlar 2007 yilina gore % 96,6 artmistir.
Edgeworth - Marshall:

Zp(qo+q)

Zpo(qo+q)

_ 6(10+15) +40(60+50) +30(25+35) | .-
® " 5(10+15) + 20(60 + 50) +15(25 + 35)

150+ 4400+1800 100 — 6350

09 = = 100=196,8
125+2200+900 3225

2009 yilinda fiyatlar 2007 yilina gore % 96,8 artmistir.

Fisher:

=11,

I =+/197,5.196,6 = /38828,5 =197,0
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2009 yilinda fiyatlar 2007 yilina gore % 97 artmustir.

b) 2009 yili degisken esash indeksi

Laspeyres :

o DL
Z pl—lql—l

_ (6.14)+(40.60) +(30.30) , o
%~ (6.14) + (25.60) + (20x30)

84 +2400+900 100 = 3384

= ——100=154,9
84 +1500+ 600 2184

2009 yilinda fiyatlar 2008 yilina gore % 54,9 artmustir.

Paasche :

qu.
Zp. 1CI.

_ (6.15)+(40.50) +(30.35) | .o
® " (6.15) + (25.50) + (20.35)

90+ 2000+1050 100 = 3140

= 100=153,9
90+1250+ 700 2040
2009 yilinda fiyatlar 2008 yilina gore % 53,9 artmustir.

Edgeworth-Marshall

o ZP(Q.ﬁQ)
Zp.l(q.ﬁq)

_ 6(14+15) +40(50+ 60) + 30(30+35) | ..
® " 6(14 +15) + 25(50 + 60) + 20(30 + 35)

I, = 174+ 4400 +1950100 _ 6524100 154,45
174+2750+1300 4224

2009 yilinda fiyatlar 2008 yilina gore % 54,45 artmustir.
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Iy =+/154,9.153,9 =/23839,11 =154,3

2009 yilinda fiyatlar 2008 yilina gore % 54,3 artmustir.

ORNEK: Asagida ii¢ maddenin ii¢ y1llik fiyatlar1 ve miktarlar verilmistir. (1=1
TL, 1=100 gram)

Yillar
2007 2008 2009
Maddeler P Q P Q P Q
A 10 3 12 2 13 5
B 55 10 60 10 80 8
C 7 20 8 30 10 30
p: Fiyat
g: Miktar

a) 2007 yili temel y1l olmak tizere 2009 yil1 bilesik miktar indeksini, Laspeyres, Pa-
asche, Edgeworth-Marshall ve Fisher formiilleri ile hesaplayiniz.
b) 2008 ve 2009 yillar1 degisken esasl bilesik miktar indekslerini aynmi formiillerle

hesaplayiniz.
a) 2009 yili sabit esasli indeksi (2007 = 100)

Laspeyres :

ZQi Po 100
z% Po

_ (5.10)+(8.55)+(30.7) o
® " (3.10) +(10.55) + (20.7)

_50+440+ 210100=@100=97,5

~ 30+550+140 720

2009 yilinda miktarlar 2007 yilina gore % 2.8 azalmistir.



176 Temel Istatistik

Paasche:

Zq P 100
Zqo P

_ (5.13)+(8.80) +(30.10)
® " (3.13)+(10.80) + (20.10)

_ 65+640+300 100 = 1005

= 100=196,7
~ 39+800+200 1039

2009 yilinda miktarlar 2007 yilina gore % 3,3 azalmigtir.

Edgeworth - Marshall:

Zq (Po+p)
Zqo(po+p)

_ 5(10+13) +8(55+80) +30(7 +10) ,
% 3(10+13) +10(55 + 80) + 20(7 +10)

I, = 115+1080+510100 _ 1705100 ~96,9
69+1350+340 1759

2009 yilinda miktarlar 2007 yilina gore % 3,1 azalmistir.

Fisher:

=11,

=/97,2.96,7 = /9399, 24 = 96,9
2009 yilinda miktarlar 2007 yilina gore % 3,1 azalmistir.
b) 2008 ve 2009 yillar1 degisken esasli indeksleri

Laspeyres:

o D GP
qu—l pl—l
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_ (2.10)+(10.55)+(30.7) | .o
% (3.10)+(10.55) +(20.7)

_20+550+210, )y 780,05 103
30+550+140 720
(5.12) + (8:60)+(308) ,

%~ 2.12) + (10.60) + (30. 8)

_20+480+240, 55 _ 770149 _gg,1
24+ 600+ 240 864

Paasche:

PXLE P
Zq. e

_(2.12) +(10.60) +(30.8)
% (3.12) + (10.60) + (20. 8)

_ 24+600+290, 5, 864,00 _108,6
36+ 600 +160 796
_ (5.13)+(8.80) +(30.10)
*(2.13)+(10.80) +(30.10)

_ 65+640+300 100 — 1005
~ 26-+800+300 1126
Edgeworth — Marshall:

Zq(p._1+p)
Zq.l(p.ﬁp)

_ 2(10+12) +10(60+55) +30(7 +8) o
% " 3(10+12) +10(60 + 55) + 20(7 +8)

4441050+ 450 1544
.= 100 =
66 -+1050-+ 300 1416
_ 5(12+13)+8(60+80) +30(8+10) , .
® " 2(12+13) +10(60 +80) + 30(8+10)

_125+1120+540 . 1785
® " 50+1400+540 1990

100=89,2

100 =109,0

100=289,6
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Fisher:

1=1.1,

l 5 =+/108,3.108,6 =/11761,38 =108, 4

I =+/90,2.89, 2 = /8045,84 =89, 7

5.5. CARI FIYATLAR ILE HESAPLANMIS VERILERIN
SABIT FIYATLAR iLE HESAPLANMIS
VERILERE INDIRGENMESI

Cari fiyatlar ile hesaplanmus veriler enflasyondan etkilendiklerinden, farkli dev-
relerin degerlerinin karsilastirilmasinda gergek artis veya azalislar belirlenemeyecek-
tir. Gergek artis veya azaliglarin belirlenebilmesi igin enflasyonun etkisinin ortadan
kaldirilmasi gerekir. Enflasyonun etkisinin ortadan kaldirilmasi igin, cari fiyatlar ile
hesaplanmis degerlerin, fiyat indekslerinin 100'e boliinmesi ile elde edilen degere bo-
liinerek, sabit fiyatlar ile hesaplanmis degerlere indirgenmis olmasi gerekir. Bu indir-
geme islemi

X, X,
Xis — i,C — i,C 10
S 1,/100 |,

formiilii ile yapilmaktadir.

Bu formiilde,
Xis: Sabit fiyatlar ile hesaplanan degerleri
Xic: Cari fiyatlar ile hesaplanan degerleri

i Sabit esasli fiyat indekslerini ifade etmektedir.

Indirgeme isleminin yapilabilmesi igin indekslerin sabit esasli olmasi gerek-
mektedir. Degisken esasli indekslerin bulunmasi durumunda bu indeksler sabit esasl
indekslere doniistiiriilecektir. Ayrica sabit esasli indeksin temel devresi, indirgemede
kullanilacak devreden farkli oldugu durumlarda sabit esasli indeksin temel devresinin
degistirilmesi gerekecektir.

ORNEK: Asagida bir is¢inin 4 yillik ortalama aylik gelirleri ile toptan esya
fiyat indeksleri verilmistir. (1=1 TL)

Yillar Ortalama Aylik Toptan Esya
Gelir (1=1TL) Fiyat Indeksi
2006 500 100
2007 800 172
2008 1425 283

2009 2500 469
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Iscinin 2007, 2008 ve 2009 yil1 ortalama aylik gelirlerini, 2006 y1li fiyatlarina
indirgeyiniz.

X.
X, s = I"C 100
i
800
Xoros = 77,100 = 465,11
1452

X =—-100=513,07
0806 = Hoa

2500
Xwoos = ———100=533,04
00,06 469

Iscinin 2006 yili fiyatlar: ile hesaplanan 2007, 2008 ve 20094 yillar ortalama
aylik gelirlerinin 2006 yili ortalama aylik gelirinden daha diisiik oldugu goriilmektedir.

5.6. GELIR FiYAT VE MiKTAR iNDEKSLERI
ARASINDAKI ILISKi

Fiyat ile miktar ¢carpimu geliri vereceginden, her devre i¢in fiyat indeksi ile mik-
tar indekslerinin ¢arpiminin 100'e bdliimii gelir indeksine esit olacaktir.

Gelir indeksi
I = &100
G,

Gi = piq : Indeksi hesaplanacak devrenin geliri
Go =polo: Temel devrenin geliri
olacagindan,

le =219 100
Poto

olacak ve fiyat indeksi,

p.
. =—100
- Po

miktar indeksi

q.
l,, =—100
v Qo



180 Temel Istatistik

oldugundan |G esitligi % ile carpildiginda

I, =P Gigol0
P 0 100
| = [ﬁlooJ[ilooji
Po Jo 100
ey
© 100

olarak elde edilir.

5.7. COZUMLU ORNEKLER

ORNEK 1: Asagida bir malin 2009 yilimn ilk 6 ayindaki fiyatlar verilmistir.

Fiyatlar

Aylar (1=1TL)
Ocak 500
Subat 500
Mart 490
Nisan 545
Mayis 600
Haziran 575

a) Mayis ve Haziran ay1 sabit esasli indekslerini, ocak ayini esas devre alarak hesap-
layiniz.

b) Mayis ve haziran aylarina ait degisken esasl indeksleri hesaplaymiz.

) Sonuglari karsilastiriniz.

Coziim:
a) Sabit esasli indeksler
1 = P00
Po
lnay = M100 = @100 =120
pocak 500

_ Praz 10925100 2115
500

ocak

haz.



Indeksler 181

b) Degisken esasli indeksler

I, =100
Pia
Ly =2 100 = 8100 - 110
pnis. 545
|y = 212100 = 27100 = 95,83 ~ 96
" Puey 600
c) Mayis ay1:

A malinin fiyatt Mayis ayinda, Ocak ayina gore %20 artarken; Nisan ayina gore
%10 artmastir.

Haziran ay1:

A malinin fiyati Haziran ayinda, Ocak ayina gore %15 artarken; Mayis ayima
gore %4 digmiistiir.

ORNEK 2: Asagida 5 devrenin sabit esasli indeksleri verilmistir.

Devreler  SEi(1=100)

1 100
2 87

3 126
4 219
5 171

a) 3. Devre temel devre olduguna gore 2. ve 5. devrelerin sabit esasli indekslerini he-
saplayiniz.
b) 3.ve 5. devrelerin degisken esasli indekslerini hesaplayiniz.

Coziim:
a)

Ii
l,, =~-100
0

1, =12100 = 87 100 = 69,04
126

Iy

1, = Y5100 = 17100 — 135,71
126

I3



182 Temel Istatistik

b)
Ii S
lp =—2-100
i,1,S
I
l,,=—2100 = @100 =144.82
o 87
2,S
I
l,p =~25100 = 2 100 = 78,08
s 219

ORNEK 3: Asagida 6 yillik degisken esasli indeksler verilmistir.

Yillar DEI
2004 122
2005 147
2006 93
2007 138
2008 224
2009 166

2006 y1l1 temel y1l olduguna gore 2008 yil1 sabit esasli indeksini hesaplayiniz.

Coziim:
o |
=2 2D ...100
~ 100 100
122 147 93 138 224

b = e 2 =2 227100 = 515,56
7100 100 100 100 100

2007 yil1 sabit esasli indeksi 2008 yilina gore oransal degisimi verdiginden,
hesaplanan 2008 yili degisken esasli indeksinin temel yili 2006 yilidir. Bu nedenle
2006 y1l1 sabit esasli indeksinin de hesaplanmasi ve temel devrenin degistirilmesi ge-
rekmektedir.

L =122 147 93 10 166,78
S ~100°100°100
|
s =-2100 = @100 =309,12
I, 166,78

2006 yili temel yi1l oldugunda, 2008 y1l1 sabit esasli indeksi 309,12 olarak he-
saplanmustir.
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Bu ¢6ziim yolu uzun bir yol olup, konunun agiklanmasi i¢in verilmistir. Ayni
indeksin asagida goriildiigii gibi daha kisa yol ile hesaplanmasi miimkiindiir.

Temel yil 2006 olacagina gore 2007 yili degisken esasli indeksi 2006 yilina
gore oransal degisimi verecektir. Bu nedenle temel devre olmasini istedigimiz devreyi
takip eden devreler i¢in verilen formiil uygulanirsa, yine ayni sonuglar elde edilecektir.

IO7,D IOS.D

%S~ 100 "100

=@ 224 .100 = 309,12

100 100

ORNEK 4: Asagida 4 maddenin 3 yillik fiyatlari verilmistir. (1=1 TL)

Fiyatlar
Yillar A B C D
2007 250 110 1050 460
2008 300 90 1200 450
2009 400 160 1750 500

a) 2007 yili temel yil olduguna gére 2009 yili sabit esash tartisiz bilesik fiyat indek-
sini "basit indekslerin aritmetik ortalamas1" yonetimi ile

b) 2009 yil1 degisken esasl tartisiz bilesik fiyat indeksini "oranlarin aritmetik ortala-
masi1" yonetimi ile hesaplayimiz.

Coziim:

a  1,=Pi0o
P

Sabit esasl basit indeksler (2007 = 100)

4000
I ~---100=160,0
A% 5500
~ 1600
b0 = 001oo 145, 4
o = _ 1750055 _ 166,6
% 10500
Do = _ 5000, 55 _ 108,6
9 4600

Tartisiz bilesik indeks
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S

= 160,0+145,4+166,6+108,6 _580,6 _, .\
' 4 4

Ii,B =

b)

_ 100 4000 N 1600 N 17500 N 5000
' 4 [3000 900 12000 4500

= % [L333+1,777 +1,458 +1,111]

= 25(5,679) =141,975

ORNEK 5: Asagida 4 malin 5 yillik fiyatlar1 ve miktarlari verilmistir. (1=1 TL,
1=100 gram)

Mallar
B C D
Yillar p o} p o} P q p q
2005 10 20 105 58 a7 10 5 13
2006 8 23 105 60 50 9 6 15
2007 10 21 110 60 52 9 8 16
2008 12 18 108 65 48 12 7 13
2009 15 22 115 67 49 12 7 17

a) 2008 yil1 sabit esasl bilesik fiyat indeksini 2006 y1l1 temel yil olduguna gore Las-
peyres formiilii ile hesaplaymiz.

b) 2009 yilinin 2008 yilin1 temel alan bilesik miktar indeksini Paasche formiilii ile
hesaplayiniz.

€) 2005 yili sabit esash bilesik miktar indeksini 2008 yili temel yil olduguna gore
Fisher formiilii ile hesaplayiniz.

Coziim:

< Z Pido 100
Z pqu

a)
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_ (12,23) + (108.60) + (48.9) + (7.15), .
(8.23) + (105.60) + (50.9) + (6.15)

08

_276+6480+432+4105, 7293
184 +6300+450+90 7024

——100=103,829

2008 yilinda fiyatlar 2006 yilina gore % 3,8 artmustir.

b) Zq P 100

Zqo P

_ (20.10)+(58.105) + (10.47) + (135)
(18.10) + (65.105) + (12.47) + (13. 5)

04 =

_200+6090+470+ 65100 _ 6825
180+ 6825+ 564 + 65 7634

X! Po
" 4, o

_ (20.12) +(58.108) + (10.48) + (7.13),
(12.18) + (108.65) + (48.12) + (7. 13)

100=89,4
c)

05

_240+6264+480+91 7075
© 216+7020+576+91° 7903

> =894

100=89,5

I =y =+/89,5.89,4 =/80001,3 = 89,44

2005 yilinda fiyatlar 2008 yilina gore % 10,56 daha azdir.

ORNEK 6: Asagida bir kisinin 3 yillik gelirleri ile yillik enflasyon oranlari

verilmistir. (1=1000 TL)

Yillar Yilhk Gelir Yilhk Enflasyon

(1=1000TL) Orani
2007 25 0,75
2008 34 0,57
2009 63 0,68

2007 yil1 fiyatlari ile 2008 ve 2009 y1l1 gergek gelirlerini hesaplayarak, cari gelir

artiglari ile karsilastiriniz.
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Coziim:

2008 yilinda fiyat artis1 2007 yilina gore 0,57 oldugundan 2008 yili degisken
esaslt fiyat artig indeksi 157 ve ayni1 sekilde 2009 yili degisken esasli fiyat artis indeksi
168 olacaktir. Bu indekslerin sabit esasli indekslere ¢evrilerek kullanilmasi gerekmek-
tedir. 2007 y1li temel y1l olacagindan 2008 yili sabit ve degisken esasli indeksleri ayn1
olacaktir. 2007 y1l1 temel y1l olduguna goére 2009 yil1 sabit esasli indeksi ise,

I08,D IOQ,S

®S 100 100

= E@100 =263,76
100100

olarak bulunur. Hesaplanan sabit esasli indeksler ile gergek yillik gelirler,

X.

Xis = I"C 100

X o5 = 100 = 21,65
157

Xoo = % 100-2388
263,76

olarak bulunur.

Cari fiyatlar ile gelir artiglari ise,

|08

= %100 =136,0
25

= @100 =252,0
25

lo
olacaktir. Cari fiyatlar ile gelir 2007 yilina gére 2008 yilinda %36; 2009 yilinda % 152
artmig ve 2007 yili fiyatlar ile indeksler,
lg = @IOO =86,6
25

loy = %:8100 = 95,52

olacaktir. Gelir 2007 yilina gore 2008 yilinda % 13,4 ve 2009 yilinda % 4,48 azalmis-
tar.
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BOLUM 6

OLASILIK

Olasilik kavraminin giinliik yagantimizda oldukga biiyiik yeri vardir. Karsilas-
tigimiz olaylarin hepsi belirli degildir ve belirsiz olaylarda olabilir, yapilabilir, belki
gibi kelimelerle olasiliktan s6zedebiliriz. Bu nedenle olasilik kavrami hakkinda hemen
herkesin birbirinden farkl da olsa bir fikri vardir.

Istatistikte olasilik teorisi farkli sekillerde aciklanabilmektedir. Oldukg¢a genis
olarak ele alinabilecek olasilik teorisi bu boliimde 6zet olarak agiklanacaktir.

6.1. ORNEK UZAYI, PERMUTASYON VE KOMBINASYON
KAVRAMLARI

Olasilik teorisinde bilinmesi gereken Onemli kavramlardan biri “6rnek
uzayr’dir. Bir deneme de gerceklesmesi miimkiin olan tiim sonuglarin olusturacagi
kiime, 6rnek uzay olarak tammlanir. Ornek uzayinin elemanlar1 denemede olusabile-
cek belirlenmis sonuglardir. Ornegin, 6 yiizlii bir zar atildiginda zarin 1,2,3,4,5 ve 6
noktali yiizlerinden biri gelebilir. Bu 6rnek uzayinin 6 elemani vardir.

Deneme kavrami zar atma, kart gekme gibi denemelerin yaninda dogal olaylari
da icermektedir.

Olasilik teorisinin agiklanmasi, bir kiimenin belirli bir sayida elemandan olugan
kag adet farkli alt kiimesi olabileceginin hesaplanmasi, alt kiimelerin elemanlarinin kag
farkli sekilde siralanabileceginin belirlenmesi gibi durumlarda permiitasyon ve kom-
binasyon hesaplarina basvurulmasini gerektirmektedir. Bu nedenle burada kisaca per-
miitasyon ve kombinasyon kavramlarina yer verilecektir.
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6.1.1. Permiitasyon
n sayida farkli elemanin kag degisik sayida siralanabileceginin belirlenmesi i¢in
basvurulan islem permiitasyondur.
n farkli sayida elemanin permiitasyonu, Py, ile gosterilir ve
P=n!=1234.......(n-2).(n-1).n
dir. n!, n faktoriyel olarak tanimlanir.
ORNEK: a,b,c gibi 3 eleman kag farkl1 sekilde siralanabilir, hesaplayiniz.
Pa=n!
Ps=3!=1.2.3 = 6 farkli sekilde siralanabilir.

Elemanlar siralayalim.

a,b,c
a,c,b
b,a,c
b,c,a
c,a,b
c,b,a

Goriildiugi gibi 3 farkli eleman 6 farkli sekilde siralanabilmektedir.
ORNEK: 9 kisiden olusan bir grup 6grenci kag farkli sekilde siralanabilir?
Pn=n!

Pe=9!=1.2.3.4.5.6.7.8.9 =362.880 farkli sekilde siralanabilir.

Tekrarh Permiitasyon

n elemanin farkli dizilis sayisi arastirilirken, bu elemanlardan bazilari birbirinin
ayni olabilir. Farkli elemanlarin siralanmasinda iki elemanin yer degistirmesi bile si-
ralamay1 degistirirken, ayni elemanlarin yer degistirmesi siralamayi1 degistirmeyecek-
tir. Bu nedenle siralama sayisi da degiseceginden tekrarli permiitasyon iglemine bas-
vurulacaktir.

n permiitasyon hesabina konu olacak eleman sayisini ng, N2, Nz, ....... , Nk ayn1
elemanlarin sayilarini gosteriyorsa tekrarli permiitasyon,

P2k
n

olarak hesaplanir.
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ORNEK: a, b, c, ¢ gibi 4 eleman kag farkli sekilde siralanabilir? (2 tekrarl)

prunz _ n!
" n,!n,!
1
7 = % = % =12 farkl sekilde siralanabilir.

Elemanlar siralayalim.

a,b,c,c c,a,b,c
a,c,b,c c,a,c,b
a,c,c,b c,c,a,b
6 + 6 = 12
b,a,c,c c,c,b,a
b,c,a,c c,b,a,c
blCYCla C,b,C,a

Goriildiugi gibi 2’si tekrarli 4 eleman 12 farkl sekilde siralanabilmektedir.

6.1.2. Kombinasyon

n sayida farkli elemandan, elemanlarin dizilig sirasina bakilmaksizin k sayida
elemandan olugan kag farkli grup diizenlenebileceginin belirlenmesinde bagvurulan is-
lem kombinasyondur.

Tanimdan da anlasilacagi gibi k sayida elemandan olusacak grubun eleman si-
ralamast 6nemli degildir. Dizilis siras1 6nemli oldugunda varyasyon islemi yapilmasi
gerekmektedir.

n sayida farkli elemandan diizenlenecek, k sayida elemandan olusacak grup sa-

y1s1 (,f) veya C¥ seklinde gosterilebilir ve

"TN—K! 123k 123... (k-2 —k-1)(n—K)

olarak hesaplanir.

ORNEK: a,b,c,d elemanlarindan elemanlarin sirasina bakilmaksizin 2’ser ele-
mandan olusan kag farkli grup diizenlenebilir?
Ck = L
"oki(n-K)!
4 4 1234
34 _ 6

cZ= - -
a2 T eS8
A(4-2)1 220 1212
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4 farkli elemandan, 2’serli 6 farkli grup olusturulabilir. Gruplar1 yazalim.

a,b
a,c
a,d
b,c
b,d
c,d

Goriildiigi gibi sira dikkate alinmadan 6 farkli grup diizenlenebilir.
Tekrarli Kombinasyon

k sayida elemandan olusacak gruplarin diizenlenecegi n sayidaki elemanin ba-
zilar1 birbirinin ayni ise, permiitasyonda oldugu gibi sonug degisecektir. Bu durumda,
tekrarli kombinasyon islemine bagvurulacaktir. Tekrarli kombinasyonda gruplarin sa-
yisl,

K (n+k-1)!
" KkI(n-1)

olacaktir.

ORNEK: a, b, ¢ elemanlarindan, 2’ser elemandan tekrarli olarak diizenlenecek
grup sayisi hesaplayiniz. (Gruplarda elemanlarin sirasi onemli degildir.)

« (n+k=1)!
" Ki(n-1)!

, (B+2-1! 4 1234
PTa@E- 2121 1212

farkli grup diizenlenecektir.

Gruplar diizenlersek,
a

O T T 95 292 o

b
c
b
c
c

olur.
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6.2. OLASILIGIN TANIMI VE TEMEL OZELLiKLERIi

Farkli yaklasimlarla farkli olasilik tanimlar1 yapilabilmektedir. Burada sadece
objektif olasiliktan sdzedilecektir.

Tanim i¢in A olarak adlandiracagimiz bir olay oldugunu varsayalim. A olayi
ile ilgili 6rnek uzayinda N sayida sonug (eleman) varsa ve bunlardan n sayida sonu¢ A
olaymi gerceklestirecek ise A olayinin gerceklesmesi olasiligi,

P(A) = %

dir.

A olaymin ger¢eklesmesi olasilig1, olay1 gerceklestirecek sonuglarin (n), mey-
dana gelebilecek tiim sonuglara (N) oranlanmasi ile hesaplanir.

Ornegin, A olay1 6 yiizlii diizgiin bir zarin atilisinda 5 noktal1 yiiziin gelmesi ile
gerceklesecekse, zar atildiginda 1°den 6 noktaliya kadar tiim yiizler gelebileceginden,
ornek uzayi toplam 6 sonugtan olusacaktir ( N=6). A olay1 5 noktali yiiz gelirse ger-
cekleseceginden, 6rnek uzayinda A olayini gerceklestirecek sonug bir tanedir ( n=1).
Bu durumda olayin gergeklesmesi olasiligi,

P(A)=

=0.1666

ol

n
N
dir.

A olaymu gergeklestirecek veya gerceklestirmeyecek tiim sonuglarin olustura-
cag1 ornek uzayimu S ile gosterirsek deneme ile olugacak sonu¢ mutlaka S kiimesinin
elemani olacaktir. Bu nedenle

P(S) =1

olacaktir.

A olayin1 gergeklestirecek sonuglarin olusturacagi kiimeyi A kiimesi olarak ta-
nimlarsak, A kiimesinin eleman sayisi (n); 6rnek uzay: S’in eleman sayist N’le O ara-
sinda olabilir. Diger bir deyisle, A alt kiimesi S kiimesinin tam alt kiimesi veya bos
kiime olabilir.

0<n<N

taraflar1 N’le bolersek,

0
—<—<

N

v

o <—Z|3
m<Z|zZ

o
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sonug olarak
0<P<1
bulunur. Buna gore olasilik degeri sifirdan kiigiik, birden biiyiik olamaz.

P=0 ise, olayin ger¢eklesmesi miimkiin degildir, olay ger¢ceklesmeyecektir. P=1
ise olay mutlaka ger¢eklesecektir. Her iki durumda da kesinlik vardir.

P’nin sifira yaklagmasi, olasiligin azaldigini, 1°e yaklagmasi ise arttig1 anlamini
tagimaktadir.

Teorem: < bos kiime ise, P(Z)=0 dur.
Ispat: Herhangi bir A olay1 i¢in, kiimelerin 6zelliklerinden yararlanarak,
A= AU
yazabiliriz. Bu durumda,
P(A) = P(ALY)
ve
P(A) =P(A) + P()
yazilabilir. Taraflardan P(A) ¢ikartilirsa
P(@)=0
bulunur.
Teorem: A kiimesi, A kiimesinin tamamlayicist ise,

P(A)=1—-P(A) dir.

ispat: Ornek uzay1 S ise, S= AU A yazabiliriz.
Bu durumda,
P(S) =P(A)+ P(A)
1=P(A)+ P(A)
olacaktir. Boylece,
P(A)=1-P(A) oldugu gériilmektedir.
Burada su noktay agiklamak gerekir. A olayinin ger¢eklesmesi olasiligi P(A)

ise, P(A) A olaymnn gergeklesmemesi olasihigidir. A olayim gergeklestirecek eleman
sayisi (n) ise, gerceklestirmeyecek eleman sayist (N-n) olacak ve A olayimnin gergek-
lesmemesi olasiligi,

P(K):N_n

olacaktir. Bu esitligi soyle yazabiliriz.
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— N n
PENTN
M ¥
1 P(A)
Buradan,
P(A)=1-P(A)
P(A)=1-P(A)

P(A)+P(A)=1
sonuglar1 daha 6nce oldugu gibi bulunur.

Daha sonra yapilacak acgiklamalarda bir olayin ger¢eklesmesi olasiligini p ve
gerceklesmemesi olasiligini q harfleri ile ifade ederek p+q=1 bagmtisindan yararlana-
cagiz.

6.3. BIRDEN FAZLA OLAYIN OLASILIGI

Buraya kadar yaptigimiz agiklamalar A gibi bir tek olaya aitti. Bu boliimde birden
fazla olayla ilgili olasiliklardan sézedecegiz. Konuyla ilgili teoremleri vermeden 6nce bazi
tanimlar1 vermemiz, konunun daha kolay anlagilmasina yardimeci olacaktir.

6.3.1. Bagdasan Olaylar

Iki veya daha fazla olay birlikte gerceklesebiliyorsa bagdasan, gerceklesmiyor-
larsa bagdagmayan olaylar olarak tanimlanirlar.

A ve B gibi iki olay diislinelim. A olay1 6 yiizlii bir zar atildiginda ¢ift noktali
yiizlerin gelmesi ve B olay1 2 noktali yiiz veya daha az noktali yiizlerin gelmesi ile
gerceklesecekse, A ve B olaylart bagdasan olaylardir. Ciinkii, A olayinin gercekles-
mesi i¢in zarin 2,4,6 ve B olayinin ger¢eklesmesi igin 1 ve 2 noktali yiizlerinin gelmesi
gerekmektedir. Zar atildiginda 2 noktali yiiz gelirse, 2 noktali yiiz hem A hem de B
olaylarinda ortak oldugundan iki olay1 birlikte ger¢eklestirecektir. Bu nedenle A ve B
olaylar1 bagdasan olaylardir.

A olay1 ayn1 kalmak sart1 ile B olayinin zarin 3 ve 5 noktali yiizlerinin gelmesi
ile gergeklesecegini diisiinelim. Bu durumda zarin hangi yiizii gelirse gelsin A ve B
olaylar1 birlikte gerceklesmeyecektir. Bu durumda A ve B bagdasmayan olaylardir.

A ve B ayni 6rnek uzaymin alt kiimeleri ise, A ve B kiimelerinin kesigimleri
varsa bagdasan, kesisimleri yoksa bagdagsmayan olaylardir.

6.3.2. Bagh Olaylar

Bagli olaylar, kiimelerin kesisimleri ile ilgili olarak tanimlandigindan, sadece
bagdasan olaylar i¢in s6z konusudur. Kisaca bir olayin gerceklesip gerceklesmemesi
diger olay1 ve olaylar1 etkiliyorsa olaylar bagli olaylar, etkilemiyorsa olaylar bagh ol-
mayan olaylar olarak tanimlanir.
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Bir torbada 3 kirmizi ve 5 mavi top oldugunu varsayalim. Torbadan ard arda
iki top ¢ekilmesini ve toplarin kirmizi olmasi olasiligini aragtiralim. Bu durumda iadeli
(yerine koyarak) ve iadesiz (yerine konmadan) ¢ekilis yapilabilir. Birinci ¢ekilis A,
ikinci ¢ekilis B olayi ise, iadeli ¢gekiliglerle topun kirmizi olmast olasiligi,

n 3
PA)=—=—
A=1"3

dir. Cekilen top torbaya iade edileceginden 2. ¢ekiliste kirmizi top ¢ekilmesi olasilig
n 3
PB)=—=—=
® =335

dir.

A olay1 B olayini etkilemediginden, A ve B olaylar1 bagli olamayan olaylardir.
Cekilislerin iadesiz yapildigin diisiinelim. 1. topun kirmizi olmasi olasiligi,

n 3

PA)=—=—

A=1"3

dir. Cekilen top torbaya iade edilemeyeceginden P(B) olasilig1 degisecektir. 1.topun

kirmiz1 oldugunu kabul edersek 2. topun kirmizi olmast olasiligy,
n-1_ 2
PB)=——==
® N-1 7

olmast i¢in ilk topun kirmiz1 oldugunu kabul ediyoruz. Ilk top mavi ise ikinci topun
kirmizi olmasi olasiligi 3/ 7 olacaktir. Bu durumda A olay1 B olayini etkilediginden, A
ve B olaylar1 bagli olaylardir.

Teorem: A ve B herhangi iki olayi ise,
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB)
dir.

Teoremi ispat etmeden gerekli agiklamalar1 yapalim.

1
ANnB

Sekil 6.1: Bagdasan Olaylar
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A ve B olaylar1 bagdasan olaylarsa, AnB kiimesinin elemanlart hem A hem de
B kiimesi ile AUB kiimesinde yer almaktadir. Bu nedenle P(A) ve P(B) olasiliklarinin
toplamindan P(AB) olasilig1 bir defa ¢ikarilmaktadir. Bagdasan olaylar igin,

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

dir.

Sekil 6.2: Bagdagsmayan Olaylar

Bagdasmayan olaylar i¢in A ve B kiimelerinin kesisimi yoktur.
ANB = oldugundan,
P(ANB) =0’dur.
Bu nedenle bagdagmayan olaylar i¢in,
P(AUB) = P(A) + P(B)
dir.
Teorem: A, B ve C herhangi ii¢ olay ise
P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(AnB) — P(ANC) — P(BNC) +
P(AnNBNC)
dir. Teoremi ispatlamadan sunlar1 sdyleyebiliriz.

A, B ve C olaylar1 bagdasan olaylar ise yukaridaki formiil gecerli olacaktir.
Olaylar bagdasmayan olaylarsa,

P(AuBUC) =P(A) + P(B) + P(C)
dir.

Teorem: Eger AcB ise,

P(A) < P(B)
dir.
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ORNEK: Bir torbada birbirinin benzeri 1°den 10’a kadar numaralanmis 10 be-
yaz, 1’den 7’ye kadar numaralanmis 7 siyah ve 1’den 5’e¢ kadar numaralanmis 5 mavi
top vardir. Torbadan bir top ¢ekilecektir. Cekilisle ilgili,

A olayi; gekilen topun beyaz olmasi,

B olayz; ¢ekilen topun 4 numarali olmasi,

C olayi; g¢ekilen topun herhangi bir tek sayili olmasi,

D olayz; ¢ekilen topun 5 ve daha biiyiik sayili siyah olmasi

olarak tanimlandigina gore,

1- A, B, Cve D olaylarinin gergeklesme olasiliklarini hesaplayiniz.
2-a) P(AnB) ;d) P(BNC)

b) P(ANC) ;e) P(BND)

c) P(AnD) ;f) P(CND)

olasiliklarint hesaplayiniz.

3-a) P(AUB) ;d)P(BUC)
b) P(ALC) ;e) P(BUD)
c) P(AuUD) ; f)P(CuUD)

olasiliklarini hesaplayiniz.

1- 10 Beyaz
7 Siyah
5 Mavi

22 Toplam
A olayinda N=22 ve beyaz top sayist 10 oldugundan n=10’dur.

pay =" =20 _ 04545
N 22

B olayinda N=22; Beyaz, Siyah ve Mavi 4 numarali top bulundugundan
n=3’tiir.

pB)=" =3 _01363
N 22

C olayinda N=22; Tek sayilar: 1,3,5,7,9 numaral beyazlar, 1,3,5,7, numarali
siyahlar ve 1,3,5 numarali maviler oldugundan, n= 5+4+3=12"dir.
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pC)=" =12 _ 05454
N 22

D olayinda N=22; olay1 gerg¢eklestirecek toplar 5,6 ve 7 nolu siyahlar oldugun-
dan n=3"tiir.

pD)=" 23 01363
N 22

2.
a) A ve B olaylar1 bagdasan olaylardir. Cilinkii 4 numarali beyaz top ¢ekilirse
hem A hem B olaylar1 gergeklesir. (N=22 ; n=1)

P(ANB) = % —0.0454

b) A ve C olaylar1 bagdasan olaylardir. Cekilen tek sayili beyaz toplar A ve C
olaylarini birlikte gergeklestirir. (N=22, Tek sayili beyaz top sayist n=5)

P(ANC) = % =0.2272

¢) A ve D olaylar1 bagdagsmayan olaylardir. Hangi top ¢ekilirse ¢ekilsin iki olay
birlikte gergeklesmez.

P(AnD)=0
d) B ve C olaylar1 bagdagsmayan olaylardir.
P(BNC)=0
e) B ve D olaylar1 bagdagmayan olaylardir.
P(BND)=0

f) C ve D olaylar1 bagdasan olaylardir. 5 ve 7 numarali siyah toplar ¢ekilirse
her iki olayda gergeklesecektir. (N=22, n=2)

P(C D)= 2—22 =0.0909

3-
a) A ve B olaylar1 bagdasan olaylar oldugundan,

P(AuUB) =P(A) + P(B) - P(AnB)

P(AuB)—E+3—i—E—05454
2 2 2 2
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b) A ve C olaylar1 bagdasan olaylar oldugundan,
P(AUC) = P(A) + P(C) - P(ANC)

p(aLC) =2 4225 1T 7797
2 2 2 2

¢) A ve D olaylar1 bagdagmayan olaylar oldugundan,
P(AUD) = P(A) + P(D)

p(auD) =2 3 _ 13 _ 45009
2 w2

d) B ve C olaylar1 bagdasmayan olaylar oldugundan,
P(BuC) =P(B) + P(C)

PBUC) == +22 1 _eaig
2 2 2

e) B ve D olaylar1 bagdagmayan olaylar oldugundan,
P(BuD) =P(B) + P(D)

PBUD) =+ -5 0077
2 2 2

f) C ve D olaylar1 bagdasan olaylar oldugundan,
P(CuD) =P(C) + P(D) — P(CnD)

pcuD)=2,3 2 _13_ 5009
2 2 2 2

6.3.3. Sarth Olasihk

Bagdasan olaylar i¢cin P(AUB) olasiligl,
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB)

olarak aciklanmust.

P(AnB) olasiliginin hesaplanmasi olaylarin bagli olup olmamalarina gore de-
gisecektir. A ve B olaylar1 baglh degil ise,

P(AnB) =P(A) . P(B)

dir. A ve B olaylar1 bagl olaylar ise,
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P(ANB) = P(A) . P(B/A)
dir. Burada P(B/A), A olay1 gergeklestigi varsayimi ile B olaymin gergeklesmesi ola-

siligidir ve sartl olasilik olarak tanimlanir. Ciinkii, A olaymin gergeklesip gercekles-
memesi B olaymi etkileyecektir. Buradan P(B/A)’y1 ¢ekersek,

P(ANB)

P(B/A) = oA

olarak sarth olasilik formiilii elde edilir. Ayni olasiligi, A ve B olaylari igin,
P(AnB) =P(B) . P(A/B)

P(ANB)

P(A/B) = s

seklinde yazarsak P(A/B), B olayimnin gerceklestigi varsayimi ile A olayinin gercekles-
mesi olasiligidir.

Bagli ve bagli olmayan olaylarla ilgili formiiller ikiden fazla olay i¢in (6rnegin,
A,B,C gibi 3 olay i¢in ) s0yle yazilabilir.

A, B, C bagli olmayan olaylar ise,
P(ANBNC) =P(A) . P(B).P(C)
Bagli olaylar ise,

P(ANBNC) =P(A) . P(B/A) . P(C/AB)
olacaktir. Burada P(C/AB); A ve B olaylarinin gergeklestigi bilindigine gére C olayi-
nin ger¢eklesmesi olasiligidir.

ORNEK: iki olayla ilgili P(A) =0.2 ve P(AnB) =0.07"dir. A ve B bagl olay-
lardir. A olaymin gergeklestigi kabul edildigine gore B olayinin gergeklesmesi olasili-
gin1 hesaplayiniz.

P(B/A) :m:m:o_%
P(A) 0.2
6.4. COZUMLU ORNEKLER

ORNEK 1: Hilesiz bir paranin 5 kez atilmas1 olay1 igin,
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a-1lk iki atista yaz1, diger ii¢ atista tura gelmesi,
b-Bes atista iki yazi, ii¢ tura gelmesi olasiliklarini hesaplayiniz.

Coziim:
1 1
a- P(Y)= 5 P(T)= 5

P = P(Y).P(Y).P(T).P(T).P(T)

11111 1
22222 3
5l
b- Sirasayisi= — =1
213

C_
P =[P(Y).P(Y).P(T).P(T).P(T)] .10

_10
32
ORNEK 2: Bir isletmede calisan 7 erkek, 3 kadin personelden 3 kisilik komis-

yon tesadiifi olarak segilecektir.

a-Komisyona 2 kadin, 1 erkek personel se¢ilmesi,

b-Segilen ilk personelin kadin digerlerinin erkek olmasi olasiliklarini hesaplayimniz.

Coziim:
3 7
a- P(K)=— , P(E)=—
(K)=15 =1
3
Sira sayis1 = o

P = [P(K).P(K).P(E)] .3

{izgygg
10'9'8)" 720
b- P = P(K).P(K).P(E)

ORNEK 3: Kanser hastaliginin var olup olmadigini ortaya koyacak bir test ge-
listirilmistir. Bu test 0,05 olasilikla yanlis sonug¢ vermektedir. I¢glerinde 0,005 oraninda
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kanserli hasta bulunan c¢ok sayida kisiye bu test uygulanmigtir. Test sonucu kanser
hastas1 olarak belirlenen bir kisinin gercekte kanserli olmasi olasiligi nedir?

Coziim:
K : Bir hastanin kanserli olmasi

T : Testin pozitif sonu¢ vermesi

P(K) = 0,005
P(T/K)=0,05
P(K/T) = PT/KP(K)
P(T /K)P(K)+P(T /K)P(K)
(0,95)(0,005)

~ (0,95)(0,005) + (0,05)(0,995)
—0,08716

ORNEK 4: 50 6grenciden 15°i fizik, 20’si kimya dersinden basarisizdir. Fizik
ve kimya derslerinden basarisiz olma olaylar1 bagimsiz olaylar midir?
P(F)=030 , P(K)=0,40

P(F nK)=0,50

P(F nK) = P(F).P(K)
0,50 =012

Bagimsiz degillerdir.

ORNEK 5: Hilesiz bir zarm 3 kere atilmas1 deneyi gerceklestirilmistir.

a- Bu deneyde 5°li ylizeyin iiste gelmesi sonucunun beklenen frekansi nedir?
b- Bu deneyde kag gesit miimkiin sonug¢ vardir?

- Bu deneyde iki ¢ift bir tek noktali yiiz kag sekilde elde edilir?

Coziim:

a- P(5) =%= P(X)

E(X)=n.p=3.

o~
N |-
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b- n: deneme sayisi
k : bir denemede miimkiin olay sayis1

N=k"=6°=216

c- Cift noktal yiiz 2,4,6
Tek noktal yiiz 1,3,5

-3

ORNEK 6: 100 dgrencili bir dershanede arabast olan 25 dgrenci ile yapilan
aragtirmada 10’unun Avrupa araba sahibi oldugu goriilmiistiir. Asagidakilerden han-
gisi dogrudur? Niifusun .....

a-%25’1 Yerli,

b-%10’u Japon,

€-%40’1 Avrupa,

d-%10’u Avrupa,

e-%60’1 Yerli arabaya sahiptir.

Coziim:
n 10
P(Avrupa) = —=—=0,4
"( P)= =55
ORNEK 7: Bir torbada 3 kirmizi, 3 beyaz ve 4 mavi top vardir. Se¢imler tesa-
diifi yapilmaktadir.

a-Secilen bir topun kirmizi veya beyaz olma olasiligi nedir?
b-ladesiz segilen birinci topun kirmizi, ikincisinin beyaz olma olasiligi nedir?
c-ladeli secilen iki toptan birinin kirmizi digerinin mavi olma olasilig1 nedir?

Coziim:
3 3
a- PK = ) PB:—
(K) 10 (B) 0
3 3 6
P(KuB)=P(K)+P(B)=—+—=—
( )=P(K)+P(B) 0 10" 10

_9

1
9 10

b- P(X, =KX, =B)=P(K).P(B/K) =%_

©|lw
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c_
P(KNM)=P[(X,=KnX,=M)u(X, =M X, =K)]

2
[ *Ppypmy =22 4 - 24
1 10'10 100

ORNEK 8: Bir torbada esit ve ¢ok sayida sar1 ve siyah toplar vardir. 3 top
tesadiifi olarak secilmistir.

a-Kagc farkli durumla karsilagsmamiz miimkiin olur?
b-Hepsinin sar1 gelmesinin bilesim sayisi nedir?
c-Hepsinin sar1 gelmesinin olasiligt nedir?
d-Ikisinin siyah olmas1 olasilig1 nedir?

Coziim:

a- N=k"=2°=8

3
o o))

¢ p="_l_gas
N 8
3 |
d- n,=c2=||-2_3
2)” 2
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BOLUM 7

_TESADUFI
DEGISKENLER

Tesadiifi degiskenler istatistik karar problemlerinin temeli olan olasilik teorisini
tamamlayici niteliktedir. Daha 6nce klasik formiillerle hesaplanan olasiliklarin, tesa-
diifi degisken ad1 verilen degiskenler ile nasil hesaplandigi bu boliimde agiklanmaya
calisilacaktir. Konunun boyutlari burada genis olarak incelenmesini engellemektedir.
Bu nedenle burada konu miimkiin oldugunca sinirlandirarak, sadece temel kavramlara
deginilecektir.

Bir olayla ilgili bir tek karakter s6zkonusu oldugunda tek-boyutlu, karakter sa-
yist arttiginda ise cok-boyutlu tesadiifi degiskenler sozkonusu olacaktir. Ornegin, bir
makine iiretiminin agirlik karakteri arantyorsa bu karakteri bir tek tesadiifi degisken
ile ifade ederken, ayni olayla ilgili uzunluk karakteri de aranacaksa, iki farkl: tesadiifi
degisken ile bu iki farkli karakter ifade edilecektir. Ayni olayla ilgili ¢ok sayida tesa-
diifi degiskenden de s6zedebiliriz. Buna baglh olarak tesadiifi degiskenleri tek-boyutlu
ve ¢ok-boyutlu tesadiifi degiskenlere yerverilecektir.

7.1. TESADUFi DEGISKEN KAVRAMI

Kesin sonucu dnceden belli olmayan bir deneme (E) ile ilgili miimkiin tim so-
nuglarin olusturdugu bir kiime diisiinelim. Miimkiin sonuglar1 X ile ifade edersek, X
bir tesadiifi degiskendir. Bu degisen kiimesinde Xz1,X2,Xs,........ Xn degerleri, f
(X2),F(X2),f(X3),........ ,f(Xn) olasiliklar1 ile alacaktir. Burada X bir tesadiifi degisken
ise olasiliklar toplaminin 1 olmas1 gerekmektedir. Aksi taktirde tesadiifi degiskenden
s6zedilmesi miimkiin degildir.

X tesadiifi degiskeninin alacagi sayisal degerlerin alt ve iist sinirlari a ve b gibi
iki sayisal deger olarak ifade edilebilir. X tesadiifi degiskeninin tanimlanan bu aralik
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icinde alacag1 degerlerin olasiliklarin toplami 1’e esit olacaktir. X tesadiifi degiskeni-
nin a-b araliginda alacagi degerler a ve b ye esit olabilecegi gibi, bunlar arasinda bir
degerde olabilir. Tesadiifi degiskenin alabilecegi degerlerin 6zelliklerine dayanarak,
stireksiz ve siirekli tesadiifi degiskenler ayrimi yapabiliriz.

7.2. SUREKSIZ TESADUFi DEGISKENLER

X tesadiifi degigkeni a-b araliginda belirli (belirli sayida) degerler aliyorsa “sii-
reksiz tesadiifi degisken”den sozedilir. Ornegin, X tesadiifi degiskeni 0-10 araliginda
sadece tam say1 degerleri altyorsa siireksiz tesadiifi degiskendir.

X; X1,X2,u0eine Xn degerlerini, f(X1), f(X2),......,F(Xn),...... veya P1,Ps,.....,Pn olasi-
liklar ile olan siireksiz bir tesadiifi degisken ise ve

a- (X)) >0; i=1,2,.......N igin

b- Zn:f(xi)=1

sartlarini sagliyorsa, olasiliklarin f(X;) dagilimi “olasilik fonksiyonu” olarak adlandi-
rilir.

Iki paranm birlikte atildigini diisiinelim. Bu durumda X tesadiifi degiskeni tura

sayisint gosteriyorsa miimkiin olan haller ve X tesadiifi degiskenlerinin alacag: deger-
ler soyle olacaktir. (Y:yazi, T:tura)

1.para 2.para X (Tura Sayisi)
Y Y 0
T Y 1
Y T 1
T T 2

P(T) =1/2 ve P(Y)=P(T)=1/2 olduguna gore, yukarida belirlenen durumlarin ola-

siliklarini hesaplayalim.
POYNY)=P(Y).P(Y)= %.%=Y
P(TAY)=P(T).P(Y)= %. Y%=V
PCYNT)=P(Y).P(T)= %.% =Y
P(TAT)=P(T).P(T)= %.%=Y%

Sonuglar §6yle gosterebiliriz.
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i f(X)
Vi
2/4
Ya

NI—‘O‘X

44 =1

f(X) dagilim1 X tesadiifi degiskeninin olasilik fonksiyonudur. Bu dagilim grafikle
sOyle gosterebiliriz.

f(x)

0.5

0.25

0
0 1 2

Sekil 7.1: Olasilik Fonksiyonu

X tesadiifi degiskeninin birikimli olasilik fonksiyonu

X< Xo< i, < Xp1 < Xy igin

seklinde belirlenerek, artan ve azalan birikimli olasilik fonksiyonlarinin bulunmasi
sdzkonusu olacaktir.

Yukarida verilen 6rnege donelim.

Xi f(X) F(Xi) (Artan) F’'(Xi) (Azalan)
0 0.25 0.25 1.00
1 0.50 0.75 0.75
2 0.25 1.00 0.25
1.00

Birikimli olasilik fonksiyonlari sekil 7.2 ve sekil 7.3'te goriilmektedir.
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f(x)
l 1]
05 | -
0251 — :

: 1 ] X
0 0 1 2

Sekil 7.2: Artan Birikimli Olasilik Fonksiyonu

f(x)
1
05 T E
025¢1 ! o
: : : «
0 0 1 2

Sekil 7.3: Azalan Birikimli Olasilik Fonksiyonu

Hatirlanacag gibi, istatistikte serileri olugturan birimlerin degerlerinin biiytik-
ligli hakkinda bilgi edinmek, seriyi bir tek degerle ifade edebilmek ve farkli serileri
karsilagtirabilmek amaci ile ortalamalar hesaplaniyordu ve en yaygin kullanilan orta-
lama aritmetik ortalamaydi. Frekans serilerinde aritmetik ortalama; seri birimlerinin
degerlerinin, bu degerlere ait frekanslar ile carpimlarinin toplamlarinin frekanslar top-
lamina boliinmesi ile hesaplaniyordu. Bir olasilik fonksiyonu sdzkonusu oldugunda,
olasilik degerleri oransal frekanslar olarak diistiniiliirse, aritmetik ortalama benzer se-
kilde hesaplanabilir. X tesadiifi degiskeninin olasiliklarla hesaplanan aritmetik ortala-
mast “beklenen deger” olarak adlandirilir.

Siireksiz bir olasilik fonksiyonu i¢in olasilik degerleri P; ile gosteriliyorsa [
f(Xi)=pi], X tesadiifi degiskeninin beklenen degeri,

E(X):ipixi
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olarak hesaplanacaktir. Bu agiklamalardan da anlasilacagi gibi beklenen deger, tesa-
diifi degiskenin matematiksel olarak almasi beklenen degerdir.

Siireksiz X tesadiifi degiskeninin varyansi ise,
V)= S IX, ~ECOLER
i=1
olacaktir. Bu formiil agilirsa,
VO =Y pX? -[ECOT
i=1

elde edilir.
Siireksiz X tesadiifi degiskeninin momentleri $dyle hesaplanir.

1-  Orjine Gére Momentler:

mFZpixi

m, = p X
=

m, =Zn:pixi3
=

mﬁipixf‘
=

2- Ortalamaya Gore Momentler:

My :Z pi[X; —E(X)] =0
Hy ZZ pi[X; —E(X)T? =Z P X —[E(X)]* =V(X)
M :Zpi[xi —-E(X)I =0

Hy =Zpi[xi -E(X)]*=0
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3- Orjine gore momentler belli ise, ortalamaya gére momentler,

2
B =M, —M;
wy =m, —3m,m, +2m?

w, =m, —4m,m, + 6m?m, —3m;
seklinde de hesaplanabilir.
ORNEK: Bir atolyede A mamiilleri iiretilmektedir. Atdlyenin bir giinliik iire-

timi olan 500 mamiil iizerindeki hata sayilar1 incelenerek, sonuglar asagida verilmistir.
(X tesadiifi degiskeni mamiilleri lizerindeki hata sayisini gostermektedir.)

Xi fi Pi FX) F(X) PiXi PiXi?

0 180 180/500=0.36 0.36 1.00 0 0

1 110 110/500=0.22 0.58 0.64 0.22 0.22

2 70 70/500=0.14 0.72 0.42 0.28 0.56

3 60 60/500=0.12 0.84 0.28 0.36 1.08

4 50 50/500=0.10 0.94 0.16 0.40 1.60

5 30 30/500=0.06 1.00 0.06 0.30 1.50
1.00 1.56 4.96

X tesadiifi degiskeninin,
1- Olasilik fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
2- Birikimli olasilik fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
3- Beklenen degerini hesaplayiniz.
4- Varyansint hesaplayiniz.
5- Asagidaki olasiliklar1 hesaplaymiz.
a- P(X<2)
b- P(X>3)
c- P(I<X<4)
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f(x)

0.8
0.6
0.4

ol | |

f(x)

0.6 : . :

0.4 R

02| + i i

F(x)

0.8

06| T
0.4
0.2

6
3- E(X) =Z p X, =156
i=l

6

VX)= D (X = X)" =) piX{ ~[E(X)] =496~ (1.56)°

i=1

=4.96 —2.4336 = 2.5264 — o =/2,5264 =1.59
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5-a) P(X< 2) = P(X=0) + P(X=1) + P(X=2)
=0.36+0.22+0.14
=0.72
veya
P(X< 2) = 1- P(X>2) = 1- [ P(X=3) + P(X=4) + P(X=5)]
=1-(0.12 + 0.10 + 0.06)
= 1-0.28
= 0.72 — (FX)’te X=2 karsil181)
b) P(X>3) = P(X=4) + P(X=5)
=0.10 + 0.06
=0.16 — (F(X)’te X=4 karsilig1)
€) P(1< X £4) = P(X=2) + P(X=3) + P(X=4)
=0.14+0.12+0.10
=0.36 > (F(X)’te X=4 ile X=1 fark1 )

7.3. SUREKLIi TESADUFi DEGiSKENLER

X tesadiifi degiskeni a-b araliginda sonsuz sayida deger alirsa “siirekli tesadiifi
degisken”den sozedilir. Uygulama 6rnegi olarak fiyat, uzunluk, agirlik gibi karakterler
gbsterilebilir. Ornegin, bir makinenin iirettigi mamiillerin boy uzunluklar1 0-2 mili-
metre arasinda farklilik gosteriyorsa, hassas olarak belirlenen farklarin sonsuz sayida
olabilecegi kabul edilebilir.

Siirekli tesadiifi degiskenin a-b araliginda olasilik dagilimi matematiksel bir
fonksiyonla ifade edileceginden, toplam yerine integral islemine bagvurulmasi gereke-
cektir.

Siireksiz tesadiifi degiskenlerde agiklanan olasilik fonksiyonu ile ayni anlamda,
stirekli tesadiifi degiskenler icin “olasilik yogunluk fonksiyonu” sdzkonusu olacaktir.
Olasilik yogunluk fonksiyonu,

a) Tim X degerleri i¢in fiX) >0

b
b) If(X)dx:l

sartlarin1 saglar. Aksi durumda olasilik yogunluk fonksiyonundan sé6zedemeyiz.

Olasilik yogunluk fonksiyonu sekil ile sdyle gosterilebilir.
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f(x)

, AN

a ¢c d b X

Sekil 7.4: Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Burada,

b
P(a<X<b) = J.f(X)dx:l

d
P(c <X<d) = If(X)dx

olacaktir. f(X) (veya Y) sembolil ile ifade ettigimiz olasilik yogunluk fonksiyonundan,
F(X) (veya Y) ile ifade edecegimiz “birikimli olasilik fonksiyonu™nu,

F(X)= j f(X)dx

seklinde elde ederiz.

Siirekli tesadiifi degiskenlerde beklenen deger,
b
E(X) = jx.f(X)dx
Ve varyans,
b
V(X) = I[x CEOO] £ (X)dx
olacaktir. Varyans formiilii agilirsa,
b
V(X) =IX2.f(X)dx—[E(X)]2

bulunur.

Siirekli X tesadiifi degiskeni i¢cin moment formiilleri sdyle olacaktir.
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1- Orjine Gore Momentler:

b
mlzjx F(X)dx
b
mZ:IXZ.f(X)dx
b
m3=jx3.f(X)dx

b
m, :jx“.f(X)dx
a
2- Ortalamaya Gére Momentler:

= [[X=E(X)] F(X)dx=0

b
;= [IX =EQQOF £ (X)dx=V (X)

b

s = [IX=EQOF f (X)x

b
e = [IX = EOOT* £ (X)dx

Orjine gore momentler biliniyorsa ortalamaya gore momentler daha dnce veri-
len formiiller ile hesaplanabilir.

ORNEK: 0-4 araliginda siirekli X tesadiifi degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonu,

f(X) = AX
olarak verilmistir.

1- Verilen fonksiyonun olasilik yogunluk fonksiyonu olabilmesi igin A ne ol-
malidir?

2- X tesadiifi degiskeninin olasilik yogunluk ve birikimli olasilik yogunluk

3- X tesadiifi degigkeninin beklenen degerini hesaplayiniz.
4- X tesadiifi degiskeninin varyansini hesaplayimiz.
5- a) P(X>1)
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b) P(X<3)
c) P(1<X<2)

olasiliklarint hesaplaymiz.
b
J. f(X)dx=1 olmahdir.
a

Verilen f(X)=AX fonksiyonunun tanimli oldugu 0-4 araliginda belirli integrali alinirsa,
b 4 4 X 214

1=J' f (X)dx=IAde= AJ.de= AZ—

a 0 0 2 0

olacaktir.
X . -
2- f(X)= ry dogrusal oldugundan,

X=0 f(X)=0
X=4 f(X)=1/2
Olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi,

f(x)

1 +

0.5

Birikimli olasilik yogunluk fonksiyonu,

F(X):If(X)dx:j%dx:%.

16

X2 X?
2

F(X) egrisel fonksiyon oldugundan,
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X=0 F(X)=0

X=1 F(X)=1/16

X=2 F(X)= 4/16=1/4
X=3 F(X)= 9/16
X=4 F(X)= 16/16=1

Birikimli olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi,

F(x)

1

T 2 3 4
3-E(X):J.X.f(X)dx

X3

24|

_@°® (0’ _8

tox o1 xd
=IX—dx=—.— -
787 873 24 24 3

AV(X)= Ixz.f(X)dx—[E(X)]z

4 2 44
=Ixz£dx_ 81X
8 3) 8 4|

0

6 _()° 64 8
9 32 9 9

4 24
5-a)P(X>1)=If(X)dx:X— _ 1.5
) 16|, 16 16 16
x2[ o
b) P(X<3) = [ f(X)dx="—] =
) P(X<3)= j() 5],
x4 1 3
C) P(1<X<2)= | f(X)dx=— =———
) B )= I() 16, 16 16 16
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ORNEK 1: Bir sinifta bulunan 100 dgrencinin almig olduklar1 notlar asagida

7.4. COZUMLU ORNEKLER
goriildigii gibidir.
Notlar Ogrenci Sayisi

0 50

10 20

30 15

50 10
100 5

100

a_
b- Olasilik fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
C_

d-

X tesadiifi degiskeninin olasilik fonksiyonunu olusturunuz.

Birikimli olasilik fonksiyonlarini olusturunuz.

Beklenen degeri hesaplayiniz.

e- Varyansi hesaplayiniz.
Coziim:
a_
Xi f(Xi)
0 50/100 =0,5
10 20/100 =0,20
30 15/100 =0,15
50 10/100 =0,10
100 5/100 =0,05
1,00
b-
0.50
0.40F
0.301
0.20r1
0.10¢t
A I
0 10 30 50 100
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C_
Xi f(Xi) FO)T FOXOd
0 0,50 0,50 1,00
10 0,20 0,70 0,50
30 0,15 0,85 0,30
50 0,10 0,95 0,15
100 0,05 1,00 0,05
1.00 —_—
0.80 —
0.60 P :
— : : :
040 : ¢ i :
020f ¢ i i :
O : 1 : E 1 1 :
010 30 50 100
1.00 |
0.80 :
060} i
040} ¢ i
020} : ;
o L+, e e——re———
010 30 50 100
d-
Xi (Xi) Xifi(Xi)
0 0,50 0
10 0,20 2
30 0,15 4,5
50 0,10 5
100 0,05 5
16,5

E(X)=)_ X fi(X,)=165
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e_

Xi £(Xi) FiXi fiXi2

0 0,50 0 0

10 0,20 2 20
30 0,15 45 135
50 0,10 5 250
100 0,05 5 500
16,5 905

VX)=> p X7 -[ECOF

=905 — (16,5)° = 632,75

o =4/632,75 =25,15

ORNEK 2: Bir isletmenin paketleme béliimiinde paketleme islemi icin maki-
neler belli bir agirliga gore ayarlanmigtir. Ancak bu makinelerin doldurdugu paketlerin
agirhiklar1  0-3 gr. arasinda sapmaktadir. Olasilik  yogunluk fonksiyonu

f(X)=A(6X — X?) olarak belirlenmistir.

a-A parametresini hesaplayiniz.

c-Birikimli olasilik yogunluk fonksiyonunu belirleyerek grafigini ¢iziniz.
d-Beklenen degeri hesaplayiniz.
e-Varyansi hesaplayiniz.
f-P( X< 2,4)
P(X>1,8)
P(1,3< X <2,7) olasiliklarini hesaplayniz.

Coziim:

a)
1=I:A(6x ~ X 2)dx

3 3
le{SXZ —X—} = A[27 -9]
3 0

1=A18
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f(X)=%(6X—X2)

b)
X =0 f(X)=1 [6(0)(0)] 0

X =1 f(X)=1 [6(1)(1) ]

f(X)=i[6(2>(2)2]=3

<
Il
N

X =3 f(X)=22 [6(3)(3) ]

f(x)

0.50

0.25

- F(X) =Ig(X)dx=%j(6x —xz)o|x=i(3x2 _ X

3
X =0 F(X)——{3(O) (0?3 }:0

_ ®*|_8
X =1 F(X)=— {3() } =

_ (2% ] 14
X =2 F(X)=— {3(2) }_54
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3

54

X =3 F(X):%{S(S)—(C)’)Z}ZE

F(x) A
1.00
0.75
0.50

0.25

d_
EC) =Y X,p, =J.:Xf(x)dx

3 AP
=%I (6x2—x3)dx=%{2x3—%} -1875
0

0

e_

V(X):%ijzf(X)dx—[E(X)]Z
1 s 2
=EL(6X ~X*)dx—-[E(X)]

4 573
:i{_GX _X_} _E(X)? =0,535
18| 4 5|



222

Temel Istatistik

f-

1 xe
P(X <24)=—[3X?-2—| =0,704
18 3

0

3 18
P(X >18) =1—%{3x2 _x_} =0,568

0

1 x*
P13<X <27)=—|3X?-"—| =0,608
18 3,
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BOLUM 8

GOK BOYUTLU
_TESADUFI
DEGISKENLER

Birden fazla olay s6z konusu oldugunda tek tesadiifi degisken olay1 agiklamak
icin yeterli olmayacagindan birden fazla tesadiifi degiskene gerek olacaktir. Bu du-
rumda olayin 6zelliklerine gore iki, iig,... sayida tesadiif degisken kullanilacaktir.
Kullanilan tesadiifi degisken sayis1 kadar boyut s6z konusu olacaktir. Birden fazla
tesadiifi degisken olmasi genel olarak ¢cok boyutlu tesadiifi degiskenler olarak adlan-
dirtlmaktadir.

Daha once tek tesadiifi degiskenler igin agiklandigi gibi ¢ok boyutlu tesadiifi
degiskenlerde siireksiz veya siirekli karakterli olabilirler. Buna gore ayr1 ayr1 ince-
lenmeleri gereklidir. Bu béliimde siirekli ve siireksiz iki boyutlu tesadiifi degiskenle-
re yer verilecek, benzer sekilde ele alabilecek ikiden fazla boyutlu tesadiifi degis-
kenler okuyucuya birakilacaktir.

8.1. SUREKSIiZ TESADUFi DEGISKENLER

iki tesadiifi degiskeni X ve Y olarak tammlayalim. Siireksiz karakterli olan
bu degiskenlerden X tesadiifi degiskeninin n sayida, Y tesadiifi degiskeninin ise m
sayida (j=1,2, ..., m) deger aldigin1 diigiinelim. Bu X ve Y ciftlerinin gergeklesme
olasiliklar1 bir olasilik dagilimi olusturur. Bu olasilik dagilimina bilesik olasilik dagi-
limt adi verilir. Olasiliklar1 f(X;,Y;) ile ifade ederek birlesik olasilik dagilim,
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Yj
Y1 Y2 . Ym f(Xi)
Xi
X1 f(X1,Y1) fXu,Y2) .. f(X1,Ym) f(X1)
X2 f(X2,Y1) fX2,Y2) .. f(X2,Ym) f(X2)
Xn f(Xn, Y1) fXnY2) .l f(Xn,Ym) f(Xn)
f(Y)) (Y1) f(Y) .. f(Ym) 1

seklinde ifade edilebilir. f(X;) olasiliklar satirlarin, f(Y;) olasiliklari siitunlarin
toplam olasiliklaridir. Alt kosede olasiliklar toplamu 1 olarak goriilmektedir.

Yukarida verilen tablodan da anlasilacagi gibi birlesik olasilik dagilimindan
s0z edebilmek igin,

1- Olasiliklar toplamu,

m n

D3 E(XLY)=1 i=123.,n  j=123..m

=1 it
olmalidir. Kisaca X ve Y ¢iftinin alacagi tiim degerler i¢in olasiliklar toplanirsa,
toplamin 1°e esit olmasi gerekmektedir.

2- Degisken ciftinin alabilecegi olasiliklar sifir olabilir, ama sifirdan kii¢iik
olamaz

f(X,,Y,)>0 i=123..,n j=123...,m

sartlarinin saglanmasi gerekmektedir.

Birlesik olasilik dagilimlari i¢in birikimli olasilik dagilimlari olusturulabilir.
X ve Y degiskenleri igin birlesik olasilik dagihmi F(X,Y) olarak ifade edilirse,
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F(X,Y)=P(X <X, Y ng)=ZZf(Xi,Yj)

olarak belirlenecektir.

Yukarida verilen birlesik olasilik dagilimi tablosunda satir ve siitun toplamlari
f(X;) ve f(Y;) degerleri yer almaktaydi. Tesadiifi degiskenlerin her birinin alabi-

lecekleri farkli degerler icin olusan olasilik dagilimlarina marjinal olasilik dagilima,
kisaca marjinal dagilim denir. X tesadiifi degiskeni i¢in marjinal dagilim,

m

(X)) =P(X =X;)=)"f(x,.,)

j=1

olacak ve marjinal olasiliklar toplamu,

Zn:f(xi)=1

olacaktir. Y tesadiifi degiskeni i¢in marjinal dagilim,

n

() =P =v,)=>"f(x.v,)

i=1
olacak ve marjinal olasiliklar toplamu,

m

Zf(Yj):l

j=1
olacaktir.

Cok boyutlu tesadiifi degiskenler i¢in sartli olasiliklar hesaplanabilir. Sartli
olasilik dagilimi degiskenlerden birinin bir deger aldig1 varsayimi altinda diger de-
giskenin sartli olasilik dagilimidir. Sartli olasilik ise bir tesadiifi degiskenin belirli bir
degeri almasi varsayimi ile diger tesadiifi degiskenin belirli bir degeri olmasi olasili-
gidir. X ve Y tesadiifi degiskenleri igin sartli olasiliklar, X tesadiifi degiskeni igin,

f(x.Y))

v,

P(X =X, 1Y =Y,)=£(X, /Y, )=

f(Y,)>0
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n

(%, 7v))=1

i1
ve Y tesadiifi degiskeni i¢in,

P(Y =Y, /X =X, )= f(vj/xi):_f(xi*Yi)

f(X;)
f(X,)>0

m

Dty ix;)=1

=
olacaktir.

Tesadiifi degisken sayist birden fazla oldugunda degigkenler arasinda iliski
olabilmesi de s6z konusu olmaktadir. Diger bir ifade ile iki veya daha fazla tesadiifi
degisken s6z konusu oldugunda, degiskenleri bagimsizlig1 veya bagimliligindan s6z
etmek gerekecektir. X ve Y gibi iki tesadiifi degisken s6z konusu oldugunda,

f(X.,Y;) = F(X,)f(Y;)

ise X ve Y degiskenleri bagimsizdir. Bu ifadenin f(Y;) "ye boliimii ile,
f(X, 1Y;)=f(x,)

ve f(X;) ye bolimii ile,

tl, %, )- o,

J

sonuglari elde edilir. Bu nedenle X ve Y tesadiifi degiskenlerinin alacagi degerler
icin yukarida verilen sartlar saglaniyorsa, tesadiifi degiskenler bagimsizdir.

8.1.1. Beklenen Deger

Iki veya daha fazla tesadiifi degisken s6z konusu oldugunda beklenen deger
hesaplanirken, tesadiifi degiskenlerin birlesimlerinin dikkate alinmasi gerekecektir.
Omegin, X ve Y tesadiifi degiskenleri icin X +Y, X.Y,.... gibi farkli iliskiler so6z
konusu olabilir. Beklenen deger bu iliskiye gore hesaplanacaktir. X ve Y tesadiifi
degiskenleri arasindaki iliskiyi g(X,Y) ile ifade edersek beklenen deger genel ola-

rak,
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n m

Y= a(x.v)t(x,.Y) i=123...n

i1 j-1

j=123...,m

olarak ifade edilebilir. Degigkenler arasindaki iliski g(X ,Y): XY ise,
XY)= sz: XY £(x,.Y,)
g
degiskenler arasindaki iliski g(X,Y)=X +Y ise,
E(X +Y):anzm:(x +)(X,.Y,)
g

olacaktir. X ve Y tesadiifi degiskenlerinin diger bilesimleri i¢in de benzer sekilde
beklenen deger hesaplanabilir.

Iki veya daha fazla tesadiifi degisken icin sartli beklenen deger s6z konusu
olmaktadir. X tesadiifi degiskeninin belirli bir deger almas1 varsayimi ile Y degis-
keninin sartli beklenen degeri,

E(Y/X):Zm:ij(Yj/Xi)

ve Y tesadiifi degiskeninin belirli bir deger almasi varsayimi ile X degiskeninin
sartli beklenen degeri,

E(X /Y):Zn:Xif(Xi/Yj)

-1
olacaktir. Sartli beklenen deger g(X) veya g(Y) ile ifade edecegimiz X ve Y
tesadiifi degiskenlerinin belirli bir fonksiyonu i¢in,

Y)IX] Zg £(v,7x,)

veya

X)IY] Zg £(x,7v,)

olacaktir.
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8.1.2. Beklenen Degerin Ozellikleri

X ve Y gibi iki siireksiz tesadiifi degisken i¢in beklenen degerin 6zellikleri
asagida goriildiigii gibidir.

-Tesadiifi degiskenlerin toplamlarinin beklenen degeri, X ve Y degiskenleri-
nin beklenen degerlerinin toplamina esittir.

E(X +Y)=E(X)+E(Y)

Siireksiz tesadiifi degiskenler icin,

E(X +Y)=anzm:(x (X))

i=L j=1
oldugundan,
E(X +Y) Zn:in( Y, )+Y £(X,.Y,)

i=1 j=1

_iixf (x,.v,) ZZYf X,.Y,)
i=1 j=1 i=1 j=1

=Zn:xzm:f(xi,Y ZYZ X..Y,)
i=1 j=1 j=1 =l

seklinde yazilabilir. Marjinal dagilimlar,
m
£(X)=> (%))
=

n

f(Yj)=Zf(Xi,Yj)

i=1

oldugundan,

E(X+Y) ZXf va

olacaktir. X ve Y ’nin beklenen degerleri,

n

E(X)=D_X f(X,)

i=1

ve

oldugundan,



Cok Boyutlu Tesadiifi Degiskenler 229

E(X +Y)=E(X)+E(Y)
olarak bulunur.

- Tesadiifi degiskenlerin ¢arpimlarinin beklenen degeri, X ve Y degiskenle-
rinin beklenen degerlerinin ¢arpimina esittir.

E(XY)=E(X)E(Y)

E(xv)ziixvf(xi,\(j)

=1 j=1

oldugundan bagimsizlik o6nem kazanacaktir. X ve Y  bagimsiz ise
f(Xi,Yj): f(Xi)f(Yj) olacagindan,

E(XY):Zn:Zm:xvf(xi,Yj)

i=1 j=1
-y Xf(xi)+zm:Yf(Yj)
i=1 j=1

olur.

ve

oldugundan,
E(XY)=E(X)E(Y)
olarak elde edilir.

-X ve Y tesadiifi degiskenlerinin carpimlarinin beklenen degeri, tesadiifi
degiskenlerden birinin beklenen degeri ile digerinin sartli beklenen degerinin ¢arpi-
mina esittir.

E(XY)=E(X)E(Y/X)
veya

E(XY)=E(Y)E(X/Y)
olacaktir.

E(xv)ziixvf(xi,\(j)

=1 j=1
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£y, /1%, )= fx,.v;)

£(X;)
oldugundan,
F(XY,)= 106 (Y /%)

olur. Buradan,

n m

V)= DD Txv (X, )Y,

i=1 j=1

—Zn:Xf ZYfY/X

olarak elde edilir.

x):ZHZXf(x
E(Y/X) ZY £(v,/x,)

oldugundan,
E(XY)=E(X)E(Y/X)

bulunur. Benzer sekilde
E(XY)=E(Y)E(X/Y)

olacaktir.

8.1.3. Varyans

Xve Y tesadiifi degigkenlerinin varyansinin hesaplanmasinda da X ve Y
arasindaki iligki, yani g(X ,Y) fonksiyonunun dikkate alinmasi gerekmektedir.

V[g(X,Y)]=E{g(X.Y)-E[g(X,Y)]f

olacagindan bu ifadenin agilimu ile,

V[g(x.Y)l=Elg(x.Y) ~Efa(x.Y)If

olarak elde edilir. Siireksiz X ve Y tesadiifi degiskenleri i¢in varyans,
n m
= > > {oxv)-Elg(x Y F(x,.Y))
-1 j=1

formiilii ile hesaplanir. Bu formiiliin agilimu ile,
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n m

Vg Y= DD T Y )F £ (X, v )~ (Ela(x V)]

i=1 j=1
bulunur.
Degiskenler arasindaki iliski g(X,Y)= X +Y ise,

V(X +Y)=E[(X +Y)-E(X +Y)}
V(X +Y)=E|[(X +Y P ]-[E(x +Y)F
olacak ve siireksiz tesadiifi degiskenler i¢in varyans,

V(X +Y)=izm:[(x +Y)-E(X +Y)FE(X,.Y,)

it j
=3 N (X +Y P E(X,Y)-E[X +Y)F
i1 =1
formiilleri ile hesaplanacaktir.

Degiskenler arasindaki iliski g(X,Y)= XY ise,
V(XY)=E[(XY)-E(XY)}
V(xv)= Efxv ) [ [E(v )T

olacak ve siireksiz tesadiifi degiskenler iin varyans,

V(xY)=> Sy )- BV P (x,.Y,)

i=1 =1

-3y (XY)2£(X,,Y,)-E[(XY)P

i=l j

formiilleri ile bulunacaktir.

8.1.4. Varyansin Ozellikleri

X ve Y siireksiz tesadiifi degiskenlerinin varyanslar ile ilgili 6zellikler asa-

gida goriildigi gibidir.
-Tesadiifi degiskenlerin toplamlarinin varyansi,
V(X +Y)=V(X)+V(Y)-2[E(XY)-E(X)E(Y)]

olur.
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V(X+Y)=E[X +Y)-E(X +V )}
oldugundan ve beklenen degerin Szelliklerinden,
E(X+Y)=E(X)+E(Y)
bilindiginden,
V(X +Y)= (X +Y)-[E(x)+ EV P
=[x +Y ) 20X + Y JE(X)+ )]+ [E()+ (P
= EJx Y 2B (¢ B+ B ]+ [E()+ E(F

—E|(X +Y 2 |- 2[E(X )+ E()[EX )+ EC )]+ [E(X )+ E(Y )
—E|(X +Y ) |- 2[E(X)+ E(Y )P +[E(X )+ E(YV)F

—E|(x +Y ) |-[E(X)+EX )}
—E[X 2 +2xY +Y2]-[E(X)+E(Y )P

= E(x2)+ 2E(xY )+ E(v?)-[E(X)F ~2E(x )E(Y)-[E()F
—E(X?)-[E(X)F+E(Y?)-[E(Y)F +2E(XY)—2E(X )E(Y)

V(X)=E[X - E(X)F = E(x?)-[E(XF
V(v)=E[y -E(V)F =E(v?)-[E(V)F
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olarak bilindiginden,
V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2[E(XY)-E(X)E(Y)]

olarak elde edilir. Esitligin sonunda yer alan
E(XY)-E(X)E(Y)

ifadesi kovaryans olarak adlandirilir ve CoV(X,Y ) olarak gosterilir. Sonug olarak,
V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)

olarak elde edilir.

-Tesadiifi degiskenler bagimsiz iseler, tesadiifi degiskenlerin toplamlarinin
varyansi, X Ve Y tesadiifi degiskenlerinin varyanslarinin toplamina esittir.

V(X +Y)=V(X)+V(Y)
X ve Y tesadiifi degiskenlerinin varyansi,
V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)

V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2[E(XY)-E(X)E(Y)]

olarak verilmisti. Tesadiifi degiskenler bagimsiz ise,
E(XY)=E(X)E(Y)

olacak ve
E(XY)-E(X)E(Y)=0

olacagindan,
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V(X +Y)=V(X)+V(Y)
olarak elde edilecektir. Cov(X,Y)=0 "dur.

- X ve Y tesadiifi degiskenlerinin farklarinin varyansi,

V(X =Y)=V(X)+V(Y)-2[E(XY)-E(X)E()]
olur.
V(X =Y)=E[(X -Y)-E(X -Y)}
E(X -Y)=E(X)-E(Y)
oldugundan,
V(X =Y)=E[(X -Y)-[E(X)-E(Y)[}
= E[(x v ~2(x ¥ () )]+ [E(x)-E
= |(x v |- 28(x ¥ fE()- E( )]+ [E(X)-E()F
=l -V -E()-ECF
—E[x2—2XY +Y?]-[E(X)-E(Y)P
= E(x?)-2E(x )+ E(r?)-[E(X )} ~2E()E()- [E()F
=E(x?)-[E(X)F +E(?)- [E(V)F ~26(x¥)-26(X )E(Y)

v(x)=E(x?)-[E(XF
v(Y)=Elr?)-[E0)F
oldugundan,
V(X =Y)=V(X)+V(Y)-2[E(XY)-E(X)E(Y)]
=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)
bulunur.

-Bagimsiz tesadiifi degiskenin farklarinin varyansi, tesadiifi degiskenlerin
varyanslar1 toplamina esittir.

V(X =Y)=V(X)+V(Y)
olacaktir.
V(X =Y)=V(X)+V(Y)-2[E(XY)-E(X)E(Y)]

olarak bilinmektedir. Tesadiifi degiskenler bagimsiz ise,
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E(XY)-E(X)E(Y)=0
olacagindan,
V(X =Y)=V(X)+V(Y)
olur.

-Bir tesadiifi degiskenin kendisi ile toplaminin varyansi, kendi varyansinin 4
katina esittir.

V(X +X)=4v(X)
olacaktir.
V(X +X)=V(2X)=E[2X —E(2X )}
E(2X)=2E(X) oldugundan,
V(X +X)=E[2X —E(2X)f
=E[2[X —E(X)[}
=4E[X —E(X)}
=4V (X)
bulunur.
V(X +X)=V(X)+V(X) dir.

ORNEK:
Y
X 0 1 2
1 0.25 0.30 0.10
2 0 0.10 0.25

olarak verildigine gore,

a) P (X=1, Y>1) olasiligini,

b) Y=1 varsayildigina gére X=2 sartli olasiligini,
¢) 9(X,Y)=XY i¢in beklenen degeri,

d) 9(X,Y)=X+Y icin varyansi hesaplayimiz.

a) P(x=1, y>,1) = f (1,1)+f(1,2)
=0,30 + 0,10
= 0,40



236 Temel Istatistik

vy~ T(21)
b) P(X=2/Y=1) = —~2~
) P( ) o)
P(Y =1) = fy(1) = Zf(xi,l)

=f(1,1) +(2,1) =0,30+0,10 = 0,4
RG]

fy()

0,10

0,40
=025

c) E(XY) :Z z XY (X, Y1)
= (_1) (o; 0,25+(1)(1). 0,30+(1)(2) 0,10+(2)(0) 0+(2) (1)0,10+(2)(2)
0,25
= 0+0,30+0,20+0+2,20+1
=170

f(x=2/Y =1)=

2 3
d) VX +Y) =D D (X+Y)*1(X, Y) - [EX + V) F
i=1 j=1
= (1+0)20,25+(1+1)20,30+(1+2)? 0,10+(2+0)? 0+ (2+1)?
0,10+(2+2)20,25-(1,70)
= 0,25+1,2+0,90+0+0,90+4
= 7,25-(1,70)?
=436

8.2. SUREKLIi TESADUFi DEGiSKENLER

Siirekli X ve Y tesadiifi degiskenlerinin birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu
f(x,y) olarak tamimlanirsa, x tesadiifi degiskenin tanim araligi a-b, Y tesadiifi degiske-
nin tanim aralig1 c-d ise, f(x,y)nin birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu olabilmesi igin;

1- X ve Y tesadiifi degiskenlerinin tanimli oldugu araliktaki tiim degerler igin,

f(x,y)>0

2- S6z konusu araliklar i¢in,

_d[ j.f(x, y)ddy=1

C a
olmalidir.
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Siirekli X ve Y tesadiifi degiskenleri i¢in birikimli birlesik dagilim fonksiyonu
F(X,Y), X tesadiifi degiskeninin alabildigi bir X degerine esit veya kiigiik ve Y tesa-
diifi degiskeninin alabilecegi bir Y degerine esit veya kiiciik deger alma olasiligini
verir ve

F(X,Y) = [[f(x y)dxdy

olarak belirlenir. F(X,Y)'nin X ve Y gore kismi tiirevleri birlesik olasilik yogunluk
fonksiyonunu esit olacaktir.

O*F(X,Y)
oXaY

X tesadiifi degiskenini X; gibi bir deger aldiginda, X tesadiifi degiskeninin
marjinal dagilimi,

f(X,Y) =

d
P(X=Xi)=f(X1)=If(x y)dy a<x<b;c<y<d

olacaktir. Ayni sekilde Y tesadiifi degiskeni Y; gibi bir deger aldiginda, Y tesadiifi
degiskeninin marjinal dagilimi,

b
P(X:Yi):f(Yl):If(x y)dy a<x<b; c<y<d

olur. Tesadiifi X ve Y degiskenlerinin sartli dagilim fonksiyonlari,

X,Y) =% [fv) = 0]
£YIX) :% [f(x) = 0]

seklinde belirlenir.
fX,Y) = f(X) f(Y)

olmasi durumunda X ve Y tesadiifi degiskenleri bagimsizdir.

8.2.1. Beklenen Deger

iki veya daha fazla siireksiz tesadiifi degisken olmasi durumunda oldugu gibi,
iki veya daha fazla siirekli tesadiifi degisken olmasi durumunda da tesadiifi degisken-
lerin birlesiminin dikkate alinmasi gerekecektir. Tesadiifi degiskenler arasindaki
iliskiyi g(x,y) olarak ifade edersek beklenen deger,
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d b
[9(X,Y) =j j a(X,Y) f(X,Y)dxdy a<X<b
c<Y<d
seklinde ifade edilir.
g(XY) = X Yise,
d b

E(XY)=I IXYf(X,Y) dxdy
g(XY) =X+Yise,

d b
E(X+Y)=J- J'(xw) f(X,Y) dxdy

olacaktir.

X tesadiifi degiskeninin belirli bir deger almas1 durumunda Y tesadiifi degis-
keninin sartli beklenen degeri,

E (XY) =i jxv f(X,Y) ddy

Y tesadiifi degiskeninin belirli bir deger almasi durumunda X tesadiifi degis-
keninin sartli beklenen degeri ise,

E(X/Y):IXf(X/Y)dx

olacaktir.

X veya Y tesadiifi degiskeninin belirli fonksiyonu g(X) veya g(Y) ise, sarthi
beklenen deger bunlar i¢in de hesaplanabilir. Bu durumda,

d
Elg /()= g () f (¥7x) dy
veya

b
E 900/ =[g (0 (XIY) dx

olacaktir.
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8.2.2. Beklenen Degerin Ozellikleri

Siireksiz tesadiif degiskenlerin beklenen degerini agiklarken s6z konusu olan
ozellikler, siirekli tesadiifi degiskenlerin beklenen degeri i¢inde gegerlidir. Bu 6zel-
likler agsagida verilmistir.

- Tesadiifi degiskenlerin toplamlarinin beklenen degeri, X ve Y degiskenleri-
nin beklenen degerlerinin toplamina esittir.

EX+Y)=EX)+E(Y)

X ve Y siirekli tesadiifi degiskenleri igin,,

d

E(X+Y)=I j(xw) f(X,Y) dxdy

oldugundan,
E(X+Y) :I I[Xf (X, Y) + YF (X, V)] dxdy

:i jxf (X, Y) dxdy +T be (X, Y) dxdy

c a

olacaktir. Marjinal dagilimlardan s6z ederken yapilan agiklamalardan,

d
[ £0¢v) dy=1(x)

b

j f(X,Y) dx=f(Y)

a

olarak bilinmektedir. Bu nedenle,

b d
E(X+Y)=J.Xf (X)dx+J.Yf ) dy

E(X):IXf (X) dx

E(Y) = [¥F (1 dy

oldugundan,
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EX+Y)=EX)+E(Y)
olarak bulunur.

- Tesadiifi degigkenlerin carpimlarinin beklenen degeri, X ve Y tesadiifi de-
giskenlerinin beklenen degerlerinin ¢arpimina esittir.

E(XY) =E(X) E(Y)

X ve 'Y siirekli tesadiifi degiskenleri igin,
d b
E (XY) =I _[xvf (X, Y) dxdy
c a
olacaktir. X ve Y bagimsiz ise (X, Y)=f (X) f(Y) olacagindan,

d b
E(XY):I jXYf(X)f(Y) dxdy

c a

= ij (X) dx in (Y) dy
olur. a C

E(X):IXf (X) dx

d
E(Y) =[¥f (1) dy

oldugundan,
EXY)=EX)E(Y)
elde edilir.

- Tesadiifi degiskenlerin ¢arpimlarinin beklenen degeri, tesadiifi degiskenler-
den birinin beklenen degeri ile digerinin sartlt beklenen degerinin ¢arpimina esittir.

E (XY) =E (X) E (Y/X)
veya
E(XY) =E(Y) E(X/Y)

X ve Y siirekli tesadiifi degiskenler ise,

E (XY) =j 'TXYf(X, Y) dxdy
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FYIX) = %

£(X,Y) = F(X) f(YIX)
d b
E(XY) =_[ J’ XYF(X) £ (YIX) ddy

c a

E(X) = ij (X) dx

d
E (Y/X) = I YF (Y/X) dy

oldugundan,
E (XY) =E(X) E(Y/X)

olacaktir.

8.2.3. Varyans

X ve Y tesadiifi degiskenlerinin varyansinin hesaplanmasinda da, X ve Y ara-
sindaki iligki, yani g (X,Y) fonksiyonunun dikkate alinmasi gerekmektedir.

Vlgx v ] = Elgx 1 -Elg X W]¥

olacagindan siirekli X ve Y tesadiifi degiskenleri igin,
d b

Vv 1=] [loe v -Elg (1]} (. Y)dxay

c a

=i j-[g(X,Y)]Zf(X,Y)dXdY'{E[g(XyY)]}Z

olarak bulunur.
g(X\Y)=X+Y ise,
V (X +Y)=E[(X+Y) - E(X+Y]?
V(X +Y)=E[(X+Y)?] - [E (X+Y)]?
olur. Bu durumda,
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d

V(X+Y) :J' J'[(X+Y) “E(X + V) £(X, Y)dxdy

c

:J' J'(x+\()2 f(X,Y) dxdy - [E(X+ V)]

olacaktir.
g (X,Y) = XY ise,
V (XY) =E[(XY) - E(XY)T?
V (XY) =E[XY)?]] - [E(XY)T]?
olur. Bu durumda,
d

b
v o =] [locn fx,v) oy

c

(XV)? (X, Y) dxdy - [E(XV)]*?

!

D ey T

olacaktir.

Cok boyutlu siirekli tesadiifi degiskenler i¢in varyansin 6zellikleri, cok boyut-
lu tesadiifi degiskenler i¢in agiklanan varyansin 6zellikleri ile aynidir.

8.3. KOVARYANS VE OZELLIiKLERI

Kovaryans iki tesadiifi iligki arasinda dogrusal iliski olup olmadigini ve iligki
varsa yoniinil belirleyen dl¢giidiir. Kovaryans COV(X ,Y) veya oy, seklinde gosteri-

lir. Korvaryans sifir oldugunda degiskenler arasinda iliski yoktur. Korvaryans negatif
isaretli ise degiskenler arasinda ters yonlii, pozitif isaretli ise degiskenler arasinda

dogru yonlii iligki vardir.
oxy =CodX,Y)=E[X ~E(X)IY —E(Y)]
olarak tanimlanan kovaryans siireksiz degiskenler igin,
n m
Oxy = COV(X !Y): ZZ[Xi - E(X )][YJ - E(Y)]f (Xi le)
i j-1
olur. Tamim formiiliiniin agilimu ile,
Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)

olarak bulunur ve,
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n m

Cov(X,Y):ZZXYf X,,Y,)-E(X)E(Y)

i=1 j=1

olarak hesaplanir.

Kovaryansin Ozellikleri
Kovaryansin 6zellikleri agsagida verilmistir.:
- Degiskenlerin sirasinin degisimi kovaryansi degistirmez.
Cov(X,Y)=CoWY, X)
ifadesini agik olarak yazilirsa,
Cov(X,Y)=E[X —E(X)[Y —E(Y)]
CorY, X)=E[y —E(Y)[X —E(X)]
olarak elde edilir.

- Bir tesadiifi degiskenin kendisi ile iligkisi i¢in hesaplanan kovaryans, degis-
kenin varyansina esittir.

Cov(X,Y)=Var(X)
olacaktir.
Cov(X, X)=E[X —E(X)[X —E(X)]
=E[X —E(X)}
=Var(X)
olur.

-Iki tesadiifi degiskenin sabit sayilar ile carpimlarinin kovaryansi, degiskenle-
rin carpildiklari sabit sayilar ile ¢arpima esittir.

Covax,bY)=abCo\X,Y)
olacaktir.
Cov(aX,bY)=E[aX —E(aX)]bY —E(bY)]
= E[aX —aE(X )[bY —bE(Y)]
=Efalx ~E(X)Ji{plY - E()]
=abE[X —E(X)[Y —E(Y)]
=abCo\(X,Y)

olur.
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-Iki tesadiifi degiskenin sabit sayilar ile toplamimin kovaryans: degismez.
Cova+X),(b+Y)=Co{X,Y)
olacaktir.
Cova+X),(b+Y)=E[(a+X)—E(a+X)[(b+Y)-E(b+Y)]
=Efa+ X —a—E(X)[b+Y -b—E(Y)]

=E[X -E(X)I¥ -E(v)]
=CovX,Y)
olur.

-Ug tesadiifi degisken igin,

CoMX +Z,Y)=CoV(X,Y)+Co Z,Y)

olacaktir.

CoMX +Z,Y)=E[X +Z2)Y ]-E[X +Z]E[Y]
=E[XY]-E[zv]-{E(X)+E2)}E(Y)
=E[XY]-E[XE[v ]+ E[zY]-E[ZJE[Y]

Cov(X,Y)= [XY]— E[X]E[Y]

Covz,Y)=E[zY]-E[z]E[Y]

oldugundan,

CoX +Z,Y)=CouX,Y)+CovZ,Y)

bulunur.

ORNEK: f (X,Y) =4XY 0<X<1

O<Y<1
olarak verildigine gore;

a) P (X>0,7, Y<0,4) olasiligini

b) E(X+Y) beklenen degerini

¢) V(X+Y) varyansint hesaplayiniz.

Coziim:
0

ES

j(4xv) dxdy

0,7

4Y 0,49Y
J G

a) P(X>0,7, Y<04)=

O ey ©
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8.4. COZUMLU ORNEKLER
ORNEK 1:
X Y 1 2 3 4
8 0,1 0,2 0 0,1
9 0 0,1 0,1 0
10 0,2 0 0,1 0,1

olarak verilmistir.

a) X'in 10'dan kii¢tik ve Y'nin 2 veya daha biiyiik deger alma olasiligini hesap-
layiniz.

b) Y=3 i¢in marjinal olasilig1 hesaplaymiz.

¢) X=9 olarak varsayildigina gore Y=2 sartli olasiligin1 hesaplayiniz.
d) g (X,Y) = X+Y i¢in beklenen degeri hesaplayimniz.

e) g (X,Y) = XY i¢in varyansi hesaplayiniz.

Coziim:
i=1,2,3
j=1,2,34

a) P(X<10,Y22)=z if(Xi,Yj)
=1(8) (2) +1(8) (3) +f(8) (4) +f(9) (2) +(9) (3) +T(9) (4)
=02+0+01+01-0,1+0
=05

b) P (Y =3)=fy(3) Z (Xi,3)

=£(8,3) +(9,3) + f (10,3)
=0+0,1+40,1 = 0,2

0 P(Y=2x=9) 2

X9)
P(X=9)=f9) > (.Y}

=£(9,1) +(9,2) +(9,3) + f (9,4)
=0+01+01+0=0.2



Cok Boyutlu Tesadiifi Degiskenler 247

f(9,2)
£(9)
01

=—==05
0.2

P (Y=2/X=9) =

d) E(X,Y):Z Z X+Y)f (X, Y)
i=i =1

=(8+1) (0,1) + (8+2) (0,2) + (8+3) (0) + (8+4) (0,1) + (9+1) (0) +
(9+2) (0,1) + (9+3) (0,1) + (9+4) (0) + (10+1) (0,2) + (10+2) (0)
+ (10+3) (0,1) + (10+4) (0,1)

=113

&) V(XY) =E[xv)2]-[E(xv)] 2
E[(XY) ] = [(®(1)] *.(0.)+[®).(2)] *(0.2)+[®)@3)] *(0)+
[©).(4)] *(0.9)
+[9)-()] *(0+[9)-2)] * 0.1)+[(®).(3)] * (0.1) +

[(9).4)] *(0)+[(10).)] *(0.2) + [(10).(2)] * (0) +
[(20).(3)] ? (0,1) + [(10).(4)] ? (0.1)

=64+512+0+1024+0+324+4+729 + 0+
20+ 0 + 90 + 160 = 535,3

E(X) =D, D (X0 f(Xi, Y]
i= =1

=(8).(1) (0,1) + (8).(2) (0,2) + (8).(3) (0) + (8).(4) (0,1) + (9).(1)
0) +(9)-(2) (0,1) + (9).(3) (0,1) + (9).(4) (0) + (10).(1) (0,2) +
(10).(2) (0) + (10).(3) (0,1) (10).(4) (0,1)
=0,8+3,2+0+3,2+0+1,8+2,7+0+2+0+3+4
=20,7
vV (XY) =E (XY ]- [ (x0)? ]
=535,3 - (20,7)?
=106,81
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ORNEK 2: f(X,Y) = % (X+Y) 0<X<1

0<Y<2
olarak tanimlanmugtir.
a) P(X<0,2, Y>0,8) olasiligin1 hesaplayiniz.
b) Beklenen deger E(XY)'yi hesaplayiniz.
¢) Varyans V(XY)'yi hesaplayiniz.

Coziim:

0,2

1
a) P(X<0,2, Y>0,8) = j j f(X,Y) dxdy
08 0
1 1 02
== j I(X+Y)dxdy
3 08 0

j

5 0,2
X | 1
—+X dy = =
0,1 ( 2 yj 0 y 3

1

2
1 [0,02y+0’2y ]|
3 2 Jox

1
j (%m ZYde

0,1

Wl

[(0,02+0,1) - (0,002+0,001) ]

ooll—\

= 5 (0,117) = 0,039

b) E(X,Y):j‘ Txv f(X,Y) dxdy

XY f(XY) dxdy

O —
O ey

XY % (X+Y) dxdy

Il
O ey
O Gy N
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11 2
= 3 j j (X2Y + XY 2)dxdy

0 0

gl

3 2 2 22
{X?Y!dy+ XY !]dy

j (X?Y) dxdy + (XYz)dxdy}

Wl

Oty =

Wl

1 1
2
_ g +2_(ﬁjl
33| 2 0 3 )o
1[81 2} 2
== |—-= 4+ =| = =
3132 3 3

¢) V(XY) = } T(xv)z f (XY)dxdy - [E (XY)] 2

=i Jj(XY)Z %(xw) dxdy - (gj 2

Wl

2
li (X*Y?+ X2y Idy-g

2
1 (XY XxPye | 4
= = _[ + dy - —
33 4 3 0 9
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BOLUM 9

OLASILIK DAGILIMLARI

Tesadiifi degiskenler boliimiinde, tesadiifi degiskenlerin olasilik veya olasilik
yogunluk fonksiyonlarindan sozetmistik. Olayin veya degiskenin tasidigi sartlara
bagli olarak olasilik hesaplanmast igin teorik olasilik dagilimlar1 veya kisaca olasilik
dagilimlar1 olarak adlandirilan matematiksel kaliplar kullanilabilmektedir. Farkli
durumlar i¢in ¢ok sayida olasilik dagilimi bulunmaktadir. Bu bélimde en yaygin
olarak kullanilan siireksiz olasilik dagilimlarindan Binom, Poisson, Hipergeometrik
Dagilimlar; siirekli dagilimlardan Normal Dagilim’a yer verilecektir. Ayrica drnek-
leme dagilimi olmalar1 nedeniyle ki-kare, t ve F dagilimlari da dzetlenecektir.

9.1. BINOM DAGILIMI

Binom dagilimi uygulamada en ¢ok kullanilan siireksiz karakterli olasilik da-
gilimidir. Bu dagilimda X tesadiifi degisken 0-n araliginda bulunan tiim tam say1
degerleri almaktadir. (X=0,1,2,....,n).

Binom dagiliminin uygulanmasi bazi sartlara baglidir.

1- Olayda bir tek karakterin olumlu ve olumsuz durumu sézkonusu olmalidir.
Ornegin, bir mamiil hatalidir veya hatasizdir gibi.

2- Olayda deneme n defa, sonlu sayida tekrarlanmalidir.

3- Denemeler (tekrarlar) birbirinden bagimsiz olmalidir. (ladeli segim gibi.)

4- Denemelerden sonra olasilik (p) ve ters olasilik (q) degismemelidir.

5- Binom dagiliminda olasilik genellikle 0.05 veya daha biiyiik olacaktir
(P=0.05).

Binom dagilimini bir tek denemenin s6zkonusu oldugu Bernoulli dagilimi ve-
ya degiskeni ile agiklayabiliriz. Bernoulli degiskeni bir denemede istenen sonug
gergeklesirse 1; gergeklesmezse 0 degerini alan bir degiskendir.
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Bir paranm atildigini diigiinelim. Bu olayda iki farkli durum (2"=2'=2) s6zko-
nusudur; yazi veya tura gelebilir. Yazi gelmesini istiyorsak, istemin gergeklesme
olasilig1 (denemenin basarili olma olasilig1),

P(Y)=P=%
dir. Istenenin gerceklesmeme olasilig1 (denemenin basarisiz olma olasilig1)

P(Y)=P(T)=1-p=q="%

olacaktir.
X Olasilik Deneme
0 1-p=q Basarisiz (tura)
1 p Basarili (yaz1)

Para iki kere atilirsa, 2"=22=4 degisik durum gerceklesebilir.
P(YNY) =P(Y).P(Y)= p.p=p?
P(TNY)=P(M.P(Y)=q.p
P(YNT)=P(Y).P(M)=p.q
P(TAT)=P(T).P(M=qg.0=¢°

olacaktir.

X yaz1 sayisini gosterdigine gore,

X Olasilik
0 g2
1 Pg+pg=2pq
2 p?

Para 3 kere atliyorsa 2"=2°=8 degisik durum gerceklesebilir. Bu durumda,

P(YAYAY) =P(Y).P(Y).P(Y)= p.p.p =p°
P(TAYAY) =P(T).P(Y).P(Y)= q.p.p=pZ
P(YATAY) =P(Y).P(T).P(Y)=p.q.p=p%X

P(YAYAT) =P(Y).P(Y).P(T)= p.p.q =p%
P(YATAT)=P(Y).P(T).P(T)= p.q.q =pg?
P(TAYAT) =P(T) . P(Y) .P(T)=q.p.q =pg?
P(TATAY) =P(T).P(T).P(Y)=q.q.p =pg?

P(TATAT)=P(T).P(T).P(M=9.9.9g=¢°
olacaktir.
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Olasilik
3

q

pPO*+pg*+pg*=3pg?

p2q+p2q+p2q=3ng
p

Deneme sayisi arttirildiginda da olasiliklar benzer sekilde hesaplanir. k, X’in
aldigi degerleri ifade ediyorsa, yukaridaki denemelere dayanarak olasiliklar

P(X =k) = p*q"™ olarak yazabiliriz. Bu sirali olasihiktir. Dikkat edilirse, sira say1-
s1CX >dir ve sirasiz olasilik,

P(X=k) = Cp“q™"
olarak hesaplanabilir.

Binom dagilimi iki parametreli bir dagilimdir ve parametreleri deneme sayisi
(n) ve denemenin basarili olmasi olasilig1 (p)’dir. Binom dagilimin genel ifadesi,

B(n;p) = P(X=k) = C{p*q™™*

dir. Bernoulli dagiliminda,

X 0 1

Olasilik q p

oldugundan beklenen deger,
E(X) =D X,p, =0(@)+1(p) = p
i=1

bulunur. Binom dagiliminda deneme n defa tekrarlanacagindan,
E(X) = E(X1) + E(X2) + E(X3) + ....... + E(Xn)
EX)= p+p+p+.. +p=np

n

olacaktir.

Bernoulli dagiliminda varyans,

V(X)= > p X7 —E(X)* =@’ p+(0)° p-p* = p— p* = pl— p) = pq

i=1

ve binom dagiliminda varyans,
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V(X) = V(X1) + V(X2) + V(X3) + ....... +V(Xn)
V(X)= pg+ pg+ pg+ ... + pg=npq

n

olacaktir.

Binom dagiliminda ortalamaya goére 3. ve 4. momentler,
#5 =Npg(d - p)
Ha =30°p*q” +npg(L-6pa)

oldugundan egiklik ve basiklik 6l¢iileri,

My (n -q)°
.= =~ 1
m* npg
M npq
olacaktir.

ORNEK: Yazi gelmesi olasilig1 0.48 olan bir para 6 kere atil1yor.

a- 4 yazi gelmesi,
b- 1 tura gelmesi,
C- Yazi gelmemesi olasiliklarini hesaplayiniz.
a- n=6
p =0.48
g=1-p=1-0.48=0.52
P(X=K) = C;p*q™
P(X=4) = C¢(0.48)*(0.52)**
1 ]
cé= 6! _ 41.5.6 _15
4(6-4)! 42
P(X=4) = 15.(0.48)*.(0.52)? = 0.2153

b- Burada iki farkli hesaplama yapabiliriz.

-1 tura gelmesi icin 5 yaz1 gelmelidir.
P(X=5) = C2(0.48)°(0.52)" =0.0794
-p ve q yer degistirirse,

P(X=1) = C(0.52)'(0.48)° = 0.0794

1 tura gelmesi olasilig1 her iki sekilde de hesaplanabilir.
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c-P(X=0) = CJ(0.48)°(0.52)° =1.1.(0.56)° = 0.0197 (Bu olasilik 6 tura gelmesi ola-
siligina esittir.)

9.2. HIPERGEOMETRIK DAGILIM

Binom dagilimi1 gibi hipergeometrik dagilimda siireksiz karakterli dagilimlar-
dandir. Binomdan farkli olarak, hipergeometrik dagilim iadesiz se¢im i¢in gegerlidir,
p ve q ise her denemeden sonra degismektedir.

Hipergeometrik dagilimin genel ifadesi ,

Ky ~ Ky
P(X) = nlc 2 k=k, +k,ven=n, +n,

k
n

dir.
Ilgilendigimiz n birimden n; sayidaki birim ise, p ve q
n, n-n, _n,

n n n

olarak tanimlanirsa, hipergeometrik dagilimin beklenen degeri,

E(X)=kp
Ve varyansl,
-k
2_k n-Kx
o pPq n_1

olacaktir.

Hipergeometrik dagilimda egiklik ve basiklik dlgiileri,

n-1 (g-p)(n-2k)

% =\ kP T )
n-1 6 3 2 2
(o Zm[n(n+l)—ﬁ+ k(n_k) (n (k—Z)—nk +6k(n—k)]

olarak hesaplanir.

ORNEK: Bir kutudaki 25 mamiilden 5’i hatalidir. Bu mamiillerden 4 adedi
tesadiifi ve iadesiz olarak sec¢ilmektedir. Secilen mamiillerden,

a- 4’lniin de hatasiz olmasi
b-  1’inin hatali olmasi olasiliklarini hesaplayiniz
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a_
n=25 k=4
n, =5 k, =4
n,=20 k,=0
0~ 4
p_ CsCo _ L(4845) _ oo
Cys 12650
C,; =12650
C,, = 4845
b- k1:1
k2:3
Cy, =1140
1~3
P CSE” _5(1140) _ 5700 _, e
Ci 12650 12650
9.3. POISSON DAGILIMI

Poisson dagilimi da siireksiz bir dagilimdir. Bu dagilimda binom dagilimindan
farkli olarak X tesadiifi degiskeni 0 ile +oo arasinda tam say1 degerler almaktadir.

Poisson dagilimi, bir isletmenin ¢ok sayidaki muhasebe kayitlarinda olabile-
cek hatalar, hatali veya kalitesiz mal {iretme olasilig1 ¢ok az olan bir makinenin iire-
timindeki hatali mamiiller, her giin veya belirli bir zaman biriminde pek ¢ok ugagin
inip kalktig1 bir hava limanina belirli bir zaman biriminde ugak inip kalkmamas1 gibi
olasilik degerinin ¢ok kiigiik ve deneme sayisinin ¢ok biiyiik oldugu olaylara ait ola-
siliklarin hesaplanmasinda kullanilir. Olasilik degeri ¢ok kiigiik oldugundan kiigiik
olasiliklar dagilimi olarak adlandirilir. Binom dagiliminin, P’nin kii¢ildiigii n’nin
bliylidiigii durumlardaki yaklagimdir.

K

P(L) = P(X=k) = e“% - e=2718

A olayla ilgili ortalama degerdir. Binom dagiliminin beklenen degeri, poisson
dagiliminin parametresi (A) karsiligidir.

A=np
Poisson dagiliminin beklenen degeri ve varyansi birbirine esittir.
E(X) =V(X)=x

Dagilimin egiklik ve basiklik 6lgtileri.
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O3 =

L
Vi
a, =3+%

dir.

Poisson dagilimi binom dagiliminin 6zel hali oldugundan, n—co ve p<0.05 ise
A=np olarak hesaplanir ve binom dagilimi yerine poisson dagilimi uygulanabilir.

Uygulamada 2 tam say1 olabilecegi gibi kesirli de olabilir. Bu durumda e™
logaritma yardimu ile hesaplanabilecegi gibi, Mac Laurin seri agilimu ile,

N ) e N )
il 2 3

seklinde de hesaplanabilir.

ORNEK: A hava limanina her giin 11.00-12.00 arasi ortalama 3 ugak inip
kalkmaktadir. Bu limana 11.00-12.00 arasi,

a- 5 ugak inip kalkmasi,
b- Ucak inip kalkmamasi olasiliklarini hesaplayiniz.

a- A=3
/’Lk
P(X:k) = ei/1 F , €= 2.718

5 5
px=p)=es> -1 3 _ 1 28 ;40
5 e® 12345 (2.718)° 120
0
b- P(X=0) =e*3.3—=i3=%=o.0498
o & (2718)

9.4. NORMAL DAGILIM

Siirekli bir dagihimdir, 6zellikle 6rnekleme ve merkez limit teoremi nedeniyle
en ¢ok kullanilan dagilimdir. Normal dagilimda olasiliklarin hesaplanmasi diger
dagilimlara gore daha kolaydir ve belirli sartlarin gegerli olmasi ile diger dagilimlar
normal dagilima yaklastirilarak, ¢esitli olasilik degerleri normal dagilim yardimu ile
daha kolay hesaplanabilir. Bu islemlerde sonuglarin tamamen ayni olacagi beklene-
mez, ortaya ¢ikan kii¢iik sapmalar ihmal edilebilir.

Normal dagilima 6nem kazandiran bir baska nokta, daha sonra izleyecegimiz
ornekleme dagilimi, 6rnek parametrelerinin tahmini, hipotez testleri gibi konularda
normal dagilimdan yararlanilmasidir. Burada 6zellikle merkez limit teoremi 6nem
kazanacaktir.
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Normal dagilimda X tesadiifi degiskeni + o araliginda siireklidir.

- w<X<+w
X tesadiifi degiskeninin bu aralikta gosterecegi dagilimin frekans egrisi veya
olasilik yogunluk fonksiyonu Sekil 9.1.’de goriildiigii gibi ¢ana benzer bir sekil alir.
Bu nedenle ¢an egrisi olarak adlandirildig: gibi, normal egri, Gauss egrisi, Laplace-
Gauss egrisi olarak da adlandirilmaktadir.

f(x)

-

0 X X
Sekil 9.1: Normal Dagilim Egrisi

Normal dagilim fonksiyonu,

_(X=X)?

1
e 2° ; —0< X <400

o2 '

f(X)=

dur. Burada X, X tesadiifi degiskeninin alacagi degeri gostermektedir. ©=3.1416 ve
e=2.7183 sabit degerleridir. Fonksiyondaki X ve o ise normal dagilimin parametrele-
ridir. Tki parametreli bir dagilim olan normal dagilimin parametreleri, bilinen aritme-

tik ortalama ve standart sapma formiilleri ile hesaplanir. Normal dagilim N( X , O)
seklinde ifade edilir.

Dagilimin beklenen degeri ve varyansi,

EX)= X

V(X) = o2 dir.

Normal dagilimin ¢esitli 6zelliklerini sdyle 6zetleyebiliriz.

- Egri ile yatay eksen (X ekseni) arasinda kalan alanin toplami 1°dir.
- Aritmetik ortalama, mod ve medyan birbirine esittir.

X = Mo =M.
- Aritmetik ortalama (dolayisiyla mod ve medyan) egrinin maksimum nokta-
sindadir.

- Egri aritmetik ortalamaya gore simetriktir. Aritmetik ortalamanin iki yanin-
da kalan alanlarin degeri 0.5’tir
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0.5 0.5

- X + o0

Sekil 9.2.

- Egri yatay eksene asimtotiktir, yatay ekseni kesmez.
- Dagilimin egiklik (asimetri) ve basiklik dl¢iileri,

ay = ASZ = /l_z =0 (egri simetrik)
5 o
a, = ,u_; = ’u—i =3 (orta basiklikta)
H, O

- Normal dagilimda,

X =+ o araliginda terimlerin % 68.26’s1,
X + 20 araliginda terimlerin % 95.44ii,
X =+ 3o araliginda terimlerin % 99.74’i

bulunmaktadir veya yukarida verilen araliklar i¢in olasilik degerleri verilen oranlara

esittir.

769544

% 9974
Sekil 9.3.
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Olasiliklarin Hesaplanmasi :

Normal dagilim siirekli karakterli oldugundan, X tesadiifi degiskeninin her-
hangi iki deger arasinda olmasi olasiligini hesaplamak icin fonksiyonun bu aralik
icinde belirli integralini almak gerekir.

C(X=X)?
20'2

dx

P(X, <X <X,)= I £ (X)dx —jx !

X, 0\/_

Fonksiyonun = oo araliginda belirli integrali, olasiliklar toplamimi verir ve bire
esittir.
<><—i )?

20° dx=1

1
© o2

Normal dagilimin parametrelerinin dagilimindan dagilima degisecegi ve cesit-
li olasilik degerleri igin bu integralin alinmasinin gerektigi diistiniiliirse, alinmasi gii¢
olur. Bu integral olasilik hesaplamanin zorlugu anlasilir. Bu giigliigii gidermek igin
seri standartlastirilir. Standartlastirma iglemi igin,

X-X
(o2

P(—0 < X < 400) = J'

Z:

doniistimii yapilir. Bulunan Z serisinin aritmetik ortalamasi 0 ve varyansi 1°dir.

Z =0
V(2) =1
Bu durumda normal dagilim fonksiyonu,
ZZ
F(X) =t g 2

olacaktir. Bu fonksiyonun + oo araliginda belirli integrali alindiginda sonug 1’e esit olur.

Standart Z degiskeninin degerleri i¢in integraller hesaplanarak ¢esitli tablolar

diizenlenmistir. Burada kullanacagimiz tablo X ve X veya (Z ile Z ) arasindaki
alani1 olasiliklar1 verir.

tablo

X X X

z 0 z
Sekil 9.4
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Hesaplanacak olasilik i¢in tablo degerine gore islemler yapilir. Tablo ile yapi-
lacak iglemler 6rneklerle agiklanacaktir.

Bu sekilde standartlastirilan bir dagilim iginde daha 6nce agiklanan standart
aralik olasiliklar1 gegerli olacaktir.

TN

\

~% 68.26-

% 95.44 ——

% 99.74
Sekil 9.5.

ORNEK: Bir makinenin A parcalarmin ortalama kullanim siiresi 2600 saat ve
kullanim siirelerinin standart sapmasi 50 saat olarak belirlenmistir. Dagilim normal
olduguna gore segilen bir parganin,

a- 2500 saat ile 2650 saat aras,

b- 2415 saatten ¢ok,

C- 2640 saatten ¢ok,

d- 2580 saatten az,

e- 2676 saatten az kullanilmast olasiliklarini hesaplayiniz.

a- P(2500 < X < 2650)

_ X;—X 2500-2600 -100

Z
! c 50 50

-2

Tablodan 2’nin degeri — 0.4773

_X,—X _2650-2600 50 _,
o 50 50

Z,

Tablodan 1’nin degeri — 0.3413

P(2500 < X < 2650) = 0.4773 + 0.3413 = 0.8186

Not: Burada bulunan Z degerlerinin + veya — olmasi tablo degerinin degistirmez.
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F

2500 2600 2650

b- P(X>2415)

, X —X _2415-2600 _ 185

237
- 50 50

Z(3,7) — 0.4999

2415 2600

P(X>2415) = 0.5 + 0.4999 = 0.9999

c- P(X>2640)

X=X _2640-2600 40

Z ==
c 50 50

0.8

2(0,8) — 0.2881

P(X>2640) = 0.5 - 0.2881 = 0.2119
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2600 2640

0 z

d- P( X<2580)

_ X-—X _2580-2600 20 _

z —=-04
o 50 50

Z(0,4) — 0.1554

P( X<2580) = 0.5 - 0.1554 = 0.3446
/'

2580 2600
z 0
e- P( X<2676)
;X=X _2676-2600 76 _, .,

o2 50 50
Z(1,52) — 0.4357

P( X<2676) = 0.5 + 0.4357 = 0.9357
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2600 2676

0 V4
Not: Hesaplamada < ile < ve > ile > arasinda fark yoktur.

9.4.1. Normalligin incelenmesi

Uygulamada bir dagilimin normal olup olmadiginin incelenmesi gerekebilir.
Ayrica yapilan arastirmalarin 6zelliklerine bagli olmak sart1 ile, normale yakin dagi-
limlar normal kabul edilebilirler. Bu durumda gergek degerlerden sapmalar olacagin-
dan bunlar da g6z 6niinde tutulmalidir.

Burada normalligin incelenmesi i¢in, sadece incelenecek dagilimin normal
dagilimin bazi 6zelliklerine sahip olup olmadig: arastirilacaktir.

-Normal egri ¢ana benzer oldugundan, incelenecek serinin grafigi cizilerek
frekans egrisinin sekline bakilabilir. Egri, normal egriye benzer ise kabaca dagilim
normal kabul edilebilir. Grafigin 6lgeklemesinin degistirilmesi ile egri sekil degisti-
rebileceginden verilen kararlar yaniltici olabilir. Dagilimin normale benzerligi fre-
kanslarin artarak gidip serinin orta degerlerinde yogunlastiktan sonra azalmaya bag-
lamasi ile de anlasilabilir.

-Normal dagilimin 6zelliklerinden biri de, aritmetik ortalama, mod ve medya-
ninin birbirine esit olmasidir. Bu nedenle serinin aritmetik ortalamasi, modu ve med-
yani hesaplanarak birbirlerine yakin olmalari dlgiisiinde dagilim normal kabul edile-
bilir.

-Normal dagilimda standart araliklarda seri terimleri belirli oranlarda bulunaca-

gindan, bu araliklar (X + Zo) yeralan terimlerin oransal paylarmin hesaplanmasi ve
standart oranlarla karsilagtirilmasi ile dagilimin normalligi hakkinda karar verilebilir.

-Buraya kadar agiklanan yollardan daha kesin sonucu, momentlere dayanan
egiklik (asimetri) ve basiklik dlgiilerinin hesaplanmasi verecektir. Normal dagilimda
egiklik Ol¢iisli 0z=0 ve basiklik Sl¢iisti a4=3 tiir. Hesaplanacak sonuglarin bu deger-
lere yakinlig: 6l¢iisiinde dagilim normale yakin olacaktir diyebiliriz.
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ORNEK: Asagida bir seri verilmistir.

Smiflar _fi  X; iXi i fX?
50-54 15 52 780 15 40.560
54-58 40 56 2240 55 125.440
58-62 75 60 4500 130 270.000
62-66 45 64 2880 175 184.320
66-70 25 68 1700 200 115.600
200 12100 735.920

Bu serinin normalligini,
a) Grafik,
b) Aritmetik ortalama, mod ve medyan,

c) X +20 araliginda bulunan terimler,
d) Momentlere dayanan egiklik ve basiklik 6lgiileri yardimu ile inceleyiniz

a)

75 /\
ol A B
/ N\

*| 7 \

0O 50 54 58 62 66 70

X
Frekans egrisinin normal egriye benzedigi goriilmektedir. Dagilim normale
yakindir.
b) X = 2 X, _ 12100 _ 60.5
=f 200
M, =X, +1. A
A +A,
M, =58+4.3—5 =58+@ =58+2,15 =60,15
35+30 65
M, = X, +i.% ;. N/2=200/2=100
0
100 -55 180

M, =58+4.———=58+——=58+2.4=60.4
75 75

X=M, =M,
60,5 = 60,15 =604
oldugundan dagilim normale yakindir.
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¢) X + 2o araliginda normal dagilimda mevcut terimlerin 0.9544’{i bulunacaktir.

2
oo [ERXE gy - [135920 oo
>, 200

=,/3679,6 -3660,25 =4.399 = 4,4

X -26=605-2.(4,4) =517
X +26 =605+ 2. (4,4) = 69,3

Fark Frekans

50 — 54 araliginda 4 15
51,7 — 54 araliginda 2,3 X

X=8,625
66 — 70 araliginda 4 25
66 — 69,3 araliginda 3.3 X

X=20,625
Siniflar fi
51,7-54 8,625
54 -58 40
58 -62 75
62 -66 45
66 —69.3 20,625

189,25

Toplam Oram = 189,25/200= 0,94625

X + 20 araliginda terimlerin %95,44’ii yerine %94,63ii bulunmaktadir. Fark
%1°den azdir ve dagilim normale yakindir, normal kabul edilebilir.

d) o, =12 =

3/2 3
2 o
Uy M
a4:—;:—i
H, O

Daha 6nce 6% = pp = 19.35
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fi(Xi- X )° fi(Xi- X)*
-9211.875 78300,9375
-3645 16402,5
-9.375 4,6875
1929.375 6752,8125
10546.875 79101,5625
-390.0 180562,5
f— 4 3 —
= 2 (X, = X) _ 390 —_105
f; 200
4
= £ (X, - X) _ 180562,5 — 9028125
¥
o = u_g _ —1,953 _ -1,95 — 002
c (4,39) 84,6
n, 9028125 902,8125
(14 =S5 —4 = = =4,

c 449 374,81

oz sifira yakin oldugundan seri simetrik kabul edilebilir. o4 3’ten oldukga
kiigiiktiir, seri basiktir. Dagilimin normal kabul edilmesi arastirmanin niteliklerine ve
aragtirmactya baglidir. Meydana gelecek sapmalar ihmal edilebiliyorsa, dagilim nor-
mal kabul edilebilir.

9.4.2. Binom Dagilimin Normal Dagilima Yaklastirilmasi

Binom dagiliminda deneme sayist (n) kiiciik ise, verilen formiille ¢esitli olasi-
lik degerlerinin bulunmasi kolay olacaktir. n biiyliditkge hesaplama gii¢leseceginden
binom dagilimi yerine normal dagilimdan yararlanilabilir. Bu durumda normal dagi-
limla hesaplanan olasilik degerleri, binom dagilimi ile hesaplanan degerlerden sapa-
bilir. Hesaplama kolayligi yaninda sapmalara katlanmak gerekir.

Binom dagiliminin normal dagilima yaklastirilmasi isleminde normal dagilim
parametreleri binom dagilimindan hesaplanacaktir.

B(n,p) > N(X ,0)
Binom dagiliminda
B(X)=np ve o =./npq

oldugundan,

B(n, p) = N(np,/npq)
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olacaktir. Normal dagilimda olasilik degerlerinin bulunmasinda yararlanilan standart
degisken Z ise,

_ X=X _X-np
o v Npq

sekline doniisecektir.

z

Binom dagilim siireksiz, normal dagilim ise siirekli oldugundan yaklastirma
ile olasilik hesaplanirken, X tesadiifi degiskeninin degerine dikkat etmek gerekir.
Normal dagilimda > ile > ve < ile < arasinda fark olmadigi halde binom dagilimi igin
aynt seyi sOyleyemeyiz. Normal dagilimda X tesadiifi degiskeninin herhangi bir
degere esit olmasi olasiligi suni alan olusturarak hesaplandigindan, X’in alacagi
degere esit olup olmadiga bakilarak bu degere 0,5 ilave edilir veya 0,5 ¢ikarilir. Or-
negin, hesaplanacak herhangi bir olasilik Binom dagilim i¢in P( 25<X < 32) ise, bu
normal dagilim i¢in P( 25,5<X < 32,5); binom dagilimi i¢in P( 18 < X <35) ise bu
normal dagilim i¢in P( 17,5<X < 34,5) olacaktir.

Binom dagiliminda n>50 ise dagilim normale yaklastirilabilir. Bu durumda
p’nin alacag: degerlere bagl olarak hesaplanacak olasilik degerlerinde farkli sapma-
lar olabilir. Binom dagilimini normale en uygun yaklagtirma sartt P<0,5 olmak sartiy-
la np>5tir. Binom dagiliminda olasilik 0,5 veya daha kiigiik ve beklenen deger 5
veya daha biiylikse normal dagilima yaklastirma islemi ile elde edilecek olasiliklarla
gercek olasiliklar arasindaki sapma kiiciik olacaktir. Yaklastirma islemini bir 6rnekle
aciklayalim.

ORNEK: Parametreleri n=60 ve p=0.20 olan binom dagilimu ile ilgili asagi-
daki olasiliklart miimkiin ise normal dagilima yaklastirma ile hesaplayiniz.

a)P(X<8)
b)P(X <15)
c)P(X>12)
d)P( 6< X <10)
e)P(10< X < 14)
n>50 oldugundan bu binom dagilimi normale yaklastirilabilir. (Ayrica bu da-
gilimda P<0,5 ve np=60x0,2 =12>5 sart1 da saglanmaktadir. Bu dagilimda n=60>50

iken p=0,05 olsaydi np=0,05x60=3<5 olacagindan uygun yaklagtirma sart1 saglana-
mayacakt1.)

Binom dagiliminda,
E(X) = np= 60x0,2=12
V(X) = npg= 60x0,2x0,8=9,6

o =+/npg =+/9,6 = 3,008
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B(n;p) = B(60;0,2) — N(X ;0) = N(12;3,09) seklinde yaklastirma islemi
yapilabilir ve standart degisken,

X=X _X-np
o vNnpq

olacaktir. Siireksiz dagilim siirekli dagilima yaklastirildigindan X’in alacagi degerle-
re 0,5 eklenecek veya ¢ikarilacaktir.

z

a-

_75-12

-1,45 — 0,4265
3,09

Binom ile hesaplanacak olasiliklar1 P, normale yaklastirilarak hesaplananlari
P’ ile gosterirsek,

P(X<8) = P’(X<7,5) = 0,5-0,4265 = 0,0735

>

b-
N

12 15
15.5

_155-12

=113—-0,3718
3,09

P(X < 15) =P’ (X< 15.5)=0,5 + 0,3718 = 0,8718
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12
125
_125°12 496 5 0.0636
3.09
P(X>12) = P(X>12,5) = 0,5 — 0,0636 = 0,4364
d-
]
3] 10 12
55 95
Z, = 55-12 —210=0,4821
3,09
Z,= 95-12 __480-02881
3,09

P(6< X>10) = P*(5,5< X<9,5) = 0,4821 — 0,2881 = 0,1940

S RN

10 12 14
105 145
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L= 105-12 —0,48 —> 0,1844
3,09
, = 145-12 0,80 —> 0,2881
3,09
P(10< X < 14) = P’(10,5< X<14,5) = 0,1844 + 0,2881
=0,4725
9.5. DIGER DAGILIMLAR

Buraya kadar olasiliklarin hesaplanmasi i¢in kullanilan olasilik dagilimlarimin
baslicalar1 aciklandi. Giris boliimiinde ise 6rneklemeden sdzedilmisti. Ornekten elde
edilen tahminler i¢in daha sonra agiklanacak bazi iglemlerin yapilabilmesi ile ilgili-
dir. Burada bu dagilimlarin temel 6zellikleri agiklanacaktir.

9.5.1. Ki-kare Dagilim

Normal dagilim agiklanirken, standart Z degiskeninden sézedilmisti. Standart
Z degiskeni X tesadiifi degiskeni normal dagilima sahip ise standart degiskenin kare-
sinin (Z?) dagilim bir serbestlik dereceli Gamma dagiliminin &zel bir sekli olan 2
(ki-kare) dagilimidir.

X~ N( H,,O')

Zi~N(0,1)

Zi2 ~ szzl
Serbestlik derecesi v olan y? dagiliml bir tesadiifi degiskeninin olasilik yo-
gunluk fonksiyonu,

1 =2 X
f(X)z—vxzez X>O
2V/2r v
)
dir.
Normal dagilmis bagimsiz X1, Xa,......, Xy tesadiifi degiskenleri i¢in standart
degiskenler Z1, Z,......, Z, ise, standart degiskenlerin karelerinin toplaminin dagilimu,

2
n n X. — 11
Y=ZP4+Zi 423+ +Z0 = 2 =) [_”J

i-1 i=1 Oj
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v=n serbestlik dereceli ki-kare dagihimidir. Standart Zi, Zs,......, Z, degiskenlerinin
karelerinin dagilimlari sirasi ile vi, va,......, va Serbestlik dereceli Ki-kare dagilimlar
ise, standart degiskenlerin karelerinin toplami (v1, va,......, vn) serbestlik dereceli ki-

kare dagilimi olacaktir.

Normal dagilmis ortalamasi p ve standart sapmasi ¢ olan bir anakiitleden

tesadiifi olarak secilmis n birimli 6rnegin ortalamasi X ve varyansi S? ise, Ve
S?’nin bagimsiz olmas1 durumunda,

(n-1)s?

2
o

dagilimi, (n-1) serbestlik dereceli ki-kare dagilimdir.

9.5.2. t - Dagilim

Standart normal dagilmis Z degiskeni ile v serbestlik dereceli ki-kare dagi-

limli1 Y degiskeni bagimsiz degiskenler ise,

T 2%

\/3

dagilimi (n-1) serbestlik dereceli t dagilimidir. Dagilimin olasilik yogunluk fonksi-
yonu,

) 007
ho-—2 1!

1+— —0 <t <+o0
\/Vﬂl"[\zlj

dur. Bu v serbestlik dereceli t dagilimidir.

Student-t dagilimi adi verilen bu dagilim anakiitle varyansinin bilinmedigi
durumlarda kiigiik &rnekler icin kullamlmaktadir. Ortalamasi p olan ve varyansi o2
bilinmeyen normal dagilmis bir anakiitleden alinan n birimli bir 6rnek igin,

X —u

S
Jn

dagilimi (n-1) serbestlik dereceli t dagilimidir.
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t dagilimi normal dagilim gibi + oo aralifinda siirekli simetrik ve tek modlu
bir dagilimdir.

Sekil 9.6.

t dagilimi normal dagilimdan daha basiktir, fakat serbestlik derecesinin artma-
st ile normal dagilima yaklagir.

9.5.3. F Dagihm

Serbestlik dereceleri v1 ve v, olan ki-kare dagilimli iki birbirinden bagimsiz
tesadiifi degisken U ve V ise bunlarin orani,

FoUv
Vv,

v1 Ve vy serbestlik dereceli F dagilimidir. Olasilik yogunluk fonksiyonu,

r[wj Y ,[mj
g(f):—z(ﬁJ2f§_1(1+v—lfj i f>0
e

2 ) 2

dir. F dagilimi saga egik bir dagilimdir.

Sekil 9.7.

Serbestlik dereceleri bilyiidiikge F dagilimi normal dagilima yaklasir. F degeri
daima pozitiftir.
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9.6. COZUMLU ORNEKLER

ORNEK 1: Bir torbada birbirinin benzeri 4 beyaz, 6 siyah, 3 kirmizi top var-
dir. Torbadan tesadiifi ve iadeli se¢imle iki top segilmistir.

a)iki topun da beyaz olmasi,
b)Bir kirmizi top ¢ekilmesi,
c)Siyah top ¢ekilmemesi olasiliklarini hesaplayimniz.

Coziim:
) P(B)= 1= P(X=K) = C}ptq™
N 13
P(K) = % n=2 (gekilis sayis1)
6
P(S)=—
(S) 3
4 4 9
=— l1-p=1l-—=—
Pe 797 Py
2 0
P(Xgs =2)=C’ A2 :l.ﬁl 16 — =0,0947
13) (13 169 169

Ayni olasiligi daha 6nce hesapladigimiz sekilde soyle bulabiliriz.

_ 44 _ 16 0047

nn
N'N 1313 169

1
b)P(X, =1) =Cl[ = (10} _,310 60 —0.3550
13) (13 1313 169

P(B,B) =

veya
pKKy= e 310 30 9000
N'N 1313 169

bu sirali oldugundan ve 2 farkli dizilig s6z konusu oldugundan,

P(K,K)=2.(K,K)=2. 30 _ 6 — =0,3550
169 169
bulunur.
6Y(7Y 49 49
¢) P(Xs =0)=C? — | =11— =0,2899
13) (13 169 169
veya
P(S,S) = rr.® — =0,2899

13’13 169
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goriildiigii gibi binom dagilimi ile ayni sonug elde edilmekteyse de, binom dagilimi
ile hesaplama daha kisithdir. Ornegin, bu drnekte bir siyah, bir kirmizi top ¢ekilmesi
olasilig1 binom dagilimi ile hesaplanamaz. Binom dagilimindan sadece bir karakterin
olumlu ve olumsuz durumlart i¢in yararlanilabilir.

ORNEK 2: A fabrikasinda iiretilen yedek pargalarin 0,20’si istenen nitelikle-
re sahip degildir, kalitesizdir. Bu parcgalardan tesadiifi olarak 6 adet alinmistir.

a) Kalitesiz pargalarin olasilik dagilimini belirleyin.
b) Kalitesiz pargalarin olasilik dagiliminin beklenen degerini ve standart sapmasini
hesaplayin.
¢) Biitiin yedek pargalarin kalitesiz olmasi olasiligini,
d) Biitiin yedek pargalarin kaliteli olmas1 olasiligini,
e) 2 yedek parganin kalitesiz olmasi olasiligini,
f) 1’le 4 aras1 yedek parganin kalitesiz olmasi olasiligini hesaplaymiz.
Coziim:
a) n=6, p=0,20 >0,05; parcalar kaliteli veya kalitesiz; tekrarlar bagimsiz; p ve
q her tekrarda ayn.

Binom Dagilimi: B(n;p) = P(X=k) = C*p¥*q"™*
b) p=0.2
n=6
g=1-p=08
E(X)=np=6.(0,2)=12
V(X)=npg=6.(0,2).(0,8) =0,96

o =,/npq=4/0,96 =0,98
c) P(X =6)=C2(0,2)°(0,8)° = (0,2)® = 0,000064
d) P(X=0) =C2(0,2)°(0,8)° =1.1.(0,8) °* =0,262144
veya p ile q yer degistirirse,
P'(X=6)=C:(0,8)°(0,2)° =(0,8)° =0,262144
e) P(X=2)=C2(0,2)2(0,8)* =15.(0,2) 2(0,8)* =0,24576

f) Burada farkli durumlar s6zkonusu olabilir.

-Limitler dahil,
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PAL<X<4)=P(X=D+P(X=2)+P(X =3)+P(X =4)
=C4(0,2)'(0,8)° +CZ2(0,2)°(0,8)* + C2(0,2)°(0,8)* + C{(0,2)*(0,8)*
=0,393216 + 0,245760 +0,08192 + 0,015360 = 0,736256
-1 dahil, 4 hari¢
PL<X <4)=P(X=D)+P(X=2)+P(X =3)
=0,393216 + 0,245760 +0,08192
=0,720896

-1 harig, 4 dahil
PL<X<4)=P(X=2)+P(X =3)+P(X =4)
=0,245760 +0,08192 + 0,01536
=0,34304

-Limitler harig
PLl<X <4)=P(X=2)+P(X =3)
=0,245760 +0,08192
=0,32768

ORNEK 3: Bir fabrikada imal edilen ampiiller 0.001 olasilikla bozuktur. Bir
baska fabrikanin aydinlatilmasi i¢in bu ampiillerden tesadiifi olarak 2000 adet alin-
mistir.

a) Bozuk ampiillerin olasilik dagilimini belirleyerek dagilimin beklenen degerini ve
varyansini hesaplayiniz.

b) 4 ampiiliin bozuk olmas,

€) 3’den az ampiiliin bozuk olmas,

d) En az 2 ampiiliin bozuk olmasi,

e) En ¢ok 5 ampiiliin bozuk olmasi,

f) 5’ten ¢ok ampiiliin bozuk olmasi,

g) Biitiin ampiillerin bozuk olmasi olasiliklarini hesaplayiniz.

Coziim:

A =np = 2000.(0,00 1) = 2
E(X) =V(X) =1 =2
4
by PX=4)=e" 2 1.1 0,09
41 e?'1.234

¢) P(X <3)=P(X =0) + P(X =1) + P(X = 2)
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0] 1 2!

=€

= i2[1+ 2 +2]=0.6767
e

d) P(X 22)=P(X =2) +P(X =3) +..ooo. +P(X =1959) + P(X = 2000)

=1-P(X < 2)
—1-[P(X = 0) + P(X =1)]
0 1
=1—(e‘2.2—+e‘2.2—
0! 1!
=1-0,406 = 0,594
) P(X <5)=P(X =0)+ P(X =1)+ P(X =2) + P(X =3) + P(X =4) + P(X =5)
0 1 2 3 4 5
S AN S A L A
0! 1! 2! 3! 41 5!
=i[1+2+2+§+ﬁ+£]=0,9834
e’ 6 24 120
f) P(X >5)=P(X =6) +......... +P(X = 2000)
=1-P(X <5)
=1-0,9834 = 0,0166
) 22000
P(X =2000)=e™*. =0.0000
9 P( ) 2000!

ORNEK 4: Bir fabrikada imal edilen vazolar iizerinde bulunan hata say1s1 in-
celenmektedir. Bu vazolardan 510 adet alinmisg ve toplam hata sayist 1275 olarak
bulunmustur. Dagilimin poisson dagilimi oldugu bilinmektedir.

a) Dagilimin parametresini hesaplayiniz.

b) Tesadiifi olarak secilen bir vazo {izerinde 2 hata bulunmasi olasiligint hesaplayi-
niz.

c) Tesadiifi olarak secilen bir vazo tizerinde birden fazla hata olmasi olasiligin
hesaplayiniz.

Coziim:
a)izxzﬁzlzj=275
n 510
252 1 6,25
b) P(X =2)=e2° 25 =~ 2= 0,256
) P ) 2 e*® 2
e™2% =0,0821

c) PX>D)=P(X =2)+P(X =3) +.........
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=1-P(X <1)

=1-[P(X =0)+ P(X =1)]

— 1_ (e—2,5. (215) 0 + e—2,5. (215)1 )
o! 1!

=1-0,2873 =0,7127

ORNEK 5: Bir fabrikada iiretilen mamiillerin ortalama agirliklar1 50 kg. ve
agirliklarin dagiliminin varyansi 49 saat olarak bulunmustur. Agirhiklarin dagilimi
normaldir ve bu mamiillerden 5000 adet alinmistir. Bu 5000 mamiilden kag adedinin,

a)48 ile 51 kg. arasinda,
b)55 ile 60 kg. arasinda,
c)45 kg.’a esit,
d)50 kg.’a esit,
¢)85 kg.’dan az,
)80 kg.’dan fazla olacagini hesaplayiniz.
Coziim:
X =50

sz:7

a) P(48 < X <51)

45 50 51
Z = 48-50_—2_ -0,29 — 0,1141
7 7
zZ,= 51;50 = % =0,14 —0,0557

P(48 < X <51) =0,1141 + 0,0557 = 0,1698

Agirhigr 48-51 kg. arasinda olan mamiil sayisini ( teorik say1) bulmak i¢in hesaplanan
olasilik ile verilen mamiil sayisi ¢arpilacaktir.

n= N.p
n = 5000x0,1698 = 849
849 adet mamiiliin agirlig1 teorik olarak 48 kg. ile 51 kg. arasinda olacaktir.
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b) P(55 < X < 60)

04222
—
0
2
53
1
2
50 55 60
Z, = X=X _5=0_5_ 471502612
c 7 7
_ 60-50 10

Z, 7= 1,43 — 0,4236

7
P(55 < X < 60) = 0,4236 — 0,2612 = 0,1624
n= Np = 5000x0,1624 = 812 adet

c) P(X=45)

Bu olasilik degeri iki farkli sekilde hesaplanabilirse de burada sadece suni olan olus-
turularak hesaplama yapilacaktir. Diger yol i¢in farkli tablo gerekmektedir.

44,5 ile 45,5 aras1 45’¢ esit kabul edilerek hesaplama yapilir. (verilen degerin
Y2 birim eksigi ile %2 birim fazlasi aras1 = verilen deger)

/ 4.5\ >0

445 455

7, - 44550 _ 55 _ 479 02852
7 7

z, = &7_50 - # — 0,64 —0,2389
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P(X=45) = 0,2852 - 0,2389 = 0,0463
n = Np = 5000x 00463
=231,5 ~ 232 adet

d) P(X=50)
50
495 505
7, -995=50_05_ 47, 00079
7 7
z, - w _ % =0,07 —0,0279

P(X=50) = 0,0279 + 0,0279 = 0,0558
n = Np = 5000x 0,0558 = 279 adet
e) P(X< 85)

2-85-0_3_5_, 0500
7 7
(Z degeri tabloda yoktur. En biiyiik tablo degerinden biiyiik oldugundan dege-
ri 0,5°tir.)
P(X<85)=05+05=1
n = Np =5000x 1 = 5000 adet
g) P(X>80)
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50 80

7-80-%0 =@:4,29 —05
7 7

P(X>80)=05-05=0

n=Np =5000x 0 =0 adet

ORNEK 6: Bir normal dagilimin parametreleri; X = 168 ve c=12’dir.

a) P(X<X1) = 0,8264 olmasi igin X; degerini,

b) P(X<X2) = 0,33 olmasi igin X degerini,

c) P(X>X3) = 0,5596 olmasi i¢in X3 degerini,

d) P(X>X4) = 0,1056 olmasi igin X4 degerini,

e) P(Xs5<X<Xs) = 0,5 (simetrik) olmasi i¢in Xs Ve X

degerlerini,

f) P(X<X7) = 0,4207 ve
P(X7<X<Xs) = 0,3979 olmasi i¢in X7 ve Xg degerlerini,
g) P(160<X<Xg) = 0,1 olmast i¢in Xg degerini,
h) P(X10<X<180) = 0,6 olmasi i¢in X190 degerini hesaplayiniz.

Coziim:
a) P(X<Xy) = 0,8264
b)

168 X
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7 X=X
o

7 - X.-168
12

Z degeri bulunabilir.

0,8264 - 0,5 =0,3264
tablodan ters islemle 0,3264 olasilik degerini (yaklasik) veren Z=0,94 X;>X oldu-

gundan,
Z;= +0,94

004 _ %1168
12

12.0,94=X,-168

X; =168 + 11,28
=179,28

b) P(X<X,) = 0,33

¥ 168

Z’nin bulunmasi,
0,5-0,33=0,17
tablodan ters islemle Z=0,44
Xo<X oldugundan Z, = -0,44
Coag Xe-168
12
Xo=168 —12.0,44
X>=168 - 5,28
=162,72
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¢) P(X>Xs) = 0,5596

X, -1
Z3 - 3—68
12
Z’nin bulunmasi,

0,5596 — 0,5 = 0,0596 tablodan Z=0,15
X3<X oldugundan Z3 = -0,15

-015= ﬂ
12
X3: 166,2

d) P(X>Xs) = 0,1056

168 ¥

z, - X, —168
12

Z’nin bulunmasi,
0,5-0,1056 =0,3944 —» Z2=1,25
X>X4 oldugundan Z, = 1,25

125 = X, —168

12

X4=183
) P(Xs5<X<Xg) = 0,5 (simetrik)
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X 168 X
5 G
7, - Xs =168
12
7, - Xa 168
12

0,5/2=0,25—->2Z=0,67
Xs< X oldugundan Zs=-0,67
Xe< )Toldugundan Zs=+0,67

067 Xs =168
12
X5=159,96
0,67 Xs—168
12
Xe= 176,04

f) P(X<X7) = 0,4207
P(X7<X<Xs) = 0.3979

¥ 168
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X —168
T

0,5-0,4207=0,07193 > Z2=0,2
X7< X oldugundan Z7 = - 0,2

_gp= X168
12
X7 = 165,6

P(X7<X<Xs) = P(165,6<X<Xz) = 0,3979
P(165,6<X<168) = 0,0793 oldugundan

Xg> X olacaktr.

165.6 168 ®

z, - Xy —168
12

Zg degeri hesaplanabilir.

0,3979 - 0,0793 =0,3186 - Z=0,91
Xg> oldugundan Zg=+ 0,91

0,01 Xa~168
12

Xg= 178,92
g) P(160<X<Xs) = 0,1

Xg degerinin X ’dan biiyiik mii kiigiik mii oldugunu belirleyelim.
160 — 168 arasi alan,

7 =M =0,67
12

0,2486, 0,1’den biiyiik oldugundan Xg degeri X ’dan kiigiiktiir.
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]
160 x 168
9
X, —168
ST

0,2486 — 0,1 =0,1486 —» Z=0.38
Xo< X oldugundan Zg = - 0.38

_ogs . Xe=168
12

X9 =163.44
h) P(X10<X<180) = 0,6
168 — 180 arasi alan,

Z =W=1—>o,3413

oldugundan X< X ’dir.

X 168 180
10
X, —168

L., =
10 12

0,6 -0,3413=0,2587 - Z=0,7
X< X oldugundan Zyo = - 0,7
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X, —168

-0,7=
12
Xlo = 159,6

ORNEK 7: Asagida bir atolyede iiretilen 500 mamiiliin ¢aplart mm. olarak
verilmistir ve dagilim normal kabul edilmektedir.

Siniflar fi Xi fiXi fiXi2
10-12 25 11 275 3025
12-14 95 13 1235 16055
14-16 240 15 3600 54000
16-18 110 17 1870 31790
18-20 30 19 570 10830

500 7550 115700

a) Dagilimin parametrelerini hesaplayiniz.
b) P(X>13) ve P(11<X<17,5) olasiliklarini hesaplayiniz.

Coziim:

Zf X _ 1550 _151
xf, 500

=f; X2 L(X)? = 115700
500

- (1512

231,4— 228,01 =184
b) P(X>13)

13 151

7 X=X BBl =21 490370
o 184 184

P(X>13) = 0,5 + 0,3729 = 0,8729
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Teorik olarak buldugumuz olasilik degerini seriden hesaplayalim.

Fark Frekans
12 — 14 araliginda 2 95
13 — 14 araliginda 1 X
X=47,5

13 ve daha biiyiik X degerleri icin frekanslar toplamu,

Smiflar fi
13-14 47,5
14-16 240
16-18 110
18-20 30
4275

Toplam Frekans Orani= 427,5/500=0,855

Yaklasik sonug elde edilecegi goriilmektedir.

P(11<X<17,5)

11 151 175

7 11-151 4.1

. =2,23—0,4871
184 184

7, =MoL 24 40 g40m
184 184

P(11<X<17,5) = 0,4871 + 0,4032 = 0,8903

Ayni degeri seriden bulalim.

10 — 12 araliginda 2 25
11 - 12 araliginda 1 X
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X=12,5

16 — 18 araliginda 2 110

16 — 17,5 araliginda 15 X
X=82,5

11— 17,5 aralig1 toplam frekansi,

Siniflar fi

11-12 12,5

12-14 95

14-16 240

16-17,5 82,5

430,0

Toplam Frekans Orani= 430/500=0,86
Arada yaklagik %4 fark oldugu goriilmektedir.

ORNEK 8: Normal oldugu bilinen bir dagilimla ilgili olarak su bilgiler mev-
cuttur.

P(X>117,50) = 0,0062
P(X>94,75) = 0,7734
Dagilimin parametrelerini bulunuz.
Coziim: P(X>117,50) = 0,0062

0.0062

3 175

Z degeri bulunabilir.

0,5-0,0062 = 0,4938 > Z=2,5
(117,5> X oldugundan pozitif)
256=1175- X )

P(X>94,75) = 0,7734
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8475 K

_9475-X
o

z

Z’yi bulalim.

0,7734-0,5=0,2734 - Z=0,75
94,75< X oldugundan Z = - 0,75

_o75=24—-X
O
-0,756=9475- X 0

iki bilinmeyenli bu iki denklemden,

256= 1175- X
F £0,756= F 94,75+ X

3,256 =22,75
o=7
256=1175- X
(2,5).7=117,5 - X
X =117,5-17,5 = 100
bulunur.

ORNEK 9: Standart sapmasi 6 birim olan ve normal dagildig1 bilinen bir
anakiitleyle ilgili

P (x>59) = 0,0668

olasilig1 bilinmektedir. Dagilimin aritmetik ortalamasini hesaplayiniz.
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0,068

_

Z degeri bulunabilir.
0,5-0,0668=0,4332 —> Z2=1,5

(59 > X oldugundan pozitif)
1,5 (6) =59 - X

9=59- X

X =50

bulunur.
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BOLUM 10

TAHMIN TEORISI

Daha 6nce tamsayim, ornek, drnekleme ve parametre kavramlarindan soze-
dilmisti. Hem kisaca sayim olarak adlandirilan tam sayim, hem de 6rnekleme ile
ulasilmak istenen, anakiitle parametrelerinin degerlerinin belirlenmesidir. Tam sayim
s6zkonusu oldugunda elde edilen degerler anakiitle parametrelerinin gergek degerle-
ridir. Burada ancak 6lgme, degerlendirme, islem hatalar1 gibi hatalar yapilmis olabi-
lecegi diisiintilebilir. Anakiitle parametrelerinin degerlerinin 6rnekleme ile belirlen-
mesi sozkonusu oldugunda tahmin olayi ile karsilagilmaktadir.

Anakiitle parametresi i¢in 6rnekten bir tek deger tahmin edilmesi, nokta tahmini
olarak adlandirilmaktadir. Daha sonra sdzedilecegi gibi bu tahmin 6rnekleme hatasi ige-
rebilir. Belirlenen bir olasilikla 6rnekleme hatasimin boyutlari tahmin edilebilir ki, bu
aralik tahminidir. Burada 6nce nokta tahmini, daha sonra ise aralik tahmini agiklanacaktir.

10.1. TAHMIN VE TAHMINCI

Birim sayist N olan bir anakiitleden birim sayisi n olan farkli 6rnekler alinabi-
lir. Segilebilecek farkli 6rnek sayisi, N ve n’in sayisal bilyiikliigii yaninda 6rnegi
olusturacak birimlerin se¢iminin iadeli veya iadesiz olarak yapilmasina da baglhdir.
Diizenlenebilecek farkli 6rnek sayisini k ile ifade edersek, iadeli se¢im igin,

k=N"
Ve iadesiz se¢im i¢in,
k =C},
olacaktir.

Anakiitle parametresinin belirlenmesi i¢in uygulamada bu 6rneklerden biri se-
cilecektir. Secilebilecek bu orneklerden bazilarinin parametrelerinin degeri anakiitle
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parametresine esit, bazilarinin ki anakiitle parametresinden kiigiik ve bazilarinin ki
anakiitle parametresinden biiyiik olacaktir. Bu nedenle &rnekleme s6z konusu oldu-
gunda anakiitle parametresinin 6rnekten tahmin edilmesi gerekmektedir. Anakiitlenin
ornekten tahmin edilen parametresi “Ornek istatistigi” veya kisaca “istatistik” olarak
adlandirilmaktadir.

Olaya mantiksal olarak bakilirsa, 6rnek birim sayisinin artmasi ile daha dogru
tahminlerin yapilmasi beklenecektir. Ornek birim sayisinin anakiitle birim sayisina
orani “Ornekleme oran1” olarak adlandirilir.

Ornekleme Orant = %

Ornekleme oraninin artmasi yani 1’e dogru yaklasmasi durumunda yapilacak
tahminlerin daha dogru olmast miimkiin olabilir.

Daha dogru tahminler elde edilmesi anakiitle birimlerinin homojenligi ile de
ilgilidir. Homojenlik birimlerin degerlerinin birbirine yakinligini ifade etmektedir.
Anakiitle ne kadar homojense, anakiitleyi olusturan birimlerin degerleri birbirine ne
kadar yakinsa, yapilacak tahmin gercege o kadar yakin olacaktir.

Tahminin dogrulugu, tahminde kullanilacak formiile de baglidir. Burada ce-
vabr1 aragtirilmast gerekli soru en dogru tahminin hangi formiille yapilmasi gerektigi-
dir. En iyi sonucu anakiitle parametresini hesapladigimiz formiiliin mii yoksa farkl
bir formiiliin mii verecegi belirlenmelidir. Ornegin, anakiitle ortalamasi veya varyansi
daha once verilen ve anakiitle i¢in kullanilan formiillerle mi, yoksa farkli formiillerle
mi tahmin edilirse, daha dogru sonug elde edilir. Diger bir ifade ile anakiitle ortala-
mas1 ve varyansi Ornek ortalamasi ve varyansina esit olarak mi tahmin edilecektir.

Anakiitle parametrelerinin tahmini i¢in kullanilan formiillere tahminci ad1 ve-
rilmektedir. Yukarida s6z ettigimiz sorularin cevaplari, ancak tahmincilerin 6zellikle-
rinin belirlenmesi ve tahmincilerde bu 6zelliklerin aranmasi ile agiklik kazanacaktir.
Tahmincinin 6zellikleri daha sonra incelenecektir.

10.2. ORNEKLEME DAGILIMI VE STANDART HATA

Agciklandigr gibi N birimli bir anakiitleden n birimli k sayida 6rnek diizenlene-
bilmektedir. Almmacak 6rnek ile tahmin edilecek anakiitle parametresi 6; kullanilacak

tahminci 6 ise, segilecek drnege bagh olarak k adet farkli tahmin yapilabilecektir.

Ornek No Tahmin
1 0,
2 0,
3 0,
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6 *lerin beklenen degeri anakiitle parametre 6 nin gercek degerine esit olacaktir.

E(0) =0

0 *lerin standart sapmasi ise standart hata olarak adlandirilir. 0 *lerin varyan-
s1,

Var(6) = E[6 — E(0)]?

olacagindan, bunun karekokii standart hataya esittir. Ornegin, 6rnek ortalamasi icin
standart hata,

Var(X) = E(X — p)?

ifadesinin karekokiidiir.

10.3. SAPMA, ORNEKLEME HATASI VE ORTALAMA
HATA KARE

Anakiitle parametresi 6 ile 6 lerin beklenen degeri birbirine esit olmayabilir.
Bu durumda aradaki fark sapma olarak adlandirilir.
Sapma=E(0)- 0

Ornekleme hatasi ise sapmadan farkli bir kavramdir ve tahminci ile anakiitle
parametresinin gerg¢ek degeri arasindaki farktir.

Ornekleme Hatasi= 6 - 0

Daha once bir anakiitleden diizenlenebilecek k sayidaki farkli 6rneklerin bazi-

larinda 6 = 0, bazilarinda 0 < 0, bazilarinda 0 >0 olabileceginden sozetmistik.
Ornekleme 0’y1 belirlemek igin yapildigindan uygulamada © bilinmeyecektir. Bu
nedenle ornekleme hatasi da kesin olarak belirlenemeyecektir. Ancak ornekleme
hatasinin biiyiikliigii belirlenecek bir olasilikla tahmin edilebilecektir.

Acikladigimiz gibi farkli 6rneklerden tahmin edilecek 6 *ler bir dagilim olug-
tururlar. Bu dagilim igin varyansa benzer bir 6l¢ii kullanilmaktadir. Ortalama hata

kare olarak adlandirilan bu 6l¢t, 0 *ler ile O arasindaki farklarin karelerinin beklenen
degeridir. Bu tanima gore ortalama hata kare,

OHK(0)=E(6 -6 )?
olarak ifade edilir. Bu ifadeye + E(é ) eklenerek agiklanirsa,

OHK(6) = E[6 — E(0)]? +[E(6) — 0]
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bulunur. Esitligin sag tarafindaki ilk ifade 6 *in varyansina, ikinci ifade ise sapmanin
karesine esittir.
OHK(H ) = Var(6 )+(sapma)?

Goriildiigii gibi ortalama hata kare varyansa benzer, fakat farkli bir kavramdir.
Varyans aritmetik ortalama etrafindaki dagilimin, ortalama hata kare ise, anakiitle
parametresinin gercek degeri etrafindaki dagilimin dlciisiidiir. Ancak sapmanin sifir
olmas1 durumunda,

Var(6) = OHK(6)

olacaktir.

10.4. TAHMINCININ OZELLIiKLERIi

Anakiitle parametresi 0’nin tahmini i¢in alinacak n birimli 6rnekten farkli
tahminciler kullanilarak farkli tahminler yapilabilir. Burada énemli olan en iyi sonu-
cu verecek tahmincinin kullanilmasidir.

En iyi tahmini saglayacak tahmincinin baz1 6zellikleri tasimasi gerekmektedir.
Bu ozellikler sunlardir.

-Sapmasizlik
-Etkinlik
-Tutarlilik
-Yeterlilik

Sirasi ile bu 6zellikleri agiklayalim.
10.4.1. Sapmasizhk

Sapma 0 *in beklenen degeri ile 0 arasindaki fark olarak tanimlanmigti. Buna

géreé ’in 6’nin sapmasiz tahmincisi olabilmesi i¢in E(é ) ile 6 arasindaki fark sifir
olmalidir. Diger bir ifade ile,

E(0)=0

olmalidir. 6 ’in beklenen degeri alindiginda sonug 0, ise, 0 0’nin sapmasiz tahminci-
sidir.
ORNEK: Anakiitle ortalamas1 p’niin tahmini i¢in 6rnek ortalamasi X kulla-

nildiginda, X *nin w’niin sapmasiz tahmincisi olup olmadigini inceleyelim.
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oldugundan, X ’nin beklenen degeri alinacaktir. Eger X ’nin beklenen degeri u’ye
esit ise, Oornek ortalamasinin anakiitle ortalamasinin sapmasiz tahmincisi oldugunu
sOyleyebiliriz. Aksi halde anakiitle ortalamasini tahmin etmek igin farkli tahminciler
veya farkli formiiller kullanilacaktir.

n

Xi n n
- = |1 21
E(X)=F| = — == E{;Xi}—n;axi)

—ZnE(X,) = E(X) = 4

Ornek ortalamasi anakiitle ortalamasinin sapmasiz tahmincisidir.

10.4.2. Etkinlik

Anakiitlenin bilinmeyen bir parametresinin tahmini i¢in birden fazla sapmasiz
tahminci belirlenebilir. Bu durumda, bu tahmincilerden hangisinin kullanilmasi ile
daha iyi tahmin yapilabilecegini belirlemek i¢in tahmincilerin varyanslar1 belirlenir.
Kisaca etkinlik, sapmasiz tahmincilerin varyanslari ile ilgili bir kavramdir.

Bilindigi gibi, birden fazla serinin ortalamalar1 birbirine yakin veya esitse da-
gilimlarin birbirinden farkini ortaya koymak i¢in bazi 6lgiiler hesaplanir. Bu dlgiiler-
den en ¢ok kullanilani ise varyans veya bunun karekdkii olan standart sapmadir.
Varyansi ve standart sapmasi kiigiik olan seride aritmetik ortalama etrafinda daha
yogun bir dagilim oldugu anlasilir. Yani, varyansi kiigiik olan seride seri birimleri,
varyanst biiyiik olan seriye gore aritmetik ortalamaya daha yakin bir dagilim goster-
mislerdir. Varyans ve standart sapma tek basina hesaplandiginda fazla bir anlam
ifade etmeyip, ancak bagka varyans veya standart sapmalar ile karsilastirildiginda
anlam kazanmaktadir. Kisaca varyans nisbi bir 6l¢iidiir.

Etkinlik kavramu ile ilgili olarak varyans ve standart sapma ile ilgili agiklama-
larimiza benzer bir agiklama yapabiliriz. Burada konumuz anakiitle parametresinin
gercek degerine daha yakin tahminler elde etmek olduguna gore, bunun 6lgiisii daha
Once agiklanan ortalama hata karedir. Birden fazla sapmasiz tahminci s6zkonusu
oldugunda, bunlardan ortalama hata karesi kii¢iik olan tahminci anakiitle parametre-
sinin ger¢ek degeri etrafinda daha yogun bir dagilim gosterdiginden, bu tahmincinin
tercih edilmesi gerekmektedir. Ortalama hata karenin varyans ile sapmanin karesi
toplamina esit oldugu hatirlanirsa, sapmasiz tahminciler s6zkonusu oldugundan orta-
lama hata kareler varyanslara esit olacaktir. bu nedenle varyansi kiigiik olan tahmin-
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cinin tercih edilmesi ile ortalama hata karesi kii¢lik olan tahminci tercih edilmis ola-
caktir.

Yaptigimiz bu agiklamalar etkinlik i¢in iki sart aranmasi gerektigini ortaya
koymaktadir.

1) 6, 0’nn sapmasiz tahmincisi ise,
2) Var(6) < Var() ise

0 , 0’nin etkin tahmincisidir. Burada 0 , anakiitle parametresi 0’nin 0 *ten
farkl1 diger sapmasiz tahmincilerini ifade etmektedir.

Etkinlik ile ilgili olarak buraya kadar yapilan agiklamalar, etkinligin nisbi bir
kavram oldugunu ortaya koymaktadir. Ancak birden fazla sapmasiz tahminci olmasi
durumunda etkinlikten sézedilebilir ve varyansi kii¢iik olan tahmincinin daha etkin
oldugu soylenir.

ORNEK: Anakiitle ortalamasinin tahmini igin 6rnek aritmetik ortalamasi ve
ornek medyaninin kullanildiginm diistinelim. Her ikisi de anakiitle ortalamasinin sap-
masiz tahmincisidir. Ornek ortalamalarinin dagiliminin varyansinin,

2
var(X) =2
n

oldugu daha dnce gosterilmisti. Benzer sekilde 6rnek medyanlarinin rnekleme dagi-
limlarinin varyanst,

Var(M,) = 7[20
n

olarak elde edilir. Bu tahmincilerden daha kiiglik varyansa sahip olan daha etkin
olacagindan varyanslarin kargilagtirilmas: gerekecektir.

var(M,) :Var()?)%
oldugundan Var(X) <Var(M,) *dir ve X daha etkin tahmincidir.

10.4.3. Tutarhhk
a kiiciik bir say1 olsun. Eger n— oo igin,
PQé E a)>1

ise 0 , 0’nin tutarl tahmincisidir. Burada ifade edilen 6rnek birim sayisinin artmast

ile 6 ile 6 arasinda varoldugunu kabul ettigimiz kiigiik farkin azalmast olasiliginim
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bire yaklagsmasidir. Eger drnek birim sayisinin artmasi ile tahminci ile anakiitle pa-
rametreleri birbirine yaklagiyorsa tahminci tutarhidir.

Ornek birim sayismin artmasi durumunda sapma ile drnekleme dagiliminin
varyansi kiiglilecektir. Boylece hata kare kiiglilmiis olacaktir. Eger n— oo ise ortala-
ma hata kare sifira esit olacaktir.

lim, ., OHK(6)=0

Tahmincinin ortalama hata karesinin n sonsuza giderken limiti alinirsa, sonu-
cun sifir ¢ikmasi tahmincinin tutarli oldugunu gosterecektir. Fakat n sonsuza gider-
ken ortalama hata karesinin limiti sifira esit olmayan tutarli tahminciler de bulunabi-
lir. Bu nedenle ortalama hata karenin n sonsuza giderken limitinin sifir olmasi tah-
mincinin tutarli oldugunu gosterirse de, limitin sifirdan farkli olmasi tahmincinin
tutarsiz oldugunu gostermeyecektir.

10.4.4. Yeterlilik

Anakiitle parametresi 6’nin degerinin tahmini i¢in kullanilan tahminci 0, or-
nekteki bilgilerin tiimiinii kullaniyorsa, yeterli tahmincidir. Bu 6zellige gore 6rnek
anakiitle ile ilgili bilgiler tagimaktadir. Bu bilgiler 6rnek birimlerinde veya bunlarin
biitiiniin de bulunmaktadir. Tim 6rnek birimlerini kullanmayan tahminciler yeterli
degildir. Ornegin anakiitle ortalamasi u’nin tahmini i¢in tahminci olarak érnek orta-

lamas1 X , 6rnek modu ve drnek medyani kullanilacak olsun. Ornegin tiim birimleri

kullanildig1 i¢in &rnek ortalamast X yeterli tahmincidir. Fakat ayni tahmin igin
ornegin tim birimleri kullanilmadan hesaplanan mod veya medyan yeterli olmayan
tahmincidir.

10.5. TAHMIN YONTEMLERI

Buraya kadar iyi bir tahmincinin tagimasi gerekli 6zellikler incelenmistir. Ay-
rica, verilen 6rneklerle de tahmin formiilleri herhangi bir yontemle elde edilmeyip
rastgele verilmistir. Uygulamada farkli tahmin problemleri ile karsilagilacak ve tah-
minci olarak yazilabilecek pek ¢ok formiiliin s6zkonusu 6zellikleri tasiyip tasimadi-
gin1 incelemek de ¢ok zor olacaktir.

Tahmincilerin veya tahmin formiillerinin belirlenmesi igin tahmin yontemleri
ad1 verilen yontemlerden yararlanilir. Bu yontemler daha once sz edilen 6zellikleri
veya bu 6zelliklerden bazilarini tagryan tahmincilerin belirlenmesini saglamaktadir.

10.5.1. Momentler Yo6ntemi

Adindan da anlasilacagi gibi bu yontemde tahminciler momentler yardimu ile
belirlenir. Ornegin anakiitle aritmetik ortalamasi tahmin edilecek ise drnegin orjine
gore birinci momenti tahminci olarak kullanilir.
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_—i:l =

m, = 7
! n

Ayni sekilde anakiitle varyansi tahmin edilecekse 0rnegin ortalamaya gore
ikinci momenti tahminci olarak kullanilir.

>, - X

n

2

m, o

Momentler yontemi ile elde edilen tahminciler genellikle tutarli tahminciler-
dir. Fakat bazilar1 bazi 6zellikleri tagimazlar. Karsilagilan her olayda momentler
belirlenemeyeceginden bu durumda kullanilamazlar.

10.5.2. En Kiiciik Kareler Yontemi

Yontem, farklarin kareleri toplamimin minimize edilmesi esasma dayanir. Or-
negin, bir X tesadiifi degiskeninin r. momentinin hesaplanacagini diistinelim. Burada
r=0,1,2,3,..... degerini alacaktir.

E(X")=m,
My nin en kii¢iik kareler tahmincisini elde etmek i¢in degiskenlerin r. kuvvetleri

ile m, farklarinin kareleri toplami alinacak ve bu farklarin kareleri toplami minimize
edilecektir.

T :Zn:(xir -m,)?

Aritmetik ortalama orjine gore birinci momenti olduguna gore aritmetik orta-
lamanin tahmincisi igin,

T =i(xi _ml)z

minimize edilecektir. m; anakiitle ortalamasi olduguna gore m yerine p kullanirsak,
minimize edilecek toplam,

=YX, - uy

olacaktir. Minimizasyon i¢in T ’nin w’ye gore birinci tiirevinin alinip sifira esitlenme-
si gerekecektir. Elde edilen sonucun minimum veya maksimum oldugunun belirlen-
mesi i¢in ise ikinci tiirevin isaretine bakilacaktir.
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Aritmetik ortalama i¢in birinci tlirevi alip sifira esitlersek,

G = 220K~ (-

= 2%, - )1 =0

goriildiigii gibi tahmin oldugunu belirtmek igin sifira esitlendiginde p yerine 4 sem-
bolii kullanilmustir.

-2) (X =) =0
i=1
Xi_ /[l=0
i=1 i=1
X,—-ng=0

elde edilir. Yani, anakiitle ortalamasinin en kiigiik kareler yontemi ile belirlenen tah-
mincisi 6rnek ortalamasidir. Ikinci tiirev alinirsa toplamin minimize edildigi goriliir.

10.5.3. Maksimum Benzerlik Yontemi

Maksimum benzerlik yonteminde herhangi bir 6rnek istatistiginin ortaya ¢1k-
ma olasilig1 dikkate alinir. Farkli anakiitlelerden alinacak 6rnekler de farkli olacagin-
dan, herhangi bir 6rnegin bazi anakiitlelerden alinmasi olasilig1 diger bazi anakiitle-
lerden alinmasi olasiligindan daha yiiksek olacaktir. Bir drnek diger anakiitlelerden
¢ok alindig1 anakiitleye benzeyecektir.

Normal dagilmig bir anakiitleyi diisiinelim. Bu anakiitleden alinacak n birimli
ornegin birimleri ortalama etrafinda dagilacaktir. Ornek ortalamast 8 ise, bu drnegin
ortalamasi 8 veya 8’e yakin anakiitleden alinmasi olasiligi, ortalamasi 6 veya 10 olan,
yani 8’den farkli olan anakiitlelerden alinmasi olasiligindan daha fazladir. Ornegin,
ortalamasi 8 veya 8’e yakin anakiitleye benzeme olasilig1 daha fazladir.

Bes birimden olusan (X1, X2, X3, Xa, Xs) bir 6rnek alinmig olsun. A ve B gibi
iki farkli anakiitle diisiinelim. Ornek birimleri sekilde goriildiigii gibi dagiliyorsa, bu
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ornegin A anakiitlesinden alinmasi veya A anakiitlesine benzemesi olasilig1 diger
anakiitleden alinmasi veya diger anakiitleye benzemesi olasiligindan daha fazladir.

A B
X X X X X
1 2 3 4 5
Sekil 10.1.
Dagilim parametreleri 6,,6,,......, 6, ve olasilik dagilimi f(X) olan bir anakiit-

leden n birimden olusan (X1, Xz, ..... , Xn) bir drnek alindiginda; 6,,6,,......, 6, 'nin
maksimum benzerlikler yontemi ile elde edilecek tahmincileri (X1, X, ..... , Xn)’in
maksimizasyonu ile belirlenecektir.

Ornegin bes kisilik bir 6rnek alinarak kisilere soru soruldugunu ve bunlardan
ikisinin soruya evet cevap verdigini diisiinelim. Bu durumda X tesadiifi degiskeni
sadece iki deger alacak ve tek parametreli bir dagilim s6zkonusu olacaktir.

f(E)=p
f(H) = 1-p

Ornegimizde rnek orani,

=—=04
P 5
tiir. iki evet, ii¢ hayir sonucunu orani ne olan anakiitleden alma olasiligmin daha
yiiksek olduf;unu belirleyelim. Bunun igin anakiitle oram 0;0.1;0.2;......;0.9;1 olarak
alinacaktir. Iki evet {i¢ hayir sonucu bu olasiliklarla hesaplanacaktir.

P f(E,E,H,H,H)

0 (0x0x1x1x1) =0
0.1 (0.1x0.1x0.9x0.9x0.9)= 0.00729
0.2 (0.2x0.2x0.8x0.8x0.8)= 0.02048
0.3 (0.3x0.3x0.7x0.7x0.7)= 0.03087
0.4 (0.4x0.4x0.6x0.6x0.6)= 0.03456
0.5 (0.5x0.5x0.5x0.5x0.5)= 0.03125
0.6 (0.6x0.6x0.4x0.4x0.4)= 0.02304
0.7 (0.7x0.7x0.3x0.3x0.3)= 0.01323
0.8 (0.8x0.8x0.2x0.2x0.2)= 0.00512
0.9 (0.9x0.9x0.1x0.1x0.1)= 0.00081

1 (1x1x0x0x0) =0
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Yukarida verilen olasiliklar incelenirse, en yiiksek olasiligin 0.03456 oldugu
ve p=0.4 i¢in hesaplandigi goriilecektir. Bu sonug sdézkonusu drnegin orant 0.4 olan
anakiitleden alinma olasiliginin, orani farkli olan anakiitlelerden alinma olasiligindan
daha yiiksek oldugunu gostermektedir. f(E,E,H,H,H) bir benzerlik fonksiyonudur ve
0.4 olasiliginda maksimize olmustur.

Maksimum benzerlik fonksiyonu &rnegin bilesik olasilik dagiliminin formii-
liine verilen addir ve £ ile gosterilir.

ﬂ = f(Xl, Xz, ..... , Xn)
X tesadiifi degigkeni olasilik fonksiyonu f(X) olan bir tesadiifi degisken ise te-

sadiifi olarak secilen n adet 6rnek birimi (X1, X2, ....., Xn), X ile ayni1 dagilima sahip
bagimsiz tesadiifi degiskenlerdir. Xi, X, ..... , Xn bagimsiz olduklarindan benzerlik
fonksiyonu,

£ = F(X0)F(X2)F(Xa) ... F(Xn)

olarak yazilabilir. Ornegin birlesik olasilik formiilii ile benzerlik fonksiyonu aynidir.
Birlesik olasilik dagiliminda parametreler ( 8,,6,.,......, 6, ) sabit, ornek birimleri (Xi,

X2, ....., Xn) degiskendir. Benzerlik fonksiyonunda ise parametreler degisken, belirli
bir 6rnekten alindiklari igin 6rnek birimleri sabittirler. Formiiller aym, fakat yorumla-
r1 farklidir.

Maksimum benzerlik yonteminde benzerlik fonksiyonu belirlenerek, bu fonk-
siyon parametreler i¢cin maksimize edilir. Maksimizasyon i¢in benzerlik fonksiyonu-
nun, fonksiyonda yer alan parametrelere gore birinci tiirevi alinarak bunlar sifira
esitlenir. Boylece istenen formiiller elde edilmis olur.

Elde edilen sonuglarin maksimum veya minimum oldugunu belirlemek igin
ikinci tiirevin isaretine bakmak gerekir. Uygulamada benzerlik fonksiyonu ¢ yerine,
bunun logaritmasinin alinmasi kolaylik saglayacaktir. Bir fonksiyonun kendisini veya
logaritmasin1 maksimize etmek arasinda bir fark olmayacaktir. Negatif degerler igin
logaritma alinmasi sézkonusu olamazsa da, burada birlesik olasilik fonksiyonlart ile
¢alisildigindan, boyle bir problem ile karsilagilmayacaktir. Logaritmik benzerlik
fonksiyonunu £ yerine L ile ifade edecegiz.

L=In/

ORNEK: Daha énce sonuglarini sayisal olarak inceledigimiz drnegi alarak
tahminciyi maksimum benzerlik yontemi ile belirleyelim. Ornegimizde X sadece iki
deger alan bir tesadiifi degiskendi.

f(E)=p
f(H) = 1-p
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olacaktir. Evet istenen cevap sayilarak bu durumda X=I1, hayir istenmeyen cevap
sayilarak bu durumda X=0 kabul edilirse, tesadiifi degiskenin olasilik fonksiyonu,

f(X)=p*@-p)*™
olacaktir. X’in 0 ve 1 degerleri igin,

f(E)=@-p)p'=p

f(H)=@-p)°p°=1-p

bulunur. X tesadiifi degiskeninin beklenen degeri ise,
n
E(X)=)_pX, =0@-p)+1p=p
i=1

dir. Ornegimizde 5 birimden olusan bir 6rnek almmusti. Burada drnek birim sayisim
n olarak alalim. Benzerlik fonksiyonu,

£ = FX)FOK)F(Xa) ... F(Xn)
C=[p@-p) 1P @-p) 1P A p) ). [P A= p)' "]

olacaktir. Carpilacak ifadelerle tabanlar ayni oldugundan iistler toplanir.
g — pX1+X2+X3+....+Xn (1_ p)(l—X1)+(1—X2)+....+(l—Xn)
Xj ’Z i
(=pia-p

Daha once logaritmik fonksiyon ile ¢alismanin kolayligindan sézetmistik.
Benzerlik fonksiyonunun logaritmasini alalim.

= M:(in}n p+[n—izn1:XiJln(1— p)

p’nin tahmincisi belirlenecegine gore L’nin p’ye gore kismi tiirevi alinarak
sifira esitlenecektir.

RIS
Sl

Paydalar esitleyerek icler dislar carpimi yapalim.
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Burada n olaymn tekrar sayist oldugundan 6rnegi n’e boliinecektir. Evet sonucu

1 ile hayir sonucu 0 ile gosterildiginden 6rnegimizde ZXi =2 olacaktir. Bu du-
i=1
rumda anakiitle orani,

L2
=£-04
P=5

olarak tahmin edilecektir.

10.5.4. En Iyi Dogrusal Sapmasiz Tahmin Yéntemi

Daha 6nce ii¢ tahmin yonteminden soz ettik. Bu yontemlerle elde edilen tah-
minciler daha 6nce agiklanan tahmincilerin 6zelliklerinden bazilarina sahipken, bazi-
larma sahip degildirler. Bu yontemlerle istenen 6zelliklerin tiimiine sahip tahminciler
elde edilemez. Oysa en iyi dogrusal sapmasiz tahmin yontemi sézkonusu yontemler-
den farklidir. Bu yontem ile istenen 6zelliklere sahip olan tahminciler elde edilebilir.

Daha 6nce tahmincilerin 6zellikleri agiklanirken Giglincii kiigiik 6rnek 6zelligi

olarak en iyi dogrusal sapmasiz tahminci olma 6zelligi verilmis ve tahminci € ’in
anakditle parametresi 0’nin en iyi dogrusal sapmasiz tahmincisi olmasi igin,

-0 in 6rnek birimlerinin dogrusal bir fonksiyonu olmasi,
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- 0’in 6’nin sapmasiz tahmincisi olmast,

-60’in varyansinin diger sapmasiz tahmincilerin varyansina esit veya onlardan
kiiclik olmas1 gerektigi belirtilmisti.

Burada en iyi dogrusal sapmasiz tahminciler elde edilirken de tahmincilerin
ayni Ozelliklere sahip olmalart istenecektir. Bu yontem ile elde edilecek formiiller
yukarida s6z edilen 6zellikleri tagiyacaklardir. Bu formiiller elde edilirken Lagrange
Carpan1 Yéntemi kullanilmaktadir. Once kisitlamalar belirlenir ve daha sonra kismi
tiirevler alinarak tahminciler elde edilir.

10.6. ARALIK TAHMINI

Nokta tahmininde anakiitlenin bilinmeyen parametresi © igin bir tek deger
tahmin edilmektedir. Daha 6nce agiklandig1 gibi anakiitleden ¢ok sayida 6rnek alina-
bilir. Bu 6rneklerden elde edilecek tahminlerin bir kisminin degeri anakiitle paramet-
resinin degerine esit, bir kismininki anakiitle parametresinin degerinden biiyiik, bir
kismininki ise anakiitle parametresinin degerinden kiigiik olacaktir. Bu nedenle ele
alinan 6rnekten Otiirii tahmin ile anakiitle parametresi ger¢ek degeri arasinda bir fark
olmasi olasilig1 vardir. Ornekleme hatasi olarak adlandirdigimiz bu farkin belirlenen
bir olasilik ile ne kadar olabilecegini tahmin etmek i¢in aralik tahmini yapilir.

Aralik tahmininde belirlenen bir hata pay1 (anlam seviyesi ) o veya giiven ola-
sihigr (1-a) ile anakiitle parametresi 0 i¢in alt ve st giiven sinirlart olusturulur. Olus-
turulacak alt sinir a ve st sinir b ile ifade edilirse,

Pla<fd<b)=1-«a

olacaktir. ©’nin sinirlarmi belirlenmesinde tahmin 6 kullanilir. 6 ’lerin olusturdugu
seti A(0) ile ifade edersek,

Ploc A@)]=1-a ve
Ploc A@)]=«

yazabiliriz. Birinci ifade 6’nin 6 °lerin olusturdugu setin bir eleman1 olmasi olasiligi-

nin (1-a) oldugunu; ikinci ifade ise @ 'nin sdzkonusu setin elemani1 olmamasi olasili-
ginin o oldugunu ifade etmektedir.

Aralik tahmini ile amaglanan 6rneklemeden dogan sapmanin belirlenen giiven
olasihig1 ile ne kadar olacaginin tahmin edilmesidir. Ornegin bir anakiitlenin ortala-
mast tahmin edilirken nokta tahmini 5 olarak elde edilmis olsun. 0.05 hata pay1 veya
0.95 giiven olasilig ile alt ve st giiven sinirlar1 4 ve 6 olarak hesaplanmis olsun. Bu
sonug anakiitle parametresinin degerinin 0.95 olasilikla 4-6 arasi oldugunu; anakiitle
parametresinin degerinin 4’ten kii¢iik veya 6’dan biiyiik olmasi olasiliginin ise 0.05
oldugunu ifade etmektedir.
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Dikkat edilirse giiven araligi simetrik olarak diizenlenmektedir. Bunun sebebi
sapmanin tek yonlii olmayip, ¢ift yonli olmasidir. Bazi parametrelerin aralik tahmin
ile ilgili agiklamalar agagida yapilacaktir.

Aralik tahmininin yapilabilmesi igin ilgili parametrelerin 6rnekleme dagilim-
larmin bilinmesi gerekmektedir. Bu nedenle aralik tahmininden &nce ornekleme
dagilimlart ile ilgili agiklamalar yapilacaktir.

10.6.1. Anakiitle Ortalamasmin Arahk Tahmini

Anakiitle ortalamasinin aralik tahmininin yapilabilmesi i¢in ortalamalarin 6r-
nekleme dagiliminin bilinmesi gereklidir. Bu nedenle 6nce ortalamalarin 6rnekleme
dagilimi agiklanacaktir.

10.6.1.1. Ortalamalarin Ornekleme Dagilimi

Birim sayist N ve ortalamasi p olan bir anakiitleden alinacak n birimli 6rnegin

ortalamasi ( X ), Wnin istenen zellikleri tagiyan tahmincisidir. Bu nedenle,

u=X
olarak tahmin edilir.

Ortalamasi p ve standart sapmasi 6 olan bir anakiitleden tesadiifi olarak segile-
cek n birimli tim 6rneklerin ortalamalarinin dagilimimin ortalamas1 p ve standart

c,. O L .
sapmasi — ’dir. — tahminlerin standart hatasi olarak adlandirilir ve ox seklinde

Jno T n

gosterilir.

Ortalamalarin standart hatas1, anakiitle varyansi ( %) biliniyorsa soyle tahmin
edilecektir.

-iadeli se¢imle 6rnek diizenleniyorsa,
o

* n

-iadesiz se¢imle rnek diizenleniyorsa oo, 6rnekleme oranina (n/N) bagh

o dir.

olacaktir.

%<o.05 ise o =-—

n

-n
-1

dir.

I

ﬂ20.05 ise o, =
N
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Burada 1, IN\I_Z sonlu anakiitle diizeltme faktorii veya bassel faktoriidiir. Se-

¢im iadesiz ise drnekleme oranina bakilmaksizin formiilde sonlu anakiitle diizeltme
faktoriinlin yeralmasi gerekmektedir. Ancak,

N-—n

N-1

=1

N 005 ise
N

kabul edilmekte ve bu nedenle ihmal edilmektedir.

Ornek birim say1s1 (n) biiyiik ise, 6rnek ortalamalarinin teorik dagilimi, ana-
kiitle dagilimi ne olursa olsun normal dagilima yaklasir.

Ornek biiyiikliigii i¢in kriter n >30'dur. n >30 ise 6rnek ortalamalariin teorik
dagilim1 normal kabul edilebilir. Anakiitleden alinan 6rnek ile drnek ortalamasi ara-
sinda fark olabilir. Bu fark 6rnek birim sayisina (n) bagh olacak, n arttik¢a 6rnek
ortalamasinin, anakiitle ortalamasina yakin olma olasilig: artacaktir.

ORNEK: =50 ve 6=6 olan ve normal dagildig1 kabul edilen bir anakiitleden
36 birimli bir 6rnek aliacaktir. Ornek ortalamasiin 48-52 arasinda olmasi olasiligi-
n1 hesaplayin. (N= ¢ok sayida)

N biiyiik oldugundan n/N < 0.05 olacaktir. Ornek ortalamalarmin dagilimi igin
standart degisken,

X—u

Z= dir.
Ox

o= -6 64

“ Jn V3 6

2, =80 _"2_ 5 042
1 1
5250

Z,= 1 =2—04772

48 50 52

P(48 < X <52) =0.4772 +0.4772 = 0.9544
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n’in artarak 100 oldugunu varsayalim.

o 6 6

O :—:—:—20.6
“Jn Vo 10
Z,= #8-%0 _ =2 _ 333,049
06 06
Z,= 52-50 _ 3.33 — 0.4996
0.6
Bu durumda

P(48 < X < 52) = 0.4996 +0.4996 = 0.9992
olur. n’in artmasi ile olasiligin arttig1 goriilmektedir.

Buraya kadar yaptigimiz agiklamalarda anakiitle varyansmin (o) bilindigi

kabul edilmistir. Anakiitle varyansi bilinmiyorsa 6rnekten anakiitle varyansi ¢ ’nin
tahmini gerekecektir. Anakiitle varyansimmn sapmasiz tahmincisi S?’dir ve istenen
diger ozellikleri de tasir.

S?veyasS,
DX =X
SZ — i=1
n-1
veya
S:

olarak tahmin edilir.

Ornek varyans1 &2 ise, 6%ile S? arasinda,

52 né’

=n—1

iligkisi bulunacaktir. Buradan,

Y L
n-1

yazilabilir. Bu durumda,
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veya

olacaktr.
Ortalamalarin 6rnekleme dagilimu ile ilgili 6zellikleri soyle 6zetleyebiliriz.

1- Anakiitle dagilimi normal ise ve anakiitle varyansi biliniyorsa, 6rnek ortalamala-
rmnin dagilimi normaldir. Ornek birim sayist dnemli degildir. Bu durumda,

-iadeli se¢im ve iadesiz segimde n/N <0.05 ise

Oy =—F

* Vn

-iadesiz se¢imde n/N >0.05 ise

=z

-n

olacaktir.

2- Anakiitle dagilimi normal ise ve anakiitle varyansi bilinmiyorsa, n ne olursa olsun
ornek ortalamalarinin dagilimi (n-1) serbestlik derecesi ile t-u dagilimidir. n >30

ise t-dagilimi, normal dagilima yaklasacagindan bu durumda dagilim normal ka-
bul edilebilir.

Bu durumda o bilinmediginden S hesaplanarak birinci sikta ¢’larin yerini S
alacaktir. Formiillerde bundan bagka degisiklik olmayacaktir.

3- Anakiitle dagilimi normal degil ise n >30 olmalidir. Bu durumda n<30 igin veri-
len formiiller gecerli olmayacaktir.

10.6.1.2. Aralik Tahmini

Ornek ortalamalarinin dagilimi normal ise standart Z degiskeninin

degerleri normal dagilim tablosundan Z2 olarak elde edilecektir. Bu durumda,
P(-Z,,<Z2<Z,,)=1-«
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1- ¢
o5 =2
Ty, 0 z z
, >
Sekil 10.2

__# )

P(-Z,,< <+Z,,)=1-a
X
X —

—Z,, < 2 <+Z,

X
olacaktir. Taraflar1 o o ile ¢arparsak,

~Z,,,05 <X —pU<+Z,,04
X ’y1 esitsizligin iki yanina alip —1 ile ¢arparsak,

X —Za/ZO'X <u< )?+Za,20'>7

olarak anakiitle ortalamast p’niin o hata payr veya 1-o giiven olasiligi ile iginde
bulunacag: arahigin alt ve Ust sinirlari bulunur. & ise daha nce yapilan agiklamala-

ra gore belirlenecektir.

ORNEK: Bir fabrikada iiretilen A mamiillerinin boy uzunluklari arastiriimak-
tadir. Bu amagla fabrikada iiretilen ¢ok sayida mamiilden 256 birimlik bir 6rnek
alinmig ve 6rnek ortalamasi 18 mm. bulunmustur. Anakiitle dagiliminin normal ve
varyansinin 9 mm. oldugu bilindigine gore, anakiitle ortalamasini %95 olasilikla (%5
hata payi ile) tahmin ediniz.

0.025 0025

-1.96 1] 1.96 z
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n=256 X =18
6?=9— c=3 a=0.05
X_Za/zo'x <pu< X+Za/20'>?
Z,, >1-a=1-005=0.95
0.95/2 =0.4750— tablodan Z,,, =1.96

No>won/N<005ve oy =——
n

_ o . o
X—Z ,—<u<X+2Z ,—
alz\/ﬁ H a/2\/ﬁ

18-196—> < 4 <18+1.96———

v 256 V256

16588, 1g,588
16 16

18-0.3675 < 12 <18+0.3675
17.6325 < 11 <18.3675

%95 olasilikla iretilen mamiillerin boy uzunluklar1 (anakiitle ortalamast)
17.6375 mm. ile 18.3675 mm. arasinda olacaktir.

10.6.1.3. Kiigiik Orneklerde Anakiitle Ortalamasinin Arahk Tahmini

Anakiitle varyansi bilinmiyorsa ve anakiitle dagilimi normal dagilim ise veya
normal dagilim kabul ediliyorsa, ornekleme dagilimi t dagilimi olacagindan Zos
degerini belirlemek i¢in normal dagilim yerine t dagilimi kullanilir.

n >30 ise, t dagiliminin normal dagilima yaklastig1 goriiliir. Bu nedenle, 6rnek
ortalamalar1 dagiliminin varyansinin bilinmedigi ve n <30 oldugu durumda 6rnekle-
me dagiliminin t dagilimi oldugunu séyleyebiliriz. Bu durumda Zo» degerleri yerine
t- dagilimi tablosundan yararlanarak ta, degerleri belirlenecektir. Aralik tahmini
benzer sekilde,

P(-t,, <t<t,,)=1-«

X—u

_ta/2 < <+ta/2

X

X_ta/2ﬁ<ﬂ<x+ta/2ﬁ

olarak yapilacaktir.
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ORNEK: Normal dagildig1 bilinen bir anakiitleden 16 birimli bir 6rnek alin-

mis ve drnek ortalamast X =35 ve S=4.6 bulunmustur. 0.95 olasilikla anakiitle orta-
lamasini tahmin ediniz.

t dagilimi tablosundan,
o/2 = 0.05/2 =0.025 ve
serbestlik derecesi n-1 = 16-1=15 karsilig1 ta;, =2.131

o S N S
X=t,,——=<u<X+t,,—
/2 /2\/5

Jn
4.6 4.6
3H5-2131—=< u<35+2131——=
V16 V16

32.55 < 141 <37.45

olarak elde edilir.

10.6.2. Anakiitle Oraninin Tahmini

Anakiitle ortalamasi gibi anakiitle oraninda aralik tahmini yapilabilir. Bunun
icin oranlarin 6rnekleme dagiliminin bilinmesi gerekmektedir.

10.6.2.1. Oranlarin Ornekleme Dagilim

Birim sayis1 N olan anakiitlenin oranini P ve bu anakiitleden alinan n birimli
Ornegin oranini ise p ile ifade edelim. Anakiitle oran1 P, 0 veya 1’e yakin degilse ve
anakiitleden alinan 6rnek biiyiikse; Ornek oranlarinin dagiliminin, ortalamasi P ve

standart sapmasi o, = N{H olan normal dagilima yakindir.
n

Bu durumda standart degisken,

-P -P
z-P-"_P-F
T Pa
n
olacaktir. Anakiitle oraninin nokta tahmini ise P=p olarak yapilacaktir. Yani anakiitle
orant P’nin tahmincisi, érnek orani p’dir.

Anakiitle oraninin aralik tahmininde anakiitle oran1 P bilinmeyeceginden
op’nin bilinmesi sdzkonusu degildir. Se¢imin iadeli ve iadesiz olmasina ve drnekle-
me oranina gore oranlarin standart hatasi,

-iadeli se¢im ve iadesiz segimde n/N <0.05 ise
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g
n

O'p:

-iadesiz se¢imde n/N >0.05 ise

o - fﬂn N-—n
" YnVN-1

olacaktir.

Anakiitle oran1 bilinmediginden op yerine drnekten tahmin edilecek Sp’nin
kullanilmasi gerekecektir.

pq
n—
s2_"% _"n __pq
p
n-1 n-1 n-1
ve
pPq
S = |—
P n-1

olarak tahmin edilecektir. Uygulamada n biiyiik ise me ile 1/ p—ql degerleri birbi-
n n-

rine ¢ok yakin olacagindan o, =S, kabul edilebilir. Verdigimiz orneklerde de

o, =S, kabul edilmistir.

10.6.2.2. Aralik Tahmini

Oranlarm aralik tahmininde de ortalamalarin aralik tahmininde oldugu gibi
standart degisken i¢in,

P(_ZaIZ <ZL< Za/Z) =l-a

olacak sekilde anakiitle oraninin aralik tahmini yapilacaktir. Anakiitle oraninin aralik
tahmini,

Pz, <*=P iz y-1-q

Joo
P=Z,0\o, <P<P+Z,,\[0,

olarak yapilir.

ORNEK: Bir isletmede calisanlarin is yerine zamaninda gelip gelmedikleri
aragtirtlmaktadir. Bu nedenle isletmede gorev yapan 10.000 kisiden 200 kisilik bir
ornek tesadiifi olarak secilmis ve ¢alisanlarin 0.67’sinin son 1 ay i¢inde gorevlerine
hi¢ ge¢ kalmadiklar1 anlasilmistir. 0.95 olasilikla tiim isletmede ¢alisanlardan is yeri-
ne zamaninda gelenlerin oranini tahmin ediniz.
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2‘9/221'96

n_ 20 _400<00550 = P9
N 10000 *Vn
p_Za/Z %<P<p+za/2 %

0,67 -1,96 067033 p 0,67 +1,96 067.0,33
200 200

0,67 -1,96.0,033 <P <0,67+1,67.0,033
0,67-0,064< P < 0,67+0,064
0,606 <P <0,734

0.95 olasilikla tiim isletmede zamaninda is yerine gelenlerin orani 0,606 ile 0,734
arasindadir.

10.6.3. Ortalamalar Arasindaki Farklarin Aralik Tahmini

Farkli iki anakiitlenin ortalamalar1 arasindaki farkin aralik tahmini yapilabilir.
Bu nedenle ortalamalar arasindaki farklarin 6rnekleme dagiliminin bilinmesi gereklidir.

10.6.3.1. Ortalama Farklarmm Ornekleme Dagihimi

Birim sayilar1 N1 ve N3 ve ortalamalar1 py ve up olan iki anakiitleden alinacak
orneklerin birim sayilart ny ve ny ; ortalamalart X, ve X, olsun. Anakiitle ortala-

malar1 arasindaki fark (u1 - p2), 6rnek ortalamalari arasindaki fark ( X, - X, )’a esit
olarak tahmin edilir.

- =X, - X,

Tahmin edilen bu fark 6rnekleme sapmasi igerdiginden aralik tahmini yapila-
bilir. Ortalamalar arasindaki farklarin dagilimi i¢in standart degisken

7 = (Xy=X5) = (14— 145)

X1-X3

dir.

Ortalamalar arasindaki farklarin dagilimlariin standart sapmasi yani standart
hata (Gil—iz) sOyle belirlenir.

-anakiitlenin standart sapmalar biliniyorsa,



316 Temel Istatistik

2 2
o, 0O

O3 %, = +—2
n n

-anakiitlenin standart sapmalar1 bilinmiyorsa,

s s2

O% %, = f—1+—2
n, n

1 2

Bazi durumlarda anakiitle varyanslari birbirine esit olabilir. of =o5 ise ve
varyans biliniyorsa,

varyans bilinmiyorsa,

1 1 n,+n
0% %, :S.\/—+— =S |12
nl n2 nlnz

olacaktir.

Ornek birim sayilarinin (n;+n; <120) olmasi durumunda anakiitle varyanslari-
nin degeri bilinmiyor, fakat anakiitle dagilimmin normal oldugu ve varyanslarin
birbirine esit oldugu biliniyorsa,

s_ [(=DSE+(n, DS}
n+n,-2

olarak tahmin edilir. Bu durumda n; veya ny’den biri veya ikisi de 30’dan kiigiik
olacaktir. Dagilimin serbestlik derecesi (n1+n»-2)’dir. 30’dan biiyiik serbestlik dere-
cesi i¢in t- dagilimi normal dagilima yaklasacagindan, bu durumda 6rnekleme dagi-
lim1 olarak kabul edilebilir. Yukarida verilen formiil 6zellikle ayni anakiitleden iki
ornek alinmast durumunda gecerli olacaktir.

10.6.3.2. Aralik Tahmini

Ortalamalarin ve oranlarin aralik tahmininde oldugu gibi, ortalama farklarinin
aralik tahmininde de benzer islemler tekrarlanacaktir. Ortalama farklarinin aralik
tahmini,

P(-Z,,<Z2<Z,,)=1-«

P(_ZO[/2 < (xl_XZ)_(ﬂl_luZ) <Za/2):1_a

O%4-%,

(X, =X,) 241205, %, < — 1) < (X, =X,)+ 241205, 5,

olarak yapilacaktir.
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ORNEK: iki farkli anakiitleden alinan iki 6rnek ile ilgili bilgiler asagida ve-
rilmistir.
n, =100 X, =42 S, =6
n,=120 X,=35 S,=5

0.05 hata pay1 ile bu 6rneklerin alindig1 anakiitlelerin ortalamalari arasindaki
farki tahmin ediniz.

Z,,=1.96

Y E

67 —
X1-X3
nl nZ

g %y-z [S,.S5 S/, S
(Xi=X3)=Z.12 n, + N, (= 1,) <(Xy = X,) + 2, n, nz
©°, 6" ®©°, 6’
42 -35)-1,96 42 —-35)+1,96 —
( )-1 ,/100 100 <t #)<( )+196, 7 5 100

7-1,96(0,7538) < (14, — 11,) < 7+1,96(0,7538)
714774 < (g — p,) < 7+1,4774
5,5226 < (14 — p,) <8,4774

10.6.4. Oranlar Arasindaki Farklarin Arahik Tahmini

iki anakiitle ortalamalar1 arasindaki farkin aralik tahmini gibi iki anakiitlenin
oranlar1 arasindaki farklarin da aralik tahmini yapilabilir. Ancak burada 6nce iki oran
arasindaki farkin 6rnekleme dagilimi agiklanacaktir.

10.6.4.1. Oran Farklarimm Ornekleme Dagilim

Birim sayilar1 N1 ve No, oranlar1 P1 ve P; olan iki anakiitleden alinacak 6rnek-
lerin birim sayilar1 n1 Ve n, oranlari p1 ve pz olsun. Anakiitle oranlar arasindaki fark
(P1-P2), 6rnek oranlari arasindaki farka (p1-p2) esit olarak tahmin edilir.

P1-P2 = p1-p2
Oranlar arasindaki farklarin dagilimi igin standart degisken,
P — pz) _(Pl — Pz)

P1—=P2

L«

olacaktir. Oran farklarinin dagiliminin standart hatasi ise,
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oy = /prllql » Bil
1 2

olarak belirlenir.

10.6.4.2. Aralik Tahmini

Oranlarin aralik tahmini formiilii de standart degiskenin genel ifade de yerine
konmasi ile elde edilecektir.

P(-Z,,<Z2<Z2,,)=1-«

P(-Z /2<(p1_p2)_(P1_P2)<Z

%pp,

wi2) =l-a

P (pl - pz) _ZaIZO-pl—pz < (Pl - Pz) < (pl - pz)"‘ Za/ZO-pl—pz) =l-a
Yukarida verilen formiil ile iki anakiitle oraninin farklari belirlenen hata pay1
veya giiven olasiligi ile tahmin edilmis olacaktir.
ORNEK: iki farkli anakiitleden alinan iki 6rnek ile ilgili bilgiler asagida ve-
rilmistir.
ny =1250 p1=0,25
n, =1500 p2=0,22

0,95 giiven olasilig ile bu 6rneklerin alindig1 anakiitlelerin oranlar1 arasindaki
farki tahmin ediniz.

Z,,=196
q1=1-p1=1-0,25 =0,75
G2 =1-p2=1-0,22 =0,78

oy = /prl]ql . prz]%
1 2

_ J(o,25)(0,75) 1+ 022)(0.78) _ 51606
1250 1500

(PL=P2) =220, <(R=PR,) <(Py = P)+ 2,20, s,
(0,25-0,22)-1,96(0,01626)< (P1-P2)<(0,25-0,22)+1,96(0,01626)
0,03-0,032 < (P;-P2) < 0,03+0,032
-0,002 <(P1-P;) < 0,062
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10.6.5. Anakiitle Varyansinin Aralik Tahmini

Anakiitle ortalamasi ve orani gibi anakiitle varyansinin da aralik tahmini yapi-
labilir. Bu durumda anakiitle varyansinin aralik tahmininde S?’den yararlanilacaktir.

Ortalamas1 p ve varyansi 62 olan bir anakiitleden alinacak n birimli érnegin
ortalamast X ve varyansi S?olsun. X ve S?’nin bagimsiz olmasi durumunda,

(n-1)s?

2
o

degiskeninin dagilimi (n-1) serbestlik dereceli ki-kare dagilimidir. Bundan yararlana-
rak anakiitle varyansinin aralik tahmini,

(n-1)s°?

P(le—alz,n—l < < l;/z,n—l) =l-a

P(—(n ~s” _ o2 < (0-DS” ~1)s” j =l-a

2 2
Xai2n1 Xiaizn1

(n-1s? Co? < (n-1s?
li/z,n—l llz—alzn—l
olarak elde edilir.

ORNEK: Yeni piyasaya siiriilen bir iiriin niifuslar1 birbirine yakin 8 bélgede

satisa sunulmustur. Uriiniin aylik satis ortalamasi X =20500 ve S=1600 olarak he-

saplanmustir. 0,90 giiven olasilig1 ile anakiitle varyansim ve standart sapmasini tah-
min ediniz.

(n—1)s? Py (n-1)s?

l;/Z‘n—l le—a/Z,n—l

n=8

serbestlik derecesi = n-1=8-1=7
a=0,10

Z§,10/2,7 = 7(5,05,7 =14,067
150,10/2,7 = 15,95,7 =2]167

(8-1)(1600)° col< (8-1)(1600)°
14,067 2,167

1273903 ,46 < o> < 8269497
1128,67 <o < 2875,67
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Anakiitle varyans ve standart sapmasinin aralik tahmini biiyiik 6rnekler icin
ornekleme dagilimmin normal dagilima yaklastirilmasi ile yapilabilir. Biiyiik 6rnek-
lerde S’lerin dagiliminin standart hatasi (cs),

o = C

=
v2n

dir. Buna gore o’1n giiven aralidi ise,

S-Z,,—<o<S+Z

o
al
v2n ? v2n
olur. Bu esitsizlikten 6’1n giiven aralik tahmini,

S <o < S
Za/Z 1 Zzz/Z

Jan Jan
olarak belirlenebilir.

ORNEK: 100 birimli bir 6rnekte S=12 olarak bulunmustur. 0,05 hata payi ile
anakiitle standart sapmasini tahmin edin.

1+

S <o < S
1+ Za/Z 1— Zar/2
V2n V2n
12 o< 12
1% L 1%
42,100 42,100
10,539 < 0 <13,930

10.6.6. Varyans Oranlarinin Arahk Tahmini

iki anakiitle ortalamas veya iki anakiitle oram arasindaki fark gibi, iki anakiit-
le varyansinin birbirine oraninin aralik tahmini yapilabilir. Bu durumda varyans
oranlarinin 6rnekleme dagilimi F dagilimidir.

Varyanslart ¢} ve o olan normal dagilmis iki anakiitleden alinan ny ve n,

birimli érneklerin varyanslar 812 ve Sg olsun. Bu durumda S?’lerin o ’lere oran-
larinin, birbirine oranmin dagilimi (ns1-1) ve (n2-1) serbestlik dereceli F dagilimidir.
S?

of _o38¢

T2 BTy
S, 015,
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Varyans oranlarinin aralik tahmini,

22
P(F <o

l-al2,m-1n-1 202 al2,m-1ny
o, S

4)=1l-«

olarak yapilacaktir. F tablo degerlerinin bulunmasinda,

F !

—al2,m-Lnp-1 =
v Falz,nz—l,nl—l

oldugundan bu iligskiden yararlanilacaktir. Bu doniisiim ile varyans oranlarinin aralik
tahmini formiild,

2 2 2

S 1 o, S

Sg ' F 2 2 " al2,n-1m-1
2 Farzmam-1 02 2

olarak elde edilir.

ORNEK: A marka mallardan tesadiifi olarak 10 adet alinarak X , =15 ve

Sa=0,4 ; B marka mallardan tesadiifi olarak 11 adet almarak X s =2,0 ve Sp=0,6

olarak hesaplanmistir. 0,98 giiven olasilig1 ile anakiitle varyanslarinin ve standart
sapmalarinin oranlarini tahmin ediniz.

n; =10

n; =11 0=0,02
Fooz2101111 = 4,94
Fooz2/2111101 = 9,26

2 2 2

S; 1 oy S

— < — < —.

Sz E 2 82 al2,n-1m-1
2 Tarzmana 02 2

(06)2 494 o2 (06)

2 2 2

2

009<ZL <234
oF

030<2L <153

O,

10.6.7. Optimum Ornek Biiyiikliigiiniin Belirlenmesi

Orneklemenin 6zellikle maliyet ve zaman yoniinden tasarruf sagladigim be-
lirtmistik. Ornek diizenlenirken drnek biiyiikliigiiniin yeterli olmasi da ayn1 nedenler-
den otiirii dnemlidir. Ornek birim sayis1 yetersiz ise, yapilan arastirmadan beklenen
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bilgiler saglikli olarak elde edilemeyecegi gibi, 6rnek birim sayisinin fazla olmasi
maliyetin artmasina ve zaman kaybina neden olacaktir.

Ornege alinacak en az birim sayisin1 bazi sartlarla, matematiksel olarak belir-
leyebiliriz. Belirleyecegimiz bu birim sayisin1 optimum &rnek bilyiikliigli olarak
adlandiracagiz.

10.6.7.1. Anakiitle Ortalamasimn Tahmini i¢in Optimum Ornek
Biiyiikliigiiniin Belirlenmesi

Anakiitle ortalamasinin aralik tahmini,

P(-2,,<> <7, ,)=1-a

X
seklinde yapiliyordu. Buradan,
—Z,,0% < )z—y<+Za,20')7
esitligini elde ederiz. X — u farki E ile gosterirsek,
E=X-u
E<Z,,,04

yazabiliriz. Burada hata miktar1 E’nin en ¢ok belirlenen deger kadar veya daha az
olmast i¢in drnek biiyilikliigiinii belirleyebiliriz. Hatanin en ¢ok E degeri kadar olmasi
igin,

E=Z,,0%

(e}

olacaktir. o = oldugundan,

5

E:

o
Z,,——
/2‘\/5
\/ﬁzza/ZO-

2
n :(ZaIZO-)
E

olacaktir. Bu esitlikte n’in belirlenebilmesi i¢in anakiitle varyansinin bilinmesi, hata

paymin ve hata miktar1 E’nin belirlenmesi gerekmektedir. o bilinmiyor, fakat yak-
lagik olarak tahmin edilebiliyorsa 6rnek biiyiikliigii buna dayanarak da belirlenebilir.
E anakiitle ortalamasi ile 6rnek ortalamasi arasinda olmasi istenen maksimum farki
belirtecektir.

m
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ORNEK: ¢ =8 olan bir anakiitleden n birimli bir 6rnek alinacaktir. Ornek or-
talamasi ile anakiitle ortalamasi arasindaki farkin 0,95 olasilikla en ¢ok 1,5 olmasi
i¢in n ne olmalidir, hesaplaymiz.

Z,,=19
2
n:(za/ZO-J
E
196.8Y
n:(?J =109,27 =109 birim

n >109 birim alinirsa, X ve u arasindaki fark 0,95 olasilikla +1,5 veya daha az ola-
caktir.

10.6.7.2. Anakiitle Oramimin Tahmini i¢in Optimum Ornek
Biiyiikliigiiniin Belirlenmesi

Ayni sekilde p-P = E dersek,

E=Z,,0,ve

_ Zilz Pq
= —EZ
olacaktir.

Oranlarla ilgili ornek biiyiikliigii belirlenirken, P bilinmediginden tahmin
edilmesi gerekecektir. p tahmin edilirken tahmin belirli bir aralikta yapiliyorsa (%15-
20 gibi) n’i belirlemek i¢in tahmin edilen biiyiik oranin alinmasi iyi olacaktir. P tah-
min edildikten sonra Zq, giiven olasiligina ve E aragtirmaya gore belirlenebilir.

ORNEK: Bir bolgede A mali kullanan ailelerin orani arastirilmaktadir. Bol-
gede A mali kullanan ailelerin toplam ailelere oraninin 0,40 oldugu tahmin edilmek-
tedir. 0,90 olasilikla 6rnek orani ile anakiitle orani arasindaki farkin 0,04 olmasi igin
Ornege alinacak aile sayisini belirleyiniz.

Z,,=164
2 2

. Za,zzpq _(164) (0,42(0,6) _ 403,44
E (0,04)

n =403

ornek en az 403 aileden olugsmalidir.
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10.7. COZUMLU ORNEKLER

ORNEK 1 :6=50 olan 5000 birimli bir anakiitleden 400 birimden olusan &r-
nek iadesiz se¢imle diizenlenerek, ornek ortalamasi 4500 olarak bulunmustur. 0,10
hata pay1 ile 6rnek ortalamasini tahmin ediniz.

Coziim :

N =5000

n=400
c=50 Zop— 1-a0=1-0,10 =0,90

X = 4500 0,90/2 = 0,4500— tablodan Zu» =1,64
a=0,10 AL 400 =0,08 > 0,05 oldugundan
N 5000
_o N-n
= o |N-n = o [N-n
X-Z —1/—< <X+Z ,,—. |—
al?2 \/H N —l H al?2 \/ﬁ N _1
4500 1,64 50 (5000 —400 < 1< 4500 +164 50 {5000 —400
400 5000 -1 /400 5000 -1

4500 - 164 50 095<y<4500+164 28 .0,95

4500 —3,895 < <4500 + 3,895
4496,105 < 1 < 4503,895

0.10 hata pay1 ile 6rnek ortalamasi bu aralik i¢inde olacaktir.

Not: Segim iadeli veya drnekleme orami 0,05 “ten kiiclik olsaydi, oy = % alinacakti.
n

ORNEK 2: Bir depoda bulunan 10000 mamiiliin agirliklar1 incelenmektedir.

Bu mamiillerden 36 birimli bir 6rnek diizenlenmis (iadesiz se¢imle) ve X =20 gr. ve
S=4 gr. bulunmustur. 0,70 olasilikla ambarda bulunan mamiillerin ortalamasini tah-
min ediniz.

Coziim:
Zop—> 1-0.=0,70/2 = 0,3500— tablodan Z.,, =1,04
Do % _00036<005 > oy =
N 10000 Jn
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X - <pu<X+Z

S
a/2 \/_ a/ZW
20— 1,04—2 < 11 < 20+1,04——
y ‘\/% y @
200,693 < 1 < 20 +0,693
19,307 <y < 20,693

0,70 olasilikla ambarda bulunan mamiillerin ortalamas1 19,3 gr. ile 20,6 gr.
arasinda olacaktir.

ORNEK 3: 500 birimden olusan bir topluluktan 49 birimlik bir 6rnek iadesiz
secimle alinmustir. Ornek ortalamas: X =98 ve ornek standart sapmasi ¢ =8 bulun-
duguna gore, 0,01 hata payi ile anakiitle ortalamasini tahmin ediniz.

Coziim:

Zop—> 1-a0=1-0,01 =0,99

0,99/2 = 0,4950— tablodan Zu; =2,57
n @

N =0,098 > 0,05 oldugundan ve o bilinmediginden ,

Og = \/_

s7_ (X, - X)? _ng*

n n—
S=o |- -8 -2 _g101-808
n-1 V49-1

- N n N n
X a/Z\/_ <ﬂ<x+za/2\/_

o S [N-n_808 [500-49
* UnVN-1 a9V 500-1
98—2,57.1,096 < 1 <98+ 2,57.1,096
98-2,81< 1 <98+2,81
95,19 < 1 <100,81

=1,096

0,01 hata pay1 veya 0,99 giiven olasiligi ile anakiitle ortalamasi 95,19 ile
100,81 birim arasinda olacaktir.

Ayni 0rnek iadeli secimle diizenlenseydi veya n/N<0,05 olsaydi,
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S 8,08
o;=—==—+==115
* Jn a9
98-257.115< 14 <98+2,57.115
95,05 < 1£<100,95

olacakti.

49
ORNEK 4: N=5000, n =49, ZX‘ =2940 ve 0=0,05 olduguna gore p’'niin
i=1

giiven araligini bulunuz. (o =7)

Coziim:
Za/2:2,57
£=£<0,05
N 5000
)Z:Z_Xi:@:(so
n 49
o o o o
X=Z,,——=<U<X+Z,,—
/12 n lZ\/H
60—196L<,u<60+196i
el ‘\/E l ‘\/E
58,04 < 11 < 61,96

ORNEK 5: Bir énceki 6rnekte N=500 olduguna gore anakiitle ortalamasini
tahmin ediniz.
N _ %9 00085005
N 500

o = O N-n 7 |500-49

* I VN-1 Ja9V 500-1
)?—Za,zai <pu< )?+Za,2ai
60-1,96.0,95 < 12 <60 +1,96.0,95

58,138 < 11 < 61,862

=0,95

ORNEK 6: 6000 birimli bir anakiitleden 64 birimli bir 6rnek iadesiz se¢imle
alinarak,

64
DX, =3200
i=1
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64

D (X, =X)* =1575

i=1

bulunmustur. Anakiitle ortalamasini 0,99 olasilikla tahmin ediniz.

Coziim:
Zop = 2,57
£=£<0,05
N 6000
)Z:E_Xi:@:m
n 64
/(x.—%)2 1575
S= ' = =4/25=5
n-1 64 -1 V25
o S o S
X=Z,,——=<u<X+2,,—
/2\/5 /2\/5
50—257i<,u<50+257i
il ‘\/a il \/a
484 < 1< 51,6

ORNEK 7: Bir anakiitleden alman 200 birimli 6rnek igin su degerler hesap-
lanmustir.

200
DX, =1500
i=1

200
D X,? =12500

i=1
anakiitle ortalamasini 0,80 giiven olasiligi ile tahmin ediniz.
Coziim:
Zajp— 1-0.=0,80/2 = 0,4— tablodan Z» =1,28

D005 5 o=
N

g _2Xi 1500 ¢
n 200

2
6= %_(x)z _ /%_(7,5)2 ~ [62,5-56,25

=46,25=2,5
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S= &W,L = 2,51f 200 _ 2,5.1,002 = 2,505
n-1 200 -1

= S = S
X-Z ,—<u<X+2Z ,—
al? \/ﬁ H al? \/ﬁ
75-1,28 2,505 <pu< 7,5+L28@
v 200 /200
75-0,22 < u<75+0,22
7,28<u<1,72

ORNEK 8: 1000 birimli bir anakiitleden alman &rnek asagida verilmistir.
(Ornek iadesiz segimle diizenlenmistir.)

Xi f, £iX; Xi=X (X, =X)? fi (X, — X)?
2 11 22 -2 4 44
3 26 78 -1 1 26
4 45 180 0 0 0
5 30 150 1 1 30
6 9 54 2 4 36
121 484 136
0,9544 giiven olasilig ile bu 6rnegin alindig1 anakiitle ortalamasini tahmin ediniz.
Coziim:
Zop—> 1-00=0,9544/2 = 0,4772— tablodan Z, =2
N 51915005 oy == |N=n
N 1000 Jn VN-1
)z = —Zfl xi = ﬂ =
>f; 121

(]

f (X, - X)? 136
= / RS :,/ = /1133 =1,064
>f -1 121-1 L

oS [N-n_1064 1000-121
* U VIN-1 V121V 1211
X—Z,,040 <pp<X+Z,,04
4-0,262 < 1< 4+0,262
3476 < 1< 4,524

=0,262
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ORNEK 9: Normal dagildig1 bilinen ve varyansi 81 olan bir anakiitleden 25
birimli bir 6rnek almmustir. Ornek ortalamasi 150 bulunduguna gore 0,90 olasilikla
anakiitle ortalamasinit tahmin ediniz.

Coziim: Anakiitle dagilimi1 normal oldugundan n <30 olsa da normal dagilim
tablosundan yararlanilacaktir.

Zop =1,64

%<o,05 > 0%=8150=9> 0, =L

Jn
- o - o
X=Z,,——=<U<X+Z,,—
12 12 In
150 -1, 64i <pu<150+1 64i
y \/a ) \/a
148,36 < 11 <151,64
ORNEK 10: A makinesinin iirettigi hatali mamiillerin orani arastirilmaktadir.
Bu amagla makinenin iirettigi 2000 mamiilden 180 adedi tesadiifi olarak segilerek,

bunlardan 27 adedinin hatali oldugu anlasilmigtir. 0,01 hata payi ile makinenin iiret-
tigi hatali mamiil oranini tahmin ediniz. (Se¢im iadesizdir.)

Coziim:

Za/z :2,57

N _20 5095005 5o, = P9 NN
N~ 2000 n VN-1
pq [N-n pq [N-n
-2, PL NN gz, RO NN
p al?2 n N -1 < < p+ al?2 n N -1
27

P==_-015
180

o, - ﬂ.\/N -n :\/0,15.0,85 .\/2000 -180 0025
n VN-1 180 2000 —1
0,15-2,57.0,025 < P < 0,15+2,57.0,025
0,085 <P < 0,21

ORNEK 11: Varyanslarinin birbirine esit oldugu bilinen iki anakiitleden ali-
nan Ornekler ile ilgili bilgiler agagida verilmistir.
n=12 X,=158 S,=10

n,=15 X,=141 S,=14

0,95 giiven olasilig1 ile ortalamalar arasindaki farki tahmin ediniz.
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Coziim:
n1 <30, n2 <30 oldugundan ni+n,-2 serbestlik dereceli t dagilimu, toos/2,12+15-2 =
t0,025,25=2,060

ol =0,
oldugundan,
S = (nl _1)512 +(nz _1)822
n+n,-2

~ \/(12—1)(10)2+(15—1)(14)2 124
- 12+15-2 o

M1
0)71_%225 n—+n—
1 2
—12.4 1+ L _ 48025
215

(X, =X,) 1,207 5, < (1 — 1) < (X = X3) 14,2057, %,
(158-141)-2,060(4,8025) < (g4 — 1,) <(158-141)+2,060(4,8025)
7,11 < (g4 — p,) <26,89
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BOLUM 11

HIPOTEZ TESTLERI

Onceki béliimde gesitli parametrelerin drnekleme dagilimlarini ve bunlara da-
yanarak aralik tahminlerini agikladik. Bu bdliimde agiklayacagimiz hipotez testlerin-
de de ayni 6rnekleme dagilimlarini kullanacagiz.

11.1. HIPOTEZ VE HiPOTEZ TESTi KAVRAMLARI

Uygulamada anakiitle parametreleri ile ilgili baz1 varsayimlarin veya bilgilerin
ortaya kondugu durumlarla karsilagilabilir. Bu varsayimlar veya bilgiler anakiitle
ortalamasi, orani veya varyansinin herhangi bir sayisal degere esitlik veya esitsizligi-
ni ifade edebilecegi gibi, iki farkli anakiitlenin parametrelerinin birbirine esit veya
farkli oldugunun 6ne siiriilmesi seklinde de karsimiza ¢ikabilir. Bu durumda ileri
stiriilen varsayimin veya bilginin dogrulanmasi gerekecektir.

Bu soruna bir 6rnek yardimu ile cevap verilebilir. Eger 6rnekten tahmin edilen
deger ile ileri siiriilen deger ayni ise bir sorun yoktur. Buradaki ayni kelimesi tam
olarak sayisal esitligi ifade etmektedir. Sayisal degerler arasinda fark olmasi duru-
munda ise varsayim yanligtir demek dogru mudur sorusunu sormak gerekir. Bilindigi
gibi 6rneklemeden dogan bir sapma sozkonusudur. Yani, drnekleme hatasi nedeniyle
parametrenin tahmin edilen degeri kontrol edilebilir bir miktarda farkli olabilir. Dik-
kat edilirse burada s6z edilen fark, aralik tahmini ile tahmin edilmeye ¢alisilan farka
benzemektedir. Aralik tahmininde fark tahmin edilmeye, yani anakiitle parametresin-
de olusabilecek sapma tahmin edilmeye g¢alisilmaktadir. S6z ettigimiz durumda ise
varsayilan bir deger ile rnekten elde edilen bir deger vardir ve bu degerler arasinda-
ki farkin drneklemeden kaynaklanip kaynaklanmadiginin arastirilmasi sézkonusudur.
Diger bir ifade ile aradaki farkin istatistiksel olarak anlamli olup olmadigina karar
verilmesi sdzkonusudur. Bu amagla hipotez testi olarak adlandirilan islemler ile de-
gerler arasindaki farkin istatistiksel olarak anlamlilig1 arastirilmaktadir.
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Hipotez testini, anakiitle ile ilgili bilgiler veya varsayimlar ile bunlarin 6rnek-
ten tahmin edilen degerleri arasindaki farkin istatistiksel olarak anlamli olup olmadi-
gina karar vermek i¢in yapilan islemler olarak tanimlanabilir. Buradaki varsayimlar
veya bilgiler, kisisel goriisler olabilecegi gibi yapilan bagka arastirmalardan elde
edilmis veya baska kaynaklardan alinmis bilgiler de olabilir.

Hipotez testleri, 6rnekten elde edilecek bilgilerle anakiitleye ait bilgilerin kar-
silagtirilmasi; 6rneklerden tahmin edilen iki anakiitleye ait bilgilerin karsilastirilmasi
gibi amaglarla uygulanacak ve yanls karar alinmasini onleyici bir kriter saglayacak-
tir. Hipotez testlerinin, bu nedenle karar almada énemli yeri vardir. Test sonuclarinin,
tahminde oldugu gibi dogrulugunu saptamak giic ise de alinacak kararlarda yardimei1
olacagi ve yanlis karar alinmasini 6nleyecegi unutulmamalidir.

Bir makinenin ayarmin bozulup bozulmadiginin, bir fabrikada tiretiminin kali-
tesinde degisme olup olmadiginin, yeni gelistirilen bir mamiiliin kullanilan ile farki
olup olmadiginin arastirtlmasi gibi pek ¢ok durumda 6rnek alinarak anakiitlenin
bilinen degerleri ile karsilagtirilmasi gerekebilir. Anakiitle parametresinin degeri ile
ornekten tahmin edilen deger arasinda fark varsa, bunun anakiitle parametresinin
degeri ile ornekten tahmin edilen deger arasindaki farkliliktan mi kaynaklandigi,
yoksa tesadiifi olarak orneklemeden mi kaynaklandigi test ile belirlenebilir. Benzer
sekilde, karar almak i¢in iki anakiitle parametre tahmininin karsilagtirilmasi da gerek-
li olabilir. Ornegin, A ve B gibi iki fabrika ayn1 mal iiretiyorsa, iiretimle ilgili her-
hangi bir 6zelligi karsilagtirilmak icin, her ikisinden de birer 6rnek alinarak, 6rnekten
tahmin edilen degerler arasinda fark varsa, bu farkin A ve B fabrikalarinin iiretim
yapilarindaki 6zelliklerden mi, yoksa tesadiifi olarak mi olustugunu belirlemek i¢in
bir test yapilabilir.

Hipotez testlerinde yapilacak ilk islem karar alinacak olayimn yapisina gore hi-
potezleri ortaya koymaktir. Hipotez, anakiitle ile ilgili varsayim veya ortaya konan
bilgi olarak tanimlanabilir. Bir testte biri temel, digeri karsit veya alternatif olmak
tizere iki hipotez tanimlanir. Temel veya sifir hipotez Ho, karsit veya alternatif hipo-
tez ise Hi hipotezi olarak ifade edilecektir. Hipotezler olusturulurken temel hipotez
anakiitle ile ilgili varsayimin dogrulugunu ifade ederken, karsit hipotez varsayimin
dogru olmadigim ifade edecektir. Test sonucu bu hipotezlerden biri kabul edilirken
digeri reddedilecektir.

Temel hipotezin kabulii anakiitle ile ilgili varsayimin dogrulugunu, diger bir
ifade ile varsayim ile drnekten tahmin edilen parametre degeri arasindaki farkin ista-
tistiksel olarak anlamsiz oldugunu ortaya koyacaktir. Kargit hipotezin kabiili ise
sOylenenlerin aksini ifade edecektir.

Hipotezlerden birinin kabul edilmesi gerekirken, digeri kabul edilirse hata ya-
pilmis olunacaktir. Ho hipotezi dogru iken, Hi hipotezi kabul edilerek, Ho hipotezi
reddedilirse yapilan hata “ 1. tip hata”; Ho hipotezi yanlis iken, Hy hipotezi yerine Ho
hipotezi kabul edilirse yapilan hata “ II. tip hata ” olarak adlandirilir.
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Ho Kabul Ho Red
Ho Dogru Dogru Karar |.Tip Hata
Ho Yanhs II.Tip Hata Dogru Karar

Birinci tip hataya a hatasi, ikinci tip hataya ise B hatas1 adi da verilmektedir.

11.2. HIPOTEZ TESTININ ASAMALARI

Sozedildigi gibi hipotez testi bir dizi islemler sonucu karar verilmesi i¢in ya-
pilmaktadir. Test edilecek parametrelere gore farkli islemler uygulansa da, test isle-
minin temel yapist aymdir ve genellestirilebilir. Dort asamada genellestirecegimiz
test isleminin agamalar1 agagida agiklanmistir.

-Hipotezlerin Olusturulmasi — Tek ve Cift Tarafli Testler

Test edilecek anakiitle parametresi 6 ve bunun ile ilgili varsayim 0y ile ifade
edelim. 0 anakiitle ortalamasi veya orani ise 8o bunun ile ilgili varsayilan degeri ifade

edecektir. Bu anakiitleden alinacak n birimli 6rnek ile tahmin edilen deger ise 0
olacaktir. 6, 6’nin tahmincisidir ve burada sayisal degeri ifade ettigi varsayilmistir.
Sonucta 6=0, ise teste gerek yoktur. Test yapilsa bile sonucta temel hipotez kabul

edilecektir. Fakat 6 =0, olmasi durumunda aradaki farki istatistiksel olarak anlamli
olup olmadig: test edilmelidir. Bu durumda temel hipotez,

Ho 10 :60
seklinde olusturulacaktir.

Karsit hipotezde temel hipotez gibi farkli bir sayisal degere esitligi ifade ede-
cek sekilde olusturulabilir. Bu tiir hipotezlere basit hipotez ad1 verilmektedir. Burada
aciklayacagimiz gibi esitsizliklerle olusturulan hipotezlere ise karmagsik hipotez de-
nilmektedir.

Karsit hipotez iki farkl sekilde olusturulabilir. Tlk olarak karsit hipotez esitsiz-
lik seklinde kurulur ki, buna ¢ift tarafli hipotez adi verilmektedir.

Hi:0# 0o

Bu tiir hipotez testlerine de ¢ift tarafli hipotez testi denmektedir. Anlasilacagi
gibi “cift taraf” kiigtiklilk ve biiyliklik ayrimi yapilmadan ikisinin birlikte testinden
kaynaklanmaktadir.

Karsit hipotez biiyiikliigii veya kiiciikliigi test edecek sekilde de olusturulabi-
lir. Bu durumda alternatif hipotez tek tarafl1 hipotez olarak adlandirilir.

Hi:0>0

veya
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Hi1:0<0p
olarak kurulur ve bu tiir hipotez testlerine tek tarafli hipotez testleri denmektedir.
Karsit hipotezin biiyiikliigii ifade etmesi durumuna sag tarafli test, kiiciikliigli ifade
etmesi durumuna ise sol tarafli test adi da verilmektedir.

Cift tarafli testlerde 0 ile 0y arasmndaki iligki 6nemli degilken, tek tarafli test-
lerde 6nemlidir. &> 0o olmasi durumunda alternatif hipotezin 0< 0o seklinde olustu-

rulmasi anlamsizdir. Yani, biiylikliik seklinde hipotez ancak 6 >0, ise kurulmalidir.
Kiigiikliik i¢inde ayni agiklamalar gegerlidir.

Aralik tahmininde iki ortalama veya iki oran farkinin oldugu gibi birbirinden
farkl: iki anakiitle parametrelerinin ayni olup olmadig1 da test edilebilir. Birinci ana-
kiitlenin test edilecek parametresi 01, ikinci anakiitlenin ki 0> ise, burada bir varsayim
olmayacak, fakat ana kiitlelerden alinacak n; ve n, birimli 6rneklerden elde edilecek

él ve éz tahmincilerinin sayisal degerleri ile test yapilacaktir. Nokta tahminin 0;= él

ve 6,= éz olarak yapilacagi unutulmamalidir. Bu durumda temel hipotez,

Ho: 61=6. veya 0:-0,=0
seklinde olusturulur. Alternatif hipotez ise ¢ift tarafli test icin,
Hi: 6120, veya 0:-6,+0
ve tek tarafli test igin,
Hi: 6:>6, veya 0:-0,>0
veya
Hi: 6:<0, veya 0:-0,<0
seklinde kurulacaktir. Bu gibi durumlarda alternatif hipotez olusturulurken él ile 6,
sayisal degerlerinin biiyiikliiklerine dikkat edilmelidir.
-Hata Payimnin ve Kritik Degerin Belirlenmesi

Hata pay1 ve giiven olasiligini aralik tahmininden biliyoruz. Hipotez testleri de
hata pay1 ve giiven olasilig1 ile yapilir. Bu olasilik testin sonucuna giiveni ifade et-
mektedir. Diger bir ifade ile testin sonucu belirlenen hata pay1 veya giiven olasilig1
ile gegerlidir.

Hipotez testlerinde de hata paymi o, giiven olasihgmi da (1-o) olarak ifade
edecegiz. Hipotez testlerinde hata payr a birinci tiir hata yapma olasiligidir ve bu
nedenle birinci tiir hataya o hatasi da denilmektedir. Uygulamada hata pay1 0,05 veya
0,01 olarak alinmaktadir. Aslinda teorik olarak o veya (1-o) olasilik olduguna gore
testi yapan kisi istedigi hata paymni segebilir. Fakat 0,05’ten biiyiik hata paylar1 so-
nuglara giiveni saglamak icin uygulamada pek kullanilmamaktadir.
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Uygun hata pay1 belirlendikten sonra testin karar agamasinda kullanilacak tab-
lo degeri de belirlenecektir. Tablo degerine kritik deger adi verilmektedir. Bu degerin
belirlenmesi i¢in 6nce 6rnekleme dagilimi bilinmelidir. Bu yapilacak testin tiiriine
gore normal dagilimi t dagilimi, F dagilimi veya ki-kare dagilimi olabilir. Bu bdliim-
de yapacagimiz agiklamalarda ki-kare dagilimi yer almayacaktir. Ornekleme dagili-
mina gore diizenlenmis tablodan secilen hata pay1 (o) ve varsa dagilimin serbestlik
derecesi de dikkate alinarak kritik deger belirlenir.

-Test Istatistiginin Hesaplanmasi

Hipotez testlerinde {igiincii olarak test istatistigi hesaplanir. Test istatistigi test
edilecek parametreye ve test edilecek parametre sayisina gore degisir. Ornegin, bir
anakiitle ortalamasinin belirli bir degere esitligi veya iki anakiitle ortalamasinin esit-
ligi test edilirken farkl: test istatistikleri kullanilacaktir. Ozellikle ortalama ve oranla-
rin testinde, drnekleme dagilimi ile ilgili agiklamalarda belirtilen standart hatanin
hesaplanmasi ile ilgili 6zellikler 6nemlidir. Standart hatanin dogru olarak hesaplan-
masina dikkat edilmelidir.

-Karar

Yapilan test isleminin son adimi hipotezlerden birinin kabul, digerinin redde-
dildigi karar agsamasidir. Kararin verilmesinde hesaplanan test istatistigi ile tablodan
bulunan kritik degerler karsilagtirtlir. Dagilimin tiiriine gore kabul ve red bolgeleri
olusturulabilir. Gerekli ac¢iklama daha sonra yapilacaktir. Genelleyerek, test istatisti-
ginin mutlak deger olarak teorik degerden kii¢iik olmas1 durumunda Ho hipotezinin,
biiyilik olmast durumunda ise H1 hipotezinin kabul edilecegini soyleyebiliriz.

11.3. ORTALAMALARIN TESTi

Anakiitle ortalamasi p ile ilgili olarak varolan bilgi veya varsayimin dogrulu-
gu, ornekten elde edilecek bilgi ile incelenebilir. Anakiitle ortalamas ile ilgili varsa-
yim po gibi sayisal bir deger ise segilecek n birimli 6rnek ortalamasi anakiitle ortala-
masinin en iyi tahmincisi oldugundan x = X olarak tahmin edilecektir. Anakiitle ile

ilgili varsayimim dogrulugu durumunda g, = X olmaldir. g, # X olmast duru-

munda anakiitle ile ilgili varsayimin dogru olmadig1 sdylenemez. X &rnekten elde
edildiginden 6rnekleme hatasi s6z konusu olabilir. Bu nedenle yapilacak bir test ile
aradaki farkin istatistiksel olarak anlamli olup olmadigi, yani 6rneklemeden kaynak-
lanip kaynaklanmadig1 belirlenecektir.

Test i¢in ilk olarak hipotezler belirlenecektir. Yapilacak test ¢ift tarafli da, tek
tarafli da olsa temel hipotez,

Ho i = pp

seklinde olusturulacaktir. Karsit hipotez ise testin ¢ift veya tek tarafli olmasina gore
kurulur. Test ¢ift tarafli ise,

Hytp#
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test tek tarafli ise, biiyiikliik ve kiiciikliige gore,

Hyu < g
veya

Hy o> g
olacaktir.

Hipotezler olusturulduktan sonra o hata pay1 veya (1-o) giiven olasilig1 belir-
lenerek kritik deger bulunacaktir. Kritik degerin belirlenmesinde daha 6nce ortalama-
larmn aralik tahmininde sézedilen 6rnekleme dagilimu ile ilgili 6zellikler dikkate ali-
nir. Anakiitle dagilimi normal ise ¢ift tarafli test i¢in Zasp, tek tarafli test icin Zq dege-
ri normal dagilim tablosundan bulunacaktir. Anakiitle dagilimi normal dagilim kabul
ediliyorsa ve ornek birim sayisi 30’dan kii¢iikse 6rnekleme dagilimi normal dagilim
yerine (n-1) serbestlik dereceli t dagilimi olacaktir. Bu nedenle Za, Ve Zo degerleri
yerine t dagilimui tablosundan n-1 serbestlik derecesi ile testin ¢ift veya tek tarafli
olmasina gore to2n-1 VEYa ton1 degerleri bulunacaktir.

Ortalamalarin testinde test istatistigi,

olarak hesaplamir. Burada X oOrnekten hesaplanirken p yerine varsayilan degeri po
kullanilacaktir. Burada dikkat edilmesi gereken standart hatanin hesaplanmasinda
hata yapilmamasidir. Standart hatanin se¢imin iadeli veya iadesiz olmasina, 6rnekle-
me oranina ve anakiitle varyansinin bilinip bilinmemesine gore nasil belirlendigi
ortalamalarin aralik tahmini boliimiinde agiklanmisti. Bu agiklamalara gore standart
hata belirlenerek test istatistigi hesaplanmig olacaktir.

Test istatistigi de belirlendikten sonra hipotezlerden hangisinin kabul edilece-
gine karar verilecektir. Cift tarafli test icin Ho hipotezinin red ve kabul bdlgeleri
asagidaki sekilde gosterilmistir. Ho hipotezinin kabulii Hy hipotezinin reddini, Ho
hipotezinin reddi ise H1 hipotezinin kabuliinii ifade etmektedir.

|

I
H Kabul !
|
|
I
|
i
I
I
|
|

=2

Sekil 10.1
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Tek tarafli testte karsit hipotez,

Hytu>

seklinde olusturulmus ise red ve kabul bolgeleri sdyle olacaktir.

H  Kahul
0

Sekil 10.2
Tek tarafli testte karsit hipotez,

Hytu <

seklinde olusturulmus ise red ve kabul bolgeleri sdyle olacaktir.

H  Kabul

Sekil 10.3

Test istatistiginin sekillerde diistiigii bolgeye gore hipotezlerden biri kabul di-
geri reddedilecektir.

ORNEK: Bir makinenin iirettigi A mallarmin agirliklarinimn dagilimlarinin or-
talamasi1 5 kg. ve standart sapmasi 1,8 kg.’dir. Makine ayarini kontrol etmek amaci
ile 81 birimlik bir 6rnek alinmis ve 6rnek ortalamasi 5,4 kg. bulunmustur. Uretilen
mamiillerin ortalamasimin 5 kg.’dan fazla oldugu séylenebilir mi, 0,05 anlam seviyesi
ile inceleyiniz.
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H=5
c=18
n=281

X =5,4
a=0,05
Ho:pt=5
H :u>5

Zo — a.=0,05 i¢in

095

1-0,05=0,95
0,95-0,5=0,4500 — Tablodan Z, = 1,64

%4l
| ox | | o | |18 | |02
Jn | | V8L
|Z|>|Z,|: 2>1,64 oldugundan H, reddedilerek, Hi kabul edilir. 0,05 anlam

seviyesi ile makinenin {irettigi mamiillerin ortalama agirlig1 5 kg.’dan fazladir.

11.4. ORANLARIN TESTIi

Anakiitle ortalamasinda oldugu gibi, anakiitle orani ile ilgili varsayim veya
bilgide olabilir. Anakiitle oran1 P ile ilgili varsayim Pg ise n birimli érnekten hesapla-
nacak ornek orani ise p ise p=Po olmamasi durumunda aradaki farkin istatistiksel
olarak anlamli olup olmadigi test edilecektir. Bu durumda test tek tarafli da ¢ift taraf-
11 da olsa temel hipotez,

Ho:P=P,

olarak karsit hipotez cift tarafli test icin,
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H, :P=P,
tek tarafli test igin,

H,:P<PR,
veya

H,:P>P

olarak olusturulacaktir.

Kritik deger ortalamalarin testinde agiklandigi gibi belirlenecektir. Kiigiik 61-
nekler i¢in oranlarin testi ile uygulamada pek sik karsilasiilmamaktadir. Bu nedenle
oranlarin testinde t dagilimi1 hemen hemen hi¢ kullanilmaz.

Oranlarm testi i¢in test istatistigi,

z-P-P

Op

dir. Burada P yerine Po degeri kullanilir. Standart hata o, daha 6nce agiklandig gibi
hesaplanacaktir. Standart hatanin

Pq
n

o, =
oldugu diisiiniiliirse burada oran olarak biri varsayim, digeri 6rnek orani olmak iizere
iki oran bulunmaktadir. Standart hata hesaplanirken oran olarak anakiitle ile ilgili
varsayim alinacaktir. Hipotezlerden hangisinin kabul edilecegi karar1 daha 6nce agik-
landig1 gibi verilecektir.

ORNEK: Bir bolgede yasayan ailelerin 0,70’inin A mal tiiketicisi oldugu
kabul edilmektedir. Bu bolgeden 150 aileden olusan bir 6rnek alinmis ve bu ailelerin
0,65’inin A mal1 tiiketicisi oldugu anlagilmistir. 0,01 anlam seviyesine gore bu bol-
gede yasayan ailelerden 0,70’ten daha azinin A mali tiiketicisi oldugu séylenir mi?

P=0,70
p = 0,65
n =150

a=0,01

Hy:P=070 (P=PR)
H,:P<070 (P<P)

Z,=2,33
Zzlp—PIZ p—P‘ ‘0,65—0,70‘_ 0.05 o
(o}

:‘\/0,70-0,30‘_ 0,038
150

/ﬂ
n
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|Z| <|Za|; 1,31<2,33 oldugundan Hg hipotezi kabul edilir. Bu bolgede yasa-

yan ailelerden 0,70’ten azinin A mali tiiketicisi oldugunu sdylemek dogru olmaya-
caktir.

11.5. ORTALAMALAR ARASINDAKI FARKLARIN TESTI

Ortalamalar arasindaki farklarin aralik tahmini agiklanirken drneklerin bagim-
sizligindan sézedilmisti. Ortalamalar arasindaki farklarin testinde de yapilacak islem-
ler drneklerin bagimsiz veya bagimli olmasina gore degigsmektedir. Bu nedenle konu
iki alt baslik altinda agiklanacaktir.

11.5.1. Bagimsiz Ornekler

Iki farkl1 anakiitleden alinan nj Ve nz birimli iki bagimsiz &rnegin ortalamalar

X . Ve X , olsun. Orneklerin alindig1 anakiitlelerin ortalamalari p; ve pp drnek orta-

lamalarina esit olarak tahmin edilecektir. Ortalamalar arasinda fark olmasi durumun-
da, farkin 6rnekleme hatasindan kaynaklanip kaynaklanmadiginin arastirilmasi iste-
nebilir. Diger bir ifade ile istatistiksel olarak anakiitle ortalamalar1 birbirine esit kabul
edilebilir mi, ortalamalar arasindaki fark istatistiksel olarak anlamsiz midir sorusuna
yapilacak bir test ile cevap verilebilir.

Ortalamalar arasindaki farklarin testinde temel hipotez,
Ho: p1i= po veya Ho: pi- p2=0
seklinde olusturulur. Karsit hipotez ise ¢ift tarafli test igin,
Hi: e po veya Hi:pa- po#0
tek tarafli testlerde ise,
Hi:pe> po veya Hi:pg- p2>0
veya
Hi: i< po veya Hi:pi- p2<0
olarak olusturulur.

Kritik degerler daha 6nce aciklandigi gibi belirlenen hata paymna ve testin tek
veya ¢ift tarafli olmasina gore normal dagilim tablolarindan veya (n1+n;-2) serbestlik
derecesi ile t dagilimi tablolarindan bulunacaktir.

Bagimsiz ornekler i¢in ortalama farklarinin testinde test istatistigi,

7 - (X3 = X,) = (1 — 445)

X1-X3
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dir. Temel hipotez ortalamalar arasinda fark olmadigim ifade ettiginden pi- po =0
alinirsa test istatistigi,

7= )?1—)?2

O%,-%,

olacaktir. Ortalamalar arasindaki farklarin standart hatasi daha 6nce aciklandigi gibi
varyanslarla ilgili bilgiler ve 6rnek birim sayilari da dikkate alinarak belirlenecektir.
Hipotezlerden hangisinin kabul edilecegi karar1 da daha once aciklandig gibi tablo-
lardan bulunan degerler ile test istatistigi karsilastirilarak verilecektir.

ORNEK: A ve B bolgelerinde yasayan ailelerin aylik kisi basina beslenme
harcamalarini belirlemek amaci ile, A bdlgelerinde 140 ve B bolgesinden 90 aileden

olusan iki 6rnek alinmigtir. A bdlgesinden alinan 6rnekten )?l =76 milyon TL. ve

S1=7 milyon TL.; B bdlgesinden alinan 6rnekten )?2 =81 milyon TL. ve S;=8 mil-
yon TL. bulunmustur. 0,05 anlam seviyesine gére A ve B bolgelerinde yasayan aile-
lerin giinliik kisi basina beslenme harcamalari arasinda fark olup olmadigint incele-
yiniz.

X,=76 ; S,=7 ; n, =140

X,=81 ; S,=8 ; n,=90

1- Ho i = 1
Hytm # 1
2- Zo12=1,96
3-
Z:XI—XZZ X,~X, _ 76-81

O-il_iz if + i i + g
n n, 140 90

T1030

4- |2|>|Z,,,| ; 485 > 1,96 oldugundan H; hipotezi kabul edilir. Harcamalar

arasinda fark vardir.

ORNEK: Onceki 6rnekte n1=14 ve n;=9 kabul ederek 6rnegi tekrar ¢oziiniiz.
Ho oy =11,
Hytw # 1

2- Ny ve ny kiigiik 6rnekler oldugundan ni+ny-2 =14+9-2 =21 serbestlik dere-
celi t dagilimi to 052,21 =2,080

1-
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3 725X
O%,-%,
2 2
g2 _ (m-DS{ +(ny ~1)S;
n+ny— 2
_ (14 —1)(49) + (9-1)(64) _ 54 7143
14 +9-2
S =7,3969
S F U
X1-X2 ng N,
=7,3969 L + 1 =3,1603
14 9
_ 76_81:—1,58
3,1603

4- 11,58/ < 2,080 oldugundan temel hipotez kabul edilir.

11.5.2. Bagimh Ornekler

Bazi durumlarda ayni birimlerde yapilan farkli 6lgiimlerin ortalamalarinin
arasindaki farkin istatistiksel olarak anlamlilig1 da test edilmek istenebilir. Ornegin
bir grup dgrenciye uygulanan egitim Oncesi ve sonrasi sinavlarin ortalamalari, hasta-
lara uygulanan tedavi dncesi ve sonrasi dl¢iimlerin ortalamasi, makinenin tiretiminin
ayarlama Oncesi ve sonrasi Glgtimlerin ortalamast gibi. Bu gibi durumlarda bagimli
ornekler sdzkonusu olmaktadir.

Ayn1 birimde yapilan iki farkli 6l¢iimiin ortalamalar1 arasindaki fark, dl¢imle-
rin birbirinden farklarinin ortalamasina esit olacaktir. Olgiimleri X; ve X, degiskenle-
ri ile gosterelim. Olgiim farklarini D ile ifade edersek,

D = Xy = Xy
olacaktir. Degiskenlerin ayri ayri ortalamalari X, ve X, arasindaki fark D ’ya
esittir.

X, -X,-D

Bu durumda standart degisken
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~D-D

o}

z

ve standart hata ise,

%:/mw—aqf
n’(n-1)

olacaktir. Burada n dlgiim yapilan birim sayisini gostermektedir. iki farkli 8lgiim igin
birim sayisinin iki kat1 alinmamaktadir.

Yukarida sz edildigi gibi bagimli 6rnekler s6z konusu oldugunda da hipotez-
ler bagimsiz orneklerin ortalamalarinin farklarinda oldugu gibi ¢ift veya tek tarafl
olarak olusturulur. Kisaca hipotezler degismemektedir.

Kritik degerin belirlenmesi 6rnekleme dagilimu ile ilgilidir. Burada da &rnek-
leme dagilimi normal dagilim ve t dagilimi1 olmaktadir. n <30 olmas1 durumunda (n-
1) serbestlik dereceli t dagilimi s6zkonusudur. o hata payi ile ilgili tablolardan kritik
degerler daha 6nce agiklandigi gibi belirlenir.

Z:

&) ol

olacaktir. D’lerin ortalamasi,

SZZDI
n

ve o5 degerleri ile test istatistigi,

D
S N _ D,
nED? —(D,)’ JnZDf—(ZDJZ
\/ n’(n-1) n-1

olacaktir. Karar ise daha 6nce oldugu gibi verilecektir.

ORNEK: 9 &grenci tesadiifi olarak secilerek 2 hafta siire ile egitim verilmis-
tir. Egitim 6ncesi ve sonrasi yapilan sinav notlari asagida verilmistir.

Ogrenci No 1. Smav 2. Smav
1 42 75
2 61 60
3 96 90
4 38 57
5 71 60
6 17 35
7 47 63
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8 50 94
9 41 88
0,05 hata pay1 ile 6grencilere verilen egitim etkili olmus mudur, inceleyiniz.
Ogrenci No 1. Sinav 2. Smav Di =Xyi-Xai D2
1 42 75 -33 1089
2 61 60 1 1
3 96 90 6 36
4 38 57 -19 361
5 71 60 11 121
6 17 35 -18 324
7 47 63 -16 256
8 50 94 -44 1936
9 41 88 -47 2209
-159 6333
1- Ho it =1,
Hytay <up
2- n<30
a=0,05
SD =n-1=9-1=8 tdagilim
too0s;8 = 1,860
3-
7_ 2D,
nZD;} - (ZD;)?
n-1
- 159 = 2525
\/ 9(6333) — (~159)>
9-1

4- |Z]>[tooss| ; [2.525|>[1.860] oldugundan Hy hipotezi reddedilerek, Hy hi-

potezi kabul edilir. Buna gore egitim etkili olmustur.

11.6. ORANLAR ARASINDAKI FARKLARIN TESTI

iki farkli anakiitleden alman bagimsiz drneklerin ortalamalar1 arasindaki far-
kin anlamlilig1 gibi, oranlar arasindaki farkin anlamlilig1 da test edilebilir. Anakiitle
orant Py ve P,, alinacak n; ve ny birimli drneklerin oranlar1 p; Ve p; ise anakiitle oran-
lar1 6rnek oranlarina esit olarak tahmin edilecektir. Yapilacak test ile p1 ve pz arasin-
daki farkin istatistiksel anlamlilig1 incelenecektir.

Oranlar arasindaki farklarin testinde temel hipotez,
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H,:PR =P, veya P -P,=0
karsit hipotez ise ¢ift tarafli test igin,

H :R=P, veya P -P,=0
tek tarafli test igin ise,

H,:PR>P, veya P -P,>0
veya

H :P <P, veya P -P,<0
seklinde olusturulur.

Oran farklarinin testinde kritik deger daha 6nce agiklandigi gibi belirlenen ha-
ta pay1 veya giiven olasiligi ile bulunur. Burada test istatistigi,

7= (pl_ pz)_(Pl_Pz)

P1—P2

dir. Standart hata ise oran farklarinin aralik tahmininde agiklandig1 gibi belirlenir.
Hipotezlerden birinin kabulii karar1 da ayn1 sekilde verilir.

ORNEK: iki ambarda bulunan mallarin bazilarmin hatali oldugu bilinmekte-
dir. Hata oranlarinin karsilastirilmasi igin iki 6rnek alimmugtir. Birinci 6rnek 148
birimden olusmustur ve bunlardan 37 adedi hatalidir. Tkinci 6rnek 125 birimden
olusmustur ve 25 adedi hatalidir. 0,05 hata payi ile 6rneklerin alindig1 anakiitle oran-
lar1 arasinda fark var midir?

Ho:P, =P,
H,:P#P,
2- Za/z :1,96
3. Z=|Pl_P2|= |P1_P2|
Torr, Jmm+pﬂz
nl nZ
p=X_3" g2
n, 148
p=Xe_2 g2
n, 125
|0,25-0,20] _loos _,

B \/(0,25).(0,75)+(0,20).(0,80) 0,05
148 125
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4- 1<1,96 oldugundan Ho hipotezi kabul edilir. Orneklerin alindig1 anakiitle
oranlari arasinda 0,05 anlam seviyesi ile fark yoktur.

11.7. ANAKUTLE VARYANSININ TESTIi

Onceki béliimlerde ortalamalar ve oranlar ile ilgili testler agiklanmusti. Bu pa-
rametreler gibi varyanslarin testi de gerekebilir. Ornegin, belirli 6zellikte mallart
iireten treticiler trettikleri mallarin 6zelliklerinin degiskenligini test etmek isteyebi-
lirler. Bu gibi durumlarda ortalamalarin ve oranlarin testinde oldugu gibi anakiitle
varyanst ile ilgili bir bilgi veya varsayim gerekecektir.

Normal dagilmis bir anakiitle varyansi (o) ile ilgili varsayilan deger o ise,

bu varsayimm dogru olup olmadigim belirlemek igin n birimli bir 6rnek alinarak,
hesaplanacak S? ile test yapilacaktir. Anakiitle varyansmin testinde de ¢ift veya tek
tarafli test yapilabilir. Her iki durum i¢in de temel hipotez anakiitle varyansinin var-
sayilan degere esit olugunu ifade edecek sekilde,

H,:0’ =07
olarak olusturulacaktir. Karsit hipotez ise ¢ift tarafli test icin,
H,:o%# Ug
tek tarafli test icin ise,
H,:0* >0
veya
H,:0* <o}
seklinde olusturulacaktir.

Anakiitle varyansmmn testinde dagilim y? dagilimidir. Bu nedenle belirlenen o
hata pay1 ile ¢ift tarafli test igin, . ,,,,4 V& ¥’/,. deferleri; tek tarafli test igin

biiyiikliik sézkonusu ise 2, ,, kiigiikliik sdzkonusu ise y7,,, degerleri ki-kare

tablosundan bulunacaktir.

Anakiitle varyansinin testinde kullanilacak test istatistigini 2 ile ifade eder-
sek,

4= (n-1s°

2
Op
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dir. Hesaplanan «? test istatistigi belirlenen tablo degerleri ile karsilastirilarak hipo-
tezlerden biri kabul edilecektir. Cift tarafli testlerde, a1 <A%< Ij/z,m ise Ho
hipotezi, aksi sozkonusu ise Hi hipotezi kabul edilecektir. Tek tarafli testlerde
H,: o > o} hipotezi igin

x2=y2 . ise, H,:o? <of hipotezi igin x? < y7, ., ise Ho hipotezi redde-
dilerek Hy hipotezi kabul edilecektir.

ORNEK: Normal dagilan bir anakiitle varyansimin 225 oldugu ileri siiriilmek-
tedir. Bu anakiitleden 25 birimli bir drnek alinarak S?=312 bulunmustur. 0,05 hata

pay1 ile anakiitle varyansinin 225 birimden biiyiik oldugu sdylenebilir mi, inceleyi-
niz.

H,:0% =225
H,:0°>225
2- . =0,05

SD=n-1=25-1=24
7((?,05;24 =36,415

4= (n-1)s°®

2
Oy

_(25-1).312
225
4- y° < ;(in_l ; 33,28<36,415 oldugundan Hp hipotezi kabul edilir. Anakiitle

varyansi 225 birim olarak kabul edilir.

=33,28

11.8. VARYANS ORANLARININ TESTi

Ortalamalar ve oranlar arasindaki farklarin testi gibi varyanslarin farklariin
testi de gerekebilir. Ornegin, daha 6nce aciklandig1 gibi ortalamalar arasindaki fark-
lar test edilirken varyanslarin esit oldugu ileri siiriilebilir. Bu gibi durumlarda ortala-
malar arasindaki farktan 6nce varyanslarin esitligi test edilebilir. Burada varyanslarin
farklarinin testi yerine varyans oranlariin testinden sozedilmesi test istatistiginin
yapisindan kaynaklanmaktadir.

Varyans oranlarinin veya varyans farklariin testinde de ¢ift ve tek tarafli test
yapilabilir. Her iki test icinde temel hipotez,

H,:0f =0, veya o} -o07=0
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seklinde olusturulur. Karsit hipotez ise ¢ift tarafli test i¢in,
H,:0f 20, veya o —o; #0

tek tarafli test igin ise,
H,:0f >0, veya of —o7>0

veya
H,:0? <o. veya o’ —o; <0

seklinde olusturulur.

Varyans oranlarinin testinde dagilim F dagilimidir. Bu nedenle belirlenen o

hata pay1 ile (n1-1) ve (n2-1) serbestlik dereceleri ile ¢ift tarafli test i¢in F_,,, 4, 4
ve F ; tek tarafli testler icin biiylikliik s6zkonusu ise F ; kuiciikliik

al2,np-1,m-1> a,m-1n,-1>

sozkonusu ise F, . .,

degerleri F tablosundan bulunur.
Daha 6nce varyans oranlarinin tahmininde agiklandig gibi,
_ SZlo?
2 2
S, /o,
dir. Testte temel hipotez 67 = &> oldugundan test istatistigi
S 2
P
2

olacaktir.

Test istatistigi (F), S1 ve So’nin biiyiikliigiine gore belirlenecektir. Biiyiik olan
S degeri payda yeralacaktir. Cift tarafli test igin,

. S?

2 2 _ "1
S/=S, ise F= ? 2 Fa/z,nrl,nz—l

2

2

2252 ise F=2>F

2 =91 - Sz = " al2,np-1m-1

1

olmasi durumunda H; hipotezi kabul edilecektir. Tek tarafli testlerde
H,:0? > o5 igin,

_S

- Sz 2 Fa,nl—l,nz—l
2

F

L2 2
H, 1oy <o icin,
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SZ
_ Y2
T a2 2Foz,nz—l,nl—l
1

=

olmas1 durumunda H; hipotezi kabul edilecektir.

ORNEK: Normal dagilmis anakiitleden n1=6 ve n,=6 birimden olusan iki 6r-
nek alinarak S =186 ve S? =141 olarak belirlenmistir. 0,05 hata payz ile Slz “nin

ve S2 den biiyiik oldugu sdylenebilir mi, inceleyiniz.

. 2 2
Hy,:0; =0,

1-
H,: 0"12 > 0'22
2- o =0,05
SD =n;-1 =6-1=5
SD =n,-1=6-1 =5

Fwnzflvnrl =Fy 0555 =505

2
3 F=3 18509
s2 141

4-1,319<5,05 oldugundan Hy hipotezi kabul edilir. Varyanslar birbirine esittir.

11.9. COZUMLU ORNEKLER

ORNEK 1: A marka ampullerin ortalama kullanilma siirelerinin 1100 saat ol-
dugu ileri siriilmektedir. Ampullerin ortalama kullanilma siirelerini belirlemek igin

64 ampulden olusan bir o6rnek almarak, 6rnek ortalamast X =1093 saat ve

S? =900 saat bulunmustur. 0,01 hata pay1 ile ampiillerin ortalama kullanilma siire-
lerinin 1100 saatten az oldugu sdylenebilir mi?

Coziim:
4 =1100
S$?=900 - S =30
n=>64
X =1093
a =0,01
H, : x£=1100
M, <1100

2- 1-0.=0,99
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0,99 -0,5=0,49 — Tablodan Z. = 2,33

‘X—u‘_‘m%—lmo‘_‘ —7‘

X —n|_ _
3- Z—| o |—‘ i —‘ ﬂ ‘—3'75 =186
Jn J64

4- z|<|z,|; 1.86<2,33 oldugundan Ho kabul, H reddedilir. Ampullerin orta-

lama kullanilma siirelerinin 0,01 anlam seviyesine gore 1100 saatten az oldugu soy-
lenemez.

ORNEK 2: Bir fabrikada iiretilen A parcalarmin ¢aplar1 33 mm.’dir. Uretim
kontrolii igin fabrika iiretiminden 200 birimlik bir 6rnek alimarak X =34 mm. ve S
=4 mm. bulunmustur. Buna gore parcalarin ¢aplarinin 33 mm. oldugu kabul edilebilir
mi? 0,01 hata payi ile inceleyiniz.

Coziim:

=233

S=4

n =200

X =34

a =0,01

1-

Ho:u=X

Hotu# X

2- 1-0=0,99

0,99 - 0,5=0,495 — Tablodan Z. = 2,57

4- |Z|>|Z,,|; 3.57>2,57 oldugundan Ho reddedilir, Hy kabul edilir. Parala-

rin ¢aplarinin 33 mm. oldugu kabul edilmez.

ORNEK 3: Normal oldugu bilinen ve p=220 olan bir anakiitleden n=25 bi-
rimlik bir 6rnek almarak X =216 ve S=12 bulunmustur. 0,95 giiven olasilig1 ile
anakiitle ortalamasi ile 6rnek ortalamasi arasinda fark olup olmadigini inceleyiniz.

Coziim:

1-
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Hy: =220

H :pu#220

2- n <30, anakiitle dagilimi normal ve ¢ bilinmediginden t- dagilimi tablosundan,
o/2 = 0,025 ve 25-1 =24 serbestlik derecesi ile to2 = 2,064

3- Z yerine t kullanalim.

‘216 - 220‘

_|>7—ﬂ|_‘>7—ﬂ_ _
t—| o |—‘ i —‘ £ ‘—1,66
Jn J25

4- |t| < |ta ,2| ; 1,66<2,064 oldugundan Hy hipotezi kabul edilir. Ornek orta-
lamasi ile anakiitle ortalamasi arasinda fark yoktur.

ORNEK 4:

X,=18;5,=3;n=49 ve X,=21;S,=4;n=36
olan iki 6rnegin u= 20 olan bir anakiitleden alindigi ileri siiriilmektedir. Bu 6rnekle-
rin 0,10 hata payi ile bu anakiitleden alinip alinmadigini belirleyiniz.

Coziim:

I. Ornek i¢in;

1-

Hy: =20

H :u#20

2-1-0.=0,90
0,90/2 = 0,45 — Tablodan Z, = 1,64

‘18 - 20‘
3
V49

4- |Z| > |Za ,2| ; 4,66>1,64 oldugundan Hj kabul edilir. Anakiitle ve 6rnek orta-

lamasi arasinda 0,10 anlam seviyesi ile fark vardir. Bu 6rnek bu anakiitleyi temsil
etmemektedir ve bu anakiitleden alinmadig1 sylenebilir. (= X)

=4,66

I1. Ornek Igin;
1- Hipotezler :
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Hy: =20
H :u#20
2- Zop=1,64
X, - X, — ‘21—20
3- Z=| ;ﬂIz 2 M| _ 7 _

4- |Z|<|Z,,,|; 15<1,64 oldugundan Ho kabul edilir. Anakiitle ve Srnek orta-

lamasi arasinda 0,10 anlam seviyesi ile fark yoktur. Bu 6rnek bu anakiitleyi temsil
etmektedir ve bu anakiitleden alindig1 sylenebilir. (x = X)

ORNEK 5: 2000 birimlik bir anakiitlenin ortalamasimin p=140 oldugu ileri

siiriilmektedir. Bu anakiitleden iadesiz se¢imle alinan 121 birimlik drnekte X =144
ve S=9 bulunmusgtur. 0,05 hata pay1 ile anakiitle ortalamasi 140 olarak kabul edilebi-
lir mi?

H, 1 =140
H, : i #140
2- Za/z = 1,96
3 z-XH
Ox
o igin; =221 _ 00605 > 0,05 oldugundan
N 2000

s [N-n 9 [2000-121

oo =2 = _ =0,79
I VN=1 121V 2000-1
;- 144 —140 _506
0,79

4- |Z| > |Za ,2| ; 5,06>1,96 oldugundan Ho hipotezi reddedilir. Anakiitle or-

talamasi 140 olarak kabul edilemez.
ORNEK 6: Bir bolgede yapilan bir arastirma ile marjinal tiiketim egiliminin
0,68 oldugu belirlenmistir. Ayn1 bolgeden n= 500 olan bir 6rnek alinarak marjinal

tiiketim egilimi 0,76 olarak belirlenmistir. 0,99 giiven olasilig1 ile marjinal tiiketim
egilimi 0,68’den fazla midir, inceleyiniz.

Coziim:
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P =0,68
p=0,76
n =500

a=0,01

H,:P =068
H,:P>068

2- Za=2,33
p-P

3 7=

o, =9 = [QE8N032) _ 4 op09
n 500

. 0,76-0,68

=382
0,0209

|Z| > 382 oldugundan Ho hipotezi reddedilir. Marjinal tiiketim egilimi
0,68’den fazladir.

ORNEK 7: Bir fabrikada iiretilen mamiillerin 0,15’inin hatali oldugu ileri sii-
rilmektedir. Hata oranini belirlemek amaci ile 250 mamiilden olusan bir 6rnek alin-
mig ve 250 mamiilden 46 adedinin hatali oldugu anlagilmistir. 0,05 hata pay1 ile bu
fabrika iiretiminin 0,15’inin hatali oldugunu séylemek dogru mudur?

Coziim:
H,:P=015
H,:P=015

2- Zop=1,64

=0,184
P= 250

=1,54

(0,15).(0,85)

5 ‘ 0,184 - 015‘
‘ 250 ‘
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4 |Z|<|Z,,,| ; 1,54 <1,64 oldugundan Ho hipotezi kabul edilir. Uretimin
0,05’inin hatal1 oldugu sdylenebilir.
ORNEK 8: iki aym fabrikada ayni mamiil iiretilmektedir. Mamiillerin boy

uzunluklarim karsilagtirmak i¢in iki fabrika iiretiminden birer 6rnek alinmistir. Birin-
ci fabrika i¢in o; =12 mm. ve ikinci fabrika i¢in o, =14 mm. olarak bilinmektedir.

Birinci 6rnek 70 mamiilden olusmus ve ortalamast 198 mm. ; ikinci 6rnek 80 ma-
miilden olusmus ve ortalamasi 201 mm. olarak bulunmustur. 0,10 hata pay: ile fabri-
kalarda iiretilen mamiillerin boy uzunluklar1 arasinda fark olup olmadigini belirleyi-
niz.

Coziim:

o,=12 ; X,=198 ; n =70

1- Ho oy = 1,
Hyfp # 1
2- Za2=1,64
a7 KX [ XX,
| O%-X, | 012 _’_0-22
r-]l nZ
ne8-201 [3
= =14
12¢ 14* 212
70 80

4-|Z|<|Z,,,| 5 1.41<1,64 oldugundan Ho hipotezi kabul edilir. Fabrikalarda
iiretilen mamiillerin boy uzunluklar: arasinda fark yoktur.

ORNEK 9: A mallar1 1 kg. ik ambalajlarda piyasaya siiriilmektedir. A mali-
nin kilogramindaki a maddesi miktarini belirlemek amaci ile bu mallardan biri n3=10

digeri n,=12 birimden olusan iki 6rnek alinarak X, = 21gr. ve S1 =3 gr.; X, =29 gr.
ve S; =4 gr. bulunmustur. 0,01 hata pay ile ortalamalar arasinda fark var midir?
Inceleyiniz. (a maddesi miktarlar1 dagilimi normal olarak bilinmektedir.)

Coziim:
Ho ey =11,
Hyto = 1,

1-
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2-n+ np-2=10+12 -2 =20 ; o, ve o, bilinmiyor ve dagilimlar normal ol-
dugundan, o/2 = 0,01 /2=0,005 ve 20 serbestlik derecesi ile t- dagilimi tablosundan
ta2=2,845

n —1)SZ +(n, —-1)S2 _(10-1)3° +(12-1).4°
n +n,—2 10+12-2

S =,12,85=3,58

Ox 5, =S i+i=3,581/i+i:1,53
e n n 10 12

L _21-29
153

S2= ( =12.85

=522

4- |t| > |ta,2| ; 5,22 >2,845 oldugundan H; hipotezi kabul edilir. Ornek orta-
lamalar1 arasinda fark vardir.

ORNEK 10: iki is kolunda ¢alisan iscilerin saat iicretlerini karsilastirmak igin
is kollarindan birer 6rnek almmistir. Birinci is kolu icin n; =20, X, =188 TL.,
Sl2 =55 TL.; ikinci i kolunda ny =22, )?2 =5 TL., 822 =6 TL. bulunmusgtur. 0,05

hata payi ile birinci is kolunda ¢alisan is¢ilerin ikinci i kolunda ¢aliganlardan daha
fazla iicret aldig1 sdylenebilir mi? Inceleyiniz.

Coziim:
1- Ho it =1
Hytm =
2-Z,=1,64
3-Z:X1_X2= XlZ—X22 _ 8-5 _ 3 — 416
O %, 371+572 \/5+6 0,72
n n, 20 22

4 |Z|>|Z,]| ; 416 > 1,64 oldugundan H; hipotezi kabul edilir. Birinci is
kolunda is¢ilerin ikinci is kolundan daha az ticret aldiklar1 s6ylenebilir.

ORNEK 11: A ve B bolgelerinde ilkokul ¢aginda olan ¢ocuklarmn okula gidip
gitmedikleri arastirilmaktadir. Bu nedenle A bolgesinden 200, B bolgesinden 250
¢ocuktan olusan birer 6rnek alinmig ve A bolgesinde ilkokul ¢agindaki ¢ocuklarin



356 Temel Istatistik

0,71’inin; B bolgesinde 0,62’sinin okula devam ettigi anlagilmistir. 0,10 hata pay1 ile
A bolgesinde ilkokul ¢agindaki ¢ocuklarin okula devam etme oranmimin B bolgesinden
fazla oldugu soylenebilir mi?

Coziim:

H,:P, =P,

H,:P, > P,
2- Z.=1,28
3-

Z=|PA_PB|= |PA_PB|
Opvp  [Pada  Pods
n, ng
~ 0,71-0,62| v
\/(0,71).(0, 29) , (0,62).(0,38) '
200 250

4-|Z]>|Z,]| ;2,04 > 1,28 oldugundan H; hipotezi kabul edilir. A bolgesinde

okul ¢aginda olan ¢ocuklarin okula devam etme oranlar1 B bolgesinden biiytiktiir.
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BOLUM 12

VARYANS ANALIZI

Hipotez testleri boliimiinde ortalamalarin, oranlarin ve varyanslarin testlerini
acikladik. Aciklanan testlerde bir veya iki anakiitle ile ilgili karsilastirmalar yapila-
bilmekteydi. Bu boliimde ikiden fazla anakiitle ortalamasinin karsilagtirilmasi igin
kullanilan varyans analizi (ANOV A=Analysis of Variance) ele alinacaktir.

12.1. iIKIiDEN FAZLA ORTALAMA ARASINDAKI
FARKLARIN TESTI

Cesitli aragtirmalarda ikiden fazla anakiitle ortalamasi arasinda fark olup olma-
digmin diger bir ifade ile aralarindaki farklarin istatistiksel olarak anlamlt olup olma-
digmin aragtirilmasi gerekebilir. Hipotez testleri boliimiinde agiklandig: gibi anakiitle-
ler ikiser ikiser eslendirilerek aralarindaki farklarin anlamlihig: test edilebilir.

Ortalamalar ikiser ikiser test edilirken test edilecek ortalama sayist k ise, Ck2
veya k(k-1)/2 tane test yapilmasi gerekecektir. Ornegin, ii¢ ortalama igin CZ =3,

dort ortalama icin Cf =6, bes ortalama i¢in 05Z =10adet ikiserli ortalama testi ya-

pilmasi gerekmektedir. Bu durumda tiim test islemleri i¢in 1.tip hata yapma olasilig1
artacaktir. Ornegin, ii¢ anakiitle ortalamasr ikiserli olarak karsilastirilacak olsun. Hata
pay1 yani 1.tip hata yapma olasilig1 0,05, giiven olasilig1 0,95 ise ii¢ testte de dogru
sonug elde etme olasilig1 binom dagilimi ile,

P(X =3)=C2(0,95)%(0,05)° = (0,95)° = 0,86

olacaktir. Bu durumda en az bir 1.tip hata yapma olasilig1 (1-0,86=0,14)’tiir. Ayni
olasilik 0,05 hata payi ile 5 ortalamanin testi igin,

P(X =10) = C,2(0,95)*°(0,05)° = (0,95)"° = 0,60
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ve 1.tip hata yapma olasilig1 (1-0,60 =0,40) olacaktir. Goriildiigii gibi ortalama sayisi
arttikca en az bir 1.tip hata yapma olasilig1 artmaktadir. Bu agiklamalardan da anlagi-
lacagr gibi ikiden fazla ortalamanin ikiser ikiser test edilmesi durumunda hata s6zko-
nusudur, ikiserli testler birden fazla ortalamanin esitliginin testi i¢in yetersizdir.

Varyans analizi ikiden fazla ortalamanin testi i¢in kullanilan yeterli bir yon-
temdir. Yontemin temeli farkli kaynaklardan hesaplanan varyanslarin karsilastirilma-

stna dayanmaktadir. k ortalama arasindaki fark test edilirken drneklerin varyansi o
olan normal dagilmis anakiitlelerden alindig1 varsayilmaktadir. Diger bir ifade ile,
orneklerin ayni anakiitleden alindiginin varsayildigini sdyleyebiliriz. Temel hipotez
ortalamalarin esitligini ifade edecek sekilde olusturuldugundan, Srneklerin alindigt
anakiitlelerin normal dagildigi ve varyanslarinin esit (homojen) oldugu kabul edil-
mektedir.

Varyans analizinin temeli daha once agiklanan F dagilimina dayanmaktadir. k
ortalama arasindaki farklarin istatistiksel anlamlilig1 varyans analizi ile soyle yapil-
maktadir.

1- Temel hipotez ortalamalarin esitligini, karsit hipotez ise temel hipotezin
dogru olmadigi belirtecek sekilde hipotezler olusturulur. Karsit hipotez tiim orta-
lamalarin esit olmadigini gosterecektir.

Hyofipy # 1 # s = Ly

Burada H;: hipotezi ortalamalardan tiimiiniin degil, en az birinin farkli oldugu-
nu ifade etmektedir.

Orneklerin ortalamalar1 hesaplanarak, k 6rnegin ortalamasi icin ortalamalarin
standart hatast ( S « ) hesaplanir.

2- Hesaplanan ortalamalarin standart hatas1 ( S 5 ) ile k drnegin alindig1 ana-

kiitlenin varyansi tahmin edilir. Tahmin edilen anakiitle varyans1 S ile ifade edilir ve
gruplar aras1 kareler ortalamasi (KOg aras1) Olarak adlandirilir. Ortalamalarin standart
hatasi,
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“n
oldugundan,
SZ = Sén = KOG.Arasn

olacaktir. Burada n 6rnek birim sayisidir ve tiim orneklerin birim sayilarinin esit
oldugu varsayilmaktadir.

3- Gruplarin ortalamalarina gore ve bagimsiz olarak anakiitle varyansi tahmin
edilir. Tahmin edilen varyanslarin tartili ortalamalari alinarak bunlar birlestirilir.
Tart1 olarak 6rnek birim sayilarinin bir eksigi aliir. Ornek birim sayilarim n; ile ifade
edersek, tart1 (nj —1) olacaktir. Anakiitle varyansinin tahmin edilen bu degeri gruplar
ici kareler ortalamasi (KOg i) olarak adlandirilir.

k

> (0 -Ds;

=1
KOaici ==

2.0 -1

4- Elde edilen bu iki S? arasindaki fark F dagilimu ile tek tarafli olarak test edi-
lir. Test istatistigi,

KOG.AraSz
KO

G.l¢i

F=

dir. F dagilimin serbestlik dereceleri,
SD;= k-1
SD,= nk-k

dir. Verilen serbestlik dereceleri ve belirlenen o hata pay1 ile F dagilimi tablosundan
bulunan Fe spa1sp2 degeri ile F test istatistigi karsilastirilir.

F < Fa,sp1,5D2 ise Ho kabul
F > Fo,sp1,sD2 ise H; kabul
edilecektir.

ORNEK: Asagida 6grencilerin 50 iizerinden ii¢ dersten aldiklari notlar veril-
mistir.

Dersler [Notlar

Matematik 29 16 36 15 24
istatistik 41 28 33 11 37
Bilgisayar 49 29 38 25 19
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0,05 hata payi ile ortalamalar arasindaki farklarin anlamliligint (6rnek ortala-
malarinin ayni anakiitleden alinip alinmadigini) inceleyiniz.

Dersler | Notlar Notlarin Toplami Xi
Matematik 29 16 36 15 14 110 22
istatistik 41 28 33 11 37 150 30
Bilgisayar 49 29 38 25 19 160 32

84

1-Hotpy =, = 144
Hytpy # 1y # 14y

_ \/(22 —28)% + (30 — 28)° + (32 — 28)?

Sy 31 =529
2- KO pras = S2.n=(5,29)°.(5) =139,92
(X, - X)?
3- KO, , =221 27
G.l¢i n _1
52 _ (29-22)% + (16 —22)° + (36 — 22) + (15— 22)* + (14— 22)°
' 5-1
=98,5
52 _ (41-30)% + (28 —-30)” +(33—30)” + (11— 30)* + (37 —30)°
2 5-1
=136
52 _ (49-32)% +(29-32)% +(38—32) + (25— 32)? + (19 -32)*
: 5-1
=138
KO _ (n1 _1)812 + (nz _1)822 + (ns _1)89?

G (n =)+ (n, —1)+(n, 1)
_ (5-1)(98,5) + (5—-1)(136) + (5—-1)(138)
B (5-1)+(B-1)+(5-1)

=124,16
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4- SD;= k-1 =3-1=2
SD,= [(n.K)-k] = 15-3=12
Fasp1,sp2 = Fo,05,2,12= 3,89
KO 139,92

F — Garass _ —
KO, 124,16

112

T¢i

1,12<3,89 oldugundan Hyp hipotezi kabul edilir. Ortalamalar arasindaki fark
anlamsizdir.

12.2. TEK YONLU VARYANS ANALIiZi

Tek yonlii varyans analizinde k sayidaki 6rnek ortalamasi arasindaki fark test
edilirken dogrusal model kullanilir. Ortalamalar1 test edilecek k sayidaki anakiitleyi
Ay A;,...., A ile anakiitle ortalamalarini i ve varyanslarim o? ile ifade edelim. Bu
anakiitleler deneme grubu olarak adlandirilmaktadir. Bu anakiitlelerin biraraya gel-
mesi ile ortalamasi p olan bir anakiitle olusacaktir. Bu biiyiik anakiitlenin ortalamas,

olacaktir.

Tek yonlii varyans analizinde temel hipotez daha dnce s6zedildigi gibi,

olarak olusturulacaktir. Temel hipotezin dogru olmasi durumunda tiim ortalamalar
birbirlerine esit oldugu gibi, bunlar tiim anakiitlelerin ortalamasi p’ye de esit olacaktir.

M= =y = s = = L

Temel hipotezin dogru olmamas1 durumunda ise g # g olacak ve aralarinda

a; ile ifade edebilecegimiz farklar olacaktir.
o =l —H

Burada ai, Aj anakiitlesinin isleyim etkisi olarak tamimlanmaktadir. Bu etki
dikkate alinirsa, temel hipotez dogru ise,

o =0 = =a, =0
k k

D= (l—pw)=0
i1 =1

olacaktir. Yani deneme etkileri sifirdir.
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Normal dagilmis herhangi bir i. 6rnegin j. birimi i¢in,

Xy =t +&
yazilabilir. Burada &;; hata terimi veya artiktir. &j; ’lerin birbirinden bagimsiz olduk-
lar1, sifir ortalama ve ¢® varyansi ile normal dagildiklar1 kabul edilmektedir.

Daha énce «; = 1 — u olarak tanimlanmsti. Buradan,

M= U+
olarak elde edilir. Bu esitlik Xj; esitliginde yerine konursa,

Xij =p+a; g
bulunur. Elde edilen bu model tek yonlii varyans analizi modelidir.

Tek yonlii varyans analizinde kullanilacak veri Tablo 12.1.’de goriildiigi gibi
bir tablo olusturulacaktir.

Tablo 12.1
Gozlemler | Deneme Gruplari )
1 2 . k
1 X X
xll 21 k1
2 X12 X2 Xk2
N X1in1 Xom2 e Xknk
Toplam L} o . N
DXy D X PR
j=1 j=1 j=1
ni n1 Nz Nk

Bu verilerden 6rnek ortalamalari,

tiim 6rneklerin birlesmesi ile olusacak biiylik drnegin ortalamasi,

n n n, k n
~ 2x1j+ix2j+ ........ +Zk:xk]. DX
X =t j=1 j=1 _ =l g

N N
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N= Nt o+t M= 0y

olarak hesaplanacaktir.

Ornek birimleri Xj’lerin genel ortalama X ’dan sapmalari, rnek birimlerinin
kendi deneme ortalamalarindan sapmalar1 ile deneme ortalamasinin genel ortalama-
dan farklarinin toplamina esit oldugundan,

Xij =X = (X = X))+ (X; = X)
olarak yazilabilir.

Hata teriminin tahmincisi (Xij—ii) ve deneme etkisinin tahmincisi

(Yi - )?) olacagindan 6rnek birimlerinin biiyiik ortalamadan fark: bunlarin toplami-
na esittir.

Yukarida verilen esitlikten sapmalarin kareleri toplami hesaplanabilir.

PIDICIRES U3 3| LI RICASI =

i=l j=1 i=1 j=1

K

N ki — kK -
ZZ(Xij - Xi)2 +ZZ(Xi - X)z +ZZZ(X“ - Xi)(xi - X)
i ja ) i ja
verilen esitligin son ifadesinde yer alan (Xi - )?) , 1. islemdeki tim gozlemler
j-gozlemler igin sabittir. Ayni ifade de yeralan (X; — )?i) toplamu ise, i. islemdeki
tlim j. gozlemler igin sifirdir. Bu nedenle,

k _ k
DXy =X)? ZZ(X ~X,)? +ZZ(X -X)?
i i=1 i=1 j=1
olacaktir. Burada esitligin sol tarafi genel sapma karelerin toplamlarin toplamidir.
k n — k N —
KTG = ZZ(XU' - X)2 = szij2 - N(X)Z
i=L j1 ]
Esitligin sag tarafindaki ilk ifade deneme i¢i sapma kareler toplamidir.
kN _ kN k _
KTpiei = ZZ(X“ - Xi)2 = zzxijz _zni (X)?
i=l j1 i=1 j1 i1

Esitligin sag tarafindaki ikinci ifade ise, denemeler arasi sapma kareler topla-
mdir.
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Bu tanimlamalara gore kisaca,
KTG = KTD.iQi + KTD.arasn

olacaktir. Bu agiklamalardan da anlasilacagi gibi birimler arasindaki fark tesadiifi
sapmalardan ve farkli anakiitlelerden olugmaktadir.

Tek yonlii varyans analizinde serbestlik dereceleri KTg igin (N-1), Krp aras

icin (k-1) ve SSE igin (N-k)’dir. Varyans analizinde o’nin tahmincileri kareler
ortalamas1 (KO) olarak adlandirilir. Kareler ortalamasi ilgili sapma karelerin ilgili
serbestlik derecelerine béliinmesi ile bulunacaktir.

KTp aras
KOD.aras = %

KT,
KOD.ici = N I_JIkI

—P:(%D-af“ dagilin (k-1) ve (N-K) serbestlik dereceli F

D.ici
dagilimidir. Test istatistigi,
KO

F= D.aras

KO D.ici
olarak hesaplanir.

Bu agiklamalara gore varyans analizi tablosu Tablo 12.2. goriildiigi gibi olu-
sacaktir.

Tablo 12.2

Degisim Kareler Serbestlik Kareler F

Kaynagi Toplami Derecesi Ortalamasi

Deneme KTp.arasi k-1 KT

Arasi KO = Daras

D.aras k _ 1

Deneme KTD.iQi:KTG'KTD.arasl N-k KO

|(}i KTDI i F= D.aras
KOpii =—+ KOp i
o ON-k MSA
F=—r
MSE
TOPLAM SST N-1
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Tek yonlii varyans analizinde hipotezler daha 6nce agiklandigi gibi olusturu-

lur. Belirlenen o hata pay1 ve (k-1), (N-k) serbestlik dereceleri ile F tablosundan
tablo degeri bulunur. Test istatistigi,

KO

F: D.aras

KO

D.ici
olarak hesaplanarak, F < Fox-1,n-kiS€ Ho , F > Fo 1.8k iS€ Hy hipotezi kabul edilir.

ORNEK: Asagida 6grencilerin 50 iizerinden ii¢ dersten aldiklari notlar veril-

mistir.

Dersler [Notlar
Matematik 29 16 36 15 14
istatistik 41 28 33 11 37
Bilgisayar 49 29 38 25 19

0,05 hata payi ile ortalamalar arasindaki farklarin anlamliligint (6rnek ortala-
malarinin ayn1 anakiitleden alinip alinmadigini) inceleyiniz.

Dersler |Notlar Notlarin |Toplamlar kare-
Toplami leri
Matematik 29 16 36 15 14 110 12100
istatistik 41 28 33 11 37 150 22500
Bilgisayar 49 29 38 25 19 160 25600
420 60200

1- Ho iy = 1ty =

Hytw # 1, # 1

Fok-1,n-k =3,89

X, =110 (=X, ) =12100
=X, =150 (=X, f = 22500
IX, =160 (=X,)* = 25600

[

Zi(le + 32X, +2X,) = 420

=1 j=1

i1 j1

(inzixijjz =176400
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K

Z 3 X =(29)% + (16)* +(36)° + (15)° + (14)* + (41)* + (28)°

+(33)% + (11)% + (37)? + (49)* + (29)* + (38)* + (25)°

+(19)? =13530

N 15
k N

KTe = > Y X" = NX*

i=1 =1
=13530 —15(28) * =13530 —11760 = 1770

k —
KTD.aras = Zniii2 - Nx2

i=1

2 2 2
= s(ﬁ] +5(@) +5(@] ~15(28) *
5 5 5
= (2420 + 4500 + 5120) —11760

=12040 -11760 = 280

k nj k
KTpii = szijz - Zni (X)?
i1

i=1 j=1

=13530 —12040 =1490
veya
KTe = KTpici + KT arast
1770 = 280 + 1490
iliskisinden yararlanilarak ikisi hesaplanip iigiincii bu bagmtidan bulunabilir.

KOD aras KTD.aras = @ = 140
' k-1 2
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KT,
KOp i = —— = 1490 _ 12416
'C N -k 12
F: KOD.aras — 140 2112
KOp,; 12416
ANOVA Tablosu
Degisim Kareler Serbestlik Kareler F
Kaynagi Toplami Derecesi Ortalamasi
Denemeler 280 3-1=2 140
Arasi
Denemeler 1490 15-3=12 124,66 F=1,12
IGi
TOPLAM 1770 14

1.12 < 3,89 oldugundan Hy hipotezi kabul edilir.

12.3. CIFT YONLU VARYANS ANALIiZi

Tek yonlii varyans analizinde incelenenin aksine bazi olaylarda degiskenler-
deki degismeler iki faktérden kaynaklanir ve bunlar ile ilgili bilgiler bulunabilir. Bu
durumda degismeler iki boliimden olusmaktadir. Bu nedenle tek yonlii varyans anali-
zi yerine cift yonlii varyans analizi yapilmasi gerekmektedir. Ornegin daha 6nce
ogrencilerin dersleri ile ilgili 6rnek ¢dzmiistiik. Bu drnekte sadece 6grencilerin ders-
lerden aldiklar1 notlar yer almigti. Oysa 6grencilerin orta egitim yaptiklar1 okullar, o
okullarin egitim sekilleri veya orta 6gretimde mezun olduklar1 boliimler derslerdeki
basariy etkiliyor olabilir. Bu bilgilerinde eklenmesi ile olusacak veri tek yonlii analiz
etkilemeyeceginden, ¢ift yonlii varyans analizi ile ortalamalar arasindaki farklarin
test edilmesi gerekecektir.

Farkli iki degisken s6zkonusu oldugunda, degiskenlerin birbirlerine olan etki-
leri veya bagimsiz olup olmadiklari da 6nemlidir. Bazi olaylarda degiskenler karsilik-
It olarak birbirlerini etkilerler, yani bagimsiz degillerdir. Baz1 olaylarda ise karsilikli
etkilesim sozkonusu degildir. Bu nedenle ¢ift yonlii varyans analizinin etkilesim
olmamasi ve etkilesim olmasi durumlari i¢in ayr1 ayri incelenmesi gerekmektedir.

Veriler iki degisken i¢in diizenlendiginde bir matris veya tablo olusturulur.
Cift yonli varyans analizinde tablonun veya matrisin hiiCrelerinde birer gézlem yer
almasi durumu tesadiifi blok diizeni olarak tanimlanmaktadir. Bazi durumlarda ise
birden fazla eslenmis gézlemler sozkonusudur. Bu gézlemlerin olusturdugu gruplar
blok olarak adlandirilir. Cift yonlii varyans analizinde bloklarin etkisi s6zkonusu
olmaktadir.



368 Temel Istatistik

12.3.1. Etkilesimsiz Cift Yonlii Varyans Analizi

Cift yonlii varyans analizinde analize degismeleri agiklayacak yeni kaynak ek-
lenmesi ile hata kareler ortalamasi (KOwata) azaltilabilir. Bu durumda bloklarinda
analize katilmasi ile varyans analizi modeli genisleyecektir. Etkilesim olmamasi
durumunda ¢ift yonli varyans analizi modeli,

Xij :y+ai+ﬂj +&

olur. Burada,
X; +1. isleyimin j. gézlemini,
u : genel anakiitle ortalamasini
o : i. deneme etkisini
Bj : j. blok etkisini
&ij - hata terimini
ifade etmektedir. Xj’nin dagilinu ortalamas: p ve varyansi o2 olan normal dagilim,

ginin dagilimi ise ortalamasi sifir, varyanst ¢? olan normal dagilimdir. Ayrica
k

Zai =0 ve » B;=0"dm.
i=1

i=1

Modelde a; ve Bj ile ifade edilen etkiler yer aldigindan temel hipotez bu etki-
lerin sifir olacagini ifade edecek sekilde olusturulacaktir.
Hy:0; =0 i=123...,k
p;=0 j=123...,n
Karsit hipotez en az bir o veya en az bir Bj’nin sifirdan farkli oldugunu ifade
etmektedir.

Ornek birimlerinin degerlerinin (Xjj gdzlemlerinin) biiyiik 6rnek ortalamasin-
dan farklari,

Xy =X = (X, =X, =%, + X+ (%, - X+ (%, - X)
olacaktir. Sapmalari kareleri toplami alinirsa,
k n

ZZ(XU —)?)Q:izn:(xij - X+ X +)?)2 +Zk:2n:()7i —)?)2

i1 j-1 i1 j-1 -1 j-1

n 2

> (x:-x)

Kk
+
i=1 j=1
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olacaktir. Burada X i » 1. isleyimin gozlemlerinin ortalamasini, X j»J- isleyimin goz-

lemlerinin ortalamasin1 ve X ise tim gozlemlerin ortalamasim ifade etmektedir.
Esitligin sol taraft KTg, sag tarafi ise sirastyla KTH, KTp.arasi V& KTB.arasi’dir. KTB arast
bloklarin kareleri toplamidir. KTg Ve KTp s daha 6nce verilen formiilerle,

k N

KTBlok arast ise,
Baras Z (Y i XJZ - nkiz
i=1 j=1 =1
olarak bulunacaktir. Burada KTHata daha 6nce verilen toplamlar yardimu ile,

KTHata = KTG - KTD.ara31 - KTB.ara51

olarak belirlenebilir. Hesaplanan bu kareler toplamlart ile ortalama kareler (MS)
sOyle hesaplanacaktir.

KO D.aras — k Iia]r_as
KT aras

KO Baras n B_l
KTHata

O =
(-D)G-D

KObp.aras: V& KOg.aras i¢in iki F test istatistigi ise,

F= KOD.aras
KO hata

F= KO B.aras
KO Hata

olacaktir. Bu test istatistiklerinin birincisi i¢in Sp1=(k-1) ve Spy=(k-1)(n-1); ikincisi
icin Sp1=(j-1) ve Spo=(k-1)(n-1) serbestlik dereceleri ve belirlenen a hata pay: ile F
dagilimi tablosundan bulunacak degerler ile karsilastirilarak karar verilir. Test hipo-
tezlerde yeralan o ve Bj’ler i¢in ayr1 ayr1 yapilmig olacaktir.

Bu durumda olusacak varyans analizi tablosu Tablo 12.3.’te goriilmektedir.
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Tablo 12.3

Degisim Kareler Serbestlik Kare F

Kaynagi Toplami Derecesi Ortalamasi

Gruplar KTb.arasi k-1 KOp.arasi KO

Arasi (A) F=——oa
KO hata

Bloklar KTB.arasi n-1 KOg.arasi KO

Arasi (B) F=——2%
KO Hata

Ornekleme KTH (k-1)(-1) KOx
HatasI(E)
TOPLAM (T) N-1

Yukaridaki tablodan da goriildiigii gibi tek yonlii varyans analizi tablosuna
SSB’nin eklenmesi ile ¢ift yonlii varyans analizi tablosu olusturulmustur. Bu tablo
etkilesim olmamasi durumunda ¢ift yonlii varyans analizi tablosudur. Etkilesim ol-
mast durumunda tablo degisecektir.

ORNEK: Liselerin A,B,C,D ve E bolimlerinden mezun iic 6grencinin 100
tizerinden 3 dersten aldiklar1 final notlar1 asagida verilmistir.

Dersler
Bolumler Matematik Istatistik Bilgisayar
A 77 64 87
B 43 51 62
C 86 79 57
D 27 36 48
E 59 42 76

0,05 hata pay1 ile 6grencilerin final notlar1 ve liselerden mezun olduklar1 boliimler
arasinda fark olup olmadigini test ediniz.

Dersler(i)

Boluimler | Matematik istatistik Bilgisayar | Toplam | Ortalama

A 77 64 87 228 76

B 43 51 62 156 52

C 86 79 57 222 74

D 27 36 48 111 37

E 59 42 76 177 59
Toplam 292 272 330 894
Ortalama 58,4 54,4 66 va

= X =596

(X))
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1_
H 10 #0
B; =0
a =0,05
Fok1,(1)(n-1) =Fo,05.28 = 4,46
Foj1.01m-1) =Foosas = 3,84

iixijz = (77)% + (43)% + (86)* + (27)* + (59)* + (64)* + (51)* +

(79)% + (36)% + (42)? + (87)% + (62)2 + (57)° + (48)% +
(76)? = 58124

KTc = 58124-15(59,6)2 = 4841,6

3 —
KTD.araSz = znxiz -N (X)2
i=1

2 2 2
S|[Z2) [ Z2) +[309) 5|-15(s0,67
5 5 5
=53629,6 —53282,4 = 347,2

5 —
KTB.araSz = Z XJZ - nk(x)z
j=1

2 2 2 2 2
_ {(228) | @s6)® (222) . (111) . (177) }_ 15(59,6)
3 3 3 3 3
= 56418 —53282,4 = 3135,6
KTHata = KTG - KTD.ara51 - KTB.aras1

=4841,6 —347,2-3135,6 = 1358,8

KOparay = —0ates _ 3472 _ 1936

D.arast k _ 1 3 _ 1
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Ko, - KToae _ 31356
B.aras: n—l 5_1

KO, - Kl _ 13588 _
M k-)(j-)  (B-1(-1)
KOD.arasz 17316

F= - =102
KO,. 169,85

£ _ KOs _ 7839

KO,.. 169,85

=783,9

69,85

4,61

1,02 < 4,46 oldugundan Hy hipotezi kabul edilir. (o =0)
4,61 < 3,84 oldugundan H; hipotezi kabul edilir. (Bj #0)

Degisim Kareler Serbestlik Kare F
Kaynagi Toplami Derecesi Ortalamasi
Deneme 347,2 3-1=2 173,6 1,02
Arasi (A)
Bloklar 3135,6 5-1=4 783,9 4,61

Arasi (B)

Ornekleme 1358,8 (3-1)(5-1)=8 169,85
HatasI(E)

TOPLAM 4841,6

12.3.2. Etkilesimli Cift Yonlii Varyans Analizi

Cift yonlii varyans analizinde, iki faktor arasinda karsilikli etkilesim de olabi-
lir. Deneme gruplar ile bloklar arasindaki etkiyi de modele dahil edersek, dogrusal

¢ift yonlii varyans analizi modeli,

Xin =M+ + B+ 7 + & i1=1,2,3,...k
j=1,23,...,n
h=123,.....r

olacaktir. Burada,
r : bloklarla deneme gruplar1 birlesiminin sayisini
Xijh : gozlemleri
1) : bliylik anakiitle ortalamasini
Qi : i. deneme etkisini
Bi : . blok etkisini
Yii : 1. isleyim ile j. deneme arasindaki etkiyi (etkilesimi)
Eijh : hata terimini

ifade etmektedir. G6zlemler ve hata teriminin dagilimi normal dagilimdir.
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Temel hipotez olusturulurken etkilesim olmamasi durumundan farkli olarak
faktorler arasi etkilesiminde dikkate alinmasi gerekmektedir. Burada temel hipotez
deneme etkilerinin, blok etkilerinin ve karsilikli etkilesim sifir oldugunu belirtecektir.

Ho i, =0 i=123,...... k
Hy: B, =0 j=123....n
Hoi7; =0 i=123...k ; j=123...n

Karsit hipotez ise temel hipotezin dogru olmadigini belirtecek sekilde olustu-
rulacaktir.

H :a; 20

H,:B8;#0

H,: Vi # 0

Karsit hipotez o ve Bj i¢in en az bir degerin, yij i¢in en az bir ¢ifttin degerinin
stfirdan farkli oldugunu ifade etmektedir.

Ornek gdzlemlerinin genel 6rnek ortalamasindan farklari,
Xy = X) = (X = Xy + (X + X+ (%, = X )+ (%, - X, - X, +X)

olacaktir. Sapmalarin kareleri toplami alinirsa,
2

PHDITEIE W YIRS Y 4

i=1 j=1 h-1 i1 j=1 h-1

k n

+er(X ‘X)Z”ZZ(X -X, - X, +x)‘

i=1 j=1

olacaktir. Burada X i » 1. isleyim grubunun; X j + J. blogun gozlemlerinin ortalamasi-

dir. X ij ise i. isleyim grubu ile j. blogun r sayida gozleminin ortalamasidir. X

biiyiik 6rnek ortalamasi, yani (knr) gdzlemin ortalamasidir. Esitligin sol tarafi KTg,
sag tarafi ise sirasiyla KTh, KTpams, KTBans ve etkilesim igin tanimlanan KTewile-
sim dir.

Etkilesim olmasi durumunda ¢ift yonlii varyans analizinde de KTg, KTp arasi,
KTg.arast daha 6nce agiklandigr gibi hesaplanir. KTeilegim iS€,

Tewies = iiZ[ZX ] @SSA SSB

i=1 j=1

olacaktir. KTy yine toplamlardan hareketle,
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KTH = KTG - KTD.aram - KTB4ar351 - KTetkilesim
olarak bulunabilir.
Hesaplanan bu kareler toplamu ile ortalama kareler (MS) syle hesaplanacaktir.
KTy
k-1
A
n-1
_ KT
(k-1)(n-1)
KO, = L
kn(r -1)
KOp, KOg ve KOg igin ii¢ F test istatistigi ise,
KO,
KO,
_KG,
KO,
KO
KO,

KO, =

KO,

olacaktir. Bu test istatistiklerinin birincisi i¢in Sp1=(k-1) ve Spy=kn(r-1); ikincisi igin
Sp1=(n-1) ve Spy=kn(r-1); tiglinciisii i¢in Sp1=(k-1)(n-1) ve Spy=kn(r-1) serbestlik dere-
celeri ve belirlenen o hata pay1 ile F dagilimi tablosundan bulunacak degerler ile karsi-
lagtirilarak karar verilir. Test, hipotezlerde yeralan ai, Bj Ve yij’ler i¢in ayri ayri yapilmig
olacaktir. Bu durumda olusacak varyans analizi tablosu Tablo 11.4.’te goriilmektedir.

Tablo 12.4.

Degisim Kareler Serbestlik Kareler =
Kaynagi Toplami Derecesi Ortalamasi

Gruplar : F= KO,
Arasi (A) KTo k-1 KOb KO,

Bloklar F= KOs
Arasi (B) KTs n-1 KOs KO,

Gruplar

Arasi ve KTe (k-1)(n-1) KOe
Bloklararasi F= KO
Etkilesim(l) KO,
Ornekleme

Hatasi(E) KT Kn(r-1) KOn

TOPLAM KTs N-1
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Goriildigii gibi etkilesim olmamast durumu ile etkilesim olmasi durumunda
¢ift yonlii varyans analizi arasindaki fark, faktdrler arasi etkilesimin ti¢lincii F istatis-

tigi ile test edilmesidir.

ORNEK: Bir dnceki ornekte 3 6grenci igin verilen notlar, 6 6grenci igin asa-

g1da verilmistir.

Dersler(i)
Bolumler (j) Matematik istatistik Bilgisayar
A 77 64 87
81 70 89
B 43 51 62
55 40 70
C 86 79 57
91 80 87
D 27 36 48
51 42 63
E 59 42 76
67 54 62
0,05 hata payi ile tiim farklar test ediniz.
Dersler(i)
Bolimler | Matematik istatistik Bilgisayar Toplam Ortalama
(,JA) 77 64 87 468 78
81 70 89
B 43 51 62 321 53,5
55 40 70
C 86 79 57 480 80
91 80 87
D 27 36 48 267 445
51 42 63
E 59 42 76 360 60
67 54 62
Toplam 637 558 701 1896
Ortalama 63,7 55,8 70,1 i ~632
1-
H :o; 20
:B; 20

:yij;tO
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2- Fo,k-1,nk(r-1) =Fo,05,2,15 =3,68
Fon-1nk(r-1) =Fo0,05,4,15 =3,06
Fo,k-1).(n-1).nker-1) =Fo,05,8.15 =2,64

3-

n r

KT, = Zk:Zqu?h — N(X)?
=(77) +(81) + ..o +(62)* —30(63,2)*

=128864 —30(63,2)" = 9036,8

3 =
KTy = D X7 - N(x)z
i=1

—119827,2

(637) , (558) , (701)
10 10 10

=120853,4 -119827,2 =1026,2

KT, =Zn:>?f —nk(i)z
=

2 2 o ? §
_(4e8)f (321)'  (480)°  (267) +(36:) 1198272

6 6 6 6

=125559 —-119827,2 =5731,8

—SSA-SSB

>

ijh

= %[(77 +81) +(43+55)° +(86+91)° + (27 +51)* +(59+67)* +

(64+70)" +(51+40)° +(79+80)° + (36 +42)° + (42 +54)° +
(87 +89)° +(62+70)° + (57 +87)* +(48+63)° +(76+62)°]—
119827,2-2154,2 -5731,8

=127588 -119827,2-1026,2-5731,8 =1002,8



Varyans Analizi

377

KTh

KO,

KO,

E:

O, =

= KTG - KTD - KTB - KTE
=9036,8 - 1026,2 - 5731,8 - 1002,8
=1276

KT, 10262
n-1
KT, 57318
n-1 - 4
KT, 1002,8
k-Dnh-1) 8
KT, 1276

———=—-=85,06
kn(r-1) 15

=513,1

=1432,95

=125,35

KO, 5131

" KO, 8506

_ KO, 143295
KO, 8506

F=

KO, 12535
KO, 8506

=16,84

=147

6,03 > 3,68 oldugundan H; hipotezi kabul edilir.o;’ler anlamli.(o #0)
16,84 > 3,06 oldugundan Hi hipotezi kabul edilir.B;’ler anlamli.(f3; #0)
1,47 <2,64 oldugundan Hy hipotezi kabul edilir.y;;’ler anlamsiz.(yi; =0)

Degisim Kareler Serbestlik Kareler F
Kaynagi Toplami Derecesi Ortalamasi
Deneme 1026,2 3-1=2 513,1 6,03
Arasi (A)
Deneme 5731,8 5-1=4 1432,95 16,84
Arasi (B)
Gruplar 1002,8 (3-1)(5-1)=8 125,35 1,47
Arasi
Ve
Bloklararasi
Etkilesim(l)
Ornekleme 1276 (3)(5)(2-1)=15 85,06
HatasI(E)
TOPLAM 9036,8
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12.4. COZUMLU ORNEKLER

ORNEK 1: Bir paketleme fabrikasi meyva sularinin paketlenmesi igin ii¢ ayr1
teknolojiye sahip dolum makinesi kullanmaktadir. Yapilacak yeni yatirim i¢in tekno-
loji se¢imi yapilacaktir. Kullanilan teknolojinin dolum agirliklar: iizerinde etkinligi
incelenmek istenmektedir. Standart net 1 litre olmasi gereken paketlerden her maki-
neden 5 adet se¢ilmistir ve agirhk ml olarak 6lgiilmiistiir. %95 giiven diizeyinde test
ediniz.

Makinel Makine2 Makine3
1007 995 1002
1001 900 996
1009 1011 1000
996 1000 998
1002 1019 1004
5015 4925 5000

Coziim:
5 5 5

D Xy =5015 , D X, =4925 , > X, =5000
j=1 j=1 j=1

K, =20 1003 , X, =22 _gg5 | x, =222 _1000
5 5 5

seklinde drnek ortalamalari hesaplanir. Genel ortalama ise ,

3 5 3 _
Xj=> Xin =14940 , X= 14940 _ 95
i1 L i1 15
3 5
22 -5 10458
Toplam Varyans : =112 = — 747
n-1 14
3 f— =
>, (xi -X
2 i=1 930
Gruplar Aras1 Varyans: S, =—=——————=——=1465
k-1 2
3 5 2
22X 9528
Gruplar i¢i Varyans : g2t 4 = =794
n—k 12

Ho iy =1, = 5

Hi : Ortalamalarin en az biri digerlerinden farklidir.
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Red bolgesi F>Fuva
2
Test istatistigi F = % =0,586 < F, 50 =388

Ortalamalarin farkliligini gosterecek yeterli kanit bulunamamaistir.

ORNEK 2: Ekonometri, Maliye ve Iktisat boliimlerinde verilen “Istatistige
Girig” derslerindeki bagarinin okunulan bdliime goére farklilik gosterip gostermedigi
incelenecektir. Bolimlerden dgrenci mevcuduna gore %5 oraninda drneklemler olus-
turulmus ve basari notlari listelenmistir. %1 anlamlilik diizeyinde test ediniz.

Ekonometri Maliye iktisat
20 10 10
70 40 20
80 45 25
90 65 45
90 50
80
85
Coziim:

Grup() ixu n, X; i(xq P (%, - X

j=1 j=1
1 260 4 65 19800 722,27
2 250 5 50 16050 12,21
3 315 7 45 19275 301,46
Toplam 825 16 51,5625 55125 1035,94
3 n;
Z|:Z(Xij)z - N (i.)z}
S\i _ = _ 11550 _ 888,46
n-k 16 -3
k n;
22 %
X-am 85 g 5
n 16

k _ =
20 (X‘ - X)Z _ 103594

S = 3-1

=517,97
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52 T T 1258594 o

Test istatistigi

2
F= g—b —0583 < F, 13001 =670

2
w

Sifir hipotezinin reddi i¢in yeterli kanit yoktur. Boliimlere gore basari notlari
ortalamalarinda anlamli bir farklilik yoktur.

ORNEK 3: Bir ihracat firmas1 3 ayr1 iilkeye yaptig1 ihracatlar arasinda miktar
acisindan farklilik olup olmadigini incelemek istiyor. Bu amagla {i¢ ayr1 tilkeye yapi-
lan ihracat miktarlar1 asagidaki gibi toparlanmistir. Farklilik olup olmadigimi 0,01
anlam diizeyinde inceleyiniz.

A Ulkesi B Ulkesi C Ulkesi
10 50 10
12 51 15
17 40 14
18 30 17
15 18
16
DXy 72 171 90
X 14,4 42,75 15
Coziim:

Ho iy =1, = 15

Hi : Ortalamalarin en az biri digerlerinden farklidir

x =338 22,2
© 15
KTeene = (10-21,53)2 + .......... +(16-21,53)2 = 2680,4
KT arasi = 5(12,4-21,53)% + 4(42,75-21,53)% + 6(15-21,53)?
= 2304,45

KTG‘TCT = KTGENEL — KTG,ARA5| = 2680,4-2304,45 = 375,95
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Kaynaklar sd. KT KO
Gruplar Arasi 2 2304,45
Grup Igi 12 375,95 1,305
Genel 14 2680,4

Fo,01,2,12 = 6,93 > Fhesap = 1,305 Ho kabul

ORNEK 4: Uc ayr1 egitim sisteminin etkileri incelenmek icin 5’er 6grenci bu
sistemler ile caligarak bir test smnavina alinmislardir. Bu sinavdan aldiklari notlar
asagidaki gibidir. Egitim sistemleri arasinda farklilik olup olmadigini 0,01 anlam
diizeyinde inceleyiniz.

A Sistem B Sistemi C Sistemi

70 50 60

75 65 70

80 70 80

90 40 85

60 55 90

Z X i 375 280 385
X 75 56 77

]

Coziim:

Ho =1, = 115

Hj : Ortalamalarin en az biri digerlerinden farklidir.
X =69,33

2

KTe.ArAsI = FZ()TJ — )?)

=1
= 5.[(75-69,33)? + (56-69,33)2 + (77-69,33)? ]
=13433

KTeeneL = ZZ<XU - )?j )2
= (70-75)2 + (75-T5)2 + ...... + (90-77)?
= 1650
KTag.ici = KTeeneL — KTg.aArAs
= 1650 — 1343,3 = 306,7
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Kaynaklar sd. KT KO
Gruplar Arasi 3-1=2 1343,3 671,65
Grup Igi 14-2=12 306,7 25,55
Genel 15-1=14 1650

Fhesap = 29,66
Fo,01212 = 6,93 < Fhesap = 29,66 Ho red
En az bir grup digerlerinden farklidur.
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BOLUM 13

BASIT REGRESYON
VE KORELASYON

Istatistiksel arastirmalarda iki veya daha ¢ok degisken arasindaki iliskinin in-
celenmesi gerekebilir. Degiskenler arasindaki iligkinin belirlenmesi i¢in farkli yon-
temlerden sz edilebilirse de, en ¢ok kullanilan yontemler olduklarindan ilk olarak
akla regresyon ve korelasyon analizi gelmektedir.

Degigkenler arasindaki iliski matematiksel bir modelle agiklanabilecegi gibi,
iliskinin derecesi ve yonii bir katsayi ile de ortaya konabilir. Iliskinin nasil incelenece-
&i konusundaki tercih arastirmanin 6zelliklerine ve arastirmaciya gore degisecektir.

Bu boliimde 6nce basit dogrusal regresyon, daha sonra dogrusal korelasyon
aciklanacak ve bu konuda gerekli agiklamalar yapildiktan sonra regresyon ve kore-
lasyon arasindaki iligki ortaya konacaktir.

13.1. BASIT DOGRUSAL REGRESYON

Degigkenler arasindaki iliskinin matematiksel bir model ile agiklanmasina
regresyon analizi adi1 verilmektedir. Basit dogrusal regresyondaki basit kelimesi iki
degisken arasindaki iligkinin incelendigini, dogrusal kelimesi ise degiskenler arasin-
daki iligkiyi agiklamak i¢in kullanilacak matematiksel modelin dogrusal oldugunu
ifade etmektedir. Tki degisken arasindaki iliskiyi agiklamak i¢in kullanilacak dogrusal
modelin matematiksel ifadesi,

Y=a+bX

seklinde olacaktir.
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Basit dogrusal regresyonda, degiskenler arasindaki iligki yukarida verilen fonk-
siyona benzer bir fonksiyon ile agiklanirken modelin a ve b parametrelerinin belirlen-
mesi gerekecek ve bunun igin degiskenlerin birlikte degisimini gisteren bir bilesik
seriden yararlanilacaktir. Degiskenler arasindaki iliskiyi agiklayan seri ¢ok sayida
degerden olusacak ve iligkiyi belirlemek igin serinin tiimiiniin analizde kullaniimasi
gerekecektir. Serinin birim sayisini N ile ifade edersek, N birimin olusturdugu ana
kiitlenin bir dogrusal regresyon modeli olacaktir. Anakiitle regresyon modeli,

Yi= a+ X

seklinde yazilirsa bir hata yapilmis olacaktir. Uygulamada karsilasilabilecek tiim
degiskenleri diisiiniirsek, hangi degisken cifti alinirsa alinsin aralarinda tam dogrusal
bir iliski oldugu sdylenemez. Degiskenler arasindaki iligskiyi en iyi agiklayan model
dogrusal model olsa bile baz1 sapmalar s6z konusu olacaktir. Bu nedenle anakiitle

regresyon modeline hata terimi olarak adlandirilan ve &; ile ifade edilen bir degiske-
nin daha eklenmesi ile modelin,

Yi= a+pB Xitég,

seklinde ifade edilmesi gerekecektir. Sekil 13.1'de verilen dagilimin noktalarla goste-
rildigi serpilme diyagrami goriilmektedir. Diyagramda yer alan verilerin dagilimina
dikkat edilirse bu iliskinin agiklanmasi i¢in dogrusal modelin uygun olacag anlasila-
caktir.

Bu modelin grafigi ¢izildiginde elde edilecek dogruya regresyon dogrusu adi
verilecektir.

Sekil 13.1

Regresyon dogrusunun bu diyagramda goriilen noktalar arasindan, degisken-
ler arasindaki iligkiyi en iyi agiklayacak sekilde gegirilmesi gerekecektir. Regresyon
dogrusu iizerinde yer alacak ve teorik degerler olarak adlandirilan degerler ile gergek
degerler arasindaki fark, hata yani gergek degerlerden sapmadir. Sekilde gosterilen
X1 degerinin karsilig1 olan Y; degeri gercek deger ve regresyon dogrusu ilizerinde yer
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alan YAl degeri ise teorik degerdir. Bu teorik deger gergek Y1 degerinden kiigiik oldu-
gunda ¢, hata terimi,

=Y, -Y, ve Y, >Y,

olacagindan &; pozitif olacaktir. Diger taraftan X, degerinin karsilig1 olarak regres-

yon dogrusu iizerinde yer alan YA2 teorik degeri ile gercek Y2 degeri igin &, hata
terimi,

& =Y,-Y, ve Y, >Y,

oldugundan &, negatif olacaktir. Goriildiigii gibi hata terimleri pozitif veya negatif

isaretli olabilir. Uygulamada verilerin ¢ok sayida olmasi; politikalarin veya teknolo-
jinin degismesinin degiskenler arasindaki iliskiyi etkilemesi gibi nedenlerle anakiitle
regresyon modelinin parametreleri anakiitleden alinacak ornek ile tahmin edilecektir.
Bu nedenle N birimli ana kiitleden n birimli bir 6rnek alinacak. Anakiitle dogrusal
regresyon modelinin 6rnekten tahminini,

Y, =o}+ﬁxi +¢

olarak gosterilecektir. &, « ’nin; ﬁ , f’nin tahminini &; ise anakiitle hata terimi
ei'nin 6rnekten elde edilecek degerlerini gostermektedir.

Regresyon modelinde Y; degiskeni etkilenen degiskendir ve bagimli degisken
olarak adlandirilir. Bagimsiz degisken olarak adlandirilan X; degiskeni ise etkileyen,
sonug yaratan degiskendir. Bu nedenle degiskenlerin hangisinin bagimli hangisinin
bagimsiz degisken olarak alinacag1 dnemlidir. Ornegin, gelir, tiiketim iliskisinde gelir
tiiketimi etkilendiginden, gelir bagimsiz tiikketim ise bagimli degisken olarak ciro, kur
iliskisinde ise ciro kari etkileyeceginden ciro bagimsiz kar bagimli degisken olarak
alinacaktir.

a, ,é’ daha once agiklandigi gibi anakiitle regresyon modelinin parametreleri-

nin tahminleridir. & 'in tahmin edilen degeri matematiksel olarak Xi= 0 oldugundan
Yi'nin alacag: degeri, yani regresyon dogrusunun Y eksenini kesim noktasini gostere-
cektir. & regresyon analizinde bagimsiz degiskenin sifir degerini almasi halinde ba-
gimli degiskenin alacagi degeri gostermektedir. & sabit katsay1 olarak da adlandirilir.

,3 'in tahmin edilen sayisal degeri matematiksel olarak regresyon dogrusunun

egimini verir ,3 , regresyon analizinde bagimsiz degiskenin degerinin 1 birim artmasi
veya azalmasi karsisinda bagimli degiskenin degerinin ne kadar artacagini veya aza-

lacagin1 gostermektedir. Bagimsiz degiskenin katsayisi olarak da adlandirilan ,é

degiskenler arasindaki iliskinin yoniinii de gosterir. ﬁ 'in isareti negatif ise degisken-
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ler arasinda ters yonlii /;’ 'nin igareti pozitif ise degiskenler arasinda dogru yonlii,

iligki olacaktir. Degiskenler arasinda iliski yoksa ,[§ 'in sifir olmasi gerekecektir.

Regresyon analizi ile ilgili olarak bu boliimde verilecek formiiller ile yapilacak
tahminlerin gegerli olmasi, hata terimleri ile ilgili ve temel varsayimlar olarak adlandi-
rilan varsayimlarmn gegerliligine baglidir. Bu varsayimlari sdyle siralayabiliriz.

- Normallik: Hata terimlerinin dagilimi normal dagilimdir.
- Sifir Ortalama: Hata terimlerinin dagilimlarinin ortalamasi sifirdir.
- Sabit Varyans: Hata terimlerinin her birinin dagilimimnin varyans sabittir.

- Otokorelasyon olmamasi: Hata terimleri arasindaki iliskiye otokorelasyon
denir. Bu varsayima gore hata terimleri birbirini etkilemeyecektir.

- X degiskeninin tesadiifi degisken olmamasi
Bu varsayimlardan bir veya birkaginin gegerli olmamasi halinde sonuglarda
sapmalar meydana gelecektir. Varsayimlardan sapmalar olarak adlandirabilecegimiz;

varsayimlarin gegerli olmamasi durumu olduk¢a genis bir konudur ve burada anla-
tilmayacaktir.

Ornekten anakiitle parametrelerinin tahmininde kullanilacak formiilleri elde
etmek i¢in istatistiksel tahmin teorisinden yararlanilir ve formiiller ¢esitli yontemlerle
elde edilebilir. Ancak bu yon-temlerden en ¢ok kullanilani en kiigiik kareler yontemi
oldugundan burada parametrelerin tahmini i¢in kullanilacak formiillerin bu ydntem
ile elde edilmesine yer verilecektir.

13.1.1. Parametrelerin Tahmini

En kiigiik kareler yonteminde, parametrelerin tahmininde kullanilacak formiil-
ler gercek ve teorik degerler arasindaki farklarin kareleri toplami minimum olacak
sekilde belirlenir. Regresyon analizinde gergek degerler ile teorik degerler arasindaki
farklar hata terimi ile ifade edildigine gére « ve £ hata terimlerinin kareleri topla-

mi1 minimum olacak sekilde tahmin edilecektir.

Hata terimlerinin kareleri toplamuin1 T ile ifade edersek,

T=>el= Z(Yi v, f
i1 i1
olacaktir. Teorik degerler
Yo =a+BX Yi= a+f X

denkleminde X; degerleri yerine konarak elde edileceginden,
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yazilabilir. T'yi minimum yapacak o ve [ degerlerini belirlemek i¢in, Tnin o ve
S ’ya gore kismi tiirevleri alinip sifira esitlenecektir. Kismi tiirevler;

%: Zian:(Yi _a_ﬂxi)(_l)

%:Zi(Yi _a_ﬂxi)(_xi)

i=1

olacaktir.

Kismi tiirevleri sifira esitleyip, tahmin olduklari i¢in @ ve B’y1, a ve B ile
gostererek gerekli diizenlemeleri yaparsak,

22(\(i —a-px)J-1)=0
22(\4 G- X, - X,)=0
Zn:Yi—no}—ﬁZn:xizo
_Zn:xivi —&ixi —;@Zn:xf =0
Zn:Yi =no}+/§zn:xi
_Zn:xivi :o}ixi +;€Zn:xf

denklemleri elde edilir ve bu denklemler normal denklemler olarak adlandirilmakta-
dir. @ ve f'nin tahmini i¢in bu iki bilinmeyenli denklem sisteminin ¢oziilmesi
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gerekmektedir. T'nin ikinci tiirevleri alinirsa tahmin edilecek degerlerin minimum
olacag goriilecektir.

ORNEK: Asagida verilen serinin basit dogrusal regresyon modelinin para-
metrelerini tahmin ediniz.

Yi Xi XiYi Xi?
2 6 12 36
3 7 21 49
5 9 45 81
8 13 104 169

12 15 180 225

30 50 362 560

D Yi=na+pY X
DXYi=a) X+ Y X!
~10/30 =54 +50.3

362 =504 +560

—300 = —50& —500 3

362 =504 +560
62=0+6073

~ 62
=—=103
p 60

30 =56 +50(L,03)

30515
5

Iki bilinmeyenli denklemlerin ¢dziimii yerine, birinci denklemden ¢ cekilir
ve ikinci denklemde yerine konursa,

D Yi=na+pY X

Y -BY X .
:Z.nﬂZ.ZY_ﬂX

D XY =a) X+ B X!
DXy, =(V—;€>?)in+ﬁ2xf

43

a":

ISH
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DXV =YY X+ BXY X+ XS
DXV =YX =BO XP-XD" X))
/}=invi —\_(‘in

D X=X X

n.
pay ve paydayt — ile garparak,
n

» XY, —nXY
S X -n(X)
elde edilir. Budurumda « ,
a=Y-px

formiilii ile hesaplanabilir. Bu formiilleri katsayilarin gergek degerle tahmin formiil-
leri olarak adlandirabiliriz.

ORNEK: Normal denklemler ile ¢zdiigiiniiz 6rnegi, katsayilarin gercek de-
gerlerden tahmin formiilleri ile ¢6ziiniiz.

DY, =30 D XY, =362
D X, =50 D X! =560

oldugundan ortalamalar,

5
— X,
X = 2% -9 _10
n 5
olacaktir. Degerler formiillerde yerine konursa,

» D XY, —nXY

> XZ-n(X )2

_362-5(10)(6) 62 N = A

22 _1,03 _Y-
560—5(10)° 60 a=Y -

=6-1,03(10)=-4,3
olarak ayni sonuglar elde edilmis olur.

Degiskenler i¢in ortalamadan farklar serileri diizenlenerek katsayilar tahmin
edilirse islemler kolaylagacaktir. Farklar serileri olusturuldugunda,
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i=1
olacagini aritmetik ortalamasinin 6zelliklerinden biliyoruz. Normal denklemlerde X;
yerine (Xi- X ) ve Yi yerine (Yi- Y ) koyarsak,

D Yi=na+pY X
D XY =a) X+ By X!
DY =Y)=na+p> (X~ X)
DX =X =) =@ (X = X)+ B (X, = X)?

Ortalamalardan farklarin toplamlart sifir olacagindan,
DX =X =) =B (X, = X)?
. D (X=X -Y)

D (% =X)?

elde edilir. Bu durumda « ,

=Y -px
seklinde tahmin edilebilir. Bu formiiller katsayilarin ortalamadan farklar ile tahmin
formiilleri olarak adlandirilabilirler.
ORNEK: Daha énce ¢oziilen 6rnegi ortalamadan farklar formiilleri ile ¢oziiniiz.

Yi X ov.Y Xi- X o< XYY ) (X, = X)?

2 6 -4 -4 16 16
3 7 -3 -3 9 9
5 9 -1 -1 1 1
8 13 2 3 6

12 15 6 5 30 25
30 50 0 0 62 60
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5 2 %=X -Y)

D (X = X)?

:gzl,OS
60
a=Y - pX

=6-103(10)=-43
olarak ayni sonuclar bulunur.

Kolaylik olmast i¢in x; = X; - X ve Vi=Yi- Y olarak tanimlarsak,

. D%,
S
olacaktir.

Gergek degerlerin toplamlari, kareleri ve ¢arpimlarinin toplamlar bilindiginde
ortalamadan farklar ile tahmin yapilmak isteniyorsa, ortalamadan farklar serilerinin
toplamlar1 kareleri ve ¢arpimlarinin toplamlar1 gergek degerlerden elde edilebilir.

Zn:(xi - X)? =Zn:(xi2—2>?xi +X?)

=Zn:xf —2>Z§n:xi +Zn:>22
i=1 i=1 i=1

- 2)?2 X, ifadesini D le carparsak,
= n

n _ n _ xi _
;(xi ~X)? =;xf —2nX szxz
i=1

olacaktir. Ayni sekilde,
n n
Z(Yi _Y_)Z = ZYiz -ny?
=1 i-1

olarak elde edilebilir.
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En:o(i ~Y)(X; - X) = zn:(xivi Y, X =YX, + XY)
i=1 i=1
SN XYY STy X X
= =) =1 =]
—)TiYi ve —Y_i X, ifadelerini % ile garparsak,

i=1 i=1

D=6 =X) = DX, =X S —n¥ L4 nXY)
i=1 i=1 n n

= Z X.Y, —nXY'
i=1

olarak bulunur.

ORNEK: Daha 6nceki verilen 6rnekte n =5, ZYi = 30, in =50,
D XY, =362, D X'= 560 olarak bilindigine gore » (X,-X)* ve
Z(Xi —X)(Y, =Y) degerlerini hesaplayiniz.

x o 2X g,
n 5

Y:lzﬁze
n 5

DX =X)? =) X —nX?
= 560-5(10)2= 60
DX =X =¥) =D XY, —nXY
= 362 — 5(10)(6) = 62

bulunur. Bu sonuglar daha 6nce farklar serilerinden elde edilen sonuglar ile aynidir.

13.1.2. Teorik Degerlerin Hesaplanmasi

Bagimsiz degiskenin herhangi bir degeri igin regresyon modelinden hesapla-
nacak bagimli degiskenin degerinin teorik deger olarak adlandirildigindan daha once
s0z etmistik. Diger bir ifade ile X; degerinin regresyon modelinde yerine konmasi ile

hesaplanan ve YAI gosterilen degerler teorik degerlerdir. X; degerleri X1, X2,X3 ,......,
Xn ise, teorik degerler,
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a+p(Xy)

YAz = 6AH‘,‘;(Xz)

Yy =a+B(X,)

Y, =a+B(X,)

olacaktir. Bu degerler regresyon dogrusu iizerinde gercek Y; degerlerinin karsiligt
olan degerlerdir.

& =Y, _YAi

oldugu ve regresyonun temel varsayimlarindan € =0 olacagi bilinmektedir.

oldugundan, ancak

Zn:ei =0
i=1

ise € =0 olacaktir. Bu nedenle,

Se Yo

n n

0

olarak yazilabilir. Buradan,

n

Z(Yi _YAi)ZO

i=l

ve

bulunur. Bu sonuglara gore, gergek Y degerleri ile teorik YAI degerlerinin farklarmnin

toplamu sifir olacaktir. Ayrica, gercek Yi degerleri toplami ile teorik YAI degerleri
toplamlari birbirine esittir.



394  Temel Istatistik

ORNEK: Daha 6nce verilen 6rnek icin teorik degerleri hesaplayarak,

ZYizzYAi ve Z(Yi_YAi)ZO

oldugunu gosteriniz.

Regresyon modeli Y; = -4,3 + 1,03X; olarak belirlenmisti.

Yi Xi Y; € :Yi _Yi
2 6 1,88 0,12

3 7 2,91 0,09

5 9 4,97 0,03

8 13 9,09 -1,09
12 15 11,15 0,85
30 50 30,00 0

Y,=-4,3+1,03 (6) = 1,88

Y, =-4,3+1,03(7) =2,91
Y, =-4,3+1,03(9) =4,97
Y, =-4,3+1,03 (13) = 9,09

Y,=-4,3+1,03(15)= 11,15

13.1.3. Parametre Tahmincilerinin Varyanslari

Regresyon modelinin parametrelerinin varyanslarim hesaplayabilmek igin ana
kiitle hata tahminlerinin varyansinin hesaplanmasi gerekecektir. Anakiitle hata terim-

leri &; 'lerin varyansi,

Z(gi _5)2

V(gi)zo'gz, =+ N

olarak hesaplanacaktir. Regresyonun temel varsayimlarindan € = 0 oldugunu bilin-
diginden
N

Z(Si)z

2 i=!
O-gi — _i=l N
olacaktir. Goriildiigii gibi anakiitle hata terimlerinin varyanslarini hesaplayabilmek
icin anakiitle hata terimlerinin bilinmesi gerekmektedir. Ana kiitle hata terimleri

bilinmeyeceginden, hata terimlerinin varyansinin drnekten tahmin edilmesi gereke-
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cektir. Ana kiitle hata terimlerinin varyansinin drnekten elde edilen tahmini S? ile

gosterilirse, ana kiitle hata terimlerinin varyansi 6rnekten,

n

Z(gi)2

SZ — _i=l
¢ n-2

formiilii ile tahmin edilir. Formiilde, Zeiz 'nin n yerine (n-2)'ye bdlinme sebebi;

ornek hata terimleri varyansinin, anakiitle hata terimleri varyansinin sapmali tahmin-

cisi olmasidir. Verilen formiille hesaplanan S? ana kiitle hata terimleri varyansmnin

sapmasiz tahmincisi olmaktadir.

Se2 'nin hesaplanmasi igin hata terimleri kareleri toplaminin hesaplanmas1 ge-

rekecektir. Daha once teorik degerlerin hesaplanmasinda ac¢iklandig: gibi, hata terim-
leri hesaplanarak bunlar yardimi ile hata terimlerinin kareleri toplami bulunabilir.
Hata terimlerinin kareleri toplaminin asagida verilen formiiller ile daha kisa yoldan

hesaplanmasi da miimkiindiir.

Y, =a+ ﬁxi
oldugundan,
Dl =D (=Y =D Y~ @+ X))
=D Mi—a-px [
yazilabilir.
a=Y-px
oldugundan,

Dl =D Mi—a- AT
=D M= (V= X)X
olacaktir. Gerekli diizenlemeleri yaparsak,
De? = IV =Y+ BX - X,
=10 -Y) - B(X, = X
= DL =Y)P + A2 (X, = X)? =2(Y, =V )(X; = X)]
=D (V)P B (X = X)P =28 (Y =V )(X; ~ X)

olarak bulunur.
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o 20 -V)(X - X)

D (X = X)?

oldugundan,
BY (X =X)? = (Y =V)(X; - X)

olacaktir. Bu esitlikten yararlanarak,
Dle =D (=Y BBY (X = X)? =28 (Y, -V )(X, - X)
=D =YY BY( =X = X) =28 (% =V )X, — X)
=D =V =B =YX - X)

elde edilir. Ortalamalardan farklari,
Xi = Xj- )?
yvi=Yi-Y

ile ifade edersek,
Zeiz = z yi2 _Bz XY

olacaktir.

Hata terimlerinin kareleri toplami ortalamalardan farklar ile hesaplanabildigi
gibi, gergek degerler ile de hesaplanabilir.

D =Y =D Y -ny?

DY =V)X = X) =D XY, XY
oldugundan bu esitliklerle,

Dol =D (=Y =B (Y V)X - X)

=DV =nY? = O XY, —nXY)

olarak yazilabilir.

Y=6+pX
oldugundan,

Zef = ZYiZ —-nYY - ﬁz XY, +nBxy

=ZYi2 —n?(d+ﬁ’f)—ﬁz X,Y, +npxY
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=DV —naY —ngxXY - B3 XY, +npxy

=DV —nay - By XY,

olarak bulunur.

oL

n

oldugundan ifade,

Zef = Zvﬁ —n&%—ﬁz X.Y,
Dl =D WP -ad Y-y XY,

seklini alacaktir.

ORNEK: Daha 6nce verilen 6rnegin hata terimlerinin varyansim hesaplayiniz.

Hata terimleri daha dnce hesaplandigindan

ei e
0,12 0,0144
0,09 0,0081
0,03 0,0009
-1,09 1,1881
0,85 0,7225

1,9340

Z ef =1,9340 olarak bulunur.

Hata terimlerinin kareleri toplanmu gergek degerler ile hesaplandiginda,

Dol =2 Y-y —BYXY,

D YE=(2 +(3)° +(5) +(8)° +(12)° =246
Y, =30

D OX.Y, =362

a=-43

/=103

oldugundan,
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> 7 = 246 (-4,3)(30)-1,03(362)

=214
olarak bulunur.

Hata terimlerinin kareleri toplami ortalamalardan farklar ile hesaplandiginda,
el =D (=) =B -V)(X, - X)
Y = 6 olarak bilindiginden,
DY) =Dy -ny?
=246 - 5(6)* = 66
Z(Yi —Y)(X, - X) =62
D e? =66-1,03(62) = 2,14
olarak bulunur.

Goriildiigh gibi hata terimlerinin kareleri toplami hata terimlerinin teker teker
hesaplanarak karelerinin alinmasi halinde 1,934, diger sekillerde hesaplandiginda ise
2,14 olarak bulunmustur. Aradaki ¢ok kii¢iikk ve 6nemsiz fark, bagimsiz degiskenin
katsayisinin degerinin iki ondalikli alinmasindan kaynaklanmaktadir.

Zef = 1,934 oldugundan,

2

€
52 —z— L1934 _ o,6446

® " h-2 5-2
S, =4/0,6446 =0,8029
olacaktir.

Regresyon modelinin sabit ve bagimsiz degiskenin parametrelerinin varyans-

XZ
V(a)=o; —0'[ Z(X X)]

V(B)=0,

lar1,

Z(x X’

formiilleri ile hesaplanacaktir. ofi bilinmeyip drnekten Se2 olarak tahmin edilecegin-

den, parametrelerin varyanslarini tahmin etmek igin,
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_gfl, X2
S‘*_Se[fZ(xi—i)Z}

52 = s;

P X =X
formiilleri kullanilacaktir.

ORNEK: Daha 6nce verilen 6rnek igin parametrelerin varyanslarini hesapla-
yiniz.

X =10
S2 =0,6446
D (X, = X)* =60
oldugundan,
v 2
S; = Sez 1+X—_
N (X -X)
2
_ 0,6446| L+ 19)
5 60
=1,2032

S, =+/1,2032 =1,0969
ve

5?2 :S—ez

P X =X

_0,6446
60

=0,0107
S I 0,0107 =0,1034

olarak bulunur.

13.1.4. Belirlilik Katsayis1

Bagimli degiskendeki degismelerin bagimsiz degisken veya bagimsiz degis-
kenler tarafindan agiklanma oranimi gosteren katsayrya belirlilik katsayis1 denmekte-
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dir. Basit dogrusal regresyonda tek bagimsiz degisken oldugundan, bagiml degis-
kendeki degigmeler bu bagimsiz degisken tarafindan agiklanacaktir. Bagimli degis-
kende meydana gelen toplam degisme aritmetik ortalamadan farklarin kareleri top-
lamina esittir.

n n
Toplam Degisme = Z Y, -Y) = Z y?
i1 i1
Sekil 13.2'de X; ve Y gergek degerleri ile YAI teorik degeri goriilmektedir.

Y.

Sekil 13.2
Sekilden de goriildiigii gibi, bagimli degiskendeki degisme teorik degerin or-
talamadan farki ile hata terimi toplamina esittir.
(% -V)=(%-V)+e

taraflarin karelerinin toplamlart ise,

D =)= (V) ey e
i=1 i=1
olarak elde edilir. Burada,

n
Z(Y‘ -Y)? = Toplam Degismeyi

i=1

n
Z(YAI -Y)? = Agiklanan Degismeyi
i1
n n R 2
Zeiz = Z(Y' —Y,) = Ac¢iklanmayan Degismeyi
i1 i1

gostermektedir.
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Belirlilik katsayisi agiklanan degismenin toplam degismeye orami olarak ta-
mmlandigina gore, R? ile ifade edilen belirlilik katsayisi,

3 (7 ¥y
RZ _ _i=l

n

DoY)

=1
olacaktir. (1- R?) ise agiklanmayan degismenin toplam degismeye oramni verecektir.

Bagimsiz degisken bagimli degiskendeki degismeleri hi¢ agiklamiyorsa agik-
lanan degisme sifira esit, bagimsiz degisken bagimh degiskendeki degismelerin tii-
miinii agikliyorsa agiklanan degisme toplam degismeye esit olacagindan,

0<%, -¥) < 3 (% -V’
olacaktir. Taraflar toplam degismeye boliiniirse,
Y V) Yy
0o XM=V D M-N)

DY DY) Y (=Y

0<R?<1

olarak bulunur. R?, 0 ile 1 arasinda deger alir. R?nin degeri 1'e yaklastik¢a bagimsiz
degiskenin bagimli degiskendeki degismeleri agiklama orami artar, 0'a yaklastik¢a
bagimsiz degiskenin bagimli degiskendeki degismeleri agiklama oran1 azalir.

D=V =D (V) > el
oldugundan,

D=V =D =)=
olacaktir. Bu esitligi R? formiiliinde yerine koyarsak,

e 20V

DY)

D=V =Y
Do -Y)

DY -Yy

olarak bulunur. Yani, belirlilik katsayis1 agiklanmayan degismenin toplam degismeye
oranmin 1'den ¢ikarilmasina esittir. Ayn1 bagimli degisken icin farkli bagimsiz de-
giskenler ile olusturulacak regresyon modellerinden belirlilik katsayis1 daha biiytiik
olan model iliskiyi daha iyi agiklayacaktir.
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ORNEK: Daha once verilen 6rnegin belirlilik katsayisini hesaplayarak, bul-
dugunuz sonucu yorumlayiniz.

Daha 6nce ¢ozdiigiimiiz 6rnekte;

D el =1934

Z(\q—\?)2 =66

olarak bulunmustu.

ve

Toplam degisme:
D (Y, -Y)* =66
Aciklanmayan degisme:

S0 i

oldugundan,
Aciklanan degisme:

D (Y, - V) = 66 - 1,934 = 64,066
i=1
olacaktir.

Agciklanan degisme yukarida verilen formiil ile hesaplanabildigi gibi seriden
de hesaplanabilir.

Y = 6 olarak bilinmektedir.

Y, Y- (Y -Y)
1,88 -4,12 16,9744
2,91 -3,09 9,5481
4,97 -1,03 1,0609
9,09 3,09 9,5481
11,15 5,15 26,5225

0 63,654

iki hesaplama sekli arasindaki fark katsayilarin degerlerinin tam almmama-
sindan kaynaklanmaktadir.

R? = M =0,97
66
veya
R?=1- 1934 _ 0,97

66
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olarak bulunur. Bu sonuca gore, bagimsiz degisken bagimli degiskendeki degismele-
rin % 97'sini agiklamaktadir. 1- 0,97 = 0,03 oldugundan bagimsiz degisken bagimli
degiskendeki degismelerin % 3'iinii agiklayamamakta ve bu degisme diger degisken-
ler tarafindan agiklanmaktadir.

13.1.5. Katsayilarin Testi

Regresyon modelinin tahmin edilen katsayilarinin istatistiksel olarak anlamli
olup olmadig: test edilebilir. Bu amagla t ve F testi olmak iizere iki farkl: test uygula-
nabilir. F testinin basit regresyonda uygulanmasi anlamli olmasa da burada kisaca
aciklanacaktir.

13.1.5.1. t -Testi

Katsayilarin ayri ayri istatistiksel anlamliligs t testi ile incelenir. Basit regres-
yonda sabit ve egim katsayilar1 olduguna gore bunlara ayr1 ayri test uygulanir. Katsa-
yilarin anlamliligi s6zkonusu oldugundan, sifirdan farkli olup olmadiklarina belirle-
nen hata payi ile karar verilecektir.

Katsayilar test edilirken hipotez testleri boliimiinde agiklandigi gibi 6nce hi-
potezler olusturulur. Sabit katsayi test edilirken temel hipotez,

Hy:a=0
karsit hipotez, test ¢ift tarafli i¢in,
H:az0
tek tarafli test igin ise,
H:a>0
veya
H,:a<0

seklinde olusturulacaktir.

Hipotezler olusturulduktan sonra karar asamasinda kullanilacak kritik deger
veya tablo degeri belirlenir. Kritik degerin belirlenmesinde testin tek veya ¢ift tarafli
olmasi yaninda drnek birim sayist da dnemlidir. Ornek birim sayist 30°dan biiyiik ise
ornekleme dagilimmin normal dagilim oldugu kabul edilir ve cift tarafli test igin
Z,,, tek tarafll test i¢in Z,degeri normal dagilim tablosundan belirlenen o hata

pay1 ile bulunur.

Ornek birim sayis1 30°dan kiiciik ise érnekleme dagilimi t dagilimuidir. Basit
regresyonda t dagilimmin serbestlik derecesi (n-2)’dir. Belirlenen « hata payi ile t
dagilimi tablosundan cift tarafli test i¢in t,,,, tek tarafli test igin t, degeri buluna-
caktir.

Hipotez testlerinde {iglincii adim test istatistiginin hesaplanmasidir. Sabit kat-
say1 i¢in test istatistigi,
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t:&—a
S.

a

dir. Sabit katsayinin sifira esitligi test edildiginden ¢ = 0 alinir ve test istatistigi,
a
t=—
Sa

olarak hesaplanir.

Son olarak hipotezlerden birinin kabul karar1 hipotez testlerinde aciklandig:
gibi verilir. Kisaca tablodan bulunacak deger Z; ile ifade edilirse, hem tek hem gift

tarafl1 testler ve hem t hem de normal dagilim igin |Z| < |Zt| ise Ho hipotezi, |Z| > |Zt|
ise Hy hipotezi kabul edilir.

Sabit katsayimin anlamliliginin testinde sifir hipotezi kabul edilirse (& = 0)
regresyon modelinin orjinden ge¢mesi sozkonusudur. Bu sonu¢ modelin degiskenler
arasindaki iligkiyi iyi agiklamadigi sonucunu dogurur.

Egim katsayisinin testinde hipotezler ayni sekilde olusturulur. Yani, hipotez-
lerdeki o 'nin yerini egim katsayis1 4 alinur.

Temel Hipotez

Hy,: =0
Karsit Hipotez
H,:8=0 Cift Taraflh
H,: 0

1 p> Tek Tarafli
H, :p5<0

Egim katsayisinin testinde tablo degerleri sabit katsayinin testi gibi belirlenir.
Egim katsayisi i¢in test istatistigi,

B
S

dir ve =0 olup olmadigi test edildiginden,

t=

E(;n|h)

olacaktir. Test istatistigi hesaplandiktan sonra hangi hipotezin kabul edilecegi karari
ayn1 sekilde verilir. Egim katsayisinin testinde Ho hipotezinin kabulii X ve Y degis-
kenleri arasinda belirlenen hata payi ile iliski olmadigini ifade etmektedir.
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ORNEK: 14 devrelik veri ile basit dogrusal regresyon modeli,
Y; =3,411-0,473X;
(1,219) (0135)
olarak tahmin edilmistir.
a) 0,05 hata payi ile sabit katsayinin anlamli olup olmadigini test ediniz.

b) 0,01 hata pay1 ile egim katsayisinin tek tarafli test ediniz.
a) n=14

ron2 = o osia-010) = 2,179

=& 34, 208
S, 1219
|t| > |ta/2,n—2|

2,798 >2,179 oldugundan Hj hipotezi kabul, Ho hipotezi reddedilir.
b) n=14

A

/3 =-0473
$,=0135

H,: =0
H, :8#0
t =1 o110 = 3,055

o,n-2

t= B =041 —3,503
S, 0135

t| >t

a,n-2
3,503 > 3,055 oldugundan H; hipotezi kabul, Ho hipotezi reddedilir.
13.1.5.2. F Testi

Coklu regresyon icin anlamli olsa da basit regresyon modelleri i¢in de F testi
yapilabilir. F testi bagimsiz degiskenlerin tiimiiniin katsayilarinin istatistiksel olarak
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anlamli olup olmadigini test eder. Basit regresyonda tek bagimsiz degisken oldugun-
dan basit regresyonda F testinin t testinden farkli bir anlami yoktur.

F testi basit regresyonun bagimsiz degiskeninin anlamli olup olmadigini test
edecektir. Bu nedenle temel hipotez,

Hy,: =0
olarak olusturulacaktir. F testinde tek tarafli test yapilamaz. Karsit hipotez Ho hipote-
zinin dogru olmadigini belirteceginden,

H:=0
olarak olusturulur.

F test istatistigi regresyon tarafindan agiklanan degiskenin, agiklanmayan de-
gismeye oranina esittir. Test istatistigi,
n ~ —_—
Z (Y, -Y)2/1
F = i=1
D (i =Y)(n-2)
=1

dir. Test istatistiginin dagilimi F dagilimidir. Serbestlik dereceleri (1) ve (n-2)’dir. F
test istatistigi F tablosundan serbestlik dereceleri SD1=1 ve SD, = n-2 ve & hata pay1
ile bulunan tablo degeri ile karsilagtirilir.

F <Fa1n-2ise Ho hipotezi,
F>Fainzise H1 hipotezi
kabul edilir.

F test istatistigi belirlilik katsayis1 R? ile de hesaplanabilir.

o R*> n-2 (n-2)R’
1-R?" 1 1-R?

Basit regresyonda egim katsayisi i¢in hesaplanan t test istatistiginin karesi F
test istatistigine esittir.

2 _
t,=F
Bu esitlik sadece basit regresyon i¢in gegerlidir.

ORNEK: 10 devrelik veri ile regresyon modeli
Y, =2,271+0,371X,

Zn:(\f ~-Y)? =206
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n

D (Y-Y)? =871

-1
olarak tahmin edilmistir. 0,05 hata pay1 ile modeli F testi ile test ediniz.

Hy,: =0

H,:8=0

SD; =1

SD; =n-2 =10-2=8

Fo.1,n-2=Fo,051,6=5,32

/[ —Y)?
__ 20V 206 1892
D (Y-Y)(n-2) 871/8
18,92 > 5,32 Hj hipotezi kabul edilir.
Bu drnekte toplam degisme,

D =VP=D (=) (Y Y
=20,6 +8,71=29,31
olacaktir. Bu sonugla,

(Y =¥
R2= 2 U208 7008
Z(Yi -Y)2 2931

bulunur ve
B (n-2)R? ~ (8)0,7028
1-R? 1-0,7028

olarak elde edilir. Bu drnekte [ icin hesaplanacak t test istatistigi

F =18,92

2
t, = F =18,92
t, = 4,3497

olacaktir. f=0,371 oldugundan,

t=

m(,n|%>

4,3497 = 0,371

B
SB =0,08529

bulunacaktir.
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13.1.6. Regresyon Modelinin Tahmin I¢in Kullanilmasi

Regresyon modeli ile bagimsiz degiskenin alacag: farkli degerler i¢cin bagiml
degiskenin degerleri tahmin edilebilir. Ornegin, bir isletme yoneticisi iirettikleri ma-
lin hangi fiyattan kag¢ adet satilacagini veya ge¢mis yillarin cirolar1 ile karlar1 arasin-
daki iliskiden yararlanarak gelecek yilin cirosunu belirleyerek karinin ne olacagini
tahmin etmek isteyebilir.

Regresyon modeli tahmin icin kullanilacaksa, bagimsiz degiskenin tahmin
edilecek degerinin modelde yerine konmasi gerekecektir. Bagimsiz degiskenin Xo
degeri igin, bagimli degiskenin tahmini degeri,

Y, =é+ fX,
olarak elde edilecektir.

Anakiitle Y, degeri ile ornekten tahmin edilen YAO degeri arasindaki fark tah-
min hatasi olarak adlandirilir. Tahmin hatasinin varyansi,

RV2Y:
SZ =821+ 1, M
N (X - X)?
formiilii ile hesaplanir. Tahmin hatasinin varyansinin karekokii St ise tahminin stan-
dart hatasidir.

ORNEK: Daha 6nce verilen 6rnekte bagimsiz degiskenin 20 ve 25 degerleri-
ni almasi halinde bagimli degiskenin degerlerini tahmin ediniz ve her iki durum igin
tahminin standart hatasini hesaplaymiz.

Yi=-43+1,03X;
S¢2 = 0,6446
Z(xi ~X)? =60

olarak belirlenmistir.

A

X,=20 igin Y, =-4,3+1,03(20)=163

ve bu durumda tahminin standart hatasi,

_ 2 l (Xo_)z)2
S; = |S¢ [1+ . +—Z(Xi Xy

=
= 10,6446 1+3+M
5 60

=1,3593
olacaktir.
X1 =25 igin Y1 =-4,3+1,03(25)=21,45
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ve bu durumda tahminin standart hatasi,

s, = [s21+ 1+ (X, - X)*
T = e

N (X - X)?

2
= |0,6446 1+1+M
5 60

=1,7862

olacaktir. Goriildiigii gibi bagimsiz degiskenin tahmin edilen degerinin biiyiimesi ile
tahminin standart hatasi da biiylimektedir.

13.2. KORELASYON KATSAYISI

Regresyon analizinde degiskenler arasindaki iliski matematiksel bir model ile
aciklanmaktaydi. Regresyon modeli degiskenler arasindaki iliskinin yoniinii, bagim-
s1z degiskenin isareti ile belirtmektedir. Ayrica degiskenlerin karsilikli degisimlerinin
Olciisii olarak kovaryansin hesaplanabileceginden daha 6nce s6z edilmisti.

Kovaryans anakiitle igin,

D (X = X)Y, =)
Kov(X,Y) =cy, =2

N

formiilii ile hesaplanacaktir. Anakiitle kovaryansi alinacak bir 6rnek ile tahmin edili-
yorsa, formiil,

DX =X, =)
Syy ==

n-1
olacaktir. Ornek kovaryanst,

n

DX =X)(Y, -Y)
Kov(X,Y) ="

n

anakiitle kovaryansinin sapmasiz tahmincisi degildir. Payda n yerine (n - 1) alindi-
ginda formiil anakiitle varyansinin sapmasiz tahmincisi olmaktadir.

Kovaryans degiskenler arasindaki iliskinin yoniinii vermekte fakat standart bir
Ol¢ii olmadigindan iligskinin derecesini belirlemede yeterli olmamaktadir. Ayrica,
kovaryans standart bir 6l¢li olmadigindan serilerin iligkilerinin karsilastirilmasinda da
yetersiz kalmakta ve bu nedenle korelasyon katsayis1 hesaplanmaktadir.
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Korelasyon katsayisi, kovaryansin degiskenlerin standart sapmalarina boliin-
mesi ile elde edilen standart bir l¢iidiir. Standart 6l¢li oldugu i¢in degiskenler ara-
sindaki iligkinin yoniinii belirttigi gibi, iliskinin derecesini de belirtmektedir.

Verilen tanima gore anakiitle korelasyon katsayisi,
DX =X, -Y)
i1

Oxv _ N _ (Xi - )z)(Yi _Y_)

Oy Oy Oy Oy Noy oy

olacaktir.

Anakiitle korelasyon katsayisi 6rnekten tahmin edilirken kovaryans ve stan-
dart sapmanin sapmasiz tahmincileri kullanilarak,

r= Sx
Sx Sy
n —_— —_—
D% =Xy, -Y)
S — _i=l
XY n_1
oldugundan, korelasyon katsayisinin tanim formiili,
n
D (X = X)(Y, -Y)
_ iz
(n-1)S4S,

olarak elde edilecektir. Burada,

ve

formiilleri ile hesaplanacaktir.

Korelasyon katsayisinin hesaplanmasinda regresyonda oldugu gibi bagimli ve
bagimsiz degisken ayrimi yoktur. Bu nedenle sadece korelasyon katsayisinin hesap-
lanacagi durumlarda degiskenlerden herhangi biri X, digeri Y; olarak alinabilir.

Korelasyon katsayisinin degeri + 1 arasinda degisir.
Korelasyon katsayis1 soyle yorumlanacaktir.
-1<r<+1

r =0 ise degiskenler arasinda iligki yoktur.
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r <0 ise degigkenler arasinda ters yonlii iligki vardir.
r > 0 ise degiskenler arasinda dogru yonlii iliski vardir.

r'nin degeri + 1'e yaklastikca dogru yonlil iliski, -1'e yaklastik¢a ters yonli
iligki kuvvetlenecektir. r'nin degeri sifira yaklagiyorsa iliski zayiflayacaktir.

r'nin degeri 0,50 civarinda ise iligkinin orta dereceli oldugu sdylenebilir.

Ornegin; r = - 0,85 ise degiskenler arasinda r < 0 oldugundan ters yonlii, fakat
r'nin degeri 1'e yakin oldugundan kuvvetli iligki olacaktir. Bu sonucu kisaca, degis-
kenler arasinda ters yonlii kuvvetli iliski vardir seklinde yorumlayabiliriz. Eger r =
0,15 ise, degiskenler arasinda r > 0 oldugundan dogru yonli, fakat r'nin degeri 0'a
yakin oldugundan zayif iliski olacaktir. Bu sonucu kisaca, degiskenler arasinda dogru
yonlii zayif iligki vardir seklinde yorumlayabiliriz. r'nin degeri sifira ne kadar yakin
ise iligkinin zayif veya bire ne kadar yakin ise iligskinin kuvvetli olacagi arastirma
konusuna ve arastirmaciya gore degisebilir. Bu nedenle kesin sinirlarin ¢izilmesi
dogru olmayacaktir. Ayrica bu béliimde verilecek formiiller ile hesaplanacak kore-
lasyon katsayisi ile dogrusal iligkinin yonii ve derecesi belirlendiginden, yapilacak
yorumlarin tiimil dogrusal iliski ile ilgili olacaktir. Bu sekilde hesaplanan korelasyon
katsayisinin degerinin kiiclik olmasi, degiskenler arasindaki dogrusal iliskinin zayif
oldugunu gosterecektir.

ORNEK: Asagida verilen serinin korelasyon katsayisini tanim formiilii ile
hesaplayiniz.

Yoo X Y=Y X=X (X =X =) (Y -Y)P (X —X)?
2 5 -3 -2 6 9 4
5 4 0 -3 0 0 9
3 7 -2 0 0 4 0
7 8 2 1 2 4 1
8 11 3 4 12 9 16
25 35 20 26 30

2 (X =X)(Y =)

_ _i=l

o (n-DS,S,

— X;

:L_%_?
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= 1’ 5301 =4/7,5=2,7386

26

=,/6,5 =2,5495
5-1

20
r= =
(5-1)(2,7386)(2,5495) 27,9282

tanim formiiliinde Sy ve Sy formiillerini yerine koyarak, formiilde gerekli kisaltmalar
yapilirsa,

=0,7161

D (X = X)(Y, -Y)

> =% D -0y
n-1 ~ n-1
korelasyon katsayisinin ortalamalardan farklar formiilii,

D (X = X)(Y, -Y)

)T ss

olarak elde edilecektir. Ortalamadan farklar serileri,
%=X, —X
y, =Y, -Y

r=

olarak ifade edilirse formiil,
Z X Yi
\ z X; ? Z Yi2

seklinde yazilacaktir.

r=

ORNEK: Daha &énce verilen 6rnek icin korelasyon katsayisini ortalamadan
farklar formiilii ile hesaplayimiz.

Daha once,

D (X% = X)(Y,-¥)=20
D (X = X)* =30
DY, -Y)*=26

olarak hesaplanmusti.
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D (X = XY, -Y)
,/ (X, = X)* D (%, -Y)?
20 __ 7161

\/ 26,30 " 27,9284

Ortalamadan farklarin gercek degerleri ile hesaplanmasi i¢in agagida verilen
formiillerin kullanilabilecegini daha 6nce gostermistik.

DX =X =Y) =D XY, —nXY
D (X =X)? =D X?-nX?
2(\(i —Y)? =2Yi2 —ny?

Bu formiillerin, ortalamadan farklar ile hesaplanan korelasyon katsayisi for-
miiliinde yerine konmasi ile korelasyon katsayisinin gercek degerlerden hesaplanma
formiild,

D> XY, —nXY
\/[sz (X1 Y7 —n(Y)’]

olarak elde edilecektir.

ORNEK: Daha 6nce verilen drnek igin korelasyon katsayisim gercek degerler
formiili ile hesaplayiniz.

Y, X, Y, X, Y2 &
2 5 10 4 25
5 4 20 25 16
3 7 21 9 49
7 8 56 49 64
8 11 88 64 121
25 35 195 151 275

J[sz n(X)2D> Y2 -n(Y)?]
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195 - (5)(7)(5)
J[275 - 5(7)*1[151 - 5(5)]
20 2
"~ J3026 279284

=0,7161

Korelasyon katsayisi i¢in standart hata

1-r?
7T\ o2

formiilii ile hesaplanacaktir.

ORNEK: Daha 6nce verilen drnekte n = 5 ve r = 0,71 olarak hesaplanmust1.
Bu 6rnek igin,

2
o, =1/—1_(0’71) =0,40
5-2

olacaktir.

Korelasyon Katsayisinin Testi

Korelasyon katsayisi r, anakiitle korelasyon katsayisi p 'nun tahmincisidir.
Ornekten anakiitle korelasyon katsayis1 p = r olarak tahmin edilir. Korelasyon katsa-
yis1 i¢in tahmin hatasi,

2
S, = /1—r
n-2

Tahmin edilen korelasyon katsayisinin istatistiksel anlamlilig1 i¢in hipotez tes-
ti yapilabilir. Temel hipotez,

Hy:p=0

seklinde olusturulur. Karsit hipotez ise testin ¢ift veya tek tarafli olmasina gore,

dir.

H :p#0
veya

H :p>0

H,:p<0
olacaktir.

Korelasyon katsayisinin anlamliliginin testi i¢in test istatistigi,

y A
O

r

temel hipotez p =0 oldugundan, o, 'nin de yerine konmasi ile,
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olacaktir.

Test istatistiginin dagilimi n’e bagl olarak normal dagilim veya (n-2) serbest-
lik dereceli t dagilimidir. Hipotezlerden hangisinin kabul edilecegi karar1 t veya nor-
mal dagilim tablolarindan bulunacak degerler ile test istatistigi karsilastirilarak veri-
lecektir. Uygun tablo degerini Z; ile ifade edersek,

|Z| > |Zt| olmasi durumunda Hj hipotezi,

|Z| < |Zt| olmas1 durumunda Ho hipotezi kabul edilecektir.

Ho hipotezinin, yani p =0 olmasiin kabulii korelasyon katsayisinin istatistik-
sel olarak anlamsiz oldugunu ortaya koyacaktir.

ORNEK: Daha énce verilen drnekte n=5"ti ve r =0.71 olarak hesaplanmisti.
0,05 hata payi ile degiskenler arasindaki dogru yonlii iliski istatistiksel olarak anlaml
mudir, inceleyiniz.

Hy:p=0

H :p>0

tan-2= 10,053 =2,353
_r/n-2 _ 0714/5-2
Ve im0y

1,746 < 2,353 oldugundan Hy hipotezi kabul edilir.

z =1746

13.3. BASIT DOGRUSAL REGRESYON VE KORELASYON
ARASINDAKI ILiSKi

Basit dogrusal regresyon modelinin bagimsiz degiskeninin katsayisi ortala-
madan farklar ile,

C X=X -Y)
P

(%, - X

olarak hesaplaniyordu. Pay ve paydayi (n-1)'e bolersek,
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n

DX =X, -Y)

i=1

n-1

D (X =X)?

i=1
n-1

3 (X, - )% -7

2 _ =l
S><Y -

>
Il

n-1

DX =X)?
SZ _ =l
X n-1
oldugundan,

A~ S
f=2x
Sx

olacaktir. Buradan,
Sy = ﬁsi
olarak elde edilir. Korelasyon katsayisi,

r= Svx
SxSy

oldugundan yukarida yazilan esitlikle,

o i :ng_x
SxSy Sy
ve
A S
p=r="
SX

olarak elde edilir. Goriildigi gibi Sx ve Sy ile birlikte ﬁ biliniyorsa r, r biliniyorsa

/3 hesaplanabilir.

ORNEK: Asagida verilen seride,

- S
p=rzt
SX

oldugunu gosteriniz.
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X Y,-Y X=X (X =X)(Y,-Y) (Y, -Y)? (Xi_)z)2

Y i
S 5 -7 35 25 49
8 7 -2 -8 16 4 64
6 12 -4 -3 12 16 9
10 15 0 0 0 0 0
14 23 4 8 32 16 64
17 25 7 10 70 49 100
60 90 165 110 286
_ X,
n 6
Yy,
yo2h 00
n 6
Y, =a+ ﬁ)(i
. X=X -Y) 165
Y -X)? 86
20N
V2= XD =Y )
o165 165 _
J286.110 177,369
A SY
—r=r
B S,
=0, 934'—69 =0,57
,56
Regresyon modelinde X; degerlerini yerine koyarak teorik degerler elde edili-
yordu.

Y; =&+Bxi
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esitliginde bagimsiz degiskenin katsayisi,
P S
p=rst
SX
ve sabit katsayl
=Y -

=Y -r=tX

(D|U) §|

X
oldugundan, esitlikleri yerine koyarsak,
Y =Y - rz— X+r— Sy X;

v X
Sy

=Y +r=X(X;-X
SY( )

olacak ve bu sekilde tahminde yapilabilecektir.

ORNEK: Daha 6nce verilen 6rnekte Xj =

Y =Y + ré(xi -X)
oldugunu gosteriniz.

X =15

Y =10

/=057
oldugundan,

G-¥- X

=10-0,57 (15) =1,45

Y = 1,45 + 0,57(25) = 15,7

bulunur.

Y =Y + rS—Y(xi - X)
SX
r =093
Sy =4,69
Sx=7,56
oldugundan

Y =10+ 093%(25 15) =15,7

25 icin teorik degeri hesaplayarak,
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olarak elde edilir.

Belirlilik katsayist,

n n

DY =YY

R2= i:l =1— i:1
2= Y=Y

ve

n n

S0 -9 =30 -7y = 7Y (X, - 0, - )

i=1 i=1 i01

oldugundan belirlilik katsayist,

n n
DY) =X = X)(Y, =Y)
i=1 i=1

>0 -7y’

olarak yazilabilir. Gerekli kisaltmalar yapilirsa,

R?=1-

BY (X = X)(Y, - Y)
R?=1-1+—

D =Yy
i=1
pay ve payda (n-1)'e boliiniirse,

R2 — ﬂSYX
S

olacaktir. Korelasyon katsayisi,

SY>(
SySx

r=

oldugundan,

Sy =rS,Sy

olarak elde edilir. Bu esitlik yukarida verilen R? esitliginde yerine konursa,

R2 — ﬁArSYSX
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ve
~ Sy
r=p->%
B s,
oldugundan,
R®=rr=r’

olarak bulunur. Goriildiigii gibi basit dogrusal regresyonda korelasyon katsayisinin

karesi belirlilik katsayisina esittir.
ORNEK: Daha once verilen 6rnekte
r2 = R2

oldugunu gosteriniz.
Ornekte r = 0,93 , regresyon modeli,
Yi=1,45+0,57 X

D (X = X)(Y, -Y) = 165
Z(xi—i)zzno

olarak belirlenmisti.

DY) =D =) = Y (X = X)(Y, =)

=110 - 0,57 (165) = 15,95
Y, -Y,)?
e g 20N 159
D =Yy 110
=1-0,145 = 0,855
r2 =(0,93)* =0,8649

olarak bulunur. Hesaplama sekilleri arasindaki fark degerlerin yaklasik alinmasindan

kaynaklanmaktadir.

Regresyon modelinde X; bagimsiz, Y; ise bagimli degisken olarak alinmak-
taydi. X; bagimli, Y; bagimsiz degisken alinarak da regresyon modeli olusturulabilir.
Xi'nin bagimsiz, Yi'nin bagimli degisken oldugu regresyon modeli,

Yi :&xv _ﬂYXXi

ve Xi'nin bagimli, Yi'nin bagimsiz degisken oldugu regresyon modeli,

X =ayy + B,
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seklinde ifade edilirse, ikinci model ile ilgili hesaplamalarin yapilabilmesi igin daha
once verilen formiillerde X ile Yi'nin yer degistirmesi yeterli olacaktir.

Yukarida verilen modellerin bagimsiz degiskenlerinin katsayilari,

Y- K-
P =2 n

D (X = X)?

i=1

D NCE A
Py = n

2 =Yy’

formiilleri ile hesaplanacaktir. Verilen bu katsayilar garpilarak kare kokleri alinirsa,

3 (X, -0, -7) > (X, - )y, -7
\),évxﬁxv = | = n _ A n _
2 (X =X’ 2 (=Y’

D%, - K% V)

\/i(xi XYYy

olarak elde edilir. Bu durumda f,, ve Sy, nin isaretleri birbiri ile ayn1 olacak ve
korelasyon katsayisi, regresyon modelinin katsayilari ile ayni isareti tagiyacaktir.

r

ORNEK: Asagida verilen seri igin,

r= VBYXIL}XY

oldugunu gosteriniz.

Yi Xi Y=Y X=X (X =X)Y,-Y) (Y, =Y)? (Xi_i)z

2 17 -3 5 -15 9 25
4 14 -1 2 -2 1 4
3 11 -2 -1 2 4 1
6 10 1 -2 -2 1 4
10 8 5 -4 -20 25 16

25 60 -37 40 50



422 Temel Istatistik

g o260y,
n 5

DI

n 5
Y- R -)
P =2 n

2 (X =X)?

r=4 ﬁAYx va
=./(-0,74)(-0,925) = —0,827

DS\
DX = X)) (1 - V)
=37 =37

= -2 _ 0827

- J50.40 44721

13.4. EGRISEL KORELASYON VE REGRESYON

Buraya kadar yapilan agiklamalarda iki degisken arasindaki iligskinin dogrusal
oldugu kabul ediliyordu. Degiskenler arasindaki iliskinin dogrusal olmadigi durum-
larda, bu iliskiyi agiklayacak egrisel modelin belirlenmesi gerekecektir.

Degiskenler arasindaki egrisel iliskiyi aciklamak ic¢in kullanilacak modelin
matematiksel seklini belirlemek icin yapilabilecek en basit islem serinin grafigini
¢izmektir. Cizilen grafik yardimi ile model belirlenebilirse de, grafikler yaniltici
sonuglar verebilirler. Bu nedenle, iliskiyi agiklamak i¢in uygun olabilecek modellerin
denenerek, bunlardan iligkiyi en iyi agiklayaninin, yani belirlilik katsayist en yiiksek
olaninin seg¢ilmesi daha dogru olacaktir.
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Degiskenler arasindaki iligkiyi agiklamak igin ¢esitli egrisel modeller kullani-
labilir. Burada en ¢ok kullanilan birkag egrisel modele yer verilecektir.

Serinin tek maksimumu veya minimumu varsa degiskenler arasindaki iligki,
Y =By + BXi + B X + &

modeli ile agiklanabilir.

Y Y,

N~

X, 0 X,

Sekil 13.3

Yukarida verilen anakiitle regresyon modeli alinacak 6rnekten,
Y= Bo+ BXi + B X + 5
olarak tahmin edilecektir. Modelin parametrelerinin en kiiciik kareler yontemi ile

tahmini, dogrusal modelin parametrelerinin tahminine benzer sekilde yapilarak mo-
del i¢in normal denklemler,

D=0+ B X+ B, X?
i=1 i=1 i=1
ZYI X = Boz X; +ﬁlz Xi2 +ﬁzz Xi3
i=1 i=1 i=1 i=1
ZYI xi2 = :éoz Xi2 +/Blz xi3 +Iézz Xi4
i=1 i=1 i=1 i=1
olarak elde edilir. Bu durumda hata terimlerinin kareleri toplami,
Zeiz = ZYiz - BozYi - B1Z XiY; — ﬂAzz XiZYi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
formiilii ile hesaplanacaktir. Korelasyon katsayisi ise daha sonra ¢oklu regresyonda

yapilacak agiklamalara gore belirlenecektir.

ORNEK: Asagidaki serinin grafigini gizerek,

Y, :/}o +£1Xi "Hézxi2 +&
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regresyon modelinin parametrelerini tahmin ediniz.

Y, X, X2 X3 X Yi X; X2,
4 1 1 1 1 4 4
5 2 4 8 16 10 20
7 3 9 27 81 21 63
10 4 16 64 256 40 160
9 5 25 125 625 45 225
8 6 36 216 1296 48 288
6 7 49 343 2401 42 294
49 28 140 784 4676 210 1054
Yi
10 L
9 -
gk
ras
6L
5
4 -
sk
.
N

o
=
N
w
NN
(63}
[ep)
~
x

n n n
ZYi =np, +ﬂlzxi +ﬂzzxi2
i=1 i1 i
zYixi :/}ozxi +ﬁlZXiz +/}zzxi3
i1 i1 i1 i1

zn:YiXiz = Bozn: Xi2 +ﬁlzn:xi3 +B2ixi4
i1 i1 i1 i1
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49 =73, + 283, +140 3,
210 = 283, +140 3, + 784 3,
1054 =140 3, + 784 3, + 4676 3,

—4/49=Tp,+ 283, +1403,
210 = 283, +140 3, + 784 3,

—196 =283, —112 3, — 560 3,
210 = 283, +140 3, + 784 3,

14 =0+ 283, + 2243,

—20/49 =75, + 283, +1403,
1054 =140 3, + 784 3, + 4676 3,

—980 =—1403, —560 3, — 2800 3,
1054 =140 3, + 784 f3, + 4676 f3,

74 =0+ 224 3, +1876 3,

—8/14 = 283, + 224 3,
74 = 2243, +1876 3,

—112 = 2243, 1792 j3,
74 =224 3, +1876 3,

~-38=0+845,
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38
=2 045
b &

14 = 283, + 224(~0,45)

1441008
28

49 =73, + 28(4,1) +140(~0,45)

49 -114,8+63
ﬂO = f =

Y, =—0,4+41X, —0,45X?

yoA 41

-0,4

Serinin bir maksimumu ve bir minimumu varsa (Sekil 13.4) 6rnek regresyon
modeli,

0 Xi 0 X:
Sekil 13.4
Y, =Bo +,é1Xi +B2Xi2 ‘FﬁA’sxi3 +&

serinin iki maksimumu ve bir minimumu veya bir maksimumu ve iki minimumu
varsa( Sekil 13.5) 6rnek regresyon modeli,

Y; Y.

Sekil 13.5
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Y, :/}o +B1Xi +,[Ai’z)(i2 +,é3Xi3 +:é4xi4 +&

olacaktir. Goriildiigii gibi denklemde bagimsiz degiskenin kuvveti serinin maksimum
ve minimum sayilari toplamindan bir fazladir. Bu tiir modeller i¢in normal denklemler
dogrusal modelin normal denklemlerinin elde edilmesine benzer sekilde elde edilecek
ve ¢0ziim i¢in tahmin edilecek parametre sayisi kadar denklem olacaktir.

Serinin maksimum ve minimumu yoksa, fakat iliski dogrusal degilse (Sekil
13.6), degiskenler arasindaki iligki yar1 logaritmik veya tam logaritmik modellerle
aciklanabilir.

Y; Y
0
0 Xi Xi
Yi Yi
0 X, 0 X
Sekil 13.6

Degigkenlerden sadece birinin logaritmasinin alindigi modeller yari logarit-
mik model olarak adlandirilmaktadir.

Y, :o?Jr/?InXi +e
ve
InY, =a+ pX, +¢

modelleri yar1 logaritmik modellerdir. Logaritmalar 10 veya e tabanina gore alinabi-
lir. Her iki degiskenin logaritmasinin alindig1 modele ise tam logaritmik model de-
nilmektedir.

Y, =a. X7 e

modelin logaritmasi alinirsa,
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INY, =Iné& + AIn X, +¢,
olacaktir. Logaritmik modellerde Ine; olmasi gereken hata terimleri kolaylik olmasi
i¢in ¢j ile ifade edilmistir.

Yar1 logaritmik ve tam logaritmik modellerin normal denklemleri ve korelas-
yon katsayist tanim formiilleri dogrusal model ile ayni sekilde elde edilirler. Elde
edilecek formiiller, Xi yerine In X; ve Y; yerine InYi’nin yer aldigi dogrusal regres-
yon formiilleri ile ayn1 olduklarindan burada formiillerin ¢ikartilmasi gosterilmeye-
cektir. Ayrica, logaritma alindiginda ortalamadan farklar formiilleri ile yapilacak
islemler giigleseceginden sadece gercek degerler ile ilgili formiiller verilecektir.

Y, =02+/§In X, +¢

Yari logaritmik regresyon modeli i¢in normal denklemler,

Zn:Yi = no}+/§iln X,
Zn:Yi(In X,) :diln X, +/3’Zn:(ln X;)*

olacaktir. Bu denklemlerden,

n Y,(In X;)—nY (In X)

p= —
D (nX;)* =n(in X)?

ve
&=Y - B(In X)
olarak elde edilir. Bu durumda korelasyon katsayisi,

Zn“vi (In X,)=nY (In X)

r=

J[Z(ln Xi)? =n(in X)*I[Y ¥i* =n(¥)*]

formiilii ile hesaplanacaktir. Hata terimlerinin kareleri toplami,

ieﬁ = ZY —divi —Bivi (In X;)

olacaktir.
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ORNEK: Asagida verilen seri igin Y; = o?+,é|n X, +¢ regresyon modelinin
parametrelerini, S? degerini, korelasyon katsayisini, belirlilik katsayisini hesaplayi-

niz ve Xe = 10 i¢in YA6 degerini tahmin ediniz.

Y X, In X; (In X;)? Y (In X;) Yi2
1 2 0,69314 0,48044 0,69314 1
4 5 1,60943 2,59026 6,43772 16
7 6 1,79175 3,21036  12,54225 49
13 8 2,07944 4,32407  27,03272 169
15 9 2,19722 4,82777 32,9583 225
40 30 8,37098 15,4329  79,66413 460
Y = & = 40 =8
n 5

_ In X;
(InX)= Z = 8’375098 =1,67419
n

D Y,(in X;)=nY (in X)

>

D (nX;)* =n(in X)?

~79,66413 — (5)(8)(1,67419)
15,43290 —5(1,67419)°

>

12,69653
141834
a=Y - p(nX)
=8-8,95(1,67419)
=8-14,98 = -6,98
Y, =-6,98+895In X,

D Y,(in X;)=nY (in X)

r=

J[Z<'“ X,)? =n(in X)?1[D_ Y —n(Y)’]
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_ 79,66413 —5(8)(1,67413)
JJ[15,43290 — 5(1,67419)2][460 — 5(8)’]

12,69653

~ J(L41834)(140)

12,69653
14,09140

Zeiz = ZYiZ _dZYi _:éZYi (In X;)

i-1 i1 i-1 i=L

=460 - (-6,98) (40) - 8,95 (79,66413)

=460 + 279,2 - 712,99

=26,21

>

n-2

_ 26,21 873
5-2

r

SZ=

RZ—1— Zeiz_
Do =YY

:1—% =1-0,187 =0,813
140

Y, =-6,98 + 8,95 (InXs)

= -6,98 + 8,95 (In10)
= -6,98 + 8,95 (2,30258)

=13,62
Yari1 logaritmik regresyon modeli,

InY, =a+ pX,

ise normal denklemler,

Zn:(mvi):nmﬁzn:xi
3 X, (n¥) =Y X, + 4 X

olacaktir. Bu denklemlerden,
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Y X, (InY,) - n(X)(inY)
ﬂ: i=1

Zn:xf—n(i)z

ve
a=(InY)-px

olarak elde edilir. Bu durumda korelasyon katsayisi,

Zn:xi(m Y,)-nX(InY)

J[Z X =n(X)° 1Y, (n¥;)* ~n(inY)’]

formiilil ile hesaplanacaktir. Hata terimlerinin kareleri toplamu ise,

Zn:ef =Zn:|nvi2 —dzn:(lnYi)—[}Zn:Xi(lnYi)

olacaktir.

r =

ORNEK: Daha dnce verilen seri i¢in InY, = & + ,6A’Xi regresyon modelinin pa-
rametrelerini, S? degerini, korelasyon katsayisini, belirlilik katsayisini hesaplayiniz

ve Xg =10 igin YA6 degerini tahmin ediniz.

Y, X, InY, X} X,(nY,)  (nY,)
1 2 0 4 0 0

4 5 1,38629 25 6,93145  1,92179
7 6 1,94591 36 11,67546  3,78656
13 8 2,56494 64 20,51952  6,57891
15 9 2,70805 81 24,37245  7,33353
40 30 8,60519 210 63,49888  19,62079

x|
[
X
|
w
(@]
|
»

n
_ InY;
(InY) = Z L= 8’6%519 =1,72103
n
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zn:xi(lnvi)—ni(m)
ﬁ: i=1 . —
2xf —n(X)?

63,49888 — (5)(6)(1,72103)
210 —5(6)2

B=

1186798

=0,39
30

a=(InY)-A(X)
=1,72103 - 0,39(6)

=1,72103 2,34 =-0,62
In Y, =-0,62+0,39X;

D X (InY,)=nX(inY)

J[Z X2 =n(X)’ 1Y (nY,)* =n(inY)’]

B 63,49888 —5(6)(1,72103)
J[210 - 5(6)?][19,62079 —5(1,72103)’]

1186798  11,86798
J@0)@48) 12,0124

et =3 vy -a Y inv)- 53 X, )

i=1

r=

= 19,62079 - (-0,62) (8,60519) — 0,39 (63,49888)
=0,19144

2
szzze‘
* n-2
019144

S 2

=1- —
Z[In Y, —(InY)]?

=0,06381
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DY, =(IY)J* = > (InY,)* =n(inY)?
=19,62079 — 5(1,72103)? = 4,81106
Rz _q 019144
4,81106
=1-0,039=0,961
InY, =-0,62+0,39X,

= -0,62 + 0,39(10)
=-0,62 +3,9=3,28

Y, =26,57
Tam logaritmik regresyon modeli,
INY, =Iné&+ £In X,
ise normal denklemler,

i(lnYi)=nlnd+/§i(ln X;)

Zn:(lnYi)(ln X,)=In o?zn:(ln xi)+,£'zn:(|n X,)?

olacaktir. Bu denklemlerden,

n

D (nX;)(InY;)=n(in X)(InY)
ﬁ% _ i

Zn:(ln X)? —n(In X)?
ve )
Ing=(nY)-A(In X)

olarak elde edilir. Bu durumda korelasyon katsayisi,

3 (n X,)(nY,) - (iR X)(inY)

r=

n n
\/[Z('“ X;)? =n(in X)’I1>_(InY,)* =n(InY)?]
i=1 i=1
formiilil ile hesaplanacaktir. Hata terimlerinin kareleri toplamu ise,

zn:ef = anln Y —(In d)znllnYi —ﬁzn:(|n X;)(InY,)

olacaktir.
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ORNEK: Daha 6nce verdigimiz InY, =In&+ In X, regresyon modelinin
parametrelerini, S? degerini, korelasyon katsayisini, belirlilik katsayisini hesaplayi-

niz ve )26 =10 igin Ys degerini tahmin ediniz.

Y, X, InYy, In X, (In X,)(InY;)
1 2 0 0,69314 0

4 5 1,38629 1,60943 2,23113

7 6 1,94591 1,79175 3,48658
13 8 2,56494 2,07944 5,33363
15 9 2,70805 2,19722 5,95018
40 30 8,60519 8,37098 17,00152

Daha once,

(InY) = 1,72103 Z(In Y,)? = 19,62079

(InX)=1,67419 Z(In X;)? = 15,43290
olarak hesaplanmigti.
. Z(In X)(InY;)=n(In X)(InY)
p= > (In X;)? =n(in X)?

~17,00152 —5(1,67419)(1,72103)
15,43290 —5(1,67419)2

_ 2,59486 —182
141834

Iné=(nY)-B(In X)
=1,72103 - 1,82(1,67419)
=1,72103 — 3,04702
=-1,32

InY, =-1,32 +182(In X,)
D" (n X;)InY,) = n(in X)(inY)
r=
Y X)? = n(in X)?IY. (In¥;)? ~n(inY)?]

~ 17,00152 — 5(1,67419)(1,72103)
\/[15,43290 —5(1,67419)%][19,62079 —5(1,72103)?
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_ 2,50486
J1,41834.4,81106

250486
2,61222

D el =D (InY,)*=(In@)> InY, - 5> (I X;)(nY,)

=19,62079 — (-1,32)(8,60519) — 1,82(17,00152)
= 0,03687

2
R?=1- Ze‘_
Z[m Y, —(InY)J?
~0,03687
4,81106
=1-0,007 = 0,993
2
S?= 2
* n-2

_ 0,03687

=0,01229

InY, =-1,32+182(In X,)

=-1,32 + 1,82(2,30258)
= 2,87069

Y, =17,64

Ayni degiskenler icin farkli matematiksel yapidaki modeller denendiginde
bunlardan hangisinin degiskenler arasindaki iliskiyi daha iyi agikladigmin belirlen-
mesi gerekecektir. Modellerden hata terimlerinin kareleri toplamu veya varyansi
kiiciik olan, degiskenler arasindaki iligkiyi daha iyi agiklamaktadir. Modellerin hata
terimlerinin varyansi veya karelerinin toplamu ile karsilastirilabilmesi i¢in modellerin
bagimli degiskenlerinin ayni yapida olmast gerekmektedir. Bu durumda hata terimle-
rinin varyanst veya kareleri toplami daha kiiclik olan model degiskenler arasindaki
iliskiyi daha iyi agiklayacaktir.

Uygun modelin belirlenmesinde belirlilik katsayist da kullanilabilir. Bagimli
degiskenler ayn1 yapida olmadiginda da modellerin belirlilik katsayisi ile karsilasti-
rilmast miimkiindiir. Bagimli degiskenlerin bazilar1 ger¢ek degerlerle, bazilar1 loga-
ritmik olarak ifade ediliyorsa bu modeller hata terimlerinin tahmincilerinin varyans-
lar1 veya karelerinin toplamu ile kargilagtirilamazlar.

Bu durumda belirlilik katsayisi biiyiik olan model, degiskenler arasindaki ilis-
kiyi daha iyi agiklayacagindan bu modelin segilmesi uygun olacaktir.
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ORNEK: Daha 6nce verilen 6rnek icin tam logaritmik ve yar1 logaritmik mo-

deller belirlenmisti. Ayni seri i¢in,

Yi=a+ Bxi
ve

Y =a+ ﬁxiz

Modellerinin katsayilarini tahmin ediniz.
Yoo o XiooxZ XYooy X2, X3 X
1 2 4 2 1 4 8 16
4 5 25 20 16 100 125 625
7 6 36 42 49 252 216 1296
13 8 64 104 169 832 512 4096
15 9 81 135 225 1215 729 5661
40 30 210 303 460 2403 1590 12594

X=6

V-8

~ 303-5(6)(8)
210 —5(6)?

_8
30
~ :Y—_B)z
=8-2,1(6) = -4,6
Y, = 4,6+ 21X,
Zeiz = ZYiz —&zYi —ﬂAZ XY;
=460 — (-4,6)(40) — 2,1(303) =77
ey X
Zw Y)?
Ze
A

=21



Basit Regresyon ve Korelasyon

437

_Ir
140
=1-0,055 = 0,945

Yi =Bo+ﬁ1xi+lézxi2

ZYi :nﬁo+ﬁlzxi+ﬁzzxi2

zxiYi :ﬂAoZXi +Blzxi2+ﬁzzxi3
ZXiZYi :ﬁozxiz +Blzxi3 +ﬁzZXi4

—6/40 =543, +303,+21043,
303 =303, + 210 3, +1590 43,

— 240 =303, —180 3, —1260 3,
303 =303, + 210 3, +1590 3,

63=0+30/3, + 3303,

—42/40 =58, +303, + 210 3,
2403 = 2103, +1590 3, +12594 j3,

—1680 = 2103, —1260 3, — 8820 /3,
2403 = 2103, +1590 /3, +12594 f3,

723 =0+3303, + 3774 3,

~11/63=304, +3303,
723 =3303, + 3774 3,

—693 = —3303, —3630 3,
723 =3303, + 3774 3,
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30=1445,

.30
=" -0,20
Pa 144

63 = 303, +330(0,20)

~ 6366
b= 0
~=3_ 010
30

40 = 5 3, + 30(-0,10) + 210(0,20)

~ 40+3-42
="

~1_02
5

Y, =0,2-0,1X, +0,2X?

Zeiz :ZYZ _BOZYi _ﬂAlinYi _BzzxizYi

= 460 — 0,2(40) — (-0,1)(303) — 0,2(2403) =1,7

2
R? =1——Zei
Zvﬁ —ny?
17
460 —5(8)*

_Lr
140

=1-0,012 =0,988

13.5. COZUMLU ORNEKLER

ORNEK 1: Bir bolgede yasayan ailelerin yillik ortalama gelirleri ile ulasim
harcamalar: asagida verilmistir. (1=1000 TL)
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Yillar Gelir Ulasim H.
2002 5,2 0,7
2003 8,5 0,9
2004 13,4 1,5
2005 20,2 2,3
2006 30,5 34
2007 42,0 4,1
2008 59,3 5,2
2009 80,9 5,9
260,0 24,0

a) Serinin grafigini ¢iziniz.

b) Basit dogrusal regresyon modelinin parametrelerini tahmin ediniz.

c) Parametre tahmincilerinin varyanslarini hesaplayiniz.

d) Korelasyon katsayisini hesaplayiniz.

e) Belirlilik katsayisini hesaplayiniz.

f) 2010 yilinda ailelerin ortalama gelirlerinin 2009 yilina gére % 60 artacagi varsa-
yimt ile 2010 yili ortalama ulagim harcamalarini tahmin ederek, tahminin stan-
dart hatasin1 hesaplayimiz.

g) Sabit ve egim katsayilarim 0,05 hata payu ile gift tarafli olarak test edin.

h) F testini yaparak t; =F bagintisin1 gosterin.

Coziim:

Yi X X3 Xi2 Yi2

0,7 5,2 3,64 27,04 0,49
0,9 8,5 7,65 72,25 0,81
15 13,4 20,10 179,56 2,25
2,3 20,2 46,46 408,04 5,29
3,4 30,5 103,70 930,25 11,56
4,1 42,0 172,20 1764,00 16,81
52 59,3 308,26 3516,49 27,04
59 80,9 477,31 6544,81 34,81

24,0 260,0 1139,42 13442,44 99,06



440 Temel Istatistik

a)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 x

z XY, —nXY
Z X2 -nX?
~ 1139,42 -8(32,5)(3)
13442 44 —8(32,5)?
359,42
4992 44
G=Y-pX
=3-0,071(32,5) = 0,692
Y, =0,692 +0,071X,

=0,071

Gelirin bin Tiirk lirast artmasi halinde ulagim harcamalar1 (0,071 x 1.000 =)
71 TL artmaktadir. Gelir olmasa bile (X; = 0) (0,692 x 1.000 =) 692 TL ulasim har-
camasi yapilacaktir.

o2
a) S? :—z :
) Se ="
Del=D ¥ -a) Y- XY,
= 99,06 — 0,692(24) — 0,071(1139,42)
=1,553



Basit Regresyon ve Korelasyon

441

ve

521998 _ 258
8-2

gy l, X%
S&_Se[“Z(xi—%)Z}

Z(xi—i)2=2xf—n>?2

= 13442,44 — 8(32,5)? =4992,44

2
S2 =0,258 1+&
8 4992,44

=0,08683

SZ
Sz :—e_
FY X=X

0,258

= =0,000051
4992,44

d)
D XY, —nxY

r=
\/[Z X2 =nX [V -n¥']

1139,42 —8(32,5)(3)
J[13442 44 —8(32,5)71[99,06 —8(3)°]

359,42
|J(4992,44).(27,06)

359,42

= =0,977
367,55

e) R®=r*>=(0977)* =094

D el =1553
DY =YY= ¥ -ny?

= 09,06 — 8(3)? = 27,06
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SR I
Y-y

1553
27 06

=1-0,057=0,943

Gelir, ulagim harcamalarindaki degismelerin yaklasik % 95'ini agiklamaktadir.
f) Artis oran1 0,60 olursa 2010 y1l geliri,
(80,9)(1,6) = 129,44

olacaktir.

Y,, = 0,692 + 0,071 X0
= 0,692 + 0,071 (129,44) = 9,882

1, (X, = X)?
S {1+ Z(X X) ]

\/0 258{“ 1, (129,44-325)° }

wn
By

8 4992 ,44

=,/0,77588 =0,880

g) Y, =0,692+0,071X;,
S; =0,08683 S, =0,2946
s; =0,000051 S, =0,0071

olarak bulunmustur.

o ’nin testi:

Hy:a=0

H:az0

taz,n2 = to,osr2,8-2 = 2,447

|2,348| <|2,447| oldugundan H, hipotezi kabul edilir.

S ’nin testi:
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Hy:8=0
H:=0

tazn-2 = toosize-2 = 2,447

(10 > |2,447| oldugundan H, hipotezi kabul edilir.

h) H,: =0
H : =0
Fo,1n-2 = Foos16 =5,99
__R® n-2
1-R* 1
0943 6

=—.—=99,26
1-0943 1

|99,26| > |5,99| oldugundan H; hipotezi kabul edilir.

t, =10
t,* =(10)* =100 = 99,26

sapma islemlerden kaynaklanmaktadir.

ORNEK 2: Bir ailenin yedi yillik geliri ve gida harcamalar1 asagida verilmis-
tir. (1=100 T.L.)

Yillar Gelir Cida
Harcamalari

2003 13 3
2004 18 4
2005 24 6
2006 31 9
2007 25 8
2008 45 15
2009 54 11

210 56

a) Y, =B, + B X; +¢ regresyon modelinin parametrelerini tahmin ediniz.

b) Hata terimlerinin varyansini tahmin ediniz.
c) Korelasyon katsayisini hesaplayiniz.
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d) Belirlilik katsayisin1 hesaplayiniz.

e) Ailenin 2010 yili gelirinin en az 650 T.L., ve en ¢ok 800 T.L. olacagini tahmin
edildigine gore kisinin 2010 y1l1 gida harcamalarini tahmin ediniz.

Coziim:

Xi Vi X=X Y=Y (X =X)(Y,-Y) (X=X (Y=Y

13 3 -17 -5 85 289 25
18 4 -12 -4 48 144 16
24 6 -6 -2 12 36 4
31 9 1 1 1 1 1
25 8 -5 0 0 25 0
45 15 15 7 105 225 49
54 11 24 3 72 576 9
210 56 0 0 323 1296 104

n 7
_ Y,
yo2h % g
n 7
2 D= XY -Y)
DX =X
_ﬁzo,mg
1296
a=Y-pX

= 8- 0,249 (30) = 0,53
Yi=0,53 + 0,249 X;

Gelirin 100 TL artmasi gida harlamalarin1 100 x 0,249 = 24,9 lira arttiracaktir.
Ailenin gelirinin olmamasi1 durumunda gida harcamalari 100 x 0,53 = 53 TL olacaktur.

b) S2= 2

n-2

Doer =D =Y =B (X = XY -Y)
=104 -0,249(323) =23,573

S = —23’5723 =4,7146
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D (X = X)(Y, -Y)

VDX =X =YY
323
11296.104

_ B 0,879

367,12

Gelir ile gida harcamalari arasinda dogru yonlii kuvvetli iligki vardir.

c)r=

d) R? =r? =(0,879)> = 0,772

R? 21_—265_
D=y

veya

| 23573
104
=1-0,226=0,774

Gelir, gida harcamalarindaki degisimin %77,4 iinii agiklamaktadir.

e) Yi=053+ 0,249 X;

A

X0, = 650

A

X1, =800

A

Yy0. = 0,53 +0,249(650) = 167,15

A

Y0, = 0,53 + 0,249(800) = 204,5
Ailenin 2010 y1li geliri 650 TL olursa gida harcamalar1 100 x 167,15 = 16715
lira, 800 TL olursa gida harcamalar1 100 x 204,5 = 20450 TL olacaktir.

ORNEK 3: Asagida bir isletmenin 12 yillik satislar1 ve karlari ile ilgili olarak
asagidaki degerler hesaplanmistir. (1=100 T.L.)

12 12 12
DY, =9% D Y2 =1064 D XY, =6564
i=1 i=1

i=1

i=1

12 12
DX, =666 D X! =42922
i=1

Bu degerlerden yararlanarak,
a) Basit dogrusal regresyon modelinin parametrelerini tahmin ediniz.

b) Korelasyon katsayisini hesaplayiniz.
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c) Belirlilik katsayisini hesaplayiniz.

Coziim:
_ Y,
n 12
Zx
= —555

12

z XY, —nXY
z X2 - nX?
6564 —12(55,5)(8)
42922 —12(55,5)°

1236 0,207

" 5959
=Y - X
=8 0,207(55,5) = -3,488
Yi = - 3,488 + 0,207 X;

Satiglarin 100 T.L. artis1, kar1 (100)(0,207) = 20,7 T.L. arttiracaktir. Satis ya-
pilmadiginda isletmenin zarar1 (100) (-3,488) = - 348,8 - T.L. olacaktir.

X,Y, —nXY
b) r= Z — —
JD X (XYY -n(V)]
3 6564 —12(55,5)(8)
\/[42922 —12(55,5)][1064 —12(8)?]
1236
1/5959.296
satiglar ve kar arasinda dogru yonlii kuvvetli iliski vardir.

¢) R2=r? =(0,93)? = 0,8649

=0,930

veya
D= NP =a) Y- B IXY,
= 1064 - (-3,488) (96) - (0,207) (6564) = 40,1
R®=1 Zef

2%
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Z(Yi _Y_)z = ZYiZ - n(Y_)2
= 1064 - 12(8)2 =296
R2—1- 401
296
=1-0,135=0,865
Satiglar kardaki degismelerin % 86, 5'ini agiklamaktadir.

ORNEK 4: Asagida bir malin iiretim miktarlar1 ile maliyetleri verilmistir.

Maliyet Uretim Miktar
(1=1000 TL)  (1=1000 Adet)

22 1

18 2

16 3

14 4

12 7

11 10

a) Yi=a+pX

b) Y, =B +BX +BX
c) Y,=a+plogX,

d) logY, =a+ pX,
e) logY, =a+ flogX,
modellerini tahmin ederek, belirlilik katsayilarint hesaplayiniz.
Coziim:
Xi Y XY, X}? Y? X} X X2,
1 22 22 1 484 1 1 22
2 18 36 4 324 8 16 72
3 16 48 9 256 27 81 144
4 14 56 16 196 64 256 224
7 12 84 49 144 343 2401 588
10 11 110 100 121 1000 10000 1100
27 93 356 179 1525 1443 12755 2150
Q) Y, =a+pX,
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ZXY—nXY
sz n(X)?

_ 356 - 6(45)(15,5)

V—ZY‘ _963_155

179 — 6(4,5)*
=625 =-1,086
T 575
a=Y - X

=155 — (-1,086)(4,5) = 20,387
Yi = 20,387 — 1,086 X;

D= NF-aY Y - XY,

= 1525 — 20,387(93) — (1,086)(356) =15,625

D=V =D ¥ —n(Y)’

= 1525 — 6(15,5)2 =83,5
2%
R
Z(Y -Y)

r? _q_ 15625
835
=1-0,187=0,813

b) Y, =By +BX + B X}
Di=nB+ B X+ B, X}
D XY =B X+ BY X+ B Y XS
DX =Y XE+BY X+ B X

—45/93=64, + 275, +1793,
356 = 273, +179 3, +1443 3,
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—4185=-273, —121,5/3, —805,53,
356 = 27 3, +179 3, +1443 3,

—62,5=0+57,53, + 637,55,

—179/93 =6, + 273, +1793,
6/2150 =179 3, +1443 3, +12755 3,

—16647 =—1074 3, — 4833 3, — 320413,
12900 =1074 3, +8658 3, + 76530 3,

—3747 = 0+3825 3, + 44489 3,

—3825/-62,5=57,53, + 637,553,
57,5/— 3747 = 3825 j3, + 44489 3,

239062 ,5 = —219937 53, — 2438437 53,
— 215452 5 = 219937 53, + 2558117 5.3,

23610 =119680 3,

7 - 23610
27119680
—62,5=57,5/3, +637,5(0,197)

. —62,5-1255875

= 2R TBP 3071
A 57,5

93 =6 f3,+27(-3,271) + 179(0,197)

/éo _ 93 + 88,3167 - 35,263 24,342

Y, =24,342 -3,217 X; + 0,197 X?
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Zeiz = ZYZ _BOZYi _ﬁ1z X3Y, _ﬁzz XizYi
= 1525 —24,342(93) — (-3,271)(356) — 0,197(2150)
=2,12

g2
R? :1——Z -
Do =YY
~1-212 -1 0,025=0,975

c) Y, =&+ Blog X,
- > Yi(log X;)-n¥ (log X)
> (log X)? ~n(log X )?

logXi (logXi)? Yi(logXi)
0,00000 0,00000 0,00000
0,30103 0,09061 5,41854
0,47712 0,22764 7,63392
0,60205 0,36246 8,42870
0,84509 0,71418 10,14108
1,00000 1,00000 11,00000
3,22529 2,39489 42,62224

(log X) = =0,53754

D logX; 322509
n

| 42,62224 —6(15,5)(0,53754)

P = 30189 6(0,53754)°
_ 736898 _ 1114503
0,66119
& =Y — B(log X)

= 15,5 — (-11,14503)(0,53754) = 21,49089
Yi = 21,49089 — 11,14503 logX;

Del=D ¥ =a) Y, - Y,(log X,)
= 1525 — 21,49089(93) — (-11,14503)(42,62224)
=1,37337
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DYy

. 137337
835
=1-0,016 = 0,984
d) log X, =a+fX,
D" X, (logY;) - nX (logY)
S X -n(X)?
logYi (logYi)? Xi(logYi)
1,34242 1,80209 1,34242
1,25527 1,57570 2,51054
1,20412 1,44990 3,61236
1,14612 1,31360 4,58448
1,07918 1,16463 7,55426
1,04139 1,08449 10,41390
7,06850 8,39041 30,01796
_ logY;
(logY) = 2.9 _ 106850 _ 117808
n
- 30.017% - 6(4,5)(12,17808) T2 g
179 — 6(4,5) 57,5
a=(logY)—pX
=1,17808 - (-0,03113)(4,5) = 1,31816
logYi = 1,31816 — 0,03113X;

D e =D (logY,)’ &y logY, - B> X,(log¥,)

= 8,39041 - 1,31816(7,06850) — (-0,03113)(30,01796)

=0,00745

> llogY, - (logY)J* = > (logY,)* ~n(logY)*

RZ

= 8,39041-6(1,17808)2=0,06317

Dl _,_ 000745

Z[IogY —(logY)? = 0,06317

=1-0,117=0,883
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e) logX; = logéa + Blog X,

~ D (log X;)(log;) - n(log X )(logY)
- D" (log X)* -~ n(log X)°

(logXy)(logY;)

0,00000
0,37787
0,57450
0,60002
0,91200
1,04139

3,59578

3,59578 — 6(0,53754)(1,17808)
2,39489 — 6(0,53754 )2

_ —0,20381
0,66119
loga = (logY) — B(log X)
=1,17808 - (-0,30824)(0,53754) = 1,34377
logY; = 1,34377 — 0,30824(logX;)

2.6 = (0gY;)* ~(log @)} logY; - 4 (log X;)(log ;)

= 8,39041 — 1,34377(7,06850) — (-0,30824)(3,59578)
=0,000335

R?Z=1- Zef
> llogY, - (logY)J*

_0,000335
0,06317

=1-0,0053 =0,9947

B=

=-0,30824
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BOLUM 14

COKLU REGRESYON
VE KORELASYON

Basit regresyonda iki degisken arasindaki iliski matematiksel bir model ile be-
lirleniyor ve bagiml degiskendeki degismeler bir tek bagimsiz degisken tarafindan
aciklaniyordu. Uygulamada bir degiskendeki degismelerin birden fazla degisken
tarafindan agiklanmasi, veya ikiden fazla degisken arasindaki iligkinin derecesinin
belirlenmesi gerekebilir. Regresyon modelinde birden fazla bagimsiz degisken bu-
lunmast durumu g¢oklu regresyon ve ikiden fazla degisken arasindaki iligkinin ince-
lenmesi durumu ¢oklu korelasyon olarak adlandirilir. Ornegin gelir ile tiikketim ara-
sindaki iliski s6z konusu oldugunda basit regresyonda tiiketiminin gelire bagl oldugu
kabul edilerek model kuruluyordu. Ancak tiiketim gelirden bagka, fiyat niifus, gibi
degiskenler tarafindan etkilenebilir. Gelir disindaki degiskenlerin de modelde bu-
lunmasi isteniyorsa, ¢oklu regresyon modelinin olusturulmasi gerekecektir. Ayni
sekilde bu degiskenler arasindaki iligkinin derecesi belirlenmek isteniyorsa ¢oklu
korelasyon katsayisi hesaplanacaktir.

14.1. COKLU REGRESYON

Regresyon modelinde bir bagimli ve birden fazla bagimsiz degiskenin bulun-
dugu anakiitle coklu regresyon modeli genel olarak

Yi =B+ BoXis+ S Xig++ B Xy + &

seklinde gosterilebilir. Bu modelde Yi, bagimli yani etkilenen degisken, Xiz, Xiz .. Xik
ise bagimsiz, yani etkileyen degiskenler e; ise hata terimidir. Modelde k-1 sayida
bagimsiz degisken, k sayida degisken ve katsay1 bulunmaktadir.
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Anakiitle regresyon modelinin parametreleri alinacak bir 6rnek ile,
Yi =B+ Lo Xip + P Xig +-+ B XKy + 6
olarak tahmin edilecektir.

Basit dogrusal regresyon ile ilgili agiklamalarda verilen temel varsayimlar
¢oklu regresyon i¢in de aynen gegerlidir. Ayrica ¢oklu regresyonun basit regresyon-
dan farkli iki temel varsayimi daha vardir. Coklu regresyonun basit regresyondan
farkli varsayimlar1 sunlardir.

-Coklu dogrusal baglilik olmamasi: bagimsiz degiskenler arasinda tam dogru-
sal iligki olmasina ¢oklu dogrusal baglilik adi1 verilmektedir.

-Gozlem sayisinin tahmin edilecek parametre sayisindan fazla olmast (n > k):
Bu varsayim denklem sisteminin ¢6ziilmesi i¢in gereklidir.

Coklu regresyon ile ilgili olarak yapacagimiz aciklamalarin gerekliligi, basit
regresyonun temel varsayimlari ile birlikte yukarida verilen varsayimlarin da gegerli-
ligine baglidir.

14.1.1. Parametrelerin Tahmini

Coklu regresyon modelinin parametrelerini tahmin etmek i¢in kullanilacak
normal denklemler, basit regresyonda oldugu gibi en kii¢iik kareler yontemi ile belir-
lenebilir. Bunun i¢in gergek ve teorik Y; degerleri arasindaki farklarin kareleri topla-
minin,

n
T= Z i -Y; )2
i1
minimize edilmesi gerekecektir. Coklu regresyonda anakiitle teorik degerleri
Yi =B+ B Xy + Py Xig ++ [ XKy + 6

oldugundan,
n
T= Z(YI == BoXiy = BsXig == B Xi)’
i-1

olarak yazilabilir. Tnin £, 3,, - B, 'ya gore kismi tiirevleri alinarak, sifira esitlenir-
se,

s_gzzz(Yi =P = BoXiy = B Xig == B Xy )(=D) =0

% - 2Z(Yi =B = BaXiz — B3 Xz _"'_ﬂkxik)(_xiz) =0
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aﬂs Zl: 2Xiz = B Xig = = BXi)(=Xi3) =0
3 Xis = = B X ) (=X ) =0
aﬁk Z =B == BX)X)

Z(Yi _ﬁl_ﬁZXiZ _/}3Xi3_"'_ﬁkxik) =0
Zn:(Yixiz _ﬂA1xi2 _ﬁzxizz _Bsxizxia _"'_ﬁkxizxik) =0

Z(YixiS _B1Xi3 _Iézxizxia —B3Xi32 _"'_kai3xik) =0
i=1

Z(Yixik _leik _ﬁzxizxik _BBXiBXik _"'_ﬁkxikz) =0
i=1

Zn:Yi = nﬂl +ﬁzzn‘,xi2 +ﬁsznlxi3 +"'+Bkzn:xik

i1 i1 it i

iXiZYi :15'1anxi2 +ﬁzzn‘,xizz +,Bszn:xizxi3 +"'+Bkzn:x1zxik
i1 i1 i1 it i1
iXBYi = B1anxi3 +ﬁzzn:xisxiz +B3Zn“xi32 +"'+Iékzn:x1sxik
i1 i1 i i i1

inkYi :lélzxik +Bzzxikxi2 +ﬁazxikxi3 +“'+Bkzxik2
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
olarak normal denklemler elde edilir.

ORNEK: Asagida verilen Y; = ,31 + [32xi2 + ﬁA’e,Xi3 modelinin paramet-
relerini tahmin ediniz.
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Yi  Xi Xia Xi2Yi  Xi3Yi Xiz2Xi3 Xi2? Xia? Yi2

10 120 4 1200 40 480 14400 16 100
13 135 8 1755 104 1080 18225 64 169
19 132 5 2508 95 660 17424 25 361
18 140 8 2520 144 1120 19600 64 324
15 153 10 2295 150 1530 23409 100 225
75 680 35 10278 533 4870 93058 269 1179

n 5
_ X,
xzzz 2 80 _ 15
n
_ X,
x3=Z .5 _5
n 5

zYi :nﬁl""lézzxiz"‘ﬁazxis
zxizYi :ﬁlzxiz +Bzzxi22 +ﬁszxizxi3
zxisYi :ﬁlzxis"'ﬁzzxisxiz +ﬁAain32

—136/75=5/, + 6803, + 353,
10278 = 6803, + 93058 3, + 4870 3,

—10200 =—680 3, — 92480 /3, — 4760 3,
10278 = 680 3, + 93058 3, + 4870 3,

78=578/3, +1103,

—7/75=5p8,+680,+354,
533 =353, + 4870 3, + 269 3,
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8=1104, + 243,

78=578/3, +1103,
8=11043, + 2413,

A

B, =455
B, =056
B, =-223

Yi=-45,55 + 0,56 Xi> — 2,23Xi3
Normal denklemlerde gergek degerler yerine ortalamalardan farklar,

Vi=Yi-Y

Xi2 = Xiz - X,
Xis = Xig - X,
Xik = Xik = X,

olarak yerine konulursa normal denklemler,

n n n n
. , A .
ZXiZyi zﬂzzxiz +ﬂszxizxi3 +"'+ﬂklezxik
i1 = i i
n n n n
. . 5 .
in3Yi :ﬂzzxwxiz +ﬂ3zxi3 +"'+ﬂkle3xik
= i1 = =

n n n n n

R R R . )
E X ¥i :ﬂ1§ Xix + 5, E XikXi2+ﬁ3§ X Xiz -+ By E Xik
i1 i1 i i i

olacaktir. Goriildiigii gibi ortalamadan farklarin toplami sifir oldugundan denklem
say1st ve tahmin edilecek parametre sayis1 azalmistir. Bu durumda,

A —

ﬁlZY__ﬁZXZ_ﬂA3>z3_"'_ﬂkxk

olarak belirlenir.
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ORNEK: Daha énce verilen seri igin Y, = ﬂAl +ﬂA2Xi2 +ﬁ3xi3 modelinin pa-

rametrelerini ortalamadan farklar ile tahmin ediniz.

Yi Xiz Xia Yi Xi2 Xi3 Xi¥i  XiaYi Xi2Xi3 X2?  Xa? Y
10 120 5 -16 3 80 15 48 256 9 25
13 135 8 2 -1 1 2 -2 -1 1 1 4
19 132 5 4 -4 2 -16 -8 8 16 4 16
18 140 3 4 1 12 3 16 1 9
15 153 10 0 17 3 0 0 51 289 9 0
75 680 35 0 0 0 78 8 110 578 24 54

Y =15

X, =136

X, =7

inzyi =Bzzxi22 +ﬁ3zxizxi3
ZXiSyi = ﬁzZXiSXiZ +'B3ZX‘32

78 =5783, +110 3,
8=1104, + 2413,

B, =056
B, =-2.23

Iél =Y__:é2)zz _Bsis
=15-0,56(136) — (-2,23)(7) = -45,5
Y;=-45,55 + 0,56 X — 2,23Xi3

Coklu regresyon modellerinin parametreleri matrisler ile de tahmin edilebilir.
Daha once verilen, parametrelerin gercek degerler ile tahmin edildigi normal denk-
lemler agsagida goriildiigi gibi matrisler ile ifade edilebilir.
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_ iYi _I'gl_ n Zn:xiz n Xis - Zn:xik
i=1 2 iil ni:l ni:l

Zn:xizYi ﬂAS inz inzz XiaXig - zxizxik
i=1 : i=1 i=1 i=1 i=1
zxigYi B : ixis Zn:xizxia n Xi23 anxiaxik
i= : i:1: i=1 : i1 i=1 :
ixikYi pj’k ixik Zn:xizxik Zn:xiaxik Zn:xii

L i<l 4 Y= i=1 i=1 i=1 _

Sistemde yeralan bilinmeyen g katsayilari, katsayilar matrisinde yeraldigin-
dan bu matris yalniz birakilirsa,

n a1

_él n ixiz Zn:XB ink _ Zn:Yi
i-1 i=1 i=1

P, n =

by inz ixizz ixizxia inzxik Zn:XizYi
: i i=1 i=1 i=1 =

i=1 =
) iXiB ixizxia ixizz ” Xi3Xik Zn:Xi:‘sYi
i i1 = i1 il

n

n : n ' : n :
[}k ink inzxik in3xik Xii inkYi
Li i=1 i=1 | Li= ]

olacaktir. Sistemin ¢6ziimii ters matris alinmasini gerektirecektir.

i=1

ORNEK: Daha once verilen seri igin VY, =,Bl -i—ﬂAZXi2 -+-,"§3Xi3 modelinin pa-
rametrelerini matrisler ile tahmin ediniz.
DY, =75 D X,Y, = 10278 DX, =93058
D X, =680 D XY, =533 D X% =269

D Xy =385 D XigX,, = 4870 n=5
olarak hesaplanmusti.
B "X DX | DY

ﬂAz = inz inzz inzxia ZXiZYi
BS ZXB ZXiZXiB inza ZXiBYi
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A -1

Bl [5 680 35 75
B, |=|680 93058 4870 | 10278
B | |35 4870 269 | | 533

Sistemin ¢odziilmesi i¢in 6nce ters matrisin alinmasi gerekecektir. Tersi alina-
cak matrisi (X'X) ile gosterirsek,

,1_1 *
(XX)" =5 (XX)

Burada D matrisinin determinantmi (X'’X)" ise matrisin devrigini ifade et-
mektedir.

D = [(5)(93058)(269) + (680)(4870)(35) + (35)(680)(4870)] — [(35)(93058)(35) +
(4870)(4870)(5) + (269)(680)(680)]
= 8860

[l93058 4870| |680 4870 |680 93058|]
4870 269| |35 269| |35 4870
. 680 35 5 35 5 680
(XX) =

4870 269 |35 269 35 4870
680 35| |5 35| |5 680

03058 4870/ [680 4870| |680 93058

1315702 12470 54570
_| 12470 120 580
54570 550 2890

1315702 —12470 54570
(XX)'=—1 | 12470 120 —550
54570 550 2890

148,499097  —-1,407449209  6,159142212
=|-1407449209 0,013544018 —0,062076749
6,159142212  -0,062076749  0,326185101

,31 148,499097  —-1407449209  6,159142212 75
,ﬁz =|-1407449209  0,013544018 —0,062076749 | 10278
5’3 6,159142212  -0,062076749  0,326185101 533
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I B 1 37 43227 —14465,76297 + 3282,822798
B, | =] —105,5586906 +139,205417 —33,08690721
By | | 461,9356659 —638,0248262 +173,8566588

B | [—45507902
B, |=| 0,55981919
By | |—22325015

Coklu regresyon modellerinin parametrelerinin tahmininde kullanilan ortala-
madan farklar ile elde edilen denklemler de matrisler ile gosterilebilir.

M n T .4 on n n 7
2
inzyi ﬁ:z inz ZXiZXiB ZXiZXik
= B, = 1 =

n n n n
2
i=1 : i=1 X i:l. i=1 .
n n ’ n ' n'
A 2
Z Y| | B z Xi2 X z XigXi - z Xik
L i=l i i=1 i=1 i=1

Katsayilarin yer aldig1 matris yalniz birakilirsa,

M n n n T°7 n
2
1[2)2 inz ZXiZXiS inzxik zxizyi
i i = i1
n n n n
2
_ inzxis ins insxik insyi
= =y = =

n ' n ' n ’ n '
. 2
B Z Xi2Xik Z Xia Xy Z Xik Z i Yi
- Li=al i=1 i=1 1 Li

olacaktir. Bu durumda sabit katsay1

-1

—_— A — A

,5'1 =Y_‘Bzxz _ﬁsxs _"'_ﬁk)?k
olarak belirlenir.

ORNEK: Daha 6nce 6rnek olarak verilen seri igin Y, = ,5’1 + ﬁZXiz + ,5’3Xi3
¢oklu regresyon modelinin parametrelerini ortalamadan farklar ile ifade edilen mat-
rislerle tahmin ediniz.
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Daha once,
Y =15 D %,y =78 D x; =578
X, =136 D xayi =8 D xh =24
7

D XipXg =110

olarak hesaplanmigti.

s X [

'5,| [578 11077778
B,| |10 24| |8

Tersi alinacak matrisi (X / X) ile gosterirsek
x'xyt =L x'xy
A A D> 2

olacaktir.

D = (578)(24) — (110)(10) = 1772

(X x)'=| 24 1O
110 578

1 [ 24 —110}

(Xiﬁ———{

1772 |-110 578

(X'X)’l | 0,013544018  —0,062076749
== |-0,062076749  0,326185101

ﬁz | 0,013544018  —0,062076749 || 78
,33 | -0,062076749  0,326185101 8

,éz | 1056433404  —0,496613992 | _| 0,559819412
ﬁa | -4,841986422  2,609480808 —2,232505614
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= 15 — (0,559819412)(136) — (-2,232505614)(7)
= -45,50790074

14.1.2. Parametre Tahmincilerinin Varyanslari

Daha 6nce basit regresyonda agiklandigt gibi, ¢oklu regresyonda da paramet-
relerin varyanslarini hesaplayabilmek i¢in, hata terimlerinin varyansinin 6rnekten
tahmin edilmesi gerekecektir. Hata terimlerinin varyansinin sapmasiz tahmincisi,

o 200 Def

n—k n-k

oldugundan, hata terimlerinin varyansini tahmin edebilmek i¢in 6nce hata terimleri-
nin karelerinin toplami hesaplanacaktir.

Hata terimlerinin kareleri toplami teorik degerler ile seriden hesaplanabilir.
Teorik degerlerin bulunabilmesi i¢in basit regresyonda oldugu gibi, bagimsiz degis-
kenlerin degerlerinin regresyon modelinde yerine konmasi gerekecektir.

Coklu regresyonda hata terimlerinin kareleri toplami gergek degerlerle,

Zn:eiz = Zn:Yiz _ﬁ1zn:Yi _BZiXiZYi _Bazn:xiaYi _"'_Bkzn:xikYi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

veya ortalamadan farklarla,

ieiz = Zn:Yiz _ﬁzixizyi _ﬁsixiam _"'_ﬁkixikYi
i1 i i i1 i1

formiilleri ile de hesaplanabilir.

Coklu regresyonda parametrelerin varyanslar1 varyans-kovaryans matrisinden
tahmin edilebilir. Daha 6nce verilen (X'X)™* matrisinin S? ile carpinu varyanslari ve
kovaryanslari verecektir.

Var(ﬁl} KOV(:‘%Bz) Kov(élﬂ:k)
KOV(ﬂlﬂz) Var(ﬂz) KOV(ﬂzﬂk) zsz(xx)—l

Kow(BB,) Kow(B,B) - Var(B,)
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n inz ink h
:SZ inz Z.Xizz Zx‘izxik

ink inzxik inﬁ

ORNEK: Daha once verilen 6rnegin parametrelerinin varyanslarim hesapla-

ymiz.
5 ,
SZ_Z(Yi_Yi) _Zel
¢ n—k n—k
Yi=-4551 + 0,56 Xi» — 2,23 Xj3
Y, =-45,551 +0,56(120) — 2,23(4) = 12,77
Y, =-4551 + 0,56(135) — 2,23(8) = 12,25
Y, =-4551 +0,56(132) — 2,23(5) = 17,26
Y, = -4551 + 0,56(140) — 2,23(8) = 15,05
Y, = -45,51 + 0,56(153) - 2,23(10) = 17,87
Yi Yi —YAi (Yi _YAi )2
10 2,777 7,6729
13 0,75 0,5625
19 1,74 3,0276
18 2,95 8,7025
15 -2,87 8,2369
28,2024
veya

Zn:eiz = Zn:Yiz _ﬁliYi _ﬁzzn: XioYi _Iéazn: XisYi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

= 1179 — (-45,55)(75) — (0,56)(10278) - (-2,23)(533)
= 28,16

SZ = 282024 _ 14,1012
5-3
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[ Var(B)  KowAg) Kow(ig) N X DX |
KowBB,) Var(B) KowB,p)|=S: zxiz zxizz inzxm
| Kow(Af;) Kow(Bf,)  Var(B,) DXe D XX DX3
[Var(3,) 148,499097

var(5,) =14,1012 0,13544018
var(s,) 0,326185101

S? =Varj, = 2094,015466
S =Varf,=0,190986906
S? =Varf3;= 4,599600063

(X'X)! matrisinin kdsegeni varyanslar1 verdiginden, yukarida daha énce hesaplanan
matrisin ilgili degerleri verilmistir.

Ortalamadan farklar matrisleri s6z konusu oldugunda varyans - kovaryans
matrisi

var(B,)  Kowpyfs) - Kow(Bip)
KOV(ﬂzﬂe.) Var(ﬁ3) KOV(,BZﬂk) =SZ(X'X)71

Kov(B,f,) Kov(B,B) - Var(B,)

5 -1
E Xi2 E XipXig E Xi2 Xi
2
_ 2 E XioXig E Xiz E XiSXik
_Se . . .

2
ZXiZXik in3xik ink

olacaktir. Goriildiigii gibi bu durumda sabit katsayinin varyansi belirlenememektedir.

ORNEK: Daha 6nce verilen drnegin parametrelerinin varyanslarim ortalama-
dan farklar serileri ile hesaplayiniz.

Daha 6nce,

S? = 14,1012 ve (X X) ™ matrisi,
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—0,062076749  0,326185101

X X) = [ 0,013544018  —0,062076749 }

olarak belirlenmistir. Bu durumda bagimsiz degiskenlerin katsayilarinin varyanslari,

Varg,[}z)A KOV(ﬁz: Bs)— _ SZ(X, X)*
[Kow(B, ) Var() | T T

I Var(/?z) Kov(ﬁz,ﬁ3)_ I:ZXQ insz]l

|Kow(B,. ;) Var(B,) D XoXe DX

var(f,) } 1 1012{0,13544018

A

Var(;)

0,326185101 }

Var,B2 0,190986906
Var,B3 4,599600063

olarak elde edilir.

14.1.3. Belirlilik Katsayis1

Coklu regresyonda belirlilik katsayisi bagimsiz degiskenlerin bagimli degis-
kenlerdeki degigmeleri agiklama oranini verecek ve basit regresyonda oldugu gibi
aciklanan degismelerin, toplam degismeye orani ile,

>0, -7y’

RZ— =

>0 1)

veya agiklanmayan degismenin toplam degismeye oraninin 1'den ¢ikartilmasi ile,
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hesaplanacaktir. YAI degerleri veya Z:ei2 degerleri daha 6nce parametrelerin varyans-

lar1 boliimiinde verilen formiillerle hesaplanarak R bulunabilir. Ayrica agiklanan
degismenin hesaplanabilmesi i¢in,

Z(Y: _Y_)Z :ﬁzi(Yi _Y_)(Xiz - iz)"‘ﬁsim _Y_)(XiS - >?3)

+"'+,ékZ(Yi _Y_)(Xik _ik)

formiiliinden de yararlanilabilir.

Coklu regresyonda modele eklenecek her yeni bagimsiz degiskenin, agikla-
namayan degismelerin bir boliimiinii daha agiklamasi beklenecektir. Ayni bagimli
degisken i¢in bagimsiz degigken sayilari ile farkli modeller olusturulabilir.

Bu farkli modelleri karsilastirmak ve iligkiyi daha iyi agiklayan modeli belir-
lemek i¢in diizeltilmis belirlilik katsayilar1 hesaplanacaktir.

Diizeltilmis belirlilik katsayis1 EZ ile ifade edilebilir ve bu katsayinin hesapla-
nabilmesi i¢in farkli formiiller kullanilabilir. Bu formiillerden ikisi,

RE-rz- Kl _Rro)
n-k
R —RI—(1- RZ)[”—_lj
n—k

—2
olarak gosterilebilir. Formiillerden goriildiigii gibi R hesaplanirken n ve k degerleri
dikkate alinmaktadir. Diizeltilmis belirlilik katsayis1 hesaplandiginda ﬁz <R%ola-
caktir.

ORNEK: Daha 6nce verilen drnek igin belirlilik katsayisini ve diizeltilmis be-
lirlilik katsayisini hesaplayiniz.

Belirlilik katsayist daha once hesaplanan teorik degerlerden yararlanilarak
asagida goriildigii gibi hesaplanabilir.

Yi Y, Y. -Y (Y, -Y)?
10 12,77 -2,23 4,9729
13 12,25 -2,75 7,5625
19 17,26 2,26 5,1076
18 15,05 0,05 0,0025

15 17,87 2,87 8,2369
25,8824
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Belirlilik katsayis1 daha 6nce hesaplanan hata terimlerinin karelerinin topla-

mindan yararlanilarak da hesaplanabilir.

Zeiz = zYiZ _Blei _Bzz XioYi _Bsz XisYi

=28,16

olarak hesaplanmusti.

R? =1——Ze‘2

DYy

28,16

:1——

54
=1-0,5214=0,4786

R? = 0,47 olarak kabul edildiginde diizeltilmis belirlilik katsayzs1,

RE-R? K7L _Ro)
n-k

-3

=0,47 —( 3_1j(1— 0,47) =-0,06
veya
R =R*-(1- RZ)[”—_lj
n—k

—1-(1- 0,47)(Ej ~ 0,06
5-3

olarak bulunur.
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14.1.4. Katsayilarin Testi

Basit regresyonda oldugu gibi ¢oklu regresyonda da katsayilarin istatistiksel
olarak anlamli olup olmadig: test edilebilir. Coklu regresyonda basit regresyonun
aksine F testi de anlam kazanmaktadir.

141.4.1. t-Testi

Sabit katsay1 ve tiim bagimsiz degiskenlerin katsayilar1 ayr1 ayr t testi ile test
edilerek istatistiksel olarak anlamli olup olmadiklart belirlenebilir. Coklu regresyon-
da da t testi basit regresyonda agiklandig1 gibi yapilacaktir.

Test edilecek katsay1 g, ise temel hipotez,

Ho: =0

karsit hipotez ise ¢ift tarafl1 test igin,
Hi: =0

Tek tarafli test igin

Hi: >0

veya

Hi: 5,<0

olacaktir. tablolardan kritik degerler o hata payu ile belirlenir. t dagiliminin serbestlik
derecesi (n-k)’dir. Test istatistigi,

B-B

t=2 S

Sh

temel hipotez S, = 0 oldugundan,

A
S

b
olacaktir. Hipotezlerden birinin kabul karar1 ayni sekilde verilecektir.

14.1.4.2. F Testi

Basit regresyonda s6z edildigi gibi F testi ile bagimsiz degiskenlerin katsay1-
larmin tiimi birlikte test edilir. Temel hipotez bagimsiz degiskenlerin katsayilarmin
anlamsiz oldugunu ifade eder. Modelin sabit katsayist S, ise temel hipotez

Ho: B =Py == p
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olacaktir. Bu hipotezin kabulii tiim bagimsiz degigkenlerin istatistiksel olarak anlam-
siz oldugu anlamina gelmemektedir. Bu hipotez bagimsiz degisken katsayilarindan
en az birinin istatistikel olarak anlamsiz oldugunu ifade etmektedir.

F testinde tek tarafli test yapilamaz. Karsit hipotez,
Hl:ﬁz ¢ﬂ3 ¢"’¢:Bk

olarak Ho hipotezinin dogru olmadigini ifade edecek sekilde yazilabilir. Buna gore
biitiin bagimsiz degisken katsayilart anlamlidir.

Coklu regresyon modelinde tahmin edilen katsay1 sayisi k ise F test istatistigi

. Zo( “Y)?2 I(k -1)
D (=Y /(n-k)

olacaktir. Test istatistigi belirlilik katsayist ile,

Py
N
>

1-R? k-

[ BN

olarak da hesaplanabilir.

F tablo degeri belirlenecek o hata payi ile tablodan bulunacaktir. Serbestlik
dereceleri Sp1=k-1 ve Sp, =n-k’dur.

Hesaplanan F degeri tablo degerinde biiyiik ise Hi hipotezi, kiiciik ise Ho
hipotezi kabul edilecektir.

F ve t testleri farkli sonug verebilirler. Bu temel varsayimlardan sapma olma-
siin gostergesidir. Coklu dogrusal bagint1 olmasi durumunda t ve F testleri farkli
sonu¢ verebilmektedirler.

14.1.5. Coklu Regresyon Modelinin Tahminde Kullanilmasi

Basit regresyonda oldugu gibi ¢oklu regresyonda da gelecek devrelerin deger-
leri tahmin edilebilir. Bu durumda modelde yer alan bagimsiz degiskenlerin ilgili
devreye ait degerlerinin tahmin edilmesi gerekecektir. Tahmin edilen bagimsiz de-
giskenlere ait degerlerin modelde yerine konmasi ile, ilgili devrenin bagimli degisken

degeri tahmin edilmis olacaktir. Tahmin edilecek bagimli degisken degerini YAO ile ve

ayn1 devreye ait bagimsiz degiskenlerin degerlerini,

Xo,2; X0,3; ... 3 Xok

ile ifade edersek,
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Yo =B+ B, KXo+ BaXos++ B Xok
olacaktir.

Tahminin standart hatas1 matrisler ile,
57 = 83[1+3+ (X, = X)X X)H(X, - 2)}
n
olarak gosterebilir. Burada (X, — X) matrisi,

Xo,z - )?2
V2 ><0,3_)(3

dir ve bagimsiz degiskenlerin tahmin edilen degerleri ile ortalamalari arasindaki
farklardan olugsmaktadir.

ORNEK: Daha once verilen 6rnek igin Xe, = 160 ve Xg3 = 12 olarak tahmin
edildigine gore, 6. devrenin bagimli degisken degerini NG) tahmin ediniz ve tahminin
standart hatasini hesaplayimiz.

Yi=-45,51 + 0,56 Xiz - 2,23 Xiz
Y, =-4551 + 0,56(160) — 2,23(12) = 17,33

)?2 =136 ve >?3 = 7 olarak bilindiginden,
o | X=X, | [160-136] [24
(XI_X):|: N _2:|:|: :|:|: j|
Xoz— X3 12-7 5
olacaktir. (X ’1)’1 matrisi de daha 6nce belirlendiginden,

) 1 0,013544018  —0,062076749 | 24
S?=14,012 1+§+[24 5

—0,062076749  0,326185101 | 5

S? =131,51359

S; =4/131,51359 =11,46

olarak bulunur.
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14.1.6. Egrisel Coklu Regresyon

Basit regresyonda oldugu gibi ¢oklu regresyonda da degiskenler arasinda eg-
risel iligki oldugunda matematiksel sekilleri farkli modeller kurulacaktir. Bu durumda
degiskenlerin tiimii i¢in ayn1 doniisiim yapilabilecegi gibi, degiskenlerin bazilari
dogrusal bazilari ise egrisel olarak alabilir. Bu durumda daha 6nce verilen formiil-
lerde, basit regresyonda yapildigi gibi, degisiklikler yapilacaktir. Ancak buradaki
aciklamalarda sadece tam logaritmik model 6rnek olarak verilecek diger modellere
deginilmeyecektir. Anakiitle regresyon modeli,

Yi zﬂlxi'zzxi? "'Xifkegi

olarak gosterildiginde, dogal veya on tabanina gore logaritmasinin alinmasi ile drnek
regresyon modeli,

InY; =In,"§1+,é2 In Xi2+ﬁ3ln xi3+...+,gk In X,

olarak tahmin edilecektir. Bunun igin daha 6nce verilen formiillerde degiskenlerin
logaritmalarinin konulmas yeterli olacaktir.

ORNEK: Daha énce verilen 6rnek igin
INY, =In 3, + B, In X, + B, In X,

¢oklu regresyon modelinin parametrelerini tahmin ederek, belirlilik katsayisini he-
saplayiniz.

Yi Xi2 Xis InYi LnXiz InXis

10 120 4 2,30258 4,78749 1,38629

13 135 8 2,56494 4,90527 2,07944

19 132 5 2,94443 4,88280 1,60943

18 140 8 2,89037 4,94164 2,07944

15 153 10 2,70803 5,03043 2,30258

75 680 35 13,41035 24,54763 9,45718

(InY)(InXi2) ~ (InY)(InXizs)  (InXiz)(InXi2) (InXi2)? (InXiz)? (InY;)?

11,02357 3,19204 6,63684 22,92006 1,92179 5,30187
12,58172 5,33363 10,20021 24,06167 4,32407 6,57891
14,37706 4,73885 7,85852 23,84173 2,59026 8,66966
14,28316 6,01035 10,27584 24,41980 4,32407 8,35423
13,62255 6,23545 11,58296 25,30522 5,30187 7,33342

65,88806 25,51032 46,55437 120,5485 18,46206  36,23809
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DY, 1341035
5

(InY)= = 2,68207

(In X,

n
In X,
)= 2 - 2 = 24’5:763 = 4,90952

_ In X,
(nX,) = 2 - ? = 9’42718 =1,89143

DI X, = (I X,)F =D (In X,,)* =n(in X,)?
= 120,54848 — 5(4,90952)? = 0,03154

DI Xig = (I X)) =D (In X;5)* =n(in X,)?
= 18,46206 — 5(1,89143)? = 0,57452

DI Xp = (I XN X, = (I X3)] =" (In X;,)(n X5) = n(in X, )(In X)
= 46,55437 —5(4,90952)(1,89143) = 0,12430

D MY, = (nY)Iin X;, = (In X;)]= > (nY,)(In X;,) =n(inY)(in X,)
= 65,88806 — 5(2,68207)(4,90952) = 0,04967

DY, = (InY)]0n X;s —(In X5)]= D" (InY,)(In X;3) =n(inY)(In X)
= 25,51032 — 5(2,68207)(1,89143) = 0,14558

DY, —(nY)P’ => (InY,)* —n(inY)?
= 36,23809 — 5(2,68207)? = 0,27059

InY, =In B1+ﬁ2 In X;, +,83 In X5

SN Y, — (Y10 X, —(n X;)]= B, 300 X, —(in X1 + 3, 31 Xy, — (n X)]0n X, —(in X,)]

200 Y, —(nY)Iln X, = (In X3)] = B, 3 [ X;, = (In X,)INn X, = (n X,)1+ 4, >[I X5 = (In X)P?

—0,12430/0,04967 = 0,03154 3, +0,12430 3,
0,03154 /0,14558 = 0,12430 3, + 0,57452 /3,

—0,00617398 = —0,00392042 3, —0,01545049 33,
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0,00459159 = 0,00392042 /?2 +0,01812036 /§3

—0,00158239 = 0+ 0,00266987 ,83

~  —0,00158239

_ =-0,59268
Pa 0,00266987

0,04967 =0,03154 ﬁz +0,12430(-0,59268)

5 - 0,04967 +0,07367
2 0,03154

=3,91058

In ﬂAl :m_ﬁz(ln xz) _,éa(ln Xa)
In ﬁl =2,68207 — (3,91058)(4,90952) — (-0,59268)(1,89143)

=-15,39598

InY; =-15,39598 + 3,91058 InXi, — 0,59268 InXis

Dol = InY, ()=, [InY, - (InY)][in X,, —(In X,)]

=B, Y, =(InV)]ln X5 = (in X,)]

= 0,27059 — (3,91058)(0,04967) — (-0,59268)(0,14558)

=0,16263

Y.

D linY, —(inY)P*

_, 016263
0,27059
=1-0,601 = 0,399
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14.2. COKLU VE KISMi KORELASYON

Basit regresyonda iki degisken arasindaki iliskinin derecesi korelasyon katsa-
yisinin hesaplanmast ile belirlenmekteydi. Ancak ikiden fazla degisken s6z konusu
oldugunda da c¢oklu korelasyon katsayisi hesaplanacak ve bu durumda iki degisken
arasindaki iliskinin derecesini belirlemek i¢in kismi korelasyon katsayisinin hesap-
lanmasi gerekecektir.

14.2.1. Coklu Korelasyon Katsayisi

Belirlilik katsayisi ¢oklu regresyon modelinde yer alan bagimsiz degiskenle-
rin, bagimli degiskendeki degismeleri agiklama oranini géstermekte ve

SO Y-y
2 i=1 _1 i=1

R? =4

)N EORD Y\ 0%

olarak hesaplanmaktaydi. Coklu regresyon modeli i¢in hesaplanan belirlilik katsayisi

ise ¢oklu belirlilik katsayis1 olarak adlandirilmakta, RYZ-X2X3"'X|< seklinde gosterilmek-

tedir. indiste yer alan (Y.X»X3...Xx) ifadesi Y bagiml degiskenindeki degismelerin,
X2X3... Xk bagimsiz degiskenleri tarafindan agiklandigini géstermektedir.

Coklu korelasyon katsayist ise ¢oklu belirlilik katsayisinin karekokii olarak
tanimlanabilir ve asagida goriilen formiil ile,

_ [p2
RY.X2X3-~-><k = R\(.xzxz.-.xk

hesaplanabilir. Bu formiil ile hesaplanan ¢oklu korelasyon katsayisinin isareti ise
daima pozitif olarak alimacaktir. Belirlilik katsayisinin hesaplanmasi igin gerekli
formiiller daha 6nce verilmisti. Bu formiillere gére hesaplanan belirlilik katsayisinin
karekokii alinarak ¢oklu korelasyon katsayisi hesaplanmaktadir.

ORNEK: Daha once verilen 6rnek igin ¢oklu korelasyon katsayisini hesapla-

yiniz.Daha dnce verilen drnekte Y bagimli, X, ve X3z bagimsiz degigkenlerdi ve R?=
0,4786 olarak hesaplanmisti. Bu verilerden yararlanilarak

R\(.xzx3 =4 R\?.xzx2 =,/0,4786 =0,6918

olarak bulunur. Bu deger degiskenler arasinda kuvvetli iliski oldugunu géstermekte-
dir.
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14.2.2. Kismi Korelasyon Katsayilari

Coklu belirlilik katsayis1 bagimli degiskendeki degismelerin bagimsiz degis-
kenler tarafindan aciklanma oranini, ¢oklu korelasyon katsayisi ise degiskenler ara-
sindaki iligkinin derecesini gostermekte, fakat degiskenlerin birbirleri ile olan iligki-
lerini belirtememektedirler. iki degisken arasindaki iliskiyi diger degiskenler sabit
tutularak belirlemek i¢in kismi korelasyon katsayilari hesaplanir. kismi korelasyon
katsayilarinin hesaplanmasi i¢in 6nce kismi belirlilik katsayilarinin hesaplanmasi
gerekecektir.

Y, Xz ve X3 degiskenlerinin yer aldig1 bir analizde YX2, Y X3 ve X, X3 olmak
Uzere Ug degisken cifti olacaktir. Y ve X, degiskenleri icin kismi belirlilik katsayist

Lx, x, seklinde ifade edilir ve

2 —
rYX3.X2 -+

olarak tanimlanir. Indiste noktadan sonra yer alan degiskenlere iliskide yer verilmek-
te, fakat sabit tutuldugu kabul edilmektedir. rYZX3.X2 ,X2 sabit tutulduguna gére Y ve
Xz degiskenleri i¢in kismi belirlilik katsayisini ifade etmektedir. Formiilde yer alan
R\f,xzxa ¢oklu belirlilik katsayisi, rY2X3 ise Y ve Xz degiskenleri i¢in hesaplanacak

korelasyon katsayisinin karesidir ve

o | (3]

rYZXz =1- ni n = n n
\/;xfz;yf ;Xizz;yiz

Xip = Xip = X,

yi =Y, -y

olarak hesaplanacaktir. Kismi belirlilik katsayilar1 ¢oklu regresyonda modele yeni
degiskenlerin eklenmesi ile bagimli degiskendeki agiklanamayan degismelerin nasil
azaldiginin agiklanmasinda yardimei olmaktadirlar.

Yukarida Y1, Xz degisken ¢ifti icin hesaplanan kismi belirlilik katsayis1 diger
degisken ciftleri icin de ayni sekilde hesaplanabilir. Degisken sayisinin artmasi ha-
linde de verilen formiillere benzer formiiller elde edilecektir. Modele X4 degiskeninin
eklenmesi halinde kismi belirlilik katsayisi,
1-Ry XoXaXa

1- R?

YX X5

2 —
Tyx 4XyX3 —
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olacaktir. rfxw<2><3 Xz ve X3™in sabit tutulmalart halinde Y ve X, arasindaki iligkiyi

aciklamaktadir. rv2><4.><2><3 diger bir sekilde aciklanmayan degismelerin oranlari ile de

ifade edilebilir. Bu durumda kismi belirlilik katsayist
_ 0RO )A=RY xx,)

r2
YX4.X,Xg 1-R2
~ Pyx,x,

olarak ifade edilebilir. Formiiliin payinda Y'deki degismelerin X, ve X3 tarafindan
aciklanmayan kisminin orani ile; X, X3 ve Xy tarafindan aciklanmayan kisminin

orani arasindaki fark yer almaktadir. rY§4_X2X3 iliskiye X4 degiskeninin eklenmesi ile

Y'deki degismelerin X, ve X3 degiskenleri tarafindan agiklanmayan kismindaki azalig
oranini gostermektedir.

Kismi korelasyon katsayilari, kismi belirlilik katsayilarinin karekoklerinin
alinmasi ile bulunurlar ve degigkenlerin bir kisminin iliskide yer almalar1 fakat sabit
tutulmalar1 halinde, sabit tutulmayan degiskenler arasindaki iliskinin derecesini gos-
terirler. Bagimli degisken ile bagimsiz degiskenler i¢in kismi korelasyon katsayilari
hesaplandiginda, kismi korelasyon katsayisi biiyiik olan bagimsiz degiskenin, bagim-
11 degiskendeki degismeleri diger bagimsiz degiskenlerden daha ¢ok agikladigi sonu-
cuna varilacaktir.

ORNEK: Daha énce verilen 6rnek igin ryzlexg ve ryzxglx2 kismi korelasyon kat-

sayilarini hesaplaymiz.

rz 1 1- R$4X2X3
YX5.X3 1 rsz
3
2 -1 1 R\?xzx3
rYX3.X2 - 1— ryzx
2
Daha 6nce
R «,x, = 0,4786 D yi=54 D x; =578

zxiza =24 zxizYi =78 ins)’i =8

olarak hesaplanmigti.

2

Yi Xiz

_ (18)?
54578

=0,1949
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2
B
Yi Xi3
2
= ©) =0,0493
54.24

2
1- RY4><2><3

2 f—
x5 =1

=1-0,5484 =0,4516

Mx, x, =+0,4516 =0,6720
1- R\(Z.xzx3

2
1- Fx,

2 —
rY><3A><2 -+

1-0,4786
1-0,1949
=1-0,6476 = 0,3524
F.x, =/0,3524 =0,5936

olacaktir.

14.3. COZUMLU ORNEKLER

ORNEK 1: Bir bolgenin y1llik A mali tiiketim miktarlar1 malin yillik ortala-
ma reel fiyati ve bu bdlgede yasayan ailelerin yillik reel gelirleri asagida verilmistir.

A Mali Malin Ailelerin

Yillar Tlketim Miktar Reel Fiyati Yillik Reel Geliri

(1=10000 Adet) (1=1TL) (1= 10000 TL)
2002 24 53 2,0
2003 28 51 2,4
2004 33 47 2,6
2005 26 52 2,5
2006 21 60 2,3
2007 30 54 2,6
2008 37 51 2,7
2009 41 40 2,9

240 408 20,0



Coklu Regresyon ve Korelasyon 479

a) A malinm tilketim miktar1 i¢in ¢oklu regresyon modelinin parametrelerini tah-
min ediniz.
b) Parametrelerin varyanslarint hesaplayiniz.
c) Belirlilik katsayisin1 hesaplayiniz.
d) 2010 yilinda malin reel fiyat1 46 TL. ve ailelerin reel gelirleri 30000 TL olarak
tahmin edildigine gore, 2010 y1lt A mali tiiketim miktarini tahmin ediniz.
e) Coklu korelasyon katsayisini hesaplayiniz.
f) T, x, kismikorelasyon katsayisint hesaplayiniz.
g) Tahmin ettiginiz sabit katsayiy1 ¢ift, digerlerini tek tarafli olarak 0,05 hata pay1
ile test ediniz.
h) 0,05 hata pay: ile F testi ile katsayilarin anlamliligini inceleyiniz.
Coziim:
Yi X Xs YiXiz YiXiz XizXiz Y Xig® Xig®
24 53 2,0 1272 48,0 106,0 576 2809 4,00
28 51 2,4 1428 67,2 122,4 784 2601 5,76
33 47 2,6 1551 85,8 122,2 1089 2209 6,76
26 52 2,5 1352 65,0 130,0 676 2704 6,25
21 60 2,3 1260 48,3 138,0 441 3600 5,29
30 54 2,6 1620 78,0 140,4 900 2916 6,76
37 51 2,7 1887 99,9 137,7 1369 2601 7,29
41 40 2,9 1640 118,9 116,0 1681 1600 8,41
240 408 20,0 12010 611,12 1012,7 7516 21040 50,52

)
B

n 8
X
2 o 408
n 8
X.
2 s _200_,.
n 8

a) YA. :/}1 +[}2Xi2 "'Bsxis

Y X XX [ 2
= inz zxizz zxizxie. ZXiZYi
ZXB inzxia inza ZXiBYi
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-1

B, 8 408 200 240
B, |=|408 21040 1012,7| |12010
B, | 1200 1012,7 5052 | | 6111
8 408 200 "
(XX)™*=| 408 21040 1012,7

20,0 1012,7 50,52

D = [(8.21040.50,52) + (408.1012,7.20,0) + (20,0.408.1012,7)] — [(20,0.21040.20) +
(1012,7.1012,7.8) + (50,52.408.408)]
=5388

(121040 1012,7 ‘408 1012,7‘ ‘408 21040"

1012,7 50,52| |20,0 50,52| (20,0 1012,7
(XX) = 408 20,0 8 20,0 8 408
| 1012,7 5052/ [200 5052 [20,0 1012,7

408 20,0 8 20,0 8 408
21040 1012,7) |408 1012,7| (408 21040

3737951 35816 -7618.4
—| 35816 416 -584
_7618,4 -584 1856

| [7erosL 3816 76184
(XX)t=—>_| -35816 416 58,4
“|-7618,4 584 1856

69,37548255  —0,664736451 —14,13956941
=|-0,664736451 0,007720861  0,108389012
—14,13956941  0,108389012  3,444691907

,31 69,37548255 —0,664736451 —1413956941 | 240
,[;’2 =|-0,664736451 0,007720861  0,108389012 | 12010
ﬁS -1413956941 0108389012  3,444691907 | 611,1
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I B 1 T 16650 11581 —7983,484776 — 8640,690866
B, | =] —159,5367482 +92,72754061 + 66,23652523
By | | —3393,496658 +1301,752034 + 2105,051224

B | [ 25940168
B, | =| —0,57268236
py| | 133066

Yi=25,9401 - 0,5726 X2 + 13,3066 Xis

b) S2 = Q¢

n—-k

ieiz = iYiz _ﬁliYi _ﬁzzn: XioYi _:832'1: XisY;
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
= 7516 — (25,9401)(240) — (-0,5726)(12010) — (13,3066)(611,1)
= 35,63874

g2 — 35,63874

: = 71277
8-3

Var(f)  Kow(fif,) Kow(BiA)
Kowps,)  Var(B,) — Kow(s,p,) =82 (XX)™
Kov(B.f;) Kov(BB,)  Var(B)

69,37548255 —0,664736451 —14,13956941
=71277| -0,664736451  0,007720861  0,108389012
—14,13956941  0,108389012  3,444691907

S? =(7,1277)(69,37548255) = 494,48762 S, = 22,23707
S? =(7,1277)(0,007720861) = 0,05503 S, =0,23458
S2 = (7,1277)(3,444691907) = 24,55273 S, = 4,95507
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c) R? =1——zei2_ -
D.(-Y)

D =YY = -y
= 7516 — 8(30)2 = 316

35,63874
316

R?=1-
=1-0,1127 = 0,8873
d) Yi = 25,9401 — 0,5726Xi, + 13,3066 Xis
Y, = 25,9401 — 0,5726(46) + 13,3066(3)
= 39,5203

Ry, =VR? =4/0,8873 =0,9419

QXY —nX,Y)?

. = > XE -n(G)PD Y2 -n(V)]

B [12010 —8(51)(30)]°
" [21040 —8(51)][7516 —8(30)?]

= & =0.,7215
(232)(316)
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=1-0,4046 = 0,5954
Mx,x, = 0,7716

X degiskeninin etkisi sabit tutuldugunda Y ve X3 degiskenleri arasindaki ilis-
kinin derecesi 0,77 olarak bulunmustur.

9) Yi = 25,9401 — 0,5726X, + 13,3066Xi3
(22,23707) (0,23458) (4,95507)

olarak bulunmustur.
S, ’in testi:

Ho: £,=0

Hi: ﬂl #0

tas2,n-k = to,osi2,5 = 2,571

P _ 259401

=————=1166
S A 22,23707

[1166| < |2,571] oldugundan Ho hipotezi kabul edilir.
[, in testi:
H()Z ﬁz =0

Hi: 8,<0
ta,nk = to,055 =2,015

t:ﬂz_—z—z,zmo

S i 0,23458

|2,440| >|2,015| oldugundan Hi hipotezi kabul edilir.
B, ’in testi:

HoZ ﬂ3= 0
Hi £,>0

ta,nk = to,0s5 =2,015
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_ By 133086 _, o
5,93 4,95507

|2,685|>|2,015| oldugundan H, hipotezi kabul edilir.

h) Ho :ﬂz :ﬁs =0
Hy i B, # B #0
Fok-1n-k = Fos.25 = 5,79
o 20V k-Y

D=V =D (=Y =D (v =YY
= 316 — 35,63874 = 280,36126

_280,36126 /(3—1)

- = 23,600
35,63874 /(8—2)

23,600 > 5,79 oldugundan H; hipotezi kabul edilir.

R?=0,8873 oldugundan F test istatistigi

Py
N
>

1-R? k-

[ BN

_ 08873 .8_2:23,619
1-08873 3-1

olarak da hesaplanabilir.

ORNEK 2: Ornek 1 igin

logy; = |Og,é1 +B2 log X;, +,B3 log X,

¢oklu regresyon modelinin parametrelerini tahmin ediniz.
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Coziim:
Yi Xiz Xis logY;i logXiz logXis
24 53 2,0 1,38021 1,72427 0,30103
28 51 2,4 1,44715 1,70757 0,38021
33 47 2,6 1,51851 1,67209 0,41497
26 52 2,5 1,41497 1,71600 0,39794
21 60 2,3 1,32221 1,77815 0,36172
30 54 2,6 1,47712 1,73239 0,41497
37 51 2,7 1,56820 1,70757 0,43136
41 40 2,9 1,61278 1,60206 0,46239
240 408 20,0 11,74115 13,64010 3,16459
(logYiy? (logX2)? (logX)?  (logX)(logXia) ~ (logXe)(logY)  (logXiz)(logYs)
1,90497 2,97310 0,09061 0,51905 2,37985 0,41548
2,09424 2,91579 0,14455 0,64923 2,4711 0,55022
2,30587 2,79588 0,1722 0,69386 2,53908 0,63013
2,00214 2,94465 0,15835 0,68286 2,42808 0,56307
1,74823 3,16181 0,13084 0,64319 2,35108 0,47826
2,18188 3,00117 0,17220 0,71888 2,55894 0,61296
2,45925 2,91579 0,18607 0,73657 2,67781 0,67645
2,60105 2,56659 0,2138 0,74077 2,58377 0,74573
17,29763 23,27478 1,26862 5,38441 19,98971 4,67230
log 4, n log X;, log X, - logY;
P, |=|logX, log X (logX;,)(Iog X;5) | | (log¥;)(log X ;)
Py log Xj;  (log X;3)(log X;;) log X (logY;)(log X;)

1

8 13,64010 3,16459 |
(XX)™*=]13,64010 23,27478 5,38441
316459 538441 1,26862

D = (8.23,27478.1,26862) + (13,64010.5,38441.3,16459) +
(3,16459.13,64010.5,38441) — (3,16459.23,27478.3,16459) —
(5,38441.5,38441.8) — (1,26862.13,64010.13,64010)

= 0,0014366
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[|23,27478  5,38441 ’13 ,64010 538441‘ ‘13 ,64010 23, 27478‘

538441 1,26862 316459 1,26862 316459 5,38441
13,64010 316459

XX — ‘ 3 16459‘ ‘ 13,64010‘
538441 126862 (316450 126862 (316450 538441

1364010 316459 316459 13,64010

23,27478 538441 L3 64010 5 38441‘ ‘13 64010 23 27478‘

053498036 026465362  —0,2112452
| 026465362 013433014  —0,09004405
—0,2112452 —0,09004405 0145912

0,53498036  —0,26465362 —0,2112452
(XX)* = m —0,26465362  0,13433014  0,09004405
’ —0,2112452  0,09004405 0,145912

372,393401  —184,2222052 —147,0452457
=|—184,2222052  93,50559654 62,67858137
—147,0452457  62,67858137 101,5675901

o g ﬁl 1 372,393401  —-184,2222052 —147,0452457 ||11,74115
,32 =|—-184,2222052  93,50559654  62,67858137 ||19,98971
Bs —147,0452457  62,67858137 101,5675901 4,67230

logp,| [ 273882
B, |=|-097765

A

By 1,00062

logYi=2,73882 —0,97765 logXi, + 1,00062 logXis
> (log Y, —log Y;)* = > (log Y;)* —log A, > log Y; — B, (log X;,)(log ;) — B; > (log X, )(log ;)

= 17,29763 — 2,73882(11,74115) — (-0,97765)(19,98971)
~ (1,00062)(4,67230)

=0,00847

2_llog¥; ~ (logV)J* = > (logY,)* ~n(log )’
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logY = =1,46764

210gY, 1174115
n

3 [logY, - (log¥)J? =17,29763 - 8(L 46764y’

= 0,06580

. 2 llogY, ~(log V)T
"+ llog, ~logvy

1000847 oo 0715
0,06589

ORNEK 3: Asagida bir malin 6 yillik satis miktarlar1 (Yj), yillik ortalama
satis fiyat1 (Xi2) ve rakip mallarin yillik satis fiyatlarinin ortalamasi (Xis) verilmistir.

Yillar Yi Xiz Xi3
(1=1000 Adet) (1=1TL) (1=1TL)

2004 181 16 18
2005 195 20 21
2006 218 25 30
2007 204 31 32
2008 233 40 38
2009 247 36 41

1278 168 180

a) Coklu dogrusal regresyon modelinin parametrelerini ortalamadan fark matrisleri
ile tahmin ediniz.

b) Tam logaritmik regresyon modelinin ortalamadan fark matrisleri ile parametrele-
rini tahmin ediniz.

c) Her iki modelin belirlilik katsayilarint hesaplayiniz.

Coziim:
a)

Yi Xiz Xis Yi Xi2 Xi3 YiXiz YiXia Xi2Xi3
181 16 18 -32 -12 -12 384 384 44
195 20 21 -18 -8 -9 144 162 72
218 25 30 5 -3 0 -15 0 0
204 31 32 -9 3 2 -27 -18 6
233 40 38 20 12 8 240 160 96
247 36 41 34 8 11 272 374 88

1278 168 180 0 0 0 998 1062 406
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Xi2 Xi3 Yi
144 144 1024
64 81 324
9 0 25
9 4 81
144 64 400
64 121 1156
434 414 3010

_ Y
:Z_=$=m

_ :ZXm:@:%

:E:x

6

6

_180 _

=30

Y; :ﬁl +/§2Xi2 +Iéax

_,B:z ,
Bs ]

5

P

B 2
2%
inzxis

(434 4067 998
406 414 | |1062

(X X) matrisinin determinanti

2
2%

%

D = 434.414 —(406)? = 14840

X' X)*t=

14840 {

414 406
406 434

|

Z YiXi2
Z YiXis

|
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(X X)* =| 00278975 —0,0273584
T |-0,0273584  0,0292452
', ] [ 00278975 —0,0273584 | 998
B, | |-00273584  0,0292452 | 1062
'5,| [-12120158

B, | | 37547192

B, =-121

B, =375

/}1 :Y__/}ziz _ﬁaia
= 213-(-1,21)(28) — (3,75)(30) = 134,38

Yi=134,38 — 1,21 X, +3,75Xi3

|

b)

Yi Xiz Xis logY; logXiz LogXis
181 16 18 2,25767 1,20411 1,25527
195 20 21 2,29003 1,30102 1,32221
218 25 30 2,33845 1,39794 1,47712
204 31 32 2,30963 1,49136 1,50514
233 40 38 2,36735 1,60205 1,57978
247 36 41 2,39269 1,5563 1,61278
1278 168 180 13,95582 8,55278 8,75230

(logY;)? (logXiz)? (logXiz)>  (logY;)(logXi2) (logY;)(logXis) (logXis)(logXi)
5,09707 1,44988 1,5757 2,71848 2,83398 1,51148
5,24423 1,69265 1,74823 2,97937 3,0279 1,72022
5,46834 1,95423 2,18188 3,26901 3,45417 2,06492
5,33439 2,22415 2,26544 3,44448 3,47631 2,24470
5,60434 2,56656 2,49570 3,79261 3,73989 2,53088
5,72496 2,42206 2,60105 3,72374 3,85888 2,50996
32,47333 12,30953 12,86800 19,92769 20,39113 12,58216
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(og") =@

=2,32597

13,95582
6

_ log X,
(iog xz)=¥

=1,42546

855278
6

_ log X,
(fog x3)=¥

= @ =1,45871

> llog X;, - (Iog X,)I* = > (log X;,)* —n(log X,)?
=12,30953 — 6(1,42546)>
=0,11791
D llog X, —(log X,)I* = Y (log X;5)° —n(log X,)*
=12,86800 — 6(1,45871)?
=0,10099
D llog X, —(log X, )][log X, — (log X, )] = ¥ (log X ;;)(1og X3) ~n(log X, )(log X ;)
=12,58216 — 6(1,42546)(1,45871)
=0,10616
> llogY, - (log¥)][log X, - (log X, )] = Y (log¥,)(log X;,) —n(log¥ )(log X )
=19,92769 — 6(2,32597)(1,42546)
=0,03422
D llogY, - (logY)][log X ; — (log X;)] = D (logY,)(log X ;) — n(log¥ )(log X ,)
= 20,39113 — 6(2,32597)(1,45871)
=0,03363
> llogY; - (logY)I* = > (log¥,)* - n(logY)’
= 32,47333 - 6(2,32597)?
=0,01251
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A

Bi) | Dlogx,)(ogx,) Y [logx,T

'5,| [o11791 0106167 '[0,03422
B,| 1010616 010099 | |0,03363

D = (0,11791)(0,10099) —(0,10616)2 = 0,0006377

010616 010099 |  0,0008377 | 010616 011791

[ 158,36600  —166,47326
| -166,47326  184,89885

[0,11791 0,10616}1 1 {0,16099 0,10616}

5,] [ 158,36600 —166,47326 0,03422
4, || -166,47326 18489885 | 0,03363

B, [-017921
B,| | 052143

log 4, =logY — B,log X, — B,log X,

= 2,32597-(-0,17921)(1,42546) — (0,52143)(1,45871)
= 1,82081

logYi=1,82081 - 0,17921logX;, + 0,52143 logXis

¢) Dogrusal model

zeiz = z y! _ﬁzz YiXiz _ﬁsz YiXis
=3010 — (-1,21)(998) — (3,75)(1062)
= 235,08

RZ=1- Zef
Doy
. 23508

3010
=1-0,078 =0,922
Logaritmik Model

5,1 [ Dlogx, D llogx,)log x)] | Y (log y;)(log x;,)
D (log y;)(Iog x;,)

|
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D el =Y (logy,)’ - B, (log y,)log x,,) - 3 D (log y,)(log ;)
=0,01251 — (-0,17921)(0,03422) — (0,52143)(0,03363)
=0,001106

D i
> (ogy, )’

_,_ 0001106
0,01251

=1-0,088=0,912

ORNEK 4: Asagida bir seri verilmistir.

Yillar Yi Xiz Xia Xia
2001 5 12 18 4
2002 6 13 17 5
2003 4 10 16 3
2004 7 15 15 8
2005 8 18 16 6
2006 11 21 13 7
2007 9 22 12 9
2008 10 25 11 10
2009 12 26 8 11
72 162 126 63

Serinin ¢oklu dogrusal regresyon modelinin parametrelerini ortalamadan farklar
matrisi ile tahmin ediniz.

Coziim:

Yillar Yi Xi2 Xis Xia Yi Xi2 X3
2001 5 12 18 4 -3 -6 4
2002 6 13 17 5 -2 -5 3
2003 4 10 16 3 -4 -8 2
2004 7 15 15 8 -1 -3 1
2005 8 18 16 6 0 0 2
2006 11 21 13 7 3 3 -1
2007 9 22 12 9 1 4 -2
2008 10 25 11 10 2 7 -3
2009 12 26 8 11 4 8 -6

72 162 126 63 0 0 0
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Xia Xi2 Xi3 Xig YiXi2 YiXis YiXia Xi2Xi3
-3 36 16 9 18 -12 9 -24
-2 25 9 4 10 6 4 -15
-4 64 4 16 32 8 16 -16
1 9 1 1 3 1 -1 3
-1 0 4 1 0 0 0 0
0 9 1 0 9 3 3
2 16 4 4 2
3 49 9 9 14 6 -21
4 64 36 16 32 -24 16 -48
0 272 84 60 122 -62 52 -138
Xi2Xia XizXia
18 -12
10 -6
32 -8
-3 1
0 -2
0 0
8 4
21 -9
32 -24
118 -64
n 9
S DX, 182
X, = o218
n 9
- Xis 126
X, = Z Fo 14
n 9
D Xu 63
X, = b7
n 9
-1
- 2
5, inz zxizxia zxizxm ZYiXiz
P 2
By |= zxizxis ins ZXBXM ZiniB
2
A inzxm zxisxm ZXM ZYiXM

272
(XX)*=|-138
118

~138 118
84 —64
—64 60

-1
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D = [(272)(84)(60) + (-138)(-64)(118) + (118)(-138)(-64)]
— [(118)(84)(118) +(-64)(-64)(272) — (60)(-138)(-138)
= 28864

(184 -64/ |-138 -64/ |-138 84 |]
64 60| |118 60| |118 —64
' | |-138 118 [272 118| 272 -138
(X X) =
-64 60| [118 60 118 —64
138 118] |272 118 |272 -138
|| 84 -64] |-138 -64 |-138 84 ||

944  —728 —1080
_| —728 2396 -1124
_1080 -1124 3804

' —1_i o
X X)" =5 (X X)

. 944 728 1080
(X X)* = Seeed 728 2396 1124
-1080 1124 3804

0,0327050  0,0252217 —0,0374168
=| 0,0252217  0,0830099 0,0389412
—0,0374168 0,0389412  0,1317904

'j,] [ 00327050 00252217 -0,0374168 [ 122
B, | =| 00252217 0,0830099 0,0389412 ||-62
B, | |-00374168 00389412 01317904 || 52
'4,| T 04805
B, | =|—0,0446
B, | |-01261

/}1 :Y__ﬂAz)zz _ﬁsia —/}4)?4
= 8-(0,4805)(18) — (-0,0446)(14) — (-0,1261)(7) =0,8581
Y; =0,8581 + 0,4805 X, —0,0446 Xiz—0,1261 Xi4
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BOLUM 15

ZAMAN SERILERININ
ANALIZI

Ikinci boliimde istatistiksel serileri aciklarken zaman serileri tammlanmisti.
Zaman serileri pek ¢ok faktor tarafindan etkilenebilirler. Zaman serilerini gegmis
devrelerde etkileyen faktorler etkilerini gelecek devrelerde de siirdiirebilirler. Seriyi
geemis devrelerde etkileyen faktorlerin incelenmesi, etkinin gelecek devrelerde de
degismeden devam edecegi varsayimi ile gelecek devre degerlerinin tahmini igin
onemlidir.

Zaman serileri ¢esitli zaman birimlerine gore diizenlenebilirlerse de, uygula-
mada genellikle aylik, {icer aylik veya yillik olarak kullanilmaktadirlar. Ornegin,
devlet ithalat ve ihracat istatistiklerini aylik, gayri safi milli hasila ile ilgili istatistik-
leri ise iicer aylik olarak yayinlamaktadir. Zaman serileri yillik olarak diizenlenmis
ise, yillik degerler aylik degerlerin toplamindan veya ortalamasindan olusabilir. Or-
negin, yillik ithalat, ihracat verileri veya bir igletmenin yillik satislart ile ilgili veriler,
genellikle aylik degerlerin toplami olarak diizenlenirse de; yillarin aylik ortalama
ihracat, ithalat veya satis miktarlarini gostermek icin, aylik degerlerin ortalamalari
alinarak da zaman serileri diizenlenebilir.

Zaman serilerinin analizi ile gelecek devrelere ait tahminler ve planlar yapila-
bilir, yeni stratejiler gelistirilebilir. Bunlar iilke ekonomisi ile ilgili olabilecekleri
gibi, isletmeler gibi daha kiigiik birimlerle ilgili de olabilirler. Yapilacak tahminlerde
gecmis devrelerdeki etkinin gelecekte de devam edecegi varsayilmaktadir. Gelecek
devrelerde degisiklikler olacagi tahmin edilse bile, yapilacak ¢aligmalar en azindan

bu konuda bir fikir verecek veya yol gosterecektir.
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15.1. ZAMAN SERILERINI ETKILEYEN FAKTORLER

Zaman serileri ¢ok sayida faktor tarafindan etkilenirler. Hangi faktorler tarafin-
dan etkilendikleri ise serilerin ilgili olduklar1 konuya ve verilerin diizenlenme gekilleri-
ne gore degisecektir. Ornegin, iktisadi olaylar ile ilgili seriler ile, bir bolgenin sicakligi,
bir sehirde belirli bir hastaliktan 6lenlerin sayilari, bir karayolunda meydana gelen
kazalar i¢in diizenlenen serilerin ayni faktorler tarafindan etkilenecegini sdyleyemeyiz.
Bu serileri etkileyen faktorlerin bazilar1 ayni olsa bile, bazilar1 farkli olacaktir. Ayrica,
yillik olarak diizenlenmis bir seride mevsim etkisinden s6z edilemeyecegi de agiktir.

Burada iktisadi zaman serilerini etkileyen faktorler ele almacaktir. Iktisadi
zaman serilerinin de konularina goére farkli faktorler etkileyebilirse de, bu faktorler
genellestirilebilir. Iktisadi zaman serilerini genel olarak dért faktor tarafindan etki-
lendigi kabul edilmektedir. Bu faktorler sdyle siralanmaktadir.

1- Trend

2- Mevsimlik dalgalanmalar
3- Konjonktiirel dalgalanmalar
4- Diizensiz dalgalanmalar

Zaman serilerinin uzun devre egilimine trend adi verilmektedir. Seride devre-
den devreye dalgalanmalar, yani artislar veya azalislar olacaktir. Trend bu dalgalan-
malarin genel karakterini ifade etmektedir. Seriler uzun devrede artma veya azalma
egilimi gosterebilecekleri gibi, sabit de kalabilirler. Ornegin, bir isletmenin yillik
tiretim miktarlar1 incelendiginde tiretim ¢esitli nedenlerle baz1 yillarda artis, baz
yillarda ise azalig gosterebilir. Uretim miktarlarinin trendi bu kisa devreli artis ve
azaliglarin sonucunda serinin gosterdigi egilimdir.

Mevsimlik dalgalanmalar, mevsimlerin zaman serisi tizerindeki etkilerini ifa-
de etmektedir. Baz1 olaylar mevsimlerden etkilenebilirler. Ornegin, issizlik oraninin
mevsimlere gore farklilik gdstermesi, mesrubat satislarinin yaz aylarinda artmasi
gibi. Mevsimlerin seriyi etkileyip etkilemedigini, etkiliyorsa etkinin ne kadar oldu-
gunun belirlenmesi i¢cin mevsimlik dalgalanmalarin incelenmesi gerekecektir. Mev-
simlerin etkisinin incelenebilmesi i¢in yildan daha kisa zaman birimlerine gore (ay-
lik, {i¢ aylik gibi) diizenlenmis olmas1 gerekecektir.

Konjonktiirel dalgalanmalar ekonominin genel durumu ile ilgili dalgalanma-
lardir. Ekonomik durumun durgunluk, yiikselis, refah ve gerileme seklinde gosterdigi
dalgalanmalara konjonktiirel dalgalanmalar adi verilmekte ve bu dalgalanmalarin
periyodik olarak tekrarlandig: ileri siiriilmektedir. Yapilan arastirmalarda 3 yilda
tekrarlanan konjonktiirel dalgalanmalara rastlandig1 gibi, yaklagik 50 yilda tekrarla-
nan konjonktiirel dalgalanmalara da rastlanmistir. Bu dalgalanmalar ekonominin
genel durumu ile ilgili olduklarindan tiim ekonomik olaylar etkilerler.

Diizensiz dalgalanmalar, tesadiifi hareketler olarak da adlandirilabilirler. Bu
dalgalanmalar dogal, ekonomik veya siyasi nedenlerle ortaya g¢ikabilirler. Deprem,
kuraklik, savas, siyasi istikrarsizlik, grev gibi sebepler diizensiz dalgalanmalara ne-
den olmaktadir. Bu tiir olaylarin ne zaman olacaklar1 belli olmadigindan diizensiz
hareketlerdir ve dnceden tahmin edilemezler. Diizensiz hareketlerin ne zaman ortaya
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cikacaklar1 belli olmadig: gibi, siddetleri de farkli olacak ve etkileri giddetlerine bagl
olarak artacak veya azalacaktir.

Zaman serilerinin analizinde zaman X ve serinin gergek degerleri Y ile; za-
man serisini etkileyen faktorlerden trend T, mevsimlik dalgalanmalar M, konjonktii-
rel dalgalanmalar K ve diizensiz dalgalanmalar D harfleri ile ifade edilecektir. Bu
faktorlerin degisken iizerindeki etkileri toplamsal, ¢arpimsal veya ikisinin gesitli
birlesimleri seklinde agiklanabilmektedir.

Toplamsal iliski,
Yi=Ti+ M+ K+ Dj
Carpimsal iligki ise,
Yi=Ti X M; X Ki X Dj

seklinde ifade edilebilir. Yapilan arastirmalar faktorlerin ¢arpimlarinin daha dogru
sonug verdigini ortaya koymustur. Verilen ifadelerde T; sayisal degerler, M, K; ve D;
ise birer orandir. Incelenen zaman serisi yillik ise mevsimlik dalgalanmalar s6z ko-
nusu olamayacagindan iliski,

Yi=TixK;jxD;

seklini alacaktir.

15.2. TRENDIN BELiRLENMESI

Serilerin trendleri dogrusal veya egrisel olabilir ve trendin belirlenmesi igin
farkli yontemler kullanilabilir. Bu yontemlerin kullanilmasi ile yapilacak analizlerde
devre sayisinin miimkiin oldugunca ¢ok olmasi, daha dogru sonug¢ alinmasini sagla-
yacaktir.

Bir serinin trendinin belirlenmesinin en basit yolu serinin grafigini ¢izmektir.
Bu sekilde trendin genel karakteri belirlenebilirse de kesin ve giivenilir sonug elde
edilemeyecektir. Bu boliimde trendin belirlenmesi i¢in kullanilan diger yontemler
aciklanacaktir.

15.2.1. Yar1 Ortalamalar Yontemi

Bu yontemde seri iki esit parcaya boliinerek, boliimlerin ayr1 ayri aritmetik or-
talamalar1 hesaplanir. Hesaplanan aritmetik ortalamalar, grafik {izerinde uygun dev-
relerin karsiligi olarak isaretlenerek bu noktalarin bir dogru ile birlestirilmesi ile
trend dogrusu belirlenmis olur.

Bu yontemde devre sayisi gift sayi ise seri iki tam esit pargaya boliiniir, devre
say1st tek say1 ise ortadaki devre dikkate alinmaz ve bu sekilde bdliinen serinin bo-
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liimlerinin aritmetik ortalamalar1 hesaplanir. Serinin boliimlerinin aritmetik ortalama-
larmin grafik iizerinde gosterilmesi dnemlidir. Aritmetik ortalama serinin yarisinin
orta devresinin karsilig1 olarak isaretlenecektir. Serinin boliimlerinin ¢ift sayida ol-
mas! durumunda aritmetik ortalama her yarimin orta devresinin karsisinda, serinin
boliimlerinin tek sayida olmasi durumunda ise aritmetik ortalama serinin yarilarinin
ortasinda yer alan iki devrenin ortasinin karsisinda yer alacaktir.

ORNEK: Asagida bir malin 6 aylik satis miktarlar1 verilmistir (1 = 1000 adet
). Serinin trendini yar1 ortalamalar yontemi ile belirleyiniz.

Aylar Satis Miktarlar
1 13
2 17->Y,=15
3 15
4 21
5 18—>Y, =22
6 27

Satis miktarlar1 Y ile ifade edilecektir.

n_%6_,

2 2

V=Y1+Y2+Y3

! 3
:13+17+15 _15

3

v =Y4+Y5+Y6

2 3
_ 21+18+27 _

3
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0 1 2 3 4 5 6 Xi

ORNEK: Asagida bir isletmenin yillik reel karlar1 verilmistir (1=1000 TL. ).
Serinin trendini yar1 ortalamalar yontemi ile belirleyiniz.

Yillar Reel Kar
2001 27
2002 29
-Y, =25
2003 24
2004 20
2005 22
2006 15
2007 16
—Y,=1325
2008 12
2009 10
n_%_4s
2 2
ﬂ:ﬂ+n+n+n
4
_ 27+29124+20 _ o5

Y1l sayisi tek oldugundan orta yil, yani 2005 y1l1 dikkate alinmayacaktir.
= Yo +Ys+ Y, +Y,
Y,=2—2 T35
4
~15+16+12+10

=13,25
4
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15.2.2. Hareketli Ortalamalar Yontemi

Hareketli ortalamalar yonteminde serinin dalga boyu dikkate alinarak aritme-
tik ortalamalar hesaplanir. Dalga boyu serinin maksimum ve minimum degerleri
arasindaki devre sayisidir. Dalga boyunun devre sayisi, hesaplanacak aritmetik orta-
lamalarin kapsayacagi devre sayisini belirler. Aritmetik ortalamalarin hesaplamasina
ilk devreden baglanarak, ilk birimin degerinin ¢ikarilip bir sonraki birimin degerinin
eklenmesi ile son birime kadar devam edilir. Yontemden iyi sonu¢ alinmasi dalga
boyunun ve siddetinin esit olmasina baglidir. Dalga boylar1 ve siddetleri farkli ise bu
yontem iyi sonu¢ vermeyecektir. Uygulamada tiim dalga boylarinin esit olmasi du-
rumuna az rastlanir. Dalga boylarimin farkli olmasi durumunda dalga boylarinin arit-
metik ortalamalar1 alinacaktir.

Hesaplanacak hareketli ortalama sayisi, dalga boyunun tek veya cift say1 ol-
masina ve dalga boyunun uzunluguna gore degisecektir. Dalga boyu tek sayida ise
dalga boyunun bir eksigi sayida devre i¢in hareketli ortalama hesaplanamaz. Hareket-
li ortalamasi hesaplanamayacak devrelerin yarisi serinin baginda, yarisi serinin so-
nunda yer alacaktir.

Dalga boyunu d harfi ile ifade edersek, d = 3 ise,
d-1=3-1=2
devre i¢in hareketli ortalama hesaplanamaz. 2/2 = 1 oldugundan serinin ilk ve son

devreleri i¢in hareketli ortalamalar belirlenemeyecektir. d =3 i¢in 3’erli hareketli
ortalamalar s0yle hesaplanacaktir.



Zaman Serilerinin Analizi 501

Devreler Yi Hareketli Ortalamalar
1 Y1 -
2 Y2 7 = Y, +Y, +Y,
2 3
3 Y3 7 - Y, +Y, +Y,
’ 3
4 Ya 7 - Y, +Y, +Y;
! 3
n-1 Yn1 Y_ — Yn—2 + Yn—l + Yn
n-1 3
n Yn -

Dalga boyu d =5 ise
d-1=5-1=4

devre icin hareketli ortalama hesaplanamaz ve Y/2 = 2 oldugundan ilk ve son iki
devre i¢in hareketli ortalamalar belirlenemeyecektir. Bu durumda hareketli ortalama-
lar goyle olacaktir.

Devreler Yi Hareketli Ortalamalar
1 Y1 -
2 Y2 -
3 Ys 7YY Y Y Y,
: 5
4 Y4 7 Yot Ya Y Yo+ Y
‘o 5
5 Ys 7o Ya Yt Yo +Yo 4
5 5
n-2 Yn-2 v o Youo+Yos+Y, +Y, 1 +Y,
n-1 5
n-1 Yn-1 -
n Yn -

ORNEK: Asagida verilen serinin trendini hareketli ortalamalar yontemi ile
belirleyiniz.
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Devreler

<
<

[EY

3,66
4,66
5,66
6,33
7,00
8,00
8,66

© 00N OB~ WNN
© N oo o 0o wN

[EnY
o
'

Serinin degerleri 3, 6. ve 9. devrelerde maksimum yapmistir. Bu nedenle
dalga boyu d = 3’tiir.

d-1=3-1=2

devrenin hareketli ortalama degeri hesaplanamayacaktir. Bu devreler
1. ve 9. devrelerdir. n—(d-1) =9 —(3-1) = 7 hareketli ortalama hesaplanacaktir.

v _ Y +Y,+Y; 2+3+6 _11

) =—=23,66
3 3 3
\73:Y2+Y3+Y4 :3+6+5=E=4,66
3 3 3
%:Y3+Y4+Y5 _ 6+5+6:£:5,66
3 3 3
\75:Y4+Y5+Y6 :5+6+8:Q:6’33
3 3 3
\76:Y5+Y6+Y7 :6+8+7 :E:ZOO
3 3 3
Y, :Y6+Y7+Y8 :8+7+9=£:8,OO
3 3 3
\78:Y7+Y8+Y9 :7+9+10 :§:8,66

3 3 3
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Dalga boyu ¢ift sayida ise, yine dalga boyunun bir eksigi sayida hareketli
ortalama hesaplanamayacak ve bunlarin yarist serinin basinda yarist sonunda yerala-
caktir. Dalga boyu =4 ise,d -1 = 4-1 = 3 devre i¢in hareketli ortalama hesaplanamaz
ve 3/2 = 1,5 oldugundan serinin bagindan ve sonundan 1,5’er devrenin hareketli orta-
lama degerleri belirlenemeyecektir. Bu durumda hesaplanacak hareketli ortalamalar
devrelerin ortalamalarinda yer alacaklardir. Bu nedenle ardarda gelen hareketli orta-
lamalarin ikiser ikiser ortalamalari alinarak diizeltme yapilir. Diizeltme yapildiktan
sonra dalga boyu sayida devre icin hareketli ortalama degeri hesaplanamamis olacak-
tir. Bunlarin yarisi serinin baginda, yarisi serinin sonunda yer alacaktir. Dalga boyu d
=4 ise hesaplanacak hareketli ortalamalar sdyle olacaktir.

Devreler i Hareketli Ortalamalar Duizeltilmis Hareketli Ortalamalar
1 Y1 -
2 Y g Yttt Y,
2,5 4
— Y, 4Y,+Y, +Y, — Y5 +Y.
3 Y3 Y3,5 _ 2 3 4 5 Y3 — 2,5 3,5
4 2
— Y.+, Y +Y, — Yy +Y,
4 Ya Y5 = 24 5 6 Y, = 35 45
4 2
5 Ys
N2 Yo V.= YoutYos+ Yoo+, v = Yoss +Ynos
4 2
Y_ _ Yn—2,5 +Yn—1,5
n-2 =
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- Yos+Y, ,+Y 5 +Y
n-1 Yn»l Yn—1‘5 — _n=3 n—24 n-1 n

n Yn -

Dalga boyu uzunluklari 6, 8, 10,12 .... gibi ¢ift sayida oldugunda da ayni is-
lemlerin yapilmasi gerekecektir.

ORNEK: Asagida verilen serinin trendinin hareketli ortalamalar yontemi ile
belirleyiniz.

Dizeltilmis
Devreler Yi Hareketli Hareketli
Ortalamalar Ortalamalar
1 3 - -
2 4 - -
5,25 -
3 6 6,25 5,75
4 8 7,25 6,75
5 7 8,25 7,75
6 8 9,25 8,75
7 10 - -
8 12 - -

Serinin degerleri 4. ve 8. devrelerde maksimum yaptig1 i¢in dalga boyu 4’tiir.
d-1=4-1=3

devre i¢in hareketli ortalama hesaplanamaz. Bunlarin yarisi seri basinda yarisi seri
sonunda yer alacaktir.

n—(d-1)=8-(4-1)=5
hareketli ortalama degeri hesaplanacaktir.

Y +Y, +Y;+Y, 3+4+6+8 21

7. : : =55
V.. :Y2+Y3:Y4+Y5 _ 4+618+7 :%:5,25
V., :Y3+Y42Y5+Y6 _ 6+8;7+8 :27?:7,25
V., =Y4+Y51Y6 Y, 8+7+48+10 =%=8,25

Y 4Y 4Y, +Y, 748410412 37
Vos =20 T = ; = =925
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Diizeltilmis Hareketli Ortalamalar

Diizeltme isleminden sonra dalga boyu sayisinda, yani 4 devre i¢in hareketli
ortalama degeri olmayacaktir. Bunlar serinin ilk ve son iki devresidir.

— Y, +Y.
Y, - 25+ Va5 _ 5,25 +6,25 _ 11,50 _575
2 2 2
— Y, +Y,
Y, - a5 F Va5 _ 6,25 +7,25 _ 13,50 6,75
2 2 2
— Y, Y
Y, - 45+ Vo5 _ 7,25+8,25 _ 15,50 ~775
2 2 2
— Y. Y,
v - 55 T Vo5 _ 8,25+9,25 _ 17,50 _g75
2 2 2
Y
12| b4
/7
11
10~
9_
al-
=
6_
5
/
4+ J
//
3F v
ok
]__
| | 1 1 1 1 | 1

o
=
N
w
N
(¢1
(o2}
~
(00}

Devreler

Dalga boyu ¢ift ise, hareketli ortalamalarda diizeltme islemi ilk hesaplama
sirasinda da yapilabilir. Bunun i¢in her hareketli ortalama, dalga boyundan bir fazla
devre i¢in hesaplanir. Hesaplamada hareketli ortalamanin hesaplanmasinda kullani-
lan ilk ve son devre degerlerinin yaris1 alinarak dalga boyuna boliiniir.

Bu durumda dalga boyu d = 4 ise, 4. devre igin, hareketli ortalama hesapla-
namaz, bunlar serinin basinda ve sonunda yer alan d/2 = 2’ser devredir. Hesaplana-
cak hareketli ortalamalar ise,
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Devreler Yi Hareketli Ortalamalar
1 Y1 -
2 Y2 -
3 Y3 Y. Y,
Ik A A
v, = 2
4
4 Ya Y. Y
2 Y+ Y, + Y+
Y = 2 2
=
4
n-2 Yn-2 Y
" 3 Y s+ Y, Yt ?”
Yn—Z = 4
n-1 Yn-1 -
n Yn -

olacaktir. Diger cift sayidaki dalga boylar1 i¢in de ayn1 uygulama yapilacaktir.

ORNEK: Daha once verilen 6rnek i¢in hareketli ortalamalar1 hesaplaymiz.

Devreler Yi Hareketli
Ortalamalar
1 3 -
2 4 -
3 6 5,75
4 8 6,75
5 7 7,75
6 8 8,75
7 10 -
8 12 -
_ L+Y2+Y3+Y4+Y—5 §+4+6+8+Z 23
Y3=2 2 _2 2:_:5’75
4 4 4
_ Y—2+Y3+Y4+Y5+Y—6 ﬂ+6+8+7+§ 27
Y4:2 2 _2 2:—:6,75
4 4 4

Y—3+Y +Y, +Y, +Y—7 §+8+7+8+E
2 Y %% 2 _ 2 2 _31
Y, = 2 = 2 =7:7,75
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Y—“+Y +Ys +Y. +Y—8 §+7+8+10+E
c_2 ° ° 7T 2 _2 2 _35
Y = 2 = 2 =T=8,75

15.2.3. Trendin Matematiksel Modeller ile Belirlenmesi

Regresyon analizinde degiskenler arasindaki iliski matematiksel bir model ile
aciklaniyordu. Trend, zaman serisinin degiskeninin uzun devre egilimi oldugundan,
regresyonda oldugu gibi matematiksel bir model ile belirlenebilir. Bu durumda de-
giskendeki degismeler zaman degiskeni tarafindan aciklanacagindan, zamanin ba-
gimsiz degisken oldugu basit regresyon analizi sozkonusu olacaktir.

Trendin belirlenmesi i¢in daha 6nce basit regresyonda verdigimiz formiiller
kullanilacaktir. En kiigiik kareler yontemi ile basit dogrusal regresyon igin normal
denklemler,

Zn:Yi =nd+ ﬁzn: X,
i=1 i=1

Zn:xivi :&Zn:xi +/}Zn:xi2
i=1 i=1 i=1

olarak elde edilmis ve birinci denklemden ¢ ’in gekilerek ikinci denklemde yerine
konulmasi ile,

Zn: X.Y, —nXY
_ =l

: Zn:xiz —n(X)?

bulunmustu. Bu durumda sabit katsayz,

A

s

A—

a=Y - pX
olarak tahmin edilmekteydi.

Verilen bu formiiller dogrusal trendin belirlenmesi i¢in kullanilirken X, yani
bagimsiz degisken zaman ifade edecektir. Eger zaman serisi yillik ise, yillar biiyiik
rakamlar olacagindan bunlarin yerine degerler verilerek matematiksel iglemler kolay-
lastirilabilir. Zaman degiskeni yerine degerler verilirken yillarin birer birer artisi
dikkate alinacaktir. X’e verilen degerler birer birer artmayabilir, fakat zaman gibi esit
miktarlarda artmasi gerekir. Ayrica verilen degerler ne kadar kiigiik tamsay1 degerler
olursa matematiksel igslemler o kadar azalacaktir. Bu nedenle X’e 0 veya 1’den bagla-
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narak birer birer artacak sekilde degerler verilmektedir. (X=0,1,2,...,n-1 veya X=

1,2,3,....,n).
ORNEK: Asagida verilen serinin dogrusal trend modelinin parametrelerini
tahmin ediniz.
Yillar Yi Xi XiYi X
2005 3 0 0 0
2006 6 1 6 1
2007 5 2 10 4
2008 7 3 21 9
2009 9 4 36 16
30 10 73 30
D OXY, —nXY
B _ _i=l
D X¢ =n(X)?
i1
_ X
X = Z = 10 =2
n 5
_ Y
DI
n 5
ﬂA _ 73—5(2)(623) _ 13 _13
30-5(2) 10
&=V - %
=6-1,3(2) =34
Yi=3,4+13X;
Ayni1 parametreleri X; degerlerini 1’den baglatarak tahmin edelim,
Yi Xi XiYi Xi?
3 1 3 1
6 2 12 4
5 3 15 9
7 4 28 16
9 5 45 25
30 15 103 55
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Zn“xi\(i —nXY
ﬂ _ =l

_Zn“xﬁ—no?)2

X:lzgzg
n 5

Y_leﬁz(;
n 5

. 103-5(3)(6) 13
55-53)2 10
&= - %
=6-1,3(3) =21
Yi=2,1+1,3X;

Dikkat edilirse Xj’ye verilen farkli degerler sadece sabit katsayiy1 degistirmis-

tir.

Trendi belirlemek i¢in kullanilan dogrusal modelde Xi’nin katsayisi zaman
biriminin artmasi ile degiskenin degerinin ne kadar artacagimi veya azalacagini agik-
lamaktadir. Yukarida verilen 6rnekte goriildiigii gibi Xi’nin farkli degerler almasi ile

,é katsayist degismemistir. Yalniz Xi’nin degerleri birer birer artmadigt durumlarda

ise, Xi’nin katsayisinin degeri degisecektir.

ORNEK: Daha 6nce verilen 6rnek igin Xi=0,2..... seklinde degerler vererek

katsayilari tahmin ediniz.

Yi Xi XiYi Xi?
3 0 0 0
6 2 12 4
5 4 20 16
7 6 42 36
9 8 72 64

30 20 146 120
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A

ixi\(i —nXY
ﬂ _i=l

_Zn:xiz—n(i)z

- 140-5(40) 26 _ e
120 -5(4)* 40

G =Y - X
=6-0,65(4) =34
Yi= 3,4 +0,65X;

Bu sonug¢ daha once X; =0,1,2,3,4 olarak alindiginda elde edilen sonug ile

karsilagtirtlirsa ,é katsayisinin degistigi ¢ katsayisinin ise ayni kaldigi goriilecektir.
Xi, 2’ser 2’ser arttiginda ﬁ katsayis1 diger katsayisinin yarisina esit bulunmustur. Bu

durumda ,é 6 aylik artis miktarim1 vermekte ve yillik artis miktarimm belirlenmesi
icin 2 ile ¢arpilmasi gerekmektedir.

Trendi belirlemek igin kullanilan modellerde sabit katsaymin matematiksel
anlami disinda bir anlami1 olmayacaktir. Regresyon analizinde sabit katsay1 bagimsiz
degiskenin sifir degerini almasi halinde bagimli degiskenin alacagi degeri vermek-
teydi. Trend s6z konusu oldugunda ise bagimsiz degisken zaman oldugundan bu
degiskenin sifir degerini almasinin bir anlami olmayacaktir.

Trend modelini belirlemek i¢in X; degiskenine birer birer artan degerler veri-
lerek eksen kaydirilmasi ve birden bilyiik degerler verilerek arttirilmast ile 6lgek
degistirilmesi yapilmaktadir. Degerler verilirken Xi’lerin toplami sifira esitlenirse
katsayilarin tahmini islemlerinde basitlesme olacaktir. Bu durumda normal denklem-
lerden,

Zn:Yi =na+ [32”: X,

i=1 i=1

Zn:xivi =dzn:xi +ﬁzn:xi2
i=1 i=1 i=1



Zaman Serilerinin Analizi 511

n
Z X, =0 oldugundan 1. Denklemden,
i-1

Zn:Yi =na
i=1

n

S

i=1
n

d:

ve 2. denklemden,
n n
ZXiYi = ﬂzxiz
i=1 i=1
DXy,
— i=1
i=1

olarak elde edilir.

A

s

Xi’lerin toplaminin sifira esitlenebilmesi i¢in devre sayisi tek sayi ise ortadaki
degere sifir verilecektir. Serinin orta degerden onceki devreleri igin birer birer veya
daha farkli esit aralikli eksiltme, serinin orta degerinden sonraki devreleri i¢in ayni
aralikli arttirma yapilacaktir. Bu durumda Xj’ler birer birer arttirilirsa, X; = ..... -3,-2,-
1,0,1,2,3,... seklinde, ikiser ikiser arttirilirsa ....,-6,-4,-2,0,2.4.6,.... olacaktir. Birer
artis islemleri daha basitlestireceginden uygulamada tercih edilmektedir.

ORNEK: Daha 6nce verilen seri i¢in Z X, = 0 olacak sekilde trend mode-

linin katsayilarini tahmin ediniz.

Yi Xi XiYi X2
3 -2 -6 4
6 -1 -6 1
5 0 0 0
7 1 7 1
9 2 18 4

30 0 13 10
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Yi=6+1,3X;

Goriildigii gibi yillik degisimi gosteren ﬁ’ katsayist ayni kalmis, eksen kaydi-
rilmasi nedeni ile sabit katsay1 degismistir.

X= 0 i¢in Y=6 ve X=1 i¢in Y=7,3 alinarak ¢izilen trend grafigi Sekil 15.1.’de
goriilmektedir.

Yi
10 :

8 :

6 :

4 :

2L :

0 - : : :
: 1 ) 3 4 x=0,1,2 3,4
: - : : .
2 1 0 1 2 x=-2,-1,0,1,2

Sekil 15.1

Sekil 15.1°de iki X; ekseni kullanilarak ¢izilen grafikte dogrunun egiminin
ayn1 kaldig1, orjinin 0’dan 2’ye kaydirildiginda kesim noktasinin 3,4’ten 6’ya ¢iktig1
goriilmektedir.

Serinin devre sayisi ¢ift sayida olursa Xj’lere ....,-3,-2,-1,1,2,3,.... seklinde
deger verilmesi hatali olacaktir. Ciinkii X; diger devrelerde birer birer artarken —1,+1
araliginda 2 birim artmaktadir. Bu nedenle Xj’leri ikiser veya daha biiyiik araliklar ile
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arttirmak gerekecektir. Eger Xj’ler ikiser ikiser artacaksa orta devrelere —1 ve +1
degerleri verilecek ve X = ...-5,-3,-1,1,3,5,... seklinde degerler alacaktir.

ORNEK: Asagida verilen serinin dogrusal trend modelinin katsayilarini

Z X, = 0 alarak belirleyiniz.

Yillar Yi Xi XiYi X2
2004 8 -5 -40 25
2005 5 -3 -15 9
2006 7 -1 -7 1
2007 6 1 6 1
2008 4 3 12 9
2009 3 5 15 25
33 0 -29 70
2
b-— B 55
n 6
Z xiYi
p= -5 _ a4
hRS
Yi=55-0,414X%;

Devre sayist ¢ift say1 oldugundan X;i’ler ikiger ikiser artmistir. Bu nedenle B ;
6 aylik artis miktaridir. Ayni 6rnegi X;’ye 0’dan baglayarak degerler vererek ¢ozelim.

Yi Xi XiYi X2
8 0 0 0
5 1 5 1
7 2 14 4
6 3 18 9
4 4 16 16
3 5 15 25

33 15 68 55
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V:ZY‘ Y.

n 6
DX, —nXY
P —
DX =n(X)?
_ 68-6(2,5)(5,5)
55 —6(2,5)*
_ 145 oes
17,5
a=Y —,[;’)T

=5,5-(-0,828)(2,5) = 7,57
Yi=7,57-0,828X;
Goriildugi gibi ¢ degismis, [;’ ise eski ﬁ ’in iki katina ¢ikmistir.

1. modelde X=0 i¢in Y=5,5 ve X=1 i¢in Y=5,086 ve 2.modelde X=0 i¢in Y=7,57 ve
X=1 igin Y=6,742 alinarak ¢izilen grafikler Sekil 15.2.’de goriilmektedir.

1 2 3 4 5 x=0,1,2,3,4,5

5 3 -1 1 3 5 x=.53-1013,5
Sekil 15.2
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Sekil 15.2.°de de goriildiigii gibi hem eksen hem de 6lcek degistiginde dogru-
nun egimi de degismistir.

Parametreleri tahmin edilen trend modelleri i¢in parametre tahminlerinin var-
yanslar1 ve belirlilik katsayilar1 basit regresyonda verilen formiiller ile hesaplanacak-
tir. Burada belirlilik katsayis1 zaman degiskeninin degiskendeki degismeleri agiklama
oranini gostermektedir.

Trend modelleri i¢in teorik degerler regresyon analizinde oldugu gibi X’e ve-
rilen degerlerin modelde tek tek yerine konmasi ile bulunacaktir. Ayrica hata terimle-
rinin kareleri toplaminin hesaplanmasi i¢in verilen formiiller burada da gegerlidir.

Trend modelleri dogrusal oldugu gibi egrisel de olabilir. Egrisel trend regres-
yon analizinde verilen formiiller ile aym sekilde belirlenebilir. Burada 6nemli olan
tam logaritmik model ile X’in logaritmasinin alindig1 yari logaritmik modelde X’e
sifir veya negatif deger verilmemesi gerektigidir. Bu durumda hesaplama yapilama-
yacaktir.

15.2.3.1. Trend Modelleri ile Gelecek Devre Degerlerinin Tahmini

Basit regresyonda gelecek devrelere ait degerlerin tahmin edilebilmesi igin
bagimsiz degiskenin degerlerinin tahmin edilmesi gerekiyordu. Trend s6z konusu
oldugunda bagimsiz degisken zaman degiskeni oldugundan, degiskenin degeri, tah-
min edilecek devrenin zaman degiskeni degerinin modelde yerine konmasi ile tahmin
edilecektir. Eger eksen ve olgek degistirilmesi yapilmis ise degeri tahmin edilecek
devreye ait X; degerinin belirlenerek modelde yerine konmasi gerekecektir. Ornegin,

2003-2009 yillar igin X;’lere Z X; =0 olacak sekilde deger verilerek model belir-

lenmis ise X degerleri,

Yillar | 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
Xi | -3 -2 -1 0 1 2 3

olacaktir. 2010 yil1 degerleri tahmin edilecek ise X;=4, 2011 y1l1 degeri tahmin edile-
cek ise Xi=5 olarak aliacaktir. Ayni sekilde 2002-2009 yillar1 igin Z X; =0 olarak

sekilde deger verilerek, model belirlenmis ise X; degerleri,

YIIIar|2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010

Xi | -7 -5 -3 -1 1 3 5 7 9

olacaktir. Bu durumda 2010 yili degerinin tahmini igin X; =9, 2011 yili degerinin
tahmini i¢in X; =11 olarak alinacaktir.

Xi’lere 0 veya 1’den baslanarak birer birer artan degerler verilmesi durumun-
da ise gelecek devreler igin Xi’ler birer birim arttirilacaktir. Ornegin, 2003-2009
yillart i¢in Xi= 0,1,2,3,4,5,6 olacagindan 2010 yil1 i¢in X;=7 ve 2011 yil1 i¢in X; =8
olacaktir.
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ORNEK: Daha once verilen ve X’lere farkl sekillerde degerler verilerek
parametreleri tahmin edilen ornekler i¢in 2010 ve 2011 yili Y; degerlerini tahmin
ediniz.

IIk verilen 5 yillik 6rnekte,

Xi=0,1,2,3,4 verilerek
Yi=3,4+1,3X;
bulunmustu.

2010 yilinda Xi= 5 olacagindan,

Y, =34+13(5)=99
ve 2011 yilinda X;= 6 olacagindan,
Y, =3,4+1,3(6)=11,2
olacaktir. Aym 6rnek igin Xi= 1,2,3,4,5 verilerek

Yi=2,1+1,3X%;
bulunmustu.

2010 yilinda Xi= 6 olacagindan,

Y, =2,1+123(6)=9,9

ve 2011 yilinda Xi= 7 olacagindan,

A

Y, =21+13(7)=112
olacaktir. Aym 6rnek igin Xi= 0,2,4,6,8 verilerek

Yi=3,4+0,65X
bulunmustu.

2010 yilinda Xi= 10 olacagindan,

A

Y, =3,4+0,65(10)=9,9

ve 2011 yilinda X;= 12 olacagindan,

Y, =3,4+0,65(12) = 11,2
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olacaktir. Ayni 6rnek igin X;i’ler toplamu sifira esitlenerek (Xi= -2,-1,0,1,2 verilerek)
Yi=6+1,3X;

bulunmustu.
2010 yilinda Xi= 3 olacagindan,

A

Y, =6+13(3)=99
ve 2011 yilinda Xi= 4 olacagindan,

A

Y, =6+13(4)=11.2
olacaktir.
Ikinci olarak verilen drnekte
Xi=-5,-3,-1,1,3,5 alinarak,
Yi=5,5-0,414X;
bulunmustu.
2010 yilinda Xi= 7 olacagindan,

A

Y, =5,5-0,414(7) = 2,602
ve 2011 yilinda Xi= 9 olacagindan,

Y, =5,5-0,414(9) = 1,774
olacaktir.
Ayni 6rnek i¢in Xi= 0,1,2,3,4,5 verilerek
Yi=7,57-0,828X;
bulunmustu.
2010 yilinda Xi= 6 olacagindan,

A

Y, =7,57-0,828(6) = 2,602
ve 2011 yilinda Xi= 7 olacagindan,

A

Y, =7,57-0,828(7) = 1,774
olacaktir.

Goriildiigii gibi her iki 6rnekte de X’e verilen farkli degerler ile ayni yillar igin
yapilan tahmin sonuglari birbirine esit olarak bulunmustur.

15.2.3.2. Aylik Degerlerin Hesaplanmasi

Yillik, alt1 aylik, tic aylik, aylik gibi devreler i¢in diizenlenmis zaman serile-
rinden aylik veya daha kisa zaman birimleri i¢in teorik degerler hesaplanabilir. Bura-
da yillik serilerden aylik degerlerin hesaplanmasi agiklanacaktir.
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Serinin trendine bagh olarak aylik degerler yil bagindan yil sonuna dogru ar-

tarlar veya azalirlar. Serinin trendi artan ise, yani ,3 ‘nin isareti pozitif ise aylik de-

gerler yil bagindan yil sonuna kadar artacak trend azaliyor ise, yani ﬁ nin isareti
negatif ise aylik degerler yil basindan yil sonuna dogru azalacaklardir.

Aylik degerlerin hesaplanmasinda yillik degerlerin aylik degerlerin toplamin-
dan veya aylik degerlerin ortalamasindan olugmast ve zaman degiskenine verilen
degerlerin birer birer veya ikiser ikiser artmast dnemlidir. Zaman serisi aylik degerle-
rin ortalamasindan olusuyorsa hesaplanacak deger aylik olacak ve bu yil ortasi degeri
olarak kabul edilecektir. Zaman serisi aylik degerlerin toplamindan olusuyorsa bu
durumda aylik ortalama deger alinarak yil ortasi degeri olarak kabul edilecektir.
Zaman degiskenine verilen degerlerin artis miktarlar ise aylik artis veya azalis mik-
tarlarinin belirlenmesi i¢in dnemlidir.

Yapilacak hesaplamalarda yillik teorik degerlerin yil ortasina, yani 30 Hazi-
ran’a aylik teorik degerlerin ise ay ortasina yani her aym 15’ine ait olduklar1 kabul
edilecektir. Y1l ortasinin yili, ay ortasinin ay1 temsil edecegi kabul edildiginden 15
glinliik artis veya azalig miktarlarimin da hesaplanmasi gerekebilecektir.

Serinin aylik degerlerin toplamindan veya ortalamasindan olusmasina ve za-
man degiskenine verilen degerlerin birer birer veya ikiser ikiser artmasina gore yapi-
lacak hesaplamalar sdyle olusacaktir.

- Yillik degerlerin aylik degerlerin ortalamasi olmasi

Bu durumda X; degerleri birer birer artiyor ise ﬁ yillik degisim (artis veya
azalig) miktarlarin1 verecektir. Aylik degisim miktarinin belirlenmesi i¢in yillik degi-
sim miktar1 ay sayisina, yani 12’ye boliinecek ve aylik artis miktari ﬁ’ /12 olacaktir.
Aylik teorik degerler aylik degisim miktarinin ve trendin artan veya azalan olmasi da
dikkate alinarak belirlenecektir.

ORNEK: Asagida verilen seride yillik degerlerin aylik degerlerin ortalama-
sindan olustugunu kabul ederek 2008 yili Mart ve Aralik aylarina ait teorik degerleri
hesaplayiniz.

Yillar Yi Xi XiYi Xi?
2003 5 -3 -15 9
2004 7 -2 -14 4
2005 8 -1 -8 1
2006 8 0 0 0
2007 9 1 9 1
2008 8 2 16 4
2009 11 3 33 9
56 0 21 28
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& = X
n 7
XIYI
%Xz E—075
Yi=8+0,75 X

Yillik Artis Miktar : ,5’ =0,75

_on 0,0625

Aylik Artis Miktar :
y $ 12

N RSH

Vs =8+0,75(2) =95 30 Haziran 2008 degeri.

Mart ay1 degeri 15 Mart degeri olacagindan, 30 Haziran ile 15 Mart arasinda
3,5 ay vardir. Artan trend s6z konusu oldugundan ve Mart ay1 yilin ilk yarisinda, yani
30 Hazirandan once yeraldigindan 15 Mart degeri 30 Haziran degerinden kiigiik
olacaktir. Bu nedenle 3,5 aylik degisim miktar1 hesaplanarak 30 Haziran degerinden
¢ikartilacaktir.

0,0625(3,5) = 0,21875
15 Mart 2008 degeri: 9,5 — 0,21875 = 9,28125

Aralik ay1 degeri 15 Aralik degeri olacagindan, 30 Haziran ile 15 Aralik ara-
sinda 5,5 ay vardir. Artan trend s6z konusu oldugundan ve Aralik ay1 yilin ikinci
yarisinda, yani 30 Hazirandan sonra yeraldigindan 15 Aralik degeri 30 Haziran dege-
rinden bilyiik olacaktir. Bu nedenle 5,5 aylik degisim miktar1 hesaplanarak 30 Hazi-
ran degerine eklenecektir.

0,0625(5,5) = 0,34375
15 Aralik 2008 degeri: 9,5 + 0,34375 = 9,84375

Xi degerlerinin 0 veya 1’den baslayarak birer birer arttirilarak verilmesi du-
rumunda da daha 6nce agiklandig gibi teorik degerler ve ,é degeri degismeyecegin-
den ayni iglemler yapilarak ayni sonuglar elde edilecektir.

Yillik degerlerin aylik degerlerin ortalamasi olmasi durumunda X; degerleri
ikiser ikiser artiyor ise ,3 , 6 aylik degisim miktarii vereceginden yillik degisim

miktar1 2 ,3 ve aylik degisim miktar ise 2 ,B /12 yani ,3 /6 olacaktir.
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ORNEK: Asagida verilen seride yillik degerlerin aylik degerlerin ortalama-
sindan olustugunu kabul ederek 2005 yili Subat ve Eyliil aylarmna ait teorik degerleri
hesaplayiniz.

Yillar Yi Xi XiYi Xi?
2004 11 -5 -55 25
2005 8 -3 -24 9
2006 9 -1 -9 1
2007 10 1 10 1
2008 8 3 24
2009 5 5 25 25
51 0 -29 70

ZX'Y' —_29——041

ST

Yi=8,5-0,41X;

Yillik Azalig Miktari 2,5’ =2(-0,41) =-0,82

Aylik Azalis Miktari : g = % =-0,0683

Yy = 8,5 - 0,41(-3) = 9,73

15 Subat - 30 Haziran aras1 4,5 aydir ve azalan trend sézkonusu oldugundan
Subat ay1 degeri 30 Haziran degerinden kiigiik olacaktir.

(-0,0683)(4,5) = -0,30735
15 Subat 2005 degeri : 9,73 — (-0,30735) = 10,03735

15 Eyliil - 30 Haziran arast 2,5 aydir ve azalan trend s6zkonusu oldugundan
Eyliil ay1 degeri 30 Haziran degerinden kiigiik olacaktir.

(-0,0683)(2,5) = 0,17075

15 Eyliil 2005 degeri : 9,73 + (-0,17075) = 9,55925
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- Yillik degerlerin aylik degerlerin toplami olmast

Bu durumda X; degerleri birer birer artiyor ise ,3 yillik degisim miktarini ve-

recektir. Aylik degisim miktari ise A /12’nin ortalamasi, yani 3 /144 olacaktir. Bu-

rada yillik teorik degeri aylik degere doniistiirmek igin yillik teorik degerin ortalama-
smin alinmasi, yani 12’ye bdliinmesi gerekecektir.

ORNEK: Asagida verilen seride yillik degerlerin aylik degerlerin toplamin-
dan olustugunu kabul ederek 2009 yili Nisan ve Kasim aylarina ait teorik degerleri
hesaplayiniz.

Yillar Yi Xi XiYi Xi?
2005 12 -2 -24 4
2006 9 -1 -9 1
2007 10 0 0 0
2008 8 1 8 1
2009 6 2 12 4
45 0 -13 10

2 45

aAZ
n 5
. XY, _
Yx s
Yi:9—l,3Xi

Yillik Azalis Miktart : ,é =-13

Aylik Azalis Miktari : ﬁ = _—1’3 =-0,00902
144 144

A

Yoo = 9 — 1,3(2) =6,4

30 Haziran 2009 = 61—24 =0,53333

15 Nisan - 30 Haziran arasi : 2,5 aydir

(-0,00902) (2,5) = -0,02255
15 Eyliil 2009 degeri : 0,5333 - (-0,02255) = 0,55588
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15 Kasim - 30 Haziran arasi : 4,5 aydir
(-0,00902)(4,5) = -0,04059
15 Kasim 2009 degeri : 0,5333 + (-0,04059) = 0,49274
Yillik degerlerin aylik degerlerin toplami olmast durumunda X; degerleri
ikiser ikiser artiyor ise ﬁ , 6 aylik degisim miktarini vereceginden, yillik degisim
miktar1 2 ﬁ ve aylik degisim miktar1 ise 2 ﬁ 1144 = ﬁ / 72 olacaktir. Burada da yillik

teorik degerlerin aritmetik ortalamasi alinarak aylik teorik deger bulunacaktir.

ORNEK: Asagida verilen seride yillik degerlerin aylik degerlerin toplamin-
dan olustugunu kabul ederek 2006 yili Mayis ve Ekim aylarmna ait teorik degerleri
hesaplayiniz.

Yillar Yi Xi XiYi Xi?
2006 8 -3 -24 9
2007 9 -1 -9 1
2008 10 1 10 1
2009 14 3 42 9
41 0 19 20

Yi=10,25+ 0,95 X;

Yillik Azalis Miktar : 2 3 = 2(0,95) = 1,9

Aylik Azalis Miktari : ﬁ = @ =0,01319
72 72

Y0 = 10,25 + 0,95(-3) = 7,4

30 Haziran 2006 = % =0,61666

15 Mayis — 30 Haziran arast : 1,5 ay
(0,01319)(1,5) = 0,01978
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15 Mayis degeri : 0,61666 — 0,01978 = 0,59688
15 Ekim — 30 Haziran aras1 : 3,5 ay
(0,01319)(3,5) = 0,04616

15 Ekim degeri : 0,61666 + 0,04616 = 0,66282

15.3. MEVSIMLIK DALGALANMALARIN BELIRLENMESI

Mevsimlik dalgalanmalar mevsim indekslerinin hesaplanmasi ile belirlene-
bilmektedir. Mevsim indeksleri, daha 6nce verilen ¢arpimsal modellerde degiskenin
degerlerinin trende oranlanmasi ile hesaplanabilir. Bu durumda,

Y=TxXMxKxD

1: MxKxD
T

olacaktir. Bu sekilde hesaplanan mevsim indeksleri 6zellikle konjoktiiriin etkisini
tasidiklarindan, degiskenin degerlerinin trende boliinmesi yeterli olmayacaktir. Hare-
ketli ortalamalar trend ile birlikte konjonktiiriin de etkisini tasirlar. Degiskenin deger-
lerinin hareketli ortalamalara oranlanmasi, trend ve konjonktiiriin etkisini ortadan
kaldiracaklarindan daha iyi sonu¢ verecektir. Hareketli ortalamalarin hesaplanmasi,
uzun islemlere ve seride devre kayiplarina neden olmasina ragmen, yukarida sayilan
nedenlerle burada sadece hareketli ortalamalara oranlama yontemine yer verilecektir.

Aylik serilerden mevsim indeksinin hesaplanabilmesi i¢in, degigskenin deger-
leri, hesaplanacak 12’serli hareketli ortalamalara oranlanarak 100 ile ¢arpilacaktir.
Bu durumda,

HxO=TxK
oldugundan
Y TxKxMxD

100 = 100 = M.D.100
TxK TxK

olacaktir. Hesaplanacak hareketli ortalama ¢ift sayida oldugundan, serinin ilk ve son
6 ay1 i¢in hareketli ortalama hesaplanamayacaktir. Mevsim indeksleri, hesaplanan
aylik oranlarin aylara gore alinan aritmetik ortalamalaridir. Aylik seriler igin mevsim
indekslerinin toplami 1200 olacaktir. Daha 6nce yapilan hesaplamalarda sonuglarin
ondaliklarin tam alinamamasi nedeni ile toplam 1200°den farkli ¢ikabilir. Bu durum-
da hesaplanan aylik ortalamalar,

1200 /Aylik Ortalamalar Toplanu
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ile carpilarak sonuglar diizenlenecektir. Zaman serisi 2’ser aylik diizenlemis ise
6’sarl1, 3’er aylik diizenlenmis ise 4’erli hareketli ortalama vb. hesaplanacak ve diger
islemler ayn1 sekilde yapilacaktir. Mevsim indeksleri toplami seri 2’ser aylik diizen-
lenmis ise 600, 3’er aylik diizenlenmis ise 400, 4’er aylik diizenlenmis ise 300 vb.
olacaktir. Mevsim indeksleri toplaminda hesaplamalardan dogan sapma varsa, dii-
zeltme benzer sekilde yapilacaktir.

ORNEK: Asagida verilen seri icin mevsim indekslerini hesaplayiniz.

Yillar
Aylik 2004 2005 2006 2007 2008 2009
1 42 49 61 58 33 67
2 45 61 70 60 52 72
3 59 64 82 69 50 83
4 51 72 85 77 68 81
5 77 85 92 85 73 94
6 83 93 95 97 96 97
7 88 90 99 86 92 95
8 75 81 88 88 98 90
9 63 85 76 76 81 82
10 48 64 65 58 77 76
11 40 53 52 41 68 70
12 37 46 49 35 54 53

Burada 12’serli hareketli ortalamalar hesaplanacagindan ilk 6 ve son 6 ay i¢in
hareketli ortalama degerleri bulunamayacak ve seride toplam 72 ay oldugundan 72 —
12 = 60 adet hareketli ortalamanin hesaplanmasi gerekecektir.

_ Y—Zl+Y2+Y3+Y4+Y5+Y6+Y7+Y8+Y9+Y10+Y11+Y12+Y—;3
Y, =
! 12
42 49
7+45+59+51+77+83+88+75+63+48+40+37+7
- 2
:H:59,29
12
YZ Y14
_ ?+Y3+Y4+Y5+Y6+Y7+Y8+Y9+Y10+Y11+Y12+Y13+7
Y. =
8 12
45 61
?+59+51+77+83+88+75+63+48+40+37+49+?
- 2

]

= 60,25
12
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Y%+Y61+Y62 + Y5 + You + Vo5 + Yoo + Yoy + Yeg + Yoo + Yoo +Y7l+%

Yoo = 12
54 53
?+67+72+83+81+94+97+95+90+82+76+70+?
N 12
=005 _g5.04
12
Hesaplanan Hareketli Ortalamalar

Aylik 2004 2005 2006 2007 2008 2009
1 - 64,66 75,70 71,87 63,25 80,04
2 - 65,00 76,37 71,33 63,91 80,25
3 - 66,16 76,29 71,33 64,54 79,95
4 - 67,75 75,95 71,04 65,54 79,95
5 - 68,95 75,95 70,29 67,45 80,00
6 - 69,87 76,04 69,25 69,37 80,04
7 59,29 70,75 76,04 67,62 71,58 -
8 60,25 71,62 75,50 66,25 73,83 -
9 61,12 72,75 74,54 65,12 76,04 -
10 62,20 74,04 73,66 63,95 77,95 -
11 63,41 74,87 73,04 63,08 79,37 -
12 64,16 75,25 72,58 62,79 80,29 -

Hesaplanan bu degerlerden yaralanilarak mevsim indeksleri gergek Y; deger-
lerinin hareketli ortalama degerlerine boliiniip 100 ile carpilmasi ile belirlenecektir.

1, = Y100
Y
83
lone s = —0—100 = 148,42
2004,7 597 29
75
liocs = ——100 = 124,48
2004,8 60, 25
lyss = ——100=121,18

80,04
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Yillar Mevsimlik indeksleri
Ayllk 2004 2005 2006 2007 2008 2009 (Aylik Ortalamalar)
1 - 75,78 80,58 80,70 52,17 83,70 74,58
2 93,84 91,65 84,11 81,36 89,71 88,13
3 96,73 107,48 96,73 77,47 103,81 96,44
4 106,27 111,91 108,38 103,75 101,31 106,32
5 123,27 121,13 120,92 108,22 117,50 118,20
6 133,10 124,93 131,40 138,38 121,18 129,79
7 148,42 127,20 130,19 127,18 128,52 - 132,30
8 124,48 113,09 116,55 132,83 132,73 - 123,93
9 103,07 116,83 101,95 116,70 106,52 - 109,01
10 77,17 86,43 88,24 90,69 98,78 - 88,26
11 63,08 70,78 71,19 64,99 85,67 - 71,14
12 57,66 61,12 67,51 55,74 67,25 - 61,85
1199,95
Aylik ortalamalar aylik oranlarin ortalamasidir ve
. 75,78 +80,58 +80,70 + 52,17 + 83,70
1. ay i¢in : =74,58
5
2. ay icin : 93,84 +91,65+84,11+81,36+89,71 _ 8813
5
12. ay icin : 57,66 + 61,12 + 67,51+ 55,74 + 67,25 6185

5

olarak hesaplanmistir. Aylik ortalamalarin toplami 1199,95 olarak bulunmustur. Bu
deger 1200’e ¢ok yakin oldugundan aylik ortalamalarda diizeltme yapilmayabilir ve
hesaplanan ortalamalar mevsim indekslerini vermektedir. Diizeltme yapilmasi gerek-
seydi,

1. ay icin . 74,58 1200
1199,95

2. ay i¢in . 88,13 1200
1199,95

12. ay i¢in : 61,85ﬂ
1199,95

olarak yapilacakt.



Zaman Serilerinin Analizi 527

15.4. KONJONKTUREL DALGALANMALARIN
BELIiRLENMESI

Konjonktiirel dalgalanmalarin etkisi zaman serisini etkileyen diger faktorlerin
etkilerinin giderilmesi ile belirlenebilir. Seri yillik ise trend ile konjonktiirel ve dii-
zensiz dalgalanmalarin etkisi s6z konusu olacaktir.

Y=TxKxD

Degisken degerleri trende oranlanirsa,

1:KxD

T
olacaktir. Elde edilen degerlerin 100 ile ¢arpimu ile konjoktiiriin etkisini gdsteren
oranlar elde edilmis olacaktir.

Seri yildan daha kisa zaman birimleri i¢in diizenlenmis ise mevsimlerin etki-
sinin de dikkate alinmasi gerekecektir. Bu durumda

Y=TxMxKxD

olacagindan, trend ve birlikte mevsimlerin etkisinin de giderilmesi gerekecektir.

L: KxD

™M
Buluna sonuglar yine 100 ile ¢arpilacaktir.

ORNEK: Asagida bir iilkenin yillik ihracat miktarlar1 verilmistir. Konjonktii-
rel dalgalanmalarin etkisini belirleyiniz.

A

Yillar Yi Xi XY X Y K.D
2001 18 -4 -72 16 19,2 93,75
2002 21 -3 -63 9 21,4 98,13
2003 29 -2 -58 4 23,6 122,88
2004 22 -1 -22 1 25,8 85,27
2005 27 0 0 0 28,0 96,42
2006 30 1 30 1 30,2 99,33
2007 35 2 70 4 32,4 108,02
2008 33 3 99 9 34,6 95,37
2009 37 4 148 16 36,8 100,54
252 0 132 60
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ZX 132 s

YK e
Yi = 28 42,2

A

(=28+2,2(-4)=19,2
/,=28+22(-3)=21,4
Yy, =28 +2,2(-2) = 23,6
Y, =28+22(-1) =258

Y, =28 +2,2(0) = 28

= 28 +2,2(1) = 30,2
(,=28+22(2)=32,4
\f08:28+22(3) =346

Y, =28+22(4) = 36,8

o

o

O
| |

KxD = 1100
T

2001— £100 93,75
19,2

2002— %100 98,13

2003— gloo 122,88

2004— 3100 =85,27
25

2005— 2—7100 96,42
28,0

2006— ﬂ100 99,33
30

2007— i100 108,02
32,4
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2008— ——100 =95,37
34,6

2009— ——100 =100,54
36,8

33

37

15.5. COZUMLU ORNEKLER
ORNEK 1: Asagida bir isletmenin 8 yillik karlar1 verilmistir. (1= 1000 TL)

Yillar Yillik Karlar
2002 13
2003 18
2004 21
2005 17
2006 26
2007 35
2008 52
2009 48

Bu serinin trendini yar1 ortalamalar yontemi ile belirleyiniz.

<

2

2

_ 13+18+21+17 6;:) ~17.25

4

CYs Y +Y, +Y

4

4

7 - 26 +35+52 + 48 :15371240,25
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60T

30(-

20|-

10

1 1 1 1 1 1 1
2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 vYillar

ORNEK 2: Asagida bir isletmenin aylik televizyon satiglar1 verilmistir.

Aylar Satislar (Adet)
Ocak 73
Subat 65
Mart 67
Nisan 58
Mayis 51
Haziran 53
Temmuz 42

Bu serinin trendini yar1 ortalamalar yontemi ile belirleyiniz.

Coziim:
V:ﬂ+n+n
' 3
Y - 73+ 65+ 67 =@=68,33
3 3
7 =Y5+YG+Y7
? 3
7 _ 51+53+42 :%:48,66

2 3 3
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070 M N M H T Ayar

ORNEK 3: Asagida bir iilkenin y1llik ithalat: verilmistir. (1= 1 milyar $)

Yillar ithalat
2000 7,9
2001 8,9
2002 9,0
2003 9,2
2004 10,7
2005 9,1
2006 9,8
2007 11,1
2008 12,3
2009 13,2

Bu serinin trendini hareketli ortalamalar yontemi ile belirleyiniz.

Coziim:
Yi H.O
7,9 -
8,9 -
9,0 9,14
9,2 9,38
10,7 9,56
9,1 9,98
9,8 10,60
11,1 11,10
12,3 -

13,2 -
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d=15 -1,

Serinin bagindan ve sonundan 2’ser devre i¢in hareketli ortalama hesaplana-
maz.

Y Y, Y, Y, +Y,  7.9+89+9,0+92+107

Y, =914
5 5

7 YetY, +\g Yy +Ye 8,9+9,0+9,52+10,7+9,l:9!38

g YorYerYstYo+Y,  90+402+107+491+98 oo
5 5

g YerYatYatYy+Y, 924107491498+ oo
5 5

g o YorYo oYYy 107400498+111+123 o
5 5

g YerYitYotYory, 91+98+1114123+132

5 5

13

12
11

10

72000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 Yillar

ORNEK 4: Asagida bir iilkenin ayhik komiir iiretim miktarlar1 verilmistir.
(1=bin ton)
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Aylar Satiglar (Adet)
Agustos 22
Eylal 23
Ekim 24
Kasim 29
Aralik 33
Ocak 41
Subat 32
Mart 38
Nisan 40
Mayis 43
Haziran 45
Temmuz 48

Bu serinin trendini hareketli ortalamalar yontemi ile belirleyiniz.

Coziim:
Yi HO
22 -
23 -
24 -
29 29,50
33 31,58
41 34,16
32 36,66
38 38,83
10 40,41
43 -
45 -
48 -
d=6 —=3

Serinin bagindan ve sonundan 3’er devre igin hareketli ortalama hesaplana-
maz.

Y—Zl+Y2 +Y;+Y, +Ys + Y +Y?7

Y, = 5
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E+23+24+29+33+41+g 177
=2 2 _210_2950
6 6
Y—2+Y3+Y4+Y5+Y6+Y7+Y—8
V. =2 2
° 6
§+24+29+33+41+32+§ 1895
=2 5 2 == - 3258
Y—c‘+Y4+Y5+Y6+Y7+Y8+Y—9
V. =2 2
° 6
§+29+33+41+32+38+@ 205
-2 2 _=2_3416
6 6
Y—“+Y5+Y6+Y7+Y8+Y9+YiO
V. =2 2
! 6
§+33+41+32+38+40+£ 290
=2 2 _ 22 _ 36,66
6 6
Y—5+Y6+Y7+Y8+Y9+Ym+h
Y = 2 2
? 6
§+41+32+38+40+43+£ 233
=2 2 _2° _3883
6 6
Y—6+Y7+Y8+Y9+Ym+Yll+Y¥
V. =2 2
? 6
ﬂ+32+38+40+43+45+4—8 242 5
=2 2 -T2 4041

6
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50
40T
30

20
10}

M

N

M H T aylar

ORNEK 5: Asagida bir iilkenin y1llik milli gelirleri verilmistir.

Yillar Milli Gelir

2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009

2,3
2,8
2,5
2,9
3,2
31
3,6
3,7
3,8

Serinin dogrusal trend modelinin parametrelerini ve 2010 yili milli gelirini

tahmin ediniz.
Coziim:

Yillar Yi Xi XiYi Xi2
2001 2,3 -4 -9,2 16
2002 2,8 -3 -8,4 9
2003 2,5 -2 -5,0 4
2004 2,9 -1 -2,9 1
2005 3,2 0 0 0
2006 3,1 1 3,1 1
2007 3,6 2 7,2 4
2008 3,7 3 11,1 9
2009 3,8 4 15,2 16

27,9 11,1 60
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2219

n 9
z XI i
s
Yi=31+0,185X;
Y,, = 3,1 +0,185(5) = 4,025 milyon dolar.

ORNEK 6: Asagida bir bolgenin yillik niifusu verilmistir. (1=100000 kisi)
Yillar Nuifus

a=

—111—0185

2000 18
2001 21
2002 19
2003 16
2004 17
2005 15
2006 13
2007 14
2008 13
2009 12

Serinin dogrusal trend modelinin parametrelerini ve 2010 yili niifusunu tah-
min ediniz.

Yillar Yi Xi XiYi Xi2
1995 18 -9 -162 81
1996 21 -7 -147 49
1997 19 5 95 25
1998 16 -3 -48 9
1999 17 -1 -17 1
2000 15 1 15 1
2001 13 3 39 9
2002 14 5 70 25
2003 13 7 91 49
2004 12 9 108 81
158 -146 330
a= 2 -5 158 Z XY _ o146 =-0,44
n 10 Z X 2 330
Yi=15,8 - 0,44X;

Y,, = 15,8 — 0,44(11) = 10,96
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BOLUM 16

PARAMETRIK
OLMAYAN TESTLER

Onceki béliimlerde anlatilan hipotez testlerinde parametreler test edildigi igin
sozkonusu testler parametrik testler olarak adlandirilmaktadir. Ancak parametrik
testlerin uygulanabilmesi i¢in baz1 varsayimlarin gegerli olmasi gerekmektedir. Bu
varsayimlarin gegerli olmadigi durumlarda parametrik olmayan testlerden yararlani-
labilir. Bu boliimde parametrik olmayan testlerin baslicalari agiklanacaktir.

16.1. PARAMETRIK OLMAYAN TEST KAVRAMI

Parametrik testlerle ilgili agiklamalarda goriildiigii gibi bu testler, anakiitlenin
dagilimi ve parametrelerine iligkin bazi varsayimlara dayanilarak yapilmaktadir;
fakat uygulamada bazi durumlarda anakiitle ile ilgili varsayimlarin yerine getirilmesi
miimkiin olmamaktadir. Clinkii, anakiitle ile ilgili varsayimlarin yerine getirilmesi
genellikle aragtiricinin elinde degildir.

Aragtirmaci anakiitle ile ilgili parametrik test varsayimlarini yerine getiremi-
yorsa, diger bir deyisle, drneklerin se¢ildigi anakiitlenin dagiliminin normal dagilim
olduguna ve dagilimin parametrelerine iligkin bir varsayimda bulunamiyorsa, para-
metrik testlerin uygulanmas: yanlis sonug verebilir. Boyle durumlarda parametrik
olmayan testlerin kullanilmasi uygun olur. Cesitli sorunlarin ¢6ziimiinde, aragtirma-
cmin analizlerde kullanilacak dagilim hakkinda bilgi sahibi olmadan ve dagilimin
tiirlinii g6z6niinde bulundurmadan kullanilabilecegi testlere gereksinmesi olabilir. Bu
testlere parametrik olmayan testler ad1 verilir.

Diger bir tanima gore parametrik olmayan testler; 6rnegin se¢ildigi anakiitle-
nin dagilma tiiriinii gdzoniinde bulundurmadan, diger bir deyisle, anakiitlenin sahip
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oldugu dagilimin normal dagilim oldugu varsayimina bagli olmadan, yalniz 6rnekle-
rin bagimsiz ve tesadiifi olarak se¢ildigini varsayan testlerdir.

Parametrik olmayan testlerin uygulanabilmesi i¢in gerekli olan varsayimlar:
-Orneklerin anakiitleden tesadiifi olarak secilmesi ve
-Orneklerin birbirinden bagimsiz olmasidr.

Bunlar 6rnekle ilgili olan varsayimlardir. Bu nedenle bu varsayimlarin yerine
getirilmesi arastirmacinin elindedir. Diger taraftan bu varsayimlar hem parametrik ve
hem de parametrik olmayan testlerde kullanilan ortak varsayimlardir. Yani, aragtir-
maci ister parametrik, isterse parametrik olmayan testleri kullansin bu varsayimlari
yerine getirmesi gerekir. Parametrik ve parametrik olmayan testler i¢in gerekli olan
varsayimlar Tablo 16.1.’de goriilmektedir.

Tablo 16.1
Varsayimlar Parametrik Parametrik olmayan
- Normal dagilima sahip
olacak - i icbi
Anakitle ile ilgili | | - Genellikle higbir
- Dagilimin parametresi varsayim aranmaz.
T, <06 <T, olacak
Ornekle ileili - Ornekler tesadiifi olarak secilecek
& - Ornekler birbirinden bagimsiz olacak

Tabloda goriildiigii gibi parametrik olmayan testlerde anakiitle ile ilgili varsa-
yim aranmaz; fakat ornekle ilgili varsayimlarin hem parametrik hem de parametrik
olmayan testlerde yerine getirilmesi gerekir.

Parametrik olmayan testler ayni zamanda serbest dagilim metodlar olarak da
isimlendirilir. Ciinkii yukaridaki tanimlarda da deginildigi gibi bu testler anakiitle
dagilimina bagli olmayan testlerdir. Anakiitlenin dagilimma bagl olmayan diger bir
deyisle, genellikle anakiitle ile ilgili higbir varsayimin aranmadig1 bu testler asagidaki
durumlarin mevcut olmasi halinde kullanilabilmektedir.

-Incelenecek problemde sayimla belirtilen karakterlerin bulunmasi durumunda,
-Parametrik test varsayimlarinin yerine getirilmedigi durumlarda,

-Testte kullanilacak degerler yerine bu degerlerin siralarinin verildigi durum-
larda, diger bir deyisle, degerler yerine belirli bir diizene gore siralanmis degerlerin
sira numaralarinin verildigi durumlarda,

-Testte kullanilacak 6rneklerin kii¢iik hacimli olmasi durumunda.
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Yukarida belirtilen durumlarin gergeklesmesi halinde, gesitli parametrik ol-
mayan testlerden biri segilerek analiz yapilabilmektedir.

Daha onceki agiklamalarda da deginildigi gibi parametrik testlere karsilik ¢e-
sitli parametrik olmayan testler vardir. Bu testlerin parametrik testlere gore birgok
olumlu ve olumsuz yonleri oldugu karsilagtirmalar sonucu ortaya konulmustur. Pa-
rametrik olmayan testlerin bu olumlu ve olumsuz yonleri asagida goriilmektedir.

Parametrik olmayan testlerin olumlu yonleri:

- Testlerin yapilabilmesi i¢in birgok varsayima gerek yoktur,

- Testlerin anlasilmas1 ve uygulanmasi kolaydir,

- Test sonuglarinin elde edilmesi gii¢ islemleri gerektirmez,

- Testlerin kii¢iik hacimli bir 6rnek iizerinden yapilmasi miimkiindiir.
Parametrik olmayan testlerin olumsuz yonleri:

- Ornek hacminin kiigiik olmasi halinde, uygulanmasi oldukga kolay ve basit
olan bu testlerin 6rnek hacminin biiyiimesi halinde uygulanmasi giiglesir.

- Bu tiir testlerin uygulanmasiyla elde edilen sonuglar, parametrik testlerin
uygulanmasiyla elde edilen sonuglardan daha az giivenilirdir.

Parametrik olmayan testler hakkinda genel bir agiklama verdikten sonra pa-
rametrik olmayan testleri ayri ayr1 inceleyelim.

16.2. iISARET TESTi

Parametrik olmayan testlerin en eskisi olan isaret testi normal dagilmayan bir
olasilik dagiliminin merkezi egilimi hakkindaki hipotezleri test etmek i¢in kullanilan
parametrik olmayan bir testtir. isaret testi, dagilimin merkezi egilimi hakkindaki
hipotezleri test ederken ortalama yerine medyani alarak test igslemlerini yiiriitiir. Ciin-
kii, bilindigi gibi merkezi egilim 6lgiilerinden biri olan medyan dagilimin egikligin-
den ve ug degerlerden daha az etkilenmektedir. Isaret testinde test islemleri yapilir-
ken gergek degerler yerine gozlem degerlerinin (+) veya (-) degerleri alinarak test
istatistigi hesaplanir.

Isaret Testinin Asamalari,

- Hipotezlerin olusturulmas:
Tek Tarafli:

Ho i =1

Hytp > g

Hytp <
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Cift Tarafl: :

Hotp= 1y

Hytu# 1,

-Giiven olasilig1 veya hata payinin belirlenmesi:
-Test Istatistiginin hesaplanmas :

Test istatistiginin hesaplanabilmesi igin herbir gézlem degerinden kabul edi-
len medyan degeri ¢ikarilarak (+) veya (-) isaretli sayilar bulunur. Bulunan bu sayila-
ra gore test istatistigi, hipotezin tek veya cift tarafli olmasina gore iki farkli sekilde
hesaplanir. Sol tarafl: testte, test istatistigi, pozitif isaretli farklarin sayisi, sag tarafli
testte test istatistigi negatif isaretli farklarin sayisi iki tarafli teste ise pozitif ve nega-
tif isaretli fark sayilariin kii¢iik olanidr.

-Isaret testinde karar alma:

Cift tarafli hipotez testinde n birimden olusan bir 6rnekte daha az olarak goz-
lenen fark isaretlerinin olasiligi a/2’ye esit veya daha kiigiikse Ho hipotezi o hata
pay1 ile reddedilir.

Sol tarafli testte n birimlik bir tesadiifi 6rnekte (+) igaretli sayilar daha az ve
bunlarin olasilig1 a’ya esit veya daha kiiciikse Ho hipotezi o hata payi ile reddedilir.

Sag tarafli testte n birimlik bir tesadiifi 6rnekte (-) isaretli sayilar daha az ve
bunlarin olasilig1 a’ya esit veya daha kiiciikse Ho hipotezi o hata payi ile reddedilir.

Ho hipotezi dogru oldugu zaman belirlenen hipoteze gore fark sayilarinin 6r-
nekleme dagilimi p=0,50 olan bir Binom dagilimidir.

Karar agamasinda binom tablosundan bulunan deger ile belirlenen hata pay:
karsilastirilarak karar alinir; ancak 6rnek hacmi n>30 i¢in Binom dagilimi Normal
dagilima yaklagacagindan test istatistigi asagida goriildiigii gibi hesaplanir.

Z=(k+0,5)—0,5n k<ﬂ
0,5vn 2
Z:(k—0,5)—0,5n k>ﬂ

0,5Vn 2

Hesaplanan bu deger normal dagilim tablosundan hesaplanan deger ile karsi-
lastirilarak karar verilir.

ORNEK: Bir isletmede calisan iscilerin 1 aylik donemde gordiikleri kurstan
sagladiklar1 yarar1 6lgmek i¢in 10 kisilik bir gruba bir test yapilmis ve test sonucunda
su puanlar elde edilmistir.

10,9,6,4,2,7,6,8,3,4

Bu iscilerin aldiklari puanlarin ortalamasinin 5’den biiyiik olup olmadigini
0a=0,05 hata payina gore test ediniz.
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- Ho: ortalama =5
H; : ortalama > 5
-Hata pay1 o =0,05
-Test istatistigi
10-5, 9-5, 6-5, 4-5, 2-5, 7-5, 6-5, 8-5, 3-5, 4-5
+ o+ + - -+ o+ o+ - -
k=4 tablo degeri — 0,377  tablo degeri > a

0,377>0,05 Ho kabul edilir.

Iscilerin aldiklarmin ortalamasi 5’ten biiyiik bulunmamuistir.

16.3. WILCOXON TESTI

Bu test, Hipotez testleri boliimiinde ortalamalar arasindaki farklarin testinde
oldugu gibi, bagimsiz ve bagimli 6rnekler i¢in ayri ayri uygulanabilmektedir. Farkli
birimlerden olusmus iki 6rnek s6zkonusu oldugunda uygulanan teste Wilcoxon Sira
Toplami Testi, ayn1 birimlerden elde edilmis iki farkli 6l¢iim s6zkonusu oldugunda
ise uygulanan teste Wilcoxon Isaretli Siralar Testi ad1 verilmektedir.

16.3.1. Wilcoxon Sira Toplam Testi

iki bagimsiz drnekten yararlanarak, iki anakiitle ortalamasimin karsilastirilma-
sinin t testi ile yapildigindan daha 6nce bahsedilmisti. Ancak, anakiitlenin dagilimina
iligkin bilgi olmadig1 ve drnek birimlerinin degerleri yerine, onlarmn biiyiikliik sirala-
rinin hesaplanabildigi durumlarda Wilcoxon sira toplami testinin kullanilmasi uygun
olmaktadr.

Wilcoxon Siralar Toplami Testinde Gerekli Olan Asamalar,

- Hipotezlerin Belirlenmesi

Ho : Orneklenen iki anakiitle benzer olasilik dagilimlarina sahiptir.
Hi : Anakiitle dagilimi digerinin sagina (soluna) kaymistir.

- Testin hata paymin belirlenmesi

- Test istatistiginin hesaplanmast

Test istatistiginin hesaplanabilmesi igin, gdzlem degerlerinin derlenerek bir
tablo halinde diizenlenmesi, diizenlenen bu gozlem degerlerinin gesitli gruplara ay-
rilmasi ve ilgili 6rneklere dagitilmasi, her gruptaki orneklerin gozlem degerlerinin
kiigiikten biiyiige dogru siralanmasi, siralanan bu gézlem degerlerine sira numarala-
rimin verilmesi gerekir. Bu iglemlerin yapilmasindan sonra her tabaka igindeki kiigiik
olan sira numaralarinin toplami alinarak test istatistigi degeri,
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n
n<n, ise T=T = Ztu

i=1

veya

n
n>n, ise T=T,= th.i

i1
olarak hesaplanir.

Yukaridaki ifadede goriilen tyi ve t2i notasyonu 1 ve 2 no’lu 6rneklerdeki bi-
rimlere verilen sira numaralarini gostermektedir.

Bu testle her iki 6rnegin birim sayilarinin birbirine esit olmasi durumunda
toplamlardan birisi test istatistigi olarak kullanilir. Ancak incelenen 6rneklerde ayni
gbzlem degerlerini alan birimlerin bulunmasi durumunda bu birimler sira numarala-
rinin ortalama degerini alirlar. Her iki 6rnegin sira numaralari toplami her zaman

_ n(n+2)

T, +T, n=n+n,

olacaktir.

Diger taraftan her iki 6rnegin birim sayilar1 n1>30 ve n, >30 ise bu durumda
T2 nin 6rnekleme dagilimi ortalamasi ve varyansi,

n(n +n,+1) > n(n+1)(2n+1)

E = ve o
(Tz ) 2 T2 24
olan normal dagilima yaklasacagindan test istatistigi,
7 = T2 — E(TZ)
or,

2

seklinde hesaplanir.

lz|<z, _
ise Ho kabul
1Z|<Z,,
lz|>z, _ -
ise Ho reddedilir.
1Z|>Z,,

ORNEK: Bir bankanin iki ayr1 subesinin 2009 yili teknik destek masraflari
aylar itibariyle hesaplanmigtir. 0,01 anlam diizeyinde subelerin teknik destek masraf-
lar1 arasinda anlamli bir fark olup olmadigini test ediniz. (1 =1 TL.)
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A Subesi B Subesi

10 18

15 16

22 12

18 24

30 15

17 20

20 12

25 28

45 38

12 18

34 36

26 20

A B A Subesi B Subesi
Subesi Subesi Sira No Sira No

10 18 1 10

15 16 55 7

22 14 15 4

18 24 10 16

30 15 20 55

17 20 8 13

20 12 13 2

25 28 17 19

45 38 24 23

13 18 3 10

34 36 21 22

26 20 18 13

155,5

Ho : Iki subenin masraflari arasinda fark yoktur.
H; : Tki subenin masraflar1 arasinda fark vardir.

w : 1555
X - ny(n, +ng +1) _ 12(12 +12 +1) 150
2 12
o - \/nA(nB)(nlAZJr Ne+1) 17391

7 _W- X _ 155,5-150 - 0.3175
o, 17,321

w

ZO,OS = 2,58
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0,3175 < 2,58 Ho kabul, anlaml1 bir fark yoktur.

16.3.2. Wilcoxon isaretli Siralar Testi

Wilcoxon isaretlenmis siralar toplamui testi parametrik olmayan testler iginde
sik kullanilan bir test tiiriidiir. Bu test, birbirleri ile eslestirilmis gézlem degerleri
arasindaki farkin anlamli olup olmadigini arastiran bir testtir.

Wilcoxon igaretlenmis siralar toplami testi birbirleri ile eslestirilmis gozlem
degerleri arasindaki farkliligin anlamliligin1 6lgmekle kalmayip aym1 zamanda de-
gismelerin yoniinii ve biiyiikligiinii de dikkate alan bir testtir.

Yukarida agiklandigi iizere gézlem degerleri arasindaki farkliligin hem bii-
yikliigiinii ve hem de yoniinii gozoniine alan bu testin uygulanabilmesi igin her bir
eslendirilen deger arasindaki farklarin hesaplanmasi gereklidir. Hesaplanan bu farkla-
rin degerlerinin bazilar1 pozitif, bazilar1 negatif olacaktir. Fakat analizde, dnce bu
isaretler dikkate alinmadan, herbir farkliligin mutlak degerlerine birer sira numaralari
verilir. Bu numaralama igleminden sonra farklarin isaretleri sira numaralarinin 6nle-
rine yazilarak isaretli sira numaralari elde edilir.

Degerler arasinda bir farkin olmamasi halinde, pozitif isaretli sira numaralari-
nin toplaminin, yaklagik olarak negatif igaretli sira numaralarmimn toplamina esit ol-
mas1 gerekir. Bu diisiinceden hareketle farkliligin olmasi halinde sifir hipotezinin
reddedilmesi gereklidir. Bu testte negatif farklarin toplami T. ve pozitif farklarin
toplamu1 T+ olarak belirlenir.

Yukarida genel olarak agiklanan Wilcoxon isaretlenmis siralar testi agsagidaki
asamalardan olusur.

- Hipotezlerin Olusturulmasi

Tek Tarafli Testte :

H,:0=6,

H :0>6,

H,:0<6,

Cift Tarafl1 Testte:

H,:0=6,

H,:0+6,

Ho : ki anakiitle benzer olasilik dagilimlarina sahiptir.

Hi : Anakiitle dagilimi digerinin soluna kaymuistr.

-Testin hata payinin belirlenmesi

-Test istatistiginin hesaplanmasi
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Test istatistiginin hesaplanabilmesi i¢in, dnce eslendirilmis gozlem degerleri
arasindaki farklara (+) ve (-) isaretleri, daha sonra bu farklarin isaretlerine bakilma-
dan yani mutlak degerlerine gére uygun olan sira numaralar1 verilir. Sira numaralari
verilirken ayni degeri alan birden ¢ok fark varsa bu farklara karsilik gelen sira numa-
ralarinin ortalamasi bu degerlerin sira numarasi olur. Sira numaralari verilen bu fark-
lara (+) veya (-) isaretler verilir ve her 6rnekteki (+) veya (-) isaretli sira numaralar
toplanarak, kii¢iik olan isaretlenmis sira numaralar1 toplamini gdsteren test istatistigi
degeri (T") hesaplanmis olur.

-Karar alma

Karar alma iglemi i¢in hesaplanan test istatistigi degeri a ve n degerlerine go-
re Wilcoxon isaretlenmis siralar tablosundan hesaplanan, T« degeri ile karsilastirilir
ve karar agagida goriildiigi gibi alinir.

Tek tarafli testin uygulanmast durumunda karar iglemi,

T <-T,

. Ho red
T>T,
T'>-T,

, Ho kabul
T'<T,

iki tarafl1 testin uygulanmasi1 durumunda karar islemi,

T <Tar Ho red
T>T,,
T'>-T

a2 Ho kabul
T <-T,,

Acgiklanan bu test islemleri n1+n,<20 olmasi hali i¢in gegerli olmaktadir. Di-
ger taraftan n1+n>>20 olmasi halinde T'nin dérnekleme dagilimi ortalamasi,

m= N(n+1)
4

ve standart sapmasi

o fn(n +1)(2n+1)
24

olan bir normal dagilima yaklagir. Bu durumda test istatistigi,
7 T —{n(n+1)/4}
n(n+1)(2n+1)
24
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ifadesine gore hesaplanir.
Burada,
T’ = kii¢iik olan isaretlenmis sira numaralari toplamini
n = drnekteki birimlerin sayisini

gosterir. Bu durumda karar islemi asagidaki gibi olacaktir.

Iki tarafli testin uygulanmasi halinde karar islemi,

Z'< _Zalz Ho red
2'>7,,
Z'>-7

[ Ho kabul
2'<7Z,,

Tek tarafli testin uygulanmasi halinde karar islemi,

Z'<-Z,
Ho red
2'>27,
Z2'>-7,
, Ho kabul
2'<-Z,
olacaktir.

ORNEK: Bir fabrikada is kazalarmin 6nlenmesi konusunda bir is giivenligi
semineri diizenlenmistir. Bu seminer 10 grup iizerinden yiiriitiilmiistiir. Asagidaki
tabloda seminerden sonra meydana gelen is kazalar1 miktar1 verilmistir.

Seminerden Seminerden

Gruplar Once(Y1) Sonra(Y2)
1 61 82
2 42 74
3 74 89
4 37 35
5 49 64
6 41 35
7 35 45
8 64 71
9 78 74
10 34 46

0=0,05 hata payma gore kaza miktarlarindaki azalmanin seminerden dolay1
meydana geldigi hipotezini Wilcoxon isaretlenmis siralar toplamu testine gore incele-
yiniz.
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Ho:0:=6; Kaza miktarindaki azalma seminerden dolayidir.
Hi: 010 Kaza miktarindaki azalma seminerden dolay1
degildir.
n=10 a=0,05
Farklarin Farklarin
Farklar d=Y1-Y2 Siralandirilmasi isaretlendirilmesi
-21 9 -9
-32 10 -10
-15 7,5 -1,5
2 1 1
-15 7,5 -7,5
6 3 3
-10 5 -5
-7 4 -4
4 2 2
-12 6 -6
T =1+2+3 =6
Toa=8
n=10
a=0,05
T<Ta Ho kabul

Ho kabul edildiginden kaza miktarindaki azalmanin seminerden oldugu sonu-
cuna vartlir.

16.4. MANN-WHITNEY U TESTi

Parametrik olan hipotez testlerinde iki bagimsiz Ornegin ayni anakiitleden
gelip gelmedigini test etmek igin t testi kullanmilir. Parametrik hipotez testlerinde
gerekli olan varsayimlarin yerine getirilemedigi durumlarda t testi yerine Mann-
Whitney U Testi kullanilir. Diger taraftan degisken degerleri sayisal ve kesikli ise
Ornekteki birim sayisi, 30°dan az ise bu gibi durumlarda da Mann-Whitney U testi
kullanilir.

Mann-Whitney U Testiyle t testinde oldugu gibi iki bagimsiz 6rnegin ayn
anakiitlelerden alinip alinmadig test edilmektedir. Ancak t testinde anakiitle ile ilgili
varsayim onemli oldugundan bu kolaylik nedeniyle Mann-Whitney U Testi t testine
gore daha fazla tercih edilen bir test olmaktadir.

Mann-Whitney U Test’inde gerekli olan safhalar,
-Hipotezlerin olusturulmasi
Tek Tarafli Testte :
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Hy,:0=6,
H, :0>86,
H,:0<6,

Cift Tarafli Testte:

Hy:0=6,
H :0+06,

-Hata payinin belirlenmesi
-Test istatistiginin hesaplanmasi

Test istatistiginin hesaplanabilmesi i¢in once her iki 6rnekteki gézlem deger-
leri kiigiikten biiyiige dogru siralanir ve siralanmig bu degerlere birer sira numarasi
verilir. Sira numaralarinin verilmesinde dikkat edilecek nokta iki veya daha fazla
gbzlem degerinin ayni olmast halinde, numaralama isleminin farkli bir sekilde yapi-
lacagidir. Yani, iki veya daha fazla gbzlem degeri ayni ise herbir degere ortalama sira
degeri verilerek siralama islemine devam edilir. Siralama isleminden sonra her 6r-
nekteki sira numaralarimin toplami alinarak, kii¢iik numaralar toplamini gosteren t
test istatistigi degeri olan T’ degeri hesaplanir.

-Karar alma

T' degerinin hesaplanmasindan sonra o anlamlilik diizeyine gére Mann-
Whitney U tablosundan Tu degeri bulunarak agagida goriildigii sekilde karar alinir.
Karar iglemi,

Tek tarafli testin uygulanmast durumunda,

T'<T,

. Ho kabul
T'>-T,
T'>-T,

, Ho red
T <-T,

iki tarafl1 testin uygulanmasi1 durumunda karar islemi,

T'<T,,
, Ho kabul
T>-T,,

T>T,,
T <-T,,

olacaktir. Karar isleminden sonra alinan karara gére yorum yapilir.

} Ho red
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Aciklanan bu test islemleri n+n,<20 olmasi hali i¢in gegerli olmaktadir. Di-
ger taraftan n1+n>>20 olmasi halinde T'nin 6rnekleme dagilimi ortalamasi,

mnn,
2

m=

ve standart sapmast

o= fnlnz(n +1)
12

olan bir normal dagilima yaklasir. Bu durumda test istatistigi,

Z,_T'—{nln2/2}

- / nn,(n+1)
12

ifadesine gore hesaplanir.
Burada,
T’ = 6rnek hacmi kiigiik olan Srnegin sira numaralari toplamini
N1 = birinci 6rnekteki birim sayisini
n = ikinci 6rnekteki birim sayisini
gosterir.
Bu durumda karar iglemi asagidaki gibi olacaktur.
iki tarafli testin uygulanmasi halinde karar iglemi,

Z'<Zap Ho red
2'>7,,,

Z'>-Z
[ Ho kabul
2'<Z2,,

Tek tarafli testin uygulanmasi halinde karar islemi,

Z'<-7,
, Ho red
2'>7,

Z'>-7,
, Ho kabul
Z'<Z,

olacaktir.
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ORNEK: Bir fabrikada calisan teknik personele yeni gelismeleri 6gretmek
amaciyla bir kurs diizenlenmistir. Diizenlenen kursa katilan personel iki ayr1 gruba
ayrilmistir. Birinci gruba ayrilan sekiz personel 1.kursa, ikinci gruba ayrilan dokuz
personel 2.kursa katilmistir. Kurs sonunda yapilan sinavda alinan notlar asagida
verilmistir.

Smav Sonuglari

Kurs 1 81 83 67 65 75 87 61 80

Kurs 2 79 75 91 88 67 93 8 95 77

Siralanms Ait Gozlem Degerlerine L.Ornegin IL.Ornegin

Gozlem Oldugu Sira Numaralarimin Sira Sira

Degerleri Ornekler Verilmesi Numaralari Numaralari
61 1 1 1 -
65 1 2 2 -
67 2 3,5 - 3,5
67 1 3,5 3,5 -
75 1 5,5 55 -
75 2 55 - 55
77 2 7 - -
79 2 8 - 8
80 1 9 9
81 1 10 10 -
83 1 11 11 -
85 2 12 - 12
87 1 13 13 14
88 2 14 - 14
91 2 15 - 15
93 2 16 - 16
95 2 17 - 17

0=0,05 anlamlilik seviyesine gore iki ayri gruba verilen kurslar arasinda bir
farkin olup olmadigini Mann Whitney U testine gore inceleyiniz.

Hy,:0=6,
H :60=6,
n. =8 nx=9 a=0,05

Mann-Whitney U testi tablosundan goriilecegi gibi,

na =8 n2:9
a=0,05’a géore  To=51
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T'=55 To=51
T>Ta Ho red.

1. ve 2. kurs arasinda bir fark vardir.

16.5. KRUSKAL-WALLIS H TESTi

Kruskal-Wallis H Testi, iki veya daha ¢ok ornegin secildikleri anakiitlelerin
olasilik dagilimlarinin benzerligini test eden parametrik olmayan bir testtir. F testinin
kullanildig1 varyans analizinde gerekli olan varsayimlar yerine getirilemedigi durum-
larda Kruskal-Wallis H Testi uygulanabilir. Kruskal-Wallis H Testi i¢in gerekli olan
asamalar asagida gortildiigl gibidir.

-Hipotezlerin Olusturulmasi
Ho : k adet olasilik dagilimina esittir.

Hi : k adet olasilik dagilimindan en az iki tanesi birbirlerinden
farkli yerlesmistir.

-Hata payinin belirlenmesi
-Test istatistiginin hesaplanmasi

Test istatistigi H harfi ile ifade olunur ve asagida goriilen formiil ile hesap-
lanr.

veya

Bu formiillerde;

n; : j. Ornegin hacmini

R; : j. Ornegin sira numarasini

k : olasilik dagilimlar1 karsilagtirilan 6rnek sayisi
n : 6rnek hacmini

gosterir.

-Karar alma

Yukarida goriilen formiille hesaplanan test istatistigi hata pay1 ve serbestlik
derecesine gore ki-kare tablosundan elde edilen deger ile karsilastirilarak karar alinir.
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Ciinkii sifir hipotezi dogru iken test istatistigi dagiliminin tekrarlanan 6rneklemede
ki-kare dagilimina yaklagmasidir.

Boylece,
H<x ise Ho kabul
H> 20 ise Ho reddedilir

olarak karar alinir. Kararin alinmasindan sonrada elde edilen sonug¢ yorumlanir.

ORNEK: Bir kargo sirketinin dort ayr1 bolge miidiirliigiine bagh subelerde,
yilin ilk alt1 ayindaki hasarli karga maliyetleri kargilagtirilmak isteniyor. Toplam
hasar maliyetleri asagidaki gibidir. 0,05 hata pay1 ile farklilik olup olmadigini test
ediniz.

1. 2. 3. 4.
Ocak 60 22 53 30
Subat 44 24 38 19
Mart 32 40 29 20
Nisan 55 52 45 27
Mayis 21 46 33 18
Haziran 48 25 36 39
1. 2. 3. 4,
Ocak 60(24) 22(5) 53(22) 30(10)
Subat 44(17) 24(6) 38(14) 19(2)
Mart 32(11) 40(16) 29(9) 20(3)
Nisan 55(23) 52(21) 45(18) 27(8)
Mayis 21(4) 46(19) 33(12) 18(1)
Haziran 48(20) 25(7) 36(13) 39(15)
W, 99 74 88 39
Wiz In, 1633,5 912,67 1290,67 253,5

Ho : Subelerin hasarli kargo maliyetleri arasinda fark yoktur.
Hi : Subelerin hasarli kargo maliyetleri arasinda fark vardir.

2w [ e
H = {”(“ 3 Zn—} ~3(n+1) = { s (4090,34)} 3(25) = 6,8068

Zg,os,s =173815
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6,8068 < 7,815 oldugundan Ho kabul. Subelerin hasarli kargo maliyetleri arasinda
anlamli bir fark yoktur.

16.6. SPEARMAN SIRA KORELASYON KATSAYISI VE TESTI

Korelasyon konusunda deginildigi gibi istatistigin 6nemli amaglarindan birisi
degiskenler veya olaylar arasindaki iligkilerin incelenmesidir. Degiskenler arasindaki
iliski korelasyon katsayisi ile &lgiilmektedir. iliskinin 6lciilmesinde kullanilan kore-
lasyon katsayisinin anlamliligr test edilirken X ve Y degerlerinin iki degiskenli nor-
mal dagilima sahip bir anakiitleden se¢ilmis bir 6rnek oldugu varsayilir. Ancak ger-
cek hayatta ve Ozellikle ekonomik olaylarda bu varsayimin saglanmasi zordur. Bu
nedenle korelasyona, Spearman sira korelasyonu katsayist adi verilen bir yaklasim
getirilmistir.

Spearman sira korelasyon katsayisi iligkilerin derecesi ve yoniiniin lgiilme-
sinde kullanilan parametrik olmayan bir yontemdir.

Spearman sira korelasyon katsayisi iki farkli sekilde hesaplanabilir.

Birinci yontem,

oSSy

" SSuuSSw

SS,y =2U, UV, -V =3UV, - U2V
2

SSUU =ZUI _JUI _J ZEUiZ _ Z:I

V2

SSyy =2V, -V, =2V -

Bu ifadelerde,

U; : Birinci drnegin sira numaralari
V; : Ikinci 6rnegin sira numaralart
n : Her 6rnegin gézlem sayisini gosterir.

Ikinci yontem,

6xd?
n(n® -1)
di = Ui-Vi

s =

Bu ifadede
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d : swralar arasindaki farklari
n : terim sayisini

gosterir.

Her iki yontem ile yapilan hesaplamada verilerin degerleri yerine siralari esas
alimmaktadir. Eldeki veriler siralart gosterdiginden hesaplama dogrudan dogruya
yapilir. Ancak iki degiskenin gergek degerleri biliniyorsa, 6nce terimlere kiiciikten
biiylige veya biiyiikten kiigiige sira numaralar verilir. Ancak eger iki terimin degerle-
ri birbirine esitse bu durumda esit terimlere bulunduklar: siralarin ortalamasi verilir
ve daha sonra hesaplama yapilir. Hesaplama sonucunda bulunan sira korelasyonu
katsayist s0yle yorumlanir.

rs =1 tam pozitif iligki
0<rs<1 pozitif iligki
rs =0 iliski yok
-1<rs<0 negatif iliski
rs = -1 tam negatif iligki
Ornekten hesaplanan Spearman sira korelasyon katsayisinin istatistiksel ola-
rak sifirdan anlamh bir farki olup olmadig: test edilebilir. Bu teste Spearman Sira

Korelasyon Katsayisi Testi ad1 verilir. Bu testin agamalari sdyledir.

- Hipotezlerin Olusturulmast

Tek tarafli
Hy,:ps =0
H, :ps >0
veya
H,:ps <0
Cift tarafl
Hy:ps =0
H :ps 20

- Hata paymnin belirlenmesi
- rtablosundan kritik degerlerin bulunmasi

- Karar iglemi
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Yapilan hesaplamalar sonucunda elde edilen deger ile Spearman sira korelas-
yon katsayist kritik degerleri kargilagtirtlarak karar alinir.

-Karar iglemleri sdyle yapilir.

r.<r. _

S s ise Ho kabul
ry >,

r.>r, _

ST sa ise Ho red
rg < I,

rS < rSa/Z

} ise Ho kabul
s > —Tse2

s > fsarz } ise Ho red
s <—Tsy2

Karar isleminden elde edilen sonuca gére yorum yapilir.

ORNEK: Ingaat sektoriinde yapilan bir incelemede, ¢imento fiyatlar1 ne de-
mir fiyatlar1 arasinda bir iligski olup olmadig1 arastirilmak isteniyor. Bu amagla, 12 ay
itibariyle saptanan ¢imento ve demir fiyatlari asagida verilmistir. 0,95 giivenle test
ediniz.

Cimento Demir

Fiyatlan Fiyatlar
100 101
110 107
109 110
120 117
121 118
121 118
125 143
165 168
183 172
184 172
262 292

279 295
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Cimento Demir Sira No Sira No
Fiyatlan Fiyatlan  Cimento Demir D?
100 101 1 1 0
110 107 3 2 1
109 110 2 3 1
120 117 4 4 0
121 118 55 55 0
121 118 55 55 0
125 143 7 7 0
165 168 8 8 0
183 172 9 9,5 0,25
184 172 10 9,5 0,25
262 292 11 11 0
279 295 12 12 0
25
Hy:p, =0
H :p, #0
2
rg=1- GZZD =1- 6(22'5) =0,99 — cok kuvvetli ayni
nin°-1) 12(12° -1)
yonlii iliski

o = 0,05 ve n =12 i¢in r tablo degeri 0,497dir.

0,99 > 0,497 oldugundan Hpy red edilir, iligki vardir.

16.7. Ki-KARE TESTI

Onceki boliimlerde olasilik dagilimlari incelenirken ki-kare dagilimma degi-
nilmisti. Bu boliimde de parametrik olmayan testlerden biri olan ki-kare testi incele-
necektir.

Aralarinda iligki olup olmadig1 arastirilan degiskenlerin degisimleri rakamlar-
la belirlenebildigi gibi bazi durumlarda ise bu degisimler rakamlarla belirlenemez.
Bu gibi durumlarda degiskenler nitelik siniflarina ayrilarak ve her siifa diigen birim
sayist hesaplanarak kontenjans tablolar1 ve bu tablolardan yararlanarak da ki-kare
testi yapilir.

Ki-kare testi parametrik olmayan testler arasinda yer almakta ve ki-kare ba-
gimsizlik testi, ki-kare homojenlik testi ve Ki-kare uygunluk testi olmak iizere ti¢ ayri
sekilde uygulanmaktadir.
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16.7.1. Ki-Kare Bagimsizhik Testi

Ki-kare bagimsizlik testi ile herhangi iki olay arasinda bagimsizligin olup ol-
madig1 incelenir. Parametrik olmayan testlerden biri olan ki-kare testi ile, iki olay
arasinda bagimsizligin olup olmadigy, teorik frekanslar ile gercek frekanslar yani,
gozlemlenen frekanslar arasindaki farklara gore incelenerek belirlenir. Frekans de-
gerlerinin birbirine yakin olmasi halinde bagimsizlik oldugu, degerlerin farkli olmasi
halinde ise bagimsizlik olmadigi sonucuna varilir.

Ki-kare Bagimsizlik Testi’nin agamalari,
-Hipotezin diizenlenmesi

Ho : Bagimsizlik var.

H: : Bagimsizlik yok.

-Hata payinin belirlenmesi

Bu testte hata pay1 0,05 veya 0,01 olabilir. Bu hata payina ve v=n-1 serbestlik
derecesine gore y? tablosundan tablo degeri bulunur. Ancak y? tablosu serbestlik
derecesi yani v< 30 degerleri i¢in kullanilir. Serbestlik derecesinin degerleri otuzdan
biiyiik ise yani v> 30 ise tablo degeri normal dagilim tablosundan bulunur.

-Test istatistiginin hesaplanmasi

Test istatistiginin hesaplanmasinda ger¢ek frekanslar ile teorik frekanslar ele
alinir. Bu frekanslar arasindaki farklilik az ise incelenen iki olay arasinda bagimsizli-
gin oldugu sonucuna varilir. Aksi halde ise olaylar arasinda bagimsizlik yoktur. Test
istatistigi,

2 Y fi_Ni2 fi_fi2
p :;( Npip) :Z( fi')

ifadesine gore hesaplanir. Bu ifadede,

fi : gercek frekanslar

fi’ : teorik frekanslar

gostermektedir.

Ifadede 6nemli olan nokta Np; degerinin 5’den biiyiik olmasidir. Yani y? de-
gerinin hesaplanabilmesi igin,

Npi >5
sartinin ger¢eklesmesi gerekir. Eger bu sart gerceklesmiyorsa, baz1 simflar birlestiri-
lerek sartin gergeklesmesi saglanir. Fakat uygulamalarda sinif birlestirilmesinin uy-
gun olmadig1 durumlar ile karsilagilir. Bu gibi durumlarda ;(CZ degeri Yates diizeltme-

si ad1 verilen, yani
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2 _ (fi_fi')z_ovs
x —Z—fi,

ifadesi ile hesaplanir.
-Karar iglemi

Karar almirken hesaplanan test istatistigi degeri ile serbestlik derecesi ve an-
lamlilik diizeyine gore hesaplanan tablo degeri karsilastirilarak sonuca varilir. Onceki
agiklamalarda da deginildigi gibi v< 30 ise tablo degeri %2 tablosundan, v> 30 ise
tablo degeri normal dagilim tablosundan yani Z tablosundan elde edilir. Ozetle,

v< 30 ise

ri<y? ise Ho kabul edilir.
72> p% ise Ho reddedilir.
v> 30 ise

7i<z, ise Ho kabul edilir.
7>2Z, ise Ho reddedilir.

ORNEK: Yapilan arastirmada cesitli dinler ile cografi bolgeler arasindaki
iliski incelenmek istenmektedir. Bu arastirma i¢in dogu ve bati olmak fiizere iki bol-
geden iki ayr1 grup tesadiifi olarak secilmis ve gruptaki herbir kisi protestan, katolik
ve yahudi olarak simflandirilmistir. Gergek frekanslar asagidaki tabloda goriildigi
gibidir.

Bolgeler | Protestan | Katolik | Yahudi Toplam
Dogu 182 215 203 600
Bat 154 136 110 400
Toplam 336 351 313 1000

Bu verilere gore bolgeler ile secilen dinler arasinda o=0,05 hata payina goére

bir iligki var midur, inceleyiniz.

Ho : Bagimsizlik var.
H; : Bagimsizlik yok.

v=(r-1) (k-1) r: sira k: kolon
=(2-1) (3-1)
=2

Zoos =5991 v=2 i¢in

dir.
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2 fi_fiz
p :Z( f/?

Ifadede goriilen teorik frekanslarin (fi') hesabi sdyle yapalir.

K : segilen kisi protestandir.

C : secilen kisi katoliktir.

J : segilen kisi yahudidir.

E : segilen kisi dogu bolgesindendir.
W: secilen kisi bat1 bolgesindendir.

Bu olaylarin meydana gelme olasiliklar1 s6yledir:

P(K) = 0. P(C)= PO =
1000 1000 1000
600 400
P(E) = —— PW) ="
E) 1000 W) 1000

Ho hipotezinin dogru ve iki degiskenin birbirinden bagimsiz oldugu varsayi-
mina gore asagidaki olasilik degerleri hesaplanabilir.

P(K NE) = P(K).P(E) :[ 336 j( 600 j

1000 /1 1000

degerinin hesabi igin gerekli olan teorik frekanslar yukarida hesaplanan olasilik de-
gerleri ile gozlem sayisinin ¢arpimindan bulunur. Ornegin, dogu bolgesinde yasayan
Protestanlarin teorik frekanslari
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[

olacaktir.

336 |( 600
1000 /\ 1000

Diger frekanslari ayni gekilde hesaplayarak asagidaki tabloyu diizenleyebili-

j.(lOOO)

~ (336)(600)
~ 1000

=202

riz.
Bolgeler | Protestan Katolik Yahudi Toplam
Dogu 182(202) 215(211) | 203(187) 600
Bati 154(134) 136(140) | 110(126) 400
Toplam 336 351 313 1000

Bu tablo degerinden yararlanarak y? degeri,

(182 -202)* . (215 — 211)? . (203 —187)2
202 211 187

, (154-134)"  (136-140)" (110 -126)°
134 140 126

= 8,556

olarak hesaplanir.
x> Zg,os

oldugundan Hp reddedilir. Yani segilen dinler ile bolgeler arasinda bir iliski olmadig1
diger bir ifadeyle bu iki olayin birbirinden bagimsiz oldugu sonucuna vartlir.

16.7.2. Ki-Kare Homojenlik Testi

Aragtirma sonucunda elde edilen gozlem degerlerinde tespit edilen farklarin
ne dereceye kadar tesadiifi olarak meydana gelebilecekleri incelenmek istendiginde
ki-kare homojenlik testinden yararlanilir. Bu test sonucunda homojenligin olup ol-
madig1 sonucuna vartlir.

Ki-Kare Homojenlik Testindeki Safhalar,

-Hipotezin Diizenlenmesi

Ho: homojenlik var
Hi:homojenlik yok.

-Hata payinin belirlenmesi
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Bu testte anlamlilik diizeyi 0,05 veya 0,01 olabilir.

-Test istatistiginin hesaplanmasi
Test istatistiginin hesaplanmasinda gergek frekanslar ile teorik frekanslar he-
saplanir. Test istatistigi,

2 Y fi_Ni2 fi_fiz
Z=;( Npip) :z( fi'ﬁ

ifadesine gore hesaplanir. Burada 6nemli olan noktalardan biri test iglemlerinin yapi-
labilmesi igin teorik frekanslarin her birinin degerinin en az 5 olmasidir. Teorik de-
gerler arasinda 5’ten kiigiik degerlerin olmasi durumunda birbirine yakin olan siniflar
birlestirilir veya Yates diizeltmesine basvurulur.

-Karar iglemi

Karar almirken test istatistigi degeri ile serbestlik derecesi ve anlamlilik
diizeyine gore hesaplanan tablo degeri karsilagtirilarak sonuca varilir. Ancak v <30
ise tablo degeri ki-kare tablosundan, v>30 ise tablo degeri normal dagilim tablo-
sundan bulunur. Boylece karar iglemi,

v<30 ise

2P <xl, ise Ho kabul
2> ise Ho reddedilir.
v>30 ise

x°<zZ, ise Ho kabul
>Z, ise Ho reddedilir.

ORNEK: Elektronik aletler imal edilen bir fabrikada, miizikle iiretimin iscile-
rin verimliligini arttirip arttirmayacagi incelenecektir. Bu amacla bir deneme siiresi
sonunda tespit edilen kusurlu ve kusursuz mamul sayilan agagidaki kontenjans tablo-
sunda verilmistir. 0,05 hata pay ile testi yapiniz.

Kusurlu Kusursuz
Mamiiller Mamiiller Toplam
Miizikle Uretim 102 8 110
Miiziksiz Uretim 95 15 110
Toplam 197 23 220
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Coziim:

Ho : Miizikle ve miiziksiz tiretimde kusurluluk agisindan fark yoktur.
H; : Miizikle ve miiziksiz iiretimde kusurluluk agisindan fark vardir.

Kusurlu Kusursuz
Mamiiller Mamiiller Toplam
Miizikle Uretim 102 /98,5 8 /115 110
Miiziksiz Uretim 95 /98,5 15 /11,5 110
Toplam 197 23 220

» o~ (fo—f) (102-985F (95-98,5)
Ties = 2, £, %5 95

2 2
. (8-115) .\ (15-115)
115 115

=0,124 + 0124 +1,065 +1,065 = 2,378

Z(ios,l = 3,841

2,378 < 3,841 Ho kabul.

Miizikle tiretim bir fark yaratmamustir.

16.7.3. Ki-Kare Uygunluk Testi

22 testinin uygulama bigimlerinden biri olan y?ki-kare uygunluk testi ile,

tahmin edilen frekanslara yani teorik frekanslara gore hesaplanan dagilimin, gercek
frekans yani gozlemlenen frekanslara gore hesaplanan dagilima uygun olup olmadigi
test edilir. Eger gercek frekans degerleri ile teorik frekans degerleri birbirine yakinsa

y°degeri kiigiik olacak ve bdylece segilen dagilimin teorik dagilima uygun oldugu
sonucuna varilacaktir. Diger taraftan gercek frekanslar ile teorik frekanslar arasinda

olduk¢a 6nemli farklar oldugunda ¢?degeri biiyiiyecek ve bu durumda segilen dagi-

limin teorik dagilima uymadig1 sonucuna varilacaktir.
Ki-Kare Uygunluk Testinin Asamalari;

-Hipotezin diizenlenmesi
Ho : Uygunluk var.
H: : Uygunluk yok.
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-Hata payinin belirlenmesi
Anlamlilik diizeyi 0,05 veya 0,01 olabilir.

-Test istatistiginin hesaplanmasi

Test istatistigi yani ki-kare degeri ayni sekilde hesaplanir, yalniz burada is-
lemler bir kontenjans tablosu i¢in degil de 2 siitundan olusan bir bilesik seri i¢in
yapilir. Bu testte de 6nemli olan nokta test islemlerinin yapilabilmesi igin teorik
frekanslarin her birinin degerinin en az 5 olmasidir.

-Karar iglemi

Karar, test istatistigi, o ve serbestlik derecesine gore bulunan ki-kare tablo-
sundan bulunan degerin karsilastirilmasi ile alinir. Bu testte serbestlik derecesi yani
n=m-1"dir. m burada teorik frekanslarin hesaplanmasinda kullanilan parametre
sayisidir.

7’ < )(;g ise Ho kabul
2> Ak ise Ho reddedilir.

Karar isleminden sonra elde edilen sonu¢ yorumlanir.
ORNEK: Kusursuz oldugu kabul edilen bir zar 120 defa atilmis ve elde edi-

len sonuglar kaydedilmistir. Eger zar kusursuz ise teorik olarak her bir yiiz 20 defa
goriinecektir. Sonuclar asagida tabloda goriildiigii gibidir.

Zarin Yuzleri
1 2 3 4 5 6

20 | 22 | 17 | 18 | 19 | 24

Gergek

Teorik 20 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20

Gergek ve teorik degerleri karsilastirarak zarin kusurlu veya kusursuz oldugu-
na 0,05 hata payina gore karar veriniz.

, k fi_fiZ
p :Z( f/?

i=1 i
_(20-20)° (22-20)°  (17-20)°
20 20 20
2 2 2
L (18-20)° (19-20)° (24-20)
20 20 20

=17
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Bu ornekte gézlemlenen verilerden elde edilen parametre toplam frekans ol-
dugundan serbestlik derecesi,

v=6-1=5
dir. Hata pay1 0,05 oldugundan y°tablosuna gore deger,
Z505(5) =11,070 v =5 igin
dir. Boylece 1,7 degeri kritik degerden kiiciik oldugundan yani,
x>
oldugundan sifir hipotezi kabul edilir. Yani zarin kusursuz oldugu sonucuna varilir.
16.8. COZUMLU ORNEKLER
ORNEK 1: Herhangi bir pil imalatinda, pillerin dayanma siirelerinin ince-
lenmesi i¢in asagida goriilen tablo diizenlenmistir. Tabloda goriilen degerlere gore

dayanma siireleri dagiliminin yaklasik olarak normal dagilima uydugu hipotezi test
edilmek istenmektedir.

Siniflar fi Fi'
1,45-1,95 2 0,6
1,95-2,45 1 2,6
2,45-2,95 4 6,8
2,95-3,45 15 10,7
3,45-3,95 10 10,3
3,95-4,45 5 6,1
4,45-4,95 3 2,2

Yukaridaki tabloda teorik frekanslar normal dagilima gore hesaplanmistir. Bu
frekanslarin hesaplanabilmesi i¢in 40 birimlik pilden olusan bir 6rnek diizenlenmis

ve bu 6rnegin ortalamas1 X =3,4125 ve standart sapmasi S=0,697 bulunmustur.

Bulunan bu degerler Z degerlerinin hesaplanmasinda p ve ¢ olarak kullanilacaktir.
Ornegin 4. sinifa kargilik gelen Z degerinin hesabini inceleyelim.

_ 2,95-3,4125

=-0,664
0,697
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_ 3,45-3,4125

=0,054
0,697

Hesaplanan bu Z degerlerine karsilik gelen degerler normal dagilim tablosuna
gore,

Z, =0,664 — 0,2533

Z, =0,054 —> 05215

Alan = P(-0,664 <Z < 0,054)
= P(Z<0,054) — P(Z<-0,664)
=0,5215-0,2533
=0,2682
dir. Alanin hesaplanmasindan sonra 4. sinif i¢in teorik frekans
f4'=(0,2682)(40) = 10,7

olarak bulunur.

Diger siiflar icinde teorik frekanslar ayni gekilde hesaplanir. Ancak dnceki
aciklamalarda deginildigi gibi teorik frekanslarin 5’den az olmamasi gerekir. Bu
nedenle tabloda da goriildiigii gibi 5’den az olan teorik frekanslar birbirleriyle birles-

tirilmistir. Bu islemlerden sonra ;(2 degeri hesaplanarak karara varilir. Yani,

2 _\ fi - )
I:z%

i=1

2 2 2 2
_(7-10)°  (15-107)°  (10-103° (8-89)

10 10,7 10,3 83
=2,639
X505 =3841 v =4-3=1igin

olarak hesaplanir. Boylece



566 Temel Istatistik

1>

oldugundan sifir hipotezi kabul edilir. Yani pillerin dayanma siireleri dagilimin nor-
mal dagilima uydugu sonucuna varilir.

ORNEK 2: Meteorolojik kosullarin tarimsal iiretim iizerindeki etkisinin arags-
tirldig1 bir bdlgede, Haziran ay1 sicakligi 17° kabul edilerek inceleme yapilacaktir.
Bu varsayimin gegerliligini sinamak amact ile Haziran ay1 icin 12 yillik ortalama
sicaklik degerleri saptanmustir. 0,05 hata pay1 ile iddiay: test ediniz.

18,4 19,6 15,2 19,7 17,0 18,3 17,8 16,8 18,3 16,9 17,2 17,4

Coziim:
Hy,:M,=17,0
H :M, =170

Gozlemler : 18,4 19,6 15,2 19,7 17,0 18,3 17,8 16,8 18,3 16,9 17,2 17,4
Farklar 14 26 -18 27 0 13 08 -0,2 13 -0,1 0,2 04

Farklarin
Isaretleri : + + - + 0o + + - + - + +

(-) farklarin sayisi, (+) farklarin sayisindan daha kiigiik oldugundan K=3 ali-
nir.

,_K-ni2_3-(212) 3-6__ .,

(n/4)*  (12/4)% 3

P(Z<-1,73) = 0,5 — 0,4582

=0,0418 > 0,025

oldugundan Hp red edilir. Sézkonusu bélgede Haziran ay1 sicakligmin 17° kabul
edilmesi hatalara yol agacaktir.

ORNEK 3: Sigara kullaniminin yol agtig1 kalsiyum eksikligi iizerinde yapilan
bir incelemede, giinde en fazla bir paket sigara igen 20 kisi ile giinde en az bir paket
sigara icen 20 kisinin viicutlarindaki kalsiyum miktar tespit edilmistir. Gruplar ara-
sinda fark olup olmadigini 0,05 anlam diizeyinde test ediniz.
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A B
En Fazla Bir En Az Bir
Paket igenler Paket igenler

80 62

78 64

65 52

90 48

55 50

87 62

66 45

98 54

79 65

70 55

80 49

74 57

69 51

72 60

58 56

80 55

75 46

72 52

92 58

74 59

Coziim:
A B

En Fazla Bir En Az Bir A B
Paket igenler  Paket igenler Sira No Sira No

80 62 35 19,5
78 64 32 21
65 52 22,5 7,5
90 48 38 3
55 50 11 5
87 62 37 19,5
66 45 24 1
98 54 40 9
79 65 33 22,5
70 55 26 11
80 49 35 4
74 57 29,5 14
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69 51 25 6
72 60 27,5 18
58 56 15,5 13
80 55 35 11
75 46 31 2
72 52 27,5 7,5
92 58 39 15,5
74 59 29,5 17
593 227

Ho : Iki grubun kalsiyum miktar1 arasinda fark yoktur.
H; : 1ki grubun kalsiyum miktar1 arasinda fark vardir.

g na(ny +ng +1) _ 20(20 + 20 +1)

- — 410
2
o = \/nA(nB)(nA Mg +1) _ 56 e
12
WX, 593410 _,
o 36968
Zoo2s = 1,96 4,95>1,96 Hored.

Iki grup arasinda anlamli bir fark vardir.

ORNEK 4: 2009 Avrupa Buz Pateni Sampiyonasi’nda ¢iftler kategorisinde
yarigan 10 gifte, iki hakem tarafindan verilen teknik puanlar karsilagtirilmak isteni-
yor. 0,05 anlam diizeyinde anlamli bir fark olup olmadigini test ediniz.

1. Hakemin 2. Hakemin
Verdigi Puanlar Verdigi Puanlar
4,8 4,6
5,2 4,8
54 55
58 59
4,4 4,7
4 4.4
53 51
5 52
4,6 4,8

54 5,2
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Coziim:
1.Hakemin 2. Hakemin Fark Mutlak isaretli
Verdigi Verdigi Degerleri Farklarin Farklarin
Puanlar Puanlar Siralan Siralar
4,8 4,6 0,2 5 5
5,2 4,8 0.4 9,5 9,5
54 55 -0,1 15 -1,5
58 59 -0,1 15 -1,5
4,4 47 -0,3 8 -8
4 4,4 -0,4 9,5 -9,5
53 51 0,2 5 5
5 5,2 -0,2 5 -5
4,6 4,8 -0,2 5 -5
54 5,2 0,2 5 5
-6
T=-6

o = \/n(n +1)6(2n+1) _ \/10(12)(21) 10,62

T —6

o, 1962

o= 0,05 Zo,ozs = 1,96

0,30 < 1,96 oldugundan Hy kabul edilir. iki hakemin degerlendirmeleri arasin-
da anlamli bir fark yoktur.

ORNEK 5: Tiirkiye’de, protein tiiketimi acisindan Marmara, Akdeniz ve
Karadeniz bolgeleri arasinda fark olup olmadigi incelenecektir. Bu amagla her bolge-
den secilen 2000’er ailenin, aylik tiiketimleri kg. cinsinden tespit edilmistir. 0,05 hata
pay1 ile test ediniz.

Marmara Akdeniz | Karadeniz |
Kirmizi Et 3200 2960 2600
Balik 2800 3250 3800

Tavuk 2400 2500 2200
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Coziim:
Marmara Akdeniz | Karadeniz
Kirmizi Et 3200(7) 2960(6) 2600(4)
Balik 2800(5) 3250(8) 3800(9)
Tavuk 2400(2) 2500(3) 2200(1)
14 17 14
W;
Wi2 /ni 65,33 96,33 65,33

Ho : Bolgelerin protein tiikketimi arasinda fark yoktur.
Hj : Bolgelerin protein tiikketimi arasinda fark vardir.

2

H - { 12 ZW_I} -3(n+1) = {ﬁ (225,99)} —3(10) =0,265
I’]i

n(n+1) 9(10)

102,05,2 =5,991

0,265 < 5,991 oldugundan Hg kabul.
Bolgelerin protein tiiketimi arasinda anlaml bir fark yoktur.

ORNEK 6: Bir kolej yoneticisi, 6grencilerinin iiniversiteye giris sinavinda
aldiklar1 sozel ve sayisal puanlar arasindaki iliskiyi incelemektedir. Bu amagla segi-
len 8 6grencinin sozel ve sayisal puanlart agsagida verilmistir. 0,01 hata payi ile test
ediniz.

Sozel Puan Sayisal Puan

143 139,3
156,2 164,2
170,8 176,4
146,4 141,2

120 118,9
138,2 127,6
1457 135,7

168,3 164,5
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Coziim:
Sozel Sayisal Sozel Sayisal D?
Puan Puan Sira No Sira No
143 139,3 3 4 1
156,2 164,2 6 7 1
170,8 176,4 8 8 0
146,4 141,2 5 5 0
120 118,9 1 1 0
138,2 127,6 2 2 0
145,7 135,7 4 3 1
168,3 164,5 7 6 1
4
Hy:p, =0
H :p, =20
Pl 65D’
ST n(n?-1)
_1- 8™ _gg5
8(64 -1)

¢ok kuvvetli dogru yonlii iligki

o =0,01 ve n=8 i¢in r tablo degeri 0,8333 tiir.

0,95 > 0,833 oldugundan Hy red edilir. Sayisal ve s6zel puanlar arasinda iligki vardir.

ORNEK 7: Bir hukuk fakiiltesinde, 2. simf dgrencilerinin yabanci dil dersleri
iki farkli 6gretim {iyesi tarafindan yiiriitiilmektedir. Ogretim iiyelerinin egitim verdigi
iki ayr1 subenin basarilarinin ayni olup olmadigi test edilecektir. Her iki subeden
segilen 10’ar 6grencinin asagidaki notlarini kullanarak 0,05 hata pay: ile testi yapiniz.

A Subesi B Subesi
45 50
65 45
70 85
50 40
80 70
55 65
75 90
60 60
80 55
60 65



572 Temel Istatistik

Coziim:

A Subesi B Subesi SiraNo A SiraNo B
45 50 2,5 4,5
65 45 12 2,5
70 85 14,5 19
50 40 4.5 1
80 70 17,5 14,5
55 65 6,5 12
75 90 16 20
60 60 9 9
80 55 17,5 6,5
60 65 9 12

109 101

Ho : Siniflarin basarilari arasinda fark yoktur.
Hs : Smiflarin basarilar1 arasinda fark vardir.

U=nn, + 204D _p =10(10)+&2(11)—109 = 46
N nn
X, =" =50

o \/nlnz(nl+n2 +1) _ \/10(10)(21) 133
Y 12 12 ’

U-X, 46-50
13,23

Z:

=-0,3023

Oy

Zo025 = 1,96 0,3023 < 1,96 Ho kabul edilir.
Siniflarin bagarilari arasinda fark yoktur.

ORNEK 8: Pancar iiretimi yapilan bir bélgede iig tiir giibrenin verime etkileri
aragtirtlacaktir. Bir ekim donemi sonucunda gézlenen hasat sonuglar1 asagidaki kon-
tenjans tablosunda verilmistir. 0,05 anlam diizeyinde testi yapiniz.

Uriin
Giibre Saglam Kusurlu Toplam
| 430 20 450
] 375 25 400
1 455 45 500
Toplam 1260 90 1350
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Coziim:
Saglam Kusurlu Toplam
| 430 /420 20 /30 450
Il 375 /373,3 25 /26,7 400
1l 455 /466,7 45 /33,3 500
Toplam 1260 90 1350

Ho : Giibrelerin verime etkileri arasinda fark yoktur.
Hj : Giibrelerin verime etkileri arasinda fark vardir.

2 2 5 )
2h=). (fo —f f.) _(430-420f (20-30)"  (375-3733)
420 30 3733

e

. (25-26,7)* . (455 — 466,7)° . (45 -33,3)
26,7 466,7 333

= 0,238 + 3,33+ 0,008 + 0,108 + 0,293 + 4,111 = 8,088

Zg,os,z =5991

8,088 > 5,991 Hy red.
Giibrelerin verimleri birbirinden farklidir.

ORNEK 9: Bir fast food isletmesinde miisteri gelme sikliginin dakikada
ortalama 2 miisteri ile Poisson dagildig1 bilinmektedir. Bir hafta i¢inde 150 farkli
zamanda gbzlem yapilmis ve dakikada gelen miisteri sayilar1 kaydedilmistir. Ornek-
lem dagiliminin Poisson dagilimina uygunlugunu %95 giivenle test ediniz.

Miisteri Sayisi Gozlenen Zaman
Xi fi

12
27
48
31
15
11
6 ve Ustl 6

150

g~ WDN PP O
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Coziim:
Miisteri Gozlenen Beklenen A
Sayisi Zaman Frekans
Xi fi E(f) P(Xi) (Ifi _ E(fi l _ 0,5) A/ E(f)
0 12 20,25 0,135 45,5625 2,25
1 27 40,65 0,271 172,9225 4,25
2 48 40,65 0,271 46,9225 1,15
3 31 27 0,18 12,25 0,46
4 15 13,5 0,09 1 0,07
5 11 54 0,036 26,01 4,82
6 ve Ustl 6 2,55 0,017 8,7025 3,41
150 150 1 16,41
-4 1% -2 X
eAr er2
p(x=X;) = BT

P(X >6) = 1- P(X<6)

E(fi) = n.p(x:Xi)

2 _ . [fi_E(fi)]Z_ . fi2
42w | &Em

i=1 i=1

Yates diizeltmesi ile,

| f.-E(f) |-05[
Zﬁzzﬂ : E((If?)| ]=16,41

Ho : Orneklem dagilimi Poisson dagilimina uygundur.
Hi : Orneklem dagilimi Poisson dagilimina uygun degildir.

Serbestlik derecesi v=r-k-1=7-1-1=5

Xeo0s =11,07 < y2 = Hored

Orneklem dagilimi Poisson dagilimina uygun degildir.

ORNEK 10: Bir fabrikada iscilere iiretim teknikleri egitimi verilecektir. Isgi-
ler, bir birimi {iretim siirelerine gore siniflandirilnmugtir. Egitim alan ve almayan isgi-
lerden 50°ser kisilik iki 6rnek segilerek asagidaki tablo hazirlanmstir. (o = 0,01)
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(A) (B)
Siire (Dk) Egitimli Egitimsiz Toplam
10'un Alti 18(12) 6(12) 24
10-20 18(16) 14(16) 32
20-30 8(14) 20(14) 28
30 Uzeri 6(8) 10(8) 16
50 50 100

X = ZZ (Ef”f)z —n=112,643 -100 = 12,643
i=1 j=1 ij

_(18-12) . (6-12)? . (18-16)° . (14 -16)? . (8-14)° .

12 12 16 16 14
2 2
(0-14)°  (6-8)°  (10-8)2 ),
14 8 8
n.n.
E(f. )= 11
( U) n

v =(r-1).(c-1) = (4-1).(2-1) =3
Z§0,01 =1134

Ho : Egitime gore iiretim siireleri dagilimlari homojendir.
Hj : Egitime gore iiretim siireleri dagilimlari homojen degildir.

Zaz,o,m < Zr? = Hored

Egitim alanlar ve almayanlarin iiretim siirelerinin dagilimlart homojen (ben-
zer) degildir.

ORNEK 11: Bir fabrikada iiretilen oto lastiklerinin dayaniklilik siiresinin,
lastigin yapiminda kullanilan X mamiiliiniin katki derecesi ile iliskisi olup olmadigi
arastirilmak isteniyor. X mamiilii, lastige 1-3 br., 3-5 br., ya da 5-7 br. katilabiliyor.
Lastiklerin dayanikliliklar1 ise 50.000 km’den az, 50.000-60.000 km ve 60.000
km’den ¢ok olarak belirlenmis ve incelenen 200 lastikte asagidaki sonuglar bulun-
mustur.
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Lastigin X Mamiiliiniin Katki Derecesi
Dayanikhgi 1-3 br. 3-5 br. 5-7 br. Toplam
>50.000 35 25 10 70
50.000-60.000 40 30 10 80

60.000< 25 15 10 50
Toplam 100 70 30 200

f/,=70100/200=35 f/,=7070/200=245 f, =70.30/200=105
f,, =80.100/200=40 f,, =80.70/200=28 f,, =80.30/200 = 12
f,, =50.100/200=25 f,, =50.70/200=175 f,, =50.30/200=7,5

, & (f— ) (35-35) (0-75f
Xhesap = Z fij, 35 + + —7’5 =170

ij=1
15,05,4 =9,488

2 2
X hesap < Xo,05:4 Ho kabul

ORNEK 12: Yaz tura denemesinde kullanilan bir paranin hileli olup olmadi-
g1 arastirilmak istenmektedir. Para hilesiz ise Y ve T sonuglarinin ayni olasilikla
gelmesini gosterir. Bunun igin para 100 defa atiliyor ve 65Y 35 defa da T geliyor.
Paranin hileli olup olmadigini test ediniz.

Ho : Para hilesizdir. ('Y gelme olasilig1 0,50°dir.)
Hj : Para hilelidir. ('Y gelme olasilig1 0,50’den farklidir.)

Sonugclar Goézlenen fi Teorik fi
Y 65 50
T 35 50

= +
M 50 50

ij=1 ij

Zﬁesap = i (fij — fij,) = (65 _50)2 (35 _50)2 =9

15,05,1 =384
Zlfesap =9> 15,05;1 = 3184 = Ho red

Para hilelidir. Dagilimi diizgiin dagilima uymaz.
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ORNEK 13: Ekonometri boliimii 6grencilerinin, istatistik dersindeki basarila-
rinin, matematik dersindeki basarilarina bagli olup olmadigi 0,05 anlamlilik diizeyin-
de arastirilmak isteniyor. Bu amagla 100 6grencinin istatistik ve matematik derslerin-
den basarili-basarisizlik durumlart asagidaki tabloda belirtilmistir.

Kontenjans Tablosu
Matematik istatistik Dersinden
Dersinden Basaril Basarisiz Toplam
Basarih 35 13 48
Basarisiz 30 22 52
Toplam 65 35 100

Ho : Istatistik dersinden basar1 durumu, matematik dersinden basar1 durumundan

bagimsizdir.
Hy : Istatistik dersinden basar1 durumu, matematik dersinden basar1 durumuna bagli-

dir.
f/,=48.65/100=312 f, =48.35/100=16,8
f, =52.65/100=338 f,, =52.35/100=18,2

o (f; — i) (s5-312)°  (30-338)

2 _ —
Fhesap = Z i 812 338
ij= i 1 ’
2 2
(13-16,8) . (22-18,2)" _ 254
16,8 18,2
Zg,os,l =384

2 2
Xhesap < Xo,051 = Ho kabul

Istatistik dersinden basar1 durumu, matematik dersinden bagimsizdir.

ORNEK 14: Motor giicleri ile motor hacimleri teknolojik gelisme nedeniyle
bagimsiz olmaya basladiklari iddia edilmektedir. Yeni model arabalardan 200 farkli
model tesadiifi olarak secilmis ve siniflandirilmistir. iki 6zelligin bagimsizligini %10
anlam seviyesinde test ediniz.

Motor Motor Gucu(hp) Siniflari
Hacmi(ccm) 50-80 80-110 110 Gstu Toplam
1400 alti 5,5(24) 5(24) 0(12) 60
1400-2000 15(32) 45(32) 20(16) 80
2000 ustu 10(24) 30(24) 20(12) 60
Toplam 80 80 40 200
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= Zzw — 97,39

v = (c-1).(r-1) = (3-1).(3-1) = 4

13,0,1 =1,78

Ho : Motor giicii ve motor hacimleri birbirlerinden bagimsizdir.
H1 : Motor giicii ve motor hacimleri birbirlerinden bagimsiz degil.

X8> xlo1 = Hored

Ilgilenilen 6zellikler birbirlerinden bagimsiz degillerdir.



