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Önsöz

Bilindig̃i gibi yüksek Matematik düs.ünceye sahip olma, dog̃a, mühendislik

ve sosyal bilimler üzerine yapılan bütün bilimsel aras.tırmalarda temel tes.kil

etmektedir. Bu aras.tırmaların daha bas.arılı olabilmesi ic.in, günümüz mate-

matig̃inin c.ok sayılı alanlarını ve uygulamalarını daha iyi anlatabilecek nite-

likte c.es.itli ders kitaplarının hazırlanması gerekmektedir.

Matematig̃in en temel dallarından biri olan Analiz dersinin ög̃reniminde

kullanılabilecek seviyede Türkc.e c.es.itli ders kitapları yazılmıs. ve bu konuda

yabancı dillerde yayınlanmıs. en iyi kitapların bazıları deg̃erli bilim adam-

larımız tarafından Türkc.eye kazandırılmıs.tır. Bütün bunlara rag̃men, klasik

Matematik Analiz konularını, Matematig̃in c.ag̃das. taleplerine cevap verecek

s.ekilde aksiyomatize edilmeye dayanan yüksek seviyeli ders kitaplarına halen

ihtiyac. duyulmaktadır.

Lisans seviyesinde eg̃itim gören ög̃renciler ic.in düzenlenmis. olan bu dört

ciltlik kitabın esas amacı Analiz dersinde ög̃retilen konuları mümkün oldug̃u

kadar günümüz matematig̃inin ihtiyac.larını kars.ılayabilecek düzeyde ifade et-

mek, bu dersi ög̃renen ve ög̃retenler ic.in ince noktaları aydınlatmakta gerekli

olan teorik bilgiler sunmak ve ayrıntılı bic.imde c.özümlü problemler vermek,

temel kavram ve sonuc.ları uygulayabilecek teknikleri gelis.tirmektir. Ayrıca,

bazı özel ve ileri anlamda konular ic.eren bu c.alıs.manın Yüksek Lisans, Dok-

tora ög̃rencileri ve ileri aras.tırma yapmak isteyenler ic.in de faydalı olacag̃ı

inancındayım.

Tek deg̃is.kenli fonksiyonların analizine ayrılmıs. birinci ve ikinci ciltlerde

Analize giris., Limit, Süreklilik, Türev, Belirsiz integraller, Riemann

integrali, Has olmayan integraller, Sayısal seriler, Fonksiyon dizileri

ve Serileri gibi bölümler yer almaktadır. C. ok deg̃is.kenli fonksiyonların ana-

lizini ic.eren üc.üncü ve dördüncü ciltlerde C. ok deg̃is.kenli fonksiyonlar,

C. ok deg̃is.kenli fonksiyonların diferensiyel hesabı, C. ok deg̃is.kenli

vektör fonksiyonların diferensiyel hesabı, C. ok katlı integraller, Para-

metreye bag̃lı integraller, Eg̃risel ve Yüzey integralleri gibi bölümler

yer almaktadır. Kitabın son iki cildinde yer alan konuların ög̃renciler tarafın-
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dan daha iyi anlas.ılabilmesi ic.in Analitik Geometri ve Lineer Cebir konu-

larının anlas.ılmis. olması düs.ünülmüs.tür.

Kitabın hem metin hem de problem (c.özümleri dahil) yazımında Analiz

dalında ana dilimizde ve yabancı dillerde yayınlanmıs. ve her cildin sonunda

belirtilen kaynaklardan genis. ölc.üde faydalanılmıs.tır.

C. alıs.manın birinci ve ikinci ciltlerinin hazırlanmasında Yrd. Doc.. Dr

Murat ALP ve doktora ög̃rencim Yrd. Doc.. Dr. Nizami MUSTAFAYEV,

ayrıca birinci cildin hazırlanmasında Yrd. Doc.. Dr İsmail EKİNCİOG̃LU,

hem problem c.özümlerinin hem de ek problemlerin cevaplarının kontrolünde

ve kitabın dizgi yapımında bana yardımda bulunmus.lardır. Yapmıs. oldug̃u

c.ok deg̃erli desteklerinden dolayı ög̃rencim Ars.. Grv. Özgün GÜRMEN’e de

tes.ekkür borcumu ifade etmek isterim.

Büyük emeklerle ortaya konan bu c.alıs.manın hazırlanmasında gösterilen

titizlig̃e rag̃men, bazı hataların olabileceg̃ini s.imdiden kabul ederek bu ko-

nudaki eles.tiri ve uyarıları bizlere bildirecek olan ög̃renci ve meslektas.larımıza

tes.ekkür ederim.

Kitabın siz okuyucularımıza yararlı olmasını ic.tenlikle dilerim.

Prof. Dr. Binali MUSAYEV

Eylül - 2002
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SEMBOL DİZİNİ

Sembol Sayfa Sembol anlamı

∈ 1 Eleman

�∈ 1 Eleman deg̃il

∅ 2 Bos. küme

⊂ 2 Alt küme

A = B 2 A ve B kümeleri es.ittir

A �= B 2 A ve B kümeleri es.it deg̃ildir

A ∪ B 2 A ve B kümelerinin birles.imi

A ∩ B 2 A ve B kümelerinin kesis.imi

A\B 2 A ve B kümelerinin farkı

A�B 2 A ve B kümelerinin simetrik farkı

∧ 2 Ve anlamında kullanılır

∨ 2 Veya anlamında kullanılır

∃ 2 Varlık, var olmak

∀ 2 Her anlamında kullanılır

a ∈ A 2 a, A nın elemanıdır

a �∈ A 2 a, A nın elemanı deg̃ildir

⇒ 2 İse

⇔ 2 Gerek ve yeter kos.ul⋃
i∈I

Ai 3 A = {Ai : i ∈ I} küme ailesinin birles.imi⋂
i∈I

Ai 3 A = {Ai : i ∈ I} küme ailesinin kesis.imi

Ac 3 A nın tümleyeni

E 3 Evrensel küme

A × B 4 A ile B nin kartezyen c.arpımı

R 11 Bag̃ıntı

a ∼ b 12 a ile b nin denk olması

� 12 Kısmi sıralama bag̃ıntısı

≤ 13 Tam sıralama bag̃ıntısı

iv

Sembol Sayfa Sembol anlamı

f : X → Y (veya X
f→ Y ) 13 f, X den Y ye bir fonksiyon (dönüs.üm)

D(f) 13 f ’ nin tanım kümesi

R(f) 13 f ’ nin deg̃er (görüntü) kümesi

f(A) 14 A nın f altında görüntüsü

f−1(B) 14 B nin f altında ters görüntüsü

f |A 15 f nin A ’ ya kısıtlaması

IX 15 Özdes.lik (birim) fonksiyonu (dönüs.ümü)

gof 15 f ile g’ nin biles.kesi

f−1 16 f fonksiyonunun (dönüs.ümünün) tersi

X ∼ Y 16 X ile Y nin denk (es. kuvvetli) olması

cardA 16 A nın gücü

N 16 Dog̃al sayılar kümesi

Z 16 Tam sayılar kümesi

Q 16 Rasyonel sayılar kümesi

R 16 Reel sayılar kümesi

Nc. 24 C. ift dog̃al sayılar kümesi

Zc. 24 C. ift tam sayılar kümesi

R+ 31 Pozitif sayılar kümesi

R− 31 Negatif sayılar kümesi

min{x : x ∈ X} 32 X ⊂ R alt kümesinin minimal (en küc.ük) elemanı

max{x : x ∈ X} 32 X ⊂ R alt kümesinin maksimal (en büyük) elemanı

sup X 33 X ⊂ R alt kümesinin en küc.ük üst sınırı

(supremumu)

inf X 33 X ⊂ R alt kümesinin en büyük alt sınırı

(infimumu)

(a, b) 34 {x ∈ R : a < x < b} kümesi

[a, b] 34 {x ∈ R : a ≤ x ≤ b} kümesi



v

Sembol Sayfa Sembol anlamı

R 34 R ∪ {−∞, +∞} kümesi

I 50 İrrasyonel sayılar kümesi

[[ x ]] 52 x in tam kısmı

C 106 Kompleks sayılar kümesi

N− 145 N− = {−n : n ∈ N}
m(f) = mE(f) 166 Sınırlı f : e ⊂ R → R fonksiyonunun E üzerinde

infimumu

M(f) = ME(f) 166 Sınırlı f : e ⊂ R → R fonksiyonunun E üzerinde

supremumu

Ω(f, A) 288 f : X → R fonksiyonunun a ∈ X noktasındaki

sıc.raması

Q+ 305 Pozitif rasyonel sayılar kümesi

X+
a 418 {x ∈ X : x < a} kümesi

X−
a 418 {x ∈ X : x > a} kümesi

vi
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Bölüm 1

Analize Giris.

1.1 Küme ve Kümeler Üzerinde Elementer

İs.lemler

Matematikte kullanılan küme kavramı, bazı özelliklere sahip nesnelerin

bir topluluğu veya bir sınıfı gibi düs.ünülebilir. Fakat bu kavramın kesin bir

tanımı verilmiyor. Kümeyi tes.kil eden nesnelere kümenin elemanları veya

ögeleri denir. Kümeleri A, B, C,X, Y, . . . gibi büyük harfler ile, elemanları

da a, b, c, x, y, . . . gibi küc.ük harfler ile göstereceğiz.

Eğer, a bir A kümesinin bir elemanı ise, bu durumda a ∈ A bic.iminde,

a bir B kümesinin elemanı değilse, bunu da a �∈ B bic.iminde göstereceğiz.

Bir kümenin verilmesi ic.in, o kümenin elemanlarının teker teker belir-

tilmesi veya o kümenin elemanlarının belirtilmesine yarayan bir özelliğin

(veya özellikler takımının) verilmesi gerekir. Yani, bir elemanın kümeye ait

olup olmadığını belirtmeye yarayan kesin bir kuralın verilmesi gerekmek-

tedir. Buna göre, bir kümeyi gösterirken, ya o kümenin elemanları {. . .}
arasına yazılır ya da

{ x : x in karakteristik özelliği }
sembolü kullanılır. Burada x kümenin genel elemanını gösterir, : is.areti de

öyle ki anlamına gelen bir sembol olarak kullanılmıs.tır.

1

2 Kümeler ve Kümeler Üzerinde Elementer İs. lemler

Hic.bir elemanı olmayan kümeye bos. küme denir ve ∅ ile gösterilir.

Tanım 1.1.1 : Eğer, bir A kümesinin herbir elemanı B kümesinin de bir

elemanı ise A kümesi B kümesinin bir alt kümesidir denir ve A ⊂ B sembolü

ile gösterilir. Yani,

A ⊂ B ⇔ (a ∈ A ⇒ a ∈ B)

dir.

Her A kümesi ic.in, A ⊂ A ve ∅ ⊂ A dır. Eg̃er, A ⊂ B ve B ⊂ A ise, A ve B

kümeleri es.ittir denir ve A = B bic.iminde gösterilir. Buna göre

A = B ⇔ (A ⊂ B ∧ B ⊂ A)

dır. Eg̃er, B ⊂ A ve B �= A ise, B ye A nın öz alt kümesi denir.

Tanım 1.1.2 : A ve B herhangi iki küme olsun. A ve B kümelerinin

birles. imi, kesis. imi (veya arakesiti), farkı ve simetrik farkı sırasıyla as.ağıdaki

s.ekilde tanımlanır:

A ∪ B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B};

A ∩ B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B};

A \ B = {x : x ∈ A ∧ x �∈ B};

A � B = (A \ B) ∪ (B \ A).

{Ai}i∈I bir kümeler ailesi ise bu ailenin birles.imi ve kesis.imi sırasıyla⋃
i∈I

Ai = { x : ∃ i ∈ I, x ∈ Ai},

⋂
i∈I

Ai = { x : ∀ i ∈ I, x ∈ Ai}

ile tanımlanır.

Bundan sonra gözönüne alacağımız kümeleri, bilindiği kabul edilen bir E

evrensel kümesinin birer alt kümeleri olarak düs.üneceğiz.
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A ⊂ E kümesi verilsin. E \ A kümesine A kümesinin tümleyeni denir ve

Ac ile gösterilir. Buna göre

Ac = { x ∈ E : x �∈ A}

dir.

A, B ve C kümeleri E nin herhangi alt kümeleri olsun. Bu durumda,

birles.im, kesis.im ve tümleyenin as.ağıdaki özellikleri vardır:

(a) A ∪ B ⊂ E, A ∩ B ⊂ E (Kapalılık özelliği);

(b) A ∪ B = B ∪ A, A ∩ B = B ∩ A (Değis.me özelliği);

(c) A∪(B∪C) = (A∪B)∪C, A∩(B∩C) = (A∩B)∩C (Dağılma özelliği);

(d) A∪(B∩C) = (A∪B)∩(A∪C) (Birles.imin kesis.im üzerine dağılma özelliği);

(e) A∩(B∪C) = (A∩B)∪(A∩C (Kesis.imin birles.im üzerine dağılma özelliği);

(f) A ∪ A = A ∩ A = A;

(g) (A ∪ B = B) ⇔ (A ∩ B = A);

(h) A ∪ ∅ = A, A ∩ E = A, A ∩ ∅ = ∅, A ∪ E = E;

(i) A ∪ Ac = E, A ∩ Ac = ∅;

(j) (A ∪ B)c = Ac ∩ Bc , (A ∩ B)c = Ac ∪ Bc (De Morgan Kuralı).

Bir σ = { A, B, C, . . .} kümesi üzerinde yukarıdaki özellikleri sağlayan birles.im,

kesis.im ve tümleme is.lemleri tanımlanmıs. ise bu kümeye Boole Cebiri denir

ve (σ, ∪, ∩) ile gösterilir. Böylece σ, E kümesinin tüm alt kümelerinden

olus.an bir aile ise, (σ, ∪, ∩) bir Boole Cebiridir.

Her i ∈ I ic.in Ai ⊂ E olmak üzere {Ai}i∈I ailesi ic.in De Morgan kuralı ,

(
⋃
i∈I

Ai)
c =

⋂
i∈I

Ac
i , (

⋂
i∈I

Ai)
c =

⋃
i∈I

Ac
i

bic.imindedir.

Tanım 1.1.3 : A ve B kümeleri ic. in A∩B = ∅ ise A ve B kümelerine ayrık

kümeler denir.

4 C. özümlü Problemler

Tanım 1.1.4 : A bir küme ve {Ai}i∈I , A kümesinin bos. olmayan alt kümelerinden

olus.an bir aile olsun.

(a) {Ai}i∈I ailesi ikis.er ikis.er ayrık;

(b) A =
⋃
i∈I

Ai ise

{Ai}i∈I ailesine A kümesinin bir ayrıs. ımı denir.

Tanım 1.1.5 : A ve B iki küme olsun.

A × B = { (a, b) : a ∈ A ve b ∈ B}

kümesine A ile B’nin kartezyen c.arpımı denir.

(a, b) ve (c, d) sıralı ikililerin es.itliği

(a, b) = (c, d) ⇔ a = c ve b = d

bic.iminde taımlandığından, genellikle (a, b) �= (b, a) ve dolayısıyla, A × B �=
B × A dır. Es.itlik ancak A = B olmaısı halinde veya bu kümelerden en az

birinin bos. küme olması halinde mümkündür.

1.2 C. özümlü Problemler

(1) 1.1’deki (c), (e) ve (i) özelliklerinin doğruluğunu gösteriniz.

C. özüm: A ∪ (B ∩ C) = { x ∈ E : x ∈ A veya x ∈ (B ∩ C)}

= { x ∈ E : x ∈ A veya (x ∈ B ve x ∈ C)}
= { x ∈ E : (x ∈ A veya x ∈ B) ve (x ∈ A veya x ∈ C)}
= { x ∈ E : (x ∈ A ∪ B) ve (x ∈ (A ∪ C)}
= (A ∪ B) ∩ (A ∪ C)
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(d) özelliğinin doğruluğu benzer s.ekilde gösterilir. S. imdi (i)’deki birinci

es.itliğin doğruluğunu gösterelim. İkinci es.itlik benzer olarak gösterilir.

x ∈ (A ∪ B)c ⇒ x �∈ A ∪ B ⇒ x �∈ A ve x �∈ B

⇒ x ∈ Ac ve x ∈ Bc ⇒ x ∈ Ac ∩ Bc

⇒ (A ∪ B)c ⊂ Ac ∩ Bc.

x ∈ Ac ∩ Bc ⇒ x ∈ Ac ve x ∈ Bc

⇒ x �∈ A ve x �∈ B ⇒ x �∈ A ∪ B

⇒ x ∈ (A ∪ B)c ⇒ Ac ∩ Bc ⊂ (A ∪ B)c.

Her iki kapsamadan es.itlik elde edilir. �

(2) A ∪ (A ∩ B) = A ∩ (A ∪ B) = A olduğunu gösteriniz.

C. özüm: 1.1’ deki (c) ve (e) özelliklerinden

A ∪ (A ∩ B) = (A ∪ A) ∩ (A ∪ B) = A ∩ (A ∪ B)

dir. S. imdi A ∩ (A ∪ B) = A olduğunu gösterelim.

x ∈ A ∩ (A ∪ B) ⇒ x ∈ A ve x ∈ (A ∪ B) ⇒ x ∈ A

⇒ A ∩ (A ∪ B) ⊂ A,

x ∈ A ⇒ x ∈ A ∪ B ⇒ x ∈ A ∩ (A ∪ B)

⇒ A ⊂ A ∩ (A ∪ B).

Her iki kapsamadan es.itlik elde edilir. �

(3) (a) (Ac)c = A; (b) Ec = ∅ (c) ∅c = E olduğunu gösteriniz.

C. özüm: (a) x ∈ (Ac)c ⇒ x �∈ Ac ⇒ x ∈ A ⇒ (Ac)c ⊂ A,

x ∈ A ⇒ x �∈ Ac ⇒ x ∈ (Ac)c ⇒ A ⊂ (Ac)c

dir. Her iki kapsamadan (a) es.itliği bulunur.

(b) ∀x ∈ E ic.in x �∈ Ec olduğundan Ec bos. bir kümedir.

(c) x ∈ E ⇒ x �∈ ∅ ⇒ x ∈ ∅c ⇒ E ⊂ ∅c. Öte yandan, ∅c ⊂ E

olduğundan sonuc. elde edilir. �

6 C. özümlü Problemler

(4) (A \ B) ⊂ (A \ C) ∪ (C \ B) olduğunu gösteriniz.

C. özüm: x ∈ (A \ B) olsun. Bu durumda, x ∈ A ve x �∈ B dir.

Eg̃er, x �∈ C ise x ∈ (A \ C) dir. Dolayısıyla, x ∈ (A \ C) ∪ (C \ B)

olur. Eg̃er, x ∈ C ise x �∈ B olduğu durumlarda x ∈ (C \ B) ⇒ x ∈
(A \ C) ∪ (C \ B) olur. Böylece, hem x �∈ C, hem de x ∈ C olduğunda

x ∈ (A \ B) ⇒ x ∈ (A \ C) ∪ (C \ B) dir. Buradan sonuc. elde edilir. �

(5) (A \ B) ∪ (B \ A) = (A ∪ B) \ (A ∩ B) olduğunu gösteriniz.

C. özüm: C = (A \ B) ∪ (B \ A) ve D = (A ∪ B) \ (A ∩ B) olsun.

x ∈ C ⇒ x ∈ (A\B) veya x ∈ (B\A) ⇒ (x ∈ A ve x �∈ B) veya (x ∈
B ve x �∈ A) ⇒ x ∈ (A ∪ B) ve x �∈ (A ∩ B) ⇒ x ∈ (A ∪
B) \ (A ∩ B) = D ⇒ C ⊂ D. S. imdi D ⊂ C olduğunu gösterelim.

x ∈ D ⇒ x ∈ (A ∪ B) ve x �∈ (A ∩ B) ⇒ (x ∈ A veya x ∈
B) ve {(x ∈ A ve x �∈ B) veya (x �∈ A ve x ∈ B)} ⇒ x ∈
(A \ B) veya x ∈ (B \ A) ⇒ x ∈ (A \ B) ∪ (B \ A) = C. Her iki

kapsamadan D = C es.itliği bulunur. �

(6) (A \ B) ∩ C = (A ∩ C) \ (B ∩ C) olduğunu gösteriniz.

C. özüm: D = (A \ B) ∩ C ve G = (A ∩ C) \ (B ∩ C) olsun. x ∈
D ⇒ x ∈ (A \ B) ve x ∈ C ⇒ x ∈ A veya x �∈ B ve x ∈ C ⇒
x ∈ (A ∩ C) ve x �∈ (B ∩ C) ⇒ x ∈ (A ∩ C) \ (B ∩ C) = G ⇒ D ⊂ G.

x ∈ G ⇒ x ∈ (A∩C) ve x �∈ (B ∩C) ⇒ (x ∈ A ve x ∈ C) ve {(x ∈
B ve x �∈ C) veya (x �∈ B ve x ∈ C)} ⇒ x ∈ (A \ B) ve x ∈ C ⇒
x ∈ (A \ B) ∩ C = D ⇒ G ⊂ D. Her iki kapsamadan D = E es.itliği

bulunur. �

(7) A ∪ (B \ C) ⊃ (A ∪ B) \ C) olduğunu gösteriniz.

C. özüm: D = A ∪ (B \ C) ve G = (A ∪ B) \ C olsun. x ∈ G ⇒
x ∈ (A ∪ B) ve x �∈ C ⇒ (x ∈ A veya x ∈ B) ve x �∈ C ⇒ x ∈
A veya x ∈ B \ C ⇒ x ∈ A ∪ (B \ C) = D ⇒ D ⊃ G. �

(8) A ∩ B = ∅ ise, (A ∪ B) ∩ (Ac ∪ Bc) = A ∪ B olduğunu gösteriniz.
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C. özüm: C = (A ∪ B) ∩ (Ac ∪ Bc) ve D = A ∪ B olsun. x ∈ C ⇒
(x ∈ (A ∪ B)) ve (x ∈ (Ac ∪ Bc)) ⇒ x ∈ D ⇒ C ⊂ D. x ∈ D ⇒
{(x ∈ A ve x �∈ B) veya (x �∈ A ve x ∈ B) } ⇒ {(x ∈ A ve x ∈
Bc) veya (x ∈ Ac ve x ∈ B)} ⇒ x ∈ (A ∪ B) ve x ∈ (Ac ∪ Bc) ⇒
x ∈ (A ∪ B) ∩ (Ac ∪ Bc) = C ⇒ D ⊂ C. Her iki kapsamadan C = D

es.itliği bulunur. �

(9) A � B = (A ∪ B) \ (A ∩ B) olduğunu gösteriniz.

C. özüm: x ∈ A � B ⇔ (x ∈ A ve x �∈ B) veya (x �∈ A ve x ∈
B) ⇔ {(x ∈ A ve x �∈ B) veya x ∈ B} ve {(x ∈ A ve x �∈
B) veya x �∈ A} ⇔ (x ∈ A veya x ∈ B) ve (x �∈ A veya x �∈ B) ⇔
x ∈ (A ∪ B) ve x �∈ (A ∩ B) ⇔ x ∈ (A ∪ B) \ (A ∩ B) olduğu elde

edilir. �

(10) A × (B \ C) = (A × B) \ (A × C) olduğunu gösteriniz.

C. özüm: (a, b) ∈ A×(B\C) ⇔ a ∈ A ve b ∈ B\C ⇔ a ∈ A ve (b ∈
B ve b �∈ C) ⇔ (a ∈ A ve b ∈ B) ve (a ∈ A ve b �∈ C) ⇔ (a, b) ∈
A × B ve (a, b) �∈ A × C ⇔ (a, b) ∈ (A × B) \ (A × C) olduğu elde

edilir. �

(11) Ac \ Bc = B \ A olduğunu gösteriniz.

C. özüm: x ∈ Ac \ Bc ⇒ x ∈ Ac ve x �∈ Bc ⇒ (x ∈ E ve x �∈
A) ve x ∈ B ⇒ x ∈ B ve x �∈ A ⇒ x ∈ B\A ⇒ Ac \Bc ⊂ B\A. x ∈
B \ A ⇒ x ∈ B ve x �∈ A ⇒ x �∈ Bc ve x ∈ Ac ⇒ x ∈ Ac \ Bc ⇒
B \ A ⊂ Ac \ Bc. Her iki kapsamadan istenen es.itlik bulunur. �

1.3 Ek Problemler

(12) A, B ve C kümeleri E nin herhangi üc. alt kümesi olsun. As.ağıdaki

es.itliklerin doğruluğunu gösteriniz.

(a) A \ A = ∅;

8 Ek Problemler

(b) A \ ∅ = A;

(c) A � ∅ = A;

(d) A ∩ B = A \ (A \ B);

(e) A \ (B \ C) = (A \ B) ∪ (A ∩ C);

(f) (A \ B) \ C = A \ (B ∪ C);

(g) A \ (B ∪ C) = (A \ B) ∩ (A \ C);

(h) A \ (B ∩ C) = (A \ B) ∪ (A \ C);

(i) (A \ B) ∩ (C \ D) = (A ∩ C) \ (B ∩ D);

(j) A � B = (A \ B) ∪ (B \ A);

(k) (A � B) � C = A � (B � C);

(l) (A � B) ∩ C = (A ∩ C) � (B ∩ C);

(m) (A ∪ B)\C = (A \ C) ∪ (B \ C);

(n) (A ∩ B)\C = (A \ C) ∩ (B \ C);

(o) (A \ B) \ C = (A \ C) \ (B \ C);

(p) (A � B) \ C = (A \ C) � (B \ C);

(q) A ∪ B = (A � B) � (A ∩ B);

(r) A \ B = A � (A ∩ B);

(s) (A ∪ B) × C = (A × C) ∪ (B × C);

(t) (A ∩ B) × C = (A × C) ∩ (B × C);

(u) (A \ B) × C = (A × C) \ (B × C);

(v) A \ B = A ∩ Bc;

(w) (A \ B)c = Ac ∪ B;

(x) Ac � Bc = A � B.

(13) A, B, C ve D kümeleri E nin herhangi dört alt kümesi olsun. As.ağıdaki

önermelerin doğruluğunu gösteriniz.



Analize Giris. 9

(a) A ∩ B = A ⇔ A ⊂ B;

(b) A ∪ B = B ⇔ A ⊂ B;

(c) A � B = ∅ ⇔ A = B;

(d) A ⊂ C ve B ⊂ C ⇔ A ∪ B ⊂ C;

(e) C ⊂ A ve C ⊂ B ⇔ C ⊂ A ∩ B;

(f) A ∪ B = J ⇔ Ac ⊂ B = J ⇔ Bc ⊂ A;

(g) A ∩ B = ∅ ⇔ B ⊂ Ac, A ∩ B = ∅ ⇔ A ⊂ Bc;

(h) (A ⊂ Bc) ⇔ (B ⊂ Ac);

(i) A � B = J ⇔ A = Bc;

(j) A ⊂ B ⇔ Ac ⊃ Bc;

(k) (A \ B) ∩ (C \ D) = (A ∩ C) \ (B ∩ D);

(l) A × B = ∅ ⇔ A = ∅ veya B = ∅;

(m) (A × B) ∪ (C × B) = (A ∪ C) × B;

(n) A � B ⊂ (A � D) ∪ (B � D);

(o) (A × B) ∩ (C × D) = (A ∩ C) × (B ∩ D).

(14) A1, A2, B1 ve B2 E nin herhangi dört alt kümesi olsun. As.ağıdaki

önermelerin doğruluğunu gösteriniz.

(a) (A1 ∪ A2) \ (B1 ∪ B2) ⊂ (A1 \ B1) ∪ (A2 \ B2);

(b) (Ac
1 ∪ Ac

2) � (Bc
1 ∪ Bc

2) ⊂ (Ac
1 � Bc

1) ∪ (Ac
2 � Bc

2);

(c) (A1 ∪ A2) � (B1 ∪ B2) ⊂ (A1 � B1) ∪ (A2 � B2);

(d) (A1 ∩ A2) � (B1 ∩ B2) ⊂ (A1 � B1) ∩ (A2 � B2);

(e) (A1 \ A2) � (B1 \ B2) ⊂ (A1 � B1) \ (A2 � B2).

10 Fonksiyonlar

1.4 Fonksiyonlar

Tanım 1.4.1 : X ve Y bos. olmayan herhangi iki küme olsun. X×Y ’nin bos.
olmayan her alt kümesine X den Y ye bir ikili bağıntı denir. X × X = X2

nin bos. olmayan her alt kümesine X de (veya X üzerinde) ikili bağıntı denir.

Tanım 1.4.2 : X den Y ye bir R bağıntısı verildiğinde {(b, a) : (a, b) ∈ R}
kümesi Y den X e bir bağıntıdır ve bu bağıntıya R nin tersi adı verilir ve

R−1 ile gösterilir.

Tanım 1.4.3 : R, X de bir ikili bağıntı , yani R ⊂ X × X olsun.

(a) ∀a ∈ X ic. in, aRa ise R ye yansıyan bir bağıntı ,

(b) a, b ∈ X ic. in, aRb ⇒ bRa ise R ye simetrik bir bağıntı ,

(c) a, b, c ∈ X ic. in, (aRb ∧ bRc) ⇒ aRc ise R ye gec. is.ken bir bağıntı ,

(d) a, b ∈ X ic. in, (aRb ∧ bRa) ⇒ a = b ise R ye ters simetrik bir bağıntı

denir.

Tanım 1.4.4 : Yansıyan, simetrik ve gec. is.ken bir bağıntıya denklik bağıntısı

denir. R bir denklik bağıntısı olduğunda aRb yerine a ∼ b alınacaktır.

Örneǧin, eğer X, düzlem üzerindeki tüm doğrulardan olus.an bir küme ise,

aRb = {(a, b) ∈ X : a ‖ b } (paralellik) bağıntısı X üzerinde bir denklik

bağıntısıdır.

Tanım 1.4.5 : Yansıyan, ters simetrik ve gec. is.ken bir bağıntıya kısmi sıralama

bağıntısı denir. R bir kısmi sıralama bağıntısı olduğunda aRb yerine a � b

alınacak ve ”a önce gelir b” diye okunacaktır.

Örneǧin, eğer, P (X), X in tüm alt kümelerinden olus.an bir küme ise, aRb =

{(a, b) ∈ X2 : a ⊂ b } bağıntısı X üzerinde bir kısmi sıralama bağıntısıdır.

Sıralama bağıntısında ∀a, b ∈ X ic.in aRb veya bRa olması gerekmez.
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Tanım 1.4.6 : R, X de bir ikili sıralama bağıntısı olsun. Eg̃er, ∀a, b ∈ X

ic. in aRb veya bRa ise bu bağıntıya bir tam sıralama bağıntısı denir.

Üzerinde tam sıralama bağıntısı tanımlı X kümesine tam (lineer) sıralanmıs.
küme denir. R bir tam sıralama bağıntısı olduğunda aRb yerine a ≤ b

yazacağız ve ”a küc.ük es.it b” diye okuyacağız.

Örneǧin, ileride tanımlanacak olan R reel sayılar kümesi, üzerinde tam

sıralama bağıntısıyla tam (lineer) sıralanmıs. bir kümedir.

Bos. olmayan X kümesi üzerinde bir denklik bağıntısı R olsun. a ∈ X ic.in,

ā = {x ∈ X : xRa } kümesine a nın denklik sınıfı denir. Denklik sınıfları

X in bir ayrıs.ımını belirtir. Tersine, X in bir ayrıs.ımı verildiğinde, bu

ayrıs.ım kümelerini denklik sınıfları kabul eden bir denklik bağıntısı vardır.

S. imdi matematiğin temel kavramlarından biri olan ve fonksiyon (veya

dönüs.üm) adı verilen özel bağıntıları ele alalım ve fonksiyonların sık sık

kullanılan özelliklerinin kısa bir özetini verelim.

Tanım 1.4.7 : X ve Y bos. olmayan iki küme ve f = {(x, y) : x ∈ X ∧ y ∈
Y } ⊂ X × Y bir bağıntı olsun. Eg̃er,

(a) x ∈ X ic. in ∃y ∈ Y öyleki (x, y) ∈ f ,

(b) (x, y1), (x, y2) ∈ f ⇒ y1 = y2

kos.ulları sağlanıyorsa f ye X den Y ye bir fonksiyon (veya dönüs. üm) denir

ve (f, X × Y ) veya f : X → Y, X
f−→ Y sembollerinden biri ile gösterilir.

X kümesine f fonksiyonunun tanım kümesi , Y kümesine de f fonsiy-

onunun görüntü kümesi denir. Daha sonra f fonksiyonunun tanım kümesini

D(f), f nin değer kümesi denilen { f(x) ∈ Y : x ∈ D(f) } kümesini de

R(f) ile göstereceğiz. Buna göre, f : X → Y yazılıs.ında D(f) �= X veya

R(f) �= Y (veya her ikisi) olabilir.

Bir f : X → Y fonksiyonu verildiğinde x ∈ D(f) elemanına kars.ılık gelen

(tek türlü belirli) y ∈ R(f) elemanı y = f(x) ile gösterilir ve bu elemana x

in f altındaki görüntüsü denir.

Bir f : X → Y fonksiyonu verildiğinde:

12 Fonksiyonlar

(1) A ⊂ D(f) olmak üzere

f(A) = { y ∈ R(f) : x ∈ A ve y = f(x) }

kümesine A nın f altında görüntüsü veya f nin A üzerindeki değer

kümesi,

(2) B ⊂ R(f) olmak üzere

f−1(B) = { x ∈ D(f) : f(x) ∈ B }

kümesine de B nin f altındaki ters görüntüsü denir.

Bir f : X → Y fonksiyonu ic.in

G = { (x, y) ∈ X × Y : x ∈ X ∧ y = f(x)}

kümesine f nin grafiği denir. Bu tanıma göre fonksiyon ve onun grafiği aynı

s.eydir.

Tanım 1.4.8 : f, g : X → Y fonksiyonları verilsin. Eg̃er, D = D(f) =

D(g) ve ∀x ∈ D ic. in f(x) = g(x) ise f ile g fonksiyonları es. ittir denir ve

f = g ile gösterilir.

Tanım 1.4.9 : X ve Y bos. olmayan iki küme olsun.

(a) Bir b ∈ Y ve ∀x ∈ X ic. in f(x) = b ise, f fonksiyonuna X den Y ye b

değerli sabit bir fonksiyon denir.

(b) X = Y ve ∀x ∈ X ic. in f(x) = x ise f fonksiyonuna özdes. (veya

birim ) fonksiyon denir ve IX ile gösterilir.

Buna göre IX = { (x, y) ∈ X2 : y = x} olur.

Tanım 1.4.10 : f : X → Y bir fonksiyon ve A ⊂ X olsun. Her x ∈ A ic. in

g(x) = f(x) ile tanımlı g : A → Y fonksiyonuna f nin A ya kısıtlaması

denir, f |A ile gösterilir. Bu durumda, f ye de g nin X üzerine bir genis. lemesi

denir.
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Tanım 1.4.11 : f : X → Y fonksiyonu verilsin. Eǧer,

(a) ∀y ∈ Y ic. in f(x) = y olacak s.ekilde en az bir x ∈ X elemanı varsa

(veya f(X) = Y ise), f fonksiyonuna örten ( veya surjektif) fonksiyon,

(b) x1, x2 ∈ X ic. in f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2 (veya x1 �= x2 ⇒ f(x1) �=
f(x2)) ise, f fonksiyonuna birebir (1 : 1) (veya injektif ) fonksiyon

denir.

Bazı kaynaklarda birebir örten fonksiyona bijektif fonksiyon da denir.

Tanım 1.4.12 : f : X → Y ve g : Y → Z fonksiyonları verilsin. Her

x ∈ X ic. in (g ◦ f)(x) = g(f(x)) ile tanımlı g ◦ f : X → Z fonksiyonuna f

ile g nin biles.kesi denir.

Genellikle f ◦ g �= g ◦ f dir. Hatta f ◦ g (g ◦ f) biles.ke fonksiyonu tanımlı

olduğu durumunda g ◦ f (f ◦ g) fonksiyonu tanımlı olmayabilir. Her ikisi de

tanımlı olsa bile genelde f ◦ g �= g ◦ f dir. Örneǧin, f(x) = x2 ve g(x) = 2x

fonksiyonları ic.in (f ◦g)(x) = f(g(x)) = 22x ve (g◦f)(x) = g(f(x)) = 2f(x) =

2x2
olduǧuna göre f ◦ g �= g ◦ f dir.

Tanım 1.4.13 : f : X → Y fonksiyonu ic. in, f ◦ f̃ = IY ve f̃ ◦ f = IX

olacak s.ekilde bir f̃ : Y → X fonksiyonu varsa, f̃ fonksiyonuna f nin tersi

denir ve f−1 ile gösterilir.

Teorem 1.4.14 : f : X → Y fonksiyonunun tersinin mevcut olması ic. in

gerek ve yeter kos.ul bu fonksiyonun birebir örten (bijektif)olmasıdır.

Tanım 1.4.15 : X ve Y kümeleri arasında birebir örten bir fonksiyon varsa,

X ile Y kümelerine denk ( veya es. güc. lü) kümeler denir ve X ∼ Y ile

gösterilir.

X den Y ye X ∼ Y s.eklinde tanımlı bağıntı bir denklik bağıntısıdır.

A ⊂ E ic.in

Ã = {B ∈ E : A ∼ B}

14 C. özümlü Problemler

kümesi A nın bir denklik sınıfı olmak üzere ∼ bağıntısı E üzerinde bir denklik

bağıntısı tanımlar. Ã sınıfına A nın gücü (veya kardinal sayısı ) denir ve

cardA ile gösterilecektir. Eǧer, A ∼ B baǧıntısı saǧlanıyorsa cardA = cardB

yazacaǧız.

Eg̃er, A kümesi B kümesinin herhangi bir B1 ⊂ B alt kümesine denk ise

bunu cardA ≤ cardB ile göstereceǧiz.

İleride tanımlanacak (Bkz. §1.10) doǧal, tam, rasyonel ve reel sayılar

kümeleri sırasıyla N, Z, Q ve R ile gösterilir.

Tanım 1.4.16 : Nn = {1, 2, . . . , n} (n ∈ N) olsun. Nn ile denk olan bir

kümeye sonlu ( n elemanlı) bir küme ve N ile denk olan bir kümeye de

sayılabilir bir küme denir. Bir öz alt kümesi ile denk olan bir kümeye sonsuz

bir küme denir.

1.5 C. özümlü Problemler

(1) Düzlemde doğrular arasında tanımlanan ⊥ ”diklik bağıntısı” nın bir

denklik bağıntısı olup olmadığını inceleyiniz.

C. özüm: Düzlemde iki a ve b doğruları arasında

a ⊥ b = {(a, b) : a ile b diktir}

bıc.iminde tanımlı bağıntı yansiyan değildir. C. ünkü herhangi bir a

doğrusu ic.in a ⊥ a özelliği doğru değildir. O halde bu bağıntı bir

denklik bağıntısı değildir. �

(2) x, y ∈ R olmak üzere ∼ bağıntısı x ∼ y ⇔ x − y ∈ Z olarak

tanımlansın. Bu bağıntının bir denklik bağıntısı olduğunu gösteriniz.

C. özüm: Denklik bağıntısı özelliklerinin sağlandığını gösterelim.

(a) Her x ∈ R ic.in x − x = 0 ∈ Z olduğundan x ∼ x dir.

(b) x, y ∈ R ic.in, x ∼ y yani x − y ∈ Z olsun. Her tam sayının

toplamsal tersi de bir tam saıyı olduğundan, y − x = −(x − y) ∈ Z ve
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dolayısiyla y ∼ x dir.

(c) x, y, z ∈ R ic.in, x ∼ y ve y ∼ z yani x − y ∈ Z ve y − z ∈ Z

olsun. İki tam sayının toplamı da tamsayı olduğundan, x − z = (x −
y) + (y − z) ∈ Z dir. Dolayısiyla x ∼ z olur. �

(3) X = {(x, y) : x, y ∈ N } olsun. (x, y), (x1, y1) ∈ X üzerinde ∼

bağıntısı , ”(x, y) ∼ (x1, y1) ⇔ xy1 = yx1” olarak tanımlansın. Bu

bağıntının bir denklik bağıntısı olduğunu gösteriniz.

C. özüm: (a) Her (x, y) ∈ X ic.in xy = yx olduğundan (x, y) ∼ (y, x)

dir.

(b) (x1, y1), (x2, y2) ∈ X ic.in (x1, y1) ∼ (x2, y2) yani x1y2 = y1x2

olsun. Bu durumda, herhangi m,n ∈ N sayıları ic.in m.n = n.m

oldug̃undan x2y1 = y1x2 = x1y2 = y2x1 yani, x2y1 = y2x1 dir. Dolayısıyla,

(x2, y2) ∼ (x1, y1) olur.

(c) (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) ∈ X ic.in (x1, y1) ∼ (x2, y2) ve (x2, y2) ∼

(x3, y3) yani x1y2 = y1x2 ve x2y3 = y2x3 olsun. Bu durumda,

x1y3 = x1x2y3/x2 = x1y2x3/x2 = y1x2x3/x2 = y1x3

ve dolayısıyla (x1, y1) ∼ (x3, y3) olur. �

(4) f : X → Y ve g : Y → X iki fonksiyon ve f ◦ g = IY olsun.

(a) f nin örten, (b) g nin birebir olduğunu gösteriniz.

C. özüm: (a) ∀y ∈ Y ic.in, g(y) = x alırsak, f(x) = f(g(y)) =

(f ◦ g)(y) = IY = y olur. Böylece, ∀y ∈ Y ic.in f(x) = y olacak s.ekilde

x = g(y) ∈ X elemanı vardır. O halde f örtendir.

(b) y1, y2 ∈ Y ic.in

g(y1) = g(y2) ⇒ f(g(y1)) = f(g(y2))

⇒ (f ◦ g)(y1) = (f ◦ g)(y2)

⇒ y1 = y2

olduğundan, g birebirdir. �
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(5) X × Y ve Y × X kümelerinin denk olduğunu gösteriniz.

C. özüm: f : X × Y → Y × X fonksiyonu, f(x, y) = (y, x) bic.iminde

tanımlansın. f nin birebir ve örten olduğunu gösterelim.

∀(y, x) ∈ Y ×X c.ifti ic.in, (x, y) ∈ X×Y ve f(x, y) = (y, x) olduğundan,

f örtendir.

(x1, y1), (x2, y2) ∈ X × Y ic.in,

f(x1, y1) = f(x2, y2) ⇒ (y1, x1) = (y2, x2)

⇒ y1 = y2 ve x1 = x2

⇒ (x1, y1) = (x2, y2)

olduğundan f birebirdir. O halde Tanım 1.4.15 gereğince X × Y ve

Y × X kümeleri denktir. �

(6) f : X → Y birebir örten bir fonksiyon ise, f−1 : Y → X fonksiyonu da

birebir örtendir. Gösteriniz.

C. özüm: Birebir ve örtenlik özelliklerinin sağlandığını gösterelim.

Y kümesinin herhangi iki farklı y1 ve y2 elamanı verilsin. Ayrıca,

f−1(y1) = x1, f−1(y2) = x2 olarak alalım. Eg̃er, f−1(y1) = f−1(y2)

ise x1 = x2 olur ve f birebir olduğundan f(x1) = f(x2) elde edilir.

Halbuki, f−1 fonksiyonunun tanımına göre bu y1 = y2 olması demektir.

Böylece, y1, y2 ∈ Y ic.in

y1 �= y2 ⇒ f−1(y1) �= f−1(y2)

olur. Dolayısıyla, f−1 : Y → X fonksiyonu birebirdir.

Herhangi bir x ∈ X elemanı verilsin. Bu durumda, f(x) = y ola-

cak s.ekilde y ∈ Y elemanı vardır. f−1 fonksiyonunun tanımına göre

f−1(y) = x ve f−1(Y ) = X olur. Buna göre f−1 : Y → X fonksiyonu

örtendir. �

(7) Örten, birebir ve birebir örten olmayan fonksiyonlar ic.in örnek veriniz.
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C. özüm:

• X = {1, 2, 3, 4} ve Y = {2, 4, 6, 8, 10} kümleleri ve x ∈ X ic.in

f : x → 2x s.eklinde tanımlanan f : X → Y fonksiyonu verilsin. Bu

fonksiyon birebir olup örten bir fonksiyon değildir. C. ünkü f−1(10) = ∅
dir.

• X = {1, 2, 3, 4} ve Y = {2, 4, 6} kümeleri ve 1 → 2; 2 → 4; 3 →
6; 4 → 4 s.eklinde tanımlı f fonsiyonu verilsin. Bu fonksiyon örten

olup birebir değidir. C. ünkü, 2 �= 4 ve f(2) = f(4) dir.

• X = {1, 2, 3, 4} ve Y = {2, 4, 6, 8} kümleleri ve 1 → 4; 2 → 8; 3 →
8; 4 → 8 s.eklinde tanımlanan f : X → Y fonksiyonu hem birebir hem

de örten bir fonksiyon değildir. �

(8) f : X → Y ve g : Y → Z fonksiyonları birebir ve örten olduğunda

g◦f : X → Z fonksiyonunun da birebir ve örten bir fonksiyon olduğunu

gösteriniz.

C. özüm: h(x) = (g ◦ f)(x), x ∈ X olsun.

(a) f ve g birebir ve örten olduğundan x1, x2 ∈ X ic.in

x1 �= x2 ⇒ f(x1) �= f(x2) ⇒ g(f(x1)) �= g(f(x2))

dir. Buradan (g ◦ f)(x1) �= (g ◦ f)(x2) olur. Yani, h(x1) �= h(x2) dir.

Dolayısıyla, h : X → Z fonksiyonu birebir fonksiyondur.

(b) z ∈ Z olsun. g : X → Z fonksiyonu birebir ve örten fonksiyon

olduğundan g−1(z) = y olacak s.ekilde tek bir y ∈ Y elemanı ve f :

X → Y fonksiyonu da birebir ve örten olduğundan f−1(y) = x olacak

s.ekilde tek bir x ∈ X elemanı vardır. f(x) = y, g(y) = z olduğundan

z = g(f(x)) = (g ◦ f)(x) = h(x)

dir. Yani, h−1(z) = x olur. Buradan, h : X → Z örten fonksiyondur.

Böylece, h : X → Z birebir ve örten bir fonsiyon olur. �
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(9) f : X → Y bir fonksiyon ve E ile F, X in iki alt kümesi olsun.

(a) E ⊂ F ⇒ f(E) ⊂ f(F ); (b) f(E ∪ F ) = f(E) ∪ f(F )

(c) f(E ∩ F ) ⊂ f(E) ∩ f(F )

dir. Gösteriniz. Ayrıca, (c) s.ıkkında es.itliğin doğru olmadığını sag̃layan

bir örnek veriniz.

C. özüm: (a) E ⊂ F olsun. ∀y ∈ f(E) = { f(x) : x ∈ E } ic.in

f(x) = y olacak s.ekilde en az bir x ∈ E bulunur. Fakat, E ⊂ F

olduğundan x ∈ F ve y = f(x) ∈ f(F ) olur. O halde f(E) ⊂ f(F ) dir.

(b) E ⊂ (E ∪ F ) ve F ⊂ (E ∪ F ) olduğundan (a) s.ıkkına göre,

f(E) ⊂ f(E ∪ F ) ve f(F ) ⊂ f(E ∪ F ) dir. Dolayısıyla,

(f(E) ∪ f(E)) ⊂ f(E ∪ F )

elde edilir. Tersine,

f(x) ∈ f(E ∪ F ) ⇒ x ∈ (E ∪ F ) ⇒ x ∈ E veya x ∈ F

⇒ f(x) ∈ f(E) veya f(x) ∈ f(F )

⇒ f(x) ∈ (f(E) ∪ f(E)),

dir. Dolayısıyla,

f(E ∪ F ) ⊂ (f(E) ∪ f(E))

elde edilir. Bu iki kapsamadan es.itlik elde edilir.

(c) E ∩F ⊂ E ve E ∩F ⊂ F olduğundan (a) s.ıkkına göre f(E ∩F ) ⊂
f(E) ve f(E ∩ F ) ⊂ f(F ) olur. Buradan,

f(E ∩ F ) ⊂ (f(E) ∩ f(E))

elde edilir.

Es.itliğin doğru olmadığını bir örnek ile gösterelim: X = {3, 7, 11}, Y =

{0, 1, 2} olmak üzere, f : X → Y fonksiyonu 3 → 1; 7 → 1; 11 → 2

s.eklinde tanımlansın. X in E = {3, 11} ve F = {7, 11} alt cümleleri ic.in

E∩F = {11}, f(E∩F ) = {2} ve f(E) = {1, 2} = f(F ), f(E)∩f(F ) =

{1, 2} dir. �



Analize Giris. 19

(10) f : X → Y bir fonksiyon ve E ile F, Y nin alt kümeleri olsun. Bu

durumda, as.aıgıdaki önermelerin doğruluğunu gösteriniz.

(a) E ⊂ F ⇒ f−1(E) ⊂ f−1(F ); (b) f−1(E ∩ F ) = f−1(E) ∩ f−1(F );

(c) f−1(E ∪ F ) = f−1(E) ∪ f−1(F ); (d) f−1(E \ F ) = f−1(E) \ f−1(F ).

C. özüm: (a) E ⊂ F olsun. Her x ∈ f−1(E) ic.in, f(x) ∈ E(E ⊂ F )

olduğundan, x ∈ f−1(F ) dir. Yani f−1(E) ⊂ f−1(F ) olur.

(b) (E ∩ F ) ⊂ E ve (E ∩ F ) ⊂ F olduğundan (a) s.ıkkına göre,

f−1(E ∩ F ) ⊂ f−1(E) ve f−1(E ∩ F ) ⊂ f−1(F ) olur. Dolayısıyla,

f−1(E ∩ F ) ⊂ f−1(E) ∩ f−1(F ) bulunur. Tersine, her x ∈ (f−1(E) ∩
f−1(F )) ic.in x ∈ f−1(E) ve x ∈ f−1(F ) olduğundan, f(x) ∈ E ve

f(x) ∈ F olur. Yani f(x) ∈ E ∩ F olacağından, x ∈ f−1(E ∩ F ) bu-

lunur. O halde, (f−1(E) ∩ f−1(F )) ⊂ f−1(E ∩ F ) elde edilir. Her iki

kapsamadan es.itlik elde edilir.

(c) E ⊂ (E ∪ F ) ve F ⊂ (E ∪ F ) olduğundan, (a) s.ıkkına göre,

f−1(E) ⊂ f−1(E ∪ F ) ve f−1(F ) ⊂ f−1(E ∪ F ) olur. Buradan,

(f−1(E)∪f−1(F )) ⊂ f−1(E∪F ) elde edilir. Tersine, her x ∈ f−1(E∪F )

ic.in f(x) ∈ (E∪F ) ⇒ f(x) ∈ E veya f(x) ∈ F ⇒ x ∈ f−1(E) veya x ∈
f−1(F ) ⇒ x ∈ (f−1(E) ∪ f−1(F )) olur. Buradan, f−1(E ∪ F ) ⊂
(f−1(E) ∪ f−1(F )) bulunur. Her iki kapsamadan es.itlik elde edilir.

(d) x ∈ f−1(E \ F ) olsun. Bu durumda, f(x) ∈ (E \ F ) ⇒ f(x) ∈
E ve f(x) �∈ F ⇒ x ∈ (f−1(E) \ f−1(F ) olur. Böylece, f−1(E \ F ) ⊂
(f−1(E) \ f−1(F )) elde edilir. Tersine, x ∈ (f−1(E) \ f−1(F )) olsun.

Bu durumda, x ∈ f−1(E) ve x �∈ f−1(F ) ⇒ f(x) ∈ E ve f(x) �∈ F ⇒
f(x) ∈ (E \ F ) ⇒ x ∈ f−1(E \ F ) olur. Böylece, (f−1(E) \ f−1(F )) ⊂
f−1(E \ F ) bulunur. Her iki kapsamadan es.itlik elde edilir. �

(11) f : X → Y örten bir fonksiyon, E, X in herhangi bir alt kümesi olsun.

Bu durumda, f−1(f(E)) = E olduğunu gösteriniz.

C. özüm: f : X → Y örten olduğundan her y ∈ Y ic.in f(x) = y

olacak s.ekilde en az bir x ∈ E elemanı vardır. Buradan, ∀y ∈ Y
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ic.in f−1(y) �= ∅ dir. Böylece, her E ⊂ X ic.in f−1(f(E)) �= ∅ elde

edilir. y ∈ f−1(f(E)) ⇒ f(y) ∈ f(E) ⇒ y ∈ E olur. Buradan,

f−1(f(E)) ⊂ E elde edilir. Tersine, x ∈ E olsun. Bu durumda, f

örten olduğundan f(x) = y olacak s.ekilde en az bir y ∈ f(E) elemanı

vardır. f(x) ∈ f(E) olduğundan x ∈ f−1(f(E)) olur. Dolayısıyla,

E ⊂ f−1(f(E)) elde edilir. Her iki kapsamadan es.itlik elde edilir. �

(12) C. ift doğal sayılar kümesi Nc. nin sayılabilir olduğunu gösteriniz.

C. özüm: n → 2n (n ∈ N) s.eklinde tanımlı f : N → Nc. fonksiy-

onu birebir örten olduğundan, N ∼ Nc. olur. Böylece, Nc. kümesi

sayılabilirdir. �

(13) Tam sayılar kümesinin sayılabilir olduğunu gösteriniz.

C. özüm: n ∈ N olmak üzere

n →
⎧⎨
⎩

n

2
, n c.ift ise,

−n − 1

2
, n tek ise.

s.eklinde taımlı f : N → Z fonksiyonu birebir örten olduğundan, N ∼ Z

olur. Buradan, Z sayılabilirdir. �

(14) C. ift tam sayılar kümesinin sayılabilir olduğunu gösteriniz.

C. özüm: n ∈ N olmak üzere

n →
⎧⎨
⎩ n, n c.ift ise,

−n + 1, n tek ise.

s.eklinde taımlı f : N → Zc. fonksiyonu birebir örten olduğundan,

N ∼ Zc. olur. Buradan, Zc. sayılabilirdir. �

(15) 0 ve 1 dahil bu iki sayı arasında kalan [0, 1] ∩ Q rasyonel sayılar

kümesinin sayılabilir olduğunu gösteriniz.
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C. özüm: Es.değer kesirleri birden fazla tekrarlamamak kos.uluyla, önce

paydası 2 sonra 3 v.s. s.eklinde bütün kesirleri sırayla yazalım. Bu

durumda,

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, . . .

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ . . .

0, 1,
1

2
,

1

3
,

2

3
,

1

4
,

3

4
,

1

5
,

2

5
,

3

5
,

4

5
,

1

6
,

5

6
, . . .

s.eklinde tanımlı f : N → ([0, 1]∩Q) fonksiyonu birebir örten olduğundan,

N ∼ ([0, 1] ∩ Q) olur. Böylece, [0, 1] ∩ Q kümesi sayılabilirdir. �

1.6 Ek Problemler

(16) f : X → Y bir fonksiyon ve E ile F, X in iki alt kümesi olsun.

f(E) \ f(F ) ⊂ f(E \ F ) olduǧunu, fakat es.itliğin doğru olmadığını bir

örnek ile gösteriniz.

(17) f : X → Y bir fonksiyon, E ⊂ X ve F ⊂ Y olsun. Bu durumda,

as.ağıdaki önermelerin doğruluğunu gösteriniz.

(a) E ⊂ f−1(f(E));

(b) f(f−1(F )) = F ;

(c) f(E) ∩ F = f(E ∩ f−1(F ));

(d) f(E) ∩ F = ∅ ⇔ E ∩ f−1(F ) = ∅;

(e) f(E) ⊂ F ⇔ E ⊂ f−1(F ).

(18) f : X → Y bir fonksiyon, E1, E2 ⊂ X ve F1, F2 ⊂ Y olsun. Bu

durumda, as.ağıdaki önermelerin doğruluğunu gösteriniz.

(a) f(E1) \ f(E2) ⊂ f(E1 \ E2);

(b) f−1(F1 \ F2) ⊂ f−1(F1) \ f−1(F2);
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(19) f : X → Y bir fonksiyon ve F ⊂ Y olsun. f−1(F c) = (f−1(F ))c

olduğunu gösteriniz.

(20) f : X → Y birebir olması ic.in gerek ve yeter kos.ul her F ⊂ Y c.in

f(f−1(F )) = F olmasıdır. Gösteriniz.

(21) f(X \ E) ⊂ Y \ f(E) ve f(X \ E) ⊃ Y \ f(E) önermelerini sağlayacak

f : X → Y ve E ⊂ X ic.in örnekler veriniz.

(22) f : X → Y ve g : Y → Z fonksiyonları birebir ise, g ◦ f : X → Z

fonksiyonun da birebir olduğunu gösteriniz.

(23) f : X → Y ve g : Y → Z fonksiyonları örten ise, g ◦ f : X → Z

fonksiyonun da örten olduğunu gösteriniz.

(24) f : X → Y ve g : Y → Z fonksiyonları verilsin.

(a) g ◦ f = IX ise f nin birebir olduğunu;

(b) f ◦ g = IY ise f nin örten olduğunu;

(c) g◦f = IX ve f ◦g = IY ise f nin birebir örten olduğunu gösteriniz.

(25) Tüm pozitif rasyonel sayılar kümesi Q+ nin sayılabilir olduğunu gösteriniz.

(26) X ve Y kümeleri sayılabilir ise, X ∪ Y ’nin de sayılabilir bir küme

olduğunu gösteriniz.

(27) X ve Y kümeleri sayılabilir ise X ×Y kümesinin de sayılabilir olduğunu

gösteriniz.

(28) Rasyonel sayılar kümesi Q nin sayılabilir olduğunu gösteriniz.

(29) [0, 1] aralığındaki reel sayılar kümesinin sayılamaz olduğunu gösteriniz.

(30) Reel sayılar kümesi R nin ve irrasyonel sayılar kümesi R \ Q nun

sayılamaz olduğunu gösteriniz.
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1.7 Reel Sayılar

Tanım 1.7.1 : As.ağıdaki dört takım aksiyomu gerc. ekleyen R kümesine reel

(gerc. el) sayılar kümesi, elemanlarına da reel (gerc. el) sayılar denir.

(I) Toplama Aksiyomları

Her (x, y) ∈ R × R ic.in (x, y) → x + y ∈ R s.eklinde tanımlı + : R × R → R

dönüs.ümü her a, b, c ∈ R ic.in as.ağıdaki özellikleri sağlar:

(i+) (a + b) + c = a + (b + c);

(ii+) a + b = b + a;

(iii+) a+0 = 0+a = a olacak s.ekilde bir 0 ∈ R elemanı vardır (0 a toplamaya

göre sıfır veya etkisiz eleman denir).

(iv+) a+(−a) = (−a)+a = 0 olacak s.ekilde bir −a ∈ R elemanı vardır (−a

ya a nın toplamaya göre tersi denir).

Üzerinde i+, ii+, iii+ ve iv+ özelliklerini sağlayan (X, +) ikilisine bir değis.meli

toplamsal grup (veya Abel grubu) denir. O halde, (R, +) bir değis.meli

toplamsal gruptur.

(II) C. arpma Aksiyomları

Her (x, y) ∈ R × R ic.in (x, y) → x.y ∈ R s.eklinde tanımlı · : R × R → R

dönüs.ümü her a, b, c ∈ R \ {0} ic.in as.ağıdaki özellikleri sağlar:

(i·) (a.b).c = a.(b.c);

(ii·) a.b = b.a;

(iii·) a.1 = 1.a = a olacak s.ekilde bir 1 ∈ R \ {0} elemanı vardır (1 e

c.arpmaya göre birim veya etkisiz eleman denir).

(iv·) a.a−1 = a−1.a = 1 olacak s.ekilde bir a−1 ∈ R \ {0} elemanı vardır (a−1

elemanına a nın c.arpmaya göre tersi denir).
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Üzerinde i·, ii·, iii· ve iv· özelliklerini sağlayan (X, .) ikilisine bir değis.meli

c.arpımsal grup denir. O halde (R, .) bir değis.meli c.arpımsal gruptur.

(I,II) C. arpma İs.leminin Toplama İs.lemi Üzerine Soldan ve Sağdan

Dağılma Özellikleri

Her a, b, c ∈ R ic.in a.(b + c) = a.b + a.c, (a + b).c = a.c + b.c dir.

Üzerinde (I),(II) ve (I,II) özelliklerini sağlayan (X, +, .) üc.lüsüne bir cisim

denir. O halde (R, +, .) üc.lüsü bir cisimdir.

(III) Sıralama Aksiyomları

R üzerinde tanımlı ” ≤ ” bağıntısı herhangi a, b, c ∈ R ic.in as.ağıdaki

özellikleri sağlar:

(i≤) a ≤ a;

(ii≤) a ≤ b ve b ≤ a ⇒ a = b;

(iii≤) a ≤ b ve b ≤ c ⇒ a ≤ c;

(iv≤) a ≤ b veya b ≤ a;

Bu durumda, R tam (lineer) sıralanmıs. bir cisimdir.

(I,III) Toplama ve Sıralama İs.lemleri Arasında Bağıntı

Her a, b, c ∈ R ic.in a ≤ b ⇒ a + c ≤ b + c dir.

(II,III) C. arpma ve Sıralama İs.lemleri Arasında Bağıntı

Her a, b, c ∈ R ic.in (a ≤ b) ve (0 ≤ c) ⇒ a.c ≤ b.c dir.

(IV) Tamlık Aksiyomu

R nin bos. olmayan A ve B alt kümeleri her a ∈ A ve her b ∈ B ic.in a ≤ b
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es.itsizliğini sağlasın. Bu durumda, her a ∈ A ve her b ∈ B ic.in a ≤ c ≤ b

olacak s.ekilde tek bir c ∈ R elemanı vardır.

Belirtelim ki, (I-IV) aksiyomlar takımı reel sayıların c.ok az sayıda özelliklerini

kapsamaktadır. Bunlara ek olarak reel sayıların as.ağıdaki özellikleri de ver-

ilebilir.

(a) R de toplamaya göre sıfır elemanı tektir.

(b) R de her elemanın toplamsal tersi tektir.

(c) Her a, b ∈ R ic.in x + a = b denkleminin tek bir x = b + (−a) = b − a

c.özümü vardır.

(d) R de birim eleman tektir.

(e) Her a ∈ R \ {0} sayısının a−1 tersi tektir.

(f) Her a ∈ R\{0} ve b ∈ R ic.in a.x = b denkleminin tek bir x = b.a−1 =
b

a
c.özümü vardır.

(g) Her a ∈ R ic.in a.0 = 0

(h) (a.b = 0) ⇒ (a = 0) veya (b = 0).

(i) Her a ∈ R ic.in −a = (−1).a.

(j) Her a ∈ R ic.in (−1).(−a) = a.

(k) Her a ∈ R ic.in (−a).(−a) = a.a.

(l) Herhangi iki a, b ∈ R sayıları ic.in, a < b, a = b veya b < a özelliklerinden

biri ve yalnızca biri sağlanır. (a < b yazılıs.ını a küc.ük b ve b > a

yazılıs.ını ise b büyük a diye okuyacaǧız).

(m) Herhangi a, b ∈ R ic.in

(a < b) ∧ (b ≤ c) ⇒ (a < c);

(a ≤ b) ∧ (b < c) ⇒ (a < c).

26 Reel Sayılar

(n) Herhangi a, b, c, d ∈ R ic.in

(a < b) ⇒ (a + c < b + c),

(0 < a) ⇒ (−a < 0),

(a ≤ b) ∧ (c ≤ d) ⇒ (a + c ≤ b + d),

(a ≤ b) ∧ (c < d) ⇒ (a + c < b + d).

(o) a, b, c ∈ R olmak üzere

(0 < a) ∧ (0 < b) ⇒ (0 < a.b) , (a < 0) ∧ (b < 0) ⇒ (0 < a.b) ,

(0 > a) ∧ (0 < b) ⇒ (a.b < 0) , (a < b) ∧ (0 < c) ⇒ (a.c < b.c) ,

(a < b) ∧ (c < 0) ⇒ (b.c < a.c) .

(p) 0 < 1.

(q) (0 < a) ⇒ (0 < a−1), (0 < a) ∧ (a < b) ⇒ (0 < b−1) ∧ (b−1 < a−1).

Reel sayıların diğer özellikleri daha sonraki bölümlerde verilecektir.

a > 0 es.itsizliğini sağlayan sayılara pozitif, a < 0 es.itsizliğini sağlayan

sayılara ise negatif sayılar denir, sırasıyla R+ = { x ∈ R : x > 0 } ve

R− = { x ∈ R : x < 0 } ile gösterilir.

Tanım 1.7.2 : Bos. olmayan bir X ⊂ R alt kümesi verilsin.

(a) Her x ∈ X ic. in x ≤ b olacak bic. imde bir b ∈ R sayısı varsa, X

kümesine üstten sınırlıdır denir ve b sayısına da X kümesinin bir üst

sınırı denir.

(b) Her x ∈ X ic. in a ≤ x olacak bic. imde bir a ∈ R sayısı varsa, X

kümesine alttan sınırlıdır denir ve a sayısına da X kümesinin bir alt

sınırı denir.

(c) X hem alttan ve hem de üstten sınırlı ise (yani her x ∈ X ic. in a ≤
x ≤ b olacak s.ekilde a ve b sayıları varsa ) X’e sınırlı küme denir.
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(d) Her x ∈ X ic. in x ≤ M olacak s.ekilde bir M ∈ X elemanı varsa,

M ’ye X kümesinin maksimal ( veya en büyük) elemanı denir ve M =

max
x∈X

{x} veya M = max{x : x ∈ X } s.eklinde gösterilir.

(e) Her x ∈ X ic. in m ≤ x olacak bic. imde bir m ∈ X elemanı varsa, m’ye

X kümesinin minimal ( veya en küc. ük) elemanı denir ve m = min
x∈X

{x}
veya M = min{x : x ∈ X } s.eklinde gösterilir.

Örneǧin, X = { x ∈ R : 0 < x < 1 } kümesinin minimal ve maksimal

elemanları yoktur. Y = { x ∈ R : − 1 ≤ x ≤ 1 } kümesinin minimal ve

maksimal elemanları vardır ve sırasıyla −1 ve 1 dir.

X ⊂ R alt kümesi üstten sınırlı olduğunda

B = { b ∈ R : b, X nin üst sınırıdır }

kümesi bos. değildir. Benzer s.ekilde X ⊂ R alt kümesi alttan sınırlı olduğunda

A = { a ∈ R : a, X nin alt sınırıdır } kümesi bos. değildir.

Tanım 1.7.3 :

(a) X ⊂ R alt kümesi üstten sınırlı ise

B = { b ∈ R : b, X nin üst sınırıdır } kümesinin minimal elemanına

X kümesinin en küc. ük üst sınırı denir ve sup X (veya eküs X) ile

gösterilir.

(b) X ⊂ R alt kümesi alttan sınırlı ise A = { a ∈ R : a, X nin alt sınırıdır }
kümesinin maksimal elemanına X kümesinin en büyük alt sınırı denir

ve inf X (veya ebas X) ile gösterilir.

Böylece, tanıma göre sup X = min{ b ∈ R : ∀x ∈ X, x ≤ b } ve inf X =

max{ a ∈ R : ∀x ∈ X, a ≤ x } dir.

Yukarıda söylenenlerden de görüldüğü gibi R nin bos. olmayan ve üstten

(alttan) sınırlı her alt kümesinin maksimal (minimal) elemanı olmayabilir.

Bununla ilgili as.aǧıdaki teoremi ifade edebiliriz.
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Teorem 1.7.4 (Üst Sınır Prensibi) : R nin bos. olmayan ve üstten sınırlı

her alt kümesinin bir tek en küc. ük üst sınırı (supremumu) vardır. (Bu

özelliǧe sup özelliǧi denir.)

İspat: X ⊂ R bos. olmayan üstten sınırlı bir küme ve B = {b ∈ R :

b, Xnin üst sınırı} olsun. ∀x ∈ X ve ∀b ∈ B ic.in x ≤ b olduğundan IV

Tamlık aksiyomuna göre ∀x ∈ X ve ∀b ∈ B ic.in x ≤ c ≤ b olacak s.ekilde tek

bir c ∈ R elemanı vardır. c elemanı X nin üst sınırı olduğundan c ∈ B dir.

Öte yandan, ∀b ∈ B ic.in c ≤ b olduğundan c = min B = sup X olur. �

Benzer s.ekilde as.ağıdaki teorem ispatlanabilir.

Teorem 1.7.5 : R nin bos. olmayan ve alttan sınırlı her alt kümesinin bir

tek en büyük alt sınırı (infimumu) vardır.

Bos. olmayan sınırlı bir X ⊂ R alt kümesi ic.in B = sup X ve A = inf X

sayıları as.ağıdaki karakteristik özelliklere sahiptir:

(a) B = sup X ⇔ ”∀x ∈ X ic.in x ≤ B ve ∀ε > 0 ic.in B − ε < xε olacak

bic.imde xε ∈ X elemanı vardır.”

(b) A = inf X ⇔ ”∀x ∈ X ic.in A ≤ x ve ∀ε > 0 ic.in xε < A + ε olacak

bic.imde xε ∈ X elemanı vardır.”

Tanım 1.7.6 : a ve b iki reel sayı ve a < b olsun. {x ∈ R : a < x < b}
kümesine a bas. langıc. lı b bitimli ac. ık aralık denir ve (a, b) (veya ]a, b[) s.eklinde

gösterilir. Benzer olarak, {x ∈ R : a ≤ x ≤ b} kümesine a bas. langıc. lı ve b

bitimli kapalı aralık denir ve [a, b] s.eklinde gösterilir.

{x ∈ R : a < x ≤ b} ve {x ∈ R : a ≤ x < b} kümelerine sırasıyla a da ac.ık

b de kapalı ve b de ac.ık, a’da kapalı yarı ac.ık aralıklar denir ve (a, b] (veya

]a, b]) ve [a, b) (veya [a, b[) s.eklinde gösterilir. a, b ∈ R olmak üzere (a, +∞)

(veya ]a, +∞[), [a, +∞) (veya [a, +∞[), (−∞, b) (veya ] − ∞, b[), (−∞, b]
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(veya ] − ∞, b]) ve (−∞, +∞) sonsuz aralıkları as.ağıdaki s.ekilde tanımlanır:

(a, +∞) = {x ∈ R : a < x}
[a, +∞) = {x ∈ R : a ≤ x}
( − ∞, b) = {x ∈ R : x < b}
( − ∞, b] = {x ∈ R : x ≤ b}
( − ∞, +∞) = R

R reel sayı kümesine +∞ ve −∞ ile gösterilen ve artı sonsuz, eksi son-

suz olarak okunan iki yeni sembolü ilave etmek suretiyle elde edilen R̄ =

R ∪ {−∞, +∞} kümesine genis.letilmis. reel sayılar sistemi denir. Bu sayılar

sistemi as.ağıdaki kos.ulları sağladığı kabul edilir.

(a) ∀x ∈ R ic.in −∞ < x < +∞, x − (+∞) = x − ∞ = −∞, x + (+∞) =

x + ∞ = +∞, x − (−∞) = x + ∞ = +∞, + ∞ + (+∞) =

+ ∞, −∞ + (−∞) = −∞,
x

−∞ =
x

+∞ = 0.

(b) x > 0 ise x.(−∞) = −∞, x.(+∞) = +∞,
x

0
= +∞,

(c) x < 0 ise x.(−∞) = +∞, x.(+∞) = −∞,
x

0
= −∞.

Bos. olamayan X ⊂ R̄ alt kümesi verilsin. Eg̃er, X kümesi alttan sınırlı

değilse, inf X = −∞ ve X kümesi üstten sınırlı değilse, sup X = +∞ gibi

tanımlanır. Buna göre, R̄ nin bos. olmayan her alt kümesinin hem supremumu

hem de infimumu vardır.

Tanım 1.7.7 : x ∈ R reel sayısının mutlak değeri (veya modülü)

x →| x |=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

x, x > 0ise,

0, x = 0ise,

−x, x < 0ise

bic. iminde tanımlanan fonksiyona denir.
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Her x ∈ X ic.in | −x |=| x |≥ 0 olduğu ac.ıktır. Mutlak değerin as.ağıdaki

özellikleri vardır.

(a) Her a, b ∈ R ic.in |a.b| = |a|.|b|, |a/b| = |a|/|b| (b �= 0);

(b) Her a, b ∈ R ic.in |a ± b| ≤ |a| + |b|;

(c) Her a, b ∈ R ic.in ||a| − |b|| ≤ |a − b|;

(d) Her a > 0 sayısı ic.in |x| < a ⇔ −a < x < a, |x| ≤ a ⇔ −a ≤ x ≤
a, |x| ≥ a ⇔ (x ≤ −a ∧ x ≥ a).;

a ∈ R ve b ∈ R noktaları ic.in |a − b| = |b − a| sayısına a ve b noktaları

arasındaki uzaklık (mesafe) denir ve d(a, b) ile gösterilir. a, b ∈ R, a <

b olmak üzere b − a > 0 sayısına (a, b), [a, b), (a, b] ve [a, b] aralıklarının

uzunluğu (vaya boyu) denir.

1.8 C. özümlü Problemler

(1) R nin §1.7 deki (c), (h), (m), (p) ve (q) özelliklerinin doğruluğunu

göteriniz.

C. özüm:

(c). x = b + (−a) sayısının x + a = b denkleminin bir c.özümü olduğu

ac.ıktır:

a + (b + (−a)) = a + ((−a) + b) = (a + (−a)) + b = 0 + b = b + 0 = b.

Bu c.özümün tekliğini görelim. x1 ∈ R sayısı da a+x = b denkleminin

bir c.özümü olsun. Yani, a+x1 = b es.itliği sağlansın. Bu durumda, IV+

aksiyomuna göre ve R deki her elemanın toplamsal tersi tek olduğundan

a + x1 = b ⇒ (a + x1) + (−a) = b + (−a) ⇒ (x1 + a) + (−a) = b + (−a)

⇒ x1 + (a + (−a)) = b + (−a) ⇒ x1 + 0 = b + (−a)

⇒ x1 = b + (−a)
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elde ederiz.

(h). a.b = 0 olsun. Eg̃er, b �= 0 (veya a �= 0) ise a.b = 0 denkleminin

a ya (b ye) göre c.özümü tek olduğundan a = 0.b−1 = 0 (b = 0.a−1 = 0)

elde ederiz.

(m). İkinci önermenin doğruluğunu görelim. Sıralama aksiyomlarının

ikinci özelliğine göre

(a ≤ b) ∧ (b < c) ⇔ (a ≤ b) ∧ (b ≤ c) ∧ (b �= c) ⇒ a ≤ c

olur. S. imdi a �= c olduğunu gösterelim. a = c olsun. Bu durumda,

(a ≤ b) ∧ (b < c) ⇔ (c ≤ b) ∧ (b < c) ∧ (c ≤ b) ∧ (b ≤ c) ∧ (b �= c)

olur. Buradan sıralama aksiyomlarının birinci özelliğine göre (b = c) ∧
(b �= c) c.elis.kisi elde edilir.

(p). 1 ∈ R\{0}, yani 1 �= 0 olsun. Eg̃er, 1 < 0 ise (o) özelliğine göre

(1 < 0) ∧ (1 < 0) ⇒ (0 < 1.1) ⇒ (0 < 1)

elde edilir.

(q). a �= 0 olduğu ac.ıktır. a−1 < 0 olduğunda

(a−1 < 0) ∧ (0 < a) ⇒ (a.a−1 < 0) ⇒ (1 < 0)

c.elis.kisi elde edilir. S. imdi ikinci önermenin doğruluğunu görelim.

(0 < a) ∧ (a < b) ⇒ (0 < b) ∧ (a < b)

⇒ (0 < a−1) ∧ (0 < b−1) ∧ (a < b) ⇒ (0 < a−1.b−1) ∧ (a < b)

⇒ (a.(a−1.b−1) < b(a−1.b−1)) ⇒ a.(a−1).b−1 < (b.b−1).a−1

⇒ 1.b−1 < 1.a−1 ⇒ b−1 < a−1

elde edilir. �
(2) As.ağıdaki X ⊂ R alt kümeleri ic.in, eğer varsa, sup X ve inf X sayılarını

bulunuz.

(a) X = { n + 1

n
: n ∈ N }; (b) X = { 1

3
± n

3n + 1
: n ∈ N };

(c) X = { 1

n
+

1

m
: n,m ∈ N }; (d) X = { 0, 5, 0, 55, . . . , 0, 55 . . . 5; . . .︸ ︷︷ ︸

n−kez

}.
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C. özüm: Bu ve buna benzer problemlerin c.özümünde esasen supre-

mum ve infimum karakteristik özellikleri kullanılır.

(a) max X = sup X = 2 olduğu ac.ıktır. Her n ∈ N sayısı ic.in
n + 1

n
> 1 dir. Herhangi ε > 0 sayısı verildiğinde her n > 1/ε doğal

sayısı ic.in
n + 1

n
< 1 + ε es.itsizliği sağlandığından inf X = 1 elde

edilir.

(b) inf X = 0 dır. C. ünkü, herhangi ε > 0 sayısı verildiğinde her

n > 1−3ε
9ε

doğal sayısı ic.in 0 < 1
3

− n
3n+1

< ε es.itsizliği sağlandığından

inf X = 0 elde edilir.

sup X = 2
3

dir. C. ünkü, herhangi ε > 0 sayısı verildiğinde her n > 1−3ε
9ε

doğal sayısı ic.in
2
3

− ε < 1
3

+ n
3n+1

< 2
3

es.itsizliği sağlandığından

sup X = 2
3

elde edilir.

(c) max X = sup X = 2 olduğu ac.ıktır. S. imdi inf X = 0 olduğunu

gösterelim. Her n,m ∈ R sayıları ic.in
1

n
+

1

m
> 0 ve herhangi

ε > 0 sayısı verildiğinde her n >
2

ε
ve m >

2

ε
doğal sayıları ic.in

1

n
+

1

m
< ε/2 + ε/2 = ε es.itsizliği sağlandığından inf X = 0 elde edilir.

(d) min X = inf X = 0, 5 olduğu ac.ıktır. sup X =
5

9
olduğunu

gösterelim. Bunu gösterirken, ileride göstereceǧimiz monoton reel sayı

dizisinin s.u özelliǧinden kullanacaǧımız: Artan ve üstten sınırlı (xn)

reel sayı dizisinin sonlu limiti vardır ve

lim
n→∞

xn = sup{xn : n ∈ N }

dir. Terimleri x1 = 0, 5, x2 = 0, 55, . . . , xn = 0, 55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n∈N

, . . . bic.iminde

tanımlanan (xn) artan ve üstten sınırlı bir dizidir. Diğer taraftan,

xn = 0, 5 + 0, 05 + 0, 005 + . . . + 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1 kez

5
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=
1

2
+

1

20
+

1

200
+ . . . +

1

2 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1 kez

=
1

2

(
1 +

1

10
+

1

102
+ . . . +

1

10n−1

)

=
1

2
.
1 − 1/10n

1 − 1/10
=

5

9

(
1 − 1

10n

)
olduğundan, lim

n→∞
xn =

5

9
olur ve dolayısıyla,

sup X = sup{xn : n ∈ N } =
5

9
olur. �

(3) X ⊂ Y ⊂ R ise sup X ≤ sup Y ve inf X ≥ inf Y olduğunu gösteriniz.

C. özüm: B1 = sup X ve B2 = sup Y olarak alalım. Eg̃er, Y kümesi

üstten sınırlı değilse, B2 = +∞ dir. Dolayısıyla, B1 ≤ +∞ = B2

oldug̃u ac.ıktır. Y üstten sınırlı olsun. Bu durumda, üst sınır prensibine

göre B2 sonlu sayıdır. X ⊂ Y olduğundan her x ∈ X ic.in x ≤ B2 olur.

Dolayısıyla, B2 sayısı X in bir üst sınırıdır. Buradan da B1 ≤ B2 elde

edilir. İkinci es.itsizlik benzer s.ekilde gösterilir. �

(4) ∅ �= X ⊂ R ve ∅ �= Y ⊂ R olsun. Eg̃er, her x ∈ X ve her y ∈ Y ic.in

x ≤ y ise X in üstten, Y nin ise alttan sınırlı olduğunu ve sup X ≤
inf Y es.itsizliğinin doğruluğunu gösteriniz.

C. özüm: Sabit y0 ∈ Y ve her x ∈ X ic.in x ≤ y0 olduğundan X üstten

sınırlı bir kümedir ve sup X ≤ y0 olur. Her y ∈ Y ic.in sup X ≤ y

olduğundan Y alttan sınırlı bir kümedir. Buradan da sup X ≤ inf Y

elde edilir. �

(5) Problem (4) teki X ve Y kümeleri ic.in X ∪ Y = R ise sup X = inf Y

olduğunu gösteriniz.

C. özüm: sup X ≤ inf Y olduğunu Problem (4) te gösterdik. S. imdi

sup X = inf Y olduğunu gösterelim. IV Tamlık aksiyomuna göre her

x ∈ X ve her y ∈ Y ic.in x ≤ c ≤ y olacak bic.imde tek bir c ∈ R sayısı
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vardır. Eg̃er, sup X < inf Y ise c �∈ X ve c �∈ Y elde edilir. Bu ise

X ∪ Y = R olması ile c.elis.diğinden sup X = inf Y olur. �

(6) ∅ �= X ⊂ R ve ∅ �= Y ⊂ R sınırlı kümeleri ic.in X ∩ Y ve X ∪ Y

kümelerinin sınırlı olduğunu ve

(a) sup(X ∪ Y ) = max(sup X, sup Y );

(b) inf(X ∪ Y ) = min(inf X, inf Y );

(c) max(inf X, inf Y ) ≤ inf(X ∩ Y );

(d) sup(X ∩ Y ) ≤ min(sup X, sup Y );

önermelerinin saǧlandıǧını gösteriniz.

C. özüm: (a) ve (c) önermelerinin doğruluğunu gösterelim. (b) ve (d)

nin c.özümleri okuyucuya bırakılmıs.tır.

(a) X ve Y sınırlı iki küme olduğundan B1 = sup X ve B2 = sup Y

sayıları sonludur (IV Tamlık aksiyomuna göre). B1 ≤ B2 olsun. Her

x ∈ X ic.in x ≤ B1 ≤ B2 ve her y ∈ Y ic.in y ≤ B2 olduğundan her

z ∈ X ∪ Y ic.in z ≤ B2 olur. Buradan da X ∪ Y kümesinin üstten

sınırlı olduğu ve

sup(X ∪ Y ) ≤ B2

elde edilir. Diğer taraftan, Y ⊂ (X∪Y ) olduğundan Problem (3) e göre

sup Y ≤ sup(X ∪ Y ), yani B2 ≤ sup(X ∪ Y ) olur. B2 = max(B1, B2)

olduğundan son iki es.itsizliğe göre (a) önermesinin doğruluğu gösterilmis.
olur.

(c) X ve Y sınırlı iki küme olduğundan A1 = inf X ve A2 = inf Y

sayıları sonludur (Teorem 1.7.5 ’e göre). A1 ≤ A2 olsun. Her y ∈ Y

ic.in A2 ≤ y olduğundan her z ∈ X ∩ Y ic.in A2 ≤ z olur. Buradan da

X ∩ Y kümesinin alttan sınırlı olduğu ve

A2 ≤ inf(X ∩ Y )

elde edilir. Diğer taraftan, (X ∩ Y ) ⊂ Y olduğundan Problem (3) e

göre inf Y ≤ inf(X ∩Y ), yani A2 ≤ inf(X ∩Y ) olur. A2 = max(A1, A2)
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olduğundan son iki es.itsizliğe göre (c) önermesinin doğruluğu gösterilmis.
olur. �

(7) ∅ �= X ⊂ R, λ ∈ R ve

λX = {x ∈ R : ∃u ∈ X, x = λu} = {λx : x ∈ X}

olsun. X üstten sınırlı ve λ > 0 ise

sup(λX) = λ. sup X

olduğunu gösteriniz.

C. özüm: B = sup X olsun. x ∈ (λX) ⇒ x = λu, u ∈ X, u ≤
B ⇒ x = λu ≤ λB ⇒ λ.B sayısı X in bir üst sınırıdır. B′, λX

kümesinin herhangi bir üst sınırı olsun. Bu durumda, ∀x ∈ (λX)

ic.in x ≤ B′ ⇒ ∀u ∈ X ic.in λu ≤ B′ ⇒ ∀u ∈ X ic.in u ≤ B′/λ

olur. Buradan, B′/λ sayısının X in bir üst sınırı olduğu ve dolayısıyla,

B ≤ B′/λ veya λB ≤ B′ olduğu anlas.ılır. Bundan dolayı λB, λX

kümesinin üst sınırının en küc.üğüdür, yani λB = sup(λX) dir. �

(8) X ⊂ R, Y ⊂ R ve

X + Y = {z : ∃x ∈ X, ∃y ∈ Y, z = x + y} = {x + y : x ∈ X, y ∈ Y },

X.Y = {z : ∃x ∈ X, ∃y ∈ Y, z = x.y} = {x.y : x ∈ X, y ∈ Y }

olsun.

(a) X ve Y üstten sınırlı olduğunda X + Y nin de üstten sınırlı

olduğunu ve

sup(X + Y ) = sup X + sup Y

olduğunu gösteriniz.

(b) X ⊂ R+ ve Y ⊂ R+ üstten sınırlı olduğunda X.Y nin de üstten

sınırlı olduğunu ve

sup(X.Y ) = sup X. sup Y
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olduğunu gösteriniz. Herhangi X ⊂ R ve Y ⊂ R alt kümeleri ic.in

bu özelliğin doğru olmadğını gösteren örnek veriniz.

C. özüm: (a) sup X = B1 ve sup Y = B2 olsun. Her x ∈ X ic.in

x ≤ B1 ve her y ∈ Y ic.in y ≤ B2 olduğundan her x + y ∈ (X + Y )

ic.in x + y ≤ B1 + B2 olur. Buradan, X + Y nin üstten sınırı olduğu

görülür. Üst sınırın ikinci karakteristik özelliğine göre herhangi ε > 0

sayısı verildiğinde

∃ xε ∈ X öyleki xε > B1 − ε/2

∃ yε ∈ Y öyleki yε > B2 − ε/2

olur. Buradan xε + yε ∈ (X + Y ) ve xε + yε > B1 + B2 − ε elde edilir.

O zaman supremum özelliklerinden sup(X + Y ) = B1 + B2 olur.

(b) sup X = B1 ve sup Y = B2 olmak üzere ∀x ∈ X ic.in 0 < x ≤ B1

ve ∀y ∈ Y ic.in 0 < y < B2 olduğundan her x.y ∈ (X.Y ) ic.in 0 < x.y ≤
B1B2 olur. Buradan da X.Y nin üstten sınırlı olduğu görülür.

B1 = 0 veya B2 = 0 ise sup(X.Y ) = 0 = B1.B2 olduğu ac.ıktır. B1 > 0

ve B2 > 0 olsun. Herhangi 0 < ε < 2 min(B2
1 , B

2
2) sayısı verilsin. Üst

sınırın ikinci özelliğine göre

∃ xε ∈ X öyleki xε > B1 − ε

2B2

∃ yε ∈ Y öyleki yε > B2 − ε

2B1

olur. Buradan xε.yε ∈ (X.Y ) ve

xε.yε > B1.B2 − ε +
ε2

4B1B2

> B1.B2 − ε

elde edilir. Bu durumda, sup(X.Y ) = B1.B2 olur.

(b) önermesi herhangi X ⊂ R ve Y ⊂ R kümeleri ic.in doğru ol-

mayabilir. Örneğin, X = (−3, −2) ve Y = (−5, −1
2
) kümeleri ic.in

X.Y = (1, 15) ve sup X = −2, sup Y = −1/2, sup(X.Y ) = 15 �= 1 =

sup X. sup Y olduğu elde edilir. �
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(9) Mutlak değerin (c) özelliğinin doğru olduğunu gösteriniz.

C. özüm: Mutlak değerin (b) özelliğine göre

|a| = |(a − b) + b| ≤ |a − b| + |b| ⇒ |a| − |b| ≤ |a − b| (1.1)

dir. Benzer s.ekilde

|b| = |(b − a) + a| ≤ |b − a| + |a| ⇒ |b| − |a| ≤ |b − a| = |a − b|
⇒ −|a − b| ≤ |a| − |b|

(1.2)

(1.1) ve (1.2) den ||a| − |b|| ≤ |a − b| olduğu anlas.ılır. �

(10) |x + 1| + |x| + |x − 1| − 6 = 0 denkleminin köklerini (sıfır yerlerini)

bulunuz.

C. özüm:

|x + 1| + |x| + |x − 1| − 6 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−3x − 6 = 0, x ∈ (−∞, −1) ise,

−x − 4 = 0, x ∈ [−1, 0) ise,

x − 4 = 0, x ∈ [0, 1) ise,

3x − 6 = 0, x ∈ [1, ∞) ise

olduğu ac.ıktır. Buradan görüldüğü gibi denklemin [−1, 0) ve [0, 1)

üzerinde kökleri yoktur, (−∞, −1) üzerinde x = −2 ve [1, +∞) üzerinde

x = 2 denklemin birer kökleridir. �

1.9 Ek Problemler

(11) R nin 1.7 deki (d), (f), (l) ve (m) özelliklerinin doğruluğunu gösteriniz.

(12) As.ağıdaki X ⊂ R alt kümeleri ic.in, eğer varsa sup X ve inf X sayılarını

bulunuz.

(a) X =

{
m

n
: m, n ∈ N ve m < n

}
;
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(b) X =

{
1

2
± n

2n − 1
: n ∈ N

}
;

(c) X =

{
xn : xn =

n∑
k=1

1

k(k + 1)
n ∈ N

}
;

(d) X =

{
xn : xn =

n∑
k=1

1

4k2 − 1
n ∈ N

}
;

(e) X =

{
xn : xn =

n∑
k=1

(−1)k+1

k
n ∈ N

}
;

(f) X =

{
6n+1 − 5n+1

6n + 5n
: n ∈ N

}
;

(g) X =

{
ln n

n
: n ∈ N

}
.

Cevap:

(a) inf X = 0, sup X = 1; (b) inf X = 0, sup X = 1;

(c) inf X =
1

2
, sup X = 1; (d) inf X =

1

3
, sup X =

1

2
;

(e) inf X =
1

2
, sup X = 1; (f) inf X = 1, sup X = 6;

(g) inf X = 0, sup X =
ln 3

3
.

(13) As.ağıdaki X ⊂ R alt kümeleri ic.in, eğer varsa sup X ve inf X sayılarını

bulunuz.

(a) X =

{
[1 + (−1)nn].n +

1 − (−1)n

n
: n ∈ N

}
;

(b) X =

{
n3

2n2 + 1
: n ∈ N

}
;

(c) X =

{
n3 + 1

n4 + 1
: n ∈ Z

}
;

(d) X =

{
[(−1)n + 1]n2 +

(−1)n − 1

2
n ∈ N

}
;

Cevap:
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(a) inf X = 0, sup X = +∞; (b) inf X =
1

3
, sup X =

1

2
;

(c) inf X =
−1

2
, sup X =

1

2
; (d) inf X =

−1

2
, sup X = +∞.

(14) (a) X ⊂ R alt kümesi alttan sınırlı ise −X in üstten sınırlı olduğunu

ve sup(−X) = − inf X es.itliğinin doğruluğunu gösteriniz.

(b) X ⊂ R alt kümesi üstten sınırlı ise −X in alttan sınırlı olduğunu

ve inf(−X) = − sup X es.itliğinin doğruluğunu gösteriniz.

(15) (a) X ⊂ R ve Y ⊂ R alt kümeleri alttan sınırlı olduğunda X +Y nin

de alttan sınırlı olduğunu ve inf(X +Y ) = inf X +inf Y olduğunu

gösteriniz.

(b) X ⊂ R+ ve Y ⊂ R+ alt kümeleri alttan sınırlı olduğunda X.Y nin

de alttan sınırlı olduğunu ve inf(X.Y ) = inf X. inf Y olduğunu

gösteriniz. Herhangi X ⊂ R ve Y ⊂ R alt kümeleri ic.in bu

özelliğin genel olarak doğru olmadığını gösteren örnek veriniz.

(16) Mutlak değerin (a) ve (b) özelliklerinin doğruluğunu gösteriniz.

(17) As.ağıdaki denklemlerin köklerini bulunuz:

(a) |x| + |x − 1| + |x + 2| − 2, 5 = 0; (b) |2x + 3| = x2;

(c) x|x + 2| − |x + 1| − (x + 1)|x| + 1 = 0; (d)
∣∣x − 1

x + 1

∣∣ =
x − 1

x + 1
;

(e) |x2 − 5x + 6| = −(x2 − 5x + 6).

Cevap: (a) 0, 5 ve 1, 5; (b) −1 ve 3; (c) (0, +∞);

(d) (−∞, −1) ∪ [1, +∞) ;(e) [2, 3] .
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1.10 Reel Sayı Sınıfları

1.10.1 Doğal Sayılar

Tanım 1.10.1 : Birs.eyleri saymakta yararlanılan ve rakamlar adı verilen

0, 1, 2, . . . , 8, 9 on sembol ile yazılabilen sayıların tümüne doğal sayılar kümesi

denir ve

N = {1, 2, 3, . . . , n, n + 1, . . .}
s.eklinde gösterilir.

Doğal sayıları tamamen belirtmeye yeterli olduğu ispatlanabilen en belir-

gin özellikler Peano aksiyomları adıyla as.aǧıdaki bes. aksiyomla ifade edilebilir:

N1) 1 bir doğal sayıdır: 1 ∈ N;

N2) ∀n ∈ N ⇒ n+ = n + 1 ∈ N;

N3) ∀n ∈ N ⇒ n+ �= 1;

N4) ∀n, m ∈ N, n+ = m+ ⇒ n = m;

N5) (1 ∈ A ⊂ N ve n ∈ A ⇒ n+ ∈ A) ⇒ A = N.

N5) aksiyomuna Matematik İndüksiyon Prensibi denir. Bu aksiyom, matem-

atikte sık sık kullanılan bir ispat tekniğini ortaya koymaktadır.

Teorem 1.10.2 : n doğal sayısına bağımlı bir B(n) bağıntısı

(a) 1 doğal sayısı ic. in doğru: B(1) doğru,

(b) n ic. in doğru ise n + 1 ic. in de doğru: B(n) doǧru ise B(n + 1) doǧru

oluyorsa, B(n) bağıntısı bütün doğal sayılar ic. in doğrudur.

Bu teoremde belirlenen ispat tekniğine Matematik İndüksiyon (veya Tümevarım)

Yöntemi denir.

Bu teoremin yardımı ile doğal sayıların sık sık kullanılan bir kac. önemli

özellikleri ileride ispatlanacaktır. Bu özelliklerin as.ağıdaki gibi kısa bir özetini

verelim:
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(a) n,m ∈ N ⇒ (n + m) ∈ N ∧ n.m ∈ N;

(b) (n ∈ N) ∧ (n �= 1) ⇒ (n − 1) ∈ N;

(c) Her n ∈ N ic.in {x ∈ N : n < x} kümesinin minimal elemanı vardır ve

min{x ∈ N : n < x} = n + 1;

(d) (m ∈ N) ∧ (n ∈ N) ∧ (n < m) ⇒ (n + 1) ≤ m;

(e) n ∈ N ise n < x < n + 1 olacak bic.imde x doğal sayısı yoktur;

(f) N nin bos. olmayan her alt kümesinin bir minimal elemanı vardır;

(g) N nin üstten sınırlı her alt kümesinin maksimal elemanı vardır;

(h) N üstten sınırlı değildir.

1.10.2 Tam Sayılar

Herhangi n ∈ N ic.in n+x = n denkleminin tek c.özümü 0 (sıfır) ile n+x = 0

denkleminin tek c.özümü −n elemanlarını N kümesine ilave ederek elde edilen

Z = {. . . , −n, . . . , −2, −1, 0, 1, 2, . . . , n, . . .}

kümesine Tam sayılar kümesi denir. Tam sayılar s.u özelliklere sahiptir:

(a) n, m ∈ Z ⇒ (n + m) ∈ Z ∧ n.m ∈ Z;

(b) n, m ∈ Z olmak üzere n + x = m denkleminin Z kümesinde tek bir

x = (−n) + m c.özümü vardır:

(c) Z nin her sınırlı alt kümesinin minimal ve maksimal elemanı vardır;

(d) Z sınırsız bir kümedir.
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1.10.3 Rasyonel Sayılar

n �= 0 olmak üzere m ve n birer tam sayı ise m.n−1 = m/n s.eklindeki

sayıya rasyonel sayı ve bu sayıların tes.kil ettiği kümeye Rasyonel sayılar

kümesi denir ve Q ile gösterilir.

Rasyonel sayılar kümesi toplama ve c.arpma is.lemlerine göre bir değis.meli

cisim yapısına sahiptir.

Teorem 1.10.3 : Rasyonel olmayan sayı vardır.

İspat: Teoremi ispat etmek ic.in karesi ikiye es.it olan pozitif s ∈ R sayısının

varlığını ve bu s sayısının rasyonel bir sayı olmadığını göstermek yeterlidir.

X = {x ∈ R+ : x2 < 2} ve Y = {y ∈ R+ : y2 > 2} olsun. 1 ∈ X ve

2 ∈ Y olduğundan, X �= ∅ ve Y �= ∅ dir. Her x, y ∈ R+ ic.in x < y ⇔ x2 < y2

olduğundan her x ∈ X ve her y ∈ Y ic.in x < y dir. O zaman IV Tamlık

aksiyomuna göre her x ∈ X ve her y ∈ Y ic.in x ≤ s ≤ y olacak s.ekilde tek

bir s ∈ R sayısı vardır. s2 = 2 olduğunu görelim. s2 < 2 olsun. O zaman

1 ∈ X olduğundan 12 ≤ s2 < 2 ve 0 < δ = 2 − s2 < 1 dir. Öte yandan

(s +
δ

3
)2 = s2 + 2.s.

δ

3
+ (

δ

3
)2 < s2 + 3.

δ

3
= s2 + δ = 2

olduğundan s +
δ

3
∈ X elde edilir. Bu ise her x ∈ X ic.in x ≤ s olması ile

c.elis.tiğinden s2 < 2 varsayımın doğru olmadığı anlas.ılır.

S. imdi 2 < s2 olduğunu varsayalım. 2 ∈ Y olduğundan 2 < s2 ≤ 4 ve

0 < � = s2 − 2 ≤ 2 dir. Öte yandan (0 <
�
3

< 1 olduǧundan)

(s − �
3

)2 = s2 − 2.s.
�
3

+ (
�
3

)2 < s2 − 3.
�
3

= s2 − � = 2

olduğundan s − �
3

∈ Y elde edilir. Bu ise her y ∈ Y ic.in y ≥ s olması ile

c.elis.tiğinden s2 > 2 varsayımının da doğru olmadığı anlas.ılır. Böylece tek

bir s2 = 2 durumu gerc.eklenebilir. s �∈ Q olduğu kolayca gösterilebilir. �

Rasyonel olmayan reel sayılara irrasyonel sayılar denir. İrrasyonel sayılar

kümesini I ile göstereceǧiz.
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a0 �= 0, a1, . . . , an tam sayılar olmak üzere

a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an = 0

polinom denkleminin c.özümü olan x sayısına bir cebirsel sayı denir. Katsayıları

tam sayı olmayan bir polinom denklemin c.özümü olan irrasyonel sayılara

transandantal sayılar denir.

Cebirsel sayılar kümesi sonsuz ve sayılabilir bir küme olduğu halde transan-

dantal sayılar kümesi sayılamayan bir kümedir.

Teorem 1.10.4 (Archimet Prensibi) : Her h > 0 ve her x ∈ R ic. in

(k − 1)h ≤ x < kh olacak s.ekilde k tamsayısı vardır. (Bu özelliğe reel sayı

kümesinin Archimet özelliği denir.)

İspat: Z kümesi üstten sınırlı olmadığından her h > 0 ve her x ∈ R ic.in

X = {n ∈ Z :
x

h
< n}

kümesi Z nin alttan sınırlı bos. olmayan bir alt kümesidir. O zaman tam

sayıların (c) özelliğine göre X kümesinin minimal elemanı vardır, yani k−1 ≤
x

h
< k olacak s.ekilde bir tek k ∈ Z sayısı vardır. h > 0 olduğundan

k − 1 ≤ x

h
< k ⇔ (k − 1)h ≤ x < kh

olur. �

Sonuc. 1.10.5 : ε > 0 ise
1

n
< ε olacak s.ekilde en az bir n ∈ N sayısı

vardır.

Gerc.ekten, h = 1 ve x =
1

ε
alındığında Archimet Prensibine göre

1

ε
< k0

olacak s.ekilde k0 ∈ Z vardır. 0 <
1

ε
∧ 1

ε
< k0 ise k0 ∈ N olur. Bu durumda,

∀n > k0 doğal sayısı ic.in
1

n
<

1

k0

olduğundan ∀n > k0 doğal sayısı ic.in

0 <
1

n
< ε olur.
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Sonuc. 1.10.6 : Eg̃er, ∀h > 0 ic. in 0 ≤ x < h ise x = 0 dır.

Gerc.ekten x > 0 olamaz. C. ünkü x > 0 olduğunda Sonuc.1.10.5’e göre
1

n0

< x

olacak s.ekilde n0 ∈ N sayısı vardır. Bu ise her h > 0 ic.in x < h olması ile

c.elis.ir.

Sonuc. 1.10.7 : a, b ve x reel sayılar olsun. Eg̃er, her n ∈ N sayısı ic. in

a ≤ x < a +
b

n

ise x = a dır.

Sonuc. 1.10.8 : Herhangi iki reel sayı arasında sonsuz sayıda rasyonel sayı

vardır.

İspat: a, b ∈ R ve a < b olsun. b − a > 0 olduğundan Sonuc.1.10.5’e göre

0 <
1

n
< b − a olacak s.ekilde bir n ∈ N sayısı vardır. Archimet Prensibine

göre
m − 1

n
≤ a <

m

n
olacak s.ekilde m ∈ Z sayısı vardır. O halde

m

n
< b

dir. Aksi taktirde
m − 1

n
≤ a < b ≤ m

n
dir ve buradan da b − a ≤ 1

n
c.elis.kisi

elde edilir. Böylece, r =
m

n
∈ Q ve a <

m

n
< b dir. Demek ki, herhangi

iki reel sayı arasında hic. değilse bir rasyonel sayı bulunacaktır. Bu is.leme

istenildiği kadar devam edilebilir. �

Sonuc. 1.10.9 : ∀x ∈ R sayısı ic. in k ≤ x < k +1 olacak s. ilde tek bir k ∈ Z

sayısı vardır.

Sözkonusu k tam sayısına x sayısının tam kısmı denir ve [[ x ]] ile gösterilir.

x − [[ x ]] sayısına x sayısının kesir kısmı denir ve {x} ile gösterilir. Böylece,

x = [[ x ]] + {x} ve 0 ≤ {x} < 1 olur.

Bir a ∈ R sayısının kendisiyle n(n ∈ N) defa c.arpımından ortaya c.ıkan

sayıya a’nın n. kuvveti denir ve an ile gösterilir: an = a.a . . . a︸ ︷︷ ︸
nkez

dir. a0 = 1 ve

n ∈ N olmak üzere a−n =
1

an
(a �= 0) s.eklinde tanımlanır.
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a ∈ R+ ve n ∈ N sayıları verilsin. Eg̃er, a = bn ise b ye a nın n. dereceden

kökü denir ve b = (a)
1
n = n

√
a s.eklinde gösterilir. n = 2k(k ∈ N) durumunda

b2k = a olacak s.ekilde iki b1 = 2k
√

a ve b2 = − 2k
√

a sayıları vardır. n
√

a

kökünün negatif olmayan değerine onun aritmetik değeri denir.

a ∈ R, a ≥ 0, r =
m

n
, m ∈ Z, n ∈ N ise ar = n

√
am s.eklinde tanımlanabilir.

As.ağıdaki özelliklerin sag̃landıg̃ı kolayca gösterilebilir.

(a) a ∈ R, m, n ∈ N, hem de n ≤ 0 veya m ≤ 0 olduğunda a �= 0 ise

(i) am.an = am+n ; (ii) (am)n = amn dir.

(b) a, b ∈ R, a ≥ 0, b ≥ 0, n ∈ N, m ∈ N ise

(1) n
√

m
√

a = n.m
√

a ; (2) n
√

a = nm
√

am ;

(3) n
√

ab = n
√

a. n
√

b ; (4) n

√
a

b
=

n
√

a
n
√

b
(b > 0) ;

(5)
(

n
√

a
)m

= n
√

am .

(c) a ∈ R+, b ∈ R+, r ∈ Q, r′ ∈ Q ise

(1) a−r =
1

ar
; (2) ar.ar′ = ar+r′ ;

(3) (ar)r′ = arr′ ; (4) (a.b)r = ar.br;

(5)
(a
b

)r
=

ar

br
.

dir.

a > 0, a �= 1 ve b > 0 olmak üzere, eğer ap = b ise p’ye b nin a tabanına göre

logaritması denir ve p = loga b s.eklinde gösterilir. p ic.in yalnız birtane reel

değerin mevcut olduğu ileride (bkz. §2.4) gösterilecektir.

Her a > 0, a �= 1 ve b > 0, b1 > 0, b2 > 0 sayıları ic.in

(i) loga(b1.b2) = loga b1 + loga b2;

(ii) loga

(b1

b2

)
= loga b1 − loga b2;

(iii) loga br = r. loga b, (r ∈ Q)
özellikleri sag̃lanır.

Pratikte iki taban sistemi kullanılır. Briggsion sisteminde a = 10 tabanı ,

Napieraion sisteminde de a = e = 2, 71828 . . . doğal tabanı kullanılır ve

loga b yerine sırasıyla log b ve ln b yazılır.
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1.11 C. özümlü Problemler

(1) N kümesinde (a), (c) ve (g) özelliklerinin doğru olduğunu gösteriniz.

C. özüm: (a) m, n ∈ N verilsin. (m + n) ∈ N olduğunu görelim.

X = {n ∈ N : (m + n) ∈ N, ∀m ∈ N} kümesini gözönüne alalım.

Her m ∈ N ic.in (m + 1) ∈ N ise 1 ∈ X dir. n ∈ X, yani n + m ∈ N

ise (m + (n + 1)) = ((m + n) + 1) ∈ N olduğundan n + 1 ∈ X olur.

Matematik indiksiyon metoduna göre X = N elde edilir.

n,m ∈ N olduğunda n.m ∈ N olması benzer s.ekilde gösterilebilir.

(c) X = {n ∈ N : (c) önermesi doğru} kümesini gözönüne alalım ve

X = N olduğunu görelim. Önce 1 ∈ X, yani min{x ∈ N : 1 < x} = 2

olduğunu görelim. Y = {x ∈ N : (x = 1) ∨ (2 ≤ x)} diyelim. 1 ∈ Y

olduğu ac.ıktır. Eg̃er, x ∈ Y ise, x = 1 ve bu durumda x+1 = 2 ∈ Y dir,

veya 2 ≤ x elde edilir. Bi durumda 2 ≤ x + 1 olur. Yine de x = y ∈ Y

dir. Buradan Y = N olduğu anlas.ılır. Demek ki, (x �= 1) ∧ (x ∈ N) ise

2 ≤ x elde edilir, yani min{x ∈ N : 1 < x} = 2 olur. Böylece 1 ∈ X

dir.

S. imdi n ∈ X iken n = 1 ∈ X olduğunu görelim. Gerc.ekten, eğer

x ∈ {x ∈ N : n+1 < x} ise, her x doğal sayısı ic.in x ≥ 1 olduğundan

(x − 1) = y ∈ {y ∈ N : n < y} olur. Buradan da N nin (b) özelliğine

göre x − 1 = y ∈ N olur.

n ∈ X ise min{y ∈ N : n < y} = n + 1 dir. Yani x − 1 ≥ y ≥ n + 1 ve

x ≥ n + 2 dir. Buradan da (x ∈ {x ∈ N : n + 1 < x} ise (x ≥ n + 2)

olur. Dolayısıyla, min{x ∈ N : n+1 < x} = n+2 olur. Yani n+1 ∈ X

dir. Matematik indiksiyon metoduna göre X = N dir.

(g) X ⊂ N üstten sınırlı bir küme olsun. Üst sınır prensibine göre

sup X = B ∈ R sayısı vardır. Üst sınırın karakteristik özelliklerine

göre B − 1 < n ≤ B olacak s.ekilde n ∈ X sayısı vardır. Buradan

B = max X olduğu anlas.ılır. �

(2) Z tamsayılar kümesinin üstten sınırsız olduğunu gösteriniz.
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C. özüm: Önce N kümesinin üstten sınırsız olduğunu, yani N nin (h)

özelliğinin doğruluğunu görelim. Olmayana ergi yöntemine göre eğer,

N üstten sınırlı bir küme ise max N = n elemanı mevcuttur. Fakat,

n + 1 ∈ N ve n + 1 > n dir. N ⊂ Z ve N üstten sınırsız olduğundan Z

de üstten sınırsızdır. �
(3) (a) α rasyonel, β irrasyonel olduğunda α − β ve α + β sayılarının

irrasyonel olacağını gösteriniz.

(b) α sıfırdan farklı rasyonel ve β irrasyonel ise α.β ve α/β sayılarının

irrasyonel olacağını gösteriniz.

C. özüm: (b) önermesinin doğru olduğunu görelim. α.β bir irrasyonel

sayıdır. Gerc.ekten, eğer α.β = r ∈ Q ise iki rasyonel sayının oranı da

rasyonel bir sayı olduğundan β =
r

α
∈ Q olur. Bu ise β nın irrasyonel

bir sayı olması ile c.elis.ir.
α

β
nın da irrasyonel bir sayı olduğu benzer

s.ekilde gösterilir. �
(4) a0 �= 0, a1, a2, . . . , an tam sayaılar olmak üzere a0x

n + a1x
n−1 + . . . +

an−1x+an = 0 polinom denklemi verilsin. Eg̃er, denklemin p/q s.eklinde

rasyonel bir kökü varsa an, p ile a0 da q ile tam olarak bölünebilir

olduğunu gösteriniz.

C. özüm: p/q sayısı bir kök olduğundan, bunu verilen denklemde

yerine koyarsak ve her iki tarafı qn ile c.arparsak

a0p
n + a1p

n−1q + a2p
n−2q2 + . . . + an−1pq

n−1 + anq
n = 0 (1.3)

elde edilir ve denklemi p ile bölersek

a0p
n−1 + a1p

n−2q + a2p
n−3q2 + . . . + an−2q

n−1 = −anq
n

p
(1.4)

denklemini elde ederiz. (1.4) ün sol tarafı tam sayı olduğundan sağ

tarafı da tam sayı olmak zorundadır. p ve q asal sayılar olduğundan

p, qn ni tam olarak bölemez. Dolayısıyla, an ni bölmek zorundadır.

Benzer s.ekilde, (1.3) denkleminin her iki tarafını q ile bölmek suretiyle

a0 ın q ya bölünmesi zorunluluğunu da gösterebiliriz. �
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(5)
√

3 +
√

5 in bir rasyonel sayı olmadığını gösteriniz.

C. özüm: x =
√

3 +
√

5 dersek, x2 = 8 + 2
√

15, x2 − 8 = 2
√

15

ve x4 − 16x2 + 4 = 0 denklemini elde ederiz. Problem (4)’e göre bu

denklemin muhtemel rasyonel kökleri ±2 ve ±4 sayıları olabilir. Fakat,

bu sayıların hic.biri verilen denklemi sağlamadığından
√

3 +
√

5 sayısı

rasyonel bir sayı değildir. �

(6)
√

2 + 3
√

3’ün cebirsel bir sayı olduğunu gösteriniz.

C. özüm: x =
√

2+ 3
√

3 dersek, x−√
2 = 3

√
3 ⇒ x3+6x−3 =

√
2(3x2+

2) ⇒ (x3+6x−3)2 = 2(3x2+2)2 ⇒ x6−24x4−6x3−12x2−36x−7 = 0

elde ederiz. Bu ise katsayıları tam sayılar olan polinom bir denklem

olduğundan, bu denklemin bir kökü olan x =
√

2 + 3
√

3 cebirsel bir

sayıdır. �

(7) ∀x ∈ R+ ve ∀n ∈ N ic.in yn = x olacak s.ekilde tek bir y = n
√

x ∈ R+

sayısının varlığını gösteriniz.

C. özüm: Teklik as.ikardır. Gerc.ekten, yn = x olacak s.ekilde iki tane

y1 ∈ R+ ve y2 ∈ R+ sayılarının varolduğunu farzedelim. Eg̃er, 0 < y1 <

y2 (veya 0 < y2 < y1) ise yn
1 < yn

2 olur ve bu sonuc. yn
1 = x, yn

2 = x

hipotezi ile bir c.elis.me tes.kil ettiğinden y1 = y2 dir.

X = {t ∈ R+ : tn < x}

kümesini gözönüne alalım. Eg̃er, t = x/(x + 1) ise 0 < t < 1 ve

tn ≤ t < x dir. Buradan da t ∈ X olur. Dolayısıyla, X, R nin bos.
olmayan bir alt kümesidir.

t0 = 1 + x olsun. Eg̃er, t > t0 ise t > 1 ve tn > t > x dir. Yani, t �∈ X

dir. Buna göre, t0, X kümesinin bir üst sınırıdır. Bundan dolayı

X, R nin bos. olmayan üstten sınırlı bir alt kümesi olduğundan üst

sınır prensibine göre (Bkz. Teorem 1.7.4) y = sup X vardır. yn = x

olduğunu görelim.
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(a) yn < x olamaz. Gerc.ekten, 0 < h < 1 ve

h <
x − yn

(1 + y)n − yn

es.itsizliklerini sağlayan bir h sayısı sec.ilsin. Newton Binom Formülünü

kullanarak

(y + h)n = yn +

(
n

1

)
yn−1h +

(
n

2

)
yn−2h2 + . . . +

(
n

n

)
hn

= yn + h
[(n

1

)
yn−1 +

(
n

2

)
yn−2h + . . . +

(
n

n

)
hn−1

]
< yn + h

[(n

1

)
yn−1 +

(
n

2

)
yn−2 + . . . +

(
n

n

)]
= yn + h

[
(1 + y)n − yn

]
< yn + (x − yn) = x

elde ederiz. Yani (y +h)n < x olduğundan y +h ∈ X olur. Bu ise

y = sup X olması ile bir c.elis.me tes.kil eder.

(b) yn > x olamaz. Gerc.ekten, 0 < k < 1, k < y ve

k <
yn − x

(1 + y)n − yn

es.itsizliklerini sağlayan bir k sayısı sec.ilsin. Bu durumda, t ≥ y−k

ise

tn ≥ (y − k)n = yn −
(

n

1

)
yn−1k + . . . + (−1)n

(
n

n

)
kn

= yn − k
[(n

1

)
yn−1 −

(
n

2

)
yn−2k + . . . − (−1)n

(
n

n

)
kn−1

]
≥ yn − k

[(n

1

)
yn−1 +

(
n

2

)
yn−2 + . . . +

(
n

n

)]
= yn − k

[
(1 + y)n − yn

]
> yn − (yn − x) = x

elde ederiz. Yani (y − k)n > x olduğundan y − k, X in bir üst

sınırıdır. Bu durum y = sup X olması ile bir c.elis.me tes.kil eder.

Demek ki, yn = x dir. �
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(8) ∀n ∈ N ic.in as.ağıdaki es.itliklerin doğruluğunu Matematik İndüksiyon

yöntemi ile gösteriniz.

(a) 12 + 32 + 52 + . . . + (2n − 1)2 =
n(4n2 − 1)

3
;

(b) 12 − 22 + 32 − . . . + (−1)n−1.n2 = (−1)n−1n(n + 1)

2
;

(c)
n∑

k=1

k(k+1)(k+2) . . . (k+p−1) =
1

p + 1
n(n+1) . . . (n+p), p = 2, 3, . . .;

(d) 3 + 33 + 333 + . . . + 33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
n−kez

=
10n+1 − 9n − 10

27
;

(e)

√
2 +

√
2 + . . . +

√
2 = 2 cos

(
π/2n+1

)
;

(f) 1.(5) + 2.(5)2 + 3.(5)3 + . . . + n.(5)n =
5 + (4n − 1)5n+1

16
;

(g) a + a.r + a.r2 + . . . + a.rn−1 =
a(rn − 1)

r − 1
, r �= 1, a ∈ R.

C. özüm: Es.itliklerin sol tarafının D(n), sağ tarafının ise G(n) ile

gösterildiğini, yani önermelerin D(n) = G(n), n ∈ N bic.iminde ver-

ildiğini farzedeceğiz.

(a) 12 =
1.(4.12 − 1)

3
= 1 olduğundan D(1) = G(1) olur. Farzedelim

ki, D(n) = G(n) ifadesi n = k ic.in doğrudur. O halde,

12 + 32 + 52 + . . . + (2k − 1)2 =
n(4k2 − 1)

3

gec.erlidir. Her iki tarafa (2k + 1)2 yi ilave edersek

12 + 32 + . . . + (2k − 1)2 + (2k + 1)2 =
n(4k2 − 1)

3
+ (2k + 1)2

=
4k3 − k + 12k2 + 12k + 3

3

=
4(k + 1)3 − k − 1

3

=
(k + 1)[4(k + 1)2 − 1]

3



Analize Giris. 51

elde edilir. Bu ise, D(k + 1) = G(k + 1) olduğunu gösterir. Demek ki,

D(n) = G(n) bağıntısı tüm n ∈ N sayıları ic.in doğrudur.

(b) 12 = (−1)1−1.
1.(1 + 1)

2
= 1 olduğundan D(1) = G(1) olur. Farzede-

lim ki, D(n) = G(n) ifadesi n = k ic.in doğrudur. Bu durumda,

12 − 22 + 32 − . . . + (−1)k−1.k2 = (−1)k−1k(k + 1)

2

gec.erlidir. Her iki tarafa (−1)k(k + 1)2 ilave edersek

12 − 22 + 32 − . . . + (−1)k−1.k2 + (−1)k(k + 1)2

= (−1)k−1k(k + 1)

2
+ (−1)k(k + 1)2

= (−1)k
[
(k + 1)2 − k(k + 1)

2

]
= (−1)k k2 + 3k + 2

2
= (−1)k (k + 1)(k + 2)

2

elde edilir. Bu ise, D(k + 1) = G(k + 1) olduğunu gösterir. Demek ki,

D(n) = G(n) bağıntısı tüm n ∈ N sayıları ic.in doğrudur.

(c) 1(1 + 1)(1 + 2) . . . (1 + p − 1) =
1

p + 1
1.(1 + 1)(1 + 2) . . . (1 +

p − 1)(1 + p) olduğundan her p = 2, 3, . . . ic.in D(1) = G(1) dog̃rudur.

Farzedelim ki, Dn = Gn ifadesi n = m ic.in doğrudur. Bu durumda,

her p = 2, 3, . . .ic.in

m∑
k=1

k(k + 1)(k + 2) . . . (k + p − 1) =
1

p + 1
m(m + 1) . . . (m + p)

gec.erlidir. Her iki tarafa (m + 1)(m + 2) . . . (m + p) ilave edersek

m+1∑
k=1

k(k + 1)(k + 2) . . . (k + p − 1) + (m + 1)(m + 2) . . . (m + p)

=
1

p + 1
m(m + 1) . . . (m + p)
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+ (m + 1)(m + 2) . . . (m + p)

= (m + 1)(m + 2) . . . (m + p)
[ m

p + 1
+ 1
]

=
1

p + 1
(m + 1)(m + 2) . . . (m + p)(m + 1 + p)

elde edilir. Bu ise her p = 2, 3, . . . ic.in D(k + 1) = G(k + 1) olduğunu

gösterir. Demek ki, her p = 2, 3, . . . ic.in D(n) = G(n) bağıntısı tüm

n ∈ N sayıları ic.in doğrudur.

(d) 3 =
101+1 − 9.1 − 10

27
=

81

27
= 3 olduğundan D(1) = G(1) olur.

Farzedelim ki, D(n) = G(n) ifadesi n = k ic.in doğrudur. Bu durumda,

3 + 33 + 333 + . . . + 33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
k−kez

=
10k+1 − 9k − 10

27

gec.erlidir. Her iki tarafa 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
k+1−kez

’ ü ilave edrsek

3 + 33 + 333 + . . . + 33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
n−kez

+ 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
k+1−kez

=
10n+1 − 9n − 10

27
+ 3.3. . . . 3.3︸ ︷︷ ︸

k+1−kez

elde edilir. Öte yandan

33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
k+1−kez

= 3.10k + 3.10k−1 + . . . + 3.10 + 3.100

= 3(10k + 10k−1 + . . . + 10 + 100) = 3.
10k+1 − 1

10 − 1

olduğundan

10k+1 − 9k − 10

27
+ 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸

k+1−kez

=
10k+1 − 9k − 10 + 9.10k+1 − 9

27

=
10k+2 − 9(k + 1) − 10

27
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elde edilir. Dolayısıyla, D(k) = G(k) ise D(k + 1) = G(k + 1) olduğu

görülür. Demek ki, D(n) = G(n) bağıntısı tüm n ∈ N sayıları ic.in

doğrudur.

(e)
√

2 = 2 cos(π/21+1) = 2 cos(π/4) olduğundan D(1) = G(1) olur.

Farzedelim ki, D(n) = G(n) ifadesi n = k ic.in doğrudur. Bu durumda,√
2 +

√
2 + . . . +

√
2 = 2 cos

(
π/2k+1

)
gec.erlidir. Buradan da

D(k + 1) =
√

2 + D(k) =
√

2 + 2 cos
(
π/2k+1

)
=
√

2 + 2 cos
(
2.π/2k+2

)
=
√

4 cos2
(
π/2k+2

)
= 2 cos

(
π/2k+2

)
= G(k + 1)

elde edlir. Bu ise, D(k + 1) = G(k + 1) olduğunu gösterir. Demek ki,

D(n) = G(n) bağıntısı tüm n ∈ N sayıları ic.in doğrudur.

(f) 1.(5) =
5 + (4.1 − 1)51+1

16
= 5 olduğundan D(1) = G(1) dir.

Farzedelim ki, D(n) = G(n) ifadesi n = k ic.in doğrudur. Bu durumda,

1.(5) + 2.(5)2 + 3.(5)3 + . . . + k.(5)k =
5 + (4k − 1)5k+1

16

gec.erlidir. Her iki tarafa (k + 1).(5)k+1 ilave edersek

1.(5) + 2.(5)2 + 3.(5)3 + . . . + k.(5)k + (k + 1).(5)k+1

=
5 + (4k − 1)5k+1

16
+ (k + 1).(5)k+1

=
5 + 20k5k+1 + 15.5k+1

16
=

5 + [4(k + 1) − 1]5k+2

16

elde edilir. Bu ise, D(k + 1) = G(k + 1) olduğunu gösterir. Demek ki,

D(n) = G(n) bağıntısı tüm n ∈ N sayıları ic.in doğrudur.

(g) a =
a(r1 − 1)

r − 1
= a olduğundan D(1) = G(1) dir. Farzedelim ki,

D(n) = G(n) ifadesi n = k ic.in doğrudur. Bu durumda,

a + a.r + a.r2 + . . . + a.rk−1 =
a(rk − 1)

r − 1
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gec.erlidir. Her iki tarafa ark yı ilave edersek

a + a.r + a.r2 + . . . + a.rk−1 + ark =
a(rk − 1)

r − 1
+ ark

=
a(rk+1 − 1)

r − 1

elde edilir. Bu D(k + 1) = G(k + 1) olduğunu gösterir. Demek ki,

D(n) = G(n) bağıntısı tüm n ∈ N sayıları ic.in doğrudur. �

(9) Matematik indüksiyon metodu ile as.ağıdaki es.itsizliklerin doğruluğunu

gösteriniz.

(a) ∀n ∈ N\{1, 2} ic.in nn+1 > (n + 1)n;

(b) ∀n ∈ N\{1} ic.in (2n)! < 22n(n!)2;

(c) ∀n ∈ N ic.in 2!.4! . . . (2n)! ≥ [(n + 1)!]n;

(d) ∀n ∈ N ic.in
1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . . +

1

3n + 1
> 1;

(e) ∀n ∈ N ic.in
1

2
.
3

4
. · · · .

2n − 1

2n
<

1√
2n + 1

;

C. özüm: Es.itsizliklerin sol tarafını D(n), sağtarafını ise G(n) ile

gösterildiğini farzedelim.

(a) 33+1 > (3 + 1)3 olduğundan D(3) = G(3) tür. Farzedelim ki,

D(n) = G(n) ifadesi n = k ic.in doğrudur. Bu durumda,

kk+1 > (k + 1)k (1.5)

gec.erlidir. n = k + 1 ic.in bu es.itsizliğin doğru olduğunu gösterelim.

(1.5) es.itsizliğinin her iki tarafını
(k + 1)k+2

kk+1
ile c.arparsak

(k + 1)k+2 >
(k + 1)2k+2

kk+1
=
(k2 + 2k + 1

k

)k+1

= (k + 2 +
1

k
)k+1 > (k + 2)k+1
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elde edilir. Bu ise, D(k + 1) > G(k + 1) olduğunu gösterir. Demek ki,

D(n) > G(n) es.itsizliği tüm n ≥ 3 doğal sayıları ic.in doğrudur.

(b) (2.2)! < 22.2(2!)2, yani 4! < 8.4 olduğundan D(2) < G(2)olur.

Farzedelim ki, D(n) < G(n) es.itsizliği n = k ic.in doğrudur. Bu du-

rumda,

(2k)! < 22k(k!)2

gec.erlidir. n = k + 1 ic.in bu es.itsizliğin doğru olduğunu gösterelim.

(2k + 2)! = (2k)!(2k + 1)(2k + 2) < 22k(k!)2(2k + 1)(2k + 2) <

< 22k(k!)2(2k + 2)2 = 22(k+1)((k + 1)!)2

olur. Bu ise, D(k + 1) < G(k + 1) olduğunu gösterir. Demek ki,

D(n) < G(n) es.itsizliği tüm n ≥ 2 doğal sayıları ic.in doğrudur.

(c) 2! ≥ [(1 + 1)!]1 olduğundan D(1) ≥ G(1)olur. Farzedelim ki,

D(n) ≥ G(n) ifadesi n = k ic.in doğrudur. Bu durumda,

2!.4! . . . (2k)! ≥ [(k + 1)!]k

gec.erlidir. n = k + 1 ic.in de bu es.itsizliğin doğru olduğunu gösterelim.

2!.4! . . . (2k)!(2k + 2)! ≥ [(k + 1)!]k(2k + 2)!

=
[(k + 2)!]k

(k + 2)k
(2k + 2)!

= [(k + 2)!]k+1.
k + 3

k + 2
.
k + 4

k + 2
. . .

2k + 2

k + 2

> [(k + 2)!]k+1

olur. Bu ise, D(k + 1) ≥ G(k + 1) olduğunu gösterir. Demek ki,

D(n) ≥ G(n) es.itsizliği tüm n = k doğal sayıları ic.in doğrudur.

(d) D(n) =
2n+1∑
k=1

1

n + k
=

1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . . +

1

3n + 1
olmak üzere

verilen es.itsizlik D(n) > 1 bic.iminde yazılabilir. n = 1 ic.in

D(1) =
2+1∑
k=1

1

n + k
=

1

2
+

1

3
+

1

4
> 1
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olduğu ac.ıktır. Farzedelim ki, D(n) > 1, n = k ic.in doğrudur. Bu

durumda,
1

k + 1
+

1

k + 2
+ . . . +

1

3k + 1
> 1

gec.erlidir. Her iki tarafa

1

3k + 2
+

1

3k + 3
+

1

3k + 4

ifadesini ilave edersek

1

k + 2
+

1

k + 3
+ . . . +

1

3k + 1
+

1

3k + 2
+

1

3k + 3
+

1

3k + 4

> 1 +
1

3k + 2
+

1

3k + 3
+

1

3k + 4
− 1

k + 1

= 1 +
2

(3k + 2)(3k + 3)(3k + 4)
> 1

elde edilir. Bu ise, D(k+1) > 1 olduğunu gösterir. Demek ki, D(n) > 1

es.itsizliği tüm n ∈ N doğal sayıları ic.in doğrudur.

(e)
1

2
<

1√
2 + 1

=
1√
3

olduğundan, D(1) < G(1) olur. Farzedelim

ki, D(n) < G(n) es.itsizliği n = k ic.in doğrudur. Bu durumda,

1

2
.
3

4
. . .

2k − 1

2k
<

1√
2k + 1

gec.erlidir. n = k + 1 ic.in de bu es.itsizliğin doğru olduğunu gösterelim.

1

2
.
3

4
. . .

2k − 1

2k
.
2k + 1

2k + 2
<

1√
2k + 1

.
2k + 1

2k + 2

=
1√

2k + 3
.

√
2k + 3√
2k + 1

.
2k + 1

2k + 2

=
1√

2k + 3
.

√
4k2 + 8k + 3

4k2 + 8k + 4
<

1√
2k + 3

Bu ise, D(k+1) < G(k+1) olduğunu gösterir. Demek ki, D(n) < G(n)

es.itsizliği tüm n ∈ N doğal sayıları ic.in doğrudur. �
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(10) Aynı is.ratli xi > −1, i = 1, 2, . . . , n sayıları ve ∀n ∈ N ic.in

(1 + x1)(1 + x2) . . . (1 + xn) ≥ 1 + x1 + x2 + . . . + xn, n ∈ N

ile verilen Bernoulli es.itsizliǧini ispatlayınız.

C. özüm: D(n) = (1+x1)(1+x2) . . . (1+xn) ve G(n) = 1+x1+x2+. . .+

xn, n ∈ N olsun. D(1) = 1 + x1 = G(1) olduǧu as.ikardır. Farzedelim

ki, D(n) ≥ G(n) es.itsizliği n = k ic.in doğrudur. Bu durumda,

(1 + x1)(1 + x2) . . . (1 + xk) ≥ 1 + x1 + x2 + . . . + xk

gec.erlidir. Her iki tarafı 1 + xk+1 ≥ 0 ile c.arparsak

(1 + x1)(1 + x2) . . . (1 + xk)(1 + xk+1) ≥ (1 + x1 + x2 + . . . + xk)(1 + xk+1)

= 1 + x1 + x2 + . . . + xk + xk+1

+ (x1 + x2 + . . . + xk)xk+1

≥ 1 + x1 + x2 + . . . + xk + xk+1,

elde edilir. C. ünkü xi, i = 1, 2, . . . sayıları aynı is.aretli olduǧundan

(1 + x1 + x2 + . . . + xk)xk+1 ≥ 0

dır. Böylece, D(k) ≥ G(k) ise, D(k + 1) ≥ G(k + 1) olduğunu gösterir.

Demek ki, D(n) ≥ G(n) es.itsizliği tüm n ∈ N doğal sayıları ic.in

doğrudur. �

(11) n ∈ N ic.in 5.23n−2 + 33n−1 sayısının 19 ile bölünebileceǧini gösteriniz.

C. özüm: 5.23−2 + 33−1 = 19 sayısının 19 ile bölüneceǧi as.ikardır.

Farzedelim ki, 5.23n−2 + 33n−1 sayısı n = k ic.in 19 ile bölünür. Bu

durumda, p ∈ N olmak üzere 5.23k−2 +33k−1 = 19p gec.erlidir. 5.23k+1 +

33k+2 sayısının 19 ile bölüneceǧini gösterelim.

5.23k+1 + 33k+2 = 8.5.23k−2 + 27.33k−1

= 8(5.23k−2 + 33k−1) + 19.33k−1

= 8.19p + 19.33k−1
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olduǧundan ve 8.19p + 19.33k−1 sayısı 19 ile bölündüǧünden 5.23k+1 +

33k+2 sayısı19 ile bölünür. Matematik indüksiyon prensibine göre, ∀n ∈
N ic.in 5.23n−2 + 33n−1 sayısı19 ile bölününür. �

(12) a0 = 2, a1 =
5

2
ve ∀n ∈ N\{1} ic.in an =

5

2
an−1 −an−2 ise, ∀n ∈ N∪{0}

ic.in an = 2n + 2−n olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: a0 = 2 = 20 + 20 = 2, a1 =
5

2
= 21 + 2−1 olduǧu ac.ıktır.

Farzedelim ki, an = 2n +2−n ifadesi n = k ic.in doǧrudur. Bu durumda,

ak−1 = 2k−1 + 2−k+1 ve ak = 2k + 2−k

gec.erlidir. ak+1 = 2k+1 + 2−k−1 olduǧunu görelim.

ak+1 =
5

2
ak − ak−1

=
5

2
(2k + 2−k) − (2k−1 + 2−k+1)

= (2 + 2−1)(2k + 2−k) − (2k−1 + 2−k+1)

= 2k+1 + 2−k+1 + 2k−1 + 2−k−1 − 2k−1 − 2−k+1

= 2k+1 + 2−k−1

elde edilir. Bu ise, ak+1 = 2k+1 + 2−k−1 olduǧunu gösterir. Demek ki,

an = 2n + 2−n es.itliǧi tüm n ∈ N ∪ {0} sayıları ic.in doǧrudur. �

1.12 Ek Problemler

(13) N kümesinde (d), (f) ve (h) özelliklerinin doǧru olduǧunu gösteriniz.

(14) Z kümesinde (a), (c) ve (d) özelliklerinin doǧru olduǧunu gösteriniz.

(15)
√

3,
√

6, 3
√

5 − 4
√

3 ve
√

2 +
√

3 +
√

5 sayılarının irrasyonel olduklarını

gösteriniz.
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(16)
√

ab irrasyonel sayı ise p ve q iki rasyonel sayı olmak üzere p
√

a+ q
√

b

sayısının irrasyonel olduǧunu gösteriniz.

(17)

√
3 − √

2√
3 +

√
2

sayısının bir cebirsel sayı olduǧunu gösteriniz.

(18) Her n ∈ N ic.in as.aǧıdaki es.itliklerin doǧru olduǧunu Matematik İndüksiyon

metodu ile gösteriniz.

(a) 1 + 2 + . . . + n =
n(n + 1

2
;

(b) 1 + 3 + 5 + . . . + (2n − 1) = n2;

(c) a+(a+d)+(a+2d)+ . . .+[a(n−1)d] =
1

2
[2a(n−1)d], a, d ∈ R;

(d) 1.2 + 2.5 + . . . + n(3n − 1) = n2(n + 1);

(e) 1.2 + 2.3 + . . . + (n − 1)n =
1

3
(n − 1)n(n + 1);

(f) 2.1 + 3.2 + . . . + (n + 1)2n−1 = n2n;

(g) 12 + 22 + . . . + n2 =
1

6
n(n + 1)(2n + 1);

(h) 12 + 32 + . . . + (2n − 1)n2 =
1

3
n(4n2 − 1);

(i) 1.22 + 2.32 + . . . + (n − 1)n2 =
1

12
n(n2 − 1)(3n + 2);

(j) 13 + 23 + . . . + n3 =
1

4
n2(n + 1)2;

(k) 13 + 33 + . . . + (2n − 1)3 = n2(2n2 − 1);

(l) 14 + 24 + . . . + n4 =
1

30
n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n − 1);

(m) 15 + 25 + . . . + n5 =
1

12
n2(n + 1)2(2n2 + 2n − 1);

(n)
n∑

k=1

1

(3k − 2)(3k + 1)
=

n

3n + 1
;

(o)
n∑

k=1

1

(2k − 1)(2k + 1)(2k + 3)
=

n(n + 2)

3(2n + 1)(2n + 3)
;

(p)
n∑

k=1

k2

(2k − 1)(2k + 1)
=

n(n + 1)

2(2n + 1)
;
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(q)
n∑

k=1

1

k(k + 1)(k + 2)(k + 3)
=

1

18
− 1

3(n + 1
(n + 2)(n + 3);

(r)
n∑

k=1

1

k(k + 1) . . . (k + m)
=

1

m

[ 1

m!
− 1

(n + 1) . . . (n + m − 1)

]
, m ∈ N;

(s)
n∑

k=0

sin(α + kx) =
sin

n + 1

2
x sin(α + n

2
x)

sin x
2

, x �= 2mπ, m ∈ Z;

(t)
n∑

k=0

cos(α + kx) =
sin

n + 1

2
x cos(α + n

2
x)

sin x
2

, x �= 2mπ, m ∈ Z;

(u) arctan
1

2
+ arctan

1

8
+ . . . + arctan

1

2n2
= arctan

n

n + 1
;

(v) (1 − 1

4
)(1 − 1

9
) . . . (1 − 1

(n + 1)2
) =

n + 2

2n + 2
;

(w)
1

2
+

3

22
+ . . . +

2n − 1

2n
= 3 − 2n + 3

2n
;

(x) 1 + 11 + 111 + . . . + 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n−kez

=
10n+1 − 9n − 10

81
;

(y)
1

2
tan

x

2
+

1

22
tan

x

22
+. . .+

1

2n
tan

x

2n
=

1

2n
cot

x

2n
cot x, x �= mπ, m ∈ Z.

(19) Matematik İndüksiyon yöntemi ile as.aǧıdaki es.itsizliklerin doǧruluǧunu

gösteriniz.

(a) ∀n ∈ N\{1} ic.in n! <
(n + 1

2

)n
;

(b) ∀n ∈ N ic.in (n!)2 > nn;

(c) ∀n ∈ N\{1} ic.in (n!)2 <
((n + 1)(2n + 1)

6

)n
;

(d) ∀n ∈ N ic.in (n!)4 < nn
(n + 1

2

)3n
;

(e) ∀n ∈ N\{1} ic.in 1 +
1√
2

+ . . . +
1√
n

>
√

n;

(f) ∀n ∈ N ic.in
1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . . +

1

2n
>

1

2
;
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(g) ∀n ∈ N ic.in
1

1!
+

1

2!
+ . . . +

1

n!
< 2;

(h) ∀n ∈ N\{1} ic.in 1 < n
√

n < 1 +
2

n
;

(i) ∀n ∈ N ic.in
(
1 +

1

n

)n
<
(
1 +

1

2n

)2n
;

(j) ∀n ∈ N\{1} ic.in
1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . . +

1

2n
>

13

24
;

(k) ∀n ∈ N\{1} ic.in
n

2
< 1 +

1

2
+

1

3
+

1

7
+ . . . +

1

2n − 1
< n;

(l) ∀n ∈ N ic.in (1 +
1

2
+ . . . +

1

n
)n < 2n;

(m) ∀n ∈ N ic.in
n∑

k=1

1√
k
√

n − k + 1
> 1;

(n) ∀n ∈ N\{1}, a > 1 ic.in 0 < n
√

a − 1 <
a − 1

n
;

(o) ∀n ∈ N\{1}, a, b > 0 ic.in | n
√

a − n
√

b| < n
√|a − b|;

(p) ∀n ∈ N\{1}, a, b ≥ 0 ic.in an + bn| ≤ (a + b)n;

(q) ∀n ∈ N\{1}, a, b ≥ 0 ic.in (a + b)n ≤ 2n−1(an + bn);

(r) ∀n ∈ N ic.in
(n
e

)n
< n! < e

(n
2

)n
;

(s) ∀n ∈ N ic.in
(
1 +

1

n

)n
> e1− 1

n ;

(t) ∀n ∈ N ic.in
1

n + 1
< ln(1 + 1

n
) <

1

n
.

(20) a1, . . . , an ve b1, . . . , bn keyfi reel sayılar olmak üzere

( n∑
i=1

aibi

)2 ≤ ( n∑
i=1

a2
i

)( n∑
i=1

b2
i

)

s.eklinde verilen Cauchy-Schwartz es.itsizliǧini ispatlayınız.
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(21) ai ∈ R+, i = 1, 2, 3, . . . , n ve

γn =
n

1
a1

+ 1
a2

+ . . . + 1
an

(Harmonik Ortalama),

ηn = n
√

a1a2 . . . an (Geometrik Ortalama),

ξn =
a1 + a2 + . . . + an

n
(Aritmetik Ortalama)

olsun. ∀n ∈ N ic.in γn ≤ ηn ≤ ξn es.itsizliǧinin ve ayrıca,

(γn = ηn = ξn) ⇔ (x1 = x2 = . . . = xn)

ifadesinin doǧruluǧunu gösteriniz.

(22) ∀n ∈ N ic.in

(a) n(2n2 − 3n + 1) sayısının 6 ile;

(b) n5 − n sayısının 5 ile;

(c) 12n + 10 sayısının 11 ile;

(d) 11n+1 + 122n−1 sayısının 133 ile;

(e) 3.52n−1 + 23n−2 sayısının 17 ile;

(f) 3n+3 − 44n+2 sayısının 11 ile;

(g) 62n−2 + 3n+1 + 3n−1 sayısının 11 ile;

kalansız bölündüǧünü gösteriniz.

(23) a0 = 2, a1 = 3 ve ∀n ∈ N ic.in an+1 = 3an − 2an−1 ise ∀n ∈ N ic.in

an = 2n + 1 olduǧunu gösteriniz.

(24) a1 = 2 ve ∀n ∈ N ic.in an = 3an−1 +1 ise ∀n ∈ N ic.in an =
1

2
[5.3n−1 −1]

olduǧunu gösteriniz.

(25) a1, a2 ∈ R ve ∀n ∈ N ic.in an+2 =
1

2
(an+1 + an) ise ∀n ∈ N ic.in

an =
2a2 + a1

3
− (−1)n−1.

a2 − a1

3.2n−1

olduǧunu gösteriniz. an sayılarına Fibonacci sayıları denir.
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(26) a1, a2 ∈ R ve ∀n ∈ N\{1} ic.in an+1 = 3an − 2an−1 ise, ∀n ∈ N ic.in

an = (2n−1 − 1)a2 − (2n−1 − 2)a1

olduǧunu gösteriniz.

(27) a1, a2 ∈ R ve ∀n ∈ N\{1} ic.in an+1 − 2an + an−1 = 1 ise, ∀n ∈ N ic.in

an = (2 − n)a1 + (n − 1)a2 + 1 − 3

2
n +

n2

2

olduǧunu gösteriniz.

(28) a1 = a2 = 1 ve ∀n ∈ N\{1, 2} ic.in an = an−1 + an−2 ise, ∀n ∈ N ic.in

an =
1√
5

((1 +
√

5

2

)n − (1 − √
5

2

)n)
olduǧunu gösteriniz.

(29) a1 = a, a2 = b ve ∀n ∈ N\{1, 2} ic.in an = an−1 − 1

4
an−2 ise, ∀n ∈ N

ic.in

an = (2a − 2b + (2b − a)n)21−n

olduǧunu gösteriniz.

(30) n elemanlı bir kümenin alt kümeleri sayısının 2n olduǧunu gösteriniz.

(31) Rasyonel katsayılı polinom denklemler kümesinin sayılabilir olduǧunu

gösteriniz.

(32) Cebirsel sayılar kümesinin sayılabilir olduǧunu gösteriniz.

1.13 Reel Sayılar Kümesinin Tamlıǧı ile İlgili

Esas Prensipler

Reel sayı dizileri konusu Bölüm 2 de daha detaylı incelenecektir. Fakat,

R ic.indeki kümelerin IV Tamlık aksiyomu ile ilgili ele alacaǧımız özellikleri
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diziler ile ifade etmek oldukc.a kullanıs.lı olduǧundan, bu kesimde reel sayı

dizileri ile ilgili bazı ön bilgilerin verilmesi faydalı olacaktır.

Tanım 1.13.1 : a ∈ R noktası ve ε ∈ R+ sayısı verilsin. (a − ε, a + ε) =

{x ∈ R : a − ε < x < a + ε} ac. ık aralıǧına a noktasının ε-koms.uluǧu denir

ve Uε(a) ile gösterilir. Uε(a)\{a} kümesine de a’nın delinmis. ε-koms.uluǧu

denir ve
◦
U ε(a) ile gösterilir.

Örneǧin, U 1
2
(0) = (−1

2
,

1

2
),

◦
U 1

2
(0) = (−1

2
, 0) ∪ (0,

1

2
),

U 1
3
(−1) = (−4

3
, − 2

3
),

◦
U 1

3
(−1) = (−4

3
, − 1) ∪ (−1, −2

3
) olduǧu ac.ıktır.

Tanım 1.13.2 : E ⊂ R alt kümesi ve a ∈ R noktası verilsin. a’nın her◦
U ε(a) koms.uluǧunda E kümesinin en az bir elemanı varsa a noktasına E

kümesinin bir limit (yıǧılma) noktası denir.

Örneǧin, E = [0, 1] kümesinin her noktası (0, 1), (0, 1], [0, 1) ve [0, 1] kümelerinin

bir limit noktasıdır. Tanımdan ve bu örnekten de görüldüǧü gibi bir kümenin

limit noktası kümenin kendisine ait olmayabilir.

R nin her noktası Q nun bir limit noktasıdır.

E = { 1

n
: n ∈ N} kümesinin yalnızca bir 0 ∈ R limit noktası vardır.

Eǧer, a ∈ R noktası E nin bir limit noktası ise, her
◦
U ε(a) koms.uluǧunda

E nin sonsuz sayıda elemanı vardır.

Tanım 1.13.3 : E ⊂ R alt kümesi verilsin.

(a) Eǧer, a ∈ E ve Uε(a) ⊂ E olacak bic. imde bir ε > 0 sayısı varsa a ya

E nin bir ic. noktası denir. E nin tüm ic. noktalarının kümesine E nin

ic. i denir ve E0 ile gösterilir.

(b) Eg̃er, E0 = E ise E ye R de bir ac. ık küme denir.

Örnek 1.13.4 : (a) a ∈ R noktasının her Uε(a) koms.uluǧu bir ac. ık kümedir.

Gerc. ekten, herhangi x ∈ Uε(a) noktası verildiǧinde δ = ε−|x−a| > 0 sayısı

ve ∀y ∈ Uδ(x) elemanı ic. in

|y − a| ≤ |y − x| + |x − a| < δ + |x − a| = ε
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olduǧundan y ∈ Uδ(a) olur. Bu ise, Uδ(x) ⊂ Uδ(a) olması demektir.

(b) R ic. indeki her (a, b) (a, b ∈ R) aralıǧı ac. ık kümedir. Gerc. ekten, x0 =

(a + b)/2 ve ε = (b − a)/2 olmak üzere (a, b) = Uε(x0) yazabiliriz.

Teorem 1.13.5 : (a) ∅ ile R ac. ık kümelerdir.

(b) Sonlu sayıdaki ac. ık kümelerin kesis. imi bir ac. ık kümedir.

(c) Herhangi sayıdaki ac. ık kümelerin birles. imi bir ac. ık kümedir.

Sonsuz sayıdaki ac.ık kümelerin kesis.imi bir ac.ık küme olmayabilir. Örneǧin,

En = (−1− 1

n
, −1+

1

n
), n ∈ N kümeleri ac.ık oldukları halde

∞⋂
n=1

En = {−1}
olup ac.ık deǧildir.

Not: Daha sonra a ∈ R noktası ic.in a ∈ E olacak s.ekilde her

ac.ık E ⊂ R kümesine a nın bir koms.uluǧu, E\{a} kümesine de a nın bir

delinmis. koms.uluǧu diyecek ve sırası ile U(a) ve U◦(a) ile göstereceǧiz. (Bkz.

Tanım1.13.1). Buna göre, a ∈ R noktasının her U(a)(U◦(a)) koms.uluǧunun

Uε(a) ⊂ U(a) (U◦
ε (a) ⊂ U◦(a)) olacak s.ekilde a nın bir ε koms.uluǧunu (a nın

delinmis. bir ε koms.uluǧunu) ic.erdiǧi ac.ıktır. •
Tanım 1.13.6 : E ⊂ R alt kümesi verilsin.

(a) Eg̃er, E kümesinin her limit noktası E nin bir elemanı ise, E ye R

de kapalı bir küme denir. Bas.ka bir ifade ile, eǧer, Ec = R\E kümesi

bir ac. ık küme ise , E ye kapalı küme denir. E nin limit noktalarının

kümesi E ′ ile gösterilir.

(b) Eg̃er, a ∈ E ve a noktası E nin bir limit noktası deǧilse, a ya E nin

bir izole (yaltık) noktası adı verilir.

Her [a, b] ⊂ R aralıǧı kapalı kümedir. C. ünkü, [a, b] nin tümleyeni olan

R\[a, b] = (−∞, a) ∪ (b, ∞) kümesi iki ac.ık kümenin birles.imi olmak üzere

ac.ık kümedir.

a = 2 noktası E = [−1, 1] ∪ {2} kümesinin izole noktasıdır. Gerc.ekten,

her 0 < δ < 1/2 sayısı ic.in E ∩ Uδ(2) = {2} olduǧundan, 2 ∈ E noktası E

nin limit noktası olamaz.
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Teorem 1.13.7 : (a) ∅ ile R kapalı kümelerdir.

(b) Sonlu sayıdaki kapalı kümelerin birles. imi de bir kapalı kümedir.

(c) Herhangi sayıdaki kapalı kümelerin kesis. imi bir kapalı kümedir.

Sonsuz sayıdaki kapalı kümelerin birles.imi kapalı olmayabilir. Örneǧin,

En = [−1 +
1

n
, 1 +

1

n
], n ∈ N kümeleri kapalı oldukları halde

∞⋃
n=1

En =

(−1, 1) kümesi kapalı deǧildir.

Tanım 1.13.8 : E ⊂ R alt kümesi ve a ∈ R noktası verilsin. Eg̃er, ∀ε ∈ R+

ic. in Uε(a) ∩ E �= ∅ ise, a noktasına E nin bir kapanıs. noktası denir. E nin

kapanıs. noktalarının kümesi Ē ile gösterilir.

Örneǧin, [−1, 2] aralıǧının her noktası E = [−1, 2) kümesinin bir kapanıs.
noktasıdır. Herhangi x �∈ [−1, 2] noktası E = [−1, 2) nin kapanıs. noktası

olamaz. C. ünkü, ∀x �∈ [−1, 2] ic.in 0 < δ < min{|1 + x|, |x − 2|} olmak üzere

Uδ(x) ∩ [−1, 2) = ∅ dir.

Teorem 1.13.9 : E ⊂ R alt kümesi verilsin.

(a) Ē bir kapalı kümedir.

(b) Ē = E ∪ E ′ dür.

(c) E kapalıdır ⇔ E = Ē.

Teorem 1.13.10 : Bos. olmayan E ⊂ R alt kümesi verilsin.

(a) E üstten sınırlı ve b = sup E ise, b ∈ Ē dir.

(b) E alttan sınırlı ve a = inf E ise, a ∈ Ē dir.

Tanım 1.13.11 : E ⊂ R alt kümesi verilsin. A∩B = ∅, E∩A �= ∅, E∩B �=
∅ ve E ⊂ (A∪B) olacak s.ekilde A ve B ac. ık kümeleri yoksa, E ye baǧlantılı

küme adı verilir. E ⊂ R kümesi baǧlantılı deǧilse, E ye baǧlantısız küme

denir.
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Örneǧin, E = [0, 1) ∪ [2, 3] kümesi baǧlantısızdır. Gerc.ekten,

A = (−1

2
,
4

3
) ve B = (−5

3
,
10

3
) ac.ık kümeleri ic.in A∩B = ∅, E ∩A = [0, 1) �=

∅, E ∩ B = [2, 3] �= ∅ ve E ⊂ (A ∪ B) olduǧundan E kümesi baǧlantısızdır.

Teorem 1.13.12 : E ⊂ R alt kümesi baǧlantılıdır ⇔ x ∈ E, y ∈ E ve

x < z < y ise, z ∈ E dir.

Bu özelliǧe R nin baǧlantılılık özelliǧi denir.

Sonuc. 1.13.13 : R ic. indeki E kümesinin baǧlantılı olması ic. in gerek ve

yeter kos.ul a ve b reel sayılar olmak üzere E nin (−∞, b), (−∞, b], (a, +∞),

[a, +∞), (a, b), [a, b), (a, b] ve [a, b] kümelerinden biri olmasıdır. R baǧlantılıdır.

Tanım 1.13.14 : Tanım kümesi N olan her f fonksiyonuna dizi adı verilir.

O halde, bir dizi f : N → X s.eklinde bir dönüs. üm olarak düs. ünülebilir ve

∀n ∈ N ic. in f : n → xn = f(n) ∈ X yazılabilir. xn = f(n) ∈ X elemanına

dizinin genel terimi (veya n inci terimi) adı verilir ve bu dizi kısaca (xn)

ile gösterilir. X ⊂ R durumunda f : n → xn = f(n) ∈ X dizisine reel sayı

dizisi adı verilir. (xn) reel sayı dizisi olduǧunda bu diziye R ic. inde bir dizi

diyeceǧiz.

{xn : n = 1, 2, . . .} kümesine (xn) dizisinin deǧer (veya deǧis.im) kümesi

denir ve R(xn) ile gösterilir. Bir dizinin deǧer kümesi sonlu veya sonsuz bir

küme olabilir. Örneǧin, xn = (−1)n, n ∈ N; yn = n(−1)n
, n ∈ N dizileri ic.in

sırası ile

R(xn) = {−1, 1}, R(yn) = {1, 2,
1

3
, 4,

1

5
, 6, . . . ,

1

2n − 1
, 2n,

1

2n + 1
, . . .} dir.

Tanım 1.13.15 : R ic. inde bir (xn) dizisi verilsin.

(a) ∀n ∈ N ic. in xn ≤ b olacak s.ekilde bir b ∈ R sayısı varsa, (xn) dizisi

üstten sınırlıdır denir. b sayısına da (xn) dizisinin bir üst sınırı adı

verilir.

(b) ∀n ∈ N ic. in a ≤ xn olacak s.ekilde bir a ∈ R sayısı varsa, (xn) dizisi

alttan sınırlıdır denir. a sayısına da (xn) dizisinin bir alt sınırı adı

verilir.
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(c) Hem alttan hem de üstten sınırlı olan bir diziye sınırlı dizi denir.

Bas.ka bir ifade ile, eǧer, R ic. indeki (xn) dizisinin R(xn) deǧer kümesi

üstten (alttan) sınırlı bir küme ise (xn) dizisine üstten (alttan) sınırlı

dizi adı verilir. R(xn) kümesi sınırlı ise (xn) dizisine sınırlı dizi

denir.

Örneǧin,

(a) xn = 2 + (−1)n−1.
1

n
, n ∈ N olmak üzere (xn) dizisi sınırlıdır.

(b) xn = −n, n ∈ N olmak üzere (xn) dizisi üstten sınırlıdır.

(c) xn = n(−1)n
, n ∈ N olmak üzere (xn) dizisi alttan sınırlıdır.

Tanım 1.13.16 : R ic. inde bir (xn) dizisi verilsin.

(a) ∀n ∈ N ic. in xn < xn+1, (xn ≤ xn+1) ise (xn) dizisine artan (azal-

mayan) dizi;

(b) ∀n ∈ N ic. in xn > xn+1, (xn ≥ xn+1) ise (xn) dizisine azalan (art-

mayan) dizi;

(c) Artan veya azalan (azalmayan ya da artmayan) bir diziye monoton dizi

denir.

Tanım 1.13.17 : R ic. inde bir (xn) dizisi verilmis. olsun. (nk), N ic. inde te-

rimleri ∀k ∈ N ic. in nk < nk+1 kos.ulunu saǧlayan bir dizi olmak üzere (xnk
)

dizisine (xn) dizisinin alt dizisi denir.

Örneǧin, (2k) ve (
1

2k − 1
) dizileri (n(−1)n

) dizisinin birer alt dizisidir.

Gerc.ekten, xn = n(−1)n
, n ∈ N olmak üzere nk = 2k ic.in xnk

= 2k ve

nk = 2k − 1 ic.in xnk
=

1

2k − 1
olduǧu ac.ıktır.

Her bir dizinin sonsuz sayıda alt dizisi vardır.
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Tanım 1.13.18 : R ic. inde bir (xn) dizisi ve a ∈ R sayısı verilmis. olsun.

Eg̃er, ∀ε > 0 ic. in n > nε olduǧunda |xn − a| < ε olacak s.ekilde ε na baǧlı

nε ∈ N sayısı varsa, (xn) dizisi a ya yakınsaktır denir ve

lim
n→∞

xn = a veya xn → a (n ∈ N)

s.eklinde gösterilir. Yakınsak olmayan diziye ıraksak dizi denir.

Bu tanımı daha kısa olarak s.öyle yazabiliriz:

(xn) yakınsaktır ⇔ ∃a ∈ R, ∀ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyle ki, ∀n > nε c.in

|xn − a| < ε dur.

(xn) ıraksaktır ⇔ ∀a ∈ R ic.in ∃ε > 0 öyle ki, ∀n0 ∈ N c.in |xn − a| ≥ ε olacak

s.ekilde en az bir n > n0 doǧal sayısı vardır.

Bir reel sayı dizisinin yakınsaklık durumunu Tanım1.13.18 gereǧince in-

celerken bu dizinin yakınsadıǧı noktanın bilinmesi gerekir. Fakat, verilen

bir dizinin terimlerinin deǧis.me özelliklerine göre bu dizinin yakınsaklık du-

rumunun doǧrudan doǧruya incelenebilmesi olanaklarının bulunması önem

tas.ımaktadır. Bu yönde monoton ve Cauchy dizilerinden olus.an dizi sınıfları

ic.in mevcut olan as.aǧıdaki önemli sonuc.ları verebiliriz.

Teorem 1.13.19 : Monoton artan ve üstten sınırlı her (xn) reel sayı dizisi

yakınsaktır, ayrıca, lim
n→∞

xn = sup R(xn) dir.

Teorem 1.13.20 : Monoton azalan ve alttan sınırlı her (xn) reel sayı dizisi

yakınsaktır, ayrıca lim
n→0

xn = inf R(xn) dir.

Teorem 1.13.19 ve Teorem 1.13.20 de ifade edilen özelliklere monoton dizi

özelliǧi denir.

Tanım 1.13.21 : R ic. inde bir (xn) dizisi verilsin. ∀ε > 0 ic. in n,m > nε

olduǧunda |xn −xm| < ε olacak s.ekilde ε na baǧlı bir nε ∈ N sayısı varsa (xn)

dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Bu tanımı daha kısa olarak s.öyle yazabiliriz: R ic.indeki (xn) dizisi bir Cauchy

dizisidir ⇔ ∀ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyleki ∀n > nε, ∀m > nε(n ∈ N, m ∈ N)

ic.in |xn − xm| < ε dur.
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Teorem 1.13.22 : R ic. indeki her yakınsak dizi aynı zamanda bir Cauchy

dizisidir.

Teorem 1.13.23 : Eg̃er, R ic. indeki bir Cauchy dizisinin bir alt dizisi a ∈ R

noktasına yakısarsa (xn) dizisinin kendisi de a ya yakınsar.

Teorem 1.13.24 : R ic. indeki bir (xn) dizisinin yakınsak olması ic. in gerek

ve yeter kos.ul (xn) nin bir Cauchy dizisi olmasıdır. (Bu özelliǧe Cauchy

yakınsaklık kriteri ya da Cauchy dizi özelliǧi denir).

Tanım 1.13.25 : Terimleri herhangi E1, E2, . . . , En, . . . kümelerinden olus.an

(En) dizisi verilmis. olsun. Eg̃er,

E1 ⊃ E2 ⊃ . . . ⊃ En ⊃ . . .

(veya kısaca ∀n ∈ N ic. in En ⊃ En+1) ise, (En) dizisine ic. ic. e kümeler dizisi

adı verilir.

Lemma 1.13.26 (Cantor Prensibi) : (In), R ic. inde bir birinin ic. ine giren

kapalı ve sınırlı aralıkların bir dizisi ise,
∞⋂

n=1

In �= ∅ olur. Ayrıca, ∀ε ∈ R+ ic. in

uzunluǧu |In| < ε olacak s.ekilde bir In aralıǧı varsa
∞⋂

n=1

In kesis. imi yalnızca

bir noktadan olus.ur.

Bu özelliǧe ic. ic.e aralıklar özelliǧi denir.

Tanım 1.13.27 : R de ac. ık aralıkların bir ailesi G = (Gi)i∈L olsun. Eg̃er,

E ⊂ R alt kümesi ic. in E ⊂ ⋃
i∈L

Gi ise, G ailesine E kümesinin bir ac. ık örtüsü

denir. Eg̃er, L0 ⊂ L sonlu bir küme ve E ⊂ ⋃
i∈L0

Gi ise, (Gi)i∈L0 ailesine E

kümesinin sonlu alt örtüsü denir.

Tanım 1.13.28 : Eg̃er, E ⊂ R alt kümesinin her ac. ık örtüsünden bu kümeyi

örten sonlu alt örtü sec. ilebiliyorsa, E ye R de kompakt bir küme adı verilir.
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Lemma 1.13.29 (Heine-Borel Prensibi) : R nin herhangi kapalı ve sınırlı

alt kümesinin her ac. ık örtüsünden sonlu bir alt örtü sec. ilebilir.

Teorem 1.13.30 : R ic. indeki sonsuz elemanlı her E alt kümesi as.aǧıdaki

üc. özellikten birine sahip ise, diǧer ikisine de sahiptir.

(a) E kapalı ve sınırlıdır.

(b) E kompakttır.

(c) E kümesinin her sonsuz alt kümesi E’de bir limit noktasına sahiptir.

Bu Teoreme göre:

E ⊂ R alt kümesi kompakt olması ic.in gerek ve yeter kos.ul E nin kapalı

ve sınırlı olmasıdır.

Lemma 1.13.31 (Bolzano Weierstrass Prensibi) : R nin sınırlı ve son-

suz elemanlı her alt kümesinin en az bir limit noktası vardır.

Sonuc. 1.13.32 : Her sınırlı reel sayısı dizisinin en az bir yakınsak alt dizisi

vardır.

Lemma 1.13.33 : R baǧlantılı ise, sup özelliǧi vardır.

Lemma 1.13.34 (Dedekind Prensibi) : A ve B, R nin as.aǧıdaki kos.ulları

saǧlayan iki alt kümesi olsun.

(a) ∀x ∈ R ic. in x ∈ A veya x ∈ B dir;

(b) A, B �= ∅ ve A ∩ B = ∅ dir;

(c) a ∈ A ve b ∈ B ise, a < b dir.

Bu durumda, ∀a ∈ A ve ∀b ∈ B ic.in a ≤ γ ≤ b olacak bic.imde tek bir γ ∈ R

elemanı vardır. γ ∈ A ise γ, A nın maksimal elemanıdır ve γ ∈ B ise γ, Bnin

minimal elemanıdır.
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§1.7 de R reel sayılar kümesini I-IV aksiyomlar takımını gerc.ekleyen bir

küme gibi tanımladık. Daha sonra IV Tamlık aksiyomundan hareket ederek

R nin sup ve Archimet özelliklerine sahip olduklarını gördük. (Bkz. Teorem

1.7.4 ve Teorem 1.10.4). S. imdi amacımız, bu kesimde söylenilen monoton

dizi ve Cauchy dizisi, R baǧlantılıdır özelliklerinin ve Cantor, Heine-Borel,

Bolzano-Weierstrass ve Dedekind prensiplerinden her birinin diǧerini gerek-

tirdiǧini göstermektir.

Teorem 1.13.35 : R üzerinde I,II,III,(I,III) ve (II,III) aksiyomları saǧlandı-

ǧında as.aǧıdaki önermeler doǧrudur:

(a) [IV Tamlık aksiyomu] ⇒ [sup özelliǧi];

(b) [sup özelliǧi] ⇒ [Archimet Prensibi];

(c) [sup özelliǧi] ⇒ [monoton dizi özelliǧi];

(d) [sup özelliǧi] ⇒ [R baǧlantılıdır];

(e) [sup özelliǧi] ⇒ [Heine-Borel Prensibi];

(f) [Heine-Borel Prensibi] ⇒ [Cantor Prensibi];

(g) [Heine-Borel Prensibi] ⇒ [Bolzano-Weierstrass Prensibi];

(h) [Archimet Prensibi+İc. ic.e aralıklar Prensibi]

⇒ [Bolzano-Weierstrass Prensibi];

(i) [Bolzano-Weierstrass Prensibi] ⇒ [Cauchy dizi özelliǧi];

(j) [Cauchy dizi özelliǧi] ⇒ [Monoton dizi özelliǧi];

(k) [Archimet Prensibi+Monoton dizi özelliǧi] ⇒ [sup özelliǧi];

(l) [R baǧlantılıdır] ⇒ [sup özelliǧi];

(m) [R baǧlantılıdır] ⇒ [Dedekind Prensibi];
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(n) [Dedekind Prensibi] ⇒ [Tamlık Aksiyomu];

(o) [Archimet Prensibi+İc. ic.e aralıklar Prensibi] ⇒ [sup özelliǧi];

(p) [Archimet Prensibi+Monoton dizi özelliǧi] ⇒ [Cauchy dizi özelliǧi];

İspat: (a) ve (b) s.ıklarının ispatı Teorem 1.7.4 ve Teorem 1.10.4 de verilmis.tir.

Biz diǧerlerinin ispatını verelim:

(c) (xn), R ic.inde monoton artan ve üstten sınırlı bir dizi olsun. R(xn)

üstten sınırlı olduǧundan B = sup R(xn) sayısı vardır. Supremumun karak-

teristik özelliǧi gereǧince

1. ∀n ∈ N ic.in xn ≤ B dir ve

2. ∀ε ∈ R+ c.in xnε > B − ε olacak s.ekilde ε > 0 sayısına baǧlı bir nε ∈ N

sayısı vardır. (xn) monoton artan olduǧundan ∀n > nε ic.in xnε ≤ xn

dir. Dolayısıyla, ∀n > nε ic.in

B − ε < xnε ≤ xn ≤ B < B + ε,

yani |xn − B| < ε olduǧu elde edilir. Demek ki, (xn) dizisi yakınsaktır

ve lim
n→∞

xn = sup R(xn) dir.

(d) R nin baǧlantısız olduǧunu varsayalım. Bu durumda, A ∩ B = ∅ ve

R ⊂ A∪B olacak s.ekilde bos. olmayan A ⊂ R ve B ⊂ R ac.ık kümeleri vardır.

x ∈ A, y ∈ B ve x < y olsun. S = A∩ [x, y] kümesi üstten sınırlı olduǧundan

z = sup S sayısı vardır.

Eg̃er, z ∈ A ise z < y olur ve ∃h ∈ R+ dir öyle ki, [z, z + h] ⊂ A ve

[z, z + h] ⊂ [x, y] dir. Bu ise, z = sup S olduǧu ile c.elis.diǧinden z �∈ A dır.

Eg̃er, z ∈ B ise x < z olur ve ∃h ∈ R+ dır öyleki, [z − h, z] ⊂ B ve

[z − h, z] ∈ [x, z] dir. Bu ise, z = sup S olduǧu ile c.elis.diǧinden z �∈ B dir.

Böylece, z �∈ A ve z �∈ B olduǧu elde edilir. Bu ise, [x, y] ⊂ R olduǧu ile

c.elis.diǧinden varsayımın doǧru olmadıǧı görülür.

(e) Bos. olmayan kapalı ve sınırlı E ⊂ R alt kümesi verilmis. olsun. Bu

durumda, [a, b] ⊂ R kapalı bir aralık olmak üzere E ⊂ [a, b] dir.
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G = {Gi}i∈L, [a, b] aralıǧının herhangi bir ac.ık örtüsü olsun.

F = {x ∈ [a, b] : [a, x], G ailesinin sonlu bir alt ailesince örtülür} alt kümesini

gözönüne alalım. Sonuc.ta F = [a, b] olduǧunu gösterebilirsek, istediǧimiz

özellik elde edilmis. olur. a ∈ F olduǧundan F �= ∅ dir. Ayrıca, ∀x ∈ F ic.in

x ≤ b olduǧundan F üstten sınırlıdır. R deki sup özelliǧi gereǧince, c = sup F

sayısı vardır. Ayrıca, c ∈ F̄ ve

F ⊂ [a, b] ⇒ F̄ ⊂ [a, b] = [a, b]

olduǧundan c ∈ [a, b] olduǧu elde edilir.

c ∈ [a, b] ⊂ ∪i∈LGi ⇒ c ∈ Gi◦ olacak bic.imde bir io ∈ L doǧal sayısı

vardır. Buradan da Gi0 ac.ık bir küme olduǧundan Uε(c) ⊂ Gi0 olacak

s.ekilde bir ε ∈ R+ sayısının var olduǧu elde edilir. Supremumun karak-

teristik özelliklerine göre c = sup F ise c − ε < x ≤ c olacak s.ekilde bir

x ∈ F noktası vardır. F nin tanımı gereǧince, [a, x] aralıǧı L0 ⊂ L sonlu bir

küme olmak üzere {Gi}i∈L0 sonlu alt ailesi tarafından örtülür. S. imdi ispat-

lamak istediǧimizin tersini varsayıp c < b olduǧunu düs.ünelim. Bu kos.ullar

altında [a, a + ε/2] aralıǧı G nin ({Gi}i∈L0 , Gi0) sonlu alt ailesi tarafından

örtülür. Böylece, F nin c den de büyük bir elemanını bulmus. oluruz ki, bu

da c = sup F ile c.elis.ir. O halde, c = b olup [a, b] nin ve buradan da E alt

kümesinin her ac.ık örtüsünden sonlu bir alt örtünün sec.ilebildiǧi elde edilms.
olur.

(f) (In), R ic.inde ic. ic.e (I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ In ⊃ . . .) kapalı ve sınırlı aralıkların

bir dizisi olsun. ∀n ∈ N ic.in Gn = R\In ac.ık bir kümedir.
∞⋂

n=1

In = ∅ olduǧunu

varsayalım. Bu durumda,

G1 ⊂ G2 ⊂ . . . ⊂ Gn ⊂
ve

R\
∞⋂

n=1

In = R\∅ ⇒
∞⋃

n=1

Gn = R

olur. I1 ⊂
∞⋃

n=1

Gn kapsamasında I1 in kompakt olduǧunu kullanırsak, B1 ⊂
m⋃

n=1

Gki
olacak s.ekilde k1, k2, . . . , km doǧal sayıları vardır.



Analize Giris. 75

k0 = max(k1, k2, . . . , km) alırsak bu durumda

I1 ⊂ Gk0 ⇒ I1 ∩ Ik0 = ∅ ⇒ Ik0 = ∅

olur ki, bunun da bir c.elis.ki olduǧunu biliyoruz. O halde,
∞⋂

n=1

In �= ∅ olmalıdır.

S. imdi
∞⋂

n=1

In kesis.iminin yalnızca bir noktadan olus.tuǧunu görelim. c1, c2 ∈
∞⋂

n=1

In ve c1 < c2 olsun. Bu durumda, ∀n ∈ N ic.in c1, c2 ∈ In olduǧundan her

n ∈ N ic.in 0 < c2 − c1 ≤ |In| olur. Bu ise, (In) ic. ic.e aralıklar dizisinin boyu-

nun sıfıra gitmesi ile c.elis.ir. O halde,
∞⋂

n=1

In kesis.imi yalnızca bir noktadan

olus.ur.

(g) E, R ic.inde kapalı sınırlı bir aralık, yani a, b ∈ R olmak üzere E = [a, b]

olsun. ∀x ∈ [a, b] noktasının E nin bir limit noktası olduǧunu gösterelim.

[a, b] nin her ac.ık örtüsünden [a, b]’yi örten sonlu alt örtünün bulunmadıǧını

varsayalim. Bu durumda, ∀x ∈ [a, b] noktasının [a, b] nın yalnızca sonlu

sayıda noktasının ic.ine alan bir Uδ(x)(x), (δ(x) > 0) ac.ık aralıǧı var olacaktı.

(Uδ(x)(x))x∈[a,b] ac.ık aralıklar ailesi [a, b] nin bir ac.ık örtüsü olduǧundan

Heine-Borel prensibi gereǧince N0 ⊂ N sonlu bir alt küme olmak üzere

bu örtünün [a, b] yi örten sonlu bir (Uδ(xi)(xi))i∈N0 alt örtüsü mevcuttur:

[a, b] ⊂ ∪i∈N0Uδ(xi)(xi) olur. Fakat, her Uδ(xi)(xi) aralıǧında [a, b] nin yalnızca

sonlu sayıda noktası bulunduǧundan
⋃

i∈N0

Uδ(xi)(xi) kümesi ic.inde de [a, b] nin

yalnızca sonlu sayıda noktası var olacaktır. Bu ise, [a, b] nin yalnızca sonlu

sayıda noktaya sahip olacaǧı anlamına gelir. Buradan, varsayımın yalnıs.
olduǧu görülür.

(h) E, R ic.inde sınırlı ve sonsuz elemanlı bir alt küme olsun. E sınırlı

olduǧundan E ⊂ [a, b] olacak bic.imde bir I0 = [a, b] aralıǧı vardır.E alt

kümesi sonsuz elemanlı bir küme olduǧundan [a, (a + b)/2], [(a + b)/2, b]

aralıklarından en az biri ic.inde E nin sonsuz sayıda elemanı vardır. Söz

konusu aralıǧa I1 diyelim. O halde, I1 in uzunluǧunun |I1| = (b − a)/2

olduǧu ac.ıktır. Bu yöntemi ard arda uygularsak

(i) I0 ⊃ I1 ⊃ . . . ⊃ In ⊃ . . . ,
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(ii) In nin uzunluǧu |In| = (b − a)/2n dir.

(iii) In nin ic.inde E nin sonsuz sayıda elemanı vardır

kos.ullarını saǧlayan bir (In), n ∈ N ∪ {0} kapalı ve sınırlı aralıklar dizisini

elde ederiz. İc. ic.e aralıklar prensibi gereǧince
∞⋂

n=0

In �= ∅ olur. S. imdi bu

kesis.imin bir tek noktadan olus.tuǧunu görelim. c1, c2 ∈
∞⋂

n=0

In ve c1 < c2

olsun. ∀n ∈ N ic.in c1, c2 ∈ In olduǧundan ∀n ∈ N ic.in

0 < c2 − c1 ≤ |In| =
b − a

2n

yazabiliriz. ∀n ∈ N ic.in 2n > n es.itsizliǧi doǧru olduǧundan ∀n ∈ N ic.in
b − a

2n
<

b − a

n
olur. Öte yandan Archimet prensibine göre

b − a

c2 − c1

< n0

olacak bic.imde bir n0 ∈ N sayısı vardır. Bu durumda, elde edilen

0 < c2 − c1 ≤ b − a

2n0
<

b − a

n0

< c2 − c1

es.itsizliǧi bir c.elis.ki olduǧundan
∞⋂

n=0

In kesis.iminin tek bir noktadan olus.tuǧu

elde edilir. Bu noktayı c ile gösterelim.

S. imdi ∀ε > 0 ic.in ∪ε(a) koms.uluǧunda E nin sonsuz sayıda elemanı bu-

lunduǧunu görelim. (In), n ∈ N∪{0} dizisinin özellikleri gereǧince Im ⊂ ∪ε(a)

olacak bic.imde bir m ∈ N sayısı vardır. Bu ise, ∪ε(c) ic.inde E nin sonsuz

sayıda elemanı olduǧu ve dolayısıyla, c noktasının E nin bir limit noktası

olduǧu anlamına gelir.

(i) R de yakınsak olan her dizinin bir Cauchy dizisi olduǧu Teorem 1.13.22’den

görülür. (xn), R ic.inde herhangi bir Cauchy dizisi olsun. Bu dizinin yakınsak

olduǧunu görelim. R ic.inde Cauchy dizisi sınırlı olduǧundan (xn) sınırlı bir

dizidir. (Bkz. Problem (3)). Bu durumda, Bolzano-Weierstrass prensibi

gereǧince (xn) dizisinin yakınsak bir (xnk
) alt dizisi vardır. Eg̃er, lim

k→∞
xnk

= a

dersek Teorem 1.13.23. gereǧince (xn) dizisinin kendisi de a ya yakınsar.

Böylece R de verilen her Cauchy dizisi yakınsaktır.
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(j) (xn), R ic.inde monoton artan ve üstten sınırlı herhangi bir dizi olsun.

(xn) dizisinin yakınsak olmadıǧını varsayalım. Bu durumda, (xn) bir Cauchy

dizisi olamaz. O halde, ∀ε > 0 ic.in ∃k0 = k0(ε) ∈ N öyleki her m > n ≥ k0

ic.in

|xm − xn| = xm − xn ≥ ε

olur. Burada k0 < k1 < . . . < kn < . . . ve lim
n→∞

kn = +∞ olacak s.ekilde

herhangi (nk) ⊂ N dizisini gözönüne alalım.

xk2 − xk1 ≥ ε,

xk3 − xk2 ≥ ε,

· · · · · · · · · · · ·
xkn+1 − xkn ≥ ε

es.itsizlikleri taraf tarafa toplandıǧında xkn+1 − xk1 ≥ nε es.itsizliǧi elde edilir.

∀n ∈ N ic.in xkn+1 > xk1 + nε olduǧundan (xkn) dizisi ve buradan da (xn)

dizisinin üstten sınırsız olduǧu elde edilir. Bu ise, (xn) dizisinin üstten sınırlı

olması ile c.elis.tiǧinden varsayımın yanlıs. olduǧu görülür.

(k) Bos. olmayan üstten sınırlı bir E ⊂ R alt kümesi verilsin. E bos. ol-

madıǧından bir x0 ∈ E elemanı vardır.

S. imdi B sayısı, B ≥ 1 ve ∀x ∈ E ic.in x ≤ x0 + B kos.ullarını saǧlayan en

küv. ük doǧal sayı olsun. (Böyle bir doǧal sayının varlıǧı, E nin üstten sınırlı

olduǧundan ve N nin bos. olmayan her alt kümesinin minimal elemanının

varlıǧından görülür). Bu durumda, x1 = x0 + B − 1 diyelim. Buradan

x0 ≤ x1 ve x1 in E nin bir üst sınırı olmadıǧı, fakat x1 + 1’in E’nin bir üst

sınırı olduǧu elde edilir.

Benzer olarak B1 sayısı, B1 ≥ 1 ve ∀x ∈ E ic.in x ≤ x1 +
B1

2
kos.ullarını

saǧlayan en küc.ük doǧal sayı olsun ve x2 = x1 +
B1 − 1

2
diyelim. (Bu du-

rumda, B1 = 1 veya B1 = 2 dir ). Buradan x1 ≤ x2 ve x2 nin E nin bir üst

sınırı olmadıǧı, fakat x2 +
1

2
nin E nin bir üst sınırı olduǧu görülür.

Burada Matematik indüksiyon yöntemine yöneleceǧimiz ic.in yukarıdaki

yolla x0, x1, . . . , xk−1 ∈ E sayılarının bulunms. olduǧunu varsayıp, xk nın
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nasıl olus.turulduǧunu görelim: Bk−1 sayısı, Bk−1 ≥ 1 ve ∀x ∈ E ic.in x ≤
xk−1 +

Bk−1

k
kos.ullarını saǧlayan en küc.ük doǧal sayıyı göstersin ve xk =

xk−1 +
Bk−1 − 1

k
diyelim. (Bk−1 = 1, 2, . . . , k olabilir). Buradan xk−1 ≤ xk

ve xk nın E nin bir üst sınırı olmadıǧı, fakat xk +
1

k
nın E nin bir üst sınırı

olduǧu görülür.

Bu yolla, bas.ka bir ifade ile gerilemeli olarak, (xk), k ∈ N ∪ {0} gibi

monoton artan ve üstten sınırlı reel dizi tanımlamıs. oluruz. Monoton dizi

özelliǧi gereǧince lim
k→∞

xk = x olacak bic.imde bir x ∈ R sayısı vardır. Biz

s.imdi x = sup E olduǧunu gösterelim. Önce x in E nin bir üst sınırı olduǧunu

görelim. Gercekten, eǧer, x sayısı E nin bir üst sınırı olmasydı, x < a olacak

bic.imde bir a ∈ E elemanı var olmak zorundaydı.

Archimet prensibi gereǧince 0 <
1

a − x
< k olacak bic.imde en küc.ük bir

k doǧal sayısı vardır. Bu durumda, xk +
1

k
≤ x +

1

k
< a olur ki, bu da xk

nın olus.umuyla c.elis.ir. (Gerc.ekten,

xk = xk−1 +
Bk−1 − 1

k
ve a ≤ xk−1 +

Bk−1

k

olduǧundan xk = xk−1 +
Bk−1 − 1

k
≥ a − 1

k
bulunması bir c.elis.kidir).

Supremumun karakteristik özellikleri gereǧince, ∀ε ∈ R+ ic.in x − ε < a

olacak bic.imde bir a ∈ E elemanının varlıǧını gösterebilirsek ispat tamam-

lanır. lim
k→∞

xk = x ⇒ x − ε < xk olacak bic.imde bir k dog.al sayısı vardır.

xk, E nin bir üst sınırı olmadıǧından, xk < a olacak bic.imde bir a ∈ E

elemanı vardır. Buradan, x − ε < a s.artını saǧlayan elemanı bulmus. oluruz.

Böylece, x = sup E olduǧu elde edilir.

(l) Tersine sup özelliǧi var olmasın. Bu durumda, bos. olmayan üstten sınırlı

öyle bir E ⊂ R altkümesi vardır ki, sup E yoktur.

B = {x ∈ R : x, E nin üst sınırıdır}

alt kümesini gözönüne alalım. Varsayımımız gereǧince B nin minimal ele-

manı yoktur. x0 ∈ B alalım. Bu durumda, x0 < x1 ise, x1 ∈ B dir. Öte
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yandan x0, B nin minimal elemanı olmayacaǧına göre x2 < x0 olacak bic.imde

bir x2 ∈ B elemanı vardır. O zaman (x2, x1) aralıǧı, x0 ın B ic.inde bir ac.ık

koms.uluǧudur. Böylece, B nin ac.ık küme olduǧu görülür. A = R\B diyelim

ve A nın da ac.ık bir küme olduǧunu görelim. Bu durumda, y0 �∈ B ve B ac.ık

olduǧundan ∪ε(y0) �⊂ B olacak bic.imde bir ε ∈ R+ sayısı vardır. Buradan,

∪ε(y0) ⊂ A olduǧu ve dolayısıyla, A nın ac.ık küme olduǧu anlas.ılır. Ayrıca,

A �= ∅ ve B �= ∅ olur ki, bu ve R ⊂ A ∪ B kapsaması R nin baǧalantılı olus.u

ile c.elis.ir. Bu durumda, sup özelliǧi var olmak zorundadır.

(m) Dedekind prensibindeki (a), (b) ve (c) kos.ullarını saǧlayan iki A ⊂ R

ve B ⊂ R alt kümeleri verilsin. b ∈ B ise, ∀a ∈ A ic.in a ≤ b olduǧundan

A üstten sınırlı olan bir kümedir. O zaman, (l) s.ıkkına göre γ ≤ b olacak

bic.imde γ = sup A sayısı vardır. Buradan, (a) kos.uluna göre ya γ ∈ A ya

da γ ∈ B dir. Eg̃er, γ ∈ A ise γ, A nın bir maksimal elemanıdır. Bununla

beraber B kümesinde bir b0 minimal elemanın bulunduǧunu varsayalım. Bu

durumda,

(γ + b0)/2 = d < b0

olur ve b0, B nin minimal elemanı olduǧundan d ∈ A olur. Öte yandan

sup A = γ < d olduǧundan d ∈ A olamaz. Elde edilen c.elis.ki varsayımın

yalnıs. olduǧunu gösterir. Benzer s.ekilde, eǧer, γ ∈ B ise γ, B nin bir minimal

elemanı olduǧu gösterilebilir.

(n) [Dedekind Prensibi] ⇒ [IV Tamlık Aksiyomu] önermesinin doǧruluǧu

as.ikardır.

(o) ve (p) önermelerinin doǧruluǧu sırası ile as.ǧıdaki Problem (9) ve Problem

(10)’da ispatlanacaktır. �

Not: R reel sayılar kümesinin ins.ası ile ilgili olarak s.unları söyleyebiliriz.

Teorem 1.7.4 ve Teorem 1.10.4 ten görüldüǧü gibi I, II, III, (I,III) ve (II,III)

aksiyomları saǧlandıǧı durumda IV tamlık aksiyomundan hareketle R de [sup

özelliǧi] ve [Archimet prensibi] niteliklerini gerc.eklediǧi gösterilebilir. Teo-

rem 1.13.35 e göre I, II, III,, (I,III) ve (II,III) aksiyomları saǧlandıǧında [ IV

Tamlık aksiyomu], [Archimet prensibi+sup özelliǧi], [Archimet prensibi+ ic.
ic.e aralıklar prensibi], [Heine-Borel prensibi], [Bolzano-Weierstrass prensibi],
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[Archimet prensibi+ Monoton dizi özelliǧi], [R baǧlantılıdır], [Dedekind pren-

sibi] ve [Cauchy dizi özelliǧi] niteliklerinden her biri diǧerini gerektiren denk

nitelikler olduǧundan [IV Tamlık aksiyomu] niteliǧi yerine bu niteliklerin her-

hangi biri aksiyom gibi alındıǧında önce kurulmus. R reel sayılar kümesi elde

edilir. •

1.14 C. özümlü Problemler

(1) Teorem 1.13.20 yi ispatlayınız.

İspat: R ic.inde monoton azalan ve alttan sınırlı bir (xn) dizisi verilsin.

O halde, terimleri yn = −xn, n ∈ N bic.iminde tanımlı (yn) dizisi

monoton artan ve üstten sınırlı bir dizi olduǧundan Teorem 1.13.19

gereǧince (yn) dizisi yakınsaktır ve lim
n→∞

yn = sup R(yn) dir. Buradan

lim
n→∞

(−xn) = sup{−xn : n ∈ N}

yazabiliriz. Herhangi E ⊂ R ic.in inf E = − sup(−E) olduǧundan son

es.itliǧe göre lim
n→∞

xn = inf R(xn) olduǧu elde edilir. �

(2) R ic.inde yakınsak olan her dizinin bir Cauchy dizisi olduǧunu ispat-

layınız (Teorem 1.13.22).

İspat: (xn) yakınsak bir dizi ve a = lim
n→∞

xn olsun. Bu durumda,

∀ε ∈ R+ ic.in ∃nε ∈ N öyleki ∀n > nε ic.in |xn − a| < ε/2 olur. Böylece

∀n, m > nε ic.in

|xn − xm| = |xn − a + a − xm| ≤ |xn − a| + |a − xm|
<

ε

2
+

ε

2
= ε

elde edilir. Bu ise, (xn) dizisinin bir Cauchy dizisi olması demektir. �

(3) R ic.inde her Cauchy dizisinin sınırlı bir dizi olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Herhangi bir (xn) Cauchy dizisi verilsin. Cauchy dizisinin

tanımına göre ∃n1 ∈ N öyleki ∀n, m ≥ n1 ic.in |xn − xm| < 1 olur.
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Buradan m = n1 olmak üzere ∀n > n1 ic.in |xn −xm| < 1 veya xn1 −1 <

xn < xn1 + 1 olduǧu bulunur. K = min{x1, x2, . . . , xn1 , xn1 − 1} ve

M = max{x1, x2, . . . , xn1 , xn1 +1} dersek ∀n ∈ N ic.in K ≤ xn ≤ M dir

ve dolayısıyla, (xn) dizisinin sınırlı olduǧu elde edilir. �
(4) Teorem 1.13.23 ü ispatlayınız.

İspat: (xn) ic.inde bir Cauchy dizisi ve bu dizinin a ∈ R noktasına

yakınsayan bir (xnk
) alt dizisi verilsin. lim

k→∞
xk = a olduǧunu gösterelim.

Herhangi bir ε ∈ R+ sayısı verilsin. (xn) bir Cauchy dizisidir ⇒ ∃nε ∈ N

öyleki ∀n,m ≥ nε ic.in |xn − xm| < ε/2 olur. lim
k→∞

xnk
= a ⇒ ∃k1 =

k1(ε) ∈ N öyleki ∀k ≥ k1 ic.in |xnk
− a| < ε/2 olur. lim

k→∞
nk = +∞ ⇒

∃k2 ∈ N öyleki ∀k ≥ k2 ic.in nk > nε olur. Bu üc. sonuc.tan ∀k ≥ kε =

max(nε, k1, k2) ic.in

|xk − a| ≤ |xk − xnk
| + |xnk

− a| < ε/2 + ε/2 = ε

olduǧu ve dolayısıyla, lim
k→∞

xk = a olduǧu elde edilir. �

(5) R ic.indeki her kompakt alt kümenin R de kapalı olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: E, R nin herhangi kompakt bir alt kümesi olsun. Ec = R\E

nin R de ac.ık bir küme olduǧunu gösterelim. a ∈ R ve a �∈ E olduǧunu

farzedelim. b ∈ E ise 0 < r < 1
2
|b − a| olmak üzere a ve b noktalarının

Ur(a) ve Ur(b) koms.uluklarını gözönüne alalım. E, R de kompakt bir

alt küme olduǧundan

E ⊂
m⋃

i=1

Ur(bi) = Y

olacak bic.imde {Ur(bi)}i∈Nm aralıklar ailesi vardır.

0 < ri <
1

2
|bi − a|, i = 1, . . . , m olmak üzere

X = Ur1(a) ∩ . . . ∩ Urm(a)

kesis.imi a nın bir ac.ık koms.uluǧu olmakla beraber X ∩ Y = ∅ dur. O

halde, X ⊂ Ec dir ve buradan da a noktasının Ec nin bir ic. noktası

olduǧu elde edilir. Demek ki, Ec, R de ac.ık bir kümedir. �
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(6) R de kompakt olan kümenin her kapalı alt kümesinin de R de kompakt

olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: E, R nin kompakt bir alt kümesi ve F ’de E nin R de

kapalı bir alt kümesi olsun. G = (Gi)i∈L, F nin bir ac.ık örtüsü olsun.

F c = R\F olmak üzere Q = {F c, (Gi)i∈L} ailesi E nin bir ac.ık örtüsü

olduǧu ac.ıktır. E, R de kompakt olduǧundan Q örtüsünün E kümesini

ve dolayısıyla, F kümesini örten sonlu Q0 alt örtüsü vardır. Eg̃er,

F c ∈ Q0 ise Q0\F c, F nin ac.ık bir örtüsü olduǧu ac.ıktır. Böylece, G

örtüsünün F kümesini örten sonlu bir alt örtüsünün varlıǧı elde edilmis.
olur. Demek ki, F, R de kompakt bir kümedir. �

(7) F , bir E ⊂ R kompakt kümesinin sonsuz alt kümesi ise, F kümesinin

E ic.inde bir limit noktasına sahip olduǧunu gösteriniz.

İspat: E, R de kompakt olduǧundan sınırlıdır. O halde, F, R nin

sınırlı ve sonsuz elemanlı bir alt kümesi olduǧundan Bolzano-Weierstrass

prensibi gereǧince F nin en az bir limit noktası vardır. E, R de kapalı

olduǧundan bu limit noktası E ic.indedir. �

(8) Teorem 1.13.30 u ispatlayınız.

İspat: (a) E, R de kapalı ve sınırlı bir küme olsun. Bu durumda,

Teorem 1.13.35 in (e) s.ıkkı ve Problem (7) gereǧince E kümesi (b) ve

(c) özelliklerini saǧlar.

(b) E, R de kompakt bir küme olsun. E nin (c) özelliǧini saǧladıǧı

Problem (7) den görülür. Bu durumda, E nin (a) özelliǧinide saǧladıǧını

gösterelim.

Önce, E nin sınırlı olduǧunu görelim. Tersine, E sınırsız bir küme

ise, ∀n ∈ N ic.in |xn| > n olacak bic.imde xn ∈ E elemanı vardır. Bu

xn, n ∈ N noktalarından olus.an

F = {x1, x2, . . . , xn, . . .}
sonsuz kümesinin R de limit noktası yoktur. Bu ise E nin her sonsuz

alt kümesinin E de bir limit noktasına sahip olması ile c.elis.diǧinden
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E sınırlıdır. S. imdi E nin kapalı olduǧunu görelim. Tersine, E nin R

de kapalı olmadıǧını varsayalım. Bu durumda, E kümesinin bir limit

noktası olan, fakat E ye ait olmayan bir x0 ∈ R noktası vardır. O halde,

∀n ∈ N ic.in |xn − x0| < 1/n olacak bic.imde en az bir xn ∈ E noktası

vardır. C. ünkü aksi taktirde x0 noktasının U 1
n
(x0) koms.uluǧunda E

kümesine ait nokta bulunmaz ve x0, E kümesinin limit noktası olmazdı.

S = {xn ∈ E : ∀n ic.in |xn − x0| < 1/n}

kümesini gözönüne alalım. S kümesinin eleman sayısı sonsuzdur. (C. ünkü,

S nin eleman sayısı sonlu olsaydı, ∃m0 ∈ N öyleki ∀n ≥ m0 ic.in

|xn − x0| ≥ d, d-sabit olur ve buradan da U1/m0(x0) ∩ E = ∅ olurdu.

Bu ise x0 noktasının E kümesinin bir limit noktası olması kos.uluna

aykırıdır.) x0 noktası S nin bir limit noktasıdır. Ayrıca, S nin R de x0

dan farklı hic.bir limit noktası yoktur. Gerc.ekten, y ∈ R ve y �= x0 ise

|xn − y| = |x0 − y + xn − x0| ≥ |x0 − y| − |xn − x0|
≥ |x0 − y| − 1

n

olur. |x0−y| > 0 olduǧundan Archimet prensibi gereǧince n0 > 2/|x0−
y| olacak bic.imde n0 ∈ N sayısı vardır. O halde ∀n ≥ n0 ic.in

|xn − y| ≥ |x0 − y| − 1

n0

>
1

2
|x0 − y|

olduǧu elde edilir. Bu ise, y noktasının S nin bir limit noktası olmadıǧı

anlamını verir. Böylece, S kümesinin E de limit noktası yoktur. Bu ise

E kümesinin (c) kos.ulunu saǧlaması ile c.elis.ir. Bu c.elis.me E nin kapalı

olmadıǧını kabul etmekle ortaya c.ıkmıs.tır. Demek ki, E kapalıdır.

Böylece, E kümesinde (c)⇒ (a) önermesi doǧrudur. Ayrıca, (b)⇒ (c)⇒
(a) önermesinin sonucu olarak (b)⇒(a) önermesinin doǧruluǧu görülür

ve sonuc.ta teoremin ispatı (a) ⇔ (b) ⇔ (c) ⇔ (a) önermesi s.eklinde

tamamlanmıs. olur. �
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(9) Teorem 1.13.35 de (o) ile ifade edilen önermenin doǧru olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Bos. olmayan ve üstten sınırlı bir E ⊂ R alt kümesi verilsin.

F = {y ∈ R : y, E nin üst sınırıdır}

kümesini gözönüne alalım. a ∈ E ve b ∈ F olsun. Archimet prensibi

gereǧince ∀n ∈ N sayısı ic.in

0 ≤ b − a

2n
<

b − a

n
≤ m

olacak bic.imde bir m ∈ N sayısı vardır. Üstelik c, E nin bir üst sınırı ise

tüm y ≥ c sayıları da E nin üst sınırlarıdır. Böylece, a+Pn.2
−n, E nin

bir üst sınırı olacak bic.imde bir minimal Pn ∈ N sayısı vardır. Bu eǧer,

In = [a+(Pn −1)2−n, a+Pn2−n] ise, E∩In nin bos. olmadıǧını gösterir.

Pn2−n = (2Pn)2−n−1 olduǧundan ve a+(2Pn −2)2−n−1 sayısı E nin bir

üst sınırı olmadıǧından Pn+1 = 2Pn veya Pn+1 = 2Pn − 1 dir. Ayrıca,

In+1 ⊂ In dir. O halde, ic. ic.e aralıklar prensibi gereǧince
∞⋂

n=1

In �= ∅

dir. J =
∞⋂

n=1

In diyelim ve J nin bir tek elemandan olus.tuǧunu görelim.

c1, c2 ∈ J ve c1 < c2 olduǧunu varsayalım. O halde, ∀n ∈ N ic.in

c1, c2 ∈ In olduǧundan ∀n ∈ N ic.in [c1, c2] ⊂ In olur ve buradan da

0 < c2 − c1 ≤ |In| = 2−n

olduǧu elde edilir. Öte yandan Archimet prensibi gereǧince
1

c2 − c1

<

n0 olacak bic.imde bir n0 ∈ N sayısı vardır. Bu durumda, elde edilen

0 < c2 − c1 ≤ 1

2n0
<

1

n0

< c2 − c1

es.itsizliǧi bir c.elis.ki olduǧundan varsayım yalnıs. olur. Böylece J nin bir

noktadan olus.tuǧu elde edilir. Bu noktayı γ ile gösterip, γ = sup E =

inf F olduǧunu gösterelim.

Önce γ nın E nin bir üst sınırı olduǧunu gösterelim. Aksi taktirde

x0 > γ olacak bic.imde bir x0 ∈ E elemanı mevcut olacaktır. O zaman,
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2−n < x0 − γ olacak bic.imde bir n ∈ N sayısı mevcut olur ve γ ∈ In

olduǧundan a + Pn.2
−n < x0 es.itsizliǧi doǧru olacaktır. Bu ise, Pn nin

tanımına ters düs.er. Üstelik, ∀y ∈ F ic.in y ≥ γ dır. Diǧer taraftan,

eǧer, bir y ∈ F ic.in γ < y ise, 2−n < y − γ olacak bic.imde bir n ∈ N

sayısı mevcut olacaktı ve γ ∈ In olduǧundan a+(Pn−1)2−n > y olur ve

dolayısıyla, a+(Pn −1)2−n, E nin bir üst sınırı olacaktı. Bu ise, Pn nin

tanımına bir c.elis.kidir. Böylece, γ sayısı F nin minimal bir elemanıdır

ve dolayısıyla, γ = sup E dir. �

(10) Teorem 1.13.35 de (p) ile ifade edilen önermenin doǧru olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: (xn) ic.inde bir Cauchy dizisi olsun. Her Cauchy dizisi sınırlı

olduǧundan (Bkz. Problem (3)) (xn) dizisi sınırlıdır. (xn) dizisi üstten

sınırlı olduǧundan her k ∈ N ic.in {xk, xk+1, . . . , } kümesi de üstten

sınırlıdır. Terimleri

bk = sup{xn : n ∈ N, n ≥ k }
bic.iminde tanımlı (bk) dizisni gözönüne alalım. ∀k ∈ N ic.in

{xk+1, xk+2, . . .} ⊂ {xk, xk+1, xk+2, . . .}
olduǧundan §1.8 deki Problem (3) e göre (bk) monoton azalan bir

dizidir. Ayrıca, (bk) dizisi hem de alttan sınırlıdır. O halde, Teo-

rem 1.13.20 gereǧince (bk) yakınsak bir dizidir. lim
k→∞

bk = γ olduǧunu

varsayıp, lim
n→∞

xk = γ olduǧunu gösterelim. Herhangi ε ∈ R+ sayısı ver-

ilsin. lim
k→∞

bk = γ ⇒ ∃k1 = k1(ε) ∈ N, öyleki ∀k > k1 ic.in |bk − γ| < ε/3

dür. (xk) bir Cauchy dizisidir ⇒ ∃k2 = k2(ε) ∈ N , öyleki ∀k, m > k2

ic.in |xk −xm| < ε/3 dür. bk = sup{xn : n ∈ N, n ≥ k} ⇒ k3 = k3(ε) =

max{k1, k2} olmak üzere k4 > k3 ve 0 ≤ bk3 − xk4 = |bk3 − xk4| < ε/3

olacak bic.imde k4 ∈ N sayısı vardır. Son üc. sonuc.u kullanırsak ∀k > k4

ic.in

|xk − γ| ≤ |xk − xk4 | + |xk4 − bk3 | + |bk3 − γ|
ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε
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bulunduǧundan istenen lim
k→∞

xk = γ özelliǧi elde edilmis. olur.

As.aǧıdaki Problem (11), (12) ve (13) te R nin tanımındaki I, II, III,

(I,III) ve (II,III) aksiyomlarının saǧlandıǧı farzedilir. �

(11) [IV Tamlık aksiyomu] ⇔ [R baǧlantılıdır] önermesinin doǧruluǧunu

gösteriniz.

C. özüm: Teorem 1.13.35 de (a), (d), (m) ve (n) ile ifade edilen önerme

gereǧince [ IV Tamlık aksiyomu]⇒ [sup özelliǧi]⇒ [R baǧlantılıdır]⇒
[Dedekind prensibi]⇒ [IV Tamlık aksiyomu] s.eması gerc.ekles.tiǧinden

istenen önermenin doǧruluǧu elde edilir. �

(12) [Sup özelliǧi] ⇔[Cauchy dizi özelliǧi] önermesinin doǧru olduǧunu gös-

teriniz.

C. özüm: Teorem 1.13.35 de (b), (c), (e), (f), (h), (ı), (i) ve (k)

ile ifade edilen önermeler gereǧince [sup özelliǧi]⇒ [Archimet pren-

sibi]+[Monoton dizi özelliǧi]+[Heine-Borel Prensibi]⇒ [Cantor Prensibi]⇒
[Bolzano-Weierstrass prensibi]⇒ [Cauchy dizi özelliǧi]⇒ [Monoton dizi

özelliǧi]⇒ [sup özelliǧi] s.eması gerc.eklendiǧinden istenen önermenin

doǧruluǧu elde edilir. �

(13) [Sup özelliǧi] ⇔[Monoton dizi özelliǧi] önermesinin doǧru olduǧunu

gösteriniz.

C. özüm: İstenen önermenin doǧruluǧu Problem (12) deki önermenin

ispatına benzer s.ekilde gösterilebilir. �
Not: Problem (11), (12) ve (13) te ifade edilen önermelerin doǧruluǧu

doǧrudan doǧruya (dolaysız) da ispatlanabilir. •

1.15 Ek Problemler

(14) Teorem 1.13.5 i ispatlayınız.
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(15) Teorem 1.13.7 yi ispatlayınız.

(16) Teorem 1.13.9 u ispatlayınız.

(17) E = {p ∈ Q : 2 < p2 < 3 } kümesinin Q de kapalı ve sınırlı olduǧunu,

fakat Q da kompakt olmadıǧını gösteriniz.

(18) E, R de kapalı F, R de kompakt ve E ⊂ F ise E ∩F nin R de kompakt

olduǧunu gösteriniz.

(19) { a ≤ x ≤ b : a ∈ Q, b ∈ Q, x ∈ Q} kümesine rasyonel sayılar aralıǧı

denir ve [a, b]Q ile gösterilir.

İc. ic.e ([an, bn]Q) aralıklar dizisinin kesis.iminin Q da bos. olduǧunu gösteriniz.

(20) Eg̃er, E ⊂ F ⊂ R ise, E◦ ⊂ F ◦ olduǧunu gösteriniz.

(21) Herhangi E, F ⊂ R alt kümeleri ic.in
◦

E ∩ F= E◦ ∩ F ◦ olduǧunu

gösteriniz.

(22) Eg̃er, E ⊂ F ⊂ R ise, Ē ⊂ F̄ olduǧunu gösteriniz.

(23) Herhangi E, F ⊂ R alt kümeleri ic.in E ∪ F = Ē ∪ F̄ olduǧunu

gösteriniz.

(24) Eg̃er, E, R de baǧlantılı bir küme ise, E ⊂ F ⊂ Ē kos.ulunu saǧlayan

her F kümesinin de R de baǧlantılı olduǧunu gösteriniz.

(25) E ve F, R de Ē ∩ F �= ∅ olacak s.ekilde baǧlantılı kümeler ise, E ∪ F

nin R de baǧlantılı olduǧunu gösteriniz.

(26) Teorem 1.13.35 in kos.ulları altında [Archimet prensibi+ic. ic.e aralıklar

prensibi]⇒ [Cauchy dizi özelliǧi] önermesinin doǧru olduǧunu gösteriniz.

(27) [Sup özelliǧi] ⇔ [IV Tamlık aksiyomu] önermesinin doǧru olduǧunu

gösteriniz.
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1.16 Kompleks Sayılar

Tanım 1.16.1 : a ve b reel sayılar olmak üzere her (a, b) c. iftine kompleks

sayı adı verilir. a ya söz konusu z = (a, b) kompleks sayısının reel kısmı, b

ye de sanal kısmı denir ve sırasıyla a = Rez ve b = Imz s.eklinde gösterilir.

Tanım 1.16.2 : z1 = (a1, b1) ve z2 = (a2, b2) kompleks sayıları verilsin.

(a) z1 = z2 ⇔ a1 = a2 ve b1 = b2.

(b) (a1 + a2, b1 + b2) ve (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1)

kompleks sayılarına z1 ve z2 kompleks sayılarının toplamı ve c.arpımı

denir ve sırasıyla

z1 + z2 = (a1 + a2, b1 + b2),

z1.z2 = (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1)

bic. iminde gösterilir.

(c) z1 + z = z2 denklemini saǧlayan z kompleks sayısına z2 ve z1 kompleks

sayılarının farkı denir ve z2 − z1 bic. iminde gösterilir.

z = z2 − z1 = (a2 − a1, b2 − b1)

olduǧu ac. ıktır.

(d) z2 �= 0 olmak üzere z2.z = z1 denklemini saǧlayan z kompleks sayısına

z1 ve z2 sayılarının bölümü denir ve z =
z1

z2

bic. iminde gösterilir.

z =
z1

z2

=
(a1a2 + b1b2

a2
2 + b2

2

,
a2b1 − a1b2

a2
2 + b2

2

)
olduǧu ac. ıktır.

(0, 1) kompleks sayısı i = (0, 1) sembolü ile gösterilir. O zaman,

(0, 1).(0, 1) = (−1, 0) veya i2 = −1 olduǧu görülür. Herhangi z kompleks

sayısı

z = (a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (0, 1)(0, b) = a + ib
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s.eklinde yazılabilir. Buna kompleks sayısının cebirsel gösterimi denir.

z̄ = (a, −b) = a − ib kompleks sayısına z = (a, b) = a + ib kompleks

sayısının es.leniǧi veya konjügesi denir.

Her z = (a, b) kompleks sayısı düzlemin koordinatları a ve b olan bir

noktası ile özdes.les.tirilebilir.

Noktaları kompleks sayılara kars.ılık getirilen düzleme kompleks düzlem

adı verilir. ox eksenine reel, oy eksenine imajiner eksen adı verilir. z = (a, b)

noktasının 0 = (0, 0) bas.langıc. noktasına olan uzaklıǧına z kompleks sayısının

mutlak deǧeri (veya modülü) denir ve |z| ile gösterilir. |z| = |z̄| =
√

a2 + b2

olduǧu ac.ıktır. z = (a, b) noktasını 0 = (0, 0) bas.langıc. noktasına baǧlayan

yarıc.ap vektörünün θ ilk görüntü ac.ısına z kompleks sayısının ac.ısı veya

argümanı denir ve argz = θ s.eklinde gösterilir. (Bkz. s.ekil 1.1)

θ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

arctan b
a
, a > 0 ise;

arctan b
a

+ π, a < 0, b ≥ 0 ise;

arctan b
a

− π, a < 0, b < 0 ise;
π

2
sgnb, a = 0 ise.

olduǧu ac.ıktır. r =
√

a2 + b2 ve θ sayılarına z = (a, b) kompleks sayısının

kutupsal (polar) koordinatları denir. Kutupsal koordinatlarda ikinc.i koordi-

nat, birbirinden farklı 2π nin herhangi bir katı olan sonsuz sayıda deǧerler
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alabilir. Bütün bu deǧerlerden −π < θ ≤ π kos.ulunu saǧlayan deǧere esas

deǧer denir. Bu durumda, Argz = arg z + 2nπ, n ∈ Z s.eklinde yazılır.

r ve θ sayıları z = (a, b) kompleks sayısının kutupsal koordinatları olduǧunda

z = (a, b) = (r cos θ, r sin θ) = r(cos θ + i sin θ)

ifadesine z = (a, b) kompleks sayısının trigonometrik gösterimi veya formu

denir. Böylece, bir z kompleks sayısının kartezyen ve kutupsal gösterimlerindeki

(a, b) ve (r, θ) c.iftleri arasında s.u baǧıntılar vardır: a = r cos θ, b = r sin θ, r =
√

a2 + b2, cos θ =
a

r
, sin θ =

b

r
, z = r(cos θ + i sin θ),

Eg̃er, z1 = (r1 cos θ1, r1 sin θ1) ve z2 = (r2 cos θ2, r2 sin θ2) ise,

z1.z2 =
(
r1.r2 cos(θ1 + θ2), r1.r2 sin(θ1 + θ2)

)
, (1.6)

z1

z2

=
(r1

r2

cos(θ1 − θ2),
r1

r2

sin(θ1 − θ2)
)

(1.7)

olduǧu kolayca gösterilebilir.

(1.6) nın ac.ık bir sonuc.u s.udur:

z1.z2 . . . .zn = r1.r2 . . . rn

[
cos(θ1 + θ2 + . . . + θn)

+ i sin(θ1 + θ2 + . . . + θn)
]
, n ∈ N,

zn = rn[cos nθ + i sin nθ], n = 0, 1, 2, . . .

Son formülde r = 1 yazılırsa, de Moivre formülü olarak bilinen

(cos θ + i sin θ)n = cos nθ + i sin nθ, n = 0, 1, . . . (1.8)

baǧıntısı elde edilir.

|zn| = |z|n, arg(zn) = n arg z, n = 0, 1, . . .

olduǧu ac.ıktır. z = (r cos θ, r sin θ) kompleks sayısının n. dereceden kökü

n
√

z = n
√

r
[
cos

θ + 2kπ

n
+ i sin

θ + 2kπ

n

]
, k = 0, 1, 2, . . . , n − 1 (1.9)

formülü ile bulunur.

İleride bütün kompleks sayılar kümesini C ile göstereceǧiz.
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1.17 C. özümlü Problemler

(1) z1, z2 ∈ C sayıları ve n ∈ N ic.in

(a) z1 + z2 = z1 + z2;

(b) z1.z2 = z1.z2;

(c) zn = (z)n;

önermelerinin doǧruluǧunu gösteriniz.

C. özüm: z1 = a1 + ib1, z2 = a2 + ib2 olsun.

(a) z1 + z2 = (a1 + a2, b1 + b2) = (a1 + a2, −b1 − b2)

= (a1, −b1) + (a2, −b2) = z1 + z2 .

(b) z1.z2 = (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1)

= (a1a2 − b1b2, −a1b2 − a2b1)

= (a1, −b1)(a2, −b2) = z1.z2.

(c) z kompleks sayısının z = (r cos θ, r sin θ) trigonometrik gösteriminden

görüldüǧü gibi z =
(
r cos(−θ), r sin(−θ)

)
olur. (1.8) formülünü kul-

lanırsak

(z)n =
(
rn cos(−θ), rn sin(−θ)

)
= (rn cos nθ, −rn sin nθ)

= (rn cos nθ, rn sin nθ) = (z)n

elde edilir. �

(2) As.aǧıdaki kompleks sayıları trigonometrik formda yazınız.

(a) z1 = −5 ; (b) z2 = −3i ;

(c) z3 = 2 + 2i ; (d) z4 = −√
3 + i .
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C. özüm: (a) | − 5| = 5, θ = π, z1 = 5(cos π + i sin π),

(b) | − 3i| = 3, θ = −π

2
, z2 = 3

(
cos(−π

2
) − i sin(

π

2
)
)
,

(c) |2 + 2i| = 2
√

2, θ =
π

4
, z3 = 2

√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
,

(d) | − √
3 + i| = 2, θ =

5π

6
, z4 = 2

(
cos

5π

6
+ i sin

5π

6

)
. �

(3) As.aǧıdaki is.lemleri yapınız.

(a) (3 − i)(3 + i)2 − (2 − 3i) + 5 ; (b) (−2 + 3i)3 ;

(c)
5

−3 − 4i
; (d)

(1 − i

1 + i

)10
;

(e)
( 1 + i√

3 − 3i

)12
; (f) (−√

3 − i)15 ;

(g)
∣∣2 − 4i

5 + 7i

∣∣3 .

C. özüm: (a) (3−i)(3+i)2−(2−3i)+5 = (3−i)(9+6i+i2)−2+3i+5

= (3 − i)(9 + 6i − 1) + 3 + 3i

= 27 + 18i − 3 − 9i − 6i2 + i + 3 + 3i

= 33 + 13i .

(b) Newton Binom formülünü kullanırsak

(−2 + 3i)3 = (−2)3 + 3(−2)2(3i) + 3(−2)(3i)2 + (3i)3

= −8 + 36i + 54 − 27i = 46 − 9i.

(c) z1, z2 ∈ C, z2 �= (0, 0) olmak üzere

z1

z2

=
z1.z2

z2.z2

=
z1.z2

|z2|2 (1.10)

(1.10) formülü doǧru olduǧundan

5

−3 − 4i
=

5(−3 + 4i)

| − 3 − 4i|2 =
1

5
(−3 + 4i) = −3

5
+ i

4

5

olur.

(d) 1 − i =
√

2
(
cos(−π

4
) + i sin(−π

4
)
)

ve 1 + i =
√

2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
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olduǧundan (1.7) ifadesine göre

1 − i

1 + i
=

√
2
(

cos
(− π

4

)− i sin
(− π

4

))
√

2
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

) = cos
(− π

2

)− i sin
(− π

2

)

olur. Buradan da (1.8) formülüne göre

(1 − i

1 + i

)10
=
(

cos
(− π

2

)− i sin
(− π

2

))10

= cos
(− 10π

2

)− i sin
(− 10π

2

)
= cos(−5π) − i sin(−5π) = −1 .

(e)
1 + i√
3 − 3i

=

√
2(cos

π

4
+ i sin

π

4

)
2
√

3(cos
π

3
− i sin

π

3

) =
1√
6

cos
7π

12
+ i sin

7π

12

olduǧundan (1.8) formülüne göre

( 1 + i√
3 − 3i

)12
=

1

66
(cos

84π

12
+ i sin

84π

12

)
=

1

66
(cos 7π + i sin 7π) = − 1

66
.

(f) (−√
3 − i) = 215(cos

5π

6
− i sin

5π

6
)15

= 215(cos
75π

6
− i sin

75π

6
) = −215 .

(g) (1.9) formülüne göre

2 − 4i

5 + 7i
=

(2 − 4i)(5 − 7i)

|5 + 7i|2 = − 9

37
− i

17

37

olduǧundan∣∣2 − 4i

5 + 7i

∣∣2 =
∣∣− 9

37
− i

17

37

∣∣2 =
81 + 289

372
=

10

37
. �

(4) z =
(cos π

3
− i sin π

3
)(

√
3 + i)

i − 1
kompleks sayısını trigonometrik formda

yazınız.
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C. özüm: z1 = cos π
3

− i sin π
3

sayısının modülü 1 ve argümenti θ1 =

−π

3
; z2 =

√
3 + i sayısının modülü 2 ve argümenti θ2 =

π

6
; z3 = i − 1

sayısının modülü
√

2 ve argümenti θ3 =
3π

4
olduǧundan

|z| =
|z1||z2|

|z3| =
1.2√

2
=

√
2

, θ = arg z = ϕ1 +ϕ2 −ϕ3 = −π

3
+

π

6
− 3π

4
= −11π

12
olur. Bu durumda,

z =
√

2
(
cos

11π

12
− i sin

11π

12

)
elde edilir. �

(5) As.aǧıdaki köklerin tüm deǧerlerini bulunuz.

(a) 4
√−1; (b) 3

√
8i; (c)

5
√

−1 − i
√

3.

C. özüm: (a) z = −1 sayısının trigonometrik formu

z = −1 = cos π + i sin π

bic.iminde olduǧundan (1.9) formülüne göre

4
√−1 = cos

π + 2kπ

4
+ i sin

π + 2kπ

4
, k = 0, 1, 2, 3.

Buradan, k = 0, 1, 2, 3 ic.in

4
√−1 = cos

π

4
+ i sin

π

4
,

4
√−1 = cos

3π

4
+ i sin

3π

4
,

4
√−1 = cos

5π

4
+ i sin

5π

4
,

4
√−1 = cos

7π

4
+ i sin

7π

4

bulunur.

(b) 8i sayısının trigonometrik gösterimi

8i = 8(cos
π

2
+ i sin

π

2
)
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olduǧundan, (1.9) formülüne göre

3
√

8i = 2
(
cos

π
2

+ 2kπ

3
+ i sin

π
2

+ 2kπ

3

)
, k = 0, 1, 2

olur. Buradan, k = 0, 1, 2 ic.in

3
√

8i = 2(cos
π

6
+ i sin

π

6
),

3
√

8i = 2(cos
5π

6
+ i sin

5π

6
),

3
√

8i = 2(cos
3π

2
+ i sin

3π

2
)

elde edilir.

(c) −1 − i
√

3 sayısının trigonometrik gösterimi

−1 − i
√

3 = 2(cos(−2π

3
) + i sin(−2π

3
))

bic.iminde olduǧundan (1.9) formülüne göre

3

√
−1 − i

√
3 =

3
√

2
(
cos

−2π
3

+ 2kπ

3
+ i sin

−2π
3

+ 2kπ

3

)
, k = 0, 1, 2

olur. Buradan k = 0, 1, 2 ic.in

3

√
−1 − i

√
3 =

3
√

2
(
cos

2π

9
− i sin

2π

9

)
,

3

√
−1 − i

√
3 =

3
√

2
(
cos

4π

9
+ i sin

4π

9

)
,

3

√
−1 − i

√
3 =

3
√

2
(
cos

10π

9
+ i sin

10π

9

)
bulunur. �

(6) a0, a1, . . . , an herhangi reel sayılar olmak üzere Pn(z) = a0z
n +a1z

n−1 +

. . . + an−1z + an polinomu ic.in Pn(z) = Pn(z) olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Herhangi α reel sayısı ve n doǧal sayısı ic.in ᾱ = α ve

96 C. özümlü Problemler

(αzn) = α(z̄)n olduǧundan

Pn(z) = a0zn + a1zn−1 + . . . + an−1z + an

= (a0zn) + (a1zn−1) + . . . + (an−1z) + (an)

= a0(z)n + a1(z)n−1 + . . . + an−1(z) + an

= Pn(z)

olduǧu elde edilir. �
(7) z5 +2z4 +4z3 +8z2 +16z +32 = 0 denkleminin tüm k. öklerini bulunuz.

C. özüm: §1.11 deki Problem (4) e göre bu denklemin muhtemelen

rasyonel kökleri ±1, ± 2, ± 4, ± 8, ± 16, ± 32 dir. Deneme ile

z = −2 nin bir kök olduǧunu görebiliriz. Neticede verilen denklem

(z + 2)(z4 + 4z2 + 16) = 0

s.eklinde yazılabilir. z2 = u alınırsa z4 + 4z2 + 16 = 0 denklemi u2 +

4u + 16 = 0 kuadratik denklemine dönüs.ür. Son denklemin kökleri

u1 = −2−2i
√

3, u2 = −2+2i
√

3 dir. Buradan da z2 = −2−i
√

3, z2 =

−2 + 2i
√

3 denklemleri bulunur. z2 = −2 − i
√

3 denkleminin kökleri

−1 + i
√

3 ve −1 − i
√

3 olur. z2 = −2 + 2i
√

3 denkleminin k. ökleri ise

1 + i
√

3 ve 1 − i
√

3 dir. Böylece, verilen denklemin kökleri −2, − 1 +

i
√

3, − 1 − i
√

3, 1 + i
√

3 ve 1 − i
√

3 dir. �
(8) z2 − (2 + i)z − 1 + 7i = 0 denklemini c.özünüz.

C. özüm: Kuadratik denklemin c.özüm formüllerine göre

z =
2 + i ±√(2 + i)2 + 4(1 − 7i)

2
=

2 + i ± √
7 − 24i

2

olur. 4 − 3i sayısı
√

7 − 24i kökünün bir deǧeri olduǧundan verilen

denklemin kökleri

z1 =
2 + i + 4 − 3i

2
= 3 − i

z2 =
2 + i − 4 + 3i

2
= −1 + 2i

bulunur. O halde, c.özüm seti 3 − i, − 1 + 2i olarak verilir. �
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1.18 Ek Problemler

(9) As.aǧıdaki önermelrin doǧruluǧunu gösteriniz:

(a) z1 − z2 = z1 − z2; (b) z1 �= 0 ic.in
(z1

z2

)
=

z1

z2

.

(10) As.aǧıdaki kompleks sayıları trigonometrik formda yazınız:

(a) z1 = −1 − i ; (b) z2 = 2 cos 7π
4

− 2i sin π
4

;

(c) z3 =

(
cos π

3
− i sin π

3

)
(
√

3 + i)

i − 1
; (d) z4 = − cos π

12
− i sin π

12
;

(e) z5 =
(1 + i

√
3

−1 + i

)6
.

Cevap:

(a)z1 =
√

2(cos 3π
4

− i sin 3π
4

) ; (b) z2 = cos 16π
17

+ i sin 16π
17

;

(c) z3 =
√

2(cos 11π
12

− i sin 11π
12

) ; (d)z4 = cos 13π
12

+ i sin 13π
12

;

(e) z5 = cos 13π
2

+ i sin 13π
2

.

(11) As.aǧıdaki is.lemleri yapınız:

(a)
2 + 5i

−1 + 6i
; (b) 2i(

1

2
+ i

√
3

2
)(−1

2
+ i

√
3

2
);

(c)
1 + i

1 − i
+

1 − i

1 + i
; (d)

13 + 12i

−8 + 6i
+

(1 + 2i)2

2 + i
;

(e)
(1 + 2i)2 − (1 − i)3

(3 + 2i)3 − (2 + i)2
.

Cevap: (a)
28

37
− 17

37
i; (b) −2i; (c) 0 ; (d)

−18

25
+

33

50
i;

(e)
22

159
− 5

318
i.

(12) As.aǧıdaki köklerin tüm deǧerlerini bulunuz:

(a) 3
√−1 + i ; (b) 6

√−64 ; (c)
5
√

1 + i
√

3.

Cevap:

(a) 6
√

2(cos 45◦ + i sin 45◦), 6
√

2(cos 165◦ + i sin 165◦),
6
√

2(cos 285◦ + i sin 285◦);
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(b) 2(cos θ + i sin θ), θ = 30◦, 90◦, 150◦, 210◦, 270◦, 300◦;

(c) cos(72◦k) + i sin(72◦k), k = 0, 1, 2, 3, 4;

(13) As.aǧıdaki denklemlerin tüm c.özümlerini bulunuz:

(a) z2 + (5 − 2i) + 5 − 5i = 0; (b) z2 + (1 − 2i)z − 2i = 0;

(c) z4 − 30z2 + 289 = 0; (d) 2z3 + 12z2 + 13z + 15 = 0;

(e) z4 − 4z3 + 7z2 − 16z + 12 = 0;.

Cevap: (a) z1 = −2 + i, z2 = −3 + i;

(b) z1 = 2i, z2 = −1;

(c) z1 = 4 + i, z2 = −4 + i, z3 = −4 − i, z4 = 4 − i;

(d) z1 = −5, z2 = −1

2
+

√
5

2
i, z3 = −1

2
−

√
5

2
i;

(e) z1 = 1, z2 = 3, z3 = 2i, z4 = −2i.

1.19 Elementer Fonksiyonlar

Biz §1.4 de X ve Y bos. olmayan herhangi iki küme olmak üzere X den Y ’ye

tanımlı fonksiyonların (dönüs.ümlerin) tanımını ve bazı özelliklerini kısaca

gördük. Bu bölümde reel deǧis.kenli ve reel deǧerli (yani X ⊂ R ve Y ⊂ R

durumunda) en c.ok kullanılan fonksiyonları tanımlayacak ve özelliklerini

vereceǧiz. Belirtelim ki, fonksiyonların daha detaylı incelenmesi ileriki bölümlerde

ele alınacaktır.

Tanım 1.19.1 : X ⊂ R ve Y ⊂ R olmak üzere f, g : X → Y fonksiyonları

verilsin. Bu iki fonksiyonun f + g toplamı, f − g farkı, f.g c.arpımı ve f/g

bölümü

(f + g)(x) = f(x) + g(x),

(f − g)(x) = f(x) − g(x),

(f.g)(x) = f(x).g(x),

(f/g)(x) = f(x)/g(x)
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s.eklinde tanımlanır. Burada, f + g, f − g, ve f.g fonksiyonları f ve g

fonksiyonlarının tanımlı olduǧu tüm noktalarda, f/g fonksiyonu da g(x) = 0

denklemini saǧlayan x ler haric. diǧer tüm noktalarda tanımlıdır.

f : X → Y fonksiyonunun x0 ∈ X noktasındaki deǧeri f(x0) veya f(x)|x0 ile

gösterilir.

Örneǧin, f(x) =
√

x − 1 ve g(x) =
√

5 − x fonksiyonları ic.in D(f) =

[1, +∞), D(g) = (−∞, 5], D(f + g) = D(f.g) = [1, 5], D(f/g) = [1, 5),

f(1) = g(5) = 0, f(2) = 1, g(2) =
√

3, f(3) = g(3) =
√

2, f(5) = g(1) =

2, (f + g)(1) = 2, (f + g)(2) = 1 +
√

3, (f + g)(3) = 2
√

2, (f + g)(5) = 2

bulunur.

Tanım 1.19.2 : f : X → Y fonksiyonu verilsin. Eg̃er, ∀x ∈ X ic. in x+T ∈
X ve f(x + T ) = f(x) olacak s.ekilde bir T > 0 sayısı varsa f fonksiyonuna

periyodik fonksiyon, T sayısına da f nin bir periyodu denir. Eg̃er, varsa

periyodların en küc. üǧüne fonksiyonun esas (asli) periyodu denir.

Tanım 1.19.3 : X ⊂ R ve f : X → Y bir fonksiyon olsun. Eg̃er, ∀x1, x2 ∈
X ic. in x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2) ise, f fonksiyonuna X üzerinde artan;

∀x1, x2 ∈ X ic. in x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2) ise, f fonksiyonuna X üzerinde

azalmayan;

∀x1, x2 ∈ X ic. in x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2) ise, f fonksiyonuna X üzerinde

azalan;

∀x1, x2 ∈ X ic. in x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2) ise, f fonksiyonuna X üzerinde

artmayan fonksiyon denir.

Eg̃er, bir aralık üzerinde tanımlı bir fonksiyon tanım aralıǧının tamamı üzerinde

artan veya azalan ise, fonksiyona kesin olarak monotondur, artmayan veya

azalmayan ise monotondur denir. Eg̃er, bir fonksiyonun tanımlı olduǧu her

aralık, fonksiyonun monoton olduǧu, sonlu sayıda alt aralıǧa bölünebiliyorsa

bu fonksiyona parc.alı monoton fonksiyon denir.

Tanım 1.19.4 : Eg̃er, X ⊂ R ve ∀x ∈ X ic. in −x ∈ X ise X kümesine

bir simetrik küme denir. Simetrik bir X ⊂ R kümesi üzerinde tanımlı f
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fonksiyonu verilsin. Eg̃er, ∀x ∈ X ic. in f(−x) = f(x) (f(−x) = −f(x)) ise,

f fonksiyonuna c. ift (tek) fonksiyon denir.

Tanım 1.19.5 : X ⊂ R ve f : X → R bir fonksiyon olsun. Eg̃er, f

fonksiyonunun R(X) görüntü kümesi üstten (alttan) sınırlı ise, f fonksiyonu

X üzerinde üstten (alttan) sınırlıdır denir. Bas.ka bir ifade ile, eǧer, ∀x ∈ X

ic. in f(x) ≤ M (f(x) ≥ m) olacak s.ekilde M ∈ R (m ∈ R) sayısı varsa, f

fonsiyonu X üzerinde üstten (alttan) sınırlıdır denir. Eg̃er, f fonksiyonu X

üzerinde hem üstten ve hem de alttan sınırlı ise f fonksiyonuna X üzerinde

sınırlıdır denir.

Tanım 1.19.6 : Eg̃er, x ile y = f(x) arasındaki baǧıntı F (x, y) = 0 bic. imindeki

bir baǧıntı ile verilirse f fonksiyonuna kapalı olarak verilmis. fonksiyon veya

kısaca bir kapalı fonksiyon denir.

Tanım 1.19.7 : X ⊂ R ve f : X → R bir fonksiyon olsun. x ∈ X ic. in

koordinat düzleminin (x, f(x)) noktalar kümesine y = f(x) fonksiyonunun

grafiǧi denir.

Tanım 1.19.8 : y = c-sabit, y = xα, α ∈ R-kuvvet, y = ax, a > 0, a �=
1 üstel (üslü), y = loga x, a > 0, a �= 1 logoritma, y = sin x, y =

cos x, y = tan x, y = cot x, trigonometrik ve y = arcsin x, y = arccos x, y =

arctan x, y = arccotx ters trigonometrik fonksiyonlara esas(temel) elementer

fonksiyonlar adı verilir.

Tanım 1.19.9 : Esas elementer fonksiyonlardan sonlu sayıda aritmetik is. lem

ve biles. ik fonksiyon olus. turma kurallarının uygulanması ile elde edilip, y =

f(x) es. itliǧi ile ifade edilebilen her f fonksiyonuna elementer fonksiyon adı

verilir.

S. imdi esas ve bazı elementer fonksiyonların özelliklerini ve grafiklerini görelim.

• Sabit Fonksiyon. c ∈ R sabit bir sayı olmak üzere ∀x ∈ R ic.in y = c

s.eklinde tanımlanan fonksiyona bir sabit fonksiyon denir. Tanımından

görüldüǧü gibi D(c) = R ve R(c) = c dir. Sabit fonksiyonun grafiǧi

s.ekil 1.2 de verilmis.tir.
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• Tam Rasyonel Fonksiyon. n ≥ 0 keyfi tam sayı ve a0, a1, . . . , an,

(a0 �= 0) keyfi reel sayılar olmak üzere n. dereceden

Pn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an

s.eklindeki polinoma tam rasyonel fonksiyon denir. Tanımından görüldüǧü

gibi D(Pn) = R dir. S. ekil 1.3 ve 1.4 de y = a0x + a1 (n = 1) ve

y = a0x
2 +a1x+a2 = a0(x+

a1

2a0

)2 +a2 − a2
1

4a0

(n = 2) fonksiyonlarının

a0 > 0 durumunda grafikleri verilmis.tir.

• Rasyonel (Kesir-rasyonel) Fonksiyon. Pn(x) ve Qm(x) herhangi

iki polinom olmak üzere f(x) = Pn(x)/Qm(x) s.eklinde tanımlanan

fonksiyona bir rasyonel (kesir-rasyonel) fonksiyon adı verilir. Bu fonksiy-

onun tanım bölgesi

D(
Pn

Qm

) = {x ∈ R : Qm(x) �= 0}
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dir.

• Kuvvet Fonksiyonu. α herhangi bir reel sayı olmak üzere y = xα

s.eklinde tanımlanan fonksiyona kuvvet fonksiyonu adı verilir. α nın

rasyonel bir sayı olması durumunda bu fonksiyonun bazı özelliklerini

görelim. (Kuvvet fonksiyonu Bölüm 2 de daha detaylı incelenecektir).

Önce, n doǧal bir sayı olsun. Bu durumda y = xn fonksiyonu n. dereceli

polinomun özel halidir. n sayısının tek ve c.ift olması durumlarında

y = xn fonksiyonunun grafikleri S. ekil 1.5 ile 1.6 da verilmis.tir.

n doǧal sayı olmak üzere y =
1

xn
fonksiyonu rasyonel bir fonksiyondur.

n sayısının tek ve c.ift olması durumlarında bu fonksiyonun grafikleri

S. ekil 1.7 ile 1.8 de verilmis.tir.



Analize Giris. 103

n doǧal sayı olduǧunda y = n
√

x fonksiyonunun tanım bölgesi

D( n
√

x) =

{
R , n tek ise,

[0, +∞) , n c.ift ise.

dir. Bu durumda, y = n
√

x fonksiyonunun grafiǧi S. ekil 1.9 ve 1.10 da

verilmis.tir.

p ve q �= 0 herhangi iki tam sayılar olmak üzere y = x
p
q fonksiyonu

(0, +∞) üzerinde tanımlıdır. Bu fonksiyon her p ve q tam sayıları ic.in

(−∞, 0) üzerinde tanımlı deǧildir. Üstelik, eǧer, bu fonksiyon (−∞, 0)
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üzerinde tanımlı ise o ya c.ift yada tek fonksiyondur. Örneǧin, y = x
2
3

ve y = x
−2
3 fonksiyonlarının grafikleri S. ekil 1.11 ve 1.12 de verilmis.tir.

• Üstel ve Logaritmik Fonksiyonlar. a > 0, a �= 1 herhangi bir reel

sayı olmak üzere f(x) = ax s.eklinde tanımlanan f : R → R fonksiy-

onuna bir üstel fonksiyon adı verilir.

a > 1 ic.in bu fonksiyon artan, demek ki, x > 0 ic.in ax > a0 = 1 ve

x < 0 ic.in 0 < ax < a0 = 1 dir. 0 < a < 1 ic.in y = ax fonksiyonu

azalan, demmek ki, x > 0 ic.in 0 < ax < 1 ve x < 0 ic.in ax > 1 dir.

a > 0, a �= 1 ve b > 0 olmak üzere aα = b olacak s.ekilde α sayısına b

sayısının a tabanına göre logaritması denir ve α = loga b s.eklinde yazılır.

Bu özelliǧe sahip α sayısının varlıǧı ve tekliǧi §2.4 te gösterilecektir.

f(x) = loga x, a > 0, a �= 1 s.eklinde tanımlanan f : R+ → R fonksiy-

onuna logaritma fonksiyonu adı verilir. Her y ∈ R+ ve her x ∈ R ic.in

y = aloga y ve loga ax = x olduǧundan y = ax ve x = loga y fonksiyonları

kars.ılıklı ters fonksiyonlardır. Bu sebepten y = loga x in grafiǧi, y = ax

in grafiǧinin y = x dogrusuna göre simetriǧidir. Bu fonksiyonların

grafikleri S. ekil 1.13 ve 1.14 de verilmis.tir.
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a > 0 ve a �= 1 olmak üzere y = ax ve y = loga x fonksiyonlarının s.u

özelliklerini verelim. (Bu özelliklerin ispatları Bölüm 2 de verilecektir.)

(1) D(ax) = R, R(ax) = R+ dir.

(2) y = ax fonksiyonu R üzerinde a > 1 olduǧunda artan, 0 < a < 1

olduǧunda ise azalandır.

(3) ∀x, t ∈ R ic.in (ax)t = axt, ax.bx = (a.b)x (b > 0, b �= 1), ax.at =

ax+t dir.

(4) D(loga x) = R+, R(loga x) = R dir.

(5) y = loga x fonksiyonu R+ üzerinde 0 < a < 1 olduǧunda azalan,

a > 1 olduǧunda ise artandır.

(6) ∀x, t ∈ R+ ic.in

loga(x.t) = loga x + loga t, loga(x/t) = loga x − loga t

dir.

(7) ∀x ∈ R+ ve ∀α ∈ R ic.in

loga(x
α) = α loga x
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dir.

Pratikte en c.ok kullanılan logaritma doǧal logaritma adı verilen e ta-

banına göre yazılan logaritmadır. loge x ve log10 x yerine sırasıyla ln x

ve log x yazılıs.ı kullanılır. O halde,

y = ln x ⇔ ey = x ve y = log x ⇔ 10x = y

olur.

• Trigonometrik Fonksiyonlar. Merkezi orijinde ve yarıc.apı 1 birim

olan c.emberi c.izelim. (1, 0) noktasından bas.layarak c.ember üzerinde

|t| birim ilerleyelim. (Eg̃er, t > 0 ise saat yönünün tersine, t < 0 ise

saat yönünde ilerlenecektir). Bu durumda c.ember üzerinde elde edilen

bir P noktasının absisi cos t (cosinüs t), ordinatı sin t (sinüs t) olarak

tanımlanır. Böylece her t ∈ R sayısına bir cos t ve bir sin t sayısı kars.ılık

gelir. (S. ekil 1.15)

S. ekilden de görüleceǧi gibi her t ∈ R ic.in cos(−t) = cos t, sin(−t) =

− sin t ve cos(t+2nπ) = cos t, sin(t+2nπ) = sin t, n ∈ Z dir. Tanjant

ve cotanjant fonksiyonları

tan t =
sin t

cos t
, cot t =

cos t

sin t

s.eklinde tanımlanırlar. D(cos t) = D(sin t) = R, D(tan t) = R\{π
2

+

nπ : n ∈ Z}, D(cot t) = R\{nπ : n ∈ Z}, R(cos t) = R(sin t) =
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[−1, 1], R(tan t) = R(cot t) = R olduǧu ac.ıktır. Esas trigonometrik

fonksiyonlar adı verilen cosinüs, sinüs, tanjant ve cotanjant fonksiyon-

larının grafikleri S. ekil 1.16, 1.17, 1.18 ve 1.19 da verilmis.tir.

108 Elementer Fonksiyonlar

Trigonometrik fonksiyonlar arasında as.aǧıdaki baǧıntıların doǧru olduǧu

kolayca gösterilebilir.

cos2 t + sin2 t = 1,

cos2 t − sin2 t = cos 2t,

cos(t + u) = cos t cos u − sin t sin u,

sin(t + u) = sin t cos u + cos t sin u,

tan(t + u) =
tan t + tan u

1 − tan t tan u
,

cos t cos u =
1

2
[cos(t + u) + cos(t − u)],

sin t sin u =
1

2
[cos(t − u) − cos(t + u)],

sin t cos u =
1

2
[sin(t + u) + sin(t − u)]

sin t + sin u = 2 sin t+u
2

cos t−u
2

,

sin t − sin u = 2 sin t−u
2

cos t+u
2

cos t + cos u = 2 cos t+u
2

cos t−u
2

,

cos t − cos u = 2 sin t+u
2

sin u−t
2

.

sinüs ve cosinüs fonksiyonları 2π, tanjant ve cotanjant fonksiyonları ise

π periyotlu fonksiyonlardır.
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• Ters Trigonometrik Fonksiyonlar. f : R → [−1, 1], f(x) = cos x

fonksiyonu örten fakat birebir olmadıǧından onun bütün R de tek deǧerli

ters fonksiyonu yoktur. Bu fonksiyonun [0, π] aralıǧına kısıtlanması

olan cos |[0,π] = g : [0, π] → [−1, 1] fonksiyonu birebir ve örten olduǧundan

bu fonksiyonun g−1 : [−1, 1] → [0, π] bir ters fonksiyonu vardır. Bu

ters fonksiyona arccosinüs (kısaca arccos yazılır)fonksiyonu adı verilir.

O halde,

y = arccos x ⇔ cos y = x ve y ∈ [0, π]

yazılır.

Benzer s.ekilde arcsinüs, arntanjant ve arccotanjant fonksiyonları tanımlanır:

y = arcsin x ⇔ sin y = x ve y ∈ [−π

2
,
π

2
]

y = arctan x ⇔ tan y = x ve y ∈ (−π

2
,
π

2
)

y = arccotx ⇔ cot y = x ve y ∈ (0, π).

S. ekil 1.20, 1.21, 1.22 ve 1.23 de y = arccos x, y = arcsin x, y = arctan x

ve y = arccotx fonksiyonlarının grafikleri verilmis.tir.
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• Hiperbolik Fonksiyonlar.

(a) cosh x =
1

2
(ex + e−x); (b) sinh x =

1

2
(ex − e−x);

(c) tanh x =
sinh x

cosh x
=

ex − e−x

ex + e−x
; (d) coth x =

cosh x

sinh x
=

ex + e−x

ex − e−x
.

fonksiyonlarına sırası ile hiperbolik cosinüs, hiperbolik sinüs, hiperbolik

tanjant ve hiperbolik cotanjant fonksiyonu adı verilir. Bu fonksiyon-

ların tanım ve görüntü bölgeleri D(cosh x) = D(sinh x) = D(tanh) = R

ve D(coth x) = R\{0}, R(cosh x) = [1, +∞), R(sinh x) = R, R(tanh) =

(−1, 1), R(coth x) = (−∞, −1)∪(1, +∞) dir. Bu fonksiyonların grafik-

leri S. ekil 1.24, 1.25, 1.26 ve 1.27 de verilmis.tir. Her t ∈ R ic.in cosh(−x) =

cosh x, sinh(−x) = − sinh x, tanh(−x) = − tanh x ve her t ∈ R\{0}
ic.in coth(−x) = − coth x olduǧu ac.ıktır.
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Hiperbolik fonksiyonlar arasında as.aǧıdaki baǧıntıların doǧru olduǧu

kolayca gösterilebilir.

cosh2 x + sinh2 x = cosh 2x

cosh2 x − sinh2 x = 1

cosh(x + t) = cosh x cosh t + sinh x sinh t

sinh(x + t) = sinh x cosh t + cosh x sinh t

tanh(x + t) =
tanh x + tanh t

1 + tanh x tanh t

cosh x cosh t =
1

2
[cosh(x + t) + cosh(x − t)]

sinh x sinh t =
1

2
[cosh(x + t) − cosh(x − t)]
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sinh x cosh t =
1

2
[sinh(x + t) + sinh(x − t)]

sinh x + sinh t = 2 sinh x+t
2

cosh x−t
2

,

sinh x − sinh t = 2 sinh x−t
2

cosh x+t
2

cosh x + cosh t = 2 cosh x+t
2

cosh x−t
2

,

cosh x − cosh t = 2 sinh x+t
2

sinh t−x
2

.

• Ters Hiperbolik Fonksiyonlar.

f : R → [1, +∞), f(x) = cosh x

fonksiyonu örten, fakat birebir deǧildir. Gerc.ekten, ∀y ∈ [1, +∞) ic.in

ex + e−x

2
= y veya e2x − 2yex + 1 = 0

denkleminin iki tane

x = ln(y ±
√

y2 − 1)

c.özümünün varlıǧı görülür. Demek ki, ∀y ∈ (1, ∞) ic.in R ic.inde x1 �= x2

kos.ulunu saǧlayan x1 = ln(y −√y2 − 1) ve x2 = ln(y +
√

y2 − 1) noktaları

bulunur ki f(x1) = f(x2) dir. (y = 1 deǧeri ic.in x1 = x2 = 0). Bu sebeple

f nin tek deǧerli ters fonksiyonu yoktur. Bu fonksiyonun [0, ∞) aralıǧına

kısıtlaması olan cosh |[0,+∞) = g : [0, +∞) → [0, +∞) fonksiyonu birebir ve

örten olduǧundan g−1 : [0, +∞) → [0, +∞) ters fonksiyonu vardır. Bu ters

fonksiyona arccosinüs hiperbolik fonksiyon denir ve kısaca arccosh yazılır. O

halde,

y = arccoshx ⇔ cosh y = x ve y ∈ [0, +∞)

olur. Benzer s.ekilde arcsinüs hiperbolik, arctanjant hiperbolik ve arccotan-

jant hiperbolik fonksiyonlar da tanımlanır:

y = arcsinhx ⇔ sinh y = x ve y ∈ R,

y = arctanhx ⇔ tanh y = x ve y ∈ (−1, 1),

y = arccothx ⇔ coth y = x ve y ∈ (−∞, −1) ∪ (1, +∞).

Ters hiperbolik fonksiyonlar ic.in as.aǧıda verilen baǧıntıların doǧru olduǧu

kolayca gösterilebilir.



Analize Giris. 113

(a) arcsinhx = ln(x +
√

x2 + 1), x ∈ R;

(b) arccoshx = ln(x +
√

x2 − 1), x ∈ [1, +∞);

(c) arctanhx =
1

2
ln
(1 + x

1 − x

)
, x ∈ (−1, 1);

(d) arccothx =
1

2
ln
(x + 1

x − 1

)
, x ∈ (−∞, −1) ∪ (1, +∞)

Tanım 1.19.10 : Rasyonel olmayan ve rasyonel dereceli kuvvet fonksiyon-

larından sonlu sayıda aritmetik is. lem ve biles. ik fonksiyon olus. turma kural-

larının uygulanması ile elde edilebilen fonksiyonlara irrasyonel fonksiyonlar

adı verilir.

Örneǧin, y =
√

1 − x2, x ∈ [−1, 1], y = 3
√

x4 − 2, x ∈ R,

y =
x − 3

√
x

4
√

x
2
3 + 1

, x ∈ R, y = log
√

1 − x2, x ∈ (−1, 1) irrasyonel fonksiyon-

lardır.

Rasyonel ve irrasyonel olmayan elementer fonksiyonlara transandantal

fonksiyonlar adı verilir.

Örneǧin, üstel, logaritma, trigonometrik, ters trigonometrik, hiperbolik

ve ters hiperbolik fonksiyonlar transandantal fonksiyonlardır.

Not: Elementer olmayan fonksiyonlar da vardır. •
Örneǧin,

(a) f : N → N, f(n) = n! faktöriyel fonksiyonu,

(b) f : R → R, f(x) = [[ x ]] fonsiyonu (burada [[ x ]] , x sayısından büyük

olmayan tam sayıların en büyüǧünü göstermektedir.),

(c) f : R → R, f(x) = x − [[ x ]] kesir kısım fonksiyonu,

(d) f : R → R,

f(x) = Sgnx =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1, x > 0 ise,

0, x = 0 ise,

−1, x < 0 ise

fonksiyonu,
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(e) f : R → R, f(x) = |x| = xSgnx fonksiyonu,

(f) f : R → R,

D(x) =

{
1 x rasyonel ise,

0 x irrasyonel ise

Dirichlet fonksiyonu, elementer olmayan fonksiyonlardır. S. ekil 1.28,

1.29, 1.30 ve 1.31 de [[ x ]] , x − [[ x ]] , Sgnx ve |x| fonksiyonlarının

grafikleri verilmis.tir.
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1.20 C. özümlü Problemler

(1) f : R → [−1, 1], f(x) = cos x fonksiyonu ic.in

(a) f(π
6
); (b) f(π

4
); (c) f(π

3
);

(d) f(π
2
); (e) f([0, π]); (f) f((0, π));

(g) f([0, π
6
]); (h) f([0, 2π]); (i) f−1(0);

(j) f−1(1
2
); (k) f(

√
2

2
); (l) f−1(

√
3

2
);

(m) f−1([−1, 1]); (n) f−1([0,
√

3
2

]); (o) f−1([−
√

2
2

,
√

2
2

]).

ifadelerini bulunuz.

C. özüm: Trigonometri cetvelini kullanarak

(a) f(π
6
) = cos π

6
=

√
3

2
; (b) f(π

4
) = cos π

4
=

√
2

2
;

(c) f(π
3
) = cos π

3
=

1

2
; (d) f(π

2
) = cos π

2
= 0;

(e) f(0) = cos 0 = 1, f(π) = cos π = −1 olduǧundan ve hem de

x, [0, π] aralıǧında deǧıs.diǧinde cosinüs fonksiyonunun deǧerleri −1 ve

1 arasında deǧis.tiǧinden f([0, π]) = {cos x : 0 ≤ x ≤ π} = [−1, 1] dir.

Benzer s.ekilde;

(f) f((0, π)) = {cos x : 0 < x < π} = (−1, 1);

116 C. özümlü Problemler

(g) f([0, π
6
]) = {cos x : 0 ≤ x ≤ π

6
} = [

√
3

2
, 1];

(h) f([0, 2π]) = {cos x : 0 ≤ x ≤ 2π} = [−1, 1];

(i) x = π
2

+ kπ, k ∈ Z iken cos x = 0 olduǧundan f−1(0) = {x ∈
R : cos x = 0} = {π

2
+ kπ : k ∈ Z};

(j) x = ± arccos 1
2

+ 2kπ = ±π
3

+ 2kπ, k ∈ Z iken cos x = 1
2

olduǧundan, f−1(1
2
) = {x ∈ R : cos x = 1

2
} = {±π

3
+ 2kπ : k ∈ Z}

olur. Benzer s.ekilde;

(k) f−1(
√

2
2

) = {x ∈ R : cos x =
√

2
2

} = {±π
4

+ 2kπ : k ∈ Z};

(l) f−1(
√

3
2

) = {x ∈ R : cos x =
√

3
2

} = {±π
6

+ 2kπ : k ∈ Z};

(m) Görüntü kümesinin tanımı gereǧince f−1([−1, 1]) = {x ∈ R : f(x) =

cos x ∈ [−1, 1]} dir. f−1([−1, 1]) = R olduǧunu gösterelim. x ∈
f−1([−1, 1]) ve cos x = α olsun. Bu durumda f(x) = α, α ∈ [−1, 1]

olduǧundan x = arccos α + 2kπ ∈ R ve dolayısıyla f−1([−1, 1]) ⊂
R dir. Öte yandan x ∈ R ise cos x ∈ [−1, 1] olur ve buradan da

x ∈ f−1([−1, 1]) veya R ⊂ f−1([−1, 1]) olduǧu elde edilir. O halde,

f−1([−1, 1]) = R dir.

(n) f−1([−1, 1]) = {x ∈ R : cos x ∈ [0,
√

3
2

]} dir. x ∈ f−1([0,
√

3
2

]) ve

cos x = α olsun. Bu durumda α ∈ [0,
√

3
2

] ve x = arccos α +2kπ, k ∈ Z

dir. Eg̃er, α sayısı [0,
√

3
2

] aralıǧında deǧis.iyorsa cos x fonksiyonu c.ift bir

fonksiyon olduǧundan x deǧis.keni [π
6
+2kπ, π

2
+2kπ] ve [−π

2
+2kπ, −π

6
+

2kπ] aralıklarında deǧis.ir. O halde,

f−1([0,

√
3

2
]) ⊂ ( ⋃

k∈Z

[
π

6
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ]

)∪ ( ⋃
k∈Z

[−π

2
+ 2kπ, −π

6
+ 2kπ]

)
olur. Öte yandan, x ∈ [−π

2
+2kπ, −π

6
+2kπ] veya x ∈ [π

6
+2kπ, π

2
+2kπ]

ise cos x ∈ [0,
√

3
2

] olduǧundan

( ⋃
k∈Z

[
π

6
+2kπ,

π

2
+2kπ]

)∪ ( ⋃
k∈Z

[−π

2
+2kπ, −π

6
+2kπ]

) ⊂ [f−1([0,

√
3

2
])

elde edilir. Son iki sonuc.tan

f−1([0,

√
3

2
]) =

( ⋃
k∈Z

[
π

6
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ]

) ∪ ( ⋃
k∈Z

[−π

2
+ 2kπ, −π

6
+ 2kπ]

)
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elde edilir. Benzer s.ekilde;

(o) f−1([−
√

2
2

,
√

2
2

]) =
⋃
k∈Z

[π
4

+ 2kπ, 3π
4

+ 2kπ] olduǧu gösterilir. �

(2) As.aǧıda tanımlanan f : [−1, 1] → [0, 1] fonksiyonlarından hangisi bire-

bir, örten ve birebir örtendir.

(a) f(x) = cos π
2
x; (b) f(x) = 1 − x2; (c) f(x) = |x|;

(d) f(x) =
1

2
(x + 1); (e) f(x) = 2x−1

C. özüm: (a) y = 1 ic.in cos π
2
x = 1 denkleminin bir tek x = 0 ∈

[−1, 1] c.özümü ve ∀y ∈ [−1, 1) ic.in cos π
2
x = y denkleminin [−1, 1]

aralıǧı ic.inde iki tane x1 = − 2
π

arccos y ve x2 = 2
π

arccos y c.özümü

bulunduǧundan, f(x) = cos π
2
x : [−1, 1] → [0, 1] fonksiyonu örtendir

fakat birebir deǧildir.

(b) y = 1 ic.in 1 − x2 denkleminin bir tek x = 0 ∈ [−1, 1] c.özümü

ve ∀y ∈ [0, 1) ic.in 1 − x2 = y denkleminin [−1, 1] aralıǧı ic.inde iki

tane x1 = −√
1 − y ve x2 =

√
1 − y c.özümleri bulunduǧundan f(x) =

1 − x2 : [−1, 1] → [0, 1] fonksiyonu örtendir fakat birebir deǧildir.

(c) y = 0 ic.in |x| = 0 denkleminin bir tek x = 0 ∈ [−1, 1] c.özümü ve

∀y ∈ (0, 1] ic.in |x| = y denkleminin [−1, 1] aralıǧı ic.inde iki tane x1 =

−y ve x2 = y c.özümleri bulunduǧundan, f(x) = |x| : [−1, 1] → [0, 1]

fonksiyonu örtendir fakat birebir deǧildir.

(d) ∀y ∈ [0, 1] ic.in
1
2
(x + 1) = y denkleminin [−1, 1] aralıǧı ic.inde bir

tek x = 2y−1 c.özümü bulunduǧundan, f(x) = 1
2
(x+1) : [−1, 1] → [0, 1]

fonksiyonu birebir ve örtendir.

(e) y ∈ [0, 1] olsun. y ∈ [1
4
, 1] ic.in 2x−1 = y denkleminin bir tek

x = 1+log2 y ∈ [−1, 1] c.özümü bulunur. ∀x ∈ [−1, 1] ic.in
1
4

≤ 2x−1 ≤ 1

olduǧundan y ∈ [0, 1
4
) ic.in 2x−1 = y denkleminin [−1, 1] ic.inde c.özümü

yoktur. O halde, f(x) = 2x−1 : [−1, 1] → [0, 1] fonksiyonu birebirdir

fakat örten deǧildir. �

(3) f(x) =
x

x − 2
fonksiyonu ic.in
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(a) f(3); (b) f(a) + f(−a); (c) f(b) − 1;

(d) f(b − 1); (e) f(1
c
); (f)

1

f(c)
.

ifadelerini bulunuz.

C. özüm:

(a) f(3) = 3; (b) f(a) + f(−a) =
2a2

a2 − 4
;

(c) f(b) − 1 =
2

b − 2
; (d) f(b − 1) =

b − 1

b − 3
;

(e) f(1
c
) =

1

1 − 2c
; (f)

1

f(c)
=

c − 2

c
.

(4) f(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x2 + x + 1, −1 ≤ x < 0 ise,

sin2 x, 0 ≤ x ≤ π ise,
x − 1

x + 1
, π < x ≤ 5 ise.

fonksiyonu ic.in f(−1), f(−1
2

), f(0), f(π
4
) ve f(4) deǧerlerini bulunuz.

C. özüm: f(x) fonksiyonu [−1, 0) aralıǧında f(x) = x2 + x − 1, [0, π]

aralıǧında f(x) = sin2 x ve (π, 5] aralıǧında f(x) = x−1
x+5

s.eklinde tanımlıdır.

Buna göre,

x = −1 ∈ [−1, 0) ic.in f(−1) = (1)2 + (−1) + 1 = 1,

x = −1
2

∈ [−1, 0) ic.in f(−1
2

) = (−1
2

)2 + (−1
2

) + 1 = 3
4
,

x = 0 ∈ [0, π] ic.in f(0) = sin2 0 = 0,

x = π
4

∈ [0, π
4
] ic.in f(π

4
) = sin2 π

4
= 1

2
,

x = 4 ∈ (π, 5] ic.in f(4) =
4 − 1

4 + 1
=

3

5

bulunur. �

(5) f(x) = sin x, x ∈ [0, π
2
] fonksiyonu ic.in

f(2x) = 2f(x)
√

1 − [f(x)]2

denkleminin saǧlandıǧını gösteriniz.
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C. özüm: f(2x) = sin 2x = 2 sin x cos x ve x ∈ [0, π
2
] ic.in cos x =√

1 − sin2 x olduǧundan dolayı

f(2x) = 2 sin x
√

1 − sin2 x = 2f(x)
√

1 − [f(x)]2

bulunur. �

(6) f(1 + 2x) = sin x − x3 + tan x−1
2

+ 1 olduǧuna göre, f(x) i bulunuz.

C. özüm: 1+2x = u olsun. Bu durumda, x = 1
2
(u − 1) ve x − 1 = u−3

2

olduǧundan,

f(u) = sin u−1
2

− (u − 1)3

8
+ tan u−3

4
+ 1

bulunur. �

(7) As.aǧıdaki kurallarla tanımlanan reel deǧerli fonksiyonların tanım bölgelerini

bulunuz.

(a) f(x) =
√

9 − x2 + log x+1
x−2

; (b) f(x) =

√
x

sin πx
;

(c) f(x) = log(3 sin2 x − 4); (d) f(x) = cot πx + arccos 2x;

(e) f(x) = arccos 2x
1+x2 + log(sin π

x
); (f) f(x) =

√
arcsin(log2 x);

(g) f(x) = logx+3(x
2 − 1); (h) f(x) = (sin x − 2 sin2 x)−3/4;

(i) f(x) = arccos x − arcsin(3 − x); (j) f(x) = tan(2 arccosx);

(k) f(x) = log(1 − 2arccotx); (l) f(x) =
arcsin(0, 5x − 1)√

x2 − 3x + 1
;

(m) f(x) =

√
4 − x2

arcsin(2 − x)
; (n) f(x) =

√
− sin2 x − cos2 3x ;

(o) f(x) =

√
cos x − 1

2√
6 − 35x − 6x2

; (p) f(x) =
log2x 3

arccos(2x − 1)
;

(r) f(x) = (|x| − x)
√

− sin2 πx.

C. özüm: Problemin cözümünde reel deǧerli f ve g fonksiyonlarının

tanım bölgeleri ile f + g, f − g, f.g ve f/g fonksiyonlarının tanım
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bölgeleri arasında

D(f + g) = D(f − g) = D(f.g) = D(f) ∩ D(g)

D(f/g) = D(f) ∩ (D(g) \ {x ∈ D(g) : g(x) = 0})

mevcut baǧıntılarından faydalanacaǧız.

(a) D(
√

9 − x2) = {x : 9 − x2 ≥ 0} = [−3, 3]

D(log
x + 1

x − 2
) = {x :

x + 1

x − 2
> 0}

= {x : (x + 1 > 0, x − 2 > 0) ∨ (x + 1 < 0, x − 2 < 0)}
= {x : x > 2 ∨ x < −1} = (−∞, −1) ∪ (2, +∞)

olduǧundan,

D(f) = [−3, 3] ∩ ((−∞, −1) ∪ (2, +∞)
)

= [−3, −1) ∪ (2, 3]

elde edilir.

(b) D(
√

x) = [0, +∞), D(sin πx) = R ve D(sin πx) \ {x : sin πx =

0} = R \ {k : k ∈ Z} olduǧundan,

D(f) = [0, +∞) ∩ (R \ {k : k ∈ Z)) = (0, +∞) \ {k : k ∈ N}.

(c) D(f) = {x : 3 sin2 −4 > 0} = {x : | sin x| > 2√
3
}.

2√
3

> 1 ve

∀x ∈ R ic.in | sin x| ≤ 1 olduǧundan, D(f) = ∅ buluruz.

(d) D(cot πx) = {x : sin πx �= 0} = {x : x �= k, k ∈ Z}

= R \ {k : k ∈ Z},

D(arccos 2x) = {x : − 1 ≤ 2x ≤ 1} = (−∞, 0]

olduǧundan,

D(f) = (R \ {k ∈ Z} ∩ (−∞, 0] = (−∞, 0) \ {k : k = −1, −2, . . .}.
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(e)

D(arccos 2x
1+x2 ) = {x : − 1 ≤ 2x

1 + x2
≤ 1}

= {x : − 1 − x2 ≤ 2x ≤ 1 + x2}
= {x : − (x − 1)2 ≤ 0 veya (x − 1)2 ≥ 0} = R,

D(log(sin π
x
)) = {x : sin π

x
> 0} = {x : 2kπ < π

x
< π + 2kπ, k ∈ Z}

=
( ∞⋃

k=0

( 1
2k+1

, 1
2k

)
) ∪ ( ∞⋃

k=0

(− 1
2(k+1)

, − 1
2k+1

)
)

oldug̃undan

D(f) = R ∩
(( ∞⋃

k=0

( 1
2k+1

, 1
2k

)
) ∪ ( ∞⋃

k=0

(− 1
2(k+1)

, − 1
2k+1

)
))

=
( ∞⋃

k=0

( 1
2k+1

, 1
2k

)
) ∪ (

∞⋃
k=0

(− 1
2(k+1)

, − 1
2k+1

)
)
.

(f) D(f) = {x : arcsin(log2 x) ≥ 0} = {x : 0 ≤ log2 x ≤ 1}

= {x : 1 ≤ x ≤ 2} = [1, 2].

(g) f(x) =
log(x2 − 1)

log(x + 3)
olduǧundan,

D(f) = {x : x2 − 1 > 0 ve x + 3 > 0 ve x + 3 �= 1}
= {x : |x| > 1 ve x > −3 ve x �= −2}
= (−3, −2) ∪ (−2, −1) ∪ (1, +∞).

(h) D(f) = {x : sin x − sin2 x > 0} = {x : sin x(1 − 2 sin x) > 0}

= {x : (sin x > 0, 1 − 2 sin x > 0) veya (sin x < 0, 1 − 2 sin x < 0)}
= {x : 0 < sin x < 1

2
veya (sin x < 0, sin x > 1

2
)}

= {x : 0 < sin x < 1
2
} =

⋃
n∈Z

(
(2nπ, π

6
+ 2nπ) ∪ (5π

6
+ 2nπ, π + 2nπ)

)
.
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(i) D(arccos x) = {x : −1 ≤ x ≤ 1} = [−1, 1],

D(arcsin(3 − x)) = {x : −1 ≤ 3 − x ≤ 1} = [2, 4]

olduǧundan, D(f) = [−1, 1] ∩ [2, 4] = ∅ olur.

(j) D(f) = {x : 0 ≤ 2 arccos x < π
2

∨ π
2

< 2 arccos x ≤ π}

= {x : 0 ≤ arccos x <
π

4
∨ π

4
< arccosx ≤ π

2
}

= [−1, 1] \ {± 1√
2

}

elde edilir.

(k) D(log u) = (0, ∞) olduǧundan,

D(f) = {x : 0 < 1 − 2arccotx} = {x :
1

2
> arccotx}

= {x : cot 1
2

< x < +∞} = (cot 1
2
, +∞)

olur.

(l) x2 − 3x + 1 = 0 denkleminin kökleri x =
3 ± √

5

2
ve

D(arcsin(0, 5x − 1) = {x : −1 ≤ 0, 5x − 1 ≤ 1} = [0, 4]

D(
√

x2 − 3x + 1) = {x : x2 − 3x + 1 ≥ 0}

= (−∞,
3 − √

5

2
] ∪ [

3 +
√

5

2
, +∞)

olduǧundan,

D(f) = [0, 4] ∩ ((−∞,
3 − √

5

2
) ∪ (

3 +
√

5

2
, +∞)

)
= [0,

3 − √
5

2
) ∪ (

3 +
√

5

2
, 4]

elde edilir.

(m) arcsin(2 − x) = 0 denkleminin kökü x = 2 ve

D(
√

4 − x2) = {x : 4 − x2 ≥ 0} = [−2, 2]

D(arcsin(2 − x)) = {x : −1 ≤ 2 − x ≤ 1} = [1, 3]
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olduǧundan,

D(f) = [−2, 2] ∩ ([1, 3] \ {2}) = [1, 2)

elde edilir.

(n) D(f) = {x : − sin2 x − cos2 3x ≥ 0}

= {x : sin 2x = 0 ∧ cos 3x = 0}
= {x =

πk

2
, x =

π

6
+

πk

3
, k ∈ Z}

= {kπ

2
: 3k = 2k + 1, k ∈ Z} = {π

2
}

olur.

(o) 6 − 35x − 6x2 = 0 denkleminin kökleri x = −6 ve x = 1
6

ve

D(
√

cos x − 1
2
) = {x : cos x ≥ 1

2
}

= {x : −π

3
+ 2kπ ≤ x ≤ π

3
+ 2kπ},

D(
√

6 − 35x − 6x2) = {x : 6 − 35x − 6x2 ≥ 0}
= {x : −6 ≤ x ≤ 1

6
} = [−6, 1

6
]

olduǧundan,

D(f) = (−6, 1
6
) ∩ ( ⋃

k∈Z

[−π

3
+ 2kπ,

π

3
+ 2kπ]

)
= (−6, −5π

3
] ∪ [−π

3
, 1

6
)

bulunur.

(p) arccos(2x − 1) = 0 denklemininin kökü x = 1
2

+ π
4

ve

D(log2x 3) = {x : 2x > 0 ∨ 2x �= 1}
= (0, 1

2
) ∪ (1

2
, +∞),

D(arccos(2x − 1)) = {x : −1 ≤ 2x − 1 ≤ 1} = [0, 1]
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olduǧundan,

D(f) =
(
(0, 1

2
) ∪ (1

2
, +∞)

) ∩ [0, 1] = (0, 1
2
) ∪ (1

2
, 1]

bulunur.

(q) ∀x ∈ [0, +∞) ic.in |x|−x = 0 dir. Dolayısıyla, f(x) = 0 olduǧundan

[0, +∞) ⊂ D(f) olduǧu görülür. D(f) tanım bölgesine negatif x

lerden yalnızca sin πx = 0 denklemini saǧlayanlar yani x = k, k =

−1, −2, . . . noktaları aittir. Böylece,

D(f) = {k : k = −1, −2, . . .} ∪ [0, +∞)

olduǧu elde edilir. �

(8) y = f(u) fonksiyonunun tanım bölgesi (0, 1) olduǧunda

(a) f(x2); (b) f(cos x); (c) f(ln2 x); (d) f( [|x|]
x

)

fonksiyonlarının tanım bölgelerini bulunuz.

C. özüm: (a) D(f(x2)) = {x : 0 < x2 < 1} = (−1, 0) ∪ (0, 1) dir.

(b) D(f(cos x)) = {x : 0 < cos x < 1} =
∞⋃

n=0

(
(−π

2
+ 2nπ, π

2
+ 2nπ) \

{2nπ}) dir.

(c) D(f(ln2 x)) = {x : 0 < ln2 x < 1} = {x : 0 < | ln x| < 1} =

(1
e
, 1) ∪ (1, e) olur.

(d) x = n ∈ Z \ {0} noktaları ic.in
[|x|]
x

= 1 dir. x ∈ R+ \ N noktaları

ic.in 0 < [|x|]
x

< 1 ve x ∈ R− \ N− (N− = {−n : n ∈ N}) noktaları ic.in

[|x|]
x

> 1 olduǧu ac.ıktır. O halde, D(f) =
∞⋃

n=0

(n, n + 1) olur. �

(9) As.aǧıda verilen fonksiyon c.iftlerinin es.it olup olmadıǧını aras.tırınız.

(a) f(x) = log x2 ve g(x) = 2 log |x|;
(b) f(x) = log x2 ve g(x) = 2 log x;

(c) f(x) = arcsin x ve g(x) = arccos
√

1 − x2, x ∈ [0, 1];
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(d) f(x) = arcsin x ve g(x) = arccos
√

1 − x2, x ∈ [−1, 0];

C. özüm: Tanıma göre (Bkz. Tanım 1.4.8) f, g : R → R fonksiyonları

ic.in eǧer, D(f) = D(g) = D ve ∀x ∈ D ic.in f(x) = g(x) ise f ve g

fonksiyonları es.ittir.

(a) D(f) = {x : x2 > 1} = (−∞, −1) ∪ (1, +∞), D(g) = {x : |x| >

1} = (−∞, −1) ∪ (1, +∞) ve ∀x ∈ (−∞, −1) ∪ (1, +∞) ic.in f(x) =

log x2 = log |x|2 = 2 log |x| = g(x) olur. O halde, (−∞, −1) ∪ (1, +∞)

üzerinde f ve g fonksiyonları es.ittir.

(b) D(f) = (−∞, −1) ∪ (1, +∞) ve D(g) = {x : x > 0} = (0, +∞)

dir. D(f) �= D(g) olduǧundan, f ve g fonksiyonları es.it deǧildir.

(c) 0 ≤ x ≤ 1 ve y = arcsin x olsun. Bu durumda, sin y = x ve 0 ≤
y ≤ π/2 olur. Buradan, cos2 y = 1 − sin2 y = 1 − x2 dir. ∀y ∈ [0, π/2]

ic.in cos y ≥ 0 olduǧundan,

cos2 y = 1 − x2 ⇒ cos y =
√

1 − x2 ⇒ y = arccos
√

1 − x2

dir. Böylece, ∀x ∈ [0, 1] ic.in arcsin x = arccos
√

1 − x2 olduǧu, yani

[0, 1] üzerinde f ve g fonksiyonlarının es.it olduǧu görülür.

(d) −1 ≤ x ≤ 0 ve y = arcsin x olsun. O halde,(c) de olduǧu gibi

cos2 y = 1 − x2, − π/2 ≤ y ≤ 0 olduǧu elde edilir. Her y ∈ [−π/2, 0]

ic.in cos y ≥ 0 olduǧundan, cos2 y = 1 − x2 ⇒ cos y =
√

1 − x2 ⇒
y = − arccos

√
1 − x2 elde edilir. Demek ki, her x ∈ [−1, 0] ic.in

arcsin x = − arccos
√

1 − x2 dir. Bundan dolayı [−1, 0] üzerinde f ve g

fonksiyonları es.it deǧildir. �

(10) As.aǧıda verilen f ve g fonksiyonları ic.in (f ◦ g)(x) = f [g(x)] ve

(g ◦ f)(x) = g[f(x)] fonksiyonlarını ve tanım bölgelerini bulunuz.

(a) f(x) = x2, g(x) =
√

x;

(b) f(x) = g(x) =
√

1 − x2;

(c) f(x) = 10x, g(x) = log x;

(d) f(x) = x5, g(x) = x + 5;
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(e) f(x) =

{
x, x ∈ [0, +∞) ise,

0, x ∈ (−∞, 0) ise.
g(x) =

{
0, x ∈ [0, +∞) ise,

x2, x ∈ (−∞, 0) ise;

(f) f(x) = ln x2, g(x) = sin x .

C. özüm: (a) f(g(x)) = (g(x))2 = (
√

x)2 = x, D(f ◦ g) = [0, +∞)

g(f(x)) =
√

f(x) =
√

x2 = |x|, D(g ◦ f) = R.

(b) f(g(x)) =
√

1 − (g(x))2 =
√

1 − (
√

1 − x2) =
√

x2 = |x|, D(f ◦
g) = [−1, 1] dir. Benzer s.ekilde, g(f(x)) = |x|, D(g◦f) = [−1, 1] olur.

(c) f(g(x)) = 10g(x) = 10log x = x, D(f ◦ g) = R+,

g(f(x)) = log f(x) = log 10x = x, D(g ◦ f) = R.

(d) f(g(x)) = (g(x))5 = (x + 5)5, D(f ◦ g) = R,

g(f(x)) = f(x) + 5 = x5 + 5, D(g ◦ f) = R.

(e) ∀x ∈ [0, +∞) ic.in g(x) = 0 olduǧundan, f(g(x)) = 0, x ∈ [0, +∞)

elde edilir. ∀x ∈ (−∞, 0) ic.in g(x) = x2 �= 0 olduǧundan, f(g(x)) =

g(x) = x2, x ∈ (−∞, 0) elde edilir.

f(g(x)) =

{
0, x ∈ [0, +∞) ise,

x2, x ∈ (−∞, 0) ise.
ve D(f ◦ g) = R

olduǧu görülür.

Benzer s.ekilde, g(f(x)) = 0 ve D(g ◦ f) = R olduǧu gösterilir.

(f) f(g(x)) = ln(g(x))2 = ln(sin2 x), D(f ◦ g) = R \ {kπ : k ∈ Z}

g(f(x)) = sin f(x) = sin(ln x2), D(g ◦ f) = R \ {0} .

bulunur. �

(11) f(x) = |x| +
√

x2 + 1, g(x) = |x| +
√

x2 − 1 olsun.

(a) x �= 0 ic.in g(
√

x2 + 1) = f(x) olduǧunu gösteriniz.
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(b) |x| ≥ 1 ic.in f(
√

x2 − 1) = g(x) olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: D(f) = R ve D(g) = (−∞, −1] ∪ [1, +∞) olduǧu ac.ıktır.

(a) ∀x �= 0 ic.in
√

x2 + 1 ≥ 1 ve
√

x2 = |x| olduǧundan,

g(
√

x2 + 1) =
√

x2 + 1 +

√
(
√

x2 + 1)2 − 1 =
√

x2 + 1 +
√

x2

=
√

x2 + 1 + |x| = f(x)

es.itliǧi elde edilir.

(b) ∀|x| ≥ 1 ic.in
√

x2 = |x| olduǧundan,

f(
√

x2 − 1) =
√

x2 − 1 +

√
(
√

x2 − 1)2 + 1 =
√

x2 − 1 +
√

x2

=
√

x2 − 1 + |x| = g(x)

es.itliǧi elde edilir. �

(12) As.aǧıda verilen fonksiyonların c.ift olup olmadıǧiını gösteriniz.

(a) f(x) =
x3

x2 + 1
; (b) f(x) =

x − 1

x2 + 1
;

(c) f(x) = log2(x +
√

x2 + 1); (d) f(x) =

{
x4, x > 0 ise,

x2, x ≤ 0) ise.

(e) f(x) = |10 − x| − |10 + x|; (f) f(x) = sin x + cos x;

(g) f(x) = sin2 x − cos3 x.

C. özüm: (a) D(f) = R simetrik bir küme ve ∀x ∈ D(f) ic.in

f(−x) =
(−x)3

(−x)2 + 1
= − x3

x2 + 1
= −f(x)

olduǧundan, f fonksiyonu tektir.

(b) D(f) = R ve

f(−x) =
−x − 1

(−x)2 + 1
= − x + 1

x2 + 1
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dir. f(−x) = f(x) denklemi yalnızca x = 0 noktasında saǧlandıǧında,

ve ∀x ∈ R ic.in f(−x) �= −f(x) olduǧundan, f fonksiyonu ne tektir, ne

de c.ifttir.

(c) ∀x ≥ 0 ic.in x +
√

x2 + 1 ≥ 1 > 0 ve ∀x < 0 ic.in x +
√

x2 + 1 ≥
x +

√
x2 = x + |x| = 0 olduǧundan D(f) = R dir. Her x ∈ R ic.in

−x +
√

x2 + 1 =
(−x +

√
x2 + 1)(x +

√
x2 + 1)

x +
√

x2 + 1
=

1

x +
√

x2 + 1

ve buradan da ∀x ∈ R ic.in

f(−x) = log2(−x +
√

x2 + 1) = log2

1

x +
√

x2 + 1

= − log2(x +
√

x2 + 1) = −f(x)

olduǧundan, f fonksiyonu tektir.

(d) D(f) = R dir. f(−x) =

{
(−x)4, −x > 0 ,

(−x)2, −x ≤ 0.
=

{
x4, x < 0,

x2, x ≥ 0.

olduǧundan, f(−x) = f(x) denklemi yalnızca x = 0 ve x = ±1 nok-

talarında, f(−x) = −f(x) denklemi ise, yalnızca x = 0 noktasında

saǧlandıǧından f fonksiyonu ne tektir, ne de c.ifttir.

(e) D(f) = R ve ∀x ∈ D(f) ic.in

f(−x) = |10 + x| − |10 − x| = −f(x)

denklemi saǧlandıǧından f fonksiyonu tektir.

(f) D(f) = R ve f(−x) = sin(−x) + cos(−x) = − sin x + cos dir.

f(−x) = f(x) denklemi yalnızca sin x =
1

2
denklemini saǧlayan nok-

talarda, yani x = (−1)k π

6
+ kπ, k ∈ Z noktalarında saǧlandı-ǧından,

f(−x) = −f(x) denklemi ise, yalnızca cos x =
1

2
denklemini saǧlayan

noktalarda, yani x = ±π

3
+ 2kπ, k ∈ Z noktalarında saǧlandıǧından f

fonksiyonu ne tektir, ne de c.iftir.

(g) D(f) = R ve ∀x ∈ D(f) ic.in

f(−x) = sin2(−x) − cos3(−x) = sin2 x − cos3 x = f(x)
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olduǧundan, f fonksiyonu c.ifttir. �

(13) Simetrik bir küme üzerinde tanımlı bir fonksiyonun, biri c.ift biri tek

olan iki fonksiyonun toplamı s.eklinde ifade edilebileceǧini gösteriniz.

C. özüm: Simetrik bir E ⊂ R kümesi üzerinde tanımlı herhangi bir

f : E → R fonksiyonu verilsin. E üzerinde tanımlı

F (x) =
1

2
[f(x) + f(−x)] ve G(x) =

1

2
[f(x) − f(−x)]

fonksiyonlarını gözönüne alalım. E üzerinde F (x) fonksiyonu c.ift, G(x)

fonksiyonu ise tektir. Her x ∈ E ic.in

f(x) = F (x) + G(x)

s.eklinde yazılabileceǧinden istenen iddianın doǧruluǧu görülür. �

(14) As.aǧıda verilen önermelerin doǧru olduǧunu gösteriniz.

(a) Eg̃er, ϕ c.ift ise f [ϕ(t)] de c.ifttir.

(b) Eg̃er, y = f(x) ve x = ϕ(t) tek ise y = f [ϕ(t)] c.ifttir.

(c) Eg̃er, y = f(x) c.ift ve x = ϕ(t) tek ise y = f [ϕ(t)] c.ifttir.

(d) Eg̃er, f ve g c.ift ise f + g ve f − g fonksiyonları da c.ifttir.

(e) Eg̃er, f ve g c.ift (tek) ise f.g ve f/g (g(x) �= 0) fonksiyonları da

c.ifttir.

(f) Eg̃er, f c.ift (tek) ve g tek (cift)ise f.g ve f/g (g(x) �= 0) fonksiy-

onları da tektir.

C. özüm: (c) ve (e) önermelerinin doǧruluǧunu görelim. Diǧer önermelrin

doǧruluǧu benzer s.ekilde gösterilebilir.

(c) ϕ tek ve f c.ift olduǧu, dolayısı ile

f [ϕ(−t)] = f [−ϕ(t)] = f [ϕ(t)]
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dir. Bu ise f [ϕ(t)] nin c.ift fonksiyon olması demektir.

(e) f ve g c.ift olsun. O halde,

(f.g)(−x) = f(−x).g(−x) = f(x).g(x) = (f.g)(x)

olduǧundan f.g c.ifttir. Eg̃er, f ve g tek iseler

(f.g)(−x) = f(−x).g(−x) = (−f(x)).(−g(x)) = f(x).g(x) = (f.g)(x)

olduǧundan f.g c.ifttir. �

(15) Problem (14) teki önermelerden faydalanarak as.aǧıda verilen fonksiy-

onların c.ift veya tek olup olmadıg̃ını inceleyiniz.

(a) f(x) = sin x2 + e−x2
+ x4 − 6x2 + 14;

(b) f(x) =
cos x3 + 7x12

x6 + sin2 x3
;

(c) f(x) = tan(x3) + 4x7;

(d) f(x) = sin mx cos nx;

(e) f(x) = sin5 3x. cos2 6x;

(f) f(x) = x3 arctan 2x;

(g) f(x) = x3 + arccot2x.

C. özüm: (a) D(f) = R dir. F (x) = sin x2 + e−x2
ve G(x) =

x4 − 6x2 + 14 fonksiyonları c.ift olduklarından, f(x) = F (x) + G(x)

c.ifttir.

(b) D(f) = R \ {0} dir. F (x) = cos x3 + 7x12 ve G(x) = x6 + sin2 x3

fonksiyonları c.ift olduklarından, f(x) = F (x)/G(x) c.ifttir.

(c) D(f) = R \ {π

2
+ kπ : k ∈ Z}dir. F (x) = tan x3 ve G(x) = 4x9

fonksiyonları tek olduklarından f(x) = F (x) + G(x) tektir.

(d) D(f) = R dir. F (x) = sin mx tek ve G(x) = cos nx c.ift olduǧundan

f(x) = F (x).G(x) tektir.

(e) D(f) = R dir. F (x) = sin5 3x tek ve G(x) = cos2 6x c.ift olduk-

larından, f(x) = F (x).G(x) tektir.
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(f) D(f) = R \ {π

4
+

kπ

2
: k ∈ Z} dir. F (x) = x3 ve G(x) = arctan 2x

tek olduklarından, f(x) = F (x).G(x) c.ifttir.

(g) D(f) = R \ {kπ

2
: k ∈ Z}dir.F (x) = x3 ve G(x) = arccot2x tek

olduklarından, f(x) = F (x) + G(x) tektir. �

(16) f(x) = x3 + x2 − 3 sin x, x ∈ [0, +∞) fonksiyonunu R üzerinde öyle

genis.letiniz ki, elde edilen fonksiyon tek olsun.

C. özüm: x < 0 olsun. O halde, −x > 0 ve

f(−x) = (−x)3 + (−x)2 − 3 sin(−x)

dir. f(x) fonksiyonunu R üzerinde genis.lemesinin teklig̃i istenildiǧinden

x < 0 ic.in

f(x) = −f(−x) = x3 − x2 − 3 sin x

denklemi saǧlanmalıdır. O halde, istenen fonksiyon

f(x) =

⎧⎨
⎩x3 + x2 − 3 sin x, x ≥ 0 ise,

x3 − x2 − 3 sin x x < 0 ise.

bic.imindedir. �

(17) A, w ve ϕ (A �= 0, w > 0), sabit reel sayılar olmak üzere f(x) =

A sin(wx + ϕ) fonksiyonunun esas periyodunu bulunuz.

C. özüm: T �= 0 sayısı f nin bir periyodu olsun. Bu durumda, ∀x ∈ R

ic.in

A sin[(wx + T ) + ϕ] = A sin(wx + ϕ)

veya

A sin[(wx + ϕ) + wT ] = A sin(wx + ϕ)

denklemi saǧlanır. Buradan, wx + ϕ =
π

2
durumunda

A sin(
π

2
+ wT ] = A sin

π

2
= A
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elde ederiz. Öte yandan, A sin(
π

2
+ wT ] = A cos wT olduǧundan

A cos wT = A dır ve buradan da wT = 2πn dir. Yani T =
2nπ

w
, n ∈ Z

olduǧu elde edilir. Demek ki, eǧer T �= 0, f nin periyodu ise T =

2nπ/w, n ∈ Z kos.ulunu saǧlamak zorundadır. Bu kos.ulu saǧlayan

en küc.ük T pozitif sayısı T = 2π/w bic.imindedir. S. imdi T = 2π/w

sayısının f nin bir periyodu olduǧunu gösterelim.

f(x +
2π

w
) = A sin[w(x + 2π

w
) + ϕ] = A sin(wx + ϕ + 2π)

A sin(wx + ϕ) = f(x)

dir. Böylece, T = 2π/w sayısının f nin esas periyodu olduǧu anlas.ılır.�

(18) Problem (17) deki önermeden faydalanarak as.aǧıda verilen fonksiyon-

ların esas periyotlarını bulunuz.

(a) f(x) = cos x
2

; (b) f(x) = sin 3x ;

(c) f(x) = cos πx ; (d) f(x) = 2 sin(x
2

+ 3) ;

(e) f(x) = 6 cos(3πx/4) ; (f) f(x) = tan 5x .

C. özüm: (a) f(x) = cos x
2

= sin(x
2

+ π
2
), (A = 1, w = 1

2
, ϕ = π

2
)

olduǧundan f nin esas periyodu T =
2π

w
= 4π dir.

(b) A = 1, w = 3 ve ϕ = 0 olduǧundan, f nin esas periyodu T =
2π

3
dür.

(c) f(x) = cos πx = sin(πx + π
2
) (A = 1, w = π, w = π

2
) olduǧundan

f nin esas periyodu T =
2π

π
= 2 dir.

(d) A = 2, w = 1
2

ve ϕ = 3 olduǧundan f nin esas periyodu T =
2π

(1/2)
= 4π dir.

(e) f(x) = 6 cos(3πx
4

) = 6 sin(3πx
4

+ π
2
), (A = 6, w = 3π

4
, ϕ = π

2
)

olduǧundan f nin esas periyodu T =
2π

(3π/4
= 8

3
dür.



Analize Giris. 133

(f) f(x) =
sin 5x

cos 5x
=

sin 5x

sin(5x + π
2
)

olduǧundan f nin esas periyodu

T =
2π

5
dir. �

(19) f(x) = sin x2 fonksiyonu periyodik deǧildir. Gösteriniz.

C. özüm: Önermenin doǧruluǧunu olmayana ergi yöntemi ile göstereceǧiz.

f(x) = sin x2 fonksiyonunun T > 0 periyotlu bir fonksiyon olduǧunu

kabul edelim. O halde, ∀x ∈ R ic.in

sin x2 = sin(x + T )2 (1.11)

denklemi saǧlanmaktadır. x = 0 durumunda buradan sinT 2 = 0 dir ve

dolayısıyla, T 2 = nπ veya T =
√

nπ, n = 0, 1, . . . bulunur. T nin bu

deǧeri (1.11) de yerine yazılırsa ∀x ∈ R ic.in

sin x2 = sin(x +
√

nπ)2 = sin(x2 + 2x
√

nπ + nπ) (1.12)

denkleminin saǧlandıǧı elde edilir. m herhangi bir tam sayı olmak üzere

2x0

√
nπ + nπ �= 2mπ olacak s.ekilde bir x0 sayısı sec.elim. (Bu x0 sayısı

x0 �= 2mπ − nπ

2
√

nπ
, n = 1, 2, . . . bic.iminde sec.ilebilir). Sec.ilen x0 sayısı

ic.in

sin x2
0 �= sin(x2

0 + 2x0

√
nπ + nπ)

dir. Son ifade (1.12) ile c.elis.tiǧinden kabulümüzün doǧru olmadıǧı

görülür. Demek ki, verilen fonksiyon periyodik deǧildir. �

(20)

D(x) =

⎧⎨
⎩1, x rasyonel ise,

0, x irrasyonel ise.

Dirichlet fonksiyonu verilsin. Her T rasyonel sayının D(x) in bir peri-

yodu olduǧunu gösteriniz.

134 C. özümlü Problemler

C. özüm: İki rasyonel sayının toplamı rasyonel ve irrasyonel sayı ile

rasyonel sayının toplamı ise irrasyonel sayı olduǧundan, her T ∈ Q ic.in

D(x + T ) =

⎧⎨
⎩1, x rasyonel ise,

0, x irrasyonel ise.

dir. Böylece, her T ∈ Q sayısı ve her x ∈ R ic.in D(x+T ) = D(x) dir.�

(21) T = 2 periyotlu f fonksiyonu [0, 2) üzerinde f(x) = x2 − 1 s.eklinde

tanımlıdır.

(a) f nin [2k, 2k + 2), k ∈ Z aralıǧında ifadesini bulunuz.

(b) f(7), f(15
4
), f(−√

2), f(π) ifadelerin deǧerlerini bulunuz.

C. özüm: (a) x ∈ [2k, 2k + 2), k ∈ Z olsun. O halde, 0 ≤ x − 2k < 2

olduǧundan, f(x − 2k) = (x − 2k)2 − 1 dir. Öte yandan, f, 2 peryodlu

olduǧundan, her x ∈ Z ic.in f(x) = f(x − 2k) dir. Böylece, x ∈
[2k, 2k + 2), k ∈ Z ic.in f(x) = (x − 2k)2 − 1 dir.

(b) f(7) = f(7 − 2.3) = (7 − 2.3)2 − 1 = 0,

f(15
4
) = (

15

4
− 2)2 = (

7

4
)2 − 1 =

33

16
,

f(−√
2) = f(−√

2 + 2) = (2 − √
2)2 − 1 = 5 − 4

√
2,

f(π) = f(π − 2) = (π − 2)2 − 1 = π2 − 4π + 3 . �

(22) As.aǧıda verilen önermelerin doǧru olduǧunu gösteriniz.

(a) İki artan (azalan) fonksiyonun toplamı da artandır (azalandır).

(b) E ⊂ R ve f, g : E → R fonksiyonları verilsin. Eg̃er, f ve g E

üzerinde artan ve f(E), g(E) ⊂ R+ ise, f + g de E üzerinde

artandır ve (f + g)(E) ⊂ R+ dır.

(c) Eg̃er, f : E → R fonksiyonu artan(azalan) ise −f , E üzerinde

azalandır (artandır).

(d) Eg̃er, x = f(x), [α, β] üzerinde artan (azalan) ve y = F (x),

[f(α), f(β)] ([f(β), f(α)]) üzerinde artan (azalan) ise y = F (f(t)),

[α, β] üzerinde artandır.
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(e) Eg̃er, x = f(t), [α, β] üzerinde artan (azalan) ve y = F (x),

[f(α), f(β)]
(
[f(β), f(α)]

)
üzerinde azalan (artan) ise

y = F (f(t)),[α, β] üzerinde azalandır.

C. özüm: (e) önermesinin doǧru olduǧunu gösterelim. Diǧer önermelerin

ispatı okuyucuya bırakılmıs.tır.

t1, t2 ∈ [α, β], t1 < t2 olsun. Eg̃er, f, [α, β] üzerinde artan, F ise,

[f(α), f(β)] üzerinde azalan ise, t1 < t2 ⇒ f(t1) < f(t2) ⇒ F (f(t1)) >

F (f(t2)) olur. O halde, y = F (f(t)), [α, β] üzerinde azalandır.

Eg̃er, f, [α, β] üzerinde azalan, F ise [f(β), f(α)] üzerinde artan ise

t1 < t2 ⇒ f(t1) > f(t2) ⇒ F (f(t2)) < F (f(t1)) olur. O halde, y =

F (f(t)), [α, β] üzerinde azalandır. �
(23) Problem (22) deki önermelerden yararlanarak as.aǧıda verilen fonksiy-

onların monotonluk karakterini inceleyiniz.

(a) f(x) = arctan(x2−2x+3); (b) f(x) = (x3+4x+6) ln(x2+4x+6).

C. özüm: (a) y = arctan t fonksiyonu artan ve t = x2 − 2x + 3 =

(x − 1)2 + 2 fonksiyonu (1, +∞) üzerinde artan, (−∞, 1) üzerinde ise,

azalan olduǧundan f, (1, +∞) üzerinde artan (−∞, 1) üzerinde ise aza-

landır.

(b) y = t ln t fonksiyonu (1, +∞) üzerinde pozitif ve artan iki fonksiy-

onun c.arpımı olduǧundan artandır. t = x2 + 4x + 6 = (x + 2)2 + 2

fonksiyonu (−2, +∞) üzerinde artan ve (−∞, −2) üzerinde ise, aza-

lan pozitif deǧerli bir fonksiyon olduǧu ac.ıktır. ln t fonksiyonu [2, +∞)

üzerinde pozitif deǧerli artan bir fonksiyon olduǧundan f, (−∞, −2)

üzerinde azalan, (−2, +∞) üzerinde ise artandır. �

(24) f : R → R, f(x) =
1

2
x − 3 fonksiyonunun f−1 tersini bulunuz.

C. özüm: f : R → R fonksiyonu birebir ve örten olduǧundan tersi

vardır. Tanım gereǧi

(f−1 ◦ f)(x) = f−1(f(x)) = x
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olacaǧından f−1(1
2
x − 3) = x dir. Bu es.itlikte

1

2
x − 3 = y alınırsa

f−1(y) = 2(y + 3) elde edilir. O halde, f nin tersi f−1(x) = 2x + 6

s.eklinde tanımlanan f−1 : R → R fonksiyonudur. �

(25) f : R → (−∞, 1], f(x) = 2x − x2 fonksiyonunun eǧer, varsa tersini

bulunuz.

C. özüm: f : R → (−∞, 1] fonksiyonu örten fakat, birebir deǧildir.

Buna göre tek deǧerli tersi yoktur. S. imdi f fonksiyonunun (−∞, 1]

ve [1, ∞) aralıklarına olan g = f |(−∞,1] ve h = f |[1,∞) kısıtlamalarını

gözönüne alalım. g : (−∞, 1] → (−∞, 1] fonksiyonu birebir ve örten

olduǧundan, g−1 tersi vardır. Tanım gereǧi, (g−1 ◦ g)(x) = g−1(g(x)) =

x olduǧundan g−1(2x − x2) = x tir. Bu es.itlikte 2x − x2 = y (x =

1 − √
1 − y olacaktır) alınırsa f−1(y) = 1 − √

1 − y elde edilir. O

halde, g fonksiyonunun tersi g−1(x) = 1 − √
1 − x s.eklinde tanımlanan

g−1 : (−∞, 1] → (−∞, 1] fonksiyonudur.

Benzer s.ekilde, h : [1, ∞, ) → (−∞, 1] fonksiyonunun tersi h−1(x) =

1 +
√

1 − x s.eklinde tanımlanan h−1 : (−∞, 1] → [1, ∞) fonksiyonu

olduǧu gösterilebilir. �

(26) f : [0, 1] → [0, π
2
], f(x) = arccos x2 fonksiyonunun f−1 tersini bulunuz.

C. özüm: f : [0, 1] → [0, π
2
] fonksiyonu birebir ve örten olduǧundan,

f−1 tersi vardır. Tanım gereǧi f−1(f(x)) = x olacaǧından,

f−1(arccos x2) = x dir. Bu es.itlikte arccos x2 = y alınırsa, (x =
√

cos y

olduǧundan ) f−1(y) =
√

cos y elde edilir. O halde, f fonksiyonunun

tersi f−1(x) =
√

cos x s.eklinde tanımlanan f−1 : [0, π
2
] → [0, 1] fonksi-

yonudur. �

(27) As.aǧıda verilen baǧıntıların yanlarında yazılı bölgelerde doǧru olduk-

larını gösteriniz.

(a) arcsin(−x) = − arcsin x, [−1, 1];

(b) arccos(−x) = π − arccos x, [−1, 1];
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(c) arctan(−x) = − arctan x, R;

(d) arccot(−x) = π − arccotx, R;

(e) arcsin x + arccos x =
π

2
, [−1, 1];

(f) arctan x + arccotx =
π

2
, R;

(g) arcsin(sin x) = x, [−π/2, π/2];

(h) arccos(cos x) = x, [0, π];

(i) cos(arccos x) = x, [−1, 1];

(j) tan(arctan x) = x, R;

(k) arctan(tanx) = x, (−π/2, π/2);

(l) cot(arccotx) = x, R;

(m) arccot(cotx) = x, (0, π);

(n) arcsin x = arccos
√

1 − x2 = arctan
x√

1 − x2
= arccot

√
1 − x2

x
, (0, 1);

(o) arccos x = arcsin
√

1 − x2 = arctan

√
1 − x2

x
= arccot

x√
1 − x2

, (0, 1);

(p) arctan x = arccot
1

x
= arcsin x√

1+x2 = arccos
1√

1 + x2
, (0, ∞);

(q) arctan x + arctan y = arctan
x + y

1 − xy
, x > 0, y > 0;

(r) arctan x − arctan y = arctan
x − y

1 + xy
, x > 0, y > 0;

(s) arccotx + arccoty = arccot
xy − 1

x + y
, x > 0, y > 0;

C. özüm: (b), (e), (n) ve (q) baǧıntılarının doǧru olduǧunu gösterelim.

Diǧer baǧıntıların ispatı okuyucuya birakılmıs.tır.

(b) arccos(−x) = α olsun. O halde, cos α = −x ve 0 ≤ α ≤ π olur.

0 ≤ α ≤ π ⇒ 0 ≤ π − α ≤ π

cos α = −x ⇒ cos(π − α) = x

}
⇒ π−α = arccos x ⇒ α = π−arccos x
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⇒ arccos(−x) = π − arccos x

(e) arcsin x = α ve arccos x = β olsun. O halde,

x = sin α = cos β ve − π

2
≤ α ≤ π

2
, 0 ≤ β ≤ π.

sin α = cos β = sin(π/2 − β) olduǧu ac.ıktır.

0 ≤ β ≤ π ⇒ −π

2
≤ π

2
− β ≤ π

2
.

Böylece,

sin α = sin(
π

2
− β) ve − π

2
≤ α ≤ π

2
, − −π

2
≤ π

2
− α ≤ π

2
.

olduǧu elde edilir. Bu nedenle α =
π

2
− β ve buradan da α + β =

π

2
,

yani arcsin x + arccos x =
π

2
es.itliǧinin doǧru olduǧu görülür.

(n) 0 < x < 1 olsun. arcsin x = α dersek x = sin α, 0 < α <
π

2
olur. Demek ki, cos α =

√
1 − sin2 α = +

√
1 − x2 olur. Buradan da

α = arccos
√

1 − x2 dir. Dolayısı ile, istenen

arcsin x = arccos
√

1 − x2

es.itliǧinin doǧru olduǧu görülür.

(q) arctan x = α, arctan y = β, x > 0, y > 0 olsun. Bu durumda,

x = tan α, y = tan β, 0 < α <
π

2
olur. O halde,

0 < α + β < π, cot(α + β) =
1 − tan α tan β

tan α + tan β
=

1 − xy

x + y

0 < α + β < π olduǧundan, son es.itlikten α + β = arccot
1 − xy

x + y
ve

dolayısı ile istenen baǧıntının doǧruluǧu elde edilir. �

(28) As.aǧıda verilen baǧıntıların yanlarında yazılı bölgelerde doǧru olduk-

larını gösteriniz.



Analize Giris. 139

(a) arcsin hx = ln(x +
√

x2 + 1), R;

(b) arccos hx = ln(x +
√

x2 − 1), [1, +∞);

(c) arctan hx =
1

2
ln(

1 + x

1 − x
), (−1, 1);

(d) arccothx =
1

2
ln(

x + 1

x − 1
), (−∞, −1) ∪ (1, +∞).

C. özüm: (a) ve (c) önermelerinin doǧruluǧunu görelim. (b) ve (d)

önermelerinin doǧruluǧu benzer s.ekilde gösterilebilir.

(a) x ∈ R olmak üzere sinh y = x olsun.

ey − e−y

2
= x veya e2y − 2xey − 1 = 0

denklemini c.özelim. ey > 0 olduǧundan,

ey = x +
√

x2 − 1 (ey > 0 olduǧundan, ey �= x −
√

x2 − 1)

elde edilir. O halde,

y = ln(x +
√

x2 − 1)

ve buradan da arcsin hx = ln(x +
√

x2 − 1), x ∈ R baǧıntısının doǧru

olduǧu görülür.

(c) x ∈ (−1, 1) olmak üzere tanh y = x olsun.

ey − e−y

ey + e−y
= x veya (1 − x)e2y = 1 + x

denklemini y ye göre c.özelim.

e2y =
1 + x

1 − x
⇒ y =

1

2
ln(

1 + x

1 − x
).

olur. Buradan da arctanhx =
1

2
ln(

1 + x

1 − x
), x ∈ (−1, 1) baǧıntısının

doǧru olduǧu görülür. �
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(29) As.aǧıda verilen ifadelerin deǧerlerini bulunuz.

(a) arcsin(sin 10) ; (b) arccos(−
√

3
2

) ;

(c) arcsin(cos 2x), (π
2

≤ x ≤ 3π
4

) ; (d) cos(π sinh(ln 2)) .

C. özüm: (a) ∀x ∈ [−π
2
, π

2
] ic.in arcsin(sin x) = x olduǧundan, y =

sin x fonksiyonunun periyodik ve |3π−10| < π
2

olmasından faydalanırsak

arcsin(sin 10) = arcsin(sin(10 − 2π)) = arcsin[sin(π − (10 − 2π))]

= arcsin(sin(3π − 10)) = 3π − 10

olur.

(b) arccos(−
√

3
2

) = π − arccos
√

3
2

= π − π

6
=

5π

6
olur.

(c)
π

2
≤ x ≤ 3π

4
⇒ −π

2
≤ 2x − 3π

2
≤ 0 ve ∀x ∈ [−π

2
, π

2
] ic.in

arcsin(sin x) = x olduǧundan,

arcsin(cos 2x) = arcsin(sin(2x − 3π
2

)) = 2x − 3π

2

olur.

(d) sinh x =
1

2
(ex − e−x) olduǧundan,

cos(π sinh(ln 2)) = cos(
π

2
(eln 2 − e− ln 2))

cos(
π

2
(2 − 1

2
) = cos 3π

4
= −

√
2

2

olur. �

(30)

cos x + sin y = 0, x ∈ [π, 2π], y ∈ [3π
2

, 5π
2

] (1.13)

kapalı s.eklinde tanımlanan f : [π, 2π] → [3π
2

, 5π
2

], y = f(x) fonksiy-

onunun ifadesini bulunuz.

C. özüm: ∀x ∈ [π, 2π] ic.in cos x = p, p ∈ [−1, 1] dir. O halde, (1.13)

ve sin y = −p denklemleri denktir. −p ∈ [−1, 1] olduǧundan, sin y =
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−p denkleminin [3π
2

, 5π
2

] aralıǧında tek bir c.özümü vardır. Böylece,

f : [π, 2π] → [3π
2

, 5π
2

], y = f(x) fonksiyonunun mevcut olduǧu görülür.

Bu f nin ifadesini bulmak amacıyla (1.13) denklemini

sin(π
2

− x) + sin y = 0

veya

2 sin
π
2

− x + y

2
cos

π
2

− x − y

2
= 0 (1.14)

s.eklinde yazalım. (1.14) den⎧⎪⎨
⎪⎩

sin
π
2

− x + y

2
= 0

cos
π
2

− x − y

2
= 0

ve buradan da y ic.in

y = x − π

2
+ 2kπ, k ∈ Z (1.15)

y = −x − π

2
+ 2kπ, k ∈ Z (1.16)

deǧerleri bulunur.

(1.15) durumunda x ∈ [π, 2π] ⇒ y ∈ [π
2
+2kπ, π

2
+(2k+1)π], k ∈ Z ⇒

∀k ∈ Z ic.in y �∈ [3π
2

, 5π
2

] dir. Demek ki, ∀k ∈ Z ic.in y = x − π
2

+ 2kπ , f

nin deǧeri olamaz. (1.16) durumunda, x ∈ [π, 2π] ⇒ y ∈ [−π
2

+ 2(k −
1)π, −π

2
+ (2k − 1)π], k ∈ Z ⇒ k = 3 ic.in y ∈ [−π

2
+ 2(k − 1)π, −π

2
+

(2k − 1)π] ⊂ [3π
2

, 5π
2

] elde edilir. O halde, k = 2 ic.in (1.16) dan

y = −x +
7π

2
. x ∈ [π, 2π]

ifadesi bulunur �

(31) f(x) =
1 + x2

1 + x4
fonksiyonunun R üzerinde sınırlı olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: ∀x ∈ R ic.in f(x) > 0 olduǧundan f, R üzerinde alttan

sınırlıdır. f, R üzerinde üstten sınırlı olduǧunu gösterelim.
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∀x ∈ R ic.in (1 − x2)2 ≥ 0 olduǧundan, ∀x ∈ R ic.in 1 + x4 ≥ 2x2 veya

1 ≥ 2x2

1 + x4
es.itsizliǧi saǧlanır. ∀x ∈ R ic.in 1 + x4 ≥ 1 olduǧundan,

x2 + 1

1 + x4
=

x2

1 + x4
+

1

1 + x4
≤ x2

1 + x4
+ 1 ≤ 1

2
+ 1 =

3

2

olur. Böylece, ∀x ∈ R ic.in 0 <
x2 + 1

1 + x4
≤ 3

2
es.itsizliǧinin saǧlandıǧı

görülür. Bu ise, f nin R üzerinde sınırlı (hem alttan ve hem de üstten

sınırlı) olması demektir. �

(32) x = 0 noktasının her koms.uluǧunda f(x) =
1

x
sin

1

x
fonksiyonunun

sınırsız olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: x = 0 noktasının herhangi bir (−ε, ε) (ε > 0) koms.uluǧu

ve herhangi bir M > 0 sayısı verilsin. f(x0) > M olacak s.ekilde bir

x0 ∈ (−ε, ε) noktasının varolduǧunu gösterelim.
2

π(1 + 4n0)
< ε ve

π(1 + 4n0)

2
> M kos.ullarını saǧlayan bir n0 ∈ N sayısının mevcut

olduǧu ac.ıktır. Örneǧin, n0 > max{1
4

[[ 2M
π

− 1 ]] , 1
4

[[ 2
πε

− 1 ]] sayısı

istenen kos.ulları saǧlamaktadır.

x0 =
2

π(1 + 4n0)
olsun. O halde, |x0| < ε ve

f(x0) =
π(1 + 4n0)

2
sin π(1+4n0)

2
=

π(1 + 4n0)

2
> M

olduǧu elde edilir. Bu ise f nin x = 0 noktasının her (−ε, ε) koms.uluǧunda

sınırsız olması demektir. �
Not: E ⊂ R kümesi ve E üzerinde sınırlı f : E → R fonksiyonu

verilsin.

m(f) = mE(f) = inf{f(x) : x ∈ E}
M(f) = ME(f) = sup{f(x) : x ∈ E}

sayılarına f nin E üzerinde sırasıyla infimumu (en büyük alt sınırı) ve

supremumu (en küc.ük üst sınırı) denir. •



Analize Giris. 143

(33) f : [0, +∞) → [0, 1), f(x) =
x

x + 1
fonksiyonunun infimumunu ve

supremumunu bulunuz.

C. özüm: ∀x ∈ [0, +∞) ic.in 0 ≤ f(x) < 1, yani R(f) = [0, 1) olduǧu

ve dolayısıyla, f nin (0, ∞) üzerinde sınırlı olduǧu görülür. sup ve inf

özelliklerine göre f nin [0, ∞) üzerinde sonlu infimumu ve supremumu

vardır.

∀x ∈ [0, +∞) ic.in f(x) > 0 ve hem de f(0) = 0 olduǧundan

m(f) = inf{ x

1 + x
: x ∈ [0, +∞)} = 0

dir. S. imdi

M(f) = sup{ x

1 + x
: x ∈ [0, +∞)} = 1

olduǧunu gösterelim.

(a) ∀x ∈ [0, +∞) ic.in f(x) = 1 − 1

1 + x
< 1 dir.

(b) 0 < ∀ε <
1

2
ii̧n

1 − ε

ε
< xε

kos.ullarını saǧlayan xε ∈ (1, ∞) noktası ic.in

f(xε) =
xε

1 + xε

> 1 − ε

olur. O halde, supremumun karakteristik özellikleri dolayısıyla M(f) =

1 dir.

m(f) = 0 ∈ R(f), f(0) = 0 ve M(f) �∈ R(f) olduǧundan f , [0, +∞)

üzerinde mutlak minimuma sahiptir. Fakat mutlak maksimum deǧerine

sahip deǧildir. �

(34) y = f(x) fonksiyonunun grafiǧi verildiǧinde

(a) y = |f(x)|; (b) y = f(|x|);
(c) |y| = f(x); (d) |y| = f(|x|);

baǧıntılarının grafiklerinin nasıl c.izilebileceǧini ac.ıklayınız. y = f(x) =

x2 − 2x in grafiǧindan yararlanarak yukarıdaki baǧıntıların grafiklerini

c.iziniz.
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C. özüm:

(a) y = f(x) in grafiǧi biliniyorsa, y = |f(x)| in grafiǧi, f(x) ≥ 0

bölgesinde aynı kalarak ve f(x) < 0 bölgesinde de x eksenine göre

simetriǧi alınarak elde edilir. Sonuc.ta y = |f(x)| in grafiǧi c.izilmis.
olur.

(b) y = f(x) in grafiǧi x ≥ 0 bölgesinde aynı bırakılarak x < 0

bölgesindeki kısmının y eksenine göre simetriǧi alınarak elde edilir.

Sonra x < 0 bölgesindeki kısmı ihmal edilir. Sonuc.ta y = f(|x|)
in grafiǧi c.izilmis. bulunur.

(c) f nin D(f) bölgesinin D+(f) = {x ∈ D(f) : f(x) ≥ 0} alt

kümesini gözönüne alalım. x ∈ D(f) ic.in |y| = f(x) es.itliǧi

y = f(x) bic.iminde yazılabilir. Bu durumda, D+(f) üzerinde

tanımlı iki tane y1 = f(x) ve y2 = −f(x) fonksiyonları elde edilir.

D(f)\D+(f) �= ∅ ise ∀x ∈ D(f)\D+(f) ic.in f(x) < 0 olduǧundan

|y| = f(x) denkleminden hic. bir fonksiyon tanımlanamaz. Böylece,

y = f(x) fonksiyonunun grafiǧi bilindiǧinde |y| = f(x) fonksiy-

onunun grafiǧi f(x) ≥ 0 bölgesinde aynı bırakılarak bu kısmın

x eksenine simetrisi eklenir. Sonra f(x) < 0 bölgesindeki (Eǧer,

D(f)\D+(f) �= ∅) kısmı ihmal edilir. Sonuc.ta |y| = f(x) in grafiǧi

c.izilmis. olur.

(d) y = f(|x|) in grafiǧi bilindiǧinde |y| = |f(x)| in grafiǧi (c) önerme-

sinde gösterildiǧi gibi c.izilir.

S. imdi y = f(x) = x2−2x in grafiǧinden yararlanarak y = |f(x)| =

|x2 − 2x|, y = f(|x|) = x2 − 2|x|, |y| = f(x) = x2 − 2x ve

|y| = |f(|x|)| = |x2 − 2|x|| fonksiyonlarının grafiklerini c.izelim.

(Bkz S. ekil 1.32; 1.33; 1.34; 1.35; 1.36).

�
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(35) y = f(x) fonksiyonunun grafiǧi verildiǧinde a, b ∈ R+ ve c ∈ R sabitler

olmak üzere

y = af(bx + c)

tipinden fonksiyonların grafiklerinin nasıl c.izilebileceǧini ac.ıklayınız.

C. özüm: (a) y = f(x) ve y = f(bx) fonksiyonlarını gözönüne

alalım. Bu fonksiyonlar ic.in y1 = f(x) ve y2 = f(bx) iken x yerine

x1/b yazıldıǧında y1 = f(x1) ve y2 = f(bx1

b
) = f(x1) = y1 elde edilir.

Bu durumda, (x, y) noktası y = f(x) in grafiǧi üzerinde bir nokta ise,

(x/b, y) noktası da y = f(bx) in grafiǧi üzerinde bir noktadır diyebiliriz.

(b) y = f(bx) ve y = f(bx+c) = f(b(x+ c
b
)) fonksiyonlarını gözönüne

alalım. Eg̃er, bx + c = x1 alınırsa x = (x1 − c)/b ve eǧer bx = x1

alınırsa x = x1/b bulunur. Bu deǧerler arasındaki fark c/b dir. O

halde, y = f(bx) eǧrisi c > 0 iken c/b birim sola (c < 0 iken c/b birim

saǧa) kaydırılırsa y = f(bx + c) in grafiǧi c.izilmis. olur.

(c) y = f(bx + c) ve y = af(bx + c) fonksiyonlarını gözönüne alalım.

Eg̃er, y1 = f(bx + c) ve y2 = af(bx + c) alınırsa, bu durmda y2 = a.y1

olur. Yani, y2 ordinatı y1 in a katıdır. Demek ki, y = af(bx + c) nin

grafiǧi, y = f(bx+ c) nin grafiǧi üzerindeki bir nokta (x, y) iken (x, ay)

noktalarını bulup birles.tirilmesi ile elde edilir. �

(36) Problem 33 ten yararlanarak as.aǧıda verilen fonksiyonların grafiklerini

c.iziniz.

(a) y =
3x − 2

2x + 1
; (b) y = log2(1 − 3x); (c) y = sin(2x + π

4
)

C. özüm:

(a) D(f) = R\{−1

2
} ve ∀x ∈ D(f) ic.in

y =
3
2
(2x + 1) − 7

2

2x + 1
=

3

2
−

7
4

x + 1
2
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olduǧu ac.ıktır. Eg̃er, f(x) = −1

x
alınırsa verilen fonksiyon y =

7

4
f(x + 1

2
) +

3

2
s.eklinde yazılabilir.

S. ekil 1.37 ve S. ekil 1.38 de y = f(x) = −1

x
ve y =

7

4
f(x + 1

2
) +

3

2
fonksiyonlarının grafikleri verilmis.tir.

(b) D(f) = {x ∈ R : 1 − 3x > 0} = (−∞, 1
3
). S. ekil 1.39, 1.40, 1.41

ve 1.42 de sırasıyla y = log2 x, y = log2 3x, y = log2(−3x) ve

y = log2(1 − 3x) fonksiyonlarının grafikleri verilmis.tir.

(c) y = sin x, y = sin 2x ve y = sin(2x+ π
4
) fonksiyonlarının grafikleri

sırası ile s.ekil 1.43, 1.44 ve 1.45 te verilmis.tir.

�

Not: y = f(x) fonksiyonunun grafiǧi belli iken, denklemi

y = f(x) + k, k ∈ R olan fonksiyonun grafiǧi y = f(x) eǧrisi k > 0

ise k birim yukarıya, k < 0 ise k birim as.aǧıya kendisine paralel olarak

kaydırılarak c.izilir. •
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1.21 Ek Problemler

(37) f : R → [−1, 1], f(x) = sin x fonksiyonu ic.in

(a) f(0); (b) f(π
6
); (c) f(π

4
);

(d) f(π
3
); (e) f([−π

2
, π

2
]); (f) f((−π

2
, π

2
));

(g) f([0, π
6
]); (h) f([0, 2π]); (i) f−1(0);

(j) f−1(1
2
); (k) f−1(

√
2

2
); (l) f−1(

√
3

2
);

(m) f−1([−1, 1]); (n) f−1((−1, 1)); (o) f−1([0, 1
2
]).

ifadelerini bulunuz.

Cevap:

(a) 0; (b)
1

2
; (c)

√
2

2
;

(d)

√
3

2
; (e) [−1, 1] (f) (−1, 1);

(g) [0, 1
2
]; (h) [−1, 1]; (i) kπ, k ∈ Z;

(j) (−1)k π

6
+ kπ; (k) (−1)k π

4
+ kπ, k ∈ Z; (l) (−1)k π

6
+ kπ;

(m) R; (n) R{±π

2
+ 2kπ : k ∈ Z};

(o)
(⋃

k∈Z

[2kπ, (2k + 1
6
)π]
) ∪ (⋃

k∈Z

[(2k + 5
6
)π, (2k + 1)π]

)
.

150 Ek Problemler

(38) As.aǧıda verilen f : [0, 1] → [0, 3] fonksiyonlarından

(a) f(x) = 3 sin xπ
2

; (b) f(x) = tan xπ
4

; (c) f(x) = 3x;

(d) f(x) = 12(x − 1

2
)2; (e) f(x) = 2|x + 2| − 3 .

hangisi birebir, örten ve birebir örtendir.

Cevap: (a) Birebir ve örten; (b) birebir; (c) birebir;

(d) örten; (e) birebir.

(39) f(x) = (1 + x)4 − (1 − x)4 fonksiyonu ic.in

(a) f(3) ; (b) f(a) + f(−a) ; (c) f(b) − 1 ;

(d) f(b − 1) ; (e) f(1
p
) ; (f)

1

f(p)
.

ifadelerini bulunuz.

Cevap: (a) 240 ;(b) 0 ;(c) 8b3 +8b−1; (d) 8b3 −24b2 +32b−16 ;

(e)
p2 + 1

p3
;(f)

1

8p(1 + p2)
.

(40)

f(x) =

{
2x − |x|, x > −1 ise ,

2x+1, x ≤ −1 ise .

fonksiyonu ic.in f(−4), f(−1), f(−1/2), f(1) ve f(1984) deǧerlerini

bulunuz.

Cevap:
1

8
; 1; − 1, 5; 1; 1984.

(41) f(x) = c1 cos ax + c2 sin ax fonksiyonunun f(x + 2) − 2 cos a f(x + 1) +

f(x) = 0 denklemini saǧladıǧını gösteriniz.

(42) As.aǧıdaki kurallarla tanımlanan reel deǧerli fonksiyonların tanım kümesini

bulunuz.
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(a) y =
1√|x| + x

; (b) y =
x2

2|x| − 3
;

(c) y = 3

√
x − 1

x2 − √
x

; (d) y =
[[ x ]]

x + 1
;

(e) y =
1

x − [[ x ]]
; (f) y =

x

(9 − x2)
2
3

;

(g) y =
√

x2(x − 2); (h) y =

√
x − 3

1 − 3x + 2x2
;

(i) y =

√
cos x − 1

2√
6 − 35x − 6x2

; (j) y =

√
sin x + cos x

sin x − cos x
;

(k) y =
√

cos
√

x; (l) y = log(3 sin2 x − 4);

(m) y =
√

log3
2x−3
x−1

; (n) y = logx log0,5(
4

3
− 2x−1);

(o) y = logx+1(x
2 − 3x + 2); (p) y =

log2x 3

arccos(2x − 1)
;

(q) y = arctan
x

x2 − 9
; (r) y = cot πx + arccos(2x);

(s) y = log[cos(log x)]; (t) y = log 1
2
(x2 + 6x + 9) +

√
x2 − 2x − 8;

(u) y = arctan
3 − x

x2 − 4
; (v) y = arccos(3 + 2−x);

(w) y = arcsin(1 − x) + log(log x); (x) y =
tan x

cos 2x
;

(y) y = arcsin
x2 − 1

x
; (z) y = 3

√
x + 2

log cos x
.

Cevap:

(a) (0, +∞); (b) (−∞, −3
2
) ∪ (3

2
, +∞);

(c) (0, 1) ∪ (1, +∞); (d) (−∞, −1) ∪ (−1, +∞);

(e) R\Z; (f) (−∞, −3) ∪ (−3, 3) ∪ (3, +∞);

(g) {0} ∪ [2, +∞); (h) (1
2
, 1) ∪ [3, +∞);

(i) (−6,
−5π

3
] ∪ [

−π

3
,
1

6
); (j)

⋃
k∈Z

(π
4

+ πk, 3π
4

+ kπ];

(k) x �= 2k + 1, k ∈ Z; (l) ∅;
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(m) (−∞, 1) ∪ (2, +∞); (n) (0, 1) ∪ (1, log2
8
3
);

(o) (−1, 0) ∪ (0, 1) ∪ (2, +∞); (p) (0, 1
2
) ∪ (1

2
, 1);

(q) (−∞, −3) ∪ (3, +∞); (r) (−∞, 0)\{−n}, n ∈ N;

(s)
⋃
k∈Z

(10(2k−1
2
)π, 10(2k+

1
2
)π); (t) (−∞, −3) ∪ (−3, −2] ∪ [4, ∞);

(u) (−∞, −2) ∪ (2, +∞); (v) ∅;

(w) (1, 2]; (x) R\{π
4

+ kπ
2

, π
2

+ kπ}, k ∈ Z;

(y) (
⋃

k∈Z

(−π
2

+ 2kπ, 2kπ)) ∪ (
⋃

k∈Z

(2kπ, π
2

+ 2kπ)).

(z) [(−1 − √
5)/2, (1 − √

5)/2] ∪ [(
√

5 − 1)/2, (
√

5 + 1)/2];

(43) y = f(u) fonksiyonunun tanım kümesi [−1, 0] olduǧunda

(a) f(−x2); (b) f(x − 1); (c) f(2x);

(d) f( |x|
x

); (e) f(x − |x|)

fonksiyonlarının tanım kümelerini bulunuz.

Cevap: (a) [−1, 1];(b) [0, 1];(c) [−1
2

, 0];(d) (−∞, 0);(e) [−1
2

, 0].

(44) As.aǧıda verilen fonksiyon c.iftlerinin es.it olup olmadıklarını aras.tırınız.

(a) f(x) = x ve g(x) =
√

x2, x ∈ (−∞, ∞);

(b) f(x) = x3 ve g(x) = 10log x3
;

(c) f(x) = 3x2 − 2x + 1, eǧer, x ∈ [1, 2] ve g(x) = 3x2 − 2x + 1, eǧer

x ∈ [1, 3] ise

(d) f(x) =
√

x
√

x − 1 ve g(x) =
√

x(x − 1);

Cevap: (a) Es.it deǧildir; (b) (0, +∞ üzerinde es.ittirler;

(c) Fonksiyonlar farklı kümelerde tanımlı olduklarından es.it deǧillerdir;

(d) [1, +∞) üzerinde es.ittirler.



Analize Giris. 153

(45) As.aǧıda verilen f ve g fonksiyonları ic.in (f ◦f)(x), (f ◦g)(x), (g◦f)(x)

ve (g ◦ g)(x) fonksiyonlarını bulunuz.

f(x) =

{
1, |x| ≤ 1 ise,

0, |x| > 1 ise;
g(x) =

{
2 − x2, |x| ≤ 2 ise,

2, |x| > 2 ise.

Cevap: (f ◦ f)(x) = 1

(f ◦ g)(x) =

{
1, 1 ≤ |x| ≤ √

3 ise,

0, |x| < 1 ve |x| >
√

3 ise;

(g ◦ f)(x) =

{
1, |x| ≤ 1 ise,

2, |x| > 2 ise;

(g ◦ g)(x) =

{
2 − (2 − x2)2, |x| ≤ 2 ise,

−2, |x| > 2 ise.

(46) As.aǧıda verilen f ve g fonksiyonları ic.in (f ◦g)(x) fonksiyonunun tanım

kümesini bulunuz.

(a) f(x) =
√

4 − 2x, g(x) = x2 − 3x + 2;

(b) f(x) = arcsin x, g(x) = x2 − 9x + 20;

(c) f(x) = log(x2 − 4x + 1), g(x) = x2 − 1.

Cevap: (a) [0, 3]; (b)
[9 − √

89

2
, 0
]
; (c) [9,

9 +
√

89

2
].

(47) f(x) = sin x olduǧuna göre f [f 2(x−1)] ve f 2[f(x)−1] fonksiyonlarının

ifadelerini bulunuz.

Cevap: f [f 2(x − 1)] = sin[sin2(x − 1)], f 2[f(x) − 1] = sin2[sin x − 1].
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(48) As.aǧıda verilen fonksiyonların c.ift veya tek olup olmadıg̃ını inceleyiniz.

(a) f(x) =
x2 + x − 1

x3 − 5
; (b) f(x) = sin(x + 1);

(c) f(x) = |x + 1| + |x − 1|; (d) f(x) =

{
x3 + sin x, x ≥ 0 ise,

−x3 − sin x, x < 0 ise;

(e) f(x) =
√

x3 + x2 − 8; (f) f(x) = arcsin x + arccos x;

(g) f(x) = cos(arccos x).

Cevap:

(a) ne tektir ne de c.ifttir; (b) ne tektir ne de c.ifttir; (c) c.ifttir;

(d) c.ifttir; (e) ne tektir ne de c.ifttir ; (f) c.ifttir;

(g) tektir .

(49) Problem (14) teki örneklerden faydalanarak as.aǧıda verilen fonksiyon-

ların c.ift veya tek olup olmadıg̃ını inceleyiniz.

(a) f(x) =
| sin x|

1 − cos x
; (b) f(x) = sin(tan x);

(c) f(x) = cot(cos x); (d) f(x) = cot(arccotx);

(e) f(x) = arcsin(arccos x); (f) f(x) = sin(2x − arctan x).

Cevap: (a) c.ifttir; (b) tektir; (c) c.ifttir; (d) tektir; (e) ne

tektir ne de c.ifttir; (f) c.ifttir .

(50) Problem (17) deki önermeden faydalanarak as.aǧıda verilen fonksiyon-

ların esas periyotlarını bulunuz.

(a) f(x) = sin x
3
; (b) f(x) = cos 5x;

(c) f(x) = tan(3x + 5); (d) f(x) = sin2(x − 1);

(e) f(x) = sin x + cos 2x; (f) f(x) = cos 2x cos 6x.

Cevap: (a) 6π; (b)
2π

5
; (c)

π

3
; (d) π; (e) 2π; (f)

π

2
.

(51) As.aǧıdaki fonksiyonların periyodik olmadıklarını gösteriniz.

(a) f(x) = sin 1
x
, x �= 1

kπ
, k ∈ Z\{0};
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(b) f(x) = cos x2.

(52) As.aǧıdaki fonksiyonların monotonluk karakterlerini inceleyiniz.

(a) f(x) = x4 + 6x2 + 1 ; (b) f(x) = x + arctan x ;

(c) f(x) = log(x2 − 6x + 10) ; (d) f(x) = log3 x + x5 ;

(e) f(x) =
1

x3 − 1
, x �= 1 ; (f) f(x) = x5 log7 x, x ≥ 1 ;

(g) f(x) = arctan(x2 − 4x + 8) ; (h) f(x) = arctan4 x ;

(i) f(x) = x3 + arcsin x ; (j) f(x) = log 1
2
(x2 − 8x + 20) ;

(k) f(x) =
1

1 + cos2 x
.

Cevap:

(a) (0, +∞) da artan, (−∞, 0) da azalandır (b) artandır ;

(c) (−∞, 3) de azalan, (3, +∞) da artandır ; (d) artandır ;

(e) (−∞, 2) de azalan (2, +∞) da artandır ; (f) rartandır ;

(g) (−∞, 0) da azalan, (0, +∞ da artandır ; (i)artandır ;

(j) (−∞, 4) de artan (4, +∞) da azalandır ;

(k) [0, π
2
) de artan, (π

2
, π] de azalandır.

(53) As.aǧıdaki fonksiyonları c.ift olarak devam ettiriniz.

(a) f(x) = sin x + x tan x, 0 ≤ x <
π

2
;

(b) f(x) = x log3 x, 0 < x < +∞;

(c) f(x) =

{
x4 + 3x2 + 2x, 0 ≤ x < 1 ise,

x3 − x2 + log x, 1 ≤ x < 2 ise.

Cevap: (a) f(x) = x tan x − sin x,
−π

2
< x ≤ 0;

(b) f(x) = −x log3(−x), −∞ < x < 0;

(c) f(x) =

{
−x3 − x2 + log(−x), −2 < x ≤ −1 ise,

x4 − 3x2 + 2−x, −1 < x ≤ 0 ise.

(54) As.aǧıdaki fonksiyonları tek olarak devam ettiriniz.
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(a) f(x) = sin4 x + cos4 x, 0 ≤ x < +∞;

(b) f(x) = log(x +
√

x2 + 1), 0 ≤ x < +∞;

(c) f(x) =

{
x4 + 1, 0 ≤ x < 2 ise,

x3 + 6, 2 ≤ x < 3 ise.

Cevap: (a) f(x) = − sin4 − cos4 x, −∞ < x ≤ 0;

(b) f(x) = − log(−x +
√

x2 + 1) = log(x +
√

x2 + 1), −∞ < x ≤ 0;

(c) f(x) =

{
−6 + x3, −3 < x ≤ 2 ise;

−x4, −2 < x ≤ 0 ise.

(55) As.aǧıdaki verilen fonksiyonların terslerini bulunuz.

(a) y =
4 − x

4 + x
; (b) y =

8 + x3

8 − x3
;

(c) y = 2x − x2 x ≥ 1; (d) y = x2 + 4x, x ≤ −2;

(e) y =
2x

1 − x2
, x ≤ −1; (f) y =

2x

1 + x2
, 1 ≤ x ≤ 1;

(g) y =
2x

1 + x2
, x ≥ 1; (h) y = sin3 x, − π

2
≤ x ≤ π

2
;

(i) y = sin3 x,
π

2
≤ x ≤ 3π

3
.

Cevap:

(a) x =
4(1 − y)

1 + y
, y �= −1; (b) x = 2 3

√
y − 1

y + 1
, y �= −1;

(c) x = 1 +
√

1 − y, y ≥ 1; (d) x = −2 −
√

4 + y, y ≥ −4;

(e) x =
1 +

√
1 − y2

y
, − 1 ≤ y < 0; (f) x =

{
1−

√
1−y2

y
, 0 < |y| ≤ 1 ;

0, y = 0 ;

(g) x =
1 +

√
1 − y2

y
, −0 < y ≤ 1; (h) x = arcsin 3

√
y, −1 ≤ y ≤ 1;

(i) x = π − arcsin 3
√

x, −1 ≤ y ≤ 1.



Analize Giris. 157

(56) As.aǧıda verilen ifadelerin deǧerlerini bulunuz.

(a) arccos(−1

2
); (b) arcsin h(

√
2);

(c) sin(π cosh(ln 2)); (d) arcsin(cos 2x), 0 ≤ x ≤ π
2
;

(e) cos(2 arctan x2)

Cevap: (a)
2π

3
; (b) ln(

√
2 +

√
3) ; (c) −

√
2

2
; (d)

π

2
− 2x ;

(e)
1 − x4

1 + x4
.

(57) cos x + sin y = 0, x ∈ [π, 2π], y ∈ [π
2
, 3π

2
] kapalı s.ekilde tanımlanan

f : [π, 2π] → [π
2
, 3π

2
], y = f(x) fonksiyonunun ifadesini bulunuz.

Cevap: y = f(x) = x − π

2
.

(58) sin x − cos y = 0, x ∈ [3π
2

, 5π
2

],y ∈ [4π, 5π] kapalı s.ekilde tanımlanan

f : [3π
2

, 5π
2

] → [4π, 5π] fonksiyonunun ifadesini bulunuz.

Cevap: y = f(x) = −x +
13π

2
.

(59) As.aǧıda verilen fonksiyonların sınırlı olduklarını gösteriniz.

(a) f(x) =
x − 4

2 − √
x
, x ∈ [0, 4); (b) f(x) =

|x2 − 1|
x4 − 1

;

(c) f(x) =
x + 1

x +
3
√

x4
, x ∈ (−∞, −1); (d) f(x) = 2sin x;

(e) f(x) = 2
1
x , x ∈ (−∞, 0); (f) f(x) =

1

x2 + ln2 x
;

(g) f(x) = logx(1 + x), x ∈ [2, +∞); (h) f(x) = tan x cos 3x;

(i) f(x) =
cos 2x

cot x − 1
; (j) f(x) =

2 cos x

π − ln2 x
;

(k) f(x) = cot x − 1

sin x
, x ∈ [−π

2
, 0) ∪ (0, π

2
].
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(60) As.aǧıda verilen fonksiyonların sınısız olduklarını gösteriniz.

(a) f(x) = x3 − 3x; (b) f(x) =
x3

x2 − 1
, x ∈ (−∞, −2];

(c) f(x) =
3x

x
, x ∈ (−∞, 0); (d) f(x) = 2

1
x , x ∈ (0, +∞);

(e) f(x) = x sin x; (f) f(x) = logx(1 + x), x ∈ (1, 2];

(g) f(x) =
cos

x
; (h) f(x) =

1

x − [[ x ]]
;

(i) f(x) =
1

x2 − 4
, x ∈ (−2, 2).

(61) As.aǧıdaki fonksiyonların yanlarında verilen aralıklarda infimum ve supre-

mumlarını bulunuz.

(a) f(x) = x2 + 2, [−1, 3]; (b) f(x) =
1

x2 + 1
, (−∞, +∞);

(c) f(x) =
1

x2 − 4
, [−1, 1]; (d) f(x) = tan2 x, (−π

4
, π

4
);

(e) f(x) = x +
1

x
, (1

2
, 2); (f) f(x) = x − [[ x ]] , (0, 1);

Cevap:

(a) m(f) = 2, M(f) = 11; (b) m(f) = 0, M(f) = 1;

(c) m(f) = −1

3
, M(f) = −1

4
; (d) m(f) = 0, M(f) = 1;

(e) m(f) = 2, M(f) = 2, 5; (f) m(f) = 0, M(f) = 1.

(62) As.aǧıda verilen fonksiyonların grafiklerini ciziniz.

(a) f(x) = 2−|x|; (b) f(x) = cos x − | cos x|;
(c) f(x) =

1

2
[[ (|x| − x) ]] ; (d) f(x) = x − [[ x ]] − Sgnx;

(e) f(x) = |x − 1| + |x + 1|; (f) f(x) = | sin x| + | cos x|;
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(g) f(x) = log 1
2

|1 − 2x| + 2; (h) f(x) = | log2 |x||;

(i) f(x) = − arctan(2x − 4); (j) f(x) = sin(x + π
2
) +

3

2
;

(k) f(x) = sin 3x − cos 3x (l); f(x) = arcsin(1 − x
2
);

(m) f(x) = 4 arccos(2 − 3x); (n) f(x) = |x2 − 4x + 3| − (x2 − 4x + 3);

(o) f(x) = 2| log2 x|.

(63) As.aǧıda, denklemlerle verilen eǧrileri ciziniz.

(a) |y| = sin x; (b) |y| = |x + 1|; (c) |y| = −x2 + 5x − 4;

(d) |y| = 1 − |x|; (e) |x| = y2 − 1; (f) |x| = cos y.

(64) As.aǧıdaki fonksiyonların grafiklerini ciziniz.

(a) f(x) = xSgnx; (b) f(x) = xSgn(sin x);

(c) f(x) = eSgnx; (d) f(x) = Sgn(ln x);

(e) f(x) = [[ log x ]] ; (f) f(x) = log x − [[ log x ]] .
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Bölüm 2

Limit

Matematiǧin temel kavramlarından biri limit kavramıdır. İleride göreceǧi-

miz bir c.ok kavramlar (süreklilik, türev, integral vs.) ve yöntemler bu kavrama

dayanmaktadır. Bu bölümde reel sayı dizilerinin ve reel deǧerli tek deǧis.kenli

fonksiyonların limitleri tanıtılacaktır. limitlerin varlıǧı ve bulunması prob-

lemleri incelenecektir.

2.1 Reel Sayı Dizileri

2.1.1 Yakınsaklık, Iraksaklık ve Yakınsak Dizilerin

Temel Özellikleri

Kesim 1.13 te reel sayı dizisinin limiti ve buna baǧlı bazı tanımları ve

sonuc.ları inceledik. Bu kesimde reel sayı dizileri ile ilgili daha genis. bilgi

vermeye c.alıs.acaǧız.

Reel sayı dizilerinin yakınsaklıǧı ve ıraksaklıǧına ilis.kin §1.13 te görmüs.
olduǧumuz s.u tanımları tekrar ele alalım.

Tanım 2.1.1 : R ic. inde bir (xn) dizisi ve a ∈ R sayısı verilsin. Eǧer, ∀ε > 0

ve ∀n > nε (n ∈ N) ic. in |xn − a| < ε olacak s.ekilde ε na baǧlı nε ∈ N sayısı

161

162 Reel Sayı Dizileri

varsa (xn) dizisi a ya yakınsıyor (veya (xn) dizisinin limiti a dır) denir ve

lim
n→∞

xn = a veya xn → a (n ∈ N)

s.eklinde gösterilir. Yakınsak olmayan diziye ıraksaktır denir.

Bu tanım daha kısa olarak s.öyle yazılabilir:

(xn) dizisi yakınsaktır ⇔ ∃a ∈ R, ∀ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyleki ∀n > nε (n ∈ N)

ic.in |xn − a| < ε.

(xn) dizisi ıraksaktır ⇔ ∀a ∈ R ic.in ∃ε > 0 öyleki ∀n0 ∈ N ic.in |xn − a| ≥ ε

olacak s.ekilde en az bir n > n0 (n ∈ N) sayısı vardır.

∀a ∈ R ve ∀ε ∈ R+ ic.in x ∈ Uε(a) ⇔ |x−a| < ε olduǧundan, Tanım2.1.1’e

denk olan as.aǧıdaki tanımı da verebiliriz.

Tanım 2.1.2 : (a) (xn) dizisi yakınsaktır ⇔ ∃a ∈ R, ∀ε > 0 ic. in (xn)

dizisinin sonlu sayıdaki terimleri haric. diǧer bütün terimleri a noktasının

Uε(a) koms.uluǧu ic. indedir.

(b) (xn) dizisi ıraksaktır ⇔ ∀a ∈ R, ∃ε ∈ R+ öyleki (xn) dizisinin sonsuz

sayıdaki terimleri a noktasının Uε(a) koms.uluǧu dıs. ındadır (veya R \ Uε(a)

ic. indedir).

Örnek 2.1.3 : lim
n→∞

2n + 1

3n + 1
=

2

3
olduǧunu gösterelim.

C. özüm: Bu nedenle verilen herhangi ε > 0 sayısı ic.in ε na baǧlı ∀n >

nε (n ∈ N) ic.in
∣∣2n + 1

3n + 1
− 2

3

∣∣ < ε es.itsizliǧini saǧlayacak bir nε ∈ N sayısının

bulunabileceǧini göstermemiz gerekir. Buna göre,∣∣2n + 1

3n + 1
− 2

3

∣∣ =
∣∣ 1

3(3n + 1)

∣∣ =
1

3(3n + 1)

olduǧundan, sözkonusu nε ∈ N sayısı olarak
1

3(3n + 1)
< ε es.itsizliǧini

saǧlayan en küc.ük (genel olarak herhangi) bir doǧal sayının alınması yeter-

lidir.

1

3(3n + 1)
< ε ⇔ 3n + 1 >

1

3ε
⇔ 3n >

1

3ε
− 1 ⇔ n >

1

3
(

1

3ε
− 1)
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yazabiliriz. Eǧer, nε = [[
1

3
(

1

3ε
− 1) ]] dersek her n > nε (n ∈ N) ic.in (ε > 1

12

iken nε = 0 olduǧundan, ∀n ≥ 1 (n ∈ N) ic.in∣∣2n + 1

3n + 1
− 2

3

∣∣ < ε

olur. Buradan, istenen es.itliǧin doǧru olduǧu elde edilir. �
Örnek 2.1.4 : q ∈ R, |q| < 1 ic. in lim

n→∞
qn = 0 olǧunu gösterelim.

C. özüm: Eǧer, q = 0 ise ∀n ∈ N ic.in qn = 0 olduǧundan, lim
n→∞

qn = 0 olur.

0 < |q| < 1 olsun. |qn −0| = |qn| = |q|n olduǧundan, herhangi bir ε > 0 sayısı

verildiǧinde n > nε (n ∈ N) ic.in |q|n < ε olacak s.ekilde bir nε ∈ N sayısının

sec.ilmesi yeterlidir. 0 < a < 1 olmak üzere y = loga x fonksiyonu (0, +∞)

üzerinde azalan olduǧundan,

|q|n < ε ⇒ log|q|
(|q|n) > log|q| ε ⇒ n > log|q| ε

bulunur. Buradan da görüldüǧü gibi nε = [| log|q| ε|] dersek, ∀n > nε (n ∈ N)

ic.in (ε ≤ |q| ic.in nε = 0 olduǧundan, ∀n ≥ 1 (n ∈ N) ic.in) |q|n < ε olur.

Tanım2.1.1 dolayısıyla, lim
n→∞

qn = 0 olduǧu elde edilir. �

Örnek 2.1.5 : Terimleri x1 = 0, 3; x2 = 0, 33; . . . ; xn = 0, 33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
n−kez

; . . . bic. iminde

tanımlanan (xn) dizisi ic. in lim
n→∞

xn =
1

3
olduǧunu gösterelim.

C. özüm: Herhangi ε > 0 sayısı verildiǧinde ∀n > nε (n ∈ N) ic.in |xn−1

3
| < ε

olacak s.ekilde ε’a baǧlı nε ∈ N sayısının bulunabileceǧini gösterelim.
1

3
sayısı 0, 333 . . . s.eklinde ondalık sayı ile ifade edilebileceǧindan ∀n ∈ N

ic.in

0, 33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
n−kez

<
1

3
< 0, 33 . . . 3︸ ︷︷ ︸

n−kez

+
1

10n

veya xn <
1

3
< xn +

1

10n
es.itsizliǧi gec.erlidir. Buradan da ∀n ∈ N ic.in

|xn − 1

3
| <

1

10n
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olduǧu elde edilir. ∀n > nε ic.in
1

10n
<

1

10nε
olduǧundan, istenen nε ∈ N

sayısının
1

10nε
< ε koms.uluǧundan sec.ilmesi yeterlidir.

Eǧer, nε = ‖ log
1

ε
‖ + 1 dersek ∀n > nε (n ∈ N) ic.in (ε ≥ 1 ic.in nε = 0

olduǧundan, ∀n ≥ 1 (n ∈ N) ic.in)

|xn − 1

3
| < ε

olur. Buradan da lim
n→∞

xn =
1

3
olduǧu elde edilir. �

Örnek 2.1.6 : xn = (−1)n, n ∈ N dizisinin ıraksak olduǧunu gösterelim.

C. özüm: a = −1 sayısı (xn) dizisinin limiti olamaz. C. ünkü −1 noktasının

U1/2(−1) koms.uluǧunun dıs.ında dizinin sonsuz sayıda (c.ift indisli) x2k =

1, k ∈ N terimleri bulunmaktadır. Benzer s.ekilde, a = 1 sayısının da (xn)

dizisinin bir limiti olmayacaǧı gösterilebilir.

Herhangi a ∈ (−1, 1) sayısı verilsin. δ = min{a + 1, 1 − a} olmak üzere a

noktasının Uδ(a) koms.uluǧu ic.in xn �∈ Uδ(a), n ∈ N olduǧundan, a ∈ (−1, 1)

sayısı (xn) dizisinin limiti olamaz.

S. imdi herhangi a > 1 (a < −1) sayısı verilmis. olsun. Bu durumda,

∀n ∈ N ic.in xn �∈ Ua−1(a) (xn �∈ U−(a+1)(a)) olduǧundan, a > 1 (a < −1)

sayısı (xn dizisinin bir limiti olamaz.

Böylece, her ∀a ∈ R sayısı ic.in a �= lim
n→∞

xn olduǧu ve buradan da Tanım

2.1.2(b) gereǧince (xn) dizisinin ıraksak olduǧu elde edilir. �

Örnek 2.1.7 : n inci terimi xn = n(−1)n

s.eklinde verilen 1, 2,
1

3
, 4,

1

5
, 6, . . . , 2k,

1

2k + 1
, . . . dizisinin ıraksak olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Herhangi a �= 0 sayısı xn dizisinin bir limiti olamaz. C. ünkü,

ε =
|a|
2

> 0 olmak üzere (xn) dizisinin
1

2k + 1
<

|a|
2

olacak s.ekilde bütün

terimleri a �= 0 noktasının Uε(a) koms.uluǧu dıs.inda bulunmaktadır. a = 0

noktasıda (xn) dizisinin bir limiti olamaz. C. ünkü, a = 0 noktasının, örneǧin,
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U1(0) koms.uluǧunun dıs.ında (xn) dizisinin sonsuz sayıda terimleri (c.ift indisli

terimleri) bulunmaktadır.

Böylece, Tanım 2.1.2(b) gereǧince (xn) dizisi ıraksaktır. �

Tanım 2.1.8 : R ic. inde (xn) ve (yn) dizileri verilmis. olsun. (xn + yn),

(xn − yn), (xn.yn) ve ∀n ∈ N ic. in yn �= 0 olduǧunda
(xn

yn

)
dizisine sırası ile,

(xn) ve (yn) dizilerinin toplamı, farkı, c. arpımı ve bölümü denir ve (xn)+(yn),

(xn) − (yn), (xn).(yn) ve
(xn)

(yn)
s.eklinde gösterilir.

Yakınsak dizilerin as.aǧıdaki özelliklerini verebiliriz.

Teorem 2.1.9 :

(a) R ic. inde yakınsak bir dizinin bir tek limiti vardır.

(b) R ic. inde yakınsak her dizi sınırlıdır.

(c) lim
n→∞

zn = a ve a �= 0 ise, ∀n > na ic. in |zn| >
|a|
2

olacak s.ekilde na ∈ N

sayısı vardır.

(d) R ic. inde (xn) ve (yn) dizileri yakınsak ve lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b ise

(xn + yn), (xn − yn), (xn.yn) ve b �= 0 ise
(xn

yn

)
dizisileri de yakınsaktır

ve lim
n→∞

(xn ± yn) = a ± b, lim
n→∞

(xn.yn) = a.b, lim
n→∞

xn

yn

=
a

b
dir.

(e) lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b ve ∀n ∈ N (veya n0 ∈ N olmak üzere ∀n >

n0 (n ∈ N)) ic. in an ≤ bn ise, a ≤ b dir.

(f) lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = a ve ∀n ∈ N (veya n0 ∈ N olmak üzere ∀n >

n0 (n ∈ N)) ic. in an ≤ cn ≤ bn ise lim
n→∞

cn = a dır.

(g) lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b ve a < b ise, ∀n > n0 (n ∈ N) ic. in an < bn

olacak s.ekilde n0 ∈ N sayısı vardır.

(h) lim
n→∞

xn = a ⇒ lim
n→∞

|xn| = |a| dir.
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Not: Teorem 2.1.9 daki (b), (d) ve (h) önermelerinin tersi genelde

doǧru degildir. Gerc.ekten, (b) durumunda n. terimi xn =
1

2
[1 + (−1)n]

s.eklinde verilen (xn) dizisi sınırlıdır. C. ünkü, ∀n ∈ N ic.in 0 ≤ xn ≤ 1

dir. Fakat, bu dizi ıraksaktır. (d) durumunda n. terimi xn = (−1)n ve

yn = (−1)n−1 s.eklinde verilen ıraksak (xn) ve (yn) dizileri ic.in xn + yn =

0, xn − yn = 2, xn.yn = xn/yn = −1 olduǧundan, (xn + yn), (xn − yn),

(xn/yn) dizileri yakınsaktır. (h) durumunda, xn = (−1)n, n ∈ N ıraksak

dizisi c.in lim
n→∞

|xn| = lim
n→∞

1 = 1 dir. •

Örnek 2.1.10 : lim
n→∞

3n2 + 7n

4n2 − 1
limitini bulunuz.

C. özüm: Verilen dizinin n. terimini

xn =
3n2 + 7n

4n2 − 1
=

3 + 7
n

4 − 1
n2

s.eklinde yazalım. O halde, lim
n→∞

7

n
= 0 ve lim

n→∞
1

n2
= 0 olduǧundan Teorem

2.1.9 un (d) önermesini kullanırsak

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

3 + 7
n

4 − 1
n2

=
lim

n→∞
(3 + 7

n
)

lim
n→∞

(4 − 1
n2 )

=
3

4

olduǧu elde edilir. �

Örnek 2.1.11 : lim
n→∞

3n

nn
= 0 olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: ∀n ≥ 6 (n ∈ N) ic.in

0 <
( 3
n

)n ≤ (1
2

)n
es.itsizliǧi gec.erlidir. Bu es.itsizliǧin sol ve saǧ tarafındaki dizilerin (yani (0)

ve (1
2
)n dizilerinin) limiti sıfır olduǧundan, Teorem 2.1.9 un (f) önermesine

göre lim
n→∞

3n

nn
= 0 dır. �
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Örnek 2.1.12 : ∀n ∈ N ic. in xn ≥ −1 ve lim
n→∞

xn = 0 olsun. Herhangi

p ∈ N sayısı ic. in lim
n→∞

(1 + xn)
1
p = 1 olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Eǧer, ∀n ∈ N ic.in xn ≥ 0 ise, (bu durumda 1 + xn ≥ 1 dir) ve

1 ≤ (1 + xn)
1
p ≤ ((1 + xn)

1
p
)p

= 1 + xn = 1 + |xn|

olur. ∀n ∈ N ic.in −1 ≤ xn < 0 ise, (bu durumda 0 ≤ 1 + xn < 1 dir) ve

1 > (1 + xn)
1
p ≥ ((1 + xn)

1
p
)p

= 1 + xn = 1 − |xn|

olduǧundan, ∀n ∈ N ve ∀xn ≥ −1 ic.in

1 − |xn| ≤ (1 + xn)
1
p ≤ 1 + |xn|

elde edilir. lim
n→∞

xn = 0 ⇒ lim
n→∞

|xn| = 0 (Bkz. Teorem 2.1.9(h)) ⇒ lim
n→∞

(1 −
|xn|) = lim

n→∞
(1 + |xn|) = 0 olur. O halde, Teorem 2.1.9 un (f) önermesi

gereǧince

lim
n→∞

(1 + xn)
1
p = 1

olduǧu bulunur. �

Örnek 2.1.13 : lim
n→∞

(
√

n2 + n − n) limitini hesaplayınız.

C. özüm: ∀n ∈ N ic.in

√
n2 + n−n =

(
√

n2 + n − n)(
√

n2 + n + n)√
n2 + n + n

=
n√

n2 + n + n
=

1√
1 + 1

n
+ 1

ve lim
n→∞

1

n
= 0 olduǧundan,

lim
n→∞

(√
n2 + n − n

)
=

1

lim
n→∞

(√
1 + 1

n
+ 1
) =

1

2

elde edilir. �
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Örnek 2.1.14 : a > 1 sayısı ic. in lim
n→∞

n
√

a = 1 olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: n
√

a − 1 = αn alalım. O halde, ∀n ∈ N ic.in αn > 0 ve Bernoulli

es.itsizliǧi gereǧince n ∈ N ic.in

a = (1 + αn)n ≥ n.αn

olur ve buradan da ∀n ∈ N ic.in 0 < αn ≤ a

n
olduǧu elde edilir. O halde,

lim
n→∞

αn = 0 olduǧundan

lim
n→∞

n
√

a = lim
n→∞

(1 + αn) = 1

bulunur. �
Örnek 2.1.15 : lim

n→∞
n
√

n = 1 olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: n
√

n − 1 = αn alalım. O halde, αn ≥ 0 ve ∀n ≥ 2 (n ∈ N) ic.in

n = (1 + αn)n = 1 + n.αn +
n(n − 1)

2
α2

n + . . . + αn
n

≥ n(n − 1)

2
α2

n

dir. ∀n ≥ 2 (n ∈ N) ic.in n − 1 ≥ n

2
olduǧundan, son es.itsizlikten n ≥ n2α2

n

4
,

dolayısıyla, 0 ≤ αn ≤ 2√
n

olduǧu görülür. Buna göre, lim
n→∞

αn = 0 ve

lim
n→∞

n
√

n = lim
n→∞

(1 + αn) = 1

bulunur. �
Örnek 2.1.16 : a > 1 sayısı ic. in lim

n→∞
n

an
= 0 olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: a − 1 > 0 ve ∀n ≥ 2 (n ∈ N) ic.in

an = (1 + a − 1)n ≥ n(n − 1)

2
(a − 1)2 ≥ n2

4
(a − 1)2

olduǧundan, ∀n ≥ 2 (n ∈ N) ic.in

0 ≤ n

an
≤ 4

n(a − 1)2

elde edilir. lim
n→∞

4

n(a − 1)2
= 0 olduǧundan, buradan lim

n→∞
n

an
= 0 bulunur. �
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Örnek 2.1.17 : a > 1 sayısı ic. in lim
n→∞

loga n

n
= 0 olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: ∀ε > 0 sayısı verilsin. N üzerinde

loga n

n
< ε ⇔ n < (aε)n

olduǧu ac.ıktır. aε > 1 olduǧundan, bir önceki örnek gereǧince lim
n→∞

n

(aε)n
= 0

dır. O halde, Teorem 2.1.9 un (g) önermesi gereǧince ∀n > n0 (n ∈ N) ic.in

n

(aε)n
< 1 veya n < (aε)n

olacak s.ekilde n0 ∈ N sayısı vardır. Buradan da ∀n > n0 ic.in 0 ≤ loga n

n
< ε

veya Tanım 2.1.1 gereǧince lim
n→∞

loga n

n
= 0 olduǧu elde edilir. �

Örnek 2.1.18 : lim
n→∞

3n

n!
= 0 olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: ∀k ≥ 9 (k ∈ N) ic.in
3
k

≤ 1
3

olduǧundan, ∀n ≥ 10 (n ∈ N) ic.in

0 <
3n

n!
=

38

8!
.

3.3 . . . 3

9.10 . . . n
<

38

8!
.
3.3 . . . 3

9.9 . . . 9

=
38

8!

(1
3

)n−8
=

316

8!

(1
3

)n
olduǧu görülür. lim

n→∞
316

8!

(1
3

)n
= 0 olduǧundan, son es.itsizlikten lim

n→∞
3n

n!
= 0

bulunur. �

2.1.2 Sonsuz Küc.ük ve Sonsuz Büyük Diziler

Tanım 2.1.19 : R ic. indeki bir (xn) dizisinin limiti sıfır ise, (xn) dizisine

sonsuz küc. ük bir dizi adı verilir.

Tanım 2.1.20 : R ic. inde bir (xn) dizisi verilsin.

(a) Eǧer, ∀ε > 0 ve ∀n > nε (n ∈ N) ic. in |xn| > ε olacak s.ekilde ε na baǧlı

bir nε ∈ N) sayısı varsa, (xn) dizisine sonsuz büyük bir dizi denir ve

lim
n→∞

xn = ∞ veya xn → ∞ (n ∈ N)
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s.eklinde gösterilir.

(b) Eǧer, ∀ε > 0 ve ∀n > nε (n ∈ N) ic. in xn > ε (xn < −ε) olacak s.ekilde ε

na baǧlı bir nε ∈ N sayısı varsa, (xn) dizisinin limiti +∞(−∞) dur denir ve

lim
n→∞

xn = +∞ ( lim
n→∞

xn = −∞) veya xn → ∞ (n ∈ N) (xn → −∞ (n ∈ N)

s.eklinde gösterilir.

Bu tanım daha kısa olarak s.u s.ekilde de yazılabilir.

(a) lim
n→∞

xn = ∞ ⇔ ∀ε > 0 ∃nε ∈ N öyle ki ∀n > nε (n ∈ N) ic.in |xn| > ε;

(b) lim
n→∞

xn = +∞ ⇔ ∀ε > 0 ∃nε ∈ N öyle ki ∀n > nε (n ∈ N) ic.in xn > ε;

(c) lim
n→∞

xn = −∞ ⇔ ∀ε > 0 ∃nε ∈ N öyle ki ∀n > nε (n ∈ N) ic.in

xn < −ε.

Teorem 2.1.21 : a ∈ R sayısının (xn) dizisinin limiti olması ic. in gerek ve

yeter s.art terimleri αn = xn − a, n ∈ N s.eklinde tanımlanan (αn) dizisinin

sonsuz küc. ük bir dizi olmasıdır.

Sonsuz küc.ük ve sonsuz büyük dizilerin s.u özelliklerini verebiliriz.

Teorem 2.1.22 : (a) Sonlu sayıdaki sonsuz küc. ük dizilerin cebirsel tolamı

bir sonsuz küc. ük dizidir.

(b) Bir sonsuz küc. ük dizinin bir sınırlı dizi ile c. arpımı bir sonsuz küc. ük

dizidir.

(c) Sonlu sayıdaki sonsuz küc. ük dizilerin c.arpımı bir sonsuz küc. ük dizidir.

(d) Eǧer, (xn) bir sonsuz küc. ük dizi ve ∀n ∈ N ic. in xn �= 0 ise
(

1
xn

)
dizisi

bir sonsuz büyük dizidir. Eǧer, (xn) bir sonsuz büyük dizi ise
(

1
xn

)
dizisi bir

sonsuz küc. ük dizidir.

Örnek 2.1.23 : q ∈ R olmak üzere (qn) dizisnin |q| < 1 durumunda sonsuz

küc. ük ve |q| > 1 durumunda ise sonsuz büyük bir dizi olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Az önce, |q| < 1 durumunda lim
n→∞

qn = 0 olduǧunu ve dolayısı

ile, (qn) dizisinin sonsuz küc.ük bir dizi olduǧunu göstermis.tik. S. imdi |q| > 1

olsun. Bu durumda, (qn) dizisi ic.in Tanım 2.1.20 nin kos.ullarının saǧlandıǧını

gösterelim. Bu nedenle ∀ε > 0 sayısı verildiǧinde ∀n > nε (n ∈ N) ic.in
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|qn| > ε olacak s.ekilde ε na baǧlı bir nε ∈ N sayısının varolduǧunu göstermek

gerekir.

a > 1 olmak üzere y = loga x fonksiyonu (0, +∞) üzerinde artan olduǧun-

dan

|qn| = |q|n > ε ⇒ log|q|(|q|n) > log|q| ε

⇒ n > log|q| ε

bulunur. O halde, nε = [| log|q| ε|] dersek ∀n > nε (n ∈ N) ic.in (0 < ε ≤ |q|
ic.in nε = 0 olduǧundan, ∀n ≥ 1 (n ∈ N) ic.in) |qn| > ε olur. Tanım 2.1.20

gereǧince lim
n→∞

qn = ∞ olduǧu elde edilir. �

Örnek 2.1.24 : n. terimi xn =
1

n
, yn = − 1

n
, zn =

(−1)n−1

n
, tn

2 + (−1)n

n

ve sn =
1 + (−1)n

n
s.eklinde verilen (xn), (yn), (zn), (tn) ve (sn) birer sonsuz

küc. ük diziler olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Gerc.ekten, herhangi ε > 0 sayısı verildiǧinde ∀n > nε = [[ 1
ε

]] (n ∈
N) ic.in |xn| < ε, |yn| < ε, |zn| < ε, ∀n > nε = [[ 3

ε
]] (n ∈ N) ic.in |tn| < ε ve

∀n > nε = [[ 2
ε

]] (n ∈ N) ic.in |sn| < ε olduǧu görülür. �

Örnek 2.1.25 : n. terimi xn = n, yn = −n, zn = (−1)n−1n ve tn =
n

2 + (−1)n
s.eklinde verilen (xn), (yn), (zn), (tn) ve (sn) birer sonsuz büyük

diziler olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Bir önceki örneǧe göre 1
xn

= 1
n
, 1

yn
= −1

n
, 1

zn
= (−1)1−n

n
ve 1

tn
=

2+(−1)n

n
birer sonsuz küc.ük dizilerdir. �

2.1.3 Belirsiz İfadeler

lim
n→∞

xn = 0, lim
n→∞

yn = 0 olmak üzere (xn)/(yn) (yn �= 0, n ∈ N) dizisi

(a) Yakınsak; (b) Sınırlı fakat ıraksak;

(c) Sonsuz küc.ük; (d) Sonsuz büyük
olacak s.ekilde (xn) ve

(yn) dizileri ic.in örnekler verelim.
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(a) xn =
a

n
(a �= 0), yn =

1

n
(n ∈ N) sonsuz küc.ük dizileri ic.in

xn

yn

= a ⇒(xn

yn

)
dizisi yakınsaktır ve limiti a dır.

(b) xn =
(−1)n

n
, yn =

1

n
(n ∈ N) sonsuz küc.ük dizileri ic.in

xn

yn

= (−1)n ⇒(xn

yn

)
dizisi sınırlıdır, fakat ıraksaktır.

(c) xn =
1

n2
, yn =

1

n
(n ∈ N) sonsuz küc.ük dizileri ic.in

xn

yn

=
1

n
⇒ (xn

yn

)
dizisi sonsuz küc.üktür.

(d) xn =
1

n
, yn =

(−1)n

n2
(n ∈ N) sonsuz küc.ük dizileri ic.in

xn

yn

= (−1)nn ⇒ (xn

yn

)
dizisi sonsuz büyüktür.

Böylece, eǧer, (xn) ve (yn) birer sonsuz küc.ük diziler ise,
(xn

yn

)
dizisinin

yakınsaklık karakteri üzerine kesin bir s.ey söylenemez. O halde,
(xn

yn

)
dizisi

0

0
s.eklinde belirsiz ifade olus.turur denir.

Benzer s.ekilde

(a) Eǧer, (xn) ve (yn) birer sonsuz büyük diziler ise,
(xn

yn

)
dizisinin yakınsaklık

karakteri üzerine kesin bir s.ey söylenemez. O halde,
(xn

yn

)
dizisi

∞
∞

s.eklinde;

(b) Eǧer, lim
n→∞

xn = 0 ve lim
n→∞

yn = ∞ (veya ±∞) ise (xn.yn) dizisinin

yakınsaklık karakteri üzerine kesin bir s.ey söylenemez. O halde, (xn.yn)

dizisi 0.∞ s.eklinde;

(c) Eǧer, lim
n→∞

xn = +∞ ve lim
n→∞

yn = −∞ (veya lim
n→∞

xn = −∞ ve

lim
n→∞

yn = +∞ ) ise, (xn + yn) dizisinin yakınsaklık karakteri üzerine

kesin bir s.ey söylenemez. O halde, (xn + yn) dizisi ∞ − ∞ s.eklinde

belirsiz ifade olus.turur denir.
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S. imdi belirsiz ifadelerin limitlerinin bulunması ile ilgili birkac. örnek vere-

lim. Belirtelim ki, belirsiz ifadelerin daha detaylı incelemeleri sonraki kesim-

lerde verilecektir.

Örnek 2.1.26 : 0 < α < 1 ic. in lim
n→∞

[
(n+1)α−nα

]
= 0 olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: xn = (n + 1)α (n ∈ N) ve yn = nα (n ∈ N) dizileri ic.in lim
n→∞

xn =

lim
n→∞

yn = +∞ olduǧundan, (n+1)α −nα = xn −yn (n ∈ N) dizisi ic.in ∞−∞
s.eklinde belirsizlik sözkonusudur. ∀n ∈ N

0 < (n + 1)α − nα = nα
[
(1 +

1

n
)α − 1

]
< nα

[
(1 +

1

n
) − 1

]
=

1

n1−α

yazabiliriz. O halde, lim
n→∞

1

n1−α
= 0 olduǧundan, (gerc.ekten ∀ε > 0 ic.in

∀n > nε = [|(ε)
1

1−α |] (n ∈ N) ic.in 0 <
1

n1−α
< ε dur). Teorem 2.1.9 (f)

gereǧince

lim
n→∞

[
(n + 1)α − nα

]
= 0

bulunur. �

Örnek 2.1.27 : xn =

√
n − √

n − 1√
n + 1 − √

n
(n ∈ N) dizisinin limitini bulunuz.

C. özüm: Önceki örnekten görüldüǧü gibi, lim
n→∞

(√
n − √

n − 1
)

= 0 ve

lim
n→∞

(√
n + 1 − √

n
)

= 0 olduǧundan, verilen (xn) dizisi ic.in
0

0
s.eklinde bir

belirsizlik vardır. Diǧer taraftan,

xn =
(
√

n − √
n − 1)(

√
n +

√
n − 1)(

√
n + 1 +

√
n)

(
√

n + 1 +
√

n)(
√

n + 1 − √
n)(

√
n +

√
n − 1)

=

√
n + 1 +

√
n√

n +
√

n − 1
=

√
1 + 1

n
+ 1

1 +
√

1 − 1
n
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dir. lim
n→∞

1

n
= 0 olduǧundan,

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

√
1 + 1

n
+ 1

1 +
√

1 − 1
n

=
lim

n→∞
(√

1 + 1
n

+ 1
)

lim
n→∞

(
1 +

√
1 − 1

n

)
=

2

2
= 1

bulunur. �

Örnek 2.1.28 : xn =
n3

3

(
3

√
1 + 3

n3 − 1
)

(n ∈ N) dizisinin limitini bulunuz.

C. özüm: lim
n→∞

n3

3
= +∞ ve

lim
n→∞

(
3

√
1 + 3

n3 − 1
)

= lim
n→∞

3
n3

3

√(
1 + 3

n3

)2
+ 3

√
1 + 3

n3 + 1

=
0

3
= 0

olduǧundan, verilen (xn) dizisi ic.in 0.∞ s.eklinde bir belirsizlik vardır. Diǧer

taraftan,

xn =
n3

3

3
n3

3

√(
1 + 3

n3

)2
+ 3

√
1 + 3

n3 + 1
=

1

3

√(
1 + 3

n3

)2
+ 3

√
1 + 3

n2 + 1

olduǧundan,

lim
n→∞

xn =
1

lim
n→∞

(
3

√(
1 + 3

n3

)2
+ 3

√
1 + 3

n2 + 1
) =

1

3

bulunur. �

Örnek 2.1.29 : xn =
12 + 22 + 32 + . . . + n2

n3
(n ∈ N) dizisinin limitini

bulunuz.
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C. özüm: ∀n ∈ N ic.in

12 + 22 + 32 + . . . + n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6

ve lim
n→∞

n3 = ∞, lim
n→∞

n(n + 1)(2n + 1)

6
= +∞ olduǧundan, verilen (xn)

dizisi ic.in
∞
∞ s.eklinde bir belirsizlik mevcuttur. Öte yandan,

xn =
n(n + 1)(2n + 1)

6n3
=

1

6
(1 +

1

n
)(2 +

1

n
)

ifadesinden görüldüǧü gibi lim
n→∞

xn =
1

3
dır. �

S. imdi
∞
∞ s.eklindeki belirsizliklerin limitinin bulunmasında sık sık kul-

lanılan as.aǧıdaki teoremi verelim.

Teorem 2.1.30 (Stolz) : lim
n→∞

yn = +∞, (yn) artan bir dizi ve

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= l limiti varsa, lim
n→∞

xn

yn

= l dir.

Örnek 2.1.31 : lim
n→∞

an = a ise, lim
n→∞

a1 + . . . + an

n
= a olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Stolz teoreminde xn = a1 + . . .+an ve yn = n alırsak, xn −xn−1 =

an ve yn − yn−1 = 1 olduǧundan,

lim
n→∞

a1 + . . . + an

n
= lim

n→∞
xn

yn

= lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= lim
n→∞

an = a

bulunur. Özel olarak, an = n
√

n (n ∈ N) dizisi ic.in lim
n→∞

an = 1 olduǧundan,

lim
n→∞

1 + 2
√

2 + . . . + n
√

n

n
= lim

n→∞
n
√

n = 1

elde edilir. �
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Örnek 2.1.32 : k ∈ N olmak üzere
∞
∞ s.eklinde belirsizlik olus. turan

zn =
1k + 2k + . . . + nk

nk+1
, n ∈ N

dizisinin limitini bulunuz.

C. özüm: Stolz teoreminde xn = 1k +2k + . . .+nk, yn = nk+1 olarak alırsak,

xn − xn−1 = nk ve

yn − yn−1 = nk+1 − (n − 1)k+1

= nk+1 − [nk+1 − (k + 1)nk +
k(k + 1)

2
nk−1 − . . . + (−1)k+1

]
= (k + 1)nk − k(k + 1)

2
nk−1 + . . . − (−1)k+1

olduǧundan,

lim
n→∞

zn = lim
n→∞

xn

yn

= lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= lim
n→∞

nk

(k + 1)nk − k(k + 1)

2
nk−1 + . . . + (−1)k−1

=
1

k + 1

bulunur. �
Örnek 2.1.33 : lim

n→∞
1.1! + 2.2! + . . . + n.n!

(n + 1)!
= 1 olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Stolz teoreminde xn = 1.1! + 2.2! + . . . + n.n! ve yn = (n + 1)!

alırsak xn − xn−1 = n.n! ve yn − yn−1 = (n + 1)! − n! = (n + 1).n! − n! = n.n!

olduǧundan,

lim
n→∞

1.1! + 2.2! + . . . + n.n!

(n + 1)!
= lim

n→∞
xn

yn

= lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= lim
n→∞

n.n!

n.n!
= lim

n→∞
1 = 1

olduǧu görülür. �

Örnek 2.1.34 : lim
n→∞

1

n

(
1 +

1

2
+

1

3
+ . . . +

1

n

)
= 0 olduǧunu gösteriniz.
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C. özüm: Stolz teoreminde xn = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . . +

1

n
, yn = n olarak alırsak,

xn − xn−1 =
1

n
ve yn − yn−1 = n − (n − 1) = 1 olduǧundan,

lim
n→∞

1

n

(
1 +

1

2
+

1

3
+ . . . +

1

n

)
= lim

n→∞
xn

yn

= lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= lim
n→∞

1

n
= 0

olduǧu görülür. �

2.1.4 Reel Sayı Dizilerinin Yakınsaklık Kriterleri

Kesim 1.13 ten görüldüǧü gibi R ic.indeki bir dizinin yakınsadıǧı nok-

tayı (veya limitini) bilmeden de as.aǧıdaki kriterler yardımı ile bu dizinin

yakınsaklık karakteri incelenebilir. (Bkz. Teorem 1.13.19, 1.13.20 ve 1.13.24).

Teorem 2.1.35 : (a) Monoton artan ve üstten sınırlı her (xn) dizisi yakın-

saktır ve lim
n→∞

xn = sup R(xn) dir. Ayrıca, monoton artan (xn) dizisi üstten

sınırsız ise, lim
n→∞

xn = +∞ dur.

(b) Monoton azalan ve alttan sınırlı her (xn) dizisi yakınsaktır ve

lim
n→∞

xn = inf R(xn) dir. Ayrıca, monoton azalan (xn) dizisi alttan sınırsız

ise, lim
n→∞

xn = −∞ dur.

(c) Bir reel sayı dizisinin yakınsak olması ic. in gerek ve yeter kos.ul onun bir

Cauchy dizisi olmasıdır. (Cauchy yakınsaklık kriteri)

Ads.aǧıdaki tanımların tekrar ele alınması faydalı olacaktır.

(xn) bir Cauchy dizisidir ⇔ ∀ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyle ki ∀n > nε, m >

nε (n, m ∈ N) ic.in |xn − xm| < ε dur.

(xn) bir Cauchy dizisi deǧildir ⇔ ∃ε > 0, ∀N ∈ N ic.in ∃n > N, ∃m >

N (n,m ∈ N) öyle ki |xn − xm| ≥ ε dur.

Örnek 2.1.36 : q > 0 ic. in xn =
qn

n!
(n ∈ N) dizisinin limitini bulunuz.
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C. özüm: Her n ∈ N ic.in xn > 0 olduǧu ac.ıktır.

xn+1 =
qn+1

(n + 1)!
=

q

n + 1
.xn n ∈ N

ifadesinden görüldüǧü gibi, ∀n > nq = [|q − 1|] ic.in (0 < q < 1 olduǧunda

∀n ∈ N ic.in)
q

n + 1
< 1 olduǧundan, xn+1 < xn olur ve buradan da (xn) (n >

nq, n ∈ N) dizisinin azalan olduǧu görülür. (xn) (n > nq, n ∈ N) dizisi azalan

ve alttan sınırlı olduǧundan, lim
n→∞

xn = a sonlu limiti vardır. S. imdi bu a

sayısını bulalım.

lim
n→∞

xn = a ⇒ lim
n→∞

xn+1 = a

ifadesi doǧru olduǧundan, ∀n ∈ N ic.in doǧru olan xn+1 =
q

n + 1
.xn es.itliǧinde

n → ∞ iken limit alırsak a = 0.a = 0 olduǧunu görürüz. Böylece, her q > 0

sayısı ic.in lim
n→∞

qn

n!
= 0 dır. �

Örnek 2.1.37 : x1 = 0, xn+1 =
√

2 + xn, n ∈ N s.eklinde tanımlanan (xn)

dizisinin yakınsaklıǧını gösterip, limitini bulunuz.

C. özüm: Her n ∈ N ic.in x2
n+1 = 2 + xn, x2

n+2 = 2 + xn+1 olduǧundan,

x2
n+2 − x2

n+1 = xn+1 − xn (2.1)

elde edilir.

Verilen (xn) dizisinin artan olduǧunu gösterelim. x2 =
√

2 + x1 =
√

2 >

x1 olduǧu ac.ıktır. Herhangi k ∈ N ic.in xk+1 > xk olduǧunu farz edelim.

O halde, (2.1) es.itliǧi gereǧince x2
k+2 > x2

k+1 olur ve buradan da xk+1 > 0

ve xk+2 > 0 olduǧunu dikkate alırsak xk+2 > xk+1 es.itsizliǧinin doǧruluǧu

görülür. O halde, Tümevarım yöntemine göre ∀n ∈ N ic.in xn+1 > xn olduǧu,

yani, (xn) (n ∈ N) dizisinin artan olduǧu gösterilmis. olur. S. imdi (xn) (n ∈ N)

dizisinin üstten sınırlı olduǧunu gösterelim.

∀n ∈ N ic.in xn ≥ 0 ve x2
n < x2

n+1 = 2 + xn veya x2
n − xn − 2 < 0

olduǧundan, xn < 2 olur. Bu ise, (xn) nin üstten sınırlı olması demektir.

Verilen (xn) (n ∈ N dizisi artan ve üstten sınırlı olduǧundan, Teorem

2.1.35 (a) gereǧince yakınsaktır. lim
n→∞

xn = a diyelim. ∀n ∈ N ic.in xn ≥ 0
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olduǧundan Teorem 2.1.9 (e) gereǧince a ≥ 0 dır. Her n ∈ N ic.in doǧru olan

x2
n+1 = 2 + xn es.itliǧinde n → ∞ iken limit alınırsa o zaman

lim
n→∞

xn = a ⇒ lim
n→∞

xn+1 = a ⇒ lim
n→∞

x2
n+1 = lim

n→∞
xn+1xn+1

= ( lim
n→∞

xn+1)
2 = a2

olduǧu dikkate alındıǧında, a2 = 2+a veya a2 −a−2 = 0 bulunur. Buradan

da a = 2 olduǧu ve dolayısı ile lim
n→∞

xn = 2 elde edilir. �

Örnek 2.1.38 : lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
limitinin varlıǧını ispat ediniz.

C. özüm: xn =
(
1 +

1

n

)n
, n ∈ N olmak üzere ∀α > −1 ic.in doǧru olan

(1 + α)n ≥ 1 + nα, n ∈ N Bernoulli es.itsizliǧinden yararlanırsak

xn+1

xn

=

(
1 + 1

n+1

)n+1(
1 + 1

n

)n =

(
1 + 1

n+1

)n(
1 + 1

n

)n (1 + 1
n+1

)
=

(
n(n + 2)n

(n + 1)2

)(
n + 2

n + 1

)

=

(
1 − 1

(n + 1)2

)n
n + 2

n + 1
>

(
1 − n

(n + 1)2

)
n + 2

n + 1

=
(n2 + n + 1)(n + 2)

(n2 + 2n + 1)(n + 1)
> 1 ⇒ xn+1 > xn

olur. Demek ki, (xn) dizisi artandır.

S. imdi (xn) dizisinin üstten sınırlı olduǧunu görelim. Binom formülünden

faydalanarak

xn =
(
1 +

1

n

)n
=

(
n

0

)
1n +

(
n

1

)
1

n
+

(
n

2

)
1

n2
+ . . . +

(
n

k

)
1

nk
+ . . . +

(
n

n

)
1

nn

= 1 + 1 +
1

2!
(1 − 1

n
) +

1

3!
(1 − 1

n
)(1 − 2

n
) + . . . +

+
1

k!
(1 − 1

n
) . . . (1 − k − 1

n
) + . . . +

1

n!
(1 − 1

n
) . . . (1 − n − 1

n
) <

< 2 +
1

2!
+ . . . +

1

n!
= yn
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bulunur. ∀n ∈ N ic.in n! ≥ 2n−1 olduǧundan,

yn < 2 +
1

2
+

1

22
+ . . . +

1

2n−1
= 2 +

1
2

− (1
2

)n
1 − 1

2

= 3 − (1
2

)n−1
< 3

elde edilir. Buradan, ∀n ∈ N ic.in xn < 3 dür. Yani, (xn) dizisinin üstten

sınırlı olduǧu görülür. O halde, Teorem 2.1.35 (a) gereǧince (xn) dizisi

yakınsaktır. Ayrıca, ∀n ∈ N ic.in 2 < xn < 3 olduǧundan, (xn) dizisinin lim-

iti 2 ile 3 arasında bir reel sayıdır. Bu sayı e ile gösterilir ve deǧeri yaklas.ık

olarak e = 2, 718281828459045 . . . dir. S. u halde, lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e dir.

Genel terimi zn =
(
1 + 1

n

)n+1
, (n ∈ N) s.eklinde verilen (zn) dizisi

yakınsaktır ve limiti e dir. Gerc.ekten, zn =
(
1 + 1

n

)n(
1 + 1

n

)
= xn

(
1 + 1

n

)
olduǧundan,

lim
n→∞

zn = lim
n→∞

xn

(
1 + 1

n

)
= lim

n→∞
xn

(
1 + 1

n

)
= e

bulunur. �
Not: R ic.indeki bir (xn) dizisnin bir Cauchy dizisi olup olmayacaǧı

tanımlarını as.aǧıdaki s.ekilde de verebiliriz.

(xn) bir Cauchy dizisidir ⇔ ∀ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyle ki ∀n > nε ve

∀p ∈ N ic.in |xn+p − xn| < ε dur.

(xn) bir Cauchy dizisi deǧildir ⇔ ∃ε > 0, ∀N ∈ N ic.in ∃n > N ve

∃p ∈ N öyle ki |xn+p − xn| ≥ ε dur. •

Örnek 2.1.39 : a ∈ R ic. in xn =
sin a

2
+

sin 2a

22
+

sin 3a

23
+. . .+

sin na

2n
, n ∈ N

dizisinin yakınsak olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: ∀n, p ∈ N olmak üzere

|xn+p − xn| =
∣∣sin(n + 1)a

2n+1
+ . . . +

sin(n + p)a

2n+p

∣∣
≤ 1

2n+1
+ . . . +

1

2n+p
=

1

2n+1

(
1 +

1

2
+ . . . +

1

2p−1

)
=

1

2n+1

1 − 1
2p

1 − 1
2

=
1

2n

(
1 − 1

2p

)
<

1

2n
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bulunur. lim
n→∞

1

2n
= 0 olduǧundan, herhangi ε > 0 verildiǧinde ∀n > nε =

[| log2
1
ε
|] ic.in

1

2n
< ε olur. Bu durumda, ∀n > nε ve ∀p ∈ N ic.in |xn+p −xn| <

ε ⇒ (xn) bir Cauchy dizisidir ⇒ (xn) dizisi yakınsaktır. �

Örnek 2.1.40 : xn = 1 +
1

2
+ . . . +

1

n
, n ∈ N dizisinin ıraksak olduǧunu

gösteriniz.

C. özüm: n, p ∈ N olmak üzere

xn+p − xn =
1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . . +

1

n + p

≥ 1

n + p
+

1

n + p
+ . . . +

1

n + p
=

p

n + p

olduǧu ac.ıktır. Burada p = n alırsak

x2n − xn ≥ n

n + n
=

1

2

bulunur. Buradan da (xn) dizisinin bir Cauchy dizisi olmadıǧı görülür.

Gerc.ekten, ε =
1

2
> 0 ve ∀N ∈ N ic.in n = p = N alırsak

|xn+p − xn| = |x2n − xn| = x2n − xn ≥ 1

2

elde edilir. Bu ise, (xn) dizisinin bir Cauchy dizisi olmadıǧını gösterir. Buna

göre (xn) dizisi ıraksaktır. �

2.1.5 Reel Sayı Dizilerinin Alt ve Üst Limitleri

Tanım 2.1.41 : (xnk
), (xn) dizisinin bir alt dizisi olsun. Eǧer, lim

n→∞
xnk

= a

(a ∈ R, a = +∞ veya a = −∞ olabilir) ise, a, (xn) dizisinin bir limit

noktasıdır denir. Bir bas.ka ifade ile, eǧer, a ∈ R noktasının her Uε(a)

koms.uluǧunda (xn) dizisinin sonsuz sayıda terimi bulunuyorsa, a ya (xn)

dizisinin bir limit noktası denir.
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Her ne kadar adlarında benzerlik olsa da, bir dizinin limit noktası ile dizinin

limitini birbiriyle karıs.tırmamalıyız. Bunun ile ilgili as.aǧıdaki teoremleri

verelim.

Teorem 2.1.42 : Eǧer, (xn) dizisinin limiti a ise (a ∈ R, a = −∞ veya

a = +∞ olabilir), (xn) dizisinin her (xnk
) alt dizisinin de limiti a dır.

Bu teoremi daha kısa olarak s.u s.ekilde de verebiliriz.

lim
n→∞

xn = a ∈ R (R = R ∪ {−∞, +∞} ⇔ (xn) nin her (xnk
) alt dizisi ic.in

lim
n→∞

xnk
= a dır.

Teorem 2.1.42 den de görüldüǧü gibi limiti (sonlu veya sonsuz) olan bir

dizinin yalnızca bir tane limit noktası vardır ki, bu da dizinin limitinden

bas.kası deǧildir.

Herhangi bir (xn) dizisinin limit noktası var mıdır sorusuna as.aǧıdaki

teorem evet cevabını vermektedir.

Teorem 2.1.43 : Her reel sayı dizinin R de en az bir limit noktası vardır.

Sınırlı reel sayı dizisi ic.in Teorem 2.1.42, Bolzano-Weierstrass Teoremi olarak

adlandırılır ve as.aǧıdaki s.ekilde yazılabilir.

Teorem 2.1.44 (Bolzano-Weierstrass) : R ic. indeki her sınırlı dizinin

yakınsak bir alt dizisi vardır.

Tanım 2.1.45 : R ic. inde bir dizi (xn) ve Z = {x ∈ R : x, (xn)nin bir limit

noktasıdır} olsun. (Teorem 2.1.43 e göre Z �= ∅ dir.) L = sup Z ve l = inf Z
büyüklüklerine, sırası ile (xn) dizisinin üst limiti ve alt limiti denir ve

L = lim
n→∞

xn veya L = lim sup xn

l = lim
n→∞

xn veya l = lim inf xn

ile gösterilir.

Her (xn) dizisi ic.in l ≤ L ( veya lim
n→∞

xn ≤ lim
n→∞

xn) olduǧu ac.ıktır.
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R ic.inde herhangi bir (xn) dizisi verilsin. ((xn) sınırlı veya sınırsız ola-

bilir). ∀n ∈ N ic.in

ln = inf{xk : k ≥ n} = inf{xn, xn+1, . . .}
Ln = sup{xk : k ≥ n} = sup{xn, xn+1, . . .}

diyelim.

Teorem 2.1.46 : l = lim
n→∞

ln ve L = lim
n→∞

Ln dir.

Teorem 2.1.47 : R ic. inde bir (xn) dizisi ic. in

lim
n→∞

xn = a ⇔ lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = a dir.

Tanım 2.1.48 : R ic. inde bir (xn) dizisi verilsin. Eǧer, ∀n ∈ N ic. in (xn)

dizisinin xn ≤ xn0 (xn ≥ xn0) olacak s.ekilde bir xn0 terimi varsa, xn0, (xn)

dizisinin en büyük (maksimal) (en küc. ük veya minimal) terimidir denir ve

xn0 = max(xn) (xn0 = min(xn)) s.eklinde gösterilir.

Lemma 2.1.49 :Eǧer, (xnk
), (xn) dizisinin bir alt dizisi ise,

lim
n→∞

xn ≤ lim
k→∞

xnk

dir.

Lemma 2.1.50 :Herhangi bir (xn) dizisi ic. in lim
n→∞

(−xn) = − lim
n→∞

xn ve

lim
n→∞

(−xn) = − lim
n→∞

xn dır.

Lemma 2.1.51 :Her n ∈ N ic. in xn > 0 olmak üzere lim
n→∞

xn. lim
n→∞

1

xn

=

lim
n→∞

xn. lim
n→∞

1

xn

= 1 dır.

Örnek 2.1.52 :xn = (−1)n−1(2 + 3
n
), n ∈ N olmak üzere (xn) dizisi ic. in

inf(xn) = inf R(xn), sup(xn) = sup R(xn), lim
n→∞

xn ve lim
n→∞

xn ni bulunuz.

C. özüm: (xn) dizisinin x2k−1 = 2 +
3

2k − 1
ve x2k = −2 − 3

2k
olmak üzere

(x2k−1) ve (x2k) alt dizilerini gözönüne alalım. (x2k−1) dizisinin azalan
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(x2k) dizisinin artan ve ∀k ∈ N ic.in x2k < x2k−1 olduǧu ac.ıktır. O halde,

xn dizisinin bütün terimleri (x2k−1) ve (x2k) alt dizilerin terimleri ic.inde bu-

lunduǧundan,

inf(xn) = inf R(x2k) = x2 = −2 − 3

2
= −7

2
,

sup(xn) = sup R(x2k−1) = x1 = 2 + 3 = 5,

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

x2k = −2, lim
n→∞

xn = lim
n→∞

x2k−1 = 2

elde edilir. �

Örnek 2.1.53 : xn = 1 +
n

n + 1
cos nπ

2
, n ∈ N olmak üzere (xn) dizisi ic. in

inf(xn) = inf R(xn), sup(xn) = sup R(xn), lim
n→∞

xn ve lim
n→∞

xn ni bulunuz.

C. özüm: (xn) dizisinin x4k−2 = 1 − 4k − 2

4k − 1
, x2k−1 = 1 ve x4k = 1 +

4k

4k + 1
olmak üzere (x4k−2), (x2k−1) ve (x4k) alt dizilerini gözönüne alalım. (x4k−2)

dizisinin azalan (x4k) dizisinin artan ve ∀k ∈ N ic.in x4k−2 < x2k−1 < x4k

olduǧu ac.ıktır. O halde,

inf(xn) = lim
n→∞

xn = lim
k→∞

x4k−2 = lim
k→∞

(
1 − 4k − 2

4k − 1

)
= 0,

sup(xn) = lim
n→∞

xn = lim
k→∞

x4k = lim
k→∞

(
1 +

4k

4k + 1

)
= 2

bulunur. �

Örnek 2.1.54 :
1

2
,
1

2
,
1

4
,
3

4
,
1

8
,
7

8
, . . . ,

1

2n
,
2n − 1

2n
, . . . dizisinin Z limit nokta-

ları kümesini bulunuz.

C. özüm: Verilen dizinin x
(1)
n =

1

2n
ve x

(2)
n =

2n

2n − 1
olmak üzere iki yakınsak

(x
(1)
n ) ve (x

(2)
n ) alt dizilerini gözönüne alalım. Bu dizilerin limitleri

lim
n→∞

x(1)
n = lim

n→∞
1

2n
= 0,

lim
n→∞

x(2)
n = lim

n→∞
2n

2n − 1
= lim

n→∞
1

1 − 1
2n

= 1
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verilen dizinin birer alt limitleridir. Diǧer taraftan, verilen dizinin her yakınsak

alt dizisi, (x
(1)
n ) ve (x

(2)
n ) dizilerinin alt dizileri olduǧundan verilen dizinin 0

ve 1 den bas.ka limit noktası olamaz. Demek ki, verilen dizinin limit noktaları

kümesi Z = {0, 1} dir. �

Örnek 2.1.55 : xn = sin n◦, n ∈ N olmak üzere (xn) dizisi ic. in

(i) Z limit noktaları kümesini;

(ii) lim
n→∞

xn ve lim
n→∞

xn limitlerini bulunuz.

C. özüm:

(i) ∀n, p ∈ N ic.in sin n◦ = sin(360◦p+n◦) olduǧundan, 0, ± sin 1◦, ± sin 2◦,

. . . , ± sin 89◦, ±1 sayıları (xn) dizinin terimleri arasında sonsuz sayıda

tekrarlanmaktadır. O halde, bu sayılar (xn) dizinin birer limit nokta-

larıdır.

Her a �∈ {0, ± sin 1◦, ± sin 2, . . . , ± sin 89◦, ±1} sayısının öyle Uε(a) kom-

s.uluǧu bulunabilir ki, (xn) dizinin bütün terimleri bu koms.uluǧun dı-

s.ındadır. O halde, (xn) dizinin limit noktalarının kümesi

Z = {0, ± sin 1◦, ± sin 2◦, . . . , ± sin 89◦, ±1} dir.

(ii) inf Z = −1 ve sup Z = 1 olduǧundan, lim
n→∞

sin n◦ = −1 ve

lim
n→∞

sin n◦ = 1 dir

Örnek 2.1.56 : 0, 1,
1

2
,
1

3
,
2

3
,
1

4
,
3

4
,
1

5
,
2

5
,
3

5
,
4

5
,
1

6
, . . . dizisinin

(i) Z limit noktaları kümesini;

(ii) alt ve üst limitlerini bulunuz.

C. özüm: (i) ∀α ∈ [0, 1] rasyonel sayısı verilen (xn) dizisinin bir terimi

olduǧu ac.ıktır. ∀α ∈ [0, 1) ve yeteri kadar büyük m doǧal sayısı

α +
1

n + m
< 1
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es.itsizliǧinin ∀n ∈ N ic.in saǧlandıǧı da ac.ıktır.

∀n ∈ N ic.in (xn) dizisinin terimleri ic.inde

α < rn < α +
1

n + m

olacak s.ekilde bir rn rasyonel sayısı vardır.

Bas.ka bir ifade ile her α ∈ [0, 1) sayısının her Uε(α) koms.uluǧunda [0, 1)

aralıǧının sonsuz sayıda rasyonel noktası bulunur. O halde, lim
n→∞

rn = α

dır ve dolayısıyla, α, (xn) dizisinin bir alt limitidir. α = 1 benzer s.ekilde

incelenebilir. Böylece, (xn) dizisnin limit noktalarının kümesi Z = [0, 1] dir.

(ii) lim
n→∞

xn = inf Z = 0 ve lim
n→∞

xn = sup Z = 1 dir. �

Örnek 2.1.57 : Teorem 2.1.46 dan faydalanarak

(i) xn = n(−1)n
, n ∈ N olmak üzere (xn) dizisinin,

(ii) yn = n, n ∈ N olmak üzere (yn) dizisinin

alt ve üst limitlerini bulunuz.

C. özüm: (i) ∀n ∈ N ic.in ln = inf{xk : k ≥ n} = inf{k(−1)k
: k ≥ n} = 0 ve

Ln = sup{xk : k ≥ n} = sup{k(−1)k
: k ≥ n} = +∞ olduǧundan,

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

inf{xk : k ≥ n} = lim
n→∞

0 = 0,

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

sup{xk : k ≥ n} = lim
n→∞

(+∞) = +∞

bulunur.

(ii) ∀n ∈ N ic.in inf{yk : k ≥ n} = n ve sup{yk : k ≥ n} = +∞ olduǧundan,

lim
n→∞

yn = lim
n→∞

inf{yk : k ≥ n} = lim
n→∞

n = +∞,

lim
n→∞

yn = lim
n→∞

sup{yk : k ≥ n} = lim
n→∞

(+∞) = +∞

bulunur. �
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2.2 C. özümlü Problemler

(1) (a) xn =
(−1)nn + 10√

n2 + 1
, n ∈ N;

(b) yn = ln(
√

2n2 + 1 − n) − ln, n ∈ N

dizilerininin sınırlı olduklarını gösteriniz.

Not: Sınırlı diziye verilen Tanım 1.13.15 e denk olan as.aǧıdaki tanımı

da verebiliriz. R ic.indeki (xn) dizisi sınırlıdır ⇔ ∃M > 0 öyle ki ∀n ∈ N

ic.in |xn| ≤ M dir. •
C. özüm:

(a) ∀n ∈ N ic.in |(−1)nn+10| ≤ |(−1)nn|+10 = n+10 ve
√

n2 + 1 > n

olduǧundan, ∀n ∈ N ic.in

|xn| =
|(−1)nn + 10√

n2 + 1
≤ n + 10

n
= 1 +

10

n
≤ 11

bulunur. Dolayısıyla, (xn) dizisi sınırlıdır.

(b) ∀n ∈ N ic.in

yn = ln n(
√

2 + 1
n2 − 1) − ln n = ln(

√
2 + 1

n2 − 1)

ve

0 <
√

2 − 1 ≤
√

2 + 1
n2 − 1 ≤

√
3 − 1

olduǧundan, ∀n ∈ N ic.in

ln(
√

2 − 1) ≤ yn ≤ ln(
√

3 − 1)

bulunur.

Buna göre, (yn) dizisi sınırsızdır. �
Not: R ic.indeki (xn) dizisi sınırsızdır ⇔ ∀M > 0 ic.in ∃N ∈ N öyleki

|xN | > M dir. •
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(2) (a) xn = ncos nπ, n ∈ N; (b) yn =
3n − 2n

2n + 1
, n ∈ N

dizilerinin sınırlı olup olmadıǧını inceleyiniz.

C. özüm: (a) k ∈ N olmak üzere x2k = (2k)cos 2kπ = 2k ve x2k−1 =

(2k − 1)cos(2k−1)π = (2k − 1)−1 bulunur. Buradan, ∀n ∈ N ic.in xn >

0 ⇒ (xn) dizisi alttan sınırlıdır diyebiliriz. Öte yandan, her M > 0

sayısı verildiǧinde N = [|M
2

|] + 1 doǧal sayısı ic.in x2N = (2N)cos 2Nπ =

2N > M ⇒ (xn) üstten sınırsızdır.

(b) ∀n ∈ N ic.in

yn =
3n − 2n

2n + 1
=
(3
2

)n 1 − (2
3

)n
1 + 1

2n

≥ (3
2

)n 1 − 2
3

1 + 1
2

=
2

9

(3
2

)n ≥ 1

3

olduǧundan, (yn) dizisi alttan sınırlıdır. Herhangi M > 0 sayısı ver-

ildiǧinde N = [| log 3
2

(
9M
2

)|] + 1 doǧal sayısı ic.in yN ≥ 2

9

(3
2

)N
> M ⇒

(yn) dizisi üstten sınırsızdır. �

(3) (a) xn =
n2

2n
, n ∈ N; (b) yn =

100n

n!
, n ∈ N

dizilerinin minimal ve maksimal terimlerini varsa bulunuz.

C. özüm: (a) ∀n ≥ 3 (n ∈ N) ic.in

xn+1

xn

=
1

2
(1 +

1

n
)2 < 1

olduǧundan (xn) (n ≥ 3) dizisi azalandır. O halde

max(xn) = max{x1, x2, x3} = x3 =
9

8
dir. Minimal eleman yoktur.

(b)
yn+1

yn

=
100

n + 1
⇒ (yn) n > 99 ic.in dizi azalan, 1 ≤ n ≤ 99 ic.in de

artandır. Dolayısı ile,

max(yn) = y100 =
100100

100!
=

10099

99!

elde edilir. Minimal eleman yoktur.�

(4) (a) xn =
n2

n2 + 1
n ∈ N dizisinin artan;

(b) a > 0 ic.in y1 herhangi pozitif bir sayı, yn+1 =
1

2
(yn +

a

yn

), n ∈ N
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olmak üzere (yn) (n ≥ 2) dizisinin monoton azalan;

(c) z1 = 3, zn+1 =
1

2
z2

n − 1, n ∈ N olmak üzere (zn) dizisinin artan

olduklarını gösteriniz.

C. özüm: (a) xn = 1 − 1

n2 + 1
ve xn+1 = 1 − 1

(n + 1)2 + 1
olduǧu

ac.ıktır. ∀n ∈ N ic.in (n + 1)2 > n2 ⇒ 1

(n + 1)2
<

1

n2
⇒ xn+1 > xn ⇒

(xn) dizisi artandır.

(b) ∀n ∈ N ic.in yn > 0 olduǧu ac.ıktır. ∀n ≥ 2 ic.in yn ≥ √
a olduǧunu

gösterelim. Gerc.ekten, her t ∈ (0, +∞) ic.in gec.erli olan t +
1

t
≥ 2

es.itsizliǧinde t =
yn√
a

> 0 olarak alırsak

yn√
a

+

√
a

yn

≥ 2 ⇒ yn+1 =

√
a

2

( yn√
a

+

√
a

yn

) ≥ √
a

olduǧu anlas.ılır. O halde, ∀n ≥ 2(n ∈ N) ic.in

yn+1

yn

=
1

2

(
1 +

a

y2
n

) ≤ 1

2
(1 + 1) = 1 ⇒ yn+1 ≤ yn

dolayısıyla, (yn) (n ≥ 2) dizisi monoton azalandır.

(c) n = 1 ic.in z1 = 3 ≥ 3 dür. Herhangi n = k ≥ 2 sayısı ic.in zk ≥ 3

olsun. zk+1 ≥ 3 olduǧunu görelim.

zk+1 − 3 =
1

2
z2

k − 4 =
1

2
(z2

k − 8) =
1

2
(zk − 2

√
2)(zk + 2

√
2) > 0

ve buradan zk+1 ≥ 3 olduǧu anlas.ılır. O halde, Matematik indüksiyon

yöntemi gereǧince her n ∈ N ic.in zn ≥ 3 dür. z1 = 3, z2 =
1

2
32 −

1 = 3, 5 ⇒ z2 − z1 = 0, 5 > 0 dır. Herhangi n = k ≥ 2 sayısı ic.in

zk+1 − zk > 0 olsun. O halde,

2zk+1 = z2
k − 2, 2zk+2 = z2

k+1 − 2 ⇒ 2(zk+2 − zk+1)

= z2
k+1 − z2

k = (zk+1 − zk)(zk+1 + zk) > 0 ⇒ zk+2 − zk+1 > 0

ise (Matematik indüksiyon yöntemi gereǧince) (zn) dizisi artandır. �
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(5) Limitin tanımını kullanarak as.aǧıdaki es.itliklerin doǧruluǧunu gösteriniz.

(a) lim
n→∞

5n3 − 3n2

n3 + 1
= 5 ; (b) lim

n→∞
2n + 7.6n

3n + 6n
= 7 ;

(c) lim
n→∞

3
√

n2 sin n2

n + 1
= 0 ; (d) lim

n→∞
logn 2 = 0 .

C. özüm: Herhangi bir ε > 0 sayısı verilsin.

(a)

∣∣5n3 − 3n2

n3 + 1
− 5
∣∣ =

| − 3n2 − 5|
n3 + 1

=
3n2 + 5

n3 + 1

=
3 + 5

n2

n + 1
n2

<
3 + 5

n
=

8

n
< ε ⇔ n >

8

ε

olur. O halde, nε = [[
8

ε
]] (nε = 0, ε ≥ 8 ise) olmak üzere ∀n > nε ic.in

∣∣5n3 − 3n2

n3 + 1
− 5
∣∣ < ε ⇒ lim

n→∞
5n3 − 3n2

n2 + 1
= 5

bulunur.

(b)

∣∣2n + 7.6n

3n + 6n
− 7
∣∣ =

|2n − 7.3n|
3n + 6n

=
7 − (2

3

)n
1 + 2n

<
7

2n
< ε ⇔ n > log2

7

ε

olur. O halde, nε = [| log2

7

3
|] (nε = 0, ε ≥ 7 ise) olmak üzere ∀n > nε

ic.in ∣∣2n + 7.6n

3n + 6n
− 7
∣∣ < ε ⇒ lim

n→∞
2n + 7.6n

3n + 6n
= 7

bulunur.

(c)

∣∣ 3
√

n2 sin n2

n + 1
− 0
∣∣ =

3
√

n2| sin n2|
n + 1

≤
3
√

n2

n + 1
<

1

n
1
3

< ε

⇔ n >
1

ε3
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olur. O halde, nε = [| 1

ε3
|] (nε = 0, ε > 1 ise) olmak üzere ∀n > nε ic.in

∣∣ 3
√

n2 sin n2

n + 1

∣∣ < ε ⇒ lim
n→∞

3
√

n2 sin n2

n + 1
= 0

bulunur.

(d) ∀n > 2(n ∈ N ic.in)

| logn 2 − 0| = | logn 2| =
1

log2 n
< ε ⇔ n > 2

1
ε

olur. O halde, nε = [|21
ε |] (nε = 1, ε > 1 ise) olmak üzere ∀n > nε ic.in

| logn 2| < ε ⇒ lim
n→∞

logn 2 = 0

bulunur. �

(6) xn = (0, 5)((−1)n−1)n, n ∈ N dizisinin ıraksak olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Herhangi a �= 1 sayısı (xn) dizisinin bir limiti olamaz.

C. ünkü, ε =
|a − 1|

2
> 0 olmak üzere (xn) dizisinin x2k−1 = 22(2k−1) >

1+
|a − 1|

2
olacak s.ekilde sonsuz sayıda terimleri a �= 1 noktasının Uε(a)

koms.uluǧu dıs.ında bulunmaktadır. a = 1 noktası da (xn) dizisinin bir

limiti olamaz. C. ünkü, a = 1 noktasının, örneǧin, U1
2
(1) koms.uluǧu

dıs.ında (xn) dizisinin sonsuz c.oklukta terimleri (tek indisli terimleri)

bulunmaktadır. Böylece, Tanım 2.1.2(b) gereǧince (xn) dizisi ırak-

saktır. �

(7) Teorem 2.1.9 u ispatlayınız.

C. özüm: (a) R ic.inde (xn) yakınsak dizisi ic.in lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

xn =

b ve a �= b olsun. ε =
|a − b|

2
> 0 alalım. Tanım 2.1.1. gereǧince

lim
n→∞

xn = a ⇒ ∃n′
ε ∈ N öyle ki ∀n > n′

ε ic.in xn ∈ Uε(a) olur. lim
n→∞

xn =

b ⇒ ∃n′′
ε ∈ N öyleki ∀n > n′′

ε ic.in xn ∈ Uε(a) bulunur. O halde,

nε = max{n′
ε, n

′′
ε } olmak üzere ∀n > nε ic.in xn ∈ Uε(a) ve xn ∈ Uε(b) ⇒
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∀n > nε ic.in xn ∈ Uε(a) ∩ Uε(b) olur. Uε(a) ∩ Uε(b) = ∅ olduǧundan bu

mümkün deǧildir. Elde edilen c.elis.ki a = b olduǧunu gösterir.

(b) (xn) yakınsak bir dizi olsun. Limit tanımında ε = 1 > 0 alırsak

lim
n→∞

xn = a ⇒ ∃n1 ∈ N öyleki ∀n > n1 ic.in |xn − a| < 1 veya |xn| <

|a| +1 olur. M = max{|x1|, . . . , |xn1|, |a| +1} > 0 sayısı ve ∀n ∈ N ic.in

|xn| < M dir. Dolayısıyla, (xn) dizisinin sınırlı olduǧu anlas.ılır.

(c) lim
n→∞

zn = d ve d �= 0 olsun. Bu durumda, lim
n→∞

zn = d ise ε =
|d|
2

>

0 ic.in ∃nε ∈ N öyleki ∀n > nε ic.in |zn −d| < ε dir. O halde, ∀n > nεic.in

|zn| = |d + zn − d| ≥ |d| − |zn − d| > |d| − ε =
|d|
2

olur. Dolayısıyla,

∀n > nε ic.in |zn| >
|d|
2

dir.

(d) Önermeyi (xn/yn) dizisi ic.in ispatlayalım. (c) ye göre lim
n→∞

yn =

b �= 0 ise ∃nb ∈ N öyle ki ∀n > nb ic.in |yn| >
|b|
2

dir. Herhangi ε > 0

sayısı verilsin. Tanım 2.1.1 gereǧince lim
n→∞

xn = a ise ∃n
′
ε ∈ N öyle ki

∀n > n′
ε ic.in |xn−a| <

ε|b|
4

dir. lim
n→∞

xn = b ise ∃n′′
ε ∈ N öyle ki ∀n > n′′

ε

ic.in |yn − b| <
ε|b|2

4(|a| + |b|) dir. nε = max{nb, n
′
ε, n

′′
ε } olsun. O halde,

∀n > nε ic.in∣∣xn

yn

− a

b

∣∣ =
∣∣bxn − ayn

ynb

∣∣ ≤ 1

|yn|(|xn − a| +
|a|
|b| |yn − b|)

<
2

|b|
ε|b|
4

+
2|a|
|b|2

ε|b|2
4(|a| + |b|) ≤ ε

2
+

ε

2
= ε

bulunur. Bu da lim
n→∞

xn

yn

=
a

b
olması demektir.

(e) lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b ve a < b olsun. Herhangi c ∈ (a, b) sayısını

gözönüne alalım. Tanım 2.1.1 gereǧince lim
n→∞

an = a ise ∃n′
ε ∈ N öyle

ki ∀n > n′
ε ic.in |an − a| < c − a veya −c + 2a < an < c, lim

n→∞
bn = b

ise ∃n′′
ε ∈ N öyle ki ∀n > n′′

ε ic.in |bn − b| < b − c veya c < bn < 2b − c

bulunur. n0 = max{n′, n′′} olsun. O halde, ∀n > n0 ic.in an < c < bn

olur.

(f) Gerc.ekten, eǧer, a > b ise (e) ye göre ∀n > n0 ic.in an > bn olacak
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s.ekilde bir n0 ∈ N sayısı vardır.

(g) lim
n→∞

xn = a ise, ∀ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyle ki ∀n > nε ic.in |xn−a| < ε

dir. Öte yandan, her x, y ∈ R sayıları ic.in
∣∣|x| − |y|∣∣ ≤ |x−y| es.itsizliǧi

doǧru olduǧundan, ∀n > nε ic.in
∣∣|xn| − |a|∣∣ ≤ |xn − a| < ε bulunur.

Buradan, lim
n→∞

|xn| = |a| elde edilir. �

(8) As.aǧıdaki limitleri hesaplayınız.

(a) lim
n→∞

n2 − n

n − √
n

; (b) lim
n→∞

2n − √
4n2 − 1√

n2 + 3 − n
;

(c) lim
n→∞

1 − n − n3

(3n + 1)3
; (d) lim

n→∞
10n + n!

2n + (n + 1)!
;

(e) lim
n→∞

(2n + 1

3n − 5

)3
; (f) lim

n→∞
( n3

n2 + 3
− 2n2

2n + 1

)
;

(g) lim
n→∞

( 1

n2
+

2

n2
+ . . . +

n − 1

n2

)
;

(h) lim
n→∞

∣∣ 1
n

− 2

n
+

3

n
− + . . . +

(−1)n−1n

n

∣∣;
(i) lim

n→∞
(1 + 3 + 5 + . . . + (2n − 1)

n2 + 1
− 2n + 1

n2

)
;

(j) lim
n→∞

( 1√
n2 + 1

+
1√

n2 + 2
+ . . . +

1√
n2 + n

)
;

(k) lim
n→∞

( 1

1.3
+

1

3.5
+ . . . +

1

(2n − 1)(2n + 1)

)
;

(l) lim
n→∞

(1
2

+
3

22
+

5

23
+ . . . +

2n − 1

2n

)
;

(m) lim
n→∞

(√
2. 4

√
2 . . . 2n√

2
)
.

C. özüm: (a) lim
n→∞

n2 − n

n − √
n

= lim
n→∞

(n − √
n)(n +

√
n)

n − √
n

= = lim
n→∞

(n +
√

n) = +∞ .

(b) lim
n→∞

2n − √
4n2 − 1√

n2 + 3 − n
= lim

n→∞
(2n − √

4n2 − 1)(2n +
√

4n2 − 1)

(
√

n2 + 3 − n)(2n +
√

4n2 − 1)

= lim
n→∞

√
n2 + 3 + n

(
√

n2 + 3 − n)(
√

n2 + 3 + n)(2n +
√

4n2 − 1)
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= lim
n→∞

√
1 + 3

n2 + 1

3(2 +
√

4 − 1
n2 )

=
1 + 1

3(2 +
√

4)
=

1

6
.

(c) lim
n→∞

1 − n − n3

(3n + 1)3
= lim

n→∞

1
n3 − 1

n2 − 1

(3 + 1
n
)3

= − 1

27
.

(d) lim
n→∞

10n + n!

2n + (n + 1)!
= lim

n→∞

1
n+1

(1 + 10n

n!
)

1 + 1
n+1

2n

n!

= 0 .

(e) lim
n→∞

(2n + 1

3n − 5

)3
=
(

lim
n→∞

2n + 1

3n − 1

)3
=
(

lim
n→∞

2 + 1
n

3 − 1
n

)3
=
(2
3

)3
.

(f)

lim
n→∞

( n3

n2 + 3
− 2n2

2n + 1

)
= lim

n→∞
n3 − 6n2

(2n + 1)(n2 + 3)

= lim
n→∞

1 − 6
n

(2 + 1
n
)(1 + 3

n2 )
=

1

2
.

(g) 1 + 2 + . . . + n − 1 =
n(n − 1)

2
olduǧundan,

lim
n→∞

( 1

n2
+

2

n2
+ . . . +

n − 1

n2

)
= lim

n→∞
1 + 2 + . . . + n − 1

n2

= lim
n→∞

n(n − 1)

2n2
= lim

n→∞
1

2
(1 − 1

n
) =

1

2
.

(h) xn =
1

n
− 2

n
+

3

n
−+ . . .+

(−1)n−1n

n
=

1 − 2 + 3 − . . . + (−1)n−1n

n
olsun. O halde, n = 2k ise,

x2k =
(1 − 2) + (3 − 4) + . . . + (2k − 1 − 2k)

2k
=

−k

2k
=

−1

2

olur. Eǧer, n = 2k − 1 ise,

x2k+1 =
(1 − 2) + (3 − 4) + . . . + [(2k − 3) − (2k − 2)] + (2k − 1)

2k − 1

=
(k − 1) + (2k − 1)

2k − 1
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olur. Buradan,

∣∣ 1
n

− 2

n
+

3

n
− + . . .+

(−1)n−1n

n

∣∣ = |xn| =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1

2
, n = 2k ise,

k

2k − 1
, n = 2k − 1 ise

olduǧu bulunur. R ic.indeki herhangi (an) dizisi ic.in

lim
k→∞

a2k = lim
k→∞

a2k−1 = a ⇔ lim
k→∞

an = a

önermesi doǧru olduǧundan (ispatlayınız)

lim
n→∞

∣∣ 1
n

− 2

n
+

3

n
− + . . . +

(−1)n−1n

n

∣∣ = lim
n→∞

|xn| =

lim
n→∞

|x2k| = lim
n→∞

|x2k−1| =
1

2

bulunur.

(i) ∀n ∈ N ic.in 1 + 3 + 5 + . . . + (2n − 1) = n2 olduǧundan,

lim
n→∞

(1 + 3 + · · · + (2n − 1)

n2
− 2n + 1

n2 + 1

)
= lim

n→∞
( n2

n2 + 1
− 2n + 1

n2

)
= lim

n→∞
n4 − 2n3 − n2 − 2n − 1

n2(n2 + 1)

= lim
n→∞

1 − 2
n

− 1
n2 − 2

n3 − 1
n4

1 + 1
n2

= 1

bulunur.

(j) xn =
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 1

+ . . . +
1√

n2 + n
olsun. ∀n ∈ N ve

∀k ∈ {1, 2, . . . , n} ic.in

1√
n2 + n

≤ 1√
n2 + k

≤ 1√
n2 + 1

es.itsizliǧi doǧru olduǧundan,

n√
n2 + n

≤ xn ≤ n√
n2 + 1
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bulunur. Buradan da lim
n→∞

n√
n2 + n

= lim
n→∞

n√
n2 + 1

= 1 olması ne-

deniyle Teorem 2.1.9 un (f) s.ıkkı gereǧince lim
n→∞

xn = 1 olur.

(k)

1

1.3
+

1

3.5
+ . . . +

1

(2n − 1)(2n + 1)

=
1

2

[
(1 − 1

3
) + (

1

3
− 1

5
) + . . . + (

1

2n − 1
− 1

2n + 1
)
]

1

2
(1 − 1

2n + 1
)

olduǧundan,

lim
n→∞

( 1

1.3
+

1

3.5
+ . . . +

1

(2n − 1)(2n + 1)

)
= lim

n→∞
1

2
(1 − 1

2n + 1
) =

1

2

elde edilir.

(l) xn =
1

2
+

3

22
+

5

23
+ . . . +

2n − 1

2n
olsun. O halde,

xn − 1

2
xn =

1

2
+ (

3

22
− 1

22
) + (

5

23
− 3

23
) + . . . + (

2n − 1

2n
− 2n − 3

2n
) − 2n − 1

2n+1

=
1

2
+ (

1

2
+

1

22
+ . . . +

1

2n−1
) − 2n − 1

2n+1

ve buradan da

xn = 1 + (1 +
1

2
+

1

22
+ . . . +

1

2n−2
) − 2n − 1

2n
= 1 +

1 − 1
2n−1

1 − 1
2

− 2n − 1

2n

olur. Buradan,

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(1 +
1 − 1

2n−1

1 − 1
2

− 2n − 1

2n
)

= lim
n→∞

(1 + 2 − 1

2n−2
− 2n − 1

2n
)

= lim
n→∞

3 − lim
n→∞

1

2n−2
− 2 lim

n→∞
n

2n
+ lim

n→∞
1

2n
= 3

bulunur.

(m)
√

2. 4
√

2. 8
√

2 . . . 2n√
2 = 2

1
2
+

1
4
+...+

1
2n = 21− 1

2n =
2

(2)
1
2n

ve ∀n > 2
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ic.in

2 = (2
1
2n )2n

= (1 + (2
1
2n −))2n

> (1 + (2
1
2n − 1))n

= 1 + n(2
1
2n − 1) + . . . + (2

1
2n − 1) > n(2

1
2n − 1) ⇒

0 < 2
1
2n − 1 <

2

n
⇒ lim

n→∞
2

1
2n = 1 ⇒

lim
n→∞

(
√

2.
4
√

2.
8
√

2 . . .
2n√

2) = lim
n→∞

2

(2)
1
2n

= 2

bulunur. �

(9) Toerem 2.1.21 i ispatlayınız.

C. özüm: lim
n→∞

xn = a ⇒ ∀ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyle ki ∀n > nε(n ∈ N)

ic.in |xn − a| < ε ⇒ ∀n > nε(n ∈ N) ic.in |αn| < ε ⇒ lim
n→∞

αn = 0

dir. lim
n→∞

αn = 0 ⇒ ∀ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyle ki ∀n > nε (n ∈ N) ic.in

|αn| < ε ⇒ ∀n > nε (nε ∈ N) ic.in |xn − a| < ε ⇒ lim
n→∞

xn = a dır. �

(10) As.aǧıdaki Teiblitz teoremini ispatlayınız.

Eǧer,

(a) Pnk ≥ 0 ;

(b)
n∑

k=1

Pnk = 1 ;

(c) Her sabit k ic.in lim
n→∞

Pnk = 0 ;

(d) lim
n→∞

xn = a

kos.ulları saǧlanırsa, tn =
n∑

k=1

Pnkxk, n ∈ N olmak üzere (tn) dizisi

yakınsaktır ve lim
n→∞

tn = a dır.

C. özüm: (d) kos.ulundan ∃N = Nε ∈ N öyle ki ∀n ≥ N (n ∈ N) ic.in

|xn − a| < ε
2

olur. (xn) dizisi yakınsak olduǧundan sınırlıdır. O halde,

her n ∈ N ic.in

|xn| ≤ M, |xn − a| ≤ 2M
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olacak s.ekilde M > 0 sayısı vardır.

(c) kos.ulundan ise, ∃n′
ε > N(n′

ε ∈ N) öyle ki ∀n > n′
ε (n ∈ N) ic.in

Pnk <
ε

4NM
, k = 1, 2, . . . , N

olur. O halde, (a) ve (b) kos.ulları kullanıldıǧında her n > n′
ε(n ∈ N)

ic.in

∣∣ n∑
k=1

Pnkxk − a
∣∣ =

∣∣ n∑
k=1

Pnkxk −
n∑

k=1

Pnka
∣∣ =

∣∣ n∑
k=1

Pnk(xk − a)
∣∣

≤
n∑

k=1

Pnk|xk − a| = Pn1|x1 − a| + . . . + PnN |xN − a|+

+ PnN+1|xN+1 − a| + . . . + Pnn|xn − a|
≤ N

ε

4NM
2M +

ε

2
(PnN+1 + . . . + Pnn)

<
ε

2
+

ε

2
= ε

olduǧu görülür. Dolayısı ile,

lim
n→∞

tn = lim
n→∞

n∑
k=1

Pnkxk = a

dir. �

(11) As.aǧıdaki önermelerin doǧru olduǧunu gösteriniz.

(a) (xn) yakınsak bir dizi ise,

ξn =
1

n
(x1 + . . . + xn), n ∈ N

olmak üzere (ξn) dizisi de yakınsaktır ve lim
n→∞

ξn = lim
n→∞

xn dir.

(b) Her n ∈ N ic.in yn > 0 olmak üzere (yn) yakınsak bir dizi ise,

γn =
n

1
y1

+ . . . + 1
yn

n ∈ N

olmak üzere (γn) dizisi de yakınsaktır ve lim
n→∞

γn = lim
n→∞

yn dir.
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(c) lim
n→∞

yn = +∞ ise, lim
n→∞

γn = +∞ ve lim
n→∞

y1 + . . . + yn

n
= +∞ dir.

C. özüm: (a) lim
n→∞

xn = a olsun. Pnk =
1

n
(n ∈ N, k = 1, 2, . . . , n)

dersek, tn =
n∑

k=1

Pknxk = ξk olur. Pnk ve (xn) ic.in problem 10 un tüm

kos.ulları saǧladıǧından,

lim
n→∞

ξn = lim
n→∞

tn = a = lim
n→∞

xn

olur.

(b) lim
n→∞

yn = b olsun.

Pnk =

1
yk

1
y1

+ . . . + 1
yn

(n ∈ N, k = 1, 2, . . . , n), xn = yn

dersek tn =
n∑

k=1

Pknxk =
n∑

k=1

Pknyk = γn olur. O halde, problem 10 un

tüm kos.ulları saǧladıǧından

lim
n→∞

γn = lim
n→∞

tn == lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = b

olur. olur.

(c) lim
n→∞

1

yn

= 0 ise lim
n→∞

1

γn

= 0 olduǧunu görelim. Pnk =
1

n
(n ∈

N, k = 1, 2, . . . , n), xn =
1

yn

dersek tn =
n∑

k=1

Pknxk =
1

n
(

1

y1

+. . .+
1

yn

) =

1

γn

olur. O zaman, lim
n→∞

1

γn

= lim
n→∞

tn = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

1

yn

= 0 bulunur.

lim
n→∞

αn = 0 ⇔ lim
n→∞

1

αn

= ∞

olduǧundan,

lim
n→∞

yn = +∞ ⇒ lim
n→∞

1

yn

= 0 ⇒ lim
n→∞

1

γn

= 0 ⇒ lim
n→∞

γn = +∞

dur. �
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(12) Her n ∈ N ic.in xn > 0 olmak üzere (xn) yakınsak bir dizi ise,

lim
n→∞

n
√

x1.x2. . . . xn = lim
n→∞

xn

olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Her n ∈ N ic.in

γn =
n

1
x1

+ . . . + 1
xn

≤ n
√

x1.x2. . . . xn ≤ x1 + x2 + . . . + xn

n
= ξn

es.itsizliǧi doǧru ve lim
n→∞

γn = lim
n→∞

ξn = lim
n→∞

xn olduǧundan, Teorem

2.1.9 (f) gereǧince

lim
n→∞

n
√

x1.x2. . . . xn = lim
n→∞

xn

dir. �

(13) Her n ∈ N ic.in xn > 0 ve lim
n→∞

xn

xn−1

= a olsun. Bu durumda,

lim
n→∞

n
√

xn = a

olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Problem 12 den

lim
n→∞

n
√

xn = lim
n→∞

n

√
x1

x2

x1

x3

x2
. . . xn

xn−1
= lim

n→∞
xn

xn−1

bulunur. �

(14) Teorem 2.1.30 u ispatlayınız.

C. özüm: l sonlu bir sayı olsun. x0 = y0 = 0 ve Pnk =
yk − yk−1

yk

(n ∈

N, k = 1, 2, . . . , n), Xn =
xn − xn−1

yn − yn−1

(n ∈ N) dersek, Pnk ve Xn Prob-

lem 10 un tüm kos.ullarını saǧlamaktadır. Ayrıca, tn =
n∑

k=1

PnkXk =
xn

yn

dir. Demek ki, lim
n→∞

xn

yn

= lim
n→∞

tn = lim
n→∞

Xn = lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= l

olur.�
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(15) p ∈ N olmak üzere as.aǧıdaki es.eitliklerin doǧru olduǧunu gösteriniz.

(a) lim
n→∞

1p + 2p + . . . + np

np
=

1

p + 1
;

(b) lim
n→∞

(1p + 2p + . . . + np

np
− n

p + 1

)
=

1

2
;

(c) lim
n→∞

1p + 3p + . . . + (2n + 1)p

np+1
=

2p

p + 1
.

C. özüm: Stolz teoreminden faydalanarak (c) nin doǧruluǧunu gösterelim.

(a) ve (b) nin doǧruluǧu benzer s.ekilde gösterilebilir.

xn = 1p +3p + . . .+(2n+1)p ve yn = np+1 olarak alırsak her n > 2 (n ∈
N) ic.in

xn − xn−1

yn − yn−1

=
(2n + 1)p

np+1 − (n − 1)p+1

=
2pnp(1 + 1

2n
)p

np+1 − [np+1 − (p + 1)np + (p+1)p
2

np−1 − . . . + (−1)p+1]

=
2p(1 + 1

2n
)p

(p + 1) − (p+1)p
2

1
n

+ . . . + (−1)p 1
np

olur. Buradan,

lim
n→∞

1p + 3p + . . . + (2n + 1)p

np+1
= lim

n→∞
xn

yn

= lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= lim
n→∞

2p(1 + 1
2n

)p

(p + 1) − (p+1)p
2

1
n

+ . . . + (−1)p 1
np

=
2p

p + 1

bulunur. �
(16) xn = 1 +

1

2
+

1

3
+ . . . +

1

n
− ln n, n ∈ N olmak üzere (xn) dizisinin

yakınsak olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: xn+1 − xn =
1

n + 1
− ln(n + 1) + ln n =

1

n + 1
− ln(1 +

1

n
)

ve her n ∈ N ic.in

1

n + 1
< ln(1 +

1

n
) <

1

n
(2.2)
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es.itsizliǧi doǧru olduǧundan, her n ∈ N ic.in xn+1 < xn olur. Demek ki,

(xn) dizisi azalandır. S. imdi dizinin alttan sınırlı olduǧunu gösterelim.

(2.2) den dolayı her n ∈ N ic.in

xn = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . . +

1

n
− ln n

> ln(1 + 1) + ln(1 + 1
2
) + . . . + ln(1 + 1

n
) − ln n

= ln(2.3
2
.4
3
. . . n+1

n
1
n
) = ln

n + 1

n
>

1

n + 1
> 0

olur. Bu ise, (xn) dizisinin alttan sınırlı olması demektir. O halde,

Teorem 1.13.20 gereǧince (xn) yakınsaktır. Eǧer, lim
n→∞

xn = c dersek

Teorem 2.1.21 gereǧince (αn) sonsuz küc.ük bir dizi olmak üzere

xn = 1 +
1

2
+ . . . +

1

n
− ln n = c + αn

veya lim
n→∞

αn = 0 olmak üzere

1 +
1

2
+ . . . +

1

n
= c + ln n + αn (2.3)

s.eklinde yazabiliriz. Burada ki c = 0, 577216 . . . sayısı Euler sabiti

olarak isimlendirilir. �

(17) lim
n→∞

( 1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . . +

1

2n

)
hesaplayınız.

C. özüm: xn = 1 +
1

2
+ . . . +

1

n
, n ∈ N olsun. O halde, (2.3) kul-

lanıldıǧında

1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . . +

1

2n
= x2n − xn = ln 2n + α2n − ln n − αn

= ln 2 + (α2n − αn)

olur. Buradan lim
n→∞

( 1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . . +

1

2n

)
= ln 2 elde edilir. �

(18) Monoton dizilerin limiti üzerine teoremleri kullanarak terimleri as.aǧıda

verilen dizilerin yakınsak olduklarını gösteriniz.
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(a) xn = 1 +
2

4
+

3

42
+ . . . +

n

4n−1
, n ∈ N;

(b) xn =
1

12 + 1
+

1

22 + 1
+ . . . +

1

n2 + 1
, n ∈ N;

(c) xn =
(
1 +

1

12 + 1

)(
1 +

1

22 + 1

)
. . .
(
1 +

1

n2 + 1

)
, n ∈ N.

C. özüm: (a) Her n ∈ N ic.in xn+1 = xn +
n + 1

4n
> xn olduǧundan (xn)

artan bir dizidir. Her n ∈ N ic.in 2n ≥ n olduǧundan

xn = 1 +
2.2

22.2
+

3.2

23.22
+ . . . +

2n

2n.2n−1

≤ 1 + 1 +
1

2
+

1

22
+ . . . +

1

2n−2
= 1 +

1 − 1
2n−1

1 − 1
2

< 3

olur. Demek ki, (xn) artan ve üstten sınırlı bir dizidir. O halde, (xn)

yakınsaktır.

(b) Her n ∈ N ic.in

xn+1 = xn +
1

(n + 1)2 + 1
> xn

olduǧundan, (xn) artan bir dizidir. Her n > 2 (n ∈ N) ic.in
1

n2
<

1

n(n − 1)
=

1

n − 1
− 1

n
doǧru olduǧundan,

xn =
1

12 + 1
+

1

22 + 1
+ . . . +

1

n2 + 1
<

1

12
+

1

22
+ . . . +

1

n2

< 1 +
1

2.1
+

1

3.2
+ . . . +

1

n(n − 1)

= 1 + (1 − 1

2
) + (

1

2
− 1

3
) + . . . + (

1

n − 1
− 1

n
) = 2 − 1

n
< 2

bulunur. Demek ki, (xn) artan ve üstten sınırlı bir dizidir. O halde,

(xn) yakınsaktır.

(c) Bu s.ıktaki (xn) dizisinin yakınsaklıǧı benzer s.ekilde gösterilebilir.�
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(19) xn = 1−
n∑

k=1

1

2k(2k + 1)
− 1

2(n + 1)
, n ∈ N dizisinin yakınsak olduǧunu

gösteriniz.

C. özüm: Her n ∈ N ic.in

xn+1 − xn =
−1

2(n + 1)(2n + 3)
− 1

2(n + 2)
+

1

2(n + 1)

=
1

2n + 3
− 1

2(n + 1)
− 1

2(n + 2)
+

1

2(n + 1)

=
1

2n + 3
− 1

2(n + 2)
> 0

olduǧundan, (xn) artan bir dizidir. Ayrıca, her n ∈ N ic.in xn < 1 dir.

(xn) artan ve üstten sınırlı olduǧundan yakınsaktır. �

(20) a > 0, b > 0 ve x1 = a, xn+1 = a +
bxn

axn + b
, n ∈ N olmak üzere (xn)

dizisinin yakınsaklıǧını inceleyiniz.

C. özüm: Her n ∈ N ic.in xn > 0 olduǧu ac.ıktır.

x2 − x1 = a +
bx1

x1 + b
− x1 =

ab

a2 + b
> 0

yani x2 > x1 dir. Herhangi n = k (k ≥ 2, k ∈ N) ic.in xk+1 > xk

olduǧunu kabul edip xk+2 > xk+1 olduǧunu gösterelim.

xk+2 = a +
bxk+1

axk+1 + b
= a +

b

a + b
xk+1

> a +
b

a + b
xk

= xk+1

dir. Diǧer taraftan, her n ∈ N ic.in

xn+1 = a +
bxn

axn + b
< a +

b

c
, n ∈ N

olduǧundan, (xn) dizisi üstten sınırlıdır. Demek ki, (xn) dizisi yakınsaktır.

lim
x→∞

xn = t diyelim.

xn+1 = a +
bxn

axn + b
n ∈ N
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baǧıntısında n → ∞ iken limite gec.ilirse, lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn+1 = t

olması nedeniyle

t = a +
bt

at + b
⇒ t2 − at − b = 0 ⇒

t1 =
a − √

a2 + 4b

2
ve t2 =

a +
√

a2 + 4b

2

bulunur. (xn) pozitif terimli bir dizi olduǧundan, t =
a +

√
a2 + 4b

2
olur. Böylece,

lim
n→∞

xn =
a +

√
a2 + 4b

2

dir. �

(21) As.aǧıda genel terimleri verilen dizilerin birer Cauchy dizisi olduklarını

gösteriniz.

(a) xn =
1

n
, n ∈ N;

(b) xn =
2n + 1

5n − 2
, n ∈ N;

(c) xn = 0, 55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−tane

, n ∈ N;

(d) |q| < 1 olmak üzere xn = a + aq + aq2 + . . . + aqn−1, n ∈ N;

(e) x1 = 1, xn = xn−1 + (−1)n−1/n!, n ∈ N.

C. özüm: (a) Her n, p ∈ N ic.in

|xn+p − xn| = | 1

n + p
− 1

n
| = | − p

n(n + p)
| =

p

n(n + p)
<

1

n

olduǧundan, her ε > 0 ic.in ∃nε = [|1
ε
|] ∈ N öyle ki her n > nε ve

her p ∈ N ic.in |xn+p − xn| < ε olacaktır. Buna göre, (xn) bir Cauchy

dizisidir.
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(b) Her n, p ∈ N ic.in

|xn+p − xn| =
∣∣2(n + p) + 1

5(n + p) − 2
− 2n + 1

5n − 2

∣∣
=
∣∣ −9p

(5n − 2)(5(n + p) − 2)

∣∣ =
∣∣9
5

( 1

5(n + p) − 2
− 1

5n − 2

)∣∣
=

9

5

( 1

5n − 2
− 1

5(n + p) − 2

)
<

9

5(5n − 2)

olur. Buradan, her ε > 0 ic.in ∃nε = [[
10ε + 9

25ε
]] ∈ N öyle ki her

n > nε (n ∈ N) ic.in |xn+p − xn| < ε elde edilir. Buna göre, (xn) bir

Cauchy dizisidir.

(c) xn = 0, 55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−tane

=
5

10
+

5

102
+ . . . +

5

10n
, n ∈ N olduǧundan, her

n, p ∈ N ic.in

xn+p − xn =
5

10n+1
+

5

10n+2
+ . . . +

5

10n+p

=
5

10n+1

(
1 +

1

10
+ . . . +

1

10p−1

)
=

5

10n+1
.
1 − 1

10p

1 − 1
10

<
5

9.10n

elde edilir. Buna göre, her ε > 0 ic.in ∃nε = [[ log
5

9ε
]] öyle ki her

n > nε (n ∈ N) ve her p ∈ N ic.in |xn+p − xn| < ε ⇒ (xn) bir Cauchy

dizisidir.

(d) Her n, p ∈ N ic.in

|xn+p − xn| = |aqn + aqn+1 + . . . + aqn+p−1|
≤ |a||q|p(1 + |q| + . . . + |q|p−1)

= |a||q|n 1 − |q|p
1 − |q| <

|a||q|n
1 − |q|

olduǧundan, her ε > 0 ic.in ∃nε = [[ ln
ε(1 − |q|)

|a|
/

ln |q| ]] öyle ki her

n > nε (n ∈ N) ve her p ∈ N ic.in |xn+p − xn| < ε ⇒ (xn) bir Cauchy
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dizisidir.

(e) xn = 1 +
(−1)2−1

2!
+

(−1)3−1

3!
+ . . . +

(−1)n−1

n!
, n ∈ N olduǧu

ac.ıktır. Her n ∈ N ic.in n! > 2n−1 olduǧundan,

|xn+p − xn| =
∣∣(−1)n+1−1

(n + 1)!
+ . . . +

(−1)n+p−1

(n + p)!

∣∣
≤ 1

(n + 1)!
+

1

(n + 2)!
+ . . . +

1

(n + p)!

<
1

2n
+

1

2n+1
+ . . . +

1

2n+p−1
=

1

2n
(1 +

1

2
+ . . . +

1

2p−1
)

=
1

2n

1 − 1
2p

1 − 1

2

<
1

2n−1

bulunur. Buna göre, her ε > 0 ic.in ∃nε = [| ln 1

ε
|] + 1 öyle ki her

n > nε (n ∈ N) ve her p ∈ N ic.in |xn+p − xn| < ε ⇒ (xn) bir Cauchy

dizisidir. �
Not: Cuachy yakınsaklık kriteri gereǧince (Bkz. Teorem 2.1.35

(c))her bir Cauchy dizisi yakınsak olduǧundan Problem 20 de verilen

dizilerin her biri yakınsaktır. •

(22) As.aǧıda genel terimleri verilen dizilerin birer Cauchy dizisi olmadıklarını,

dolayısi ile, ıraksak olduklarını gösteriniz.

(a) xn = 0, 2(−1)nn, n ∈ N; (b) xn =
n cos πn − 1

2n
, n ∈ N;

(c) xn = (−1)n(1 +
1

n
)n, n ∈ N; (d) xn =

n∑
k=1

1√
k
, n ∈ N;

(e) xn =
n∑

k=1

(−1)k, n ∈ N; (f) xn =
n∑

k=1

k

(k + 1)2
, n ∈ N .

C. özüm: (a) Her k ∈ N ic.in

|x2(2k−1) − x2k−1| = |0, 22(2k−1) − 0, 2−(2k−1)| = |5−2(2k−1) − 52k−1|
= 52k−1 − 5−2(2k−1) ≥ 5 − 5−2 =

124

25
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olur. Buna göre, ∃ε =
124

25
> 0 öyle ki her k ∈ N ic.in n = 2k − 1 ve

p = 2k − 1 alırsak |xn+p − xn| = |x2(2k−1) − x2k−1| ≥ 124

25
= ε bulunur.

Demek ki, (xn) bir Cauchy dizisi deǧildir.

(b) Her k ∈ N) ic.in

|x3k − x2k| =
∣∣3k cos 3kπ − 1

6k
− 2k cos 2kπ − 1

4k

∣∣
=
∣∣−3k − 1

6k
− 2k − 1

4k

∣∣ =
∣∣−12k + 1

12k

∣∣
= 1 − 1

12k
≥ 11

12

olur. Buradan, ε =
11

12
> 0 ve her k ∈ N ic.in n = 2k ve p = k alırsak

|xn+p −xn| = |x3k −x2k| ≥ 11

12
= ε bulunur. Demek ki, (xn) bir Cauchy

dizisi deǧildir.

(c) Her n ∈ N ic.in (1 +
1

n
)n > 1 olduǧundan, k ∈ N olmak üzere

x4k − x2k−1 = (1 +
1

4k
)4k + (1 +

1

2k − 1
)2k−1 > 1 + 1 = 2

olur. Buradan, ε = 2 ve her k ∈ N) ic.in n = 2k − 1 ve p = k +1 alırsak

|xn+p −xn| = |x4k −x2k−1| > 2 = ε bulunur. Demek ki, (xn) bir Cauchy

dizisi deǧildir.

Not: xn =
(
1 +

(−1)n

n

)n
, n ∈ N dizisinin bir Cauchy dizisi olmadıǧı

c) ye benzer s.ekilde gösterilebilir. •
(d) Her n, p ∈ N) ic.in

|xn+p − xn| =

n+p∑
k=n+1

1√
k

=
1√

n + 1
+

1√
n + 2

+ . . . +
1√

n + p

≥ p√
n + p

⇒ x2n − xn ≥ n√
2n

>
1√
2

bulunur. Buradan, ε =
1√
2

ve her n ∈ N) ic.in p = n alırsak |xn+p −

xn| = |x2n − xn| ≥ 1√
2

≥ ε bulunur. Demek ki, (xn) bir Cauchy dizisi
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deǧildir.

(e) Her n, p ∈ N ic.in

|xn+p − xn| = |(−1)n+1 + (−1)n+2 + . . . + (−1)n+p|

= |(−1)1 + (−1)2 + . . . + (−1)p| =

{
0, p c.ift ise;

1, p tek ise.

olur. Buradan, ε = 1 ve her n ∈ N) ic.in p = 2n−1 alırsak |xn+p −xn| =

|x3n−1−xn| = 1 ≥ ε bulunur. Demek ki, (xn) bir Cauchy dizisi deǧildir.

(f) Her n, p ∈ N ic.in

|xn+p − xn| =

n+p∑
k=n+1

k

(k + 1)2

=
n + 1

(n + 2)2
+

n + 2

(n + 3)2
+ . . . +

n + p

(n + p + 1)2

≥ p(n + p)

(n + p + 1)2

olur. Buradan, ε =
2

9
ve her n ∈ N) ic.in p = n alırsak |xn+p − xn| ≥

2n2

(2n + 1)2
≥ 2n2

(3n)2
=

2

9
= ε bulunur. Demek ki, (xn) bir Cauchy dizisi

deǧildir. �
Not: Cauchy yakınsaklık kriteri gereǧince Problem 22 de verilen

diziler ıraksaktır. •

(23) Teorem 2.1.42 yi ispatlayınız.

C. özüm: lim
n→∞

xn = a olsun. Bu durumda, (xn) dizisinin herhangi

(xnk
) alt dizisi ic.in lim

n→∞
xnk

= a olduǧunu gösterelim.

(a) a ∈ R olsun. lim
n→∞

xn = a ⇒ ∀ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyle ki

∀n > nε(n ∈ N) ic.in |xn − a| < ε dir. lim
k→∞

nk = +∞ ⇒ nε sayısı

ic.in ∃kε ∈ N öyle ki ∀k > kε ic.in nk > nε dir. O halde, ∀k > kε ic.in

|xnk
− a| < ε bulunur. Demek ki, lim

n→∞
xnk

= a dır.

(b) a = −∞ olsun. lim
n→∞

xn = −∞ ⇒ ∀ε > 0 ic.in ∃n′
ε ∈ N öyle ki
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∀n > n′
ε(n ∈ N) ic.in xn < −ε dir. lim

k→∞
nk = +∞ ⇒ n′

ε sayısı ic.in

∃k′
ε ∈ N öyle ki ∀k > k′

ε ic.in nk > n′
ε dir. O halde, ∀k > k′

ε ic.in

xnk
< −ε bulunur. Demek ki, lim

n→∞
xnk

= −∞ dır.

(c) a = +∞ durumu benzer s.ekilde ispatlanabilir. �

(24) Teorem 2.1.43 ü ispatlayınız.

C. özüm: (a) (xn), R ic.inde sınırlı bir dizi ve R(xn) ise bu dizinin

deǧer kümesi olsun. R(xn) sonlu bir küme ise hic. olmazsa bir x noktası

ic.in

x = xn1 = xn2 = . . . = xnk
= . . .

olacak s.ekilde N ic.inde bir (nk) dizisi vardır. xnk
= x, k ∈ N olmak

üzere (xnk
), (xn) dizisinin bir alt dizisidir ve tes.kili x limitli yakınsak

bir dizi olduǧunu gösterir.

R(xn) sonsuz bir küme ise, sınırlı olduǧundan Bolzano-Weierstrass

prensibine göre bu kümenin bir x limit noktası vardır. x, R(xn) nin

limit noktası olduǧundan, |xn1 −x| < 1 olacak s.ekilde bir n1 ∈ N sayısı

vardır. x, R(xn) nin limit noktası olduǧundan, |xn2 − x| < 1/2 olacak

s.ekilde bir n2 > n1 (n2 ∈ N) sayısı vardır. Bu is.leme devam edildiǧinde

k. adımda |xnk
− x| < 1/k olacak s.ekilde bir nk > nk−1 (nk ∈ N) sayısı

ve dolayısı ile, (xn) dizisinin her k ∈ N ic.in |xnk
− x| < 1/k olacak

s.ekilde bir (xnk
) alt dizisi elde edilir.

Her k ∈ N ic.in |xnk
−x| < 1/k ve lim

n→∞
1

k
= 0 olduǧundan, lim

n→∞
xnk

= x

dir. Bu ise, x in (xn) dizisinin bir limit noktası olduǧunu gösterir.

(b) (xn) üstten sınırsız olsun. R(xn) kümesi üstten sınırsız olduǧundan,

(i) durumuna benzer olarak her ∀k ∈ N ic.in xnk
> k olacak s.ekilde

nk ∈ N sayısı elde edilecektir. O halde, lim
n→∞

xnk
= +∞ dir. Bu ise +∞

noktasının (xn) nin bir limit noktası olduǧunu gösterir.

(c) (xn) alttan sınırsız olduǧu durumda −∞ noktasının da (xn) nin

bir limit noktası olduǧu benzer s.ekilde gösterilir. �

(25) Teorem 2.1.46 yı ispatlayınız.
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C. özüm: L = lim
n→∞

Ln olduǧunu gösterelim. (l = lim
n→∞

ln olduǧu benzer

s.ekilde gösterilebilir.)

(xn) üstten sınırsız bir dizi olsun. O halde, Teorem 2.1.43 gereǧince

(xn) nin lim
k→∞

xnk
= +∞ olacak s.ekilde bir (xnk

) alt dizisi vardzır. Bu

durumda, +∞ noktası (xn) nin bir limit noktasıdır ve her x ∈ R ic.in

x < +∞ olduǧundan L = +∞ olur. Diǧer taraftan, her n ∈ N ic.in

Ln = sup{xk : k ≥ n} = +∞ olduǧundan lim
n→∞

Ln = +∞ = L dir.

(xn) üstten sınırlı bir dizi olsun. A ⊂ R ve B ⊂ R alt kümeleri ic.in

A ⊂ B ise, sup A ≤ sup B olduǧunu dikkate alırsak her n ∈ N ic.in

Ln+1 = sup{xk : k ≥ n + 1} ≤ sup{xk : k ≥ n} = Ln

olduǧu bulunur. Demek ki, (Ln) dizisi monoton azalan bir dizidir. Bu

durumda, L = lim
n→∞

Ln = inf R(Ln) (L sonlu veya L = −∞) limiti

vardır.

(a) L = −∞ ⇒ ∀ε > 0 ve ∀n > nε (n ∈ N) ic.in Ln < −ε olacak s.ekilde

bir nε ∈ N sayısı vardır. Her n > nε ic.in Ln = sup{xk : k ≥ n} <

−ε ⇒ ∀n > nε ic.in xn < −ε olur. Demek ki, ∀ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyle

ki ∀n > n|ε ic.in xn < −ε ⇒ lim
n→∞

xn = −∞ dur. Bu durumda, L = −∞
noktası (xn) nin en küc.ük limit noktası olmak üzere lim

n→∞
Ln = L dir.

(b) L ∈ R olsun. L nin (xn) dizisinin bir üst limiti olduǧunu gösterelim.

Bu nedenle supremumun karakteristik özelliklerinden yararlanarak L

sayısının as.aǧıdaki iki karakteristik özelliǧini bulalım. lim
n→∞

Ln = L ise,

her ε > 0 ic.in Lnε < L + ε olacak s.ekilde bir nε ∈ N sayısı vardır.

L + ε > Lnε = sup{xk : k ≥ nε} ise her n ≥ n′
ε ic.in xn < L + ε dur.

L sayısının I. özelliǧi: Her ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyle ki her n > nε ic.in

xn < L+ε dur. Her ε > 0 ve her n ∈ N ic.in Ln ≥ L > L−ε olduǧundan

∃N > n doǧal sayısı vardır ki xN > L − ε olur.

L sayısının II. özelliǧi: Her ε > 0 ve her n ∈ N ic.in x′
n > L − ε olacak

s.ekilde bir n′ > n sayısı vardır.

L sayısının I ve II özelliklerinden yararlanarak L sayısının (xn) dizisinin

bir limit noktası olduǧunu gösterelim.
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Her n ∈ N ic.in εn > 0 ve lim
n→∞

εn = 0 olmak üzere azalan (εn) dizisini

gözönüne alalım. ε1 > 0 sayısı ic.in L nin I özelliǧine göre ∃nε1 ∈ N

öyleki her n > nε1 ic.in xn < L+ε1 ve L nin II özelliǧine göre xn1 > L−ε1

olacak s.ekilde n1 > nε1 doǧal sayısı vardır. Demek ki, ε1 > 0 sayısı

ic.in L − ε1 < xn1 < L + ε1 olacak s.ekilde bir n1 ∈ N sayısı vardır.

n1 < n2 < . . . < nk−1 doǧal sayıları sec.ilmis. olsun. S. imdi nk > nk−1

doǧal sayısının nasıl sec.ilebileceǧini görelim.

L sayısının I özelliǧine göre ∃nεk
∈ N öyle ki her n > nεk

ic.in xn <

L + εk ve L nin II. özelliǧine göre xnk
> L − ε olacak s.ekilde bir nk >

max{nk−1, nkε} sayısı vardır. Demek ki, her k ∈ N ic.in

l − εk < xnk
< L + εk veya |xnk

− L| < εk

olacal s.ekilde nk ∈ N (n1 < n2 < . . . < nk < . . .) sayısı vardır.

lim
k→∞

εk = 0 olduǧundan, lim
k→∞

xnk
= L bulunur. Bu ise L nin (xn)

dizisinin bir limit noktası olduǧunu gösterir. S. imdi L nin (xn) dizisinin

limit noktalarının en bÿüǧü olduǧunu görelim.

L sayısının I. özelliǧine göre her ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyle ki her n > nε

ic.in xn < L+ε dir. Buradan, (xn) dizisinin hic.bir limit noktasının L+ε

dan ve dolayısı ile, ε nun herhangi bir pozitif sayı olduǧu nedeniyle L

den büyük olmayacaǧı görülür.

Böylece, L = lim
n→∞

Ln olduǧu ispatlanmıs. olur. �
Not: (xn) alttan sınırlı bir dizi olduǧunda l = lim

n→∞
ln sayısının

as.aǧıdaki özelliklere sahip olduǧu gösterilebilir.

l sayısının I. özelliǧi: Her ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyle ki her n > nε ic.in

xn > l − ε dur.

l sayısının II. özelliǧi: Her ε > 0 ve her n ∈ N ic.in x′
n < l + ε olacak

s.ekilde bir n′ > n sayısı vardır. •
(26) Teorem 2.1.47 yi ispatlayınız.

C. özüm: ⇒ lim
n→∞

xn = a ⇔ (xn) dizisinin her (xnk
) alt dizisi ic.in

lim
n→∞

xnk
= a dır önermesi doǧru olduǧundan (Bkz. Teorem 2.1.42) (xn)
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dizisinin limit noktaları kümesi Z = {a} dır. Buradan da lim
n→∞

xn =

lim
n→∞

xn = a olduǧu görülür.

⇐ lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = a olsun. lim
n→∞

xn = a olduǧunu gösterelim.

(a) a = −∞ olsun. Bu durumda, L = lim
n→∞

Ln = −∞ dir ve Problem

25 ten görüldüǧü gibi lim
n→∞

xn = −∞ dir. Benzer s.ekilde, a = +∞
olduǧundan lim

n→∞
xn = +∞ olduǧu gösterilebilir.

(b) a ∈ R olsun. l ve L sayılarının II özelliǧine göre her ε > 0 ic.in

∃nε ∈ N öyle ki her n > nε ic.in

l − ε < xn < L + ε veya ( l = L = a olduǧundan) |xn − a| < ε

olur. Bu da lim
n→∞

xn = a olması demektir. �

(27) (xn), R ic.inde Cauchy dizisi ve ln = inf{xk : k ≥ n}, Ln = sup{xk :

k ≥ n}, n ∈ N olsun. lim
n→∞

ln = lim
n→∞

Ln ve sonuc.ta lim
n→∞

ln =

lim
n→∞

Ln = lim
n→∞

xn = a olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: (xn), R ic.inde Cauchy dizisi olduǧundan sınırlıdır. Bu du-

rumda, (ln) ve (Ln) sırası ile monoton artan ve monoton azalan diziler

olduklarından sonlu l = lim
n→∞

ln ve L = lim
n→∞

Ln limitleri vardır. Her

n ∈ N ic.in ln ≤ Ln olduǧundan l ≤ L olduǧu ac.ıktır. (Bkz. Teorem

2.1.9 (e)). l = L olduǧunu gösterelim.

(xn) bir Cauchy dizisi ise her ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyle ki her n > nε, m >

nε ic.in

|xn − xm| < ε/3

dır. Buradan, sabit m = mε = nε + 1 ve her n > nε ic.in

xmε − ε/3 < xn < xmε + ε/3

bulunur. O halde, ∀n > nε ic.in xmε − ε/3 ≤ inf{xk : k ≥ n} = ln ≤
Ln = sup{xk : k ≥ n} ≤ xmε + ε/3 olduǧundan, ∀n > nε ic.in

0 ≤ Ln − ln ≤ 2ε

3
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elde edilir. Bu es.itsizlikte n → ∞ iken limite gec.ersek

0 ≤ L − l ≤ 2ε

3
< ε

bulunur. Buradan da l = L olduǧu görülür. Teorem 2.1.47 gereǧince

lim
n→∞

ln = lim
n→∞

Ln = lim
n→∞

xn = a

dir. �

(28) As.aǧıda genel terimleri verilen dizilerin alt ve üst limitlerini bulunuz.

(a) x0 = 0, xn = sin nπ
6

, n ∈ N;

(b) x0 = 2, xn =
3n + (−3)n

4n
, n ∈ N;

(c) xn =
(
1 +

1

n

)n
(−1)n + sin nπ

4
, n ∈ N.

C. özüm: (a) x12k+3 = 1(k ∈ N) ⇒ lim
k→∞

x12k+3 = 1 ve x12k−3 = −1(k ∈
N) ⇒ lim

k→∞
x12k−3 = −1 olduǧundan, −1 ve 1 noktaları (xn) dizisinin

birer limit noktalarıdır. Diǧer taraftan, her n ∈ N ic.in −1 ≤ sin nπ
6

≤ 1

olduǧundan herhangi a ∈ R, |a| > 1 sayısı (xn) dizisinin limit noktası

olamaz. Dolayısıyla, lim
n→∞

xn = −1 ve lim
n→∞

xn = 1 dir.

(b) x2k−1 =
32k−1 − 32k−1

42k−1
= 0 (k ∈ N) ⇒ lim

k→∞
x2k−1 = 0, x2k =

32k + 32k

42k
= 2

(3
4

)2k ⇒ lim
k→∞

x2k = 0 bulunur. (xn) dizisinin bütün

terimleri (x2k−1) ve (x2k) alt dizilerinin terimleri ic.inde olduǧundan,

(xn) dizisinin limit noktaları kümesi Z = {0} dir. Buradan, lim
n→∞

xn =

lim
n→∞

xn = 0 bulunur.

Not: lim
k→∞

xn = lim
k→∞

3n + (−3)n

4n
= lim

k→∞
(3
4

)n
+ lim

k→∞
( − 3

4

)n
=

0 olduǧundan, (xn) yakınsak bir dizidir. Dolayısıyla, (xn) dizisinin

yalnızca bir tane a = 0 limit noktası vardır. Buradan da lim
n→∞

xn =

lim
n→∞

xn = 0 olduǧu görülür. •
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(c) xn = (−1)n
(
1 +

1

n

)n
+ sin nπ

4
, n ∈ N dizisinin bütün terimleri

sekiz tane (x8k−j)(k ∈ N, j = 0, 1, . . . , 7) alt dizilerinin terimleri ic.inde

olduǧundan, (xn) dizisinin limit noktaları kümesi aj = lim
k→∞

x8k−j, j =

0, 1, . . . , 7 olmak üzere Z = {a0, a1, . . . , a7} dir. inf Z = a3 ve sup Z =

a6 olduǧu ac.ıktır. Dolayısıyla,

inf Z = a3 = lim
k→∞

x8k−3 = lim
k→∞

(
− (1 +

1

8k − 3

)8k−3 − 1√
2

)
= − lim

k→∞
(
1 +

1

8k − 3

)8k−3 − 1√
2

= −e − 1√
2
,

sup Z = a6 = lim
k→∞

x8k−6 = lim
k→∞

((
1 +

1

8k − 6

)8k−6
+ 1

)
= lim

k→∞
(
1 +

1

8k − 6

)8k−6
+ 1 = e + 1,

bulunur. Demek ki, lim
n→∞

xn = −e − 1√
2
, lim
n→∞

xn = e + 1 dir. �

(29) (xn) ve yn = xn
n
√

n, n ∈ N olmak üzere (yn) dizileri verilmis. olsun. (xn)

ve (yn) dizilerinin aynı limit noktalariına sahip olduklarını gösteriniz.

C. özüm: lim
n→∞

n
√

n = 1 ⇒ (nk) N ic.inde herhangi bir dizi olmak üzere

lim
n→∞

nk
√

nk = 1 dir. (Bkz. Teorem 2.1.42).

α ∈ R sayısı (xn) dizisinin bir limit noktasıdır ve lim
k→∞

xnk
= α olsun.

O halde, lim
k→∞

ynk
= lim

k→∞
xnk

. nk
√

nk = lim
k→∞

xnk
lim
k→∞

nk
√

nk = α bulunur.

Demek ki, α, (yn) dizisinin bir limit noktasıdır.

S. imdi β, (yn) dizisinin bir limit noktasıve lim
k→∞

ymk
= β olsun her n ∈ N

ic.in
n
√

n > 0 olduǧundan, xn = yn/ n
√

n dizisi tanımlıdır. Bu durumda,

lim
k→∞

xmk
= lim

k→∞
ymk

mk
√

mk

=
lim
k→∞

ymk

lim
k→∞

mk
√

mk

= β

bulunur. Demek ki, β, (xn) dizisinin bir limit noktasıdır. �

216 Reel Sayı Dizileri

(30) As.aǧıdaki önermelerin doǧru olduǧunu gösteriniz.

(a) lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn ≤ lim
n→∞

(xn + yn) ≤ lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn;

(b) lim
n→

xn + lim
n→∞

yn ≤ lim
n→∞

(xn + yn) ≤ lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn;

C. özüm: (a) Alt limitin kendisi bir limit noktası olduǧundan, lim
n→∞

(xn+

yn) = lim
k→∞

(xpk
+ ypk

), lim
k→∞

xpk
= lim

k→∞
xmpk

dır. Lemma 2.1.49 kul-

lanıldıǧında

lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn ≤ lim
k→∞

xpk
+ lim

k→∞
ypk

= lim
k→∞

xmpk
+ lim

k→∞
ypk

≤ lim
k→∞

xmpk
+ lim

k→∞
ympk

olur. (xmpk
+ ympk

) dizisi yakınsak (xpk
+ ypk

) dizisinin bir alt dizisi

olduǧundan, lim
k→∞

(xpk
+ ypk

) = lim
k→∞

(xmpk
+ ympk

) dir. Ayrıca, (xmpk
)

yakınsak olduǧundan (ympk
) dizisi de yakınsaktır ve lim

n→∞
ympk

= lim
k→∞

ympk

olur. Demek ki,

lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn ≤ lim
k→∞

xmpk
+ lim

k→∞
ympk

= lim
k→∞

(xmpk
+ ympk

) = lim
n→∞

(xn + yn)

olur. Böylece, (a) nın sol tarafı ispatlanmıs. olur.

O halde, lim
n→∞

(−yn) = − lim
n→∞

yn olduǧundan, (Bkz. Lemma 2.1.50)

lim
n→∞

(xn + yn) − lim
n→∞

yn = lim
n→∞

(xn + yn) + lim
n→∞

(−yn)

≤ lim
n→∞

[(xn + yn) + (−yn)] = lim
n→∞

xn

bulunur. Buradan da (a) nın saǧ yanının doǧruluǧu görülür.

(b) Önermesinin doǧruluǧu benzer s.ekilde gösterilebilir. �
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(31) Her n ∈ N ic.in xn ≥ 0, yn ≥ 0 olsun. As.aǧıdaki önermelerin doǧru

olduǧunu gösteriniz.

(a) lim
n→

xn. lim
n→

yn ≤ lim
n→

(xnyn) ≤ lim
n→

xn lim
n→∞

yn;

(b) lim
n→

xn lim
n→∞

yn ≤ lim
n→∞

(xnyn) ≤ lim
n→∞

xn. lim
n→∞

yn

C. özüm: (a) xn = 0(n ∈ N) veya lim
n→

xn = 0 ise, (a) es.itsizliǧi ac.ıktır.

lim
n→

xn > 0 olsun. Bu durumda, ∃n0 ∈ N öyle ki her n > n0(n ∈ N) ic.in

xn > 0 dır. O halde,

lim
n→∞

(xnyn) = lim
k→∞

(xpk
ypk

), lim
k→∞

xpk
= lim

k→∞
(xmpk

)

dersek Lemma 2.1.49 gereǧince

lim
n→∞

xn. lim
n→∞

yn ≤ lim
k→∞

xpk
. lim
k→∞

ypk
= lim

k→∞
xmpk

. lim
k→∞

ypk

bulunur. (xmpk
.ympk

), yakınsak (xpk
.ypk

) dizisinin bir alt dizisi olduǧundan,

lim
n→∞

(xnyn) = lim
k→∞

(xpk
ypk

) = lim
k→∞

(xmpk
ympk

)

olur. Diǧer taraftan, lim
k→∞

xmpk
> 0, (xmpk

.ympk
) yakınsak bir dizi ve

ympk
=
(
xmpk

.ympk

)
/xmpk

, k ∈ N olduǧundan, (ympk
) diziside yakınsaktır.

Yani, lim
k→∞

ympk
= lim

k→∞
(ympk

dır. Demek ki,

lim
n→∞

xn. lim
n→∞

yn ≤ lim
k→∞

xmpk
lim
k→∞

ypk

= lim
k→∞

xmpk
. lim
k→∞

ympk

= lim
k→∞

(xmpk
ympk

) = lim
n→∞

(xnyn)

dir. Böylece, (a) es.itsizliǧinin sol yanı ispatlanmıs. olur.

Eǧer, lim
n→∞

yn = 0 ise (a) es.itsizliǧinin saǧ yanı da ac.ıktır. Gerc.ekten,

lim
n→∞

yn = 0 ⇒ lim
n→∞

yn = 0 ⇒ lim
n→∞

(xnyn) = 0
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bulunur. lim
n→∞

yn > 0 olsun. Bu durumda, lim
n→∞

1

yn

=
1

lim
n→∞

yn

olduǧunu

(Bkz. Lemma 2.1.51). dikkate alırsak

1

lim
n→∞

yn

. lim
n→∞

(xnyn) = lim
n→∞

1

yn

. lim
n→∞

(xnyn)

≤ lim
n→∞

[ 1

yn

.(xnyn)
]

= lim
n→∞

xn ⇒

lim
n→∞

(xnyn) ≤ lim
n→∞

xn. lim
n→∞

yn

bulunur. Demek ki, (a) es.itsizliǧinin saǧ yanıda saǧlanır.

(b) es.itsizliǧi benzer s.ekilde gösterilebilir. �

(32) R ic.indeki yakınsak (xn) ve herhangi (yn) dizileri ic.in

lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn (2.4)

olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Problem (30)’a göre

lim
n→∞

(xn + yn) ≥ lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn

lim
n→∞

(xn + yn) ≤ lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn

dir. (xn) yakınsak olduǧundan, lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn yazılabilir.

O halde, son es.itsizliklerden (2.4) ’ün doǧruluǧu görülür. �

(33) Eǧer, xn > 0(n ∈ N) ve lim
n→∞

xn. lim
n→∞

1

xn

= 1 ise, (xn) dizisi yakınsaktır.

Gösteriniz.

C. özüm: Problemin kos.ulları ve lim
n→∞

1

xn

=
1

lim
n→∞

xn

olduǧu (Bkz.

Lemma 2.1.51) gözönüne alındıǧında, lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn es.itliǧinin doǧruluǧu

görülür. O halde, Teorem 2.1.47 gereǧince (xn) yakınsak bir dizidir. �
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(34) Her n ∈ N ic.in xn > 0 olmak üzere (xn) dizisi ic.in as.aǧıdaki önermelerin

doǧru olduǧunu gösteriniz.

(a) lim
n→∞

xn+1

xn

≤ lim
n→∞

n
√

xn;

(b) lim
n→∞

n
√

xn ≤ lim
n→∞

xn+1

xn

.

C. özüm: (a) Problem (13) te gösterildiǧi gibi
(xn+1

xn

)
dizisi yakınsak

ise, ( n
√

xn) dizisi de yakınsaktır ve lim
n→∞

n
√

xn = lim
n→∞

xn+1

xn

dir. Alt

limitin kendisi bir alt limit olduǧundan, lim
n→∞

n
√

xn = lim
k→∞

pk
√

xpk ve

(mpk
), (pk) nın alt dizisi olmak üzere

lim
k→∞

xpk+1

xpk

= lim
k→∞

xmpk
+1

xmpk

dir. Lemma 2.1.49 ’a göre

lim
n→∞

xn+1

xn

≤ lim
k→∞

xpk+1

xpk

= lim
k→∞

xmpk
+1

xmpk

bulunur. Diǧer taraftan,

lim
k→∞

xmpk
+1

xmpk

= lim
k→∞

mpk

√
xmpk

ve ( mpk

√
xmpk

), yakınsak ( pk
√

xpk
) dizisinin bir alt dizisi olduǧundan,

lim
n→∞

xn+1

xn

≤ lim
k→∞

xmpk+1

xmpk

= lim
k→∞

mpk

√
xmpk

= lim
k→∞

pk
√

xpk
= lim

n→∞
n
√

xn

bulunur. Dolayısıyla, (a) önermesinin doǧruluǧu görülür.

(b) önermesinin doǧruluǧu benzer s.ekilde gösterilebilir. �

(35) (xn) = (1, 1,
1

2
,
1

2
,
1

3
,
1

3
, . . . ,

1

n
,
1

n
, . . .) dizisi ic.in

(xn+1

xn

)
ve ( n

√
xn) dizilerinin

alt ve üst limitlerini bulunuz.
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C. özüm: Her k ∈ N ic.in
x2k

x2k−1

=
1
k
1
k

= 1 ve
x2k+1

x2k

=
1

k+1
1
k

=
k

k + 1
olduǧundan,

lim
k→∞

x2k

x2k−1

= lim
k→∞

x2k+1

x2k

= 1

dir. (
xn+1

xn

) dizisinin bütün terimleri (
x2k

x2k−1

) ve (
x2k+1

x2k

) alt dizilerinin

terimleri ic.inde olduǧundan, a = 1 noktası (
xn+1

xn

) dizisinin tek bir limit

noktasıdır. Demek ki,

lim
n→∞

xn+1

xn

= lim
n→∞

xn+1

xn

= 1

ve Teorem 2.1.47 den (
xn+1

xn

) yakınsaktır ve lim
n→∞

xn+1

xn

= 1 dir. O halde,

( n
√

xn) dizisi de yakınsaktır ve lim
n→∞

n
√

xn = 1 bulunur (Bkz. Problem

13). Teorem 2.1.47 den lim
n→∞

n
√

xn = lim
n→∞

n
√

xn = 1 olduǧu görülür. �

(36) (cosn) dizisinin ıraksak olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Olmayana egri yöntemini izleyerek (xn) dizisinin yakınsak

bir dizi ve lim
n→∞

cos n = a olduǧunu farzedelim. Bu durumda, (cos(n +

2)) dizisi (cos n) dizisinin bir alt dizisi olduǧundan, lim
n→∞

cos(n+2) = a

olduǧu ve buradan da

lim
n→∞

(
cos(n + 2) − cos n

)
= 0

bulunur. O halde,

cos(n + 2) − cos n = −2 sin(n + 1) sin 1 ⇒
sin(n + 1) = − 1

2 sin 1
(cos(n + 2) − cos n)

⇒ lim
n→∞

sin(n + 1) = 0

⇒ sin n = 0

dır. Diǧer taraftan,

sin(n + 1) = sin n cos 1 + cos n. sin 1 ⇒
cos n =

1

sin 1
(sin(n + 1) − sin n. cos 1) ⇒ lim

n→∞
cos n = 0
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olur. Böylece, lim
n→∞

sin n = lim
n→∞

cos n = 0 olduǧu elde edilir. Bu da

her n ∈ N ic.in sin2 n + cos2 n = 1 olması ile c.elis.tiǧinden varsayımın

doǧru olmadıǧı görülür. C. ünkü, lim
n→∞

cos n = lim
n→∞

sin n = 0 durumunda

sin2 n + cos2 n = 1 es.itliǧinde n → ∞ iken limite gec.ersek, doǧru ol-

mayan 1 = lim
n→∞

sin2 n + lim
n→∞

cos2 n = ( lim
n→∞

sin n)2 + lim
n→∞

(cos n)2 = 0

es.itliǧi elde edilmis. olurdu. �

(37) R ic.indeki (xn) dizisi ic.in 0 ≤ xm+n ≤ xm + xn, n,m ∈ N kos.ulu

saǧlandıǧında (xn/n) dizisi yakınsaktır. Gösteriniz.

C. özüm: Her n ≥ 2(n ∈ N) ic.in

0 ≤ xn ≤ x1+(n−1) ≤ x1 + xn−1 ≤ . . .

≤ x1 + x1 + . . . + x1 = nx1

0 ≤ xn

n
≤ x1

olduǧu elde edilir. Buradan, (xn/n) dizisinin alttan sınırlı ve sonlu

α = inf(xn/n) en büyük alt sınıra sahip olduǧu görülür. İnfimumun

karakteristik özelliǧine göre her ε > 0 ic.in α ≤ xm

m
< α +

ε

2
olacak

s.ekilde bir m ∈ N sayısı vardır.

r sayısı 0, 1, . . . , m − 1 sayılarından biri olmak üzere her n ∈ N sayısı

n = mq + r s.eklinde gösterilebilir. x0 = 0 alarak

xn = xqm+r ≤ xm + xm + . . . + xm︸ ︷︷ ︸
q−kez

+xr = qxm + xr,

xn

n
=

xqm+r

qm + r
≤ qxm + xr

qm + r
=

xm

m

qm

qm + r
+

xr

n
,

α ≤ xn

n
< (α +

ε

2
)

qm

qm + r
+

xr

n
< α +

ε

2
+

xr

n

olduǧu bulunur. 0 ≤ r ≤ m − 1 olduǧundan, xr sınırlıdır. Dolayısıyla,

her n > nε ic.in

0 ≤ xr

n
<

ε

2
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olacak s.ekilde nε ∈ N sayısı vardır. O halde, her n > nε ic.in

α ≤ xn

n
< α +

ε

2
+

α

2
= α + ε ⇒ lim

n→∞
xn

n
= α

limiti mevcuttur. �

2.3 Ek Problemler

(38) As.aǧıda verilen dizilerin sınırlı olduklarını gösteriniz.

(a)

(
2n2 − 1

2 + n2

)
; (b)

(
n + (−1)n

3n − 1

)
;

(c)

(
5n6 + 6

(n4 + 1)(n2 − 2)

)
; (d)

( √
n3 + 2

(n + 3)(
√

n + 1)

)
;

(e)

(√
n2 + 1 − n

)
; (f)

(
n(

√
n4 + n − √

n4 − n)

)
;

(g)

(√
n4 + n3

n2 + 1
− √

n2 − 1

)
; (h)

(
3
√

9n − n3 + 3
√

9n + n3

)
;

(i)

(
2n + 1

3n − 2

)
; (j)

(
5n+1 + 2n

1 − 25n

)
;

(k)

(
log(3n − 5) − log(n + 1)

)
; (l)

(
ln2(n + 1) − ln2 n

)
;

(m)

(
n

3n

)
; (n)

(
n2

2n

)
;

(o)
(
nqn
)
, |q| < 1; (p) xn =

n∑
k=1

1

k(k + 1)
, n ∈ N;

(q) xn =
n∑

k=1

1

4k2 − 1
, n ∈ N; (r) xn =

n∑
k=1

1

(2k − 1)2k
, n ∈ N;

(s) xn =
n∑

k=1

1

k2
, n ∈ N; (t) x2 = 2, xn+1 =

x4
n + 1

5xn

, n ∈ N;

(u) x1 = a > 0, xn+1 =
1

2
(xn +

b2

xn

).

(39) As.aǧıda verilen dizilerin sınırsız olduklarını gösteriniz.
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(a) ((−1)nn); (b) (
(1 − n)√

n
);

(c) (n + (−1)nn); (d)
(4n − 3n

3n + 1

)
;

(e) ((1 − n)sin(
nπ
2

)); (f) (nsin(
nπ
2

));

(g)
( n3

n2 + 1

)
; (h) (

√
n2 + (−1)n.

√
n3 − n);

(i) (5n − 4n); (j) (
2n

n2
);

(l) (
an

nk
); |a| > 1, k ∈ R.

(40) As.aǧıda verilen dizilerin minimal terimini bulunuz.

(a)
(
(2n − 5)(2n − 11)

)
; (b)

(
n +

5

n

)
;

(c)
(
log2

3 n − 3 log3 n); (d)
((1, 4)n

n

)
.

Cevap: (a) x4 = −9; (b) x2 = 4, 5; (c) x5 = log2
3 5−3 log3 5;

(d) x3 =
(1, 4)3

3
.

(41) As.aǧıda verilen dizilerin maksimal terimini bulunuz.

(a) (
21

3n2 − 14n − 17
); (b) (

n

n2 + 9
);

(c) (2−n − 3.4−n); (d)
(n2

2n

)
;

(e) (
n

n3 + 1000
); (f)

((√39)n

n!

)
;

(g)
(
sin nπ

2

)
; (h)

( π2n

(2n + 1)!

)
;

(i)
((√126)n

2n!

)
.

Cevap:

(a) x6 = 3; (b) x3 =
1

6
; (c) x3 =

5

64
;

(d) x3 =
9

8
; (e) x8 =

1

189
; (f) x6 =

393

6!
;

(g) x4n+1 = 1; (h) x1 =
π2

6
; (i) x5 =

1265

10!
.

(42) As.aǧıda verilen dizilerin monoton artan olduklarını gösteriniz.
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(a)
(
n3 + 2n

)
; (b)

(3n + 4

n + 2

)
;

(c)
(√

3n − 2
)
; (c.)

(
3n − 2n

)
;

(d)
(
ln n − ln(n + 1)

)
; (e)

(
n2

n2 + 10

)
;

(f)
(
3 − arcsin

1

n2 + 4

)
; (g)

(
log
( n4

n4 + 8
+ 1
))

;

(ǧ)
(
2 ln n − ln(n2 + 9n)

)
; (h)

(
n − ln n

)
;

(ı)

(
(1 +

1

2n
)n

)
; (i) xn =

1

(n + 1)!

n∑
k=1

k.k!;

(j) x1 = a > 0, y1 = b > 0, xn+1 =
1

2
(xn + yn) olmak üzere (xn) dizisi;

(k) 0 < a < 1, x1 =
a

2
, xn+1 =

a

2
+

x2
n

2
olmak üzere (xn) dizisi.

Burada xn bir dizidir.

(43) Limit tanımını kullanarak as.aǧıdaki es.itliklerin doǧru olduǧunu gösteriniz.

(a) lim
n→∞

(−1)n

n
= 0; (b) lim

n→∞
2n

n + 3
= 2;

(c) lim
n→∞

(3 +
n

n + 1
) = 4; (d) lim

n→∞
n2 − 1

3n2 − 2n + 1
=

1

3
;

(e) lim
n→∞

1

2
√

n
= 0; (f) lim

n→∞
sin n

n
= 0;

(g) lim
n→∞

3n + 9.7n

4n + 7n
= 9; (h) lim

n→∞
(
√

n + 1 − √
n) = 0 .

(44) As.aǧıda terimleri verilen dizilerin ıraksak olduklarını gösteriniz.

(a) xn = sin(nπ
4

), n ∈ N; (b) xn = (−1)nn n ∈ N;

(c) xn =
n

n + 1
cos 2nπ

3
, n ∈ N; (d) xn = n2 cos nπ

4
;

(e) xn = [[
(−1)n

n
]] , n ∈ N .

(45) As.aǧıdaki limitleri hesaplayınız.
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(1) lim
n→∞

n

3n + 2
; (2) lim

n→∞
(
2 − n

n + 1
+

n2−n

n + 2
);

(3) lim
n→∞

(
n − 1

n
)6; (4) lim

n→∞
(n + 5)3 − n(n + 7)2

n2
;

(5) lim
n→∞

(
1 + 2 + . . . + n

n + 2
− n

2
); (6) lim

n→∞

√
n2 + 1 +

√
n

3
√

n3 + n + n
;

(7) lim
n→∞

(
√

n2 − 1 − n − 1); (8) lim
n→∞

( 3
√

n3 + 2n2 − n);

(9) lim
n→∞

2n+2 + 3n+3

2n + 3n
; (10) lim

n→∞
(
2n + 3

n2
)n;

(11) lim
n→∞

(
n + 10

2n − 1
)n; (12) lim

n→∞

√
9 + 1

n
;

(13) lim
n→∞

(8 − 1

n2
)−

1
3 ; (14) lim

n→∞

√
n + 0, 25

8n + 1
;

(15) lim
n→∞

3n
√

8; (16) lim
n→∞

2n
√

0, 5;

(17) lim
n→∞

n2√
6; (18) lim

n→∞

n
√

10 − 2

1 + n
√

0, 01
;

(19) lim
n→∞

n

√
2 + 1

n
; (20) lim

n→∞

√
5n + 1

n + 5
;

(21) lim
n→∞

n
√

3 − 1
n
√

9 − 1
; (22) lim

n→∞
4

n+2
n+1 ;

(23) lim
n→∞

(1 + 9n)
1

n+1 ; (24) lim
n→∞

n
√

n2;

(25) lim
n→∞

n
√

5n; (26) lim
n→∞

4n
√

n;

(27) lim
n→∞

1 + n
√

2

1 + n
√

2n
; (28) lim

n→∞
( 3

1 − n
√

8
− 5

1 − n
√

32

)
;

(29) lim
n→∞

n
√

8 − 1
n
√

16 − 1
; (30) lim

n→∞
n
√

an + bn(a > 0, b > 0);

(31) lim
n→∞

(1 +
1

n2
)n; (32) lim

n→∞
(1 − 1

n2
)n;

(33) lim
n→∞

(1 +
1

n
)
√

n; (34) lim
n→∞

n(
n + 1

2n − 1
)n;

(35) lim
n→∞

n
√

n3 − 3n + 1; (36) lim
n→∞

n
√

2n.n2 + 2n − 1;

(37) lim
n→∞

n

√
1
n

− 1
2n ; (38) lim

n→∞
3n

√
n4 − 2n + 3

n2 + 1
;

(39) lim
n→∞

n
√

3n − 2; (40) lim
n→∞

n

√
2n2 − 5n + 3

n5 + 1
;

(41) lim
n→∞

n3 + 3n

n + 3n+1
; (42) lim

n→∞
n

√
n2 + 4n

n + 5n
;
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(43) lim
n→∞

n log n

n2 − 1
; (44) lim

n→∞
log2(n + 3)

n − 1, 3
;

(45) lim
n→∞

n − log n

log2(4
n + 1)

; (46) lim
n→∞

4n + n2.2n − 1

n4 + (n!)2
;

(47) lim
n→∞

(−3)n2−1

(n3)!
; (48) lim

n→∞
2

n
2 + (n + 1)!

n(3n + n!)
;

(49) lim
n→∞

1 + 3 + . . . + (2n − 1)

n3
; (50) lim

n→∞
12 + 22 + . . . + n2

n3
;

(51) lim
n→∞

(
12 + 22 + . . . + n2

n2
− n

3
); (52) lim

n→∞
2n

2n2 − 1
cos

n + 1

2n − 1
;

(53) lim
n→∞

(−1)nn

2n − 1

n

n2 + n + 1
.

Cevap:

(1)
1

3
; (2) −1; (3) 1; (4) −1; (5)

−1

2
; (6)

1

2
;

(7) −1; (8)
2

3
; (9) 27; (10) 0; (11) 0; (12) 3;

(13)
1

2
; (14)

1

2
; (15) 1; (16) 1; (17) 1; (18) −1

2
;

(19) 1; (20) 1; (21)
1

2
; (22) 4; (23) 9; (24) 1;

(25) 1; (26) 1; (27) 1; (28) −1; (29)
3

4
; (30) max{a, b};

(31) 1; (32) 1; (33) 1; (34) 0; (35) 1; (36) 2;

(37) 1; (38) 1; (39) 1; (40) 1; (41)
1

3
; (42)

4

5
;

(43) 0; (44) 0; (45)
1

2
; (46) 0; (47) 0; (48) 1;

(49) 0; (50)
1

3
; (51)

1

2
; (52) 0; (53) 0.

(46) lim
n→∞

n
n
√

n
= e olduǧunu gösteriniz.

(47) x1 = a, x2 = b, xn =
xn−1 + xn−2

4
(n = 3, 4, . . .) olmak üzere lim

n→∞
xn i

hesaplayınız.

Cevap:
a + 2b

3
.

(48) lim
n→∞

(1 − 1

22
)(1 − 1

32
) . . . (1 − 1

n2
) i hesaplayınız.
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Cevap:
1

2
.

(49) lim
n→∞

(1 − 1

3
)(1 − 1

6
) . . . (1 − 1

n(n+1)
2

) i hesaplayınız.

Cevap:
1

3
.

(50) x1 = a > 0, y1 = b > 0, xn+1 =
1

2
(xn + yn), yn+1 =

√
1
2
(x2

n + y2
n) (n ∈

N) olmak üzere (xn) ve (yn) dizileri verilsin.

(a) Her n ∈ N, n ≥ 2 ic.in xn ≤ yn;

(b) (xn) monoton artan;

(c) (yn), n ≥ 2 monoton azalan;

(d) |yn+1 − xn+1| ≤ |b − a|/4n;

(e) lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn dir

önermelerinin doǧruluǧunu gösteriniz.

(51) x1 = a > 0, x2 = b, y1 = b > 0, xn+1 =
√

xnyn, yn+1 =
1

2
(xn +

yn), (n ∈ N) olmak üzere (xn) ve (yn) dizileri verilsin.

(a) (xn) artan, (yn) azalan;

(b) (xn) ve (yn) dizileri sınırlı;

(c) |yn+1 − xn| ≤ |b − a|
2n

;

(d) lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn dir

önermelerinin doǧruluǧunu gösteriniz.

(52) x1 = a > 0, y1 = b > 0, xn+1 =
1

2
(xn + yn), yn+1 =

2xnyn

xn + yn

, (n ∈
N) olmak üzere (xn) ve (yn) dizileri nin yakınsak olduǧunu lim

n→∞
xn =

lim
n→∞

ynes.itliǧinin doǧruluǧunu gösteriniz ve bu limiti bulunuz.

Cevap:
√

ab.
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(53) −1

4
< b < 0, x1 = a, xn+1 = 1 +

b

xn

, (n ∈ N) olmak üzere (xn)

dizisinin yakınsak olduǧunu gösteriniz ve bu limiti bulunuz.

Cevap:
1 +

√
1 + 4b

2
, a �= 1 − √

1 + 4b

2
ve a �= 0 ise; a, a =

1 − √
1 + 4b

2
ise.

(54) R ic.indeki (xn) dizisi ic.in lim
k→∞

x2k = a, lim
k→∞

x2k−1 = b ve a �= b dir.

(xn) dizisinin ıraksak olduǧunu gösteriniz .

(55) (xn) dizisi yakınsak ve lim
n→∞

xn = a �= 0, (yn) dizisi ise ıraksak ise (xnyn)

dizisi ıraksaktır. Gösteriniz .

(56) (a) xn+1−xn ≥ − 1

2n
, (n ∈ N) ; (b) xn+1−xn ≥ − 1

n2
, (n ∈ N) kos.ulunu

saǧlayan üstten sınırlı (xn) dizisinin yakınsak olduǧunu gösteriniz.

(57) m bir doǧal sayı olmak üzere as.aǧıdaki limitleri hesaplayınız.

(a) lim
n→∞

n∑
k=1

k(k + 1) . . . (k + m − 1)

n(n + 1) . . . (n + m)
;

(b) lim
n→∞

n∑
k=1

1

k(k + 1) . . . (k + m + 1)
;

(c) lim
n→∞

n∑
k=1

k(k + 1) . . . (k + m − 1)

n∑
k=1

km

.

Cevap: (a)
1

m + 1
; (b)

1

m.m!
; (c) 1 .

(58) Monoton dizilerin limiti üzerine teoremleri kullanarak genel terimleri

as.aǧıda verilen dizilerin yakınsak olduklarını gösteriniz.

(a) xn =
2n2 + 1

n2
, n ∈ N;

(b) xn = 1 +
1

22
+

1

32
+ . . . +

1

n2
, n ∈ N;
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(c) xn = 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ . . . +

1

n!
, n ∈ N;

(d) xn = 1 +
1

2.2
+

1

3.22
+ . . . +

1

n.2n−1
, n ∈ N;

(e) xn = 1 +
1

22
+

1

33
+ . . . +

1

nn
, n ∈ N.

(59) k ∈ N, k ≥ 2 olmak üzere lim
n→∞

(1 +
k

n
)n = ek olduǧunu gösteriniz.

(60) N ic.indeki (kn) dizisi ic.in lim
n→∞

kn = +∞ olsun.

lim
n→∞

(1 +
1

kn

)kn = e

olduǧunu gösteriniz.

(61) As.aǧıda genel terimleri verilen dizilerin sonsuz küc.ük dizi olduklarını

gösteriniz.

(a) xn =
n2 − 1

n3
; (b) xn =

2n + 3

n2
;

(c) xn =
qn

n
, |q| ≤ 1; (d) xn =

3n + 1

(n + 1)3n
;

(e) xn =
sin n√

n
; (f) xn =

n log n

n2 − 1
;

(g) xn =
log2(n + 3)

n − 1, 3
; (h) xn =

10n + n!

2n + (n + 1)!
.

(62) As.aǧıda genel terimleri verilen dizilerin sonsuz büyük dizi olduklarını

gösteriniz.

(a) xn = (−1)nn; (b) xn = (loga n)p, a > 1, p ≥ 1;

(c) xn = 3
√

n − 100; (d) xn =
n

√
n

n + 1
;

(e) xn = 4
√

n − n; (f) xn = 0, 5 − (−1)n 3
√

n;

(g) xn =
1

n
√

2 − 1
; (h) xn =

2

1 − n
√

n
;

(i) xn =
5n

n2
; (j) xn =

an

nk
, |a| > 1, k ∈ N.
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(63) As.aǧıda genel terimleri verilen dizilerin Cauchy dizisi olduklarını gösteriniz.

(a) xn = 0, 77 . . . 7︸ ︷︷ ︸
n−kez

; (b) xn =
n∑

k=1

cos(k!)

k(k + 1)
;

(c) xn =
n∑

k=1

1

k!
; (d) xn =

n∑
k=1

sin k

2k
;

(e) xn =
1

1.2
− 1

2.3
+ . . . +

(−1)n+1

n(n + 1)
; (f) xn = 1 +

1

2!
+ . . . +

1

n!
.

(64) As.aǧıda genel terimleri verilen dizilerin Cauchy dizisi olmadıklarını,

dolayısıyla ıraksak olduklarını gösteriniz.

(a) xn = 0, 3(−1)nn; (b) xn =
n sin πn − 1

3n
;

(c) xn = (1 +
(−1)n

n
)n; (d) xn =

1

22
+

2

32
+ . . . +

n

(n + 1)2
;

(e) xn =
n∑

k=1

1

k
;

(f) xn =
1

2 ln2 2
+

1

3 ln2 3
+ . . . +

1

n ln2 n
, n ≥ 2;

(g) xn =
1

ln2 2
+

1

ln2 3
+ . . . +

1

ln2 n
, n ≥ 2.

(65) Genel terimi xn =
1

2 lnp 2
+

1

3 lnp 3
+ . . .+

1

n lnp n
, n ≥ 2 s.eklinde verilen

(xn) dizisinin p > 1 olduǧunda yakınsak, p ≤ 1 olduǧunda ise ıraksak

olduǧunu gösteriniz.

(66) As.aǧıda genel terimi verilen dizilerin Z limit noktaları kümesini, lim
n→∞

xn

ve lim
n→∞

xn lerini bulunuz.

(a) xn = 1 + 2(−1)n+1 + 3(−1)
n(n+1)

2 ; (b) xn = 1 + n sin nπ
2

;

(c) xn =
n

n + 1
sin2 nπ

4
; (d) xn =

n
√

1 + 2n(−1)n ;

(e) xn = cosn(2πn
3

); (f) xn = (−1)nn.

Cevap:

(a) Z = {−4, 0, 2, 6}, lim
n→∞

xn = −4, lim
n→∞

xn = 6;

(b) Z = {−∞, 1, +∞}, lim
n→∞

xn = −∞, lim
n→∞

xn = +∞;
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(c) Z = {0,
1

2
, 1}, lim

n→∞
xn = 0, lim

n→∞
xn = 1;

(d) Z = {1, 2}, lim
n→∞

xn = 1, lim
n→∞

xn = 2;

(e) Z = {0, 1}, lim
n→∞

xn = 0, lim
n→∞

xn = 1;

(f) Z = {−∞, +∞}, lim
n→∞

xn = −∞, lim
n→∞

xn = +∞;

(67) As.aǧıda genel terimi verilen dizilerin alt ve üst limitlerini bulunuz.

(a) xn = (cos nπ
2

)n+1; (b) xn =
1 + (−1)nn

n
;

(c) xn = nsin(
nπ
2

); (d) xn =
1

n
+ sin nπ

3
;

(e) xn =
(1 − (−1)n)2n + 1

2n + 3
; (f) xn =

n
√

4(−1)n + 2;

(g) xn = n2(−1)nn.

Cevap:

(a) −1, 1; (b)−1, 1; (c) 0, +∞; (d) −
√

3

2
,

√
3

2
;

(e) 0, 2; (f) 1, 1; (g) 0, +∞.

(68) (xn), R ic.inde yakınsak ve lim
n→∞

xn = a olsun. ((−1)nxn) dizisinin

yakınsak olması ic.in a ne olmalıdır.

(69) (xn), R ic.inde limiti a �= 0 ve her n ic.in xn ≥ 0 kos.ulunu saǧlayan

bir dizi ve r ∈ Q herhangi bir rasyonel sayı ise, (xr
n) dizisi yakınsak ve

limiti ar dir. Gösteriniz.

(70) x0 > 0 herhangi bir reel sayı ve

xn+1 =
1

3
(2xn +

a

x2
n

), n = 0, 1, . . .

ise, lim
n→∞

xn = 3
√

a olduǧunu ispatlayınız.
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(71) R ic.indeki bir (xn) dizisi ic.in

dn = sup{|xk − xm| : k ≥ n,m ≥ n}

olsun. (xn) dizisinin bir Cauchy dizisi olması ic.in gerek ve yeter s.artın

lim
n→∞

dn = 0

olmasıdır. Gösteriniz.

(72) Herhangi bir x ∈ R+ sayısı ic.in

lim
n→∞

(1 +
x

n
)n = ex

olduǧunu gösteriniz.

(73) lim
n→∞

an = a, a > 0, an > 0, n ∈ N ve lim
n→∞

bn = b, b ∈ R olsun.

lim
n→∞

abn
n = ab

olduǧunu gösteriniz.

(74) a > 0, b > 0 olmak üzere

lim
n→∞

( n
√

a + n
√

b)n

2n
=

√
ab

olduǧunu gösteriniz.

(75) sn = 1 +
n∑

k=1

1

k!
, n ∈ N olsun.

(a) lim
n→∞

sn = e ve (b) e − sn ≤ n + 2

n!(n + 1)2

önermelerinin doǧruluǧunu gösteriniz.



Limit 233

2.4 Fonksiyonların Limitleri

2.4.1 Temel Tanımlar ve Önermeler

İleride bos. olmayan herhangi bir X ⊂ R kümesinin limit (yıǧılma) nok-

talarının kümesini X ′ ile göstereceǧiz.

Bos. olmayan X ⊂ R kümesi, f : X → R fonksiyonu, A ∈ R sayısı ve a ∈
X ′ noktası verilsin. As.aǧıda, x, X ic.inde kalmak üzere a ya (es.it olmadan)

yaklas.ırken f nin deǧerlerinin A sayısına yaklas.masının c.es.itli tanımları ver-

ilecek ve bunların denk oldukları gösterilecektir.

Tanım 2.4.1 (Cauchy’ye göre): Eǧer, her ε > 0 ve her x ∈ X ic. in 0 <

|x−a| < δ iken |f(x)−A| < ε olacak s.ekilde ε sayısına baǧlı bir δ = δ(ε) > 0

sayısı varsa, f nin X kümesine göre a noktasındaki limiti A dır denir ve

lim
x→a

f(x) = A veya x ∈ X, x → a iken f(x) → A s.eklinde yazılır.

Bu tanım daha kısa olarak s.u s.ekilde yazılabilir:

lim
x→a

f(x) = A ⇔ ∀ε > 0 ic.in ∃δ > 0 öyle ki ∀x ∈ X ic.in

0 < |x − a| < δ ⇒ |f(x) − A| < ε olur.

Bu tanımın deǧili s.u s.ekilde yazılabilir:

lim
x→a

f(x) �= A ⇔ ∃ε > 0 öyle ki ∀δ > 0 ic.in ∃x ∈ X öyle ki

0 < |x − a| < δ ⇒ |f(x) − A| ≥ ε olur.

0 < |x − a| < δ ⇔ x ∈ ◦
U δ(a)

|f(x) − A| ≤ ε ⇔ f(x) ∈ Uε(A)

|f(x) − A| ≥ ε ⇔ f(x) �∈ Uε(A)

olduǧu dikkate alınırsa yukarıda verilen tanımları as.aǧıdaki s.ekilde verebili-

riz.

lim
X	x→a

f(x) = A ⇔ A nın her
◦
U ε(A) koms.uluǧu ic.in a nın öyle bir

◦
U δ(a)

koms.uluǧu vardır ki, herhangi x ∈ ◦
U δ(a) ∩ X ic.in f(x) ∈ ◦

U ε(A) (veya

f(
◦
U δ(a) ∩ X) ⊂ Uε(A)) olur.
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lim
X	x→a

f(x) �= A ⇔ A nın öyle bir Uε(A) koms.uluǧu vardır ki, a nın her
◦
U δ(a)

delinmis. koms.uluǧu ic.in öyle x ∈ ◦
U δ(a) ∩ X vardır ki, f(x) �∈ Uε(A) (veya

f(
◦
U δ(a) ∩ X) �⊂ Uε(A)) olur.

Bu tanımları daha kısa olarak s.öyle yazabiliriz:

lim
X	x→a

f(x) = A ⇔ ∀Uε(A) ∃ ◦
U δ(a) f(

◦
U δ(a) ∩ X) ⊂ Uε(A),

lim
X	x→a

f(x) �= A ⇔ ∃Uε(A) ∀ ◦
U δ(a) f(

◦
U δ(a) ∩ X) �⊂ Uε(A)

Uyarı: Eǧer, f : X → R fonksiyonu herhangi bir a ∈ R noktasının bir

delinmis.
◦
U(a) koms.uluǧunda tanımlı ise, yani

◦
U(a) ∩ X =

◦
U(a) ∩ R =

◦
U δ(a)

ise, X � x → a (veya x ∈ X, x → a iken) yerine daha kısa olan x → a

sembolünü kullanacag̃ız.

Örnek 2.4.2 : X = R\{0}, f(x) = x sin 1
x

ve a = 0 olmak üzere

lim
x→0

x sin 1
x

= 0 (2.5)

olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Herhangi bir ε > 0 sayısı verildiǧinde δ = ε alalım. O halde, her

x ∈ X ic.in |x sin 1
x
| ≤ |x| olduǧundan dolayı her x ∈ ◦

U δ(0) ic.in |x sin 1
x
| ≤ ε

bulunur. Demek ki, her ε > 0 ic.in ∃δ = ε öyle ki ∀x ∈ X ic.in

0 < |x| < δ ⇒ |x sin 1
x
| ≤ ε

olur. Bu ise (2.5) es.itliǧinin doǧruluǧunu gösterir. �

Örnek 2.4.3 : lim
x→0

|sgnx| = 1 olduǧunu gösteriniz.

Her x ∈ R\{0} ic.in |Sgnx| = 1 olduǧundan dolayı 0 ve 1 noktalarının sırasıyla

herhangi
◦
U δ(0) ve

◦
U ε(1) koms.ulukları ic.in f(

◦
U δ(0)) = {1} ⊂ ◦

U ε(1) olduǧu

ac.ıktır. Dolayısıyla, lim
x→0

|sgnx| = 1 dir.
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Örnek 2.4.4 : X = R\{−1}, f(x) =
x

x + 1
ve a = 1 olsun. Limit tanımını

kullanarak

lim
x→1

x

x + 1
=

1

2

olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Herhangi bir ε > 0 sayısı verildiǧinde her x ∈ ◦
U δ(1) ic.in∣∣ x

x + 1

∣∣ < ε olacak s.ekilde ε’na baǧlı δ > 0 sayısının bulunabiliceǧini gösterelim.

Her x ∈ (0, 2) = U1(1) ic.in

∣∣ x

x + 1
− 1

2

∣∣ =
|x − 1|

2(x + 1)
<

1

2
|x − 1|

olduǧundan, δ = min{2ε, 1} > 0 alırsak her x ∈ Uδ(1) ic.in

|x − 1| < δ ⇒ ∣∣ x

x + 1
− 1

2

∣∣ < ε

bulunur. Böylece, her ε > 0 ic.in ∃δ = min{2ε, 1} > 0 öyle ki ∀x ∈ Uδ(1) ic.in∣∣ x

x + 1
− 1

2

∣∣ < ε olur. Buradan, Tanım 2.4.1 den dolayı istenen es.itlik elde

edilir. �

Örnek 2.4.5 : f(x) = Sgnx, x ∈ R fonksiyonunun x → 0 iken limitinin

mevcut olmadıǧını gösteriniz.

C. özüm: f(x) = Sgnx fonksiyonunun deǧer kümesi R(Sgn) = {−1, 0, 1}
kümesi olduǧundan, herhangi A �∈ {−1, 0, 1} sayısı f nin 0 noktasındaki limiti

olamaz. Örneǧin, herhangi A > 1 noktasının ε =
A − 1

2
> 0 olmak üzere

Uε(A) koms.uluǧu ve 0 noktasının her Uδ(0) koms.uluǧu ic.in x0 = −δ

2
∈ Uδ(0)

dır, fakat f(x0) = 1 �∈ Uε(A) olur. −1 ve 0 deǧerleri de f nin 0 noktasındaki

limitleri olamaz. Örneǧin, −1 noktasının U1/2(−1) = (−3/2, −1/2) ve 0

noktasının Uδ(0) koms.uluǧu ic.in t0 =
δ

4
∈ Uδ(0) dır. Fakat, f(t0) = Sgnt0 =

1 �∈ U1/2(−1) bulunur. �
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Tanım 2.4.6 (Heyne’ye göre): X ⊂ R, f : X → R bir fonksiyon ve a ∈ X ′

olsun. Eǧer, her n ∈ N ic. in xn ∈ X\{a} ve lim
n→∞

xn = a kos.ullarını saǧlayan

her (xn) dizisi ic. in lim
n→∞

f(xn) = A ise, f nin a noktasında limiti A dır denir

ve lim
X	x→a

f(x) = A veya x ∈ X, x → a iken f(x) → A yazılır.

Bu ve ileride verecegimiz Tanım 2.4.13 ve Tanım 2.4.22 nin verilen bir f(x)

fonksiyonunun a ∈ R olmak üzere x → a (veya x → a−, x → a+) ve a =

+∞(a = −∞) olmak üzere x → +∞ (veya x → −∞) iken limitinin mevcut

olmadıǧını göstermekte büyük kolaylık saǧlar.

Tanım 2.4.6 nın deǧilini as.aǧıdaki s.ekilde verebiliriz.

lim
X	x→a

f(x) �= A ⇔ ∀n ∈ N ic.in xn ∈ X\{a} ve lim
n→∞

xn = a kos.ullarını

saǧlayan öyle (xn) dizisi vardır ki, lim
n→∞

f(xn) �= A dır.

Önerme 2.4.7 : Limitin Cauchy ve Heyne’ye göre tanımları denktir.

İspat: Tanım 2.4.1 ⇒ Tanım 2.4.6. lim
X	x→a

f(x) = A olsun (Cauchy’ye

göre). Bu durumda, her ε > 0 ic.in ∃δ = δ(ε) > 0 öyle ki ∀x ∈ ◦
U δ(a) ∩ X ic.in

|f(x) − A| < ε olur.

Her n ∈ N ic.in xn ∈ X\{a} ve lim
n→∞

xn = a kos.ullarını saǧlayan herhangi

bir (xn) dizisi verilsin. O halde, ∃nε = nδ(ε) ∈ N öyle ki ∀n > nε ic.in

xn ∈ ◦
U δ(a) ∩ X dir. Dolayısıyla, |f(xn) − A| < ε elde edilir. Böylece, her

ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyle ki ∀n > nε ic.in (xn ∈ ◦
U δ(a) ∩ X olduǧundan)

|f(xn) − A| < ε bulunur. Bu da Heyne’ye göre lim
X	x→a

f(x) = A olması

demektir.

Tanım 2.4.6 ⇒ Tanım 2.4.1. Cauchy’ye göre x ∈ X ic.in lim
x→a

f(x) = A

baǧıntısının gerc.eklenmediǧini varsayalım. O halde, verilen ε > 0 sayısı ic.in

δn =
1

n
, n ∈ N olmak üzere ∃xn ∈ ◦

U δn(a) ∩ X öyle ki |f(x) − A| ≥ ε saǧlanır.

Her n ∈ N ic.in, xn ∈ ◦
U δn(a) ∩ X, xn ∈ X\{a} ve |xn − a| < δn =

1

n
kos.ullarının saǧlandıǧı ve son es.itsizlikten de lim

n→∞
xn = a elde edilir. Fakat,

her n ∈ N ic.in |f(xn) − A| ≥ ε olduǧundan, lim
n→∞

f(xn) �= A elde ederiz. Bu

da Heyne’ye göre lim
X	x→a

f(x) = A olması ile c.elis.ki olur. �



Limit 237

Örnek 2.4.8 : lim
x→0

sin 1
x

limitinin mevcut olmadıǧını gösteriniz.

C. özüm: Terimleri

xn =
1

−π
2

+ 2nπ
ve yn =

1
π
2

+ 2nπ

s.eklinde tanımlayalım. (xn) ve (yn) dizilerini gözönüne alalım. Her n ∈ N

ic.in xn, yn ∈ R\{0} ve lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = 0 olduǧu ac.ıktır. Fakat, her

n ∈ N ic.in sin 1
xn

= −1 ve sin 1
yn

= 1 olduǧundan,

lim
n→∞

sin 1
xn

= −1 ve lim
n→∞

sin 1
yn

= 1

elde edilir. Demek ki, her A ∈ R sayısı Heyne’ye göre sin 1
x

fonksiyonunun 0

noktasında limiti olmaz. Bu da istenen limitin mevcut olmadıǧını göstermekte-

dir. �

2.4.2 Saǧdan ve Soldan Limitler

Tanım 2.4.9 : a ∈ R ile δ > 0 sayıları verilmis. olsun. Uδ(a
+) = [a, a +

δ) (Uδ(a
−) = (a−δ, a]) aralıǧına a nın saǧ (sol) δ koms.uluǧu denir.

◦
U δ(a

+) =

(a, a + δ) (
◦
U δ(a

−) = (a − δ, a)) aralıǧına da a nın delinmis. saǧ (sol) δ

koms.uluǧu denir.

a = +∞ (a = −∞) durumunda Uδ(+∞) = (δ, +∞) (Uδ(−∞) = (−∞, −δ))

aralıǧına da +∞ un (−∞’un) δ koms.uluǧu denir.

Tanım 2.4.10 : X ⊂ R, f : X → R bir fonksiyon, A ∈ R, a ∈ X ′ ve

(a, +∞)∩X �= ∅ olsun. Eǧer, her ε > 0 ve ∀x ∈ ◦
U δ(a

+)∩X ic. in f(x) ∈ Uε(A)

olacak s.ekilde ε’na baǧlı bir δ = δ(ε) > 0 sayısı varsa A’ya f nin X kümesine

göre a noktasındaki saǧ limiti denir ve x ∈ X ic. in lim
x→a+

f(x) = A veya

f(a+) = A s.eklinde gösterilir.

Tanım 2.4.11 : X ⊂ R, f : X → R bir fonksiyon, B ∈ R, a ∈ X ′ ve

(−∞, a) ∩ X �= ∅ olsun. Eǧer, her ε > 0 ve ∀x ∈ ◦
U δ(a

−) ∩ X ic. in f(x) ∈
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Uε(B) olacak s.ekilde ε’na baǧlı bir δ = δ(ε) > 0 sayısı varsa B’ye f nin X

kümesine göre a noktasındaki sol limiti denir ve x ∈ X ic. in lim
x→a−

f(x) = A

veya f(a−) = B s.eklinde gösterilir.

Yukarıdaki tanımlarda koms.uluk sembolünü kullanmazsak:

lim
X	x→a+

f(x) = A ⇔ ∀ε > 0 ic.in ∃δ > 0 öyle ki ∀x ∈ X ic.in a < x < a + δ ⇒
|f(x) − A| < ε olur.

lim
X	x→a−

f(x) = B ⇔ ∀ε > 0 öyle ki ∀δ > 0 ic.in ∃x ∈ X öyle ki a − δ < x <

a ⇒ |f(x) − B| < ε olur.

Saǧ ve sol limit tanımları ile Tanım 2.4.1 gözönüne alındıǧında as.aǧıdaki

teorem verilebilir.

Teorem 2.4.12 : X ⊂ R, f : X → R bir fonksiyon, A ∈ R, a ∈ X ′ ve

(a, +∞) ∩ X �= ∅ ve (−∞, a) ∩ X �= ∅ olsun. f nin X kümesine göre a

noktasında limitinin var olması ic. in gerek ve yeter kos.ul f nin X kümesine

göre f(a+) ve f(a−) limitlerinin mevcut ve f(a+) = f(a−) olmasıdır.

Cauchy’ye göre verilen Tanım 2.4.10 ve Tanım 2.4.11’e denk olan Heyne’ye

göre as.aǧıdaki tanımı da ifade edebiliriz.

Tanım 2.4.10 ve Tanım 2.4.11 deki kos.ulların saǧlandıǧını varsayalım.

Tanım 2.4.13 : Her n ∈ N ic. in xn ∈ X\{a}, xn > a(xn < a) ve lim
n→∞

xn =

a kos.ullarını saǧlayan her (xn) dizisi ic. in lim
n→∞

f(xn) = A ( lim
n→∞

f(xn) = B)

ise, A ’ya (B’ye) f nin X kümesine göre a noktasında saǧdan (soldan) limiti

denir.

Örnek 2.4.14 : X = R\{1}, f(x) =
x2 − 1

x − 1
ve a = 1 olsun. lim

x→1
f(x)

limitini bulunuz.

C. özüm: Her n ∈ N ic.in xn ∈ R\{1} ve lim
n→∞

xn = 1 kos.ullarını saǧlayan

herhangi bir (xn) dizisi verilsin. O halde,

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

x2
n − 1

xn − 1
= lim

n→∞
(xn + 1) = 2

olduǧundan lim
x→1

f(x) = 2 dir. �
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Örnek 2.4.15 : X = R\{3}, f(x) =
|3 − x|
3 − x

ve a = 3 olsun. lim
x→3

f(x)

limitini bulunuz.

C. özüm: x < 3 ic.in 3 − x > 0 ve x > 3 ic.in 3 − x < 0 olduǧundan,

f(3−) = lim
x→3−

f(x) = lim
x→3−

3 − x

3 − x
= lim

x→3−
1 = 1,

f(3+) = lim
x→3+

f(x) = lim
x→3+

−(3 − x)

3 − x
= lim

x→3+
(−1) = −1

olur. f(3−) �= f(3+) olduǧundan Teorem 2.4.12 gereǧince f nin 3 noktasında

limiti yoktur. �

Tanım 2.4.16 : c > 0 olmak üzere f : (c, +∞) → R fonksiyonu ve A ∈ R

sayısı verilmis. olsun. Eǧer, her ε > 0 ve her x ∈ (c, +∞) ∩ Uδ(+∞) ic. in

|f(x) − A| < ε olacak s.ekilde bir δ = δ(ε) > 0 sayısı varsa, f nin +∞ ’da

limiti A ’dır denir ve lim
x→+∞

f(x) = A veya f(+∞) = A s.eklinde gösterilir.

Tanım 2.4.17 : c > 0 olmak üzere f : (−∞, −c) → R fonksiyonu ve B ∈ R

sayısı verilmis. olsun. Eǧer, her ε > 0 ve her x ∈ (−∞, −c) ∩ Uδ(−∞) ic. in

|f(x) − B| < ε olacak s.ekilde bir δ = δ(ε) > 0 sayısı varsa, B’ye f nin −∞
’da limiti denir ve lim

x→−∞
f(x) = B veya f(−∞) = B s.eklinde gösterilir.

Bu tanımları daha kısa olarak as.aǧıdaki s.ekilde de verebiliriz.

lim
x→+∞

f(x) = A ⇔ ∀ε > 0, ∃δ = δ(ε) > 0 öyle ki ∀x > δ

(veya ∀x ∈ (δ, +∞)) ic.in |f(x) − A| < ε olur.

lim
x→−∞

f(x) = B ⇔ ∀ε > 0, ∃δ = δ(ε) > 0 öyle ki ∀x < −δ

(veya ∀x ∈ (−∞, −δ)) ic.in |f(x) − B| < ε olur.

Tanım 2.4.18 : f : R → R fonksiyonu ve A ∈ R sayısı verilsin. Eg̃er,

∀ε > 0 ve ∀x ∈ Uδ(−∞) ∪ Uδ(+∞) ic. in |f(x) − A| < ε olacak s.ekilde bir

δ = δ(ε) > 0 sayısı varsa, f nin ∞ da limiti A dır denir ve lim
x→∞

f(x) = A

veya f(∞) = A s.eklinde yazılır.
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Buna göre,

x ∈ Uδ(−∞) ∪ Uδ(+∞) ⇔ |x| > δ

olduǧundan,

lim
x→∞

f(x) = A ⇔ ∀ε > 0, ∃δ = δ(ε) > 0 öyle ki ∀|x| > δ (veya ∀x ∈
(−∞, −δ) ∪ (δ, ∞) ic.in |f(x) − A| < ε olur.

Örnek 2.4.19 : f : R → R, f(x) =
√

x2 + 1−x fonksiyonu verilsin. Tanım

2.4.16 dan faydalanarak lim
x→+∞

f(x) = 0 olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Verilen her ε > 0 sayısı ic.in öyle bir δ > 0 sayısı bulmalıyız ki,

her x > δ ic.in |f(x) − 0| = |√x2 + 1 − x| < ε es.itsizliǧi saǧlansın. Herhangi

x ∈ (0, +∞) ic.in

|
√

x2 + 1 − x| =
√

x2 + 1 − x =
1√

x2 + 1 + x
<

1

x

olduǧundan dolayı δ =
1

ε
olarak sec.ilirse her x > δ ic.in

1

x
< ε ve dolayısıyla,

|√x2 + 1 − x| < ε bulunur ki, bu da Tanım 2.4.16 gereǧince istenen es.itliǧi

ispatlar. �

Örnek 2.4.20 : f(x) =
sin x

x
s.eklinde tanımlanan f : R\{0} → R fonksiy-

onu ic. in lim
x→+∞

f(x) = 0 olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Verilen her ε > 0 sayısı ic.in öyle bir δ > 0 sayısı bulmalıyız ki,

her |x| > δ ic.in |f(x) − 0| = |sin x

x
| < ε es.itsizliǧi saǧlansın. Her x ∈ R\{0}

ic.in |sin x

x
| ≤ 1

|x| olduǧundan dolayı δ =
1

ε
olarak sec.ilirse her |x| > δ ic.in

1

|x| < ε ve dolayısıyla, |sin x

x
| < ε bulunur ki, bu da Tanım 2.4.18 gereǧince

istenen es.itliǧi ispatlar. �

Örnek 2.4.21 : f(x) =
x − [[ x ]]√

x
s.eklinde tanımlanan f : R\{0} → R

fonksiyonu ic. in lim
x→+∞

f(x) = 0 olduǧunu gösteriniz.



Limit 241

C. özüm: Verilen her ε > 0 sayısı ic.in bir δ > 0 sayısı bulmalıyız ki, her

x > δ ic.in |f(x) − 0| = |x − [[ x ]]√
x

| < ε es.itsizliǧi saǧlansın. Her x > 0 ic.in

∣∣x − [[ x ]]√
x

| =
x − [[ x ]]√

x
≤ 1√

x

olduǧundan, δ =
1

ε2
olarak sec.ilirse her x > δ ic.in

1√
x

< ε ve dolayısıyla,∣∣x − [[ x ]]√
x

| < ε bulunur ki, bu da Tanım 2.4.16 gereǧince istenen es.itliǧi

ispatlar. �
Cauchy’ya göre verilen Tanım 2.4.16 ve Tanım 2.4.17’ ye denk olan Heyne’ye

göre as.aǧıdaki tanımı da verebiliriz.

Tanım 2.4.22 : Her n ∈ N ic. in xn > 0 (yn < 0) ve lim
n→∞

xn = +∞
( lim
n→∞

yn = −∞) kos.ularını saǧlayan her (xn) dizisi ((yn) dizisi) ic. in

lim
n→∞

f(xn) = A ( lim
n→∞

f(yn) = B) ise, +∞ da (−∞ da) f nin limiti A dır

(B dir) denir.

Örnek 2.4.23 : Tanım 2.4.18 den faydalanarak f(x) = sin x fonksiyonunun

+∞ da (−∞ da) limitinin mevcut olmadıǧını gösteriniz.

C. özüm: Terimleri xn =
π

2
+ 2nπ, yn = −π

2
+ 2nπ, n ∈ N s.eklinde

tanımlanan (xn) ve (yn) dizileri ic.in lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = +∞ olduǧu ac.ıktır.

Fakat, her n ∈ N ic.in f(xn) = sin xn = −1 ve f(yn) = sin yn = 1 olduǧundan,

lim
n→+∞

f(xn) = −1 ve lim
n→∞

f(yn) = 1 bulunur. Bu da Tanım 2.4.22 den dolayı

f nin +∞ da limitinin mevcut olmadıǧını gösterir. f nin −∞ da limitinin

var olmadıǧı benzer s.ekilde gösterilebilir.

Benzer s.ekilde, f(x) = cos x fonksiyonunun +∞ da (−∞ da) limitinin

mevcut olmadıǧı gösterilebilir. �

2.4.3 Limitle İlgili Önermeler

As.aǧıdaki Teoremde X ⊂ R, x0 ∈ X ′ (x0 ∈ R, x0 = −∞ ve x0 = +∞
olabilir) ve ele alınan fonksiyonların X üzerinde tanımlı reel deǧerli oldukları
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kabul edilir. Ayrıca, x0 ∈ R ise, a = x0, a = x−
0 , a = x+

0 ve x0 = −∞ (x0 =

+∞) ise, a = −∞ (a = +∞) olduǧu varsayılarak as.aǧıdaki teoremi ifade

edebiliriz.

Teorem 2.4.24 : As.aǧıdaki önermeler doǧrudur.

(a) lim
X	x→a

f(x) = A1 ve lim
X	x→a

f(x) = A2 ise, A1 = A2 dir.

(b) lim
X	x→a

f(x) = A ise, ∃δ > 0 öyle ki f fonksiyonu
◦
U δ(a) ∩ X kümesinde

sınırlıdır.

(c) lim
X	x→a

f(x) = A ve A �= 0 ise, ∃δ = δ(ε) > 0 öyle ki ∀x ∈ ◦
U δ(a) ∩ X

ic. in |f(x)| >
|A|
2

dir.

(d) lim
X	x→a

f(x) = A ve lim
X	x→a

g(x) = B limitleri varsa f + g, f.g ve her

x ∈ X ic. in g(x) �= 0 ve B �= 0 ise,
f

g
fonksiyonlarının da x ∈ X ic. in

x → a iken limitleri vardır ve

(1) lim
X	x→a

(f(x) + g(x)) = A + B; (2) lim
X	x→a

(f(x) − g(x)) = A − B;

(3) lim
X	x→a

(f(x).g(x)) = A.B; (4) lim
X	x→a

f(x)

g(x)
=

A

B
dir.

(e) lim
x→a

f(x) = A, lim
x→a

g(x) = B limitleri varsa ve her x ∈ X ic. in f(x) ≤
g(x) ise, A ≤ B dir.

(f) Her x ∈ X ic. in f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) ve lim
x→a

f(x) = A = lim
x→a

g(x) ise,

lim
x→a

h(x) limiti de vardır ve A ’ya es. ittir.

(g) lim
x→a

f(x) = A, lim
x→a

g(x) = B limitleri varsa ve A < B ise, öyle δ > 0

sayısı vardır ki, her x ∈ U0
δ (a) ∩ X ic. in f(x) < g(x) olur.

(h) lim
X	x→a

f(x) = A ise lim
X	x→a

|f(x)| = |A| dır.

İspat: Önerme 2.4.7 den dolayı, bütün bu önermeler diziler ic.in olan

önermelere indirgenir ve Teorem 2.1.9 dan bu sonuc.lar hemen ispatlanır.
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Örnegin, Teoremin (d) s.ıkkındaki (3)’ün ispatını yapalım. δ > 0 herhangi

bir sayı olmak üzere her n ∈ N ic.in xn ∈ ◦
U δ(a)∩X ve lim

n→∞
xn = a kos.ullarını

saǧlayan herhangi bir (xn) dizisi verilsin. Bu durumda, lim
n→∞

f(xn) = A ve

lim
n→∞

g(xn) = B olduǧundan Teorem 2.1.9 dan dolayı

lim
x→a

f(x).g(x) = lim
n→∞

f(xn).g(xn) = lim
n→∞

f(xn). lim
n→∞

g(xn) = A.B

bulunur. �

Örnek 2.4.25 : lim
x→0

sin x

x
= 1 olduǧunu ispatlayınız.

C. özüm: x ∈ (0, π
2
) olsun. S. ekil 2.1 den görüldüǧü gibi

A1 = Alan



(AOB) =
R2 sin x

2
,

A2 = Alan(AOBdilimi) =
R2x

2
,

A1 = Alan



(DOB) =
R2 tan x

2

ve A1 < A2 < A3 dür. Buna göre, her x ∈ (0, π
2
) ic.in

R2 sin x

2
<

R2x

2
<

R2 tan x

2

bulunur. Bu es.itsizlik
R2

2
ile bölündüǧünde her x ∈ (0, π

2
) ic.in

sin x < x < tan x (2.6)
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es.itsizliǧi elde edilir. Buradan da her x ∈ (0, π
2
) ic.in

cos x <
sin x

x
< 1 veya 0 < 1 − sin x

x
< 1 − cos x (2.7)

es.itsizliǧi elde edilir. Her x ∈ (0, π
2
) ic.in

1 − cos x = 2 sin2 x
2

< 2 sin x
2

< x

olduǧundan, (2.7) den her x ∈ (0, π
2
) ic.in

0 < 1 − sin x

x
< x (2.8)

bulunur. x ∈ (−π
2
, 0) ic.in −x ∈ (0, π

2
) olduǧundan, (2.8)’e göre her x ∈

(−π
2
, 0) ic.in

0 < 1 − sin(−x)

−x
< −x

veya 0 < 1 − sin x

x
< |x| es.itsizliǧinin doǧru olduǧu elde edilir. Böylece, her

x ∈ U0
π
2
(0) ic.in

0 < 1 − sin x

x
< |x| (2.9)

dir. lim
x→0

|x| = 0 ve lim
x→0

0 = 0 olduǧundan Teorem 2.4.24 (f) gereǧince (2.9)

dan istenen es.itlik elde edilir. �

Teorem 2.4.26 (Biles.ke Fonksiyonun Limiti) : X, Y ⊂ R, a ∈ X ′, b ∈
Y ′ (a, b ∈ R̄), f : X → R, g : Y → R, lim

X	x→a
f(x) = b, lim

Y 	y→b
g(y) = A

olsun. Eǧer, her x ∈ X\{a} ic. in f(x) �= b ve f(x) ∈ Y ise, F (x) = (g ◦
f)(x) = g(f(x)) biles.ke fonksiyonunun X kümesine göre a noktasındaki limiti

vardır ve lim
x→a

F (x) = A dır.

İspat: Herhangi bir ε > 0 sayısı verilsin. lim
y→b

g(y) = A olduǧundan, ∃δ =

δ(ε) > 0 öyle ki, ∀y ∈ ◦
U δ(b) ∩ Y ic.in g(y) ∈ Uε olur.
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lim
X	x→a

f(x) = b ise az önce bulunan δ > 0 sayısı ic.in ∃η = η(δ) > 0 öyle ki,

∀x ∈ ◦
Uη(a) ∩ X ic.in f(x) ∈ Uδ olur. Öte yandan, ∀x ∈ X\{a} ic.in f(x) �= b

olduǧundan, ∀x ∈ ◦
Uη(a) ∩ X ic.in f(x) =

◦
U δ(b) ∩ Y ve buradan da

f(x) ∈ ◦
U δ(b) ∩ Y ⇒ g(f(x)) ⊂ Uε(A)

bulunur. Demek ki, ∀ε > 0 ic.in ∃δ = δ(ε) > 0 öyle ki ∀x ∈ ◦
Uη(a) ∩ X ic.in

F (x) = g(f(x)) ∈ Uε(A) olur. Bu lim
X	x→a

F (x) = A olduǧunu ispatlar. �

Örnek 2.4.27 : lim
x→∞

(1 +
1

x
)x = e olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Y = N olmak üzere g, g1, g2 : Y → R fonksiyonları

g(n) = (1 +
1

n
)n, g1(n) = (1 +

1

n + 1
)n, g2(n) = (1 +

1

n
)n+1

bic.iminde, X = R+ olmak üzere f : X → Y fonksiyonu da f(x) = [[ x ]]

bic.iminde tanımlanmıs. olsun.

lim
x→+∞

f(x) = +∞ ve lim
n→∞

g(n) = lim
n→∞

g1(n) = lim
n→∞

g2(n) = e

olduǧunu biliyoruz.

(g ◦ f)(x) = (1 +
1

[[ x ]]
) [[ x ]] , (g1 ◦ f)(x) = (1 +

1

[[ x ]] + 1
) [[ x ]] ,

(g2 ◦ f)(x) = (1 +
1

[[ x ]]
) [[ x ]] +1

fonsiyonlarının da x → +∞ iken limitleri e dir.

Herhangi x > 1 ic.in

(1 +
1

[[ x ]] + 1
) [[ x ]] < (1 +

1

x
)x < (1 +

1

[[ x ]]
) [[ x ]] +1

ve

lim
x→+∞

(1 +
1

[[ x ]] + 1
) [[ x ]] = lim

x→+∞
(1 +

1

[[ x ]]
) [[ x ]] +1 = e
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olduǧundan Teorem 2.4.24 ten dolayı

lim
x→+∞

(1 +
1

x
)x = e

bulunur. S. imdi Teorem 2.4.26 dan faydalanarak

lim
x→−∞

(1 +
1

x
)x = e

olduǧunu gösterelim

lim
x→−∞

(1 +
1

x
)x = lim

t→+∞
(1 +

1

(−t)
)(−t) = lim

t→+∞
(1 − 1

t
)−t

= lim
t→+∞

(
t − 1

t
)−t = lim

t→+∞
(

t

t − 1
)t = lim

t→+∞
(1 +

1

t − 1
)t

= lim
t→+∞

(1 +
1

t − 1
)t−1(1 +

t

t − 1
)

= lim
t→+∞

(1 +
1

t − 1
)t−1 lim

t→+∞
(1 +

1

t − 1
)

= lim
t→+∞

(1 +
1

t − 1
)t−1 = lim

n→∞
(1 +

1

n
)n = e

bulunur. Böylece,

lim
x→−∞

(1 +
1

x
)x = e = lim

x→+∞
(1 +

1

x
)x

dir.

S. imdi istenen es.itliǧin doǧru olduǧunu gösterelim. Herhangi bir ε > 0

sayısı verilsin. lim
x→−∞

(1 +
1

x
)x = e ⇒ ∃δ1 = δ1(ε) > 0 öyle ki ∀x < −δ1 ic.in

|(1+
1

x
)x −e| < ε dir ve lim

x→+∞
(1+

1

x
)x = e ⇒ ∃δ2 = δ2(ε) > 0 öyle ki ∀x > δ2

ic.in |(1 +
1

x
)x − e| < ε dir. O halde, her |x| > δ = max{δ1, δ2} ic.in

|(1 +
1

x
)x − e| < ε

bulunur. Bu ise, lim
x→∞

(1 +
1

x
)x = e olması demektir. �
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2.4.4 Limitin Varlıǧı Kos.ulları

Reel terimli dizlerde olduǧu gibi bir f : X → R fonksiyonunun X

kümesine göre bir a ∈ X ′ noktasında limitini bilmeden, f nin X üzerinde

deǧis.me özellikleri dikkate alınarak lim
x→a

f(x) limitinin varlıǧı kos.ullarının bu-

lunması büyük önem tas.ımaktadır. As.aǧıda X üzerinde tanımlı monoton

fonksiyonlar ve X üzerinde tanımlı herhangi bir fonksiyon ic.in mevcut olan

böyle kos.ullar incelenecektidir.

X ⊂ R ve i = inf X, s = sup = X olsun. (i, s ∈ R veya i = −∞, s = +∞
olabilir).

Teorem 2.4.28 : X ⊂ R ve f : X → R, X üzerinde monoton artan bir

fonksiyon ise,

lim
X	x→i+

f(x) = A = inf{f(x) : x ∈ X},

lim
X	x→s−

f(x) = B = sup{f(x) : x ∈ X}

limitleri mevcuttur. Ayrıca, f , X üzerinde üstten (alttan) sınırlı ise, A ∈
R (B ∈ R) dir. Aksi taktirde A = −∞ (B = +∞) dır.

İspat: (a) f nin X üzerinde üstten sınırlı olduǧu durumda B ∈ R olduǧu

ac.ıktır. lim
x→s−

f(x) = B olduǧunu gösterelim.

Herhangi bir ε > 0 sayısı verilsin supremumun karakteristik özelliklerinden

dolayı

1. ∀x ∈ X ic.in f(x) ≤ B ve

2. ∃xε ∈ X öyle ki f(xε) > B − ε dur.

∀x ∈ X ic.in x < s olduǧundan, xε < s olur. s ∈ R ise δ = s − xε ve s = +∞
ise δ = xε olmak üzere

◦
U δ(s) =

{
(s − δ, s), s ∈ R ise,

(δ, +∞), s = +∞ ise

olsun. O halde, ∀x ∈ ◦
U ε(s

−)∩X ic.in f(x) monoton artan olduǧundan dolayı

B − ε < f(xε) ≤ f(x) ≤ B < B + ε
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bulunur. Böylece, ∀ε > 0 ic.in s noktasının öyle bir
◦
U ε(s

−) koms.uluǧu vardır

ki ∀x ∈ ◦
U ε(s

−) ∩ X ic.in |f(x) − B| < ε olur. Bu da lim
x→s−

f(x) = B olması

demektir.

(b) f, X üzerinde üstten sınırsız olsun. Bu durumda, lim
X	x→s−

f(x) = +∞
olduǧunu gösterelim. Herhangi bir ε > 0 sayısı verilsin. f, X üzerinde

üstten sınırsız olduǧundan, f(xε) > ε olacak s.ekilde bir xε ∈ X noktası

vardır.
◦
U ε(s

−), s nin a) da tanımlanan bir koms.uluǧu olmak üzere f, X

üzerinde monoton artan olduǧundan, ∀x ∈ ◦
U ε(s

−) ∩ X ic.in

f(x) ≥ f(xε) > ε

bulunur. Böylece, ∀ε > 0 ic.in ∃δ > 0 öyle ki

∀x ∈ U0
ε (s−) ∩ X ic.in f(x) > ε

olur. Bu da lim
x→s+

f(x) = +∞ olması demektir.

f nin X üzerinde alttan sınırlı olduǧu durum benzer s.ekilde incelenmek-

tedir. �

Monoton azalan fonksiyonlar ic.in as.aǧıdaki teorem benzer s.ekilde ispat-

lanabilir.

Teorem 2.4.29 : X ⊂ R ve f : X → R, X üzerinde monoton azalan bir

fonksiyon ise,

lim
X	x→i+

f(x) = D = sup{f(x) : x ∈ X}
lim

X	x→s−
f(x) = C = inf{f(x) : x ∈ X}

limitleri vardır. Ayrıca, f, X üzerinde üstten (alttan) sınırlı ise, D ∈ R (C ∈
R), aksi taktirde D = +∞ (C = −∞) dir.

Teorem 2.4.30 :f : (a, b) → R, (a, b) üzerinde monoton artan (azalan)

bir fonksiyon ve x0 ∈ (a, b) olsun. Bu durumda, f nin x0 noktasında sonlu

f(x0−) ve f(x0+) limitleri vardır ve

f(x−
0 ) ≤ f(x0) ≤ f(x+

0 ) (f(x−
0 ) ≥ f(x0) ≥ f(x+

0 )

baǧıntısı saǧlanır.
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Teorem 2.4.31 (Cauchy Kriteri) :X ⊂ R kümesi f : X → R fonksiyonu

ve a ∈ X ′ noktası verilmis. olsun.

lim
X	x→a

f(x) = A ∈ R ⇔ ∀ε > 0

ic. in ∃δ = δ(ε) > 0 öyle ki ∀x′, x′′ ∈ ◦
U δ(a) ∩ X ic. in |f(x′) − f(x′′)| < ε

saǧlanır.

İspat: ⇒ . lim
X	x→a

f(x) = A ∈ R limiti mevcut olsun. O halde, ∀ε > 0 ic.in

∃δ = δ(ε) > 0 öyle ki ∀x′, x′′ ∈ ◦
U ε(a) ∩ X ic.in

|f(x′) − A| < ε/2, |f(x′′) − A| < ε/2

olur. Ayni x′ ve x′′ ler ic.in

|f(x′) − f(x′′)| ≤ |f(x′) − A| + |A − f(x′)|
< ε/2 + ε/2 = ε

bulunur.

⇐ . ∀ε > 0 ic.in ∃δ = δ(ε) > 0 öyle ki ∀x′, x′′ ∈ ◦
U δ(a) ∩ X ic.in |f(x′) −

f(x′′)| < ε es.itsizliǧinin saǧlandıǧını kabul edelim.

Her n ∈ N ic.in xn ∈ X\{a} ve lim
n→+∞

xn = a kos.ullarını saǧlayan herhangi

bir (xn) dizisi verilsin.

lim
n→∞

xn = a ⇒ ∃nε = n(δε) ∈ N öyle ki ∀n′, n′′ > nε ic.in xn′ , xn′′ ∈ ◦
U δ(a) ∩ X

olur. Ayni n′ ve n′′ ler ic.in |f(xn′) − f(xn′′| < ε olmasından dolayı reel

terimli (f(xn)) dizisinin bir Cauchy dizisi olduǧu elde edilir. Cauchy dizisinin

özelliǧine göre (f(xn)) yakınsak bir dizidir. lim
n→∞

f(xn) = A dersek Önerme

2.4.17 den dolayı lim
x→a

f(x) = A dır. �

Not: Belirtelim ki, bu teoremde ve ileride göreceǧimiz Tanım 2.4.32,

Tanım 2.4.35, Tanım 2.4.36 ve Teorem 2.4.34, Teorem 2.4.37 ve Teorem 2.4.39

da a ∈ R, a = +∞ ve a = ∞ olabilir. Ayrıca, x → a iken söylenebilen bu

tanım ve teoremler x ∈ X ic.in x → a− ve x → a+ durumları ic.in de gec.erlidir.

•
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Tanım 2.4.32 : X ⊂ R kümesi, f : X → R fonksiyonu ve a ∈ X ′, A ∈ R

noktaları verilmis. olsun. Eǧer, her n ∈ N, xn ∈ X\{a} ve lim
n→∞

xn = a

kos.ullarını saǧlayan bir (xn) dizisi ic. in lim
n→∞

f(xn) = A oluyorsa, A ya f nin

x → a iken hususi (veya özel) limiti denir.

Uyarı 2.4.33 Tanım 2.4.32’de söz konusu olan A sayısı, genelde farklı (xn)

dizileri ic. in farklıdır.

f nin x ∈ X, x → a iken bütün hususi limitlerden olus.an küme Lf (a)

olsun.

Örnek 2.4.34 : f(x) = sin 1
x

: R\{0} → R fonksiyonunun x → 0 iken

hususi limitlerini bulunuz.

C. özüm: Herhangi bir A ∈ [−1, 1] sayısı ic.in terimleri

xn =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
π
2

+ 2nπ
, A = 1 ise;

1
−π
2

+ 2nπ
, A = −1 ise;

1

(−1)n arcsin A + nπ
, A �= ±1 ise

s.eklinde tanımlanan (xn) dizisini gözönüne alalım. ∀n ∈ N ic.in ∀xn ∈ R\{0}
ve lim

n→∞
xn = 0 kos.ullarının saǧlandıǧı ve

lim
n→∞

sin 1
xn

= lim
n→∞

A = A

olduǧu ac.ıktır. Buradan da her A ∈ [−1, 1] sayısının f(x) = sin 1
x

fonksiy-

onunun x → 0 iken bir hususi limiti olduǧu anlas.ılır.

Demek ki, Lf (0) = [−1, 1] dir. �

Teorem 2.4.35 : X ⊂ R kümesi, f : X → R fonksiyonu ve a ∈ X ′ noktası

verilmis. olsun. Eǧer, x ∈ X ic. in lim
x→a

f(x) = A limiti varsa, Lf (a) = {A}
dır.
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Tanım 2.4.36 : X ⊂ R kümesi, f : X → R fonksiyonu ve a ∈ X ′ noktası

verilmis. olsun. Lf (a) kümesinin maksimumuna (minimumuna) f nin x → a

iken üst (alt) limiti denir. ve lim
x→a

f(x) (lim
x→a

f(x)) ile gösterilir.

Buna göre,

lim
x→a

f(x) = min Lf (a), lim
x→a

f(x) = max Lf (a)

dir.

Bos. olmayan A ⊂ R kümesi verilmis. olsun.

d(A) = sup{|x − y| : x, y ∈ A}

büyüklüǧüne A kümesinin c.apı denir.

Örneǧin, A = [−1, 3] ic.in d([−1, 3]) = 4, B = [−2, −1]∪ [0, 1] ic.in d(B) =

3, C = [1, +∞) ic.in d(C) = +∞, G = (−∞, +∞) ic.in d(G) = +∞ dir.

Tanım 2.4.37 : X ⊂ R kümesi, f : X → R fonksiyonu ve a ∈ X ′ noktası

verilmis. olsun. δ > 0 sayısı ic. in d(f(
◦
U δ(a) ∩ X)), f(

◦
U δ(a) ∩ X kümesinin

c.apı olmak üzere

Ω(f, a) = inf{d(f(
◦
U δ(a) ∩ X)) : δ > 0}

büyüklüǧüne f nin a noktasındaki sıc. raması denir.

Teorem 2.4.38 : X ⊂ R kümesi, f : X → R fonksiyonu ve a ∈ X ′ noktası

verilmis. olsun. Bu durumda,

lim
X	x→a

f(x) = sup{inf{f(x) : x ∈ ◦
U δ(a) ∩ X} : δ > 0}

= lim
δ→0+

inf{f(x) : x ∈ ◦
U δ(a) ∩ X},

lim
X	x→a

f(x) = inf{sup{f(x) : x ∈ ◦
U δ(a) ∩ X} : δ > 0}

= lim
δ→0+

sup{f(x) : x ∈ ◦
U δ(a) ∩ X}

baǧıntıları doǧrudur.
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Teorem 2.4.39 : X ⊂ R kümesi, f : X → R fonksiyonu ve a ∈ X ′ noktası

verilmis. olsun. Bu durumda,

Ω(f, a) = lim
x→a

f(x) − lim
x→a

f(x) (2.10)

baǧıntısı doǧrudur.

Teorem 2.4.40 : X ⊂ R kümesi, f : X → R fonksiyonu ve a ∈ X ′ noktası

verilmis. olsun. Bu durumda,

lim
X	x→a

f(x) = A ⇔ lim
X	x→a

f(x) = A = lim
X	x→a

f(x)

dir veya bas.ka bir ifadeyle

lim
X	x→a

f(x) limiti vardır ⇔ Ω(f, a) = 0

dır.

2.4.5 Sonsuz Küc.ük ve Sonsuz Büyük Fonksiyonlar ve

o-küc.ük ve O-büyük Sembolleri

Bu kesimde a ∈ R(a ∈ R, a = ±∞ veya a = ∞) nın X ⊂ R kümesinin

bir limit noktası ve ele alınacak bütün fonksiyonların X kümesi üzerinde

tanımlı (a noktasında tanımlı olmayabilir de) oldukları kabul edilir.

Tanım 2.4.41 : Eǧer, lim
x→a

f(x) = 0 ise, f ye x ∈ X, x → a iken sonsuz

küc. ük bir fonksiyon denir ve x ∈ X, x → a iken f(x) = o(1) s.eklinde

gösterilir.

Buna göre, x ∈ X, x → a iken f(x) = o(1) ⇔ ∀ε > 0 ic.in ∃δ = δ(ε) > 0 öyle

ki, ∀x ∈ ◦
U δ(a) ∩ X ic.in |f(x)| < ε saǧlanır.

Önerme 2.4.42 : lim
X	x→a

f(x) = A ∈ R ⇔ α(x) = f(x) − A olmak üzere

x ∈ X, x → a iken α(x) = o(1) dir.
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İspat: (a) lim
X	x→a

f(x) = A ∈ R ⇒

lim
X	x→a

α(x) = lim
X	x→a

[f(x) − A] = lim
X	x→a

f(x) − lim
X	x→a

A = A − A = 0 dır

(b) f(x) = A + α(x) ve lim
X	x→a

α(x) = 0 ⇒
lim

X	x→a
f(x) = lim

X	x→a
[A + α(x)] = A + lim

X	x→a
α(x) = A dır �

Önerme 2.4.43 : x → a iken sonlu sayıda sonsuz küc. ük fonksiyonların

cebirsel toplamı da x → a iken sonsuz küc. ük bir fonksiyondur.

İspat: Önermenin iki tane sonsuz küc.ük fonksiyonlar ic.in doǧru olduǧunu

göstermek yeterlidir.

x ∈ X, x → a iken f = o(1) ve g = o(1) olsun. Herhangi λ, μ ∈ R ic.in

x ∈ X, x → a iken λf + μg = o(1) olduǧunu gösterelim.

lim
X	x→a

(λf + μg)(x) = lim
X	x→a

[λf(x) + μg(x)]

= λ lim
X	x→a

f(x) + μ lim
X	x→a

g(x) = λ.0 + μ.0 = 0

bulunur. �

Önerme 2.4.44 : x ∈ X, x → a iken f = o(1) ve g : X → R fonksiyonu

herhangi bir r > 0 ic. in
◦
U r(a) ∩ X üzerinde sınırlı ise, F (x) = f(x).g(x)

fonksiyonu x ∈ X ic. in x → a iken sonsuz küc. üktür.

İspat: g : X → R,
◦
U r(a) ∩ X üzerinde sınırlıdır ⇒ ∀x ∈ ◦

U r(a) ∩ X ic.in

|g(x)| ≤ M olacak s.ekilde M > 0 sayısı vardır. x ∈ X ic.in x → a iken

f = o(1) ⇒ ∀ε > 0 ic.in ∃δ1 = δ1(ε) > 0 öyle ki ∀x ∈ ◦
U δ1(a) ∩ X ic.in

|f(x)| <
ε

M
olur. O halde, δ = min{r, δ1} > 0 olmak üzere ∀x ∈ ◦

U δ(a) ∩ X

ic.in |F (x)| = |f(x)||g(x)| <
ε

M
.M = ε ⇒ x ∈ X ic.in x → a iken F = o(1)

dir. �

Tanım 2.4.45 : Eǧer, x ∈ X ic. in lim
x→a

|f(x)| = +∞ ise, f ’ye x → a iken

sonsuz büyük fonksiyon denir.
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Buna göre, x ∈ X ic.in lim
x→a

f(x) = −∞ (= +∞)∀ε > 0 ic.in ∃δ = δ(ε) > 0

öyle ki, ∀x ∈ ◦
U δ(a) ∩ X ic.in f(x) < −ε (f(x) > ε) dur.

x ∈ X ic.in lim
x→a

f(x) = ∞ ⇔ ∀ε > 0 ic.in ∃δ = δ(ε) > 0 öyle ki ∀x ∈
◦
U δ(a) ∩ X ic.in |f(x)| > ε dur.

Önerme 2.4.46 :(a) Eǧer, ∀x ∈ X\{a} ic. in f(x) �= 0 ve x ∈ X ic. in x → a

iken f = o(1) ise,
1

f(x)
fonksiyonu x ∈ X ic. in x → a iken sonsuz büyüktür.

(b) Eǧer, f, x ∈ X ic. in x → a iken sonsuz büyük bir fonksiyon ise,
1

f(x)
fonksiyonu x ∈ X ic. in x → a iken sonsuz küc. üktür.

İspat: (a) Herhangi bir M > 0 sayısı ic.in ε =
1

M
olsun. x → a iken

f = o(1) ise ∃δ = δ(ε) > 0 öyle ki ∀x ∈ ◦
U δ(a) ∩ X ic.in |f(x)| < ε ve buradan

da aynı x ler ic.in
1

|f(x)| >
1

ε
= M bulunur. Bu da

1

f
nin x ∈ X ic.in x → a

iken sonsuz büyük fonksiyon olması demektir.

(b) nin ispatı benzer s.ekilde yapılabilir. �

Örnek 2.4.47 : (a) x → 0 iken sin x = o(1) dir. C. ünkü lim
x→0

sin x = 0 dır.

(b) ∀p > 0 sayısı ic. in x → 0 iken xp = o(1) dir.

(c) x → 0 iken
1

x
,

1

x2
ve

1

x3
fonksiyonları sonsuz büyüktürler. C. ünkü

lim
x→0+

1

x
= +∞, lim

x→0−

1

x
= −∞, lim

x→0

1

x2
= +∞, ve lim

x→0−

1

x3
= −∞ dir.

Tanım 2.4.48 : ∀x ∈ X\{a} ic. in g(x) �= ve x ∈ X ic. in x → a iken

f = o(1) ve g = o(1) olsun. Eǧer, 0 �= k ∈ R olmak üzere

lim
x→a

f(x)

g(x)
= k

ise, x ∈ X ic. in x → a iken f ve g aynı mertebeden sonsuz küc. ük fonksiyon-

lardır denir. (Bu durumda, x ∈ X ic. in x → a iken f ve g aynı hızla sıfıra

yaklas. ırlar denir).
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Eǧer, k = 1 ise f ve g, x ∈ X ic.in x → a iken denk sonsuz küc.ük fonksiyon-

lardır denir ve x ∈ X ic.in x → a iken f ∼ g s.eklinde gösterilir.

Buna göre, x ∈ X ic.in x → a iken f ∼ g ⇔ x ∈ X ic.in x → a iken

f = o(1), g = o(1) ve lim
x→a

f(x)

g(x)
= 1 dir.

Eǧer, k = 0 ise, x ∈ X ic.in x → a iken f , g’ye göre yüksek mertebeden

sonsuz küc.üktür denir ve x ∈ X ic.in x → a iken f = o(g) s.eklinde gösterilir.

x ∈ X ic.in x → a iken f = o(g) yazımı, x ∈ X ic.in x → a iken f , g’ye göre

o-küc.üktür diye okunmaktadır.

Eǧer, |k| = +∞ ise x ∈ X ic.in x → a iken g, f ’den yüksek mertebeden

sonsuz küc.üktür denir

Örnek 2.4.49 : (a)∀a ∈ R\{0} ic. in x → 0 iken sin ax ∼ ax dir. C. ünkü

lim
x→0

sin ax

ax
= lim

x→0

sin t

t
= 1

dir.

(b) x → 0 iken
√

1 + x − x ∼ 1

2
x dir. C. ünkü,

lim
x→0

√
1 + x − 1

1
2
x

= lim
x→0

(
√

1 + x − 1)(
√

1 + x + 1)
1
2
x(

√
1 + x + 1)

= lim
x→0

2√
1 + x + 1

= 1

dir.

(c)x → 0 iken 1 − cos x ∼ x2

2
dir. C. ünkü,

lim
x→0

1 − cos x
x2

2

= lim
x→0

2 sin2 x
2

x2

2

= lim
x→0

(sin x
2

x
2

)2
=
(

lim
x→0

sin x
2

x
2

)2
= 1

(d)x → ∞ iken
x − 1

x
∼ 1

x
dir. C. ünkü

lim
x→∞

x−1
x2

1
x

= lim
x→∞

x − 1

x
= lim

x→∞
(1 − 1

x
) = 1 − lim

x→∞
1

x
= 1

dir.
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Tanım 2.4.50 : ∀x ∈ X\{a} ic. in g(x) �= 0 ve x ∈ X ic. in x → a iken

f = o(1) ve g = o(1) olsun. Eǧer, 0 �= k ∈ R olmak üzere

lim
x→a

f(x)

(g(x))p
= k

olacak s.ekilde p > 0 sayısı varsa x ∈ X ic. in x → a iken f, g ye göre p.

mertebeden sonsuz küc. üktür denir.

Önerme 2.4.51 : x ∈ X ic. in x → a iken f = o(1) ve g = o(1) olsun.

x ∈ X ic. in x → a iken f ∼ g ⇔ x → a iken g − f = o(f) veya g − f = o(g)

dir.

İspat: ⇒ x ∈ X c.in x → a iken f ∼ g olsun. Bu durumda,

lim
X	x→a

f(x)

g(x)
= 1 ⇒ lim

X	x→a
(
g(x)

f(x)
− 1) = 0

⇒ lim
X	x→a

f(x) − g(x)

g(x)
= 0 ⇒

x ∈ X c.in x → a iken f − g = o(g) dir.

⇐ x ∈ X c.in x → a iken g − f = o(f) (veya g − f = o(g)) olsun. Bu

durumda,

lim
X	x→a

g(x) − f(x)

f(x)
= 0

(
lim

X	x→a

g(x) − f(x)

g(x)
= 0
)

⇒ lim
X	x→a

(
g(x)

f(x)
− 1) = 0

(
lim

X	x→a
(1 − f(x)

g(x)
) = 0

)
⇒ lim

X	x→a

g(x)

f(x)
= 1

(
lim

X	x→a
(
f(x)

g(x)
) = 1

) ⇒

x → a iken g ∼ f(f ∼ g) dir. �

Sonuc. 2.4.52 : Eǧer, 0 �= k ∈ R olmak üzere x ∈ X ic. in lim
x→a

f(x)

(g(x))p
= k

olacak s.ekilde p > 0 sayısı varsa, x → a iken f ∼ k.gp ve x ∈ X ic. in x → a

iken f = k.gp + o(gp) dir. Bu durumda, k.gp ye f nin esas kısmı denir.
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Örnek 2.4.53 : (a) x → 0 iken f(x) = 1 − cos x fonksiyonunun g(x) = x

fonksiyonuna göre esas kısmı
1

2
(g(x))2 =

1

2
x2 dir.

(b)x → 0 iken f(x) = tan x−sin x nun g(x) = x e göre esas kısmı
1

2
(g(x)) =

1

2
x3 dir. C. ünkü,

lim
x→0

tan x − sin x
1
2
x3

= lim
x→0

sin x

x

1 − cos x
1
2
x2

.
1

cos x

= lim
x→0

sin x

x
lim
x→0

1 − cos x
1
2
x2

lim
x→0

1

cos x
= 1

dir.

(c)x → +∞ iken f(x) =
√

x + 1+
√

x − 1 − 2
√

x nin g(x) =
1

x
ye göre esas

kısmı −1

4
(g(x))

3
2 = −1

4
(
1

x
)

3
2 dir. C. ünkü,

lim
x→∞

√
x + 1 +

√
x − 1 − 2

√
x

−1

4
(
1

x
)

3
2

= lim
x→∞

1√
x+1−√

x
− 1√

x−1+
√

x

−1

4
(
1

x
)

3
2

= lim
x→∞

√
x − 1 − √

x + 1

−1

4
(
1

x
)

3
2 (

√
x + 1 +

√
x)(

√
x − 1 +

√
x)

= lim
x→∞

8

(
1

x
)

3
2 (

√
x + 1 +

√
x)(

√
x − 1 +

√
x)(

√
x − 1 +

√
x + 1)

= lim
x→∞

8

(
√

1 + 1
x

+ 1)(
√

1 − 1
x

+ 1)(
√

1 − 1
x

+
√

1 + 1
x
)

= 1 dir.

Önerme 2.4.54 : x ∈ X, x → a iken f, g, f1, g1 : X → R fonksiyonları

sonsuz küc. ükler olsun. Eǧer, x ∈ X ic. in x → a iken f ∼ f1, g ∼ g1 ve

lim
x→a

f1(x)

g1(x)
limiti mevcut ise, lim

x→a

f(x)

g(x)
limiti de mevcuttur ve

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f1(x)

g1(x)

dir.
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İspat: Önerme 2.4.51 den dolayı x ∈ X ic.in x → a iken f = f1 + o(f1) ve

g = g1 + o(g1) dir. Bu durumda, Teorem 2.4.24 (d) den dolayı

lim
X	x→a

f(x)

g(x)
= lim

X	x→a

f1(x) + o(f1(x))

g1(x) + o(g1(x))
= lim

X	x→a

f1(x)

g1(x)
.
1 + o(f1(x))

f1(x)

1 + o(g1(x))
g1(x)

= lim
X	x→a

f1(x)

g1(x)
. lim
X	x→a

1 + o(f1(x))
f1(x)

1 + o(g1(x))
g1(x)

= lim
X	x→a

f1(x)

g1(x)

bulunur. �

Örnek 2.4.55 : (a) x → 0 iken sin 3x ∼ 3x ve tan 5x ∼ 5x olduǧundan,

lim
x→0

sin 3x

tan 5x
= lim

x→0

3x

5x
=

3

5

dir.

(b) x → 0 iken sin x ∼ x ve 1 − cos x ∼ x2

2
olduǧundan,

lim
x→0

tan x − sin x

x3
= lim

x→0

sin x(1 − cos x)

x3 cos x

= lim
x→0

sin x(1 − cos x)

x3
lim
x→0

1

cos x

= lim
x→0

x.x2

2

x3
.1 =

1

2

dir.

Not: o(g) sembolü, genellikle belirli bir fonksiyon olmayıp, x ∈ X ic.in x →
a iken g ye göre yüksek mertebeden sonsuz küc.ük olan bütün fonksiyonlardan

olus.an bir kümedir. Bu sebepten x ∈ X ic.in x → a iken f = o(g) es.itliǧi

yalnızca soldan saǧa yönde okunmaktadır. Buna göre, x → 0 iken x2 = o(x)

es.itliǧi doǧrudur, fakat x → 0 iken ϕ = o(x) s.eklindeki her ϕ fonksiyonu y =

x2 fonksiyonuna es.it deǧildir. Örneǧin, x → 0 iken x2 = o(x) ve x3 = o(x)

es.itliǧinin doǧru olmasına raǧmen x3 �= x2 dir. •
Tanım 2.4.56 : X ⊂ R kümesi, f, g : X → R fonksiyonları ve a ∈ X ′

(a ∈ R, a = ±∞ veya a = ∞ ) noktası verilsin. Eǧer, α : X → R,
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herhangi bir δ > 0 ic. in
◦
U δ(a) ∩ X üzerinde sınırlı bir fonksiyon olmak üzere

∀x ∈ ◦
U δ(a) ∩ X ic. in f(x) = α(x)g(x) ise, x ∈ X ic. in x → a iken f = O(g)

s.eklinde yazılır ve x → a iken f, g ye göre O-büyüktür diye okunur.

Buna göre, eǧer ∀x ∈ ◦
U δ(a) ∩ X ic.in

|f(x)| ≤ c|g(x)|

olacak s.ekilde bir c ≥ 0 sayısı varsa, x ∈ X ic.in x → a iken f = O(g) dir.

Ayrıca, eǧer f,
◦
U δ(a)∩X üzerinde sınırlı ise, x ∈ X ic.in x → a iken f = O(1)

s.eklinde yazılır.

Örnek 2.4.57 : (a) x → 0 iken sin 2x = O(x) dir. C. ünkü ∀x ∈ R ic. in

| sin 2x| ≤ 2|x| dir.

(b)x → 0 iken x = O(sin 2x) dir. C. ünkü lim
x→0

x

sin 2x
=

1

2
olduǧundan Teorem

2.4.24 (b) den dolayı
x

sin 2x
fonksiyonu yeteri kadar küc. ük bir δ > 0 sayısı

ic. in
◦
U δ(0) üzerinde sınırlıdır. Yani, ∀x ∈ ◦

U δ(0) ic. in | x

sin 2x
| ≤ c veya

|x| ≤ c| sin 2x| olacak s.ekilde bir c > 0 sayısı vardır.

(c) x → ∞ iken (
1

x
+ sin x)x = O(x) dir. C. ünkü, ∀x ∈ ◦

U1(∞) ic. in

|( 1

x
+ sin x)x| ≤ (|1

x
| + | sin x|)|x| ≤ (1 + 1)|x| = 2|x|

dir.

Tanım 2.4.58 : Eǧer, x ∈ X ic. in x → a iken f = O(g) ve g = O(f) ise,

x ∈ X ic. in x → a iken f ve g aynı mertebendendir denir ve x ∈ X ic. in

x → a iken f � g s.eklinde gösterilir.

Buna göre, eǧer ∀x ∈ ◦
U δ(a) ∩ X ic.in

c1|g(x)| ≤ |f(x)| ≤ c2|g(x)|

olacak s.ekilde c1 ve c2 pozitif sayıları varsa, x → a iken f � g dir.
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Örneǧin, x → ∞ iken (2+sin x)x � x dir. Fakat x → ∞ iken (1+sin x)x

ve x fonksiyonları aynı mertebeden deǧildir.

S. imdi o-küc.ük ve O-büyük sembollerinin bazı özelliklerinin kısa özetini

verelim.

10. o(f) + o(f) = o(f), o(f) − o(f) = o(f), o(f).o(g) = o(fg) dir.

20. o(f) = O(f), o(f).O(g) = o(fg), o(f) + O(f) = O(f),

O(f) + O(f) = O(f) dir.

30. ∀0 �= k ∈ R ic.in o(kf) = o(f), k.o(f) = o(f) dir.

40. n ≥ 2(n ∈ N) olmak üzere her k = 1, 2, . . . , n − 1 ic.in o(fn) = o(fk) dir.

50. ∀n ∈ N ic.in (o(f))n = o(fn) dir.

60. ∀n ∈ N ic.in fn.o(f) = o(fn+1) dir.

70. ∀n ∈ N ic.in
o(fn)

f
= o(fn−1) dir.

80. Eǧer, ∀x ∈ ◦
U δ(a) ∩ X ic.in g(x) �= 0 ise, x → a iken

O(f)

g
= O(

f

g
) dir.

90. λk ∈ R, k = 1, 2, . . . , n olmak üzere o(λ1f + λ2f
2 + . . . + λnf

n)

= o(f) dir.

100. o(o(f)) = o(f) dir.

110. x → a iken f = o(1) ve g = o(1) ise f.g = o(f) ve f.g = o(g) dir.

Not: x → a iken söylenilen bu özellikler a ∈ R ise, x → a− ve x → a+

durumları ic.in de gec.erlidir. •
o-küc.ük ve O-büyük sembollerinin 10, 30, 50 ve 100 özelliklerinin ispatını

verelim.

10. x ∈ X ic.in x → a iken f1 = o(f) ve f2 = o(f) olsun. Bu durumda,

lim
X	x→a

f1

f
= lim

X	x→a

f2

f
= 0 ⇒ lim

X	x→a

f1 ± f2

f

= lim
X	x→a

f1

f
± lim

X	x→a

f2

f
= 0

olduǧundan, x ∈ X ic.in x → a iken f1 ± f2 = o(f) dir.
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x ∈ X ic.in x → a iken f1 = o(f) ve f2 = o(g) olsun. Bu durumda,

lim
X	x→a

f1

f
= lim

X	x→a

f2

g
= 0 ⇒ lim

X	x→a

f1.f2

f.g

= lim
X	x→a

f1

f
. lim
X	x→a

f2

g
= 0

olduǧundan x ∈ X ic.in x → a iken f1.f2 = o(f.g) dir.

30. x ∈ X ic.in x → a iken f1 = o(kf) olsun. Bu durumda,

lim
X	x→a

f1

kf
= 0 ⇒ lim

X	x→a

f1

f
= lim

X	x→a
k

f1

kf

= k lim
X	x→a

f1

kf
= k.0 = 0,

buradan da x ∈ X ic.in x → a iken f1 = o(f) dir.

x ∈ X ic.in x → a iken f2 = o(f) olsun. Bu durumda,

lim
X	x→a

kf2

f
= k lim

X	x→a

f2

f
= k.0 = 0

olduǧundan, x ∈ X ic.in x → a iken kf2 = o(f) dir.

50. x ∈ X ic.in x → a iken f1 = o(f) olsun. Bu durumda,

lim
x→a

fn
1

fn
= lim

x→a

(f1

f

)n
=
(

lim
x→a

f1

f

)n
= 0

olduǧundan, x ∈ X ic.in x → a iken fn
1 = o(fn) dir.

100. x ∈ X ic.in x → a iken f1 = o(f) ve F = o(f1) olsun. Bu durumda,

lim
x→a

F

f
= lim

x→a

F

f1

.
f1

f
= lim

x→a

F

f1

. lim
x→a

f1

f
= 0

olduǧundan, x ∈ X ic.in x → a iken F = o(f) dir.

2.4.6 Belirsiz İfadeler

X ⊂ R kümesi, a ∈ X ′ (a ∈ R, a = ±∞ veya a = ∞) noktası ve

f, g : X → R fonksiyonları verilmis. olsun. Teorem 2.4.24 (d) den dolayı eǧer,
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x ∈ X ic.in x → a iken lim
x→a

f(x) = A ve lim
x→a

g(x) = B �= 0 sonlu limitleri

varsa,
f

g
nin de x ∈ X ic.in x → a iken sonlu limiti vardır ve lim

X	x→a

f(x)

g(x)
=

A

B

dir. A = B = 0 durumunda
f

g
fonksiyonunun x ∈ X ic.in x → a iken limitinin

varlıǧı üzerine kesin bir s.ey söylenemez. O halde, x ∈ X ic.in x → a iken
f

g

fonksiyonu
0

0
s.eklinde belirsizlik olus.turur denir.

Örneǧin,

(a) f(x) = |x|, g(x) = x2 fonksiyonları ic.in lim
x→0

f(x) = lim
x→0

g(x) = 0 ve

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

1

|x| = +∞ dir.

(b) f(x) = sec2 x, g(x) = tan4 x fonksiyonları ic.in lim
x→π

2

f(x) = lim
x→π

2

g(x) =

+∞ ve lim
x→π

2

f(x)

g(x)
= lim

x→π
2

cos2 x

sin4 x
= 0 dır.

(c) f(x) = xsgnx, g(x) = x fonksiyonları ic.in lim
x→0

f(x) = lim
x→0

g(x) = 0 dır,

fakat
f(x)

g(x)
= Sgnx fonksiyonunun x → 0 iken limiti yoktur.

Benzer s.ekilde, eǧer, A = B = +∞ (veya A = B = −∞) ise, x → a iken
f

g
fonksiyonunun limitinin varlıǧı üzerine kesin bir s.ey söylenemez. O halde,

x ∈ X ic.in x → a iken
f

g
fonksiyonu

∞
∞ s.eklinde belirsizlik olus.turur denir.

Eǧer, lim
X	x→a

f(x) = 0 ve lim
X	x→a

g(x) = +∞ (veya −∞) ise, x ∈ X

ic.in x → a iken f.g fonksiyonunun limitinin varlıǧı üzerine kesin bir s.ey

söylenemez. O halde, x ∈ X ic.in x → a iken f.g fonksiyonu 0.∞ s.eklinde

belirsizlik olus.turur denir.

Örneǧin,

(a) f(x) =
1

x
, g(x) = x fonksiyonları ic.in lim

x→+∞
f(x) = 0, lim

x→+∞
g(x) =

+∞ ve lim
x→+∞

f(x).g(x) = lim
x→+∞

1 = 1 dir.
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(b) f(x) =
1

x
, g(x) = x2 fonksiyonları ic.in lim

x→+∞
f(x) = 0, lim

x→+∞
g(x) =

+∞ ve lim
x→+∞

f(x).g(x) = lim
x→+∞

x = +∞ dir.

(c) f(x) = x2Sgnx, g(x) =
1

x2
fonksiyonları ic.in lim

x→0
f(x) = 0, lim

x→0
g(x) =

+∞ ve f(x)g(x) = Sgnx fonksiyonunun x → 0 iken limiti yoktur.

Not: 0.∞,
0

0
ve

∞
∞ tipindeki belirsizliklerden herhangi biri diǧerine

dönüs.türülebilir. •
X ⊂ R kümesi, a ∈ X ′ (a ∈ R, a = ±∞ veya a = ∞ olabilir) noktası ve

u : X → R+, v : X → R fonksiyonları verilmis. olsun. As.aǧıdaki durumlar

mümkündür.

1. lim
X	x→a

u(x) = b > 0, lim
X	x→a

v(x) = c ise lim
X	x→a

uv = bc dir.

2. lim
X	x→a

u(x) = 0, lim
X	x→a

v(x) = c > 0 (veya c = +∞) ise,

lim
X	x→a

uv = 0 dır.

3. lim
X	x→a

u(x) = 0, lim
X	x→a

v(x) = c < 0 (veya c = −∞) ise,

lim
X	x→a

uv = +∞ dur.

4. lim
X	x→a

u(x) = lim
X	x→a

v(x) = 0 ise, x ∈ X ic.in x → a iken uv fonksiyonu

00 s.eklinde bir belirsizlik olus.turur.

5. lim
X	x→a

u(x) = +∞, lim
x	X→a

v(x) = c > 0 (veya c = +∞) ise,

lim
X	x→a

uv = +∞ dur.

6. lim
X	x→a

u(x) = +∞, lim
X	x→a

v(x) = c < 0 (veya c = −∞) ise

lim
X	x→a

uv = 0 dır.

7. lim
X	x→a

u(x) = +∞, lim
X	x→a

v(x) = 0 ise, x ∈ X ic.in x → a iken uv

fonksiyonu 0∞ s.eklinde bir belirsizlik olus.turur.

8. lim
X	x→a

u(x) = 1, lim
X	x→a

v(x) = +∞ ise x ∈ X ic.in x → a iken uv

fonksiyonu 1∞ s.eklinde bir belirsizlik olus.turur. Örneǧin, x → 0+ iken
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(1 + x)
1
x fonksiyonu 1∞ s.eklinde bir belirsizlik olus.turmasına raǧmen

lim
x→0

(1 +
1

x
)x = e

dir.

u > 0 durumunda uv = ev ln u baǧıntısı yardımıyla 00, ∞0 ve 1∞ tipindeki her

belirsizlik v. ln u fonksiyonu ic.in 0.∞ tipindeki bir belirsizliǧe dönüs.türülebilir.

Eǧer, bu durumda lim
x→a

v ln u = b ise, ∀x0 ∈ R ic.in lim
x→x0

ex = ex0 olduǧundan

(Bkz. üstel fonksiyonun 3) özelliǧi) Teorem 2.4.26 dan dolayı

lim
x→a

uv = lim
x→a

ev ln u = eb (2.11)

elde edilir.

Not: x → a iken
0

0
,

∞
∞ , 0.∞, ∞ − ∞, ∞0, 00 ve 1∞ tipinde belirsizlik

olus.turan fonksiyonların limitleri bu fonksiyonlar üzerinde bazı elementer

is.lemler yapılarak uyǧun es.deǧer limitlere dönüs.türülerek hesaplanabilir. •

2.4.7 Temel Elementer Fonksiyonların Limitleri

Bilindiǧi gibi y = c (c-sabit), y = ax(a > 0), y = loga x (a > 0, a �=
1), y = xα (α ∈ R), y = sin x, y = cos x, y = tan x, y = cotx, y =

arcsin x, y = arccos x, y = arctan x, y = arccotx fonksiyonlarına temel

elementer fonksiyonlar ve bu fonksiyonlardan sonlu sayıda cebirsel is.lem

ve biles.ik fonksiyon olus.turma kurallarının uygulanması ile elde edilebilen

fonksiyonlara elementer fonksiyonlar denir.

Bu kesimde temel elementer fonksiyonların ve bazı elementer fonksiyon-

ların limitlerinin varlıǧı problemleri incelenecektir.

I. c bir sabit reel sayı olmak üzere f : R → R, f(x) = c sabit fonksiyonu

ic.in ∀x0 ∈ R ic.in lim
x→x0

c = c olduǧu ac.ıktır.

II. §1.19 matematik ve onun uygulamalarında en c.ok kullanılan üstel

ve logaritma fonksiyonlarının tanımını ve onların bazı özelliklerini gördük.

S. imdi, reel sayılar ve limit teorilerinden faydalanarak bu fonksiyonlar ile

ilgili bilgilerdeki ac.ıkları kapatmaya c.alıs.acaǧız.
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(a) Üstel Fonksiyon. a > 1 herhangi bir reel sayı olsun.

10. n ∈ N ic.in a1 = a, an+1 = an.a tanımıyla a → an : N → R

fonksiyonu tanımlanmıs. olur. Buna göre, n, m ∈ N ve n < m ise

am = a.a . . . a︸ ︷︷ ︸
n−kez

. a.a . . . a︸ ︷︷ ︸
m−n−kez

= an.an−m

olduǧundan, aynı n ve m ler ic.in
am

an
= an−m özelliǧinin doǧru olduǧu elde

edilir. Bu özelliǧe dayanarak

20. a0 = 1 ve ∀n ∈ N ic.in a−n =
1

an
tanımlarını verebiliriz. Buna göre,

∀n,m ∈ Z ic.in

am.an = am+n, (am)n = amn

özelliklerinin doǧruluǧu anlas.ılır.

30. Reel sayılar teorisinde her bir b > 0 ve her bir n ∈ N ic.in xn = b

olacak s.ekilde (b nin n.mertebeden aritmetik kökü denilen ve x = b
1
n s.eklinde

gösterilen) bir x > 0 sayısının mevcut olduǧunu gördük.

a = a1 = (a
1
n )n = a

1
n .a

1
n . . . a

1
n = a

1
n

+
1
n

+...+
1
n

olduǧundan, ∀n ∈ N ve ∀m ∈ Z ic.in

a
m
n =

(
a

1
n
)m

ve a− 1
n =

(
a

1
n
)−1

tanımlarını verebiliriz. Eǧer, bu durumda ∀k ∈ Z (k �= 0) ic.in a
mk
nk = a

m
n

ise, ∀r ∈ Q ic.in ar tanımlanmıs. olur.

40. Herhangi x > 0, y > 0 sayıları ve her n ∈ N ic.in

x < y ⇔ xn < yn, x = y ⇔ xn = yn

baǧıntılarının doǧruluǧu tümevarımla kolayca gösterilebilir.

50. ∀a > 0, ∀n, n1, n2 ∈ N ve ∀k,m, m1, m2 ∈ Z (k �= 0) ic.in

a
mk
nk = a

m
n , a

m1

n1 .a
m2

n2 = a
m1

n1
+

m2

n2
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baǧıntılarının doǧru olduǧunu gösterelim. a
m
n > 0 ve a

mk
n > 0 oldukları

ac.ıktır. Öte yandan,

(
a

mk
nk
)nk

=
((

a
1

nk
)mk)nk

=
(
a

1
nk
)mk.nk

=
((

a
1

nk
)nk)mk

= amk,

(
a

m
n
)nk

=
((

a
1
n
)n)mk

= amk

olduǧundan, 40 dan dolayı istenen birinci es.itliǧin doǧru olduǧu anlas.ılır.

Benzer s.ekilde,

(
a

m1

n1 .a
m2

n2

)n1.n2 =
(
a

m1

n1

)n1.n2
(
a

m2

n2

)n1.n2 =
(
(a

1
n1 )n1

)m1.n2 .
(
(a

1
n2 )n2

)m1.n2

= am1n2 .am2n1 = am1n2+m2n1 ,

(
a

m1

n1
+

m2

n2

)n1.n2 =
(
a

m1n2+m2n1

n1n2

)n1n2 =
(
(a

1
n1n2 )n1n2

)m1.n2+m2n1

= am1n2+m2n1

olduǧundan, yine de 40 dan dolayı istenen ikinci es.itliǧin de doǧruluǧu anlas.ılır.

Böylece, ∀r ∈ Q ic.in ar tanımlanmıs. olur. Ayrıca, ∀r, r1, r2 ∈ Q ic.in

ar > 0 ve ar1 .ar2 = ar1+r2 olur.

60. ∀r1, r2 ∈ Q ic.in 40 dan dolayı

r1 < r2 ⇒ ar1 < ar2

olduǧu görülür. Gerc.ekten, ∀n ∈ N ic.in 40 dan dolayı 1 < a ⇔ 1 < a
1
n

bulunur. Buradan, yine de 40 den dolayı ∀n,m ∈ N ic.in (a
1
n )m = a

m
n > 1

olur. Demek ki, a > 1 olduǧunda ∀r ∈ Q+ ic.in ar > 1 dir. O halde, 50 dan

dolayı ∀r1, r2 ∈ Q ic.in

r1 < r2 ⇒ ar2 = ar1ar2−r1 > ar1 .1 = ar1

bulunur.
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70. ∀r0 ∈ Q ic.in lim
Q	r→r0

ar = ar0 olduǧunu gösterelim. Öncelikle lim
Q	r→0

ar =

1 olduǧunu görelim. lim
n→∞

a
1
n = 1 ve buna göre lim

n→∞
a− 1

n =
1

lim
n→∞

a
1
n

= 1

olduǧundan, ∀ε > 0 ic.in 1−ε < a
− 1

n0 < a
1
n0 < 1+ε olacak s.ekilde bir n0 ∈ N

sayısı vardır. O halde, − 1

n0

< p <
1

n0

olacak s.ekilde ∀p ∈ Q ic.in 60 dan

dolayı

a
−

1

n0 < ap < a

1

n0

olduǧundan aynı p ler ic.in 1−ε < ap < 1+ε olduǧu, dolayısıyla, lim
Q	p→0

ap = 1

oldug̃u anlas.ılır.

lim
Q	p→0

ap = 1 ⇒ ∀ε > 0 ∃δε > 0 öyle ki |p| < δε olacak s.ekilde ∀p ∈ Q ic.in

1 − ε

ar0
< ap < 1 +

ε

ar0

olur. Buna göre, r0 − δε < r < r0 + δε olacak s.ekilde ∀r ∈ Q ic.in

ar0 − ε = ar0(1 − ε

ar0
) < ar = ar0 .ar−r0 < ar0(1 +

ε

ar0
) = ar0 + ε

veya −ε < ar − ar0 < ε olduǧu bulunur. Bu da istenen es.itliǧin doǧru

olduǧunu gösterir.

Böylece, as.aǧıdaki özelliklere sahip r → ar : Q → R+ fonksiyonu tanımlanmıs.
olur.

a1 = a > 1,

∀r1, r2 ∈ Q ic.in ar1ar2 = ar1+r2 ,

∀r1, r2 ∈ Q ic.in r1 < r2 ⇒ ar1 < ar2 ,

r1, r2 ∈ Q r2 → r1 iken ar2 → ar1

dir. Bu fonksiyonu R üzerine as.aǧıdaki s.ekilde genis.letelim.

80. x ∈ R ic.in

A = {r ∈ Q : r < x}, B = {r ∈ Q : r > x}
X = {ar : r ∈ A}, Y = {ar : r ∈ B}
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s = sup X, i = inf Y olsun. A ve B kümelerinin bos. olmadıǧı ve her r ∈ A

ve her r′ ∈ B ic.in r < r′ olduǧu ac.ıktır. Bu durumda, her x ∈ X ic.in

ar = α olacak s.ekilde bir r ∈ A sayısı ve ∀β ∈ Y ic.in ar′ = β olacak

s.ekilde bir r′ ∈ B sayısı mevcuttur. Buna göre, ∀α ∈ X ve ∀β ∈ Y ic.in

α = ar < ar′ = β olur. Buradan, X’in üstten, Y ’nin de alttan sınırlı olduǧu

ve buna göre de s = sup X ≤ inf Y = i ve s, i ∈ R+ olduǧu anlas.ılır. s ve i

nin tanımından dolayı ∀r1 ∈ A, r2 ∈ B ic.in

r1 < x < r2 ⇒ ar1 ≤ s ≤ i ≤ ar2

bulunur. Buna göre,

0 ≤ i − s ≤ ar2 − ar1 = ar1(ar2−r1 − 1) < s(ar2−r1 − 1)

dir. Öte yandan, lim
Q	p→0

ap = 1 olduǧundan, ∀ε > 0 ∃δε > 0 öyle ki,

0 < r2 − r1 < δε ⇒ ar2−r1 − 1 <
ε

s
olur. Buna göre, 0 ≤ i − s < ε ve ε > 0

isteksel bir sayı olduǧundan dolayı i = s elde edilir.

x ∈ R ic.in ax = s = i diye tanımlayalım.

90. lim
Q	r→x

ar = ax olduǧunu gösterelim.

s = sup X ⇒ ∀ε > 0 ic.in ∃r1 ∈ A öyle ki s − ε < ar1 ≤ s = ax

i = inf Y ⇒ ∀ε > 0 ic.in ∃r2 ∈ B öyle ki ax = i ≤ ar2 < i + ε

olur. Buna göre, ∀r ∈ Q ic.in r1 < r < r2 iken ar1 < ar < ar2 olduǧundan,

aynı r ler ic.in

ax − ε < ar < ax + ε veya |ar − ax| < ε

bulunur. Buradan istenen es.itliǧin doǧruluǧu görülür.

S. imdi R üzerinde tanımlı x → ax fonksiyonun özelliklerini inceleyelim.

100. a > 1 iken ∀x1, x2 ∈ R ic.in

x1 < x2 ⇒ ax1 < ax2

önermesinin doǧruluǧunu gösterelim.
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(x1, x2) aralıǧında r1 < r2 olacak s.ekilde iki r1 ve r2 rasyonel sayıları

vardır. ax nin 80 da verilen tanımı ve r → ar fonksiyonunun Q daki özelliklerden

dolayı

ax1 ≤ ar1 < ar2 ≤ ax2

olduǧu anlas.ılır.

110. ∀x1, x2 ∈ R ic.in

ax1ax2 = ax1+x2 , (ax1)x2 = ax1x2

baǧıntılarının doǧru olduǧunu gösterelim.

90 dan dolayı ∀ε > 0 ic.in ∃δ′ε > 0 öyle ki ∀r1, r2 ∈ Q ic.in |x1 − r1| <

δ′ε, |x2 − r2| < δ′ε iken

ax1ax2 − ε

2
< ar1ar2 < ax1ax2 +

ε

2

es.itsizlig̃i sag̃lanır. Ayrıca, δ′ε > 0 sayısı ic.in ∃δε ∈ (0, δ′ε) öyle ki ∀r1, r2 ∈ Q

ic.in | x1 − r1 |< δε, | x2 − r2 |< δε iken

|(x1 + x2) − (r1 + r2)| < δε

ve buradan da aynı r1 ve r2 ler ic.in

ar1+r2 − ε

2
< ax1+x2 < ar1+r2 +

ε

2

olduǧu elde edilir. r1, r2 ∈ Q sayıları ic.in ar1 .ar2 = ar1+r2 olduǧundan, elde

edilen son es.itsizliklerden

ax1 .ax2 − ε < ax1+x2 < ax1 .ax2 + ε

olduǧu elde edilir. Buradan, istenen birinci es.itliǧin doǧruluǧu anlas.ılır.

İkinci es.itliǧin doǧruluǧu daha sonra (Bkz. C. özümlü Problemler (32)) ver-

ilecektir.

120. ∀x0 ∈ R ic.in lim
x→x0

ax = ax0 olduǧunu gösterelim.

lim
n→∞

a
1
n = lim

n→∞
a− 1

n = 1 olduǧundan, ∀ε > 0 ic.in

1 − ε

ax0
< a

− 1
n0 < a

1
n < 1 +

ε

ax0
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olacak s.ekilde bir n0 > 1 doǧal sayısı vardır. O halde, ∀x ∈ R ic.in |x − x0| <
1

n0

(veya x0 − 1

n0

< x < x0 +
1

n0

) iken

1 − ε

ax0
< a

− 1
n0 < ax−x0 < a

1
n0 < 1 +

ε

ax0

ve buradan da aynı x ler ic.in

ax0 − ε < ax < ax0 + ε (veya |ax − ax0 | < ε)

es.itsizliǧinin doǧruluǧu anlas.ılır. Böylece, ∀ε > 0 ic.in ∃δ =
1

n0

> 0 öyle ki

∀x ∈ Uδ(x0) ic.in |ax − ax0| < ε olur. Bu da istenen es.itliǧin doǧru olması

demektir.

130. x → ax fonksiyonunun deǧer bölgesinin R+ kümesi olduǧunu

gösterelim.

y0 ∈ R olsun. a > 1 ic.in lim
n→∞

an = +∞ > y0 ve lim
n→∞

a−n = 0 < y0

olduǧundan

a−n < y0 < an

olacak s.ekilde bir n ∈ N sayısı vardır. O halde,

A = {x ∈ Q : ax < y0} ve B = {x ∈ Q : ax > y0}

kümeleri bos. deǧildir. a > 1 ic.in

x1 < x2 ⇔ ax1 < ax2

önermesi doǧru olduǧundan, x1 ∈ A ve x2 ∈ B olacak s.ekilde her x1, x2 ∈ R

ic.in x1 < x2 dir. Bu durumda, IV Tamlık aksiyomu gereǧince her x1 ∈ A ve

her x2 ∈ B ic.in x1 ≤ x0 ≤ x2 olacak s.ekilde bir x0 ∈ R sayısı vardır. ax0 = y0

olduǧunu gösterelim.

ax0 < y0 olsun. Bu durumda, lim
n→∞

ax0+
1
n = ax0 olduǧundan Teorem 2.1.9

(g) den dolayı a
x0+

1
n0 < y0 (veya x0 +

1

n
∈ A) olacak s.ekilde bir n0 > 1

doǧal sayısı vardır. Öte yandan, x0 < x0 +
1

n0

kos.ulu x0 +
1

n0

∈ B olmasını
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gerektirir. Bu, A ∩ B = ∅ olması ile bir c.elis.ki olus.turduǧundan ax0 < y0

olamaz. Benzer s.ekilde, y0 < ax0 es.itsizliǧinin de saǧlanmadıǧı gösterilebilir.

Bu sebepten R nin özelliklerinden dolayı, ax0 = y0 olduǧu anlas.ılır.

140. x → ax fonksiyonunun tanımını ve özelliklerini a > 1 durumunda

gördük. Benzer is.lemler 0 < a < 1 durumunda da yapılabilir. 0 < a < 1

iken ∀r ∈ Q, r > 0 ic.in 0 < ar < 1 dir. Buna göre, 60 ve genel olarak 100 da

0 < a < 1 iken

x1 < x2 ⇒ ax1 > ax2

olur.

Böylece, ∀a > 0, a �= 1 ic.in R üzerinde as.aǧıdaki özelliklere sahip x → ax

fonksiyonu tanımlanmıs. olur.

1) a1 = a;

2) ax1 .ax2 = ax1+x2 , (ax1)x2 = ax1.x2 ;

3) lim
x→x0

ax = ax0 ;

4) a > 1 iken x1 < x2 ⇔ ax1 < ax2 ;

0 < a < 1 iken x1 < x2 ⇔ ax1 > ax2 ;

5) x → ax fonksiyonunun deǧer bölgesi R+ dır.

R den R+ ya tanımlanan x → ax fonksiyonuna üstel (veya a tabanlı üstel)

fonksiyon denir.

a > 1 iken, lim
x→+∞

ax = +∞ ve lim
x→−∞

ax = 0

0 < a < 1 iken, lim
x→+∞

ax = 0 ve lim
x→−∞

ax = +∞

olduǧu kolayca gösterilebilir.

Örneǧin, diǧerlerini okuyucuya bırakarak, 0 < a < 1 iken lim
x→−∞

ax = +∞
olduǧunu gösterelim. Öncelikle, a > 1 olmak üzere lim

x→+∞
ax = +∞ olduǧunu

gösterelim. ∀n ∈ N ic.in Bernoulli es.itsizliǧindan dolayı an = (1+(a−1))n ≥
1+(a−1)n ve lim

n→∞
(1+(a−1)n) = +∞ olduǧundan, a > 1 iken lim

n→∞
an = +∞
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olduǧu elde edilir. Bu durumda, ∀ε > 0 ic.in ∃nε ∈ N öyle ki, ∀n > nε

ic.in an > ε olur. x > nε ve [[ x ]] = n olsun. Bu durumda, n > nε ve

n ≤ x < n + 1 olduǧundan, ax ≥ an > ε dır. Bu da lim
x→+∞

ax = +∞ olması

demektir. 0 < a < 1 iken b =
1

a
> 1 olduǧundan,

lim
x→−∞

ax = lim
t→+∞

a−t = lim
t→+∞

(
1

a
)t = lim

t→+∞
bt = +∞

olduǧu anlas.ılır.

(b) Logaritmik Fonksiyon. a > 0, a �= 1 olmak üzere a → ax :

R → R+ fonksiyonu bijektif (birebir ve örten) olduǧundan, onun R+ dan R

ye tanımlanan ve

loga : R+ → R

semlbolü ile gösterilen ve a tabanlı logaritmik fonksiyon denilen tersi vardır.

Buna göre, ∀x ∈ R+ ic.in y = loga x ⇔ x = ay ⇔ x = aloga x ve ∀y ∈ R

ic.in x = ay ⇔ y = loga x ⇔ loga(a
y) = y yazabiliriz. Burada, özel olarak

a = e ve a = 10 alırsak, y = loge x ve y = log10 x yerine sırası ile y = ln x ve

y = log x yazılıs.ını kullanacaǧız. Buna göre, ∀x ∈ R+ ic.in

y = ln x⇔ x = ey ⇔ x = eln x

y = log x⇔ x = 10y ⇔ x = 10log x

yazabiliriz.

ln : R+ → R fonksiyonuna doǧal logaritma fonksiyonu ve lnx sayısına da

x in doǧal logaritması denir.

Logaritmik fonksiyonun tanımı ve üstel fonksiyonun özelliklerinden fay-

dalanarak y → loga y : R+ → R fonksiyonunun as.aǧıda verdiǧimiz özellikleri

ispatlanabilir.

11) loga a = 1;

21) ∀y1, y2 ∈ R+ ic.in loga(y1.y2) = loga y1 + loga y2,

∀y ∈ R+ ve ∀α ∈ R ic.in loga(y
α) = α loga y;
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31) ∀y0 ∈ R+ ic.in lim
R+	y→y0

loga y = loga y0;

41) a > 1 iken, loga y1 < loga y2 ⇔ y1 < y2

0 < a < 1 iken loga y1 > loga y2 ⇔ y1 < y2;

51) y → loga y fonksiyonunun deǧer kümesi R dir.

Bu özelliklerin doǧruluǧunu gösterelim.

Üstel fonksiyonun 1) deki özelliǧi ve logaritmik fonksiyonun tanımına göre

11) özelliǧinin doǧruluǧu hemen görülür. (a1 = 1 ⇒ 1 = loga a).

Üstel fonksiyonun 2) deki özelliklerinden logaritmik fonksiyonun 21) deki

özelliklerinin doǧruluǧu elde edilir. Gerc.ekten, x1 = loga y1 ve x2 = loga y2

ise, y1 = ax1 ve y2 = ax2 ve 2) deki birinci özellikten dolayı y1.y2 = ax1 .ax2 =

ax1+x2 ⇒ loga(y1.y2) = x1 + x2 = loga y1 + loga y2. olur. 21) deki ikinci

özelliǧin doǧruluǧu daha sonra (Bkz. C. özümlü Problemler (31)) gösterilecektir.

Üstel fonksiyonun 4) deki özellikleri logaritmik fonksiyonunun 41) deki

özelliklerini gerektirdiǧi benzer s.ekilde gösterilebilir.

5) ⇒ 51) as.ikardır.

S. imdi 31) özelliǧinin doǧruluǧunu gösterelim. Logaritmik fonksiyonun 21)

deki özelliklerinden dolayı ∀y, y0 ∈ R+ ic.in

loga
y
y0

= loga y + loga y−1
0 = loga y − loga y0

bulunur. Buna göre, ∀y, y0 ∈ R+ ic.in

| loga y − loga y0| < ε ⇔ loga(a
−ε) = −ε

< loga
y
y0

< ε = loga(a
ε)

dir. Logaritmik fonksiyonun 41) deki özelliǧi gereǧince, son es.itsizlik a > 1

iken, a−ε <
y

y0

< aε ve 0 < a < 1 iken de aε <
y

y0

< a−ε es.itsizliǧine denktir.

Buna göre, a > 1 iken y0.a
−ε < y < y0a

ε ve 0 < a < 1 iken y0a
ε < y < y0.a

−ε

ise, aynı y ler ic.in

−ε < loga y − loga y0 < ε veya | loga y − loga y0| < ε
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olur. Bu da logaritmik fonksiyonun 31) deki özelliǧinin doǧru olduǧunu

gösterir.

a > 1 iken, lim
y→0+

loga y = −∞, lim
y→+∞

loga y = +∞
ve

0 < a < 1 iken, lim
y→0+

loga y = +∞, lim
y→+∞

loga y = −∞
dur.

Örneǧin, diǧerlerini okuyucuya bırakarak 0 < a < 1 iken lim
y→0+

loga y =

+∞ olduǧunu gösterelim. Bu nedenle

lim
y→0+

loga y = lim
x→+∞

loga

1

x
= − lim

x→+∞
loga x

olduǧundan 0 < a < 1 iken lim
x→+∞

loga x = −∞ olduǧunu göstermek yeter-

lidir. ∀ε > 0 ve ∀n > nε = [[ a−ε ]] + 2 ic.in loga(n − 1) < −ε ve dolayısı ile,

0 < a < 1 ve n ∈ N olmak üzere lim
n→+∞

loga(n − 1) = −∞ olduǧu ac.ıktır.

x > nε ve [|x|] = n − 1 olsun. Bu durumda, n − 1 > nε ve n − 1 ≤ x < n

olduǧundan loga x ≤ loga(n − 1) < −ε bulunur. Bu da 0 < a < 1 iken

lim
x→+∞

loga x = −∞ olması demektir.

III. Kuvvet Fonksiyonu. α ∈ R olmak üzere R+ üzerinde tanımlı

x → xα fonksiyonuna kuvvet fonksiyonu denir. ∀x ∈ R+ ic.in

xα = aloga(xα) = aα loga x

es.itliǧi doǧru olduǧundan, x → xα kuvvet fonksiyonu üstel ve logaritmik

fonksiyonlarının biles.kesidir. Üstel ve logaritmik fonksiyonların 2) ve 21)

deki özellikleri ve biles.ke fonksiyonunun limiti üzerine Teorem 2.4.26 dan

dolayı ∀x0 ∈ R+ ic.in

lim
R+	x→x0

xα = lim
R+	x→x0

(aα loga x) = aα loga x0 = xα
0

olduǧu anlas.ılır.

x → xα kuvvet fonksiyonu pozitif olmayan x ler ic.in de tanımlanabilir.

Bununla ilgili as.aǧıdakileri söyleyebiliriz.



Limit 275

n ∈ N olmak üzere x → x
1
n fonksiyonunun tanım kümesi

D(x
1
n ) =

{
R, n tek ise;

[0, +∞), n c.ift ise

α irrasyonel sayı olmak üzere

D(xα) =

{
[0, +∞), α > 0 ise;

R+, α herhangi irrasyonel sayı ise

dir.

lim
x→0+

xα =

{
0, α > 0 ise;

+∞, α < 0 ise.

ve

lim
x→+∞

xα =

{
+∞, α > 0 ise;

0, α < 0 ise.

Önermelerinin doǧru oldukları ac.ıktır.

IV. ∀x0 ∈ R ic.in lim
x→x0

sin x = sin x0 olduǧunu gösterelim.

Öncelikle, ∀t ∈ R ic.in | sin t| ≤ |t| es.itsizliǧinin doǧru olduǧunu gösterelim.

∀t ∈ (0, π/2) ic.in (2.6) dan dolayı sin t < t dir. Buna göre, ∀t ∈ (−π/2, 0)

ic.in −t ∈ (0, π/2) ise, sin(−t) ≤ −t veya − sin t < −t es.itsizliǧi, dolayısıyla,

∀t ∈ (−π/2, π/2)\{0} ic.in | sin t| ≤ |t| nin doǧruluǧu görülür. Öte yandan,

∀|t| ≥ π
2

ic.in | sin t| ≤ 1 ≤ π

2
≤ |t| ve t = 0 ic.in sin 0 = 0 olduǧundan, ∀t ∈ R

ic.in |sint| ≤ |t| es.itsizliǧinin doǧru olduǧu anlas.ılır. ∀x, x0 ∈ R ic.in

| sin x − sin x0| = |2 cos x+x0

2
. sin x−x0

2
|

= 2| cos x+x0

2
|.| sin x−x0

2
| ≤ 2.|x − x0

2
| = |x − x0|

olduǧu ic.in, herhangi ε > 0 verildiǧinde δ = ε sec.imini yaparsak

|x − x0| < δ ⇒ | sin x − sin x0| < |x − x0| < δ = ε

bulunur. Bu da istenen es.itliǧin doǧru olması demektir.

Benzer s.ekilde,
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V. ∀x0 ∈ R ic.in lim
x→x0

cos x = cos x0 dır önermesinin doǧruluǧu gösterilebilir.

VI. ∀x0 ∈ R\{π

2
+ kπ : k ∈ Z} ic.in lim

x→x0

tan x = tan x0 olduǧunu

gösterelim.

∀x0 ∈ R\{π

2
+kπ : k ∈ Z} ic.in lim

x→x0

sin x = sin x0 ve lim
x→x0

cos x = cos x0 �=
0 olduǧundan Teorem 2.4.22 (d) den dolayı

lim
x→x0

tan x = lim
x→x0

sin x

cos x
=

lim
x→x0

sin x

lim
x→x0

cos x
=

sin x0

cos x0

= tan x0

olduǧu anlas.ılır.

Benzer s.ekilde

VII. ∀x0 ∈ R\{kπ : k ∈ Z} ic.in lim
x→x0

cot x = cot x0 dir, önermesinin

doǧruluǧu gösterilebilir.

VIII. ∀x0 ∈ R ic.in

lim
x→x0

arctan x = arctan x0 (2.12)

olduǧunu gösterelim.

x0, x ∈ R+ olsun. arctan x − arctan x0 = t dersek tan t =
x − x0

1 + x.x0

ve

buna göre,

| tan t| = | x − x0

1 + x.x0

| ≤ |x − x0|

olduǧu elde edilir. O halde, ∀ε > 0 ic.in ∃δε = ε > 0 öyle ki ∀x, x0 ∈ R+ ic.in

|x − x0| < δ ⇒ | arctan x − arctan x0|
= |t| ≤ | tan t| ≤ |x − x0| < δε = ε

bulunur. Bu da, ∀x0 ∈ R+ ic.in istenen es.itliǧin doǧru olması demektir.

arctan(−x) = arctan x olduǧundan x0 < 0 ic.in bu es.itliǧin ispatı az önce

incelenen hale dönüs.türülür. x0 = 0 ic.in söz konusu es.itliǧin doǧruluǧu

∀x ∈ R ic.in gec.erli olan

0 ≤ | arctan x − arctan 0| = | arctan x| < |x|
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es.itsizliǧinden görülür.

IX. ∀t0 ∈ R ic.in lim
x→x0

arccotx = arccotx0 olduǧunu gösterelim.

∀x ∈ R ic.in arctan x + arccotx =
π

2
olduǧundan

lim
x→x0

arccotx = lim
x→x0

(
π

2
− arctan x)

=
π

2
− lim

x→x0

arctan x

=
π

2
− arctan x0 = arccotx0

olur.

X. ∀x ∈ [−1, 1] ic.in

lim
x→x0

arcsin x = arcsin x0 (2.13)

olduǧunu gösterelim.

0 ≤ x < 1 iken, arcsin x = arctan
x√

1 − x2

ve

0 < x ≤ 1 iken, arcsin x = arccot

√
1 − x2

x

olduǧundan, Teorem 2.4.26 dan dolayı ∀x0 ∈ (0, 1) ic.in

lim
x→x0

arcsin x = lim
x→x0

arctan
x√

1 − x2

= arctan
x0√

1 − x2
0

= arcsin x0

ve x0 = 1 ic.in

lim
x→1−

arcsin x = lim
x→1−

arccot

√
1 − x2

x

= arccot0 =
π

2
= arcsin 1

bulunur.
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arcsin(−x) = − arcsin x olduǧundan, −1 ≤ x0 < 0 durumu az önce

incelenen hale dönüs.türülür.

lim
x→0+

arcsin x = lim
x→0+

arctan
x√

1 − x2
= arctan 0 = 0

lim
x→0−

arcsin x = lim
t→0+

arcsin(−t) = − lim
t→0+

arcsin t = 0

ve buradan da

lim
x→0

arcsin x = 0 = arcsin o

olduǧu anlas.ılır.

XI. ∀x ∈ [−1, 1] ic.in

lim
x→x0

arccos x = arccos x0 (2.14)

olduǧunu gösterelim.

∀x ∈ R ic.in arcsin x + arccos x =
π

2
olduǧundan, az önceki önerme

gereǧince

lim
x→x0

arccos x = lim
x→x0

(
π

2
− arcsin x) =

π

2
− lim

x→x0

arcsin x

=
π

2
− arcsin x0 = arccos x0

olur.

XII. a0, a1, · · · , an (an �= 0) herhangi reel sayılar olmak üzere Pn(x) =

anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 polinomu ic.in ∀x0 ∈ R ic.in lim
x→x0

Pn(x) =

Pn(x0) olduǧunu gösterelim.

f(x) = c sabit fonksiyonu ve g(x) = x fonksiyonunu ∀x0 ∈ R ic.in lim
x→x0

c =

c ve lim
x→x0

x = x0 olduǧundan, ∀λ ∈ R ve ∀m > 1 doǧal sayısı ic.in

lim
x→x0

(λxm) = λ lim
x→x0

xm = λ( lim
x→x0

x)m = λxm
0

olur. Buna göre,

lim
x→x0

(anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0) = anx
n
0 + an−1x

n−1
0 + · · · + a0

= Pn(x0)
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bulunur.

XIII. X ⊂ R ve x0 ∈ X ′ olmak üzere u : X → R+ ve v : X → R

fonksiyonları ic.in lim
X	x→x0

u(x) = a > 0 ve lim
X	x→x0

v(x) = b sonlu limitleri

varsa, lim
X	x→x0

uv = ab dir.

Logaritmik fonksiyonun 31) özelliǧi ve Teorem 2.4.26 dan dolayı

x → x0 iken ln u(x) → ln a ⇒v(x) ln u(x) → b ln a

⇒ lim
X	x→x0

uv = lim
X	x→x0

ev ln u

= e
lim

X�x→x0
v. ln u

= eb ln a = ab

= ( lim
X	x→x0

u(x))
lim

X�x→x0
v(x)

(2.15)

bulunur.

2.5 C. özümlü Problemler

(1) ”ε − δ” yöntemiyle as.aǧıdaki es.itliklerin doǧruluǧunu gösteriniz.

(a) lim
x→−3

(3x + 4) = −5 ; (b) lim
x→2

(x2 + 4x) = 12;

(c) lim
x→1

√
10 − x = 3; (d) lim

x→0

x2 + 3x

x
= 3.

C. özüm: Herhangi bir ε > 0 sayısı verilmis. olsun.

(a) x ∈ R ic.in 0 < |x + 3| < δ < 1 olduǧunda

|(3x + 4) − (−5)| = 3|x + 3| < 3δ

dır. 3δ < ε dan δ <
ε

3
bulunur. Buradan, δ = δ(ε) = min{1, ε/3}

sec.imi yapıldıǧında

x ∈ R, 0 < |x + 3| < δ ⇔ x ∈ (−3 − δ, −3 + δ)\{−3}
⇒ |(3x + 4) − (−5)| < ε

olduǧuna göre, lim
x→−3

(3x + 4) = −5 olur.

(b) x ∈ R ic.in 0 < |x − 2| < δ < 1 olduǧunda

|x2 + 4x − 12| = |(x + 6)(x − 2)| = |x + 6||x − 2| < 9|x − 2| < 9δ
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dır. 9δ < ε dan δ < ε/9 bulunur. Buradan, δ = δ(ε) = min{1, ε/9}
sec.imi yapıldıǧında

x ∈ R, 0 < |x − 2| < δ ⇔ x ∈ (2 − δ, 2 + δ)\{0}
⇒ |x2 + 4x − 12| < ε

olduǧuna göre, lim
x→2

(x2 + 4x) = 12 olur.

(c) x ∈ R ic.in 0 < |x − 1| < δ < 1 olduǧunda

|√10 − x − 3| = |(
√

10 − x − 3)(
√

10 − x + 3)√
10 − x + 3

| =
|1 − x|√

10 − x + 3

<
|1 − x|

2
√

2 + 3
<

δ

2
√

2 + 3

dır.
δ

2
√

2 + 3
< ε dan δ < (2

√
2 + 3)ε bulunur. Buradan, δ = δ(ε) =

min{1, (2
√

2 + 3)ε} sec.imi yapıldıǧında

x ∈ R, 0 < |x − 1| < δ ⇔ x ∈ (1 − δ, 1 + δ)\{1}
⇒ |√10 − x − 3| < ε

olduǧuna göre, lim
x→1

√
10 − x = 3 olur.

(d) x ∈ R\{0} ic.in |x| < δ < 1 olduǧunda

|x
2 + 3x

x
− 3| = |x + 3 − 3| = |x| < δ

dır. Buradan, δ = δ(ε) = min{1, ε} sec.imi yapıldıǧında

x ∈ R, 0 < |x| < δ ⇔ x ∈ (−δ, +δ)\{0}

⇒ |x
2 + 3x

x
− 3| < ε

olduǧuna göre, lim
x→0

x2 + 3x

x
= 3 olur. �
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(2) ”ε−δ” yöntemiyle f(x) = [[ x ]] −2 fonksiyonu ic.in as.aǧıdaki es.itliklerin

doǧruluǧunu gösteriniz.

(a) lim
x→1

3

f(x) = −2; (b) lim
x→1−

f(x) = −2;

(c) lim
x→1+

f(x) = −1; (d) lim
x→2−

f(x) = −1;

(e) lim
x→2+

f(x) = 0.

C. özüm: (d) ve (e) es.itliklerinin ispatını okuyucuya bırakarak (a), (b)

ve (c) es.itliklerinin doǧru olduǧunu gösterelim.

Herhangi bir ε > 0 sayısı verilsin.

(a)x ∈ (1, 2) ic.in 0 < |x− 1
3
| < δ <

1

3
olduǧunda [[ x ]] = 0 olduǧundan,

|f(x) − (−2)| = | [[ x ]] − 2 + 2| = |2 − 2| = 0 < δ

dır. Buradan, δ = δ(ε) = min{1

3
, ε} sec.imi yapıldıǧında

x ∈ (1, 2), 0 < |x − 1
3
| < δ ⇔ x ∈ (

1

3
− δ,

1

3
+ δ)\{1

3
}

⇒ |f(x) − (−2)| < ε

olduǧuna göre, lim
x→1

3

f(x) = −2 olur.

(b) x ∈ (0, 1) ic.in 0 < 1 − x < δ < 1 olduǧunda [[ x ]] = 0 olduǧundan,

|f(x) − (−2)| = | [[ x ]] − 2 + 2| = 0 < δ

dır. Buradan, δ = δ(ε) = min{1, ε} sec.imi yapıldıǧında

x ∈ (0, 1), 0 < 1 − x < δ ⇔ x ∈ (1 − δ, 1) ⇒ |f(x) − (−2)| < ε

olduǧuna göre, f(1−) = lim
x→1−

f(x) = −2 olur.

(c) x ∈ (1, 2) ic.in 0 < x − 1 < δ < 1 olduǧunda [[ x ]] = 1 olduǧundan,

|f(x) − (−1)| = | [[ x ]] − 2 + 1| = 0 < δ
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dır. Buradan, δ = δ(ε) = min{1, ε} sec.imi yapıldıǧında

x ∈ (0, 1), 0 < x − 1 < δ ⇔ x ∈ (1, 1 + δ) ⇒ |f(x) − (−1)| < ε

olduǧuna göre, f(1+) = lim
x→1+

f(x) = −1 olur. �

(3) ”ε − δ” yöntemiyle as.aǧıdaki es.itliklerin doǧruluǧunu gösteriniz.

(a) lim
x→∞

x

2x + 1
=

1

2
; (b) lim

x→∞
2x2

3x + 1
= ∞.

C. özüm: Herhangi bir ε > 0 sayısı verilmis. olsun.

(a) x ∈ (−∞, −1) ∪ (1, +∞) ic.in |x| > δ ≥ 1 olduǧunda

| x

2x + 1
− 1

2
| =

1

2|2x + 1| <
1

2(|2x| − 1)
<

1

2(2δ − 1)

dir. Buradan, δ = δ(ε) = max{1,
1 + 2ε

4ε
} sec.imi yapıldıǧında

x ∈ (−∞, −1) ∪ (1, +∞), |x| > δ ⇔ x ∈ (−∞, −δ) ∪ (δ, ∞)

⇒ | x

2x + 1
− 1

2
| < ε

olduǧuna göre, lim
x→∞

x

2x + 1
=

1

2
olur.

(b) x ∈ (−∞, −1) ∪ (1, +∞) ic.in |x| > δ ≥ 1 olduǧunda

| 2x2

3x + 1
| =

2x2

|3x + 1| ≥ 2x2

3|x| + 1
>

2x2

4|x| =
1

2
|x| >

1

2
δ

dir. Buradan, δ = δ(ε) = max{1, 2ε} sec.imi yapıldıǧında

x ∈ (−∞, −1) ∪ (1, +∞), |x| > δ ⇔ x ∈ (−∞, −δ) ∪ (δ, ∞)

⇒ | 2x2

3x + 1
| > ε

olduǧuna göre, lim
x→∞

2x2

3x + 1
= ∞ elde edilir. �
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(4) ”ε − δ” yöntemiyle f(x) =
1

x − 2
fonksiyonu ic.in as.aǧıdaki es.itliklerin

doǧruluǧunu gösteriniz.

(a) lim
x→2−

f(x) = −∞ (b) lim
x→2+

f(x) = +∞, (c) lim
x→2

f(x) = ∞.

C. özüm: Herhangi bir ε > 0 sayısı verilmis. olsun.

(a) x ∈ (1, 2) ic.in 2 − x < δ < 1 olduǧunda

f(x) =
1

x − 2
< −1

δ

dir. Buradan, δ = δ(ε) = min{1,
1

ε
} sec.imi yapıldıǧında

x ∈ (1, 2), 0 < 2 − x < δ ⇔ x ∈ (2 − δ, 2) ⇒ f(x) < −ε

olduǧuna göre, lim
x→2−

f(x) = −∞ elde edilir.

(b) x ∈ (2, 3) ic.in x − 2 < δ < 1 olduǧunda

f(x) =
1

x − 2
>

1

δ

dir. Buradan, δ = δ(ε) = min{1,
1

ε
} sec.imi yapıldıǧında

x ∈ (2, 3), 0 < x − 2 < δ ⇔ x ∈ (2, 2 + δ) ⇒ |f(x)| > ε

olduǧuna göre, lim
x→2+

f(x) = +∞ elde edilir.

(c) (a) ve (b) den görüldg̈ü gibi δ = δ(ε) = min{1,
1

ε
} sec.imi yapıldıǧında

x ∈ (1, 3), 0 < |x − 2| < δ ⇔ x ∈ (2 − δ, 2 + δ)\{2}
⇒ f(x) > ε

olduǧuna göre, lim
x→2

f(x) = ∞ elde edilir. �

(5) f : R → R,

f(x) =

{
1, x rasyonel ise,

0, x irrasyonel ise
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fonksiyonu ic.in her x0 ∈ R noktasında lim
x→x0

f(x) limitinin mevcut ol-

madıǧını gösteriniz.

C. özüm: ∀x0 ∈ R ic.in Tanım 2.4.6 nın kos.ullarının saǧlanmadıǧını

gösterelim.

xn ∈ Q, n = 1, 2, · · · ve lim
n→∞

xn = x0 kos.ullarını saǧlayan (xn) dizisi

ic.in lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

1 = 1 ve x′
n ∈ I, n = 1, 2, . . . ve lim

n→∞
x′

n = x0

kos.ullarını saǧlayan (x′
n) dizisi ic.in lim

n→∞
f(x′

n) = lim
n→∞

0 = 0 olduǧuna

göre, lim
x→x0

f(x) limiti yoktur. �

(6)

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

sin x

x
, x < 0 ise;

1 − cos x

x
, x > 0 ise

fonksiyonunun x = 0 noktasında saǧ ve sol taraflı limitlerini bulunuz.

x = 0 da limit var mıdır?

C. özüm: Örnek 2.4.25 ten dolayı 0 da saǧ ve sol taraflı limitler ic.in

f(0−) = lim
x→0−

sin x

x
= 1,

f(0+) = lim
x→0+

1 − cos x

x
= lim

x→0+

2 sin2 x
2

x

= lim
x→0+

x

2

(sin x
2

x

2

)2
= lim

x→0+

x

2

(
lim

t→0+

sin t

t

)2
= 0

bulunur. f(0−) �= f(0+) olduǧuna göre, lim
x→0

f(x) limiti yoktur. �

(7)

f(x) =

{
mx + n, x > −1 ise;

mx + 2, x < −1 ise

fonksiyonunun x0 = −1 da limitinin olması ic.in m ve n ne olmalıdır.
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C. özüm: −1 de saǧ ve sol taraflı limitler ic.in

f(−1−) = lim
x→−1−

(mx + 2) = −m + 2,

f(−1+) = lim
x→−1+

(mx + n) = −m + n

bulunur. Teorem 2.4.12 den dolayı lim
x→−1

f(x) limitinin mevcut olması

ic.in f(−1−) = f(−1+), yani −m + 2 = −m + n kos.ulu saǧlanmalıdır.

Buna göre, m herhangi bir reel sayı ve n = 2 ise f(x) fonksiyonunun

x0 = −1 de limiti vardır ve lim
x→−1

f(x) = −m + 2 dir. �

(8) Teorem 2.4.24 (f) den faydalanarak as.aǧıdaki limitleri hesaplayınız.

(a) lim
x→0

x2 sin 1
x
; (b) lim

x→0
x cos

1
3
√

x
; (c) lim

x→0

3
√

x sin 1
x
.

C. özüm: (a)∀x ∈ R\{0} ic.in

−x2 ≤ x2 sin 1
x

≤ x2

ve lim
x→0

(−x2) = lim
x→0

x2 = 0 olduǧuna göre, lim
x→0

x2 sin 1
x

= 0 bulunur.

(b) ∀x ∈ R\{0} ic.in

−|x| ≤ x cos 1
3
√

x
≤ |x|

ve lim
x→0

(−|x|) = lim
x→0

|x| = 0 olduǧuna göre, lim
x→0

x cos 1
3√x

= 0 bulunur.

(c) ∀x ∈ R\{0} ic.in

−| 3
√

x| ≤ 3
√

x sin 1
x

≤ | 3
√

x|

ve lim
x→0

(−| 3
√

x|) = lim
x→0

| 3
√

x| = 0 olduǧuna göre, lim
x→0

3
√

x sin 1
x

= 0 bu-

lunur. �

(9) f(x) =
√

x − [[ x ]] fonksiyonunun limitinin var olmadıǧı noktaların

kümesini bulunuz.
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C. özüm: ∀m ∈ Z ic.in m ≤ x < m + 1 (m − 1 ≤ x < m) olduǧunda

[[ x ]] = m ( [[ x ]] = m − 1) dir. Buna göre,

f(m+) = lim
x→m+

√
x − [[ x ]] = lim

x→m+

√
x − m = 0

f(m−) = lim
x→m−

√
x − [[ x ]] = lim

x→m−

√
x − (m − 1) = 1

bulunur. f(m−) �= f(m+) olduǧuna göre, f(x) fonksiyonu ∀m ∈ Z

noktasında limiti yoktur. �

(10) Öyle f ve g fonksiyonları bulunuz ki, Teorem 2.4.24 teki (d) ve (h)

önermeleri doǧru olmasın.

C. özüm: f : N → R, g : N → R fonksiyonları durumunda uygun

örnekler Teorem 2.1.9 da gösterilmis.tir.

f(x) = sgnx ve g(x) = −sgnx fonksiyonları 0 da limiti olmayıp, f(x)+

g(x) = 0, f(x).g(x) = −1 ve
f(x)

g(x)
= −1 fonksiyonları ic.in

lim
x→0

(f(x) + g(x)) = 0, lim
x→0

(f(x).g(x)) = lim
x→0

f(x)

g(x)
= −1

dir.

F (x) = x + [[ x ]] ve G(x) = [[ x ]] fonksiyonları ∀m ∈ Z noktasında

limiti olmayıp, lim
x→m

[F (x) − G(x)] = lim
x→m

x = m dir.

H(x) = sgnx fonksiyonu 0 da limiti olmadıǧına raǧmen lim
x→0

|H(x)| = 1

dir. �

(11) n ∈ N, a0, a1, . . . , an, a0 �= 0 reel sayılar ve Pn(x) = a0x
n+a1x

n−1+. . .+

an−1x + an olmak üzere as.aǧıdaki es.itliklerin doǧruluǧunu gösteriniz.

(a) lim
x→∞

|Pn(x)| = +∞;

(b)

lim
x→+∞

Pn(x) =

{
+∞, a0 > 0 ise;

−∞, a0 < 0 ise
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(c) n c.ift sayı ise

lim
x→−∞

Pn(x) =

{
+∞, a0 > 0 ise;

−∞, a0 < 0 ise

(d) n tek sayı ise

lim
x→−∞

Pn(x) =

{
−∞, a0 > 0 ise;

+∞, a0 < 0 ise

C. özüm:

(a) ∀x ∈ R\{0} ic.in

Pn(x) = xn(a0 +
a1

x
+ . . . +

an

xn
)

ve lim
x→∞

(a0 +
a1

x
+ . . .+

an

xn
) = a0 �= 0 olduǧuna göre Teorem 2.4.24

(c) den dolayı ∃δ > 0 öyle ki ∀x ∈ R, |x| > δ ic.in

|a0 +
a1

x
+ . . . +

an

xn
| >

|a0|
2

dir. Buradan, aynı x ler ic.in

|Pn(x)| = |x|n||a0 +
a1

x
+ . . . +

an

xn
| >

|a0|
2

|x|n

bulunur. lim
x→∞

|a0|
2

|x|n = +∞ olduǧuna göre, Teorem 2.4.24 (e)

den dolayı lim
x→∞

|Pn(x)| = +∞ olduǧu anlas.ılır.

(b) lim
x→+∞

xn = +∞ olduǧuna göre,

lim
x→+∞

Pn(x) = lim
x→+∞

xn lim
x→+∞

(a0 +
a1

x
+ . . . +

an

xn
)

= a0 lim
x→+∞

xn =

{
+∞, a0 > 0 ise;

−∞, a0 < 0 ise

(c) lim
x→−∞

xn =

{
+∞, n c.ift ise;

−∞, n tek ise
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olduǧuna göre, (c) önermesinin doǧruluǧu (a) ve (b)’ye benzer s.ekilde

gösterilebilir.�

(12) n,m ∈ N, a0, a1, . . . , an, b0, b1, . . . , bm reel sayılar Pn(x) = a0x
n +

a1x
n−1+ . . .+an, Qm(x) = b0x

m+b1x
m−1+ . . .+bm ve a0.b0 �= 0 olmak

üzere R(x) =
Pn(x)

Qm(x)
olsun. a = x0 ∈ R ve a = −∞, a = +∞, a = ∞

durumlarında lim
x→a

R(x) limitini bulunuz.

C. özüm: a = x0 ∈ R olsun. Bu durumda, lim
x→x0

Pn(x) = Pn(x0) ve

lim
x→x0

Qm(x) = Qm(x0) olduǧunu biliyoruz. Buna göre, Qm(x0) �= 0 ise,

Teorem 2.4.24 (d) den dolayı

lim
x→x0

R(x) =
lim

x→x0

Pn(x)

lim
x→x0

Qm(x)
=

Pn(x0)

Qm(x0)
= R(x0)

bulunur. Örneǧin, lim
x→1

(3x3 + 4x2 − 2x + 1) = 6 �= 0 olduǧuna göre,

lim
x→1

x2 + 2x + 5

3x3 + 4x2 − 2x + 1
=

1 + 2 + 5

4 + 3 − 2 + 1
=

8

6
=

4

3

dir. Qm(x0) = 0 ve Pn(x0) �= 0 ise lim
x→x0

R(x) = ∞ dır. Örneǧin,

lim
x→2

(x2 − 5x + 6) = 0 olduǧuna göre,

lim
x→2

x3 + 7x2 + x − 18

x2 − 5x + 6
=

8 + 28 + 2 − 18

0.(2 − 3)
= −20

0
= −∞

dir. Pn(x0) = Qm(x0) = 0 ise, Pn = (x − x0)P
�
n−1(x), Qm(x) = (x −

x0)Q
�
m−1(x) olduǧuna göre,

lim
x→x0

R(x) = lim
x→x0

P �
n−1(x)

Q�
m−1(x)

dir. Örneǧin,

x2 + 2x − 3 = (x − 1)(x + 3),

2x3 + x2 − 2x − 1 = (x − 1)(2x2 + 3x + 1)
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x2 + 2x − 3 = (x − 1)(x + 3), 2x3 + x2 − 2x − 1 = (x − 1)(2x2 + 3x + 1)

olduǧuna göre

lim
x→1

x2 + 2x − 3

2x3 + x2 − 2x − 1
= lim

x→1

(x − 1)(x + 3)

(x − 1)(2x2 + 3x + 1)

= lim
x→1

x + 3

2x2 + 3x + 1
=

2

3

olur. S. imdi, a = −∞ (veya a = +∞ veya a = ∞) olmak üzere lim
x→a

R(x)

limitini inceleyelim. ∀x ∈ R\{0} ic.in

S(x) =
a0 + a1

x
+ . . . + an

xn

b0 + b1
x

+ . . . + bm

xm

olmak üzere R(x) = xn−m.S(x) ve lim
x→a

S(x) =
a0

b0

olduǧu ac.ıktır. Buna

göre,

lim
x→a

R(x) = lim
x→a

S(x). lim
x→a

xn−m =
a0

b0

. lim
x→a

xn−m

=
a0

b0

.

{
1, n = m ise;

lim
x→a

xn−m, n �= m ise

bulunur. n �= m durumlarında

lim
x→−∞

xn−m =

⎧⎪⎨
⎪⎩

+∞, n > m ve n − m c.ift ise;

−∞, n > m ve n − m tek ise;

0, n < m ise

ve

lim
x→+∞

xn−m =

{
+∞, n > m ise;

0, n < m ise

olduǧuna göre,

lim
x→−∞

R(x) =
a0

b0

.

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1, n = m ise;

+∞, n > m ve n − m c.ift ise;

−∞, n > m ve n − m tek ise;

0, n < m ise.
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=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a0

b0

, n = m ise;

+∞, n > m ve n − m c.ift ve a0b0 > 0 ise;

−∞, n > m ve n − m c.ift ve a0b0 < 0 ise;

∞, n > m ve n − m tek ise;

0, n < m ise.

lim
x→+∞

R(x) =
a0

b0

.

⎧⎪⎨
⎪⎩

1, n = m ise;

+∞, n > m ise;

0, n < m ise.

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

a0

b0

, n = m ise;

+∞, n > m ve a0b0 > 0 ise;

−∞, n > m ve a0b0 < 0 ise;

0, n < m ise,

lim
x→∞

R(x) =
a0

b0

.

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1, n = m ise;

+∞, n > m ve n − m c.ift ise;

∞, n > m ve n − m tek ise;

0, n < m ise.

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a0

b0

, n = m ise;

+∞, n > m ve n − m c.ift ve a0b0 > 0 ise;

−∞, n > m ve n − m c.ift ve a0b0 < 0 ise;

∞, n > m ve n − m tek ise;

0, n < m ise.

bulunur. �



Limit 291

(13) Eǧer varsa, as.ǧıdaki limitleri hesaplayınız.

(a) lim
x→−2

√
|4 − x2|
|2 + x| ; (b) lim

x→√
5

[[ x2 − 5 ]] ;

(c) lim
x→−4

[[ x ]] 2 − 16

x + 4
; (d) lim

x→0
( [[ x ]] + [[ x − 1 ]] );

(e) lim
x→1

3

1

[[ 2x2 + 1 ]]
; (f) lim

x→3

[[ 2x − [[ x + 3 ]] ]]

x − 3
;

(g) lim
x→1

Sgn(x − 1)|x − 1|
x − 1

; (h) lim
x→2

|x − 3|
Sgn(x − 2)2

;

(i) lim
x→0

[[ cos x ]] ; (j) lim
x→

√
3

2

[[ arcsin x ]] ;

(k) lim
x→−

√
3

2

[[ arccos x ]] .

C. özüm:

(a)

lim
x→−2

√
|4 − x2|
|2 + x| = lim

x→−2

√
|2 − x||2 + x|

|2 + x|
= lim

x→−2

√
|2 − x| =

√
4 = 2.

(b)
√

5 in hemen saǧında [[ x2 − 5 ]] = 0 olacaǧından,

lim
x→√

5
+

[[ x2 − 5 ]] = 0

olur.
√

5 in hemen solunda [[ x2 − 5 ]] = −1 olacaǧından,

lim
x→√

5
−

[[ x2 − 5 ]] = −1

olur. Saǧ ve sol limitler farklı olduǧundan,
√

5 noktasında limit

yoktur.
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(c) ∀x �= −4 ic.in

[[ x ]] 2 − 16

x + 4
=

( [[ x ]] + 4)( [[ x ]] − 4)

x + 4

olduǧu ac.ıktır. −4 ün hemen saǧında [[ x ]] −4 = −8 olacaǧından,

lim
x→−4+

[[ x ]] 2 − 16

x + 4
= lim

x→−4+

0(−8)

x + 4
= lim

x→−4+
0 = 0

olur. −4 ün hemen solunda [[ x ]] − 4 = −9 olacaǧından,

lim
x→−4−

[[ x ]] 2 − 16

x + 4
= lim

x→−4−

1.(−9)

x + 4
= +∞

olur. Saǧ ve sol limitler farklı olduǧundan, −4 noktasında limit

yoktur.

(d) 0 ın hemen saǧında [[ x ]] = 0 ve [[ x − 1 ]] = −1 olacaǧından,

lim
x→0+

( [[ x ]] + [[ x − 1 ]] ) = lim
x→0+

(0 + (−1)) = −1

olur. 0 ın hemen solunda [[ x ]] = −1 ve [[ x−1 ]] = −2 olacaǧından,

lim
x→0−

( [[ x ]] + [[ x − 1 ]] ) = lim
x→0−

(−1 + (−2)) = −3

olur. Saǧ ve sol limitler farklı olduǧundan, 0 noktasında limit

yoktur.

(e)
1

3
ün hemen saǧında (solunda) [[ 2x2 + 1 ]] = 1 olacaǧından,

lim
x→1

3

1

[[ 2x2 + 1 ]]
= 1

bulunur.

(f) 3 ün hemen saǧında [[ x + 3 ]] = 6 ve [[ 2x − [[ x + 3 ]] ]] = 0

olacaǧından,

lim
x→3+

[[ 2x − [[ x + 3 ]] ]]

x − 3
= 0
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olur. 3 ün hemen solunda [[ x + 3 ]] = 5 ve [[ 2x − [[ x + 3 ]] ]] =

[[ 2x − 5 ]] = 0 olacaǧından,

lim
x→3−

[|2x − [|x + 3|]|]
x − 3

= 0

olur. Buna göre,

lim
x→3

[[ 2x − [[ x + 3 ]] ]]

x − 3
= 0

bulunur.

(g)

lim
x→1+

Sgn(x − 1)|x − 1|
x − 1

= lim
x→1+

1.(x − 1)

x − 1
= 1,

lim
x→1−

Sgn(x − 1)|x − 1|
x − 1

= lim
x→1−

−1.(1 − x)

x − 1
= 1

olduǧuna göre,

lim
x→1

Sgn(x − 1)|x − 1|
x − 1

= 1

bulunur.

(h) lim
x→2

|x − 3|
Sgnx(x − 2)2

= lim
x→2

|x − 3|
1

= | − 1| = 1,

(i) Her x ∈ (−π/2, π/2)\{0} ic.in [[ cos x ]] = 0 olacaǧından,

lim
x→0

[[ cos x ]] = 0

bulunur.

(j)

√
3

2
nin hemen saǧında (solunda) [[ arcsin x ]] = 2 olacaǧından,

lim
x→

√
3

2

[[ arcsin x ]] = lim
x→

√
3

2

1 = 1

bulunur.

(k) −
√

3

2
nin hemen saǧında (solunda) [[ arccos x ]] = 2 olacaǧından,

lim
x→−

√
3

2

[[ arccos x ]] = 2
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bulunur. �

(14) n ∈ N olmak üzere x → 0 iken

(a) (1 + x)n = 1 + nx + o(x); (b) (1 + x)
1
n = 1 +

x

n
+ o(x)

es.itliklerinin doǧruluǧunu gösteriniz.

C. özüm: (a) Binom ac.ılımı formülüne göre,

(1 + x)n = c0
n + c1

nx + c2
nx

2 + . . . + cn
nx

n

= 1 + nx + x(c2
nx + . . . + xn−1)

= 1 + nx + α(x).x

dir. Burada ck
n =

n!

k!(n − k)!
ve

lim
x→0

α(x) = lim
x→0

(c2
nx + c3

nx
2 + . . . + xn−1) = 0

olduǧundan, x → 0 iken

(1 + x)n = 1 + nx + α(x).x = 1 + nx + o(x)

olduǧu anlas.ılır.

(b) (1 + x)
1
n − 1 = t dersek x → 0 ⇔ t → 0 olur. O halde, (a)’ya göre

(1 + t)n = 1 + nt + o(t) olacaǧından,

lim
x→0

(1 + x)
1
n − 1

x
= lim

t→0

t

(1 + t)n − 1
= lim

t→0

t

nt + o(t)

= lim
t→0

1

n + o(t)
t

=
1

n + lim
t→0

o(t)
t

=
1

n

olur. 2.4.44 Önermesinden dolayı buradan x → 0 iken

(1 + x)
1
n − 1

x
n

∼ 1 veya (1 + x)
1
n = 1 +

x

n
+ o(x)

olduǧu anlas.ılır. �
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(15) As.aǧıdaki limitleri hesaplayınız.

(a) lim
x→5

√
6 − x − 1

3 − √
4 + x

; (b) lim
x→5

√
x + 11 − 2

√
x − 1

x2 − 25
;

(c) lim
x→1

1 − 3
√

x

1 − 5
√

x
; (d) lim

x→2+

√
x − 2 − √

2 +
√

x√
x2 − 4

;

(e) lim
x→1

x2 − √
x

1 − √
x

; (f) lim
x→0

(x2 + 1)3 − (1 − 3x2)4

3x2 − x3
;

(g) lim
x→0

5
√

32 + x − 2

x
; (h) lim

x→∞
2
√

x + 3 3
√

x + 5 5
√

x√
3x − 2 + 3

√
2x − 3

;

(i) lim
x→∞

√
x2 + 1

x + 1
; (j) lim

x→∞
(x + 1)2(3 − 7x)2

(2x − 1)4
;

(k) lim
x→∞

(
√

x2 + x − x); (l) lim
x→∞

(
√

x4 + 8x2 + 3 −
√

x4 + x2);

(m) lim
x→∞

(
x3

2x2 − 1
− x2

2x + 1
); (n)a > 0 ic.in lim

x→a

x − a√
x − √

a
;

(o) lim
x→1

xn − 1

xm − 1
, (m, n ∈ N); (p) lim

x→∞

3

√
1 + 4

x
− 4

√
1 + 3

x

1 − 5

√
1 − 5

x

;

(r) lim
x→∞

√
4x2 +

√
x3 + x4

√
x2 + 4

; (s) lim
x→∞

√
9x2 + 1 − 3

√
x2 − 1

4
√

x4 + 1 − 5
√

x4 − 1
;

(t) lim
x→0

n
√

x − 1
m
√

x − 1
, (m, n ∈ N); (u) lim

x→∞
(

√
x2 +

√
x2 +

√
x2 −

√
x2);

(v) lim
x→0

n
√

a + x − n
√

a − x

x
, (n ∈ N, a > 0); (y) lim

x→0

n
√

1 + ax − m
√

1 + bx

x
, (m, n ∈ N);

(z) lim
x→0

x
n
√

1 + ax m
√

1 + bx − 1
, burada n,m ∈ N ve a > 0 dır.

C. özüm: (a)

lim
x→5

√
6 − x − 1

3 − √
4 + x

= lim
x→5

(
√

6 − x − 1)(
√

6 − x + 1)(3 +
√

4 + x)

(3 − √
4 + x)(3 +

√
4 + x)(

√
6 − x + 1)
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= lim
x→5

(5 − x)(3 +
√

4 + x)

(5 − x)(
√

6 − x + 1)
= lim

x→5

3 +
√

4 + x√
6 − x + 1

= 3.

(b)

lim
x→5

√
x + 11 − 2

√
x − 1

x2 − 25
= lim

x→5

(
√

x + 11 − 2
√

x − 1)(
√

x + 11 + 2
√

x − 1)

(x2 − 25)(
√

x + 11 + 2
√

x − 1)

= lim
x→5

3(5 − x)

(x − 5)(x + 5)(
√

x + 11 + 2
√

x − 1)

= lim
x→5

−3

(x + 5)(
√

x + 11 + 2
√

x − 1)
=

−3

80
.

(c) x−1 = t dersek x = 1+t ve x → 1 ⇔ t → 0 olur. O halde, Problem

14 (b) den dolayı t → 1 iken (1+t)
1
3 −1 =

t

3
+o(t), (1+t)

1
5 −1 =

t

5
+o(t)

olacaǧından, 2.4.54 önermesinden dolayı

lim
x→1

1 − 3
√

x

1 − 5
√

x
= lim

t→0

(1 + t)
1
3 − 1

(1 + t)
1
5 − 1

= lim
t→0

t
3

+ o(t)
t
5

+ o(t)

= lim
t→0

1
3

+ o(t)
t

1
5

+ o(t)
t

=
5

3

bulunur.

(d) lim
x→2+

√
x − 2 − √

2 +
√

x√
x2 − 4

= lim
x→2+

√
x − 2 − (

√
2−√

x)(
√

2+
√

x)√
2+

√
x√

x2 − 4

= lim
x→2+

√
x − 2 − 2−x√

2+
√

x√
(x − 2)(x + 2)

= lim
x→2+

1 +
√

x−2√
2+

√
x√

x + 2
=

1

2
.

(e) lim
x→1

x2 − √
x

1 − √
x

= lim
x→1

(x2 − √
x)(x2 +

√
x)(1 +

√
x)

(1 − √
x)(1 +

√
x)(x2 +

√
x)

= lim
x→1

(x4 − x)(1 +
√

x)

(1 − x)(x2 +
√

x)

= lim
x→1

1 +
√

x

x2 +
√

x
. lim
x→1

x(x − 1)(x2 + x + 1)

1 − x

=
2

2
lim
x→1

[−x(x2 + x + 1)] = −3.



Limit 297

(f) lim
x→0

(x2 + 1)3 − (1 − 3x2)4

3x2 − x3

= lim
x→0

1 + 3x2 + 3x4 + x6 − (1 − 12x2 + 54x4 − 108x6 + 81x8)

x2(3 − x)

= lim
x→0

15x2 − 51x4 + 109x6 − 81x8

x2(3 − x)

= lim
x→0

15 − 51x2 + 109x4 − 81x6

3 − x
=

15

3
= 5.

(g) 5
√

32 + x = t dersek x → 0 ⇔ t → 2 olduǧundan,

lim
x→0

5
√

32 + x − 2

x
= lim

t→2

t − 2

t5 − 32
= lim

t→2

t − 2

(t − 2)(t4 + 2t3 + 4t2 + 8t + 16)

= lim
t→2

1

t4 + 2t3 + 4t2 + 8t + 16
=

1

80
.

(h) pay ve payda
√

x ile bölünürse,

lim
x→∞

2
√

x + 3 4
√

x + 5 5
√

x√
3x − 2 + 3

√
2x − 3

= lim
x→∞

2 + 3
4√x

+
5

10
√

x3√
3 − 2

x
+ 6

√
4
x

− 12
x2 + 9

x3

=
2√
3
.

(i) lim
x→∞

√
x2 + 1

x + 1
= lim

x→∞

x
√

1 + 1
x2

x(1 + 1/x)
= lim

x→∞

√
1 + 1

x2

1 + 1
x

= 1.

(j) lim
x→∞

(x + 1)2(3 − 7x)2

(2x − 1)4
= lim

x→∞
x4(1 + 1

x
)2( 3

x
− 7)2

x4(2 − 1
x
)4

= lim
x→∞

(1 + 1
x
)2( 3

x
− 7)2

(2 − 1
x
)4

=
49

16
.

(k) lim
x→∞

(
√

x2 + x − x) = lim
x→∞

(
√

x2 + x − x)(
√

x2 + x + x)√
x2 + x + x

= lim
x→+∞

x

x(
√

1 + 1
x

+ 1)
= lim

x→+∞
1√

1 + 1
x

+ 1
=

1

2
.
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(l) lim
x→∞

(
√

x4 + 8x2 + 3 − √
x4 + x2) = lim

x→∞
7x2 + 3√

x4 + 8x2 + 3 +
√

x4 + x2

= lim
x→∞

7 + 3
x2√

1 + 8
x2 + 3

x4 +
√

1 + 1
x2

=
7

2
.

(m) lim
x→∞

(
x3

2x2 − 1
− x2

2x + 1
) = lim

x→∞
x3(2x + 1) − x2(2x2 − 1)

(2x2 − 1)(2x + 1)

= lim
x→∞

x3 + x2

(2x2 − 1)(2x + 1)

= lim
x→∞

1 + 1
x

(2 − 1
x2 )(2 + 1

x
)

=
1

4
.

(n) lim
x→a

x − a√
x − √

a
= lim

x→a

(
√

x − √
a)(

√
x +

√
a)√

x − √
a

= lim
x→a

(
√

x +
√

a) = 2
√

a .

(o) x = 1+t dersek x → 1 ⇔ t → 0 olacaǧından, (c) ’ye benzer s.ekilde;

lim
x→1

xn − 1

xm − 1
= lim

t→0

(1 + t)n − 1

(1 + t)m − 1
= lim

t→0

nt + o(t)

mt + o(t)
=

n

m

bulunur.

(p)
1

x
= t dersek, x → ∞ ⇔ t → 0 olacaǧından,

lim
x→∞

3

√
1 + 4

x
− 4

√
1 + 3

x

1 − 5

√
1 − 5

x

= lim
t→0

3
√

1 + 4t − 4
√

1 + 3t

1 − 5
√

1 − 5t

= lim
t→0

1 + 4
3
t + o(4t) − (1 + 3

4
t + o(3t))

1 − (1 − 5
5
t + o(5t))

= lim
t→0

(4
3

− 3
4
)t + o(4t) − o(3t)

t − o(5t)
=

4

3
− 3

4
=

7

12
.

buluruz. Burada t → 0 iken o(4t) − o(3t) = o(t) ve −o(5t) = o(t)

es.itliklerini kullandık. (Bkz. ”o”sembolünün özellikleri)
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(r) lim
x→∞

√
4x2 +

√
x3 + x4

√
x2 + 4

= lim
x→∞

√
4x2 + x2

√
1 + 1

x√
x2(1 + 4

x2 )

= lim
x→∞

| x |
√

4 +
√

1 + 1
x

| x |
√

1 + 1
x2

= lim
x→∞

√
4 +

√
1 + 1

x√
1 + 1

x2

=
√

5.

(s) lim
x→∞

√
9x2 + 1 − 3

√
x2 − 1

4
√

x4 + 1 − 5
√

x4 − 1
= lim

x→∞

3 | x |
√

1 + 1
9x2 − x

2
3 3

√
1 − 1

x2

| x | 4

√
1 + 1

x4 − x
4
5 5

√
1 − 1

x4

= lim
x→∞

3
√

1 + 1
9x2 − x

2
3

|x|
3

√
1 − 1

x2

4

√
1 + 1

x4 − x
4
5

|x|
5

√
1 − 1

x4

= 3

bulunur. Burada x → ∞ iken
x

2
3

| x | → 0 ve
x

4
5

| x | → 0 olduǧu dikkate

alınmıs.tır.

(t) x = 1 + t dersek, x → 1 ⇔ t → 0 olacaǧından,

lim
x→1

n
√

x − 1
m
√

x − 1
= lim

t→0

n
√

1 + t − 1
m
√

1 + t − 1
= lim

t→0

t
n

+ o(t)
t
m

+ o(t)
=

m

n
.

(u) lim
x→∞

| x |
x2

= 0 olduǧuna göre,

lim
x→∞

(

√
x2 +

√
x2 +

√
x2 −

√
x2) = lim

x→∞

√
x2 +

√
x2√

x2 +
√

x2 +
√

x2 +
√

x2

= lim
x→∞

√
x2+ | x |√

x2 +
√

x2+ | x | +
√

x2
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= lim
x→∞

√
x2+ | x |√

x2+ | x | .
√

1 + |x|
x2 +

√
x2

= lim
x→∞

| x |
√

1 + |x|
x2

| x |
√

1 + |x|
x2

√
1 + |x|

x2 + | x |

= lim
x→∞

√
1 +

| x |
x2√

1 + |x|
x2

√
1 + |x|

x2 + 1

=
1

2
.

(v) lim
x→0

n
√

a + x − n
√

a − x

x
= lim

x→0

n
√

a( n
√

1 + x
a

− n
√

1 − x
a
)

x

= n
√

a lim
x→0

1 + x
na

+ o(x
a
) − (1 − x

na
+ o(−x

a
))

x

= n
√

a lim
x→0

2
na

+ o(x
a
) − o(−x

a
)

x
=

2

na
n
√

a.

(y) lim
x→0

n
√

1 + ax − m
√

1 + bx

x
= lim

x→0

ax
n

+ o(ax) − bx
m

− o(bx)

x

= lim
x→0

( a
n

− b

m
)x + o(ax) − o(bx)

x
=

am − bn

nm
.

(z) lim
x→0

x
n
√

1 + ax. m
√

1 + bx − 1
= lim

x→0

x

(1 + a
n
x + o(ax)).(1 + b

m
x − o(bx)) − 1

= lim
x→0

x

( a
n

+ b
n
)x + ab

nm
x2 + (1 + a

n
x)o(bx) + (1 + b

m
x)o(ax) + o(ax)o(bx)

=
1

a
n

+ b
m

=
nm

am + bn
.

(16) x → 0 iken as.aǧıdaki es.itliklerin doǧruluǧunu gösteriniz.

(a) ∀α ∈ R ic.in sin αx = αx + o(x);

(b) 1 − cosx =
x2

2
+ o(x2);

(c) tan x = x + o(x);

(d) ln(1 + x) = x + o(x);
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(e) ax = 1 + x ln a + o(x);

(f) ∀x ∈ R ic.in (1 + x)α = 1 + αx + o(x);

(g) sinh x = x + o(x);

(h) cosh x = 1 +
1

2
x2 + o(x).

C. özüm: (a) t → 0 iken sin t ∼ t olduǧuna göre,

lim
x→0

sin αx

αx
= lim

t→0

sin t

t
= 1

olur. Önerme 2.4.51 den dolayı buradan x → 0 iken sin αx = αx+o(x)

olduǧu anlas.ılır.

(b) x → 0 iken 1 − cos x ∼ 1

2
x2 olduǧuna göre, Önerme 2.4.51 den

dolayı x → 0 iken 1 − cos x =
1

2
x2 + o(x2) dir.

(c) lim
x→0

tan x

x
= lim

x→0

sin x

xcos x
= lim

x→0

x

x cos x

= 1 ⇒ x → 0 iken tan x = x + o(x) dir.

(d) lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

x→0
ln(1 + x)

1
x = ln e = 1 ⇒ x → 0 iken

ln(1 + x) = x + o(x) dir.

(e) ax − 1 = t dersek, x = loga(1 + t) ve x → 0 ⇔ t = 0 olur. O halde,

lim
x→0

ax − 1

x ln a
=

1

ln a
lim
t→0

t

loga(1 + t)
=

1

ln a

1

lim
t→0

loga(1 + t)
1
t

=
1

ln a

1

loga e
= 1 ⇒ x → 0 iken

ax = 1 + x ln a + o(x) dir.

(f) lim
x→0

(1 + x)α − 1

αx
= lim

x→0

eα ln(1+x) − 1

αx
= lim

x→0

α ln(1 + x)

αx

= lim
x→0

ln(1+x)
1
x = ln e = 1 ⇒ x → 0 iken (1+x)α = 1+αx+ o(x) dir.
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(g) lim
x→0

sinh x

x
= lim

x→0

ex − e−x

2x
=

1

2
lim
x→0

ex − 1 − (e−x − 1)

x

=
1

2
lim
x→0

x + o(x) − (−x + o(−x))

x

=
1

2
lim
x→0

2x + o(x) − o(−x)

x
= 1 ⇒ x → 0 iken

sinh x = x + o(x) dir.

(h) lim
x→0

cosh x − 1
x2

2

= lim
x→0

2 sinh2 x
2

x2

2

= lim
x→0

1

2

(sinh x
2

x
2

)2
=

1

2
lim
x→0

(sinh x
2

x
2

)2
=

1

2
⇒ x → 0 iken cosh x = 1 +

x2

2
+ o(x2) dir. �

(17) As.aǧıdaki limitleri hesaplayınız.

(a) lim
x→0

sin αx

sin βx
(α, β ∈ R, β �= 0); (b) lim

x→π

sin mx

sin nx
(m,n ∈ Z, n �= 0);

(c) lim
x→2

sin (x2 − 4)

x − 2
; (d) lim

x→1

tan(x − 1)

x2 − 1
;

(e) lim
x→0

sin(1 − cos x)

x
; (f) lim

x→−1

x20 + x19

sin(x + 1)
;

(g) lim
x→0

sin (sin x)

x
; (h) lim

x→0
cos
(sin x

2x

)
;

(i) lim
x→2

sin (
πx

[| πx |] ); (j) lim
x→1

sin πx

sin 4πx
;

(k) lim
x→π

sin x

π2 − x2
; (l) lim

x→π
4

1 − tan2 x√
2 cos x − 1

.

C. özüm: (a) x → 0 iken sin αx ∼ αx ve sin βx ∼ βx olduǧundan,

önerme 2.4.54 ten dolayı,

lim
x→0

sin αx

sin βx
= lim

x→0

αx

βx
= lim

x→0

α

β
=

α

β
.

(b) lim
x→π

sin mx

sin nx
( x−π = t deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → π ⇔
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t → 0 olur)

= lim
t→0

sin(mt + mπ)

sin(nt + nπ)
= lim

t→0

(−1)m sin mt

(−1)n sin nt

= (−1)m−n lim
t→0

sin mt

sin nt
= (−1)m−n m

n
.

(c) lim
x→2

sin(x2 − 4)

x − 2
= lim

x→2

sin(x2 − 4)

(x2 − 4)

(x2 − 4)

(x − 2)

= lim
x→2

(x + 2) lim
x→2

sin(x2 − 4)

x2 − 4

[saǧdaki limitte t = x2 − 4 deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → 2 ⇔
t → 0 olur]

= lim
x→2

(x + 2) lim
t→0

sin t

t
= (2 + 2)1 = 4

dir.

(d)lim
x→1

tan(x − 1)

x2 − 1
= lim

x→1

tan(x − 1)

x − 1

1

x + 1
= lim

x→1

tan(x − 1)

x − 1
lim
x→1

1

x + 1
soldaki limitte x − 1 deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → 1 ⇔ t → 0 olur ve

bu durumda tan t ∼ t olduǧundan

= lim
t→0

tan t

t
lim
x→1

1

x + 1
= lim

t→0

t

t
. lim

x→1

1

x + 1
= 1

1

1 + 1
=

1

2
olur.

(e) lim
x→0

sin(1 − cos x)

x2
= lim

x→0

sin(1 − cos x)

(1 − cos x)
.
1 − cos x

x2

= lim
x→0

1 − cos x

x2
lim
x→0

sin(1 − cos x)

1 − cos x

[lim
x→0

cos x = cos 0 = 1 olduǧuna göre saǧdaki limitte t = 1 − cos x

deǧis.ken des.tirmesi yaparsak, x → 1 ⇔ t → 0 olur]

= lim
x→0

1 − cos x

x2
lim
t→0

sin t

t

[x → 1 iken 1 − cos x∼1

2
x2 olduǧundan]

= lim
x→0

1

2
x2

x2
lim
t→0

sin t

t
= 1

2
olur.
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(f) x+1 = t deǧis.ken deǧs.tirmesi yaparsak, x → −1 ⇔ t → 0 olur ve

bu durumda sin t∼t, (1− t)20∼1−20t ve (1− t)19∼1−19t olduǧundan,

lim
x→−1

x20 + x19

sin(x + 1)
= lim

t→0

(t − 1)20 + (t − 1)19

sin t
= lim

t→0

(1 − t)20 − (1 − t)19

sin t

= lim
t→0

−20t − (−19t)

t
= −1 .

(g) lim
x→0

sin (sin x)

x
= lim

x→0

sin(sin x)

sin x
lim
x→0

sin x

x
[soldaki limitte t = sin x

deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak x → 0 ⇔ t → 0 olur]

= lim
t→0

sin t

t
lim
x→0

sin x

x
= 1.1 = 1

olur.

(h) lim
x→0

cos(
sin x

2x
) [t =

sinx

2x
deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak x → 0 ⇔

t → 1

2
olur] = lim

t→
1

2

cos t = cos
1

2
.

(i) 2π = 2.3, 14 · · · = 6, 28 · · · nin hemen solunda (saǧında) [[ πx ]] =

6 olduǧundan

lim
x→2

sin(
πx

[[ πx ]]
) = lim

x→2
sin (

πx

6
) = sin

2π

6
= sin

π

3
=

√
3

2

bulunur.

(j) lim
x→1

sin πx

sin 4πx
= lim

t→0

sin π(1 + t)

sin 4π(1 + t)
= lim

t→0

− sin πt

sin 4πt
= −1

4
.

(k) lim
x→π

sin x

π2 − x2
= lim

x→π

sin(π − x)

(π − x)(π + x)
= lim

x→π

sin(π − x)

π − x
lim
x→π

1

π + x

= lim
t→0

sin t

t
lim
x→π

1

π + x
=

1

2π
.

(l) lim

x→
π

4

1 − tan2 x√
2 cos x − 1

= lim

x→
π

4

cos 2x

cos2 x(
√

2 cos x − 1)

= lim

x→
π

4

1

cos2 x
lim

x→
π

4

cos 2x√
2 cos x − 1
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[Saǧdaki limitte x − π

4
= t deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak x → π

4
⇔

t → 0 olur]

= lim

x→
π

4

1

cos2 x
lim
t→0

cos(2t +
π

2
)

√
2 cos(t +

π

4
) − 1

= lim

x→
π

4

1

cos2 x
lim
t→0

sin 2t

1 − cos t + sin t

= lim

x→
π

4

1

cos2 x
lim
t→0

2t

t2

2
+ t

= lim

x→
π

4

1

cos2 x
lim
t→0

2
t

2
+ 1

= 4

(18) As.aǧıdaki limitleri hesaplayınız.

(a) lim
x→π

6

cos(2π
3

− x)√
3 − 2 cos x

; (b) lim
x→0+

1 − √
cos x

1 − cos
√

x
;

(c) lim
x→π

4

3
√

tan x − 1

2 sin2 x − 1
; (d) lim

x→∞
x2(cos

1

x
− cos 3x);

(e) lim
x→0

x sin x

tan2 x + 1 − cos 2x
; (f) lim

x→0

1 − cos x
√

cos 2x 3
√

cos 3x

x2
;

(g) lim
x→0

1 − cos x cos 2x cos 3x

sin2 2x
; (h) lim

x→0

√
1 + 2 sin 3x − √

1 − 4 sin 5x

sin 6x
;

(i) lim
x→0

1 − cos x
√

cos 2x

tan x2
; (j) lim

x→∞
(sin

√
x2 + 1 − sin

√
x2 − 1);

(k) lim
x→a

sin x − sin a

x − a
; (l) lim

x→a

tan x − tan a

x − a
, (a ∈ R, a �= nπ, n ∈ N);

(m) lim
x→π

2

(cos
π

cos x
− 2x tan x); (n) lim

x→0

1 + sin x − cos x

1 + sin 2x − cos x
;

(o) lim
x→0

sin x + sin 2x + · · · sin nx√
1 + 2x − 1

, (n ∈ N)

(p) lim
x→0

cos(a + 2x) − 2 cos(a + x) + cos a

x2

(r) lim
x→0

√
cos x − 3

√
cos x

sin2 x

C. özüm: (a) x−π

6
= t deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → π

6
⇔t → 0

olacaǧından,
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lim

x→
π

6

cos(
2π

3
− x)

√
3 − 2 cos x

= lim
t→0

cos(
π

2
− t)

√
3 − 2 cos(t +

π

6
)

= lim
t→0

sin t√
3(1 − cos t) + sin t

= lim
t→0

t
√

3
t2

2
+ t

= lim
t→0

1√
3 t

2
+ 1

= 1

(b) lim
x→0+

1 − √
cos x

1 − cos
√

x
= lim

x→0+

1 − √
cos x

1 +
√

cos x
.
1 +

√
cos x

1 − cos
√

x

= lim
x→0+

1 − cos x

1 − cos
√

x
lim

x→0+

1

1 +
√

cos x

[x → 0+ iken 1 − cos x∼1

2
x2 ve 1 − cos

√
x∼1

2
x olduǧundan]

= lim
x→0+

x2

2
x

2

lim
x→0+

1

1 +
√

cos x
= lim

x→0+
x lim

x→0+

1

1 +
√

cos x

= 0.
1

1 + 1
= 0 .

(c) lim

x→
π

4

3
√

tan x − 1

2 sin2 x − 1
= lim

x→
π

4

tan x − 1

2 sin2 x − 1

1
3
√

tan2 x + 3
√

tan x + 1

= lim

x→
π

4

1
3
√

tan2 x + 3
√

tan x + 1
. lim

x→
π

4

tan x − 1

2 sin2 x − 1

=
1

3
lim

x→
π

4

sin x − cos x

cos x(2 sin2 x − 1)

=
1

3
lim

x→
π

4

sin x − cos x

cos x(sin x + cos x)(sin x − cos x)

=
1

3
lim

x→
π

4

1

cos x(sin x + cos x)
=

1

3
.
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(d) lim
x→∞

x2(cos
1

x
− cos

3

x
) = lim

x→∞
2x2 sin

1

x
. sin 2

x
= 4 lim

x→∞
sin 1

x
1
x

.
sin 2

x
2
x

[
1

x
= t deǧis.ken deǧis.tirimini yaparsak, x → ∞ ⇔ t → 0 olur].

= 4 lim
t→0

sin t

t

sin 2t

2t
= 4 lim

t→0

sin t

t
lim
t→0

sin 2t

2t
= 4 .

(e) lim
x→0

x sin x

tan2 x + 1 − cos 2x
= lim

x→0

x sin x

tan2 x + 2sin2 x

= lim
x→0

x sin x

sin2 x(
1

cos2 x
+ 2)

= lim
x→0

x

sin x
lim
x→0

1
1

cos2 x
+ 2

=
1

lim
x→0

sin x

x

lim
x→0

cos2 x

1 + 2 cos2 x
=

1

3
.

(f) 1 − cos x
√

cos 2x 3
√

cos 3x = 1 − cos x + cos x(1 − √
cos 2x 3

√
cos 3x)

= 1 − cos x + cos x(1 −
√

cos 2x +
√

cos 2x(1 − 3
√

cos 3x))

= 1 − cos x + cos x(1 −
√

cos 2x) + cos x
√

cos 2x(1 − 3
√

cos 3x)

= 1 − cos x + cos x
1 − cos 2x

1 +
√

cos 2x

+ cos x
√

cos 2x
1 − cos 3x

1 + 3
√

cos 3x +
3
√

cos2 3x

olduǧuna göre,

lim
x→0

1 − cos x
√

cos 2x 3
√

cos 3x

x2
= lim

x→0

1 − cos x

x2
+ lim

x→0

cos x

1 +
√

cos 2x

. lim
x→0

1 − cos 2x

x2
+ lim

x→0

cos x
√

cos 2x

1 + 3
√

cos 3x +
3
√

cos2 3x
. lim
x→0

(1 − cos 3x)

x2

[x → 0 iken 1−cos x∼1

2
x2, 1−cos 2x∼1

2
4x2 ve 1−cos 3x∼1

2
9x2 olduǧundan]

= lim
x→0

x2

2

x2
+ lim

x→0

cos x

1 +
√

cos 2x
. lim
x→0

1
2
4x2

x2
+ lim

x→0

cos x
√

cos 2x

1 + 3
√

cos 3x +
3
√

cos2 3x
lim
x→0

1
2
9x2

x2

=
1

2
+

1

1 + 1

1

2
4 +

1

1 + 1 + 1

1

2
9 = 3 .
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(g) 1−cos x cos 2x cos 3x = 1−cos x+cos x(1−cos 2x)+cos x cos 2x(1−
cos 3x) olduǧuna göre,

lim
x→0

1 − cos x cos 2x cos 3x

sin2 2x
= lim

x→0

1 − cos x

sin2 2x
+ lim

x→0
cos x

1 − cos 2x

sin2 2x

+ lim
x→0

cos x cos 2x
1 − cos 3x

sin2 2x

= lim
x→0

1 − cos x

sin2 2x
+ lim

x→0
cos x lim

x→0

1 − cos 2x

sin2 2x

+ lim
x→0

cos x cos 2x lim
x→0

1 − cos 3x

sin2 2x

[x → 0 iken 1−cos x∼1

2
x2, 1−cos 2x∼2x2, 1−cos 3x∼9

2
x2 ve sin2 2x∼4x2

olduǧundan]

lim
x→0

1

2
x2

4x2
+ lim

x→0
cos x lim

x→0

2x2

4x2
+ lim

x→0
cos x lim

x→0
cos 2x lim

x→0

9

2
x2

4x2

=
1

8
+

2

4
+

9

8
=

7

4
.

(h)

lim
x→0

√
1 + 2 sin 3x − √

1 − 4 sin 5x

sin 6x
= lim

x→0

2 sin 3x + 4 sin 5x

(
√

1 + 2 sin 3x +
√

1 − 4 sin 5x) sin 6x
[x → 0 iken sin 3x∼3x, sin 5x∼5x ve sin 6x∼6x olduǧundan]

= lim
x→0

2.3x + 4.5x

6x(
√

1 + 2 sin 3x +
√

1 − 4 sin 5x)
= lim

x→0

26

6(
√

1 + 2 sin 3x +
√

1 − 4 sin 5x)

=
26

6.(1 + 1)
=

13

6
.

(i) lim
x→0

1 − cos x
√

cos 2x

tan x2
= lim

x→0

1 − cos x + cos x(1 − √
cos 2x)

tan x2

= lim
x→0

1 − cos x

tan x2
+ lim

x→0
cos x

1 − cos 2x

tan x2(1 +
√

cos 2x)

= lim
x→0

1 − cos x

tan x2
+ lim

x→0

cos x

1 +
√

cos2x
lim
x→0

1 − cos 2x

tan x2
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[x → 0 iken 1 − cos x∼x2

2
, 1 − cos 2x∼2x2 ve tan x2 ∼ x2]

= lim
x→0

x2

2
x2

+ lim
x→0

cos x

1 +
√

cos2x
lim
x→0

2x2

x2
=

1

2
+

1

1 + 1
2 =

3

2
.

(j) sin
√

x2 + 1 − sin
√

x2 − 1 = 2 cos
1

2
(
√

x2 + 1 +
√

x2 − 1)

× sin
1

2
(
√

x2 + 1 −
√

x2 − 1)

= 2 cos
1

2
(
√

x2 + 1 +
√

x2 − 1) × sin
1√

x2 + 1 +
√

x2 − 1

es.itliǧini ve ∀t ∈ R ic.in | cos t |≤ 1 ve | sin t |≤| t | olduǧunu dikkate

alırsak ∀x ∈ R ic.in;

| sin
√

x2 + 1 − sin
√

x2 − 1| ≤ 2| sin 1√
x2 + 1 +

√
x2 − 1

|

≤ 2
1√

x2 + 1 +
√

x2 − 1

bulunur. lim
x→∞

2√
x2 + 1 +

√
x2 − 1

= 0 olacaǧından, son es.itsizlikten

lim
x→∞

| sin
√

x2 + 1−sin
√

x2 − 1 | = 0 olduǧu ve buradan da lim
x→∞

(sin
√

x2 + 1−
sin

√
x2 − 1) = 0 bulunur.

(k) sin x − sin a = 2 cos
x + a

2
sin

x − a

2
olduǧuna göre,

lim
x→a

sin x − sin a

x − a
= lim

x→a
cos

x + a

2

sin x−a
2

x−a
2

= lim
x→a

cos
x + a

2
lim
x→a

sin x−a
2

x−a
2

[Saǧdaki limitte
x − 2

2
= t deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → a⇔t → 0

olur] = lim
x→a

cos
x + a

2
lim
x→a

sin t

t
= cos a .
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(l) lim
x→a

tan x − tan a

x − a
= lim

x→a

sin(x − a)

(x − a) cos a cos x

=
1

cos a
lim
x→a

1

cosx
lim
x→a

sin(x − a)

x − a

=
1

cos a
lim
x→a

1

cosx
lim
t→0

sin t

t
=

1

cos2 a
.

(m) lim
x→π

2

( π

cos x
− 2x tan x

)
= lim

x→π
2

π − 2x sin x

cos x
(x = t +

π

2
deǧis.ken

deǧis.tirmesi yapılırsa)

lim
t→0

π − 2(
π

2
+ t) sin(

π

2
+ t)

cos(
π

2
+ t)

= lim
t→0

π(1 − cos t) − 2t cos t

− sin t

= − lim
t→0

π(1 − cos t)

sin t
+ 2 lim

t→0

t

sin t
lim
t→0

cos t

= − lim
t→0

π
t2

2
t

+ 2
1

lim
t→0

sin t

t

lim
t→0

cos t = 0 + 2 = 2

(n) x → 0 iken 1 − cos x = o(x), 1 − cos 2x = o(x), sin x = x + o(x)

ve sin x = x + o(x) olduǧuna göre,

lim
x→0

1 + sin x − cos x

1 + sin 2x − cos x
lim
x→0

x + o(x)

2x + o(x)
=

1

2

(o) sin x + sin 2x + · · · sin nx =
sin

n + 1

2
x sin

n

2
x

sin
x

2

olduǧundan,

lim
x→0

sin x + sin 2x + · · · sin nx√
1 + 2x − 1

= lim
x→0

sin
n + 1

2
x sin n

2
x

(
√

1 + 2x − 1) sin x
2

= lim
x→0

sin
n + 1

2
x sin n

2
x

2x sin x
2

(
√

1 + 2x + 1)
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[x → 0 iken sin
n

2
x∼n

2
x, sin

n + 1

2
x∼n + 1

2
x]

= lim
x→0

n + 1

2
x
n

2
x

2x
x

2

(
√

1 + 2x + 1) =
n + 1

2

n

2
(1 + 1) =

n(n + 1)

2

(p) cos(a + 2x) − 2 cos(a + x) + cos a = −2 sin
x

2
sin(a +

3x

2
)

+ 2 sin
x

2
sin(a +

x

2
) = −4 sin2 x

2
cos(a + x)olduǧuna göre,

lim
x→0

cos(a + 2x) − 2 cos(a + x) + cos a

x2
= − lim

x→0
(
sin

x

2
x

2

)2 lim
x→0

cos(a + x)

= − cos a .

(r) lim
x→0

√
cos x − 3

√
cos x

sin2 x
= lim

x→0

(√
cos x − 1

sin2 x
+

1 − 3
√

cos x

sin2 x

)
= lim

x→0

( cos x − 1

sin2 x(
√

cos x + 1)
+

1 − cos x

sin2 x
× 1

1 + 3
√

cos x +
3
√

cos2 x

)
= lim

x→0

1 − cos x

x2

x2

sin2 x

(− 1√
cos x + 1

+
1

1 + 3
√

cos x +
3
√

cos2 x

)
= lim

x→0

1 − cos x

x2
lim
x→0

( x

sin x

)2
lim
x→0

(− 1√
cos x + 1

+
1

1 + 3
√

cos x +
3
√

cos2 x

)
=

1

2
(−1

2
+

1

3
) = − 1

12
�

(19) X ⊂ R, x0 ∈ X
′
olmak üzere u : X → R+, v : X → R fonksiyonları

ic.in lim
X	x→x0

u(x) = 1 ve lim
X	x→x0

v(x) = ∞ olsun. Bu durumda,

lim
X	x→x0

uv = e
lim

X�x→x0
(u−1)v

(2.16)

olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: Uδ0(x0), x0 noktasının herhangi bir koms.uluǧu olmak üzere

∀x ∈
◦
U δ0(x0) ∩ X ic.in u(x) = 1 ise, aynı x ler ic.in uv = 1v = 1 ⇒

lim
X	x→x0

uv = 1 olduǧu ac.ıktır.
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S. imdi ∀x ∈
◦
U δ0(x0) ∩ X ic.in u(x) �= 1 olsun. Bu durumda, ∀x ∈

◦
U δ0(x0) ∩ X ic.in

uv = ((1 + (u − 1))
1

u−1 )(u−1)v = e(u−1)v ln[1+(u−1)]

1
u−1

olduǧuna göre, Teorem 2.4.26 dan dolayı

lim
X	x→x0

uv = e
lim

X�x→x0
(u−1)v ln(1+(u−1))

1
u−1

= e
lim

X�x→x0
(u−1)v lim

X�x→x0
ln(1+(u−1))

1
u−1

= [ lim
X	x→x0

u = 1 ⇒ lim
X	x→x0

1

u − 1

= ∞ ⇒ lim
X	x→x0

(1 + (u − 1))
1

u−1 e]

= e
lim

X�x→x0
(u−1)v

bulunur. �

(20) a > 0 ve α ∈ R olmak üzere as.aǧıdakilerin doǧruluǧunu gösteriniz.

(a) x → 0 iken ax = 1+x ln a+o(x)(⇒ x → 0 iken ex = 1 + x + o(x))

dir.

(b) x → 0 iken (1 + x)α = 1 + αx + o(x) dir.

C. özüm: (a) t = ax − 1 deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, lim
x→0

ax = 1

olduǧuna göre, x → 0⇔t → 0 olur. Bu durumda, ax = 1 + t⇒x =
ln(1 + t)

ln a
(a �= 1) ve

lim
x→0

ax − 1

x
= lim

t→0

t ln a

ln(1 + t)
= lim

t→0

ln a

ln(1 + t)
1
t

= ln a

bulunur. Buradan, x → 0 iken ax = 1 + x ln a + o(x) bulunur.

(b) x → 0 iken

α ln(1 + x) → 0 ⇒ eα ln(1+x) − 1

α ln(1 + x)
=

α ln(1 + x) + 0(x)

α ln(1 + x)
→ 1
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ve ln(1+x)
x

= ln(1 + x)
1
x → 1 olduǧundan,

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= lim

x→0

eα ln(1+x) − 1

α ln(1 + x)
.
α ln(1 + x)

x
= α

ve buradan da x → 0 iken (1 + x)α = 1 + αx + o(x) bulunur. �

(21) As.aǧıdaki limitleri hesaplayınız.

(a) lim
x→∞

(
2x + 3

2x + 1
)x; (b) lim

x→∞
(
x2 − 1

x2
)x;

(c) lim
x→∞

(
x2 + 1

x2 − 2
)x2

; (d) lim
x→0

(1 + 3x2)
1

sin2 x ;

(e) lim
x→π

2

(sin x)tan x; (f) lim
x→π

4

(tan x)tan 2x;

(g) lim
x→0

(cos 6x)cot2 x; (h) lim
x→π

2

(1 + cot x)tan x;

(i) lim
x→0

(
1 + tan x

1 + sin x
)

1
sin3 x ; (j) lim

x→0
(
cosh 2x

cosh x
)

1
x2 ;

(k) lim
x→0

(
ax + bx

2
)

1
x ; (l) lim

x→a

ax − xa

x − a
, (a > 0);

(m) lim
x→0

1 − cosα x

x2
, (α ∈ R); (n) lim

h→0

log(x + h) + log(x − h) − 2 log x

h2
, (x > 0);

(o) lim
x→0

ex2 − (cos x)
√

2

x2
; (p) lim(

1 + sin x cos αx

1 + sin x cos βx
)cot3 x;

(q) lim
x→1

sin(πxα)

sin(πxβ)
; (r) lim

x→1

sin2(π2x)

ln(cos(π2x))
;

(s) lim
x→a

xα − aα

xβ − aβ
, (a > 0); (t) lim

h→0

ax+h + ax−h − 2ax

h2
, (a > 0);

(u) lim
x→−∞

loga x

xε
, (a > 1, ε > 0); (v) lim

x→∞
cosn(

x√
n

);

(w) lim
x→+∞

ln(1 + 2x) ln(1 +
3

x
); (x) lim

x→0
(
ax+1 + bx+1 + cx+1

a + b + c
)

1
x , (a, b, c ∈ R+);

(y) lim
x→x

loga x − loga x0

x − x
, (x > 0).

C. özüm: x → x0 iken 1∞ s.eklinde belirsizlik olus.turan fonksiyonların

limitlerini (2.16) formülünden faydalanarak hesaplayacaǧız.
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(a) u(x) = 2x+3
2x+1

, v(x) = x fonksiyonları ic.in

lim
x→∞

u(x) = 1, lim
x→∞

v(x) = ∞

lim
x→∞

(u(x) − 1)v(x) = lim
x→∞

2x

2x + 1
= 1

olduǧuna göre, (2.16) dan dolayı

lim
x→∞

(2x + 3

2x + 1

)x

= e

buluruz.

(b) lim
x→∞

(x2−1
x2 )x = e

lim
x→∞(x2−1

x2 −1)x
= e

lim
x→∞

−x

x2 = e
− lim

x→∞
1
x = e0 = 1

(c) lim
x→∞

(x2+1
x2−2

)x2
= e

lim
x→∞( x2+1

x2−2
−1)x2

= e
lim

x→∞
3x2

x2−2 = e3 .

(d) u(x) = 1 + 3x2, v(x) = 1
sin2x

fonksiyonları ic.in

lim
x→0

u(x) = 1, lim
x→0

v(x) = +∞ ve lim
x→0

(u(x) − 1)v(x) = lim
x→0

3x2

sin2x
= 3

olduǧundan, (2.16) ya göre;

lim
x→0

(1 + 3x2)
1

sin2 x = e3

bulunur.

(e) x = π
2

+ y deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak x → π
2
⇔y → 0 olur. O

halde,

lim
x→π

2

(sin x)tan x = lim
y→0

(cos y)− cot y = e
lim
y→0

(1−cos y) cot y

= e
lim
y→0

2 sin2 y
2

cot y
= e

lim
y→0

y2

2
. cos y
sin y

= e
1
2

lim
y→0

y cos y
= e0 = 1

bulunur.

(f) u(x) = tanx, v(x) = tan 2x fonksiyonları ic.in,

lim
x→π

4

u(x) = 1, lim
x→π

4

v(x) = ∞
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ve

lim
x→π

4

(u(x) − 1)v(x) = lim
x→π

4

sin x − cos x

cos x

sin 2x

cos 2x

= lim
x→π

4

sin x − cos x

cos x

sin 2x

(cos x − sin x)(cos x + sin x)

= lim
x→π

4

−2 sin x

cos x + sin x
= −1

olduǧuna göre, (2.16) dan dolayı lim
x→π

4

(tan x)tan 2x = e−1 bulunur.

(g) u(x) = cos 6x, v(x) = cot2 x fonksiyonları ic.in

lim
x→0

u(x) = 1, lim
x→0

v(x) = +∞

ve

lim
x→0

(u(x) − 1)v(x) = lim
x→0

(cos 6x − 1) cot2 x = lim
x→0

−2 sin2 3x

sin2 x
cos2 x

= −2 lim
x→0

(3x)2

x2
lim
x→0

cos2 x = −18

olduǧuna göre, (2.16) dan dolayı lim
x→0

(cos 6x)cot2 x = e−18 bulunur.

(h) u(x) = 1 + cot x, v(x) = tan x fonksiyonları ic.in

lim
x→π

2

u(x) = 1, lim
x→π

2

v(x) = ∞

ve

lim
x→π

2

(u(x) − 1)v(x) = lim
x→π

2

cot x tan x = 1

olduǧuna göre, (2.16) dan dolayı lim
x→0

(1 + cot x)tan x = e bulunur.

(i) u(x) = 1+tan x
1+sin x

, v(x) = 1
sin3 x

fonksiyonları ic.in

lim
x→0

u(x) = 1, lim
x→0

v(x) = +∞ ve

lim
x→0

(u(x) − 1)v(x) = lim
x→0

tan x − sin x

1 + sin x

1

sin3 x
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[x → 0 iken tan x − sin x∼1
2
x3 ve sin3 x∼x3]

= lim
x→0

1
2
x3

1 + sin x

1

x3
=

1

2

olduǧuna göre, (2.16) dan dolayı

lim
x→0

(
1 + tan x

1 + sin x
)

1
sin3 x = e

1
2

bulunur.

(j) u(x) = cosh 2x
cosh x

, v(x) = 1
x2 fonksiyonları ic.in;

lim
x→0

u(x) = lim
x→0

e2x + e−2x

ex + e−x
= 1, lim

x→0
v(x) = +∞

ve

lim
x→0

(u(x) − 1)v(x) = lim
x→0

e2x + e−2x − (ex + e−x)

ex + e−x

1

x2

[e2x + e−2x − (ex + e−x) = e2x + e−2x − 2 − (ex + e−x − 2)

= e−2x(e2x − 1)2 − e−x(ex − 1)2]

= lim
x→0

e−2x(e2x − 1)2 − e−x(ex − 1)2

x2(ex + e−x)

= lim
x→0

[(
e2x − 1

x
)2e−2x − (

ex − 1

x
)2e−x]

1

ex + e−x

= [lim
x→0

(
e2x − 1

x
)2 lim

x→0
e−2x − lim

x→0
(
ex − 1

x
)2 lim

x→0
e−x]. lim

x→0

1

ex + e−x

[x → 0 iken e2x − 1∼2x ve ex − 1∼x olduǧuna göre, lim
x→0

e2x − 1

x
=

lim
x→0

2x

x
= 2, lim

x→0

ex − 1

x
= lim

x→0

x

x
= 1] = (221 − 121) 1

1+1
= 3

2
olduǧuna

göre, (2.16) dan dolayı

lim
x→0

(
cosh 2x

cosh x
)

1
x2 = e

3
2

bulunur.
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(k) u(x) = ax+bx

2
, v(x) =

1

x
fonksiyonları ic.in lim

x→0
u(x) = 1, lim

x→0
v(x) =

∞ ve

lim
x→0

(u(x) − 1)v(x) = lim
x→0

ax + bx − 2

2x
= lim

x→0

ax − 1

2x
+ lim

x→0

bx − 1

2x

[x → 0 iken ax−1∼x ln a ve bx−1∼x ln b] = lim
x→0

x ln a
2x

+lim
x→0

x ln b
2x

= ln
√

ab

olduǧuna göre, (2.16) dan dolayı

lim
x→0

(
ax + bx

2
)

1
x = eln

√
ab =

√
ab

bulunur.

(l) x − a = t deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → a⇔t → 0 olur. O

halde,

lim
x→a

ax − xa

x − a
= lim

t→0

aa+t − (a + t)a

t
= aa lim

t→0

at − (1 + t
a
)a

t

= aa(lim
t→0

at − 1

t
− lim

t→0

(1 + t
a
)a − 1

t
)

[t → 0 iken at − 1∼t ln a ve (1 + t
a
)a∼t]

= aa(lim
t→0

t ln a

t
− lim

t→0

t

t
) = aa(ln a − 1) = aa ln

a

e
bulunur.

(m) log(x + h) + log(x − h) − 2 log x = log(1 − h2

x2 ) olduǧunda

lim
h→0

log(x + h) + log(x − h) − 2 log x

h2
= lim

h→0

1

h2
log(1 − h2

x2
)

= lim
h→0

(− 1

x2
)(−x2

h2
) log(1 − h2

x2
)

= − 1

x2
lim
h→0

log(1 − h2

x2
)
−x2

h2 .

h2

x2 = t deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, h → 0⇔t → 0 olur.

lim
h→0

(
log(x + h) + log(x − h) − 2 log x

h2
) = − 1

x2
lim
t→0

log(1 + t)
1
t = − log e

x2
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bulunur.

(n) lim
x→0

1−cosα x
x2 = lim

x→0

(1+(cos x−1))α−1
cos x−1

1−cos x
x2 [x → 0 iken (1 + (cos x −

1))α − 1∼α(cos x − 1), 1 − cos x∼1
2
x2 olduǧuna göre önerme 2.4.54’ ten

dolayı]

= lim
x→0

α(cos x − 1)

cos x − 1
lim
x→0

1
2
x2

x2
=

α

2
.

(o) x → 0 iken ax − 1∼x ve (k) yı kullanırsak

lim
x→0

ex2 − (cos x)
√

2

x2
= lim

x→0

ex2 − 1

x2
+ lim

x→0

1 − (cos x)
√

2

x2
= 1 +

√
2

2

bulunur.

(p) u(x) = 1+sin x cos αx
1+sin x cos βx

, v(x) = cot3 x fonksiyonları ic.in lim
x→0

u(x) = 1,

lim
x→0

v(x) = ∞ ve

lim
x→0

(u(x) − 1)v(x) = lim
x→0

cos αx − cos βx

1 + sin x cos βx

cos3 x

sin2 x

= lim
x→0

cos αx − 1 + 1 − cos βx

1 + sin x cos βx

cos3 x

sin2 x

[x → 0 iken cos αx∼1− α2

2
x2+o(x2), cos βx∼1− β2

2
x2+o(x2), cos x∼1−

1
2
x2 + o(x2), sin2 x∼x2 + o(x2)]

= lim
x→0

−α2

2
x2 + β2

2
x2 + o(x)

1 + (x + o(x))(1 − β2

2
x2 + o(x2))

(1 − 1
2
x2 + o(x2))3

x2 + o(x2)

= lim
x→0

β2−α2

2
x2 + o(x2)

x2 + o(x2)
=

β2 − α2

2

bulunur.

(q) lim
x→1

sin(πxα)
sin(πxβ)

= lim
x→1

sin π((xα−1)+1)
sin π((xβ−1)+1)

= lim
x→1

sin π(xα−1)
sin π(xβ−1)

[x → 1 iken sin π(xα − 1)∼π(xα − 1), sin π(xβ − 1)∼π(xβ − 1)]

= lim
x→1

π(xα − 1)

π(xβ − 1)
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[x − 1 = t deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → 1⇔t → 0 olur].

lim
t→0

((1 + t)α − 1)

((1 + t)β − 1)
= lim

t→0

αt + o(t)

βt + o(t)
=

α

β

bulunur.

(r) t = sin2(π2x) deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → 1⇔t → 0 olur.

Bu durumda, cos(π2x) =
√

1 − t olduǧuna göre,

lim
x→1

sin2(π2x)

ln(cos(π2x))
= lim

t→0

t

ln(
√

1 − t)
= 2 lim

t→0

t

ln(1 − t)

= −2 lim
t→0

1

ln(1 − t)
−1
t

= −2
1

ln e
= −2

bulunur.

(s) x − a = t deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → a⇔t → 0 olur. O

halde,

lim
x→a

xα − aα

xβ − aβ
= lim

t→0
aα−β

(1 +
t

a
)α − 1

(1 +
t

a
)β − 1

= aα−β lim
t→0

α
t

a
+ o(t)

β
t

a
+ o(t)

=
α

β
aα−β

bulunur.

(t) ax+h +ax−h − 2ax = ax−h(a2h +1− 2ah) = ax−h(ah − 1)2 olduǧuna

göre,

lim
h→0

ax+h + ax−h − 2ax

h2
= lim

h→0
ax−h(

ah − 1

h
)2

= lim
h→0

ax−h(lim
h→0

ah − 1

h
)2 = ax(ln a)2 = ax ln2 a

bulunur.

(u) u(x) = ax+1+bx+1+cx+1

a+b+c
, v(x) = 1

x
fonksiyonu ic.in

lim
x→0

u(x) = 1, lim
x→0

v(x) = ∞
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ve

lim
x→0

(u(x) − 1)v(x) =
1

a + b + c
lim
x→0

a
ax − 1

x
+ b

bx − 1

x
+ c

cx − 1

x

=
1

a + b + c
(a ln a + b ln b + c ln c) =

ln aabbcc

a + b + c

olduǧuna göre, (2.16) dan dolayı

lim
x→0

(
ax+1 + bx+1 + cx+1

a + b + c
)

1

x = e

ln aabbcc

a2 + b2 + c2 = (aabbcc)

1

a + b + c

bulunur.

(v) u, v : N → R, u(n) = cos
x√
n

, v(n) = n fonksiyonları (dizileri) ic.in

lim
N	n→∞

u(n) = 1,

lim
N	n→∞

v(n) = +∞
ve

lim
N	n→∞

(u(x) − 1)v(x) = lim
N	n→∞

(cos x√
(n)

− 1)n

[N � n → ∞ iken cos x√
n

− 1 = −1

2

x2

n
+ o(

1

n
)]

= lim
N	n→∞

(−1

2

x2

n
+ o(

1

n
))n = −x2

2

olduǧuna göre, (2.16) dan dolayı lim
x→∞

cosn( x√
n
) = e

−x2

2 bulunur.

(w) lim
x→+∞

ln(1 + 2x) ln(1 + 3
x
) = lim

x→+∞
(x ln 2 + ln(1 + 2−x) ln(1 + 3

x
))

[x → +∞ iken ln(1 + 2−x) = 2−x + o(2−x) ve ln
(
1 + 3

x

)
= 3

x
+ o( 1

x
)]

= lim
x→+∞

(x ln 2 + 2−x + o(2−x))(
3

x
+ o(

1

x
))

= lim
x→+∞

(3 ln 2 +
3

x2−x
+

3

x
o(2−x) + x ln 2o(

1

x
) + 2−xo(2−x) + o(2−x)o(

1

x
))

= 3 ln 2 = ln 8
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bulunur.

(x) x − x0 = t deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak; x → x0⇔t → 0 olur.

O halde, ln(1 + t
x0

) =
t

x0

+ o(t) olacaǧından

lim
x→x0

loga x − loga x0

x − x0

= lim
x→x0

loga(1 + t
x0

)

t
= lim

t→0

ln(1 + t
x0

)

t ln a

= lim
t→0

t
x0

+ o(t)

t ln a
=

1

x0 ln a

bulunur.

(y) xε = t deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → 1⇔t → 0 olur. O

halde,

lim
x→+∞

loga x

xε
=

1

ε
lim

t→+∞
loga t

tε

olur. lim
n→∞

loga n

nε
= 0 olduǧuna göre, lim

t→∞
loga(n + 1)

nε
= 0 ⇒< ∀ε > 0

ic.in ∃nε ∈ N ∀n > nε ic.in

0 <
loga(n + 1)

n
< ε

olur. t > nε ve n = [[ t ]] olsun. Bu durumda, n > nε

ve n ≤ t < n + 1 olacaǧından,

0 <
loga t

t
<

loga(n + 1)

n
< ε

bulunur. Buradan, lim
t→+∞

loga t

t
= 0 ⇒ lim

t→+∞
loga x

xε
= 0 olduǧu anlas.ılır.�

(22) As.aǧıdaki es.itliklerin doǧruluǧunu gösteriniz.

(a) lim
t→+∞

arctan x =
π

2
; (b) lim

t→−∞
arctan x = −π

2
;

(c) lim
t→+∞

arccotx = 0; (d) lim
t→−∞

arccotx = π;

C. özüm: (a) ∀ε ∈ (0, π
2
) sayısı verilmis. olsun. O halde,

x > tan(
π

2
− ε) = δε ⇒ arctan x >

π

2
− ε
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olur. Böylece, ∀0 < ε <
π

2
ic.in ∃δε = tan(

π

2
− ε) > 0 öyleki ∀x > δε

ic.in 0 < π
2

− arctan x < ε ⇒ lim
x→+∞

arctan x =
π

2
bulunur.

(b) lim
x→−∞

arctan x = [x = −t ⇒ x → −∞ ⇔ t → +∞]

= − lim
t→+∞

arctan t = −π

2
bulunur.

(c) ∀x ∈ R ic.in arccotx = π
2

− arctan x oldug̃undan,

lim
x→+∞

arccotx = lim
x→+∞

(
π

2
− arctan x) =

π

2
− π

2
= 0

bulunur.

(d) Benzer s.ekilde,

lim
x→−∞

arccotx = lim
x→−∞

(
π

2
− arctan x) =

π

2
− lim

x→−∞
arctan x

=
π

2
− (−π

2
) = π

bulunur. �

(23) As.aǧıdaki önermelerin doǧruluǧunu gösteriniz.

(a) x → 0 iken sinh x = x + o(x) dir;

(b) x → 0 iken cosh x = 1 + 1
2
x2 + o(x2) dir;

(c) x → 0 iken tanh x = x + o(x) dir.

C. özüm: (a) x → 0 iken ex = 1 + x + o(x) olduǧuna göre,

lim
t→0

sinh x

x
= lim

t→0

ex − e−x

2x
= lim

t→0
e−x e2x − 1

2x

lim
t→0

e−x 2x + o(x)

2x
= 1

bulunur. Buradan, (a) nın doǧruluǧu anlas.ılır.

(b) (a) ya göre

lim
t→0

cosh x − 1

x2
= lim

t→0

2 sinh2 x

2
x2

= lim
t→0

1

2

(sinh x
2

x
2

)2

=
1

2
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bulunur. Buradan, da (b) nin doǧruluǧu anlas.ılır.

(c) x → 0 iken sinh x = x + o(x) ve lim
x→0

cosh x = 1 olduǧuna göre;

lim
x→0

tanh x

x
= lim

x→0

sinh x

x
.

1

cosh x
= lim

x→0

x + o(x)

x

1

cosh x
= 1

bulunur. Buradan, (c) nin doǧruluǧu anlas.ılır. �

(24) As.aǧıdaki limitleri hesaplayınız

(a)lim
x→0

arcsin x

x
; (b) lim

x→0

arcsin ax

x
(a �= 0);

(c) lim
x→0

arctan ax

x
, (a �= 0); (d) lim

x→0

tan x

arcsin 3x
;

(e) lim
x→0

arctan(x2 + 3x)

arcsin 2x
; (f) lim

x→0+

arccos (1 − x)√
x

;

(g) lim
x→0+

√
ex2 − 1

arcsin x
; (h) lim

x→0

( arcsin x

arctan x

) 1

x2 ;

(i) lim
x→1−

arccos x√− ln x
; (j) lim

x→0

arcsin x − arctan x

x3
;

(k) lim
x→0

arctan(a + x) − arctan a

x
; (l) lim

x→−∞
arcsin(

√
x2 + x + x);

(m) lim
x→∞

sin π
√

n2 + 1; (n) lim
n→∞

sin2 π
√

n2 + n;

(o) lim
x→0+

1

1 + e

1

x

; (p) lim
x→0−

1

1 + e
1
x

; (q) lim
x→0

sinh2 x

ln cosh 3x
.

C. özüm: (a) t = arcsin x deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → 0 ⇔
t → 0 olur. O halde,

lim
x→0

arcsin x

x
= lim

x→0

t

sin t
= 1
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bulunur.

(b) lim
x→0

arcsin ax
x

= lim
x→0

arcsin ax
ax

a = a .

(c) lim
x→0

arctan ax
x

= lim
x→0

arctan ax
ax

a = lim
x→0

arctan ax
tan(arctan ax)

a = lim
t→0

t
tan t

a = a .

(d) (b)’den x → a iken arcsin 3x ∼ 3x bulunur. O halde, x → 0 iken

tan x ∼ x olduǧuna göre,

lim
x→0

tan x

arcsin 3x
= lim

x→0

x

3x
=

1

3

bulunur.

(e) x → 0 iken arctan(x2 + 3x) ∼ x2 + 3x ve arcsin 2x ∼ 2x olduǧuna

göre,

lim
x→0

arctan x2 + 3x

arcsin 2x
= lim

x→0

x2 + 3x

2x
= lim

x→0

x + 3

2
=

3

2
.

(f) t = arccos(1 − x) deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → 0+ ⇔
t → 0+ olur. Bu durumda,

lim
x→0+

arccos(1 − x)√
x

= lim
t→0+

t√
1 − cos t

= lim
t→0+

t√
2 sin t

2

= lim
t→0+

t√
2 t

2

=
2√
2

=
√

2 .

(g)

lim
x→0−

√
ex2 − 1

arcsin x
= lim

x→0−

√
x2 + o(x2)

x
= lim

x→0−

| x | √1 + o(x)

x

= − lim
x→0−

√
1 + o(x) = −1

(h) u(x) =
arcsin x

arctan x
, v(x) =

1

x2
fonksiyonları ic.in

lim
x→0

u(x) = lim
x→0

arcsin x

arctan x
= lim

x→0

1

1
= 1, lim

x→0
v(x)

= lim
x→0

1

x2
= +∞
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olur. S. imdi lim
x→0

[u(x) − 1]v(x) limitini bulalım. t = arcsin x − arctan x

deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → 0 ⇔ t → 0 olur. O halde, t → 0

iken tan t ∼ t olduǧuna göre,

t ∼ tan t ⇒ arcsin x − arctan x ∼ tan(arcsin x − arctan x)

=
tan (arcsin x) − tan (arctanx)

1 + tan (arcsin x) tan (arctan x)

=

x

cos (arcsin x)
− x

1 +
x2

cos (arcsin x)

=

x√
1 − x2

− x

1 +
x2

√
1 − x2

=
x(1 − √

1 − x2)

x2 +
√

1 − x2

=
xx2

(x2 +
√

1 − x2)(1 +
√

1 − x2)
∼ x3

2

bulunur. Buna göre,

lim
x→0

u[(x) − 1]v(x) = lim
x→0

arcsin x − arctan x

x2 arctan x
= lim

x→0

x3

2
x2x

=
1

2

olduǧundan (2.16) dan dolayı = lim
x→0

(
arcsin x

arctan x
)

1
x2 = e

1
2

(i) t = − ln x deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → 1− ⇔ t → 0+ olur.

O halde,

lim
x→1−

arccos x√− ln x
= lim

t→0+

arccos e−t

√
t

= lim
t→0+

arccos(1 − (1 − e−t))√
1 − e−t

√
1 − e−t√

t
=

[t → 0+ iken 1 − e−t ∼ t ve (f) den dolayı arccos(1 − (1 − e−t)) ∼
√

2
√

1 − e−t] = lim
t→0+

√
2
√

1 − e−t

√
1 − e−t

√
t√
t

=
√

2 bulunur.

(j) (h) den görüldügü gibi x → 0 iken arcsin x − arctan x ∼ x3

2
dir.
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Buna göre,

lim
x→0

arcsin x − arctan x

x3
= lim

x→0

x3

2
x3

=
1

2
.

(k) t = arctan(a+x)−arctan a deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → 0 ⇔
t → 0 olur. O halde, (h) ye benzer olarak x → a iken arctan(a + x) −
arctan a ∼ tan(arctan(a + x) − arctan a) olduǧuna göre,

lim
x→0

arctan(a + x) − a arctan a

x
= lim

x→0

tan(arctan(a + x) − arctan a)

x

= lim
x→0

a + x − a

1 + a(a + x)

x

= lim
x→0

x

x(1 + aa + x)

= lim
x→0

1

1 + a(a + x)
=

1

1 + a2

bulunur.

(l) lim
x→−∞

arcsin(
√

x2 + x + x) = lim
x→−∞

arcsin x√
x2+x−x

= lim
x→−∞

arcsin
x

|x|(
√

1 + 1
x

− x
|x|)

= lim
x→−∞

arcsin
−1√

1 + 1
x

+ 1
= arcsin

−1

2
=

−π

6
.

(m) ∀n ∈ N ic.in

sin(π(
√

n2 + 1)) = sin(π(
√

n2 + 1 − n) + πn) = (−1)n sin(π(
√

n2 + 1 − n))

= (−1)n sin
π

π(
√

n2 + 1 + n)

ve x → 0 iken sin x∼x olduǧuna göre,

lim
n→∞

sin(π(
√

n2 + 1)) = lim
n→∞

(−1)n sin
π

π(
√

n2 + 1 + n)

= lim
n→∞

(−1)nπ

π(
√

n2 + 1 + n)
= 0
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bulunur.

(n) (l) ye benzer olarak;

lim
n→∞

sin2 π
√

n2 + n = lim
n→∞

sin2 (π(
√

n2 + n − n))

= lim
n→∞

sin2 πn

n(
√

n2 + n + n)

= lim
n→∞

sin2 π√
1 + 1

n
+ 1

= 1

bulunur.

(o) t = 1
x

deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → 0+⇔t → +∞ olur. Bu

durumda,

lim
x→0+

1

1 + e
1
x

= lim
t→+∞

1

1 + et
=

1

1 + ∞ = 0

bulunur.

(p) t = 1
x

deǧis.ken deǧis.tirmesi yaparsak, x → 0−⇔t → −∞ olur. Bu

durumda,

lim
x→0−

1

1 + e
1
x

= lim
t→−∞

1

1 + et
=

1

1 + 0
= 1

bulunur.

(q) x → 0 iken sinh x = x+o(x) ve cosh 3x∼1+ 9
2
x2 +o(x2) olduǧuna

göre,

lim
x→0

sinh2 x

ln cosh 3x
= lim

x→0

(x + o(x))2

ln(1 + 9
2
x2 + o(x2))

t → 0 iken ln(1 + t) = t + o(t)]

= lim
x→0

(x + o(x))2

9
2
x2 + o(x2)

= lim
x→0

(1 + o(x2)
x

)2

9
2

+ o(x2)
x2

=
2

9

bulunur. �

(25) Eǧer, f : (a, +∞) → R fonsiyonu her sonlu (a, b) aralıg̃ı üzerinde sınırlı

ise,
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(a) lim
x→+∞

f(x)
x

= lim
x→+∞

(f(x + 1) − f(x),

(b) ∀x ∈ (a, +∞) ic.in f(x) ≥ c > 0

olduǧunda lim
x→+∞

(f(x))
1
x = lim

x→+∞
f(x+1)

f(x)
olduǧunu ispatlayınız.

C. özüm: İspatı okuyucuya bırakılmıs.tır. �

(26) Problem (25) ten yararlanarak as.aǧıdaki limitleri hesaplayınız.

(a) lim
x→+∞

(ln x)
1
x ; (b) lim

x→+∞
( 1

1+x
)

1
x+1 ; (c) lim

x→+∞
ln(1+4x)

x
.

C. özüm: (a) Problem (25) (b) den dolayı;

lim
x→+∞

(ln x)
1
x = lim

x→+∞
ln(x + 1)

ln x
= lim

x→+∞
ln x(1 +

1

x
)[ln x]−1

= lim
x→+∞

[ln x + ln(1 +
1

x
)][ln x]−1

= lim
x→+∞

(1 +
ln(1 + 1

x
)

ln x
)

= 1 + lim
x→+∞

ln(1 + 1
x
)

ln x

= 1 + lim
x→+∞

ln(1 +
1

x
)ln x

u(x) = 1+ 1
x
, v(x) = ln x fonksiyonları ic.in lim

x→+∞
u(x) = 1, lim

x→+∞
v(x) =

+∞ ve lim
x→+∞

[u(x) − 1]v(x) = lim
x→+∞

ln x
x

olur.

lim
x→+∞

ln x

x
= 0

olduǧuna göre, lim
x→+∞

[u(x) − 1]v(x) = 0 olur. Bu durumda, (2.16) dan

dolayı

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)ln x
= e0 = 1 ⇒ lim

x→+∞
ln(1 +

1

x
)ln x

= ln 1 = 0 ⇒ lim
x→+∞

(ln x)
1
x = 1
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bulunur.

(b) (a) ya benzer olarak

lim
x→+∞

(
1

1 + x
)

1
x+1 = lim

t→+∞
(
1

t
)

1
t = lim

t→+∞

1

t + 1
1

t

= lim
t→+∞

t

t + 1
= 1

(c) Problem (25) (a) dan dolayı

lim
x→+∞

ln(1 + 4x)

x
= lim

x→+∞
[
ln(1 + 4x+1) − ln(1 + 4x)

]
= lim

x→+∞
ln

1 + 4x+1

1 + 4x
= lim

x→+∞
ln

1
4x + 4
1
4x + 1

= ln 4

bulunur. �

(27) As.aǧıdaki fonksiuyon c.iftinin hangisi x → 0 iken aynı mertebedendir.

(a) f(x) = ex, g(x) = 10 + x;

(b) f(x) =
5

x
, g(x) =

1

ln(1 + x)
;

(c) f(x) = x(2 + sin 1
x
), g(x) = x;

(d) f(x) = x2, g(x) = x.

C. özüm: (a) lim
x→0

g(x)

f(x)
= lim

x→0

10 + x

ex
=

10 + 0

1
= 10

olduǧuna göre, x → 0 iken ex � 10 + x dir.

(b) lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

5 ln(1 + x)

x
= 5 lim

x→0
ln(1 + x)

1
x = 5

olduǧuna göre, x → 0 iken
5

x
� 1

ln(1 + x)
dir.

(c) ∀x ∈ R\{0} ic.in∣∣∣f(x)

g(x)

∣∣∣ = |2 + sin 1
x
| ≤ 2 + | sin 1

x
| ≤ 3
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olduǧuna göre, x → 0 iken f, g ye göre sınırlıdır. Yani, ∀x ∈ R\{0}
ic.in |f(x)| ≤ 3|g(x)| dir. Öte yandan, ∀x ∈ R\{0} ic.in∣∣∣f(x)

g(x)

∣∣∣ = |2 + sin 1
x
| ≥ 2 − | sin 1

x
| ≥ 1

olduǧuna göre, aynı x ler ic.in |g(x)| ≤ |f(x)| olur. Demek ki, x → 0

iken

x(2 + sin 1
x
) � x

dir.

(d) ∀c ∈ R+ sayısı ic.in |x| ≤ c|x2| es.itsizliǧi x = 0 noktasının hic. bir

koms.uluǧunda sǎlanamaz. Bu nedenle g(x) = x fonksiyonu f(x) = x2

fonksiyonuna göre sınırlı deǧildir. Dolayısıyla, x ve x2 fonksiyonları

aynı mertebeli fonksiyonlar deǧillerdir. �

(28) As.aǧıda verilen fonksiyonların sonsuz küc.ük olması ic.in α ve β ne ol-

malıdır?

(a) x → ∞ iken f(x) =
x2(x − 1)

(x + 1)2
− αx − β;

(b) x → +∞ iken f(x) =
√

4x2 + x + 1 − αx − β;

(c) x → ∞ iken f(x) = (x + 4)e
1
x − αx − β;

(d) x → ∞ iken f(x) = xα sin 1
xβ .

C. özüm: (a) f(x) =
x2(x − 1) − (αx + β)(x + 1)2

(x + 1)2

=
(1 − α)x3 − (1 + 2α + β)x2 − (α + 2β)x − β

x2 + 2x + 1

dir. lim
x→∞

f(x) = 0 olması ic.in payın derecesi paydanın derecesinden

küc.ük olmalıdır. Bu nedenle, 1 − α = 0 ve 1 + 2α + β = 0 ,yani α = 1

ve β = −3 olduǧunda x → 0 iken f(x) =
x2(x − 1)

(x + 1)2
− x + 3 fonksiyonu

sonsuz küc.ük bir fonksiyondur. Yani, x → 0 iken f(x) = o(1) dir.
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(b) f(x) = 2x
√

1 + 1
4x

+ 1
4x2 − αx − β =

[t → 0 iken (1 + t)α = 1 + αt + o(t2) olduǧuna göre]

= 2x
(
1 +

1

8x
+

1

8x2

)
+ o( 1

x2 ) − αx − β

=
1

4
− β + (2 − α)x + xo( 1

x2 )

olduǧuna göre, lim
x→∞

f(x) = 0 olması ic.in
1

4
− β = 0 ve 2 − α = 0,

yani α = 2 ve β =
1

4
olmalıdır. Demek ki, x → ∞ iken f(x) =

√
4x2 + x + 1 − 2x − 1

4
= o(1) dir.

(c) t → 0 iken et = 1 + t + o(t) olduǧuna göre, x → ∞ iken

f(x) = (x + 4)e
1
x − αx − β

= (x + 4)(1 +
1

x
+ o( 1

x
)) − αx − β

= 5 − β + (1 − α)x +
4

x
+ o( 1

x
)

olduǧuna göre, lim
x→∞

f(x) = 0 olması ic.in α = 1 ve β = 5 olmalıdır.

Dolayısıyla, x → ∞ iken f(x) = (x + 4)e
1
x − x − 5 = o(1) dir.

(d) ∀x ∈ R\{0} ve ∀β ∈ R ic.in

|f(x)| = |xα sin 1
xβ |

= |xα|.| sin 1
xβ | ≤ |xα|

olduǧuna göre, lim
x→0

f(x) = 0 olması ic.in α > 0 olmalıdır. Dolayısıyla,

α > 0 ve β herhangi bir reel sayı olmak üzere, x → ∞ iken f(x) = o(1)

dir. α = 0 durumunda

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

sin 1
xβ = 0

olması ic.in β < 0 olmalıdır.
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S. imdi α < 0 olsun. Bu durumda, lim
x→0

f(x) = 0 olması ic.in x → 0 iken

sin 1
xβ fonksiyonunun limiti var ve sıfır olmalıdır. Bu nedenle β < 0

olmalıdır. Bu durumda, x → 0 iken

xα. sin 1
xβ = xα. sin x−β ∼ xα(x−β + o(x−2β))

= xα−β + xα.o(x−2β)

bulunur. Buradan görüldüǧü gibi α < 0 ve β < 0 durumunda, lim
x→0

f(x) =

0 olması ic.in α > β olmalıdır. Dolayısıyla, α > 0 ve β herhangi bir reel

sayı olduǧunda, x → 0 iken f(x) = o(1) dir; α ≤ 0, β < 0 ve α > β

olduǧunda, x → 0 iken f(x) = o(1) sonuc.larının doǧruluǧu anlas.ılır. �

(29) As.aǧıda verilen fonksiyonların x = 0 noktasında sıc.ramasını (Bkz.

Tanım 2.4.37) bulunuz.

(a) f(x) = sin 1
x
; (b) f(x) =

1

x2
cos2 1

x
;

(c) f(x) =
1

π
arctan 1

x
; (d) f(x) = x(2 + sin 1

x
).

C. özüm: (a) ∀ε > 0 ic.in

d(f(
◦
U ε (0))) = sup{ |f(x) − f(y)| : x, y ∈ ◦

U ε (0)}
= sup{ f(x) : x ∈ ◦

U ε (0)}
− inf{ f(x) : x ∈ ◦

U ε (0)}
= sup{ sin 1

x
: x ∈ ◦

U ε (0)}
− inf{ sin 1

x
: x ∈ ◦

U ε (0)}
= 1 − (−1) = 2

olduǧuna göre,

Ω(f, 0) = inf{ d(f(
◦
U ε (0))) : ε > 0 }

= inf{ 2 : ε > 0 } = 2
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bulunur.

(b) ∀ε > 0 ic.in inf{ 1

x2
cos2 1

x
: x ∈ ◦

U ε (0) } = 0 olduǧuna göre,

d(f(
◦
U ε (0))) = sup{ 1

x2
cos2 1

x
: x ∈ ◦

U ε (0) }

− inf{ 1

x2
cos2 1

x
: x ∈ ◦

U ε (0) }

= sup{ 1

x2
cos2 1

x
: x ∈ ◦

U ε (0)

bulunur. k ∈ Z(ε) = { k ∈ Z : |k|π >
1

ε
} olmak üzere buradan aynı

k lar ic.in

d(f(
◦
U ε (0))) ≥ sup{ 1

x2
cos2 1

x
:

1

|k|π ≤ |x| < ε }

= sup{k2π2 :
1

|k|π ≤ |x| < ε}
olduǧu anlas.ılır. Dolayısıyla,

Ω(f, 0) = inf{ d(f(
◦
U ε (0))) : ε > 0 } = +∞

bulunur.

(c) ∀ε > 0 ic.in

d(f(
◦
U ε (0))) = sup{ 1

π
arctan 1

x
: x ∈ ◦

U ε (0) }

− inf{ 1

π
arctan 1

x
: x ∈ ◦

U ε (0) }

=
1

π

π

2
− 1

π
(−π

2
) = 1

olduǧuna göre,

Ω(f, 0) = inf{ d(f(
◦
U ε (0))) : ε > 0 } = 1

bulunur.

(d) ∀ε > 0 ic.in

d(f(
◦
U ε (0))) = sup{x(2 + sin 1

x
) : x ∈ ◦

U ε (0) }
− inf{x(2 + sin 1

x
) : x ∈ ◦

U ε (0) }
≤ 3ε − (−ε) = 4ε
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olduǧuna göre,

Ω(f, 0) = inf{ d(f(
◦
U ε (0))) : ε > 0 } = 0

bulunur. �

(30) As.aǧıda verilen fonksiyonların lim
x→0

f(x) ve lim
x→0

f(x) limitlerini bulunuz.

(a) f(x) =
sgnx

x2 + 1
; (b) f(x) = e

1
x (x2 + 4x + 1);

(c) f(x) = sin2 1
x

+
2

π
arctan 1

x
.

C. özüm: (a) ∀x ∈ R ic.in

0 ≤ | sgnx

1 + x2
| =

1

1 + x2
≤ 1

olduǧu ac.ıktır. xn ∈ R+, n = 1, 2 . . . ve lim
n→∞

xn = 0 kos.ullarını

saǧlayan (xn) dizisi ic.in

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

sgnxn

x2
n + 1

= lim
n→∞

1

x2
n + 1

= 1

ve yn ∈ R−, n = 1, 2, . . . ve lim
n→∞

yn = 0 kos.ullarını saǧlayan (yn) dizisi

ic.in

lim
n→∞

f(yn) = lim
n→∞

sgnyn

y2
n + 1

= lim
n→∞

−1

y2
n + 1

= −1

olduǧuna göre,

lim
x→0

sgnx

x2 + 1
= −1, lim

x→0

sgnx

x2 + 1
= 1

bulunur.

(b) ∀x ∈ [−2 +
√

3, 2 − √
3] ic.in

0 ≤ f(x) = e
1
x (x2 + 4x + 1) = e

1
x ((x + 2)2 − 3) < +∞
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olduǧu ac.ıktır. xn ∈ [−2 +
√

3, 0), n = 1, 2, . . . ve lim
n→∞

xn = 0

kos.ullarını saǧlayan (xn) dizisi ic.in

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

e
1

xn (x2
n + 4xn + 1)

= lim
n→∞

e
1

xn lim
n→∞

(x2
n + 4xn + 1) = 0.1 = 0

ve yn ∈ (0, 2 − √
3] n = 1, 2, . . . ve lim

n→∞
yn = 0 kos.ullarını saǧlayan (yn)

dizisi ic.in

lim
n→∞

f(yn) = lim
n→∞

e
1
yn (y2

n + 4yn + 1)

= lim
n→∞

e
1
yn lim

n→∞
(y2

n + 4yn + 1) = +∞.1 = +∞

olduǧuna göre,

lim
x→0

e
1
x (x2 + 4x + 1) = 0, lim

x→0
e

1
x (x2 + 4x + 1) = +∞

bulunur.

(c) ∀x ∈ R\{0} ic.in 0 ≤ sin2 1
x

≤ 1 olduǧuna göre, x = xn =

− 1

nπ
, n ∈ N olmak üzere

inf{ sin2 1
x

: x ∈ R\{0} } = sin2 1
xn

= 0

ve x = yn =
1

π(1 + 2n)
, n ∈ N olmak üzere

sup{ sin2 1
x

: x ∈ R\{0} } = sin2 1
yn

= 0

bulunur. Öte yandan,

lim
n→∞

2

π
arctan 1

xn
= −1 ve lim

n→∞
2

π
arctan 1

yn
= 1

olduǧuna göre,

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

(sin2 1
xn

+
2

π
arctan 1

xn
) = −1,

lim
n→∞

f(yn) = lim
n→∞

(sin2 1
yn

+
2

π
arctan 1

yn
) = 1
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bulunur. Dolayısıyla,

lim
x→∞

f(x) = lim
n→∞

(sin2 1
x

+
2

π
arctan 1

x
) = −1,

lim
x→∞

f(x) = lim
n→∞

(sin2 1
x

+
2

π
arctan 1

x
) = 1

olduǧu anlas.ılır. �

(31) As.aǧıda verilen fonksiyonların lim
x→∞

f(x) ve lim
x→∞

f(x) limitlerini bu-

lunuz.

(a) f(x) = sin2(x
√

2) + b2 cos2(x
√

2);

(b) f(x) =
(1 + 1

x
)x

2 + sin2 1
x

.

C. özüm: (a) ∀x ∈ R ic.in f(x) = 1 + (b2 − 1) cos2(x
√

2) olduǧu

ac.ıktır.

1. b2 = 1 ise, f(x) = 1 ⇒ lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

f(x) = 1 bulunur.

2. b2 > 1 olsun. xn =
nπ√

2
, n ∈ N olmak üzere

sup{ cos2(x
√

2) : x ∈ R } = cos2(xn

√
2) = 1

ve yn = (2n+1)π

2
√

2
, n ∈ N olmak üzere

inf{ cos2(x
√

2) : x ∈ R } = cos2(yn

√
2) = 0

olduǧuna göre,

lim
x→∞

f(x) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

(1 + (b2 − 1) cos2(xn

√
2)) = b2

lim
x→∞

f(x) = lim
n→∞

f(yn) = lim
n→∞

(1 + (b2 − 1) cos2(yn

√
2)) = 1

bulunur.
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3. b2 < 1 olsun. Bu durumda, f(x) = b2 +(1 − b2) sin2(x
√

2) bic.iminde

yazarak 2. ye benzer olarak

lim
x→∞

f(x) = b2, lim
x→∞

f(x) = 1

bulunur. Böylece,

lim
x→∞

f(x) = min{1, b2}, lim
x→∞

f(x) = max{1, b2}

olduǧu anlas.ılır.

(b) ∀x ∈ R\{0} ic.in 2 ≤ 2 + sin2 1
x

≤ 3 olduǧu ac.ıktır. xn =
1

nπ
, n ∈

N olmak üzere

inf{ 2 + sin2 1
x

: x ∈ R\{0}} = 2 + sin2 1
xn

= 2

ve yn =
2

(2n + 1)π
, n ∈ N olmak üzere

sup{ 2 + sin2 1
x

: x ∈ R\{0}} = 2 + sin2 1
yn

= 3

olduǧuna göre,

lim
x→∞

f(x) = lim
n→∞

f(yn) = lim
n→∞

(1 + yn)
1
yn

2 + sin2 1
yn

= lim
n→∞

(1 + yn)
1
yn lim

n→∞
1

2 + sin2 1
yn

= e.
1

3
=

e

3
,

lim
x→∞

f(x) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

(1 + xn)
1

xn

2 + sin2 1
xn

= lim
n→∞

(1 + xn)
1

xn lim
n→∞

1

2 + sin2 1
xn

= e.
1

2
=

e

2

bulunur. �
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(32) a > 0 iken as.aǧıdaki önermelerin doǧru olduǧunu gösteriniz.

(a) ∀y ∈ R+ ve ∀α ∈ R ic.in loga(y
α) = α loga y dir.

(b) ∀x1, x2 ∈ R ic.in (ax1)x2 = ax1.x2 dir.

C. özüm: (a) Logaritmik fonksiyonunun 21 özelliǧinden yararlanarak

∀y1 > 0, y2 > 0, . . . , yn > 0 sayıları ic.in

loga(y1.y2 . . . yn) = loga y1 + loga y2 + . . . + loga yn

es.itliǧinin doǧruluǧu kolayca gösterilebilir. Buna göre, ∀y ∈ R+ ve

∀n ∈ N ic.in

loga(y
n) = loga (y.y . . . y)︸ ︷︷ ︸

n−kez

= loga y + loga y + . . . + loga y = n. loga y

olur. Dolayısıyla, ∀n ∈ N ic.in

loga(y
n) = n loga y (2.17)

es.itliǧi doǧrudur.

β = loga y ⇒ y = aβ ⇒ y−1 = a−β ⇒ loga(y)−1 = −β

ve dolayısıyla,

loga(y
−1) = − loga y (2.18)

bulunur. (2.17) ve (2.18) den dolayı ∀α ∈ Z ic.in

loga(y
α) = α loga y (2.19)

olduǧu anlas.ılır. ∀n ∈ Z\{0} ic.in (2.19) dan dolayı

loga y = loga(y
1
n )n = n loga y

1
n

olduǧuna göre aynı n ler ic.in

loga(y
1
n ) =

1

n
loga y (2.20)
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bulunur.

S. imdi ∀α =
m

n
∈ Q ic.in es.itliǧin doǧruluǧunu gösterelim. Önce (2.20)

dan ve sonra da (2.17) den yararlandıǧımızda

m

n
log ay = m loga(y

1
n ) = loga(y

1
n )m = loga(y

m
n ) (2.21)

olduǧu elde edilir. α ∈ R olsun. Üstel fonksiyonunun 3) özelliǧinden

dolayı lim
Q	r→α

yr = yα ve buna göre (Logaritmik fonksiyonun 31) özelliǧi

gereǧince) lim
Q	r→α

loga yr = loga yα olduǧu elde edilir. Öte yandan, ∀r ∈
Q ic.in loga yr = r loga y olduǧuna göre,

loga yα = lim
Q	r→α

loga yr = lim
Q	r→α

r loga y = α loga y

dir. Dolayısıyla, ∀y ∈ R+ ve ∀α ∈ R ic.in loga(y
α) = α loga y es.itliǧinin

doǧru olduǧu anlas.ılır.

(b) a = 1 durumunda, ∀α ∈ R ic.in 1α = 1 kabul edilir. Dolayısıyla,

bu durumda (b) önermesi doǧrudur.

a �= 1 durumunda, (a) dan dolayı

loga((a
x1)x2) = x2 loga(a

x1) = x2.x1 loga a

= x1.x2 = loga(a
x1.x2)

bulunur. Logaritmik fonksiyonun 41) özelliǧinden dolayı, buradan (ax1)x2 =

ax1.x2 es.itliǧinin doǧru olduǧu anlas.ılır. �

2.6 Ek Problemler

(33) ”ε − δ” yöntemiyle as.aǧıdaki es.itliklerin doǧruluǧunu gösteriniz.

(a) lim
x→2

(3x2 − 2) = 10; (b) lim
x→−1

2x + 1

x + 3
= −1

2
;

(c) lim
x→5

√
x + 4 = 3; (d) lim

x→−1

x3 − 1

x2 − 4x + 3
= −1

4
.
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(34) ”ε − δ” yöntemiyle as.aǧıdaki es.itliklerin doǧruluǧunu gösteriniz.

(a) lim
x→1−

x3 − 1

|x − 1| = −3; (b) lim
x→1+

x3 − 1

|x − 1| = 3;

(c) lim
x→1

2

(x − [[ x ]] ) =
1

2
; (d) lim

x→n−
(x − [[ x ]] ) = 1, (n ∈ Z);

(e) lim
x→n+

(x − [[ x ]] ) = 0, (n ∈ Z).

(35) ”ε − δ” yöntemiyle as.aǧıdaki es.itliklerin doǧruluǧunu gösteriniz.

(a) lim
x→∞

x − 1

3x + 2
=

1

3
; (b) lim

x→+∞
(
√

x2 + 1 − x) = 0.

(36) f : R\{0} → R, f(x) =
cos x

3 − 2
1

sin x

fonksiyonunun x = 0 noktasında saǧ

ve sol taraflı limitlerini bulunuz. x = 0 da limit var mıdır?

Cevap: f(0−) =
1

3
, f(0+) = 0, x = 0 noktasında limit yoktur.

(37) f : R → R, f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

ax + 1

x
, x > 1 ise,

2ax + bx

x + 1
, x ≤ 1 ise

fonksiyonunun x = 1 de limitinin olması ic.in a ve b ne olmalıdır?

Cevap: a herhangi bir reel sayı ve b = 2.

(38) f : R → R, f(x) =

{
cos(xπ

2
), |x| ≤ 1 ise,

a + |x − 1|, |x| > 1 ise

fonksiyonunun x = −1 de limitinin olması ic.in a ne olmalıdır?

Cevap: a = −2.

(39) f : R → R, f(x) =

{
x2, x-irrasyonel ise,

1, x-rasyonel ise

fonksiyonunun limitli olmadıǧı noktalar kümesini bulunuz.

Cevap: R\{−1, 1}.

(40)
(a) α(x) = 2x2; (b) α(x) = 3x; (c) α(x) =

√
[[ x ]] ;

(d) α(x) =
x

ln |x| ; (e) α(x) = 1 − cos x
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fonksiyonları ic.in x → 0 iken α(x) = o(x) es.itliǧinin doǧru olup ol-

madıǧını inceleyiniz.

Cevap: (a) 2x2 = o(x); (b) 3x �= o(x); (c)
√|x| �= o(x)

(d)
x

ln |x| = o(x); (e) 1 − cos x = o(x).

(41) (a) α(x) = sin2 x; (b) α(x) = x3; (c) α(x) = 1 − cos x;

fonksiyonları ic.in x → 0 iken α(x) = o(x2) es.itliǧinin doǧru olup ol-

madıǧını inceleyiniz.

Cevap: (a) sin2 x �= o(x2); (b) x3 = o(x2); (c) 1 − cos x �= o(x2).

(42) As.aǧıdaki limitleri hesaplayınız.

(a) lim
x→−1

x2 + x − 6

x2 − 3x + 2
; (b) lim

x→−2

x2 + x − 6

x2 − 3x + 2
;

(c) lim
x→∞

x2 + x − 6

x2 − 3x + 2
; (d) lim

x→5

4 − √
21 − x

3
√

x − 13 + 2
;

(e) lim
x→+∞

(
√

x2 + 5x + x); (f) lim
x→−∞

(
√

x2 + 5x + x);

(g) lim
x→+∞

x(
√

x2 + 1 + x); (h) lim
x→−∞

x(
√

x2 + 1 + x);

(i) lim
x→0

3 3
√

1 + x − 4 4
√

1 + x + 1

2 − 2
√

1 + x + x
; (j) lim

x→+∞

√
x2 + 4 − 4

√
4x4 + 1

x
;

(k) lim
x→−∞

√
x2 + 1 − 5

√
x5 + 2

x
(l) lim

x→+∞

√
x2 + 1 − 5

√
x5 + 2

x
;

(m) lim
x→∞

(x − 3)40(5x + 1)10

(3x2 − 2)25
; (n) lim

x→+∞

5
√

x + 4
√

x + 3
√

x
3
√

2x + 1
;

(o) lim
x→1

(1 − x) tan πx
2

; (p) lim
x→1

(
m

1 − xm
− n

1 − xn
), (m,n ∈ N);

(r) lim
x→2

2x − x2

x − 2
; (s) lim

x→1

sin(πxα)

sin(2πxβ)
, (β �= 0).

Cevap:

(a)−1; (b)
−1

3
; (c) 1; (d)

3

2
; (e) +∞;

(f) −5

2
; (g) +∞; (h) −1

2
; (i)

1

6
; (j) 1 − 4

√
4;
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(k) −2; (l) 0; (m)
510

325
; (n)

1
3
√

2
; (o)

2

π
;

(p)
m − n

2
; (r) 4 ln 2

e
; (s) − α

2β
.

(43) As.aǧıdaki önermelerin doǧruluǧunu gösteriniz.

(a) x → iken

1) cos(4x2 + x) = 1 − x2

2
+ o(x2);

2) 2x3+x2
= 1 + x2 ln 2 + o(x2);

3) ln cos(2x + x2) = −2x2 + o(x2);

4) 5ex−cos
√

|x| = 1 + (x +
|x|
2

) ln 5 + o(x).

(b) x → 0+ iken

1) sin2(5
√

x + x) = 25x + o(x); 2) e2x+
√

2 = 1 +
√

x + o(
√

x);

3) cosh
√

sin x = 1 +
x

2
+ o(x); 4) 3

√
cos

√
x = 1 − x

6
+ o(x);

(c) x → 2 iken

1) sin(x − 2)2 = (x − 2)2 + o((x − 2)2);

2) (3 − x)β = 1 + β(2 − x) + o(2 − x);

3) ln(x − 1) = x − 2 + o(x − 2);

4) tan(πx2) = π(x2 − 4) + o(x − 2);

5) 5
√

x − 1 − 7
√

x − 1 =
2

35
(x − 2) + o(x − 2);

6) xx − 4 = 4(1 + lnx)(x − 2) + o(x − 2).

(d) x → ∞ iken

1)
√

x2 + x − x =
1

2
+ o(1); 2) 3

√
x3 + x − x =

1

3x
+ o( 1

x
);

3) sin 1
3√

x2
=

1
3
√

x2
+ o( 1

3√
x2

); 4) sinh 1
3√x

=
1
3
√

x
+ o( 1

3√x
);

(44) As.aǧıdaki limitleri hesaplayınız.

(a) lim
x→0

x − sin 2x

x + sin 3x
; (b) lim

x→0

cos x − cos 3x

x2
;

(c) lim
x→π

3

sin(x − π
3
)

1 − 2 cos x
; (c.) lim

x→0

√
cos x − 3

√
cos x

sin2 x
;
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(d) lim
x→0+

1 − √
cos x

sin4(3
√

x)
; (e) lim

x→π
2

sin x + 2 cot x

(π − x) sin x
2

;

(f) lim
x→0

cos x − sin x + 1

cos x + sin x + 1
; (g) lim

x→π
4

sin x − cos x

1 − tan3 x
;

(ǧ) lim
x→π

2

1 − sin x

(π
2

− x)2
; (h) lim

x→0

cos 3x3 − 1

sin6 2x
;

(ı) lim
x→π

4

cot 2x. cot(π
4

− x); (i) lim
x→π

1 − cos x cos 2x cos 3x

1 − cos x
;

(j) lim
x→0

tan2 x√
2 − √

1 + cos x
; (k) lim

x→0

3
√

cos 4x − 3
√

cos 5x

1 + cos x
;

(l) lim
x→π

2

4
√

sin x − 3
√

sin x

cos2 x
; (m) lim

x→0

1 + sin x − cos x

1 + sin px − cos px
;

(n) lim
x→a

cos x − cos a

x − a
; (o) lim

x→a

cot x − cot a

x − a
, (a �= kπ, k ∈ Z);

(ö) lim
x→1

cos 3πxα

2

ln(2x − 7
√

x)
; (p) lim

x→π

1 + sin x + cos x
3
√

πx2 − π
;

(r) lim
x→π

esin x − esin 2x

3
√

πx2 − π
; (s) lim

x→−2

tan πx

x + 2
;

(s.) lim
x→0

3
√

1 − 3x − √
1 − 2x

cos π+x
2

; (t) lim
x→π

ln sin x
2

3
√

x − 3
√

π
;

(u) lim
x→2

ln cos πx√
x2 + 4 − √

4x
; (ü) lim

x→+∞
(x − ln cosh x);

(v) lim
x→0+

ln(ex2
+ 2

√
x)

tan
√

x
; (y) lim

x→0

cos x + cos 2x + . . . + cos nx − n

sin x2
;

(z) lim
x→0

m
√

cos αx − m
√

cos βx

sin2 x
, (m �= 0).

Cevap:

(a)
−1

4
; (b) 4; (c)

1√
3
; (c)

−1

12
; (d)

1

324
;

(e)
2
√

2

π
; (f) 1; (g) −

√
2

6
; (ǧ)

1

2
; (h) − 9

128
;

lllll

(ı) 2; (i) 14; (j) 4
√

2; (k)
1

3
; (l)

1

24
;

(m)
1

p
; (n) − sin a; (o) − 1

sin2 a
; (ö)

21

26
πα; (p)

−3

2
;

(r)
−9

2
; (s) π; (s.) 0; (t) 0; (u) −2

√
2π2;
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(ü) ln 2; (v) 2; (y)
−n(n + 1)(2n + 1)

12
; (z)

α2 − β2

2m
.

(45) a > 1, ε > 0 ic.in

lim
x→+∞

ax

xε
= +∞

es.itliǧinin doǧruluǧunu gösteriniz.

(46) As.aǧıdaki limitleri hesaplayınız.

(a) lim
x→0

ax − aa

x − a
, (a > 0); (b) lim

x→∞
(1 + x

x + 2

)1−√
x

1−x ;

(c) lim
x→0

(1 + x

x + 2

)1−√
x

1−x ; (c.) lim
x→0

(
cos x

)cot2 x
;

(d) lim
x→∞

x(e
1
x − 1); (e) lim

x→0

ln(x2 + ex)

ln(1 + xex)
;

(f) lim
x→b

ax − ab

3
√

bx2 − b
, (a > 0); (g) lim

x→1

xα − xβ

5
√

x − 1
;

(ǧ) lim
x→β

( sin αx

sin βα

) 1
x−β , (α, β �= kπ, k ∈ Z); (h) lim

x→1
(x2 + sin2 πx)

1
ln x ;

(ı) lim
x→π

( cos x

cos 3x

) 1
(
√

πx−π)2 ; (i) lim
x→1

(4x − √
x + 8)tan

πx
2 ;

(j) lim
x→1

(1 + sin πx)cot πx; (k) lim
x→a

xx − aa

x − a
, (a > 0);

(l) lim
x→+∞

n2( n
√

x − n+1
√

x), (x > 0); (m) lim
x→∞

[cos(2π( x
x+1

)a)]x
2
;

(n) lim
n→∞

tann[π−4
4

+ (1 + 1
n
)α]; (o) lim

n→∞
n2 sin(ln

√
cos π

n
);

(ö) lim
n→∞

[(
n

n + 1
)α + sin 1

n
]n; (p) lim

n→∞
(cosh(π

n
)

cos(π
n
)

)n2

;

(r) lim
n→∞

(
a − 1 + n

√
b

a
)n, (a > 0, b > 0).

Cevap:

(a)aa ln a ; (b) 1 ; (c)
1

2
; (c.)

−1

2
; (d) 1;

(e) 1; (f)
3ab ln a

2
; (g) 5(α − β); (ǧ) eα tan αβ; (h) e2;

(ı) e16 ; (i) e−
2
π

(4 ln 4−1
6
); (j)

1

e
; (k) aa ln(ae) (l) ln x;

(m) e−4π2a2
; (n) e2α; (o) −π2

4
; (ö) e1−α; (p) eπ2

; (r) a
√

b.
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(47) As.aǧıdaki limitleri hesaplayınız.

(a) lim
x→0

arcsin 2x

sin x
; (b) lim

x→1

arctan x

2x
;

(c) lim
x→+∞

x(
π

2
− arctan x); (d) lim

x→−∞
x(π − arccotx);

(e) lim
x→0

1 + x sin x − cos 2x

arctan sin2 x
; (f) lim

x→0

sin2 αx − sin2 βx

arctan2 x + x3
;

(g) lim
x→0

21
√

1 + sin 3x − 1 + tan x

arcsin x
; (h) lim

x→+∞
(1 + arctan 2

x
)x;

(i) lim
x→1−

(tan πx
4

)
1

arccos2 x ; (j) lim
n→∞

n arccos n2

n2+1
;

(k) lim
n→∞

(
2

π
arctan nx)cot π

√
n2+1, (x > 0); (l) lim

x→−1+

√
π − √

arccos x√
x + 1

.

Cevap:

(a) 2 ; (b)
π

8
; (c) 1; (d) −1; (e) 3; (f) α2 − β2;

(g)
8

7
; (h) e2; (i) e−

π
4 ; (j)

√
2; (k) e−

4
π2x ; (l)

1√
2π

.

(48) As.aǧıdaki önermelerin doǧruluǧunu gösteriniz.

(a) x → 0 iken
√

x +
3
√

x2. ln
1 − x2

1 + x2
∼ −2|x|7

3 dir.

(b) x → 1 iken 4 4
√

x − 5 5
√

x + 1 ∼ (1 − x)2

40
dır.

(c) x → 0 iken arctan x − arccos 1
x

∼ 1

2x3
dir.

(49) As.aǧıda verilen fonksiyonların sonsuz küc.ük olması ic.in α ve β ne ol-

malıdır.

(a) x → ∞ iken f(x) = 3
√

x2 − x3 − αx − β;

(b) x → +∞ iken f(x) =
xex

ex − 1
− αx − β;

(c) x → −∞ iken f(x) =
xex

ex − 1
− αx − β;

(d) x → +∞ iken f(x) = x arctan x − αx − β;

(e) x → −∞ iken f(x) = x arctan x − αx − β;
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(f) x → 0+ iken f(x) = xα arctan( 1
xβ );

(g) x → 0+ iken f(x) =
ln(1 + xα)

xβ
.

Cevap: (a) α = −1, β =
1

3
; (b) α = 1, β = 0; (c) α = β = 0;

(d) α =
π

2
, β = −1; (e) α = −π

2
, β = −1; (f) α > 0, β herhangi

bir reel sayı α ≤ 0, β < 0, α > β (g) α > β.

(50) As.aǧıda verilen fonksiyonların lim
x→0

f(x) ve lim
x→0

f(x) limitlerini bulunuz.

(a) f(x) = ecos(
1
x2 ); (b) f(x) =

1

x2
sin2 1

x
;

(c) f(x) = arctan 1
x
; (d) f(x) =

√
1
x2 − 1

x
− 1

x
;

(e) f(x) = sin πx cos π
x
.

Cevap: (a)
1

e
ve e; (b) 0 ve +∞; (c) 0 ve π (d) −1

2
ve +∞; (e) 0 ve 0.

(51) As.aǧıdaki fonksiyonların lim
x→∞

f(x) ve lim
x→∞

f(x) limitlerini bulunuz.

(a) f(x) =
π

2
cos2 x + arctan x; (b) f(x) =

1 + x + 6x2

1 − x + 2x2
sin(x2);

(c) f(x) = (
√

4x2 + x + 1 − √
4x2 − x + 1)(1 + cos 2x);

(d) f(x) = (1 + cos2 x)
1

cos2 x ; (e) f(x) = (1 +
1

x
)x sin2 x;

(f) f(x) = (1 +
1

x
)x + sin2 x; (g) f(x) = a2 sin2(x

√
x) + cos2(x

√
2).

Cevap:

(a)
−π

2
ve π ; (b) −3 ve 3 ;(c) −1 ve 1; (d) 2 ve e; (e) 0 ve e; (f) e ve

e + 1; (g)min{1, a2} ve max{1, a2}.



Bölüm 3

Süreklilik

3.1 Temel Tanımlar ve Sonuc.lar

Bir a ∈ R nokataının bir U(a) ⊂ R koms.ulug̃unda tanımlı bir f : U(a) → R

fonksiyonu verilmis. olsun. Eg̃er, x ∈ U(a) deǧis.keninin aldıǧı deǧerler a nok-

tasına yeteri kadar yakın olduǧunda, f(x) fonksiyonun deǧeri f(a) deǧerine

c.ok yakın olursa, yani x ∈ U(a), x → a iken f(x) → f(a) ise, f fonksiy-

onu a noktasında süreklidir diyeceg̃iz. Buna göre, x ∈ U(a), x → a iken

f(x) → f(a) limitinin §2.4’te verilen farklı tanımları yardımı ile f nin a

noktasında sürekliliǧinin as.aǧıdaki tanımlarını verebiliriz.

Tanım 3.1.1 : Bos. olmayan X ⊂ R kümesi ,f : X → R fonksiyonu ve a ∈
X noktası verilmis. olsun. Eg̃er, ∀ε > 0 ve ∀x ∈ X ic. in | x−a |< δ ⇒
| f(x)−f(a) |< ε olacak s.ekilde ε sayısına bag̃lı bir δ = δ(ε) > 0 sayısı varsa,

f fonksiyonu X kümesine göre a ∈ X noktasında süreklidir denir.

Bu tanımı daha kısa olarak s.öyle verebiliriz: f : X → R fonksiyonu X

kümesine göre a ∈ X noktasında süreklidir ⇔ ∀ε > 0ic.in∃δ > 0 öyle ki

∀x ∈ X ic.in | x − a |< δ ⇒| f(x) − f(a) |< ε olur.

| x − a |< δ ⇔ a − δ < x < a + δ ⇔ x ∈ Uδ(a)
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ve

| f(x) − f(a) |< ε ⇔ f(a) − ε < f(x) < f(a) + ε ⇔ f(x) ∈ Uε(f(a))

oldug̃una göre, yukarıdaki tanımı

(a) f : X → R fonksiyonu X kümesine göre a ∈ X noktasında

süreklidir ⇔ ∀ε > 0 ic.in ∃δ > 0 öyleki ∀x ∈ Uδ(a)
⋂

X ic.in f(x) ∈
Uε(f(a)) veya

(b) f : X → R fonksiyonu X kümesine göre a ∈ X noktasında

süreklidir ⇐⇒ ∀ε > 0 ic.in ∃δ > 0 öyleki f(Uδ(a)
⋂

X) ⊂ Uε(f(a))

s.eklinde verebiliriz.

Genel olarak, f : X → R fonksiyonunun X kümesine göre a ∈ X nok-

tasında süreklilig̃i tanımını as.ag̃ıdaki s.ekilde verebiliriz.

Tanım 3.1.2 : Eg̃er, f(a) nın her U(f(a)) koms.ulug̃u ic. in f(U(a) ∩ X) ⊂
U(f(a)) olacak s.ekilde a’ nın bir U(a) koms.ulug̃u varsa, f fonksiyonuna X

kümesine göre a noktasında süreklidir denir.

Buna göre, f : X → R fonksiyonu X kümesine göre a ∈ X noktasında

süreklidir ⇔ f(a) nın ∀U(f(a)) koms.ulugu ic.in a nın öyle U(a) koms.ulug̃u

vardır ki, f(U(a) ∩ X) ⊂ U(f(a)) olur. X den R ye tanımlı bir f fonksiy-

onunun bütün süreklilik noktalarından olus.an kümeye f nin süreklilik kümesi

diyecek ve S(f) ile göstereceǧiz.

Eg̃er, f : X → R fonksiyonu X in her noktasında sürekli ise, f fonksiy-

onuna X üzerinde süreklidir diyeceg̃iz. Xden R ye tanımlı ve X üzerinde

sürekli bütün fonksiyonlar kümesini C(X)(veya C(X, R)) ile göstereceg̃iz.

Fonksiyon limitinin 2.4.6 Tanımından kullanarak f : X → R fonksiyonu

X kümesi üzerinde a ∈ X noktasında süreklilig̃ine verilen Tanım 3.1.1’e denk

olarak s.u tanımı da verebiliriz.

Tanım 3.1.3 : X ⊂ R kümesi ,f : X → R fonksiyonu ve a ∈ X noktası

verilsin. Eg̃er, xn ∈ X, n = 1, 2, · · · ve lim
n→∞

xn = a kos.ullarını sag̃layan
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her (xn) dizisi ic. in lim
n→∞

f(xn) = f(a) ise, f fonksiyonu X kümesine göre a

noktasında süreklidir (veya dizisel süreklidir) denir.

Not: §2.2 de ki 2.1.1 ve 2.1.6 Tanımları denk oldug̃undan yukarıda

verilen 3.1.1 ve 3.1.3 Tanımlarının denk oldug̃u ac.ıktır. •
Tanım 3.1.4 : X ⊂ R kümesi ,f : X → R fonksiyonu ve a ∈ X noktası

verilsin. Eg̃er,f fonksiyonu X kümesine göre a noktasında sürekli deg̃ilse, f

bu nokatada süreksizdir denir.

Buna göre, (a) f : X → R fonksiyonu X kümesine göre a ∈ X nok-

tasında süreksizdir ⇔ ∃ε > 0 öyleki ∀δ > 0 ic.in ∃x ∈ X öyleki | x−a |< δ ⇒
| f(x) − f(a) |≥ ε olur.

(b) f : X → R fonksiyonu X kümesine göre a ∈ X noktasında süreksizdir

⇐⇒ lim
X	x→a

f(x) �= f(a) dır.

Uyarı 3.1.5 : X ⊂ R kümesi ve f : X → R fonksiyonu verilsin. Eg̃er, a ∈
X noktası X in bir izole noktası ise,f fonksiyonu a noktasında süreklidir.C. ünkü

izole nokta tanımından Uδ(a)
⋂

X = a olacak s.ekilde en az bir δ > 0 sayısı

vardır. Bu durumda, f(a) noktasının her U(f(a)) koms.ulug̃u ic. in f(a) =

f(Uδ(a)
⋂

X) ⊂ U(f(a)) elde edilir. O halde, f, a noktasında süreklidir.

Not: f : R → R fonksiyonu f nin D(f) ⊂ R tanım bölgesinin her

izole noktasında sürekli oldug̃una göre ,f : R → R fonksiyonunun süreklilig̃i

yalnızca D(f) nin limit noktası olan a ∈ D(f) noktasında incelenmesi yeter-

lidir. •

Örnek 3.1.6 : f : R \ {1} → R f(x) =
x3 + 2x2 − 1

x − 1
fonksiyonu her

a ∈ R, a �= 1 noktasında süreklidir.

Gerc.ekten, lim
x→a

(x3 + 2x2 − 1) = a3 + 2a2 − 1 ve lim
x→a

(x − 1) = a − 1 �= 0

oldug̃una göre, Teorem 2.4.24 (d) den dolayı

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

x3 + 2x2 − 1

x − 1
=

a3 + 2a2 − 1

a − 1
= f(a)

bulunur.
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Örnek 3.1.7 : f : R → R, f(x) = sgnx fonksiyonu x = 0 noktasında

süreksizdir, c. ünkü lim
x→0

sgnx limiti yoktur (Bkz. Örnek 2.4.5).

Örnek 3.1.8 : f : R → R,

f(x) =

{
sin 1

x
, x �= 0 ise,

0, x = 0 ise

fonksiyonu a = 0 noktasında süreksizdir,c. ünkü lim
x→0

sin 1
x

limiti yoktur (Bkz.

Örnek 2.4.8).

Örnek 3.1.9 : f : R → R,

f(x) =

{
1, x rasyonel ise,

0, x irrasyonel ise

fonksiyonu ∀a ∈ R noktasında süreksizdir,c. ünkü lim
x→0

f(x) limiti yoktur (Bkz.

§2.4, Problem (5)).

Tanım 3.1.10 : Bos. olmayan X ⊂ R kümesi ,f : X → R fonksiyonu

ve a ∈ X noktası ic. in f(a−) = lim
x→a−

f(x) ve f(a+) = lim
x→a+

f(x) limitleri

mevcut olsun. Eg̃er, f(a−) = f(a)(f(a+) = f(a)) ise, f fonksiyonu X kümesi

üzerinde a noktasında soldan(sag̃dan) süreklidir denir.

Örneǧin, f : R → R, f(x) = [[ x ]] fonksiyonu ∀x ∈ Z noktalarında saǧdan

sürekli olup, soldan süreksizdir. C. ünkü, x ∈ Z ic.in f(x) = x, f(x+) = x ve

f(x−) = x − 1 �= f(x) dir.

Not: Teorem 2.4.12 gereg̃ince, f : X → R fonksiyonunun X kümesi

üzerinde a noktasında sürekli olması ic.in gerek ve yeter kos.ul f nin X kümesi

üzerinde a noktasında soldan ve sag̃dan sürekli, yani f(a−) = f(a) = f(a+)

olmasıdır. •

Tanım 3.1.11 : f : X → R fonksiyonu X kümesi üzerinde a ∈ X nok-

tasında süreksiz olsun. Eg̃er, f nin X kümesine göre a da f(a−) ve f(a+)
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sonlu limitleri mevcut ve f(a−) �= f(a) veya f(a+) �= f(a) ise, a noktasına

fnin X kümesine göre birinci c. es. it süreksizlik noktası adı verilir. Bu du-

rumda, f(a+) − f(a−) sayısına fnin a noktasındaki sıc. raması denir. Aksi

taktirde, yani f(a−) ve f(a+) limitlerinden hic. deg̃ilse, birisi mevcut deg̃ilse

veya f(a−) = −∞, f(a−) = +∞ veya f(a−) = ∞, (yada f(a+) = −∞,

f(a+) = +∞ veya f(a+) = ∞ ise), a noktasına fnin X kümesine göre ik-

inci c. es. it süreksizlik noktası adı verilir. Eg̃er, f(a−) = f(a+) �= f(a) ise a

noktasına fnin X kümesine göre kaldırılabilir süreksizlik noktası denir.

Örnek 3.1.12 :

(a) x = 0 noktası f(x) = sgnx fonksiyonunun birinci c. es. it süreksizlik

noktasıdır. C. ünkü, f(0−) = −1 ve f(0+) = 1 limitleri vardır,fakat

f(0) = 0, f(0−) �= f(0) ve f(0+) �= f(0) dır ;

(b) x = 0 noktası Örnek 3.1.8 deki f fonksiyonunun ikinci c. es. it süreksizlik

noktasıdır;

(c) ∀a ∈ R noktası Örnek 3.1.9 daki f fonksiyonunun ikinci c. es. it süreksizlik

noktasıdır;

(d) x = 1 noktası f : R → R,

f(x) =

⎧⎨
⎩

1

1 − x
, x �= 1 ise,

0, x = 1 ise

fonksiyonunun ikinci c. es. it süreksizlik noktasıdır. C. ünkü f(1−) = +∞, f(1+) =

−∞ ve f(1) = 0, f(1−) �= f(0), f(1+) �= f(0) dır ;

(e) f : R → R,

f(x) =

{
x, x rasyonel ise,

0, x irrasyonel ise

fonksiyonu x = 0 noktasında süreklidir (C. ünkü, lim
x→0

f(x) = 0 dır), fakat

her a �= 0 noktası bu fonksiyonun ikinci c. es. it süreksizlik noktasıdır.
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(f) x = 0 noktası f : R → R, f(x) =| sgnx | fonksiyonunun kaldırılabilir

süreksizlik noktasıdır,C. ünkü f(0−) = f(0+) = 1 �= 0 = f(0) dır.

3.2 Sürekli Fonksiyonların Özellikleri

A) Lokal (Yerel) Özellikler

Eg̃er, f : X → R fonksiyonunun belirli bir P özellig̃i a ∈ X noktasında ve

bu noktanın yeterli kadar yakınında bulunan x ∈ X noktalarında, yani iste-

nildig̃i kadar küc.ük r > 0 sayısı ic.in her x ∈ Ur(a)
⋂

X noktasında,gec.erliyse

P özellig̃ine f nin lokal(yerel) özellig̃i denir. Örneg̃in, f nin X kümesine göre

bir a ∈ X noktasında süreklilig̃i f nin a da bir lokal özellig̃idir.

Limit konusunda verilen teoremler gözönüne alındıg̃ında as.ag̃ıdaki teo-

remlerin ispatı kolayca yapılabilir.

Teorem 3.2.1 : X ⊂ R, f : X → R fonksiyonu X kümesine göre a ∈ X

noktasında sürekli,yani lim
X	x→a

f(x) = f(a) olsun. Bu durumda, as.ag̃ıdaki

önermeler dog̃rudur.

(a) ∃δ > 0 öyleki f fonksiyonu Uδ(a)
⋂

X kümesi üzerinde sınırlıdır.

(b) f(a) �= 0 ise ∃δ > 0 öyleki ∀Uδ(a)
⋂

X ic. in f(x) ile f(a) aynı is.aretlidir,

yani f(a) > 0 (f(a) < 0) ise, ∀x ∈ Uδ(a)
⋂

X ic. in f(x) > 0 (f(x) < 0) dır.

Teorem 3.2.2 : X ⊂ R, f, g : X → R fonksiyonu X kümesine göre a ∈ X

noktasında sürekli olsun. Bu durumda, | f |, c.f(c ∈ R), f + g, f − g, f.g ve

g(a) �= 0 ise f
g

fonksiyonları da X kümesine göre a ∈ X noktasında süreklidir.

Teorem 3.2.3 : X, Y ⊂ R, f : X → Y fonksiyonu X kümesine göre a ∈ X

noktasında, g : Y → R fonksiyonu Y kümesine göre b = f(a) noktasında

sürekli ise, g ◦ f : X → R, (g ◦ f)(x) = g(f(x)) biles.ke fonksiyonu X

kümesine göre a noktasında süreklidir.

Dig̃erlerini okuyucuya bırakarak Teorem 3.2.3 ün ispatını verelim.
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1.Yol: Herhangi bir ε > 0 sayısı verilsin.g fonksiyonu Y kümesine göre

b = f(a) noktasında sürekli oldug̃undan dolayı ∃σ = σ(ε) > 0 öyleki ∀y ∈ Y

ic.in

| y − b |< σ ⇒| g(y) − g(b) |< ε (3.1)

bulunur. Öte yandan, f fonksiyonu X kümesine göre a ∈ X noktasında

sürekli oldug̃undan bir önce bulunan σ > 0 sayısı ic.in ∃δ = δ(σ) > 0 öyleki

∀x ∈ X ic.in

| x − a |< δ ⇒| f(x) − f(a) |< σ

olur. Buna göre, ∀x ∈ X ic.in

| x − a |< δ ⇒| y − b |= |f(x) − f(a)| < σ
(3.1)⇒ | g(f(x)) − g(f(a)) |< ε

bulunur. Bu da Tanım 3.1.1 gereg̃ince g ◦ f : X → R, fonksiyonunun X

kümesine göre a ∈ X noktasında sürekli olması demektir.

2.Yol: f : X → Y fonksiyonu X kümesine göre a ∈ X noktasında sürekli

oldug̃una göre xn ∈ X, n = 1, 2, · · · ve lim
n→∞

xn = a kos.ullarını sag̃layan her

(xn) dizisi ic.in lim
n→∞

f(xn) = f(a) dır.g : Y → R fonksiyonu Y kümesine göre

b = f(a) ∈ Y noktasında sürekli oldug̃undan dolayı,

lim
n→∞

g(f(xn)) = [yn = f(xn) ∈ Y, n ∈ N, dersek]

= lim
n→∞

g(yn)

[ lim
n→∞

yn = f(a) ve g fonksiyonu b’de sürekli olduǧundan dolayı]

= g(b) = g(f(a))

olduǧu elde edilir. Bu da Tanım 3.1.3 gereg̃ince g◦f : X → R, fonksiyonunun

X kümesine göre a ∈ X noktasında sürekli olması demektir.

Süreklilik ile ilgili tanımlar (Bkz §3.1), yukarıdaki teoremler ve elementer

fonksiyonların limiti konusunda (Bkz §2.4) elde edilen sonuc.lar gözönüne

alındıg̃ında as.ag̃ıdaki özelliklerin dog̃ru oldug̃u anlas.ılır.

(a) c bir sabit reel sayı olmak üzere f : R → R, f(x) = c fonksiyonu

R üzerinde süreklidir. C. ünkü, ∀a ∈ R ic.in

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

c = c = f(a) dır.
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(b) f : R → R, f(x) = x fonksiyonu R üzerinde süreklidir. C. ünkü,

∀a ∈ R ic.in lim
x→a

f(x) = lim
x→a

x = a = f(a) dır.

(c) n ≥ 0 bir tamsayı ve a0, a1, · · · , an ler birer reel sayı olmak üzere

n. dereceden P (x) = a0x
n +a1x

n−1 + · · ·+an−1x+an cebirsel poli-

nomu R üzerinde süreklidir. Gerc.ekten, Teorem 3.2.2 den dolayı

herhangi bir a ∈ R noktasında sonlu sayıda sürekli fonksiyon-

ların toplamı ve c.arpımı da bu a noktasında süreklidir. (a) ve (b)

den f(x) = c sabit ve f(x) = x fonksiyonları R üzerinde sürekli

oldug̃una göre, ∀m ≥ 0 tamsayı ve ∀b ∈ R ic.in bxm = b. x · · · x︸ ︷︷ ︸
m−kez

fonksiyonu ve dolayısıyla, P (x) polinomu R üzerinde süreklidir.

(d) Teorem 3.2.2 yi ve (c) özellig̃ini gözönüne alırsak, p(x) ve q(x)

sırasıyla n. ve m. dereceden cebirsel polinomlar olmak üzere R(x) =
p(x)
q(x)

rasyonel fonksiyonu q(x) fonksiyonunun sıfıra es.it oldug̃u bütün

noktalar dıs.ında süreklidir.

(e) f : R → [−1, 1], f(x) = sin x fonksiyonu R üzerinde süreklidir.

C. ünkü, ∀a ∈ R ic.in lim
x→a

sin x = sin a dır.

(f) f : R → [−1, 1], f(x) = cos x fonksiyonu R üzerinde süreklidir.

C. ünkü, ∀a ∈ R ic.in lim
x→a

cos x = cos a dır.

(g) X = R\{π
2

+ kπ : k ∈ Z} olmak üzere f : X → R, f(x) =

tan x fonksiyonu X üzerinde süreklidir. C. ünkü, ∀x0 ∈ X ic.in

lim
x→x0

tan x = tan x0 dır.

(h) X = R\{kπ : k ∈ Z} olmak üzere f : X → R, f(x) = cot x

fonksiyonu X üzerinde süreklidir. C. ünkü, ∀x0 ∈ X ic.in lim
x→x0

cot x =

cot x0 dır.

(i) a > 0 ve a �= 1 ic.in f : R → R+, f(x) = ax fonksiyonu R üzerinde

süreklidir. C. ünkü, ∀x0 ∈ R ic.in lim
x→x0

ax = ax0 dır.

(j) a > 0 ve a �= 1 ic.in f : R+ → R, f(x) = loga x fonksiyonu R+

üzerinde süreklidir. C. ünkü, ∀x0 ∈ R+ ic.in lim
x→x0

loga x = loga x0

dır.
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(k) f : [−1, 1] → [−π
2
, π

2
], f(x) = arcsin x fonksiyonu [−1, 1] üzerinde

süreklidir. C. ünkü, ∀x0 ∈ [−1, 1] ic.in lim
x→x0

arcsin x = arcsin x0 dır.

(l) f : [−1, 1] → [0, π], f(x) = arccos x fonksiyonu [−1, 1] üzerinde

süreklidir. C. ünkü, ∀x0 ∈ [−1, 1] ic.in lim
x→x0

arccos x = arccos x0 dır.

(m) f : R → (−π
2
, π

2
), f(x) = arctan x fonksiyonu R üzerinde süreklidir.

C. ünkü, ∀x0 ∈ R ic.in lim
x→x0

arctan x = arctan x0 dır.

(n) f : R → (0, π), f(x) = arccotx fonksiyonu R üzerinde süreklidir.

C. ünkü, ∀x0 ∈ R ic.in lim
x→x0

arccotx = arccotx0 dır.

(o) f : R → R, f(x) = sinh x = ex−e−x

2
fonksiyonu R üzerinde

süreklidir. C. ünkü, ∀x0 ∈ R ic.in

lim
x→x0

sinh x =
1

2
lim

x→x0

(ex − 1

ex
) =

1

2
(ex0 − e−x0) = sinh x0

dır.

(p) f : R → [1, +∞), f(x) = cosh x = ex+e−x

2
fonksiyonu R üzerinde

süreklidir. C. ünkü, ∀x0 ∈ R ic.in lim
x→x0

cosh x = cosh x0 dır.

(q) f : R → (−1, 1), f(x) = tanh x fonksiyonu R üzerinde süreklidir.

C. ünkü, ∀x0 ∈ R ic.in cosh x0 �= 0 oldug̃undan dolayı,

lim
x→x0

tanh x = lim
x→x0

sinh x

cosh x
=

sinh x0

cosh x0

= tanh x0

dır.

(r) f : R\{0} → (−∞, 1)
⋃

(1, +∞), f(x) = coth x fonksiyonu R

üzerinde süreklidir. C. ünkü, ∀x0 ∈ R\0 ic.in sinh x0 �= 0 oldug̃undan

dolayı,

lim
x→x0

coth x = lim
x→x0

cosh x

sinh x
=

cosh x0

sinh x0

= coth x0

dır.
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(s) Sonlu sayıda sürekli fonksiyonun biles.ke yardımıyla elde edilen her

fonksiyon tanım bölgesi üzerinde sürekli bir fonksiyondur.Teorem

3.2.3 gözönüne alındıg̃ında bu özellig̃in dog̃rulug̃u tümevarımla ko-

layca gösterilebilir. Örneg̃in ,f1(x) = cos x, f2(x) =| y |, f3(t) =

ln t, f4(s) = sin2 s, f5(u) = eu tanım bölgesi D = R\{π
2

+ kπ :

k ∈ Z} olmak üzere

esin2(ln|cos x|) = (f5◦f4◦f3◦f2◦f1)(x) = f5(f4(f3(f2(f1(x))))) : D → R+

fonksiyonu ∀x0 ∈ D noktasında süreklidir.

(t) α ∈ R olmak üzere f : R+ → R+, f(x) = xα kuvvet fonksiyonu

R+ üzerinde süreklidir,c.ünkü (k) özellig̃i kullanılarak Teorem 3.2.3

gereg̃ince ∀a > 0 a �= 1 ve ∀x0 ∈ R+ ic.in

lim
x→x0

xα = lim
x→x0

aα loga x = e
α lim

x→x0
loga x

= eα loga x0 = x0
α

oldug̃u elde edilir.

B) Global (Evrensel) Özellikler
Eg̃er, f : X → R fonksiyonunun belirli bir P özellig̃i D(f) ⊂ X kümesinin

bütün noktaları ic.in gec.erliyse P ye f nin D(f) de global(evrensel) özellig̃i

denir. Bu kesimde sürekli fonksiyonların bazı önemli global özelliklerini

vereceg̃iz.

Eg̃er, f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) ac.ık aralıg̃ının her noktasında

sürekli, a noktasında sag̃dan b nokatasında soldan sürekli ise, f fonksiy-

onu [a, b] kapalı aralıg̃ında süreklidir denir. [a, b] üzerinde sürekli reel deg̃erli

bütün fonksiyonlar kümesini C[a, b](veya C([a, b], R)) ile göstereceg̃iz.

Teorem 3.2.4 (Bolzano-Cauchy Teoremi) :f : [a, b] → R fonksiyonu

sürekli ve f(a) ile f(b) ters is.aretli (yani f(a).f(b) < 0) ise,f(c) = 0 olacak

s.ekilde en az bir c ∈ (a, b) noktası vardır.

İspat: Teoremin ispatını Aralıg̃ı Yarıya Bölme Yöntemiyle yapacag̃ız.

Kabul edelim ki f(a) < 0 ve f(b) > 0 dır.(Benzer ispat f(a) > 0 ve f(b) < 0
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alınarak da yapılabilir.) Δ0 = [a, b] aralıg̃ının orta noktası a+b
2

dir.f(a+b
2

) = 0

ise c = a+b
2

ic.in teorem ispat edilmis. olur. f(a+b
2

) �= 0 ise [a, a+b
2

] ve [a+b
2

, b]

aralıklarının en az birinin uc. noktalarında f nin deg̃erleri ters is.aretlidir,yani

f(a+b
2

) > 0 ya da f(a+b
2

) < 0 dır. f(a+b
2

) > 0 ise (f(a+b
2

) < 0 ise) Δ1 =

[a, a+b
2

] = [a1, b1] (Δ1 = [a+b
2

, b] = [a1, b1]) diyelim. f(a1+b1
2

) = 0 ise c =
a1+b1

2
ic.in teorem ispat edilmis. olur. Aksi taktirde [a1,

a1+b1
2

] ve [a1+b1
2

, b1]

aralıklarının en az birinin uc. noktalarında f nin deg̃erleri ters is.aretlidir,yani

f(a1+b1
2

) > 0 ya daf(a1+b1
2

) < 0 dır. Birinci durumda Δ2 = [a1,
a1+b1

2
] =

[a2, b2], ikinci durumda ise Δ2 = [a1+b1
2

, b1] = [a2, b2] diyelim.Bu yönteme

ardarda devam edersek as.ag̃ıdaki özelliklere sahip Δn = [a2, b2], n ∈ N
⋃{0}

kapalı aralıklar dizisi elde ederiz.

(a) Δ0 ⊃ Δ1 ⊃ · · · Δn ⊃ · · · , Δ0 = [a, b],

(b) Δn nin uzunlug̃u | Δn |= b−a
2n dir,

(c) f(an) < 0 ve f(bn) > 0 dır.

İc.ic.e aralıklar prensibi gereg̃ince
∞⋂

n=0

Δn �= ∅ dur. Öte yandan,

lim
n→∞

| Δn |= (b − a) lim
n→∞

1
2n = 0 oldug̃una göre, Cantor Prensibi gereg̃ince

∞⋂
n=0

Δn kesis.imi yalnızca bir noktadan olus.ur. Bu noktaya c diyelim. (Δn), n ∈
N
⋃

0 dizisinin özellikleri gereg̃ince

a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · ,

b0 ≤ b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bn ≥ · · ·
ve ∀n ∈ N

⋃{0} ic.in an ≤ c ≤ bn olacaktır. Buradan, (an) dizisinin monoton

artan ve üstten sınırlı,(bn) dizisinin monoton azalan ve alttan sınırlı oldug̃u

anlas.ılır. O zaman, lim
n→∞

an = α ve lim
n→∞

bn = β limitleri vardır. ∀n ∈ N ic.in

an ≤ α ≤ β ≤ bn ve üstelik β−α ≤ bn−an =| Δn | ve lim
n→∞

| Δn |= 0 oldug̃una

göre, β = α bulunur.∀n ∈ N ∪ {0} ic.in an ≤ c ≤ bn ve lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn

oldug̃u ic.in lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = c oldug̃u elde edilir. f fonksiyonu c (c ∈
[a0, b0] = [a, b]) noktasında sürekli oldug̃u ic.in lim

n→∞
f(an) = lim

n→∞
f(bn) = f(c)
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dir.∀n ∈ N ∪ {0} ic.in f(an) < 0 oldug̃undan, f(c) = lim
n→∞

f(an) ≤ 0 ve

f(bn) > 0 oldug̃undan, f(c) = lim
n→∞

f(bn) ≥ 0 olur. Demek ki, f(c) = 0 dır.

Böylece teorem ispat edilmis. olur. �

Teorem 3.2.5 (Ara Deg̃er Teoremi) : f : [a, b] → R fonksiyonu sürekli,

f(a) = A, f(b) = B ve A �= B olsun. Bu durumda, A ile B arasındaki her

C sayısı (yani her min(A, B) < C < max(A, B) sayısı) ic. in f(c) = C olacak

s.ekilde en az bir c ∈ (a, b) noktası vardır.

İspat: ϕ : [a, b] → R, ϕ(x) = f(x) − C fonksiyonunu gözönüne alalım.

A < B olsun (B < A durumunda ispat benzer s.ekilde yapılır). ϕ fonksiyonu

[a, b] aralıg̃ında sürekli ve ϕ(a) = f(a) − C = A − C < 0,ϕ(b) = f(b) − C =

B − C > 0 oldug̃una göre, Teorem 3.2.4 gereg̃ince ϕ(c) = 0, yani f(c) = C

olacak s.ekilde en az bir c ∈ (a, b) noktası vardır. Böylece teorem ispat edilmis.
olur. �

Not: Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5 in hipotezindeki s.artların kaldırılama-

yacag̃ını gösteren bazı örnekler verelim.

(a) f : [0, 1] → R, f(x) = [[ x ]] − 1
3

fonksiyonu [0, 1] aralıg̃ında

süreksizdir. f(0) = −1
3

< 0 ve f(1) = 2
3

> 0 olmasına rag̃men

f(c) = 0 es.itliǧini saǧlayan bir c ∈ (a, b) noktası yoktur.

(b) f : [0, 1] ∪ [2, 3] → R,

f(x) =

{
−1, x ∈ [0, 1] ise;

1, x ∈ [2, 3] ise.

fonksiyonu D = [0, 1] ∪ [2, 3] kümesi üzerinde sürekli,f(0) = −1 <

0 ve f(3) = 1 > 0 olmasına rag̃men f(c) = 0 es.itliǧini saǧlayan

bir c ∈ (0, 1] ∪ [2, 3) noktası yoktur.

Demek ki yukarıdaki teoremlerde [a, b] nin bag̃lantılı olması s.artı ve f nin

sürekliliǧi kaldırılamaz. •

Teorem 3.2.6 (Weierstrass) : Kapalı ve sınırlı aralık üzerinde sürekli her

fonksiyon bu aralık üzerinde sınırlıdır.
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İspat: f : [a, b] → R fonksiyonu [a, b] aralıg̃ında sürekli olsun. f([a, b]) =

{f(x) : x ∈ [a, b]} kümesinin sınırlı oldug̃unu gösterelim. Sürekli fonksiyon-

ların Teorem 3.2.1 (b) deki lokal özellig̃ine göre ∀x ∈ [a, b] ic.in ∃δ = δ(x) > 0

öyleki f fonksiyonu Uδ(x)∩[a, b] ac.ık aralıg̃ında sınırlıdır. A = {Uδ(x)∩[a, b] :

x ∈ [a, b]} ac.ık aralıklar ailesini gözönüne alalım. [a, b] aralıg̃ı R nin kapalı

ve sınırlı bir alt kümesi oldug̃una göre Heyne-Borel Prensibi gereg̃ince A
ailesinin [a, b] yi örten sonlu A0 = {Uδ(x1), Uδ(x2), · · · , Uδ(xn)} alt ailesi

vardır.f fonksiyonu Uδ(xi) ∩ [a, b] de sınırlı oldug̃undan, ∀x ∈ Uδ(xi) ∩ [a, b]

ic.in mi ≤ f(x) ≤ Mi olacak s.ekilde mi, Mi ∈ R sayıları varolacaktır. Buna

göre, ∀x ∈ [a, b] ic.in

min{m1, · · · , mn} ≤ f(x) ≤ max{M1, · · · , Mn}

oldug̃u elde edilir.Bu da f nin sınırlı olması demektir. �

Teorem 3.2.7 (Weierstrass) : Kapalı ve sınırlı aralık üzerinde sürekli her

fonksiyon bu aralıkta en küc. ük ve büyük deg̃erine ulas. ır.

İspat: f : [a, b] → R fonksiyonu [a, b] aralıg̃ında sürekli olsun. Bu du-

rumda, f nin [a, b] üzerinde en küc.ük ve büyük deg̃erlerine uls.tıg̃ını,yani

m = inf{f(x) : x ∈ [a, b]} = f(α)

M = sup{f(x) : x ∈ [a, b]} = f(β)

olacak s.ekilde α, β ∈ [a, b] noktalarının varlıg̃ını gösterelim. Bunu M ic.in

yapalım (m ic.in ispat benzer s.ekilde yapılabilir). Teorem 3.2.6 gereg̃ince

f, [a, b] üzerinde üstten sınırlıdır. O halde, sup özellig̃ine göre sup{f(x) : x ∈
[a, b]} = M ∈ R dir. Buna göre, supremumun karakteristik özelliklerinden

dolayı ∀n ∈ N ic.in

M − 1

n
< f(xn) ≤ M

olacak s.ekilde bir xn ∈ [a, b] noktası varolacaktır.∀n ∈ N ic.in xn ∈ [a, b]

oldug̃una göre (xn) dizisi sınırlı olup Bolzano-Weierstrass Prensibinden dolayı,

yakınsak bir (xnk
) alt dizisine sahiptir. lim

k→∞
xnk

= β diyelim.[a, b] kapalı ve
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∀k ∈ N ic.in xnk
∈ [a, b] oldug̃undan β ∈ [a, b] dir. O halde, f, β ∈ [a, b] nok-

tasında sürekli oldug̃una göre, lim
k→∞

f(xnk
) = f(β) olur. Öte yandan, ∀k ∈ N

ic.in

M − 1

nk

< f(xnk
) ≤ M

es.itsizlig̃inden lim
k→∞

f(xnk
) = M oldug̃u ac.ıktır. Yakınsak (f(xnk

)) dizisinin

limiti tek olduǧundan dolayı M = f(β) dır. Böylece teorem ispat edilmis.
olur. �

S. imdi Teorem 3.2.6 ve 3.2.7 hipotezindeki s.artların kaldırılamayacag̃ını

gösteren bazı örnekler verelim.

(a) f : (0, 1) → R, f(x) = x fonksiyonu (0, 1) aralıg̃ında süreklidir,

fakat (0, 1) üzerinde M = sup{x : x ∈ (0, 1)} = 1 ve m = inf{x :

x ∈ (0, 1)} = 0 deg̃erlerine ulas.amaz, c.ünkü ∀x ∈ (0, 1) ic.in 0 <

f(x) < 1 dir. Bunun sebebi tanım kümesinin kapalı bir aralık

olmayıs.ıdır (Bkz. S. ekil 3.1).

(b) f : [−1, 1] → R,

f(x) =

{
| x |, x ∈ (−1, 0)

⋃
(0, 1) ise;

1
2
, x = 0 veya x = ±1 ise.

fonksiyonu [−1, 1] aralıg̃ında sürekli deg̃ildir.

m = inf{| x |: x ∈ [−1, 1]} = 0,

M = sup{| x |: x ∈ [−1, 1]} = 1

olup ∀x ∈ [−1, 1] ic.in f(x) �= 0 ve f(x) �= 1 dir. Dolayısıyla,

fonksiyon [−1, 1] aralıg̃ında en küc.ük ve en büyük deg̃erlerine

ulas.amaz. Bunun sebebi f nin sürekli bir fonksiyon olamayıs.ıdır

(Bkz.S. ekil 3.2).

(c) f : [0, +∞) → R, f(x) = arctan x fonksiyonu [0, +∞) aralıg̃ında

sürekli bir fonksiyon oldug̃u halde bu aralıkta en büyük deg̃ere

sahip deg̃ildir, c.ünkü ∀x ∈ [0, +∞) ic.in

arctan x =
π

2
= sup{arctan x : x ∈ [0, +∞)}
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dır. Bunun sebebi, f nin tanım kümesinin sınırlı olmayıs.ıdır (Bkz.

S. ekil 3.3).

Önerme 3.2.8 : Sürekli bir f : [a, b] → R fonksiyonunun birebir olması ic. in

gerek ve yeter kos.ul onun [a, b] üzerinde kesin monoton, yani kesin artan veya

kesin azalan olmasıdır.

İspat: f fonksiyonu [a, b] üzerinde kesin monoton ise, onun [a, b] üzerinde

birebir olması ac.ıktır, c.ünkü x1, x2 ∈ [a, b] ic.in x1 �= x2 =⇒ f(x1) �= f(x2)

olur. S. imdi f : [a, b] → R fonksiyonunun sürekli birebir olması durumunda

onun [a, b] üzerinde kesin monoton (kesin artan veya kesin azalan) oldug̃unu

gösterelim. Bunun dog̃ru olmadıg̃ını varsayalım. O halde, [a, b] aralıg̃ında

f(x2) sayısı f(x1) ve f(x3) sayıları arasında olmayacak s.ekilde x1 < x2 < x3

noktaları vardır. Bu durumda, ya f(x3) sayısı f(x1) ve f(x2) sayıları arasında

ya da f(x1) sayısı f(x2) ve f(x3) sayıları arasında bulunmaktadır. Kolaylık
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ic.in, son durumun gerc.eklendig̃ini varsayalım. f fonksiyonu [x2, x3] aralıg̃ında

sürekli oldug̃una göre, Ara Deg̃er Teoreminden f(x1
′) = f(x1) olacak s.ekilde

x1
′ ∈ [x2, x3] noktası vardır. O halde, x1 < x1

′ ve f(x1) = f(x1
′) olur. Bu da

f nin birebir olması ile c.elis.ir.f(x3) sayısının f(x1) ve f(x2) sayıları arasında

oldug̃u durum benzer s.ekilde incelenebilir. �

Önerme 3.2.9 : X ⊂ R kümesi üzerinde artan (azalan) bir f : X → R

fonksiyonunun Y = f(X) kümesi üzerinde artan (azalan) f−1 : Y → R tersi

vardır.

İspat: İspatı artan fonksiyonlar ic.in yapalım. f : X → Y = f(X)

fonksiyonunun örten oldug̃u ac.ıktır. f, X üzerinde artan oldug̃una göre,

∀x1, x2 ∈ X ic.in x1 < x2 ⇐⇒ f(x1) < f(x2) (3.2)

dir. Buna göre, f : X → Y = f(X) fonksiyonu birebirdir. O halde, f nin

y = f(x) iken x = f−1(y) tanımı ile f−1 : Y → X tersi vardır (Bkz. Teorem

1.4.14). f−1 : Y → X ters fonksiyonunun tanımı ve (3.2) ifadesi gözönüne

alınırsa,

∀y1, y2 ∈ Y ic.in f−1(y1) < f−1(y2) ⇔ y1 < y2

oldug̃u elde edilir. Bu da f−1 nin aratan olaması demektir. Azalan fonksiyon

ic.in ispat benzer s.ekilde yapılır. �

Önerme 3.2.10 : X ⊂ R kümesi üzerinde monoton artan (veya azalan)

f : X → R fonksiyonunun X üzerinde ikinci c. es. itten süreksizlikleri yoktur.

İspat: f, X üzerinde monoton artan ve a ∈ X noktası f nin süreksizlik

noktası olsun.a, bir izole noktası olmayacag̃ından dolayı a noktası

X−
a = {x ∈ X : x < a} ve X+

a = {x ∈ X : x > a}

kümelerinin en az birinin limit noktasıdır. f, monoton artan oldug̃una göre,

∀x ∈ X−
a ic.in f(x) ≤ f(a) dır.f nin X−

a kümesine kısaltılması olan f |X−
a



Süreklilik 363

fonksiyonu X−
a üzerinde monoton artan ve üstten sınırlı bir fonksiyondur.

Buna göre, Teorem 2.4.24 gereg̃ince

lim
X−

a	x→a
(f |X−

a)(x) = lim
X	x→a−

f(x) = f(a−)

limiti vardır. Benzer s.ekilde,

lim
X+

a	x→a
(f |X+

a)(x) = lim
X	x→a+

f(x) = f(a+)

limitinin varlıg̃ı gösterilir. Monoton azalan fonksiyon ic.in ispat benzer s.ekilde

yapılır. �

Sonuc. 3.2.11 : Eg̃er, x0 ∈ (a, b) noktası monoton f : (a, b) → R fonksiy-

onunun süreksizlik noktası ise

(a) lim
x→x−

0

f(x) = f(x−
0 ), lim

x→x+
0

f(x) = f(x+
0 ) limitlerinden en az biri

mevcuttur;

(b) f monoton aratan ise, f(x−
0 ) ≤ f(x0) ≤ f(x+

0 ) es. itsizliklerinden

en az birinde < is.areti gerc. eklenmektedir.

(c) f monoton azalan ise, f(x−
0 ) ≥ f(x0) ≥ f(x+

0 ) es. itsizliklerinden

en az birinde > is.areti gerc. eklenmektedir.

Önerme 3.2.12 : X ⊂ R kümesi üzerinde monoton artan (veya azalan)f :

X → R fonksiyonunun X üzerinde süreksiz oldug̃u noktalardan olus.an küme

sonlu vaya sayılabilirdir.

Önerme 3.2.13 : [a, b] üzerinde monoton artan(azalan)f : [a, b] fonksiy-

onunun [a, b] üzerinde sürekli olması ic. in gerek ve yeter kos.ul f([a, b]) =

[f(a), f(b)](f([a, b]) = [f(b), f(a)]) olmasıdır.

İspat: İspatı monoton azalan fonksiyon ic.in yapalım.f : [a, b] → R

fonksiyonu [a, b] üzerinde sürekli monoton azalan olsun. f, [a, b] üzerinde

monoton azalan oldug̃una göre, ∀x ∈ [a, b] ic.in f(a) ≥ f(x) ≥ f(b) dir. Buna
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göre, f([a, b]) ⊂ [f(b), f(a)] oldug̃u ac.ıktır. Öte yandan f, [a, b] üzerinde

sürekli oldug̃una göre, Ara Deg̃er Teoremi gereg̃ince f fonksiyonu f(b) ile

f(a) arasındaki her deg̃eri alır. Dolayısıyla, f([a, b]) = [f(b), f(a)] oldug̃u

anlas.ılır.

S. imdi monoton azalan f : [a, b] fonksiyonu ic.in f([a, b]) = [f(b), f(a)]

olsun. Bu durumda, f nin [a, b] üzerinde sürekli oldug̃unu gösterelim. Eger,

f fonksiyonu bir c ∈ [a, b] noktasında süreksiz ise, Sonuc. 3.2.11 (c) gereg̃ince

(f(c), f(c−)) ve (f(c), f(c+)) aralıklarından en az biri sonludur ve ∃x0 ∈ [a, b]

öyleki f(x0) bu aralıg̃ın dıs.ında bulunmaktadır. Bu aralıg̃ın (f(c), f(c−))

oldug̃unu varsayalım. f, monoton azalan oldug̃una göre, (f(c), f(c−)) ⊂
[f(b), f(a)] dır ve buradan da

f(x0) /∈ (f(c), f(c−)) =⇒ f(x0) /∈ [f(b), f(a)]

oldug̃u elde edilir. Bu c.elis.ki varsayımın dog̃ru olmadıg̃ını gösterir. Monoton

artan fonksiyon ic.in ispat benzer s.ekilde yapılır. �

Yukarıdaki 3.2.8, 3.2.9, 3.2.10, 3.2.11, 3.2.13 önermeleri gözönüne alındıg̃ında

as.ag̃ıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2.14 (Ters Fonksiyonun Süreklilig̃i Üzerine) : X ⊂ R kümesi

üzerinde artan(azalan) f : X → R fonksiyonunun Y = f(X) üzerinde ar-

tan(azalan) f−1 : Y → R ters fonksiyonu vardır. Üstelik:

(a) X = [a, b] ve f : [a, b] → R fonksiyonu [a, b] üzerinde sürekli ise

Y = f([a, b]) = [f(a), f(b)] (Y = f([a, b]) = [f(b), f(a)]) olup f−1

fonksiyonu [f(a), f(b)]([f(b), f(a)]) aralıg̃ı üzerinde süreklidir;

(b) X = (a, b) ve f : (a, b) → R fonksiyonu (a, b) üzerinde sürekli ise

Y = f((a, b)) = (f(a+), f(b−))(Y = f((a, b)) = (f(b−), f(a+)))

olup f−1 fonksiyonu (f(a+), f(b−))((f(b−), f(a+))) aralıg̃ı üzerinde

süreklidir.

Örnek 3.2.15 :
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(a) y = f(x) = sin x : [−π
2
, π

2
] → [−1, 1] fonksiyonu [−π

2
, π

2
] üzerinde

sürekli ve artan oldug̃una göre, Teorem 3.2.14 gereg̃ince onun

[sin(−π
2
), sin(π

2
)] = [−1, 1] üzerinde sürekli ve artan x = f−1(y) =

arcsin y : [−1, 1] → [−π
2
, π

2
] tersi vardır.

(b) y = f(x) = cos x : [0, π] → [−1, 1] fonksiyonu [0, π] üzerinde

sürekli ve azalan oldug̃una göre, Teorem 3.2.14 gereg̃ince onun

[cos(π), cos(0)] = [−1, 1] üzerinde sürekli ve azalan x = f−1(y) =

arccos y : [−1, 1] → [0, π] tersi vardır.

(c) y = f(x) = tan x : (−π
2
, π

2
) → R fonksiyonu (−π

2
, π

2
) üzerinde

sürekli ve artan oldug̃una göre, Teorem 3.2.14 gereg̃ince onun R

üzerinde sürekli ve artan x = f−1(y) = arctan y : R → (−π
2
, π

2
)

tersi vardır.

(d) y = f(x) = cot x : (0, π) → R fonksiyonu (0, π) üzerinde sürekli

ve azalan oldug̃una göre Teorem 3.2.14 gereg̃ince onun R üzerinde

sürekli ve azalan x = f−1(y) = arccoty : R → [0, π] tersi vardır.

(e) a > 0 ve a �= 1 ic. in y = f(x) = ax : R → (0, +∞) fonksiyonu

R üzerinde sürekli ve a > 1 iken artan ve 0 < a < 1 iken azalan

oldug̃una göre, Teorem 3.2.14 gereg̃ince onun (0, +∞) üzerinde

sürekli ve a > 1 iken artan ve 0 < a < 1 iken azalan x = f−1(y) =

loga y : (0, +∞) → R tersi vardır.

(f) ∀n ∈ N ic. in y = f(x) = xn : [0, +∞) → [0, +∞) fonksiyonu

[0, +∞) üzerinde sürekli ve artan oldug̃una göre, Teorem 3.2.14

gereg̃ince onun [0, +∞)üzerinde sürekli ve artan x = f−1(y) =

y
1
n : [0, +∞) → [0, +∞) tersi vardır (Bkz. §1.11 , Problem (7)).

Bu kesimin sonunda düzgün süreklilik gibi özel bir süreklilik kavramı

üzerinde duracag̃ız. Bir f : X → R fonksiyonunun bir a ∈ X noktasında

sürekli olması tanımına göre, (Bkz. Tanım 3.1.1) verilen ε > 0 sayısına

kars.ılık bulunan δ > 0 sayısı genel olarak hem ε sayısına hem de a noktasına

bag̃lıdır (Bkz. Problem (1)de (a),(b)). Eg̃er, f : X → R fonksiyonu her

a ∈ X noktasında sürekli ve verilen ε > 0 sayısına kars.ılık bulunan δ > 0
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sayısı a noktasından bag̃ımsız olup yalnızca ε na bag̃lı ise, f fonksiyonu X

üzerinde düzgün süreklilik özellig̃ine sahiptir diyeceg̃iz.

Tanım 3.2.16 : X ⊂ R, f : X → R bir fonksiyon olsun. Eg̃er, ∀ε > 0

sayısı ve ∀x1, x2 ∈ X noktaları ic. in

| x1 − x2 |< δ =⇒| f(x1) − f(x2) |< ε

olacak s.ekilde yalnızca ε na bag̃lı bir δ = δ(ε) sayısı varsa, f fonksiyonu X

üzerinde düzgün süreklidir denir.

Bu tanım ve onun deg̃ili kısaca as.ag̃ıdaki s.ekilde söylenebilir. ”f : X → R

fonksiyonu X üzerinde düzgün süreklidir” ⇐⇒”∀ε > 0 ic.in ∃δ = δ(ε) > 0

öyleki ∀x1, x2 ∈ X ic.in

| x1 − x2 |< δ =⇒| f(x1) − f(x2) |< ε

dir.

”f : X → R fonksiyonu X üzerinde düzgün sürekli deg̃ildir” ⇐⇒”∃ε > 0

öyleki ∀δ > 0 ic.in ∃x1, x2 ∈ X öyleki

| x1 − x2 |< δ =⇒| f(x1) − f(x2) |≥ ε

dir.

Eg̃er, f : X → R fonksiyonu X üzerinde düzgün sürekli ise süreklidir.

Gerc.ekten, Tanım 3.2.16 da x1 = x ve x2 = a alınırsa, Tanım 3.1.1 elde edilir.

Sürekli bir fonksiyon düzgün sürekli olmayabilir. Az sonra bunu dog̃rulayan

örnekler vereceg̃iz.

Tanım 3.2.17 : X ⊂ R, f : X → R fonksiyonu X üzerinde sınırlı olsun.

d = d(X), Xin c. apı olmak üzere ωf : (0, d] → R+;

ωf (δ) = ωf (δ; X) = sup{| f(x1) − f(x2) |: x1, x2 ∈ X, | x1 − x2 |≤ δ}

fonksiyonuna f nin X üzerinde süreklilik modülü denir.
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Her δ ∈ (0, d] ic.in ωf (δ) ≥ 0 oldug̃u ac.ıktır. Üstelik ωf (δ) monoton

artandır. Gerc.ekten,∀δ1, δ2 ∈ (0, d], δ1 < δ2 ic.in

{| f(x1) − f(x2) |: x1, x2 ∈ X, | x1 − x2 |≤ δ1} ⊂
⊂ {| f(x1) − f(x2) |: x1, x2 ∈ X, | x1 − x2 |≤ δ2}

oldug̃una göre,

ωf (δ1) = sup{| f(x1) − f(x2) |: x1, x2 ∈ X, | x1 − x2 |≤ δ1}
= sup{| f(x1) − f(x2) |: x1, x2 ∈ X, | x1 − x2 |≤ δ2}
= ωf (δ2)

oldug̃u görülür. ωf (δ) monoton artan ve alttan sınırlı oldug̃una göre, Teorem

2.4.28 den dolayı lim
δ→0+

ωf (δ) limiti mevcuttur.

Tanım 3.2.18 : X ⊂ R, f : X → R fonksiyonu X üzerinde sınırlı olsun.

Eg̃er, ωf (δ
+) = lim

δ→0+
ωf (δ) = 0 ise f fonksiyonu X üzerinde düzgün süreklidir

denir.

Önerme 3.2.19 : 3.2.16 ve 3.2.18 tanımları denktir.

Örnek 3.2.20 :

(a) f : (0, 1) → R+, f(x) = 1
x

fonksiyonu (0, 1) üzerinde sürekli, fakat

düzgün sürekli deg̃ildir. Gerc. ekten, ε = 1
2

ve ∀δ > 0 sayısı ic. in

n0 ≥ 1√
δ

+ 1 bir tamsayı olmak üzere (0, 1) aralıg̃ının x1 = 1
n0

ve

x2 = 1
n0+1

noktaları ic. in

| x1 − x2 |= 1

n0(n0 + 1)
<

1

n0
2

≤ 1

( 1√
δ

+ 1)2
< δ

olmasına rag̃men

| f(x1) − f(x2) |=| 1

x1

− 1

x2

|=| n − (n + 1) |= 1 > ε

olur. Bu da f(x) = 1
x

fonksiyonunun (0, 1) üzerinde düzgün sürekli

olmadıg̃ını gösterir.
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(b) f : (0, 1) → (−∞, 0), f(x) = ln x fonksiyonu (0, 1) üzerinde sürekli,

fakat düzgün sürekli deg̃ildir. Gerc. ekten, ε = 1
2
ln 2 ve ∀δ > 0

sayısı ic. in n0 > 1
2δ

bir tamsayı olmak üzere (0, 1) aralıg̃ının x1 =
1
n0

ve x2 = 1
2n0

noktaları ic. in

| x1 − x2 |=| 1

n0

− 1

2n0

|= 1

2n0

< δ

olmasına rag̃men

| f(x1) − f(x2) |=| ln
1

n0

− ln
1

2n0

|=| ln 2 |= ln 2 > ε

olur. Bu da f(x) = ln x fonksiyonunun (0, 1) üzerinde düzgün

sürekli olmadıg̃ını gösterir.

(c) f : R → [0, +∞), f(x) = x2 fonksiyonu R üzerinde sürekli, fakat

düzgün sürekli deg̃ildir. Gerc. ekten, ε = 1
2

> 0 ve ∀δ > 0 sayısı ic. in

n0 ≥ 1
4δ2 bir tamsayı olmak üzere R nin x1 =

√
n0 ve x2 =

√
n0 + 1

noktaları ic. in

| x1 − x2 |=| √
x0 − √

n0 + 1 |= 1√
n0 +

√
n0 + 1

<
1

2
√

n0

< δ

olmasına rag̃men

| f(x1) − f(x2) |=| x1
2 − x2

2 |=| n0 − (n0 + 1) |= 1 > ε

olur. Bu da f(x) = x2 fonksiyonunun R üzerinde düzgün sürekli

olmadıg̃ını gösterir.

(d) f : R\{0} → [−1, 1], f(x) = sin 1
x

fonksiyonu R\{0} üzerinde

sürekli, fakat düzgün sürekli deg̃ildir. Gerc. ekten, ∀δ > 0 ic. in

ωf (δ) = sup{| sin
1

x1

−sin
1

x2

|: x1, x2 ∈ R\{0}, | x1−x2 |≤ δ} = 2

ve lim
δ→0+

ωf (δ) = 2 �= 0 oldug̃una göre, Tanım 3.2.18 gereg̃ince

f(x) = sin 1
x

fonksiyonu R\{0} üzerinde düzgün sürekli deg̃ildir.
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(e) f : R → [−1, 1], f(x) = sin x fonksiyonu R üzerinde düzgün

süreklidir. Gerc. ekten, ∀ε > 0 ic. in δ = ε dersek ∀x1, x2 ∈ R

ic. in

| x1 − x2 |< δ =⇒| f(x1) − f(x2) | =| sin x1 − sin x2 |
=| 2 sin

x1 − x2

2
cos

x1 + x2

2
|

= 2 | sin
x1 − x2

2
|| cos

x1 + x2

2
|

≤ 2
| x1 − x2 |

2
.1

=| x1 − x2 |< δ = ε

oldug̃undan Tanım 3.2.16 gereg̃ince f(x) = sin x fonksiyonu R

üzerinde düzgün süreklidir.

Not: Örnek 3.2.20’de (a),(b),(c) ve (d) s.ıklarındaki fonksiyonların tanım

bölgelerinin R de kapalı ve sınırlı (veya birbas.ka deyis.le R de kompakt) bir

küme olmadıg̃ına dikkat ediniz. •

Teorem 3.2.21 (Düzgün Süreklilik Üzerine Cantor Teoremi) : R nin

kompakt (kapalı ve sınırlı) alt kümesi üzerinde sürekli her fonksiyon bu küme

üzerinde düzgün süreklidir.

İspat: Kabul edelim ki, kapalı ve sınırlı bir X ⊂ R kümesinde sürekli

bir f : X → R fonksiyonu X üzerinde düzgün sürekli deg̃ildir. O halde,

∃ε0 > 0 öyleki ∀n ∈ N ic.in

| x′
n − x′′

n |< 1

n
(3.3)

ve

| f(x′
n) − f(x′′

n) |≥ ε0 (3.4)

olacak s.ekilde x′
n, x

′′
n ∈ X noktaları vardır. (x′

n) dizisi sınırlı oldug̃una

göre, (X sınırlı ve ∀n ∈ N ic.in x′
n ∈ X =⇒ (xn) sınırlı )Bolzano-Weierstrass
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Prensibi gereg̃ince (Bkz. Lemma 1.13.31)(x′
n) dizisisinin yakınsak bir (x′

nk
)

alt dizisi vardır. lim
k→∞

x′
nk

= x0 olsun. X kapalı oldug̃undan dolayı x0 ∈ X

dir. ∀k ∈ N ic.in

| x′′
nk

− x0 | ≤ | x′′
nk

− x′
nk

| + | x′
nk

− x0 |
≤ [(3.3) ten dolayı]

≤ 1

nk

+ | x′
nk

− x0 |

dır. lim
k→∞

nk = +∞ ve lim
k→∞

| x′
nk

− x0 |= 0 oldug̃una göre, son es.itsizlikten

lim
k→∞

| x′′
nk

− x0 |= 0 =⇒ lim
k→∞

x′′
nk

= x0

bulunur. f fonksiyonu x0 noktasında sürekli oldug̃undan,

lim
k→∞

f(x′
nk

) = lim
k→∞

f(x′′
nk

) = f(x0)

olur. Buna göre,

lim
k→∞

| f(x′
nk

) − lim
k→∞

f(x′
nk

) |=| f(x0) − f(x0) |= 0

bulunur. Bu (3.4)e göre ∀k ∈ N ic.in | f(x′
nk

) − f(x′′
nk

) |≥ ε ile c.elis.r. Buna

göre, f ,X üzerinde düzgün süreklidir. �

Sonuc. 3.2.22 : [a, b] ⊂ R aralıg̃ında sürekli her fonksiyon bu aralık üzerinde

düzgün süreklidir.

X ⊂ R ve f : X → R fonksiyonu X üzerinde sınırlı olsun. x0 ∈ X ve δ > 0

ic.in

mδ(f, x0) = mx0(f, X)(δ) = inf{f(x) : x ∈ Uδ(x0) ∩ X},

Mδ(f, x0) = Mx0(f, X)(δ) = sup{f(x) : x ∈ Uδ(x0) ∩ X}
olsun. Mδ(f, x0) ve mδ(f, x0) fonksiyonları δ ya göre sırasıyla azalmayan

ve artmayan oldug̃undan dolayı Mδ(f, x0) − mδ(f, x0) fonksiyonu δ ya göre

azalmayandır. Buna göre,

lim
δ→0+

[Mδ(f, x0) − mδ(f, x0)] = Ω(f, x0)
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limiti mevcuttur. Ω(f, x0) büyüklüg̃üne f fonksiyonunun x0 noktasında sıc.raması

denir (Bkz. Tanım 2.4.37).

Not: Tanım 2.4.31 gözönüne alındıg̃ında

Ω(f, x0) = inf{d(Uδ(x0) ∩ X) : δ > 0}

oldug̃u ac.ıktır. •

Teorem 3.2.23 : Kapalı ve sınırlı (kompakt) X ⊂ R kümesinde tanımlı

f : X → R fonksiyonunun X kümesine göre x0 ∈ X noktasında sürekli

olması ic. in gerek ve yeter kos.ul bu noktada f nin sıc. ramasının sıfır, yani

Ω(f, x0) = 0 olmasıdır.

Örnek 3.2.24 : A = {x : x ∈ [0, 1] rasyonel} ve B = {x : x ∈ [0, 1] irrasyonel}
olmak üzere f : [0, 1] → R,

f(x) =

{
1, x ∈ A ise,

0, x ∈ B ise

fonksiyonu [0, 1] aralıg̃ı üzerinde ∀a ∈ [0, 1] noktasında süreksüz olup A ⊂
[0, 1] kümesi üzerinde ∀a ∈ A noktasında süreklidir. C. ünkü, ∀a ∈ A ve

∀δ ∈ [0, 1] ic. in

Ma(f, A)(δ) = sup{f(x) : x ∈ Uδ(a) ∩ A} = 1

= inf{f(x) : x ∈ Uδ(a) ∩ A} = ma(f, A)(δ)

oldug̃una göre, Ω(f, a) = lim
δ→0+

[Ma(f, A)(δ) − ma(f, A)(δ)] = 0 dır.

Tanım 3.2.25 : X ⊂ R alt kümesinde tanımlı f : X → R fonksiyonu

verilmis. olsun. f nin X deki birinci c. es. it süreksizlik noktalarının sayısı sonlu

ise, f fonksiyonu X üzerinde parc.alı süreklidir denir.

Örneg̃in, f : R → R, f(x) = [[ x ]] fonksiyonu b − a ≥ 1 olmak üzere herbir

[a, b] aralıg̃ında parc.alı süreklidir.
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3.3 C. özümlü Problemler

(1) ”ε − δ” yöntemiyle as.ag̃ıdaki fonksiyonların R üzerinde sürekli olduk-

larını gösteriniz.

(a) f(x) = 3x2 − 2x + 1; (b) f(x) = x3; (c) f(x) = cos(3x + 2) .

C. özüm: (a) Herhangi bir ε > 0 sayısı ve x0 ∈ R noktası verilsin.x ∈
R ic.in | x − x0 |< δ < 1 oldug̃unda

| f(x) − f(x0) | =| 3(x2 − x0
2) − 2(x − x0) |

≤ (3 | x + x0 | +2) | x − x0 |
| [|x − x0| < 1 =⇒| x + x0 |
≤| x | + | x0 |≤| x − x0 | +2 | x0 |< 1 + 2 | x0 | ]
≤ (5 + 6 | x0 |) | x − x0 |
≤ (5 + 6 | x0 |)δ

dır. (5 + 6 | x0 |)δ < ε dan δ < ε
5+6|x0| bulunur. Burada, δ = δ(ε, x0) =

min{1, ε
5+6|x0|} sec.imi yapıldıg̃ında ∀x ∈ R ic.in | x − x0 |< δ =⇒|

f(x)−f(x0) |< ε oldug̃u, yani 3x2−2x+1 fonksiyonunun x0 noktasında

sürekli oldug̃u anlas.ılır.x0 ∈ R keyfi oldug̃una göre bu fonksiyon R nin

tamamında süreklidir.

(b) Herhangi bir ε > 0 sayısı ve x0 ∈ R noktası verilsin. x ∈ R ic.in

| x − x0 |< δ oldug̃unda,

| x3 − x0
3 | = | x2 + xx0 + x0

2 || x − x0 |
≤ (| x |2+ | x || x0 | +| x0 |2) | x − x0 |

[| x − x0 |< 1 =⇒| x |< 1+ | x0 |]
≤ (1 + 3 | x0 | +2| x0 |2) | x − x0 |
< (1 + 3 | x0 | +2| x0 |2)δ

dır. (1 + 3 | x0 | +2| x0 |2)δ < ε dan δ < ε
1+3|x0|+2|x0|2 bulunur. Bu-

rada, δ = δ(ε, x0) = min{1, ε
1+3|x0|+2|x0|2 } sec.imi yapıldıg̃ında ∀x ∈ R
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ic.in | x − x0 |< δ =⇒| x3 − x0
3 |< ε oldug̃u, yani x3 fonksiyonunun

x0 noktasında sürekli oldug̃u anlas.ılır.x0 ∈ R keyfi oldug̃una göre, bu

fonksiyon R nin tamamında süreklidir.

(c) Herhangi bir ε > 0 sayısı ve x0 ∈ R noktası verilsin.x ∈ R ic.in

| x − x0 |< δ oldug̃unda

| cos(3x + 2) − cos(3x0 + 2) | = | −2 sin
3(x − x0)

2
sin

3(x + x0 + 4)

2
|

[| sin
3(x + x0 + 4)

2
|≤ 1

ve | sin
3(x − x0)

2
|≤ 3

2
| x − x0 |]

≤ 2
3

2
| x − x0 |= 3 | x − x0 |< 3δ

dır. 3δ < ε dan δ < ε
3

bulunur. Burada, δ = δ(ε, x0) = min{1, ε
3
} sec.imi

yapıldıg̃ında ∀x ∈ R ic.in | x−x0 |< δ =⇒| cos(3x+2)−cos(3x0+2) |< ε

oldug̃u, yani cos(3x + 2) fonksiyonunun x0 noktasında sürekli oldug̃u

anlas.ılır.x0 ∈ R keyfi oldug̃una göre, bu fonksiyon R nin tamamında

süreklidir. �

(2) R den R ye tanımlı ve süreklilik kümesi S(f) = {−1, 1} olan bir f

fonksiyonu bulunuz.

C. özüm: f : R → R,

f(x) =

{
0, x ∈ Q ise,

x2 − 1, x ∈ R\Q ise

bic.iminde tanımlı f fonksiyonu −1 ve 1 noktalarında sürekli olup ∀a ∈
R\{−1, 1} noktasında ikinci c.es.it süreksizlig̃e sahiptir. Gerc.ekten, ∀a ∈
R\{−1, 1} ve ∀n ∈ N ic.in x′

n ∈ Q ve x′′
n ∈ R\Q ve lim

n→∞
x′

n =

lim
n→∞

x′′
n = a kos.ullarını sag̃layan (x′

n) ve (x′′
n) dizileri ic.in

lim
n→∞

f(x′
n) = 0 �= a2 − 1 = lim

n→∞
f(x′′

n)

oldug̃una göre, fonksiyon ∀a ∈ R\{−1, 1} noktasında süreksizdir.

a = 1( veya a = −1) ic.in xn ∈ R ve lim
n→∞

xn = 1 (veya = −1) kos.ullarını
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sag̃layan her (xn) dizisi ic.in

lim
n→∞

f(xn) = 0 = f(0)

oldug̃una göre, S(f) = {−1, 1} dir. �

(3) R den R ye tanımlı ve süreklilik kümesi S(f) = Z olan bir f fonksiyonu

bulunuz.

C. özüm: f : R → R,

f(x) =

{
0, x ∈ Q ise,

sin πx, x ∈ R\Q ise.

bic.iminde tanımlı f fonksiyonu ic.in S(f) = Z oldug̃unu gösterelim.∀a ∈
Z ic.in xn ∈ R ve lim

n→∞
xn = a kos.ullarını sag̃layan her (xn) dizisi ic.in

lim
n→∞

f(xn) = 0 = f(0) =⇒ f, a ∈ Z noktasında süreklidir

∀a ∈ R\Z , ∀n ∈ N ic.in x′
n ∈ Q , x′′

n ∈ R\Q ve lim
n→∞

x′
n = lim

n→∞
x′′

n = a

kos.ullarını sag̃layan (x′
n) ve (x′′

n) dizileri ic.in

lim
n→∞

f(x′
n) = 0 �= sin πa = lim

n→∞
f(x′′

n)

oldug̃una göre, lim
x→a

f(x) limiti yoktur. Buna göre, fonksiyon R\Z nin

tamamında süreksizdir. �

(4) f : R → R,

f(x) =

{
3x − 2, x ∈ Q ise,

x2, x ∈ R\Q ise

bic.iminde tanımlı f fonksiyonunun S(f) süreklilik kümesini bulunuz.

C. özüm: ∀a ∈ R ,∀n ∈ N ic.in x′
n ∈ Q , x′′

n ∈ R\Q ve lim
n→∞

x′
n =

lim
n→∞

x′′
n = a kos.ullarını sag̃layan (x′

n) ve (x′′
n) dizileri ic.in

lim
n→∞

f(x′
n) = lim

n→∞
(3x′

n − 2) = 3a − 2,
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lim
n→∞

f(x′′
n) = lim

n→∞
(x′′

n)2 = a2

bulunur. Buna göre, f nin a da sürekli olması ic.in a2 = 3a − 2, yani

a = 1 ve a = 2 olmalıdır. Dolayısıyla, S(f) = {1, 2} dir. �

(5) As.ag̃ıdaki es.itliklerle tanımlanan f : R → R fonksiyonlarının süreklilik

durumunu inceleyiniz. Süreksiz oldukları durumlarda süreksizlik c.es.idini

belirtiniz.

(a) f(x) =
√

x − [[ x ]] ;

(b) f(x) =

{
[[ x ]] + [[ −x ]] , x /∈ Z ise,

−1, x ∈ Z ise;

(c) f(x) = x2 + sgn(x2 − 1);

(d) f(x) =

{
2 sin x
|x| , x �= 0 ise,

2, x = 0 ise;

(e) f(x) =

{
x3−1
x2−1

, x �= 1 ise,

4, x=1 ise;

(f) f(x) = x [[ x ]] ;

(g) f(x) =

{
x [[ 1

x
]] , x �= 0 ise,

1, x = 0 ise;

(h) f(x) = [[ x ]] sin πx;

(i) f(x) = [[ x ]] ( [[ x ]] − (−1) [[ x ]] cos πx);

(j) f(x) = (−1) [[ x ]] ;

(k) f(x) =

{
cos2 1

x
, x �= 0 ise,

1, x = 0 ise;

(l) f(x) =
| x |

arctan x
;

(m) f(x) =

{
cos πx

2
, | x |≤ 1 ise,

| x − 1 |, | x |> 1 ise;
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(n) f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

cos x, −π
2

≤ x < π
4

ise,

1, x = π
4

ise,

x2 − π2

16
, π

4
< x ≤ π ise;

(o) f(x) = log(x − 1)2 .

C. özüm: (a) n ≤ x < n + 1, n ∈ Z ise [[ x ]] = n oldug̃una göre,

In = [n, n + 1), n ∈ Z olmak üzere (f |In)(x) =
√

x − n fonksiyonu In

aralıg̃ında süreklidir. ∀n ∈ Z ic.in f(n) = 0, f(n−) = lim
x→n−

√
x − n + 1 =

1, f(n+) = lim
x→n+

√
x − n = 0 ve f(n−) = 1 �= f(n) = f(n+) oldug̃una

göre, S(f) = R\Z dir. x = n ∈ Z noktaları fonksiyonun birinci c.es.it

süreksizlik noktalarıdır.

(b) n < x < n + 1, n ∈ Z ise [[ x ]] = n ve [[ −x ]] = −n − 1 oldug̃una

göre, In = (n, n + 1), n ∈ Z olmak üzere (f |In)(x) = −1 fonksiyonu

In aralıg̃ında süreklidir. ∀n ∈ Z ic.in f(n) = 0, f(n−) = lim
x→n−

( [[ x ]] −
[[ −x ]] ) = n − 1 + (−n) = −1, f(n+) = lim

x→n+
( [[ x ]] + [[ −x ]] ) =

n + (−n − 1) = −1 ve f(n−) = −1 �= f(n) �= −1 = f(n+) oldug̃una

göre, S(f) = R\Z dir. x = n ∈ Z noktaları fonksiyonun kaldırılabilir

süreksizlik noktalarıdır.

(c) f(±1) = 0 oldug̃u ac.ıktır. | x |> 1 ic.in f(x) = x2 +1 =⇒ f(1+) =

lim
x→1+

(x2 + 1) = 2,

f(−1−) = lim
x→−1−

(x2 + 1) = 2,

ve | x |< 1 ic.in f(x) = x2 − 1 =⇒ f(1−) = lim
x→1−

(x2 − 1) = 0,

f(−1+) = lim
x→−1+

(x2 − 1) = 0

bulunur. f(−1−) = 2 �= 0 = f(−1) = f(−1+) ve f(1−) = 0 =

f(0) �= f(1+) oldug̃una göre, S(f) = R\{−1, 1} dir. x = ±1 noktaları

fonksiyonun birinci c.es.it süreksizlik noktalarıdır.

(d) 2 sin x, | x |∈ C(R) ve x �= 0 ic.in | x |�= 0 oldug̃una göre, f ∈
C(R\{0}) dır.

f(0−) = lim
x→0−

2 sin x

−x
= −2, f(0+) = lim

x→0+

2 sin x

x
= 2
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oldug̃una göre, S(f) = R\{0} dır. x = 0 noktası fonksiyonun birinci

c.es.it süreksizlik noktasıdır.

(e) x3 − 1, x2 − 1 ∈ C(R) ve x �= 1 ic.in x2 − 1 �= 0 oldug̃una göre,
x3−1
x2−1

∈ C(R\{1}) dir. ∀x �= 1 ic.in f(x) = x2+x+1
x+1

oldug̃una göre

f(1−) = lim
x→1−

x2 + x + 1

x + 1
=

3

2
, f(1+) = lim

x→1+

x2 + x + 1

x + 1
=

3

2

bulunur. f(1−) = f(1+) = 3
2

�= 4 = f(1) oldug̃una göre S(f) = R\{1}
dir. x = 1 noktası fonksiyonun kaldırılabilir süreksizlik noktasıdır.

(f) n ≤ x < n + 1, n ∈ Z ise [[ x ]] = n ve In = [n, n + 1), n ∈ Z olmak

üzere (f |In)(x) = nx fonksiyonu In aralıg̃ında süreklidir. ∀n ∈ Z ic.in

f(n) = n2, f(n−) = lim
x→n−

(n−1)x = (n−1)n, f(n+) = lim
x→n+

nx = n2 ve

f(n−) = (n−1)n �= n2 = f(n) = f(n+) oldug̃una göre, S(f) = R\Zdir.

x = n ∈ Z noktaları fonksiyonun birinci c.es.it süreksizlik noktalarıdır.

(g) ∀n ∈ Z\{0} ic.in In = ( 1
n+1

, 1
n
] olmak üzere (f |In)(x) = nx

fonksiyonu In aralıg̃ında süreklidir. ∀n ∈ Z\{0} ic.in f( 1
n
) = 1,f( 1

n

+
) =

lim
x→ 1

n
+

x [[ 1
x

]] = n−1
n

bulunur. f( 1
n
) �= f( 1

n
+) oldug̃una göre, S(f) =

Z\{0} dir. x = 1
n
, n ∈ Z\{0} noktaları fonksiyonun birinci c.es.it

süreksizlik noktalarıdır.

S. imdi fonksiyonun x = 0 noktasında süreklilik durumunu inceliyelim.

n ∈ N olmak üzere ∀x ∈ ( 1
n+1

, 1
n
) ic.in

n

n + 1
< x [[

1

x
]] <

n + 1

n
(3.5)

oldug̃u ac.ıktır. n → ∞ =⇒ x → 0+ iken [(3.5)ten dolayı ]

=⇒ lim
x→0+

x [[
1

x
]] = 1. [[

1

x
]] = −n, n ∈ N ise

−n ≤ 1

x
< −n + 1, − 1

n + 1
< x <

1

−n

ve dolayısıyla,

−n

−n + 1
< x [[

1

x
]] <

−n + 1

−n
(3.6)
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elde edilir. (3.6) dan dolayı,

f(0−) = lim
x→0−

x [[
1

x
]] = 1

bulunur. Buna göre, f(0−) = f(0) = f(0+) = 1 es.itliklerinden fonksiy-

onun x = 0 da sürekli oldug̃u anlas.ılır.

(h) n ≤ x < n + 1, n ∈ Z ise [[ x ]] = n oldug̃una göre, In =

[n, n + 1), n ∈ N olmak üzere (f |In)(x) = n sin πx fonksiyonu In

aralıg̃ında süreklidir. ∀n ∈ Z ic.in f(n) = n sin πn = 0, f(n−) =

lim
x→n−

(n − 1) sin πx = (n − 1) sin πn = 0, f(n+) = lim
x→n+

n sin πx =

n sin nπ = 0 bulunur. f(n−) = f(n) = f(n+) = 0 oldug̃una göre,

fonksiyon R nin tamamında süreklidir.

(i) n ≤ x < n + 1, n ∈ Z ise [[ x ]] = n oldug̃una göre, In =

[n, n + 1), n ∈ Z olmak üzere (f |In)(x) = n(n − (−1)n cos πx) fonksiy-

onu In aralıg̃ında süreklidir. ∀n ∈ Z ic.in

f(n) = n(n − (−1)n cos πn) = n(n − (−1)n(−1)n) = n(n − 1),

f(n−) = lim
x→n−

(n − 1)(n − 1 − (−1)n−1 cos πx) =

= (n − 1)(n − 1 − (−1)n−1(−1)n = (n − 1)n,

f(n+) = lim
x→n+

n(n − (−1)n cos πx) = n(n − 1)

bulunur. f(n−) = f(n) = f(n+) oldug̃una göre, fonksiyon R nin

tamamında süreklidir.

(j) 2n ≤ x < 2n + 1, n ∈ Z ise (−1)[|x|] = 1 oldug̃una göre, fonksiyon

In = [2n, 2n + 1), n ∈ Z olmak üzere (f |In)(x) = 1 fonksiyonu In

aralıg̃ında süreklidir. Benzer s.ekilde Jn = [2n − 1, 2n), n ∈ Z olmak

üzere (f |Jn)(x) = −1 fonksiyonu Jn aralıg̃ında süreklidir. ∀n ∈ Z ic.in

f(2n) = 1, f(2n − 1) = −1 f(2n−) = lim
x→2n−

(−1)2n−1 = −1,

f(2n+) = lim
x→2n+

(−1)2n = 1 f((2n − 1)−) = lim
x→(2n−1)−

(−1)2n−2 = 1,

f((2n − 1)+) = lim
x→(2n−1)+

(−1)2n−1 = −1
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bulunur. f(2n−) = −1 �= 1 = f(2n) = f(2n+) ve f((2n − 1)−) =

1 �= −1 = f(2n − 1) = f((2n − 1)+) oldug̃una göre, S(f) = R\Z dir.

x = n ∈ Z noktaları fonksiyonun birinci c.es.it süreksizlik noktalarıdır.

(k) Terimleri x′
n = 1

nπ
, x′′

n = 2
(2n+1)π

, n ∈ N bic.iminde tanımlı

(x′
n)ve(x′′

n) dizilerini gözönüne alalım. lim
n→∞

x′
n = lim

n→∞
x′′

n = 0,

lim
n→∞

f(x′
n) = 1 ve lim

n→∞
f(x′′

n) = 0 oldug̃u ac.ıktır. Dolayısıyla, lim
x→0

f(x)

limiti yoktur.f ∈ C(R\{0}), S(f) = R\{0} ve x = 0 noktası ikinci c.es.it

süreksizlik noktasıdır.

(l) | x |, arctan x ∈ C(R) ve x �= 0 ic.in arctan x �= 0 oldug̃una göre,

f ∈ C(R\{0}) dır. x → 0 iken arctan x ∼ x oldug̃undan dolayı

lim
x→0−

| x |
arctan x

= − lim
x→0−

x

arctan x
= −1 ,

lim
x→0+

| x |
arctan x

= lim
x→0+

x

arctan x
= 1

bulunur. Buna göre, S(f) = R\{0} ve x = 0 noktası fonksiyonun bir-

inci c.es.it süreksizlik noktasıdır.

(m) f ∈ C([−1, 1]
⋃

(−∞, −1)
⋃

(1, +∞)) oldug̃u ac.ıktır. f(1) =

cos(π
2
) = 0, f(1−) = lim

x→1−
cos(πx

2
) = 0, f(1+) = lim

x→1+
(x − 1) = 0,

f(−1) = cos(−π
2
) = 0, f(−1−) = lim

x→−1−
(1 − x) = 2, f(−1+) =

lim
x→−1+

cos(πx
2

) = 0, bulunur. f(−1−) = 2 �= 0 = f(−1) = f(−1+)

ve f(1−) = 0 = f(1) = f(1+) oldug̃una göre, S(f) = R\{−1} dir.

x = −1 noktası fonksiyonun birinci c.es.it süreksizlik noktasıdır.

(n) f ∈ C([−π
2
, π

4
]
⋃

(π
4
, π)) oldug̃u ac.ıktır. f(π

4
) = 1 , f(π

4
−) =

lim
x→π

4
−

cos x = 1√
2
, f(π

4
+) = lim

x→π
4

+
(x2 − π2

16
) = 0 ve f(π

4
−) = 1√

2
�= 1 =

f(π
4
) �= f(π

4
+) oldug̃una göre, S(f) = {π

4
} dir. x = π

4
noktası fonksiy-

onun birinci c.es.it süreksizlik noktasıdır.

(o) (x − 1)2 ∈ C(R) ve ln u ∈ C(R+) oldug̃una göre, f(x) ∈ C(R\{1})

dir. lim
x→1

f(x) = lim
x→1

log(x − 1)2 = −∞ oldug̃una göre, S(f) = R\{1}
dir. x = 1 noktası fonksiyonun ikinci c.es.it süreksizlik noktasıdır. �

(6) As.aǧıdaki es.itlikler ile tanımlanan fonksiyonlar R nin hangi nokta-
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larında süreksizdir? Süreksizlik c.es.idini belirleyiniz.

(a) f(x) =
1

x2 − 9
; (b)f(x) =

{
sin π

x
, x �= 0 ise,

0, x = 0 ise;

(c)f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

x2, x < 0 ise,

1, x = 0 ise,

1 + tan x, x > 0 ise;

(d) f(x) =
|x − 1|
x − 1

;

(e) f(x) =
1

x3 − 3x2 − 4x
; (f) f(x) = sin x sin 1

x
;

(g) f(x) =
arcsin x

sin 2x
; (h) f(x) =

cos(πx
2

)

x3 − x2
;

(i) f(x) =
3

1
x + 2

1
x

3
1
x − 2

1
x

; (j) f(x) =
1

x
ln

1 + x

1 − x
.

C. özüm: (a) Pay ve payda R de sürekli ve ∀x �= ±3 ic.in x2 − 9 �= 0

olduǧuna göre, f ∈ C(R\{−3, 3}) dir. f(−3−) = +∞, f(−3+) =

−∞, f(3−) = −∞, f(3+) = +∞ olduǧuna göre, fonksiyon x = ±3

noktasında bir sonsuz süreksizliǧe sahiptir.

(b)
π

x
∈ C(R\{0}) ve sin y ∈ C(R) oldug̃una göre, f(x) ∈ C(R\{0})

dır. lim
x→0

π

x
limitinin mevcut olmadıǧını biliyoruz. Dolayısıyla, x = 0

noktası fonksiyonun ikinci c.es.it süreksizlik noktasıdır.

(c) x2 ∈ C((−∞, 0)) ve tan x ∈ C(R+\{π
2

+ nπ : n = 0, 1, 2, . . .})

olduǧuna göre, f(x) ∈ C((−∞, 0)) ∪ (R+\{π
2

+ nπ : n = 0, 1, 2, . . .})

dır. f(0) = 1, f(0−) = lim
x→0−

x2 = 0, f(0+) = lim
x→0+

(1 + tan x) = 1

bulunur. f(0−) = 0 �= 1 = f(0) = f(0+) olduǧuna göre, x = 0 noktası

fonksiyonun birinci c.es.it süreksizlik noktasıdır. ∀n = 0, 1, 2, . . . ic.in

f((π
2

+ nπ)−) = lim
x→(

π
2

+nπ)−
(1 + tan x) = +∞

f((π
2

+ nπ)+) = lim
x→(

π
2

+nπ)+
(1 + tan x) = −∞

olduǧuna göre, x = π
2
+nπ, n = 0, 1, 2, . . . noktaları fonksiyonun ikinci

c.es.it süreksizlik noktalarıdır.
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(d) f ∈ C(R\{1}) olduǧu ac.ıktır.

f(1−) = lim
x→1−

|x − 1|
x − 1

= lim
x→1−

1 − x

x − 1
= −1,

f(1+) = lim
x→1+

|x − 1|
x − 1

= lim
x→1−

x − 1

x − 1
= 1

ve f(1−) �= f(1+) olduǧuna göre, x = 1 noktası fonksiyonun birinci

c.es.it süreksizlik noktasıdır.

(e) x3 − 3x2 − 4x ∈ C(R) ve x �∈ {−1, 0, 4} ic.in x3 − 3x2 − 4x �= 0

olacaǧından, f ∈ C(R\{−1, 0, 4}) dır. x �∈ {−1, 0, 4} ic.in

f(x) = − 1

4x
+

1

20(x − 4)
+

1

5(x + 1)

olduǧu ac.ıktır.
1

x + 1
,

1

x
ve

1

x − 4
Fonksiyonları sırasıyla x = −1, x =

0 ve x = 4 noktalarında, dolayısıyla, f(x) fonksiyonu −1, 0 ve 4 nok-

talarında ikinci c.es.it süreksizliǧe sahiptir.

(f) sin x ∈ C(R) ve sin 1
x

∈ C(R\{0}) olduǧuna göre, f ∈ C(R\{0})

dir. ∀x ∈ R\{0} ic.in

|f(x)| = | sin x|| sin 1
x
| ≤ | sin x| ≤ |x|

olduǧuna göre lim
x→0

f(x) = 0 bulunur. Buna göre, x = 0 noktası

fonksiyonun bir kaldırılabilir süreksizlik noktasıdır. f(0) = 0 tanımıyla

f ∈ C(R) olur.

(g) arcsin x ∈ C([−1, 1]), sin 2x ∈ C(R) ve ∀x ∈ [−1, 1]\{0} ic.in

sin 2x �= 0 olduǧuna göre, f ∈ [−1, 1]\{0} olur. x → 0 iken arcsin x ∼ x

ve sin 2x ∼ 2x olduǧuna göre,

f(0−) = lim
x→0−

arcsin x

sin 2x
= lim

x→0−

x

2x
=

1

2

ve benzer s.ekilde f(0+) =
1

2
dir. f(0−) = f(0+) olduǧuna göre, x = 0

noktası fonksiyonun bir kaldırılabilir süreksizlik noktasıdır. f(0) =
1

2
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tanımıyla f ∈ C(R) olur.

(h) cos(xπ
2

) ∈ C(R), x3 − x2 ∈ C(R) ve x �= 0, x �= 1 ic.in x3 − x2 �= 0

olduǧuna göre, f(x) ∈ C(R\{0, 1}) dir. f(0−) = f(0+) = −∞ olduǧu

ac.ıktır.

lim
x→1

cos(xπ
2

)

x2(x − 1)
= lim

x→1

cos(π
2

+ π
2
(x − 1))

x − 1

lim
x→1

− sin(π
2
(x − 1))

x − 1

[x → 1 iken sin π
2
(x − 1) ∼ π

2
(x − 1)]

= lim
x→1

−π
2
(x − 1)

x − 1
= −π

2

bulunur. Buna göre, x = 0 noktası fonksiyonun ikinci c.es.it süreksizlik

ve x = 1 noktası da fonksiyonun bir kaldırılabilir süreksizlik noktasıdır.

f(1) = −π

2
tanımıyla fonksiyon x = 1’de süreklidir.

(i)
1

x
, 3

1
x , 2

1
x ∈ C(R\{0}) olduǧuna göre, f ∈ C(R\{0}) dır.

f(0−) = lim
x→0−

(3
2
)

1
x + 1

(3
2
)

1
x − 1

[x → 0− ⇒ 1

x
→ −∞ ⇒ (3

2
)

1
x = 0] = −1

f(0+) = lim
x→0−

1 + (2
3
)

1
x

1 − (2
3
)

1
x

[x → 0+ ⇒ 1

x
→ +∞ ⇒ (2

3
)

1
x → 0] = 1

bulunur. f(0−) �= f(0+) olduǧuna göre, x = 0 noktası fonksiyonun

birinci c.es.it süreksizlik noktasıdır.

(j)
1

x
∈ C(R\{0}) ve ln

1 + x

1 − x
∈ C((−1, 1)) olduǧuna göre, f ∈

C((−1, 1)\{0}) dır.

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

ln
(1 + x

1 − x

) 1
x = lim

x→0
ln(1 +

2x

1 − x
)

1
x

= ln[lim
x→0

(1 +
2x

1 − x
)

1
x ] = ln e

lim
x→0

1

x
ln

1 + x

1 − x

= ln e2 = 2
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bulunur. Dolayısıyla, x = 0 noktası fonksiyonun bir kaldırılabilir süreksizlik

noktasıdır. f(0) = 2 tanımıyla f ∈ C((−1, 1)) olur. �

(7) Aa. g̃ıdaki fonksiyonların sürekli olması ic.in a ne olmalıdır?

(a) f(x) =

{
x2−9
x+3

, x �= −3 ise,

a, x = −3 ise;

(b) f(x) =

{
(π + 2x) tan x, x ∈ (−π, π

2
)\{−π

2
} ise,

a, x = −π
2

ise;

(c) f(x) =

{
sinh x

x
, x �= 0 ise,

a, x = 0 ise;

(d) f(x) =

{
e−

1
x2 , x �= 0 ise,

a, x = 0 ise;
(e) f(x) =

⎧⎨
⎩

x

ln(1 + 2x)
, x �= 0 ise,

a, x = 0 ise.

C. özüm: (a) lim
x→−3

f(x) = lim
x→−3

(x+3)(x−3)
x+3

= lim
x→−3

(x − 3) = −6

oldug̃una göre, fonksiyonun −3 noktasında sürekli olması, yani lim
x→−3

f(x) =

f(−3) olması ic.in a = −6 olmalıdır.

(b) lim
x→−π

2

(π + 2x) tan x[π + 2x = y ⇒ x → −π

2
⇔ y → 0] =

lim
y→0

y tan(y
2

− π
2
) = lim

y→0
y cot y

2
= lim

y→0

y
sin y

2
cos y

2
= 2 oldug̃una göre,

fonksiyonun x = −π
2

noktasında sürekli olması ic.in a = 2 olmalıdır.

(c) lim
x→0

sinh x
x

= lim
x→0

ex−e−x

2x
= 1

2
lim
x→0

ex−1−(e−x−1)
x

= 1
2
[lim
x→0

ex−1
x

+lim
x→0

e−x−1
−x

] =
1
2
(1 + 1) = 1 oldug̃una göre, fonksiyonun x = 0 noktasında sürekli ol-

ması ic.in a = 1 olmalıdır.

(d) lim
x→0

e−
1

x2 = lim
x→0

1

e
1

x2
[ 1
x2 = y ⇒ x → 0 ⇔ y → +∞] = 1

lim
y→+∞ ey =

1
+∞ = 0 oldug̃una göre, fonksiyonun x = 0 noktasında sürekli olması

ic.in a = 0 olmalıdır.

(e) lim
x→0

x
ln(1+2x)

= lim
x→0

1

2 ln(1+2x)
1
2x

= 1
2

1

lim
x→0

ln(1+2x)
1
2x

[y = (1 + 2x)
1
2x ⇒

x → 0 ⇔ y → e] = 1
2

1
lim
y→e

ln y
=

1

2 ln e
= 1

2
oldug̃una göre, fonksiyonun

x = 0 noktasında sürekli olması ic.in a = 1
2

olmalıdır. �
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(8) As.ag̃ıdaki fonksiyonların R üzerinde sürekli olması ic.in a ve b ne ol-

malıdır?

(a) f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(x − 1)3, x ≤ 0 ise,

ax + b, 0 < x < 1 ise,√
x, x ≥ 1 ise;

(b) f(x) =

{
(x2)a sinb(x2), x �= 0 ise,

0, x = 0 ise.

C. özüm: (a)

f(0−) = lim
x→0−

(x − 1)3 = −1, f(0) = (0 − 1)3 = −1,

f(0+) = lim
x→0+

(ax + b) = b, f(1) =
√

1 = 1,

f(1−) = lim
x→1−

(ax + b) = a + b, f(1+) = lim
x→1+

√
1 = 1

bulunur. Fonksiyonun 0 ve 1 noktalarında sürekli olması ic.in sırasıyla

f(0−) = f(0) = f(0+) veya b = −1 ve f(1−) = f(1) = f(1+) veya

a + b = 1 olmalıdır. Buna göre, f ∈ C(R) olması ic.in a = 2 ve b = −1

olmalıdır.

(b) ∀x ∈ R\{0} ic.in f(x) = (x2)a+b.( sin x2

x2 )b ve ∀b ∈ R ic.in lim
x→0

( sin x2

x2 )b =

1 oldug̃u ac.ıktır. O halde, fonksiyonun 0 noktasında sürekli olması ic.in

0 = f(0) = lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(x2)a+b

olmalıdır. Bu da yalnızca a+b > 0 durumunda mümkündür. Dolayısıyla,

f ∈ C(R) olması ic.in a + b > 0 olmalıdır. �

(9) As.ag̃ıda verilen f ve g fonksiyonları ic.in (f ◦g) ve (g◦f) biles.ke fonksiy-

onlarının süreklilik durumunu inceleyiniz.

(a) f(x) = sgnx, g(x) = 1 + x2; (b) f(x) = sgnx, g(x) = x − x3;

(c) f(x) = 1− | x − 1 |, g(x) =

{
x, x ∈ Q ise,

2 − x, x ∈ R\Q ise.
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C. özüm: (a) f(g(x)) = sgn(1 + x2) = 1 ve g(f(x)) = 1 + (sgnx)2 ={
2, x �= 0 ise,

1, x = 0 ise
bulunur. Buna göre, (f ◦ g) ∈ C(R) ve (g ◦ f) ∈

C(R\{0}) dır. (Bkz. s.ekil 3.4).

(b) f(g(x)) = sgn(x − x2) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1, 0 < x < 1 ve x < −1 ise,

0, x = 0 ve x = ±1 ise,

−1, x > 1 ve −1 < x < 0 ise

ve

g(f(x)) = sgn(1−sgn2x) = 0 bulunur. Buna göre, (f◦g) ∈ C(R\{−1, 0, 1})

ve (g ◦ f) ∈ C(R) (Bkz. s.ekil 3.5).

(c) x ∈ Q ic.in f(g(x)) = 1 − |x − 1| ve x ∈ R\Q ic.in f(g(x)) =

1− |1−x| olduǧuna göre, ∀x ∈ R ic.in f(g(x)) = 1− |x−1| dir. Benzer

s.ekilde

g(f(x)) =

{
1 − |x − 1|, x ∈ Q ise,

1 + |x − 1|, x ∈ R\Q ise

olduǧu bulunur. Demek ki, f ◦g ∈ C(R) ve g◦f fonksiyonun x = 1 nok-

tasında sürekli olup herhangi bir x ∈ R\{1} noktasında süreksizdir.�

(10) Reel katsayılı ve tek dereceli polinom denklemin, yani

a0x
2n+1 + a1x

2n + . . . + a2nx + a2n+1 = 0

denklemin en az bir reel köke sahip olduǧunu gösteriniz.

C. özüm: a0 > 0 olsun. q2n+1(
1
x
) =

a1

x
+ . . .+

a2n

x2n
+

a2n+1

x2n+1
olmak üzere

P2n+1(x) = a0x
2n+1 + a1x

2n + · · · + a2nx + a2n+1

= x2n+1(a0 + q2n+1(
1
x
))
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ve lim
x→+∞

q2n+1(
1
x
) = 0 olduǧuna göre, ∃Δ > 0 öyle ki, ∀x > Δ ic.in

|q2n+1(
1
x
)| <

a0

2
olur. Buna göre, ∀x > Δ ic.in

P2n+1(x) = x2n+1(a0 + q2n+1(
1
x
)) >

a0

2
x2n+1

olduǧu elde edilir. Demek ki, lim
x→+∞

P2n+1(x) = +∞ olduǧu bulunur.

lim
x→+∞

P2n+1(x) = +∞ ⇒ ∀ε1 > 0, ∃δ1 > 0 öyle ki, ∀x ≥ δ1

ic.in P2n+1(x) > ε1 olur.

Benzer s.ekilde, lim
x→−∞

P2n+1(x) = −∞ olduǧu kolayca gösterilebilir.

lim
x→−∞

P2n+1(x) = −∞ ⇒ ∀ε2 > 0, ∃δ2 > 0 öyle ki, ∀x ≤ −δ2

ic.in P2n+1(x) < −ε2 olur.

Dolayısıyla, P2n+1(δ1) > 0 ve P2n+1(−δ2) < 0 olacak s.ekilde bir [a, b] =

[−δ2, δ1] ⊂ R aralıǧının varlıǧı anlas.ılır. P2n+1(x) ∈ C([a, b]) olduǧuna

göre, Bolzano-Cauchy Teoremi gereǧince P2n+1(c) = 0 olacak s.ekilde

en az bir c ∈ (a, b) noktası vardır. a0 < 0 durumu benzer s.ekilde

incelenebilir. �

(11) f([0, 1]) ⊂ [0, 1] kos.ulunu saǧlayan her f ∈ C([0, 1]) fonksiyonunun

[0, 1] de bir sabit noktaya (f(x0) = x0 olacak s.ekilde x0 ∈ [0, 1] nok-

tasına f nin bir sabit noktası denir) sahip olacaǧını gösteriniz.

C. özüm: [0, 1] üzerinde sürekli ϕ(x) = x−f(x) fonksiyonunu gözönüne

alalım. ϕ(0) = −f(0) ≤ 0 ve ϕ(1) = 1 − f(1) ≥ 0 oldug̃u ac.ıktır.

f(0) = 0 veya f(1) = 1 ise 0 veya 1 noktası f nin sabit noktası

olur.f(0) > 0 ve f(1) > 0 oldug̃u durumlarda ϕ(0) < 0 ve ϕ(1) >

0(veya ϕ(0)ϕ(1) < 0 ) oldug̃undan, Bolzano-Cauchy teoremi gereg̃ince

ϕ(x0) = 0 veya x0 = f(x0) olacak bic.imde en az bir x0 ∈ (0, 1) noktası

vardır. Böylece, bu durumlarda da f nin sabit noktaya sahip oldug̃u

elde edilir. �
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(12) f ∈ C[a, b], g ∈ C[a, b] ve f(a) > g(a), f(b) < g(b) ise, f(x0) = g(x0)

olacak s.ekilde x0 ∈ (a, b) noktasının mevcut olacag̃ını gösteriniz.

C. özüm: F (x) = g(x) − f(x) fonksiyonunu gözönüne alalım.F ∈
C[a, b], F (a) = g(a) − f(a) < 0 ve F (b) = g(b) − f(b) > 0 oldug̃u

ac.ıktır. Buna göre, Bolzano-Cauchy teoremi gereg̃ince F (x0) = 0, yani

f(x0) = g(x0) olacak bic.imde bir x0 ∈ (a, b) noktası vardır. �

(13) f((0, 1)) ⊂ (0, 1) kos.ulunu sag̃layan ve (0, 1) de sabit noktaya sahip

olmayan bir f ∈ C(0, 1) fonksiyon örneg̃i veriniz.

C. özüm: f : (0, 1) → (0, 1), f(x) = x2 fonksiyonunun (f(0, 1) ⊂ (0, 1)

ve x2 ∈ C(0, 1) oldug̃u ac.ıktır) (0, 1) de sabit noktası yoktur. �

(14) f : (a, b) → R fonksiyonu (a, b) üzerinde sürekli ve x1, x2, x3 bu aralıg̃ın

herhangi üc. noktası olsun. Bu durumda,

f(c) =
1

3
(f(x1) + f(x2) + f(x3))

olacak s.ekilde bir c ∈ (a, b) noktasının mevcut olacag̃ını gösteriniz.

C. özüm: x1 < x2 < x3 ve m = inf{f(x) : x ∈ [x1, x3]},

M = sup{f(x) : x ∈ [x1, x3]} olsun. min{f(x1), f(x2), f(x3)} = A ve

max{f(x1), f(x2), f(x3)} = B dersek

A ≤ 1

3
[f(x1) + f(x2) + f(x3)] ≤ B

ve [A, B] ⊂ [m, M ] oldug̃u ac.ıktır. f ∈ C[x1, x3] oldug̃una göre, Ara

Deg̃er teoremi gereǧince

f(c) =
1

3
[f(x1) + f(x2) + f(x3)]

olacak s.ekilde bir c ∈ (a, b) noktası mevcuttur. �

(15) X ⊂ R , f : X → R fonksiyonu X kümesine göre x0 ∈ X nok-

tasında sürekli ise, | f(x) | de X kümesi üzerinde de bu noktada sürekli

oldug̃unu gösteriniz.
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C. özüm: f : X → R fonksiyonu X kümesine göre x0 ∈ X noktasında

süreklidir ⇒ ∀ε > 0 ic.in ∃δ > 0 öyleki ∀x ∈ X ic.in | x − x0 |< δ ⇒
| f(x) − f(x0) |< ε dır”. Bu durumda, aynı x ler ic.in

|| f(x) | − | f(x0) || ≤ | f(x) − f(x0) |< ε

oldug̃undan dolayı | f | fonksiyonu X kümesi üzerinde x0 noktasında

süreklidir. �
Not: Problem (15) ten X ⊂ R , f ∈ C(X) ⇒| f |∈ C(X) sonucu elde

edilir. •

(16) [0, 1] aralıg̃ında tanımlı öyle f : [0, 1] → R fonksiyonu bulunuz ki,

f , [0, 1] aralıg̃ının her noktasında süreksiz fakat | f(x) | fonksiyonu

[0, 1] aralıg̃ında sürekli olsun.

C. özüm: f : [0, 1] → R,

f(x) =

{
1, x ∈ [0, 1] rasyonel ise,

−1, x ∈ [0, 1] irrasyonel ise

bic.iminde tanımlı f fonksiyonu [0, 1] de süreksiz (yani her x ∈ [0, 1] nok-

tasında süreksiz) olup, | f(x) |= 1 , x ∈ [0, 1] fonksiyonu [0, 1] aralıg̃ında

süreklidir. �

(17) X ⊂ R ve ϕ, ψ : X → R fonksiyonları X üzerinde sürekli olsun. Bu

durumda, F, G : X → R

F (x) = max{ϕ(x), ψ(x)} , G(x) = min{ϕ(x), ψ(x)}
fonksiyonlarının da X üzerinde sürekli olacag̃ını gösteriniz.

C. özüm: Herhangi x ∈ X ic.in

F (x) =
1

2
(ϕ(x) + ψ(x)+ | ϕ(x) − ψ(x) |),

G(x) =
1

2
(ϕ(x) + ψ(x)− | ϕ(x) − ψ(x) |)

oldug̃u ac.ıktır. ϕ, ψ ∈ C(X) ⇒ ϕ±ψ ∈ C(X) ve | ϕ(x)−ψ(x) |∈ C(X)

(Bkz Problem 15) oldug̃una göre F, G ∈ C(X) dir. �
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(18) X ⊂ R ve f : X → R fonksiyonu X üzerinde sürekli olsun. Bu

durumda, a < b olacak s.ekilde her a, b ∈ R sayıları ic.in [f ]ba : X → R,

[f ]ba(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

f(x), a ≤ f(x) ≤ b ise,

a, f(x) < a ise,

b, f(x) > b ise

bic.iminde tanımlanan [f ]ba fonksiyonunun X üzerinde sürekli oldug̃unu

gösteriniz.

C. özüm:

[f ]b−∞(x) =

{
f(x), f(x) ≤ b ise,

b, f(x) > b ise

bic.iminde tanımlanan [f ]b−∞ fonksiyonu ic.in [f ]b−∞ = min{f(x), b} oldug̃una

göre bu fonksiyon Problem 17 den dolayı X üzerinde süreklidir.

[f ]ba = max{a, [f ]b−∞(x)}
oldug̃una göre yine Problem 17 den dolayı [f ]ba fonksiyonu X üzerinde

süreklidir. �

(19) f : R → R fonksiyonunun R üzerinde sürekli olması ic.in gerek ve yeter

kos.ulun her a ∈ R+ ic.in Problem 18 de tanımlanan [f ]a−a fonksiyonunun

R üzerinde sürekli olmasıdır. İspatlayınız.

C. özüm: (⇒:)f ∈ C(R) ise Problem 18 den dolayı [f ]a−a ∈ C(R) dir.

(⇐:)f fonksiyonu bir x0 ∈ R noktasında süreksiz olsun. Eg̃er, f nin

x0 noktasında sıc.raması sonlu , yani γ = Ω(f, x0) ise a >| f(x0) | +γ

oldug̃unda x0 noktasının öyle bir U(x0) ⊂ R koms.ulug̃u vardır ki, ∀x ∈
U(x0) ic.in [f ]a−a(x) = f(x) olur. Bu durumda, [f ]a−a fonksiyonu da x0

noktasında süreksizdir.

Eg̃er, Ω(f, x0) = +∞ ise a >| f(x0) | oldug̃unda x0 noktasının her

U(x0) ⊂ R koms.ulug̃unda [f ]a−a nın sıc.raması

ω([f ]a−a, U(x0)) = sup{[f ]a−a(x) : x ∈ U(x0)}
− inf{[f ]a−a(x) : x ∈ U(x0)} ≥ a − f(x0)
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olur. Budurumda da [f ]a−a fonksiyonu x0 noktasında süreksiz olmak-

tadır. Dolayısıyla, f herhangi bir x0 ∈ [a, b] noktasında süreksiz ise

yeteri kadar büyük a lar ic.in [f ]a−a fonksiyonu da x0 noktasında süreksiz

olur. Bu c.elis.ki varsayımın yalnıs. oldug̃unu gösterir. �

(20) ϕ , [a, b] üzerinde artan ve A = ϕ(a), B = ϕ(b) olmak üzere f , [A, B]

üzerinde monoton (azalmayan veya artmayan) bir fonksiyon olsun. Bu

durumda, f ◦ ϕ fonksiyonu [a, b] üzerinde monoton mudur?

C. özüm: Evet. Gerc.ekten t1, t2 ∈ [a, b] , t1 < t2 ⇒ ϕ(t1) < ϕ(t2)

dir. Buna göre f azalmayan ise f(ϕ(t1)) ≤ f(ϕ(t2)) ve f artmayan

ise f(ϕ(t1)) ≥ f(ϕ(t2)) dir. Dolayısıyla, f azalmayan (artmayan) bir

fonksiyon ise f(ϕ(t)) fonksiyonu azalmayandır (artmayandır). �

(21) ϕ ve f Problem 20 deki fonksiyonlar ve ϕ fonksiyonu bir t0 ∈ (a, b) nok-

tasında süreksiz olsun. Bu durumda, f(ϕ(t)) fonksiyonu t0 noktasında

süreksiz olmak zorunda mıdır?

C. özüm: Hayır.

ϕ(t) =

{
t, t ∈ [0, 1) ise,

1 + t, t ∈ [1, 2] ise

bic.iminde tanımlanan ϕ : [0, 2] → R fonksiyonu t = 1 noktasında

süreksizdir (C. ünkü ϕ(1−) = 1 �= 2 = ϕ(1+) dır) ve ϕ(0) = 0 , ϕ(2) = 3

dür. [0, 3] üzerinde

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

x, x ∈ [0, 1] ise,

1, x ∈ (1, 2) ise,

x − 1, x ∈ [2, 3] ise

bic.iminde tanımlanan f : [0, 3] → R fonksiyonunu gözönüne alalım.

∀t ∈ [0, 2] ic.in f(ϕ(t)) = t ve dolayısıyla f ◦ ϕ fonksiyonu t = 1 nok-

tasında süreklidir (Üstelik f ◦ ϕ ∈ C[0, 2] dir). �
Not: f kesin monoton (azalan veya artan) ve ϕ , t0 noktasında süreksiz

ise f(ϕ(t)) fonksiyonu t0 noktasında süreksizdir. •
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(22) f : [a, b] → R fonksiyonu [a, b] üzerinde sürekli olsun. Bu durumda,

m(x) = inf{f(t) : a ≤ t ≤ x}, M(x) = sup{f(t) : a ≤ t ≤ x}
bic.iminde tanımlanan m,M : [a, b] → R fonksiyonları [a, b] üzerinde

monoton ve süreklidirler. Gösteriniz.

C. özüm: x = a durumunda [a, x] aralıg̃ı bir elemana sahip {a} kümesi

olmak üzere m(x) ve M(x) fonksiyonları [a, b] üzerinde tanımlıdır. M(x)

fonksiyonu [a, b] üzerinde monoton artan ve sürekli oldug̃unu gösterelim.

Herhangi x ∈ [a, b) ic.in 0 < h ≤ b − x olmak üzere [a, x] ⊂ [a, x + h]

oldug̃una göre {f(t) : a ≤ t ≤ x} ⊂ {f(t) : a ≤ t ≤ x + h} dır.

A ⊂ B olacak s.ekilde her A, B ⊂ R kümeleri ic.in sup A ≤ sup B

olacag̃ından dolayı M(x) ≤ M(x + h) dır ve dolayısıyla M(x) fonksiy-

onu [a, b] üzerinde azalmayandır. S. imdi M(x) in [a, b] üzerinde sürekli

oldug̃unu gösterelim.

Önce, c < d olacak s.ekilde c, d ∈ [a, b] noktaları ic.in

ω(f, [c, d]) = sup{f(x) : c ≤ x ≤ d} − inf{f(x) : c ≤ x ≤ d}
f nin [c, d] aralıg̃ında salınımı olmak üzere

M(d) ≤ M(c) + ω(f, [c, d]) (3.7)

es.itsizlig̃inin dog̃rulug̃unu gösterelim.

M(d) = max{M(c), sup{f(x) : c ≤ x ≤ d}}
oldug̃u ac.ıktır. Eg̃er, M(d) = M(c) ise ω(f, [c, d]) ≥ 0 oldug̃undan

dolayı

M(d) = M(c) ≤ M(c) + ω(f, [c, d])

bulunur. Eg̃er, M(d) = sup{f(x) : c ≤ x ≤ d} ise

M(d) = M(c) + sup{f(x) : c ≤ x ≤ d} − M(c)

[M(c) ≥ f(c) ≥ inf{f(x) : c ≤ x ≤ d}dir]

≤ M(c) + [sup{f(x) : c ≤ x ≤ d} − inf{f(x) : c ≤ x ≤ d}]

= M(c) + ω(f, [c, d])
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oldug̃u ve dolayısıyla, (3.7) es.itsizlig̃inin sag̃landıg̃ı ispat edilmis. olur.

(3.7) den özel olarak a < x ≤ b ve 0 < h ≤ b − x oldug̃unda

M(x + h) ≤ M(x) + ω(f, [x, x + h])

olur. M(x) azalmayan bir fonksiyon oldug̃una göre, buradan aynı x ve

h lar ic.in

0 ≤ M(x + h) − M(x) ≤ ω(f, [x, x + h]) (3.8)

es.itsizlig̃inin sag̃landıg̃ı anlas.ılır. f fonksiyonu x ∈ [a, b) noktasında

sürekli oldug̃undan dolayı lim
h→0+

ω(f, [x, x+h]) = 0. O zaman, (3.8) den

lim
h→0+

[M(x + h) − M(x)] = 0 ⇒ lim
h→0+

M(x + h) = M(x)

dır ve dolayısıyla, M fonksiyonu x ∈ [a, b) noktasında sag̃dan süreklidir.

S. imdi M fonksiyonunun x ∈ (a, b) noktasında soldan sürekli oldug̃unu

gösterelim. x ∈ (a, b] ve 0 < h ≤ x − a olmak üzere (3.7) den dolayı

x − h ve x noktaları ic.in

M(x) ≤ M(x − h) + ω(f, [x − h, x])

dır ve dolayısıyla, aynı x ve h lar ic.in

0 ≤ M(x) − M(x − h) ≤ ω(f, [x − h, x])

es.itsizlig̃i elde edilir. Buradan,

lim
h→0+

ω(f, [x − h, x]) = 0

olacag̃ından,

lim
h→0

[M(x) − M(x − h)] = 0 ⇒ lim
h→0+

M(x − h) = M(x)

bulunur. Bu da M fonksiyonunun x ∈ (a, b] noktasında soldan sürekli

olması demektir. Böylece, M fonksiyonu x ∈ (a, b) noktasında hem

sag̃dan hem de soldan, x = a noktasında sag̃dan ve x = b noktasında

soldan sürekli oldug̃undan dolayı [a, b] üzerinde süreklidir. m(x) fonksiy-

onunun [a, b] üzerinde artmayan ve sürekli oldug̃u benzer s.ekilde göste-

rilebilir. �
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(23) Önerme 3.2.12 yi ispatlayınız.

C. özüm: İspatı monoton artan fonksiyon ic.in yapalım. Monoton aza-

lan fonksiyon ic.in ispat (as.ikar is.aret deg̃is.iklikleri haric.) aynıdır.f :

X → R fonksiyonunun süreksiz oldug̃u noktalar kümesi E olsun. ∀x ∈
E ic.in f(x−) �= f(x+) olmak zorundadır. f monoton artan oldug̃una

göre f(x−) < f(x+) dır. Bu durumda, f(x−) < r(x) < f(x+) ola-

cak s.ekilde bir r(x) ∈ Q sayısı vardır. Üstelik x1, x2 ∈ E ve x1 < x2

oldug̃unda f(x1) ≤ f(x2) ⇒ f(x+
1 ) ≤ f(x−

2 ) dır. Böylece x1 < x2

(x1, x2 ∈ E) durumunda

f(x−
1 ) < r(x1) < f(x+

1 ) ≤ f(x−
2 ) < r(x2) < f(x+

2 )

olacag̃ından r(x1) < r(x2) dir. Bu durumda, E nin her x elemanına

bir r(x) ∈ Q sayısı kars.ılık getirilmis. olur. Böylece, E ve Q kümeleri

arasında öyle bir dönüs.üm belirtilmis. olur ki ,E kümesinin farklı iki ele-

manının Q daki görüntüleri farklıdır. Buna göre, E kümesi Q kümesinin

bir alt kümesi ile (veya Q nun kendisiyle) aynı kuvvetlidir. Dolayısıyla,

E kümesi ya sonludur yada sayılabilirdir. �

(24) Önerme 3.2.19 u ispatlayınız.

C. özüm: X ⊂ R ve f : X → R fonksiyonu ic.in lim
δ→0+

ωf (δ) = 0 olsun.

Bu durumda, ∀ε > 0 ic.in ∃δ1 = δ1(ε) > 0 öyleki ∀0 < δ < δ1 ic.in

ωf (δ) = sup{| f(x) − f(y) |: x, y ∈ X∧ | x − y |< δ} < ε

olur. Buna göre, ∀x, y ∈ X ic.in

| x − y |< δ ⇒| f(x) − f(y) |< ε

oldug̃u ve f nin Tanım 3.2.16 anlamında düzgün sürekli oldug̃u anlas.ılır.

S. imdi f Tanım 3.2.16 anlamında düzgün sürekli olsun. O halde, ∀ε > 0

ic.in ∃δ0 = δ0(ε) > 0 öyleki ∀x, y ∈ X ic.in | x−y |< δ0 ⇒| f(x)−f(y) |<
ε
2

olur. Buradan da

ωf (δ0) = sup{| f(x) − f(y) |: x, y ∈ X∧ | x − y |< δ0} ≤ ε

2
< ε
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bulunur. Dolayısıyla, ∀ε > 0 ic.in ∃δ0 = δ0(ε) > 0 öyleki ∀0 < δ < δ0

ic.in

0 < ωf (δ) ≤ ωf (δ0) < ε ⇒ lim
δ→0+

ωf (δ) = 0

oldug̃u ve f nin Tanım 3.2.18 anlamında sürekli oldug̃u anlas.ılır. �

(25) f : [0, +∞) → [0, +∞) ,f(x) =
√

x fonksiyonunun [0, +∞) üzerinde

düzgün sürekli oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: f(x) =
√

x fonksiyonunun [0, +∞) üzerinde ve dolayısıyla

her a > 0 ic.in [0, a] üzerinde sürekli oldug̃u ac.ıktır. O halde, Cantor

teoremine göre
√

x fonksiyonu her a > 0 ic.in [0, a] üzerinde düzgün

süreklidir.

Öncelikle
√

x in [1, +∞) üzerinde düzgün sürekli oldug̃unu gösterelim.

x1, x2 ∈ [1, +∞) ic.in

| √
x1 − √

x2 |= | x1 − x2 |√
x1 +

√
x2

≤ 1

2
| x1 − x2 |

olur. Herhangi bir ε > 0 sayısı ic.in δ = 2ε sec.imi yapıldıg̃ında ∀x1, x2 ∈
[1, +∞) ic.in

| x1 − x2 |< δ ⇒| √
x1 − √

x2 |< 1

2
δ = ε

bulunur. Bu da
√

x in [1, +∞) üzerinde düzgün sürekli olması demek-

tir. S. imdi
√

x in [0, +∞) üzerinde düzgün sürekli oldug̃unu gösterelim.

Herhangi bir ε > 0 sayısı ic.in
√

x [0, 2] üzerinde düzgün sürekli oldug̃una

göre,

∃δ1 = δ1(ε) > 0 öyleki ∀x1, x2 ∈ [0, 2] ic.in

| x1 − x2 |< δ1 ⇒| √
x1 − √

x2 |< ε (3.9)

dir.
√

x fonksiyonu [1, +∞) üzerinde düzgün sürekli oldug̃undan,

∃δ2 = δ2(ε) > 0 öyleki ∀x1, x2 ∈ [1, +∞) ic.in
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| x1 − x2 |< δ2 ⇒| √
x1 − √

x2 |< ε (3.10)

dir. δ(ε) = min{1, δ1(ε), δ2(ε)} sec.imi yapıldıg̃ında ∀x1, x2 ∈ [0, +∞)

ic.in | x1−x2 |< δ es.itsizlig̃inden birincisi (δ < 1 oldug̃una göre) x1 ve x2

noktalarının herikisi ya [0, 2] ya da [1, +∞) aralıg̃ı ic.indedir,ikincisi bu

durumlarda (3.9) ya da (3.10) dan dolayı | √
x1 − √

x2 |< ε oldug̃u elde

edilir. Demek ki,
√

x fonksiyonu [0, +∞) üzerinde düzgün süreklidir. �

(26) Tanım 3.2.18 den faydalanarak as.ag̃ıdaki fonksiyonların (0, +∞) üzerinde

düzgün süreklilik durumlarını inceleyiniz.

(a) f(x) =
√

x; (b) f(x) = cos 1
x
; (c) f(x) = 1√

x

C. özüm: (a) δ > 0, x1, x2 ∈ (0, +∞) ve | x1 − x2 |≤ δ olsun.x1 > x2

yani 0 < h ≤ δ olmak üzere x1 = x2 + h oldug̃unu kabul edelim. O

halde, ∀x2 > 0 ic.in
√

x2 + δ +
√

x2 > δ oldug̃una göre,

√
x1 − √

x2 =
√

x2 + h − √
x2 ≤

√
x2 + δ − √

x2

=
δ√

x2 + δ +
√

x2

<
δ√
δ

=
√

δ

oldug̃u elde edilir. Öte yandan, x1 = x2 + δ ic.in

lim
x2→0+

(
√

x2 + δ − √
x2) =

√
δ

oldug̃una göre, ωf (δ) ≥ √
δ son iki es.itsizlikten ωf (δ) =

√
δ oldug̃u

anlas.ılır.

lim
δ→0+

ωf (δ) = lim
δ→0+

√
δ = 0

oldug̃una göre Tanım 3.2.18 den dolayı
√

x fonksiyonu (0, +∞) üzerinde

düzgün süreklidir.

(b) δ > 0, x1, x2 ∈ (0, +∞) ve | x1 − x2 |≤ δ olsun. Her x1, x2 ∈
(0, +∞) ic.in

| cos
1

x1

− cos
1

x2

|≤ 2
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ve demek ki, ωf (δ) ≤ 2 dir. x′
n = 1

2nπ
, x′′

n = 1
(2n+1)π

, n ∈ N ic.in

lim
n→∞

x′
n = lim

n→∞
x′′

n = 0 oldug̃una göre, 0 < x′
n0 < δ

2
, 0 < x′′

n0 < δ
2

olacak s.ekilde n0 ∈ N sayısı vardır. O halde,

| x′
n0 − x′′

n0 |< δve | cos
1

x′
n0

− cos
1

x′′
n0

|= 2

dir. Demek ki, ∀δ > 0 ic.in ωf (δ) = 2 dir. Buradan,

lim
δ→0+

ωf (δ) = 2 �= 0

oldug̃u ve dolayısıyla, cos 1
x

fonksiyonunun (0, +∞) üzerinde düzgün

sürekli oladıg̃ı anlas.ılır.

(c) δ > 0, x1 > 0, x2 = x1 + δ olsun. Bu durumda,

1√
x1

− 1√
x2

=
1√
x1

− 1√
x1 + δ

ve

lim
x1→0+

1√
x1

= +∞ , lim
x1→0+

1√
x1 + δ

=
1

δ

oldug̃una göre,

lim
x1→0+

(
1√
x1

− 1√
x1 + δ

) = +∞

oldug̃u elde edilir. Öyleyse,

sup{ 1√
x1

− 1√
x1 + δ

: x1 ∈ (0, +∞)} = +∞

dur. Üstelik

ωf (δ) ≥ sup{ 1√
x1

− 1√
x1 + δ

: x1 ∈ (0, +∞)}

oldug̃una göre buradan ∀δ > 0 ic.in ωf (δ) = +∞ bulunur. Buna göre,
1√
x

fonksiyonu (0, +∞) üzerinde düzgün sürekli deg̃ildir. �

(27) x0 ∈ R olmak üzere f : [x0, +∞) → R fonksiyonu [x0, +∞) üzerinde

sürekli ve sonlu lim
x→+∞

f(x) = A limiti mevcut olsun. f nin [x0, +∞)

üzerinde düzgün sürekli oldug̃unu gösteriniz.
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C. özüm: Herhangi bir ε > 0 sayısı verilsin.

lim
x→+∞

f(x) = A ⇒ ∃δ1 = δ1(ε) >| x0 |

öyleki ∀x ∈ [x0 + δ1, +∞) ic.in | f(x) − A |< ε
4

tür.

f fonksiyonu [x0, x0 + δ1] üzerinde sürekli oldug̃undan Cantor teoremi

gereg̃ince bu aralık üzerinde düzgün süreklidir. Buna göre,

∃δ2 = δ2(ε) > 0 öyleki, ∀x1, x2 ∈ [x0, x0 + δ1] ic.in

| x1 − x2 |< δ2 ⇒| f(x1) − f(x2) |< ε

2

olur. x1, x2 ∈ [x0, +∞) ve | x1 − x2 |< δ olsun.x1, x2 ∈ [x0, x0 + δ] ise

| f(x1) − f(x2) |< ε

2
< ε

x1, x2 ∈ [x0 + δ, +∞) ise

| f(x1) − f(x2) |≤ | f(x1) − A) | + | A − f(x2) |< ε

4
+

ε

4
+

ε

2
< ε

ve nihayet x1 ∈ [x0, x0 + δ1] ve x2 ∈ [x0 + δ1, +∞) ise

| f(x1)−f(x2) |≤| f(x1)−f(x0+δ1) | + | f(x0+δ1)−f(x2) |< ε

2
+

ε

2
= ε

olur. δ = δ(ε) = min{δ1(ε), δ2(ε)} sec.imi yapıldıg̃ında ∀x1, x2 ∈ [x0, +∞)

ic.in

| x1 − x2 |< δ2 ⇒| f(x1) − f(x2) |< ε

ve demekki ,f fonksiyonu [x0, +∞) üzerinde düzgün süreklidir. �

(28) As.ag̃ıdaki fonksiyonların kars.ılarında yazılı kümeler üzerinde düzgün

sürekli olup olmadıg̃ını inceleyiniz.

(a)f(x) =
sin x

x
, X = (0, π); (b)f(x) = ex cos

1

x
, X = (0, 1);

(c)f(x) = x sin
1

x
, X = (0, +∞); (d)f(x) = x sin x, X = [0, +∞);

(e)f(x) = x2 − 2x − 1, X = [−2, 5]; (f)f(x) = n
√

x, X = (0, +∞);

(g)f(x) =
√

x2 ln x, X = (0, 1).
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C. özüm: (a) F (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

sin x
x

x ∈ (0, π) ise,

1, x = 0 ise,

0, x = π ise

bic.iminde tanımlanan F : [0, π] → R fonksiyonu [0, π] üzerinde sürekli

oldug̃undan dolayı Cantor teoremi gereg̃ince [0, π] üzerinde hem de

düzgün süreklidir. Buna göre, (F |(0,π))(x) = f(x) fonksiyonu (0, π)

üzerinde düzgün süreklidir.

(b) ε = 2 ve herhangi δ > 0 sayısı verilmis. olsun. (0, π) ic.inde ter-

imleri x′
n = 1

2nπ
, x′′

n = 1
(2n+1)π

, n ∈ N s.eklinde tanımlanan (x′
n) ve (x′′

n)

dizileri ic.in

lim
n→∞

| x′
n − x′′

n |= lim
n→∞

1

2n(2n + 1)π
= 0

oldug̃una göre ∃n0 = n0(δ) ∈ N öyleki ∀n ≥ n0 ic.in | x′
n − x′′

n |< δ

fakat

| f(x′
n) − f(x′′

n) |= e
1

2nπ + e
1

(2n+1)π > 2 = ε

olur. Demek ki, fonksiyon (0, 1) üzerinde düzgün sürekli deg̃ildir.

(c) F (x) =

{
x sin 1

x
, x ∈ (0, +∞) ise;

0, x = 0 ise.

bic.iminde tanımlanan F : [0, +∞) → R fonksiyonu [0, +∞) üzerinde

sürekli ve

lim
x→+∞

F (x) = lim
x→+∞

sin 1
x

1
x

= 1

dir. Problem (27) den dolayı F fonksiyonu [0, +∞) üzerinde düzgün

süreklidir. Buna göre, (F |(0,+∞))(x) = f(x) fonksiyonu (0, +∞) üzerinde

düzgün süreklidir.

(d) [0, +∞) ic.inde terimleri x′
n = nπ, x′′

n = nπ + 1
n
, n ∈ N s.eklinde

tanımlanan x′
n ve x′′

n dizileri ic.in

lim
n→∞

| x′
n − x′′

n |= lim
n→∞

1

n
= 0

dır.

| f(x′
n) − f(x′′

n) |= (nπ +
1

n
) | sin(nπ +

1

n
) |= (nπ +

1

n
) sin 1

n



Süreklilik 399

oldug̃una göre,

lim
n→∞

| f(x′
n) − f(x′′

n) |= lim
n→∞

(π +
1

n2
)
sin 1

n
1
n

= π

bulunur. Dmek ki, ε = π
2

> 0 sayısı ic.in δ = ε sec.imi yapıldıg̃ında

∃x′
n0 , x

′′
n0 ∈ [0, +∞) öyleki | x′

n0 − x′′
n0 |< δ fakat

| f(x′
n0) − f(x′′

n0) |> π

2
= ε

dur. Dolayısıyla, fonksiyon [0, +∞) üzerinde düzgün sürekli deg̃ildir.

(e) f fonksiyonu [−2, 5] üzerinde sürekli oldug̃undan dolayı Cantor

teoremi gereg̃ince [−2, 5] üzerinde düzgün süreklidir.

(f) Herhangi ε > 0 sayısı verilsin.

0 ≤ x1 < εn , 0 ≤ x2 < εn (3.11)

olacak s.ekilde her x1, x2 ∈ (0, +∞) noktaları ic.in

0 ≤ n
√

x1 < ε , 0 ≤ n
√

x2 < ε

oldug̃u ac.ıktır. Burada δ = 2εn sec.imi yapıldıg̃ında | x1 − x2 |< δ ⇒
| n

√
x1 − n

√
x2 |< ε bulunur. x1, x2 ∈ (0, +∞) noktalarının en az biri

ic.in (3.11) bag̃ıntısı sag̃lanmadıg̃ında

n
√

x1
n−1 + n

√
x1

n−2x2 + n
√

x1
n−3x2

2 + · · · + n
√

x2
n−1 > εn−1

olur. Bu durumda, | x1 − x2 |< εn = δ iken

| n
√

x1 − n
√

x2 | =
| x1 − x2 |

n
√

x1
n−1 + n

√
x1

n−2x2 + + · · · + n
√

x2
n−1

<
| x1 − x2 |

εn−1
< ε

oldug̃u elde edilir. Dolayısıyla, fonksiyon [0, +∞) üzerinde düzgün

süreklidir.

(g) F (x) =

{ √
x2 ln x, x ∈ (0, 1) ise,

0, x = 0, x = 1 ise
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bic.iminde tanımlanan F : [0, 1] → R fonksiyonu [0, 1] üzerinde sürekli

oldug̃undan dolayı Cantor teoremi gereg̃ince [0, 1] üzerinde hem de

düzgün süreklidir. Bu nedenle (F |(0,1))(x) = f(x) fonksiyonu (0, 1)

üzerinde düzgün süreklidir. �

(29) Eg̃er, f : X → R fonksiyonu sabit bir x0 ∈ R noktasının her koms.ulug̃unda

sınırsız ise bu fonksiyon X üzerinde düzgün sürekli deg̃ildir. Gösteriniz.

C. özüm: f fonksiyonu x0 ∈ R noktasının her koms.ulug̃unda sınırsız

oldug̃una göre, ∀δ > 0 ic.in | x1 − x2 |< δ fakat | f(x1) − f(x2) |> 1

olacak s.ekilde x1, x2 ∈ U δ
2
(x0) ∩ X noktaları mevcuttur. Bu da f nin

X üzerinde düzgün sürekli olmadıg̃ını gösterir.

f : R\{0} → R, f(x) = 1
x

fonksiyonu x0 = 0 noktasının her koms.ulug̃unda

sınırsız oldug̃undan dolayı bu fonksiyon R\{0} üzerinde düzgün sürekli

deg̃ildir.

f : (0, π) → R, f(x) = cot x fonksiyonu x0 = 0 ve x0 = π nokta-

larının her koms.ulug̃unda sınırsız oldug̃undan dolayı bu fonksiyon (0, π)

üzerinde düzgün sürekli deg̃ildir.

f : (0, +∞) → R, f(x) = loga x(a > 0, a �= 1) fonksiyonu x0 = 0

noktasının her koms.ulug̃unda sınırsız oldug̃undan dolayı bu fonksiyon

(0, +∞) üzerinde düzgün sürekli deg̃ildir. �

(30) As.ag̃ıdaki fonksiyonların kars.ılarında yazılı kümeler üzerinde süreklilik

modülünü bulunuz.

(a) f(x) = x2, X = [0, 1]; (b) f(x) = sin 1
x
, X = (0, 1);

(c) f(x) = 1
x
, X = (0, 1).

C. özüm: (a) 0 < δ ≤ 1, x1, x2 ∈ [0, 1] ve | x1 −x2 |< δ olsun x1 > x2,

yani 0 < h ≤ δ olmak üzere x1 = x2 + h oldug̃unu kabul edelim. O

halde, ∀x2 ∈ [0, 1] ic.in

x1
2 − x2

2 = (x2 + h)2 − x2
2 = 2hx2 + h2 ≤ 2δ + δ2
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ve dolayısıyla,

ωf (δ) = sup{| x1
2 − x2

2 |:, x1, x2 ∈ [0, 1]∧ | x1 − x2 |≤ δ}
≤ 2δ + δ2 (3.12)

oldug̃u elde edilir. Öte yandan ,x1 = x2 + δ ic.in

lim
x2→1−

[x2 + δ2 − x2
2] = (1 + δ)2 − 1 = 2δ + δ2

oldug̃una göre

ωf (δ) ≥ 2δ + δ2 (3.13)

bulunur. (3.12) ve (3.13) ten dolayı ωf (δ) = 2δ + δ2 oldug̃u anlas.ılır.

(b) 0 < δ < 1, x1, x2 ∈ (0, 1) ve | x1 − x2 |≤ δ olsun ∀x1, x2 ∈ (0, 1)

ic.in

| sin
1

x1

− sin
1

x2

|≤| sin
1

x1

| + | sin
1

x2

|≤ 2

oldug̃una göre ωf (δ) ≤ 2 oldug̃u elde edilir. (0, 1) ic.inde terimleri x′
n =

2
(4n+1)π

, x′′
n = 2

(4n−1)π
, n ∈ N s.eklinde tanımlanan (x′

n) ve (x′′
n) dizileri

ic.in lim
n→∞

| x′
n − x′′

n |= 0 oldug̃una göre 0 < x′
n0 < δ ve 0 < x′′

n0 < δ

olacak s.ekilde bir n0 ∈ N sayısı vardır. O halde, | x′
n0 −x′′

n0 |< δ fakat

| sin 1
x′

n0
− sin 1

x′′
n0

|= 2 dir. Buna göre, ωf (δ) = 2 oldug̃u anlas.ılır.

(c) 0 < δ < 1, 0 < x1 ≤ δ, x2 = δ olacak s.ekilde x1, x2 ∈ (0, 1) ic.in

| x1 − x2 |≤ δ ve dolayısıyla,

ωf (δ) = sup{| 1

x1

− 1

x2

|:, x1, x2 ∈ (0, 1)∧ | x1 − x2 |≤ δ}

≥ sup{| 1

x1

− 1

δ
|:, x1 ∈ (0, δ]} = +∞

bulunur. Demek ki, ωf (δ) = +∞ dur. �
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3.4 Ek Problemler

(31) ”ε − δ” yöntemiyle as.ag̃ıdaki fonksiyonların kars.ılarında yazılı kümeler

üzerinde sürekli olduklarını gösteriniz.

(a) f(x) = x2, X = R; (b) f(x) = x3 + 2 cos x, X = R;

(c) f(x) =
2x − 3

x2 + 2
, X = R; (d) f(x) =

√
x sin 2x, X ∈ [0, +∞);

(e) f(x) = sin (2x − 5), X = R; (f) f(x) = 2x, X = R;

(g) f(x) = arcsin x, X ∈ (−1, 1); (g) f(x) = arctanx, X = R .

(32) As.ag̃ıdaki es.itliklerle tanımlanan f : R → R fonksiyonlarının süreklilik

durumlarını inceleyiniz. Süreksiz oldukları durumlarda süreksizlik c.es.idini

belirtiniz.

(a)f(x) = sgn(x3 − 4x); (b)f(x) =

{ √
2 − x, x ≤ 2 ise,

x − 1, x > 2 ise;

(c)f(x) =
| x − 1 |
x2 − x3

; (d)f(x) =
2sgn(1 − x)

(sgn(x + 1))2(x + 1 + (x − 1)sgnx)
;

(e)f(x) =
1

x − [[ x ]]
;

(f)f(x) =

{
1

tan2 x−2 tan x+2
, x �= π

2
+ kπ, k ∈ Z ise,

0, x = π
2

+ kπ, k ∈ Z ise;

(g)f(x) =

{
tan 1

x
, x �= 0 ise,

0, x = 0 ise;
(h)f(x) =

{
ln arccot 1

x
, x �= 0 ise,

0, x = 0 ise;

(i)f(x) =
x

sin x
; (j)f(x) =

{
arctan 1

x2−1
, x �= ±1 ise,

π
2
, x = ±1 ise;

(k)f(x) =
1

cos x
.

Cevap:(a) S(f) = R\{−2, 0, 2}, −2, 0, 2 noktaları birinci c.es.it süreksizlik

noktalarıdır;
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(b) S(f) = R\{−1}, −1 noktası birinci c.es.it süreksizlik noktasıdır;

(c) S(f) = R\{0, 1}, x = 1noktası birinci c.es.it süreksizlik noktasıdır,

x = 0noktası ikinci c.es.it süreksizlik noktasıdır;

(d) S(f) = R\{−1, 1}, −1 ve 0 noktaları ikinci c.es.it, 1 noktası birinci

c.es.it süreksizlik noktalarıdır;

(e) S(f) = R\Z, x = n ∈ Z noktaları ikinci c.es.it, süreksizlik nok-

tasıdır;

(f) x = π
2

+ kπ, k ∈ Z kaldırılabilir süreksizlik noktasıdır;

(g) S(f) = R\{ 2
(2n+1)π

: n ∈ Z}, x = 2
(2n+1)π

, n ∈ Z noktaları ikinci

c.es.it süreksizlik noktalarıdır;

(h) S(f) = R\{0}, x = 0 noktası ikinci c.es.it süreksizlik noktalarıdır;

(i) S(f) = R\{kπ : k ∈ Z\{0}}, x = kπ, k ∈ Z\{0} noktaları ikinci

c.es.it süreksizlik noktasıdır;

(j) S(f) = R\{−1, 1}, x = ±1 noktaları ikinci c.es.it süreksizlik nokta-

larıdır;

(k) S(f) = R\{π
2

+ kπ, k ∈ Z}, x = π
2

+ kπ, k ∈ Z noktaları ikinci

c.es.it süreksizlik noktalarıdır.

(33) As.ag̃ıdaki es.itliklerle tanımlanan fonksiyonlar R nin hangi noktalarda

süreksizdir? Süreksizlik c.es.idini belirtiniz.

(a) f(x) =
x3 + 27

| x + 3 | ; (b) f(x) =
sin 3x

sin 2x
;

(c) f(x) = sgn(cos x); (d) f(x) = 2
1
x ;

(e) f(x) =

{
(1+x)

√
2−1

x
, x > 0 ise,

1 + x, x ≤ 0 ise;
(f) f(x) =

{
sin x

x
, x < 0 ise,

x + 2, x ≥ 0 ise;

(g) f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

2x, x < 1 ise,

1, x = 1 ise,

x − 1, x > 1 ise.

Cevap:(a) x = −3 noktası birinci c.es.it süreksizlik noktasıdır;

(b) x = π
2
+nπ, n ∈ Z noktaları ikinci c.es.it süreksizlik ve x = nπ, n ∈

Z noktaları kaldırılabilir süreksizlik noktalarıdır;
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(c) x = π
2

+ nπ, n ∈ Z noktaları birinci c.es.it süreksizlik noktalarıdır;

(d) x = 0 noktası birinci c.es.it süreksizlik noktasıdır;

(e) x = 0 noktası birinci c.es.it süreksizlik noktasıdır;

(f) x = 0 noktası birinci c.es.it süreksizlik noktasıdır;

(g) x = 1 noktası birinci c.es.it süreksizlik noktasıdır.

(34) f(x) =

{
1
n
, x = m

n
∈ [0, 1], m, n ∈ Z m ve n aralarında asal ise,

0, x ∈ [0, 1] irrasyonel ise,

s.eklinde tanımlı f : [0, 1] → R fonksiyonunun herbir a ∈ [0, 1] irrasyonel

noktalarda sürekli oldug̃unu ve herbir a ∈ [0, 1] rasyonel noktalarda da

süreksiz oldug̃unu gösteriniz.

(35) As.ag̃ıdaki fonksiyonların sürekli olması ic.in a ne olmalıdır.

(a)f(x) =

{
(1+x)

√
2−1

x
, x �= 0 ise,

a, x = 0 ise;
(b)f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

x cot 2x, x �= 0,

| x |< π
2

ise,

a, x = 0 ise;

(c)f(x) =

{
1 − x3, x < 2 ise,

2ax, x ≥ 2 ise;
(d)f(x) =

{
x ln (x2), x �= 0 ise,

a, x = 0 ise;

(e)f(x) =

{
(1 + x)

1
x , x �= 0 ise,

2a, x = 0 ise.

Cevap: (a) a =
√

2; (b) a = 1
2

; (c) a = −7
2
; (d) a = 0; (e) a = 1

2

.

(36) As.ag̃ıda verilen f ve g fonksiyonları ic.in g ◦ f ve f ◦ g biles.ke fonksiy-

onlarının süreklilik durumlarını inceleyiniz.

(a) f(x) = sgnx, g(x) = 1 + x − [[ x ]] ;

(b) f(x) = sgn(x − 1), g(x) = sgn(x + 1);

(c) f(x) = sgnx, g(x) = x(4 − x2).
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(37) f : [a, b] → R fonksiyonu [a, b] üzerinde sürekli ise f−, f+ : [a, b] → R,

f−(x) =

{
0, f(x) ≥ 0 ise,

f(x), f(x) < 0 ise
f+(x) =

{
f(x), f(x) > 0 ise,

0, f(x) ≤ 0 ise

bic.iminde tanımlanan f−(x) ve f+(x) fonksiyonlarının da [a, b] üzerinde

sürekli oldug̃unu gösteriniz.

(38) y = f(x) sürekli bir fonksiyon ise y =| f(x) | ve y = f(| x |) fonksiyon-

ları da süreklidir. Gösteriniz.

(39) As.ag̃ıdaki denklemlerin kars.ılarında yazılı aralıklarda birer köke sahip

olduklarını gösteriniz.

(a) x3 − 3x + 1 = 0, X = [−1, 0];

(b) x5 − 6x2 + 3x − 7 = 0, X = [0, 2];

(c) 3 sin3 x − 5 sin x + 1 = 0, X = [0, π
2
];

(d) 8x − 3.2x − 16 = 0, X = [0, 2].

(40) As.ag̃ıdaki denklemlerin tek bir köke sahip olduklarını gösteriniz.

(a) x.2x = 1 (b) x.ex = 2 (c) x = ε sin x + a, (0 < ε < 1)

(41) 0 < a < 1, b > 0 olmak üzere x = a sin x + b denkleminin [0, a + b]

aralıg̃ında en az bir köke sahip oldug̃unu gösteriniz.

(42) 10x−1 = x denkleminin R üzerinde iki köke sahip oldug̃unu gösteriniz.

(43) 2x = 4x denkleminin en az iki reel köke sahip oldug̃unu gösteriniz.

(44) x sin x−0, 5 = 0 denkleminin sonsuz sayıda köke sahip oldug̃unu gösteriniz.

(45) f : [−1, 1] → R,

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

−x2 + 1, −1 ≤ x < 0 ise,

0, x = 0 ise,

x2 − 1, 0 < x ≤ 1 ise

fonksiyonu [−1, 1] aralıg̃ında en küc.ük ve en büyük deg̃erlerini alır mı?
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(46)

f(x) =

{
x2 − 4, 0 ≤ x < 2 ise,

(x − 4)2 + 6, 2 ≤ x ≤ 4 ise

fonksiyonu ic.in f(a) = 1 ve f(b) = 7 olacak s.ekilde a ve b sayıları var

mıdır?

(47) f : R → R, f(x) = 2x + sin x fonksiyonunun R de tanımlı sürekli ve

artan f−1 : R → R tersinin varlıg̃ını gösteriniz.

(48) ”ε− δ” yöntemiyle as.ag̃ıdaki fonksiyonların kars.ılarında yazılı aralıklar

üzerinde düzgün sürekli olduklarını gösteriniz.

(a) f(x) =
1

x
, X = [0.1, 1] (b) f(x) = 2 cos x − sin x, X = R

(49) As.ag̃ıdaki fonksiyonların kars.ılarında yazılı kümeler üzerinde düzgün

sürekli olup olmadıg̃ını inceleyiniz.

(a) f(x) = sin
√

x, X = [1, +∞);

(b) f(x) = cos x2, X = (−2, 3);

(c) f(x) = x cos x, X = R;

(d) f(x) = |sin x|
x

, X = (−π, 0)
⋃

(0, π);

(e) f(x) = cos x cos (π
x
), X = (0, 1);

(f) f(x) = tan x, X = (1, π
2
);

(g) f(x) = sin ( 1
x
), X = [0.01, +∞).

(50) Tanım 3.2.18 den faydalanarak as.ag̃ıdaki fonksiyonların kars.ılarında

yazılı aralıklar üzerinde düzgün sürekli olup olmadıg̃ını inceleyiniz.

(a) f(x) = 2x − 1, X = R; (b) f(x) = sin (
1

x
), X = (0, +∞);

(c) f(x) = ln x, X = [1, +∞) (d) f(x) = 3 cos x − 2 sin x, X = R .

Cevap: (a) düzgün süreklidir ; (b) düzgün sürekli deg̃ildir ;

(c) düzgün süreklidir; (d) düzgün süreklidir.
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(51) As.ag̃ıdaki fonksiyonların kars.ılarında yazılı kümeler üzerinde süreklilik

modülünü bulunuz.

(a) f(x) =
√

x, X = [0, 1] ; (b) f(x) = sin x, X = [0, π
2
] ;

(c) f(x) = sin x, X = R ; (d) f(x) = sin 1
x
, X = [−1, 1]\{0} .

Cevap: (a) ωf (δ) =

{ √
δ, 0 ≤ δ ≤ 1 ise,

1, 1 ≤ δ ise;

(b) ωf (δ) =

{
sin δ, 0 ≤ δ ≤ π

2
ise,

1, π
2

≤ δ ise;

(c) ωf (δ) =

{
2 sin δ

2
, 0 ≤ δ ≤ π ise,

2, π ≤ δ ise;

(d) ωf (δ) = 2, δ ∈ [0, +∞) .
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Bölüm 4

Türev

Bu bölümde limit kavramına dayanarak Matematik Analizin temel kavram-

ları olan türev ve diferansiyel kavramları verilecek, fonksiyonların türev ve

diferansiyellerinin hesaplanması kuralları incelenecek ve bu kavramların c.es.itli

uygulamaları verilecektir.

4.1 Temel Tanımlar ve Sonuc.lar

Tanım 4.1.1 : (a, b) ⊂ R ac. ık bir aralık ve f de (a, b) den R ye bir fonksiyon

olsun. t, x ∈ (a, b) olmak üzere

lim
t→x

f(t) − f(x)

t − x
= A(x) (4.1)

sonlu limiti varsa, bu A(x) sayısına f fonksiyonunun x noktasındaki türevi

denir ve f ′(x)(veya Df(x) ya da df(x)
dx

) ile gösterilir. Bu durumda, f fonksiy-

onu x noktasında türevlenebilirdir (veya türevlidir) denir ve

f ′(x) = lim
t→x

f(t) − f(x)

t − x
(4.2)

veya t = x + h dersek, t → x ⇔ h → 0 olacag̃ından

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
= A(x) (4.3)
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dir.

Eg̃er f : (a, b) → R fonksiyonu E ⊂ (a, b) kümesinin her noktasında

türevlenebilir ise, y = f(x) fonksiyonu E üzerinde türevlenebilirdir denir.

Böylece, f : (a, b) → R fonksiyonunun E üzerinde tanımlı ve f ′, Dxf, df
dx

ya

da yx
′, Dxy, dy

dx
ile gösterilen türev fonksiyonu kavramına varılır.

Eg̃er, f : [a, b] → R fonksiyonu ic.in x ∈ (a, b) olmak üzere

A(x+) = lim
t→x+

f(t) − f(x)

t − x
ve A(x−) = lim

t→x−

f(t) − f(x)

t − x

limitleri varsa, bu limitlere sırası ile f nin x noktasında sag̃ (veya sag̃ taraflı)

ve sol (veya sol taraflı) türevi denir ve f ′(x+) ve f ′(x−) ile gösterilir. Bu

durumda, f fonksiyonu sırası ile sag̃dan ve soldan türevlenebilirdir denir ve

f ′(x+) = lim
t→x+

f(t) − f(x)

t − x
ve f ′(x−) = lim

t→x−

f(t) − f(x)

t − x
(4.4)

veya

f ′(x+) = lim
h→0+

f(x + h) − f(x)

h
ve f ′(x−) = lim

h→0−

f(x + h) − f(x)

h
(4.5)

dir.

Sol ve sag̃ limitlerle ilgili Teorem 2.4.12 gözönüne alındıg̃ında as.ag̃ıdaki önermenin

dog̃ru oldug̃u anlas.ılır.

Önerme 4.1.2 : f : [a, b] → R fonksiyonunun bir x ∈ (a, b) noktasında

türevlenebilir olması ic. in gerek ve yeter kos.ul f nin x noktasında sol ve sag̃

türevlerinin var ve bunların es. it olmasıdır. Bu durumda, f ′(x) = f ′(x−) =

f ′(x+) dır.

Eg̃er f : [a, b] → R fonksiyonu her x ∈ (a, b) noktasında türevli, a’da

sag̃dan ve b’de soldan türevli ise, f fonksiyonu [a, b] üzerinde türevlenebilirdir

(veya türevlidir) denir.

Önerme 2.4.42 ye göre (4.2) ifadesi x ∈ (a, b), t → x iken α(t) = o(1)(yani

lim
t→x

α(t) = 0) olmak üzere

f(t) − f(x)

t − x
= f ′(x) + α(t), t �= x
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veya

f(t) − f(x) = f ′(x)(t − x) + α(t)(t − x) (4.6)

bic.iminde yazılabilir.

Önerme 4.1.3 : x ∈ [a, b] noktasında türevli f : [a, b] → R fonksiyonu aynı

x noktasında süreklidir.

İspat: f : [a, b] → R fonksiyonu x ∈ (a, b) noktasında türevli ise, t ∈
(a, b) , t → x iken α(t) = o(1) olmak üzere (4.6) ifadesi gec.erlidir. Bu du-

rumda (4.6) dan

lim
t→x

f(t) = f(x) + [f ′(x) + lim
t→x

α(t)] lim
t→x

(t − x) = f(x)

bulunur. Bu ise, f nin x noktasında sürekli olması demektir. Benzer s.ekilde,

(4.4) den (x = a ise 1. ve x = b ise, 2. den) faydalanarak lim
t→a+

f(t) =

f(a), lim
t→b−

f(t) = f(b) oldug̃undan dolayı f nin a ve b noktalarında sürekli

oldug̃u gösterilebilir. �

Not: Önerme 4.1.3 ün kars.ıtı genel olarak dog̃ru deg̃ildir. Bir fonksiyonun

sürekli oldug̃u noktalarda fonksiyon türevli olmayabilir. •

Örnek 4.1.4 : R üzerinde (özel olarak x = 0 noktasında) sürekli f(t) =| t |
fonksiyonunun x = 0 noktasında türevli olmadıg̃ını gösteriniz.

C. özüm: ∀t ∈ R\{0} ic.in

f(t) − f(0)

t − 0
=

| t | −0

t − 0
=

{
1, t > 0 ise,

−1, t < 0 ise

oldug̃una göre,

f ′(0−) = lim
t→0−

f(t) − f(0)

t − 0
= −1 ve f ′(0+) = lim

t→0+

f(t) − f(0)

t − 0
= 1

dir. S. u halde fonksiyon x = 0 noktasında türevli deg̃ildir. �
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Tanım 4.1.5 : f : [a, b] → R fonksiyonu ve x ∈ [a, b] noktası verilmis. olsun.

Eg̃er, x + h ∈ [a, b] ic. in B(x) reel bir sayı olmak üzere

f(x + h) − f(x) = B(x).h + ϕ(x; h) (4.7)

olacak s.ekilde h → B(x)h fonksiyonu ve h → 0 (x = a ic. in h → 0+ ve x = b

ic. in h → 0−) iken ϕ(x; h) = o(h) olacak s.ekilde bir ϕ(x; h) fonksiyonu varsa,

f fonksiyonu x noktasında diferansiyellenebilirdir denir. Bu durumda, h’a

göre lineer h → B(x)h fonksiyonuna f nin x noktasında diferansiyeli denir

ve df(x) veya Df(x) ile gösterilir. Bu durumda, df(x)(h) = B(x)h dır.

Buna göre x, x + h ∈ [a, b] ic.in Δf(x; h) = f(x + h) − f(x) olmak üzere

h → 0 (x = a ic.in h → 0+ ve x = b ic.in h → 0−) iken

Δf(x; h) − df(x)(h) = ϕ(x; h) = o(h)

oldug̃u elde edilir. Δf(x; h) büyüklüg̃üne x in h �= 0 artımına kars.ılık

fonksiyon artımı denir. Bu sebepten, B(x) �= 0 ise, h → 0 iken fonksiy-

onun diferansiyeli fonksiyon artımının esas kısmıdır denir. x ∈ (a, b) ic.in

(4.7) ve (4.3) den dolayı

B(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
= f ′(x)

oldug̃una göre,

df(x)(h) = f ′(x)h (4.8)

yazabiliriz. Özel olarak, f(x) ≡ x fonksiyonu ic.in f ′(x) ≡ 1 oldug̃una göre,

dx(h) = 1.h = h ve dolayısıyla,

df(x)(h) = f ′(x)dx(h)

veya

df(x)(h) = f ′(x)dx yada f ′(x) =
df(x)

dx
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oldug̃u elde edilir.

Önerme 2.4.42 den dolayı (4.3) ve (4.5) ifadeleri x, x+h ∈ [a, b], h → 0 (x = a

ic.in h → 0+ ve x = b ic.in h → 0−) iken α(x; h) = o(1) olmak üzere

f(x + h) − f(x)

h
= f ′(x) + α(x; h)

veya

f(x + h) − f(x) = f ′(x)h + α(x; h)h (4.9)

bic.iminde yazılabilir. Buna göre, α(x; h)h = ϕ(x; h) dersek h → 0(x = a ic.in

h → 0+ ve x = b ic.in h → 0−) iken ϕ(x; h) = o(h) olacag̃ından (4.9) ifadesi

x, x + h ∈ [a, b] olmak üzere

f(x + h) − f(x) = f ′(x)h + ϕ(x; h) (4.10)

bic.iminde yazılabilir. x = a ve x = b durumlarında (4.9) ve (4.10) ifadelerinde

f ′(x) yerine sırası ile f ′(a+) ve f ′(b−) yazıldıg̃ı farz edilir. (4.3),(4.5) ve (4.10)

gözönüne alındıg̃ında as.ag̃ıdaki teoremi söyleyebiliriz.

Teorem 4.1.6 : f : [a, b] → R fonksiyonunun bir x ∈ [a, b] noktasında

diferansiyellenebilir olması ic. in gerek ve yeter kos.ul,f fonksiyonunun bu x

noktasında türevlenebilir olmasıdır.

S. imdi türev ve diferansiyelin geometrik anlamını görelim.

[a, b] üzerinde sürekli bir f : [a, b] → R, y = f(t) fonksiyonu ve x, t ∈ (a, b)

noktaları verilmis. olsun. Bu fonksiyonun G grafig̃i üzerindeki A(x, f(x)) ve

B(t, f(t)) noktalarından gec.en K kiris.ini gözönüne alalım.

B noktası G eg̃risi üzerinde A noktasına yaklas.tıg̃ında bu K kiris.inin limit

durumuna A noktasında G eg̃risinin teg̃eti denir.
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S. ekil 4.1 den görüldüg̃ü gibi K kiris.inin eg̃imi D̂AB = α(x; t) olmak üzere

tan α(x; t) = f(t)−f(x)
t−x

dir. f fonksiyonu x noktasında türevli ise, f ′(x) =

lim
t→x

f(t)−f(x)
t−x

oldug̃una göre f ′(x) = lim
t→x

tan α(x; t) dir. Bu durumda, f ′(x)

türevi B ∈ G, B → A iken K kiris.inin limit durumu, yani A noktasında

G eg̃risine c.izilen teg̃etin Ot ekseniyle olus.turdug̃u ac.ının tanjantıdır. Buna

göre, x noktasında türevli y = f(t) fonksiyonunun A(x, f(x)) noktasında

teg̃et denklemi

y = f(x) + f ′(x)(t − x) (4.11)

dir. S. ekil 4.1 den görüldüg̃ü gibi h = t − x dersek y = f(t) fonksiyonunun h

artımına kars.ılık fonksiyon artımı

Δf(x; h) = f(x + h) − f(x) =| BD |

ve g : R → R, g(t) = f(x) + f ′(x)(t − x) fonksiyonunun h artımına kars.ılık

gelen fonksiyon artımı da

Δg(x; h) = g(x + h) − g(x) = f ′(x)h = df(x)(h) =| CD |

oldug̃u elde edilir. Buna göre, f nin x noktasındaki diferansiyeli T teg̃etinin

ordinat artımı olmaktadır.
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Örnek 4.1.7 : As.ag̃ıdaki fonksiyonların türevlerini bulunuz.

(a)f(x) = c ; (b)f(x) = xn, (n ∈ N) ;

(c)f(x) = sin x ; (d)f(x) = cos x ;

(e)f(x) = ax, (a > 0, a �= 1) .

C. özüm: (a) lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h

= lim
h→0

c−c
h

= lim
h→0

0 = 0

oldug̃undan, ∀c ∈ R ic.in (c)′ = 0 olur.

(b) lim
h→0

(x+h)n−xn

h
= [(x+h)n − xn = (x+h − x)[(x+h)n−1 +(x+h)n−2x+

· · · + (x + h)xn−2 + xn−1] oldug̃undan]

= lim
h→0

[(x + h)n−1 + (x + h)n−2x + · · · + (x + h)xn−2 + xn−1]

= lim
h→0

n.xn−1

oldug̃una göre, ∀x ∈ R ic.in (xn)′ = nxn−1 olur.

(c)

lim
h→0

sin(x + h) − sin x

h
= lim

h→0

2 sin h
2
cos(x + h

2
)

h

= lim
h→0

sin h
2

h
2

. lim
h→0

cos(x +
h

2
)

[h → 0 iken sin h
2

∼ h
2

ve cosinüs fonksiyonu R de sürekli oldug̃undan]

= cos x

oldug̃una göre, ∀x ∈ R ic.in (sin x)′ = cos x olur.

(d) (c) ye benzer olarak ∀x ∈ R ic.in (cos)′ = − sin x oldug̃u gösterilebilir.

(e) lim
h→0

ax+h−ax

h
= ax lim

h→0

ah−1
h

[h → 0 iken ah − 1 ∼ h ln a oldug̃undan]

= ax lim
h→0

h ln a

h
= ax ln a

oldug̃una göre, ∀x ∈ R ic.in (ax)′ = ax ln a olur. Özel olarak a = e ise, ∀x ∈ R

ic.in (ex)′ = ex olur. �
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4.1.1 C. özümlü Problemler

(1) As.ag̃ıdaki es.itliklerle tanımlanan fonksiyonların, eg̃er varsa, kars.ılarında

yazılı x0 noktalarındaki türevlerini bulunuz. Fonksiyon bu noktalarda

sürekli midir?

(a) f(x) = x [[ x ]] , x0 = 0, x0 = 3
2

;

(b) f(x) =| x | sin x, x0 = 0 ;

(c) f(x) = 3
√

x(1 − cos x), x0 = 0 ;

(d) f(x) = 3 | x + 1 |, x0 = −2 ;

(e) f : R+ → R, f(x) = log2 x. ln 2x, x0 = 1 ;

(f) f : [0, +∞) → R, f(x) = (x − 1) arcsin
√

x
x+1

, x0 = 1 ;

(g) f : R → R

f(x) =

{
x2 | cos π

x
|, x �= 0ise,

0 , x = 0 ise, x0 = 0 vex0 = 2
2k+1

, k ∈ Z;

(h) f : R → R

f(x) =

{
arcsin x2

x
sin 1

x
, x �= 0 ise,

0 , x = 0 ise, x0 = 0;

(i) f : R → R

f(x) =

{
0, x rasyonel ise,

x2 , x irrasyonel ise, x0 = 0;

(j) f : R → R

f(x) =

{
x2, x rasyonel ise

−x2 , x irrasyonel ise, x0 = a �= 0;
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C. özüm: (a) x ∈ (1, 2) olsun. Bu durumda, [[ x ]] = 1, f(x) = x

oldug̃una göre (4.2) den dolayı

f ′(
3

2
) = lim

x→ 3
2

f(x) − f(3
2
)

x − 3
2

= lim
x→ 3

2

x − 3
2

x − 3
2

= 1

olur. x0 = 0 ın solunda ve sag̃ında f nin tanımı deg̃is.tig̃inden burada sol

ve sag̃ taraflı türevleri bulmalıyız. ∀x ∈ (−1, 0) ic.in [[ x ]] = −1, f(x) =

−x ve ∀x ∈ (0, 1) ic.in [[ x ]] = 0, f(x) = 0 oldug̃undan (4.4) ten dolayı

f ′(0−) = lim
x→0−

f(x) − f(0)

x − 0
= lim

x→0−

−x

x
= −1,

f ′(0+) = lim
x→0+

f(x) − f(0)

x − 0
= lim

x→0+

0

x
= 0

oldug̃una göre, fonksiyonun x0 = 0 da türevi yoktur. f(x), x0 = 3
2

de sürekli (Önerme 4.1.3)e göre),x0 = 0 da ise, süreksizdir. (c.ünkü

f(0−) = −1, f(0+) = 0 ve f(0−) �= f(0+) dır.)

(b) (4.2) ye göre

f ′(0) = lim
x→0

f(x) − f(0)

x
= lim

x→0
| x | sin x

x
= lim

x→0
| x | . lim

x→0

sin x

x
= 0

olur. Fonksiyon x0 = 0 da süreklidir, c.ünkü bu noktada türevlenebilirdir.

(c) (4.2) ye göre

f ′(0) = lim
x→0

f(x) − f(0)

x
= lim

x→0

1 − cos x

x
2
3

[x → 0 iken 1 − cosx ∼ 1
2
x2 oldug̃undan]

= lim
x→0

1

2
x

4
3 = 0

olur. Önerme 4.1.3 den dolayı f, x0 = 0 da süreklidir.

(d) (4.2) ye göre

f ′(−2) = lim
x→−2

f(x) − f(−2)

x − (−2)

= lim
x→−2

3 | x + 1 | −3

x + 2
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[x → −2 iken | x + 1 |= −(x + 1) oldug̃undan]

= lim
x→−2

−3(x + 1) − 3

x + 2

= −3 lim
x→−2

x + 2

x + 2
= −3

olur. Önerme 4.1.3 den dolayı fonksiyon x0 = −2 noktasında süreklidir.

(e) (4.2) ye göre

f ′(1) = lim
x→1

f(x) − f(1)

x − 1
= lim

x→1

log2 x ln 2x − log2 1. ln 2

x − 1
[log2 1 = 0]

= lim
x→1

log2 x ln 2x

x − 1

[x − 1 = t dersek, x → 1 ⇔ t → 0 oldug̃undan]

= lim
t→0

log2(1 + t) ln 2(1 + t)

t

= lim
t→0

log2(1 + t)
1
t . lim

t→0
ln 2(1 + t)

= log2 e. ln 2 = 1

olur. Önerme 4.1.3 ten dolayı fonksiyon x0 = 1 noktasında süreklidir.

(f) (4.2) ye göre

f ′(1) = lim
x→1

f(x) − f(1)

x − 1)
= lim

x→1
arcsin

√
x

x + 1
= arcsin

1√
2

=
π

4

olur. Önerme 4.1.3 ten dolayı fonksiyon x0 = 1 noktasında süreklidir.

(g) (4.2) ye göre

f ′(0) = lim
x→0

f(x) − f(0)

x
= lim

x→0
x | cos

π

x
|

[∀x �= 0 ic.in | cos π
x

|≤ 1 oldug̃una göre, | x || cos π
x

|≤| x |
oldug̃undan] f ′(0) = 0 olur. Önerme 4.1.3 ten dolayı fonksiyon x0 = 0

noktasında süreklidir.
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2
2k+1

, k ∈ Z noktalarında fnin sol ve sag̃ taraflı türevlerini (4.4) den

yararlanarak bulalım.

f ′
(( 2

2k + 1

)+)
= lim

x→
(

2
2k+1

)+ f(x) − f
(

2
2k+1

)
x − 2

2k+1

= lim
x→
(

2
2k+1

)+ x2 | cos π
x

|
x − 2

2k+1

[x − 2
2k+1

= t dersek, x → (
2

2k+1

)+ ⇔ t → 0+ oldug̃undan]

= lim
t→0+

1

t
(

2

2k + 1
+ t)2 | cos

(2k + 1)π

2 + (2k + 1)t
| [ lim

t→0+
(

2

2k + 1
+ t)2 =

4

(2k + 1)2
]

=
4

(2k + 1)2
lim

t→0+

1

t
| cos(

(2k + 1)π

2
+ (

(2k + 1)π

2 + (2k + 1)t
− (2k + 1)π

2
)) |

=
4

(2k + 1)2
lim

t→0+

1

t

∣∣∣ sin(
(2k + 1)π

2 + (2k + 1)t
− (2k + 1)π

2
)
∣∣∣

[u → 0 iken sin u ∼ u oldug̃undan]

=
4

(2k + 1)2
lim

t→0+

1

t
| (2k + 1)π

2 + (2k + 1)t
− (2k + 1)π

2
|= π

bulunur. Benzer s.ekilde, f ′
((

2
2k+1

)−)
= −π oldug̃u elde edilir.f ′

((
2

2k+1

)−) �=
f ′
((

2
2k+1

)+)
oldug̃una göre, fonksiyon x0 = 2

2k+1
, k ∈ Z noktalarında

türevlenebilir deg̃ildir.

lim
x→ 2

2k+1

f(x) = 0 = f( 2
2k+1

) oldug̃una göre, fonksiyon x0 = 2
2k+1

, k ∈ Z

noktalarında süreklidir.

(h) lim
x→0

f(x) = lim
x→0

arcsin x2

x
sin 1

x

[ x → 0 iken arcsin x2 ∼ x2 oldug̃undan ]

= lim
x→0

x sin
1

x
= 0 = f(0)

oldug̃una göre, fonksiyon x0 = 0 da süreklidir. Bu fonksiyonun x0 = 0

da sag̃ ve sol taraflı türevlerinin varolmadıg̃ını görelim. Bunu sag̃ taraflı

türev halinde yapalım. (4.4) e göre

lim
x→0+

f(x) − f(0)

x
= lim

x→0+

arcsin x2

x2
sin

1

x
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limiti yoktur c.ünkü, g(x) = arcsin x2

x2 sin 1
x
, x �= 0 olmak üzere xn =

1
2nπ

, n ∈ N dizisi ic.in n → ∞ iken xn → 0+, fakat lim
n→∞

g(xn) =

lim
n→∞

arcsin x2
n

xn
2 sin 1

xn
= 0 ve yn = 1

π
2
+2nπ

, n ∈ N dizisi ic.in n → ∞ iken

yn → 0+, fakat lim
n→∞

g(yn) = lim
n→∞

arcsin y2
n

yn
2 sin 1

yn

= lim
n→∞

arcsin y2
n

yn
2 = 1 dir.

(i) f(0) = 0 oldug̃u ac.ıktır. h ∈ Q, h → 0 iken

f(0 + h) − f(0) = f(h) = 0 ⇒ lim
Q	h→0

f(0 + h) − f(0)

h
= lim

Q	h→0

0

h
= 0

h ∈ I, h → 0 iken

f(0 + h) − f(0) = f(h) = h2 ⇒ lim
I	h→0

f(0 + h) − f(0)

h
= lim

I	h→0
h = 0

oldug̃una göre, f, x0 = 0 da türevlenebilirdir ve f ′(0) = 0 dır. Önerme

4.1.3 den dolayı fonksiyon x0 = 0 da süreklidir.

(j) 0 �= a ∈ Q olsun. Bu durumda, f(a) = a2 ve

lim
Q	x→a

f(x) − f(a)

x − a
= lim

Q	x→a

x2 − a2

x − a
= 2a

lim
I	x→a

f(x) − f(a)

x − a
= lim

I	x→a

−x2 − a2

x − a
= ∞

oldug̃una göre, fonksiyon x0 = a �= 0 da türevli deg̃ildir.

a ∈ I durumunda f nin x0 = a da türevli olmadıg̃ı benzer s.ekilde

gösterilir. Fonksiyon x0 = a �= 0 noktasında süreksizdir, c.ünkü lim
x→a

f(x)

limiti yoktur. �

(2) X ⊂ R, f : X → R fonksiyonu ve bu fonksiyonun süreksiz oldug̃u bir

x0 ∈ X noktası verilsin. f, x0 da (a) sonlu ,(b) sonsuz türeve sahip

olabilir mi?

C. özüm: (a) Önerme 4.1.3 e göre fonksiyon türevlenebilir oldug̃u

noktada süreklidir. Dolayısıyla, fonksiyon x0 da sonlu türeve sahip ola-

maz.
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(b) Evet. Örneg̃in, x0 = 0 noktası f : R → R, f(x) = sgnx fonksiy-

onunun süreksizlik noktasıdır ve (4.4) e göre

f ′(0+) = lim
x→0+

sgnx

x
= lim

x→0+

1

x
= +∞,

f ′(0−) = lim
x→0−

sgnx

x
= lim

x→0−

−1

x
= +∞,

oldug̃una göre, f ′(0) = +∞ olur. �

(3) x0 ∈ (a, b) noktası f : (a, b) → R fonksiyonunun 1. c.es.it süreksizlik

noktası olsun.

f ′
−(x−

0 ) = lim
h→0−

f(x0 + h) − f(x−
0 )

h

ve

f ′
+(x+

0 ) = lim
h→0+

f(x0 + h) − f(x+
0 )

h

limitlerine fnin x = x0 noktasında genelles.tirilmis. anlamda sırasıyla

sol ve sag̃ taraflı türevi denir.

f : R\{0} → R, f(x) =
√

x2+x3

x
= |x|√1+x

x
fonksiyonunun x0 = 0 nok-

tasında genelles.tirilmis. anlamda sol ve sag̃ taraflı türevlerini bulunuz.

C. özüm: Önce f(0−), f(0+) ları bulalım.

f(0−) = lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

−x
√

1 + x

x
= −1

f(0+) = lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x
√

1 + x

x
= 1

oldug̃una göre, x0 = 0 noktası f nin 1. c.es.it süreksizlik noktasıdır.

Yukarıdaki tanıma göre,

f ′
−(0−) = lim

h→0−

f(0 + h) − f(0−)

h
= lim

h→0−

| h | √
1 + h + h

h2

= − lim
h→0−

√
1 + h − 1

h
= −1

2
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f ′
+(0+) = lim

h→0+

f(0 + h) − f(0+)

h
= lim

h→0+

| h | √
1 + h − h

h2

= lim
h→0+

√
1 + h − 1

h
=

1

2

bulunur. Demek ki, f ′
−(0−) = −1

2
ve f ′

+(0+) = 1
2

dir. �

4.1.2 Ek Problemler

(4) As.ag̃ıdaki es.itliklerle tanımlanan fonksiyonların, eg̃er varsa, kars.ılarında

yazılı x0 noktalarındaki türevlerini bulunuz. Fonksiyon bu noktalarda

sürekli midir?

(a) f(x) =| 1 − x2 |, x0 = 1 ;

(b) f(x) = x − [[ x ]] , x0 = 1 ve x0 = 1
2

;

(c) f(x) =
3
√

x2, x0 = 0 ;

(d) f(x) = sgn(x − x3), x0 = 0, x0 = −1, ve x0 = 1 ;

(e) f(x) =| ln x |, x0 = 1 ;

(f) f(x) = arccos(sin x), x0 = kπ, k ∈ Z ;

(g) f : R → R

f(x) =

{
x2, x ∈ Q ise,

−x2, x ∈ I ise, x0 = 0 ;

(h) f : R → R

f(x) =

{
x sin 1

x
, x �= 0 ise,

0, x = 0 ise, x0 = 0 ;

(i) f : R → R

f(x) =

{
x

1+e
1
x
, x �= 0 ise,

0, x = 0 ise, x0 = 0 ;
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(j) f : R → R

f(x) =

{
sin x, x ∈ Q ise,

x, x ∈ I ise, x0 = 0 ;

(k) f : R → R

f(x) =

{
x sin 1

x
+ x2 cos 1

x
, x �= 0 ise,

0, x = 0 ise, x0 = 0 .

(5) f(x) = sgn(x − x3) fonksiyonunun x0 = 0, x0 = −1 ve x0 = 1 nokta-

larında genelles.tirilmis. anlamda sol ve sag̃ taraflı türevlerini bulunuz.

Cevap: f±
′(0±) = 0, f±

′(−1±) = 0, f±
′(1±) = 0 .

4.2 Türev Alma Kuralları

Teorem 4.2.1 : Eg̃er, u, v : [a, b] → R fonksiyonlarının bir x ∈ [a, b] nok-

tasında türevleri varsa, λu + μv, (λ, μ ∈ R), u.v ve v(x) �= 0 ise, u
v

fonksiy-

onları da x noktasında türevlenebilirdir ve

(a) (λu + μv)′(x) = λu′(x) + μv′(x) ;

(b) (u.v)′(x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x) ;

(c) (u
v
)′(x) = u′(x)v(x)−u(x)v′(x)

v2(x)
.

es. itlikleri dog̃rudur.

İspat: Dig̃erlerini okuyucuya bırakarak (c) ifadesinin dog̃rulug̃unu gösterelim.

v fonksiyonu x ∈ [a, b] noktasında türevli oldug̃undan bu noktada süreklidir.

O halde, v(x) �= 0 oldug̃una göre, ∃δ > 0 öyleki ∀t ∈ [a, b]
⋂

Uδ(x) ic.in

v(t) �= 0 olur (Bkz. Teorem 3.2.1(b)). Bu durumda, x + h ∈ [a, b]
⋂

Uδ(x)

olacak s.ekilde ∀h �= 0 ic.in

1

h
[
u(x + h)

v(x + h)
−u(x)

v(x)
] =

1

v(x)v(x + h)
[v(x)

u(x + h) − u(x)

h
−u(x)

v(x + h) − v(x)

h
]
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oldug̃una göre,

lim
h→0

u
v
(x + h) − u

v
(x)

h
=

1

v(x) lim
h→0

v(x + h)
[v(x) lim

h→0

u(x + h) − u(x)

h

− u(x) lim
h→0

v(x + h) − v(x)

h
]

=
u′(x)v(x) − u(x)v′(x)

v2(x)
,

dolayısıyla, (c) es.itlig̃inin dog̃ru oldug̃u elde edilir. �

Sonuc. 4.2.2 : Teorem 4.2.1 in kos.ulları sag̃lanırsa,

(λu)′(x) = λu′(x), (u ± v)′(x) = u′(x) ± v′(x), (
1

v
)′(x) = − v′(x)

v2(x)

dır.

Teorem 4.2.3 (Biles. ik Fonksiyonun Türevi): f : [a, b] → R fonksiyonu

[a, b] üzerinde sürekli ve x ∈ [a, b] noktasında türevlenebilir olsun. Eg̃er, g :

f([a, b]) → R fonksiyonu f(x) noktasında türevlenebilir ise, g ◦ f : [a, b] → R

fonksiyonu da x noktasında türevlenebilirdir ve

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x)).f ′(x) (4.12)

dır.

İspat: y = f(x) olsun. Türev tanımı gereg̃ince x + h ∈ [a, b] ve h → 0 iken

α(x; h) = o(1) olmak üzere

f(x + h) − f(x) = f ′(x)h + α(x; h)h (4.13)

ve y + H ∈ f([a, b]), H → 0 iken β(y; H) = o(1) olmak üzere

g(y + H) − g(y) = g′(y)H + β(y; H)H (4.14)

yazabiliriz. Bu durumda, x + h ∈ [a, b] ic.in önce (4.14) den sonra (4.13) den

yararlanırsak
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(g◦f)(x+h)−(g◦f)(x) = g(f(x+h))−g(f(x)) = [f(x+h)−f(x)][g′(f(x))+

β(f(x).f(x + h) − f(x))]

= h[f ′(x) + α(x; h)][g′(f(x)) + β(f(x), f(x + h) − f(x))]

veya h �= 0 ic.in

(g ◦ f)(x + h) − (g ◦ f)(x)

h
= [f ′(x) + α(x; h)][g′(f(x)) +

+ β(f(x).f(x + h) − f(x))] (4.15)

yazabilirz. f fonksiyonu x noktasında sürekli oldug̃una göre, lim
h→0

(f(x + h) −
f(x)) = 0 dır. Bu durumda, (4.15) ten

lim
h→0

(g ◦ f)(x + h) − (g ◦ f)(x)

h
= [f ′(x) + lim

h→0
α(x; h)][g′(f(x))

+ lim
h→0

β(f(x).f(x + h) − f(x))]

= f ′(x)g′(f(x))

olur. Bu ise, (4.12) ifadesinin dog̃ru olması demektir. �

Not: Teorem 4.2.3 ün kos.ulları sag̃lansın. Bu durumda z = g(y) ve

y = f(x) dersek (4.12) ifadesi

dz

dx
=

dz

dy

dy

dx
veya zx

′ = zy
′yx

′ (4.16)

bic.iminde yazılabilir. Bu nedenle biles.ik fonksiyonun (4.16) s.eklinde türev

alma kuralına zincir kuralı denir. •

Teorem 4.2.4 (Ters Fonksiyonun Türevi): f : (a, b) → R, y = f(x) fonksiy-

onu (a, b) üzerinde sürekli ve artan (veya azalan) olsun. Eg̃er, bu fonksiyon

x ∈ (a, b) noktasında türevlenebilir ve f ′(x) �= 0 ise, f nin f−1 : (f(a+), f(b−)) →
R (veya f−1 : (f(b−), f(a+)) → R),x = f−1(y) ters fonksiyonu da y = f(x)

noktasında türevlenebilirdir ve

(f−1)′(y) =
1

f ′(x)
veya x′

y =
1

y′
x

(4.17)

dır.
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İspat: x, x + h ∈ (a, b), y = f(x) ve y + H = f(x + h) ise, x = f−1(y)

ve x + h = f−1(y + H) oldug̃u ac.ıktır. f, (a, b) üzerinde artan (veya azalan)

oldug̃una göre, h �= 0 iken H = f(x + h) − f(h) �= 0 ve lim
h→0

H = 0 dır. O

halde, x, x + h ∈ (a, b) olacak s.ekilde her h �= 0 ic.in

(f−1)(y + H) − (f−1)(y)

H
=

h

f(x + h) − f(h)
=

1
f(x+h)−f(h)

h

oldug̃una göre,

lim
H→0

(f−1)(y + H) − (f−1)(y)

H
=

[ h → 0 ⇔ H → 0 olacag̃ından ]

=
1

lim
h→0

f(x+h)−f(h)
h

=
1

f ′(x)

olur. Bu ise, (4.17) es.itlig̃inin dog̃ru olması demektir. �

Örnek 4.2.5 : f : R\{0} → R, f(x) = loga | x | (a > 0, a �= 1)fonksiyonunun

türevini bulunuz.

C. özüm: ∀x ∈ (0, +∞) ic.in y = loga | x |⇔ x = ay ve (4.17) den dolayı

y′
x = 1

x′
y

oldug̃una göre, ∀x ∈ (0, +∞) ic.in

(loga | x |)′ =
1

(ay)′
=

1

ay ln a
=

1

x ln a

olur. ∀x ∈ (−∞, 0) ic.in y = loga | x |⇔ x = −ay ve (4.17) den dolayı

∀x ∈ (−∞, 0) ic.in

(loga | x |)′ =
1

(−ay)′
=

1

−ay ln a
=

1

x ln a

olur. Dolayısıyla, ∀x ∈ R\{0} ic.in

(loga | x |)′ =
1

x ln a

olur. Özel durumda eg̃er, a = e ise, ∀x ∈ R\{0} ic.in (ln |x|)′ = 1
x

dir. �
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Örnek 4.2.6 : α herhangi bir reel sayı olmak üzere f : R+ → R, f(x) = xα

fonksiyonunun türevini bulunuz.

C. özüm: a > 0 ve a �= 1 olmak üzere xα = aα loga x ve ∀x ∈ R+ ic.in

(loga x)′ = 1
x ln a

oldug̃unu biliyoruz. y = au ve u = α loga x dersek biles.ik

fonksiyonun türevi ic.in zincir kuralı gereg̃ince

(xα)′ = (aα loga x)′ = (au)′ = (au)′u′ = au ln a.u′

= aα loga x ln a(α loga x)′

= xα ln a.α
1

x ln a
= αxα−1

olur. �

Teorem 4.2.7 (Logaritmik Türev Alma): u : (a, b) → R+ ve v : (a, b) →
R fonksiyonları x ∈ (a, b) noktasında türevlenebilir ise, uv : (a, b) → R+

fonksiyonuda x noktasında türevlenebilirdir ve

(uv)′(x) = (u(x)v(x))′ = u(x)v(x)[v′(x) ln u(x) + v(x)
u′(x)

u(x)
] (4.18)

olur.

İspat: y = u(x)v(x) dersek, ln y = v(x) ln u(x) bulunur. Teorem 4.2.3

den dolayı w = ln u(x) biles.ik fonksiyonunun (w(z) = ln z ve z = u(x) dersek

ln u(x) = (w ◦ u)(x) oldug̃u ac.ıktır.) türevi

(ln u(x))′ =
1

u(x)
u′(x)

oldug̃una göre, ln y = v(x) ln u(x) es.itlig̃inde her iki tarafın türevi alındıg̃ında

y′

y
= (v(x) ln u(x))′ = [Teorem4.2.1den]

= v′(x) ln u(x) + v(x)(ln u(x))′

= v′(x) ln u(x) + v(x)
u′(x)

u(x)
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ve buradan da (4.18) ifadesinin dog̃rulug̃u anlas.ılır. �

Eg̃er, y = f(x) fonksiyonunda x ve y deg̃is.kenleri üc.üncü bir t deg̃is.keninin⎧⎨
⎩x = ϕ(t),

y = ψ(t), t ∈ (α, β)
(4.19)

fonksiyonları yardımıyla veriliyorsa, bu f fonksiyonu parametrik s.ekilde verilmis.tir

denir. Bu durumda, t deg̃is.kenine parametre denir.

Teorem 4.2.8 : ϕ ve ψ fonksiyonları t0 ∈ (α, β) noktasının bir U(t0) ⊂ R

koms.ulug̃unda türevlenebilir olsunlar. Eg̃er, ϕ′(t0) �= 0 ve ϕ fonksiyonunun

x0 = ϕ(t0) noktasının bir U(x0) ⊂ R koms.ulug̃unda tanımlı t = ϕ−1(x) ters

fonksiyonu varsa, (4.19) fonksiyonları yardımıyla parametrik s.ekilde verilen

y = f(x) fonksiyonu x0 = ϕ(t0) noktasında türevlenebilirdir ve

f ′(x0) =
ψ′(t0)
ϕ′(t0)

veya yx
′(x0) =

yt
′(t0)

xt
′(t0)

(4.20)

olur.

İspat: t0 + h = U(t0) olmak üzere

lim
h→0

ϕ(t0 + h) − ϕ(t0)

h
= ϕ′(t0) �= 0

oldug̃una göre, ∃δ > 0 öyleki ∀h ∈
◦
U δ(0) ic.in ϕ(t0 + h) − ϕ(t0) �= 0 olur.

H = ϕ(t0 + h) − ϕ(t0) olmak üzere h → 0 ⇔ H → 0 olacag̃ı gözönüne

alındıg̃ında ∀h ∈
◦
U δ(0) ic.in

f ′(x0) = lim
H→0

f(x0 + H) − f(x0)

H

= lim
h→0

f(ϕ(t0 + h)) − f(ϕ(t0))

ϕ(t0 + h) − ϕ(t0)

[ ∀t ∈
◦
U δ(0) ic.in ψ(t) = f(ϕ(t)) oldug̃undan ]
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= lim
h→0

ψ(t0 + h) − ψ(t0)

ϕ(t0 + h) − ϕ(t0)

= lim
h→0

ψ(t0 + h) − ψ(t0)

h
.

h

ϕ(t0 + h) − ϕ(t0)
=

ψ′(t0)
ϕ′(t0)

bulunur. Bu ise, (4.20) ifadesinin dog̃ru olması demektir. �

Örnek 4.2.9 : (x, y) noktasının kutupsal koordinatları r ve θ olmak üzere

r = a(1 + cos θ), θ ∈ (0,
2π

3
)

tanımlı y = y(x) fonksiyonunun türevini bulunuz.

C. özüm: y = y(x) fonksiyonunun parametrik s.ekli{
x = r cos θ = a(1 + cos θ) cos θ

y = r sin θ = a(1 + cos θ) sin θ .

bic.iminde oldug̃undan dolayı (4.20) formülüne göre

yx
′ =

yθ
′

xθ
′ =

a(sin θ + sin θ cos θ)′

a(cos θ + cos2 θ)′

=
(sin θ)′ + (sin θ cos θ)′

(cos θ)′ + (cos2 θ)′

[(sin θ)′ = cos θ, (cos θ)′ = − sin θ,

(sin θ cos θ)′ = (sin θ)′ cos θ + sin θ(cos θ)′ = cos2 θ − sin2 θ = cos 2θ

(cos2 θ)′ = 2 cos θ(cos θ)′ = −2 cos θ sin θ = − sin 2θ

oldug̃undan ]

= −cos θ + cos 2θ

sin θ + sin 2θ
= −cos(3θ

2
) cos( θ

2
)

sin(3θ
2
) cos( θ

2
)

= − cot(
3θ

2
)

bulunur. �

Örnek 4.2.10 : As.ag̃ıdaki fonksiyonların türevlerini bulunuz.
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(a) f : R\{π
2

+ kπ : k ∈ Z} → R, f(x) = tan x ;

(b) f : R\{kπ : k ∈ Z} → R, f(x) = cot x ;

(c) f : (−1, 1) → R, f(x) = arcsin x ;

(d) f : (−1, 1) → R, f(x) = arccos x ;

(e) f : R → R, f(x) = arctan x ;

(f) f : R → R, f(x) = arccotx ;

(g) f : R → R, f(x) = sinh x ;

(h) f : R → R, f(x) = cosh x ;

(i) f : R → R, f(x) = tanh x ;

(j) f : R\{0} → R, f(x) = coth x ;

(k) f : R → R, f(x) = arcsin hx = ln (x +
√

x2 + 1) ;

(l) f : R\[−1, 1] → R, f(x) = arccos hx = ln (x ± √
x2 − 1) ;

(m) f : (−1, 1) → R, f(x) = arctan hx = 1
2
ln 1+x

1−x
;

(n) f : R\[−1, 1] → R, f(x) = arccothx = 1
2
ln x+1

x−1
.

C. özüm: (a) Kesirli fonksiyonun türev formülüne göre ∀x ∈ R\{π
2

+ kπ :

k ∈ Z} ic.in

(tan x)′ = (
sin x

cos x
)′ =

(sin x)′ cos x − sin x(cos x)′

cos2 x

=
(cos x) cos x − sin x(− sin x)

cos2 x
=

cos2 x + sin2 x

cos2 x

=
1

cos2 x

olur.

(b) (a) ya benzer s.ekilde, ∀x ∈ R\{kπ : k ∈ Z} ic.in

(cot x)′ = − 1

sin2 x
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oldug̃u gösterilir.

(c) ∀x ∈ (−1, 1) ve ∀y ∈ (−π
2
, π

2
) ic.in y = arcsin x ⇔ x = sin y olacag̃ından

ters fonksiyonun türev formülüne göre

(arcsin x)′ = yx
′ = [(4.17)den]

=
1

xy
′ =

1

(sin y)′

=
1

cos y
=

1√
1 − sin2 y

=
1√

1 − x2

olur.

(d) (c) ye benzer s.ekilde ∀x ∈ (−1, 1) ic.in

(arccos x)′ = − 1√
1 − x2

oldug̃u gösterilebilir.

(e) ∀x ∈ (−1, 1) ve ∀y ∈ (−π
2
, π

2
) ic.in y = arctan x ⇔ x = tan y olacag̃ından,

(arctan x)′ = yx
′ =

1

xy
′ =

1

(tan y)′

= cos2 y =
1

1 + tan2 y
=

1

1 + x2

olur.

(f) ∀x ∈ R ve ∀y ∈ (0, π) ic.in y = arccotx ⇔ x = cot y olacag̃ından,

(arccotx)′ = yx
′ =

1

xy
′ =

1

(cot y)′

= − sin2 y = − 1

1 + cot2 y
= − 1

1 + x2

olur.

(g) ∀x ∈ R ic.in

(sinh x)′ = (
1

2
(ex − e−x))′ =

1

2
((ex)′ − (e−x)′)

= [(ex)′ = ex ve (e−x)′ = −e−x oldug̃undan]

=
1

2
(ex + e−x) = cosh x
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olur.

(h) (g) ye benzer olarak, ∀x ∈ R ic.in

(cosh x)′ = sinh x

oldug̃u gösterilebilir.

(i) ∀x ∈ R ic.in

(tanh x)′ = (
sinh x

cosh x
)′ =

(sinh x)′ cosh x − sinh x(cosh x)′

cosh2 x

=
cosh2 x − sinh2 x

cosh2 x

=
1

cosh2 x

olur.

(j) (h) ye benzer olarak ∀x ∈ R\{0} ic.in

(coth x)′ = − 1

sinh2 x

oldug̃u gösterilebilir.

(k) ∀x ∈ R ic.in

(arcsin hx)′ = (ln (x +
√

x2 + 1))′

[g(y) = ln y, y = h(x) = x +
√

x2 + 1 dersek

= g(h(x))biles.ik fonksiyonunun türev formülünden]

= (g(h(x)))′ = g′(h(x)).h′(x) =
1

x +
√

x2 + 1
(x +

√
x2 + 1)′

=
1

x +
√

x2 + 1
((x)′ + (

√
x2 + 1)′)

[g1(y) =
√

y, y = h1(x) = x2 + 1 dersek

= g1(h1(x))biles.ik fonksiyonunun türev formülüne göre

= (
√

x2 + 1)′ = (g1(h1(x)))′ = g1(h1(x))h′
1(x)

=
1

2
√

x2 + 1
(x2 + 1)′ =

x√
x2 + 1

oldug̃undan]

=
1

x +
√

x2 + 1
(1 +

x√
x2 + 1

) =
1√

x2 + 1
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olur.

(l) (i) ye benzer olarak ∀x ∈ R\[−1, 1] ic.in

(arccos hx)′ = ± 1√
x2 − 1

oldug̃u gösterilebilir.

(m) ∀x ∈ (−1, 1) ic.in

(arctan hx)′ =
1

2
(ln

1 + x

1 − x
)′

[g(y) = ln y, y = h(x) =
1 + x

1 − x
dersek

= g(h(x)) biles.ik fonksiyonunun türev formülünden]

= (g(h(x)))′ = g′(h(x)).h′(x)

=
1

2

1 − x

1 + x
(
1 + x

1 − x
)′

=
1

2

1 − x

1 + x

2

(1 − x)2
=

1

1 − x2

olur.

(n) (k) ya benzer olarak ∀x ∈ R\[−1, 1] ic.in

(arccothx)′ = ± 1

1 − x2

bulunur. �
S. imdi esas elemanter fonksiyonların türevleri ic.in yukarıda elde edilen

türev formüllerini tablo (cetvel) s.eklinde yazalım.

No f(x) fonksiyonu f nin türevi f nin türevli oldug̃u küme

1. c (const) 0 R

2. xα αxα−1 α ∈ R ic.in x ∈ R+, α ∈ N ic.in x ∈ R

3. ax ax ln a a > 0, a �= 1 ic.in x ∈ R

4. loga | x | 1
x ln a

a > 0, a �= 1 ic.in x ∈ R\{0}
5. sin x cos x x ∈ R

6. cos x − sin x x ∈ R

434 C. özümlü Problemler

No f(x) fonksiyonu f nin türevi f nin türevli oldug̃u küme

7. tan x 1
cos2 x

x ∈ R\{π
2

+ kπ : k ∈ Z}
8. cot x − 1

sin2 x
x ∈ R\{kπ : k ∈ Z}

9. arcsin x 1√
1−x2 x ∈ (−1, 1)

10. arccos x − 1√
1−x2 x ∈ (−1, 1)

11. arctan x 1
1+x2 x ∈ R

12. arccotx − 1
1+x2 x ∈ R

13. sinh x cosh x x ∈ R

14. cosh x sinh x x ∈ R

15. tanh x 1
cosh2 x

x ∈ R

16. coth x − 1
sinh2 x

x ∈ R\{0}
17. arcsin hx = ln (x +

√
x2 + 1) 1√

1+x2 x ∈ R

18. arccoshx = ln (x +
√

x2 − 1) ± 1√
x2−1

x ∈ R\[−1, 1]

19. arctan hx = 1
2
ln 1+x

1−x
1

1−x2 x ∈ (−1, 1)

20. arccothx = 1
2
ln x+1

x−1
1

1−x2 x ∈ R\[−1, 1]

(Tablo 4.1)

4.2.1 C. özümlü Problemler

(1) X ⊂ R; f, g : X → R fonksiyonları ve X in limit noktası olan bir

x0 ∈ X noktası verilmis. olsun. As.ag̃ıdaki durumlarda f + g, f.g, f
g

fonksiyonlarının x0 da türevlimidir?

(a) f, x0 da türevli g, x0 da türevli deg̃ildir.

(b) f ile g, x0 da türevli deg̃ildir.

C. özüm: C. özümü F (x) = f(x)g(x) fonksiyonu ic.in yapalım. Genel

olarak hayır. Örneg̃in, x0 = 0 noktasında f(x) = 1 fonksiyonu türevli,

g(x) =| x | fonksiyonu türevli deg̃ildir. Bu durumda, F (x) = 1. | x |
=| x | fonksiyonu x0 noktasında türevli deg̃ildir. x0 = 0 noktasında

f(x) = x fonksiyonu türevli, g(x) =| sin x | fonksiyonu türevli deg̃ildir

fakat F (x) = x. | sin x | fonksiyonu x0 = 0 noktasında türevlidir
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(C. ünkü, F ′(0) = 0 dır). x0 = 0 noktasında f(x) =| x | ve g(x) =

− | x | fonksiyonları türevli deg̃ildir, fakat F (x) = − | x |2 fonksiy-

onu x0 noktasında türevlidir (C. ünkü, F ′(0) = 0 dır). x0 noktasında

f(x) = sgnx; g : R → R,

g(x) =

{
x sin 1

x
, x �= 0 ise,

0, x = 0 ise

ve F (x) = f(x)g(x) fonksiyonları x0 = 0 da türevli deg̃ildir. �

(2) As.ag̃ıdaki es.itliklerle tanımlanan fonksiyonların türevlerini bulunuz.

Türevin varoldug̃u kümeyi gösteriniz.

(a) y = 7x13 + 13x−7 ; (b) y =
√

x + 3
√

x + 4
√

x ;

(c) y = x3 3
√

x2 + x7 3
√

x ; (d) y =
√

x
tan x

;

(e) y = cos(2x − x3) ; (f) y = x2 cot x + 2 ;

(g) y = arctan2 x ; (h) y = ex log2 x ;

(i) y = sin2(cos x) + cos2(sin x) ; (j) y = arctan (tanh x) ;

(k) y = ln(coth x
2
) ; (l) y = logx 2x ;

(m) y = 4x tan x
2 ; (n) y = 2arccot

√
x2+1 ;

(o) y = (arcsin x)
sin x

x ; (p) y = (tan x
2
)x arcsin 2x ;

(q) y = x
2

√
x2 − a2 − a2

2
ln (x +

√
x2 − a2) ; (r) y = ln3 arctan2

√
1
x3 ;

(s) y = 1
a2−b2

arcsin(a sin x+b
a+b sin x

); (a2 − b2 > 0) .

C. özüm: Problemin c.özümünü türev alma kurallarından (Bkz Teo-

rem 4.2.1,4.2.3,4.2.4 ve 4.2.7)ve esas elemanter fonksiyonların türev

formüllerinden yararlanarak c.özeceg̃iz.

(a) y′ = (7x13)′ + (13x−7)′ = 7(x13)′ + 13(x−7)′

= 7.13x13−1 + 13(−7)x−7−1 = 91x12 + 91x−8, x �= 0 .

(b) y′ = (x
1
2 )′ + (x

1
3 )′ + (x

1
4 )′ = 1

2
x− 1

2 + 1
3
x

−2
3 + 1

4
x

−3
4

=
1

2
√

x
+

1

3
3
√

x2
+

1

4
4
√

x3
, x > 0 .
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(c) y′ = (x3 3
√

x2)′+(x7 3
√

x)′ = (x3)′ 3
√

x2+x3(
3
√

x2)′+(x7)′ 3
√

x+x7( 3
√

x)′

= 3x2 3
√

x2 +
2

3
x3x

−1
3 + 7x6 3

√
x +

1

3
x7x

−2
3

=
11x2 3

√
x2 + 22x6 3

√
x

3
, x ∈ R .

(d) y′ = (
√

x
tan x

)′ = (
√

x)′ tan x−√
x(tan x)′

tan2 x
=

tan x
2
√

x
−

√
x

cos2 x

tan2 x

=
cos x

2
√

x sin x
−

√
x

sin2 x
, x �= kπ, k ∈ Z .

(e) y′ = (cos(2x − x3))′[g(u) = cos u ve u = f(x) = 2x − x3 dersek]

= (g(f(x)))′ = g′(f(x))f ′(x) = −sinu.u′

= − sin(2x − x3).((2x)′ − (x3)′)

= −(2x ln 2 − 3x2) sin(2x − x3), x ∈ R .

(f) y′ = (x2 cot x + 2)′ = (x2 cot x)′ + (2)′

= (x2)′ cot x + x2(cot x)′ = 2x cot x − x2

sin2 x
, x �= kπ, k ∈ Z .

(g) y′ = (arctan2 x)′[g(u) = u2 ve u = f(x) = arctan x dersek]

= (g(f(x)))′ = g′(f(x))f ′(x) = 2(f(x))f ′(x)

= 2 arctan x(arctan x)′

=
2 arctan x

1 + x2
, x ∈ R .

(h) y′ = (ex log2 x)′ = (ex)′ log2 x + ex(log2 x)′ = ex log2 x + ex

x ln 2

= ex(log2 x +
1

x ln 2
), x > 0 .

(i) y′ = (sin2(cos x))′ + (cos2(sin x))′

= 2 sin(cos x)(cos x)′ + 2 cos(sin x)(sin x)′

= −2 sin x sin(cos x) + 2 cos x cos(sin x), x ∈ R .
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(j) y′ = 1
1+tanh2 x

(tanh x)′ = 1
1+tanh2 x

1
cosh2 x

=
1

cosh2 x + sinh2 x
=

1

cosh 2x
, x ∈ R .

(k) y′ = 1
coth x

2
(coth x

2
)′ = −1

coth x
2

1
2 sinh2 x

2

= − 1
sinh x

, x ∈ R\{0}

(l) y′ = (logx 2x)′ = ( log2 2x

log2 x
)′ = ( x

log2 x
)′ =

log2 x−x 1
x ln 2

log2
2x

=
ln x − 1

ln 2log2
2x

, x > 0, x �= 1 .

(m) y′ = 4x tan x
2 (x tan x

2
)′ ln 4 = 4x tan x

2 (x tan x
2

+ x
2 cos2 x

2
) ln 4,

x �= (2k + 1)π, k ∈ Z

(n) y′ = 2arccot
√

x2+1(arccot
√

x2 + 1)′ ln 2 = 2arccot
√

x2+1 −(
√

x2+1)′

1+(
√

x2+1)2
ln 2

= 2arccot
√

x2+1 −x

(2 + x2)
√

x2 + 1
ln 2, x ∈ R .

(o) y′ = ((arcsin x)
sin x

x )′ [(4.18) den]

= (arcsin x)
sin x

x [(
sin x

x
)′ ln arcsin x +

sin x

x

(arcsin x)′

arcsin x
]

= (arcsin x)
sin x

x [
x cos x − sin x

x2
ln arcsin x +

sin x

x
√

1 − x2 arcsin x
],

x ∈ (0, 1) .

(p) y′ = ((tan x
2
)x arcsin 2x)′ = [(4.18) den]

= (tan
x

2
)x arcsin 2x[(x arcsin 2x)′ ln tan

x

2
+ x arcsin 2x

(tan x
2
)′

tan x
2

]

= (tan
x

2
)x arcsin 2x[(arccos 2x +

2x√
1 − 4x2

) ln tan
x

2
+

x arcsin 2x

sin x
],

x ∈ (0, 1
2
) .
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(q) y′ = 1
2
(x

√
x2 − a2)′ − a2

2
(ln(x +

√
x2 − a2))′

=
1

2
(
√

x2 − a2 +
x2

√
x2 − a2

) − a2

2

(x +
√

x2 − a2)′

x +
√

x2 − a2

=
2x2 − a2

2
√

x2 − a2
− a2

2

1 + x√
x2−a2

x +
√

x2 − a2

=
2x2 − a2

2
√

x2 − a2
− a2

2
√

x2 − a2

=
x2 − a2

√
x2 − a2

=
√

x2 − a2, x ∈ (−∞, − | a |) ∪ (| a |, +∞) .

(r) y′ = 3 ln2 arctan2
√

1
x3

1

arctan2
√

1
x3

.2 arctan
√

1
x3 .

1
1+ 1

x3
(−3

2
x

−5
2 )

= −
9 ln2 arctan2

√
1
x3

arctan
√

1
x3

.

√
x

1 + x3
, x > 0 .

(s) y′ = 1√
a2−b2

1√
1−(a sin x+b

a+b sin x
)2

a cos x(a+b sin x)−b cos x(a sin x+b)
(a+b sin x)2

=
√

a2 − b2
cos x

(a + b sin x)
√

(a2 − b2) − (a2 − b2) sin2 x

=
1

a + b sin x
, x �= (−1)k−1 arcsin

b

a
+ kπ, k ∈ Z .

(3) As.ag̃ıda parametrik denklemlerle verilen y = y(x) fonksiyonlarının

türevlerini bulunuz.

(a)

{
x = a(t − sin t)

y = a(1 − cos t), 0 < t < 2π ;

(b)

{
x = ln(t +

√
1 + t2)

y = 1√
1+t2

, t ∈ R ;

(c)

{
x = t3 + 3t

y = t arctan t − ln
√

1 + t2, t ∈ R ;
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(d)

{
x = a cos3 t

y = b sin3 t, 0 < t < π
2

;

(e)

{
x = arcsin t

y = arcsin
√

1 − t2, 0 <| t |< 1 .

C. özüm: Problemin c.özümünü parametrik s.ekilde verilen fonksiyon-

ların türevi ic.in (4.20) formülünden faydalanarak yapacag̃ız.

(a) x(t) ve y(t) fonksiyonları (0, 2π) üzerinde türevlenebilirdir ve x′
t =

a(1 − cos t) �= 0, y′
t = a sin t oldug̃una göre, (4.20) den dolayı

y′
x =

y′
t

x′
t

=
a sin t

a(1 − cos t)
= cot

t

2

olur.

(b) x(t) ve y(t) fonksiyonları R üzerinde türevlenebilirdir ve x′
t =

1√
1+t2

�= 0, y′
t = −t

(1+t2)
√

1+t2
oldug̃una göre, (4.20) den dolayı

y′
x =

y′
t

x′
t

=
−t

(1 + t2)

olur.

(c) x(t) ve y(t) fonksiyonları R üzerinde türevlenebilirdir ve x′
t =

3(t2 + 1) �= 0, y′
t = arctan t + t

1+t2
− t

1+t2
= arctan t oldug̃una göre,

(4.20) den dolayı

y′
x =

y′
t

x′
t

=
arctan t

3(1 + t2)

olur.

(d) x(t) ve y(t) fonksiyonları (0, π
2
) üzerinde türevlenebilirdir ve x′

t =

3a cos2 t sin t �= 0, y′
t = 3b sin2 t cos t oldug̃una göre, (4.20) den dolayı

y′
x =

y′
t

x′
t

= − b

a
tan t

olur.

(e) x(t) ve y(t) fonksiyonları (−1, 1)\{0} üzerinde türevlenebilirdir ve
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x′
t = 1√

1−t2
�= 0, y′

t = −t
|t|√1−t2

oldug̃una göre, (4.20) den dolayı

y′
x =

y′
t

x′
t

=

{
−1, 0 < t < 1 ise,

1, −1 < t < 0 ise

olur. �

(4) As.ag̃ıdaki es.itliklerde kapalı s.ekilde tanımlanan y = y(x) fonksiyon-

larının türevlerini bulunuz.

(a) x2 + 2xy − y2 = 4x ; (b) x2 − 1 + cos xy = 0 ;

(c) y − x = ε sin y, | ε |< 1 ; (d) x + y = ex−y ;

(e) arctan(x2 + y2) − ln(xy) −1 = 0, xy > 0 .

C. özüm: (a) y = y(x) fonksiyonu bir I ⊂ R aralıg̃ı üzerinde verilen

denklemin türevlenebilir bir c.özümü, yani x ∈ I ic.in

x2 + 2xy(x) − (y(x))2 = 4x

olsun. Bu es.itlikte her iki tarafın x e göre türevini alalım. O halde,

2x + 2y(x) + 2xy′(x) − 2y(x)y′(x) = 4, x ∈ I ⇒

y(x) �= x olmak üzere y′(x) = y+x−2
y−x

olur.

(b) y = y(x) fonksiyonu bir I ⊂ R aralıg̃ı üzerinde verilen denklemin

türevlenebilir bir c.özümü, yani x ∈ I ic.in

x2 − 1 + cos (xy(x)) = 0

olsun. Bu es.itlikte her iki tarafın x e göre türevini alalım. O halde,

2x − y sin(xy) − y′(x)x sin(xy) = 0, x ∈ I ⇒

y sin(xy) �= 0 olmak üzere y′(x) = 2
sin(xy)

− x
y

olur.

(c) y = y(x) fonksiyonu bir I ⊂ R aralıg̃ı üzerinde verilen denklemin

türevlenebilir bir c.özümü, yani x ∈ I ic.in

y(x) − x = ε sin y(x)
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olsun. Bu es.itlikte her iki tarafın x e göre türevini alalım. O halde,

y′(x) − 1 = εy′(x) cos y, x ∈ I ⇒ y′(x) =
1

1 − ε cos y

olur.

(d) y = y(x) fonksiyonu bir I ⊂ R aralıg̃ı üzerinde verilen denklemin

türevlenebilir bir c.özümü, yani x ∈ I ic.in

x + y(x) = ex−y(x)

olsun. Bu es.itlikte her iki tarafın x e göre türevini alalım. O halde,

(ex−y + 1)y′(x) = ex−y − 1, x ∈ I ⇒ y′(x) =
ex−y − 1

ex−y + 1
=

x + y − 1

x + y + 1

olur.

(e) y = y(x) fonksiyonu bir I ⊂ R aralıg̃ı üzerinde verilen denklemin

türevlenebilir bir c.özümü, yani x ∈ I ic.in

arctan(x2 + (y(x))2) − ln(xy(x)) − 1 = 0

olsun. Bu es.itlikte her iki tarafın x e göre türevini alalım. O halde,

2x + 2yy′(x)

1 + (x2 + y2)2
− y + xy′(x)

xy
= 0, x ∈ I ⇒

y′(x) =
2x2y − y − y(x2 + y2)2

x + x(x2 + y2)2 − 2xy2

olur. �

(5) As.ag̃ıdaki es.itliklerle tanımlanan y = f(x) fonksiyonlarının terslerinin

türevlerini ve onların tanım kümelerini bulunuz.

(a) y = x + ln x, x > 0 ; (b) y = 2x2 − x4, x > 1 .

C. özüm: (a) Verilen fonksiyon R+ üzerinde sürekli ve ∀x ∈ R+ ic.in

f ′(x) = 1 + 1
x

> 0 olur. Bu durumda (4.17) den dolayı ∀x ∈ R+ ic.in

(f−1(y))′ =
1

f ′(x)
=

x

1 + x
, D((f−1)′) = R
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olur.

(b) Verilen fonksiyon (1, +∞) üzerinde sürekli ve ∀x ∈ (1, +∞) ic.in

f ′(x) = 4x(1 − x2) < 0 olur. f−1 : (−∞, 1) → (1, +∞) : f−1(y) =√
1 +

√
1 − y ters fonksiyonun türevi (4.17) ye göre

(f−1(y))′ =
1

4x(1 − x2)
, D((f−1)′) = (−∞, 1)

olur. �

(6) As.ag̃ıdaki es.itliklerle tanımlanan x = f−1(y) fonksiyonlarının kars.ılarında

yazılı noktalarda türevlerini bulunuz.

(a) y = x + 1
5
x5, y0 = 0 ; (b) y = 2x2 − x4, x > 1, y0 = −1 .

C. özüm: (a) y0 = 0 oldug̃undan, y = x + 1
5
x5 es.itlig̃inden x0 = 0

olur. Buna göre, f ′(x) = 1 + x4 ⇒ f ′(x0) = 1 �= 0 oldug̃undan, (4.17)

den dolayı

(f−1(0))′ =
1

f ′(0)
= 1

olur.

(b) y0 = −1 oldug̃undan, y = 2x2 − x4 es.itlig̃inden x0 =
√

1 +
√

2

olur. Buna göre, f ′(x) = 4x(1 − x2) ⇒ f ′(x0) = −4
√

2
√

1 +
√

2 �= 0

oldug̃undan, (4.17) den dolayı

(f−1(−1))′ =
1

f ′(
√

1 +
√

2)
= − 1

4
√

2
√

1 +
√

2

olur. �

(7) As.ag̃ıdaki fonksiyonların apsisleri kars.ılarında yazılı noktalarda teg̃et

ve normal denklemlerini yazınız.

(a) f(x) = 1
1+x2 , x0 = 2 ; (b) f(x) = 1

x
, x0 = −1

2
.

C. özüm: f : (a, b) → R, y = f(x) fonksiyonunun grafig̃ine (x0, f(x0))(x0 ∈
(a, b)) noktasında c.izilen teg̃et ve normal denklemleri f ′(x0) �= 0 olmak

üzere sırasıyla

y = f(x0) + f ′(x0)(x − x0)
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ve

y = f(x0) − 1

f ′(x0)
(x − x0)

denklemleri yardımıyla verilir.

(a) f ′(x) = − 2x
(1+x2)2

, f(2) = 1
5
, f ′(2) = − 4

25
oldug̃una göre, f(x) =

1
1+x2 fonksiyonunun grafig̃ine (2, 1

5
) noktasında c.izilen teg̃et ve normal

denklemleri sırasıyla

y =
1

5
− 4

25
(x − 2) ve y =

1

5
+

25

4
(x − 2)

olur.

(b) f ′(x) = − 1
x2 , f(−1

2
) = −2, f ′(−1

2
) = −4 oldug̃una göre, f(x) = 1

x

fonksiyonunun grafig̃ine (−1
2

, −2) noktasında c.izilen teg̃et ve normal

denklemleri sırasıyla

y = −2 − 4(x +
1

2
) ve y = −2 +

1

4
(x +

1

2
)

olur. �

(8) f : R → R

f(x) =

{
αx3 + βx, | x |≤ 2 ise,
1
π

arcsin 1
x
, | x |> 2 ise

fonksiyonunun

(a) her yerde sürekli,

(b) her yerde türevlenebilir

olması ic.in α ve β ne olmalıdır?

C. özüm: f fonksiyonunun herhangi α, β ∈ R ic.in (−∞, −2)∪(−2, 2)∪
(2, +∞) üzerinde hem sürekli hem de türevlenebilir olması ac.ıktır. Bu

fonksiyonun −2 ve 2 noktalarında sürekli olması ic.in

f(−2−) = f(−2+) = f(−2) ve f(2−) = f(2+) = f(2)
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kos.ullarını sag̃lamak zorundadır. f(−2−) = −1
6
, f(−2+) = f(−2) =

−8α − 2β ve f(2−) = f(2) = 8α + 2β, f(2+) = 1
6

oldug̃una göre,

f nin −2 ve 2 noktalarında ve dolayısıyla, her yerde sürekli olması

ic.in 8α + 2β = 1
6

olmalıdır. Verilen fonksiyonun −2 ve 2 nokta-

larında türevlenebilir olması ic.in önce bu fonksiyon her yerde sürekli ve

f ′(−2−) = f ′(−2+), f ′(2−) = f ′(2+) kos.ullarını sag̃lamak zorundadır.

Buna göre, f ′(−2−) = f ′(2+) = −1
2
√

3π
ve f ′(−2+) = f ′(2−) = 12α + β

oldug̃undan α ve β sayıları ic.in{
12α + β = −1

2
√

3π

4α + β = 1
12

denklem sistemini sag̃lamalıdır. Demek ki, fonksiyonun heryerde türevlenebilir

olması ic.in

α = −2
√

3 + π

96π
, β =

2
√

3 + 3π

24π
olmalıdır. �

(9) f : R → R

f(x) =

{
arctan(αx), | x |≤ 1 ise,

βsgnx + x−1
2

, | x |> 1 ise

fonksiyonunun x = 1 ve x = −1 noktalarında türevlenebilir olması ic.in

α ve β ne olmalıdır?

C. özüm: Verilen fonksiyonun x = 1 noktasında türevlenebilir ol-

ması ic.in önce bu fonksiyon x = 1 noktasında sürekli ve f ′(1−) =

f ′(1+) kos.ullarını sag̃lamak zorundadır. Buna göre, f(1−) = f(1) =

arctan α, f(1+) = β ve f ′(1−) = α
1+α2 , f

′(1+) = 1
2

oldug̃undan, α ve β

sayıları ic.in {
arctan α = β

α
1+α2 = 1

2

denklem sistemini sag̃lamalıdır. Demek ki, fonksiyonun x = 1 nok-

tasında türevlenebilir olması ic.in

α = 1, β =
π

4
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olmalıdır. Benzer s.ekilde, verilen fonksiyonun x = −1 noktasında

türevlenebilir olması ic.in α = 1, β = π−4
4

oldug̃u gösterilebilir. �

(10) f : (a, b) → R fonksiyonu (a, b) üzerinde türevlenebilir, x ∈ (a, b), x <

αn < βn, (n = 1, 2, · · · ) ve n → ∞ iken αn → x, βn → x olsun. Eg̃er,

( βn−x
βn−αn

) dizisi sınırlı ise,

lim
n→∞

f(βn) − f(αn)

βn − αn

= f ′(x)

dir. İspatlayınız.

C. özüm: lim
t→x

f(t)−f(x)
t−x

= f ′(x) ⇒ tn ∈ (a, b)\{x}, n = 1, 2, · · · ve

lim
n→∞

tn = x kos.ullarını sag̃layan her (tn) dizisi ic.in

f(tn) = f(x) + f ′(x)(tn − x) + εn(tn − x), lim
n→∞

εn = 0

olacak s.ekilde bir (εn) dizisi vardır. O halde,

f(αn) = f(x) + f ′(x)(αn − x) + εn
1(αn − x), lim

n→∞
εn

1 = 0

ve

f(βn) = f(x) + f ′(x)(βn − x) + εn
2(βn − x), lim

n→∞
εn

2 = 0

olacak s.ekilde (εn
1) ve (εn

2) dizileri mevcut olacaktır. Son iki es.itlikten

f(βn) − f(αn)

βn − αn

= f ′(x) + εn
2 βn − x

βn − αn

− εn
1 αn − x

βn − αn

elde ederiz. x < αn < βn ve ( βn−x
βn−αn

) dizisi sınırlı oldug̃undan, ( αn−x
βn−αn

)

dizisi de sınırlıdır. Buradan (sınırlı bir dizi ile sonsuz küc.ük bir dizinin

c.arpımıda sonsuz küc.ük bir dizi oldug̃undan)

lim
n→∞

[εn
2 βn − x

βn − αn

− εn
1 αn − x

βn − αn

] = 0

oldug̃u, dolayısıyla, istenen es.itlig̃in dog̃rulug̃u anlas.ılır. �
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4.2.2 Ek Problemler

(11) As.ag̃ıdaki es.itliklerle tanımlanan fonksiyonların türevlerini bulunuz.

Türevin varoldug̃u kümeyi gösteriniz.

(a) y = (3x − 7)10 ; (b) y = x 3
√

x2 + 1 ;

(c) y = 3

√
1−x3

1+x3 ; (d) y = ex2
cos 2x ;

(e) y = tan x
cot 2x

; (f) y = ln[ln(ln x)] ;

(g) y = sin(arcsin x) ; (h) y = cot(arccotx) ;

(i) y = arccos x
x

+ 1
2
ln 1−√

1−x2

1+
√

1−x2 ; (j) y = arctan (x +
√

1 + x2) ;

(k) y = (sin x)cos x ; (l) y = tanh (cos x) ;

(m) y = cosh x2

sinh2 x2 − ln coth x2

2
; (n) y = cot(x2) − 1

2
tan3(2x) ;

(o) y = log2
3(2x + 3)2 ; (p) y = sin | ln x | ;

(q) y = cos( 1
log2 x

) ; (r) y = 3cos2 x ;

(s) y = 1√
b2−a2 ln( b+a cos x+

√
b2−a2 sin x

a+b cos x
) ; (t) y = arcsin sin α sin x

1−cos α cos x
;

(u) y = 1
sin α

ln 1+x
1−x

− cot α ln 1+x cos α
1−x cos α

; (v) y = ln x2+a√
x4+b2

+ a
b
arctan x2

b
;

(w) y = x
√

a2 − x2 + a2 arcsin x
|a| ; (x) y = xx2

;

(y) y =| sin x |cos x ; (z) y = 2xx
.

Cevap:

(a) y′ = 30(3x − 7)9, R ; (b) y′ = 5x2+3

3 3
√

(1+x2)2
, R ;

(c) y′ = 2x2

x6−1
3

√
1−x3

1+x3 , R\{−1, 1} ; (d) y′ = 2ex2
(x cos 2x − sin 2x), R ;

(e) y′ = 4 tan x(1+tan2 x)
(1+tan2 x)2

, x �= nπ
4

, n ∈ Z ; (f) y′ = 1
x ln x[ln(ln x)]

, x > e ;

(g) y′ = 1, [−1, 1] ; (h) y′ = 1, R ;

(i) y′ = −arccos x
x

, (−1, 1)\{0} ; (j) y′ = 1
2(1+x2)

, R ;

(k) y′ = (sin x)cos x−1(cos2 x−sin2 x ln sin x), 2nπ < x < π+2nπ, n ∈ Z ;

(l) y′ = − sin x
cosh2(cos x)

, R ; (m) y′ = 4x
sinh3 x2 , R\{0} ;

(n) y′ = ( −2
sin2 x

+ tan2 2x
cos2 2x

), x �= π
4

+ nπ, x �= nπ, n ∈ Z ;

(o) y′ = 12
ln 2

log2
2(2x+3)2

2x+3
, R\{−3

2
} ; (p) y′ = cos|ln x|

x
, R+ ;

(q) y′ =
sin( 1

log2 x
)

(xlog2
2) ln 2

, x > 0, x �= 1 ; (r) y′ = −(ln 3) sin 2x.3cos2 x, R ;

(s) y′ = 1
a+b cos x

, b2 − a2 > 0, x �= ± arccos a
b

+ 2kπ, n ∈ Z ;
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(t) y′ = cos x−cos α
|cos x−cos α| .

sin α
1−cos α cos x

; (u) y′ = 2 sin α
(1−x)2(1−x2 cos2 α)

, (−1, 1) ;

(v) y′ = 2(a2+b2)x
(x2+a)(x4+b)2

, R ; (w) y′ = 2
√

a2 − x2, | x |<| a | ;

(x) y′ = x1+x2
(1 + 2 ln x), R+ ;

(y) y′ =| sin x |cos x (cos x cot x − sin x ln | sin x |), x �= nπ, n ∈ Z ;

(z) y′ = (ln 2)2xx
xx(1 + ln x), R+ .

(12) As.ag̃ıda parametrik denklemlerle verilen y = y(x) fonksiyonlarının

türevlerini bulunuz.

(a)

{
x = e−t

y = t3, t ∈ R ;
(b)

{
x = t2 + 6t + 5

y = t2 − 54t−1, t ∈ R+ ;

(c)

{
x = ln sin t

2

y = ln sin t, 0 < t < π ;
(d)

{
x = 3at

1+t3

y = 3at2

1+t3
, t ∈ R\{ 1

3√2
} ;

(e)

{
x = arcsin t√

1+t2

y = arccos 1√
1−t2

, t ∈ R\{0} .

Cevap:

(a) y′
x = −3t2et ; (b) y′

x = 1 − 3
t2

+ 9
t2

;

(c) y′
x = 2 cos t

1+cos t
; (d) y′

x = 2t−t4

1−2t3
;

(e) y′
x =

{
1, t > 0 ise,

−1, t < 0 ise .

(13) As.ag̃ıdaki es.itliklerde kapalı s.ekilde tanımlanan y = y(x) fonksiyon-

larının türevlerini bulunuz.

(a) y5 + y3 + y − x = 0 ; (b) x2

a2 − y2

b2
= 1, y > 0 ;

(c) (2a − x)y2 = x3, y < 0 ; (e) x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 , y > 0 ;

(e) 5x2 + 9y2 − 30x + 18y + 9 = 0, y < −1 .

Cevap:

(a) y′(x) = 1
5y4+3y2+1

; (b) y′(x) = b2x
a2y

, | x |> a ;

(c) y′(x) = (3a−x)y
(2a−x)x

, 0 < x < 2a ; (d) y′(x) = − 3
√

y
x
, | x |< a, x �= 0 ;

(e) y′(x) = 5
9

3−x
y+1

, | x − 3 |< 3 .
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(14) As.ag̃ıdaki es.itliklerle tanımlanan x = f−1(y) fonksiyonlarının kars.ılarında

yazılı noktalarda türevlerini bulunuz.

(a) y = 2x − 1
2
cos x, y0 = 1

2
; (b) y = x + ln x, x > 0, y0 = 1 .

Cevap: (a) (f−1)′(−1
2
) = 1

2
; (b) (f−1)′(1) = 1

2
.

(15) As.ag̃ıdaki fonksiyonların apsisleri kars.ılarında yazılı noktalarda teg̃et

ve normal denklemlerini yazınız.

(a) f(x) = 2x
1+x2 , x0 =

√
2 ; (b) f(x) = cos 2x − 2 sin x, x0 = π .

Cevap: (a) y = −2
9
x + 8

√
2

9
, y = 9

2
x − 23

√
2

6
;

(b) y = 1 − 2π + 2x, y = 1 + π
2

− 1
2
x .

(16) f : R → R

f(x) =

{
α + βx2, | x |< 1 ise,
1
|x| , | x |≥ 1 ise

fonksiyonunun

(a) her yerde sürekli, (b) her yerde türevlenebilir

olması ic.in α ve β ne olmalıdır?

Cevap: (a) α + β = 1 ; (b) α = 3
2
, β = −1

2
.

(17) As.ag̃ıdaki fonksiyonların her yerde türevlenebilir olması ic.in α ve β ne

olmalıdır.

(a) f(x) =

{
(x + α)e−βx, x < 0 ise,

αx2 + βx + 1, x ≥ 0 ise;

(b) f(x) =

{
αx + β, x < 0 ise,

α cos x + β sin x, x ≥ 0 ise.

Cevap: (a) α = 1, β = 1
2

; (b) α = β .

(18) [a, b] üzerinde tanımlanan f : [a, b] → R fonksiyonu verilmis. olsun.

∀x1, x2 ∈ [a, b] ic.in | f(x1) − f(x2) |≤ A | x1 − x2 |1+α olacak s.ekilde

A ≥ 0 ve α > 0 sabit sayıları varsa f fonksiyonu [a, b] üzerinde sabit

bir fonksiyondur. Gösteriniz.
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(19) f : R → R fonksiyonu ic.in

(a) ∀x ∈ R ic.in f(x + Δx) − f(x) = AΔx + α(x; Δx)

(b) | α(x; Δx) |≤ C | Δx |2

olacak s.ekilde C > 0 sayısı vardır. Bu kos.ullar sag̃landıg̃ında

f(x) = Ax + B oldug̃unu gösteriniz.

(20) f : (a, b) → R fonksiyonu x ∈ (a, b) noktasında türevlenebilir olsun.

a < αn < x < βn (n ∈ N) ve n → ∞ iken αn → x, βn → x ise,

lim
n→∞

f(βn) − f(αn)

βn − αn

= f ′(x)

dir. İsapatlayınız.

4.3 Yüksek Mertebeden Türevler ve Diferen-

siyeller

Eg̃er, f : [a, b] → R, y = f(x) fonksiyonu her x ∈ [a, b] noktasında (a’

da sag̃dan ve b’de soldan) türevlenebiliyorsa, f nin [a, b] üzerinde tanımlı ve

türev fonksiyonu denilen yeni bir f ′ : [a, b] → R fonksiyonu meydana geldig̃ini

biliyoruz.(Bkz. Bölüm 4.1). Eg̃er, f ′ : [a, b] → R türev fonksiyonu [a, b]

üzerinde (a da sag̃dan ve b de soldan) türevlenebiliyorsa, (f ′)′ : [a, b] → R

fonksiyonuna f nin 2. mertebeden türevi denir ve y′′, f ′′(x), D2f(x), d2y
dx2 ,

d2f(x)
dx2 sembollerinin birisi ile gösterilir.

Tanım 4.3.1 : f : [a, b] → R, y = f(x) fonksiyonu [a, b] üzerinde (a da

sag̃dan ve b de soldan) n − 1. mertebeden türevlenebilir olsun. Eg̃er, f (n−1) :

[a, b] → R fonksiyonu [a, b] üzerinde (a da sag̃dan ve b de soldan) türevlenebi-

liyorsa, bu fonksiyonun (f (n−1))′ : [a, b] → R türev fonksiyonuna f nin

n. mertebeden türevi denir ve y(n), f (n)(x), Dnf(x), dny
dxn , dnf(x)

dxn sembollerinden

birisi ile gösterilir. Verilen bir f fonksiyonunun 0. mertebeden türevi de f

nin kendisi olarak, yani f (0) = f gibi tanımlanır.
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Örnek 4.3.2 : As.ag̃idaki fonksiyonların n. mertebeden türevlerini bulunuz.

(a) f : R+ → R, f(x) = xα(α ∈ R);

(b) f : R → R, f(x) = sin x;

(c) f : R → R, f(x) = cos x;

(d) f : R → R, f(x) = ax(a > 0, a �= 1);

(e) f : R \ 0 → R, f(x) = loga | x | (a > 0, a �= 1);

(f) f : R \ {−a
b
} → R, f(x) = (a + bx)α(a, b ∈ R, b �= 0, α ∈ R)

C. özüm: (a)

(xα)′ = αxα−1, (xα)(R),

(xα)′′ = (αxα−1)
′
= α(α − 1)xα−2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(xα)(n) = α(α − 1) . . . (α − n + 1)xα−n .

(b) ∀x ∈ R ic.in

(sin x)′ = cos x = sin(x +
π

2
),

(sin x)(2) = − sin x = sin(x + 2
π

2
) · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(sin x)(n) = (sin(x + (n − 1)

π

2
))′

= cos(x + (n − 1)
π

2
)

= sin(x + n
π

2
)

olur.

(c) ∀x ∈ R ic.in (b) ye benzer s.ekilde,

(cos x)(n) = cos(x + n
π

2
)
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oldug̃u gösterilebilir.

(d) ∀x ∈ R ic.in

(ax)′ = (ax ln a,

(ax)(2) = (ax ln a)′ = (ax) ln2 a, · · · ,

(ax)(n) = ((ax lnn−1 a)′ = (ax) lnn a

olur.

(e) ∀x ∈ R \ {0} ic.in

(loga |x|)′ =
1

x ln a
=

x−1

ln a

(loga |x|)(2) =
(x−1

ln a

)′
= −x−2

ln a
, · · · ,

(loga |x|)(n) =
((−1)n−2(n − 2)!x−(n−1)

ln a

)′
=

(−1)n−1(n − 1)!x−n

ln a

olur. Özel durumda , a = e ise, ∀x ∈ R \ {0} ic.in (ln |x|)(n) = (−1)n−1(n −
1)!x−n bulunur.

(f) ∀x ∈ R \ {(−a
b
)} ic.in

((a + bx)α)′ = α(a + bx)α−1(a + bx)′

= bα(a + bx)α−1

((a + bx)α)(2) = bα((a + bx)α−1)′

= b2α(α − 1)(a + bx)α−2, · · · ,

((a + bx)α)(n) = bnα(α − 1) · · · (α − n + 1)(a + bx)α−n

olur. �
Örnek 4.3.3 : ∀x ∈ R ic. in

(arctan x)(n) =
(n − 1)!

(1 + x2)
n
2

sin[n(arctan x +
π

2
)] (4.21)

oldug̃unu gösteriniz.

452 Yüksek Mertebeden Türevler ve Diferensiyeller

C. özüm: y = arctan x, x = tan y,

1

1 + x2
=

1

1 + tan2 y
= cos2 y

oldug̃una göre, (4.21) es.itlig̃ini

y(n) = (n − 1)! cosn y sin[n(y +
π

2
)] (4.22)

bic.iminde yazabiliriz. Matematik İndüksiyon yöntemiyle (4.22) es.itlig̃inin

dog̃rulug̃unu gösterelim. n = 1 ic.in (0! = 1) dir.

y′ = (arctan x)′ =
1

1 + x2

= cos2 y = (1 − 1)! cos y sin(y +
π

2
)

bulunur. Bu ise, (4.22) nin n = 1 ic.in dog̃ru olması demektir. Kabul edelim

ki (4.22) es.itlig̃i bir n > 1 ic.in dog̃rudur. Bu durumda, (4.22) nin n + 1

ic.in de dog̃ru oldug̃unu görelim. (4.22) es.itlig̃inin her iki tarafından x ’e göre

türev alırsak ,

y(n+1) = (y(n))′

= (n − 1)!{cosn y sin[n(y +
π

2
)]}′

x

[biles.ik fonksiyonun türev formülünden ]

= (n − 1)!{cosn y sin[n(y +
π

2
)]}′

yy
′
x

= (n − 1)!{(cosn y)
′
y sin[n(y +

π

2
)] + cosn y(sin[n(y +

π

2
)])′y}y′

x

[y′
x =

1

1 + x2
= cos2 y, (cosn y)′y = n cosn−1 y(− sin y),

(sin[n(y +
π

2
)])′ = n cos[n(y +

π

2
) oldug̃undan]

= n! cosn+1 y{− sin y sin[n(y +
π

2
)] + cos y cos[n(y +

π

2
)]}

= n! cosn+1 y cos[(n + 1)y + n
π

2
]

= n! cosn+1 y sin[(n + 1)(y +
π

2
)]
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elde ederiz. Bu ise, (4.22) es.itlig̃inin n+1 durumunda dog̃ru olması demektir.

Buradan , (4.21) es.itlig̃inin dog̃ru oldug̃u anlas.ılır.

u, v : [a, b] → R, [a, b] üzerinde n. mertebeden türevlenebilen fonksiyonlar

ise, cu(c ∈ R) ve u ± v fonksiyonlarının da [a, b] üzerinde n. mertebeden

türevlenebilir oldukları ve

(cv)(n) = cu(n), (u ± v)(n) = u(n) ± v(n)() (4.23)

formüllerinin dog̃rulug̃u tümevarımla kolayca gösterilebilir. �
Bu durumda uv fonksiyonun n. mertebeden türevlenebilir olması as.ag̃ıdaki

teoremle verilir.

Teorem 4.3.4 (Leibnitz Formülü) : u ve v fonksiyonları bir [a, b] ⊂ R

üzerinde n. mertebeden (n ∈ N) türevlenebilen fonksiyonlar ise, uv de [a, b]

üzerinde n. mertebeden türevlenebilirdir ve

(uv)(n)(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
u(n−k)(x)v(k)(x) (4.24)

dir.

İspat: n = 1 ic.in,

(uv)(1)(x) = u(1)(x)v(x) + u(x)v(1)(x)

=
1∑

k=0

(
1

k

)
u(1−k)(x)v(k)(x)

ifadesinin dog̃rulug̃unu Teorem 4.2.1 (b) de görmüs.tük. Kabul edelim ki,

(4.24) formülü bir n > 1 ic.in dog̃rudur ve onun n + 1 ic.inde dog̃ru olacag̃ını

görelim. (4.24) ün her iki tarafından x e göre türev alırsak

(uv)(n+1)(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
(u(n−k)vk)′

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(u(n−k+1)v(k) + (u(n−k)v(k+1))

=
n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
u(n−k+1)v(k) +

n∑
k=0

(
n

k

)
)u(n+1−k)v(k)
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[
(

n+1
0

)
=
(

n
0

)
=
(

n
n

)
=
(

n+1
n+1

)
= 1 ve

(
n+1

k

)
=
(

n
k

)
+
(

n
k−1

)
oldug̃undan]

=
n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
u(n+1−k)v(k)

elde ederiz. Matematik İndüksiyon metodu gereg̃ince (4.24)ün dog̃rulug̃u

ispatlanmıs. oldu. �

Örnek 4.3.5 : f(x) = x2 sin 2x fonksiyonunun n. mertebeden türevini bu-

lunuz.

C. özüm: ∀k > 2 dog̃al sayısı ic.in (x2)k = 0 olacag̃ından (4.24) formülünde

u(x) = sin 2x, v(x) = x2 yazarsak,

(x(2) sin 2x)(n) = (n
0 )x2(sin 2x)(n)+(n

1 )(x2)1(sin 2x)(n−1)+(n
2 )(x2)(2)(sin 2x)(n−2)

oldug̃u elde edilir. sin 2x fonksiyonunun n., (n − 1). ve (n − 2). mertebeden

türevlerini

(sin ax)(k) = ak sin(ax + k
π

2
)(a ∈ R)

formülünden faydalanarak bulacag̃ız ;

(sin 2x)(n) = 2(n) sin(2x + n
π

2
),

(sin 2x)(n−1) = 2(n−1) sin(2x + (n − 1)
π

2
)

= −2(n−1) cos(2x + n
π

2
),

(sin 2x)(n−2) = 2(n−2) sin(2x + (n − 2)
π

2
)

= −2(n−2) sin(2x + n
π

2
).

Buna göre,

(x(2) sin 2x)(n) = 2n(x2 − n(n − 1)

4
) sin(2x + n

π

2
) − 2nnx cos(2x + n

π

2
)

olur. �
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Örnek 4.3.6 : a0, a1, · · · , an herhangi reel sayılar olmak üzere Pn(x) =

a0x
n +a1x

n−1 + · · ·+an−2x
2 +an−1x+an polinomunun P

(k)
n (0) k = 1, 2, 3, · · ·

türevlerini bulunuz.

C. özüm:

P (1)
n (x) = na0x

n−1 + (n − 1)a1x
n−2 + · · · + 2an−2x + an−1,

P (2)
n (x) = n(n − 1)a0x

n−2 + (n − 1)(n − 2)a2x
n−3 + · · · + 2an−2,

P (3)
n (x) = n(n − 1)(n − 2)a0x

n−3 + · · · + 3.2an−3, · · · ,

P (n)
n (x) = n(n − 1)(n − 2) · · · 2a0

P (k)
n (x) = 0, k = n + 1, n + 2, · · ·

oldug̃undan,

Pn(0) = an,

P (1)
n (0) = an−1,

P (2)
n (0) = 2an−2 = 2!an−2,

P (3)
n (0) = 3.2an−3 = 3!an−3, · · · ,

P (n)
n (0) = n!a0,

P (k)
n (0) = 0, k = n + 1, n + 2, · · ·

olur. Buradan, ak = P n−k
n (0)
(n−k)!

, k = 0, 1, 2, · · · , n olacag̃ından,

Pn(x) =
P n

n (0)

(n)!
xn +

P
(n−1)
n (0)

(n − 1)!
xn−1 + · · · +

P 2
n(0)

(2)!
x2 +

P 1
n(0)

(1)!
x + Pn(0)

olur. �
Örnek 4.3.7 (Parametrik S. ekilde Verilmis. Fonksiyonun 2. Mertebeden Türevi):

ϕ, ψ : (α, β) → R fonksiyonları (α, β) üzerinde 2. mertebeden türevlenebilen

ve ∀t ∈ (α, β) ic. in ϕ′(t) �= 0 olsun. Bu durumda,{
x = ϕ(t),

y = ψ(t), α < t < β

tanımı ile y = f(x) fonksiyonunun 2. mertebeden türevini bulunuz.
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C. özüm: (4.20) formülüne göre yx =
y′

t

x′
t

dir. Buna göre,

y′′
xx = (y′

x)
′
x = (

y′
t

x′
t

)
′

x

=
(

y′
t

x′
t
)′t

x′
t

=

y′′
ttx

′
t−y′

tx
′′
tt

(x′
t)

2

x′
t

=
x′

ty
′′
tt − y′

tx
′′
tt

(x′
t)

3

olur. Özel durumda , x = ln t, y = et ic.in

y′
x =

y′
t

x′
t

=
et

1
t

= tet ,

y′′
xx =

(yx)
′
t

x′
t

=
(tet)′

1
t

=
et + tet

1
t

= t(1 + t)et

oldug̃u elde edilir.

Yukarıdaki örnekte oldug̃u gibi, eg̃er (4.19) ile tanımlı y = f(x) fonksiy-

onunun n−1. mertebeden y
(n−1)

xn−1 türevi bulunmus.sa onun n. mertebeden y
(n)
xn

türevi y
(n)
xn =

(y
(n−1)

xn−1 )′t
x′

t
formülü yardımıyla hesaplanabilir. �

Örnek 4.3.8 (Ters Fonksiyonun 2. Mertebeden Türevi): f : (a, b) → R, y =

f(x) fonksiyonu (a, b) üzerinde sürekli ve artan (veya azalan) olsun. Eg̃er,

bu fonksiyon (a, b) üzerinde 2. mertebeden türevlenebilen ve ∀x ∈ (a, b) ic. in

f ′(x) �= 0 ise, f nin f−1 : (f(a+), f(b−)) → R (veya f−1 : (f(b−), f(a+)) →
R), x = f−1(y) tersinin de 2. mertebeden türevlenebilen oldug̃unu gösteriniz.

Ayrıca onun 2. mertebeden x′′
yy türevini bulunuz.

C. özüm: x = f−1(y) ters fonksiyonunun türevlenebilen ve x′
y = 1

y′
x

formülünün

dog̃ru oldug̃unu Teorem 4.2.4 de gördük. O halde, önce ters ve sonra biles.ik

fonksiyonların türev formüllerini uygulamayla

x′′
yy = (x′

y)
′
y = (

1

yx

)′y = (
1

yx

)′xx
′
y = −(y′

x)
′
x

(y′
x)

2
x′

y = − y′′
xx

(y′
x)

3

yani x′′
yy = − y′′

xx

(y′
x)3

buluruz.
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Özel durumda, f : R → R, y = f(x) = x + x3 fonksiyonu R üzerinde

artan ve ∀x ∈ R ic.in y′
x = f ′(x) = 1 + 3x2 �= 0, y′′

xx = 6x oldug̃una göre,

x′
y =

1

y′
x

=
1

1 + 3x2
,

x′′
yy = − y′′

xx

(y′
x)

3
= − 6x

(1 + 3x2)3

olur. �
S. imdi yüksek mertebeden diferansiyelleri tanımlayalım. f : (a, b) →

R, y = f(x) fonksiyonu (a, b) üzerinde türevlenebilen ise, onun df(x) ile

gösterilen diferensiyeli, hem x, hem de dx deg̃is.kenlerine bag̃lı df(x) = f ′(x)dx

ya da df(x)(dx) = f ′(x)dx es.itlig̃i ile tanımlandıg̃ini biliyoruz. (Bkz. Tanım

4.1.5) f ′ : (a, b) → R fonksiyonu (a, b) üzerinde türevlenebilen olsun. Bu

durumda dx ∈ R sabit tutulmak üzere df(x) diferensiyeli yalnızca x in bir

fonksiyonu olur. Bu fonksiyonun diferensiyeline (x’e dx artımı verilmekle)

f(x) fonksiyonunun 2. mertebeden diferensiyeli denir, d2f(x) ya da d2f(x)(dx)

ile gösterilir. Bu durumda,

d2f(x) = d(df(x)) = d(f ′(x)dx)

[dx sabit bir sayı oldug̃undan]

= d(f ′(x))dx

[d(f ′(x)) = (f ′(x))′dx = f ′′(x)dx oldug̃undan]

= f ′′(x)dxdx = f ′′(x)dx2,

yani,

d2f(x) = f ′′(x)dx2 (4.25)

bulunur. Burada, dx2 = (dx)2 gibi anlas.ılmasi gerekir. (a, b) üzerinde n.

mertebeden türevlenebilen f : (a, b) → R fonksiyonunun n. mertebeden difer-

ensiyeli benzer s.ekilde tanımlanabilir. Tümevarımla herhangi n ∈ N ic.in

dnf(x) = fn(x)dxn (4.26)

458 Yüksek Mertebeden Türevler ve Diferensiyeller

elde edilir.

u, v : (a, b) → R, (a, b) üzerinde n. mertebeden türevlenebilen fonksiyon-

lar ise, αu + βv(α, β ∈ R) ve uv fonksiyonlarının n. mertebeden diferensiyel-

lenebilen ve (4.23),(4.24), (4.26) formüllerini kullanarak

dn(αu + βv) = αdnv + βdnv,

dn(uv) =
n∑

k=0

(
n

k

)
dn−kudkv

formüllerinin dog̃ru oldukları tümevarımla gösterilebilir.

Not: (4.25) ve n > 2 durumunda (4.26) formülleri yalnızca x bag̃ımsız

deg̃is.ken oldug̃u durumda gec.erlidir. •
Bunu n = 2 ic.in görelim. ϕ : (a, b) → R, u = ϕ(x) fonksiyonu (a, b)

üzerinde, f : ϕ((a, b)) → R, y = f(u) fonksiyonu da ϕ((a, b)) üzerinde 2.

mertebeden türevlenebilen fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

dy = y′
xdx = (f(ϕ(x)))′dx

= f ′(ϕ(x))ϕ′(x)dx,

yani dy = y′
uuxdx bulunur. Burada, uxdx = du oldug̃unu gözönüne alırsak,

dy = y′
udu, yani,

dy = f ′(u)du (4.27)

elde ederiz. Buna göre,

d2y = d(dy) = d(y′
udu)

= d(y′
u)du + (y′

u)d(du)

[(4.27) den dolayı d(y′
u) = (yu)

′
udu = y′′

uudu ve d(du) = d2u]

= y′′
uudu2 + (yu)

′
udu2

yani,

d2y = y′′
uudu2 + (yu)

′
ud

2u (4.28)
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bulunur. dy = y′
xdx ve (4.27) formüllerinden görüldüg̃ü gibi, y = f(u)

fonksiyonunda , u bag̃ımsız veya bag̃ımlı deg̃is.ken oldug̃u durumda, fonksiy-

onun diferansiyeli, aynı s.ekle sahip formülle, yani, f nin türevi ile u argümanının

diferensiyeli c.arpımına es.ittir. Buna, fonksiyonun 1. mertebeden diferen-

siyelinin s.eklinin deg̃is.mezlig̃i (invaryantlıg̃ı) özellig̃i denir. (4.25) ve (4.28)

den görüldüg̃ü gibi u = f(u) fonksiyonunun 2. mertebeden diferansiyeli genel

olarak diferansiyel s.eklinin invaryantlıg̃ı özellig̃ine sahip deg̃ildir. u = v

bag̃ımsız deg̃is.ken veya a, b ∈ R olmak üzere u = ax + b s.eklinde bag̃ımlı

deg̃is.ken olması durumlarında d2u = 0 olacag̃ından (4.28) den bu durum-

larda d2y = y′′
uudu2 oldug̃u elde edilir. Demek ki, dny = yn

undun es.itlig̃i her

n ∈ N dog̃al sayısı ic.in yalnızca u = x bag̃ımsız ve a, b ∈ R olmak üzere

u = ax+ b s.eklinde bag̃ımlı deg̃is.ken oldug̃u durumlarda diferensiyel s.eklinin

invaryantlıg̃ı özellig̃ine sahiptir.

Örnek 4.3.9 : y = cos x2 fonksiyonunun x bag̃ımsız ve bag̃ımlı deg̃is.ken

oldug̃u durumlarda 2.mertebeden diferensiyelini bulunuz.

C. özüm: (a) x bag̃ımlı deg̃is.ken olsun.

I. Yol: 2. mertebeden diferensiyelin tanımı gereg̃ince

d2y = d(dy) = d(d cos x2)

[1. mertebeden diferansiyel s.eklinin invaryantlıg̃ı özellig̃inden]

= d(−2x sin x2dx)

= −2d(x sin x2)dx − 2x sin x2d(dx)

[d(x sin x2) = dx sin x2 + xd(sin x2)

= sin x2dx + 2x2 cos x2dx,

d(dx) = d2x oldug̃undan]

= −2(sin x2 + 2x2 cos x2)dx2 − 2x sin x2d2x
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II. Yol: Verilen fonksiyonun x e göre 1. ve 2. mertebeden türevlerini

bulalım :

y′
x = −2x sin x2,

y′′xx = −2 sin x2 − 4x2 cos x2.

O halde, (4.28) formülüne göre

d2y = y′′xxdx2 + y′
xd

2x

= −2(sin x2 + 2x2 cos x2)dx2 − 2x sin x2d2x

bulunur.

(b) x bag̃ımsız deg̃is.ken olsun. Bu durumda, d2x = 0 olacag̃ından (4.25)

ten dolayı

d2y = y′′
xxdx2 = −2(sin x2 + 2x2 cos x2)dx2

olur. �

4.3.1 C. özümlü Problemler

(1) R+ üzerinde tanımlı f : R+ → R fonksiyonu 3. mertebeden türevlenebilir

olsun. Bu durumda y = f(ex) fonksiyonunun y′′′ türevini bulunuz.

C. özüm: Biles.ik fonksiyonun türev formülüne göre

y′ = (f(ex))′ = f ′(ex)(ex)′ = f ′(ex)ex,

y′′ = (y′)′ = (f ′(ex)ex)
′
= (f ′(ex))

′
ex + f ′(ex)(ex)′

= f ′′(ex)e2x + f ′(ex)ex.

Benzer s.ekilde,

y′′′ = (y′′)′ = f ′′′(ex)e3x + 3f ′′(ex)e2x + f ′(ex)ex

bulunur. �
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(2) u ile v 2. mertebeden türevlenebilir fonksiyonlar oldug̃unda as.ag̃ıda

verilen y = y(x) fonksiyonlarının 2. mertebeden diferansiyelini bulunuz.

(a) y = arctan u
v
; (b) y = ue−v2

.

C. özüm: (a) 1. mertebeden diferansiyel s.eklinin invaryantlıg̃ından

dy = d(arctan
u

v
) = (arctan

u

v
)′d(

u

v
)

=
1

1 + (u
v
)2

vdu − udv

v2
=

vdu − udv

u2 + v2
.

2. mertebeden diferansiyelin tanımına göre

d2y = d(dy) = d(
vdu − udv

u2 + v2
)

[kesrin diferansiyeli formülünden]

=
(u2 + v2)d(vdu − udv) − (vdu − udv)d(u2 + v2)

(u2 + v2)2

[d(vdu − udv)] = dvdu + vd(du) − dudv − vd(dv)

= vd2u − ud2v, d(u2 + v2) = d(u2) + d(v2) = 2udu + 2vdv oldug̃undan]

=
vd2u − ud2v

u2 + v2
− 2{uv[(du)2 − (dv)2] + (v2 − u2)}dudv

(u2 + v2)2

bulunur.

(b) dy = d(ue−v2
) = e−v2

du + ud(e−v2
)

[d(e−v2
) = e−v2

d(−v2) = −2ve−v2
dv oldug̃undan]

= e−v2

du − 2uve−v2

du = e−v2

(du − 2uvdv) .

d2y = d(dy)

= (du − 2uvdv)d(e−v2

) + e−v2

d(du − 2uvdv)

= −2ve−v2

dv(du − 2uvdv) + e−v2

(d(du − 2(uvdv))

[d(du) = d2u, d(uvdv) = dvd(uv) + uvd(dv) = vdudv + udv2 + uvd2v

oldug̃undan ]

= −2ve−v2

dv(du − 2uvdv) + e−v2

(d2u − 2vdudv − 2udv2 − 2uvd2v))

= e−v2

(d2u − 2uvd2v − uvdudv + 2u(2v2 − 1)dv2))
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bulunur. �

(3) {
x = 2t − t2,

y = 3t − t3

parametrik denklemle tanımlanan y = f(x) fonksiyonunun y′′′
x3 türevini

bulunuz.

C. özüm:

y′
x =

df(x)

dx
=

dy

dx

oldug̃una göre, ∀t ∈ R \ {1} ic.in

y′
x =

d(3t − t3)

d(2t − t2)
=

(3 − 3t2)dt

(2 − 2t)dt
=

3

2
(1 + t),

y′′
x2 =

d(y′
x)

dx
=

d(3
2
(1 + t))

d(2t − t2)
=

3
2
dt

2(1 − t)dt
=

3

4(1 − t)
,

y′′′
x3 =

d(y′′
x2)

dx
=

d( 3
4(1−t)

)

d(2t − t2)
=

d( 3dt
4(1−t)2

)

2(1 − t)dt
=

3

8(1 − t)3

bulunur. �

(4) x2 +y2 = 5xy3 denklemi ile kapalı s.ekilde tanımlanan y = y(x) fonksiy-

onunun y′′(x) türevini bulunuz.

C. özüm: y = y(x) fonksiyonu bir I ⊂ R aralıg̃ında verilen denklemin

2. mertebeden türevlenebilen bir c.özümü varolsun, yani ∀x ∈ I ic.in

x2 + (y(x))2 = 5x(y(x))3

es.itlig̃i sag̃lansın. Burada, her iki tarafın x ’e göre türevini alırsak,

zincir kuralından

2x + 2y(x)y′(x) = 5y3(x) + 15xy2(x).y′(x) ⇒
y′(x) =

2x − 5y3(x)

15xy2(x) − 2y(x)
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elde ederiz. Buradan,

y′′ = (y′(x))′ = (
2x − 5y3(x)

15xy2(x) − 2y(x)
)′

=
20y3(x) − 75xy4(x) − 60x2y(x) + 4x)y′(x) − 4y(x) + 75y5(x)

(15xy2(x) − 2y(x))2

[y′(x) = 2x−5y3(x)
15xy2(x)−2y(x)

oldug̃undan]

=
1500xy6(x) − 120x3 + 150x2y3(x) − 250y5(x)

(15xy(x) − 2)3y2(x)

bulunur. �

(5) y =
1

x2 − 3x + 2
fonksiyonunun y(n) türevini bulunuz.

C. özüm: ∀x ∈ R \ {1, 2} ic.in

1

x2 − 3x + 2
=

1

x − 2
− 1

x − 1

= (x − 2)−1 − (x − 1)−1

oldug̃una göre, Örnek 4.3.2(f) den

y(n) = ((x − 2)−1)(n) − ((x − 1)−1)(n)

= (−1)nn!(
1

(x − 2)(n+1)
− 1

(x − 1)(n+1)
)

bulunur. �

(6) y = sin3 x fonksiyonunun y(n) türevini bulunuz.

C. özüm: sin3 x = 3
4
sin x − 1

4
sin 3x oldug̃una göre,

y(n) = (
3

4
sin x)(n) − (

1

4
sin 3x)(n)

[(sin ax)(n) = an. sin(ax + n.π
2
, n ∈ N oldug̃undan]

= (
3

4
)n sin(x + n.

π

2
) − (

3

4
)n sin(3x + n.

π

2
)

bulunur. �
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(7) y = sin4 x + cos4 x fonksiyonunun y(n) türevini bulunuz.

C. özüm: y = sin4 x + cos4 x = 3
4

+ 1
4
cos 4x oldug̃una göre,

y(n) = (
3

4
)(n) + (

1

4
cos 4x)(n)

[(cos ax)(n) = an. cos(ax + n.π
2
), n ∈ N oldug̃undan ]

= 4n−1 cos(4x + n.
π

2
)

bulunur. �

(8) y = ln
a + bx

a − bx
fonksiyonunun y(100) türevini bulunuz.

C. özüm:

y′ =
a − bx

a + bx
(
a + bx

a − bx
)′

=
2ab

(a + bx)(a − bx)

= (
a

b
+ x)−1 + (

a

b
− x)−1

oldug̃una göre,

y(n) = (y′)(n−1) = ((
a

b
+ x)−1)(n−1) + ((

a

b
− x)−1)(n−1)

[Örnek 4.3.2(f) den]

= (−1)n−1(n − 1)!(
a

b
+ x)−n + (n − 1)!((

a

b
− x)−n

=
(n − 1)! · · · bn

(a2 − b2x2)

n

((a + bx)n + (−1)n−1(a − bx)n)

bulunur. �

(9) y =| x |3 fonksiyonu x = 0 noktasında hangi mertebeden türevlenebilirdir?

C. özüm: ∀x ∈ R \ {0} ic.in

y′(x) =

{
3x2, x > 0 ise,

−3x2, x < 0 ise
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ve türev tanımına göre

y′(0) = lim
h→0

y(0 + h) − y(0)

h
= lim

h→0

| h |2
h

= 0

oldug̃u elde edilir. Demek ki, ∀x ∈ R ic.in fonksiyon türevlenebilirdir

ve y′(x) = 3x2sgnx dir. Benzer s.ekilde, 2. mertebeden türev ic.in

y′′(x) =

{
6x, x > 0 ise,

−6x, x < 0 ise

y′′(0) = lim
h→0

y′(0 + h) − y′(0)

h

= lim
h→0

3h2sgnh

h
= 0

oldug̃u, dolayısıyla, fonksiyonunun 2. mertebeden türevlenebilir ve ∀x ∈
R ic.in y′′(x) = 6 | x | oldug̃u elde edilir. | x | fonksiyonu 0 da

türevlenemez oldug̃undan verilen fonksiyon x = 0 da 3. mertebeden

türevlenemez olup, 2. mertebeden türevlenebilirdir. �

4.3.2 Ek Problemler

(10) u ve v 2. mertebeden türevlenebilir fonksiyonlar oldug̃u durumda as.ag̃ıda

verilen y = y(x) fonksiyonlarının d2y diferansiyellerini bulunuz.

(a) y = u(2 + v); (b) y = u ln v;

(c) y =
√

u2 + v2; (d) y = uv.

Cevap: (a) d2y = (v + 2)d2u + 2dudv + ud2v; (b) d2y = ln v.d2u +

2
v
dudv+u

v
d2v− u

v2 dv2; (c) d2y =
(u2 + v2)(ud2u + vd2v) + (vdu − udv)2

(u2 + v2)
3
2

;

(d) d2y = uv( v
u
d2u + ln ud2v + v(v−1)

u2 du2 + 2(v ln u+1)
u

dudv + ln2 u.dv2) .

(11) As.ag̃ıdaki parametrik denklemlerle tanımlanan y = y(x) fonksiyon-

larının y′′
x2 türevlerini bulunuz.
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(a)

{
x = t3,

y = t2 ;
(b)

{
x = ln cos t,

y = ln cos 2t ;

(c)

{
x = (1 + cos2 t) sin t,

y = sin2 t cos t ;
(d)

{
x = et

1+t
,

y = (t − 1)et ;

(e)

{
x = sin log2 t,

y = tan log2 t ;
(f)

{
x = 2cos2 t,

y = 2sin2 t .

Cevap: (a)
−2

9t4
; (b)

−8 cos2 t

cos2 2t
; (c)

1

cos3 t(3 cos3 t − 1)
;

(d)
2(1 + t)3

tet
; (e)

3 sin log2 t

cos5 log2 t
; (f) 23 sin2 t−1 .

(12) As.ag̃ıdaki denklemlerle kapalı s.ekilde tanımlanan y = y(x) fonksiyon-

larının y′′(x) türevlerini bulunuz.

(a) x2 + y2 = a2; (b) y2 = 2px;

(c) ex−y = x + y; (d) y − x tan ln
√

x2 + y2 = 0;

(e) y2 = ex4−y2
.

Cevap: (a)
−a2

y3
; (b)

−p2

y3
; (c)

4(x + y)

(x + y + 1)3
; (d)

2(x2 + y2)

(x − y)3
;

(e)
2x2y(3y4 + 2(3 − x4)y2 + 3 + 2x4)

(y2 + 1)3
.

(13) As.ag̃ıdaki türevleri hesaplayınız.

(a) (f(x2))(3); (b) (
√

x)(10);

(c) ( x2

x−1
)(6); (d) (x3 cos 5x)(15).

Cevap: (a) 2xf ′′(x2) + 8x3f ′′′(x2); (b) −1.3.5 · · · 17

210x9
√

x
, x > 0;

(c)
720

(x − 1)7
, x �= 1; (d) 514(5x3 −126x) sin 5x−3.513(75x2 −182) cos 5x

(14) As.ag̃ıda verilen y = y(x) fonksiyonlarının y(n) türevlerini bulunuz.

(a) y = cos3 x; (b) y = cos αx cos βx;

(c) y = (ax2 + bx + c)ekx;
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(d) y = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an, (ai ∈ R, i = 0, 1, · · · , n);

(e) y = x log2(1 − 3x); (f) y = eax cos(bx + c);

(g) y = e2x sin2 x; (h) y = cosh ax sin bx .

Cevap: (a) 3
4
cos(ax + nπ

2
) + 3n

4
cos(3x + nπ

2
);

(b) 1
2
(α − β)n cos[(α − β)x + nπ

2
)] + 1

2
(α + β)n cos[(α + β)x + nπ

2
)];

(c) kn−2ekx[(ax2 + bx + c)k2 + (2ax + b)nk + n(n − 1)a];

(d) a0n!;

(e) (n−2)!3n−1

ln 2
(3x − n)(1 − 3x)−n, n > 1;

(f) eax(a2 + b2)
n
2 cos(bx + c + nϕ),

cos ϕ =
a√

a2 + b2
, sin ϕ =

b√
a2 + b2

;

(g) 2n−1e2x(1 − 2
n
2 cos(2x + n.π

4
));

(h) (a2 + b2)
n
2 (cosh ax cos(nϕ − nπ

2
) sin(bx + nπ

2
) + sinh ax sin(nϕ −

nπ
2
) cos(bx + nπ

2
)), cos ϕ = a√

a2+b2
, sin ϕ = b√

a2+b2
.

(15) As.ag̃ıda verilen y = y(x) fonksiyonlarının x = 0 noktasında hangi

mertebeden türevlenebilirdirler.

(a) y(x) =

{
1 − cos x, x > 0 ise,

ln(1 + x) − x, x ≥ 0 ise ;

(b) y(x) =

{
sinh x − x, x < 0 ise,

x − sin x, x ≥ 0 ise ;

(c) y(x) =

{
x100 sin 1

x
, x �= 0 ise,

0, x = 0 ise ;

(d) y(x) =

{
e−

1
x2 , x �= 0 ise,

0, x = 0ise .

Cevap: (a) y′(0) = 0, y′′(0) türevi yoktur;

(b) y′(0) = y′′(0) = 0, y′′′(0) = 1, y(4)(0) = 0 y(5)(0) türevi yoktur ;

(c) y(n)(0) = 0, n = 1, 2, · · · , 50, y(51)(0) türevi yoktur ;

(d) y(n)(0) = 0, n = 1, 2, · · ·
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(16) Pn,m(x) = ((1 − xm)n)(n), m > 0 olsun. Pn,m(1) bulunuz.

Cevap: (−1)nmnn! .

(17) f : R → R fonksiyonu R üzerinde türevlenebilir olsun. f c.ift oldug̃unda

f ′ nin tek ve f tek oldug̃unda f ′ nin c.ift olacag̃ını gösteriniz.

4.4 Diferensiyel Hesabın Esas Teoremleri

Bos. olmayan X ⊂ R kümesi, X üzerinde tanımlı f : X → R fonksiyonu

ve x0 ∈ X noktası verilmis. olsun.

Tanım 4.4.1 : Eg̃er, ∀x ∈ U(x0)∩X ic. in f(x) ≤ f(xo) (veya f(x) ≥ f(x0))

olacak s.ekilde x0 noktasının bir U(x0) koms.ulug̃u varsa, x0 noktasına f nin

lokal (yerel) maksimum (veya minimum) noktası denir.

Tanım 4.4.2 : Eg̃er, ∀x ∈ ◦
U (x0) ∩ Xic. in f(x) < f(xo)(veya f(x) > f(x0))

olacak s.ekilde x0 noktasının delinmis. bir
◦
U (x0) koms.ulug̃u varsa,x0 nok-

tasına f nin kesin lokal (yerel) maksimum (veya minimum) noktası denir.

Tanım 4.4.3 : : Lokal minimum ve maksimum noktalarına lokal ekstremum

noktaları, fonksiyonun bu noktalardaki deg̃erlerine de fonksiyonun lokal ek-

stremumları (veya lokal ekstrem deg̃erleri)denir.

Örnek 4.4.4 : f : [0, +∞) → R,

f(x) =

{
(x − 1)2, 0 ≤ x < 3 ise,

4, x ≥ 3 ise

fonksiyonu verilsin.(Bkz S. ekil 4.2)

Bu fonksiyon ic. in,

x = 0 noktası lokal maksimum, x = 1 noktası lokal minimum,

x = 3 noktası lokal maksimum, x > 3 noktası hem lokal maksimum hem

de lokal minimum noktalarıdır. [3, +∞) aralıg̃ı üzerinde fonksiyon sabit bir

fonksiyondur.
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Örnek 4.4.5 : f : R \ {0} → R, f(x) = cos 1
x

fonksiyonu verilsin. Bu

fonksiyon ic. in, x′
k = 1

2kπ
, k ∈ Z \ {0} noktaları lokal maksimum, x′′

k =
1

(2k−1)π
, k ∈ Z noktaları da lokal minimum noktalarıdır.

Tanım 4.4.6 : x0 ∈ X noktası X üzerinde tanımlı f : X → R fonksiy-

onunun ekstremum noktası olsun.Eg̃er, x0 ∈ X noktası hem X− = {x ∈ X :

x < x0} kümesinin, hem de X+ = {x ∈ X : x > x0} kümesinin limit noktası

ise, x0 a ic. ekstremum noktası denir.

Örneg̃in,x′
k ,k ∈ Z \ {0} ve x′′

k, k ∈ Z noktaları Örnek 4.4.5 deki fonksiy-

onun ic. ekstremum noktalarıdır, x = 0 noktası Örnek 4.4.4 deki fonksiyonun

ic. ekstremum noktası deg̃ildir.

Tanım 4.4.7 : Eg̃er, her x ∈ X ic. in f(x) ≤ f(p)(f(x) ≥ f(q)) olacak

s.ekilde bir p ∈ X(q ∈ X) noktası varsa, f : X → R fonksiyonu p(q)

noktasında mutlak maksimuma (minimuma) sahiptir denir. Örneg̃in, Örnek

4.4.4 deki x = 1 noktası fonksiyonun mutlak minimum noktası, x ≥ 3 nok-

taları da mutlak maksimum noktalarıdır; Örnek 4.4.5 deki x′
k, k ∈ Z \ {0}

noktaları fonksiyonun mutlak maksimum noktaları, x′′
k, k ∈ Z noktaları da

mutlak minimum noktalarıdır.
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Teorem 4.4.8 (Fermat Teoremi) : x0 ∈ X noktası f : X → R fonksiy-

onunun bir ic. ekstremum noktası olsun. Eg̃er, f fonksiyonu x0 noktasında

türevlenebilen ise, f ′(x0) = 0 dır.

İspat: Teoremin ispatını x0 bir ic. maksimum noktası oldug̃u durumda

yapalım. Bu durumda, x0 noktasının her x ∈ U(x0) ∩ X ic.in f(x) ≤ f(x0)

(veya f(x)−f(x0) ≤ 0) olacak s.ekilde bir U(x0) koms.ulug̃u vardır. O zaman,

x < x0 (veya x − x0 < 0) olacak s.ekilde her x ∈ U(x0) ∩ X ic.in

f(x) − f(x0)

x − x0

≥ 0 (4.29)

ve x > x0 (veya x − x0 > 0) olacak s.ekilde her x ∈ U(x0) ∩ X ic.in

f(x) − f(x0)

x − x0

≤ 0 (4.30)

olur. f fonksiyonu x0 noktasında türevlenebilen oldug̃undan f ′(x+
0 ) = f ′(x−

0 ) =

f ′(x0) dır. Buna göre, x → x−
0 iken, (4.29) ve x → x+

0 iken (4.30) dan sırasıyla

f ′(x0) = f ′(x−
0 ) ≥ 0 ve f ′(x0) = f ′(x+

0 ) bulunur. Bu ise, f ′(x0) = 0 olması

demektir. x0 bir ic. minimum noktası oldug̃u durumda Teoremin ispatı benzer

s.ekilde yapılır. �

Fermat teoreminin geometrik yorumu s.öyledir: x0 ∈ (a, b) nok-

tasında türevlenebilen f : [a, b] → R fonksiyonu x0 noktasında bir lokal ek-

stremuma sahip ise, A(x0, f(x0)) noktasında y = f(x) fonksiyonunun grafig̃ine

c.izilen teg̃et x eksenine paralel olur. (Bkz. S. ekil 4.3)
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Not: Fermat teoreminin kars.ıtı genel olarak dog̃ru deg̃ildir. Örneg̃in,

f : [1, 3] → R, f(x) = (x − 2)3 fonksiyonu ic.in, f ′(2) = 0 dır, fakat x = 2

noktası fonksiyonun bir ic. ekstremum noktası deg̃ildir. •
Fermat teoreminin hipotezindeki x0 ın bir ic. ekstremum noktası olması

kos.ulunun kaldırılamayacag̃ını gösteren bir örnek verelim. f : [0, 1] → R, f(x) =

x fonksiyonu ic.in

m = min{f(x) : x ∈ [0, 1]} = 0, max{f(x) : x ∈ [0, 1]} = 1,

fakat ∀x ∈ (0, 1) ic.in f ′(x) = 1 �= 0 ve f ′(0+) = f ′(1−) = 1 �= 0 dır.

Bir fonksiyonun herhangi bir noktada lokal ekstremuma sahip olması

fonksiyonun o noktada türevlenebilir olmasını gerektirmez. Örneg̃in, f : R →
R, f(x) = − | x − 1 | fonksiyonu x = 1 noktasında bir lokal maksimumuma

sahiptir, fakat fonksiyon bu noktada türevli deg̃ildir. (C. ünkü, f ′(1+) = −1

ve f ′(1−) = 1 dir.)

Teorem 4.4.9 (Rolle Teoremi) : f : [a, b] → R fonksiyonu [a, b] üzerinde

sürekli ve (a, b) üzerinde türevlenebilir olsun. Eg̃er, f(a) = f(b) ise, f ′(c) = 0

olacak s.ekilde en az bir c ∈ (a, b) noktası vardır.

İspat: f, [a, b] üzerinde sürekli oldug̃undan, Teorem 3.2.7 e göre bu fonksiyon

[a, b] üzerinde en küc.ük m ve en büyük M deg̃erlerine sahiptir. m ≤ M

oldug̃undan, ya m = M ya da m < M dir. Eg̃er, m = M ise, fonksiyon

sabit bir fonksiyon olur ki, bu takdirde ∀c ∈ (a, b) ic.in f ′(c) = 0 olacag̃ından

Teorem ac.ıktır. S. imdi m < M olsun. f(a) = f(b) oldug̃undan, fonksiyon

m ve M ekstrem deg̃erlerini [a, b] nin bitim noktalarında alamaz. O halde,

fonksiyon bu deg̃erlerinden en az birini [a, b] nin bir c ∈ (a, b) ic. noktasında

alır. c noktasında fonksiyon türevlenebilen oldug̃una göre, Fermat teoremi

gereg̃ince f ′(c) = 0 olur. �

Rolle teoreminin geometrik yorumu s.öyledir: Teoremdeki kos.ullar

sag̃landıg̃ında öyle bir c ∈ (a, b) noktası vardırki (c, f(c)) noktasında y = f(x)

fonksiyonunun grafig̃ine c.izilen teg̃et x eksenine paralel olur. (Bkz. S. ekil 4.4)
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Rolle teoreminin hipotezindeki kos.ulların kaldırılamayacag̃ını gösteren örnekler

verelim:

(a) f : [−1, 1] → R, f(x) =| x | fonksiyonu [−1, 1] üzerinde sürekli,

x ∈ (0, 1] ic.in f ′(x) = 1 ve x ∈ [−1, 0) ic.in f ′(x) = −1 oldug̃una

göre, her x ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1] ic.in f ′ �= 0 dır.

(b) f : [1, 2] → R,

f(x) =

{
1

x−1
+ 1

x−2
, x ∈ (1, 2) ise,

0, x = 1 ve x = 2 ise

fonksiyonu (1, 2) üzerinde türevlenebilen ve f(1) = f(2) = 0 dır.

f(1) �= f(1+) = +∞ ve f(2) �= f(2−) = −∞ oldug̃una göre,

fonksiyon [1, 2] üzerinde süreksizdir ve ∀x ∈ (1, 2) ic.in f ′(x) =
−1

(x−1)2
− 1

(x−2)2
< 0 oldug̃undan dolayı f ′(c) = 0 olacak s.ekilde

c ∈ (1, 2) noktası yoktur.

(c) f : [0, 1] → R, f(x) = x fonksiyonu [0, 1] üzerinde sürekli (0, 1)

üzerinde türevlenebilien ve f(0) �= f(1) dir. ∀x ∈ (0, 1) ic.in

f ′(x) = 1 oldug̃una göre, f ′(c) = 0 olacak s.ekillde c ∈ (0, 1)

noktası yoktur.

Teorem 4.4.10 (Lagrange Teoremi) : f : [a, b] → R fonksiyonu [a, b]

üzerinde sürekli ve (a, b) üzerinde türevlenebilir olsun. Bu durumda,

f(b) − f(a) = f ′(c)(b − a) (4.31)

olacak s.ekilde en az bir c ∈ (a, b) noktası vardır.
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Bazı kaynaklarda bu teoreme Diferansiyel Hesabın Ortalama Deg̃er Teoremi

adı verilir.

İspat: F : [a, b] → R, F (x) = (f(b) − f(a))(x − a) − f(x)(b − a)

fonksiyonunu gözönüne alalım. F fonksiyonu [a, b] üzerinde sürekli (iki sürekli

fonksiyonun farkı oldug̃una göre), (a, b) üzerinde türevlenebilir (∀x ∈ (a, b)

ic.in F ′(x) = f(b) − f(a) − f ′(x)(b − a) dır) ve F (a) = F (b) dir. O halde,

Rolle teoremine göre F ′(c) = 0, yani f(b) − f(a) − f ′(c)(b − a) = 0 olacak

s.ekilde en az bir c ∈ (a, b) noktası vardır. �

Lagrange teoreminin geometrik yorumu s.öyledir: Teoremdeki kos.ullar

sag̃landıg̃ında öyle bir c ∈ (a, b) noktası vardır ki, C(c, f(c)) noktasında

y = f(x) fonksiyonunun grafig̃ine c.izilen teg̃et A(a, f(a)) ve B(b, f(b)) nok-

talarından gec.en dog̃ruya paralel olur. (Bkz S. ekil 4.5)

Örnek 4.4.11 : f(x) = 4x3 − 5x2 + x − 2 fonksiyonu ic. in

f(2) − f(0) = 2f ′(c) (4.32)

olacak s.ekilde c ∈ (0, 2) sayısını bulunuz.

C. özüm: f(2) = 12, f(0) = −2 ve f ′(x) = 12x2 − 10x + 1 oldug̃undan,

c ∈ (0, 2) sayısı

14 = 2(12c2 − 10c + 1),

veya 12c2 − 10c − 6 = 0 denkleminin bir kökü olması zorundadır.

12c2 − 10c − 6 = 0 ⇐⇒ c1,2 =
5 ± √

97

12
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dir. c1 =
5 +

√
97

12
∈ (0, 2), fakat c2 =

5 − √
97

12
�∈ (0, 2) oldug̃undan, (4.32)

es.itlig̃ini sag̃layan tek nokta c = 5+
√

97
12

dir.
c−a
b−a

= θ dersek, a < c < b ⇐⇒ 0 < θ < 1 oldug̃una göre, Teorem 4.4.10

nun hipotezleri altında (4.31) e göre 0 < θ < 1 olacak s.ekilde en az bir θ

sayısı ic.in

f(b) − f(a) = f ′(a + θ(b − a))(b − a) (4.33)

olur. x1, x2 ∈ [a, b] ise, Lagrange teoremi [x1, x2] (x1 < x2 ise,) [x2, x1]

(x2 < x1 ise,) aralıkları üzerinde de gec.erlidir. Buna göre, (4.33) den dolayı

x1 < x2 ise,

f(x2) − f(x1) = f ′(x1 + θ1(x2 − x1))(x2 − x1), 0 < θ1 < 1 (4.34)

x2 < x1 ise,

f(x1) − f(x2) = f ′(x2 + θ2(x1 − x2))(x1 − x2), 0 < θ2 < 1 (4.35)

yazabiliriz. x2 < x1 durumunda, (4.35) es.itlig̃i θ3 = 1 − θ2, 0 < θ3 < 1 olmak

üzere

f(x2) − f(x1) = f ′(x1 + θ3(x2 − x1))(x2 − x1)

s.eklinde yazılabilir. �
Buna göre , as.ag̃ıdaki sonucun dog̃ru oldug̃unu söyleyebiliriz.

Sonuc. 4.4.12 (Sonlu Farklar Formülü) : f : [a, b] → R fonksiyonu [a, b]

üzerinde sürekli ve (a, b) üzerinde türevlenebilir olsun. Bu durumda, herhangi

x0, x0+Δx ∈ [a, b] noktaları ic. in

f(x0+Δx) − f(x0) = f ′(x0+θΔx)Δx (4.36)

olacak s.ekilde en az bir 0 < θ = θ(x0, Δx) < 1 sayısı vardır. (4.36) es. itlig̃ine

Sonlu Farklar Formülü denir.
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Sonuc. 4.4.13 : Δx > 0 olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu [x0, x0+Δx] ⊂
[a, b]([x0−Δx, x0] ⊂ [a, b]) üzerinde türevlenebilir olsun. Eg̃er, f fonksiy-

onu x0 da sag̃dan (soldan) türevlenebiliyorsa f ′ : (x0, x0 + Δx) → R(f ′ :

(x0 − Δx, x0) → R) türev fonksiyonunun x0 noktasında sag̃dan (soldan) lim-

iti vardır ve f ′(x+
0 ) = lim

x→x+
0

f ′(x)(f ′(x−
0 ) = lim

x→x−
0

f ′(x)) olur.

İspat: İspatı [x0, x0 +Δx] aralıg̃ı durumunda yapalım. (4.35)den dolayı

f(x0 + Δx) − f(x0)

Δx
= f ′(x0+θΔx)

olacak s.ekilde bir 0 < θ = θ(x0 + Δx) < 1 sayısı vardır. Bu es.itlig̃in her iki

tarafında Δx → 0+ iken limite gec.ilirse,

lim
Δx→0+

f(x0 + Δx) − f(x0)

Δx
= lim

Δx→0+
f ′(x0+θΔx)

[t = x0 + θΔx dersek, t → x+
0 ⇐⇒ Δx → 0+ oldug̃undan]

= lim
t→x+

0

f ′(t)

olur. �

Uyarı: Sonuc. 4.4.13 e göre, eg̃er, bir f : (a, b) → R fonksiyonu (a, b)

üzerinde türevlenebiliyorsa, f ′ : (a, b) → R türev fonksiyonu (a, b) üzerinde

kaldırılabilir ve 1. c.es.it süreksizlik noktasına sahip olamaz.

Örnek 4.4.14 : f : (−1, 1) → R,

f(x) =

{
x2 cos 1

x
, x �= 0 ise,

0, x = 0 ise

fonksiyonu verilsin. f ′ : (−1, 1) → R türev fonksiyonunun x = 0 noktasında

limitinin olup olmadıg̃ını inceleyiniz.

C. özüm: Her x ∈ (−1, 1) \ {0} ic.in f ′(x) türevinin varlıg̃ı ve f ′(x) =

2x cos 1
x

+ sin 1
x

oldug̃u ac.ıktır. x = 0 noktasında türev tanımı gereg̃ince

f ′(0) = lim
h→0

f(0 + h) − f(0)

h

= lim
h→0

h2 cos 1
h

h
= lim

h→0
h cos

1

h
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∀h �= 0 ic.in | h cos 1
h

|≤| h | oldug̃undan] = 0 olur. Böylece, f ′ : (−1, 1) → R

türev fonksiyonu

f ′(x) =

{
2x cos 1

x
+ sin 1

x
, x �= 0 ise,

0, x = 0 ise

bic.iminde bulunur. Buradan,f ′ türev fonksiyonunun x = 0 noktasında hem

soldan, hem de sag̃dan limitinin var olmadıg̃ı (c.ünkü, sin 1
x

fonksiyonunun

x = 0 noktasında hem soldan hem de sag̃dan limiti yoktur) anlas.ılır. �

Sonuc. 4.4.15 : f : (a, b) → R fonksiyonu (a, b) üzerinde türevlenebilir ol-

sun. Bu durumda,

(a) ∀x ∈ (a, b) ic. in f ′(x) = 0 ise f, (a, b) üzerinde bir sabit fonksiyondur.

(b) ∀x ∈ (a, b) ic. in f ′(x) > 0 (f ′(x) ≥ 0) ise f, (a, b) üzerinde artandır

(azalmayandır).

(c) ∀x ∈ (a, b) ic. in f ′(x) < 0 (f ′(x) ≤ 0) ise f, (a, b) üzerinde azalandır

(artmayandır).

İspat: (a) x0 ∈ (a, b) sabit nokta ve x ∈ (a, b) herhangi bir nokta olsun.

[
α, β

]
=

{ [
x0, x

]
, x0 < x ise,[

x, x0

]
, x < x0 ise

diyelim. [α, β] ⊂ (a, b) oldug̃u ac.ıktır. g : [α, β] → R, g(x) = (f
∣∣∣
[α,β]

)(x)

fonksiyonu Lagrange teoreminin kos.ullarını sag̃lar. O halde, (4.36) dan dolayı

g(β) − g(α) = g′(α + θ(β − α))(β − α),

veya

f(x) − f(x0) = f ′(x0+θ(x − x0))(x − x0)

olacak s.ekilde bir θ ∈ (0, 1) sayısı vardır. Buradan, (∀x ∈ (a, b) ic.in f ′(x) =

0 oldug̃undan dolayı) f(x) = f(x0),yani x0 sabit sec.ildig̃inden f bir sabit

fonksiyondur.

(b) x1, x2 ∈ (a, b) ve x1 < x2 olsun. (4.36) dan dolayı

f(x2) − f(x1) = f ′(x1 + θ(x2 − x1))(x2 − x1)
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olacak s.ekilde bir 0 < θ < 1 sayısı vardır. Buna göre,

x1 < x2 =⇒ f(x1) < f(x2)(x1 < x2 =⇒ f(x1) ≤ f(x2))

olur.

(c) nin dog̃rulug̃u (b) ye benzer s.ekilde gösterilir. �

Not: Sonuc. 4.4.15 deki (b) ve (c) önermelerinin kars.ıtı genel olarak

dog̃ru deg̃ildir. Örneg̃in, f : (−1, 1) → R, f(x) = x3 fonksiyonu (−1, 1)

üzerinde artandır, fakat f ′(0) = 0 dır. •

Teorem 4.4.16 (Cauchy Teoremi) : f, g : [a, b] → R fonksiyonları [a, b]

üzerinde sürekli ve (a, b) üzerinde türevlenebilir olsunlar. Bu durumda,

[f(b) − f(a)]g′(c) = [g(b) − g(a)]f ′(c) (4.37)

olacak s.ekilde en az bir c ∈ (a, b) noktası vardır.

Bazı kaynaklarda bu teoreme Diferensiyel Hesabın Genelles.tirilmis. Ortalama

Deg̃er Teoremi denir. İspat: F : [a, b] → R, F (x) = [f(b) − f(a)]g(x) −
[g(b)−g(a)]f(x) fonksiyonunu gözönüne alalım. [a, b] üzerinde sürekli ve (a, b)

üzerinde türevlenebilen iki fonksiyonun farkı s.eklinde tanımlı F fonksiyonu

[a, b] üzerinde sürekli ve (a, b) üzerinde türevlenebilirdir. Ayrıca, F (a) =

F (b) = f(b)g(a) − f(a)g(b) oldug̃una göre, Rolle teoremi gereg̃ince F ′(c) = 0

veya (∀x ∈ (a, b) ic.in F ′(x) = [f(b)−f(a)]g′(x)− [g(b)−g(a)]f ′(x) oldug̃una

göre,) [f(b) − f(a)]g′(c) − [g(b) − g(a)]f ′(c) = 0 olacak s.ekilde en az bir

c ∈ (a, b) noktası vardır. Bu ise teoremin dog̃ru olması demektir. �

Not: Teorem 4.4.16 daki g fonksiyonu olarak g(x) = x alındıg̃ında

Lagrange teoremi bu teoremin bir sonucu olarak elde edilir. •

Sonuc. 4.4.17 : Teorem 4.4.16 nın kos.ulları sag̃lansın. Eg̃er, hem de ∀x ∈
(a, b) ic. in g′(x) �= 0 ise,

f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
=

f ′(c)
g′(c)
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olacak s.ekilde en az bir c ∈ (a, b) noktası vardır. 0 < θ < 1 olacak s.ekilde bir

θ sayısı ic. in c = a + θ(b − a) olacag̃ından bu bag̃ıntı

f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
=

f ′(a + θ(b − a))

g′(a + θ(b − a))
, 0 < θ < 1 (4.38)

s.eklinde yazılabilir.

4.4.1 C. özümlü Problemler

(1) f, fonksiyonu

(a) f, [x0, xn] üzerinde n − 1 mertebeden sürekli türevlenebilirdir,

(b) f, (x0, xn) üzerinde n. mertebeden türevlenebilirdir,

(c) x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn olmak üzere f(x0) = f(x1) = · · · =

f(xn) kos.ulları sag̃lanıyorsa ,f (n)(c) = 0 olacak s.ekilde en az bir

c ∈ (x0, xn) noktası vardır. Gösteriniz.

C. özüm: Her [xi−1, xi] (i = 1, 2, . . . , k) aralıg̃ı üzerinde f(x) fonksiy-

onu ic.in Rolle teoreminin kos.ulları sag̃landıg̃ından, f ′(ci) = 0 ola-

cak s.ekilde bir ci ∈ (xi−1, xi) noktaları vardır. Her [cj, cj+1] (j =

1, 2, . . . , n − 1) aralıg̃ında f ′ fonksiyonu ic.in Rolle teoreminin kos.ulları

sag̃landıg̃ından, (f ′)
′
(dj) = f ′′(dj) = 0 olacak s.ekilde bir dj ∈ (cj, cj+1)

noktaları vardır. Benzer s.ekilde, devam ederek f (n−1)(ξk) = 0 olacak

s.ekilde n − (n − 2) = 2 tane ξ1, ξ2 ∈ (x0, xn)(ξ1 < ξ2) noktalarının

varlıg̃ını elde ederiz.f (n−1)(x) fonksiyonu ic.in [ξ1, ξ2] aralıg̃ında Rolle

teoreminin kos.ulları sag̃landıg̃ından (f (n−1))′(c) = f (n)(c) = 0 olacak

s.ekilde bir c ∈ (ξ1, ξ2) noktasının var oldug̃u anlas.ılır. �

(2) Eg̃er, reel katsayılı

Pn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an, a0 �= 0

polinomunun kökleri reel ise, bu polinomun Pn
′(x), Pn

′′(x), . . . , Pn
(n−1)(x)

türevlerinin de kökleri reeldir. Gösteriniz.
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C. özüm: Pn(x) polinomunun kökleri x0 < x1 < · · · < xn−1 ∈ R ol-

sun. Eg̃er, xi �= xj i, j = 0, 1, 2, . . . , n − 1 ise, Problem (1) den dolayı

Pn
′(x) = 0 denkleminin n − 1 tane reel, Pn

′′(x) = 0 denkleminin n − 2

tane reel ,v.s. Pn
(n−2)(x) = 0 denkleminin bir tane reel kökü vardır.

Pn(x) = 0 denkleminin p katlı her reel kökü Pn
′(x) = 0 denkleminin

p − 1 katlı bir kökü oldug̃undan reeldir. �

(3) Pn(x) =
1

2nn!
dn

dxn ((x2 − 1)
n
) Legendre polinomunun köklerinin reel ve

(−1, 1) aralıg̃ı ic.inde oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: 2n. dereceden Un(x) = (x2 − 1)n polinomunun 2n tane

x1 = x2 = · · · = xn = −1 ve xn+1 = · · · = x2n = 1 kökleri vardır.

Problem 2 den dolayı n. dereceden Pn(x) = 1
2nn!

dn

dxn U(x) polinomunun,

Rolle teoremi gereg̃ince (−1, 1) ic.inde olacak n tane kökü vardır. �

(4) [a, b] ⊂ R üzerinde tanımlı f : [a, b] → R fonksiyonu verilmis. olsun. a ≤
x1 < x2 < · · · < xm−1 < xm ≤ b, ωm(x) = (x − x1)(x − x2) . . . (x − xm)

olmak üzere (m − 1). dereceden

Lm−1(x) = Lm−1(f ; x) =
m∑

k=1

f(xk)
ωm(x)

ωm
′(xk)(x − xk)

polinomuna Lagrange interpolasyon polinomu denir. Lm−1(f ; xk) =

f(xk), k = 1, 2, . . . , m oldug̃u ac.ıktır. f fonksiyonu [a, b] üzerinde m.

mertebeden sürekli türevlenebilir, yani f (m) ∈ C[a, b] ise,

f(x) − Lm−1(f ; x) =
f (m)(c(x))

m!
ωm(x), x ∈ [a, b]

olacak s.ekilde bir c(x) ∈ (a, b) noktasının mevcut oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: Herhangi bir A ∈ R sabit sayısı ic.in

ϕ(x) = f(x) − Lm−1(f ; x) − A.ωm(x)

fonksiyonu [a, b] üzerinde m. mertebeden sürekli türevlenebilirdir ve

ϕ(xk) = 0 k = 1, 2, . . . , m olur. A sabit sayısını x̄ ∈ [a, b]�{x1, x2, . . . , xm}
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olmak üzere ϕ(x̄) = 0 kos.ulundan sec.elim. Buna göre, x̄ �= xk, k =

1, 2, · · · , m ,dolayısıyla ωm(x̄) �= 0 oldug̃una göre, A = f(x̄)−Lm−1(f,x̄)
ωm(x̄)

bulunur. Bitim noktaları ϕ(x) fonksiyonunun m+1 tane x̄, x1, x2, · · · , xm

köklerinde olan m tane ac.ık aralık ic.inde (Rolle teoremi gereg̃ince) ϕ′(x)

fonksiyonunun m tane kökü vardır. Rolle teoremini ϕ′(x) fonksiyonuna

uygulayarak onun m tane kökleri arasında ϕ′′(x) fonksiyonunun m − 1

tane kökünün varlıg̃ını elde ederiz. Benzer s.ekilde, devam ederek m.

adımda ϕ(m)(c) = 0 olacak s.ekilde bir c = c(x) ∈ (a, b) noktasının mev-

cut oldug̃unu görmüs. oluruz. Lm−1(f ; x) ,m−1. dereceden bir polinom

oldug̃una göre, L
(m)
m−1(f ; x) ≡ 0 ve ω

(m)
m (x) ≡ m! oldug̃una göre,

ϕ(m)(x) = f (m)(x) − A.m! ve buradan da (ϕ(m)(c) = 0 oldug̃una göre)

A = fm(c)
m!

bulunur. Bu ise, istenen es.itlig̃in dog̃ru olması demektir. �

(5) As.ag̃ıda verilen y = f(x) fonksiyonları ic.in (4.37) formülünü gerc.ekleyecek

s.ekilde θ = θ(x0; Δx) fonksiyonlarını bulunuz.

(a) f(x) = ax2 + bx + c; (b) f(x) = ex.

C. özüm: (a) f ′(x) = 2ax + b oldug̃una göre, (4.36) dan dolayı

a(x0 + Δx)2 + b(x0 + Δx) + c − ax2
0 − bx0 − c = (2a(x0 + θΔx) + b)Δx

⇒ 2ax0Δx + a(Δx)2 + bΔx

= 2ax0Δx + 2aθ(Δx)2 + bΔx

⇒ a(Δx)2 = 2aθ(Δx)2

⇒ θ =
1

2

bulunur.

(b) f ′(x) = ex oldug̃una göre, (4.36) dan dolayı

ex0+Δx − ex0 = ex0+θΔxΔx

⇒ eΔx − 1 = eθΔxΔx

⇒ eθΔx =
eΔx − 1

Δx

⇒ θ =
1

Δx
ln

eΔx − 1

Δx
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bulunur. �
(6) f : [0, +∞) → R,

f(x) =

{
3−x2

2
, 0 ≤ x ≤ 1 ise,

1
x
, 1 < x < +∞ ise

fonksiyonu ic.in f(2) − f(0) = 2f ′(c) olacak s.ekilde c ∈ (0, 2) noktasını

bulunuz.

C. özüm:

f ′(1−) = lim
x→0−

f(1 + h) − f(1)

h
= lim

x→0−

3−(1+h)2

2
− 1

h
= −1,

f ′(1+) = lim
x→0+

f(1 + h) − f(1)

h
= lim

x→0+

1
1+h

− 1

h
= 1

oldug̃una göre, f fonksiyonu x = 1 noktasında türevlenebilirdir. f(2) =
1
2
, f(0) = 3

2
ve

f ′(x) =

{
−1, 0 < x ≤ 1 ise,

− 1
x2 , 1 < x < 2 ise

oldug̃una göre,

f(2) − f(0) = 2f ′(c), 0 < c < 2 ⇒ −1 =

{
−2c, 0 < c ≤ 1 ise,

− 2
c2

, 1 < c < 2 ise

⇒ c1 = 1
2

ve c2 =
√

2 bulunur. �
(7) f : (x0, +∞) → R fonksiyonu (x0, +∞) üzerinde türevlenebilir ve

lim
x→+∞

f ′(x) = 0 ise,

lim
x→+∞

f(x)

x
= 0

oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: xn ∈ (0, +∞) , n = 1, 2, · · · ve lim
n→+∞

xn = +∞ kos.ullarını

sag̃layan herhangi artan bir (xn) dizisi verilsin. lim
x→+∞

f ′(x) = 0 ⇒
lim

n→+∞
f ′(xn) = 0 ⇒ ∀ε > 0 ∃nε ∈ N, n > nε ic.in

| f ′(xn) | <
ε

2
(4.39)
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olur. Sabit n0 > nε ve ∀n > n0 ic.in Lagrange teoremi gereg̃ince

| f(xn) − f(xn0)

xn − x0

| = | f ′(c) | (4.40)

olacak s.ekilde bir c = c(n0, n) ∈ (xn0 , xn) noktası vardır. (4.39) ve

(4.40) tan

| f(xn) − f(xn0)

xn − x0

| <
ε

2
(4.41)

elde ederiz.

f(xn)

xn

=
f(xn) − f(xn0)

xn − x0

(
1 − xn0

xn

)
+

f(xn0)

xn

oldug̃una göre, (4.41) den

f(xn0)

xn

− (1 − xn0

xn

)
ε

2
<

f(xn)

xn

<
f(xn0)

xn

+ (1 − xn0

xn

)
ε

2
(4.42)

oldug̃u elde edilir. (1− xn0

xn
) ε

2
< ε

2
ve lim

n→+∞
f(xn0 )

xn
= f(xn0) lim

n→+∞
1

xn
= 0

oldug̃una göre, (4.42) den dolayı n0 > nε ve yeteri kadar büyük n > n0

ic.in

−ε <
f(xn)

xn

< ε

olur. Bu ise, lim
n→∞

f(xn)
xn

= 0 dolayısıyla lim
x→0

f(x)
x

= 0 olması demektir. �

(8) f : [a, b] → R fonksiyonu ic.in

(a) f ∈ C[a, b],

(b) f, (a, b) üzerinde türevlenebilirdir,

(c) f, [a, b] üzerinde lineer bir fonksiyon deg̃ildir kos.ulları sag̃lanıyor

ise,

| f ′(c) | = | f(b) − f(a)

b − a
| (4.43)

olacak s.ekilde bir c ∈ (a, b) noktası vardır. Gösteriniz.
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C. özüm: [a, b] aralıg̃ının a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b olacak

s.ekilde bir P = {x0, x1, · · · , xn} parc.alanması verilsin. O halde,

| f(b) − f(a) | = |
n∑

i=1

[f(xi) − f(xi−1)] |

≤
n∑

i=1

| [f(xi) − f(xi−1)] | (4.44)

olur. Lagrange teoremi gereg̃ince Δxi = xi − xi−1 i = 1, 2, · · · , k olmak

üzere

f(xi) − f(xi−1) = f ′(ci)Δxi

olacak s.ekilde bir ci ∈ (xi−1, xi) nokatsı vardır. Buna göre (4.44) ten

| f(b) − f(a) | ≤
n∑

i=1

| f ′(ci) | Δxi (4.45)

olur. f, [a, b] üzerinde lineer bir fonksiyon olmadıg̃ından dolayı [a, b] nin

öyle bir P = {x0, x1, · · · , xn} parc.alanması vardır ki ,

| f ′(cn0) |= max{| f ′(c1) |, · · · , | f ′(cn) |} > 0, 1 ≤ n0 ≤ n

olur. O halde, (4.45) ten

| f(b) − f(a) |<| f ′(cn0) |
n∑

i=1

Δxi =| f ′(cn0) | (b − a),

dolayısıyla (4.43) es.itsizlig̃inin c = cn0 ic.in dog̃ru oldug̃u anlas.ılır. �

(9) f : [a, b] → R fonksiyonu ic.in

(a) f, [a, b], üzerinde 2. mertebeden türevlenebilirdir,

(b) f ′(a) = f ′(b) = 0 kos.ulları sag̃lanıyor ise,

| f ′′(c) | ≥ 4

(b − a)2
| f(b) − f(a) | (4.46)

olacak s.ekilde en az bir c ∈ (a, b) noktasının mevcut oldug̃unu

gösteriniz.
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C. özüm: f(x) = A (A sabit) fonksiyonu ic.in (4.46) nın her c ∈ (a, b)

ic.in sag̃landıg̃ı ac.ıktır.S. imdi f, [a, b] üzerinde sabit bir fonksiyon ol-

masın. Bu durumda (b) den f nin lineer fonksiyon olmadıg̃ı anlas.ılır.

f ve ϕ : [a, a+b
2

] → R, ϕ(x) = (x−a)2

2
fonksiyonlarına [a, a+b

2
]ve f veψ :

[a+b
2

, b], ψ(x) = (b−x)2

2
fonksiyonlarına [a+b

2
, b] üzerinde Cauchy teorem-

ini uygularsak,

f(a+b
2

) − f(a)
(b−a)2

8

=
f ′(c1)

c1 − a
, a < c1 <

a + b

2

ve
f(b) − f(a+b

2
)

(b−a)2

8

=
f ′(c2)

b − c2

,
a + b

2
< c2 < b

oldug̃u elde edilir.Bu es.itlikleri taraf tarafa toplarsak;

8(f(b) − f(a))

(b − a)2
=

f ′(c1)

c1 − a
+

f ′(c2)

b − c2

(4.47)

bulunur. f ′(a) = f ′(b) = 0 oldug̃una göre, (4.47) nin sag̃ tarafı La-

grange teoremi gereg̃ince a < d1 < c1 ve c2 < d2 < b olmak üzere

,

f ′(c1)

c1 − a
+

f ′(c2)

b − c2

=
f ′(c1) − f ′(a)

c1 − a
− f ′(b) − f ′(c2)

b − c2

= f ′′(d1) − f ′′(d2)

bic.iminde yazılabilir.O halde, (4.47) den

8 | f(b) − f(a) |
(b − a)2

≤| f ′′(d1) | + | f ′′(d2) |

oldug̃u elde edilir. f(a) �= f(b) olsun. (f(a) = f(b) durumunda (4.46)

nın ∀c ∈ (a, b) ic.in dog̃ru oldug̃u ac.ıktır).Bu durumda, | f ′′(d1) | ve

| f ′′(d2) | sayılarından en az biri sıfırdan farklıdır.

max {| f ′′(d1) |, | f ′′(d2) |} =| f ′′(c) |, (c = d1 yada c = d2)

dersek, c ∈ (a, b) olmak üzere

8 | f(b) − f(a) |
(b − a)2

≤ 2 | f ′′(c) |⇒ 4

(b − a)2
| f(b) − f(a) |≤| f ′′(c) |

olur. �
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(10) 0 < x1 < x2vef : [x1, x2] → R fonksiyonu [a, b] üzerinde türevlenebilir

ise,
1

x2 − x1

(x1f(x2) − x2f(x1)) = f(c) − cf ′(c)

olacak s.ekilde en az bir c ∈ (a, b) noktasının mevcut oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: F (x) = f(x)
x

ve G(x) = 1
x

fonksiyonları ic.in [x1, x2] aralıg̃ında

Cauchy teoreminin kos.ulları sag̃landıg̃ından

F (x2) − F (x1)

G(x2) − G(x1)
=

F ′(c)
G′(c)

(4.48)

olacak s.ekilde en az bir c ∈ (x1, x2) noktası vardır.

F (x2) − F (x1) =
f(x2)

x2

− f(x1)

x1

=
x1f(x2) − x2f(x1)

x1x2

,

G(x2) − G(x1) =
1

x2

− 1

x1

=
x1 − x2

x1x2

,

F ′(x) =
f ′(x)x − f(x)

x2
, G′(x) = − 1

x2
, x ∈ (x1, x2)

oldug̃una göre,

(4.49) ⇔ x1f(x2) − x2f(x1)

x1 − x2

=
cf ′(c) − f(c)

−1

olur.Bu ise, istenen sonucun dog̃ru olması demektir. �

(11) Eg̃er, f : (a, b) → R fonksiyonu (a, b) üzerinde türevlenebilirse ve

f ′(x) fonksiyonu (a, b) üzerinde sınırlı ise, , f fonksiyonu (a, b) üzerinde

düzgün süreklidir.Gösteriniz.

C. özüm: f ′ fonksiyonu (a, b) üzerinde sınırlı oldug̃una göre, ∀x ∈
(a, b) ic.in | f ′(x) |≤ M olacak s.ekilde bir M > 0 sabit sayısı vardır.O

halde, herhanbi bir ε > 0 sayısı ic.in δ = ε
M

> 0 s.eklinde sec.ildig̃inde

∀x1, x2 ∈ (a, b) ic.in

| x1 − x2 |< δ ⇒| f(x1) − f(x2) | [Lagrange teoreminden]

=| f ′(c) | | x1 − x2 |≤ M | x1 − x2 |< ε oldug̃u elde edilir. Bu ise, f nin

(a, b) üzerinde düzgün sürekli olması demektir. �
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(12) f : (a, b) → R fonksiyonu (a, b) üzerinde sürekli türevlenebilir olsun.

Bu durumda, ∀c ∈ (a, b) ic.in,

f(x2) − f(x1)

x2 − x1

= f ′(c), x1 < c < x2

olacak s.ekilde x1, x2 ∈ (a, b) noktaları var mıdır?

C. özüm: ∀x ∈ (a, b) ic.in f ′(x) ≥ 0 ve f, ∀[α, β] ⊂ (a, b) aralıg̃ında li-

neer olmayan bir fonksiyon oldug̃u durumda f, (a, b) üzerinde artandır.

O halde, ∀x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2 ic.in

f(x2) − f(x1)

x2 − x1

> 0

oldug̃una göre, (a, b) aralıg̃ının f ′(x) = 0 olacak s.ekildeki noktaları ic.in

f(x2) − f(x1)

x2 − x1

= f ′(c) = 0

es.itlig̃i sag̃lanamaz.Örneg̃in,f : [−1, 1] → R, f(x) = x3 fonksiyonu ve

∀x1, x2 ∈ [−1, 1] noktaları ic.in

x3
2 − x3

1

x2 − x1

= x2
2 + x1x2 + x2

1 > 0

oldug̃una göre, c = 0 noktası ic.in söz konusu x1 ve x2 noktaları mevcut

deg̃ildir. �

(13) f, g : [x0, +∞) fonksiyonları ic.in

(a) f ve g, [x0, +∞) üzeride n. mertebeden türevlenebilirdir,

(b) f (k)(x0) = g(k)(x0), k = 0, 1, 2, · · · , n − 1 ,

(c) ∀x ∈ (x0, +∞) ic.in f (n)(x) > g(n)(x) dir

kos.ulları sag̃lanıyorsa, ∀x ∈ (x0, +∞) ic.in f(x) > g(x) oldug̃unu

gösteriniz.
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C. özüm: F : [x0, x] → R , F (t) = f (n−1)(t)−g(n−1)(t) (x0 < x) fonksiy-

onu ic.in [x0, x] aralıg̃ında Lagrange teoreminin kos.ulları sag̃landıg̃ından

F (x) − F (x0) = F ′(c)(x − x0)

olacak s.ekilde bir c ∈ (x0, x) noktası vardır.

F (x0) = f(x0) − g(x0) = 0 , F ′(c) = f ′(c) − g′(c) > 0 ve x − x0 > 0

oldug̃una göre, son es.itlikten ∀x > x0 ic.in F (x) > 0, yani ∀x > x0 ic.in

f (n−1)(x) > g(n−1)(x) oldug̃u elde edilir. Benzer s.ekilde, ∀x > x0 ic.in

f (n−2)(x) > g(n−2)(x), · · · , f(x) > g(x) oldug̃u gösterilebilir. �

(14) As.ag̃ıdaki es.itsizliklerin dog̃ru oldug̃unu gösteriniz.

(a) ∀x ∈ R�{0} ic.in ex > 1 + x ;

(b) ∀x ∈ R+ ic.in x − x2

2
< ln(1 + x) < x ;

(c) ∀x ∈ R+ ic.in x − x3

6
< sin x < x ;

(d) ∀x ∈ (0, π
2
) ic.in tan x > x + x3

3
;

(e) x, y ∈ R+ ve 0 < α < β ic.in (xα + yα)
1
α > (xβ + yβ)

1
β .

C. özüm: (a) f(x) = ex, g(x) = 1 + x dersek f(0) = g(0) ve ∀x ∈ R+

ic.in f ′(x) = ex > 1 = g′(x) oldug̃una göre, Problem (13) e göre ∀x ∈ R+

ic.in f(x) > g(x), yani ex > 1 + x oldug̃u elde edilir.

x < 0 iken x = −t dersek f(t) = e−t, g(t) = 1 − t, t ≥ 0 oldug̃u ac.ıktır.

f(0) = g(0) ve ∀t > 0 ic.in f ′(t) = −e−t > −1 = g′(t) oldug̃una göre,

∀t > 0 ic.in f(t) > g(t), yani ∀x ∈ (−∞, 0) ic.in ex > 1 + x oldug̃u

anlas.ılır.

(b) f(x) = x − x2

2
, g(x) = ln(1 + x), h(x) = x, x > 0 olsun. f(0) =

g(0) = h(0) ve ∀x ∈ R+ ic.in f ′(x) < g′(x) < h′(x) oldug̃una göre,

Problem (13) ten ∀x ∈ R+ ic.in f(x) < g(x) < h(x) ,yani ∀x ∈ R ic.in

x − x2

2
< ln(1 + x) < x oldug̃u elde edilir.

(c) f(x) = x − x3

6
, g(x) = sin x, h(x) = x dersek f(0) = g(0) = h(0)

ve ∀x ∈ R+�{2kπ : k ∈ N} ic.in f ′(x) < g′(x) < h′(x) oldug̃una göre,

∀x ∈ R+�{2kπ : k ∈ N} ic.in f(x) < g(x) < h(x) olur.x = 2kπ, k ∈ N
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ic.in 2kπ(1 − 4k2π2

6
) < 0 < 2kπ, yani f(2kπ) < g(2kπ) < h(2kπ) oldug̃u

ac.ıktır.Böylece ∀x ∈ R+ ic.in f(x) < g(x) < h(x) dır.

(d) f(x) = tan x, g(x) = x + x3

3
, 0 ≤ x ≤ π

2
olsun. f(0) = g(0) ve

∀x ∈ (0, π
2
) ic.in f ′(x) = 1

cos2 x
= 1 + tan2 x, g′(x) = 1 + x2, tan2 x > x2

oldug̃una göre, f ′(x) > g′(x) oldug̃u ac.ıktır. Problem 13 e göre ∀x ∈
(0, π

2
) ic.in f(x) > g(x) dir.

(e) Herhangi x, y ∈ R+ ler ve herhangi 0 < α < β ic.in

(xα + yα)
1
α > (xβ + yβ)

1
β ⇐⇒ ((

x

y
)α + 1)

1
α > ((

x

y
)β + 1)

1
β

oldug̃u ac.ıktır. Son es.itsizlig̃in dog̃ru oldug̃unu gösterelim.x
y

= t diy-

erek, ϕ : R+ → R+, ϕ(τ) = (tτ + 1)
1
τ fonksiyonunu gözönüne alalım.

∀τ ∈ R+ ic.in ln ϕ(τ) = 1
τ

ln(tτ + 1) oldug̃una göre,

ϕ′(τ)

ϕ(τ)
=

tτ ln t

τ(tτ + 1)
− ln(tτ + 1)

τ 2

⇒ ϕ′(τ) = ϕ(τ)(
tτ ln t

τ(tτ + 1)
− ln(tτ + 1)

τ 2
)

=
ϕ(τ)

τ 2(tτ + 1)
ln

(tτ)tτ

(tτ + 1)tτ+1
< 0 (4.49)

olur. Buna göre Sonuc. 4.4.15 ten dolayı ϕ(τ) fonksiyonu (0, +∞)

üzerinde azalandır. Demek ki,

0 < α < β < +∞ ⇒ ϕ(α) > ϕ(β),

yani x, y ∈ R+ ve 0 < α < β ic.in (xα + yα)
1
α > (xβ + yβ)

1
β es.itsizlig̃i

sag̃lanır. �

(15) Lagrange teoreminden faydalanarak as.ag̃ıdaki es.itsizliklerin dog̃ru oldug̃unu

gösteriniz.

(a) x1, x2 ∈ R, x1 < x2 ic.in arctan x2 − arctan x1 ≤ x2 − x1;

(b) x1, x2 ∈ [a, +∞), a ∈ R+ ic.in | ln x2 − ln x1 |< |x2−x1|
a

;

(c) x1, x2 ∈ [1, e]ic.in | x1 − x2 |≤| x2
1 ln x1 − x2

2 ln x2 |≤ 3e | x2 − x1 |;
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(d) x1, x2 ∈ R ic.in | sin x1−sin x2

x1−x2
− cos x2 |≤| x1 − x2 |.

C. özüm: (a) Lagrange teoremi gereg̃ince

arctan x2 − arctan x1 = (arctan x)
′
x=c.(x2 − x1)

olacak s.ekilde bir c ∈ (x1, x2) noktası vardır.arctanx fonksiyonu R

üzerinde artan ve ∀x ∈ R ic.in

0 ≤ (arctan x)′ =
1

1 + x2
≤ 1

dir. Buna göre, ∀x1, x2 ∈ R, x1 < x2 ic.in

0 < arctan x2 − arctan x1 =
1

1 + c2
(x2 − x1) ≤ x2 − x1

oldug̃u anlas.ılır.

(b) x1, x2 ∈ [a, +∞), a ∈ R+ ve x1 < x2 olsun. ∀x ∈ R+ ic.in

(ln x)′ = 1
x

oldug̃una göre, Lagrange teoremi gereg̃ince

ln x2 − ln x1 = (ln x)′x=c(x2 − x1) =
1

c
(x2 − x1)

olacak s.ekilde bir c ∈ (x1, x2) noktası vardır. O halde,

a ≤ x1 < c < x2 < +∞ ⇒ 1

x2

<
1

c
<

1

x1

≤ 1

a
⇒ ∀x1, x2 ∈ [a, +∞),

x1 < x2 ic.in (ln x fonksiyonu R+ üzerinde artan oldug̃una göre,)

0 < ln x2 − ln x1 ≤ (x2 − x1)

a

elde ederiz. Benzer s.ekilde, ∀x1, x2 ∈ [a, +∞), x2 < x1 ic.in 0 < ln x1 −
ln x2 ≤ (x1−x2)

a
,yani ∀x1, x2 ∈ [a, +∞) ic.in | lnx2 − lnx1 |≤ |x2−x1|

a

es.itsizlig̃inin sag̃landıg̃ı anlas.ılır.

(c) ∀x ∈ R+ ic.in (x2 ln x)′ = x(1 + 2 ln x) oldug̃una göre, Lagrange

teoremi gereg̃ince ∀x1, x2 ∈ [1, e] ic.in

x2
2 ln x2 − x1

2 ln x1 = (x2 ln x)′x=c(x2 − x1) = c(1 + 2 ln c)(x2 − x1)
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olacak s.ekilde x1 ile x2 arasında bir c noktası vardır. ∀x ∈ [1, e] ic.in

1 ≤ x(1 + 2 ln x) ≤ 3e oldug̃una göre, ∀x1, x2 ∈ [1, e] ic.in son es.itlikten

| x2 −x1 |≤| x2
2 ln x2 −x1

2 ln x1 |= c(1+2 ln c) | x2 −x1 |≤ 3e | x2 −x1 |

oldug̃u,dolayısıyla,istenen es.itsizlig̃in dog̃ru oldug̃u anlas.ılır.

(d) Lagrange teoremi gereg̃ince ∀x1, x2 ∈ R(x1 �= x2) ic.in

sin x1 − sin x2

x1 − x2

= (sin x)′x=c = cosc

olacak s.ekilde x1 ile x2 arasında bir c noktası vardır. O halde, ∀x1, x2 ∈
R(x1 �= x2) ic.in

| sin x1 − sin x2

x1 − x2

− cos x2 | = | cos c − cos x2 |

= | −2 sin
c − x2

2
sin

c + x2

2
|

[∀x ∈ R ic.in | sin x |≤ 1 ve | sin x |≤| x | oldug̃undan]

≤ 2
| c − x2 |

2
≤| x1 − x2 |,

dolayısıyla, ∀x1, x2 ∈ R ic.in istenen es.itsizlig̃in sag̃landıg̃ı anlas.ılır. �

(16) Darboux Teoremi: f : [a, b] → R fonksiyonu [a, b] üzerinde türevlenebilir

olsun. Bu durumda, f ′(x) fonksiyonu f ′(a) ile f ′(b) arasındaki her

deg̃eri en az bir defa alır.Gösteriniz.

C. özüm: (a) f ′(a)f ′(b) < 0, örneg̃in, f ′(a) > 0 ve f ′(b) < 0 olsun.

f, [a, b] üzerinde türevlenebilir oldug̃undan, bu fonksiyon [a, b] üzerinde

süreklidir (Bkz. Önerme 4.1.3). O halde, Weierstrass teoremi gereg̃ince

(Bkz.Teorem 3.2.7)

f(c) = sup {f(x) : x ∈ [a, b]}

olacak s.ekilde bir c ∈ [a, b] noktası vardır.c ∈ (a, b) oldug̃unu görelim.

0 < f ′(a) = lim
h→0+

f(a + h) − f(a)

h
⇒ ∃δ > 0 (0 < δ < b−a) ∀h ∈ (0, δ)
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ic.in
f(a + h) − f(a)

h
> 0 ⇒ ∀h ∈ (0, δ)

ic.in f(a + h) > f(a) oldug̃u ac.ıktır.Buna göre, f [a, a + δ] aralıg̃ında

artandır, yani c �= a dır.Benzer s.ekilde, c �= b oldug̃u gösterilir. Demek

ki, c ∈ (a, b) . O zaman, Fermat teoremine göre f ′(c) = 0 dır.

(b) S. imdi teoremi genel durumda, yani herhangi f ′(a) ve f ′(b) deg̃erleri

ic.in ispatlayalım.f ′(a) > f ′(b) olsun ( f ′(a) < f ′(b) oldug̃unda ispat

benzer s.ekilde yapılır). A ∈ (f ′(a), f ′(b)) olmak üzere F : [a, b] →
R, F (x) = f(x) − Ax fonksiyonunu gözönüne alalım. F nin [a, b]

üzerinde türevlenebilir (∀x ∈ [a, b]) ic.in F ′(x) = f ′(x) − A dır.) ve

F ′(a) = f ′(a) − A < 0, F ′(b) = f ′(b) − A > 0 oldug̃u ac.ıktır.O halde,

(a) ya göre F ′(c) = 0, yani f ′(c) = A olacak s.ekilde bir c ∈ (a, b)

noktasının mevcut oldug̃u anlas.ılır. �

4.4.2 Ek Problemler

(17) Ln(x) = ex dn

dxn (xne−x) Chebyshev-Laguerre polinomunun köklerinin

pozitif oldug̃unu gösteriniz.

(18) Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn (e−x2
) Chebyshev-Hermite polinomunun köklerinin

reel oldug̃unu gösteriniz.

(19) As.ag̃ıda verilen y = f(x) fonksiyonları ic.in f(b) − f(a) = f ′(c)(b − a)

Lagrange formülünü gerc.ekleyen c ∈ (a, b) noktasını bulunuz.

(a) f(x) = x2 ; (b) f(x) = 5x3 + 2x ;

(c) f(x) = 1
1+x2 ; (d) f(x) = 3

√
x .

(20) As.ag̃ıda verilen y = f(x) fonksiyonları [−1, 1] aralıg̃ında Rolle teorem-

inin kos.ullarını sag̃lar mı?

(a) f(x) = 2−x2

x4 ;
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(b) f(x) =

{
x + 1, x ≤ 0 ise,

ex, x > 0 ise;
(c) f(x) =

{
1 − x2, x ≤ 0 ise,

1 − x3, x > 0 ise.

(21) As.ag̃ıda verilen y = f(x) fonksiyonları kars.ılarında yazılı I aralıg̃ında

Lagrange teoreminin kos.ullarını sag̃lar mı?

(a) f(x) =| x |, I = [−1, 1] ;

(b) f(x) = x
2
3 , I = [−1, 1] ;

(c) f(x) = 1
x2 , I = [−1, 2] ;

(d) f(x) = 1
x
, I = [a, b], ab < 0 ;

(e) f(x) =

{
x, x < 1 ise,
1
x
, x ≥ 1 ise, I = [0, 4];

(f) f(x) = 5
√

x4(x − 1), I = [−1
2
, 1

2
].

(22) As.ag̃ıda verilen f(x) ve g(x) fonksiyonları kars.ılarında yazılı I aralıg̃ı

üzerinde Cauchy teoreminin kos.ullarını sag̃lar mı?

(a) f(x) = ex, g(x) = x2

1+x2 , I = [−2, 2] ;

(b) f(x) = sin x, g(x) =
3
√

x2, I = [−8, 8] .

(23) Eg̃er, f : (a, b) → R fonksiyonu sonlu (a, b) aralıg̃ında türevlenebilir,

fakat sınırsız ise, f ′(x) fonksiyonununda (a, b) aralıg̃ında sınırsız olacag̃ını

gösteriniz.Bu sonucun tersinin dog̃ru olmayacag̃ını gösteren bir örnek

veriniz.

Cevap: f : (0, 1) → R+, f(x) =
√

x .

(24) f, g : [a, b] → R fonksiyonları ic.in

(a) f, g ∈ Cn[a, b] ,

(b) f ve g , (a, b) aralıg̃ında (n + 1). mertebeden türevlenebilirdir

kos.ulları sag̃lanıyorsa ,

(
g(b)−

n∑
k=1

g(k)(a)

k!
(x−a)k

)
f (n+1)(c) =

(
f(b)−

n∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x−a)k

)
g(n+1)(c)
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olacak s.ekilde en az bir c ∈ (a, b) noktasının varolacag̃ını gösteriniz.

(25) As.ag̃ıdaki es.itsizliklerin dog̃ru oldug̃unu gösteriniz.

(a) x ∈ R ic.in ex ≥ e.x;

(b) x ∈ (−1, +∞) ic.in ex > 1 + ln(1 + x);

(c) x ∈ R ic.in cos x ≥ 1 − x2

2
;

(d) x ∈ R ic.in cosh x ≥ 1 + x2

2
;

(e) x ∈ [0, ∞) ic.in arctan x ≤ x;

(f) x ∈ (0, π
2
) ic.in sin x + tan x > 2x;

(g) x ∈ [−1, 1] \ {0} ic.in x − x3

3
< arctan x < x − x3

6
;

(h) x ∈ (1, +∞) ic.in 2
√

x > 3 − 1
x
.

(26) Lagrange teoreminden faydalanarak as.ag̃ıdaki es.itsizliklerin dog̃ru oldug̃unu

gösteriniz.

(a) ∀x, y ∈ R ic.in | cos x − cos y |≤| x − y |;
(b) ∀x, y ∈ R ic.in | sin x − sin y |≤| x − y |;
(c) 0 < x < y, n ∈ N ic.in

n(y − x)xn−1 < yn − xn < n(y − x)yn−1;

(d) 0 < x < y ic.in
x−y

x
< ln x

y
< x−y

y
;

(e) ∀x, y ∈ [0, 1] ic.in

| x2 arctan x − y2 arctan y |≤ 1 + π

2
| x − y | .

4.5 Taylor Formülü

(a, b) ⊂ R aralıg̃ı üzerinde (n+1). mertebeden türevlenebilen f : (a, b) →
R fonksiyonu ve bir x0 ∈ (a, b) noktası verilmis. olsun.Taylor formülü yardımıyla,

f(x0), f
′(x0), · · · , f (n)(x0)
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deg̃erlerine ve f (n+1) : (a, b) → R türev fonksiyonunun x0 ’ın herhangi

bir U(x0) koms.ulug̃undaki belirli özelliklerine göre f(x) fonksiyonu U(x0)

civarında istenildig̃i kadar küc.ük hata ile Taylor polinomları adı verilen özel

polinomlarla ifade edilebilir.

a0, a1, · · · , an ler herhangi reel sayılar olmak üzere n. dereceden Pn(x) =

a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an polinomunun

Pn(x) =
n∑

k=0

P
(k)
n (0)

k!
xk (4.50)

s.eklinde de yazılabileceg̃ini biliyoruz (Bkz. Örnek 4.3.6) x0 herhangi bir reel

sayı olmak üzere bu polinom,

Pn(x) =
n∑

k=0

P
(k)
n (x0)

k!
(x − x0)

k (4.51)

s.eklinde de gösterilebileceg̃i kolayca gösterilir. ( 4.51) formülüne Pn(x) poli-

nomunun (x − x0) ın kuvvetlerine göre Taylor formülü denir. x in kuvvet-

lerine göre ( 4.50) Taylor formülüne Maclaurin formülü denir. x0 ∈ (a, b)

noktasında n. mertebeden türevlenebilen f : (a, b) → R fonksiyonu verilmis.
olsun.Bu durumda,

f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) + · · · +

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k

polinomuna f ′ nin (x−x0) ın kuvvetlerine göre n. dereceden Taylor polinomu

denir ve Tn(x) (veya Tn(f ; x) ) ile gösterilir. ∀k = 0, 1, · · · , n ic.in T
(k)
n (x0) =

f (k)(x0), dolayısıyla, f fonksiyonu n. dereceden bir polinom ise, f(x) = Tn(x)

oldug̃u ac.ıktır. Genel durumda ise, f(x) �= Tn(x) yani f(x)−Tn(x) �= 0 olur.

rn(x0, x) = f(x) − Tn(x) büyüklüg̃üne

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k + rn(x0; x) (4.52)

Taylor formülünün n. kalan terimi denir. Bu durumda, yaptıg̃ımız yaklas.ımın

iyi deg̃erlendirilmesi amacıyla rn(x0, x) kalan terimi ic.in gerekli formüllerin

bulunması önem tas.ımaktadır.
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Teorem 4.5.1 : I, bitim noktaları x0 ve x olan kapalı bir aralık olmak üzere

f : I → ! fonksiyonu ic. in as.ag̃ıdaki kos.ullar sag̃lansın:

(a) f, I üzerinde n. mertebeden türevlenebilirdir,

(b) f (n) ∈ C(I) dir,

(c) f (n) türev fonksiyonu I◦ = I\{x0, x} ac. ık aralıg̃ı üzerinde türevlenebilirdir.

Bu durumda, I◦ üzerinde türevlenebilen ve ∀t ∈ I◦ ic. in ϕ′(t) �= 0 kos.ullarını

sag̃layan her ϕ ∈ C(I) fonksiyonu ic. in

rn(x0; x) =
ϕ(x) − ϕ(x0)

ϕ′(c)n!
f (n+1)(c)(x − c)n (4.53)

olacak s.ekilde bir c ∈ I◦ noktası vardır.

İspat: Teoremin ispatını x0 < x durumunda yapalım. t ∈ [x0, x] ve

qn(t) = f(t) +
f ′(t)
1!

(x − t) +
f ′′(t)

2!
(x − t)2 + · · · +

f (n)(t)

n!
(x − t)n

olmak üzere F : [x0, x] → R, F (t) = f(x) − qn(t) fonksiyonunu gözönüne

alalım.Teoremin kos.ulları gereg̃ince F, [x0, x] üzerinde sürekli ve (x0, x) üzerinde

türevlenebilirdir,ayrıca, ∀t ∈ (x0, x) ic.in

F ′(t) = (f(x) − qn(t))′t = −q′n(t)

= −[f ′(t) +
f ′′(t)

1!
(x − t) +

f ′′′(t)
2!

(x − t)2 + · · · +
f (n+1)(t)

n!
(x − t)n

− f ′(t)
1!

− 2
f ′′(t)

2!
(x − t) − · · · − n

f (n)(t)

n!
(x − t)(n−1)

]
= −f (n+1)(t)

n!
(x − t)n

olur. F ve ϕ fonksiyonları ic.in [x0, x] üzerinde Teorem 4.4.16 ’nın kos.ulları

sag̃landıg̃ına göre (4.37) den dolayı

F (x) − F (x0)

ϕ(x) − ϕ(x0)
=

F ′(c)
ϕ′(c)

olacak s.ekilde bir c ∈ (x0, x) noktası vardır. F (x) − F (x0) = f(x) − qn(x) −
[f(x0) − qn(x0)] = 0 − rn(x0, x) ve F ′(c) = −f (n+1)(c)

n!
(x − c)n oldug̃una göre,

buradan ( 4.53) bag̃ıntısının dog̃ru oldug̃u anlas.ılır. x < x0 durumunda

teoremin ispatı benzer s.ekilde yapılır. �
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Sonuc. 4.5.2 : ( 4.53) te ϕ(t) = x − t alırsak,

rn(x) =
1

n!
f (n+1)(c)(x − c)n(x − x0) (4.54)

bulunur. Bu formüle n. kalan terimin Cauchy formu denir.

Sonuc. 4.5.3 : (4.53) te ϕ(t) = (x − t)n+1 alırsak,

rn(x) =
1

(n + 1)!
f (n+1)(c)(x − x0)

n+1 (4.55)

bulunur. Bu formüle n. kalan terimin Lagrange formu denir.

Not: c ∈ I ⇐⇒ ∃0 < θ < 1 � c = x0 + θ(x − x0) olacag̃ından, ( 4.54) ve

(4.55) formülleri 0 < θ < 1 olmak üzere sırasıyla

rn(x) =
(1 − θ)n

n!
f (n+1)(x0 + θ(x − x0))(x − x0)

n+1 (4.56)

ve

rn(x) =
1

(n + 1)!
f (n+1)(x0 + θ(x − x0))(x − x0)

n+1 (4.57)

bic.iminde yazılabilir. •
Sonuc. 4.5.4 : f nin (n + 1). mertebeden f (n+1)(t) türevi t = x0 noktasında

sürekli oldug̃u durumda, x → x0 iken

f(x) =
n+1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k + o((x − x0)
n+1) (4.58)

olur. Gerc. ekten , (4.57) den dolayı x → x0 iken

rn(x) =
f (n+1)(x0)

(n + 1)!
(x − x0)

n+1 +
(x − x0)

n+1

(n + 1)!

[
f (n+1)(c) − f (n+1)(x0)

]
[
x → x0 ⇔ c → x0 ve f (n+1)(t) fonksiyonu t = x0 noktasında sürekli

oldug̃una göre, x → x0 iken 1
n+1

[f (n+1)(c) − f (n+1)(x0)
]

= 0(1)oldug̃undan
]

=
1

(n + 1)!
f (n+1)(x0) + 0((x − x0)

n+1)

olur.( 4.58) formülüne f nin (n + 1). kalan terimi Peano formunda Taylor

formülü denir.
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Not: İleride n. kalan terimin integral formu da verilecektir. ( 4.52) formülünde,

özel olarak ,x0 = 0 alınırsa,

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk + rn(0; x) (4.59)

formülü elde edilir ki, bu formüle f nin Maclaurin formülü denir. Bu du-

rumda I, bitim noktaları 0 ve x olan kapalı aralık ve c ∈ I◦ olmak üzere

( 4.54) ve ( 4.55) den dolayı rn(0; x) = 1
n!

f (n+1)(c)(x − c)nx ve rn(0; x) =
1

(n+1)!
f (n+1)(c)xn+1 veya 0 < θ < 1 olmak üzere

rn(0; x) =
(1 − θ)n

n!
f (n+1)(θx)xn

ve

rn(0; x) =
1

(n + 1)!
f (n+1)(θx)xn+1

olur. •

Örnek 4.5.5 : (4.59) dan faydalanarak as.ag̃ıdaki fonksiyonların Maclaurin

(veya x in kuvvetlerine göre Taylor) formüllerini bulunuz.

(a) f(x) = ax (a > 0, a �= 1) ; (b) f(x) = sin x ;

(c) f(x) = cos x ; (d) f(x) = sinh x;

(e) f(x) = cosh x; (f) f(x) = ln(1 + x) ;

(g) f(x) = (1 + x)α(α ∈ R) .

C. özüm: (a) f(x) = ax (a > 0, a �= 1) fonksiyonu ic.in

f (k)(x) = ax lnk a, f (k)(0) = lnk a, f (k)(θx) = aθx lnk a (k = 0, 1, · · · )

oldug̃una göre, (4.59) dan dolayı ax fonksiyonunun Lagrange formlu kalan

terimli Maclaurin formülü

ax = 1 +
ln a

1!
x +

ln2 a

2!
x2 + · · · +

lnn a

n!
xn + rn(0; x),

rn(0; x) =
aθx lnn+1 a

(n + 1)!
xn+1, 0 < θ < 1
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olur. Özel durumda, a = e ic.in ex fonksiyonunun Lagrange formlu kalan

terimli Maclaurin formülü

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · · +

xn

n!
+ rn(0; x),

rn(0; x) =
eθx

(n + 1)!
xn+1, 0 < θ, < 1

olur. Bu durumda, ∀x ≥ 0 ic.in | rn(0; x) |≤ xn+1

(n+1)!
ex ve ∀x < 0 ic.in

| rn(0; x) |≤ |x|n+1

(n+1)!
es.itsizlig̃i dog̃rudur.

(b) f(x) = sin x fonksiyonu ic.in

f (k)(x) = sin(x + k
π

2
), f (k)(0) = sin(k

π

2
) =

{
0, k c.ift ise,

(−1)
k−1
2 , k tek ise

f (k)(θx) = sin(θx + k
π

2
)(k = 1, 2, · · · )

oldug̃una göre, (4.59) dan dolayı sinx fonksiyonunun Lagrange formlu kalan

terimli Maclaurin formülü

sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
− · · · + (−1)n+1 x2n−1

(2n − 1)!
+ r2n+1(0; x),

r2n+1(0; x) =
x2n+1

(2n + 1)!
sin(θx + (2n + 1)

π

2
), 0 < θ < 1

olur. Bu durumda, ∀x ∈ R ic.in | r2n+1(0; x) |≤ |x|2n+1

(2n+1)!
es.itsizlig̃i dog̃rudur.

(c) f(x) = cos x fonksiyonu ic.in

f (k)(x) = cos(x + k
π

2
), f (k)(0) =

{
0, k tek ise,

(−1)
k
2 , kc.ift ise

f (k)(θx) = cos(θx + k
π

2
) (k = 1, 2, · · · )

oldug̃una göre, ( 4.59) dan dolayı cosx fonksiyonunun Lagrange formlu kalan

terimli Maclaurin formülü

cos x = 1 − x2

2!
+

x4

4!
− · · · + (−1)n−1 x2(n−1)

(2(n − 1))!
+ r2n(0; x),
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r2n(0; x) =
x2n

(2n)!
cos(θx + 2n

π

2
), 0 < θ < 1

olur. Bu durumda, ∀x ∈ R ic.in | r2n(0; x) |≤ |x|2n

(2n)!
es.itsizlig̃i dog̃rudur.

(d) f(x) = sinh x fonksiyonu ic.in

f (k)(x) =

{
cosh x, k tek ise,

sinh x, k c.ift ise,

f (k)(0) =

{
1, k tek ise,

0, k c.ift ise,

f (k)(θx) =

{
cosh(θx), k tek ise,

sinh(θx), k c.ift ise, (k = 1, 2, · · · )
oldug̃una göre, ( 4.49) dan dolayı sinh x fonksiyonunun Lagrange formlu kalan

terimli Maclaurin formülü

sinh x = x +
x3

3!
+

x5

5!
+ · · · +

x2n−1

(2n − 1)!
+ r2n+1(0; x),

r2n+1(0; x) =
x2n+1

(2n + 1)!
cosh(θx) 0 < θ < 1

olur. Bu durumda, ∀x ∈ R ic.in

| r2n+1(0; x) |≤ | x |2n+1

(2n + 1)!

{
1+ex

2
, x ≥ 0 ise,

1+e−x

2
, x ≤ 0 ise

es.itsizlig̃i dog̃rudur.

(e) Benzer s.ekilde

cosh x = 1 +
x2

2!
+

x4

4!
+ · · · +

x2n

(2n)!
+ r2n+2(0; x),

r2n+2(0; x) =
x2n+2

(2n + 2)!
cosh(θx) 0 < θ < 1

oldug̃u gösterilir.

(f) f(x) = ln(1 + x) fonksiyonu ic.in

f (k)(x) = (−1)k−1 (k − 1)!

(1 + x)k
, f (k)(0) = (−1)k−1(k − 1)!

500 Taylor Formülü

f (k)(θx) = (−1)k−1 (k − 1)!

(1 + θx)k
(k = 1, 2, · · · )

oldug̃una göre, ln(1 + x) fonksiyonunun Maclaurin formülü (( 4.59) dan

dolayı)

ln(1 + x) = x − x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · · + (−1)n−1xn

n
+ rn(0; x)

olur. Burada, rn(0; x) kalan terimi rn(0; x) = (−1)nxn+1

(n+1)(1+θ1x)n+1 (Lagrange for-

mda), 0 < θ1 < 1 veya rn(0; x) = (−1)n (1−θ2)nxn+1

(1+θ2)
(Cauchy formda), 0 <

θ2 < 1 formüllerinden herhangi biri ile verilebilir. Bu durumda, ∀x ∈ [0, 1]

ic.in (kalan terimin Lagrange formuna göre) | rn(0; x) |≤ 1
n+1

es.itsizlig̃i ve

0 < r < 1 olmak üzere ∀x ∈ [−r, 0] ic.in (kalan terimin Cauchy formuna göre)

| rn(0; x) |=| (−1)n(
1 − θ2

1 + θ2x
)n xn+1

1 + θ2x
|< rn+1

1 − r

es.itsizlig̃i dog̃rudur.

(g) f(x) = (1 + x)α (α ∈ R) fonksiyonu ic.in

f (k)(x) = α(α − 1) · · · (α − k + 1)(1 + x)α−k,

f (k)(0) = α(α − 1) · · · (α − k + 1),

f (k)(θx) = α(α − 1) · · · (α − k + 1)(1 + θx)α−k(k = 1, 2, · · · )

oldug̃una göre, (4.59) dan dolayı (1 + x)α fonksiyonunun kalan terimi La-

grange formunda Maclaurin formülü

(1+x)α = 1+
α

1!
x+

α(α − 1)

2!
x2+· · ·+α(α − 1) · · · (α − (n + 1))

n!
xn+rn(0; x),

rn(0; x) =
α(α − 1) · · · (α − n)

(n + 1)!
(1 + θx)α−(n+1)xn+1, 0 < θ < 1

olur.

Bu durumda (e) de oldug̃u gibi ∀x ∈ R, | x |< 1 ic.in lim
n→∞

rn(0; x) = 0

oldug̃u kolayca gösterilebilir. �
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Not: Özel durumda α = n ∈ N ic.in rn(0; x) = 0 oldug̃una göre,

(1 + x)n = 1 +
n

1!
x +

n(n − 1)

2!
x2 + · · · + xn =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk

Newton binom ac.ılımını elde ederiz. •
S. imdi esas elemanter fonksiyonların Peano formlu kalan terimli Tay-

lor formüllerini as.ag̃ıdaki tablo s.eklinde sıralıyalım.

No f(x)

1 ax = 1 + ln a
1!

x + ln2 a
2!

x2 + · · · + lnn a
n!

xn + 0(xn)

2 sin x = x − x3

3!
+ x5

5!
+ · · · + (−1)n x2n+1

(2n+1)!
+ 0(x2n+2)

3 cos x = 1 − x2

2!
+ x4

4!
+ · · · + (−1)n x2n

(2n)!
+ 0(x2n+1)

4 sinh x = x + x3

3!
+ x5

5!
+ · · · + x2n+1

(2n+1)!
+ 0(x2n+2)

5 cosh x = 1 + x2

2!
+ x4

4!
+ · · · + x2n

(2n)!
+ 0(x2n+1)

6 (1 + x)α = 1 + αx + α(α−1)
2!

x2 + · · · + α(α−1)···(α−n+1)
n!

xn + 0(xn)

7 ln(1 + x) = x − x2

2
+ x3

3
+ · · · + (−1)n−1 xn

n
+ 0(xn)

Tablo 4.2

Tablo 4.2 den a = e ve α = −1 gibi özel durumlarda

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · · +

xn

n!
+ o(xn),

1

1 + x
= 1 − x + x2 − x3 + · · · + (−1)nxn + o(xn)

olur. Üstelik, son ifadeden

1

1 − x
= 1 + x + x2 + x3 + · · · + xn + o(xn)

ve Tablo 4.2 nin 7.formülünden

ln(1 − x) = −x − x2

2
− x3

3
− · · · − xn

n
+ o(xn)

oldug̃u görülür.

502 C. özümlü Problemler

4.5.1 C. özümlü Problemler

(1) f(x) = x3 +3x2 −2x+4 polinomunun x0 = −1 noktasindaki 3. derece-

den Taylor polinomunu yazınız.

C. özüm:

f(−1) = 8,

f ′(x) = 3x2 + 6x − 2 ⇒ f ′(−1) = −5,

f ′′(x) = 6x + 6 ⇒ f ′′(−1) = 0,

f ′′′(x) = 6 ⇒ f ′′′(−1) = 6,

f (4)(x) = 0

olacag̃ından x3 + 3x2 − 2x + 4 = 8 − 5(x + 1) + (x + 1)3 olur. �

(2) As.ag̃ıdaki fonksiyonların kars.ılarında yazılı noktadaki verilen dereceden

Taylor formüllerini yazınız.

(a) f(x) = (1 − x + x2)3, x0 = 0, n = 2; (b) f(x) =
√

x, x0 = 1, n = 2;

(c) f(x) = x+3
3+x2 , x0 = 1, n = 2; (d) f(x) = e2x−x2

, x0 = 0, n = 3;

(e) f(x) = sin(sin x), x0 = 0, n = 3; (f) f(x) = x2

1+sin x
, x0 = 0, n = 6;

(g) f(x) = a cos hx
a
, a > 0, x0 = 1, n = 2; (h) f(x) = x

arcsin x
, x0 = 0, n = 3;

(i) f(x) = ex sin x, x0 = 0, n = 4; (j) f(x) = ln sin x
x

, x0 = 0, n = 5;

(k) f(x) = (1 + x)sin x, x0 = 0, n = 5; (l) f(x) = (1 + x)
1
x , x0 = 0, n = 4;

(m) f(x) = tan x, x0 = 0, n = 3.

C. özüm: (a) f ′(x) = 3(−1+2x)(1−x+x2)2, f ′′(x) = 6(1−x+x2)2+

6(−1+2x)2(1−x+x2) oldug̃una göre, f(0) = 1, f ′(0) = −3, f ′′(0) = 12

dır. O halde,

f(x) = 1 − 3x + 6x2 + r2(0; x), r2(0; x) = o(x2)

olur.

(b) f ′(x) = 1
2
√

x
, f ′′(x) = − 1

4x
√

x
oldug̃una göre, f(1) = 1, f ′(1) = 1

2
,

f ′′(1) = −1
4

tür. O halde,

f(x) = 1 +
1

2
(x − 1) − 1

8
(x − 1)2 + r2(1; x), r2(1; x) = o((x − 1)2)
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olur.

(c) f(1) = 1, f ′(1) = − 3
16

, f ′′(1) = −1
4

oldug̃una göre,

f(x) = 1 − 3

16
(x − 1) − 1

8
(x − 1)2 + r2(1; x), r2(1; x) = o((x − 1)2)

olur.

(d) f ′(x) = 2(1 − x)e2x−x2
, f ′′(x) = 2(−1 + 2(1 − x)2)e2x−x2

, f ′′′(x) =

4(1−x)e2x−x2
(−3+2(1−x)2) oldug̃una göre, f(0) = 1, f ′(0) = 2, f ′′(0) =

2, f ′′′(0) = −4 dır. O halde,

f(x) = 1 + 2x + x2 − 2

3
x3 + r3(0; x), r3(0; x) = o(x3)

olur.

(e) f ′(x) = cos x cos(sin x), f ′′(x) = − sin x cos(sin x)−cos2 x sin(sin x), f ′′′(x) =

− cos x cos(sin x)+3 sin x cos x sin(sin x)−cos3 x cos(sin x) oldug̃una göre,

f(0) = 0, f ′(0) = 1f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = −2 dır. O halde,

f(x) = x − x3

3
+ r3(0; x), r3(0; x) = o(x3)

olur.

(f) f(0) = 0, f ′(0) = 0, f ′′(0) = 2, f ′′′(0) = −6, f (4)(0) = 24, f (5)(0) =

−100, f (6)(0) = 480 oldug̃una göre,

f(x) = x2 − x3 + x4 − 5

6
x5 +

2

3
x6 + r6(0; x), r6(0; x) = o(x6)

olur.

(g) f(0) = a, f ′(0) = 0, f ′′(0) = 1
a

oldug̃una göre,

f(x) = a +
x2

2a
+ r2(0; x), r2(0; x) = o(x2)

olur.

(h) f(0) = 1, f ′(0) = 1, f ′′(0) = −1
3
, f (4)(0) = 8 oldug̃una göre,

f(x) = 1 − x2

6
− 17

360
x4 + r4(0; x), r4(0; x) = o(x4)
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olur.

(i) f(0) = 0, f ′(0) = 0, f ′′(0) = 2, f ′′′(0) = 0, f (4)(0) = 8 oldug̃una

göre,

f(x) = 1 + x2 +
x4

3
+ r4(0; x), r3(0; x) = o(x4)

olur.

(j) f(0) = 0, f ′(0) = 0, f ′′(0) = −1
3
, f (4)(0) = − 2

15
oldug̃una göre,

f(x) = −x2

6
− x4

180
+ r4(0; x), r4(0; x) = o(x5)

olur.

(k) f(0) = 1, f ′(0) = 0, f ′′(0) = 2, f ′′′(0) = −1
3
, f (4) = 16, f (5)(0) =

80 oldug̃una göre,

f(x) = (1+x)sin x = 1+x2 − 1

2
x3 +

2

3
x4 +

2

3
x5 +r5(0; x), r5(0; x) = o(x5)

olur.

(l) f(0) = e, f ′(0) = e
2
, f ′′(0) = 11e

12
, f ′′′(0) = −21e

8
, f (4)(0) = 2447e

240

oldug̃una göre,

f(x) = e − e

2
x +

11e

24
x2 − 7e

16
x3 +

2447e

5760
x4 + r4(0; x), r4(0; x) = o(x4)

olur.

(m) (tan x)′ = cos−2 x, (tan x)′′ = 2 cos−3 x sin x, (tan x)′′′ = 6 cos−4 x sin2 x+

2 cos−2 x, (tan x)(4) = 24 cos−5 x sin3 x + 16 cos−3 x sin x oldug̃una göre,

tan 0 = 0, tan′ 0 = 1, tan′′ 0 = 0, tan′′′ 0 = 2 tan(4) 0 = 0 olur. Demek ki,

f(x) = x +
1

3
x3 + o(x4)

oldug̃u elde edilir. �

(3) As.ag̃ıdaki fonksiyonların Peano kalan terimli Maclaurin formüllerini

yazınız.
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(a) f(x) = e5x−1; (b) f(x) = 1√
1+4x

;

(c) f(x) = 2x−3
x+1

; (d) f(x) = ln (2 + ex);

(e) f(x) = (x + 5)e2x; (f) f(x) = ln 3+x
2−x

;

(g) f(x) = x2+5
x2+x−15

; (h) f(x) = 1
x4−3x2−4

;

(i) f(x) = sin2 x. cos2 x; (j) f(x) = sin3 x;

(k) f(x) = arctanx; (l) f(x) = arcsin x;

C. özüm: (a) f(x) = e−1e5x[et =
n∑

k=0

tk

k!
+ o(tn) oldug̃undan]

= e−1[
n∑

k=0

(5x)k

k!
+ o((5x)n)] =

n∑
k=0

5k

e.k!
xk + o(xn) olur.

(b) f(x) = (1 + 4x)−
1
2 [(1 + t)α =

n∑
k=0

(
α
k

)
tk

k!
+ o(tn) oldug̃undan]

=
n∑

k=0

(−1
2

k

)
(4x)k

k!
+ o((4x)n) =

n∑
k=0

(−1
2

k

)
4k.xk

k!
+ o(xn)

olur.

(c) f(x) = 2x−3
x+1

= 2 − 5
x+1

[ 1
1+t

=
n∑

k=0

(−1)k.tk + o(tn) oldug̃undan]

= 2 − 5[
n∑

k=0

(−1)k.xk + o(xn)] = −3
n∑

k=1

5(−1)k−1.xk + o(xn) olur.

(d) f(x) = ln 2+ln (1 + ex
2
)[ln (1 + t) =

n∑
k=1

(−1)k−1 tk

k
+o(tn) oldug̃undan]

= ln 2 +
n∑

k=1

(−1)k−1.
( ex

2
)k

k
+ o(( ex

2
)n) = ln 2 +

n∑
k=1

(−1)k−1

k
.( e

2
)k.xk + o(xn)

olur.

(e) f(x) = (x + 5)e2x = xe2x + 5e2x[et =
n∑

k=0

tk

k!
+ o(tn) oldug̃undan]

= x[
n−1∑
k=0

2k

k!
xk + o(xn−1)] + 5[

n∑
k=0

2k

k!
xk + o(xn)] =

n−1∑
k=0

2k.xk+1

k!
+

n∑
k=0

52k

k!
xk +

o(xn)[
n−1∑
k=0

2k.xk+1

k!
=

n∑
k=1

2k−1

k−1!
xk oldug̃undan] = 5 +

n∑
k=1

2k−1

(k−1)!
+ 5.2k

k!
xk +

o(xn) = 5+
n∑

k=1

2k−1

k!
(k+10)xk +o(xn) =

n∑
k=0

2k−1

k!
(k+10)xk +o(xn) olur.

(f) f(x) = ln 3
2
+ln(1+ x

3
)− ln(1− x

2
)[ln(1+x) =

n∑
k=1

(−1)k−1 tk

k
+o(tn)
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oldug̃undan] = ln 3
2

+
n∑

k=1

1
k
( 1

2k + (−1)k−1

3k )xk + o(xn) olur.

(g) f(x) = 1 + 17−x
(x+4)(x−3)

= 1 − 3
x+3

+ 2
x−3

= 1 − 3
4

1
1+x

4
− 2

3
1

1−x
3
[ 1
1+t

=
n∑

k=0

(−1)ktk+o(tn) ve 1
1−t

=
n∑

k=0

tn+o(tn) oldug̃undan] = 1−3
4

n∑
k=0

(−1)n xk

4k −
2
3

n∑
k=0

xk

3k + o(xn) = − 5
12

+
n∑

k=1

(3(−1)k+1

4k − 2
3k+1 )x

k + o(xn) olur.

(h) f(x) = 1
(x2−4)(x2+1)

= 1
5
( 1

x2−4
− 1

x2+1
) = 1

5
( 1

4(1−x2

4
)
− 1

x2+1
)[ 1

1−t
ve 1

1+t

fonksiyonlarının Maclaurin formüllerinden] =
n∑

k=0

((−1)k+1 − 1
4k+1 )

x2k

5
+

o(x2n+1) olur.

(i) f(x) = sin2 x. cos2 x = 1
2
sin2 2x = 1

8
(1−cos 4x)[cos t =

n∑
k=0

(−1)k t2k

(2k)!
+

o(t2n+1) oldug̃undan] =
n∑

k=1

(−1)k+124k−3

(2k)!
xk + o(x2n+1) olur.

(j) f(x) = sin3 x = 3
4
sin x− 1

4
sin 3x =

n−1∑
k=0

3(−1)k

4(2k+1)!
(1−32kx2k+1+o(x2n)

olur. (k)ve(l) de verilen fonksiyonların Maclaurin formüllerini as.ag̃ıdaki

önermeden faydalanarak bulacag̃ız.

Önerme 4.5.6 :: f : U(x0) → R fonksiyonunun f ′(x) tüevi ic. in bk =
fk+1(x0)

k!
olmak üzere x → x0 iken

f ′(x) =
n∑

k=0

bk(x − x0)
k + o((x − x0)

n)

olsun. Bu durumda, f (n+1)(x0) türevi vardır ve x → x0 iken

f(x) = f(x0) +
n∑

k=0

bk

k + 1
(x − x0)

k+1 + o((x − x0)
n+1)

dir.

(k) (arctan x)′ = 1
1+x2 =

n∑
k=0

(−1)kx2k+o(x2n+1) oldug̃una göre, Önerme

4.5.6 dan dolayı

arctan x =
n∑

k=0

(−1)k x2k+1

2k+1
+ o(x2n+2)
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olur.

(l) ∀x ∈ (−1, 1) ic.in

(arcsin x)′ =
1√

1 − x2
= 1 +

n∑
k=1

1.3...(2k − 1)

2kk!
x2k + o(x2n+1)

oldug̃una göre, Önerme 4.5.6 dan dolayı

arcsin x = x +
n∑

k=1

1.3...(2k − 1)

2kk!(2k + 1)
x2k+1 + o(x2n+2)

olur. �

(4) As.ag̃ıdaki fonksiyonların kars.ılarında yazılı noktanın koms.ulug̃unda Peano

kalan terimli Taylor formüllerini yazınız.

(a) f(x) = 3x+3√
3−2x−x2 , x0 = 1;

(b) f(x) = ln(3 + 2x − x2), x0 = 2;

(c) f(x) = sin πx
4

, x0 = 2;

C. özüm: (a) x + 1 = t olsun. O halde,

f(x) =
3(x + 1)√
4 − (x + 1)2

=
3t√

4 − t2
=

3

2
t(1 − t2

4
)−

1
2 = g(t)

olur.g(t) fonksiyonunun Peano kalan terimli Maclaurin formülü

g(t) =
3

2
t +

3

2
t

n−1∑
k=1

(−1
2

k

)
(−1)k t2k

4k
+ o(t2n)

=
3

2
t +

n−1∑
k=1

3(1.3...(2k − 1))

23k+1k!
t2k+1 + o(t2n)

oldug̃una göre, t = x + 1 deg̃is.ken deg̃is.imi yaparsak,

f(x) =
3

2
(x + 1) +

n−1∑
k=1

3(1.3...(2k − 1))

23k+1k!
(x + 1)2k+1 + o((x + 1)2n)
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olur.

(b) 3 + 2x − x2 = (3 − x)(x + 1) oldug̃una göre, t = x − 2 dersek

3 + 2x − x2 = (1 − t)(3 + t) = 3(1 − t)(1 +
t

3
)

olur.Buna göre,

f(x) = ln 3 + ln(1 − t) + ln(1 +
t

3
) = g(t)

olur.g(t) fonksiyonunun Maclaurin formülü

g(t) = ln 3 −
n∑

k=1

tk

k
+

n∑
k=1

(−1)k−1 tk

k.3k
+ o(tn)

oldug̃una göre, (t = x − 2 olmak üzere)

f(x) = ln 3 +
n∑

k=1

(
(−1)k−1

3k
− 1)

(x − 2)k

k
+ o((x − 2)n)

oldug̃u bulunur.

(c) f(x) = sin π
4
x = cos π

4
(x − 2)[π

4
(x − 2) = t dersek] = cos t = g(t)

olur.

g(t) =
n∑

k=0

(−1)k t2k

(2k)!
+ o(t2n+1)

oldug̃una göre,

f(x) =
n∑

k=0

(−1)k π2k(x − 2)2k

42k(2k)!
+ o((x − 2)2n+1)

olur. �

(5) f : [0, 1] → R fonksiyonu ic.in

(a) f, [0, 1] aralıg̃ında ikinci mertebeden sürekli türevlenebilirdir,

(b) f(0) = f(1) = 0,
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(c) ∀x ∈ (0, 1) ic.in | f ′′(x) |≤ A olacak s.ekilde bir A > 0 sayısı vardır

kos.ulları sag̃lanıyorsa ∀x ∈ [0, 1] ic.in | f ′(x) |≤ A
2

olur.

Gösteriniz.

C. özüm: Lagrange kalan terimli Taylor formülüne göre

f(0) = f(x) − xf ′(x) + f ′′(c1)
x2

2
, 0 < c1 < x ≤ 1,

f(1) = f(x) + (1 − x)f ′(x) + f ′′(c2)
(1 − x)2

2
, 0 ≤ x < c2 < 1

yazabiliriz. Buradan,

f ′(x) = 1
2
(f ′′(c1)x

2 − f ′′(c2)
(1−x)2

2
), 0 < x < 1 ⇒| f ′(x) |≤ a

2
(1 − 2x +

2x2), 0 ≤ x ≤ 1 bulunur. ∀x ∈ [0, 1] ic.in 0 ≤ 1−2x+2x2 ≤ 1 oldug̃una

göre, son es.itlikten ∀x ∈ [0, 1] ic.in | f ′(x) |≤ A
2

oldug̃u anlas.ılır. �

(6) f : R → R fonksiyonu ic.in

(a) f, R üzerinde 2. mertebeden türevlenebilirdir,

(b) Mk = sup{| fk(x) |: x ∈ R} < +∞, k = 0, 1, 2 kos.ulları sag̃lanıyorsa

M2
2 ≤ 2M0M2

olacag̃ını gösteriniz.

C. özüm: Lagrange kalan terimli Taylor formülüne göre x, x0 ∈ R

olmak üzere,

f(x0) = f(x) + f ′(x)(x0 − x) + f ′′(c)
(x0 − x)2

2

olacak s.ekilde x ile x0 arasında bir c noktası vardır. Buna göre,

| f(x0) | ≤ | f(x) | + | f ′(x) || x0 − x | + | f ′′(c) | | x0 − x2 |
2

≤ M0 + M1 | x0 − x | +M2
| x0 − x |2

2
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olur. ∀y ∈ [0, +∞) ic.in M0 + M1y + M2
y2

2
≥ 0 oldug̃una göre, M2

1 −
4M2

2
M0 = M2

1 − 2M0M2 ≤ 0 dır. Bu ise, istenen es.itsizlig̃in dog̃ru

olması demektir. �
S. imdi limit hesabında Taylor formüllerinin bazı uygulamalarını görelim.

(7) Taylor formüllerinden yararlanarak as.ag̃ıdaki limitleri hesaplayınız.

(a) lim
x→0

sin x−x
x3 ; (b) lim

x→0

tan x+2 sin x−3x
x4 ;

(c) lim
x→0

1+x cos x−√
1+2x

ln(1+x)−x
; (d) lim

x→0

arctan x−sin x
tan x−arctan x

;

(e) lim
x→0

e−
x2

2 −cos x
x3 sin x

(f) lim
x→0

sin(sin x)−x 3√1−x2

x5 ;

(g) lim
x→0

1−(cos x)sin x

x3 ; (h) lim
x→0

(cos x + x2

2
)

1
x(sin x−1) .

C. özüm: (a) x → 0 iken sin x = x − x3

6
+ o(x4) oldug̃una göre,

lim
x→0

sin x − x

x3
= lim

x→0

x − x3

6
+ o(x4) − x

x3
= lim

x→0

−x3

6
+ o(x4)

x3

= lim
x→0

(−1

6
+

o(x4)

x3
) = −1

6
+ lim

x→0

o(x4)

x3
= −1

6

olur.

(b) x → 0 iken tan x = x+ 1
3
x3+o(x4), sin x = x− x3

6
+o(x4) oldug̃una

göre,

lim
x→0

tan x + 2sinx − 3x

x4
=

= lim
x→0

x + 1
3
x3 + o(x4) + 2(x − x3

6
+ o(x4)) − 3x

x4

= lim
x→0

o(x4) + 2o(x4)

x4
= lim

x→0

o(x4)

x4
= 0

olur.

(c) x → 0 iken cos x = 1 − x2

2
+ o(x3),

√
1 + 2x = 1 + x − x3 + o(x3)

ve ln(1 + x) = x − x2

2
+ o(x2) oldug̃una göre,

lim
x→0

1 + x cos x − √
1 + 2x

ln(1 + x) − x
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= lim
x→0

1 + x(1 − x2

2
+ o(x3)) − (1 + x − x2

2
+ o(x3)

x − x2

2
+ o(x3) − x

= lim
x→0

x2

2
− x3

2
+ xo(x3) + o(x3)

−x2

2
+ o(x2)

= −1

olur.

(d) x → 0 iken arctan x = x − 1
3
x3 + o(x5) arcsin x = x + 1

6
x3 + o(x5)

oldug̃una göre,

lim
x→0

arctan x − sin x

tan x − arcsin x
= lim

x→0

(x − 1
3
x3 + o(x3)) − (x − 1

6
x3 + o(x5))

(x + 1
3
x3 + o(x5)) − (x + 1

6
x3 + o(x5))

= lim
x→0

−1
6
x3 + o(x5)

1
6
x3 + o(x5)

= −1

olur.

(e) t → 0 iken et = 1 + t + t2

2
+ o(t2) oldug̃una göre, x → 0 iken

e−
x2

2 = 1 − x2

2
+ x4

8
+ o(x4) olur. O halde,

lim
x→0

e−
x2

2 − cos x

x3 sin x
= lim

x→0

1 − x2

2
+ x4

8
+ o(x4) − (1 − x2

2
+ x4

24
+ o(x5))

x3(x − x3

3
+ o(x4))

= lim
x→0

1
12

x4 + o(x4)

x4 + o(x4)
=

1

12

olur.

(f) t → 0 iken sin t = t − t3

6
+ t5

120
+ o(t6) oldug̃una göre, x → 0 iken

sin(sin x) = sin x − 1

6
(sin x)3 +

1

120
(sin x)5 + o(sin x)6

= x − x3

6
+

x5

120
+ o(x6) − 1

6
(x − x3

6
+

x5

120
+ o(x6))3

+
1

120
(x − x3

6
+

x5

120
+ o(x6))6

= x − x3

6
+

1

10
x5 + o(x5)
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ve x → 0 iken

x
3
√

1 − x2 = x(1 − x2)
1
3 = x(1 − 1

3
x2 − 1

9
x4 + o(x4))

= x − 1

3
x3 − 1

9
x5 + o(x5))

oldg̃una göre

lim
x→0

sin(sin x) − x 3
√

1 − x2

x5
=

= lim
x→0

x − x3

3
+ 1

10
x5 + o(x5) − (x − 1

3
x3 − 1

9
x5) + o(x5)

x5

= lim
x→0

19
90

x5 + o(x5)

x5
=

19

90

olur.

(g) u > 0 ıc.ın uv = ev ln n oldug̃una göre,

lim
x→0

1 − (cos x)sin x

x3
= lim

x→0

1 − esin x ln cos x

x3

[t → 0 iken et = 1 + t + o(t2) ⇒ x → 0 iken esin x ln cos x = 1 +

sin x ln cos x + o(sin x ln cos x) oldug̃undan]

= lim
x→0

sin x ln cos x + o(sin x ln cos x)

x3

[x → 0 iken

sin x ln cos x = sin x ln
√

1 − sin2 x =
1

2
sin x ln(1 − sin2 x)

=
1

2
sin x(−sin2 x

2
+ o(x4)) = −1

4
sin3 x + o(x4)

= −1

4
x3 + o(x4)

⇒ x → 0 iken o(sin x ln cos x) = o(x3) oldug̃undan ]

= lim
x→0

sin x ln cos x + o(x3)

x3
= lim

x→0

sin x

x
lim
x→0

ln cos x

x2
+ lim

x→0

o(x3)

x3

= lim
x→0

ln cos x

x2
= lim

x→0

ln(1 − sin2 x)

2x2

= lim
x→0

sin2 x + o(x2)

2x2
=

1

2
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olur.

(h) y = (cosx + x2

2
)

1
x(sin x−x) olsun. O halde,

ln y =
1

x(sin x − x)
ln(cos x +

x2

2
)

oldug̃una göre,

lim
x→0

ln y = lim
x→0

ln(cos x + x2

2
)

x(sin x − x)
= lim

x→0

ln(1 + x4

24
+ o(x5))

x(−x3

6
+ o(x4)

= lim
x→0

ln(1 + x4

24
+ o(x5))

−x4

6
+ o(x5)

= lim
x→0

x4

24
+ o(x5)

−x4

6
+ o(x5)

= −1

4
=⇒ lim

x→0
y = e−

1
4

olur. �

4.5.2 Ek Problemler

(8) As.ag̃ıdaki fonksiyonların kars.ılarında yazılı noktadaki verilen dereceden

Taylor formüllerini yazınız.

(a) f(x) = (1 − 2x + 3x2 + 4x3)3, x0 = 0, n = 5;

(b) f(x) = 1
3x+4

, x0 = 0, n = 4;

(c) f(x) = etan x, x0 = 0, n = 2;

(d) f(x) = ln cos x, x0 = 0, n = 2;

(e) f(x) = 3
√

1 − 3x cos 2x x0 = 0, n = 3;

(f) f(x) = ln3(1 − x
2
), x0 = 0, n = 3;

(g) f(x) = e
x

sin x , x0 = 0, n = 4;

(h) f(x) = sin(arctan x), x0 = 0, n = 4;

(i) f(x) =
√

cos x, x0 = 0, n = 4;

(j) f(x) = 1
cos x

, x0 = 0, n = 5;
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(k) f(x) = e
x√

1+x2 , x0 = 0, n = 5;

(l) f(x) = tanh x, x0 = 0, n = 6.

Cevap:

(a) 1 − 6x + 21x2 − 32x3 + 15x4 + 66x5 + r5(o; x), r5(o; x) = o(x5);

(b) 1
4

− 3
42 x + 32

43 x
2 − 33

44 x
3 + 34

45 x
4 + r4(o; x), r4(o; x) = o(x4);

(c) 1 + x + 1
2
x2 + r2(o; x), r2(o; x) = o(x2);

(d) −x2

2
+ r2(o; x), r2(o; x) = o(x2);

(e) 1 − x − x2 + 1
3
x3 + r3(o; x), r3(o; x) = o(x3);

(f) −x3

8
+ r3(o; x), r3(o; x) = o(x3);

(g) e + e
6
x2 + e

30
x4 + r4(o; x), r4(o; x) = o(x4);

(h) x − x3

2
+ r3(o; x), r3(o; x) = o(x4);

(i) 1 − x2

4
− x4

96
+ r4(o; x), r4(o; x) = o(x4);

(j) 1 + 1
2
x2 + 5

24
x4 + r4(o; x), r4(o; x) = o(x5);

(k) 1 + x + 1
2
x2 − 1

3
x3 − 11

24
x4 + 2

15
x5 + r5(o; x), r5(o; x) = o(x5);

(l) x − 1
3
x3 + 2

15
x5 + r5(o; x), r5(o; x) = o(x6).

(9) As.ag̃ıdaki fonksiyonların Peano kalan terimli Maclaurin formüllerini

yazınız.

(a) f(x) = 3(2−x); (b) f(x) = (x2 − x)ex;

(c) f(x) = ln 2−3x
3+2x

; (d) f(x) = (1 + x2) ln
√

1 + x;

(e) f(x) = ln x+4
x2−5x+6

; (f) f(x) = x3

x−1
;

(g) f(x) = 3x2+5x−5
x2+x−2

; (h) f(x) = x cosh 3x;

(i) f(x) = sin3 x cos x; (j) f(x) = x
3
ln x2−1

x2−e
;

(k) f(x) = cos6 x + sin6 x; (l) f(x) = cosh x cosh 3x;

(m) f(x) = 1−√
1+x2

1+
√

1+x2 .
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Cevap: (a)
n∑

k=0

(−1)k 9(ln 3)k

k!
xk + o(xn);

(b) −x +
n∑

k=2

(−1)kk
(k−1)!

xk + o(xn);

(c) ln 2
3

+
n∑

k=1

(−4)k−9k

k6k xk + o(xn);

(d) x
2

− x2

4
+

n∑
k=3

(−1)(k−1)(k−1)
k(k−2)

xk + o(xn);

(e) ln 2
3

+
n∑

k=1

(−1)(k−1)4(−k)+2(−k)+3(−k)

k
xk + o(xn);

(f) 1
3

+
n∑

k=1

((−1)k3−(k+1) − 1)xk + o(xn);

(g) 5
2

+
n∑

k=1

((−1)k2−(k+1) − 1)xk + o(xn);

(h)
n−1∑
k=0

32k

(2k)!
x2k+1 + o(xn);

(i)
n−1∑
k=0

(−1)k

(2k+1)!
22k−1(1 − 22k)x2k+1 + o(x2n);

(j) −x
3

+
n−1∑
k=1

e−k−1
3k

x2k+1 + o(x2n);

(k) 1 +
n∑

k=1

3(−1)k42k−1

2(2k)!
x2k + o(x2n+1);

(l)
n∑

k=0

22k−1

(2k)!
(22k + 1)x2k + o(x2n+1);

(m)
n∑

k=1

( 1
2

k+1

)
x2k + o(x2n+1).

(10) As.ag̃ıdaki fonksiyonların kars.ılarında yazılı noktanın koms.ulug̃unda Peano

kalan terimli Taylor formüllerini yazınız.

(a) f(x) = sin(2x − 3), xo = 1;

(b) f(x) = x2e−2x, xo = 1;

(c) f(x) = ln(2 + x − x2), xo = 1;

(d) f(x) = x2+3x
x+1

, xo = 1;

(e) f(x) = e2x2+8x+3, xo = −2;

(f) f(x) = sin2(x − 1) cos(x − 1), xo = 1;
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(g) f(x) = log5
3

√
2x−1
3−2x

, xo = 1.

Cevap: (a)
n∑

k=0

2k sin( kπ
2
−1)

k!
(x − 1)k + o((x − 1)n);

(b)
n∑

k=0

(−1)ke22k−2

k!
(k2 + 3k + 4)(x + 1)k + o((x + 1)n);

(c) ln 2 +
n∑

k=1

(−1)k−12−k−1
k

(x − 1)k + o((x − 1)n);

(d) 2 + 3
2
(x − 1) +

n∑
k=2

(−1)k−1 (x−1)k

2k + o((x − 1)n);

(e)
n∑

k=0

e−52k

k!
(x + 2)2k + o((x + 2)2n+1);

(f)
n∑

k=1

(−1)k(1−32k)
4(2k)!

(x − 1)2k + o((x − 1)2n+1);

(g) 2
3 ln 5

n+1∑
k=1

22k−1

2k−1
(x − 1)2k−1 + o((x − 1)2n+1).

(11) Taylor formüllerinden yararlanarak as.ag̃ıdaki limitleri hesaplayınız.

(a) lim
x→0

ln(1+x)−x
x2 , (b) lim

x→0

ex−1−x
x2 ;

(c) lim
x→0

x−sin x
x3 ; (d) lim

x→0

cos x−1+x2

2

x4 ;

(e) lim
x→0

sinh 2x−2 sinh x
x2 ; (f) lim

x→0

1+x cos x−√
1+2x

ln(1+x)−x
;

(g) lim
x→0

2 arcsin x−arcsin 2x
x3 ; (h) lim

x→0

earctan x− 1
1−x

+x2

2

ln 1+x
1−x

−2x
;

(i) lim
x→0

ex+ln(1−sin x)−1
3√8−x4−2

; (j) lim
x→0

ln(x+
√

1+x2)−x+ 1
3
x3

x−tanh x
;

(k) lim
x→0

x 3√cos x−sin x
x4 ; (l) lim

x→0

√
cos x− 4

√
e−x2

x4 ;

(m) lim
x→0

sin(sin x)−tanh x
x5 ; (n) lim

x→0

e
x
3 −
√

x+3
3−x

x3 ;

(o) lim
x→0

tan x−x 3√1+x2

x4 ; (p) lim
x→0

cos(sin x)−√
1−x2+x4

x4 ;

(q) lim
x→0

sin(sin x)−x+x3

3

sinh(sinhx)−tan x
; (r) lim

x→0

√
1+2x3−cos x4

tan x−x
;

(s) lim
x→0

(
√

1 + x − x)
1
x ; (t) lim

x→0
(cosh x)

1
sin2 x ;

(u) lim
x→0

( sin x
arcsin x

)
1

x2 ; (v) lim
x→0

(cos x)cot2 x;

(w) lim
x→0

( 2 tan x
x+sin x

)
1

1−cos x ; (x) lim
x→2

(
√

3 − x + ln x
2
)

1
sin2(x−2) ;
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(y) lim
x→0

((1+x)
1
x −e)2

ln(x+cos x)−x
; (z) lim

x→0
( sin x

2(
√

1+x−x)
)cot x;

(xx) lim
x→0

( 1
ln x

− 1
x2−1

)
1

sin(x−1) ; (yy) lim
x→∞

( 5
√

x5 + x4 − 5
√

x5 − x4).

Cevap:

(a) −1
2
; (b) 1

2
; (c) 1

6
; (d) 1

24
; (e) 1; (f) −2;

(g) −1; (h) −1; (i) −7
4
; (j) 1

2
; (k) 0; (l) − 1

45
;

(m) − 1
24

; (n) − 1
30

; (o) − 1
81

; (p) 11
45

; (q) −1
6
; (r) −3;

(s) 3; (t) e−
1
2 ; (u) e

1
2 ; (v) e−

1
3 ; (w) 1√

e
; (x) e

5
6 ;

(y) e−
1
4 ; (z) − e2

4
; (xx) e−

1
3 ; (yy) 2

5
.

4.6 L’Hospital Kuralı

Bölüm 2’de 0
0
, ∞
∞ , ∞−∞, 0.∞, 00, ∞0 ve 1∞ s.eklinde belirsizlik olus.turan

birc.ok dizilerin ve fonksiyonların limitlerinin, özel olarak, suni usullerle bu-

lunabileceg̃ini gördük. (4.5) ten de görüldüg̃ü gibi böyle belirsizlikler difer-

ansiyel hesap yöntemlerine(yani orta deg̃er teoremleri ve Taylor formülüne)

dayanık daha güc.lü metodlarla incelenebilir. Bu kısımda sözkonusu metod-

lardan biri olan L’Hospital kuralı incelenecektir.

4.6.1 0
0 belirsizlik hali

Teorem 4.6.1 (1. L’Hospital Kuralı) :

δ ∈ R+, a ∈ R ve f, g :
◦
U δ(a) → R fonksiyonları

◦
U δ(a) koms.ulug̃u

üzerinde türevlenebilen ∀x ∈ ◦
U δ(a) ic. in g′(x) �= 0 ve lim

x→0
f(x) = lim

x→0
g(x) = 0

olsun. Eg̃er,

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= A (4.60)

limiti varsa, (A ∈ R veya A = ±∞ olabilir) lim
x→a

f(x)
g(x)

limiti de vardır ve

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
(4.61)
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olur.

İspat: F, G :
◦
U δ(a) → R,

F (x) =

{
f(x), x ∈ ◦

U δ(a) ise,

0, x = a ise

G(x) =

{
g(x), x ∈ ◦

U δ(a) ise,

0, x = a ise

s.eklinde tanımlanan F ve G fonksiyonlarını gözönüne alalım. F ve G fonksiy-

onları
◦
U δ(a) üzerinde türevli (Her x ∈ ◦

U δ(x) ic.in F ′(x) = f ′(x) ve G′(x) =

g′(x) oldug̃una göre,) ve x = a noktasında lim
x→a

F (x) = lim
x→a

f(x) = 0 = F (a)

ve lim
x→a

G(x) = lim
x→a

g(x) = 0 = G(a) oldug̃una göre, F ve G fonksiyonları

Uδ(a) üzerinde süreklidirler. Üstelik, ∀x ∈ ◦
U δ(a) ic.in G′(x) = g′(x) �= 0

oldug̃una göre, Cauchy teoremi gereg̃ince ∀x ∈ ◦
U δ(a) ic.in

F (x) − F (a)

G(x) − G(a)
=

F ′(c)
G′(c)

⇐⇒ f(x)

g(x)
=

f ′(c)
g′(c)

(4.62)

olacak s.ekilde x ile a arasında bir c = a + θ(x − a) 0 < θ < 1 noktası vardır.

x ∈ ◦
U δ(a), x → a ⇐⇒ c → a oldug̃una ve (4.60) limiti mevcut oldug̃una

göre, lim
c→a

f ′(c)
g′(c) limiti de vardır ve lim

c→a

f ′(c)
g′(c) = lim

x→a

f ′(x)
g′(x)

olur. Buna göre (4.62)

ta x ∈ ◦
U δ(a), x → a iken limite gec.ersek lim

x→a

f(x)
g(x)

limitinin varlıg̃ı ve (4.60)

es.itlig̃inin dog̃rulug̃u elde edilir. �

Not: 1. Teoremin kars.ıtı genellikle dog̃ru deg̃ildir. Örneg̃in, a = 0, f(x) =

x2 cos 1
x
, g(x) = sin x fonksiyonları ic.in

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

x2 cos 1
x

sin x

= lim
x→0

x

sin x
lim
x→0

x cos
1

x
= 0

olmasına rag̃men, lim
x→0

f ′(x)
g′(x)

= lim
x→0

2x cos 1
x
+sin 1

x

cos x
limiti yoktur(c.ünkü lim

x→0
sin 1

x

limiti yoktur). •
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Not: 2. Teorem 4.6.1 deki f ve g fonksiyonlarının f ′, g′ :
◦
U δ(a) → R

fonksiyonlarının a noktasında sürekli ve g′(a) �= 0 olmaları halinde (4.61)

bag̃ıntısı

lim
x→0

f(x)

g(x)
=

f ′(a)

g′(a)
(4.63)

s.eklinde yazılabilir. •
Not: 3. Eg̃er, f ′(x) ve g′(x) türev fonksiyonları f ve g nin Teorem 4.6.1

in kos.ullarını sag̃larsa o halde, L’Hospital kuralı bir defa daha uygulanabilir.

lim
x→a

f(x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

= lim
x→a

f ′′(x)
g′′(x)

bulunur. Benzer s.ekilde, belirsizlikten kurtu-

luncaya kadar is.leme devam edilir. •
Örneg̃in,

(a) lim
x→0

1−cos x
x2 = lim

x→0

sin x
2x

= lim
x→0

cos x
2

= 1
2
,

(b) lim
x→0

x−sin x
x3 = lim

x→0

1−cos x
3x2 = lim

x→0

sin x
6x

= lim
x→0

cos x
6

= 1
6
,

(c) lim
x→0

x4

x2+2 cos x−2
= lim

x→0

4x3

2x−2 sin x
= lim

x→0

12x2

2−2 cos x
= lim

x→0

24x
2 sin x

= lim
x→0

12
cosx

= 12.

Not: 4. Teorem 4.6.1 de
◦
U δ(a) koms.ulug̃u yerine sırasıyla

◦
U δ(a

−) =

(a − δ, a) ve
◦
U δ(a

+) = (a, a + δ) koms.ulukları alındıg̃ında sonucun sol ve sag̃

limitler (yani x → a− ve x → a+ iken ) ic.in de dog̃ru olacag̃ı ac.ıktır. •
Teorem 4.6.2 : Δ > 0 olmak üzere f, g : (Δ, +∞) → R (f, g : (−∞, −Δ) →
R) fonksiyonları (Δ, +∞)((−∞, −Δ)) üzerinde türevlenebilen , ∀x ∈ (Δ, +∞)

(∀x ∈ (−∞, −Δ)) ic. in g′(x) �= 0 ve lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

g(x) = 0( lim
x→−∞

f(x) =

lim
x→−∞

g(x) = 0) olsun. Eg̃er, lim
x→+∞

f ′(x)
g′(x)

= A ( lim
x→−∞

f ′(x)
g′(x)

= A) limiti varsa,

(A ∈ R veya A = ±∞ olabilir) lim
x→+∞

f(x)
g(x)

( lim
x→−∞

f(x)
g(x)

) limiti de vardır ve

lim
x→+∞

f(x)
g(x)

= lim
x→+∞

f ′(x)
g′(x)

( lim
x→−∞

f(x)
g(x)

= lim
x→−∞

f ′(x)
g′(x)

es. itlig̃i dog̃rudur.

İspat: t = 1
x

dersek, x → +∞ ⇐⇒ t → 0+ oldug̃una göre, F (t) =

f(1
t
) = f(x), G(t) = g(1

t
) = g(x) tanımıyla F, G :

◦
U 1

Δ
(0+) → R fonksiyonları

ic.in
◦
U 1

Δ
(0+) üzerinde Teorem 4.6.1’in bütün kos.ulları sag̃lanır. Buna göre ,

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

t→0+

f(1
t
)

g(1
t
)

= lim
t→0+

F (t)

G(t)
= lim

t→0+

F ′(t)
G′(t)

520 L’Hospital Kuralı

[F ′(t) = f ′(1
t
)(1

t
)′ = − 1

t2
f ′(1

t
) ve G′(t) = − 1

t2
g′(1

t
) oldug̃undan]

= lim
t→0+

− 1
t2

f ′(1
t
)

− 1
t2

g′(1
t
)

= lim
t→0+

f ′(1
t
)

g′(1
t
)

= lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)

bulunur.x → −∞ iken teoremin dog̃rulug̃u benzer s.ekilde gösterilir. �

Örnek 4.6.3 : lim
x→+∞

e
1
x −e−

1
x

ln(1+ 1
x
)

limitini bulunuz.

C. özüm: Teorem 4.6.2gereg̃i,

lim
x→+∞

e
1
x − e−

1
x

ln(1 + 1
x
)

= lim
x→+∞

− 1
x2 e

1
x − 1

x2 e
− 1

x2

− 1
x2

1+ 1
x

= lim
x→+∞

(1 +
1

1 + x
)(e

1
x + e−

1
x ) = 2

bulunur. �

4.6.2 ∞
∞ belirsizlik hali

Teorem 4.6.4 (2. L’Hospital Kuralı)) :

δ ∈ R+ , a ∈ R ve f, g :
◦
U δ(a

+) → R fonksiyonları
◦
U δ(a

+) koms.ulug̃u

üzerinde türevlenebilen , ∀x ∈ ◦
U δ(a

+) ic. in g′(x) �= 0 ve lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) =

+∞ (veya = −∞) olsun. Eg̃er, lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= A limiti varsa, (A ∈ R veya

A = ±∞ olabilir), lim
x→a+

f(x)
g(x)

limiti de vardır ve

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
(4.64)

olur.

İspat: Önce A ∈ R olsun. α :
◦
U δ(a

+) → R, α(x) = f ′(x)
g′(x)

− A fonksiyonu

ic.in lim
x→a+

α(x) = lim
x→a+

(f ′(x)
g′(x)

− A) = 0 oldug̃una göre, ∀ε > 0 ic.in ∃0 < δ1 < δ

öyle ki

∀x ∈ ◦
U δ1(a+) ic.in | α(x) |< ε

2
(4.65)
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f(x) ve g(x) fonksiyonları
◦
U δ(a

+) üzerinde sürekli (c.ünkü bu fonksiyonlar
◦
U δ(a

+) üzerinde türevlenebilirlerdir) olduklarına göre, ∃0 < δ2 < δ öyle ki,

∀x ∈ ◦
U δ2(a

+) ic.in f(x) > 0 ve g(x) > 0 (c.ünkü lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) =

+∞ dır) olur. Üstelik , lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = +∞ oldug̃una göre, δ3 =

min{δ1, δ2} olmak üzere ∃0 < δ0 < δ3 öyle ki, ∀x ∈ ◦
U δ0(a

+) ic.in f(x) �=
f(a + δ0) ve g(x) �= g(a + δ0) olur.

[x, a + δ0] ⊂ ◦
U δ(a

+) olacak s.ekilde her [x, a + δ0] aralıg̃ında f ve g fonksi-

yonları ic.in Cauchy teoreminin kos.ulları gerc.eklendig̃i ac.ıktır. Bu durumda,

f(x) − f(a + δ0)

g(x) − g(a + δ0)
=

f ′(t)
g′(t)

veya

f(x)

g(x)
.
1 − f(a+δ0)

f(x)

1 − g(a+δ0)
g(x)

=
f ′(t)
g′(t)

(4.66)

olacak s.ekilde bir t ∈ (x, a + δ0) noktası vardır.(4.66) dan

f(x)

g(x)
=

f ′(t)
g′(t)

1 − g(a+δ0)
g(x)

1 − f(a+δ0)
f(x)

(4.67)

bulunur. β(x) = 1 − 1− g(a+δ0)
g(x)

1− f(a+δ0)
f(x)

s.eklinde tanımlanan β :
◦
U δ0(a

+) → R fonksi-

yonu ic.in

lim
x→a+

β(x) = 1 − lim
x→a+

1 − g(a+δ0)
g(x)

1 − f(a+δ0)
f(x)

[ lim
x→a+

f(a+δ0)
f(x)

= lim
x→a+

g(a+δ0)
g(x)

= 0 oldug̃una göre, ]

= 1 − 1 = 0 olur.

α(x) ve β(x) fonksiyonlarının tanımına göre (4.67) den dolayı

f(x)

g(x)
= [A + α(t)][1 + β(x)] = A + α(t) + Aβ(x)α(t)β(x) (4.68)
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yazabiliriz.

lim
x→a+

β(x) = 0 ⇒ ∀ε > 0∃δ′0 ∈ (0, δ0) öyle ki ∀x ∈ ◦
U δ′0(a+) ic.in

| Aβ(x) + α(t)β(x) |< ε

2
(4.69)

olur. Bu durumda, [x, a + δ′0] ⊂ ◦
U δ0(a+) olacak s.ekilde her x ∈ ◦

U δ0(a+) ic.in

(4.68),(4.65), ve (4.69) dan dolayı

| f(x)

g(x)
− A |�| α(t) | + | Aβ(x) + α(t)β(x) |< ε

2
+

ε

2
= ε

olur. Bu ise, (4.64) nin dog̃ru olması demektir. lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= +∞(−∞) oldug̃u

durumda lim
x→a+

g′(x)
f ′(x)

= 0 oldug̃una göre, yukarıda gösterildig̃i gibi lim
x→a+

f(x)
g(x)

=

0, dolayısıyla, lim
x→a+

f(x)
g(x)

= +∞(−∞) oldug̃u elde edilir. Böylece, A = ±∞
durumlarında da teorem ispatlanmıs. olur. �

Not 1: Teorem 4.6.4 te
◦
U δ0 (a+) koms.ulug̃u yerine

◦
U δ0 (a−) alındıg̃ında

sonucun sol limit ic.in de dog̃ru olacag̃ı ac.ıktır. •
Not 2: 1. L’Hospital kuralında (Teorem 4.6.2) oldug̃u gibi Teorem 4.6.4

ün uygun kos.ullar sag̃landıg̃ında x → −∞ (veya x → +∞) durumunda da

dog̃ru olacag̃ı ac.ıktır. •
Not 3: ∞ − ∞, 0.∞, 00, ∞0 ve 1∞ s.eklindeki belirsizlikler uygun is.lemler

yapılarak 0
0

veya ∞
∞ bic.imindeki belirsizliklerden birine dönüs.türülebilir. •

Örneg̃in,

(a) f−g =

1
g

− 1
f

1
g

1
f

es.itlig̃i yardımıyla ∞−∞ s.eklindeki belirsizlik 0
0

s.eklindeki

belirsizlig̃e;

(b) f · g =
f
1
g

(f · g =
g
1
f

) es.itlig̃i yardımıyla 0 · ∞ s.eklindeki belirsizlik 0
0
(∞∞)

s.eklindeki belirsizlig̃e;

(c) 00 (ya da ∞0 veya 1∞) s.eklindeki belirsizlik olus.turan y = f g ifadesi

ln y = g ln f es.itlig̃i yardımıyla ln y fonksiyonu ic.in 0 ·∞, dolayısıyla, sonuc.ta
0
∞ (veya ∞

∞) s.eklindeki belirsizlig̃e dönüs.türülebilir.
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4.6.3 C. özümlü Problemler

(1) L’Hospital kuralından faydalanarak as.ag̃ıdaki limitleri bulunuz.

(a) lim
x→1

x5−3x2+7x−5
x4−5x+4

; (b) lim
x→0

ln( 2
π

arccosx)

ln(1+x)
;

(c) lim
x→1

xx−1
ln x

; (d) lim
x→0

xarcsin(x2)
x cos x−sin x

;

(e) lim
x→0

sin ax−sin bx
sinh ax−sinh bx

; (f) lim
x→1

xα−1
xβ−1

(β �= 0);

(g) lim
x→π

2
+

ln(x−π
2
)

tan x
; (h) lim

x→0+

ln(1−cos x)
ln tan x

;

(i) lim
x→0

( 1
tan x

− 1
ex−1

); (j) lim
x→0

( 1
x2 − cot2 x);

(k) lim
x→0+

xxx−1; (l) lim
x→+∞

{(π
2

− arctanx)} 1
x ;

(m) lim
x→0+

(ln cot x)tan x; (n) lim
x→0

(cos x)
1

x2 ;

(o) lim
x→π

4

(tan x)tan 2x; (p) lim
x→0+

| ln x |2x;

(q) lim
x→1

( 1
x
)

1
sin πx ; (r) lim

x→a
(2 − x

a
)tan πx

2a .

C. özüm: (a) Verilen limit 0
0

s.eklinde bir belirsizliktir. O halde, (4.61)

formülüne göre

lim
x→1

x5 − 3x2 + 7x − 5

x4 − 5x + 4
= lim

x→1

(x5 − 3x2 + 7x − 5)′

(x4 − 5x + 4)′

= lim
x→1

5x4 − 6x + 7

4x3 − 5
= −6

olur.

(b) Verilen limit 0
0

s.eklinde bir belirsizliktir. O halde,

lim
x→0

ln( 2
π
arccosx)

ln(1 + x)

[(4.61) den]

= lim
x→0

− π
2
√

1−x2arccosx
1

1+x

= −π

2

olur.

(c) Verilen limit 0
0

s.eklinde bir belirsizliktir. O halde, lim
x→1

xx−1
ln x

[(4.61)
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den] = lim
x→1

xx ln x+xxx−1

1
x

= lim
x→1

xx+1(ln x + 1) = 1 olur.

(d) Verilen limit 0
0

s.eklinde bir belirsizliktir. O halde, lim
x→0

xarcsin(x2)
x cos x−sin x

[(4.61) den] = lim
x→0

arcsin(x2)+ 2x2√
1−x4

−x sin x
[x → 0 iken arcsin(x2) ∼ x2 ve

sin x ∼ x oldug̃undan]

= lim
x→0

x2 + 2x2√
1−x4

−x2
= lim

x→0

1 + 2√
1−x4

−1
= −3

olur.

(e) Verilen limit 0
0

s.eklinde bir belirsizliktir. O halde,

lim
x→0

sin ax − sin bx

sinh ax − sinh bx
[(4.61)den] = lim

x→0

a cos ax − b cos bx

a cosh ax − b cosh bx
=

a − b

a − b
= 1

olur.

(f) Verilen limit 0
0

s.eklinde bir belirsizliktir. O halde,

lim
x→1

xα − 1

xβ − 1
[(4.61)den] = lim

x→1

αxα−1

βxβ−1
=

α

β

olur.

(g) Verilen limit 0
0

s.eklinde bir belirsizliktir. O halde,

lim
x→π

2
+

ln(x − π
2
)

tan x
[(4.64)ten] = lim

x→π
2

+

cos2 x

x − π
2

[(4.61)den] = lim
x→0

−2 cos x sin x

1
= 0

olur.

(h) Verilen limit 0
0

s.eklinde bir belirsizliktir. O halde, lim
x→0+

ln(1−cos x)
ln tan x

[(4.64) ten] = lim
x→0+

sin2 x cos x
1−cos x

[(4.61) den] = lim
x→0+

2 sin x cos2 x−sin3 x
sin x

= lim
x→0+

(2cos2x − sin2 x) = 2 olur.

(i) Verilen limit, 0
0

s.eklinde bir belirsizliktir.

lim
x→0

(
1

tan x
− 1

ex − 1
) = lim

x→0

ex−1 − tan x

tan x(ex − 1)

[x → 0 iken tan x ∼ x ve ex−1 ∼ x oldugundan]

= lim
x→0

ex−1 − tan x

x2
[(4.61)den] = lim

x→0

ex − 1
cos2 x

2x
[(4.61)den] =
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lim
x→0

ex − 2 sin x
cos3 x

2
=

1

2
olur.

(j) Verilen limit 0
0

s.eklinde bir belirsizliktir.

lim
x→0

(
1

x2
− cot2 x) = lim

x→0

sin2 x − x2 cos2 x

x2 sin2 x

= lim
x→0

sin x + x cos x

sin x
.
sin x − x cos x

x2 sin x

= lim
x→0

sin x + x cos x

sin x
lim
x→0

sin x − x cos x

x2 sin x

= lim
x→0

(1 +
x

sin x
cos x) lim

x→0

sin x − x cos x

x2 sin x

= 2 lim
x→0

sin x − x cos x

x2 sin x
[(4.61)den]

= 2 lim
x→0

x sin x

2x sin x + x2 cos x
= 2 lim

x→0

1

2 + x
sin x

cos x

=
2

2 + 1
=

2

3

olur.

(k) y = xxx−1 olsun. O halde ln y = (xx − 1) ln x olur. Bu da 0.∞
s.eklinde bir belirsizliktir. O halde,

lim
x→0+

ln y = lim
x→0+

(xx − 1) ln x

= lim
x→0+

(ex ln x) − 1) ln x

= lim
x→0+

(ex ln x) − 1

x ln x
x ln2 x

= lim
x→0+

(ex ln x) − 1

x ln x
lim

x→0+
x ln2 x

olur. lim
x→0+

x ln x = lim
x→0+

ln x
1
x

[(4.61) den ] lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= − lim
x→0+

x = 0 ve

t → 0 iken et−1 ∼ t oldugundan x → 0+ iken (ex ln x) − 1 ∼ x ln x dir.

Buna göre lim
x→0+

(ex ln x)−1
x ln x

= 1 olur. Dolayısıyla

lim
x→0+

ln y = lim
x→0+

x ln2 x = lim
x→0+

ln2 x
1
x
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[(4.61) den] = lim
x→0+

2 ln x
x

− 1
x2

= −2 lim
x→0+

x ln x bulunur. O halde, x → 0+

iken y → 1, yani lim
x→0+

xxx−1 = 1 olur.

(l) Verilen limit 00 s.eklinde bir belirsizliktir. y = (π
2

− arctanx)
1
x

olsun. Bu durumda,

ln y =
ln(π

2
− arctanx)

x

olur. Bu da ∞
∞ s.eklinde bir belirsizliktir. O halde,

lim
x→+∞

ln y = lim
x→+∞

ln(π
2

− arctanx)

x

[(4.64) ten]

lim
x→+∞

2x
(1+x2)2

− 1
1+x2

= lim
x→+∞

− 1
(1+x2)

π
2

− arctanx

[(4.61) den] = −2 lim
x→+∞

x
1+x2 = 0 x → +∞ iken y → 1, yani

lim
x→+∞

(π
2

− arctanx)
1
x = 1 olur.

(m) Verilen limit ∞0 s.eklinde bir belirsizliktir. y = (ln cot x)tan x

olsun. ln y = tan x ln(ln cot x) = ln(ln cot x)
cot x

olur. Bu da ∞
∞ s.eklinde

bir belirsizliktir. O halde, lim
x→0+

ln y = lim
x→0+

ln(ln cot x)
cot x

[(4.64) ten] =

lim
x→0+

1
ln cot x

(− 1
cos2 x

− 1
cos2 x

= lim
x→0+

1
ln cot x

= lim
t→+∞

1
ln t

= 0 ⇒ x → 0+ iken y → 1,

yani lim
t→0+

(ln cot x)tan x = 1 olur.

(n) Verilen limit 1∞ s.eklinde bir belirsizliktir. y = (cos x)
1

x2 olsun.

ln y = 1
x2 ln cos x olur. Bu da 0

0
s.eklinde bir belirsizliktir. O halde,

lim
x→0

ln y = lim
x→0

ln cos x
x2 [(4.61) den] = lim

x→0

− sin x
cos x

2x
= −1

2
lim
x→0

sin x
x

1
cos x

= −1
2

x → 0 iken y = e−
1
2 , yani lim

x→0
(cos x)

1
x2 = e−

1
2 olur.

(o) Verilen limit 1∞ s.eklinde bir belirsizliktir. y = (tan x)tan 2x olsun.

ln y = tan 2x ln tan x olur. Bu da 0.∞ s.eklinde bir belirsizliktir.O halde,

lim
x→π

4

ln y = lim
x→π

4

ln tan x
cot 2x

[(4.61) den] = lim
x→π

4

1
tan x

1
cos2 x

− 2
sin2 2x

= −1
2

lim
x→π

4

sin2 2x
sin x cos x

=

−1
2

lim
x→π

4

4 sin x cos x = −1 x → π
4

iken y → e−1, yani lim
x→π

4

(tan x)tan 2x =
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e−1 olur.

(p) Verilen limit ∞0 s.eklinde bir belirsizliktir. y =| ln x |2x olsun.

ln y = 2x ln | ln x | olur. Bu da 0.∞ s.eklinde bir belirsizliktir. O

halde, lim
x→0+

ln y = lim
x→0+

2x ln | ln x |= 2 lim
x→0+

ln|ln x||
1
x

= [(4.64) ten] =

2 lim
x→0+

1
|x||ln x|
− 1

x2
= 2 lim

x→0+

x
|ln x| = 2 lim

x→0+

x
ln x

= 0 olur. Demek ki, x → 0+

iken y → 1, yani lim
x→0+

| ln x |2x= 1 olur.

(q) Verilen limit 1∞ s.eklinde bir belirsizliktir. y = ( 1
x
)

1
sin πx olsun.

ln y = 1
sin πx

ln 1
x

olur. Bu da 0
0

s.eklinde bir belirsizliktir. O halde,

lim
x→1

ln y = − lim
x→1

ln x
sin πx

[(4.61) den] = − lim
x→1

1
πx cos πx

= 1
π

yani x → 1 iken

y → e
1
π lim

x→1
( 1

x

1
sin πx = e

1
π olur.

(r) Verilen limit 1∞ s.eklinde bir belirsizliktir. y = (2 − x
a
)tan πx

2a olsun.

ln y = tan πx
2a

ln(2− x
a
) =

ln(2−x
a
)

cot πx
2a

olur. Bu da 0
0

s.eklinde bir belirsizliktir.

O halde, lim
x→a

ln y = lim
x→a

(2−x
a
)

cot πx
2a

[(4.61) den] = lim
x→a

2 sin2( π
2a

)

π(2−x
a

= 2
π
, x → a

iken y → e
2
π , yani lim

x→a
(2 − x

a
)tan πx

2a = e
2
π = olur. �

(2) f : R → R

f(x) =

{
1
x

− 1
ex−1

, x �= 0 ise,
1
2
, x = 0 ise

fonksiyonunun x = 0 da türevi var mıdır?

C. özüm: Verilen fonksiyonun x = 0 noktasında türevlenebilir olması

ic.in F (x) = f(x)−f(0)
x−0

=
1
x
− 1

ex−1
− 1

2

x
: R \ {0} → R fonksiyonunun x → 0

iken sonlu limiti olmalıdır. lim
x→0

F (x) limitini L’Hospital kuralından

faydalanarak bulalım. lim
x→0

( 1
x

− 1
ex−1

− 1
2
) = lim

x→0

2ex−2−x−xex

2x(ex−1)
[(4.61)

den] = lim
x→0

ex−1−xex

2(ex(1+x)−1)
[(4.61) den] = 1

2
lim
x→0

−xex

2ex+xex = 0 oldug̃una göre,

x → 0 iken F (x) fonksiyonunun limiti 0
0

s.eklinde belirsizliktir. O halde,

lim
x→0

F (x) = lim
x→0

2ex−2−x−xex

2x2(ex−1) [(4.61) den] = lim
x→0

2ex−1−ex−xex

4x(ex−1)+2x2ex [(4.61) den]

= lim
x→0

−xex

4(ex−1)+ex(8x+2x2)
= [(4.61) den] lim

x→0

−ex(x+1)
(12+12x+2x2)ex = − 1

12
,yani

f ′(0) = − 1
12

olur. �
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(3) lim
x→∞

x−sin x
x+cos x

limitinin hesaplanmasında L’Hospital kuralının uygulana-

madıg̃ını gösteriniz. Bu limiti bas.ka yolla hesaplayız.

C. özüm: ∀x ∈ R ic.in | sin x |≤ 1 ve | cos x |≤ 1 oldug̃una göre,

∀x ∈ R \ {0} ic.in

| sin x

x
|≤ 1

| x | , | cos x

x
|≤ 1

| x |
=⇒ lim

x→∞
sin x

x
= lim

x→∞
cos x

x
= 0

olur. O halde, lim
x→∞

x−sin x
x+cos x

= lim
x→∞

1− sin x
x

1+ cos x
x

= 1 bulunur. Verilen limit ∞
∞

s.eklinde belirsizliktir. Ancak burada 2. L’Hospital kuralından yarar-

lanamayız. C. ünkü, lim
x→∞

x−sin x
x+cos x

= lim
x→∞

1−cos x
1−sin x

limiti yoktur. Gerc.ekten,

F (x) = 1−cos x
1−sin x

(x �= π
2

+ 2kπ, k ∈ N) olmak üzere x′
n = 2nπ, n ∈ N ic.in

n → ∞ iken F (x′
n) = 0 → 0, x′′

n = −π
2

+ 2nπ, n ∈ N ic.in n → ∞ iken

F (x′′
n) = 1

2
→ 1

2
�

(4) [a, b] üzerinde tanımlanmıs. f, g : [a, b] → R fonksiyonları ic.in

(a) f ile g fonksiyonları (a, b) üzerinde (n+1). mertebeden türevlenebilirdir,

(b) f(a) = f ′(a) = · · · = f (n)(a) = 0,

(c) g(a) = g′(a) = · · · = g(n)(a) = 0,

(d) ∀x ∈ (a, b) ic.in g(k)(x) �= 0, k = 0, 1, 2, ..., n, kos.ulları sag̃lanıyorsa,

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f (n+1)(x)

g(n+1)(x)

oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: [a, x] (a < x ≤ b) aralıg̃ında f ve g fonksiyonları ic.in Teorem

4.4.16 nın kos.ulları sag̃landıg̃ından

f(x)

g(x)
=

f(x) − f(a)

g(x) − g(a)
=

f ′(c1)

g′(c1)

olacak s.ekilde bir c1 ∈ (a, x) noktası vardır. [a, c1] aralıg̃ında f ve g

fonksiyonları ic.in Teorem 4.4.16 ’ nın kos.ulları sag̃landıg̃ından

f(x)

g(x)
=

f ′(c1)

g′(c1)
=

f ′(c1) − f ′(a)

g′(c1) − g′(a)
=

f ′′(c2)

g′′(c2)
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olacak s.ekilde bir c2 ∈ (a, c1) noktası vardır. Benzer s.ekilde devam

ederek (n + 1). adımda

f(x)

g(x)
=

f (n)(cn)

g(n)(cn)
=

f (n)(cn) − f (n)(a)

g(n)(cn) − f (n)(a)
=

f (n+1)(c)

g(n+1)(c)

olacak s.ekilde bir c ∈ (a, cn) ⊂ (a, x) noktasının mevcut oldug̃unu elde

ederiz. Bu es.itlikte x → a iken limite gec.ersek lim
x→a

f(x)
g(x)

[x → a =⇒ c →
a dan dolayı] = lim

c→a

f (n+1)(c)

g(n+1)(c)
,dolayısıyla, istenen es.itlig̃in dog̃rulug̃u elde

edilir. �

4.6.4 Ek Problemler

(5) L’Hospital kuralından faydalanarak as.ag̃ıdaki limitleri bulunuz.

(a) lim
x→1

3x2+4x−7
2x2+3x−5

; (b) lim
x→1

x3−3x2+7x−5
x3+2x2−9x+6

;

(c) lim
x→1

x20−2x+1
x30−2x+1

; (d) lim
x→0

ln cos x
ln cos 3x

;

(e) lim
x→0

2arctanx−x
2x−arcsinx

; (f) lim
x→0

ln(1+x+x2)+ln(1−x+x2)
1−cos x

;

(g) lim
x→0

ln(1+x)−x2

2
−sin x

arctan3x
; (h) lim

x→1

√
5x3−x−2x
5√

x2−1
;

(i) lim
x→1+

arctan(x−1)√
x2+x−2

; (j) lim
x→π

2
+

ln(x−π
2
)

tan x
;

(k) lim
x→1+

ln(x−1)
ln(x2−1)

; (l) lim
x→∞

ex+3x3

4ex+2x2 ;

(m) lim
x→0

( 2
sin2 x

− 1
1−cos x

); (n) lim
x→π

2

( x
cot x

− π
2 cos x

);

(o) lim
x→1

( 1
ln x

− x
x−1

); (p) lim
x→0+

x ln(ln 1
x
);

(q) lim
x→+∞

x ln( 2
π
arctanx); (r) lim

x→−∞
(cot πx

1+x
)

1
x ;

(s) lim
x→0+

xx; (t) lim
x→0

( 2
π
arccosx)

1
x ;

(u) lim
x→π

2
+
(tan x)sin 2x; (v) lim

x→0
(arcsinx)tan x;

(w) lim
x→0+

(2
√

x + x)
1

ln x ; (x) lim
x→0

( sin x
x

)
1

1−cos x ;

(y) lim
x→0

(1 + x2)
1

ex−1−x ; (z) lim
x→0+

( ln(1+x)

3((1+x)
1
3 −1

)
x

sin2 x ;
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(xx) lim
x→0

( tan(sin x)
sin(tan x)

)
1

x2 ; (yy) lim
x→0+

tanx(1 − xx);

(zz) lim
x→0

( sin100 x
x99 sin x

)
2

3x2 ;

Cevap:

(a) 10
7
; (b) -2; (c) 9

14
; (d) 1

9
; (e) 1; (f) 2;

(g) 1
2
; (h) 15

4
; (i) 0; (j) 0; (k) 1; (l) 1

4
;

(m) 1
2
; (n) −1; (o) −1

2
; (p) 0; (q) − 2

π
; (r) 1;

(s) 1; (t) e−
2
π ; (u) 1; (v) 1; (w)

√
e; (x) e2;

(y) e−
1
6 ; (z) 1; (xx) 1; (yy) 1; (zz) e−11 .

(6) As.ag̃ıdaki limitlerin hesaplanmasında L’Hospital kuralının yararlı ol-

madıg̃ını gösteriniz. Bu limitleri bas.ka yollardan hesaplayınız.

(a) lim
x→+∞

x2

x2−sin x
; (b) lim

x→+∞
e−ax

e

−x
(2 − sin x − cos x); .

Cevap: (a)1; (b)0; a > 1 ise,+∞; a < 1 ise, limit yoktur,a = 1 ise .

(7) n ∈ N olmak üzere lim
x→0

e
− 1

x2

xn ; limitini bulunuz.

Cevap: 0

(8) Proplem 6. dan ve türev tanımından faydalanarak f : R → R

f(x) =

{
e−

1
x2 , x �= 0 ise,

0, x = 0 ise

fonksiyonunun x = 0 noktasında türevini bulunuz.

Cevap: f ′(0) = 0 .

4.7 Fonksiyonların Diferensiyel Hesabı Yöntemleri

ile Aras.tırılması

4.7.1 Fonksiyonların Monotonluk Kos.ulları

Önerme 4.7.1 : f : (a, b) → R fonksiyonu (a, b) üzerinde türevlenebilir

olsun. Bu durumda, (a, b) üzerinde
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f ′(x) > 0 =⇒ f artandır =⇒ f ′(x) ≥ 0,

f ′(x) ≥ 0 =⇒ f azalmayandır =⇒ f ′(x) ≥ 0,

f ′(x) ≡ 0 =⇒ f sabit =⇒ f ′(x) ≡ 0,

f ′(x) ≤ 0 =⇒ f artmayandır =⇒ f ′(x) ≤ 0,

f ′(x) < 0 =⇒ f azalandır =⇒ f ′(x) ≤ 0,

kars. ılıklı bag̃ıntıları mevcuttur.

Soldaki sütunda yer alan önermelerin dog̃ru oldug̃u Sonuc. 4.4.15 ten bel-

lidir. Sag̃daki sütunda yer alan önermelerin dog̃rulug̃u türev tanımından

görülür. Örneg̃in, (a, b) üzerinde türevli f : (a, b) → R fonksiyonu artan

oldug̃unda ∀x ∈ (a, b) ic.in f ′ ≥ 0 olacag̃ını görelim. x, x + h ∈ (a, b) olmak

üzere h > 0 ic.in f(x + h) − f(x) > 0 ve h < 0 ic.in f(x + h) − f(x) < 0

oldug̃una göre, x + h ∈ (a, b) kos.ulunu sag̃layan her x ∈ (a, b) ve 0 �= h ∈ R

ic.in
f(x+h)−f(x)

h
> 0 oldug̃una göre, Teorem 2.4.24 (c) den dolayı

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
≥ 0

olur.

Uyarı 4.7.2 (a, b) aralıg̃ında türevli f : (a, b) → R fonksiyonu artan (aza-

lan) ise, ∀x ∈ (a, b) ic. in f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0) es. itsizlig̃i deg̃il, f ′(x) ≥
0 (f ′(x) ≤ 0) es. itsizlig̃i dog̃rudur. Örneg̃in, f : R → R, f(x) = x3(f(x) =

−x3) fonksiyonu R üzerinde türevlenebilen ve artan (azalan) olmasına rag̃men

f ′(0) = (3x2)(0) = 0 (f ′(0) = (−3x2)(0) = 0) olur.

Örnek 4.7.3 : f(x) = arccotx − arccos x√
1+x2 fonksiyonunun R üzerinde

sabit bir fonksiyon oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: ∀x ∈ R ic.in

f ′(x) = (arccotx)′ − (arccos
x√

1 + x2
)′

= − 1

1 + x2
+

1

1 + x2
= 0
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oldug̃una göre, R üzerinde f(x) = c ( c -sabit) olur. Özel olarak, x = 0

ic.in c = f(0) = arccot0 − arccos0 = π
2

− π
2

= 0 oldug̃una göre, R üzerinde

arccotx − arccos x√
1+x2 ≡ 0 olur. �

Örnek 4.7.4 : f : R → R, f(x) = x3 − 3x + 2 fonksiyonunun monotonluk

aralıklarını bulunuz.

C. özüm: f ′(x) = 3(x2 − 1) > 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞, −1) ∪ (1, ∞) f ′(x) =

3(x2 − 1) < 0 ⇐⇒ x ∈ (−1, 1) oldug̃una göre, f fonksiyonu (−∞, −1) ve

(1, ∞) aralıkları üzerinde artan, (−1, 1) aralıg̃ında ise, azalandır. �

4.7.2 Ekstremumların Varlıg̃ı Kos.ulları

Fermat Teoremi (Bkz. Teorem 4.4.8) göz önüne alındıg̃ında as.ag̃ıdaki

önermenin dog̃ru oldug̃unu söyleyebiliriz.

Önerme 4.7.5 (Ekstremumum Varlıg̃ı ic. in Gerekli kos.ul): x0 ∈ R nok-

tası f : U(x0) → R fonksiyonunun ekstremum noktası olması ic. in gerekli

kos.ul f ′(x0) = 0 veya f, x0 da türevlenebilir deg̃ildir kos.ullarından birinin

sag̃lanmasıdır.

Uyarı 4.7.6 : x0 ∈ R noktası f : U(x0) → R fonksiyonunun ekstremum

noktası olması ic. in Önerme 4.7.5 deki kos.ullar gereklidir, fakat yeterli deg̃ildir.

Örneg̃in, f(x) =| x − 1 | ve g(x) = 3
√

x − 1 fonksiyonu x = 1 noktasında

türevli deg̃ildir, fakat x = 1, f nin lokal minimum noktası olup, g fonksiy-

onu ic. in ekstremum noktası deg̃ildir; F (x) = (x + 1)2 ve G(x) = (x + 1)3

fonksiyonları ic. in x = −1 noktası F nin lokal minimum noktası olup, G nin

ekstremum noktası deg̃ildir.

Tanım 4.7.7 : x0 ∈ (a, b) noktasında türevli f : (a, b) → R fonksiyonu ic. in

f ′(x0) = 0 ise, x0 noktasına f in duraklama (veya kararlılık) noktası denir.

Tanım 4.7.8 : f : (a, b) → R fonksiyonunun (a, b) üzerinde duraklama ve

türevli olmadıg̃ı noktalara f in kritik noktaları (ekstremuma göre) denir.
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Örnek 4.7.9 : f : R → R, f(x) = x
4
3 (1 − x)

1
3 fonksiyonunun kritik nokta-

larını bulunuz.

C. özüm: 0, 4
7

ve 1 noktaları f nin kritk noktalarıdır. C. ünkü, x = 1

noktasında fonksiyon türevli olmayıp, x = 0 ve x = 1 noktalarında sırasıyla

f ′(0) = 0 ve f ′(5
7
) = 0 dır. �

Not: Yukarıdaki sonuc.lardan da görüldüg̃ü gibi fonksiyonun ekstrem

deg̃erlerini onun kritik (ekstremuma göre) noktalardaki deg̃erleri arasında

aramak gerekir. Bu nedenle, birinci ve yüksek mertebeden türevler yardımı

ile ekstrem deg̃erleri ic.in as.ag̃ıdaki yeterli türev testlerini verebiliriz. •

Önerme 4.7.10 (Ekstremumum Varlıg̃ı ic. in birinc. i Türev Testi):

f : U(x0) → R fonksiyonu x0 ∈ R noktasında sürekli ve
◦
U (x−

0 ) = {x ∈
U(x0) : x < x0} ve

◦
U (x+

0 ) = {x ∈ U(x0) : x > x0} üzerinde türevlenebilir

olsun. Bu durumda,

(a) ∀x ∈ ◦
U (x−

0 ) ic. in f ′(x) < 0 ve ∀x ∈ ◦
U (x+

0 ) ic. in f ′(x) < 0 ise, x0

noktası f nin ekstremum noktası deg̃ildir,

(b) ∀x ∈ ◦
U (x−

0 ) ic. in f ′(x) > 0 ve ∀x ∈ ◦
U (x+

0 ) ic. in f ′(x) > 0 ise, x0

noktası f nin ekstremum noktası deg̃ildir,

(c) ∀x ∈ ◦
U (x−

0 ) ic. in f ′(x) < 0 ve ∀x ∈ ◦
U (x+

0 ) ic. in f ′(x) > 0 ise, x0

noktası f nin bir lokal minumum noktasıdır,

(d) ∀x ∈ ◦
U (x−

0 ) ic. in f ′(x) > 0 ve ∀x ∈ ◦
U (x+

0 ) ic. in f ′(x) < 0 ise, x0

noktası f nin bir lokal maksimum noktasıdır,

İspat: İspatı (a) ve (c) durumlarında yapalım ((b) ve (d) durumlarında

ispat benzer s.ekilde yapılır).

(a) f fonksiyonu x0 da sürekli ve
◦
U (x−

0 ) üzerinde azalan oldug̃una göre,

∀x ∈ ◦
U (x−

0 ) ic.in f(x) > f(x0) ve
◦
U (x+

0 ) üzerinde azalan oldug̃una göre,

∀x ∈ ◦
U (x−

0 ) ic.in f(x) < f(x0) dır. O halde, x0, f nin ekstremum noktası

deg̃ildir.
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(c) f fonksiyonu x0 da sürekli ve
◦
U (x−

0 ) üzerinde azalan oldug̃una göre,

∀x ∈ ◦
U (x−

0 ) ic.in f(x) > f(x0) olur. f fonksiyonu x0 da sürekli ve
◦
U (x+

0 )

üzerinde artan oldug̃una göre, ∀x ∈ ◦
U (x+

0 ) ic.in f(x) > f(x0) olur. O halde,

∀x ∈ ◦
U (x0) ic.in f(x) > f(x0) olur. Dolayısıyla x0, f nin bir lokal minumum

noktasıdır. �

Not: Önermeden görüldüg̃ü gibi kritik noktadan gec.is.te, türev is.aretini

negatiften (pozitiften) pozitife (negatife) deg̃is.tiriyorsa bu nokta lokal mini-

mum (maksimum) noktasıdır. Eg̃er, kritik noktadan gec.is.te, türev is.aretini

deg̃is.tirmiyorsa bu nokta ekstremum noktası deg̃ildir. •

Önerme 4.7.11 (Ekstremum Varlıg̃ı ic. in Yüksek Mertebeden Türev Testi):

x0 ∈ R noktasının bir U(x0) ⊂ R koms.ulug̃unda tanımlı f : U(x0) → R

fonksiyonu U(x0) üzerinde n. mertebeden türevlenebilir olsun ve

(a) f ′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0 (n > 0),

(b) f (n)(x0) �= 0 ve f (n)(x) fonksiyonu x0 da sürekli olma kos.ullarını

sag̃lasın.

Bu durumda,

(i) Eg̃er, n c. ift ve f (n)(x0) > 0 ise, x0, f nin bir lokal minimum,

f (n)(x0) < 0 ise x0, f nin lokal maksimum noktasıdır.

(ii) Eg̃er, n tek ise, x0, f nin ekstremum noktası deg̃ildir.

İspat: (a) kos.ulundan f : U(x0) → R fonksiyonunun Peano kalan terimli

Taylor formülü (Bkz.(4.58)) lim
x→x0

α(x) = 0 olmak üzere

f(x) − f(x0) = [
f (n)(x0)

n!
+ α(x)](x − x0)

n (4.70)

bic.iminde yazılabilir. f (n)(x0) �= 0 ve lim
x→x0

α(x) = 0 oldug̃una göre, ∀x ∈
Ũ(x0) ic.in f (n)(x0) ile f (n)(x0)

n!
+ α(x) nin is.areti aynı olacak s.ekilde x0 ın

Ũ(x0) ⊂ U(x0) koms.ulug̃u vardır. O halde, n tek ve f (n)(x0) �= 0 ise, x0 dan
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gec.is.te (x−x0)
n ifadesi is.aretini deg̃is.tirdig̃ine göre, [f (n)(x0)

n!
+α(x)](x−x0)

n

ifadesi dolayısıyla, f(x) − f(x0) ifadesi is.aretini deg̃is.tirmektedir. Demek ki,

n tek ve f (n)(x0) �= 0 ise, x0, f nin lokal eksteremum noktası deg̃ildir.

S. imdi n c.ift ve f (n)(x0) �= 0 olsun. Bu durmuda, ∀x ∈ U(x0) ic.in

(x − x0)
n > 0 oldug̃una göre, (4.70) den f(x) − f(x0) ve f (n)(x0) < 0

aynı is.aretlidir. Buna göre, x0, f nin bir lokal eksteremum noktası, yani

f (n)(x0) > 0 ise, lokal minimum ve f (n)(x0) < 0 ise, lokal maksimum nok-

tasıdır. �

Örnek 4.7.12 : f(x) = sin x olsun. f ′(x) = cos x ve f ′′(x) = − sin x

oldug̃una göre, f ′(x) = cos x = 0 olacak s.ekilde tüm noktalar, yani xk =
π
2

+ kπ, k ∈ Z noktaları sin x fonksiyonunun lokal eksteremum noktalarıdır,

c. ünkü n = 2 c. ift sayısı ic. in f (2)(xk) = − sin(xk) = (−1)(k−1) �= 0, k ∈ Z dır.

Buna göre, f (2)(x2k) = −1 < 0, k ∈ Z oldug̃una göre, x(2k) = π
2

+ 2kπ, k ∈ Z

noktaları sin x fonksiyonunun lokal maksimum, f (2)(x2k−1) = 1 > 0, k ∈ Z

oldug̃una göre, x2k−1 = −π
2

+ 2kπ, k ∈ Z noktaları sin x fonksiyonunun lokal

minimum noktalarıdır.

Örnek 4.7.13 : As.ag̃ıdaki önermelerin dog̃rulug̃unu gösteriniz.

(a) ∀x ∈ R+ ve α ∈ (0, 1) ic. in

xα − αx + α − 1 ≤ 0 (4.71)

(b) ∀x ∈ R+ ve α ∈ (−∞, −1) ∪ (1, +∞) ic. in

xα − αx + α − 1 ≥ 0 (4.72)

dır.

C. özüm: f(x) = xα − αx + α − 1 olsun. f ′(x) = α(xα−1 − 1) ⇒
f ′(1) = 0 ⇒ x = 1 noktasından gec.is.te f ′(x) türev fonksiyonu α ∈ (0, 1) iken

is.areti poziften negatife ve α ∈ (−∞, −1) ∪ (1, +∞) iken negatiften pozitife

deg̃is.tirir. Birinci halde x = 1, f nin yerel maksimum, ikinci halde x = 1, f
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nin yerel minumum noktası olur. f(1) = 0 oldug̃una göre, (4.71) ve (4.72)

es.itsizliklerinin dog̃ru oldug̃u anlas.ılır. x = 1 noktasının dıs.ında (4.71) ve

(4.72) de sırasıyla < ve > is.areti gec.erlidir. �

Örnek 4.7.14 (Young Es. itsizlig̃i):

p, q ∈ R+ \ {1} ve 1
p
+ 1

q
= 1 olsun. Bu durumda, ∀a, b ∈ R+ sayıları ic. in

(a) Eg̃er p > 1 ise,

a
1
p b

1
q ≤ a

p
+

b

q
(4.73)

(b) Eg̃er 0 < p < 1 ise,

a
1
p b

1
q ≥ a

p
+

b

q
(4.74)

es. itsizliklerinin dog̃ru oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: (4.71) ve (4.72) te x = a
b

ve α = 1
p

dersek 1
q

= 1− 1
p

olacag̃ından

(4.73) ve (4.74) es.itsizliklerinin sag̃landıg̃ı anlas.ılır. �

Örnek 4.7.15 : p ile q, 1 < p < +∞, 1
p
+ 1

q
= 1 kos.ullarını sag̃layan iki sayı

olmak üzere herhangi x1, · · · , xn ve y1, · · · , yn (reel veya kompleks) sayıları

ic. in

n∑
k=1

| xkyk |≤ (
n∑

k=1

| xk |p) 1
p (

n∑
k=1

| yk |q) 1
p (4.75)

(
n∑

k=1

| xk + yk |p)
1/p

≤ (
n∑

k=1

| xk |p)
1/p

+ (
n∑

k=1

| yk |q)
1/q

(4.76)

es. itsizliklesi dog̃rudur. Gösteriniz.
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Not: (4.75) ve (4.76) es.itsizliklerine sırasıyla Hölder ( p = q = 2 duru-

munda Cauchy-Bunyakowski) ve Minkowski es.itsizlig̃i denir. •
C. özüm: A =

n∑
k=1

| xk |p, B =
n∑

k=1

| yk |q

olsun. A ve B sayılarından biri sıfır ise, (4.75) es.itsizlig̃inin dog̃ru oldug̃u

ac.ıktır. a = |xk|p
A

, b = |yk|q
B

dersek (4.73) ten dolayı |xk|
A

1
p

|yk|
B

1
q

= |xkyk|
A

1
p B

1
q

≤ 1
p
|xk|p

A
+

1
q
|yk|q

B
oldug̃u elde edilir. Bu es.itsizlikleri k = 1, 2, · · · , n yazıp toplarsak

n∑
k=1

| xkyk |

A
1
p B

1
q

≤ 1

p
+

1

q
= 1 =⇒

n∑
k=1

| xkyk |≤ A
1
p B

1
q

elde ederiz. Buradan da (4.75) es.itsizlig̃inin dog̃ru oldug̃u görülür. ∀k =

1, 2, · · · , n ic.in | xk + yk |p≤| xk || xk + yk |p−1 + | yk || xk + yk |p−1 es.itsizlig̃i

dog̃ru oldug̃undan,

n∑
k=1

| xk + yk |p≤
n∑

k=1

| xk || xk + yk |p−1 +
n∑

k=1

| yk || xk + yk |p−1

dır. Sag̃ taraftaki terimlere (4.75) es.itsizlig̃ini uygularsak,

(
n∑

k=1

| xk + yk |p) | ≤ (
n∑

k=1

| xk |p)
1
p

(
n∑

k=1

| xk + yk |(p−1)q)

1
q

+

+ (
n∑

k=1

| yk |p)
1
p

(
n∑

k=1

| xk + yk |(p−1)q)
1
q

= [(
n∑

k=1

| xk |p)
1
p

+ (
n∑

k=1

| yk |p)
1
p

](
n∑

k=1

| xk + yk |p)
1
q

ve buradan da

(
n∑

k=1

| xk + yk |p)
1−1/q

≤ (
n∑

k=1

| xk |p)
1/p

+ (
n∑

k=1

| yk |q)
1/q

dolayısıyla 1 − 1
q

= 1
p

oldug̃undan (4.76) es.itsizlig̃i elde edilir. �
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4.7.3 Fonksiyonların Bükeylik Kos.ulları

Tanım 4.7.16 : (a, b) ⊂ R aralıg̃ında tanımlanan bir f : (a, b) → R fonksiy-

onu verilmis. olsun. Eg̃er, ∀x1, x2 ∈ (a, b) ve ∀λ ∈ [0, 1] ic. in

f(λx1 + (1 − λ)x2) ≤ λf(x1) + (1 − λf(x2) (4.77)

oluyorsa, f fonksiyonu (a, b) üzerinde ic. bükeydir (veya as.ag̃ıya bükeydir)

denir. Eg̃er, x1 �= x2 ve λ ∈ (0, 1) oldug̃unda (4.77) de ≥ yerine < notasy-

onu gerc. ekleniyorsa f, (a, b) kesin ic. bükeydir (veya as.ag̃ıya kesin bükeydir)

denir.

Tanım 4.7.17 : (a, b) ⊂ R aralıg̃ında tanımlı f : (a, b) → R fonksiyonu ic. in

∀x1, x2 ∈ (a, b) ve ∀λ ∈ [0, 1] ic. in

f(λx1 + (1 − x)x2) ≥ λf(x1) + (1 − λf(x2) (4.78)

oluyorsa, f, (a, b) üzerinde dıs.bükeydir (veya yukarıya bükeydir) denir. Eg̃er,

x1 �= x2 ve λ ∈ (0, 1) ic. in (4.78) de ≥ yerine > notasyonu gerc. ekleniyorsa

f, (a, b) üzerinde kesin dıs.bükeydir (veya yukarıya kesin bükeydir) denir.

Not: Eg̃er, f : (a, b) → R fonksiyonu (a, b) üzerinde ic.bükeyse (dıs.bükeyse)

∀x1, x2 ∈ (a, b) (x1 < x2 ic.in f nin [x1, x2] üzerindeki grafig̃i y = f(x) eg̃risi

üzerindeki A(x1, f(x1)) ve B(x2, f(x2)) noktalarını birles.tiren [A, B] dog̃ru

parc.asının (kiris.in) altındadır (üstündedir). Bkz. S. ekil 4.6 e 4.7.
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Her x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2 ve λ ∈ [0, 1] ic.in x = λx1 + (1 − λ)x2 ⇒
λ = x2−x

x2−x1
, 1 − λ = x−x1

x2−x1
oldug̃una göre, (4.77) es.itsizlig̃i ∀x1, x2 ∈ (a, b) ve

x ∈ (x1, x2) ic.in

f(x) ≤ x2 − x

x2 − x1

f(x1) +
x − x1

x2 − x1

f(x2)

veya

f(x) − f(x1)

x − x1

≤ f(x2) − f(x)

x2 − x
(4.79)

bic.iminde yazılabilir. f nin (a, b) üzerinde kesin ic.bükey oldug̃u durumda

(4.79) ifadesi < notasyonu ile gerc.ekleniyor. •

Önerme 4.7.18 : (a, b) ⊂ R üzerinde türevli bir f : (a, b) → R fonksiy-

onunun (a, b) ic. bükey (kesin ic. bükey) olması ic. in gerek ve yeter kos.ul f ′ :

(a, b) → R türev fonksiyonunun (a, b) üzerinde azalmayan (artan) olmasıdır.

İspat: f : (a, b) → R fonksiyonu (a, b) üzerinde ic.bükey olsun. Bu

durumda, x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2 ve ∀x ∈ (x1, x2) ic.in (4.79) es.itsizlig̃i

sag̃lanmaktadır. Bu es.itsizlikte önce x → x1
+, sonra x → x1

− iken lim-

ite gec.ersek sırasıyla

f ′(x1) ≤ f(x2) − f(x1)

x2 − x1

ve
f(x2) − f(x1)

x2 − x1

≤ f ′(x2)

oldug̃u, dolayısıyla f ′(x1) ≤ f ′(x2) es.itsizlig̃inin dog̃ru oldug̃u elde edilir. Bu

ise, f ′ : (a, b) → R türev fonksiyonunun (a, b) üzerinde azalmayan olması

demektir.

Eg̃er, f fonksiyonu (a, b) üzerinde kesin ic.bükey ise, Lagrange teore-

minden

f ′(x1) ≤ f ′(c1) =
f(x) − f(x1)

x − x1

<
f(x2) − f(x)

x2 − x
= f ′(c2) ≤ f ′(x2)

olacak s.ekilde x1 < c1 < x < c2 < x2 noktaları vardır. Demek ki, f fonksiy-

onu (a, b) üzerinde kesin ic.bükey ise, f ′ türev fonksiyonu (a, b) üzerinde ar-

tandır.
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S. imdi, f ′ : (a, b) türev fonksiyonu (a, b) üzerinde azalmayan olsun. Bu

durumda f nin (a, b) üzerinde ic. bükey oldug̃unu görelim. x1, x2 ∈ (a, b), x1 <

x2 ve x ∈ (x1, x2) olsun. Lagrange teoremi gereg̃ince

f(x) − f(x1)

x − x1

= f ′(c1),

f(x2) − f(x)

x2 − x
= f ′(c2) (4.80)

olacak s.ekilde c1 ∈ (x1, x) ve c2 ∈ (x, x2) noktaları vardır. Eg̃er, f ′(c1) ≤
f ′(c2)(f

′(c1) < (f ′(c2)) oluyorsa (4.80) den (4.79) un sag̃landıg̃ını, dolayısıyla,

f nin üzerinde ic.bükey (kesin ic.bükey) oldug̃u anlas.ılır. �

Önerme 4.7.10 ve 4.7.18 gözönüne alındıg̃ında as.ag̃ıdaki sonucun dog̃rulug̃unu

söyleyebiliriz.

Sonuc. 4.7.19 : (a.b) ⊂ R üzerinde 2. mertebeden türevli f : (a, b) → R

fonksiyonunun (a, b) üzerinde ic. bükey olması ic. in gerek ve yeter kos.ul ∀x ∈
(a, b) ic. in f ′′(x) ≥ 0 olmasıdır. Eg̃er, ∀x ∈ (a, b) ic. in f ′′(x) > 0 oluyorsa, f

fonksiyonu (a, b) üzerinde ic. bükeydir.

Yukarıdaki önermeye parelel olarak dıs.bükey (kesin dıs.bükey) fonksiyon

ic.in as.ag̃ıdaki uygun önermenin ve sonucun dog̃ru oldug̃u ispatlanabilir.

Önerme 4.7.20 : (a, b) ⊂ R üzerinde türevli bir f : (a, b) → R fonksiy-

onunun (a, b) üzerinde dıs.bükey (kesin dıs.bükey) olması ic. in gerek ve yeter

kos.ul f ′ : (a, b) → R türev fonksiyonunun (a.b) üzerinde artmayan (azal-

mayan) olmasıdır.

Sonuc. 4.7.21 : (a.b) üzerinde 2. mertebeden türevli f : (a, b) → R fonksiy-

onunun (a, b) üzerinde dıs.bükey olması ic. in gerek ve yeter kos.ul ∀x ∈ (a, b)

ic. in f ′′(x) ≤ 0 olmasıdır. Eg̃er, ∀x ∈ (a, b) ic. in f ′′(x) < 0 oluyorsa f

fonksiyonu (a, b) üzerinde kesin dıs.bükeydir.

Tanım 4.7.22 : x0 ∈ R noktasının bir U(x0) ⊂ R koms.ulug̃unda türevli

bir f : U(x0) → R fonksiyonu verilmis. olsun. Eg̃er, f fonksiyonu
◦
U (x0

−)

dıs.bükey (veya ic. bükey),
◦
U (x0

+) üzerinde ise, ic. bükey (veya dıs.bükey) ise,

(x0, f(x0))f fonksiyonunun büküm noktası adı verilir.
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Bir bas.ka deg̃is.le, f fonksiyonunun dıs.bükeylikten ic.bükeylig̃e veya tersine

ic.bükeylikten dıs.bükeylig̃e gec.tig̃i noktalara f nin büküm noktası adı verilir.

Örnek 4.7.23 : As.ag̃ıdaki fonksiyonların bükeyliklerini aras.yırınız ve eg̃er

varsa,bükülme noktalarını bulunuz.

(a) f : R+ → R, f(x) = xα ;

(b) f : R → R, f(x) = ax, a ∈ R+ \ {1} ;

(c) f : R+ → R, f(x) = loga x, a ∈ R+ \ {1} ;

(d) f : R → R, f(x) = cos x ;

(e) f : R → R, f(x) = sin x ;

(f) f : R → R, f(x) = cosh x ;

(g) f : R → R, f(x) = sinh x .

C. özüm: (a) f ′′(x) = α(α − 1)xα−2 oldug̃una göre, ∀x ∈ R+ ic.in

f ′′(x) > 0 ⇐⇒ α ∈ (−∞, 0) ∪ (1, +∞) ve f ′′(x) < 0 ⇐⇒ α ∈ (0, 1) olur.

Buna göre, xα fonksiyonu R+ üzerinde α ∈ (−∞, 0) ∪ (1, +∞) ic.in kesin

ic.bükey olup, α ∈ (0, 1) ic.in kesin dıs.bükeydir. (Bkz.S. ekil 4.8)

(b) ∀x ∈ R f ′′(x) = ax ln2 a > 0 oldug̃una göre, ax, fonksiyonu R

üzerinde kesin ic.bükeydir. (Bkz.S. ekil 1.13)
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(c) f ′′(x) = − 1
x2 ln a

oldug̃una göre, ∀x ∈ R+ ic.in f ′′(x) > 0 ⇐⇒ a ∈ (0, 1)

ve f ′′(x) < 0 ⇐⇒ a ∈ (1, ∞) olur. Buna göre, loga x fonksiyonu R+ üzerinde

a ∈ (0, 1) iken kesin ic.bükey olup, a ∈ (1, ∞) ic.inde kesin dıs.bükeydir.

(Bkz.S. ekil 1.14)

(d) f ′′(x) = − cos x oldug̃una göre, f ′′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (π
2

+ 2kπ, 3π
2

+

2kπ), k ∈ Z, f ′′(x) < 0 ⇐⇒ x ∈ (2kπ, (2k + 1)π), k ∈ Z olur. Buna

göre, cos x fonksiyonu (π
2

+ 2kπ, 3π
2

+ 2kπ), k ∈ Z aralıkları üzerinde kesin

ic.bükey olup, (2kπ, (2k + 1)π), k ∈ Z aralıkları üzerinde kesin dıs.bükeydir.

f ′′(π
2
+kπ) = 0, k ∈ Z ve xk = π

2
+kπ, k ∈ Z noktalarını gec.is.te f ′′(x) fonksiy-

onu is.aretini deg̃is.tirdig̃inden bu noktalar cos x fonksiyonunun bükülme nok-

talarıdır. (Bkz.S. ekil 1.16)

(e) f ′′(x) = − sin x oldug̃una göre,

f ′′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ ((2k − 1)π, 2kπ), k ∈ Z

f ′′(x) < 0 ⇐⇒ x ∈ ((2kπ, (2k + 1)π), k ∈ Z

olur. Buna göre, sin x fonksiyonu (2k − 1)π, 2kπ), k ∈ Z aralıkları ic.inde

kesin ic.bükey olup, (2kπ, (2k + 1)π), k ∈ Z aralıklarında kesin dıs.bükeydir.

f ′′(kπ) = 0, k ∈ Z is.aretini deg̃is.tirdig̃inden bu noktalar sin x fonksiyonunun

bükülme noktalarıdır. (Bkz.S. ekil 1.17)

(f) ∀x ∈ R ic.in f ′′(x) = cosh x > 0 oldug̃una göre, cosh x fonksiyonu R

üzerinde kesin ic.bükeydir. (Bkz.S. ekil 1.24)

(g) f ′′(x) = sinh x oldug̃una göre, f ′′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (0, ∞) ve f ′′(x) <

0 ⇐⇒ x ∈ (−∞, 0) olur. Buna göre, sinh x fonksiyonu (0, ∞) üzerinde

kesin ic.bükey olup, (−∞, 0) üzerinde de kesin dıs.bükeydir. f ′′(0) = 0 ve 0

noktasını gec.is.te f ′′(x) fonksiyonu is.aretini deg̃is.tirdig̃inden x = 0 noktası

sinh x fonksiyonunun bükülme noktasıdır. (Bkz.S. ekil1.25) �

4.7.4 Asimtotlar

Bu kısımda grafik c.izimlerinde yararlanacag̃ımız önemli bir kavram olan

ve asimtot denilen dog̃ru ve eg̃rileri tanımlayacag̃ız.
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Tanım 4.7.24 : a ∈ R olmak üzere f : (a, +∞) → R fonksiyonu ic. in

lim
x→+∞

[f(x) − (kx + l)] = 0

olacak s.ekilde kx+ l fonksiyonu varsa, k �= 0 oldug̃unda y = kx+ l dog̃rusuna

x → +∞ iken f nin eg̃ik asimtotu ve k = 0 oldug̃unda y = l dog̃rusuna f

nin yatay asimtotu denir.

Tanım 4.7.25 : b ∈ R olmak üzere g : (−∞, b) fonksiyonu ic. in

lim
x→∞

[g(x) − (mx + n)] = 0 (4.81)

olacak s.ekilde mx + n fonksiyonu varsa, m �= 0 oldug̃unda y = mx + n

dog̃rusuna x → −∞ iken g nin eg̃ik asimtotu ve m = 0 oldug̃unda y = n

dog̃rusuna g nin yatay asimtotu denir.

Örneg̃in, y = 0 dog̃rusu x → +∞ iken y = 1
x

fonksiyonunun, y = π
2

ve y = −π
2

dog̃ruları sırasıyla x → +∞ ve x → −∞ iken arctan x fonksiy-

onunun y = 0 ve y = π dog̃ruları sırasıyla x → +∞ ve x → −∞ iken

y = arccotx fonksiyonunun, y = 0 dog̃rusu a > 1 ve 0 < a < 1 durum-

larında sırasıyla x → −∞ ve x → +∞ iken y = ax fonksiyonunun yatay

asimtotudur. (Bkz.S. ekil.1.7,1.22,1.23,1.13)

Tanım 4.7.26 : Eg̃er, lim
x→a+

f(x) = +∞ (veya = −∞ ) veya lim
x→a−

f(x) =

+∞ (veya = −∞ ) ise, x = a dog̃rusuna f nin düs.ey asimtotu denir.

Örneg̃in, x = 0 dog̃rusu y = x− 2
3 ve y = loga x fonksiyonlarının, x = π

2
+

kπ, x = kπ, k ∈ Z dog̃ruları sırasıyla y = tan x, y = cot x fonksiyonlarının

düs.ey asimptotlarıdır. (Bkz.S. ekil 1.12;1.14;1.18;1.19)

Teorem 4.7.27 : y = kx + l dog̃rusunun x → +∞ iken f : (a, +∞) → R

fonksiyonunun eg̃ik asimtotu olması ic. in gerek ve yeter kos.ul

lim
x→+∞

f(x)

x
= k ve lim

x→+∞
[f(x) − kx] = l (4.82)

olmasıdır.
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İspat: y = kx + l dog̃rusu x → +∞ iken y = f(x) fonksiyonunun bir eg̃ik

asimtotu olsun. Bu durumda, x → +∞ iken 1
x

= o(1) ve [(4.82) den dolayı]

f(x) − (kx + l) = o(1) oldug̃una göre,

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞
[
f(x) − (kx + l)

x
+ k +

l

x
]

= lim
x→+∞

[
f(x) − (kx + l)

x
+ lim

x→+∞
(k +

l

x
) = k,

lim
x→+∞

[f(x) − kx] = lim
x→+∞

[f(x) − (kx + l) + l] = l

bulunur.

⇐=: (4.82) limitleri mevcut oldug̃u durumda lim
x→+∞

[f(x) − kx] = l =⇒
lim

x→+∞
[f(x) − (kx + l)] = 0 oldug̃una göre, Tanım 4.7.24 gereg̃ince y = kx + l

dog̃rusu x → +∞ iken f nin bir eg̃ik asimtotudur. �

Örnek 4.7.28 : As.ag̃ıda verilen fonksiyonların, eg̃er varsa, asimtotlarını

bulunuz.

(a) f : R \ {−1} → R, f(x) = 2x2+x
x+1

; (b) f : [0, ∞) → R, f(x) =
√

x.

C. özüm: (a) lim
x→−1−

f(x) = −∞ ve lim
x→−1+

f(x) = ∞ oldug̃una göre,

x = −1 dog̃rusu f nin düs.ey asimptotudur. lim
x→±∞

f(x)
x

= lim
x→±∞

2x2+x
x(x+1)

= 2

ve lim
x→±∞

[f(x) − 2x] = lim
x→±∞

[−1 + 1
x+1

] = −1 oldug̃una göre, x → ±∞ iken

y = 2x − 1 dog̃rusu f nin asimtotudur.

(b)
√

x fonksiyonu [0, ∞) üzerinde sürekli oldug̃una göre, f nin düs.ey asimp-

totu yoktur. lim
x→+∞

f(x)
x

= lim
x→+∞

1√
x

= 0 ve lim
x→+∞

[f(x) − 0x] =
√

x = +∞
oldug̃una göre, x → +∞ iken f nin eg̃ik asimtotu da yoktur. �

Tanım 4.7.29 : x0 ∈ R iken a = x0
+, a = x0

− ve a = +∞ veya a =

−∞ olmak üzere lim
x→a

[f(x) − ϕ(x)] = 0 olacak s.ekilde ϕ(x)(ϕ(x) �= kx + m)

fonksiyonu varsa, y = ϕ(x) fonksiyonuna x → a iken f nin eg̃ik asimtotu

denir.

Örnek 4.7.30 : f : (−∞, −1] ∪ [1, +∞) → R, f(x) =
√

x4 − 1 fonksiy-

onunun eg̃er varsa, asimtototlarını bulunuz.
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C. özüm: f, (−∞, −1]∪[1, +∞) üzerinde sürekli oldug̃una göre, düs.ey asim-

totu yoktur. f fonksiyonu c.ift oldug̃undan onun [1, +∞) aralıg̃ında incelen-

mesi yeterlidir. lim
x→1+

[f(x)−2
√

x − 1] = lim
x→1+

√
x − 1[

√
(x − 1)(x2 + 1)−2] =

0 oldug̃una göre, ϕ(x) = 2
√

x − 1 fonksiyonu x → 1+ iken f nin eg̃ri asimto-

tudur.

lim
x→+∞

[f(x) − x2] = lim
x→+∞

x2(
√

1 − x−4) = lim
x→∞

−1

x2(
√

1 − x−4 + 1)
= 0

oldug̃una göre, y = x2 parobolu x → +∞ iken f nin eg̃ri asimptotudur.(Bkz.S. ekil

4.9) �

Tanım 4.7.31 :

x = x(t), y = y(t) (4.83)

parametrik denklemleri ile tanımlanan y = f(x) fonksiyonu verilmis. olsun.

(a) lim
t→a

x(t) = x0, lim
t→a

y(t) = ∞ veya lim
t→a+

x(t) = x0, lim
t→a+

y(t) = ∞
(yada lim

t→a−
x(t) = x0, lim

t→a−
y(t) = ∞) olacak s.ekilde a ∈ R(R =

R ∪ {−∞, +∞}) noktası varsa, x = x0 dog̃rusuna f nin (veya

(4.83) eg̃risinin) düs.ey asimtotu denir.
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(b) lim
t→a

x(t) = +∞, lim
t→a

y(t) = b veya lim
t→a+

x(t) = +∞, lim
t→a+

y(t) =

b (yada lim
t→a−

x(t) = +∞, lim
t→a−

y(t) = b ) olacak s.ekilde a ∈ R

noktası varsa, y = b dog̃rusuna f nin (ya da (4.83) eg̃risinin)

yatay asimtotu denir.

(c) lim
t→a

x(t) = +∞, lim
t→a

y(t) = ∞, lim
t→a

y(t)
x(t)

= k, lim
t→a

[y(t) − kx(t)] = l

veya bu kos.ullar x → a+ veya x → a− iken sag̃lanacak s.ekilde

a ∈ R noktası varsa y = kx + l(k �= 0) dog̃rusu f nin (ya da

(4.83) eg̃risinin) eg̃ik asimtotu denir.

Tanım 4.7.32 : lim
ϕ→ϕ0

r(ϕ) = +∞ ve lim
ϕ→ϕ0

r(ϕ) sin(ϕ−ϕ0) = d olacak s.ekilde

r = d
sin(ϕ−ϕ0)

(veya r sin(ϕ − ϕ0) = d =⇒ y cos ϕ − x sin ϕ0 = d) d �= 0

dog̃rusuna r = r(ϕ) fonksiyonunun asimtotu denir.

Örnek 4.7.33 :

x =
t

1 − t2
, y =

t(1 − 2t2)

1 − t2
(4.84)

parametrik denklemleriyle verilen y = f(x) eg̃risinin eg̃er varsa asimtotlarını

bulunuz.

C. özüm: lim
t→+∞

x(t) = 0, lim
t→+∞

y(t) = ∞ oldug̃una göre, x = 0 dog̃rusu

(4.84) eg̃risinin düs.ey asimtotudur.

lim
x→±∞

y

x
= lim

t→1±

y(t)

x(t)

= lim
t→1±

(1 − 2t2) = −1,

lim
x→±∞

[y + x] = lim
t→1±

[
y(t)

x(t)
+ 1]

= lim
t→1±

1 + t − 2t2

1 − t2
=

3

2
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ve benzer s.ekilde,

lim
x→±∞

y

x
= lim

t→1±

y(t)

x(t)
= −1,

lim
x→±∞

[y + x] = lim
t→−1±

[
y(t)

x(t)
+ 1]

= lim
t→−1±

1 + t − 2t2

1 − t2
= −3

2

oldug̃una göre, y = −x + 3
2

ve y = −x − 3
2

dog̃ruları (4.84) eg̃risinin eg̃ik

asimtotlarıdır. �
Örnek 4.7.34 : r(ϕ) = 3 sin ϕ cos ϕ

cos3 ϕ+sin3 ϕ
eg̃risinin eg̃er varsa asimtotlarını bu-

lunuz.

C. özüm: Verilen fonksiyon 2π periyotlu oldug̃una göre, bu fonksiyonun

2π uzunluklu [−π
2
, 3π

2
] aralıg̃ı üzerinde incelenmesi yeterlidir. Bu aralıkta

fonksiyonun tanım bölgesinin D(r) = [−π
2
, π

4
)∪[0, π

2
]∪(3π

4
, π] ve lim

ϕ→−π
4
−

r(ϕ) =

+∞, lim
ϕ→ 3π

4

+
r(ϕ) = +∞ oldug̃u ac.ıktır. Bu durumda, sırası ile

lim
ϕ→−π

4
−

r(ϕ) sin(ϕ +
π

4
) = lim

ϕ→−π
4
−

3 sin ϕ cos ϕ√
2(1 − sin ϕ cos ϕ)

= − 1√
2
,

lim
ϕ→ 3π

4

+
r(ϕ) sin(ϕ − 3π

4
) = lim

ϕ→ 3π
4

+
r(ϕ)(− sin(ϕ +

π

4
)) =

1√
2

buluruz. Buna göre, ϕ → −π
4
− iken eg̃rinin asimtotu r = − 1√

2 sin(ϕ+π
4
)

dog̃rusu φ → 3π
4

+
iken eg̃rinin asimtotu r = 1√

2 sin(ϕ− 3π
4

)
= − 1√

2 sin(ϕ+π
2
)

dog̃rusu oldug̃u anlas.ılır. Verilen eg̃rinin grafig̃i §4.8 Problem (14) te (Bkz.

S. ekil 4.13) verilmis.tir. �

4.8 Grafik C. izimleri

Verilen bir fonksiyonun bariz tasviri ic.in c.og̃u zaman bu fonksiyonun

grafik gösteriminden kullanılır. Bir kural olarak böyle bir gösterim incelen-

mekte olan fonksiyonun niteliklerinin müzakeresinde fayda sag̃lamaktadır.
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Biz kesim 1.7 de esas elementer fonksiyonların ve bazı tipik fonksiyonların

grafik gösterimlerini gördük. Bu kesimde diferansiyel hesap yöntemlerine

dayanık bazı genel usullerle grafik c.izimleri ile ilgili bu bilgileri bütünlemeye

c.alıs.acag̃ız.

Analitik yöntemle verilen bir f fonksiyonunun grafig̃ini c.izerken genel

olarak as.ag̃ıdaki adımların izlenilmesi tavsiye edilir.

(1) Fonksiyonun D(f) tanım bölgesi ve gerekirse R(f) deg̃er bölgesi bu-

lunur.

(2) Fonksiyonun karakteristik özellikleri (süreklilik aralıkları, süreksizlik

noktaları, grafig̃in eksenleri kestigi noktaları,is.aretini korudug̃u aralıklar,

periyodiklig̃i ve simetriklig̃i ) belirlenir.

(3) Fonksiyonun D(f) tanım bölgesinin uc. noktalarındaki durumları ince-

lenir ve eg̃er varsa, asimtotlar bulunur.

(4) Fonksiyonun monotonluk aralıkları , ekstremum noktaları ve ekstremum

deg̃erleri bulunur.

(5) Fonksiyonun bükeylik karakterleri belirlenir ve eg̃er varsa ,büküm nok-

taları bulunur.

(6) Eldeki bilgiler göz önüne alınarak , x , y = f(x) y′ = f ′(x) ve y′′ = f ′′(x)

’lerin sıralandıg̃ı bir tabloya toplanır ve bu tabloya göre fonksiyonun

grafig̃i c.izilir.

Örnek 4.8.1 : y = f(x) = (x+1)3

(x−1)2
fonksiyonunun grafig̃ini c. iziniz.

C. özüm: (1) f nin tanım bölgesi D(f) = R \ {1} oldug̃u ac.ıktır.

(2) x = 0 =⇒ y = 1 ,x = −1 =⇒ y = 0 ve x ∈ (1, +∞) ic.in y > 0

x ∈ (−∞, −1) ic.in y < 0 olur. Eg̃ri Oy eksenini (0, 1), Ox eksenini (−1, 0)

noktasında keser. f ne tek ne de c.ift deg̃ildir. Ayrıca, f nin periyodik ol-

madıg̃ı ac.ıktır.

(3) lim
x→1+

f(x) = lim
x→1−

f(x) = lim
x→+∞

= +∞, lim
x→−∞

f(x) = −∞, k = lim
x→±∞

f(x)
x

=
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1, l = lim
x→±∞

lim(f(x) − x) = 5 oldug̃u ac.ıktır. Buna göre, x = 1 dog̃rusu f

nin düs.ey y = x + 5 dog̃rusu x → ±∞ iken f nin eg̃ik asimtotudur.

(4) ∀x ∈ D(f) ic.in f ′(x) = (x+1)2(x−5)

(x−1)3
olur. Buna göre, x ∈ (−∞, 1) ∪

(5, +∞) ic.in f ′(x) > 0 ve x ∈ (1, 5) ic.in f ′ < 0 oldug̃u elde edilir. Buna

göre ,f fonksiyonu (−∞, 1) ve (5, +∞) aralıkları üzerinde artan, (1, 5) aralıg̃ı

üzerinde azalandır. x = 5 noktası f nin yerel minimum noktasıdır ve f(5) =

13.5 f nin yerel minimumudur.

(5) ∀x ∈ D(f) ic.in f ′′(x) = 24(x+1)
(x−1)4

tür. O halde, x ∈ (−1, +∞) \ {1}
ic.in f ′′(x) > 0 ve x ∈ (−∞, −1) ic.in f ′′(x) < 0 oldug̃una göre, fonksiyon

(−∞, −1) aralıg̃ında dıs.bükey, (−1, 1) ve (1, +∞) aralıkları üzerinde ic.bükeydir.

(−1, 0) noktası f nin büküm noktasıdır.

(6)

x (−∞, −1) −1 (−1, 0) 0 (0, 1) (1, 5) 5 (5, +∞)

f ′(x) + 0 + + − 0 +

f(x) −∞ ↗ 0 ↘ 1 ↗ +∞ +∞ ↘ 13, 5 ↗ +∞
f ′′(x) − + + + +
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Fonksiyonun grafig̃i S. ekil 4.10 da verilmis.tir. �

Örnek 4.8.2 : y = f(x) = arcsin 2x
1+x2 fonksiyonunun grafig̃ini c. iziniz.

C. özüm: (1) D(f) = {x ∈ R :| 2x
1+x2 |≤ 1} = R oldug̃u ac.ıktır.

(2) Fonksiyon R üzerinde süreklidir. x = 0 ⇐⇒ y = 0 oldug̃una göre,

eg̃ri (0, 0) noktasından gec.er. Fonksiyon periyodik deg̃ildir ve ∀x ∈ R ic.in

f(x) = −f(x) oldug̃una göre, fonksiyon tektir. Fonksiyonumuz orjine göre

simetrik oldug̃undan f nin grafig̃inin [0, +∞) aralıg̃ında c.izilmesi yeterlidir.

x ∈ (0, +∞) ic.in y > 0 oldug̃u da ac.ıktır.

(3) Fonksiyon R üzerinde sürekli oldug̃una göre, düs.ey asimtotu yoktur.

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

arcsin
2x

1 + x2
= 0

lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞
1

x
arcsin

2x

1 + x2
= 0

oldug̃una göre, x → ±∞ iken y = 0 dog̃rusu f nin yatay asimtotu olup, f

nin eg̃ik asimtotu yoktur.

(4) Fonksiyonun [0, +∞) üzerinde ekstremum deg̃erlerini bulalım. ∀x ∈
[0, +∞)\{1} ic.in f ′(x) = 1√

1− 4x2

(1+x2)2

2(1+x2)−4x2

(1+x2)2
= 2sgn(1−x2)

1+x2 bulunur. lim
x→1−

f ′(x) =

1 ve lim
x→1+

f ′(x) = −1 oldug̃una göre, fonksiyon x = 1 noktasında türevlenemez.

x ∈ (0, 1) ic.in f ′(x) > 0 ve x ∈ (1, +∞) ic.in f ′(x) < 0 oldug̃una göre,

fonksiyon (0, 1) aralıg̃ında artan, (1, +∞) aralıg̃ında azalandır. Bu durumda,

x = 1 noktası f nin yerel maksimum noktasıdır ve f(1) = arcsin 1 = π
2

dir.

(5) ∀x ∈ [0, +∞) \ {1} ic.in f ′′(x) = −4xsgn(1−x2)
(1+x2)2

bulunur. x ∈ [0, 1) ic.in

f ′′(x) < 0 ve x ∈ (1, +∞) ic.in f ′′(x) > 0 oldug̃una göre, fonksiyon [0, 1)

aralıg̃ında dıs.bükey, (1, +∞) aralıgında ic.bükeydir. (1, π
2
) noktası fonksiy-

onun büküm noktasıdır.

(6)

x (−∞, −1) −1 (−1, 0) 0 (0, 1) 1 (1, +∞)

f ′(x) − + + −
f(x) 0 ↘ −π

2
↗ 0 ↗ π

2
↗ 0

f ′′(x) − + − +
Fonksiyonun grafig̃i S. ekil 4.11 de verilmis.tir. �
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4.8.1 C. özümlü Problemler

(1) f(x) = x3 + 3x2 − 9x + 5 s.eklinde tanımlanan f : [−4, 4] → R fon-

siyonunun max{f : x ∈ [−4, 4]}, min{f : x ∈ [−4, 4]} deg̃erlerini ve

f([−4, 4]) kümesini bulunuz.

C. özüm: f ′(x) = 3x2+6x−9 oldug̃undan, f ′(x) = 0 =⇒ 3x2+6x−9 =

0 =⇒ x = −3, x = 1 dir. O halde, −3 ve 1 noktaları f nin [-4,4]

aralıg̃ında ekstremuma göre kritik noktalardır. f(−4) = 25, f(−3) =

32, f(1) = 0 ve f(4) = 81 oldug̃una göre, max{f : x ∈ [−4, 4]} =

max{f(−4), f(−3), f(1), f(4)} = f(4) = 81 , min{f : x ∈ [−4, 4]} =

min{f(−4), f(−3), f(1), f(4)} = f(1) = 0 dir. Buna göre, f sürekli

oldug̃undan, f([−4, 4]) = [0, 81] dir. �
(2) f(x) =| 3x4 − 16x3 + 24x2 − 43 | s.eklinde tanımlanan f : [−2, 3] → R

fonksiyonunun max{f : x ∈ [−2, 3]}, min{f : x ∈ [−2, 3]} deg̃erlerini

ve f([−2, 3]) kümesini bulunuz.

C. özüm: f : R → R , f(x) =| x | fonksiyonu x = 0 noktasında

türevsiz oldug̃una göre, verilen f fonksiyonu 3x4 −16x3 +24x2 −43 = 0

denkleminin köklerinde türevsiz olabilir. Söz konusu kökleri bulalım.

3x4 − 16x3 +24x2 − 43 = (x+1)(3x3 − 19x2 +43x− 43) oldug̃u ac.ıktır.

g(x) = 3x3−19x2+43x−43 olsun. ∀x ∈ R ic.in g′(x) = 9x2+38x+43 >

0 oldug̃undan g fonksiyonu R üzerinde artan ve g(3) < −4 oldug̃una

göre, ∀x ∈ [−2, 3] ic.in g(x) < 0 dır. Buna göre, f nin [−2, 3] aralıg̃ında

türevsiz oldug̃u tek nokta −1 dir. x ∈ [−2, −1) ic.in f ′(x) = 12x(x−2)2

ve x ∈ (−1, 3] ic.in f ′(x) = −12x(x − 2)2 oldug̃u ac.ıktır. O halde,

−1, 0 ve 2 noktaları f nin [−2, 3] aralıg̃ında ekstremuma göre kritik

noktalarıdır. f(−2) = 229, f(−1) = 0, f(0) = 43, f(2) = 27, f(3) =

16 oldug̃una göre, max{f : x ∈ [−2, 3]} = f(−2) = 229, min{f :

x ∈ [−2, 3]} = f(−1) = 0 dır. Buna göre, f sürekli oldug̃undan,

f([−2, 3]) = [0, 229] dur. �
(3) n, m ∈ N olmak üzere f : R → R , f(x) = xm(1 − x)n fonsiyonunun

yerel ekstremum noktalarını ve deg̃erlerini bulunuz.
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C. özüm: f ′(x) = (m + n)x(m−1)(1 − x)(n−1)( m
n+m

− x) oldug̃undan,

f ′(x) = 0 =⇒ x1 = 0 (m > 1), x2 = m
n+m

, x3 = 1(n > 1) dir. Fonksiy-

onun türevsiz oldug̃u noktaları yoktur. O halde, kritik noktalar 0, m
n+m

ve 1 dir. Türevin is.aret tablosunu yapalım.

x (−∞, 0) 0 (0, m
n+m

) m
n+m

( m
n+m

, 1) 1 (1, +∞)

f ′(x) −, m c.ift ise, +, m c.ift ise, −, n c.ift ise, +, n c.ift ise,

+, m tek ise, +m tek ise, +, n tek ise, +, n tek ise,

f(x) ↘, m c.ift ise, 0 ↗ ↘, n c.ift ise, 0 ↗
↗, m tek ise, ↗, n tek ise,

Tablodan görüldüg̃ü gibi m c.ift oldug̃unda x1 = 0 noktası yerel min-

imum, n tek oldug̃unda, x3 = 1 noktası yerel minimum, x2 = m
n+m

noktası yerel maksimum noktasıdır. m > 1 ve tek oldug̃unda, x1 = 0

kritik noktası ekstremum nokta deg̃ildir. �

(4) f : R → R ,

f(x) =

{
e−

1
|x| (

√
2 + sin 1

x
), x �= 0 ise,

0, x = 0 ise

fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarını ve deg̃erlerini bulunuz.

C. özüm: ∀k ∈ R \ {0} ic.in f(k) − f(0) = e−
1
|k| (

√
2 + sin 1

k
) > 0

oldug̃undan, x = 0 noktası f nin yerel minimum noktası ve f(0) = 0

dır. ∀x ∈ R \ {0} ic.in f ′(x) = x−2e−
1
|x| ((

√
2 + sin 1

x
)sgnx − cos 1

x
)

ve ∀x ∈ R \ {0} ic.in | sin 1
x

+ cos 1
x

|≤ √
2 oldug̃undan, f ′(x) = 0

olacak s.ekilde x0 �= 0 noktasını gec.tikte f ′(x) türev fonksiyonu is.aretini

degis.mez. Buna göre, f nin x = 0 noktasından farklı yerel ekstremum

noktası yoktur. �

(5) f : R → R ,f(x) = e−x2
cos x2 fonksiyonu ic.in m = inf{f(x) : x ∈

R}, M = sup{f(x) : x ∈ R} leri bulunuz.

C. özüm: f c.ift oldug̃undan, f nin [0, ∞) aralıg̃ında incelenmesi yeter-

lidir. ∀x ∈ [0, +∞) ic.in f ′(x) = −2
√

2xe−x2
cos(π

4
− x2) oldug̃undan,
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x1 = 0 ve xk =
√

3π
2

+ 2kπ, k ∈ N ∪ {0} noktaları f nin ekstremuma

göre kritik noktalardır. f(0) = 1, f(xk) = 1√
2
e−

3π
4
−2kπ, k ∈ N ∪ {0} ve

lim
x→+∞

f(x) = 0 oldug̃una göre, m = 1√
2
e−

3π
4 ve M = 1 dir. �

(6) ∀x ∈ [0, 1] ve ∀p > 1 ic.in

1

2p−1
≤ xp + (1 − x)p ≤ 1

es.itsizlig̃inin sag̃ladıgını gösteriniz.

C. özüm: f : [0, 1] → R, f(x) = xp + (1 − x)p fonksiyonunu göz önüne

alalım. ∀x ∈ (0, 1) ic.in f ′(x) = p(xp−1 − (1 − x)p−1) oldug̃undan,

f ′(x) = 0 =⇒ x = 1
2

dir. f(0) = f(1) = 1, f(1
2
) = 1

2p−1 =⇒
min{f(0), f(1

2
), f(1)} = 1

2p−1 , max{f(0), f(1
2
), f(1)} = 1 bulunur. Bu-

radanda istenen es.itsizlig̃in sag̃landıgı anlas.ılır. �

(7) f : R → R ,f(x) = max{2 | x |, | 1 + x |} fonksiyonunun mutlak

minimumunu bulunuz.

C. özüm: 2 | x |≥ | 1 + x |, yani x ∈ (−∞, −1
3
] ∪ [1, +∞) oldug̃unda

f(x) = 2 | x |, 2 | x | < | 1 + x |, yani x ∈ (−1
3
, 1) oldug̃unda f(x) =

| 1 + x | olur. Buna göre,

f(x) =

{
| 1 + x |, x ∈ (−1

3
, 1) ise,

2 | x |, x ∈ (−∞, −1
3
] ∪ [1, +∞) ise

oldug̃u elde edilir. ∀x ∈ R ic.in

f ′(x) =

{
1, x ∈ (−1

3
, 1) ise,

2sgnx, x ∈ (−∞, −1
3
] ∪ [1, +∞) ise

oldug̃una göre, x1 = (−1
3
) ve x2 = 1 f nin ekstremuma göre kritik

noktalardır. f(−1
3
) = 2

3
, f(1) = 2 ve lim

x→±∞
f(x) = +∞ oldug̃una göre,

min{f(x) : x ∈ R} = 2
3

tür. �
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(8) x = 0 noktasının f(x) = ex + e−x + 2 cos x bic.iminde tanımlanan f :

R → R fonksiyonunun bir yerel minimum noktası oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: f ′(x) = ex − e−x − 2 sin x, f ′(0) = 0, f ′′(x) = ex + e−x −
2 cos x, f ′′(0) = 0, f (3)(x) = ex − e−x + 2 sin x, f (3)(0) = 0, f4(x) =

ex + e−x + 2 cos x, f (4)(0) = 4, tür. n = 4 c.ift ve f (4)(0) = 4 > 0

oldug̃una göre, Önerme 4.7.11 dan dolayı 0, f nin bir yerel minimum

noktasıdır. �

(9) f : R → R ,f(x) = 3x2 −x3 fonksiyonunun ic.bükey ve dıs. bükey oldug̃u

aralıkları ve büküm noktalarını bulunuz.

C. özüm: f ′(x) = 6x − 3x2, f ′′(x) = 6(x − 1) oldug̃una göre, x ∈
(−∞, 1) ic.in f ′′(x) > 0 ve x ∈ (1, +∞) ic.in f ′′(x) < 0 dır. Buna göre,

Sonuc. 4.7.19 den dolayı fonksiyon (−∞, 1) üzerinde kesin ic.bükey ,

(1, +∞) üzerinde kesin dıs.bükeydir ve (1, 2) noktası fonksiyonun büküm

noktasıdır. �

(10) f : R+ → R ,f(x) = xx fonksiyonunun ic.bükey ve dıs.bükey oldug̃u

aralıkları ve büküm noktalarını bulunuz.

C. özüm: ∀x ∈ R, f ′(x) = xx(1 + ln x), f ′′(x) = xx( 1
x

+ (1 + ln x)2) >

0 oldug̃undan, Sonuc. 4.7.19 den dolayı fonksiyon R+ üzerinde kesin

ic.bükeydir ve fonksiyonun büküm noktası yoktur. �

(11) (−σ, h√
π
e−h2σ2

) ve (σ, h√
π
e−h2σ2

)) noktaları f : R → R , f(x) = h√
π
e−h2x2

fonksiyonunun büküm noktası olması ic.in pozitif h sayısı ne olmalıdır?

C. özüm: ∀x ∈ R ic.in f ′(x) = −2h3x√
π

e−h2x2
, f ′′(x) = 2h3(2h2x2−1)√

π
e−h2x2

oldug̃undan, f ′′(x) = 0 =⇒ x = ± 1√
2h

bulunur. x = ± 1√
2h

nokta-

larını gec.tikc.e f ′′(x) fonksiyonu is.areti degis.tig̃inden h = 1√
2σ

, σ > 0

oldugunda (±σ, h√
π
e−h2σ2

) noktaları f nin büküm noktasıdır. �

(12) x = t3

1+t2
, y = t3−2t2

1+t2
parametrik denklemleri ile tanımlanan y = f(x)

fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarını ve deg̃erlerini bulunuz.
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C. özüm: x(t) ve y(t) fonksiyonları t’ye göre R üzerinde türevlenebilirdir

ve ∀t ∈ R \ {0} ic.in

x′
t =

(t2 + 1)3t2 − 2t4

(1 + t2)2
=

t2(t2 + 3)

(1 + t2)2
> 0

dır. O halde, (4.20) den dolayı y′
x türevini ∀t ∈ R \ {0} ic.in y′

x =
y′

t

x′
t

formülü yardımıyla bulabiliriz. y′
t = t(t−1)(t2+t+4)

(1+t2)2
oldug̃undan, ∀t ∈

R \ {0} ic.in y′
x =

y′
t

x′
t

= (t−1)(t2+t+4)
t(t2+3)

oldug̃u elde edilir. ∀t ∈ R ic.in

t2 + t + 4 > 0 oldug̃una göre, y′
x = 0 =⇒ t = 1 dir. O halde, x = 1

2

(t = 1 iken) ve x = 0( t = 0 iken ) y = f(x) fonksiyonunun ekstremu-

muna göre kritik noktalardır.

y′
x türev fonksiyonu x = 0 noktasından gec.is.te is.aretini pozitiften negat-

ife ve x = 1
2

noktasından gec.is.te is.aretini negatiften pozitife deg̃is.tirir.

Buna göre, x = 0 noktası f nin yerel maksimum noktasıdır. f(0) = 0

ve f(1
2
) = y(1) = −1

2
deg̃erleri f nin sırasıyla yerel maksimum ve yerel

mininmum deg̃erleridir. �

(13) y = f(x) = x 3
√

(x + 1)2 fonsiyonunun grafigini c.iziniz.

C. özüm:

(a) fonksiyonun tanım bölgesi D(f) = R dir.

(b) x = 0 =⇒ y = 0, x = −1, y = 0 oldug̃una göre, eg̃ri Oy eksenini

(0, 0) noktasında , Ox eksenini de (−1, 0) noktasında keser . f ∈
C(R) ve x ∈ (−∞, 0) \ {−1} ic.in y < 0 , x ∈ (0, +∞) ic.in y > 0

dır. f ne tek ne de c.ift degildir. ayrıca , f hem de periyodik

deg̃ildir.

(c) Fonksiyon R üzerinde sürekli oldug̃una göre, düs.ey asimtotu yok-

tur. lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

x
5
3

3

√
(1 + 1

x
)2 = ±∞ olduguna göre, f

nin yatay asimtotu da yoktur. x → 0 iken f(x) ∼ x, x → −1 iken

f(x) ∼ (x + 1)
2
3 , |x| → −∞ iken f(x) ∼ x

5
3 oldug̃una göre, f nin

grafig̃i yeteri kadar büyük |x| ic.in y = x
5
3 fonksiyonunun grafig̃ine
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x = −1 noktası civarında y = −(x + 1)
2
3 fonsiyonun grafig̃ine,

x = 0 noktası civarında ise y = x fonksiyonun grafig̃ine benzerdir.

(d) ∀x ∈ R\{−1} ic.in f ′(x) =
5(x+ 3

5
)

3(x+1)
1
3

olur. Buna göre, x ∈ (−∞, −1)∪
(−3

5
, +∞) ic.in f ′(x) > 0 x ∈ (−1, −3

5
) ic.in f ′(x) < 0 oldug̃undan,

f fonksiyonu (−∞, −1) ve (−3
5
, +∞) aralıkları üzerinde artan,

(−1, −3
5
) aralıg̃ında ise, azalandır. Demek ki, x = −1 noktası

f nin yerel maksimum,x = −3
5

noktası ise f nin yerel minimum

noktasıdır. f(−1) = 0 ve f(−3
5
) = − 3

25
3
√

20 f nin sırası ile yerel

maksimum ve yerel minimum deg̃eridir.

(e) ∀x ∈ R \ {−1} ic.in f ′′(x) =
10(x+ 6

5
)

9(x+1)
4
3

olur. O halde, x ∈ (−∞, −6
5
)

ic.in f ′′(x) > 0, x ∈ (−6
5
, −1) ∪ (−1, +∞) ic.in f ′′(x) < 0 oldug̃una

göre, fonksiyonumuz (−∞, −6
5
) aralıgında dıs.bükey, (−6

5
, −1) ve

(−1, +∞) aralıklarında ic.bükeydir. (−6
5
, − 6

25
3
√

5) noktası f nin

büküm noktasıdır.

(f)

x (−∞, −6.5) −6.5 (−6.5, −1) −1 (−1, −0.6)

f ′(x) + + −
f(x) −∞ ↗ − 6

25
3
√

5 ↗ 0 ↘
f ′′(x) − + +

x −0.6 (−0.6, +∞)

f ′(x) +

f(x) − 3
25

3
√

20 ↗ +∞
f ′′(x) +

Fonksiyonun grafig̃i S. ekil 4.12 de verilmis.tir.
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(14) x3 + y3 = 3xy denklemi ile verilen y = f(x) fonksiyonunun grafig̃ini

c.iziniz.

C. özüm: Verilen denklem r ve θ kutupsal koordinatlar (x = r cos θ, y =

r sin θ) cinsinden

r = r(θ) =
3 sin θ cos θ

cos θ3 + sin θ3
(4.85)

bic.iminde yazılabilir. Örnek 4.7.33 de bu eg̃rinin incelenmesi yönünde

ilk adımlar atmıs.tık. Bu incelemeleri tamamlayarak (4.85) eg̃risinin

grafig̃ini c.izelim. cos θ = 0 oldug̃unda (4.85) ten r = 0, yani x = y = 0

oldug̃u elde edilir. cos θ �= 0 oldug̃unda t = tanθ olmak üzere verilen

denklem

x =
3t

t3 + 1
, y =

3t2

t2 + 1
(4.86)

bic.iminde parametrik denklemler yardımı ile yazılabilir. ∀t ∈ R \ {−1}
ic.in x′

t = 3(1−2t3)
(t3+1)2

oldug̃una göre, x(t) fonksiyonu (−∞, −1) aralıgında

0 ’dan +∞ ’a kadar , (−1, 1
3√2

) aralıgında −∞ ’dan 3
√

4 ’e kadar artan

ve ( 1
3√2

, +∞) aralıg̃ında ise, 3
√

4 ’den 0’a kadar azalandır. Bu aralıklar

üzerinde x = x(t) fonksiyonunun tersi mevcut oldug̃undan, (Önerme
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3.2.9 dan dolayı) (4.86) denklemleri sırası ile (0, +∞),(−∞, 3
√

4) ve

(0, 3
√

4) aralıkları üzerinde y = f(x) (eg̃rinin 1. parc.ası) , y = g(x)

(eg̃rinin 2. parc.ası) ve y = h(x) (eg̃rinin 3. parc.ası) gibi üc. fonksiyon

belirlemektedir.

x ∈ (0, +∞) olsun.∀t ∈ (−∞, −1) ic.in y′
t = 3t(2−t3)

(t3+1)2
oldug̃una göre,

f ′(x) =
y′

t

x′
t

= t(2−t3)
(1−2t3

, f ′′(x) = 2(1+t3)4

3(1−2t3)
bulunur. O halde, ∀x ∈

(0, +∞)(∀t ∈ (−∞, −1) ic.in f ′(x) > 0 ve f ′′(x) > 0 olacag̃ından f

fonksiyonu (0, +∞) aralıg̃ında azalan ve ic.bükeydir.

g ve h fonsiyonlarının incelenmesi benzer s.ekilde yapılır.

g(x) fonsiyonu (−∞, 0) aralıg̃ında azalan (+∞ dan 0 a kadar), (0, 3
√

4)

aralıg̃ında artan (0 dan 3
√

2 ye kadar ) ve ∀x ∈ (−∞, 3
√

4) ic.in g′′(x) > 0

oldug̃undan, (−∞, 3
√

4) aralıg̃ında ic.bükeydir.

h(x) fonksiyonu (0, 3
√

2) aralıg̃ında artan (0 dan 3
√

4 ye kadar ) ( 3
√

2, 3
√

4)

aralıg̃ında azalan ( 3
√

4 den 3
√

2 ye kadar ) ve ∀x ∈ (0, 3
√

4) ic.in h′′(x) > 0

oldug̃undan, (0, 3
√

4) aralıg̃ında dıs.bükeydir.

x 0 (0, +∞) x (−∞, 0) 0 (0, 3
√

4 3
√

4

f ′(x) + g′(x) − +

f(x) 0 ↘, −∞ g(x) +∞ ↘ 0 ↗ 3
√

2

f ′′(x) + g′′(x) + +

x 0 (0, 3
√

2) 3
√

2 ( 3
√

2, 3
√

4) 3
√

4

h′(x) + −
h(x) 0 ↗ 3

√
4 ↘ 3

√
2

h′′(x) + +

Fonksiyonun grafig̃i S. ekil 4.13 de verilmis.tir.
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(15) f(2) = 3, f ′(2) = −1, f ′′(2) = f (3)(2) = f (4)(2) = f (5)(2) = 0,

f (6)(2) = 1440 oldug̃una göre, x = 2 noktası civarında y = f(x)

eg̃risinin grafig̃ini c.iziniz.

C. özüm: (2, 3) noktasında y = f(x) eg̃risine c.izilen teg̃et denklemi

y−f(2) = f ′(2)(x−2) ⇒ y−3 = −(x−2) ⇒ y = −x+5 bic.imindedir.

f (4)(x) = g(x) olsun. g′(2) = f (5)(2) = 0, g′′(2) = f (6)(2) > 0 oldug̃una

göre, x = 2 noktası g nin bir minimum noktasıdır. O halde, g(2) =

f (4)(2) = 0 oldug̃undan dolayı x = 2 noktasının bir U(2) koms.ulug̃unda

g(x) ≥ 0 dır. f ′′(x) = h(x) olsun. h′(2) = f (3)(2) = 0 ve ∀x ∈ U(2)

ic.in h′′(x) = f (4)(x) = g(x) ≥ 0 oldug̃una göre, x = 2 noktasının

bir U ′(2) koms.ulug̃unda x = 2 noktası h fonksiyonunun bir minimum

noktasıdır. h(2) = f ′′(2) = 0 oldug̃una göre, x = 2 noktasının bir

U ′′(2) koms.ulug̃unda h(x) = f ′′(x) ≥ 0 olacaktır. Buna göre , U ′′(2)

koms.ulug̃unda y = f(x) eg̃risi dıs.bükeydir. y = f(x) eg̃risinin grafig̃i

s.ekil 4.14 te verilmis.tir.
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4.8.2 Ek Problemler

(16) As.ag̃ıdaki f : [a, b] → R fonksiyonlarının (a, b) aralıg̃ında ekstremum-

larını ve [a, b] aralıg̃ında en küc.ük (m) ve en büyük (M) deg̃erlerini

bulunuz.

(a) f(x) = (x − 3)2e|x|, a = −1, b = 4;

(b) f(x) = (x − 3)3e|x+1|, a = −2, b = 4;

(c) f(x) = ln(1 +
√| x | (1 + x)2), a = −2, b = 1;

(d) f(x) = arctan
√| x | (x − 1)2, a = −1, b = 2;

(e) f(x) = [[ x ]]
x

+ x
3
, a = 1, b = 3;

(f) f(x) = cos(x + π
3
sgnx) + sin(x + π

6
), a = −π, b = π.

Cevap: (a) x = 3 te minimum f, 0 dır, x = 0 da minimum f, 9 ve

x = 1 de maksimum f, 4e dir ;

(b) x = 0 da minimum f, −27e dır, x − 1 de maksimum f, −64 tür ;

(c) x = 0 ve x = −1 de minimum f, 0, x = −1
3

te maksimum



Türev 561

f, ln(1 + 2
√

3
9

) dur ;

(d) x = 0 ve x = 1 de minimum f, 0 dır, ve x = 1
3

te maksimum

f, arctan 2
√

3
9

dur ;

(e) x =
√

3 te minimum f, 2√
3
, x =

√
6 da minimum f, 4√

6
ve x = 2

de maksimum f, 5
3

tür ;

(f) x = −2π
3

te minimum f, −2 , x = 0 da maksimum f, 3
2

dir.

(17) As.ag̃ıdaki fonksiyonların kars.ılarında yazılı kümeler üzerinde inf ve sup

deg̃erlerini bulunuz?

(a) f(x) = 1
x

+ x2, (0, 1]; (b) f(x) = ln x − x, R+;

(c) f(x) = 2 tan x − tan2 x, (−π
2

, π
2
); (d) f(x) = tan x − 3x, [−π

4
, π

2
);

(e) f(x) = (x2 + 4)e−x, R+; (f) f(x) = e−x2
cos(x2), R;

(g) f(x) = x + ( 2
x−2

)2, (3
2
, 5); (h) f(x) =

√
1+|x−2|
1+|x| , R.

Cevap:

(a) 3
3√4

, +∞; (b) −∞, −1; (c) −∞, 1;

(d)
√

2 − 3 arccos 1√
3
, +∞; (e) 0, 4; (f) −

√
2

2
e−

3π
4 , 1;

(g) 5, +∞; (h) 0,
√

3.

(18) As.ag̃ıdaki fonksiyonların ic.bükey ve dıs.bükey oldukları aralıkları ve

büküm noktalarını bulunuz.

(a) 2x4 − 3x2 + x − 1; (b) f(x) = 1
1−x2 ; (c) f(x) = 3

√
x + 3;

(d) f(x) = 3
√

4x3 − 12x; (e) f(x) = x + sinx; (f) f(x) = e
1
x .

Cevap: (a) (−∞, −1
2
), (1

2
, +∞) ic.bükey, (−1

2
, 1

2
) dıs.bükey aralıkları,

(−1
2
, −17

8
), (1

2
, −9

8
) büküm noktaları;

(b) (−∞, −1), (1, +∞) dıs.bükey,(−1, 1) ic.bükey aralıkları büküm nok-

tası yoktur.

(c) (−∞, −3) ic.bükey, (−3, +∞) dıs.bükey aralıkları (−3, 0) büküm

noktası,

(d) (−∞, −√
3) ic.bükey (−√

3, 0), (
√

3, +∞) dıs.bükeylik aralıkları

(0, 0), (−√
3, 0) ve (

√
3, 0) büküm noktaları;

(e) (2kπ, 2(1 + 2k)π), k ∈ Z dıs.bükey, ((1 + 2k)π, 2(1 + k)π), k ∈ Z
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ic.bükey aralıkları, (0, kπ), k ∈ Z büküm noktaları;

(f) (−∞, −1
2
) dıs.bükey, (−1

2
, 0), (0, +∞) dıs.bükeylik aralıkları, (−1

2
, e−2)

büküm noktası.

(19) As.agıdaki paremetrik denklemlerle tanımlanan y = f(x) fonksiyonunun

büküm noktalarını bulunuz.

(a) x = tet, y = te−t, t ∈ (0, +∞) ;

(b) x = 2t2+2
t

, y = t3+3t+1
t2

, t ∈ (0, 1) .

Cevap: (a) (
√

2e
√

2,
√

2e−
√

2); (b)(5, 21
2
) .

(20) As.ag̃ıdaki fonksiyonların grafiklerinin asimtotlarını bulunuz.

(a) f(x) = x3

6x2−8−x4 ; (b) f(x) =
√

x−2
x+2

;

(c) f(x) = x2

|x|+1
; (d) f(x) = x3−3ax2+a3

x2−3bx+2b2
;

(e) f(x) = x +
√

4x2 + 1; (f) f(x) = e−
1
x ;

(g) f(x) = e−
1

x2 ; (h) f(x) = 1 − xe−
1
|x|− 1

x ;

(i) f(x) = x2
1

x2 ; (j) f(x) = x(1 − 1
x
)x;

(k) f(x) = 2x + coth x; (l) f(x) = x + sin x
2x

;

(m) f(x) = arctan 1
x
; (n) f(x) = 1

arccot 1
x

;

Cevap:

(a) x = −2, x = −√
2, x =

√
2, x = 2, y = 0; (b) x = −2, y = 1;

(c) y = −x − 1, y = x − 1; (d)x = b, x = 2b, y = x − 3(a − b);

(e) y = −x, y = 3x; (f)x = 0, y = 1;

(g) y = 1; (h) y = 1 − x, y = 3 − x;

(i) x = 0, y = x; (j) y = x
e

− 1
2e

;

(k) x = 0, y = 2x − 1, y = 2x + 1; (l)y = x;

(m) y = 0; (n) x = 0, y = 2
π
.

(21) Parametrik denklemlerle tanımlanan as.ag̃ıdaki fonksiyonların grafik-

lerinin asimtotlarını bulunuz.

(a) x = t−8
t2−4

, y = 3
t(t2−4)

; (b) x = t3 + 3t + 1, y = t3 − 3t + 1;
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(c) x = t + sin t, y = t + cos t; (d) x = t ln t, y = t ln(t + 1);

(e) x = 2 cos t, y = tan 2t.

Cevap:

(a) x = 2, y = 3(2x+3)
40

, y = −2x+1
8

; (b) asimtotu yoktur.

(c) asimtotu yoktur. (d) x → +∞ iken y = x + 1;

(e) x = −√
2, x =

√
2.

(22) Kutupsal koordinatlarla tanımlanan as.ag̃ıdaki y = f(x) fonksiyonların

grafiklerinin asimtotlarını bulunuz.

(a) r = π
θ−π

4
; (b) θ = r

r−1
;

(c) r = 2 tan θ; (d) r = 2
|sin 2θ| ;

(e) r = a
cos 3θ

(a > 0).

Cevap: (a) r = π
sin(θ−π

4
)
; (b) r = 1

sin(θ−1)
;

(c) r = 2
cos θ

, r = − 2
cos θ

;

(d) r = 1
sin θ

, r = − 1
sin θ

, r = 1
cos θ

, r = − 1
cos θ

;

(e) r = a
3 sin(π

6
−θ)

, r = a
3 sin(θ+π

6
)
, r = − a

3 cos θ
.

(23) As.ag̃ıdaki denklemlerle tanımlanan y = f(x) fonksiyonlarının grafik-

lerinin asimtotlarını bulunuz.

(a) x2y + xy2 = 1; (b) x4 − 2x2y2 + y3 = 0;

(c) 4x2 + 9y2 = x2y2; (d) 4x
4
3 − y

4
3 = 1;

(e) (x2 − y2)2 + 4xy = 0; (f) (x2 + y2)(y − 1)2 − y2 = 0.

Cevap:

(a) y = 0, x = 0, y = −x; (b) y = x√
2

+ 1
8
, y = − x√

2
+ 1

8
;

(c) x = 3, x = −3, y = 2, y = −2; (d) y = 2
√

2x, y = −2
√

2x;

(e) y = −x + 1, y = −x − 1; (f) y = 1.

(24) As.ag̃ıda denklemleri verilen eg̃rilerin grafiklerini c.iziniz.

(a) y = x3

4
− 3x + 4; (b) y = 32x2(x2 − 1)3;

(c) y = 20x2

(x−1)3
; (d) y = 1+x2

1+(x−2)3
;

(e) y = x + 7
x

− 3
x2 ; (f) y = x4

x3+2
;
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(g) y = x5

(x2−1)2
; (h) y = x − √

x2 − 2x;

(i) y = 4
√

x4 − 4x3; (j) y = 8x√
x2−4

;

(k) y = x2
√

x2−1
2x2−1

; (l) y =
√

3x2−4
x3 ;

(m) y = 3
√

x(x − 1)2; (n) y = (x2 + 8x + 12)2/3;

(o) y = 3

√
(x+1

x+2
)2; (p) y =| x | √

1 − x2;

(q) y =
√| 3x2 − x3 |; (r) y = 3

√
x2 | 2 − x |;

(s) y = (1 − x)e3x+1; (t) y = e−x

1−x
;

(u) y = xe
1

x2 ; (v) y = ln x√
x
;

(w) y = cos x − 1
2
cos 2x; (x) y = cos x cos 2x;

(y) y = 2x − tan x; (z) y = arccos1−x2

1+x2 ;

(xx) y = e− arctan x; (yy) y = (1 + x)
1
x ;

(zz) y = 2lnx − 5 arctan x.

(25) As.ag̃ıda parametrik denklemlerle tanımlanan fonksiyonların grafiklerini

c.iziniz.

(a) x = 1
4
(t + 1)2, y = 1

4
(t − 1)2; (b) x = t2

1−t2
, y = 1

1+t2
;

(c) x = t2+1
4(t−1)

, y = t
t+1

; (d) x = t
1−t2

, y = t(1−2t2)
1−t2

.

Cevap: (a) S. ekil 4.15; (b) S. ekil 4.16; (c) S. ekil 4.17; (d) S. ekil 4.18.

(26) As.ag̃ıdaki kapalı s.ekilde tanımlanan fonksiyonların grafig̃ini c.iziniz.

(a) x2/3 + y2/3 = a2/3(a > 0); (b) x4 + 2y3 = 4x2y;

(c) x2y2 = 1; (d) x3 + y3 = 3x2.

Cevap: (a) S. ekil 4.19; (b) S. ekil 4.20; (c) S. ekil 4.21; (d) S. ekil 4.22.

(27) As.ag̃ıdaki kutupsal koordinatlarla tanımlanan fonksiyonların grafik-

lerini c.iziniz.

(a) r = 5
θ
, θ ∈ R+; (b) r2 = 2a2 cos2 2θ, θ ∈ [0, 2π];

(c) r = a cos θ + b; (d) r = a sin 3θ(a > 0).
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Cevap: (a) S. ekil 4.23; (b) S. ekil 4.24; (c) S. ekil 4.25; (d) S. ekil 4.26.
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1967

[9] Courant R., Fritz J., Introduction to Calculus and Analysis, I,II,

Springer-Verlas, Berlin, 1982

[10] Diedonne J., Foundatious of Modern Analysis, Academic Press, New

York and Londan, 1960

569

570 Kaynaklar

[11] Demidovic. W.P., Sbornik Sadac. i uprajneniy po matematic. eskomy

analizu, Nauka, Moskava, 1977

[12] Edwards C.H., Penney D.E., Matematik Analiz ve Analitik Ge-

ometri, Cilt I,II. C. eviri Editörü Ömer Akın, Palme Yayıncılık, Ankara,
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[16] Halilov H., Hasanog̃lu A., Can M., Yüksek Matematik II, Literatür

Yayınları: 52, İstanbul, 2001
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İndeks 577

Azalan, 105, 531

Azalmayan, 531

Bijektif, 13

Biles.ke, 13, 274

Birebir, 361

Birebir(injektif), 13

Birim, 12

Dirichlet, 114

Elementer, 98, 100, 264

Esas, 100

Esas kısım, 256

Esas periyodu, 99

Es.it, 12

Grafig̃i, 100

Hiperbolik, 110

Ters, 112

Kapalı, 100

Kesir-Rasyonel, 101

Kuvvet, 102, 274

Logaritma

Dog̃al, 272

zellikler, 272

Logaritmik, 104, 272, 274

Monoton, 99

Rasyonel

Tam, 101
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Tümleyen, 3
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delinmis. saǧ koms.uluk, 237

Koms.uluk, 65, 162, 233, 468

ε, 64

Delinmis., 65, 234, 468

Kume

Aile, 2

Ayrıs.ım, 4

Kartezyen c.arpım, 4

Kutupsal koordinat, 89
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Maclaurin Formülü, 494, 497

Kalan terim

Lagrange formu, 497

Matematik İndüksiyon, 46, 54, 77,

454

Matematik İndüksiyon Yöntemi,

40

Minkowski Es.itsizlig̃i, 537

Modül, 29

Moivre formülü, 90

Monoton, 99

Artan, 357, 361

Azalan, 357, 361

Yakınsak, 360

Mutlak Deg̃er, 29

Özellikler, 30

Napieraion sistemi, 45

Newton binom ac.ılımı, 501

Newton Binom formülü, 92

Nokta

İzole (yaltık), 65

Büküm, 540, 548

Ekstremum, 532, 534, 548

ic., 64

Kapanıs., 66

Kritik, 534

Limit, 64, 65, 71, 76, 82, 181,

469

Lokal ekstremum, 468

Maksimum

Lokal, 468, 533, 534

Mutlak, 469

Minimum, 470

Lokal, 468, 533

Mutlak, 469

Yıg̃ılma, 64

Parametre, 428

Rolle Teoremi, 471

Geometrik yorum, 471

Sürekli, 347, 348

Dizisel, 349

Kapalı aralıkta, 356

Küme, 348

Sag̃dan, 350

Soldan, 350

Süreksiz

Nokta, 351

580 İndeks

1. c.es.it, 351

2. c.es.it, 351

Kaldırılabilir, 351

Sınır

Üst, 26

Alt, 26

Sayılar

İrrasyonel, 42

Dog̃al, 40

Rasyonel, 42

Transandantal, 43

Sayılar

Kompleks, 88

Modül, 89

Mutlak deg̃er, 89

Reel kısım, 88

Sanal kısım, 88

Köklü, 45

zelikleri, 45

Rasyonel, 44

Reel, 44, 80

Genis.letilmis., 29

Negatif, 26

Pozitif, 26

Reel (Gerc.el), 23

Tam, 41

Sonlu farklar formülü, 474

Stolz, 175

Supremum, 28, 29, 73, 74, 78, 86,

247, 359

Sürekli, 411, 519, 548

Aralıkta, 360

Düzgün, 366, 367

Aralıkta, 370

Cantor Teoremi, 369

Nokta, 411

Noktada, 423, 425

Parc.alı, 371

Ters fonksiyon, 364

Weierstrass Teoremi, 358

Süreklilik Modülü, 366

Süreksiz

2. c.es.it, 362

Nokta

1. c.es.it, 371, 475

Kaldırılabilir, 475

Süreksizlik, 548

Sınırlı

Üstten, 100

Alttan, 100, 357

stten, 357

Sıc.rama, 251, 371

Tümevarım Yöntemi, 40

Tam kısım, 44

Taylor Formülü, 494

Kalan terim, 494

İntegral formu, 497

Cauchy formu, 496

Lagrange formu, 496

Peano formunda, 496

Taylor Polinomu, 494

Toplamsal grup, 23



İndeks 581

Trigonometrik form, 90

Tümevarım, 453, 457

Türev, 409

2. mertebeden, 449

Parametrik fonksiyon, 455

Ters fonksiyon, 456

Biles.ke fonksiyon, 424

Cauchy Teoremi, 477

Elementer fonksiyon, 433

Koms.ulukta, 428

Kuralar, 423

Logaritmik, 427

n. mertebeden, 449

Noktada, 428

Sag̃ taraflı, 410, 449

Sol taraflı, 410, 449

Ters fonksiyon, 425

Weierstrass, 358, 359

Yakınsak

Dizi, 370

Young Es.itsizlig̃i, 536

Zincir kuralı, 425

rtü

Ac.ık, 70, 74

Sonlu alt, 70, 74


