Onsoz

Bilindigi gibi yiiksek Matematik diisiinceye sahip olma, doga, miithendislik
ve sosyal bilimler iizerine yapilan biitiin bilimsel arastirmalarda temel teskil
etmektedir. Bu arastirmalarin daha basarili olabilmesi icin, giiniimiiz mate-
matiginin cok sayil alanlarimi ve uygulamalarini daha iyi anlatabilecek nite-
likte cesitli ders kitaplarinin hazirlanmasi gerekmektedir.

Matematigin en temel dallarmdan biri olan Analiz dersinin 6greniminde
kullanilabilecek seviyede Tiirkce cesitli ders kitaplar: yazilmis ve bu konuda
yabanci dillerde yaymlanmis en iyi kitaplarim bazilar1 degerli bilim adam-
larimiz tarafindan Tirkceye kazandirilmigtir. Biitiin bunlara ragmen, klasik
Matematik Analiz konularini, Matematigin cagdas taleplerine cevap verecek
sekilde aksiyomatize edilmeye dayanan yiiksek seviyeli ders kitaplarina halen
ihtiyac duyulmaktadir.

Lisans seviyesinde egitim goren ogrenciler icin diizenlenmis olan bu dort
ciltlik kitabin esas amaci Analiz dersinde 6gretilen konulari miimkiin oldugu
kadar giiniimiiz matematiginin ihtiyaclarim karsilayabilecek diizeyde ifade et-
mek, bu dersi 6grenen ve 6gretenler icin ince noktalar: aydinlatmakta gerekli
olan teorik bilgiler sunmak ve ayrintili bicimde ¢oziimlii problemler vermek,
temel kavram ve sonuclar1 uygulayabilecek teknikleri gelistirmektir. Ayrica,
bazi 6zel ve ileri anlamda konular iceren bu calismanm Yiiksek Lisans, Dok-
tora Ogrencileri ve ileri arastirma yapmak isteyenler icin de faydali olacag:
inancindayim.

Tek degiskenli fonksiyonlarim analizine ayrilmis birinci ve ikinci ciltlerde
Analize giris, Limit, Stireklilik, Tiirev, Belirsiz integraller, Riemann
integrali, Has olmayan integraller, Sayisal seriler, Fonksiyon dizileri
ve Serileri gibi bolimler yer almaktadir. Cok degiskenli fonksiyonlarim ana-
lizini iceren ticiincii ve dordiincii ciltlerde Cok degiskenli fonksiyonlar,
Cok degiskenli fonksiyonlarin diferensiyel hesabi, Cok degiskenli
vektor fonksiyonlarin diferensiyel hesabi, Cok katl integraller, Para-
metreye bagl integraller, Egrisel ve Yiizey integralleri gibi boliimler

yer almaktadir. Kitabin son iki cildinde yer alan konularin égrenciler tarafin-

dan daha iyi anlasilabilmesi icin Analitik Geometri ve Lineer Cebir konu-
larmin anlasilmis olmasi diisiintilmiistiir.

Kitabm hem metin hem de problem (¢oziimleri dahil) yaziminda Analiz
dalinda ana dilimizde ve yabanci dillerde yaymlanmig ve her cildin sonunda
belirtilen kaynaklardan genis 6lciide faydalanilmistir.

Calismanin birinci ve ikinci ciltlerinin hazirlanmasinda Yrd. Doc¢. Dr
Murat ALP ve doktora 6grencim Yrd. Doc. Dr. Nizami MUSTAFAYEV,
ayrica birinci cildin hazirlanmasinda Yrd. Doc. Dr Ismail EKINCIOGLU,
hem problem c¢oziimlerinin hem de ek problemlerin cevaplarinin kontroliinde
ve kitabin dizgi yapiminda bana yardimda bulunmuslardir. Yapmis oldugu
cok degerli desteklerinden dolay1 6grencim Ars. Grv. Ozgiin GURMEN’e de
tesekkiir borcumu ifade etmek isterim.
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Sembol Sayfa Sembol anlam
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24 1 Eleman degil
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C 2 Alt kitme
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3 2 Varlik, var olmak
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aeA 2 a, A nmn elemamdir
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Ne
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X C R alt kiimesinin maksimal (en biiyiik) eleman

X C R alt kiimesinin en kiiciik tist siir
(supremumu)

X C R alt kiimesinin en biiyiik alt s
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Bolum 1

Analize Giris

1.1 Kiime ve Kiimeler Uzerinde Elementer

islemler

Matematikte kullanilan kiime kavrami, bazi 0zelliklere sahip nesnelerin
bir toplulugu veya bir simfi  gibi diisiiniilebilir. Fakat bu kavramin kesin bir
tanimi verilmiyor. Kiimeyi teskil eden nesnelere kiimenin elemanlar: veya
ogeleri denir. Kiimeleri A, B, C, XY, ... gibi biiyiik harfler ile, elemanlar
da a,b,c,z,y, ... gibi kiiciik harfler ile gosterecegiz.

Eger, a bir A kiimesinin bir elemani ise, bu durumda a € A biciminde,
a bir B kiimesinin elemani degilse, bunu da a ¢ B biciminde gosterecegiz.

Bir kiimenin verilmesi icin, o kiimenin elemanlarimin teker teker belir-
tilmesi veya o kiimenin elemanlarimin belirtilmesine yarayan bir ozelligin
(veya Ozellikler takimimn) verilmesi gerekir. Yani, bir elemanin kiimeye ait
olup olmadigimi belirtmeye yarayan kesin bir kuralin verilmesi gerekmek-
tedir. Buna gore, bir kiimeyi gosterirken, ya o kiimenin elemanlar1 {...}
arasia yazilir ya da

{ z: z in karakteristik ozelligi }

sembolii kullanilir. Burada z kiimenin genel elemanimi gosterir, : isareti de

oyle ki anlamina gelen bir sembol olarak kullanilmistir.

1

2 Kiimeler ve Kiimeler Uzerinde Elementer fs]emler

Hicbir eleman olmayan kiimeye bos kiime denir ve () ile gosterilir.

Tanim 1.1.1 : Eger, bir A kimesinin herbir elemant B kimesinin de bir
elemany ise A kiimesi B kiimesinin bir alt kiimesidir denir ve A C B sembolii
ile gosterilir. Yani,

ACB& (ae A=a€B)

dir.

Her A kiimesi icin, A C A ve ) C A dir. Eger, AC Bve BC Aise, Ave B
kiimeleri esittir denir ve A = B biciminde gésterilir. Buna gore

A=B& (ACB AN BCA)
dir. Eger, B C A ve B # Aise, B ye A nmn 6z alt kiimesi denir.

Tanim 1.1.2 : A ve B herhangi iki kime olsun. A wve B kimelerinin
birlesimi, kesisimi (veya arakesiti), farky ve simetrik farke siraswyla asagidaki

sekilde tanimlanar:

AUB={z:z€ A V x € B};
ANB={z:z€ A A z € B};
A\B={zr:2€A N x¢B};
ANAB=(A\B)U(B\ A).

{A;}ies bir kiimeler ailesi ise bu ailenin birlesimi ve kesisimi sirasiyla

UAi:{x:EI iel, xe A},
il
ﬂAi:{m:V iel, xe A}
icl
ile tanimlanir.
Bundan sonra gozoniine alacagimiz kiimeleri, bilindigi kabul edilen bir E

evrensel kiimesinin birer alt kiimeleri olarak diisiinecegiz.
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A C E kiimesi verilsin. E \ A kiimesine A kiimesinin tiimleyeni denir ve
A¢ ile gosterilir. Buna gore

A={zecE: 2 ¢ A}

dir.
A, B ve C kiimeleri E nin herhangi alt kiimeleri olsun. Bu durumda,

birlesim, kesisim ve tiimleyenin asagidaki 6zellikleri vardir:

(a) AUBCE, AnBCE (Kapahlik ozelligi);
(b)) AUB=BUA, AnNB=BNA (Degisme ozelligi);

(¢) AU(BUC) = (AUB)UC, AN(BNC) = (ANB)NC (Dagima ozelligi);
(d) AU(BNC) = (AUB)N(AUC) (Birlesimin kesisim tizerine dagima o6zelligi);

() AUA=ANA= A,

(8) (AUB=B) & (AN B = A);

(h) Aul=A, ANE=A, Anl=0, AUE=E;
(i) AUA°=E, AN A°c=0);

@

Biro = { A, B, C,.. .} kilmesi tizerinde yukaridaki ézellikleri saglayan birlesim,

(AUB)*=A°NB°, (ANDB)°=A°UDB° (De Morgan Kural).

kesisim ve tiimleme islemleri tanimlanmis ise bu kiimeye Boole Cebiri denir
ve (o,U,N) ile gosterilir. Boylece o, E kiimesinin tiim alt kiimelerinden
olusan bir aile ise, (o, U,N) bir Boole Cebiridir.

Her i € I icin A; C E olmak tizere {4, };cs ailesi icin De Morgan kurali ,

UAar=N4 (NAar=U
il iel iel il
bicimindedir.

Tanmim 1.1.3 : A ve B kiimeleri icin ANB = () ise A ve B kiimelerine ayrik

kiimeler denir.

)
)
)
)
(e) AN(BUC) = (ANB)U(ANC' (Kesisimin birlesim tizerine dagilma ozelligi);
)
)
)
)
)

4 Coziimli Problemler

Tanim 1.1.4 : A bir kiime ve {A; }ic1, A kiimesinin bos olmayan alt kimelerinden

olusan bir aile olsun.

(a) {Ai}icr ailesi ikiser ikiser ayrik;

(b) A= A, ise

iel
{A;}ier ailesine A kimesinin bir ayrisime  denir.
Tanim 1.1.5 : A ve B iki kiime olsun.
AxB={(a,b): ac Avebe B}
kiimesine A ile B’nin kartezyen carpima  denir.
(a,b) ve (c,d) sirali ikililerin esitligi
(a,b) = (¢,d) & a=c ve b=d

biciminde taimlandigindan, genellikle (a,b) # (b, a) ve dolaysiyla, A x B #
B x A dir. Esitlik ancak A = B olmaisi halinde veya bu kiimelerden en az

birinin bos kiime olmas1 halinde miimkiindiir.

1.2 Coziimli Problemler

(1) 1.1’deki (c), (e) ve (i) ozelliklerinin dogrulugunu gésteriniz.

Coziim: AU(BNC)={z€E: z € Aveyaxz e (BNC)}

={z€E: z€Aveya(z € Bvexec()}

={z€E: (xr€Aveyaz € B)ve(reAveyaxr ()}
={2ze€E: (re AUB)ve (x € (AUC)}
=(AUB)N(AUCQ)
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(d) zelliginin dogrulugu benzer sekilde gosterilir. Simdi (i)’deki birinci
esitligin dogrulugunu gosterelim. Ikinci esitlik benzer olarak gosterilir.
re€(AUB) =2 AUB=a2¢ A ve ¢ B
=>r€A® ve r€ B =recANDB°
= (AUB)°C A°N B°.
reANB = xe€ A° ve v e B°
=sx¢A ve x¢gB=>x¢gAUB
=z€(AUB) = A°NB°C (AUB)-.
Her iki kapsamadan esitlik elde edilir. ¢
(2) AU(ANB)=AnN(AUB) = A oldugunu gosteriniz.
Coziim: 1.1’ deki (c) ve (e) ozelliklerinden
AU(ANB)=(AUA)N(AUB)=AN(AUB)
dir. Simdi AN (AU B) = A oldugunu gosterelim.
reAN(AUB)=>rcA ve r€(AUB)=zcA
= AN(AUB) C A,
reA=>rcAUB=rc AN(AUB)
= ACAN(AUB).
Her iki kapsamadan esitlik elde edilir. ©
(3) (a) (A9)°=A; (b) Ec=0 (c) 0°=E oldugunu gosteriniz.
Coziim: (a)z € (A) =g A= e A= (A9 C A,
reA=srd A= e (A= AC (A
dir. Her iki kapsamadan (a) esitligi bulunur.
(b) Vz € E ic¢in x ¢ E° oldugundan E® bos bir kiimedir.
() 2€E=a¢0=az¢cl =EC0. Oteyandan, §° CE

oldugundan sonuc elde edilir. ¢

Coziimli Problemler

(4) (A\ B) C (A\ C)U(C\ B) oldugunu gosteriniz.
Coziim: =z € (A\ B) olsun. Bu durumda, z € A ve z ¢ B dir.
Eger, v ¢ Cise v € (A\ C) dir. Dolaysiyla, z € (A\ C)U (C'\ B)
olur. Eger, z € C ise x ¢ B oldugu durumlarda v € (C'\ B) = z €
(A\ C)U(C\ B) olur. Béylece, hem z ¢ C, hem de = € C oldugunda
z € (A\B) =z € (A\C)U(C\ B) dir. Buradan sonug elde edilir. ¢

(5) (A\B)U(B\ A)=(AUB)\ (AN B) oldugunu gosteriniz.

Coziim: C = (A\B)U(B\A) ve D =(AUB)\ (AN B) olsun.
zeC=ze(A\B)veyaz € (B\A) = (€ A ve v ¢ B) veya (z €
B ve v ¢ A) = 2x€ (AUB) ve 2 ¢ (ANB) = 2 € (AU
B)\(ANB) =D = C C D. Simdi D C C oldugunu gosterelim.
ze€D =z (AUB) ve 2 ¢ (ANB) = (r € A veya x €
B) ve {(x €A ve ¢ B) veya (1 ¢ A ve z € B)} = x¢€
(A\B) veya z € (B\A) =2 € (A\B)U(B\A) =C. Her iki
kapsamadan D = C' esitligi bulunur. ¢

(6) (A\B)NC =(ANC)\ (BNC) oldugunu gosteriniz.
Coziim: D = (A\B)NCve G = (ANC)\ (BNC) olsun. z €
D=zec(A\B) ve r€eC=x€A veya ¢ B ve z€(C =
ze(ANC) ve x ¢ (BNC) =z € (ANC)\(BNC)=G= D CQG.
re€G=2€(ANC) ve 2 ¢ (BNC)= (x €A ve x€(C) ve {(z €
B ve x¢C) veya (t¢B ve v€C)}=xe(A\B) ve z€(C =
z € (A\B)NC =D = G C D. Her iki kapsamadan D = E esitligi

bulunur. ¢

(7) Au(B\C) D (AUB)\ C) oldugunu gosteriniz.

Coziim: D =AU(B\C)veG=(AUB)\C olsun. z € G =
z€(AUB) ve 2 ¢ C = (zr€A veya € B) ve 2 ¢C=z¢€
A veya 1€ B\C=2cAU(B\C)=D=D>DG. ¢

(8) ANB=0ise, (AUB)N(A°UB°) = AU B oldugunu gosteriniz.
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(10)

(11)

(12)

Coziim: C = (AUB)N(A°UB%) ve D =AUBolsun. z € C =
(xe (AUB)) ve (z€ (A°UB°))=>zeD=CCD. z€D=
{(xeA ve 2¢B) veya (t ¢ A ve z€B) }={(reA ve €
B¢) veya (x€ A° ve z€B)} =z € (AUB) ve z€ (A°UB°) =

€ (AUB)N(A°UB®) = C = D C C. Her iki kapsamadan C' = D

esitligi bulunur. ¢

AN B=(AUB)\ (AN B) oldugunu gésteriniz.

Coziim: 2 € AAB& (re€A ve ¢ B) veya (x ¢ A ve x €
B)&s {(x €A ve v ¢ B) veya € B} ve {(x€A ve x¢
B) veya s ¢ A} < (r€ A veya v € B) ve (t ¢ A veya v ¢ B) &

€ (AUB) ve 2 ¢ (ANB) < z € (AUB)\ (AN B) oldugu elde
edilir. o

Ax(B\C)=(Ax B)\ (A xC) oldugunu gosteriniz.

Coziim: (a,b) € Ax(B\C)®acAvebeB\CsacAve (be
B ve bg(C)=(acA ve beB) ve (acA ve b ()< (a,b) €
AXx B ve (a,b) ¢ AxC & (a,b) € (Ax B)\ (A x C) oldugu elde
edilir. ¢

A\ B = B\ A oldugunu gosteriniz.

Coziim: 2 € A°\B = a2 € A° ve 2¢B°= (r€F ve z ¢
A)verzeB=reBvergA=>areB\A=A\B°CB\A. z¢
B\A=z€B ve t ¢ A=a2¢ B ve 1€ A= 1€ A°\ B* =
B\ A C A°\ B Her iki kapsamadan istenen esitlik bulunur. ¢

1.3 Ek Problemler

A, B ve C kiimeleri E nin herhangi ti¢ alt kiimesi olsun. Asagidaki

esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

(a) A\ A=0;

(13)

Ek Problemler

(b) A\ 0= 4;

() AND =4

(d) ANB=A\(A\B);

(€) AN(B\C) = (A\B)U(ANC);
(f) (ANB)\C = A\ (BUC);
\(BUC) = (A\B)N(A\C);
\(BNC) = (A\B)U(A\C);
(i (A\B) (C\D) =(ANC)\ (BN D);
(i =(A\B)U(B\ A);

(k) (AAB)AC=AA(BAC);

() (AAB)NC=(ANC)A(BNC);

)
)
)
)
)
(g) A
(h) A
)
) A
) (
) (
(m) (AUB\C = (A\C)U(B\O);
) (
) (
) (
) A
) A
)
)
)
)
)
)

h

(m) (ANB)\C = (A\C)N(B\C);

A\B)\C = (A\C)\ (B\ 0);

AAB)\O (A\C) A (B\O);
=(AAB)A(ANB);

(1) A\B=AA(ANB);

(s) (AUB)xC=(AxC)U(Bx(C);

(t) (ANB)xC=(AxC)n(BxC);

u) (A\B)xC=(AxC)\(BxC);

v) A\ B=AnNB¢

(A\ B)*= A“U B;

(x) A“AB°=AAB.

(o
(p
(q

t
(
(
(w

A, B, Cve D kiimeleri E nin herhangi dort alt kiimesi olsun. Asagidaki

onermelerin dogrulugunu gosteriniz.
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a) ANB=A< ACB;
AUB=B&e AC B;
(c) AAB=0 < A=5B;
(d AcC ve BCC&s AUBCC;
() CCAve CCB&CCANB;

f

(
(b

AUB=J& A°CB=J% B°C A
(

¢g) ANB=0& BCA°, ANB=0& AC B

() AANB=J o A= DB
@
(k) (A\B)N(C\D)=(ANC)\ (BND);

ACB& A°D B

)

)

)

)

)

)

)
(h) (AC B) & (B C A°);

)

)

)
() AxB=0 A=0 veya B=0;
(m) (Ax B)U(C x B)=(AUC) x B;
(n) AABC (AAD)U(BAD);

)

(0) (AxB)N(C xD)=(ANnC) x (BND).

(14) Ay, As, By ve By E nin herhangi dort alt kiimesi olsun. Asagidaki

onermelerin dogrulugunu gosteriniz.

a) (A1 UAp)\ (B1UBy) C (A1 \ By) U (Ax\ B);

Af U AS) A (BfU BS) C (A7 A BY) U (A5 A BS);
(c

(
(b
(

) (

) ( A

) (A1UAg) A (BiUB,) C (A1 A By) U (Ay A By);
) (AN Az) A (ByN By) C (A1 A By) N (A2 A By);
) ( i

(Bl \ BQ) C (Al A Bl) \ (A2 A Bz)

(e A1 \ A2)

10 Fonksiyonlar

1.4 Fonksiyonlar

Tanim 1.4.1 : X veY bos olmayan herhangi iki kiime olsun. X XY ’nin bos
olmayan her alt kiimesine X den'Y ye bir ikili bagintr denir. X x X = X?

nin bos olmayan her alt kimesine X de (veya X dzerinde) ikili baginty denir.

Tanim 1.4.2 : X denY ye bir R bagintise verildiginde {(b,a) : (a,b) € R}
kiimest Y den X e bir bagintidir ve bu bagintiya R nin tersi adi wverilir ve

R~! ile gosterilir.
Tamim 1.4.3 : R, X de bir ikili baginte , yani R C X x X olsun.
(a) Ya € X icin, aRa ise R ye yanswyan bir baginti ,
(b) a,b € X icin, aRb = bRa ise R ye simetrik bir bagints
(¢) a,b,c € X icin, (aRb A bRe) = aRe ise R ye gecisken bir bagints

(d) a,b e X icin, (aRb A bRa) = a = b ise R ye ters simetrik bir baginty

denir.

Tanim 1.4.4 : Yanswyan, simetrik ve gecisken bir bagintiya denklik bagintist

denir. R bir denklik bagintisy oldugunda aRb yerine a ~ b alinacaktur.

Ol‘ncgin, eger X, diizlem {tizerindeki tiim dogrulardan olusan bir kiime ise,
aRb = {(a,b) € X : a | b} (paralellik) bagmtiss X tzerinde bir denklik
bagmtisidir.

Tanim 1.4.5 : Yanswyan, ters simetrik ve gecisken bir bagintiya kismi siralama
bagintisy denir. R bir kismi siralama bagintise  oldugunda aRb yerine a < b

alinacak ve "a once gelir b” diye okunacaktir.

Ornegin, eger, P(X), X in tiim alt kiimelerinden olusan bir kiime ise, aRb =
{(a,b) € X?: a C b} bagmtis1 X iizerinde bir kismi siralama bagmtisidir.

Siralama bagmtisinda Va, b € X icin aRb veya bRa olmasi gerekmez.
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Tanim 1.4.6 : R, X de bir ikili siralama bagintisy olsun. Eger, Ya,b € X

icin aRb veya bRa ise bu bagintiya bir tam swralama bagintisy denir.

Uzerinde tam siralama bagmtist tammh X kiimesine tam (lineer) siralanmis
kiime denir. R bir tam siralama bagintisi  oldugunda aRb yerine a < b
yazacagiz ve "a kiiciik esit b7 diye okuyacagiz.

Ornogin, ileride tamimlanacak olan R reel sayilar kiimesi, tizerinde tam
siralama bagmtisiyla tam (lineer) siralanmus bir kiimedir.

Bos olmayan X kiimesi iizerinde bir denklik bagintis1 R olsun. a € X icin,
a={r € X: zRa } kilmesine a nin denklik smifi denir. Denklik simiflar1
X in bir ayrisimini  belirtir.  Tersine, X in bir ayrisimi  verildiginde, bu
ayrisim kiimelerini denklik simiflar1 kabul eden bir denklik bagmtisi vardir.

Simdi matematigin temel kavramlarimdan biri olan ve fonksiyon (veya
doniisiim) adi verilen 6zel bagmtilart ele alalm ve fonksiyonlarn sik sik

kullamlan 6zelliklerinin kisa bir 6zetini verelim.

Tanmm 1.4.7 : X veY bos olmayan iki kiime ve f = {(z,y): v € X Ny €
Y} C X XY bir bagints olsun. Eger,

(a) x € X icin 3y € Y dyleki (x,y) € f,

(b) (Iayl)s (137?;2) € f = Y1 = Y2

kosullar saglamyorsa [ ye X den'Y ye bir fonksiyon (veya dondisiim) denir
ve (X xY)veya f: X =Y, X LY sembollerinden biri ile gosterilir.

X kiimesine f fonksiyonunun tanim kiimesi , Y kiimesine de f fonsiy-
onunun goriintli kiimesi denir. Daha sonra f fonksiyonunun tanim kiimesini
D(f), f nin deger kiimesi denilen { f(z) € Y : = € D(f) } kiimesini de
R(f) ile gosterecegiz. Buna gore, f : X — Y yazihsinda D(f) # X veya
R(f) #Y (veya her ikisi) olabilir.

Bir f: X — Y fonksiyonu verildiginde = € D(f) elemanma karsihk gelen
(tek tiirld belirli) y € R(f) elemam y = f(x) ile gosterilir ve bu elemana x
in f altindaki goriintiisii denir.

Bir f: X — Y fonksiyonu verildiginde:

12 Fonksiyonlar

(1) A C D(f) olmak tizere

fAA) ={yeR(f): veAvey=f(z)}

kiimesine A nin f altinda goriintiisii veya f nin A tizerindeki deger

kiimesi,
(2) B C R(f) olmak tizere
[7iB)={xzeD(f): flx)e B}
kiimesine de B nin f altindaki ters goriintiisii denir.
Bir f: X — Y fonksiyonu icin
G={(r,y) eXxY:zeX A y=f(z)}

kiimesine f nin grafigi denir. Bu tamima gére fonksiyon ve onun grafigi ayni

seydir.

Tanmim 1.4.8 : f,g : X — Y fonksiyonlar: verilsin. Eger, D = D(f) =
D(g) ve Ya € D icin f(x) = g(x) ise [ ile g fonksiyonlar, esittir denir ve
f =g ile gasterilir.

Tanim 1.4.9 : X ve Y bos olmayan iki kiime olsun.
(a) Birb € Yve Vo € X icin f(z) = b ise, f fonksiyonuna X den'Y ye b
degerli sabit bir fonksiyon denir.

(b) X =Y veVa € X icin f(x) =z ise f fonksiyonuna ézdes (veya

birim ) fonksiyon denir ve Ix ile gdsterilir.

Buna gore Iy ={ (z,y) € X?: y=2a} olur.
Tanim 1.4.10 : f: X — Y bir fonksiyon ve A C X olsun. Her x € A icin
g(x) = f(x) ile tammb g : A — Y fonksiyonuna f nin A ya kisitlamas

denir, f|4 ile gosterilir. Bu durumda, [ ye de g nin X dzerine bir genislemesi

denir.
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Tanim 1.4.11 : f: X — Y fonksiyonu verilsin. Eger,

(a) Vy € Y icin f(z) = y olacak sekilde en az bir x € X elemani wvarsa

(veya f(X) =Y ise), [ fonksiyonuna érten (veya surjektif) fonksiyon,

(b) z1, o € X icin f(x1) = f(x2) = 21 = x2 (veya x1 # 2 = f(x1) #
f(xa)) ise, f fonksiyonuna birebir (1 : 1) (veya ingektif ) fonksiyon
denir.

Baz kaynaklarda birebir 6rten fonksiyona bijektif fonksiyon da denir.

Tanim 1.4.12 : f : X — Y veg :Y — Z fonksiyonlari wverilsin. Her
z € X icin (go f)(x) = g(f(x)) ile tammh go f: X — Z fonksiyonuna f
ile g nin bileskesi denir.

Genellikle fog # go f dir. Hatta fog (go f) bileske fonksiyonu tammlh
oldugu durumunda g o f (f o g) fonksiyonu tanimlh olmayabilir. Her ikisi de
tamml olsa bile genelde f o g # go f dir. Ornegin, f(z) = 22 ve g(z) = 2°
fonksiyonlars icin (fog)(x) = f(g(x)) = 22 ve (g0 f)(x) = g(f(x)) = 2/ =
2 olduguna gore fog # go f dir.

Tamm 1.4.13 : f : X — Y fonksiyonu icin, fo f = Iy ve fo f = Iy
olacak sekilde bir f : Y — X fonksiyonu varsa, f fonksiyonuna f min tersi

denir ve f~' ile gdsterilir.

Teorem 1.4.14 : f : X — Y fonksiyonunun tersinin mevcul olmast icin

gerek ve yeter kosul bu fonksiyonun birebir orten (bijektif Jolmasidar.

Tanmim 1.4.15 : X veY kimeleri arasinda birebir érten bir fonksiyon varsa,
X ile Y kimelerine denk ( veya es gicli) kimeler denir ve X ~ Y ile

gosterilir.

X den Y ye X ~ Y seklinde tanimhi bagint1 bir denklik bagintisidir.
A CE icin
A={BeE: A~ B}

14 Coziimli Problemler

kiimesi A min bir denklik sinifi olmak iizere ~ bagintisi E tizerinde bir denklik
bagmtis1 tanimlar. A smmfina A nn glicii (veya kardinal sayist ) denir ve
cardA ile gosterilecektir. Eger, A ~ B bagintisi saglaniyorsa cardA = cardB
yazacaglz.

Eger, A kiimesi B kiimesinin herhangi bir B; C B alt kiimesine denk ise
bunu cardA < cardB ile gosterecegiz.

Ileride tanimlanacak (Bkz. §1.10) dogal, tam, rasyonel ve reel sayilar

kiimeleri sirasiyla N, Z, Q ve R ile gosterilir.

Tamm 1.4.16 : N, = {1,2,...,n} (n € N) olsun. N,, ile denk olan bir
kiimeye sonlu ( n elemanl) bir kime ve N ile denk olan bir kimeye de
saylabilir bir kime denir. Bir 6z alt kimesi ile denk olan bir kimeye sonsuz

bir kiime denir.

1.5 Coziumli Problemler

(1) Diizlemde dogrular arasmda tammlanan L 7diklik bagintis1” nin bir

denklik bagintisi olup olmadigini inceleyiniz.

Coziim: Diizlemde iki a ve b dogrular1 arasinda
alb={(a,b): aileb diktir}

biciminde tamimli  bagint1 yansiyan degildir. Ciinkii herhangi bir a
dogrusu icin @ L a ozelligi dogru degildir. O halde bu bagmt1 bir
denklik bagintist degildir. ¢

(2) z, y € R olmak {izere ~ bagmtiss =z ~ y < = —y € Z olarak

tanimlansin. Bu bagintinin bir denklik bagintist oldugunu gosteriniz.

Coziim: Denklik bagintis1 6zelliklerinin saglandigimi  gosterelim.
(a) Herz € Ricin x —z =0 € Z oldugundan x ~ x dir.
(b) =z, y € Ricin, x ~ y yani z —y € Z olsun. Her tam saymin

toplamsal tersi de bir tam saiy1 oldugundan, y —x = —(x — y) € Z ve
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dolayisiyla y ~ x dir.
(¢) z,y, ze€Ricin,z ~yvey~zyaniz —y € Zvey—z€Z
olsun. Iki tam saymin toplami da tamsayr oldugundan, @ — z = (z —

y) + (y — z) € Z dir. Dolaysiyla z ~ z olur. ¢

X = {(z,y) : zy € N} olsun. (z,y), (z1,11) € X tzerinde ~
bagmtist , 7 (z,y) ~ (x1,51) < xy; = yx,” olarak tanumlansm. Bu
bagmtimim bir denklik bagintis1 oldugunu gosteriniz.
Coziim: (a) Her (z,y) € X icin zy = yz oldugundan (z,y) ~ (y, x)
dir.
(b) (z1,11), (z2,92) € X icin (z1,41) ~ (@2,92) yani z1y0 = Y122
olsun. Bu durumda, herhangi m,n € N sayilan icin m.n = n.m
oldugundan zyy) = Y12 = T1Y2 = Yoy yani, xoy; = yox; dir. Dolayisiyla,
(x2,y2) ~ (z1,31) olur.
() (zr,y1), (w2,12), (23,93) € X icin (w1, y1) ~ (22,12) ve (w2, 42) ~
(23, y3) yani 12 = Y122 ve Tays = yox olsun. Bu durumda,

T1Y3 = T1ToYs /T2 = T1YaT3 /Ty = Y1213/ Ty = Y123
ve dolayisiyla (z1,41) ~ (@3, y3) olur. ©

f: X =Y veg:Y — X iki fonksiyon ve f o g = Iy olsun.

(a) f nin orten, (b) g nin birebir oldugunu gosteriniz.

Coziim: (a) Yy € Y icin, g(y) = z alwsak, f(z) = f(g(y)) =
(fog)(y) = Iy =y olur. Boylece, Vy € Y icin f(x) = y olacak sekilde
z = g(y) € X elemam vardir. O halde f 6rtendir.

(b) w1, y2 €Y icin

9(y1) = g(y2) = f(g(n1)) = f9(2))
= (fog)y) = (fog)(y)
= =Y

oldugundan, ¢ birebirdir. ¢

16

Coziimli Problemler

(5) X xY veY x X kiimelerinin denk oldugunu gésteriniz.

Coziim: f[:X xY — Y x X fonksiyonu, f(z,y) = (y,z) biciminde
tanmimlansin. f nin birebir ve orten oldugunu gosterelim.

V(y,x) € Y x X ciftiicin, (z,y) € X xY ve f(z,y) = (y, z) oldugundan,
f ortendir.

(x1,91), (w2,92) € X x Y icin,

F(@1,91) = [(w2,92) = (y1,21) = (Y2, 22)
= Y1 = Y2 VC T = T

= (z1,11) = (T2,90)

oldugundan f birebirdir. O halde Tamm 1.4.15 geregince X x Y ve
Y x X kiimeleri denktir. ¢

f: X — Y birebir érten bir fonksiyon ise, f~': Y — X fonksiyonu da

birebir értendir. Gosteriniz.

Coziim:  Birebir ve ortenlik o6zelliklerinin saglandigini  gosterelim.
Y kiimesinin herhangi iki farkli y; ve yo elamam verilsin. Ayrica,
F7 M) = 1, f'(9) = a» olarak alalm. Eger, /(1) = £~ (3)
ise 1 = x olur ve f birebir oldugundan f(z;) = f(z2) elde edilir.
Halbuki, f~! fonksiyonunun tanimma gére bu y; = 3, olmasi demektir.
Boylece, y1,y, € Y icin

nF =) A (W)

olur. Dolayisiyla, f~!: Y — X fonksiyonu birebirdir.

Herhangi bir € X elemam verilsin. Bu durumda, f(z) = y ola-
cak sekilde y € Y elemam vardir. f~! fonksiyonunun tanmmina gore
fYy) =2 ve f71(Y) = X olur. Buna gore f~!: Y — X fonksiyonu
ortendir. ©

(7) Orten, birebir ve birebir 6rten olmayan fonksiyonlar icin 6rnek veriniz.
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Coziim:

o X = {1,2,3,4} ve Y = {2,4,6,8,10} kiimleleri ve z € X icin
[z — 2x seklinde tammlanan f : X — Y fonksiyonu verilsin. Bu
fonksiyon birebir olup érten bir fonksiyon degildir. Ciinkii f~1(10) = ()
dir.

o X =1{1,2,3,4} ve Y = {2,4,6} kiimeleri ve 1 — 2; 2 — 4; 3 —
6; 4 — 4 seklinde tamimh f fonsiyonu verilsin. Bu fonksiyon 6rten
olup birebir degidir. Ciinkii, 2 # 4 ve f(2) = f(4) dir.

o X =1{1,2,3,4} ve Y = {2,4,6,8} kiumleleri ve 1 — 4; 2 — 8; 3 —
8; 4 — 8 seklinde tammlanan f : X — Y fonksiyonu hem birebir hem

de 6rten bir fonksiyon degildir. ¢

f: X =Y veg:Y — Z fonksiyonlar1 birebir ve 6rten oldugunda
gof: X — Z fonksiyonunun da birebir ve érten bir fonksiyon oldugunu

gosteriniz.

Cozim: h(z) = (go f)(z), z € X olsun.
(a) f ve g birebir ve rten oldugundan z,xs € X icin

v # 32 = f(1) # f(22) = g(f(21)) # 9(f(22))

dir. Buradan (g o f)(x1) # (g o f)(x2) olur. Yani, h(z1) # h(xs) dir.
Dolayisiyla, h : X — Z fonksiyonu birebir fonksiyondur.

(b) 2z € Z olsun. g : X — Z fonksiyonu birebir ve drten fonksiyon
oldugundan ¢g~'(z) = y olacak sekilde tek bir y € YV elemam ve f :
X — Y fonksiyonu da birebir ve érten oldugundan f~!(y) = x olacak

sekilde tek bir z € X elemam vardir. f(z) =y, ¢g(y) = 2z oldugundan

2 =g(f(x)) = (g0 f)(x) = h(z)

dir. Yani, h71(z) = x olur. Buradan, h : X — Z orten fonksiyondur.

Boylece, h : X — Z birebir ve orten bir fonsiyon olur. ¢

Coziimli Problemler

(9) f:X — Y bir fonksiyon ve E ile F, X in iki alt kiimesi olsun.

(a) ECF= f(E)Cf(F); (b) fI(EUF)=f(E)Uf(F)

(e) f(ENF)CfE)NfF)
dir. Gosteriniz. Ayrica, (c) sikkinda esitligin dogru olmadigim saglayan
bir 6rnek veriniz.
Coziim: (a) E C Folsun. Yy € f(E) ={ f(z) : = € FE } icin
f(z) = y olacak sekilde en az bir z € E bulunur. Fakat, £ C F
oldugundan « € F vey = f(z) € f(F) olur. O halde f(E) C f(F) dir.
(b) EC (EUF)ve FF C (EUF) oldugundan (a) sikkina gore,
f(E)C f(EUF)ve f(F)C f(FUF) dir. Dolaysiyla,

(J(EYU f(E)) C f(EUF)
elde edilir. Tersine,

f(z )ef(EUF):>x€(EUF):>$€Eveyax€F
(»L € f(E) veya f(z) € f(F)
[(z) e (J(E)U f(E)),
dir. Dolayisiyla,
J(EUF) C (f(E)U[(E))
elde edilir. Bu iki kapsamadan esitlik elde edilir.

(¢) ENF C Eve ENF C F oldugundan (a) sikkina gére f(ENF) C
f(E) ve f(ENF) C f(F) olur. Buradan,

FENFE)C(f(E)N[f(E))
elde edilir.
Esitligin dogru olmadigimi bir 6rnek ile gosterelim: X = {3,7,11}, Y =
{0,1,2} olmak tizere, f : X — Y fonksiyonu 3 — 1; 7 — 1; 11 — 2
seklinde tammlansi. X in F = {3,11} ve I’ = {7, 11} alt ciimleleri icin

ENF = {11}, f(ENF) = {2} ve f(E) ={1,2} = f(F), [(E)Nf(F) =
{1,2} dir. o
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(10) f : X — Y bir fonksiyon ve F ile F, Y nin alt kiimeleri olsun. Bu icin f~'(y) # 0 dir. Béylece, her E C X icin f7(f(E)) # 0 elde
durumda, asaigidaki 6nermelerin dogrulugunu gosteriniz. edilit. y € fY(f(E)) = f(y) € f(E) = y € E olur. Buradan,
FUf(E)) C E elde edilir. Tersine, + € E olsun. Bu durumda, f
(@) ECF=f7(BE)Cf(F) ®) FHENF)=f(E)N fHF); orten oldugundan f(z) = y olacak sekilde en az bir y € f(E) elemam
(0 [FUBUFR) =Y E)UfNF); (4 [fTUENF) =B\ (). vardir.  f(z) € f(E) oldugundan = € f~'(f(E)) olur. Dolaysiyla,
E C f7Y(f(E)) elde edilir. Her iki kapsamadan esitlik elde edilir.
Céziim: (a) E C F olsun. Her z € f~1(E) icin, f(z) € E(E C F)

oldugundan, = € f~'(F) dir. Yani f~'(E) c f~'(F) olur. (12) Cift dogal sayilar kiimesi N¢ nin sayilabilir oldugunu gosteriniz.

(b) (ENF) C Eve(ENF) C F oldugundan (a) sikkina gore, Coziim: n — 2n (n € N) seklinde tammli f : N — N¢ fonksiy-
fTHENF) C f7Y(E) ve ff{ENF) C f'(F) olur. Dolaysiyla, onu birebir érten oldugundan, N ~ N¢ olur. Béylece, N¢ kiimesi
fFUENF) C f~4E)N fY(F) bulunur. Tersine, her z € (f~1(E) N sayilabilirdir. o

f7HF)) icin x € f7YE) ve z € f7(F) oldugundan, f(z) € E ve

f(x) € F olur. Yani f(z) € ENF olacagindan, x € f~Y(E N F) bu- (13) Tam sayilar kiimesinin sayilabilir oldugunu gosteriniz.

lunur. O halde, (f~Y(E)N f~Y(F)) C f~YENF) elde edilir. Her iki
kapsamadan esitlik elde edilir.

Coziim: n € N olmak iizere

(¢) EC (EUF)ve F C (EUF) oldugundan, (a) sikkina gore, 27 n cift ise,

fYUE) € FUEUF) ve fYF) C fYE UF) olur. Buradan, n— n—1 tok i
— n 15e.

(f(E)USf(F)) C f~(EUF) elde edilir. Tersine, her z € f~'(EUF) g v meERe

icin f(z) € (EUF) = f(z) € Eveya f(z) € F =2 € f~1(E) veyaz €
fYF) = z € (ffYE)U f7YF)) olur. Buradan, f}(FUF) C
(F~Y(E)U f~Y(F)) bulunur. Her iki kapsamadan esitlik elde edilir.
(d) z € f7Y(E\F) olsun. Bu durumda, f(z) € (E\ F) = f(z) € (14) Cift tam sayilar kiimesinin sayilabilir oldugunu gésteriniz.
Eve f(z) ¢ F =z € (fY(E)\ f1(F) olur. Boylece, f1(E\ F) C
(FYUE)\ fUF)) elde edilir. Tersine, x € (f~H(E) \ f~1(F)) olsun.
Bu durumda, z € f7H(E) vex & fTYF) = f(z) € Eve f(z) ¢ F =
fx) e (E\F)=x € fYE\F) olur. Boylece, (f"H(E)\ f1(F)) C n—
f~YE\ F) bulunur. Her iki kapsamadan esitlik elde edilir. o

seklinde taimh f : N — Z fonksiyonu birebir érten oldugundan, N ~ Z
olur. Buradan, Z sayilabilirdir. ¢

Coziim: n € N olmak iizere

n, n cift ise,
—n+1, n tek ise.
(11) f: X — Y orten bir fonksiyon, F, X in herhangi bir alt kiimesi olsun. seklinde tamh f : N — Z¢ fonksiyonu birebir 6rten oldugundan,

Bu durumda, f~!(f(E)) = E oldugunu gosteriniz. N~ Zg olur. Buradan, Z¢ saylabilirdir. o

Coziim: f : X — Y orten oldugundan her y € Y icin f(z) =y (15) 0 ve 1 dahil bu iki say1 arasmnda kalan [0,1] N Q rasyonel sayilar
olacak sekilde en az bir x € E elemam vardir. Buradan, Yy € Y kiimesinin sayilabilir oldugunu gosteriniz.
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Coziim: Esdeger kesirleri birden fazla tekrarlamamak kosuluyla, 6nce

paydast 2 sonra 3 v.s. seklinde biitiin kesirleri sirayla yazalim. Bu

durumda,
1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8 9, 10, 11, 12, 13,...
L T e e T e A A
0. 1 11 2 1 3 1 2 3 4 1 5
b 3 TR R 5 5 6 6

seklinde tanmimh f : N — ([0, 1]NQ) fonksiyonu birebir 6rten oldugundan,
N ~ ([0,1] N Q) olur. Boylece, [0,1] N Q kiimesi sayilabilirdir. ©

1.6 Ek Problemler

(16) f: X — Y bir fonksiyon ve E ile F, X in iki alt kiimesi olsun.
F(E)\ f(F) C f(E\F) oldugunu, fakat esitligin dogru olmadigimi bir

ornek ile gosteriniz.

(17) f : X — Y bir fonksiyon, £ C X ve F' C Y olsun. Bu durumda,

asagidaki onermelerin dogrulugunu gosteriniz.

E)NF=f(Enf(F));
EYNF =0 EnfY(F) =0
E)YCF& ECf ().

(18) f : X — Y bir fonksiyon, Ey, Ey C X ve Iy, F, C Y olsun. Bu

durumda, asagidaki 6nermelerin dogrulugunu gosteriniz.

(a) f(E)\ f(Es) C f(EL\ By);
(b) [THEN\F) C fTHER) N fH(F);
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(19) f : X — Y bir fonksiyon ve F' C Y olsun. f~1(F¢) = (f~}(F))*
oldugunu gosteriniz.

(20) f : X — Y birebir olmasi icin gerek ve yeter kosul her F' C Y c¢in
F(f7H(F)) = F olmasidir. Gésteriniz.

(21) fF(X\E)CY\ f(E)ve f(X\E) DY\ f(F) 6nermelerini saglayacak
f:X =Y ve EC X icin 6rnekler veriniz.

(22) f: X =Y veg:Y — Z fonksiyonlar1 birebir ise, go f : X — Z

fonksiyonun da birebir oldugunu gosteriniz.

(23) f: X - Y veg:Y — Z fonksiyonlar1 orten ise, go f : X — Z

fonksiyonun da orten oldugunu gosteriniz.
(24) f: X =Y veg:Y — Z fonksiyonlarn verilsin.

(a) go f = Ix ise f nin birebir oldugunu;
(b) fog=Iy ise f nin orten oldugunu;

(¢c) gof =Ix ve fog = Iy ise f nin birebir érten oldugunu gosteriniz.
(25) Tim pozitif rasyonel sayilar kiimesi Q* nin sayilabilir oldugunu gosteriniz.

(26) X ve Y kiimeleri sayilabilir ise, X U Y'nin de sayilabilir bir kiime

oldugunu gosteriniz.

(27) X ve Y kiimeleri sayilabilir ise X x Y kiimesinin de sayilabilir oldugunu

gosteriniz.
(28) Rasyonel sayilar kiimesi Q nin sayilabilir oldugunu gosteriniz.
(29) [0, 1] arahgmndaki reel sayilar kiimesinin sayilamaz oldugunu gosteriniz.

(30) Reel sayilar kiimesi R nin ve irrasyonel sayilar kiimesi R \ Q nun
sayllamaz oldugunu gosteriniz.
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1.7 Reel Sayilar

Tanim 1.7.1 : Asagidaki dort takim aksiyomu gercekleyen R kimesine reel

(gercel) sayilar kiimesi, elemanlarina da reel (gercel) sayar denir.

(I) Toplama Aksiyomlar:
Her (z,y) € R x Ricin (z,y) — = +y € R seklinde tammli +: R xR — R

doniistimi her a, b, c € R icin asagidaki 6zellikleri saglar:
(iy) (a+b)+c=a+ (b+c);
(iiy) a+b=b+a;

(iliy) a+0 = 0+a = a olacak sekilde bir 0 € R elemam vardir (0 a toplamaya

gore sifir veya etkisiz eleman denir).

(ivy) a+(—a) = (—a) +a = 0 olacak sekilde bir —a € R eleman1 vardir (—a

ya a nin toplamaya gore tersi denir).

Uzerinde i, iy, iii, ve iv, ézelliklerini saglayan (X, +) ikilisine bir degismeli
toplamsal grup (veya Abel grubu) denir. O halde, (R,+) bir degismeli

toplamsal gruptur.

(II) Carpma Aksiyomlar:
Her (z,y) € R x Ricin (z,y) — 2.y € R seklinde tanimh - : R x R — R

doniisiimii her a,b, ¢ € R\ {0} icin asagidaki ozellikleri saglar:
(i) (a.b).c = a.(b.c);
(i) a.b=b.a;

(ii.) a.1 = l.a = a olacak sekilde bir 1 € R\ {0} elemam vardir (1 e

carpmaya gore birim veya etkisiz eleman denir).

(iv.) a.a™* = a7'.a = 1 olacak sekilde bir a=! € R\ {0} elemam vardir (a~!

elemanima a nin carpmaya gore tersi denir).
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Uzerinde i.,ii., iii. ve iv. ozelliklerini saglayan (X,.) ikilisine bir degismeli
carpimsal grup denir. O halde (R,.) bir degismeli carpimsal gruptur.
(LI) Carpma isleminin Toplama islemi Uzerine Soldan ve Sagdan

Dagilma Ozellikleri

Her a,b,c € Ricin a.(b+c¢) =ab+a.c, (a+b).c=a.c+b.cdir.
Uzerinde (1),(I1) ve (I,II) 6zelliklerini saglayan (X, +, .) icliisiine bir cisim
denir. O halde (R, +,.) {iclisti bir cisimdir.

(IIT) Siralama Aksiyomlar:
R iizerinde tanimhi 7 < 7 bagmntist herhangi a,b,c € R icin asagidaki

ozellikleri saglar:
(i<) a <a;
(ic) a<bveb<a=a=b
(ilic) a<bveb<c=a<c
(ive) a <bveyab <a;
Bu durumda, R tam (lineer) siralanmis bir cisimdir.
(LIII) Toplama ve Siralama Islemleri Arasinda Bagmt1
Her a,b,c e Ricina <b=a+c<b+cdir.
(ILIII) Carpma ve Siralama Islemleri Arasinda Bagint

Her a,b,c € Ricin (a <b) ve (0 <¢) = a.c < b.cdir.

(IV) Tamblik Aksiyomu
R nin bos olmayan A ve B alt kiimeleri her a € A ve her b € B icin a <b
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esitsizligini saglasin. Bu durumda, her a € A ve her b € Bicina < ¢ < b

olacak sekilde tek bir ¢ € R eleman1 vardir.

Belirtelim ki, (I-IV) aksiyomlar takim reel sayilarim cok az sayida ozelliklerini

kapsamaktadir. Bunlara ek olarak reel sayilarim asagidaki ozellikleri de ver-
ilebilir.
(a) R de toplamaya gore sifir eleman1 tektir.

(b) R de her elemanin toplamsal tersi tektir.

(c) Her a,b € R i¢cin x + a = b denkleminin tek bir = b+ (—a) =b—a

cOztimi vardir.
(d) R de birim eleman tektir.

(e) Her a € R\ {0} sayisin @' tersi tektir.
(f) Her a € R\{0} ve b € Ricin a.x = b denkleminin tek bir z = b.a™! = g
cOzimi vardir.

(g) Her a € Ricin a.0 =0
(h
(i
(i
(k

a

(a.b=10) = (a=0) veya (b =0).
Her a € R icin —a = (—1).a.
Her a € R icin (—1).(—a) = a.

Her a € R icin (—a).(—a) = a.a.

= L = 2 =

Herhangi iki a, b € R sayilar icin, a < b, a = bveya b < a zelliklerinden
biri ve yalmizca biri saglanir. (o < b yazihsim a kiicik b ve b > a

yazilisin ise b bilyiik a diye okuyacagiz).

(m) Herhangi a,b € R icin
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(n) Herhangi a,b,¢,d € R icin

a+c<b+c),

—a <0),

ANe<d)= (a+c<b+d),
Ne<d)= (a+c<b+d).

o o~

(0) a,b,c € R olmak tizere

0<a)A(0<b)= (0<ab), (a<0)A(b<0)=(0<ab),
0>a)AN(0<b)= (ab<0), (a<b)A(0<e)= (a.c<b.e),
(a<b)A(c<0)= (bec<ac).

(p) 0<1.
(@) (0<a)=(0<al), (O<a)Ala<b)=0<bHAB<al).

Reel sayilarin diger 6zellikleri daha sonraki boliimlerde verilecektir.

a > 0 esitsizligini saglayan sayilara pozitif, a < 0 esitsizligini saglayan
sayilara ise negatif sayilar denir, sirasiyla Ry, = {2z €e R: o > 0 } ve
R_={zeR: x <0} ile gosterilir.

Tanim 1.7.2 : Bos olmayan bir X C R alt kiimesi verilsin.

(a) Her © € X icin @ < b olacak bicimde bir b € R sayst wvarsa, X
kiimesine tstten simrldir denir ve b sayisina da X kiimesinin bir st

stnary  denir.

(b) Her x € X icin a < z olacak bicimde bir a € R saypst varsa, X
kiimesine alttan simrbder denir ve a sayisina da X kimesinin bir alt

stnary  denar.

(c) X hem alttan ve hem de istten siarle ise (yani her x € X icin a <

x < b olacak sekilde a ve b sayplart varsa ) X ’e sumrly kiime denir.
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(d) Her x € X icin v < M olacak sekilde bir M € X elemant wvarsa,
M ’ye X kiimesinin maksimal ( veya en biyik) elemany denir ve M =

ma)?{;l:} veya M = max{z : = € X } seklinde gisterilir.
z€

(e) Her x € X icin m < x olacak bicimde bir m € X elemam wvarsa, m’ye
X kimesinin minimal (veya en kiicik) elemany denir ve m = mi}r{l{z}
z€

veya M = min{x : x € X } seklinde gosterilir.

Ornegin, X = {z € R: 0 < 2 < 1 } kiimesinin minimal ve maksimal
clemanlar1 yoktur. Y ={ 2z € R: —1 <2z <1 } kilmesinin minimal ve
maksimal elemanlar1 vardir ve sirasiyla —1 ve 1 dir.

X C R alt kiimesi tistten sinirh oldugunda
B={beR: b, X nin tst sturdir }

kiimesi bos degildir. Benzer sekilde X C R alt kiimesi alttan sinirh oldugunda
A={a€R: a,X nin alt smindir } kiimesi bos degildir.

Tanim 1.7.3 :

(a) X CR alt kiimesi ustten siarl ise
B={beR: bX nin st ssmurdur } kiimesinin minimal elemanina
X kiimesinin en kicik st simry  denir ve sup X (veya ekiis X) ile

gosterilir.

(b) X C R alt kiimesi alttan sinirly ise A = {a € R: a, X nin alt ssnarider }
kimesinin maksimal elemanina X kiimesinin en biyik alt sinry denir

ve inf X (veya ebas X) ile gosterilir.

Boylece, tamma gore supX = min{ b € R: Vo € X, 2 <b } veinf X =
max{ a e R: Vo € X, a <z } dir.

Yukarida soylenenlerden de goriildiigii gibi R nin bos olmayan ve tistten
(alttan) smirh her alt kiimesinin maksimal (minimal) elemani olmayabilir.

Bununla ilgili asagidaki teoremi ifade edebiliriz.
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Teorem 1.7.4 (Ust Siir Prensibi) : R nin bos olmayan ve distten sinarh
her alt kimesinin bir tek en kicik dst siarr  (supremumu) vardir. (Bu

ozellige sup ozelligi denir.)

ispat: X C R bos olmayan iistten smurli bir kiime ve B = {b € R :
b, Xnin {ist siur1} olsun. Vo € X ve Vb € B icin x < b oldugundan IV
Tamlk aksiyomuna gore Vo € X ve Vb € B icin < ¢ < b olacak sekilde tek
bir ¢ € R elemam vardir. ¢ eleman1 X nin {ist simir1 oldugundan ¢ € B dir.
Ote yandan, Vb € B icin ¢ < b oldugundan ¢ = min B = sup X olur. O

Benzer sekilde asagidaki teorem ispatlanabilir.

Teorem 1.7.5 : R nin bos olmayan ve alttan simrl her alt kiimesinin bir

tek en biyik alt sty (infimumu) vardar.

Bos olmayan smirli bir X C R alt kiimesi icin B = sup X ve A = inf X

sayilar1 asagidaki karakteristik ozelliklere sahiptir:

(a) B=supX < "Vo € X icin z < B ve Ve > 0 icin B — e < z, olacak

bicimde z, € X elemam vardir.”

(b) A=infX & "Vo e X icin A < x ve Ve > 0 icin z. < A + € olacak

bicimde z, € X eleman1 vardir.”

Tanim 1.7.6 : a ve b iki reel sayr ve a < b olsun. {r € R: a <z < b}
kiimesine a baslangicle b bitimli acik aralik denir ve (a,b) (veyala, b]) seklinde
gosterilir. Benzer olarak, {x € R: a < x < b} kiimesine a baslangicli ve b

bitimli kapale aralik denir ve [a,b] seklinde gdsterilir.

{reR: a<z<b}ve{reR: a<ux<b} kimelerine sirasiyla a da acik
b de kapali ve b de acik, a’da kapal yar1 agik araliklar denir ve (a,b] (veya
la,b]) ve [a,b) (veya [a,b]) seklinde gosterilir. a,b € R olmak tizere (a,4+00)
(veya Ja, +00|), [a,+o0) (veya [a,+o0[), (—o0,b) (veya | — o0, b[), (—o0,b]
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(veya ] — 00,b]) ve (—00, +00) sonsuz araliklar: asagidaki sekilde tanimlanr:

a,+0)={reR: a<ua}
+

(
[a,4o0)={z €eR: a<z}
(—o0,b)={zeR: z<b}
(—o00,b)={zeR: x<b}
(—o00,40) =R
R reel say1 kiimesine +00 ve —oo ile gosterilen ve arti  sonsuz, eksi son-
suz olarak okunan iki yeni sembolii ilave etmek suretiyle elde edilen R =
R U {—00, +00} kiimesine genisletilmis reel sayilar sistemi denir. Bu sayilar

sistemi asagidaki kosullar sagladigr kabul edilir.

(a) Vo € Ricin —co < & < 400, & — (+00) = 2 — 00 = —00, = + (+00) =
T 400 =+00, T — (—00) = + 00 = +00, + 00+ (+00) =

+ 00, —00 + (—00) = —00, — = —— =0.
—00  +00

(b) & > 0 ise z.(—00) = —o0, @.(+00) = +00,
(c) z < 0ise x.(—00) = 400, z.(+00) = —00,

Bos olamayan X C R alt kiimesi verilsin. Eger, X kiimesi alttan sirh
degilse, inf X = —oo ve X kiimesi tistten sinirli degilse, sup X = 400 gibi
tanimlanir. Buna gore, R nin bos olmayan her alt kiimesinin hem supremumu
hem de infimumu vardir.

Tanim 1.7.7 : x € R reel sayisinan mutlak degeri (veya modiilii)
z, x > Oise,

x—|xz|=140, x=0ise,

—x, x < 0ise

biciminde tanvmlanan fonksiyona denir.
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Her € X icin | —z |=| = |[> 0 oldugu aciktir. Mutlak degerin asagidaki
ozellikleri vardir.

(a) Her a,b € R icin [a.b) = [al bl, |a/b] = Jal/1] (b # 0);
(b) Her a,b € Ricin |a £b| < |a] + |b];
(¢) Her a,b € R icin |a| — |b]| < |a —b|;

(d) Hera > Osayisticin |z] < a < —a <z <aq, [z <ae —a<z <
a,|lz|>as (r<—alhz>a);

a € R ve b € R noktalar1 icin |a — b| = |b — a| sayisma a ve b noktalar
arasmdaki uzakhk (mesafe) denir ve d(a,b) ile gosterilir. a,b € R, a <
b olmak tizere b — a > 0 sayisma (a,b), [a,b), (a,b] ve [a,b] araliklarimin

uzunlugu (vaya boyu) denir.

1.8 Coziumli Problemler

(1) R nin §1.7 deki (c), (h), (m), (p) ve (q) 6zelliklerinin dogrulugunu
goteriniz.
Coziim:
(c). =0+ (—a)sayismun z + a = b denkleminin bir céziimi oldugu
aciktir:

a+ b+ (—a)=a+((—a)+b)=(a+(—-a))+b=04+b=0+0=0.

Bu ¢oztimiin tekligini gorelim. z; € R sayist da a+ 2 = b denkleminin
bir ¢cozlimii olsun. Yani, a+z; = b esitligi saglansin. Bu durumda, IV,

aksiyomuna gore ve R deki her elemanin toplamsal tersi tek oldugundan

a+z1=b= (a+x1)+ (—a) =b+ (—a) = (z1+a) + (—a) = b+ (—a)
a1+ (a+(—a)=b+(-a)=2,+0=>b+(—a)
=z,=b+(—a)
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elde ederiz.
(h). a.b=0olsun. Eger, b # 0 (veya a # 0) ise a.b = 0 denkleminin
aya (b ye) gore coziimii tek oldugundan a = 0.7 =0 (b= 0.a7! = 0)
elde ederiz.
(m). Ikinci 6nermenin dogrulugunu gorelim. Siralama aksiyomlarmin
ikinci 6zelligine gore
(a<b)Ab<c)e (@<bAb<c)ANb#c)=a<c
olur. Simdi a # ¢ oldugunu gosterelim. a = ¢ olsun. Bu durumda,
(a<b)ANb<e)e (c<)Ab<)A(c<DAD<c)A(bH#c)
olur. Buradan siralama aksiyomlarinin birinci 6zelligine gore (b = ¢) A
(b # ¢) celiskisi elde edilir.
(p). 1eR\{0}, yani 1 # 0 olsun. Eger, 1 < 0 ise (o) 6zelligine gore
1<0)A(1<0)=(0<11)=(0<1)
elde edilir.
(q). a4 0 oldugu aciktir. a=! < 0 oldugunda
(@t <0)A(0<a)= (aa' <0)=(1<0)
celiskisi elde edilir. Simdi ikinci 6nermenin dogrulugunu gorelim.
O<a)A(a<b)=(0<b)A(a<bd)
= 0<aHAO0<db HA(a<d) = (0<a b )A(a<b)
= (a.(a' b)) <bla b)) = a(a )b < (b.b7 )0t
>1lbli<lal=bt<at
elde edilir. ¢

Asagidaki X C R alt kiimeleri icin, eger varsa, sup X ve inf X sayilarim
bulunuz.

n+1 n
X =
(@) { n 3n+1
1 1
) X={—-—+—1:n, N} (d X={050055...,0,55...5;...}.
(@ X={ +-—:nmeNk (@ X={0505 }

n—kez

:neN} (b) X:{%i :neN}
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Coziimli Problemler

Coziim: Bu ve buna benzer problemlerin coziimiinde esasen supre-
mum ve infimum karakteristik 6zellikleri kullanilir.

(a) maxX = supX = 2 oldugu agktir. Her n € N sayist icin
n+1

> 1 dir. Herhangi ¢ > 0 sayis1 verildiginde her n > 1/e dogal

n+1
saylsl icin nt < 1 + € esitsizligi saglandigindan inf X = 1 elde

edilir.

(b) infX = 0 dir. Ciinkii, herhangi ¢ > 0 sayis1 verildiginde her

n > 123¢ dogal say1s1 icin 0 < 15 T

e

inf X = 0 elde edilir.

< € esitsizligi saglandigindan

sup X = é dir. Ciinkii, herhangi € > 0 sayis1 verildiginde her n > 1;3‘
dogal sayis1 icin 2 —e < 1+ 3o < 2 esitsizligi saglandigindan

sup X = % elde edilir.
(¢) maxX = supX = 2 oldugu aciktir. Simdi inf X = 0 oldugunu

1 1
gosterelim.  Her n,m € R sayillarn icin — + — > 0 ve herhangi
2
€ > 0 sayis1 verildiginde her n > — ve m > — dogal sayilar1 icin
€ €
1 1
— 4+ — < €/2+¢€/2 = € esitsizligi saglandigindan inf X = 0 elde edilir.
nom

. . y 5 o
(d) minX = infX = 0,5 oldugu agktir. supX = 9 oldugunu
gosterelim. Bunu gosterirken, ileride gosterecegimiz monoton reel say1
dizisinin su ozelliginden kullanacagimz: Artan ve tstten smrh (z,)

reel say1 dizisinin sonlu limiti vardir ve

lim z, =sup{z, : neN}

n—00

dir. Terimleri z; = 0,5,29 = 0,55,...,2, = 0,55...5,... biciminde
neN
tanimlanan (z,,) artan ve tistten sirh bir dizidir. Diger taraftan,

x, =0,54+0,054 0,005+ ...40,00...05

n—1 kez
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(4)

11 1 1

220 200 T T 200 0
n—1 kez

1 1

5( tootet '+W)

11-1/10" 5 1

2°1-1/10 9( TR

5
oldugundan, lim z, = 9 olur ve dolayisiyla,
5
supX =sup{z, : neN} = 9 olur. o

X CY CRisesupX <supY veinf X > inf} oldugunu gosteriniz.

Coziim: Bj =sup X ve By = supY olarak alahm. Eger, Y kiimesi
iistten smirli  degilse, By = +oo dir. Dolayisiyla, By < 400 = By
oldugu aciktir. Y tistten siirh olsun. Bu durumda, {ist siir prensibine
gore B, sonlu sayidir. X C Y oldugundan her z € X icin < Bj olur.
Dolayisiyla, By sayist X in bir iist siniridir. Buradan da B, < B, elde
edilir. Tkinci esitsizlik benzer sekilde gosterilir. ©

0 #X CRveld#Y CR olsun. Eger, her x € X ve her y € Y icin
r < yise X in iistten, Y nin ise alttan smirll oldugunu ve sup X <
inf Y esitsizliginin dogrulugunu gosteriniz.

Coziim: Sabit yy € Y ve her z € X icin « < yo oldugundan X tstten
simirll  bir kitmedir ve sup X < yo olur. Her y € Y icin supX < y
oldugundan Y alttan simirli bir kiimedir. Buradan da sup X < inf Y’
elde edilir. ¢

Problem (4) teki X ve Y kiimeleri icin X UY = R ise sup X = inf Y
oldugunu gosteriniz.
Coziim: sup X < infY oldugunu Problem (4) te gosterdik. Simdi

sup X = inf Y oldugunu gosterelim. IV Tamlk aksiyomuna gore her

xr € X veheryeY icin x < ¢ <y olacak bicimde tek bir ¢ € R sayist

Coziimli Problemler

vardir. Eger, sup X < infY ise ¢ € X ve ¢ € Y elde edilir. Bu ise
X UY =R olmast ile celisdiginden sup X = inf Y olur. ¢

6) 0 #X CRveld #Y C R simrh kiimeleri icin X NY ve X UY

kiimelerinin simirli oldugunu ve

a) sup(X UY) = max(sup X,supY);
b) inf(X UY) = min(inf X, inf Y);
¢) max(inf X,infY) <inf(X NY);
d) sup(X NY) < min(sup X,supY);

~ o~ —

onermelerinin saglandigim gosteriniz.
Coztim: (a) ve (¢) 6nermelerinin dogrulugunu gosterelim. (b) ve (d)
nin coziimleri okuyucuya birakilmistir.
(a) X ve Y smurh iki kiime oldugundan B; = sup X ve By = supY
sayilart sonludur (IV Tamlk aksiyomuna gore). B; < By olsun. Her
z € Xicin z < By < By ve her y € Y icin y < By oldugundan her
z € XUY icin z < By olur. Buradan da X U Y kiimesinin iistten
siirh oldugu ve

sup(X UY) < By
elde edilir. Diger taraftan, Y C (XUY") oldugundan Problem (3) e gére
supY < sup(X UY), yani By < sup(X UY') olur. By = max(By, Bs)
oldugundan son iki esitsizlige gore (a) 6nermesinin dogrulugu gosterilmis
olur.
(¢) X veY smurh iki kiime oldugundan 4; = inf X ve Ay = inf Y’
sayilar1 sonludur (Teorem 1.7.5 ’e gére). A; < Ay olsun. Her y € YV
icin Ay <y oldugundan her z € X NY icin Ay < z olur. Buradan da
X NY kiimesinin alttan siirh oldugu ve

elde edilir. Diger taraftan, (X NY) C Y oldugundan Problem (3) e
gore inf Y < inf(XNY), yani Ay < inf(XNY) olur. Ay = max(A;, As)
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(7)

oldugundan son iki esitsizlige gore (¢) 6nermesinin dogrulugu gosterilmis

olur. ¢
D#AXCR, NeRve
M ={zeR: JueX,z=M}={\v: z€X}
olsun. X iistten simirh ve A > 0 ise
sup(AX) = A.sup X

oldugunu gosteriniz.

Coziim: B =supX olsun. z € (AX) = 2 =, v € X, u <
B = 2 =M < AB = AB sayist X in bir st smundir. B, X
kiimesinin herhangi bir {ist smur1 olsun. Bu durumda, Vo € (AX)
icin z < B"= VYu € X icin \u < B' = Vu € X icin u < B'/A
olur. Buradan, B’/ sayisinin X in bir {ist smmir1 oldugu ve dolayisiyla,
B < B'JA veya AB < B’ oldugu anlasihr. Bundan dolay1 AB, AX

kiimesinin {ist siirinin en kiiciigiidiir, yani AB = sup(AX) dir. ¢

XCR, YCRve

X+Y={z:3xeX, ey, z=a+y}={a+y: v€X, yeYV}
XY ={z:FzeX, yeY, z=zy}={oy: z€X, yeY}

olsun.

(a) X ve Y dstten smirl oldugunda X + Y nin de istten smrh
oldugunu ve
sup(X +Y) =sup X +supV
oldugunu gosteriniz.

(b) X C Ry veY C Ry tstten smirh oldugunda X.Y" nin de istten

smirll oldugunu ve

sup(X.Y) =sup X.supVY

36
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oldugunu gosteriniz. Herhangi X C R ve Y C R alt kiimeleri icin

bu ozelligin dogru olmadgin1 gosteren 6rnek veriniz.

Coziim: (a) supX = Bj ve supY = B, olsun. Her z € X icin
2 < By ve her y € YV icin y < By oldugundan her z +y € (X +Y)
icin x +y < By + By olur. Buradan, X + Y nin iistten simr1 oldugu
gortilir. Ust s ikinei karakteristik ozelligine gore herhangi € > 0

sayist verildiginde

Jz.e X Oyleki x> By —€/2
Jy. €Y Oyleki Ye > By —¢€/2

olur. Buradan z, +y. € (X +Y) ve x + y. > By + By — ¢ elde edilir.
O zaman supremum O6zelliklerinden sup(X +Y') = By + B, olur.

(b) supX = B; ve supY = By olmak tizere Vo € X icin 0 < 2 < By
ve Vy € Y icin 0 < y < By oldugundan her 2.y € (X.Y) icin 0 < z.y <
BB, olur. Buradan da X.Y nin {istten siirhh oldugu goriilir.

By =0 veya By = 0 ise sup(X.Y') = 0 = By.B; oldugu aciktir. By > 0
ve By > 0 olsun. Herhangi 0 < € < 2min(B?, B3) sayis1 verilsin. Ust

sinirin ikinci ozelligine gore

€
Jz.e X oyleki e > B — —

z Gyleki =z '35,

€

Jy. €Y oyleki e > By — —

Y oyleki Y 2 2B,

olur. Buradan z..y. € (X.Y) ve
&2

Teye > B1.By — e+ —— > B1.By —
TelYe > Dy.Do €+4BIB2 > b1.by — €

elde edilir. Bu durumda, sup(X.Y') = B;.B; olur.

(b) 6nermesi herhangi X C R ve Y C R kiimeleri icin dogru ol-
mayabilir. Ornegin, X = (=3,-2) ve Y = (—5,—%) kiimeleri icin
XY =(1,15) vesupX = =2, supY = —1/2, sup(X.Y)=15#1=
sup X.sup Y oldugu elde edilir. ¢
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(9) Mutlak degerin (c) 6zelliginin dogru oldugunu gosteriniz.
Coziim: Mutlak degerin (b) dzelligine gore
la| = |(a—b) +b| < |a—0bl+ |b| = |a| — [b] < |a—b| (1.1)
dir. Benzer sekilde

bl = (b —a) +a| < [b—a| +a| = [b] = |a] < [b—a] = |a—b]
= —la—"b| < |a] — 0]

(1.2)

(1.1) ve (1.2) den ||a] — |b|| < |a — b] oldugu anlasihr. ©

(10) |z 4+ 1| + |z| + |x — 1| = 6 = 0 denkleminin koklerini (sifir yerlerini)

bulunuz.
Coziim:
—3x—6=0, xe&(—o0,—1) ise,
—r—4=0, ~1,0) ise,
e+ 1+ o] +le—1-6=1{ * o el ,)m
r—4=0, [0,1) ise,
3z —6=0, [1,00) ise

oldugu aciktir. Buradan goriildigii gibi denklemin [—1,0) ve [0,1)
tizerinde kokleri yoktur, (—oo, —1) lizerinde = —2 ve [1, +-00) tizerinde

2 = 2 denklemin birer kokleridir. ¢

1.9 Ek Problemler

(11) R nin 1.7 deki (d), (f), (1) ve (m) ézelliklerinin dogrulugunu gosteriniz.

(12) Asagidaki X C R alt kiimeleri icin, eger varsa sup X ve inf X sayilarimi

bulunuz.

(a) X:{E: m,n €N ve m<n};
n
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1 n
) X = {§i2n—1 nEN},
) X { zn: ! EN}
=Ty Ty = n 5
klk(k+l)
n 1
) X =<u, n N
{x T ]‘2314]{271 n e }
n _1k+1
X:{xn xnzz( ) nEN};
=k
6n+1 5n+1
) X = : N»;
{ oo S }
) X = {hl—n nEN}
n
Cevap:

(a) infX =0, supX =1; (b) infX =0, supX =1,

1 1 1
(c) infX —% sup X = 1; (d) infX = 3 sup X = 5
(e) ImfX = 3 sup X = 1; (f) infX =1, supX = 6;
1
(g) InfX =0, supX = %3

(13) Asagidaki X C R alt kiimeleri icin, eger varsa sup X ve inf X sayilarim

bulunuz.

) x={gays nenh

(©) X:{Ziﬁ nEZ}

(d) X = {[(71)" e EL e N}
Cevap
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(a) InfX =0, supX =+o0; (b) infX =

DO | =

sup X =

W =
NS

(¢) infX = _71, sup X = %; (d) infX = _7., sup X = +o0.

(14) (a) X C R alt kiimesi alttan smmirh ise —X in tstten simirh oldugunu
ve sup(—X) = —inf X esitliginin dogrulugunu gésteriniz.
(b) X C R alt kiimesi {istten sirh ise —X in alttan simirh oldugunu

ve inf(—X) = —sup X esitliginin dogrulugunu gosteriniz.

(15) (a) X C RveY C R alt kiimeleri alttan siurh oldugunda X +Y nin
de alttan siurh oldugunu ve inf(X +Y') = inf X +inf Y oldugunu
gosteriniz.

(b) X C Ry veY C Ry alt kiimeleri alttan sinirh oldugunda XY nin
de alttan simurh oldugunu ve inf(X.Y) = inf X.inf Y oldugunu
gosteriniz. Herhangi X C R ve Y C R alt kiimeleri icin bu

ozelligin genel olarak dogru olmadigini gosteren 6rnek veriniz.
(16) Mutlak degerin (a) ve (b) 6zelliklerinin dogrulugunu gosteriniz.
(17) Asagidaki denklemlerin koklerini bulunuz:

(@) o]+ |z —1]+]z+2]—2,5=0; (b) |22+ 3] = 2%
rfll_xfl.
r+1 r+1

() zlz+2]—|z+1—(z+D]z]+1=0; (d) ‘ =

)

(e) |2* =52+ 6| = —(2® — 52 +6).

Cevap: (a) 0,5ve1,5; (b) —1ve3;(c) (0,+00);
(d) (—o0,—1)U[1,+00);(e) [2,3].

40 Dogal Sayilar

1.10 Reel Say1 Smiflar:

1.10.1 Dogal Sayilar

Tanim 1.10.1 : Birseyleri saymakta yararlanilan ve rakamlar adi verilen
0,1,2,...,8,9 on sembol ile yazilabilen sayilarin timiine dogal saylar kimesi
denir ve

N={1,2,3,....,n,n+1,...}

seklinde gosterilir.

Dogal sayilar1 tamamen belirtmeye yeterli oldugu ispatlanabilen en belir-

gin dzellikler Peano aksiyomlar1 adiyla asagidaki bes aksiyomla ifade edilebilir:

N;) 1 bir dogal sayidir: 1 € N;

Ny) VneN=nt=n+1€N;

N;) VneN=nt#£1,

Ny) Vn,meN,nt =m" = n=m;

N;) (1€eACcNveneA=nteA)=>A=N
N3) aksiyomuna Matematik 1ndi'1ksiyon Prensibi denir. Bu aksiyom, matem-

atikte sik sik kullanilan bir ispat teknigini ortaya koymaktadir.

Teorem 1.10.2 : n dogal sayisina bagumle bir B(n) bagintist
(a) 1 dogal sayst icin dogru: B(1) dogru,

(b) n icin dogru ise n + 1 icin de dogru: B(n) dogru ise B(n + 1) dogru

oluyorsa, B(n) bagintisy bitin dogal sayilar icin dogrudur.

Bu teoremde belirlenen ispat teknigine Matematik hldﬁksiyon (veya Tlimevarim)
Yontemi denir.

Bu teoremin yardimi ile dogal sayilarm sik sik kullanilan bir ka¢ 6nemli
ozellikleri ileride ispatlanacaktir. Bu 6zelliklerin asagidaki gibi kisa bir 6zetini

verelim:
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(a) n,meN= (n+m) e NAnmeN;
(b) (neN)A(n#1)= (n—1)eN;
(¢) Her n € Nicin {z € N: n < z} kilmesinin minimal elemam vardir ve

min{z e N: n<az}=n+1;

(d) (meN)AneN)A(n<m)= (n+1) <m;

(e) n € Nisen <z <n+ 1 olacak bicimde z dogal sayis1 yoktur;

(f) N nin bos olmayan her alt kiimesinin bir minimal elemam vardir;
(¢) N nin tstten smurh her alt kiimesinin maksimal eleman1 vardir;

(h) N iistten smrhi degildir.

1.10.2 Tam Sayilar

Herhangi n € Nicin n+xz = n denkleminin tek ¢oziimii 0 (sifir) ile n+x = 0

denkleminin tek coziimii —n elemanlarimi N kiimesine ilave ederek elde edilen
Z={..,-n,...,—2,-1,0,1,2,...,n,...}
kiimesine Tam sayilar kiimesi denir. Tam sayilar su ozelliklere sahiptir:
(a) n,meZ= (n+m)e€ZAnmeZ

(b) n,m € 7Z olmak iizere n + = m denkleminin Z kiimesinde tek bir

z = (—n) 4+ m céziimil vardir:
(¢) Z nin her smirh alt kiimesinin minimal ve maksimal eleman vardir;

(d) Z sirsiz bir kiimedir.
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1.10.3 Rasyonel Sayilar

n # 0 olmak iizere m ve n birer tam say1 ise m.n~' = m/n seklindeki

saylya rasyonel sayr ve bu sayilarim teskil ettigi kiimeye Rasyonel sayilar
kiimesi denir ve Q ile gosterilir.
Rasyonel sayilar kiimesi toplama ve carpma islemlerine gore bir degismeli

cisim yapisina sahiptir.
Teorem 1.10.3 : Rasyonel olmayan sayr vardr.

ispat: Teoremi ispat etmek icin karesi ikiye esit olan pozitif s € R sayisinin
varligini ve bu s sayisiin rasyonel bir say1 olmadigini gostermek yeterlidir.

X={zreR: 22<2}veY ={yeR,: y>>2}olsun. 1 € X ve
2 € Y oldugundan, X # () ve Y # () dir. Her 7,y € Ry icin v < y < 2?2 < ¢*
oldugundan her z € X ve her y € Y icin « < y dir. O zaman IV Tamhk
aksiyomuna gore her z € X ve her y € Y icin x < s < y olacak sekilde tek
bir s € R sayis1 vardir. s? = 2 oldugunu gérelim. s> < 2 olsun. O zaman
1€ X oldugundan 12 < s2 < 2ve 0 < 6 =2 — 52 < 1 dir. Ote yandan

(S+g)2 =52+2.s.§+(g)2 < 52+3.§ =s"+6=2

oldugundan s + 0 € X elde edilir. Bu ise her z € X icin < s olmast ile
celistiginden s? < 2 varsayimin dogru olmadigl anlasihr.

Simdi 2 < s? oldugunu varsayahm. 2 € Y oldugundan 2 < s*> < 4 ve
0< A =s2—2<2dir. Ote yandan (0 < % < 1 oldugundan)

(s — %)2 =52 - 2.5.% + (%)2 < s - 3.% =5’ - A =2
oldugundan s — é € Y elde edilir. Bu ise her y € Y icin y > s olmas1 ile
celistiginden s > 2 varsayiminin da dogru olmadigi anlasihr. Béylece tek
bir s? = 2 durumu gerceklenebilir. s & Q oldugu kolayca gésterilebilir. O

Rasyonel olmayan reel sayilara irrasyonel sayilar denir. Irrasyonel sayilar

kiimesini I ile gosterecegiz.
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ap # 0,ay,...,a, tam sayilar olmak tizere

-1

apx" + a1+ ...+ apx+a, =0

polinom denkleminin ¢oziimii olan z sayisina bir cebirsel say1 denir. Katsayilar:
tam say1 olmayan bir polinom denklemin ¢oziimii olan irrasyonel sayilara
transandantal sayilar denir.

Cebirsel sayilar kiimesi sonsuz ve sayilabilir bir kiime oldugu halde transan-

dantal sayilar kiimesi sayilamayan bir kiimedir.

Teorem 1.10.4 (Archimet Prensibi) : Her h > 0 ve her z € R icin
(k —1)h < x < kh olacak sekilde k tamsayise vardwr. (Bu ézellige reel say
kiimesinin Archimet ozelligi denir.)

ispat: Z kiimesi iistten simirh olmadigindan her A > 0 ve her x € R icin
x
X={nekZ: 7<n}
)

kiimesi Z nin alttan simrli bos olmayan bir alt kiimesidir. O zaman tam

sayilarm (c) 6zelligine gore X kiimesinin minimal elemam vardir, yani k—1 <

% < k olacak sekilde bir tek k € Z sayis1 vardir. h > 0 oldugundan
k71§%<k©(kfl)h§x<kh

olur. 0

1

Sonuc 1.10.5 : € > 0 ise — < € olacak sekilde en az bir n € N sayist
n

vardur.

1 1
Gercekten, h = 1 ve © = — alindiginda Archimet Prensibine gore — < kg
€
1 1
olacak sekilde kg € Z vardir. 0 < — A — < kg ise kg € N olur. Bu durumda,
€ €
1
Vn > ko dogal sayis1 icin — < T oldugundan Vn > ky dogal sayist icin
n

0
1

0 < — < € olur.
n
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Sonuc 1.10.6 : Eger, Vh > 0 icin 0 <z < h ise x = 0 dur.

1
Gercekten x > 0 olamaz. Ciinkii z > 0 oldugunda Sonucl.10.5e gére — < x
ng

olacak sekilde ny € N sayis1 vardir. Bu ise her A > 0 icin x < h olma81 ile

celisir.
Sonuc 1.10.7 : a,b ve x reel saylar olsun. Eger, her n € N sayist icin
b
a<zr<a+ —
n
ise x = a dir.

Sonuc 1.10.8 : Herhangi iki reel say: arasinda sonsuz sayida rasyonel say.

vardr.

Ispat: a,b € Rvea <bolsun. b—a > 0 oldugundan Sonucl.10.5%e gére

0 < — < b —a olacak sekilde bir n € N sayis1 vardir. Archimet Prensibine
n

gore

—1
<a< m olacak sekilde m € Z sayis1 vardir. O halde m <b
n n

dir. Aksi taktirde m=

1 m .. o
<a < b< — dir ve buradan da b — a < — celiskisi
n n

m m
elde edilir. Boylece, r = — € Q ve a < — < b dir. Demek ki, herhangi
iki reel say1 arasmda hic degilse bir rasyonel say1 bulunacaktir. Bu isleme

istenildigi kadar devam edilebilir. O

Sonuc 1.10.9 : Vz € R sayst icin k < o < k+1 olacak silde tek bir k € Z
sayist vardar.

Sozkonusu £ tam sayisina  sayisimn tam kismi denir ve [z ] ile gosterilir.

x— [«] saysma z sayisimin kesir kismi denir ve {x} ile gosterilir. Béylece,
= [z] +{z} ve 0 < {2z} <1 olur.

Bir a € R sayisinin kendisiyle n(n € N) defa carpimmdan ortaya ¢ikan

saylya a’nin n. kuvveti denir ve a” ile gosterilir: a” = g.a...q dir. a° =1 ve
——
nkez

1
n € N olmak tizere a™" = — (a # 0) seklinde tanimlamnir.
an
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a € Ry ven € Nsayilar verilsin. Eger, a = 0" ise b ye a nin n. dereceden

kokii denir ve b = (a)= = {/a seklinde gésterilir. n = 2k(k € N) durumunda

b* = a olacak sekilde iki b = ¥a ve by = — ¥Wa sayilann  vardir. {/a

kokiiniin negatif olmayan degerine onun aritmetik degeri denir.
m
aeRa>0,r=—,meZ,neNisea = a™ seklinde tanimlanabilir.
n
Asagidaki ozelliklerin saglandig kolayca gosterilebilir.

(a) a € R, m, n € N, hem de n < 0 veya m < 0 oldugunda a # 0 ise
(i) aﬂlla" — am+7l 7 (li) (am)n — amn dlI‘
h) a, beR, a>0, b>0, neN, me Nise
(b) a, beR b N N
1) Y¥a=va; (@) va= W
3) Vab= a.b; (4 d@:wb>0;
@ vab= v @ iy =1 0>0
6) (va)" = v

c)aeR, beR,re, " eQise
(c) + +

(1) a”:%; (2) a.a" =at;

() @) =" (@) (aby=ab;
avr a’

G ) =%

a >0, a#1veb> 0 olmak lizere, eger a? = b ise p’'ye b nin a tabanina gore
logaritmas1 denir ve p = log, b seklinde gosterilir. p icin yalniz birtane reel
degerin meveut oldugu ileride (bkz. §2.4) gosterilecektir.
Hera >0, a# 1veb>0, by >0, by > 0 sayilar1 icin
(i) log,(b1.b2) = log, by + log, bo;

b
(i) log, (bfl) = log, b1 — log, ba;
2
(iii) log,b" =r.log, b, (re€Q)
ozellikleri saglanir.
Pratikte iki taban sistemi kullanilir. Briggsion sisteminde a = 10 tabani ,
Napieraion sisteminde de a = e = 2,71828... dogal tabani kullanihr ve

log, b yerine sirasiyla logb ve Inb yazilir.
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1.11 Cozumli Problemler

(1) N kiimesinde (a), (c) ve (g) ozelliklerinin dogru oldugunu gosteriniz.

Coziim: (a) m,n € N verilsin. (m + n) € N oldugunu gorelim.
X={neN: (m+n)eN, Vm e N} kiimesini gozoniine alalim.
Her m € Nicin (m+1) € Nise 1 € X dir. n € X, yanin+m € N
ise (m+ (n+1)) = ((m+n)+1) € N oldugundan n + 1 € X olur.
Matematik indiksiyon metoduna gore X = N elde edilir.

n,m € N oldugunda n.m € N olmas1 benzer sekilde gésterilebilir.

(c) X ={neN: (c) onermesi dogru} kiimesini gézoniine alalm ve
X =N oldugunu gorelim. Once 1 € X, yani min{zr e N: 1<z} =2
oldugunu gorelim. ¥ = {z € N: (z =1)V (2 < z)} diyelim. 1 € Y
oldugu aciktir. Eger, x € Y ise, z = 1 ve bu durumda z+1 = 2 € Y dir,
veya 2 < z elde edilir. Bi durumda 2 <z + 1 olur. Yinedez =y €Y
dir. Buradan Y = N oldugu anlasihr. Demek ki, (z # 1) A (z € N) ise
2 < z elde edilir, yani min{z € N: 1 < z} = 2 olur. Boylece 1 € X
dir.

Simdi n € X iken n = 1 € X oldugunu gorelim. Gercekten, eger
ze{reN: n+1<ua}ise, her z dogal sayist icin z > 1 oldugundan
(x—1)=ye{yeN: n <y} olur. Buradan da N nin (b) &zelligine
gore x — 1 =y € N olur.

neXisemin{yeN: n<y}l=n+1dr. Yaniz—1>y>n+1ve
z>n+2dir. Buradan da (z € {z e N: n+1<a}ise (v >n+2)
olur. Dolayisiyla, min{z € N: n+1 <z} =n+2olur. Yanin+1 € X
dir. Matematik indiksiyon metoduna gore X = N dir.

(g) X C N istten smirl bir kiime olsun. Ust suur prensibine gore
supX = B € R sayis1 vardir. Ust smirm karakteristik 6zelliklerine
gore B — 1 < n < B olacak sekilde n € X sayisi vardir. Buradan

B = max X oldugu anlasilir. ¢

(2) Z tamsayilar kiimesinin tistten siirsiz oldugunu gosteriniz.
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Coziim: Once N kiimesinin iistten smirsiz oldugunu, yani N nin (h)
ozelliginin dogrulugunu gérelim. Olmayana ergi yontemine gore eger,
N iistten simirli bir kiime ise maxN = n elemanm mevcuttur. Fakat,
n+1leNven+1>ndir. NCZveN istten siirsiz oldugundan Z

de tistten smirsizdir. ©

(a) « rasyonel, § irrasyonel oldugunda a — 8 ve « + (3 sayilariin
irrasyonel olacagini gosteriniz.
(b) a sifirdan farkl rasyonel ve ( irrasyonel ise a3 ve /3 sayilarinin

irrasyonel olacagini gosteriniz.

Coziim: (b) 6nermesinin dogru oldugunu gorelim. a.( bir irrasyonel
sayidir. Gercekten, eger a.f = r € Q ise iki rasyonel saynin orani da

. o P r . .
rasyonel bir say1 oldugundan § = — € Q olur. Bu ise § nin irrasyonel

. . L.« . . o
bir say1 olmasi ile celisir. 3 nin da irrasyonel bir say1 oldugu benzer

sekilde gosterilir. ¢

ag # 0,a1,ay,...,a, tam sayalar olmak iizere aga™ + a;z" ' + ... +
ap—12+a, = 0 polinom denklemi verilsin. Eger, denklemin p/q seklinde
rasyonel bir kokii varsa a,, p ile ag da ¢ ile tam olarak boliinebilir
oldugunu gosteriniz.
Coziim: p/q sayist bir kok oldugundan, bunu verilen denklemde
yerine koyarsak ve her iki tarafi ¢" ile carparsak

aop” + arp" g+ azp" P+ anapg" T Fang” =0 (1.3)
elde edilir ve denklemi p ile bolersek

n—3 2 1 7“714“

agp" t  ap" i+ aop" PP+ an g = » (1.4)

denklemini elde ederiz. (1.4) iin sol tarafi tam say1 oldugundan sag
tarafi da tam say1 olmak zorundadir. p ve ¢ asal sayilar oldugundan
p, ¢" ni tam olarak bolemez. Dolayisiyla, a, ni bélmek zorundadir.

Benzer sekilde, (1.3) denkleminin her iki tarafin1 ¢ ile bolmek suretiyle

ap m ¢ ya bolilnmesi zorunlulugunu da gosterebiliriz. ¢
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(5) v/3 4+ /5 in bir rasyonel say1 olmadigini gosteriniz.

=

Céziim: 2 = /3 4+ /5 dersek, 22 = 8 + 2/15, 22 — 8 = 2V/15
ve 2! — 1622 + 4 = 0 denklemini elde ederiz. Problem (4)’e gore bu
denklemin muhtemel rasyonel kokleri 2 ve +4 sayilar1 olabilir. Fakat,
bu sayilarm hicbiri verilen denklemi saglamadigmdan v/3 + /5 sayisi
rasyonel bir say1 degildir. ¢

V2 4 ¥/3iin cebirsel bir say1 oldugunu gosteriniz.

Coztim: z = V24 /3 dersek, 1—v2 = /3 = 23+ 65 -3 = \/5(3x2+
2) = (2% +62—3)% = 2(322+2)? = 2°— 242" —62° —122° —362—T7 =0
elde ederiz. Bu ise katsayilar1 tam sayilar olan polinom bir denklem
oldugundan, bu denklemin bir kokii olan z = /2 4+ v/3 cebirsel bir

sayidir. o

(7) Vz € Ry ve Vn € N icin y" = z olacak sekilde tek bir y = /z € Ry

sayisinin varligini  gosteriniz.

Coziim: Teklik asikardir. Gercekten, y" = x olacak sekilde iki tane
y1 € Ry ve yo € Ry sayilarimin varoldugunu farzedelim. Eger, 0 < y; <
y2 (veya 0 < yo < y1) ise ' < y& olur ve bu sonuc y} =z, yi =z

hipotezi ile bir celisme teskil ettiginden y; = y, dir.
X={teR;y: "<z}

kiimesini gozoniine alahm. Eger, ¢ = z/(z + 1) ise 0 < ¢t < 1 ve
t" <t < z dir. Buradan da t € X olur. Dolayisiyla, X, R nin bos

olmayan bir alt kiimesidir.

to =1+ z olsun. Eger, t > tpise t > 1 ve t" > ¢ > x dir. Yani, t ¢ X
dir. Buna gore, ty, X kiimesinin bir iist simiridir. Bundan dolay1
X, R nin bos olmayan {istten smirli bir alt kiimesi oldugundan iist
s prensibine gore (Bkz. Teorem 1.7.4) y = sup X vardwr. y" =z

oldugunu gorelim.
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(a) y"* < x olamaz. Gercekten, 0 < h <1 ve

T — n
he *7Y
(1+y) -
esitsizliklerini saglayan bir h sayisi secilsin. Newton Binom Formiiliinii

kullanarak

(y+h)"=y" +< i 1h+<>"*2h2 +<>
(s (e O
<y'+h <712)y" l+<z> " 2+...+<n)]

=y +h[1+y)" -y ] <y +(@@—y") =2z

=y" +h

3

elde ederiz. Yani (y +h)" < z oldugundan y + h € X olur. Bu ise

y =sup X olmasi ile bir celisme teskil eder.
(b) y™ > z olamaz. Gercekten, 0 <k <1, k <y ve

y’VL —x
Ty

esitsizliklerini saglayan bir £ sayis1 secilsin. Bu durumda, ¢t > y—k

k<

ise

">y k)" =y" - (Y)y"*1k+...+ (4)”(2)1&
e (e ()
2 (e )

=y —k[Q+y)" =y >y — (" —a) =

elde ederiz. Yani (y — k)" > z oldugundan y — k, X in bir tst

simiridir. Bu durum y = sup X olmasi ile bir celisme teskil eder.

Demek ki, y" = = dir. ¢
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(8) Vn € N icin asagidaki esitliklerin dogrulugunu Matematik Indiiksiyon

yontemi ile gosteriniz.

an? —1
(a) 12+32+52+...+(2n*1)2:7”( 773 );
(n+ 1

() =24 =t (1t = 1y 20D,

" 1
(©) S k(4D (E42) ... (ktp—1) = ——n(n+1)... (n+p), p=2,3,...;

k=1 +1

) 10— 9n — 10

(d) 34334333 +...+33 3= —————

n—kez

24 V24, +v2=2cos (m/27+1);
() 1.5) +2.(5)2+3.(5)° + ... + n.(5)" =

. "—1
(g) a+a4r+a4rz+4..+a.rn’1:a(r71), r#1, aeR.
r—

5+ (4n — 1)5m+1
16 ’

Coztim:  Esitliklerin sol tarafimn D(n), sag tarafimn ise G(n) ile
gosterildigini, yani 6nermelerin D(n) = G(n), n € N biciminde ver-

ildigini farzedecegiz.
1.(4.1% —

(a) 12= D =1 oldugundan D(1) = G(1) olur. Farzedelim
ki, D(n) = G(n) ifadesi n = k icin dogrudur. O halde,
2
12*‘”’2*52*'-'*(2""1)2:%

gecerlidir. Her iki tarafa (2k + 1)? yi ilave edersek

n(4k* —1)

4324 4+ 2k =12+ (2k+ 1) = +(2k + 1)

Ak — k +12k% + 12k + 3

3
Ak + 1P —k—1
S
_ (b DAk +1)? 1]

3
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elde edilir. Buise, D(k + 1) = G(k + 1) oldugunu gosterir. Demek ki, +(m+1)(m+2)...(m+Dp)
_ y . , o o m
D(n) = G(n) baglnilill Jtruf)l n € N sayilan icin dogrudur. —(m+D)(m+2)...(m+p) [p - +1]
(b) 12 =(-1)"1.==——* =l oldugundan D(1) = G(1) olur. Farzede- 1
lim ki, D(n) = G(n) ifadesi n = k icin dogrudur. Bu durumda, = ﬁ(m +1)(m+2)...(m+p)(m+1+p)
12292482 4 (1)L o (<)t k(k+1) elde edilir. Bu ise her p =2,3,... icin D(k+ 1) = G(k + 1) oldugunu
2 gosterir. Demek ki, her p = 2,3,... icin D(n) = G(n) bagntis1 tim

n € N sayilarn icin dogrudur.

gecerlidir. Her iki tarafa (—1)F(k 4 1)? ilave edersek 101 -91-10 81

(d 3= — = 3 oldugundan D(1) = G(1) olur.
1222432 4+ (=DFLE2+(=Dk+1)? Farzedelim ki, D(n) = G(n) ifadesi n = k icin dogrudur. Bu durumda,
(=1 (=D*k+1) cin dog
1 k(k+1 .
= MR a2 1Mok 10
2 3+33+333+...+33..3= ——r—
. . k(k+1) o 27
= (-DF[(k+1)* - T}
WK+ 3k+2 c(E+1)(k+2) gecerlidir. Her iki tarafa 33...33’ il ilave edrsek
= (=1) = (-1) '72 k+1—kez
elde edilir. Buise, D(k + 1) = G(k + 1) oldugunu gosterir. Demek ki, 3+33+4333+...4+33...3+33...33
D(n) = G(n) bagmtis1 tiim n € N sayilar1 icin dogrudur. n—kez  ktl-kez
© 10+D)1+2). (I4+p-1) = —10+1)1+2)..0+ _ 0 m 10 gy g
c P = ot = o7 kk
p— 1)(1 + p) oldugundan her p = 2,3,... icin D(1) = G(1) dogrudur. ke
Farzedelim ki, D, = G, ifadesi n = m icin dogrudur. Bu durumda, elde edilir. Ote yandan

her p = 2,3,...icin
_ k k—1 0
33...33=3.10"+3.10"" 4+ ... +3.10+ 3.10

m

1 k+1—kez
Sk Dk +2).. (k+p—1) = ——m(m+1)...(m+p) o Lo+ 1
k=1 p =3(10k + 10" ' + ...+ 10+ 10°) = .
gecerlidir. Her iki tarafa (m + 1)(m +2)...(m + p) ilave edersek oldugundan
g 107 — 9k — 10 107! — 9k — 10 + 9.10% — 9
Sk(k+1)(k+2).. (k+p—1)+(m+1)(m+2)... (m+p) — gy t3..38= o7
k=1 k+1—kez
1 10842 — 9(k + 1) — 10
= m(m+1)...(m+p =
—gmm 1)+ ) v
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elde edilir. Dolaywsiyla, D(k) = G(k) ise D(k + 1) = G(k + 1) oldugu
goriiliir. Demek ki, D(n) = G(n) bagmtis1 tim n € N sayilar1 icin
dogrudur.

(e) V2 = 2cos(m/2"*!) = 2cos(r/4) oldugundan D(1) = G(1) olur.
Farzedelim ki, D(n) = G(n) ifadesi n = k icin dogrudur. Bu durumda,

A2+ V24 ... +V2=2cos (7r/2k+1) gecerlidir. Buradan da
D(k+1) =+/2+ D(k) = /2 + 2cos (m/2++1)

= \/2 + 2cos (2.7/2H2) = \/40032 (m/2%+2)
=2cos (7/28?) = G(k +1)

elde edlir. Buise, D(k+ 1) = G(k + 1) oldugunu gésterir. Demek ki,
D(n) = G(n) bagmtis1 tiim n € N sayilar1 icin dogrudur.
5+ (4.1 —1)5!+! y i
(f) 1.(5) = —————— = 5 oldugundan D(1) = G(1) dir.
Farzedelim ki, D(n) = G(n) ifadesi n = k icin dogrudur. Bu durumda,
4k — 1)5F+1
um+zgy+3@f+“.+h@y=5iLiglif

gecerlidir. Her iki tarafa (k + 1).(5)¥! ilave edersek

L(5) +2.(5)2+3.05° + ... + k.(5)% + (k + 1).(5)F*

4k — 1)5F !
SRR (k1) )
B 20k5FTE 4 1558 54 [A(k 4 1) — 1)542

16 16

elde edilir. Buise, D(k + 1) = G(k + 1) oldugunu gosterir. Demek ki,
D(n) = G(n) bagmtis1 tim n € N sayilar1 icin dogrudur.
rl 1
(g) a= M = a oldugundan D(1) = G(1) dir. Farzedelim ki,
r

D(n) = G(n) ifadesi n = k icin dogrudur. Bu durumda,

kflfa(rk_l)
Tor—1

a+a.7’+a.7’2+...+a.r

=
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gecerlidir. Her iki tarafa ar* y1 ilave edersek

§
. ’ -1 .
a+ar+ar’+..  +arf 4wt = a(7 1 ) +ar®
r—
B a(rk+l —1)
N r—1

elde edilir. Bu D(k + 1) = G(k + 1) oldugunu gésterir. Demek ki,
D(n) = G(n) bagmtis1 tiim n € N sayilar1 icin dogrudur. ¢

Matematik indiiksiyon metodu ile asagidaki esitsizliklerin dogrulugunu
gosteriniz.

(a) Vn e N\{1,2} icin n"*' > (n+ 1)

(b) ¥n € N\{1} icin (2n)! < 2*"(n!)?;
(¢) ¥n € Nicin 2041, (2n)! > [(n + 1)1

)
)
)
)

1 1 1
d) Vn € N ici > 1;
( " 1c1nn+1+n+2+ +3n+1 ’
2n —1 1

13
V! Nicin -.—. -+ . ———— < —;
(e) Vn € N icin 32 o < NoTES
Coziim: Esitsizliklerin sol tarafim  D(n), sagtarafim ise G(n) ile
gosterildigini farzedelim.
(a) 3% > (34 1)% oldugundan D(3) = G(3) tiir. Farzedelim ki,
D(n) = G(n) ifadesi n = k icin dogrudur. Bu durumda,

EM > (k4 1) (1.5)
gecerlidir. n = k + 1 icin bu esitsizligin dogru oldugunu gosterelim.
L (k+ 1)t
(1.5) esitsizliginin her iki tarafini T ile carparsak

o (R+D2H2 B2 4 2k 4+ 1,k
(k+1)%2 > okt = ( A )

— (k’+2+%)k+l > (k+2)k+1
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elde edilir. Buise, D(k + 1) > G(k + 1) oldugunu gosterir. Demek ki,
D(n) > G(n) esitsizligi tiim n > 3 dogal sayilar1 icin dogrudur.

(b) (2.2)! < 2%2(2!)?, yani 4! < 8.4 oldugundan D(2) < G(2)olur.
Farzedelim ki, D(n) < G(n) esitsizligi n = k icin dogrudur. Bu du-
rumda,

(2k)! < 2% (k!)?
gecerlidir. n = k + 1 icin bu esitsizligin dogru oldugunu gosterelim.
(2k 4+ 2)! = (2k)1(2k + 1)(2k + 2) < 2% (KN)2(2k + 1)(2k +2) <
< 2%K(k1?(2k +2)7 = 220D ((k 4 1)))?

olur. Bu ise, D(k + 1) < G(k + 1) oldugunu gosterir. Demek ki,
D(n) < G(n) esitsizligi tiim n > 2 dogal sayilar icin dogrudur.

(e) 2! > [(1 + 1N oldugundan D(1) > G(1)olur. Farzedelim ki,
D(n) > G(n) ifadesi n = k icin dogrudur. Bu durumda,

2041 (2k)! > [(k + 1)1k

gecerlidir. n = k + 1 icin de bu esitsizligin dogru oldugunu gosterelim.

2041 (2K)1(2k 4+ 2)! > [(k + 1)!]F(2k + 2)!
- 7[((’2 i?)'lk (2k +2)!
k3 k4 2k 42
BB R e S S
> [(k +2)F+t

olur. Bu ise, D(k + 1) > G(k + 1) oldugunu gosterir. Demek ki,

D(n) > G(n) esitsizligi tiim n = k dogal sayilar1 icin dogrudur.
2n+4-1 1 1 1 1

d) D(n) = = ...+ ——— olmak i

(d) (n) kz::ln—l-k n+1+n+2 +3n+10md iizere

verilen esitsizlik D(n) > 1 biciminde yazilabilir. n = 1 icin

241
1 1 1 1

D(1) = =-+-+->1

) ;nntk 2+3+4
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oldugu aciktir. Farzedelim ki, D(n) > 1, n = k icin dogrudur. Bu

durumda,
LN S N
k+1 k+2 7 3k+1
gecerlidir. Her iki tarafa
1 n 1 n 1
3k+2 3k+3 3k+4
ifadesini ilave edersek
LIS S R S
k+2 k+3 7 3k+1 3k+2 3k+3 3k+4
1 1 1 1
1 —
N R T R T R
2
=1 >1
T B 2Bk 3Bk )

elde edilir. Buise, D(k+1) > 1 oldugunu gosterir. Demek ki, D(n) > 1
esitsizligi tiim n € N dogal sayilar icin dogrudur.

1 1
e) - < =—
© 3 V24T V3

ki, D(n) < G(n) esitsizligi n = k icin dogrudur. Bu durumda,

oldugundan, D(1) < G(1) olur. Farzedelim

2k —1 1

3
- <
4 2k 2k+1

gecerlidir. n = k + 1 icin de bu esitsizligin dogru oldugunu gésterelim.

1
3"

13 2k712k+1< 1 2k+1
2477 2k 2k+2 " \2k+1 2k+2

1 V2k+32%k+1
V2k+3V2k+1 2k+2
1 4k2+8k+3< 1
V2k+3 \ 4k2+8k+4 " 2k +3

Buise, D(k+1) < G(k+1) oldugunu gosterir. Demek ki, D(n) < G(n)

esitsizligi tiim n € N dogal sayilar1 icin dogrudur. ¢




Analize Giris 57

(10)

(11)

Aym isratli z; > —1, i = 1,2,...,n sayilar1 ve Vn € N icin
I+z)(d4z)...(1+z,) > 1+ +220+... 42, neN

ile verilen Bernoulli esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: D(n) = (14x1)(1+z2) ... (14+xz,) ve G(n) = 1+z14+z2+. . 4
zn, n € Nolsun. D(1) = 1+ z; = G(1) oldugu asikardir. Farzedelim
ki, D(n) > G(n) esitsizligi n = k i¢in dogrudur. Bu durumda,

(I4+z)A4+x)...(14+ap) > 1421+ 22+ ... + %
gecerlidir. Her iki tarafi 1+ x4 > 0 ile carparsak
(1+I1)(1+$2)(1+$k)(1+1‘k+1) > (1+I1+I2+...+I1€)(1+I[€+1)
=1+x+20+ ...+ 2+ 2Tp1
+(CE1+I2+...+1‘]C)ZL’;€+1
21+I1+I2+...+Ik+1k+17

elde edilir. Cunkii z;, i = 1,2,... sayilar1 ayni isaretli oldugundan
(1+I1+I2+...+Ik)ﬂ?k+1 >0

dir. Boylece, D(k)
Demek ki, D(n)

dogrudur. ©

> G(k) ise, D(k+1) > G(k+1) oldugunu gosterir.
> G(n) esitsizligi tiim n € N dogal sayilar1 icin
n € N icin 5.23772 4 337=! gayisimin 19 ile boliinebilecegini gosteriniz.

Céziim: 52372 + 3371 = 19 sayisimun 19 ile béliinecegi asikardir.
Farzedelim ki, 5.23"72 4+ 3%"~! say1s1 n = k icin 19 ile boliiniir. Bu
durumda, p € N olmak iizere 5.2372 4-3%~1 = 19p gecerlidir. 5.23%+1 +

3%%+2 gayisimin 19 ile boliinecegini gosterelim.
5.280HL 332 — g 5 93h2 4 o7 33k
— 8(5.2%2 4 3%1) 4 19,331
=8.19p + 19.3%1

Ek Problemler

oldugundan ve 8.19p + 19.3%~1 say1s1 19 ile boliindiigiinden 5.23+! 4
33542 say1s119 ile boliiniir. Matematik indiiksiyon prensibine gére, ¥n €
N icin 5.23772 + 3%"~1 say1119 ile boliiniiniir. o

5 5
ag =2, a; = 3 ve Vn € N\{1} icin a,, = ian,l —a,_2 ise, Vn € NU{0}

icin a, = 2" 4+ 27" oldugunu gosteriniz.

= 2! + 271 oldugu aciktir.

| Ot

Coziim: ay=2=20+20=2 q, =

Farzedelim ki, a,, = 2" 427" ifadesi n = k icin dogrudur. Bu durumda,
Ay =281 4 27 e g = 2K 427k

gecerlidir. a1 = 281 4 27571 oldugunu gorelim.

5

A1 = gak = Qk-1
5
_ 5(Qk + Q—k) _ (Qk—l 4 27k+1)

_ (2 + 2—1)(2k + 2—k) _ (21c—1 4 27k+1)
— ohtl | 9=kl | gkl | g—h-1 _gk-1 _g—k+1
— ok+l 4 o—k-1

elde edilir. Bu ise, ajy; = 281 + 2751 oldugunu gosterir. Demek ki,

a, = 2" + 27" esitligi tiim n € NU {0} sayilart icin dogrudur. ¢

1.12 Ek Problemler

(13) N kiimesinde (d), (f) ve (h) 6zelliklerinin dogru oldugunu gosteriniz.
(14) Z kiimesinde (a), (c) ve (d) dzelliklerinin dogru oldugunu gosteriniz.

(15) V3, V6, /5 — /3 ve V2+ /34 /5 sayilarmin irrasyonel olduklarmi

gosteriniz.
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(16) Vab irrasyonel say1 ise p ve ¢ iki rasyonel say1 olmak iizere N

sayisinin irrasyonel oldugunu gosteriniz.

(17) m sayisiun bir cebirsel say1 oldugunu gosteriniz.

(18) Her n € Nicin asagidaki esitliklerin dogru oldugunu Matematik Indiiksiyon

metodu ile gosteriniz.

(a) 1+2+...+n:n(n2+1;

(b) 14+3+5+...+(2n—1)=n%

(¢) at(a+d)+(a+2d)+...+[a(n—1)d] :%[2a(n71)d], a,d €R;
(d) 1.24+25+...+n(B3n—1) =n’(n +1);

1
() 1.2423+...+(n—1)n= g(n —Dn(n+1);
f) 214+32+...+ (n+1)2""1 =n2

. 1
(g) 12+224 ... +n?= 6”’(” +1)(2n + 1);
. 1
(h) 2+32+...+(2n—1)n? = 371,(4n2 - 1)

; ; ; 1 ;
(i) 1224232 +...+ (n—1)n* = —n(n®> — 1)(3n +2);

12

. . . 1
() P+2%+ ... +n*= inz(n +1)%
(k) 134+3%+...+ (2n—1)3 =n?(2n* - 1);

1
) 1H+2 4.t = %n(nJr 1)(2n+1)(3n* + 3n — 1);

5 - 1
(m) 1°+2°+ ... +n° = Enz(n +1)%(2n? +2n — 1);

" 1 n
PO TG R
) n 1 _ n(n+2) )
= k=1D(2k+1)(2k+3)  32n+1)(2n+3)’
®) i k? _nn+1)

= Ck—D2k+ 1) 2020+ 1)
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@ 3 ' (i D)
=— - n n ;
Ve Dk +2)(k+3) 18 3(m+1 '
n 1 1,1 1
S - ,meN;
@) ,;k(k-‘,—l)...(k-&-m) m[m! (TL+1)..A(n+m—1)} " '
.on+1 "
n sin xsin(a + )
(s) X sin(a+kz) = — x # 2mw, m € 7Z;
fr sin g
on+1
n sin xcos(a + §x)
(t) > cos(a+ kzx) = 2 = . x#£2mm, m e Z;
o sin §
(1) arctan = + arctan — + ... + arctan — tan —
u) arctan - + arctan = + ... + arctan — = arctan ——;
2 8 2n2 n+1’
1 1 1 n+2
1-91-3)...(1-——)=—"=%.
) A=P0=g) 0= Gp) = g g
(v)1+3+ +2n71_3 2n+3.
W) 5t STa ST
10" —9n — 10
1+114+1114...+11... 1= —————;
(x) 1+11+111+ +T a0 :
() S tan 24 tan S+ 4 tan 2 = Lot cot + €z
“tan =+ tan —+...+—tan— = —cot — cotx, x #mm, m € Z.
y 2 2 922 22 omn omn on on ! ’

(19) Matematik 1ndiiksiyon yontemi ile asagidaki esitsizliklerin dogrulugunu

gosteriniz.

(a) Vn € N\{1} icin n! < (%H)n;

(b) ¥n € Nicin (n!)? > n";

(¢) ¥Yn € N\{1} icin (n!)? < (W)n

6 b
(d) Vn € Nicin (n!)* < n"(nTH)M;

.. 1 1
(e)VnEN\{l}lqm1+ﬁ+,,,+%>\/ﬁ;
(f) Vn € N i¢in + ! + +i>1.

Tn+1 n+2 7 2n 7 27
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1 1 1
(g) V7z€N1¢111ﬂ+a+...+m<2;

(h) ¥n € N\{1} icin 1 < ¢/ < 1+ 2
n

171 1 n

(i) Vn € N icin (1+ﬁ) < (1+?)2 ;
1 1 13
j) Vnoe N\{1} icin ——+ ——+ ...+ — > —;
() ¥ € N\{1} iein g+ 0o s 4 g > o
1 1 1 1

(k) V’VLEN\{I}i(}il’lg<1+§+§+§+...+ﬁ<n;

1 1
(1) VnENigin(1+§+...+7)"<2“;
n

n 1
m) Vn € N icin —_— >
(m) ’ 121 VEvn —k+1

(n) Yne N\{1}, a>1licin0< Ja—1<

a—1

n '

(0) ¥n € N\{1}, a,b > 0 icin |/a — Vb| < {/]a —b];
(p) Vn e N\{1}, a,b > 0 icin a™ + b"| < (a + b)";

(q) ¥n € N\{1}, a,b > 0icin (a + b)" < 2""L(a" +b");

n

(r) Vn € Nicin (S)w <nl< 6(2)”;

1

1 n
(s) Vn e Nicin (14 =)" >e'"n;
n

1 1
t) Vn € N ici <In(1+43%) <=,
(t) vn e n+1 n(l+ ") n

(20) a1,...,an ve by,..., b, keyfi reel sayilar olmak tizere
n 5 n n

(Do ab)” < (D _ab) (D))

i=1 i=1

i=1

seklinde verilen Cauchy-Schwartz esitsizligini ispatlaymiz.
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(21) a; eRy, i =1,2,3,...,nve
n
LyLly 414
ay as an

T = {/az...ay

én = G R (Aritmetik Ortalama)
n

Tn = (Harmonik Ortalama),

(Geometrik Ortalama),

olsun. Vn € N icin v, < n, <&, esitsizliginin ve ayrica,
(A/n =T = én) < (fl =Ty =...= In)
ifadesinin dogrulugunu gosteriniz.

(22) Vn € N icin

(a) n(2n% —3n + 1) sayismm 6 ile;
(b) n® —n sayismin 5 ile;

¢) 12" + 10 sayismin 11 ile;

)
)
(c) 1
(d) 117 + 1227 sayisiin 133 ile;
(e) 3.5271 4 23"=2 sayisimin 17 ile;
()

)

(g) 62772 4 371 4 371 sayisinin 11 ile;

38— 442 qayisimin 11 ile;
kalansiz boliindiigiint gosteriniz.

(23) ap = 2, a; = 3 ve Vn € N icin a,11 = 3a, — 2a,-1 ise Vn € N icin

a, = 2" + 1 oldugunu gosteriniz.

1
(24) a3 =2 ve Vn € Nicin a, = 3a,-1+ 1 ise Vn € Nicin a,, = 5[5.3"‘] —1]
oldugunu gosteriniz.

1
(25) a1, as € R ve Vn € N icin a,49 = 5((]/n+1 + a,) ise Vn € N icin

P 2a9 + ay ( 1)n,1 ap — ay
n=——7—(— .

3 3.2n-1
oldugunu gosteriniz. a, sayilarma Fibonacci sayilar1 denir.
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(26) a1, as € R ve Vn € N\{1} icin a,41 = 3a, — 2a,_1 ise, Vn € N icin
a, = (2" = Dag — (27" = 2)ay
oldugunu gosteriniz.
(27) a1, as € R ve Vn € N\{1} icin ans1 — 2a, + a,—1 = 1 ise, ¥n € N icin
an:(27n)a1+(n71)a2+1fgn+%2
oldugunu gosteriniz.

(28) a; = ay =1 ve Vn € N\{1,2} icin a, = a,_1 + a2 ise, Vn € N icin

(8- 58y

ap =
oldugunu gosteriniz.
1
(29) a1 = a, as = b ve Vn € N\{1,2} i¢cin a, = a,—1 — 702 ise, Vn € N
icin
an, = (2a —2b+ (2b — a)n)2' ™"
oldugunu gosteriniz.
(30) n elemanh bir kiimenin alt kiimeleri sayisiimn 2" oldugunu gosteriniz.

(31) Rasyonel katsayili polinom denklemler kiimesinin sayilabilir oldugunu

gosteriniz.

(32) Cebirsel sayilar kiimesinin sayilabilir oldugunu gosteriniz.

1.13 Reel Sayilar Kiimesinin Tamlig ile ilgili

Esas Prensipler

Reel say1 dizileri konusu Boliim 2 de daha detaylh incelenecektir. Fakat,

R icindeki kiimelerin IV Tambk aksiyomu ile ilgili ele alacagimiz 6zellikleri
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diziler ile ifade etmek oldukca kullamish oldugundan, bu kesimde reel say1

dizileri ile ilgili baz1 6n bilgilerin verilmesi faydali olacaktir.

Tanim 1.13.1 : a € R noktast ve e € Ry sayisy verilsin. (a —€, a+¢€) =
{r €eR: a—e<x<a+e} ack aralifina a noktasimn e-komsulugu denir
ve Uc(a) ile gosterilir. Uc(a)\{a} kimesine de a’min delinmis e-komsulugu
denir ve &E(a) ile gosterilir.
Ornegin, U%(O) = (==, o), U
1(—1) = (fi -=) U, (-1)= (7é - 1u (-1, 72) oldugu agiktir.

3 3 37 3 3 3 ’

’{‘anlm 1.13.2 : E C R alt kimesi ve a € R noktast wverilsin. a’nan her

U

U(a) komsulugunda E kiimesinin en az bir elemany wvarsa a noktasina E
kiimesinin bir limit (yigilma) noktasy denir.
Ornegin, E = [0, 1] kitmesinin her noktas1 (0,1), (0,1], [0, 1) ve [0, 1] kiimelerinin
bir limit noktasidir. Tanimdan ve bu 6rnekten de goriildiigii gibi bir kiimenin
limit noktas:t kiimenin kendisine ait olmayabilir.

R nin her noktasi @ nun bir limit noktasidr.

1
E = {—: n € N} kiimesinin yalnizca bir 0 € R limit noktas: vardir.
n

Eger, a € R noktast E nin bir limit noktas: ise, her U.(a) komsulugunda

FE nin sonsuz sayida elemani vardir.
Tanmim 1.13.3 : E C R alt kiimesi verilsin.

(a) Eger, a € E ve U(a) C E olacak bicimde bir € > 0 sayist varsa a ya
E nin bir ic noktasy denir. E nin tim ic noktalarinin kimesine E nin
ici denir ve E ile gosterilir.

(b) Eger, E° = E ise E ye R de bir acik kiime denir.

Ornek 1.13.4 : (a) a € R noktasimin her U.(a) komsulugu bir acik kimedir.
Gercekten, herhangi x € Uc(a) noktase verildiginde 6 = e—|x—al > 0 sayis

ve Yy € Us(x) elemany icin

ly—a|<|y—z|+|z—al<d+|z—al=¢
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oldugundan y € Us(a) olur. Bu ise, Us(x) C Us(a) olmasi demektir.
(b) R icindeki her (a,b) (a,b € R) aralge acik kimedir. Gercekten, xo =
(a+0)/2 ve e = (b—a)/2 olmak tzere (a,b) = Uc(zo) yazabiliriz.

Teorem 1.13.5 : (a) 0 ile R acik kimelerdir.
(b)  Sonlu sayidaki acik kiimelerin kesisimi bir acik kimedir.

(¢) Herhangi sayidaki acik kimelerin birlesimi bir acik kimedir.

Sonsuz sayidaki acik kiimelerin kesisimi bir acik kiime olmayabilir. Ornegin,

1 1 =
E, = (-1——,—14—), n € N kiimeleri acik olduklar1 halde m E,={-1}
n n
n=1

olup acik degildir.

Not:  Daha sonra a € R noktasi icin a € E olacak sekilde her
actk £ C R kiimesine a nin bir komsulugu, E\{a} kiimesine de ¢ nm bir
delinmis komsulugu diyecek ve sirasi ile U(a) ve U°(a) ile gosterecegiz. (Bkz.
Tanim1.13.1). Buna gére, a € R noktasmimn her U(a)(U°(a)) komsulugunun
Ud(a) C U(a) (U2(a) C U°(a)) olacak sekilde @ min bir € komsulugunu (a nin

delinmis bir € komsulugunu) icerdigi aciktir. o
Tanim 1.13.6 : E C R alt kimesi verilsin.

(a) Eger, E kimesinin her limit noktase E nin bir elemani ise, E ye R
de kapaly bir kime denir. Baska bir ifade ile, ejer, E¢ = R\E kiimesi
bir acik kiime ise , E ye kapaly kiime denir. E nin limit noktalarimin

kimesi E' ile gosterilir.

(b) Eger, a € E ve a noktase E nin bir limit noktas: degilse, a ya E nin

bir izole (yaltik) noktasy ady wverilir.

Her [a,b] C R araligi kapali kiimedir. Cinkil, [a,b] nin timleyeni olan
R\[a,b] = (—00,a) U (b, 00) kiimesi iki acik kiimenin birlesimi olmak iizere
acik kiimedir.

a = 2 noktasi E = [—1,1] U {2} kiimesinin izole noktasidir. Gercekten,
her 0 < § < 1/2 sayis1 icin E'NUs(2) = {2} oldugundan, 2 € E noktas1 E
nin limit noktas1 olamaz.
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Teorem 1.13.7 : (a) 0 ile R kapals kimelerdir.
(b)  Sonlu sayrdaki kapaly kimelerin birlesimi de bir kapal kimedir.

(¢) Herhangi saydaki kapale kimelerin kesisimi bir kapale kimedir.

Sonsuz sayidaki kapali kiimelerin birlesimi kapali olmayabilir. Ornegin,

1 1 o
E,=[-1+ o 1+ ;]7 n € N kiimeleri kapali olduklar1 halde |J E, =
) n=1

(—1,1) kiimesi kapal degildir.

Tanim 1.13.8 : £ C R alt kiimesi ve a € R noktasy verilsin. Eger, Ve € R,
icin U(a) N E # 0 ise, a noktasina E nin bir kapams noktas: denir. E nin

kapams noktalarinin kimesi E ile gosterilir.

Ornegin, [—1,2] araligmm her noktass E = [—1,2) kiimesinin bir kapams
noktasidir. Herhangi = ¢ [—1,2] noktast E = [—1,2) nin kapams noktasi
olamaz. Ciinkil, Vo & [—1,2] icin 0 < 6 < min{|1 + z|, |z — 2|} olmak iizere
Us(z) N [=1,2) = 0 dir.

Teorem 1.13.9 : E C R alt kiimesi verilsin.
(a) E bir kapaly kiimedir.
(b) E=EUE dir.
(c) E kapahdir & E = E.
Teorem 1.13.10 : Bos olmayan E C R alt kiimesi verilsin.
(a) E iistten simrlh ve b =sup E ise, b € E dir.

(b) E alttan suurl ve a = inf E ise, a € E dir.

Tanim 1.13.11 : E C R alt kiimesi verilsin. ANB =0, ENA # 0, ENB #
0 ve E C (AU B) olacak sekilde A ve B acik kiimeleri yoksa, E ye baglantily
kiime adr verilir. E C R kiimesi baglantils degilse, E ye baglantisiz kiime

denir.
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Ornegin, E = [0,1) U [2, 3] kiimesi baglantisizdir. Gercekten,
5 1
A= (75, “)ve B = (73, —O) acik kiimeleri icin ANB =0, ENA=1[0,1) #

0, ENB=[2,3] #0 ve E C (AU B) oldugundan F kiimesi baglantisizdur.

Teorem 1.13.12 : E C R alt kimesi baglantihdir & x € E, y € E ve
r<z<uyise z €L dir

Bu ozellige R nin baglantihilik 6zelligi denir.

Sonuc 1.13.13 : R icindeki E kiimesinin baglantile olmast icin gerek ve

yeter kosul a ve b reel sayilar olmak tzere E nin (—o0,b), (—o00,b], (a,+00),

la,+00), (a,b), [a,b), (a,b] ve[a,b] kimelerinden biri olmasidir. R baglantilidur.

Tanim 1.13.14 : Tanum kiimesi N olan her f fonksiyonuna dizi adv verilir.
O halde, bir dizi f : N — X seklinde bir donisim olarak distinilebilir ve
Vn € Nicin f:n — x, = f(n) € X yazlabilir. x, = f(n) € X elemanina
dizinin genel terimi (veya n inci terimi) adi verilir ve bu dizi kisaca ()
ile gosterilir. X C R durumunda f :n — x, = f(n) € X dizisine reel say
dizisi adv verilir. (x,) reel sayr dizisi oldugunda bu diziye R icinde bir dizi

diyecegiz.

{z,: n=1,2,...} kiimesine (z,,) dizisinin deger (veya degisim) kiimesi
denir ve R(z,,) ile gosterilir. Bir dizinin deger kiimesi sonlu veya sonsuz bir
kiime olabilir. Ornegin, 2, = (—1), n € N; y, = n(D" n e N dizileri icin
sirast ile

1 1 1 1
R(z,) ={-1,1}, R(y.) ={L,2, 3,4 6

= e, 2N, ——— .
757 ’ 727L—1y 72”-}-1y
Tanim 1.13.15 : R zcmde bir (‘Zn) dizisi verilsin.

..} dir.

(a) Vn € N icin z, < b olacak sekilde bir b € R sayist varsa, (x,,) dizisi
dstten svmrlidur denir. b saypsina da (x,,) dizisinin bir st siare ade
verilir.

(b) ¥n € N icin a < x, olacak sekilde bir a € R sayist varsa, (z,) dizisi

alttan symrhider denir. a saypsina da (vy,) dizisinin bir alt simere ada
verilir.
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(¢) Hem alttan hem de tstten sinarle olan bir diziye sinarle dizi denir.
Baska bir ifade ile, eger, R icindeki (x,,) dizisinin R(x,) dejer kimesi
dstten (alttan) swmrle bir kime ise (xv,,) dizisine ustten (alttan) sinarl
dizi adv verilir. R(x,) kimesi simrl ise (x,) dizisine sirle  dizi

denir.
Ornegin,
o1 N L
(a) x, =2+ (=1)""*.—, n € N olmak tizere (z,) dizisi smirhdur.
n
(b) z, = —n, n € N olmak tizere (x,,) dizisi tistten smrhdir.

(¢) @, =nY" n € N olmak iizere (x,) dizisi alttan smirhdir.

Tamm 1.13.16 : R icinde bir (z,,) dizisi verilsin.

(a) Yn € N icin z, < Tpy1, (o < xpy1) ise (v,) dizisine artan (azal-

mayan,) dizi;

(b) Vn € N icin x, > Tpi1, (T > Tpy1) ise (x,) dizisine azalan (art-

mayan,) dizi;

(¢) Artan veya azalan (azalmayan ya da artmayan) bir diziye monoton dizi

denir.

Tanim 1.13.17 : R dcinde bir (x,,) dizisi verilmis olsun. (ny), N icinde te-
rimleri Yk € N icin ng, < ngy1 kosulunu saglayan bir dizi olmak izere (x,,)
dizisine (x,,) dizisinin alt dizisi denir.

Ornegin, (2k) ve ( ) dizileri (n(~Y") dizisinin birer alt dizisidir.

1
2k —1
Gergekten, @, = n™Y" n € N olmak fizere n, = 2k icin z,, = 2k ve

1
By oldugu aciktir.
Her bir dizinin sonsuz sayida alt dizisi vardir.

ny =2k — 1 icin z,, =
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Tanmim 1.13.18 : R icinde bir (z,,) dizisi ve a € R sayse verilmis olsun.
Eger, Ve > 0 icin n > n. oldugunda |z, — a| < € olacak sekilde € na bagl
ne € N sayse varsa, (x,) dizisi a ya yakinsaktur denir ve

lim z, =a veya x, —a (n€N)

n—oo

seklinde gosterilir. Yakinsak olmayan diziye wraksak dizi denir.

Bu tanmimi daha kisa olarak soyle yazabiliriz:

() yakmsaktir < Ja € R, Ve > 0 icin In, € N 6yle ki, ¥n > n, ¢in
|z, —a] < e dur.

(@,) waksaktir < Va € R icin Je > 0 dyle ki, Vng € N ¢in |z, —a| > € olacak
sekilde en az bir n > ngy dogal sayis1 vardir.

Bir reel say1 dizisinin yakinsaklik durumunu Tanim1.13.18 geregince in-
celerken bu dizinin yakinsadigi noktanin bilinmesi gerekir. Fakat, verilen
bir dizinin terimlerinin degisme 6zelliklerine gore bu dizinin yakinsaklik du-
rumunun dogrudan dogruya incelenebilmesi olanaklariin bulunmasi 6nem
tasimaktadir. Bu yénde monoton ve Cauchy dizilerinden olusan dizi simiflar:

icin mevcut olan asagidaki 6nemli sonuclar1 verebiliriz.

Teorem 1.13.19 : Monoton artan ve dstten sinwrle her (x,) reel say dizisi

yakinsakter, ayrica, lim x,, = sup R(z,,) dir.
n—oo

Teorem 1.13.20 : Monoton azalan ve alttan sinarl her (x,,) reel saye dizisi

yakwnsaktur, ayrica hII(l] z, = inf R(z,) dir.

Teorem 1.13.19 ve Teorem 1.13.20 de ifade edilen 6zelliklere monoton dizi
ozelligi denir.
Tanim 1.13.21 : R icinde bir (z,) dizisi verilsin. Ve > 0 icin n,m > n.

oldugunda |z, — z,,| < € olacak sekilde € na bagh bir n. € N sayist varsa (x,)

dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Bu tanimi daha kisa olarak soyle yazabiliriz: R i¢indeki (z,,) dizisi bir Cauchy
dizisidir < Ve > 0 icin In, € N oyleki Vn > n,, ¥Ym > n(n € N, m € N)

icin |z, — 2| < € dur.
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Teorem 1.13.22 : R icindeki her yakinsak dizi ayni zamanda bir Cauchy
dizisidir.

Teorem 1.13.23 : Eger, R icindeki bir Cauchy dizisinin bir alt dizisi a € R

noktasina yakisarsa (x,,) dizisinin kendisi de a ya yakinsar.

Teorem 1.13.24 : R icindeki bir (x,,) dizisinin yakinsak olmasu icin gerek
ve yeter kosul (x,) nin bir Cauchy dizisi olmasidir. (Bu dzellige Cauchy

yakinsaklik kriteri ya da Cauchy dizi ozelligi denir).

Tanim 1.13.25 : Terimleri herhangi Ey, Es, ..., E,, ... kimelerinden olusan

(E,) dizisi verilmis olsun. Eger,
EiD>F:,D...0E,D...

(veya kisaca ¥n € N icin E, D E,y1) ise, (E,) dizisine ic ice kiimeler dizisi

ady verilir.

Lemma 1.13.26 (Cantor Prensibi) : (1,,), R icinde bir birinin icine giren
kapal ve sunarly araliklarin bir dizisi ise, () I, # 0 olur. Ayrica, Ve € Ry icin
n=1

oo

uzunlugu |I,| < € olacak sekilde bir I, aralige varsa () I, kesisimi yalnizca
n=1

bir noktadan olusur.

Bu 6zellige ic ice araliklar 6zelligi denir.

Tamm 1.13.27 : R de acik araliklarin bir ailesi G = (G;)icr olsun. Eger,
E C R alt kiimesi icin E C |J G, ise, G ailesine E kiimesinin bir acik ortisi
i€l
denir. Eger, Ly C L sonlu bir kiime ve E C |J G; ise, (Gy)ier, ailesine E
i€Lg
kiimesinin sonlu alt értisi denir.

Tanmim 1.13.28 : Eger, £ C R alt kiimesinin her acik ortistinden bu kimeyi

orten sonlu alt ortii secilebiliyorsa, E ye R de kompakt bir kime adv verilir.
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Lemma 1.13.29 (Heine-Borel Prensibi) : R nin herhangi kapali ve sinarly
alt kiimesinin her acik ortisinden sonlu bir alt orti secilebilir.

Teorem 1.13.30 : R icindeki sonsuz elemanl her E alt kiimesi asagidaki

¢ ozellikten birine sahip ise, diger ikisine de sahiptir.
(a) E kapali ve symrhidar.
(b) E kompakttur.

(¢) E kimesinin her sonsuz alt kiimesi E’de bir limit noktasina sahiptir.

Bu Teoreme gore:
E C R alt kiimesi kompakt olmasi icin gerek ve yeter kosul £ nin kapali

ve sirh olmasidir.

Lemma 1.13.31 (Bolzano Weierstrass Prensibi) : R nin sinirl ve son-
suz elemanly her alt kiimesinin en az bir limit noktas, vardur.

Sonuc 1.13.32 : Her sinarl reel sayise dizisinin en az bir yakinsak alt dizisi

vardar.
Lemma 1.13.33 : R baglantili ise, sup ozelligi vardur.

Lemma 1.13.34 (Dedekind Prensibi) : A ve B, R nin asaqidaki kosullar

saglayan iki alt kimesi olsun.
(a) Yx € R icin x € A veya z € B dir;
(b)) A,B#0 ve ANB =0 dir;
(¢c) a€ Avebe B ise, a<b dir.

Bu durumda, Ya € A ve Vb € B icin a < v < b olacak bicimde tek bir v € R
elemani vardir. v € Aise v, A nin maksimal elemanidir ve v € B ise y, Bnin

minimal elemanidir.
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81.7 de R reel sayilar kiimesini I-IV aksiyomlar takimini gercekleyen bir
kiime gibi tanimladik. Daha sonra IV Tamlik aksiyomundan hareket ederek
R nin sup ve Archimet dzelliklerine sahip olduklarim gordiik. (Bkz. Teorem
1.7.4 ve Teorem 1.10.4). Simdi amacimz, bu kesimde sGylenilen monoton
dizi ve Cauchy dizisi, R baglantilidir 6zelliklerinin ve Cantor, Heine-Borel,
Bolzano-Weierstrass ve Dedekind prensiplerinden her birinin digerini gerek-

tirdigini gostermektir.

Teorem 1.13.35 : R dzerinde LILIII (1,111) ve (I1,111) aksiyomlar: saglanda-

ginda asagqrdaki onermeler dogrudur:
(a)  [IV Tamhk aksiyomu] = [sup ozelligi];
(b)  [sup ozelligi| = [Archimet Prensibi];
(¢)  [sup 6zelligi] = [monoton dizi dzelligi];
(d)  [sup Ozelligi] = [R baglantilidir];
(e)  [sup Ozelligi| = [Heine-Borel Prensibi];
(f)  [Heine-Borel Prensibi] = [Cantor Prensibi];
(9)  [Heine-Borel Prensibi] = [Bolzano-Weierstrass Prensibi];

(h)  [Archimet Prensibi+ic ice araliklar Prensibi]

= [Bolzano-Weierstrass Prensibi];
(i) [Bolzano-Weierstrass Prensibi] = [Cauchy dizi 6zelligi|;
(7)  [Cauchy dizi 6zelligi] = [Monoton dizi 6zelligi];
(k) [Archimet Prensibi+Monoton dizi 6zelligi] = [sup 6zelligi];
()[R baglantihdir] = [sup 6zelligil;

(m)  [R baglantihdir] = [Dedekind Prensibi|;
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(n)  [Dedekind Prensibi] = [Tamlik Aksiyomu];
(0)  [Archimet Prensibi+Ic ice araliklar Prensibi] = [sup ézelligi];

(p)  [Archimet Prensibi+Monoton dizi ézelligi] = [Cauchy dizi 6zelligi];

ispat: (a)ve (b) siklarmm ispat1 Teorem 1.7.4 ve Teorem 1.10.4 de verilmistir.

Biz digerlerinin ispatini verelim:
(¢) (zn), R icinde monoton artan ve istten smurh bir dizi olsun. R(z,)
tistten siirl oldugundan B = sup R(z,,) sayist vardir. Supremumun karak-

teristik ozelligi geregince
1. Vn € Nicin x,, < B dir ve

2. Ve € Ry cin z,, > B — € olacak sckilde € > 0 sayisina bagh bir n, € N
sayist vardir. (z,,) monoton artan oldugundan Vn > n, icin z, < z,

dir. Dolayisiyla, Vn > n. icin
B—-e<uz, <z,<B<B-+e,

yani |z, — B| < € oldugu elde edilir. Demek ki, (z,,) dizisi yakinsaktir

ve lim x, = sup R(x,) dir.
n—0o0

(d) R nin baglantisiz oldugunu varsayalm. Bu durumda, AN B = 0 ve
R C AU B olacak sekilde bos olmayan A C R ve B C R acik kiimeleri vardir.
r €A ye Bver <yolsun. S = AN[z,y] kiimesi tistten simrh oldugundan
z = sup S sayisi vardir.
Eger, z € A ise z < y olur ve 3h € Ry dir 6yle ki, [z,2 + h] C A ve
[z,2 4 h] C [2,y] dir. Buise, z = sup S oldugu ile celisdiginden z ¢ A dur.
Eger, z € Bise x < z olur ve 3h € Ry dir 6yleki, [z — h,z] C B ve
[z = h,z] € [z,2] dir. Buise, z = sup S oldugu ile celisdiginden z ¢ B dir.
Boylece, z ¢ A ve z ¢ B oldugu elde edilir. Bu ise, [z,y] C R oldugu ile
celisdiginden varsayimin dogru olmadig goriliir.
(e) Bos olmayan kapali ve simurli £ C R alt kiimesi verilmis olsun. Bu
durumda, [a,b] C R kapal bir aralik olmak tizere E C [a,b] dir.
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G = {G,}icr, |a,b] arahgimn herhangi bir a¢ik ortiisii olsun.

F={z€la,b: [a,z], G ailesinin sonlu bir alt ailesince ortiiliir} alt kiimesini
gozoniine alahm. Sonucta F' = [a,b] oldugunu gosterebilirsek, istedigimiz
ozellik elde edilmis olur. a € F oldugundan F' # () dir. Ayrica, Va € F icin
z < boldugundan F iistten smirhdir. R deki sup 6zelligi geregince, ¢ = sup F'

sayist vardir. Ayrica, ¢ € F' ve

F Clab] = F C[a,b] = [a,b]

oldugundan ¢ € [a, b] oldugu elde edilir.

¢ € |a,b] C Uier,G; = ¢ € G, olacak bicimde bir i, € L dogal sayist
vardir. Buradan da G, acik bir kiime oldugundan U.(c) C G;, olacak
sekilde bir € € Ry sayisimin var oldugu elde edilir. Supremumun karak-
teristik Ozelliklerine gore ¢ = sup I ise ¢ — € < z < ¢ olacak sekilde bir
x € F noktast vardir. F nin tanimu geregince, [a, ] araligi Ly C L sonlu bir
kiime olmak tizere {G,}icr, sonlu alt ailesi tarafindan ortiiliir. Simdi ispat-
lamak istedigimizin tersini varsayip ¢ < b oldugunu diisiinelim. Bu kosullar
altinda [a,a + €/2] arahgi G nin ({G,}icr,, Gi,) sonlu alt ailesi tarafindan
ortiiliir. Boylece, F' nin ¢ den de biiyiik bir elemanini bulmus oluruz ki, bu
da ¢ = sup F ile celisir. O halde, ¢ = b olup [a,b] nin ve buradan da F alt

kiimesinin her acik ortiistinden sonlu bir alt értiiniin secilebildigi elde edilms

olur.

(f) (L), Ricindeicice (I; DL, > ... DI, D...) kapah ve simirh arahklarin

bir dizisi olsun. Vn € Nicin G,, = R\I, acik bir kiimedir. () I, = 0 oldugunu
n=1

varsayalim. Bu durumda,
GicGyC...Cc@G,C

ve

R\ﬁ[":R\Qi DGn:R
n=1 n=1

o0
olur. I} ¢ | G, kapsamasinda [; in kompakt oldugunu kullanirsak, B; C

n=1

m
U Gy, olacak sekilde ky, ko, . .., ki, dogal sayilar1 vardir.

n=1
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ko = max(ky, ka, . .., k) alirsak bu durumda
]1CGkO$]1ﬂIkn:®:>Ik0:®
olur ki, bunun da bir celiski oldugunu biliyoruz. O halde, () I, # 0 olmaldur.
n=1

[e )
Simdi () I, kesisiminin yalnizca bir noktadan olustugunu gorelim. ¢y, ¢y €
n=1

ﬁ I, ve ¢; < ¢g olsun. Bu durumda, Vn € N icin ¢, ¢ € I, oldugundan her
;iné N icin 0 < ¢3 — ¢; < || olur. Bu ise, (I,) i¢ ice araliklar dizisinin boyu-
nun sifira gitmesi ile celisir. O halde, ﬁ I, kesisimi yalnizca bir noktadan
olusur. !
(g) E, Ricinde kapal siirh bir aralik, yani a, b € R olmak tizere E = [a, b]
olsun. Vz € [a,b] noktasimn E nin bir limit noktasi oldugunu gésterelim.
[a, b] nin her acik ortiisiinden [a, b]’yi érten sonlu alt értiintin bulunmadigin
varsayalim. Bu durumda, Vz € [a,b] noktasimmn [a,b] nin yalmzca sonlu
sayida noktasmm icine alan bir Us)(x), (0(x) > 0) acik arahigr var olacakti.
(Us(z)(2))efay acik araliklar ailesi [a,b] nin bir acik Ortiisii oldugundan
Heine-Borel prensibi geregince Ny C N sonlu bir alt kiime olmak iizere
bu ortiiniin [a,b] yi érten sonlu bir (Usa,)(zi))icn, alt Ortiisit mevcuttur:
[a,b] C UsenyUs(a,) () olur. Fakat, her Us,,)(«;) araligimda [a, b] nin yalnizca

sonlu sayida noktasi bulundugundan | J Us(s,)(«;) kiimesi icinde de [a, b] nin
ieNo
valmzca sonlu sayida noktas: var olacaktir. Bu ise, [a,b] nin yalmizca sonlu

sayida noktaya sahip olacagi anlamina gelir. Buradan, varsayimin yalnis
oldugu goriiliir.

(h) E., R icinde smurh ve sonsuz elemanh bir alt kiime olsun. E smurh
oldugundan E C [a,b] olacak bicimde bir Iy = [a,b] arahg vardir.E alt
kiimesi sonsuz elemanli bir kiime oldugundan [a, (a + b)/2], [(a + b)/2,b]
araliklarindan en az biri icinde E nin sonsuz sayida elemani vardir. Soz
konusu araliga I; diyelim. O halde, I; in uzunlugunun [I;| = (b — a)/2

oldugu aciktir. Bu yontemi ard arda uygularsak

i) hoL>...oLD...,
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(ii) I, nin uzunlugu |I,| = (b —a)/2" dir.
(iii) I, nin icinde E nin sonsuz sayida elemam vardir

kosullarmm saglayan bir (I,), n € NU {0} kapah ve smurh aralklar dizisini

elde ederiz. 1@ ice araliklar prensibi geregince () I, # 0 olur. Simdi bu

n=

oo
kesisimin bir tek noktadan olustugunu gorelim. c¢j,co € () I, ve ¢1 < ¢
n=0

olsun. Vn € N icin ¢y, ¢5 € I, oldugundan Vn € N icin

b—a

0<c—c <|L|= o

yazabiliriz. Vn € N icin 2" > n esitsizligi dogru oldugundan Vn € N icin
b—a b—a

2n n C2
olacak bicimde bir ng € N sayisi vardir. Bu durumda, elde edilen

olur. Ote yandan Archimet prensibine gore

< ng

b—a,<b—(1,
2no No

0<c—0c < < Cy—Cp

esitsizligi bir celiski oldugundan ﬁ I, kesisiminin tek bir noktadan olustugu
elde edilir. Bu noktay1 c ile géstgr:oolim.

Simdi Ve > 0 icin Uc(a) komsulugunda E nin sonsuz sayida elemani bu-
lundugunu gorelim. (I,), n € NU{0} dizisinin 6zellikleri geregince I, C U.(a)
olacak bicimde bir m € N sayis1 vardir. Bu ise, Uc(c) icinde E nin sonsuz
sayida elemani oldugu ve dolayisiyla, ¢ noktasimin E nin bir limit noktas
oldugu anlamina gelir.

(i) R deyakinsak olan her dizinin bir Cauchy dizisi oldugu Teorem 1.13.22'den
goriiliir. (z,,), R icinde herhangi bir Cauchy dizisi olsun. Bu dizinin yakinsak
oldugunu gorelim. R icinde Cauchy dizisi simirh oldugundan (x,,) smirh bir
dizidir. (Bkz. Problem (3)). Bu durumda, Bolzano-Weierstrass prensibi
geregince (z,,) dizisinin yakinsak bir (x,, ) alt dizisi vardir. Eger, I}erolo Ty, =0
dersek Teorem 1.13.23. geregince (x,,) dizisinin kendisi de a ya yakmsar.

Béylece R de verilen her Cauchy dizisi yakinsaktir.
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(J) (x,), R icinde monoton artan ve tstten smirh herhangi bir dizi olsun.
(x,,) dizisinin yakinsak olmadigimi varsayalim. Bu durumda, (z,,) bir Cauchy
dizisi olamaz. O halde, Ve > 0 icin Jky = ko(€) € N dyleki her m > n > ko

icin
I‘rmfznl:37mfxn2E
olur. Burada ky < ky < ... < k, < ... ve lim k, = +oo olacak sekilde
n—oo

herhangi (n),) C N dizisini gézontine alahm.

Thy — Ty > €,
Thy — Tpy 2 6,

Thpyr —

esitsizlikleri taraf tarafa toplandiginda @y, ., — xx, > ne esitsizligi elde edilir.
Vn € Nicin ay,,, > @, + ne oldugundan (xy,) dizisi ve buradan da (z,)
dizisinin iistten smirsiz oldugu elde edilir. Bu ise, (z,,) dizisinin tistten smirh
olmast ile celistiginden varsayimin yanhs oldugu goriiliir.

(k) Bos olmayan iistten smurh bir £ C R alt kiimesi verilsin. E bos ol-
madigindan bir zy € F elemam vardir.

Simdi B sayisi, B > 1 ve Vo € E icin « < xy + B kosullarii saglayan en
kiivitk dogal say1 olsun. (Boyle bir dogal sayimin varhgi, E nin istten sirh
oldugundan ve N nin bos olmayan her alt kiimesinin minimal elemaninim
varhgmdan goriiliir). Bu durumda, z; = zo + B — 1 diyelim. Buradan
zo < 1 ve x1 in E nin bir iist sir olmadigy, fakat x; + 1'in E'nin bir {ist
sinir1 oldugu elde edilir.

Benzer olarak Bj sayisi, By > 1 ve Vo € E icin oz < 1 + E kosullarini

B -1
saglayan en kiiciik dogal say1 olsun ve zy = 21 + !

diyelim. (Bu du-
rumda, By = 1 veya By = 2 dir ). Buradan z; < x5 ve x5 nin F nin bir iist
siir1 olmadigy, fakat x5 + — nin £ nin bir iist siir1 oldugu goriiliir.

Burada Matematik indiksiyon yontemine yonelecegimiz icin yukaridaki

yolla xg,x1,...,25-1 € E sayllarimin bulunms oldugunu varsayip, z; nin
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nasil olusturuldugunu gérelim: Bj_; sayisi, By_y > 1 ve Vo € F icin <
By

Tp—1 + % kosullarini saglayan en kiiciik dogal sayiy1 gostersin ve x; =
Br1—1

Tp_1 + % diyelim. (Br_1 = 1,2,...,k olabilir). Buradan z;_; < x

1

ve xx min E nin bir tist sinir1 olmadig, fakat z, + T nin F nin bir st simir1

oldugu goriiliir.

Bu yolla, baska bir ifade ile gerilemeli olarak, (zy), k € N U {0} gibi
monoton artan ve istten smirh reel dizi tanmimlamis oluruz. Monoton dizi
ozelligi geregince klim zr = x olacak bicimde bir € R sayis1 vardir. Biz

— 00
simdi x = sup £ oldugunu gosterelim. Once x in £ nin bir {ist sinir1 oldugunu
gorelim. Gercekten, eger, x sayis1 E nin bir {ist sinir1 olmasydi, x < a olacak
bicimde bir a € E elemani var olmak zorundaydi.

1
Archimet prensibi geregince 0 < —— < k olacak bicimde en kiiciik bir

1
k dogal sayist vardir. Bu durumda, ) + % <z+ % < a olur ki, bu da zy,
nin olusumuyla celisir. (Gercekten,

Br1—-1 By._
xk:zk,lntk]T ve a< xR+ 1];1

By.1—1
oldugundan xy = x_1 + i

- >a— l bulunmasi bir celiskidir).
Supremumun karakteristik ozellikleri geregince, Ve € Ry icin x — € < a
olacak bicimde bir a € E elemanmin varhgimi gosterebilirsek ispat tamam-
lanir. klirr;o g = x = & — € < x), olacak bicimde bir k dogal sayis1 vardir.
Tk, E nin bir iist s olmadigindan, xp < a olacak bicimde bir a € E
elemam vardir. Buradan, x — € < a sarti saglayan elemani bulmus oluruz.
Boylece, x = sup £ oldugu elde edilir.
(1) Tersine sup ozelligi var olmasm. Bu durumda, bos olmayan tistten smirh

Oyle bir E C R altkiimesi vardir ki, sup £ yoktur.
B={recR: z, E nin ist smndir}

alt kiimesini gozoniine alahm. Varsayimimiz geregince B nin minimal ele-

man1 yoktur. xy € B alahm. Bu durumda, xy < z ise, 7 € B dir. Ote
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yandan zp, B nin minimal eleman1 olmayacagima gore x5 < x olacak bicimde
bir 2 € B elemam vardir. O zaman (22, 2;) araligl, o m B icinde bir acik
komsulugudur. Boylece, B nin acik kiime oldugu goriiliir. A = R\ B diyelim
ve A nin da acik bir kiime oldugunu gorelim. Bu durumda, yy € B ve B acik
oldugundan U.(yy) ¢ B olacak bicimde bir ¢ € R, sayisi vardir. Buradan,
Ue(yo) C A oldugu ve dolaysiyla, A nin acik kiime oldugu anlagilir. Ayrica,
A # () ve B # () olur ki, bu ve R C AU B kapsamasi R nin bagalantili olusu
ile celisir. Bu durumda, sup 6zelligi var olmak zorundadir.

(m) Dedekind prensibindeki (a), (b) ve (¢) kosullarim saglayan iki A C R
ve B C R alt kiimeleri verilsin. b € B ise, Va € A icin a < b oldugundan
A iistten simurh olan bir kiimedir. O zaman, (1) sikkina gore v < b olacak
bicimde v = sup A sayist vardir. Buradan, (a) kosuluna gore ya v € A ya
da v € B dir. Eger, v € A ise v, A nm bir maksimal elemanidir. Bununla
beraber B kiimesinde bir by minimal elemanm bulundugunu varsayalim. Bu

durumda,

(v+bo)/2=d <

olur ve by, B nin minimal eleman oldugundan d € A olur. Ote yandan
supA = 7 < d oldugundan d € A olamaz. Elde edilen celigki varsayimmn
yalnis oldugunu gosterir. Benzer sekilde, eger, v € B ise v, B nin bir minimal
elemani oldugu gosterilebilir.
(n) [Dedekind Prensibi] = [IV Tamlk Aksiyomu] énermesinin dogrulugu
asikardir.
(0) ve (p) onermelerinin dogrulugu sirasi ile asgidaki Problem (9) ve Problem
(10)'da ispatlanacaktir. O

Not: R reel sayilar kiimesinin insast ile ilgili olarak sunlar1 soyleyebiliriz.
Teorem 1.7.4 ve Teorem 1.10.4 ten goriildiigi gibi I, IT, III, (LIIT) ve (ILIII)
aksiyomlar: saglandigi durumda I'V tamlik aksiyomundan hareketle R de [sup
ozelligi] ve [Archimet prensibi] niteliklerini gercekledigi gosterilebilir. Teo-
rem 1.13.35 e gore I, II, IIL,, (LIII) ve (ILIII) aksiyomlar saglandiginda [ IV
Tamlik aksiyomu], [Archimet prensibi+sup 6zelligi], [Archimet prensibi+ i¢

ice araliklar prensibi], [Heine-Borel prensibi], [Bolzano-Weierstrass prensibi],
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[Archimet prensibi+ Monoton dizi 6zelligi], [R baglantilidir], [Dedekind pren-
sibi] ve [Cauchy dizi ézelligi] niteliklerinden her biri digerini gerektiren denk
nitelikler oldugundan [IV Tamlk aksiyomu] niteligi yerine bu niteliklerin her-
hangi biri aksiyom gibi alindiginda 6nce kurulmus R reel sayilar kiimesi elde

edilir. e

1.14 Cozumli Problemler

(1) Teorem 1.13.20 yi ispatlaymiz.
ispat: R icinde monoton azalan ve alttan simirh bir () dizisi verilsin.
O halde, terimleri y, = —x,, n € N biciminde tammh (y,) dizisi
monoton artan ve tstten smurh bir dizi oldugundan Teorem 1.13.19
geregince (y,) dizisi yakinsaktir ve lim y, = sup R(y,) dir. Buradan
n—oo

lim (—x,) = sup{—=z, : n €N}

n—oo
vazabiliriz. Herhangi E C R i¢in inf £ = —sup(—FE) oldugundan son

esitlige gore lim z,, = inf R(z,) oldugu elde edilir. O

(2) R icinde yakinsak olan her dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu ispat-
layimz (Teorem 1.13.22).
ispat: (z,) yakimsak bir dizi ve a = lim z,, olsun. Bu durumda,
n—oo
Ve € Ry icin 3n, € N dyleki Vn > n, icin |z, — a| < €/2 olur. Boylece
Vn,m > n, icin
[Xn — | = |20 — a4+ a — x| < |z, —al + |a — )
<€ . €
St
2 2

elde edilir. Bu ise, (2,) dizisinin bir Cauchy dizisi olmas1 demektir. O

(3) R icinde her Cauchy dizisinin siirh bir dizi oldugunu gosteriniz.

Coztim:  Herhangi bir (x,) Cauchy dizisi verilsin. Cauchy dizisinin

tanmmina gore In; € N oyleki Vn,m > ny icin |z, — 2, < 1 olur.
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Buradan m = n; olmak tizere Vn > ng icin |z, —x,,| < 1 veya x,,, —1 <
Tp < Zp, + 1 oldugu bulunur. K = min{zy, za,..., 25,2, — 1} ve
M = max{x1, %, ..., Tn,, Tn, + 1} dersek Vn € Nicin K < x, < M dir

ve dolayisiyla, (z,,) dizisinin siirh oldugu elde edilir. ©

Teorem 1.13.23 1 ispatlaymiz.

ispat: (2,,) icinde bir Cauchy dizisi ve bu dizinin @ € R noktasmna
yakinsayan bir (x,, ) alt dizisi verilsin. klim 2 = a oldugunu gosterelim.

oo
Herhangi bir € € R sayisi verilsin. (z,,) bir Cauchy dizisidir = 3n. € N
oyleki Vn,m > n. icin |z, — 2, < €/2 olur. klim T, = a = by =
— 00
k1(e) € N dyleki Vk > ky icin |z, — a| < €/2 olur. klim np = +00 =
—00
Jko € N Oyleki Yk > ko icin ng > n, olur. Bu ii¢ sonuctan Vk > k. =
max(ne, ki, k2) icin
lzp —a| < |zp — 2y, | + |2, —a|l <€/24€/2=¢

oldugu ve dolayisiyla, klim 2z = a oldugu elde edilir. O

R icindeki her kompakt alt kiimenin R de kapali oldugunu gosteriniz.

Coztim: FE, R nin herhangi kompakt bir alt kiimesi olsun. E¢ = R\E
nin R de acik bir kiime oldugunu gosterelim. a € R ve a ¢ E oldugunu
farzedelim. b € F ise 0 < r < |b — a| olmak iizere a ve b noktalarmm
U,(a) ve U,(b) komsuluklarim gozoéntine alahm. F, R de kompakt bir

alt kiime oldugundan
Ec|JUb) =Y
i=1
olacak bicimde {U,(b;) }ien,, araliklar ailesi vardir.
0<r< §|bz —al, i=1,...,m olmak tizere
X=U,(a)n...NU,,(a)

kesisimi @ min bir acik komsulugu olmakla beraber X NY = () dur. O
halde, X C E° dir ve buradan da a noktasmin E° nin bir i¢ noktasi
oldugu elde edilir. Demek ki, £¢, R de acik bir kiimedir. ¢
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Coziimli Problemler

R de kompakt olan kiimenin her kapal alt kiimesinin de R de kompakt

oldugunu gosteriniz.

Coziim: E, R nin kompakt bir alt kiimesi ve F'de E nin R de
kapali bir alt kiimesi olsun. G = (G, )icr, F nin bir acik ortiisii olsun.
F¢ = R\F olmak tizere Q = {F°, (Gi)ier} ailesi E nin bir acik ortisi
oldugu aciktir. E, R de kompakt oldugundan ) ortiisiiniin E kiimesini
ve dolayisiyla, F' kiimesini orten sonlu @y alt ortiisi vardir. Eger,
Fe¢ e Qpise Qo\F*°, F nin acik bir ortiisii oldugu agiktir. Boylece, G
Ortiisiintin £ kiimesini érten sonlu bir alt 6rtiisiiniin varhg: elde edilmis
olur. Demek ki, F, R de kompakt bir kiimedir. ¢

F, bir E C R kompakt kiimesinin sonsuz alt kiimesi ise, F' kiimesinin
E icinde bir limit noktasina sahip oldugunu gosteriniz.

ispat: E. R de kompakt oldugundan sinirhdir. O halde, F, R nin
sinirh ve sonsuz elemanh bir alt kiimesi oldugundan Bolzano-Weierstrass
prensibi geregince F' nin en az bir limit noktasi vardir. £, R de kapal

oldugundan bu limit noktas1 £ icindedir. O

Teorem 1.13.30 u ispatlayimiz.

ispat: (a) E,R de kapal ve smirh bir kiime olsun. Bu durumda,
Teorem 1.13.35 in (e) sikki ve Problem (7) geregince E kiimesi (b) ve
(c) ozelliklerini saglar.

(b) E,R de kompakt bir kiime olsun. £ nin (c¢) dzelligini sagladig
Problem (7) den goriiliir. Bu durumda, £ nin (a) ézelliginide sagladigim
gosterelim.

Once, E nin smirh oldugunu gorelim. Tersine, £ sinirsiz bir kiime
ise, Vn € N icin |z,| > n olacak bicimde z,, € E elemam vardir. Bu

Z,,n € N noktalarmdan olusan
F={r1,29,...,%,...}

sonsuz kiimesinin R de limit noktasi yoktur. Bu ise E nin her sonsuz

alt kiimesinin £ de bir limit noktasina sahip olmasi ile celisdiginden
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E smirhdir. Simdi £ nin kapali oldugunu gorelim. Tersine, £ nin R
de kapali olmadigini varsayalim. Bu durumda, £ kiimesinin bir limit
noktasi olan, fakat E ye ait olmayan bir 2y € R noktasi vardir. O halde,
Vn € N i¢in |z, — xo| < 1/n olacak bicimde en az bir z,, € E noktasi
vardir.  Ciinkil aksi taktirde zp noktasmn Ui (z) komsulugunda E

n
kiimesine ait nokta bulunmaz ve xy, F kiimesinin limit noktasi olmazdi.
S={z, € E: Vn icin |z, —x¢| <1/n}

kiimesini gozoniine alahm. S kiimesinin eleman sayisi sonsuzdur. (Ciinkii,
S nin eleman sayisi1 sonlu olsaydi, dmy € N oyleki Vn > my icin
|, — xo| > d, d-sabit olur ve buradan da Uy, (x9) N E = 0 olurdu.
Bu ise g noktasiin F kiimesinin bir limit noktasi olmasi kosuluna
aykiridir.) o noktasi S nin bir limit noktasidir. Ayrica, S nin R de zg

dan farkl hicbir limit noktasi yoktur. Gercekten, y € R ve y # x ise

[z =yl = |vo =y + @0 — 20| = |20 — Y| — |20 — 20l
1
> |zo—yl——
n
olur. |zo—y| > 0 oldugundan Archimet prensibi geregince ny > 2/|zo—

y| olacak bicimde ny € N sayis1 vardir. O halde Vn > ng icin
1 1
|20 =yl > |20 —y| — — > Sl|v0 — ¥l
no 2

oldugu elde edilir. Bu ise, y noktasmm S nin bir limit noktasi olmadig:
anlamini verir. Boylece, S kiimesinin F de limit noktasi yoktur. Bu ise
E kiimesinin (c) kosulunu saglamast ile celisir. Bu celisme E nin kapali

olmadigimi kabul etmekle ortaya cikmustir. Demek ki, £ kapalidir.

Boylece, E kiimesinde (¢)= (a) dnermesi dogrudur. Ayrica, (b)= (c)=
(a) 6nermesinin sonucu olarak (b)=-(a) dnermesinin dogrulugu gortliir
ve sonucta teoremin ispat1 (a) < (b) < (¢) < (a) 6nermesi seklinde

tamamlanmis olur. O
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(9) Teorem 1.13.35 de (o) ile ifade edilen énermenin dogru oldugunu gosteriniz.

Coziim: Bos olmayan ve iistten smirh bir £/ C R alt kiimesi verilsin.
F={yeR: y, E nin tst smindir}

kiimesini gozoniine alalm. a € E ve b € F olsun. Archimet prensibi

geregince Vn € N sayisi icin

0< b—a _b-a <m
AL no -

olacak bicimde bir m € N sayis1 vardir. Ustelik ¢, £ nin bir fist sir ise
tiim y > ¢ sayilar1 da F nin st simirlanidir. Boylece, a+ P,.27", E nin
bir tst smur1 olacak bicimde bir minimal P, € N sayis1 vardir. Bu eger,
I, = [a+(P,—1)27", a+P,27"] ise, ENI, nin bos olmadigin gésterir.
P27 = (2B,)27"! oldugundan ve a+ (2P, —2)27"~! say1s1 F nin bir
ist st olmadigindan P,y = 2P, veya P, = 2P, — 1 dir. Ayrica,
I,41 C I, dir. O halde, ic ice araliklar prensibi geregince ﬁ I, #0

=1
o n
dir. J = (O I, diyelim ve J nin bir tek elemandan olustugunu gorelim.
n=1

c1,¢0 € J ve ¢; < ¢ oldugunu varsayahm. O halde, Yn € N icin

¢1, ¢ € I, oldugundan Vn € N icin [¢1, ¢;] C I,, olur ve buradan da

0<cy—c < |In‘ =2

oldugu elde edilir. Ote yandan Archimet prensibi geregince
Cyo — (1
ng olacak bicimde bir ng € N sayist vardir. Bu durumda, elde edilen

1 1
0<e—<—<—<0e—0
2no no

esitsizligi bir celiski oldugundan varsayim yalnis olur. Boylece J nin bir
noktadan olustugu elde edilir. Bu noktay1 ~ ile gdsterip, v = sup £ =
inf F oldugunu gésterelim.

Once v mmn E nin bir iist s oldugunu gosterelim. Aksi taktirde

xo > 7 olacak bicimde bir zy € E eleman1 mevecut olacaktir. O zaman,
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(10)

27" < xy — 7 olacak bicimde bir n € N sayis1 mevcut olur ve v € I,
oldugundan a + P,,.27" < x esitsizligi dogru olacaktir. Bu ise, P, nin
tanimina ters diiser. Ustelik, Vy € Ficin y > v dwr. Diger taraftan,
eger, bir y € F icin v < y ise, 27" < y — v olacak bicimde bir n € N
say1s1 meveut olacakti ve y € I, oldugundan a+(P,—1)27" > y olur ve
dolaysiyla, a+ (P, —1)27", F nin bir {ist smir1 olacakti. Bu ise, P, nin
tanimina bir celiskidir. Boylece, v sayist ' nin minimal bir elemanidir

ve dolayisiyla, v = sup E dir. ©

Teorem 1.13.35 de (p) ile ifade edilen 6nermenin dogru oldugunu gosteriniz.

Coztim: (z,,) icinde bir Cauchy dizisi olsun. Her Cauchy dizisi siirh
oldugundan (Bkz. Problem (3)) (x,) dizisi smirhdur. (z,) dizisi tistten
simurh oldugundan her k € N icin {zg, Tp41,. .., } kilmesi de Ustten

sinirhdir. Terimleri
by =sup{z,: neN, n>Fk}
biciminde tanimh () dizisni gozoniine alahm. Vk € N icin
{Ths1, Trgas -} CH{Tp, Thgr, Tpgas -}

oldugundan §1.8 deki Problem (3) e gore (by) monoton azalan bir
dizidir. Ayrica, (by) dizisi hem de alttan simrhdir. O halde, Teo-
rem 1.13.20 geregince (by) yakmmsak bir dizidir. lim by = 7 oldugunu
varsayip, lim x; = v oldugunu gosterelim. Herha;goioe € R, sayis1 ver-
ilsin. }}erolorbl;cooz v = 3k = ki(e) € N, 6yleki Vk > ky icin by — 7| < €/3
diir. (z) bir Cauchy dizisidir = Jky = ko(€) € N, dyleki Vk,m > ko
icin |z — x| < €/3 dir. by =sup{z,: n € N, n >k} = ks = k3(¢) =
max{ki, ko} olmak tizere ky > k3 ve 0 < by, — xp, = |br, — a1, < €/3
olacak bicimde k; € N sayis1 vardir. Son ti¢ sonucu kullamirsak Vi > ky

icin
[zk =7 < |2 — 2hg| + |20, — Ok | + by — 7]
€/3+¢€¢/3+¢€/3=¢
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Ek Problemler

bulundugundan istenen klim = 7 0zelligi elde edilmis olur.

Asagidaki Problem (11), (12) ve (13) te R nin tammmdaki I, II, IIT,
(LIII) ve (ILIII) aksiyomlarinm saglandig: farzedilir. o

[IV Tambk aksiyomu| < [R baglantihdir] énermesinin dogrulugunu

gosteriniz.

Coziim: Teorem 1.13.35 de (a), (d), (m) ve (n) ile ifade edilen 6nerme
geregince [ IV Tamlk aksiyomu]= [sup ozelligi|= [R baglantihdir]=-
[Dedekind prensibi]= [IV Tamlik aksiyomu] semasi gerceklestiginden

istenen 6nermenin dogrulugu elde edilir. ¢

(12) [Sup ozelligi] < [Cauchy dizi dzelligi] 6nermesinin dogru oldugunu gos-

(13

=

teriniz.

Coziim:  Teorem 1.13.35 de (b), (c), (e), (f), (h), (1), (i) ve (k)
ile ifade edilen onermeler geregince [sup Ozelligi]= [Archimet pren-
sibi]+[Monoton dizi ézelligi]+[Heine-Borel Prensibi]= [Cantor Prensibi]=
[Bolzano-Weierstrass prensibi]= [Cauchy dizi 6zelligi|= [Monoton dizi
ozelligi|= [sup Ozelligi] semasi gerceklendiginden istenen onermenin

dogrulugu elde edilir. ©
[Sup 6zelligi] < [Monoton dizi 6zelligi] onermesinin dogru oldugunu
gosteriniz.

Coziim: Istenen 6nermenin dogrulugu Problem (12) deki 6nermenin

ispatina benzer sekilde gosterilebilir. o

Not: Problem (11), (12) ve (13) te ifade edilen énermelerin dogrulugu

dogrudan dogruya (dolaysiz) da ispatlanabilir. e

1.15 Ek Problemler

(14) Teorem 1.13.5 i ispatlayimz.
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(15) Teorem 1.13.7 yi ispatlayimiz.
(16) Teorem 1.13.9 u ispatlaymiz.

(17) E={peQ: 2<p® <3} kilmesinin Q de kapah ve smirh oldugunu,

fakat Q da kompakt olmadigini gosteriniz.

(18) E, R dekapali F, R de kompakt ve £ C F ise ENF nin R de kompakt

oldugunu gosteriniz.

(19 {a<z<b: acQ, beQ, z € Q} kiimesine rasyonel sayilar araligi
denir ve [a, b]g ile gosterilir.

Tcice ([an, bu]o) arahiklar dizisinin kesisiminin Q da bos oldugunu gésteriniz.

(20) Eger, E C F C Rise, E° C F° oldugunu gosteriniz.

(21) Herhangi E, F C R alt kiimeleri icin ENF= E° N F° oldugunu

gosteriniz.
(22) Eger, E C F C Rise, E C F oldugunu gosteriniz.

(23) Herhangi £, F C R alt kiimeleri icin EUF = E U F oldugunu

gosteriniz.

(24) Eger, E, R de baglantil bir kiime ise, E C F' C E kosulunu saglayan

her F kiimesinin de R de baglantili oldugunu gosteriniz.

(25) E ve F, R de ENF # () olacak sekilde baglantil kiimeler ise, £ U F

nin R de baglantili oldugunu gosteriniz.

(26) Teorem 1.13.35 in kosullar1 altinda [Archimet prensibi+ic ice araliklar

prensibi]= [Cauchy dizi 6zelligi| dnermesinin dogru oldugunu gésteriniz.

(27) [Sup ozelligi] < [IV Tambk aksiyomu| énermesinin dogru oldugunu

gosteriniz.

88 Kompleks Sayilar

1.16 Kompleks Sayilar

Tamm 1.16.1 : a ve b reel sayilar olmak dzere her (a,b) ciftine kompleks
sayr ady verilir. a ya soz konusu z = (a,b) kompleks saysinin reel kisma, b

ye de sanal kisma denir ve siraswyla a = Rez ve b = I'mz seklinde gosterilir.
Tamm 1.16.2 : z; = (ay,b1) ve 20 = (a2, by) kompleks saylare verilsin.
(a) z1 = 22 & a1 = az ve by = by.

(b) ((11 + as, bl + bz) ve (a1a2 - blbg,(llbz + aQb1>

kompleks sayilarina zy ve zo kompleks saylarinin toplama ve carpima

denir ve siraswyla

21+ 2= (a1 +ag, by +bo),

Z1.29 = ((1,1(12 — blbg, (llbg + (Izbl)
biciminde gosterilir.

(¢) z1+ z = 2z denklemini saglayan z kompleks sayisina zo ve z; kompleks

saylarin farky denir ve zo — zy biciminde gosterilir.
z2=12z—2z = (ag — ay, by — by)
oldugu aciktur.
(d) zy # 0 olmak tizere zo.z = z; denklemini saglayan z kompleks sayisina

21 ve 2o saylariman bolimi denir ve z = — biciminde gosterilir.
22

Z1 ((lla2 + blbg (L2b1 — (Iqbz)
z=—= 5 -
2 a3+ 7 ai+b3

oldugu aciktir.

(0,1) kompleks sayisi ¢ = (0, 1) sembolii ile gosterilir. O zaman,
(0,1).(0,1) = (=1,0) veya i*> = —1 oldugu goriiliir. Herhangi z kompleks
say1s1

z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,1)(0,b) = a + ib
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seklinde yazilabilir. Buna kompleks sayisinin cebirsel gosterimi denir.

zZ = (a,—b) = a — ib kompleks sayisma z = (a,b) = a + ib kompleks
sayisinin eslenigi veya konjiligesi denir.

Her z = (a,b) kompleks sayis1 dizlemin koordinatlari a ve b olan bir
noktasi ile 6zdeslestirilebilir.

Noktalar1 kompleks sayilara karsilik getirilen diizleme kompleks diizlem
ad1 verilir. ox eksenine reel, oy eksenine imajiner eksen adi verilir. z = (a, b)
noktasmin 0 = (0, 0) baslangi¢ noktasima olan uzakhigina z kompleks sayisimin
z| = |7 = Va2 + b2

oldugu aciktir. z = (a,b) noktasim 0 = (0,0) baslangic noktasina baglayan

mutlak degeri (veya modiilii) denir ve |z| ile gosterilir.

yaricap vektoriiniin 6 ilk goriintii acisina z kompleks sayisinin acist veya

argiiman denir ve argz = 0 seklinde gosterilir. (Bkz. sekil 1.1)

arctan 3, a > 0 ise;

arctang +m, a<0, b>0ise;

arctan —2 —7m, a<0, b<0ise;
—sgnb =0 ise

SgI a ise.

B gno,

oldugu aciktir. 7 = va? +b? ve 0 sayllarma z = (a,b) kompleks sayisinin
kutupsal (polar) koordinatlar1 denir. Kutupsal koordinatlarda ikingi koordi-

nat, birbirinden farkhi 27 nin herhangi bir kat1 olan sonsuz sayida degerler

90 Kompleks Sayilar

alabilir. Biitiin bu degerlerden —7 < 6 < 7 kosulunu saglayan degere esas
deger denir. Bu durumda, Argz = arg z + 2nm, n € Z seklinde yazilr.

rve § sayilar z = (a, b) kompleks sayisinin kutupsal koordinatlar: oldugunda
z=(a,b) = (rcosb, rsinf) =r(cosd +isinf)

ifadesine z = (a,b) kompleks sayismimn trigonometrik gosterimi veya formu
denir. Boylece, bir z kompleks sayisinin kartezyen ve kutupsal gosterimlerindeki
(a, b) ve (r, 8) ciftleri arasinda su bagmtilar vardir: @ = rcosf, b =rsinf, r =
Va2 + 12, cosf = ﬂ’ sinf = é, z=r(cosf +isinbh),

Eger, z1 = (rycos By, 8in6;) ve zo = (rycos 6y, rosin ) ise,

21.29 = (r1.7’2 cos(by + 03), . sin(0y + 92)), (1.6)
Z1 T1 oL
P, = (T—Z cos(fy — 6s), P sin(6; — 92)) (1.7)

oldugu kolayca gosterilebilir.

(1.6) mn agik bir sonucu sudur:

FI P A r1.7’2...rn[cos(91 +602+...40,)
+isin(6y +0,+...+06,)], neN,

2" =7r"cosnf +isinnf], n=0,1,2,...
Son formiilde r = 1 yazilirsa, de Moivre formiilii olarak bilinen
(cos® +isinf)" = cosnb +isinnd, n=0,1,... (1.8)

bagmtisi elde edilir.

n‘ _ ‘n

|2 |z|", arg(z") =nargz, n=0,1,...

oldugu aciktir. z = (r cos 8, rsin §) kompleks sayisinin n. dereceden kokii
0+ 2k 0+ 2k
W:{'/;[cos+ 7r+,. + 2km
n

1sin
formiilii ile bulunur.

], k=0,12..n-1 (19
n

Ileride biitiin kompleks sayillar kiimesini C ile gosterecegiz.
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1.17 Cozumli Problemler

(1) z1, 2 € C sayilan ve n € N icin

onermelerinin dogrulugunu gosteriniz.

Coziim: 2z, = a; + iby, 29 = as + iby olsun.
(a) 21 22 = (a1 4+ az, b1 + b2) = (a1 + az, —by — ba)

= (al., —bl) =+ ((12, —bz) = El +EQ .

(b) Z1.29 = (a1a2 - blbg, albz + (lzbl)

= (a1az — biba, —a1by — asby)
= (a1, —bi)(as, —b2) = %1 Z».
(¢) zkompleks sayisinm z = (r cos 0, r sin §) trigonometrik gosteriminden
goriildiigii gibi Z = (rcos(—0),rsin(—0)) olur. (1.8) formiiliinii kul-
lanirsak
()" = (r" cos(—0), 7" sin(—0))
= (r" cosnd, —r" sinnf)
= (rmcosnd, r*sinnfd) = (z)"

elde edilir. ©

(2) Asagidaki kompleks sayilar1 trigonometrik formda yazinz.
(a) 2z =-5; (b) 2z =-3i;
(¢) 23=2+2i; (d) z=—V34+i .

92 Cézimlii Problemler
Coziim: (a) |—5|=5, 0=m 2z =5(cosm+isinm),
7r ™ T
(b) |=3i=3, 0=—=, 2z =3(cos(—%)—isin(5)),
2 2 2
(¢) |2+ 2i] =2v2, 9:% z3=2\/§(cos£+isin£),
—V3+i|=2 0=—, z;=2(cos— +isin—). ©
IRRVITIYE J -

(3) Asagidaki islemleri yapimz.
(a) 3—i)B3+i)>—(2-3)+5; (b) (-2 + 3i)%
(© @ (G

3 : I+ i)m :
© ()™ 0 (~v3-)°;
()

}2 - 4i|3
Céziim: (a) (3—1)(3+4)2—(2—3i)+5 = (3—i)(9+6i+i%)—2+3i+5

5+Ti

=(B3—i)(94+6i—1)+3+3i
=27+18i —3—9i — 6> +i+3+3i
=33+13i .

(b) Newton Binom formiiliinii kullanmirsak
(=24 30)* = (—=2) + 3(=2)%(3i) + 3(—2)(31)* + (34)*
= —8+ 361 + 54 — 271 = 46 — 9i.
(¢) z1, = €C, 2z # (0,0) olmak iizere

Z1 21.29 21.29
a_san 1.10
Z2 Z9.29 |22 ‘2 ( )

(1.10) formilii dogru oldugundan

5  5(—=344i)
—3—4i | -3—4i?

olur.

(d 1-i= \/i(COS(*%)+iSiIl(*%)) vel+i= \/ﬁ(congrisin%)



Analize Giris 93 94 Cézimlii Problemler

oldugundan (1.7) ifadesine gore Coéziim: 2z, = cos § — isin § sayismin modiilii 1 ve argiimenti ¢; =
T . T 71; 2y = /3 + i sayisiin modiilii 2 ve argiimenti 6y = E; m=i—1
1—4 \/i(cos(—i)—zsm(—z)) ( F) in 7r) 3 5 a 6
- = =Cos{— 5 ) —isim{ — o sayisinin modiilii v/2 ve argiimenti 3 = — oldugundan
1+4 \/i(cos£+ising> 2 2 Y g 5= oldug
I 1.2
olur. Buradan da (1.8) formiiliine gore 2| = | ‘llf‘ = NG =2
1—1.10 T . T\ 10
[ N G _ 0 3 11
(1+7;) _(005( 2) isin ( 2)> 79:argz:g01+992—w;;:—g+%—£:—%olur. Bu durumda,

107

:cos(fw%)fisin(77)

= cos(—bm) — isin(—56m) = -1 .

11 . 117
z= ﬂ(cosﬁ fzsmﬁ)
elde edilir. ¢
1pi | VAeospisnd) o T
( = 4 47— os T 4isin (5) Asagidaki koklerin tiim degerlerini bulunuz.

V3 —3i Zﬁ(cosgfising) V612 12 (a) V=1 (b) V8i: (c) NASEENCY

oldugundan (1.8) formiiliine gore

Coéztim: (a) 2z = —1 sayisiun trigonometrik formu
( 141 )12 1 ((%847r+z_bin$47r)
= G \COS =5~ L= =—1=cosm+isinm
V3 —3i 6° 12 12 z
= 6%(003 Tn +isin Tr) = _6%‘ biciminde oldugundan (1.9) formiiliine gore
B _ m+2kr . w4 2kw o
f) (—\/g—i)=215((:os%r—z’sin5%)l5 V-1 =cos 1 +isin TR k=0,1,2,3.
Buradan, £ =0, 1,2,3 icin
= 2"(cos —isin@) = -2 ” ”
6 \4/71:c0s1+isinz,
(g) (1.9) formiiliine gore v 3 3r
) ) ) vV—1l=cos— 418 —,
2—47,7(2—41)(5—%)77371,5 4 4
547  [p+T2 37 37 V-1 :cos%7r +isin%”,
oldugundan B T, TT
V1 = cos — $in —
2dip_ | 9 dT. 81429 10 oSy sy
547! ' 37 “3rt 372 37 bulunur.
(cos T —isin %)(\/g + 1) (b) 8i saywismin trigonometrik gosterimi

— kompleks sayisini trigonometrik formda
i—

. T
yaziniz. 8i = &(cos 5 + isin 5)
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oldugundan, (1.9) formiiliine gore

, T 4ok T 4ok
Vi = 2(cos 2 " 4 isin 2 5 5, k=012

olur. Buradan, k =0, 1,2 icin

V/8i = 2(cos % +isin E),

6
5 =4
V/8i = 2(cos % +isin %),
) 3 3
V/8i = 2(cos T 4isin —Tr)
2 2
elde edilir.
(¢) —1—iV/3 sayisim trigonometrik gosterimi

—1—-iV3= 2(005(72%) + isin(—%r))

biciminde oldugundan (1.9) formiiliine gore

2 2
: —2 4 ok —2m g9k
V1= ivB = V2(cos Ty isin_3 ; 5, k=012

olur. Buradan k£ =0, 1,2 icin

\3/71775\/5:\35(0%%7718111%),
3/ : 4 4
y 717i\/§:\ﬁ(cos§+isin§),
3/ 1 1
Y —1—-iV3= 32(cos%+isin%)

bulunur. ©

ag, ay, . . ., a, herhangi reel sayilar olmak iizere P,(z) = apz"+a;2" ! +

...+ an_1z + a, polinomu icin P,(z) = P,(Z) oldugunu gosteriniz.

Coziim:  Herhangi o reel sayist ve n dogal sayisi icin & = « ve
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Coziimli Problemler

(az) = a(2)" oldugundan

P(z) =apz" + a1z '+ .. 4 ap_12 + ay
= (apz") + (a12" V) + ... + (an_12) + (an)
=ap(Z)"+ai(Z)" + .+ a1 (Z) +a,
=P.(2)

oldugu elde edilir. ¢

254224 4+ 423 + 822 + 162 + 32 = 0 denkleminin tiim koklerini bulunuz.
Coztim:  §1.11 deki Problem (4) e gore bu denklemin muhtemelen
rasyonel kokleri +£1, +2, +4, +£8, £ 16, =+ 32 dir. Deneme ile
z = —2 nin bir kok oldugunu gorebiliriz. Neticede verilen denklem
(z+2)(z* +422+16) =0

seklinde yazilabilir. 22 = u almirsa z* 4+ 422 + 16 = 0 denklemi u? +
4u + 16 = 0 kuadratik denklemine déniisiir. Son denklemin kokleri
w = —2—2iV3, uy = —2+2i/3 dir. Buradan da 22 = —2—i/3, 22 =
—2 + 2iv/3 denklemleri bulunur. 22 = —2 — i1/3 denkleminin kokleri
—1+iv3 ve =1 — /3 olur. 22 = —2 + 2i1/3 denkleminin kokleri ise
1+iv3 ve 1 —iV/3 dir. Boylece, verilen denklemin kokleri —2, — 1+
iv3, —1—1iV3, 1+iv3vel—iV3dir o

2?2 —(2+1i)z — 1+ 7i = 0 denklemini ¢dziiniiz.
Coziim: Kuadratik denklemin ¢oztim formiillerine gore

2+ik /2P A1 —Ti) 2+4i+T— 24
z = =
2 2

olur. 4 — 3¢ saywst /7 — 247 kokiiniin bir degeri oldugundan verilen

denklemin kokleri

2+1+4—31
2 = =3—1
2
24i—4+3i
2y = % — 1492
bulunur. O halde, ¢oztim seti 3 — i, — 1+ 2 olarak verilir. ©
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1.18 Ek Problemler
9) Asagidaki 6nermelrin dogrulugunu gosteriniz:
sag grulug g _
(a) z1—22=71—7%3 (b) z1 #0icin (ﬁ) = ?
Z9 Z9
(10) Asagidaki kompleks sayilari trigonometrik formda yazimz:
(a) z1=-1—1; (b) 2z =2cos™ —2isin?
cos i —ising)(v3+1
(c) Z3=( . ; f)(\[ ): (d) 2= —cos{5 —isindy;
1+iv3.6
@ == (55)
Cevap:
a)zy = v2(cos 3& — isin 37) ; b) 2y = cos X 4 jsin 167 .
1 1 17 17
(c) 23 = V2(cos HZ —isin 1Ty o (d)2y = cos BT + sin 7
(e) z5 = cos 13= 4 isin 137

(11) Asagidaki islemleri yapimz:

2+ 5i 1 V3, 1 3
a : (= 4 i) (— - i)
(W S (b) 2i(5 + i) 5+ )
1+i 1—i 139512 (1+ 2i)?
(c) — ) (d) oo T T o
1—7 1+ 8 + 61 241
© (1420 — (1—i)
(3+20)%— (2+0)2
28 17, . —18 33,
Cevap: (a) 37 3 (b) —2i;; (c)0; (d) 5 T 5o
22 5 .
©) 155~ 31"

(12) Asagidaki koklerin tiim degerlerini bulunuz:
(a) V—1+i; (b) ¥=64; (c) V1+iV3.
Cevap:

(a) V/2(cos45° +isin45°), ¥/2(cos 165° + isin 165°),
V/2(cos 285° + i sin 285°);
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(b) 2(cos@ +isind), 6 =30°, 90°, 150°, 210°, 270°, 300°;
(c) cos(72°k) + isin(72°k), k =0,1,2,3,4;
(13) Asagidaki denklemlerin tiim ¢oziimlerini bulunuz:
(a) 22+ (5—2i)+5—5i = 0; (b) 2%+ (1—2i)z—2i =0
(c) 2*—302%+ 289 = 0; (d) 223 +1222+132+15=0;
; (e) 21 =428+ 722 — 162+ 12 =0;
; Cevap: (a) z1=-2+1, 2o =—-3+7;
(b) 2z =20, z=-1;
(¢) z1=4+41i, zo=—4+41i, z3=—4—1i, 24 =4 —1;
1 |4
(d) 21:*5, 22:*54’?@ Z‘gififél
(e) z1=1, 20=3, 23 =21, 24 = —2i.

1.19 Elementer Fonksiyonlar

Biz §1.4 de X ve Y bos olmayan herhangi iki kiime olmak tizere X den Y’ye
tanmimh fonksiyonlarn (doniistimlerin) tanmim ve bazi ozelliklerini kisaca
gorditk. Bu boliimde reel degiskenli ve reel degerli (yani X C R ve Y C R
durumunda) en ¢ok kullanilan fonksiyonlar: tanumlayacak ve ozelliklerini
verecegiz. Belirtelim ki, fonksiyonlarin daha detayl incelenmesi ileriki béliimlerde

ele alimacaktir.

Tanim 1.19.1 : X C R ve Y C R olmak dzere f,g : X — Y fonksiyonlar:
verilsin. Bu iki fonksiyonun f + g toplama, f — g farks, f.g carpima ve f/g

bélimdii

(f+9)(=@) = f(=) + 9(z),
(f = 9)(x) = f(2) = g(2),
(f-9)(@) = f(2).9(x),
(f/9)(x) = f(x)/g(x)
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seklinde tanvmlanir. Burada, f + g, f — g, wve f.g fonksiyonlary f ve g
fonksiyonlarimin tanimly oldugu tiim noktalarda, f/g fonksiyonu da g(x) =0

denklemini saglayan x ler haric diger tim noktalarda tanymlidar.

f: X — Y fonksiyonunun z, € X noktasindaki degeri f(z¢) veya f(z)|,, ile
gosterilir.

Ornegin, f(z) = Vx ve g(z) = /b — x fonksiyonlar icin D(f) =
[1,+00), D(g) = (=00 ] D(f +9) = D(f.g) = [1,5], D(f/9) = [1,5
f)=9() =0, f(2) =1, g(2) = V3, [(3) =9(3) =V2, f(5) = 9(1)
2, (f+9() =2 (f+9)2) =1+V3, (f+9)B) =22, (f+9)(5) =2

bulunur.

Tanim 1.19.2 : f: X — Y fonksiyonu verilsin. Eger, Vx € X icinx+T €
X ve f(x +T) = f(x) olacak sekilde bir T > 0 sayist varsa f fonksiyonuna
periyodik fonksiyon, T saypsina da f nin bir periyodu denir. Eger, varsa

periyodlarin en kicigine fonksiyonun esas (asli) periyodu denir.

Tanim 1.19.3 : X C R ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger, Vaq,xo €
X icin 11 < x9 = f(x1) < f(x2) ise, [ fonksiyonuna X izerinde artan;
Vi, 29 € X dcin vy < 29 = f(x1) < f(x2) ise, [ fonksiyonuna X izerinde
azalmayan;

Vi, xe € X dcin 2y < xo = f(x1) > f(2) ise, [ fonksiyonuna X tzerinde
azalan;

Vo, xe € X dcin vy < 29 = f(x1) > f(2) ise, [ fonksiyonuna X tzerinde

artmayan fonksiyon denir.

Eger, bir aralik iizerinde tanimli bir fonksiyon tanim araligimin tamam tizerinde
artan veya azalan ise, fonksiyona kesin olarak monotondur, artmayan veya
azalmayan ise monotondur denir. Eger, bir fonksiyonun tanimh oldugu her
aralik, fonksiyonun monoton oldugu, sonlu sayida alt araliga béliinebiliyorsa

bu fonksiyona parcali monoton fonksiyon denir.

Tanum 1.19.4 : Eger, X C R ve Vax € X icin —x € X ise X kiimesine

bir simetrik kime denir. Simetrik bir X C R kimesi tzerinde tanvml f
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fonksiyonu verilsin. Eger, Vo € X icin f(—x) = f(z) (f(—x) = —f(x)) ise,
| fonksiyonuna cift (tek) fonksiyon denir.

Tanim 1.19.5 : X C R ve f : X — R bir fonksiyon olsun. FEger, f
fonksiyonunun R(X) gorinti kimesi istten (alttan) swrl ise, [ fonksiyonu
X dizerinde dstten (alttan) sinarlidvr denir. Baska bir ifade ile, eger, Vo € X
icin f(x) < M (f(x) > m) olacak sekilde M € R (m € R) sayst varsa, f
fonsiyonu X dzerinde tstten (alttan) sinarhder denir. Eger, f fonksiyonu X
tizerinde hem dstten ve hem de alttan sinirly ise f fonksiyonuna X idizerinde

sunarhdar denir.

Tamm 1.19.6 : Eger, x iley = f(z) arasindaki bagints F'(x,y) = 0 bicimindeki
bir baginty ile verilirse [ fonksiyonuna kapal olarak verilmis fonksiyon veya

kisaca bir kapalr fonksiyon denir.

Tanim 1.19.7 : X C R ve f : X — R bir fonksiyon olsun. z € X icin
koordinat dizleminin (z, f(x)) noktalar kimesine y = f(x) fonksiyonunun

grafigi denir.

Tanim 1.19.8 : y = c-sabit, y = 2%, a € R-kuwvvet, y = a”, a > 0, a #
1 dstel (isli), y = log,x, a > 0, a # 1 logoritma, y = sinz, y =
cosx, y = tanz, y = cotx, trigonometrik ve y = arcsinx, y = arccosz, y =
arctan z, y = arccotx ters trigonometrik fonksiyonlara esas(temel) elementer

fonksiyonlar adu verilir.

Tanim 1.19.9 : Esas elementer fonksiyonlardan sonlu sayida aritmetik islem
ve bilesik fonksiyon olusturma kurallarinan uygulanmasy ile elde edilip, y =
f(x) esitligi ile ifade edilebilen her f fonksiyonuna elementer fonksiyon ad

verilir.
Simdi esas ve bazi elementer fonksiyonlarin 6zelliklerini ve grafiklerini gérelim.

e Sabit Fonksiyon. c¢ € R sabit bir say1 olmak iizere Vo € R icin y = ¢
seklinde tanimlanan fonksiyona bir sabit fonksiyon denir. Tanimindan
goriildugi gibi D(c) = R ve R(c) = ¢ dir. Sabit fonksiyonun grafigi
sekil 1.2 de verilmistir.
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Tam Rasyonel Fonksiyon. n > 0 keyfi tam say1 ve ag, ay, ..., a,,

(ap # 0) keyfi reel sayilar olmak tizere n. dereceden
P(%) = apa" + 1" '+ .. a1 +a,

seklindeki polinoma tam rasyonel fonksiyon denir. Tanimimdan gorildigi
gibi D(P,) = R dir. Sekil 1.3 ve 1.4 de y = apz +a; (n=1) ve

2
£)2 +as— A (n = 2) fonksiyonlarinin
2(10

y = apz’+ a1z +ay = ap(z+
4a0
ag > 0 durumunda grafikleri verilmistir.

Rasyonel (Kesir-rasyonel) Fonksiyon. P,(z) ve @Q,,(x) herhangi
iki polinom olmak tizere f(x) = P,(2)/Qu(x) seklinde tammlanan
fonksiyona bir rasyonel (kesir-rasyonel) fonksiyon adi verilir. Bu fonksiy-

onun tanim bolgesi

D(GE) = o €R: Qula) £0)
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dir.

e Kuvvet Fonksiyonu. « herhangi bir reel say1 olmak {izere y = 2
seklinde tanmimlanan fonksiyona kuvvet fonksiyonu adi verilir. « nin
rasyonel bir say1 olmasi durumunda bu fonksiyonun bazi 6zelliklerini

gorelim. (Kuvvet fonksiyonu Boliim 2 de daha detayh incelenecektir).

Once, n dogal bir say1 olsun. Bu durumda y = 2™ fonksiyonu n. dereceli
polinomun 6zel halidir. n sayisinm tek ve cift olmasi durumlarinda

y = 2" fonksiyonunun grafikleri Sekil 1.5 ile 1.6 da verilmistir.

1
n dogal say1 olmak tizere y = — fonksiyonu rasyonel bir fonksiyondur.
x
n sayisinin tek ve cift olmasi durumlarinda bu fonksiyonun grafikleri
Sekil 1.7 ile 1.8 de verilmistir.
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n dogal say1 oldugunda y = {/z fonksiyonunun tanim bolgesi

D(Y/7) =

R, n tek ise,
[0,400) , n cift ise.

dir. Bu durumda, y = /z fonksiyonunun grafigi Sekil 1.9 ve 1.10 da

verilmistir.

p ve ¢ # 0 herhangi iki tam sayilar olmak tizere y = T4 fonksiyonu
(0, 4+00) iizerinde tanimhdir. Bu fonksiyon her p ve ¢ tam sayilar1 icin

(—00,0) iizerinde tamml degildir. Ustelik, eger, bu fonksiyon (—oco,0)
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fizerinde tammb ise o ya cift yada tek fonksiyondur. Ornegin, y = z5

vey = % fonksiyonlarimin grafikleri Sekil 1.11 ve 1.12 de verilmistir.

o Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar. a > 0, a # 1 herhangi bir reel
say1 olmak iizere f(z) = a” seklinde tanimlanan f : R — R fonksiy-

onuna bir tistel fonksiyon adi verilir.

a > 1 icin bu fonksiyon artan, demek ki, z > 0 icin a® > a® = 1 ve
z<0icin 0 < a® <a” =1dir. 0 <a < 1icny = a® fonksiyonu

azalan, demmek ki, x > 0 icin 0 < a® < 1 ve 2 < 0 icin a® > 1 dir.

a >0, a#1veb >0 olmak lizere a® = b olacak sekilde a sayisima b
sayisinin @ tabanina gore logaritmasi denir ve o = log, b seklinde yazilir.

Bu 6zellige sahip « sayisimin varligi ve tekligi §2.4 te gosterilecektir.

f(z) =log,x, a >0, a#1 seklinde tanimlanan f : R, — R fonksiy-
onuna logaritma fonksiyonu adi verilir. Her y € Ry ve her z € R icin
y = a'°%¥ ve log, a® = x oldugundan y = a* ve ¥ = log, y fonksiyonlari
karsilikli ters fonksiyonlardir. Bu sebepten y = log, = in grafigi, y = o
in grafiginin y = z dogrusuna gore simetrigidir. Bu fonksiyonlarim
grafikleri Sekil 1.13 ve 1.14 de verilmistir.
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a > 0 ve a # 1 olmak tlizere y = a” ve y = log, x fonksiyonlarmm su
ozelliklerini verelim. (Bu 6zelliklerin ispatlar1 Boliim 2 de verilecektir.)
(1) D(a”) =R, R(a") =R, dir.
(2) y = a* fonksiyonu R iizerinde a > 1 oldugunda artan, 0 < a < 1

oldugunda ise azalandir.

(3) Va,t € Ricin (a®)' = a™, a”.b" = (a.b)” (b >0, b# 1), a*.a' =
a® ™ dir.

(4) D(log, z) = R4, R(log, z) = R dir.

(5) y = log, « fonksiyonu R, fiizerinde 0 < a < 1 oldugunda azalan,

a > 1 oldugunda ise artandir.
(6) Vz,t € Ry icin
log,(z.t) = log, x + log, t, log,(xz/t) =log, x —log,t
dir.
(7) Vo € Ry ve Vo € R icin

log, (z) = alog,
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dir.

Pratikte en cok kullanilan logaritma dogal logaritma adi verilen e ta-
banina goére yazilan logaritmadir. log, « ve log;, x yerine sirasiyla In

ve log x yazihist kullanilir. O halde,
y=hrse'=x ve y=loge & 10" =y
olur.

Trigonometrik Fonksiyonlar. Merkezi orijinde ve yaricap: 1 birim
olan cemberi cizelim. (1,0) noktasindan baslayarak cember tizerinde
[t| birim ilerleyelim. (Eger, ¢ > 0 ise saat yoniiniin tersine, ¢ < 0 ise
saat yoniinde ilerlenecektir). Bu durumda ¢ember iizerinde elde edilen
bir P noktasmin absisi cost (cosintis ¢), ordinat: sint (sinis ¢) olarak
tanimlanir. Boylece her ¢ € R sayisina bir cos ¢ ve bir sin ¢ say1s1 karsilik
gelir. (Sekil 1.15)

Sekilden de goriilecegi gibi her ¢ € R icin cos(—t) = cost, sin(—t) =
—sint ve cos(t+2nw) = cost, sin(t+2nw) =sint, n € Z dir. Tanjant
ve cotanjant fonksiyonlari

sint cost
tant = ——, cott =
cost

sint
seklinde tanimlanirlar. D(cost) = D(sint) = R, D(tant) = R\{ +
nm : n € Z}, D(cott) = R\{nm : n € Z}, R(cost) = R(sint) =
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[-1,1], R(tant) = R(cott) = R oldugu acgiktir. Esas trigonometrik
fonksiyonlar adi verilen cosiniis, siniis, tanjant ve cotanjant fonksiyon-
larmimn grafikleri Sekil 1.16, 1.17, 1.18 ve 1.19 da verilmistir.

Trigonometrik fonksiyonlar arasinda asagidaki bagintilari dogru oldugu

kolayca gosterilebilir.

cos’t +sin’t = 1,

cos’t —sin’t = cos 2t,

cos(t + u) = costcosu — sintsinu,

sin(t + u) = sint cosu + costsinu,
tant + tanu

tan(t +u) = ——,
( ) 1 —tanttanu

1

costcosu = i[cos(t +u) + cos(t — u)],
1

sintsinu = E[cos(t —u) — cos(t + u)],

1
sintcosu = E[sin(t +u) + sin(t — u))

sint + sinu = 2sin %¥ cos 52,
sint — sinu = 2sin 5% cos 14

cost + cosu = QCOSHT“COS%,
cost — cosu = 2sin ¥ sin 4L

siniis ve cosiniis fonksiyonlar1 27, tanjant ve cotanjant fonksiyonlar ise

m periyotlu fonksiyonlardir.
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e Ters Trigonometrik Fonksiyonlar. f: R — [—1,1], f(z) = cosx
fonksiyonu 6rten fakat birebir olmadigindan onun biitiin R de tek degerli
ters fonksiyonu yoktur. Bu fonksiyonun [0, 7] arahgma kisitlanmasi
olan cos [ = ¢ : [0, 7] — [—1, 1] fonksiyonu birebir ve érten oldugundan
bu fonksiyonun g : [~1,1] — [0, 7] bir ters fonksiyonu vardir. Bu
ters fonksiyona arccosiniis (kisaca arccos yazilir)fonksiyonu adi verilir.
O halde,

y =arccosx < cosy=x ve ye€ 0,7
yazilir.

Benzer sekilde arcsintis, arntanjant ve arccotanjant fonksiyonlar: tanimlanir:
. . T
y =arcsinz & siny=x ve y€ [—57 3
T
y = arctanx < tany =x ve ye(fg,i
y = arccotr < coty =x  ve y € (0,m).

)

e Hiperbolik Fonksiyonlar.
Sekil 1.20, 1.21, 1.22 ve 1.23 de y = arccosx, y = arcsinz, y = arctanx

ve y = arccotz fonksiyonlarmin grafikleri verilmistir.

1 1
(a) cosha = 5(eﬂf +e77); (b) sinhz = 5(61 — ),
coshr e'+e™®

¢) tanhz = - =— = -
(c) coshx  e*4e ' sinhz e*—e™®

fonksiyonlarina sirasi ile hiperbolik cosiniis, hiperbolik siniis, hiperbolik
tanjant ve hiperbolik cotanjant fonksiyonu adi verilir. Bu fonksiyon-
larin tamim ve gorunti bolgeleri D(coshz) = D(sinhz) = D(tanh) = R
ve D(cothz) = R\{0}, R(coshz) = [1,400), R(sinhz) = R, R(tanh) =
(—1,1), R(cothz) = (=00, —1)U(1, +o0) dir. Bu fonksiyonlarn grafik-
leri Sekil 1.24, 1.25, 1.26 ve 1.27 de verilmistir. Her ¢ € R icin cosh(—z) =
coshz, sinh(—z) = —sinhz, tanh(—z) = —tanhz ve her t € R\{0}

icin coth(—z) = — coth z oldugu aciktir.
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Hiperbolik fonksiyonlar arasinda asagidaki bagmtilarin dogru oldugu
kolayca gosterilebilir.

cosh? 2 + sinh? & = cosh 2z

cosh?z — sinh?z = 1

cosh(z + t) = coshx cosh t + sinh z sinh ¢
sinh(z + t) = sinh z cosh t + cosh z sinh ¢

_ tanhx + tanht

tanh(z 4 1) = ————————
anh(x +t) 1+ tanh z tanht

1
coshz cosht = §[cosh(x +t) + cosh(z — t)]

1
sinhz sinht = i[cosh(x +t) — cosh(z — t)]
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1
sinh x cosh ¢t = i[sinh(x +t) + sinh(z — ¢)]

sinhz + sinh ¢ = 2sinh £

r—t
cosh %5+,
sinhz — sinh ¢ = 2sinh 7t cosh £

T+t

cosh x4 cosht = 2 cosh £ cosh 47,

cosha — cosht = 2sinh £ sinh 5.

e Ters Hiperbolik Fonksiyonlar.
f:R—[1,400), f(z)=coshz
fonksiyonu orten, fakat birebir degildir. Ger¢ekten, Vy € [1, 400) icin

H%:y veya € —2ye” +1=0

denkleminin iki tane
z=In(y++y?>—1)
coziimiiniin varhgr gortiliic. Demek ki, Yy € (1,00) icin R icinde 21 # a9
kosulunu saglayan z1 = In(y — y/y? — 1) ve x5 = In(y + y/y? — 1) noktalar
bulunur ki f(z1) = f(z2) dir. (y = 1 degeri icin z; = x, = 0). Bu sebeple
f nin tek degerli ters fonksiyonu yoktur. Bu fonksiyonun [0, 00) araligima
kisitlamasi olan cosh | o) = ¢ : [0, +00) — [0, +00) fonksiyonu birebir ve
orten oldugundan ¢g=' : [0, +00) — [0,+0c) ters fonksiyonu vardir. Bu ters
fonksiyona arccosiniis hiperbolik fonksiyon denir ve kisaca arccosh yazilir. O
halde,
y = arccoshz < coshy =z ve y € [0,+00)

olur. Benzer sekilde arcsiniis hiperbolik, arctanjant hiperbolik ve arccotan-
jant hiperbolik fonksiyonlar da tanimlanir:

y = arcsinhz & sinhy =2 ve yeR,

y = arctanha < tanhy =2 ve y e (—1,1),

y = arccothz < cothy =z ve y € (—oo,—1) U (1,+00).
Ters hiperbolik fonksiyonlar icin asagida verilen bagintilarin dogru oldugu

kolayca gosterilebilir.
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(a) arcsinhz = In(z + Va2 +1), zeR;

(b) arccoshz =1In(z+ va? —1), z € [1,400);

1 1+
(¢) arctanhxziln(lt;), z e (—1,1);
(d) arccothz = %ln (i t 1), z € (—o0,—1) U (1, +00)

Tanim 1.19.10 : Rasyonel olmayan ve rasyonel dereceli kuvvet fonksiyon-
larindan sonlu sayida aritmetik islem ve bilesik fonksiyon olusturma kural-
lariman uygulanmast ile elde edilebilen fonksiyonlara irrasyonel fonksiyonlar

adr verilir.

Ornegin, y = V1 — a2, z € 1,1, y= Va2t -2, z €R,

_ 3
- :/?I? r € R,y =logv1l—2a? x € (—1,1) irrasyonel fonksiyon-
34+ 1
lardir.

Rasyonel ve irrasyonel olmayan elementer fonksiyonlara transandantal
fonksiyonlar adi verilir.
Ornegin, iistel, logaritma, trigonometrik, ters trigonometrik, hiperbolik
ve ters hiperbolik fonksiyonlar transandantal fonksiyonlardir.
Not: Elementer olmayan fonksiyonlar da vardir. e
Ornegin7
(a) f:N—=N, f(n)=n! faktoriyel fonksiyonu,

(b) f:R—=R, f(z) = [x] fonsiyonu (burada [z ], x sayisindan biiytik

olmayan tam sayilarm en bilyiigiini gostermektedir.),

(¢) f:R—=TR, f(x) =2z — [«] kesir kisim fonksiyonu,

(d) f:R—R,
1, x>0 ise,
f(z) = Sgnz = 0, x=0ise,
—1, z<0ise

s

fonksiyonu,
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(e) f:R—R, f(z)=|z| =2Sgnz fonksiyonu,

(f) f:R>R,

D(2) 1« rasyonel ise,
T) =
0 =z irrasyonel ise

Dirichlet fonksiyonu, elementer olmayan fonksiyonlardir. Sekil 1.28,
129,130 ve 1.31 de [a], 2 — [« ], Sgnz ve |z| fonksiyonlarmin

grafikleri verilmistir.
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1.20 Coziumli Problemler

(1) f:R—[-1,1], f(z) = cosz fonksiyonu icin

(a) f(Z): (b) f(D); () F(5);
) f(3) () f(lo.al);  (f) F((0,7);
(@) f(0. 2 () f(o.2a)): () f0);
G) ) &) FO2); O )
(m) SO () 08 (o) FN—E )

ifadelerini bulunuz.

Coziim: Trigonometri cetvelini kullanarak
™ us \/g us us ﬂ
(a) f(g) = C0s g = 7% (b) f(z) = €083 = 5
1
© FG)=cosi=g: (@) f(3)=cos=0
(e)  f(0) = cosO =1, f(m) = cosm = —1 oldugundan ve hem de

z, [0, 7] arahginda degisdiginde cosiniis fonksiyonunun degerleri —1 ve

3

1 arasinda degistiginden f([0,7]) = {cosz: 0 <z <7} = [-1,1] dir.
Benzer sekilde;
(f) f((0,m)) ={cosz: 0 <z <m}=(-1,1);

116

Coziimli Problemler

(&) f(0,7]) ={cosz: 0<a < T} =[P 1];
(b)  f([0,27]) = {cosz: 0 <z <2m}=[-1,1];
(i) #=3%+knm ke Ziken cosz =0 oldugundan f~1(0) = {z €

R: cose =0} ={F +kr: kcZ};

(j) @ = farccos} + 2kn = £ + 2kr, k € Z iken cosz = 1
oldugundan, f~(3) = {z € R: cosz =1} = {£Z +2kn: k € Z}
olur. Benzer sekilde;

(k) f’l(g) ={zeR: cosz= @} ={*I+2kn: kel}

V) fUL)={r€R: cosz =L} ={£I+2%kn: keL)

(m) Goriintii kiimesinin tanimu geregince f~1([-1,1]) = {z e R: f(x) =
cosz € [—1,1]} dir. f7'([-1,1]) = R oldugunu gésterelim. z €
F1([-1,1]) ve cosz = a olsun. Bu durumda f(z) = a, o € [-1,1]
oldugundan z = arccosa + 2kw € R ve dolayisiyla f~1([-1,1]) C
R dir. Ote yandan = € R ise cosz € [—1,1] olur ve buradan da
x € fY[-1,1]) veya R C f~([-1,1]) oldugu elde edilir. O halde,
FY[~1,1]) =R dir.

(m) fY-1,1)={zeR: cosz € [0,*2]} dir. z € f1([0,*2]) ve
cosz = « olsun. Bu durumda « € [0, ?] ve x = arccos o+ 2km, k € Z
dir. Eger, a sayist [0, @} araliginda degisiyorsa cos = fonksiyonu cift bir
fonksiyon oldugundan x degiskeni [% +2km, 5 42kn] ve [-5+2kT, -5+
2kn] araliklarinda degisir. O halde,

V3

505 < (U [g + 2k, g +2k7]) U ( U[—g + 2k, 7% + 2k])

kez keZ
olur. Ote yandan, z € [T + 2k, —§+2k7] veya x € [ +2km, §42kn]

ise cosz € [0, ?] oldugundan

( U[g + 2k, g+2m) u( U[—g + 2k, —g +2kx]) € [F71(0, ﬁ})

2
kez kez
elde edilir. Son iki sonuctan
\/g T ™ s ™
—1 _ .
FH00, 5 = (Ul + 26m, 5+ 26m]) U (U= + 26m, =+ 267))

6
keZ keZ
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3)

elde edilir. Benzer sekilde;
0 =2 2)) = | |[Z + 2k, 2 + 2kx] oldugu gosterilir. o
202 4 1 gu g
kez

Asagida tanimlanan f : [—1,1] — [0, 1] fonksiyonlarindan hangisi bire-

bir, orten ve birebir értendir.

@) fl@)=cosgz;  (b) fl@)=1-2% () f(z)=lal;
@) fl)=5@+1); (o) flz)=2""

Coziim: (a) y = 1 icin cosfao = 1 denkleminin bir tek 2 = 0 €

Q

N | =

[—1,1] ¢Oziimii ve Vy € [=1,1) icin cos o = y denkleminin [—1,1]
araligy icinde iki tane z; = 7%arccosy ve Ty = %arccosy cOziimi
bulundugundan, f(z) = cos §z : [~1,1] — [0,1] fonksiyonu ortendir
fakat birebir degildir.

(b) y = 1icin 1 — 22 denkleminin bir tek = 0 € [—1,1] ¢oziimii
ve Vy € [0,1) icin 1 — 22 = y denkleminin [~1,1] araligi icinde iki
tane 11 = —/T — y ve 2y = /T — y coziimleri bulundugundan f(x) =
1—2?%:[-1,1] — [0, 1] fonksiyonu 6rtendir fakat birebir degildir.

(c) y=0icin |z| = 0 denkleminin bir tek = 0 € [—1,1] ¢ziimii ve
Yy € (0,1] icin |z = y denkleminin [—1,1] arahig: icinde iki tane ; =
—y ve xy = y ¢oztimleri bulundugundan, f(z) = |z| : [-1,1] — [0, 1]
fonksiyonu ortendir fakat birebir degildir.

(d) Vy € [0,1] icin §(z + 1) = y denkleminin [—1, 1] arahg: icinde bir
tek = 2y—1 ¢oziimii bulundugundan, f(z) = J(z+1) : [-1,1] — [0,1]
fonksiyonu birebir ve ortendir.

(e) y € [0,1] olsun. y € [3,1] icin 2*7! = y denkleminin bir tek
@ = 1+log,y € [-1,1] cdziimil bulunur. Va € [—1,1]icin £ <2771 <1
oldugundan y € [0, 1) icin 2°~! = y denkleminin [—1, 1] icinde ¢6ziimii
yoktur. O halde, f(z) = 2°7!: [-1,1] — [0,1] fonksiyonu birebirdir
fakat Orten degildir. ¢

x
= fonksiy ici
f@) PR onksiyonu i¢in
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(a) f(3); (b) fla)+ f(=a); (c) f(lb)*l,
(d) f=1); (o) f(2) (f) 7o
ifadelerini bulunuz.

Coziim:

() f6) =3 () f(a)+f(=a) =
© f0)-1=325 @ fo-1)=;—3
N1 1 c-2

() f(0) 1-2¢ ®) fle) e
2?4+r+1, —1<z<0 ise,
4) fz)= Zm_z alc, 0<z <7 ise,

T<ax<bH ise.
41

fonksiyonu icin f(—1), ]‘(’71)7 £(0), f(%) ve f(4) degerlerini bulunuz.

Céziim: f(x) fonksiyonu [—1,0) arahgmda f(z) = 2% + 2 — 1, [0, 7]

arahgimda f(x) = sin® z ve (7, 5] araligimda f(z) = £ seklinde tammhdir.
Buna gore,
r=-1€[-1,0) icin  f(=1)=(1)>*+(-1)+1=1,
r=3e[-1,00 icn fFH)=F)P+F)+1=2
z=0¢€[0,7] icin  f(0) =sin®0 = 0,
r=7%el0,7] icin  f(3) =sin®T =1,
r=4¢(r,5 icin - f(4) = % = %
bulunur. ¢

(5) f(x) =sinz, = € [0, ]] fonksiyonu icin

f2x) =2f(x)v/1 - [f(2)]?

denkleminin saglandigini gosteriniz.
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Coziim:  f(2z) = sin2z = 2sinzcosz ve x € [0,%] icin cosz =

2
V1 —sin? z oldugundan dolay1
f(22) = 2sinxV/1 —sin® & = 2f(2)y/1 — [f(2)]?
bulunur. ¢

(6) f(1+42z)=sinz —z*+ tan %! + 1 olduguna gore, f(z) i bulunuz.

Coziim: 1+ 22 = v olsun. Bu durumda, z = J(u—1) vex —1 = 433
oldugundan,
w—1)7?
f(u) =sin 5t — (u 3 ) + tan ¥33 + 1

bulunur. ©

(7) Asagidaki kurallarla tammlanan reel degerli fonksiyonlarm tanim bolgelerini

bulunuz.

@ f@)=vVI-F izl (B f)= Yo

(¢) f(x) =log(3sin®x — 4); (d) f(z) = cotmz + arccos 2%;
(6) f(@) = arceos 22 +loglsinT); (f) f(z) = /arcsim(log, o);
(9) F(&) = logypale?® — 1) (h) f(z) = (sine — 2sin? 2)¥/,
(1) f(xz)=arccosz —arcsin(3 —z); (j) f(z) = tan(2arccosz);

(k) f(z) = log(1 — 2arccotz): 0) fl)=2esin@5z—1)

Var =3z +1
(m) f(z)= i (n) f(z) =+ —sin’z —cos? 3z ;

arcsin(2 — z)’

G v
() f(@) = (o] = 2)V=sin 7z

Coziim: Problemin coziimiinde reel degerli f ve g fonksiyonlarmm

~

log,, 3 .
arccos(2z — 1)’

fx) =

tanum bolgeleri ile f + g, f — g, f.g ve f/g fonksiyonlarinin tamm
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bolgeleri arasimda

D(f +9)=D(f —9) =D(f.9) =D(f) N D(g)
D(f/g9) =D(f)N(D(g) \ {z € D(g) : g(z) =0})

mevcut bagmtilarindan faydalanacagiz.

(a) DWVI—2a2)={x: 9—2>>0} =[-3,3

r+1 r+1
) = T

={z: (z+1>0,2-2>0)V(z+1<0, z—2<0)}
={z: z>2Vze<—-1}=(—00,—1)U(2,+00)

D(log >0}

oldugundan,
D(f) =[-3,3] N ((—o0,—1) U (2,400)) = [-3,-1) U (2,3]

elde edilir.

(b) D(yx) = [0,400), D(sinwz) = R ve D(sinwz) \ {z : sinmz =
0} =R\ {k: k€ Z} oldugundan,

D(f) = [0,+00) N (R\ {k: k € Z)) = (0, +00)\ {k: ke N}

(¢) D(f) = {x : 3sin®—4 >0} = {2 : |sinz| > %} % > 1 ve

Va € R icin |sinz| < 1 oldugundan, D(f) = 0 buluruz.
(d) D(cotma) ={z: sinmx #0} ={x: x#k, ke€Z}

=R\ {k: keZ},
D(arccos2”) = {zr: —1<2* <1} = (—00,0]

oldugundan,

D(f) = (R\{k € Z} N (—00,0] = (—00,0)\ {k: k=-1,-2,...}.
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()

D(arccos (245) = {w: —1< 1—2i-xx2 <1}

={x: 717x2§2x§1+:r2}

={z: —(@-1)%*<0 veya (z—12>>0}=R,
D(log(sin 7)) = {z: sinT >0} = {x: 2kr < T <7+ 2km, k € Z}

oo

= (UG ®) v (UCmm —77)

k=0 k=0
oldugundan

oo oo

D(f) = Rﬂ((U 2k+172k U 2(k+1 ﬁ)))
k

= (UG 2) v U swmy —am)-
k=0 k=0

(f) D(f) ={a: arcsin(log,z) >0} = {z: 0 <log,z <1}

={z: 1<z<2}=[12]

(&) flz) = B =D

m oldugundan,

D(fy={z: 2*-1>0 ve 2+3>0 ve z+3#1}
={z: Jz|>1 ve x>-3 ve z# -2}
=(-3,-2)U(-2,-1) U (1,400).

(h) D(f) ={z: sinz —sin’z >0} = {z: sinz(l —2sinz) > 0}
={z: (sinz >0, 1 —2sinz >0) veya (sinz <0,1—2sinz <0)}

={z: 0<sinz <3 veya (sinz<O0,sinz>})}

={z: 0<sinz <1} = U (2nm, % + 2n7) U (38 + 2nm, 7 + 2n)).
nez
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(i) D(arccosz) = {r: -1 <z <1} =[-1,1],
Dl(arcsin(3 —z)) ={x: -1 <3 -2 <1} =[2,4]
oldugundan, D(f) = [—1,1] N [2,4] = 0 olur.

(i) D(f) ={x:0 < 2arccosz < 5V § < 2arccosz < 7}

T
={z:0 <arccosz < —V — < arccosr <

}

NS

=[-LU\{£ \[}
elde edilir.
(k) D(logu) = (0,00) oldugundan,
D(f) ={xz:0<1-2arccote} = {x: % > arccota}
={z:cot§ <& < +oo} = (cot 5, +00)
olur.

(1) 2% — 3z + 1 = 0 denkleminin kékleri x =

3+5
D) ve

D(arcsin(0,52 — 1) = {o : =1 < 0,52 — 1 < 1} = [0,4]
DV =3z +1)={x:2° -3z +1>0}

3—-V5 34+V5
:Z(—-OO7 x/i]tj[ \/774_00)
2 2
oldugundan,
3-V5  3+6

D(f) = [074] N ((—OO, 2 ) u ( B} v+00))

35 ¥ 345

= [07 B} ) ( 9

k) 4]
elde edilir.
(m) arcsin(2 — z) = 0 denkleminin kokii x = 2 ve

D(WVA—22)={z:4—2* >0} =[-2,2|
D(arcsin(2 —xz)) ={o: —-1<2—-2 <1} =[1,3]
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oldugundan,

D(f) = [=2,2)n ([1,3]\ {2}) = [1,2)
elde edilir.
(n) D(f) = {x : —sin*z — cos? 3z > 0}

={z:sin2z =0 Acos3z =0}

k k
:{w:%,x:%—&-%,kEZ}

k
:{§:Bk:2k+1,k€Z}:{g}

olur.
(0) 6 — 35z — 62% = 0 denkleminin kékleri z = —6 ve x = § ve
D(y/cosz — %) ={z : cosz > 1}
:{x:7%+2k7r§x§ %+2k7r},
D(V6 — 352 — 612) = {x : 6 — 352 — 62 > 0}
={z:—6<x<i}=[-6,4
oldugundan,
s m
D(f) = (=6:) N (U5 + 2k, 5 + 2kn])
kez
= (_Gr _53 } u [_% %)
bulunur.

(p) arccos(2z — 1) = 0 denklemininin kékii @ = § 4+ F ve

D(log,, 3) ={x:2x >0V 2z #1}
= (0,3) U (5, +0),
D(arccos(2x — 1)) ={z: -1 <2z —-1<1} =10,1]
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oldugundan,

bulunur.

(q) Vz € [0, 400) icin |z|—2 = 0 dir. Dolayisiyla, f(z) = 0 oldugundan
[0,4+00) C D(f) oldugu goriiliir. D(f) tamm bolgesine negatif =
lerden yalmzca sinmx = 0 denklemini saglayanlar yani x = k, k =

—1,—2, ... noktalan aittir. Boylece,
D(f)={k:k=-1,-2,...} U[0,+c0)
oldugu elde edilir. ¢

(8) y = f(u) fonksiyonunun tanm bélgesi (0, 1) oldugunda
(@) S () Sleosa) (©) SOz (@) sl
fonksiyonlarmin tanim bélgelerini bulunuz.
Céziim: (a) D(f(z?)={r:0<2*<1}=(-1,0)U(0,1) dir.

(b) D(f(cosz)) ={z:0<cosz <1} = U((*% +2nm, 5 + 2nm) \
n=0
{2n7}) dir.

() D(f(n*z)) ={z:0< W’z <1} ={z:0< |lnz| <1} =
(1,1)U(1,e) olur.

(d) z=mn e Z)\ {0} noktalar icin H;—H = 1dir. z € Ry \ N noktalar
icin 0 < @ <1lvez e R_\N_ (N_ ={-n:n e N}) noktalar icin
@ > 1 oldugu aciktir. O halde, D(f) = U(nn +1) olur. ¢

n=0

(9) Asagida verilen fonksiyon ciftlerinin esit olup olmadigi arastirimiz.
(a) f(z) =loga® ve g(z) = 2log |z[;
(b) f(z) =logx? ve g(x) = 2logz;
(c) f(x) =arcsinz ve g(z) = arccos V1 — 22, =z € [0,1];
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(d) f(z) =arcsinz ve g(z) = arccos V1 — 22,z € [-1,0];

Coziim: Tamma gore (Bkz. Tamm 1.4.8) f,¢ : R — R fonksiyonlar
icin eger, D(f) = D(g) = D ve Vo € D icin f(z) = g(x) ise f ve g
fonksiyonlar esittir.

(a) D) = {o: 22> 1} = (~o0,~1) U (1, +00), D(g) = {z |a| >
1} = (=00, —1) U (1,40) ve Vz € (—o0,—1) U (1, +00) icin f(z) =
log 2? = log |z|*> = 2log |z| = g(z) olur. O halde, (—oo, —1) U (1, +c0)
iizerinde f ve g fonksiyonlar esittir.

(b) D(f) = (—00,—1) U (1,+00) ve D(g) = {z : & > 0} = (0, +00)
dir. D(f) # D(g) oldugundan, f ve g fonksiyonlar esit degildir.

(¢) 0<z<1vey=arcsinz olsun. Bu durumda, siny = = ve 0 <
y < 7/2 olur. Buradan, cos?y = 1 —sin’y = 1 — 22 dir. Vy € [0,7/2]

icin cosy > 0 oldugundan,
cos?y =1—a%= cosy = V1—22 =y = arccos V1 — a2

dir. Boylece, Vo € [0,1] icin arcsinz = arccos v/1 — a2 oldugu, yani
[0,1] tizerinde f ve g fonksiyonlarmm esit oldugu goriiliir.

(d) —1 <z <0vey = arcsinz olsun. O halde,(c) de oldugu gibi
cos?y =1—22 —7/2 <y <0 oldugu elde edilir. Her y € [—7/2,0]

icin cosy > 0 oldugundan, cos’y = 1 — 2> = cosy = V1 —22 =
y = —arccos V1 —z? elde edilir. Demek ki, her z € [—1,0] icin

arcsin x = — arccos /1 — 22 dir. Bundan dolay1 [—1, 0] iizerinde f ve g
fonksiyonlar esit degildir. ©

(10) Asagida verilen f ve g fonksiyonlar icin (f o g)(z) = f[g(x)] ve

(go f)(z) = g[f(x)] fonksiyonlarm ve tamm bolgelerini bulunuz.

(a) flo) =2 g(x) =V
(b) f(z) = g(x) = V1—a%
(c) flz) =107, g(x)=logu;
(@) flz) =2 g(z)=2+5
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0, z € (—0,0) ise.

z, x € [0,+00) ise, ( 0, z€]l0,+00) ise,
z) =
2%, € (—00,0) ise;

(f) f(x) =Inz? g(x) =sinx.
Coziim: (a) f(g(z)) = (9(x))* = (Va)’ =z, D(fog)=I[0,+0)

9(f(2)) = Vf(z) = Va? =|a|, D(gof)=R.

b) flg@) =T (g@)?=/1 - (VT=a?) =Va? =z, D(fo
g) = [—1,1] dir. Benzer sekilde, g(f(z)) = |z|, D(gof)=[-1,1] olur.
(©) flge) = 100 = 1047 =z, D(f o) =R,

s

g9(f(z)) =log f(z) =log 10" =z, D(go f)=R.
(d) flg(z)) = (9())> = (z +5)°, D(fog)=R,

g(f(x)) = f(x)+5=2"+5, D(gof)=R.

(e) Vz €0,+00) ic¢in g(z) = 0 oldugundan, f(g(z)) =0, = € [0, +o0)
elde edilir. Vz € (—00,0) icin g(x) = 22 # 0 oldugundan, f(g(z)) =
g(z) = 2%, x € (—00,0) elde edilir.
0, xz€][0,+00) ise,

flg(x)) = { )

D =R
z?, € (—00,0) ise. ve Dlfey)

oldugu goriiliir.

Benzer sekilde, g(f(z)) =0 ve D(go f) = R oldugu gosterilir.

() f(g(z)) =In(g9(x))® = In(sin’z), D(fog) =R\ {kr:kecZ}
g(f(x)) = sin f(z) = sin(lnz?), D(go f) =R\ {0} .

bulunur. ©

(11) f(z) = |z| + Va2 +1, g(x) = |z] + V2?2 — 1 olsun.

(a) x #01icin g(vVz?2 + 1) = f(z) oldugunu gosteriniz.



Analize Giris 127

(b) |z = 1icin f(v2? —1) = g(z) oldugunu gosteriniz.
Coziim: D(f) =R ve D(g) = (—o0, —1] U [1, +00) oldugu aciktir.
(a) Yz # 0 icin V2% + 1 > 1 ve a2 = || oldugundan,
gV 1) =V 1+ (Va2 112 =1 =vVa2 + 1+ Va?
VT4l = 1(2)
esitligi elde edilir.
(b) V|z| > 1 icin V2% = |z| oldugundan,

JWV2 =) = Va2 =14+ (Va2 =12+ 1= Va2 — 1+ Va?

=Va? -1+ x| =g(x)

esitligi elde edilir. o

12) Asagida verilen fonksiyonlarin cift olup olmadigiin gosteriniz.
sag y C I guni g
z° r—1
—_ b =—
22+ 1 ) f() 22+ 1’

(©) f@) =log,(o+ViTF 1 (@) f(x){;: e
(€) fa)=N0—a =10+ als () J(&) = sine -+ coss

(9) f(x)=sin’*z — cos’a.

Coziim: (a) D(f) =R simetrik bir kitme ve Yz € D(f) icin

() e

A i R NS

—f(x)
oldugundan, f fonksiyonu tektir.
(b) D(f)=Rve

—x—1  r+1
(—z)2+1  a2+1

f(=e) =
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dir. f(—z) = f(x) denklemi yalmzca z = 0 noktasinda saglandiginda,
ve Vr € Ricin f(—x) # — f(z) oldugundan, f fonksiyonu ne tektir, ne
de cifttir.

(¢) Vo >0icinz+vVa2+1>1>0veVe < 0icin x4+ Va2 +1 >
4+ V2% =z + |z = 0 oldugundan D(f) = R dir. Her z € R icin

B B G LAl V G VA |

r+Va2+1 o4+ Vartl

ve buradan da Vz € R icin
1
—x) =logy(—2 + Va2 + 1) = logy —————
f(==) 2 ) 82 PR

= —log,(z + Va2 + 1) = —f(x)
oldugundan, f fonksiyonu tektir.

. (=2)t, —x>0, 4, <0,
d) D =R dir. f(—x) = _
( ) (f) i f( ‘L') { (7$)2, —z<0. IQ’ £>0.
oldugundan, f(—z) = f(z) denklemi yalmzca © = 0 ve = £1 nok-
talarmda, f(—z) = —f(z) denklemi ise, yalmzca z = 0 noktasinda
saglandigindan f fonksiyonu ne tektir, ne de cifttir.
(e) D(f) =R veVz e D(f) icin

f(=2) =10+ 2] = 10 — 2| = —f(z)
denklemi saglandigindan f fonksiyonu tektir.
(f) D(f) = R ve f(—z) = sin(—z) + cos(—z) = —sinz + cos dir.
f(=x) = f(z) denklemi yalmizca sinz = 3 denklemini saglayan nok-
talarda, yani z = (—1)"% + km, k € Z noktalarinda saglandi-gidan,
f(=x) = —f(x) denklemi ise, yalmzca cosx = % denklemini saglayan
noktalarda, yani x = +7 + 2km, k € Z noktalarinda saglandigindan f

fonksiyonu ne tektir, ne de ciftir.
(g) D(f) =R ve Ve e D(f) icin

f(=x) = sin®(—z) — cos®(—x) = sin’x — cos® z = f(x)
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oldugundan, f fonksiyonu cifttir. ©
(13) Simetrik bir kiime fizerinde tanimh bir fonksiyonun, biri cift biri tek
olan iki fonksiyonun toplami seklinde ifade edilebilecegini gosteriniz.

Coziim:  Simetrik bir £ C R kiimesi tizerinde tanmiml herhangi bir

f:+ E — R fonksiyonu verilsin. FE tizerinde tanmiml

F(r) = %[f(l') + f(—x)] ve G(z)= %[f(];) — f(~2))

fonksiyonlarimi gézoniine alalm. E iizerinde F'(x) fonksiyonu cift, G(x)

fonksiyonu ise tektir. Her x € E icin
f(@) = F(a) + G(a)
seklinde yazilabileceginden istenen iddianin dogrulugu goriiliir. ©
(14) Asagida verilen 6nermelerin dogru oldugunu gosteriniz.

(a) Eger, ¢ cift ise f[p(t)] de cifttir.

(b) Eger, y = f(z) ve x = p(t) tek ise y = flp(t)] cifttir.

(

(d

(e) Eger, f ve g cift (tek) ise f.g ve f/g (g(x) # 0) fonksiyonlar da
cifttir.

(f) Eger, f cift (tek) ve g tek (cift)ise f.g ve f/g (g(z) # 0) fonksiy-
onlar da tektir.

)
)
c) Eger, y = f(z) cift ve x = o(t) tek ise y = fp(t)] cifttir.
) Eger, f ve g cift ise f + g ve f — g fonksiyonlar da cifttir.
)

Cozim: (c) ve (e) 6nermelerinin dogrulugunu gorelim. Diger énermelrin
dogrulugu benzer sekilde gosterilebilir.
(c) ¢ tek ve f cift oldugu, dolayis ile
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dir. Bu ise f[¢(¢)] nin cift fonksiyon olmasi demektir.
(e) f ve g cift olsun. O halde,

(f-9)(=2) = f(=2).9(=2) = f(2).9(x) = (f.9)(x)

oldugundan f.g cifttir. Eger, f ve g tek iseler

(f9)(==z) = f(==).9(—z) = (= f(2)).(—9(z)) = f(x).g(x) = (f.9)(z)
oldugundan f.g cifttir. ¢

Problem (14) teki 6nermelerden faydalanarak asagida verilen fonksiy-

onlarn cift veya tek olup olmadigini inceleyiniz.

(a
(b

)
)
(©)
()
)
)
)

sina? 4+ e~ + 2t — 622 + 14;
cosz® + Ta'?

25+ sinad

tan(z?) + 427;

= sin® 3z. cos? 6a;

f

)=
(z) =
() =
(x) = sinmx cos nx;
(e) f(z)
(f) f(z) = 2®arctan 2z;
(z)

(g

Coziim: (a) D(f) = R dir. F(z) = sinz? 4+ e ve G(z) =
at — 62% + 14 fonksiyonlan cift olduklarindan, f(z) = F(x) + G(z)
cifttir.

(b) D(f) =R\ {0} dir. F(z) = cosz®+ 72'2 ve G(z) = 2° + sin? 2°
fonksiyonlar ¢ift olduklarlndan f(x) = F(z)/G(x) cifttir.

(c) D(f) = ]R\{2 + ko k€ ZYdir. F(x) = tana® ve G(z) = 42°
fonksiyonlar tek olduklarmdan f(z) = F(z) 4+ G(x) tektir.

(d) D(f) =Rdir. F(z) = sinma tek ve G(z) = cosnz cift oldugundan
f(x) = F(z).G(z) tektir.

(e) D(f) = R dir. F(x) = sin®3z tek ve G(z) = cos?6z cift olduk-
larmdan, f(z) = F(z).G(z) tektir.
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(16)

(17)

() D(f)=R\ {E + %T ck € Z} dir. F(z) =23 ve G(z) = arctan 2z
tek olduklarmmdan, f(x) = F(z).G(x) cifttir.

(g) D(f) =R\ {k—Tr k€ Z}Ydir. F(x) = 2% ve G(x) = arccot2z tek
olduklarindan, f(z) = F(z) + G(x) tektir. o

f(z) = 23 + 2® — 3sinx, 2 € [0, +00) fonksiyonunu R iizerinde &yle
genisletiniz ki, elde edilen fonksiyon tek olsun.

Coziim: z < 0 olsun. O halde, —z > 0 ve
f(=z) = (—2)® + (—x)* — 3sin(—=)

dir. f(x) fonksiyonunu R tizerinde genislemesinin tekligi istenildiginden
z < 0 icin

flx) = —f(—fl') =2° -2 - 3sinz

denklemi saglanmalidir. O halde, istenen fonksiyon

23+ 2% —3sinz, x>0 ise,
flx) =

2 — 2% —3sinz <0 ise.
bicimindedir. ¢

A, wve ¢ (A #0, w > 0), sabit reel sayilar olmak iizere f(z) =

Asin(wz + ¢) fonksiyonunun esas periyodunu bulunuz.

Coziim: T # 0 sayist f nin bir periyodu olsun. Bu durumda, Yz € R
icin
Asin[(wz +T) + | = Asin(wz + @)

veya
Asin[(wz + ¢) + wT] = Asin(wz + ¢)

denklemi saglanir. Buradan, wz + ¢ = g durumunda

Asin(g +wT| = Asing =A
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elde ederiz. Ote yandan, A sin(g +wT] = AcoswT oldugundan

2
AcoswT = A dir ve buradan da w1 = 27n dir. Yani 7' = ﬂ, new

w
oldugu elde edilir. Demek ki, eger T # 0, f nin periyodu ise 7' =
2nm/w, n € Z kosulunu saglamak zorundadir. Bu kosulu saglayan
en kiiciik 7' porzitif sayis1 T = 27/w bicimindedir. Simdi 7' = 27/w

sayisinin f nin bir periyodu oldugunu gosterelim.
27 : 2 .
flz+ =) = Asinfw(z + Z) + ¢] = Asin(wz + ¢ + 27)
w
Asin(wz + ¢) = f(x)
dir. Boylece, T = 27 /w sayismin f nin esas periyodu oldugu anlasilir.o

Problem (17) deki énermeden faydalanarak asagida verilen fonksiyon-

larin esas periyotlarini bulunuz.
b) f(z)=sin3x;

08T ; (d)  f(x)=2sin(5 +3) ;
(e) f(x)=6cos(3mz/4) ; (f) f(z)=tanbzx .

—

S)
=
Dy
—

s
N

Il

o

o

@
[MES
—

Coziim: (a) f(z) =cosZ=sin(Z+3%), (A=1, w=1% ¢=17)
oldugundan f nin esas periyodu 7' = T _ 4r dir.
w

2
(b) A=1, w=3ve =0 oldugundan, f nin esas periyodu T = ?7(
diir.
(c) f(z)=cosma = sin(;r:z: +3) (A=1, w=m w=7) oldugundan
f nin esas periyodu 7' = T 9 dir.
™
(d) A=2, w=1vey =3 oldugundan f nin esas periyodu T' =
(/2
(e) f(x) = Geos(352) = Gsin(352 + %), (A=6 w=32 ¢o=1)
™

oldugundan f nin esas periyodu 7' = W =

8 3n
3 diir.
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(19)

(20)

() flz) = sinbr __ sindz

cosbr  sin(5x + %)

2
=" dir. o
5

oldugundan f nin esas periyodu

f(x) = sinz? fonksiyonu periyodik degildir. Gésteriniz.

Coziim: Onermenin dogrulugunu olmayana ergi yontemi ile gosterecegiz.
5 g Y y

f(x) = sinz? fonksiyonunun 7" > 0 periyotlu bir fonksiyon oldugunu
kabul edelim. O halde, Vo € R icin

sinz? = sin(z + T)? (1.11)

denklemi saglanmaktadir. # = 0 durumunda buradan sin 7% = 0 dir ve
dolaysiyla, T? = nm veya T = /nm, n = 0,1,... bulunur. 7 nin bu
degeri (1.11) de yerine yazilrsa Vo € R icin

sina? = sin(z + /nr)? = sin(z?® + 2vy/nT + nr) (1.12)

denkleminin saglandigi elde edilir. m herhangi bir tam say1 olmak iizere
2x 0\/7171' +nm # 2mm olacak sekilde bir xq sayist secelim. (Bu zq sayist

! 2mm —nw
Ty F ———

2¢/nm
icin

, n = 1,2,... biciminde secilebilir). Secilen x( sayisi

sin xf # sin(xf + 2x0y/nT + )

dir. Son ifade (1.12) ile celistiginden kabuliimiiziin dogru olmadig

goriiliir. Demek ki, verilen fonksiyon periyodik degildir. ¢

1, x rasyonel ise,
D(z) =
0, x irrasyonel ise.
Dirichlet fonksiyonu verilsin. Her T rasyonel saymm D(x) in bir peri-

yodu oldugunu gosteriniz.
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Coziim: Iki rasyonel saymm toplami rasyonel ve irrasyonel say1 ile

rasyonel sayinin toplami ise irrasyonel say1 oldugundan, her 7' € Q icin

1, x rasyonel ise,
D(x+T)=
0, x irrasyonel ise.

dir. Boylece, her T' € Q sayist ve her « € Ricin D(z+T) = D(z) dir.o

(21) T = 2 periyotlu f fonksiyonu [0,2) iizerinde f(z) = 2? — 1 seklinde

(22

tanmmbhdir.

(a) f nin [2k,2k+2), k € Z arahginda ifadesini bulunuz.
(b) £(7), f(22), f(—v/2), f(n) ifadelerin degerlerini bulunuz.

1
Coziim: (a) x € [2k,2k+2), k € Z olsun. O halde, 0 <z —2k < 2
oldugundan, f(z —2k) = (z — 2k)? — 1 dir. Ote yandan, f, 2 peryodlu
oldugundan, her = € Z icin f(z) = f(z — 2k) dir. Boylece, = €
2k, 2k +2), k € Z icin f(x) = (v — 2k)* — 1 dir.

() f(7)=f(7T-23)=(T—23)?-1=0,

1) = (-2 =GP -1- 5
FVE) = F(VE+2)= (2 VEP ~1=5 4y

flm)=f(r-2)=(r-2*-1=7m2—47+3 .0

) Asagida verilen 6nermelerin dogru oldugunu gosteriniz.

(a) Iki artan (azalan) fonksiyonun toplam da artandir (azalandir).

(b) E C Rve f,g: E — R fonksiyonlar: verilsin. Eger, f ve g E
tizerinde artan ve f(F), g(E) C Ry ise, f + g de E iizerinde
artandir ve (f + ¢)(E) C Ry dur.

(c) Eger, f : E — R fonksiyonu artan(azalan) ise —f, E iizerinde
azalandir (artandir).

(d) Eger, x = f(x), |a, (] lizerinde artan (azalan) ve y = F'(z),
[f(), f(B)] ([£(), f()]) lizerinde artan (azalan) ise y = F(f()),

[ev, 8] tizerinde artandir.
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(23

=

(24)

(e) Eger, x = f(t), |a, 0] lizerinde artan (azalan) ve y = F(z),
[f(@), F(B)] ([f(B), f(e)]) iizerinde azalan (artan) ise
y = F(f(t)),]a, 5] izerinde azalandir.

Coziim: (e) 6nermesinin dogru oldugunu gosterelim. Diger énermelerin

ispat1 okuyucuya birakilmistir.

ti,ta € [, 0], t1 < ty olsun. Eger, f, [, 3] tizerinde artan, F ise,
[f(@), f(B)] tizerinde azalan ise, t1 < to = f(t1) < f(ta) = F(f(t1)) >
F(f(t2)) olur. O halde, y = F(f(t)), [c, 3] lizerinde azalandr.

Eger, f, [a, ] tzerinde azalan, F ise [f(), f(«)] lizerinde artan ise
th <ty = f(t1) > f(ta) = F(f(t2)) < F(f(t1)) olur. O halde, y =
F(f(t)), [, B] tzerinde azalandir. o

Problem (22) deki 6nermelerden yararlanarak asagida verilen fonksiy-

onlarm monotonluk karakterini inceleyiniz.

(a) f(x) = arctan(z®—22+3); (b)  f(x) = (2*+4a+6) In(z*+4a+6).

Céziim: (a) y = arctant fonksiyonu artan ve t = 22 — 2z + 3 =
(x — 1)% + 2 fonksiyonu (1, 400) iizerinde artan, (—oo, 1) iizerinde ise,
azalan oldugundan f, (1, +o0) iizerinde artan (—oo, 1) iizerinde ise aza-
landir.

(b) vy = tInt fonksiyonu (1, +oc0) lizerinde pozitif ve artan iki fonksiy-
onun carpimi oldugundan artandir. ¢t = 22 + 4z +6 = (z + 2)2 + 2
fonksiyonu (—2,400) tizerinde artan ve (—oo,—2) tlizerinde ise, aza-
lan pozitif degerli bir fonksiyon oldugu aciktir. In¢ fonksiyonu [2, 4+00)
tizerinde pozitif degerli artan bir fonksiyon oldugundan f, (—oo,—2)

tizerinde azalan, (-2, +o00) tizerinde ise artandir. o

1
fR=R, f(z)= 5%~ 3 fonksiyonunun f~! tersini bulunuz.

Coziim: f : R — R fonksiyonu birebir ve térten oldugundan tersi

vardir. Tanim geregi
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1
olacagmdan f~!(1z — 3) = x dir. Bu esitlikte 7%= 3 = y almirsa
f=1(y) = 2(y + 3) elde edilir. O halde, f nin tersi f~}(x) = 2z +6

seklinde tanimlanan f~' : R — R fonksiyonudur. ¢

(25) f: R — (—o0,1], f(z) = 22 — 2? fonksiyonunun eger, varsa tersini

(26

(27

)

—

bulunuz.

Coziim: f : R — (—o0,1] fonksiyonu orten fakat, birebir degildir.
Buna gore tek degerli tersi yoktur. Simdi f fonksiyonunun (—oo,1]
ve [1,00) araliklarmna olan g = f|(—e1) Ve = flj1,00) kisitlamalarimi
gozoniine alahm. ¢ : (—oo,1] — (—o00,1] fonksiyonu birebir ve orten
oldugundan, ¢! tersi vardir. Tamim geregi, (g~ o g)(z) = g~ (g(2)) =
2 oldugundan ¢g~'(2z — 2?) = x tir. Bu esitlikte 22 —2? =y (z =
1 — /T —y olacaktir) ahmrsa f~}(y) = 1 — /T—y elde edilir. O
halde, g fonksiyonunun tersi g~'(z) = 1 — v/1 — z seklinde tanimlanan

g~ (—00,1] — (—00, 1] fonksiyonudur.

Benzer sekilde, h : [1,00,) — (=00, 1] fonksiyonunun tersi h~!(z) =
1+ /1 —x seklinde tammlanan h=' : (—o0,1] — [1,00) fonksiyonu
oldugu gosterilebilir. ¢

J:00,1] = [0, 3], f(x) = arccosa? fonksiyonunun f~' tersini bulunuz.
Coziim:  f : [0,1] — [0, ] fonksiyonu birebir ve orten oldugundan,
F71 tersi vardir. Tamm geregi f~(f(z)) = = olacagindan,

f~Y(arccos 2%) = x dir. Bu esitlikte arccos z* = y almirsa, (z = \/cosy
oldugundan ) f~1(y) = /cosy elde edilir. O halde, f fonksiyonunun
tersi f~!(z) = y/cosz seklinde tammlanan f~' : [0,5] — [0, 1] fonksi-

yonudur. ¢

Asagida verilen bagintilarin yanlarinda yazili bolgelerde dogru olduk-

larini gosteriniz.

(a) arcsin(—x) = —arcsinz, [—1,1];

(b) arccos(—z) = — arccosz, [—1,1];
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(¢c) arctan(—z) = —arctanz, R; = arccos(—x) = T — arccos x
(d) arccot(—z) =m — arccotr, R; (e) arcsinz = a ve arccosz = (3 olsun. O halde,
T
arcsi =2 115 .
(e) arcsinz + arccos z 2’ (-1.1] r=sina=-cosf ve —ggagg 0<pg<m.
™
f) arctanz + arccotr = —, R;
@) 2 sina = cos 8 = sin(m/2 — () oldugu agiktir.
(g) arcsin(sinz) =z, [—7w/2,7/2];
™ ™ ™
(h) arccos(cosz) =z, [0, 0<pens-T<lop<l
(i) cos(arccosz) =z, [—1,1]; Béylece,
j) tan(arctanx) =z, R;
() ( ) sinazsin(zfﬁ) ve 7E§a§: 77£§E7(1§E.
(k) arctan(tanz) =z, (—7n/2,7/2); 2 2 2 272 2
cot(arccotr) = z, ; oldugu elde edilir. Bu ne enea=z—ﬁveburadandaoz-‘rﬁ:E7
1 t tx) R 1d lde edilir. B denl 5 5
(m) arccot(cotz) =z, (0,m); yani arcsin  + arccos x = g esitliginin dogru oldugu goriiliir.
x V1—a?
n) arcsinx = arccos — r? = arctan ——= = arccot——, (0, 1); n < x < 1 olsun. arcsinz = a dersek z = sina, 0 < a < T
(n) Vi—a? tan —— . (0,1) 0 1 ol dersek 0 5
—z ;

S o olur. Demek ki, cosa = v/1 —sin’a = +v/1 — 22 olur. Buradan da
_ s/ 7 _ _ . = . o
(0) arccosz = arcsin VI — 22 = arctan o arccotﬁ, (0,2); a = arccos /1 — 22 dir. Dolaysi ile, istenen

(0,00); arcsin x = arccos V1 — a2

1 .
(p) arctanz = arccot— = arcsin
x

1
T —
Jiiss = Arceos i

x e ; B,
(q) arctanz + arctany = arctan 1 +y , x>0, y>0; esitliginin dogru oldugu goriiliir.
— 1y
r—y (q) arctanz =a, arctany =/, x>0, y > 0 olsun. Bu durumda,
arctana — arc = arcta - g ; T
(r) arctanz — arctany = arctan 1+ay’ z>0,y>0; r=tana, y=tanf, 0<a< 5 olur. O halde,
ry —1
(s) arccotx + arccoty = arccot , x>0, y>0 1 — tan o tan [
Tty O<a+p<m cotla+p)= B _ Y

o .. . tana +tan3  x+y
Cozum: (b), (e), (n) ve (q) bagintilarmin dogru oldugunu gosterelim.

Diger bagintilarin ispati okuyucuya birakilmistir. 1—ay

0 < a+ [ < 7 oldugundan, son esitlikten o + 3 = arccot ve
x

(b) arccos(—x) = « olsun. O halde, cosaw = —z ve 0 < a < 7 olur. dolayist ile istenen bagimtinin dogrulugu elde edilir. ©

0<a<n=0<mr—-a<nT } (28) Asagida verilen bagmtilarin yanlarinda yazili bolgelerde dogru olduk-
= T—Q = arccos ¥ = @ = T—Aarccos T

cosa=—x = cos(m—a) =z larimi gosteriniz.
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(a) arcsinhe = In(z + Va? + 1), R;
(b) arccos hx = In(z + va? — 1), [1,+00);

1 1+
tan he = — 1 —1,1);
(c) arctan hz 3 n(lfx)’ (—1,1);
1 r+1
(d) arccothz = iln(l +1), (—o0, —1) U (1, +00).
T —

Coziim: (a) ve (c¢) onermelerinin dogrulugunu gérelim. (b) ve (d)

onermelerinin dogrulugu benzer sekilde gosterilebilir.
(a) € R olmak tizere sinhy = x olsun.

Y — eV

3 =z veya e¥ —2ze! —1=0

denklemini cozelim. e > 0 oldugundan,
e =x+vVaz—1 (¢ >0 oldugundan, e # x — Va2 — 1)

elde edilir. O halde,
y=In(z+ Va2 —1)

ve buradan da arcsin he = In(z + V2?2 — 1)

oldugu goriiliir.

z € R bagintisinin dogru

(c) z € (—1,1) olmak {izere tanhy = z olsun.

eV —eV

ey & veya (1-z)e®=1+z
e+ e~

denklemini y ye gore cozelim.

1+ 1 1+
= =

e =
1—x 2 1—=x

1.1
olur. Buradan da arctanhz = Eln(1 a f), xz € (—1,1) bagmtisinm

dogru oldugu goriiliir. ¢
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(29)

(30)

Coziimli Problemler

Asagida verilen ifadelerin degerlerini bulunuz.

(a) arcsin(sin10) ; (b) arccos(fg) ;
(c) arcsin(cos2z), (3 <z <2); (d) cos(rsinh(In2)).

Coziim: (a) Vo € [-7F,7] icin arcsin(sinz) = 2 oldugundan, y =

sin 2 fonksiyonunun periyodik ve [3m—10] < % olmasindan faydalamrsak

arcsin(sin 10) = arcsin(sin(10 — 27)) = arcsin[sin(m — (10 — 27))]

= arcsin(sin(37 — 10)) = 37 — 10

olur. 5
(b) arccos(fg) =7 — arccos§ =7 — % = g olur.
3 3
© Z<ao<cT s T o 2yg—77r < 0ve Ve € [-2,7] icin

arcsin(sin z) = z oldugundan,

3

arcsin(cos 2z) = arcsin(sin(2z — %)) = 2z — 3

olur. 1
(d) sinhz = 5(69” — ¢~ ") oldugundan,

cos(msinh(In2)) = Cos(g(eln2 —e 2y

[

1
cos(g(Z — 5) = cos 3¢

olur. ¢

cosz+siny =0, z€r2n], ye[, (1.13)
kapal seklinde tammlanan f : [7,27] — [3, %] y = f(x) fonksiy-
onunun ifadesini bulunuz.

Coziim: Vz € [r,2n] icin cosz = p, p € [—1,1] dir. O halde, (1.13)
ve siny = —p denklemleri denktir. —p € [—1,1] oldugundan, siny =
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31)

—p denkleminin [“7”7 57”} araliginda tek bir ¢oztimii vardir. Boylece,

[ 2n] — [3, 5], y = f(x) fonksiyonunun mevcut oldugu goriiliir.
Bu f nin ifadesini bulmak amaciyla (1.13) denklemini

sin(§ —x) +siny =0

veya
T4 T g
2sin 2 Yooz T8 (1.14)
2 2
seklinde yazalhm. (1.14) den
i 2Ty
S =0
sin 2
2 vy
S =0
cos 5
ve buradan da y icin
i
y:xf§+2k7r, keZ (1.15)
i
y:—m—§+2k7r, keZ (1.16)

degerleri bulunur.

(1.15) durumunda = € [7,27] = y € [§+2k7, 3+ (2k+1)n], k€ Z =
VkeZiciny & [%”, %’r dir. Demek ki, Vk € Z icin y = v — 5 +2km , f
nin degeri olamaz. (1.16) durumunda, = € [r,27] = y € [-5 + 2(k —
Nr, =54+ Qk—1r], k€Z=>k=3icinyc [-F+2k—-1)m, -5+
(2k — 1)71] C [%, °7] elde edilir. O halde, k = 2 icin (1.16) dan

7
y=—+ g x € [, 27]

ifadesi bulunur o

@) =

Coziim: Vz € R icin f(z) > 0 oldugundan f, R {izerinde alttan

2
€ . L . .. ..

fonksiyonunun R iizerinde simirh oldugunu gosteriniz.
x

simirhdir. f, R {izerinde tstten simirh oldugunu gésterelim.
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Vz € Ricin (1 — 2%)? > 0 oldugundan, Vo € R icin 1+ 2* > 222 veya
2
1>

esitsizligi saglanir. Vo € R icin 1 + 2* > 1 oldugundan,

T 142t
22+ 1 z? 1 z? 1 3
= < 1<-—4+1=-
1+ at 1Jrac4+1+av4_1+av4+ _2+ 2

2
1

olur. Boylece, Vo € R icin 0 < i
1+ a4

goriiliir. Bu ise, f nin R {izerinde siirh (hem alttan ve hem de iistten

3
< 3 esitsizliginin saglandig

sirh) olmasi demektir. ©

. 1 1 .
2 = 0 noktasmm her komsulugunda f(z) = —sin— fonksiyonunun
r

smirsiz oldugunu gosteriniz.

Coziim: 2z = 0 noktasmmn herhangi bir (—e,e) (e > 0) komsulugu
ve herhangi bir M > 0 saysi verilsin. f(x¢) > M olacak sekilde bir

zo € (—¢€,€) noktasimin varoldugunu gosterelim. —— < € ve
0 € (=€¢) & & (1 + 4ny)

m(1 + 4n,
M > M kosullarmi saglayan bir ny € N sayisinin meveut
oldugu aciktir. Ornegin, ng > max{2 [2£ — 1], L[ 2 — 1] says
istenen kosullar1 saglamaktadir.

Zo olsun. O halde, |zo| < € ve

- (14 4ng)

(1 4+4n0) . r(144n (14 4n,
Fao) = ( . o) gn (tm) _ ( . 0)

oldugu elde edilir. Buise f nin x = 0 noktasin her (—¢, €) komsulugunda

> M

sirsiz olmasi demektir. o
Not: FE C R kiimesi ve E iizerinde smrh f : £ — R fonksiyonu
verilsin.

m(f) =mp(f) =nf{f(z) : z € E}

M(f) = Mp(f) =sup{f(z) -z € E}

sayillarmma f nin F iizerinde sirasiyla infimumu (en biiytik alt siir1) ve

supremumu (en kiiciik iist smir1) denir. o
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(33)

(34)

I 0to0) = [0.1), fla) = =

1 fonksiyonunun infimumunu ve

supremumunu bulunuz.

Coziim: Vz € [0,+00) icin 0 < f(z) < 1, yani R(f) = [0,1) oldugu
ve dolayisiyla, f nin (0,00) {izerinde simirh oldugu goriiliir. sup ve inf
ozelliklerine gore f nin [0, 00) tzerinde sonlu infimumu ve supremumu

vardir.

Vz € [0, +00) icin f(z) > 0 ve hem de f(0) = 0 oldugundan
m(f) = 1nf{m cx € [0,400)} =0

dir. Simdi
T
M(f) = sup{m cx€[0,400)} =1

oldugunu gosterelim.

. 1 .
(a) Vz € [0,4+00) icin f(z) =1— T1a < 1 dir.

1—e¢

1
(b) O<V6<§i';n < @,

kosullarim saglayan x. € (1, 00) noktasi icin

T
) = >1-—
f(ze) 5o €

olur. O halde, supremumun karakteristik 6zellikleri dolayisiyla M (f) =
1 dir.

m(f) =0¢€ R(f), f(0) =0ve M(f) ¢ R(f) oldugundan f, [0,+0c0)
iizerinde mutlak minimuma sahiptir. Fakat mutlak maksimum degerine

sahip degildir. ¢

y = f(z) fonksiyonunun grafigi verildiginde

(@) y=I1f@): ) y=f(z);

() lyl=fl=); (d) [yl =f(z]):
bagintilarimmn grafiklerinin nasil ¢izilebilecegini aciklaymiz. y = f(z) =
z? — 2z in grafigindan yararlanarak yukaridaki bagmtilarm grafiklerini

ciziniz.

144

Coziimli Problemler
Coziim:

(a) y = f(z) in grafigi biliniyorsa, y = |f(x)| in grafigi, f(xz) > 0
bolgesinde aym kalarak ve f(z) < 0 bolgesinde de x eksenine gore
simetrigi alimarak elde edilir. Sonucta y = | f(z)| in grafigi ¢izilmis

olur.

(b) y = f(x) in grafigi & > 0 bolgesinde aym birakilarak = < 0
bélgesindeki kisminin y eksenine gore simetrigi alinarak elde edilir.
Sonra z < 0 bolgesindeki kismi ihmal edilir. Sonucta y = f(|x])

in grafigi cizilmis bulunur.

(¢) f nin D(f) bolgesinin D.(f) = {& € D(f) : f(z) > 0} alt
kiimesini gozontine alahm. =z € D(f) icin |y| = f(x) esitligi
y = f(x) biciminde yazilabilic. Bu durumda, D, (f) iizerinde
tamml iki tane y; = f(x) ve yo = — f(2) fonksiyonlar: elde edilir.
D(f)\D+(f) # 0 ise Vo € D(f)\D(f) icin f(z) < 0 oldugundan
ly| = f(«) denkleminden hic bir fonksiyon tanimlanamaz. Boylece,
y = f(z) fonksiyonunun grafigi bilindiginde |y| = f(z) fonksiy-
onunun grafigi f(x) > 0 bolgesinde aym birakilarak bu kismin
x eksenine simetrisi eklenir. Sonra f(z) < 0 bélgesindeki (Eger,
D(/)\D+(f) # 0) ks ihmal edilir. Sonucta |y| = f(z) in grafigi

cizilmis olur.

(d) y = f(|=]) in grafigi bilindiginde |y| = | f(z)| in grafigi (c) onerme-
sinde gosterildigi gibi cizilir.
Simdi y = f(r) = 2?2z in grafiginden yararlanarak y = | f(z)| =
0 = 2], y = f(lal) = o — 2lal, ol = f(z) = a* — 20 ve
ly| = |f(|z])] = |#* — 2|z|| fonksiyonlarmmn grafiklerini ¢izelim.
(Bkz Sekil 1.32; 1.33; 1.34; 1.35; 1.36).
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35) y = f(z) fonksiyonunun grafigi verildiginde a,b € R ve ¢ € R sabitler
(

=

olmak tizere

y=af(bz+c)
tipinden fonksiyonlarin grafiklerinin nasil cizilebilecegini aciklayimiz.

Coziim: (a) y = f(z) ve y = f(br) fonksiyonlarim gozoniine
alahm. Bu fonksiyonlar icin y; = f(z) ve y2 = f(bx) iken x yerine
21 /b yazlldiginda y, = f(21) ve yo = f(b%) = f(z1) = 1 elde edilir.
Bu durumda, (z,y) noktas1 y = f(x) in grafigi iizerinde bir nokta ise,
(x/b,y) noktasi day = f(bx) in grafigi tizerinde bir noktadir diyebiliriz.
(b) y=f(bx)vey= f(be+c)= f(b(z+7])) fonksiyonlarimi gozéniine
alahm. Eger, bx + ¢ = 2 alimrsa @ = (21 — ¢)/b ve eger br = x;
almirsa © = 2;/b bulunur. Bu degerler arasimdaki fark ¢/b dir. O
halde, y = f(bx) egrisi ¢ > 0 iken ¢/b birim sola (¢ < 0 iken ¢/b birim
saga) kaydirlirsa y = f(bx + ¢) in grafigi ¢izilmis olur.

(¢) y=f(bx+c)vey=af(bx+ c) fonksiyonlarim gozoniine alalim.
Eger, y1 = f(bx + ¢) ve y» = af(bx + ¢) almrsa, bu durmda ys = a.y;
olur. Yani, y» ordinat1 y; in a katidir. Demek ki, y = af(bx + ¢) nin
grafigi, y = f(bx + ¢) nin grafigi izerindeki bir nokta (x,y) iken (z, ay)

noktalarimi bulup birlestirilmesi ile elde edilir. ©

Problem 33 ten yararlanarak asagida verilen fonksiyonlarin grafiklerini
ciziniz.

3 -2
Y eyt

(@)

(0) y=1logy(1—3x); (c) y=sin(2x+7)

Coziim:
() D(f) = R\{~ 5} ve ¥ & D(J) icin

§2r+1) ]
2 +1

_3_
T2 2

=+ |~
1=
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Not:

1
oldugu aciktir. Eger, f(z) = — alinirsa verilen fonksiyon y =
7 3 -
Zf(:c + 5+ 3 seklinde yazilabilir.
3

7f(ac +3)+ 5

1
Sekil 1.37 ve Sekil 1.38 dey = f(z) = —— ve y = 1
T

fonksiyonlarimin grafikleri verilmistir.
D(f) ={r € R:1—3x >0} = (—o0,2). Sekil 1.39, 1.40, 1.41
ve 1.42 de sirasiyla y = log,z, y = log, 3z, y = log,(—3x) ve

y = log,(1 — 3z) fonksiyonlarmm grafikleri verilmistir.

=sinz, y =sin2z ve y = sin(2x+ %) fonksiyonlarimin grafikleri

sirast ile sekil 1.43, 1.44 ve 1.45 te verilmistir.

y = f(z) fonksiyonunun grafigi belli iken, denklemi

y = f(x) + k, k € R olan fonksiyonun grafigi y = f(z) egrisi k& > 0

ise k birim yukariya, k£ < 0 ise k birim asagiya kendisine paralel olarak

kaydirilarak cizilir. e

148

Coziimli Problemler



Analize Giris 149 150 Ek Problemler
(38) Asagida verilen f : [0,1] — [0, 3] fonksiyonlarmdan

(a) flz)=3sin%;  (b) flx)=tan<; () flz) =35
1

(@) J@)=12- 3% () fl@)=2e+2/-3.

hangisi birebir, 6rten ve birebir értendir.
Cevap: (a) Birebir ve 6rten; (b) birebir;  (c¢) birebir;
1.21 Ek Problemler (4) Orten; {e) birebir

(39) f(z)=(1+a)*— (1 —x)* fonksiyonu icin
(37) f:R—[-1,1], f(z) = sinx fonksiyonu icin

(a) f(3); () fla)+f(=a); (o) f(b)—1;

(a) f(0); (o) f(%: (e) f(3) (d) fb—1); (e) f(dy; (f) L

@ G @ f-55 (D) 5D ' i)

(9) f([0,5]); (h)  f([0,27)); (@) f7H0); ifadelerini bulunuz.

G G (k) 715 0 L) Cevap: (a) 240;(b) 0:(c) 8b3+8b—1;(d) 8b>—24b+32b—16;

m) L @) ELDE @) ) o Pl L

P 8p(1+p?)
ifadelerini bulunuz. (40)
{0
@ o 0 © L o
2 2 fonksiyonu icin f(—4), f(—1), f(=1/2), f(1) ve f(1984) degerlerini

W % © [11] () (L1 bl
0 03] () -1 Q) ke Cevap: gi 1 — 15 1 1981
(4) (*1)’“% + ko (k) (fl)k% +km, k € Z; (@) (*1)k% + K (41) f(2) = ¢1 cosax + cysinax fonksiyonunun f(z +2) —2cosa f(x +1) +
(m) R; (n) R{ig + 2%k ke f(x) = 0 denklemini sagladigim gosteriniz.

(42) Asagidaki kurallarla tanimlanan reel degerli fonksiyonlarm tanim kiimesini

(U2kr, 2k + D)) U (UJI2k + D)7, (2K + 1)) .

ez Pt bulunuz.
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) ) =5

(© @ y=1o

(e) () y=—"—p:
(9 —2?)3

N

sinx + cosx

yi\/6—359:—6x2’ )oy= sinx — cosx’
(k)  y=+/cosxz; (1)  y=log(3sin®x — 4);
) y=\fom %% @) y=loglogs(y 27
log,, 3

=1 2 _ 2): — .
(0) y=logen(w? =302 () v= S

(q) y = arctan 21 (r) y = cotmx + arccos(2%);
22 _

(s) y=log[cos(logz)]; (t) y=Ilo 0g (22 + 62 + 9) + Va2 — 2z — §;

(u) y=arctan 5212; (v) y=arccos(3 +277);
(w) y=arcsin(l —z)+log(logz); (x) y= s;n;;;
(y) y=arcsin x : 1; (z) y=7¢ 1020%
Cevap:
(@) (0,+00); (b) (=00, —3) U (3, +00);
(¢) (0,1)U(1,400); (d) (—o0,—1)U (-1, +00);
(e) R\Z; (f) (=00, =3)U(=3,3) U (3, +00);
(9) {0}U[2,4o00); (h) (3.1)U[3,+00);
) (60N G) UG+ k2 b

k:
(k) a#2k+1, ke 1 o

152 Ek Problemler
(m) (—o0,1)U(2,+0); (n) (0,1)U(1,1og, %)
(0) (71~,0)U(071) U (27 +OO); (p) (07%) U (%31)§
(q) (—o0,—=3)U(3,+00); (r) (=00,0)\{-n}, neN;
) U (10(2’“%”, 10<2’”§)"); (t) (—o00,—3) U (=3, —2] U[4, o0);
kez
(u)  (=00,=2) U (2, +00); (v) 0
(w) (1,2]; () R\{}+ k2"7 5 kn}, k€

(v) (U (=5 + 2k, 2km)) U (U (2kn, 5 + 2kn)).
kez kez
(2) [(=1=v5)/2,(1=v5)/2Ju[(v/5-1)/2. (V5 +1)/2];

(43) y = f(u) fonksiyonunun tamm kiimesi [—1, 0] oldugunda

(a) f(—a?); ®) flz—1); (¢) f(2x);
(d) Sy (e) fla—lz])

fonksiyonlarimin tanim kiimelerini bulunuz.

Cevap: (‘3‘) [_171];(})) [0,1];(0) [%170}§(d) (—0070);(6) [;170]'

2

(44) Asagida verilen fonksiyon ciftlerinin esit olup olmadiklarim arastirmiz.

(a) f(z) =2 ve g(z) = Va?, & € (~00,00);
(b) f(x) = 2® ve g(z) = 100877,

(¢) f(x) =32% =2z + 1, eger, x € [1,2] ve g(z) = 322 — 22 + 1, efer
z € [1,3] ise

(d) flz) =vava—1veg(z) = /a(z—1);
Cevap: (a) Esit degildir; (b) (0, +oc tzerinde esittirler;

(c¢) Fonksiyonlar farkl kiimelerde taniml olduklarindan esit degillerdir;
(d) [1,+o00) tizerinde esittirler.
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(45) Asagida verilen f ve g fonksiyonlari icin (fo f)(z), (fog)(x), (gof)(x)
ve (g o g)(z) fonksiyonlarmi bulunuz.

1, |z <1 ise, 2 — 2% |z <2 ise,
f<x>—{ s g(z)—{ v

0, |z|>1ise 2, |z] > 2 ise.

Cevap: (f o f)(x) = 1

1, 1<z < V3 ise,

0, |z| <1ve|z| >3 ise
|z] <1 ise,

2, |z| > 2 ise;
2—(2—2%)2 |z < 2ise,
-2, || > 2 ise.

(46) Asagida verilen f ve g fonksiyonlari icin (fog)(z) fonksiyonunun tanim

kiimesini bulunuz.

(a) f(x)=v4-—2, g(w) = 2% — 30+ 2;
(b) f(z)=arcsinz, g(z) = 2% — 9z + 20;
¢) f(x) =log(a? — 4z + 1), g(w) =2 — 1.

—_

Cevap: (a) 0,3 (b) [9_2\@,0]; (@) [0, 7TV,

(47) f(x) = sinz olduguna gére f[f*(z—1)] ve f?[f(z)— 1] fonksiyonlarmn
ifadelerini bulunuz.

Cevap: f[f*(z —1)] =sinfsin®(z — 1)], f?[f(z) — 1] = sin?[sinz — 1].

154 Ek Problemler

(48) Asagida verilen fonksiyonlarm ¢ift veya tek olup olmadigimi inceleyiniz.

(a) f(x)= I;rif;l (b)  f(z) = sin(x + 1);
2% +sinx T i
() fl@)=lr+1]+]z—1; (@) flz) —{ e w2 Okse,

—a% —sinw, <0 ise;
(e) f(z)=Vad+22-8; (f) f(x) = arcsinz + arccos x;

(9) f(x) = cos(arccos x).

Cevap:
(a) ne tektir ne de cifttir; (b) ne tektir ne de cifttir;  (c) cifttir;
(d) cifttir; (e) ne tektir ne de cifttir ;  (f) cifttir;
(g) tektir .

(49) Problem (14) teki 6rneklerden faydalanarak asagida verilen fonksiyon-

larn cift veya tek olup olmadigimi inceleyiniz.

(a) flz)=
© 1=
() flz)=
Cevap: (a) cifttir;  (b) tektir;  (c) cifttir;  (d) tektir;  (e) ne
tektir ne de cifttir;  (f) cifttir .

— (b) f(2) = sin(tana);

ot(cos x); (d) f(z) = cot(arccotz);

arcsin(arccosz);  (f)  f(x) = sin(2z — arctan ).

(50) Problem (17) deki énermeden faydalanarak asagida verilen fonksiyon-
larin esas periyotlarini bulunuz.
(a)  f(z)=sing; (b)  f(z) = cosbu;
(¢) f(z)=tan(3z+5); (d) f(x)=sin?*(z - 1);
(e) f(z)=sinz+cos2z; (f) f(z)= cos2zcosbz.
Covap: (a) 6m: (b) 7 (¢) 5: (@) m: (e) 2 (£) 5.

(51) Asagidaki fonksiyonlarm periyodik olmadiklarini gosteriniz.

() flz)=sin?, = # o keZ\(0}
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(b) f(z) = cosa?.

(52) Asagidaki fonksiyonlarin monotonluk karakterlerini inceleyiniz.

(a) f(x)=a*+62"+1; (b) f(z)=x+ arctanz ;
(0) Jlz)= (7 —62+10);  (d) f(z)=log’z+a’;
(e) flz)= —jﬁxil (f) flz)=2log'a, & >1;
(9) f(x) =arctan(a® —da +8) ; (h) f(v)=arctan’x ;
(i) f(x) =2+ arcsinz ; () f(2)
1
®) 1@ = Trees
Cevap
(a) (0,+0c0) da artan, (—o0,0) da azalandir  (b) artandr ;
(¢) (—=00,3) de azalan, (3,+00) da artandir ; (d) artandir ;
(€) (—00,2) de azalan (2,+oc0) da artandir ;  (f) rartandir ;
(g) (—o0,0) da azalan, (0,400 da artandir ;  (i)artandir ;
(j) (—00,4) de artan (4, +00) da azalandir ;
(k) [0,%) de artan, (§, 7] de azalandir.
(53) Asagidaki fonksiyonlar cift olarak devam ettiriniz.
(a) f(z)=sinz+xtanz, 0<z< g;
() flz) = xlog’x, 0 <z < +o0;

244322427, 0<a<lise,
(€ flx)= 3_ .2 - . :
z°— 2 +logx, 1<ux<2ise.

Cevap: (a) f(z)=aztanz —sinz, %ﬂ <z <0
(b) f(2) = —zlog®(—z), —oo <z <0

(€ flz)=

zt — 322 + 277, —1 <z <0 ise.

(54) Asagidaki fonksiyonlar tek olarak devam ettiriniz.

=log1 (2% — 8z +20) ;
2

—% — 22 +log(—x), —2<a < —1ise,
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(a) f(x) =sin*z + cos'm, 0 <z < +oo;

(b)  f(z) =log(z + Va%+1), 0 <z < 4o

41, 0< 2 < 2ise,
3 4+6, 2<x<3ise.

(0 flz)= {

Cevap: (a) f(z) = —sin® —cos’z, —0co <2 <0;
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(b) f(z)=—log(—z+ Va2 +1) =log(x + Va2 +1),—o0 <z <0;

—6+2% —3<x<2ise

() f(l’){ .

—x*, —2 < x <0 ise.

(55) Asagidaki verilen fonksiyonlarmn terslerini bulunuz.

A 8 + 2*
(@) =770 (b) y=g— 3
(¢) y=2z—2% x>1; (d) y=a%+4x
3 2z
1 < -1 f —
(e) y 15952 r<—1; ) v a2
® y=1 *21h (h) y=sin’z,
(i) y=sin’z, Ega_gj.
2 3
Cevap
41 -y)
= s —1; b
(@) = Ty y# -1 (b)

2\/ ,u#
y+

(¢) z=1++1—-y, y>1; (d) z=-2—\/d+y, y>—4

(e) lei%EZZ,—lsy<a u>x—{

1—

07

1
Y

—y?

0<lyl<1;
y=0;

1 1— 2
(9) x:ﬂ,—0<y§1; (h) o =arcsinyy,—1 <y <1,
Y

(1) z=m—arcsiny/z,—1<y<L
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(56) Asagida verilen ifadelerin degerlerini bulunuz.

1

(a) arccos(—i); (b) arcsinh(v/2);

(¢) sin(mcosh(In2)); (d) arcsin(cos2z),0 <z < F;

(e) cos(2arctan z?)

2 \/5 s

Cevap: (1) 2 5(0) W(V2+VE) i) — %0 i(@) &-2:

11—zt
(c) 1+4at’

(57) cosz +siny = 0, = € [r,27], y € [5, %] kapah sekilde tanimlanan
flm2n] = [5,%], y = f(2) fonksiyonunun ifadesini bulunuz.
Cevap: y = f(z) =z — g

(58) sinz — cosy = 0, z € [3F,%7)y € [4m,57] kapal sekilde tammlanan
[+ [2, 5] — [4m, 57] fonksiyonunun ifadesini bulunuz.

13
Cevap: y = f(x) = —z + TTF

(59) Asagida verilen fonksiyonlarm simrh olduklarim gosteriniz.

@ fl)= 5= velbd); o sw=21
(¢) f'(J:):Iﬂjr*\Vle’ z € (—oo,—1); () flz) =27,

(€) f() =21, ae(~00,0); (1) $@) = s
(9) f(@)=log,(1+2), € 2,+oo); (h) f(z) = tanz cos3a;
0) 160 = oy G) 1w =00

(k) f(z) =cotx— ﬁ,x €[-Z,00U(0,5].
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(60) Asagida verilen fonksiyonlarm simsiz olduklarim gosteriniz.

(0) &) =o* =30 1) f)= .z (00,2
) f@) =2 we(o00) (@) flx) =272 € (0, +o0)

(&) flx)=wsing: (f) fla)=log,(1+2), o e (L2
(9 )= ) f@)= =y

() f0)= 5 ve(-22)

(61) Asagidaki fonksiyonlarin yanlarinda verilen araliklarda infimum ve supre-

mumlarimi bulunuz.

(@) @) =s+2 13 () f@)= g (-o0+00)

@ f@)= g FL @) J@) =tate, (<57

@ f@=r+1 G2 (D) f@=2-[z], O
Cevap:

@ m()=2 M)=15 () m()=0 M(f)=1;

© mf)=—3 M()=-7 @ m(H=0 M()=1

() m)=2 M(H=25 () m()=0, M()=1

(a) f(z)= ~lel; () f(x)=cosxz —|coszl;
[l -0)); @ f@)=2— [2] - Sgn;
(e) flz)=|z—1+z+1]; (f) f(z)=sinz|+ |coszl;
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(9) f(f)zlog%|1*2z\+2; () f(z) = [log, |=[];

(i) f(z) = —arctan(2z —4); (j) f(z) =sin(z+73)+ g;

(k) f(z) =sin3z — cos 3z (0);  f(x) = arcsin(1 — 3);

(m) f(z) =4arccos(2 —3z); (n) flz)=|2? — 4z + 3| — (2® — 4z + 3);
(o) fla) =2

(63) Asagida, denklemlerle verilen egrileri ciziniz.
(@) lyl=sinz; (b)) [yl =lz+1]; (c) |yl=—2+5z—4
@ lyl=1-leh (@ lal=y>~1 () |al = cosy.

(64) Asagidaki fonksiyonlarm grafiklerini ciziniz.
(a) f(x)=aSgnz;  (b) f(x)=xSgn(sinx);
(c) [f(x)=e¥; (d) f(z) =Sgn(Inx);
(€ f(z)= [logz]; (f) f(z)=logz— [logz].

160

Ek Problemler



Bolum 2

Limit

Matematigin temel kavramlarindan biri limit kavramidir. Tleride gorecegi-
miz bir cok kavramlar (siireklilik, tiirev, integral vs.) ve yontemler bu kavrama
dayanmaktadir. Bu bélimde reel say1 dizilerinin ve reel degerli tek degiskenli
fonksiyonlarin limitleri tanitilacaktir. limitlerin varhg ve bulunmasi prob-

lemleri incelenecektir.

2.1 Reel Say1 Dizileri

2.1.1 Yakinsaklik, Iraksaklik ve Yakinsak Dizilerin
Temel Ozellikleri

Kesim 1.13 te reel say1 dizisinin limiti ve buna bagh bazi tanimlar1 ve
sonuclar1 inceledik. Bu kesimde reel say1 dizileri ile ilgili daha genis bilgi
vermeye calisacagiz.

Reel say1 dizilerinin yakinsakligr ve raksakligma iliskin §1.13 te gérmiis

oldugumuz su tanimlar1 tekrar ele alalim.

Tanim 2.1.1 : R icinde bir (v,,) dizisi ve a € R sayst verilsin. Eger, Ve > 0

ve Yn > n. (n € N) icin |z, — a| < € olacak sekilde € na bagh n. € N sayist
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varsa (x,,) dizisi a ya yakmswor (veya (x,,) dizisinin limiti a dur) denir ve
lim z, =a wveya x, — a (n€N)
n—oo

seklinde gosterilir. Yakinsak olmayan diziye waksaktir denir.

Bu tamim daha kisa olarak soyle yazilabilir:
(x,,) dizisi yakinsaktir < Ja € R, Ve > 0 icin In, € N 6yleki Vn > n. (n € N)
icin |2, —a| <e.
(x,,) dizisi raksaktir < Va € R icin Je > 0 dyleki ¥ny € N icin |z, —a| > €
olacak sekilde en az bir n > ng (n € N) sayis1 vardr.

Va € RveVe € Ry icinz € Uc(a) & |z—a| < € oldugundan, Tanim?2.1.1%¢

denk olan asagidaki tanimi da verebiliriz.

Tanim 2.1.2 : (a) (z,) dizisi yakinsaktur < 3a € R, Ve > 0 icin (z,)
dizisinin sonlu sayidaki terimleri haric diger bitin terimleri a noktasinin
Uc(a) komsulugu icindedir.

(b) (z,) dizisi waksaktir < Va € R, Je € Ry dyleki (z,) dizisinin sonsuz
sayrdaki terimleri a noktasian U.(a) komsulugu disindadur (veya R\ U.(a)
icindedir).

. n+1 2
Ornek 2.1.3 : lim et =-
n—oo3n+1 3

oldugunu gosterelim.

Coziim: Bu nedenle verilen herhangi e > 0 sayisi icin € na bagh Vn >

2 1 2
ne (n € N) icin }3”71_1 — §| < € esitsizligini saglayacak bir n. € N sayisinin
n
bulunabilecegini gostermemiz gerekir. Buna gére,
1 1

|2n+172‘7‘ |
3n+1 31 13Bn+1)' " 33n+1)

1
oldugundan, sézkonusu n. € N saywisi olarak ——— < ¢ esitsizligini
3(3n+1)
saglayan en kiiciik (genel olarak herhangi) bir dogal saymin alinmasi yeter-

lidir.

1 1 1,1
<64i>3n+1>3—4i>3n>—71<:>n>7(—71)
€

1
3(3n+1) 3e 3" 3¢
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. . 1,1 . 1
yazabiliriz. Eger, n. = [ (5= —1)] dersek her n > n, (n € N) icin (e > 33
€
iken n. = 0 oldugundan, Vn > 1 (n € N) icin
‘Qn +1 _ g| e
3n+1 3

olur. Buradan, istenen esitligin dogru oldugu elde edilir. ¢
Ornek 2.1.4 : g€ R, lg| < 1 icin lim ¢"™ =0 olgunu gésterelim.

Coéziim: Eger, ¢ = 0 ise Vn € N icin ¢" = 0 oldugundan, lim ¢" = 0 olur.
0 < |g] < 1olsun. |¢"—0] = |¢"| = |g|™ oldugundan, herhang??i_‘bofr € > 0 sayis1
verildiginde n > n. (n € N) icin |¢|" < ¢ olacak sekilde bir n, € N sayisinin
secilmesi yeterlidir. 0 < a < 1 olmak tzere y = log, = fonksiyonu (0, +c0)

iizerinde azalan oldugundan,
lg|" < €= log, (\q\") > log, € = n > log, €

bulunur. Buradan da goriildiigii gibi n. = [|log, €[] dersek, ¥n > n. (n € N)

icin (e < |g| icin n. = 0 oldugundan, ¥n > 1 (n € N) icin) |¢|* < € olur.

Tanim?2.1.1 dolayisiyla, lim ¢" = 0 oldugu elde edilir. ¢

Ornek 2.1.5 : Terimleriz, = 0,3;29=0,33;...;2,=0,33...3;... biciminde
n—kez

1
tanamlanan () dizisi icin lim x, = 3 oldugunu gésterelim.

n—oo

1
Coziim: Herhangi e > 0 sayisi verildiginde Vn > n, (n € N) icin |z"—§\ <e€
olacak sekilde €’a bagh n. € N sayisinin bulunabilecegini gosterelim.

1
3 sayist 0, 333 . .. seklinde ondalik say1 ile ifade edilebilecegindan ¥Yn € N

icin
0,33 3<1<()33 3+ !
’ W—’ik - 3 ’ W—’ik — 10"
1 1 . . L.

veya &, < 3 <z, + 1o esitsizligi gecerlidir. Buradan da Vn € N icin

o — 3l < o2

T, — | < —

3 10
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10n < 10me

1
say1sinin Tome < € komsulugundan secilmesi yeterlidir.

1
Eger, n. = || log —|| + 1 dersek ¥n > n. (n € N) icin (e > 1 icin n, = 0
€
oldugundan, ¥n > 1 (n € N) icin)

oldugu elde edilir. Vn > n icin oldugundan, istenen n, € N

jon — 2| <
T, — =| <e€
3

1
olur. Buradan da lim z, = 3 oldugu elde edilir. ¢
Ornek 2.1.6 : z, = (=1, n €N dizisinin waksak oldugunu gisterelim.

Coziim: a = —1 sayis1 (z,) dizisinin limiti olamaz. Cunkii —1 noktasin
Uy j2(—1) komsulugunun disinda dizinin sonsuz sayida (cift indisli) x5, =
1, k € N terimleri bulunmaktadir. Benzer sekilde, a = 1 sayisimn da (z,)
dizisinin bir limiti olmayacag gosterilebilir.

Herhangi a € (—1, 1) sayist verilsin. 6 = min{a+ 1,1 — a} olmak iizere a
noktasimin Us(a) komsulugu icin x,, € Us(a), n € N oldugundan, a € (—1,1)
sayist (z,,) dizisinin limiti olamaz.

Simdi herhangi ¢ > 1 (a < —1) sayis1 verilmis olsun. Bu durumda,
Vn € Nicin 2, & Us—1(a) (2n € U_(as1)(a)) oldugundan, a > 1 (a < —1)
say1st (2, dizisinin bir limiti olamaz.

Béylece, her Va € R sayisi icin a # T}LII;O z,, oldugu ve buradan da Tanim

2.1.2(b) geregince (z,,) dizisinin raksak oldugu elde edilir. ©

.. 1 1

Ornek 2.1.7 : n inci terimi z,, = n=Y" seklinde verilen 1,2, 3 4, 5 6,...,2k,
1

STERA dizisinin waksak oldugunu gosteriniz.

Coziim:  Herhangi a # 0 sayis1 x, dizisinin bir limiti olamaz. Ciinkii,

% < % olacak sekilde biitiin

€= > 0 olmak tizere (x,) dizisinin
terimleri a # 0 noktasmimn U (a) komsulugu disinda bulunmaktadir. a = 0

noktasida (z,,) dizisinin bir limiti olamaz. Ciinkii, @ = 0 noktasmm, 6rnegin,
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Ui (0) komsulugunun disinda (x,,) dizisinin sonsuz sayida terimleri (¢ift indisli
terimleri) bulunmaktadir.

Boylece, Tamim 2.1.2(b) geregince (z,,) dizisi waksaktir. ¢

Tanim 2.1.8 : R icinde (x,) ve (y,) dizileri verilmis olsun. (T, + yn),

z

(@0 — Yn)s (Tn-yn) ve ¥n € N icin y, # 0 oldugunda (—) dizisine sirast ile,
n

(@) ve (yp) dizilerinin toplama, farks, carpuma ve bolimi denir ve (x,)+(yn),

X — (1 i 1 ve (In)

seklinde gosterilir.
Yakmsak dizilerin asagidaki ozelliklerini verebiliriz.
Teorem 2.1.9 :
(a) R icinde yakinsak bir dizinin bir tek limiti vardur.

(b) R icinde yakinsak her dizi sinirlidur.

(c) lim z, =a vea#0 ise, Yn > n, icin |z,| > % olacak sekilde n, € N
sayst vardar.

(d) R icinde (z,) ve (y,) dizileri yakinsak ve lim z,, = a, lim y, = b ise

(Zn +Yn), (X0 —Un), (Tn-yn) veb#0 ise (17) dizisileri de yakinsaktur

In

ve lim (2, £y,) =a=xb, lim(2,y,) =a.b, lim In _ @ g,

n—oo n—oo Yy,

(e) lim a, = a, lim b, = b ve Vn € N (veya ng € N olmak tzere Vn >
n—oo n—oo
no (n € N)) icin a, < b, ise, a <b dir.

(f) lim a, = lim b, = a ve Vn € N (veya ng € N olmak tzere Vn >

no (n € N)) icin a, < ¢, <b, ise lim ¢, = a dur.
n—oo

(g) lim a, = a, lim b, = b ve a < b ise, Yn > ng (n € N) icin a, < b,
n—oo n—

olacak sekilde n[;)oe N sayise vardr.

(h) lim z, =a= lim |z,| = |a| dir.
n—o0 n—o0
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Not:  Teorem 2.1.9 daki (b), (d) ve (h) dnermelerinin tersi genelde
dogru degildir. Gergekten, (b) durumunda n. terimi z, = 5[1 + (-1)"]
seklinde verilen (x,) dizisi siurhdir. Ciinkii, Vn € N icin 0 < 2, < 1
dir. Fakat, bu dizi waksaktir. (d) durumunda n. terimi z, = (—=1)" ve
yn = (—1)"71 seklinde verilen waksak (z,) ve (y,) dizileri icin x, + y, =
0, Tp — Yn = 2, TnYn = Tp/yn = —1 oldugundan, (z, + y,), (Tn — yn),
(xn/yy) dizileri yakmsaktir. (h) durumunda, z, = (—1)", n € N waksak
dizisi ¢in nhl& |z,| = nliﬂrgol =1dir. e

3n?+7n

Ornek 2.1.10 : lim =— """ limitini bulunuz.
n—oo 4n? — 1

Coziim: Verilen dizinin n. terimini

_3712+7n_ 3+%

I"74712—174—#
. LT 1 ;
seklinde yazalm. O halde, lim — = 0 ve lim — = 0 oldugundan Teorem
n—oo 1, n—0o0 T

2.1.9 un (d) 6nermesini kullamrsak

4 lim (3+71) 4
e o _3
e TR T L T im(A- L) 4

n—oo

oldugu elde edilir. ¢

Ornek 2.1.11 : lim — =0 oldugunu gdsteriniz.
n—oo NN

Coziim: Vn > 6 (n € N) icin

3 n 1 n
0< (=) <(=
Gy <)
esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizligin sol ve sag tarafindaki dizilerin (yani (0)

ve (3)" dizilerinin) limiti sifir oldugundan, Teorem 2.1.9 un (f) onermesine

gore lim — =0du. ©

n—oo M
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Ornek 2.1.12 : Vn € N icin ¥, > —1 ve lim x, = 0 olsun. Herhangi

n—00
1

p € N sayse icin lim (1 + 2,)P = 1 oldugunu gdsteriniz.

n—00

Coziim: Eger, Vn € N icin 2, > 0 ise, (bu durumda 1 + z,, > 1 dir) ve

1 1
1< (1+az,)r <((1 +zn)f')p =1+z, =1+ |z,
olur. ¥n € Ni¢in —1 < z,, < 0 ise, (bu durumda 0 < 1+ z,, < 1 dir) ve
1 1
1> (1 +az,)r > ((1 +:1tn)1’)p =1+u,=1— |z,
oldugundan, Vn € N ve Vz,, > —1 icin
1
1—|an| < (14 x,)? <14 |z,

elde edilir. lim z, =0 = lim |z,| = 0 (Bkz. Teorem 2.1.9(h)) = lim (1 —

n—00 n—00 n—oo
|@,]) = lim (1 + |z,]) = 0 olur. O halde, Teorem 2.1.9 un (f) onermesi
geregince

1
lim (1+z,)?» =1

n—oo

oldugu bulunur. ¢
Ornek 2.1.13 : lim (vn? +n — n) limitini hesaplaymaz.
Coéziim: Vn € N icin

S —n— (Vn2+n—n)(vVn>+n+n) n 1

vn?+n+n V2 tntn 14141

1
ve lim — = 0 oldugundan,
n—oo 1

lim (Vn2+n—n) S S

e lim ( 1+ i + 1)

n—oo

elde edilir. o
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Ornek 2.1.14 : a > 1 sayst icin lim /a = 1 oldugunu gésteriniz.
n—o0

Coziim: {/a—1 = a, alalm. O halde, Vn € N icin a;,, > 0 ve Bernoulli

esitsizligi geregince n € N icin
a=(1+a,)" > na,

olur ve buradan da Vn € N icin 0 < «, < e oldugu elde edilir. O halde,
n

lim «, = 0 oldugundan

lim ¢/a = lim (1 +a,) =1
n—oo

n—00

bulunur. ©

Ornek 2.1.15 : lim {/n =1 oldugunu gosteriniz.

Coziim: <{/n—1=q, alahm. O halde, a;, > 0 ve Vn > 2 (n € N) icin
n(n—1
n:(1+an)":1+n.an+”(n27)ai+...+az
n(n—1) ,
> - 7
= p) an,

n na?
dir. Vn > 2 (n € N) icinn — 1 > 5 oldugundan, son esitsizlikten n > 1 L8
dolayisiyla, 0 < o, < % oldugu goriiliir. Buna goére, lim a,, =0 ve

lim ¢/n= lim (14+a,) =1

n—oo n—oo
bulunur. ¢
Ornek 2.1.16 : a > 1 saysy icin lim o 0 oldugunu gdsteriniz.

n—oo "
Coziim: a—1>0veVn>2(neN)icn
—1 i 2
a"=(1+a—1)"> %(a —1)2 > %((1, —1)?

oldugundan, Vn > 2 (n € N) icin

n 4

0< —
~a” " nla—1)2
e 4 . .n
elde edilir. lim ———— = 0 oldugundan, buradan lim — = 0 bulunur. ©
n—00 TL((L — 1)2 ) n—oo "
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Ornek 2.1.17 : a > 1 sayist icin lim

1
8T _ 0 oldugunu gosteriniz.
n

Coéziim: Ve > 0 sayisi verilsin. N tizerinde

log . 1
M<e@n<(a‘)"

oldugu aciktir. a® > 1 oldugundan, bir 6nceki 6rnek geregince lim % =0
aE n

dir. O halde, Teorem 2.1.9 un (g) énermesi geregince Vn > ng (n € N) icin

n

@ <1 veya n<(a)"

log, n

— <€
n

olacak sekilde ng € N sayist vardir. Buradan da Vn > ng icin 0 <
log, n

= 0 oldugu elde edilir. ¢

n—00
n

. 3
Ornek 2.1.18 : lim - = 0 oldugunu gdsteriniz.

n—oo N!

Coziim: Vk > 9 (k € N) icin % <3

3t 3% 33...3 <3£3.3...3
n! 879.10...n 899...9

1 oldugundan, Vn > 10 (n € N) icin

o 38 1 n—_8 o 316 1 n
“5E) s
16 n 3n
oldugu gortiliir. lim ﬁ(g) = 0 oldugundan, son esitsizlikten lim - = 0
n—oo ! n—oo 1.

bulunur. ©

2.1.2 Sonsuz Kiiciik ve Sonsuz Biiyiik Diziler

Tanim 2.1.19 : R icindeki bir (x,) dizisinin limiti sifur ise, (x,) dizisine

sonsuz kiicik bir dizi ady verilir.

Tanim 2.1.20 : R icinde bir (x,,) dizisi verilsin.
(a) Eger, Ye > 0 ve Yn > n. (n € N) icin |x,| > € olacak sekilde ¢ na bagh
bir ne € N) sayist varsa, (x,,) dizisine sonsuz biyik bir dizi denir ve

lim z, =c0 wveya z, — 0o (n €N)
n—oo
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seklinde gosterilir.

(b) Eger, Ve > 0 ve Vn > n. (n € N) icin x,, > € (z, < —€) olacak sekilde e
na bagl bir n. € N sayist varsa, (x,) dizisinin limiti +00(—o00) dur denir ve
lim z, = +o0 (lim z, = —o0) veya x, — oo (n € N) (z, — —o0 (n € N)

n—00 n—00

seklinde gosterilir.

Bu tanim daha kisa olarak su sekilde de yazilabilir.
(a) lim z, =00 < Ve > 0 3In, € N dyle ki Vn > n. (n € N) icin |z,| > ¢
(b) lim z, = 400 &< Ve > 0 In. € N 6yle ki Vn > n, (n € N) icin z,, > €

n—00

(c) limaz, = —oo & Ve > 0 In. € N 6yle ki Vn > n, (n € N) icin
T, < —€.

Teorem 2.1.21 : a € R sayisman (x,) dizisinin limiti olmasy icin gerek ve
yeter sart terimleri oy, = x, — a, n € N seklinde tansmlanan (o) dizisinin

sonsuz kiicik bir dizi olmasidur.
Sonsuz kiiciik ve sonsuz biiyiik dizilerin su 6zelliklerini verebiliriz.

Teorem 2.1.22 : (a) Sonlu sayidaki sonsuz kicik dizilerin cebirsel tolama
bir sonsuz kiicik dizidir.

(b) Bir sonsuz kiiciik dizinin bir simrly dizi ile carpema bir sonsuz kiiciik
dizidir.

(c) Sonlu saydaki sonsuz kicik dizilerin carpima bir sonsuz kiicik dizidir.
(d) Eger, (x,) bir sonsuz kiicik dizi ve Vn € N icin z, # 0 ise (i) dizist
bir sonsuz biiyik dizidir. Ejer, (x,) bir sonsuz biyik dizi ise (zin) dizisi bir
sonsuz kiicik dizidir.

Ornek 2.1.23 : ¢ € R olmak iizere (¢") dizismin |q| < 1 durumunda sonsuz

kticik ve |q| > 1 durumunda ise sonsuz biyik bir dizi oldugunu gosteriniz.

Coziim: Az once, |¢| < 1 durumunda lnn ¢" = 0 oldugunu ve dolayist
ile, (¢") dizisinin sonsuz kiiciik bir dizi oldugunu gostermistik. Simdi |¢| > 1
olsun. Bu durumda, (¢") dizisi icin Tamm 2.1.20 nin kosullarmin saglandigin

gosterelim. Bu nedenle Ve > 0 saywst verildiginde Vn > n. (n € N) icin
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|g"| > € olacak sekilde € na bagh bir n. € N sayisinin varoldugunu gostermek
gerekir.

a > 1 olmak {izere y = log, x fonksiyonu (0, +-00) tizerinde artan oldugun-
dan

lg"| = lg[" > € = log,(lg") > log, €
= n>log, €
bulunur. O halde, n. = [|log, €[] dersek ¥n > n. (n € N) icin (0 < ¢ < [q]

icin n. = 0 oldugundan, ¥n > 1 (n € N) icin) |¢"| > € olur. Tamm 2.1.20

geregince lim ¢" = oo oldugu elde edilir. ©
n—o00

- 1 1 1t 24 (—1)n
Ornek 2.1.24 : n. terimi x, = —, Yp = ——, 2, = (=1) , th + (1)
n n n n
14 (=1)" ) ) .
ve s, = ———— seklinde verilen (), (yn), (2n), (tn) ve (s,) birer sonsuz

n

kliciik diziler oldugunu gosteriniz.

Céziim: Gercekten, herhangi e > 0 sayisi verildiginde Vn > n. = [1] (n €
N) icin |z,| <€, [ya| <€, [2] <€, Vn>n.= [2] (n€N)icin [t,]| <eve

vn>mn,= [2] (n€N)icin |s,| < e oldugu goriiliir. o

Ornek 2.1.25 : n. terimi x, = n, Yo = —n, z, = (=1)"n vet, =
n

PFa s seklinde verilen (x,), (Yn), (2n), (tn) ve (sn) birer sonsuz biyik

diziler oldugunu gésteriniz.

Coziim:  Bir 6nceki érnege gore - = 1, yi =zl L= (’17);7" ve L =

24 (=) T
% birer sonsuz kiiciik dizilerdir. ¢

2.1.3 Belirsiz ifadeler

lim z, =0, lim y, = 0 olmak tizere (z,)/(yn) (yn # 0,n € N) dizisi

(a) Yaksak; (b)  Smurh fakat iraksak;
(¢) Sonsuz kiiciik; (d) Sonsuz biiyiik
(yn) dizileri icin 6rnekler verelim.

olacak sekilde (z,) ve
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1 n
(a) z, = % (a#0), y, = . (n € N) sonsuz kiiciik dizileri icin Z— =a=

x
(—") dizisi yakisaktir ve limiti a dir.
Y

n

(—=1)" 1 NP 3
(b) z, = —>, y, = — (n € N) sonsuz kiiciik dizileri i¢cin —= = (—1)" =
n n Yn
(ﬁ) dizisi simirhdir, fakat raksaktir.
Yn
1 1 1
¢) T, = —, Yo = — (n € N) sonsuz kiiciik dizileri icin In _ 2 = In
50 U c .
) n Y, n Y,
dizisi sonsuz kiiciiktiir. " !
1 (=1 O I
d) z,=—, yo=—— (n sonsuz kiiciik dizileri icin
(d) Y, 57— (neN) kiiciik dizil C
n n
x x
L= (=1)"n = (=*) dizisi sonsuz biiyiiktiir.
yTL y'n/
Boylece, eger, (x,) ve (y,) birer sonsuz kiiciikk diziler ise, In dizisinin
Y- g Y C
n

x
yakinsaklik karakteri tizerine kesin bir sey sOylenemez. O halde, (—") dizisi
yTL

v seklinde belirsiz ifade olusturur denir.

Benzer sekilde

x
(a) Eger, (z,) ve (y,) birer sonsuz biiyiik diziler ise, (=) dizisinin yakimsaklik
Yn
x 00
karakteri tizerine kesin bir sey sOylenemez. O halde, (—n) dizisi —
y'”/ oo

seklinde;

(b) Eger, lim x,, = 0 ve lim y, = oo (veya F00) ise (2p.y,) dizisinin
yakimsaklik karakteri tizerine kesin bir sey séylenemez. O halde, (2,,.y,)

dizisi 0.00 seklinde;

(¢) Eger, lim x, = 400 ve limy, = —oo (veya lim x, = —oo ve
n—oo n—oo n—oo

lim y, = +o0 ) ise, (2, + y,) dizisinin yakinsaklik karakteri {izerine
{o0)

n—

kesin bir sey soylenemez. O halde, (2, + y,) dizisi co — 0o seklinde

belirsiz ifade olusturur denir.
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Simdi belirsiz ifadelerin limitlerinin bulunmasi ile ilgili birkac érnek vere-
lim. Belirtelim ki, belirsiz ifadelerin daha detayli incelemeleri sonraki kesim-

lerde verilecektir.

Ornek 2.1.26 : 0 < a < 1 icin lim [(n+1)*—n"] = 0 oldugunu gosteriniz.

n—o0

Coziim: z, = (n+1)* (n € N) ve y, = n* (n € N) dizileri icin lim z, =

lim y, = 400 oldugundan, (n+1)* —n® = z, —y, (n € N) dizisi icin co— oo

seklinde belirsizlik s6zkonusudur. Vn € N

1

nl-a

0< (n+1)"7n“:n"[(1+%)“71] <n”‘[(1+%)71} =

yazabiliriz. O halde, lim = 0 oldugundan, (gercekten Ve > 0 icin

nl-—a
1
Vn > ne = [|(e)1=2[] (n € N) icin 0 < —— < € dur). Teorem 2.1.9 (f)
n (3
geregince
lim [(n+1)*=n"] =0
bulunur. ¢

Vi /i1

Ornek 2.1.27 : Ty = ————
Vn+1—y/n

(n € N) dizisinin limitini bulunuz.
Coziim: Onceki érnekten goriildiigii gibi, lim (f —Vn— 1) =0 ve

behrsmhk vardir. Dlger taraftan,

_(Wn=vVn-D(/n+vVn-1)(Vn+1+n)
S (Wit l+yn)(Wa+1—n)(Vn+vn—1)

Vntl+yno 1+ +1
Vintvn—1 g, -1

L
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1
dir. lim — = 0 oldugundan,

n—oo N

VI+LE41 dim (1+241)
lim z,, = lim - ===
e L4 /12 dim (144/1-1)
n—oo
2 4
2

bulunur. ©

3
Ornek 2.1.28 : 2, = %(1‘3/ 1+ 2 —1) (n €N) dizisinin limitini bulunuz.

Coziim: lim 3= +0o ve

n—o0

3
lim (1/ 1+ "g = lim n?
e YA+ E) 1+ S+

5
oldugundan, verilen (x,) dizisi icin 0.00 seklinde bir belirsizlik vardir. Diger
taraftan,
- %
B VA S Sy R R ,/1+ ,3/1+ +1

oldugundan,

. 1 1

lim z, = =3

e lim (\3/ (1+T%)2+ {‘/1+T%+1>
bulunur. ¢
.. 12422432+ ... +n?
Ornek 2.1.29 : x, = —= > T T o Ny gizisinin limitini

e
bulunuz.
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Coziim: Vn € N icin

n(n+1)(2n+1)

PP4+22 432+, . +n= 5

1)(2 1
ve lim n® = oo, lim nrt+DEn+1)

n—oo n—oo 6

00 .
dizisi icin — seklinde bir belirsizlik mevcuttur. Ote yandan,
00

= +oo oldugundan, verilen (z,)

nn+1)2n+1) 1 1 1
g = LT ORI S Sy 24 -
n 6n3 6( + n)( + n)

1
ifadesinden goriildiigii gibi lim z,, = 3 dir. ©

Simdi s seklindeki belirsizliklerin limitinin bulunmasinda sik sik kul-

00
lanilan asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.1.30 (Stolz) : lim y, = +oo, (y,) artan bir dizi ve
lim 220 i varsa, lim In i
=0 Yn — Yn—1 n=00 UYn

ay+ ...+ ay
n

Ornek 2.1.31 : lim a, = a ise, lim = a oldugunu gosteriniz.
n—oo n—oo
Coztiim: Stolz teoreminde z,, = a1 +. ..+ a, ve y, = n alwsak, x, — 1z, =

G, V€ Yp — Ypn—1 = 1 oldugundan,

.oar+...+a, . Ty . Ty — Tp—1
lim ———— = lim — = lim ————

n—0o0 n n—00 Yp n=o0 Yp — Yn—1

= lim a, =a
n—o0

bulunur. Ozel olarak, a, = {/n (n € N) dizisi i¢cin lim a,, = 1 oldugundan,
n—oo

T+V2+... + 3
lim M = lim ¥Yn=1

n—00 n n—oo

elde edilir. o
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Ornek 2.1.32 : k € N olmak tzere > seklinde belirsizlik olusturan
00

C 1R b

n €N
]

Zn
dizisinin limiting bulunuz.

Céziim: Stolz teoreminde z,, = 1¥+2% +. .. 4+-n*, y, = n*+! olarak alirsak,

Ty — Tnoy = nF ve

Yn = Yn-1 = nftt — (n— 1)k+1

’ k(k+1 1
— phtl _ [nk+l — (]C + 1)nk + %nkfl N (71)k+1]
k(k+1 ‘
= (k2 %”kil +o— (=DM
oldugundan,
lim z, = lim In lim Ty — Tp—1
o "0 Un n=0 Yn — Yn—1
lim nk )
= lir )
n—:ac k k 1 l
%(k“rl)hk_w"k*1 ++(71)k—] kE+1

bulunur. ©

1.1 +22+ ... +n.n! .. L
+ L 1 oldugunu gésteriniz.

Ornek 2.1.33 : lim
n—oo (n + 1)!

Coziim: Stolz teoreminde x, = 1.1! + 2.2l 4+ ... + n.nl ve y, = (n + 1)!

alirsak ©, — 2,1 =n.nlve y, — Y1 = (n+ 1) —=nl = (n+1).n! —nl = n.n!

oldugundan,
1.1 +22+ ... +n.n! . T, L Ty — Ty
lim = lim — = lim ————
n—oo (n+1)! n—00 Yy =00 Yp — Yn_1
|
= lim 2~ lm1=1
n—oo n.n! n—oo

oldugu goriiliir. ©

.. 1 1 1 1
Ornek 2.1.34 : lim 7(1 +-+-+...+ 7) =0 oldugunu gosteriniz.
n—0oo N 2 3 n
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1 1
Coziim: Stolz teoreminde z,, = 1+ 3 + 3 + ...+ —, y, = n olarak alrsak,
n

1
Ty — Tp1 = — Ve Yp — Yp—1 =1 — (n— 1) = 1 oldugundan,
n

1 1 1 1 n . n — Tn—
lim 7(1+7+7+...+7) = lim 2% = fjm D"t
n—oo n 2 3 n N0 Yy om0 Yp — Ypoy
o1
= lim — =0
n—oo 1

oldugu goriiliir. ©

2.1.4 Reel Say1 Dizilerinin Yakinsaklik Kriterleri

Kesim 1.13 ten goriildiigii gibi R icindeki bir dizinin yakinsadigi nok-
tay1 (veya limitini) bilmeden de asagidaki kriterler yardim ile bu dizinin
yakinsaklik karakteri incelenebilir. (Bkz. Teorem 1.13.19, 1.13.20 ve 1.13.24).

Teorem 2.1.35 : (a) Monoton artan ve tstten sinarl her (z,) dizisi yakin-
saktir ve lim x, = sup R(x,) dir. Ayrica, monoton artan (x,) dizisi tstten
n—oo
stnarsiz ise, lim x, = 400 dur.
n—oo
(b) Monoton azalan ve alttan sinirl her (xz,) dizisi yakinsaktr ve
lim z,, = inf R(x,) dir. Ayrica, monoton azalan (x,) dizisi alttan sinarsiz
n—o0
ise, lim x,, = —oo dur.
n—oo
(¢c) Bir reel sayu dizisinin yakinsak olmasu icin gerek ve yeter kosul onun bir

Cauchy dizisi olmasidir. (Cauchy yakinsaklk kriteri)

Adsagidaki tanmimlarin tekrar ele alimmasi faydal olacaktir.

() bir Cauchy dizisidir < Ve > 0 icin In, € N oyle ki Vn > n.,m >
ne (n,m € N) icin |x, — x| < € dur.

() bir Cauchy dizisi degildir < Je > 0, VN € N icin In > N, Im >
N (n,m € N) oyle ki |x,, — x,,,| > € dur.

Ornek 2.1.36 : ¢ > 0 icin x, = q—' (n € N) dizisinin limitini bulunuz.
n!
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Coéziim: Her n € N icin z,, > 0 oldugu aciktir.

qn+1 q

R P S RIS Rl

neN

ifadesinden goriildigi gibi, Vn > ny = [|¢ — 1|] icin (0 < ¢ < 1 oldugunda
Vn € N icin)

] < 1 oldugundan, z, 41 < x, olur ve buradan da (z,) (n >
ng,n € N) dizisinin azalan oldugu goriliir. (z,) (n > n,,n € N) dizisi azalan
ve alttan simirh oldugundan, lim z, = a sonlu limiti vardir. Simdi bu a
sayisini bulalim. o

lim z, =a= lim 2,1 =a
00 n—oo

n—

ifadesi dogru oldugundan, Vn € Nicin dogru olan z, 1 = ., esitliginde

_4

+1

n — oo iken limit alirsak a = 0.a = 0 oldugunu goriiriiz. Boylece, her ¢ > 0
n

.. . q
sayisi icin lim — =0 diwr. ¢
n—o0 n!

Ornek 2.1.37 : 2, = 0, Tpt1 = V2 +x,, n €N seklinde tanimlanan (x,,)
dizisinin yakinsaklhginy gosterip, limitini bulunuz.

Coziim: Her n € N icin miﬂ =2+ x,, xiH = 2+ x,4; oldugundan,

2 2 _
Typio = Tpyy = Tntl — Tp (21)

elde edilir.

Verilen (1,,) dizisinin artan oldugunu gosterelim. xy = v/2 + 21 = v/2 >
x; oldugu aciktir. Herhangi & € N icin x4y > x;, oldugunu farz edelim.
O halde, (2.1) esitligi geregince xiﬁ > xi+1 olur ve buradan da x4, > 0
ve Zpio > 0 oldugunu dikkate alirsak xpio > x4 esitsizliginin dogrulugu
goriliir. O halde, Tiimevarim yontemine gére Vn € N icin x,+1 > x,, oldugu,
yani, (z,) (n € N) dizisinin artan oldugu gosterilmis olur. Simdi (z,,) (n € N)
dizisinin tistten sinirh oldugunu gosterelim.

Vn € Nicin z, > 0 ve 22 < zi_H =24z, veva 22 — 2, —2 < 0
oldugundan, z,, < 2 olur. Bu ise, (z,) nin tstten sirh olmasi demektir.

Verilen (z,) (n € N dizisi artan ve tstten simrh oldugundan, Teorem

2.1.35 (a) geregince yakmsaktir. lim z, = a diyelim. Vn € N icin z,, > 0
n—oo
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oldugundan Teorem 2.1.9 (e) geregince a > 0 dir. Her n € N i¢in dogru olan

2%, =2+ x, esitliginde n — oo iken limit almrsa o zaman

lim z, =a = lim 2,.; =a = lim :IJZH = lim 2,1 2n11
n—oo n—oo n—oo n—oo

= (lim Tpp1)? =a®

oldugu dikkate alindiginda, a? = 2 +a veya a®> —a — 2 = 0 bulunur. Buradan

da a = 2 oldugu ve dolayisi ile lim z,, = 2 elde edilir. ©

2 1 n . g . . . .
Ornek 2.1.38 : lim (1+ ;) limitinin varlgm ispat ediniz.

n—oo

1
Coziim: z, = (1 + 7)", n € N olmak iizere Yoo > —1 icin dogru olan

n
(14 a)® > 1+ na, n € N Bernoulli esitsizliginden yararlanirsak

o _ (L adg)™ (Ut am) oy oy <n(n+2)"> <n+2>
z, (1+1)" (1+21)" i (n+1)? J\n+1
_ (1_#>”L+2> (I_L)’”Q
(n+1)2) n+1 (n+1)2)n+1
(n*+n+1)(n+2)

=" > 1= 0,41 >,
(n?+2n+1)(n+1) Tt 2

olur. Demek ki, (z,) dizisi artandir.

Simdi (z,,) dizisinin tstten siirh oldugunu gorelim. Binom formiiliinden

faydalanarak
xn:(1+l)":<”>1"+ ”)l+<n>i+...+<n>i+. <n)i
n 0 1/n 2 ) n? k) nk n)nm
:1+1+%(17%)+%(17%)(17%)+ +
+%(17%)...(17’“;1)+...+%(17%). (17”;1)<
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bulunur. ¥n € N icin n! > 27! oldugundan,

1,1 L, 3-0)
yn<2+§+?+...+2n71—2+?
1n—1
_3—(5) <3

elde edilir. Buradan, Vn € N icin #,, < 3 dir. Yani, (z,) dizisinin tstten
smirh oldugu goriiliir. O halde, Teorem 2.1.35 (a) geregince (x,) dizisi
yakinsaktir. Ayrica, Vn € Nicin 2 < 2, < 3 oldugundan, (z,,) dizisinin lim-
iti 2 ile 3 arasinda bir reel sayidir. Bu say1 e ile gosterilir ve degeri yaklasik
olarak e = 2,718281828459045.. ... dir. $u halde, lim (1+ 5" =edir

Genel terimi z, = (1 + %)"H, (n € N) seklinde verilen (z,) dizisi
yakmsaktir ve limiti e dir. Gercekten, z, = (1 + %)n(l +4) =z,(141)
oldugundan,

dm 2 = Jlim 2 (1+3) = fim za(1+3) =

bulunur. ¢

Not: R icindeki bir (z,) dizisnin bir Cauchy dizisi olup olmayacagi
tanimlarini asagidaki sekilde de verebiliriz.

() bir Cauchy dizisidir & Ve > 0 icin 3n. € N oyle ki Vn > n, ve
Vp € Nicin |z,4, — 25| < € dur.

() bir Cauchy dizisi degildir < Je¢ > 0, VN € N icin In > N ve
Jdp € N 6yle ki |24 — | > € dur.

sina sin2a  sin3a sinna
— ot .

Ornek 2.1.39 : a € R icin T, = - . neN
’ 22 23 2n
dizisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.
Coziim: Vn,p € N olmak {izere
sin(n + 1)a sin(n + p)a
sy =l = [ =g+ |
_ L 11 1
Semtotam om0
1 1-4% 1 1

2r

Tl :ﬁ( *g)<27
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1
bulunur. lim o = 0 oldugundan, herhangi ¢ > 0 verildiginde Vn > n, =

1
[|log, 1] icin on <€ olur. Bu durumda, Vn > n, ve Vp € Nicin |,,4, — @, | <
€ = (,,) bir Cauchy dizisidir = (x,,) dizisi yakmsaktir. o

.. 1 1
Ornek 2.1.40 : z, = 1+ 3 + ...+ —, n € N dizisinin waksak oldugunu
n

gosteriniz.

Coziim: n,p € N olmak {izere

1 1 1
-Ln+p_£n—m+n+2+--.+n+p
1 1 1 P
> + o+ =
n+p n+p n+p n+p

oldugu aciktir. Burada p = n alirsak

< n 1
Top — Tp = = =
T T n4n 2

bulunur. Buradan da (z,) dizisinin bir Cauchy dizisi olmadig1 goriiliir.

1
Gercekten, € = 3 >0 ve VN € Nicin n =p = N alrsak

1
“T71+p - ‘Tn‘ = ‘xQn, - zn,' = Top — Tn 2 5

elde edilir. Bu ise, (x,) dizisinin bir Cauchy dizisi olmadigini gosterir. Buna

gore (x,) dizisi waksaktir. o

2.1.5 Reel Say1 Dizilerinin Alt ve Ust Limitleri

Tanim 2.1.41 : (z,,), (z,) dizisinin bir alt dizisi olsun. Eger, lim z,, = a
(a € Ria = 400 veya a = —oo olabilir) ise, a, (x,) dizisinin bir limit
noktasidir denir. Bir baska ifade ile, ejer, a € R noktasian her Ua)
komsulugunda (x,) dizisinin sonsuz sayida terimi bulunuyorsa, a ya (x,)

dizisinin bir limit noktast denir.
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Her ne kadar adlarinda benzerlik olsa da, bir dizinin limit noktasi ile dizinin
limitini birbiriyle karistirmamaliyiz. Bunun ile ilgili asagidaki teoremleri

verelim.

Teorem 2.1.42 : Eger, (x,) dizisinin limiti a ise (o € R, a = —oco veya

a = +oo olabilir), (x,) dizisinin her (v,,) alt dizisinin de limiti a dor.

Bu teoremi daha kisa olarak su sekilde de verebiliriz.
lim 7, =a € R (R =RU{—0c0, +o0} & (z,) nin her (z,,) alt dizisi icin
n—oo
lim x,, =a di.
n—oo
Teorem 2.1.42 den de goriildiigii gibi limiti (sonlu veya sonsuz) olan bir
dizinin yalnizca bir tane limit noktasi vardir ki, bu da dizinin limitinden
baskasi degildir.
Herhangi bir (z,,) dizisinin limit noktasi var midir sorusuna asagidaki

teorem evet cevabim vermektedir.
Teorem 2.1.43 : Her reel say dizinin R de en az bir limit noktas: vardar.

Sinirhi reel say1 dizisi icin Teorem 2.1.42, Bolzano-Weierstrass Teoremi olarak

adlandirilir ve asagidaki sekilde yazilabilir.

Teorem 2.1.44 (Bolzano-Weierstrass) : R icindeki her sumirl dizinin

yakinsak bir alt dizisi varder.

Tamm 2.1.45 : R icinde bir dizi (z,) ve Z = {z € R : z, (x,)nin bir limit
noktasidur} olsun. (Teorem 2.1.43 e gore Z # 0 dir.) L =sup Z vel =inf Z
biyikliklerine, sirasu ile (xy,) dizisinin dst limiti ve alt limiti denir ve

L= lim z, wveya L =limsupz,

[ = lim z, weyal=Iliminfz,

n—00

ile gosterilir.

Her (z,,) dizisi icin [ < L ( veya lim , < lim z,) oldugu aciktir.
et nooo
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R icinde herhangi bir (z,,) dizisi verilsin. ((z,) smirh veya sirsiz ola-
bilir). ¥n € N icin
I, =inf{zy : k >n} =inf{z,, zp1,...}
L, =sup{xy, : k > n} = sup{z,, Tpi1,...}
diyelim.

Teorem 2.1.46 : [ = lim [, ve L = lim L, dir.

n—oo

Teorem 2.1.47 : R icinde bir (x,,) dizisi icin

lim z, =a < lim x, = lim x, =a dir.

n—00 n—oo n—oo

Tanim 2.1.48 : R icinde bir (xz,) dizisi verilsin. Eger, Yn € N icin (x,,)
dizisinin T, < X, (T > xp,) olacak sekilde bir x,, terimi varsa, x,,, (x,)
dizisinin en biyik (maksimal) (en kicik veya minimal) terimidir denir wve

Tny = Max(xy) (Tn, = min(x,)) seklinde gosterilir.
Lemma 2.1.49 :Eger, (x,,), (x,) dizisinin bir alt dizisi ise,

lim z, < lim x,,

n—00 k—o0
dir.
Lemma 2.1.50 :Herhangi bir (v,) dizisi icin lim (—z,) = — lim x, ve
P n—0o0
lim (—z,) = — lim z, duw
n—o0

n—oo

— 1
Lemma 2.1.51 :Her n € N icin x, > 0 olmak tzere lim z,. lim — =

n—oo n—00 Tp,

— 1
lim z,. im — =1 dur.

n—eo n—oo Tn

inf(z,) = inf R(x,), sup(z,)=supR(x,), lLm z, ve lim x, ni bulunuz.
n—oo

n—00

3 3
Coziim: (z,) dizisinin zop_1 = 2+ w1 ve Top = —2 — % olmak iizere
(ak—1) ve (wgy) alt dizilerini gozoniine alalim. (xox_1) dizisinin azalan
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(29x) dizisinin artan ve Vk € N icin @y < xop—1 oldugu aciktir. O halde,

xp, dizisinin biitiin terimleri (zo_1) ve (xg;) alt dizilerin terimleri icinde bu-

lundugundan,
3 7
inf(xz,) = inf R(zox) = 20 = —2 — 5= "5
sup(z,) = sup R(zgp—1) =21 =2+ 3 =15,
lim 2, = lim z9, = —2, lim 2, = lim 291 = 2

elde edilir. ©

Ornek 2.1.53 : z, = 1+ 18 o, n € N olmak dizere (x,,) dizisi icin
n R
inf(z,) = inf R(x,), sup(z,) =supR(z,), lm z, ve lim z, ni bulunuz.
4k —2 4k
Coziim: (x,) dizisinin x40 =1— ——, 291 =1l ve zy, =1
Cozim: (x,) dizisinin 4o 1 Toh_1 ve Ty + Py

olmak tizere (T4—2), (Tox—1) ve (x4x) alt dizilerini gozoniine alahm. (z4,_2)

dizisinin azalan (x4;) dizisinin artan ve Vk € N icin @yp_o < Top—1 < Tap

oldugu aciktir. O halde,

4k — 2
inf(z,) = lim 2, = lim 24 » = lim (1 — —0,
inf(en) = lmn 0 = lim @ = Jim (1= =) =0
sup(z,) = lim z,, = lim 24 = lim (1+ Ak ) =
Pldn _n,ﬂoo n_kﬂ:lezlk_k‘»oo 4k7+1

bulunur. ©

. 111317 1 2"n—1
Ornek 2.1.54 : YT R
lar kimesini bulunuz.

s ... dizisinin Z limit nokta-

1 A
Coziim: Verilen dizinin xg) =on ve mg) =51 olmak iizere iki yakinsak

(3321 )) ve (xg)) alt dizilerini gozoniine alalim. Bu dizilerin limitleri

1

i ) — ljm — =
g = Mg =0

n 1
g = i o = g =
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verilen dizinin birer alt limitleridir. Diger taraftan, verilen dizinin her yakinsak
alt dizisi, (rg,l)) ve (x,(?)) dizilerinin alt dizileri oldugundan verilen dizinin 0
ve 1 den baska limit noktasi olamaz. Demek ki, verilen dizinin limit noktalari
kiimesi Z = {0,1} dir. ¢

(i) Z limit noktalar: kimesini;

(i1) lim x, ve lim z,, limitlerini bulunuz.
n—oo

n—00

Coziim:

(i) Vn,p € Nicin sinn® = sin(360°p+n°) oldugundan, 0, & sin 1°, £ sin 2°,
..., %sin89° %1 sayilar (x,,) dizinin terimleri arasinda sonsuz sayida
tekrarlanmaktadir. O halde, bu sayilar (z,,) dizinin birer limit nokta-

laridir.

Hera & {0,£sin1° £sin2,..., sin89° +1} sayisiun dyle U, (a) kom-
sulugu bulunabilir ki, (z,) dizinin biitiin terimleri bu komsulugun di-
sidadir. O halde, () dizinin limit noktalarmm kiimesi

Z ={0,£sin1° +sin2° ..., +sin89° £1} dir.

(ii) inf Z = —1 ve sup £ = 1 oldugundan, lim sinn® = —1 ve

n—oo

im sinn® =1 dir
n—oo

Ornek 2.1.56 : 0,1,-,-,=,~, > = 2 2 = = dizisinin
23°3°44°5555 6

(i) Z limit noktalar: kimesini;

(i) alt ve st limitlerini bulunuz.

Coziim: (i) Va € [0,1] rasyonel sayis1 verilen (x,,) dizisinin bir terimi

oldugu agiktir. Yo € [0,1) ve yeteri kadar biiyiik m dogal sayist

a -+ <1

n—+m
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esitsizliginin Vn € N icin saglandigr da aciktir.

Vn € Nicin (x,) dizisinin terimleri icinde

a<r, <o+
n+m

olacak sekilde bir r, rasyonel sayisi vardir.

Baska bir ifade ile her a € [0, 1) saysim her U () komsulugunda [0, 1)
araliginin sonsuz sayida rasyonel noktasi bulunur. O halde, lim r, = «
dir ve dolaywsiyla, «, (z,,) dizisinin bir alt limitidir. « =1 bgr;ogr sekilde
incelenebilir. Béylece, (x,) dizisnin limit noktalarimn kiimesi Z = [0, 1] dir.

(ii) lim 2, =inf Z =0 ve lim z, =sup Z = 1 dir. o

Ornek 2.1.57 : Teorem 2.1.46 dan faydalanarak
(i) w, =nV" n €N olmak dizere () dizisinin,
(it) yo =n, n € N olmak tzere (y,) dizisinin

alt ve dst limitlering bulunuz.

Céziim: (i) Vn € Nicin I, = inf{z, 1 k > n} = inf{k(-Y" 1k >n} =0 ve
L, =sup{zy : k > n} = sup{kC" . k > n} = +00 oldugundan,

lim z, = lim inf{z) : k >n} = lim 0 =0,
n—oo n—00 n—o0

lim z, = T}Elolo sup{zy : k > n} = TLILI&(JrOO) = +oo

n—oo

bulunur.

(ii) Vn € Nicin inf{y; : & > n} = n ve sup{yx : k > n} = +oo oldugundan,
lim y, = lim inf{y; : & > n} = lim n = 4o0,
—00 n—o0 n—00

lim y, = lim sup{y : k > n} = lim (+00) = +o0

n—oo

bulunur. ©
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2.2 Cozimli Problemler

(=)™ +10
(1> (a) Tn = m
(b) yo=In(v2n2+1—-n)—In, neN

dizilerininin smirli olduklarini gosteriniz.

,neN;

Not: Smirh diziye verilen Tanim 1.13.15 e denk olan asagidaki tanimi
da verebiliriz. R icindeki (z,,) dizisi smirhdir < 3M > 0 éyle kiVn € N
icin |z,| < M dir. e

Coziim:

(a) Vn € Nicin [(=1)"n+10] < |(=1)"n|+10 =n+10ve vVn?+1>n
oldugundan, Vn € N icin

—1)" 10 10 10
|.q;n\:|( J'nt10 n+10_ ) 10y
Vn?+1 n n

bulunur. Dolayisiyla, (x,) dizisi simirhdir.

(b) ¥n € N icin

Yo =Inn(y/2+ 5 —1)—Inn=In(y/2+ 5 - 1)
0<V2-1</2+45-1<v3-1

oldugundan, Vn € N icin

ve

ln(\/i -1)<y, < ln(\/g —-1)
bulunur.

Buna gore, (y,) dizisi ssmrsizdir. ©

Not: R icindeki (z,,) dizisi smursizdir < VM > 0 icin 3N € N dyleki
|an| > M dir. o
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3 =2

2 n — COS""T‘ N‘ b P n — s
(2) () z, =n , neN; (b) v, 1

dizilerinin smirh olup olmadigini inceleyiniz.

neN

Céziim: (a) k € N olmak iizere xa, = (2k)°*2™ = 2k ve zop_y =
(2k — 1)°Ck=Dm — (2k — 1)~! bulunur. Buradan, Vn € N icin z,, >
0 = (x,) dizisi alttan smirhdir diyebiliriz. Ote yandan, her M > 0
sayist verildiginde N = [[ ] + 1 dogal sayisi icin zyy = (2N)*$2V™ =
2N > M = (z") ustten sirsizdir.
(b) Vn € Nicin
3t =2 §)"1 - (%)n > (é)"l _§ _ 2(%
1+ —'2 1417 9%2

Yn = )n >

( L
2n+1 2 3
oldugundan, (y,) dizisi alttan siirhdir. Herhangi M > 0 sayis1 ver-
ildiginde N = [| log% (24)]] + 1 dogal sayisi icin yy > g(;)N > M=
(yn) dizisi Gstten sirsizdir. ©

2 100™
(3) (a) x, = Z—, n € N; (b) v, = TR eN

n
dizilerinin minimal ve maksimal terimlerini varsa bulunuz.

Coziim: (a) Vn >3 (n € N) icin
Lp41 1 1

=-(1+-)7<1
Ty, 2( Jrn)

oldugundan (z,,) (n > 3) dizisi azalandir. O halde

max(z,) = max{x, 2,03} = 13 = 3 dir. Minimal eleman yoktur.

Ynt1 100
b -
(b) Y, n+1

Jn
artandir. Dolayisi ile,

= (y,) n > 99 icin dizi azalan, 1 < n < 99 icin de

1001 100%
1000 99!

max(y,) = Y100 =

elde edilir. Minimal eleman yoktur.c
n2
“4) (a) =, = arl " € N dizisinin artan;
(b) a > 0 icin y; herhangi pozitif bir say1, y,+1 = %(yn + ’13)7 neN

n
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olmak tizere (y,) (n > 2) dizisinin monoton azalan;
1
() 21 =3, 2041 = 523 — 1, n € N olmak tizere (z,) dizisinin artan

olduklarini gosteriniz.

- 1 1 3
Cozim: (a) z, =1-— iy Ve e = 1-— e oldugu
1 1
ktir. Vi N ici 1)2 2 — < — n n
aciktir. Vn € Nicin (n+1)? > n é(n+1)2<n2éx+l>l =

(2,,) dizisi artandir.

(b) Vn € Nicin y, > 0 oldugu aciktir. Vn > 2 icin y, > /a oldugunu
1

gosterelim.  Gercekten, her ¢ € (0,+00) icin gecerli olan ¢ + n > 2

esitsizliginde ¢t = I > 0 olarak alirsak

Va

Yn Va Va  yn Va
—2>2=Y1=—(—F >
Va Ty, 22T =g (Gt 2 Ve

oldugu anlagilir. O halde, Vn > 2(n € N) icin

Ynp1 1 a 1
=1+ =5) <=1+ =1=yp1 <y,
" 5( +y%)_2( +1) Yos1 <Y

dolaysiyla, (y,,) (n > 2) dizisi monoton azalandir.
(c) n=1ic¢in z =3 > 3 diir. Herhangi n =k > 2 sayis1 icin z; > 3

olsun. zy1; > 3 oldugunu gorelim.

1 1, . 1
Zrpy1 — 3= Ez;‘; —4= 5(zﬁ = 8)=5(u - 2V2) (2 +2v2) > 0
ve buradan z;41 > 3 oldugu anlasihr. O halde, Matematik indiiksiyon
1
yontemi geregince her n € N icin z, > 3 dir. z; = 3,29 = 532 —
1=235= 2—2 =0,5>0 dir. Herhangi n =k > 2 sayis! icin
Zk+1 — 2z > 0 olsun. O halde,

2 2
22511 = 2 — 2, 22k42 = 2y — 2 = 2(Zhy2 — Zhy1)

=21 — 2 = (Zha1 — ) (Bk1 + 2) > 0= 240 — 241 > 0

ise (Matematik indiiksiyon yontemi geregince) (z,) dizisi artandir. ©
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(5) Limitin tanimim kullanarak asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

5n® — 3n? 2"+ T7.6"
() Jim 2T =5 () Jm T =T
n—oo M n—oo 3" 7
T iy 2
(¢) lim % =0; (d) lim log,2=0.

Coziim: Herhangi bir € > 0 sayis: verilsin.

()

}5713—3712 |7\—3n2—5\73712+5
n3+1 Tond4l mdil
3+% 3+5 8 8
=—7" < =—<een>—
n+ .3 n n €

8
olur. O halde, n = [=] (n.=0,¢ > 8 ise) olmak tizere Vn > n, icin
€

‘5713 — 3n? 5| < e lim 5n3 — 3n? 5
_ € - =
nd+1 n—oo nZ41
bulunur.
(b)
2" +7.6" |- 2" —73" 7-(3)"
3n + 6n - 3n + 6n - 1 + 2n

< l <e&n>lo 7
2 827
7 . .
olur. O halde, n. = [|log, 5\] (ne = 0,e > 7 ise) olmak fizere Vn > n,
icin
}2" +7.6"

T 6 —7| <e= lim

n—oo 3" 4 6N =
bulunur.

()

V/n? sin n?

n+1

= V/n2|sinn?| - Vnr 1
Ton+1l

=>n > —
3
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1
olur. O halde, n. = [||] (nc = 0,¢ > 1 ise) olmak iizere ¥n > n, icin
€

3, . 3 .
V/n?sinn? . n2sinn?
|7| <ée= lim — =0
n—+1 n—oo N+ 1

bulunur.
(d) Yn > 2(n € N icin)

1 1
|log,2— 0| =|log, 2| = T<e®n>26
21

1

olur. O halde, n, = [|2¢]] (n. = 1,e > 1 ise) olmak iizere Yn > n, icin
|log, 2| < e= lim log,2 =0

bulunur. ¢

= (0,5)(=D"=bn pn € N dizisinin 1raksak oldugunu gosteriniz.

Coztim:  Herhangi a # 1 sayis1 (z,) dizisinin bir limiti olamaz.
-1
Ciinkii, ¢ = L2| > 0 olmak iizere (x,) dizisinin g, = 22%#~1 >
a—1
1+ ! 2 | olacak sekilde sonsuz sayida terimleri a # 1 noktasinn U (a)

komsulugu disinda bulunmaktadir. @ = 1 noktas1 da (z,,) dizisinin bir
limiti olamaz. Ciinkii, @ = 1 noktasmmn, érnegin, Ui (1) komsulugu
disinda (z,) dizisinin sonsuz coklukta terimleri (tek indisli terimleri)
bulunmaktadir. Boylece, Tanmim 2.1.2(b) geregince (z,,) dizisi rak-
saktir. o

Teorem 2.1.9 u ispatlaymiz.

Cozim: (a) Ricinde (z,,) yakinsak dizisi icin lim z, = a, lim z, =

n—oo

n—00

la —b]

bvea # bolsun. e = > 0 alalm. Tanmm 2.1.1. geregince

lim z, = a = 3n. € N dyle ki Vn > n! icin z,, € U(a) olur. hm T, =
n—o0

b = 3dn! € N oyleki Vn > n! icin z, € Uc(a) bulunur. o halde

= max{n/,n!} olmak {izere Vn > n, icin z,, € U.(a) ve z;, € U.(b) =
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Vn > n. icin @, € U(a) N U(b) olur. Uc(a) NU.(b) = @ oldugundan bu
miimkiin degildir. Elde edilen celiski @ = b oldugunu gosterir.

(b) (z,) yakinsak bir dizi olsun. Limit tamminda ¢ = 1 > 0 alisak
yliﬂm T, = a = Iny € N oyleki Vn > ny icin |z, — a| < 1 veya |z,| <
ra\oj-l olur. M = max{|z],..., |z, ], [a| + 1} > 0 says1 ve Vn € N icin
|z,| < M dir. Dolayisiyla, (z,) dizisinin simrh oldugu anlasilir.

(c) lim z, = dved# 0olsun. Budurumda, lim z, = dise e = — >
0 icin In, € N dyleki Vn > n, icin |z, —d| < e dir. O halde, Vn > n.icin
|d|

lzp| = |d+ 2z —d| > |d| = |z, —d| > |d| — € = 5 olur. Dolayisiyla,

|d|

Vn > n, icin |z,| > o dir.
(d) Onermeyi (xn/yn) dizisi icin ispatlayalm. (c) ye gore lim y, =
n—oo

14

b # 0 ise In, € N oyle ki Vn > ny icin |y,| > 3 dir. Herhangi ¢ > 0

sayist verilsin. Tanmm 2.1.1 geregince lim @, = a ise In, € N 6yle ki
n—oo

Vn > nlicin |z, —a| < — | | dir. 1Lnolo z, = bise In! € N 6yle ki Vn > n!
. elb \ .

- b < ———— dir. n, = ,n.,n’} olsun. O hald
icin |y, — b| el + 10D ir. me = max{ny, n.,n/} olsun alde,
Vn > n, icin

bx,, — ay a
D )= P < o —al + =)
[9n [o]
2 f\b\ 2al e|b|2 € €
—— < -+ -=c¢€

1Bl 4 " bR d(fal +]B) ~ 2 7 2

. X .
bulunur. Bu da lim =% = — oln1a51 demektir.
n—o0 y7L

(e) lim a, =a, lim b, =bvea < bolsun. Herhangi c € (a, b) sayisim
n—o0 n—oo
gozoniine alalim. Tamm 2.1.1 geregince lim a, = a ise In. € N dyle
n—oo

ki Vn > n! icin |a, —a| < ¢ —a veya —c + 2a < a, < ¢, 711er3an =b
ise In! € N &yle ki ¥Yn > n! icin |b, — bl <b—cveyac<b, <2b—c
bulunur. ng = max{n’,n"} olsun. O halde, ¥n > ng i¢in a, < ¢ < b,
olur.

(f) Gercekten, eger, a > b ise (e) ye gore ¥n > ng icin a, > b, olacak
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sekilde bir ny € N sayis1 vardir.
(g) 72115[010 xn, = aise, Ve > 0 icin In, € N oyle ki Vn > n, icin |z, —al < €

dir. Ote yandan, her z,y € R sayilar1 icin ||z| — \y|| < |z —y| esitsizligi

dogru oldugundan, Vn > n. icin ||z,| — |a|| < |z, — a| < € bulunur.
Buradan, lim |z,| = |a| elde edilir. ©
n—so0

(8) Asagidaki limitleri hesaplayimiz.

n?—n 2 —4An? -1
; (b) lim —————;

(a) lim

n—oon — /1’ 5 o n2+3‘—n ’
l—n-—mn 10" + n!
lim ———; (d) lim ——;
© G WM e
. 2n+1s ) n 2n
1 (1 —_ — ;
(€ Jim Gr—5)% O lm Cog =557
n—1
lim (—+—+... ;
“ RLHOIO(?Z +2n2 3 ' " )’1 n—1
(h) lim |7_7+7_+.“+(7)7n|;
s -1
(i) lim ( - )E
n—oo TL2+11 ni
) lim (—(—m—mt+ —+... + —);
W ’HOQ(\/leJrll Vn?+2 ) \/n2+n)
k) li —t— 4. );
(k) Jlim (75 + 55+ + (2n—1)(2n+1))’
Wiim (343, oL
oo g T2 T s T T w0

(m) T}glolc (\/5\4@ .. 2{1/5)

2 —
Coziim: (a) lim T im (= vn)(n +v/n) == lim (n+
n—oo 1N — +/N n—oo n — \/ﬁ n—00

Vi) = +00 .

. 2n—+4n? -1 . 2n = VAR —1)(2n+ V4n? — 1)
(b) lim = lim

n—oo \/p243—n  nee (Vn?2+3—n)(2n+ V4n? — 1)

~ lim vni+34n
n—oo (v/n? + 3 —n)(vVn? 4+ 3+ n)(2n + V4n? — 1)
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: Lo+l 141 1
= lim _ L
A 3(2+m) 32+V4) 6
1—n—n° L1l 1
i - -1 n_on? C
(c) s (Bn+1)3 e (3+ 1) o7
10" ! 1 (14 107
(d) lim tn - = lim PESLS ' ;) o,
n—oo 2" 4 (n 4+ 1) n—oo 1+ .55 1
21 1.: oI+ 1. 241, 9.
© Jim (575" = (i 5" = (i 578" = ()
(f)
. n? 2 ) " — 6n2
lim ( - ) = lim
n—oo ‘n? + 3 2n+1 n—oo (2n+1)("2+3>
1-8 1

n

= lim ———*—— = — .

-1
(g) 1—',—2-}-...—',—71—1:%oldugundan7
I (1+2+ +nfl) I 1+42+...+n—-1
m | — — = m ——F
n—oo ‘n2  n? n? n—oo n?
, 1) 11, 1
= e = im0 =3
W) o=t 2.3 LD 1-243 - 4 ()"
" on n n

olsun. O halde, n = 2k ise,

_(1=-2)+B-4+... +(2k—-1-2k) -k -1
o= BT Tok T 2

olur. Eger, n = 2k — 1 ise,

1-2)+B—=4)+...+[(2k—-3)—(2k—2)]+ (2k — 1)
2k — 1

Tok+1 =

(k—1)+ (2k — 1)
2k — 1
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olur. Buradan, bulunur. Buradan da lim . lim - 1 olmasi ne-
n—oo\/p24n  n—o/n? 41
1 ok i deniyle Teorem 2.1.9 un (f) sikki geregince lim x, =1 olur.
_1\n—1, =, n= 1se, oo
nonon n , n=2k—1ise
% — 1 IR IO LI
1.3 35 777 (2n—=1)(2n+1)
oldugu bulunur. R icindeki herhangi (a,,) dizisi icin 1 1 1 1 1 1
“all- gt Gt G )
lim ag, = li 1= lim a, =
Jim = Jitn osecs = Jimg = Lo b
2 2n +1
6nermesi dogru oldugundan (ispatlayiniz) oldugundan,

1 2 3 (=1)""'n . 1 1 1 1 1 1
lm |———+—-——+4+...+ ——| = lim |z,| = li 44— )= lim =(1— [
7Hoo|n non n | nﬂoc| | . nglolc(l.S TR (2n — 1)(2"+1)) "5202( 27l+1) 2

nh_,ngo |21| = T}l_,nolo |21 = 2 elde edilir.1 5 s on 1
bul 1) z,= 3 + 2 + % +...+ n2; olsun. O halde,
ulunur.
(i) Vn e Nicin 1+3+5+...+ (2n — 1) = n? oldugundan, . 1T 71+(3 1)+(5 3)+ +<2n—1 2n—3, 2n-1
f =yt Gt G o)t ) — S
5 143+--+2n—-1) 2n+1 _ n? 2n+ 1 1 1 1 1 m—1
Jim ( n? ) = Gy ) =5tGtet - tom) - S
4_ 903 _ 2 oo
= lim » 2ol ve buradan da
n—00 ’ILZ(TL2 + 1) 1
1—2_1_2 L o 1 1 2n—1 l—5= 2n-1
= Jim g =1 R T A T L i 7
n2
olur. Buradan,
bulunur. L ! 1
i) . = l—5r 201
() zn m.Jr n2+1+...+ o olsun. Vn € N ve T}LH;CI”:JE];(1+ 1_211 _ ngn )
Yk e{1,2,...,n} icin 2
) C . 1 2n —1
1 1 1 :hm(1+272n727 o )
< < e ' '
= = 1
N N N V| = lim 3 — lim o2 2 lim 22 + lim o = 3
n—o0 n—oo 2N~ n—oo 2" n—oo 2™
esitsizligi dogru oldugundan, I — o 1 1 ,
n n (m) V2.v2.9/2... %2 =22tait-tar = ol7an = - ve Vn > 2

L - I
vn24+n T n?+1 (2)>
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icin

2= () = (14 @F ) > (1+ (27 — D))"

1 1 1
=1+n(22" —1)+.. (22771)>n(2771)é
0<22”—1<2:> lim 22" =1=

2
lim (V2.V/2.9/2... %/2) = lim =2

n—oco (2)27
bulunur. ©

Toerem 2.1.21 i ispatlaymiz.

Coziim: lim z, = a = Ve > 0 icin In, € N dyle ki Vn > n.(n € N)

n—0o0
icin |z, —a|l < e = ¥n > n(n € N) icin |a,| < € = lima, =0
n—o0

dir. lim o, = 0 = Ve > 0 icin In. € N dyle ki Vn > n. (n € N) icin
n—o0
|a,| < e=Vn>n, (n.eN)icn |z, —a| <e= lim z, =a dir. ©
n—0o0

Asagidaki Teiblitz teoremini ispatlayimiz.

Eger,
(a) Pk >0
(b) Z P, ke = 1 5
k=1
(c) Her sabit k icin lim P, =0
(d) lm z,=a
kosullar1 saglanirsa, ¢, = Z Purzi, n € N olmak tizere (t,) dizisi

yakimsaktir ve lim ¢, =a dlI‘

Coziim: (d) kosulundan 3N = N, € N dyle ki Vn > N (n € N) icin
|z, —a] < § olur. () dizisi yakmsak oldugundan smirhdir. O halde,
her n € N icin

|xn| < M, |xn —al <2M
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olacak sekilde M > 0 sayis1 vardir.
(c) kosulundan ise, In, > N(n, € N) dyle ki Yn > n, (n € N) icin

€
Pnk<m7 k=12,...,N

olur. O halde, (a) ve (b) kosullar1 kullamldiginda her n > n’(n € N)

icin
n n n n
‘ ZPnk,rk — a| = | ZPnkxk — ZP"ka| = | ZPnk(xk — a)|
k=1 k=1 k=1 k=1

n
< ZRMI/« —a| = Pulzri —a|l+...4+ Puvley —al+

+ Poniilong *a\ + ...+ Pulz, —al

NWQM +35 (P"N+1 +...4+ pn")

<-+-=c¢
2 3+ 2= ¢
oldugu gortiliir. Dolayist ile,

lim ¢, = hm Z Px.=a

n—00
k=1
dir. o
(11) Asagidaki 6nermelerin dogru oldugunu gosteriniz.

(a) (z,) yakinsak bir dizi ise,

1
gn:;($1+~~~+1n)7 neN

olmak tzere (&,) dizisi de yaksaktir ve lim &, = lim x,, dir.
n—oo n—o00

(b) Her n € N icin y,, > 0 olmak fizere (y,) yakinsak bir dizi ise,

n
n=———"—"+ neN
mEILTAT

Y1 Yn

olmak tizere (v,) dizisi de yakinsaktir ve lim v, = lim y, dir.
n—oo n—oo
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(c) lim y, = o0 ise, lim 7, = o0 ve lim ute ot +oo dir
n—00 n—oo n—00 n
- . 1
Coziim: (a) limz, =aolsun. Py =— (neN, k=1,2,...,n)
n—o0 n

dersek, t, = Y P = & olur. Py ve (x,,) icin problem 10 un tiim

k=1
kosullar1 sagladigindan,

lim &, = lim t, =a = lim z,

n—00 n—o00 n—00

olur.
(b) lim y, = b olsun.
n—oo

Pnk:lyikl (n€N7k:1727'“7n)7 Tp = Yn

dersek t, = > Pentr = Y, Pinyr = v olur. O halde, problem 10 un
k k

=1 =1
tiim kosullar1 sagladigindan

lim v, = lim ¢, == lim z, = lim y, = b
n—oo n—0o0 n—0o0 n—oo
olur. olur. | |
(¢) lim — = 0ise lim — = 0 oldugunu gorelim. P, = — (n €
n—00 Y, n—o0 n
1 " 1,1 1
N, k=1,2,...,n), &, = — dersek t,, = > Pepap = —(—+...+—) =
Yn k=1 n Yy Yn
1 1 1
— olur. O zaman, lim — = lim ¢, = lim z,, = lim — = 0 bulunur.
/’I'L n—oo ’\/,n n—oo n—oo n—oo yn
. . 1
lim o, =0 < lim — = o0
n—o00 n—00 (¥,
oldugundan,

1 1
lim y, =400 = lim — =0= lim — =0= lim v, = +o0
n—o0 n—oo Y, n—00 Yy, n—00

dur. o
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Her n € N icin x, > 0 olmak iizere (x,) yakinsak bir dizi ise,

lim /z1.25.... 2, = lim x,
n—oo

n—o0

oldugunu gosteriniz.
Coztim: Her n € N icin

n

In = = gn

=—— <
I =
Ty toot Tn
esitsizligi dogru ve lim v, = lim &, = lim z, oldugundan, Teorem
n—oo n—oo n—oo
2.1.9 (f) geregince
lim /zi.29.... 2, = lim z,
n—0oo n—oo
dir. ©

Her n € Nicin z,, > 0 ve lim
n—o0 Tp_q

lim /z, =a

n—o00

= a olsun. Bu durumda,

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Problem 12 den

. . , ; . Tn
lim ¢z, = lim p/x;225 2o = Jim
n—00 n—00 1 T2 Tn—1 Nn—00 Tp_ 1

bulunur. ©
Teorem 2.1.30 u ispatlayimiz.
- . Yk — Yr—1
Coztim: [ sonlu bir say1 olsun. 29 =yp =0 ve Py, = ——— (n €
Yk
Nk =1,2...,n), X, =21 () ¢ N) dersek, Py ve X,, Prob-
Yn = Yn-1
n x/n
lem 10 un tiim kosullarim saglamaktadir. Ayrica, t, = > Py Xy, = —
k=1 Yn
dir. Demek ki, lim In _ lim ¢, = lim X, = lim ) l
olur.o
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(15) p € N olmak {izere asagidaki eseitliklerin dogru oldugunu gésteriniz.

1P +2P . 40P 1

li - Tt - .
(a) Jim, " STT
LR A 1
(b) lim (M,L):,;
n—o0 np p+1 2
(© m1P+3p+.,.+(2n+1)P_ 2p

n—00 nptl Top41
Coziim: Stolz teoreminden faydalanarak (c) nin dogrulugunu gosterelim.
(a) ve (b) nin dogrulugu benzer sekilde gosterilebilir.
Xy = 1P4+3P+. ..+ (2n+1)? ve y,, = nP*! olarak alirsak her n > 2 (n €
N) icin

Tp — Ty (2n+1)P

Yo — Yot mPTL— (n — 1)t

nr(1 4 Ly
nptl— [Pt — (p 4 1)np + @npfl — 4 (—1)pHY
(14 £)p
1 D
(p+1) = B2 (-1

n n

olur. Buradan,

LIP3+ (2n4 1) L Ty .
lim = lim — = lim
n—o00 nptl n—oo Y, n—00 Yy — Yn_1

20(1+ 4y

Lpn — Tp—1

= lim
n—oo (p41) — 2EPL 4 4 (1L
op
T p+1

bulunur. ©

1 1 1
(16) @ =1+ -+ -+ ...+ o Inn, n € N olmak iizere (z,,) dizisinin

yakinsak oldugunu gosteriniz.

1 1 !
6ziim:  rpp — o = —— — I+ 1) +lnn = —— —In(l + —
Coziim: 7, — 1z, ] n(n+1)+1Inn il n(l+ n,)
ve her n € N icin
1 1
n+1 n( +”) n 22
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esitsizligi dogru oldugundan, her n € N icin x,,; < z,, olur. Demek ki,
(xn) dizisi azalandir. Simdi dizinin alttan sl oldugunu gosterelim.
(2.2) den dolay: her n € N icin

1+1+1+ +1 1
To,=1l+-+-+...+-—Ilnn
2 3 n
>h(1+1)+In(1+3)+... +n(l+1)—Inn
. +1 1
@234 el o T >0
n(235 ) = n n+1

olur. Bu ise, (z,,) dizisinin alttan siirh olmasi demektir. O halde,

Teorem 1.13.20 geregince (x,,) yakmsaktir. Eger, lim x, = ¢ dersek

n—oo

Teorem 2.1.21 geregince () sonsuz kiiciik bir dizi olmak iizere
1 1
T,=14+-+... +——Inn=cta,
2 n

veya lim «, = 0 olmak {izere
n—o0

1 1
1+5+...+f:c+lnn+an (2.3)
n

seklinde yazabiliriz. Burada ki ¢ = 0,577216... sayis1 Euler sabiti
olarak isimlendirilir. ¢

1 1
’LILHOIO (n 1 + s +...+ %) hesaplayiniz.

1 1
Coziim: z, =1+ 3 + ...+ —, n € Nolsun. O halde, (2.3) kul-
n
lanildiginda

1 1
n+1+n+2+...+%:12n7zn:1n2n+a2nflnnfan

=12+ (ag, — ay)

olur. Buradan lim ( ! .+ QL) = In2 elde edilir. o
n

n—0o0 n+1+n+2 a

Monoton dizilerin limiti tizerine teoremleri kullanarak terimleri asagida

verilen dizilerin yakinsak olduklarini gosteriniz.
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2 3

(@) Tn =1+ = . ——
4 42 4’/!,*1
1 1 1

b) a, = .

Oy o=yt gt

neN;

n e N;

(¢) @, = (1+ )7 n € N.

1 1 1
12+1)(1+22+1)"‘(1+n2+1

- . 1 .
Coziim: (a) Hern € Nicin 2,41 = z,+ nT > x,, oldugundan (z,)

artan bir dizidir. Her n € N icin 2" > n oldugundan

—1+2'2+ 3.2 " n 2n
Tn =T oey Tosgr T T Qugad
o1 1 1- 54

olur. Demek ki, (z,) artan ve tstten smuirh bir dizidir. O halde, (z,)
yakinsaktir.
(b) Her n € Nicin

1
Tn = Tn —— >,
Tnt1 $+(n+1)2+1 x
. o o
oldugundan, (z,) artan bir dizidir. Her n > 2 (n € N) icin — <
n
1 1 1
an—1) n—1 n dogru oldugundan,
(N SRS DR BN SR
T, = 11
1241 2241 21 o122 -
<1+L+L+ +#
21 732 T Ao
1 1 1 1 1 1
1YL, I U
o 2)+(2 3)+ +(n—1 n) n

bulunur. Demek ki, (x,,) artan ve istten simrh bir dizidir. O halde,
(z,,) yakmsaktir.

(c) Busiktaki (x,) dizisinin yakinsakhgi benzer sekilde gosterilebilir.o
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n 1 1
Ty = 171?::1 Mk 1) - 1) n € N dizisinin yakinsak oldugunu

gosteriniz.

Coziim: Her n € N icin

-1 1 1
Tkl T = 2n+1)(2n+3)  2(n+2) + 2(n+1)
! 1 Lo
T 2n+3 2(n+1) 2(n+2)  2n+1)
1 1
>0

Tom+3 2(n+2)
oldugundan, (z,) artan bir dizidir. Ayrica, her n € N icin z,, < 1 dir.
(x,) artan ve tistten simirh oldugundan yakmsaktir. o

bx
a>0,b>0vexr; =a, Tpr1 =a+ u

n € N olmak tizere (z
ax, +b’ (@n)
dizisinin yakimsakligim inceleyiniz.
Coziim: Her n € N icin x,, > 0 oldugu aciktir.
bxy ab
—r=—— >
T+ b a? +b

To— 21 =a+ T =
yani @y > x; dir. Herhangi n = k (k > 2, k € N) icin @ > 2y
oldugunu kabul edip x4 > 241 oldugunu gosterelim.
b$k+1 _ b b

=a+ >a—+ = T
azpyr +0 a+ L + hd

Thto = @+

dir. Diger taraftan, her n € N icin

bz,
ar, +b

b
Tpt1 =+ <a+-, neN
c

oldugundan, (z,,) dizisi iistten smrhdir. Demek ki, (x,,) dizisi yakmsaktir.

lim x, =t diyelim.
T—00

bz,
ar, +b

Tpi1 = a+ neN
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bagmtisinda n — oo iken limite gecilirse, lim z, = lim x,41 = ¢
n—0o0 n—oo

olmasi nedeniyle

bt ,
t=a+——=t"—at—b=0=

at +b
; a—+a*+4b ot a++va*+4b
1= Velyg = ——m———
2 2

a+va*+4b

bulunur. (z,,) pozitif terimli bir dizi oldugundan, ¢ = 2

olur. Boylece,

. a++a?+4b
lim z, = ————

n—00 2

dir. ©

Asagida genel terimleri verilen dizilerin birer Cauchy dizisi olduklarim

gosteriniz.

1
(a) v, =—, neN;

n
2n+1

(b) x, = ot neN;

(¢) 2, =0,05...5, neN;

n—tane

(d) |gq| <1 olmak iizere z, = a + aq + ag* + ... + ag"~ !, n € N;

(e) vy =12, =2,y + (—1)"/n!, neN.

Coziim: (a) Her n,p € Nicin

|Tnsp — @al = | - l| =1 L | = L <-
n+tp n n(n+p) nn+p) n
oldugundan, her ¢ > 0 icin 3n, = [|1[] € N &yle ki her n > n, ve

her p € N icin |@,4, — ,| < € olacaktir. Buna gore, (z,) bir Cauchy

dizisidir.
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(b) Her n,p € Nicin

‘I+7I‘:{2(7b+p)+172n+1|
e 5n+p)—2 5n—2
- -9 9 1 1
7{(5n72)(5(n+p)72)|7‘5(5(n+p)7275n72)‘
9, 1 1 9
_5(571—2_5(n+p)—2)<5(5n—2)
10e +9

olur. Buradan, her ¢ > 0 icin In. = [ ] € N 6yle ki her

€
n > n. (n € N) icin |z,4, — z,| < € elde edilir. Buna gére, (z,,) bir
Cauchy dizisidir.

-

5 5
(¢) ©,=0,55...5= —+f+‘..+%, n € N oldugundan, her

n—tane 10 102 1
n,p € Nicin
Tpgp — Tp = i + L +...F L
e T R 1 B T 2
5 1 1
=—(14+—=+...+ —
l(]"“( * 10 + * 1()"’1)

5 11— 5
n+1° 1 n
01— L T 910

elde edilir. Buna gore, her € > 0 icin In. = [[logi ] oyle ki her
n >n. (n € N) ve her p € Nicin |z,4, — x,| < € = (z,) bir Cauchy
dizisidir.

(d) Her n,p € Nicin

[Tn+p — 2| = [ag" + ag™t . ag" Y
<lallg["(1 + gl + ...+ |gl"™")
L—lg" _ lallg]

<
L—lq| ~1-]dq

= lallgl

1—
oldugundan, her € > 0 icin In, = [In W/ln lg| T ©yle ki her
a

n >n. (n € N) ve her p € Nicin |z,4, — x,| < € = (z,) bir Cauchy
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dizisidir. 1t (1 (1
() mw =1 g b g

aciktir. Her n € N icin n! > 2"~ oldugundan,

n € N oldugu

(71)n+1—1 (71)n+p—1
‘Mz,+p—»)fn|—|m+--.+m‘

< ! + ! + + !

T+ (n+2)! T (n+p)

1 1 1 1 1 1

<ﬁ+2”+1++mz27(1+5++2p’1)

2n171 on—1

2

1
bulunur. Buna gére, her € > 0 icin In. = [|ln—|] + 1 6yle ki her
n > ne (n € N) ve her p € Nicin |z,4, — 2, < € = (x,) bir Cauchy
dizisidir. ©
Not: Cuachy yakinsaklik kriteri geregince (Bkz. Teorem 2.1.35

(¢))her bir Cauchy dizisi yakinsak oldugundan Problem 20 de verilen
dizilerin her biri yakinsaktir. e

(22) Asagida genel terimleri verilen dizilerin birer Cauchy dizisi olmadiklarini,
dolayzsi ile, iraksak olduklarmi gosteriniz.

ncosmn — 1

a Ty = - n € N; Ty = —"T—" n € N;
(a) 0,200, N; (b) 2 ; N;
n
1 n
(¢) zp,=(-1)"(1+ ;)”, nelN;, (d)z,= k; 70 neN;
n n k
n = -1 ky S N7 f n = ) eN
@ an= (-1 n Oa=2 G "
Coziim: (a) Her k € Nicin
|‘Z2(2k—1) _ 1219—1‘ _ |07 22(21@—1) _ 072—(216—1)‘ _ |5—2(2k—1) _ 52/9—1
; , 124
_ k-1 5-202k-1) 55 52 _ 197
- 25
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124
olur. Buna gore, de = =5 > ( 6yle ki her k € Nicin n = 2k — 1 ve
5

= ¢ bulunur.

2
p =2k — 1 alirsak |21 — Tn| = |[T226-1) — Tap—1] > 5 =

Demek ki, (x,,) bir Cauchy dizisi degildir.
(b) Her k € N) i¢in
3kcos3km —1  2kcos2kr — 1

e T

o =3k—1 2%k—1, | —12k+1

L T T Rl
111
=1 > _
12k = 12

11
olur. Buradan, ¢ = D > (0 ve her k € N icin n = 2k ve p = k alirsak

|Tpgp — | = |@3p — 2ok > = € bulunur. Demek ki, (z,,) bir Cauchy
dizisi degildir.

1
(c) Hern e Nicin (1+ 5)” > 1 oldugundan, k£ € N olmak iizere

1
mr:c%_l:(uﬂ)“w(u s 141=2

2k —1
olur. Buradan, ¢ =2 ve her k € N) icin n = 2k — 1 ve p = k+ 1 alirsak
|Tptp— 20| = |Tap —2ok—1| > 2 = € bulunur. Demek ki, (x,,) bir Cauchy
dizisi degildir.

Not: =z, = (1 + ﬂ)n, n € N dizisinin bir Cauchy dizisi olmadig
c) ye benzer sekilde gosterilebilir. e

(d) Her n,p € N) icin

LA 1 1 1
Tpgp — Tpn| = — = + +...+
| P | ey k vn+1l /n+2 Vn+p

bulunur. Buradan, ¢ = ve her n € N) icin p = n alwsak |z,4, —

1
V2
Zn| = |2y — @y| > —= > € bulunur. Demek ki, (z,,) bir Cauchy dizisi

1
Noh
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degildir.
(e) Her n,p € Nicin

|Tnsp — @l = [(=1)""" + (1" + .+ (-1)"*7]

0, p cift ise;
el GV G VR G VS T

1, p tek ise.
olur. Buradan, € = 1 ve her n € N) icin p = 2n—1 alrsak |24, —2,| =
|€3n—1—2,| =1 > € bulunur. Demek ki, (2,) bir Cauchy dizisi degildir.
(f) Her n,p € Nicin

n+p k
|Enap = 2al = Y o

2
k=n+1 (k + 1)
n+1 n+2 n+p

T2 s iy
p(n+p)
T (n+p+1)?

2 -
olur. Buradan, e = = ve her n € N) icin p = n alwsak |z,4, — x,| >

2% 2% 2y uar, Demek ki, () bir Cauchy dizis
— = — = € bulunur. eme. 1, (Tp 1 auc. 17181
@n+12= (3n)2 9 ’ v
degildir. ¢

Not:  Cauchy yakinsaklik kriteri geregince Problem 22 de verilen
diziler raksaktir. o

(23) Teorem 2.1.42 yi ispatlayimiz.

Coziim: lim 7, = a olsun. Bu durumda, (z,) dizisinin herhangi
(xn,) alt dl;;;ofun lim z,, = a oldugunu gosterelim.

(a) a €eR olsunfﬁﬁm T, = a = Ye > 0 icin In, € N oyle ki
Vn > n.(n € N) icinn@c(: —a| < e dir kh_r& np = 400 = 1N, saylsl
icin 3k, € N dyle ki Vk > k. icin ny > n. dir. O halde, Yk > k. icin
|, — a| < e bulunur. Demek ki, 7]151010 Ty, = a dir.

(b) a = —o0 olsun. lim z, = —co = Ve > 0 icin In, € N oyle ki
n—oo
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Vn > n.(n € N) icin z, < —e dir. lim n; = +00 = n. sayis icin

k—o0
k. € N oyle ki Yk > k] icin ny > n. dir. O halde, Vk > k! icin
Ty, < —€ bulunur. Demek ki, lim x,, = —oco dir.
n—oo

(c) a = +oo durumu benzer sekilde ispatlanabilir. ¢

(24) Teorem 2.1.43 ii ispatlayimiz.

Coéztim: (a) (z,), R icinde smrh bir dizi ve R(z,) ise bu dizinin
deger kiimesi olsun. R(z,,) sonlu bir kiime ise hic olmazsa bir « noktas:
icin

T =Ty =Ty = ... =Ty, =
olacak sekilde N icinde bir (ny) dizisi vardir. z,, = z, k € N olmak
tizere (x,, ), (z,) dizisinin bir alt dizisidir ve teskili # limitli yakinsak
bir dizi oldugunu gosterir.
R(z,) sonsuz bir kiime ise, smrh oldugundan Bolzano-Weierstrass
prensibine gére bu kiimenin bir x limit noktas: vardir. z, R(z,) nin
limit noktasi oldugundan, |z, — x| < 1 olacak sekilde bir n; € N say1s1
vardir. @, R(x,) nin limit noktas: oldugundan, |z,, — x| < 1/2 olacak
sekilde bir ny > ny (ng € N) sayist vardir. Bu isleme devam edildiginde
k. adimda |z, — x| < 1/k olacak sekilde bir ny > ng_; (n; € N) sayist
ve dolayist ile, (z,,) dizisinin her & € N icin |z, — 2| < 1/k olacak
sekilde bir (z,,) alt dizisi elde edilir.

Her k € Nicin |z, —z| < 1/k ve lim 1 0 oldugundan, lim z,, =z
dir. Buise, z in (z,,) dizisinin birnﬁr?loit noktasi oldugunu ggsotcerir‘

(b) (z,) tstten smirsiz olsun. R(x,) kiimesi tistten smirsiz oldugundan,
(i) durumuna benzer olarak her Vk € N icin x,, > k olacak sekilde
ny, € N sayisi elde edilecektir. O halde, lim x,, = +oco dir. Bu ise +00
noktasmin (x,) nin bir limit noktas olﬁEﬁmu gosterir.

(c) (x,) alttan smwrsiz oldugu durumda —oo noktasmim da (z,) nin

bir limit noktasi oldugu benzer sekilde gosterilir. o

(25) Teorem 2.1.46 y1 ispatlaymiz.
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Coziim: L = lim L, oldugunu gosterelim. (I = lim /,, oldugu benzer
sekilde gésterileTgilio?) o

(x,,) tstten smursiz bir dizi olsun. O halde, Teorem 2.1.43 geregince
(@) nin kILrIOIQ T, = +00 olacak sekilde bir (z,,) alt dizisi vardzir. Bu
durumda, 400 noktasi (z,,) nin bir limit noktasidir ve her z € R icin
z < 400 oldugundan L = +oco olur. Diger taraftan, her n € N icin
L, =sup{xy : k>n} = +oo oldugundan lim L, = +oo = L dir.

n—oo
(x,,) tstten smurh bir dizi olsun. A C R ve B C R alt kiimeleri icin
A C B ise, sup A < sup B oldugunu dikkate alirsak her n € N icin

Ly =sup{zy: k>n+1} <sup{ap: k>n} =1L,

oldugu bulunur. Demek ki, (L,) dizisi monoton azalan bir dizidir. Bu
durumda, L = lim L, = inf R(L,) (L sonlu veya L = —o0) limiti

vardir.

(a) L =—00=Ve>0veVn >n,(ne€N)icin L, < —e olacak sekilde
bir ne € N sayist vardir. Her n > n, icin L, = sup{zy : k > n} <
—e = Vn > n, icin x,, < —e olur. Demek ki, Ve > 0 icin In. € N oyle
ki Vn > nj icin x, < —€ = nlgrgo , = —oo dur. Bu durumda, L = —oc0
noktasi (x,,) nin en kiiciik limit noktasi olmak tizere lim L, = L dir.
(b) L € Rolsun. L nin (z,,) dizisinin bir tist limiti oldﬁgﬁml gosterelim.
Bu nedenle supremumun karakteristik ozelliklerinden yararlanarak L
sayisinin asagidaki iki karakteristik 6zelligini bulalim. lim L, = L ise,
her € > 0 icin L, < L + ¢ olacak sekilde bir n. € 7IL\T ob'o‘dylsl vardir.
L+e> L, =sup{zy: k>n.}ise her n > n! icin x,, < L+ € dur.

L sayismin L. 6zelligi: Her € > 0 icin In. € N Oyle ki her n > n, icin
T, < L+edur. Her € > 0 ve her n € Nicin L,, > L > L—e oldugundan
IN > n dogal sayis1 vardir ki zy > L — € olur.

L sayisin I1. ozelligi: Her € > 0 ve her n € N icin 2], > L — ¢ olacak

sekilde bir n’ > n sayis1 vardir.

L sayisinin I ve IT 6zelliklerinden yararlanarak L sayismm (x,,) dizisinin

bir limit noktas1 oldugunu gosterelim.
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Her n € Nicin ¢, > 0 ve lim ¢, = 0 olmak tizere azalan (e,) dizisini
gozoniine alalm. e; > 0 ga?yffsu icin L nin I ozelligine gore In,, € N
Oyleki her n > n,, icin x,, < L+¢; ve L nin II 6zelligine gore z,,, > L—e;
olacak sekilde n; > n,, dogal sayisi vardir. Demek ki, ¢, > 0 says
icin L — ¢ < z,, < L+ ¢ olacak sekilde bir n; € N sayis1 vardir.
ny < ng < ... < ng_p dogal sayilar secilmis olsun. Simdi ng > njx_;

dogal sayisinin nasil secilebilecegini gérelim.

L sayismin I 6zelligine gore In,, € N oyle ki her n > n,, icin z, <
L + ¢, ve L nin II. ozelligine gore x,, > L — € olacak sekilde bir n;, >

max{ng_1,nk, } sayst vardir. Demek ki, her k£ € N icin

l—e <@p, <L+e veya g, —L| <&

olacal sekilde ny, € N (ny < mg < ... < np < ...) sayst vardir.
klim €x = 0 oldugundan, klim Zn, = L bulunur. Bu ise L nin (z,)
— 00 — 00

dizisinin bir limit noktasi oldugunu gosterir. Simdi L nin (x,,) dizisinin

limit noktalarinin en byiigi oldugunu goérelim.

L sayisiin 1. 6zelligine gore her € > 0 icin In, € N &yle ki her n > n,
icin z, < L+e dir. Buradan, (z,,) dizisinin hicbir limit noktasmin L+¢
dan ve dolayist ile, € nun herhangi bir pozitif say1 oldugu nedeniyle L
den biiyiik olmayacag goriiliir.
Boylece, L = lim L, oldugu ispatlanmis olur. ¢

n—0o0

Not: (z,) alttan smrh bir dizi oldugunda | = lim [, sayisin
asagidaki ozelliklere sahip oldugu gosterilebilir. o

[ sayisimn . 6zelligi: Her € > 0 icin 3n. € N 0Oyle ki her n > n, icin
x, > 1 —edur.

I sayisin I1. 6zelligi: Her € > 0 ve her n € N icin 2], < [ + € olacak

sekilde bir n' > n sayis1 vardir. e

Teorem 2.1.47 yi ispatlayiniz.

lim ,, = a dir dnermesi dogru oldugundan (Bkz. Teorem 2.1.42) (z,,)

n—o00
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dizisinin limit noktalar1 kiimesi £ = {a} dir. Buradan da lim z, =
n—oo

lim z, = a oldugu goriiliir.

<~ lim Ty = hm T, = a olsun. hm , = a oldugunu gosterelim.
(a) a=—00 olsun Bu durumda L = lim L,, = —oo dir ve Problem
25 ten goriildigii gibi lun x, = —oo dir. Benzer sekilde, a = +o0

oldugundan llm Ty = +oo oldugu gosterilebilir.
(b) a€eR olsun. [ ve L sayilarmin II 6zelligine gore her ¢ > 0 icin

dn. € N oyle ki her n > n, icin
l—e<x,<L+e veya(l=L=aoldugundan) |z, —a|<e

olur. Bu da lim x,, = a olmasi demektir. ¢
n—oo

(), R icinde Cauchy dizisi ve I, = inf{azy : k > n}, L, = sup{zy :

k > n}, n € Nolsun. lim/, = lim L, ve sonu¢ta lim [, =
. . - n—0o0 . . TL.—K)O n—oo

lim L, = lim z, = a oldugunu gosteriniz.

n—oo n—oo

Coziim: (z,), R icinde Cauchy dizisi oldugundan simirhdir. Bu du-
rumda, (I,) ve (L,) sirasi ile monoton artan ve monoton azalan diziler
olduklarindan sonlu [ = lim [, ve L = lim L, limitleri vardir. Her
n—oo n—oo
n € Nicin [, < L, oldugundan [ < L oldugu aciktir. (Bkz. Teorem
2.1.9 (e)). I = L oldugunu gosterelim.
(x,) bir Cauchy dizisi ise her € > 0 i¢in In, € N oyle ki her n > n., m >
ne icin
|2n — | < €/3
dir. Buradan, sabit m = m, = n. + 1 ve her n > n, icin
T, — €/3 < Ty < Tpn, + €/3
bulunur. O halde, Vn > n, icin z,,, —€/3 < inf{zy: k>n} =1, <
L, =sup{zy : k> n} <z, +¢/3 oldugundan, Yn > n. icin

2¢
0<L,—1,<—
3
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elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo iken limite gecersek
2
0<L-1< § <e

bulunur. Buradan da [ = L oldugu gortiliir. Teorem 2.1.47 geregince

nlgrolcl = nlugoL = hm T, =a

dir. ©

Asagida genel terimleri verilen dizilerin alt ve {ist limitlerini bulunuz.
(a) ©o =0, x, =sinZE neN;

(b) xo =2, xn:w, ne€N;

(¢) @n=(1+ l)"(71)” +sinf, n €N,
Coziim: (a) 143 = 1(k € N) = hm Tropss = Lve wgp_3 = —1(k €
N) = hm Tiop_3 = —1 oldugunddn —1 ve 1 noktalar (z,) dizisinin

birer hmlt noktalaridir. Diger taraftan, her n € Nicin —1 <sin 4F <1
oldugundan herhangi a € R, |a| > 1 sayis1 (z,,) dizisinin limit noktam
olamaz. Dolayisiyla, lim z, = —1 ve lim z, = 1 dir.

n—oo

n—oo
32k—1 _ 32k—1

(b) wyp_y = e = 0(k eN) = klig)lcx%,l =0, 29 =
32k 4 32k 3o
T—; = Q(Z)M = klim Ty, = 0 bulunur. (z,) dizisinin biitiin

terimleri (wor_1) ve (xg) alt dizilerinin terimleri icinde oldugundan,

(@) dizisinin limit noktalar kiimesi Z = {0} dir. Buradan, lim z, =
,H 2z, = 0 bulunur.

3" 4 (=3)" 3\n 3\n
# — hm (Z) +kh~>nalc(71) =
0 oldugundan, (z,) yaklnsak bir dlzldlr Dolaylslyla, (2,,) dizisinin

Not: }im T, = hrn

valnizca bir tane @ = 0 limit noktas: vardir. Buradan da lim z, =
n—00

lim z,, = 0 oldugu goriiliir. e

n—oo
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1 n . e e e . ey e B .

(€) @, = (-D)"(1+—)" +sin%,n € N dizisinin biitiin terimleri
sekiz tane (zg;—;)(k € N,j =0,1,...,7) alt dizilerinin terimleri icinde

oldugundan, (x,) dizisinin limit noktalar1 kiimesi a; = klim Tgh—j, J =
t—00

0,1,...,7 olmak tizere Z = {ag, a1, ...,a7} dir. inf Z = a3 ve sup Z =

ag oldugu aciktir. Dolayisiyla,

e . . 1 (sk-3 1
fZ=a3=1 53 =1 — (1 _

2 0= s = i (= (1 g L) )
1

1 \sk-3
)

N 1
8k—3 -

2 V2

=m0

1 _
sup 2 = ag = ]}LH;OCESIC—G = khjgo <(1 + )8]C s 1)

8k — 6
. 1 8k
=1 14+ —— l=e+1,
kglolo( +8k76) +l=c+1,
. . 1 I .
bulunur. Demek ki, lim z, = —e — —, lim 2, = e+ 1 dir. ©

n—00 f n—00
(2) ve Yy = 2, /n,n € N olmak {izere (y,,) dizileri verilmis olsun. ()
ve (y,) dizilerinin aym limit noktalariina sahip olduklarmi gosteriniz.
Coziim: lim {/n =1= (n;) N icinde herhangi bir dizi olmak {izere
n—oo
lim ~y/n; =1 dir. (Bkz. T 2.1.42).
Tim ir. (Bkz. Teorem )
«a € R sayist (z,) dizisinin bir limit noktasidir ve klim T, = @ olsun.
i— 00
O halde, lim y,, = lim x,,. ¥/, = lim @, lim */n; = a bulunur.
k—o0 k—oo k—o0 k—o0
Demek ki, o, (y,,) dizisinin bir limit noktasidir.
Simdi 3, (y,) dizisinin bir limit noktasive klim Ym, = [ olsun her n € N
b— 00

icin /n > 0 oldugundan, z, = y,/ {/n dizisi tanimhdir. Bu durumda,

Ym A Y

. . 1 .

lim z,,, = lim k= =

ko0 koo ™e/My; Lim g/
k00

bulunur. Demek ki, 3, (x,,) dizisinin bir limit noktasidir. ©
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(30) Asagidaki 6nermelerin dogru oldugunu gosteriniz.

(a) lim z, + lim y, < lim (2, +y,) < Im @, + lm y,;
n—oo n—oo

(b) lima, + lim y, < lim (2, +y,) < lim 2, + lim y,;

Coztim: (a) Alt limitin kendisi bir limit noktasi oldugundan, lim (z,+

Yn) = klim (Tpy + Ypy), lim z,, = klim T, dir. Lemma 2.1.49 kul-
— 00 k—00 —00

lanildiginda

lim 2, + lim y, < lim z,, + lim y,,
k—o0

n—oo n—o00 k—o0

= klgrolc Ty, + lim y,,

d ko0
<1 .
< Jin o + 13

olur. (T, + Ym,, ) dizisi yakinsak (z,, + yp,) dizisinin bir alt dizisi

OldUQHHdam klinolc(lpk + ypk) = leII;O(l‘7rLﬁk + ympk) dir. Ayrl(:a, (‘Tmpk)

yakinsak oldugundan (ympk) dizisi de yakimsaktir ve lim Yy, = klim Y,
i —00

n—oo

olur. Demek ki,

lim z, + lim y, < lim T, + lim Y,
n—o0 n—00 k—oo k—o0

= klggo(xmpk + yﬂlpk) = V}L%o(xn + Yn)
olur. Boylece, (a) nin sol tarafi ispatlanmis olur.

O halde, lim (—y,) = — lim g, oldugundan, (Bkz. Lemma 2.1.50)

lim (2, + y,) — lim y, = Lm (z, + y,) + Lm (—ys)

n—oo n—oo n—oo

< @ [(-’I:n + yn) + (_yn,)] = @ T

bulunur. Buradan da (a) nin sag yanimin dogrulugu goriiliir.

(b) Onermesinin dogrulugu benzer sekilde gosterilebilir. <
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(31) Her n € N icin z, > 0,y, > 0 olsun. Asagidaki 6nermelerin dogru

oldugunu gosteriniz.

(a) limz,. limy, <lim(z,y,) < lima, lm y,;

n— n— n— n—

(b) limw, lim y, < lim (2,y,) < lim 2,. lim y,

n— n—00 n—00 n—oo n—00

Coziim: (a) z, = 0(n € N) veya limz,, = 0 ise, (a) esitsizligi aciktir.
lim z,, > 0 olsun. Bu durumda, 3ny € N dyle ki her n > ng(n € N) icin

#n > 0 dir. O halde,

hirn (Inyn) = khm (kaypk): him Tp, = khm (Impk)
n—oo t—00 k—o00 {—00
dersek Lemma 2.1.49 geregince

lim x,. lim y, < lim x,. lim y,, = 11111 Ty, - Lim y,,
k—o0 k—o0

n—00 n—00 k—o0 k—o0

bulunur. (2, Y, ), yakmsak (2, .y,, ) dizisinin bir alt dizisi oldugundan,

L (o) = Jim (a9p,) = Jm (@, Y, )

olur. Diger taraftan, klglolo T, > 0, (:cmpk.ympk) yakinsak bir dizi ve

Yy, = (xmpk .ympk) /J:m%, k € Noldugundan, (ympk) diziside yakisaktir.

Yani, lim y,, = klim (Ym,, ir. Demek ki,
k—00

k—o0

lim z,. lim y, < lim Ty, lim y,,

n—o00 n—o00 k—o0 k—oo

= lim x,,, . lim
Pl el ympk

= klinolc(xm"k ympk) = lim (z,y.)

n—oo
dir. Boylece, (a) esitsizliginin sol yam ispatlanmig olur.
BEger, lim y, = 0 ise (a) esitsizliginin sag yam da aciktir. Gercekten,
n—oo

myn:()ﬁ himyn:()é m(znyil)zo

n—00 n—00
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] o1 1 .
bulunur. lim y, > 0 olsun. Bu durumda, lim — = ——— oldugunu
n—00 n—oo Yn lim y,

n—oo

(Bkz. Lemma 2.1.51). dikkate alirsak

1
— - lim (:Enyn) = lim —. lim (xnyn)
lim y, n—oo n—oo Yn n—oo

< lim [i-(mnyn)] = lim z, =

n—o00 n n—00

lim (z,y,) < lim z,. lim y,
bulunur. Demek ki, (a) esitsizliginin sag yamda saglanir.
(b) esitsizligi benzer sekilde gosterilebilir. ©
R icindeki yakmsak (z,) ve herhangi (y,) dizileri icin

lim (z, +y,) = lim x, + lim y, (2.4)

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Problem (30)’a gore

lim (2, + y,) > lim x, + lim ¥,

n—oo n—oo n—o0

lim (z, + y,) < lim 2, + lim y,
n—oo n—oo

n—00

dir. (x,) yakmsak oldugundan, lim x, = lim 2, = lim 2, yazlabilir.

n—o0 n—o00

O halde, son esitsizliklerden (2.4) ’iin dogrulugu goriiliir. <

— — 1
Eger, z,, > 0(n € N) ve lim z,. lim — = 1ise, (x,) dizisi yakisaktir.
n—o00 n—00 T),
Gosteriniz.
. ae . 1 1 1 ~.
Coziim:  Problemin kosullar1 ve lim — = — oldugu (Bkz.
) n—=00 T him T

n—o00

Lemma 2.1.51) gézoniine alimdiginda, lim @, = lim 2, esitliginin dogrulugu
n—00

n—oo

goriiliir. O halde, Teorem 2.1.47 geregince (x,,) yakinsak bir dizidir. ¢
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(34) Hern € Nicin z;,, > 0 olmak iizere (x,,) dizisi icin asagidaki 6nermelerin

dogru oldugunu gosteriniz.
(a) lim < lim /@,
n—oo Ln n—o0

(b) Tm {/z, < Im 2L,

n—oo n—oo I

Tn+1

Coziim: (a) Problem (13) te gosterildigi gibi (I"+1
T

) dizisi yakinsak
n

ise, ({/T,) dizisi de yakmsaktr ve lim /7, = lim Tt dir Al

n—00 n—oo I
limitin kendisi bir alt limit oldugundan, lim /7, = lim =/T,; ve
n—00 k—oo
(my,,), (pk) mn alt dizisi olmak tizere
. Tptl . Ty, 41
lim =2 = Jim T
k—o00 ﬂ),,k k—o0 q;mpk

dir. Lemma 2.1.49 ’a gore

Tp+1 :I"rrbkarl

. . Lpp+1 .
lim < lim “2 = lim
n—oo n k—oo  Lpy k—o0 Impk

bulunur. Diger taraftan,

flfmpk+l

lim —— = lim /%
k—o0 "L‘mpk k—o0 Pk
ve (ma/Tm,, ), yakmsak ( »/T,,) dizisinin bir alt dizisi oldugundan,

Tpy1

lim
n—oo Tn

xm

. Pr+1 .

< lim —27= = lim g [T

T k—oo T,mpk k—00 s

= lim »yz, = lim {/z,

k—o0 n—00

bulunur. Dolayisiyla, (a) énermesinin dogrulugu goriiliir.

(b) 6nermesinin dogrulugu benzer sekilde gosterilebilir. ¢

1111 11 e L
(w,) = (1,1, 2T .) dizisi icin (Zx'H) ve (/@) dizilerinin
alt ve fist limitlerini bulunuz. "
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1 1
A L. Dok % L2k+1 k1 k
Coziim: Her k € N icin =k =lye = = =
Tok—1 % Tok 5 k+1
oldugundan,
. . 2k+1
lim = lim 1

k—00 Top_1 k—oo  Top

alt dizilerinin

x T Lo,
dir. ("—H) dizisinin biitiin terimleri (—2-) ve (—2t1)

Tn -/L'Zk—lx Lok
terimleri icinde oldugundan, a = 1 noktasi ( "H) dizisinin tek bir limit
x
noktasidir. Demek ki, "
x —
lim 2t = T Sl g
n—oo In n—oo  Tp
ve Teorem 2.1.47 den (=1 yakinsaktir ve lim —* = 1 dir. O halde,
T, n—oo Iy
(/Z,,) dizisi de yakinsaktir ve nlglolo \"7/9:,, = 1 bulunur (Bkz. Problem
13). Teorem 2.1.47 den lim /7, = lim /Z, = 1 oldugu goriiliir. ©
n—00 n—00

(36) (cosn) dizisinin wraksak oldugunu gosteriniz.

Coztim: Olmayana egri yontemini izleyerek (x,) dizisinin yakinsak
bir dizi ve lim cosn = a oldugunu farzedelim. Bu durumda, (cos(n +
2)) dizisi ((;2)207(;) dizisinin bir alt dizisi oldugundan, lim cos(n+2) =a
oldugu ve buradan da o

lim (cos(n 4 2) — cosn) =0

n—oo

bulunur. O halde,
cos(n +2) —cosn = —2sin(n + 1)sinl =

sin(n+1) = — (cos(n +2) — cosn)

2sin1
= lim sin(n+1) =0
=sinn =0

dir. Diger taraftan,

sin(n+1) =sinncosl + cosn.sinl =

1
cosn = ,—l(sin(n +1) —sinn.cos1) = lim cosn =0
sin n—oo
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(37

—

olur. Boylece, lim sinn = lim cosn = 0 oldugu elde edilir. Bu da
n—oo "/*?OO
her n € N icin sin?n 4 cos>n = 1 olmast ile celistiginden varsaymmin
dogru olmadigi goriiliir. Clinkii, lim cosn = lim sinn = 0 durumunda
n—oo n—o0
sin?n 4 cos?n = 1 esitliginde n — oo iken limite gecersek, dogru ol-
mayan 1 = lim sin?n + lim cos?n = (lim sinn)? + lim (cosn)? = 0
n—o00 n—0o00 n—00

esitligi elde edlhms olurdu. ©
saglandiginda (z,, / n dlZlbl yakmbaktlr. Gosterlmz.

Coziim: Her n > 2(n € N) icin

0< 2, <@gy S+ a1 <o
<zi+r 4. +x =nn

T
0< =<y
n

oldugu elde edilir. Buradan, (z,/n) dizisinin alttan smirh ve sonlu

« = inf(z,/n) en biyilk alt sira sahip oldugu goriiliir. Infimumun

karakteristik ozelligine gére her ¢ > 0 icin a < Im < g + % olacak
m

sekilde bir m € N sayis1 vardir.

r sayist 0,1,...,m — 1 sayilarindan biri olmak tizere her n € N sayisi

n = mq + r seklinde gosterilebilir. zy = 0 alarak

Tn = Tgmir < Ty + Ty + o0+ Ty +2p = QX0 + 2y,
N—_— —

q—kez
ﬁ — ICITrH»r < qTm + Ly _ @ qm &
n o ogm+r qm+r mam+r n’
T m T €
a< < (a+ ) Mmooty
n 2’gm+r n 2

oldugu bulunur. 0 < r <m — 1 oldugundan, z, smirhdir. Dolayisiyla,
her n > n, icin

()S L <

BNl
[N-RiE
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olacak sekilde n. € N sayist vardir. O halde, her n > n, icin

T € « . Tn
a< —<a+-+—-—=a+e= lim —=a
n 2 2

n—oo N

limiti mevcuttur. o

2.3 Ek Problemler

(38) Asagida verilen dizilerin simirh olduklarim gosteriniz.

W (552); o (55):

© E<+51><+62>> << = )
( (

n(vnt+n—+vnt— n));
VOn —n3 + v/9n + n*)

o (2, 5T 4 on
3n—2) T2 )

1
" 1 n = ) N
(o) (ng"), lal < 1; () o= pr gy €
n n 1
@ 5= e 0 =% G
n rh+1
(b) Tn Z ne N7 (t) T2 = 27 Tn+1

1 b’
(m) z1=a>0, Ty = 5(37,1 + x—)

n

(39) Asagida verilen dizilerin sirsiz olduklarimi gosteriniz.
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() (=1)n); (b) <<1¢—E"));

43
(©) (nt (~1)m); @ (2=,

+1

(e) (17371)5‘"(2)) ) (nnCD):
(8 () (h) (Znnu(_mn.m_n)
M) (5"~ ) 0 )
M Cp)ilal>1, ker

(40) Asagida verilen dizilerin minimal terimini bulunuz.

(41)

(a) ((2n—5)2n—11)); (b) (,H%);

(c) (1og§ n — 3loggn); (d) ((17T45")
Cevap: (a)1 4@ —9: (b)) z2=4,5 (c)
(d) z5= (T

Asagida verilen dizilerin maksimal terimini bulunuz.

21 n
(a) (m)% (b) (n22+9)§
(© @"=34m); (@) (5);

© Gt @ (Y
() (bmﬂ) (h) (m)

o (W)

Cevap:

1 5

(a) wg=3; (b) ms= & (c) 3= o
@ m=% @ m=gg @@=
'I"J_Sv Ty = 1%97 T = — 6! 5
126°

€ =1 () z1=-5 () 25=-5"

= log; 5—3log, 5;

(42) Asagida verilen dizilerin monoton artan olduklarim gosteriniz.

224

— o~ —
o o
2

4)

—
)
=

)

—
0Q¢

—
—
N2

@
(k)

(n® + 2n); (b)
(V3n=2); (¢)
(Inn—In(n+1)); (e)
(3 — arcsin - i_ 4); (2)
(2111n71n (n?+9n)); (h)

=) ()

rp=a>0,y=b> 0,241

a
O<a<l, 501:5, Tpy1 =

Burada z,, bir dizidir.

Reel Say1 Dizileri

3n+4
(n+2)
(371_271

<712+ 10>
(
(

log (n4+8 1));

— lnn)

= (n+ 1)

1
= §(zn + y,,) olmak tizere (z,,) dizisi;

2

5 + % olmak tizere (x,,) dizisi.

(43) Limit tanimmim kullanarak asagidaki esitliklerin dogru oldugunu gosteriniz.

(a)

()

(=

lim ~— = 0; b
Jim ~— ; (b)
li =4; (d
nggo(31+n+1) ()
Jim, PR ‘; ®)
lim ————=9; (h)

n—oo 4n 4 TN

lm ———— = —;
n—oo 37’12 —2n =+ 1 3
. sinn
lim =0;
n—oo M

lim (vVn+1—/n)=0.

n—00

(44) Asagida terimleri verilen dizilerin waksak olduklarmi gosteriniz.

(a) @, =sin(7), n€N;

()

()

n .
T, = cosz’%, neN;
n+1
n

T, = [[(7;) ], neN.

(45) Asagidaki limitleri hesaplaymiz.

(b) x,=(—1)"n neN;

(d) 2, =n?cos %L;
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. . 2—n n2™" 1
1 ! ) ) . . nlogn . logy(n+3
UL Y G G ) W) ey ) i D
. 6 (n+5)3—n(n+7)? ] n 2 on
®) ”h—‘ngo( n i ) s n? : (45) lim — %87 . (46)  lim 4+t —1
i e et dn n . ETTL v n—oo 10g2(4:’+ 1) n—oo nn4+ (n)2 7
(5) lim (———————); (6) lim ——rnu; (=3)m 1 22 + (n+1)!
B o e e 4n im0 (48) 1 2L
(7) lim (Vn?—1—n—1); (8) lim (V/n®+ 2n2 —n); e ()] noe U3 )
e Y el o 1+3+...+(2n—1) 124224 4n?
©  1m 2 T (10) 1im (223, e " R " |
n—oo 2 4 3n ) n—00 2 ’ 12 4 22 o4 n? 1 e 1
RS _ n - (51) lim (u - E); (52) lim icos ntl ;
(11) 71114»1,{.10(27171) ; (12)  lim /94 e (—1)" n’ 3 noo 202 — 1 n—1
. 1 1 1025 (53) lim ) n72 r .
(13)  lim (8 — —) 35 (14) lim /2022 oo 2n—1nf4n+l
n—00 n n—o0 Sn+1 "~ .
(15)  lim %/8; 16) lim /05 covar:
T 1O mkeren W e o .
) Y10 — 2 Py -4 3 —-L 5 59
(17) lim V6 (18)  lim ———; 3 2 2
n—o0 n—o0 1-; {é(_]lﬁ (7 -1, (8) % (9) 27, (10) 0; (11) O; (12) 3;
19)  lim {2+ 1L 20) lim (/o ! ! L
(19)  lim v (20) Ty /= (13) 5 (14) 5 (15 L (16 L (7 L (18 -5
V3 -1 n+2
ey m V3L (22) lim 47T, 19 1 @) 1 @) 5 (22 & (23) % @) L
] 1 3
(23) nan;o(lJrgn)"H; (24) T}Ln;o Uz, (25) 1; (26) 1; (27) 1; (28) —1; (29) e (30) max{a,b};
(@5 lim 5T (26) T /m (31) 1. (32) 1. (33) 1, (34) 0; (35 1. (36) 2
n—oo n—oo 1 4
. 14+ 2 37) 1, 38 ; 39) 1; ; - —:
o L o (0 @) 169 16 LW L ) g )
. A -8 1-V32 (43) 0; (44) 0; (45) ?; (46) 0; (47) 0; (48) 1;
29 lim ——— (30)  lim /a" +b"(a > 0,b > 0); 1
" YT 1 e Y )i (49) 0 (30) 5 (B 5 (52) 0 (53) 0.
(B) (1) (32) lim (1- 5
(33) lim (1 + l)ﬁ (34)  lim n( nh ) (46) Am - T oldugunu gosteriniz.
n—o0 n ’ n—oo 21 — ’ ’
(35) lim v/n3 —3n+1; 36)  lim v/2".n?+2n —1; n—1 1 Tn—
n=00 (36) n—0o0 ' (47) z1 = a,29 = bz, = %(n = 3,4,...) olmak {izere lim m, i

1
(37)  lim g/t L (38) fim %023 hesaplaymiz.
n—00 n—00 n2 +1 ’ 9
s on .20 —5n+3 Cevap: et
(39) lim {/3n —2; (40)  lim T 3
n—o00 N—00 nd ’

o4 . n? 44" 1 1 1
(41) nlLrI;O ey (42) nh~>r{.lo o (48) “151010(1 - ﬁ)(l - ﬁ) (1= 7’—2) i hesaplayimz.
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1 1 b
Cevap: 7 (53) -1 < b <0, 21 =a, xpy1 =14+ g (n € N) olmak tizere (z,,)

n
dizisinin yakinsak oldugunu gosteriniz ve bu limiti bulunuz.

. 1 1 1 .

(49) TLILIIOlO(l — g)(l — 6) (1= T("H)) i hesaplayimiz. 1+V1+4b 1— VIt b ) 1—V1+4b
3 Cevap: 5 ,a# 5 vea # 0ise; a,a = —
1 ise.
Cevap: 3
1 n (54) R icindeki (z,,) dizisi icin klim Top = a, klim ZTog—1 = b ve a # b dir.
_ _ _ - _ 1(,.2 2 k—00 t—00

(50) 21 =a >0, y1=b> 0,201 = 5@+ 4n), Yn1 = y/3(23 +37) (0 € (z,) dizisinin waksak oldugunu gosteriniz .

N) olmak tizere (z,,) ve (y,) dizileri verilsin.

(55) (zn) dizisi yakinsak ve lim x, = a # 0, (y,,) dizisi ise raksak ise (z,y»)

a) Her n € N,n > 2 icin x,, < y,; e
= n = Yns dizisi raksaktir. Gosteriniz .

1 1
(56) (a) zps1—x, > g (neN); (b) zpy1—z, > o (n € N) kosulunu

(¢) (yn),n > 2 monoton azalan; ’ . o 2 o
saglayan tstten simrh (z,) dizisinin yakimsak oldugunu gosteriniz.

(a)

(b) (x,) monoton artan;
)

(d) |Yny1 — Tnia] < |b—al/4™;

. . . 57) m bir dogal say1 olmak tizere asagidaki limitleri hesaplayimz.
(e) lim z, = nlglolo Y dir (57) gal say sag play

n—o0

énermelerinin dogrulugunu gosteriniz. Sk(k+1)...(k+m—1)
(a) lim *=! ;
n—co  n(n+1)...(n+m)

n

1
(BL) 21 =a >0, 22 =0, y1 =b >0, Zns1 = /Tl Yns1 = i(Tn +

1
yn), (n € N) olmak tizere (x,) ve (y,) dizileri verilsin. (b) 7}LII;C 192::1 REED) . Gt mE 1);

(a) (x,) artan, (y,) azalan; Zn: e D). (ktm—1)
(b) (xn) ve (y,) dizileri simrh; () lim k=1 :
n—oo
b—a Z km

(C) ‘ynJrl - xn‘ < ‘ on ‘; k=1
(d) lim z, = lim y, dir 1 1

n—00 n—00 C : b)) ——; 1.

evap: (a) 6 —Li©

m+1
onermelerinin dogrulugunu gosteriniz.
(58) Monoton dizilerin limiti tizerine teoremleri kullanarak genel terimleri

(52) 21 =a >0, yy =b> 0,2, = %(In + Yn), Yni1 = 22nyn , (n € asagida verilen dizilerin yakinsak olduklarimi gosteriniz.
o ' ’ Tpn + Yn
N) olmak fizere (z,) ve (y,) dizileri nin yakinsak oldugunu lim z, = M2+ 1
= @ o= 2 S nen
n

lim y,esitliginin dogrulugunu gosteriniz ve bu limiti bulunuz.
e 11 1
Cevap: Vab. (b)In:1+?+§+..‘+ﬁ,n€N;
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1 1 1
(c) x":1+1+2!+§+...+m,n€N;
1 1 1
d) 2, =14 —4+-—+... 4+ ——, N;
(@ o =lt55+3m T oo neN
1 1 1
() zn=14 5+ 5+...+—, necN

22 33 nn’

k
(59) k € N, k > 2 olmak iizere lim (1 + —)" = ¥ oldugunu gésteriniz.

n—oo

n

(60) N icindeki (k) dizisi icin lim k,, = +o00 olsun.

n—00

oldugunu gosteriniz.

1
lim (1 + k—)k" =e

n

(61) Asagida genel terimleri verilen dizilerin sonsuz kiiciik dizi olduklarim

gosteriniz.

@ z=""L ®)

n3

q"
@ m="ld<n @@=

sinn

(e) @, =

>
_ _logy(n+3)
(8) In*my (h) @,

() =z, =

_2n+3
i1
(n+1)3"
nlogn .
nz—1’
10" +n!
St (n+ 1)

(62) Asagida genel terimleri verilen dizilerin sonsuz biiyiik dizi olduklari

gosteriniz.

() an=(=1";  (b) zn=
(© o= Ym=T00, (d) 2=
(e) xn:4\/771,7n; ) z,=
© m=gy O e
(i) zn=—% (@) ==

(log,n)?, a>1,p > 1;
ny/n
n+1’

0,5 — (=1)"¥/n;
2 .
1—n’

an
v la| > 1,k eN.
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(63) Asagida genel terimleri verilen dizilerin Cauchy dizisi olduklarmi gosteriniz.

n o cos(k!)
é 2 =0,77...7, b n = —
s O = i)
no1 n o sin k
C) Tn= xE d) z,= —
N %Ik! 1 (=t Y k;fk 1
fp=—— A () =14+ —
© m=15 a3t Ty O wm iyt

(64) Asagida genel terimleri verilen dizilerin Cauchy dizisi olmadiklarimna,
dolayisiyla raksak olduklarini gosteriniz.

nsinmn — 1

a x, = 0,3CD" b) z, = ;
R
- n
n = (1 "o (d ==+ =+... .+t —;
© =0 @ m= gttt g
L
@ m=3 g
k=1 F
1 1 1
)y z,= — + +...+ ,n>2;
®) 21{122 311n23 nln’n
Th= =t ——F ...t —— n>2
(&) In*2  In?3 In’n
1 1 1
(65) Genel terimi x,, = 5172 + 33 T n > 2 seklinde verilen

(xn) dizisinin p > 1 oldugunda yakmsak, p <'1 oldugunda ise raksak
oldugunu gosteriniz.

(66) Asagida genel terimi verilen dizilerin Z limit noktalar: kiimesini, lim x,

ve lim z, lerini bulunuz. ’
n+1 n(ntl) s nm
(a) =1 —;—12(—1) +3(=1)"2 5 (b) x,=1+nsin",
(c) T =y sin® 2% (d) @, = V1+2nD"
n
(e) Ty = cos"(%fT"); ) x,=(-1)"n.
Cevap:
(a) Z={-4,0,2,6}, lim z, = —4, lim z, = 6;
(b) Z={-00,1,+00}, lim x, =—oco, lim z, = +oc;

n—00
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1 . —
(c) Z=H0, > 1}, lim z, =0, lim z, = 1;
(d) Z={1,2}, lim =, =1, lim x, = 2;
(e) Z=1{0,1}, lim z, =0, lim x, = 1;
n—oo 720
(f) Z={-o00,+00}, lim z, = —o0, lim z, = +o0;

(67) Asagida genel terimi verilen dizilerin alt ve iist limitlerini bulunuz.

(8) 0 = (cos By, o) o — LECD

(¢) @,= (3,
(1—-(-nm2"+1

(e) T = o 13

(g) @, =n20-D"n,
Cevap:

(a) —1L1; (b)=1,1; (c) 0,+o0; (d) v ﬁ;

27
(e) 0,2 (f) 1,1; (g) 0,+oc.

(68) (x,), R icinde yakmsak ve lim z, = a olsun. ((—1)"z,) dizisinin

n—0o00

yakinsak olmasi icin a ne olmalidir.

(69) (), R icinde limiti a # 0 ve her n i¢in z,, > 0 kosulunu saglayan
bir dizi ve r € Q herhangi bir rasyonel say1 ise, (27) dizisi yakinsak ve

limiti a” dir. Gosteriniz.

(70) o > 0 herhangi bir reel say1 ve

1 a
Tpy1 = 5(2xn+I—2), n=01,...

ise, lim z,, = ¥a oldugunu ispatlaymiz.

n—o00

232

(71) R icindeki bir (z,,) dizisi icin

dp = sup{|z — x| 1 k> n,m > n}

Reel Say1 Dizileri

olsun. (z,) dizisinin bir Cauchy dizisi olmas1 icin gerek ve yeter sartin

lim d,, =0

n—o0

olmasidir. Gosteriniz.

(72) Herhangi bir z € R, sayis1 icin

lim (1 + E)” =e’

n—oo n

oldugunu gosteriniz.

(73) lim a, =a, a >0, a, >0, n € Nve lim b, =b, b € R olsun.

lim ai’b" =a
n—oo

oldugunu gosteriniz.
(74) a > 0,b > 0 olmak tizere

n 7Y n
Jim M

oldugunu gosteriniz.
LA
(75) sp =1+ > —, n € Nolsun.
i k!

(a) lim s, =eve (b) e—s, <

n—oo

onermelerinin dogrulugunu gosteriniz.

b

= Vab

n+2

nl(n+1)?
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2.4 Fonksiyonlarin Limitleri

2.4.1 Temel Tanimlar ve Onermeler

Ileride bos olmayan herhangi bir X C R kiimesinin limit (yiglma) nok-
talarmin kiimesini X’ ile gosterecegiz.

Bos olmayan X C R kiimesi, f : X — R fonksiyonu, A € R sayis1 ve a €

X' noktasi verilsin. Asagida, x, X icinde kalmak iizere a ya (esit olmadan)

yaklasirken f nin degerlerinin A sayisima yaklasmasinin cesitli tanimlari ver-

ilecek ve bunlarm denk olduklar1 gosterilecektir.

Tanmm 2.4.1 (Cauchy’ye gore): Eger, her € > 0 ve her x € X icin 0 <
|z —a| <& iken |f(z) — Al < € olacak sekilde € sayisina bagl bir 6 = 6(e) > 0
sayust varsa, f nin X kimesine gore a noktasindaki limiti A dir denir ve
JILIB; flx)=Aveyax € X, © — a iken f(z) — A seklinde yazlir.

Bu tanmim daha kisa olarak su sekilde yazilabilir:
lim f(z) = A < Ve > 0 icin 3§ > 0 6yle ki Vo € X icin
0= |z —a| <= |f(x) — Al <eolur.
Bu tanimin degili su sekilde yazilabilir:
lim f(z) # A< Je > 0 dyle ki V& > 0 i¢cin Jx € X Oyle ki

T—a

0<|z—al <d=|f(zx)— Al > eolur

0<|:r—a\<5<:>:v€[}(s(a)
If(x) = Al < e & f(z) € U(A)
|f(2) = Al > e & f(x) & U(A)

oldugu dikkate alimirsa yukarida verilen tanmimlar asagidaki sekilde verebili-
riz.

Xlim f(z) = A < A nn her [}e(A) komsulugu icin a min Oyle bir [}5((1)
Sr—a

komsulugu vardir ki, herhangi = € 55((1) N X icin f(z) € (}C(A) (veya
f(Us(a) N X) C U(A)) olur.
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lim f(z) # A< Anm dyle bir U.(A) komsulugu vardir ki, @ nin her i s(a)

X3z—a
delinmis komsulugu icin éyle z € (}5((1,) N X vardr ki, f(x) & U(A) (veya
f(Us(a) N X) ¢ U(A)) olur.
Bu tamimlar1 daha kisa olarak soyle yazabiliriz:
Jim f(x) = A& VULA) 3Us(a) f(Us(a) N X) C ULA),

lim f(z) # A < 3U.(A) YUs(a) f(Us(a) N X) ¢ U(A)

Xoz—a

Uyart: Eger, f : X — R fonksiyonu herhangi bir ¢ € R noktasmin bir
delinmis U(a) komsulugunda taniml ise, yani U(a) N X = U(a) NR = Us(a)
ise, X > 2 — a (veya x € X,z — a iken) yerine daha kisa olan = — a

semboliinii kullanacagiz.
Ornek 2.4.2 : X =R\{0}, f(z) = xsind ve a =0 olmak iizere
linéxsin‘]; =0 (2.5)

oldugunu gosteriniz.

Coztim: Herhangi bir € > 0 sayis1 verildiginde § = € alalim. O halde, her
2 € X icin |zsin 1| < [z| oldugundan dolay: her = € [}5(0) icin |zsin 1| < e

bulunur. Demek ki, her € > 0 icin 3§ = € dyle ki Vz € X icin
0<|z]<d=|zsinl|<e

olur. Bu ise (2.5) esitliginin dogrulugunu gosterir. ¢

Ornek 2.4.3 : QIE% [sgnz| = 1 oldugunu gdsteriniz.

Her z € R\{0} icin |Sgnz| = 1 oldugundan dolay1 0 ve 1 noktalarinin sirasiyla

herhangi [}5(0) ve [75(1) komsuluklar: icin f([}l;(())) ={1} C (5}5(1) oldugu
aciktir. Dolayisiyla, liné [sgnz| =1 dir.
2o
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Ornek 2.4.4 : X =R\{-1}, f(z) =

kullanarak

ve a =1 olsun. Limit tanimana

z+1

i =
a0t z+1

DO |

oldugunu gosteriniz.

Coziim:  Herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde her © € [;5(1) icin
|%| < e olacak sekilde e'na bagli 6 > 0 say1sinin bulunabilicegini gosterelim.
x

Her z € (0,2) = Uy(1) icin

| x 1|_ o —1] <1‘ 1
a1 2 T 2@+ " 2"

oldugundan, ¢ = min{2e, 1} > 0 alirsak her = € Us(1) icin

T 1
—1l<d=|——7|<
e =1l o1 al <
bulunur. Béylece, her € > 0 icin 36 = min{2¢, 1} > 0 yle ki Va € Us(1) icin
z
|x +1
edilir. ©

1
- 5} < € olur. Buradan, Tanim 2.4.1 den dolay1 istenen esitlik elde

Ornek 2.4.5 : f(z) = Sgnz, = € R fonksiyonunun x — 0 iken limitinin

mevcut olmadifini gosteriniz.

Coziim: f(r) = Sgnz fonksiyonunun deger kiimesi R(Sgn) = {-1,0,1}
kiimesi oldugundan, herhangi A ¢ {—1,0,1} sayis1 f nin 0 noktasimdaki limiti

> 0 olmak tizere

olamaz. Ornegin, herhangi A > 1 noktasmm e =

U(A) komsulugu ve 0 noktasmn her Us(0) komsulugu icin zo = 0 € Us(0)
dir, fakat f(zg) =1 ¢ U(A) olur. —1 ve 0 degerleri de f nin 0 noktasindaki
limitleri olamaz. Ornegin, —1 noktasmmn Uijp(—1) = (=3/2,-1/2) ve 0
noktasinm Uy (0) komsulugu icin ty = % € Us(0) dir. Fakat, f(to) = Sgnt, =
1 & Uyo(—1) bulunur. o
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Tamm 2.4.6 (Heyne'ye gire): X C R, f: X — R bir fonksiyon ve a € X’
olsun. Eger, her n € N icin z,, € X\{a} ve lim x,, = a kosullarini saglayan
her (x,) dizisi icin lim f(x,) = A ise, f nin a noktasinda limiti A dwr denir

ve Xlim f(x) =Aveyax € X,z — a iken f(x) — A yazlur.
Sr—a

Bu ve ileride verecegimiz Tanim 2.4.13 ve Tamm 2.4.22 nin verilen bir f(x)
fonksiyonunun a € R olmak tizere z — a (veya r — a ,z — at) ve a =
+oo(a = —oo) olmak fizere © — 400 (veya £ — —o0) iken limitinin mevcut
olmadigini gostermekte biiytik kolaylik saglar.

Tanim 2.4.6 nin degilini asagidaki sekilde verebiliriz.
Xlaljnlaf(ac) # A e Vn € Nicin z, € X\{a} ve nILHOlQ x, = a kosullarmm

saglayan oyle (z,,) dizisi vardwr ki, lim f(x,) # A dir.
Onerme 2.4.7 : Limitin Cauchy ve Heyne’ye gore tanvmlary denktir.

fspat: Tamm 2.4.1 = Tamm 2.4.6. Xlim f(z) = A olsun (Cauchy’ye
Sr—a

gore). Bu durumda, her € > 0 icin 36 = d(e) > 0 dyle ki Vo € [;J(Cl) NX icin
|f(x) — A] < € olur.

Her n € N ic¢in z,, € X\{a} ve lim z, = a kosullarmi saglayan herhangi
bir (x,) dizisi verilsin. O halde, TLH?LO: = nse) € N dyle ki Vn > n, icin
Ty € (}5(@) N X dir. Dolaysiyla, |f(z,) — A] < € elde edilir. Boylece, her
€ > 0 icin In. € N &yle ki Yn > n, icin (z, € 55((1) N X oldugundan)
|f(zn) — Al < € bulunur. Bu da Heyne’ye gore Xlaialvlia f(z) = A olmas
demektir.

Tanim 2.4.6 = Tamm 2.4.1. Cauchy’ye gore z € X icin lim f(z) = A
bagintisinin gerceklenmedigini varsayalim. O halde, verilen € ;ﬂdl say1sl icin
Op = %, n € N olmak tizere 3z,, € l}gn(a) NX oyle ki |f(z) — A| > € saglanir.

Her n € N icin, z,, € (}5n(a) NX, z, € X\{a} ve |z, —a|] <0, = !
kosullarimin saglandigy ve son esitsizlikten de lim z, = a elde edilir. Fakat,
her n € Nicin |f(z,) — A| > € oldugundan, ,}Z{Eljf (xn) # A elde ederiz. Bu

da Heyne'ye gore Xlim f(z) = A olmas ile celigki olur. O
Sr—a
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Ornek 2.4.8 : liH(lJ sin% limitinin mevcut olmadigini gosteriniz.
T

Coztim: Terimleri

1 1

Tp=——"— V€& Yp=—"—
" —5 +2nm " 3 +2nm

seklinde tammlayalim. (z,) ve (y,) dizilerini gézéniine alahm. Her n € N

icin p,y, € R\{0} ve lim z, = lim y, = 0 oldugu aciktir. Fakat, her

n € N icin sin Ii = —1 ve sin vi = 1 oldugundan,
n Un
lim sin - = -1 ve limsint =1
n—o0 Zn n—o0 Yn

elde edilir. Demek ki, her A € R sayis1 Heyne’ye gore sini fonksiyonunun 0
noktasida limiti olmaz. Bu da istenen limitin mevcut olmadigimi gostermekte-
dir. ©

2.4.2 Sagdan ve Soldan Limitler

Tanim 2.4.9 : a € R ile 6 > 0 saylart verilmis olsun. Us(a®) = [a,a +
0) (Us(a™) = (a—0,a]) araligina a mn sag (sol) & komsulugu denir.Us(a™) =
(a,a +96) (Usla™) = (a — d,a)) aralgina da a mn delinmis sag (sol) &

komsulugu denir.

a = +00 (a = —o0) durumunda Us(400) = (4, +00) (Us(—00) = (—o0, —9))

arahigima da +o0o0 un (—oo’un) § komsulugu denir.

Tanim 2.4.10 : X C R, f: X — R bir fonksiyon, A € R, a € X' ve
(a,+00)NX # 0 olsun. Ejer, here > 0 veVx € ﬁg(a*)ﬁX icin f(x) € U(A)
olacak sekilde € 'na bagl bir § = 6(e) > 0 sayrst varsa A’ya f nin X kimesine
gore a noktasindaki sag limiti denir ve x € X icin llirg f(z) = A veya

f(a™) = A seklinde gosterilir.

Tamim 2.4.11 : X C R, f: X — R bir fonksiyon, B € R, a € X' ve
(—00,a) N X # 0 olsun. Eger, her € > 0 ve Vo € Us(a™) N X icin f(z) €
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U(B) olacak sekilde ¢’na bagl bir 6 = d(e) > 0 sayist varsa B'ye f nin X
kimesine gore a noktasindaki sol limiti denir ve v € X icin lim f(z) = A
veya f(a™) = B seklinde gosterilir. o
Yukaridaki tanimlarda komsuluk semboliinti kullanmazsak:
Xalirila+f(7.) =A&Ve>0icind0 >006ylekiVee Xicina<z <a+0=
|f(z) — A] < € olur.

lim f(z) =B & Ve>00ylekiVd>0icindz € X oylekia—d <z <
a :;\f(x) — B| < e olur.

Sag ve sol limit tanimlar: ile Tanim 2.4.1 gozoniine alindiginda asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 2.4.12 : X C R, f: X — R bir fonksiyon, A € R, a € X' ve
(a,40) N X # 0 ve (—oo,a) N X # 0 olsun. [ nin X kimesine gore a
noktasinda limitinin var olmast icin gerek ve yeter kosul [ nin X kimesine

gore f(a®) ve f(a™) limitlerinin meveut ve f(a®) = f(a™) olmasidor.

Cauchy’ye gore verilen Tanim 2.4.10 ve Tanim 2.4.11’e denk olan Heyne’ye
gore asagidaki tanimi da ifade edebiliriz.

Tanim 2.4.10 ve Tanim 2.4.11 deki kosullarin saglandigimi varsayalim.

Tanim 2.4.13 : Hern € N icin z, € X\{a}, z, > a(z, < a) ve lim z, =
n—00

a kosullarma saglayan her (x,) dizisi icin lim f(x,) = A (lim f(z,) = B)

—00

ise, A ya (B’ye) [ nin X kiimesine gore a noktasinda sagdan (soldan) limiti

denir.

Ornek 2.4.14 : X = R\{1}, f(z) = i:

limitini bulunuz.

ve a = 1 olsun. 1'111% f(x)

Coziim: Her n € N icin z, € R\{1} ve lim z, = 1 kosullari saglayan

herhangi bir (x,,) dizisi verilsin. O halde,

. ot -1
lim f(x,) = lim = lim (z, +1) =2
n—oo n—oo T, — n—o0

oldugundan lin} flz)=2dir. o
pra
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3 — =
3

Ornek 2.4.15 : X = R\{3}, f(z) =

limatini bulunuz.

ve a = 3 olsun. liné f(2)

Coziim: z < 3icin 3 —2 >0 ve z > 3 icin 3 —z < 0 oldugundan,

3—x

f(37) = lim f(z) = lim = lim 1=1,

r—3~ =3~ 9 — T r—3~

o) T oy oy —B—2) Sy —

SO0 =g g =l = e =
olur. f(37) # f(3") oldugundan Teorem 2.4.12 geregince f nin 3 noktasinda
limiti yoktur. ¢

Tanim 2.4.16 : ¢ > 0 olmak dzere f : (¢, +00) — R fonksiyonu ve A € R
saysy verilmis olsun. Eger, her ¢ > 0 ve her x € (¢, 4+00) N Us(+00) icin
[f(z) — A| < € olacak sekilde bir § = d(e) > 0 sayse varsa, [ nin +oo 'da
limiti A dar denir ve 1E1+noo f(x) = A veya f(+00) = A seklinde gosterilir.

Tanim 2.4.17 : ¢ > 0 olmak dzere f : (—o0, —c) — R fonksiyonu ve B € R
sayrse verilmis olsun. Eger, her € > 0 ve her x € (—oo, —c) N Us(—o0) icin
|f(x) — B| < € olacak sekilde bir 6 = §(e) > 0 sayist varsa, Bye f nin —co

‘da limiti denir ve lim f(x) = B veya f(—o0) = B seklinde gosterilir.

Bu tamimlar1 daha kisa olarak asagidaki sekilde de verebiliriz.
ZEIPOO fl@)=A&Ve>0,30=0d(e) >0 6yle ki Vo > ¢
(veya Vz € (0, 4+00)) icin |f(x) — A] < € olur.
lim f(2) = B & Ve> 0,30 =0(e) > 0 6yle ki Vo < 4
(ve;;@;o € (—o0, —9)) icin |f(x) — B| < € olur.

Tanim 2.4.18 : f : R — R fonksiyonu ve A € R saysy verilsin. Eger,
Ve > 0 ve Vo € Us(—o0) U Us(400) icin |f(x) — A| < € olacak sekilde bir
0 = d(e) > 0 sayst varsa, [ nin oo da limiti A dur denir ve lim f(z) = A

veya f(oo0) = A seklinde yazlir.
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Buna gore,
z € Us(—00) UUs(+00) < |z] > ¢

oldugundan,
lim f(z) = A & Ve > 0, 30 = 6(e) > 0 dyle ki V]z| > 0 (veya Vo €
(—o0, —8) U (4, 00) icin |f(z) — A| < € olur.

Ornek 2.4.19 : f:R — R, f(z) = Va? + L—z fonksiyonu verilsin. Tanum
2.4.16 dan faydalanarak ﬁT f(x) =0 oldugunu gosteriniz.

Coztim: Verilen her € > 0 sayisi icin Oyle bir 6 > 0 sayist bulmaliyiz ki,
her x > ¢ icin |f(z) — 0] = [V2? + 1 — 2| < € esitsizligi saglansm. Herhangi
x € (0,+00) icin

1 1
Va?+l—z|=Val+l-0=——r— < —
z

2?24+ 1+
; 1 . o1
oldugundan dolay1 § = — olarak secilirse her x > ¢ icin — < € ve dolayisiyla,
x
[Vz2 +1 — x| < € bulunur ki, bu da Tamm 2.4.16 geregince istenen esitligi
ispatlar. o

Ornek 2.4.20 : f(z) = S seklinde tamimlanan f: R\{0} — R fonksiy-

x
onu icin lim  f(z) = 0 oldugunu gosteriniz.
: r—+00

Coztim: Verilen her € > 0 sayisi icin Oyle bir 6 > 0 sayist bulmaliyiz ki,

her |z] > & icin [ f(z) — 0] = |2

| < € esitsizligi saglansin. Her z € R\{0}
z
sin

1 1
| < — oldugundan dolay1 § = — olarak secilirse her |z| > ¢ icin
|| € ' '
sinx
ﬂ < ¢ ve dolaysiyla, |——| < e bulunur ki, bu da Tamim 2.4.18 geregince
T x
istenen esitligi ispatlar. <

icin |

Ornek 2.4.21 : f(z) = % seklinde tamamlanan f : R\{0} — R

fonksiyonu icin lim f(z) =0 oldujunu gdsteriniz.
z—400
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Coziim: Verilen her € > 0 sayis1 icin bir § > 0 sayis1 bulmaliyiz ki, her

@ > 6 icin |f(x) — 0] = |#

c—[a], _z—[z] = 1
\ 7 = <

| < € esitsizligi saglansi. Her x > 0 icin

1
olarak secilirse her > § icin — < ¢ ve dolayisiyla,
|#\ < ¢ bulunur ki, bu da Tanim 2.4.16 geregince istenen esitligi
>

ispatlar. ¢

N 1
oldugundan, § = =

Cauchy’ya gore verilen Tamim 2.4.16 ve Tanim 2.4.17" ye denk olan Heyne'ye

gore asagidaki tanimi da verebiliriz.

Tanim 2.4.22 : Her n € N icin x, > 0 (y, < 0) ve lim z, = +o0
(lim y, = —00) kosularim saglayan her (x,,) dizisi ((y,) dizisi) icin
lim f(z,) = A (lim f(y,) = B) ise, +00 da (—oo da) f nin limiti A dwr

(B dir) denir.

Ornek 2.4.23 : Tamm 2.4.18 den faydalanarak f(x) = sina fonksiyonunun

“+oo da (—oo da) limitinin mevcut olmadigina gosteriniz.

Coziim:  Terimleri z,, = T + 2nmw, Yy, = T + 2nm, n € N seklinde
tanimlanan (z,,) ve (y,) dizileri icin lim 2, = lim y, = 400 oldugu agiktir.
Fakat, her n € Nicin f(z,) = sinz, l_'icl ve f(z;jc: siny, = 1 oldugundan,
lim f(z,) =—1ve lim f(y,) =1 bulunur. Bu da Tamm 2.4.22 den dolay1
}Hrirlorf 400 da limitin?; Orilevcut olmadigimi gosterir. f nin —oo da limitinin
var olmadig1 benzer sekilde gosterilebilir.
Benzer sekilde, f(z) = cosz fonksiyonunun 400 da (—oo da) limitinin

mevcut olmadigy gosterilebilir. ©

2.4.3 Limitle ilgili Onermeler

Asagidaki Teoremde X C R, 29 € X' (g € R,z90 = —00 ve zg = +00

olabilir) ve ele aliman fonksiyonlarin X iizerinde tammh reel degerli olduklar:
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kabul edilir. Ayrica, 7o € R ise, a = 7, a =25, a = 1] ve 19 = —00 (v9 =
+00) ise, a = —o0 (a = 400) oldugu varsayilarak asagidaki teoremi ifade
edebiliriz.

Teorem 2.4.24 : Asagidaki énermeler dogrudur.

(a) Xlaiiriaf(:v) = A ve Xlaia?i»a f(x) = Ay ise, Ay = Ay dir.
(b) Xlim f(x) = Aise, 36 > 0 dyle ki f fonksiyonu [}5((1) N X kimesinde
Sr—a

stnarludar.

(c) Xlim flz) = A ve A#0ise, 30 = 6(e) > 0 dyle ki Yz € (}5((1) nx
Sr—a
A
icin | f(x)| > L2| dir.
(d) Xlim fz) = A ve Xlim g(z) = B lmitleri varsa f + g, f.g ve her
Sr—a Sr—a

z € X dcin g(x) # 0 ve B # 0 ise, ! fonksiyonlarinan da x € X icin
g

x — a tken limitleri vardir ve

(1) Jim (fx)+g) = A+B; (2) i (f(&) = glx) = A B;

X>z—a
@) Jm (@) -as @) g TS

(e) im f(z) = A, lim g(x) = B limitleri varsa ve her x € X icin f(z) <
g(x) ise, A < B dir.

(f) Her x € X icin f(z) < h(z) < g(z) ve lim f(z) = A = lim g(z) dse,
lim h(z) limiti de vardir ve A ’ya esittir.

(g) im f(z) = A, limg(z) = B limitleri varsa ve A < B ise, dyle § > 0
saysy vardar ki, her x € U(a) N X idcin f(x) < g(x) olur.

(h) Xlun f(x) = A ise Xlalgrcria|f(z)| = |A| dur.

Sr—a

ispat: Onerme 2.4.7 den dolay1, biitiin bu énermeler diziler icin olan

onermelere indirgenir ve Teorem 2.1.9 dan bu sonuclar hemen ispatlanir.
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Ornegin, Teoremin (d) sikkindaki (3)’tin ispatii yapalim. § > 0 herhangi
bir say1 olmak iizere her n € Nicin z,, € Us(a)NX ve lim z, = a kosullarim
saglayan herhangi bir (x,) dizisi verilsin. Bu durumda, lim f(z,) = A ve
lim g(x,) = B oldugundan Teorem 2.1.9 dan dolay1

lim f(2).g(x) = lim f(2,).9(x.) = lim f(z,). lim g(z,) = A.B

bulunur. O

Ornek 2.4.25 : liII(l) ST _ g oldugunu ispatlayiniz.
v

T—

Coziim: z € (0,7) olsun. Sekil 2.1 den goriildiigii gibi

A 2 o3
Ay = Alan(A0B) = & Z“””,

R2
Ay = Alan(AOBdilimi) = Tx

R?tanz
2
ve A; < Ay < Ay diir. Buna gore, her = € (0, ) icin

N
Ay = Alan(DOB) =

R’sinx - R’z - R’tanx
2 2 2

R2
bulunur. Bu esitsizlik 5 ile boliindiigiinde her x € (0, §) icin

sine < z < tanz (2.6)
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esitsizligi elde edilir. Buradan da her 2 € (0, §) icin

sinx

cosx<Si$<1 veya 0<1-— <1-—cosz (2.7)
esitsizligi elde edilir. Her 2 € (0, %) icin

1 —cosz = 251112% <2sing <w
oldugundan, (2.7) den her z € (0, ) icin

0<1—¥<x (2.8)

bulunur. 2 € (-=3,0) i¢cin —z € (0, %) oldugundan, (2.8)'e gbre her z €
(—%,0) icin
_sin(—x)

0<1

—T

sin x
veya 0 < 1 —

— < |z| esitsizliginin dogru oldugu elde edilir. Béylece, her

z € UL(0) icin
2

sinx

1—-— : 2.
0< . <z (2.9)

dir. lir% |x] =0 ve lina 0 = 0 oldugundan Teorem 2.4.24 (f) geregince (2.9)
dan istenen esitlik elde edilir. ¢

Teorem 2.4.26 (Bileske Fonksiyonun Limiti) : XY CR, a e X', be

Y (a,b €R),f: X =R, g:Y - R, lim f(z) =0 lim gly) =A
X3z—a Y3y—b

olsun. Eger, her v € X\{a} icin f(z) # b ve f(z) € Y ise, F(z) = (go

(@) = g(f(x)) bileske fonksiyonunun X kimesine gire a noktasindaki limiti

vardir ve lim F(z) = A dur.

ispat: Herhangi bir € > 0 sayis1 verilsin. lin%g(y) = A oldugundan, 36 =
y—

d(e) > 0 oyle ki, Vy € (75(1)) NY icin g(y) € U, olur.
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Xlim f(x) = b ise az 6nce bulunan § > 0 sayisi icin In = n(d) > 0 dyle ki,
Sr—a

Vo e [}n(a) N X icin f(z) € Us olur. Ote yandan, Yz € X\{a} icin f(z) # b
oldugundan, Vo € [;7]((1) NX icin f(z) = ﬁg(b) NY ve buradan da

fl@) € Us(b) NY = g(f(x)) C ULA)

bulunur. Demek ki, Ve > 0 icin 36 = 6(e) > 0 oyle ki Vo € [},](a) N X icin
F(z) = g(f(x)) € U(A) olur. Bu Xlim F(z) = A oldugunu ispatlar. O
Sr—a

.. 1
Ornek 2.4.27 : lim (1 + —)* = e oldugunu gosteriniz.
T—00 €T

Coztiim: Y = N olmak iizere g, g1, 9> : Y — R fonksiyonlar

g0 = L+ 1", ga() = (14 —)" o) = (1+ )™

n+1
biciminde, X = R, olmak iizere f : X — Y fonksiyonu da f(z) = [z]

biciminde tanimlanmis olsun.

lilll f(z) =400 ve lim g(n)= lim gi(n) = lim gs(n) =e

oldugunu biliyoruz.

1 1
—(1 (l=]) -1 =1
(_(]Of)(f) ( +|I'L]]) ) (g10f)(17) ( +[[Lﬂ+1)
1
(920 f)(x) = (1+ —) 7+
[z]
fonsiyonlarimin da @ — 400 iken limitleri e dir.
Herhangi x > 1 icin
1 1 1
14— el (142 < (14 [zl +1
Ut )" <0t < )
ve
- L e = LY £ I
lim (14 Y = lim (14 )i =c

z—+00 [=] +1 z—-+00 [=]
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oldugundan Teorem 2.4.24 ten dolay1

bulunur. Simdi Teorem 2.4.26 dan faydalanarak

1
lim (1+-)"=e
T

T——00

oldugunu gosterelim

1 1 1
i G P GO N | _ )t
— t 1
— i — =t = i — 1’: i — t
n tginoo( t ) tlggo(t — 1) tllg},o(l iz 1)
1 t
= lim (14+—)"'1+—
Jm (U =) (=)
= lim (1+ ! ) lim (14 ! )
= R S 2 |
. . 1 t—1 __ 7: 1 n o__
_tggéo(l-i_t—l) _7}2&(14_”) =¢

bulunur. Boylece,

1 1
lim (1+=)"=e= lim (14 =)"
T

T——00 r—400 x

dir.
Simdi istenen esitligin dogru oldugunu gosterelim. Herhangi bir € > 0

sayst verilsin.  lim (14 —)* = e = 30, = d1(€) > 0 dyle ki Vo < —¢; icin
T——00 T
1 1
[(14—)"—e| < edir ve hril (1+—)" =e= 3y = da(e) > 0 Syle ki V& > 0,
T T——+00 T

1
icin |(1 + E)T —e| < edir. O halde, her |z| > § = max{di, 2} icin
(Lt ) el <
) —e| <e
T

1
bulunur. Bu ise, lim (14 —)* = e olmas1 demektir. o
=00 x
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2.4.4 Limitin Varhgi Kosullar1

Reel terimli dizlerde oldugu gibi bir f : X — R fonksiyonunun X
kiimesine gore bir a € X’ noktasinda limitini bilmeden, f nin X fizerinde
degisme ozellikleri dikkate alinarak lim f(«) limitinin varhg kosullarinin bu-
lunmas bityitk 6nem ta§1maktad1r41ﬂ/§§ag1da X tizerinde tamimli monoton
fonksiyonlar ve X tizerinde tanimli herhangi bir fonksiyon icin mevcut olan
boyle kosullar incelenecektidir.

X CRvei=inf X, s=sup= X olsun. (i,s € Rveyai= —o0, s = +00
olabilir).

Teorem 2.4.28 : X C R wve f: X — R, X dzerinde monoton artan bir
fonksiyon ise,
lim f(z) =A=mf{f(z):2z € X},

Xoz—it

lim f(z) =B =sup{f(z):z € X}

Xoz—s~
limitleri mevcuttur. Ayrica, f, X dzerinde ustten (alttan) sinirl ise, A €
R (B € R) dir. Aksi taktirde A = —oo (B = +00) dur.

ispat: (a) f nin X {izerinde tistten simirh oldugu durumda B € R oldugu
aciktir. lim f(z) = B oldugunu gosterelim.

Horhf;l;;i bir € > 0 say1st verilsin supremumun karakteristik 6zelliklerinden
dolay1
1. Vze X icin f(z) < B ve
2. dz. € X oyle ki f(z.) > B — ¢ dur.
Vz € X icin x < s oldugundan, x, < s olur. s € Rise 6 =s— 2z, ve s = +00

ise § = x, olmak tizere

5() (s—0,s), s€Rise,
S) =
0 (0,+00), s=+00ise

olsun. O halde, Vz € i (s7)NX icin f(z) monoton artan oldugundan dolay1

B—e< f(z.) < f(x) <B<B+e
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bulunur. Béylece, Ve > 0 icin s noktasinin Gyle bir [} «(s7) komsulugu vardir
ki Vo € [}C(s’) N X icin |f(z) — B| < e olur. Buda lim f(z) = B olmas
demektir. o
(b) f, X tlzerinde tstten smwrsiz olsun. Bu durumda, Xglgifff flx) = 400
oldugunu gosterelim. Herhangi bir € > 0 sayws1 verilsin. f, X {izerinde
istten simursiz oldugundan, f(xz.) > € olacak sekilde bir x, € X noktasi
vardir. [} «(s7), s nin a) da tammlanan bir komsulugu olmak iizere f, X

iizerinde monoton artan oldugundan, Vz € [} (s7)N X icin
@) 2 flwd) > e
bulunur. Béylece, Ve > 0 icin 3§ > 0 6yle ki
Vo e Us)NX icin  f(x) > e

olur. Buda lim f(z) = +oco olmasi demektir.

fnin X fi;é;rinde alttan sinirli oldugu durum benzer sekilde incelenmek-
tedir. O

Monoton azalan fonksiyonlar icin asagidaki teorem benzer sekilde ispat-

lanabilir.

Teorem 2.4.29 : X C Rve f: X — R, X dzerinde monoton azalan bir
fonksiyon ise,
lim f(z) =D =sup{f(z):z € X}

Xox—it

lim f(z)=C=imf{f(z):2z € X}

Xoz—s~
limitleri vardir. Ayrica, f, X dzerinde istten (alttan) sunurlise, D € R (C' €
R), aksi taktirde D = 400 (C = —o0) dir.

Teorem 2.4.30 :f : (a,b) — R, (a,b) dzerinde monoton artan (azalan)
bir fonksiyon ve xo € (a,b) olsun. Bu durumda, f nin xo noktasinda sonlu

flxo—) ve f(zo+) limitleri vardur ve
Flag) < flzo) < flag) (flag) = flzo) = flag)

bagintisy saglanar.
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Teorem 2.4.31 (Cauchy Kriteri) :X C R kimesi f : X — R fonksiyonu
ve a € X' noktasy verilmis olsun.

Xlal?laf(x) =AcR&Vex>0
icin 30 = d(e) > 0 oyle ki Va' 2" € (}5(@) NX dcin [f(2') — f(@")] < e
saglanar.

ispat: = . Xlim f(z) = A € R limiti mevecut olsun. O halde, Ve > 0 icin
Sr—a

36 =d(e) > 0 dyle ki Vo', 2" € [}t(a) N X icin
[f(2') — Al <€/2, [f(a") — Al <¢€/2
olur. Ayni 2’ ve z” ler icin

If(2') = f")] < |f (@) = A+ A = f(2)]
<e€/2+€/2=c¢

bulunur.

< . Ve > 0icin 36 = d(e) > 0 dyle ki Va', 2" € [}5(@) NX icin |f(2') —
f(2")] < € esitsizliginin saglandigini kabul edelim.

Her n € Nicin 2, € X\{a} ve nEToo x, = a kosullarini saglayan herhangi
bir (x,,) dizisi verilsin.
lim z, = a = 3In. =n(d.) € Noyle ki Vn',n” > n. icin x, 0 € [}5((1) nx
olur. Ayni n’ ve n” ler icin |f(z,) — f(z.v| < € olmasmdan dolay1 reel
terimli (f(z,)) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu elde edilir. Cauchy dizisinin
ozelligine gore (f(z,)) yakmsak bir dizidir. lim f(z,) = A dersek Onerme
2.4.17 den dolay1 lim f(z) = A dir. O o

Not: Belirteﬁﬁﬁ ki, bu teoremde ve ileride gorecegimiz Tanim 2.4.32,
Tanim 2.4.35, Tanim 2.4.36 ve Teorem 2.4.34, Teorem 2.4.37 ve Teorem 2.4.39
da a € R, a = +00 ve a = oo olabilir. Ayrica, x — a iken sOylenebilen bu
tanim ve teoremler z € X icin # — a~ ve x — at durumlar icin de gecerlidir.
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Tanim 2.4.32 : X C R kimesi, f: X — R fonksiyonu vea € X', A€ R
noktalary verilmis olsun. Eger, her n € N, z,, € X\{a} ve lim z, = a
kosullariny saglayan bir (z,) dizisi icin lim f(x,) = A oluyorsa, A ya f nin

x — a iken hususi (veya ozel) limiti denir.

Uyar: 2.4.33 Tanum 2.4.32°de séz konusu olan A sayisi, genelde farkl (x,,)

dizileri icin farkldur.

fnin z € X, 2 — a iken biitin hususi limitlerden olusan kitme L(a)

olsun.

Ornek 2.4.34 : f(z) = sind : R\{0} — R fonksiyonunun x — 0 iken

hususi limitlering bulunuz.

Coziim: Herhangi bir A € [—1, 1] sayis1 icin terimleri

1

—_— A =1 ise;
T+ 2nm’ 156
Ty =19 —r A= —1ise;
= +2nm
A # +1 ise

(—1)™arcsin A + n7’

seklinde tanimlanan (z,) dizisini gozoniine alahm. Vn € N icin Vz,, € R\{0}
ve lim z, = 0 kosullarmin saglandig1 ve

lim sinﬁ =limA=A4
oldugu aciktir. Buradan da her A € [—1,1] sayismm f(z) = sin 1 fonksiy-
onunun x — 0 iken bir hususi limiti oldugu anlasilir.
Demek ki, L;(0) = [—-1,1] dir. ©

Teorem 2.4.35 : X C R kiimesi, [ : X — R fonksiyonu ve a € X' noktas
verilmis olsun. Eger, x € X icin lim f(z) = A limiti varsa, L;(a) = {A}
dur.
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Tanim 2.4.36 : X C R kiimesi, f : X — R fonksiyonu ve a € X' noktas:
verilmis olsun. Ly(a) kimesinin maksimumuna (minimumuna) f nin z — a

iken dist (alt) limiti denir. ve lim f(z) (lim f(z)) ile gosterilir.

T—a

Buna gore,

lim f(z) = min Ly(a), Iim f(z) = max L(a)

—a
dir.

Bos olmayan A C R kiimesi verilmis olsun.
d(A) = sup{lz —y[: 2,y € A}

biiytikligiine A kiimesinin capi denir.
Ornegin, A = [—1,3] icin d([—1,3]) = 4, B = [-2, —1]U[0,1] i¢in d(B) =
3, C =[1,40) i¢cin d(C) = 40, G = (—00, +0) icin d(G) = +oo dir.

Tanim 2.4.37 : X C R kiimesi, f : X — R fonksiyonu ve a € X' noktast
verilmis olsun. § > 0 sayise icin d(f(Us(a) N X)), f(Us(a) N X kimesinin

capr olmak 1izere
Q(f, a) = inf{d(f(Ts(a) N X)) : 6 > 0}
biyiikligine f nin a noktasindaki sicramasi denir.

Teorem 2.4.38 : X C R kiimesi, f : X — R fonksiyonu ve a € X' noktast

verilmis olsun. Bu durumda,

lim f(z) = sup{inf{f(z):z € [}5((1) NX}:d6>0}

Xoz—a

5li%l+ inf{f(z):x e [},5((1,) nX},
xnglL f(x) = inf{sup{f(z): z € l}g((l) NX}:6>0}

= 5111})1+sup{f(33) ‘x € [}5((1) nXx}

bagintilary dogrudur.
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Teorem 2.4.39 : X C R kiimesi, f: X — R fonksiyonu ve a € X' noktasi

verilmis olsun. Bu durumda,

Q(f,a) = T f(x) — lim (2) (2.10)

T—a

bagintisi dogrudur.

Teorem 2.4.40 : X C R kiimesi, f: X — R fonksiyonu ve a € X' noktast

verilmis olsun. Bu durumda,

lim f(r)= A lm f()=A= Tm f(2)

X3oz—a® X>z—a X3z—a"

dir veya baska bir ifadeyle

lim f(z) lmiti vardir < Q(f,a) =0

X3z—a

dur.

2.4.5 Sonsuz Kiiciik ve Sonsuz Biiyiik Fonksiyonlar ve
o-kiiciik ve O-biiyiik Sembolleri
Bu kesimde a € R(a € R, a = +00 veya a = oo) nin X C R kiimesinin

bir limit noktasi ve ele alinacak biitiin fonksiyonlarin X kiimesi {izerinde

tammli (a noktasinda tanimh olmayabilir de) olduklar1 kabul edilir.

Tanim 2.4.41 : Eger, lim f(z) = 0 ise, [ ye v € X, v — a iken sonsuz
kiiciik bir fonksiyon denir ve x € X, x — a iken f(x) = o(1) seklinde

gosterilir.

Buna gore, z € X,  — a iken f(z) = o(1) & Ve > 0 icin 36 = §(¢) > 0 dyle
ki, Vo € Us(a) N X icin | f(z)| < € saglanr.

Onerme 2.4.42 : Xlirn flz) = A e R & a(z) = f(z) — A olmak dzere
Sr—a
r € X, x— aiken a(z) =o(1) dir.



Limit 253
ispat: (a) Xlim flz)=AeR=
Sr—a

i, o) = A Y@ = A= i S - i A=AmA=0d
(b) f(z)=A+a(z) ve xlaiglua(m) =0=

i, S0 = dp A+ e@] =A% In ol =4 drD

Onerme 2.4.43 : = — a iken sonlu sayrda sonsuz Kicik fonksiyonlarin

cebirsel toplama da x — a iken sonsuz kicik bir fonksiyondur.

ispat: Onermenin iki tane sonsuz kiiciik fonksiyonlar icin dogru oldugunu
gostermek yeterlidir.
€ X, r— aiken f=o0(1) ve g = o(1) olsun. Herhangi A, € R icin
z € X, z— aiken A\f 4+ ug = o(1) oldugunu gosterelim.
im (Af + pug)(x) =

lim
X3z—a X3z—a

[Af () + pg(x)]
= Sl o) =200 =0
bulunur. O

Onerme 2.4.44 : x € X, 2 — a iken f = o(1) ve g : X — R fonksiyonu
herhangi bir r > 0 icin U,(a) N X dzerinde simrl ise, F(x) = f(x).g(2)

fonksiyonu x € X icin x — a iken sonsuz kiiciktir.

ispat: ¢: X — R, UO'T(a) N X fizerinde siirhdir = Vo € [}T(a) N X icin
lg(z)] < M olacak sekilde M > 0 sayist vardir. x € X icin © — a iken
f = o(l) = Ve > 0 icin 36, = d1(e) > 0 dyle ki Vz € Us,(a) N X i¢in

[f(z)] < % olur. O halde, § = min{r,d;} > 0 olmak tizere Va € Us(a) N X
€

icin |F(z)] = |f(2)||g(x)| < ]L]']w =c¢=x € X ic¢in x — a iken F = o(1)
dir. O

Tanmm 2.4.45 : Ejer, x € X icin lim |f(z)] = +oo ise, fye v — a iken

sonsuz biyik fonksiyon denir.
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Buna gére, z € X icin lim f(z) = —o0 (= +00)Ve > 0 icin 36 = d(¢) > 0

oyle ki, Vo € 55((1) N X icin f(z) < —e (f(z) > €) dur.
z € X icin lim f(z) = oo & Ve > 0 icin 3§ = d(e) > 0 oyle ki Vo €

[(}5((1) N X icin [f(z)] > € dur.

Onerme 2.4.46 :(a) Ejer, Vo € X\{a} icin f(z) #0vex € X icinz — a

iken f = o(1) ise, m fonksiyonu x € X icin x — a iken sonsuz biytktir.
x
1
(b) Eger, f, © € X icin x — a iken sonsuz biyik bir fonksiyon ise,m
-

fonksiyonu x € X icin x — a iken sonsuz kictktir.

. 1
Ispat: (a) Herhangi bir M > 0 saysi icin € = i olsun. = — a iken

f=o(1)ise 3§ = d(e) > 0 6yle ki Va € &5((1) NX icin | f(z)| < € ve buradan

da ayni z ler icin > — = M bulunur. Bu da ? ninz € Xicinz —a

b
[f(@)] " e

iken sonsuz biiyiik fonksiyon olmasi demektir.

(b) nin ispat1 benzer sekilde yapilabilir. O

Ornek 2.4.47 : (a) z — 0 iken sinz = o(1) dir. Clinkii hl% sine =0 dor.
(b) Yp > 0 sayst icin x — 0 iken 2P = o(1) dir.
1 1 . ) Lo i
(c) v — 0 iken —, — ve — fonksiyonlary sonsuz biyiktirler.  Cinki
x x
1 1
lim — =400, lim —=—oco, lim — =400, ve lim — = —o0 dir.
=0+ T =0 T 70 72 @—0- a3

Tanim 2.4.48 : Vo € X\{a} icin g(z) # ve x € X icin x — a iken
f=o0(1) ve g =o0(1) olsun. Ejer, 0 # k € R olmak tzere

o f)
alclglz glw) K

ise, v € X icin x — a iken f ve g aym mertebeden sonsuz kicik fonksiyon-
lardvr denir. (Bu durumda, © € X icin @ — a iken [ ve g ayni hzla sifira

yaklasirlar denir).
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Eger, k= 11ise f ve g, z € X icin v — a iken denk sonsuz kiiciik fonksiyon-
lardir denir ve z € X icin @ — a iken f ~ ¢ seklinde gosterilir.

Buna gore, € X icin x — a iken f ~ g & = € X icin x — a iken

f=o(l1), g=o0(1) ve lim fo) =1 dir.

Eger, k = 0 ise, x € qu((f% x — a iken f, g'ye gore yiiksek mertebeden
sonsuz kiictiktiir denir ve € X icin  — a iken f = o(g) seklinde gosterilir.
x € X icin  — a iken f = o(g) yazimi, x € X icin x — a iken f, g'ye gore
o-kiiciiktiir diye okunmaktadir.

Eger, |k] = +oco ise z € X icin @ — a iken g, f’den yiiksek mertebeden
sonsuz kiicliktiir denir

Ornek 2.4.49 : (a)Va € R\{0} icin & — 0 iken sinax ~ ax dir. Ciinkii

. sinaz . sint
lim =lim—=1
z—0 axr z—0

dir.
1
(b) z —0iken1+z—z~ 3% dir. Ctinkii,
Vitr—1 . (V1+z-1)(V1+z+1) i 2

lim = lim =

= lim =1
=0 iz a0 lr(VI+a+1) =0T+ 2 +1

dir.

2
(c)x — 0 iken 1 — cosz ~ % dir. Cinkii,

. l—cosz . 2511127_ sin g » . osingio
lim ——— = lim —= = lim = (lim =1
a—0 oz a—0 2z =0 & —0 £
2 2 2 2
. z—1 1 I
(d)r — oo iken ~ — dir. Clinkii
x x
= T 1 1
lim = lim =lim(l-=-)=1—lim-=1
T—00 r—o00 I T—00 T T—00 I

z

dir.

256 Sonsuz Kiiciik ve Sonsuz Biiyiik Fonksiyonlar

Tamm 2.4.50 : Vo € X\{a} icin g(z) # 0 ve z € X icin x — a iken
f=o(1) ve g =o0(1) olsun. Eger, 0 # k € R olmak tzere

@)
=2 (g

olacak sekilde p > 0 sayst varsa x € X icin x — a iken f,g ye gdre p.

mertebeden sonsuz kiictuktir denir.

Onerme 2.4.51 : = € X icin © — a iken [ = o(1) ve g = o(1) olsun.
x € X icinz — aiken f~ge x— aikeng— f=o(f) veya g— f =o(g)
dir.

ispat: =z € X c¢in v — aiken f ~ g olsun. Bu durumda,

T )
= lim 7“1) —9(*) =0 =

X3r—a g(l)

x € X ¢inz — aiken f— g =o(g) dir.
<z € Xc¢na — aiken g — f = o(f) (veya g — f = o(g)) olsun. Bu

durumda,

Mzo (_lim M:())

Xlai;{:llm f xT X3z—a (](J?)
i 9() = im M =
= xlalglnlia flx) ! (Xlazﬂa(g(m)) =

x — aiken g ~ f(f ~ g) dir. O

Sonuc 2.4.52 : Eger, 0 # k € R olmak iizere x € X icin lim fi =
= {g(a))?

olacak sekilde p > 0 sayst varsa, © — a iken f ~ k.g* ve x € X icin x — a

iken f = k.g? + o(g?) dir. Bu durumda, k.gP ye f nin esas kisma denir.
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Ornek 2.4.53 : (a) x — 0 iken f(z) = 1 — cosz fonksiyonunun g(z) = x

fonksiyonuna gére esas kisma 5((](9@))2 = §I2 dir.

1
(b)x — 0 iken f(x) = tanx —sinx nun g(x) = x e gore esas kisma E(g(:z;)) =
1
53:3 dir. Clinkii,

tanx — sinx . sinxl—cosz 1
— = lim ——

lim - _
—0 13 =0 T 122 cosu
. sinx . 1—cosz .. 1
= lim lim — im =1
=0 T a—0 §x2 2—0 COS T
dir. .
(¢)x — +oo tken f(z) =+ 1+x —1—2y/x nin g(x) = — ye gore esas
x

bust —(g())F =~ () dir. Gk
wsm =7 (9(2))2 = —1(— ir. Clinki,

1 I
lim V2 +14+vVer—1-2yx = i Y VeThe
Z—00 1,14

4

wlw

Jim T3
,1(;)2

— lim vVe—1—+vx+1
re f%(%)%(\/x T+ VA (V=T +v3)

8
= lim 3
O ET T VBVE T T VBV T VET D)

x

= lim :
_“”L“’(\/H%H)(\/l—§+1)(\/1—i+\/1+é>

=1 dir.

Onerme 2.4.54 : z € X,x — a iken f,g, 1,51 : X — R fonksiyonlar:

sonsuz kictkler olsun. Eger, x € X idcin v — a iken f ~ f1, g ~ g1 ve

L) limiti mevcut ise, lim /(@)
w—a gy () a=a g(z)

fl) . fi)

lim = lim
a—a g(x)  o—a gi(z)

limiti de mevcuttur ve

dir.
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Ispat: Onerme 2.4.51 den dolay1 € X icin ¢ — a iken f = f; + o(f1) ve
= g1+ o(g1) dir. Bu durumda, Teorem 2.4.24 (d) den dolay1

o(f1 (=)
. fx) o fA@) 4olfilx) . filw) 1+ fll(z)
lim = lim ————~ = lim —
3520 g(@) x50t gu(2) F o1 (@) X3ra ga(e) T4 AnCD
g1 (z
o(f1(z))
S 1) I s o 1C)
= lim . lim = lim
Xoz—a g1(x X3zr—a 1 + o(g1(x)) Xor—a gl(x)

g1(z)

bulunur. O

Ornek 2.4.55 : (a) x — 0 iken sin 3z ~ 3z ve tan 5z ~ 5z oldugundan,

. sindz . 3 3
lim = lim —
z—0 tan b -0 bx

5
dir.
2

. @
(b) x — 0 iken sinz ~x ve 1 — cosx ~ 5 oldugundan,

tanz —sinz . sinz(l — cosx)
= lim

lim - -
20 3 -0 3 cosx
sinz(1 —cosz) . 1
= lim —————% lim
20 3 =0 COS T
2
=lim —=.1=
z—0 13 2

dir.

Not: o(g) sembolii, genellikle belirli bir fonksiyon olmayip, € X icin & —
a iken g ye gore yitksek mertebeden sonsuz kiiciik olan biitiin fonksiyonlardan
olusan bir kiimedir. Bu sebepten z € X icin # — a iken f = o(g) esitligi
valnizca soldan saga yénde okunmaktadir. Buna gore,  — 0 iken 2? = o(xz)
esitligi dogrudur, fakat @ — 0 iken ¢ = o(x) seklindeki her ¢ fonksiyonu y =
3

22 fonksiyonuna esit degildir. Ornegin, © — 0 iken 2% = o(z) ve 2* = o(x)

esitliginin dogru olmasma ragmen x3 # 2 dir.
Tanim 2.4.56 : X C R kimesi, f,g : X — R fonksiyonlar, ve a € X'

(a € R, a = +00 veya a = oo ) noktasy verilsin. Ejer, a : X — R,
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herhangi bir § > 0 icin [}5((1) N X dzerinde sinwrl bir fonksiyon olmak tizere
Vo € Us(a) N X icin f(z) = a(x)g(x) ise, x € X icin x — a iken f = O(g)
seklinde yazlir ve v — a tken f, g ye gore O-buyiktir diye okunur.

Buna gore, eger Vo € [}5((1) N X icin

|f(2)] < elg(=)]

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 varsa, z € X icin  — a iken f = O(g) dir.
Aymica, eger f,Us(a)NX iizerinde simrh ise, x € X icin & — a iken f = O(1)
seklinde yazilir.

Ornek 2.4.57 : (a)  — 0 iken sin2z = O(x) dir. Cinki Yz € R icin
| sin2z| < 2|x| dir.

) . T 1 N
(b)x — 0 tken x = ()(%111 2x) dir. Clinki glﬂlil[l) % = 3 oldugundan Teorem
2.4.24 (b) den dolayz

fonkszyonu yetert kadar kicik bir § > 0 sayist

icin Ug(O) tizerinde smzrlzdw Yani, Vo € Ug(O) icin | — 3 | < ¢ veya
sin 2z

|z| < ¢|sin2z| olacak sekilde bir ¢ > 0 sayst vardur.
(¢) x — oo iken (— +sinz)r = O(x) dir. Clinki, Yr € [;1(00) icin
x
1. 1 .
\(; +sinz)z| < (\5| + |sinz|)|z| < (1+1)]z| = 2|z|
dir.

Tanim 2.4.58 : Eger, © € X icin x — a iken [ = O(g) ve g = O(f) ise,
r € X icin x — a iken f ve g ayni mertebendendir denir ve x € X icin

x — a tken f < g seklinde gosterilir.
Buna gore, eger Vo € (}5(&) N X icin

alg(@)] < [f(2)] < elg(2)]

olacak sekilde ¢; ve ¢y pozitif sayilar varsa, * — a iken f =< g dir.
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Ornegin, & — oo iken (2+sinz)z < z dir. Fakat z — oo iken (14sinz)z

ve x fonksiyonlar1 aym mertebeden degildir.

Simdi o-kiiciik ve O-biiyiik sembollerinin baz 6zelliklerinin kisa 6zetini
verelim.
10 o(f)+o(f) = o(f), o(f)—olf) = o(f), o(f)olg) = olfg) di.
2. o(f) = O(f), o(f).0lg) = olfg), o(f)+O()=O(f),
O(f) +O(f) = O(/) di.
3% YO#keRicin olkf) =o(f), k.o(f)=o(f) dir.
4%, n > 2(n € N) olmak iizere her k = 1,2,...,n — 1 icin o(f") = o(f*) dir.
50, Vn € Nicin (o(f))" = o(f") dir.
6°. Vn e Nicin f".o(f) = o(f**!) dir.

7°. Vn € Nicin o) _ o(f"~1) dir.

! o) f
8% Eger, Vo € Us(a) N X icin g(z) # 0 ise, x — a iken , 0(5) dir.
90 M\ €R,k=1,2,...,n olmak iizere oM f+Naf2+ .+ A ST

= o(f) dir.
10°. o(o(f)) = o(f) dir.
11% 2z —aiken f =o(1) ve g =o(1) ise f.g = o(f) ve f.g = o(g) dir.
Not: x — a iken sdylenilen bu ozellikler a € R ise, * — a~ ve © — a™
durumlari icin de gecerlidir. e
o-kiiciik ve O-biiyiik sembollerinin 1°,3% 5° ve 10° 6zelliklerinin ispatim

verelim.

1% z € X icin ¢ — a iken f; = o(f) ve fo = o(f) olsun. Bu durumda,

R T . hiEf
dm = dm =0 lim e
= lim I + lim L2 =0

X3z—a f Xoz—a f

oldugundan, x € X icin x — a iken f; £+ fo = o(f) dir.
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z € X icin ¢ — a iken fi = o(f) ve fo = o(g) olsun. Bu durumda,

lim ﬁ = lim & =0= lim M
X3z—a f X3z—a g X3z—a fg

N S
= lim . lim = =
Xoz—a f Xoz—a g

oldugundan z € X icin v — a iken fi.fo = o(f.g) dir.

3% 2 € X icin ¢ — a iken f; = o(kf) olsun. Bu durumda,

. N SO fi
i gr =02t = dim R
=k lim ﬂ:k.ozo,
X3z—a

buradan da = € X icin # — a iken f; = o(f) dir.

x € X icin ¢ — a iken fo = o(f) olsun. Bu durumda,

lim @:k lim é:k.():()

Xoz—a f Xoz—a f
oldugundan, @ € X icin  — a iken kfy = o(f) dir.

50, 2 € X icin x — a iken f; = o(f) olsun. Bu durumda,

. fl” . fl n . f] n

lim = =lim (=) = (lim—=) =0

z—a 7 zﬂa(f) (Iﬂﬂ f)
oldugundan, z € X icin x — a iken fJ* = o(f™) dir.

10°. 7 € X icin 7 — a iken f; = o(f) ve I = o(f1) olsun. Bu durumda,

lim E = lim Eﬁ = lim E lim ﬁ =0

ia vma i oo fy wa f

oldugundan, = € X icin z — a iken F' = o(f) dir.

2.4.6 Belirsiz ifadeler

X C R kiimesi, a € X' (a € R,a = +00 veya a = 00) noktasi ve
f,9: X — R fonksiyonlar1 verilmis olsun. Teorem 2.4.24 (d) den dolay1 eger,
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r € X icin  — a iken lim f(z) = A ve lim g(¥) = B # 0 sonlu limitleri

A

varsa, i nin de z € X icin x — a iken sonlu limiti vardir ve lim M ==

g : Xoz—a g(l) B

dir. A = B = 0 durumunda i fonksiyonunun z € X icin ¢ — a iken limitinin
g9

f

varhig1 tizerine kesin bir sey sylenemez. O halde, z € X icin x — a iken =
g9

fonksiyonu g seklinde belirsizlik olusturur denir.

Ornegin,
(a) f(z) = |z|, g(z) = 2? fonksiyonlar1 icin hn}] flz) = hH(l](](I) =0 ve
lim = = lim S = +oo dir.

=0 g(z) =0 |z]
(b) f(x) =sec?z, g(x) = tan*z fonksiyonlar icin lim f(z) = lim g(z) =

.
: 2
. flx . costn
400 ve lim Q = lim —— =0 d.
zag g(x Iﬂg si”x

T—

2

(¢) f(x) = wxsgnz, g(x) = x fonksiyonlar icin lir% flz) = 1111(1] g(x) =0 dur,

fakat % = Sgnax fonksiyonunun x — 0 iken limiti yoktur.
g(x
Benzer sekilde, eger, A = B = 400 (veya A = B = —0) ise, © — a iken

i fonksiyonunun limitinin varhg: iizerine kesin bir sey soylenemez. O halde,
g9

00
r € X icin x — a iken i fonksiyonu — seklinde belirsizlik olusturur denir.
g 00
Eger, lim f(z) = 0 ve lim g(z) = 400 (veya —o0) ise, x € X
Xsz—a Xoz—a
icin * — a iken f.g fonksiyonunun limitinin varligi tizerine kesin bir sey
sOylenemez. O halde, x € X icin # — a iken f.g fonksiyonu 0.co seklinde
belirsizlik olusturur denir.
Ornegin,

(a) f(z) = l, g(x) = x fonksiyonlar icin 111}_1 flz) =0, hI_;I_l g(x) =
xT z—+00 T——+00

o0 ve hT f(z).g(x) = lirf 1 =1 dir.
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1
(b) f(z) = o g(x) = 2? fonksiyonlar icin lim f(z) =0, lim g(z) =

T T—+00 T—+00
+o0 ve lir}_l f(z).g(z) = lim z = 4o0 dir.
ZT—T00 T—+00

. 1
(¢) f(z)=2*Sgnz, g(x) = = fonksiyonlar icin hn[l)fu) =0, ,l,iII(l)g(:[) =

+oo ve f(x)g(x) = Sgna fonksiyonunun z — 0 iken limiti yoktur.

0
Not: 0.00, — ve > tipindeki belirsizliklerden herhangi biri digerine
00

dontistiiriilebilir. o

X C R kiimesi, a € X’ (a € R,a = to00 veya a = oo olabilir) noktasi ve

u:X — Ry, v:X — R fonksiyonlar1 verilmis olsun. Asagidaki durumlar

mimkiindiir.
1. lim w(z)=056>0, lim v(z)=cise lim v’ =70 dir.
Xsz—a X3z—a Xoz—a
2. lim wu(z)=0, lim v(z)=c>0 (veya c = +00) ise,
XBI—*G ( ) ’ XBZ—NI ( ) ( y ) ’
lim ¥ =0 dir.
X3z—a
3. lim wu(z)=0, lim v(z)=c<0 (veya c= —00) ise
XBI—*G ( ) ’ Xax—?a ( ) ( y ) ’
lim u" = +oo dur.
X3z—a
4. lim wu(z) = Xlim v(z) =01ise, z € X icin & — a iken u” fonksiyonu
Sr—a

Xoz—a
0% seklinde bir belirsizlik olusturur.

. Xlim u(@) = 400, lim wv(z)=c>0 (veya ¢ = +00) ise,
Sr—a

353X —a
lim " = +o0 dur.
Sr—a
lim u(z) =+oc0, lim v(x)=c<0 (veyac= —00) ise
Xoz—a X3z—a
lim ¥ =0 dir.
Sr—a

lim u(zx) = o0, lim wv(z) = 0ise, x € X icin z — a iken u’
X3x—a X3r—a

fonksiyonu 0% seklinde bir belirsizlik olusturur.

o lim ow(z) =1, lim v(z) = oo ise € X icin @ — a iken u’
X3z—a X3x—a

fonksiyonu 1% seklinde bir belirsizlik olusturur. Ornegin, x — 0% iken
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1
(1+ z)= fonksiyonu 1*° seklinde bir belirsizlik olusturmasina ragmen

. 1,
lm(1+ 27 =e

dir.

u > 0 durumunda u? = e*™* bagmtis1 yardimiyla 0°, oc® ve 1% tipindeki her

belirsizlik v. In u fonksiyonu icin 0.oc0 tipindeki bir belirsizlige doniistiiriilebilir.

Eger, bu durumda limvinu = b ise, Vg € R icin lim e* = ™ oldugundan
g T—x0

(Bkz. tistel fonksiygr;jn 3) ozelligi) Teorem 2.4.26 dan dolay1
lim v° = lim e?'% = ¢b (2.11)
r—a r—a
elde edilir.
Not: = — a iken 9, E, 0.00, 00— 00, 0c’, 0° ve 1°° tipinde belirsizlik
olusturan fonksiyonlarin i)i?nitleri bu fonksiyonlar iizerinde baz elementer

islemler yapilarak uygun esdeger limitlere dontistiiriilerek hesaplanabilir. e

2.4.7 Temel Elementer Fonksiyonlarin Limitleri

Bilindigi gibi y = ¢ (e-sabit), y = a*(a > 0), y = log,z (a > 0,a #
1), y = z* (o« € R), y = sinz, y = cosz, y = tanz, y = cotx, y =
arcsinz, y = arccosx, y = arctanx, y = arccotx fonksiyonlarma temel
elementer fonksiyonlar ve bu fonksiyonlardan sonlu sayida cebirsel islem
ve bilesik fonksiyon olusturma kurallarimin uygulanmas: ile elde edilebilen
fonksiyonlara elementer fonksiyonlar denir.
Bu kesimde temel elementer fonksiyonlarin ve bazi elementer fonksiyon-
larm limitlerinin varligi problemleri incelenecektir.
I. c bir sabit reel say1 olmak tizere f : R — R, f(x) = ¢ sabit fonksiyonu
icin Yz € R icin 1Ln1 ¢ = c oldugu aciktir.
II. §1.19 matsz;tik ve onun uygulamalarinda en cok kullanilan {istel
ve logaritma fonksiyonlarmin tanimimi ve onlarin bazi 6zelliklerini gordiik.
Simdi, reel sayilar ve limit teorilerinden faydalanarak bu fonksiyonlar ile

ilgili bilgilerdeki aciklar kapatmaya calisacagiz.
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(a) Ustel Fonksiyon. a > 1 herhangi bir reel say1 olsun.
1 n € Nicin a' = a, @' = a".a tammiyla ¢ — a" : N — R

fonksiyonu tanimlanmis olur. Buna gore, n,m € N ve n < m ise

a"=g.a...q.qa...qa=a".a""
N

n—kez m—n—kez
am
oldugundan, aym n ve m ler icin — = "™ 6zelliginin dogru oldugu elde
edilir. Bu o0zellige dayanarak
200 a®=1veVneNicina™ = in tanimlarini verebiliriz. Buna gore,

VYn,m € Z icin

ozelliklerinin dogrulugu anlasilir.
3%, Reel sayilar teorisinde her bir b > 0 ve her bir n € N icin 2" = b
1
olacak sekilde (b nin n.mertebeden aritmetik kokii denilen ve 2z = bn seklinde

gosterilen) bir > 0 sayisinin meveut oldugunu gordiik.

oldugundan, Vn € N ve Vm € Z icin

1

0 l)m ve a’%: (aﬁ)q

an = (an
tanimlarim verebiliriz. Eger, bu durumda Vk € Z (k # 0) ic¢in ank = an
ise, Vr € Q icin a” tamimlanmusg olur.

4%, Herhangi z > 0, y > 0 sayilar1 ve her n € N icin

n

r<yer<y", rz=yeat=y
bagmtilarimin dogrulugu tiimevarmmla kolayca gosterilebilir.
50, Va >0, Vn,ny,ny € N ve Vk,m,my,my € Z (k # 0) icin

mk m mi ma my | mao
ank =an an .qn2 = qn N2
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m mk
bagmtilarimim dogru oldugunu gosterelim. an > 0 ve an > 0 olduklarn

aciktir. Ote yandan,
(am)nk _ ((a#)mk)nk _ (aﬁ)mlnnk
_ ((aﬁ)nk)mk _ amk,

(a%)nk’ _ ((a%)n)mk gk

oldugundan, 4° dan dolay1 istenen birinci esitligin dogru oldugu anlasilr.

Benzer sekilde,

m mg ny.n2 my niy.n2 mg ni.ng L n mi.n2 L n: mi.ng
()™ = (@) (@) = () ()
— gmnz gmen arrunz+mz"17

my , ma ming+mong 1
ny Tng ) A —_ o\ M1.n2+man
(a n +n2) 1nz ((l P, ) g _ ((anmz )nlm) 1n2+many

— am1712+mgn1
oldugundan, yine de 4° dan dolay istenen ikinci esitligin de dogrulugu anlasilir.
Boylece, Vr € Q icin a” tanimlanmis olur. Ayrica, Vr,ry,re € Q icin
a” >0 vea™.a™ = a"""? olur.
6°.  Vry,ry € Q icin 4° dan dolay1

o <ry=a’t<a?

1
oldugu goriiliir. Gercekten, Vn € N icin 4° dan dolay1 1 < a < 1 < an

1 m
bulunur. Buradan, yine de 4° den dolay1 Vn,m € N icin (an)™ = an > 1
olur. Demek ki, a > 1 oldugunda Vr € Q, icin a” > 1 dir. O halde, 5° dan
dolay1 Vry, 9 € Q icin

ri<re=a?*=a"a?" >a".1=a"

bulunur.
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79 Vro € Qicin _lim a” = a™ oldugunu gosterelim. Oncelikle lim a” =

Sr—T0 Qor—
- . 1 .. . L 1
1 oldugunu gorelim. lim a» = 1 ve buna gére lim o n = ——— =1
n—o00 n—oo . -
lim an
n—oo

1 1
oldugundan, Ve > 0 icin 1 —€ < a” 0 < am < 1+ ¢ olacak sekilde bir ny € N
1 1
sayist vardir. O halde, - <p< - olacak sekilde Vp € Q icin 6° dan
0 0

dolay1
1 1

a Mo < a? < ao
oldugundan ayni p ler icin 1 —e < a? < 1+e€ oldugu, dolayisiyla, Qlim0 a? =1
Sp—
oldugu anlasilir.

Qlimoap =1=Ve> 035 >0 0dyle ki |p| < 4, olacak sekilde Vp € Q icin
Sp—

€ €
1——<d? <1+ —
a’ a’o

olur. Buna gore, ry — 0. < r < 1o + J. olacak sekilde Vr € Q icin
a®—e=a"(1- %) <ad =ad%ad""" <ad"(1+ %) =a"+e€
veya —e < a" — a < € oldugu bulunur. Bu da istenen esitligin dogru
oldugunu gosterir.
Boylece, asagidaki 6zelliklere sahip r — a” : Q — R, fonksiyonu tanimlanmis

olur.

at=a>1,
Vri,ry € Q icin a™a™ = a2,
Vri,re € Q icin 1y <ry = a’t <a'?,
r,rs €Q 1y —ry iken ™ — a™
dir. Bu fonksiyonu R iizerine asagidaki sekilde genisletelim.
8.z €Ricin
A={reQ:r<uz}, B={reQ:r>ux}
X ={d":reA} Y={d:reB}
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s =sup X, 7 = infY olsun. A ve B kiimelerinin bos olmadig1 ve her r € A
ve her ' € B icin r < r’ oldugu aciktir. Bu durumda, her z € X icin
a" = a olacak sekilde bir 7 € A sayis1 ve VG € Y icin o = § olacak
sekilde bir ' € B sayis1 meveuttur. Buna gore, Va € X ve V3 € Y icin
a=a" <a’ =f olur. Buradan, X'in iistten, Y’nin de alttan smirh oldugu
ve buna gore de s =sup X < infY =i ve 5,7 € R, oldugu anlasihir. s ve ¢

nin tanimmindan dolay1 Vry; € A, 7y € B icin
Mm<r<rg=ad'<s<i<a?
bulunur. Buna gore,
0<i—s<a?—a"=a"(a™" —1) <s(a™" —1)
dir. Ote yandan, Qlaigo a? =1 oldugundan, Ye > 0 30, > 0 6yle ki,

€ .. .
0<ry—1r; <0=a?"—1< - olur. Buna gore, 0 <i—s<evee>0
s
isteksel bir say1 oldugundan dolay1 ¢ = s elde edilir.
z € Ricin a* = s = 7 diye tanimlayalim.

90, Qlim a” = a® oldugunu gosterelim.
Sr—x

s=supX =Ve>0 icin I €A oyleki s—e<a" <s=a"

i=infY =Ve>0 icin JIrneB odyleki a"=i<a™<i+e

olur. Buna gore, Vr € Q icin 7 < r < ry iken @™ < a” < a"? oldugundan,

ayni r ler icin
a®—e<a <a®+e veya |a"—a"|<e

bulunur. Buradan istenen esitligin dogrulugu goriiliir.
Simdi R iizerinde tammh z — a® fonksiyonun 6zelliklerini inceleyelim.
10 a > 1 iken Vay, x5 € R icin

T < Iy = a”t < a™?

onermesinin dogrulugunu gosterelim.
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(21, 22) arahginda r < 7o olacak sekilde iki r; ve ry rasyonel sayilari
vardir. a® nin 8° da verilen tanimi ve r — a” fonksiyonunun Q daki 6zelliklerden
dolay1

a™ <adt<a? <a™

oldugu anlasilir.
11°  Vap, 25 € Ricin

T1 T2 az1+mz (aml)mz
s

a"ta Frr2

=a
bagintilariin dogru oldugunu gosterelim.

9% dan dolay1 Ve > 0 icin 35’ > 0 dyle ki Vri,79 € Q icin |21 — 71| <

0L, |wa — 12| < 6! iken
€ €
a"a™ — = < a"ad”? < a"a™ + =
2 2
esitsizligi saglanir. Ayrica, 8. > 0 sayist icin 30, € (0,0!) oyle ki Vry,m € Q
icin | @y — 71 [< O, | @g — 1o |< 0c iken
|(1‘1 +I2) — (T‘1 Jr’l"z)‘ < (55
ve buradan da ayni r; ve ry ler icin
ritr € 1+ €
a™ 27§<a11 12<a7‘1+r2+§

oldugu elde edilir. ry, ry € Q sayilan icin a™.a™ = a2 oldugundan, elde

edilen son esitsizliklerden
a"t.a” —e < a" " < a"a"™ +e

oldugu elde edilir. Buradan, istenen birinci esitligin dogrulugu anlasilir.
Ikinci esitligin dogrulugu daha sonra (Bkz. Coziimlii Problemler (32)) ver-
ilecektir.
120, Vg € Ricin lim a® = a® oldugunu gosterelim.
T—xQ
1 1
lim a» = lim a” » = 1 oldugundan, Ve > 0 icin

n—00 n—00

€ _L 1 €
l——<a m<an <14+ —
a®o a®o
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olacak sekilde bir ng > 1 dogal sayst vardir. O halde, Vo € R i¢in |z — zo| <

1
— (veyaxg — — < x < g+ —) iken
n

no 0 no
€ L L €
l——<a m<a” ™ <an <14 —
a®o a®o

ve buradan da aym z ler icin
a™ —e<a®<a™+e (veya |a¥ —a™| <e)

esitsizliginin dogrulugu anlasilir. Béylece, Ve > 0 icin 3§ = ni > 0 oyle ki
Vo € Us(zg) icin |a® — a™| < € olur. Bu da istenen esitligin Odoglru olmasi
demektir.
13°. 1 — a® fonksiyonunun deger bolgesinin R, kiimesi oldugunu
gosterelim.
yo € Rolsun. a > 1icin lim a" = +00 > yp ve lima™ = 0 < yp
n—oo n—oo
oldugundan
a " <yp<a"

olacak sekilde bir n € N sayis1 vardir. O halde,
A={z€Q:a" <y} ve B={recQ:a">yo}
kiimeleri bos degildir. a > 1 icin
T < Ty & a”t < a™?

6nermesi dogru oldugundan, x; € A ve x5 € B olacak sekilde her z;, 2, € R
icin x1 < x5 dir. Bu durumda, IV Tamlk aksiyomu geregince her z; € A ve
her 25 € B icin 27 < xp < x5 olacak sekilde bir zg € R sayis1 vardir. a™ = yq
oldugunu gosterelim.

1
a® <y olsun. Bu durumda, lim ¢ = a* oldugundan Teorem 2.1.9

n—00

(2) den dolayr a®t o < yo (veya 9 + — € A) olacak sekilde bir ng > 1
n

.. 1
dogal sayis1 vardir. Ote yandan, zp < x9 + — kosulu 2y + — € B olmasim
o o
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gerektirir. Bu, AN B = ) olmast ile bir celiski olusturdugundan a® < g,
olamaz. Benzer sekilde, yy < a™ esitsizliginin de saglanmadig1 gosterilebilir.
Bu sebepten R nin 6zelliklerinden dolay1, a™ = y, oldugu anlasilir.

14°. 2 — a® fonksiyonunun tammim ve ézelliklerini ¢ > 1 durumunda
gordiik. Benzer islemler 0 < @ < 1 durumunda da yapilabilir. 0 < a <1
iken Vr € Q, r > 0 icin 0 < a” < 1 dir. Buna gére, 6° ve genel olarak 10° da
0 <a<1iken

T < T9 = a™ > a™?

olur.
Boylece, Ya > 0, a # 1 icin R tizerinde asagidaki ozelliklere sahip z — a”

fonksiyonu tanimlanmis olur.
1) at = q;
2) a®l.q%2 = a11+127 (azl)zz — azl.zg;

3) lim a® = a™;

T—T0

4) a > 1iken 1 < x9 & a™ < @™
0<a<1iken x; < 19 & a® > a™2;

5) x — a” fonksiyonunun deger bolgesi R dir.

R den R, ya tammlanan z — a® fonksiyonuna iistel (veya a tabanl tistel)
fonksiyon denir.
a>1 iken, lim a"=+0c0 ve lim o =0
T—+00 T——00

0<a<1l iken, lim a*=0 ve lim a®=+o0
r—+00 r——00

oldugu kolayca gosterilebilir.

Ornegin, digerlerini okuyucuya birakarak, 0 < @ < 1 iken lim a® = +o0
T——00

oldugunu gosterelim. Oncelikle, @ > 1 olmak iizere lim a® = 400 oldugunu

T——+00

gosterelim. Vn € N icin Bernoulli esitsizligindan dolay1 a” = (1+ (a —1))" >
14+(a—1)nve lim (1+(a—1)n) = +oo oldugundan, a > 1 iken lim a" = +oo
n—oo

n—00
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oldugu elde edilir. Bu durumda, Ve > 0 icin 3n. € N oyle ki, Vn > n,
icin a® > e olur. © > n. ve [z] = n olsun. Bu durumda, n > n. ve

n < x < n-+1oldugundan, a® > a" > ¢ dir. Buda lim " = 400 olmast
r—400

1
demektir. 0 < a <1 iken b = — > 1 oldugundan,
a

lim ¢ = lim a' = lim (l)t = lim b' = 400
T——00 t—+o00 t—+o0 @ t——+o00
oldugu anlasihr.
(b) Logaritmik Fonksiyon. a > 0, a # 1 olmak iizere a — a® :
R — R, fonksiyonu bijektif (birebir ve orten) oldugundan, onun R, dan R
ye tanmimlanan ve

log, : Ry — R

semlbolii ile gosterilen ve a tabanl logaritmik fonksiyon denilen tersi vardir.

Buna gére, Vo € Ry icin y = log, v < 2 = a¥ & x = a*%:* ve Vy € R
icin z = @¥ & y = log,z < log,(a¥) = y yazabiliriz. Burada, 6zel olarak
a = e ve a = 10 alirsak, y = log, x ve y = log,, « yerine sirasi ile y = Inz ve

y = log z yazihisim kullanacagiz. Buna gore, Vo € R, icin

y=lhre z=ds o=

y=logre r=10"s z=10"8"

yazabiliriz.

In : Ry — R fonksiyonuna dogal logaritma fonksiyonu ve Inz sayisina da
2 in dogal logaritmasi denir.

Logaritmik fonksiyonun tanimi ve iistel fonksiyonun 6zelliklerinden fay-
dalanarak y — log, v : Ry — R fonksiyonunun asagida verdigimiz 6zellikleri

ispatlanabilir.
1) log,a = 1;

2') Vyi,y2 € Ry icin log, (y1.y2) = log, y1 + log, ¥a,
Vy € Ry ve Vo € R icin log, (y*) = alog, v;
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3) Vyy € Ry icin _ lim  log, y = log, yo;
R4+3y—wo0

4Y) a > 1 iken, log, y; < log,v2 & y1 < yo
0 < a < 1iken log,y; >log,v2 & y1 < ya;

5') y — log, y fonksiyonunun deger kiimesi R dir.

Bu 6zelliklerin dogrulugunu gosterelim.

Ustel fonksiyonun 1) deki dzelligi ve logaritmik fonksiyonun tanimina gore
11 6zelliginin dogrulugu hemen goriiliir. (a! =1 = 1 =log, a).

Ustel fonksiyonun 2) deki zelliklerinden logaritmik fonksiyonun 2') deki
ozelliklerinin dogrulugu elde edilir. Gercekten, =1 = log, y1 ve x5 = log, y»
ise, y1 = a®™ ve y» = a® ve 2) deki birinci 6zellikten dolay1 y;.y2 = a*'.a®™ =

a1t = log, (y1.y2) = 1 + 22 = log, y1 + log, yo. olur. 2%) deki ikinci

ozelligin dogrulugu daha sonra (Bkz. Coziimlii Problemler (31)) gosterilecektir.

Ustel fonksiyonun 4) deki ozellikleri logaritmik fonksiyonunun 4') deki
ozelliklerini gerektirdigi benzer sekilde gosterilebilir.

5) = 5') asikardir.

Simdi 3!) 6zelliginin dogrulugunu gésterelim. Logaritmik fonksiyonun 21)

deki ozelliklerinden dolay1 Yy, yo € Ry icin

log, 2 =log, y +log, v, ' = log, y —log, yo
bulunur. Buna gore, Vy, yo € R, icin

|log, y — log, yo| < € & log,(a™) = —¢

<log, ;& < € =log,(a)

dir. Logaritmik fonksiyonun 4') deki ézelligi geregince, son esitsizlik a > 1
P
iken, a™¢ < kA <a‘ve 0 <a<1ikendea® < = < a ¢ esitsizligine denktir.

€

0 0
Buna gore, a > 1 iken yp.a < y < yoa® ve 0 < a < 1 iken ypa® < y < yp.a~

ise, ayn1 y ler icin

—e < log,y —log,yo < ¢ veya |log,y—log, yo| < €
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olur. Bu da logaritmik fonksiyonun 3') deki 6zelliginin dogru oldugunu

gosterir.
a>1 iken, lim log,y = —o0, lim log,y = +o0
y—0+ y—+00
ve
0<a<1 iken, lim log,y = +oo, lim log,y = —o0
y—0+ Yy—+0o0 :
dur.

Ornegin, digerlerini okuyucuya birakarak 0 < a < 1 iken lin(]l+ log,y =
y—

400 oldugunu gosterelim. Bu nedenle

. . 1 .
i lozy = lim log, - = = lim log, s
oldugundan 0 < a < 1 iken liI—%I—l log, = —oo oldugunu gostermek yeter-
Pa———

lidir. Ve >0 veVn > n. = [a ] 4 2 i¢in log,(n — 1) < —e ve dolayist ile,
0 <a<1ven € N olmak iizere nEToo log,(n — 1) = —oco oldugu aciktr.
x > n. ve [Jz]] =n —1olsun. Budwrumda, n —1>n.ven—-1<z <n
oldugundan log, z < log,(n — 1) < —¢ bulunur. Buda 0 < a < 1 iken
lim log, x = —oo olmas1 demektir.

JHJrIafI. Kuvvet Fonksiyonu. a € R olmak iizere R, {izerinde taniml

r — x* fonksiyonuna kuvvet fonksiyonu denir. Vo € R, icin

Y = aloga(z"‘) _ anlogaz

esitligi dogru oldugundan, x — x“ kuvvet fonksiyonu iistel ve logaritmik
fonksiyonlarmn bileskesidir. Ustel ve logaritmik fonksiyonlarm 2) ve 2%)
deki ozellikleri ve bileske fonksiyonunun limiti iizerine Teorem 2.4.26 dan

dolay1 Vz, € Ry icin

lim 2= _lim (a

alog, a,) = g% log, w0 _ .
Ry 3z—1x0 Ry 3z—120

To
oldugu anlasilir.
r — x% kuvvet fonksiyonu pozitif olmayan z ler icin de tanimlanabilir.

Bununla ilgili asagidakileri sdyleyebiliriz.
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1
n € N olmak tizere x — zn fonksiyonunun tanim kiimesi

1 R ok ise;
D(xn) _ s n t(.= 1'se,
[0,400), n cift ise

« irrasyonel say1 olmak {izere

D) { [0, +00), « >0 ise;

Ry, « herhangi irrasyonel say1 ise
dir.
. 0 a > 0 ise;
lim 2% = ’ o
z—0* 400, a <0 ise.
ve
. o +oo, a >0 ise;
lim 2% = .
=00 0, a < 0 ise.

Onermelerinin dogru olduklar: aciktir.

IV. Vz,€Ricin ‘LILII.LIU sinx = sin xy oldugunu gosterelim.

Oncelikle, Vt € Ricin | sint| < |¢| esitsizliginin dogru oldugunu gosterelim.
vVt € (0,7/2) icin (2.6) dan dolay1 sint < t dir. Buna gore, V¢ € (—7/2,0)
icin —t € (0,7/2) ise, sin(—t) < —t veya —sint < —t esitsizligi, dolayisiyla,
Vi € (—m/2,7/2)\{0} icin |sint| < |t| nin dogrulugu goriiliir. Ote yandan,
V[t| > 7 icin [sint| <1< g < |t| ve t = 0 i¢in sin 0 = 0 oldugundan, V¢ € R

icin |sint| < |¢| esitsizliginin dogru oldugu anlasilir. Vz, zo € R icin

| sin @ — sin xp| = |2 cos Z5. sin L5
= 2| cos T2 [ sin 2520 | < 2.|%| = |z — 20|

oldugu icin, herhangi e > 0 verildiginde 0 = € secimini yaparsak
|z — x| <0 = |sinz —sinz| < |v —xo| <d=¢

bulunur. Bu da istenen esitligin dogru olmasi demektir.

Benzer sekilde,
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V. Vz, € Ricin lim cosz = cos xy dir onermesinin dogrulugu gosterilebilir.
T—x0
b
VI. Vz, € R\{§ + ko k € Z} icin lim tanz = tanzy oldugunu
xT—T0

gosterelim.
Q .. . . . .
Yy € R\{§+k’7r ik € Z}icin lim sinz = sinxg ve lim cosx = cos g #
T—x0 T—x0

0 oldugundan Teorem 2.4.22 (d) den dolay1

. lim sinz .
. . oosine a2l sin xg
lim tanz = lim =— = = tan xy
-0 =10 COS T lim cosxz  cosxg
T—10

oldugu anlasilir.

Benzer sekilde

VII. Vz, € R\{k7 : k € Z} icin lim cotxz = cotx, dir, 6nermesinin
dogrulugu gosterilebilir. o

VIII. Vz, € R icin

lim arctanz = arctan zg (2.12)
T—T0
oldugunu gosterelim.
— 7
o, € Ry olsun. arctanxz — arctanxy = ¢ dersek tant = ——— ve
14 2.2
buna gore,
Tr — Xo
[tant] = [-——=| < | — |
14+ 2.2

oldugu elde edilir. O halde, Ve > 0 icin 3. = € > 0 dyle ki Vz, 2o € Ry icin

|& — x0| < 0 = |arctan z — arctan x|

=] < |tant| < |z —ao| <. =€

bulunur. Bu da, Vz, € R, icin istenen esitligin dogru olmasi demektir.
arctan(—x) = arctanz oldugundan zy < 0 icin bu esitligin ispat1 az 6nce
incelenen hale dontstiiriiliir. xy = 0 icin s6z konusu esitligin dogrulugu

vz € R icin gecerli olan

0 < |arctanx — arctan 0| = |arctan x| < ||
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esitsizliginden goriiliir. arcsin(—z) = —arcsinz oldugundan, —1 < x; < 0 durumu az énce
IX. Vty € Ricin lim arccotz = arccotz, oldugunu gosterelim. incelenen hale doniistiiriiliir.
T—T0
- ™ - T
Vo € R icin arctan z 4 arccotr = 9 oldugundan lim arcsinz = lim arctan ————= = arctan(0 =0
z—01 z—01 V1 — 22
: —i lim arcsinz = lim arcsin(—t) = — lim arcsint =
lim arccotz = lim (= — arctanz) o BrcsIng = i, arc (=) f, Bres t=0
T—T0 T—xT(
— T lim arctan z ve buradan da
2 a—wo

lim arcsinz = 0 = arcsin o
T

m
= — — arctan xy = arccotz B
2 oldugu anlasilir.

olur. XI. Vze[-1,1] i¢cin
X. Vze[-1,1] icin

lim arccos & = arccos xg (2.14)
x—x0
IILIBO arcsin x = arcsin zg (2.13) oldugunu gosterelim.
.. . ™ - . A
. ) Vz € R icin arcsinz + arccosz = — oldugundan, az onceki énerme
oldugunu gosterelim. . 2
geregince
x . . Q . ™ . .
0<z<1 iken, arcsinz = arctan ———— lim arccosz = lim (= — arcsinz) = — — lim arcsinz
B ' 1— 22 T—T0 T—T0 2 T—T0
™ .
ve = 5 —arcsinzy = arccos &
. . 1-
0<x<1 iken, arcsinz = arccot——— 1
T olur.
oldugundan, Teorem 2.4.26 dan dolay1 Vxq € (0,1) icin XIL.  ap,ai, - ,ay (a, # 0) herhangi reel sayilar olmak fizere P,(z) =

"™ + Ay 2"V 4 -+ ayx + @ polinomu icin Vay € R icin lim P, (x) =

T—x0

xT

lim arcsinz = lim arctan P, (z0) oldugunu gosterelim.

T—z0 T—z0
Zo . f(x) = ¢ sabit fonksiyonu ve g(z) = @ fonksiyonunu Vzo € Ricin lim ¢ =
= arctan ——— = arcsin o e
V1—aj cve lim z = z( oldugundan, VA € R ve Vm > 1 dogal sayis1 icin
T—ITo
ve xg = 1 icin . ’ . ’ . )
0 ; lim (Az™) = A lim 2™ = A\(lim z)™ = \ag’
T—z0 T—0 T—z(
lim arcsinz = lim arccot—— olur. Buna gore,
- 1 z
T . . e , _
= arccot) = 5= arcsin 1 lim (a,2" 4+ ap 2" '+ - @+ ag) = apaf + ap i xf 4+ ag
T—10

bulunur. = Pu(o)
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bulunur.
XIII. X C R ve g € X’ olmak iizere u : X — Ry vev : X - R

fonksiyonlar: icin _lim w(zx) = @ > 0 ve _lim wv(z) = b sonlu limitleri
Sz—zo X3z—x0

varsa, lim ¥ = a® dir.
Xsx—xo
Logaritmik fonksiyonun 3') ézelligi ve Teorem 2.4.26 dan dolay1

z—xg iken Inu(z) — Ina=v(z)lnu(x)—blna

= lim «’'= lim e'™
X3z—z0 X3z—x0
lim  wv.lnu
— eX3e—g — 6l7lna _ ab
. lim  o(z)
=(_lm wu(x))*=—w0 (2.15)
X3z—xo

bulunur.

2.5 Coziumlii Problemler
(1) 7e — 0” yontemiyle asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.
(a) lim%(3w +4)=-5; (b) lin%(x2 +4z) =12;

2
© Imyvi0—w=3 (4 lmZ

x—0 X

=3.

Coziim: Herhangi bir € > 0 sayis1 verilmis olsun.
(a) z € Ricin 0 < |z + 3| <9 < 1 oldugunda

|3z +4) — (=5)| = 3|z + 3| < 30
dir. 36 < e dan 0 < < bulunur. Buradan, § = 6(e) = min{l,¢/3}
secimi yapildiginda
zeR, 0<|z+3|<de ze(-3-6-3+\{-3}
=Bz 4+4) — (=5)| <€
olduguna gore, 1111113(31 +4) = =5 olur.
(b) z € Ricin 0 < |o — 2| < § < 1 oldugunda

|22 + 42 — 12| = |(z +6)(z — 2)| = |z + 6]z — 2| < 9|z — 2| <96
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dir. 9§ < e dan § < €/9 bulunur. Buradan, 6 = d(e) = min{l,€/9}

secimi yapildiginda

reR, 0<|z—2[<d& ze(2-462+0)\{0}
= |28 +4dr— 12| <e

olduguna gore, lin%(ac2 +4z) = 12 olur.

(c) z€Ricin 0 < |z — 1] < § < 1 oldugunda

10—z — 10 —
\\/10779673\:\(\/0 r—3)(v/10 —z +3)
V10 —2z+3
- [1—z B 0
2v2+3 2243

|7 ‘1_I|
V10 —2+3

0
dir. ——— < edan 0 < (22 + 3)e bulunur. Buradan, § = d(e) =
2v2+3 2v2+3) ’ ©
min{1, (2v/2 + 3)e} secimi yapildiginda

zeR, 0<lz—1<d& ze(1-0,1+0)\{1}
= |V1I0—z—3|<e

olduguna gore, lin% V10 — x = 3 olur.
(d) z € R\{0} icin |z| < ¢ < 1 oldugunda

22+ 3z
x

\ —3=|e+3-3/=z| <o

dir. Buradan, 6 = §(¢) = min{1, ¢} secimi yapildiginda
zeR, 0<|z|<d& ze(—0,+0)\{0}

2%+ 3z
= |

-3 <e

_ ot
olduguna gore, hné =3 olur. ¢
sy

T
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(2) 7e—¢" yontemiyle f(z) = [x] —2 fonksiyonu icin asagidaki esitliklerin
dogrulugunu gosteriniz.

@ lmf@)=-2  0) lnj@)=-2

T—7

3
() T fx)=-1  (d) lim f(z)=-1;

Coziim: (d) ve (e) esitliklerinin ispatim okuyucuya birakarak (a), (b)

ve (c) esitliklerinin dogru oldugunu gésterelim.
Herhangi bir € > 0 sayis1 verilsin.

1
(a)z € (1,2)icin 0 < J[z—%| <6 < 3 oldugunda [z ] = 0 oldugundan,
@) = (=) = [[2] —2+2 = -2/ =0 <

1
dir. Buradan, 6 = d(e) = min{g7 e} secimi yapildiginda

re(L2), 0<lt—l<soue (%75,%%)\{%}
= [f(z) = (=2) <e
olduguna gore, lin% f(x) = =2 olur.
(b) z €(0,1) i(;;?) <l—2z<§<1oldugunda [z] = 0 oldugundan,
[f(x) = (=2)[ = [[z] —2+2[=0<¢
dir. Buradan, 6 = 6(e) = min{1, e} secimi yapildiginda

ze€(0,1), 0<l—z<deorec(l-961) =|f(z)—(-2)<e

olduguna gore, f(17) = lim f(z) = —2 olur.
@1
(¢)ze(1,2)icin0<z—1<4d<1oldugunda [z ] =1 oldugundan,

lf(@) = (=Dl =[=] -2+1=0<9
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dir. Buradan, § = §(e) = min{1, e} secimi yapildiginda
ze(0,1), O0<z—-1l<deze(l,1+0)=|f(z)— (1) <e
olduguna gore, f(17) = lim f(z)=—1olur. o
x—1

(3) 7e — ” yontemiyle asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.
x 1 242

lim ——=- ; (b i =

@ lmoi=3 ¢ O mgmg=

Coziim: Herhangi bir € > 0 sayist verilmis olsun.

(a) z € (=00, —1) U (1,400) icin |z| > § > 1 oldugunda

z 1|7 L 1 o1
20+ 1 20 22041 T 2(]2¢|—1) T 2(25 - 1)

142
dir. Buradan, ¢ = §(¢) = max{1, %} secimi yapildiginda
€

x € (—o0,—1)U(1,400), |z] > x € (—o0,—0)U(d,00)

= |

T 1|<
——|<e
2v+1 2
T

- .. . 1
olduguna gore, lim = — olur.
z—o00 20 + 1 2

(b) z € (o0, —1) U (1, +0o0) i¢in |z| > § > 1 oldugunda

222 222 222 222
| = > > =
3r+1 [Bz + 1] = 3|z|+1 " 4|z]

1 1
dir. Buradan, § = d(e) = max{1, 2¢} secimi yapildiginda
z € (—o0,—1)U(1,400), |z|>0e z € (—o0,—d)U(0,00)

o) 242
3z +1

\>€

2

olduguna gore, lim = o0 elde edilir. ¢

z—o00 3 + 1
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1
(4) "e— ¢ yontemiyle f(x) = — 3 fonksiyonu icin asagidaki esitliklerin

dogrulugunu gosteriniz.

(a) liléli f(x)=—00 (b) hr?+ f(z) =400, (c) lllréf( z) =
Coziim: Herhangi bir € > 0 sayis1 verilmis olsun.
(a) z € (1,2) icin 2 — 2z < ¢ < 1 oldugunda

fo) = —5 <3

1
dir. Buradan, § = 6(e) = min{1, =} secimi yapildiginda
€

€(L,2), 0<2—z<d&re(2-40,2)= f(z)<—¢

olduguna gore, hm f(z) = —o0 elde edilir.
(b) z € (2,3) icin  — 2 < § < 1 oldugunda
1
=151

1
dir. Buradan, § = d(¢) = min{1, -} secimi yapildiginda
€

€(2,3), 0<az—-2<d<ez€e(2,2+0)=|f(x)]>e€
olduguna gore, zlim+ f(z) = 400 elde edilir.
(c) (a) ve (b) den goruldgi gibi 6 = 6(e) = min{1, %} secimi yapildiginda
€(1,3), 0<lz—2/<dexe(2-06,2+0)\{2}
= f(z) > €
olduguna gore, llig f(z) = oo elde edilir. ©

(5) f:R—-R,
1, x rasyonel ise,
fl@) = . .
0, a irrasyonel ise
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fonksiyonu icin her zp € R noktasmda lim f(z) limitinin mevcut ol-
T—x0

madigini gosteriniz.

Coziim: Vzy € R icin Tanim 2.4.6 nin kosullarmin saglanmadigim

gosterelim.

r, €Q, n=12"--- ve hm , = xo kosullarm saglayan (z,,) dizisi

icin lim f(z,) = hmlflvex el,n=12...ve hmx =
n—o00 —00

kosullarim saglayan (95”) dizisi icin lim f(z)) = hm 0 = 0 olduguna

gore, lim f(z) limiti yoktur. ¢
z—T0

sinz

s x < 0 ise;

— x
fla) = 1—coszx .
———, x>0ise

fonksiyonunun x = 0 noktasinda sag ve sol tarafli limitlerini bulunuz.

x =0 da limit var mdir?

Coziim: Ornek 2.4.25 ten dolay1 0 da sag ve sol tarafh limitler icin

£07) = tim P =,
r—0= T
1—coszx 2sin? 2
f(07) = lim 8L _ lim 2
0t z—0t T
T Sing. o . x, .. sint
= lim =~ = lim 2(1 =0
Jim 5 (%) = Jim 5 (Jim =)

bulunur. f(07) # f(0") olduguna gore, hngJ f(z) limiti yoktur. o

(M
mz +n, x> —1Iise;
flz) = .
mx+2, x < —1ise
fonksiyonunun xy = —1 da limitinin olmasi icin m ve n ne olmahdir.
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Coziim: —1 de sag ve sol tarafli limitler icin

f(=17)= lim (mx+2)=-m+2,

r——1—
f(=17) = lim (ma+n)=-m+n

r——1

bulunur. Teorem 2.4.12 den dolay1 lim1 f(2) limitinin meveut olmasi
icin f(—17) = f(—17%), yani —m + 2 = —m + n kosulu saglanmalidir.
Buna gore, m herhangi bir reel say1 ve n = 2 ise f(x) fonksiyonunun

zo = —1 de limiti vardir ve zgrglf(x) =—m+2dir. ¢

(8) Teorem 2.4.24 (f) den faydalanarak asagidaki limitleri hesaplayimz.

(@) lma?sinl; (b) limacos (¢) lim /wsinl.
z—0 * 2—0 z—0 B

L
Coziim: (a)vVz € R\{0} icin
—z? < 22 sini < 22

ve lim (—2%) = lim 2?2 = 0 olduguna gore, lim 2?sin L = 0 bulunur.
(b) Yz € R\{0} icin

—|z] < xcos%ﬁ < |z

ve liH(l)(f‘l‘D = 1'111(1) |z| = 0 olduguna gore, lin})z cos 3%/5 = 0 bulunur.
(c) Yz € R\{0} icin

—| V| < Jwsind < |l

ve lin[1)(7|\3/5|) = 1111(1)‘W| = 0 olduguna gore, lirrtl) Yazsinl = 0 bu-
lunur. ©

(9) f(z) = /o — [x] fonksiyonunun limitinin var olmadigi noktalarn
kiimesini bulunuz.

286
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(11)

Coziimli Problemler

Coziim: Vm e Zicnm <z <m+1 (m—1<az < m) oldugunda

[z] =m ([z] =m —1) dir. Buna gore,

f(m®) = lim vz — [z] Llﬁu]& Ve—m=0

z—m't
lim oz —(m—-1)=1
r—m=

fm™) = lim o — [z] =

T—m=

bulunur. f(m~) # f(m"') olduguna gore, f(z) fonksiyonu Vm € Z
noktasimda limiti yoktur. ¢

Oyle f ve g fonksiyonlar bulunuz ki, Teorem 2.4.24 teki (d) ve (h)

onermeleri dogru olmasin.

Coziim: f: N — R, g: N — R fonksiyonlar1 durumunda uygun
ornekler Teorem 2.1.9 da gosterilmistir.

f(x) = sgnx ve g(x) = —sgnz fonksiyonlar1 0 da limiti olmayip, f(z)+

) = (2).g9(x) = — vcM
ola) =0, f(a)gla) = <1 ve L2

= —1 fonksiyonlar icin

lim(f(z) 4+ g(x)) =0, lm(f(x).g(x)) = lim /(@)

z—0 z—0 z—0 g(r

=-1

dir.

F(z) =x+ [2] ve G(z) = [«] fonksiyonlar Vm € Z noktasmda
limiti olmayip, lim [F(z) — G(z)] = lim 2 = m dir.

H(x) = sgnx fonksiyonu 0 da limiti olmadigina ragmen /l‘iII(lJ |H(z)| =1

dir. o

n €N, ap,ai,...,a,, ap# 0reel sayilar ve B, () = apz"+a12" ' +.. .+
(1% + a, olmak tizere asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.
(a) lim |P,(z)| = +oo;
T—00
(b)

. 400, ag > 0 ise;
lim P,(z) = » e o
z—+o0 —00, ap <0 ise
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(¢) n cift say1 ise

400, ag > 0 ise;

T——00

—00, ap <0 ise

lim P, (x) = {

(d) n tek say1 ise

—o00, ag > 0 ise;

T——00

+00, ag <0 ise

lim P,(z) = {
Coziim:

(a) Vo € R\{0} icin

a a,
P,(x) = 2™(ap + ;1 +...+—

)

n

ve lim (ag+ a +...+ Q—Z) = ap # 0 olduguna gore Teorem 2.4.24
T—00 T T
(c) den dolay1 3§ > 0 dyle ki Vo € R, |z > ¢ icin

a n |aol
+ 24+ BN
o x 9:”' 2
dir. Buradan, ayni « ler icin
a a a
(Pa(@)] = fallao + 2+ 4 2y > 10l
bulunur. lim MM" = +00 olduguna gore, Teorem 2.4.24 (e)
T—00
den dolay1 lim |P,(z)| = 400 oldugu anlasilir.
T—00
(b) lim 2" = +oo olduguna gore,
T—+00
lim P,(z) = lim z" lim (ao+ LR &)
z—+400 T—+400 T—+00 T an

. n 400, agp > 0 ise;
=ap lim 2" = .
=00 —00, ap < 0 ise

(¢) lim z

. ) too, ncift ise;
—00, n tek ise
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olduguna gore, (c) 6nermesinin dogrulugu (a) ve (b)’ye benzer sekilde
gosterilebilir.o

n,m € N, ag,a1,...,a,, bo,b1,..., by, reel sayllar P,(z) = apa™ +

A"t an, Q) = ber™ b 4.+ by, ve ag.by # 0 olmak
P’ﬂ/

tizere R(z) = () olsun. a =x9p € R ve a = —00, a = +00, a = o0

durumlarinda lim R(?) limitini bulunuz.

Coziim: a = zy € R olsun. Bu durumda, lim P,(z) = P,(x) ve
T—z0

lim @ (2) = Qm(xo) oldugunu biliyoruz. Buna gore, Q. (xo) # 0 ise,

T—T0

Teorem 2.4.24 (d) den dolay1

lim P,(z)

. x>0 o Pn(IU) _ .
Jim R(z) = i Qu(z) ~ Qmlzo) B(o)

bulunur. Ornegin, 'lvin}(SJ:3 + 422 — 224+ 1) = 6 # 0 olduguna gére,

i 22422 +5 14+2+5 8 4
ir = — -
a—1 323 + 422 -2 +1 4+3-2+1 6 3

dir. Qu(zo) = 0 ve P,(x0) # 0 ise lim R(z) = oo dir. Ornegin,
T—x0

lim (2% — 52 + 6) = 0 olduguna gore,

r—2
oA+ Ta? 4w —18 84284218 20
lim —= _ 2
e—2 22 —5x+6 0.(2 - 3) 0

dir. Py (z9) = Qm(xo) = 0 ise, P = (v — 20) Py_1(2), Qm(z) = (2 —
20)Q%,_1(x) olduguna gore,

—00

Pry(z)

lim R(z) = lim

T—10 T—x0 Q:n—l(]")
dir. Ornegin,

2?4+ 2r -3 =(z—1)(z+3),
208+ 2% — 20— 1= (2 —1)(22> + 3z + 1)



289

2?4200 -3=(x—1)(z+3), 22%+2? -2z 1= (v —1)(22* + 3z +1)

olduguna gore

) ¥? 421 —3 . (z—1)(z+3)
lim = lim
a—1223 + 22 =22 — 1  a—1 (z —1)(222 + 3z + 1)
= lim _whs 2
S a-1222437+1 0 3
olur. Simdi, a = —oo (veya a = +oc veya a = oo) olmak {izere lim R(x)

limitini inceleyelim. Vz € R\{0} icin

ag+ 2+ .+
S(a) =
bo+ 2+ o+l

T

olmak {izere R(z) = 2" ™.S(z) ve lim S(z) = % oldugu aciktir. Buna
Tr—a 0

gore,

lim R(z) = lim S(z). lim 2"~ = 90 Jim g

r—a Tr—a r—a 0 r—a
ag | 1, n =m ise;
- bo | limaz™™, n#£mise
r—a
bulunur. n # m durumlarmda

400, n>m ven—m cift ise;

lim "™ =< —oo, n>mven—m tek ise;
Tr——00 .
0, n < m ise
ve
R _ 400, n > m ise;
lim 2" " = o
=400 0, n < m ise
olduguna gore,
1, n = m ise;
. [ 400, n>m ven—m cift ise;
lim R(x)=—. .
z——00 by —00, n>mven—m tek ise;
0, n < m ise.
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Qo .
b’ n =m ise;
400, n>mven—m cift ve agby > 0 ise;
=93 —oo, n>mven—m cift ve agby < 0 ise;
0o, n>mven—m tek ise;
0, n < m ise.
1, n =m ise;
. ao .
lim R(z)=-—.4¢ +oo, n>mise;
T—+00 b(]
0, n < m ise.
ap .
b’ n =m ise;
_ ) +oo, n>mveaghy > 0 ise;
—00, n>m ve agby < 0 ise;
0, n < m ise,
1, n =m ise;

. ap 400, n>mven—m cift ise;
lim R(z) = — o
z—00 bo 00, n>mven—m tek ise;

0, n < m ise.
Qo L
b n =m ise;
400, n >m ven—m cift ve aghby > 0 ise;
=9 —oo, n>mven—m cift ve aghy < 0 ise;
00, n>mven—m tek ise;
0, n < m ise.

bulunur. ©
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(13) Eger varsa, asgidaki limitleri hesaplayimiz.

i ; b)  lim [2°—5];
A\ e © il sk

[2]?-16 | ,
(¢ Jlim == (@) lim([z] + [2-1])
; L _[22—[z+3]].
(e) EEI% [22 1] (f) llf}*T’
Sgn(x — 1)|z — 1] |z — 3]
(g) lim pow IR ¥ o s 1R
(1) glgli% [cosz]; (j)  lim [aresinz];

T—5

2
k lim [arccosz ] .

==y

. |4 — 22| . [2 — z[|]2 + z|
lim y/— = lim 4/ ————
T——2 |2+,r| T——2 ‘2+,T|

= lim /22| = Vi=2.
(b) /5 in hemen sagimda [22 — 5] = 0 olacagindan,

lim [2>-5] =0

zHﬁJr
olur. v/5 in hemen solunda [2? — 5] = —1 olacagndan,
lim [a?-5] =—1
z—V5

olur. Sag ve sol limitler farkh oldugundan, v/5 noktasinda limit

yoktur.

292 Cézimlii Problemler

(¢) Vo # —4 icin

[z]2-16 _ ([=] +4)([=] —4)

z+4 z+4
oldugu aciktir. —4 {in hemen saginda [z ] —4 = —8 olacagindan,
2 _ _
lim [=] 16 = lim 0(=8) = lim 0=0
z——dt  x+4 z——a+ T+ 4 r——at
olur. —4 iin hemen solunda [z ] —4 = —9 olacagindan,
21 1.(—
lim M = lim (=9) = +00
——4-  z+4 z——4- T+ 4

olur. Sag ve sol limitler farkl oldugundan, —4 noktasinda limit

yoktur.

(d) 0 m hemen sagimda [z] =0ve [z —1] = —1 olacagindan,
tim (] + [x~1]) = lim (04 (-1)) = -1
olur. 01n hemen solunda [z] = —1ve [z—1] = —2 olacagindan,
h%l,( [z] + [z—1]) = 1115{(—1 +(-2))=-3

olur. Sag ve sol limitler farkll oldugundan, 0 noktasinda limit
yoktur.

1
(e) 3 iin hemen saginda (solunda) [2z?+1] =1 olacagindan,

1

1] "

lim
1

T3

bulunur.

(f) 3 in hemen sagmda [z +3] =6ve [2z— [z+3] ] =0
olacagindan,
2 — |z
I [a+3]] _

z—3+ r—3

0
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olur. 3 iin hemen solunda [z +3] =5ve [2z— [z+3] ] = bulunur. ¢

[22 —5] =0 olacagindan,
(14) n € N olmak tizere  — 0 iken

lim w -0 1 T
el z_3 = (a) (14+z)"=14+nz+o(x); (b) (I+z)n= 1+;+0(m)
olur. Buna gore, esitliklerinin dogrulugunu gésteriniz.
lim [22—=[z+3]] -0 Coziim: (a) Binom acilim formiiliine gore,
r—3 xr — 3

bulunur (I+a)" = +cpr+caz’+.. +da"
() =l+nz+a(Er+... +a" ")
=1+nz+oa(x)c

lim Sen(w = Dlz = 1| = lim L=1) =1,
o1+ r—1 a1t T —1 dic. Burada o n!
n(r — _ 1(1— ir. Burada ¢f = ————— ve
lim Sgn(z — 1)z — 1| ~ lim 1.(1—x) _q kl(n —k)!
z—1- z—1 a—1- T —1 , 4 s L
olduguna gére, i‘ﬂ%a(f) = iig[l)(cnx Fert et ) =0
. Sgn(z — 1))z — 1|
lim =——————— =1 oldugundan, z — 0 iken
z—1 r—1
bulumur. (14 2)" =14+nz+ o(z).z =1+ nz + o(x)
|z — 3| .|z =3
(h) = lim =|-1]=1,

s Segnz(z —2)2 o2

oldugu anlasilir.
(i) Her z € (—n/2,7/2)\{0} icin [cosz] = 0 olacagindan,

i
(b) (1+a)n —1=tdersek z — 0 <t — 0 olur. O halde, (a)’ya gore

liné [cosz] =0 (1+1t)" =1+ nt+ o(t) olacagindan,
bulunur. 1+ 1)%1 _1 " "
I ; . ; N A W AT )
() — hin hemen saginda (solunda) [arcsinz | = 2 olacagindan, @ z nt + ot
1 1 1
s . . = lim = =—
lim [arcsinz] = lim 1=1 =0 ot) im 28
IH@H I P =0n 4+ n+¥£%l n
2 2
bulunur. olur. 2.4.44 Onermesinden dolay1 buradan z — 0 iken
3
(k) 5 nin hemen saginda (solunda) [arccosz | = 2 olacagindan, 1+ T)% _1 1 -
= ~1 veya (1+z)n =1+—+o0(x)
£ n

lim [arccosz] =2
V3

T—— 5

2 oldugu anlasilir. ©
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(15) Asagidaki limitleri hesaplayimz.

7/ _/-_1 [ 11_2/,_1
(a) lim 67"L; (b) lim H—L;
=53 — 4+ -5 2 — 25
1- ¥z V=2 -
(¢) lim \,/?; (d) lim I—M
211 — \v/E T2+ 2 — 14
2t -z o (@213 — (1= 322)*
(€) lim =——= N (f) lim Py ;
(o) lim V32+a—2 h) 1, 2f+3\f+5f
7 250 z ’ o \/3r — 24 2z —
PRI | _
(7) lim Tt 1; (j) lim w
z—oo 1+ 1 T—00 (2.’1} — 1)4
(k) lim (Va? + 2z — ); (1) lim (Vat + 822 + 3 — Vat + 22);
23 22
(m )}g{}o(ﬁ 2;,7“); (n)a>0 i¢in  lim \/f7 NG
2" —1 Yr+2—y/1+3
(o) lim ———, (m,n € N); (p) lim +—F—F——
a—1 gm — 1 T—00 _ 5
1—y/1——
x
(r) lim L Vad +at. (s) lim —M Va? — 1
T—00 2+ 4 ’ % gm0 Vat+1—+/zt =1 ’
Yr—1
(t) lin}] :\n/ﬁ; —7 (m,n € N); (u) lim (\/ 2% 4/ 2% + Va2 —Va?);
Y el T rar— 1+ be
(v) lim et a4 I, (neN,a>0); (y)lim M, (m,n € N);
x—0 X x—0 x
z) lim - urada n,m € N ve a > 0 dir.
li burad N 0d

=0 YT+ ax /1 +bx—1

Coziim: (a)

V6—r—-1

lim VB - )(E—a 1B+ VAT
M3 ViTs

53 VIt B+ VAt (Vo —z+1)
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lim —7,)(3+\/4+x)7 o 3tVitT
s (5—a)(VB—a+1) \/ —z+1
(b)
fim VZ +11—2\/.I/— (Vr+11 =2z —1)(Vz + 11+ 2z — 1)
o—5 -25 S e (22 = 25)(Vo + 11+ 2z — 1)

3(5—x)
(.L —5)(x +5)(\/.L + 1142V — )

ili(ws)(mw\/rf) %'

(c)x—1=tdersekz = 1+tvex — 1 < ¢t — 0 olur. O halde, Problem
1 t 1 t

4 (b) den dolay1 ¢ — 1 iken (1+¢)3 -1 = §+O(t)’ (141)5 =1 = —+o(t)
5

olacagindan, 2.4.54 énermesinden dolay1

1
11— 1+t)3 —1 Lio(t
li Lo VE g D321 5ol
a=11 — Ho<1+t>g_1 tﬁogjuo(t)
1 o(t)
140 5
=lmi—f =3
st
bulunur.
T 5 _ (V2D (V2+/7)
(d) lim VE—2-V2+4 e — v VeV
z—2+ 2 —4 z—2+ 2 —4
[z — Vz=2
~ lim ~ Vi _ . Mt 1
e=2t \f(x —2)(x +2) =2t V42 2
2 2
- 1
(6 tim BV ) (0= VD £ A1+ V)
T T TV Ve + VD)

i @ =D+ V)

a1 (1= 2)(22 + /)

_ 1+x vz —1)(2*+z+1)
JILIB} 22 +\/x 1L—IH 1—=x

2
=3 lin{[fz(x +z+1)]=-3.



Limit

(F) lim (z2 +1)3 — (1 — 322)*

-0 312 — a3

i LT 32 + 32t + a8 — (1 — 122% + 54a’ — 10825 + 812%)
= 1111

=0 22(3 —x)
1527 — 512" 4 10925 — 8128
= lim
=0 22(3 — )
. 15— 5122 + 10921 — 812° 15
= lim =—=5.
x—0 33— 3
(g) V32 +x =t dersek + — 0 < t — 2 oldugundan
L oV2+z—-2 . t—2 . t—2
lim = lim = lim -
250 =215 — 32 =2 (t — 2)(¢t* + 203 + 4% + 8t + 16)

1 1
—1i i =_.
P 12 1 42 4 8¢+ 16 80

(h) pay ve payda /2 ile boliiniirse,

[4

2+t e
L VTV A5 Ve Vs

N VB2t Va3 Lw\/?) o

@

(i) hm ,2 - x,/1+zz ,/1+12

412, 9
1_72+ZT

T—00 z—voo‘L 1+1/z) 71—»00 1+
o (x+1) (-T2 . M1+ LpRE -7
1 =1 Lo L
@) Jim 5 oo gh(2— Ly
LG4
= lim —2—F—— = —.
z—00 (2—2)* 16
. . (Wt —a) (Va4 +x)
k) lim (Va2 4+ 2 —x) = lim
()IHOO( ) z—00 Va+ao+x
. T . 1 1
= lim — = lim — = —.
TRl tany T gl 2
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Tz + 3
1) lim (Va* + 8224+ 3 —Vat 4+ 22) = lim
( ) :r~>oo(\/ \/ ) T—00 \/I4+8I2+3+\/I4+1‘2
T+ 7
= lim = =5
“°°\/1+ +Z4+\/1
3 2 3 _ 72 2 _
(m) lim (7T B ) = lim z (2z+]1) (20" — 1)
z—oo 202 — 1 20 + 1 z—00 (2272 — 1)(21’ + 1)
_ 1 20 4 2%
TN 22— 1)z 1)
. 141 1
= lim
amoo (2-5)(2+3) 4
(0 i L (E VW)

Ve T a-va
~ lim(VE+ va) = 2va -

(0) x = 1+t dersek  — 1 < t — 0 olacagindan, (c) 'ye benzer sekilde;

Coat =1 (14t —1 . nttolt) n
lim = lim = lim =
emlgm—1 =0 (L+8)m — 1 =0 mt + o(t)

m
bulunur.

1
(p) — =t dersek, x — 0o & ¢ — 0 olacagindan,
x

: 4 3 B
i Yl+e-—yi+t: Y+ dt- It
1im

= lim
Tr—00

1_51_5 t—0 1—\5/1—5t

i Lt 3t o(dt) — (1+ 3t + 0(3t))
-0 1—(1—2t+o0(5t))

. (3 — )t + o(41) — o(3t) 4.3 7
t—0 t — o(5t) 3 4 12

buluruz. Burada t — 0 iken o(4t) — o(3t)

o(t) ve —o(5t)
esitliklerini kullandik. (Bkz. ”

o”semboliiniin ozellikleri)
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VAt et | (el
(r) lim - = lim
z—00 2 +4 z—00 x2(1+;%)
|z |y/4+4/1+1 4+4,/1+1
= lim = lim :\/g.
TR w1+ 4 e 1+ 5

2
\/912 — Va2 — ~ lim 3‘$|\/1 tom 3 l- 5

li im
zﬂoo \/‘1:47_\/7_ z—00 |$‘4/1+77£L‘5d/177

(s) li

N}
=

3 :
bulunur. Burada x — oo iken ‘x—‘ — 0 ve |T—‘ — 0 oldugu dikkate
x x

almmustir.

(t) x =1+t dersek, z — 1 & t — 0 olacagindan,

YVr—1 Y1+t—1 Lot
lim Ve = lim - = lim 2 ®) =

e=l Yr—1 =0 {/T+i—1 =0L+4o(t) n’

(u) zhjgo |:CL2| = 0 olduguna gore,

2 /a2
lim (\/ 22 + \/ 2% 4+ Va? — Va?) = lim S

o T2+ Va2 + Va4 Va?
= lim il K

T2 4 a2+ [ [+ Va?
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. 224 |z | . |z | 1+|§2‘
= lim = lim
24 || 1+ 1+ Va2 ||
|z |
. tr 2 1
= lim - =-

n nf Ya u/l_;'_ﬁ_ n/l] —
v) lin(l) r a-r_ hH(l) ( = )
xr— r— xr

r—0 x
:\”/5hm na O(Q)_O(%)iina
r—0 na

V1itar— V14+br lim 2 4 o(ax) — L — o(ba)

T z—0 xT

) Jimy

(e - %)x + o(ax) — o(bx)

. n am — bn
= lim = .
70 x nm
x x
(z) lim = lim 5
w20 YT +az. ¥/1+be—1 =0 (1+ 2z 4 o(ax)).(1+ 2z — o(bx)) —
. x
= lim 5 5
o=0 (& 4 )1 + 222 + (1 + 2a)o(bx) + (1 + x)o(ax) + o(ax)o(br)
1 m
A b T ambn’

(16) = — 0 iken asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

(a) Yo € R i¢in sinax = ax + o(z);
2

)
(b) 1 — cosz = ? +o(z?);
(c) tanz =z + o(x);

)1

(d) n(1+z) =z + o(z);
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(e) a* =1+zlna+ o(x);

(f) Vo € Ricin (14 2)* =1+ az + o(x);
(g) sinhx =z + o(x);

(h) cosha =1+ %zj +o(z).

Coziim: (a) t — 0 iken sint ~ ¢ olduguna gore,

. sinax . sint
lim =lim— =1
z—0 I t—0

olur. Onerme 2.4.51 den dolay1 buradan z — 0 iken sin az = ax + o(x)
oldugu anlasilir.

1 ..
(b) z — 0 iken 1 — cosz ~ 51‘2 olduguna gére, Onerme 2.4.51 den

1
dolay1 x — 0 iken 1 — cosx = 5302 + o(z?) dir.

. tanx i sinx
(c) lim = lim
—0 T 20 TCOS T

im
20 T COS T
=1=2—0 iken tanz=ux+o(x) dir.
In(1 + 1
(d) 1ilr[l)u = ]ir%ln(lJrac)r =lne=1=2—0 iken
In(1+2z) =xz+o(x) dir.
(e) a” —1 =t dersek, x = log,(1+t) ve x — 0 < ¢ = 0 olur. O halde,

a®—1 1 . t 1 1
im ——— = — lim
2—0 zlna  Inat—0log,(1+1t)

=1, 1
na lin& log,(1+1¢)t

1 1

= =1=2—0 iken
Inalog, e

a® =1+zlna+o(z) dir

(14+a)*—1 eom(i+e) . aln(l + )
0

= lim = lin

(f) lim

=limIn(l+z)r =lne=1= 2 — 0iken (1+z)* = 1+ az+o(z) dir.

T
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. sin ef—e® 1. ef—1—(e*=1)
)= = BEL =
1 7 — (= —
:—1im£+0(x) (=2 + o(—x))

2 z—0 T
1 2 r) — g
= —lim @+ olz) ~ o(~2) =1=2—0 iken
2 z—0 T
sinhz =z 4 o(z) dir.
hz—1 2sinh? 1,sinh %
(h) lim o8 1f = lim = = lim —( 2 )2
—0 fuad =0 L z—0 2 z
2 2 2
1, ,sinhg

=g lm ()

2

1 2
2:§:>a:—>0 iken coshx:1+%+o(mz) dir. o

(17) Asagidaki limitleri hesaplayimiz.

(a) 1

(c)
(e)
(9)
(i)
(k)

sin o sinmax
—_— 3eR, 3#0); (bl €L 0);
Ny e (@,feR, 6#0); (0)lim——"" (m,n€Z n#0);
. sin (2% —4) . tan(z — 1)
Jlrlig z—2 (d) PE% 22—1 7
in(1 — cos 20 | .19
lim sin(1 — cos ac); (f) lim v +z ;
20 x a——1sin(x + 1)
lim ) (sin x) (h) lim cos (sz):
z—0 x z—0 ) 2z
x sin
i si . N .
s qm(“ T |])7 (])IIL% sindrz’
sin 1 —tan’z
lim — ; ) lim ——— .
z—m 2 — 12 (>zﬂ% V2cosz — 1

Coztim: (a)

x — 0 iken sinax ~ ax ve sin fx ~ fx oldugundan,

onerme 2.4.54 ten dolay1,

(b)

. sinmz
lim

z—m sinnx

sin ax . ax .o«
im——=1Ilim— =1lim— = —.
=0 sin S =0 B z—0 | B

( o —m =t degisken degistirmesi yaparsak, © — 7 &
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t — 0 olur)
. sin(mt+mm) . (=1)"sinmt
= lim — = lim -
t—=0 sin(nt +nm) =0 (=1)"sinnt
i t
= (—=1)""lim S —l)m_"@.
t—0 sinnt n
_osin(z? —4) . sin(a? —4) (2® —4)
@M= "M @9
. _sin(2? —4)
= lm(z+2) lim —5——
[sagdaki limitte ¢ = 2% — 4 degisken degistirmesi yaparsak, z — 2 <
t — 0 olur]
. . sint
:}ELH%(x+2)lEIaT =(2+2)1=4
dir.
tan(x — 1 ta -1) 1 tan(z — 1 1
(d)lim n(z — 1) = lim an(z — 1) = lim an(z — 1) im
z—1 2 —1 z—1 r—1 r+1 z—1 r—1 z—1x+1

soldaki limitte x — 1 degisken degistirmesi yaparsak, * — 1 < ¢ — 0 olur ve

bu durumda tant ~ ¢ oldugundan

. tant 1 t 1 1 1
= lim

lim =lim-. lim =]l— ==
t—0 t z—lx+1 t—0t a—1x+1 1+1 2
olur.
sin(1 — cos sin(1 — cos 1—cosx
(e) lim sin( ST) - lim sin( sx). 08 T
20 2 =0 (1 —cosz) z?
. l—cosz . sin(l—cosx)
= lim
-0 T z—0 1 —cosx

[lin(l) cosx = cos0 = 1 olduguna gore sagdaki limitte ¢ = 1 — cosx
P

degisken destirmesi yaparsak, + — 1 < ¢ — 0 olur]
. 1 —cosx ., sint
= lim —— lim —
=0 2 t—0 ¢
. 1, ;
[# — 1 iken 1 — cos oo oldugundan)]
1

2

. 9% . sint

= lim 2 lim 20 — % olur.
z—0 2% t—0 ¢
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(f) 241 =t degisken degstirmesi yaparsak, * — —1 < ¢t — 0 olur ve
bu durumda sin ¢~t, (1 —¢)2°~1—20¢ ve (1 —t)~1—19¢ oldugundan,

2, .19 L1 4 (¢ — )19 120 _ (1 — )19
lim x e =1'1m( ) +( ) =lim( ) - ( )
e—-lsin(z +1) =0 sint t—0 sint
—20t — (—19¢
= lir —20t = (=199 =-1.
t—0 t
. sin(sinz) . sin(sinz) . sinz e .
(g) lim = lim — lim [soldaki limitte ¢ = sinz
= =0 sinz  @—0
degisken degistirmesi yaparsak r — 0 < ¢ — 0 olur]
sint sin
=lim—1i =11=1
t—0 t x—0 x
olur.
sin sinx
(h) liné cos( 5 ) [t = degisken degistirmesi yaparsak © — 0 <
xr— T

1 .
t — = olur] = lim cost = cos =.
2 1

2
-
2
(i) 2m=23,14---=6,28-- nin hemen solunda (saginda) [7z ] =
6 oldugundan
lim sin( i ) = lim sin (WI) sin 2n sin = V3
72 [mz] -2 6 6 3 2
bulunur.
G) lim sinTw lim sinm(1+1) im —sinmt 1
Vo M sindnr  ito sindr(1+1t) 0 sindrt 4
. sinx . sin(m — x) . sin(m —z) 1
k) 1 = =1
( )zlg}rﬁfxz IEI}F(TF*I)(W‘FI) i m—z emmta
. sint . 1 1
=lim — lim = —.
t—0 t a—ommw4x 27
1 — tan? 2
) g LT g eosdr
LT V2co82 -1 T cos? z(v/2cosx — 1)
4
. cos 2x
= lim 5 lim
L reostw T y/2cosw —1
4 4
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(18

™ ™
[Sagdaki limitte 2 — — = ¢ degisken degistirmesi yaparsak x — IZ &

t — 0 olur]
T
1 COS(Qt + 5) sin 2t
= lim lim = = lim lim -
T cos? x 10 2cos(t+—)—1 T cos?x t—0 1 — cost + sint
1 2t 1 2
= lim — lim = lim — lim =4
zcoqzmmo t2 ; T cos TH01+1
) Asagidaki limitleri hesaplayimiz.
cos(% — ) 1—/cosx
lim ———~; b) lim
()zaf\f_g(ow; ()Jﬁwlfcosf
vt -1 5 1
(¢) lim & (d) lim 2*(cos — — cos 3);
z—Z 2sin’x — 1’ z—00 T
(¢) lim rsinx (f) lim 1 —cos L\/(,OSQI\/(OSSJ,
IHO tan?z + 1 — cos 2z z—0 22
1 — cos x cos 2z cos 3z . \/1+251n3:r7\/174sm5x
(g) lim — ;i (h) lim
z—0 sin” 2z —0 sin 6z
1 — coszv/cos 2
(i) 1111(1) w; (j) lim (sin Va2 + 1 —sin Va2 — 1);
T— an T T—00
i — si t —t
(k) lim w; (1) lim M, (a € Rya # nm,n € N);
i—a T —a z—a T —a

1+sinx —cosx

1 — 2zt ; lim ———M———
(m )LEI;(COB(,OEI @ tano); (n)rﬂlﬁ-sin?x—cosm’

(o) 1 sinx + sin 2x + - - - sinna
o) lim

,(neN
RV s i U

cos(a + 2x) — 2 (‘0@((1, + ) + cosa
lim

(1‘) Jj YOS — VCOST V/COST — \/COEZ

z—0 %m x

Cozuim: (a) xfg = t degisken degistirmesi yaparsak, r — %@t —0
olacagindan,
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2
cos( — x) cos(5 — 1) sint
hm = lim = lim
\[ —2cosz =0/ 2cos(t + 6) =0 V/3(1 — cost) + sint

= lim

= lim =
=0 _t2 =0 /3%
\/§§ G+t \/52 +1

(b) hm —\/cosx ~ lim 1 —+/cosz 14 \/cosx
a0+ 1 —cosy/x a0+ 14+ +/cosz 1 — cos f

1—cosx

e cos /T T*’O*’ 14 /cosz

1 1
[x — 0% iken 1 — cos x~§9:2 ve 1 — cos ﬁNiJL oldugundan]

22
= lim z lim ; lim z lim —————
a0t T oot 14 Jecosz a0+ r~»0+1+\/(,()bl
2
1
=0.——=0.
1+1
(© I Vtanx — 1 . tanx — 1 1
c) lim ——— = lim -
T 2sin’x — 1 7 2sin’z — 1 {/tan?x + Vtanz + 1
4 T4
i 1 T tanx — 1
= lim im —
vtan T+ Jtanz+1 . §2SIH2Z71
4
sinx — cosx
lim

~3 T cosx(2sin®x — 1)

1 .. sinx — cosx

im
3 T cosz(sina + cosx)(sinx — cos x)
Tr—

1. 1 1
=—lm —m——=— .
3 W cosx(sinz+cosx) 3

4
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1 2

1 3 1 sin = sin 2

(d) lim 2%(cos— — cos =) = lim 22%sin —.sin2 = 4 lim —= —=
200 T T 200 T 500 2

1
[— =t degisken degistirimini yaparsak, x — co < t — 0 olur].
x

blIl t sin 275 sint sin 2t
= 4lin 4lim — lim =4.
tﬂo t 2t t—0 t t—0 2t
. rsinx . rsinx
(e) lim — = lim — —
z—0 tan®x + 1 — cos2x  =—0 tan®x + 2sin” x
R rsina . T . 1
= 1111(1) _— = 1111(1] - hrr(l) T
=0 ., 70 8in  =—!
sin® z(—; ) 5= +2
cos? x cos? x
cos’z 1
= - im ==
. SInT 2—0142cos?x 3
lim
z—0 I

(f) 1 — cosav/cos2zv/cos 3z = 1 — cosx + cos x(1 — v/cos 2zv/cos 3x)
=1—cosa + cosz(1 — Vcos 2z + Vcos 2z(1 — V/cos 3))
=1—cosz + cosz(1 — Vcos 2x) + coszV/cos 2z(1 — Vcos 3x)

1 n 1 —cos2x
=1—cosx+ cost———=—
1+ Vcos2x
1 —cos3zx
+ cos zV cos 2x o8 o

1+ V/cos 3z + V/cos? 3x

olduguna gore,

1 —cosxy/cos2xv/cos 3z . l—cosz . oS T
lim = lim 3 + lim
—0 2 z—0 T =01 + v/cos 2z
1 — cos2z cos v/ cos 2x . (1 —cos3x)
Llim + lim Llim

2 2
z—0 x IHO 1+ ¥/cos 3z + Vcos? 3z 0 x

1 . 1 1 .
[z — 0iken 1—cos x~§x2, 1—cos 2;c~§4x2 ve 1—cos 3x~§91’2 oldugundan)]

—i = + Jim cos T 2427 + lim cos xv/cos 2x lim l99:
= lim %
20 332 a=0 1 4 \/cos 2z IHO 2?2014 Ycossa + Veos 3g a0 2

1 1 1 1 1
- 44— T9=3.
2+1+12 +1+1+129 3
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(8) 1—cosx cos 2z cos 3z = 1—cos z+cos (1 —cos 2z)+cos x cos 2z(1 —

cos 3z) olduguna gore,

1 —coswcos2xcosdr . 1—cosw 1 —cos2z
lim —5 = lim 5 -+ hm COST———5—
z—0 sin” 2z z—0 sin” 2z sin® 2z
X 1 — cos 3x
+ hm COST COS 20 ——5——
sin” 2z
—cosT . . 1 —cos2x
= hm ——-— + limcosz lim ———
=0 sin’ 2z z—0 z—0 sin“ 2z
1 —cos3z

+ lim cos z cos 2z lim
-0 z—0  sin” 2z

1 9 .
[z — 0iken 1—cos IN§I27 1—cos 2z~22?, 1—cos 3x~5x2 ve sin® 2x~da?

oldugundan]
1 9 5
ix 92 P
lim + hm cos x lim — + lim cos z lim cos 2z lim =—-
2—0 422 20 20 422 20 70 —0 42
T
T8 4 8 47
(h)
. 1+ 2sin3z — /1 —4sinbz — lim 2sin 3z + 4 sin 5z
11m =
=0 sin 62 @=0 (\/1 + 2sin 3z + /1 — 4sin 5x) sin 62
[z — 0 iken sin 3x~3z, sin 5z~bx ve sin 6z~6z oldugundan]
- 2.3z + 4.5z lim 26
= 62(v/1+ 2sin3z + /1 —4sinbz) @0 6(y/1+ 2sin3z + /1 — 4sin bz)
26 13
T6(1+1) 6
. l—cosxzveos2r . 1—cosx+ cosz(l —+/cos2x)
(i) lim - = lim
@—0 tan 22 z—0 tan 2
_ iy L C08% 4 lim cos = 1 —cos2z
=0 tanz?  2—0 tan 332( + V/cos 22)

~ lim COSI+ . <6} . 1 —-cos2x
= m 1m ;
7—0 tan a2 z—0 | 4 \/cos2zx @—0  tan 2
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2
. T
[# — 0 iken 1 — cos o~ 1 — cos 2x~22% ve tan 22 ~ 27|

$2

= lim 2 + lim im—==-+-—2=

cosT . 222 1 1 3
@0 22 @01 4 \/cos2zx v—0 x? 2 1+1 2

1
(j) sinva? + 1 —sinvVa? — 1 = 2cos 5(\/.%2 +1++Va?2-1)

1
X sini(\/a:2 +1—-+Va%2-1)
1 1
= 2cos 5(\/1'2 +1++Va?2—-1)xsin

Vaz+1++va? -1

esitligini ve V¢ € R icin | cost |[< 1 ve | sint [<| ¢ | oldugunu dikkate
alirsak Vo € R icin;

1
sinvVaz?4+1—sinva?2 —1] < 2]sin —
| | | \/:1:2+1+\/:1:2—1|
1

<2
TVl 1+ Va? -1

2
bulunur. lim = 0 olacagindan, son esitsizlikten

=00 a2 14 Va2 — 1
lim |sinva? + 1—sinva? — 1 | = 0 oldugu ve buradan da lim (sin va? + 1—

sinva? — 1) = 0 bulunur.

. . T+a r—a
(k) sinz —sina = 2cos

sin olduguna gore,
. sinx —sina . T + asin ¢
lim ——— = lim cos ——
Tr—a Tr—a r—a T
. r4a, sinFH*
= lim cos lim ——~
r—a r—a T

z—2
[Sagdaki limitte = t degisken degistirmesi yaparsak, x — a<t — 0
. r+a . sint
olur] = lim cos lim —— = cosa .
r—a Tr—a
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(1) lim tanx — tana ~tim sin(z — a)

asa T —a z—a (T — @) COS a oS T

1 1 sin(z — a)
= lim lim ——=
COS 4 —a COST v—a T — @

1 . 1 . sint 1
= lim lim — = 5
cos @ r—a coST t—0 { Ccos* a

— 2zsinx
(m) lim ( —2ztanz) = lim T ereme
o X NCOST am®  COST

(r=1t+ g degisken

degistirmesi yapilirsa)

T .o
) 77*2(§+t) Sm(§+t) . m(1—cost) — 2tcost
lm(} T - lln& sint
- cos(—+1 - -
5+
1 —cost t
= —lim w + 2lim —— lim cos ¢
t—0 sint t—0 sin ¢ t—0
2
T3 1
=—lim—= +2———limcost =0+2=2
t—0 . sint =0
lim —
t—0 t

(n) z—0iken 1 —cosz = o(z),1 — cos2x = o(z),sinz = z + o(z)
ve sinz = x + o(z) olduguna gore,
1+sinz —cosx . wx+olx) 1

li S
220 1+ 8in 22 — o8 7 70 22 + o(x) 2

.on+l . on
sin rsin —x
(o) sinz +sin2z + - - -sinnz = 7302 oldugundan,
sin =
2
.ont+1lo
. sinz+sin2z +--osinpy | ST TSIGT
lim = lim -
=0 V142 -1 e=0 (14 2z —1)sin §
l 1
sin 5 sin §x
=lim —=———(VI+22+1)
z—0 2w sin g
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1 1
[# — 0 iken sin 2yl sin” +tl,.nt ]
2 2 2
n+1l n
ot 1 1
—lim—2 2 (VTra41) =gy et
x—0 20 2 2 2

3
(p) cos(a + 2z) — 2cos(a + x) + cosa = —2sin g sin(a + l)

2
+ 2sin % sin(a + g) = —4sin? g cos(a + z)olduguna gore,
L
. 24) — 2 cos 2) -+ cos sins
lim cos(a + 2z) — 2cos(a+ z) + cosa = — lim( 2 )2 lim cos(a + )
-0 72 z—0" L e
2
= —cosa .
VoS T — </ Jeosz—1  1— ¢
(r) lim cos i cosz _ ( C(?SCZE L= 2cosac)
z—0 sm” x z—0 sim”x sim” x
. cosw — 1 1—cosx 1
= lim ( — +—= X — )
@—0 \sin® x(y/cosz + 1) sin® x 14 Ycosz + Vcos?
I 1—cosz a2 ( 1 N 1 )
= lim - -
a—0 22 sin’z Veosz+1 14 Yeosa + Veos?

= lim LTS lim ( i )2 lim (7 ! f !

T 250 a2 a—0 \sing’ =0 Jcosz+1 1 + Ycosz + Veostx
1, 1 1 1

= _(——4+)=——o
2( 2 * 3) 12

X C R, zy € X' olmak iizere u : X — R, ,v: X — R fonksiyonlari

)

icin_lim w(z)=1ve lim wv(z)= oo olsun. Bu durumda,
X 32—z X3z—a0

. lim  (u—1)v
lim " = eX>* 70 (2.16)
Xsz—xg
oldugunu gosteriniz.
Coziim: Us,(z9), zo noktasimin herhangi bir komsulugu olmak {izere
Vo € Us(wo) N X icin u(x) = 1 ise, aym x ler icin w’ = 1" = 1 =

lim  «¥ = 1 oldugu aciktir.
Xsz—x0
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Simdi Vo € Us,(zo) N X icin u(z) # 1 olsun. Bu durumda, Vz €
Usy(20) N X icin

L
u = ((1 + (u o 1))ﬁ)(u—1)v _ e(u—l)vln[lJr(u—l)]“*1

olduguna gore, Teorem 2.4.26 dan dolay1

1
lim  (u—1)vIn(14(u—1))u—1
lim  u" = X270
Xsz—axo

1
i — ) i —_ u—1
= g, (DY i, ()

=[ lim u=1= lim
Xox—wzo Xoz—zo U — 1

1
=oco= lim (1 — 1))@
0o lm (14 (u=1)71e]

lim  (u—1)v
— X3u—g

bulunur. ¢
(20) a > 0 ve o € R olmak tizere asagidakilerin dogrulugunu gosteriniz.

(a) x — O0ikena” = 1+zlna+o(x)(= z — Oikene” =1+ z + o(x))
dir.
(b) z — 0 iken (14 z)* =1+ ax + o(x) dir.
Coziim: (a) t = a” — 1 degisken degistirmesi yaparsak, hII{l} a® =1
fiad
olduguna gore, x — 0<t — 0 olur. Bu durumda, a* = 1 + t=z =

In(1+1t)
— 1
Ina (a71) ve
ot —1 . tlna . Ina
lim = lim = lim T = Ina
=0 T =0In(l+1) =0 1In(14¢)r

bulunur. Buradan, z — 0 iken a® = 1+ zIna + o(z) bulunur.
(b) z — 0 iken
en(+2) 1 oln(1 +z) + 0(2)

In(1 = 1
aln(l+2)-0= aln(l+x) aln(l+x) -
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ve w = In(1 +2)% — 1 oldugundan, (a) u(r) = 3}, v(z) = & fonksiyonlar icin
lim A+l = lim i 1'aln(1 +2) =a zlglolou(x) - 111210101)@) -
=0 x -0 aln(l + ) x
. . 2x
ve buradan da z — 0 iken (1 + z)® = 1 + az + o(z) bulunur. ¢ }Lr&(u(x) - Du(z) = zhj{_lo w1l
(21) Asagidaki limitleri hesaplayimiz. olduguna gore, (2.16) dan dolay:
> 2z 4 3\*
2 3 21 i —
(@) lim 2&0 i 1)“”; (b) lim (ac )% xh~>n:>1c <2x + 1) -
z—00 20 z—00 I
241 buluruz.
(© lim (22 (d) lim(1+ 3a2)7rs; ) e e
00 12 — 2 z—0 ‘ (b) lim (27;1)1 — prine @ T T T — 0 = ]
(e)  lim (sinz)"; (f)  lim(tanz)“>; el , ,
z—Z z—Z im (Tl 1) im 327 P
(9) i 2( 6 )COt?I (h) 1 4(1 to)tene (¢) lim (iit;)ﬁ LN - e — b
q 1m (cos 6z ; m (1 +cotw ; oo
e0 . e - (d) u(z) =1+ 32% v(z) = - fonksiyonlar icin
(1) liln(ﬂ)ﬁ; (7) lim(COS I ﬁ; 32
@071 +sinz #=0" coshz limu(z) =1, limv(z) = 400 ve lim(u(z)—1)v(z) = lim —— =3
(k) i (aI -+ bz)l (l) i a® — % ( - 0) z—0 z—0 z—0 1—0 sin2x
im z; 1m s la 5
z—0 . 2 . z—a 11‘ (— t:_ B) + log(e — ) — 21 oldugundan, (2.16) ya gore;
. l—cos®x ) . log(x + h) + log(z — h) — 2log x )
(m) Jlgli% 22 , (@ € R); (n) }IZIL% 12 (&> 0); lin}](l + 3x2)ﬁ =3
22 VI ‘ e
. e —(cosx) .l +sinzcosaw, o,
lim ——————; lim(——————————)°" " .
(0) o5 22 ' (p) i 1+ sinz cos ﬂx) ’ bulunur
(@ lm sin(mz®) )l sin?(72%) ‘ (e) =7 +y degisken degistirmesi yaparsak » — <y — 0 olur. O
o=1 sin(maf)’ 2=1 In(cos(m2%))’ halde,
. 2% —a” .t g gmh —2q7 lim (1—cos y) co
(s) 112{11 g (a > 0); (t) }1}111(1)]1—2, (a>0); lim (sin z)**"* = 114111% (cosy)™ ¥ = e mp1mcosy oty
., / — e 4 v
log, = z s L2
3 a . i (T lim 2sin? ¥ co lim L.V
(u) IEI_nOO g J(a>1,e>0);  (v) lllngo cos (\/ﬁ) — geoty _ tm S
3 z+1 bz+1 /1+1 L lim ycosy
(w) liI}_l ln(1+21)ln(1+5); (x) liné(%)%y (a,b,c € Ry): =e?v0 = =1
(y) lim w, (x> 0). bulunur.
a— T—x

(f) w(x) = tanz,v(z) = tan 2z fonksiyonlar icin,
Coziim: x — ¢ iken 1% seklinde belirsizlik olusturan fonksiyonlarm
lim u(z) =1, lim v(z) = oo

limitlerini (2.16) formiiliinden faydalanarak hesaplayacagiz. . e
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sinx — cos x sin 2z

lim (u(z) — 1)v(z) = lim

=z =z cosx  cos2w
i sinx — cosx sin 2x
B apg]% cos T (cosz — sinz)(cos z + sinx)
—2sinx

olduguna gére, (2.16) dan dolay1 lim (tan z)**"2* = ¢~ bulunur.
Ty
(g) wu(x) = cosbx,v(x) = cot? x fonksiyonlart icin
Jlﬂlll’(l)’u,(x) = 1,3131%1;(1“) = +00

ve

—2sin? 3z

lim (u(z) — 1)v(z) = lim(cos 6z — 1) cot’ z = lim ————— cos® x
20 250 =0 sin®z
)2
= —2lim lim cos® z = —18
z—0 I z—0

olduguna gore, (2.16) dan dolay1 lin[l)(cos 62)°** = =18 hulunur.

(h) wu(x) =1+ cotz,v(z) = tanx fonksiyonlar: icin

lim u(z) = 1, lim v(x) = oo

ve
lim (u(z) — 1)v(z) = lim cotx tanz = 1

T T

olduguna gore, (2.16) dan dolay liII(l) (1 + cotx)*™** = ¢ bulunur.

(i) u(z) = {Hees y(z) = - fonksiyonlan icin

lim u(z) = l,lin(lJv(z) =+oo ve

20

tanx —sinx 1
li -1 =lim———
Ilil[l)(u(l‘) Jo(z) i) 1+sinz sin®z

316
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[z — 0 iken tanz — sinz~1a® ve sin®z~a?

1,3
5T 1 1
=lim —2—— =~
—01+sinzzd 2

olduguna gore, (2.16) dan dolay1

l+tanz, 1 1
m 7)sin‘jz = e2

li -
z—0" 1 4 sinx

bulunur.

() u(z) = <D 4 (y) = & fonksiyonlar icin;

2z —2x
. . e +te .
limu(z) = lim ——— = 1, lim v(z) = 40
z—0 z—0 e¥ 4 e 7T z—0

ve

e e — (") 1
I ~Do(z) = i -
lim(u(z) = Do(z) = lim prp— p

[ +e™® —(e"+e ™) =€ +e -2 ("+e " —2)

_ 6—21(62’5 o 1)2 — (371((27; — 1)21

_ hm 6—21(621 . 1)2 o e—z(ez _ 1)2

=0 (e +e77)
22 T
e’ —1 e’ —1 1
= lim et ()
li (e — (e
e —1 er — .
= [lim( )2 1im e 2" — lim( ) lim e ™). lim ————
2—0 x z—0 z—0 x z—0 z—0 e’ 4 e~
623@ o
[ — 0 iken €** — 1~22 ve ¢® — l~z olduguna gore, liné =
T T
2 v —
lim 2% — 2, g]g% ‘ — = glcli%% =1] = (221 - 121)ﬁ11 3 olduguna

=0
gore, (2.16) dan dolay1

cosh 2z

R 3
22 = e2

lim
zﬂO( cosh z

bulunur.
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2 p 1
(k) u(z) = = v(z) == fonks1yonla11 icin lim u(z) = 1, lim v(z) =

T z—0
00 ve
a4+ b =2 Coat—1 b —1
limu(e) = De(e) = iy =5 — = lim =5~ + i

+lim 212 = Inv/ab

—0

[x — Oiken a®—1~zInave b*—1~zInbd| =
olduguna gore, (2.16) dan dolay1

ly () = = Vil
bulunur.
(1) x —a =t degisken degistirmesi yaparsak, x — a<t — 0 olur. O
halde,

T _ .a att _ t)e at — 1+£a
lim & = Jim & (a+1) =a" 1im¥
z—a T —a t—0 t t—0 t
f—1 1+4)e—1
= a"(lim a — lim (1+;)
t—0 t—0 t
[t — 0 iken a' — I~tIna ve (1 + £)o~i]
tl t
= a"(lim ne lim-)=a‘(lna—1)=a"ln—
t—! t t—0 ¢

bulunur.

(m) log(z + h) +log(x — h) — 2logz = log(1 — %2) oldugunda

. log(x + h) +log(x — h) — 2log h?
}Ll—»o h? B hm ﬁlog( 12)
_ 1 n?
= lim(=—5)(~ }2)10g( 2

2 .2

1 . h
=~z pmlog(1 — 75) ™

Z%j =t degisken degistirmesi yaparsak, h — 0<t — 0 olur.

1 h) + log(z — h) — 21
lim O(Og(7+)+°i(2’ )~ 2logzy f—hmlog(lth)

1
t

loge
2
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bulunur.
. cos® . 1 1)1 {—cos .

(n) lim =22 = lim ( HcfjfT 1)) 1=z [z — 0 iken (1 + (cosz —
=0 250 cos 7~ @

1))* — l~va(cos © — 1), 1 — cos z~32? olduguna gore Snerme 2.4.54” ten
dolay]|
afcosz—1) 57

. o
= lim im-t—=—.
z—0 cosx—1 2-0 x 2

(0) = —0iken a® — 1~z ve (k) y1 kullamrsak

2 ﬁ 22 \/5
ot — ST ™" — 1 1 — (cos: 2
fim & (ST T G M
20 22 -0 12 20 2 2
bulunur.

_ l4sinzcosaw — eot3 ; i i _
(p) ulz) = Tnreegs v(z) = cot’a fonksiyonlar icin glgll%u(a:) =1,

lim v(z) = oo ve
20

cos ax — cos Bx cos® x

1 —1v(x) =1
TIE(I)( u(z) Jo(x) qli%lJrsmTco%ﬁT sin®x

. cosaxr —1+1— cosfxcos®
= lim - —
-0 1 + sinx cos Bx sin® x

[z — 0 iken cos az~1— “72332 +o(x?), cos Bo~1— ’87212 +o(x?), cosz~1—
12% + o(a?), sin® z~a? + o(z?)]

lim —%1’2 + %zacz + o(x) (1- %IQ +o(z?))?
=014 (24 o(2))(1 - Fa2+o(22)  2°+o(z?)
Poa? )24 o(2?) B2 —a?

=l 2 =
P R o(z?) 2

bulunur.

sin(mz®) sinw((z*=1)+1) sinw(z®—1)
(q) h{% sin(mzP) illg sinw((z?—1)+1) iﬂl sinm(z7—1)

[z — 1 iken sin7(z® — 1)~ (2% — 1), sinw(2” — 1)~7(zf — 1)]

20— 1
N i)
=1 (xf — 1)
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[z — 1 =t degisken degistirmesi yaparsak, z — 1<t — 0 olur].

1+t)*—=1) . at+o(t) «

li = =
=0 (1+8)P—1) t05t+o(t)

bulunur.

(r) t = sin*(72%) degisken degistirmesi yaparsak,  — 1<t — 0 olur.
Bu durumda, cos(72%) = /1 — ¢ olduguna gore,

sin?(w2%) . t 9li t
im = lim =2lim——
e—11n(cos(m2%)) =0 1In(y/1 —¢) t—0In(1 —t)
S T S S
=01n(1—1)+ Ine

bulunur.

(s) x —a =t degisken degistirmesi yaparsak, 2 — a<t — 0 olur. O
halde,

t t
§ ¢ 14+-)—-1 — t
e N, L ) R e LS
z—a B —af 10 t t—0 ,t 8
x (1+;)/5—1 ﬂ;-‘r(}(t)

bulunur.

(t) a*h4a*h =20 = a®(a® +1—2a") = a®"(a" —1)? olduguna
gore,
al‘+h + axfh — 2q®

. — 1 z—h 2
me e o)

—le_ . 2_ w2
lim lim — )? =da"(Ina)® =a”In“a

bulunur.

(u) wu(z)= Wu(@ = 1 fonksiyonu icin

limu(z) = 1, limv(z) = oo
x—0

r—0
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ve
Tl -1 -1
ilB}](u(w) —Dv(z) = a+b+cglgii%aa . +0b . +cf .
1 1 abb c
=———(alna+blnb+clne) = nave
a+tbtc a+b+c
olduguna gore, (2.16) dan dolay1
e+l | patl w11 M L
hm(a—’_b—w)fr —ed?+ b2+ c2 = (aabbcc)a+ b+ec
=0 a+b+c
bulunur.

(v) w,v:N—=R u(n)=cos i, v(n) = n fonksiyonlar: (dizileri) icin

NG

lim wu(n) =1,

Nan—oo

lim v(n) = +oco

N3n—oo
ve
i 0(6) = D0(e) = B (s 55 =1
12 1

[N>n — oo iken cos = — 1= ,i%jLO(g)]
122 1 22
- 1‘ —a - n—=——
(=5 () = -

_a2
olduguna gore, (2.16) dan dolayr lim cos"(ﬁ) =e2 bulunur.
(w) lim In(1+2%)In(1 + 3) = Jim (102 +In(1 +277) In(1 + 2))
[# — +oo iken In(1+27%) =27 4+ 0(27) ve In (1 + ) = 3 4 o(1)]

1
@

= lim (9cln2+2’z+0(27I))(§+0(é))

z—+00
3 1 1
=1 In2 —0(27") +xIn20(—) +27"0(27" 27" o(—
Jim 312+ =+ 20(277) + 2l 20(=) +2770(27) + (2 o())
=3In2=1In8
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bulunur.
(x) @ —xp =t degisken degistirmesi yaparsak; © — zo<t — 0 olur.

t
O halde, In(1+ £) = — + o(t) olacagmmdan
Ty

. log, x — log, x¢ . log,(1+5)  In(l+ %)
lim = lim = lim
z—wo T — X z—wo t t—0 tlna
= +ol(t) 1
=0 tlna  zplna
bulunur.
(v) a¢ = t degisken degistirmesi yaparsak, © — 1<t — 0 olur. O
halde,
. log,x 1 . log,t
lim —*— = - lim —*—
r—+oo  I€ € t—+oo (€
log, 1 1
olur. lim %8t _ 0 olduguna gore, tlim M =0=<Ve>0
n—00 —00 ne

icin In. € N Vn > n, icin

1 1
_log,(n+1) _
n

0 €

olur. t >n, ven = [t] olsun. Bu durumda, n > n,

ven <t <n+ 1 olacagindan,

log,t log,(n+1) .

0<—"—<
t n
. log, t . log,x .
bulunur. Buradan, lim —*- =0 = lim —%— = 0 oldugu anlasilir.c
t—+oo t—4oo € :
Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.
. ™ . ™
(a) /llinoo arctanz = 5 (b) LLHPM arctanz = —g
(¢) lim arccotx =0; (d) lim arccotr =m;
t—+o00 t——o00

Coziim: (a) Ve € (0,%) sayisi verilmis olsun. O halde,

™
= —€

™
ac>tan(2 ):5€:>arctanx>§75

322

(23)

Coziimli Problemler

™
— — €

olur. Boylece, V0 < € < g icin 39, = mn(2 ) > 0 oyleki Vo > 0,

. . ™
icin 0 < § —arctanz < e = lim arctanz = - bulunur.

T—+00
(b) lim arctanz =[x = —t =1 — —00 &t — +00)
Tr——00
. T
= — lim arctant = —— bulunur.
t—+oo 2

(¢) Va € R icin arccotz = § — arctan  oldugundan,

. .
lim arccotr = lim (= — arctanz) =
T—+00 z—+00 2

]
|
]
Il
o

bulunur.

(d) Benzer sekilde,

. . T .
lim arccotz = lim (- — arctanz) = — — lim arctanz
T——00 2 2

m s
*5*(*5)*77

bulunur. ©

Asagidaki 6nermelerin dogrulugunu gosteriniz.
(a) x — 0iken sinhz = x + o(x) dir;
(b) x — 0 iken coshz = 1+ 12? + o(x?) dir;
(¢) x — 0iken tanhz = = + o(z) dir.

Coziim: (a) x — 0iken e” =1+ z + o(x) olduguna gore,

. sinhzx B R e —1
lim = lim =lime™™
t—0 T t—0 2x t—0 2z

. 2z + o(x

lim e’zi() =1

t—0 2

bulunur. Buradan, (a) nin dogrulugu anlasilir.

(b)  (a) ya gore

9T
. coshzr—1 . 2sinh” — o
lim = lim = lim (

t—0 72 t—0 72 t—0 2

sinh §>2

2
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bulunur. Buradan, da (b) nin dogrulugu anlasilir.

(¢) x — 0ikensinhx =z + o(z) ve lin}) coshz = 1 olduguna gore;
o=

. tanhz . sinhz 1 . x+o(x) 1
lim = lim . = lim =
=0 T z—0 x coshx 2—0 xr  coshz

bulunur. Buradan, (¢) nin dogrulugu anlasilir. ©

(24) Asagidaki limitleri hesaplayimiz

arcsin x arcsin ax

(o) lim 2L, (b) tim T (2 )
arctan ax tanx
) im ———, 0); d) lim ————;
(©) S x (a#0) (d) ] arcsin 3z
(e) lim 7arctan(.$2 + 33:); (f) lim arccos (1 = @) x);
=0 arcsin 2z 20 NG
] . 1
er — arcsine .
lim ———; h) lim (——=)?;
(8) a;ir(% arcsinx (h) 250 (arctan x)
(W) 1 arccos x (3 1 arcsin x — arctan x
1) M ——] im—
r—1- /—Inz I 20 3
t - t
(k) lim arctan(a + z) — arctan a; () lim arcsin(vz? +z + x);
x—0 x T——00
(m) lim sinmv/n? + 1; (n) lim sin® mv/n? + n;
. 1 . 1 sinh? z
(0) agli%1+ 1’ () zli%l? i (@) alclg(l) Incosh 3z

— 1+4+ex
1+ex

Cozum: (a) ¢ = arcsina degisken degistirmesi yaparsak, © — 0 <
t — 0 olur. O halde,

arcsin

. . t
lim =lim—=1
=0 z—0 sin t
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bulunur.

(b) 11111 arcsin ar — 11111 arcsmaza =a.
z—0 7 z—0

(C) lim arcta‘n @ _ lim arctan ar, — |im - arcfatnaa: a = lim : t /a —=a.
20 E3 20 ax 0 tan(arctan az) $0 tant

(d) (b)'den z — a iken arcsin 3z ~ 3z bulunur. O halde, z — 0 iken

tanx ~ x olduguna gore,

tanz

im———— = lim — =
z—0 arcsin3x  =—03z 3
bulunur.

(e) x — 0 iken arctan(z? + 3z) ~ 22 + 3z ve arcsin 2z ~ 2 olduguna
gore,
arctanz®+3x . 2*+3x . z+3 3

lim - = lim = lim =
z—0  arcsin2x z—0 2z z—0 2 2

(f) t = arccos(l — z) degisken degistirmesi yaparsak, z — 0+ <
t — 0% olur. Bu durumda,

. arccos(1 — x) . t . t

im = lim = lim
250+ Nz =0t /T —cost =07 /2sin %

t 2
= lim — = —=1V2.
t~>0+\/§% \/5

. e’ —1 5 Va2 + o(z?) i |z | /1+o(z)
im ——— = lim Y—— "7 — |jm — Y
z—0- arcsinz P T 20~ T

=— lim /1+o(z)=-1

r—0"

arcsin ¢ 1
(h) wu(z)= m, v(z) = e fonksiyonlar icin
51 1
lim u(z) = lim AL i - = , limo(x)
—0 z—0 arctanxz  «—01 =0

1
=lim — = 40
z—0 12
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olur. Simdi hn(l)[u(z) — 1Jv() limitini bulalm. ¢ = arcsinz — arctan
degisken degistirmesi yaparsak, © — 0 < t — 0 olur. O halde, t — 0

iken tant ~ t olduguna gore,

t ~ tant = arcsinx — arctanz ~ tan(arcsinz — arctan x)

tan (arcsin z) — tan (arctan )

1 + tan (arcsin z) tan (arctan z)

z z
_ cos (arcsinz) - V1= 22 o
B 22 - 2?
* cos (arcsin x) b+ V1—22
21— V1-2?)
era
xa? a3

= ~

@2+ VI—2)(1+VI—2%) 2

bulunur. Buna gore,

e
arcsinx — arctan )
limu[(z) — ljv(z) = lim ——————— = lim 45— = —
70 [() = 1o(z) @0 z? arctan a—0 x?x 2
arcsin
oldugundan (2.16) dan dolay1 = lim(i)ﬁ —ez
=0 arctanx
(i) t= —Inx degisken degistirmesi yaparsak, + — 1~ < ¢ — 07 olur.

O halde,

iy AXCCOST . arceos et
a—1-y/—Inz -0t Vi
- im arccos(l — (1 —e ™)) V/1—et _
0+ V1—et NG

[t =0T iken 1 — e ~ ¢ ve (f) den dolay1 arccos(l — (1 — e™")) ~

V1 — et
NeNi—- e t] = tl_i‘r(% %g = /2 bulunur.

(j) (h) den goriildiigli gibi 2z — 0 iken arcsina — arctanz ~ % dir.
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Buna gore,

arcsin x — arctan x . 1
lim ——————————— =lim 5 ==
2—0 T z—0 I 2
(k) ¢ = arctan(a+x)—arctan a degisken degistirmesi yaparsak, © — 0 <
t — 0 olur. O halde, (h) ye benzer olarak = — a iken arctan(a + x) —

arctan a ~ tan(arctan(a + ) — arctan a) olduguna gore,

arctan(a + x) — aarctana tan(arctan(a + ) — arctan a)
) = lim

lim lin
z—0 €T z—0 x
a+xr—a
~lim 1+a(a+ )
z—0 T

. x
=lim ———
=0 z(1 4 aa + )

1
— i —
wg%l-i—a(a-i—x) 1+ a?

bulunur.

) zEIEloo arcsin(vaz? + x4 x) = IEIPOQ arcsin ——=—

T

. . x
= lim arcsin

T (141 )
= lim arcsin ———— = arcsin — = 77T

e i+l 2 6

(m) Vn e Nicin

sin(m(vn? + 1)) =sin(r(vVn? +1—n)+mn) = (=1)"sin(r(vn? + 1 —n))

= (—1)"sin [ —

m(vVn?+1+n)
ve x — 0 iken sin z~x olduguna gore,

T

lim sin(7(vn?2+ 1)) = lim (—1)"sin

00 (m( ) n—»oc( ) T(VnZ+1+n)
= lim (D =0

n—oc w(y/n? +1+n)
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bulunur.

(n) (1) ye benzer olarak;

lim sin?7v/n2 +n = lim sin® (7(vVn? +n —n))
n—oo n—oo
= lim sin? — %

n—00 n(vn?+n+n)
L T
= lim sin®* —= =1

n—00 /1+%+1

bulunur.
(0) t =1 degisken degistirmesi yaparsak, x — 0" <t — 400 olur. Bu
durumda,

lim - = lim = =0
a0t ] £ ez totooltet 1400

bulunur.

(p) t= % degisken degistirmesi yaparsak, z — 0~<t — —oo olur. Bu

durumda,
1

1+0

lim 1

= lim
=0~ 1 4+ ez t—-o0 L+ et

bulunur.

(q) z — 0iken sinhz = z+o(x) ve cosh 3z~1+ Jz*+ o(z?) olduguna

gore,
sinh? 2 . (x4 o(x))?

a0 Incosh 3z a0 In(1 + 222 + o(a?2))

t — 0 iken In(1 +t) =t + o(t)]

L (@ro@)? (1) 2
= lim g— o = lim T o T 9
2—0 5T + 0(_7: ) 2—0 g + 7 9

bulunur. ©

Eger, f : (a, +00) — R fonsiyonu her sonlu (a, b) aralig) tizerinde siirh

1s5e

)
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(a) lim {9 = lim (f(z+1) - f(a),

T—+400 T—+400

(b) Vz € (a,400) icin f(z) > ¢ >0

oldugunda lim ( f(z))% = lim £ ?('*')1) oldugunu ispatlaymiz.

T—+00 T—+00 *

Coziim: Ispat1 okuyucuya birakilmistir. o

Problem (25) ten yararlanarak asagidaki limitleri hesaplayimiz.

. NS . Lyl s In(1447)
@l (ks (0) Ji (57 0t 20
Coziim: (a) Problem (25) (b) den dolayz;
lim (In :r)} = lim In(z+1) = lim Inz(1+ l)[lnx]’]
x—+400 r—+00 lnx xr—+00 T

. 1 _1
= ZETw[lnx +In(1+ ;)][ln ]

In(1+ 1)

11—1>I-Poo(1 + lnl' )
In(1+1

=1+ lim M

r—+oo  Inx

1
=1+ lim In(l+4 —)"*
z—+00 T

u(z) = 142, v(x) = In x fonksiyonlar! icin lilll u(z) =1, liT v(z) =

+o0 ve liT [u(z) — 1jv(z) = hT e olur,
lim 27 _ g

z—+o0 I

olduguna goére, lim [u(z) — 1]v(z) = 0 olur. Bu durumda, (2.16) dan

T—+00

dolay1

1 nx 1
lim (1+-)""=e"=1= lim In(1+-)""
xT xT

T—+00 T—+00

=Inl=0= lim (lnxﬁ =1

T—+00



Limit 329

bulunur.

(b) (a) ya benzer olarak

1
1
im ( )1+1 = lim (7)% = lim t+1
z—+oo 1 + & t——+o00 t—too 1
t
= lim =1
t—+too t + 1
(c) Problem (25) (a) dan dolay1
In(1 4 4
fim PO [In(1+4"+) = In(1 +47)]
x—+00 X xT—+00
4ot 44
= lim In R lim In 2
=In4
bulunur. ¢

(27) Asagidaki fonksiuyon ciftinin hangisi # — 0 iken ayni mertebedendir.

(a) f(z)=e", g(z)=10+z;
5 1
() f(z) = 2 g(z) = m7
(c) flz)==z(2+ sin%)7 g(z) = x;
@) f@) =2 glz) ==
T 1 z 1
Coztim: (a) lim 9(x) = lim 0o 1050 10
° z—0 f(I x—0 er 1
olduguna gore, x — 0 iken e* =< 10 + z dir.
In(1 1
) tim 2 g 2ED (4t = 5
x—0 y(([) x—0 x x—0
1
olduguna gore, x — 0 iken o = m dir.
(¢) Vz e R\{0} icin

‘f(g:)‘ =[24sini| <2+4[sinl] <3

9(z)
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olduguna gore, v — 0 iken f, g ye gore smurhdir. Yani, Vo € R\{0}
icin |f(z)] < 3|g(z)]| dir. Ote yandan, Yz € R\{0} icin
‘ f(x)
9(x)

olduguna gore, aym z ler icin |g(z)| < |f(x)| olur. Demek ki, z — 0
iken

‘:\2+Sin%|227\sin%|21

z(2+sind) <u
dir.
(d) Ve e Ry sayisticin |z] < ¢

22| esitsizligi * = 0 noktasinm hic bir
komsulugunda salanamaz. Bu nedenle g(z) = = fonksiyonu f(z) = 2
fonksiyonuna gore siirh degildir. Dolayisiyla, = ve z? fonksiyonlar
aym mertebeli fonksiyonlar degillerdir. ¢

Asagida verilen fonksiyonlarm sonsuz kiiciik olmasi icin « ve [ ne ol-
malidir?
2 (x—1
(a) © — oo iken f(z) = % —ax — [

(b) © — 400 iken f(z) = V4a?+ x4+ 1—az - f;
(¢) z — oo iken f(x) = (x +4)e% —ax — [
(d) @ — oo iken f(z) = 2 sin ;.

22(x — 1) — (ax + B)(x + 1)?

Coziim: (a) f(z)= (z+1)2

(1—a)z®— (1+2a+ B)a?— (a+28)xz— 8
22+ 2z +1

dir. lim f(z) = 0 olmasi icin paym derecesi paydanin derecesinden
kuguk olmalidir. Bu nedenle, 1 —a=0ve l+2a+ =0 ,yania =1
?le-1)
(x+1)%
sonsuz kiiciik bir fonksiyondur. Yani, x — 0 iken f(z) = o(1) dir.

ve # = —3 oldugunda @ — 0 iken f(z) = — 2 + 3 fonksiyonu
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(b) f@) =201+ L+ & —ar—f=
[t—0 iken (14¢)*=1+at+o(t?) olduguna gore]
= 295( + i + )
8z = 8a?
1
:Z—ﬂ+(27a)x+xo(#)

+o(z%)faﬂcfﬁ

1
olduguna gore, lim f(x) = 0 olmasi icin Yl B=0ve2—a=0,

1

vani a = 2 ve J = 7 olmalidir. Demek ki, # — oo iken f(z) =
1

Ve + o+ 1 -2 — i= o(1) dir.

(¢) t—0iken e’ =1-+t+ o(t) olduguna gore, z — oo iken

f(l):(I+4)eé—ax—ﬂ
:(.7:+4)(1+%+0(%))_(m_5
:57ﬂ+(17a).7:+§+0(%)

olduguna gore, lim f(z) = 0 olmasi i¢cin @ = 1 ve § = 5 olmahdur.
1

Dolayisiyla, © — oo iken f(z) = (x +4)ex —x — 5 = o(1) dir.

(d) Vo eR\{0} ve Vs eRicin

| f(2)| = |2 sin |

= |x°\.|sinw%| <|z%
olduguna gore, 1111}) f(x) = 0 olmasi i¢cin a > 0 olmalidir. Dolayisiyla,
a > 0 ve § herhangi bir reel say1 olmak tizere, x — oo iken f(z) = o(1)
dir. @ =0 durumunda

lim f(x )—;ii%sinz%=0

—0

olmasi icin § < 0 olmalidir.
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Simdi « < 0 olsun. Bu durumda, liH(l) f(z) = 0 olmasi icin z — 0 iken
T
sinﬁ fonksiyonunun limiti var ve sifir olmahdir. Bu nedenle 5 < 0

olmalidir. Bu durumda, z — 0 iken

2% sin L = 2% sina™? ~ 2277 + oz )

=z 4 xa.o(x’w)

bulunur. Buradan goriildiigii gibi @ < 0 ve 5 < 0 durumunda, hm flx) =
0 olmast icin @ >  olmalidir. Dolayisiyla, a > 0 ve 3 horhangl b1r reel
say1 oldugunda, z — 0 iken f(z) = o(1) dir; « <0, F <0 ve a >

oldugunda, # — 0 iken f(z) = o(1) sonu¢larimm dogrulugu anlasihr. ©

(29) Asagida verilen fonksiyonlarm z = 0 noktasinda sicramasimi (Bkz.
Tanm 2.4.37) bulunuz.
1.
(a) f(x) =sin i; (b) f(z) = ﬁcos2 1
1 x
(¢) f(z) = —arctan2; (d) f(z) = x(2+sin1).
™

Cozuim: (a

Ny

Ve > 0 icin

d(f (U (0))) = sup{ |f(z) = f(y)] : z.y €U (0)}
= sup{ f(z) : z €U, (0)}
—inf{ f(z): = €U, (0)}
=sup{ sinl: z ev. (0)}
—inf{ sinl: zer, (0)}
=1-(-1)=2

olduguna gore,

Q(f,0) = inf{ d(f(T. (0))) ¢ >0}
=inf{2:e>0}=2



333

bulunur. .
(b) Ve > 0 icin inf{—; cos® L. 2€U.(0) } =0 olduguna gére,
x

o 1 o
d(f(U. (0)) = sup{? cos’ Lz ey (0) }
1 o
- inf{p cos’L: 2 ey, (0) }
1 o
=sup{— cos® L 2 ep. (0)
T

bulunur. k£ € Z(e) = { k€ Z: |k|r > % } olmak tizere buradan aym
k lar icin
AU (0) = supl ot s o <ol <)
- x? 0 |klr —

1
= sup{k*n? : Tl <|z| < e}

oldugu anlasilir. Dolayisiyla,
Q(f,0) = inf{ d(f(U. (0)):e >0} = +oo
bulunur.

(¢) Ve>0icin

o

d(f(U. (0))) = sup{% arctan L : €l ) }

1 o
—inf{—arctan X : z €U, (0) }
T

olduguna gore,
Q(f,0) = inf{ d(f(U (0) e >0} =1

bulunur.
(d) Ve>0icin

d(f([}C (0))) = sup{=(2 + sin%) s E[}C )}
—inf{z(2+sinl): 6[{}E 0) }
< 3e— (—€) =4e
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olduguna gore,
Q(f,0) = inf{ d(f(U (0)):e >0} =0
bulunur. ©

Asagida verilen fonksiyonlarn lim f(z) ve @ f(2) limitlerini bulunuz.
z—0 T
sgnr 1 ‘
(@) f@) = 77 (b) f(z) = ew(a® + 4z +1);
() f(z) =sin*1 4+ Zarctan 1.
T

Coziim: (a) Vz e R icin

sgnw 1
0< =——<1
= 1+ 22 | 1+22 ~

oldugu aciktir. z, € Ry, n = 1,2... ve lim z, = 0 kosullarim
saglayan (z,,) dizisi i¢in

. . sgnT,

1 n) = 1 = : =1

g fon) = I et ~
vey, €ER_, n=1,2,...ve lim y, = 0 kosullarim saglayan (y,) dizisi
icin

SgNYn . —1

li p) = lim — - i -
i fya) = lim o= =

olduguna gore,

. osgnx — sgnx
lim — =—1, lim — =1
o2+ 1 =022+ 1

bulunur.

(b) Va € [-2++/3,2— V3] icin

0< f(zx)= e§(12+4x+1) = ei((x—&-Z)z —3) < +o0
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oldugu aciktir. @, € [-2++/3,0), n = 1,2,... ve limz, = 0

n—00

kosullarim saglayan (z,,) dizisi icin

1
lim f(z,) = lim e (22 + 4z, + 1)

n—o0

1
= lim e#n lim (22 + 42, +1) =0.1=0

n—oo n—oo
vey, € (0,2—+3]n=1,2,... ve lim y, = 0 kosullarm saglayan (y,,)
n—o0
dizisi icin

1
lim f(yn) = lim ev» (yi + 4yn + 1)

n—00

L .
= lim ev lim (y> + 4y, + 1) = +o0.1 = 400

olduguna gore,
1 1
limex(2? + 42 + 1) =0, lirréei(x2+4x+1) = +00
7—0 T—
bulunur.
(¢) Vo € R\{0} icin 0 < sin®l < 1 olduguna gére, v = z, =

——, n € N olmak tizere
nm

inf{ sin®1: 2 € R\{0} } =sin® L =0

Tn

ve r = n € N olmak ftizere

1
= (14 2n)’
sup{ sin’%: z € R\{0} } = sin® yiﬁ =0
bulunur. Ote yandan,

.2 .2
lim Zarctan - = —1 ve lim = arctan ~ =1

n—oo T Tn n—oo T Yn
olduguna gore,

. . . 2
lim f(x,) = ngl.}o(sm? i + - arctan i) =-1,

n—o0

2
lim f(y,) = T}Lnolc(sinz Uin + - arctan i) =1

n—00
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bulunur. Dolayisiyla,

2
lim f(z) = lim (sin® 2 + = arctan 1) = —1,
oo n—o0 T x

Tim 2
lim f(z) = lim (sin®L + Zarctanl) =1
n=oo p

oldugu anlasilir. ©
Asagida verilen fonksiyonlarm lim f(x) ve lim f(x) limitlerini bu-

00
lunuz.

(a) f(z) = sin®(2v/2) + b? cos*(xv/2);
(b) fa) = Lt =)

C 2+4sin’ L
Céziim: (a) Vo € Ricin f(z) = 1+ (b*> — 1) cos®(zv/2) oldugu

aciktr.

1.0 =1lise, f(z)=1= lim f(z) = lim f(z) = 1 bulunur.

T—00 L0

nm .
2. b” > 1 olsun. z, = —, n € N olmak iizere

Nk
sup{ cos?(zV2): v €R } = cos*(z,V2) = 1

(2nt+1)7
2v2

ve Yp = , n € N olmak tizere
inf{ cos*(#v2): z € R } = cos*(y,V2) = 0

olduguna gore,

lim f(z) = nhl& f(z,) = lim (14 (0* — 1) cos®(z,V2)) = b*

lim f(z) = lim f(y,) = lim (1 + (b —1) Cosz(y"\/%) =1
bulunur.
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3. v* < 1 olsun. Bu durumda, f(2) = b+ (1 — b?) sin(21/2) biciminde (32) a > 0 iken asagidaki énermelerin dogru oldugunu gosteriniz.

yazarak 2. ye benzer olarak o .
(a) Vy € Ry ve Ya € R icin log,(y*) = alog, y dir.

Ih%:o f@) =0, JEIBEO fz) = (b) V1,2 € Ricin (™)™ = o™ dir.

bulunur. Béylece, Céziim: (a) Logaritmik fonksiyonunun 2! ézelliginden yararlanarak

. Yy > 0,y2 > 0,...,y, > 0 sayilar icin
lim f(z) =min{1,*}, lim f(x) = max{1,%} ' !

T—00

o 108, (Y192 - - Yn) = log, y1 +log, yo + ... +10g, Y
oldugu anlasihir.

1
(b) Vz e R\{0} icin 2 < 2+sin* 1 < 3 oldugu aciktir. 2, = —, n €
nn Vn € N icin

esitliginin dogrulugu kolayca gosterilebilir. Buna gore, Yy € R. ve

N olmak iizere

inf{ 2 + sin’ % ;€ R\{0}} = 2 + sin? i -2 log, (y") =log, (y.y ... y) = log, y + log, -+ log,y =n.log,y
n—kez
2 ..
Ve Yn = ma n € N olmak iizere olur. Dolayisiyla, Vn € N icin
log,(y") = nlog, y (2.17)

sup{ 2+sin’ L : 2 € R\{0}} =2+ sin® yiﬂ =3
olduguna gore, esitligi dogrudur.

(1+y )i B=logy=y=a"=y ' =a’=log,(y)' =5
lim f(@) = lim f(g,) = lim S0
ree nee 2 +sin’ ve dolayisiyla,
1 _
= lim (1 +y,)v lim # log,(y™!) = —log,y (2.18)
n—o0 n—oo 2 4 5111
1 e bulunur. (2.17) ve (2.18) den dolay1 Ya € Z icin
=e-=_,
P L log, (4°) = alog, y (2.19)
— (1 + zn)zu
}LHDZ @)= nlgIolo flan) = }E{}o 2 + sin? ; oldugu anlagihr. Vn € Z\{0} icin (2.19) dan dolay1
! 1 1 1
= lim (1+ @) lim 2T L log, y = log,(yn)" = nlog, yn
. 1_e olduguna gore ayni n ler icin
22

1 1
bulunur. o log,(yn) = o log, y (2.20)
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bulunur. (34) 7e — 9”7 yontemiyle asagidaki esitliklerin dogrulugunu gésteriniz.
Simdi Voo = % € Q icin esitligin dogrulugunu gésterelim. Once (2.20) (a) lim 2’ -1 — _3 (b) lim a’ -1 — 3
dan ve sonra da (2.17) den yararlandigimizda a=1- |z =1 1 =it |z =1
m 1 1 m (¢) lim (e~ [z]) = 3; (d) lim (z = [z]) =1, (n€Z);
—logay = mlog,(yn) = log,(yn)" = log,(yn) (2.21) a3 o
" . (e) lim (z— [2])=0, (n€Z).
oldugu elde edilir. a € R olsun. Ustel fonksiyonunun 3) 6zelliginden o
dolay1 Qlim y" = y* ve buna gore (Logaritmik fonksiyonun 3') zelligi (35) 7e — &7 yontemiyle asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.
Sr—a
geregince) Qlim log, y" = log, y* oldugu elde edilir. Ote yandan, Vr € (a) lim ; — 12 = %; (b) lim (Va2+1—2)=0.
Sr—a z—o0 3T + T—~+00
Q icin log, y" = rlog, y olduguna gore, cos
(36) f:R\{0} =R, f(x) = ——— fonksiyonunun z = 0 noktasinda sag
log,y* = lim log,y" = lim rlog,y=alog,y 3 — 2%z
Sr—a Sr—a

ve sol tarafli limitlerini bulunuz. = 0 da limit var midir?
dir. Dolaysiyla, Vy € Ry ve Vo € R icin log, (y*) = alog, y esitliginin

1
Cevap: f(07) ==, f(07) =0, = =0 noktasinda limit yoktur.
dogru oldugu anlasilir. 3

ar + 1 X
—, z > 1 ise,
(b) @ =1 durumunda, Vo € R i¢in 1* = 1 kabul edilir. Dolayisiyla, B7) fR-R, f(2) =14 9ub + by
.. Lo —, x<1lise
bu durumda (b) énermesi dogrudur. ¥1

x
fonksiyonunun z = 1 de limitinin olmasi icin a ve b ne olmalidir?
a # 1 durumunda, (a) dan dolay1

Cevap: a herhangi bir reel say1 ve b = 2.
log, ((a™)*?) = x510g,(a™) = xa.21 log, a

1.1 . . cos(%) [z] <1 ise,
= 2102 = log, (™) 38) f:R—R, f(z)= 20 ’
(38) J J@) a+|z—1|, |z|>1ise
bulunur. Logaritmik fonksiyonun 4') 6zelliginden dolay1, buradan (a*1)*2 = fonksiyonunun x = —1 de limitinin olmasi icin a ne olmahdir?

a®*2 esitliginin dogru oldugu anlasilir. © Cevap: a = —2

z%, z-irrasyonel ise,
39) f:R—=R, f(x)= ’ : '
2.6 Ek Problemler (89) f - /(@) { 1, az-rasyonel ise
fonksiyonunun limitli olmadig1 noktalar kiimesini bulunuz.
(33) 7e — & yontemiyle asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz. Cevap: R\{—1,1}.
; 2z +1 1
a) i 2 _9) —10: ; _ .
(a) lim(32® —2) =10;  (b) lim, — R w0 (a) a(z) =22 (b) a(z) = 3a; (0) a(@) = /[=T;
- x
3 — 2. H _ _ = = — ) =1— cos
(¢) glglg}) Vr+4=3; (d) Ilinill ST L (d) o) ] (e) a(z) cos T
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fonksiyonlar1 icin z — 0 iken a(z) = o(x) esitliginin dogru olup ol-

madigini inceleyiniz.

Cevap:z(a) 222 = o(z); (b) 3z # o(x); (¢) +/]7] # o(x
(d) e =o(x); () 1—cosz= o(x).

(41) (a) a(z) =sin’z; (b) a(r) =

fonksiyonlar icin @ — 0 iken a(x

madigimi inceleyiniz.

3.

)

(¢c) a(z) =1 —cosuz;

= o(x?) esitliginin dogru olup ol-

Cevap: (a) sin’z # o(z?); (b) 2 = o(2?); (c) 1—cosz # o(z?).

(42) Asagidaki limitleri hesaplayimiz.

246

(a) i L Fr =0,
z%lz273$+2
-6

(¢) lim 2tz ;

z—o0 72 — 31 + 2’

(e) lirf (Va? + 5z + x);
(9) Nlim x(Va?+ 1+ z);

(@) lim 3\/1+x—4\/1+x+1
z—0 2=2y/14+a+zx
Va4 1— Vs +2

(k)  lim
T——00 T
. (= 3)0(5x 4+ 1)1
(m) lim 9)5

(0) glcgn%(l — ) tan 7F;

) T

Cevap:

@t () oen @
() -3 (@) +oo ()~ ()

22 +x—6
() zlimZ 1273x+2

. 4—\/21—.L
o m+2
(f)  lim (Va?+ 5z +z);

(h) wlirjgo z(Va?+1+x);
() tm YEFA VT

z—+00 T
@) lim Vat+1— e +2

T—+400
v+ f + VT
z~+oo V2r+1

) m n
(p) iliq(l—xm 7@)7 (7TL,TL€N),
(s) lim sin(ma?) (B#0).

21 sin(2ral)’

342
510 1
(k) _2a (l) 01 ( ) 3257 (n) T\/ﬁ
B "5 0 () -

(43) Asagidaki onermelerin dogrulugunu gésteriniz.

(a) z — iken

1) cos(4a? +T)*1—§+0( 2?);
2) 274 =14 22In 2 4 o(a?);

3)  Incos(2x + 2?) = —222 + o(2?);
4)

a

st VB = 1 ¢ (o 4 12 |)ln5+o( ).
(b) z — 0T iken

Reel Say1 Dizileri

1) sin?(5y/ +2) = 252 + o(x); 2) e2V2 =14 /z + o(V7);
3) cosh\/sina::1+z+0(x); 4) \B/COS\/E:1*%+O(Z);

2
(¢) z — 2 iken

1) sin(z —2)? = (x — 2)2 + of(z — 2)2);

2) B—a2)!=1+08(2-2)+0(2—x);
3) In(z—1)=z—-2+o(z—2);

4) tan(ra?) = 7(x? — 4) + o(x — 2);

)

6) 2*—4=4(1+Inz)(z —2)+o(x — 2).

1 .
#:7\3/1;7+O( L), 4) sinh-

(44) Asagidaki limitleri hesaplaymiz.

() T —sin2r (b) lim COS T — COS 31/';
Pl + sin 3z’ -0 2

© 1 sin(z — %) (© 1 Vcosx — {/cosx

¢) lim ——32% (¢) lim Y—pyr— ™
P 1—2cosx’ 7 a0 sin®z '

\S/ﬁfm:%(fo)Jro(fo);

1 1
\/x2+$7x:§+0(1); 2) Vad+z—z2=—+o0(L);

= o= ol

\3/5
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1 _ / .
(d) lim ﬂ;
e=04 sin®(3,/x)
() lim cosz —sinz + 1
=0 cosx +sinz + 1’
1 —sinx
g) lim ——
( ) e (E - $)2

2

(1) lim cot 2z. cot(§ — x);

T—

1
() i tan® z
im -
Uy V2 —4/1 -ijcosz'
0 i Vsinaz — Vsinz
im ——————————

o cos? x
COST — CoS
lim —————;
(n) lim — o
cos 2
6) lim ——2—;
(©) a—11n(2x — J/x)’
esinz _ esin 2z
1' .
(r) ‘Lni W— T
(5) Tim V1—=3x—+1-2z
a0 cos T '
(W) 1 In cos mx
u) lim

L Vi +a- iz
. In(e” +2y/x)
) Jm =

. X/cosax — R/cos B
(@) :PE(I) sin®x
Cevap:

-1 1
W 04 (05
©22 01 @2

W2 ()14 () 4v2; ) 3

343
(¢) i sinz + 2cotx
e) lim ———;
o (T —x)sing ’
sinx — cosx
lim ———;
() et 1 tanz
cos3z® — 1
h — .
(b) =0 sin® 2z
Q) 1 1 — cosx cos 2x cos 3x
i) lim ;
T 1—cosx '
®) 1 Vcosdx — v/cos bx
m-—————;
z—0 1+ cosx '
(m) Tlim 1+sinz —cosz
20 1 4 sinpz — cospx’
cotx — cota
(0) lim ————, (a # km, k € Z);
T—a r—a
( ) 1 1+sinq:+cos1:‘
P zl—r}}r 3 71'1,‘2 -
( > tan Tz
S im ;
a=>=2 x4+ 2
Insin 3

-
() hIJP (z — Incoshx);

cosx + cos2x + ...+ cosnr —n

(y) lim

-0 sin 2 ’

, (m #0).

1 1

—: (d) —

(©) T3 394’
1 9

;o (8) BX (h) =2

344

(i) n2; (v) 2; ()
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12
(45) a>1, e > 0icin
a*
lim — = +o0
T—+4o00 €
esitliginin dogrulugunu gosteriniz.
(46) Asagidaki limitleri hesaplayimiz.
a® — a® 1+, vz
li >0); b) i =
(a) lim *’”‘“1((} ) (b) lim (-—5)
. 14z, = 71 . cot?z
(c) llg(l) (JL " 2) = (c) }131 Ecoszz)
1 T
0 o e
. a® — (lb o — Iﬁ
() }gim» (a>0); (8) Jlglg{ R
(g) lUm (Sin ax)ﬁl (a,3# km,k €Z); (h) lim(z? + sin® ﬂI)ﬁ
«—f8 ‘sin fa T ' ’ Z—1 )

1

COos ™ )my

lim
T (COS 3z

)
) lirr}(l + sinwra) ot
)

6) lim [( 1)“ + sin 2™
n—oo M
L — 1+ Vi
(r) lim (w
n—oo a
Cevap:
(a)a*Ina; (b)1;
b
1
(o) 1; ) 3a na;
22 1
W es () e,

Jim n*({/r = W), (&> 0);

n) nlglolo tan"["T’4 +(1+ %)D‘];

i) lim(4" - VT 8)™ T

(
() Jim == (0> 0)
(
(

m)  lim feos(2m ()"

0) lim n?sin(In \/cos T);
cosh(Z), 2
1' n
(p) lim ( o @) )"

)", (a>0,b0>0).

1 -1
© 3 ©5 @
(8) Sa— ) (&) e () e
M W) Ohe
T e o))
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(47) Asagidaki limitleri hesaplayimz.

sin 2 t

(a) lim arcsin 2z (b) Tim arctan
xz—0  SIn.x r—1 2x

(¢) lim z(= — arctanz); (d) lim z(7 — arccotz);
T—+00 2 LT——00

1+ xsinz — cos 2z _ sin?ax —sin® Bz
- ) lim———;

-0 arctan®z + 23 '

(e) lim

=0  arctansin®z
V1 +sin3z — 1+ tanax

i ' arctan 212
(g) lim arcein s ; () lim (1+arctan 2)";
) zlg?f (ban %) arccos®z (3) lim narccos r;‘i 5

2 ST .
(k) lim (= arctannz)<t ™V (2 > 0); (1) lim

n—oo T 1t NZESE
Cevap:
() 25 () 5
@ 5 e Ol (OvE ®e 0

(48) Asagidaki onermelerin dogrulugunu gosteriniz.

(a) = — 0 iken V& + Va2 In

1—2a? 7
1+I2 ~ —2|z|3 dir.
T

1— )2
(b) xﬂliken4\4ff5\5/5+l~( 40” dir.

. 1.
(¢)  — 0 iken arctanz — arccos = ~ 5 dir.
v 2

(49) Asagida verilen fonksiyonlarn sonsuz kiiciik olmasi icin o ve 3 ne ol-
malidir.

(a) @ — oo iken f(x) = Va2 — a3 — ax — f3;

ze®

(b) @ — +o0 iken f(z) = ik 3
(¢) © — —oo iken f(z) = cfejl —ax — f3;

(d) x — +o0 iken f(z) = zarctanz — ax — (;

(e) @ — —oc iken f(z) = warctanz — ax — f3;

/7 — \/arccos x
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(f)  — 0T iken f(x) = z* arctan(%);

In(1+ %)

(g) * — 0" iken f(z) = o

(b)) a=1, =0 () a=3=0;
(d) a=—,8=-1; (¢ oz:—E7 B=-1; () a>0, §herhangi

(50) Asagida verilen fonksiyonlarmn lim f(x) ve Fr% f(2) limitlerini bulunuz.

x—0
(@) S == () fla) = sin
(c) flx)= arctani; d) f(z)= % _ % B %

(e) f(x)=sinmzcos.
Cevap: (a)l ve ¢; (b) 0 ve +o00; (¢) 0 ve w (d) —% ve +o0: () 0 ve 0.
e

(51) Asagidaki fonksiyonlarm lim f(z) ve lim f(z) limitlerini bulunuz.

B 1+ 2+ 622
T l—x 4222

(¢) flz)= (V42> +2+1— V422 — 2z +1)(1 + cos 2z);

(a) flx)= gCOSZI +arctanz; (b) f(z) sin(2?);

(@) f@)= (1 + o e)as; () fa) = (1+ )7 sin’s:
(f) flx)=(1+ %)’ +sin’z; (g) f(x) = a®sin®(zy/x) + cos?(zv/2).
Cevap:

(a)777T ven; (b) =3 ve3;(c) —1vel;(d)2vee; (e) 0vee; (f) e ve
e+1; (g)min{l, a®} ve max{1,a’}.



Bolum 3

Sureklilik

3.1 Temel Tanimlar ve Sonuclar

Bir a € R nokatainmn bir U(a) C R komsulugunda tammh bir f : U(a) — R
fonksiyonu verilmis olsun. Eger, 2 € U(a) degiskeninin aldig1 degerler a nok-
tasma yeteri kadar yakin oldugunda, f(x) fonksiyonun degeri f(a) degerine
cok yakin olursa, yani @ € U(a),  — a iken f(x) — f(a) ise, f fonksiy-
onu a noktasinda siireklidir diyecegiz. Buna gore, x € U(a),z — a iken
f(x) — f(a) limitinin §2.4’te verilen farkl tammlar yardim ile f nin a

noktasimda stirekliliginin asagidaki tanimlarim verebiliriz.

Tanum 3.1.1 : Bos olmayan X C R kiimesi ,f : X — R fonksiyonu ve a €
X noktasi verilmis olsun. Eger,Ve >0 wve Vxe X icin |r—al<d=
| f(z)—=f(a) |< € olacak sekilde £ sayisina bagl bir § = §() > 0 sayst varsa,

f fonksiyonu X kimesine gore a € X noktasinda streklidir denir.

Bu tanimm daha kisa olarak soyle verebiliriz: f : X — R fonksiyonu X
kiimesine gore a € X noktasinda siireklidir < Ve > 0Oicindd > 0 dyle ki
Ve e X icin |x—al|<d=|f(x)—1f(a) |< e olur.

|z—al<doa—d<z<a+dsxeUsa)
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ve
| (@) = fla) |< & & f(a) — & < f(2) < fla) + = & f(x) € U.(f(a))
olduguna gore, yukaridaki tanimi

(a) f : X — R fonksiyonu X kiimesine gore a € X noktasinda
stireklidir < Ve > 0 icin 30 > 0 dyleki Vo € Us(a) () X icin f(x) €
U.(f(a)) veya

(b) f : X — R fonksiyonu X kiimesine gore a € X noktasinda
stireklidir <= Ve > 0 icin 39 > 0 6yleki f(Us(a) N X) C U(f(a))

seklinde verebiliriz.
Genel olarak, f : X — R fonksiyonunun X kiimesine gére a € X nok-

tasinda siirekliligi tanimim asagidaki sekilde verebiliriz.

Tanim 3.1.2 : Eger, f(a) mn her U(f(a)) komsulugu icin f(U(a)NX) C
U(f(a)) olacak sekilde a’ nin bir U(a) komsulugu varsa, f fonksiyonuna X

kiimesine gore a noktasinda streklidir denir.

Buna gore, f : X — R fonksiyonu X kiimesine gore a € X noktasinda
stireklidir < f(a) nm YU(f(a)) komsulugu i¢in a nmn 6yle U(a) komsulugu
vardwr ki, f(U(a)NX) C U(f(a)) olur. X den R ye tammh bir f fonksiy-
onunun biitiin siireklilik noktalarindan olusan kiimeye f nin stireklilik kiimesi
diyecek ve S(f) ile gosterecegiz.

Eger, f : X — R fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise, f fonksiy-
onuna X {izerinde siireklidir diyecegiz. Xden R ye taniml ve X {izerinde
stirekli biitiin fonksiyonlar kiimesini C(X)(veya C(X,R)) ile gosterecegiz.

Fonksiyon limitinin 2.4.6 Tammindan kullanarak f : X — R fonksiyonu
X kiimesi iizerinde a € X noktasinda stirekliligine verilen Tanim 3.1.1°e denk

olarak su tanimi da verebiliriz.

Tanim 3.1.3 : X C R kimesi ,f : X — R fonksiyonu ve a € X noktast

verilsin. Eger, x, € X, n = 1,2,--- ve lim x, = a kosullarini saglayan
n—oo
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noktasinda sireklidir (veya dizisel sireklidir) denir.

Not:  §2.2 de ki 2.1.1 ve 2.1.6 Tamimlar denk oldugundan yukarida

verilen 3.1.1 ve 3.1.3 Tanmimlarinin denk oldugu aciktir. e

Tanim 3.1.4 : X C R kimesi ,f : X — R fonksiyonu ve a € X noktast
verilsin. Eger,f fonksiyonu X kiimesine gore a noktasinda sturekli degilse, f

bu nokatada sireksizdir denir.

Buna gore, (a) f: X — R fonksiyonu X kiimesine gore a € X nok-
tasinda siireksizdir < 3¢ > 0 dyleki V& > 0 icin 3z € X oyleki | 2 —a |[< § =
| f(z) = f(a) |> € olur.

(b) f:X — R fonksiyonu X kiimesine gore a € X noktasinda stireksizdir
= Xlaigi»af(m) # f(a) dir.

Uyar: 3.1.5 : X C R kiimesi ve f : X — R fonksiyonu verilsin. Eger, a €
X noktasi X in bir izole noktasu ise, [ fonksiyonu a noktasinda streklidir. Cinki
izole nokta tarmvmindan Us(a) (X = a olacak sekilde en az bir § > 0 sayist
vardwr. Bu durumda, f(a) noktasimn her U(f(a)) komsulugu icin f(a) =
f(Us(a) N X) CU(f(a)) elde edilir. O halde, f, a noktasinda streklidir.

Not: [ : R — R fonksiyonu f nin D(f) C R tamm bdlgesinin her
izole noktasinda siirekli olduguna gore ,f : R — R fonksiyonunun siirekliligi
valmzca D(f) nin limit noktas: olan a € D(f) noktasinda incelenmesi yeter-
lidir. o
.. 34227 —1
Ornek 3.1.6 : f: R\ {1} - R f(z) = % fonksiyonu her
a € R, a# 1 noktasinda streklidir.

Gercekten, lim(z® + 222 — 1) =a®*+2a®> — 1 ve lim(z — 1) =a—1#0
olduguna gore, Teorem 2.4.24 (d) den dolay1

3122 -1 ad+2a°—1
lim f(z) = lim 222 L _ @t -1
z—a z—a r—1 a—1

f(a)

bulunur.
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Ornek 3.1.7 : f: R — R, f(x) = sgnx fonksiyonu v = 0 noktasinda

streksizdir, ciinki liné sgna limiti yoktur (Bkz. Ornek 2.4.5).

Ornek 3.1.8 : [ R—-R,

(@) = { sini, x # 0 ise,

0, xr =0 ise

fonksiyonu a = 0 noktasinda siireksizdir, ciinkii lin(l) sini limiti yoktur (Bkz.
T

Ornek 2.4.8).

Ornek 3.1.9 : [:R — R,

1,  zrasyonel ise,
0, xirrasyonel ise

fonksiyonu Ya € R noktasinda stireksizdir, ciinkii liH(l) f(x) limiti yoktur (Bkz.
§2.4, Problem (5)).

Tanim 3.1.10 : Bos olmayan X C R kimesi ,f : X — R fonksiyonu
ve a € X noktasi icin f(a”) = hjr{ f(x) ve f(a™) = lim, f(x) limitler:
mevcut olsun. Eger, f(a™) = f(a)(zf(iﬁ) = f(a)) ise, ffozzsaiyonuX kiimesi
tzerinde a noktasinda soldan(sagdan) sireklidir denir.

Ornegin, f:R—=TR, f(z)= [z] fonksiyonu Yz € Z noktalarinda sagdan
stirekli olup, soldan siireksizdir. Cinkil, x € Z icin f(z) =z, f(z*) =z ve
fl@™) =z —1%# f(z) dir.

Not: Teorem 2.4.12 geregince, f : X — R fonksiyonunun X kiimesi
iizerinde a noktasinda siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul f nin X kiimesi
tizerinde a noktasmda soldan ve sagdan siirekli, yani f(a™) = f(a) = f(a™)

olmasidir. e

Tanim 3.1.11 : f : X — R fonksiyonu X kimesi tuzerinde a € X nok-

tasinda sireksiz olsun. Eger, f nin X kiimesine gore a da f(a™) ve f(a™)
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sonlu limitleri mevcut ve f(a™) # f(a) veya f(a™) # f(a) ise, a noktasina
fnin X kimesine géore birinci cesit streksizlik noktasy adi verilir. Bu du-
rumda, f(a™) — f(a™) saysina fnin a noktasindaki sicramasy denir. Aksi
taktirde, yani f(a™) ve f(a™) limitlerinden hic degilse, birisi mevcut degilse
veya f(a~) = —o0, f(a) = +o0 veya f(a~) = o0, (yada f(a*) = —oo,
fa™) = 400 veya f(ay) = oo ise), a noktasina fnin X kimesine gore ik-

inci cesit streksizlik noktase ady verilir. Eger, f(a™) = f(a™) # f(a) ise a

noktasina fnin X kimesine gore kaldirilabilir sireksizlik noktasy denir.

Ornek 3.1.12 :
(a) x = 0 noktas: f(x) = sgnx fonksiyonunun birinci cesit sireksizlik
noktasidir.  Cinki, f(07) = —1 wve f(07) = 1 limitleri vardar,fakat
J(0) =0, f(07) # f(0) ve f(0F) # f(0) dor;

(b) x =0 noktast Ornek 3.1.8 deki [ fonksiyonunun ikinci cesit sireksizlik

noktasudur;

(¢) Ya € R noktas Ornek 3.1.9 daki f fonksiyonunun ikinci cesit sireksizlik

noktasidir;

(d) © =1 noktas: f : R — R,

1 .
@) = 1= x#1 ise,

0, z=1 ise

fonksiyonunun ikinci cesit siireksizlik noktasudir. Cinki f(17) = +oo, f(11) =

oo ve (1) =0, F(17) £ F(0), F(1*) # F(0) dur
(e) f:R—R,
fw) =

x, xrasyonel ise,
0, xirrasyonel ise
fonksiyonu x = 0 noktasinda stireklidir (Clinki, lin}) f(z) =0 dr), fakat

her a # 0 noktasy bu fonksiyonun ikinci cesit sireksizlik noktasidur.
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(f) © =0 noktasy f : R — R, f(x) =| sgnx | fonksiyonunun kaldvrilabilir
stireksizlik noktasider, Cinki f(07) = f(07) =1 0= f(0) dur.

3.2 Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

A) Lokal (Yerel) Ozellikler

Eger, f : X — R fonksiyonunun belirli bir P ozelligi a € X noktasinda ve
bu noktanin yeterli kadar yakininda bulunan x € X noktalarinda, yani iste-
nildigi kadar kiicitk » > 0 sayist icin her 2 € U,(a) (| X noktasinda,gecerliyse
P ozelligine f nin lokal(yerel) 6zelligi denir. Ornegin, f nin X kiimesine gore
bir @ € X noktasinda siirekliligi f nin a da bir lokal 6zelligidir.

Limit konusunda verilen teoremler gézoniine alindiginda asagidaki teo-

remlerin ispat1 kolayca yapilabilir.

Teorem 3.2.1 : X C R, f: X — R fonksiyonu X kimesine gore a € X
noktasinda stirekli,yani nga f(z) = f(a) olsun. Bu durumda, asagidaki
onermeler dogrudur.

(a) 30 >0 oyleki f fonksiyonu Us(a) (X kimesi izerinde sinarldur.

(b) fla) #0ise3d > 0 oyleki VUs(a) (X icin f(x) ile f(a) ayne isaretlidir,
yani f(a) >0 (f(a) < 0) ise, Vo € Us(a) X icin f(x) >0 (f(z) <0) dur.

Teorem 3.2.2 : X CR, f,g: X — R fonksiyonu X kiimesine gore a € X
noktasinda strekli olsun. Bu durumda, | f |,c.f(c € R), f+g.f — g, f.g ve

g(a) # 0 ise 5 fonksiyonlar: da X kiimesine gore a € X noktasinda sireklidir.

Teorem 3.2.3 : XY CR, f: X =Y fonksiyonu X kimesine gire a € X
noktasinda, g :' Y — R fonksiyonu Y kiimesine gire b = f(a) noktasinda
strekli ise, go f + X — R, (go f)(x) = g(f(x)) bileske fonksiyonu X
kiimesine gore a noktasinda streklidir.

Digerlerini okuyucuya birakarak Teorem 3.2.3 iin ispatin1 verelim.
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1.Yol: Herhangi bir € > 0 sayis1 verilsin.g fonksiyonu Y kiimesine gore
b = f(a) noktasinda siirekli oldugundan dolay: Jo = o(g) > 0 dyleki Vy € Y
icin
ly=bl<o=[gly)—gb)|<e 3.1)
bulunur. Ote yandan, f fonksiyonu X kiimesine gore a € X noktasmda
stirekli oldugundan bir 6nce bulunan o > 0 sayisi icin 36 = §(o) > 0 Oyleki
Vo € X icin
lz—al<d=]f(x)—fla) <o
olur. Buna gore, Va € X icin
|z —al<d=ly—bl= /@) - f@] <o Y| (/@) - g(f(a)) <
bulunur. Bu da Tanim 3.1.1 geregince g o f : X — R, fonksiyonunun X
kiimesine gore a € X noktasinda siirekli olmas1 demektir.
2.Yol: f: X — Y fonksiyonu X kiimesine gére a € X noktasinda siirekli
olduguna gore z,, € X,n = 1,2,--- ve lim z,, = a kosullarmni saglayan her
(x,,) dizisi icin nhg)lo f(zn) = f(a) dir.g Y LR fonksiyonu Y kiimesine gore

b= f(a) € Y noktasinda siirekli oldugundan dolayn,
lim g(f(2,)) = [yn = f(zn) €Y, n €N, dersek]

= lim g(yn)
[lim y,, = f(a) ve g fonksiyonu b’de siirekli oldugundan dolay]

=9(b) = g(f(a))
oldugu elde edilir. Bu da Tanim 3.1.3 geregince go f : X — R, fonksiyonunun
X kiimesine gore a € X noktasinda siirekli olmasi demektir.
Siireklilik ile ilgili tanimlar (Bkz §3.1), yukaridaki teoremler ve elementer
fonksiyonlarmn limiti konusunda (Bkz §2.4) elde edilen sonuclar gozoniine

alindiginda asagidaki 6zelliklerin dogru oldugu anlasilir.
(a) ¢ bir sabit reel say1 olmak iizere f : R — R, f(z) = ¢ fonksiyonu
R tizerinde stireklidir. Ciinkii, Ya € R icin

lim f(x) =limc=c= f(a) dir.
Tr—a Tr—a
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(b)
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f R — R, f(z) = x fonksiyonu R iizerinde siireklidir. Ciinkii,
Va € R icin lim f(z) = limz = a = f(a) dur.
a—a a—a

n > 0 bir tamsay1 ve ag, ay, - - ,a, ler birer reel say1 olmak {izere
n. dereceden P(z) = agz™ +ayz" '+ - +a,_12 +a, cebirsel poli-
nomu R iizerinde stireklidir. Gercekten, Teorem 3.2.2 den dolay1
herhangi bir @ € R noktasinda sonlu sayida siirekli fonksiyon-
larmn toplami ve ¢arpimi da bu a noktasinda stireklidir. (a) ve (b)
den f(z) = ¢ sabit ve f(z) = z fonksiyonlar1 R fizerinde siirekli

olduguna gore, Vm > 0 tamsay1 ve Vb € R icin ba™ = b.g-- -z

m—kez
fonksiyonu ve dolayisiyla, P(x) polinomu R iizerinde siireklidir.
Teorem 3.2.2 yi ve (c) ozelligini gozoniine alirsak, p(z) ve g(x)
swrastyla n. ve m. dereceden cebirsel polinomlar olmak tlizere R(x) =
p(z)

el rasyonel fonksiyonu ¢(x) fonksiyonunun sifira esit oldugu biitiin

noktalar disinda siireklidir.
f:R — [-1,1], f(x) = sinz fonksiyonu R iizerinde siireklidir.
Ciinkt, Va € R icin lim sinz = sina dir.
z—a
f:R — [-1,1], f(z) = cosx fonksiyonu R iizerinde siireklidir.

Ciinkii, Va € R icin lim cosz = cosa dir.

X = R\{5 + kr : k € Z} olmak iizere f : X — R, f(z) =
tanz fonksiyonu X iizerinde siireklidir. Ciinkii, Vz, € X icin

lim tanx = tanx, dir.

a0

X = R\{kr : k € Z} olmak iizere f : X — R, f(z) = cotz

fonksiyonu X tizerinde siireklidir. Ciinki, Vzy € X icin lim cotz =
T—T0

cot zq dir.

a>0vealicin f:R— Ry, f(x)=a" fonksiyonu R iizerinde

siireklidir. Ciinkil, Vo € R icin lim a® = a™ dir.

T—T0
a>0vea#licn f:Ry — R, f(z) = log, z fonksiyonu R
iizerinde siireklidir. Ciinkii, Vzp € Ry icin lim log, = log, zo
T—x0
dur.
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(k)
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f:[=1,1] = [-5,3], f(z) = arcsinz fonksiyonu [—1,1] {izerinde

stireklidir. Clinkil, Yz, € [—1,1] icin lim arcsinz = arcsinz, dir.

T—x0

f[=1,1 — [0,7], f(z) = arccosz fonksiyonu [—1,1] tizerinde

stireklidir. Clinki, Vo € [—1,1] icin lim arccosx = arccos xg dir.
T—x0

[ R —(=%.%), [(z) = arctan x fonksiyonu R iizerinde siireklidir.
Ciinkii, Vzy € R icin lim arctanz = arctan z dir.

T—T0
f:R — (0,m), f(z) = arccote fonksiyonu R tizerinde siireklidir.

Ciinkii, Vxg € R icin lim arccotx = arccotzy dir.

T—x0

f R = R, f(r) = sinhz = "x’;% fonksiyonu R tzerinde

stireklidir. Ciinkii, Vzo € R icin

1
lim sinhz = 3 lim (6" — —) =

1 .
—(e™ — e7™) = sinh zg
z—x0 z—x0 er 2

dr.

f iR = [1,+00), f(z) = cosha = <= fonksiyonu R iizerinde

stireklidir. Ciinkii, Yz € R icin lim coshz = coshzq dir.
T

f:R—(=1,1), f(z) = tanhx fonksiyonu R tizerinde stireklidir.
Ciinkii, Yz € R icin coshzy # 0 oldugundan dolayi,
sinhz  sinhzg

lim tanhz = lim = = tanh z
Py z—wzo coshx  cosh zg

dir.
[ R0} — (=00, 1)UL, +00), f()

tizerinde siireklidir. Ciinkii, Voo € R\0 icin sinh zg # 0 oldugundan

cothz fonksiyonu R

dolay1,

coshxz  coshxg

lim cothx = lim

- == = cothxg
1o a—wo sinhz  sinhzg

dir.
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(s) Sonlu sayida siirekli fonksiyonun bileske yardimiyla elde edilen her
fonksiyon tanim bolgesi tizerinde stirekli bir fonksiyondur.Teorem
3.2.3 gozoniine alindiginda bu 6zelligin dogrulugu tiimevarimla ko-
layca gosterilebilir. Ornegin ,fy(z) = cosz, folz) =| y |, fs(t) =
Int, fi(s) =sin®s, fs(u) = " tamm bolgesi D = R\{% + kr :
k € Z} olmak {izere

gein? nkeosal) — (fsofrofsofro fi)(@) = f5(fa(fs(fo(f1(2))))) : D — Ry
fonksiyonu Vzy € D noktasmda stireklidir.

(t) @ € R olmak iizere f : Ry — Ry, f(z) = 2* kuvvet fonksiyonu
R, iizerinde siireklidir,¢linkii (k) 6zelligi kullanilarak Teorem 3.2.3
geregince Ya > 0a # 1 ve Yy € Ry icin

alog, z __ ea 7131;0 log, @

lim 2z = lim « = logaTo — g

T—T0 T—T0

oldugu elde edilir.

B) Global (Evrensel) Ozellikler

Eger, f : X — R fonksiyonunun belirli bir P 6zelligi D(f) C X kiimesinin
biitiin noktalar1 icin gecerliyse P ye f nin D(f) de global(evrensel) 6zelligi
denir. Bu kesimde siirekli fonksiyonlarin bazi 6nemli global 6zelliklerini
verecegiz.

Eger, f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) acik araligmm her noktasinda
siirekli, a noktasinda sagdan b nokatasinda soldan stirekli ise, f fonksiy-
onu [a, b] kapal araliginda siireklidir denir. [a, b] tizerinde siirekli reel degerli

biitiin fonksiyonlar kiimesini Cla, b|(veya C([a, b], R)) ile gosterecegiz.

Teorem 3.2.4 (Bolzano-Cauchy Teoremi) :f : [a,b] — R fonksiyonu
strekli ve f(a) ile f(b) ters isaretli (yani f(a).f(b) < 0) ise,f(c) = 0 olacak

sekilde en az bir ¢ € (a,b) noktase vardor.

ispat: Teoremin ispatim Araligi Yariya Bolme Yontemiyle yapacagiz.
Kabul edelim ki f(a) < 0 ve f(b) > 0 dir.(Benzer ispat f(a) > 0 ve f(b) <0
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alimarak da yapilabilir.) Ay = [a,b] aralimm orta noktas: 22 dir. f(%£2) = 0
b jcin teorem ispat edilmis olur. f(%E2) # 0 ise [a, ab] ve (212 ]
araliklarinin en az birinin u¢ noktalarinda f nin degerleri ters isaretlidir,yani
() > 0 ya da f(222) < O dir. f(%2) > 0 ise (f(%2) < 0 ise) Ay =
[a, a+b] = [a1,b1] (A = %b,b} = [a1,b1]) diyelim. f(@) =0isec=
@b icin teorem ispat edilmis olur. Aksi taktirde [ay, 5] ve [92 ]

ise ¢ =

araliklarinin en az birinin uc noktalarmda f nin degerleri ters isaretlidir,yani
fedy > 0 ya daf(9$2) < 0 dir. Birinci durumda Ay = [ag, 252] =
[as, by, ikinci durumda ise Ay = [2E b)) = [ag,by] diyelim.Bu yénteme
ardarda devam edersek asagidaki ozelliklere sahip A, = [as, by], n € N|J{0}

kapali araliklar dizisi elde ederiz.

() DgD A DAy Do, Ay = [a, 1],

(b) A, nin uzunlugu | A, |= %52 dir,

(c) flan) <0 ve f(b,) >0 dur.

. oo .
Icice araliklar prensibi geregince ﬂ A, # 0 dur. Ote yandan,

lim | A, |= (b— a) hm 7 =0 olduguna gore, Cantor Prensibi geregince

7L~*

ﬂ A, kesisimi yalnizca bir noktadan olusur. Bu noktaya ¢ diyelim. (A,),n €
n=0
N0 dizisinin 6zellikleri geregince

ag <ap <ap <o <a, <

bo<by>by > >0by >

ve Vn € N{J{0} icin a,, < ¢ < b, olacaktir. Buradan, (a,) dizisinin monoton
artan ve tistten siurli,(b,) dizisinin monoton azalan ve alttan smirh oldugu
anlasihr. O zaman, hm a, = a ve lun b, = [ limitleri vardir. Vn € N icin
a, <a<B<b,ve ustchkﬂ a < b” an =l A, |ve hm | A, |= 0 olduguna
gore, # = a bulunur.Vn € NU {0} icin a, < ¢ < bn ve hm a, = nlgg}b

oldugu icin hm a, = hm b, = c oldugu elde edilir. f fonkslyonu (c €
[ag, bo] = [a, b]) noktasmda stirekli oldugu icin hm fla,) = hm fbn) = f(o)
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dir.vn € NU {0} icin f(a,) < 0 oldugundan, f(c) = lim f(a,) < 0 ve
f(bn) > 0 oldugundan, f(c) = lim f(b,) > 0 olur. Demek ki, f(¢) =0 dir.

Boylece teorem ispat edilmis olur. O

Teorem 3.2.5 (Ara Deger Teoremi) : [ : [a,b] — R fonksiyonu stirekls,
fla) = A, f(b) = B ve A # B olsun. Bu durumda, A ile B arasindaki her
C sayist (yani her min(A, B) < C < max(A, B) sayust) icin f(c) = C olacak

sekilde en az bir ¢ € (a,b) noktasy vardur.

Ispat: ¢ : [a,b] — R, o(z) = f(x) — C fonksiyonunu gozoniine alalm.
A < B olsun (B < A durumunda ispat benzer sekilde yapilir). ¢ fonksiyonu
[a,b] arahgmda siirekli ve p(a) = f(a) —C = A —C < 0,0(b) = f(b) — C =
B — C > 0 olduguna gore, Teorem 3.2.4 geregince ¢(c) = 0, yani f(c) = C
olacak sekilde en az bir ¢ € (a, b) noktast vardir. Boylece teorem ispat edilmis
olur. O

Not: Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5 in hipotezindeki sartlarin kaldirilama-

yacagini gosteren bazi drnekler verelim.

(a) f:10,1] = R, f(z) = [«] — % fonksiyonu [0,1] arahgmnda

siireksizdir. f(0) = —1 < 0 ve f(1) = 2 > 0 olmasma ragmen
f(c) = 0 esitligini saglayan bir ¢ € (a, b) noktasi yoktur.

(b) f:[0,1]U[2,3] = R,
) =1,z e0,1] ise;
Je) = { 1, =z €](2,3]ise.

fonksiyonu D = [0, 1] U [2, 3] kiimesi {izerinde siirekli, f(0) = —1 <
0 ve f(3) =1 > 0 olmasma ragmen f(c) = 0 esitligini saglayan
bir ¢ € (0,1] U (2, 3) noktas: yoktur.

Demek ki yukaridaki teoremlerde [a, b] nin baglantili olmasi sart1 ve f nin

siirekliligi kaldirilamaz. e

Teorem 3.2.6 (Weierstrass) : Kapal ve sinurle aralik tzerinde sirekli her

fonksiyon bu aralik tzerinde sinarhdar.
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ispat: f :[a,b] — R fonksiyonu [a, b] arahgmda siirekli olsun. f([a,b]) =
{f(z) : z € [a,b]} kiimesinin siirh oldugunu gosterelim. Siirekli fonksiyon-
larin Teorem 3.2.1 (b) deki lokal dzelligine gére Va € [a, b] icin 36 = 6(x) > 0
Syleki f fonksiyonu Us(z)N|a, b] agik arahginda smrhdir. A = {Us(z)N[a, b :
z € [a,b]} acik araliklar ailesini gozéniine alalm. [a,b] araligi R nin kapah
ve smirht bir alt kiimesi olduguna gore Heyne-Borel Prensibi geregince A
ailesinin [a, b] yi orten sonlu Ay = {Us(1), Us(xa), -+, Us(x,)} alt ailesi
vardir. f fonksiyonu Us(x;) N [a, b] de siurh oldugundan, Vo € Us(xz;) N [a, ]
icin m; < f(x) < M; olacak sekilde m;, M; € R sayilar varolacaktir. Buna
gore, Vo € [a,b] icin

min{my, -+ ,m,} < f(z) <max{My, -, M,}
oldugu elde edilir.Bu da f nin simirh olmas1 demektir. O

Teorem 3.2.7 (Weierstrass) : Kapali ve sinurle aralik tzerinde sirekli her

fonksiyon bu aralikta en kiiciik ve biiyik degerine ulasur.

ispat: f : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] arahgmda siirekli olsun. Bu du-

rumda, f nin [a, b] iizerinde en kiiciik ve biiyilik degerlerine ulstigini,yani
m=inf{f(z):z € [a,b]} = f(a)
M =sup{f(z) : x € [a,0]} = f(B)

olacak sekilde o, 3 € [a,b] noktalarimn varligim gosterelim. Bunu M icin
yapalim (m icin ispat benzer sekilde yapilabilir). Teorem 3.2.6 geregince
£, la, b] tizerinde tstten smirhdir. O halde, sup 6zelligine gore sup{f(z) : x €
la,b]} = M € R dir. Buna gore, supremumun karakteristik 6zelliklerinden
dolay1 Vn € N icin

Mf%<f@J§M
olacak sekilde bir z,, € [a,b] noktas: varolacaktir.¥n € N icin z, € [a,b

olduguna gore (x,,) dizisi simirh olup Bolzano-Weierstrass Prensibinden dolayi,

yakisak bir (z,,) alt dizisine sahiptir. klim T, = (3 diyelim.[a, b] kapall ve
—00
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Vk € N icin z,, € [a,b] oldugundan § € [a,b] dir. O halde, f, 3 € [a,b] nok-
tasinda siirekli olduguna gore, klim f(an,) = f(B) olur. Ote yandan, Yk € N
icin

1
M~ — < f(zn,) <M
o

esitsizliginden klggo f(@n,) = M oldugu aciktir. Yakmsak (f(z,,)) dizisinin
limiti tek oldugundan dolay1 M = f(/3) dir. Boylece teorem ispat edilmis
olur. O

Simdi Teorem 3.2.6 ve 3.2.7 hipotezindeki sartlarin kaldirilamayacagini

gosteren bazi drnekler verelim.

(a) f:(0,1) = R, f(z) = = fonksiyonu (0,1) arahginda stireklidir,
fakat (0,1) tizerinde M = sup{z : z € (0,1)} = 1 ve m = inf{x :
z € (0,1)} = 0 degerlerine ulasamaz, ¢inkii Vo € (0,1) icin 0 <
f(z) < 1 dir. Bunun sebebi tanim kiimesinin kapal bir aralik
olmayisidir (Bkz. Sekil 3.1).
(b)) [ L1 =R,
|z ], ze€(—=1,00J(0,1) ise;
flx) =14, _ Ci1is
3 z =0 veya z = £1 ise.
fonksiyonu [—1, 1] araliginda siirekli degildir.
m=if{|z |z e [-1,1]} =0,
M=sup{|z|ze[-11]}=1
olup Vo € [-1,1] i¢cin f(z) # 0 ve f(z) # 1 dir. Dolayisiyla,
fonksiyon [—1,1] araliginda en kiiciik ve en biiyiik degerlerine
ulasamaz. Bunun sebebi f nin stirekli bir fonksiyon olamayisidir
(Bkz.Sekil 3.2).
(c) f:1[0,+00) — R, f(z) = arctanz fonksiyonu [0, +00) araliginda
siirekli bir fonksiyon oldugu halde bu aralikta en biiyik degere
sahip degildir, ¢linkii Vo € [0, +00) icin

7
arctanx = 5= sup{arctanz : x € [0, +00)}
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dir. Bunun sebebi, f nin tamm kiimesinin siirli olmayisidir (Bkz.
Sekil 3.3).

Onerme 3.2.8 : Siirekli bir 1t la,b] — R fonksiyonunun birebir olmasu icin
gerek ve yeter kosul onun [a, b tzerinde kesin monoton, yani kesin artan veya

kesin azalan olmasidur.

ispat: f fonksiyonu [a, ] iizerinde kesin monoton ise, onun [a, b] {izerinde
birebir olmast aciktir, ciinkii z1, 29 € [a,b] icin 2y # 29 = f(21) # f(x2)
olur. Simdi f : [a,b] — R fonksiyonunun siirekli birebir olmasi durumunda
onun [a, b] iizerinde kesin monoton (kesin artan veya kesin azalan) oldugunu
gosterelim. Bunun dogru olmadigim varsayahm. O halde, [a,b] arahginda
f(x2) sayst f(x1) ve f(x3) sayilar arasida olmayacak sekilde 21 < 22 < x3
noktalar1 vardir. Bu durumda, ya f(x3) sayist f(z1) ve f(z2) sayilar arasinda

ya da f(x1) sayist f(2z2) ve f(x3) sayilar arasmda bulunmaktadir. Kolaylik
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icin, son durumun gerceklendigini varsayalim. f fonksiyonu [z, z3] arah@inda
stirekli olduguna gore, Ara Deger Teoreminden f(z;") = f(x1) olacak sekilde
x1" € [z, 3] noktas: vardir. O halde, z1 < 1" ve f(x1) = f(z1") olur. Buda
/ nin birebir olmasi ile celisir. f(z3) sayismm f(z1) ve f(z2) sayilar arasinda

oldugu durum benzer sekilde incelenebilir. O

Onerme 3.2.9 : X C R kimesi dizerinde artan (azalan) bir f © X — R
fonksiyonunun Y = f(X) kiimesi iizerinde artan (azalan) f=1:Y — R tersi

vardr.

Ispat: Ispati artan fonksiyonlar icin yapahm. f: X — YV = f (X)

fonksiyonunun orten oldugu aciktir. f, X {izerinde artan olduguna gore,
Yy, o € X icin x1 < xo <= f(x1) < f(x2) (3.2)

dir. Buna gore, f: X — Y = f(X) fonksiyonu birebirdir. O halde, f nin
y= f(z) iken = f~1(y) tammu ile f~!:Y — X tersi vardir (Bkz. Teorem
1.4.14). f7':Y — X ters fonksiyonunun tammu ve (3.2) ifadesi gézoniine
alinirsa,

Yy, y2 € Yicin £ (y1) < £ (y2) © v1 < y2

oldugu elde edilir. Bu da f~! nin aratan olamas: demektir. Azalan fonksiyon

icin ispat benzer sekilde yapilir. O

Onerme 3.2.10 : X C R kiimesi iizerinde monoton artan (veya azalan)

f: X — R fonksiyonunun X dizerinde ikinci cesitten sireksizlikleri yoktur.

ispat: f. X tizerinde monoton artan ve a € X noktasi f nin siireksizlik

noktasi olsun.a, bir izole noktasi olmayacagindan dolay1 a noktasi
X ,={reX:z<a} ve XT,={xeX:x>a}

kiimelerinin en az birinin limit noktasidir. f, monoton artan olduguna gore,
Vo e X, icin f(z) < f(a) dir.f nin X, kiimesine kisaltilmasi olan f |x-,
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fonksiyonu X, iizerinde monoton artan ve iistten simirh bir fonksiyondur.
Buna gore, Teorem 2.4.24 geregince

im (f [x-,)(z)= lim f(z)=f(a")

X—adz—a X3z—a—

limiti vardir. Benzer sekilde,

lim (f [x+,)(@) = lim f(x)= f(a")

Xty,3z—a X3z—at

limitinin varlig1 gosterilir. Monoton azalan fonksiyon icin ispat benzer sekilde

yapilir. O

Sonuc 3.2.11 : Eger, zy € (a,b) noktas: monoton f : (a,b) — R fonksiy-
onunun stureksizlik noktas ise
(a) lim f(z) = f(zg), lim f(x) = f(xf) limitlerinden en az biri
I‘?In

=)

mevcuttur;

(b) f monoton aratan ise, f(zy) < f(wo) < f(zg) esitsizliklerinden
en az birinde < isareti gerceklenmektedir.

(c) f monoton azalan ise, f(xy) > f(wo) > f(xg) esitsizliklerinden

en az birinde > isareti gerceklenmektedir.

Onerme 3.2.12 : X C R kiimesi dizerinde monoton artan (veya azalan)f
X — R fonksiyonunun X iizerinde sireksiz oldugu noktalardan olusan kiime

sonlu vaya sayilabilirdir.

Onerme 3.2.13 : [a,b] dzerinde monoton artan(azalan)f : [a,b] fonksiy-

onunun [a,b] dzerinde sirekli olmasu icin gerek ve yeter kosul f([a,b]) =

[f(a), FO)](f([a,b]) = [f(D), f(a)]) olmasidur.

ispat: Ispat1 monoton azalan fonksiyon icin yapalm. f : [a,b] — R
fonksiyonu [a,b] fizerinde siirekli monoton azalan olsun. f, [a,b] tzerinde

monoton azalan olduguna gére, Vo € [a,b] icin f(a) > f(z) > f(b) dir. Buna
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gore, f(la,b]) C [f(b), f(a)] oldugu aciktir. Ote yandan f,[a,b] iizerinde
stirekli olduguna gore, Ara Deger Teoremi geregince f fonksiyonu f(b) ile
f(a) arasmdaki her degeri alir. Dolaysiyla, f([a,b]) = [f(b), f(a)] oldugu
anlasilir.

Simdi monoton azalan f : [a,b] fonksiyonu icin f([a,b]) = [f(b), f(a)]
olsun. Bu durumda, f nin [a, b] tzerinde strekli oldugunu gosterelim. Eger,
f fonksiyonu bir ¢ € [a, b] noktasinda siireksiz ise, Sonuc 3.2.11 (¢) geregince
(f(c), f(c7)) ve (f(e), f(eh)) arahiklarmdan en az biri sonludur ve 3z € [a, ]
oyleki f(zo) bu araligim disinda bulunmaktadir. Bu araligm (f(c), f(¢7))
oldugunu varsayalm. f, monoton azalan olduguna gore, (f(c), f(c¢™)) C
[f(0), f(a)] dir ve buradan da

f(zo) & (f(e), F(c7)) = f(wo) & [£ (D), f(a)]

oldugu elde edilir. Bu celigki varsayimin dogru olmadigin gosterir. Monoton
artan fonksiyon icin ispat benzer sekilde yapilir. O
Yukaridaki 3.2.8, 3.2.9, 3.2.10, 3.2.11, 3.2.13 6nermeleri gozoniine alindiginda

asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2.14 (Ters Fonksiyonun Siirekliligi Uzerine) : X C R kiimesi
tizerinde artan(azalan) f : X — R fonksiyonunun Y = f(X) dzerinde ar-

tan(azalan) f~':Y — R ters fonksiyonu varder. Ustelik:

(a) X = [a,b] ve f:]a,b] — R fonksiyonu [a,b] tzerinde sirekli ise

= f([a.b]) = [f(a), f®)] (V' = f([a,b]) = [£(b), f(a)]) olup
fonkszyonu [f(a), FO(f(b), f(a)]) aralige tzerinde streklidir;

(b) X = (a,b) ve f: (a,b) = R fonksiyonu (a,b) izerinde sirekli ise

Y = f((a,0)) = (f(a®), FG7) (Y = f((a,0)) = (f(b7), f(aT)))

olup =1 fonksiyonu (f(a™), f(b7))((f(b7), f(aT))) arabg izerinde

stireklidir.

Ornek 3.2.15 :
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(a) y = f(x) = sinx : [-, 5] — [=1,1] fonksiyonu [-5, 5

stirekli ve artan olduguna gore, Teorem 3.2.14 geregince onun

| tzerinde

[sin(—%),sin(5)] = [—1, 1] dzerinde siirekli ve artan v = f~(y) =
arcsiny : [—1,1] — [=5, 5] tersi vardur.

(b)) y = f(x) = cosx : [0,7] — [-1,1] fonksiyonu [0, ] dzerinde
strekli ve azalan olduguna gire, Teorem 3.2.1/ geregince onun
[cos(mr), cos(0)] = [—1,1] tzerinde siirekli ve azalan x = f~(y) =
arccosy : [—1,1] — [0, 7] tersi vardur.

(¢)y = flx) = tanz : (=5,%) — R fonksiyonu (—%.%) tzerinde

272 272
strekli ve artan olduguna gire, Teorem 3.2.14 geregince onun R

tizerinde sirekli ve artan © = f~'(y) = arctany : R — (—=3.5)

tersi vardur.

(d) y = f(z) = cotx : (0,7) — R fonksiyonu (0,7) dzerinde sirekli
ve azalan olduguna gore Teorem 3.2.14 geregince onun R tzerinde
siirekli ve azalan © = f~1(y) = arccoty : R — [0, 7] tersi vardar.

(e) a>0wvea#1iciny = f(x)=a": R — (0,400) fonksiyonu
R dizerinde strekli ve a > 1 iken artan ve 0 < a < 1 iken azalan
olduguna gore, Teorem 3.2.14 geregince onun (0,+00) tzerinde
stirekli ve a > 1 iken artan ve 0 < a < 1 iken azalan x = f~1(y) =
log, y : (0,+00) — R tersi vardur.

(f) Vn € Niciny = f(z) = 2™ : [0,+00) — [0,+00) fonksiyonu
[0, +00) tzerinde stirekli ve artan olduguna gore, Teorem 3.2.14
geregince onun [0, +00)tzerinde sirekli ve artan v = f~'(y) =
yr 2 [0,400) — [0,400) tersi vardir (Bkz. §1.11 , Problem (7)).

Bu kesimin sonunda diizgiin stireklilik gibi 6zel bir stireklilik kavrami
tizerinde duracagiz. Bir f : X — R fonksiyonunun bir @ € X noktasinda
stirekli olmasi tammma gore, (Bkz. Tamm 3.1.1) verilen ¢ > 0 sayisina
karsilik bulunan ¢ > 0 sayist genel olarak hem ¢ sayisina hem de a noktasina
baghdir (Bkz. Problem (1)de (a),(b)). Eger, f : X — R fonksiyonu her

a € X noktasinda siirekli ve verilen € > 0 sayisina karsihik bulunan § > 0
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sayisl a noktasindan bagimsiz olup yalmzca £ na bagh ise, f fonksiyonu X
iizerinde diizgiin stireklilik 6zelligine sahiptir diyecegiz.

Tanim 3.2.16 : X C R, f : X — R bir fonksiyon olsun. Eger, Ye > 0

sayist ve Vi, xy € X noktalar icin
|21 — 22 [< 0= f(z1) = flaa) |< e

olacak sekilde yalnizca € na bagh bir § = d(g) sayist varsa, [ fonksiyonu X

tzerinde dizgiin sireklidir denir.

Bu tanim ve onun degili kisaca asagidaki sekilde soylenebilir. 7 f : X — R
fonksiyonu X iizerinde diizgiin stireklidir” <="Ve > 0 icin 3§ = d(e) > 0
Oyleki Vo, zo € X icin

| 21— [< 0 =] f(z1) — f(22) [< e

dir.
7 f: X — R fonksiyonu X {izerinde diizgiin siirekli degildir” <="3¢ > 0
Oyleki Vo > 0 icin Jaq, xg € X Oyleki

| 21— 23 [< 6 =] (1) = f(22) [Z €

dir.

Eger, f : X — R fonksiyonu X fizerinde diizgiin siirekli ise stireklidir.
Gercekten, Tamim 3.2.16 da 21 = x ve x5 = @ almirsa, Tanmim 3.1.1 elde edilir.
Stirekli bir fonksiyon diizgiin stirekli olmayabilir. Az sonra bunu dogrulayan

ornekler verecegiz.

Tanim 3.2.17 : X C R, f: X — R fonksiyonu X tzerinde sinarl olsun.
d=d(X), Xin capr olmak tizere wy : (0,d] — Ry;

wi(0) = wp(0; X) = sup{| f(z1) — f(@2) |: w1, 20 € X, | w1 — 22 |< 0}

fonksiyonuna f nin X dzerinde sireklilik modili denir.



Stireklilik 367

Her § € (0,d] icin wy(6) > 0 oldugu aciktir. Ustelik wy(d) monoton
artandir. Gercekten, Vo, 6o € (0,d], §; < ds icin

{l f(@1) = flwo) |: vy, w0 € X, |2y — 2 [< 01} C
CH{] flz1) = flaa) |: w1, 20 € X, | 21 — 22 |< b}

olduguna gore,

wr(01) = sup{| f(w1) = f(z2) | 21,72 € X, | w1 — a2 |[< 61}
=sup{| f(x1) — f(x2) |: 1,22 € X, | 21 — 22 |< 0o}
= wy(d)

oldugu goriiliir. ws(d) monoton artan ve alttan smirh olduguna gore, Teorem

2.4.28 den dolay1 JliIél wy(0) limiti mevcuttur.
—04

Tanim 3.2.18 : X C R, f: X — R fonksiyonu X dzerinde sinwrle olsun.
Eger, ws(0F) = 5lim+ wy(6) = 0 ise f fonksiyonu X dzerinde diizgin sireklidir
—0

denir.
Onerme 3.2.19 : 3.2.16 ve 3.2.18 tanumlar denktir.

Ornek 3.2.20 :

(a) f:(0,1) = Ry, f(z) =1 fonksiyonu (0,1) dzerinde siirekli, fakat

diizgiin siirekli degildir. Gercekten, ¢ = 1

3 ve VYo > 0 sayse dcin
ng > % + 1 bir tamsayr olmak tzere (0,1) araliginin x, = nio ve
1

e noktalary icin

Ty =

=—— < <<
no(ng +1) ~ ne? — (%“1’1)2

1 1 1
| 1 — 29 | —

olmasina ragmen

| ) — F() |=] i—i =ln— (1) |=1>¢

olur. Buda f(x) = i fonksiyonunun (0, 1) tdzerinde diizgiin stirekli

olmadigina gosterir.
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(b) f:(0,1) = (—00,0), f(x) = Inx fonksiyonu (0, 1) dzerinde sirekli,

(c)

(d

=

fakat dizgiin sirekli degildir. Gercekten, ¢ = %an ve Yo > 0

1

sayist icin ng > 55 bir tamsaye olmak dizere (0,1) arahgimn v, =

26
L ve xy = = noktalars icin
no 2ng B
| = 1 1 1
T — T2 |=| — — — |&—= —
n, 2no 2ng

olmasina ragmen
| f) = f(2) | =] I~ —Tn = |=| In2 |= n2 >
1) — f(z2) |=|In— —In—|=|In2 |=1n
! 2 no 2ng ¢

olur. Bu da f(x) = Inz fonksiyonunun (0,1) dzerinde dizgiin
stirekli olmadigina gosterir.

f iR — [0,400), f(z) = 2* fonksiyonu R iizerinde siirekli, fakat
diizgiin sirekli degildir. Gercekten, e = % > 0 ve ¥V > 0 sayse icin
ng > ﬁ bir tamsayr olmak tizere R nin x1 = \/ng ve x3 = \/ng + 1
noktalary icin

1 1
<
o+ vVno+1  2y/ng

<4

| 21— x2 |=| VX0 — Vo + 1 1|=

olmasina ragmen
| f(z1) = flz2) |=| 1% = 22® |=[ o — (no + 1) [= 1 > ¢

olur. Bu da f(z) = z* fonksiyonunun R izerinde diizgiin siirekli
olmadigina gosterir.

[ R\{0} — [-1,1), f(z) = sini fonksiyonu R\{0} iizerinde
stirekli, fakat dizgiin sirekli degildir. Gercekten, Yo > 0 icin

1 1
wy(d) = sup{| sin w—fsinx— |t 21,20 € R\{0}, |z1—22[< 0} =2
1 2

ve 6111(1)1 wy(8) =2 # 0 olduguna gire, Tanvm 3.2.18 geregince
—04
f(x) =sinl fonksiyonu R\{0} idizerinde diizgiin siirekli degildir.
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(e) f : R — [-1,1], f(z) = sinz fonksiyonu R dzerinde dizgin
streklidir.  Gercekten, Ye > 0 icin 6 = ¢ dersek Vry,xo € R

icin
T — o |[< 0 =>| f(x1) — f(x2) | =| sinzy — sinas |
LT Ty T+
=| 2sin cos |
2 2
:2|sinacl_$2 Hcosagl+ac2 |
2
| 21 — 2y |
<2——1
- 2

=z —a|<d=c¢

oldugundan Tanwm 3.2.16 geregince f(x) = sinz fonksiyonu R
tzerinde dizgiin streklidir.

Not: Ornek 3.2.20°de (a),(b),(c) ve (d) siklarmdaki fonksiyonlarm tanm
bolgelerinin R de kapali ve simirh (veya birbaska deyisle R de kompakt) bir

kiime olmadigina dikkat ediniz. e

Teorem 3.2.21 (Diizgiin Streklilik Uzerine Cantor Teoremi) : R nin
kompakt (kapali ve sinarly) alt kimesi tuzerinde stirekli her fonksiyon bu kiime

uzerinde diizgin streklidir.

ispat: Kabul edelim ki, kapali ve sinirli bir X C R kiimesinde siirekli
bir f : X — R fonksiyonu X {izerinde diizgiin siirekli degildir. O halde,
Jep > 0 6yleki Vn € N icin

1
‘ .’L'/" - -’I;"n |< ; (33)
ve

| (&) = Fa") |2 & (3.0

olacak sekilde 2',,2”, € X noktalar1 vardir. (z',) dizisi smirh olduguna

gore, (X smirh ve Vn € Nicin 2/, € X = (z,,) siirh )Bolzano-Weierstrass
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alt dizisi vardir. lim 2’,, = xo olsun. X kapali oldugundan dolay1 z, € X

—

dir. Vk € N icin

2", — w0 | < 2", =2 |+ ]2, — 20|
< [(3.3) ten dolayi]
1 /
< ,7+‘I”Lk_x0‘
N

dir. lim ny, = +oo ve lim | 2’,, — 20 |= 0 olduguna gére, son esitsizlikten
k—o0 k—o0

Jim |2 — 2o [= 0= lim 2, = g

bulunur. f fonksiyonu xy noktasmda stirekli oldugundan,

lim f(a',) = Jim f(a",,) = f(z0)

k—o0

olur. Buna gore,
Jim | f(a) = lim fatne) =] fwo) = () |= 0

bulunur. Bu (3.4)e gore Vk € Nicin | f(2/,,) — f(2”n,) |> € ile celisr. Buna
gore, f X tizerinde diizgiin streklidir. O
Sonuc 3.2.22 : [a,b] C R araliginda stirekli her fonksiyon bu aralik tizerinde
diizgiin stireklidir.
X CRve f: X — R fonksiyonu X tizerinde smirh olsun. zp € X ve § > 0
icin

ms(f, o) = may(f, X)(6) = inf{f(2) : @ € Us(xo) N X},

Ms(f, z0) = May (f, X)(6) = sup{f(x) : = € Us(zo) N X}
olsun. Mjs(f,xo) ve ms(f,xo) fonksiyonlar § ya gore sirasiyla azalmayan

ve artmayan oldugundan dolay1 Ms(f, o) — ms(f,z0) fonksiyonu & ya gore
azalmayandir. Buna gore,

61%1[1\15(,]", xo) — ms(f, x0)] = Q(f, z0)
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limiti meveuttur. Q(f,zo) bitytiklugiine f fonksiyonunun z, noktasinda sicramasi

denir (Bkz. Tanim 2.4.37).

Not: Tamim 2.4.31 gézoniine alindiginda
Q(f, zo) = inf{d(Us(xo) N X) : 6 > 0}
oldugu aciktir. e

Teorem 3.2.23 : Kapali ve sumrle (kompakt) X C R kiimesinde tanimil
f X — R fonksiyonunun X kimesine gire xo € X noktasinda sirekli
olmasu icin gerek ve yeter kosul bu noktada f nin sicramasinin sifur, yani
Q(f, z0) = 0 olmasidur.

Ornek 3.2.24 : A= {z:x € [0,1] rasyonel} ve B = {x : x € [0,1] irrasyonel}

olmak tzere f :[0,1] — R,

, 1, x € A ise,
) =
@) { 0, =€ B ise
fonksiyonu [0,1] aralige tzerinde Ya € [0, 1] noktasinda siireksiiz olup A C
[0,1] kimesi tzerinde Ya € A noktasinda sireklidir. Ctinki, Ya € A wve
Vo € [0,1] icin

Ma(f, A)(6)

sup{f(z) :x € Us(a) N A} =1
inf{f(z) : x € Us(a) N A} = mu(f, A)(9)

olduguna gore, Q(f,a) = JlirélJr[M,,,(f, A)(0) —ma(f, A)(0)] =0 dur.

Tanim 3.2.25 : X C R alt kimesinde taruml f : X — R fonksiyonu
verilmis olsun. f nin X deki birinci cesit siireksizlik noktalarinan sayist sonlu

ise, f fonksiyonu X dizerinde parcaly sireklidir denir.

Ornegin, f: R — R, f(x) = [2] fonksiyonu b — a > 1 olmak tizere herbir

[a, b] araliginda parcali stireklidir.

Coziimli Problemler

3.3 Cozimli Problemler

(1) 7e — §” yontemiyle asagidaki fonksiyonlarim R tizerinde siirekli olduk-

larim gosteriniz.
(a) f(x) =32* — 22+ 1; (b) f(z) =23 () f(z) = cos(3z +2) .

Coziim: (a) Herhangi bir e > 0 sayisi ve zp € R noktas: verilsin.z €

R i¢in | & — xo |< 6 < 1 oldugunda

| f(x) = f(wo) | = 3(2® — 20%) = 2(x — wo) |

<@lata|+2) |2 — |

| [|x7x0| <l=|z+ux|

Sla |+ a0 |z —ao | +2] a0 [<1+2]20|]

<(BH6ao]) |2 —

<(5+6]xo|)d
dir. (546 | o [)0 <& dan ¢ < 55 bulunur. Burada, § = d(e, zo) =
min{l,m} secimi yapildiginda Vo € R icin |  — 2y |[< § =]
f(x)— f(xo) |< € oldugu, yani 32 —2z+1 fonksiyonunun zo noktasmda
siirekli oldugu anlasilir.zy € R keyfi olduguna gore bu fonksiyon R nin
tamaminda siireklidir.
(b) Herhangi bir € > 0 sayis1 ve 2y € R noktas: verilsin. z € R icin
| & — 2y |< d oldugunda,

| 2% — 20| = |2*+azg+20® || 2 — 20|
< (lzP+|allzo |+l 2o ) |2 — |
12— 20 |< 1 =] 2 |< 1+ | 20 |
< (U430 |+2 w0 )| oo
< (143w | +2 20 [)8

dir. (1+3 ] a0 | +2| 20 )8 < e dan § < bulunur. Bu-

rada, § = (e, zp) = min{l

€
1+3[ao[+2zo |

m} secimi yapildiginda Vo € R
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icin | 2 — o |< § =] 23 — 2¢° |< £ oldugu, yani 2* fonksiyonunun
xo noktasinda siirekli oldugu anlagilir.zg € R keyfi olduguna gore, bu
fonksiyon R nin tamaminda siireklidir.

(¢) Herhangi bir ¢ > 0 says1 ve zp € R noktas: verilsin.z € R icin
|z — xo |< 9 oldugunda

3(x — xo) sin 3(z +x0+4)

| cos(3z +2) —cos(3wg+2) | = | —2sin 5 |
3 4
I sm% <1
3(x — 3
ve|sinw|§f\x7xo ]

< 2%\$7x0|:3\x7x0\<35

dir. 30 < edan d < £ bulunur. Burada, 6 = d(e, z9) = min{1, £} secimi
yapildiginda Vz € Ricin | z—z |< § =>| cos(3z+2)—cos(3z¢+2) |[< €
oldugu, yani cos(3z + 2) fonksiyonunun 2y noktasida siirekli oldugu
anlasilir.zg € R keyfi olduguna gore, bu fonksiyon R nin tamaminda
siireklidir. ¢

R den R ye tanumh ve stireklilik kiimesi S(f) = {—1,1} olan bir f

fonksiyonu bulunuz.

Coziim: f:R— R,

)0 r€Q ise,
f<T)_{ 22 -1, z e R\Q ise

biciminde tanimh f fonksiyonu —1 ve 1 noktalarinda siirekli olup Va €
R\{—1, 1} noktasinda ikinci cesit stireksizlige sahiptir. Gercekten, Va €
R\{-1,1} ve ¥n € Nicin 2/, € Q ve 2", € R\Q ve lim 2/, =

lim 2, = a kosullarim saglayan (2/,,) ve (2”,,) dizileri icin

n—oo

lim f(2',) =0#a? — 1= lim f(2",)

olduguna gore, fonksiyon VYa € R\{—1, 1} noktasinda stireksizdir.

a=1(veyaa = —1)i¢inz, € Rve lim z, =1 (veya = —1) kosullarim
n—oo
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saglayan her () dizisi icin

lim f(z,)=0= f(0)

olduguna gore, S(f) = {—1,1} dir. o

R den R ye tamiml ve siireklilik kiimesi S(f) = Z olan bir f fonksiyonu

bulunuz.

Coziim: [:R— R,

f(z)—{ 0, z€Q ise,

sinTz, € R\Q ise.

biciminde tammh f fonksiyonu icin S(f) = Z oldugunu gosterelim.Va €

Z icin x, € R ve lim x, = a kosullarim saglayan her (x,,) dizisi icin
n—oo

lim f(x,) =0= f(0) = f,a € Z noktasmda siireklidir

n—oo
Va € R\Z,Vn € Ni¢cin2/,, € Q, 2", € R\Qve lim 2/, = lim 2", =«
n—oo n—o0
kosullarm saglayan (2/,,) ve (2”,) dizileri i¢cin

lim f(z',) =0 #sinma = lim f(z2",)

n—00

olduguna gore, lim f(z) limiti yoktur. Buna gore, fonksiyon R\Z nin
1—a

tamaminda siireksizdir. ©

f:R >R,

ooy )31 =2, z€Q ise,
f(q)_{ z2, r € R\Q ise

biciminde tamml f fonksiyonunun S(f) stireklilik kiimesini bulunuz.
Coziim: Ya € R Vn € Nicin 2/, € Q , 2", € R\Q ve lim o/, =
n—oo

lim 2”,, = a kosullarim saglayan (2/,,) ve (2”,,) dizileri icin

n—o00

lim f(2',) = lim (32/, — 2) = 3a — 2,
n—oo

n—00
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lim f(2”,) = lim (2",)? = a®

n—00 n—o0

bulunur. Buna gére, f nin a da siirekli olmasi icin a? = 3a — 2, yani
a =1 ve a =2 olmahdir. Dolaywsiyla, S(f) = {1,2} dir. ¢

(5) Asagidaki esitliklerle tammlanan f : R — R fonksiyonlarmn siireklilik

durumunu inceleyiniz. Siireksiz olduklar: durumlarda siireksizlik cesidini

belirtiniz.

(a) f(z) = —[=];
() f(T)—{ [z] + [—z], ¢ Z ise,

-1, T E€Z ise
(¢) f(z) =a?+sgn(a? — 1);

2sinx .

= |z| x ?é 0 1se,

(d) f(=z) { ) e
(© f(r) =4 =1 TFLe

4, x=1 ise;

{ % , x#0 ise,
r=0 Iise
= [«] sinma;

(i) f(w): [z]([2] = (=1 cos ma);
() Se) = (-1,

21 i
cos’ -, T #0 ise,

1, =0 ise;
||
1) f(z) =
M 1) arctan x’
o\ ) cosTE, [z |<1 ise,
m) f(z) =
(m) f(z) {33—1|7 [z ]>1 ise;
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cos T, -3 <z <% oise
() f(z)=1 1, x =7 ise
szl% T<a<T ise

(0) f(z) =log(z — 1)

Coziim: (a) n <z <n+1lnecZise [z] = n olduguna gore,
I, = [n,n+1),n € Z olmak iizere (f |;,)(z) = v/ —n fonksiyonu I,
arahigmda siireklidir. ¥n € Zicin f(n) =0, f(n™) = lim Vo —n+1=
1, f(nT) = lim+ Ve—n=0ve f(n7) =1# f(n) J:;(n*) olduguna
gore, S(f) iﬂ[&\Z dir. @ = n € Z noktalar fonksiyonun birinci cesit
stireksizlik noktalaridir.

(b) n<z<n+lneZise [z] =nve [—z] =—n—1 olduguna
gore, I, = (n,n + 1),n € Z olmak iizere (f |;,)(z) = —1 fonksiyonu
I, arahginda siireklidir. Vn € Z icin f(n) =0, f(n™) = Ililz{( [«] —
[=a]) = n =1+ (=n) = =1, (") = lm ([«] ¥ [=c]) =
n+(—n—-1)=—-1ve f(n7) = —-1+# f(n) # -1 = f(n") olduguna
gore, S(f) = R\Z dir. z = n € Z noktalar1 fonksiyonun kaldirilabilir
siireksizlik noktalaridir.

(¢) f(£1)=0oldugu aciktir. | z [> licin f(z) =2*+1= f(1T) =
lim (2% +1) =2,

z—1

f(=17) = lim (2" +1)=2,

z——1

ve |z |< licin f(x) =2 — 1= f(17) = 111{1,(1‘2 -1)=0,

f(=1") = lim (2> —1)=0

P
bulunur. f(-17) =2 # 0 = f(-1) = f(-1%) ve f(17) = 0 =
f£(0) # f(1T) olduguna gore, S(f) = R\{—1,1} dir. = £1 noktalar
fonksiyonun birinci cesit stireksizlik noktalaridir.

(d) 2sinz,| z |e C(R) ve  # 0 icin | = |# 0 olduguna gore, f €
C(R\{0}) dur.
Qsm:L 2siny

f(07) = lim Z=—= = -2, f(0*) = lim

z—0- —I z—0+ T
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olduguna gore, S(f) = R\{0} dir. = 0 noktas: fonksiyonun birinci

cesit siireksizlik noktasidir.

(e) 2% —1, 22 —=1 € C(R) ve x # 1 icin 22 — 1 # 0 olduguna gore,
3

L= € C(R\{1}) dir. Vz # 1 icin f(z) = ”2:751“ olduguna gére

2?4+r+1 3 ?4+r+1 3
)=lim —— "= =2 f1") = lim —— "~ =72
F07) = lm ——— g J07) = Jim —— 2

bulunur. f(17) = f(17) = £ # 4 = f(1) olduguna gore S(f) = R\{1}
dir. = = 1 noktas: fonksiyonun kaldirilabilir siireksizlik noktasidir.

(f) n<z<n+lneZise [z] =nvel,=[nn+1),necZolmak
tizere (f |1,)(z) = nx fonksiyonu I, arahginda siireklidir. Vn € Z icin
fn)=n? f(n") = lim (n—1)z = (n—1)n, f(n*) = 1'11[11+ nx = n’ ve
fn7)=(n—=1)n# Z;TL: f(n) = f(n") olduguna gére,ggg(r}) = R\Zdir.
x =n € Z noktalar1 fonksiyonun birinci cesit siireksizlik noktalaridir.
(g) Vn e Z\{0} icin I,, = (

ﬁﬁ} olmak iizere (f |1,)(z) = nx

fonksiyonu I, arahgmda siireklidir. Vn € Z\{0} icin f(%) = 1,f (%+) =
lim z[1] =22 bulunur. f(1) # f(2+4) olduguna gore, S(f) =
I~>%+

Z\{0} dir. = = L n € Z\{0} noktalar fonksiyonun birinci cesit
siireksizlik noktalaridir.

Simdi fonksiyonun x = 0 noktasinda stireklilik durumunu inceliyelim.

n € N olmak fizere Vo € (ﬁ 1Y icin
n 1 n+1
<z[-] < 3.5
n+1 zl T ] n (35)
oldugu aciktir. n — 0o = & — 0+ iken [(3.5)ten dolay |
. 1 1 .
= lmz[-] =1[-] =-nneN ise
z—0+ xT xT
1 1 1
—n<-—-<-n+l,—<r< —
x n+1 —n
ve dolayisiyla,
—-n 1 —n+1
<z[-] < 3.6
—n+1 el T ] (36)
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elde edilir. (3.6) dan dolayi,
= . 1
F07) = lim 2[—] =1

bulunur. Buna gore, f(07) = f(0) = f(0") = 1 esitliklerinden fonksiy-
onun z = 0 da stirekli oldugu anlasilir.

h) n<z<n+1lneZie [z] = n olduguna gore, I, =
(

[n,n + 1),n € N olmak tizere (f |1,)(x) = nsinmz fonksiyonu I,
araliginda siireklidir. Vn € Z icin f(n) = nsinmn = 0, f(n™) =
lim (n — 1)sin7e = (n — U)sinan = 0, f(n*) = lim nsinmr =

nsinnr = 0 bulunur. f(n™) = f(n) = f(n*) = 0 olduguna gore,
fonksiyon R nin tamaminda siireklidir.

(i) n <z <n+1lneZise [z] = n olduguna gore, [, =
[n,n+1),n € Z olmak iizere (f

onu [, araliginda siireklidir. Vn € Z icin

r,) () =n(n — (=1)"cosrz) fonksiy-

f(n) = n(n—(=1)"cosmn) =n(n—(=1)"(-1)") =n(n —1),

fln7) = }E}Lli(n —1D(n—1—(=1)""cosma) =
= (=D -1- ()" ()" =(n-1n,
fn*) = Ilirg n(n — (=1)"cosmz) = n(n — 1)

bulunur. f(n~) = f(n) = f(n*) olduguna gore, fonksiyon R nin
tamaminda stireklidir.

(j) 2n<z<2n+1,n¢€ Zise (—1)[*1 = 1 olduguna gore, fonksiyon
I, = [2n,2n + 1),n € Z olmak {izere (f |1, )(x) = 1 fonksiyonu I,
araliginda streklidir. Benzer sekilde J, = [2n — 1,2n),n € Z olmak
tizere (f |j,)(z) = —1 fonksiyonu J, araliginda siireklidir. Vn € Z icin

f@n)=1, f@en—-1)=-1 f@2n )= lim (-1)*"'=—1,

r—2n=

f@ent) = lim (-)"=1f(2n—-1)")= lim (1) %=1

z—2nt a—(2n—1)~

Fen =17 = Jm (-1 = o1

2—(2n—1)+

)
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bulunur. f(2n7) = =1 # 1 = f(2n) = f(2n") ve f(2n —1)") =
1# -1=f(2n—1) = f((2n — 1)) olduguna gore, S(f) = R\Z dir.
x = n € Z noktalar1 fonksiyonun birinci cesit siireksizlik noktalaridir.
(k) Terimleri o/, = n—1ﬂ7 2, = ﬁ7 n € N biciminde tanimh
(2',)ve(x"y) dizilerini gozoniine alalim. lim 2/, = lim 2", =0,

nlglolo f@'n) =1ve nanolO f(@",) =0 oldugﬁ;o(;lktlr. lggl:ymyla, Jlgli%f(z)
limiti yoktur. f € C(R\{0}), S(f) = R\{0} ve z = 0 noktas1 ikinci cesit
stireksizlik noktasidir.

(1) |« |, arctanz € C(R) ve & # 0 icin arctanx # 0 olduguna gore,
f e C(R\{0}) dir.  — 0 iken arctanz ~ = oldugundan dolay1

T . x
7| | =—lim —=-1,
z—0~- arctan x z—0- arctan
. T . T
lim Kl = lim =1

z—0t arctanr  z—0+ arctanx
bulunur. Buna gore, S(f) = R\{0} ve x = 0 noktas: fonksiyonun bir-
inci cesit siireksizlik noktasidir.
(m) f € C([-1,1]U(=o00,=1)U(1,+00)) oldugu aciktir. f(1)
cos(3) = 0, J(1) = lim cos(%) = 0, (1%) = lm (1) = 0,
F(1) = cos(=3) = 0. f(-17) = lm (1—2) = 2, f(-19) =
IEI}lﬁ cos(%E) = 0, bulunur. f(=17) = 2 # 0 = f(-1) = f(-17)
ve f(17) = 0 = f(1) = f(1") olduguna gére, S(f) = R\{—1} dir.
x = —1 noktas1 fonksiyonun birinci cesit siireksizlik noktasidir.
(m) fec(-551UG m) oldugu aciktir. f(§) =1, f(7) =
wlillzlf cosT = %, fG3h = J,Er?+(r2 - ’1%) =0ve f(§7) = % #1=
f(%) # f(57) olduguna gore, :5'(]‘) = {§} dir. = § noktas: fonksiy-
onun birinci cesit siireksizlik noktasidir.
(0) (z—1)2€C(R) ve lnu € C(R,) olduguna gére, f(x) € C(R\{1})
dir. lim f(z) = lim log(x — 1)? = —oco olduguna gore, S(f) = R\{1}

dir. x = 1 noktasi fonksiyonun ikinci cesit stireksizlik noktasidir. ©

(6) Asagidaki esitlikler ile tanunlanan fonksiyonlar R nin hangi nokta-
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larida siireksizdir? Siireksizlik cesidini belirleyiniz.

1 ) sinT, o #0 ise,
(a) f@)=—5—5: ®)f(e) = { 0, x=0ise;
7%, x < 0 ise, 1
() f(x) =4 1, r=0ise, (d) f(z)= ‘2:1‘ ;
1+tanz, x>0 ise;
1
(e) flx)= P32 _dr (f) f(z)=sinzsin %;
arcsin x cos(%F)
(9) [(z)= {lsichQxl; (h) flw)= x? 72102;
1 1
_ 3% 4 2% , 1. 14z
6) f@)= 3%2 () f@) ==l s

Céziim: (a) Pay ve payda R de siirekli ve Vo # 43 icin 22 — 9 # 0
olduguna gore, f € C(R\{-3,3}) dir. f(-37) = +oo, f(-3%) =
—o00, f(37) = —oo, f(3") = +oco olduguna gore, fonksiyon z = +3
noktasinda bir sonsuz siireksizlige sahiptir.

(b) g € C(R\{0}) ve siny € C(R) olduguna gore, f(z) € C(R\{0})
dir. lim T limitinin meveut olmadigimi biliyoruz. Dolayisiyla, x = 0
noktz:;l foxnksiyonun ikinci cesit stireksizlik noktasidir.

(¢) 2 € C((=00,0)) ve tanz € C(R\{5 +nw :n =0,1,2,...})
olduguna gore, f(z) € C((—=00,0)) U RN\{F +n7m:n=0,1,2,...})
dir. £(0) =1, f(07) = Ihjél— 22 =0, f(0f) = Ih:(r)a(l +tanz) = 1
bulunur. f(07) =0# 1 = f(0) = f(0") olduguna gore, x = 0 noktas
fonksiyonun birinci cesit siireksizlik noktasidir. Vn =0, 1,2, ... icin

f((G+nm)7)= lim (1+tanz) =400

za(%#»mr)*
f(E4+nm)T) = lim (1+tanz) = —o0
(G+om7= (14
olduguna gore, v = +nm, n=0,1,2,... noktalar: fonksiyonun ikinci

cesit stireksizlik noktalaridir.
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(d) feC(R\{1}) oldugu agciktir.

o e -1 . l-z
17)=1 — = lim —— =-1
Fa7) et 71 et z—1 ’
:— 1| z—1
(1) — 1 |z i _
f0) = Jim o = lm oo

ve f(17) # f(17) olduguna gore, = 1 noktasi fonksiyonun birinci
cesit stireksizlik noktasidir.
(e) a%—322 —4x € C(R) ve x ¢ {—1,0,4} icin 2 — 322 — 4a # 0
olacagmmdan, f € C(R\{—1,0,4}) dwr. = ¢ {—1,0,4} icin

1 1 1

J— + — -

4z 20(z —4) 5(z+1)

oldugu aciktir. , ! ve . Fonksiyonlari sirasiyla © = —1, z =
Ovex =4 noktﬁlarmdi dolﬁymyla, f(z) fonksiyonu —1, 0 ve 4 nok-
talarinda ikinci cesit stireksizlige sahiptir.

(f) sinz € C(R) ve sint € C(R\{0}) olduguna gére, f € C(R\{0})
dir. Vz € R\{0} icin

|f(z)] = |sinz||sini| < |sinz| < |z|

olduguna gore JlLlLI(l] f(z) = 0 bulunur. Buna gére, = 0 noktas
fonksiyonun bir kaldirilabilir siireksizlik noktasidir. f(0) = 0 tanmmuyla
f € C(R) olur.

(g) arcsinz € C([—1,1]), sin2z € C(R) ve Vz € [—1,1]\{0} icin
sin 2z # 0 olduguna gore, f € [—1,1]\{0} olur.  — 0 iken arcsinz ~ x

ve sin 2x ~ 2z olduguna gore,

arcsin x x 1
F(07) = lim arcsinz _ .. 1_5

z—0- sin 2z eo0- 20

ve benzer sekilde f(0) = % dir. f(07) = f(0") olduguna gére, x = 0

[

noktasi fonksiyonun bir kaldirilabilir stireksizlik noktasidir. f(0) =
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tanmmyla f € C(R) olur.
(h) cos(¥) € C(R), a* —a? € C(R) vex #0, x # 1icin a® —a? # 0
olduguna gore, f(x) € C(R\{0,1}) dir. f(07) = f(07) = —oco oldugu

aciktir.
20s( & 08(5 4+ S(x — 1
lim cos(%5) lin cos(5 + 5(z —1))
z—1 zz(qj — 1) z—1 r—1
Csin(T(z — 1
iy —S2GE 1)
z—1 x—1

[z — 1iken sinZ(zr —1) ~ g(x —-1)]
Szl x
=lim —4——F = ——
z—1 x—1 2
bulunur. Buna gore, x = 0 noktas1 fonksiyonun ikinci cesit siireksizlik
ve x = 1 noktasi da fonksiyonun bir kaldirilabilir siireksizlik noktasidir.
f(1) = T tanimiyla fonksiyon 2 = 1’de stireklidir.

() L, 37, 2 € C(R\{0}) olduguna gore, f € C(R\{0}) dur.

1
3 1
) +1 1 1
f(O*) = liIélEz;I[xHOéTH—ocﬁ(g)z_O]__l
T— L;71 T
12 2y;
+(3)= 1 1
f(07) = lim 7(3)1 [$H0+:>7H+oo:>(§)zHO]:1
TﬂO’l_(%); €T

bulunur. f(07) # f(0") olduguna gore, = 0 noktas: fonksiyonun
birinci cesit siireksizlik noktasidir.

() % € C(R\{0}) ve lniji € C((—1,1)) olduguna gore, f €
C((=1,1)\{0}) dur.

1 N 2
lim f(z) = lim In ( +l)1 = lin[l)ln(l +1 a:

z—0 x—0 — T

1
)fL'
. 1l 1+

: 1 im — In

2 Yol =lne "z 1—u

= ln[glgli%(l + 1

=lne’ =2
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bulunur. Dolayisiyla, z = 0 noktasi fonksiyonun bir kaldirilabilir stireksizlik (8) Asagidaki fonksiyonlarin R tizerinde siirekli olmasi i¢in a ve b ne ol-
noktasidir. f(0) = 2 tammuyla f € C((—1,1)) olur. ¢ malidir?
(7) Aagidaki fonksiyonlarm siirekli olmast icin a ne olmahidir? (x—=1)% 2<0 ise,
) (a) f(z) =< ax+b 0<z<]ise,
z2-9 ta
(a) f(x)=q =t z# -3 ise, Vi, z>1 ise;
a, r=—3 Iise; ,
o) @H)esin®(2?), x#£0 ise,
) @) = (m+2x)tanz, =€ (-, 5)\{-5} ise, (b) f(z) = { 0, 2= 0 ise.
a, r = —7 ise

sinhx7 T 7& 0 ise,
() (@) = { a : r =0 ise;
; = ; F(07) = lim (o — 1P =—1, f(0)=(0-1)"=—1,
1 . x . . o
(@) fa) = { e A0y o 17O F0) = lim (az +0) =b, F1)=VI=1,
a, x = 0 ise; = 0 ise. v
a, z =0 ise (1) = 1ir{£<11x +b)=a+b f(17) = lim, Vi=1
Coziim: (a) lim f(z) = lm % = lim(z—3) = =6
z—-3 z—-3 z—=3 bulunur. Fonksiyonun 0 ve 1 noktalarinda siirekli olmasi icin sirasiyla

olduguna gore, fonksiyonun —3 noktasinda stirekli olmasi, yani lim3 f(z)=
o

F07) = £(0) = £(0%) veya b = —1 ve f(1) = f(1) = f(1*) veya

f(=3) olmas1 icin & = —6 olmahdr. - a+ b =1 olmahdir. Buna gére, f € C(R) olmasi icin ¢ =2 ve b = —1

(b)  lim (7 + 2z)tanz[r +2x = y => ¢ — —— & y — 0] =
P 2 olmalidir.

H 1 Ty — |3 — 1§ — o O E] a sin a2 C B sin 22
]lllir}]ytan(% -5 = Eir(l]ycot% = zlllg(l)ﬁcos% = 2 olduguna gore, (b) Vo e R\{0}icin f(x) = (¢*)**.(*2=)" ve Vb € R icin llg(l)( 2 =
fonksiyonun z = —F noktasmda siirekli olmasi icin @ = 2 olmahidr. 1 oldugu aciktir. O halde, fonksiyonun 0 noktasida siirekli olmas icin

: sinh x : ef—e * . ef—1—(e”"—1 . et — . e~ T

(c)  Jig = = g <555~ = 5 i == = gllim 7 g ] = | e
%(1 + 1) = 1 olduguna gore, fonksiyonun x = 0 noktasinda siirekli ol- 0=1(0)= }}L%f(x) = glglg(l](f )
masl icin @ = 1 olmahdur. Imahdir. Bud | b>0d da mitmkiindiir. Dol )
() lim % — lim Ay o —06y— o= -1 = olmaldir. Bu a}.ra. nizea a+ durumunda mimkiindtir. Dolayisiyla,

70 10 72 T S e f € C(R) olmast i¢in a + b > 0 olmahdir.

+%.O = 0 olduguna gore, fonksiyonun z = 0 noktasinda siirekli olmasi

icin a = 0 olmalidir. (9) Asagida verilen f ve g fonksiyonlar icin (fog) ve (go f) bileske fonksiy-
. c 1 1 1 _ L ) IR . .

(e) lli% In(l+22) — 310111(1) 2 In(1120) % 2 iy In(1+20) z ly = (1+22)= = onlarmimn siireklilik durumunu2 inceleyiniz. \

- T } , (a) f(z) = sgnz, g(x) =1+a% (b) f(z) = sgnz, g(z) = = — %
=08y —e = 2Ty = Sl — 2 olduguna gore, fonksiyonun , zeQ ise,

(¢) fl@)=1—|a—1], g(x){Q_I_ r €R\Q ise.

2 = 0 noktasinda stirekli olmasi icin a = % olmahdir. ¢
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Coziim: (a) f(g(x)) =sgn(l+2?) =1 ve g(f(x)) =1+ (sgnz)? =
2, x #0 ise,
1, z=0ise
C(R\{0}) dir. (Bkz. sekil 3.4).

bulunur. Buna gére, (f og) € C(R) ve (go f) €

1, O<z<lvex<—1ise,
(b) f(g(x)) = sgn(x —2?) = ¢ 0, z=0 vex ==l ise, ve
-1, z>1ve -1 <x<0ise

)

g(f(z)) = sgn(1—sgn®z) = 0 bulunur. Buna gore, (fog) € C(R\{-1,0,1})

ve (go f) € C(R) (Bkz. sekil 3.5).

(¢) =€ Qicin f(g(z)) = 1—|z—1] ve z € R\Q icin f(g(x)) =
1—|1—z| olduguna gore, Vz € R icin f(g(z)) = 1— |z — 1| dir. Benzer
sekilde
1—|z—1|, z€Qise,
9Uf(@)) = { 1+ ]z —1], zeR\Qise
oldugu bulunur. Demek ki, fog € C(R) ve go f fonksiyonun = = 1 nok-

tasinda siirekli olup herhangi bir € R\{1} noktasinda siireksizdir.c
(10) Reel katsayili ve tek dereceli polinom denklemin, yani
o™+ a2 4 L+ o + g =0

denklemin en az bir reel koke sahip oldugunu gosteriniz.

a a a
PRI 1, 41 2n 2n+1 P
Coziim: ay > 0 olsun. qg,,ﬂ(r) = 4.+ o + g olmak iizere
2n+1 2
Pri(x) = agz®™ " 4+ a2 + - 4 a2, @ + Az
2n+1 1
2" (a0 + gan+1(3))
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ve Hlirf q;nﬂ(é) = 0 olduguna gore, A > 0 oyle ki, Vo > A icin

a
lg2ns1(2)] < 50 olur. Buna gore, Vo > A icin

ay
Ponia(z) = 2% (a0 + g (7)) > S

oldugu elde edilir. Demek ki, lilll Py y1(2) = 400 oldugu bulunur.

lim Pa,yi(z) = 400 = Veg >0, 36, >0 0Oyle ki, Vo >0y

T—+00
icin Py,41(z) > € olur.

Benzer sekilde, lim Py,.1(2) = —o0 oldugu kolayca gosterilebilir.
lim Papyi(z) = —00 = Vea >0, 36 > 0 dyle ki, Vo < —4§

icin Po,41(2) < —€y olur.

Dolaysiyla, Pa,41(01) > 0 ve Pyy,11(—02) < 0 olacak sekilde bir [a, b] =
[=02,61] C R arahgmin varhg anlasilir. Ps,11(z) € C([a, b]) olduguna
gore, Bolzano-Cauchy Teoremi geregince Py,i1(c) = 0 olacak sekilde
en az bir ¢ € (a,b) noktast vardir. ap < 0 durumu benzer sekilde

incelenebilir. o

(11) f([0,1]) < [0,1] kosulunu saglayan her f € C([0,1]) fonksiyonunun
[0,1] de bir sabit noktaya (f(zo) = zo olacak sekilde z¢ € [0,1] nok-

tasma f nin bir sabit noktasi denir) sahip olacagimi gosteriniz.

Coziim: |0, 1] lizerinde siirekli ¢(z) = z— f(z) fonksiyonunu gézoniine
alahm. ¢(0) = —f(0) < 0 ve ¢(1) = 1 — f(1) > 0 oldugu aciktur.
f(0) = 0 veya f(1) = 1 ise 0 veya 1 noktast f nin sabit noktas:
olur.f(0) > 0 ve f(1) > 0 oldugu durumlarda ¢(0) < 0 ve ¢(1) >
0(veya ¢(0)¢(1) < 0 ) oldugundan, Bolzano-Cauchy teoremi geregince
o(z0) = 0 veya zo = f(x0) olacak bicimde en az bir x € (0, 1) noktas
vardir. Boylece, bu durumlarda da f nin sabit noktaya sahip oldugu

elde edilir. ©
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(12) f € Cla,b], g € Cla,b] ve f(a) > g(a), f(b) < g(b) ise, f(xo) = g(0)

olacak sekilde zg € (a,b) noktasinin meveut olacagim gosteriniz.
Coziim: F(z) = g(x) — f(z) fonksiyonunu gézéniine alahm.F €
Cla,b], F(a) = g(a) — f(a) < 0 ve F(b) = g(b) — f(b) > 0 oldugu
aciktir. Buna gore, Bolzano-Cauchy teoremi geregince F(zp) = 0, yani
f(xo) = g(x0) olacak bicimde bir zy € (a,b) noktas: vardir. o

(13) f((0,1)) C (0,1) kosulunu saglayan ve (0,1) de sabit noktaya sahip

olmayan bir f € C(0,1) fonksiyon 6rnegi veriniz.

Coziim: f:(0,1) — (0,1), f(x) = x? fonksiyonunun (f(0,1) C (0,1)
ve 22 € C(0, 1) oldugu aciktir) (0,1) de sabit noktasi yoktur. o

(14) f: (a,b) — R fonksiyonu (a, b) iizerinde siirekli ve 1, x9, 3 bu araligin

herhangi ti¢c noktasi olsun. Bu durumda,

. 1. . .
fle) = g(f(fl) + flx2) + f(23))
olacak sekilde bir ¢ € (a, b) noktasimin meveut olacagini gosteriniz.

Cozlim: =1 < 29 < x3 ve m = inf{f(x) : x € [x1, 23]},
M =sup{f(z) : x € [x1, 23]} olsun. min{f(x1), f(x2), f(x3)} = A ve
max{ f(z1), f(z2), f(x3)} = B dersek

A< @)+ fle) + flas)) < B

ve [A, B] C [m, M] oldugu aciktir. f € Clz1, 23] olduguna gore, Ara

Deger teoremi geregince

1
fle) = glf (1) + flz2) + ()]
olacak sekilde bir ¢ € (a,b) noktasi mevcuttur. ¢

X C R,f : X — R fonksiyonu X kiimesine gére zp € X nok-
tasinda stirekli ise, | f(x) | de X kiimesi iizerinde de bu noktada siirekli

oldugunu gosteriniz.
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(16)

(17)
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Coziim: f: X — R fonksiyonu X kiimesine gore zy € X noktasinda
stireklidir = Ve > 0 icin 30 > 0 oyleki Vo € X icin | 2 — 2o |< 0 =

| f(z) = f(zo) |< e dir”. Bu durumda, ayni x ler icin

[1f@) | =1 flwo) [l <[ f(x) = flzo) <€
oldugundan dolay1 | f | fonksiyonu X kiimesi iizerinde xy noktasinda
siireklidir. ©
Not: Problem (15) ten X C R, f € C(X) = f |€ C(X) sonucu elde

edilir.

[0,1] araliginda tammh 6yle f : [0,1] — R fonksiyonu bulunuz ki,
£.,[0,1] arahgmmn her noktasmnda siireksiz fakat | f(z) | fonksiyonu

[0,1] arahgmnda siirekli olsun.
Coztim: f:[0,1] - R,

1, 2 €[0,1] rasyonel ise,
(@) —{ o

—1, x€0,1] irrasyonel ise

biciminde tammb f fonksiyonu [0, 1] de stireksiz (yani her z € [0, 1] nok-
tasinda stireksiz) olup, | f(z) |= 1,z € [0, 1] fonksiyonu [0, 1] araliginda
stireklidir. ¢

X C Rve p,¢ : X — R fonksiyonlar1 X iizerinde stirekli olsun. Bu
durumda, F,G : X — R

F(z) = max{p(z),¥(2)}, G(x) = min{p(x), P (x)}
fonksiyonlarimin da X tizerinde siirekli olacagini goésteriniz.

Coziim: Herhangi € X icin

F(z) = 5(0(@) + 9(@)+ | ola) — 9(a) ),
G(@) = 3 (6() + ¥(@)~ | ola) ~ p(a) |

oldugu aciktir. ¢, € C(X) = ¢+ € C(X) ve | p(z) —(z) |€ C(X)
(Bkz Problem 15) olduguna gére F,G € C(X) dir. ¢
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(18) X ¢ Rve f : X — R fonksiyonu X tizerinde siirekli olsun. Bu

durumda, a < b olacak sekilde her a,b € R sayilar icin [f]% : X — R,

f(@), a< f(z)<bise,
[fla(@) =3 a, f(x) < aise,
b, f(x) > bise
biciminde tanimlanan | f]Z fonksiyonunun X {izerinde siirekli oldugunu
gosteriniz.

Coziim:

) f@) flx) <b ise,
1 o) = { b, f(z)>b ise

biciminde tanimlanan [f]® _ fonksiyonu icin [f] ., = min{f(x),b} olduguna
gore bu fonksiyon Problem 17 den dolay1 X iizerinde siireklidir.
(£l = max{a, [f]" o (2)}

olduguna gére yine Problem 17 den dolay1 [f]% fonksiyonu X iizerinde

siireklidir. ©

(19) f:R — R fonksiyonunun R iizerinde stirekli olmasi icin gerek ve yeter

kosulun her a € R icin Problem 18 de tamimlanan [f]*, fonksiyonunun
R iizerinde siirekli olmasidir. ispatlaylmz.

Coziim: (=:)f € C(R) ise Problem 18 den dolay1 [f]*, € C(R) dir.
(«<=:)f fonksiyonu bir zy € R noktasinda siireksiz olsun. Eger, f nin
7o noktasmda sicramasi sonlu , yani v = Q(f, o) ise a >| f(zo) | +v
oldugunda zy noktasin dyle bir U(zy) C R komsulugu vardir ki, Va €
U(xo) icin [f]*,(z) = f(z) olur. Bu durumda, [f]*, fonksiyonu da zo
noktasinda stireksizdir.

Eger, Q(f,z9) = 400 ise a >| f(xo) | oldugunda zy noktasimmn her

U(zp) C R komsulugunda [f]*, nin sicramasi

w([f]%4, U(z0)) = sup{[f]2,(2) : = € Ulao)}
—inf{[f]%,(x) : v € U(z0)} > a — f(wo)

390

(20)
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olur. Budurumda da [f]*, fonksiyonu zj noktasinda siireksiz olmak-
tadir. Dolayisiyla, f herhangi bir zq € [a,b] noktasinda siireksiz ise
yeteri kadar biiyiik a lar icin [ f]*, fonksiyonu da x noktasinda stireksiz

olur. Bu celiski varsayimin yalnis oldugunu gosterir. ¢

¥, [a,b] tzerinde artan ve A = p(a), B = ¢(b) olmak iizere f,[A, B]

tizerinde monoton (azalmayan veya artmayan) bir fonksiyon olsun. Bu

durumda, f o ¢ fonksiyonu [a, b] tizerinde monoton mudur?

Coziim: Evet. Gercekten t1,ty € [a,b],t < to = @(t1) < ¢(t2)
dir. Buna gore f azalmayan ise f(p(t1)) < f(¢(t2)) ve f artmayan
ise f(p(t1)) > f(p(t2)) dir. Dolayisiyla, f azalmayan (artmayan) bir

fonksiyon ise f(¢(t)) fonksiyonu azalmayandir (artmayandir). o

» ve f Problem 20 deki fonksiyonlar ve ¢ fonksiyonu bir ¢y € (a, b) nok-
tasinda siireksiz olsun. Bu durumda, f(p(t)) fonksiyonu ¢, noktasinda

siireksiz olmak zorunda midir?

Coziim: Hayir.

t, t€10,1) ise,
p(t) = .
1+1¢, te(l,2]ise
biciminde tanmmlanan ¢ : [0,2] — R fonksiyonu ¢ = 1 noktasinda

stireksizdir (Clinkii ¢(17) =1 # 2 = ¢(11) dir) ve ¢(0) =0,¢(2) =3
diir. [0, 3] tizerinde

z, x € [0,1] ise,
flz)=1< 1, z € (1,2) ise,
x—1, z€(2,3]ise
biciminde tammlanan f : [0,3] — R fonksiyonunu gozoniine alalim.
vVt € [0,2] icin f(p(t)) =t ve dolayisiyla f o ¢ fonksiyonu ¢ = 1 nok-
tasmda siireklidir (Ustelik f o ¢ € C[0,2] dir). o
Not: f kesin monoton (azalan veya artan) ve ¢, to noktasmda stireksiz

ise f(y(t)) fonksiyonu ¢y noktasmda siireksizdir. o
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(22) f:[a,b] — R fonksiyonu [a, b] Uizerinde stirekli olsun. Bu durumda,

m(z) =inf{f(t):a <t <a}, M(x)=sup{f(t):a<t<uzx}

biciminde tanmmlanan m, M : [a,b] — R fonksiyonlar [a,b] tUzerinde
monoton ve siireklidirler. Gosteriniz.

Coztim: 2z = a durumunda [a, 2] araligi bir elemana sahip {a} kiimesi
olmak tizere m(z) ve M (x) fonksiyonlari [a, b] iizerinde tamimhidir. M ()
fonksiyonu [a, b] tizerinde monoton artan ve siirekli oldugunu gosterelim.
Herhangi « € [a,b) icin 0 < h < b — x olmak tzere [a,z] C [a,z + h]
olduguna gére {f(t) : a <t <z} C {f(t) : a <t < x+ h} dur.
A C B olacak sekilde her A, B C R kiimeleri icin sup A < sup B
olacagmdan dolay1r M (z) < M(z + h) dir ve dolayisiyla M (z) fonksiy-
onu [a, b] iizerinde azalmayandir. Simdi M (x) in [a, b] {izerinde siirekli
oldugunu gosterelim.

Once, ¢ < d olacak sekilde ¢, d € [a, b] noktalart icin

w(f,e.d) = sup{f(a) s ¢ <2 < d} — inf{f(2) s <2 < d)
f nin [c, d] arahginda salinimi olmak tizere
M(d) € M(e) +w(f, e, ) (3.7)
esitsizliginin dogrulugunu gosterelim.
M(d) = max{M(c),sup{f(x) : ¢ <z <d}}

oldugu agktir. Eger, M(d) = M(c) ise w(f,[c,d]) > 0 oldugundan
dolay1
M(d) = M(c) < M(c) +w(f,[e,d])
bulunur. Eger, M (d) = sup{f(z):c <z < d} ise
M(d) = M(c) +sup{f(z):c <z <d} — M(c)

[M(c) > f(c) > inf{f(z): c <z < d}dir]

< M(e) + [sup{f(z) : c <a <d} —inf{f(z) : c < x < d}]

= M(e) +w(f, e, d)
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oldugu ve dolayisiyla, (3.7) esitsizliginin saglandig ispat edilmis olur.
(3.7) den 6zel olarak a < x < bve 0 < h < b — x oldugunda
M(z+h) < M(z) +w(f, [z, 2+ h))
olur. M(z) azalmayan bir fonksiyon olduguna gore, buradan ayni z ve
h lar icin
0< M(x+h)— M) <w(f, |z,z+h]) (3.8)

esitsizliginin saglandigy anlagilr.  f fonksiyonu x € [a,b) noktasinda
stirekli oldugundan dolay1 hli%l+ w(f,[z,z+h]) =0. O zaman, (3.8) den

}lim+[]\/[(:r +h)—M(z)]=0= }lim+ M(z+h)=M(z)

0 —0

dir ve dolayisiyla, M fonksiyonu x € [a, b) noktasinda sagdan stireklidir.
Simdi M fonksiyonunun = € (a,b) noktasinda soldan siirekli oldugunu
gosterelim. = € (a,b] ve 0 < h < x — a olmak tizere (3.7) den dolay1

x — h ve x noktalar1 icin
M(z) < M(z —h) +w(f, [z — h,z])
dir ve dolayisiyla, ayni x ve h lar icin
0< M(x)— Mz —h) <w(f,[v—h,x])
esitsizligi elde edilir. Buradan,
Jim w(f o = ha]) =0
olacagindan,

Illiiré[]\[(x) —M(z—h)]=0= hlgélJr M(z —h) = M(z)
bulunur. Bu da M fonksiyonunun z € (a, b] noktasimda soldan siirekli
olmasi demektir. Bdylece, M fonksiyonu z € (a,b) noktasmda hem
sagdan hem de soldan, z = a noktasinda sagdan ve x = b noktasinda
soldan siirekli oldugundan dolay1 [a, b] tizerinde stireklidir. m(z) fonksiy-
onunun [a, b] iizerinde artmayan ve stirekli oldugu benzer sekilde goste-

rilebilir. o
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(23)

(24)

Onerme 3.2.12 yi ispatlayimiz.

Coziim: Ispat1 monoton artan fonksiyon icin yapahm. Monoton aza-
lan fonksiyon icin ispat (asikar isaret degisiklikleri hari¢) aymdir.f :
X — R fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalar kiimesi E olsun. Vz €
E icin f(x7) # f(a) olmak zorundadir. f monoton artan olduguna
gore f(z7) < f(z%) dir. Bu durumda, f(z7) < r(z) < f(z*) ola-
cak sekilde bir r(z) € Q sayisi vardir. Ustelik 1,25 € E ve 71 < 2
oldugunda f(z1) < f(x2) = f(af) < f(zy) dir. Boylece z1 < x5

(21,29 € E) durumunda
F(@7) < rlen) < () < flag) < r(ws) < flaf)
olacagindan r(z;) < r(zz) dir. Bu durumda, E nin her z elemanina
bir r(z) € Q sayist karsilik getirilmis olur. Boylece, £ ve Q kiimeleri
arasinda Oyle bir dontistim belirtilmis olur ki , E' kiimesinin farkl iki ele-
manimin Q daki goriintiileri farkhidir. Buna gore, E kiimesi Q kiimesinin
bir alt kiimesi ile (veya Q nun kendisiyle) aym kuvvetlidir. Dolayisiyla,
E kiimesi ya sonludur yada sayilabilirdir. ¢
Onerme 3.2.19 u ispatlaymiz.
Coziim: X C Rve f: X — R fonksiyonu icin 61'1m+ wy(d) = 0 olsun.
-0
Bu durumda, Ve > 0 icin 30; = 01(g) > 0 dyleki VO < 6 < §; i¢in
wr(0) = sup{| f(x) = f(y) [: v,y € XN |z —y|< 0} <e
olur. Buna gore, Vr,y € X icin
|2 —yl<d=] f@)— f(y) < e
oldugu ve f nin Tanim 3.2.16 anlaminda diizgiin stirekli oldugu anlasilir.

Simdi f Tanim 3.2.16 anlaminda diizgiin siirekli olsun. O halde, Ve > 0
icin 309 = do(e) > 0 6yleki Vo, y € Xicin | z—y |< & =] f(z)—f(y) |<

£ olur. Buradan da

wi(80) = sup{| f(x) = (9) -y € XA v —y|<d} < 5 <e
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bulunur. Dolayisiyla, Ve > 0 icin 30 = do(g) > 0 dyleki VO < 6 < dg
icin
0 <wp(d) <wys(dy) <e= 51'11&0.1/(6) =0

oldugu ve f nin Tanmm 3.2.18 anlaminda siirekli oldugu anlasilir. ©

f [0, 400) — [0,400) ,f(z) = y/z fonksiyonunun [0, +00) lizerinde
diizgiin siirekli oldugunu gosteriniz.

Coziim: f(z) = /z fonksiyonunun [0, 400) iizerinde ve dolayisiyla
her @ > 0 icin [0, a] tizerinde stirekli oldugu aciktir. O halde, Cantor
teoremine gore \/z fonksiyonu her a > 0 icin [0,a] {izerinde dizgiin
siireklidir.

Oncelikle /7 in [1, +-00) iizerinde diizgiin siirekli oldugunu gésterelim.

21, T2 € [1,400) icin

| 21 — 2 |

Vet /T
olur. Herhangi bir ¢ > 0 sayisi icin § = 2¢ secimi yapildiginda VY, xo €
[1,+00) icin

<1| |
— |z — @
Solm 2

| Vo= Vs =

1
|I17I2 |<(5:>| \/ZL’lf\/Ig‘< 5515

bulunur. Bu da v/z in [1, +00) iizerinde diizgiin siirekli olmasi demek-
tir. Simdi /z in [0, +00) lizerinde diizgiin siirekli oldugunu gosterelim.
Herhangi bir & > 0 sayisi icin /2 [0, 2] izerinde diizgiin siirekli olduguna
gore,

30, = d1(e) >0 oOyleki Va2 € [0,2] icin

|21 — 2o |[< &1 =] Vo1 — V22 < e (3.9)
dir.y/z fonksiyonu [1, +00) {izerinde diizgiin siirekli oldugundan,

305 = da(e) > 06ylekiVay, x5 € [1, +00)icin
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| 21 — 23 |< 8y =| /B1 — VA |< € (3.10)

dir. d(e) = min{1,d;(¢),d2(¢)} secimi yapildiginda Vay, 25 € [0, 4+00)
icin | x1 — x5 |< § esitsizliginden birincisi (0 < 1 olduguna gore) z; ve xa
noktalarmin herikisi ya [0, 2] ya da [1, +00) arahg: icindedir,ikincisi bu
durumlarda (3.9) ya da (3.10) dan dolay1 | \/z1 — /73 |< € oldugu elde
edilir. Demek ki, /z fonksiyonu [0, +00) {izerinde diizgiin stireklidir. ©

Tanim 3.2.18 den faydalanarak asagidaki fonksiyonlarm (0, +00) iizerinde

diizgiin siireklilik durumlarini inceleyiniz.

(a) flx)=+a; (b) fl@)=cosy; (o) flz)=
Coziim: (a) 0>0, z1,29 € (0,+00) ve | 21 — 22 |[< § olsun.z; >
vani 0 < h < ¢ olmak lizere 1 = x9 + h oldugunu kabul edelim. O
halde, Yy > 0 icin /x5 + 6 + /23 > J olduguna gore,

VI —\/z3 = \/x2+lzf\/7< \/$2+
\/5
m + VT2 f
oldugu elde edilir. Ote yandan, z; = x5 + 4 icin

li 0 —
IQEI‘})+( o2t

olduguna gore, w(9) > V3 son iki esitsizlikten w;(d) = V& oldugu
anlagilir.

lim wp () = lim V3 =0

50t 5—0+

olduguna gére Tamm 3.2.18 den dolay1 v/ fonksiyonu (0, +-00) tizerinde
diizgiin siireklidir.

(b) 0 >0, 21,22 € (0,+00) ve | &3 — 22 |< § olsun. Her xy, 25 €
(0, +00) icin

1 1
| cos — —cos — |<2
T2
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ﬁ7 x’, = n € N icin

ve demek ki, ws(0) < 2 dir. 2/, = m7
lim 2/, = lim 2", = 0 olduguna gére, 0 < o'y, < 2, 0 < 2"y, < &
n—oo n—o0

olacak sekilde ny € N sayis1 vardir. O halde,

1 1
2y — 2"y | < dve | cos —— —cos —— |=2
I Tng =T ny | v ‘ -'If,no S x””o ‘

dir. Demek ki, V8 > 0 icin wy(d) = 2 dir. Buradan,
li 0)=2#0
Jm ws(8) =2 #

oldugu ve dolayisiyla, COS% fonksiyonunun (0, 4+00) iizerinde diizgiin
siirekli oladigr anlasilir.
(¢) §>0,z1 >0, 22 =21+ olsun. Bu durumda,
1 11 1
NCEEN AN e

ve

1
lim —— =400, lim =

1
10t /71 To1—0t /T + 0 5

olduguna gore,
1

1
lim (— — ——
a;1£%+(\/1131 \/Z1+5
oldugu elde edilir. (.jyleyse7

) = +oo

sup{— 2 € (0,400)} = 400

\F Vi +6
dur. Ustelik

we(8) > sup{— caq € (0,+00)}

fm

olduguna gore buradan Vé > 0 icin wy(d) = +o0 bulunur. Buna gore,

ﬁ fonksiyonu (0, 4+o00) {izerinde diizgiin stirekli degildir. ©

xo € R olmak {izere f : [z, +00) — R fonksiyonu [z, +00) tizerinde
siirekli ve sonlu hm f( ) = A limiti meveut olsun. f nin [z, +00)

iizerinde diizgiin surekh oldugunu gosteriniz.
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(28)

Coziim: Herhangi bir € > 0 sayis1 verilsin.

lim f(z)=A= 30, =0:1(e) >| o |

z—400
oyleki Vo € [ + 01, +00) icin | f(z) — A |< § tiir.
f fonksiyonu [zg, xo + 1] tizerinde siirekli oldugundan Cantor teoremi
geregince bu aralik tizerinde diizgiin siireklidir. Buna gore,
0y = d(e) > 0 Gyleki, Vg, x9 € [x0, zo + 1] i¢in
€
2

olur. x1,xq € g, +00) ve | 1 — 9 |< d olsun.zy, x9 € [xo, xo + I] ise

| 21— 2y [< 0y =] flz1) — f(22) <

€
| o)~ Flan) 1< § <2
Z1, T2 € [To + §, +00) ise

| f(z1) = f(22) | ‘f(l'1)*A)‘+|A7f(12)‘<Z+Z+%<g

ve nihayet @ € [xg, xo + d1] ve x5 € [z + d1, +00) ise

| f(21)=f(z2) [<] fa1) = f(wo+01) | + | fwot+di)—f(22) [< %+

<
2
olur. § = d(g) = min{d;(¢), d2(¢) } secimi yapildiginda V1, x5 € 29, +00)

=&

icin

| 21— 2 [< 0 =] fla1) — fa2) [<e
ve demekki , f fonksiyonu [zg, +00) iizerinde diizgiin stireklidir. ©
Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazih kiimeler {izerinde diizgiin
siirekli olup olmadigini inceleyiniz.

sinx

(a)f(x)
(o)f(z) = msin%, X = (0,400); (d)f(z) =zsinz, X =0, 400);

(C)f(.L) =" =2z — 1, X= [_275]; (f)f('L) = C/; X = (0, +OO);
(9)f(x) = VaZlnz, X = (0,1).

, X =(0,m); (b)f(a:):ezcos%, X =(0,1);
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s e (0,7) ise,
Coéztim: (a) F(z)=< 1, x=0ise,

0, T =T ise
biciminde tamimlanan F : [0, 7] — R fonksiyonu [0, 7] iizerinde siirekli
oldugundan dolay1 Cantor teoremi geregince [0, ] tizerinde hem de
diizgiin stireklidir. Buna gore, (F' |ox)(z) = f(z) fonksiyonu (0, 7)
iizerinde diizgiin siireklidir.
(b) & = 2 ve herhangi 6 > 0 sayis: verilmis olsun. (0,7) icinde ter-
imleri 2/, = ﬁ, =

m, n € N seklinde tammlanan (z),) ve (27)

dizileri icin

0

lim |2/, — 2", |= lim ———— =
n—00 n—00 2”(2” + 1)71'
olduguna gore Ing = ny(d) € N oyleki Vn > ng i¢in | 2/, — 2", |< §
fakat
1
| J(@) = f(a"a) |= em7 4T > 2=

olur. Demek ki, fonksiyon (0, 1) {izerinde diizgtin stirekli degildir.

zsinl, @€ (0,+00) ise;

0, xr =0 ise.

biciminde tammlanan F : [0,+00) — R fonksiyonu [0, +00) itizerinde

stirekli ve o
) . osing

Jim (o) = lim Zpe -1

dir. Problem (27) den dolay1 F fonksiyonu [0, 4+00) iizerinde diizgiin

stireklidir. Buna gore, (F [(0,400))(z) = f(z) fonksiyonu (0, +00) {izerinde
diizgiin siireklidir.
(d) [0,+00) icinde terimleri a',, = nm, 2", = nw + +.n € N seklinde
tanmmlanan 2/, ve 2", dizileri icin
s / " : 1
lim |2/, — 2", |= lim — =0
n—oo n—oo N,

dir.

| f(2',) = f(2",) |= (nm+ %) | sin(nm + %) |= (nm+ %) sin 1
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olduguna gore,

1 sinl
lim | f(2',) — f(2",) |= lim (7 + )T =T
n—oo n—oo n =
bulunur. Dmek ki, ¢ = § > 0 sayis1 icin § = ¢ secimi yapildiginda

3 g, 2"y € [0, +00) Oyleki | 2/, — 2y, |< 0 fakat

™

| f(a'ng) = f(2"ny) [> 5= €

dur. Dolayisiyla, fonksiyon [0, +00) tizerinde diizgiin stirekli degildir.
(e) f fonksiyonu [—2,5] tizerinde siirekli oldugundan dolay1 Cantor
teoremi geregince [—2, 5] tizerinde diizglin stireklidir.

(f) Herhangi € > 0 sayisi verilsin.

0<z<e",0<my<e" (3.11)
olacak sekilde her xy, 25 € (0, +00) noktalar1 icin

0< Yo <e,0< g <e

oldugu aciktir. Burada 6 = 2¢™ secimi yapildiginda | 23 — x5 |< 6 =
| ¥/x1 — /@3 |< € bulunur. x1, 25 € (0,+00) noktalarimm en az biri

icin (3.11) bagntisi saglanmadiginda
T B T R

olur. Bu durumda, | z; — 25 |< " = § iken

B | 2 — 2o |
| V= HIZI o "/$1”71 + 1L/w1"’72I2++-~-+ 'L/I2n71
1
En,—]

oldugu elde edilir. Dolayisiyla, fonksiyon [0,400) tizerinde diizgiin

stireklidir.

(8) F(z)= (\)/ﬁln.q,-, x € (0,1) ise,

r=0,z=1I1ise
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biciminde tammlanan F : [0,1] — R fonksiyonu [0, 1] tizerinde siirekli
oldugundan dolay1 Cantor teoremi geregince [0,1] iizerinde hem de
diizgiin siireklidir. Bu nedenle (F' |1))(x) = f(z) fonksiyonu (0,1)

iizerinde diizgiin stireklidir. ¢

Eger, f : X — R fonksiyonu sabit bir zy € R noktasinin her komsulugunda
siirsiz ise bu fonksiyon X iizerinde diizgiin stirekli degildir. Goésteriniz.
Coziim: f fonksiyonu zy € R noktasimin her komsulugunda siirsiz
olduguna gére, Yo > 0 icin | z1 — zo |< ¢ fakat | f(z1) — f(z2) |> 1
olacak sekilde z1, 25 € U% (z0) N X noktalar meveuttur. Bu da f nin

X iizerinde diizgiin siirekli olmadigini gosterir.

f:R\{0} =R, f(z) = % fonksiyonu xy = 0 noktasimn her komsulugunda
sirsiz oldugundan dolay1 bu fonksiyon R\{0} iizerinde diizgiin siirekli
degildir.

f:(0,m) - R, f(z) = cotx fonksiyonu zp = 0 ve g = 7 nokta-
larinin her komsulugunda smirsiz oldugundan dolay1 bu fonksiyon (0, )
iizerinde diizgiin siirekli degildir.

f:(0,+00) = R, f(z) = log,z(a > 0,a # 1) fonksiyonu zy = 0
noktasmin her komsulugunda sinirsiz oldugundan dolay1 bu fonksiyon

(0, +00) tizerinde diizgiin siirekli degildir. o

Asagidaki fonksiyonlarm karsilarinda yazih kiimeler tizerinde stireklilik
modiilint bulunuz.

(@) fl) =22 X=[,1 () fl)=sinl, X =(0,1)

(¢) flx)= %, X =(0,1).
Coziim: (a) 0<d<1,zy,20 €(0,1] ve |z —xo |< dolsun z; > x5,
yani 0 < h < § olmak iizere x; = x5 + h oldugunu kabul edelim. O
halde, Va, € [0, 1] i¢cin

212 — 152 = (19 + h)? — 2% = 2hwy + 2 < 26 + &
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ve dolayisiyla,

sup{| 21 — @5% |5, 21,29 € [0,1]A | 21 — 25 |< 5}
< 20+4° (3.12)

wr(0)

oldugu elde edilir. Ote yandan ,z; = x9 + § icin

lim [y 4+ 0% — %] = (1 +6)% — 1 = 20 + 6°

ro—1—

olduguna gore
ws(8) > 26 + 6 (3.13)

bulunur. (3.12) ve (3.13) ten dolay1 w;(d) = 26 + 6% oldugu anlasilir.
(b) 0<d<1l,a,2e€(0,1) ve |z —xo |< 9§ olsun Vi, xs € (0,1)

icin
1 1 1 L1
| sin — —sin — |<| sin — | + | sin — [< 2
A ZTo Ty €2

olduguna gore wy(d) < 2 oldugu elde edilir. (0, 1) icinde terimleri 2/, =

2 no_ 2 . / IR
T &' = Ty 1 € N seklinde tanmmlanan (a'y) ve (2",) dizileri

icin lim | 2/, — 2", |= 0 olduguna goére 0 < 2/, < d ve 0 < 2", <9
n—oo

olacak sekilde bir ng € N sayisi vardir. O halde, | 2/, — 2", |< § fakat
1

—r— |= 2 dir. Buna gore, w(d) = 2 oldugu anlasilr.

o
(¢) 0<d<1,0<um <d,29 =20 olacak sekilde z1, 22 € (0,1) icin
| 21 — 29 |< 0 ve dolayisiyla,

| sin 1 — sin
/g

1 1
wp(d) = sup{| o |21, 20 € (0, 1)A | 21 — 29 |[< 6}

\Y

1 1
sup{| s |1, 21 € (0,0]} = +o0

bulunur. Demek ki, wy(d) = o0 dur. ©
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3.4 Ek Problemler

(31) 7e —¢” yontemiyle asagidaki fonksiyonlarm karsilarinda yazil kiimeler

=

iizerinde siirekli olduklarin gosteriniz.

(a) f(z)=2% X =R, () f(z)=2a®+2cosz, X =R;

() flx)= %7 X =R; (d)  f(x) =+vasin2z, X € [0, +00);
() f(@)=sin@e—5),X=R (f) f(2)=2 X=F

(9) f(z)=aresine, X € (—1,1); (g9) f(z)=arctanz, X =R.

Asagidaki esitliklerle tanimlanan f : R — R fonksiyonlarimn stireklilik
durumlarini inceleyiniz. Siireksiz olduklar: durumlarda siireksizlik cesidini
belirtiniz.
V2 -z, x<2ise,
r—1, x> 2 ise;

2sgn(1 — x)
(sgn(z +1))%(x + 1 + (z — 1)sgnzx)

(a)f(z) = sgn(a® — 4z);  (b)[(x) = {

©f@ =221 @@ =

(D) = m, z# 5 +kn ke Zise,
0, v =5 +km k€ Zise
anl o Inarccott, = ise
(0)f(2) = tan -, 2 #0 ?be, B F () = narccot, x#0 %se,
0, x =0 ise; 0, x =0 ise;
N T . arctan ﬁ, x # +£1 ise,
i) f(x) = ; i) f(z) =
@)f (@)= —— () f(x) { : o= 1 ise:
1
k = .
(W)f() =

Cevap:(a) S(f) =R\{-2,0,2},—2,0,2noktalar1 birinci cesit siireksizlik
noktalaridir;
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(b) S(f) =R\{-1}, —1 noktas: birinci cesit streksizlik noktasidr;
(c) S(f) =R\{0,1}, z = Inoktas: birinci cesit siireksizlik noktasidir,

( = 5 +nm,n € Z noktalar birinci cesit siireksizlik noktalaridir;
(

2 = Onoktast ikinci cesit siireksizlik noktasidir; (e) 2 =0 noktas: birinci cesit siireksizlik noktasidir;
(
(

x
2 = 0 noktasi birinci cesit stireksizlik noktasidir;
(d) S(f) =R\{-1,1}, —1 ve 0 noktalar ikinci cesit, 1 noktasi birinci
cesit siireksizlik noktalaridir;

(e) S(f) = R\Z,xz = n € Z noktalar1 ikinci cesit, siireksizlik nok-

f) = 0 noktasi birinci cesit siireksizlik noktasidir;

g) x = 1 noktasi birinci cesit stireksizlik noktasidir.

oo 1 2=m¢]0,1,m,n € Z m ve n aralarinda asal ise,
tasidir; (34) flx)y=4 7" . o lis
(f) z =7 +kn, k€ Z kaldmlabilir siireksizlik noktasidir; 0, @€[0,1] frrasyonel ise,

(&) S(f) =R\ {(2ni 5 in € Zhu = (%i 5.1 € Z noktalan ikinci seklinde tanimh f : [0, 1] — R fonksiyonunun herbir a € [0, 1] irrasyonel

cesit stireksizlik noktalaridir;
(h)  S(f) =R\{0}, = = 0 noktas: ikinci cesit siireksizlik noktalaridir; siireksiz oldugunu gosteriniz.
(i) S(f) =R\{krm : k € Z\{0}}, = = km, k € Z\{0} noktalar1 ikinci

cesit siireksizlik noktasidir;

noktalarda siirekli oldugunu ve herbir a € [0, 1] rasyonel noktalarda da

(35) Asagidaki fonksiyonlarin stirekli olmasi icin a ne olmalidir.

(G) S(f) =R\{-1,1},z = £1 noktalan ikinci ¢esit siireksizlik nokta- ” reot2e, x40
. (1+z)vV2-1 i ’ ’
lardr; @f@) =3 = TP ) = o |< § ise
(k) S(f) =R\{5 +knm, k€ Z}, v =75+ kmr,k € Z noktalan ikinci a, =0 ise; § =0 ise:
cesit siireksizlik noktalaridir. ) ’ . 7
(O () = 1—2% z<2ise, (d)f(z) = xln(2?), x#0 ise,
(33) Asagidaki esitliklerle tanimlanan fonksiyonlar R nin hangi noktalarda O = 2azx, x> 2 ise; = a, z =0 ise;
siireksizdir? Siireksizlik cesidini belirtiniz. (1+ I)% 240 ise
(@ f(z)= 3+ 27 ) @)= sin 3z (€)f (@) = { 2a, ’ z=0 isef
Y e+ 3] 7 sin2z’
. . . () 9.
(c) flx)= bgn((ICOS)j;)-,l (d) flz)=2%; | Cevap: (a) a=V2(b) a=3; (a=-5 (d)a=0;(e) a=3
. G 2 > 0ise sz g < () ise,
e T) = * ’ ’ : ‘() = v
© @) {1+1;, z <0 ise; h @ z+2, x>0 ise;
e 2 < 1ise (36) Asagida verilen f ve g fonksiyonlar icin g o f ve f o g bileske fonksiy-
_ ) onlarmin siireklilik durumlarimi inceleyiniz.
(9) fl@)=<1 x=1ise
r—1, x>1ise.
(a) f(z) =sgnz, g(z) =14z — [«];
Cevap:(a) x = —3 noktasi birinci cesit siireksizlik noktasidur;

b ) =sgn(x — 1), g(r) =sgn(x + 1);
(b) x = F+nm n € Znoktalan ikinci cesit siireksizlik ve 2 = nm,n € (b) f(x) = sen( ) 9lw) = sen( )

Z noktalar1 kaldirilabilir stireksizlik noktalaridir; (¢) f(z) =sgnz, g(z) = x(4 — 2?).
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(37) f:[a,b] — R fonksiyonu [a, b] Uizerinde strekli ise f_, f} : [a,b] — R,
0, f(z) > 0ise, f(z), f(x) >0 ise,
fole) = (02080 gy =3 S0 S0
fx), flz)<0ise 0, f(z) <0ise
biciminde tanimlanan f_(z) ve f, () fonksiyonlarmn da [a, b] tizerinde
siirekli oldugunu gosteriniz.
(38) y = f(x) stirekli bir fonksiyon ise y =| f(z) | ve y = f(| = |) fonksiyon-
lar1 da siireklidir. Gosteriniz.
(39) Asagidaki denklemlerin karsilarinda yazih araliklarda birer koke sahip
olduklarim gosteriniz.
(a) 2 —3x4+1=0, X =[-1,0];
(b) 2° =622 +32x—7=0, X =1[0,2];
(¢) 3sin®z —5sinz+1=0, X = [0,
d) 87 =327~ 16 =0, X = [0,2].

)
)
) 3k

(d)
(40) Asagidaki denklemlerin tek bir koke sahip olduklarimi gosteriniz.

(a) x2*=1 (b) xe"=2 (c¢) z=esinz+a, (0<e<]1)

(41) 0 < a < 1,b > 0 olmak iizere x = asinx + b denkleminin [0, a + b]
araliginda en az bir koke sahip oldugunu gosteriniz.
(42) 10! = 2 denkleminin R iizerinde iki koke sahip oldugunu gosteriniz.

(43) 2 = 4z denkleminin en az iki reel koke sahip oldugunu gosteriniz.

(44) xsinz—0,5 = 0 denkleminin sonsuz sayida koke sahip oldugunu gosteriniz.

)
)
)
45) f:[-1,1] > R,

—2?24+1, —1<z<0ise,
flx)y=1 0, x =0 ise,
2 -1, 0O0<ax<lise

fonksiyonu [—1, 1] arah@inda en kiiciik ve en biiyiik degerlerini alir m?
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(46)

22 — 4, 0<x<?2ise,
f(z) = ) .
(x—4)2+6, 2<xz<4ise

fonksiyonu icin f(a) =1 ve f(b) = 7 olacak sekilde a ve b sayilari var

midir?

(47) f: R — R, f(z) = 22z + sinz fonksiyonunun R de tamml stirekli ve
artan f~!: R — R tersinin varhgm gosteriniz.

(48) 7e — 97 yontemiyle asagidaki fonksiyonlarm karsilarinda yazil araliklar

tizerinde diizgiin siirekli olduklarim gosteriniz.
1
(a) f(z)= > X =[0.1,1 (b) f(z)=2cosz—sinz,X =R

(49) Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazih kiimeler tizerinde diizgiin

stirekli olup olmadigini inceleyiniz.

=sin/z, X = [1,+00);
=cosz?, X = (-2,3);

=coszcos(I), X = (0,1);
=tanz, X = (1,3);
x) =sin (1), X =[0.01, +00).

(50) Tamm 3.2.18 den faydalanarak asagidaki fonksiyonlarm karsilarmda

vazili araliklar iizerinde diizgiin stirekli olup olmadigimi inceleyiniz.
1

(@) flx)=22-1, X =R; (b) f(z) =sin(=), X = (0,400);
x

(¢) f(x)=Inz, X =[1,400) (d) f(z)=3cosz—2sinz, X =R.

Cevap: (a) diizgiin stireklidir ; (b)  diizgiin siirekli degildir ;
(c) diizgiin siireklidir; (d) diizgiin siireklidir.
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(51) Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazih kiimeler {izerinde siireklilik

modiiliinii bulunuz.

(@) f&)=vE X=[01]; () fa)=sinz, X =[0,5];
(¢) flz)=sinz, X =R; (d) f(z)=sinl X =[-1,1\{0}.
Cevap: (a) wy(d) = { Ve, 0<é<lise,

1, 1<6 ise;
(B) w(s) = sin ¢, Ogﬁglgise,
1, 5 <0 ise
2sind, 0<6<7ise
¢ (9) = CA ’
© wo)=q ) EE

i

(d) wi(6) =2, 8 €[0,400) .
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Bolum 4
Turev

Bu béliimde limit kavramina dayanarak Matematik Analizin temel kavram-
lar1 olan tiirev ve diferansiyel kavramlar: verilecek, fonksiyonlarmn tiirev ve
diferansiyellerinin hesaplanmasi kurallari incelenecek ve bu kavramlarin cesitli

uygulamalar: verilecektir.

4.1 Temel Tanimlar ve Sonuclar

Tanim 4.1.1 : (a,b) C R acik bir aralik ve f de (a,b) den R ye bir fonksiyon
olsun. t,z € (a,b) olmak izere
im L0 = F@) _ Ax) (4.1)
t—x t—ux

sonlu limiti varsa, bu A(x) saysina [ fonksiyonunun x noktasindaki tirevi

denir ve f'(x) (veya Df(z) ya da T2 ) ile gosterilir. Bu durumda, [ fonksiy-

dx
onu x noktasinda tirevlenebilirdir (veya tirevlidir) denir ve
/ L) = fw)
= lim ———— 4.2
7a) =t 1O (12)
veya t = x + h dersek, t — x < h — 0 olacagindan
f/(x) = lim floth) = /@) = A(x) (4.3)

h—0 h
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dir.

Eger f : (a,b) — R fonksiyonu E C (a,b) kiimesinin her noktasinda
tlirevlenebilir ise, y = f(z) fonksiyonu F {izerinde tiirevlenebilirdir denir.
Boylece, f : (a,b) — R fonksiyonunun E tizerinde tammh ve f/, D, f, % ya
da y.', Dy, % ile gosterilen tiirev fonksiyonu kavramina varilir.

Eger, f: [a,b] — R fonksiyonu icin : € (a,b) olmak iizere
A(xT) = lim M ve A(x7) = lim M
t—at t—uo t—x— b —X
limitleri varsa, bu limitlere sirasi ile f nin 2 noktasinda sag (veya sag tarafl)
ve sol (veya sol tarafll) tiirevi denir ve f'(z™) ve f'(z7) ile gosterilir. Bu
durumda, f fonksiyonu sirasi ile sagdan ve soldan tiirevlenebilirdir denir ve

f(2) = lim f=1@) f'(x7) = lim ft) ~ fx) (4.4)

t—at t—ao t—x-  t—X

dir.

Sol ve sag limitlerle ilgili Teorem 2.4.12 gézontine alindiginda asagidaki 6nermenin

dogru oldugu anlasilir.

Onerme 4.1.2 : f : [a,0] — R fonksiyonunun bir x € (a,b) noktasinda
tiirevlenebilir olmasiy icin gerek ve yeter kosul f nin x noktasinda sol ve sag
tirevlerinin var ve bunlarn esit olmasidvr. Bu durumda, f'(z) = f'(z7) =
f(@™) dur.

Eger f : [a,b] — R fonksiyonu her z € (a,b) noktasinda tiirevli, a’da
sagdan ve b’de soldan tiirevli ise, f fonksiyonu [a, b] iizerinde tiirevlenebilirdir
(veya tiirevlidir) denir.

Onerme 2.4.42 ye gore (4.2) ifadesi z € (a,b),t — = iken a(t) = o(1)(yani

}im a(t) = 0) olmak tizere

fO) - 1)

t—x

= f'x)+alt),t #x
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veya
ft) = f(@) = f(@)(t = z) + ) (t - 2) (4.6)
biciminde yazilabilir.

Onerme 4.1.3 : = € [a,0] noktasinda tirevli f : [a,b] — R fonksiyonu aym

x noktasinda streklidir.

ispat: f : [a,b] — R fonksiyonu 2 € (a,b) noktasmda tiirevli ise, ¢ €
(a,b) ,t — x iken a(t) = o(1) olmak tizere (4.6) ifadesi gecerlidir. Bu du-
rumda (4.6) dan

lim f(t) = f(z) + [f'(z) + lim a(t)] %im(t — ) = f(x)

t—
bulunur. Bu ise, f nin z noktasida siirekli olmas1 demektir. Benzer sekilde,
(4.4) den (x = a ise 1. ve x = b ise, 2. den) faydalanarak tlﬁu{g ft) =
f(a), llir;l f(t) = f(b) oldugundan dolay1 f nin a ve b noktalarmda stirekli
oldugu gosterilebilir. O

Not: Onerme 4.1.3 iin karsit1 genel olarak dogru degildir. Bir fonksiyonun

stirekli oldugu noktalarda fonksiyon tiirevli olmayabilir. e

Ornek 4.1.4 : R iizerinde (6z¢l olarak x = 0 noktasinda) siirekli f(t) =| t |

fonksiyonunun x = 0 noktasinda tirevli olmadigine gosteriniz.

Coziim: Vt € R\{0} icin

FA) —f0) |t]-0 [ 1, t>0ise,
t—0  t—0 ] =1, t<O0ise

olduguna gore,

f(07) = lim Lg(o) =—1vef(0%) = lim M -1

t—0~— t— =0t  t—0

dir. Su halde fonksiyon = = 0 noktasinda tiirevli degildir. o
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Tanim 4.1.5 : f: [a,b] — R fonksiyonu ve x € [a,b] noktast verilmis olsun.

Eger, x + h € [a,b] icin B(x) reel bir say. olmak tzere
f(z+h) = f(z) = B(z).h + p(x; h) (4.7)

olacak sekilde h — B(x)h fonksiyonu ve h — 0 (x = a icin h — 0" ve x = b
icin h — 07 ) iken ¢(z; h) = o(h) olacak sekilde bir p(z; h) fonksiyonu varsa,
f fonksiyonu x noktasinda diferansiyellenebilirdir denir. Bu durumda, h’a
gore lineer h — B(x)h fonksiyonuna f nin x noktasinda diferansiyeli denir
ve df (z) veya D f(x) ile gosterilir. Bu durumda, df (z)(h) = B(x)h dur.

Buna gore z,x + h € [a,b] icin Af(z;h) = f(z + h) — f(z) olmak iizere

h—0(zx=ai¢cinh— 0" vex=">bicin h — 07) iken
Af(wih) — df () (h) = (a; h) = ofh)

oldugu elde edilir. Af(x;h) biyiikliigine 2 in h # 0 artimma karsilik
fonksiyon artum denir. Bu sebepten, B(xz) # 0 ise, h — 0 iken fonksiy-
onun diferansiyeli fonksiyon artimmm esas kismidir denir. = € (a,b) icin
(4.7) ve (4.3) den dolay:

f(z+h) - f(z)

B(a) = lim LI g
olduguna gore,
df (x)(h) = f'(x)h (4.8)

yazabiliriz. Ozel olarak, f(z) = 2 fonksiyonu icin f'(z) = 1 olduguna gore,

dxz(h) = 1.h = h ve dolaysiyla,
df (x)(h) = [f'(x)dx(h)
veya

df(x)
dx

df(2)(h) = f(@)de yada '(x) =
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oldugu elde edilir.
Onerme 2.4.42 den dolay1 (4.3) ve (4.5) ifadeleri z, z+h € [a,0],h — 0 (z = a

icin h — 0% ve 2 = b icin h — 07) iken a(x; h) = o(1) olmak iizere

f@+h) = f(x)

L — pw)+ alwsh)

veya
flx+h)— f(z)= f'(x)h+ a(x;h)h (4.9)

biciminde yazilabilir. Buna gore, a(z; h)h = ¢(x; h) dersek h — 0(z = a i¢in
h— 0" ve x = bicin h — 07) iken p(z;h) = o(h) olacagindan (4.9) ifadesi

2,z + h € [a,b] olmak {izere
Fla+ 1) = (@) = P+ ola ) (4.10)

biciminde yazilabilir. = a ve # = b durumlarinda (4.9) ve (4.10) ifadelerinde
f'(z) yerine sirasi ile f'(a™) ve f'(b7) yazildig: farz edilir. (4.3),(4.5) ve (4.10)

gbzoniine alindiginda asagidaki teoremi soyleyebiliriz.

Teorem 4.1.6 : f : [a,b] — R fonksiyonunun bir x € [a,b] noktasinda
diferansiyellenebilir olmast icin gerek ve yeter kosul,f fonksiyonunun bu x

noktasinda tirevlenebilir olmasidar.

Simdi tiirev ve diferansiyelin geometrik anlamini gérelim.
[a,b] tizerinde siirekli bir f : [a,b] — R,y = f(t) fonksiyonu ve z,t € (a,b)
noktalar1 verilmis olsun. Bu fonksiyonun G grafigi izerindeki A(z, f(x)) ve
B(t, f(t)) noktalarindan gecen K kirisini gozontine alalim.
B noktas1 G egrisi iizerinde A noktasma yaklastiginda bu K kirisinin limit

durumuna A noktasmda G egrisinin tegeti denir.
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Sekil 4.1 den gortldugii gibi K kirisinin egimi DAB = a(z;t) olmak tizere
tana(z;t) = w dir.
F)=f(=)

t—x

f fonksiyonu z noktasinda tiirevli ise, f'(z) =

lim
t—x

tirevi B € G,B — A iken K kirisinin limit durumu, yani A noktasinda

olduguna gore f'(z) = %imtan a(z;t) dir. Bu durumda, f'(x)

G egrisine cizilen tegetin Ot ekseniyle olusturdugu acimin tanjantidir. Buna
gore, & noktasmnda tiirevli y = f(¢) fonksiyonunun A(z, f(z)) noktasimda

teget denklemi
y=[f@)+ (@) -2 (4.11)

dir. Sekil 4.1 den goriildigi gibi h =t — 2 dersek y = f(t) fonksiyonunun h

artimina karsihik fonksiyon artimi
Af(w;h) = flw+h) - f(x) =[ BD |

veg:R—R, g(t) = f(z) + f'(z)(t — =) fonksiyonunun h artimina karsilik

gelen fonksiyon artimi da
Ag(z;h) = gz + h) — g(z) = f(x)h = df (z)(h) =| CD |

oldugu elde edilir. Buna gore, f nin x noktasmdaki diferansiyeli T tegetinin

ordinat artimi olmaktadir.
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Ornek 4.1.7 : Asagidaki fonksiyonlarm tirevlerini bulunuz. 4.1.1 Coziimli Problemler
(a)f(z)=c; () f(x) =2a", (n€N); (1) Asagidaki esitliklerle tammlanan fonksiyonlarin, eger varsa, karsilarmda
() f(x) =sinx ; (d)f(z) = cosz ; yazili xp noktalarmdaki tiirevlerini bulunuz. Fonksiyon bu noktalarda

stirekli midir?

(e)f(x) =a", (a>0,a#1).

Coziim: (a) lim Leth)=1@) iy ¢ = Jim 0 = 0 (&) fle) =w[a] 2o =0, o= % )
° h—0 h h—0 N h—0 .
oldugundan, Ve € R icin (¢) = 0 olur. (b) f(z)=|x|sinz,zy=0;
(b) lim = = (@) " = (2 h—a) [+ )" (e h) et (©) F(z) = YF( — cosz).z0 = 0 -
<o (z+ h)2" 2 + 2" oldugundan]
(d) flx)=3]z+1|,20=-2;

_ . n—1 n—2 . n—2 n—1

— }Lll%[(x+h) +@+h)" e+ (z+h)a" P+ 2" (©) f:R, — R, f(z) = logyz.In 2z, 70 — 1 :

— 1 n—1

B llgr(l]nx () f:[0,400) = R, f(z) = (x — 1) arcsin /77,20 = 1 ;
olduguna gore, Vz € R icin (z") = na"~! olur. (g) f:R—=R
“ 2] [, z#0

. z°cost |, ise,
5 SN T sin 2 cos h r) = v
hmmn(z-‘rh)—bm(z _ hm?blnz(,ob(x-&-Z) f(@) { 0 o= 0 ise, xp = 0 vexp = 525,k € Z
h—0 h h—0 h
_sin® h .
= lim ——=.lim cos(z + =) h) f:R—=R
h=0 & h—0 2
aresinz® i 1 # 0 ise
[h — 0 iken sin% ~ % ve cosiniis fonksiyonu R de siirekli oldugundan] flz) = z z’ ’
0 ;o = 0ise,xg = 0;

= COosT

olduguna gére, Vo € R icin (sinz)’ = cosz olur.
(d) (e) ye benzer olarak ¥z € R icin (cos)’ = —sinx oldugu gosterilebilir. Fla) = { 0, = rasyonel ise,

z+h_x .
% =a" lim
0

h—

h_ . .
e~ x? ,x irrasyonel ise, xg = 0;

(e) }lliII(l) [h — 0 iken a" — 1 ~ hlna oldugundan]

:a”limhlna:amlna G) f[R—=R
h=0
olduguna gore, Vo € R icin (a*)’ = a®Ina olur. Ozel olarak a = e ise, Vo € R flx) = #", = rasyonel ise
—a2? | x irrasyonel ise,xg = a # 0;

icin (e*) = ¢® olur. ©
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Coziim: (a) =z € (1,2) olsun. Bu durumda, [z ] =1,f(z) =«

olduguna gore (4.2) den dolay1

) — (3 2 —
)= 1O 1Dy,

olur. zp = 01m solunda ve saginda f nin tanimi degistiginden burada sol

ve sag tarafli tiirevleri bulmaliyiz. Vo € (—1,0) icin [z] = -1, f(z) =
—zveVz € (0,1) icin [z] =0, f(z) = 0 oldugundan (4.4) ten dolay:
F(07) = lim f(@) = F0) = lim — =—1
z—0- = —0 =0~ T
o f@)=fO)
10+ — — —
S107) = Jig TG = i o =0
olduguna gore, fonksiyonun zy = 0 da tirevi yoktur. f(x),z9 = g

de siirekli (Onerme 4.1.3)e gore),zo = 0 da ise, siireksizdir. (ciinkii

f(07) = =1, f(07) = 0 ve f(07) # f(0F) dir.)

(b) (4.2) ye gore

f(z)— f(0) —lim | o | sinz sinz _
X

=lim |z |.lim
20 =0 1

7(0) = lim

z—0 xT x—0

olur. Fonksiyon zy = 0 da siireklidir, ciinkii bu noktada tiirevlenebilirdir.

(¢) (4.2) ye gore

f(0) = lim f(@) — £(0) — lim 1- CQOS:I;
z—0 x 350 2

[z — 0 iken 1 — cosz ~ 27 oldugundan]

1
= lim 23 =0

—0

olur. Onerme 4.1.3 den dolay1 f, 2o = 0 da siireklidir.
(d) (4.2) ye gore

o f@ 1)
f(=2) = .’EL—Z z—(—2)
3lz+1]-3
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[t — —2iken |z + 1 |= —(z + 1) oldugundan]|

= lim 7_3(1 +1)-3
z——2 T+ 2
T+ 2
B
z—>-271 + 2
olur. Onerme 4.1.3 den dolay1 fonksiyon xy = —2 noktasinda siireklidir.
(e) (4.2) ye gore
— f(1 1 In2z —log, 1.1n2
p) = i T < gy PRI O g1 <

~ lim log, xIn 2z

z—1 r—1
[t—1=1t dersek, - 1<t — 0 oldugundan]

lim log,(1+1t)In2(1+1¢)
t—0 t
= /lirrélogz(l + t)%. }11%1112(1 +1)

= logy,e.ln2=1

olur. Onerme 4.1.3 ten dolay1 fonksiyon x5 = 1 noktasinda stireklidir.
(f) (4.2) ye gore

— f 1
(1) = llg% %{)() = 113% arcsin 4 / :Fi-i-l = arcsin vl g

olur. Onerme 4.1.3 ten dolay1 fonksiyon xy = 1 noktasinda stireklidir.
(g) (4.2) ye gore
70 - 1 1010

. m
=limz | cos— |
z—0 T z—0 T

Vo # 0 icin | cosT |< 1 olduguna gore, | x || cosZ |<| |
oldugundan| f/(0) = 0 olur. Onerme 4.1.3 ten dolay1 fonksiyon z = 0

noktasida stireklidir.
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2L+17k € 7Z noktalarinda fnin sol ve sag tarafh tirevlerini (4.4) den limiti yoktur cilinki, g(z) = Msm— r # 0 olmak iizere x, =
yararlanarak bulalim. s-.n € N dizisi icin n — oo iken z,, — 0F, fakat hm g(zn) =
2 4 flx) — f(%%) 22 | cos T | lim Mbln— =0vey, = +2m,n € N dizisi icin n — oo iken
f/((2k 1) ) = lim + 72+ = l‘ + e + ar(‘imy 1
+ a—(52) T % S A T Yn — 07, fakat 7}31010 9(yn) = nlgn e sin -
. — 1 arcsiny?, — 1 dir.
[I — Til =1 dersek, = — (Til)Jr st —0F oldugundan] nggo yn® ar
(i) f(0) =0 oldugu aciktir. h € Q,h — 0 iken
1,2 (2k + 1) , ) 4 : , , o fO+h)—f(O)
lim — t —_— 1 t)" = 0+h)—f(0)=f(h)=0= 1 —_——" =1 —=0
Jim g ) e Sor @i MG Y S gy FO+h) = f(0) = f(h) 0ohn h oo b
4 2k +1 2k +1 2k +1 .
= o lm ILOb(( + D ( ( + ) —( * )ﬂ))\ h e I, h— 0 iken
(2k 4 1)? im0+ ¢ 2 24 (2k + 1)t 2
4 1., @k+Dr (2k+Dr 2 g SO+R)—f0)

- - s — 0+ h)—f(0)=f(h)=nh lim =~ = lim h=0
O D A 7 G T e 7 ) JO+R) = F0) = f(h) = "= Lim I I5ho
[u—0 iken sinu~u oldug‘undan] olduguna gére, f,zo = 0 da tiirevlenebilirdir ve f/(0) = 0 dir. Onerme

4 (2k + )m 2k + )7 4.1.3 den dolay1 fonksiyon xyp = 0 da siireklidir.
T (2k+1)2 Ho+ n | 24 (2k+ 1)t 2 = (i) 0#a € Q olsun. Bu durumda, f(a) = a? ve
bulunur. Benzer sekilde, f’((%ﬂ)7> = —m oldugu elde edilir.f’((ﬁ)7> £ lim J(@) = f(a) — lim 22— a? _9g
Q3z—a — Q3z—a —
f,((2k+1) ) olduguna gore, fonksiyon zy = 2k+17k € Z noktalarinda } v ’ o
tiirevlenebilir degildir. lim flx) = fla) _ lim —z? — a? _

lim flx)y=0= f(ﬁ) olduguna gore, fonksiyon xy = ﬁ, kel I5r—a v —a [Bz—a & —a
7T R olduguna gore, fonksiyon xy = a # 0 da tirevli degildir.
noktalarinda streklidir. . . . B .

b I i Aresine? g 1 a € I durumunda f nin zy = a da tiirevli olmadigl benzer sekilde
(h) it fla) = Pl B gosterilir. Fonksiyon 2y = a # 0 noktasinda siireksizdir, ciinkii lim f(x)
[z — 0 iken arcsinz?® ~ 2% oldugundan ] Jimiti yoktur. o w—a

= hH(l) 2 sin 1 0= f(0) (2) X C R, f: X — R fonksiyonu ve bu fonksiyonun siireksiz oldugu bir
z— x

zo € X noktasi verilsin. f,z¢ da (a) sonlu ,(b) sonsuz tiireve sahip

olduguna gore, fonksiyon xq = 0 da stireklidir. Bu fonksiyonun zq = 0
da sag ve sol tarafli tiirevlerinin varolmadigini gérelim. Bunu sag tarafh

tlirev halinde yapalm. (4.4) e gore

x) — f(0 in 22 1
lim [(@) = J(0) = lim ar0512nx sin —
z—0t xT z—01 x x

olabilir mi?

Coéziim:  (a) Onerme 4.1.3 ¢ gore fonksiyon tiirevlencbilir oldugu
noktada siireklidir. Dolayisiyla, fonksiyon g da sonlu tiireve sahip ola-

maz.
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(b) Evet. Ornegin, =y = 0 noktas: f : R — R, f(x) = sgnx fonksiy-

onunun siireksizlik noktasidir ve (4.4) e gore

1
'(0%) = lim 22 = lim = =
FO07) = fim = = Jim 2 = oo,
—1
F(07) = lim Sent _ lim — = +o0,
z—0= T z—0= T

olduguna gore, f'(0) = +oo olur. ¢

zo € (a,b) noktast f : (a,b) — R fonksiyonunun 1. cesit siireksizlik
noktasi olsun.
Jlzo+h) — fag)

h

" (zg) =1
fo(ag) = lim

ve
T
o e flwo+h) = flag)
fileg) = Jim ===
limitlerine fnin z = xy noktasida genellestirilmis anlamda sirasiyla

sol ve sag tarafll tiirevi denir.
F R0} = R, f(x) = YR = M

T

fonksiyonunun zg = 0 nok-
tasinda genellestirilmis anlamda sol ve sag tarafli tiirevlerini bulunuz.
Céziim: Once £(07), £(0%) lar1 bulalim.

f(07) = lim f(z) = lim ——— =1

z—0t z—0t x
olduguna gore, zp = 0 noktast f nin 1. cesit sitireksizlik noktasidir.

Yukaridaki tamma gore,

P . 0+h)— f(O~ R h 1+h+7
PO = JOER IO ] \F}ﬂl )

h—0— h h—0—

T
=
|

Ek Problemler

S0 = lim FO+R) = J(O0) [ VI+h=h

h—0+ h h—0+ h?
Vi+h—-1 1
= lim ——— =~
h—0+ h 2

bulunur. Demek ki, f/(07) = —1 ve f(0%) =1 dir. o

4.1.2 Ek Problemler

(4) Asagidaki esitliklerle tamimlanan fonksiyonlarin, eger varsa, karsilarinda

vazili zy noktalarindaki tiirevlerini bulunuz. Fonksiyon bu noktalarda
stirekli midir?

v)=[1-2%|, 29=1;

z)=z— [z], zo=1vexo=13;

x) = Va?, 1y =0;

x) =sgn(r —2%), 19 =0,70 = -1, vexg =1

z)=|Inz|, zop=1;

z) = arccos(sinz), xg =km, k € Z ;

(g R—R
22, 2 € Qise,
f(x){ —a?, w€lise, xg=0;
(h) f:R—=R
f(z) = wsin%, x # 0 ise,
o 0, xr=01ise, xo=0;
(i) f:R—>R

{ L, x# 0 ise,

0, z=0ise,xg =0 ;
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(4) f:R—=R

{ sinz, x € Q ise,

x, z e lise,xg=0;

Fa) = wsind +a?cosl, x A0 ise,
' 0 r=01ise,xp =0 .

(5) f(x) = sgn(z — 2*) fonksiyonunun zy = 0,79 = —1 ve 7o = 1 nokta-
larinda genellestirilmis anlamda sol ve sag tarafli tiirevlerini bulunuz.
Cevap: f./(0%) =0, fi/(-1%) =0, f./(1*) =0.

4.2 Tiurev Alma Kurallar:

Teorem 4.2.1 : Eger, u,v : [a,b] — R fonksiyonlarinin bir x € [a,b] nok-
tasinda tirevieri varsa, A+ pv, (A, p € R), wv ve v(z) # 0 ise, ¥ fonksiy-
onlary da x noktasinda tirevlenebilirdir ve

(a) (vt o) () = Mo (&) + /() 5
(b) (wo) (@) = ' (2)o(e) +u(e)(x)
(c) (g)r(l) _ u’(:)l‘(l)}-ﬂ)(ﬂﬁ)l}’(l) )

v2(z
esitlikleri dogrudur.

ispat: Digerlerini okuyucuya birakarak (¢) ifadesinin dogrulugunu gosterelim.
v fonksiyonu z € [a, b] noktasinda tiirevli oldugundan bu noktada stireklidir.
O halde, v(z) # 0 olduguna gére, 36 > 0 oyleki V¢ € [a,b](\Us(z) icin
v(t) # 0 olur (Bkz. Teorem 3.2.1(b)). Bu durumda, = + h € [a,b](Us(z)
olacak sekilde Vh # 0 icin

1 w(x+h) u(x) 1 uw(x 4+ h) —u(x) v(z +h) —v(z)

ﬁ[m_m} - v(z)v(x + h) [v(=) h —u(z) h

424 Tiirev Alma Kurallar:

olduguna gore,

u B) — _
lim & (+h) = 5() = - ! [v(z) lim @ +h) — u(z)
h—0 h v(z) }Lln(l) v(z+h) h0 h
~ u(@) }lm(l] v(z + h})z — v(z)]

u(z)v(z) — u(x)v'(x)
)

dolaysiyla, (¢) esitliginin dogru oldugu elde edilir. O

Sonuc 4.2.2 : Teorem 4.2.1 in kosullar: saglanirsa,

(' (a) = M), (£ 0) () = (@) £ 0/ (2), () () =~

v v?(x)

dr.

Teorem 4.2.3 (Bilesik Fonksiyonun Tirevi): f : [a,b] — R fonksiyonu
[a,b] dzerinde sirekli ve x € [a,b] noktasinda tirevlenebilir olsun. Eger, g :
f([a,b]) — R fonksiyonu f(x) noktasinda tirevienebilir ise, go f : [a,b] — R

fonksiyonu da x noktasinda tirevlenebilirdir ve
(gof)(z) =g'(f(z)).f'(x) (4.12)
dur.

Ispat: y = f(z) olsun. Tiirev tanmm geregince = + h € [a,b] ve h — 0 iken

a(z;h) = o(1) olmak iizere
fl@+h) = f(z) = f(@)h+ alz;h)h (4.13)
ve y+ H € f([a,b]), H — 0 iken B(y; H) = o(1) olmak iizere
9y +H) = g(y) = g'(y)H + ply; H) H (4.14)

yazabiliriz. Bu durumda, = + h € [a, ] icin 6nce (4.14) den sonra (4.13) den

yararlanirsak
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(gof)a+h)=(go f)(x) = g(f(z+h))—g(f(x)) = [f(w+h) = f(=)]lg'(f(=))+
Bf(@)-f(x +h) = f(x))]

= h[f'() + alz: W][g (f(x)) + B (@), f(z +h) — f(x))

veya h # 0 icin

e NEXN = DD _1p(2) 4 ate m)lg () +

+ BUf@)-fle+h) = f(=)] (415

yazabilirz. f fonksiyonu z noktasinda stirekli olduguna gore, hm( fl@+h)—
f(z)) = 0 dir. Bu durumda, (4.15) ten

(go fllz+h)—(go f)(z)

lim : = (@) + lim a(a; b))y ()
+lim B @).f (o + B) — ()
= [(@)g ()

olur. Bu ise, (4.12) ifadesinin dogru olmasi demektir. O
Not: Teorem 4.2.3 iin kosullar saglansm. Bu durumda z = g(y) ve
y = f(x) dersek (4.12) ifadesi
dz dzdy .,
_ By ! =)y, 4.16
I dyds veya z, = z,'y. (4.16)
biciminde yazilabilir. Bu nedenle bilesik fonksiyonun (4.16) seklinde tiirev

alma kuralima zincir kurali denir. e

Teorem 4.2.4 (Ters Fonksiyonun Tirevi): f : (a,b) — R, y = f(z) fonksiy-

onu (a,b) tzerinde sirekli ve artan (veya azalan) olsun. Eger, bu fonksiyon

x € (a,b) noktasinda tirevienebilir ve f'(x ) £ 0ise, f nin f~1: (flat), f(b—)) —

R (veya f~': (f(b—), flat)) = R)x = f~(y) ters fonksiyonu day = f(z)
noktasinda tirevlenebilirdir ve
S| oL
) Py YAy = o (4.17)

dur.

426 Tiirev Alma Kurallar:

ispat: z,2+h € (a,b),y = f(x) vey+ H = f(x+h) ise, z = f(y)
ve x4+ h = f~}(y+ H) oldugu aciktir. f,(a,b) iizerinde artan (veya azalan)
olduguna gore, h # 0 iken H = f(x + h) — f(h) # 0 ve IIIILI’(I)H =0dur. O
halde, z,x + h € (a,b) olacak sekilde her h # 0 icin

O+ H) - () h 1
H v ) —f) e

olduguna gore,

U ) - (Y
H—0 H

[h— 0« H — 0 olacagindan |
1 1

B ’llin}] 7f(1+’27f(h) (=)

olur. Bu ise, (4.17) esitliginin dogru olmasi demektir. O

Ornek 4.2.5 : f:R\{0} — R, f(z) =log, | © | (a > 0,a # 1)fonksiyonunun
tirevini bulunuz.

Coziim: Vz € (0,+00) icin y = log, | z [< = = a¥ ve (4.17) den dolay1

/

y', = 7 olduguna gore, Vz € (0, +00) icin

1 1

1
1 - _
(log, [ ) (@v) a¥lna xlna

olur. Vz € (—00,0) icin y = log, | = | x = —a¥ ve (4.17) den dolay:
YV € (—o0,0) icin
1 1 1

log r_ _ _
(log, [ ) (—a¥)  —aYlna zlna

olur. Dolayisiyla, Vo € R\{0} icin

1

1 -
(log, | @ |} = ——

olur. Ozel durumda eger, a = ¢ ise, Yo € R\{0} icin (In |z|)’ = Ldir. o
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Ornek 4.2.6 : o herhangi bir reel say olmak iizere f : Ry — R, f(z) = z®

fonksiyonunun tirevini bulunuz.

Coziim: a > 0 ve a # 1 olmak fizere 2% = a®'%%® ve Vo € R, icin
(log, z)' = —— oldugunu biliyoruz. y = a* ve u = alog, = dersek bilesik

fonksiyonun tiirevi icin zincir kurah geregince

(Ia)/ _ (aalogaz)/ _ (au)/ _ (au)/u/ —a*lnan
= a®&TIna(alog, z)’
= z%haa
rlna
= az*!

olur. ©

Teorem 4.2.7 (Logaritmik Tirev Alma): u : (a,b) — Ry ve v : (a,b) —
R fonksiyonlars x € (a,b) noktasinda tirevienebilir ise, u’ : (a,b) — Ry

fonksiyonuda x noktasinda tirevienebilirdir ve

W) (x) = (u(z)"@) = u(z)" @0 (z) Inu(z) + v(z)
olur.

ispat: y = u(z)"™ dersek, Iny = v(z)Inu(z) bulunur. Teorem 4.2.3
den dolay1 w = Inu(x) bilesik fonksiyonunun (w(z) = Inz ve z = u(x) dersek

Inu(z) = (wou)(x) oldugu aciktir.) tiirevi

(Inu(z)) = u'(z)

1
u(x)
olduguna gore, Iny = v(x) Inu(x) esitliginde her iki tarafin tiirevi alindiginda

!

v

; = (v(z)Inu(x)) = [Teorem4.2.1den]

= o'(x)Inu(z) +v(z)(Inu(z))

Il
S
—~
8
=

—
=]
<
~
8
=
+
<
~
=
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ve buradan da (4.18) ifadesinin dogrulugu anlasilir. O

Eger, y = f(z) fonksiyonunda z ve y degiskenleri ticiincii bir ¢ degiskeninin

x = o(t),

(4.19)
y:/l/)(t)v te (avﬂ)

fonksiyonlar: yardimiyla veriliyorsa, bu f fonksiyonu parametrik sekilde verilmistir

denir. Bu durumda, ¢ degiskenine parametre denir.

Teorem 4.2.8 : ¢ ve ) fonksiyonlar: ty € («, 3) noktasian bir U(ty) C R
komsulugunda tirevlenebilir olsunlar. Eger, ¢'(to) # 0 ve ¢ fonksiyonunun
zo = p(ty) noktasimn bir U(xg) C R komsulugunda tanamh t = o~ (x) ters
fonksiyonu varsa, (4.19) fonksiyonlar: yardimayla parametrik sekilde verilen

y = f(x) fonksiyonu zo = p(ty) noktasinda tirevlenebilirdir ve

! W(to) ’ ytl(to)
To) = veya Y, (xrg) = 4.20
J'(wo) o) Y’ (o) 0 (to) (4.20)
olur.
ispat: t, -+ h = U(ty) olmak iizere
.ot +h) —p(te)
Jim == = G (t) # 0

olduguna gore, 30 > 0 dyleki Vh € lofg(O) icin (to + h) — p(ty) # 0 olur.
H = ¢(ty + h) — ¢(ty) olmak tizere h — 0 < H — 0 olacagl gozoniine
alindiginda Vh € Us(0) icin

f(xo) = lim * a

[Vt € Us(0) icin 9(f) = f(¢(t)) oldugundan |
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04— ()
h=0 p(to + h) — p(to)
. W(to + 1) — P(to) h /(to)
= lim . _
h=0 h @(to+h) —te)  ¢'(t)

bulunur. Bu ise, (4.20) ifadesinin dogru olmasi demektir. O

Ornek 4.2.9 : (x,y) noktasinin kutupsal koordinatlary v ve 6 olmak tizere

2
r=a(l+cosf),0 ((),g)

tanamle y = y(x) fonksiyonunun tirevini bulunuz.
Coziim: y = y(z) fonksiyonunun parametrik sekli

z =rcost = a(l+ cosf)cosl
y=rsingd = a(l + cosf)sind .

biciminde oldugundan dolay1 (4.20) formiiliine gore

;v a(sinf +sinfcosf)
Yoo = zg afcosf+ cos? )
(sin @)’ + (sinfcosB)
(cos ) + (cos?8)’
[(sin@) = cos®, (cosf) = —sin 6,
(sinf cos 0) = (sin )’ cos O + sin f(cos 0)’ = cos® O — sin? § = cos 20

(cos® )" = 2cosB(cos ) = —2cosfsinf = — sin 20

oldugundan |

cos ) + cos 20 cos(%) cos(

_ _ 2
sin 6 -+ sin 20 sin(22) cos(

£

36
— —cot(=
00(2)

[SIESSIES
— |

bulunur. ©

Ornek 4.2.10 : Asaqidaki fonksiyonlarn tirevlerini bulunuz.

430 Tiirev Alma Kurallar:

(a) fR\{Z+kr:keZ} >R, f(z)=tanz ;
() f:R\{kr:k €Z} — R, f(z) = cota ;

(¢) f:(~1,1) = R, f(x) = arcsinz ;

(d) f:(~1,1) = R, f(z) = arccosz ;

(e) f:R— R, f(z) = arctanz ;

(f) [:R—R,f(zx) = arccotx ;
=sinhz ;
(h) f:R—R, f(x)=coshx ;

(x)

()

(9) f:R—R, [f(z)
(z)

)

(i) f:R—R,f(z)=tanhz ;

G) f:R\{0} = R, f(z) = cotha ;

(k) f:R—R, f(z) = arcsinhe = In (z + Va2 + 1) ;

() f:R\[-1,1] — R, f(x) = arccos hax = In (z + Va2 — 1) ;
(m) f:(=1,1) = R, f(z) = arctan ha = 3 1n 12 ;

(n) f:R\[-1,1] — R, f(z) = arccothx =

17, xt1
3.

Coziim: (a) Kesirli fonksiyonun tiirev formiiliine gore Vo € R\{§ + kr :
k € Z} icin

sin sinz)’ cos z — sin z(cos )’
oy = () _ () cos —sinefcoss)
cos T cos?
_ (cosz)cosz —sinz(—sinz)  cos®x 4 sin’x
N cos? n cos?
1
 cos?w

olur.
(b) (a) ya benzer sekilde, Va € R\{km : k € Z} icin

1

sin®z

(cotz) = —
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oldugu gosterilir. olur.

(¢) Vae(=1,1)veVyec (=3, 7)icin y = arcsinz & x = siny olacagmdan (h) (g) ye benzer olarak, Yz € R icin

ters fonksiyonun tiirev formiiliine gore , .

(coshz)" = sinhx
Q] ) I

(arcsinz)’ - = y‘i N [(4.117)dcn] oldugu gosterilebilir.

= — = (i) Vz eRicin

z,/  (siny)
1 1 1 (tanh.z) sinhz , (sinhx) coshx — sinh z(cosh z)’
= = anhz) = =
cosy  /1—sin’y V1-2? cosh cosh? z
cosh? z — sinh®

olur. T o’z
(d) (c) ye benzer sekilde Yz € (—1,1) icin

s ) — # ~ cosh®x

(arccos )’ = — i olur.
oldugu gosterilebilir. (i) (h) ye benzer olarak Vz € R\{0} icin
(e) Vxe(=1,1)veVy e (=3F,%)iciny = arctan x < x = tany olacagindan, (cothz) = —— 12
| | sinh” x
(arctanz) = vy, = Pk (tang) oldugu gosterilebilir.
v { Y 1 (k) VaeRicin
= s’y = =
I+tan®y 1+ (arcsinhz) = (In(z+Va?2+1))
olur. [9(y) =Iny,y = h(z) = z + V22 + 1 dersek
() Vo eRveVye (0,m) icin y = arccotx & x = coty olacagmdan, = g(h(x))bilesik fonksiyonunun tiirev formiiliinden)]
1 1 1
tx)’ = — = = h(z))) = ¢ (h(z)).F(2) = ——— (2 + Va2 + 1)
(arccotx) = = ey (9(h(@))) = ¢'(h(z))-W (@) = — m( )

1 1 1
7"2 = — — — 7I/+‘/I2+1/
Sy 1+ cot?y 1+ 22 w+\/562+1(() ( )

olur. [91(¥) = /U,y = hi(z) = 2* + 1 dersek
(g) Vz€Ricin = g1(hi(z))bilesik fonksiyonunun tiirev formiiliine gore
) 1. 1. e = (Va2 +1) = (01(h(2)))" = g1(ha(2))l} (z)
(sinhz)" = (5(61 —e) = 5“61)1 —(e)) - _ (2 4+1) = _r oldugundan)]
= [(e") =€ ve (¢7¥) = —e ™ oldugundan] V2 +1 Vaz+1
1, ., C B 1 T _ 1
— 5(e +e ") =coshz .7:+\/x2+1( NZES) NS
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olur.
(1) (i) ye benzer olarak Yz € R\[—1,1] icin
(arccos hx)' = +——
2 -1
oldugu gosterilebilir.
(m) Vae(—1,1)icin
1. 14z

arctan hx)’ = (1
(arctan hx) 2(1117];

)/
1+z
lg(y) =lny,y = h(z) = 1—= dersek
—x

= g(h(x)) bilesik fonksiyonunun tiirev formiiliinden]

g(h(@))' = g (h(x)).H(x)

Il
—
>

=

-~ 11—.1,(1—&-.%),
T 214zl —x

11—z 2 1
21+z(l—2)2 1-2?

olur.
(n) (k) ya benzer olarak Yz € R\[—1, 1] icin

1

—x2

(arccothx)’ = :tl

bulunur. ¢
Simdi esas elemanter fonksiyonlarin tiirevleri icin yukarida elde edilen
tiirev formiillerini tablo (cetvel) seklinde yazalim.

No | f(z) fonksiyonu | f nin tiirevi f nin tiirevli oldugu kiime

1. ¢ (const) 0 R

2. z° ar®t a€RicinzeR,aeNicinz eR
3. a® a*Ina a>0,a#1licnzelR

4. log, | = | = a>0,a#1icin z € R\{0}

5. sinx cos T reR

6. cosx —sinx reR

434 Cézimlii Problemler
No f(z) fonksiyonu f nin tiirevi | f nin tiirevli oldugu kiime
7. tanx 1 v €R\{F +kr:kcZ}

cot - zeR\{kr:keZ}

9. arcsin x L € (=1,1)
10. arccos — 1112 ze(—1,1)
11. arctan x 14:12 zeR

12. arccotx 7T1w2 reR

13. sinh x coshx z€R

14. coshz sinhz zeR

15. tanh x ﬁ reR

16. cothz - xz € R\{0}
17. | arcsin ha = In (z + V2% + 1) 11“2 reR

18. | arccoshx = In (x + v/x% — 1) + w;il x € R\[-1,1]
19. arctan ha = § In {2 T ze(-1,1)
20. arccothx = £ In 3= e z € R\[-1,1]

1
(Tablo 4.1)

4.2.1 Coziimlii Problemler

(1) X € R;f,9g : X — R fonksiyonlar1 ve X in limit noktasi olan bir
zo € X noktasi verilmis olsun. Asagidaki durumlarda f + g, f.g,%

fonksiyonlarmin z da tiirevlimidir?

(a) f,zo da tirevli g, z¢ da tirevli degildir.

(b) file g,z da tirevli degildir.

Coztim: Coziimii F(z) = f(x)g(x) fonksiyonu icin yapalim. Genel
olarak hayir. C')rnegin7 xo = 0 noktasinda f(z) = 1 fonksiyonu tiirevli,
g(x) =| 2 | fonksiyonu tiirevli degildir. Bu durumda, F(z) =1. | z |

=| z | fonksiyonu x, noktasinda tirevli degildir. 2y = 0 noktasinda
f(z) = x fonksiyonu tiirevli, g(z) =| sinx | fonksiyonu tiirevli degildir

fakat F(z) = x. | sina | fonksiyonu x; = 0 noktasinda tiirevlidir
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(Ciinki, F'(0) = 0 dir). x¢ = 0 noktasimnda f(z) =| x | ve g(z) =
— | @ | fonksiyonlar tiirevli degildir, fakat F(z) = — | = |? fonksiy-
onu zy noktasmda tiirevlidir (Ciinkii, F'(0) = 0 dir).

f(z) =sgnz; g: R - R,

xsinl, z#0 ise,
g(x) = { !

0, r=0 ise

2o noktasinda

ve F(z) = f(x)g(x) fonksiyonlar zo = 0 da tiirevli degildir. ¢

(2) Asagidaki esitliklerle tammlanan fonksiyonlarn tiirevlerini bulunuz.

Tiirevin varoldugu kiimeyi gosteriniz.

(a) y=T7a®+13277; (b) y= T+ VT + VT ;
©) y=atVat+a o () y =205 s

(e) y=rcos(2®—a%); (f) y=a2cota +2;

(g) y=arctan’z ; (h) y = e log, z ;

(i)  y=sin®(cosxz) + cos?(sinw) ; (j) y = arctan (tanh z) ;
(k) y=In(coth); (1) y = log, 27 ;

(m) y=4°tn5, (n) y = 2arcoV5TH T

(0) y= (arcsinz)™s" ; (p) y = (tan g)warcsin2e .
(@ y= %m— ‘12—2111 (x+vaT—a?); (1) y = In® arctan? \/213 :
(s)  y= iy arcsin(Liprib). (@ — 1 >0).

Coztim: Problemin ¢oziiminii tiirev alma kurallarimdan (Bkz Teo-
rem 4.2.1,4.2.3,4.2.4 ve 4.2.7)ve esas elemanter fonksiyonlarm tiirev

formiillerinden yararlanarak cézecegiz.

(a) y/ — (71,13)/ + (131777)/ — 7(1,13>/ + 13(33—7)/

=713z 4 13(-T)2 T = 912 + 9175 e £ 0 .
(b) ¥ = (a2) + (ab) + (23) = 373 + 2 ¥ + 127

1 1 1
BN Y AT
e Ve A

z>0.

Coziimli Problemler

(©) = @YY+ VY = (&) VP (V) +(aT) Yo ()
. 2 - - 1 s
= 322V + §I3ITl + 728 + g:c%Tz
11‘“23,.2 22‘,;63,.
N2tV + 22595 |

3
() o = ( Va ) = (V@) tanz—/z(tanz)” _ tz;m\/f’co‘gz
¥y =) = tan? z - tan2 z
cosT T
VI kel

- m B sin® z
(e) ¥ = (cos(2* — 2%))'[g(u) = cosu ve u = f(x) = 2¥ — x* dersek]
= (g(f(x) =4¢(f()f (x) = —sinuu
s - () - ()
= —(2"In2—32%)sin(2" —2%),2 € R .
(f) v = (2% cotz +2)" = (22 cotx)’ + (2)’

xz

= (2%) cot x4 x*(cot x)’ = 2z cot & — x#kmkel.

sin?x’

(g) ¥ = (arctan®z)'[g(u) = u® ve u = f(x) = arctanx dersek]

= (9(f(@)) =g (f(@))f'(x) = 2(f () f'(x)
= 2arctanz(arctanx)’
_ QarctanxJGRv

1+ a?

e
zIn2

(h) ¢ = (" logya) = (¢7)'logy @ + ¢*(log, @)/ = " log,  +

1
= e*(logy = + ——), .
e(og21+xln2),x>0

(i) ¥ = (sin®(cosx))" + (cos?(sinx))’
= 2sin(cosz)(cosz)" + 2 cos(sinz)(sinz)’

= —2sinzsin(cosz) + 2coszcos(sinz), z € R .
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3 A 1 P o 1 1
(0) ¥ = rmrs (tanh 2)' = e s

1 1
= 5 — = ,c€R.
cosh?z +sinh?z  cosh 2z’

(k) ' = Gz (coth §) = Co;}}gm = —— z e R\{0}

- 1 2 z 1 1o
(1) of = (log, 27) = (MEZy = () = 2t tom

Inx—1

= o >0,x#1.
In 2log?,z’ Sis

(m) ¢ =423 (ztan2) Ind = 4723 (g tan £ + ;25 ) In4,
2
r# 2k+ 1) keZ

(n) ' = 2o arceoty/x? + 1)/ In2 = 2otV XFLLSET 1n 9

_ 2arccot\/xgi+l_7z In2, zeR.
Qo

(0) ¥ = ((arcsinz) =) [(4.18) den]

i o
= (arcsing;) & [(%) In arcsin & - sinz (arcsin )’
z

r  arcsinw
X sine L COST — SIN T . sinx
= (arcsinw) + [~ Inarcsinz +
z

€(0,1) .
(p) ¥ = ((tan Z)zaresine)’ — [(4.18) den]

(tan 3)
tan 3

]

Symaresin2r](g aresin 22)' In tan 5 + x arcsin 2z

= (tz
(an

)zarcsm2x[( )lntanf +

arccos 2x + -
2 sinx

= (tan=

2z
2 V1 — 422

ze(0,3).

1v/1 — x% arcsin zL

r  xarcsin2z
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@ ¥ = 3ova =@ = (la(a + Va7 = @)

_ l(m+ 2? - a? (z + Va? — a2y
2 V=2 2 242k a2
22 —a? @ 1+ o

Wa—a2 22+ —a®

22% — a? a?

2\/z27a2_2m

2 —a?
= g = Ve -dae (o —lau(lal +oo)

(r) ¥ = 31In®arctan? \/Igamanz\/; 2arctan |/ 2 1+7(7%IT§)

2, o9 [1
9In” arctan® |/ -5 NG

—_— VT s,

3
arctan 7,_13 L+
\/ @

(S) y/ _ 1 1 acos z(a+bsin z)—bcos z(asin z+b)
Ja?—b2 \/1_(nsinr+h)2 (a+bsinz)?
atbsinz
coS T
= Vaz-»b?

(a+bsinz)y/(a? = b2) — (a2 — b?)sin® x

1
x# (—1)F! arcsiné +krkelZ.
a

a+bsinz’

(3) Asagida parametrik denklemlerle verilen y = y(z) fonksiyonlarmin

tiirevlerini bulunuz.

(a) { x = a(t —sint)

y=a(l—cost), 0<t<2m;
(b){m In(t + V1+£2)

Y= teR;

© x=1"+3t
¢
y =tarctant —Inv1+t2, teR;
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(d) {xacost

y = bsin®t, 0<t<i;

(o) x = arcsint
) y=arcsinv1—12, 0<|t|<1.

Coziim: Problemin ¢oziimiinii parametrik sekilde verilen fonksiyon-
larm tiirevi icin (4.20) formiiliinden faydalanarak yapacagiz.
(a) x(t) ve y(t) fonksiyonlar: (0, 27) lizerinde tiirevlenebilirdir ve z} =
a(l —cost) # 0,y, = asint olduguna gore, (4.20) den dolay1
Ly asint t
=== = t —
Yo z; a(l —cost) b
olur.

(b) x(t) ve y(t) fonksiyonlar1 R {izerinde tiirevlenebilirdir ve z, =

ﬁ #0,y; = TaviE olduguna gore, (4.20) den dolay1

r_ y; _ —t
Yo = T T
z; (1412
olur.
(¢) x(t) ve y(t) fonksiyonlar1 R iizerinde tiirevlenebilirdir ve z} =
3(t2+ 1) # 0,y, = arctant + L

H% — 13 = arctant olduguna gore,
(4.20) den dolay1

o Y _ arctant
Yo = 0 T 31+ )

olur.

(d) a(t) ve y(t) fonksiyonlar1 (0, 3) fizerinde tiirevlenebilirdir ve x} =

3acos?tsint # 0,y, = 3bsin® ¢ cost olduguna gore, (4.20) den dolay

!
/ Yt b
= — = ——tant
Yo x a

olur.
(e) x(t) ve y(t) fonksiyonlar: (—1,1)\{0} tizerinde tirevlenebilirdir ve
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T = \/117 #0,y; = W% olduguna gore, (4.20) den dolay1

, oy ) —1 0<t<lise,
1, —1<t<0ise

olur. ¢

Asagidaki esitliklerde kapali sekilde tanimlanan y = y(z) fonksiyon-
larimin tiirevlerini bulunuz.

(a) 2%+ 22y —y* =4z ; (b) 22 —1+coszy =0 ;
(¢c) y—z=esiny,|e|<l; (d)z+y=e""Y;
(e) arctan(z® +y?) —In(zy) —-1=0, zy>0.

Coziim: (a) y = y(x) fonksiyonu bir I C R arahig: lizerinde verilen

denklemin tiirevlenebilir bir ¢éziimii, yani « € I icin
2%+ 2ay(z) — (y(x))? = 4a
olsun. Bu esitlikte her iki tarafin = e gore tiirevini alalim. O halde,
2z + 2y(z) + 22y (z) — 2y(2)y (v) =4,z € [ =

y(z) # x olmak tizere y'(z) = yj/»%;? olur.
(b) v =y(x) fonksiyonu bir I C R aralig1 tizerinde verilen denklemin

tiirevlenebilir bir cozlimii, yani « € I icin
2% — 1+ cos (zy(x)) =0
olsun. Bu esitlikte her iki tarafin = e gore tiirevini alalim. O halde,
2z — ysin(xy) — ¢ (v)zsin(zy) = 0,z € [ =

ysin(zy) # 0 olmak tizere y'(z) = - olur.

2
sin(zy)
(¢) y = y(z) fonksiyonu bir I C R aralig iizerinde verilen denklemin

tiirevlenebilir bir cozlimii, yani « € I icin

y(z) —x = esiny(z)



Tiirev 441

olsun. Bu esitlikte her iki tarafin x e gore tiirevini alalim. O halde,

1

"(z)—1=ey(z)cosy, z €l =1(z) = —
o (z) ey’ (z) cosy, x y'(x) 1—ccosy

olur.
(d) y =y(z) fonksiyonu bir I C R aralig: iizerinde verilen denklemin

tiirevlenebilir bir ¢éziimii, yani z € [ icin
z 4 y(z) = V@

olsun. Bu esitlikte her iki tarafin = e gore tiirevini alalim. O halde,

eV -1 wt+y-—1

Y+ Dy () ="V — Lz el =y (x) = =
D) = —La eIy = Sy = T

olur.
(e) y=y(x) fonksiyonu bir I C R aralig) tizerinde verilen denklemin
tiirevlenebilir bir ¢6ziimil, yani = € [ icin
arctan(z? + (y(2))?) — In(ay(x)) —1=0
olsun. Bu esitlikte her iki tarafin x e gore tiirevini alalim. O halde,

2z 4+ 2yy'(z)  y+ay'(z)
14 (224 y?)? Ty

=0,xel=

J(@) = 22%y —y — y(2® + )’
o+ (2?4 y?)? — 2xy?

olur. ©

Asagidaki esitliklerle tanimlanan y = f(x) fonksiyonlarimm terslerinin
tiirevlerini ve onlarm tamim kiimelerini bulunuz.

(a) y=z+Inz,z>0; (b) y=222—a'z>1.

Coziim: (a) Verilen fonksiyon R tizerinde siirekli ve Vo € Ry icin
f'(x) =1+ 1> 0 olur. Budurumda (4.17) den dolay1 Vz € R, icin
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olur.

(b) Verilen fonksiyon (1,400) tizerinde siirekli ve Va € (1, +00) icin
fl(x) = 4z(1 — 2%) < O olur. f~1: (—o00,1) — (1,+00) : fy) =
v/1+ /1 —y ters fonksiyonun tiirevi (4.17) ye gore

(7)) = G—my D) = (=0

olur. ©

Asagidaki esitliklerle tanimlanan x = f~!(y) fonksiyonlarmin karsilarinda
yazili noktalarda tiirevlerini bulunuz.

() y=a+12°y=0; (b) y=22>—a" x> 1y =—-1.
Céziim: (a) yo = 0 oldugundan, y = = + L2° esitliginden zq = 0
olur. Buna gore, f/(z) =1+ a* = f'(x0) = 1 # 0 oldugundan, (4.17)
den dolay:

olur.
(b) o = —1 oldugundan, y = 22 — 2* esitliginden zo = V1 + /2
olur. Buna gére, f/(z) = 4z(1 — 22) = f'(z0) = —4vV2V/1+ V2 # 0
oldugundan, (4.17) den dolay1

1 1

Y T AW

olur. ©

Asagidaki fonksiyonlarm apsisleri karsilarimda yazili noktalarda teget

ve normal denklemlerini yazinz.
() fl@)=1tma=2; (b) f(2)
Coztim: f: (a,b) — R,y = f(z) fonksiyonunun grafigine (xq, f(xo))(zo €

= %, Trog = 7% .
(a, b)) noktasmda cizilen teget ve normal denklemleri f'(zo) # 0 olmak
iizere sirasiyla

y = f(wo) + f'(w0)(x — 20)
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y:f(%’o)—ﬁ(%’—l‘o)

denklemleri yardimiyla verilir.
(a‘> fl(‘r) = 7(13%)27]0(2) = %7’”(2) = 7% Olduguna gérea f(I) =
ﬁ fonksiyonunun grafigine (27% noktasinda cizilen teget ve normal
denklemleri sirasiyla

25

1 4 1
- “(x-2 =+ x-2
y=73 25(% ) vey 5+4(X )

olur.
(b) fl(z)= _;77 (—%) = —27f’(—%) = —4 olduguna gére, f(z) = L

- T
fonksiyonunun grafigine (’71, —2) noktasinda cizilen teget ve normal

denklemleri sirasiyla

1 1 1
y:—2—4(:c+§)vcyz—2+1(x+§)

olur. ¢
8) f{R—=R
ard + Bz, |z |<2ise,
f@) =9 T
LTarcsin:, |z |>2ise
™ x
fonksiyonunun

(a) her yerde siirekli,

(b) her yerde tiirevlenebilir

olmas icin « ve [ ne olmalidir?

Coziim: f fonksiyonunun herhangi o, 5 € R icin (—o0, —2)U(—2,2)U
(2, +00) tizerinde hem siirekli hem de tiirevlenebilir olmasi aciktir. Bu

fonksiyonun —2 ve 2 noktalarinda siirekli olmasi icin

F(=27) = J(=2%) = J(=2) ve £(27) = £(2*) = (2)

444 Coziimli Problemler
kosullarm saglamak zorundadir. f(—27) = —3%, f(=2%) = f(-2) =
—8a — 20 ve f(27) = f(2) = 8a+ 20, f(2T) + olduguna gore,
f nin —2 ve 2 noktalarinda ve dolayisiyla, her yerde siirekli olmast
icin 8a 4+ 20 = é olmahdir. Verilen fonksiyonun —2 ve 2 nokta-
larinda tiirevlenebilir olmast icin 6nce bu fonksiyon her yerde siirekli ve
f(=27) = f'(=2%), f(27) = f'(2") kosullarim saglamak zorundadir.
Buna gore, f/(—27) = f'(27) = 2\’[;7( ve f/(=27) = f'(27) = 12a + 3
oldugundan « ve 3 sayilari icin

12a + = ;7
da+ (= 117
denklem sistemini saglamalidir. Demek ki, fonksiyonun heryerde tiirevlenebilir
olmast icin
- 23+ 7 5o 2v3 437
T 06 7T
olmalidir. ¢
9 f[AR—=R

sgnr + 221 |z |> 1ise
2

. arctan(ax xz|< 1ise
f(fx)—{ o) s e
fonksiyonunun x = 1 ve x = —1 noktalarinda tiirevlenebilir olmasi icin

a ve (3 ne olmalidir?

Coztim:  Verilen fonksiyonun 2 = 1 noktasmda tiirevlenebilir ol-
mast icin 6nce bu fonksiyon & = 1 noktasinda siirekli ve f/(17) =
f/(17) kosullarim saglamak zorundadir. Buna gore, f(17) = f(1) =
arctana, f(1*) = B ve f/(17) = 125, f'(1*) = 1 oldugundan, o ve 3

1+a2?

sayilar: icin

a _ 1
1+a2 = 2

{ arctana = f3

denklem sistemini saglamalidir. Demek ki, fonksiyonun = = 1 nok-

tasinda tiirevlenebilir olmasi icin
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olmahdir. Benzer sekilde, verilen fonksiyonun r = —1 noktasinda

tiirevlenebilir olmasi icin o = 1, 3 = ™2 oldugu gosterilebilir. o

(10) f: (a,b) — R fonksiyonu (a,b) iizerinde tiirevlenebilir, x € (a,bd), 2 <

ay < Bn,(n=1,2,--+) ve n — oo iken o, — z, 3, — x olsun. Eger,

( [f:':(fn) dizisi sl ise,
lim f(ﬂrl) — f(an) _ j/(1>
n—co Pn — Qg

dir. 1spatlay1n1z.

Coziim: hm

= fl(x) = t, € (a,b)\{z},n = 1,2,--- ve

lim ¢, =z kosullarml saglayan her (t,) dizisi icin

f(tn) = f(x> + f/(x)(tn - I) + gn(tn - 1‘)7 lim e, =0
olacak sekilde bir (e,,) dizisi vardir. O halde,
flan) = f(@) + f(@)(an — 2) + e, (@ — @), lim &,) =0

ve

F(Ba) = f(@) + (@) (Ba — ) + €% (Bn — 2), lim £,° =0

n—oo

olacak sekilde (g,') ve (£,%) dizileri meveut olacaktir. Son iki esitlikten

f(ﬂn) - f(an)
ﬁn —Qn

. B —x Q, — T
= f(z) + &%~ —e
(> nﬁnfan nﬁn*an

elde ederiz. = < a,, < 3, ve ( ﬁB ) dizisi sirh oldugundan, (g2=%)

dizisi de smirhdir. Buradan (smlrh bir dizi ile sonsuz kiiciik bir dizinin

carpimida sonsuz kiiciik bir dizi oldugundan)

. —x a, — T
lim [e,,” B — g, |=0
n—00 ﬁn — Qi 371 — Qyp

oldugu, dolayisiyla, istenen esitligin dogrulugu anlasilir. ©
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4.2.2 Ek Problemler

) Asagidaki esitliklerle tamimlanan fonksiyonlarm tirevlerini bulunuz.
Tiirevin varoldugu kiimeyi gosteriniz.
(a) y=Q@Bz-7)"; b)y*r\/apz+1;
) y=y };12 ; d) y =ecos 2z ;
e) Y= f) y = In[In(Inz)] ;
g) y=sin(arcsinz) ; h) y = cot(arccotx) ;
i) y=aeose g lyy 1;\/7% ; j) y = arctan (z + V1 + 22) ;
k) y=(sin x)c"” ; 1) y = tanh (cos z) ;
COos| I IZ
y = <oby o —Incoth £- ; n) y = cot(a?) — 1 tan®(2x) ;

=)
=

y = log,” (22 + 3)2 p)y:bln\lnw\

. — COS T .

q) yfcos(logﬁ) ; r)y=3 ;
_ btacosz+vVb2—a?sinzy . sinasinz .
S) y= \/bZ a? 11’1( a+bcosx ) ! t) y = arcsin 1—cosacosx ?

1+z 1+Jcosa .

A~~~ o~~~ S~~~
=
Na?

—_— oo s s

u  y= sirlna In#2 —cotaln {222 . (v) y =1In \/iT + ¢ arctan % ° .
w) y=axva® — a2+ a®arcsin T X)y = ;
V) y=lsing o Dy
Cevap:
(a) ¥ =3003z-7)° R; (b) y = —oe43

(¢) ¢ = ;‘) 11/1H3, R\{—1,1}; (d)y = 2e*(xcos2z —sin2z), R ;

e) ) _ 4tanz(1+tan’z) n7r ne Z

1 .

( vy = (I+tan®z)2 > R (f) 7/ = zlnzln(lnz)]’ rz>e;
(8) v =1[-1,1; M)y =1 R;

(i) = (L0} ()Y = sy R

(k) y' = (stL)“’” l(cos2x—sil12xlnsin x),2nm < x < T+2nmw,n € Z;

(l) y/ - _cosl)sér(‘ci)sz)’ R ) (Hl) y - smh3 z2’ R\{O}

(n) 9/2(51;221"'22;3;) x# G +nr, v#nm,n€l;

0 v =13 1°g22ﬁ§ 9 R\{Z} 5 (p) y = el R,

(@) y'= % z>0,0#1; (r) ¥ = —(In3)sin 22.3°°% R ;
(s) y’*a+bL0&z,b27(1 >0, x # £arccos § + 2km,n € Z ;
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( e et (WY = ey (L) 5
a2 2 x

(V) ¥ = g, R; (W) y =2va> =22 |z|<|al;

x) ¥ =z (1+2Inz), R, ;

(

(

—+

) / __ cosz—cosa sin v . (

y) Y =|sinz [*7 (cosxcotx —sinzln |sinz |), z#nt,nel;

z) ¥ = (n2)2*"2%(1+1Inx), R, .

(12) Asagida parametrik denklemlerle verilen y = y(z) fonksiyonlarimin
tiirevlerini bulunuz.

(@) z=c! (b){x—t2+6t+5

y=t3 teR; y=t>—5b4t"1 teR, ;
2 = Insin £ r = Sat

(c) 2 (d) a2 \
y=Insint, 0<t<m; y:Hta,tGR\{Tﬁ};

© x = arcsin ﬁ
y = arccos 1=, t€R\{0}.

Cevap:
(a) ¢, =—3t%; by, =1-2+%;
b . 9444
(© vo=1{25 ) v, =5 ;
1, t>0ise,
e) y.,=
) . —1, t<O0ise.

(13) Asagidaki esitliklerde kapali sekilde tammlanan y = y(z) fonksiyon-
larmin tiirevlerini bulunuz.
(a) Y¥+P+y—z=0; (b) & — % =1,y >0;
() (a—z)y*=2%y<0; (e) ©
(e) 522 +9y* —30z+18y+9=0, y<—1.

2 2
3=a3,y>0;

+
<

Cevap:

(a) ¥ (2) = sprgper s (b) y(2) =52, |2 |>a;
(© Y@ =5=r0<w<2a; ()y@=—yL|z|<az#0;

(e) y’(z):%;‘%,|x73\<3.
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(14) Asagidaki esitliklerle tanimlanan = f~!(y) fonksiyonlarmn karsilarinda

(17)

(18)

yazili noktalarda tiirevlerini bulunuz.

(a) y =2z — %cosx,yo = % s D y=z+nz,z>0y=1.

Cevap: () (/)/(~5) =45 () (Y1) =1}

Asagidaki fonksiyonlarm apsisleri karsilarinda yazili noktalarda teget
ve normal denklemlerini yaziniz.

(a) f(x) = 25,20 = V2; (b) f(x) = cos2x — 2sinz,z9 = 7 .
Cevap: (a) y= 7%CL‘+M, y= gI,M ;

9 6
(b) y=1-2r+22,y=1+%—jz.
f ‘R—R
fl@) = c§+ﬁx2, | @< Lise,
Tl |z |[>1ise
fonksiyonunun
(8) her yerde siirekli, (b) her yerde tiirevlenebilir

olmasi icin «a ve (3 ne olmalidir?

Cevap: (a)a+3=1; (b)a=3 g=-1.
Asagidaki fonksiyonlarin her yerde tiirevlenebilir olmasi icin « ve § ne
olmalidir.

(a) f(z) = (z+a)e ™ 2 <0 ise,
ar? +Bx+1, x>0 ise;

) f(x){ oz + 5, x < 0 ise,

acosx + fsinz, x>0 ise.
Cevap: (a)a=106=3%; (b) a=4.
[a,b] {izerinde tammlanan f : [a,b] — R fonksiyonu verilmis olsun.
Yoy, w9 € [a,b] icin | f(z1) — f(22) |< A | 21 — 22 |['7* olacak sekilde

A >0 ve a > 0 sabit sayilar1 varsa [ fonksiyonu [a, b] iizerinde sabit
bir fonksiyondur. Gosteriniz.
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(19) f:R — R fonksiyonu icin
(a) Vz € Ricin f(z+ Az) — f(z) = AAz + ofx; Ax)
(b) | a(w; Az) |< C | Az
olacak sekilde C' > 0 sayis1 vardir. Bu kosullar saglandiginda
f(z) = Az + B oldugunu gosteriniz.

(20) f : (a,b) — R fonksiyonu = € (a,b) noktasmda tiirevlenebilir olsun.

a<a, <xz<p, (neN)ven— ooiken a,, — z, 5, — x ise,

lim f(ﬂ:b) — f(an)

n—oo P — ap,

= /')

dir. isapatlaylmz.

4.3 Yiksek Mertebeden Tiirevler ve Diferen-

siyeller

Eger, f : [a,0] — R,y = f(x) fonksiyonu her x € [a, b] noktasinda (a’
da sagdan ve b’de soldan) tiirevlenebiliyorsa, f nin [a, b] tizerinde tammbh ve
tiirev fonksiyonu denilen yeni bir f” : [a, b] — R fonksiyonu meydana geldigini
biliyoruz.(Bkz. Boliim 4.1). Eger, f' : [a,b] — R tiirev fonksiyonu [a, b]
iizerinde (a da sagdan ve b de soldan) tiirevlenebiliyorsa, (f')" : [a,0] — R

fonksiyonuna f nin 2. mertebeden tirevi denir ve y”, f"(z), Da2f(z), %7
% sembollerinin birisi ile gosterilir.

Tanim 4.3.1 : [ : [a,b] — R,y = f(x) fonksiyonu [a,b] tzerinde (a da
sagdan ve b de soldan) n — 1. mertebeden tirevienebilir olsun. Eger, f"=Y
[a,b] = R fonksiyonu [a,b] tizerinde (a da sagdan ve b de soldan) tirevienebi-
liyorsa, bu fonksiyonun (f™=V) : [a,b] — R tirev fonksiyonuna f nin
n. mertebeden tirevi denir ve y™, f) (), D, f(x), ZZZ, % sembollerinden

birisi ile gosterilir. Verilen bir f fonksiyonunun 0. mertebeden tirevi de f

nin kendisi olarak, yani f©) = f gibi tanwmlanar.
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Ornek 4.3.2 : Asagidaki fonksiyonlarin n. mertebeden tirevlerini bulunuz.

(0) f:R. =R, f(&) = 2°(a € R);

() [ R—R, f(z) =sinz;

(c) fiR—R, f(z)= cosz;

() fR—R, f(z)=a*(a>0,a#1);

(¢) FR\O—R, f(z)=log, || (a>0a+#1)

(F) f:R\{=2} =R, f(z) = (a+b2)*(a.b € R,b# 0,0 € R)

Cozim: (a)

() = ax* ! (z%)(R),
@) = (02 =ala - 1),
()™ = ala—=1)...(a =n+ 1)z .
(b) Vz € Ricin
. . T
(sinz)r = cosx =sin(z+ =),
(sinz)® = —sinz = sin(z + 2%) e
(sinz)™ = (sin(z + (n— 1)%))/

= cos(z+ (n— l)g)
. 7r
= sin(z + IL§)

olur.

(¢) Vz € Ricin (b) ye benzer sekilde,

(cos )™ = cos(z + ng)
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oldugu gosterilebilir.
(d) Vz eRicin

451

(a*) = (a"Ina,
(a®)@ (a®Ina) = (a®)In’a,
(@)™ = (""" 'a) = (a®)In"a

olur.
(e) VaeR\ {0} icin

(log, [])’
(log, |«])®

(log, |)™

olur. Ozel durumda Ja=¢e
1!z~ bulunur.
() Vo eR\{(=$)} icin

((a+bx)*) =
((a+bx)*)? =

((a+ bz)*)® =
olur. ¢

Ornek 4.3.3 : Va2 € R icin
(arctan z)™

oldugunu gosteriniz.

ise, Vo € R\ {0} icin (In|z|)™ = (—1)"(n —

ala+bx)*(a + bz

ba(a + bx)*~!

ba((a + bx)* 1)
ba(a—1)(a+bx)*72, -
blafa—1)---(a —n+1)(a+bx)*™"

(n—=1)! . ks
(EoH sin[n(arctan z + 5 )] (4.21)
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Coziim: y = arctanx, x = tany,
1 1 X
= = cos
1+ a? 1+ tan’y Y
olduguna gore, (4.21) esitligini
y™ = (n—1)cos"ysin[n(y + g)] (4.22)

biciminde yazabiliriz. Matematik Indﬁksiyon yontemiyle (4.22) esitliginin
dogrulugunu gosterelim. n = 1 icin (0! = 1) dir.
y = (arctanz) = b
1+ 22
cos’>y = (1 —1)! cosysin(y + g)

bulunur. Bu ise, (4.22) nin n = 1 icin dogru olmasi demektir. Kabul edelim
ki (4.22) esitligi bir n > 1 icin dogrudur. Bu durumda, (4.22) nin n + 1
icin de dogru oldugunu gérelim. (4.22) esitliginin her iki tarafindan z e gére
tiirev alirsak
y(n+1) _ (y(n))/
= (n—1){cos" ysin[n(y + g)]}/z

[bilesik fonksiyonun tiirev formiiliinden |

= (n—1){cos" ysin[n(y + g)]};y;

= (n—1)Y(cos" y);/ sin[n(y + g)] + cos™ y(sin[n(y + g)]);}y;

[y, = Tre = cos®y, (cos™ y)L =ncos" L y(—siny),
(sin[n(y + g)])' =ncos[n(y + g) oldugundan]

= nlcos"™ y{—sinysin[n(y + g)] + cosy cosn(y + g)]}
= nlcos™ M ycos|(n+ 1)y + ng]

= nlcos™ ysin[(n + 1)(y + g)]
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elde ederiz. Buise, (4.22) esitliginin n+ 1 durumunda dogru olmasi demektir.
Buradan , (4.21) esitliginin dogru oldugu anlasilir.

u,v : [a,b] — R, [a,b] lizerinde n. mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar
ise, cu(c € R) ve u £ v fonksiyonlarmn da [a,b] iizerinde n. mertebeden

tiirevlenebilir olduklar1 ve
()™ = cu™ | (u=+v)™ =u £ ™)) (4.23)

formiillerinin dogrulugu tiimevarimla kolayca gosterilebilir. ¢
Bu durumda uwv fonksiyonun n. mertebeden tiirevlenebilir olmasi asagidaki

teoremle verilir.

Teorem 4.3.4 (Leibnitz Formiilii) : u ve v fonksiyonlar bir [a,b] C R
uzerinde n. mertebeden (n € N) tirevlenebilen fonksiyonlar ise, uv de [a, b]
tizerinde n. mertebeden tirevlenebilirdir ve

(uv) ™ (z) = ; (Z) w0 (2)o®) (z) (4.24)
dir.

ispat: n =1 icin,

(wo)V(z) = uD(z)o(z) + ulz)o® (z)
1
1 ' ;
= 3 (3)u Pt
k=0
ifadesinin dogrulugunu Teorem 4.2.1 (b) de gormiistitk. Kabul edelim ki,
(4.24) formiilii bir n > 1 icin dogrudur ve onun n + 1 icinde dogru olacagimi

gorelim. (4.24) {in her iki tarafindan = e gore tirev alirsak

(1) "V (z) = 2 (1) ebety

-y (n> (R0 g (=B (D)
k

k=0
n+1

n
n n
_ (n—k+1), (k) (nt1-k), (k)
= Z(k71>u v +;<k>)u v

k=1
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[(761) = () = () = (5 = Lve () = (1) + (i) oldugundan]

n+1
_ <” + 1> W) )
- k

elde ederiz. Matematik Indiiksiyon metodu geregince (4.24)tin dogrulugu

ispatlanmis oldu. O

Ornek 4.3.5 : f(x) = x?sin 2z fonksiyonunun n. mertebeden tirevini bu-

lunuz.

Céziim: Vk > 2 dogal sayst icin (%) = 0 olacagindan (4.24) formiiliinde

u(z) = sin 2z, v(x) = 2* yazarsak,
(2 sin 22)™ = (2)22(sin 22)™ + () (22)" (sin 22) "D+ (2) (22) (sin 22:) ")

oldugu elde edilir. sin2z fonksiyonunun n., (n — 1). ve (n — 2). mertebeden
tiirevlerini
(sinaz)® = o” sin(azx + kg)(a cR)

formiiliinden faydalanarak bulacagiz ;

(sin2z)™ = 2 sin(2x+ng)7

™

(sin2z)™ Y = 2 Dgin(2z 4+ (n — 1) 2)

= =20 cog(22 + ng),
T

(n=2) 2D sin(2x + (n — 2) 2)

(sin2z)

= -2 gin(2z 4 ng)

Buna gore,

-1
(2@ sin 22)™ = 27 (2 — %) sin(2z + ng) — 2"nx cos(2z + ng)

olur. ¢
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Ornek 4.3.6 : ag, a1, -+, G, herhangi reel sayplar olmak dizere P,(x) =
apx” +a " 4 A ay_02® + ayx +a, polinomunun Pr(Lk)(()) k=1,2,3,---

tirevlerini bulunuz.

Coziim
bel)(z) = napr" '+ (n — Daa™ 24+ 2, 01 + a1,
PO(x) = n(n—1)ax" 2+ (n—1)(n — 2)agz" > 4 - + 2a,_o,
PO(@) = n(n—1)(n—2)apx" >+ -+ 32, 3, ,
P™(z) = n(n—1)(n—2)--2aq
PP(z) = 0k=n+1,n+2,--
oldugundan,
Pw<0) = Ay,
PYO0) = a, 4,
PA0) = 2a, 5 =2a, s,
PO0) = 3.2a, 3=3la,3,-- ,
Pr(L”)(O) = nlag,
PE©O) = 0, k=n+1,n+2,---
_ PO g 5
olur. Buradan, aj = Re=ot k=0,1,2,--- ,n olacagmdan,
Pi(O) o PO P20) »  Pl0)
Pn — n '/;fl (/"/ - n n Pn 0
() (n)ll + (7171)!T +- (2)!£+ (1)!:1:-1— (0)
olur. ¢

Ornek 4.3.7 (Parametrik Sekilde Verilmis Fonksiyonun 2. Mertebeden Tiirevi):

o, (a, B) — R fonksiyonlar: («, 3) tizerinde 2. mertebeden tirevlenebilen
ve ¥t € (o, B) icin ¢'(t) # 0 olsun. Bu durumda,

z = p(t),
y=¢(), a<t<p

tanuma ile y = f(x) fonksiyonunun 2. mertebeden tirevini bulunuz.
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Coziim: (4.20) formiiliine gore y, = %é dir. Buna gore,

;o (ﬁ)/ vy,
noo_ N Yy Nt (x])?
Yoz = (y.q:)m - (7/) - 5 /
Tt o Ty Ty
] 1o
_ TiYu — Yy
N3
(1)
olur. Ozel durumda , z = Int,y = €' icin
/ t
R
Yy = i te”
t t
' ty ¢ t
v (Y (') et tte! t
Yoz = g 1 - 1 - t(l + t)(i
Ty B i

oldugu elde edilir.
Yukaridaki érnekte oldugu gibi, eger (4.19) ile tammh y = f(x) fonksiy-

(n—1) (n)

onunun n — 1. mertebeden y,.,_,” tiirevi bulunmussa onun n. mertebeden y

(n-1)y,
tiirevi y™ = (31”;77& formiilii yardimiyla hesaplanabilir. ¢
t

Ornek 4.3.8 (Ters Fonksiyonun 2. Mertebeden Tirevi): f : (a,b) — R,y =
f(x) fonksiyonu (a,b) tzerinde sirekli ve artan (veya azalan) olsun. Eger,
bu fonksiyon (a,b) dzerinde 2. mertebeden tirevlenebilen ve Vo € (a,b) icin
Ji() # 0 ise, f nin f4: (F(a), f(b) — R (veya S+ (f(b°), f(a*)) —
R), x = f~Y(y) tersinin de 2. mertebeden tiirevlenebilen oldugunu gésteriniz.

Ayrica onun 2. mertebeden xy, tirevini bulunuz.

Céziim: z = f~1(y) ters fonksiyonunun tiirevlenebilen ve T, = yi, formiiliiniin
dogru oldugunu Teorem 4.2.4 de gordiik. O halde, dnce ters ve sonra bilesik

fonksiyonlarin tiirev formiillerini uygulamayla
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Ozel durumda, f : R — R,y = f(z) = x + 2? fonksiyonu R iizerinde
artan ve Vo € R icin ¢, = f'(z) = 1 + 32% # 0,1, = 62 olduguna gore,

z = o1

VT oy 1 3a?
o R
B AT (EE P

olur. ¢

Simdi yiiksek mertebeden diferansiyelleri tammlayalm. f : (a,b) —
R,y = f(z) fonksiyonu (a,b) iizerinde tiirevlenebilen ise, onun df(z) ile
gosterilen diferensiyeli, hem x, hem de dz degiskenlerine bagh df (x) = f'(x)dx
va da df (z)(dz) = f'(z)dz esitligl ile tammlandigini biliyoruz. (Bkz. Tamm
4.1.5) " : (a,b) — R fonksiyonu (a,b) iizerinde tiirevlenebilen olsun. Bu
durumda dz € R sabit tutulmak tizere df (x) diferensiyeli yalmzca x in bir
fonksiyonu olur. Bu fonksiyonun diferensiyeline (z’e dz artimi verilmekle)
f(2) fonksiyonunun 2. mertebeden diferensiyeli denir, d* f (z) ya da d* f (z)(dz)

ile gosterilir. Bu durumda,

?f(x) = d(df(x)) = d(f'(z)dx)

[dx sabit bir say1 oldugundan]
= d(f'(x))dz
[d(f'(z)) = (f'(z))dz = f"(x)dz oldugundan]
= f"a)dzdr = f"(x)ds?,
yani,

df(zr) = f'(x)da? (4.25)

bulunur. Burada, dz? = (dz)?* gibi anlagilmasi gerekir. (a,b) iizerinde n.
mertebeden tiirevlenebilen f : (a,b) — R fonksiyonunun n. mertebeden difer-

ensiyeli benzer sekilde tanimlanabilir. Ttimevarimla herhangi n € N icin

&'f(z) = f(x)da" (4.26)
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elde edilir.

u,v : (a,b) — R, (a,b) tizerinde n. mertebeden tiirevlenebilen fonksiyon-
lar ise, cu + Bv(a, 3 € R) ve uv fonksiyonlarinin n. mertebeden diferensiyel-
lenebilen ve (4.23),(4.24), (4.26) formiillerini kullanarak

d"(ou+ pv) = ad'v+ fd",

n

Z (Z) A" Fudt

k=0

d"(uv)

formiillerinin dogru olduklar1 tlimevarimla gosterilebilir.

Not: (4.25) ve n > 2 durumunda (4.26) formiilleri yalmzca x bagimsiz
degisken oldugu durumda gecerlidir. o

Bunu n = 2 icin gorelim. ¢ : (a,b) — R,u = p(x) fonksiyonu (a,b)
tizerinde, f : p((a,b)) — R, y = f(u) fonksiyonu da ¢((a,b)) tzerinde 2.

mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

dy = yydv = (f(p(x)))dx
= fl(e(@)p/(x)dz,

yani dy = y,u,dz bulunur. Burada, u,dz = du oldugunu gézoniine alirsak,

dy = vy,du, yani,
dy = f'(u)du (4.27)

elde ederiz. Buna gore,

PPy = d(dy) = d(y,du)
= d(y,)du + (y,)d(du)

[(4.27) den dolay1 d(y.,) = (yu),du = y,du ve d(du) = du]
= yguduz + (yu);dlﬁ
yani,

Py = yldi’ + (y),d’u (4.28)
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bulunur. dy = y,dx ve (4.27) formiillerinden gorilldugi gibi, y = f(u)
fonksiyonunda , u bagimsiz veya bagiml degisken oldugu durumda, fonksiy-
onun diferansiyeli, ayni sekle sahip formiille, yani, f nin tiirevi ile v argiimaninin
diferensiyeli carpimina esittir. Buna, fonksiyonun 1. mertebeden diferen-
siyelinin seklinin degismezligi (invaryanthigi) zelligi denir. (4.25) ve (4.28)
den goriildiigi gibi u = f(u) fonksiyonunun 2. mertebeden diferansiyeli genel
olarak diferansiyel seklinin invaryanthg ozelligine sahip degildir. w = v
bagimsiz degisken veya a,b € R olmak tizere v = ax + b seklinde bagimh
degisken olmasi durumlarinda d?u = 0 olacagindan (4.28) den bu durum-
larda d*y =y, du® oldugu elde edilir. Demek ki, d"y = y".du™ esitligi her
n € N dogal sayisi icin yalnizca u = x bagimsiz ve a,b € R olmak tzere
u = ax + b seklinde bagiml degisken oldugu durumlarda diferensiyel seklinin

invaryanthgr ozelligine sahiptir.

Ornek 4.3.9 : y = cosx? fonksiyonunun x bagimsiz ve bagimh degisken

oldugu durumlarda 2.mertebeden diferensiyelini bulunuz.

Coziim: (a) « bagunh degisken olsun.

I. Yol: 2. mertebeden diferensiyelin tanimi geregince
d*y = d(dy) = d(d cos x*)
[1. mertebeden diferansiyel seklinin invaryanthg 6zelliginden]

= d(—2xsinz’dz)
= —2d(wsina?)dr — 2 sin 2%d(dx)
[d(zsin 2?) = da sin 2% + xd(sin %)
= sina?de + 22% cos v2d,
d(dz) = d*z oldugundan]

= —2(sina? + 22% cos2?)da® — 2z sin 2’ d*x
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II. Yol: Verilen fonksiyonun x e gore 1. ve 2. mertebeden tiirevlerini
bulalim :

Yy, = —2xsin 22,

Yy = —2sin 2?2 — 4% cos 22
O halde, (4.28) formiiliine gore

d*y Y poda® + y d*w

—2(sin2? + 227 cos 2?)da? — 2z sin 2’ d*x

bulunur.
(b) x bagimsiz degisken olsun. Bu durumda, d*z = 0 olacagindan (4.25)
ten dolay1

d*y =y daz® = —2(sin 2? + 227 cos %) da?

olur. ¢

4.3.1 Coziimli Problemler

(1) Ry iizerinde tamml f : Ry — R fonksiyonu 3. mertebeden tiirevlenebilir
olsun. Bu durumda y = f(e®) fonksiyonunun y” tiirevini bulunuz.

Coziim: Bilesik fonksiyonun tiirev formiiliine gére

yo= () = 1)) = e,
y'o= ) = (Fe)en) = (f () e + Fe)(e)
= f(eN)e* + f(e)e”

Benzer sekilde,
y/// _ (y//)/ _ f///( ) 5z+3f//( ) 2z+fl<ez)ez

bulunur. ©
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(2) u ile v 2. mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar oldugunda asagida

verilen y = y(z) fonksiyonlarinin 2. mertebeden diferansiyelini bulunuz.
(a) y=arctan¥; (b) y=ue"’
Coztim: (a) 1. mertebeden diferansiyel seklinin invaryanthigmdan
dy = d(arctang) = (arctang)’d(g)
v v’ o
1 wvdu—udv  vdu—udv
T+ (22 02 ou+?

(5]

. mertebeden diferansiyelin tanimima gore

vdu — udv

2, — —
dy*d(dy)fd( U2+U2

)

[kesrin diferansiyeli formiiliinden]
(u? 4+ v¥)d(vdu — udv) — (vdu — udv)d(u® + v?)
(u? +0?%)?
[d(vdu — udv)] = dvdu + vd(du) — dudv — vd(dv)
= vd*u —ud®, d(u’® +v*) = d(u?) + d(v?) = 2udu + 2vdv oldugundan]
vdPu —ud’v  2{uv[(du)® — (dv)?] + (v* — u*) }dudv
u? 4 v? (u? +v?%)?

bulunur.
(b) dy = d(ue™") = e~V du+ ud(e™")
[d(e™") = e d(—v?) = —2ve™"dv oldugundan]

= ¢ du—2uwe " du = ¢ (du — 2uvdv) .

d*y = d(dy)

= (du—2uvdv)d(e™"") + e d(du — 2uvdv)

= —2ve " dv(du — 2uvdv) + ¢ (d(du — 2(uvdv))
[d(du) = d*u,d(uvdv) = dvd(uv) + wvd(dv) = vdudv + udv® + wvd*v
oldugundan |

= —2ve dv(du — 2uvdv) + ¢ (d*u — 2vdudv — 2udv® — 2uvd®v))
e (dPu — 2uvd®v — wwdudv + 2u(20* — 1)dv?))
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bulunur. ©
3)

z =2t —t2
y=3t—1

parametrik denklemle tanimlanan y = f(z) fonksiyonunun ¢, tirevini
bulunuz.
Coziim:
df(z) _dy
U - 7
Yo = "ax dx
olduguna gére, V¢t € R\ {1} icin
A3t —t%)  (3-3t)dt 3
= —= = (14t
Yo T Gei—m - @oaa 20t
o dw) _dG0En) gk
dz d2t—2) 200 —t)dt  4(1—t)
y/// _ d(yi’z) _ d(ﬁ> _ d(%) _ 3
.’173 - - - -

dr d2t—t) 20 —tydt  8(1— 1)
bulunur. ¢
(4) 2% +1y? = 52y® denklemi ile kapal sekilde tanimlanan y = y(z) fonksiy-
onunun y”(x) tirevini bulunuz.

Coziim: y = y(x) fonksiyonu bir I C R araliginda verilen denklemin

2. mertebeden tiirevlenebilen bir ¢dziimii varolsun, yani Va € [ icin

2+ (y(@))? = 5a(y(x))?

esitligi saglansin. Burada, her iki tarafin = ’e gore tiirevini alirsak,

zincir kuralindan

20+ 2y(2)y'(x) = 5y°(x) + 152y (2) ¢/ (z) =
2z — 5y3(z)

y(z) = 15ay?(z) — 2y(x)
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elde ederiz. Buradan,
PN 2z —5y%(x) |,
Yy o= (@) = (m)
20y3(x) — Thay* () — 602%y(z) + 4z)y' (x) — dy(z) + T5y°(x)
(15zy?(z) — 2y(x))?

z—5y° (z ~
[y (x) = W% oldugundan)]

150025 (x) — 12023 + 1502%y3 (z) — 250y°(x)
(15zy(z) = 2)%y*(x)

bulunur. ¢
(5) y= P y—— fonksiyonunun »™ tiirevini bulunuz.
Coziim: Va e R\ {1,2} icin
1 ! 1
22-324+2  x—-2 x-1

— @-2 =@
olduguna gére, Ornek 4.3.2(f) den
PO = (=2 — (- 1))

n 1 1
(-1) n!((I —2)(nrD) B (x— 1)(n+1))

bulunur. ©

(6) y = sin® z fonksiyonunun y™ tiirevini bulunuz.

Coziim: sin®z = %sinx — isin 3z olduguna gore,

3 1
g™ = (Z sinz)™ — (Z sin 3z)™
[(sinax)™ = a".sin(az + n.5,n € N oldugundan|

3in ™ 3o ™
= (Z) 51H($+7’L.§) (Z) 5111(3x+n.2)

bulunur. ©
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(7) y = sin* z + cos* x fonksiyonunun y™ tiirevini bulunuz.
Coziim: y = sin*z + cos'z = % + icos 4z olduguna gore,

3 1
y = (Z)(") + (1 cos 4x)™

[(cos ax)™ = a™. cos(az +n.Z), n € N oldugundan ]

= 4" cos(dx + ’n,.g)

bulunur. ¢
b
(8) y=1In ator fonksiyonunun 3% tiirevini bulunuz.

a—

Coziim:
,  a—bx a+br),
Y =4 +bxr a—bx
2ab

(a+ bx)(a — bzx)
= GroT+ G0

olduguna gore,
- a —1\(n— —1\(n—
YO = @) = (G (G )
[Ornek 4.3.2(f) den]

= (U= DG )+ = DG )

_ %n((a +b2)" + (~1)"(a - ba)")

bulunur. ©

(9) y =| « |? fonksiyonu 2 = 0 noktasinda hangi mertebeden tiirevlenebilirdir?

Coziim: Vz € R\ {0} icin

() = { 322, x>0 ise,

—32%, x <0 ise
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(10)

(11)

ve tiirev tanimina gore

y(0+h) —y(0)
h

oldugu elde edilir. Demek ki, V2 € R icin fonksiyon tiirevlenebilirdir

ve y' () = 3a%sgna dir. Benzer sekilde, 2. mertebeden tiirev icin

y"(x)

6z, x>0 ise,
—6z, x <0 ise

y//(o) = lim y((() + h) — yl(())

h—0 h
2.
— lim 3hsgnh -0
h—0 h

oldugu, dolayisiyla, fonksiyonunun 2. mertebeden tiirevlenebilir ve Vz €
R icin y"(z) = 6 | x | oldugu elde edilir. | 2 | fonksiyonu 0 da
tiirevlenemez oldugundan verilen fonksiyon # = 0 da 3. mertebeden

tiirevlenemez olup, 2. mertebeden tiirevlenebilirdir. ¢

4.3.2 Ek Problemler

u ve v 2. mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar oldugu durumda asagida
verilen y = y(z) fonksiyonlarimin d?y diferansiyellerini bulunuz.

(a) y=u2+v); (b) y=ulnv;

(c) y=vut+v% (d) y=u"
Cevap: (a) d*y = (v + 2)d*u + 2dudv + ud®v; (b) d*y = Inv.d*u +
; . 2+ %) (ud? d? du — udv)?
2 dudv+ EdPo— 2 de?; (c) dy — LoV udut od?) + (vdu — udv)”,
(u? +v?)2
(d) d*y = v’ (Ld*u + Inud®v + U(Z%l)duz + 2(vlr:liuﬂ)dudv +In?w.dv?) .

Asagldakl parametrik denklemlerle tanimlanan y = y(x) fonksiyon-

larmin y ", tiirevlerini bulunuz.

mt

y = tanlog, ¢

Qd
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T =13, x = Incost,

(a) .
y=1t; yflncoth

© 9:—(1+cos t)sint, I:1+t'
y = sin’tcost ; y=(t—1e

— gin| — co> t
© x = sinlog, ¢, { x

-2 —8cos?t

i (b)

Cevap: (a)

i (0

94’ cos2 ot cos? (3 COS3 t—1) :
@ 2(1+ t)3; o) Ssin log, t; (f) 23sin® =1 |
tet cos® log, t

(12) Asagidaki denklemlerle kapali sekilde tammlanan y = y(x) fonksiyon-
larimin y”(x) tiirevlerini bulunuz.
(a) a?+y’=a% (b)y®=2px;
(c) e ¥=aw+y; (d)y—atanln/z2+y%>=0;

(€) yr=ev".

L *az, = Mty 20 )
Cevap: (3) 50 () 25 (50 )
(e)2x2y(3y 2(3 — 2My? + 3 + 22%)
(y> + 1) ’
(13) Asagidaki tiirevleri hesaplaymiz.
(&) (fE)D; () (Va)to;
(© (Z)©;  (d) (2?cos5a)?
Cevap: (a) 2zf"(x%) +82%f"(2?);  (b) 7M, x> 0;

21029 /7

2
20 x # 1; (d) 514(5a® — 1262) sin 5a — 3.53(752% — 182) cos bz

(=17

(14) Asagida verilen y = y(z) fonksiyonlarmmn y™ tiirevlerini bulunuz.
(a) y=cos®u; (b) y = cos ax cos fz;
(c) y=(ax?+ bz + c)ek*;
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(d) y:agx"Jralz”’lJr---+a”,1z+an, (az eR Z:O 1 )7
(e) y=uwlogy(l—3x); (f) y = e cos(bx + c)
(8) y=e"sin’y; (h)y = cosh arsinbx .

Cevap: (a) 3cos(ax+n%)+ % cos(3z + n%);
(b) o~ By coslia— B +n3)] + Ha+ B cosl(a+ B +nD));
(¢) k" 26k [(az® + ba + c)k? + (2az + b)nk + n(n — 1)al;

(d) aon!;

(e) %(?ﬂc—n)(l —3x) " n>1,

(f)  e®(a® +b?)3 cos(bx + ¢ + ny),

a . b
— sinp = ———;
Vet T Vere
(g) 2" 'e*(1—2% cos(2x 4+ n.%));
(h) (a® + b*)%(coshax co::(mp —njg)sin(bx + nF) + sinhax sin(ngp —

_ b
v a,2+172 ssinp = Va2+b? *

cosp =

ng)cos(bx +nf)), cosp =

Asagida verilen y = y(z) fonksiyonlarimin z = 0 noktasinda hangi
mertebeden tiirevlenebilirdirler.

(a) y(@) 1—cosz, x> 0 ise,
a) y(zr) =
Y In(l4+z)—2z, x>0ise;

sinhx —z, z <0 ise,
r—sinz, x>0ise;

(c) ylx) =

z =0 ise ;

{ #'%sind x££ 0 ise,
0

_1 .
e 22, x#0ise,

0, x = (Oise .

(d) y(x) = {

Cevap: (a) ¢'(0) =0,y"(0) tiirevi yoktur;

(b) ¥'(0) =9"(0) =0, y"(0) =1, y(4)( ) =0 y®(0) tiirevi yoktur ;
(¢) y™(0)=0,n=1,2,---,50,4Y(0) tiirevi yoktur ;

(d)  y™(0)=0,n=1,2,---
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(16) Pym(x) = ((1 —2™)™)™ m > 0 olsun. P, (1) bulunuz.
Cevap: (—1)"m"n! .

(17) f: R — R fonksiyonu R iizerinde tiirevlenebilir olsun. f ¢ift oldugunda

/' nin tek ve f tek oldugunda f’ nin cift olacagini gosteriniz.

4.4 Diferensiyel Hesabin Esas Teoremleri

Bos olmayan X C R kiimesi, X iizerinde tanimh f : X — R fonksiyonu

ve zg € X noktas: verilmis olsun.

Tanim 4.4.1 : Eger, Yo € U(zo)NX icin f(z) < f(z,) (veya f(x) > f(x0))
olacak sekilde xo noktasinan bir U(xg) komsulugu varsa, xo noktasina f nin

lokal (yerel) maksimum (veya minimum) noktasy denir.

Tamm 4.4.2 : Eger, V& €r (@) N Xicin f( ) < f(z,) (veya f(x) > f(x0))
olacak sekilde xo noktasinin delinmis bir U (o) komsulugu varsa,xg nok-

tasina f nin kesin lokal (yerel) maksimum (veya minimum) noktast denir.

Tanim 4.4.3 : : Lokal minimum ve maksimum noktalarina lokal ekstremum
noktalar, fonksiyonun bu noktalardaki degerlerine de fonksiyonun lokal ek-
stremumlary (veya lokal ekstrem degerleri)denir.

Ornek 4.4.4 : f:[0,40) — R,

_1)2 .
ﬂm—{<x D% 0<w <3 ise

4, x> 3 ise

fonksiyonu verilsin. (Bkz Sekil 4.2)

Bu fonksiyon icin,

x = 0 noktasi lokal maksimum, x = 1 noktast lokal minimum,

r = 3 noktasy lokal maksimum, x > 3 noktasy hem lokal maksimum hem
de lokal minimum noktalaridur. [3,+00) aralige izerinde fonksiyon sabit bir
Sfonksiyondur.
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Ornek 4.4.5 : f : R\ {0} — R, f(z) = cos L fonksiyonu verilsin. Bu

fonksiyon icin, v, = 5=k € Z\ {0} noktalari lokal maksimum, x} =

m, k € Z noktalar da lokal minimum noktalaridur.

Tanim 4.4.6 : zy € X noktast X dzerinde tamuml f : X — R fonksiy-
onunun ekstremum noktasy olsun.Eger, xo € X noktast hem X_ = {z € X :
x < o} kimesinin, hem de Xy = {x € X : & > x0} kiimesinin limit noktas:

ise, xy a ic ekstremum noktasi denir.

Ornegin,a, |k € Z\ {0} ve a, k € Z noktalar1 Ornek 4.4.5 deki fonksiy-
onun ic ekstremum noktalaridir, z = 0 noktast Ornek 4.4.4 deki fonksiyonun

ic ekstremum noktast degildir.

Tanim 4.4.7 : Eger, her x € X icin f(z) < f(p)(f(x) > f(q)) olacak
sekilde bir p € X(¢ € X) noktasi varsa, f : X — R fonksiyonu p(q)
noktasinda mutlak maksimuma (minimuma) sahiptir denir. Ornegin, Ornek
4.4.4 deki x = 1 noktasy fonksiyonun mutlak minimum noktasi, x > 3 nok-
talars da mutlak maksimum noktalardir; Ornek 4.4.5 deki x), k € Z\ {0}
noktalary fonksiyonun mutlak maksimum noktalar, x, k € Z noktalar da

mutlak minimum noktalaridr.
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Teorem 4.4.8 (Fermat Teoremi) : g € X noktasi f : X — R fonksiy-
onunun bir ic ekstremum noktasi olsun. Eger, f fonksiyonu x¢ noktasinda

tirevlenebilen ise, f'(xo) =0 dur.

Ispat:  Teoremin ispatim @y bir ic maksimum noktasi oldugu durumda
yapalhm. Bu durumda, z noktasinm her z € U(xg) N X icin f(z) < f(xo)
(veya f(z)— f(zo) < 0) olacak sekilde bir U(xg) komsulugu vardir. O zaman,
x < o (veya x — xo < 0) olacak sekilde her z € U(z) N X icin

f@) -~ ) (120
r — Zo

ve T > xg (veya x — xg > 0) olacak sekilde her x € U(x) N X icin

f@) = (@) <0 (4.30)
T — T

olur. f fonksiyonu 2 noktasinda tiirevlenebilen oldugundan f'(x7) = f'(zy) =
f'(z0) dir. Buna gore, x — z; iken, (4.29) ve 7 — a7 iken (4.30) dan sirasiyla
(o) = f'(xg) > 0 ve f'(x9) = f'(xf) bulunur. Bu ise, f'(x9) = 0 olmasi
demektir. xg bir ic minimum noktasi oldugu durumda Teoremin ispat1 benzer
sekilde yapilir. O

Fermat teoreminin geometrik yorumu soyledir: z¢ € (a,b) nok-
tasinda tiirevlenebilen f : [a,b] — R fonksiyonu 2y noktasinda bir lokal ek-
stremuma sahip ise, A(zg, f(x0)) noktasmmday = f(z) fonksiyonunun grafigine

cizilen teget x eksenine paralel olur. (Bkz. Sekil 4.3)
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Not: Fermat teoreminin karsit1 genel olarak dogru degildir. Ornegin,
F[L,3] = R, f(z) = (x — 2)% fonksiyonu icin, f/(2) = 0 dir, fakat z = 2
noktasi fonksiyonun bir ic ekstremum noktasi degildir. e

Fermat teoreminin hipotezindeki xy mn bir i¢ ekstremum noktasi olmasi
kosulunun kaldirilamayacagini gosteren bir 6rnek verelim. f: [0,1] — R, f(z) =

z fonksiyonu icin
m =min{f(z): 2z €[0,1]} =0, max{f(z) :z € [0,1]} =1,

fakat Vo € (0,1) icin f/(z) =1#£0ve f/(0Y) = f/(17) =10 dir.

Bir fonksiyonun herhangi bir noktada lokal ekstremuma sahip olmasi
fonksiyonun o noktada tiirevlenebilir olmasim gerektirmez. Ornegin, f : R —
R, f(x) = — | # — 1 | fonksiyonu & = 1 noktasmda bir lokal maksimumuma
sahiptir, fakat fonksiyon bu noktada tirevli degildir. (Ciinkii, f/(11) = —1
ve f'(17) =1 dir.)

Teorem 4.4.9 (Rolle Teoremi) : f : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] izerinde
stirekli ve (a, ) tzerinde tirevlenebilir olsun. Eger, f(a) = f(b) ise, f'(c) =0

olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) noktasy vardur.

ispat: £, [a, b] iizerinde siirekli oldugundan, Teorem 3.2.7 e gore bu fonksiyon
[a, ] tizerinde en kiiciik m ve en biiyiik M degerlerine sahiptir. m < M
oldugundan, ya m = M ya da m < M dir. Eger, m = M ise, fonksiyon
sabit bir fonksiyon olur ki, bu takdirde Ve € (a, b) icin f’'(c) = 0 olacagindan
Teorem aciktir. Simdi m < M olsun. f(a) = f(b) oldugundan, fonksiyon
m ve M ekstrem degerlerini [a,b] nin bitim noktalarinda alamaz. O halde,
fonksiyon bu degerlerinden en az birini [a, b] nin bir ¢ € (a,b) i¢ noktasinda
alir. ¢ noktasinda fonksiyon tiirevlenebilen olduguna gore, Fermat teoremi
geregince f’(¢) = 0 olur. O

Rolle teoreminin geometrik yorumu séyledir: Teoremdeki kosullar
saglandiginda 6yle bir ¢ € (a, b) noktasi vardirki (¢, f(c)) noktasimnday = f(z)

fonksiyonunun grafigine cizilen teget = eksenine paralel olur. (Bkz. Sekil 4.4)
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Rolle teoreminin hipotezindeki kosullarin kaldinlamayacagim gosteren érnekler

verelim:
(a) f:[-1,1] — R, f(z) =| « | fonksiyonu [—1,1] {izerinde siirekli,
z € (0,1] icin f'(z) =1 ve x € [-1,0) icin f/(z) = —1 olduguna
gore, her x € [—1,0) U (0,1] icin f" # 0 dur.
(b) f:[L2] =R,
) = { L+ 2 e(1,2) ise,

, r=1vex=2 ise

(=11

fonksiyonu (1,2) tizerinde tiirevlenebilen ve f(1) = f(2) = 0 dur.
f(1) # f(17) = 400 ve f(2) # f(27) = —oo olduguna gore,
fonksiyon [1,2] tizerinde siireksizdir ve Vz € (1,2) icin f'(z) =
¢ € (1,2) noktas: yoktur.

(¢) f:]0,1] = R, f(z) = z fonksiyonu [0, 1] tizerinde stirekli (0,1)
iizerinde tiirevlenebilien ve f(0) # f(1) dir. Vz € (0,1) icin
f'(z) = 1 olduguna gore, f'(c) = 0 olacak sekillde ¢ € (0,1)
noktasi yoktur.

< 0 oldugundan dolayr f'(¢) = 0 olacak sekilde

Teorem 4.4.10 (Lagrange Teoremi) : f : [a,b] — R fonksiyonu [a,b]

tzerinde sirekli ve (a,b) tzerinde tirevienebilir olsun. Bu durumda,

f®) = fla) = f()(b—a) (4.31)

olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) noktast vardar.
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Bazi kaynaklarda bu teoreme Diferansiyel Hesabin Ortalama Deger Teoremi
adi verilir.

fspat:  F : [0,8] — RF() = (f0) — f(@)(z — a) — F@)(b— a)
fonksiyonunu gozontine alalm. F fonksiyonu [a, b] izerinde stirekli (iki siirekli
fonksiyonun farki olduguna gore), (a,b) tizerinde tiirevlenebilir (Vz € (a,b)
icin F'(z) = f(b) — f(a) — f'(z)(b — a) dir) ve F(a) = F(b) dir. O halde,
Rolle teoremine gore F’'(c) = 0, yani f(b) — f(a) — f'(¢)(b — a) = 0 olacak

sekilde en az bir ¢ € (a, b) noktast vardir. O

Lagrange teoreminin geometrik yorumu soyledir: Teoremdeki kosullar

saglandiginda oyle bir ¢ € (a,b) noktast vardir ki, C(c, f(c)) noktasinda
y = f(z) fonksiyonunun grafigine cizilen teget A(a, f(a)) ve B(b, f(b)) nok-
talarmdan gecen dogruya paralel olur. (Bkz Sekil 4.5)

Ornek 4.4.11 : f(x) = 4a® — 52® + x — 2 fonksiyonu icin

f2) = f(0) = 2f(c) (4.32)
olacak sekilde ¢ € (0,2) saysina bulunuz.

Céziim:  f(2) =12, f(0) = =2 ve f/(x) = 1222 — 10z + 1 oldugundan,
c € (0,2) sayist
14 = 2(12¢* — 10c + 1),

veya 12¢2 — 10c — 6 = 0 denkleminin bir kokii olmasi zorundadir.

5++/97

127 —10c — 6 =0 <= ¢1g = ———
C C C1,2 2
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dir. ¢; = 54+ VT € (0,2), fakat ¢ = 5_7\/@

¢ (0,2) oldugundan, (4.32)

12 12
esitligini saglayan tek nokta ¢ = Ll‘gﬁ dir.
=2 =0 dersek, a < ¢ < b<+= 0 <0 <1 olduguna gore, Teorem 4.4.10

nun hipotezleri altinda (4.31) e gore 0 < @ < 1 olacak sekilde en az bir 6

say1sl icin
f) = fla) = fla+0(b—a)(b—a) (4.33)

olur. z1,2o € [a,b] ise, Lagrange teoremi [z1,xs] (x1 < w2 ise,) [z, 1]
(9 < a1 ise,) araliklar tizerinde de gecerlidir. Buna gore, (4.33) den dolay:

T, < T9 ise,

J(w2) = f(x1)

P+ 01(ze — 21)) (29 — 1), 0<6; <1 (4.34)
Ty < 17 ise,

Jla1) = f(a2) Fl@s + 0s(zy — 22)) (21 — 22), 0< o <1 (4.35)

yazabiliriz. x5 < x; durumunda, (4.35) esitligi 63 = 1 — 65,0 < 63 < 1 olmak

flza) = f(w1) = fa1+0s(xa — 21)) (w2 — 21)

seklinde yazilabilir. ¢

Buna gore , asagidaki sonucun dogru oldugunu soyleyebiliriz.

Sonuc 4.4.12 (Sonlu Farklar Formiilii) : f : [a,b] — R fonksiyonu [a, D]
tzerinde siirekli ve (a,b) tzerinde tirevlenebilir olsun. Bu durumda, herhangi

xo, To+ A € [a, b] noktalary icin
flwor Az) — f(zo) = [f(wor0Az)Ax (4.36)

olacak sekilde en az bir 0 < 0 = 0(xo, Ax) < 1 sayse vardur. (4.36) esitligine

Sonlu Farklar Form/iili denir.



Tiirev 475

Sonuc 4.4.13 : Az > 0 olmak tzere f : [a,b] — R fonksiyonu [xq, xo+ Ax] C
la,b)([zo- Az, z9] C [a,b]) tzerinde tirevlenebilir olsun. Eger, f fonksiy-
onu xo da sagdan (soldan) tirevienebiliyorsa f' : (vo,ro + Az) — R(f' :
(xo — Az, x9) — R) tiirev fonksiyonunun o noktasinda sagdan (soldan) lim-

iti varder ve f'(xf) = lim_ J'(@)(f'(xg) = lim_ f'(z)) olur.
IHIQ I*}IO

ispat: Ispata [0, o + Az] araligi durumunda yapalim. (4.35)den dolay1
flao + Az) — f(a0)

Az
olacak sekilde bir 0 < 6 = §(x¢ + Az) < 1 sayis1 vardir. Bu esitligin her iki

= f(wo+0Ax)

tarafinda Az — 07 iken limite gecilirse,
- flwo+ Ax) — f(x0) C
1 _ =] : A
A;E}ﬁ Ax Aa:gr(lH» f (T0+0 I)
[t = 2o+ 0Az dersek, t — 2§ <= Az — 07 oldugundan]
= lim f/(¢
t—ag F'®
olur. O
Uyarr: Sonu¢ 4.4.13 e gore, eger, bir f : (a,b) — R fonksiyonu (a,b)
tizerinde tiirevlenebiliyorsa, f': (a,b) — R tiirev fonksiyonu (a,b) tizerinde

kaldirilabilir ve 1. cesit siireksizlik noktasina sahip olamaz.
Ornek 4.4.14 : f:(—1,1) > R,

w?cosl, @ #£0 ise,

flz) = . .

0, x =0 ise
fonksiyonu verilsin. f': (—=1,1) — R tirev fonksiyonunun x = 0 noktasinda
limitinin olup olmadiginy inceleyiniz.
Coziim: Her z € (—1,1) \ {0} i¢cin f/(z) tiirevinin varhg ve f'(z) =

2x cos‘]; + sin % oldugu aciktir. = 0 noktasinda tiirev tanimi geregince

PO = i 2OER) = FO)

h—0 h
. hcost 1
= lim = lim h cos —
h—0 L h—0 h
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Vh # 0 icin | hcos 3 |<| h | oldugundan] = 0 olur. Boylece, f': (=1,1) = R
tiirev fonksiyonu

N 2xcos;1_+sin_,—1, x # 0 ise,
[z) = )
0, x =0 ise

biciminde bulunur. Buradan, f’ tiirev fonksiyonunun z = 0 noktasimda hem
soldan, hem de sagdan limitinin var olmadig (ciinkii, sin% fonksiyonunun

2 = 0 noktasinda hem soldan hem de sagdan limiti yoktur) anlasilir. ©

Sonuc 4.4.15 : f: (a,b) — R fonksiyonu (a,b) tzerinde tirevienebilir ol-
sun. Bu durumda,

(a) Yz € (a,b) icin f'(x) =0 ise f, (a,b) tzerinde bir sabit fonksiyondur.
(b) Yz € (a,b) icin f'(x) > 0 (f'(x) > 0) ise f, (a,b) tzerinde artandwr
(azalmayandur).

(¢c) Yz € (a,b) icin f'(x) <0 (f'(z) <0) ise f, (a,b) tzerinde azalandir
(artmayandar).

Ispat: (a) € (a,b) sabit nokta ve x € (a,b) herhangi bir nokta olsun.

[a 5] _{ [a:o,xL zo < x ise,

[x,xo], T < g ise

diyelim. [a, 8] C (a,b) oldugu ag¢iktir. ¢ : [, 3] — R, g(x) = (f[ m)(l’)
fonksiyonu Lagrange teoreminin kosullarim saglar. O halde, (4.36) dan aolayl

9(8) = g(a) = ¢'(a +0(8 — a))(3 — ),
veya

f@) = f(xo) = f'(xor0(zx — 20))(z — 0)
olacak sekilde bir 6 € (0,1) sayist vardir. Buradan, (Vz € (a,b) icin f/(z) =
0 oldugundan dolay1) f(x) = f(zo),yani x sabit secildiginden f bir sabit
fonksiyondur.

(b) 21,29 € (a,b) ve x1 < x5 olsun. (4.36) dan dolay1

J(@o) = f(x1) = f'(21 4 0(zy — 1)) (22 — 1)
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olacak sekilde bir 0 < 6 < 1 sayis1 vardir. Buna gore,
] < Ty — f(ﬁ]) < f((L'Q)(I] < Ty = f(ﬁ]) < f(lz))

olur.
(¢) nin dogrulugu (b) ye benzer sekilde gosterilir. O

Not:  Sonuc 4.4.15 deki (b) ve (c¢) onermelerinin karsiti genel olarak
dogru degildir. Ornegin, f : (—=1,1) — R, f(z) = 2* fonksiyonu (—1,1)
tizerinde artandir, fakat f/(0) =0 dir. e

Teorem 4.4.16 (Cauchy Teoremi) : f,g : [a,b] — R fonksiyonlar: [a, D]

tzerinde sirekli ve (a,b) tzerinde tirevlenebilir olsunlar. Bu durumda,

[f(0) = f(@)lg'(c) = lg(b) = g(a)]f'(c) (4.37)

olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) noktasy vardur.

Bazi kaynaklarda bu teoreme Diferensiyel Hesabin Genellestirilmis Ortalama
Deger Teoremi denir. Ispat: F : [a,0] — R, F(x) = [f(b) — f(a)]g(z) —
[9(b)—g(a)] f(x) fonksiyonunu gozéniine alalim. [a, b] lizerinde siirekli ve (a, b)
iizerinde tiirevlenebilen iki fonksiyonun farki seklinde tanmimlh F' fonksiyonu
[a, b] {izerinde siirekli ve (a,b) fizerinde tiirevlenebilirdir. Ayrica, F(a) =
F(b) = f(b)g(a) — f(a)g(b) olduguna gore, Rolle teoremi geregince F'(c) = 0
veya (Vo € (a,b) icin F'(z) = [f(b) — f(a)lg'(x) — [g(b) — g(a)] f'(x) olduguna
gore,) [f(b) — f(a)lg'(c) — [g(b) — g(a)]f'(c) = O olacak sekilde en az bir
¢ € (a,b) noktasi vardir. Bu ise teoremin dogru olmasi demektir. O

Not:  Teorem 4.4.16 daki g fonksiyonu olarak g(z) = z alindiginda

Lagrange teoremi bu teoremin bir sonucu olarak elde edilir.

Sonuc 4.4.17 : Teorem 4.4.16 mn kosullar: saglansin. Eger, hem de Vr €
(a,b) icin g'(x) # 0 ise,
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olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) noktasy vardir. 0 < 6 < 1 olacak sekilde bir

0 sayisi icin ¢ = a + 0(b — a) olacagindan bu baginty

f(b)*f(a)_fl(“+9(bia)),0<0<1 (4.38)

g(b) —gla) — g'(a+6(b—a))

seklinde yazilabilir.

4.4.1 Coziimli Problemler

(1)

f, fonksiyonu

(a) f, [xo,x,) tizerinde n — 1 mertebeden siirekli tiirevlenebilirdir,
(b) f, (wg,x,) lizerinde n. mertebeden tirevlenebilirdir,

(¢) o < 1 < -+ < Tp_y < x, olmak tlizere f(zg) = f(x) =+ =
f(2,) kosullar saglaniyorsa ,f™(c) = 0 olacak sekilde en az bir

¢ € (g, x,) noktast vardir. Gosteriniz.

Cozum: Her [x;1,2;] (i =1,2,...,k) aralig1 lizerinde f(z) fonksiy-
onu icin Rolle teoreminin kosullar saglandigindan, f'(¢;) = 0 ola-
cak sekilde bir ¢; € (z;-1,2;) noktalarn vardir. Her [¢;,¢jpq] (5 =
1,2,...,n — 1) arahgmda f’ fonksiyonu icin Rolle teoreminin kosullart
saglandigindan, (f')(d;) = f"(d;) = 0 olacak sekilde bir d; € (cj, ¢j11)
noktalar1 vardir. Benzer sekilde, devam ederek f"=1(&,) = 0 olacak
sekilde n — (n — 2) = 2 tane &,& € (20,2,)(& < &) noktalarmin
varhigmi elde ederiz. f*~D(z) fonksiyonu icin [£;,&] araligimda Rolle
teoreminin kosullart saglandigidan (f~9Y(c) = f®™(c¢) = 0 olacak

sekilde bir ¢ € (&1, &) noktasin var oldugu anlasilir. ©
Eger, reel katsayil
Po(z) = apz" + aya™ ' + -+ apa @ + an, a9 # 0

polinomunun kokleri reel ise, bu polinomun P,’(z), P,"(x), . .., P, V()

tiirevlerinin de kokleri reeldir. Gosteriniz.
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=

=

Coztim:  P,(z) polinomunun kokleri o < z; < -++ < 2,1 € R ol-
sun. Eger, »; # x;1,j = 0,1,2,...,n — 1 ise, Problem (1) den dolay1
P,'(2) = 0 denkleminin n — 1 tane reel, P,”(z) = 0 denkleminin n — 2
tane reel ;v.s. P, ?(z) = 0 denkleminin bir tane reel kokii vardir.
P,(z) = 0 denkleminin p kath her reel kokii P,'(z) = 0 denkleminin
p — 1 kath bir kokii oldugundan reeldir. ©

1 p»
P,(z) = - !jw ((z* = 1)") Legendre polinomunun kdklerinin reel ve
(—1,1) arahg icinde oldugunu gosteriniz.
Coéziim:  2n. dereceden U,(r) = (22 — 1)" polinomunun 2n tane
] =29 = -+ =2, = —1 Ve Ty = -+ = X9, = 1 kokleri vardir.
1o

Problem 2 den dolay: n. dereceden P,(z) U(z) polinomunun,

= 2npldan

Rolle teoremi geregince (—1, 1) icinde olacak n tane koki vardir. ©

[a,b] C R iizerinde tanimh f : [a, b] — R fonksiyonu verilmis olsun. a <
T <X < < Ty < Ty < b, Wi (2) = (@ —21) (2 —22) ... (T — T4)

olmak tizere (m — 1). dereceden

- win(x)
Lm— = Lm— 3 = TN Y
1(z) 1(fs) ;f(m)wm’(xk)(z — )
polinomuna Lagrange interpolasyon polinomu denir. Ly, i(f;2x) =
flar), k=1,2,...,m oldugu agiktir. f fonksiyonu [a,b] tizerinde m.
mertebeden siirekli tiirevlenebilir, yani f € Cla, ] ise,
fm (e(@))

J(@) = Lina(f2) = = wn(@), 2 € [a,0]

olacak sekilde bir ¢(z) € (a,b) noktasmin mevcut oldugunu gosteriniz.

Coztim: Herhangi bir A € R sabit sayis1 icin
QO(J,) = f(‘L> - mel(_ﬂ -L) - A~Wm(-'1f)

fonksiyonu [a, b] {izerinde m. mertebeden siirekli tiirevlenebilirdir ve

o(zr) =0k =1,2,...,molur. AsabitsayisiZ € [a,b]\{z1,22,...,2m}
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olmak iizere p(Z) = 0 kosulundan secelim. Buna gore, T # xy, k =
f(@)=Lm-1(f2)
wm (T)
bulunur. Bitim noktalar1 ¢(z) fonksiyonunun m+1 tane &, z1, 2o, - - , &,

1,2,---,m dolayisiyla wy,(Z) # 0 olduguna gére, A =

koklerinde olan m tane acik aralik icinde (Rolle teoremi geregince) ¢'(x)
fonksiyonunun m tane kokii vardir. Rolle teoremini ¢'(z) fonksiyonuna
uygulayarak onun m tane kokleri arasinda ¢”(x) fonksiyonunun m — 1
tane kokiiniin varhgim elde ederiz. Benzer sekilde, devam ederek m.
adimda ¢(™)(c) = 0 olacak sekilde bir ¢ = ¢(z) € (a,b) noktasmin mev-
cut oldugunu gérmiis oluruz. L,,_1(f;x) ;,m—1. dereceden bir polinom
olduguna gore, Lf:f)l( fi2) =0 ve wi™(z) = m! olduguna gore,

e (z) = fM(x) — A.m! ve buradan da (0™ (c) = 0 olduguna gore)

A=1 T;L(!C) bulunur. Bu ise, istenen esitligin dogru olmas1 demektir. ¢

Asagida verilen y = f(x) fonksiyonlari icin (4.37) formiiliinii gercekleyecek
sekilde 6 = 0(x; Az) fonksiyonlarim bulunuz.

(a) f(x) = ar? +bx + (b) f(z)=e".

Coziim: (a) f/(z) = 2az + b olduguna gore, (4.36) dan dolay:

a(zo + Az)? + b(xo + Ax) + ¢ — axd — bry — ¢ = (2a(zy + 0AZ) + b)Ax

= 2azoAz + a(Ar)? + bAz
= 2ampAz + 2a0(Ax)? + bAx

= a(Ar)? = 2a0(Ax)?
1

bulunur.
(b)  f'(z) = ¢* olduguna gore, (4.36) dan dolay1

er(ﬁ»Az _ ezn —_ 610+9AIA£L‘
= A1 =¢""Ag
= eHA.'l: _ EAw -1
A
= tne !

Ax Ax
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bulunur. ©

(6) f:[0,+0) — R,

32 0<z<1 ise,
= 1<z <+o0 ise

fonksiyonu icin f(2) — f(0) = 2f'(c) olacak sekilde ¢ € (0,2) noktasim

bulunuz.
Cozim:
_ 3=(+h)? 4
p) = i G -y == o
1
1y - gy SR ) T
Fan = zhj(r)h h 7113311 h !

olduguna gore, f fonksiyonu x = 1 noktasinda tiirevlenebilirdir. f(2) =
%7 f(o) = % ve

—L 1<r<?2 ise

-1, O0<x<1 ise,
o=
z?
olduguna gore,
—2c, 0<c<1 ise,
F2) = F(0) = 2f(),0 < ¢ < 2 = —1 = { oose=o e

-4, 1<ce<2 ise

= = % ve ¢s = /2 bulunur. ©

(7) f : (wo,+o0) — R fonksiyonu (xg,+0o0) iizerinde tiirevlenebilir ve
lim f'(z) =0 ise,

r—+00
T
lim (z) =0
r—+o0 T
oldugunu gosteriniz.
Coziim: 1w, € (0,400) ,n =1,2,--- ve lirf T, = 400 kosullarim
n—-+0o0

saglayan herhangi artan bir (x,) dizisi verilsin. lim f'(z) = 0 =
z—400

lim f'(z,) =0= Ve >03n. €N, n>n,icn
n——+00

)| < 3 (4.39)
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olur. Sabit ng > n. ve Vn > ng icin Lagrange teoremi geregince
| f(xn) - f(‘rno) |
Ty — Xo
olacak sekilde bir ¢ = ¢(ng,n) € (Tpn,,2n) noktast vardir. (4.39) ve
(4.40) tan

| f(e) | (4.40)

f(mn) - f(mnu)

Tn — To

< - (4.41)

elde ederiz.

o) _ flo) = flow) (y 2, fim)

T LTp — Lo
olduguna gore, (4.41) den
flam) __amye . fa)

Tn :p”)i = Ty
f(@n,) Tngy €
1— = 4.42
< o HA=3 (4.42)

f(@ng)
Tn

- - Tng \ £ . e oy
oldugu elde edilir. (1—2)5 < 5 ve nEToo = f(xn,) nlijil»{x: =0

olduguna gore, (4.42) den dolay1 ng > n. ve yeteri kadar biiytik n > ng
icin
f(zn)

—e< —<¢
T

olur. Bu ise, lim £ ;’:‘) = 0 dolayisiyla lirr}] @ = 0 olmas1 demektir. o
(8) f:a,b] — R fonksiyonu icin
(a) f e Cla,b],
(b) f,(a,b) iizerinde tiirevlenebilirdir,
(¢) f,]a,b] tizerinde lineer bir fonksiyon degildir kosullar1 saglaniyor
ise,

b—a

[ fe] =1

olacak sekilde bir ¢ € (a,b) noktasi vardir. Gésteriniz.
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Cozlim: [a,b] araliginm a = xg < 71 < -+ < Tp_1 < T, = b olacak
sekilde bir P = {xg,x1,- - ,x,} parcalanmasi verilsin. O halde,

[ f(b) = fla) | = Ii[f(wi) = flziza)] |
i=1
< ) - fe)|
i=1
olur. Lagrange teoremi geregince Azx; = x; —x;_1i = 1,2,---  k olmak

iizere
J(@) = f(wia) = f’(Ci)A%
olacak sekilde bir ¢; € (z;_1,z;) nokats1 vardir. Buna gore (4.44) ten

| f(b) = fla) | < Z | f(c:) | Az (4.45)

olur. f,[a,b] tizerinde lineer bir fonksiyon olmadigindan dolay1 [a, b] nin

oyle bir P = {xg, 1, -+ ,x,} parcalanmasi vardir ki ,
| f'(Cng) |= max{] f(ca) [, f/(ea) [} >0,1< g <m

olur. O halde, (4.45) ten
| £(0) = f(a) <] f'(cno) | ZA% =| f(eny) | (b= a),

dolaysiyla (4.43) esitsizliginin ¢ = ¢, icin dogru oldugu anlasilir. ¢
(9) f:[a,b] — R fonksiyonu icin

(a) f,[a,b], tizerinde 2. mertebeden tiirevlenebilirdir,
(b) f'(a) = f'(b) = 0 kosullar1 saglaniyor ise,
4
"(c > — — .
1O > G M- f@] )

olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) noktasmin mevcut oldugunu

gosteriniz.
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Coziim: f(z) = A (A sabit) fonksiyonu icin (4.46) nin her ¢ € (a, b)
icin saglandigr aciktir.Simdi f, [a, ] tizerinde sabit bir fonksiyon ol-
masin. Bu durumda (b) den f nin lineer fonksiyon olmadigi anlasilir.
fvep:|a, #] — R, ¢(z) = @ fonksiyonlarma |a, %”]ve f vey :
b hl, (x) = @ fonksiyonlarma [£2, 8] fizerinde Cauchy teorem-
ini uygularsak,
at+by /
e - 1@) _ fe) ,_ _atd
(b—a)? o —a 2
8

" F0) = F(5)  fle) atb

% Tb—cy 2 se<h

oldugu elde edilir.Bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak;

8O = f@) _ [le) | ['le) (4.47)

(b—a)? ci—a b—cy
bulunur. f'(a) = f'(b) = 0 olduguna gore, (4.47) nin sag tarafi La-
grange teoremi geregince a < dy < ¢ ve ¢ < dy < b olmak {izere

)

f'ler) | f'led) _ fle) = (@) /() = f'(ea) _ iy pw
clfaerchi ¢ —a - b—cy = [1(d) = ['(d)
biciminde yazilabilir.O halde, (4.47) den

Slf(b)ff(a)‘ 7 1"
o e SPACO IR PN

oldugu elde edilir. f(a) # f(b) olsun. (f(a) = f(b) durumunda (4.46)

nm Ve € (a,b) icin dogru oldugu aciktir).Bu durumda, | f”(dy) | ve

| f7(da) | sayrlarindan en az biri sifirdan farkhdir.

max {| f"(d1) |,| f"(d2) [} =[ f"(c) | (c = dy yada c = dy)
dersek, ¢ € (a,b) olmak fizere

81 f(b) = f(a) |

G <21

G 0 - 1@ <1 10|

olur. ©
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(10)

(11)

0 < @1 < xavef : [x1,%x9] — R fonksiyonu [a, b] tizerinde tiirevlenebilir
ise

)

- (@1 (@2) — 22 (21)) = f(c) = cf'(c)

To — T

olacak sekilde en az bir ¢ € (a, b) noktasinin mevecut oldugunu gosteriniz.

Cozim: F(z) = @ ve G(x) = 1 fonksiyonlar icin [z, z,] arahiginda
Cauchy teoreminin kosullar: saglandigindan
Flay) = Fla) _ F/(0)
G(zy) = G(z1)  G'(c)

(4.48)

olacak sekilde en az bir ¢ € (21, z2) noktas: vardir.

F(xs) — Fla) = f(x2) _ f(z1) _ 21 f(22) — 22 f(21) i

To Ty T1To
- 1 1 T — T
G(Qﬁg) — G(l‘l) = 2 o = 7]:11‘2
"(z)x — f(x 1
PRI L (T

olduguna gore,

(4.49) & w1 f(zy) —maf(@1) _ cf'(c) = flc)

T — Ty —1

olur.Bu ise, istenen sonucun dogru olmasi demektir. o

Eger, f : (a,b) — R fonksiyonu (a,b) tlizerinde tiirevlenebilirse ve
1'(x) fonksiyonu (a, b) tizerinde smrh ise, , f fonksiyonu (a, b) tizerinde

diizgiin siireklidir. Gosteriniz.

Coziim: [’ fonksiyonu (a,b) tzerinde smirh olduguna gore, Vo €
(a,b) icin | f'(x) |< M olacak sekilde bir M > 0 sabit sayis1 vardir.O
halde, herhanbi bir € > 0 sayis1 icin § = §7 > 0 seklinde secildiginde
Vi, x2 € (a,b) icin

| 21 — 29 |< § =| f(z1) — f(x2) | [Lagrange teoreminden]

=| f'(e) || &1 —z2 |< M | &1 — 25 |< € oldugu elde edilir. Bu ise, f nin
(a, b) tizerinde diizgiin stirekli olmasi demektir. ©

486 Cézimlii Problemler

(12) f : (a,b) — R fonksiyonu (a,b) iizerinde siirekli tiirevlenebilir olsun.
Bu durumda, Ve € (a,b) icin,

flaz) — f(1)

=[f'(e), x1<c<uay
T2 — Z1
olacak sekilde x1,z9 € (a,b) noktalar1 var midir?

Coziim: Vz € (a,b) icin f'(z) > 0 ve f, V[, f] C (a,b) arahgnda li-

neer olmayan bir fonksiyon oldugu durumda f, (a,b) {izerinde artandir.

O halde, Vo, 25 € (a,b), 11 < @2 icin
fa) — )
Ty — T,

olduguna gore, (a,b) araliginm f’(x) = 0 olacak sekildeki noktalar1 icin

J(@2) = f(z1)

T2 — T

= (=0

esitligi saglanamaz.Ornegin, f : [=1,1] — R, f(z) = 2* fonksiyonu ve

Vay, 22 € [—1,1] noktalar icin

3_ .3
T — .
2 e +a? >0
To — I
olduguna gore, ¢ = 0 noktasi icin séz konusu x; ve xo noktalarr mevcut
degildir. ©
(13) f,g: [0, +00) fonksiyonlar: icin

(a) f ve g, [xo,+00) lizeride n. mertebeden tiirevlenebilirdir,
(®) f® () = g® (x0),k=0,1,2,--- ,n—1,
(¢) Va € (xg, +o0) icin f(x) > g™ () dir
kosullar1 saglaniyorsa, Yo € (zg, +00) icin f(z) > g(x) oldugunu

gosteriniz.
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(14)

Coziim: F: [xg,7] — R, F(t) = fO V() —g" V(t) (xo < x) fonksiy-

onu i¢in [z, 2] arahginda Lagrange teoreminin kosullar saglandigindan
F(z) — F(x0) = F'(c)(z — xo)

olacak sekilde bir ¢ € (x, z) noktas vardir.

F(ao) = f(x0) = g(wo) = 0,F(c) = f'(¢) —g'(c) > 0 vex — a9 >0
olduguna gore, son esitlikten Vo > xq icin F(z) > 0, yani Vo > g icin
Fe=D(z) > g (x) oldugu elde edilir. Benzer sekilde, Va > x icin
FO () > g D(2), -, f(x) > g(2) oldugu gosterilebilir. o

Asagidaki esitsizliklerin dogru oldugunu gosteriniz.

(a) Vo € R\{0} i¢cin e* > 1+ z ;
(b) Va €R+1(’1n7“77<1n(1+7")<7"

)

)

(¢) Vr€R+1cmx77<smx<x

(d) Vz € (0, )1c1ntanz>x+?;
)

() 2,y Ry ve 0 < o < Bicin (2 4 )5 > (2P + y/’)% .

Coziim: (a) f(x)=¢" g(z) =1+ dersek f(0) = g(0) ve Vo € Ry
icin f'(x) = e® > 1 = ¢'(z) olduguna gore, Problem (13) e gore Vz € R
icin f(z) > g(x), yani ¢* > 1+ 2 oldugu elde edilir.

x < 0iken x = —t dersek f(t) =e ", g(t) =1—t,t > 0 oldugu aciktir.
£(0) = g(0) ve ¥Vt > 0 icin f'(t) = —e™t > —1 = ¢/(t) olduguna gore,
YVt > 0 icin f(t) > g¢(t), yani Vo € (—o00,0) i¢in e* > 1 + x oldugu
anlasilir.

(b) f(x)=a-— 12,27 g(z) =In(1 4 x),h(xz) =z, x > 0 olsun. f(0) =
g(0) = h(0) ve Vo € Ry icin f'(z) < ’(a:) } ( ) olduguna gore,
Problem (13) ten Vz € Ry icin f(z) < g(z) < h(z) ,yani Vz € R icin
z— % <In(1+ ) < z oldugu elde edilir.

(¢) flz)=2-— %,g(l) = sinz, h(z) = x dersek f(0) = g(0) = h(0)
ve Vo € RyON{2kn : k € N} icin f'(z) < ¢/(x) < W/ (z) olduguna gore,
Vo € RAON{2kn : k € N} icin f(z) < g(z) < h(z) olur.x = 2km, k € N
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icin 2km(1 — 427 2) < 0 < 2km, yani f(2km) < g(2km) < h(2k7) oldugu
aciktir. Boylece Vx € Ry icin f(x) < g(x) < h(x) dur.

(d) f(z) = tanz,g(x) = 2 + %,O < a < §olsun. f(0) = g(0) ve
Vo € (0,7) icin f'(x) = =1+tan’z,¢'(v) = 1 + 22, tan’z > 2°
olduguna gore, f'(z) > ¢'(x) oldugu aciktir. Problem 13 e gore Vz €
(0,%) icin f(x) > g(z) dir.

(e) Herhangi z,y € Ry ler ve herhangi 0 < o < 3 i¢in

cos2

@+ > @ ) (O 4D > (O + 1)

oldugu aciktir. Son esitsizligin dogru oldugunu gésterelim.% =t diy-
erek, ¢ : Ry — Ry, (1) = (" 4+ 1)7 fonksiyonunu gézoniine alalim.

V7 € Ry icin Ing(7) = LIn(t™ + 1) olduguna gore,

¢(r) _  t'lat W@ +1)
PO S VI
o t"Int In(t™ + 1)
= ) = o) — )
S N Uy (4.49)

T2HtT4+1) (1T 4 1)

olur. Buna gére Sonu¢ 4.4.15 ten dolay1 ¢(7) fonksiyonu (0, +00)

iizerinde azalandir. Demek ki,

0<a<f<+oo=pa)>p(l),

1
3

yani z,y € Ry ve 0 < o < B icin (2% 4+ y®)a > (2 + yP)7 esitsizligi

saglanir. ©

Lagrange teoreminden faydalanarak asagidaki esitsizliklerin dogru oldugunu

gosteriniz.
(a) @1,29 € R, 21 < @ i¢in arctan s — arctanay < xp — 2q;
(b) z1,29 € [a,+00),a € Ry icin | Inzy —Inzy [< \z%m;

(¢) w1,29 € [1,€licin | x; — %2 [<| xFInx; — x3Inxy [<3e | %o —x1 [;
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(d) 1,2 € Ricin | w — cosXy | <[ x; — x|

Cozuim: (a) Lagrange teoremi geregince
/
arctan xo — arctanz; = (arctanx),_..(r2 — x1)

olacak sekilde bir ¢ € (xy,x2) noktasi vardir.arctanz fonksiyonu R
iizerinde artan ve Vo € R icin

1
- <1
1+22 —

0 < (arctanz) =
dir. Buna gore, V1,25 € R, 27 < 29 icin

0 < arctan o — arctan x; = (2 —21) <9 — 13

14 ¢?
oldugu anlasilir.
(b) z1,29 € [a,400),a € Ry ve x; < xp olsun. Ve € Ry icin

(Inz)' =1 olduguna gére, Lagrange teoremi geregince
, 1
Inze —Inzy = (Inx),_ (w2 — 1) = = (22 — 1)
c

olacak sekilde bir ¢ € (x1, 2) noktasi vardir. O halde,

1 1 1 1
A< <c<Ty<400=> — < - < — < — = Vo, 1 € [a, +00),
ZTo c Ty a

21 < 29 icin (Ina fonksiyonu R iizerinde artan olduguna gore,)

0<Ilnzy—Inz < M
a
elde ederiz. Benzer sekilde, Vay, 22 € [a, +00), 29 < 21 i¢in 0 < Inay —

(z1—22)
Inzy, < =2

wvanl Vag, ze € [a,+00) icin | Inzy — lnxy |< '“’%f“
esitsizliginin saglandigl anlasihir.
() Vz € Ry icin (#?Inz)’ = 2(1 + 2Inx) olduguna gore, Lagrange

teoremi geregince YV, xs € [1, €] icin

w?Inwy — i ng, = (P Inx) _ (ry —21) = c(1 +2Inc)(xy — 21)
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(16)

Coziimli Problemler

olacak sekilde @ ile 25 arasmda bir ¢ noktas vardir. Va € [1,¢€] icin
1 <z(l1+2Ilnz) < 3e olduguna gore, Vz,, s € [1, €] icin son esitlikten

| 2y—ay |<| 2o’ Inay— 2,2 Ingy |=c(1+2Ine) | my—2y [< 3e | 20—y |

oldugu,dolayisiyla,istenen esitsizligin dogru oldugu anlasilir.

(d) Lagrange teoremi geregince Vi, s € R(xy # x9) icin

sinzy — sinxy . ,
————— = (sinx),_, = cosc
T — T2

olacak sekilde z; ile 25 arasinda bir ¢ noktasi vardir. O halde, Vay, x €
R(x # x2) icin

sinx; — sin x
———————= —cosxy | = |cosc—cosay |
T1 — T2

c—Ty . Cct I

= | —2sin sin

Vz € Ricin | sinz |[< 1 ve | sinz |<| z | oldugundan]

[e—ay|

<2 <z — s,

dolayisiyla, Va1, x2 € R icin istenen esitsizligin saglandigi anlasilir. ¢

Darboux Teoremi: f : [a,b] — R fonksiyonu [a, b] lizerinde tiirevlenebilir

olsun. Bu durumda, f’(z) fonksiyonu f’(a) ile f’(b) arasmmdaki her
degeri en az bir defa alir.Gosteriniz.

Cozim: (a) f'(a)f'(b) < 0, 6rnegin, f'(a) > 0 ve f'(b) < 0 olsun.
1, la, b] tizerinde tiirevlenebilir oldugundan, bu fonksiyon [a, b] tizerinde
stireklidir (Bkz. Onerme 4.1.3). O halde, Weierstrass teoremi geregince
(Bkz.Teorem 3.2.7)

fle) = sup {f(z) : x € [a, b]}

olacak sekilde bir ¢ € [a, b] noktasi vardir.c € (a,b) oldugunu gorelim.

0< f(a) = lim 7]0(“”2_“”)

h—0+t

=30>0(0<0d<b—a)Vhe(0,0)
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icin
fla+h)— f(a)
h
icin f(a+ h) > f(a) oldugu aciktir.Buna gore, f[a,a + §] arahginda

>0=Vhe(0,9)

artandir, yani ¢ # a dir.Benzer sekilde, ¢ # b oldugu gosterilir. Demek
ki, ¢ € (a,b) . O zaman, Fermat teoremine gére f'(c) = 0 dur.

(b) Simdi teoremi genel durumda, yani herhangi f'(a) ve f'(b) degerleri
icin ispatlayalim. f'(a) > f(b) olsun ( f’(a) < f'(b) oldugunda ispat
benzer sekilde yapilir). A € (f'(a), (b)) olmak tizere F : [a,b] —
R, F(z) = f(z) — Az fonksiyonunu gozoniine alahm. F nin [a,b]
tizerinde tiirevlenebilir (Vz € [a,b]) icin F'(z) = f'(z) — A dir.) ve
F'(a) = f'(a) = A < 0,F'(b) = f'(b) — A > 0 oldugu ac¢iktir.O halde,
(a) ya gore F'(c) = 0, yani f'(c¢) = A olacak sekilde bir ¢ € (a,b)
noktasimin mevcut oldugu anlasilir. ©

4.4.2 Ek Problemler

(17) Ly(z) = e*4L(3"e~*) Chebyshev-Laguerre polinomunun kéklerinin

porzitif oldugunu gosteriniz.

(18) H,(z) = (—1)"e** L (e=*) Chebyshev-Hermite polinomunun koklerinin

dzm

reel oldugunu gosteriniz.
(19) Asagida verilen y = f(x) fonksiyonlar icin f(b) — f(a) = f'(¢)(b — a)
Lagrange formiiliinii gercekleyen ¢ € (a,b) noktasim bulunuz.
@) fl@)=a®; (b) fl2)=52"+2;
© f@)=gz: @ fl@)=Vz.

(20) Asagida verilen y = f(z) fonksiyonlar1 [—1, 1] arahginda Rolle teorem-
inin kosullarimi saglar m?
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z+1, x<0ise 1—22, 2 <0 ise,
b — 9 —_ b . — 9 —_ b
(b) (@) { e, x> 0 ise; ¢) /(@) { 1—2% 2> 0ise.

(21) Asagida verilen y = f(z) fonksiyonlar1 karsilarinda yazili I araliginda

Lagrange teoreminin kosullarini saglar m?

(a) f(z)=|a|, I=[-1,1];
(b) f(x): SI=[-1,1];

(¢) flx)= 712 =[-1,2;

(d) f(x)=2,1=[a,b,ab<0;
(e) flx)= { @ <1ise,

<, x> 1ise, I=10,4];
=tz —1), I =[-11]

(22) Asagida verilen f(z) ve g(z) fonksiyonlar karsilarinda yazili I araligi

tizerinde Cauchy teoreminin kosullarim saglar mi?

(@) fa) =e”, g(x) = 75, T = [-2.2] ;
(b) f(x) =sinz, glx) = Va2, [ =[-8,8] .

(23) Eger, f : (a,b) — R fonksiyonu sonlu (a,b) araliginda tiirevlenebilir,
fakat simirsiz ise, f’(x) fonksiyonununda (a, b) arahgmda smirsiz olacagini

gosteriniz.Bu sonucun tersinin dogru olmayacagini gosteren bir érnek
veriniz.

Cevap: f:(0,1) =Ry, f(z)=x.
(24) f,g:|a,b] — R fonksiyonlar icin
(a) f,g€C"a,b],

(b) fveg, (a,b) arahginda (n + 1). mertebeden tiirevlenebilirdir

kosullart saglaniyorsa ,

' " fB) (g
(00-3 L1 a0 1000 = (506)-3 LD a0
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olacak sekilde en az bir ¢ € (a, b) noktasinin varolacagini gosteriniz.

(25) Asagidaki esitsizliklerin dogru oldugunu gosteriniz.

(0, %) icin sinx + tana > 2u;
(—1,1]\ {0} icin = — % < arctanzx < x — %3;
(1,400) icin 2y/x >3 — 1.
(26) Lagrange teoreminden faydalanarak asagidaki esitsizliklerin dogru oldugunu
gosteriniz.
(a) Vz,y € Ricin | cosz —cosy |<|z —y |;
(b) Vz,y € Ricin | sinz —siny [<|z —y |;
(¢) 0 <z <y,neNicn

<yt —z" <nly—z)y"

n—1

n(y — z)x
(d) 0 <z <yicin = <lny< Pl

(e) Y,y €[0,1] icin

; . 1
| 2% arctan & — y? arctany | < % |z —y].

4.5 Taylor Formiilii

(a,b) C R arahg: tizerinde (n+1). mertebeden tiirevlenebilen f : (a,b) —

R fonksiyonu ve bir g € (a,b) noktasi verilmis olsun. Taylor formiilii yardimuyla,

S (o), f'(wo), -+, f™ (o)
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degerlerine ve f(1

¢ (a,b) — R tiirev fonksiyonunun zy 'm herhangi
bir U(zy) komsulugundaki belirli ézelliklerine gére f(x) fonksiyonu U(zg)
civarinda istenildigi kadar kiiciik hata ile Taylor polinomlar: adi verilen 6zel
polinomlarla ifade edilebilir.

ag, a1, -+ , G, ler herhangi reel sayilar olmak iizere n. dereceden P,(x) =
apx™ + a g™ a1+ ay, polinomunun

n (k)
Py(z) = ZP” © (4.50)

22 H

seklinde de yazilabilecegini biliyoruz (Bkz. Ornek 4.3.6) o herhangi bir reel
say1 olmak fizere bu polinom,

n_ plk),.

Pu(z) = Y P"T(!‘O)(z — o) (4.51)

k=0
seklinde de gosterilebilecegi kolayca gosterilir. ( 4.51) formiiliine P,(z) poli-
nomunun (x — zo) m kuvvetlerine gére Taylor formiilii denir. = in kuvvet-
lerine gore ( 4.50) Taylor formiiliine Maclaurin formiilii denir. zy € (a,b)
noktasinda n. mertebeden tiirevlenebilen f : (a,b) — R fonksiyonu verilmis
olsun.Bu durumda,

J'(w0)
1!

k!

(n) (o n (k) ()
T (o) (z — 20)" Z / (10)(96 — o)t

flzo) + (x—zo)+---+ o =

k=0
polinomuna f’ nin (z—x¢) m kuvvetlerine gore n. dereceden Taylor polinomu
denir ve T,,(z) (veya T,,(f;x) ) ile gosterilir. Yk =0,1,--- ,n icin Ty(,,k)(xo) =
F®) (), dolaysiyla, f fonksiyonu n. dereceden bir polinom ise, f(2) = T, (x)
oldugu aciktir. Genel durumda ise, f(z) # T, () yani f(z) — T, (x) # 0 olur.
rn(zo,2) = f(z) — T,,(z) bityiikligiine

n ) (g,
fw) = S k) (152)

k=0
Taylor formiiliintin n. kalan terimi denir. Bu durumda, yaptigimiz yaklasimin
iyi degerlendirilmesi amaciyla r,(xo, z) kalan terimi icin gerekli formiillerin

bulunmasi 6nem tasimaktadir.
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Teorem 4.5.1 : I, bitim noktalar, xo ve x olan kapali bir aralik olmak tizere
f 1 — R fonksiyonu icin asaqidaki kosullar saglansin:
(a) f,I dzerinde n. mertebeden tirevlenebilirdir,
(b) f™ecC) dir
(c) f™ tiirev fonksiyonu I° = I\{xo, x} acik arabgu iizerinde tirevienebilirdir.

Bu durumda, I° tzerinde tirevlenebilen ve Vt € 1° icin ' (t) # 0 kosullarim
saglayan her o € C(I) fonksiyonu icin

o) = AL ) o - o (453)

olacak sekilde bir c € I° noktast vardar.

ispat: Teoremin ispatin 2y < 2 durumunda yapalm. ¢ € [xg, 2| ve

7 " r(n)
) = 10+ T @ D0 gy T gy

olmak tizere F' : [zg,2] — R, F(t) = f(x) — ¢,(t) fonksiyonunu gozéniine
alalim.Teoremin kosullar: geregince F), [z, z] tizerinde siirekli ve (o, x) tizerinde

ttirevlenebilirdir,ayrica, Vi € (xo, z) icin

F(t) = (f(2) = au(t)); = —q,(t)

1" 1 (n+1)
[+ fl—(!t)(x—tHfTEU(m—t)Mer %(z—t)”
/ 1 (n)
SUCTY U TP i TR

n!
olur. F' ve ¢ fonksiyonlar icin [z, x] lizerinde Teorem 4.4.16 'min kosullary
saglandigima gore (4.37) den dolay

F(x) — F(zo) F'(c)

p(z) = plzo)  ¢'(c)
olacak sekilde bir ¢ € (29, z) noktasi vardir. F(z) — F(zo) = f(z) — gn(z) —
[f(x0) — qu(mo)] = 0 — rpy (20, z) ve F'(c) = —%(1} — ¢)" olduguna gore,
buradan ( 4.53) bagmtisin dogru oldugu anlasilir. z < xy durumunda

teoremin ispati benzer sekilde yapihir. O
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Sonuc 4.5.2 : (4.58) te p(t) = x — t alirsak,

1
ra(®) = =T - oo - o) (4.54)
n!
bulunur. Bu formiile n. kalan terimin Cauchy formu denir.
Sonuc 4.5.3 : (4.53) te o(t) = (x — t)" alwrsak,
1
(n+1)!

bulunur. Bu formiile n. kalan terimin Lagrange formu denir.

ra(e) = J ()@ — o)™ (4.55)

Not: cel <= 30<0<13c=ux5+0(x— z) olacagindan, ( 4.54) ve
(4.55) formiilleri 0 < 6 < 1 olmak tizere sirasiyla
A (1 — 9)n (n+1) _ _ n+1
() = e FUH (@ + 0(x — 20)) (x — 29) (4.56)
ve
1
ra(z) = o 1)!f<”+1>(x0 +0(x — o)) (z — x0)" (4.57)

biciminde yazlabilir.

Sonuc 4.5.4 : f nin (n+ 1). mertebeden f"V(t) tiirevi t = xy noktasinda

strekli oldugu durumda, v — xq iken

n+1 (k) o ]
s@) = ST oy )

k!
k=0

olur. Gercekten , (4.57) den dolayr x — xq iken

I ARRIED) a1, @ —m)" ey (n+1)
n(2) = m(ﬁ — )" + W[f ()= f (wo)]
[x — 1y & ¢ — 29 ve fOTV() fonksiyonu t = xy noktasinda siirekli
olduguna gére, v — xq iken 5 [f" T (c) — f (zg)] = 0(1)oldugundan]
1
_ (n+1) _ n+1
= ) + 0 = o))

olur.( 4.58) formiilime f nin (n + 1). kalan terimi Peano formunda Taylor

)n 1

formili denir.
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Not: Tleride n. kalan terimin integral formu da verilecektir. ( 4.52) formiilimde,

ozel olarak ,xo = 0 alinirsa,

n ek
flx) = Z f(];(()) 2% 4 1,(0;2) (4.59)
k=0
formiilii elde edilir ki, bu formiile f nin Maclaurin formiilii denir. Bu du-
rumda 7, bitim noktalar1 0 ve x olan kapali aralik ve ¢ € I° olmak iizere
(1 4.54) ve ( 4.55) den dolay1 r,(0;2) = L " (c)(x — o)"x ve 1, (0;x) =
Lo fHD ()™ veya 0 < 6 < 1 olmak iizere

(n+1)!
1-0)"
r,(0;2) = !.f(”“)(ﬂx)z"
n!
ve 1
. _ (n+1) n+1

rl03) = G 0

olur. e

Ornek 4.5.5 : (4.59) dan faydalanarak asagidaki fonksiyonlarin Maclaurin
(veya z in kuvvetlerine gore Taylor) formillering bulunuz.

(a) flx)=a"(a>0,a#1); (b)f(z)=snzx;

(¢c) fl(xz)=cosz; (d) f(z) =sinhuz;
(e) f(z)=coshz; () 1) = (1 +2) ;
(9) fl@)=(1+z)*(aeR).

Coziim: (a) f(z) =a” (a > 0,a # 1) fonksiyonu icin
F®(2) = a®InFa, fB0) =*a, fP2) =a* " a(k=0,1,---)

olduguna gore, (4.59) dan dolay1 a® fonksiyonunun Lagrange formlu kalan
terimli Maclaurin formiilii

Ina In%a In"a
a“:1+Tx+ 51 x2+---+7x”+rn(0;x)7
aH:v lnn-%—l

aa:”+1,0<0<1

ra(052) = (n+1)!
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olur. Ozel durumda, a = e icin e* fonksiyonunun Lagrange formlu kalan
terimli Maclaurin formiilii

) s 22 $n

e :1+ﬁ+§+~-+ﬁ+m(0;l),

Ox

. _ € n+1
rn(0;2) = T 1)!.7, ,0<6,<1

olur. Bu durumda, Va: > 0 icin | r,(0;2) |<

antl
(n+1)!

e” ve Vo < 0 icin

[ 7 (0;2) |< liﬁ;’ esitsizligi dogrudur.

(b)  f(z) = sinz fonksiyonu icin

f(k)(x) = sin(z + kg) f(k)(()) = sin(kg)

0, k cift ise,
(1), k tek ise

F0(02) = sin(0z + kg)(k =1.2,--)

olduguna gore, (4.59) dan dolay1 sin z fonksiyonunun Lagrange formlu kalan
terimli Maclaurin formiilii

‘ P J— 2
SlnI:I*§+§*"'+(*l) eranH(O;z),
l,2n+1 ) T
ron+1(0; ) = T sin(fz + (2n + 1)5), 0<f<1
olur. Bu durumda, Va € R icin | r9,+1(0;2) |< % esitsizligi dogrudur.
(¢) f(x) = cosa fonksiyonu icin
0, k tek ise,

8 (z) = cos(x + k%)a FM(0) = {

(=1)%, kcift ise

F®(0z) = cos(fz + k%) (k=1,2,)
olduguna gore, (4.59) dan dolay1 cos = fonksiyonunun Lagrange formlu kalan
terimli Maclaurin formiilii

2 4 22(n=1)

Cm=1) + 120(0; ),
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2n

x 7r
ron(0;2) = wcos(@m + 277,5), 0<f<1
‘Ilzn

olur. Bu durumda, Vo € R icin | 72,(0; ) |< G

esitsizligi dogrudur.
(d) f(x) = sinhx fonksiyonu icin

f(k’)( coshz, Fk tek ise,
T) =
sinhz, Fk cift ise,

1, k tek ise
(k) 0) = 5 5
770 { 0, Fk cift ise,

£0(0) = c?sh(f):c), k t(':k 1‘s0,
sinh(0z), Fk cift ise, (k=1,2,--)

olduguna gore, ( 4.49) dan dolay1 sinh z fonksiyonunun Lagrange formlu kalan

terimli Maclaurin formiilii

PRI 221

sinhz = x + 37 + = + -+ m +79n11(0; 2),
22+

Toni1(0;7) = mcosh(ﬁw) 0<h<1

olur. Bu durumda, Vz € R icin
| @ [Pt { L2 2> 0 ise,

| 7’2n+1(0; I) IS

(@2n+1)! | =, 2<0ise

esitsizligi dogrudur.
(e) Benzer sekilde

2 4 2n

oz ;
coshz:1+§+I+~~+(TL)!+T27L+2(O;I%

2n+-2
roni2(0;2) = mcosh(@x) 0<f<1
oldugu gosterilir.
(f) f(z) = In(1+ 2) fonksiyonu icin
(k—1)!
(1+ )k

F®) () = (—1)k FP0) = (=11 (k- 1)!
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' E—1)!
) (0g) = (—1ys-1-F = DL k=1,2,--
f00) = () k=120
olduguna gore, In(1 + 2) fonksiyonunun Maclaurin formiilii (( 4.59) dan
dolay1)
1‘2 CZ?S I4 il
In(l+z)=0—"4+" "4 4 (=1)" 1= 41, (0;z
n(l+az)=ua sT3 717" +(-1) n—l—r,(OT)

(71)"1.’"/«#]
(e D(1F012) 7
mda), 0 < 0; < 1 veya r,(0;2) = (—1)”% (Cauchy formda), 0 <

0, < 1 formiillerinden herhangi biri ile verilebilir. Bu durumda, Vz € [0, 1]

olur. Burada, r,(0; ) kalan terimi r,(0;2) = (Lagrange for-

icin (kalan terimin Lagrange formuna gore) | r,(0;2) |< 5 esitsizligi ve
0 < r < 1 olmak tizere Vz € [—7,0] icin (kalan terimin Cauchy formuna gore)
1— 92 wn+1 ,r.n+1

n

<
1+ 6x” 1+ 01 1—7r

| (05 2) [=[ (=1)"(

esitsizligi dogrudur.
(g) f(z)=(1+z)* (o €R) fonksiyonu icin

fP@) = ala—1)-(a—k+ 1)1 +az)""
fP0) = ale—1)--(a—k+1),
f®2) = al@—1)--(a—k+1)(1+02)*F (k=1,2-)

olduguna gore, (4.59) dan dolayr (1 + z)* fonksiyonunun kalan terimi La-
grange formunda Maclaurin formiilii
(a=1) , afa—1)-(a—(n+1))

a _ a |« noy (0
(1+2) —1+1!1+ T +--+ py " 41, (0; 2),

ala—1)-(a—n)

CE] (14 02)e g+l 0 <9 <1
n !

ra(0;2) =

olur.
Bu durumda (e) de oldugu gibi Yz € R,|  |< 1 icin lim 7,(0;z) = 0

oldugu kolayca gosterilebilir. ¢
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Not: Ozel durumda a = n € N icin rn(0;2) = 0 olduguna gore,

n

" n nn—1) , - n\
(o) =1+ o+ ——F—a+  +a 7; L)

Newton binom acilimini elde ederiz. o
Simdi esas elemanter fonksiyonlarin Peano formlu kalan terimli Tay-

lor formiillerini asagidaki tablo seklinde siraliyalim.

No f(x)
U@ =T R By B )
B
3 |cosx=1-— %Jr %.+... + (,1)71(21’;! + 0(22+L)
4 sinhe =z + ’g—? + ”;—, 4ot (;F:L:]‘)' +0(220+2)

2 4 2n
5 coshx:1+%+%+...+%+0(I2n+1)
6 <1+‘r)a:1+QI+MQT?D$2+“'+W$H+O(IT‘)
T (e =e— G4 E b (D) 4+ 0@

Tablo 4.2

Tablo 4.2 den a = e ve a = —1 gibi 6zel durumlarda

.

P, " z? x N
e = +ﬁ+§+"'+m+0($ ),

1
1+

=l—z+2> =2+ -+ (=1)"2" + o(z")
olur. Ustelik, son ifadeden

1 .
ﬁ:1+I+x2+x3+--~+x”+o(z”)

ve Tablo 4.2 nin 7.formiiliinden

22 28 "

n(l—z2)=—o—— - ...~ — "
n(l—x) - 3 " + o(z™)

oldugu goriiliir.

Coziimli Problemler

4.5.1 Coziimli Problemler

(1) f(z) = 2®+ 32 — 22 +4 polinomunun z, = —1 noktasindaki 3. derece-

den Taylor polinomunu yazinz.

Coziim:
[ =8
fl(z)=32*+6z—-2 = f/(-1)=-5,
@) =6z+6 = f'(-1)=0,
f'x)=6 = f"(-1)=6,
fO) = 0

olacagindan 2% + 322 — 22 +4=8—5(x + 1) + (v + 1)® olur. ©

(2) Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazili noktadaki verilen dereceden

Taylor formiillerini yazinz.

(a) fl@)=0Q—-2+2)%20=0n=2; (b) f(z)=vVz,20=1,n=2
(¢) [flo)=+mo=1n=2 (d) f(z)=e=" 20=0,n=3
(e) f(z)=sin(sinz),zo =0,n = 3; (f) flz)= H%M,xq =0,n=06;
(g) f(x)=acoshfa>0,50=1n=2; (h) f(r)=_ 2= 20=0n=3
(i) f(z)=e""% 25 =0,n=4; () fle) ==L g5 =0,n=
k) flx)=(1+2)™ 29 =0,n =5 O fl@)=(1+z)5,20=0n=4;
(m) f(z)=tanz, 29 =0,n = 3.

Céziim: (a) f'(z) =3(=1+2z)(1—z+2%)?% f"(z) = 6(1—z+2%)*+

6(—1+27)%(1—2+2?) olduguna gére, f(0) = 1, /(0) = —3, f/(0) = 12
dir. O halde,

fl@) =1 =32+ 62% 4 r5(0; 2), 75(0; 1) = o(2?)

olur.

(b) fl(z) = ﬁ, f(z) = 74;\/5 olduguna gore, f(1) =1, f/(1) = 1,
J7(1) = =1 tiir. O halde,
1 1

flx)y=1+ 5(95 -1)— g(ac — 12 +ro(12), ma(1; 1) = o (x — 1)?)
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olur. olur.
(¢) f(1)=1,f(1) ==, f"(1) = =1 olduguna gore, (1) f(0) =0, f(0) = 0,f(0) = 2, f”(0) = 0, fP(0) = 8 olduguna
gore,
1
f(z) =1—2(1:—1)—7(z—1)2+7"2(1;ac),7"2(1;:1:) =o((z—1)?) , at N
16 8 flz)=1+z +§+r4(0;x),r3(0;x):o(z )
olur. olur.
(@) F(@)=2(1 - )" /(@) = 21+ 2(1 - 2P)e>", (a) = () £(0) = 0,7(0) = 0, 1"(0) = =5, F19(0) = — olduguna gire,
4(1—z)e? " (=3+2(1—x)?) olduguna gére, f(0) = 1, f'(0) = 2, f(0) =
2, f”(0) = —4 dir. O halde, 22 2t
f7(0) flx)= ~ % 130 +74(0;2),74(0; ) = o(2”)
2 .
) = a2 2B 0 ) e (0 ) — of 73
fl)=142z+x 37 +73(0;2),73(0; ) = o(z?) olur.
olur. (k) f(0) = 1.f'(0) = 0,f"(0) = 2, f"(0) = —5, f® = 16, f*)(0) =
(e) f'(x) = cosxcos(sinz), f’(x) = — sin x cos(sin z)—cos? x sin(sin z), () = 80 olduguna gore,
— cos z cos(sin x)+3 sin z cos  sin(sin #) —cos® & cos(sin x) olduguna gore, 1 9 9
N sinz __ 2 3 4 5 . . _ 5
F(0) =0, f/(0) = 1f"(0) = 0, f”(0) = —2 dir. O halde, flz)=(1+x) =14z 751‘ +§I +§$ +75(0;2),75(0; 2) = o)
fl@)== i +73(0;2), r3(0; ) = o(a”) olur.
=1 — - +r30;z),r3(0;7) = : e e e
3 ) £0) = e.f(0) = 5.7(0) = Y. f1(0) = ~2e, f0(0) = e
olur. olduguna gore,
f _ 7 =0 " —9 fm [ (4) — 924 (5) —
(0 5(0) =0.70) = 0.0°(0) =2, 7*(0) = =6./(0) = 24./0) e e T, e,
—100, f®(0) = 480 olduguna gore, flo)=e— 2t 6% Ym0l T r4(0;2),r4(0; ) = o(a*)
2
f(z) =2 —2* +2* - %x5 + ng +16(0;2),76(0; ) = o(z®) olur.

(m) (tana)’ = cos 2x, (tanx)” = 2cos~ > wsinz, (tanz)"” = 6 cos™* a sin® 2+
olur. 2cos 2z, (tanx)® = 24 cos™® zsin® z + 16 cos ™3 xsinx olduguna gore,
(8) f(0)=a, f'(0) =0, f"(0) = % olduguna gore, tan0 = 0,tan’ 0 = 1,tan” 0 = 0, tan” 0 = 2tan™® 0 = 0 olur. Demek ki,

2
x
f@)=a+ % 72(0;2),75(0; ) = o(a?) flz)=o+ %Td + oz
olur. oldugu elde edilir. ¢
() £(0) = 1. £1(0) = 1, £(0) = 1, FO(0) = 8 olduguna gire,
5 (3) Asagidaki fonksiyonlarmm Peano kalan terimli Maclaurin formiillerini

T 17
flz)=1- e %9& +74(052),74(0; 2) = o(a!) yaziniz.
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(@) flz) =€ b) f@) =

(¢) f(z) 21z+—13. (d) f(z) =In(2+ ex);
(€ [fl@)=(@+5e*; () flz)=hF:

(g) flz) = 12‘12;25157 (h) f(»L> J54,31,52,47
(i) f(z) =sin’z.cos?a; () flz)=sin’z

(k) f(z) = arctanzx () f(z) = arcsinz;

= e[y B 4 o((52)")] = Y Sk 4 o(z™) olur.

(b)) fl@)=(1+4)2[(1+1)* = Zn: ('z)% + o(t") oldugundan)]

k=0
olur.

(¢) flw) = 23 =2 5 [-L — i(fl)’“.t’c + o(t™) oldugundan]

z+1 z+1

0
=2-— 5[%( kb 4 o(z™)] = -3 3 5(—1)f1.az* + o(z™) olur.

=241+ ) [n(1+1) = > (- )’ﬂ 1 +o(t") oldugundan]

-

n

)
k:
n ex\k
=2+ Z(fl)k’l.%Jro((%) )=In2+

k=1 k=1

L(5)Eat o+ ofa”)

(e) f(z) = (x +5)e** = xe* + 5e**[e! = kz":(] % + o(t") oldugundan]

n—1 noo.
= w[k Frak +o(z" )] +5[Z frak 4 o(a™)] = Z Loty Z 5%k +
:0 — —

o(x )[Z zk Ly k 1,’1‘ oldugundan] = 5 + Z(
k=1

k=1

ok—1

ot kaxk +

n
o(z") = 5+k¥1 M L(k4+10)2* +o(z") = k;) 22 (k+10)2* +o(z") olur.

) f@)=hi+h1+%)-n(1-%)[n(l+z) = k;(fl)k’l%Jro(t")

Coziimli Problemler

oldugundan] =1In 3 + Z (o + ) Dak + o(z) olur

k=
(&) f<$>71+%:1—ﬁ+1%3:1—%45 — il =
3 Al n n n n nak
k;)(*l)kthrO(t Jve 4 = Zf +o(t") oldugundan] = 1— %k70(71) =

£ L k1 .

2y Lto(@)=-5+ Z(% — 5&7)7" + o(a") olur.

=1

(h) f(x):m*%

fonksiyonlarmm Maclaurin formiillerinden] = 3 ((—1)*! — ;&+) %= +
k=0

o(x**1) olur.

(i) f(z)=sin’z.cos?z = §sin® 22 = L(1—cosda)[cost = Y (—1)F tzfc_Jr
=0

oMk 2n+1
30! + o(z*"*!) olur.

1 1 _ 1 1 1 1 1
() =5 el ve

o(t*"*1) oldugundan] = Z =D :
(j) flz)=sin®z=3sinz—1sin3z = Z %( —3% g2 4 o(2m)
olur. (k)ve(l) de verilen fonksiyonlarmn Maclaurm formiillerini asagidaki
onermeden faydalanarak bulacagiz.

Onerme 4.5.6 :: f: U(xg) — R fonksiyonunun f'(x) tievi icin by, =
% olmak tizere v — xq iken

n

= Z bi(z — 20)* + o((z — m)")

k=0

olsun. Bu durumda, OV (x0) tirevi vardir ve x — xq iken

f I ZO +Zk+1 _ k+1+0(($*l’0)n+1)
dir.
(k) (arctanz) = i = > (=1)* 2 +o(z*" ') olduguna gore, Onerme
k=0
4.5.6 dan dolay1
" 22kl

arctan z = Z(fl)k St + o(2®*2)
k=0
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olur.
(1) Vze(-1,1)icin

(arcsinz) = ﬁ =1+ Z Qkkl 2% + o(x™ )
=1
olduguna gore, Onerme 4.5.6 dan dolay1

arcsinz = x + Z 2"/@‘ 2k n 1 2 4 (22 F2)

olur. ©

Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazili noktanin komsulugunda Peano

kalan terimli Taylor formiillerini yaziniz.
(a) flz) = \/%JEO =1

(b) f(z) =In(3+ 2z — z%), 20 = 2;
(¢) flx)=sinTF zo =2;

Coziim: (a) x+ 1=t olsun. O halde,

3x+1) 3t

fla) = Vi-(@rlE Ji-p

3 1
e g

-t =g
olur.g(t) fonksiyonunun Peano kalan terimli Maclaurin formiili

12k

:7t+ tZ( ) - —+o(t2")

3 3(1.3..(2k = 1)) o
_ 7t+z ( ( ))t2k+1 +U(T/2")

2 23k+] kl
k=1

olduguna gore, t = x + 1 degisken degisimi yaparsak,

o) = e+ )+ 3 ML 1 oo s 1)
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olur.
(b) 342z —2?=(3—2)(x+1) olduguna gore, t = x — 2 dersek

L

3+2:z:—x2:(1—t)(3+t):3(1—t)(1+3

olur.Buna gore,
t
f@) =In3+In(l —¢) +In(l+ g) =g(t)

olur.g(t) fonksiyonunun Maclaurin formiilii

n

tk tk
g(t)zlnSfZ +Z DM ot

k=1

olduguna gore, (t = x — 2 olmak iizere)

no k-1 & — o)k
f(L’)=lIl3+Z(( ;l —1)( 2) +o((x—2)")

oldugu bulunur.
(¢) f(z) =sinZz = cos§(z —2)[F(x — 2) =t dersek] = cost = g(t)

olur.
n

2k
olt) = S (-1 gy + o)

n 72k (g — )2k )
0) = (DA oo - 2

olur. ©

(5) f:]0,1] — R fonksiyonu icin

(a) f,[0,1] arahgmnda ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilirdir,

(b) f(0) =f(1) =0,
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(c) Va € (0,1) icin | f”(z) |< A olacak sekilde bir A > 0 sayis1 vardir
kosullar1 saglaniyorsa Vz € [0,1] icin | f(z) [< 4 olur.

Gosteriniz.

Coziim: Lagrange kalan terimli Taylor formiiliine gore
72
FO0) = f(z) —2f(@) + ["(e) 5,0 <ea <z <1,

FQ) = f@) + (1 - o) /() + f@)@,a co<o<l

yazabiliriz. Buradan,
Fi(x) = 3" (e)a? — f(e)U52),0 <o < 1= fi2) < 81— 20 +
222),0 < < 1 bulunur. Vz € [0,1] icin 0 < 1 —2z+ 22 < 1 olduguna
gore, son esitlikten Vo € [0,1] icin | f'(z) [< 4 oldugu anlasilr. o
(6) f:R — R fonksiyonu icin
(a) f,R iizerinde 2. mertebeden tiirevlenebilirdir,

(b) My, = sup{| f¥(z) |: * € R} < +o0,k = 0, 1, 2 kosullar1 saglaniyorsa
M2 < 2MyM,
olacagini gésteriniz.

Coziim: Lagrange kalan terimli Taylor formiiliine gore x,zp € R

olmak ftizere,

Flao) = F) + F@)fan - 2) + ()02

olacak sekilde z ile xy arasinda bir ¢ noktasi vardir. Buna gore,

P 2
) [+ @) o~ |+ | () | 2]

| 2o — 2 |2

| f(zo) |

IN

IN

Mo+ M, | 2o — 2 | +Mp
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Coziimli Problemler

olur. Yy € [0,+00) icin My + My + ]\12% > 0 olduguna gére, M7 —
4]‘/2’2 My = M2 — 2MyM, < 0 dir. Bu ise, istenen esitsizligin dogru
olmasi demektir. o

Simdi limit hesabinda Taylor formiillerinin bazi uygulamalarini gérelim.

Taylor formiillerinden yararlanarak asagidaki limitleri hesaplayimiz.

[ : sinz—x . : tanz+42sinz—3x .
(a)  lim =85 (b)  lim fememese
: 14z cosz—y/1+2x | : arctanz—sinx .
(C) 131;% In(l4+z)—zx ’ (d) ilil[l) tanz—arctanz
2 .
(6) lim e T —cosz (f) lim sin(sinz)—z V1—a22
p0 adsinz 20 a5 ’
. 1—(cosz)sin® . 2 1
(g) lim =l (h) lim(cosz + Z-)*Gme0
z— T z—0 2

Coztim: (a) z — 0ikensinz =z — ITj + o(z) olduguna gore,

_osinz—z :cf%dJro(x‘l)fx_ ) 7%3+o(x4)
lim - = lim - = lim -
z—0 3 z—0 3 x—0 a3

1 o(x?) 1 .. oah) 1

= It s )T s T T TG

olur.
(b) x — 0ikentanz = z+3z°4o(z?), sinz = 2= +o(z") olduguna

gore,
tanx + 2sinr — 3z
x—0 554 o
. w412 +o(at) +2(x — %3 +o(x) — 3z
= lim 1
x—0 €T
4 4 4
2
_ i Q@) £ 20@D 0D
z—0 24 z—0 l‘4
olur.

(¢) 2z —0iken cosz =1— 12—2 +o(z®),V/1+2x =1+z— 2%+ o(z?)
veln(l4+z)=2— % + o(2?) olduguna gore,

i 1+xzcosx — 142z
im

20 In(l+z)—=
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L4 a(l—Z 4 o(a®) — (1+z—Z +o(s?)

= lim -
@=0 r— % to(a) —x
z? z? . -3 .3
-5 — 5 zTo(x o(x
= lim 2 z ()Jr():fl
z—0 —z= + 0(4/1»2)

olur.
5

(d) =z — 0 iken arctanz = 2 — 2% + o(2°) arcsinz = x + $a° + o(a”)

olduguna gore,

oy Arctan — sinz i (x — 32° + 0(a®)) — (x — $2® + 0(2?))
@—0 tan & — arcsin o=0 (z + 32 + 0(2%)) — (z + 123 + o(x?))
1.3 5
—g2’ +olz
= lim Zsr o) _ -1

2=0 1a% + o(zh)

olur.
() t > 0iken e =1+1¢+ % + o(t?) olduguna gore, x — 0 iken

22

e~F =1— % 4 %‘ + o(x*) olur. O halde,

12 P T T
o T mcosw 1 22 yo(at) — (1- 2 + &+ o(2%))
=0  zisinz 20 23z — L; +o(z*))
Lat+olzt) 1

a—0 zi4o(zt) T~ 12

olur.
(f) t—0ikensint =t — % + 1t250 + 0(t%) olduguna gore, x — 0 iken
sin(sinz) = sinz — E(sin z)? + i(@in x)® + o(sin z)8
sin(sing) = sinz — o (sine T30 i
3 Al o 1 2t P
B TR S IR TR
1 xd 6016
+ m(f*€+ﬁ+0(x))
= B et o)
= o ot gt tole
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ve x — 0 iken

. 1, 1
avVl—22 = z(1 - rQ)% =xz(l— gzz — 5.274 +o(zh)

oldguna gore

sin(sinz) — 2v/1 — 22

lim =
z—0 x5
a? 1.5 1. 1
N L4 51”4 0(2°) — (z — 32° — §2°) + o(a®)
z—0 5
. B to(a®) 19
= lim*—F—F = —
=0 5 90
olur.
(g) u>01cm u’ = e’ olduguna gore,
1— (COS T)sinx 1— esinwlncosz
lim 3 = lim -
z—0 xT z—0 3

[t — 0 iken ef = 141+ o(t?) = z — 0 iken esmehncoss — ] 4
sinz In cos z + o(sin z In cos x) oldugundan)]

sinzlncosz + o(sinx Incos x)

= lim 3

z—0 x

[ — 0 iken
1
sinzlncosz = sinwzlny/1—sin’z = 3 sinzIn(1 — sin® z)

1 sin’ 1 ..
=3 sinx(f¥ +o(zh) = ~1 sin® z 4 o(x?)

1.
= —a® +o(ah)
4
= 2 — 0 iken o(sin x In cos ¥) = o(z?) oldugundan ]
. sinzlncosa + o(z?) . sinz . Ilncosz . ofz?)
=lm —— = lim lim + -
z—0 3 z—0 x a—0 T z—0 3
Incosz .. In(l—sinx)
= lim = lim
z—0 2 z—0 212

sin®z +o(x?) 1
=~

- ilgo 212 2
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olur.
1
(h) y = (cosz+ %)““”ﬂ') olsun. O halde,

Iny=————In(cosz +

olduguna gore,

ln((’osx-i— 2y In(l

-2

5)

zt 5
+ 55 +o(2))

limlny = = lim
70

00 z(sinz — 3:) 70 1(_% + o(z?)

= lim —————" = lim
z—0 _J«? + O(LE") z—0

olur. ©

4.5.2 Ek Problemler

(8) Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazili noktadaki verilen dereceden

Taylor formiillerini yaziniz.

A
i+ ola”)
—W + O(I )

(a) flz) = (1—21+3$ +42°)3, 1 =0,n=75;
(b) f(@) = g 70 = 0. =45

(c) flz)= ta”, o =0,n=2;

(d) f(z) =Incosz, xg=0,n=2;

() f(T):mfo—O n=3;

() J(e) = 1= ), 20 =0m =3

(8) F(z) = exim, @ = 0,n = 4

(h) f(z) =sin(arctanx), xo=0,n = 4;

(i) f(z) =+/cosz, xg=0,n=4;

() f@) = 2, 7= 0, =5;

(&) f(z) = eVir?, @y =0,n =5;

(1) f(z) =tanhz, z9=0,n=06.
Cevap:

(a) 1— 6z + 2122 — 3223 + 1521 + 662° + 75(0; 2), 7"
(k
(c
(d

=)

z+ 122+ ry(0; 1), 72(0; ) = 0(2?);
-z +r2(o x),12(0; ) = o(z?);

f

)
)
)
)
() 1—a—a?+ 12’ + r3(o;2),r3(0; ) = o(2?);
(f) -
(g) e+*“zz+w + ra(0; ), ra(0; ) = ofa);
(h)
)
)
)
)

+ r3(o; x) r3(0;z) = o(a?);

h) z— % + r3(0;2),m3(0;7) = o(z);

—

i *%*%er(oz)r(;x):o(x‘l);

(i

(G) 1+ 322+ 22" + ry(o;2), m4(0; ) = o(z®);
1.8 11,4

(k) 14+ 32 — 12° — Dot + 22° + r5(0;

T — %xg-‘r %$5+7'5(0;.L) rs(o;x) = 0(.L6

1

i—sz+3 72771 +45r +714(0; ), r4(0;7) =
1+

Ek Problemler

(or2) = ola?);
o(x);

(9) Asagidaki fonksiyonlarmm Peano kalan terimli Maclaurin formiillerini

yazinz.
(a)  fla)=3C"7; (b) f(x) = (2% — z)e”;
(&) f()=InZ (@) fla) = (1+ ) VT F 5
() f)=Imzttg (5 f(0) = &5
(g) flzx)= 3§§ii’i;5: (h) f(z) = x cosh 3z;
(i) f(z) =sin®xcosw; () flx)=35 z[i
(k) f(z) =cosfx +sin’a; (1) f(z) = LObh’L(Obh3$
(m) flo) = 502
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Cevap: (a) Z(*l)k%karo(x”);
=0

+ E 4k6k zk + 0(1? )
z a2 n (=1)* =D (k—1)
5T+ Z T — o+ o(z™);

n

1) (k=1 g(_f)42(=k) 4y 3(=k)
245 o a* + o(2™);

34 (=13 — ok 4 o(am);

b (22252%*1(1 2K+ ofa);
,,+ Z 71 2k+1+o(r )

1)k42k—1

1+ Z 2(2k)v o+ o(a® )

M:

2k)! (2% + 1)$zk + 0(I2n+1);

>
Il
o

(ljrl) @ 4 o(z”H).

M=

>
Il

1

(10) Asagidaki fonksiyonlarn karsilarinda yazih noktanin komsulugunda Peano

kalan terimli Taylor formiillerini yazimz.

516

(11

Ek Problemler

(8) f(x) = logs {3502, = 1.

Cevap: () 3= 2D 0 — 1)t of(r = 1))
(b) 3o e

k=0 ”
(¢ n2-+ 35 EUSE= = ) of(e = 1)),
(@) 2+ 3@ —1)+ g(— Y ez o(w - 1));
(e) kZO 2 (1 +2)% o (x +2)2F);

(f) Z (U= (0 — 1% + of (x — 1)),

ntl 2k—1 _ n
(8) i 2 Fmr(e — D ol(w = 1),

(K + 3k + 4) (2 + 1)* + o((z + 1)");

) Taylor formiillerinden yararlanarak asagidaki limitleri hesaplayimz.

(1 s el
(a) 310141}5&7 (b) PL% e % z;
2
. cosx—1+4+%"
(¢) hH(l] gsinz, (d) hII[l) Ea L
T— Jo—. a
B
T T—
s, 2arcsin x—arcsin 2z . eretanT g
(8 }LIH(I] smemimenzt; (h) JILIL% T oy
(i) i SHlosinoto 5y gy (ot V) w4
=0  VB—at-2 0 z—tanhz )
(k) lim ‘7”0”;5"“ (1) lim L Vv’;

z—0 —0

m) lim Sneine)—tanhz, n) hm

z—0 z z—0

. P— A 2 — 2 4
0) lim tanr=ryite, Yiga?. p) lim M

=0 -0 ©

3
li sin(sin @) —a+ %
! tanz—x

(
(
zi%m (r)  lim
(t) JIEiLI%)(coshx)Ful‘rr;
(
(

s) hné(\/l Tz—a);

hm< sinx )ﬁ
)

. 2

210\ arcsin e ) i%(COSI)CD x,

1

x) lim(v3—z+1n L)
T—2

)
3 2
W) lmie

= co<T'
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hm( )cot z

2(«/1+71 )

Tim (Va® + ot — Va® —at).

@ e (e LD
FER ) I T 9 I VER ()
o) @ -5 O
V) eH W) L ®
Do) 2

4.6 L’Hospital Kurali

Béliim 2'de 2, 22, 00— 00, 0.00, 0°,00° ve 1 seklinde belirsizlik olusturan
bircok dizilerin ve fonksiyonlarin limitlerinin, 6zel olarak, suni usullerle bu-
lunabilecegini gordiik. (4.5) ten de goriildiigii gibi boyle belirsizlikler difer-
ansiyel hesap yontemlerine(yani orta deger teoremleri ve Taylor formiiliine)
dayanik daha giiclii metodlarla incelenebilir. Bu kisimda sézkonusu metod-

lardan biri olan L’Hospital kurali incelenecektir.

4.6.1 % belirsizlik hali

Teorem 4.6.1 (1. L’Hospital Kural) :

0 € Ri,a € Rwe f,g : Us(a) — R fonksiyonlars Us(a) komsulugu
tUzerinde tirevlenebilen Vx € Us(a) icin g'(x) # 0 ve liné flz) = lir% g(z)=0
olsun. Eger, '

f'(x)

lim = A 4.60
(@) (160

limiti varsa, (A € R veya A = to0 olabilir) hm

(

W@
‘}}LI}LQ(II;) - Jlfﬂty’(;lr) (4.61)
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olur.
ispat: F.G: [O](;(a) — R,

Fz) = { f(x), =€ Usla) ise,

0, T = a ise

Gla) = { g(x), =€ [}5(@) ise,
0, T =aise
seklinde tanimlanan F' ve G fonksiyonlarini gézoniine alahm. F ve G fonksiy-
onlari [}5((1) tizerinde tirevli (Her z € [}5(@“) icin F'(z) = f'(z) ve G'(z) =
¢'(x) olduguna gore,) ve z = a noktasinda lim F(z) = lim f(z) = 0 = F(a)
ve i‘i‘}l G(z) = glglg}z g(z) =0 = G(a) Oldllglirila gore, F ve G fonksiyonlar

Us(a) iizerinde siireklidirler. Ustelik, Vz € U(;(a icin G'(z) = ¢'(z) # 0

o

)
olduguna gore, Cauchy teoremi geregince Va € Us(a) icin
)

P F@ PO S 10
G(z) — G(a) G’(c)ﬁg(l’) g'c)

olacak sekilde x ile a arasinda bir ¢ = a+6(z —a) 0 < 6 < 1 noktas: vardur.

(4.62)

€ [}(g( ), .L — a <= ¢ — a olduguna ve (4. 60) limiti meveut olduguna

gore, hm , hmltl de vardir ve hm Fle ,E) = hm

/( ) olur. Buna gore (4.62)

ta x € Ug( ) x — a iken limite gecersek hm ( ) limitinin varhg: ve (4.60)
esitliginin dogrulugu elde edilir. O

Not: 1. Teoremin karsit1 genellikle dogru degildir. Ornogin, a=0, f(z)=
2% cos 2, g(x) = sinx fonksiyonlar icin

. f(x) . 2% cos L
im = lim ——*
=0 g(x) =0 sinz
1
= lim limzxcos— =0
z—0 sin x 2—0 x
£ (x) 2a cos L 4sin L
olmasina ragmen, hm L 111% &= limiti yoktur(ciinkii hm s1n—
xr— . x—0

limiti yoktur). e
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Not: 2. Teorem 4.6.1 deki f ve g fonksiyonlarmm f’,¢" : (}5(0,) — R
fonksiyonlarmimn a noktasinda siirekli ve ¢'(a) # 0 olmalar1 halinde (4.61)
bagintist

flx) _ f'la)

5@~ gta) (463)

seklinde yazilabilir. e
Not: 3. Eger, f'(x) ve ¢'(x) tiirev fonksiyonlar1 f ve g nin Teorem 4.6.1

in k()bulldl"lnl saglarsa o hdlde L’Hospital kurali bir defa daha uygulanabilir.

lim £ g(f) = hm E:; = hm 7 r) ) bulunur. Benzer sekilde, belirsizlikten kurtu-
Tr—a .
luncaya kadal 1$lcmc dov’xm edilir.
Ornegin,

(a) lim 1— (,051 _ hHl sinz __ hm co;z — %

—0 z? z—0 = z—0
(b) lim &= mnr _ hm l—cosx — lim 52 — 1

-0 B, B 6’

4 . 2 . - .

(¢) lim —— 5= lim 2 = lim 220 = lim 2 =l 12 = 12,

I_.0.’L‘ +2cosxz— —0 X sinx r—0 “7 cosT z—0 smax x—0 CcosT

Not: 4. Teorem 4.6.1 de Ug((l) komsulugu yerine sirasiyla ﬁg(a’) =
(a—9,a) ve Us(a™) = (a,a+ 0) komsuluklar1 alindiginda sonucun sol ve sag

limitler (yani z — a~ ve # — o™ iken ) icin de dogru olacag aciktir. e

Teorem 4.6.2 : A > 0 olmak iizere f, g : (A, +00) = R (f,g: (—o0, —A) —
R) fonksiyonlari (A, +00)((—o0, —A)) dzerinde tirevlenebilen , Vo € (A, +00)

(V2 € (~o0,~A) deing'(x) £ 0 ve lim f(z) = lim_g(x) =0( lim_f(s) =

lim g(x) = 0) olsun. Eger, lirn #I)) =A ( lim g/(w) = A) limiti varsa,
T——00 — £
(A € R veya A = +o0 olabzln) hm %( llm f;—) limiti de vardir ve

T——
1ir}_1 g(—f; = lim !’;(1)( lim % = hm % esitligi dogrudur.
r—+00 S\ r—+00 T——00 T——

ispat: ¢ = L dersek, # — 400 <= t — 0" olduguna gére, F(t) =
F(3) = f(x).G(t) = g(1) = g(x) tammmyla F,G : Ul 1(07) — R fonksiyonlar:

icin lO] 1(0T) tizerinde Teorem 4.6.1’in biitiin kosullar1 saglanir. Buna gore ,
C 1 : g g

lim /(@) = lim f(%) = lim F(t) = lim ()

e g(@) e g(h) | 0r G(O) o G(1)
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= lim &7 m -
=0+ —%g' (1) =0+ g'(1)
!
= lim F@)
a—+oo g'(x)

bulunur.z — —oo iken teoremin dogrulugu benzer sekilde gosterilir. O

. 1 _1
Ornek 4.6.3 : lim ﬁ limitini bulunuz.

2—too In(

Coziim: Teorem 4.6.2geregi,

1 _1 1 el 1 67%
. €r —e = . 2T T 2t T _1
lim = lim —* = = lim (1+——)(ex +e=)=2
e—tooIn(l4 1) @—too el e—too z
x T
1+21
bulunur. ¢

4.6.2 % belirsizlik hali

Teorem 4.6.4 (2. L’Hospltal Kurali)) :
d0eR, ,aeRve fg: U[;(aJr) — R fonksiyonlar: Ug(cﬁ) komsulugu
tizerinde tirevlenebilen , Va € U(;(zﬁ) icin g'(x) # 0 ve hm flz) = hm g(z) =

+oo (veya = —o0) olsun. Eger, lim f< ) =A llmm varsa, (A 6 R veya
A = £00 olabilir), hm+ % limiti de vardzr ve
!
ACOR Y i ,(Z) (4.64)
a—at g(x) a—at ¢'(x)

olur.

ispat: Once A € R olsun. « : (O](;(aﬂ - R, afz) = {;,/((;; — A fonksiyonu
igin lim_ a(z) = hm (f; E;; A) = 0 olduguna gére, Ve > 0 icin 30 < §; < ¢
oyle ki

Vi € Us,(ay) icin | o(z) |< % (4.65)
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f(x) ve g(x) fonksiyonlari [}5(0,*) tizerinde siirekli (ciinkii bu fonksiyonlar
Us(a™) tzerinde tirevlenebilirlerdir) olduklarma gore, 30 < d, < ¢ Gyle ki,
Va € Us,(a®) icin f(z) > 0 ve g(z) > 0 (cinki lirn+ flz) = lim g(x) =

+o0 dir) olur. Ustelik , lim flz) = lim g(z) = 400 olduguna gore, o5 =
r—a T—a

min{dy, 02} olmak tizere 30 < &y < d3 oyle ki, Va € (}(;O(a+) icin f(z) #
fla+d) ve g(z) # g(a+ d) olur.

[z, a+d) C (O](;(aﬂ olacak sekilde her [z, a+ o] arahginda f ve g fonksi-
yonlari icin Cauchy teoreminin kosullar1 gerceklendigi aciktir. Bu durumda,

f(z) — fla+d) I

g(z) — g(a + do) g'(t)
veya

_ flat+do)

f@) 1= 1o

' - 41.66
g(x) 1 — glatdo) — g/(¢) ( )
g(x)
olacak sekilde bir ¢ € (2, a + d) noktasi vardir.(4.66) dan
(a+30)
fla) _ it
gle) — g(t)1 = L) (4.67)
f(x)
slatsg) )

bulunur. f(z) =1 - lﬂi‘;ﬁgo) seklinde tanimlanan 3 : Us,(a™) — R fonksi-
@

yonu icin
gla+do)
. o T g(z)
Tlgan+ Blz) =1 Tlgan+ 1 — flatdo)
f(x)
s flatdo) s glatdo) 5 -
[Tlirg o = leg e = 0 olduguna gore, |

=1-1=0 olur.

a(z) ve f(x) fonksiyonlarmin tammina gore (4.67) den dolay1

f(x)
g(x)

— [A+a(®]lL+ B()] = A+ a(t) + AB@)a()Bx)  (4.68)
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yazabiliriz.
lim B(x) =0 = Ve > 034 € (0,d) 6yle ki Vo € [}5()(1”) icin
T—ay

| AB(x) +at)(x) |< 5 (4.69)

olur. Bu durumda, [z,a + §)] C ﬁgo(aJr) olacak sekilde her z € [}50(a+) icin
(4.68),(4.65), ve (4.69) dan dolay

f(z)
g(x)

€

| 2

=€

— Al<la(t) |+ AB(@) + a(hB() < 5 +

olur. Buise, (4.64) nin dogru olmas: demektir. lim+ 5((3 = +00(—00) oldugu

% = 0 olduguna gore, yukarida gosterildigi gibi lim+ % =
o z—a

0, dolayisiyla, lim o = “+oo(—00) oldugu elde edilir. Boylece, A = 400
T—aq g

durumda lim
I—*ﬂ/+

durumlarinda da teorem ispatlanmis olur. O

Not 1: Teorem 4.6.4 te [}50 (a*) komsulugu yerine [}50 (a™) alindiginda
sonucun sol limit icin de dogru olacag: aciktir. e

Not 2: 1. L’Hospital kuralinda (Teorem 4.6.2) oldugu gibi Teorem 4.6.4
iin uygun kosullar saglandiginda @ — —oo (veya z — +o0) durumunda da
dogru olacagi aciktir. e

Not 3: 00— 00, 0.00, 0% 00" ve 1% seklindeki belirsizlikler uygun islemler
yapilarak g veya 22 bicimindeki belirsizliklerden birine doniistiiriilebilir. e

(jrnegin,
(a) f-g=
belirsizlige;

(b) f-g=

seklindeki bcfirsizligo;

Q =
e

T+ esitligi yardimiyla co—oo seklindeki belirsizlik g seklindeki
7

g

@ =

4(}‘” g = %) esitligi yardimiyla 0 - oo seklindeki belirsizlik %(%)
g 7

(¢) 0% (va da oo” veya 1°) seklindeki belirsizlik olusturan y = f9 ifadesi
Iny = gln f esitligi yardimiyla In y fonksiyonu icin 0- oo, dolayisiyla, sonucta

L (veya =) seklindeki belirsizlige déniistiiriilebilir.
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4.6.3 Coziimli Problemler

(1) L’Hospital kuralindan faydalanarak asagidaki limitleri bulunuz.

In( %arccosx) )

204

z—5

(a) lim =S (b)) lim SR

(¢) hm1 hul, (d) h 0%

() lim ghacsme. (1) T (04 0)

© D @) e
(

i) lim

lim (& — cot? z);

1) hm {5 - arctanz)}s:

xT—+00

o
=

( L*’O(tanz - 2117—1)‘
; a1,

(k) a:ll»%l+ ’ ' |

m) lim (Incot z)®; hm cos )7 ;
0 )

P
(
(

)
0)  lim (tanz) D) hm | Inz |
Ty

(
(
tan 2z, (
(

q) &E(é)ﬁv r) PH};( _%)tan%_

Céziim: (a) Verilen limit 2 seklinde bir belirsizliktir. O halde, (4.61)

formiiliine gore

. =322+ Tz -5 . (2° =322+ Tx = 5)
lim = lim
z—1 4 —br+4 z—1 (x* — bz +4)
el
i 2 GEHT

z—1  4x3—5
olur.
erilen limit 3 seklinde bir belirsizliktir. alde,

b) Verilen limit ¢ seklinde bir belirsizliktir. O hald

_ In(2arccosz)

lim —F—————=

z—0 ln(l + I,)
((4.61) den]

™
— 11111 2\/173;2117“06051 _ _g
o0 1+

olur.
(¢) Verilen limit % S

z=1 [(4.61)
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den] = lim etneteet™ lim 2" (Inz+1) =1 olur.

(d) Verilen limit 2 %ckhndc bir belirsizliktir. O halde, hmw

0 Tcosz—sinz

arcsin(z?) 202

[(4.61) den] = 11%7 VIeel [ — 0 iken aresin(x?) ~ 2 ve

—zsinx

sinz ~ z oldugundan]

2?4 2= 14 2
= lim —— =20 Y2 3
z—0 —a2 20 —1
olur.
(e) Verilen limit % seklinde bir belirsizliktir. O halde,
sin ax — sin bx acosaxr — bcos bx a—1b

- [(4.61)den| = lm ——m———— = ——— =
z—0 sinh ax — sinh bx I Jden] = 200 acoshaxr —bcoshbr a—0>
olur.

(f) Verilen limit % seklinde bir belirsizliktir. O halde,

P a—1

1 T
1[(4 .61)den] = hm ar 4

hm | G = E

r—1 xﬁ

olur.
(g) Verilen limit % seklinde bir belirsizliktir. O halde,

In(x — 3 -2 i
tim, 22 (04 6ayten] = tim, L ((4.61)den] = limy LI
xﬂg xr

PR tanx

T2

olur.

(h) Verilen limit ¢ seklinde bir belirsizliktir. O halde, lim+ In(1-cos)
x—0

Intan
2 " 2 3

[(464) ten] _ 'Eli’l,n snl]iacccosz [(4 61) den] _ }l}m 25mxco§ z—sin” x

0+ sinxT
= lim (2cos%x — sin® ) = 2 olur.
(i) Verllen limit, 3 seklinde bir belirsizliktir.

1 1 el —tana

,7):

lim
z—0 tanx e* —1

240 tan z(er — 1)

xr—1

[ — 0 iken tanx ~ 2 ve ¢*~t ~ x oldugundan]

, 1
e* ! —tanx er —

— 1 — — i cos®x o] —
= lim p [(4.61)den] llg(l) o [(4.61)den]

x—0
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oy C 1
im ——— L = —
x—0 2 2
olur.

(j) Verilen limit % seklinde bir belirsizliktir.

sin?x — 2% cos’ x

. 1 .
lim (— — cot? x) lim —5
=0 "1 =0 x?sin®x

. sinx +xcosx sinx — xcosx
= lim

—0 sin " a?sina
. sinx+xcosx . sSinx —rcosx
= lim . lim Cr
=0 sin x z—0  a?sinx
R T . sinx —xcosx
= lim(1 4+ ——cosz) lim —————
a0 sin @ =0  z?sinx
. sinx —xzcosx
= 2lim —————((4.61)den]
e—0  z?sinx
. rsinx
= 2lim - = 2lim
2—0 2x sin & + 22 cos 202 4 S cos T
2 2
24+1 3

olur.
(k) y=2"""olsun. O halde Iny = (z* — 1)Inz olur. Bu da 0.00
seklinde bir belirsizliktir. O halde,

Tlirgl+ Iny = zliIng(zz —1)Inz
= ;tlirél+(ezl"z) —1)Inz
= lim wl‘ In®z
—0+  wlnw
= lim () —1 lim zln’z

z—0t  rlnr  a—o0t

1
olur. lim zlnz = lim 82 [(4.61) den] lim —%- = — lim z = 0 ve
z0+ @0t 3 o0t — 20

x
t — 0 iken "' ~ ¢ oldugundan z — 0% iken (e""*) —1 ~ zlnx dir.
(elnw)_1

zlnx

Buna gore lim+ =1 olur. Dolayisiyla
x—0

In®z

hm Iny = lim zln?z = lim
0t a—0t 20+
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21na.

[(4.61) den] = hm 7i = —2 lim zIlnz bulunur. O halde, z — 0"
2 20
iken y — 1, yanl hm 21 =1 olur.

(1) Verilen hnut O0 seklinde bir belirsizliktir. y = (§ — arctanz)

olsun. Bu durumda,

In(} — arctanz)
ny=—""———
x

olur. Bu da 2 seklinde bir belirsizliktir. O halde,

In(% — arctanz
lim Iny = hm y

T—400 T—400 T

[(4.64) ten]
2z _ 1
lim U iy (L+e?)

emtoo —Ts @—doo 5 — arctans
[(4.61) den] = —2 hm 1+T2 =0 2 — +oo iken y — 1, yani
hlil (5 — a’r(:t(mx)w =1 olur.
Pl
(m) Verilen limit oo® seklinde bir belirsizliktir. y = (Incotz)n®
olsun. Iny = tanzIn(lncotz) = % olur. Bu da 22 seklinde

cotx

bir belirsizliktir. O halde, lim Iny = 1im+1n(l"7°°”) [(4.64) ten] =
x—0 x—0
.
lim 7“““”(1“’5“ = lim —1— = lim
Z—0F g a0+ MEOLT oo
yani hIn (ln cot )™ =1 olur.

L=0=2—0"ikeny—1,

(n) Verllen limit 1°° seklinde bir belirsizliktir. y = (cos x)?lz olsun.

Iny = i.ln cosx olur. Bu da % scklindo bir belirsizliktir. O halde,
hnélny = hrn Incosz 1(4.61) den] = hm f“f’” = hH(l) snz_l— 1

1 1
z—0 1ken y=e"2, yani hm(cosx)? = ¢z olur.
20

)tan 2z

(0) Verilen limit 1% geklinde bir belirsizliktir. y = (tanz olsun.

Iny = tan 2z In tan x olur. Bu da 0.00 bekllnde blr belirsizliktir.O halde,

jﬁ .
lim Iny = hm lntane [(461) den] = lim M — 1]y sin®2e _
“L_’Z z—Z San 5 Poae:4 sinx cos
-5 hm 4smxcosx =-1 z— Tikeny — ¢!, yani lim (tanz)""* =
Z—>z z—;%
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e~ ! olur.
(p) Verilen limit oo seklinde bir belirsizliktir. y =| Inz |** olsun.
Iny = 2zln | Inz | olur. Bu da 0.co seklinde bir belirsizliktir. O
halde, Iim Iny = lim 2¢In | Inz |= 2 lin{rm“ii‘l = [(4.64) ten] =
—0+ =0t

2 lim "”‘““’”‘ =2 hm L gy = 2 hm i = 0 olur. Demek ki, z — 0*
r—0+ 2 T

iken y — 1, yani hm [ Inz \21— 1 olur
20+

(q) Verilen limit 1% seklinde bir belirsizliktir. y = (%)ﬁ olsun.

Iny = — ln— olur Bu da g seklinde bir belirsizliktir. O halde,
llm Iny=— hm G2 [(4.61) den] = — hml —L = Lvaniz — 1iken

;
y—er hrq( L&m = ex olur.

(r) Verilen limit 1 geklinde bir belirsizliktir. y = (2 —£)**" 2 olsun.

_ In(2-2

z CO‘ m%) olur. Buda 9 seklinde bir belirsizliktir.

Iny = tan 2% In(2— %)

2a a

O halde, hm Iny = hm [(4 61) den] = hrn 2:?2(2“) =2 2z—-a

T

iken y — €7, yani hm(2 - —)t"“ o=t = olur. o
‘ : z—a @

-

fonksiyonunun z = 0 da tirevi var midir?

2) f:R—R

er 7, v #0 ise,

s z =0 ise

[T

Coziim: Verilen fonksiyonun z = 0 noktasinda tiirevlenebilir olmasi
111
icin F(z) = w = =12 R\ {0} — R fonksiyonunun z — 0

~0
iken sonlu limiti olmalidir. llm F(x) limitini L'Hospital kuralimdan
faydalanarak bulalim. hm(— - ﬁ -1 = liné 2‘32;(2:%?6” [(4.61)
den] = hm 2(:(% [(4 61) den] =1 hm ﬁ = 0 olduguna gore,

z—0 1ken F(z) fonksiyonunun limiti sekhnde belirsizliktir. O halde,
lirrtl) F(z) = lir%w [(4.61) den} = hm 2t et e’ [(4.61) den]

22(eT—1) 0 4a(er—1)+2a2e®

S —ze® _ —e®(a+1) — 1 oon;
= i{% (e —1)te(8at2a7) ((4.61) den] hm [(PESPrEsT=)r i DN

J(0) = =% olur.
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(3) lim & sinz = limitinin hesaplanmasida L’Hospital kuralmn uygulana-

Ny

T—00 z+cos
madigini gosterlmz. Bu limiti baska yolla hesaplayiz.

Coziim: Vz € R icin | sinz |[< 1 ve | cosz |< 1 olduguna gore,
Vo € R\ {0} icin

sinx 1 cos T 1
| — <7 |— <7
x [z | & [z
. sinzx . cosx
= lim = lim =0
T—00 I T—00
|_sinz

olur. O halde, lim /””’Si“f = lim = 1 bulunur. Verilen limit 2
oo THCosT

TresE
200 1152

seklinde belirsizliktir. Ancak burada 2. L’ Hospital kuralindan ymm—

lanamay1z. Ciinkii, hm L s"‘; = lim LZO” limiti yoktur. Gercekten,
Tr—00
Flz) =12z £ 2 + 2k7r k € N) olmak tizere z], = 2nm,n € N icin
n — oo iken F(x),) =0 — 0, v; = =5 + 2nm,n € N icin n — oo iken
11
Fla)=5—3¢°

[a,b] tizerinde tanmimlanms f, g : [a,b] — R fonksiyonlar icin
(a) file g fonksiyonlar (a,b) tizerinde (n+1). mertebeden tiirevlenebilirdir,
(b) fla)=f(a) =" *f"():(]
(¢) gla)=g'(a)=---=g"(a) =0,
(d) Va € (a,b)icin g™ (x) # 0, k =0,1,2,...,n, kosullar saglaniyorsa,
L 1)

)

lim f— m ==
wa g (z)

(
2 o

oldugunu gosteriniz.
Coziim: [a, 2] (a < z < b) arahigimda f ve g fonksiyonlar icin Teorem
4.4.16 nm kosullar saglandigindan

f@) _ fl@) = fla) _ fier)

9(@) — g(@) —gla) — g(e1)
olacak sekilde bir ¢; € (a,z) noktas vardir. [a,c;] arah@inda f ve g

fonksiyonlar icin Teorem 4.4.16 ’ nin kosullar: saglandigindan

f@) _ fle) _ fla) = f(@) _ [(c)

g(x)  gle)  gle)—dg@)  g"(c)
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olacak sekilde bir ¢; € (a,c¢;) noktast vardir. Benzer sekilde devam
ederek (n+ 1). adimda

f@) _ f"e) _ f"Uew) = ["a) _ [ (e)

9(@) ~ 9™(ca) g™ (ea) — f™(a) g™ (c)

olacak sekilde bir ¢ € (a,¢,) C (a,z) noktasmm mev( ut oldugunu elde

ederiz. Bu esitlikte 2 — a iken limite gecersek hm ( ) [x —a=c—

a dan dolay1] = hm (,L +1) f ,dolayisiyla, istenen esuthgm dogrulugu elde
edilir. ¢

4.6.4 Ek Problemler

(5) L'Hospital kuralindan faydalanarak asagidaki limitleri bulunuz.

O i e 2?3024 705,
(a) lim 5 se s (b) lim e gare
. : 2202241, Incosz .
((’) PEI 30_2+17 (d) 1111(1] Incos3z’
2arctanz—z . In(1+a+2?)+In(1— 'H»rl)
(C) hHl 2z—arcsinz’ (f) lim l—cosx
—0 z—0
1n(1+1)7775m.7;_ s VBal—z—2x.
(g)  lim —— -2 ——; (h) lim e
x—0 z—1 ( 1)
: . arctan(z—1) . In(z—7%
i lim === lim
() Jim SO @) S 2
In(z—1) | +323 .
k) Tlﬂﬂ In(z2-1)° 1) hm 4p*+2121
1 . s
Hl) hm(sm21 - l—cosz)7 H) llIIl (cotz 2cosz)7
z—0
1
o hm o — L hm rln(ln-);
(lna: T— 1> p) 20t ( 1>r

1
1’5:;);: )

lim (

(
(
(
IETOO zIn(2arctanz); (r
(
(

s) lim 2%; t lim(zm'ccosx)%;
z—0t z—0" "
u)  lim (tanx)sin2e; v) lin(ll(arcsmx)ta“z;
. T
(w) hm (2f+1)% (x) 1111(1](“21)7173%;;
z— 2
P ; In(l4z) 5.
) }Elgg)(l )T (2) lim ()
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HN‘ -

(XX) lim ( tan(sin x) )

20 sin(tan )

. 100 4
(ZZ) }vlin ( ':g?’ sinx )

(vy) lim tan®(1 —a*);

©
& o

)

Cevap:
(@ % O 2 (o &5 @ § (e L ) 2
@ % M T O o G 0 K L (N
m) & @ - (0 =35 ® 0 (@ -% @ L
) L ) e Lo L (W Ve (%) ek
) €% (2 L () L (yy) L (zz) e

(6) Asagidaki limitlerin hesaplanmasinda L’Hospital kuralinin yararh ol-
madigini gosteriniz. Bu limitleri baska yollardan hesaplayimiz.
ﬁ (b) lim

Cevap (a) (b)0; @ > 1 ise, +oo a < 1 ise, limit yoktur,a = 1 ise .

— 79 — sing — cosx); .
cw Ty

(a) hm

N

(7) n € N olmak tizere hm ; limitini bulunuz.

Cevap: 0

(8) Proplem 6. dan ve tiirev tammindan faydalanarak f: R — R

f(x){ e_r%, x#0 ise,

0, r =0 ise

fonksiyonunun z = 0 noktasinda tiirevini bulunuz.
Cevap: f'(0)=0

4.7 Fonksiyonlarin Diferensiyel Hesabi1 Yontemleri

ile Arastirilmasi

4.7.1 Fonksiyonlarin Monotonluk Kosullar:

Onerme 4.7.1 : f : (a,b) — R fonksiyonu (a,b) dzerinde tirevlenebilir
olsun. Bu durumda, (a,b) tzerinde
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0= [ artandir = f'(x) >0,
0= [ azalmayandwr —> f'(z) > 0,
0= [ sabit = f'(x) =0,

0= [ artmayandir = f'(z) <0,
0= [ azalandir = f'(x) <0,

v v

A IA

karsilikly bagintilary meveuttur.

Soldaki siitunda yer alan dnermelerin dogru oldugu Sonuc 4.4.15 ten bel-
lidir. Sagdaki stitunda yer alan onermelerin dogrulugu tirev tanimidan
goriiliir.  Ornegin, (a,b) iizerinde tirevli f : (a,b) — R fonksiyonu artan
oldugunda Vz € (a,b) icin f’ > 0 olacagim gorelim. x,x + h € (a,b) olmak
tizere h > 0 icin f(z + h) — f(x) > 0ve h < 0 icin f(z +h) — f(z) <0
olduguna gore, x + h € (a,b) kosulunu saglayan her @ € (a,b) ve 0 # h € R

w > 0 olduguna gore, Teorem 2.4.24 (¢) den dolay:

[z +h) - [(z)
h

icin

/'(z) = lim

>0
h—0

olur.

Uyar1 4.7.2 (a,b) araliginda tirevli f : (a,b) — R fonksiyonu artan (aza-
lan) ise, Yz € (a,b) icin f'(z) > 0 (f'(x) < 0) esitsizligi degil, f'(z) >
0 (f'(xz) <0) esitsizligi dogrudur. Ornegin, f : R — R, flz) = 23(f(2) =
—%) fonksiyonu R dizerinde tirevlenebilen ve artan (azalan) olmasima ragmen

F1(0) = (32%)(0) =0 (f(0) = (=322)(0) = 0) olur.

Ornek 4.7.3 : f(z) = arccotx — arccosﬁ fonksiyonunun R dizerinde

sabit bir fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Coziim: Vz € R icin

f'(x) = (arccotx) — (arccos X 2’
1 1

4+ =
1+a22 1422

14+x
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olduguna gore, R iizerinde f(x) = ¢ ( ¢ -sabit) olur. Ozel olarak, z = 0

icin ¢ = f(0) = arccot0 — arccos0 = § — 5 = 0 olduguna gore, R iizerinde

. _ X =
arccotx arccosm =0 olur. ©

Ornek 4.7.4 : f: R — R, f(z) = 2® — 32 + 2 fonksiyonunun monotonluk
araliklariny bulunuz.

Coziim: f'(z) =3(z? = 1) > 0 < x € (—o0,—-1) U (1,00) f'(z) =
3(x? —1) < 0 < z € (—1,1) olduguna gore, f fonksiyonu (—oo, —1) ve

(1, 00) araliklar {izerinde artan, (—1,1) arahginda ise, azalandir. ¢

4.7.2 Ekstremumlarin Varhgi: Kosullar:

Fermat Teoremi (Bkz. Teorem 4.4.8) goz oniine alindiginda asagidaki

onermenin dogru oldugunu soyleyebiliriz.

Onerme 4.7.5 (Ekstremumum Varhge icin Gerekli kosul): z9 € R nok-
tasi f : U(zg) — R fonksiyonunun ekstremum noktasi olmasi icin gerekli
kosul f'(x0) = 0 veya f,x¢ da tirevienebilir degildir kosullarindan birinin
saglanmasidar.

Uyar1 4.7.6 : 2o € R noktast f : U(xg) — R fonksiyonunun ekstremum
noktas. olmase icin Onerme 4.7.5 deki kosullar gereklidir, fakat yeterli degildir.
Ornegin, f(x) =| © —1 | ve g(z) = V& —1 fonksiyonu = = 1 noktasinda
tiirevli degildir, fakat x = 1, f nin lokal minimum noktasi olup, g fonksiy-
onu icin ekstremum noktasi degildir; F(z) = (z + 1) ve G(z) = (z + 1)
fonksiyonlary icin x = —1 noktast F nin lokal minimum noktast olup, G nin

ekstremum noktasi degildir.

Tanim 4.7.7 : zo € (a,b) noktasinda tirevli f : (a,b) — R fonksiyonu icin

1'(z0) =0 ise, xy noktasina f in duraklama (veya kararlilik) noktase denir.

Tanim 4.7.8 : [ : (a,b) — R fonksiyonunun (a,b) tzerinde duraklama ve

tirevli olmadige noktalara f in kritik noktalar (ekstremuma gore) denir.
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Ornek 4.7.9 : R = R, flz) = I%(l — I)% fonksiyonunun kritik nokta-
lariny bulunuz.

Coziim: O,% ve 1 noktalar1 f nin kritk noktalaridir. Ciinkii, z = 1
noktasinda fonksiyon tiirevli olmayip, x = 0 ve = 1 noktalarinda sirasiyla
F'(0)=0ve f/(2) =0 dir. o

Not: Yukaridaki sonuclardan da goriildiigii gibi fonksiyonun ekstrem
degerlerini onun kritik (ekstremuma gore) noktalardaki degerleri arasinda
aramak gerekir. Bu nedenle, birinci ve yiiksek mertebeden tiirevler yardimi

ile ekstrem degerleri icin asagidaki yeterli tiirev testlerini verebiliriz. e

Onerme 4.7.10 (Ekstremumum Varhgu icin birinci Tirev Testi):
f:U(zo) — R fonksiyonu zo € R noktasinda sirekli ve U (zy) = {z €

U(zo) : @ < x0} ve U (xf) = {x € U(w) : @ > x0} dizerinde tirevienebilir

olsun. Bu durumda,

(a) Vz v (xg) icin f'(z) < 0 ve Yz €r (xg) icin f'(x) < 0 ise, g
noktast f nin ekstremum noktast degildir,

(b) Yz v (xg) icin f'(z) > 0 ve Yz v (xg) icin f'(x) > 0 ise, g
noktasi f nin ekstremum noktasy degildir,

(c) Yz v (xg) icin f'(z) < 0 ve Yz €r (zg) icin f'(x) > 0 ise, o
noktast f nin bir lokal minumum noktasidar,

(d) Vx v (xg) icin f'(z) > 0 ve Yz €r (zg) icin f'(x) < 0 ise, g
noktasy f nin bir lokal maksimum noktasidar,

ispat: Ispati (a) ve (c) durumlarmda yapalm ((b) ve (d) durumlarmmda
ispat benzer sekilde yapihr).

(a) f fonksiyonu zy da siirekli ve U (xg) tizerinde azalan olduguna gore,
Vo €U () icin f(z) > f(wo) ve U (x7) iizerinde azalan olduguna gore,
Vo €U (zg) icin f(x) < f(zo) dir. O halde, zg, f nin ekstremum noktas
degildir.
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(¢) f fonksiyonu xq da stirekli ve U (xg) tizerinde azalan olduguna gore,
Vo €U (xg) icin f(z) > f(xo) olur. f fonksiyonu zo da stirekli ve U (x)
tizerinde artan olduguna gore, Vo €r (zg) icin f(z) > f(xo) olur. O halde,
Va €U (z0) icin f(z) > f(xo) olur. Dolayisiyla xy, f nin bir lokal minumum
noktasidir. O

Not: Onermeden goriildiigt gibi kritik noktadan geciste, tiirev isaretini
negatiften (pozitiften) pozitife (negatife) degistiriyorsa bu nokta lokal mini-
mum (maksimum) noktasidir. Eger, kritik noktadan geciste, tiirev isaretini

degistirmiyorsa bu nokta ekstremum noktasi degildir. e

Onerme 4.7.11 (Ekstremum Varhgu icin Yiiksek Mertebeden Tiirev Testi):

zo € R noktasimn bir U(xzg) C R komsulugunda tanimb f : U(z) — R
fonksiyonu U(xzg) tzerinde n. mertebeden tirevienebilir olsun ve

((L) f’(l‘o) == f(n—l)(zo) =0 (n>0),
(b) f(x0) # 0 ve fO)(x) fonksiyonu xo da sirekli olma kosullarma
saglasin.

Bu durumda,
(i) Eger, n cift ve f™ (x4) > 0 ise, xg, f nin bir lokal minimum,
0 (z0) < 0 ise xg, f nin lokal maksimum noktasidar.

(it) Eger, n tek ise, xo, [ nin ekstremum noktasy degildir.

Ispat: (a) kosulundan f : U(xg) — R fonksiyonunun Peano kalan terimli
Taylor formiilii (Bkz.(4.58)) lim a(z) = 0 olmak iizere
T—xg

F (o)

n!

flx) = flzo) = [

+ o)) (@ — zo)" (4.70)

biciminde yazilabilir. f™(z0) # 0 ve lim a(z) = 0 olduguna gore, Vo €
ez

(o) icin £ (xg) ile % + a(z) nin isareti aym olacak sekilde z, m

Uz
U(x9) C U(xo) komsulugu vardir. O halde, n tek ve f0(x0) # 0 ise, 2o dan
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geciste (x — zo)" ifadesi isaretini degistirdigine gore, [£ zo) | a(z)](z —zo)"

n!

ifadesi dolayisiyla, f(x) — f(xo) ifadesi isaretini degistirmektedir. Demek ki,
n tek ve f()(x0) # 0 ise, 29, f nin lokal eksteremum noktasi degildir.

Simdi n cift ve f(x) # 0 olsun. Bu durmuda, Vo € U(zg) icin
(z — x0)" > 0 olduguna gore, (4.70) den f(z) — f(zo) ve f™)(zo) < 0
ayn isaretlidir. Buna gore, zo, f nin bir lokal eksteremum noktasi, yani
F™ (z0) > 0 ise, lokal minimum ve f)(z() < 0 ise, lokal maksimum nok-
tasidir. O

Ornek 4.7.12 : f(z) = sinz olsun. f'(z) = cosz ve f'(x) = —sinx
olduguna gore, f'(xr) = cosz = 0 olacak sekilde tim noktalar, yani x), =
5+ km, k € Z noktalar sinw fonksiyonunun lokal eksteremum noktalaridar,
ciinkii n = 2 cift sayse icin f® (xy,) = —sin(xg) = (=1)*D £ 0,k € Z dur.
Buna gire, f®(xy) = —1 < 0,k € Z olduguna gére, Ty =5 +2km k€
noktalar sinx fonksiyonunun lokal maksimum, f®(xg._1) =1 >0,k € Z
olduguna gére, xop_1 = —%5 + 2k, k € Z noktalar: sinx fonksiyonunun lokal

minimum noktalaridur.
Ornek 4.7.13 : Asaqidaki énermelerin dogrulugunu gosteriniz.
(a) Vz € Ry ve a € (0,1) icin
* —ar+a—-1<0 (4.71)
(b) Yz € Ry ve a € (—o0, —1) U (1, 400) icin
“—ar+a—-1>0 (4.72)
dor.

Céziim:  f(z) = 2% —ar +a — 1 olsun.  f'(z) = a(z*! - 1) =
(1) = 0 = = = 1 noktasindan geciste f’(x) tiirev fonksiyonu a € (0,1) iken
isareti poziften negatife ve o € (=00, —1) U (1, +00) iken negatiften pozitife

degistirir. Birinci halde z = 1, f nin yerel maksimum, ikinci halde x = 1, f
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nin yerel minumum noktasi olur. f(1) = 0 olduguna gore, (4.71) ve (4.72)
esitsizliklerinin dogru oldugu anlasihr. = = 1 noktasmn disinda (4.71) ve

(4.72) de sirasiyla < ve > isareti gecerlidir. ©

Ornek 4.7.14 (Young Esitsizligi):
p,q € Ry \ {1} ve Il)+ % =1 olsun. Bu durumda, Ya,b € Ry saylar: icin

(a) Egerp>1 ise,

arbs <242 (4.73)
P g
(b) Eger 0 <p <1 ise,
b
arbi > 242 (4.74)
P oq

esitsizliklerinin dogru oldugunu gdsteriniz.

Coziim: (4.71) ve (4.72) tex = ¢ ve a = 1 dersek 1 = 1—1 olacagindan
: » q »

(4.73) ve (4.74) esitsizliklerinin saglandig anlasilir.

Ornek 4.7.15 : pileq, 1 <p< 4o, é-‘ré =1 kosullarmi saglayan iki saye
olmak tizere herhangi @1, -+ ,x, ve Y1, Yy, (reel veya kompleks) saylare

icin
n n ) n N
Z [ 2y < (Z | zx |p)”(z [y |7)? (4.75)
k=1 k=1 k=1

n 1/p n 1/p n 1/q

Slatur) < Olul) +lwl) (@76
k=1

k=1 k=1

esitsizliklesi dogrudur. Gosteriniz.
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Not: (4.75) ve (4.76) esitsizliklerine sirasiyla Holder ( p = ¢ = 2 duru-
munda Cauchy- Bunvakowskl) ve Mlnkowskl esitsizligi denir. o

Coziim: A= Z\IHP B = Z\Uk |7

olsun. A ve B sayllarmdan biri 51f1r 1@(‘ (4.75) esitsizliginin dogru oldugu

aciktir. a = %717 = % dersek (4.73) ten dolay: %‘;—’%‘ = 7;%’(;%‘ < %# +
a ~ o1 . . . .

‘y’g oldugu elde edilir. Bu esitsizlikleri £ = 1,2, --- ,n yazip toplarsak

1
q

Lol gy - -
Hﬁ,erf:l:erkykISA;BE
AvBi P4 pt

elde ederiz. Buradan da (4.75) esitsizliginin dogru oldugu goriiliir. Vk =
1,2, nicin | o + e [P<| @p || o+ oy [P0+ [ ur || 2x + yn [P esitsizligi
dogru oldugundan,

n n n
Dolan+ue P Tan lae+ue P74+ Lye Il ax + e [P
k=1 k=1 k=1

dir. Sag taraftaki terimlere (4.75) esitsizligini uygularsak,

1 1

O lat+u) | < O o) O loe+u [*V) +
k=1 k=1 k=1
+ O lw ) O lwe+uye |79
k=1 k=1

1 E
Z\IHP Z|yk|p Z|Ik+yk|p

ve buradan da

n 1-1/q n 1/p n 1/q

O laetwl)  <Q P +Qlwl)

k=1 k=1

dolaysiyla 1 — % = ;IJ oldugundan (4.76) esitsizligi elde edilir. ¢
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4.7.3 Fonksiyonlarin Biikeylik Kosullar:

Tamm 4.7.16 : (a,b) C R araliginda tansmlanan bir f : (a,b) — R fonksiy-

onu verilmis olsun. Eger, Yx1,25 € (a,b) ve VA € [0,1] icin
FOher 4 (1= N)za) < Af() + (1 — Af(z) (4.77)

oluyorsa, [ fonksiyonu (a,b) tzerinde icbikeydir (veya asagrya biikeydir)
denir. Eger, z1 # xo ve XA € (0,1) oldugunda (4.77) de > yerine < notasy-
onu gercekleniyorsa f, (a,b) kesin icbikeydir (veya asaguya kesin biikeydir)

denir.

Tanim 4.7.17 : (a,b) C R arahiginda tarmaml f : (a,b) — R fonksiyonu icin
Va1, x5 € (a,b) ve VA € [0,1] icin

FOzr+ (1 —2)xa) > Af(x1) + (1 — A f(2) (4.78)

oluyorsa, f, (a,b) tzerinde disbiikeydir (veya yukariya biikeydir) denir. Eger,
1 # 1y ve X € (0,1) icin (4.78) de > yerine > notasyonu gercekleniyorsa
f, (a,b) dzerinde kesin disbikeydir (veya yukarya kesin biikeydir) denir.

Not: Eger, f: (a,b) — R fonksiyonu (a, b) iizerinde ichiikeyse (disbiikeyse)
Vi, € (a,b) (x1 < o icin f nin (21, xo] tlizerindeki grafigi y = f(x) egrisi
tizerindeki A(z1, f(21)) ve B(w2, f(x2)) noktalarm birlestiren [A, B] dogru
parcasmn (kirisin) altindadir (tstiindedir). Bkz. Sekil 4.6 e 4.7.
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Her z,20 € (a,0),21 < @3 ve A € [0,1] icin z = Azy + (1 — Az =
A= 2222 ] — \ = Z=LL olduguna gore, (4.77) esitsizligi Vi, 2o € (a,b) ve

T € (?;T;"g) icin o
Jla) € )+ f ()
veya
§@) ~ @) _ fl) ~ 1@) )
€r—x - To — T

biciminde yazilabilir. f nin (a,b) tizerinde kesin icbiikey oldugu durumda

(4.79) ifadesi < notasyonu ile gercekleniyor. o

Onerme 4.7.18 : (a,b) C R iizerinde tirevli bir f : (a,b) — R fonksiy-
onunun (a,b) icbikey (kesin icbikey) olmasu icin gerek ve yeter kosul [ :

(a,b) — R tirev fonksiyonunun (a,b) tzerinde azalmayan (artan) olmasudar.

ispat: f : (a,b) — R fonksiyonu (a,b) iizerinde ichiikey olsun. Bu
durumda, 21,29 € (a,b),x1 < xy ve Yo € (z1,29) icin (4.79) esitsizligi
saglanmaktadir. Bu esitsizlikte énce # — 2%, sonra x — x;~ iken lim-

ite gecersek sirasiyla

J(wg) — fla1) e f(@2) — f(z1)

To — I To — I

J(w1) < < f(x2)

oldugu, dolayisiyla f'(x1) < f'(x2) esitsizliginin dogru oldugu elde edilir. Bu
ise, f' : (a,b) — R tiirev fonksiyonunun (a,b) iizerinde azalmayan olmasi
demektir.

Eger, f fonksiyonu (a,b) iizerinde kesin icbiikey ise, Lagrange teore-

minden

fla) = flz1) _ flz2) = f(2)

f’(l’l) < f’((;l):' T — 1 Ty — X

= f'(ca) < f'(22)

olacak sekilde x1 < ¢; < & < ¢ < x5 noktalar vardir. Demek ki, f fonksiy-
onu (a,b) tizerinde kesin icbiikey ise, f’ tirev fonksiyonu (a, b) tizerinde ar-

tandir.
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Simdi, f": (a,b) tiirev fonksiyonu (a,b) lizerinde azalmayan olsun. Bu
durumda f nin (a, b) iizerinde i¢ biitkey oldugunu gorelim. 1, x5 € (a,b), z; <

Zg ve & € (1, z2) olsun. Lagrange teoremi geregince

)
() (180)

olacak sekilde ¢; € (x1,2) ve ¢o € (z,x2) noktalar1 vardir. Eger, f'(¢;) <
F'(c2)(f'(e1) < (f'(e2)) oluyorsa (4.80) den (4.79) un saglandigini, dolayisiyla,

f nin iizerinde icbiikey (kesin icbiikey) oldugu anlasihr. O

Onerme 4.7.10 ve 4.7.18 gozoniine alindiginda asagidaki sonucun dogrulugunu

sOyleyebiliriz.

Sonuc 4.7.19 : (a.b) C R dzerinde 2. mertebeden tirevli f : (a,b) — R
fonksiyonunun (a,b) dzerinde icbikey olmase icin gerek ve yeter kosul Va €
(a,b) icin f"(xz) > 0 olmasidur. Eger, YV € (a,b) icin f"(z) > 0 oluyorsa, f

fonksiyonu (a,b) tzerinde icbikeydir.

Yukaridaki énermeye parelel olarak disbiikey (kesin disbiikey) fonksiyon

icin asagidaki uygun énermenin ve sonucun dogru oldugu ispatlanabilir.

Onerme 4.7.20 : (a,b) C R dzerinde tirevli bir f : (a,b) — R fonksiy-
onunun (a,b) tzerinde disbikey (kesin disbikey) olmasy icin gerek ve yeter
kosul f' : (a,b) — R tirev fonksiyonunun (a.b) izerinde artmayan (azal-

mayan) olmasidar.

Sonuc 4.7.21 : (a.b) dzerinde 2. mertebeden tirevli f : (a,b) — R fonksiy-
onunun (a,b) tzerinde disbikey olmasi icin gerek ve yeter kosul Vo € (a,b)
icin f"(z) < 0 olmasidur. Eger, Y € (a,b) icin f"(x) < 0 oluyorsa f

fonksiyonu (a,b) tzerinde kesin digbikeydir.

Tanim 4.7.22 : x5 € R noktasimn bir U(zg) C R komsulugunda tirevli
bir f : U(zg) — R fonksiyonu verilmis olsun. Eger, f fonksiyonu U (x¢~)
disbiikey (veya icbiikey), U (xo") tzerinde ise, icbikey (veya disbikey) ise,

(20, f(x0))f fonksiyonunun bikiim noktasy adu verilir.
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Bir baska degisle, f fonksiyonunun disbiikeylikten ichiikeylige veya tersine
icbiikeylikten disbiikeylige gectigi noktalara f nin biikiim noktasi adi verilir.

Ornek 4.7.23 : Asaqidaki fonksiyonlarin bikeyliklerini arasyiriniz ve eger

varsa,biikilme noktalariny bulunuz.

(a) f:Ry =R, f(x)=2";

(b) f:R—=R, f(x)=a", a € Ry \ {1} ;

(¢) f:Ry =R, f(z)=log, o, a € Ry \ {1};
(d) f:R—=R, f(z)=cosz;

(e) f:R—R, f(z)=sinz;

f) f:R—=R, f(x)=coshx;

(g) fR—R, f(x)=sinhz

Céziim: (a) f"(r) = a(a — 1)2°2 olduguna gére, Vo € R, icin
f'(z) >0 <= a € (—00,0) U (1,400) ve f’(z) < 0 <= « € (0,1) olur.
Buna gore, x* fonksiyonu R, iizerinde a € (—00,0) U (1,+00) icin kesin
icbiikey olup, a € (0,1) icin kesin disbiikeydir. (Bkz.Sekil 4.8)

(b) Vz € R f"(z) = a*In’a > 0 olduguna gore, a*, fonksiyonu R
tizerinde kesin icbiikeydir. (Bkz.Sekil 1.13)
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(¢) f"(x) = ——— olduguna gore, Vz € Ry icin f"(z) > 0 <= a € (0,1)
ve f"(z) < 0 <= a € (1,00) olur. Buna gére, log, = fonksiyonu R, iizerinde
a € (0,1) iken kesin ichiikey olup, a € (1,00) icinde kesin disbiikeydir.
(Bkz.Sekil 1.14)

(d) f"(x) = —cosz olduguna gére, f"(z) > 0 < z € (5 + 2km, 3T +
2kn),k € Z, f"(x) < 0 <= =z € (2km,(2k + 1)),k € Z olur. Buna
gore, cosx fonksiyonu (¥ + 2km, 35 + 2kw), k € Z araliklan iizerinde kesin
icbiikey olup, (2km, (2k + 1)7),k € Z arahklar tizerinde kesin disbiikeydir.
J"(5+km) =0,k € Zve x, = S+km, k € Z noktalarim geciste f”(x) fonksiy-
onu isaretini degistirdiginden bu noktalar cos  fonksiyonunun biikiilme nok-
talaridir. (Bkz.Sekil 1.16)

(e) f"(z)= —sina olduguna gore,
() >0z e ((2k— V)7, 2kn),k € Z

f'(z) <0 <= 2 € ((2km, 2k + V)m),k €Z

olur. Buna gore, sinx fonksiyonu (2k — 1), 2km), k € Z araliklar icinde
kesin icbiikey olup, (2km, (2k + 1)m), k € Z araliklarinda kesin disbiikeydir.
f"(km) =0,k € Z isaretini degistirdiginden bu noktalar sin« fonksiyonunun
biikiilme noktalaridir. (Bkz.Sekil 1.17)

(f) Vax € Ricin f"(z) = coshz > 0 olduguna gore, coshz fonksiyonu R
tizerinde kesin icbiikeydir. (Bkz.Sekil 1.24)

(g) f"(z) = sinhz olduguna gore, f"(z) > 0 <= z € (0,00) ve f"(z) <
0 <= 2 € (—00,0) olur. Buna gore, sinhz fonksiyonu (0,00) iizerinde
kesin i¢cbiikey olup, (—oo,0) tzerinde de kesin disbiikeydir. f”(0) = 0 ve 0
noktasini geciste f”(z) fonksiyonu isaretini degistirdiginden = = 0 noktasi

sinh « fonksiyonunun biikiilme noktasidir. (Bkz.Sekill.25) o

4.7.4 Asimtotlar

Bu kisimda grafik cizimlerinde yararlanacagimz énemli bir kavram olan

ve asimtot denilen dogru ve egrileri tanimlayacagiz.
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Tanim 4.7.24 : a € R olmak dzere [ : (a,+00) — R fonksiyonu icin

lim [f(z) = (kx+1)]=0

r—+00

olacak sekilde kxz+1 fonksiyonu varsa, k # 0 oldugunda y = kx+1 dogrusuna
x — oo tken f nin egik asimtotu ve k = 0 oldugunda y = | dogrusuna f

nin yatay asimtotu denir.
Tanmm 4.7.25 : b € R olmak tizere g : (—o00,b) fonksiyonu icin

}Lngo[g(m) — (mx+n)] =0 (4.81)
olacak sekilde mz + n fonksiyonu varsa, m # 0 oldugunda y = mx + n

dogrusuna x — —oo iken g nin egik asimtotu ve m = 0 oldugunda y = n

dogrusuna g nin yatay asimtotu denir.

Orneg‘in, y = 0 dogrusu z — +oo iken y = % fonksiyonunun, y = 7
ve y = 5 dogrular sirasiyla ¥ — +o0 ve x — —oo iken arctanz fonksiy-
onunun y = 0 ve y = 7 dogrular swrasiyla + — +o0o0 ve  — —oo iken
y = arccotx fonksiyonunun, y = 0 dogrusu a > 1 ve 0 < a < 1 durum-
larinda sirasiyla @ — —oo ve £ — 400 iken y = a” fonksiyonunun yatay

asimtotudur. (Bkz.Sekil.1.7,1.22,1.23,1.13)

Tamm 4.7.26 : Eger, lim f(x) = 400 (veya = —c0 ) veya lim f(x) =

+00 (veya = —o0 ) ise, x = a dogrusuna [ nin disey asimtotu denir.

_2
3

Ornegin, z = 0 dogrusu y = =75 ve y = log, z fonksiyonlarmm, » = 7 +

km,x = km, k € Z dogrularn sirasiyla y = tanx, y = cot x fonksiyonlarinin
diisey asimptotlardir. (Bkz.Sekil 1.12;1.14;1.18;1.19)

Teorem 4.7.27 : y = kx + 1 dogrusunun x — +oo iken f : (a,+00) — R

fonksiyonunun egik asimtotu olmasi icin gerek ve yeter kosul

f(@)

=k ve IETw[f(x) —ka] =1 (4.82)

olmasudur.

544 Asimtotlar

Ispat: y = kz + [ dogrusu z — +oo iken y = f(z) fonksiyonunun bir egik
asimtotu olsun. Bu durumda, z — +oc iken 1 = o(1) ve [(4.82) den dolay]
f(x) — (kx +1) = o(1) olduguna gore,

lim f(@) = lim [f(z) — (kz+1) +k+ i}
r—+oo T T—+00 xT x
— lim [M + lim (/C-i- 1) — /g7
oo T z—+00 x

lim [f(z) — kx] lim [f(z) — (kx+1)+1] =1

T—+00 T—+00

bulunur.
<=: (4.82) limitleri mevcut oldugu durumda HliI_;I_l [flx) —kz] =1 =
hT [f(z) — (kz +1)] = 0 olduguna gére, Tamm 4.7.24 geregince y = kx +1

dogrusu & — +oo iken f nin bir egik asimtotudur. O

Ornek 4.7.28 : Asaguda verilen fonksiyonlarin, eger varsa, asimtotlarin

bulunuz.

() f:R\{-1} =R, f(z)=24=; (b) f:[0,00) =R, f(z) =z

Coziim: (a) lim f(z) = —oo ve lim | f(x) = oo olduguna gore,
P St
_ _ 11 ; Heev agl ; @ _ 22 +x
z = —1 dogrusu f nin diisey asimptotudur. zlﬁny} = zll»gloo ey = 2
ve lim [f(z) = 22] = lim [-1 4 5] = —1 olduguna gore, 2 — £oo iken

y = 2x — 1 dogrusu f nin asimtotudur.

(b) /x fonksiyonu [0, co) tizerinde siirekli olduguna gore, f nin diisey asimp-
totu yoktur. IEI_POQ@ = zli»r_&g% =0 ve zl_{l}_l(ﬁ[f(ﬁ) —0z] = o = +o0
olduguna gore, x — +oo iken f nin egik asimtotu da yoktur. ¢

Tanim 4.7.29 : zp € R iken a = 20", a = x9~ ve a = 400 veya a =
—00 olmak tizere im[f(z) — ¢(z)] = 0 olacak sekilde p(x)(¢(x) # kx + m)
fonksiyonu varsa, y = ¢(x) fonksiyonuna x — a iken f nin egik asimtotu

denir.

Ornek 4.7.30 : f : (—oo,—1] U [1,400) — R, f(z) = Vo' —1 fonksiy-
onunun eger varsa, asimtototlarini bulunuz.
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Cozlim: f, (—oo, —1]U[1, +00) tzerinde siirekli olduguna gore, diisey asim-
totu yoktur. f fonksiyonu cift oldugundan onun [1, 4+00) araliginda incelen-
mesi yeterlidir. hm [ (z)—2yx — 1] = hm Vo =1/(z - 1)(a2 +1)-2] =
0 olduguna gi)re7 9,( ) =2Vz — fonkslyonu 2z — 17 iken f nin egri asimto-
tudur.

21 _ : 20,/ —
Jm [f@) =] = hm 2(Vi-e )*}l_r&xz(m+1)

olduguna gére, y = 22 parobolu x — +oo iken f nin egri asimptotudur.(Bkz.Sekil
4.9) ¢

Tanim 4.7.31 :

z=x(t),y =y(t) (4.83)

parametrik denklemleri ile tanimlanan y = f(x) fonksiyonu verilmis olsun.

(a) me(t) = o, }imy(t) =00 veya lim+z(t) = o, lim y(t) = o0
—a —a t—a t—a
(yada lim z(t) = x, lim y(t) = 00) olacak sckilde a € R(R =
t—a~ t—a~
R U {—o00,+00}) noktasy varsa, © = xo dogrusuna f nin (veya

(4.83) egrisinin) disey asimtotu denir.
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(b) 11imac(t) = +oo,11my(t) =b wveya lim z(t) = +oo, hm y(t) =

b (yada lim :lr(t) = +o00, hm y(t) = b ) olacak s’(’kzld(’ a € R
t—a~

noktasy varsa, y = b dogrusuna f nin (ya da (4.83) egrisinin)

yatay asimtotu denir.

(c) }EI;T(I‘) = +oo,£i£r;y(t) = o0, hm y(; =k th;( ) —ka(t)] =1
veya bu kosullar x — a* veya T — a” zken saglanacak sekilde
a € R noktasy varsa y = kx + U(k # 0) dogrusu [ nin (ya da
(4.83) egrisinin) egik asimtotu denir.

Tanim 4.7.32 : lim r(p) = o0 ve lim 7(p)sin(¢—po) = d olacak sekilde
=0 )
r o= deo) (veya rsin(e — @o) = d = ycosp — xsingy = d) d # 0

dogrusuna r = r(p) fonksiyonunun asimtotu denir.
Ornek 4.7.33 :

t _t(1—2t%)
-2 YT e

z= (4.84)

parametrik denklemleriyle verilen y = f(x) egrisinin eger varsa asimtotlarim

bulunuz.

Coziim: hm z(t) = 0, hm y(t) = oo olduguna gore, x = 0 dogrusu

(4.84) egrlsmln du@ey dblmtotudur

lim Y = lim M
z—+o0 T t—1% (1)
_ o2

= hmi(l 2t%) = —1,

, ~ im 20

dm el = ey +

. 1+t—2t2 3
= lim - ==
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ve benzer sekilde,

y(t)

lim = = lim —% = —
z—too t—1%t .'I?(f)
. ()
lim [y+2z] = lim [=—5+1
zﬂioo[J ] t—.—1i[x(t) ]
14t —22 3
= lim ———=—-
t——1x 1 —1¢2 2
olduguna gore, y = —z + % ve y = —x — % dogrular1 (4.84) egrisinin egik
asimtotlarndir. ¢
Ornek 4.7.34 : r(p) = % egrisinin eger varsa asimtotlarini bu-

lunuz.

Coztim:  Verilen fonksiyon 27 periyotlu olduguna gore, bu fonksiyonun

27 uzunluklu [-3, %"] araligl tizerinde incelenmesi yeterlidir. Bu aralikta
fonksiyonun tanim bélgesinin D(r) = [—5, T)U[0, Z]U(2F, 7] ve . lim r(p) =
-1
+oo, lim r(p) = 400 oldugu aciktir. Bu durumda, siras: ile
o=
. . m . 3sin g cos 1
lim r(g)sin(p+-) = lim ——F—F— = ——
P 4 -2 /2(1 — sin pcos ) V2
. . 3 . . ™ 1
¢ET+ r()sin(p — =) = ,,ET+ r(p)(=sin(p + ) = 7
L e o . I
buluruz. Buna gfre, » — —4 iken egrinin asimtotu r Vet D)
Sr11e 3nt Srinin s - 1 _ 1
dogrusu ¢ — “F° iken egrinin asimtotu r Vaente ) NCETPES
dogrusu oldugu anlagilir. Verilen egrinin grafigi §4.8 Problem (14) te (Bkz.

Sekil 4.13) verilmistir. ©

4.8 Grafik Cizimleri

Verilen bir fonksiyonun bariz tasviri icin cogu zaman bu fonksiyonun
grafik gosteriminden kullanilir. Bir kural olarak béyle bir gosterim incelen-

mekte olan fonksiyonun niteliklerinin miizakeresinde fayda saglamaktadir.
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Biz kesim 1.7 de esas elementer fonksiyonlarmm ve baz tipik fonksiyonlarm
grafik gosterimlerini gordiik. Bu kesimde diferansiyel hesap yontemlerine
dayanik bazi genel usullerle grafik cizimleri ile ilgili bu bilgileri biitiinlemeye
calisacagiz.

Analitik yontemle verilen bir f fonksiyonunun grafigini cizerken genel

olarak asagidaki adimlarin izlenilmesi tavsiye edilir.

(1) Fonksiyonun D(f) tamm bolgesi ve gerekirse R(f) deger bolgesi bu-

lunur.

(2) Fonksiyonun karakteristik ozellikleri (siireklilik araliklari, siireksizlik
noktalari, grafigin eksenleri kestigi noktalari,isaretini korudugu araliklar,
periyodikligi ve simetrikligi ) belirlenir.

(3) Fonksiyonun D(f) tanim bolgesinin uc noktalarmdaki durumlar: ince-

lenir ve eger varsa, asimtotlar bulunur.

(4) Fonksiyonun monotonluk araliklar , ekstremum noktalar1 ve ekstremum

degerleri bulunur.

(5) Fonksiyonun biikeylik karakterleri belirlenir ve eger varsa ,biikiim nok-

talar1 bulunur.

(6) Eldeki bilgiler géz 6niine alimarak ,x,y = f(z)y' = f'(z) vey” = f"(x)
"lerin siralandigy bir tabloya toplanir ve bu tabloya goére fonksiyonun
grafigi cizilir.

Ornek 4.8.1 : y = flz)= Ezﬂ;: fonksiyonunun grafigini ciziniz.

Coziim: (1) f nin tamm bolgesi D(f) =R\ {1} oldugu aciktur.

2 2=0=y=12x=-1=y=0vex € (1,400) iciny > 0
z € (—oo0,—1) icin y < 0 olur. Egri Oy eksenini (0,1), Oz eksenini (—1,0)
noktasinda keser. f ne tek ne de cift degildir. Ayrica, f nin periyodik ol-
madigr aciktir.

(3) Tlirg flz) = rﬂliq{ f(z) = lim =400, lim f(z)=—o0, k= lim %I)

T—+00 T——00 r—doo ¥
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1,1 = 121;100 lim(f(z) — x) = 5 oldugu aciktir. Buna gore, z = 1 dogrusu f
nin diisey y = x + 5 dogrusu & — oo iken f nin egik asimtotudur.

(4) Vz € D(f) icin f'(z) = % olur. Buna gére, z € (—o0,1) U
(5,400) icin f'(z) > 0 ve z € (1,5) icin f" < 0 oldugu elde edilir. Buna
gore I fonksiyonu (—oo, 1) ve (5, +00) araliklar {izerinde artan, (1,5) araligy
tizerinde azalandir. @ = 5 noktasi f nin yerel minimum noktasidir ve f(5) =
13.5 f nin yerel minimumudur.

(5) ¥z € D(f) icin f"(x) = 2EEL tiir. O halde, @ € (—1,+00) \ {1}
icin f"(z) > 0 ve x € (—o0,—1) i¢cin f”(z) < 0 olduguna gore, fonksiyon

(—o00, —1) arahginda digbiikey, (—1, 1) ve (1, +00) araliklar iizerinde ichiikeydir.
(—1,0) noktas: f nin bitkiim noktasidir.

x| (=o0,—1) | =1 | (=1,0) |0 | (0,1) | (1,5) 5 | (5, +00)
© () + 0 + + - 0 +
THa) | =0 |0 N 1] /4o | 40N [ 13,5 | 4+

J"(x) - + + + *
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Fonksiyonun grafigi Sekil 4.10 da verilmistir. ¢
Ornek 4.8.2 : y=f(z)= arcsin% fonksiyonunun grafigini ciziniz.

Coziim: (1) D(f) = {z € R:| 2% |< 1} = R oldugu aciktur.
(2) Fonksiyon R iizerinde siireklidir. @ = 0 <= y = 0 olduguna gore,
egri (0,0) noktasmdan gecer. Fonksiyon periyodik degildir ve Vo € R icin
f(z) = —f(z) olduguna gore, fonksiyon tektir. Fonksiyonumuz orjine gore
simetrik oldugundan f nin grafiginin [0, +00) araliginda cizilmesi yeterlidir.
x € (0,400) icin y > 0 oldugu da aciktir.

(3) Fonksiyon R iizerinde siirekli olduguna gore, diisey asimtotu yoktur.

2z
li ‘() = 1i sin ——— =
JHuilocj(r) i aresin T 0
T 1 2z
lim M = lim —arcsin—— =0
r—too I z—+oo I 1+ a2

olduguna gore, ©r — Foo iken y = 0 dogrusu f nin yatay asimtotu olup, f
nin egik asimtotu yoktur.

(4)  Fonksiyonun [0,+00) iizerinde ekstremum degerlerini bulahm. Vz €

[0, +00)\{1} icin f'(x) = 11 = 2(1(4111)‘;);1& = 2°gll‘$;w2) bulunur. lim f/(z) =
e 1
(1+22)2
1ve liIn+ f(z) = —1 olduguna gore, fonksiyon 2z = 1 noktasinda tiirevlenemez.
x—1

z € (0,1) icin f'(z) > 0 ve z € (1,400) icin f'(z) < 0 olduguna gore,
fonksiyon (0, 1) araliginda artan, (1, 4+00) arahgmmda azalandir. Bu durumda,
o = 1 noktasi f nin yerel maksimum noktasidir ve f(1) = arcsin1 = 7 dir.

(5) Vz € [0,400) \ {1} icin f"(z) = —% bulunur. z € [0,1) icin
f"(xz) < 0vez e (1,+00) icin f”(z) > 0 olduguna gore, fonksiyon [0,1)
aralhiginda disbiikey, (1, +00) arahgmda icbiikeydir. (1, g) noktasi fonksiy-

onun_biikiim noktasidir

z | (=o0,—1) | =1 | (=1,0) | 0] (0,1) | 1| (1,+o0)
oL@ - - - -

f(z) 0\ -5/ |0 /5] /0

() - + - +

Fonksiyonun grafigi Sekil 4.11 de verilmistir. ¢
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4.8.1 Coziimlii Problemler

1

(2)

f(z) = 2 + 32% — 92 + 5 seklinde tanumlanan f : [—4,4] — R fon-
siyonunun max{f : x € [—4,4]},min{f : x € [—4,4]} degerlerini ve
f([—4,4]) kiimesini bulunuz.

Coziim: f'(z) = 3z°4+6x—9 oldugundan, f'(z) = 0 = 322+62—9 =
0 = x = =3,z = 1 dir. O halde, —3 ve 1 noktalar1 f nin [-4,4]
araliginda ekstremuma gore kritik noktalardir. f(—4) = 25, f(—3) =
32, f(1) = 0 ve f(4) = 81 olduguna gore, max{f : z € [—4,4]} =
mas{f(—4), f(=3), (1), ()} = F(4) = 81, min{f : & € [~4,4]} =
min{ f(—4), f(=3), f(1), f(4)} = f(1) = 0 dir. Buna gore, f siirekli
oldugundan, f([—4,4]) = [0,81] dir. ¢

f(z) =| 3z* — 162® + 242 — 43 | seklinde tanimlanan f : [-2,3] — R
fonksiyonunun max{f : x € [-2,3|}, min{f : z € [-2,3]} degerlerini
ve f([—2,3]) kiimesini bulunuz.

Coziim: f: R — R, f(z) =| = | fonksiyonu = 0 noktasinda
tiirevsiz olduguna gére, verilen f fonksiyonu 3z — 1623 +242? —43 = 0
denkleminin koklerinde tiirevsiz olabilir. S6z konusu kokleri bulalim.
32t —162% + 2422 — 43 = (2 +1) (32 — 192% + 43z — 43) oldugu aciktir.
g(x) = 3031922 +432 —43 olsun. Va € Ricin ¢'(z) = 922+ 382 +43 >
0 oldugundan g¢ fonksiyonu R iizerinde artan ve g(3) < —4 olduguna
gore, Yz € [—2,3] icin g(z) < 0 dir. Buna gore, f nin [—2, 3] araliginda
tiirevsiz oldugu tek nokta —1 dir. x € [=2, —1) icin f'(z) = 122(z —2)?
ve z € (—1,3] icin f'(z) = —12z(z — 2)? oldugu aciktir. O halde,
—1, 0 ve 2 noktalar1 f nin [—2, 3] araliginda ekstremuma gore kritik
noktalandir. f(—2) = 229, f(—=1) = 0, f(0) = 43, f(2) = 27, f(3) =
16 olduguna gore, max{f : = € [-2,3]} = f(=2) = 229, min{f :
z € [-2,3]} = f(=1) = 0 dir. Buna gore, f siirekli oldugundan,
f([—2,3]) = [0,229] dur. ¢

n,m € N olmak fizere f : R — R, f(z) = 2™(1 — )" fonsiyonunun

yerel ekstremum noktalarim ve degerlerini bulunuz.
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Céziim:  f'(z) = (m + n)z™ V(1 —2)" V(2 — 1) oldugundan,

m

fl(z)=0= 21 =0(m >1), g = -~ 3 = 1(n > 1) dir. Fonksiy-

n+m’
onun tiirevsiz oldugu noktalar: yoktur. O halde, kritik noktalar 0,

ve 1 dir. Tiirevin isaret tablosunu yapalim.

_m
n+m

x (—00,0) 0 (0, ) e G 1) 1 (1, 400)
f'(z) | —, m cift ise, -+, m cift ise, —,n cift ise, +, n cift ise,
+,m tek ise, +m tek ise, —+,n tek ise, +, n tek ise,
f(x) | N\, m cift ise, | 0 / N\, 1 cift ise, | 0 /
/', m tek ise, /7 n tek ise,

Tablodan goriildiigii gibi m cift oldugunda x; = 0 noktasi yerel min-

imum, n tek oldugunda, x3 = 1 noktasi yerel minimum, z, =
noktast yerel maksimum noktasidir. m > 1 ve tek oldugunda, x;
kritik noktasi ekstremum nokta degildir. ¢

(4) f{R—R,

eiﬁ(\/ijLsin%), x # 0 ise,
flz) = ‘ .
0, r =0 ise
fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarini ve degerlerini bulunuz

Céziim:  Vk € R\ {0} icin f(k) — f(0) = ¢ (V2 + sinl)
oldugundan, z = 0 noktasi f nin yerel minimum noktast ve f(0)

m
n+m

=0

>0
=0

dir. Vo € R\ {0} icin f'(z) = .1”26_‘]7‘((\/5 + sin 1)sgnz — cos 1)

ve Vo € R\ {0} icin | sin +cosl |< /2 oldugundan, f'(z)

=0

olacak sekilde zg # 0 noktasi gectikte f'(z) tirev fonksiyonu isaretini

degismez. Buna gore, f nin z = 0 noktasindan farkh yerel ekstremum

noktast yoktur. o

(5) f: R — R ,f(z) = e cosa? fonksiyonu icin m = inf{f(z) :
R}, M =sup{f(z): 2z € R} leri bulunuz.

HANS

Coztim: [ cift oldugundan, f nin [0, co) araliginda incelenmesi yeter-
lidir. Va € [0,400) icin f/(z) = —2y/2ze™"" cos(T — x%) oldugundan,
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z, =0 ve ), = ,/37” + 2km, k € NU {0} noktalar1 f nin ekstremuma

gore kritik noktalardir. f(0) = 1, f(xy) = %e’%ﬂ’%", ke NU{0} ve

:rEToo f(z) = 0 olduguna gore, m = %c’ T ve M =1dir. ¢

(6) VY €1[0,1] ve Vp > 1 icin

2r—1 <aP+ (-2l <1

esitsizliginin sagladigini gosteriniz.

Cozim: [:[0,1] = R, f(z) = 2P+ (1 —z)P fonksiyonunu géz éniine
alahm. Vz € (0,1) icin f'(z) = p(z*~! — (1 — z)P7!) oldugundan,
F@) =0 — x = 3din f0) = f1) = LI = 5 —
min{f(0), f(3), f(1)} = g5, max{f(0), f(3), f(1)} = 1 bulunur. Bu-

radanda istenen esitsizligin saglandigi anlasilir. ¢

() f: R —=R ,f(z) =max{2 | z |, | 1 + 2 |} fonksiyonunun mutlak

minimumunu bulunuz.

Céziim: 2|z [> |1+ x|, yani z € (=00, —3] U [1, +00) oldugunda
fl@)y=2]=z|, 2|x|<|1l+z], yaniz € (—},1) oldugunda f(z) =
| 1+ | olur. Buna gore,

f(l):{ [1+x], z€ (—%,1) ise,

2|z|, x€(—o0,—3]U[l,+o0) ise

oldugu elde edilir. Yz € R icin

1, T € (7§, 1) ise,

(1) —
7 { 2sgnz, € (—oo, —é] U1, +o0) ise

olduguna gore, ; = (—1) ve 29 = 1 f nin ekstremuma gore kritik

min{f(z) :z € R} =

(-3
noktalardir. f(—1) =2, f(1)=2ve liril f(z) = 400 olduguna gore,
2 tiir. ©
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(8)

(10)

(11)

(12)
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2z = 0 noktasmm f(x) = e” + ¢ * + 2cosz biciminde tamimlanan f :

R — R fonksiyonunun bir yerel minimum noktasi oldugunu gésteriniz.

Coziim: f'(x) = " —e® —2sinz, f/(0) =0, f/(z) =" +e* —
2cosx, ['(0) = 0, fO(z) = ¢® — e w + 2sinz, fO0) = 0, f4(z) =
e’ + e x + 2cosz, fV(0) = 4, tiir. n = 4 cift ve fP0) =4 >0
olduguna gore, Onerme 4.7.11 dan dolay1 0, f nin bir yerel minimum

noktasidir. ¢

f:R— R, f(x) = 32% —2® fonksiyonunun ichiikey ve dis biikey oldugu

araliklar1 ve biikiim noktalarim bulunuz.

Céziim:  f'(z) = 62 — 322, f"(x) = 6(z — 1) olduguna gére, z €
(—o0,1) icin f”(z) > 0 ve z € (1,+00) icin f”(z) < 0 dir. Buna gore,
Sonu¢ 4.7.19 den dolay1 fonksiyon (—oo,1) iizerinde kesin icbiikey ,
(1, +00) tizerinde kesin disbiikeydir ve (1, 2) noktas: fonksiyonun bitkiim

noktasidir. ©

f Ry — R f(z) = 2* fonksiyonunun icbiikey ve disbiikey oldugu
araliklar1 ve bitkiim noktalarii bulunuz.

Céziim: Vo € R, f'(z) =2"(1+Inz), ['(z) =2"(2 + (1 +1nz)?) >
0 oldugundan, Sonuc¢ 4.7.19 den dolay1 fonksiyon R, iizerinde kesin

ichiikeydir ve fonksiyonun biikiim noktasi yoktur. ¢

(—o, %e’hz”z) ve (o, %e’hz"z)) noktalart f : R — R, f(z) = %c’h%z
fonksiyonunun biikiim noktasi olmast icin pozitif h sayisi ne olmalidir?

Coéztim: Vz € R icin f'(z) = 7%6”12’”2, f(x) = 72)13(25?271)87’#12
oldugundan, f"(z) = 0 = x = +-L bulunur. = = iﬁ nokta-

V2h
larmi gectikce f”(z) fonksiyonu isareti degistiginden h = ﬁ,a >0

oldugunda (o, %e’h%z) noktalar: f nin bitkkiim noktasidir. o

T = %, Yy = t;jrfﬁz parametrik denklemleri ile tanimlanan y = f(x)

fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarini ve degerlerini bulunuz.
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(13)

Coziim: xz(t) ve y(t) fonksiyonlar t'ye gore R tizerinde tiirevlenebilirdir
ve Vt € R\ {0} icin

, (P13 -2t (P +3)

NS T er aree

/

dir. O halde, (4.20) den dolay1 v, tiirevini V¢ € R\ {0} icin ¢/, = %

.’l/’L
% oldugundan, Vvt €

R\ {0} i¢cin ¢, = % = %ﬁ’)“) oldugu elde edilir. V¢ € R icin
1?2 +t+4 > 0 olduguna gére, y, =0 =t = 1 dir. O halde, z = %

(t =11iken) ve x = 0( t = 0 iken ) y = f(z) fonksiyonunun ekstremu-

formiilii yardimiyla bulabiliriz. y;, =

muna gore kritik noktalardir.

Yy’ tiirev fonksiyonu z = 0 noktasindan geciste isaretini pozitiften negat-
ife ve x = % noktasimdan geciste isaretini negatiften pozitife degistirir.
Buna gore, = 0 noktasi f nin yerel maksimum noktasidir. f(0) =0
ve f(%) =y(1) = —% degerleri f nin sirasiyla yerel maksimum ve yerel
mininmum degerleridir. ¢

y = f(z) = x/(z + 1)? fonsiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim:

(a) fonksiyonun tamm bolgesi D(f) = R dir.

(b) x=0=y =0, x=—1, y =0 olduguna gore, egri Oy eksenini
(0,0) noktasinda , Oz eksenini de (—1,0) noktasinda keser . f €
C(R) ve z € (—o0,0) \ {—1} iciny <0, z € (0,400) icin y > 0
dir. f ne tek ne de cift degildir. ayrica , f hem de periyodik
degildir.

(¢) Fonksiyon R iizerinde siirekli olduguna gore, diisey asimtotu yok-
tur. JEkrinoof(av) = Igriloong/(l +1)2 = +oo olduguna gore, f
nin yatay asimtotu da yoktur. x — 0 iken f(z) ~ z, x — —1 iken
flx) ~(z+ 1)%, |x| = —o0 iken f(z) ~ 28 olduguna gore, f nin

grafigi yeteri kadar biiyiik |z| icin y = z3 fonksiyonunun grafigine
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(d)

()
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z = —1 noktasi civarmda y = —(z + 1):’21 fonsiyonun grafigine,

2 = 0 noktasi civarinda ise y = « fonksiyonun grafigine benzerdir.

otd
vz € R\{—1}icin f'(z) = % olur. Buna gore, x € (—oo, —1)U
(=2, +00) icin f'(z) > 02 € (=1,—%) icin f'(z) < 0 oldugundan,

f fonksiyonu (—oo, —1) ve (—%,-i—oo) araliklar tizerinde artan,

(71,7%) araliginda ise, azalandir. Demek ki, * = —1 noktasi
f nin yerel maksimum,z = 72 noktasi ise f nin yerel minimum

noktasidir. f(—1) = 0 ve f(=2) = =220 f nin swrasi ile yerel
maksimum ve yerel minimum degeridir.

6
Vr € R\ {1} icin f"(z) = j?(:;'%) olur. O halde, z € (—o0, %)
Oet1)?
icin f"(z) >0,z € (=% —1)U(~1, +00) icin f”(z) < 0 olduguna
gore, fonksiyonumuz (—oo, —2) arahgmda disbiikey, (—£, —1) ve

(=%, —£Z5) noktas: f nin

(—1,400) arahklarinda icbiikeydir. 5

biikiim noktasidir.

x| (=00,—65) | —65 | (=65,—1)]—1](-1,-0.6)

x —0.6 | (—0.6,+00)
f'(@) +
flx) | —2V20| / 4o0
f'(x) +

Fonksiyonun grafigi Sekil 4.12 de verilmistir.
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<

(14) 23 + y* = 32y denklemi ile verilen y = f(z) fonksiyonunun grafigini

ciziniz.
Coztim: Verilen denklem 7 ve 6 kutupsal koordinatlar (z = rcos 6,y =

rsind) cinsinden

3sinf cosf

r=r) = cos 03 + sin 03

(4.85)
biciminde yazilabilir. Ornek 4.7.33 de bu egrinin incelenmesi yoniinde
ilk adimlar atmistik. Bu incelemeleri tamamlayarak (4.85) egrisinin
grafigini cizelim. cos# = 0 oldugunda (4.85) ten r =0, yaniz =y =0
oldugu elde edilir. cos# # 0 oldugunda ¢ = tanf olmak iizere verilen

denklem

o 3 3
“err YT et

(4.86)

biciminde parametrik denklemler yardimu ile yazilabilir. V¢ € R\ {—1}
S(ilgflt;) olduguna gore, xz(t) fonksiyonu (—oo, —1) araliginda
0 ’dan +o0 ’a kadar , (—1, J%/E

ve (’%/5’ +00) araligida ise, ¥/4 *den 0'a kadar azalandir. Bu @rahklar
tizerinde x = x(t) fonksiyonunun tersi mevcut oldugundan, (Onerme

icin x; =

) araligimda —oo 'dan v/4 ‘e kadar artan
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3.2.9 dan dolay1) (4.86) denklemleri sirast ile (0, +00),(—00, V4) ve
(0,¥/4) araliklari iizerinde y = f(z) (egrinin 1. parcasi) , y = g(x)
egrinin 2. parcasi) ve y = h(z) (egrinin 3. parcast) gibi iic fonksiyon
(eg parg y g parcas) gibi iic y
belirlemektedir.

z € (0,400) olsun.Vt € (—oo,—1) icin y, = :ZS%T;) olduguna gore,

/ b 3 b 3)4

flx) = %Z = t((12:2tt3) s () = jéllf;tl) bulunur. O halde, Vz €
(0, 400)(Vt € (—o0,—1) icin f'(x) > 0 ve f’(x) > 0 olacagmmndan f

fonksiyonu (0, +00) araliginda azalan ve icbiikeydir.

g ve h fonsiyonlarinin incelenmesi benzer sekilde yapilir.

g(x) fonsiyonu (—o0,0) araligimda azalan (400 dan 0 a kadar), (0, v/4)
araliginda artan (0 dan +/2 ye kadar ) ve Vz € (—o0, ¥/4) icin g"(z) > 0
oldugundan, (—oo, V/4) arahgnda icbiikeydir.

h(x) fonksiyonu (0, v/2) arahiginda artan (0 dan /4 ye kadar ) (v/2, V/4)
araligimda azalan (¥/4 den /2 ye kadar ) ve Va € (0, /4) icin 4" (z) > 0
oldugundan, (0, v/4) araliginda disbiikeydir.

z 0] (0,400) | 2 |(-00,0)|0](0,v4 |4
f'(@) + g'(x) - +
fl@) 0] \,—o0 | g(z) |[+o0 \,|O| 7 |V2
/(@) + g"(x) + +

T 0](0,v2) | V2| (vV2,v4) | V4
+
/!
+

Fonksiyonun grafigi Sekil 4.13 de verilmistir.
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(15) f(2) = 3, f(2) = —1, f'(2) = fOQ) = fPQ2) = fO@2) =0,
F©(2) = 1440 olduguna gére, + = 2 noktasi civarmda y = f(z)

egrisinin grafigini ciziniz.

Coztiim: (2,3) noktasinda y = f(z) egrisine cizilen teget denklemi
y—f(2)=f(2)(z—2) = y—3=—(z—2) = y = —z+5 bicimindedir.
FD(x) = g(z) olsun. ¢'(2) = fO(2) =0, ¢"(2) = f©(2) > 0 olduguna
gore, © = 2 noktast ¢ nin bir minimum noktasidir. O halde, ¢g(2) =
F®(2) = 0 oldugundan dolay1 2 = 2 noktasmmn bir U(2) komsulugunda
g(z) > 0 dir. f’(z) = h(x) olsun. &'(2) = f®(2) = 0 ve Vo € U(2)
icin 27(x) = f@(z) = g(z) > 0 olduguna gore, # = 2 noktasmn
bir U'(2) komsulugunda x = 2 noktast h fonksiyonunun bir minimum
noktasidir. h(2) = f”(2) = 0 olduguna gore, x = 2 noktasmn bir
U"(2) komsulugunda h(z) = f”(z) > 0 olacaktir. Buna gére , U"(2)
komsulugunda y = f(z) egrisi disbiikeydir. y = f(z) egrisinin grafigi
sekil 4.14 te verilmistir.
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4.8.2 Ek Problemler

(16) Asagidaki f : [a,b] — R fonksiyonlarinm (a,b) arahgmda ekstremum-
larm ve [a,b] araliginda en kiiciik (m) ve en bilyiik (M) degerlerini

bulunuz.

a) f(z) = (z—3)%F a=-1,b=4

1—3)d oletll g = —2,b = 4;

n(l++/|z|(14+2)?), a=-2,b=1;

arctan /| z | (x — 1)2, a=-1,b=2;

—

(

(x
flz
(x
(z a=1,b=3;
(

3~,

)=
)=
)=
)=
)=
)=

f) f(z <.L + Zsgnz) +sin(z 4+ §), a=-—m b=

Cevap: (a) = =3 te minimum f, 0 dir, x = 0 da minimum f, 9 ve
z =1 de maksimum f, 4e dir ;
(b) 2 =0 daminimum f, —27¢ dir, z — 1 de maksimum f, —64 tiir ;

(¢)  =0vez = —1de minimm f, 0, 2 = —% te maksimum
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—

=

f, In(1+ 2})/3) dur ;

(d) z=0vex=1de mnimum f, 0 dir, ve = % te maksimum
f, arctan 2‘[ dur ;

(e) == \[ 3 te minimum f7 2 2 =+/6 da minimum f, f vexr =2
de maksnnum f 2 tir ;

(f) @ =—% te minimum f, =2, z = 0 da maksimum f, £ dir.

Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazili kiimeler tizerinde inf ve sup

degerlerini bulunuz?

(a) fla)=3+2% (0,1]; (b) fl=
(¢) flz)=2tanz —tan’xz, (5, 5); (d) f
() flz)=(z"+4)e™", Ry ® f
(&) fl@)=2+G%)" (3.5) (

Cevap:

=lnz -z, R+;

— = ==
& vfiv

Il

-+

=

B

8

|

w

B

=}

ol

N

€T

() 45 +o () -, ~1i () -, L
(d) \/573arccos%, +oo; (e) 0, 4 (f) 7§6’M, 1;
() 5, +oo; () 0, V3.

Asagidaki fonksiyonlarin icbiikey ve disbitkey olduklar1 araliklar ve
biikiim noktalarini bulunuz.

(a) 22'=322+z-1; (b)) f(z)=11s (¢) flz)=+z+3;

(A) flz) = V423 —12z; (e) f(z) =2+ smx ) flz) =e-x.

) (=00, —13), (3, +00) ichiikey, (—3, 1) disbiikey arahklari,
(—3.—4). (3,—2) biikiim noktalarr;
(b) (—o0,—1), (1,400) dishiikey,(—1, 1) icbiikey araliklar: biikiim nok-
tas1 yoktur.
(c) (—o0,—3) icbikey, (—3,+00) disbitkey araliklar1 (—3,0) bitkiim
noktasi,
(d)  (—o0, —V/3) ichitkey (—v/3,0), (v/3,400) disbiikeylik araliklari
(0,0), (—v/3,0) ve (v/3,0) biikiim noktalari;
(e) (2km,2(1 + 2k)m), k € Z disbiikey, ((1 + 2k)m,2(1 + k)n),k € Z
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icbiikey araliklari, (0, km), k € Z biikiim noktalari;
(f) (—o0,—1) disbiikey, (—1,0), (0, +-00) disbiikeylik araliklar, (—3, ™2
bitkiim noktaSL

(19) Asagidaki paremetrik denklemlerle tanimlanan y = f(x) fonksiyonunun
biikiim noktalarni bulunuz.
(a) x=te', y=te™', t €(0,+00) ;
(b) x=2842 4= 531 4 e (0,1)

Cevap: (a) (vV2e¥?,v2e7V2);  (b)(5,2) .

(20) Asagidaki fonksiyonlarm grafiklerinin asimtotlarim bulunuz.

(@) f(2) = gelsmm (b) fl2)= /55
() flo) =t (d) flz) = Sl
() f@)=o+VETFT, () flz)=et
() flz)=e; () flz)=1—ze ¥ 7,
0 fla)=a2%; (1) f@) == D"
(k) f(xz) =2x+ cothz 1) flz) =a+ 5"
(m) f(z) = arctan L; (m) f(z)= Mjoti;
Cevap
a) r=-21=-—22=v21=2y=0; b) =2, y=1;

( (
(¢) y=—-z-ly=z-1; (
(e) y=—x,y=3z (
(g) y=1 (h)
i) z=0y=uz (
(k) z=0y=20-1y=2x+1, (
(m) y=0; (

(21) Parametrik denklemlerle tanimlanan asagidaki fonksiyonlarin grafik-

lerinin asimtotlarimi bulunuz.

(a) z=42%, yzit(tf%); (b) z=4+3t+1, y=-3t+1;
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5

(¢) z=t+sint, y=t+cost; (d) z=tlnt, y=rtln(t+1); g) Y= o h) y=z—+a?— 2
— o Py B _ Ad 3. . _ 8z .
(e) x=2cost, y=tan2t. i)  y= Va4 )oy= Wzt
Cevap: k) y= 22V 1. 1) y= [822 4.
(a) z=2 y=>3C = —2ztl. (b) asimtotu yoktur SMLI 2 2 . 2/3
=2, Y="pH » Y=—"57 y : m) y= z(x—1)% n) y= (2" + 8z +12)%7
(¢) asimtotu yoktur. (d) = —+4ooikeny=u1x+1; 0 y= 3/(%)2; p)  y=|z|VI—2Z

(e) z=—-V2,2=12.

~ o~~~ o~~~ o~ o~~~
A~~~ o~~~/ —~ —
=

Q) y=VI322 -2 ; ) y=+Var[2-xf;
) y=(1-a)erh ) y=i5
(22) Kutupsal koordinatlarla tanimlanan asagidaki y = f(z) fonksiyonlarin W y= e v)  y= oz
grafiklerinin asimtotlarini bulunuz. w) y=cosz— % cos 2a; X) y= (;fs 008 22;
(a) r= gfl'-, (b) 0= ﬁ? y = 2x — tan x; Z Y= arccos%;
4 y Y Y 14x
(C) r= Qtanb’; (d) r= ﬁ7 XX) y = e*arctanw; yy) y = (1 + x)i
(e) r=335(a>0). zz) y = 2lnz — 5arctanz.
. — g . S 1 .
Cevap: (ag "= sin(og%)’ (b) r= sin(0—1)” (25) Asagida parametrik denklemlerle tamimlanan fonksiyonlarin grafiklerini
(C) "= st T~ “coso izini
@ reb e ciziniz.
T sing? ' T sin€?" T cosf’ 1 T cosf?
— a _ a _ __a . 12
() r= Tsm(z =0 ~ 3sm(Z) " — " 3eost (a) z=50t+1)% y=50t-1% (b) =% y=1
(¢) w=-A2l 4= _L d) z= Ly, y="10=22
(23) Asagidaki denklemlerle tanimlanan y = f(z) fonksiyonlarmm grafik- ’ iy YT R = Y -

lerinin asimtotlarini bulunuz.
Cevap: (a) Sekil 4.15; (b) Sekil 4.16; (c) Sekil 4.17; (d) Sekil 4.18.

(@) 2’y +ay’ =1 (b) o' =22+ = 0;
4 4
vy = 9 soYs =4 sagldakl Kapall seKkilde tanimlanan fon siyonlarin grafigini Clzinlz.
(©) 4a® 49y =% (d) 4oy —ys =15 26) Asagidaki kapal sekild lanan fonksiyonl figini cizini
(€ (@ -y +day=0; (f) (@*+y)y-1)?-y*=0.
Cevap: (a) 2?2 +y?P =a*Pa>0); (b) a'+2y° = 4da?y;
(a) y=0,2=0,y=—u b)) y=F+5y=-%+% (€ @y*=1 (d) @ +y* = 32"

(¢) =3, z=-3, y=2, y=-2; (d
€ y=-a+1, y=—a—1; (f) Cevap: (a) Sekil 4.19; (b) Sekil 4.20; (c) Sekil 4.21; (d) Sekil 4.22.

(24) Asagida denklemleri verilen egrilerin grafiklerini ¢iziniz (27) Asaidald kntupsal koordinatlarla tanmlanan fonksiyonlarn grafik-

(a) y=2 —3x+4 (b) y=322>—1)%
© y==2% (d) y=1j§7‘i’;s; (a) r=2 6eRy; (b) r?=2a%cos220, 6 € [0,2n];
a

() y=a+I-2; (f) Y= i (¢) r=acosh+0b;, (d) r=asin3db(a>0).

lerini ciziniz.
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Cevap: (a) Sekil 4.23; (b) Sekil 4.24; (c) Sekil 4.25; (d) Sekil 4.26.
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