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Bolim1 izostatik-Hiperstatik-Elastik Sekil Degistirme

BOLUM 1

1.1. IZOSTATIK SISTEMLER VE iISARET KABULU

Kolon ve kiriglerden olusan yapi sistemlerinin boyutlandiriimasinda esas olan,
a. Kesme kuvveti (V)

b. Moment (M)
c. Eksenel kuvvet (N)

kesit tesirleri yapi elemaninin dolaysiyla sisteminin,
a. Kesit ve fiziksel

b. Mesnet
c. Yik

Ozelliklerine goére belirlenir. Kesit tesirlerinin isaretlerinin belirlenmesinde elemanlarin sekil
degistirmeleri esas olmak Uzere yapilmasina karsin degisik kabuller yapilarak degisik isaret
kabulleri kullanilabilmektedir. Literatirdeki mevcut kaynaklarda eksenel kuvvet igsaretinde bir
farklilk olmamakla birlikte moment ve kesme kuvvetlerinin gizimlerinde degisik isaret kabullerine
rastlamak mimkundur. Bu notlarda kullanilan isaret kabull asagidaki gibidir.

Yukstz (kendi agirhgr ihmal)

%g@@

%/ @E’ i\&kmzl)’ (kendi agirlg |hma|)

M M
< Basinc >
( )
Cekme M = v v . _V . \
EGILME MOMENTI iSARET KABULU KESME KUVVETI ISARET KABULU

P
- -

Basing GCekme
EKSENEL KUVVET ISARET KABULU

Basinc

Cekme Bolgesi

Basinc Bdlgesi
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Bélim1

Yukaridaki sekillerden de anlasilabilecegi gibi, egilme momentinden dolayi elemaninin uzayan
yani gekme meydana gelen kismi arti diger kismi ise basing bdlgesi olarak kabul edilmistir. Bu
notlarda moment alani elemanin gekme meydana getiren ylizine ¢izilmistir. Kesme kuvvetinde
ise kesiti saat ydninde déndurmeye calisan kesme kuvveti arti tersi eksi olarak kabul edilmistir.
Eksenel kuvvette ise kesitin boyunu kisaltmaya calisan basin¢ kuvveti eksi kesitin boyunu
uzatmaya calisan ¢ekme kuvveti ise arti olarak kabul edilmistir.

Egilmeden
Cekme catlag

_ Diyagonal
Egilmeden Kesme catlagi
Gekme catlagi
| Diyagonal |
Kesme catlagi
Egilmeden
Cekme gatlagi

L I --
‘%; NG h =i
. ]
-
Diyagonal P
Kesme gatladi | Egilmeden | -
Gekme catlagr |-
i
=
Basing Bolgesi - .
4 |
£ At
|
Egilmeden =
Cekme catlag
¥ £
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LE

NOT: Kisa kirigler (kesme kirisi), moment degerleri kirig (izerinde olan yani kesitin alt kisminda egilme etkisi
olmayan kirigler olarak tanimlanabilir. Bu tiir kiriglerde kiris boyunca etriye siklastirmasi yapiimasi uygun olur.

T 20 kN/m
\V*V VVVVVVV]

m
19.80% 3" \_fsg] 6 %50.1
; \

wamiismmen s ' |

HIE N DAREIIEENIETEEEET -
1

..rn_—n'*'
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Bolim1

ORNEK 1: Sekilde verilen 200 N’luk kuvvetin A noktasina tasinmasi.

Izostatik-Hiperstatik-Elastik Sekil Degistirme

200 N

45°

Coziim: 200 N A noktasina sekildeki gibi dik mesafe ile garpimiyla tasinir [Varignon, 1654-1722].

A

200 N

i i k
Ma=rxF= -8 4 0=
-1414 1414 0

d=(2°+2%)*°=2.828 m
Ma=200x2.828=565.6 kNm e

565.6k

»200 N
.0

'o‘ 45°

1. MOMENT [BIR KUVVETIN DiK BiR EKSENE GORE]

B 200 N

X

565.6 kKNm

X

565.6 kKNm

A X

565.6 kKNm

Moment; bir kuvvetin bir noktaya dik mesafesi ile garpimindan olusan kuvvet giftine denir.

Dizlem kuvvetlerin momenti asagida kisaca 6rnek Gzerinde agiklanmistir.

P=4 kN m
L,= m L2= 5
<+« 1=
A K
.B A.

M, =PxL=4x5=20kNm

Mg =4x3=12kNm

P=100N
60°

P=100N ,
60° &Py=1005m60=86.6 N

Px=100c0s60=50 Nz u'x s

Mp =PxL=86.6x6+50x0=519.6Nm

2 A
Be—L=6"—>

A
Be—L=6"—>
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<
x’e paralel y'ye dik olanlar M, olusturur

r=xi+yj+zk

FIFXi +ij +sz

y'ye paralel xX’e dik olanlar M, olusturur

M, =rxF v

Mo :Mxi +Myj +Mzk

Momentin Isaret: Vektdrel carpim isaret kuralindan gikar. Veya M=rxF olmasindan dolayi F
kuvveti indis (x,y,z) eksenine bitistirilir ve saat dénugu + tersi — alinarak vektorel ¢carpim isaret
kurali ile ayni oldugu géraldr.
MOMENT,
Verilen kuvvet-kuvvetlerin eksenlerindeki birlesenleri
2. Kuvvet-kuvvetlerin uygulandigi nokta ile moment alinacak nokta arasindaki noktalarin

yer vektorleri

i j k
3. 1.ve 2. deki degerler kullanilarak M =[x 'y z [ ile MOMENT-MOMENTLER hesaplanir.
F, F, F,
4. Moment hesabi icin gerekli olan matris tablodaki gibi olusturulur.
i j k —Eksenlerin dogrultman kosinusleri
M = X y z —F kuvvetinin uygulama noktasi koordinatlari
Fx Fy F.  |-F kuvvetinin bilegenleri
i j k y
M=|x vy z |=[Ry-Fz]i-[Rx-Fz]j+[F,x-Fy]k My + My =-[Fx-Fz]
F
y

My My =|F,y-Fyz|
M =[Fy-Fz] M =-[F,x-Fz] M, =[Fx-Fy] - >

\—

My | M, =|Fy x-Fyy|
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M, M, ve M, degerleri skaler olup F kuvvetinin O merkezinden gegen eksenlere gbre
momentleridir. Bu momentler; F kuvvetinin rijit cisme eksenleri etrafinda uyguladigi
dondiirme uygulamalaridir

i} k i ] K i j ok
Mo={ 3 0 0/=0 Ma=| 3 5 0|=5x40=200Nm Mg= 3 0 8|=—8x40=-320Nm
40 0 0 40 0 0 40 0 0

ik M =[2x50-2x30]i=40i

M=l 3 2 2 INm={M,=—[3x50-2x40]i=70]

40 30 501 |\, —[3x50-2x40]i=70k
ik i ]k ik M, =240i
Mg=| 3 0 8|=M,= [8x40]j=—320j+/0 2 8|-M,=[8x30]i=240i+|0 0 65y |=0=IM,=320]
40 0 0 0 30 0 00 50
M, =0

Ozellik 1: M momentinin My skaler birleseni M ile x ekseni lzerindeki birim vektor i'nin skaler
garpimindan;

M.i= [Myi+Myj+ Mk ].i=[Myii+Myji+Mki]=My[1]+0+0 =M,

olarak elde edilir. Buna gére M momentinin herhangi bir n eksenine gére M,, momenti n ekseni
Uzerindeki u, birim vektora ile [M, =M u,,] carpimidir.

Yukarida klasik olarak momentler vektorel olarak asagidaki sekilde aynisinin bulundugu goéraltr.

= y
= 4—p
L:=3 o
® A 4 ® . C
B A Be—L=6"——>

MA=PxL=4X5=20kNm P=100N

60°
Mg = 4x3=12kNm ey c

Be—L=6"—>
Mc =PxL=86.6x6+50x0=519.6Nm

=P,=100sin60=86.6 N

M=rxF r=xi+yj+zk F=Fy +Fy; +Fx M=M,; +My; + My
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i ] i j k
Mp =[x y =[-5 0 0|=[0]i+[0]j+[[-4]1x[-5]-0]k =20kNm
Fek Fy F,| | 0-4 0
i ) k| i j k
Mg=|x y z |=|3 0 0|=[0]i+[0]j+[-4x3-0]k=-12kNm
Fek Fy, F,| |[0-4 0
i j k| [i j k
Mc=|x y z |=|-6 0 0|=[0]i+[0]j+[-86.6]x[-6]-0]k = 519.6Nm
Fx Fy F,| | 50 -86.6 0

ORNEK 2: Sekilde verilen sistemde;
a: x, y ve z eksenlerindeki momentleri, b: AD dogrultusundaki momenti hesaplayiniz.

>y

a: Verilen kuvvetin eksenlerdeki birlesenleri,
AX

He=[-121-18]+40K] F=—290 [ 12 18j+40k]=[-52.77i-79.16]+175.90K]

11224182+402

fno =[12i+8+20K] 24.66ﬁ=¢2[1 2i+8j+20K]=[194.651+129.77 }+324.4K]

122482420

X, Y ve z eksenlerine gére moment, ®:127+8] MO=1 27+8]+20R yer vektorleri ile hesaplanir.

i i k i i Kk [1407.2-0.12]i-[2110.8-0.08]j+[-527.76+0.04]k

Mo=| 12 8 0 |+ 12 8 20 |=
-52.77 -79.16 175.90| |194.65 129.77 324.41| |[1407.08i—-2110.72j-527.72k]kNm

Eger her eksenin momenti ayri hesaplanirsa matristeki aranan eksen numarasina 1 digerlerine
0 yazilarak ayri ayri asagidaki sekilde hesaplanabilir.

x'momenti 0 0 x'momenti 0 0
My = 12 8 0 |+ 12 8 20 :[1407.2—0.12]:1407.08kNm
-52.77 -79.16 175.90 194.65 129.77 324.41
0 y'momenti 0 0 y'momenti 0
My=—| 12 8 0 |+ 12 8 20 :—[2110.80—0.08]:—2110.72kNm

-52.77 -79.16 175.90| |[194.65 129.77 324.41

10 http://mizan.ogu.edu.tr.
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0 0 z'momenti 0 0 z'momenti
M= 12 8 0 + 12 8 20 :[—527.76+O.O4]=7527.72 kNm
-52.77 -79.16 175.90 194.65 129.77 324.41

b: AD dogrultusundaki momenti bulmak igin tim kuvvetler A noktasina tasinir ve sonra AD
dogrultman degerleri ile garpilarak AD dogrultusundaki moment asagidaki sekilde hesaplanir.

rap=(0-12)i+(0-8)j+(40-0)k=-12i-8j+40k

i j k i j k
Ma= 12 8 -40 +H 0 0 -40
-57.77 -79.16 175.9],,, [194.65 129.77 324.41|, .
A moment N il
=[-1759.2i+200j-487.76k]200 +5190.8i-7786=3431.6i[-7586 ]| -487.76k] 12 “\3 D

Map=Ma +rap=[13431.6i~7586]—487.76k

42.52

J'F 2|+8]—40k}0O

VEYA; AD dogrultusundaki momenti bulmak igin tiim kuvvetler D noktasina tasinir ve sonra DA dogrultman degerleri
ile carpilarak DA dogrultusundaki moment asagidaki sekilde yukarida hesaplanan AD dogrultusuyla ayni olarak
hesaplanir.

i j k i j k
Mp=| O 0 0 + 12 -8 0 =

-57.77 -79.16 175.9 194.65 129.77 324.41

200N 400N

D moment

—[0i+0j+0k]o00—2595.281+3892.92j-0.04k=/-2595.28i[+3692.92j/~0.04k |

Map=Ma *rap =/|-2595.28i[3692.92]|+0.04k U-[%gmk}ooo

ORNEK 3: Sekilde verilen kuvvet (100 N, 200 N ve 400 N) ve momentin (600 Nm),
a) AB dogrultusunda olusturacagi momenti (Mag)
b) Orjinden 14 m uzaktati S-S dogrultusundaki momenti (M) hesaplayiniz.

Coziim a: Eksenler tizerinde olmayan kuvvetlerin ve momentlerin birlesenleri bulunur.

by y
i 600 Nm
= —6j+4k .
FAC :200{ }:—1 66.41j+110.94k .
162 +42 B c 2
X
2m
— —2i+2j-2k : : >~ 400N 2" o
Mp :600{}:—346.42&346.42 j-346.42k 100N 2 P
‘J22 +22 +22 v s
6m
/0 14™
4m
6" A 200 N

z

B noktasindaki momenti bulunarak AB dogrutusundaki birim vektorle carpilarak Mga asagidaki sekilde
bulunur.

11 http://mizan.ogu.edu.tr.
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i OK[[i ] K| i k
Mg=[-346.42i+346.42j-346.42%k]p+ O O 4146 0 4[+6 0 0
100 0 0] [0 —400 0| |0 —166.41 110.94]
B 100N 400N 200N

=[-346.42i+346.42]-346.42k o +—4x100j+4 x400i-6 x400k—6x110.94j-6x166.4 1k
—1253.58i[+80.78][-3744.88K]

B noktasinda bulunan Mg=1253.58i[+80.78]-3744.88k |/momenti hangi dogrultuya tasinacak

ise o yondeki birim vektorle (dogrultman cosinisleri) carpilarak tasinir.

Ornekte AB dogrultusunda taginmasi istenigine gére bu yéndeki birim vektér;

g iBi-k
162 +62 +42

Mag =Mg -upg =[1253.58]+80.78]|-3744.88k

=-0.64i+0.64j-0.426k ise

Jeskaler [-0.64i+0.64j—0.426k]

Mag =(1253.58x(~0.64))i.i+(80.98x0.64)j.j+(~3744.88x(-0.426))k.k=—802.29+51.83+1596.79=/846.20 Nm

VEYA A noktasindaki moment bulunarak da Mg asagidaki gibi aynisi bulunur.

i K ik i k
Ma=[-346.42i1346.42]-346.42klp+| 6 6 0| +0 6 0| +0 6 -4
100 0 0] |0 —400 0, |0 —166.41 110.94

200N
A moment

[-346.42i+346.42]-346.42k |p ~600k-+00+00=—346.42i[+346.42]-946.42K
M ag=Ma-uag =—346.42i[+346.42]|-946 .42k

+[-0.64i+0.64j-0.426k]=846.59 Nm

Coziim b: Kuvvetlerin eksenlere gore analizleri yukarida yapilmisti. Burada S noktasinda tim
kuvvetlerden olusan moment hesaplanir ve S dogrusu boyunca hesaplanan dogrulman

degerleri ile carpilarak S dogrultusundaki moment asadidaki sekilde hesaplanir.

i ok i ]k i j k
Mg=[346.42i+346.42]-346.42k]p +|-14 6 4| +-8 6 4| +-8 6 4
100 0 0]y O —400 0], O -166.41 110.94

200N

S moment .
[=346.42i+346.42)-346.42k]p +[ 00i + 460 +600Kk J1 0o +[1600i + 00 +3200k 400

+[1334:28i+877-52j+1331.28K]400 +=12584.86i[+1623.94][+4784 .86k
M s=Ma-uss =2584.86i[+1623.94][+4784.86k

J[j]=1623.94 Nm

12 http://mizan.ogu.edu.tr.
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ORNEK 4: Sekildeki cikmali kirisin kesme, moment ve normal kuvvet diyagramlarinin gizimi.

10 kN
b 2 kN/m
45‘;"\ FVV VvV vVVvv]
A A

3m I 6™

Coziim: ilk 6nce sistemin mesnet tepki kuvvetleri bulunur ve sonra kesim yapilarak her noktanin
kesit tesirleri [V, M ve N] bulunur.

2 kN/m
7.07
v v vyVvYy
7.07 kN
A,=16.605 o~ B,=2.465 k
.07 7.07 v M
1247 v . N V=TOTKN  N=7.07 kN_ M--Z.07X kN
X=3>M=-21.21 kNm
. ® x »
9.54
21.21
VM
7-071 V=-7.07+2X+16.605 kN
— W‘}N N=-7.07 kN )
M=16.605x-7.07(3+X)-2X"/2
M A,=16.605 ™
\:/ [ ] 3" | X »
1.52
7.07 N

Yapi sistemlerinde yiik, kesme kuvveti ve moment arasindaki iligki

4.4. KESME KUVVETI ILE MOMENT ARASINDAKI iLiSKi

. AR

YYVYY m “‘-._____ ,..-""..I
AAE\X = . \‘15 AAE‘\“ SN WAB rh‘r_'p._rh'] /{ TE.
| Il_P ‘FXH, — ‘ Cekme Bolgesi |:|Kesit Basing Bolgesi
A&E& R %;B q(dX): ¢P ‘u; .LP ¢P ¢P .
- L > . AWW M+dM I ) | _.1
ST G T R e
M(@')M Lﬁ“—_" - — A

Moment T Q-elik -‘5-
|;| Kesit

2F=0 V-q(dx)—-[V+dV]=0 -q(dx)—-[dV]=0 dV=- q (dx) %:—q
(Kesme kuvvetinin tdrevi yayili yukin degerini verir.)

IM=0 V dx+ M -q (dx) (dx/2)—-[M+dM]=0 Vdx = dM dl:(/I:V

£

(Momentin turevi ise kesme kuvvetinin degerini verir.)

Not: dx kiglk bir dilim oldudu igin d—;(zzo alinmistir.

13 http://mizan.ogu.edu.tr.
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@ e i i)

Moment

Aq i AV ‘J Ar M J
) /(T/‘ dV=qdx dM=Vdx
i i | i |

\
N

S
AR Y

S

NS

L
!
l
l
i
i

VEYA [V,-V]= fqu Buna gére yayili yikin alani kesme kuvvetini verir.

[M;-M,]= dex Kesme kuvvetinin alani momenti verir.

14 http://mizan.ogu.edu.tr.
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ORNEK 1.2: Sekildeki konsol kirigin kesme ve momet bagintilarinin elde edilmesi

w w
b sk
|

Af | i%
"
1 6™ 1 7

Konsol kirigin A mesnedindeki kesit tesirleri agagidaki sekilde " jetieens

v s

bulunur f{__ oW STRESS
12 kN 2% i| "’fIT'"

< = u.-’

('
kY STRERS

g 4™ < > ) Liit ErRESS
Afic | A M
m | 4 4
12 kN 6 ‘ 12 kN \;
2 2
SF=0 12-X _v=o v=12-%
3 3
2 3
EMZ=0—48+12x—x?§—M=0 M=12x — 48 - X
x2 22 x3 23
X=22  V, =127 =127 =10.67kN M, =12x 7 ~48 = 12x2 -~ 48 =~ 24.89kNm
X2 42 X3 43
x=4= V,=12-2-12-2 _-6.67kN M, = 12X — > — 48 = 12x4 -~ — 48 =— 7.11kNm
3 3 9 9
2 2 3 3
x=6 V,=12-%_12-% 0 M —12x-X _48-12x6-8 _48-0
3 3 9 9
12 kN z
A v
6" |
48 KN 30
A M
6" |

ORNEK 4.3: Verilen kirisin kesme, moment ve normal kuvvet diyagramlarinin gizimi.

14 kN l 6 kN/m
6 kN
\A

1 3" 1 9"

Cozum: Sistemin mesnet tepki kuvvetleri 6 kN/m
hesaplanir.

6 kN

B/\Bx =

Ay =21.33 By =18.67

15 http://mizan.ogu.edu.tr.
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>F,=0 6-B, =0 B, =6kN
q =[qx/ L]=0.5x

a-a \)

ZMA:O {6X12}x5—4x3—8 9=0 B, =18.67 kN
2 y y

>M, =0 {6)(212}x4+4x12—Ay9:0 B, =21.33 kN

a-a ve b-b kesitlerinde kesimler yapilarak kesit tesirleri asagidaki sekilde hesaplanir.

>F,=0 N+6=0 N=-6 x=3M 5 N=-6kN

ZFV:O V—-4-05x[x/2]=0 V=4+0.25x%* x=3" —V =6.25kN

YM=0 M+4x+0.5x[0.5x][x/3]=0 M=—[4x+x30.25/3] x=3" 5 M=-14.25kNm
q =[gx/ L]=0.5x

e T A
6 kN | l N
/\A
° N ]
bob Ay =21.33

ZFX:O N+6=0 N=-6kN x=75" 5> N=-6kN x=12" —N=-6kN
ZFyzo V+4-21.33+0.5x[x/2]=0 V=17.33-0.25x> x=3"+4.5"=7.5" —»V =3.27kN

M, =0 M, +4x-21.33[x-3]+0.5x[0.5x][x/3] =0 M, = -63.99+17.33x - x°0.25/3

M —

b. :36kN
i 6 kN/m
x=75M" > M, =30.83kNm
TE
x=12" 5> M, =0 L |Av=2133 By = 18.67
6.25 Y,
4 - |V
15.08 *
14.25 x=8.33 "
g \ 18.67
\ + [M]
6.25
6 - [N]
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Maksimum agiklik momenti V=0 da olduguna goére,

[/2]
Q=0 4+[0.5x]x[0.5]-21.33 =0 x=[%} -8.33

x =8.33 >— maxM,_ =21.33[x —3]- 4x - 8.33 [0.5x][0.5][8.33/3] - 14.25= 32.20kNm

istenirse sag yonden de kesim yapilarak sonuglar kontrol edilebilir.

SF,=0 N+6=0 N=-6kN x=9" >N=-6kN x=12" —N=—6kN
(=o2=x_ g g sy
12

V+([6-0.5x]+6]x)/2-18.67=0 V=18.67+0.25x2 —6x  x=4.5 ise V =3.27kN

M, +[6 —0.5x]x x/2+0.5xx[0.5][2x/3] —18.67x = 0

M me kN/m
M =18.67x—3x*+0.5x*/6  x=4.5 ise M, =30.86kN N"é 6 kN

x=9 ise M, =14.22kN v B%
< X
7

By =18.6

ORNEK 1.3. V, M ve N diyagramlari ile [.;Mmax=?] momentinin hesaplanmasi.

4 kKN/m 4 kN/m
Fyvyvyvvvyy AKNm [ZEXEEEEXEX]

C D c o] E
m
4 kN 4 kN Serbest cisim diyagrami
[uygulanan yiikler ile
bulunmasi gereken
m m mesnet tepkileri ]
A A N

— 5m —2" 4
_I_AY y

Coziim: ik dnce mesnet tepki kuvvetleri hesaplanir.

4 kNm

9Q—t

w

N
N

—
—

NT

YM, =0 4x5x2.5+4x2+4-5xB, =0 B, =12.40 kN
>F,=0 4-B, =0 B, =4kN
YM, =0 4x5x25-4x2-4-5xA =0 A =7.60kN

VEYA: Kirisin E noktasinda momentin sifir (4 dis momenttir bu ylzden dikkate alinmaz veya bu noktada yazilan
moment bagintisi bu dis momente esitienir) Olacagindan E noktasina gére moment alarak By tepkisi
bulunabilir. Yani momenti bilinen bir noktaya gére moment alinarak uygun mesnet tepki
kuvvetleri hesaplanabilir (B noktasina gére moment yazilarak By bilinmeyeni bulunamaz)

Mg =0 7.6Xx7-4x3-4x5x25+124x2 +4+5xB, =0 B, =4.00 kN

Mg =0 7.6x7-4x3-4x5x25+12.4x2 +4+5xB, =4 By =4.00 kN

17 http://mizan.ogu.edu.tr.
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Bolim1

m >F =0 N+7.6=0 N=-7.60kN /T\M
V—> V4_
A A
- SF,=0 V=0  M=0 ~
4 kN
TAY=7.6
>F, =0 N+7.6=0 N=-7.60kN 2F, =0 V+4=0 V=-4 TAY=7.6 N
M
SM =0 M+4x=0 M=-4x x=1m M=-4kNm x=3m M=-12kNm Y [+

>F, =0 N+12.4=0 N=-12.4kN

>M, =0 M+4x=0

4 kN/m M
l

C
X »V

4 kN

1_AY=7.6

>F, =0 N+4=0 N=-4kN

M:

x=2m V =-0.4 kNm

M, =0 7.6x—4xx[1/2]-M-4[3]=0

x=2m M=-4.8kNm

2F, =0 124+V-4x=0

x=2m V =-4.4kNm

SM, =0 M+4+4xx[1/2]+4[5]-12.4x =0

x=2m M=-7.2KkNm

—4x

X =

X =

Sistemin Q, M ve N diyagramlari asagidaki sekilde elde edilmistir.

14.0

(]

Eksenel kuvvet

L_RA
76/\

12.4

SF, =0 V-4=0 V=4

x=5m V =-12.4kNm

Xx=5m M=-24kNm

x=1m M=-4kNm x=5m M=-20kNm L‘ABx=4
B

M=7.6x-2x*-12

B—

v=12.4

} “F,=0 N+4=0 N=—4kN YF, =0 7.6-V-4x=0 V=7.6-4x

N < l 4 KNm
V =-12.4+4x V< . D E
5m V =7.6kNm
M=12.4x—2x> - 24 if?x:‘;
By=12.4
5m M=-12kNm
24
/
<« 5% » . 12.4 ~__ 478
e 12- 8 - s
.+ b5x * \
-~ /20
E /76 < X1 » /
4 Kesme kuvveti
Moment
2 ¢+ A A

18
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Bolim1 Izostatik-Hiperstatik-Elastik Sekil Degistirme

Maksimum agiklik momentinin hesabi asagidaki gibi yapilabilir. [v=0'daki x benzer iicgen
bagintilarindan da bulunarak maksimum moment hesaplanabilir]

7i6 - i;: x=1.9m maxM, = 7.6[1.9] - 4] 3] - 1.9[4][1.9/2] = -4.78kNm
VEYA DIGER YONDEN 1;‘14 - 57’(;‘1 X, =3.1m maxM,_ =12.4[3.1 - 4[5] - 3.14][3.1/2] - 4 = —4.78kNm

VEYA asagidaki formller kullanilarak da ayni degerler asagidaki gibi bulunur.

2 2
SOL YONDEN = X = V_r16_ 1.9 maxM, = vz M eonet = [7.6] —12=—-4.78kNm
q 4 ¢ 2q 2x
2 2
SAGYONDEN < x, = v_ % =3.1 maxM, = \2/— +M _f24r 24 = —4.78kNm
q q

mesnet 2%

NOT: Maksimum aciklik momenti her zaman arti moment olacak diye bir yaklasim olmamalidir. Maksimum moment
arti isaretli en biyiik olan moment veya sifira en yakin olan eksi isaretli momenttir.

ORNEK 1.4. Sekilde verilen gercevenin V,M ve N kesit tesirlerinin gizimi.

2 kN/m 2 kN/m
c
E
4N |B 1.78™
8 kNm
312"\
Tn
D)\ Dx

| Dy
>F, =0 D, =4kN M, =0 4x5-2x4x6—-8+8A =0 A, =4.5kN

N M, =0 4x3+2x4x2—-8+4x2+8D, =0 D, =3.5kN
hym
Q A
x YF=0 N+7.6=0 N=-7.6kN

SF=0 V=0 M=0 o

TAY=4-5 (7722227 Y

— — X —»

v
V=4.5-2x [Disey kuvvetlerin toplami]
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izostatik-Hiperstatik-Elastik Sekil Degistirme Bolim1

M,, =45x2-4x2-2x2x1=-3kNm Hcosa Hsi
ETT1TT RN
M, , =45x4-4x4-2x4x2=-14 kNm H=[4]
X—»

TAY=4.5

x =0 =V =[4.5]cos45-[4]sin45 = 0.354 kN
V =Vcosa—Hsina=[4.5-2x]cos45-4sin45:x =2 = V =[4.5-2x]cos45—-4sin45 = -2.48 kN
x=4=V =[4.5-2x]cos45-4sin45 =-5.30 kN
x=0=>N=-6.01
N=—(Hcosa+Vsina)=—[4cos45+[[4.5-2X]sin45]=6.01-1.414x< x=2=>N=-3.17
x=4=>N=-0.354

2 kN/m

Mg = 4.5x[4 +1.78]-2x 4x[2 +1.78] = —4.23kNm|[a]

Mg =3.5x2.22-4x5 + 8 = —-4.23kNm [b]

V =V cosa—Hsina=[—3.5]cos[—66]— 4sin[—66]= —2.23 [a][b]

N =-[Hcosa+ Vsina]=4cos[-66] + [-3.5] sin[—66] = 4 cos[-66] + [-3.5]cos[90 — 66]= 4.82 [a][b]

2 kKN/m

20 http://mizan.ogu.edu.tr.



Bolim1 Izostatik-Hiperstatik-Elastik Sekil Degistirme

M, =4.5x[4+3.12]-2x4x[2+3.12]+4x3-8=—4.92kNm[a] =~ M, =3.5x0.88—4x2 = —4.92 kNm [b]

V ve N Yk olmadigi igin yukaridakinin aynisi olur.

V =Vcosa—Hsina=3.5c0s66 —4sin66= 3.5cos66 —4cos24 = —2.23kN
N =Hcosa+Vsina)=4cos 66 + 3.5sin66 = 4cos 66 + 3.5cos[90 —66]= 4.82
Cubuk Uzerinde yuk olmadigi icin X’in degisimi ile sadece moment degisir. V ve N degdismez.

M = x[3.5cos 66] — x[4 sin66]

x=2.19= M. =2.19[3.5c0566] - 2.19[4sin66] = —4.89kNm

M = x[3.5cos66] — x[4 sin66] + 8

x=219+3.32= M, =5.513.5c0s66] - 5.514sin66] + 8 = 4.29kNm

x=2.19+3.32+4.34 = M, = 9.85[3.5c0s66] - 9.85[4sin66]+8 = —13.97kNm

2 kN/m

4 kN

0.35 4.82
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izostatik-Hiperstatik-Elastik Sekil Degistirme Bolim1

ORNEK 1.4. Sekilde verilen 3 mafsalli gercevenin V,M ve N kesit tesirlerinin cizimi.

1.5" 20 kNm Tm
"""""""""""""""""""""""""""""""" 10 kN/m 3
Yvvvyl |
N
>
>
10 kN/m: 10 kN/m
> L
3
3
: 2[
)

1 4" 2m M ——3"—

Coziim: Mesnet ve mafsalda moment ifadesi yazarak mesnet tepki kuvvetleri heéaplamr.

M, =0 5.10-2.5—20+10-(4+2)+10-3-(1.5+8)—2E, —11E, =0 2E, +11E, = 450
M, =0 2.10+10-3-(1.5+4)+6E, —7E, =0 6E, — 7E, = —185

E, =13.94N E, =38.375N

M,=0 5.10.0.5—10-5—-20—10-3-1.5+11A, —2A, =0 11A, —2A, =90
2 A X Y X {AY:1.625N

A, =—36.063N
M, =0 4A,—8A,—5.10-(25+3)—20=0 4A, —8A, =295| "X

soknmsol =— 1394 KN Nygyinee = —1.625 kN‘ h
B Magumsor = 1-625,,, -4 +36.063,, - (5+1.5)
i ) ~10,,,,-5:(5/2+1.5)-20,, =40.91kNm _
10 KN/m/™ " Vg =[1.625c0851.34 —(~36.063 + 10 - 5)sin51.34 = -9.87 kN
) N,,, = —[(-36.063+10-5)cos51.34+1.625sin51.34]= —9.98 kN
M M, =1.625,,-4+36.063, -5-10,,,-5:(5/2)=61.82 kNm
<> ’ ) ) _ e
M V, =Vcosa-Hsino=[1.625c0s51.34 - (-36.063)sin51.34 = 29.18 kN
- N, =—(Hcosa+Vsina)=-[(-36.063)cos51.34+1.625sin51.34]=21.26 kN
_M,=0
M, =1.625,, -4+36.063,, -(5+3)-10,,,,-5-(5/2+3)-20 = 00BkNm
: » g V;Ol;Nmsol ==13.94KkN  Nyymso = —1.625 kN
"~ Magumsor = 1625, -4 +36.063,, - (5+1.5)
2 _ -10,,,-5:(5/2+1.5)-20,, =40.91kNm _
10 kN/m| )] N e o
I ' Vg =V COsa—Hsina.=[4:625€0596 - (-36.063 + 10 - 5)sin90 = -13.94 kN
2 Nagsg =— (HcOs 0+ V sin0t) =~ [{~36:063+10-5)e0590 +1.6255in90]=—1.625 kN
2 - Myggrom =1.625,, -4+ 36.063,, -(5+1.5)-10,,, -5-(5/2+1.5)=40.91kNm -

Ay=1.625
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10 KN/ "V, =Vcosa—Hsina=[1.625c0851.34— (~36.063 + 10-2.5)sin51.34 =9.65 kN
N, =— (Hcosoa+Vsina)=—[(-36.063 +10-2.5)cos51.34+1.625sin51.34]=5.64 kN
M, =1.625,,-(4/2)+36.063,,-25-10,,, -2.5-(2.5/2) = 62.16 KNm
A/=1.625 T
3m
' VDsag = Vcosa Hsina=[-38.375+10, - 3]cos[-45]-13.94 sin[-45]= 3.94 kN i . |
Npsag =— (Hcos o+ V sina) =~ [13.94 cos(-45) +[-38.375 +10, - 3] sin(-45)]=—15.77 kN - 3gm
Mo, =38.375,,-3-13.94,-3-10,,,,,-3-(3/2) = 28.305 kNm +
‘ 7 <« E~13.94
. VEsol — Vcosa—Hsina= [-38.375]cos[-45]-13.94sin[-45]= —17.28 kKN T '
% Ngeo =—(Hcoso+Vsina)=—[(13.94)cos(—45)+[-38.375]sin(—45)]=—36.99 kN om
| Meyy =0 L
'—zm—»—zm—»—(g —t
My, = 38.375,, - 7-13.94, -6-10,, ,“.3-(3/2+2+2)—10.2=0.ot_>0’M’ T
"V = Veosa—Hsina=[-38.375+10, -3 + 10]cos[- 37]-13. 94sm[ 37]_—9 69KN
Ny =— (HCOS 0.+ V sin ) =~ [13.94 cos(~37) +[~38.375 + 10, - 3 + 10]sin(-37)]= ~10.17 kN
My, = 38.375;,-5-13.94;,-4.5-10,,,, -3-(3/2+2) = 24.145 kNm 3
- — o <[Ex=13.94
" Vpyp = VCOSa-Hsino=[-38.375 + 10, - 3]cos[-37]- 13.94 sin[-37]= 1.70 kN
| Ny =—(Hcoso+Vsina)=-[13.94 cos(-37)+[-38.375+10, - 3]sin(-37)]= —16.18 kN om
M, =38375,-5-13.94, -45-10,  -3-(3/2+2)=24.145kNm L

F noktasinin sagindaki
kesit tesirlerinin diger
ybénden bulunusu
yandaki gibidir.

20 kNm

Fsag

10 kN/m
N

Fsag

=1.625-6+36.063,,

§ Fsag

7[ 10+1 625]cos[- 37]
=—[[-36.063 +10-5]cos(-37)+[-10 +1.625]sin(-37)]=16.16 kN

M —t—om———3M—

[-36.063 + 10-5]sin[-37]=1.66 kKN

6.5-10,,,-5-(5/2+15)-20 = 24.16 kN __

Yaynl'

YV VVVVVYVVYV]

; . N alani
o 5 5 BN
v 17.28 __2085|

2q T2 (10/(cos 45)7) |
M alani - e

23
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izostatik-Hiperstatik-Elastik Sekil Degistirme Bolim1

ORNEK 1.4. Sekilde verilen 3 mafsalli gercevenin V,M ve N kesit tesirlerinin cizimi.

Coziim: Mesnet ve mafsalda moment ifadesi yazarak mesnet tepki kuvvetleri hesaplanir.

M,=0 8.104+10-5+6-9+8-3+20—3B, —8B, =0 3B, + 8B, =228
2Wa * FoIHE S X Y x + 8By {BX:7.39kN

g B, = 25.73kN
SMZ =0 3-10+10-6-+20+ 6B, — 6B, =0 — 6B, +6B, =110

>M;=0 6-6-10-3+20+8A, —3A, =0 8A, —3A, =—26||A, =—5.73 kN,

M =0 2A,—9A,—6-8=0 2A, —9A, =48 ||A, = —6.61kN

yon ters

TV —[-5.73c0877.4-1.39sin77.4 = -2.60kN |
. NY' =-[-5.73sin77.4+1.39c0s77.4 = 5.29 kN
M =6.61.9-5.73.2-8-6=0.03 kNm B

"V, =[-5.73c0s77.4-1.39sin77.4 = —2.60 kN

N, =—[-5.73sin77.4+1.39c0s77.4 = 5.29 kN
M, =6.61.3-5.73-0.67 =16.00 kNm

"V =[-5.73c0s77.4— (-6.61)sin77.4 =520 kN
N, = —[-5.73sin77.4+(~6.61)cos77.4 = 7.03 kN
M, =6.61-3-5.73-0.67 = 16.00 kNm

V9 =V cosa—Hsina=[-5.73c0s77.4—(-6.61)sin77.4 = 5.20 kN
N3 =—(Hcosa+Vsina)=—[-5.73sin77.4+(-6.61)cos77.4 = 7.03 kN

V59 =V cosa—Hsina=[-5.73c0s18.43—7.39(—sin18.43) = -3.10 kN
N2 =— (Hcosa +Vsina)=—[-5.73(~sin18.43)+ 7.39c0s18.43 = —8.82 kN

"V =[-15.730s18.43—7.39(~sin18.43) = ~12.58 kN
N A N Z_[15.73(-sin18.43)+7.39c0s18.43] = —11.98 kN
M =2573.3-10-3-7.39-5-20 = -9.76 kNm

jm SV —[-25.73c018.43-7.39(-sin18.43) = ~22.06 kN
.} S N9 =_[-25.73(-sin18.43)+7.39c0518.43] = —15.14 kN
Ac=6.61 7y

'Vlflfg =—7.39-4-20 = -49.56 kKNm

| Ay=5.73 | |
Vg =—25.73c0s45-7.39sin45 = 2342 kN
| NS —_[-25.73sIn45+7.3900545] = ~12.96 kN
| ME® =20 kNm

V0 = 25.7300845-7.39sin45 = -23.42kN
N9 =—[-25.73sin45+7.39c0s45] = 12.96 kN
| MY =-2573-3-7.39-3-20=-119.36 kNm
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119.36

5.29
15.99

M alani N eksenel
5.20
ORNEK 1.4. Sekilde verilen gercevenin V,M ve N kesit tesirlerinin cizimi.
10 kN/m
c\vvvvvvvvvvv_ >M,=0 8.10-4—-10.4-8B,=0 B, =35kN
T 10 kN
E
4m >F, =0 A, =10kN
ko
2" >M; =0 —-8-10-4—-10-4+8A, =0 A,6 =45kN
v B J
JAN
—— g ———4"—>

Cozim: Mesnette moment ifadesi yazarak mesnet tepki kuvvetleri hesaplanir.

Ve =V cosa—Hsina =[45¢c0s90-10sin90] = —10 kN V9 =[45c0845-10(-sin45)] = 38.89 kN
N =— (Hcos o+ V sina)=—[45sin90+10c0s90] = —45 kN N9 = —[45(—sin45)+10cos45] = 24.75 kN
M = —10-4 = —40 kNm M = ~10-4 = —40 kNm

V§°' =[5cos45-10(-sin45)] =-10.61kN V;ag =[5cos45-10sin45] = -3.54 kN
N = —[5(-sin45)+10cos45] = -3.54 kN N3 = —[5sin45+10cos45] = -10.61kN
Mg"' =45-4-10-4-2=100 kNm Mga@ =45-4-10-4-2=100 kNm

Ve = [-35c0845-10sin45] = -31.82 kN VE¥ = [-35c0890-0sin45] = 0 kN

N = —[-35sin45+10cos45] =17.68 kN N = —[-35sin90+ 0cos45] = 35 kN

M;"' =45-8-10-4-8-10-4=0kNm M;ag =45-8-10-4-8-10-4 =0kNm

/3182 24.75 17.68

45.00 3.54 10.61

M moment N eksenel 25.00

V kesme

ORNEK 2.4. Sekilde verilen sistemin V, M ve N diyagramlarinin belirlenmesi.

10 kN

., ¢ \10 kNm
10 kN s T
5 kN/m 3 kN/m 4an
Y Y VY VY VY VY Y
B G m C E
<2 5m
 —
10 kN J(
o
D F
A
A -L
+2"— 6" I 6" I
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110 kN
H

—)
10 kN 10 kNm
5 kN/m /\
BHRER o e
€— 5 kN T
B kN,
IZO o 3 KN/m o
YYVYVVYVVY
m C E
<2 5"

A

Ty
FO kN

o
24.33KN 19.67kN

Tasinan parcanin mesnet tepki kuvvetleri,
IF=0 Gy=10kN X2F=0 A,+G,= 10+5x4=30

IMa=0 6G,-5x4x4+10x10-10x6=0 G,=20kN

IMg=0 6A,-5x4x2-10x6+10x4=0 A,= 10 kN

Tasiyan parcanin mesnet tepki kuvvetleri,

*F,=0 Dy=10-10+5=5kN XF=0 Dy+F,= 3x8+20=44kN
IMp=0 10x10-20x2+3x8x2+5x14-10-10x5-6F,=0 F,=19.67 kN

IMg=0 -10x5 + 10x10 —20x8-3 x 8 x 4 + 5x14-10+6 D, =0 Dy=24.33 kN

Vs =V cosa—Hsina=10c0s78.69-0sin78.69=1.96 kN l1°kN
Ns* =—[0c0s78.69+10sin78.69]= —9.81 kN

Ve =V cosa—Hsina=-10c0s63.43-10sin(-63.43)=4.47 kN
N3® =—(Hcosa+Vsina)=-(10cos64.43-10sin(-64.43)=—13.41kN

Mga= 10 x 2 = 20 kKNm  Mgy= 10 x 4 — 10 x 2 = 20 kNm

Mge= 10 x 2 —10 x 2+10 x 4 = 40 kNm

Mce=-(20 X 2 +3 x 2 x 1)= -46 kKNm
Mco= 10 x 5 +5 x 10 = 100 kNm

Mce= 19.67x6 -5 x4 — 18 x 3 +10 = 54 KNm
Mec=-5x4+10=-10kNm Mg=-5x 4 +10 =-10 kNm

100
' sa |° 10
20
V alani 40 25
M alani
/X 3.16 Q
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Bolim1 Izostatik-Hiperstatik-Elastik Sekil Degistirme

1.2. MESNETLER

Bir sistemin, mesnet reaksiyonlari dahil bitin kesit tesirlerinin belirlenmesi igin ZF,=0, XF,=0 ve
IM=0 denge denklemleri belirlenebiliyor ise sistem izostatiktir. izostatik sistemlerde mesnet
sekilleri ve yukleme durumu etkin oldugu i¢in burada kisa ve genel bir inceleme yapilmaktadir.

Tip | Konum Menet sekli Reaksiyonlar | Bilinmeyenler | Moment | Doniis
=
Kenar F E s
= é R,=0
o ‘ N | =g R R,#0
; Orta é A cccd Y v
- ?\g O‘E ;gg R,=R coso.
o, A R R=R sina
M=0 | =0
Kenar E E ?' R.£0
—% X7
Rx R R
= y y¢0
2| one A D
L ? ) R,=R cosa
Egik [N > Yy
g %a R, | R,=Rsina
Ry »M
o | Tam = _T=4 R,#0
+ Ry R,=0
2 Mz0 | o=
c . R« »M R0
< | Kayic a§|=, —>(=‘ RX‘O
Ol y—
Labil = _~._ Labil )
JAY AN O JAN o A A JASNGESAEVANE
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izostatik-Hiperstatik-Elastik Sekil Degistirme Bolim1

1.3. iZOSTATIK SISTEMLERIN GOZUM ORNEKLERI

ORNEK 4.10: Sekilde verilen gikmali kirisin V,N ve M diyagramlarinin gizimi.

6 N/m
10Q0 N 400N 3 N/im
DAAAAAAAAAA ~
AQ N BA

—3"—om 3" g 3" " "+
A ve B noktalarinda M =0 ve TMg=0 yazilarak mesnet tepki kuvvetleeri bulunur.

XMp=0 -400x2-1000sin30x5+3x6x6+6+6x6x0.5x(3+6+3+2+6x2/3)-20B,=0 B,=-143.10 N

IMg=0 -400x22-1000sin30x25-3x6x14+6-6x6x0.5x(6/3)-20A,=0 A,=1079.10 N
500 400 N 3Nim 6 Nm %
| .
866 AQD N BA
—3m 2" 3" 6" —+3"—2"—+——¢"
1079.1 143.1
900
500
+ Kesme
143.10
1258.3
930.6
\&Moment
866 ‘ o ‘ Eksenel

ORNEK 2.1. Kirisin kesme kuvvet, moment ve normal kuvvet alanin belirlenmesi.

4 kN 4 kN
6 kN C

e

Ma
A B E B J,
4' 107 ‘ ™ 4*
| | | |

R E—
N
3

10™
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Bolim1 Izostatik-Hiperstatik-Elastik Sekil Degistirme

Vc=-4KkN  Ngc=-6kN Mc=4 x4 =16 KkNm
Vg= 6 kN Nc=-4kN Mg=4 x4 -6 x4 =-8 KNm

A,=4 kN A= -6 kN Ma=-(8 +4 x 10) =-48 kNm
e
4 - ¢ ~_ — /+ 16
c c \\\\\ cl.
v + 6 N 4 \\\\\\\\\
1A B 1A B e wm
7 4 i + 6 g 8

GERBER KIRISLER

Gerber Kiris,
1. Hiperstatik sistemlerin mafsallarla izostatik hale getirilmis

2. Basit, cikmali ve konsol kiriglerin mafsallarla birbirine baglanmis
Durumlarinin,

a. Taslyici
b. izostatik
sistemlere denir. Gerber kirisler uygulamada c¢ati asiklarinda ve kopra kiriglerinde kullanilir.
Gerber kiriglerin olusturulmasinda kiriglerin labil olmamasina dikkat edilmelidir. Asagida bazi

gerber kiris ¢6zim 6rnekleri bulunmaktadir.

Asagida ornek olarak verilen hiperstatik mutemadi kirisin izostatik olarak (gerber) ¢ézimu igin

mafsallarla degisik durumlarda yapmak mimkundur.

4 kKN/m le KN 3 kN/m

yVYyvyvyvy

A A A

2" ——5M . 6™ . 6™ I 8™ |

4 kN/m 16 KN 3 kN/m 4 KN/m 16 kN 3 kN/m
YVvvvvy Yvvvvyl

c A A G a JAN a
2" 5" ; 6" ——+—6" : 8" ‘ FzmAA.ism s C e & G 4 g )

ORNEK 2.3. Sekilde verilen miitemadi kirisi gerber kiris haline getirerek kesme kuvvet ve
moment alanin belirlenmesi.

4 kN/m 16 KN 3 kN/m

JAY A RS

+2M—+—5m - 6™ 6 t 8

Bu mutemadi kiris iki sekilde gerber kiris haline getirilebilir.

1. Durum

4 kKN/m 16 KN 3 kN/m
[AYNe} G A JAN

2" ——5M . 6™ 6" I 8™

Sistem bir tasinan ve 2 tasiyan izostatik sistem haline getirilmistir. Tasinan sistem ¢oézilerek
mesnet tepkileri tasiyan sistemlere yik olarak ytklenir.
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y 6 kN
[ O
o . \a G Tasinan »
4 kN/m Mo am 3 kN/m
) &
o G 2 G m )
2" ——3"—~ e e e
) ' Taslyanlar ‘

IMs=0  5B,-3x8-4x7x15=0 B=13.20kN s 100 10.89
- JAN
SMg=0 5A,+3x3-4x7x35=0 A=17.80kN s MT
9.8
9.0
9.0

IMc=0 8Dy +3x3-3x8x4=0 Dy=10.88 kN /] 8.0

SMp=0 8C,-3x11-3x8x4=0 C,=16.12kN = A \1/ A\‘/AM
9.0 19.73

2 2
M,s :V—iMA = 9.8 —-8=4.01 kNm Mge :%zg.OOKNm
2q 2x4 4
2 2 2 2
Mg :V—iMC = 1312 -9=19.69 kNm Mpe :V—iMD = 10.88 —-0=19.73kNm
2q 2x3 2q 2x3
4 kKN/m 3 KN/
2. Durum Jon "
A A A
2" 4—5™m : 6" —— 6™ | 8" :
4 kKN/m 16 KN 3 kN/m
A PaN [RAY
+2M—+—5m - 6™ + 6" t 8™ t
4 kN/m 3 kN/m
A }G,,=3.33 Goy=6 1 o
2" —+—3m—
4 KN/, -3 33 la kN B%ﬁ%mj
N A
Devam edecek "4

SMa=0 3Gy -5x4x05=0 G,=333kN 3Mg=0 3A,-5x4x2.5=0 A,=16.67 kN
SMp=0 4Gy -3x4x2=0 G,=6.00kN  D,=6.00kN
SMg=0 10B,+3x4x2+6x4-6x5-333x12-2x4x11=0 B,=11.00kN

IMg=0 10C,+3.33x2+4x2x1-6x14-6x5-3x4x12=0 Cy=24.33kN

11.33
AS.OO 0.33 6.33 5.% v
JA A JAN

8.67
18.00
48.00
1466 &3
/ls.oo
M
8 G ° 600 =
V2 8.67%
Mg, :Z—QiMA = oxa -8=1.40 kNm Mz =—(3.33x2+4x2x1)=-14.66 kNm
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Bolim1

M. = (6x4+3x4x2)=-48.00kNm M, =—(3.33x7+4x2x6)+11x5=-16.51 kNm
V2 v? 62

M[,Gzzz—q:l:MD 2—3—0 6.00tm veya MGZD:E:I:MDZR—OZG-OO

Bazi sistemlerin moment ve kesme kuvvet alanlari

1 T A cA b 1
A
2qL 9L
a "5, 29
3 aL 3qL ak 3qL
2 8 10 20
o 9L | |
2 8
a a?
8 15
ql? ﬁ
= 12
8
s T qi? 4 2
a 30 =0 a”
12 2 Y 20
2° 3° 2 ZE
o2 2qL 24 oql?
e 93 128

ORNEK 1.8: Sekilde yiikleme durumu, kesiti ve Gemniyet=200 N/mm? Tem=50 N/mm? olarak

verilen kirisin emniyetle tasiyabilecedi g yukinin belirlenmesi.

q kN/m
(22222222220 2222222221
A a
‘ 8" —2M+
¥M, =0 qx10x5-8B, =0 B,=6.250 YM,=0 qgx10x3-8A, =0 A, =3.75q
4.25q
Kesme kuvvet alani
3.75q 2q _520

u ¢ y' =y/2=36.154/2=18.077

/AK Moment alani y=36 154I o

A ) I
30
maxM,, (3 75q)° =7.03q
2xq

" - — 70x20x50+30x40x20
Kesitin atalet momentinin hesaplanmasi y =
70x20+40x30

=36.154cm

3 3 3
L =1, +1, = b1h2 FAd b1h2 LA = 70;‘220
30x40°

+

12
36.154 =200.......cceveieeeeiiiiiieee e g=6.2kg/cm

+70x20x(50-36.154)

+30x40x(36.154 — 20)* = 788205.13cm*

. _My _7.03q(10°)
em | 788205.13

_VAY' 4.25q(10°)x36.154x30x(36.154 / 2)

Tem = = =50......... q=14.2kg/cm
Ib 788205.13x30

Kirigsin emniyetle tasiyabilecegdi g= 6.20 kg/cm olarak alinir. = 14.2 kg/cm olarak alinmasi durumunda normal gerilme
emniyetle tagsinamaz.
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1.4. HIPERSTATIK SISTEMLER

Bir sistemin, mesnet reaksiyonlari dahil buttin kesit tesirleri,
1. XF=0 ZF,=0 IM=0

Bolim1

denge denklemleri elde edilen sistemlere izostatik sistemler. Bu G¢ denge denklemleri ile
mesnet reaksiyonlari ve kesit tesirleri bulinamayan sistemlere ise hiperstatik sistemler denir. Bu
U¢ temel denklem disinda yazilan ilave denklem sayisina sistemin hiperstatiklik derecesi
denir. Bir sistemin hiperstatiklik derecesi, verilen sistemi izostatik sistemlere ayirarak yazilan
denge denklemleri ile giderilir ve sistemin kesit tesirleri bulunur. Eger bir sistemin hiperstatiklik
derecesi mesnet reaksiyonlari kaldirilarak gideriliyor ise digtan, bazi elemanlardaki kesit
tesirleri kaldirilarak gideriliyor ise igten ve her ikisi birlikte yapilarak gideriliyor ise hem igten
hem distan hiperstatik olarak asagidaki sekillerdeki gibi tanimlamak muimkindir. Yapi
sistemlerindeki hiperstatiklik derecesi ¢ozim ydntemine goére degisiklik gbstermektedir. Bu
durum kuvvet ve agi metoduna gore asagida érnekler Gzerinde agiklanmaktadir.

My M+ M
> » M2 > >
Ms o ) Ms I . I
v i vl . g
M+ Mo+ M3 M+M; M
Mbilinmiyor
Vbilinmiyor
Distan Nbilinmiyor
hiperstatik : —
P icten M=0
hiperstatik Vbilinmiyor -
Lk ‘-k Nb'l' . IVlbilinmiyctr M_O i
ilinmiyor
- i VbiIinmiyv:Jr Vbilinmiyor
Nbilinmiycnr Nbilinmiyor

a: Sistemdeki mesnet tepkisi sayisi

b: Hiperstatik kismin kesit tesiri sayisi

c: Hiperstatik kismin izostatik hale gelince ki parga sayisi
h: hiperstatiklik derecesi

olmak Ulzere,

h=a +b -3¢

g =
|
Distan
hiperstatik c

IR

h=a +b -3¢c=6+2-3x2=2° hiperstatik

a=6 b=2 c=2

_ —
|
Distan =2 b
hiperstatik HK

_.é .l
a aw

a=8 b=3 c=3 (mafsal=mesnet)

h=a +b -3¢c=8+3-3x3=2° hiperstatik

h>0 sistem hiperstatik h=0 sistem izostatik h < 0 sistem labil

a=2 b=0 c=1 a=3
fiy L h=2+0-3x1=-1 & a b=0
/ sistem Labil (sadece c=1
7\ cubuk-menet eksenine % »% h=2+1-3x1=0
s Ky dik yik olmasi durumu . . .
f t icin tastyicidir.) sistem izostatik
’ « e
c=2 -
{’t’_ P\ h=as2-3x220 'G*T_‘f’T@J"‘} NS
sistem izostatik Elif):rr:ta i ereceden
Mesnet ve Cubuk — 1 —= A F—o—i |
Mesnet ve ug kuvvetleri -64— -’-L ‘ %*‘ % Q-*I"-: '$ =
b
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Izostatik-Hiperstatik-Elastik Sekil Degistirme

Verilen Sistem Serbest cisim diyagrami Serbest cisim diyagrami Serbest cisim diyagrami
A A A A
_6% %3— _é%—tyﬂ_$} _e?tvn-tvn-tvn'{}
. N a=6 b=0 c=1 a=6 b=3 c=2 a=6 b=9 c=4
% Y |h=3+0-3x1=3 [Distan] h=6+3-3x2=3 h=6+9-3x4=3
sistem 3. dereceden hiperstatik sistem 3. dereceden hiperstatik [sistem 3. dereceden hiperstatik
A
NSy A
e —a
A A
v N
—> - — — L
Y - @«
i Xy
a=6 b=0 c=1 a=6 b=3 c=2 a=6 b=9 c=4
h=3+0-3x1=3 [Distan] h=6+3-3x2=3 h=6+9-3x4=3
sistem 3. dereceden hiperstatik |sistem 3. dereceden hiperstatik [sistem 3. dereceden hiperstatik
A
I—t,n—|
A A A
Ny N N
A A
£ 4 R N R _.$.<,n—‘l«_
X & 29
a=6 b=3 c=1 a=6 b=6 c=2 a=6 b=12 c=4
h=6+3-3x1=6 h=6+6-3x2=6 h=6+12-3x4=6
sistem 6. dereceden hiperstatik [sistem 6. dereceden hiperstatik sistem 6. dereceden hiperstatik
A A
T 1 nTin
N S R ) “T]
v Ay Ay i
A A
SAT A
A
— N -
A 2 )\
A t
a=3 b=6 c=1 a=3 b=9 c=2 a=3 b=18 c=5
h=3+6-3x1=6 h=3+9-3x2=6 h=3+18-3x5=6
sistem 6. dereceden hiperstatik |sistem 6. dereceden hiperstatik [sistem 6. dereceden hiperstatik
= - - - = - = " 11. dereceden Yatay yiiklerde labil
18. dereceden 17. dereceden 22. dereceden
<A> — 4‘; 7
Ava Ay l Sistem 6.
d dgrecedgn
A‘:n— —f:ﬂ hiperstatik
N ]
Sya— _f:'A K I [
— 1 l. = = =
15. dereceden hiperstatik @=4 b=6 c=2
V ereceden hiperstati h=4+6-3x2=4
a=3 b=18 c=3 sistem 4. dereceden
h=3+18-3x3=12 - hiperstatik
sistem 12. dereceden
M=cubuk sayisi M=c¢ubuk sayisi
a=mesnet tepkisi sayisi a=mesnet tepkisi sayisi
N=digim sayisi h.D'§“t’”t.k N=digim sayisi a
C=mafsal sayis| perstat C=mafsal sayisi -
h=3M+a —(3N+C)=3x3+6-(3x4+1)=2° h=3M+a —(3N+C)=3x5+6-(3x6+2)=1° a=6 b=4 c=3
hiperstatik hiperstatik h=6+4-3x3=1
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Hiperstatik sistemlerin ¢6zim metodlarina gore hiperstatiklik derecelerin belirlenmesi;

Sistemdeki iki ucu mafsalli gubuk sayisi §4

Sistemdeki bir ucu mafsall bir ucu rijit gubuk sayisi S,
Sistemdeki iki ucu rijit gubuk sayisi S;

Sistemdeki mesnet tepkisi sayisi a

Sistemdeki mafsalli digim noktasi sayisi (mesnetler dahil) d4
Sistemdeki rijit dUgum noktasi sayisi (mesnetler dahil) d,

oakwN =

olmak Uzere asagidaki sekilde bulmak mimkundur.

Kuvvet metoduna gore, n=8,+2S,+3S;+a-(2d;+3d))

Sekil degistirme buyiikliikleri yontemine gore, m=2d,+3d,-a

Sekil degistirme buydklikleri yonteminin 6zel durumu olan AGIl yonteminde bilinmeyenler
acilardir. Eksenel kuvvet sekil degistirmeleri ihmal edildiginden hiperstatiklik derecesi olan m
degeri oldukca kagulir.

ORNEK 1.9: Sekilde verilen gergevenin hiperstatiklik derecesini,
a) Kuvvet yontemine gore
b) Sekil degistirme blyuklikleri yontemine gore belirleyiniz.

12 16

7 8 9
11 14

4 5 6
10 13

1 2 3

C

!!'\A uaB A

Sistemdeki iki ucu mafsalli gubuk sayisi $1=1 (11)

Sistemdeki bir ucu mafsalli bir ucu rijit gubuk sayisi $,=6 (3,13,14,8,10,4)
Sistemdeki iki ucu rijit cubuk sayisi $;=8 (1,7,12,16,9,6,5,2)

Sistemdeki mesnet tepkisi sayisi a=8

Sistemdeki mafsalli digim noktasi sayisi (mesnetler dahil) d4=1

. Sistemdeki rijit digim noktasi sayisi (mesnetler dahil) d,=11

a. Kuvvet metoduna gore,

n=8,+2S,+3S;+a-(2d;+3d,)
n=1+2x6+3x8+8-(2x1+3x11)=10

b. Sekil degistirme biyiikliikleri yontemine gore,
m=2d,+3d,-a m=2x1+3x11-8=27

Yapilar yatay yuklere maruz kaldigi zaman yapinin kirigleri désemelerle birlikte diger yapi
elemani kolonlara goére oldukga rijit kalmaktadir.

cakrwN=

liiris = normal
kiris =00
E
Normal Cergeve Kesme Cergeve
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Bundan dolayi kiriglerin rijitligini kolon rijitliginden ¢ok buylk olduklarindan sonsuz kabul ederek

(kiriglerin deformasyon yapmadigini kabul ederek) kolonlarin kirigslere ankastre bagl olarak

(9=0) alinmaktadir. Kabul edilen bu gergevelere kesme gergeveleri denir. Kesme gergevelerinde

kolon rijitlikleri birim yUklemeler yapilarak bulunur. Cercevelerin kesme ¢ergevesi olarak kabul

edilmesiyle bilinmeyen sayisi yatay deplasman sayisina inmektedir. Cinki kolonlar kiriglere

ankastre bagl oldugu kabul edildigi icin buralardaki donis agilar sifir (p=0) olmaktadir. Yapilar

yatay yuklere maruz kaldiginda yapinin Kirigleri désemelerle birlikte diger yapi elemani

kolonlara gore oldukga rijit kalmaktadir.

I tim Kirisler=00

35

84

33

2

R
Normal Cergeve Kesme Cerceve

haaat -«
Kesme gergevesi 5
bilinmeyen
[5 & [veya katsayisI kadar]]

81

=

(3 T ?10

P4 o P9

ot
o §;

P1 o Pe

.- b

Klasik ¢erceve 15
bilinmeyen
[55, 10 ¢]

Sekil 5.5.. Kesme ve klasik ¢ergevenin karsilastiriimasi

Cergeve sistemlerin sekil degistirmesinde kiris rijitliklerinin etkisi asagidaki gibidir.

TS

] o i
El= van
El

Sekil 5.7. Kirig rijitligin cerceve davranisina etkisi

1.5. HIPERSTATIK SISTEMLERIN GOZUMUNDE YAPILAN KABULLER

BERNOULLI (1705) hipotezi (h << L ) gegerlidir. L < h ise gegersizdir. Egilmeden énce

1.
duzlem olan kesitler egilmeden de sonra diizlem kalirlar prensibi gecerlidir.
L Kiris dilimi
- M 7y ’7 M
W [’ L V\ . (L/h)>> hassasiyet azalir.
T Ik durum  Yiiksek kiriglerde gegerli
t - \ s h j olmayabilir.
e ds=dx alinir ve 1. mertebe
. Bernoulli | etkisi gegerli olur.
{ (Diizlem kalmas1) |
"‘ Egilmis hal
"~ Na ;
T . (Dik kalmasi)
y ik o X o I |
AT 7w LAY 7 ) =
4 & - - = e |*
p / v/ /= .y
2 oo :
MA ¢ & 7 //
/./ ] _O Py & /1 " P3 /
LM IV &
P - Sekil
r 4 - P 7 . degistirmemis F
7w ,_—,( g & 4 ilk hal L
: : & 4 ;
T fil Sekil
: A
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EEREREERRRREERERRERRRRE

ErErpry [

T

EERRRERRRE!

| -

Lt
LI T " 5 o
RN : T T T i VO

2. Baz elastik cisimlerin belirli yuk sinirlari altinda gerilme-sekil degistirme bagintilari lineer
olarak degistigini beliten HOOKE kanunlari gecerlidir ( Robert Hooke, 1660).
Normal gerilme hali 81=% Kayma gerimesi 1, = Gy,

AT

A

(¢

T

G1

tana =G

»>c Y1

tana =E

>y

€1

3. Elemanlarin boyca uzama-kisalma durumlarinin hesaba katilmadigi birinci mertebe teorisi
gegerlidir. Yani sekil degdistirmeler elamanin boyutlari yaninda oldukga kilglkse denge
denklemlerinde  sekil degistirmemis boyutlar  kullanilir.  ikinci mertebe teorisi
kullanilmamaktadir.

q -
5= 5 ql4 WYYV Y VYV VNI Y Y Y Yy vV Y]
sslE T ::>s E T

L

Bu elemanda yazilacak denge denklemlerin kiris acgikhdr sekil degistirmeden sonraki L’

olmasina karsin L agikligi kullaniimasidir.

4. Yukarida verilen 2. ve 3. maddelerin gegerli olmasi halinde siperpozisyon kurallari
gecerlidir. Eger bir sistemin bir noktasindaki kesit tesirleri ve sekil degistirmeler sistem
Uzerindeki yuklerin her biri icin bulunan degerlerin isaretleri ile toplamina esittir. Asagidaki

drnekte kirigin orta noktasindaki deplasman icin yapilan superpozisyon gorulmektedir.

5. Hook kanunun gecgerli olmasindan dolay! elemanlar lineer elastik oldugu icin sistemdeki
sekil degistirme Uzerindeki ylke baglidir. Yani kuvvetler ve sekil degistirmeler orantilidir. Bu
durum asagidaki 6rnekte agiklanmaktadir. [Ornek g= 2 t/m L=10 m El= 10080 tm?]

| 9
[+ ¥ ¥¥F + + + + ]
B T
ILLLELLLL&LIj"" Deplasman &=8q+8y+&u
Pk FAS M
L — ****%iiii'* r Py ___,--D
e Ve — £ FANE S Y = - =
5
Esas sistemn Wayih yikten Tekil yikten homentten
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q 4q

VYV VYV VIV VIvY Y VY YV YV Y] Y YV Y Y VYV VIVI Y Y Y YV VYY)

a i A N
h ﬁ

. L f : ;

4 4 4 4

=i{i}=i{2“° }:o.ozssm s=4"5[i]=i[i]=o.1o3z
384| EI | 384| 10080 384 | EI | 96| EI

1.6. ELASTIK SEKIL DEGISTIRMELER

Sistemler kendi agirliklarindan, Gzerine wuygulanan vyiklerden ve servis slresince
karsilasabilecekleri yuklemelerden (is1, rizgar ve deprem gibi) dolayi sekil degistirirler. Bu sekil
degistirmeler;

1. Sinir kosullar: mesnetlerde deplasmanin sifir olmasi, ankastre mesnet dénmezken
sabit ve kayici mesnetlerde ddnmenin olmasi

2. Uygunluk kosullari: asagidaki simetrik sistemin kendi agirhgindan dolayi agikliklarda
teget egimlerinin sifir olmasi, mesnetin sagi ve solundaki teget egimlerinin esit ve ters
isaretli olmasi, uygulanan her bir kuvvetin sekil degistirmis durumda etki etmesi,

Olarak hesaplarda dikkate alinir. f——r——1 m

L ‘ L ‘ ‘ L ‘ L
Kendi agirigindan sekil degistirme Tekil ylikten sekil degistirme
Sistemlerde sekil degistirmeler en genel haliyle Eksenel kuvvetten, momentten ve kesme
kuvvetinden dolayl veya bunlarin karisimindan olusur. incelenen sistemlerde sekil
degistirmelerin bilinmesi,

1. Hiperstatik sistemlerin ¢ézimunde gerekli olan ilave denklemlerin elde edilmesinde
2. Rijitlik oraninin belirlenmesinde
3. 2. mertebe ektilerin kontrolinde

Hesap hassasiyetini ve ¢dézimi kolaylastirmaktadir. Asagida sekil degistirmeler herbir durum
igin ayri ayri hesaplanmaktadir.

1. Eksenel kuvvetten dolayi olugan sekil degistirmeler EA= Eksenel Rijitlik

Yiksiz  YUKIU
ek el

T

Yiksiiz <N— _-;l dL dL
Yuk uygulanmig EA
Nde—M l l
dL Adl—uzama ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, I ,,,,,
AdL
\J
N
g=2dl Adi=e.di=Sdi=N al
) di E EA
ORNEK 1.10: Verilen gubuktaki birim uzamayi ve gerilmeyi hesaplayiniz. (E=3.10° kg/cm? N=200 t )
YUI&s‘Uz Y"u‘lzlij
5
=29 Adi—e.ai=Ca=N g Ad|=25'L500 =1.667cm T_ ? 2°°m
di E EA 3.10°.(20x10) ga | d7o00em fdb e
l kesit
g2l _1667 4 10333 =N _ 2 E-0.00333x300.000-1000 kg/cm? R dL=272
d 500 A \
N=200 t
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ORNEK 1.11: Kendi agirhigindan dolayi ug noktasindaki deplasman §¢=? (p: 6zgiil agirlik A: alan )

AL
Y p

j;; Normal
i ‘kuvvet
5 diyagrami
s

EA ]

o

o L

ey

o

2 N 2
iy

s

i

o

o
Lo

C

Kiguk x boyundaki uzama, x boyundaki normal kuvvet alaninin eksenel rijitlige bélinmesi sonucu,

L L L 2t 2
dgz&:N_de:de SC:de:jde:fp—xdx= pX :ﬁ
EA EA, EA, y o EA, » E 2E |, 2E
olarak bulunur. Kisaca ¢ubugun ucundaki deplasman eksenel kuvvet alanin EA’ya bolimudir.
Sekil  koni  oldugu , zaman olusan u¢ noktasindaki deplasman ise asagidaki sekilde
hesaplanir. y

pmril
AL =—°—
P 3

e e

v

A
A
L N.
- o o>
re
X

o @ o » X
8 W,

v

Koninin kesit yarigapi ile boyu arasindaki bezerlik yazilir.

r, r, Xr,
— = r r, = L [rc: kesilen x boyundaki pargacidi kesitin yaricapi]
X
2 3 .2
TXr nX’r
Kesilen x boyundaki pargacigin hacmi V= X = -
3 3L
: : e prx’r?
Kesilen x boyundaki pargacigin kutlesi W= T
nrix?
Kesilen x boyundaki pargacigin kesit alani A = nrx2 = E—z

Cubuk boyunca agirligindan dolayi olusan deplasman ise asagidaki sekilde hesaplanir.

L L pnro 3 L 5
2
SZJﬂdX:I 3L2 dxzij'xdxz&
OEA 0 TCro 2 3E0 6E
E 2
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ORNEK 1.12: Kademeli diisey cubugun kendi agirhigindan dolay ug noktasindaki 8c=? (p: 6zgiil
agirlik olup butin cubuklarda esittir.)

i PN _NN2Ap N%p
o 10EA ] m [ 81 = =
\ii\\\\\\\\\\\ * S EA 22EA 2E
S
S
\\'\\\\:
S NA N2
Py 8 =p| =+ =
) 2E 2E
\\'\\\\'_
\\'\\\\'_ B ¥
‘\2\@\5\' Eksenel kuvvet diyagrami
> 5n = NZ+2AZ+22
3P 3E T3 T2E

Ni A 3zi i? NM 2MA 3MZ 4Mi W
S4=p——+—=+——+—=| S=pl—F——Ft—+—+——
4E 2E 4E 2E 5E  5E 5E  B5E 2E

2
2912

TOPLAM UG NOKTAS! DEPLASMANI, M=I=Z=A=N=L §¢ =81+ 85+ 83 + 84 + 85 = olarak bulunur.

ORNEK 1.13: Kademeli diisey gubudun uc noktasindaki §c=?. (E=2.10° kg/ cm? ve kendi agirhigi ihmal )

_7_ 3
T 61:&:(15“5 7 15+4§3)10 X50 _ 0 4305 om
® 0.5 EA 100x2.10
100cm? i
T 5 _PL_(15-7-15+45)10°x40 _ o
80 cm? 0.4™ 2T EA ° —oeeeem
cm 15KN | EA 80x2.10
15kN
50 cme[ X | o 5 _PL_(7-15+45110°x40 _ o oo
7th© 4 STEA 50x2.10° e
15kN| 4
20 cm? 03"
o fe y PL  (~15+45)10° x30
s f= =S XY 0 225¢m
10cm3 ® 03" EA 20x2.10
45kN ’
5. - PL _(45010°x30 _ oo

°* EA  20x2.10°
8c =04+8,+83+84+085=0.1325+0.095+0.092 + 0.225 + 0.675=1.22cm

2. Egilme momentinden dolayi olusan sekil degistirme
A

1 ve 2 noktalarindan
cizilen dikler (normaller)

Lt \HH##H#H
\ 4 te —
M y / de12 \ o2
Kiris M
dilimi u
do 4/

«—d — peAdl »
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d
ool 1_do _Adl_udo_u
p p di di dl »p
M:I[(GdA)kuvvet u]moment :IEE UdA:E [ u? dA]AtaIet Momenti :E:m ise d(P:MdI
p p dl El

¢= eksen donus agisi, bu agi ¢ok kiiguk oldugundan radyan degeri egimine esit alinabilir.

o= do M £199_ y _dy_do_ M [elastik egrinin diferansiyel denklemi]
dlEl dl dld El
Doénis yonu X .
d’y M d’M _ "
dx? El dx2

Y : deplasman (elastik egri)

y':déniis agisi y" = —M/El:moment
y" =-V/ElIKesme

v ..
y = q I El yuk (kesmenin tiirevi — yiike esit oldugu igin — isareti + olur)

<
<

Uygulama: Tabloda verilen konsol kirislerin ug deplasman ve dénus agilarinin hesabi

Konsol kirig Yayil yiik Ucggen yayih yiik
qm
AlVY Y YV vy v vy vy 4 —
7 .~ x< |
X< i i L ‘
. !
2 3
X X
Moment M, =X M, L
2 6L
M. D. y,,77M77£ “—7M—7qxa
denklemi El 2EI El 6LEI
9 : ql® M ax* . \ q’®
-2 .c x=L y=0=C, =— =——=— C =L'de y'=0=C, =
V=" "o | y="=% "% V=BT 2am T V== uE
Doénls
3 3 4 3
y.z_g+$ y'= X Lot
6El " GEI 24LE| " 24E|
4 3 4 5 3 4
gx qL’x gl gx qLl’x qL
= C x=L y=0=C, =———— =— —Z+C x=L y=0 C,=-
V=" " em "¢ | Y=C=%="%g Y™ 120iE1 221 "2 v 2= " 30El
E. Egri
_ o +qL3x_LU yo- ax® +qL3x_ gLt
24E1" 6EI  8EI 120LEI * 24E1  30EI
NIRRT R I R S
Nfac —— E(Pc fac
x < |7 x < !
‘ - | ‘ . ‘
_ x=0 qL3 x=0 qL4 x=0 qL3 x=0 qL4
IX= =a= sl = =—
0 e = BEI ° = gl P = 24E = " 30El
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Bolim1
Uygulama: Tabloda verilen konsol kiriglerin u¢ deplasman ve doénus agilarinin hesabi
Konsol kirig Tekil yiuk Moment
A lP A
f t f = M
x< | x< |
L L !
Moment M, =Px M =M*
M. D. . M Px i _M__M*
denklemi " El El El El
M Px? P2 |,  M_ M*x ‘de v' M7L
'=—— =" 4C, x=L'de y'=0=C =— =——=—"7-4+C, x=L'de y'=0=C,=——
EI- 28 Y == T o B Bl y 1
Doénis
Px?  PL? o _M*x ML
=t — y =-
2EI  2E| El El
3 2 8 & 3 * *2
f—P—X+PLX+C2 x=L y=0 C,= PL __M"x +NI I'X+Cz x=L y=0 C2=—M L
6El  2El 3EI 2EI El 2E|
E. Egri
__Lﬁ+PL2x_LE y__M*x2+M*Lx_M*L2
6El  2EI 3EI 2E| El 2EI
P
: | s -
)(pC fac \)(\DC o
x < | x < -
| C
x=0 XZO_LI} ’go__LB x=0_m x:o__M*LZ
°  2E ° = 3El ® = El =T

Uygulama: Tabloda verilen konsol kiriglerin u¢ deplasman ve doénus agilarinin hesabi

Konsol kirig

Yayil yik

Ucggen yayih yiik

R W &

P
7z

c
X< |

L

Bazi sistemlerin momentleri uzun olmasindan dolayi siiperpozisyon yéntemini kullanmak daha kisa yoldan
¢6zime ulastirabilir. (3. bélimde Mohr yontemi ile hesaplandi)

ALY ¥ v v v v v vy vyl

. ]
. !
2 3
X X
Moment M, =3 m, = -3
2 6L
M. D. yoM__a¢ yroM_ax
denklemi El  2EI El 6LEI
i qx® . ql® , M gxt . , ql®
. N o x=L y=0=C, =—— === C, x=L'de y'=0=C,=-
V=em O | == "% Y= TE T am T Y =P =T
Doénus
g X3 |_3 , X4 L3
yoad ol yo &
6El ' 6El 24LEl  24E|
4 3 4 5 3 4
__ 0 A X 6 k=L y=0=c,=-95  [yo_ & _dX o | y_0 -3
24E1 " 6EI 8El 120LEl  24EI 30E!
E. Egri
B gx* +qL3X_LL4 v ax° ~ qL3x+ qLt
24E1 " 6EI 8EI 120LEI  24El " 30EI
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IS EEREE TR 5.
— = o, &
e T
x< [ i L i
t L
x=0 4 x=0 4 x=0 3 x=0 4
_ qL gL qL qL
x=0 = =" =— =
P = 6El ° = gEl P = 24EI © = 30El
L. x0 gl® gl® q® x0  gl* gLl 11qL*
Toplam Toplam dénii _9 == Toplam deplasman §_ = -——+ =—
P P ¥ % 6El 24El 8EI P P © 8El 30El 120ElI
e

2. Kesme kuvvetinden dolayi olusan sekil degistirme

Kesme kuvvetini maruz bir kirigste aralarinda dx kadar mesafe bulunan iki nokta kesme kuvveti
dogrultusunda birbirine gére dy kadar bir yer degistirme yaparlar. Bu asagida aciklanmaktadir.

Ly

l«—

rydivv vy

0D

dx

Kesme kuvvet diyagrami

»
»

T

oy

y << 1 olmasindan dolayi tany = y alinabilir. (x: kesitin geometrisine bagl katsayi olup asagidaki
tabloda baz kesitler igin verilmistir.)

tana =G

Y1

DIKDORTGEN DAIRE HALKA | PROFiILI
KESIT
X 1.20 1.185 2.00 2.52 (NP3)
dx G |G|A GA GA
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ORNEK 1.14: Sekilde yiikleme durumu ve &zellikleri verilen (El= sabit) kirigin;

. e q
a) A ve B mesnetlerindeki donU§ a(}llarlnln u¢¢¢¢¢¢¢¢$u¢¢$$¢¢¢$“
b) Kirisin ortasindaki deplasmanin A y\
c) Elastik egri denkleminin bulunmasi. } L =
q q
I I Y M_q_Lx ol
A r7" 2 2
T o) 2= % - ~
2 Deplasman & 2 T2
t L t
2 2 2
Elastik egrinin diferansiyel denklemi: 9—Y =— M A LS L. 1
dx? El dx?2 Elf 2 2
3 2
Bu denklemin 1 defa integrali alinirsa, y'= é[q%_ qL: }+C1 ...................................... 2

olur. Buradaki C, sabiti x degiskeni yerine egimin sifir oldugu x=L/2 sinir sarti yazilarak
asagidaki sekilde bulunur.

3
x=E ise C1=i L
2 El| 24

6 4 24

C, sabiti y’ denkleminde yerine yazilir ise; y'= —

3 2 3
T)ax” _alx +$ ..................... 3
El

Bu denklemde x degiskeni istenilen noktanin degeri verilerek o noktanin egimi bulunur. Ornegin
A mesnedindeki egimini bulmak igin x=0 verilirse,

3
x=0ise 6,=6; = é{%} olarak bulunur. ( a nin cevabi)

3 denkleminin 1 defa daha integrali alinarak ise,

4 3 3
y= dlax”_alx +qL X B D e e 4
El| 24 12 24

Buradaki C, sabiti ise deplasmanin sifir oldugu x= 0 veya x=L sinir sartlari verilerek bulunarak

(x=0 veya x =L ise C,=0)yerine yazilir ise elastik egri denklemi bulunur.

a) Elastik egri denklemi; y= i{

24 12 24

4 3 3
S L A .8 5
El

y':doniis agist y" = —M/El:moment y"=-V/EIKesme y" =q/Elyik ISE

24 12 24

6 4 8

_ 1{qx4 qu3+qL3x:‘ y|_i{qx3_qu2+qu2} y"—i[% q|£x+qlix} yi= 1[ qL qL} ylv:i[q]

Y=EI “El “El B 214 El

b) Kirisin orta noktasindaki deplasman;

4 3 3 4
x=E ise f=i al-/2)”_ aL(L/2) +qL (L/2) = S gL olarak bulunur.
2 El 24 12 24 384| EI
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Uygulama: sekilde verilen kirisin elastik egri denkleminin elde edilmesi (El= sabit).

q
2222222222222 222227 VYV Y **i**** L T22
—_— —_—
' L i X
Coziim: Sistemin hiperstatik olmasindan dolayr x mesafesindeki moment ifadesi
yazilamadigindan bilinen en kesin sinir sarti ylk ifadesi kullanilarak ¢éziim yapilimistir.
d'y
El =—
axt 0
d’y
EIEZ—qX+C1
d x?
Elastik egrinin diferansiyel denklemi; Eld—)(};=—q7+ Cx+C,
Eﬂ__q_x3+C1_x2+C x+C
dx 6 2 o
gx* Cx* CxX°
Ely=————++—"-+ +C,x+C 2
y o4 6 3 4
3 2
Ankastre mesnette x=0'da Doénils =0 oldugundan El%z—q%+C1TX+C2X+C3 C,=0
X
4 3 2
Ankastre mesnette x =0'da Deplasman =0 oldugundan EIy=—£+C1—X+CZTX+C3X+C4 C,=0

24 6

3 2
Doniis 19—y = 3, O
dx 6

+C,x

1 ve 2 denklemlerinde C, =0 C, =0 yazilirsa,

4 3 2
Deplasman Ely = _£+C1_X +C2_X

24 6 2
3 2
x=L'da Donls =0 oldugundan Elg—y=EIy'=—%+C1L +C,L=0
X 2
S .
* cLl® cC,L? 2 12
x=L'da Deplasman=0 oldugundan EIy:—q—+1—+ 2~ -0
24 6 2
qL ql? G gx* qlx®* ql®x®
C,=— C,=—-———— |[4|nolu denklemde vyazilirsa Elastik egri [Ely=—"—+—————
12212 . IEY=" " T,
4 3 2,2 4
X:E:> E|y:_qi ﬁ_ql_—x y: qL
2 24 12 24 384El
3 2 2 3 2 2
el |2y T, G aln 0 x=Lo [Ely=—C 9 dbxp g
6 4 12 2 6 4 12
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Ornek: Sekilde verilen kirisin elastik edri denkleminin bulunmasi.

4 kN 6 kN
2 kN/m
4 kN 6 kN 3 kN/m vV Vv viv v v ]
2 kN/m Cvy vv ¥ v ¥ v Vv V]
3 kN/m vV Vv vlvVv v V]
Cy vv g v v v v v JAN A
ava 5 T DA ta,-1633 D, -19.67
—2n —m 2" : 4kN 6 kN
2 kN/m
. ) ) ) . . 3 kKN/m vV Vv viv v V]
Coziim: Verilen sistemin mesnet tepki kuvvetleri hesaplanir. Ly v v v_v V¥V V]
x mesafesindeki moment ifadesi; a A
IAy =16.33 D, =19.67 |
y=FY_ M 1533 3¢ 4 x-2)-202F g (x4 ¢ ' "
dx2 ElI 2 2

2
+C1

. 16.33x2_3x3 4-(x—20 2:(x—2° 6:(x—4)
y=""> 6 2 6 2

_16.33x3_3x*_4-(x-2)* 2:(x-2)* 6-(x-4)

Y=""6 24 6 24 5 TOx+Ce

x=0 ise C,=0 olur. (Not: yukaridaki y ifadesinde x baslangicinda tekil yiklerin ve 2 kN/m yayili
yukun etkisi olmadigi igin terimlerini dikkate almiyoruz)

16.33x3 3x4 4-(x—2P 2:(x-2)* 6(x—4)
y= 6 24 6 24 6 +C1X+Cz

Yukaridaki ifadeden x=L ise y=0'dan C;=-58.98 olarak bulunur. Yukaridaki y elastik egri
ifadesinde C4=-58.98 ve x=6 m alindiginda C,=0 oldugu goérilir.

P : -_1(‘3.33X2_3X3_4'(X—2)2 2'(X—2)3_6'(X—4)2_

Déniis denklemi y'= > 5 5 6 5 58.98
(X=2P 2-(x—2Y 6-(x—4)3

Elastik egri denklemi y=16-33x3_3x%_4:(x=2)° 2:(x-2)' 6-(x-4)’ gg gg,

6 24 6 24 6
Maksimum deplasmanin yeri bulunmak istenirse muhtemelen 2 ile 4 m arasinda bir noktadadir.
ORNEK 1.15: Sekilde yiikleme durumu ve ézellikleri verilen (El= sabit) kirigin;
Mq
A A

1
| .

a) Elastik egri denklemini [y=7]
b) Kirigin ortasindaki deplasmani [x=L/2 §=7]
c) A ve B mesnetlerindeki ddnmeyi bulunuz. [pa =7 ¢g =7]

Depiasmans 1B =5
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2 2 3
Elastik egrinin diferansiyel denklemi; u=— L dy =y"= A jax” _alx
dx? El dx? EIl 6L 6
Bu denklemin 1 defa integrali alinirsa,
4 2 5 3
y’= l _qx _—qu +C1 y= l ax —qu +C1X+C2
El| 24L 12 El| 120L 36

buradan x=0 dan C,=0 ve x=L den C, bulunur.

x=L 0= —|— 3= =
17 360EI

1| qgL* qL* ol © 7qL3
EI|120 36 1

o e . L . . 1] gx* qLx* 7q0°
olur. Buna gore donus acisi denklemi asagidaki sekli alir. y'= — - +
J 3 sagidaits y EI{24L 12 ' 360

Bu denklemde x degiskenine deger verilerek istenilen noktanin egimi bulunur.

Ornegin A mesnedindeki egimini bulmak igin x=0 verilirse,

3 3
x=0ise 0, = 1i7at 6 = /8L olarak bulunur. ( ¢ nin cevabr)
El| 360 El| 360

|

——
Ke]
-
-

A
af
3

A
v

Denkleminin 1 defa daha integrali ise,
' 1 [ gx® qLx® 7qL%x

-1 _ c
%8 Y= Eil120L " 36 © 360 | 2

Buradaki C, sabiti ise deplasmanin sifir oldugu x=0 veya x=L sinir sartlari verilerek bulunur ve

(x=0 veya x=L ise Cy = 0)yerine yazilir ise elastik egri denklemi agsagidaki gibi bulunur.

l{ gx® qLx® +7qL3x}

120L 36 360

a) Y=g

i{q(L/zf_qL(L/z)?'+7qL3(L/2)} 7 {ql“}

L
b) Kirisin orta §,,t.=? X=— ise & = = —_—
) Kiris ‘ 2 '9€ Sorra T Bl To00 36 360 El

3840
olarak bulunur. Bu elastik egri denkleminde istenilen noktadaki deplasmani bulmak igin x

degiskenine o noktanin degeri verilerek bulunur.
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ORNEK 1.15.1: Sekilde yiikleme durumu ve dzellikleri verilen (El= sabit) kirigin; qm
A

L* x| x| | - |
y'= 3 |7-30/1-2] +15[1-%
360EI | |

Elastik egri denkleminin [y=7?] oldugunu gésteriniz.
o X x T xT
y= 7\1-=|-10{1-=] +3|1-=
360El I I I
ORNEK 1.16: Sekilde verilen (El= sabit) kirigin Elastik egri denkleminin elde ediimesi

ﬂp’

L a

Kiris 2 bolgeye ayrilir. 1. Bélge A-B. Bu bdlgede,

.
__Pax M=P(x, -a)
........ lP M= ] 3

A- P2 L
L
dy M
x2 El
|. Bolge Il. Bolge
d2y 1 [Pax d?y 1
—yr- | &) 2 —y'= —[P@=X1)].cerereerrennn. 1
Y E,[ C I Y = [P@a—x)
Bu denklemin 1 defa integrali alinirsa,
2
. 1] Pax? L1 Px
y=a{ o }+C1.. y'= E{Pax1—71)1+c|1 ................ 2
2 3
1| pax3 1| Pax] Px;
- — Cix+C =— —— ) [+ C_qXq+ Cljg suveeee 3
y EI{ oL } 1X+C2 y EI{ 5 6)+|1><1+ 111

olur. Buradan Cy4, Cy.4, C.1 ve C,.4 sabitlerin belirlenmesi ise,
3. denklemden (x=0 ve x4=0 da deplasmanin sifir oldugu yazilarak)

C2=0 ve C||.1 =0

1| Pax® : PaL
Y= &5 o +Cqx+Co denkleminde x=L de deplasmanin sifir sinir sartindan C, S olur.

Ci.1 ise, B mesnedinin solundaki tegetin egimi, B mesnedinin sagindaki tegetin egimine esit olmasi sartindan,

2 Px2
1| Pax 1 1
- |22 ¢ ‘= —|Paxq——1)|+C|_
y EI{ oL }1 y EI{ 1 2)} -1
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2 2
x=L de EI{P;IT }+C1=E1I{Pax1—P2x1}+C|1 X, =0

C4 degeri ve sinir sartlari yerini yazilir ve iki denklem esitlenir ise C,_q bulunur.

1

C.= é[ZPaL] Sabitler yerine yazilarak I. ve Il. bolge igin elastik egri denklemleri,
l. Bolge Il. Bolge
Donis agisi y'= 1 Pax’ +—E -1 Pax —PX12) +l 2Pal
YTE| 6 =T e =T
1|Pax® | PaLx 1|Pax? Px} 2PalLx,
Deplasman y= — - y= —| —+ 1)+
Ell 6L 6 EIl] 2 6 3

ORNEK 1.17: Sekildeki (El= sabit) kirigin Elastik edri denkleminin belirlenmesi.

a ZMg=0 qgxLxLx0.5-bA, =0
Ly vy v v vV v VvV vV V]
AB . AA 2 2
B Lfﬁ = g _qL N _qL
[> R Av="p By=d

q
(v vV v v v VvV V]
AB AA

a—-—

Sistemin sekil degistirmis hali

Kirisi 2 bolgeye ayiririz. I. Bélge A-C. Bu bdlgede, (0 < x <a)

2 2 2 3 4
M:_qx d y _y": i{_ﬁ} y' i|:—qx :|+C1 yC—A :é|:—q2); :|+C1X-i-C2

2 a? ' El| 2 AT Ell 6

II. Bslge A-B. Bu bélgede, (a< x <L)

1] gx* ql*((x-a) 1] gx* ql®((x-a)’
ng=—|—+—| —||+C =—|-—+—| —||+C;x+C
Yae E{ 6 2o 2 ’ Yoo TR 24 T 6 o

C,, C,, C;, ve C, sabitleri kirisi egiminin ve deplasmanlarinin sifir ve esit olmasi sartlarindan
yararlanarak bulunur. Sinir sartlari asagidaki sekilde bulunur.

4
1. x=a ise deplasman sifir olacagindan y:i{—qX }+C1X+C2
24

El

4 4
1{ 94 }+C1a+C2 sz—i{—qa }+C1a

=
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2. x=L ise deplasman sifir olacagindan

4 2 Ay 4 2 PR
y:i _£+$ M +C3X+C4 C4:_i _$+$ u +CSL
El|] 24 2b 6 Ell] 24 2b 6

3. A mesnedinin sagindaki ve solundaki donis agilarinin esit olmasi sartindan (x=a)

. 1 x° , 1 x* ql?((x-a)?
Yea :E{_q :|+C1 =Yas = {_q_"‘q_[u]}"cs

6 Ell 6 2b| 2

3 3
i[-ﬁ}q :é{-qg }+ca buradan C, =C,

4. mesnetler arasindaki bolgede x=a da deplasman sifir olma sartindan

4 2 _a)3 4 2 _a3)
V. i{_qx +£[<x a) HCC . - 1{_£+$[MH+C@

TEIl 24 2b 6 "Ell 24 20 6

4 4 2 4 4 4 2
Bu sartlarin ortak géziimiinden C1 = Cs :|:Q(L a’)x — gL bX:| C2 = C4 = [qa - q(L" -a’)a + qL ba:|

24b 12 " 24 24b 12

1
I. Bélge A-C. Bu bolgede, (0<x<a) Y, . = [

4 4 L4 2 4 4 L4 2
u ax' g’ -a’)x ql%bx ga’ q( a)a+qua}

24 24b 12 24 24b 12

Il. Bolge A-B. Bu bolgede, (a<x<L)

4 2 _ a3 4 _ L4 2 4 4 L4 2
v A ax' | gl’(x-a’) gL’ ~a®)x _qlbx  gqa’ q a)a+qua}

TEI| 24 12b 24b 12 24 24b 12

ORNEK 1.18: Sekilde yiikleme durumu kiriginde,

M*
a. ea=? =7 (&% B

b. Kirisin orta noktasindaki [8,,1s=?] deplasmanin belirlenmesi

Coziim: Mesnet tepki kuvvetleri bulunarak moment alani gizilir.

M*
( A B M*l\
A'\ﬂ% L Tel & 2
d?y B
—=y"=—— < 1
ac ) EI[L }

Bu denklemin 1 defa integrali alinirsa,

1| M* x2
- — — i Y o T 2
y EI[ L 2}+C1
* o3
= —%|:ML X?:| +C1X+C2 ................................................................................................. 3
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Sinir sartlari  x=0 ise y=0 buna gore C,=0

*
olarak bulunur.

x=L ise y=0 buna gére C; = —

Buna gore donls acisi bagintisi y'=— — oL 5

1{M*x* M*L
El

* M *
x=0=0, = X=L= g, =
4 = 6El % = el
o e . 1{M*x® M*Lx
kil d t b t = —— -
Sekil degistirme bagintisi y EI[ oL 5 }
M * L2
x=0ve x=0=8, =65 =0 x=L/2 =08yt =———
A B orta 16E|
ORNEK: Sekilde verilen kirigin elastik egri denklemini bulunuz.
50 kN 50 kN 50 kN 50 kN
(AA Bé‘) CAA B_A)
1 . ; 16.67 6" 16.67
‘ .

Cozium: Kirisin moment alani gizilerek moment ifadesi yazilir. ‘

M, =50—@x:50—@x 50(/
6 3

2 2 3
oM o1 50_@)( y’:—i 50X_50x +C, y:_i 50x”  50x +Cx+C,
El 2x3 Ell 2 18

50

Sinir sartlari yazilarak sabitler, x=0 ve y=0 ise C,=0 olur. x=6 ise y=0 dan C;=50 olur.

25x°  50x*
9 2

2
Doénls icin y' = _1{50)(_50_er50} Elastik egri denklemi y = —i[

+50x
El 2x3 El

Bu denklemde hangi noktadaki deplasman veya donUs isteniyorsa x yerine yazilarak aranan
deplasman bulunur.

ORNEK: Sekilde verilen konsol kirisin elastik egri denkleminin bulunmasi.

y y
A q q
4 v v v ], v v v +]
n >x —— 2 k—>y
a b | i Tl - Omax
} L f } a b } :) Omaxx
| L |
A
y q
4
M=qb[a+b/2] ( i- k
)
a b

-
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1.Bolge 0<x<a M, = [gb[a +b /2] - qbx]

] M 1
=—-—=—|qgbx—-qgbla+b/2
Vi =g = globx - bl 1
_1 &XZ_ bax_ﬁJrC x =0 [donls=0] ise C=0
YitE| T2 2
3 2 2,3
y1:i abx” _ gbax” _ gb"x +D x =0 [deplasman =0] ise D=0
Ell] 6 2 6

2.Bélge a<x<b M, =[qgb[a+b/2]-qbx+qx’/2]

. M 1
=——=—|qgbx—qgbla+b/2]-qx?*/2
Yz =~ = ;[ 9bx — abl ]-ax* /2]
B L SRR L S LS x =0 [déniis = 0] ise E =0
Y27g 72 2 6
3 2 2,2 4
yzzi abx” _ gbax” _ gb x X Ex+F x =0 [deplasman =0] ise F=0
El| 6 2 4 24
2 2 3 3
y'zzl ﬂ_qbax_m_qi aZOVe b:Lise emax:£
Ell 2 2 6 6EI
Kirig tam yukli ise
3 2 2,2 4 3
yzzi abx” _ gbax” _gb'x” _ax’ a=0ve b=L ise SmaX:$
El| 6 2 4 24 8EIl

Bulunan degerlerin asagdida verilen tabloda bulunan degerler ile ayni oldugu gérilmektedir.

{
_a

q
0, =
SEEEREREERIN <~ el at =P e _axre)

>x 3 =—
max 8EI Y="2aE

1 ) ) smax
| L \Wem b =0
|

1. ve 2. bolgelerdeki elastik egri denklemi asagidaki sekilde elde edilir.

2 2 2 2 3
I )
1. bolge 2. bolge
1] gbx® gbax® gb®x® 1| gbx® gbax®* gb*x* qgx*
y1:§{ 6 2 6 } YZ:E{ 6 2 4 _ﬂ}
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Ornek 1.18: Sekilde yiikleme durumu kirisinde, 1P
AR - \B

a. (pA=? (PB=?
b. Kirisin ¢ noktasindaki [6.=?] deplasmanin belirlenmesi

Coziim: Mesnet tepki kuvvetleri bulunarak moment alani gizilir ve kiris 2 bolgeye ayrilir.

1.Bélge O<x<a M, =%x N SN
LWI — L
. M 1] Pb . 1] Pbx? 1] Pbx®
=——=—|-—X =—|- +C =—|- +Cx+C Pab
=g E{ L } & EI{ 2L 1} & E{ 6L 2} L
2.Bolge a<x<L Mzz%x—p[x—a] [b=(L-a)ise] M2:Pa—?

1 [ Pax . 1| Pax® 1| Pax® Pax®
- | _pa = | _pax+D - |2 +Dx+D
e EI[ L } e E{ 2L 1} e EI[ 6L 2 ! 2}
2 2
Sabitlerin bulunmasi X =0 ise y=0=C, =0 x=L ise y=0 :>PaL _Pal +D.L+D,
6
A: 1. bdlge icin x=a daki ¢okme 2. bdlge i¢in x=b’deki cokmeye esit
2 2 3
vial=y,b] A _Pal p D, =P 1
6 6L
B: 1. boélge igin x=a daki donus 2. bdlge icin x=b’deki donlse esit
. . Pa® Pba?
y,[al=y,lb] ——-Pa’+D,=- FC e 2
2L
1 ile 2'nin ortak goziiminden,C, =0 C;= 2P [2b+a] D —E[2+i] b, - P2’
¢ 2= 17 6L 156l T2 2="7g
Sabitler bulunduktan sonra her iki bélge igin elastik egri bagintilari agagidaki sekilde olur.
3 2 2
0<x<a y1:ﬂ[—x3+ax[2b+a]] a<x<L y2:E XX (X2 g2 2
6LEI 6EI|6L 2 6L 6
Pb Pb Pa’b?
5, =y,[al= —=[-x® +ax[2b+a]] = ——[-a’ +aa[2b +a]] =
. =Yilal 6LEI[ [ 1l 6LEI[ [ 1l 3LEl
. 1| Pbx* Pab Pab
=y,[0]=—| - +—[2b+a]|=——[2b+a
®a = Y4[0] El[ oL 6L [ ]:| 6LE|[ ]
. 1| Pal? Pa_, a° 1/Pa® Pa PalL
=y,[L]=— -PaL+—[2+=]|=—| —F+——-——
9 =Y:[L] EI{ 2L 6! LZ]} E{eﬁ L 2 }
2 (&
a=b=x=L/2 ise ch:ii a=b=x=L/2 ise 6C=PL
El| 16 48E|
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ORNEK: Sekilde yiiklemesi verilen kirisin elastik egri denkleminin bulunmasi.
EXIZZXXXITN
AA BA
' a ; b

L L '
Coziim: Kirisin 6nce mesnet tepki kuvvetleri hesaplanir ve bir x baslangic¢ noktasi belirlenir.

EX22TXXXIT
Aq'g_qi B4 a’
fe—% ks
®  »x

Kiris yUk bulunan ve yuksuz kisim olmak tzere iki boélgeye ayrilir her bélge igin denklemler ayri
ayri elde edilir.

2L 2

. M 1|gx? qa’ o1 gx® ga® |x?
- — | _|ga-— = —| X2 —|ga-—|Z-+C
TR E{ 2 {q 2L | el Y2

4 2 3
y1:i qi_ qa_ﬂ X_+Cx+D
El| 24 2L |6

2 2
2.Bolge a<x<L Mzz{qa—%}x—qa[x_i}zﬁ_qax

2 2
1.Bdlge 0<x<a M, =[qa—£}x—ﬂ

2 2 2L
2 2 2,2 2 2,3 2,2
y, = 1]ee® aax _1[ee gax ] 1[eax ga oo
El| 2 2L Ell 4L 2 El| 12L 4

Sabitlerin bulunmasi

213 2] 2 2|2 212
x=0y,-0 D=0] [x=Ly,=0| o- |9l gL g L F| ELepo_|9¥L gatl
Ell 120 4 Ell 4 12

4 3 3 4 3
x=a vy, -y, (Sirekliikdenklemi)>—>—1| 38,93 9 ) o_1f@a qa | p
Ell 4. 6 2 Ell 4L 2

Xx=a y, =Y, (Sureklilik denklemi)

4 2 3 5 4 4
L BN P P C R N (o P S R 3
Ell 24 2L |6 Ell12L 4 8E|
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3 3 4 4
(C-E)=-2 _g9a p_ 92 F__Qa
6E| 6E| 8E| 24E|
212 4 212 4 2
EL+F-98L L _9a gl = - _ga qal

6E| 24E|  6EI "~ 24El  6EI

3 4 2 3 4 2 3
(C_E):_E C_(i_i_&L) :_£>>>>>C:i £+qaL,£
6El 24El  6El 6El El| 24 6 6

Bulunan sabitler yerine yazilirsa elastik edri denklemi asagidaki sekilde elde edilmis olur.

4 2 3 4 2 3
yoo M@ [0 9@ |x¥ [aa' gal ga'|,
ElIl 24 2L |6 |24L 6 6

2,3 2.2 2 4 4
yzzé[qax _oax‘a J{qaLJrqa }x qa}

12L 4 6 24L| 24
4 2 3 4 2 3
x=0 deplasman=0 y1:l ax qa_ﬂ X_+ ﬂ_,_ﬂ_ﬁ X
Ell 24 2L |6 |24 6 6
KONTROL
4 2 3 4 2 3
a=L ise y1:i @ _ q|__£ X_+ &4_&_& X
Ell 24 2L |6 |24L 6 6
a A o axt o) ol (x' 2 x
SRR Y SE o 12 o | aEl L
A A
; L

1 4 = 3
oy qx _qu +qu
El| 24 12 24

ORNEK: Sekilde yiiklemesi verilen kirisin elastik egri denklemini ve x=4 m deki digey
deplasmanin hesaplanmasi. (E=2.10" kN/m? [=1.10° m*)

EXTITETEIT R 2 kN/m
ETTTTETEIT]
An BA A BA
1 4m . ___gm ; ]6.222 1.7751_

Coziim: Verilen kirisin 6nce mesnet tepki kuvvetleri hesaplanir.

4 2 3 4 2 3
0<x<a y1=i 9 _ qa—E X, £+qaL_£ X x:4maay1:71'111: 771'111 —=0.356m
El| 24 2L |6 [24L 6 6 El 2.10"x1.10

ORNEK: Sekilde yiiklemesi verilen kirisin elastik egri denkleminin bulunmasi.

AR BA AA ) BA ,
a b | 9a_qa qa
L 2 6L 6L
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Cozium: Sistemin mesnet tepki kuvvetleri ve sonra bir x baslangi¢c noktasi alinarak sekil
degistirme hesaplanir. Kiris yukli ve ylksuz olan kisim olmak Uzere iki boélgeye ayrilir.

a 2 az23 2 6L 2 6a

2 _ 2 2 3
D<x<a M1:[Q_;_ZLL}X_Mﬁ_%£%:WW_K+£

"SR TRl 2

M_1] gax ga’x ax’ ax’
2 6L 2 6a
1.Bélge o X
, 1[_an +qax+£_ﬁ+c} ala-x]

Y"CEIT 4 Tl e 24a K, ¢
| aa_ga®
2 6L
1| gax® qga’x® agx* qgx°
Y, =—| - + +—- +Cx+D
El 12 36L 24 120a
2 2 2
a<x<L Mzzﬂ—ﬂ x—% x—g :7qax+£
2 6L 2 3 6L 6
y,,:i_iqaszrqa2 _1|aa’x gqa’
 EIL 6L 6 | EIf 6L 6
2. Bolge
y: _1[aa’x® ga’x o x
 ElIL12L 6 q h
1[ga®®  gax? Ex 1 F ?q_g_ﬁ
TR sel 12 2 e
Sabitlerin hesaplanmasi
x=0'da y,=0 D=0 olur.
2,3 2,2 2|2
x=L'de y,=0 ¥X 98X .0 F_0 ELep-@L 1
36L 12 18L
3 2,3 4 5 2,3 2,2
x=a'da vy, =Y, _Qax gqax  ax 9X +Cx+[D=O]:an _qax +Ex+F
12 36L 24 120a 36L 12
qa’
[E-Cla+F=32 ________ 2
30
2 2,2 3 4 2,2 2 3
x=a'da y =y, 02X, 08X Q¢ O o 98X @@X,.. -2 3
4 12L 6 24a 12L 6 24

Denklem 3, denklem 2’de yerine yazilarak gerekli islemler yapilirsa,

3 4

4 4 4
E-cl=3 _____ 3 [E-Cla+F=3 _____ 2 98 ,p_098 _ 9@
24 30 24 30 120

4 4 212 2 4

ga _ga’ _ga'l E:qaL+qa

F =——— denklem 1'de yerine yazilirsa EL =
120 120 18 18  120L
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Bolim1

|-

o birim 1s1 degisimindeki birim boy degisimi

3.2. Farkli 1s1 degisimi

I t T ””” N « At >
d d DN
l l do
tL v N
— —t — —_—tt
o a el oatdl il t 4
M=ta—t;>0  ty=(t+t)2  do="o %A
d d
4. Rotreden dolayi olusan sekil degistirme t>0

+——dL —+Adr +

56

Ad, =g, dl

|-

212 4 2] 2 4 3 212 4 3
g- L + @ denklem 3'de yerine yazilirsa, qal T LT o L T M
18  120L 18 120 24 18 120L 24
2 2,2 3 4 212 4 3
Dénils  y, =92 9ax’ A< ox! gal’ ga’ ga
El 4 12L 6 24a 18 120 24
1.Bolge
3 2,3 4 5 212 4 3
Deplasman y1:i _gax” ga’x” gx’  gX +qaLx+qa X ga’x
El 12 36L 24 120a 18 120 24
2,2 2 212 4
Donus y’2=i 9a X 7qax+qaL L8
Ell 12L 6 18 120
2. Bolge
2,3 2,2 2 4
Deplasman v, =i ga’x’ _garx” , galx L2 x
Ell 36L 12 18 120
KONTROL
3 2.3 4 5 2 4 3
x=0 y,=0 olmah y1=i _qax +qa X +qx - .98 Lx+qa X_9ax
El 12 36L 24 120a 18 120L 24
1 4 5 4 5 4 5 4
a=L x=a y,=0 olmali y,=— _Qa ga 98 ga ga qa’ ga
El 12 36L 24 120a 18 120a 24
4 4 4
_9a Qqa ga _ 0=0
12 36L 18
3. Sicaklik degisimi
AdL=qa .t.dl
3.1. Esit sicakhk degisimi,
t>0
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Yap! elemanlarinda sicaklik azalmasi gibi hesaplanabilen rétre, zamana bagli olarak meydana
gelen boy degisimidir. Malzemelerin rotre katsayisi (g;) deneysel olarak bulunmus ve
standartlarda verilmistir. Betonun rétre katsayisi g, =6.10™,

5. Sunmeden dolayi olusan sekil degistirme

h PP, ,
P>>P4

EA

P:>0

I,

Yapi elemanlari yUkler altinda uzun sire kaldigi igin sekil degistirmesinde etkili olan parametrelerden biriside suredir,
yani zaman. Bu zaman iginde yapi elemanlarinin boylarinda meydana gelen artisa siinme denir. Siinme malzemenin
yapisina baglh olup deneylerle belirlenir. Yukaridaki seklin incelenmesinden de gorilebilecegi gibi yuk arttikga ilk sinme
degeri (o) artmakta ve sinme zamani (0-t araligi) azalmaktadir. Betonda normal hava sartlarinda stiinme olurken gelikte

ise 300-400°C derecede siinme olmaktadir.
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Basit Kiriglerde Yiikkleme Durumlarina Gore Doniis Agilari ve Deplasmanlar

Kirigin Yiikleme Durumu Egim Deplasman Elastik Egri Denklemi
_‘y IP PL2
0 Omax Oka e T , \
- PL PL 2 2
max = " a1 y= ——[3L° - 4x7]
1 L2 —1L2 : pL2 48El 48El
1 ' 1 k= 16EI
A P Pab[L +b]
Y 1 == PL3
/ k- »Xx : 16EIL Pab _, == [L2 - x2 —b?]
0; 014 5, =— L2 -b y
M T GEIL
——a—— b | o, _ PablL +a] 0<x<
‘ L ‘ k= T 16EIL sx=a
y
4 q
3 4
[y v vy #j vvy ##Jk . ek=e_=_qL P & LSNPV ST
O Smax_Vch YT max = " 384l 24El
| L :
A y=%[16x3 —24Lx% +91%]
q 3qL®
i Y v v v K> 6 =—12qu| 6.563qL4 0<x<L/2
0; 2 Smax Ok X Bmax = =000k
T =0.4598L —gx
1 L2 — 12 1 3 X = 8x3 - 24Lx2 +9L2x ~ L3
| , | 0, = LI Y= 384m1
‘ ‘ 384E| L/20<x <L
4 qa?[2L - a]?
ot %=L
i
o o k— »x
= o qa?[2L2 —a?]
a ; b | ' 24EIL
| L :
y Mo 7qL3 5 - 0.00652qL*
i q '~ 360El max El .
i M K o y = —X_[3x3 _10L2x2 + 7L4]
0 Ok | 360EI
AN qL3 [x = 0.5193]
O =——
1 L 1 K~ asEl
3
y q 6 = - 5qL
| s 7T Ty g= a o xt b
/ 0 0y ko »x 3 Smax =~ 120El y= EI| 15 6 48
= _ 5qL
1 L/2 | L2— K~ 192E
y ML
15 ==
M 3EI L2 L
i Bmax = ——— y= [x? - 3Lx +2L%]
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KONSOL Kiriglerde Yiikleme Durumlarina Gore Donlis Agilari ve Deplasmanlar
Kirigin YUkleme Durumu Egim Deplasman Elastik Egri Denklemi
y
A q o qL3
vy vy vvovvvvvy vyl k= T 6EI 4 2
Kooex Smax =— at = __PX [X2 —4Lx + 6L2]
i max 8EI 24E|
} L } )emaxx ek - 0
y= —L[4ax3 -6a’x? - x*]
0 qa® 24EI
k = " apy 3 0<x<a
6EI a <X<
Smax = — et [4L - 2] s
24E| _ 9ga [a—4x]
8, =0 Y="24E
as<x<L
__ox [x? - 2Lx +1.5L2]
_at’ Y= "2 '
K~ 4gEl 7qL* 0<x<L/2
M 384E A . osL
0 =0 Y= ~Tgzm 1 #* 703
0<x<L/2
PL?
O =281 PL® Px?
h) =—— =———1[3L-x
max = "3 Y=g -
0, =0
Px?
=———[15L-x] 0<x<L/2
PL? 5PL3 V=" : ]
= —— a=-— )
8l 48El y=—PL [3x-0.5L] L/2<x<L
24EI
y= —L[x3 —-3ax?] 0<x<L/2
pa? pa? 6EI
a a
O = ——— 8,=——[3L-a
kK~ 2Kl Sy ] 2
=-Pa a3k asxsL
V=" sx=
S
T 24E1 L L4 2
q ax 3 2 2 3
k—» = =— 10L° —10L°x + 5Lx“ — x
! e 6,=0 max T 30El Y="720en ! :
: L N Omane
i
4@"
K py
i 'max
: L N O
i
M’
ML w2 Px2
k—» Omax = —— Spay = —— =——[x-3L
! e max T max = ToE| Y= ggy X3
| L 5 O
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izostatik-Hiperstatik-Elastik Sekil Degistirme Bolim1

TESIR GizGiSi ORNEKLERI

Yap! sistemlerinin maruz kaldigi temel yikler sabit ve hareketli yiklerdir. Sabit yikler icin
¢6zUmler dnceki konularda yapilmistir. Hareketli yikler igin ¢éziimlerde ise yukin siddeti kadar
etkime noktasi da énemlidir. Bilindigi Gzere sabit bir kiriste yikin ortada ve kenarda olmasi sekil
degistirmeyi etkiledigi gibi hareketli ylikinde sistem Uzerinde konumu sistemin davranisini
etkiler. Ozellikle hareketli yiikiin yogun oldugu képriilerde bu etki daha buyiktir. Képriler bu
etkilere gore boyutlandirilir. izostatik sistemlerin tesir gizgisi etkileri dogrusaldir. Hiperstatik
sistemlerin tesir gizgileri etkisi ise egrilerden olusur. Burada izostatik sistemlerin tesir gizgilerine
ait érnekler yapilmisgtir.

Ornek: Verilen hareketli yiik ve basit kiris durumu igin ¢ ve e kesitlerindeki en biiyiilk momenti
olusturacak yukleme durumunu ve bu durumlara ait moment degerlerinin hesaplanmasi.

Pa Pb=0

60 20 80 kN
bsjr] ‘
AA c e BA
4" M — 3" —

Coziim: Bilindigi Gzere c ve e kesitlerinde maksimum momentleri olusturacak yiikleme durumu

hareketli yiklerden bir tanesinin kesitin tam Uzerine gelmesiyle olustugu igin bu hareketli

yuklerden herhangi birisinin  maksimum momenti aranan o kesite gelecegi
b

P.=?= Ra <8 ve Ry <= bagintilari ile kontrol edilir. Bu bagintilarin her ikisinin birlikte
P+Ry, b P+R, a

saglamasi gerekir.

60 20 80 kN
057 1" R R
A 3 ps 5\ F’C=80:>P a__a 80 __ 4 b b_0 _ 5
A a R4 b 2 +Rp b 80+0 Sgagamaz P+R, a 80+80 4y
f 4™ : om—rt 3m—t

Yukaridaki yikleme durumunda e kesitinde P.=80 kN icin bagintilar saglamadigindan dolayi P
degistirilerek yeniden bir yikleme durumu asagidaki sekilde secilmistir.

60 20 80 kN

10.5"11'“1
A PC=20:>Ra .a 60 _ 4 R b 80 _ 5
P+Rp, b 20+80 S5gsgiar P+Ra @ 20+80 4gugiar

M. =1.67-60+2.22.20+1.78-80=287.04kNm

e kesiti igcin maksimum momentin bulunmasi igin Pe=80 kN alinarak asagidaki yiikleme durumu elde
edilerek gerekli kontroller yapilir.

60 20 80 kN
05" 1™ R
: P,=80— 2 2 80 _ 6 b b 0 _ 3
Aa ¢ e BA ° P+Rp, b 80+0 3uga  P+R, a 80+80 Bengr
4" A

Yukaridaki yikleme durumunda e kesitinde P.=80 kN icin bagintilar sagladidi gértulmektedir. Bu duruma
g6re maksimum moment degeri hesaplanir.

60 20 80 kN
|o.5m| 1" |

A ‘ B M, =1.67-20+2-80+1.5-60=283.4kNm
A c \E‘/A
1.5 167

63_,
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Bolim1

Ornek: Sekilde verilen hareketli yiik durumunun verilen kiriste olusturabilecegi maksimum

yukleme durumunu ve yerini bulunuz.

60 20 80 kN
0.5" 1M
o) .
AA JAN
9" *
Bileske kuvvet ® ve etkime noktasi bulunur.
0.813 —
0513, et <2813 R=160
< 60 20 80 kN
60 20 80 kN 10.5@ m
lo.sm 1ml B DA AB
c JAY) A 0.313/2=0.157 | 0157 =
- 4.5" 45" *
9" *
orta

Bileske kuvvetin c noktasina uzakli§i=[20x0.5+80x1.5]/160=0.813

Not: Bileske R ile kabul edilen P kirisin tam ortasina getirilerek denklemler kontrol edilir.

P, =20 Ra _a 60 _4.5-0.157=4.343 Ro b 80 _ 9-4.343 9813) R_160
P+R, b 20+80  9-4.3435 P+R, a 20+80 4.343g4/ar 60 20 80 kN
10.5’“ 1'“1

1.988 1. AN

4.3435-)4.657:2.247

maxMpay =1.988-60+2.247-20+1.765-80=305.42kNm

Not: Ayni kiriste bulunan c ve e kesitlerindeki moment maxM,,x =305.42kNm moment

degerinden daha kiigliktiir.

ORNEK: Verilen hareketli yiiklerin sagdan ve soldan etkimeleri igin maxMmax bulunmasi

=0 0 00
400 200 400 400 kN
om 4m l1m

o = 0 T
400400 200400 kN
R
A A A
< 8" < 8" 8" < 8" »

Bileske kuvvetin etkime noktasi bulunur.
€sol =[P -X; [/Rpileske =[400-1+-200-5+400-7]/1400=3m egay =[400-1+200-5+400-7]/1400=3m

55°':3”¢R=1400 kN R=1400 kN[
400 4007 2005 400 kN 400 200 4400 400 kN
IR N
A 11 A A 11 A
‘« 8" L € 8" >< 8" >
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Ra _a 400 _ 7
P+R, b 400+600 g

Ra a 800 9
P, =200=>—2 << < =
e P+Rp b  200+400  7ezgom Pe =400=

Ro b 400 _~7 Ro b 600 _ 9
P+R, a 200+800 94 P+Ra a 400+400 7sagiar
R=1400 kN

400 n?00 490 400 kN
2| el

£:0=3} [R=1400 kN

<
400 400,Y 200 400 kN K P A
WEBENES| D U1 —
A 11 A
« 8™ 8" R
P, 400 2 7 400 > 7 P, =2 a _a 800 _ 9
+Rb b 400+600 9saglar b. b 200+400 7saglamaz

Ro b 600 _ 9 b 400 9
P+R, a 400+400 7gagar P+R, a 200+800 7gagar

R=1400 kN R=1400 kN
400 400-¥ 200 400 kN

400 200 v400 400 kN

12“‘14m }1

63
orta 7,9/16=3.94

7x9/16=3.94
R=1400 kN

maxMmax =(3.94+3.375+1.75)-400+2.19-200=4064 kNm

or
MaxXMpax =3.063 Rpjeske =3.063-1400=4288.2 kNm

oﬁa

ORNEK: Verilen hareketli yiiklerin sagdan ve soldan etkimeleri igin maxMmax bulunmasi

200 300 400 100 kN 20?):'300 fOO 150 KN
" 4m | 2m
l l 1 x 11”1 4m | 2"
“« 8 e 2w < e=3" p
R=1(100 kN
200 300 :400 100 kN

11

e=[P, -Xi /Rpileske =[300-1+400-5+100-7]/1000=3m T o E— 7N

b 8" »< 8" pig 2" b

11 “‘l a2

Ra _a _ 500 9 Ro b 100 _ 7
P+R, b 400+100 7.  P+R, a 400+500 9eugar

P, =400=>

e=[P; -X; /Ryieske =[300-1+400-5+100-7]/1000=3m

R=1000 kN
200 300 Y 400 100 kN
l1”lmj1m4’“ 2m

1

< e=3" »

“« 8" —pe 8" e 2"
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R R
P, =300 "2 .a _ 200 7 b _b 500 _ 9
P+R, b 3004500 95gar  P+Ra @ 300+200 7sagr
1 2
A — N G w3 i
+2M-—2m——3" i ) 8m
M; —
2x3/5=1.2
04
T4 |
0.4 /
0.6
M, A
R:']O 0 kN 1
RERAR
T, - :
1 0',5L//
0.25 :
B mesnet tepkisi
79 _3.94 1
16 /0_40
A mesnet tepkisi
i1
1.25

ORNEK: Verilen hareketli yiiklerin sagdan ve soldan etkimeleri igin maxMmax bulunmasi

60 240 240 kN
A A 425" 9"
B 245"
353" R=540 kN 3.53m R=540 kN
<
601 ml 1 240 kl\i eol 2401 i 240 kl\i
A A 405" 9"
< 11225 i 11225m >
« 12 og™ >

3,537 RS40 kN

1 240 kNl
A

2

(9.46x12.99)/22.45=5.474

< 9.46™ > 12.99™

>

maxMpax =60-3.015+240-5.474+240-1.681=1898.10kNm
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ORNEK: Verilen hareketli yiiklerin sagdan ve soldan etkimeleri igin maxMmax bulunmasi

601 2401 1240 kN
A Asosm 425"
P 2245
1.42"| R=540 kN 1.42"| R=540 kN
< P < P
601 2401 ' 1240 kN 60] 240 240 kN
A A 425" 425"
- 11.225™ 1~ 11.225" >
« 10515  »a 11.935™ .
1.427| R=540 kN
601 2401 1240 kN

3.331 3.599

< 10.515™ 11.935™ d

[[(10.515x11.935)/22.45=5.59

maxMpax =60-3.331+240-5.59+240-3.599=2405.22 kNm

ORNEK: Verilen hareketli yiiklerin sagdan ve soldan etkimeleri igin maxMmax bulunmasi

601 240 1240 kNl 601 2401 240 kNl
< »>

A A 425" 425" 2" 125" 425"
B 2245"
R=1080 kN R=1080 kN
< 10.92" » “ 10.92"
60| 240 |240kN| 60| | 240] 240 kN 60| 240 |240kN| 60| | 240] 240N
J o Juon] oo | ) zowy e e S e
A A 425" 425" 2" 425" 425"
.« 11.225" 11.225™
0.42/2=0.21 0.42/2=0.21
< 11.015" > 11.435" >
R=1080 kN
< 10.92"
60| 240| 240kN 60| | 240] 240 kN
| 2eo] 20w oq | 2) 200
A A -
0.262
2.427
< 11.015" 11.435" >

(11.015x11.435)/22.45=5.61

maxMpax =60-0.262+240-2.427+240-4.591+60-5.61+240-3.525+240-1.439=3228 kNm
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