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Onsoz

Universitelerin matematik bélima birinci sinif grencileri icin hazirlanmis olan
kitabimiz, bazi teorik kisimlar atlandiginda, mihendislik fakulltelerinde “Genel
Matematik” kitabi olarak da okutulabilir.

Kitabimizdaki konularin anlatiminda midmkin oldugu kadar yeni yéntemler
kullanildi. Orta 6gretim mufredatl ile arada ugurum olusmamasina dikkat
edildigi icin Universiteye yeni baslayan 6grencilerin kitabimizi yadirgamayacagi
kanisindayiz.

Kitabimiz hazirlanirken matematiksel kavramlarin acik ve anlasilir bir sekilde
veriimesine gayret edildi. islenen her konuda yeterli sayida drnek ¢ozildi.
Bilgilerin pekistirilmesi igin ¢ok sayida problem verildi ve bdlim sonlarina
yerlestirilen “Bolim Problemleri” ile konularin yeterince kavranip kavranmadigi
Olclimeye caligildi.

Daha 6nce tek renk olarak basilan kitabimiz, konularin daha iyi anlagiimasina
gorsel acidan yardimci olmak igin bu baskidan itibaren renklendirildi. Ayrica
kitap, icerik acisindan da zenginlestirildi.

Prof. Dr. Mustafa BALCI
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2 Kiimeler ve Sayilar

m KUMELER

Kesin bir tanimi1 yapilamamakla beraber, sezgisel olarak, kiime bazi 6zelliklere
sahip nesnelerin sirali olmayan bir toplulugu, bir sinifi, bir koleksiyonu olarak
diistiniilebilir. Kiimeyi meydana getiren nesnelere kiimenin elemanlari ad1 ve-
rilir. Bizim bu kitapta gézoniine alacagimiz kiimelerin hemen hepsi elemanlar1
sayilar olan kiimelerdir. Kiimeleri genellikle A, B, C, X, ¥, Z, ... gibi biiylik
harflerle, elemanlarini da a, b, ¢, x, , z,... gibi kii¢lik harflerle gosteririz. Eger

a bir A kiimesinin bir elemani ise, bunu
a€A

biciminde gosteririz. Eger a bir B kiimesinin elemant degilse, bunu da

atB
seklinde yazariz.

Bir kiimenin verilmesi i¢in, o kiimenin elemanlarinin teker teker belirtilmesi
veya o kiimenin elemanlariin belirtilmesine yarayan karakteristik 6zelligin
verilmesi gerekir. Yani bir nesnenin kiimeye ait olup olmadigini ayirmaya ya-
rayan kesin bir kuralin verilmesi gerekmektedir. Buna gore bir kiimeyi goste-

rirken, ya o kiimenin elemanlarini {...} parantezi i¢ine yazmakla ya da

{x : (x in karakteristik ozelligi)}
sembolii kullanilir. Ornegin elemanlari a, b, ¢ olan kiimeyi
{a, b, c}

ile, Fen Fakiiltesi 6grencilerinin kiimesini
{x : x, Fen Fakiiltesi 6grencisi}

seklinde gosterebiliriz. Bu yazista kiimenin genel elemani x harfi ile gsterilmis,

":"igareti de "dyle ki" anlamina gelen bir sembol olarak kullanilmstir.

Kolaylik saglamak amaciyla bazen kiimeleri bir bolge i¢inde kalan noktalar ile
gostermek adet olmustur. Bu suretle elde edilen sekillere Venn Diyagramlar:
ad1 verilir. {a, b, ¢} kiimesi Venn diyagrami olarak yandaki sekilde gosterile-

bilir.
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Eger bir A kiimesinin her eleman1 B kiimesinin de bir elemani ise A kiimesi

B nin bir alt kiimesidir denir ve 4 C B seklinde gosterilir, yani
ACB < a€EA=aEB].

Eger A kiimesi B kiimesinin alt kiimesi degilse bu 4 ¢ B seklinde gosterilir.

Yukaridaki tanima gore her A kiimesi igin
ACA

olur.

ORNEK :

A={0, 24,68}, B={x: xbirrakam}, C={2, 3,5, 7} kiimelerinden hangisi
bir digerinin alt kiimesidir?

Coziim :

A ve C nin elemanlart B nin de eleman1 oldugundan 4 C B ve C C B dir. 4 nin
bazi elemanlari1 C de ve C nin bazi elemanlari A da olmadigindan A ve C kiime-

lerinden biri digerinin alt kiimesi degildir. Bu durum
AZC ve CT A

biciminde gosterilir.

A ve B kiimelerinin esitligi
A=B<ACB ve BCA4

seklinde tanimlanir. Eger 4 kiimesinin en az bir elemani B de degilse veya
B nin en az bir eleman1 4 da degilse A4 ile B farkhidir denir, 4 # B seklinde

gosterilir.
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Bu tanima gore 4 ve B esit kiimelerse ayn1 elemanlardan meydana gelmisler-
dir. Eger ACB fakat A# B ise A ya B nin bir 6z alt kiimesidir denir.

Hig bir elemani olmayan kiimeye bos kiime denir, & sembolii ile gosterilir.

Bos kiimeyi & = {x : x # x} seklinde de tanimlamak miimkiindiir. x #x higbir

zaman ger¢eklenemeyecek bir baginti oldugundan & nin hi¢ elemani yoktur.

TEOREM 1.1

O Bos kiime her kiimenin alt kiimesidir.

Ispat : 4 herhangi bir kiime olsun. Kabul edelim ki @ & 4 olsun. Bu @
kiimenin 4 da olmayan en az bir eleman ihtiva etmesi demektir ki bu & nin

tanimina aykiridir. Su halde her 4 kiimesi icin & C 4 dur.

Kiime teorisinin herhangi bir uygulamasinda ugrastigimiz tiim kiimeleri

sabit bir kiimenin alt kiimeleri olarak diisiinebiliriz. Bu kiimeye evrensel

kiime denir ve £ ile gosterilir.

Surasini belirtelim ki herseyi i¢ine alan bir mutlak evrensel kiime yoktur. Bu-
nun ¢esitli ispat yollar1 olmakla beraber biz sadece bir tanesini verecegiz.

Kendini eleman olarak ihtiva etmeyen bir kiimeye normal kiime, kendini ele-
man olarak kabul eden kiimeye anormal kiime denir. Biitiin normal kiimeleri
eleman olarak kabul eden ve bunlar disinda elemani olmayan kiimeyi N ile
gosterelim.

Herhangi bir kiime ya normaldir ya da anormal. Tanim geregi bir kiimenin her
iki 6zellige birden sahip olmas1 miimkiin degildir.

N kiimesi normal olsun. N normal kiimelerden olustugundan A normal kiime-
sini eleman olarak kabul etmek zorundadir. Bu durumda kendini eleman olarak
kabul etmis olur. Bu taktirde N kiimesi bir anormal kiimedir.

N kiimesi anormal olsun. Bu taktirde N kiimesi, N kiimesini eleman olarak
kabul eden bir kiimedir. Halbuki A kiimesinin tanimina gore bu kiimenin tiim
elemanlart normal kiimelerdir. O halde N bir normal kiimedir. Demek ki N
kiimesi hem normal hem de anormal kiimedir. Bu imkansiz olduguna gore,
bir ¢eliskiye diistilmiistiir. Bundan kurtulmak igin, bir kiimeyi ayn1 anda hem
eleman hem kiime olarak gézoniine almamak gerekir.
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Buna gore, her seyi igine alan bir kiimenin varligi kabul edildiginde yukaridaki

paradokslara diistliir.

A ve B kiimelerinin elemanlarindan meydana gelen kiimeye 4 ile B nin

birlesimi denir, A U B ile gosterilir. Buna gore

AUB={x: x€A veya x € B}

dir.

AveBnindurumunagore AUB kiimesiasagidakirmizirenkliolarak gosterilmistir

°® P ©

B

A U B kiimesi

Yukaridaki diyagramlardan da kolayca goriilecegi gibi

ACAUB ve BCAUB

olur.

A ve B kiimelerinin ortak elemanlarindan meydana gelen kiimeye A4 ile B

kiimelerinin arakesiti veya kesisimi denir, 4 N B ile gosterilir.

ANB={x: x€A ve x€E B}

A ile B nin durumuna gére 4 N B kiimesi asagida mor renkte gosterilmistir.

0

A N B kimesi
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A B

Ayrik kiimeler

A\B kiimesi

Yukaridaki tanim gdzoniine alindiginda
ANBCA ve ANBCBAB

oldugu kolayca gosterilebilir.

AN B=O ise A ile B kiimeleri ayriktir denir.

Omegin; 4 =1{0, 2,4, 6,8, ...}, B={1,3,5,7, ...} ise Aile B ayriktir.

A kiimesinde olup da B de bulunmayan elemanlarin kiimesine B nin A4

kiimesine gore tiimleyeni denir. 4 | B ile gosterilir.

Buna gore
A\B={x: x€A4 ve x# B}
dir.

Bir 4 kiimesinin E evrensel kiimesine gore tiimleyenine A4 kiimesinin

tilmleyeni denir. A’ ile gosterilir. Buna gore
A'={x: x& A4}

dir.

Bu kiime yanda renkli olarak gdsterilmistir.

A\ B ile B’ kiimelerinin tanimlar1 goézoniine alindiginda
A\B=ANDB'

oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica
Q'=E, E=0, (4)=A4

o!idlllgu aciktir. Simdi De Morgan kurallar: denilen bir 6zelligi ifade ve ispat
edelim.

TEOREM 1.1
A ve B herhangi iki kiime olsun.
(a) AUB)Y=A"NB’
(h) ANB)=4"UB'
dir.
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Ispat : (a) ve (b) nin ispat1 birbirine benzer oldugundan () nin ispatin1 yapa-

cak, (b) yi bir alistirma olarak okuyucuya birakacagiz.

XEAUB) < xZAUB < x&A4 ve x&B <

xEA've xEB' & xEA'NB".

A ve B kiimelerinin simetrik farki, kiimelerden birine ait olup da digerine

ait olmayan elemanlarin kiimesidir. Buna gore;
AAB=(A\B)U (B \A4)

dir.

A ve B kiimelerinin durumuna gére 4 A B kiimesi asagida tarali olarak gos-

o®@ ® O

B B

terilmistir.

A A B kiimesi

Sonlu sayida elemani olan kiimenin eleman sayisi s(4) veya n(4) ile gosterilir.
A U B kiimesinin tanim1 gdzoniine alindiginda kolayca gosterilebilir ki
s(4 U B) =s(4) + s(B)—s(4 N B) (1.1)
dir. Bu esitlikten yararlanarak
S(AUBUC)=5(4UB) +s(C)—s[(4AUB)NC]
=s(AUB) +s(C)—s[(ANC)U (BN O]
=s(AUB) +s(C)—[s(4NB)+s(BNC)—s(4N BN C)]
=5(4) +s(B) +s(C)—sANB)—s(ANC)—s(BNC)+s(ANBNC)

yazilabilir.
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AxB
_..(ab)
A
- >
7l @ PO
5l @ PO
B|leCGrcacocaancaa PO
2. @ i °--
A x B nin grafigi
y
X

B x A min grafigi

A ve B kiimelerinin kartezyen carpimi, a € A ve b € B olmak lizere tim

sirali (a, b) ikililerinin kiimesidir. Buna gore,
AxB={(a, b): a€A ve bEB}

olur.

Bu kiime yandaki sekilde gosterilmistir.
Sonlu 4 ve B kiimeleri igin
s(4x B)=1s(A4) - s(B)

olur. Burada s(A) ve s(B), A ve B kiimelerinin eleman sayilarini gostermekte-
dir.

ORNEK : 4 ={I, 4} ve B=1{2, 3,5, 7} kiimeleri icin Ax B veBxA ki-

melerini bulup diizlemde gosteriniz.

Coziim :
AxB={(1,2),(1, 3. 35).(7),.42),.43), 453,47}
BxA={21),2,2),03 1,3 49,06, 1, 06,49, 7 1,7 2)}

Bu ¢arpimlarin grafikleri yanda verilmistir.

T

Iki siral1 (@, b) ve (c, d) ikililerinin esitligi
(a, b)y=(c,dy=a=c ve b=d

seklinde tanimlandigindan, (a, b) # (b, @) dir. Dolayisiyla
AxB#BxA

dir. Esitlik ancak 4 = B olmas1 halinde veya bu kiimelerden en az birinin &
olmas1 halinde vardir.




Kiimeler ve Sayilar BOLUM 1 —
PROBLEMLER-1.1

1. A, B, C herhangi ii¢ kiime olsun. Asagidaki

esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

a. A\A=0

b. A\D=4

c. AND =4

d AUB=BUA

e. ANB=BNA

f. AAB=BAA

g AUBUC)=AUBUC

h ANBNCO=ANB)NC

L. AUBNC)=AUB)NAUC)
. ANBUO=ANBUMUANCO)
k. ANBNCO)=A'B)UMAO)
m. A"\B'=B\4

n AUB)xC=AxC)U(BxC0O)
0. ANB)xC=AxC)NBxC)
p. AIB)xC=AxC)1(BxC)

. Asagidaki onermelerin dogrulugunu gosteri-
niz.

a. ANB=4A<ACB

b. AUB=B< ACB

c. ANAB=J < A=B

d. AAB=E< A=B'

e. ACB< A'DB'

f. ANB=J < BCA4’

g. ACCve BCC < AUBCC
h. CCA4ve CCB < CCANB
i. AxB=0 & A= veya B=0

J. A\B)=(B\14)<A=B

Her A kiimesi i¢in (4")' = A4 oldugunu goste-
riniz.

A, B, C kiimeleri igin

a. AUBUQC)=4'NB'NC’

b. ANBNC)Y=4"UB'UC"’
esitliklerinin dogrulugunu gosteriniz.

A, B, C kiimeleri igin
A\B)1C=4\(BUCQO)

olacagini gosteriniz.

Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.
a. ANA=0 dAAE=4'

b. AND =4 e AANA'=FE

c. AAB=BAA
AAB=AAC ise B=C midir?

A,=1{1, 2, 3, .., n} olsun.

m m
U A, ve m A, kiimelerini bulunuz.

n=1 -~
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m SAYILAR

Bir kimsenin 6grenme siirecinde algilamaya basladigi kavramlardan biri de
sayilardir. Biitiin bilim dallarinin gelismesinde kaginilmaz sekilde kullanilan
matematik, en basit tanimu ile, insanlarin sayilarla ugragmasindan baska bir sey
degildir. Deneye dayanan biitiin bulgularin da ancak sayilarla ifade edildikleri
zaman bir deger kazanacagini hepimiz biliriz. Hayatimizin her aninda nasil
sorusu yaninda ne kadar sorusunun da ayni derecede dneme sahip oldugunu
hatirlayacak olursak, sayilarin vazgecilmez kavramlar olarak bizimle beraber
olduklarin1 anlariz.

Biz bu boliimde reel sayilarin kisa bir 6zetini verecek, daha sonra lineer nokta

kiimelerinin 6zelliklerini inceleyecegiz.

1.2.1. REEL SAYILAR

Herhangi bir teori kurulurken bu teorinin dayanacagi bazi temel kavramlara

ihtiyac vardir. Yani basta bazi seyler kabul edilerek kavram ve teoriler bunlarin
tizerine kurulur. Sayilar teorisinin gelismesinde bu temel kavramlardan biri de
Dogal Sayilar kavramidir. Bilindigi gibi

N={1,23..n..1}

kiimesine dogal sayilar kiimesi*, bu kiimenin elemanlar1 olan 7, 2, 3, ... say1-
larina da dogal sayilar adi verilmektedir.

Matematikte karsimiza ¢ikabilecek biitiin problemleri bu sayilar ile ¢ozmek
miimkiin degildir. Ornegin x + 2 = I denkleminin dogal sayilar kiimesinde bir
¢oziimii yoktur. Baska bir deyisle bu denklemin kokii bir dogal say1 degildir.
Ciinkii x yerine /, 2, 3, ... sayilarindan hangisini koyarsaniz koyun denklem

saglanmaz. Bu sebeple dogal sayilar kiimesi, m ve n dogal sayilar olmak {izere,
xXtm=n

tipindeki denklemlerin koklerini de ihtiva edecek sekilde genisletilmis ve tam
sayilar kiimesi denilen

Z={.,-3-2-10123..1}

kiimesi elde edilmistir. Demek ki tam sayilar kiimesi dogal sayilara bu sayila-

rin negatifleri ile sifirin katilmasiyla elde edilmistir.

* Bazi yazarlar sifir sayisini da dogal sayilar kiimesine katarlar.
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N ve Z kiimeleri i¢in agagidaki 6nermelerin dogrulugu agiktir.
)neEN=m+1HEN
iiy)neN ven#1ise n-1€N
(iliyn€Z ve n>0 ise nEN dir.
Tam sayilar kiimesi de biitiin ihtiyaglarimiza cevap veremez. Ornegin p ve ¢
birer tam say1 olmak tizere (g # 0),
qx=p

seklindeki bir denklemin kokii bir tam say1 olmayabilir. Bu nedenle tam sa-
yilar kiimesi gx = p tipindeki tiim denklemlerin koklerini de ihtiva edecek

sekilde genigletilmis ve bu kiimeye rasyonel sayilar kiimesi adi verilmistir.

gx = p tipindeki denklemlerin kokleri g seklinde olduklarindan rasyonel
sayilar g seklinde yazilabilen sayilardir. Su halde, rasyonel sayilar kiimesini

Q ile gosterecek olursak
Q:{g p.qEZ ve q;éO}

olur. Tki tam saymin +/ den baska ortak bdleni yoksa bu iki sayrya aralarinda
asaldirlar denir. ¢ sifirdan farkli bir tam say1 olmak tlizere p /g = cp / cq oldu-
gundan yukaridaki p ile ¢ sayilari aralarinda asal kabul edilecektir. Aksi taktir-
de Q kiimesinde birbirine esit sonsuz ¢oklukta eleman bulunur. Diger taraftan
her m tam sayis1 m / I seklinde yazilabildiginden, bir rasyonel sayidir. Demek
ki Q rasyonel sayilar kiimesi Z tam sayilar kiimesini kapsar.

Bir kenarmin uzunlugu / metre olan karenin kdsegeninin uzunlugu +2
metredir. Simdi bu +2 sayismin bir rasyonel say1 olup olmadigini arasti-
ralim. v2 sayismin rasyonel oldugunu géstermek igin bunun p / ¢ seklin-
de yazilabildigini gostermek gerekir. Kabul edelim ki v2 rasyoneldir.
O halde p ve ¢ aralarinda asal sayilar olmak iizere v2 = p /¢ bigiminde
yazilabilir. Her iki tarafin karesi alinir ve ¢° ile garpilirsa 2¢° = p? bulunur.
Birinci taraf ¢ift say1 oldugundan ikinci taraf, yani p® de cifttir. Dolayisty-
la p cifttir. O halde 7 bir tam say1 olmak iizere p = 2r yazilabilir. O zaman
2¢° = (2r)’ buradan da ¢ = 27 bulunur ki bu ¢° nin ve dolayisiyla ¢ nun cift
oldugunu gosterir. Hem p hem de ¢ ¢ift oldugundan 2 sayist bunlarin ortak
bolenidir. Halbuki biz p ve g sayilarini asal kabul etmistik. Bu bir ¢eligmedir.

O halde v'2 sayisi rasyonel degildir. Rasyonel olmayan bu sayilara irasyonel
sayilar ad1 verilir. Rasyonel ve irasyonel sayilarin hepsine birden reel sayilar
kiimesi denir, R ile gosterilir. Yukaridaki tanimlar gdzoniine alindiginda say1

kiimeleri arasinda
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NCZcCQCR

bagmtilarinin bulundugu aciktir.

a sayist £ C R kiimesinin en kiigiik elemanidir < a €E ve Vx€EE igin

a <x dir.

N dogal sayilar kiimesinin Z, Q ve R den farkli en dnemli 6zelligini bir pos-

tulat olarak verelim.
a

iyi Sirah Olma Ozelligi 8 POSTULAT

N dogal sayilar kiimesinin bos olmayan her alt kiimesinin bir en kiigiik ele-

mani vardir.

7 ,Q ve R kiimelerinin higbiri i¢in yukaridaki 6zellik gegerli degildir, zira bu

kiimelerin hi¢ birinin en kii¢iik elemani1 yoktur.

1.2.2. TUMEVARIM YONTEMI

Simdi tiimevarim yontemi denilen ispat yonteminin gecerliligini gdsteren bir
teoremi verelim.

TEOREM 1.2
P(n), n € N olmak tizere, bir 6nerme olsun. Bu 6nerme igin
(1) P(1) dogru

(if) bir k € N i¢in P(k) dogru oldugunda P(k + 1) dogru ise P(n) 6nermesi
her n € N i¢in dogrudur.

Ispat : Kabu edelim ki teorem yanlis olsun. Bu taktirde

E={neN : P(n)yanlstir}

kiimesi bos degildir. Bu durumda iyi siralt olma &zelliginden E nin bir en kiiglik
elemani vardir. Bueleman a olsun. (¢) hipotezinden a# I dir. Ohaldea— I €N dir.
a—1<aoldugundan P(a—1)dogrudur.(ii)hipotezindek=a—I alimiraP(k+ 1)=P(a)
dogru olur. Bu durumda a & I bulunur. Bu geligkidir. Su halde P(n) dnermesi her
n € N igin dogrudur. 71



Kiimeler ve Sayilar 13

Bu teoreme gore bir P(n) dnermesinin dogrulugunu gostermek i¢in
(i) 6nermenin n = [ i¢in dogru oldugunu,

(i1) dnermenin n = k i¢in dogru oldugu kabul edildiginde n = k + [ i¢in de dog-
ru olacagini géstermek yeterdir. Bu metoda Tiimevarim Yontemi adi verilir.

ORNEK : Her n € N igin
1:242 3+ +n-(n+ =% nn+D@+2) (1.2)
oldugunu gosteriniz.

Cozim:n=1i¢in/-2=5-1-2-3=2=2 dogru oldugundan 6nerme n

W~

= [ i¢in dogrudur.
n =k i¢in dnerme dogru olsun. Yani bir £ € N i¢in

1-242:3+ . +k(k+D=%ktk+D(k+2) (1.3)
esitliginin dogru oldugunu kabul edelim. Bundan faydalanarak, dnermenin
n=k + 1 i¢in de dogru olacagini, yani

1-2+2-3+...+k+Dk+2)= é(k+1)(k+2)(k+3) (1.4)

oldugunu gosterecegiz.

(1.3) esitliginin her iki yanina (k + 1) (k + 2) ifadesi eklenirse esitlik bozulmaz.
Buna gore

12423+ +k(k+ D+ (k=D (k+2) =% K+ D (k+2)+(k+ 1) (k+2)

olur. Simdi bu esitligin sag tarafinda bulunan ifadenin (1.4) esitliginin sag tara-

finda bulunan ifadeye esit oldugunu gdstermek gerekir. Basit bir cebirsel islemle
ék(k+1)(k+2)+(k+1)(k+2)= é k+Dk+2)(k+3)

oldugu kolayca gosterilebilir. O halde 6nerme n = k + [ igin de dogrudur,
yani k € D ise (k + 1) € D dir. Buna gore verilen énerme her n € N i¢in dog-

rudur.
ORNEK : g > -1 reel sayis1 ve her n € N i¢in
(I +a)y'">1+na (1.5)
oldugunu ispatlaymiz (Bernoulli Esitsizligi).
Coziim : n =/ i¢in / + a >/ + a bulunur ki dogrudur (p > ¢ 6nermesinin p =g
veya p > g 6nermelerinden birinin dogru olmasi halinde dogru oldugunu hatirla-

yiniz.) Bu 6nerme n = k i¢in dogru, yani



14

Kiimeler ve Sayilar

(I+ayf>1+ka (1.6)
olsun. Bundan yararlanarak

(I+af " !'>1+(k+1Da (1.7)
oldugunu gosterecegiz. (1.6) esitsizliginin her iki yanim pozitif 1 +a sayisi ile
carparsak

(I+a}f* 1>U+ka)(I+a)=1+k~+ Da+ka?>1+ (k+ Ia,
buradan da

(I+af ™ 1>1+(k+ Da
esitsizligini elde ederiz ki bu (1.7) esitsizligidir.
ORNEK : Her n € N igin 3% "2 27 * 1 sayismim 7 ile béliinebilecegini gos-
teriniz.
Céziim : Buradaki 6nerme "Her n € N i¢in 32" "2 - 27 * 1 sayisi ile 7 ile bo-
Liniir" dir.
n =1i¢in

ymr2_ontl=31_22=81-4=77=7-11
olup 7 ile boliintir. O halde 6nerme n = I igin dogrudur.

Onerme n = k i¢in dogru olsun. Bu taktirde 3% "2 — 2K+ sayis1 7 nin bir tam
katidir. Buna gore dyle bir p tam sayisi vardir ki

32k+2_2k+]=7p (1.8)
dir. Simdi dnermenin n = k + / igin de dogru oldugunu, yani
32(k+1)+2_2(k+])+1 =32k+4_2k+2
sayisinin 7 ile bdliinebilecegini gosterecegiz. (1.8) esitliginden
32k+4_2k+2 — 32k+2 . 32_2k+1_ 2= 32k+2(7 + 2)_2k+1 -2
= 7.32k+2 +2’(32k+272k+1) =7. 32k+2 +2. 7P
=7(3%"2 + 2p)

yazilabilir. 3% 2 + 2p bir tam say1 oldugundan 3%+ — 2K+ 2 sayis1 7 nin bir

tam katidir, yani 7 ile boliiniir. 7

Surasini belirtelim ki, tiimevarim metodunda » nin / den baglama mecburiyeti

yoktur. Ornegin herhangi bir p(n) 6nermesi n =  tam sayisi igin dogru ve k igin
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dogrulugundan & + 7 igin de dogrulugu elde edilebiliyorsa p(n) dnermesi n > r

sartini saglayan her » tam sayisi i¢in dogrudur. 7 bir tam say1 olmak iizere

N ={nr+1r+2.}
olsun.
ORNEK : Her n € Ny igin

3n-1<n!
oldugunu gosteriniz.
Coziim : n = 5 icin 37 < 5! buradan da 8/ < 120 bulunur ki dogrudur. n = k
icin dogru olsun, yani

3k < k! (1.9)
bulunsun. Bundan faydalanarak 6nermenin n = k + / igin de dogru, yani

k< (k+1)! (1.10)
oldugunu goéstermeliyiz. k = 5 igin

3<k+1
oldugu aciktir. (1.9) esitsizligi ile bu son esitsizligi taraf tarafa ¢arparsak, esit-
sizlikteki terimler pozitif oldugundan, esitsizlik bozulmaz. Buna gore

-l 3<kl(k+ )= 3k<(k+ 1)
yazilabilir ki bu (1.10) esitsizligidir. 1
a + b seklindeki bir cebirsel ifadeye iki terimli veya binom denir. & bir dogal

say1 ve p bir reel say1 olmak iizere

<p>: pip—Dp—2)...(p—k+1)
k k!

. P . .
seklinde tanimlanan (k) sayisina binom katsayisi ad1 verilir.

Eger n ve k birer dogal sayi iseler, £k <n i¢in

ny _ n!
<k> T (n—k)!k!
yazilabilir. Eger k> n ise

o)

olur. Basit cebirsel islemlerle

HE AN .1
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("H) (1.12)

REIEG
()-(1-

esitliklerinin dogrulugu kolayca gosterilebilir.

Simdi Newton'un binom formiiliinii ifade ve ispat edelim.

ORNEK : a ve b herhangi iki reel say1 olsun. Her n € N igin

(a+b)n=(g)a”+(’;)an_1b+...+( " )ab”_l-i-(Z)b” (1.14)

oldugunu gosteriniz.

1

Céziim : n = [ igin (a+b)' = (0

)a1+(§)b1 ~ a+b=a+b olur ki bu dog-

rudur.

Verilen esitlik » = k i¢in dogru olsun. Yani

(a+b)K :(S)ak+<§>ak_lb+...+(kk 1>abk_1+<];>bk (1.15)

olsun. Simdi bundan yararlanarak (1.14) binom formiiliiniin n = k£ + / igin de
dogru oldugunu gosterelim. Bunun igin (1.15) esitliginin her iki yanini (a + b)
ile carpalim. (1.12) esitliginden

O S KA F

:<k)a’<+1+<k>akb+...+( k )azbk‘1+(k>bk
0 1 k—1 k

+< >akb+...+< k >a2bk_1+( k )abk+<k)b’<+1
0 k—2 k—1 k

i A Ey P P

S[(E) (K et (<)o

=<k+]>a"“+<k+1>akb+...+<k+1)abk+<k+1>b’<“
0 1 k k+1

>~

azbkfl
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yazilabilir. Demek ki verilen esitlik n = k£ + [ i¢in de dogrudur.

Binom formiliinde ¢ = b = I alinirsa

o) () () =2" (1.16)
a=1,b=—-1 alinirsa,
(o) =()+(5) 0 () =0 (1.17)

bagmtilari elde edilir.

(1.16) ve (1.17) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

)+ )+ (-] =2"
bulunur. Her iki taraf 2 ile boliiniirse

(g)+(g)+(2)+...=zn—1 (1.18)

2

esitligi elde edilir.
(1.16) esitliginden (1.17) ¢ikarilirsa

2 <?)+(§)+<§)+...]=2”
(’Il)+(3)+(§)+ =on—1 (1.19)

esitligi elde edilir. (1.18) ve (1.19) esitliklerindeki toplamlar, n nin tek veya ¢ift

olusuna gore (Z) veya (n i ]> ile sonlanirlar.

1.2.3. TOPLAM VE CARPIM SEMBOLLERI

Matematikte en ¢ok kullanilan sembollerden ikisi Y ve [] dir. Bunlar

n

kzlak=a1+a2+a3+...+an (1.20)
n
kUIak=a1~a2~a3~...~an (1.21)

seklinde tanimlanirlar.
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ORNEK : x# ] igin

n k n+1
2k 1, 2

k — 1
KSo 14+x2 XTI

bagintisinin dogrulugunu gosteriniz.

Coziim : n = 0 igin

| 2
1+x_x—1+]_x2

olur.

I 2 _ -1 2
T+xt 2" Tx U=w+x

(I +x)+2 1
T (-x)(1+x) I+x

oldugundan 6nerme dogrudur.

Onerme 7 = p igin dogru, yani

14 k +1
2 1 2°

= + 1.22
kgo I+x% x—1 j_yart! ( )

olsun. n =p + I i¢in dogru oldugunu gosterelim. (1.22) esitliginin her iki tarafina

201 ) (1 +x2""") ifadesi eklenirse

P pl ptl p+l
2k 2 1 2 2
2k+ APt :X_I+ 2p+l+ AP+l =
k=0 1+x 1+x? I—x 1+ x?
p+1 k
2 [ ! +2" ! w1t L +1
k=0 1+x2 x—1 ]_le’ ]+X2p
+1
— 1 +2/7+11+X2P+1+]_X2p
1—x I (xsz)Z
12"
]_x I_x2p+l

elde edilir ki bu, 6nermenin n =p + / ig¢in de dogru oldugunu gosterir.
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PROBLEMLER-1.2

1. ave b pozitif iki say1 olsun,

a b
7"‘722

oldugunu gosteriniz.

2. a bir tek say1 oldugunda a? — / sayismin 8§ ile

bdliinebildigini gosteriniz.

3. aveb, a <b olacak sekilde, herhangi iki reel
say1 olsun

a+b
2

oldugunu gosteriniz.

a< <b

4. xvey, x <y olacak sekilde, herhangi iki reel
say1 olsun. x <z <y olacak sekilde en az bir
z reel sayisinin varligini gosteriniz. Bu 6zellik-
ten yararlanarak, "Herhangi iki reel say1 ara-
sinda sonsuz ¢oklukta reel say1 vardir" diyebi-

lir miyiz?

5. xrasyonel, x# 0 ve y irrasyonel olsun.

X+y x-) x.y x/y ve y/x sayilarmin

irasyonel oldugunu gosteriniz.

6. Iki irasyonel sayinin toplami ve carpimi daima

irasyonel midir?

7. "Her n €N igin ]+2+3+...+n=§(2n

+ 1)° dir" nermesini p(n) ile gosterelim.

a. Herhangi bir £ dogal sayisi i¢in p(k) dogru
oldugunda p(k + I) de dogrudur, gosteriniz.

b. "Timevarim metodu geregince p(n) dnerme-
si her n dogal sayisi i¢in dogrudur" diyebilir

miyiz?
Her n € N i¢in agagidaki esitliklerin dogrulu-
gunu gosteriniz.
a. 1+2+3+.+n=%n@+1)
b P+2+3+. . +m2=Lnm+D@n+1)
c. B+2+B+. . +n¥=Lnim+ 1)y
d I1+3+5+.+0Cn-1)=n?
e. P+P+P+. +Qn-1¢=Ln@n-D@n+])
f 2+8+@+. +@P=3n@+D@n+])

g 2:1+3:2+4- 2+ +@m+DH2nT=p-2m

h. 1) +22H+33H+.. +n(n))=n+1)!-1

. at(@td)y+t@+2d)+..+(@+mn-1)d)
= §2a+@-Dd

11 I n

L7223 3t T ame ) T a+l
_n+1

j. I+ata+.+a'=1=2 . (@t 1)

19
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9. x#1 igin
n+1

& 3 —x2 o o
I1(1+x**)= ]I_+ oldugunu gosteriniz.
k=0

10. x # [ igin

oldugunu gosteriniz.

11. Her n €N igin

z k 1

RN = ) Ak Y,

oldugunu gosteriniz.

12. 0<p <1 igin
(I=p)y'z1-np
oldugunu gosteriniz.

13. Hern €N ve o, >0igin
(I+op)+oy)..( +a)=1+(o, +o,+.. +a,)
esitsizliginin dogrulugunu ispatlayiniz.

14. Her n€N ve 0<a,<I igin
(U~a)(-ay)..(I-a)>]—(o; o, +.. +a,)

esitsizliginin dogrulugunu ispatlayiniz.

15. Her n € N i¢in asagidaki esitliklerin dogrulu-

gunu gosteriniz.

a. (2n)! <2?* (nl)?
n+1\"

b nr<(23)

c. 3"=n-2"

d. 20-41..Cn)!=[(n+ DI

16. Her n €N, igin
s
oldugunu gosteriniz.

17. Her n € N igin

a. n(2n + 1) (7n + 1) sayisinin 6 ile
b. 3"%3 —4#%2 sayisinin 11 ile
c. 3214 2n%2 qayisinin 7 ile
d. 35714 23n-2 sayisinin 17 ile
e. 17+ 1 4392 sayisinm 5 ile

f. 12" + 10 sayisinin /1 ile

boliinebilecegini gosteriniz.

8 (=212 (-4
ifadesini sadelestirerek sonucu bulunuz.

Buldugunuz sonucu tiimevarimla ispatlayiniz.

19. n elemanl: bir kiimenin alt kiimeleri sayisinin

2" oldugunu gosteriniz.

20. Her n € N igin

1'<};>+2-<Z>+...+n<z>=n-Z”’l

oldugunu gosteriniz.
21. Her n € N igin

(2n+1>+(2n+1>+m+(2n+1):4,,
0 1 n

oldugunu gosteriniz.

22. Ardisik n tane ardisik dogal saymin ¢arpimi-

nin n! ile boliinebildigini gdsteriniz.



Kiimeler ve Sayilar 21

m LINEER NOKTA KUMELERI

a b
————

(a, b) agik araligi

a b

[a, b] kapali araligi

a b

——————eeeeeeee O
(a, b) yari-agik araligi

a b
——
(a, b] yari-agik araligi

Bilindigi gibi her bir reel sayiya say1 dogrusu {izerinde bunu absis olarak ka-
bul eden bir tek nokta ve her bir noktaya absis olarak bir tek reel say1 karsilik
gelir. Bu nedenle elemanlart reel sayilar olan kiimelere lineer nokta kiimeleri
ad1 verilir.

Bu kesimde g6zoniine alacagimiz kiimeler lineer nokta kiimeleri olacaktir. Bu
kiimelerin temel 6zelliklerini bir 6zet halinde verecegiz. Lineer nokta kiimeleri
icinde en ¢ok kullanilanlari araliklardir. Araliklari tanimlamadan 6nce R x R
iizerinde tanimlanan < bagintisinin asagidaki 6zellikleri sagladigini hatirlaya-
Iim :

(i) Ug¢ durum ozelligi : R de a ve b elemanlar verildiginde
a<b, a>b veya a=>b
bagintilarindan sadece biri saglanir.
(i) Gecisme ozelligi :
a<bve b<c = a<c dir
(iii) Toplama 6zelligi :
a<bve cER = a+tc<b+c di
(iv) Carpilabilme 6zelligi :
a<b ve ¢c>0 = ac<bc dir.

a<b ve c<0 = ac> bc dir.

a ve b iki reel say1 ve a < b olsun.

xER : a<x<b}

seklinde tanimlanan reel say1 kiimesine a ve b sayilari ile belirtilen agik

aralik denir ve (a, b) biciminde gosterilir. Benzer olarak
xER: a<x<b}

kiimesine kapali aralik ad1 verilir [a, b] ile gosterilir.
(a, ] ={x€R: a<x<b}

[a, b)) ={xER: a<x<b}

kiimelerine de yari—agik araliklar adi verilir.
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A bir lineer nokta kiimesi olsun. Eger 4 kiimesinin her x elemani i¢in x > a
bagmntisini saglayan bir a sayisi varsa A kiimesine alttan simirhidir denir,
a sayisina da 4 kiimesinin bir alt sinir1 ad1 verilir. Benzer olarak, eger 4 nin
her x elemani i¢in x <b olacak sekilde bir b reel sayisi varsa 4 kiimesine

iistten simirh bir kiime ve b sayisina da A kiimesinin bir iist sinir1 ad1 veri-

lir. Alttan ve Ustten sinirli kiimelere kisaca sinirh kiimeler denir.

Her sonlu lineer kiime sinirlidir. Ciinkii, kiimenin en kiigiik elemani (veya on-
dan daha kiigiik herhangi bir say1) kiimenin bir alt sinir1, kiimenin en biiyilik

elemani (veya ondan biiyiik herhangi bir say1) kiimenin bir iist siniridir.

ORNEK :

C={x€&€R: I<x<2} kimesi sonlu mudur? C kiimesi sinirli midir?

Coziim : C kiimesi sonsuz elemanlidir. / veya / den kii¢iik her say1 bir alt sinir,
2 veya 2 den biiyiik her say1 bir {ist sinirdir. Dolayisiyla C kiimesi sinirlidir.

ORNEK :
r1 .
A= {ﬁ :ne N} kiimesi sinirlt midir?

Coziim :

A= {01
sinir,

ORNEK : N dogal sayilar kiimesi sinirli midir?

é é kiimesi siirhidir. Clinkii / ve / den biiyiik her say1 bir tist
0 dan kugiik her say1 bir alt sinirdir.

(Dl\)l\.

Coziim : N tstten sinirli degildir, zira V2 €N i¢in n <M olacak bigimde bir
M reel sayis1 yoktur.

En kiigiik iist sinir ve en biiylik alt sinirla ilgili olan asagidaki dnermeyi aksi-
yom olarak veriyoruz.

8l AKSiYOM

Ustten sinirh bir kiimenin iist siirlari i¢inde bir en kiiciigii, alttan sinirl bir

kiimenin alt sinirlarinin bir en biiyiigii vardir.
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A, reel sayilar kiimesinin tstten sinirl bir alt kiimesi olsun. a kiimesinin iist
smirlarmin en kiigiigiine A kiimesinin en kiiciik iist sinir1 veya supremu-

mu denir ve supA ile gosterilir. A kiimesinin alt sinirlarinin en biiytigiine A

nin en biiyiik alt sinir veya infimumu denir, infA ile gosterilir*.

Bir kiimenin bir {ist sinir1 varsa sonsuz ¢oklukta {ist siniri, fakat bir tane supre-
mumu vardir. Bir kiime alttan sinirl ise sonsuz ¢oklukta alt sinir1 fakat bir tek
infimumu vardir.

ORNEK : A= {% s ne N} kiimesinin varsa supremum ve infimumunu bulu-

nuz. Bu sayilar kiimenin birer elemant midir?

Coziim : {1, é é } kiimesi i¢in / ve / den biiyiik her say1 birer {ist sinirdir,
ziraVx €A icin x </ dir. Ust simirlarm en kiiciigii 1 dir. 1 den kiiciik iist
sinir yoktur. Ciinkii kiimenin elemanlarindan biri / dir. O halde sup A = 7 olup

kiimenin bir elemanidir. /nfA = 0 dir. Zira her x € A i¢in x > 0 dur. Sifir alt s1-
nirlarin en biiyiigiidiir. Eger bir » > 0 sayisinin bir alt sinir oldugu diisiiniiliirse,

VnrneN i¢in %2 b olur ki bu miimkiin degildir, zira yeter derece n ler igin

<n > éigin) 1<b dir. 0 & A dir.
n

Yukaridaki drnekten de goriildiigii gibi, supA ve infA, A kiimesine ait olabilir
de olmayabilir de.

ORNEK : Asagidaki kiimelerin varsa supremum ve infimumlarini bulunuz.
Bunlarin kiimeye ait olup olmadigini belirtiniz.

a. A={l: reQ ve r<0}

7

b. B={x: I<x<2 x€R}

oo mEl o)

n

Coziim :

a. Akiimesi i¢in supA = 0 olup kiimenin bir elemani degildir. infA yoktur.

Bazi kaynaklar sup yerine ekiis, inf yerine ebas yaziligini kullanirlar.
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b. Bkiimesi (/, 2) agik araligidir. supB = 2, infB = [ olup her ikisi de B nin

elemani degildir.

c. C= {2, %% n+%} kiimesi iistten sinirli olmadigindan supC

yoktur. C nin en kiiglik eleman1 2 oldugundan infC = 2 olup C ye aittir.

\ \

70 PE Eger bir A kiimesinin en kiigiik iist sinir1 bu kiimenin bir elemani ise bu ele-
min S maks S mana kiimenin en biiyiik elemam veya maksimum elemani denir, maksA
ile gosterilir. Benzer olarak, eger kiimenin en biiyiik alt sinir1 kiimenin bir
inf T sup T . . s v e a.-q
\ \ elemani ise bu elemana A kiimesinin en Kkiiciik elemani veya minimum
70 il eleman denir, minA ile gosterilir.
min T maks T yok

S=10, I1ve T =10, 1) olsun. SupS = SupT = 1, infS = infT = 0 dir. S kiime-
sinin supremumu ve infimumu kiimeye ait oldugundan maksS = 1, minS = 0
olacaktir. infT kiimeye ait oldugundan minT = 0 dir. T kiimesinin maksimumu

yoktur, ¢linkli supremumu kiimeye ait degildir.

Supremum ve infimumun yaklasim ézellikleri j TEOREM 1.3

A herhangi bir lineer nokta kiimesi olsun. /nfA = a, supA = b diyelim.
a ve b sayilarinin su 6zellikleri vardir :

1. Herx €A igin x>a dir.
2. Her d > 0igin
x<a+9d (1.23)
olacak sekilde en az bir x € A vardir.
3. Herx €A igin x <b dir.
4. Her d > 0 igin
x>b-90

olacak sekilde en az bir x € A vardir.

ispat :
I. abir alt sinir oldugundan her x €A i¢inx >a dir.

2. Vx€EA igin x>a + 9 olsaydi a + O da bir alt sinir olurdu. a < a + 8
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olacagindan « dan biiyiik bir alt sinir bulunmus olur. Bu @ nin en biiyiik alt
sinir olmastyla celisir.

(3) ve (4) benzer bigimde ispatlanir. 1
E C N bir smirli kiime ise yukaridaki teoremden
supE — ¢ <n <supE
olacak bi¢imde en az bir n € E vardir.
Eger supE = n,, ise V & > 0 igin
ng—e€<n<n, = n=mn,
yazilabilir. Bu da supE = n,, sayisinin E nin bir eleman1 oldugunu gosterir.
Simdi de birgok yerde kullanacagimiz, R nin alt kiimelerinin supremumunun

varlig ile ilgili 6nemli bir sonucu bir aksiyom olarak ifade edelim.

Tamlik Aksiyomu M AKS iyom

E, R nin tstten smirli bir alt kiimesi ise E bir sonlu supremuma sahiptir.

Bir a reel sayisinin mutlak degeri
a, a=0 ise
la| =

—a, a<J0 ise

seklinde tanimlanan |a| sayisidir.

Yukaridaki tanima gore, a ister negatif ister pozitif olsun. |a| daima pozitiftir.

|0| = 0 olacagindan her a reel sayist igin |a| >0 dir. Ayrica daima |a]° = a°
olacagindan
la| = Va?

yazilabilir. Bu ifadeye mutlak degerin cebirsel tanimi denir.

Simdi mutlak degerle ilgili 6zellikleri teoremler halinde 6zetleyelim.

TEOREM 1.4

xER ve a>0 olsun.
x| <a & —a<x<a

dir.
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Ispat : |x| <a olsun. Bu esitsizlik —/ ile ¢arpilirsa —|x| >—a bulunur.

x>0 olsun. Tanim geregi |x| =x olacagindan —a <0 <x = |x| <a, buradan da

—a <x <a bulunur.

x < 0 olsun. Bu taktirde —a <—|x| =x <0 <a = —a <x <a bulunur. O halde

her x icin —a <x <a olur.

Karsit olarak, —a <x <a olsun. Bu durumda x <a ve —a <x dir. Ikinci esit-

sizlik —/ ile garpilirsa ¢ >—x bulunur.

x>0 i¢in |x| =x<a ve x <0 igin |x| =—x <a olur. Su halde her x ER i¢in

|x|] <a dir.

TEOREM 1.5

Her a €R igin —|a| <a <|a| dir.

Ispat:a <0 ise —a> 0 ve |a| =—a yani a =—|a| < 0dir. Suhalde a < 0 igin
—la|=a<la| dir.a=0 ise |a| =0 ve —|a| =0 olup —|a| =a = |a| dir. a> 0 ise
a = |a| buradan da —|a| =—a < 0 olur. Buna gore —|a| <a = |a| dir.

TEOREM 1.6

Hera, b ER i¢in
llal = 1b]| <|a + b <|a| + |b] (1.24)
dir (Uggen esitsizligi).
Ispat : Her a, b ER icin a <|a|, b<|b| olacagindan a + b < |a| + |b| dir.
Ayni sekilde —a <|a|, —b <|b| oldugundan —(a + b) <|a| + |b| dir. O halde,
mutlak deger tanim1 geregince,
la+ bl <la| +[b] (1.25)

olur. Bu esitlikte a yerine —a, b yerine de a + b yazalim. Esitsizlik her q,

b €R igin dogru oldugundan bu degerler igin de dogru olacaktir. Bu durumda
|b| — |a] <la + b] (1.26)

elde edilir. Benzer sekilde, (1.25) esitsizliginde b yerine —b, a yerine de

a + b yazilirsa



anin 8—komsulugu

a-9 a a+d
—O——O—0—

a nin delinmis 8—komsulugu
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—(|b| = |al) < |a + b| (1.27)
bulunur. (1.26) ve (1.27) den

a|-|b]| <|a +b|
esitsizligi elde edilir.

(1.25) esitsizligi ikiden fazla reel say1 i¢in de dogrudur. a;, a,, a 3o @, reel
say1lar olmak {izere, tiimevarimla gosterilebilecegi gibi

la, +a,+a;+.. +a|<l|a,| +|a,| +|as| +.. +]a,] (1.28)

yazilabilir.

TEOREM 1.7

X, ¥, a € R olsun.
(1) Ve>0 i¢in x <y +¢ ise x <ydir.
(i) Ve > 0 igin x >y —¢ ise x >y dir.

(iii) Ve > 0 igin |a| <¢ ise a =0 dir.

Ispat : (i) Ve > 0 igin x <y + ¢ olsun. Kabul edelim ki x >y olsun. x—y = €
denirse ¢, > ( dir. Buradan x =y + ¢, olur. Bu durumda y +¢,, x den
biiyiik olamaz. Bu da € = ¢, igin hipotezle celisir. Su halde x <y dir.

Karsit olarak verilen bir € > 0 i¢in x <y olsun. Bu durumda ya x < y ya da
x =ydir. Egerx <yise x <y + ¢ olacagi aciktir. Eger x = yise x < y + ¢ dir, zira
0<e = x+0<x+e=y+e=x<y+¢eolur. Budaispati tamamlar.

(i1) Kabul edelim ki Ve > 0 i¢in x >y —¢ olsun. Buradan —x < —y + ¢ ya-
zilabilir. (i) den —x <—), buradan da x >y bulunur. Karsit1 (i) dekine benzer
olarak yapilir.

(iii) Ve > 0 igin |a| <& olsun. Bu taktirde e <a<e=0-e¢<a<0+¢

yazilabilir. (i) ve (ii)) den 0 <a <0 =>a =0 bulunur.

d bir pozitif say1 olsun.

K={x€R : |x—a| <8}

kiimesine @ noktasinin d—komsulugu denir. K | {a} kiimesine de a nin

delinmis 6—komsulugu adi verilir.
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alw

A=

[x—a] <0< a—-0<x<a+d oldugundan, bir @ noktasinin 6—komsulugu

(a—19, a + d) acik araligindan ibarettir.

A CR ve a €R olsun. anoktasmin her &-komsulugunda A kiimesinin a
dan farkli en az bir elemani varsa bu a noktasina A kiimesinin bir y1gilma
noktasidir denir.

ORNEK : A = {% :neN kiimesinin yigilma noktasini bulunuz. Yigilma
noktast A ya ait midir?

1

Coziim : A = {; - ne N kiimesinin yigilma noktas1 0 noktasidir. Bu nokta

kiimeye ait degildir.
ORNEK : B = [0, /] kiimesinin y1g1lma noktalarin1 bulunuz.

Coziim : B = [0, /] kiimesinin her eleman1 bir yigilma noktasidir. Kiimenin
kendisine ait olmayan yigilma noktas1 yoktur.

ORNEK : Eger varsa N kiimesinin y1gilma noktalarin1 bulunuz.

Coziim : N kiimesinin y1gilma noktasi yoktur, zira her ¢ € N sayisinin %—

komsulugunda N kiimesinin a dan farkli eleman1 yoktur.

TEOREM 1.8

Bir kiimenin supremumu (veya infimumu) kiimeye ait degilse kiimenin bir

yigilma noktasidir.
Ispat : C bir kiime ve supC = b olsun. b kiimeye ait olmadigindan her x € Cigin
x<b
dir. (1.22) den her 8 >0 i¢in C nin en az bir x elemant vardir ki
x>b-90
olacak sekilde en az bir x elemani vardir. O hélde C nin en az bir x elemani igin
b—d<x<b+d

esitsizligi saglanir. b nin her 8— komsulugunda kiimenin b den farkli en az bir x

elemani bulundugundan b, C kiimenin bir yi1gilma noktasidir.

Infimumu icin ispat benzer sekilde yapilabilir.
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Bir A kiimesinin en sagda olan y1g1lma noktasina iist limit veya limit siiperiyor
denir ve

limsupA veya limA

seklinde gosterilir. Benzer sekilde, A kiimesinin en solda olan yi1gilma nokta-
sina alt limit veya limit inferiyor denir.

liminfA veya limA

ile gosterilir.

TEOREM 1.9

a ve b pozitif reel sayilar1 verildiginde b < na olacak bigimde bir n € N

vardir.

Ispat: b <a ise n =1 alnabilir. a <b olsun.
E={k€EN: ka<b}

kiimesini gézoniine alalim. E bos degildir. Ciinkii / € E dir. E deki herbir K i¢in
ka <b ve a> 0 oldugundan k < b olur. Su halde E kiimesi iistten 2 ile sinirli-
dir. Tamlik Aksiyomumundan E nin bir s supremumu vardir ve s € E dir. Do-
layistyla s € N dir. n = s + [ olsun. n € N olup n & E dir. Béylece na > b dir.

TEOREM 1.10

a, b € Rsayilari igin @ < b olsun. Q nun a < g < b olacak bigimde en az

bir ¢ elemani vardir.

Ispat : b—a > 0 oldugundan, Arsimet prensibi geregince n (b—a) > I olacak

bi¢imde en az bir n € N vardur.

1.durum:b> Oolsun. {k eN:»< %} kiimesini gdozoniinealalim. Argsimetpren-
sibinden E# & dir. Boylece lyi Siralama Prensibinden, E en kiigiik elemana sa-
hiptir. Buelemank olsun.m =k, ve g = % diyelim.m <k,vek, Eninenkiigiik

elemani oldugundan m & E dir. Bu durumda m i¢in iki durum sozkonusudur. Ya

k
m<0veya b> % =g dur.Herikidurumdada g <b olur. k,EE oldugundan b< 70

dir. Buradan

k ky—1
o_I_ %o _
T TnT n 4

a=b-(b-a)<
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olacak bi¢cimde bir n segilebilir. Bu durumda a < ¢ < b bulunur.

2. durum : b <0 olsun. k + b > 0 olacak sekilde bir K € N secelim. 1. duruma
gorebirr€Qvardirki k+a<r<k+b olur. ¢ =r—k denirse ¢ €Q olup
a<gq<b dir

x>1ve x&N ise InEN obyleki n<x<n+ 1 olur.

Ispat:ArsimetPrensibinden E ={mEN :x <m} bosdegildir. Iyi SiraliOlma Ozel-
liginden, E birenkiigiik elemana sahiptir. Bueleman m,,olsun. n=m ,~I diyelim.
m,EE oldugundan n+ 1 =m,>x dir. m, enkigiik eleman oldugundan
n=m,—1<x dir. x¢ N oldugundan n#x dir. Dolayisiyla n <x <n + I
dir. 71

Bir x € R sayis1 verildiginde x den biiyiik olmayan tam sayilarin bir en biiytigii

ile x den kii¢iik olmayan tam sayilarin bir en kiicligii vardir.

x € R olsun. x den biiyiik olmayan tam sayilarin en biiytigiine x in tabam

denir. | x| ile gosterilir. Bu say1 bazi kaynaklarda x in tam kismu olarak ad-
landirilip [x] semboliiyle gosterilir. x den kiigiik olmayan tam sayilarin en

kiigligiine x in tavam denir [x] ile gosterilir.

Yukaridaki tanima gore
125]=2 [31]=3 [-37]=-4 |[«]=3 I[5]=5

[25]=3  [31]=4 [-37]=-3 [a]=4 [5]=5

olur. Yukaridaki 6rneklerden de goriilecegi gibi, her a sayisi onun [a] tam kismi
ile 0<t<1 06zelligini saglayan kesir kisminin toplam1 olarak

a=la]+t 0<t<I (1,29)
bigiminde yazilabilir. Ornegin

2,5=2+05

31=3+01

V2 =1+041.

-3,7=—4+03

yazilabilir. a bir tam say1 oldugunda ¢ = 0, diger durumlarda 0 <¢ </ dir.



Kiimeler ve Sayilar

ORNEK : 2[1,7] ve [2.(1,7)] sayilari hesaplayiniz.

Her k tam sayis1 ve her a reel sayisi igin k.Ja] =[ka] yazilabilir mi?
Coziim : 2.[1,7]=2.1=2 ve [2.(1,7)]=[3,4] =3 olacagindan
2.1, 7] #]2.(1,7)] dir. O halde k.[a] = [ka] esitligi bazen saglanmaz.
ORNEK : g, b ER olsun. [a+b]>[a]+]a] oldugunu gosteriniz.

Coziim : (1.29) dan
a=la]+t, , 0=1,<1

b=[b]+1,  0<t,<1
yazilabilir. Bunlar taraf tarafa toplanirsa
a+b=la]+[p] + (@ +1), O0<t;+1,<2
elde edilir.
0<t, +1t,<1 ise

la+b]=]a]+[2] (1.30)

olur. / <t, +¢,< 2 ise t; + t, nin iginde bir tam say1 bulunacagindan

la+b]=[a]+[b]+1 (1.31)
olur. (1.30) ve (1.31) den
la+b]>[a]+][p] (1.32)
yazilabilir.
ORNEK : m bir tam say1 oldugunda, her x reel sayisi igin
[x+m]=[x]+m (1.33)
olacagini gosteriniz.
Coziim : x =[x]+¢, O=<t<l)
yazalim. Bu taktirde
x+m=[x]+m+t, (O=t<l)

olur. O halde

[[x-i—m]]z[[x]]-i—m

31
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yazilabilir.

ORNEK : [2x] = 2[x] denklemini ¢dziiniiz.

Coziim : x=[x]+7, (0=<t<])
olsun. Bu taktirde

2x=2x]+2t, (0=t<]l)
yazilabilir. 0 <¢ < [ oldugundan 0 <2¢ < 2 dir. Buna gére 0 <2¢ < I, yani 0 <t
< Lise [22] = 21x] olur £ <s<1ise [2x]=2]x]+ 1 dir. O halde [2x] = 2[x]
olmast i¢in 0 <t< é olmalidir. Bu, x sayisinin kesir kisminin % den kiiciik

olmasi demektir. Bu reel sayilar, m bir tam say1 olmak {izere, [m m+ %) tipin-

deki araliklari meydana getirirler. O halde denklemin ¢6ziim kiimesi

c=U [m,m-l—%)

mez

kiimesidir. Bu kiimeye say1 dogrusu iizerinde karsilik gelen noktalar asagida

kirmizi renkte gosterilmistir.

3 _3 1 1 3
3 2 2 2 14 2 0 2 1 2 2

ORNEK : [3x] = [x] denkleminin ¢6ziim kiimesini bulunuz.

Coziim : x =[x]+1¢, O0=t<1)

yazilabilir. Bu durumda

3x = 3[x]+ 3¢, (0=3t<3)
olur. Su halde
3] . 0<3t<1 ise
[3x] =1{3[x]+1 . 1<3:<2ise

x]+2 . 2<3r<3 ise

3[x] , 05t<§ise
=13[x]+1 §St<§ise
3[x]+2 %St<]ise
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yazilabilir.

(a) 0<t< é olsun. [3x]= 3[x] olacagindan [x]= 3]x] buradan da [x]=0
bulunur. Tam kismu sifir olup da kesir kismi 0 ile é arasinda bulunan sayilar

[0, é) araligimin elemanlaridir.

(b) +<i<

wlro

olsun. [x] =[3x] = 3[x]+ 1 = [«x] :—é bulunur. Higbir sayinin

tam kismi —% olamayacagindan kesir kismi é ve % arasinda olan hicbir reel

say1 verilen denklemi saglamaz.

() % <t<I olsun. [x]=[3x]=3[x]+2 = [x]=—1 olur. O halde % <t<1

olmak tizere
x=-1+t

seklindeki reel x sayilar1 verilen denklemi saglar. Bu sayilar [fé,o) araligiin

elemanlaridir. O halde verilen denklemin ¢6ziim kiimesi

c-lool-4o)--54)

araligidir.

ORNEK : ﬂ%]ﬂ = [ denklemini ¢6ziliniiz.

Coziim : ﬂxT_]ﬂzl ise ISXT_]<2dir. %]<2=>0< —%:x<()olmah—
dir 2L <p X s o =Xl g 4 XEL S olmalidir. Simdi bu

esitsizligi cozelim. Once isaret tablosunu yapalim.

Bu tabloya gore x < —/ veya x > 0 olmalidir. O halde verilen denklemin

¢Oziim kiimesi

C = (o0, ~1) U (0, +=) = R\ [-1, 0]

olur.
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ORNEK : [x]+[2x] = 4 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim : x =[x]+1, 0<t<1 olsun. Bilindigi gibi,

yazilabilir.

a) 0<t< é olsun.

[l +[2x] =4 = [x]+2[xl =4 = 3[x]=4 = [] =3

olur. Su halde kesir kism1 [0%) araliginda olan hicbir say1 denklemi saglamaz.

b) %St< 1 olsun.

[x]+[2x]=4 = [x]+2[x]+1=4 = [x]=1
olur.

x=[x]+t=1+1 é§z< 1

olacagindan verilen denklemin ¢6ziim kiimesi [% 2> araligidir.
ORNEK : [2x—1]>[x] esitsizligini ¢oziiniiz.
Coziim : Verilen denklem
[2x]— 1 =[x] = [2x]= 1 +]x]
bi¢iminde yazilabilir.
0<t< % olsun. [2x] = 2[x] olacagindan
2x]= 1+]x]=]x]=1 =x=1
olur. Bu durumda birinci ¢6ziim kiimesi
C, = [1,%>u[2,%]u[3,%>u... :Ql [nn+é)
olur.

<t <1 olsun. [2x] = 2[x]+ I olacagindan

N~

N

[x]+1=1+]x]=][x]=0=x>0 olur.
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Ikinci ¢6ziim kiimesi
C,= [é,])u[g,z)u[%,j’)u” =U [n+é,n+1)
n=0
dir.
_ _ |1
C=C,UC,=[4 +)

olur.

ORNEK : 5[x] = 3x denkleminin ¢6ziim kiimesini bulunuz.

Coziim : x = [x]|+¢, 0<t<1 olsun.

Sla]=3(x]+¢) = 2[x]=3t = t=0 veya t= % olmalidur.

t=0i¢in 2[x[=0 = [x]=0 = x;=0

wlto

t =% igin 2ﬂxﬂ=2:ﬂxﬂ=1:x1:]+%=% bulunur.

Coziim kiimesi {0%} kiimesidir.

[x] in tanimindan asagidaki ozelliklerin dogru oldugu agiktir. Burada x ve y

reel sayilar, m ile n tam sayilardir.

@ [x]|=n en-1<x<n
) [x]=n < x<n<x+]I
(©) [x+m]=[x]+m

(¢) n<[x] & n<x

(@ [x+y]< [x]+[y]

@ [VIxl]=[Vx]

0, x€7 ise

O faft == {1 x &7 ise

ORNEK : [x]=2 denkleminin ¢6ziim kiimesini bulunuz.
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Cozim: [x]=2 = [ <x<2 = C=(/, 2] olur. 71

[] [[]] {O,XEZise
* A= 1, x& 7 ise

olacagindan, tavan degerlerini bulunduran denklem ve esitsizlikler, tam kisim

bulunduran denklem ve esitsizliklere dontistiiriilebilir.

ORNEK : [2x]=[x] denkleminin ¢bziim kiimesini bulunuz.
Coziim :
(i) x tam say1ise 2x =x =x = 0= C, = {0}.

(ii) 0<t< é olmak iizere x = [x|-¢ olsun.

2x = 2fx] = 2 = [2x]=[2[x]- 21| = 2[x|+[~21] yazlabilir. 0 < ¢ < & =

—1 <=2t < 0 olacagindan [~2¢] = 0 bulunur. Bu durumda [2x| = 2[x] olur.

Buna gore verilen denklemden

2[x]=[x] = [x]=0 = x=[x]-t=0-t=—1 = x:—z,0<r<§

- —d<x<os0,=(-4.0)

bulunur.

(iii)%ﬁ t <1 olsun. x = [x]—t = 2x =2[x]—2t=[2x]=2[x]+[—2¢] esitliginde
—2<-2t<-1 = [-2t]=-1 olacagindan [2x] = 2[x]-1 olur. Bu durumda verilen
denklemden

f<i<iso<x=ds ci=(04]

2x]-1=[x] = [x]=1 = x=1—1¢ 7=

bulunur. Buna gore verilen denklemin ¢6ziim kiimesi

C=C,UC,UC, = {0} U (_l’())U(Q%):(—%é)

olur.
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PROBLEMLER-1.3

1. ACR ve BCR olsun. A ile B nin noktasal

toplami
A+B={x+y: xEA ve yEB}

seklinde tanimlanir.

a. [1,31+[5 6l (a-patp)+t(b—q b+q)
ve (=00, 5) + (7, +0) kiimelerini bulunuz.

b. [-1, 0] + [0, 1] = [-1, 0] U [0, I] oldugunu

gosteriniz.

c. Daima A + B =A U B yazilabilir mi?

Daima

(ab) +(cd)=(a+ch+d

yazilabilir mi?

. a ve b herhangi iki reel say1 olsun.
maks {a, b} = £ (a +b) + |a—b])
min {a, b} = 4 (a +b—|a b))

esitliklerinin dogrulugunu gosteriniz.

. a b, ¢, d reel sayilar ve [a, b] N [c, d] # D

olsun.

[a,b]ﬂ[c,d]=[a+c+2|a_6|,b+d_2|b_dl]

[a,b]U[c,d]:[aJrC—Z'a—Cl,b+d+2Ib—d|]

oldugunu gosteriniz.

4. Herhangi bir C kiimesi igin

infC < limC < limC < supC
oldugunu gosteriniz.

. ALBCR ve B={a+b:a€EA ve bEB}

olsun. Asagidaki 6nermelerin dogrulugunu gos-
teriniz.

a. AveBbirsupremumasahipse C de sahiptirve
SupC = supA + supB
dir. Gosteriniz.
b. Ave B bir infimuma sahipse C de sahiptir ve
infC = infA + infB

olacagini gosteriniz.

. A, BCR olsun. A nin her bir a elemani ve B

nin her bir » elemant igin @ <b oluyorsa bu
taktirde A bir supremuma, B bir minimuma
sahiptir ve

supA <infB
dir. Gosteriniz.

. Asagida (a)) esitsizliklerinin her birinin ¢6zii-

mii bir (b)) esitsizligidir. Hangi (a,) esitsizliine
hangi (bj) esitsizliginin karsilik geldigini bulu-
nuz.

(a) [x[ <3 (b) 4<x<6
(@) =11 <3 (b)) -3<x<3

(a3) 13-2x| <1 (by) x> 3 veyax <-I
(ay) |1 +2x|>1 (b)) x>2

(as) |x—1]>2 (by) 2<x<4
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(ag) |x + 2| =5 (b)) x=~7 veya x=3 11. Asagidaki esitsizlikleri ¢ozliniiz.
_
(a) |5-x|<1I (bg) I <x<2 N ﬂz?xﬂ“ b-l,]_52x"53
(@) P=5|<p+1 (b)) Z<x<?
R 1—x R _
(ay) x<x2—12<4x (b)) —1<x<0 “ “ X ﬂ>2 . [3x-2]2]+]
d. [x]<l2x]-1 e [5] <Ixl
8.a. |x| <1 igin |x?—1|<2|x—1|
oldugunu gosteriniz. 12. Asagidaki denklemleri ¢oziiniiz.
b.—1<x<2igin |x’ +x—2|<4]x—1
Sx <2 igin 4 x =2 <dlx 1| a. [2—;]=2 b. [2x]+[x]=3
oldugunu gosteriniz.
c. [";1}:72 & [x]-}-[%]:Q
9. Asagidaki denklemlerin ¢6ziim kiimesini bulu- d. [2x] =[] e. [2x]=[x]+1
nuz.
a. [3x] = 2[x] d |5 =2
13. Asagidaki esitsizlikleri ¢oziiniiz.
b. [5x] =[] e. [x2-3x]=-2
3x x+3
] a.[7126 b[ 2 ]<2
c. [3x] = 3[«] fx+[x+1+][x+2]]]=-3
L2 L [2x 41
L.[3]>5 c,.[ 3 ]S4
10, Asafadaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz, a. d. [2x]<[x] e [5]>1x]

ve b. deki esitliklere benzer bir esitligi [nx] i¢in

yaziniz. Yazdiginiz esitligi ispatlayiniz.

a. [ox] =] +]x+4]
14. [x]+[y]=[x+y] esitligi hangi x ve y reel
b. [3x]=[x]+ I,x 4 éﬂ + [’x + %ﬂ sayilari i¢in dogrudur?

e laxl=lat[xt Z+|e+ 2|+ [+ 3]
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BOLUM PROBLEMLERI

1. Asagidaki bagintilarin dogrulugunu gosteriniz.

& 1-2:342:34+...+n(n+1)(n+2)
= Ln(n+ D(n+2)(n+3)

b.1:2:34+23.45+..+n(n+1)(n+2)(2+3)

= én(n +1)(n+2)(n+3)(n+4)

2. Asagidaki esitsizliklerin dogrulugunu gosteriniz.

a nl>n3 (n=2)
b. n/>2n-1 (n=1)
e (1+1)'<3 (n=3)
c. m"ti>m+ Iy (n=3)
d. (I-a)" <3552 (nz=1)

3. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

=

]~<n>+2~(n>+...+(n+])-<Z)=(n+2)-2"_l

0 1

b. 2- (;) +6 (’3’)+ et nln— 1)(2) = n(n—1)2"2

c. 12(';)+22(;)+ +n2(Z) = n(n+1)2n2

_ o\l
o )30+ S () =t

1 1 - 1 _ 2!
1ren-1) 312n=3) T (en=1)11! (2n)!

4. m, n € N i¢in asagidaki esitliklerin dogrulugu-

nu gosteriniz.
aQ <m>+<m+])+m+<m+n—]):<m+n>
0 1 n—1 m+ 1

A G A G ¥

(n+1)(2n+1)(3n2+3n—1)

4_n
5. 1+2+3"+ . +n 0

oldugunu gosteriniz.

6. p>0 a, bER igin
|la + blP <27 (|alP + [bIP)

oldugunu gosteriniz.

7. a>0,b>0 ve n>2 igin

Ya+b<a+%b

oldugunu gosteriniz.
8. Herbir nE€N igin 6|n(n?—1) oldugunu gdste-

riniz.

9. Herbir n€N icin 35| (3% — 26%) oldugunu

gosteriniz.

10.1n2 + n + 41 sayist her bir n dogal sayisi i¢in

asal midir?
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11.2° — ] sayisiin p =2, 3, 4, 7 asal sayilar1 igin

asal olacagini gosteriniz.

"» asal ise 2’ — I asaldir." onermesi dogru

mudur?

12. V3 ++2 sayisinm irrasyonel oldugunu goste-

riniz.

13.x rasyonel oldugunda x + v2 sayisinn irras-

yonel olacagini gosteriniz.

14. Herhangi iki farkli reel say1 arasinda en az bir

rasyonel sayimin var oldugunu gosteriniz.

15. Asagidaki esitsizliklerin ¢6ziim kiimelerini bu-

lunuz.
a. —-7x+6/>x’-7x+6
b. [3x=5|—|2x+3|>0

c. |x2—5x| > x| —|5%]|

16. [x+[x+ 1 +[x+2+[..+[x+n]]]]..]=0

denkleminin bir kdoke sahip olmasi i¢in n ne

olmalidir? n = 6 i¢in denklemi ¢oziiniiz.

7|5l 5|+ -+t sl =90 esitiigini

saglayan n dogal sayisini bulunuz.

18.[7, x] araliginda n ile boliinebilen dogal sayi-

X - . ..
larin sayisinin “ﬁﬂ olacagini gosteriniz.

19.x — [«] farki [0, 1) araliginda bir say1 olup x in

kesir kismi adini alir. Bu say1 < x > ile goste-
rilir. Asagidaki dnermelerin dogrulugunu gos-

teriniz.

a. xER ve mEZ igin <x + m> = <x>

0, xeZ ise
b. <x>+<—x>=
1, x & Z ise
1 n—1
©s <x>+<x+ﬁ>+...+<x+ T
=<nx>+n_]

2

20.n €N, p asal say1 ve o € N olsun. n/ sayisini

boélen p* sayilart icin o nin en biiyiik degeri

ﬂ%ﬂ +|[#ﬂ +ot

dogal sayisidir. Burada k, p* * 1 > n esitsizligini

W
pk
saglayan bir dogal say1dir.

65
21. (32> sayisinin sonunda kag tane sifir bulunur?

22. 4]x] = 3x denkleminin ¢dziim kiimesini bulu-

nuz.

23.m ve n, 1 den biiyiik dogal sayilard. ™/n,"V'm
sayilarindan en az birinin 2 den kii¢iik oldugu-

nu gosteriniz.

24.Her n € N igin (1+v2)"=a+bv2 esitligi-
ni saglayan a ve b dogal sayilarin aralarinda

asal olacaklarini gosteriniz.
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m FONKSiYON KAVRAMI

Uygulamali bilimlerde, degisebilen biiyiikliikler arasinda bazi bagintilarin bu-
lunmasi, o olaylarmn incelenmesini kolaylastirmaktadir. Ornegin belli bir si-
caklikta tutulan bir gazin basinci, bu gazin kapladigi hacme ve bu hacimdeki
molekiillerin sayisina siki sikiya baglidir. Benzer olarak bir iletkenin direncinin
sicakliga bagliligini, bir hareketlinin aldig1 yolun o hareketlinin hizina ve hare-
kette gegen zamana bagliligmi biliyoruz. Iste bu gibi hallerde degisen biiyiik-
liikler arasindaki matematiksel bagintinin sagladigi 6zelliklerin bilinmesi ¢ok
onemlidir. Biz bu boliimde fonksiyon adi verilen 6zel bagintilari ele alacak ve

en c¢ok kullanilan fonksiyonlarin 6zelliklerini inceleyecegiz.

a, a,, ..., a, elemanlarmin (a I an) siral1 n — lisi, a; elemanlarinin

bir kolleksiyonudur. Burada «a; birinci, a, ikinci, ..., a, den. bilesendir.

Tanimdan da agikca goriildiigli gibi, sirali n— lilerde elemanlarin sirast ¢ok

Onemlidir.

Ozel olarak, (a, b) bigimindeki sirali ikililer matematikte &nemli bir rol oynar-

lar. Once bu sirali ikililerin esitligini tanimlayalim.

(a,b)=(c,d)y<=a=c veb=d

Bu tanima gore (a, b) ve (b, a) ikilileri sadece a =05 icin esittirt. a=b
ise (a, b) = (b, a) olur .

A ve B iki kiime olsun. 4 ve B nin kartezyen carpimi 4 x B ile gosterilir. Bu

kimea €A ve b E B olmak iizere tiim (a, b) sirali ikililerinin kiimesidir.
Boylece

AxB={(a,b): a€A ve bEB}

olacaktir.




(13) @3) (33)
(12) (22)

(1)
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ORNEK : 4 = {2, 4, 6}, B= {1, 3} olduguna gére 4 x B ve B x A kiimelerini
bulunuz.

Coziim : AxB=1{21),2 3), 4 1), {4 3), (6, 1), (6, 3)}
BxA=1{(,2),(4, 06,3 2,34, G 0}
olur. Acikca goriildiigi gibi
AxB=BxA
dur.

ORNEK : 4 bir fakiiltede okuyan tiim 6grencilerin kiimesi, B de o fakiiltede
okutulan tiim derslerin kiimesi ise 4 x B kiimesi hangi kiimedir?

Coziim : 4 x B kartezyen ¢arpimi; a, o fakiiltede okuyan bir 6grenci; b, o fa-

kiiltede okutulan bir dersi gostermek iizere tiim (a, b) sirali ikililerin kiimesidir.

A, A4, A;,..., 4, kiimelerinin kartezyen ¢arpimi

Ay xA,x..xA, ={(a;, a,,..,a) a,€A;,i=12,.., n}

kiimesidir.

ORNEK : 4 = {1, 2,3}, B=1{0,5}, C= {7} kiimeleri igin 4 x B x C kartezyen
¢arpimini bulunuz.

Cozim:AxBxC={(,0,7),(,57),207),257),,0,7),3,5 7)}

olur.

A x B kiimesinin her bir alt kiimesine 4 dan B ye bir bagmtidir denir. 4 dan
A ya olan bagitiya kisaca, A da bir bagintidir denir.

ORNEK : 4 = {I, 2, 3} olsun. 4 da bir p bagitist

p={xy x=y}
bi¢iminde tanimlaniyor. § bagintisini liste bigiminde yaziniz. Bu bagintinin
grafigini ¢iziniz.
Cozim:AxA={(, 1), 2, 3),21),22,23),3 1,3 2,3 3}

olacagindan

p=1U D (1 2,1 3.2 2,2 3G 3}

dir. Bunun grafigi yanda verilmistir.
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A ve B iki kiime olsun. 4 dan B ye olan bir /* bagintis1 asagidaki 6zelliklere
sahipse / ye A dan B ye bir fonksiyondur denir.

(a)Her x € 4 i¢in (x, y) € f olacak sekilde B de en az bir y eleman1 vardir.

(b) (x, y) Ef ve (x, z) Ef ise y = z dir.

Yukaridaki (@) 6zelligi A nin her bir elemaninin mutlaka bir karsiliginin ola-
cagini, (b) dzelligi de bu karsiligin tek olacagini ifade etmektedir. Baska bir
ifadeyle bir fonksiyonda birinci bilesenleri ayni fakat ikinci bilesenleri farkl
sirali ikililerin bulunamayacagini gostermektedir.

A dan B ye bir fonksiyon

f
f:A—>B veya A—>B

biciminde gosterilir. Burada 4 kiimesine fanim kiimesi, B kiimesinin deger
kiimesi ad1 verilir.
Eger (x, y)Ef ise bu f:x—y veya y=f(x) biciminde de gdsterilebilir. Bu
durumda £, x elemanin1 y elemanina doniistiiriir veya x in faltindaki gortintiisii
y dir denir.
Yukaridaki agiklamalardan, 4 dan B ye bir f fonksiyonu, 4 nin her bir ele-
manint B nin bir ve yalniz bir elemanina esleyen bir matematik varlik (kural)
olarak da tanimlanabilir.
Tanim kiimesinin her bir elemanini deger kiimesinin bir ve yalniz bir elemani-
na esleyen kural herhangi bir sekilde verilebilir. Ornegin R den R ye olan bir
fonksiyonun eslestirme kuralin1 "her sayiya karesini karsilik getirme" olarak
alabiliriz. Bu sekilde tanimlanan fonksiyonu

fix—=x?
seklinde yazabiliriz. Belirsiz bir reel say1 olan x elemanina degisken ad1 verilir.
x elemanina karsilik gelen x? de bir reel sayidir. Bu say1y1 baska bir degiskenle,
ornegin y ile gosterirsek, yukaridaki fonksiyonu

fix—=y=x?
veya, kisaca

y=x
seklinde yazariz. Burada x elemanmna bagimsiz degisken, y elemanma da bagimly
degisken adi verilir. Degiskenleri gosteren harflerin degistirilmesi fonksiyonu de-
gistirmez. Ornegin;

t—1t? O!.—>OLZ, u—u? y—>y2
sembollerinin hepsi yukarida tanimladigimiz fonksiyonu gosterirler. Fonksi-

yonlarla ilgili asagidaki hususlarm bilinmesinde yarar vardir.
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x, fix) ve f farkli seylerdir. Zira x, 4 tanim kiimesinin, f'(x) de B deger kiime-
sinin elemanidir. f'de 4 nin x elemanlarini B nin f'(x) elemanlarina doniistiiren
bir matematiksel varliktir.

Bilindigi gibi bozuk olmayan bir tart1 aletinin lizerine ¢gikan her insan igin alet o
insanin agirligini gosteren bir say1 gosterir. Asagidaki sorulart cevaplandiriniz.
1. Tarti aleti her insana onun agirhgimi karsilik getirir mi?

2. Bir insana iki farkli agirlik karsilik gelir mi?

3. Bazi insanlarin agirliklart ayni olabilir mi?

Insan, tart1 aileti ve agirlik kavramlarindan hangisi degisken, hangisi goriintii
hangisi fonksiyondur?

f(x) = 0 esitligini saglayan x elemanlarina f fonksiyonunun sifir yerleri veya

kokleri denir.

f ve g ayn1 kiime iizerinde taniml1 fonksiyonlar ve bu kiimenin her x ele-

mant i¢in f{x) = g(x) ise f'ile g fonksiyonlar1 esittir denir ve ' = g seklinde

yazilir.

ORNEK : f:R—R fix) =x?— I fonksiyonuileg: R—R, gx)=(x—1)(x+ 1)
fonksiyonu esittir, ¢linkii her x € R igin

¥-Il=@x-1)(x+1)
dir.

f :A—=Rveg:B— R iki fonksiyon olsun. Bu iki fonksiyonun f+ g

toplami, f—g farki, /- g carpimi ve f/ g bolimii
(f+8) () =fix) + gx)
(f=2) () = flx) - g(x)
(- g (x) =fx) - g(x)
(f/ 8) (x) = fix) / g(x)

seklinde tanimlanir. Burada f+ g, f—g ve f- g fonksiyonlar1 A N B iize-
rinde, f/g fonksiyonu da A N B kiimesinde g(x) = 0 denklemini saglayan
x ler hari¢ diger tiim x ler i¢in tanimlidir. Bir f fonksiyonunun bir ¢ sayisi

ile carpimi1 da
(c /)@ =c-fx)

seklinde tanimlanir.
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ORNEK: /' R—R, fix)=x’+x ve g:R—R, g(x) =x fonksiyonlari

icin f+g, f—g f-g f/g fonksiyonlarini bulunuz.

Coziim : f+g:R=>R (f+g)x) =fx)+gx)=x"+x)+x=x°

+ 2x
[~g:R=>R  (f~2) @) =£x)-gk) =" +x)-x=x
fg:R=R ({2 @) =1x)gx) =G +x) - x=x+x’
f/g:R¥=R (f/g)(x)=fix)/gx)=(*+x)/x=x+1

olur. Burada R* = R | (0) dur.

f:X—Y bir fonksiyon. £ C X ve D C Y olsun.
f(E)={fx)EY: xEE}
kiimesine £ nin faltindaki goriintiisii, /' (X) kiimesine gortintii kiimesi,
fD)={xeX: f(x)ED}

kiimesine de D nin f altindaki ters goriintiisii adi verilir.

ORNEK : 4 = {~1, 1,2 3,4}, B={-1, 2,7, 8 14} kiimeleri i¢in 4 dan B ye

X Y f(X) — X2 )
-1 fonksiyonu tanimlaniyor. E = {1, 3} ved = {2, 7, 14} kiimeleri i¢in f(E) ve f /(D)
€ i kiimelerini bulunuz.
fE) g Coziim: f(I)=1°-2=-1, f(3)=3"-2=7 oldugundan f(E)= {-1,
14 7} dir. Goriintiisii D de olan elemanlar 2, 3, 4 oldugundan f /(D) = {2, 3, 4}
X v olacaktir.
- \ Simdi, goriintii ve ters goriintii ile ilgili 6zellikleri veren iki teorem ispatlaya-
/. =0 1
[ a2 1m.
| —»e 7 -
.8 TEOREM 2.1
| e 14
/o ~— f, X den Y ye bir fonksiyon ve 4, B C X olsun.

(a) ACB=f(4) CAB)
(b) AN B)Cf(4)NAB)
(¢)  f(AUB)=f(4) UAB)
(d)  fAIB)CS()

olur.
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1spat :

(a) Eger x €4 ise x € B ve dolayisiyla f(x) € f(B) dir. Bu 4 daki her x i¢in
dogru oldugundan f'(4) C f(B) dir.
(b)4 N BC A oldugundan f(4 N B) C f(4) ve benzer olarak 4 N BC B
oldugundan f'(4 N B) C f(B) dir. O halde
f(ANB)Cf(A) NAB) 2.1

yazilabilir.

(¢) ACAUBveBCAU Boldugundan f(4) Cf(4U B) ve f(B) Cf(4U B)
dir.

Buna gore
SAUS(B)CTf(4U B) (22)

yazilabilir. Karsit olarak, y € f(4 U B) olsun. Bu taktirde bir x € 4 U B vardir ki
f(x) =y dir. x € 4 veya x € B oldugundan y = f(x) elemani1 ya f(4) nin ya da
(B) nin elemanidir. O halde y € f(4) U f(B) olur ki bu da

SA)Uf(B)Df(4U B) (2.3)
demektir. (2.2) ve (2.3) den
SAUB)=f(A)Uf(B)

olur.
(d) A\ B C A oldugundan (a) geregince f(4 | B) C f(4) dir.

ORNEK : f: R — R fonksiyonu f(x) = x? seklinde tamimlaniyor. 4 = {~1, 0, 3},
B =1{0, 1, 2} kiimeleri i¢in f(4 N B) ve f(4) N f(B) kiimelerini bulunuz. Bu
kiimeler esit midir?

Coziim : f(4) = {0, 1, 9}, f(B)=1{0, 1, 4} oldugundan f(4) N f(B) = {0,
1} dir.
AN B = {0} oldugundan f(4 N B} =f({0}) dir. O halde

FANB)YCLA) NFB) olup f(ANB)=f(4)Nf(B) dir
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TEOREM 2.2

f, X den Y ye bir fonksiyon ve E, F C'Y olsun.
(a) ECF=f"1(E)Cf(F)
(b) STENF) =f1ENFEF)
(c) STEVUR) =fTE)UST(F)
(d) STE V) =fT(E)\fT(F)
(e) fTEY=1 @]
) [T@)=9

olur.

Ispat:(a)xEf ! (E)olsun. Ters goriintiitanimindanf{x) € Edir. Hipotezden f{x) EF
olur. Buradan da x € £~/ (F) olur. O halde f~/ (E) C f~! (F) dir.

(b)ENFCE ve ENFCF oldugundan (a) geregince
RENF)Cf1(E) ve f1(ENF)Cf~!(F) olur. Buradan da
fTENHCTENSE (2.4)

bulunur. Karsit olarak, egerx € £~ (E) N f~ (F) ise xEf 1 (E) ve xEf ! (F)
dir. O halde fix) EE ve f{x) € F olur. Suhalde f(x) €E EN F ve dolayisiyla
x €f~! (E N F) dir. Buradan

fTENF) D E NS (F) 2.5)
olur. (2.4) ve (2.5) den istenen esitlik elde edilir.

(¢) EveF E U F nin alt kiimeleri oldugundan () geregince
STECSTEUF) ve [AE)CST(EUF)

buradan da
fTEUECHTIEUF) (2.6)

yazilabilir. Karsit olarak, eger x € f~/(E U F) ise fix) € E U F buradan da
fix) EE veyaf{x) € Folur. O haldex Ef~! (E) veya x €f~! (F)dir. Buna gore
x €11 (E) U f~! (F) olacaktir. Bu durumda

[TEUTESTEVR 2.7

olur. (2.6) ve (2.7) den istenen esitlik elde edilir.
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(d)Egerx Ef~L (E\F) ise fix) EE\F dir. Buna gére f(x) EE ve fix) & F

dir. Ohaldex €/ (E) ve x€&f~!(F)dir. Buradanx €~ (E) \ f~! (F)
olur ki bu /=1 (E\ F) C £~ (E) | f~ (F) 2.8)

demektir. Karsit olarak, eger t €~ (E) \ f~1 (F) ise tEf 1 (E) ve t&f!
(F) dir. Buradan f(f) EE ve f{f) & F olur. O halde f{rf) € E\ F dolayisiyla r €
/=1 (E \ F) olur. Buna gore

SE R D E) [ (F) (2.9)
yazilabilir. (2.8) ve (2.9) dan

SEVR) =1 E)\f () (2.10)
esitligi elde edilir.
(e) (2.10) da E = Y alinirsa istenen esitlik elde edilir.

(f) (2.10) da F = E alinirsa

[TEE) =1 E)\f(E)

elde edilir. Herhangi bir M kiimesi i¢in M \ M = & oldugundan
1 @)=2

bulunur.

Yukaridaki teoremde /! (&) = @ oldugunu gordiik. Simdi aklimiza su soru
gelebilir. Acaba /! (E) = @ ise E = @ midir? Bu soruya cevap verebilmek igin

su 0rnegi inceleyim.

ORNEK : f(x) = x? seklinde tanimlanan /- R — R fonksiyonu ve E = {1}

kiimesini gézoniine alalim. £ = & olmasina ragmen
fAE)=xER fEE =xER:X¥*=-1}=0C

dir. O halde /! (E) =@ olmas1 E =@ olmasim gerektirmez.
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m BAZI OZEL FONKSIYONLAR

y
y=c
> X
0
hY y = x2
> X
0
Ay y=2x—1
> X
0 12

Fonksiyonlar, tanim kiimeleri, deger kiimeleri, goriintii kiimelerinin durum-
larina ve esleme kuralinin 6zelliklerine gore ¢esitli adlar alirlar. Bu kesimde

bunlardan 6nemli olan bazilarini tanitacagiz.

Bir f fonksiyonunun tanim kiimesi R reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi

ise f fonksiyonuna reel degiskenli fonksiyon ad1 verilir. Eger deger kiimesi

R nin bir alt kiimesi ise fonksiyona reel degerli fonksiyon denir.

Biz bu kitapta reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlar1 inceleyecegiz.

f: A — B bir fonksiyon olsun. Eger her x €4 i¢in f(x) =c ise f fonksi-

yonuna sabit fonksiyon ad1 verilir.

f:R—=R f(x)=c seklinde tanimlanan bir fonksiyonun grafigi, y eksenini

c noktasinda kesen ve x eksenine paralel olan bir dogrudur.

f:A— B fonksiyonu i¢in
fi4) =B

oluyorsa f* fonksiyonuna érten fonksiyon, aksi taktirde fonksiyona icine
fonksiyon ad1 verilir. Buna gore eger f 0rtense her y € B i¢in f{x) = y olacak

sekilde en az bir x € 4 vardir.

ORNEK : R den R ye tammlh  fix) = x° fonksiyonu igi-
ne fonksiyon, g(x) = 2x — [ secklinde tanimlanan g - R — R or-
ten fonksiyondur. Ciinkii fR) = R* U {0} = R ve g®R = R

dir. Bu iki fonksiyonun grafikleri yanda verilmistir.

f, A dan 4 ya bir fonksiyon olsun. Her x € 4 igin
S =x

ise f* fonksiyonuna ézdeslik veya birim fonksiyon denir, [  ile gosterilir.
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Iy fonksiyonunun grafigi
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I, fonksiyonunun grafigi Ik fonksiyonunun grafigi

f:A—=B ve g:B — C fonksiyonlari1 verilmis olsun. Bu taktirde g

fonksiyonu f'(4) daki her f'(x) elemanimi C kiimesinin bir g(f{x)) elemanina
doniistiiriir. Boylece 4 nin her bir x elemanini C nin bir z = g(f{x)) elemanina

doniistiiren yeni bir fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyona file g fonksiyonla-

rinin bileskesi denir ve gof ile gosterilir.

gof

Bileske Fonksiyonu

ORNEK : flx) = x> seklinde tanimlanan f: R — R  fonksiyonu ile
g(x) =x + I seklinde tanimlanan g - R =R fonksiyonunu g6zoniine alalim.

(fog) () =Alg(x))=flx+1)=(x+1)? dir. Digertaraftan (gof)(x) =g(f(x)) =g(x?) =x2+ 1
oldugundan, genelde fog = gof dir.

f, A dan B ye bir fonksiyon olsun. Eger farkli elemanlarin goriintiileri de

farkli ise f* fonksiyonuna birebirdir denir.

Bu tanimi1 sembollerle daha kisa olarak soyle verebiliriz :
[Herx, x, €4 ve x;=x,=f(x;)=f(x,)] < f birebirdir.

Hem birebir hem de orten olan fonksiyona birebir orten fonksiyon denir.
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A ve B iki kiime olsun. Eger birebir orten bir f : A — B fonksiyonu varsa A
ile B kiimeleri denktir veya ayni kardinale sahiptir denir. A ile B denk ise bu

A = B bigiminde gosterilir.

ORNEK : N = {1,2,3,...n, ..} ve C=1{2 4,0, ...} kiimelerinin denk oldu-
gunu gosteriniz.

Coziim : f(x) = 2x bigiminde tanimlanan /- N — C fonksiyonu birebir 6rtendir.

S = J veya bir n dogal sayisi i¢in S &~ {1,2, ..., n} ise S kiimesi sonludur

denir. Sonlu olmayan kiimelere sonsuz kiime adi verilir.

S bir sonlu kiime veya S ~ N ise S ye bir sayilabilir kiime denir.

Yukaridaki tanim g6zoniine alindiginda N kiimesinin kendisi, N nin her bir alt

kiimesi ve her sonlu kiime birer sayilabilir kiimedir.
-2x ,x<0 ise

f:7—=N, f(x)={

2x—1, x>0 ise

bigiminde tanimlanan f fonksiyonu birebir orten oldugundan 7 tam sayilar
kiimesi sayilabilirdir.

Eger f: X — Y fonksiyonu birebir érten ise Y kiimesinin her bir y = f{x) elema-
nin1 X in x elemanina doniistiiren bir g fonksiyonu vardir. Bu g fonksiyonu i¢in

Ag) =y ve g(fix)) =x
veya baska bir yazilisla

Jog =1y ve gof =1Iy
dir. Simdi su tanimi1 verelim.

f: X =Y fonksiyonu birebir orten olsun.

(fo)(¥) =y ve (gofx)) =x

esitliklerini saglayan g fonksiyonuna f nin fersi denir, f~ ile gosterilir.

Demek ki fof ! =1 y ve f “lof=1 o dir. f ~! fonksiyonunun grafigi ile / nin
grafigi birim fonksiyonunun grafigine gore simetriktirler.
ORNEK : f: R — R fonksiyonu f{x) = x* seklinde tamimlantyor. /! fonksiyo-

nunu bulunuz. /' ve £~/ fonksiyonlarinin grafiklerini ¢iziniz.
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f fonksiyonu birebir ve orten oldugundan tersi vardir. (f o £)(x) = f(f (x)) =x
o y=x13

olacagindan f~/(x%) = x dir. Bu esitlikte x yerine x’/3 konursa f~/(x) = x/”3 elde

edilir. O halde /' fonksiyonunun tersi ~(x) = x3 seklinde tanimlanan f ~/ : R — R

fonksiyonudur. £~/ in grafigi / nin grafiginin y = x dogrusuna gore simetrigi

olacagindan yandaki gibi olacaktir.

y ACRvef: A— Rbir fonksiyon olsun. A nin bir E alt kiimesinin x , < x, sarti-

A7 ly=x3

n1 saglayan herx,, x, elemanlar i¢in f{x ) < f{x,) ise f fonksiyonu E iizerinde

/ 0 artan, f(x,;) < f(x,) olursa azalmayandir denir. Benzer olarak, F kiimesinin

(a) Artan Fonksiyon siyonu F iizerinde azalan, f(x,) = f(x,) ise artmayandir denir. Bir aralik

x; < x, sartin1 saglayan x,, x, elemanlari i¢in f{x;) > f{x,) oluyorsa /" fonk-

tizerinde taniml bir fonksiyon tanim araliginin tamami lizerinde artan veya
y azalan ise fonksiyona monotondur denir. Eger bir fonksiyonun tanimli ol-
dugu her sonlu aralik, fonksiyonun monoton oldugu sonlu sayida alt araliga

boliinebiliyorsa bu fonksiyona parcali monoton fonksiyon adi verilir.

» X
\ Verilen bir fonksiyonun grafigi ¢izildiginde,

(b) Azalan Fonksiyon g . . e . o
(a) Eger fonksiyon artan ise onun grafigi lizerinde alman herhangi iki noktadan

sagda bulunani solda bulunanindan daha "yukaridadir".

tvy (b) Eger fonksiyon azalan ise grafik {izerinde alinan herhangi iki noktadan sol-
da olan1 sagda olanindan daha "yukaridadir".
_/ (c) Eger fonksiyon azalmayan ise onun grafigi iizerinde alinan iki noktadan

—

solda olan1 sagda olanin "yukarisinda" olamaz.
» X
/ 0

ORNEK : fix) = x? seklinde tanimlanan f: R — R fonksiyonu monoton mu-
dur?

(c) Azalmayan Fonksiyon Céziim : f{x) = x* fonksiyonunun yandaki grafiginden de goriildiigii gibi

bu fonksiyon 4 = R* U {0} iizerinde artan, B = R~ U {0} iizerinde azalandur.
O halde bu fonksiyon monoton olmayip pargali monotondur.

Pooy=e Matematikte kullanilan fonksiyonlarin biiylik cogunlugu pargali monoton
fonksiyonlardir. Fakat parcali monoton olmayan fonksiyonlar da vardir. Bun-
lardan biri

0 i 1 x  rasyonel ise
=1, . )
x irasyonel ise

seklinde tanimlanan f: R — R fonksiyonudur.
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(% f(x))
[ ]

(x, f(x))
.~‘.

(- ~100))

Eger x € 4 oldugunda —x € A oluyorsa A kiimesine bir simetrik kiime
denir. Simetrik bir A kiimesi iizerinde tanimlanan bir f° fonksiyonu igin
J(=x)=f{x) oluyorsa f fonksiyonu bir ¢ift fonksiyondurdenir.Egerherx€Aigin
f(—x) =—f(x) oluyorsa f fonksiyonu bir tek fonksiyondur denir.

ORNEK : Rden Ryetammli ve fix)=x° g(x)=x>, h(x)=x+1 ve k(x)=
Okurallar ile verilen £, g,  ve k fonksiyonlar1 tek veya ¢ift midir ?
Coziim : Her x € Rigin fl-x) = (—x)? = x* = f{x)

oldugundan f fonksiyonu ¢ift fonksiyondur.
g(x) = () == =—g(x)

oldugundan g fonksiyonu tektir.
h(—x) =—x + I = h(x)

oldugundan % fonksiyonu ¢ift degildir.
h(—x) = —x + 1 = —h(x)

oldugundan / tek fonksiyondadegildir. Demekki 4 fonksiyonuneteknedeifttir.
Her x€R i¢ink(—x) =0=k(x) olacagindank fonksiyonu ¢ifttir. Benzer sekilde
k(—=x) = 0 = -0 = —k(x) yazilabileceginden k fonksiyonu tektir. O halde sifir

sabit fonksiyonu hem tek hem de ¢ift fonksiyondur.

[ cift fonksiyon oldugunda, eger (x, fix)) noktast onun grafiginin bir noktasi
ise (—x, f(x)) de grafiginin bir noktasidir. Diger taraftan (x, fix)) ile (—x, fx))
noktalar1 y — eksenine gore simetrik oldugundan /" nin grafigi y eksenine goére
simetriktir.

Benzer disiinceyle, (x, f'(x)) ve (—x, —f (x)) noktalar1 O(0, 0) noktasina gére
simetrik oldugundan tek fonksiyonlarin grafikleri O(0, 0) orijin noktasina gore

simetrik olurlar.
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PROBLEMLER-2.1

Asagidaki ifadelerin R den R ye bir fonksiyon
tanimlayip tanimlamadigini belirtiniz.

1

a.flx) = % b. fix) =vx

d. flx) = ¥x2

c. flx) = £v1+x?

Asagidaki ifadelerin 7Z den R ye bir fonksiyon
tanimlay1p tanimlamadigini belirtiniz.

a.f(x) = +x b)f () = 7
¢.f(x) = V1+x?

d)f (@) = 522

Asagidaki reel degerli fonksiyonlarin (en genis)

b-£) = /35

c.f(x)=/% d.f(x) = Vx +v4x2

R den R ye

tanim kiimesini bulunuz.

a.f(x) = V9—x2

ftx) =x— 1, g(x) = x* — 4 bigiminde tanimlanan
f ve g fonksiyonlart i¢in

fte f-g [g ve %
fonksiyonlarmin eslestirme kuralin1 ve tanim

kiimelerini bulunuz.

XE[-2 2] igin f(x) = +v4—x? olsun.
Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

a. fl—x) = fix) b.fla—2) = v 4a-a*

cf)=2/1-2  d f{3)=4v7

. f(%)=‘/4ti_] £ -1 2-/(x)

2 +f(x) = xz

— ]’
6. fix)= { N

8.

0=x=<1 ise
1 <x=2 ise
seklinde tanimlanan f': /0, 2] — R fonksiyonu

veriliyor.
a. f fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

b. g(x) = f(2x) bi¢giminde tanimlanan g fonk-
siyonunun tanim kiimesini bulup grafigini
¢iziniz.

c. h(x) =f(x—2) seklinde tanimlanan / fonk-
siyonunun tanim kiimesini bulup grafigini
¢iziniz.

d. k(x) = f(2x) + f(x — 2) biciminde tanimla-
nan k fonksiyonunun tanim kiimesini bulup
grafigini ¢iziniz.

R x R nin bir alt kiimesi olan

D={(xy) :Ixl + =1}

kiimesi R den R ye olan bir fonksiyonun grafigi
olabilir mi? Nedenini agiklayiniz.

Asagidaki kurallar1 verilen fonksiyonlarin tanim ve
goriintli kiimelerini bulunuz.

a. Her bir pozitif tamsayiya kendisinden bir sonraki
tamsay1y1 kargilik getiren fonksiyon

b. Herbir pozitif tamsayiya o saymin son rakamint
karsilik getiren fonksiyon

c.  Herbir sirali dogal say1 ikilisine o ikilinin birinci

bilesenini karsilik getiren fonksiyon

9. f:R—=R f(x)=2x+1olsun.

N, Z ve R kiimelerinin faltindaki goriintiisiinii bulunuz.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Fonksiyonlar
Oyle . g, h fonksiyonlar1 bulunuz ki asagidaki
esitlikler dogru olsun.
a. flx?) = f3(x)
b. g(x +y) = g(x) + g0

e L)= L

Oyle f; g, h fonksiyonlari bulunuz ki problem

10 daki esitlikler saglanmasin.

fln) = n! seklinde tanimlanan ve faktoriyel
fonksiyonu adi verilen /' : N — N fonksiyo-
nunun artan oldugunu gosteriniz. Bu fonksi-

yon Orten midir?

M(x), xdenbiiyiik olmayanasal sayilarin sayisini
gostermek tizere A - R* — R fonksiyonuna asal
say1 fonksiyonu adi verilir. Bu fonksiyonun

[0, 15] araligindaki grafigini ¢iziniz.

N den N ye 6yle bir / fonksiyonu tanimlayi-

mz ki

a. birebir fakat orten olmasin
b. Orten fakat birebir olmasin

c. hem oOrten hem de birebir olsun (birim

fonksiyon disinda)

d. ne Orten ne de birebir olsun.

Z den Z7 ya taniml

a. birebir fakat 6rten olmayan
b. orten fakat birebir olmayan
c. birebir ve orten olan

d. ne birebir ne de drten olan

birer fonksiyon tanimlayiniz.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

220k,

23.

R den R ye dyle f ve g fonksiyonlari bulunuz ki
[ = g fakat fog = gof olsun.

f:A—B, g:B— C fonksiyonlar1 igin asa-
gidaki 6nermelerin dogrulugunu gosteriniz.
a. f ve g birebir ise fog birebirdir.

b. f ve g Orten ise fog Ortendir.

g: A —B, f: B — C fonksiyonlari igin
a. f ve fog birebir ise g birebir midir?

b. f ve fog Orten ise g orten midir?

fix)y=ax+b ve g(x)=cx+d olsun.

fog = gof olmasi i¢in a, b, ¢, d katsayilar ara-

sinda hangi bagint1 olmalidir?

f ve g tersi olan iki fonksiyon olsun. fog fonk-

siyonun da tersi vardir ve

(fog) ! =g lof !

dir, gosteriniz.

f ve g gift ¢ift oldugunda f + g nin de ¢ift
olacagini gosteriniz. Bu iddia tek fonksiyonlar

icin de gegerli midir?

f ve g tek fonksiyon oldugunda £+ g fonksiyo-

nunun ¢ift olacagini gosteriniz.

Asagidaki onermelerin dogrulugunu gosteri-
niz.

a. gof birebirdir = g birebirdir.

b. gof ortendir = f Ortendir.



24.Asagidaki onermelerin dogrulugunu gosteri-
niz.
a. fartandir = f'birebirdir.
b. fazalandir = f birebirdir.

f birebir ise monoton mudur?

25.f: A — B fonksiyonu i¢in asagidaki iki oner-
me denktir.
a. fog = foh esitligini saglayan g ve h fonk-
siyonlar icin g = 4 dir. Yani bilegke isle-
mine gore f soldan sadelesebilir.

b. f birebirdir.

26.Asagidaki iki onerme denktir.

a. gof = hof esitligini saglayan tim g ve A
fonksiyonlar1 i¢in g = /4 dir. Yani bileske

islemine gore f* sagdan sadelesebilir.

b. f ortendir.

27.f ve g, Nden N ye

1, n tekise

5 e ve g(n) =2n

Fn) = {

bi¢iminde tanimlantyor.

Asagidaki 6nermelerin dogru olup olmadigini

arastiriniz.
a. f ortendir. b. g ortendir.
c. f birebirdir. d. g birebirdir.

e. fog birebirdir. f. gof birebirdir.

28.

29.
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Eger varsa asagidaki fonksiyonlarin terslerini

bulunuz.
Aaf:R>R fx)=x>+1
b. f: R* = R*, f(x) = x*

. fR>Rf(x)=2x-3

S = 227

d.f:R\ {1} >R\ {2,

Her bir n sayisina n den biiyiik olmayan ve n
ile aralarinda asal olan pozitif tam sayilarin

sayisini karsgilik getiren & : Z* — Z* fonksi-

yonuna Euler Fonksiyonu ad1 verilir.

a. D(I), D(4), D(10) sayilarin1 bulunuz.
b. & bire bir midir?
c. & orten midir?

d. p bir asal say1 oldugunda J(p) =p—1

olacagini gosteriniz.

e. kEN ve p asal sayisi igin
D(phy =pk—pk—1 olacagim gosteriniz.
f. m ile n aralarinda asal pozitif tam sayilar
olsun.

D(m - n) = D(m) - D(n) olacagmi gosteri-

niz.
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m PARCALI TANIMLI FONKSIYONLAR

71

(a) y = —x2 + 3x + 4 egrisi

(b) y = |-x% + 3x + 4| egrisi

32 1 > x

y:IIx]]in grafigi

Bir fonksiyon bazen tanim kiimesinin farkli alt kiimeleri tizerinde farkli ku-
rallarla tanimlanabilir. Bu kesimde pargali tanimli fonksiyonlar denilen bu tip
fonksiyonlar iizerinde durulacaktir.

ACR ve f; 4 dan R ye bir fonksiyon olsun.

flx), f(x)=0 ise
—f(x), f(x)<0 ise

seklinde tanimlanan |f| fonksiyonuna f fonksiyonunun mutlak deger fonk-

£l =1 7=

siyonu denir.

Yukaridaki tanima gore |f| nin grafigi, fnin negatif olmadig1 yerde f/nin grfigi ile
aynidir. fnin negatif oldugu bélgede |f] nin grafigi fnin grafiginin x eksenine gére
simetrigidir. Buna gore, y = |f{x)| in grafigini ¢izmek i¢in y = f{x) in grafigi ¢izilir.
x ekseninin ist tarafinda kalan egri (noktalar) aynen birakilir, x ekseninin
altinda kalan noktalarin x eksenine gore simetrigi alinir.

ORNEK : f(x) = |[-x? + 3x + 4| esitligi ile verilen - R — R fonksiyonunun
grafigini ¢iziniz.

Once y = —x? + 3x + 4 esitligi ile verilen egriyi ¢izelim. Bu egrinin grafigi
yandaki gibidir. Daha sonra x ekseninin iistiinde kalan egri parcasi aynen birakilip
eksenin altinda kalan pargalarm x eksenine gére simetrigi almarak y = |[-x% + 3x + 4
egrisi ¢izilir.

A CR olsun.

@) =«

seklinde tanimlanan /- 4 — R fonksiyonuna fam kistm fonksiyonu adi verilir.

Burada [x] , x sayisindan biiyiik olmayan tam sayilarin en biiyiigiinii gos-
termektedir.

[x], n < x esitsizligini gergekleyen n tam sayilarmin en bilyiigiinii gésterdigin-
den, p bir tam say1 olmak iizere, p =x < p + I esitsizligini saglayan x reel sa-
yilart igin [x]= p dir. Buna gore -3 = x < -2 igin [x]|=-3, -2=<x<-I igin
[x]=-2 -1=x<0 igin[x] =-1,0=x<1igin [x]=0, I =x < 2igin [x]=1, 2
<x < 3igin [x]=2ve [3] = 3 olacagindan f(x) = [x] seklinde tanimlanan f:
[-3, 3] = R fonksiyonunun grafigi yandaki gibidir.




/

- -1 0

y

1//
‘ > X
17 2

¥y :x—[[x]] in grafigi

Ay
11
2 1 X
g
R o
S S =2
[x—=1]. -
y= f(x) = 5| in grafigi
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Simdi tam kisim ifadesi ihtiva eden fonksiyonlarm grafikleri ile ilgili baz1 6r-

nekler verelim.

ORNEK : y = x — [x] esitligi ile verilen f: [-2,2] — R fonksiyonunun grafigini

¢iziniz.

Coziim:—2 <x < -/ i¢in [x] =-2 olacagindan y =x + 2 olur. Benzer sekilde
-l =x <0 icin y=x+1 0=sx<] i¢in y=x,/=sx<2 i¢in y=x

—1 ve x=2 igin y =0 olur. y=x— [x] fonksiyonun grafigi yanda verilmistir.

ORNEK : f(x) = HXTJH esitligi ile verilen /- [-2, I] — R fonksiyonunun gra-
figini ¢iziniz.
Coziim : [-2, 1) araliginda XTJ ifadesinin bir tam say1 olmas1 i¢in x in —/ veya

1 olmasi gerekir.

O halde inceleme [-2, —1), [-1, ) araliklarinda yapilacaktir.

2sx<l= 3sx-l<2= F=¥ Lo ﬂx;1ﬂ=—z

Jex<] = 2sx-1<0 = —15’“7_1<0 - I,xglﬂ:—z

olur. x = / i¢in [’x; Iﬂ =[0] = 0 olacagindan verilen fonksiyonun grafigi yan-

daki gibidir.

Reel degerli bazi fonksiyonlarin aldig1 degerlerin pozitif veya negatif olusu
Oonem tagir. Bu sebeple isaret (signum) fonksiyonu denilen bir fonksiyon ta-

nimlanir.

f, A C R den R ye bir fonksiyon olsun.

0, flx)=0 ise

seklinde tanimlanan g fonksiyonuna f* nin isaret fonksiyonu denir, sgnf ile

gosterilir.

f reel degerli oldugunda bir x noktasinda ya f(x) > 0 ya f(x) <0 veya f(x)=0dur.
(0] _ | f(x)] _

70 =1, fix)<0 ise 4 =—1 olacagindan isaret fonksi-

flx) —

fix) >0 ise

yonu
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I, f(x)>0 ise
(sgnf)(x) =sgnf(x)=10  flx)=0 Iise
-1, f(x)<0 ise

seklinde de tanimlanabilir.

ORNEK :f:[-3,3] = R, filx) =x?—x—2 fonksiyonu veriliyor. Sgnf fonk-
x |3 -1 2 3 siyonunun grafigini ¢iziniz.

x2—x—2| + $—$+|

Céziim : Once f nin isaretini inceleyelim. x? — x — 2 = 0 denkleminin kokleri
x, = -1 ve x, = 2 oldugundan f{x) = x> — x — 2 nin isaret tablosu yandaki

bi¢cimde olacaktir.

Ay
—C) 1. O
Su halde
3 2 4 9 1 2
— 17 1, xe[-3-1)U(2,3] ise
sgnflx) =sgn (x> -x-2)=10, xe{-12} ise
-1, xe(-12) ise

yazilabilir. Buna gore sgnf nin grafigi yandaki gibidir.

m POLINOMLAR VE RASYONEL FONKSiYONLAR

n  bir dogal say1 ve a,, a;, a,, .., a, ler de, a, =0 olmak tizere, sabit

sayilar olsun.
plx) =ax" + anflx"‘J +..tax+ta,

seklinde tanimlanan p : R — R fonksiyonuna bir polinom (¢ok terimli) de-
nir. Buradaki n dogal sayisina polinomun derecesi, a,, a,, ..., a, sayilarina

da polinomun katsayilar: adi verilir.

Yukaridaki tanim goz 6niine alindiginda polinomlarla ilgili olarak su 6zellikler
ifade edilebilir:
(a) Iki polinomun toplam1 ve ¢arpimi yine bir polinomdur.

(b) Bir polinomun bir say1 ile ¢arpimi yine bir polinomdur.
(¢) Eger r sayist n—ninci dereceden bir polinomunun m katlt bir sifir yeri
(kokii) ise n — m ninci dereceden dyle bir ¢ polinomu vardir ki her x € R igin

p(x) = (x—r)" q(x)
olur.
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(d) m—ninci dereceden reel katsayili bir polinomun en fazla n tane farkl reel
kokii vardir.

ORNEK : p(x) = x0 + x° + x* + ¥* polinomunun koklerini (sifir yerlerini)
bulunuz.

Coziim : P(x) = x> (x + 1) (x* + 1) esitligi ile verilen p polinomunun reel

kokleri (sifir yerleri) x; = x, =x; = 0, x, = —1 dir. Diger iki kok reel degildir.

q = 0 olmak tizere p ve ¢ iki polinom olsun.

_px)
foo) = q(x)

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna bir rasyonel fonksiyon denir.

Bu fonksiyon ¢ polinomunun sifir yerleri hari¢ diger tiim noktalarda tanimlidir.
Her polinom p(x) = p(x) / I seklinde yazilabileceginden polinomlar rasyonel
fonksiyonlarin bir 6zel halidir. Ornegin;

2
X — xz + ; , x = 5x? seklinde tanimlanan fonksiyonlar birer rasyo-

Xay N

nel fonksiyondur.

Yukaridaki tanim g6z dniine alindiginda su sonug ifade edilebilir :

Her rasyonel fonksiyon, ortak boleni olmayan iki polinomun orani seklinde

yazilabilir.

Ispat : ¢ = 0 olmak iizere p ve g polinomlar1 verilmis olsun. f = p / g fonksi-
yonunu goz 6niine alalim. Eger p ve ¢ polinomlar1 x — » bigiminde bir ortak
bolene sahipse, bu durumda dereceleri, sirasi ile p ve g nun derecelerinden birer
kiigiik olan p, ve g, polinomlar: bulunabilir ki

px) =(x=rp;(x), q(x) =&x-r)qg; x)

olur. Bu durumda B p(X) B (x_r) pl(x) B pl(x)

&=y = (x—=r)q,(x) ~ q,(x)

olur. Eger p; ve q; polinomlarinin da ortak bdlenleri varsa ayni islem tekrar-

lanir. 71
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-4

flx)= ﬁ olsun. Burada pay ve payda x — 2 ortak ¢arpanina sahiptir.
XT— X
O halde

_(x—=2)(x+2) _ x+2
flx) = (x—2)(x—1)  x—1

yazilabilir. Bu gegisle / fonksiyonunun tanim kiimesinin de genisletilmis oldu-

guna dikkat edilmelidir.

f, A dan B ye bir fonksiyon ve £ C A4 olsun. Her x € E elemanina

g(x) = f(x) elemanin1 karsilik getiren g - £ — B fonksiyonuna f fonksiyo-

nunun £ kiimesine kisttlanmast denir ve f‘  ile gosterilir.

f, A dan B ye bir fonksiyon olsun. Eger her x € 4 i¢in f(x + 7) = f(x) olacak
sekilde bir pozitif 7 sayisi varsa f fonksiyonuna bir periyodik fonksiyon, T

sayisina da f* nin bir peryodu denir. Eger varsa, periyotlarin en kii¢iigiine

fonksiyonun esas (asli) periyodu adi verilir.

ORNEK : f(x) =x— [x], f:R — R fonksiyonunun esas (asli) periyodu 1
olan bir periyodik fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Coziim : m bir pozitif tam say1 olsun.
fGx+m)y=x+m-[x+m]=x+m=x+m—([x]+m)
=xtm—d-m=x-[x=f()
oldugundan her m pozitif tam sayisi bir periyottur. Pozitif tam sayilarin en

kiigigii 1 oldugundan fonksiyonun esas periyodu 1 dir. Bu fonksiyonun grafigi
sayfa 58 de verilmisti.

e U

f ve g periyodik oldugunda f+ g f—g f-g ve . fonksiyonlar1 da

periyodik olurlar. Ancak " ve g nin esas periyodu 7 oldugunda bu fonksi-

yonlarin esas periyodu 7" olmayabilir. Hatta esas periyotlar1 bile bulunma-

yabilir. Sayfa 76 daki problem 25 ve 26 y1 inceleyiniz.




Fonksiyonlar

PROBLEMLER-2.2

Asagida verilen fonksiyonlarmn grafigini ¢iziniz.
a. f:R—>R fix)=|x*—x|

b. f:R—=R, fix)=|¥

e fi[-221-R f@)=|x(x— 1y

2. y =f(x) egrisi verildiginde
y=fUxD), y =1 (xDL. vl =1 &) ve [yl =7 (Ix[)

bagntilarinin - grafiklerinin nasil g¢izilecegini
aciklaymiz.

y =f(x) =x>—x egrisinin grafiginden yarar-
lanarak yukaridaki bagintilarin grafiklerini ¢izi-
niz.

3. Oyle f ve g fonksiyonlar1 bulunuz ki
a. f(lx) = | )] b. g([x]) =[g (0]

esitlikleri saglansin.

4. Oylef ve g fonksiyonlar1 bulunuz ki problem
3 deki esitlikler saglanmasin.

5. [-2, 2]lizerinde asagidaki esitliklerle tanimlanan
fonksiyonlarin grafigini ¢iziniz.

(@ y=[+ () y=2[]
®) y=[+] ® y=|[=ll
(© y=-]«] @ y=[=x]
d) y=[2r] (h) y=[x]+3

6. Asagidaki f fonksiyonlarinin, karsilarinda yazili

a. f(x)=[x?] [-3, 3]
b. f(x)=[x]? [0, 3]
e fx)=[=x2] /0, 5]

Yo

10.

flx) = @ seklinde tanimlanan /- R | {0} = R

fonksiyonu veriliyor. sgnf fonksiyonunun

grafigini ¢iziniz.

[—1, 2] araliginda f(x)=[x] ve g(x)=[2x]
seklindetanimlananfve g fonksiyonlariveriliyor.

Asagidaki esitliklerle tanimlanan fonksiyonlarin

a. h(x) =f(x) + g
b. p(x) =f(x) - gx)
e k() =f(x)+g(3)

d. q(0)=4(20)-5(3)

f(x)=sgn(ﬁ) seklinde tanimlanan f
x|*=9

fonksiyonunun tanim kiimesini bulup grafigini

¢iziniz.

[x] , x den kiiciik olmayan tamsayilarin en kii-
¢liglinii (tavanini) gosterdigine gore, asagidaki

fonksiyonlarin grafigini ¢iziniz.

af:[-3 3] =R fx)=[x]
b.f:[-3 3 =R f(x)=[x-1]
c.f:[-22]—-R fx)=[2x]
df:[44—=R f=[3]



64 Fonksiyonlar

TRIGONOMETRIK FONKSiYONLAR VE TERSLERI

360°

P(cos t, sin t)

—_

Ca

Bilindigi gibi, ag1 6l¢ii birimlerinden biri derecedir. 1 derece, bir ¢gemberin

merkez agisinin tamaminin 6l¢iistiniin 360 da biridir.

Agilarin Slgiilerini bagka birimlerle de 6lgmek miimkiindiir. Yarigapt 1 birim
olan ¢emberi (birim ¢ember) gézoniine alalim. Bu ¢gemberde her bir merkez

actya bir cember yay1 uzunlugu karsilik gelir.

Yandaki sekilllerde 6l¢iisii o olan AOB acisina t uzunlugunda bir AB yayz,
dlgiisii B° olan MON agisma uzunlugu s olan bir MN yay1 karsilik gelmektedir.

Olgiisii 360° olan agiya da 2 uzunlugunda bir yay karsilik gelir.

Birim ¢emberde, verilen bir agiya karsilik gelen yayin uzunluguna o agimnin
radyan olarak 06l¢iisii denir. Buna gore
360 derece = 2m radyan
olacaktir. Su halde
1 radyan = % derece = % derece
yazilabilir.
Bu bagmtilardan yararlanarak, derece cinsinden verilen tiim 6lgiiler radyan,

radyan cinsinden verilen tiim dl¢tiler derece cinsinden yazilabilir.

Analizde en ¢ok kullanilan derece ve bunlara karsilik gelen radyanlar liste ha-

linde asagida verilmistir.

Derece | 0 | 30 | 45 | 60 | 90 | 120 | 135 | 150 | 180 [ 270 | 360

Radyan| 0 2n [ 3n [ Sn | mo | 3m | 2n

wla
Nl
w
'
[N
¥

n z
6 4

Periyodik fonksiyonlarin en ¢cok kullanilanlari trigonometrik fonksiyonlar veya
dairesel fonksiyonlar denilen fonksiyonlardir. Okuyucularin temel trigonomet-

ri bilgilerine sahip oldugunu farzederek bu fonksiyonlari tanitmaya basliyoruz.

Merkezi orijinde ve yarigap1 1 birim olan ¢emberi ¢izelim. (1, 0) noktasindan
baslayarak ¢ember iizerinde |t| birim ilerleyelim (eger t > 0 ise saat yOniiniin
tersine, t < 0 ise saat yoniinde ilerlenecek). Bu durumda ¢ember tizerinde bir P
noktasi elde edilecektir. P noktasinin apsisi cost (kosiniis t), ordinati sint (siniis
t) olarak tanimlanir. Béylece her bir t sayisina bir cost ve bir sint sayis1 karsilik

gelir. Yandaki sekilden de goriilecegi gibi
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—I<sintsl ve —Il=scost=sl

dir. siniis ve kosiniis fonksiyonlarindan baska en ¢ok kullanilan diger dort fonk-
siyon tanjant, kotanjant, sekant ve kosekant fonksiyonlaridir. Bunlar

sint
cost ’

cott = L
tant

csct = L tant =

sect = !
cost sint

seklinde tanimlanirlar.

Bu sekilde tanimladigimiz fonksiyonlar, bir aginin dl¢iisii cinsinden tanimlanan
fonksiyonlarla aynidir.

Bir AOB agis1 verildiginde bu aginin kdsesini orijin ve OB baslangi¢ kenarini dax
eksenitizerindealalim. Buagininélgiisiitradyanolsun. OhaldeherbirAOBagisina
birtsayisikarsilik gelmektedir. OPNii¢geniile OAB{i¢genlerininbenzerliginden,

r = |OA| olmak iizere,

. _IPNI_Yy _ X
smt—il =% cott—y
_IONI| _ «x _r
cost——l =¥ sect—;
_IPNI _y _r
tant—ilo]vl—x csct—y

olur ki, daha dnce bir ag1 i¢in verilen trigonometrik oranlardan baska bir sey
degildir.
Trigonometrik ifadeler arasindaki bagintilardan 6nemli olan bazilarini asagida
hatirlatacagiz. Bunlar yeri geldiginde kullanilacaktir. Diger bagmtilarin birgo-
gu bunlardan elde edilebilir.

sin’ t + cos’t = 1

sin(t + z) = sint cosz + cost sinz

cos(t + z) = cost coz — sint sinz

_ tant+tanz
tan (t +2) = I —tant tanz

cost cosz = % [cos (t + z) + cos (t—z)]

sint sinz = _7] [cos (t + z) —cos (t —z)]

sint cosz = é [sin (t + z) + sin (t —z)]

Bu bagintilardan faydalanarak siniis ve kosiniis fonksiyonlarmin 2, tanjant ve

kotanjant fonksiyonlarinin & periyodlu olduklari, yani
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t

sin (¢t + 2m) = sint

cos (t + 2m) = cost

tan (t + w) = tant

cot (t + m) =cot t
bagintilariin gergeklendigi kolayca gosterilebilir. Herhangi bir t verildiginde
ona karsilik gelen trigonometrik degerleri hesaplamak kolay olmayabilir. Bu
sebeple bunlar i¢in trigonometri cetvelleri denilen bazi cetveller verilmistir.
Fakat baz1 6zel t degerleri i¢in bu ifadeleri hesaplamak ¢ok kolaydir. Bu 6zel

degerlerin trigonometrik degerlerini bir tablo halinde veriyoruz.

sint

cost tant cott
0 0 1 1 tanimsiz
fid 1 V3 1 /3
6 2 2 J3
Gl V2 V2 i 1
4 2 2
fud V3 1 /3 1
3 = 2 /3
% 1 0 tamimsiz 0
2n V3 1 _J/3 1
3 T 2 /3 3
3n V2 V2 -1 -1
4 2 -2
m 1 V3 1 /3
6 2 2 J3
T 0 -1 0 tammsiz

f(x) = sinx seklinde tanimlanan f: R — R fonksiyonu ne birebir ne de

Eger bu fonksiyonun deger kiimesini [/, /] aralig1 olarak alirsak,

[ R—=[-1I 1],

Ortendir.

Ay

y=sinx o
3n/2 c
» X

y = sinx in grafigi

fonksiyonu drten olur fakat birebir olmaz.

flx) = sinx

w2 r\i/&z 57;/2 -




Ay
=Sinx
1 Y
-n/2
0 /2
=i/
y = Sinx in grafigi
Ay
/2 y=Arc sinx
=1 » X

1{-n/2

y = Arc sinx in grafigi

Ay
1\
T
0 n/z\ > X

y = Cosx in grafigi

Ay
T
¥

-1 0 1

y = Arc cosx in grafigi

AY

T

y = Tanx in grafigi
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Simdi bu fonksiyonun [—%%] araligina olan kisitlanmasini gézoniine alalim.
Bu fonksiyona Siniis fonksiyonu (siniis fonksiyonunun kisitlanmasi olan bu
fonksiyon, bag harfi biiyiik yazilarak siniis fonksiyonundan ayirdedilmistir) adi
verilir. Buna gore
sian%%] =Sin
olacaktir. O halde Siniis fonksiyonu
[f% % —[~1,1], Sinx = sinx

seklindetanimlanan fonksiyondur. Bufonksiyonun grafigiyandacizilmistir. Buegri
y = sinx egrisinin [f% , %] araligina karsilik gelen parcasindan ibarettir. Siniis
fonksiyonu birebir 6rten oldugundan tersi vardir. Bu ters fonksiyona Arksi-
niis (Arcsin) fonksiyonu denir. Su halde Arcsin fonksiyonu [/, /] araligin-
dan [f% , %] araligina tanimli bir fonksiyondur. Ters fonksiyonun grafigi esas
fonksiyonun grafiginin y = x dogrusuna gore simetrigi olacagindan y = Arc-

sinx egrisi yandaki gibidir.

Yukaridaki diisiinceye paralel olarak, kosiniis fonksiyonunun [0, xt] araligina

kisitlanmasi olan
Cos : [0, ] = [-1, 1], Cos x = cosx

fonksiyonu birebir ve ortendir. Su halde bu fonksiyonun bir tersi vardir. Bu
ters fonksiyona Arkkosiniis (Arccos) fonksiyonu adi verilir. Arccosx in anlami
kosiniisii x olan yay demektir. Ornegin Arccos 1 = 0 dir, giinkii kosiniisii 1 olan
yayin Ol¢tisii 0 dir. Kosiniis ve Arkkosiniis fonksiyonlarin grafikleri yanda
¢izilmistir.
Ayni sekilde tanjant fonksiyonunun (—% , %) araligma kisitlanmasi olan
Tanjant fonksiyonunun
~1 . r

Tan™' : R — (—2 , 2)

bi¢iminde bir ters fonksiyonu vardir. Bu ters fonksiyona Arktanjant (kisaca

Arctan yazilir) fonksiyonu adi verilir. Arctanx in anlami Tanjant1 x olan yayimn
uzunlugu demektir. Tanjant ve Artanjant fonksiyonlar1 birbirlerinin tersi olduk-

larindan bunlarin grafikleri yandaki gibi olacaktir. Yukaridaki tanima gore

u=Arctany < tanu=v ve uE(—% , %)

demektir.
Kotanjant fonksiyonu da (0, m) araliginda birebir 6rten oldugundan bu fonksi-

yonun da bir tersi vardir. Bu ters fonksiyona Arkkotanjant (Arccot) fonksiyonu
denir. Demek ki,

u=Arccotv<v=cotu ve u€ (0, n)

dir. Kotanjant ve Arkkotanjant fonksiyonlarimin grafikleri asagida verilmistir.
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_ > X /2
0 e of w2\ * \_
5 » X
............. T2l
/S AL (T y=Cotx in grafigi y=Arccotx in grafigi

R ]

Trigonometrik fonksiyonlarin birebir ve orten oldugu araliklar baska tiir-
lii de segilebilir. Ornegin siniis fonksiyonu [% , 3%] araliginda birebir or-

%] aralig1 yerine bu

ten bir fonksiyon olup tersi vardir. Dolayisiyla [77 ,
aralik alinabilir. Hatta t bir tam say1 olmak iizere, [(Zk =] )% , (2k+1 )%]

araliklarinin hepsinde siniis fonksiyonu birebir drtendir. Fakat bu aralikla-

rin igerisinde en ¢ok kullanilan [—% , %] araligidir. Bu sebeple, biz esas

araliklar denilen yukaridaki araliklar1 kullanacagiz.

USTEL VE LOGARITMIiK FONKSiYONLAR

Ay y=aX
a>1
a = [ herhangi bir pozitif reel say1 olsun.
fx) =a*
1 eklinde tanimlanan f: R — R fonksiyonuna bir iistel fonksiyon denir.
] $ f y JSonksiy
0 a1 icin bu fonksiyon monoton artan, @ < 1 i¢in monoton azalandir. a nin 1
den biiytik ve kiigiik olmasina gore fonksiyonun grafigi yanda ¢izilmistir.
V= ax ry Uslii ifadelerden bilindigi gibi, f(x) = a* ise
a<ft
fO=1, Sx+n=7x)-f(0
_ )= 1
f)=a, S (=) Fx)

~— esitlikleri vardir.
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v = a* in grafiginden de kolayca goriilebilecegi gibi fix) = a * seklinde ta-
nimlanan f: R — R* fonksiyonu birebir értendir. Dolayistyla bu fonksiyo-
nun f/~/ : R — R seklinde bir ters fonksiyonu vardir. Bu ters fonksiyona
logaritma fonksiyonu adi verilir ve fonksiyonun kurali y = log, x (a

tabanina gore logaritma x okunur) bi¢ciminde yazilir. Demek ki x > 0 i¢in

y=log,x<x=d (2.11)

dir.

y = log x in grafigi y = a in grafiginin y = x dogrusuna gore simetrigi olaca-

gindan, yandaki gibidir.

(2.11) 6nermesinden yararlanarak logaritma fonksiyonunun su 6zellikleri sag-
landig1 kolayca gosterilebilir.
. log ,a=1
II. log,1=20
1. log,(x-t) = log,x + log,t
IV. loga% =log x —log,y
V. log,x" =n-log,x
VL. log,x = log ca
Pratikte en ¢ok kullanilan logaritma dogal (tabii) logaritma denilen e tabanina
gore yazilan logaritmalardir. Burada e sayisi, degeri 2,7182818... olan bir sa-
yidir. Ileride bu say1 iizerinde etraflica durulacaktir. logx yerine gok kez /nx
yazilir. Biz de bu kitapta log,x yerine, Inx, log,x yerine logx yazis bigimini
kullanacagiz. O halde,
y=lnx < €&=x
Simetrik bir kiime {izerine taniml1i her f fonksiyonu, biri ¢ift biri de tek olan iki

fonksiyonun toplami seklinde yazilabilir. Zira her f fonksiyonu i¢in
flx) = f(x) +2f(—x) AEY —2f(—x)

¢cift tek

yazilabilir. £ (x) = e* alinirsa

Xy ,—X X_,—X
x_e't+e et —e
¢ 2 T2

yazilabilir. e in ¢ift ve tek parcalarina, sirasi ile, x in hiperbolik kosiniisii ve

hiperbolik siniisii denir. Buna gore,
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» X

y = coshx in grafigi

Ay

y = sinhx in grafigi

Ay

y = tanhx in grafigi

et +e™*
coshx = —3

X —X

. et —e
sinhx =——5—
2

olur. Bu fonksiyonlarin grafikleri yanda verilmistir.
Diger hiperbolik fonksiyonlar trigonometrik fonksiyonlardaki gibi tanimlanir :

sinhx _ eX—e™

tanhx = coshx ~ eX+e *
_ 1 _e¥+e™
cothx = tanhx ~ e*—e™*
sechx = 1 = 2 __
o coshx e*+e™*
1 _ 2
cschx =

sinhx ~ eX+e™*

Bu fonksiyonlarin grafikleri asagida verilmistir.

Ay AY AY
_/k e
0 » X 0 » X 0 » X
y = sechx in grafigi y = cschx in grafigi y = cothx in grafigi

Eger u = coshx ve v = sinhx denirse
w—v=1

oldugu kolayca gosterilebilir. Bu denklem uv — dik koordinat sisteminde bir ikiz-
kenar hiperbol denklemi oldugundan bu fonksiyonlara hiperbolik fonksiyonlar
ad1 verilmistir.
Hiperbolik fonksiyonlar arasinda da tipki trigonometrik fonksiyonlara benzer
bagintilar vardir. Onemli olanlarii asagida siraliyoruz.

(a) cosh’x —sinh?x = 1

(b) cosh(—x) = cosh x

(¢) sinh (—x) =—sinh x

(d) sinh (x + y) = sinh x cosh y + sinh y cosh x

(e) cosh (x +y) = cosh x coshy + sinh x sinh y

(f) cosh 2x = 2cosh® x — 1 = sinh? x + cosh® x = 2 sinh’x + 1
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Bunlardan (f) yi ispatlayip digerlerini birer alistirma olarak okuyucuya biraki-
yoruz.

cosh 2x = % (e + e = % [(e%)? + ()] = é [(e" +e™)? - 2]

X —x12
2[%] —1=2 (coshx)? —1 = 2cosh® x — 1

bulunur. (a) dan cosh’x = I + sinh’x yazilabilir. Bu deger bulunan esitlikte
yerine yazilirsa

cosh 2x = 2sinh’x + 1

bulunur. Yine (a) dan
cosh 2x = 2sinh’x + cosh’x — sinh’x = sinh’x + cosh’x

yazilabilir.

WA EGRILERININ PARAMETRIK GOSTERIMI

(1

Bir - A — B fonksiyonunun y = f{x) esitligi ile verilen kurali bagka sekiller-
de de verilebilir. Ornegin x = g(¢) alinirsa x degiskeni 4 kiimesini taradigin-
da ¢ de belli bir C kiimesini tarar. Buna bagh olarak y = f{g(f)) olur. Demek

ki bir f fonksiyonunun grafigi
x=u(t)
teC

y=v() '

seklinde de verilebilir. Burada C, ¢ parametresinin taradigi kiime olup ¢o-
gunlukla bir I araligidir. u ile v de ayn1 C kiimesi iizerinde tanimli fonk-
siyonlardir. ¢ parametresinin degisim kiimesi / = [a, b] seklinde bir kapali
aralik oldugunda A(u(a), v(a)) noktasina egrinin baslangi¢ noktast B(u(b),
v(b)) noktasina da bitis noktast ad1 verilir. Boyle egrilere de yonlendirilmis
egriler denir.

Simdi baz1 egrilerin parametrik denklemini yazmaya calisalim.

ORNEK : r yarigapl merkezil x? +)? =72 ¢emberinin bir parametrik denk-

leminin
X =rcost
, 0<t<2m
y=rsint

olacagini gosteriniz. Burada t, gember iizerindeki P(x, y) noktasini orijine bir-
lestiren dogru ile x ekseni tarafindan olusturulan pozitif aginin (saatin ters yo-

niindeki agimin) 6l¢iisiidiir.
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o e . X .
Coziim : sint = - =>x = r sint

cost = % =y =r cost
olur.
ORNEK : Bir dogru iizerinde yuvarlanan a yarigapli bir gemberi gdézoniine
alalim. Cember iizerinde alinan bir P noktasinin geometrik yeri olan egrinin
parametrik denklemini bulunuz.
Coziim : Cemberin yuvarlandig1 dogruyu x—ekseni, t parametresi de P noktasi,
¢emberin C merkezi ve ¢emberin x—eksenine degme noktasini birlestiren agi-

nin radyan olarak 6l¢iisii olsun (Sekil 2.38).

Ay
4 C
P\e—"". tB
%
» X
o] D A 2na
Iﬁlzat
|OA1=1PAI=at

x=|0A| - |DA| = |OA| - |PB| = at — asint = a(t — sint)
olur. Benzer sekilde
y=|PD|=|BA|=|CA| - |CB|=a—a cost = a(l — cost)

olur. Buna gore cycloid (sikloid) denilen egrinin parametrik denklemi

{x =a(t—sint)

y=a(l—cost)

dir. Bu egrinin fizikte 6nemli bir yeri vardir.

Bir fonksiyonun kurali y = f (x) bi¢iminde verilmis ise bu fonksiyona acik
olarak verilmis bir fonksiyon veya kisaca, bir agtk fonksiyon ad1 verilir. Eger
x ile y arasindaki bagmti F(x, y) = 0 bicimindeki bir bagnt1 ile verilmisse, bu

fonksiyona kapali olarak verilmis bir fonksiyon veya kisaca, bir kapali fonk-

siyon denir.
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PROBLEMLER-2.3

1. 6 # 2k mi¢in agagidaki bagntilarin dogrulugunu

tiimevarim metodu ile gosteriniz.

. n+1
sin=—

_ ) ) ) 0.5in 50
a.sinB + sin26 + sin30 + ... + sinnb =
sinj

] sin<n+%)6
b.5 + cosO + cos20 + ... + cosnf = ——5F—

2 .0
2sm7

c. sinB + 2sin26 + ... + n sinnO
_ (n+1)sinn® —nsin(n+1)0

]
4sin 2

d.cosO + 2¢0s26 + ... + ncosnf =
_ (n+t1)cosn®—ncos(n+1)0—1
4sin2%

2. 0 = km i¢in asagidaki esitliklerin dogrulugunu

gosteriniz.
in2
a. sin® +sin30+ ... +sin(2n—-1)0 = Sls';nge
sin2nd

b. cos® +cos30+ ... +cos(Pn—1)0 = 2sin6

sin2"*1no

c. cos0-cos20-.. cos2"B =
2n+1ging

3. y = sinx egrisinin grafiginden yararlanarak
y =sin2x ve y =sin %

egrilerini ¢iziniz.

4. y = cosx in grafiginden yararlanarak
y = cos (x—%) ve y =cos (x+%)

egrilerinin grafiklerini ¢iziniz.

5h

Asagidaki ifadelerin degerini bulunuz.

a. arccosg b. arcsin%

c. arctan 0 d. arccot 1

. 2 S .. -
arcsin ——— + arcsin —— ifadesinin degerini
v 29 V29 &

bulunuz.

x-1 2v/x

arcsmx_H = arccos 75 ]

esitliginin dogrulugunu gosteriniz.

Asagidaki bagintilarin dogrulugunu gosteriniz.

a. sin (arctanx) = \/]:C_ﬁ
x
_ 1
b. cos(arctanx) = N
X
2
c. tan (arccosx) = Ixx
9 _ X
¢. tan (arcsinx) = T
—X

d. arcsin (cosx) = %71

e. cos (arcsinx) = v I—x2

f. arcsinx + arcsint = arcsin (xv' I—¢2 + v 1-x2)
g. arccosx + arccost =arccos (xi—y/(I-x2)(1—1%))

_ X—t
h. arctanx — arctant = arctan T+t

1. sin(2arcsinx) = 2xv I—x2
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9. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

a. arcsin (—x) = —arcsinx
b. arctan (—x) = —arctanx
€. arccos (—x) = ;T — arccosx

d. arcsec (—x) = 7 — arcsecx

10. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

11.

12.

13.

1
4. arcsecx = arccos , |xl=1
- o
b. arccsex = arcsin 5 , Xl=1
1
arctan , x>0
c. arccotx = i
n+arctany  ,x <0

Asagidaki ifadeleri hesaplayiniz.
a. cot (arcsecx) b. sin (arccosx)
c. sin (arccotx) d. cos (arccotx)

e. sin (arcsecx) f. cos (arccscx)

Asagidaki ifadelerin degerini bulunuz.

a. sec (arcsin%) b. cos (2 arcsin%)

Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

. T
a. arcsinx = 5 — arccosx , X =1
: _ X
b. arcsinx = arctan > , X <1
1—x
T X
C. arccosx = 5—arctan , [x<1
1-x?

14.

15.

16.

17.

18.

Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz.
a. f(x) = arcsin (sinx) b. f'(x) = arccos (cos x)

c. f(x) = arctan (tanx)

—% < arctanx + arctany < % igin

xX+y
I—xy

arctanx + arctany =
oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak
asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

1 3J_m
a. arctan o +arctan 5 =

N~
'NE!

b. 2arctan é + arctan

I-x _=m
c. arctanx + arctan ;- =7 R x>-—1

Reel degerli agagidaki fonksiyonlarin tanim
kiimelerini bulunuz.
a. f(x) = log, (4 —x?)

x2—4x+3
x2—4x+5

c. f(x) = log (sinx)

b. f (x) = log

d. f(x) = arccos (logs x)
Asagidaki fonksiyonlarin tek veya ¢ift olup
olmadigini aragtiriniz.

a. f(x)=log% b. f(x)=x+ 1+ x?

X
¢ filx)= ;xijx

_ X
d. f(x)= logil o

f(x)=In (x++v1+x%) fonksiyonunun tersini

bulunuz.

Asagidaki denklemleri ¢oziiniiz.
a.log, (2¥)=5

b. log, X%+ log 2=3
c.2e¥=5

d.xe*+3e*=0

e.ef—e¥=2
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BOLUM PROBLEMLERI

Asagidaki kurallarla tanimlanan fonksiyonlarin

en genis tanim kiimelerini bulunuz.
a.f(x) = V6+5x«2

b.f(x) = Vx—1++3—x

c.f(x) =V I1-/ox?

¢.f(x)= Va2 1+2*

410 = x’ =
e. f(x) = log |l —x?|

f. f(x) = Jarcsin(log,x)

g.f(x)= 10g3 (10g4 (log5 x)))

asxslicin f(x)=+Ix?* dir
f(f(x)) =x oldugunu gosteriniz.

3. f(o) =17 dirx=1 igin

f(f(f(f(x))) =x oldugunu gosteriniz.
. f() =log 17X olsun.a, b€ (-1, 1) isin

f@) +f(b)= f(%) olacagimi gosteriniz.

. Derecesi 2 den biiylik olmayan ve asagidaki
ozellikleri saglayan p polinomlarini bulunuz.
b.p(x) =p(I +x)

d. p(3x) = p(x + 3)

a.p(x) =p(l —x)
c. p(2x) = 2p(x)

10.

11.

12.

Katsayilari tam say1 olan

.y _2 _
X"+ax"" ' +ax""+. . +a, x+a, =0
seklindeki bir cebirsel denklemin tam say1
olmayan bir rasyonel kokiiniin olamayacagini
gosteriniz.
a,,a,, .., a, tamsaylar, a, ve a, sifirdan

farkli olmak tizere
ax" + alx”‘l +..ta, x+ta, =0

denklemi veriliyor. Gosteriniz ki, eger bu

denklemin bir g rasyonel kokii varsa pla, ve

gla, di.

f:R—R fonksiyonu herx, y ER i¢in

Sty =fx)+f®)
bagmtisini sagladigina gore, f(0) kagtir?

f:R—R fonksiyonu her x, y ER igin
Sty =& 0

bagintisim1  saghyor.  f  sabit fonksiyon

olmadigma gore f(0) kagtir?

N iizerinde tammli f* fonksiyonu igin

fU) =3 ve n>1 igin f(n+]):3f(n3)+1

olduguna gore, f(100) kactir?

f(x) = mx + n fonksiyonu her x €R igin
a.(fof) (x)=f(x)
b.(fof) (x) =x

esitligini sagladigina gére m ve n sabitlerini

bulunuz.
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13. Artan fonksiyonun tersinin de artan, azalan
fonksiyonun tersinin de azalan olacagini

gosteriniz.

14. [x]=-]x] esitligi hangi x ler i¢in dogrudur?

15. Bir sirket x 7L kar ettiginde V(x) 7L vergi

odiiyor.
(0,2)x 0=x = 1000 ise
V(x) =1200+(0,3)(x—1000) , 1000 < x <5000 ise
1700+ (0,4)(x — 5000) , x> 5000 ise
olduguna gore, bu sirket
a. 600 TL b. 3000 TL  ¢. 15.000 TL

kar ettiginde kag¢ 7 vergi 6der?

16. a? + bc # 0 oldugunda

_ax+b
- ocx—a

egrisinin  y = x dogrusuna gore simetrik

olacagini gosteriniz.

17. a cosx + b sinx + ¢ = 0 denkleminin

X, —X,# 2kn bagintisini saglayan x,, x, kok-

leri igin;
. 2ab
a. sin(x, +x, =
(1 2 a2+b2
2_ 32
a—>b
b. cos (x, +x,) = 55—~
(x; 2 a2+ b2
X, +x
C. tan%zg

olacagini gosteriniz.

18. Bir dik iiggenin dar agilarindan birinin 6l¢iisii o

olsun. s >¢> 0 igin
. s2—12 1dus =
sin .= 55— olduguna gore
2+ 12 g gore,

5212
2st

o = arctan ( ) olacagini gosteriniz.

sina + cosat =s ve sino— cosa =t oldugunda

_ (s i t) 1 - . o
o = arctan ~57 ) olacagm gosteriniz.

’x  fonksiyonlarinin

19. f (x)=sin’x, g(x) = cos
periyotlarini bulunuz. f'+ g periyodik midir?

f+ g fonksiyonunun esas periyodu var midir?

20. f(x) = sin*x ve g(x) = cos’x fonksiyonlarinin
periyotlarint bulunuz. /" + g periyodik midir?
f+ gnin esas periyodu f ve g nin esas periyodu-

na esit midir?

21. f(x) = tanx + cotx bigiminde tanimlanan fonk-
siyonunun artan ve azalan oldugu araliklar1 bu-

lunuz.

22. Asagida parametrik denklemleri verilen egrileri

¢iziniz.

a. x=t+1 . teR
y=3t+4
_ 2

b. x=1+t¢t : teR
y =3t

c. [x=1-+ ;. 8=t=s1
y=t

d. |x=t-sint ; O=st=2m
y=Il-cost
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m DIiZILER VE LIMIiTLERI

Bu boliimde Analizin temel konulardan biri olan limit konusunu isleyecegiz.
Daha ileriki boliimlerde verecegimiz konularin (siireklilik, tiirev, ... vb.) birgo-
gu bu kavrama dayanir.

Bir fonksiyonun bir noktadaki limitini vermeden 6nce 6zel bir fonksiyon olan
ve dizi denen fonksiyonlar1 tanimlayip bunlarm limitini verecegiz. Daha sonra

bundan yararlanarak reel degerli fonksiyonlarin limitini inceleyecegiz.

Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler

deger kiimelerine gore gesitli adlar alirlar. Eger dizinin deger kiimesi R reel
sayilar kiimesi ise diziye reel terimli dizi, QQ rasyonel sayilar kiimesi ise

diziye rasyonel terimli dizi ad1 verilir.

Biz bu boliimde reel terimli dizileri, yani
s:N—=R

seklindeki fonksiyonlart inceleyecegiz.

s(1), s(2), s(3), ... reel sayilarina dizinin birinci, ikinci, {iglinct, ... terimleri,
s(n) terimine dizinin genel terimi ve n dogal sayisina da terimin indisi ad1 ve-
rilir. Birgok kitapta s(n) yerine s, gosterimi kullanilir. Biz de bu kitapta genel
terimi s, ve genel terimi s, olan diziyi (s, ) ile gdsterecegiz.

Bir dizinin belirtilmis olmast i¢in o dizinin genel teriminin belirtilmis olmas1

gerekir. Bir dizinin birkag teriminin verilmesi ile dizi verilmis olmaz. Ornegin

terimleri /, 1/2, 1/3, 1/4, ... olan dizi belli degildir. Zira bu dort terim
(%) B ((n — ])(n — 2)(n — 3)(n — 4) + %) s (n(n - ])(n — 2)(n - j’)(n - 4) + %)

dizilerinin her ti¢liniin de ilk dort terimidir. Daha bunlar gibi bir¢ok dizi bulu-

nabilir. Halbuki bu {i¢ dizinin besinci terimleri, sirastyla 1/5, 121/5, 601/5 dir.
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Her n dogal sayist i¢in s, = ¢, ise (s, ) ve (¢, ) dizilerine esit diziler denir,

(s,) = (¢,) yazilir.

Dikkat edilecek olursa bu tanim iki fonksiyonun esitligi tanimindan baska bir-
sey degildir.

ORNEK : (I + 3 +5... + (2n - 1)) ile (n°) dizileri esittir. Ciinkii her n dogal
say1s1 igin

I1+3+5+. . +@2n-1)=n?
dir.

(s,) ve (t,) birer dizi ve A € R olsun. Dizilerin toplami, ¢arpimi ve bir dizi-

nin bir say1 ile garpimi
(s,) +(@,)=C(,*+1,)
(s,) @) =C(s,"1,)
A(s,)=("s,)

seklinde tanimlanir.

ORNEK : s, =1+ED" t,=1—1)" olsun.  (s,) +(¢,),(s,) (¢,) ve
5+ (s,) dizilerini bulalim.

Yukaridaki tanima gore,
(s,) @) =@, t1,)=U+ )" +1-(=1)")=(2)
(5,) ()= (s, 1,) = =CD"=(~1)=(0)
5o (s,) =G +3C=1)")

olacaktir.

Her n dogal saysi igin s, < M olacak sekilde bir M reel sayisi varsa (s,)
dizisine iistten sinirlidir denir. M sayisina da bu dizinin bir iist sinirr adi
verilir. Her n dogal say1s1 i¢in s, = m olacak sekilde bir m reel sayisi varsa bu

diziye alttan sinirlidir denir, m sayisina da bu dizinin bir a/t sznirr ad1 verilir.

ORNEK : (—n) dizisi iistten simrl1 bir dizidir. Ciinkii Vn € N igin —n < [ dir.
(n? + 1) dizisi alttan sinirh bir dizidir. Zira Vi € N igin n? + [ = 2 dir.
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Vn € Nigin |s,| = K olacak sekilde bir K pozitif reel sayis1 varsa (s,)

dizisine sinurll dizi denir.

Ustten ve alttan sinirh bir dizinin sinirl olacagi agiktir.

ORNEK : Genel terimi s, = (_n] ) olan dizi siurh bir dizidir. Zira Va € N

="

n

igin | =" | <L <1 dir

(n>+1)
7

2
(n+1) ; L dizisi sl degildir. Zira Vn € N igin < K olacak sekilde

bir K sayis1 yoktur.

Bir dizi tistten smirli ise Gist sinirlarinin en kiigiigline dizinin en kiiciik iist

stnirt (ekiis) veya supremumu denir.

Bir dizi alttan siurli ise alt sinirlarin en biiyligiine dizinin en biiyiik alt sinirt

(ebas) veya infimumu denir.

Bir dizinin en biiyiik terimi varsa, o terim dizinin supremumu, en kiigiik terimi
varsa o terim de dizinin infimumudur. Fakat bir dizinin supremum veya infimu-
munun dizinin bir terimi olmas1 gerekmez.

ORNEK : (a,) = ((— )" ﬁ) dizisinin supremum ve infimumunu bulunuz.

Coziim : Dizinin terimlerinin kiimesi

{_i__ii _ 9 100 }
2°3°7 45T 1000 1010

dir. Bu kiimenin ne en kii¢iik elemani, ne de en biiyiik elemani vardir. Kiimenin

supremumu 1, infimumu —1 oldugundan

sup (a,) = 1, inf(a,) =—1

dir. Ne / ne de —/ kiimenin bir elemanidir.
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€ > (0 ve a € R olsun.

K={x: |x—a|<e x€ER}

kiimesine a nin e—komsulugu denir.

x—al<e < a—-e<x<at+te < xe(a—¢ a+te)

oldugundan @ nin ¢ (epsilon) komsulugu (a — €, @ + €) araligidir.

(s,,) birreel say1dizisi olsun. Ve > (igin (s, ) dizisinin sonlu sayidaki terimleri

hari¢ diger biitiin terimleri bir s reel say1sinin e— komsulugunda bulunuyorsa

(s,,) dizisinin limiti s dir. (veya (s,), s ye yakinsaktir) denir ve
lims,=s veya (s,) —s

seklinde gosterilir.

Bu tanimdan su sonucu ¢ikarabiliriz. Madem ki (s — €, s + €) araliginin diginda
dizinin ancak sonlu sayida terimi vardir, o halde bu elemanlarin indislerinin
(kaginct terim olduklarinin) en biiyiigii bulunabilir. Bu indis 7, ile gosterilirse
n > n,igin (s,) dizisinin terimleri (s — €, s + €) araligmin igine diiser. Buna gore

yuaridaki tanima denk olan su tanimi verebiliriz.

(s, ) bir reel say1 dizisi ve s € R olsun. Ve > 0 igin, n > n, oldugunda

s, —s| < € kalacak sekilde € na bagl bir n,, sayis1 bulunabiliyorsa (s, ) dizisi

s ye yakinsaktir denir ve
lims,=s veya (s,)—s

seklinde gosterilir.

Bu tanimi daha kisa olarak sdyle yazabiliriz.

Ve >0 igin dn,EN oylekiVn>n, igin |s,—s|<e < (s,) =5

Burada dikkat edilecek husus 7 yi yeter derece biiyiik segerek s,, ile s arasindaki

farkin istenildigi kadar kiiciik yapilabilecegidir.
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ORNEK : (%) — 0 oldugunu gosteriniz.

Coziim : € > ( olsun. n, > é olacak sekilde bir n,, dogal sayis1 segelim. Vi > n,,

icin

v
n

(=l

olur ki bu da (%) — 0 oldugunu gosterir.

in+5
2n+3

ORNEK : ( ) dizisinin 3/2 sayisina yakinsadigini gdsteriniz.,

Coziim :

n+s 3
2n+372

1 —6¢
4e

1 1

olur. Demek ki 7, say1si L ;868 sayisinin tam kismudir. Ornegin, € = 1 / 100

alinirsa 2 ;868 = 23,5 oldugundan n, = [23,5] = 23 diir. Demek ki verilen dizi-

nin 23. teriminden sonraki biitiin terimleri 3/2 nin 1/100 komsulugunda, yani

3 1 3 1\_[(149 151 5
(7_ 700" 3 +m> = < 700 100) araligindadir.

Simdi yakinsak dizilerin 6zellikleri ile ilgili bazi teoremler verelim.

TEOREM 3.1

Yakinsak bir dizinin bir tek limiti vardir.

Ispat : Kabul edelim ki (s,,) dizisinin limiti tek olmasmn. Ornegin
(s,) = s ve (s,) =~
olsun. (s,) — s oldugundan Ve > 0 icin 3n, EN oyleki Vn>n, icin
Is,—s|<e/2
olur.
(s,) — s oldugundan V ¢ > 0 i¢in 3 n, € N dyle ki Vn > n, igin
s, —s'| <e/2

olur. maks (n, n,) = n, diyelim. Her n > n,, i¢in
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No— ’ ’ € € _
|s—s'| =|s—s, +s,—5=<]|s, —s| +]s,—5| < St5=¢
olur. Herhangi iki reel say1 arasindaki farkin mutlak degerinin her pozitif sa-
yidan kii¢iik olmasi bu iki saymin esit olmasi ile miimkiin olacagindan s = s’
olmalidir.

TEOREM 3.2

Yakinsak her dizi siirlidir.

ispat : (s,)— s olsun. Ve > 0 i¢in In,EN oOyleki Vn>n, igin |s, —s| <& dir.
Is,—s|<e=>s—-e<s5, <s+e

Dizinin en fazla n, tane terimi (s — ¢, s + €) araligmin disinda bulunabilecegin-

den bunlarin en kiigiik ve en biiyiiklerini segmek miimkiindiir.
A = min {sl, Sy S, 8~ 8}
0

B = maks {SP S e S”o’ s+ 8}
denirse Vn €N igin 4 <s, < B olur. (s,) alttan ve iistten sinirli oldugundan

smirhdir. 71

Simdi yakinsak dizilerle ilgili bazi teoremler verelim.

TEOREM 3.3
(s,) — s ise VAERIigin A(s,) = A-s dir.
Ispat : A = 0 igin teorem agiktir. A = 0 olsun. (s,) — s oldugundan Ve > 0 i¢in
dn, €N dyle ki V n > n,igin
€

|Sn — S| < m
kalir. Buna gore Vn > n, i¢in

[hs, = As| = M Is, —s| < M| - 3y =¢

olur. Yani (As,)—As dir.

TEOREM 3.4

(s,) = s ve (t,)—t = (s, +1t,)—s+tdir

ispat: (s,)— s oldugundan V n> 0 igin 3n,EN 6yleki Vn>n, icin|s,—s| <e/2
olur. (z,) =t oldugundan V ¢ > 0 igin In, € N 0dyle ki V n > n, icin

|t, —t| € /2 kalir. n,=maks (n, n,) denirse V n > n, icin
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|5, Tt~ (st s|s,—s| +]t,— 1| < 5+5=¢

olur. Yani (s, +¢,) — s +¢ dir.

TEOREM 3.5

(s,)—sve (t,)—t = (s, t,)—s-t dir
Ispat: (s,)dizisiyakinsak oldugundan Teorem3.2 geregincesimirhidir. VnENigin

|s,| <Molsun.Digertaraftan(s, ) —soldugundan Ve > Oigindn ,ENSylekiVn>n,

icin [s, —s| < It|+M kalir.

Buradaeyerinee/(|¢| +M)alinmasininnedenisonucundiizgiingikmasticindir. e iste-
nildigikadarkiigiiksecildiginde ———+ 7] + 77 istenildigikadarkii¢ikyapilabilir.(z,) —¢

oldugundan Ve > 0 i¢in In, EN &yleki Vn>n, igin |1, — 1| < It|+M kalir.
n, = maks (n;, n,) dersek Vn > n, i¢in

|s t —st

n-n

| =ls,t,—s,t+s, t—st|<|s t —st +|st—st

- € e _
= s, | |t, =t + |t |s, —s]| <Mt 7| T+ — ¢
oldugundan (s,t, ) — st dir.

Demek ki ¢arpimin limiti limitlerin garpimina esittir.

TEOREM 3.6

(s,)—s s=0 ve VnEN igin s, =0 ise

1 1
Y A

dir.

Ispat : s> 0 olsun. (Eger s < 0 ise Teorem 3.3 geregince dizinin terimleri (—/)
ile garpilmak suretiyle s > 0 yapilabilir.) Once (%) dizisinin siirlt oldugunu
n

gosterelim.

(s,) — s oldugundan Ve >0 i¢in In,EN oyleki Vn>n, igin |5, —s| <e
dur. Yani Vn > n, i¢in s —& <s, <s + & dur. Bu esitsizligin sol tarafi kullamlirsa
Vn>n, igin s, > s —¢ yazlabilir. ¢ istenildigi kadar kii¢iik secilebildiginden
s —¢& > () dir. Sonlu ¢oklukta olan s, s, ... s, , s —¢& sayilarmmn en kii¢ligii

0

bulunabilir.



dersek M >0 dir. Vn €N igin |s,| = M ve dolayisiyla
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M =min { |s,|, |s,|, ..., |sn0|, s—¢}

11 _
5, <y=K olur.

Sn

Yani <L> stirhdir. Ve > 0 ve V n>n, icin

1 1]_|s,=s I _K
Sn—g_ S"n.s <|Sn—sl-|Sn|_SSS-£
oldugundan (—] >al dir.
Sn N :

(s,) = s ve (t,)—=t (t =0) ve VnEN igin ¢, =0 ise

dir.

. N
Ispat : <t—”)

(s,) (é) oldugundan Teorem 3.6 ve Teorem 3.7 den (i—:) —»%

elde edilir.

(s,) dizisi verilmis olsun. Eger

DV nrneEN igin s, <s, ,, ise diziye monoton artan dizi
2)VnrnEN igin s =<s,,, ise diziye azalmayan dizi
3)VneEN igin s, >s, , ; ise diziye monoton azalan dizi

4)VneN igin s, =5, , ,; ise diziye artmayan dizi

denir.

TEOREM 3.7

Monoton bir dizinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart sinirlt

olmasidir.

ispat : (s,,) monoton artan ve smirli olsun. sup (s,,) = s diyelim. s bir tst smir
oldugundan her n € N igin

s <8 3.D

dir. Supremum 6zelliginden, her € > 0 i¢in
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s—¢e< S”o

olacak sekilde en az bir s, terimi (baska bir deyisle bir n, dogal sayis)

vardir. (s, ) monoton artan oldugundan her n > n,, i¢in

S—¢€ <sn (3-2)

olur. (3.1) esitsizligi de gozoniine alindiginda her n > n,, igin

s—e<s, <steg (3.3)

yazilabilir ki, bu (s,) dizisinin s ye yakinsadigini gosterir. Su halde (s, )

monoton artan ve sinir ise
lims, =sups, 3.4)

olur. Dizi monoton azalan oldugunda ispat benzer sekilde yapilabilir. Bu du-
rumda

lims, = inf's,
olur.

ORNEK : 5, = ﬁ +n—_{_2+ +ﬁ genel terimi ile verilen (s,) dizisinin

yakinsak oldugunu gosteriniz.
Coziim :

0

1 1 1 (1 1 1) 1 1
-

e Y Ew A Bl ey b ey fararny Ry Rl ey Bl ey g

oldugundan s, ., > s, dir. Yani verilen dizi monoton artandir.

1 1 1 1 1 1 n

n:n+1+ +.t+5-< + +n+]=n+]<1

s n+2 2n n+]+n+]

oldugundan (s,)) smirlidir. O halde Teorem 3.7 geregince (s, ) yakinsaktir.

ORNEK : e,= (1 + %)” genel terimi ile verilen dizinin yakinsak oldugunu

gosteriniz.
COlem: 1 n+1 ] n+1
€n+1_<1+n+1> _(1+n+1) (1+1)
en - (1+i)n - ( ])n+l n
7 I+ﬁ
:(n(n+2))”+1'n+1:<_ 1 >”+1'n+1
(n+1)? n (n+1)? n

olur. Diger taraftan Bernoulli esitsizliginden
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1\t 1 I _ n
(1_(n+1)2> S D T T T

bulunur. Su halde

Cht1 S _n n+1

e, n+l n n+1- €n

olur. Demek ki (e,) = (1 + %)n dizisi monoton artandir.

Simdi (e,) dizisinin sinirh oldugunu gosterelim. Binom formiiliinden

(1+1)'=1 +<7)£ +<§>i2 +ot (';)ik +o <”>%

n

yazilabilir. Diger taraftan

(0) 2= 2= L am bt D) (- )1 -2). (1 -25E) £ < £

oldugundan

1y 11 I
(1+L) <145+ 4+ 4k

bulunur. Her n €N igin n/=2"~! oldugundan

[~
~
~
|
—

1 1 1
jhop et ST+ I+ 54+

1
[ / 2 on—=

~

bulunur. (1 + %)n < 3, yani sinirhdir. O halde <<1 + %)n) dizisi yakisaktir. Ay-
rica 2 < (] + %)n < 3 oldugundan ((1 + %)n) dizisinin limiti 2 ile 3 arasindaki

bir sayidir. Bu say1 e ile gosterilir. Su halde

lim (I + ,[l)“ =e

n— o

olur.

TEOREM 3.8

(a,), (b,) ve (c,) reel terimli diziler ve n, bir dogal say1 olsun.
(i) Eger (a,)—a, (b,)—a ve Vn>n, i¢in a, <c,<b, ise (c,) — a dir.

(i) (@, ) — 0 ve (b,) smurhise (a,b,) — 0 dir.
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Ispat : (i) € > 0 olsun. (a,) ve (b,) dizileri a sayisina yakinsadiklarindan,
oyle n; ve n, sayilar bulunabilir ki

Vnzn, igin |a,—a|<e =>a-e<a,<a+ce
Vnzn,igin |b,—al<e =a-e<b,<a+ce
kalir.
p =max {n, n, n,} olsun. Vn > p igin
a-g<a,=sc,=b,<a+te

olur. Su halde Vn > p i¢in |c, —a| < ¢ olur. Buda (c,) — a oldugunu gos-
terir.

(i) (b,) smurli oldugundan Vn € N igin |b, | = M olacak bigimde bir M > 0
sayisi vardir. Ayrica (a,) — 0 oldugundan Ve > 0 i¢in In,EN 0Oyleki |a,|
<¢/M kalir. Budurumda V n > n, i¢in

la, b,| = la,| b,| < 37 M=¢
olur. Buda (a, b,) — 0 oldugunu gosterir.
ORNEK : Genel terimleri a, =2" ve b, = %sin(nz + 3) olan dizilerin yakin-
sak olduklarini gdsteriniz.
Coziim : Vn €N i¢in 2" > n oldugundan % <% dir. 0 < % <% olur.

lim 0 = lim % = ( oldugundan /im %= 0 dir.
|b,| = ‘%sin(ﬂ2+3)‘= %| sin(n®+3)|

olur. (1)~ 0 ve |sin (n? + 3)| = I oldugundan (b, ) — 0 dir.

TEOREM 3.9

X —X _ . . X .
n_n=l_ e R ise lim=t=1 dir

. " .
(v,) artan, limy, © ve lim 3V, v,

Ispat : (#) —1 oldugundan Ve >0 i¢in In,EN &yleki hern >n,
n n—1

i¢in

_ Xn " Xn—1
l 8<yn_yn_1 <l+eg =
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(l_e)(yn_yn—l)<xn_xn—l < (l+8)(yn_yn—1)é

I-¢) ¥ (y - < 3 (x - <(l+e) & (v - =
( 8)n=%+1(yn yn—l) n=%+1(xn xn—l) ( £)n=2p2+1(yn yn—l)

(l—e)(ym—yp)<xm—xp< (I+e)(y,~y,)

bulunur. Her terim y,_ ile boliintirse

Yp Xy Xp ( yp)
<1—8)<1_m> < m—m < (Q"rﬁ) ]—m
e e o Xp Yp
esitsizligi elde edilir. m — ° yapilirsa <y—) -0, (y—) — 0 olacagindan
m m

X X
(l—e)(]—O)Slimy—m—OS(l+s)(]—0):limy—m:l bulunur.
m m

. ata,t+..+a, . L. X .
(a,) = a ise \———=5—")—a dir. Bu, bir yakinsak dizinin aritmetik

ortalamasi dizinin limitine yakinsar, biciminde ifade edilebilir.

Ispat : Stolz Teoreminde

X,=a,ta,*t.. +ta, vey =n

almirsa x, -x, ,=a, ve y,—y, ;=n—(n—1)=1Iolacagindan

a,+ta,+..+a
lim(%) =lima,=a
bulunur.
ORNEK : <%k%1%) = <% : (] + % + é +..+ %)) dizisinin liminiti bulunuz.

Coziim : Verilen dizi a, :% dizisinin aritmetik ortalamasi ve (%) — 0 oldu-

gundan, verilen dizi sifira yakinsar.

(@,) pozitif terimli bir dizi olsun.

. I s _
lima, =a ise lim %/a, a, .. a, a

olur.
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ispat : lim log fa,-ay-..-a, = lim%log(al-az-...-an)

. loga,+loga,+..+loga,
im i

=lim(loga,)=loga

oldugundan

limtfa;-a,-..-a,=a

bulunur. [lim a, = a => lim log a, = loga dur.

ORNEK : </_/> dizisinin limitini bulunuz.
n!

Cozim : a, = % olsun. (a,) — 0 dur.

oldugundan

lim =
n n ! n
bulunur.

TEOREM 3.10

a
= . n+l_ o m _ g
a,>0 ve nleoo a, r ise nlimoo a,=r dir.

Ispat : Stolz Teoreminde x,=lIna,, y,=n almirsa

X1~ Xn _ In(a, )~ Iin(a,) _ %t
Yn+17Vn n+l-n a

bulunur. Su halde

X na

lim <%= lim L=Inr = lim Int/a, =Inr = lim%/a, =r
n—o Y, n-o N n—oo n n—oo n

olur ki bu ispati tamamlar.

ORNEK : (/%) dizisinin limitini bulunuz.

[ a +
Coziim : ¢ =n alinirsa 21 = nrl_ gy
n an n

1

+ olur.

(%2=1) - 1 oldugundan (4/a, )= (V) - 1 dir
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sin

ORNEK : (a,) — 0 olduguna goére ( a”) dizisinin limitini hesaplayniz.

ay,

Coziim : a, birim gemberde merkez a¢min 6lgiisii olsun. Bu 6l¢ii aginin karsi-
sindaki yayin uzunlugu ile 6lgiiliir. Yandaki sekilden de goriildiigii gibi
2sina,<2a,<2tana,
yazilabilir. Buradan da
sina, <a,<tana,
olur. Pozitif bu a,, igin

sina

n
cos a, < a, <1

yazilabilir. (a,) sifira yaklasirken (cos a,) dizisi I sayisina yaklasacagindan

. Sina,
=Il=lm—/p—=
n n

nan
a

1 <lim o

olur. Su halde

) . Sina,
lima,=0 = lim =
n a,

bulunur.

a, teriminin sifira yakin bir negatif say1 olmasi halinde de ispat benzer sekilde

yapilabilir.

a:N—R, a(n)=a, dizisi verilmis olsun.

k:N—=R, k(n)=k,
fonksiyonu (dizisi) bir artan dizi olmak tizere
(aak) :N—R

bileske fonksiyonuna a dizisinin bir alt dizisi ad1 verilir.

(aok) (n) = a(k(n)) = a(k,) = a K,

olacagindan (a, ) dizisinin bir alt dizisini bulmak igin, (k,) dogal sayilarin

artan bir dizisi olmak sartiyla, n yerine k, koymak yetecektir.

Dogal sayilarin sonsuz goklukta artan (k,, ) dizisi bulunabileceginden, bir (a,,)

dizisinin sonsuz ¢oklukta alt dizisi vardir.

(a kn)alt dizisinin her teriminin (a,) dizisinin bir terimi oldugu agiktir.
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ORNEK : (1) dizisinin baz: alt dizilerini bulunuz.

0ziim : Bu dizinin terimleri 1, l l,l Ve ... dir. Bir alt dizi elde etmek
’3°4

, n ,
icin n yerine dogal sayilarin b1r artan k, dizisini koymak yeter. Ornegin, n

yerine 2n yazilirsa,

1 1 1 1
2°4°6" 2n

terimlerinden olusan dizi, yani ( > ) dizisi elde edilir. O halde ( n) d1z151
1z

dizisinin bir alt dizisidir. Ayn1 sekilde ( an 1) ve < ) dizileri de ( ) d121sm1n

birer alt dizisidir. Bunlar gibi daha birgok alt dizi bulunabilir.

TEOREM 3.11

(Sk,,) dizisi (s, ) dizisinin bir alt dizisi olsun. (s, ) — s ise (s kn) — s dir.

Yani yakinsak bir dizinin her alt dizisi ayn1 sayiya yakinsaktir.

ispat : (s,) — s oldugundan Ve > 0 igin (s, ) dizisinin sonlu sayidaki te-
rimleri hari¢ diger biitiin terimleri (s — ¢, s + €) araligindadir. (s ) dizisinin
terimleri ayn1 zamanda (s, ) dizisinin terimleri olacagmdan( ) ‘dizisinin de
sonlu sayidaki terimi hari¢ diger biitiin terimleri (s —¢, s + €) arahgmdadlr Su

halde (Sk ) — s dir.

—_TTT

Bu teoremin karsit: dogru degildir. Ornegin (( I) ) dizisinin ( anf_ 1)

ve (23 ]> alt dizileri yakinsak olduklart halde kendisi yakinsak degildir.

TEOREM 3.12

Her smurl reel say1 dizisinin en az bir yakinsak alt dizisi vardir.

Ispat : (x,) bir siurli reel say1 dizisi olsun. $u halde hern €N igin |x, | = M
olacak sekilde bir M reel sayis1 vardir.

S = {s . sonsuz ¢okluktaki 7 ler igin x, = s}
kiimesini gozoniine alalim. Bu kiime bos degildir. Ciinkii en azindan
—M € S dir. § kiimesi tistten sinirlidir. Zira M bu kiime i¢in bir tist sinirdir. S nin
en kiigiik tist sinira u diyelim. Simdi su 6nermenin dogrulugunu gosterelim :
"V e>0 icin u—e<x,<u+e olacak sekilde sonsuz coklukta n bulunabilir."
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Kabul edelim ki bu iddia dogru olmasin, yani sadece sonlu sayidaki n ler igin
u—esx,sute olsun. u, S kiimesininbiriist sinir1oldugundan u + ¢ &S dir. Dola-
yistyla x, = u + ¢ esitsizligi sadece sonlu sayidaki 7 leri¢in gergeklenir. Suhalde
Snin y=u—c¢ esitsizligini gercekleyen bir y elemani yoktur (Neden ?). Boylece
u — ¢, S nin bir Gst sinir1 olur ki bu # nun en kii¢iik iist sinir olmastyla gelisir.

Demek ki yukaridaki 6nerme dogrudur.

u—e=x,=<u+e¢ esitsizligini saglayan dogal sayilari, kiiglikten biiytige dogru,

n;, ny, ny, .., 0y, .. ile gosterelim. Buna gore her bir & igin
u—eg<sx, sute
k

esitsizligi saglanir. Bu da (xnk) dizisinin u sayisina yakinsadigini gosterir.

(xnk) dizisi (x,) dizisinin bir alt dizisi oldugundan ispat tamamlanmustir.

Sonsuz elemanli ve sinirli her reel say1 kiimesinin en az bir y1gilma noktasi

vardir.

Ispat : A sonsuz elemanli ve smirli bir kiime ve (x,) de te-
rimleri 4 dan alinan, terimleri farkli bir dizi olsun. (x,)  sr-
Iv bir dizidir. Bolzano — Weierstrass teoreminden (x,) dizisinin yakin-
sak olan en az bir gxn alt dizisi vardir. (xn dizisinin yakinsadig1 say1
x olsun. € > 0 verildiginde, (x, ) dizisinin sonsuz ¢okluktaki terimi x in
¢ —komsulugundadir. Dolayisiyla A nm sonsuz cokluktaki terimi x in e— kom-

sulugundadir. Bu, x in 4 kiimesinin bir y1gilma noktas1 oldugunu gosterir.

(s i ), (s,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (s " ) yakinsak ve limiti s ise, bu s
n n

noktasina (s, ) dizisinin bir /imit noktasidir denir.

1 , ntekise

47, niftise

bigiminde tamimlanan (s, ) dizisinin limit noktalarinin kiimesini bulunuz.
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Coziim : Yakmsak alt dizilerin limitlerinin kiimesi istenmektedir.

(52"):(‘2;121 1) dizisinin limiti 1, (SZn_l):(ﬁ> dizisinin limiti 0 ol-

dugundan, 0 ve 1, (s,) dizisinin birer limit noktasidir. (s, ) dizisinin yakinsak

olan diger alt dizilerinin limiti 0 veya / dir. Su halde limit noktalarinin kiimesi
C = {0, 1} kiimesidir.

(s,) bir reel terimli dizi ve C de (s, ) dizisinin alt dizilerinin limitlerinin

kiimesi olsun. C, genisletilmis reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesidir. supC
ve infC genisletilmis reel sayilarina, sirasiyla, (s,) dizisinin ist limiti ve alt
limiti denir. Ust limit, limsup s, veya lim s, alt limit, liminf's, veya lims,
ile gosterilir.

Yukaridaki tanimdan lim s < lim s, olacag1 agiktir.

TEOREM 3.13

(s,,) reel terimli bir dizi olsun.

lims,=s < lims, =lims, =s.
— n

Ispat : lim s, = s olsun. (s,) nin tiim alt dizileri s ye yakinsayacagindan

C = {s} olur. supC = infC = s olcagindan lims = lim s, = s olur.

lims, = lims, =s olsun. supC = infC =5 = C = {s} olur. Biitiin alt dizilerin

limiti s olacagindan (s,, ) dizisinin limiti s olur. "1

lim s, ve lims, minsu ozellikleri sagladig agiktir.

1) lims,=Lise, Ve >0 igin L+ ¢ nun saginda artik dizinin sonlu sayida
terimi vardir.

2) lims,= lise, Ve >0 igin /- ¢ nun solunda (s,) nin sonlu sayida terimi
vardir.
;(vup X, =Sup X, , X, ;,X, 5, ...} =y, denirse (y,) bir azalan dizidir.
nlz;mw V.= nl@w (sup x,)=inf (sup x;)

k=n neEN k=zn
yazilabilir. Buna gore

limsup x, = lim_(sup x;)=inf (sup x;)
= " k=zn neEN  k=n
yazilabilir. Benzer sekilde
nlimoo infx, = lim (inf x,)=sup (inf x,)

n— oo
k=zn neEN  k=zn

yazilabilir.



Limit 95
ORNEK : (x ) = ((=1)") dizisinin alt ve Gst limitini hesaplaymiz.

Coziim : sup xj = sup (-1)¥=1 oldugundan limsup x,= liml=1
k=n k=n n—oo oo

inf x,= inf (~1)=—=1 oldugundan liminf x, = lim (~1)==1 dir.

k=n k=n

TEOREM 3.14

(x,) bir reel terimli dizi ve x de bir genisletilmis reel say1 olsun.
nlimoo X, =X & limsupx, = liminfx, = x
Ispat : Jim x, = x oldugundan (x, ) dizisinin tiim (x"k) alt dizilerinin limiti x

dir. Dolayisiyla limsupx, = x ve liminfx, = x dir.
n— oo

n— oo
Karsit olarak, limsupx, = liminfx, = x olsun. Tiim alt dizilerin limitleri x olaca-
n— oo n— oo
gindan (x, ) yakimsak ve limiti x dir.

TEOREM 3.15

Yeter derece bilyiik z lerigin x, <y, ise

limsupx, < limsupy, ve liminfx,kK < liminfy,
n— oo n — oo n— oo

n— oo

olur.

Ispat: k> n, i¢in supx, < supy, olacagindan
k=n k=n
nlimoo(sup Xp) = nlimoo(sup Vi) = linn?gopxn =< lz;lnisgopyn
k>n k>n
bulunur. Jlim inf x, < lim inf y, oldugu benzer bigimde gosterilebilir.
Bir dizinin limitini bulmadan da yakinsakligina karar verilebilir. Bunun i¢in

Cauchy dizisi kavramina ihtiyag vardir.

(s,,) birreel terimli dizi olsun. (s, ) bir Cauchy dizisidir <> Ve > 0 igin bir

n, €N vardir yleki m, n=n, ise |s, —s,| <e




96

Limit

Bu tanimdan anlasilacak sey, Cauchy dizilerinde belli bir terimden sonra, te-

rimlerin birbirine istenildigi kadar yakin olacaklaridir.

Yakinsak dizilerde terimler, belli bir yerden sonra bir s sayisina istenildigi
kadar yakin oluyorlardi. Biraz sonra gérecegimiz gibi, reel terimli dizilerde bu
iki 6zellik denktir.

Eger (s,) bir Cauchy dizisiise, m =n + [ alinarak Jim (s, =s,)=0,m=n+ 2
almarak Jim (s, ,=s,)=0 olacagi kolayla gosterilebilir. Bunun karsitt dogru
degildir. k €N i¢in dim (s,,,=5,)=0 olmasi (s, ) dizisinin Cauchy dizisi

olmasini gerektirmez.

TEOREM 3.16

(s,) bir Cauchy dizisi ise simrlidir.

ispat : (s, ) bir Cauchy dizisi olsun. ¢ = 7 alalim. Oyle bir n, €N vardir ki
m, nzn, igin |s, —s,| <1 olur. m =n, alinrsa n > n, igin ‘5n0_5n|< 1
olur. Buradan

sn0—1<sn<sn0 + 1
yazilabilir. Dolayistyla Vn =n, igin

|sn‘<‘sn0|+1
olur.

B = maks {|s,, |s,|, ...

sn0| + 1}

>

N ny
denirse, her n €N igin |s, | = B olur ki bu da (s, ) dizisinin sinirli oldugunu
gosterir.

Simdi bir dizinin yakimsakligini karakterize eden bir test verelim.

TEOREM 3.17

(s, ) bir reel terimli dizi olsun. (s, ) dizisinin yakinsak olmasr igin gerek ve

yeter sart Cauchy dizisi olmasidir.

Ispat : (s,), s sayisina yakinsak olsun. ¢ > 0 verildiginde dyle bir n, buluna-
bilirki her n = n, i¢in |s,—s|< % kalir. Buna gore m, n = n, i¢in

€, €
=5, |=symsts—s, S5, s Fs,ms|<5+5=¢

[Sm

olur ki bu (s,) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir.
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(s, ) bir Cauchy dizisi olsun. Teorem 3.15 den (s,) smirldir. Teorem 3.11
den, yakisak bir (S L ) alt dizisi vardir. Jims, =s olsun. (s, ) bir Cauchy

dizisi oldugundan V ¢ > 0 igin 6yle bir »n,EN bulunabilir ki m, n = n, icin
[Sm= s, < % kalir. (s X ) , s ye yakinsak oldugundan 6yle bir 7, sayisi vardir
n
ki Vn=n, igin |Skn_s‘ < % olur.
n,=maks {n;, n,} denirse Vn =n, igin
Cslels —s 45 —sl<ls —s |+ls —s|<E E_
|5, s|—‘sn Sk, TSk, s‘,‘sn Skn| |skn s| 5t5=¢

bulunur ki, bu /ims, = s oldugunu gosterir.

lim s, =0 <V B,ER i¢in An, EN oyleki Vn=n, igin s, > B,

n— oo
Jim s, =~ oo <V B,ER i¢in In,EN oOyleki Vn=n, igin 5, <B,

. _ ] - e _
Jim s, =+ o0 olmasi halinde "(s, ) arti sonsuza gidiyor", Jim s, =—o0

olmas1 halinde de "(s, ) eksi sonsuza gidiyor" denir.

ORNEK : (s,)= (vVn) dizisi bir Cauchy dizisi midir? Her k € N i¢in
Jim (s, = s,) = 0 olmasi (s,,) dizisinin Cauchy dizisi olmasini gerektirir mi?

Coziim : (s, ) bir Cauchy dizisi olsaydi yakinsak olurdu. Halbuki nlimoof =40

olup wraksaktir.

dim (s, =5,) = lim (Yn+k—/n)= ,,li’”oo(m ;;@f@ =i

= lim Atk _ k -0
= ntk+vn 1= ntk+vn

olur. Su halde dim (s, =s,)=0 oldugunda (s, ) bir Cauchy dizisi olmak

zorunda degildir.
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ORNEK :

{ 0 N tek ise
S =
" n , ngiftise

bigiminde tammlanan (s,) dizisi smirlt midur? lim s, =+o0 mudur? Ustten
sinirsiz her dizinin limiti +oo, alttan sinirsiz her dizinin limiti —° mudur?

Coziim : Verilen dizinin terimleri 0, 2, 0, 4, ..., 0, 2n, 0, 2n + 2, ... dir. Bu dizi
listten sinirsiz bir dizidir. B = / alinirsan > n; oldugunda s, > I olacak sekilde
bir n; sayis1 yoktur. Ciinkii dizinin sonsuz gokluktaki terimi sifirdir. O halde
dizi +oo'a gitmez. Oyleyse lstten sinirsiz bir dizinin limiti +e olmayabilir. Ben-

zer sekilde alttan siirsiz dizilerin limiti —oo olmayabilir.

TERIMLERiI ARASINDA TEKRARLAMA BAGINTISI BULUNAN DIiZiLER

(a,) dizisive p,, p, ..., p, reel sayilari verilmis olsun. r < n igin

a,*p;a, ;+pya, ;.. tp.a, =0
(3.5
esitligi varsa, bu esitlige, (@, ) dizisinin ardisik terimleri arasindaki 7—ninci
dereceden tekrarlama bagintist denir. (a, ) dizisinin r tane terimi verilirse »
+ [ —inci terimi bu bagint1 yardimiyla bulunabilir. Bu islem arka arkaya uygu-
lanarak dizinin tiim terimleri bulunabilir.

(3.5) esitliginde a, = x" konursa
x"+pxt Tl p x4+ Lt p X =0 =
x’+p1x”1+p2x”2+...+pr71x+pr:0 (3.6)
denklemi elde edilir. Bu denkleme (3.5) in karakteristik denklemi ad1 verilir.
Bu denklemin farkl: x 1 X e X, gibi r tane kokii varsa (an) genel terimi, 4 »
Ay n A, reel sayilar olmak tizere,
a,=Axt+Ax5+. . +Ax"
bi¢imindeolur. (an) dizisinina, a,, ..., a, terimleri verildiginde bunlar yardimiyla

A,;, A, ..., A, sabitleri bulunabilir.

Karakteristik denklemin koklerinden bazilari esitse, 6rnegin x; = x, = x5 ve
digerleri farkli ise
a, = AT+ A X8+ (A +nA +n?Ag) X+ Agxl+ ..+ Apxh

olur.
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ORNEK :
a,=5a,=13 ve n=z2 icin
a,=5a, ,—6a, ,

bagintisini saglayan (a,) dizisinin genel terimini bulunuz.

Coziim : a, = x" denirse
xt=5x""1_6x""2 =
X-5x+6=0 :x1=2, x2=3

olur. Genel terim

a,=A,2"+4,3"

formundadir. a; = 3, a, = 13 oldugundan

5=2A,+3A,

13=4A,+ 94,

sistemi elde edilir. Bu ¢oziilerek 4, = I, A, = I bulunur. Su halde dizinin

genel terimi ¢, = 2" + 3" dir.

ORNEK :a,=9,a,=45 ve YVnEN i¢in a,, ,—6a,, ,+ 9a,=0 oldu-
guna gore, (a,) genel terimini bulunuz.
Coziim : Karakteristik denklem
X —6x+9=0
olur. x; = x, = 3 olacagindan, genel terim
a,=(4; +nd,)3"

bicimindedir. a; =9, a, =45 oldugundan

(A +Ay)3=9 A+Ay=3
(A+24,):32=45 ~ [A+24,=5
sistemi bulunur. Bunun kokleri 4, = 1, 4, = 2 dir. Genel terim

a,=(l+2n)3"

olur.
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ORNEK : x; >0, a> 0 olmak lizere her n > I igin

1 a
anrl: f(xndl_xi)

n

bi¢iminde bir (x,) dizisi tanimlaniyor.

on—1

D) x,-va [x,-va
xn+«/g _(lem/E

oldugunu gosteriniz.

(i) (x, ) dizisinin limitini bulunuz.

L. x,~Va
Cozum.yn—ixrﬁﬁ olsun.
2
] X _\/g
xn+1_£:2(xn+36a,,>_f:<r123%>
2
i X +\/E
xn+1+x/>=2(xn+xan>+\/>=<nzxn>

oldugundan
xn+1_\/g_ xn_‘/g ?
xn+1+x/2_ xn+£

bulunur. Bu durumda y, ;= y2 bagntisi elde edilir.

Buna gore

In = (yn71)2 = [(yn72)2]2 :y%;z2 = (yn,2)22 = (y%73)22 =..(y

olur. Su halde

x —va :(xl—ﬁ)z"_l

n
X +\/E x1+«/5

n
x-Va

x1+JE

yazilabilir. <1 oldugundan

-1

Y x—va\" b X

m =ium = m
xn-i-«/z x1+x/E -

lim(x,=va)=0 = limx,=+a

n

bulunur.
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PROBLEMLER- 3.1

. (#) dizisinin artan oldugunu gosteriniz.

(311—]

. 7) dizisinin monoton (artan veya azalan)

olup olmadigini arastirniz.

. Genel terimi

1 1 1
+n+2+...+%

=+l

olan dizinin artan oldugunu gosteriniz.

. Asagidaki dizilerin limitini hesaplayiniz.

a(2+7) b (I e (5

. (x,) bir sifir dizisi olduguna gore, asagida genel

terimleri verilen dizilerin limitini bulunuz.

a. an=2xn—3 b. ¢ =

. (=1)") dizisinin yakinsak olmadigimni gosteri-
niz.
n

. . .. (a
. (a,) bir siurh dizi olsun. Vo > 0 igin (;Ta)

dizisinin bir sifir dizisi oldugunu gosteriniz.

(an-i—b

p d) dizisinin % sayisina yakinsadigini

@

gosteriniz. Burada a, b, ¢, d reel sayilar olup

¢ = (dir.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

. 1 2 3 n—1
a. lim [S5+5+5+..+
nimoo<n2 22 2 )
. 1+3+5+...+2n—1) 2n+1
5 nlimoo< n+ 1 2 )

. 1,1, 1 1
C. nlimoo<7+z+§+...+7>

¢ nlimm%[(l +%)+(1 +%)+...+(1 +%)]

. 1,1 n—1_1
d. nlimoo<1—§+§—+...+(—]) )

124224324 442
e. lim 3
n— oo n

f. lim (Wn2+1-n)

n— oo

. on+ I 3n+1
& Jfim = mygm
((=1)") dizisinin farkli 5 alt dizisini bulunuz.
Bu dizinin baska alt dizileri var midir?

1 1

Sn=—].2.3+—2_3_4+...+

1
nn+1)(n+2)

olsun. (s, ) dizisine esit olan bir dizi bulunuz.

Bu dizi yakinsak midir?

( 2n3f 7) dizisinin en kii¢tik Gist sinirmi (sup)

ve en biiyiik alt sinirmni (inf) bulunuz.

((=1)* / n) dizisinin kag¢ terimi (—ﬁ , ﬁ)

araligimin digindadir?

la| < Iigin (I +a + a® + ... + a") dizisinin

yakinsak oldugunu gosterip limitini bulunuz.
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15.infa, +infb, <inf(a, + b,) < sup (a, + b,)
ssupa, +supb,

oldugunu gosteriniz.

2-4..2n
16'(3-5...(2n+1)>

dizisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.

17. Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

a tim (1+1)" . lim (1+%)"

b. tim (1-1)"

n— oo

d. gim (1+3)"7

18.(a,) >0 ve a > 0 olsun. (a¢,) — a oldugunda

log (a,) — log a dir, gosteriniz.

19.(a,) dizisinin tekrarlama bagmtist

an+27an+1+6an:0

dir.a;, = é ,a,= é olduguna gore, (a,) dizi-
sinin genel terimini bulunuz.
20. Asagidaki bagintilarla tanimlanan dizilerin ya-

kinsak olup olmadigini arastirmiz. Yakinsak

olanlarm limitini bulunuz.
a a;,=0,n>1 igin an=m
b. 0<a,<Il,nzl igina, =1-,/I—a
c. a;z2,n=z1 iginan+1:]+\/ﬁ

d. 0<a,=3,n=z=1i¢ina, =,2a,+3

n

21. ki Cauchy dizisinin toplaminin da Cauchy dizi-

si olacagini gosteriniz.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

a=0 icin (Ja]'®) =1 oldugunu gosteriniz.

(a,) = (log n) dizisi i¢in lim (a,—a, , ;) =0,
fakat (a,, ) dizisinin Cauchy dizisi olmadigini
gosteriniz.

Asagidaki dizilerin alt ve {ist limitlerini bulu-
nuz.

a.a,=2—(-1) b.b, = cos (%)

(a,) birreel say1 dizisi olsun.
1) lim sup (—a,) == lim inf(a,)
ii) [im inf (—a,)=— lim sup(a,)

esitliklerinin dogrulugunu gosteriniz.

(a,) bir reel terimli dizi ve r € R olsun. asa-

gidaki 6nermelerin dogrulugunu gosteriniz.

i) limsup a, <r ise yeter derece biiyiik n ler
icina, <r dir.
ii) limsup a, > r ise sonsuz ¢okluktaki n lerigin

X, > dir.

Smirli (a,) ve (b,) dizileri i¢in
liminf a, + liminf' b, < liminf (a, +b,)
< limsup (a, + b,) < limsup a, + limsup b,

olacagini gosteriniz.

lim a,, meveut ve (b,) smirli olsun.
i) liminf (a, + b,) = lim a, + liminf'b,
ii) limsup (a, + b,) = lim a, + limsup b,

olacagini gosteriniz.
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m BiR FONKSIYONUN LIiMIiTi

ACR, f:4— R bir fonksiyon ve @ da A kiimesinin bir y1g1lma noktasi
olsun. Terimleri 4 | {a} kiimesine ait olan ve @ noktasina yakinsayan her
(x,) dizisiigin elde edilen (f(x,)) goriintii dizisi bir L sayisina yakinsiyorsa

bu L sayisma f fonksiyonunun a noktasindaki limiti denir ve

fim, f0) =1

seklinde gosterilir.

Yukaridaki tanimdan da anlasilacagi gibi, a limit noktasinin 4 tanim kiime-

sine ait olma zorunlulugu yoktur.

ORNEK :
f:R— R fonksiyonu

2 x>0 ise

X
2, x<0 ise

seklinde tammlanryor. Bu fonksiyonunun a; = 2, a, = 0 noktalarindaki limit-

flx)=

lerini bulunuz.
Terimleri R1{2} deolanve 2 noktasina yakinsayan herhangi bir dizi (x,) olsun.
Budizinin sonlu sayida terimi hari¢ diger biitiin terimleri 2 nin komsulugundadir.
Dolayisiyla bu dizinin sonlu sayida terimi hari¢ diger tiim terimleri pozitiftir. O
halde sonlusayidaki x, terimleriharig f(x,)= (xn)2 =x2 dir. (x,)— 2 oldugunda
(fix,)) — 4 olacagindan

lim f(x) =4

x—2
bulunur.
Simdi fonksiyonun @, = 0 noktasindaki limitini bulalim. 0 noktasina yakinsa-
yan herhangi iki dizi alalim. Ornegin (x,) = (%) ve (t,) = (—%) dizileri boyle
dizilerdir. % > 0 oldugundan

_ (1 1

fw) =)=
olur. Dolaysiyla f (x,) — 0 di. f () = f (—%) =2 oldugundan
(f(t,)) — 2 dir. O halde f fonksiyonunun 0 noktasinda limiti yoktur. Ciinki
limitin var olmasi i¢in 0 noktasina yakinsayan her (x,) dizisi igin ( f(x,))

dizisi ayn1 saytya yakinsamalidir.
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+ o0 ‘a 1raksayan her (x,) dizisii¢in (fix,)) dizisi bir L sayisina yakinsi-

yorsa f nin + o daki limiti L dir denir ve

xlimoo flx)=1L
seklinde gosterilir. — oo i¢in limit benzer sekilde tanimlanir.

2 .. . _2x% 4 3x .
ORNEK : f: R — R fonksiyonu f (x) = O] seklinde tanimlantyor.

J(limoo f(x) limitini hesaplayiniz.
Coziim : (x, ), +oo ‘a 1raksayan herhangi bir dizi olsun. Bu durumda (x, )

dizisinin sonlu sayida terimi hari¢ diger tiim terimleri pozitiftir.

3 _2

2 2
2+ 3x, 3x”—2_2+xn xs
2 - 1

.X'n+] 1+ 5

Xn

flx,) = xfl +1

oldugundan (f{x,)) — 2 dir. O hélde

C2x% 4 3x
l =2
B Sy

dir.
Diziler konusunda gordiigiimiiz teoremden yararlanarak su teoremi kolayca

ispatlayabiliriz.
TEOREM 3.18

ACR f:4— R ve g:A4— R birer fonksiyon ve « € R olsun. Eger

xli_ma flx) ve xli_r,nag(x) limitleri varsa
(1) lim (f+g)(x) = lim f(x)+ limg(x)

(2) lim (f-g)(x) = lim f(x)- limg(x)
(3)Her x €4 icin g(x) =0 ve xli_rzzag(x) # 0 ise
o F00) _ i, %)
% g )~ Jim, 80
(4)Her o € R igin xll_ma (o f)(x) = a~)ggna f(x)

olur.
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Ispat : Yukaridaki dort 6zelligin ispatlar birbirlerine benzer oldugundan birin-
cisinin ispatin1 verip digerlerini birer alistirma olarak okuyucuya birakiyoruz.

f% flx)=1L, ve xlz_ma g(x) =L, olsun. O halde terimleri 4| {a} daolan

ve a noktasina yakinsayan her (x, ) dizisiigin (f(x,)) — L, ve (g(x,)) — L, dir.

Teorem 3.4 ten

lim (F+g)(x) = lim(f+g)(xy) = lim [f(x,)+g(xy)]
=limf(x,)+limg(x,) =L +L,
= lim f(x)+ limg(x)

olur.

ORNEK : f: R — R fonksiyonu

x2—1 .
Fl) = ey ol x#—1 ise

-2, x=—1 ise

seklinde tanimlaniyor.  lim . f(x) limitini hesaplayiniz.
X

Coziim : Terimleri —1 den farkli olan ve —1 sayisina yakinsayan herhangi bir

dizi (x,) olsun.

x2—1 (x,—D(x,+1) _

xn—i-]: xn—i-] xn—l

flx,) =

oldugundan (f(x,)) — —2 bulunur. Su halde

limlf(x) =-2

[tigld
dir. 71

Eger f fonksiyonu (@, b) acik araliginda tanimli ise @ ve b noktalari tanim
kiimesine ait degillerdir. Fakat birer y1g1lma noktasidirlar. Terimleri (a, b) ara-
ligindan alian ve a noktasina yakinsayan diziler, terimleri @ dan biiytlik olan
dizilerdir. Benzer olarak terimleri (@, b) araliginda alinan ve b ye yakinsayan

dizilerin terimleri » den kii¢lik olmak zorundadir.

Bu durumlari da igine almak iizere agsagidaki tanimi verelim.
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ACR, f:4— R bir fonksiyon ve a da A kiimesinin bir y1gilma noktasi
olsun. (1) Terimleri 4 kiimesinden alman, hern €N igin x, <a bagmti-
sin1 saglayan ve a noktasina yakinsayan her (x,) dizisii¢in (f(x,)) dizisi
ayni bir L, reel sayisina yakimsiyorsa, bu L, sayisina f* fonksiyonunun a

noktasinda sol tarafi limiti denir ve
lim_f(x)=L, veya lim f(x)=1L,
XxX—a x—a—0
seklinde gosterilir.

(2) Terimleri 4 kiimesinden alinan, her n € N i¢in x, > a bagmtisim

saglayan ve a noktasina yakinsayan her (x, ) dizisi i¢in (f(x,)) dizisi L,

sayisina yakinstyorsa bu L, sayisina fonksiyonun sag tarafli limiti denir ve
xlin;+ flx) =L, veya x_{lg1+of(x) =L,

biciminde yazilir.

Simdi sag ve sol tarafli limitlerle ilgili drnekler yapalim.

ORNEK : f:[-2, 2] — R fonksiyonu

2—x,—2=<x<1 ise
fx)=4 3 , x=1 ise

x—1, 1<x=2 ise

seklinde tanimlantyor. Bu fonksiyonun a = / noktasindaki sag ve sol tarafli
limitlerini hesaplayiniz.

Coziim : Terimleri [-2, /) araliginda bulunan ve / noktasina yakinsayan her-
hangi bir dizi (x,) olsun. f{ix,) = 2 —x, oldugundan (f(x,)) — / olacaktir. O
halde

lim_f(x)=1

dir. Simdi sag tarafli limiti bulalim. Terimleri (/, 2] araliginda bulunan
ve 1 noktasina yakinsayan bir dizi (¢,) olsun. f(z,) =t — I oldugundan

(f(x,)) = 0 dir. Su halde
xliﬂlﬁ flx)=0
dir. Goriildigi gibi, bu fonksiyon i¢in
lim f(x)# lim_f(x)
x— 17 x—1

dur.
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ORNEK : f:[-1, 4] — R fonksiyonu

x , —1<x=<2ise

f(X)={ )
4—x, 2<x=4 ise

seklinde tanimlantyor. lim f(x) ve lim f{x) limitlerini hesaplayiniz.
x—2 x—2

Coziim : Terimleri [/, 2) araliginda bulunan ve 2 sayisina yakinsayan her (x,)
dizisi igin f{x,) = x, dir. Dolayisiyla (f(x,)) — 2 dir. O halde

lim fix)=2
x—27
olacaktir. Terimleri (2, 4] araliginda olan ve 2 ye yakinsayana herhangi bir dizi
(z,) olsun.
f@,)=¢-1)—2
oldugundan
lim fix)=2
x—27
dir. Gortildiigii gibi bu dizi igin lin;_ fx) = lin;+ fix) dir.
X — X —

Sag ve sol limit tanimlari ile limit tanim1 g6zoniine alindig1 zaman su sonug
ifade edilebilir.

TEOREM 3.19

Bir ffonksiyonunun bir noktada limitinin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart

o noktada sag ve sol limitlerin mevcut ve esit olmasidir.

ORNEK : f:R— R fonksiyonu

2

xc , x<0 ise

(x) =
J x/;,x>0ise

seklinde tanimlaniyor. lim0 f(x) limitini bulunuz.
Paill

Coziim : Teoremleri (-, 0) da olan ve ( noktasina yakinsayan her (x,) dizisi
igin (f(x,)) = (x2)~ 0 oldugundan
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lim  fix)=0
x—07
olacaktir. Terimleri (0, +) da olan ve () noktasina yakimsayan her (z,) dizisi
i¢in
(/@) =(y1,)-0

oldugundan
S0 =0
dir. Demek ki sag ve sol limitler mevcut ve birbirine esittir. O halde

Jlim f(x) =0

dur.

lim f(x) limitini hesaplarken x degiskenini @ noktasina yakinsayan bir
dizi gibi diistinerek islem yapabiliriz. Bu durumda x = a olduguna dikkat

edilmelidir.

ORNEK :
f:R—R fonksiyonu

y
X .
Ixl , x#O0ise

flx)=1 %

0 , x=0ise

seklinde tanimlantyor. Bu fonksiyonun x = 0 noktasindaki liminitini bulunuz.

Coziim : x > 0 igin |x| =x ve x <0 igin |x| =—x oldugundan

lim f(x)= lim 2= lim 1=1,
xﬂ()*f( ) x—0tX  x_ot

li = lim == lim_—1=—1
X in(/)l _f(X) X in(/)l_ x X in(;l_

olacaktir. Sag ve sol limitler farkli oldugundan 0 noktasinda limit yoktur.

ORNEK : lim, (x—[x]) limitini hesaplayiniz.

X —

Coziim :
lim (x—[x))=2-2=0
ve 2

lim (x=[x]))=2-1=1

x—2"

oldugundan limit yoktur.
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ORNEK : o, €R olmak iizere lim 1anox 1imitini hesaplayiniz.

x—0 tanPx
Coziim :
lim fanox _ . sinox  cos Bx
x—0 tanPx — xLo\COSOX  sinfPx
_ iy Sinox cospx _ i SinOU/OX o _ 1 o _ o
x—0 SinPx x—o sinPx ~ xZo sinPx/Px PBx L B P

olur. 71

lim f(x)=L oldugunda a noktasina yakinsayan her (x,) dizisi i¢in (f (x,))
goriintii dizisi de L sayisina yakinsar. Yani € > 0 igin bir d > 0 vardir ki
|x, —a| <& oldugunda | f{x,) — L| < ¢ kalir. O halde x,, terimleri a noktasina
yeterince yakin alindiginda f{x,) ile L arasindaki fark istenildigi kadar kiigiik
yapilabilir. x degiskeni (x,) dizisi gibi diisiiniildiigiinde de asagidaki tanim ve-

rilebilir.

ACR, f:4— R bir fonksiyonve a da A kiimesinin bir yigilma noktasi olsun.
Here >0 icin,eger 0<|x—a| <0 oldugunda [f{x)—L|<e kalacak sekildebir

d > 0 sayis1 bulunabiliyorsa x, a ya yaklastiginda f'nin limiti L dir denir ve

fim, J0) =1

biciminde gosterilir.

Burada dikkat edilecek husus 8 sayisinin € sayisina bagli olacagidir, yani ¢

sayisina bagli bir § sayisinin bulunmasidir.

ORNEK : lim, (x2+3) =3 oldugunu gosteriniz.
X —

Coziim : |(x* + 3) — 3| = |¥?| < ¢ olmasiigin xI1< e kalmasi yeterlidir. O
halde 8 <+v'e olmahdir. Ornegin ¢ = 107 ise 1/100 (veya 1/100 den kiigiik
her say1) 9 olarak alinabilir.

ORNEK : lim (3x +1) =7 oldugunu gosteriniz.
X —

Yukaridaki esitligin dogru oldugunu gostermek icin € > 0 verildiginde dyle
bir § > 0 bulunmalidir ki, |x — 2| < d oldugunda |[3x + 1) — 7| = |3x — 6] <

olmalidir.

[x=2] <0< 2-0<x<2+80<=6-30<3x<6+30=-30<3x-6<36
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< |3x — 5] <38 olur.
Su halde 39 = ¢, buradan da § < % olmalidir. O halde € > 0 verildiginde & = %

(veya % den kii¢iik herhangi bir pozitif say1) alinabilir.

ORNEK : lim %:é oldugunu gosteriniz.
x—3

Coziim : € > 0 verildiginde Syle bir d sayisi bulunacaktir ki |x — 3] <  oldu-

gunda ‘%— é‘ < ¢ kalsin.

I 1| _13-xI_ 8
‘E‘ﬂ— Xl <~ 13x]

olur. Diger taraftan |x — 3| < dise x| > 3 —0 dir. O halde
|3x] = 3|x| >3(3-8)=9-30
olacagindan

)

;1
‘?_§‘<9—38

kalacaktir. Bu durumda

)
9-35=¢
olacak sekilde bir 6 bulmak yeter. Bu § sayilarinin en biiyiigiinii bulmak ge-
rekmez. Bu sebeple yukaridaki esitsizligi saglayan ve 1 den kiigiik olan 9 sa-

yilarini bulalim.

I
6  9-35

3

> <Z

6<1©-36>73©9736>6©ﬁ

dir. O halde %S €= 8 < 6e olmalidir. Buna gore ¢ > 0 verildiginde & < [ ve

d = 6¢ esitsizliklerini ger¢ekleyen her d igin

1 1
x 3

olur.



PROBLEMLER-3.2

S =42
1. Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazil e. lim0 #
X — X
a noktalarindaki sag ve sol tarafli limitlerini
m __ ,.m
bulunuz. f. xliino W’(”‘ eN)
2x+1, x>1 ise
jim 3Yx=3Va
a. f:R—=R f(x)=4 3 , x=1lise, a=1 g M —x—a
Ix—1, <Ii
X x < lise . - T=x
4_ T x-0 x
b.fiR—R fG)=5-1, a=l
X . JIlt+x—VIl—x
Ix2—4] . lim =
¢ f:RI{2} =R fx)= —2 > a=2 x=0

i. xlimw (Va2=5x+6 —x)

2. Asagidaki fonksiyonlarm yanlarinda yazili
J.  lm (Va2 +5x+1—x)

noktalardaki limitlerini bulunuz.

a f:RV{0} —R f(x)="21 ,a=0
/ 0 ) x 4. Asagidaki limitleri hesaplaymiz.

x/2 , x<1 ise

. sinx . sinx
b.f:R—=R f(x)=1 0 , x=1ise,a=1 a'xﬁ%z X b. lim =%
1/2 , x> lise . .
. sinax . sinax
Lsinx | ¢ xllino bx ¢ xll_’.no sinbx
——— X #T ise
¢ fOm)—Rf)=1 ¥ a4 d. 1im 1=cosax e, lim Sinx—sina
0 , x=m ise . xl_’f10 2 . xl_{"O Xx—a
3. Asagidaki limitleri hesaplayiniz. f. Jim, sin(x + Z) =i g. lim Lordr— o8 by
- X— X
. 2 1
* aglinl (x2—1 Py
b. lim 12! 5. Asagidaki limitleri hesapl
y . Asagidaki limitleri hesaplayiniz.
x=3
c. lim [«] o lim =D sinttan)
Cx=2 Cxol x—1 T x—0 sinx
¢c. lim a’thbxte b. lim «x- sini ¢c. lim sinfcosx)
° xﬁoopr_i_qx_i_r ‘X X .x_»% COoSX
3 .
6. =8 . sinx —cosx
A fim =2 d. lim =T Tanx

=
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"lim f(x)=L ise lim |f(x)I=1L1 dir."
X—a X—a

onermesinin dogrulugunu gosteriniz. Bu 6ner-

menin karsitt da dogru mudur?

7. f(x)=9x—5 olsun. Bir d > 0 sayisi bulunuz ki

v — 1] < & oldugunda | f{x) — 4| < 75 kalsin.

8. (g(x) = 2x? + 3 olsun. Bir § > 0 sayis1 bu-
lunuz ki |x| < § oldugunda |g(x) — g(0)| < &
olsun.

9. flx)=37 ve &> 0 olsun. Oylebird > 0bu-
lunuz ki |x— 7| <& oldugunda ’f(x) —é‘ <eg
kalsin.

10. Asagidaki esitliklerle tanimlanan /- R — R
fonksiyonlarmin hangi noktalarda limiti yok-
tur?

a. f(x) = [x]+[-+]
b. f(x) = [x?]
e fx)=1-x+[x]+]I—x]
c. f(x) =xsgnx
_ [sinx]
1. f: [ a] \[[0]) — R fx = sina]

fonksiyonunun grafigini ¢iziniz. Bu fonksi-

yonun hangi noktalarda limiti yoktur.

12.

13.

14. f:[0, 11— R f(x)= {

a€R ve T da a noktasini bulunduran bir
acik aralik olsun. f g h I \ {a} iizerinde
tanimli reel degerli fonksiyonlar olsun. Asagi-

daki 6nermelerin dogrulugunu gosteriniz.

i. Her x €1\ {a} i¢in f(x) < h(x) < g(x) ve
lim f(x)= lim g(x)=1L ise lim h(x)=1L
X—a x—a xX—a
dir. (Sandvig 6zelligi)

ii. Her x €1\ {a} i¢in |g(x)| =M ve
lim f(x)=0 ise lim f{x) g(x) = 0 dir.

a€R ve I da a noktasim bulunduran bir

acik aralik olsun. f ve g 1| {a} iizerin-
de tanimli, reel degerli fonksiyonlar olsun.
Eger f ve g nin a noktasinda limiti varsa ve
Vx €1\ {a} i¢gin

S () =gx)
ise

lim fx) = lim g(x)

dir. Ispatlaymiz.

x, x€Q ise

0, x&Q ise

fonksiyonunun hangi noktalarda limiti vardir ?
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1. lima, = 0 oldugunda ((-1)" a,) dizisinin irak-
sak oldugunu gosteriniz.

2. a;,=2 ve nz1 igin
_ 1
an+1_f(an+4)
bagmtisini saglayan (a,) dizisinin monoton artan ve smirli

oldugunu gosteriniz. Dizi yakinsak midir? Yakinsaksa
limitini bulunuz.

3. F,=F,=1ve nz=1 igin
F, ,=F, ,+F, bagintisin saglayan (F))

dizisine Fibonacci dizisi denir. Fibonacci di-

zisinin genel terimini bulup

o F 1 =
Jim ~g = 5(1+75)

oldugunu gosteriniz.

4. a,=V2 ve n>1 i¢in a,=/2+ /a,_, bi-
¢iminde tanimlanan dizinin limitini bulunuz.
5. @ (a)—ave VnEN igin a,=<c ise a=cdir.
(b) (b,) yakmsak ve tiim terimleri negatif
olan bir dizi ise limit negatif veya sifirdir.

(¢) (c,) yakinsak ve tiim terimleri pozitif olan

bir dizi ise limit pozitif veya sifirdir.
6nermelerinin dogrulugunu gosteriniz.
6. (s,) — s ve (z,) — ¢ olsun.

VneEN igin 5, <t ise s =t dir, gbsteriniz.
7. o€ (0, I) olsun.a, = o ve n> I igin

_1 2
a,= j((l‘i— an_l)
bi¢iminde tanimlanan (a,) dizisinin yakinsak

oldugunu gosterip limitini bulunuz.

8. Tim terimleri rasyonel olan bir dizinin limiti

irrasyonel olabilir mi?

9. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

a V2+vV2+v2 .. =2
b. V6 +vV6++v6 ...=3
c. V20+v/20+v20 ..=5

10. f: R— R, f(x) =x + /x—[x] bigiminde
tanimlanan fonksiyonun limitinin olmadig1

noktalarm kiimesini bulunuz.

0 , x rasyonel ise

5 fR-R

1Lf®={

fonksiyonunun hangi noktalarda limiti vardir?

x< , xirrasyonel ise

o Al .
12. f(x) = [smx, x#0 ise
0 , x=0ise
fonksiyonunun x = 0 noktasindaki limitini bulu-

nuz.

13. SekildekimerkeziO
olan birim ¢embere K
A noktasinda d te-
geti cizilmistir. P A .
noktas1 d iizerinde U B
|AP| = |AK]| olacak
bigimde hareket et-
tirildiginde B nok-
tas1t AO dogrusu tizerinde hareket eder.

d

lim 1 AB|
P=A
limitini hesaplayiniz. Baska bir sdyleyisle, P

noktasi A ile ¢akisirken B noktasi A dan ne ka-
dar uzaklagir?
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14.

15.

16.

17.

Limit

2”4‘?

(x,)=(L)verr,)= (11) dizileri ile
flx)= sin% fonksiyonu veriliyor. (f{x,)) ve
(f(¢,)) gorintii dizilerinin limitlerini bulunuz.

f fonksiyonunun x = 0 noktasinda limiti var

midir? Buldugunuz sonucu yorumlayiniz.

fx) =x sin% fonksiyonunun eger varsa x =

noktasindaki limitini bulunuz.

Asagidaki limitleri hesaplaymiz.

& jznoﬂxﬂ

2—vo6x-2
2_

b. Ilim
1

x—-0 X
. /x-3
Py

xlimoo«/ X2+ 4e2-x+1

Lol

1\

B3l

. ox—1
lim—
¥ 1SInTIX

f(x) fonksiyonu i¢in
. 1

,l%f<7) = L olsun.

xlimoof(x) ve xlin]mf(x)

limitleri i¢in ne denebilir?

18. f{x) fonksiyonu igin

19.

20.

Xlimoof(t) = L olsun.
. 1
,’L”gf(y)

limitini hesaplayiniz.

Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

+1)*
ol

N
=
3

d. lim

Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

. 1 2 n—1
a. xlingo ?‘F?‘F...‘F n2 ]
. 1+3+5+..+(2n—1) 2n+1
b.. Jim nt1 R
. on+(=1)"
C. xlimooin—(—j)”
2n+1+3n+1
c. lim

x—oc0 2M4 37
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m SUREKLI FONKSIYONLAR

Bu Boéliimde hemen hemen tiim matematik dallarmi ilgilendiren ¢ok onemli

kavramlardan biri olan siireklilik kavrami iizerinde duracagiz.

ACR, f: A— R bir fonksiyon ve a € A olsun.

Lim f(x)= f(a) (4.1)
ise / fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir. Eger / fonksiyonu A kii-

mesinin her noktasinda siirekli ise fonksiyon A iizerinde siireklidir denir.

Yukaridaki tanima gore, bir f* fonksiyonunun bir a noktasinda siirekli olmast
i¢in,

a) f fonksiyonu a noktasinda tanimli olmalidir.

b) ffonksiyonunun a noktasinda limiti olmalidir.

¢) f fonksiyonunun a noktasindaki limiti, a noktasindaki fonksiyon degerine

esit olmalidir.

Limit tanim1 hatirlanacak olursa, stireklilik kavrami su sekilde tanimlanabilir.

ACR, f:A— R bir fonksiyon ve a € A olsun.

f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. <> Her € > 0 i¢in en az bir d > 0 vardir
oyleki |x-a|<d=|f(x)-f(a)|<e olur.

Simdi stireklilik ile ilgili baz1 6rnekler verelim.

ORNEK : f:R—R, f(x)=c seklinde tanimlanan sabit fonksiyon R de
stireklidir. Bunu gostermek igin verilen fonksiyonun R de keyfi olarak segilen
herhangi bir noktada siirekli oldugunu gostermek yeterlidir. Buna goére verilen

fonksiyonun bir a noktasinda siirekli oldugunu gosterelim.



Siireklilik 117
lim f(x)= lim c=c=f(a)
oldugundan verilen fonksiyon her a noktasinda ve dolayisiyla R de siireklidir.
ORNEK :
fiR—=R, f(x)=2]x| fonksiyonu x =0 da siirekli midir?
Coziim :
€ >0 olsun. 6 = % segelim.

lx-0] <8 igin [f(x)-£(0)|=|2|x|-0|=2lx| <28 =€ olur. Suhaldeffonksiyonu

x = 0 da stireklidir.

Sag ve sol tarafli limitlerin tanimlar1 gz 6niine alindiginda asagidaki tanim ve-

rilebilir.

ACR,a€Ave f:A— R bir fonksiyonu verilmis olsun. Eger

lim_f(x)=f(a) ise f fonksiyonu a da sagdan siireklidir.

X—a

lim_ f(x) = f(a) isef fonksiyonu a da soldan siireklidir denir.
xX—a

Bu tanima gore, bir f/ fonksiyonunun bir a noktasinda siirekli olmasi igin gerek

ve yeter sart, a noktasinda sagdan ve soldan siirekli olmasidir.
[ bir [a, b] aralig1 izerinde tanmimli oldugunda, eger f
i) (a, b) agik araligimin her noktasinda siirekli,

ii) a noktasinda sagdan siirekli,

iii) b noktasinda soldan stirekli,

ise f, [a, b] lizerinde siirekli olur. Ciinkii a noktasinda sol tarafli siireklilikten, b

noktasinda da sag tarafli siireklilikten bahsedilemez.

Diziler yardimiyla yapilan limit tanimi1 g6z 6niine alindiginda asagidaki tanim

verilebilir. Bu tanima siirekliligin dizisel tanimi denir.

f+ A — R bir fonksiyon ve a € A da A nin bir y1gi1lma noktasi olsun.

Elemanlar1 A kiimesinden alian ve a noktasina yakinsayan her bir (x, )
dizisi i¢in (f'(x, )) dizisi f (a) reel sayisina yakinsiyorsa f fonksiyonu a
noktasinda siireklidir denir.
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a’+e

fla)=a’ 1

a’—¢

i

0

a-§ a a+d

ORNEK : f(x) = x - | x] fonksiyonu tam sayilarda siirekli midir?

Coziim : m bir tam say1 olsun. f/ nin m noktasindaki limitini arastiralim.
lim f(x)= lim x—[x]=m-m=0
x—m"t x—m"t

lim_f(x)= lim (x=|x))=m—-(m—-1)=1

oldugundan x = m noktasinda limit yoktur. Dolayisiyla f, m noktalarinda sii-
rekli degildir.
ORNEK : f(x) = sinx fonksiyonunun R iizerinde siirekli oldugunu gésteriniz.
Coziim : f fonksiyonunun a noktasinda siirekli oldugunu gosterelim. Her u
icin

|sinu| < |u| ve |cos u| < 1

oldugundan

. . _ . X—da x+a
|sinx —sina|l=|2sin L Cos
2 2
a

= 2sin* 5% |eos 54|

SZ‘x;a‘J:Ix—al

bulunur. Su halde |x - a| = § oldugunda |sinx - sina| < & olur. Yani & = § alinabi-
lir. Demek ki siniis fonksiyonu her a € R noktasinda siireklidir.

ORNEK :f:R— R, f(x) =x fonksiyonunun R iizerinde siirekli oldugunu
gosteriniz.

Coziim : R tizerinde siirekli oldugunu gostermek igin a € R olmak lizere a
noktasinda siirekli oldugunu gostermek yeterlidir.

|x - a| <8 olsun. | f(x) -f(a)| = |x - a| <d olacagindan & =¢ dur. Su halde
f(x) = x fonksiyonu R iizerinde stireklidir.

ORNEK : f(x) = x2 fonksiyonunun her a € R noktasinda siirekli oldugunu
gosteriniz.

Coziim : € > 0 olsun. |x - a| < 1 bagintisim saglayan x ler i¢in
|f(x) -f(a) =|x*-a’| =|x-a||x+a|<|x+a|<|x-a+24]
s|x-al+2a<1+2a

olur. § = min(] ) secilirse |x - a| < & bagintisimi saglayan tiim x ler i¢in

I
1+ 2a

| f(x) -f(a) < ¢ kalir. Bu da f nin a noktasinda siirekli oldugunu gésterir.
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ORNEK : f[0, +®) = R, f(x) = vx fonksiyonunun [0, +®) iizerinde

stirekli oldugunu gosteriniz.

Cozim:a>0 ve €>0 olsun.

6) @] = |¥x = a| = Eoal < 1l

bulunur. 5 = Va ¢ segilirse |x-a|<d oldugunda |vx—+va|<e bulunur.

Bu da fnin a noktasinda siirekli oldugunu gosterir.
Simdi a = 0 olsun.
IVx —+va1=+x olur. |x| < e segilirse | vx | < ¢ kalir. Su halde 8 = &2 segilebilir.

Bu durumda f(x) = v'x fonksiyonu x = 0 da da siireklidir.

ORNEK : R iizerinde

—x2 | x<O0ise
fix)=7 0 , x=0ise
1 , x> 0ise

seklinde tanimlanan f* fonksiyonunun x = 0 noktasindaki siirekliligini incele-
yiniz.
Céziim : Once bu fonksiyonun x = 0 noktasindaki limitini bulalim.

o, = g 1 =1 vt g = (=) =0

olacagindan x = 0 noktasinda limit mevcut degildir. Dolayisiyla fonksiyon bu

noktada siirekli degildir.

ORNEK :
sini , x#0ise
flx)=1 %
1 , x=0ise

fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalar1 bulunuz.

Coziim : siniis fonksiyonu R iizerinde siirekli oldugundan sin% fonksiyonu
x = 0 i¢in her yerde siireklidir. O halde f* fonksiyonu (-0, 0) ve (0, +) aralik-
larinda siireklidir.

xli”$+ sin% ve x’i”&— sin% limtileri mevcut olmadigindan f fonksiyonu x = 0 da

stirekli degildir.
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kaldinlabilir stireksizlik

sigrama sureksizligi

\

» X

kutup sureksizligi

Yukaridaki tanimlar gz oniine alindiginda su sonug ifade edilebilir.
SONUC

Bir fonksiyonun x = a noktasinda siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart a

noktasinda sagdan ve soldan siirekli olmasidir.

Bir f: A — R fonksiyonu a € A noktasinda siirekli degilse, fonksiyon bu

noktada siireksizdir denir.

Bir fonksiyon a noktasinda siireksiz ise su durumlardan biri mevcuttur.

(1) Lim (x) vardir, fakat bu limit, fonksiyonun a noktasindaki degeri olan
f(a) dan farkli olabilir, ya da fonksiyon a da taniml1 olmayabilir. Bu durumda-
ki fonksiyonun siireksizligine kaldirilabilir siireksizlik adi verilir. Bu fonk-
siyonun a noktasindaki degeri limit degerine esit olarak tanimlanirsa (yeni)
fonksiyon siirekli olur.

(2) a noktasindaki sag ve sol limitler mevcut fakat farkli olabilir. Bu durumda-
ki siireksizlige sicrama siireksizligi ad1 verilir.

(3) Sag ve sol limitlerden en az biri +o veya —oo ise veya mevcut degilse, bu
fonksiyon a noktasinda bir sonsuz siireksizligine veya kutup siireksizligine
sahiptir denir.

Limit konusundaki teoremler (Teorem 3.16) goz 6niine alindiginda ona benze-
yen su teorem ifade edilebilir :

TEOREM 4.1

ACR, f:A—R g: A— R fonksiyonu a € A da siirekli ve a, ER
ise PBg f- g fonksiyonlar: da a noktasinda siireklidir. Ayrica, eger g(a) = 0 ise

[/ g fonksiyonu da a noktasinda siireklidir.

Teoremin ispati Teorem 3.16'nin ispatina benzer oldugundan bir alistirma ola-
rak okuyucuya birakiyoruz.
Yukaridaki teoreme gore
E=x-x =x2-x .., x"=x""1-x
ve bunlarin sabitlere ¢carpimlari siireklidir. Dolayisiyla
P(x)=a,x"+a, x""1+.+a,x*+a,x+a,

polinomlart siireklidir.
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TEOREM 4.2

Eger f* fonksiyonu a noktasinda ve g fonksiyonu b = f(a) noktasinda siirekli

ise gof fonksiyonu a noktasinda siireklidir.

Ispat : € > 0 olsun. g fonksiyonu f'(a) noktasinda siirekli oldugundan dyle bir
d' pozitif sayist vardir ki

|y - f(a)| < &' sartim1 saglayan tiim y ler igin |g(y) - g(f(a))| < ¢ kalir. (1)

/. a noktasinda siirekli oldugundan dyle bir & > 0 vardir ki |x - a] < § sartim
saglayan tiim x ler i¢in | f(x) - f(a)| < &' kalir. 2)

Su halde (2) gerektirmesindeki f(x), (1) deki y lerden biridir. Bu durumda
lg (f(x)) - g(f(@))| < &

bulunur ki bu da gof" nin a da siirekli oldugunu gosterir.

ORNEK : f(x) = v4+x2 fonksiyonunun R de siirekli oldugunu gésteriniz.

Coziim : h(x) = 4 + x? bir polinom oldugundan R de siireklidir.

g(x) = vx fonksiyonu da [0, +) {izerinde siirekli oldugundan

(goh) (x) = g(h (x)) = ¥4 +x? =f(x) fonksiyonu R iizerinde siireklidir.

SUREKLI FONKSIiYONLARIN OZELLIKLERI

by
Sfia) ——
fa)] \/\
S fa)
0 a-8 a atd

Siirekli fonksiyonlarin kiimesi matematikte dnemli bir yer tutar. Bu fonksi-
yonlarin dnemi sahip oldugu zengin 6zelliklerden gelmektedir. Bu kesimde bu
ozelliklerden bazilarini kisa olarak vermeye ¢alisacagiz.

Isaret Koruma Ozelligi TEOREM 4.3

[ fonksiyonu a noktasinda siirekli ve f(a) = 0 olsun. a nin &yle bir 6— kom-

sulugu vardir ki bu komsuluktaki her x i¢in f(x) ile f(a) ayni isarettedir.

Ispat : Kabul edelim ki £ (a) > 0 dur. Siireklilik tanimindan her € > 0 icin en az
bir & > 0 sayisi vardir, yleki a - & < x < a + 0 oldugunda f(a) - € < f(x)

< f(a) + ¢ dir. Ozel olarak bu & sayisin1 & = éf(a) sayisina karsilik alirsak,
a-90<x<a+9doldugunda

L@ < s < 3@

bulunur. Bu (a - 8, a + 8) araligindaki her x i¢in f(x) > 0 demektir.

Eger f(a) <0 ise ¢ =—éf(a) alarak ayni sonuca vartlir.
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fla)

Eger a noktasinda tek tarafli siireklilik varsa, bu taktirde bir [a, a + 8) veya

(a -9, a] aralig1 vardir ki bu araliktaki her x i¢in f(x) ler ayn1 isarettedir.

TEOREM 4.4

f fonksiyonu [a, b] kapal araliginda stirekli ve f(a) ile f(b) ters isaretli

Bolzano Teoremi

ise (a, b) araligindaki enaz bir ¢ noktasi i¢cin f(c) =0 dir.

Ispat : Ozel olarak kabul edelim ki f(a) < 0 ve f(b) > 0 dur. a ile b arasinda
f(x) = 0 esitligini saglayan ¢ok sayida x noktalari bulunabilir. Bizim problemi-
miz bunlardan birini bulabilmektir. Simdi bu x lerin en biiyiigiinii bulacagiz.

S={x€la b]: f(x) <0}
olsun. S kiimesi bos degildir, zira en azindan f(a) < 0 dir. S istten siurlt bir

kiime oldugundan bir supremuma sahiptir. ¢ = sup S diyelim. f(c) = 0 oldugunu
ispatlayalim.

f(¢) i¢in Ti¢ durum s6z konusu olabilir : f(c) >0, f(c) <0 veya f(c)=0. Eger
f(c) > 0 ise Teorem 4.3 den bir (¢ - §, ¢ + 0) (veya ¢ = b oldugundan bir (¢ - 9, ¢]
aralig1) vardir ki bu aralikta f* pozitiftir. Bu durumda S nin hicbir elemani ¢ - 8 nin
saginda bulunamaz. Boylece ¢ - 6, S nin bir {ist sinur1 olur. Fakat ¢ - 8 < ¢ ve ¢ = sup
S oldugundan bu miimkiin degildir. Ciinkii ¢ st smirlarm en kiigiigiidiir. O halde
f(c) > 0 olamaz.

f(c) < 0 olsun. Bu taktirde ¢ nin dyle bir (¢ - 0, ¢ + 8) komsulugu (¢ = a olmas1
halinde [, ¢ + d) araligi) vardir ki bu aralikta f negatiftir. Boylece ¢ den bii-
yiik baz1 x ler, Ornegin [c, ¢ + 8) araligindaki x ler icin f(c) < 0 dir. Bu da ¢ nin,
S climlesinin supremumu olmasiyla ¢eligir. O halde f(c) < 0 olamaz. Geriye bir
tek durum kaldigindan f(c) = 0 dur.

Benzer ispat f(a) >0 ve f(b) <0 alinarak da tekrarlanabilir.

ORNEK : x° + x + I = 0 denkleminin en az bir reel koke sahip oldugunu gos-
teriniz.

Coziim : f(x) = x>+ x + 1 olsun. £, Riizerinde siireklidir. f(-1) =-1-1+1=-1<0
ve f(0) =1 >0 oldugundan (-1, 0) aralifindaki en az bir x, i¢in f(x,) = 0 =
x3+x,+1=0 olur. Su halde verilen denklemin (-1, 0) araliginda en az bir
kokii vardir.

TEOREM 4.5

f:[a, b] — R, fonksiyonu siirekli olsun. [a, b] de x,<x, ve flx,)=f(x,)

olacak sekilde herhangi iki x,, x, noktas verildiginde /" fonksiyonu (x,, x,)

Ara Deger Teoremi

arahiginda f(x,) ile f(x,) arasindaki her degeri en az bir defa alir.
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Ispat : Kabul edelim ki f(x,) <f(x;) ve k da f(x,) ile f(x,) arasinda bir
say1 olsun.

g:lxp ] =R glx)=f(x) -k
seklinde tanimlanan g fonksiyonu siirekli olup,

g(xl) :f(xl) -k<0, g(xz) :f(xz) -k>0

dir. Bolzano teoremi geregince, x,; ve x, arasinda Oyle bir ¢ sayis1 vardir ki
g(c) =0 dir. Buda f(c) = k olmasini gerektirir. Bdylece teorem ispat edilmis
olur.

Bolzano ve Ara Deger Teoremi fonksiyonunun [a, b] araliginda siirekli ol-
mas1 halinde gecerlidir. Eger fonksiyon [a, b] araligmim bir u¢ noktasinda

bile siireksiz olsa bu teoremler gegersiz olur.

TEOREM 4.6

f [a, b] — R fonksiyonu siirekli ise sinirlidir.

Ispat : f([a, b]) = { ix) : x € [a, b]} kiimesinin sinirl oldugunu gosterecegiz.
Kabul edelim ki f([a, b]) siirli olmasin. Bu taktirde her bir n € N igin | /1 (x,)|=n
olacak sekilde bir x, € [a, b] noktas1 vardur. [, b] smirl bir kiime oldugundan
(x,,) siirh bir dizidir. Bolzano Weierstrass Teoremi geregince (x,,) dizisinin en

az bir yakinsak (x ) alt dizisi vardir.

n

<xn >—> x,o0lsun. [a, b] araligmin tiim y1g1lma noktalari kendisine ait oldugundan
x, € [a, b] dir. Dolayisiyla ffonksiyonu x, noktasinda da siireklidir. Buna gore
Ve >0i¢in 38 > 0 Syleki |x - x,| < 8 oldugunda | f(x) - f(x,)| < & kalir. Ozel olarak

¢ = I alahm. x,, noktasmin & - komsulugunda

A =[£Gl | = [f(0) = fxp)] < 1

buradan da
[ £l < 1+]f(xp)

yazilabilir. Bu | f(x,)| = n kabulii ile ¢elisir. O halde f([a, b]) smirh, yani f s1-

nirhdir.
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ACR, f: A— R bir fonksiyon ve ¢ € A olsun.

|x - c| < & sartini saglayan her x € A igin f(x) <f(c) olacak sekilde bir & > 0
say1si varsa, f fonksiyonu ¢ noktasinda bir yerel (lokal, rolatif) maksimu-
ma* sahiptir denir. f{c). fnin bir yerel maksimum degeridir denir.

d € Aolsun. |x - d| < § sartin1 saglayan her x i¢in f(x) =f(d) olacak sekil-
de bir 0 > 0 sayisi bulunabilirse, ffonksiyonu d noktasinda bir yerel (lokal,
rolatif) minimuma sahiptir denir. f(d), f nin bir yerel minimum degeridir
denir.

Yerel maksimum ve yerel minimum degerlerine fonksiyonun ekstremum-
lar1 veya ekstrem degerleri ad1 verilir.

Egerher x € A igin f(x) <f(r) olacak sekilde bir r € A varsa, f fonksiyonu r
noktasinda bir mutlak maksimuma sahiptir denir. f(7), fnin [a, b] de aldig
en biiyiik degerdir denir.

Eger her x € Ai¢in f(x) =f(p) olacak sekilde bir p EA varsa f fonksiyonu
p noktasinda bir mutlak minimuma sahiptir denir. f(p), fnin [a, b] de aldi1g1
en kiiciik degerdir.

Bir fonksiyonun yerel maksimum ve yerel minimum degerleri birden fazla ola-
bilir, fakat mutlak maksimum degeri ve mutlak minimum degeri varsa tektir.
Yanda bazi fonksiyonlarin maksimum ve minimumlar1 gosterilmistir. Bu sekil-
lerin incelenmesinden de anlasilacagi gibi, siirekli bir /- [a, b] — R fonksiyonu
mutlak maksimum ve mutlak minimum degerlerini ya tanim araligiin ug¢ nok-

talarinda ya da yerel maksimum ve yerel minimum noktalarinda alir.

TEOREM 4.7

Siirekli bir /: [a, b] — R fonksiyonu mutlak maksimum ve mutlak minimu-
ma sahiptir, yani [a, b] araliginda dyle x, ve x, noktalar: vardir ki

sup {f(x): xE€la bl} =f(x))
inf{f(x): x€[a, b]} =f(x,)

olur.

Ispat : Teoremin ispatin1 maksimum igin yapalim. Minimum igin ispat benzer
sekilde yapilabilir. / fonksiyonusiirekli oldugundan Teorem4.6 geregince sinirlidir.
sup {f(x):xE [a, b]} =u olsun. [a, b] de f(x;) =u olacak sekilde bir x,
elemaninin varligini gosterecegiz. Kabul edelimki [a, b] de f(x,;) = u olacak

sekilde bir x; eleman1 yoktur. Bu taktirde her x € [a, b] i¢in u - f(x) > 0 dir ve

Bazi kaynaklar tanim kiimesinin ug¢ noktalarinda aldig: reel ekstremum noktalarini yerel ekstremum noktasi
olarak almazlar.
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bu durumda g(x) = u—;f(x) seklinde tanimlanan g : [a, b] — R fonksiyonu

stireklidir. Teorem 4.6'dan Vx € [a, b] i¢in,
g)=—1 <k
u—flx) =
kalacak sekilde bir K pozitif sayisi vardir. Buradan

f)<u—~

yazilabilir ki bu u nun en kii¢iik iist sinir (supremum) olmasiyla ¢elisir. Su halde
f(x;) = u olacak sekilde x, € [a, b] vardir. Supremum kiimeye ait oldugunda
kiimenin maksimum elemant olacagindan f* fonksiyonu maksimum degerini x,

noktasinda almaktadir.

Simdi bu teoremin hipotezindeki sartlarin kaldirilamayacagini gdsteren bazi

Oornekler verelim.

ORNEK : f:(0,1) = R, f(x) = 3x fonksiyonunun bir yerel ekstremumu

var midir?

Coziim : f fonksiyonu ne mutlak maksimuma ne de mutlak minimuma sahip-
tir. Ciinkii bu fonksiyonun goriintii kiimesi (0, 3) agik araligi olup ne en biiyiik
ne de en kiiciik elemanina sahiptir. Eger (0,1) agik araligi yerine [0, 1] kapali
aralig1 alinirsa, gorintii kiimesi [0, 3] araligi olur. Bu durumda,

maks f(x) =f(1) =3, minf(x) =f(0)=0

Osx<1 Osxs1

olur.

ORNEK : f: [0, 1] — R fonksiyonu

x2,0<x<1Iise
(x) =
7 %,x=0 veya x = [ise
seklinde tanimlantyor. Bu fonksiyon [0, I] araliginda stirekli degildir. Bu fonk-
siyonun goriintii kiimesi (0, 1) aralig1 olup maksimum ve minimum elemant

yoktur. Dolayistyla fonksiyonun maksimum ve minimum degeri yoktur.

ORNEK : f: (0, 1] = R, f(x) = % fonksiyonu siirekli bir fonksiyon oldugu

halde maksimum degeri yoktur. (1) = I sayisi fnin mutlak minimum degeridir.
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ORNEK : /:R—R, f(x) =x° fonksiyonu siirekli bir fonksiyon oldugu halde
ne mutlak maksimumu ne de mutlak minimumu vardir. Bunun sebebi fonksi-

yonun tanim kiimesinin [a, b] tipinde smirh ve kapali bir aralik olmayisidir.

Bire bir drten fonksiyonlarin terslerinin var oldugunu biliyoruz. Simdi bdyle
bir fonksiyonun tersinin hangi 6zelliklere sahip oldugunu gdsteren bir teoremi

ifade ve ispat edelim.

TEOREM 4.6

f:[a, b] — R, siirekli ve artan bir fonksiyon olsun.
f(a)=c ve f(b)=d ise
(1) f:[a, b] — [c, d] fonksiyonunun f~! tersi vardir.
(2) f~!fonksiyonu [c, d] aralig1 iizerinde kesin olarak artandir.

(3) f~! fonksiyonu [c, d] aralig1 lizerinde siireklidir.

ispat :

(1) f artan oldugundan x, = x, i¢in f'(x,) = f(x,) olacaktir. Dolayistyla f* bi-
rebirdir. Simdi f : [a, b] — [¢, d] fonksiyonunun 6rten oldugunu gosterelim.
y € [¢ d] olsun. [a, b] de f(x) =y olacak sekilde en az bir x elemaninin
varhgini gosterecegiz. Ara deger Teoremi geregince f fonksiyonu ¢ ile d
arasindaki her degeri en az bir kere alir. O halde en az bir x € [a, b] i¢in f(x) =
ydir. Demek ki f birebir ve 6rtendir. Dolayisiyla tersi vardir.

(2) [, d] araliginday, < y,olacak sekilde y, ve y, elemanlarini alalim. 1y PEETE
1 (y,) = x, diyelim. Bu durumda y, =f(x,) ve y, = f(x,) dir. y, < y, oldugundan
f(x,) <f(x,)) ve f artan oldugundan x, < x, dir. O halde 7! ) <f1 (y,) dir.
Bu da f~! fonksiyonunun artan oldugunu gosterir.

(3) f~! fonksiyonunun herhangi bir ¥, noktasinda stirekli oldugunu gostermek
igin, her € > 0sayismakarsilik 6yle bir d > 0sayis1bulunmalidirkiy, -6 < y<y,+98
oldugunda 11 (y,)-e< f1(y) < f (y,) +ekalsimn. /! (y,) = x,olsun. Budurumda
Yo = f(x,) dir. & > 0 verilmis olsun. (¢ say1s1 x, - €, x,, + € sayilar1 [a, b] ara-
liginda kalacak sekilde segildiginde genellikten birsey kaybedilmis sayilmaz.)
Eger 8 sayisini,

.f(xo) _.f(-xo - 8) ile .f(xo + 8) _f(xo)
sayilarindan dahakiigiik segersek y, -6 < y < y, +d esitsizligini saglayan y ler igin
1y -e< 1)< f1(y,) +¢eolur. Bu [~ fonksiyonunun y, noktasinda

stirekli oldugunu gosterir.
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Monoton azalan fonksiyonlar i¢in de yukaridaki teoreme paralel bir teorem
verilebilir. Yani siirekli ve azalan bir fonksiyonun tersi de siirekli ve azalandir.
Bunu ispat etmek i¢in (- /') fonksiyonuna yukaridaki teoremi uygulamak ye-

terlidir.

ACR ve f:A— R bir fonksiyon olsun. / fonksiyonu A iizerinde diizgiin

siireklidir < Ve > 0 igin 39 > 0 dyle ki |x - ¢| < 3 esitsizligini saglayan
Vx, tEAicin | f(x) - f(8)| < € dir.

Bu tanim ilk bakista f* fonksiyonunun A tizerinde siirekli olmasi tanimina ben-
zemektedir. Fakat bunlar birbirlerinden farklidir. Ciinkii f* fonksiyonu A iize-
rinde siirekli oldugunda bulunacak olan 8 sayis1 hem ¢, hem de A da alman x,
noktasina baglidir. Halbuki diizgiin siirekli olmasi igin d nin sadece € sayisina
bagli olmasi gerekir. Dolayisiyla diizgiin siirekli olan bir fonksiyon siireklidir
fakat bunun karsiti dogru degildir. Eger f* fonksiyonu A iizerinde siirekli ve

inf{d (e x)|: xEA}=03(¢) >0

oluyorsa f, A iizerinde diizgiin siireklidir. Fakat diizgiin siireklilik i¢in bunun
gergeklesmesi gerekmez.

Simdi diizgiin siireklilik i¢in bazi 6rnekler verelim.

ORNEK :

flx) = Vx seklinde tanimlanan f:(0, 1) — R fonksiyonunun diizgiin stirekli
oldugunu gosteriniz.

Coziim : Bir 8 > 0 sayisinin secildigini farzedelim. (0, I) araligindaki secilen
x, noktasinin biiytikliigtine gore iki durum s6z konusudur.

1) 0<x,<dolsun. [x-x)|<d ise 0<x<2d vedolaysiyla

|f(x)-f(x0)|=\f—/?0|§/}+/70</78+ﬁ<2£+£=3ﬁ
olur.

2) Egerx,=0ise,

|f(x)—f(xo)|=|/§—x/x>o\_;+g\%/i<|x/i0'<\/7 =8 <3/8

olur. Su halde, |x - x,| < 8 oldugunda | flx) - flx,)| < 3v'§ kalir.

g2
Buna gére, € > 0 verildiginde, 3v/8 =¢ yani & = ahmrsa |x - x| < 0 oldu-
gunda | flx) - flx,)| < € kalur.
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Buradaki 0 sayisi sadece € sayisina bagl oldugundan f fonksiyonu (0, I) arali-

ginda diizgiin stireklidir.

ORNEK : f (x) = x? seklinde tanimlanan f: R — R fonksiyonu diizgiin siirekli
midir?

Coziim : Kabul edelim ki f fonksiyonu R iizerinde diizgiin siirekli olsun. Bu
taktirde |x - a| < oldugundaherx, a ER i¢in |f(x) -f(a)| < I olacak bigimde bir
d > 0 vardir. Arsimet prensibinden 70 > 1 olacak bi¢imde yeter derece biiyiik bir
nE€Nvardi.a=n ve x=n+ % secelim. Bu durumda |x - a| = % <d ve
1>]f(x)-f(a)|=|x*-a’ = <n+g)2—n2
bir geliskidir. Su halde f, R lizerinde diizgiin siirekli degildir.

2
= n8+87 > nd > 1 bulunur ki bu

Simdi akla su soru gelebilir : Acaba bir siirekli fonksiyon ne zaman diizgiin

streklidir? Asagida verecegimiz teorem bu soruyu kismen cevaplamaktadir.

TEOREM 4.6

Kapali ve sinirli bir aralik iizerinde siirekli bir fonksiyon bu aralik iizerinde

diizgiin stireklidir.

ORNEK : 0 <a< Iolsun. f:[a I] = fix) = % fonksiyonu diizgiin siirekli
midir?

Coziim : [a, 1] kapali ve sinirh bir aralik ve  f(x) :§ fonksiyonu [a, I] iize-

rinde stirekli oldugundan £, [a, I] iizerinde diizgiin stireklidir.

A CR ve fde A da taniml1 bir fonksiyon olsun. fnin A daki siireksizlik nok-

talarinin sayisi sonlu ise f fonksiyonu A iizerinde parcali siireklidir denir.

ORNEK : f: (-2, 2) = R, f(x) = [x] fonksiyonu pargali siireklidir. Ciinkii
stireksizlik noktalar1 -1, 0, 1 noktalar1 olup 3 tanedir.
ORNEK :

tanx , x # (2k+1)%

fR—=R flx) = , ke Z fonksiyonu pargali siirekli de-

— i
gildir. 0, x=(k+1)7

Cinkii fonksiyon x = (2k + 1) %, k € Z noktalarinda siireksiz olup bunlarin

say1st sonlu degildir.
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PROBLEMLER 4.1

. Asagidaki esitliklerle tanimlanan f': R — R
fonksiyonlarmin karsilarinda yazili noktalarda
stirekli olup olmadigini inceleyiniz. Siireksiz
olanlarin ¢esidini belirtiniz.

a. flx) =x - [«], x=2

, Xx#O0ise
x:

s
b. f(x)=[ ?

5
0, x=0ise

. a, b ve c¢ sabit sayilar olmak fizere, bir f

fonksiyonu
sinx , x=cise
flx) = )
ax+b, x> cise

sekilde tanimlaniyor. b ve ¢ verildiginde /* fonksiyonunu

x = ¢ noktasinda siirekli yapan a degerlerini bulunuz.

. Problem 2 deki soruyu,
2cosx , x=cise

flx) =

ax’+b , x<cise
seklinde tanimlanan f fonksiyonu i¢in cevaplandiriniz.

2x , 0=<x<] ise

c—2x , 1 <x=<2ise

. flx)=

esitligi ile tanimlanan f: [0, 2] — R fonksiyo-
nunun siirekli olmasi igin ¢ ne olmalidir?

. Tanjant ve Kotanjant fonksiyonlari nerede sii-
reklidir?

. x0+3x2-2x—1=0 denkleminin 0 ile 1 ara-

sinda bir koke sahip oldugunu gosteriniz.?

10.

11.

12.

f:R\ {0} — R fonksiyonu f{x) = % seklinde

tanimlanryor.

Bu fonksiyon [— By = é] ve [% 2] araliklarindaki

grafigini ¢iziniz. Sifir noktasindaki sag ve sol
limitlerini hesaplaymiz. Bu fonksiyon x = 0 da

stirekli olacak sekilde f{0) tanimlanabilir mi?

Bir ¢ift fonksiyon x = 0 da sagdan siirekli ol-
dugunda x = 0 da siirekli olacagini ve f{0) = 0

esitligini saglayacagini gosteriniz.

Bir tek fonksiyon x = 0 da sagdan siirekli ol-
dugunda x = 0 da stirekli olacagini ve f(0) = 0

esitligini saglayacagini gosteriniz.

n_
Ax) = U= 2% 0ise
k , x=0ise

fonksiyonunun R de siirekli olmasi i¢in k ne

olmalidir? (Burada n bir dogal say1dir.)

R den R ye dyle bir fonksiyon tanimlayimiz ki

bu fonksiyon hicbir noktada siirekli olmasin.

Kendileri siirekli olmadiklar halde carpimlari

stirekli olan iki fonksiyon bulunuz.
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13.

14.

15.

16.

17.

Stireklilik
f:R—R flx) =x+ 4 x—[x] fonksiyonunun

stireksiz oldugu noktalarin kiimesini bulunuz.

fveg, RdenRye
f(X)Z%lx| 0 g(X)Z{

xZ, x>0 ise

x , x<O0ise
bi¢imde tanimlanan fonksiyonlar olsun. fog

bileske fonksiyonunu bulunuz. Bileske fonk-

siyonu hangi noktalarda stireklidir?

flx) = tanx olsun. ﬂ%) =1 ve f(%) =—1ol-

dugu halde, [% , %7“] araliginda f{c) = 0 olacak

sekilde ¢ say1s1 var midir? Bu sonug¢ Bolzano

Teoremi ile ¢eligir mi? Neden?

f:10, 1] — [0, 1] bir siirekli fonksiyon olsun.
Ispat ediniz ki [0, 1] araligindaki en az bir c igin
flc) = c dir. (Bbyle noktalara fnin sabit nokta-
lar1 denir). Asagidaki esitliklerle tanimlanan
f:10, 1] — [0, 1] fonksiyonlarinin sabit nokta-

lari bulunuz.

a. fix) =1-x? , dfix)y=1-x
b. flx) = x? , e flx) =x
c. flx) = sinx s f. flx) = %

Asagidaki denklemlerin en az bir kdke sahip

oldugunu gosteriniz.
a. e =x° b. e* =1+ cosx

c. X=2-x

18.

19.

20.

21.

22.

f:R— R, flx) = sinx fonksiyonunun diizgiin

stirekli oldugunu gdsteriniz.

fx) = m, f:R\ [0, 1) = R fonksiyonunun

stireksizlik noktalarini bulunuz. Bu fonksiyon

pargali stirekli midir?

Ix|
flx)=1% "
1

, x=0 Iise

x#0 ise

fonksiyonu (-, 0) ve (0, +%) araliklarinda

stirekli oldugunu gdsteriniz.

f fonksiyonu x = 0 noktasinda siirekli midir?

Tanimdan yararlanarak asagidaki fonksiyon-
larin (0, 1) tizerinde diizgiin siirekli oldugunu

gosteriniz.

a. f(x) =x b. f(x)=x*—x

c. f(x) =x sin2x

f :10, +0) — R siirekli ve lim_ fAx)=1 ol-

sun.

a. f nin [0, +o) {lizerinde diizgiin siirekli oldu-
gunu gosteriniz.

b- f(x) - 1-+-1x2

diizgiin siirekli oldugunu gosteriniz.

fonksiyonunun R iizerinde



BOLUM PROBLEMLERI

1. ABCR f:A— R ¢g:B— R fonksiyonlar 7. f:R— R bir siirekli ve artan fonksiyon olsun.
verilmis ve f{A) C B olsun. f fonksiyonunu a f~1[(a, b)] kiimesinin bir agik aralik oldugunu
noktasinda, g fonksiyonu f{a) noktasinda sii- gosteriniz.

rekli oldugunda gof fonksiyonu da a noktasin-
da streklidir, ispatlayiniz.
n
8. p(x)= 2. c,x* polinomunun ¢, ve c, katsayi-
k=0

2. ffonksi ktasinda stirekli oldugund:
ffonksiyonu a noktasinda siirekli oldugunda | lar1 z1t isaretli oldugunda en az bir pozitif a i¢in
/] fonksiyonunun a noktasinda siirekli oldugu- . L
p(a) = 0 olacagini gosteriniz.
nu gosteriniz. | f] stirekli oldugunda f siirekli

olmak zorunda midir? 9. [a, b] aralig1 tizerinde siirekli ve reel degerli

bir f fonksiyonu veriliyor. fla) = a ve f{b) < b

3. ACR, f: A— Rveg:B— Rfonksiyonlari a oldugunda f fonksiyonunun bir sabit noktaya
€ A noktasinda siirekli iseler, sahip olacagini gosteriniz.

p = maks {f, g}, ¢ = min {f, g} 7
10. flx) = 5 seklinde tanimlanan f: (0, 1) — R
fonksiyonlar1 da a noktasinda siireklidir, gosteri- . ) )
fonksiyonunun siirekli fakat diizgiin siirekli

niz.
olmadigini gosteriniz.
4. Polinomlarin her yerde siirekli oldugunu gos- 11. Logaritma fonksiyonunun R* iizerinde siirekli
teriniz. oldugunu gosteriniz.

5. Bir araligin sadece bir noktasinda stirekli, fa-

kat diger tim noktalarinda siireksiz olan bir 12.Tek dereceli tiim polinomlarim en az bir sifir ye-

fonksiyon var midir? rinin (kokiiniin) var oldugunu gosteriniz.

. ] .
x”smy ,x #0ise

13. f(x) =
6. [a, b] arahigindaki her u, v i¢in 0 L x=0ise
[a &) = ¢ fonksiyonunun her n > 1 tam sayis1 i¢in R {ize-
[ fw) - f)| < k [u -] rinde siirekli oldugunu gosteriniz.

olacak sekilde bir k reel sayist varsa, f fonksiyonu

[a, b] araliginin her noktasinda siireklidir, gosteriniz.
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14.

15.

16.

Siireklilik
Bir reel degerli f fonksiyonu i¢in
F) = | f(x) |2+f(x) vo F(x) = | f(x) |2—f(x)

fonksiyonlarina, sirastile fnin pozitifparcasi ve
negatifparc¢asi adiverilir./ siirekli ise /" ve /=
siirekli midir? f* ve f - siirekli ise f siirekli

midir?

Vx, y € Rigin
Sx+y) =fx) +f(y)
bagintisin1 saglayan f fonksiyonu i¢in asagida-
ki 6nermelerin dogrulugunu gosteriniz.
a. Her x€ER ve n€7Z igin flnx) =nflx)
dir.

b. Her x€ER ve r€Q igin f(x) =1 f(x)
dir.

c. f, x=0 dasiireklidir < f, R de siireklidir.

d. Eger f, x = 0 da siirekli ise Vx € R i¢in
flx) = mx olacak sekilde bir m € R vardir.

o € R ve A C R bos olmayan bir kiime, / ve
g, A dan R ye diizgiin siirekli iki fonksiyon ol-
sun. Asagidaki 6nermelerin dogrulugunu gos-

teriniz.

a. af ve f+g, A lizerinde diizgiin siireklidir.

b. f ve g, A lizerinde siirli ise /- g, A iizerinde

diizgiin stireklidir.

c. fve g [a, b] lzerinde diizgiin siirekli ve

Vx €E[a, b] igin flx) =0 ise % , [a, b]

iizerinde diizgiin siireklidir.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

f:(1,0) =R flx) = % fonksiyonunun (I, +)

tizerinde diizgiin siirekli oldugunu gosteriniz.

Stirekli ve periyodik fonksiyonlarin R tizerin-

de diizgiin siirekli oldugunu gosteriniz.

f, a noktasinda siirekli ve € > 0 olsun. Tanim
kiimesinde
[ flx;) - flx,)| < € olacak sekilde x,, x, noktala-

rinin varligini gosteriniz.

fve g, [a, b] lizerinde siirekli iki fonksiyon,
fa) <g(a) ve flb) = g(b) olsun. [a, b] de

fle) =g(o)
olacak bigimde bir ¢ noktasinin bulundugunu

gosteriniz.

/| .
sin—, x# 0 ise
f)=y %

0 , x=0ise
fonksiyonunun x = 0 noktasinda siirekli olma-
digin1 gosteriniz.
. _ 2
[YG - e, =i Tm
yararlaniniz|

L g
veb, =~ dizilerinden

n. dereceden bir polinomun diizgiin siirekli ol-
masl i¢gin gerek ve yeter sart n =0 veya n =1

olmasidir, gosteriniz.
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m TUREV KAVRAMI

y=fx)

J) —f@)

Matematik ve mithendislikte karsilasacagimiz hususlardan birisi de degiskene
verecegimiz bir artmanin fonksiyonun alacagi degerlerde meydana getirecegi
degisikligin limit durumunda ne olacagidir. Yani limit ve stireklilik kavram-
larinin dogal bir uzantisi olan tiirev kavraminin da fen ve miihendislikte ¢ok
onemli bir yeri vardir. Ornegin yolun zamana gére tiirevinin hizi, hizin zamana

gore tlirevinin de ivmeyi verdigini gosterecegiz.

ACR, a€4 ve a, A nmn bir yigilma noktasi olsun. /- 4 — R fonksiyonu

i¢in
lim 1@ (5.1

limiti varsa bu limite /nin @ noktasindaki tiirevi denir. /' nin a noktasindaki

tirevi f'(a), %(a), D f(a) sembollerinden biri ile gosterilir. /; a noktasin-

da tiirevli ise f, a da diferensiyellenebilirdir denir.

Tiirev tanimindaki (5.1) ifadesinde x yerine a + & yazilirsa, x in a noktasina
yaklasmasi igin gerek ve yeter sart / nin sifira yaklagmasi oldugundan, tiirevin

varligi

lim fla+ %Z —fla)

lim, (5.2)

limitinin varlig1 olarak ifade edilebilir.

ORNEK : f(x) = x’ biciminde tamimlanan f: R — R fonksiyonunun x = 2

noktasindaki tiirevini hesaplayiniz.

f(X) f(2) ox3=23 (x—2)(x2+2x+4)
G bziim : r@= o xlljnz x—2 _xlinz x—2

= limz(x +2x+4)=4+4+4=12
P

olur.

ORNEK : f(x) = % fonksiyonunun x = / noktasindaki tiirevini hesaplayiniz.
1 1

1 _ I—x =1 _
1 x—1 ;finl x(x—1) filx_l

Coziim : f'(1)= llm

olarak bulunur.
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A C R ve 4 nin tiim elemanlar1 4 nin birer yigilma noktasi olsun. Eger
f: A — R fonksiyonu 4 nin tiim noktalarinda tiirevli ise / fonksiyonu A

iizerinde diferensiyellenebilirdir veya tiirevlenebilirdir denir.

Eger I, bir aralik ise I nin tiim noktalarinin birer y1gilma noktasi oldugu agiktir.
Bu nedenle bir / aralig1 tizerinde tanimli bir fonksiyonun / lizerinde tiirevlene-
bilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart V x € [ igin

lim
h—0

Sx+h)—f(x)
h

limitinin var olmasidir.

ORNEK : 7=1[0, 1] ve f:I— R, f(x) =x? fonksiyonu verilmis olsun.

[ fonksiyonu [ iizerinde tirevlenebilir midir? f'(0) ve f'(I) tiirevlerini

hesaplayiniz.
Coziim :
_ 2_,2
lim LN Zfx) . (x2)7 —x
h—0 h =0 h
_ lim(x-i—h—x)(x-i—h-i—x)
h—0 h

= hlzinO(Zx-i- h) =2x

oldugundan Vx € 7 i¢in f'(x) = 2x oldugundan f, I lizerinde tlrevlenebilirdir.
f'(0)y=2-0=0 ve f'(I)y=2-1=2dir. 71

ORNEK : fix) = x |x| fonksiyonunun x = 0 noktasindaki tiirevini bulunuz.

fx)-£0) _ . xIx1-0.101 _ . _
=0 _xhino 0 = xlzinOIxI—O olur. 1

Coziim : f'(0)= limo
Bilindigi gibi
lim f(x)—f(a)

x—a X—a

limitinin varolmasti i¢in gerek ve yeter sart sagdan ve soldan limitlerin mevcut

ve esit olmasidir.
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f(a+)— lm f(x) f(a), fa) = lm f(x) f(a)
ifadelerine, sirasiyla, f* nin a noktasindaki sag tarafl tiirevi ve sol tarafh tiirevi
denir.
Acgikga goriildiigl gibi bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevinin varolmasi i¢in
gerek ve yeter sart sag ve sol tarafl1 tiirevlerinin mevcut ve esit olmasidir. Sii-
reklilik konusunda anlatildig: gibi, eger tanim kiimesi [a, b] araligiise a nok-
tasindaki tiirevin varligi i¢in a noktasindaki sag tarafli tiirevin, b noktasinda
tiirevli olmasi i¢in b noktasindaki sol tarafli tiirevin varlig: yeterlidir.
ORNEK : f(x) = |x| seklinde tanimlanan f: R — R fonksiyonunun x, =0
noktasindaki tiirevini inceleyiniz.
yw Coziim :
vy e J)=f0) o 1x1=0 _ n
f0)= lim g = lim Sy = lmg =1 = f109=1
» X
” Lt = T f(x) f(O) Colxl=0 _ . —x _ =) =
f (0+)—xl_{ xli'ﬁfﬁ_xli"&T__] = f(07)=—=1

oldugundan verilen fonksiyonun x,= (0 noktasinda tiirevi yoktur.

.. x2=2x+2, x <1 ise
ORNEK : f(x)=

—xZ42x , x>1ise

fonksiyonunun x = 1 noktasindaki tiirevini hesaplayimiz.

Calﬁm:f'(]Jr): lim + f(X) f(l) li _X2+2X—(—]+2)
xaﬁ Cox—1 oLt x—1
22 _ e 1)2
x—17 x—1 x—1t X 1 xo 1%
2 _
f (]) f(x) f(l) lim X 2x+2—1
x—1- x—1
' = lim (x_])z: lim (x—1)=0
x—1" x—1 x—1"

oldugundan f'(1) =0 dir.
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f(x) = |x| fonksiyonu her noktada siirekli oldugu halde 0 noktasinda tiirevli
degildir. f(x) = x° biciminde tanimlanan f fonksiyonu her yerde siirekli ve her
yerde tiirevlenebilirdir. Su halde baz1 fonksiyonlar siirekli olduklart yerlerde
tirevli olmayabilir. Demek ki siireklilik, tiirevlenebilmeyi gerektirmeyen bir

Ozelliktir.

Simdi su teoremi verelim.

TEOREM 5.1

ACR, a€A4 ve f de A4 dan R ye bir fonksiyon olsun. Eger / fonksi-

yonu a noktasinda tiirevlenebiliyorsa, bu noktada siireklidir.

Ispat : f fonksiyonu a noktasinda tiirevlenebilir oldugundan

gt = F=110

seklinde tanimlanan g : 4 | {a} — R fonksiyonunun a noktasinda limit vardir
ve bu limit f'(a) dir. Yukaridaki esitlikten

Jx) =f(@) + (x—a) gx)
yazilabileceginden

lim f(x) = lim[f(@)+ (x—a) (g(x))]
=fla)+0-f"(a) =f(a)

olur. O halde f fonksiyonu a da siireklidir. 71

Yukaridaki teoremden su sonucu ¢ikarabiliriz.

f bir @ noktasinda siirekli degilse tlirevli de degildir.

Eger /- A — R fonksiyonu 4 tizerinde tiirevli ve f ' tiirev fonksiyonu da

A tzerinde siirekli ise f fonksiyonu A iizerinde siirekli tiirevlenebilirdir

denir.
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ORNEK : f(x) = x* bigiminde tanimlanan f fonksiyonu R iizerinde siirekli

tirevlenebilir midir?

4_ .4
lim(x+h;l X
=0

Coziim : f'(x) = hlii"oﬂH h}f —flx) _

— lim= (x+h—x)[(x+h)3+(x+h)2x+ (x+h)x?+x3]
h—0 h

= hlimo[(x +h)3+(x+h)?2x+ (x+h)x2+x3]

=3+ 3+ 3+ a3 =43

olur. f'(x) = 4x° polinom fonksiyonu R iizerinse siirekli oldugundan f fonksi-
yonu R tizerinde stirekli tiirevlenebilirdir.

Bir [a, b] aralig1 iizerinde siirekli tiirevlenebilir olan fonksiyonlarin kiimesi
C![a, b] ile gosterilir.

E TUREV ALMA KURALLARI

Temel tiirev alma kurallarinm bir teoremle ifade edelim.

TEOREM 5.2
(a) Sabit fonksiyonun tiirevi sifirdir.
(b)Vn €N igin f(x) =x" seklinde tanimlanan f fonksiyonunun tiirevi
£/ =nx!
olur.

(¢)  fveg, bir x noktasinda tiirevlenebilen iki fonksiyonise f+ g de
x noktasinda tiirevlenebilir ve

[f+gl'x)=("+g)x)
dir.

(¢)  f ve g, bir x noktasinda tiirevlenebilen iki fonksiyon ise f- g de x
noktasinda tiirevlenebilir ve

9 @W=("g+tfgh®
dir.
S

(d)f ve g, bir x noktasinda tiirevlenebilen iki fonksiyon ve g(x) = 0 ise e

de x noktasinda tiirevlenebilir ve
(§) =T

olur.
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ispat : (a)

f fonksiyonu, ¢ € R olmak tizere, f(x) = ¢ seklinde tanimlanmis olsun.

tim LEF W =S _ i e i 9=
o h h-0 h h—0
olur. O halde

©'=0

olarak bulunur.

v o St h)fx) . (x+h)T— X"
(b) (at)'= fim === = fim ===
— Ui (x+h—x)[(x+h)" "+ (x+h)"2x+. . +x""1
= lim
h=0 h

=Ifimo{(x+h)”‘1+(x+h)"—2x+...+(x+h)x"—2+xn—1}=nxn

olur.

(f+g)(x+h)—(f+g)(x)
h

(¢) (F+g) = lim

— lim fx+h)+g(x J;lh) —flx) —g(x)

h—-0
= i TEFW =) |, g — g ()
h—0 h Koo h

=f'(x)+g (x)=("+g')x)

vy g (F8)x+h) = (f-g)(x)

— lim fix+h)g(x+h)—f(x)g(x+h)+f(x)g(x+h)—f(x)g(x)
h=0 h

{f(x+h)—f(x) ),g(x+h)—g(x)}
h h

= lim

Jim, gx+h)+f(x

=" () limg(x+h)+f(x) g (x)

yazilabilir. Diger taraftan g fonksiyonu x noktasinda tiirevlenebilir oldugundan

bu noktada siireklidir. Dolayisiyla
;f’i"og (x+h)=g(x)

olacaktir. Buna gore,
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(&) ') =f'(0)g(x) + f()g'(x) = (f'g +fg") )
olur. O halde f/* ve g nin tiirevlenebilir oldugu her x € 4 i¢in,

[/(x) - g@)]" =f"(x)gx) +f(x)g'(x) = (g +/g) )
elde edilir.

Ozel olarak g = c sabit fonksiyon ise,

(c. /()" =c.f"(x)

bulunur.

. Lot n—2 0 flx+h)  flx)
o (4) (x):mg“ e T

f(x +h)g(x)— flx)g(x+h)
h—»O h.g(x).g(x+h)

f(x+h)g(x) — flx)g(x) +f(x)g(x)— f(x)g(x+h)
h h g(x)g(x+h)

hl 0g(x)g(x+h)l h gx) = flx) S o7

_ 1 , 3 o 818
= 2(x),(f(x)g(x) f(x)g' (x) 22 (x)

olur. O halde /" ve g nin tiirevlenebilir ve g nin sifir olmadig1 her x noktasinda

)] _ fr(x)g(x)~ flx)g' (x)
glx) [¢(x)]?

olur.

ORNEK : n € N igin f{x) = x " seklinde tanimlanan f: R — {0} — R fonksi-

yonunun tiirevini bulunuz.
CdZilm :f/(x) _ (xm)' _ <%)': O.x”_nxn _ ,nx—}’l—l
olur. Demek ki k € Z olmak tizere

(x5 =kxk-!

yazilabilir.



Tiirev 141
ORNEK : Asagidaki bagintilarla verilen fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz.

a) flx)=x7 ¢) u(x)=5(-3x)
b) gx)=x3+x*+x-3 d) v(x)=(3+2x) (1 +x2)
SO =
Céziim :
a) f'(x)=-5x51=5x6 ¢) W) =503 3x) =5(3x2-3)= 1502 1)
b) g@)=3x2+2x+1 d) v'(x) = 3x2 +2) (1 +x2) + 2x(x3 + 2x)
¢ hi(r)=2X6x ’(;it;)gx 2+ 1) = 5x+0x2+2

_ 3x2+4x—3

(3x+2)?

TRIGONOMETRIK FONKSiYONLARIN TUREVI

(a) f(x)=sinx seklinde tanimlanan f: R — R fonksiyonun tiirevini bulalim.

_  in(et ) —si o . o
(sznx)'=hllmosm(x h) —sinx _ . sinxcosh+ sinhcosx — sinx

h h=0 h
= 1im SO L it 1im SR g
-0 h hoo h
olur.
. (]—25in2%>—1 —2<sin%>2
. cosh— -
hhino h a hino h - ll_r.no h
. h
—2s8in~5
_ 5 2. o h_ g (5 1 A\
= jlim—g = siny = Jim(~2-5-0)=0
. sinh _
ve lllno h =]
oldugundan

(sin x)' = cosx

olur.
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(b) f(x) =cosx secklinde tammlanan f:R — R fonksiyonunun tirevi
(cos x)' =—sinx

dir. Bunun ispatini bir alistirma olarak okuyucuya birakiyoruz.

(¢) f(x)=tanx fonksiyonunun tiirevini bulalim.

, _(sinx\ _ cosxcosx+ sinxsinx _ cos’x+ sin’x
(tanx)" =\¢osx) = 2 = 2 =
cos*“x cos“x

(tanx) = 12 =1 +tan’x
CoS~X
olur. Bu tiirevin x = (2k + 1) % noktalarinda var oldugu agiktir.

(¢) f(x) = cotx fonksiyonunun tiirevinin, x = k7 i¢in,

. 12 =—(I + cot?x)
sin

(cotx)' =~ .

oldugunu gosterme isini bir aligtirma olarak okuyuculara birakiyoruz.

oldugunu gosterme isini bir alistirma olarak okuyucuya birakiyoruz.
m BILESKE FONKSIiYONUN TUREVI

TEOREM 5.3

A,B CR,a€A4 ve f: A— B fonksiyonu a noktasinda tiirevlenebilir olsun.
g fonksiyonu f(4) kiimesini i¢ine alan bir B kiimesinde taniml1 ve bu kiimenin
b = f(a) noktasinda tiirevlenebilir ise gof - 4 — R fonksiyonu a noktasinda

tirevlenebilirdir ve
(&) (@) =g'(f(a) - f'(a)
dur.
Ispat :

(g0f) (xy+h) —(g0f)(xy) _

(g0f)' (xy) = lim - i 8ot h;l —8(ftxy)

li
h—0

S@xy + h)—f(x,) = kdiyelim. k, h ya bagli olup /" nin x,, da siirekli olmasindan
hlimok =0 dir. Ayrica

. k_ .,
olacaktir. Eger x, noktasmin bir komsulugunda k = 0 ise yukaridaki limit, pay

ve payda k ile carpilarak,
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g(y0+k)—g(yo)E: lim g8(yot+k)—8(yy)

) = i Cgim K
(gof) (xo) = ;{er1() X n lim

h—0 k hooh
seklinde yazilabilir. Buradan da

(g0f) (xp) = 8" (yo) - f" (x)
bulunur.
x, noktasinin her komsulugunda k = f(x, + h) — f(x,) ifadesi sonsuz gokluktaki
noktada sifir degerini alabilir. Bu durumda yukaridaki ¢arpma islemini yapmak
hatal1 olur.
w—g’%) L 1#0 ise
0 , t=0 ise

At) =

seklinde tanimlanan A fonksiyonunu gézoniine alalim.
}llijrzok(t) =0=M0)

oldugundan A fonksiyonu ¢ = 0 da siireklidir.
8yt D=8y =t[ M) +g'(yy)]

olacagindan,

goth—glyy) . kIMD+g (yy)]
7 = lim

(gaf)’(xo):hll;’:no P h

= lim[M(1)+ g ()] lim % = g’ (3,) " (x,)
h=0 h=0
bulunur.
Buna gore (gof)(x) = g( f(x)) fonksiyonunun tiirevini almak i¢in dnce (go f) nin
f ye gore tiirevini alip, f nin x e gore tiirevi ile garpmalidir.
Bilesik fonksiyonlarin bu tiirev alma kuralina zincir kural denir ve bu kural

daha karigik bilesik fonksiyonlar i¢in de kullanilir. Ornegin

y =fu((w(x))))

seklinde bir bilesik fonksiyon verilirse ve gerekli tiirevlenebilme sartlar1 sag-

lanirsa,

olur.

Simdi bu tiirev alma kurali ile ilgili birkag 6rnek yapalim.
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ORNEK : f(x) = sin(x?) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Céziim : Bu fonksiyon g(x) = x? ve h(x) = sinx fonksiyonlarmin bileskesi

olarak diisiinlebilir. Ger¢ekten
(hog)(x) = h(g(x)) = h(x?) = sinx’

olur. Buna gore,
J'x) = (hog) '(x) = h'(g(x)) - g '(x) = cos(g(x)) - 2x
= cos(x?) - 2x = 2xcos (x2)

olur. Bu tiirevi daha basit olarak sdyle alabiliriz. x* = u denirse, f(u) = sinu

olur.

f’(x)Zg—{C:Z—{tg—Z'Z—;:cosu~2x=2x~c0s(x2)

olur.

ORNEK : y = tan® (2x — 1) igin y ' tiirevini bulunuz.

Coziim : 2x—1=v, tanv=u dersek y =u’ olur. Buna gore,
dy _dy du dv _ 4 1 5_ 0 41
dx T du dv e W, 2T 10 (lanv)
1 tan*(2x—1)
=[0tan*(2x—1) ———— = ]0- 122 2L
an*(2x=1) cos?(2x—1) cos?(2x—1)

olur.

ORNEK : f(x) = sin? [cos (x + 2)] fonksiyonunun x =—2 noktasindaki

tiirevini hesaplayiniz.

Coziim : x +2 =u, cosu=v, sinv=w denirse f=w? olur. Buna gore

S =%-%-%-%=4w3-cosv~(—sinu)'1

=—4sin3v-cosv-sinv =—4sin3(cosu)- cosv-sinu

=—4sin3(cosu)- cos(cosu)-sinu

= —4sin3[cos(x +2)].cos[cos(x +2).sin(x +2)
oldugundan

£'(0) = —4sin’ (cos0) - cos0 - sin0 = 0

olur.



PROBLEMLER 5.1

1. Asagidaki esitliklerle tanimlanan f° fonksiyonla- 5. Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz.
rinin, eger varsa, karsilarinda yazili noktalardaki

tiirevlerini bulunuz. Fonksiyonlar bu noktalarda a. f()=x—3x+5 b. f(x) =x(x> - 1)}

stirekli midir?

e ()= 2;“1—‘3 d.fo)=¥1+2

X , x<2 ise
a)f(x)= 2 , x=2 ise a=2
4—x , x>2 ise 6. Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazili nokta-
lardaki tiirevlerini bulunuz.
x ., x>0 ise
b) f(x) = ; a=0 afx)=1-2x+x+4x° , x=1
—x2 , x<0 ise
2 >0 ise b. f(x) = 3x —x%) (2 + 5x) s x=-1
¢) flx)= ; a=2 _ 3x—4 _
0 , x<0 ise ¢f0) = 5x%7 ; x=-3
¢) fx) =[x], ; a=1 St 1
=i ¢ ) =5 : x=3
d) f(x) =[x2-2x], ;o a=1
e) f(x)=x[x], ; a=0
7. Asagidaki fonksiyonlarin tiirevini hesaplayiniz.
D) flx) =x—[x], 5 a=é

a.y= %cos%(.?coszx -35)

2. 1, sifir noktasmi bulunduran bir agik aralik ve fde I tize-
rinde tamml bir fonksiyon olsun. Eger Vxel b. y
igin

_ (tan®x — 1) (tan*x + 10tan®*x + 1)
3tan3x

| /&) = |x| © ¢, y = Xcosx—sinx
. . © 2T xcosx+cosx
olacak sekilde bir a > / sayisi varsa f, x = 0 da

tiirevlenebilirdir. Gosteriniz. 1, 3
C.y= §tan X —tanx +x

3. f(0)=5, xlim()% =4 ve

gx) = (x> + 2x + 3) f(x) olduguna gore g '(0)

2 l 0i
tiirevini hesaplayiniz. 8. f(x)= x“sinye , x # 0 ise
0 , x=0 ise

4. Tek fonksiyonun tiirevinin ¢ift, ¢ift fonksiyonun tii- . . L
fonksiyonu siirekli tiirevlenebilir midir?

revinin tek olacagini gosteriniz.
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E TERS FONKSiYONUNUN TUREVI

A, BCR vef:A— Bfonksiyonu birebir 6rten ise bu taktirde /(x) € B sayisini
x € A noktasina déniistiiren bir £~/ : B — A ters fonksiyonunun var oldugunu
biliyoruz. Simdi ffonksiyonunun tiirevi ile /~/ fonksiyonunun tiirevi arasindaki

iliskiyi aciklayan teoremi verelim.

Ay TEOREM 5.4
fb)
f:[a, b] — R siirekli ve monoton artan bir fonksiyon olsun. Egera < ¢ < b ve
z f'(c) = 0 ise f ! ters fonksiyonu d = f(c) noktasinda tiirevlenebilir ve
f(a) ......... i _ I
ol @ ¢ x b > X
olur.

Ispat : f: [a, b] — [fla), (b)] fonksiyonu bire bir orten olacagindan bunun
[ f(a),f(b)] = [a, b] ters fonksiyonu vardir ve bu fonksiyon da siirekli
ve monoton artandir. y € [f(a), f(b)] ve y=d ise [a, b]araliginda c den
farkli 6yle bir x vardir ki f{x) =y dir. Bu durumda
fl(y)—fl(d): x—c  _ 1
y—d fx)=flc)  flx)=f(c)

X—cC

yazilabilir. £~/ siirekli oldugundan y — d i¢in f~/(y) — f~/(d) ve dolayisiyla

x — ¢ olur. Yukaridaki esitlikten

) =fa) 1
Jim =y =a = =)
X—C
buradan da
1y 1
bulunur.

Yukaridaki teoremin, fonksiyonun azalan olmasi durumunda da dogru olacagt

aciktir. Yukaridaki baginti, ¢ = f ~/(d) olacagindan,

1) _ 1
F D=5 i)

biciminde de yazilabilir.



Tiirev 147
ORNEK : f(x) = x° + x esitligi ile tammlanan /- R — R fonksiyonu veriliyor.
(f 1" (2) tiirevini hesaplaymiz.

Céziim : d = 2 oldugundan, y = x° + x= 2 esitliginden x = / olur. Su halde,
¢ =1dir.
1 1 1

M~ 31241 4
olacaktir zira f'(x)= 3x*+1 ve f' (1) = 4 tiir.

)=

ORNEK : y =x"" (n€N)igin y ' tiirevini hesaplayiniz.

Coziim : Bu fonksiyon x = y " nin ters fonksiyonu oldugundan,

s_dy _ I _ 1 _ 1 _ 1 mntl ] 1y
y _dx_dx_nynfl_n(xl/n)nfl_nx noo=pXn
dy

olur. Ozel olarak n = 2 alinirsa

.
(Vx) =37

bulunur.
ORNEK : y =x"" (m €7, n € N)igin y' tiirevini hesaplaymiz.

Coziim : y = (x!"y" oldugundan u = x" denirse y = u” olur. Bu taktirde,

1

1 m=1 1
m=1. -xﬁ_l=%<xﬁ> xn~ 1=yl

c_dy _dy du _
Y T Tdudx T MU

S|~

bulunur. Demek ki » € Q igin
o) =r-x1

yazilabilir.

ORNEK : f(x) = Aresinx esitligi ile tanimlanan f: [-1, 1] — [—%%] fonk-

siyonunun tiirevini bulunuz.

fonksiyonunun ters fonksiyonu oldugundan,

[ R B
(siny)" COSY /1 —sin2y  /1—x2

frx)=

=

1

v1—x?

(Arcsinx) ' = , (X[ <1

olur.
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ORNEK : y = Arctanx ifadesinin tiirevini hesaplayiniz.

Coziim : y = Arctanx ise x = tany dir. O halde

1 1 1
Arc t = ;= =
(Aretanx) = Gy = T tan?y ~ 1422~
1
Arct =
(Arctanx) 52
olur.
(Arccosx)’ = —!
1-x2
—1
Arccotx) =——
(Arccotx) T2

esitliklerini gosterme isini okuyucuya birakryoruz.

LOGARITMA FONKSIiYONUNUN TUREVi

f(x) =log x seklinde tanimlanan /- R* — R fonksiyonunun tiirevini bulalim.
log ,(x + h) —log ,x ) loga(l +%>
7 = lim

(log jx)" = hllino h—0 h
olur. % = k dersek & — 0 i¢in k — 0 olacagindan
, g log (I+k) |
(log ,x)" = ](lzi110§ “T =% ]gznologa(] + k)Vk
1 . 1\ _ 1 1
=§-rlinaloga<1+7) = log,e (kz;)

bulunur. Buna gore
. |
(log,x)" = ylog,e
olur. Ozel olarak a = e alinirsa
(Inx) = %
esitligi elde edilir.

ORNEK : y = In(sinx) ifadesinin tiirevini bulunuz.

Coziim : y' = SCOSX == cotx
sinx

sinx

olur.
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ORNEK : y = log;(x? - 1) ifadesinin tiirevini bulunuz.

P | 2
Cozum HES —m~log3e~2x —m'log3€
olur.

ORNEK : y = In(x + Va2 + x2) ifadesinin tiirevini bulunuz.
Coziim :

, 1 ( /2 .2)
=——— (x+V/a?+x2) =
g x+va?+x?

1
1+ é(a2 +x2)722x

I
x++va+x?
1 X
= 1+
x++va2+x2 [ Va2 +x?
_ 1 '«/a2+x2+x_ 1

Cx+val+x? Va?+x? Va +x?

bulunur.

USTEL FONKSIYONUNUN TUREVI

a €R* — {1} olmak iizere f(x) = a* seklinde tanimlanan f: R — R* fonksiyonu

logaritma fonksiyonunun ters fonksiyonu oldugundan y = a* < x = log y dir.

Bu nedenle,
1 1
(a*) =7——=5——=y log,a=a"lna
(log ;) élogae

olur. O halde

(@) =a* Ina
dir. Ozel olarak a = e alinirsa,

() =e*
bulunur.

ORNEK : y = ¢5n¢) olduguna gore y ' tiirevini bulunuz.

Céziim : x> =, sinv = u denirse y = e “ olur. Buna gore,

'_Q.@.ﬂ_ u. 2.2 — sin(xd) 3 2
Y =g dv e = ¢ cosv 3xc=e cos (x’)3x

= 3x2cos (x3)eSi“(x3)

olur.
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m LOGARITMIK TUREV ALMA

y = [f(x)] 8 seklindeki bir ifadenin tiirevini almak icin once her iki tarafin

logaritmast alinir.

Iny=g(x)-Inf(x)

bulunur. Sonra her iki tarafin tiirevi alinir.

Y g () Inflx) + J}((’j’ (%)

olur. Buradan

£ (x)g()

f(x)
, f(x)
g (x)Inf(x) +—F ) g(x)]

y =y|g (x)-Inf(x) +

= [f(x)]8W

olur.

ORNEK : y = x*™ olduguna gore y ' tiirevini bulunuz. (x > 0)

’

Coziim : Iny = sinx Inx = 2 =cosxlnx+

y
sinx
] xslnx [

stnx

=

sinx
cosxlnx+ ]

y = y[cosxln+

olur.

HIiPERBOLIK FONKSIYONLARIN TUREVI

Hiperbolik fonksiyonlarin tanimlarindan,

X —X X —X 5

. et—e e*+e sinhx coshx
sinhx = , coshx = , tanhx = , cot hx =
2 2 coshx sinhx

oldugunu biliyoruz. Buna gore,

X_,—X x —x

(sinhx)" = (6 26 >= ¢ —;e = coshx
X —X X X

(coshx)' = <e —;g ): e _26 = sinhx,

, _ (sinhx\'_ coshxcoshx—sinhxsinhx _ cosh®x—sinh*x
(tanhx)' = i) = 5 = 3
cosnx cosh=x cosh=x
olur. Buna gore
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1

———>— =] —tanh’x
cosh?x

(tanhx) =

olur. Benzer sekilde (cot hx) ' = oldugu gosterilebilir.

nh?x
ORNEK : f(x) = e® coshbx fonksiyonunun tiirevini hesaplayiniz.
Coziim : f'(x) = a - e** - coshbx + e** b sinhbx

= e™ (a coshbx + b sinhbx)

olur.

PARAMETRIK OLARAK TANIMLANAN FONKSiYONLARIN TUREVi

f:ACR — R fonksiyonu y = f(x) seklinde belirtildigi gibi x = (¢), y = k(?)
denklemleriyle de belirtilebilir. Burada ¢ € R ye parametre denir. x = h(t) ve
y = k(t) denklemleri arasinda t yok edilerek y = f(x) denklemi elde edilebilir. /
ve k fonksiyonlari ¢ ye gore tiirevlenebilen fonksiyonlar olsunlar.

Ax = h(t + At) — h(t)
Ay = k(t + At) — k(t)

oldugundan

Ay _AYArL_ Ay Ax
Ax — Ax/At T AtT At

olur. At — 0 i¢in Ax — 0 oldugu gézoniine alinarak,

Ay Ay Ax
Ai”fo Ax Aélrf() At Ai"z?() At
bulunur. Buradan da
lim flx+ Ax) —f(x) _
Ax— 0 Ax

. k(t+At)—k(t) . h(t+A1)—h(t)
Ai”fo At Ag(”llo At

yazilabilir. x ve y fonksiyonlari ¢ ye gore tiirevli oldugundan

dy
dy _ dr
dx — dx
dt

yazilabilir.
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% =y ve % = x ile gosterilirse
dy _y
dx  x
bulunur.
.. x = acos’t . . . .
ORNEK : seklinde verilen fonksiyonun tiirevini bulunuz.
y = bsin?t
P dy _y _ 2bsintcost __ b
Coziim : dx~ x  —2acostsint =~ a
bulunur.

m KAPALI FONKSiYONLARIN TUREVi

F(x, y) = 0 seklinde verilen bir ifadeye kapali fonksiyon denir. Boyle bir fonk-
siyonun tiirevini bulmak i¢in F(x, y) = 0 esitliginde her iki tarafin x degiskeni-

ne gore tiirevi alinir, bulunan esitlikten y’ hesaplanir.
ORNEK : x? + 3x% — 8x + 4y — 1 = 0 fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

fon > y ' 8= 2x—3y*
Coziim : 2x + 307 + 2xy -y )-8+ 4y ' =0=y 6xy +4

olur.
m YUKSEK MERTEBEDEN TUREVLER

Eger f': A — R fonksiyonunun x, noktasinda n — /. mertebeden tiirevlene-

bilir ve
V) =0
lim T=n
X=X 0

limiti varsa ise bu limite /" nin x, noktasindaki n. mertebeden tiirevi denir,

fOag D). By

sembollerinden biri ile gosterilir.
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Bu tanima gore

S0p) = (D) ()

olur.

ORNEK © f(o) = xzsin% , X#0 ise
0 , x=0 .ise
seklinde tanimlanan f: R — R fonksiyonunun ikinci tiirevini arastiriniz.

Coziim : Bu fonksiyonun x = 0 noktasindaki birinci tlirevi

1
ey o J(x) = f(0) o xZsins
[0) = lim =g = lime—

. .1
= lzmxsmy =0
x—0

dir. x = 0 i¢in

f'(x) = 2xsin % —cos %

olacagindan verilen fonksiyonun birinci tiirevi

(%) = 2xsin%—cos% ., x#0

0 , x=0

olur. Bu fonksiyon x,, = 0 da siirekli olmadigindan bu noktada tiirevlenemez.
Yani x,, = 0 noktasindaki ikinci tiirev mevcut degildir. Su halde siirekli tiirevle-

nebilen bir fonksiyonun ikinci tiirevi olmayabilir.

ORNEK : g € R olmak iizere, f(x) = x * seklinde tanimlanan f: R* — R
fonksiyonunun . tiirevini bulunuz.
Coziim : f'(x) = o - x ¢/

f'x)=a-(o—Ix*2

S = o (@ 1) (a2

M) =a(@-1)(-2)...(c—n+1)x*n

olur. Son esitligin ikinci tarafini n/ ile ¢arpar ve bolersek,

£ (x) = a(a—])(a—ii...(a—n-i—])nbcdin :(Ot)n/ o
: n

bulunur.
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ORNEK : u ve v tiirevlenebilen fonksiyonlar olmak iizere, f fonksiyonu

{x:u(t)
y=v(t)

bi¢ciminde parametrik olarak veriliyor.
d*y dx _d*x dy

d’y _ gi? dr g dt _ - x-%-y
de (@)3 (X)3
dt

olacagmi gosteriniz. (Burada y, y nin ¢ ye gore tlirevini, x da x in ¢ ye gére

tiirevini gostermektedir.)

0ziim :
¢ dy
_dv_dr
Y T ax T dx
oldugundan dt
dy
d dr
, dy’  didx 4%y dx_d’x dy
7y _dy'_dr __ dr _ dr* dt _gr* dt
de?  dx  dx dx dx\? dx
dt dt <CT;> dr
d’y dv _d’x &y
_dr* dt g dr _y-x—x-y
(%) o
dt
bulunur.
. x = Int
ORNEK :
y=1*

2
bi¢iminde tanimlanan y = f(x) fonksiyonunun % ikinci tiirevini hesaplayniz.
X

Cozim : x = 32=—IL2, y=out!, Y =afo— )2

oldugundan

d®y  ¥x—Xy  a(a—DA 2= (=172 o

dx2 (X)S (Z‘_l)3

=o(a—1)t*+ot* =0t

bulunur.



PROBLEMLER 5.2

1. Asagdaki ifadelerin tiirevini bulunuz. 3. Asagidaki ifadelerin tiirevini bulunuz.
I = Lt in(anx)
a.y = arctan— th = 25sin’x Zuen

b.y =In(e™ + xe™)
c.y=In(a+x+ v2ax+x?)
-~ 1 +x
.y = areccot | 12X ¢y =5/ - Ll /=)

b.y= arccosy x

_m 2_,2) N X—a
9y=arcsin<7x ) d.y=7Finx"—a%) +5,ln5
’ 1+x2

. (tan%+2—x/§)

e y=—l—3——

d.y= #arcsin\/gx V3 tan7+2+/§
f.y = xarctan %—%ln(x2 +a?)

e.y=uxarccosx — v I —x2

4.  Asagidaki parametrik denklemleri verilen fonksiyonlarin

, tiirevlerini bulunuz.
fy= xm ar a%zrcsm% revierii bufinuz
x=2t—1 x=e!
a 3 e 2t
y:t y=e
g y= (x—%)arcsin 5 +%v x—x?
x=a(t—sint) X =acos3t
a(l —cost) - in3t
o = — = asin
h.y= %[(x—a)«/ 2ax — a? + a’arcsin™ a] J J
_ 2 1
- X ln(t+m) = @ e
_ ax d. ] e.
= —=——arctan , (ac > b) = 1
Jae—n ac—b Y 7+ 12 y =sin3t(cost) ™2

asmx+b) 25 p2

i. y= ’—arCSln<a+bSll’lx

5. Asagidaki esitliklerden y ' tiirevini bulunuz.
2 2

X< _ YT _
a.x2+y2—a2 b.?—b——]
2. Asagidaki ifadelerin tiirevlerini bulunuz. ) ) 5
) s cxl+xy+)y2=6 ¢c.x3+y3=a3
ay=ex ~ cy=2"
d.x =y + arccoty ex’-3xy+yi=1
b.y = e(/x) +x y= 3sinx —cosx
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10.

12.

Tiirev
e — x2 + 33 = 0 esitliginden y' tiirevinin x = 0 igin

degerini bulunuz.

=/l
=53
—1
1+x2

a) (arc cosx) = 3

b) (arc cotx)' =

bagimtilarmim dogrulugunu gosteriniz.

Asagidaki esitliklerle tamimlanan f : RT — R fonksiyon-

larinin tiirevini bulunuz.

a. f(x) = x% b.f(x) = (1 +x?)*

¢ )= x&9 6. f(x) = xtanx

d. f(x) = x(1/x) e f(x) = xSinx

Asagidaki  esitliklerle  tanimlanan  fonksiyonlarin

n-ninci mertebeden tiirevini bulunuz.

1
a. f(x) =5 b. f(x) =Vx
c. f(x) = sinx d. f(x) = cos2x

e.f(x) = cos’x

f(x) =x" olsun.

5 o )
IR AU AU A (IR

oldugunu gosteriniz.

Asagidaki esitliklerden y " tiirevini hesaplayiniz.

a) x? —yZ =ad? b) arctany =x +y

o)X’ +xy+3?=d’

fg)=e
a) f0(0) = -2(n - 1) f2(0) b)f m L) =0
Q) fPmW0) =(2)™ 2m—1) 2m—3)..5 3.1

oldugunu gosteriniz

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

1
2

o) = =g

n! , n¢iftise

() = {

oldugunu gosteriniz.

0 , ntekise

f(x) =x(1 +x)72 olsun. n = 2 igin

f(”)(O):(_])n_lW.n

oldugunu gosteriniz.
f(x) =x e” fonksiyonu i¢in

X+na yua
===
a

16 =
olacagini gosteriniz.

f(x) =x"!Inx fonksiyonu igin

sy = B2

olacagini timevarim yontemiyle gosteriniz.

1) =1 el/x

fonksiyonu igin

el/x
xn+l

e =(=1"
olacagini gosteriniz.

f ve g, n. mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar
oldugunda f*g fonksiyonu da n-inci mertebeden tiirev-

lenebilir ve

n

n
(f~g)(”)(x) = Z (k) f(k)(x) g(”_k)(x)

k=0

dir, gosteriniz. (Leibniz Formiilii)

f(x) = x3 sinx olduguna gére £ 3% (x) tiirevini bulunuz.
f: R — R fonksiyonu
x=3cost
{ y =4sint
bi¢iminde parametrik olarak veriliyor.

d2

E%) tiirevinin ¢ = % noktasindaki degerini bulunuz.
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m TUREVIN GEOMETRIK ANLAMI

Bir egri pargast lizerinde P ve S noktalarini gézoniine alalim. P ve S den gecen

AYy
do dogru d, olsun. P noktasi egri iizerinde S ye dogru hareket ettirildiginde d,
7 \ dogrusu P, ve S den gecen d; dogrusunun pozisyonuna gelir. Isleme bu sekilde
| _d
W ! devam edildiginde P noktasi S ile ¢akisirken d,, in aldig1 ¢ pozisyonuna, egrinin
7
. 7/ . S noktasindaki tegeti denir. Asagida bazi egrilere ¢izilen tegetler verilmistir.
— 8 > X
Ay A
t y
y=x2t1 P t V=1 y=x+1
\ /
(1,2)
- t
0 » X 0 7 » X / 0 » X

ffonksiyonu a noktasinda tiirevli ve (a, f(a)) noktasinda ¢izilen teget ¢ olsun.
AP kirisinin egimi

Sf(x)—fla)
0= ~—==a

m = tan
olur. P noktasi egri lizerinde A ya dogru hareket ettiginde AP keseni ¢ tegetine
yaklasir. x, a ile cakisirken AP keseni ¢ tegeti ile ¢akisir. O halde tegetin m
egimi

. flx)—f(a)
lim~—x=a

X—a

limitine esittir. Halbuki bu limit /'(a) dir. O halde

m=f"(a)
olur. Buna gore y = f'(x) egrisine lizerindeki A(a, f(a)) noktasindan ¢izilen
tegetin denklemi

y—fla)=f"a) (x-a)

olacaktir. m = 0 oldugunda, egriye 4 noktasindan ¢izilen normalin denklemi

y—f@) = —mlx=-a)

olur, zira normalle teget dik oldugundan

m-m, =-I
dir.
ORNEK : y =x3 + 2x? — 4x — 3 egrisine A(I, — 4) noktasindan cizilen tegetin
denklemini bulunuz.
Cozim:y =f'(x) =37 +4x—-4=f(U)=3-1+4-1-4=3
oldugundan m = 3 tiir. O halde tegetin denklemi,

y+4=3(x-1) = y=3x-7

olur.
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AY
y:x2—7><+1 3

(.7

ORNEK : y =x?— 7x + 13 paraboliiniin hangi noktasindaki tegeti, 5x +y—3 =0
dogrusuna paraleldir? Bu tegetin denklemini bulunuz.
Coziim : 5x + y— 13 = 0 dogrusunun egimi m = —5 dir. O halde tegetin egimi
-5 olmali. Egim o noktadaki tiireve esit oldugundan,
y'=2x-7=-5 = 2x=2 = x=1
olmali. x =/ isey = 1 — 7 + 13 = 7 dir. O halde paraboliin (/, 7) noktasindaki
tegeti 5x + y — 3 = 0 dogrusuna paraleldir. Tegetin denklemi
y-7==5x-1) = S5x+y-12=0

olur.

m TUREVIN FiZiKSEL ANLAMI

Sabit bir hizla hareket eden bir cismin hizi, alinan yolun, bu yolu almak igin
harcanan zamana bolmekle hesaplanir. Eger hiz her an degisiyorsa yine bolim
olusturulabilir. Bu boliime hareket eden cismin ortalama hizi denir. Eger bir za-
man araliginda cismin hizina miimkiin oldugu kadar yakin bir deger elde etmek
istersek bu zaman araligini ¢ok kiiclik almak zorundayiz. Hareket eden cismin
aldig1 s yolu t zamaninin bir fonksiyonu oldugundan bunu s(7) ile gosterelim.
Bir ¢, zamanina kadar cismin aldig1 yol s(¢) olur.  zamanina kadar alinan yol

da s(f) oldugundan cismin Az = ¢ — ¢, zaman aralig1 i¢indeki ortalama hiz1

s(t)=s(ty)
=1,

olacaktir. Su halde cismin ¢, anindaki hizin1 bulmak i¢in yukaridaki boliimiin

t = t,i¢in limitini almak gerekir. Yani bu cismin ¢, anindaki hizi

t)—s(t
v(ty) = [zin}ow =5 (1)

olacaktir. Benzer diisiince ile yukaridaki hareketlinin ivmesinin
a=v'(t) =s"(t)
oldugu gosterilebilir.

ORNEK : s(7) = 2t + 8¢ denklemi ile verilen bir hareketlinin 2. saniye sonun-
daki hizin1 bulunuz. Bu hareketlinin ivmesini hesaplayiniz.
Coziim : v(7) = s '(¢) oldugundan
v(t) =2+ 16t = v(2) = 34
olur. Eger alinan yol metre ile dlgiiliirse hizin birimi metre/saniye olacaktir.
a=s"(H=Q2+161) = a=16

bulunur. Su halde hareket sabit ivmeli bir harekettir.



PROBLEMLER 5.3

y =x3 — 6x + 2 egrisine teget vey = 6x — 2
dogrusuna paralel olan dogrunun denklemini

bulunuz.

== fxz egrisine orijinde teget olan dogru-

nun denklemini yaziniz.

(0,3) ve (5,—2) noktalarindan gegen dogrunun
y = c(x + 1) egrisine teget olmast icin ¢ ne

olmalidir?

y= % egrisinin hangi noktalarindaki te-
a*+x

getleri y = v 2ax — x? egrisinin x = 0 noktasin-

daki tegetine paralel olur.

x° + 4)? = 4 elipsine teget olan ve (4, 0) nok-

tasindan gegen dogrularin denklemini yaziniz.

A(% ,0) noktasindan gegen ve x° — 4y + 4 = 0

paraboliine teget olan dogrularin birbirlerine

dik olduklarini gosteriniz.

¢ herhangi bir sabit olmak iizere, x = — ¢ dog-
rusu lizerinde alman herhangi bir noktadan
y 2 = 4cx paraboliine ¢izilen iki tegetin dik ke-

sistiklerini gosteriniz.

10.

11.

12.

13.

14.

x2 = 2xy + y? + 2x + y = 6 egrisine A2, 2)
noktasinda teget olan dogrunun denklemini

yaziniz.

y = 2x dogrusunun y = x° + ax + b paraboliine
A(2, 4) noktasinda teget olmasi i¢in a ve b ne

olmalidir?

y = —x dogrusunun y = x% — 6x° + 8x egrisine
teget oldugunu gosteriniz. Bu tegetin degme

noktasini bulunuz. Bu dogru egriyi keser mi?

y = x3 egrisinin (0, 0) noktasindaki tegetini
bulunuz. Teget degme noktasinda egriyi keser

mi?

m nin hangi degerleri igin y = mx dogrusu

x° + 3y — 4x + 3 = 0 cemberine tegettir?

xy =2 ile x> —y? = 3 egrilerinin kesim nok-
talarinda bu egrilere ¢izilen tegetlerin dik ke-

sistiklerini gosteriniz.

x?3 + 23 = 4?73 astroid egrisine, bu egrinin
y = —x dogrusu ile kesim noktasindan ¢izilen

tegetlerin denklemini yaziniz.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Tiirev
»? = 4px paraboliine iizerindeki bir (x; , y,)
noktasindan ¢izilen tegetin denklemini yazi-

niz.

»?

i 1 elipsine iizerindeki bir (x; y;)

2
x
S+
o)
noktasindan ¢izilen tegetin denklemini yazi-

niz.

y=x?+1 ve y =—x?— I parabollerinin ortak

tegetlerinin denklemini bulunuz.

_ o B=
Y = arcsin=—

egrisine, bu egrinin x — ekse-
nini kesim noktasindan ¢izilen teget ve nor-

malin denklemini yaziniz.

X = tcost

y = tsint
parametrik denklemi ile verilen egriye ¢ = %
noktasindan gizilen tegetin denklemini yazi-

niz.

Asagidaki egri giftlerinin dik kesistiklerini
gosteriniz.
a.y°=6x+9 ile Y’ =9—6x

b.x2—y?2=5 ile 4x2+9y?=72

21.

22.

23.

24.

25.

y =X (|x| + 2) egrisine orijinde teget olan dog-

runun denklemini bulunuz.

»? =x3 egrisine x, = 0 ve x, = ] apsisli nokta-

larindan ¢izilen tegetlerin denklemini yaziniz.

xMyn =g ™ efrisinin (x, » ) noktasindan

egriye cizilen tegetin denklemini yaziniz.

Asagidaki egrilere karsilarinda yazili noktala-

rindaki tegetlerinin denklemini yaziniz.

a. 4x2 + 32 =80 , A4, 4)
1,1

b.y"ry:] 5 A(2, 2)

c.xl+xy+y°=3 . A(L 1)

d. 202 + 22 = 25(x? - y?), A3 1)
ex’+1y? =22 +2°-x) , A, 0)

£.x202 —4) =207 - 9) , A0, 3)

Bir hareketlinin t. saniyede aldigi yol
s=2t+3t2+¢3

metredir.

a) Bu hareketlinin 5. saniyedeki hizini

b) 3. saniyedeki ivmesini

hesaplayiniz.
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m TUREVLE iLGILIi TEOREMLER

Fonksiyonun bir a noktasindaki tiirevinin bilinmesi bu nokta komsulugunda
fonksiyonun durumunun aydinlanmasini saglar. Asagida bununla ilgili teorem-

ler gorecegiz.

TEOREM 5.5

£+ (a, b) — R fonksiyonu bir ¢ € (a, b) noktasinda tiirevli ve /'(c) = 0 olsun.

(a, b) araliginin dyle bir (¢ — 9§, ¢ + 0) alt aralig1 vardir ki bu araliktaki her x
f(x) —f(c)

icin —+— ile f'(c) aym isarettedir.

Ispat : f, ¢ noktasinda tiirevli oldugundan

f(x) f(C) s

olacaktir. Buna gore herhangi bir ¢ > 0 sayisi verildigine buna bagli bir § > 0

sayisi bulunabilir, 6yle ki ¢ — 8 < x < ¢ + 9§ esitsizligini saglayan tiim x ler igin

f(x) f(c) —re) <e

olur. Eger 6zel olarak € = % | f"(c)| alinirsa, Oyle bir d > 0 say1s1 vardir ki
¢—98 <x<c+doldugunda

SIS _pr)| < Liren (5.3)

kalr.
Eger f'(c) > 0 ise (5.3) esitsizligi

f()<f(x) JC‘(C) %f’(c)

seklini alir ki bu (f(x) —f(c)) /(x —c¢) > 0 olmasim gerektirir.
Eger f'(c) <0 ise (5.3) esitsizligi

f(x) f(c)

f()< <f(c)

f(X) f(c)

halini alir. Bu da < 0 olmasimi gerektirir.
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Pierre de Fermat

1601 — 1665

Fransiz hukukcu ve matematik-
¢idir. Matematik Analiz ve Sayi-
lar Teorisinde ¢ok onemli ¢alis-
malart bulunmaktadur.

f: (a, b) — R fonksiyonu ¢ € (a,b) noktasinda tiirevlenebilir olsun. Eger
f(c)>0ise cnin dylebir —komsulugu vardirki bukomsulukta fartandir. Eger
f'(c) < 0ise bu komsulukta f azalandir.

Ispat : f'(c) > 0 olsun. Teorem 5.4 ten c nin dyle bir & — komsulugu

[(c =9, ¢ + d) araligi] vardir ki bu araliktaki tim x elemanlar1 i¢in

S (x; - JC‘( <y
dir. O halde x >cise f(x)>f(c) ve x<cisef(x)<f(c) dir. Buf nin
(¢ =9, ¢ + 9) araliginda artan oldugunu gosterir.
f'(¢) < 0 oldugunda ispat benzer sekilde yapilir. 1
Yukaridaki sonugtan su sekilde yararlanmak miimkiindiir :
Herhangi bir ffonksiyonu verildiginde bunun tiirevi alinip isareti incelenir. Tii-

revin pozitif oldugu aralikta fonksiyon artan, negatif oldugu aralikta azalandir.

Fermat Teoremi TEOREM 5.6

f:[a, b] — R fonksiyonunun bir ¢ E(a, b) noktasinda bir yerel minimumu

veya maksimumu varsa ve f* fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevlenebiliyorsa
fle=0
olur.
Ispat : f fonksiyonu ¢ noktasinda bir yerel maksimuma sahip olsun. Bu tak-
tirde dyle bir 8 € R™ vardir ki |x — ¢| < 8 sartin1 saglayan her x igin f(x) < f

(c) dir. || < 8 olacak sekilde secilen her /4 i¢in ¢ + A da bu komsuluga dahil
oldugundan h ister negatif ister pozitif olsun

fle+h)<flc)=flct+h)—flc)<0

ve dolayisiyla
h>0 igin [T < (5.4)
h<0 igin LCEM=IO 5 (5.5)

dir. Hipotez dolayistyla f, ¢ noktasinda tiirevlenebilir oldugundan 7 ister
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pozitif degerlerden, ister negatif degerlerden sifira yaklagsin

f(e)

lim
ol

. fle+h)=f(c) _
Ser ol o

olur.(5.4)ve(5.5)ten f'(c)<0 ve f'(c)=0 dir. Buikisininde ger¢ceklesmesiigin
f'(c) = 0 olmahdur.

—T

[a,b] araligi lizerinde tanimlanmis reel degerli bir f fonksiyonunun

¢ € (a, b) noktasinda tiirevinin mevcut ve f”(c) = 0 olmasi fonksiyonunun

¢ noktasinda bir yerel maksimum veya bir yerel minimuma sahip olmasini

gerektirmez. Yani Fermat teoreminin karsitt dogru degildir.

Gergekten, f(x) = x° seklinde tanimlanan f : R — R fonksiyonun tiirev fonk-

siyonu

/') =3+
olup, f'(0) = 0 dir. Halbuki Vx > 0 i¢in f'(x) > f(0) = 0 ve Vx < 0 igin
f(x) < f(0) = 0 dir. Bdylece ¢ = 0 noktas1 f(x) = x° fonksiyonu i¢in ne bir

yerel maksimum ne de bir yerel minimum noktasidir.

Bir fonksiyonun herhangi bir noktada yerel maksimum veya yerel minimuma

sahip olmasi o noktada tiirevlenebilir olmasin1 gerektirmez. Ornegin
fiR=R ()= Ix]

fonksiyonu sifir noktasinda bir yerel minimuma sahiptir fakat fonksiyon bu

noktada tiirevli degildir.

Bir 4 C R ciimlesi tizerinde tanimli reel degerli bir f fonksiyonu verildi-
ginde

f'©=0
sartin1 saglayan ¢ noktalarina f* fonksiyonunun Duraklama noktalar: veya
Kritik noktalar: denir.®

Bu tanima gore bir siirekli /- [a, b] — R fonksiyonu (a, b) araliginda tirevli
ise bu fonksiyon ekstrem degerlerini ya

*Baz1 kaynaklar fonksiyonun tiirevsiz oldugu noktalar1 da kritik noktalara katarlar.



164

Tiirev

A

1) a ve b ug noktalarinda

2) ya tekil noktalarda

ya da
3) duraklama noktalarinda
alirlar.

Bilindigi gibif’(¢) = 0 olmasi, fonksiyonun ¢ noktasinda bir ekstremuma sahip ol-
masinigerektirmez. Yani duraklama noktasinin ekstremum noktasi olmasigerek-
mez. Eger, ¢ herhangibir duraklamanoktasiolmakizere, bir (c—9, ¢) araliginda
f'(x) > 0 (yani fartan), (¢, ¢ + d) araliginda f"(x) < 0 (yani fazalan) ise ¢ nok-
tasi1 fonksiyonunun bir yerel maksimum noktasidir. Benzer sekilde, eger bir
(¢ -9, ¢) araliginda f'(x) < 0 ve (¢, ¢ + d) araliginda f"(x) > 0 ise ¢ noktas1 bir

yerel minimum noktasidir.

ORNEK :

f:00, 4 — R f(x) =x%?—4x + 3 fonksiyonunun ekstremum noktalarini bu-
lunuz.
Coziim : /' '(x) = 2x — 4 oldugundan f '(x) = 0 = x = 2 dir. O halde fonk-

siyonun duraklama noktasi x = 2 noktasidir. Simdi f'(x) ifadesinin isaretini

inceliyelim.
X 0 2 4
£ - )} +
f
FO) 13 azalan -1 artan /' 3

Su halde fonksiyonun x = 2 noktasinda bir yerel minimumu x = 0 ve x = 4 te
mutlak ve yerel maksimumu vardir.

Ikinci tiirevin isareti ile ekstremumlarin varligi ve cinsleri arasinda sik1 bir

iligki vardir. Bu iliskiyi su teoremle verebiliriz.

TEOREM 5.7

f fonksiyonu (a, b) araliginda tiirevli, ¢ noktasi f* fonksiyonunun bir durak-

lama noktasi ve f"(c) mevcut ve sifirdan farkli olsun.
(1) Egerf"(c) > 0 ise ¢ de bir yerel minimum
(2) Egerf"(c) < 0 ise ¢ de bir yerel maksimum

vardir.

Ispat:1) f'(x) =g(x) diyelim. Bunagore g'(c)> 0 dir. Sayfa 162
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deki sonugtan ¢ nin dyle bir § — komsulugu vardir ki bu aralikta g artandir.
Bu durumda (¢ — 9, ¢) araliginda
g(x) < gl(c) =0ve(c, ¢ +9)araliginda 0 = g(c) < g(x) dir. O halde (¢ -9, ¢)
araliginda f'(x) < 0 ve (c, ¢ + 9)araliginda f'(x) > 0 dir. Demek ki f fonk-
siyonu ¢ noktasinda bir yerel minimuma sahiptir. (2) nin ispat1 (1) in ispatina

benzer olarak yapilir.

ORNEK :y = vx egrisinin (% 0) noktasina en yakin olan noktasini bulunuz.

Céziim : Egri iizerinde aranan nokta A(x, y) = A(x, vx) olsun. Bu noktanin

(% 0) noktasina olan uzaklig1

d= (x—%)z-i-x

olur. d yi minimum yapan deger

flx)= (x—%)2+x

ifadesini minimum yapan degerdir. f'(x) = 2x—8 ve f"(x) =2 oldugundan
ffX)=0= 2x-8=0 = x=4

bulunur.
f"4)y=2>0

oldugundan x = 4 noktasinda yerel minimum mevcuttur. Egri lizerinde x = 4

oldugun da y = 2 olur. Su halde aranan nokta A(4, 2) noktasidir. 1

Ikinci tiirevin de sifir oldugu noktalarda gesitli durumlar ortaya cikabilir.

f@)=x gy =x%  h(x) =0

seklinde tanimlanan f g ve /& fonksiyonlarinin duraklama noktasi x = 0 nok-
tasidir. Her {i¢ fonksiyonun da ikinci tiirevleri bu noktada sifirdir. Bu fonksi-
yonlarin grafiklerinden de goriilecegi gibi, f* fonksiyonunun sifir noktasinda

ekstremumu yoktur. g fonksiyonu sifirda bir yerel minimuma, 4 da bir yerel

maksimuma sahiptir.

Yerel maksimum ve minimumla ilgili yeter sartlar1 veren bir teoremi ifade ede-
cegiz. Bu teoremin ispati ileride gérecegimiz Taylor Formiiliine dayandigindan

daha sonra verilecektir.
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TEOREM 5.8

f fonksiyonunun (a, b) araliginda £ tiirevi mevcut ve (g, b) araliginin bir
¢ noktasinda

) =f"(c)=...=fD(c) =0 ve f"(c)=0olsun.Ayrica f " fonksiyonu

¢ de siirekli bulunsun.
(1) Eger n ¢ift ve f "(c) > 0 ise ¢ de bir yerel minimum vardur.
(2) Eger n cift ve f "(c) < 0 ise ¢ de bir yerel maksimum vardur.

(3) Eger n tek ise ¢ de ne yerel minimum ne de yerel maksimum vardir.

ORNEK : f(x) = (x — 2)° + 8 esitligi ile verilen f : R — R fonksiyonunun

ekstremum yerlerini ve cinslerini belirtiniz.

Coziim: f'(x)=3(x—2)°, f"(x)=6(x—2), "'(x)=6 oldugundan 1"(2)=f"(2)=0ve
f"'(2)> 0 oldugundan teoremde sozii edilen n sayisi 3 tiir. 3 tek oldugundan

fonksiyonun ne yerel minimumu ne de yerel maksimumu vardir.

Rolle Teoremi TEOREM 5.9

f:[a, b] — R fonksiyonu siirekli ve Vx € (a, b) noktasinda tiirevlenebilir
olsun. Eger f(a) = f(b) ise, (a, b) araliginda f'(c) = 0 olacak sekilde en az

bir ¢ noktas1 vardir.

Michel Rolle
16521919
Fransiz matematikei. En énem- M = m ise fonksiyon sabit fonksiyon olur ki bu taktirde f'(x) = 0 olacagindan

Ispat : fnin [a, b] de aldig1 en biiyiik deger M, en kiigiik deger m olsun. Eger

li ¢alismas1 kendi adiyla anilan

teorem agiktir.
kuramidir.

Simdi M = m olsun. Yani m < M olsun. f(a) = f(b) oldugundan fonksiyon hem
M, hem de m degerlerini arali§in bitim noktalarinda alamaz. Kabul edelim ki
f fonksiyonu M degerini bir ¢ € (a, b) noktasinda alsin. Fermat teoreminden

dolay1 f"(c¢) = 0 olur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

ORNEK : f: [-2, 2] = R, f(x) = (x? = 1)? fonksiyonuna Rolle teoremi uygu-

lanabilir mi? Uygulanabilirse teoremde ad1 gegen ¢ noktalarini bulunuz.
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Coziim:f(—2)=£2)=9 ve f bir polinom oldugundan (-2, 2)araligindatiirevlive
[-2, 2] araliginda siireklidir. Dolayisiyla Rolle teoremi uygulanabilir.

flx)=22-1)-2x=0= x; =0, x, = 0, x; = I oldugundan (-2, 2) araligin-
daki ¢ noktalar1 —/, 0, [ dir.

Rolle teoremindeki f nin [a, b] de siirekli olma sart1 kaldirilamaz.

x, 0<x<1 ise

f(x) - {0, x=1 ise

fonksiyonu [0, /) araligiiizerinde siirekli ve (0, 1) iizerinde tiirevlidir. Ayrica
f(0)=f(1)=0 dir. Fakat Vx & (0, 1) igin f'(x)=11 0 dir.

Ozel olarak f(a) = f(b) = 0 alimirsa Rolle Teoreminin su cebirsel yorumu elde

edilir.

Rolle Teoreminin Cebirsel Yorumu

Kapali bir aralikta stirekli ve i¢ kisminda tiirevlenebilen bir fonksiyonun

iki sifir yeri arasinda tiirevinin sifir oldugu en az bir yer vardir.

ORNEK : f(x) = x(x — 1) (x — 2) (x — 3) ise /"(x) = 0 denkleminin kokleri i¢in
birer sinir bulunuz.

Coziim : f'(x) = 0  denkleminin t¢ reel kokii vardir ve bu kokler
0<x,<1, I1<x,<2, 2<x,<3 bagmtisini saglarlar. (Neden ?)

ORNEK : x° + x? + x + 1 = 0 denkleminin bir tek reel koke sahip oldugunu
gosteriniz.

Coziim : f(x) = x> + x* + x + I bigiminde tanimlanan f fonksiyonu her yerde
stirekli ve tiirevlidir.

f(2)=-8+4-2+1=-5<0ve f(2)=8+4+2+1=15>0 oldugun-
dan, ara deger teoremi geregince (-2, 2 ) araliginda f(c) = 0 olacak bigimde
en az bir ¢ noktasi vardir. Su halde verilen denklemin (-2, 2 ) araliginda en az
bir kokii vardir. Simdi reel kok sayisinin birden fazla olamayacagini gostere-
lim. Eger f(x) = 0 denkleminin a ve b gibi farkl: iki kokii olsaydi tiirevinin de
(a, b) araliginda bir kokii olurdu. Halbuki

f(x)=0=32+2x+2=0
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denkleminin reel kokii yoktur. O halde verilen denklemin a ve b gibi farkli ve

reel kokii yoktur. 71

Rolle Teoremi, Geometrik Yorumu
Rolle Teoreminin hipotezleri gergeklendiginde, fonksiyonun en az bir

noktasindaki tegeti x eksenine paraleldir.

Diferensiyel Hesabin Ortalama Deger Teoremi TEOREM 5.10

f:f:[a, b] — R fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve Vx € (a, b) noktasin-
da tlirevlenebilir olsun. Bu taktirde, (a, b) araliginda

Fr(xg) = f(b) f(a)
X0 —

olacak sekilde en az bir x,, noktasi vardur.

Ispat : k bir sabit olmak iizere,

G:[a,b]— R GKx)=f(x)+kx
fonksiyonunu olusturalim. Bu fonksiyon da [a, b] araliginda siirekli ve her
X € (a, b) noktasinda tiirevlenebilirdir. Simdi & sabitini G(a) = G(b) olacak
sekilde segelim.

fla) +ka=f(b) + kb esitliginden k=T =/@

bulunur. Su halde

G =fw) - LG =1,
fonksiyonu Rolle teoreminin biitiin sartlarini saglar. Bu sebepten (a, b) arali-

ginda 6yle bir x, noktast vardir ki G '(x,) = 0 dir. Buradan

Sf(b)—f(a) f(b) f(a)
b—a

Frxg) - =0 = flx,)=

bulunur. Bu f”(x, ) degerine, fonksiyonun [a, b] araligindaki ortalama degeri
denir.

a ile b arasindaki bir say1, 0 < 0 < / olmak tizere, a + 0 (b —a) seklinde yazi-
labileceginden, Ortalama deger teoreminin hipotezleri altinda 0 < 0 < / sartim1

saglayan en az bir 6 vardir ki bu 6 sayist1 i¢in
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f(a+8(b—a) :w

olur.

ORNEK :f:[1, 3] = R, f(x) =x? fonksiyonunun ortalama degerini bulunuz.

Coziim : 1 (xy = [/ =1@ _SO) 1) _9-1 _,

olur. f'(x,) = 2x oldugundan ortalama deger teoremini saglayan x,, noktasi

2x0:4=>x0:2

olur.

ORNEK : Herx ERicin e'=1 +x oldugunu gosteriniz.

Coziim : x > 0 olsun. f(x) = ¢* seklinde tanimlanan /- R — R fonksiyonuna
[0, x] araliginda ortalama deger teoremi uygulanirsa,

ex_eO

~—o =% (0<x,<x)

ve buradan da

X __
eT]>e°:I = e*>x+1

bulunur.

x = 0 ise esitlik durumu vardir. x < 0 ise f(x) = e* seklinde tanimlanan f* fonk-
siyonuna [x, 0] arali§inda ortalama deger teoremi uygulandiginda

f(0) f(X) [ —e*

=f(x) = = =e% <=1

olur. —x > 0 oldugundan
- <—x = e'>]+x

bulunur.
ORNEK : o bir pozitif say1 ve p =—/ olsun. Eger
1) O0<a=<lise (I +p)*=l+pa
2) a=lise (I +p)*=1+po.
olur.
Ispat :1) 0 < a < I ve f(x) = x* olsun.
i) p=0i¢in (I +p)* <1+ pa esitliginin saglandig1 agiktir.

ii) p > 0 olsun. f fonksiyonuna [/, /+ p] araliginda ortalama deger teo-
remi uygulanirsa, (/, / + p) araliginda
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fa+p)-f)=a-c*p
olacak sekilde bir ¢ sayisinin varligi sdylenebilir.

o—1<0 vec>1oldugundan ¢*~/ < I, dolayisiyla p o ¢~/ < p o dir. Bu-
radan

f(I+p)—f(l) spoa= (1 +p)*—1<pa
bulunur.

ii) —/<p < 0 olsun. Ortalama deger teoreminden (/+p, /) araliginda
) ~f(1 +p) = (~p) ac*! = f(1 +p)~f(1) =p ac*!

olacak bicimde bir ¢ sayis1 vardir. ¢ < 1 oldugundan ¢®/ > ] dir. Dolayisiyla
pc®! <p dir. Bu durumda

fU+p)-AD)< ap= (I+tp)*—1< ap
yazilabilir. Bu da ispati tamamlar.

2) a > [ igin ispat benzer sekilde yapilir.

Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi TEOREM 35.11

f ve g fonksiyonlari [a, b] araliginda siirekli ve bunun i¢ kisminda tiirevle-

nebilir olsunlar. Ayrica

Vx € (a, b) i¢in g '(x) = 0 olsun. Bu taktirde, (a, b) araliginda

fxy) _ f(b)=f(a)
8 (xy) g(b)—gla)

olacak sekilde en az bir x,, noktasi vardir.

Ispat : Ortalama deger teoreminden dolay1
gb)-gla)=g'la+B(b-a)(b-a), (0<6<1I)

dir ve g '(a + 0 (b — a)) = 0 oldugundan g(b) — g(a) = 0 dir. Simdi k bir sabit

olmak iizere

T(x) = f(x) + kg(x)

fonksiyonunu goz 6niine alalim. 7(a) = 7(b) olacak sekilde £ y1 tespit edelim.

T(@) = Tth) < f(@) + k g(a@) = /(b) + kg(b) = k==L =10

olur. Su halde

f(b) —f(a)

T =I* =g ¢

(x)

yazilabilir. Bu fonksiyon [, b] araliginda siirekli ve bu araligin i¢ kisminda
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tiirevlenebilir oldugundan Rolle teoreminin sartlarini saglar. Bu sebepten (a, b)

araliginda en az bir x,, noktasi vardirki 7'(x,) = 0 dir. Yani

f(b) —f(a)

S0~ =g (a)

g (xy)=0
dir. Buradan da

f'(xy) _ f(b)—f(a)
g'(x)) g(b)—gla)

bulunur. O halde (0, 1) araligindaki en az bir 6 i¢in

f'(a+8(b—a) _ f(b)—f(a)
g'(a+0(b—a) g(b)—gla)

olur.

ORNEK : f(x) = x> + 2, g(x) =x? -1 fonksiyonlarma [1, 2] arahginda
genellestirilmis ortalama deger teoremini uygulayarak, teoremde ad1 gegen x,

noktasini bulunuz.

Coziim :
f(xg) _ f)=fla) 2%y _ 22+2-(12+2) L3 4
g'(xg) gb)=gla) "33  (23-1)—(1°-1) "33 7 09
olur. 71

Bilindigi gibi, tiirevlenebilen bir fonksiyonun tiirevi olan fonksiyon siirekli ol-
mayabilir. Asagidaki teorem, tiirev fonksiyonunun siirekli fonksiyonlara ait bir

ozelligi sagladigini gostermektedir.

Darboux Teoremi TEOREM 5.12

S fonksiyonu [a, b] lizerinde tiirevli bir fonksiyon ve (@) = /() olsun. y,,,
f'(a)ile f'(b) arasinda bir reel say1 ise (a, b) araliginda

Jean Gaston Darboux S'xg) =y,
1842 - 1917

Fransiz matematikci. Matema- .
tik Analizde énemli ¢alismalar: Ispat: f'(a) <y, <f'(b) ve Vx €[a, b] i¢in F(x) = f(x) —Ypx olsun.

vardr. E [a, b] lizerinde tirevlidir. Dolayisiyla siireklidir. O halde [a, b] lizerinde en

olacak bi¢imde bir x,, say1s1 vardur.
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kiigiik degerini alir. F/, bu en kiigiik degeri x,, noktasinda almis olsun. Su halde

F nin [a, b] lizerinde aldig1 en kiiglik deger F(x,) dir.

F'(a) =f"(a) -y, < 0 oldugundan yeter derece kiigiik # > 0 sayilar1 i¢in
FlatW=F@ ¢ F(a+h)~F(a) < 0= Fla+h) < F(a)
olur ki bu /' nin en kii¢iik degerini a noktasinda almadigini, yani x, # a oldu-
gunu gosterir. Benzer bigimde x, = b oldugu gosterilebilir. O halde x,E(a, b)
dir. F fonksiyonu, (a, b) araligindaki bir x,, noktasinda yerel minimuma sahip
oldugundan
F ,(xo) =0 :>f’(x()) Vo= 0 :>f,(x0) =)o
bulunur.
ORNEK : [0, %] iizerinde

. .
xsinw , x #0 ise
flx) = { X
0 ,x=0 ise
bigiminde tamimlanan /* fonksiyonu veriliyor. y, = I igin Darboux teoreminde
sozii edilen x,, noktasini bulunuz.

Coziim :
S N &
f,(x):[smx xCos% » x#0
0 ,x=0
olup /' fonksiyonu x = 0 da stirekli degildir.
f'(0)=0vef ’(%)= sinyt—qcosn = q dir. y, = 1 € (0, ) sayisma karsilik gelen

X, noktasi % dir, zira f’ (%) = sin% - %Cos% = [ dir.

m KONVEKS FONKSIYONLAR

Konveks kiime

[\

Konveks olmayan kiime

K C R x R olsun. Eger K kiimesinin herhangi iki noktasini birlestiren dogru

pargasi K kiimesinin i¢inde kaliyorsa, K ya bir konveks kiime adi verilir.

Yandaki sekilde konveks ve konveks olmayan kiimeler goriilmektedir.
X, ve x, noktalarini birlestiren dogru pargasi
X, x,]={x: x=A;,+(I-Mx,, AEIO, 1]}

seklinde gosterilebileceginden K kiimesinin konveksligi su sekilde de tanim-
lanabilir.
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K C R x R olsun.

K konvekstir < Vx,, x, EK ve VAE[0, /] icin Ax, +(I-A)x,EK

Bu tanima gore, araliklar ve gemberlerin i¢ bolgeleri birer konveks kiimedir.

Her x,, x, € [a, b] ve her A € [0, I]igin

S, +(I=M)xy) = Mf(x) +(I=N)f (x,) (5.6)

oluyorsa f fonksiyonu [a, b] iizerinde konvekstir denir.

Her x,, x, € [a, b] ve her A€ [0, 1] i¢in

S, +(I-M)x,) =2 M(x)+(U-N)f(xy) 5.7)

esitsizligi saglaniyorsa f* fonksiyonu [a, b] de konkavdir denir.

ORNEK :
f(x) = x? seklinde tammlanan f : [-/, /] — R fonksiyonunun konveks ol-
dugunu gosteriniz.
Coziim :
SO, + (=M x,) = (A flx) + (=N [(x,)
= (A, + (I =, = (M2 + (1= Wx,?)
=Mx 2+ 20 =W xpx, + (1 -N2x,? =2 — (1 - Mx?
=W =N/ =2xx, +x,7) = (M =N) (x; —x,)°
olur. 0=<h=<1 i¢in M=<A vedolayisiyla A?—A=<0 olacagindan
SOy + (1= M) ~ (L f ) + (- 1) fxy) 50
olur. Su halde
SOy +(1=2xy) = W) + (12 f(x)
dir. Bu da /" fonksiyonunun konveks oldugunu gdsterir. 1

Simdi konvekslige geometrik olarak bir anlam vermeye c¢alisalim. y = f(x)
egrisi verildiginde bu egrinin iist tarafinda kalan bdlgeyi, yani

K={xy: xEl[a b] ve y=[f(x)}

kiimesini gézoniine alalim. [a, b] araliginda herhangi iki nokta x , x, (x; <x,)
olsun. Egri tizerinde 4(x,, f(x,)), B(x,, f(x,)) noktalarmni birlestiren [AB] dog-
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y=f(x)

of a x ¢ z dy b

ru pargasi iizerinde bulunan noktalar, A € [0, /] olmak tizere,
P, + (I =Mxy), M f(x) + (1= W) f(x5)

tipindeki noktalardir. Eger ffonksiyonu [a, b] de konveks ise
JOx;+ T =WMxy) = Mfx) + =N flx)

esitsizligi saglanacagindan P noktalariin tiimii K bdlgesindedir. Bagka bir de-
yisle, [AB] dogru parcasinin biitiin noktalar1 K bolgesindedir. Yani K bolgesi

konveks bir kiimedir.

Simdi bir fonksiyonun ikinci tiirevi ile konveksligi arasindaki iliskiyi veren bir

teoremi ifade ve ispat edelim.

TEOREM 5.3

f:[a, b] — R fonksiyonunun (@, ) tizerinde ikinci tiirevi var olsun. Eger her
x € (a, b) igin f"(x) =0 ise f fonksiyonu [a, b] de konvekstir.

Ispat : a <x <y =<bolacak sekilde x, y € [a, b] segelim. 0 < A < I olmak iizere,
z=x+ (I -N)y (5.8)
denirse x <z <y dir. (5.8) in her iki yanina —A z eklenirse
z-A=h+{U-Ny-Az

elde edilir. Basit bir islemle

(I-W-2)=\(E-x) (5.9)
yazilabilir. Ortalama deger teoreminden
J@)—fx) =f"(c) (z—x) (5.10)
olacak sekilde en az bir ¢ € (v, z) ve
JO)=f@) =f"(d) (y-2) (5.11)

olacak sekilde en az bir d € (z, y) vardir. Diger taraftan /" (x) = 0 oldugundan
f" artandir ve dolayisiyla f'(¢) = f'(d) dir. (5.9), (5.10) ve (5.11) den

Mf(2) —fx) =f'(c) M (z—x)<f(d) N (z—x)
=f'dI-N(-2)=U-MN(F)-N2)
bulunur. Su halde A (f(z) — £(x)) < (I — ) (f(v) —f(2)) dir.

Buradan
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J@=fx) +(I-M D)
olur. z nin degeri yerine konursa

SOx+ U =Ny) = M)+ T -NJB)
bulunur ki bu f'nin konveks oldugunu gosterir.
Yukaridaki teoreme paralel olarak, [a, b] deki her x i¢in f"(x) = 0 oldugunda f
fonksiyonunun [a, b] de konkav oldugunu gosterilebilir.
ORNEK : f(x) = x* — 6x? + 12 esitligi ile verilen f: R — R fonksiyonunun
konveks ve konkav oldugu araliklart bulunuz.

Coziim : f'(x) = 4x3 — 12x, f"(x) = 12x* — 12 oldugundan /2x° — 12 ifadesinin

isareti incelenmelidir.

X —o -1 1 +o0
1"(x) + 0 - 0 +
f(x) konveks | konkav | konveks

Bu tabloya gore (—oo, —/] ve [/, +) araliklarinda fonksiyon konveks, [/, /]

araliginda konkavdir. Verilen fonksiyonun grafigi yanda ¢izilmisgtir.

Bir ffonksiyonunun konvekslikten konkavliga veya konkavliktan konveks-

lige gegtigi ve fonksiyonun siirekli oldugu noktaya biikiim (déniim) nok-

tasi ad1 verilir.

Yukaridaki incelemeler gézoniine alindiginda doniim noktasi i¢in su 6nermeler
ifade edilebilir:

1) anoktast f i¢in bir doniim noktasi ise ya f"(a) = 0 yada f"(a) mevcut degildir.
2) f" fonksiyonu a noktasinda isaret degistiriyorsa, a noktast f nin bir déniim
noktasidir.

Yukaridaki 6rnekte x = —/ ve x = [ noktalar1 f* fonksiyonunun birer doniim nok-

tasidir.



PROBLEMLER 5.4

1. f(x) =x?— 18x? + I olsun. fnin artan ve azalan 4. y =x3 (x — 1)? egrisinin

oldugu araliklart bulunuz. f'nin yerel ve mut- a. kritik noktalarm

lak ekstremumlarini belirtiniz.

. . . b. yerel ekstremum noktalarini
2. Asagidaki esitliklerle verilen fonksiyonlarin

karsilarinda yazili araliklardaki mutlak mak- 2, (S i S

simum ve mutlak minimum degerlerini bulu- bulunuz.
nuz. >k .
5. f:R1{0} = R f(x) = x* +  fonksiyonu

afx)=x-3x+2, [-3, 10] veriliyor. £ ne olmalidir ki /" fonksiyonu
b f(x) = x2— 3x + 2 [-2.10] a. x =2 de yerel minimuma,

; ’ ! ’ b. x =-3 de yerel minimuma
¢fo)=x+z ’ [m ’ ]0] ¢. x = 1 de biikiim noktasina
d.f(x) =2¢ ; -1, 5] sahip olsun. Bu fonksiyon bir yerel maksimu-

_ x2+100 3 ma sahip olabilir mi?

e. f(x) = [-1, 3]
f.f(x) = € sinx 5 [0, 2x] 6. x> —y? = [ hiperboliiniin (0, 1) noktasia en
o f(x) = V5—dx 1, 1] yakin olan noktasini bulunuz.
h.f(x) =x*+1 5 [-1, 3] 7. A0, 5) noktasmin 4y = x’ paraboliine olan

3. Asagidaki esitliklerle tanimlanan fonksiyon- uzakligim bulunuz.

larin

5 _ - .
a. Kritik noktalarmi bulunuz. 8. x? + »? = I cemberinin hangi noktas1 (3, 4)

b. f' tiirev fonksiyonunun isaretini inceleye- noktasina en yakindir?
rek artan ve azalan oldugu araliklari belir-
tiniz. 9. f(x) = arctanx — arctan % esitligi ile verilen f

c. Yerel minimum ve yerel maksimum nok- 3 S
fonksiyonunun ekstrem degerini bulunuz.

talarin1 bulunuz.
10.a yaricaplt bir gember icine ¢izilebilen dik-

a. f(x)= 7 f %2 dortgenin alani en fazla ne olabilir?

_ 1 . . . .
b. f(x) =x+ & (x=0) 11.K&seleri, orijin, x — ekseni, y — ekseni ve

y = 4 — x? parabolii iizerinde bulunan bir dik-

e fo)=@-1Y(x+2)
d. f(x) =xe™

dortgenin alani en fazla ne olabilir?



12.1ki kosesi x — ekseni, iki kosesi de y = 16 —
3x? parabolii iizerinde bulunan dikdortgenler

icinde alani en bilyiik olanin alanini bulunuz.

13.Toplamlar1 1000 ve kareleri toplam1 miimkiin

oldugu kadar kiigiik olan iki say1 bulunuz.

14.Yarigap1 a olan bir kiire igine yerlestirilebile-
cek dairesel silindirin hacmi en fazla ne olabi-

lir?

15.a yarigapl bir kiire icine yerlestirilebilecek
dairesel dik koniler i¢inde hacmi en fazla ola-

nin hacmini hesaplayiniz.

16. Yandaki sekilde ¢em-
berin yarigapi 7,
|AB| = |AC]| ve

A m(A) <A% olduguna
gore ABC {iggeninin
B cevresi en fazla kag
birim olabilir?
17.A§C,A acist dik A

olan bir iicgendir.
|AB| - |AC| = 1 br?
olduguna gore |[AN] ® N

aclortaymnin uzunlugu, en fazla kag birim olabi-
lir?

18. y =x— 2 dogrusu

y = —x? parabolii-

>x nii B ve C nokta-
% larinda  kesiyor.

A, BOC yayi lize-

rinde herhangi bir

nokta olduguna gore, ABC iicgeninin alani en
fazla kag br? olabilir?
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19.L uzunlugunda bir tel iki parg¢aya boliinerek
bir ¢ember ile bir kare yapilmak istenmekte-
dir. Kare ile dairenin alanlar1 toplaminin en
biiylik olabilmesi i¢in ¢emberin yarigapt ne
olmalidir? Karenin kenar uzunlugu ile toplam

alan1 hesaplaymiz.

20.Bir hareketlinin hizi, zamana bagli olarak,
v = #(t + 2) seklinde degismektedir. Bu hare-

ketlinin minimum hizin1 bulunuz.

21.Bir dogru iizerinde hareket eden bir cismin iv-
mesi zamana bagli olarak
a = sin (£2) -(t> 0)
bigiminde verilmektedir. Bu hareketlinin iv-

mesi ne zaman maksimum olur?

22.Asagidaki esitsizliklerin karsilarinda yazili x

degerleri i¢in dogrulugunu gosteriniz.

a.x+§22 ,(x>0)
T
b. tanx > x ,<0<x<7>
c. = > < arctanx < x , (x>0
1+x
c. |sinx — sintl < |x — | , x, tER

d. |arctanx — arctany| < |x—y| , x, yER

X—da X X—a

e. % <Iny < = , (0 <a<x)
. 75 <hh(+x <x (x>0

23.f(x) = x — x° seklinde tanimlanan f fonksiyo-
nuna [0, /] araliginda Rolle teoremi uygula-
nabilir mi? Uygulanabilirse teoreme uyan c

sayisint bulunuz.
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24.¢* = [ + x denkleminin x = 0 dan baska ko-

kiiniin olmadigin1 gdsteriniz.

25.Rolle teoreminden yaralanarak

5x* — 4x + 1 = 0 denkleminin (0, 1) araliginda

bir koke sahip oldugunu gosteriniz.

26.f(x) =x —x° seklinde tanimlanan /- R — R
fonksiyonu [-2, /] araliginda ortalama deger
teoreminin sartlarini saglar mi1? Saglarsa teo-

remde adi gegen x,, noktasini bulunuz.

27.Asagidaki esitliklerle tanimlanan egrilerin
konveks ve konkav oldugu araliklari belirti-

niz. Bu egrilerin biikiim (doniim) noktalarini

bulunuz.
ay=22+1 d.y=x2+§
b.y=-2x3+3x2—12x e.y= e’
1
C.y= x

28.Ortalama deger teoreminden yaralanarak
sin(x + h) —sinx = h - cos x,

olacak sekilde bir x, € (x, x + h) sayismin var-

ligin1 gosteriniz.

29.f(x) = sinx ve g(x) = cosx seklinde tanim-

lanan / ve g fonksiyonlari [0, %] araliginda
genellestirilmis ortalama deger teoreminin
sartlarini saglar mi1? Saglarsa bu teoremde adi

gegen x,, say1sini bulunuz.

30.Ortalama deger teoreminden faydalanarak
Rolle Teoremini ispat ediniz.

31.1spat ediniz ki, eger [a, b] araliginin her x nok-
tasinda f”(x) = 0 ise f sabit fonksiyondur.

32.f ve g, [a, b] iizerinde siirekli ve (a, b) de tii-
revli olsun. Ayrica f(a) = g(a) ve a <x < b igin

f'(x) <g'(x) olsun. f(a) <f(b) olacagini gos-
teriniz.

33.S1fir yerleri reel olan bir polinomun tiirevinin
kompleks sifir yerlerinin olamacagini gosteri-
niz.

34.f(x) =x°! + x?! + x + I fonksiyonunun bir ye-
rel ekstremum degerine sahip olamayacagini
gosteriniz.

35./(x) = |x — /| olsun.
f(zz):g(o) o)

olacak sekilde bir ¢ noktasi var midir? Bu so-

nug ortalama deger teoremiyle ¢eligir mi?

36.Ugiincii dereceden bir polinom denkleminin

en fazla 3 reel koke sahip olacagini gosteriniz.

37.3x + cosx = I denkleminin bir tek reel koke

sahip oldugunu gosteriniz.

38.0Ortalama deger teoreminden yararlanarak
|sin A —sin B| < |4 - B|,
|cos A— cos B| = |4 — B

esitsizliklerinin varligini gosteriniz.

39.1 <f'(x) < 3 oldugunda 2 < f(3) - f(1) < 6

olacagini gosteriniz.
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BELIRSIiZ SEKILLER

Bir F fonksiyonunun x = a noktasindaki limiti hesaplanirken belirsiz ifadeler

denilen,
%, %, oo —o0, 00, ]°°,00, !

ifadelerden biri karsimiza ¢ikabilir. Bu belirsiz sekiller tiirev yardimiyla kolay-

ca hesaplanabilir.

1) & belirsizlik hali

TEOREM 5.12

(I' Hospital kural) /' ve g, 4 C R de tanimh ve siirekli fonksiyonlar a, 4
nin bir yigilma noktast ve D de @ nin, bir delinmis komsulugu olsun. f ve g
fonksiyonlar1 4 ile D nin her ortak x noktasinda tiirevli,
fim ) = fimg () =0 ve limg’ () £0
ise
o f(x) _

£ g(x) _xll—ma g'(x)

olur.
Ispat: f ve g fonksiyonlari a noktasinda tanimli ise,
fla) = limf(x) =0, gla)=limg(x)=0
olur (Neden ?).

f ve g fonksiyonlari, x = a noktasinda tanimli degilse bu fonksiyonlari
f(a) = g(a) =0 olarak tanimlayalim. O halde

St _ f(x) = fla)

g(x)  glx)—gla)
yazilabilir. Ote yandan, ortalama deger teoremine gore, (a, x) araliginda

SO —fla)=(x-a) f'(x))

gx)—gla) =(x—a) g'(x,)
olacak sekilde x; ve x, noktalart vardir. ¢ < x;, < x ve a < x, < x oldugundan

x — aiginx; —a ve x, — adir. O halde

) f@—f@) . —af ) f(x)
im0 = o —g@ M i ag ) ()

olur.
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F) % seklinde ise L'Hospital kurali bir defa daha uygulanir. %

Eger lLim, ) "

belirsizlik halinden kurtuluncaya kadar isleme devam edilir.

Bu teoremin tek tarafli limitler, yani sag ve sol limitler i¢in de dogru olacag:
aciktir.

1

ORNEK : limo w limitini hesaplayiniz.
X — X

Coziim : Verilen ifade x — 0 igin % seklindedir. O halde
. 1—cosx _ ;. sinx _ ;. cosx _ 1
ol L O TE S R

L'Hospital kural1 ¢esitli sekillerde genisletilebilir. x simirsiz olarak biiytitiildii-

% oraninin % belirsizlik seklini aldigini

kabul edelim. ¢ = 0 olmak iizere x = % yazilirsa x — +o0 igin t — 0" olacaktir.

giinde, yani +o 'q yaklagtirildiginda

Bu durumda herhangi bir F fonksiyonu igin Lim F(x) = L ise lim F (%) =L
- -0

olacaktir. Buna gore su sonucu ifade edebiliriz :

f ve g fonksiyonlart sabit bir M reel sayisindan biiyiik her x noktasinda

tiirevlenebilir olsunlar. Ayrica
A Je= g f=0

ver herx > Migin g'(x)= 0 olsun. Bu taktirde

Sflx) _ lim S (x)

xlir’go g(x) S g'(x)
olur..
Ispat : j(%) =F(t) ve g(%) =G(t) olsun. t — 0% i¢in % ifadesi % for-

mundadir. Buna gore,

lim L = i EO oy, VD

x=o g(x) Do+ G() T ZDor G'(1)

(1) (1
— lim m_ e /()
(=0 g’(%)‘(—i> i~0% g'(i) ¥ g'(x)

olur.
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X — —o0 igin % belirsizligi elde edildiginde aynit metodun uygulanabilecegi

aciktir.

~

ORNEK : lim M

oo arctan(;)

limitini hesaplayiniz.

Coziim : x — + o igin % belirsizligi elde edildiginden,

o) elB-h)

X

s arctan(%) R [1 +(1)2]71.(_L2>

X X

_ Ly, _x? | _
= lim [COS<7>' 7 +x2] =cos0-1=1
bulunur.
2) = belirsizlik hali

Bu durumda da L'Hospital kural gecerlidir. Ispat tamamen % haline benzer
oldugundan yapmiyoruz.
ORNEK : xll_{n() CZZ—;; limitini hesaplayiniz.

Coziim : x — 0 igin ifade % halindedir. Su halde
1

)
. . oSincx

= lim =—[lim ——~

x—0 COtx — xZo —1 x—0 X

sin’x
yazilabilir. Bu limit % halindedir. O halde L'Hospital kurali tekrar uygulana-
bilir.

in? 2sinxcosx
—lim SUMX —_ fjy £SMXCOSX _
x—0 X x—0 1
oldugundan
. Inx _
xllino cotx = 0
olur.

3) 0.00 belirsizlik hali

Buhal f.g= % esitligi yardimiyla % veya % sekline getirilebilir.
f
ORNEK : Jim %ezx limitini hesaplayiniz.
e %
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Coziim :  lim_ éez" ifadesi 0. o halindedir.

olur.

4) oo — oo belirsizlik hali

Bu belirsizlik halide f —g= f—g= 7 esitligi yardimiyla % sekline ge-
tirilebilir. fg

oQ)~
[~

ORNEK : limo(cotzx - %) limitini hesaplayiniz.
X — X

Coziim : Verilen ifadede o — o halindedir.

lim (cotzx—iz>: lim (%—%)
x—0 X x—-0\tan“x x
) sin’x
2= tan?x . cos?x .
=lim =———>-==1 ) ahall
x=0 x*tan’x  x=0 5 sin’x
cos?x
. x%cos?x —sin®x
= lim =5
x=0 x%sin’*x
i (xcosx + sinx)(xcosx — sinx)
= lim -
x—0 xZsin?x

. xcosx+sinx ;.  XcOSX—Sinx
lim - lim

x—0 x x—0  xsin’x

. Sinx . XCoSX—Ssinx
= lzm0 (cosx-i— ) lim ————————
X —

X/ x%0 xsin?x
. XCOSX—Sinx . COSX—XSINX— Ccosx
=2-lim 5. =2 ) -
x—=0  XxSin“x x—0 sin“x + 2xsinxcosx
. —xsinx
=2

lim — -
x—0 sinx(sinx+ 2xcosx)

olur. Pay ve payda sinx ile sadelestirilirse,

. 2, I \__ 5 X
xllino (CO[ * x2> lelino sinx + 2xcosx

_ ; 1 —_
- leimo cosx+2cosx —2xsinx

|~
|
[SYIN)

bulunur.
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5) ¥, 09, 1 belirsizlik halleri

x sonlu bir degere veya sonsuza yaklastizi zaman y = [ £(x)]*" fonksiyonu bu
belirsiz hallerden birini veriyorsa her iki tarafin logaritmasi alinarak

Iny = g(x)-Infx)
elde edilir. Goriildiigii gibi bu {i¢ hal evvelce incelenen 0 - o haline doniismek-
tedir. Bu belirsizlik hesaplandiktan sonra
liminy=k = xlilnayzek
ozelliginden yararlanilir..
ORNEK : lim x* limitini hesaplaymiz.

x—0

Céziim : Bu limit 07 seklindedir. y = x* denirse Iny =x-Inx =

1
limlny= lim xlnx= lim I”Tx: lim i]= lim (—x)=0
x—07F x—0F x—-0F L x~0+;2 x—07F

X

oldugundan

lim x*=¢0=1
x—0

olur.

ORNEK : xlimoo<] + %)x limitini hesaplaymiz.

Coziim : Bu limit 1* seklindedir y = (] + %)x denirse

X
Iny=x-In(1+%)" = tim ny= lim xin (1+%)
_h
A x2 _ A x
In\1+
lim ( X)—l I+MNx _ X x+h
X — o0 l X — 00 _] X — 00 _]
g A
_Xlimw X+;\._>\‘

olur. O halde

X@r\z (1 + %)\ = et

oo

dir.

ORNEK : Zimo(cotx)l/ Inx Jimitini hesaplayiniz.
X —
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Coziim : Bu limit ©’ formundadir. y = (cot x)//"* denirse

Iny= ﬁ “Incotx = xliinoln y= xlzinoﬁ “In cotx

R A A
= Jim THCOLY) iy COLX. — _ jpyy SINZX T2
r—0 Inx x—0 1 x—=0 S

X X
—dimr L=y

X 0SinXx ‘cosx —
olur. O halde
lim (cotx)V/nx = o1
x—0

dir.

m DIFERENSIYELLER

f:ACR — R fonksiyonu x € 4 da tiirevlenebilir olsun. lim € =0 olmak

Ax—0
lizere,

e T
yazilabilir. Su halde

Ay =f'(x) Ax + &+ Ax
olur. Buradaki f '(x) Ax terimine f fonksiyonunun sabit x noktasina ve de-
giskenin Ax artimina gore diferensiyeli denir. Bu diferensiyel dy veya d f(x)
seklinde gosterilir.
f-A— R fonksiyonunu y=f{x)=x seklindealirsak dy=I-Ax olur. Digertaraftan
dy = dx olacagindan Ax =dx dir. O halde Ax yeter derece kiigiik ise

Ay =f'(x) dx
olur. Yani dy = Ay dir. O halde y = f(x) in diferensiyeli

dy =f"(x) dx
olacaktir.
Diferensiyel, tiirev ile dx in ¢arpimi oldugundan tiirev alma kaideleri burada
aynen uygulanir. Ornegin;

y=x"=dy=mx"dx

y = cosx = dy = —sin x dx

v =fgx) =dy =1"(g(x)) g '(x) dx
olur.

f fonksiyonunun ikinci diferensiyeli de sdyle hesaplanir :
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42y = d(dy) = d(f' () = (") dx? + 0 f'(x) dx =" () o’

Benzer olarak k. diferensiyel
d*y = f B (x) dxk
olur.

Simdi diferensiyel yardimiyla baz1 sayilarin yaklasik degerlerinin nasil bulu-

nabilecegini gorelim. Ax ¢ok kiiciik ise,

Ay =[x + Ax) - f(x) ~ Ax - f"(x)

oldugunu biliyoruz. Buradan
Jx+ Ax) = f(x) + Ax - f'(x) (5.13)

yazilabilir.

ORNEK : /5 sayisiin yaklasik degerini bulunuz.

Coziim : f(x) = /x seklinde tanimlanan f fonksiyonu i¢in

Vx+Ax =vVx 4+ Ax- 1
2vx

yazilabilir. x = 4, Ax = [ alinirsa

ﬁ=¢4+1z2+1-%:2+

=-=225

9
4

A~

bulunur. Daha yaklasik bir deger bulmak istenirse Ax daha kii¢iik segilmeli-
dir. Ornegin x = 4,84 ve Ax=0,16 segilirse

V52224016 =2,2+0,0363636 = 2,2363636

I
2-(2,2)

bulunur.
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Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

PROBLEMLER 5.5

2. Asagidaki limitleri hesaplayimniz.

. x—tanx . osinx—Xx . 1 1 1
A = sinx R o st i rrard
o, [im Qrctanx li Inx b. lim (l_%) f. lim (L_i)
© M sin G M T ix—2 ae0\X e —1 W \x—=1" Inx
d 1—cos(x?) o In(l+x)—x c.xli'_mOO (2—vat—x2+ ])g. lim0 (cot?x—x72)
T ox-0 x2sin(x?) Cxn0 I—cosx T
. 1 1 . 1
. ox(eX+1)—2(e*—1) o @E=1] €. ll_{"()(?_*) h. l’_%(g-;
. Jim x3 g Jim pr—1 ) * : Cos(x *2
, o pe d. lim (—— z )
h.  lim cos(smxé—cosx L lim & ;b x—0\1—cosx  gin2y
x—0 X x—0
i lim Slandx— [2tanx 4, In(cosax) Asagidaki limitleri hesaplayiniz.
x0 3sindx —12sinx x—0 In(cosbx)
. ] a. lim(I—cosx)cotx b. lim xsin‘
. gX—gsinx . smy x—0 X =0
L L Jgim — ]
X 9 _ 9 1/4 o ( L
C. ’gznllnxln(x 1) g.xlimwx Sm(ﬁ)
. XCOSX—Sinx . 1—x
m. — n.
xllino x3 ngznl 1= siny (a. arctang —b. arctan%)
d. Ilim
. . x=0 x&
o, lim ln(szpmx) 6. lim COSX—sinx
x— o+ In(sinnx) g In(tanx)
4. Asagidaki limitleri hesaplaymiz.
p. lim tanx — sinx . . (arctanx)®
S x=0 In(1 +x7) a. lim (I+av'™ b, lim (1-2%5
x—0 x—-0"
i xS=cx+c—=1 li e —e¥—x ) ) )
SeRNaTy x—1)2 . am ) c. lim (tanx)tan2x d. lim (sinx)tanx
x"i Xﬁj
3 L (I+x)r—e _(aresinx\Vx*
¢ lim Xt inx . lim In(sinx) f. lim —~%—— g lim (T)
© 2% xinx © Lot In(tanx) x=0 x=0
) 1
i In(x=1) o In(x+et) h. lim (SZX)I=cosx 0 lim [In (1 +x) ]¥
M = 1) VTS x=0 ( * ) x=0
. i T 1/Inx
. e*+Inx . W 1—cosx n (7 - arctanx)
y.  lim ——— z. lim ik

x—o00 e*+x x—0



a; > ( olmak iizere

a a a
(al A

1/a
n ) Z",/al-az...an

oldugunu gosteriniz.

lim
a—0

.. 1
6. a,b > 0igin lim0 (a*+b*—1)x = ab oldugunu
X —

gosteriniz.
_[x+2, x#0 ise
. f(x)—{ 0, x=0 ise

g(x):{x+]’ x#0 ise

0, x=0 1ise
fonksiyonlart i¢in
fx) _

f(x) _ o flx)
L ey I T oy

oldugunu

gosteriniz. Bu sonu¢ L'Hospital kurali ile gelisir
mi?

In(l+x)—In(l—x)
. flx)= X

m , x=20 ise

bigiminde tanimlanan /" : (-1, 1) — R fonksi-

, x #0 ise

yonunun siirekli olmasi i¢in m ne olmalidir?

. Asagidaki

L'Hospital kuralinin yararl olmadigini goste-

limitlerin hesaplanmasinda

riniz. Bu limitleri bagka yollardan hesaplayi-

niz.
a) lim YL b) lim ;vecx
x>0 J/x+ 1 xﬁ(%anx
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1 1 e
10. jxlimoox2 (ex —ex+1) limitini hesaplayiniz.

11.

12.

b
f(x) =(e*+ax)~ ifadesinde a ve b sabit sayi-

lardir.
ih = lim, flx) ve I,= Jim f(x) olduguna gore

[, =b- [, esitligini saglayan a sayismin en bii-

yik degerini bulunuz.

2
= xj egrisi iizerindeki T noktasinda ¢izi-

len teget x eksenini K noktasinda, [TK] dogru
parcasinin orta dikme dogrusu da y eksenini S
de kesiyor. T noktas1 O noktasina dogru hare-
ket ettirildiginde S noktas1 da y—ekseni lizerin-

de hareket eder.

TlimOI OS| limitini hesaplayiniz.

13. Asagidaki sayilarin yaklasik degerini bulunuz.

a) V6 b)¥26 o) ¥es  d)Vi30
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m EGRI CiziMi

A

y=fx)]

0
by y=fix)
M/ |
— » X
0 a
by
y=fix)
M
I
b
» X
0

ACRolsunf : 4 — R fonksiyonunun grafigini ¢izmek i¢in fonksiyonun cesitli
ozelliklerinin (artan azalan, konveks, konkayv, ... vs.) bilinmesi gerekir. Grafik
sonsuz ¢oklukta nokta ihtiva edebileceginden bu noktalarin hepsini koordinat
sisteminde isaretlemek miimkiin olmayabilir. Bu sebeple grafigin (egrinin) bazi
ozelliklerinin bilinmesi ¢izimi kolaylastirir.

Egri gizimlerine gegmeden dnce egri ¢izimlerine yardimer olan ve asimptot
denilen bazi dogru ve egrileri tanitmaya calisalim.

v =f(x) esitligi ile verilen f fonksiyonunun tanim veya goriintii kiimelerinden
en az biri sinirsiz bir kiime olsun. Egri tizerinde alinan bir M(x, y) noktasinin
0(0, 0) noktasina olan uzakligi r olsun. 2 = x? +y? dir. x — +o oldugunda
r— o olur. Koordinat sisteminde bir g polinomunun grafigi olan C egrisini goz

oniine alalim. M(x, y) noktasinin bu C egrisine olan uzakligini / ile gosterelim.
Jim 1=0 (5.14)

ise, yani M noktasi orijinden sonsuz uzaklastiginda C egrisi y = f(x) egrisine
teget oluyorsa, C egrisine y = f(x) egrisinin bir asimptotudur denir.
Simdi y = f(x) egrisinin durumuna goére C egrisinin alabilecegi sekileri ince-
leyelim.
1) Eger x degiskeni bir a sayisina yaklasirken y smirsiz olarak biiyiiyor ve
kiictilityorsa » — o oluyor demektir.
C egrisi olarak x = a dogrusu alinirsa

rlingo l:xli_ma Ix—al=0
olur. Su halde x = a dogrusu bir asimptottur. Bu asimptota egrinin bir diisey
asimptotu denir.

2) lim f(x)=b ise y = b dogrusu bir asimptottur. Clinkii bu durumda,

[=1f(x)—bI
olup Jim I f(x)—b1=0 dir. Benzer sekilde lim f(x)=c ise y = ¢ de bir

asimptottur. Bu tip asimptotlara yatay asimptot adi verilir.

3) x degisken sinirsiz olarak biyiitiildiigiinde veya kiiglildiigiinde y sinirsiz ola-
rak biiyiiyor veya kiiciililyorsa verilen egrinin diisey ve yatay asimptotlardan
farkli asimptotlar1 bulunabilir. Simdi verilen bir y = g (x) egrisinin asimptot
olmasi i¢in saglanmasi gereken sartlari arastiralim. g egrisi lizerinde M(x, 1 (x))

noktasina en yakin nokta P(z,g(¢)) olsun.
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Bu durumda

1=y (x—1)2+ (f(x) — g (1)

olur. / nin sifira yaklasmasi x in ¢ ye, f(x) in de g(t) ye yaklasmasi ile
miimkiindiir. g polinomu siirekli olacagindan, x — 7 i¢in g(x) — g(¢) olur. Bu

durumda yeter derece biiyiik x ler i¢in
[=V(f(x)— g(x)? =] f(x) — g(x)|

dir. Su halde y = f(x) egrisi verildiginde
xlimoo (f(x)—g(x)) =0veya xiilZlm (ftx)—g(x))=0 (5.15)

olacak sekilde bir y = g(x) polinomu varsa bu egriye y = f(x) egrisinin egri
asimptotu denir. Eger y = g(x) 6zel olarak bir dogru denklemi ise bu asimptota
egik asimptot adi verilir.

Egri asimptotlar i¢inde en ¢ok kullanilanlar
gx)y=mx+n
tipindeki egik asimptotlardir. Simdi asimptotun bu tipte olmasi halinde m ve

n katsayilarinin nasil hesaplanabilecegini gorelim. Once g(x) = mx + n dog-
rusunun egriye

x > 0 bolgesinde asimptot oldugunu kabul edelim. Bu durumda

flx)

Jim [f(x)—g(x)]= lim [f(x)—mx—n]= lim | — m] x—n=0
olmalidir. Bu limitin var olmasi i¢in

lim

X — o0

@—m]ZO

olmasi gerekir. Aksi taktirde limit meveut olmaz. Clinkii ikinci ¢arpanin limiti
+oo dur. Su halde

m= tim 1
olmalidir. m i¢in bulunan bu deger

n= xlimoo [f(x) — mx]

esitliginde yerine konularak » bulunur. Buna gore

fx)
X

n= xlimoo flx)—x- xlimoo =
olacaktir.

x < 0 bolgesindeki asimptot i¢in, benzer olarak,
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m= i
11—)(11'71100 f(x)—x~xlzm @

olur.
ORNEK : y = vx?— ] egrisinin asimptotlarin1 bulunuz.

Coziim : Bu hiperbol egrisinin asimptotlar1 birer dogrudur.

(L
w0, e x1 /1 (Xz)
X X

m:)(limoo Jim :xlimOO X =1
. . . —/
n= lim |f(x)—mx|= lim [sz—]—x]: lim ———=0
xﬂwa ] X — o0 X — 00 /x2_1+x

oldugundan x > 0 bolgesindeki asimptot y =x dogrusudur. Benzer sekilde,

x < 0 bolgesindeki asimptotun denklemi y = —x olarak bulunur.

ORNEK : y = ¢!/ egrisinin eger varsa asimptotlarmi bulunuz.
Coziim : lim ¢'* =+ o0 oldugundan x = 0 diisey asimptottur.
x—0

N lim e"*=1 oldugundan y = / dogrusu yatay asimptottur.

ORNEK : y = 21/ egrisinin eger varsa asimptotlarini bulunuz.

Coziim : lim 27l = lin(q) 271¥* = oldugundan x = 0 asimptot degildir.
x—0 x—0"

Jim 27U oldugundan y = / yatay asimptottur.

.. 2
ORNEK : y=7* ;_ L egrisinin eger varsa asimptotlarini bulunuz.

=+o0, lim =—o0

x2+ 1
X x—0"

Coziim : lim
x—0%

oldugundan x = 0 diisey asimptottur.
lim x2+1

X =00 X
oldugundan egrinin egik veya egri asimptotu vardir.

=xl£moo(x+é>:+oo

glx) =x
secilirse
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Jim (f(x)=g(x)) = lim_ (2)=0

olur. Su halde y = x dogrusu egik asimptottur.

ORNEK : Eger varsay = v x2— 2x + 2 egrisinin asimptotlarimni bulunuz.

Coziim : Her a € Riicin lim f(x)= lim, Va2—=2x+2=va%-2a+2 oldugun-
dan disey asimptot yoktur.

xli}g} flx) :Xli’f Vx2—2x+2=+o0 oldugundan egrinin efik veya egri

asimptotu vardir. x = / i¢in

Val—2x+2=y/(x=1)*+1=1x—11 ]+ﬁ oldugundan g(x) = |x — /|
4/ Y

alindiginda,
lim (f(x)—g(x)) =0
X —+oo

olur. Su halde

y=lx—1I= { )
o o I—x, x<lise
egrisi egri asimptottur.

x—1, x=1ise

Daha once de belirttigimiz gibi, bir egrinin ¢izilebilmesi i¢in o egrinin ¢esitli
ozelliklerinin bilinmesi gerekir. Simdi bunlarin belli bash olanlarini vermeye
calisalim. Bir egriyi ¢izmek i¢in su yolu takip etmek yararlidir :

I. Tanim kiimesi bulunur.

II. Asimptotlar bulunur.
III. Egrinin eksenleri kestigi noktalar bulunur.
IV. Tirevin kokleri ve isaretleri incelenir.

V. Degisim tablosu yapilir.

VI. Tabloya gore egrinin ¢izimi yapilir.

I ve II nin nasil bulundugunu biliyoruz. III de eksenlerin kesim nok-
tasint bulmak i¢in y = f (x) egrisinde x = 0 alip y bulunur. Bu egrinin
Oy eksenini kestigi noktalarn apsisleridir. y=0 alip f (x) = 0 denklemi
bulunur. Bunun kdkleri varsa o kokler egrinin Ox — eksenini kestigi nokta-

lardir. IV de tiirevin kokleri ve isareti incelendiginde fonksiyonun artan ve
azalan oldugu araliklar ile ekstremum noktalar1 bulunur. Degisim tablosu yu-
karidaki bilgilerin yer aldig1 bir tablodur. Bu tabloya gore ¢izim yapilir.

Simdi bir kag tip egrinin grafigini ¢izelim.
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ORNEK : y = x(3 — x?) egrisini ¢iziniz.
Coziim :

I. Polinomlar her yerde tanimh oldugundan tanim ciimlesi 7= R dir.

II. Asimptot yok.

xﬁ@wx(3—x2) =+o00, xlimoox(j’—xz) =—o0

Ly II. x=0iciny =0 ve y=0i¢in x3-x°)=0= x; =0, x2:—«/§,x3:
V3

Iv. y'=3(]fx2)olur.y’=0©17x2=0:>x]=f], x,=1=y, =-2,
y2:2

V. x| B -1 0 1 J3 +o0

G N X

y [+ N O N2 02 N 0N

VI. Bu tabloya gore egri ¢izilirse yandaki grafik elde edilir.

3
x2—1

ORNEK : y= egrisini ¢iziniz.
Coziim :

I T=R\ {1, I} dir. Ciinkii x=-/ ve x=1 ig¢in x¥*’~1=0 d.

3 3
lim 5 —=—oc0, lim —— =+os,
I x——17 x"—1 x——11t x°—1
3 3
lim ——=—c , lim ——=+o0
x—-1"x—1 x—1tx — 1

. X _ X _ X g gew _ -
Jim o =+too dur. oty + o yazilabildiginden g(x)=x egik

asimptottur. Clinkdi,

, o x__
Jim (o) —g() = lim 2 =0 olur

. xX(x2-3) <
V. y = o2 oldugundan

y’:0=>x2(x273):0:>x1:x2:0,x3:—x/g,x/,:x/?
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Ly dir. Bunlara karsgilik gelen y degerleri, y, =y, =0, y; = ——3‘§§ Y, = _3‘£§
\Z |
-3 £ 0 B V. X |- B -1 0 1 J3 +o0
—a——— > X
3 y |moo £ 38 N =ollto N0 0N —oll4eo \3YB S oo
: 2

/\ Grafik yanda ¢izilmistir.

ORNEK :y =xv1—x2 vey = —xv1—x? egrilerini ¢iziniz.

Coziim : Once y = x+v' 1 —x? egrisini gizelim. Digeri bunun Ox — eksenine gore

simetrigi olacaktir.

I.  Fonksiyonun tanimli olmasi igin kok igerisinin negatif olmamasi gerekir.
1 — x? = 0 esitsizliginin ¢dziimiinden —/ < x = I elde edilir. Su halde

tanim kiimesi 7 = [/, /] araligidir.

II.  Asimptot yok. Ciinkii hem tanim climlesi hem de goriintii kiimesi sinir-
lidir.

. x=0 i¢in y=0, y=20 i(;inx1=0, X, =-1, x3=101ur.

1-2x2 . < .. < ..
V. = dir. (-1, 1) araliginda payda pozitif oldugundan tiirevin
S ) (=1, 1) arahgnda payda p g
isareti sadece paya baglidir.
' -2 V2 1 1
y :0¢>1*2X2:O, xlzT, xzzT = yl:—7 X y2:j
olur.
1/; 1 r v V2 V2
N 2\ iy X -1 2 0 2 1
BEORE
» X
! y| oNT 0 N0
2 2
2

Mavi olarak cizilen egri y =—xv' 1 —x? egrisidir.
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.. 2_
ORNEK: y= ln(? g) egrisinin grafigini ¢iziniz.
—Xx

Coziim :
I. Logaritma fonksiyonu pozitif sayilar iizerinde tanimli oldugundan

x2—4
1 —x?

> 0 olmalidir. Simdi bu esitsizligi ¢ozelim.

2
LT 1.7 . x274=03x1=72,x2=2

e o _ 17x2:0=>x3:fl, X, =3

+ Bu koklere gore isaret tablosu yapilirsa yandaki tablo elde edilir.

NIE

Bu tabloya gore 7= (=2, —1) U (1, 2) dir.

2_
I lim > 31 =—oco oldugundan x = -2 bir diisey asimptot,

x——2% 1—x

2_
> =+o0 lim ln’IC §=+oo oldugundan x =—1 bir diisey

x——1" —X

2 _
lim % —%
X —»—’l - 1 —x

asimptot,

2_
lim In™ i =+oo0 oldugundan x = 1 bir diisey asimptot,

x—-—17 I—x

2 - . . .
lirr217 ln’]C x§ =—o00 oldugundan x = 2 bir diisey asimptot
X — -

_ _ x2—4 x%2—4
. x=0€&T y70=>ln]_x2=0:~ ]_x2=]:2x2=5

__ /5 _\/?
:xl—— *,Xz— j

r 2x r— —
V. vy iy olur.y' =0=x=0&T

payda tanim kiimesindeki x ler i¢in pozitif oldugundan tiirevin isareti

sadece paya baglidir.

o
x
1
8
U
N
N
]
N
N
N
N

+00

-2

y —oo/"?/h;o +Oo\?\—oo

Bu tabloya gore grafik yanda verilmistir.
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Verilen fonksiyon bir ¢ift fonksiyon oldugundan grafik Oy — eksenine gore
simetrik olacaktir. Bu nedenle egrinin (1, 2) araligindaki pargasini ¢izip

Oy—eksenine gore simetri almak yeterlidir.

1

ORNEK : y = (%) ¥*=1 egrisinin grafigini ¢iziniz.

Coziim :

L

IL.

III.

V. :<é)x2—1 L TeX

T =R- {~1, 1} dir. Ciinkii fonksiyon x* — / = () denkleminin koklerinde

tanimli degildir.

1 1
. . 1\,2 . 1\,2
lim y= lim (—)x =0, lim (—)x “l=+oo
x l?]* y xﬁlf]* 2 Xil+ 2

1 1
lim y= lim (%)xz_lzoo . lim (é)xz—l:()

x—17 x—1"

oldugundan x =-/ ve x =1 diisey asimptotlar.

1
lim y= lim (%) ¥-l=] y=] yatay asimptottur.

X —+oo X —+oo

x = 0 i¢in y = 2 dir. Ustel fonksiyon daima potizif oldugundan, y = 0

denkleminin kokii yoktur, yani egri x — eksenini kesmez.

1 1

y[1 N o+ N\ 2/ <o /1

Grafik yanda ¢izilmistir.
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@ KUTUPSAL KOORDINATLAR

Kartezyen koordinat sisteminde P(x, y) noktasini gdzoniine alalim. P noktasi-
nin O(0,0) orijin noktasina olan uzaklgini », [OP] dogru pargasinin Ox—ekseni
ile pozitif yonde yaptig1 aginin 6l¢iisiinii ¢ ile gosterirsek x ve y koordinatlarini

rve @ cinsinden

X =rcosg
{ (5.16)

y=rsing
seklinde ifade edebiliriz.

(r, ) ikilisine P noktasinin kutupsal koordinatlari, O noktasina kutup nok-
tasi, @ agisina P noktasinin kutup acisi, 0x — eksenine de kutup ekseni adi

verilir.

Surasini belirtelim ki P noktasinin kutupsal koordinatlar1 tek degildir. Yani bir
noktanin sonsuz ¢oklukta kutupsal koordinat: vardir. Ornegin (r, @) bir nokta-
nin kutupsal koordinatlari ise k bir tam say1 olmak iizere (, ¢ + 2km) koordi-

natlar1 da ayn1 noktanin kutupsal koordinatlaridir.

r ve ¢ kutupsal koordinatlarini x ve y kartezyen koordinatlart cinsinden ifade

etmek de miimkiindiir. (5.16) da her iki tarafin karesi alinip toplanirsa

x? +y? =12 cos’q + 12 sin’ @ =12

buradan da
r=/x2+y? (5.17)
bulunur. (5.17) den
(5.18)
X X
cosQp ==
)
y y (5.19)
sinQ ==
)
yazilabilir. Buradan da
t = X = Arc l
an ¢ = 5 = @ = Arctan (5.20)

yazmak miimkiindiir. x ve y koordinatlar1 verildiginde ¢ hesaplanirken (5.20)

esitligi kullanilacaksa dikkatli olmak gerekir. Zira tanjanti pozitif olan agilar
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birinci ve ligilincii bolgede, negatif olan agilar ikinci ve dordiincii bolgededir.
S6z konusu olan aginin hangi bdlgede oldugunu anlamak i¢in x ve y koordinat-

larinin isaretlerine bakmak gerekir.

ORNEK : P(-1,v3) noktasinin kutupsal koordinatlarini bulunuz.

Coziim : r=+/(—1)2+(V3)* =V4=2 dir. ¢ = Arctan<_£31> = Arctan(—3)

olur. Tanjant1 —v'3 olan agilarin dlciisii ZTE ve STn dir. P(~1,4/3) noktast

ikinci boélgede oldugundan ¢ = ZTR olacaktir. Su halde P(-1,v3) noktasinin

kutupsal koordinatlari (2, 2775) olacaktir. 71
(r, ) say1 iliskilerini herhangi bir noktanin koordinatlari olarak gézoniine ala-
bilmek i¢in baz1 kabullere ihtiya¢ vardir. Bunlar sunlardir :

I.  (r @), P noktasinin kutupsal koordinatlari ise (7, ¢ + 2km) de P noktasinin
kutupsal koordinatlaridir.
II. (1 ), P noktasiin kutupsal koordinatlar1 ise (- ¢ + ) de P nin kutup-
sal koordinatlaridir.

[1I.  Her bir ¢ i¢in (0, ¢) koordinatlari kutbun (orijinin) koordinatlaridir.

ORNEK : Kutupsal koordinatlari (2, %‘) <—2,£) olan noktalarin kartezyen

N

koordinatlarini1 bulunuz.

Coziim : Once (2, %) noktasinin kartezyen koordinatlarini bulalim.
X =rcos®=2"-cos %T:rc =2<—§)=—/§

y:rsincp:2sin%7n:2-g=ﬁ

oldugundan istenen koordinatlar (—v'2 ,+/2) dir. Simdi diger noktanin kartez-

yen koordinatlarini bulalim.

T T _ 7 . . e
<—2, 5) noktasi (2, Y n) = (2, 3 > noktasi ile ayni noktayir gosterdiginden
x=2cos %t =2 (—g) =—y3vey= Zsin%E = 2-(—%) =—1 olur. Ayn1 deger-

lerx=rcosq, y=r singpesitliklerinde r=-2, cp:% konularak dahesaplanabilirdi.

Su halde verilen noktanin kartezyen koordinatlar sistemindeki koordinatlari

(-v/3,-1) olur.
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Hy\
\o—\_/a X
r=a
%
sza X

r=2acos¢

Kartezyen koordinat sisteminde oldugu gibi, egrilerin denklemini kutupsal
koordinatlar cinsinden de ifade etmek miimkiindiir. Kartezyen koordinatlar
sistemindeki denklemi verilen bir egrinin kutupsal koordinatlar sistemindeki
denklemini bulmak i¢in verilen denklemde x yerine » cos @, y yerine r sin @
yazmak yeterlidir. Miimkiin oldugu taktirde, r ¢ekilerek

r=f(o)

seklinde bir denklem elde edilir. Simdi bununla ilgili olarak bazi 6rnekler ya-
palim.

ORNEK : Kartezyen koordinatlar sistemindeki denklemi x> + 3? = @ olan
¢emberin kutupsal koordinatlar sistemindeki denklemini yaziniz.

Céziim : Verilen denklemde x = 7 cos ¢, y = r sin ¢ yazilirsa 1 cos? ¢ + 12 sin?
@ =a’=r’(cos’ ¢ +sin’ ) =a’= 1’ =a’ = r=a bulunur.

ORNEK : Merkezi (a, 0) da olan a yarigapl cemberin kutupsal koordinatlar
sistemindeki denklemini yaziniz.

Coziim : Bilindigi gibi bu ¢emberin kartezyen koordinat sistemindeki denk-
lemi

(w-ay +)?=d’
dirx=rcos@, y=rsing yazilirsa
(rcos@—ay +rsin’ o =a’ = 17 (cos’ @ +sin’ ¢) = 2racos ¢ = r=2acos®

bulunur.

ORNEK : Kutupsal koordinatlar sistemindeki denklemi

2 cos @ sing =1

olan egrinin kartezyen koordinatlari sistemindeki denklemini bulunuz. Bu eg-
rinin cinsini belirtiniz.

X

Coziim : cos ¢ = 5 , sin @ = % yazilabilir. Bu degerler verilen denklemde

yerine yazilirsa,
x-y=1
bulunur. Su halde verilen egri bir hiperboldiir. ™1
Bir egri, tizerindeki bir noktanin kutupsal koordinatlar1 » ve ¢ olmak iizere,
r = f(p) olarak tanimlandiginda bu egri tizerindeki bir (x, y) noktasinin koor-

dinatlar1
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x=f(@)cos®

5.21
y=f(@)sing :21)

olacaktir. Bu, verilen egrinin parametrik gosteriminden baska bir sey degildir.
Simdi buradan yararlanarak, r = f(¢) esitligi ile tanimlanan bir egrinin bir ku-

tup agisina karsilik gelen bir P(r, @) noktasindaki tegetinin egimini bulalim.

dx =d[rcos @] = %(rcoscp)~dcp=(r'coscp—rsin(p)dcp
dy =d[rsin @] :% (rsin @) - do = (r' sin @ —r cos @) do

oldugundan, tegetin m egimi,

_dy _r'sing+rcos@
M= "dx =~ ¥ cos@—rsin@

olur. Bunun bir anlama sahip olmasi i¢in f'nin siirekli tiirevlere sahip olmasi
gerektigi agiktir. 0, tegetin Ox — ekseni ile yaptigi aginin pozitif yondeki 6l¢iisii
olsun. Bu taktirde

_dy _r'sing+rcos@
tan 6 = dx — r'cosQ—rsing

olur. OP dogrusunun tegette pozitif yonde yaptigi aginin dl¢iisii W ise W =0 — ¢
olacagindan
r'sing+rcos@  sing
tan®—tang  r'cosq—rsing COSQ
1+tan® tangp — rsing+rcose Sing
1+ e
r'cosqp—sing COSQ

tan ¥ =tan (0 — ) =

olur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

tanw ==
r
bulunur. Tegetin egim agis1 hesaplanmak istenirse
0=w+q
esitliginden yararlanilir.
ORNEK : r = a(l + cos @) egrisinin ¢ = % kutup ac¢1li noktasindan ¢izilen
tegetin denklemini yaziniz.

T 1
T~ _r _a(l+cosg) 1+cosq 1tcos3 1+5 /3
Coziim : tany = 7= Zasing = —sing e

—sin’%
3
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oldugundan ¥ = ZT” olur. Su halde tegetin egim acis1

0=y +¢= 27“ +5=m

olacaktir. Buna gore tegetin egimi
m=tan 0 =tanm =0

olur. Simdi degme noktasinin koordinatlarini bulalim.

) Tt _ 3a

x,=rcos @ =a(l +coscp)coscp:a(1+cos% cos3 =g

n_ 3/3

Yo =rsing =a(l +cos ) singp = (1 +cos%)'sin§ ==;a
olur. Buna gore tegetin denklemi

a-3/3 . (e-38) L y= 303,

olur. Eger bu denklemin kutupsal koordinat sistemindeki denklem istenirse, x

yerine r cos ¢, y yerine r sin ¢ yazilarak.

3v/3

rsing = 7 4

denklemi elde edilir. 71

Simdi, r=f (@) egrisine (r,, @ ) noktasindan gizilen tegetin denklemini bula-
lim. Ox—ckseni ile yaptig1 aginin 6l¢iisii 0 olsun. m = tan 6 oldugundan tegetin

denklemi
Y=yp=mx—xy)
denkleminin kutupsal bigiminden ibarettir. Buna gore tegetin denklemi
FSin@—rysin @, = tan 8§ (r cos ¢ —r, cos @)
olur. Buradan da
cos O (r sin @ —r, sing,) = sin 8 (r cos @ —r, cos @) =
7 (sin @ cos O —sin 0 cos @) = r,, (sin ¢, cos 0 —sin O cos @) =

rsin (¢ —0) =r,sin (¢,—06) (5.23)

bulunur.
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5.20.1. KUTUPSAL DENKLEMI VERILEN EGRININ CiZiMi

r = f () esitligi ile verilen egriyi ¢izmek i¢in su yolu takip etmek kolaylik
saglar.

1. Tanim kiimesi bulunur.

2. f periyodik ise periyodu bulunur. Periyot T ise uzunlugu 7 olan herhangi bir
aralikta inceleme yapmak yeterdir. Diger tiim araliklarda r nin alacag1 degerler
bu araliktakilerle aynidir.

3. Simetri arastirtlir. Bunun i¢in belli bash birkag yol vardir. Simdi bunlart
verelim.

a) f(—p) =f(p) oluyorsa, yanifciftise, kutup ekseni simetri eksenidir. Zira (7 ¢) ile
(r, — o) kutup eksenine gore simetrik iki noktadir.

b) f(—p) = — f(¢) oluyorsa, yani f tek ise, egri @ =% dogrusuna (Oy — ekse-
nine) gore simetriktir. Ciinkii (1, ) ile (-1, —¢) noktalar1 ¢ :% dogrusuna gore
simetrikdir.

¢) f(p + ) = f(@) oluyorsa egri kutup noktasina (orijine) gore simetriktir.
Zira (7, @) ile (r, @ + m) kutba gore simetrik iki noktadir. Egrinin periyodu T
ise uzunlugu 772 olan bir aralikta egri ¢izilir. Elde edilen egrinin kutba gére
simetrigi alinir.

d) f(p + m) = — f(¢) oluyorsa uzunlugu T/2 olan bir aralikta ¢izim yapmak
yeterlidir. Zira (7, @) ile (-7, @ + w) ayn1 noktadir.

e) f(mw— ) =f(@) ise egri ¢ =% dogrusuna gore simetriktir. (Neden ?).
f) f(;w— @) =—f(o) ise kutup ekseni simetri eksenidir. (Neden ?).

g) Bir reel a sayist i¢in (@ + a) = f(¢) oluyorsa P(r;, @) ile O ¢ + o) ayni
cember tlizerindedir. Q noktast P noktasinin kutup noktas: etrafinda o kadar
dondiirtilmesi ile elde edilir. Q noktasinin kutup etrafinda o kadar dondiirtil-
mesiyle elde edilen R noktasi da egri iizerinde bir noktadir. Bu sebeple bu
noktalardan biri bilinirse digerleri bu noktay1 kutup etrafinda o kadar dondiir-
mekle elde edilir. Bu durumda incelemeyi a uzunlugundaki bir aralikta yap-
mak yeterlidir. Bu suretle elde edilen egri parcasint kutup etrafinda o kadar
dondiirmek ve bu dondiirmeleri egri kendi iizerine kapanincaya kadar devam
ettirmek suretiyle egrinin ¢izimi tamamlanir.

h) f(p + o) =—f(p) ise o uzunlugundaki bir aralikta ¢izim yapilip elde edilen
egri parcasint negatif yonde mt — o kadar dondiirmelidir. Dondiirme iglemine,

egri kendi lizerine kapanincaya kadar devam edilmelidir.

f(a + @) =—f(p) oluyorsa P(r, ) ile Q(—;, o + @) noktalar1 kutuptan esit
uzaklikta olan iki noktadir. Q noktasi (, o + @ — ;) koordinatlar ile de goste-

rilebilir.
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a+@—mx=q¢—(n—a)yazlabildiginden Q noktasin1 bulmak i¢in P noktasini
@ acisinin ters yoniinde & — o kadar ¢evirmek yeterdir. Buna gore egrinin o
uzunlugundaki bir aralikta incelemesi yapilir, bu incelemeye gore egri ¢izilir.
Elde edilen egri negatif yonde «t — o kadar dondiiriiliir ve dondiirme islemine,

egri kendisi ile st Giste gelinceye kadar devam edilir.

4. v’ tiirevinin isareti incelenerek egrinin kutba nerede yaklastigi nerede uzak-

lastigi tesbit edilir.

5. Fonksiyonun, inceleme araligindaki 6zel noktalarda (fonksiyon degerlerinin

kolayca hesaplanabilecegi noktalarda) aldig1 degerler bulunur.

Burada sozii edilen 6zel noktalar trigonometrik oranlarini bildigimiz noktalardir.

T T WX
0

" §'4'3'3 VS gibi noktalar 6zel noktalardir.

Inceleme araliginda ne kadar ¢ok 6zel nokta gdzoniine alinirsa, ¢izim o kadar

gergege yakin olur.

6. Degisim tablosu ¢izilir. Bulunan degerler bu tabloda belirtilir.

7. Degisim tablosuna gore ¢izim yapilir.

8. Simetri s6z konusu ise, gerekli simetriler alinarak ¢izim tamamlanir.
ORNEK : r = [ + cosg egrisinin grafigini ¢iziniz.

Coziim :

1. cos @ , 2w periyotlu oldugundan fonksiyon 2r periyotludur. Su halde ince-
lenme 27 uzunluktaki bir aralik izerinde yapilmalidir.

2. f(—=p) = 1 + cos (—p) = 1 + cos ¢ = f () oldugundan egri kutup eksenine
gore simetriktir. Su halde egrinin [0, it] araliginda grafigini ¢izmek yeterdir. Bu
cizildikten sonra, kutup eksenine gére simetri alinarak egri tamamlanir.

3.r' =—sin @ dir. [0, ] araliginda sin ¢ = 0 oldugundan bu aralikta " < 0 dir.
Yani o biiyiidiik¢e egrinin noktalart kutba yaklasir. Su halde r en biiyiik degeri-

ni 0 da, en kiigiik degerini t de alir.

4. [0, mr] araliginda, fonksiyon degerlerini kolayca hesaplayabilecegimiz nokta-

lar 0%%%%%%%31 noktalaridir.

£(0)=2, f(%)=1+§;],85, f<§)=]+g;],7,



r =1+ cosg kardiyoid

=a%cos2¢p lemniskat
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)=1d=rs A3)=1 AF)=5. AF)=1-F =03,

j(%”):]—ggo,u, Am)=0 dir.

Bu noktalarin tiimiinii almak gerekmez. Ama ne kadar ¢ok nokta alinirsa grafik

esas grafige o kadar yakin olur.

5. Degisim tablosu

T T T k3 27 3 5n
e lo 6 4 3 2 3 4 6 n
N N [ N N B
P2 N2HEN2EE N3 N T N LN 22 N 2.4 N\ g
2 2 2 2 2 2

6. Tabloya gore ¢izim yapildiktan sonra kutup eksenine gore simetri alinir.
Grafik yanda ¢izilmistir. Bu egriye Kardiyoid adi verilir.

ORNEK : 72 = a? cos 2¢ egrisini ¢iziniz.

Coziim : 7 = a’ cos ? ¢ oldugundan r = +a/cos 2¢ yazilabilir. cos 2¢ nin pe-
riyodu it oldugundan inceleme 5t uzunlugunda bir aralik {izerinde yapilmalidir.
Tanim kiimesine ait her bir ¢ degerine iki farkli » degeri karsilik geldiginden,
egri kutup notkasina gore simetriktir. Su halde;

r=aycos2g
egrisi ¢izilmeli, elde edilen egrinin kutba gore simetrigi alinmalidir. cos 2¢ = 0
olmasi gerektiginden —% <2¢p< % = — % << % olmalidir. Diger taraftan
(=) = f(p) oldugundan egri kutup eksenine gore de simetriktir. Su halde, [0, %

T

araliginda inceleme yapmak yetecektir. [0, Z] araliginda ¢izilen egrinin, kutup

eksenine gore simetrigi alindiktan sonra, elde edilen egrinin kutup noktasina

gore simetrigi alimacaktir. V x € [0, %] i¢in

r’=MSO dir.

24/ cos2¢

S 4la

Bu egriye lemniskat ad1 verilir.
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r = acos3¢ tii¢ yaprakl giil

ORNEK : 7 =acos 3¢ egrisini ¢iziniz.
Coziim :

1. Fonksiyon her yerde tanimlidir. Periyodu ZTT[ tur.

2. f(—@) = a cos (=3¢) = a cos 3¢ = f () oldugundan egri kutup eksenine gore
simetriktir. Ayrica f(cp + %) =acos (3¢ +p) =—acos3 ¢ =—f(p) oldugundan in-
celemeyi uzunlugu % olan bir aralikta yapmak yetecektir. Bu araligi [—% , %]
olarak secelim. Ayrica egri kutup eksenine gore simetrik oldugundan inceleme
aralig1 olarak [0 , %] aralig1 alinabilir. Bu aralikta egri parcasi ¢izildikten sonra
kutup eksenine gore simetri alinir. Bulunan egri pargasi kutup etrafinda negatif
yonde n —% = 2% kadar dondiiriilerek diger pargasi ¢izilir. Bu ¢izimden sonra
tekrar ters yonde 2% kadar dondiiriiliir, ¢izim yapilir. Ugiincii dondiirmede egri
kendi tistiine kapanir.

ki

3.r' =—3a sin 3@ dir. [0, 6

] araliginda » ' < 0 dir. Bu aralikta » ' = 0 denkle-
minin kokil ¢ = 0 dir.

4.9=0 igin r=a ve cp:% icin =0 di
5. Degigim Tablosu

P[0
r -

rla N

S oA

6. Grafik yanda ¢izilmistir. Bu egriye ti¢ yaprakli giil ad: verilir.

r = a cosng (veya r = a sinng) egrisi genel olarak giil egrilerini gosterir.

Eger n tek ise » = a cosng denklemi n — yaprakli giilii, n ¢ift ise 2n — yap-

rakl giilii gosterir.




PROBLEMLER-5.6

1. Asagida denklemleri verilen egrilerin grafikle-

rini ¢iziniz.

ay=xGc-D G+l gy=i=3
b.y=Va?—2x+2 g =t
ey =x’—4x+5 h.@

¢. y=+6x—x% 1Ly =In(2x—x%)
d.y=x2_1 i.y =x + sinx
e.y=x28_4 joy=lInx

f.y =7x2x_226;10 k. y =x2+i%
Ly= (x -:xli(;c); 2)

. Asagida kutupsal koordinatlar1 verilen nokta-

lar1 diizlemde gosteriniz.

o) c(-1%)

0 A23) b B(Eg) ;

. Asagida kartezyen koordinatlari verilen nok-

talarin kutupsal koordinatlarini bulunuz.

a) A(V2,-V2) b) B(-3,-3V3)

0 c(3.3) d) D(/2,6)

. Asagida kutupsal koordinatlar1 verilen nokta-

larin kartezyen koordinatlarini bulunuz.

0A2E)  wa23) oo

10.

Asagida kartezyen denklemleri verilen egrile-

rin kutupsal denklemini yaziniz.

a)xy =4 b) x2 +y2 =2x

C) X2 — 9(X2 + y2)2 d) X2 _ y2 — (X2 + y2)2

e)(x+2)2+(y—-3)*=13

Yarigap1 a, merkezi (7, ) olan gemberin kutup-
sal denkleminin 2 — 2rr, cos(qp — a1) + r3 = a?

olacagini gosteriniz.

Asagidaki egrilere kutupta (orijinde) teget

olan dogrulari denklemini yaziniz.

a.7 =4 cos 2¢ c. 7 = cos 2¢

b. r =sin 3¢ d.r=1-cosq

Asagidaki egri ¢iftlerinin kesim noktalarinda-
ki tegetlerini bulunuz. Bu tegetlerin olustur-

duklart agilarin 6lgiilerini hesaplayimiz.

a. r=2(1 —cos ¢) b.r =sin ¢

r=—6cos @ r = cos 2@

Asagida denklemleri verilen egrileri ¢iziniz.
a.r =sin 3¢ b.r=1-2cos g

c. ¥ =sin 29

r = 2(1 — cos @) kardiyoidine (2, %) noktasin-
dan ¢izilen tegetin kutup dogrusu (0x — ekse-

ni) ile yaptig1 aginin 6l¢iisiinii bulunuz.
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BOLUM PROBLEMLERI

1. Asagida tanimlanan fonksiyonlarin x = 0 nok-

tasinda tiirevli olup olmadigini aragtiriniz.
a) f(x) = x |x|
b) f(x) = |x| sinx

¢) f(x) = x?3 sinx

d) f(x) = ¥x(1-cosx)

i ,
_ xzsmy , x #0 ise

0 , x=0 ise

fonksiyonu x = 0 noktasinda tiirevli midir ? f”
tiirev fonksiyonu x = 0 da stirekli midir? x = 0
da /" tiirevi var midir? Buldugunuz sonuglari
yorumlayniz.

. 0 < a < I olmak iizere x* + y* = g% egrisi
veriliyor. Bu egriye tizerindeki herhangi bir
noktadan cizilen tegetin eksenlerden ayirdigi

parcalarin uzunluklar u ile v ise

dir, gosteriniz. 0€=§ ve (x=% 6zel halleri

icin buldugunuz sonuclart yorumlayiniz.

. Herx, y € Rigin
a) f(x +y) =f(x) - f(»)
b) f(x) = 1 + xg(x),
bagmtilarini saglayan bir f fonksiyonunun her

x € R noktasinda tiirevli olacagimi ve f”(x) = 1'(x)

bagintisinin saglanacagini gosteriniz. (Burada

g, limO g(x) =1 Ozelligine sahip bir fonksi-
X —
yondur.)

10.

1", [a, b] tzerinde stirekli ve bu aralikta f(x) = 0

denkleminin ii¢ kokii olsun. f"(x) = 0 denk-
leminin [a, b] araliginda en az bir koke sahip
olacagini gosteriniz.

£ [a,b] tizerinde tiirevli ve f(b) < f(a) olsun.
f" fonksiyonunun (g, b) araligindaki en az bir

noktada negatif olacagini gosteriniz.

file g, [a,b] lizerinde tiirevli iki fonksiyon,

fAa) = g(a) ve fib) = g(b) olsun. (a, b) aralig1-
nin en az bir ¢ noktasinda f* ve g nin grafikle-

rine ait tegetlerin paralel olacagini gosteriniz.

/, R lizerinde tiirevli bir fonksiyon olsun.
f)y=1, x&€(-x, 1) i¢in f'(x) <0 ve
XE (I, +o) icin f'(x) >0 ise
a.VxERicin f(x)> 1 dir, gosteriniz.

b. f'(1) tirevini hesaplayiniz.

a ve b iki pozitif say1 ve Vx € R igin f(x) = %
olsun. ffonksiyonunun [a, b] araliginda orta-
lama deger teoreminin hipotezlerini sagladigi-
m1 gosteriniz. Teoremde sozii edilen x,, sayisi-
nin, a ile b nin geometrik ortalamasi olan v'ab

sayisina esit olacagini gosteriniz.

a ile b iki reel say1 ve f(x) = x° olsun. f fonk-
siyonunun [a, b] araliginda ortalama deger te-
oreminin hipotezlerini sagladigini gosteriniz.

Teoremde adi gegen x,, sayisinin, a ile b nin

aritmetik ortalamasi olan a;b sayisina esit

olacagini gosteriniz.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Kabul edelim ki, y = f(x) in tiirevi
y'=(x—1)? (x-2) olsun. f nin yerel ekstre-
mum ve doniim noktalarin1 bulunuz.

a bir reel say1 olsun. Vx € (—«, a) i¢in f'(x) >
0 ve Vx € (a, +) i¢in f'(x) < 0 ise a noktasi

bir yerel maksimum noktast midir?

Al m(ACB) = 6 acis1 en bii-
18 yiik oldugunda C noktasi

orijinden ka¢  birim

uzakta bulunur?

Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz.

41xl
a =
YT = 1)?

b. :‘ % ‘
7 x2—1

2
f(x) =—>*—— fonksiyonunun f ' ve f " tii-
4 +x\ X ‘

revlerini bulup isaretlerini inceleyiniz. Fonk-
siyonun artan ve azalan olduklar1 araliklar
bulup yerel ekstremum noktalarini belirtiniz.
Konveks ve konkav olduklar araliklari belir-
tip donlim noktalarini bulunuz. Asimptotlarin

denklemini bulunuz. Egrinin grafigini ¢iziniz.

Asagidaki limitleri hesaplayniz.

o 1/x2 1/x2
a. lim (31X b. lim (%0X)
x—0 x—0

xy = &8 hiperbolii iizerinde, 4(3, 0) noktasina
en yakin olan noktanin koordinatlarmi bulu-

nuz.

18.

19.

20.

21.

223

23.

24.
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y = x3 + 3x? — 4 egrisinin hangi noktasindaki
tegetinin egimi en biiyiiktiir? Bu tegetin denk-

lemini bulunuz.

x2  , x<1 ise
flx)=

(2—x)3, x> 1 ise
yerel ekstremum ve doniim noktalarini bulu-

fonksiyonunun

nuz.

Asagidaki egrilerin grafigini ¢iziniz.
a)r =1+ 2cosp b)r =2+ cosg

c)r:1+2sin% d)r =1+ 2cos2¢

Asagidaki egrilerin yanlarinda belirtilen nok-

talardaki tegetlerini bulunuz.

a)r=2cosp cp:%
b)r=2-cosp, cp:%
c)r=sin3p cp=%

Asagidaki egri ciftlerinin kesim noktalarini

bulunuz.

a)r = V3sing , r = cos®
b)r = V2 cosg , 2 = cos2¢
c)r?=2cos2¢ , r=1
d)r=1+cosop, r = 3cosQp

r = asing, r = acos@ ¢emberlerinin dik kesis-
tiklerini gosteriniz [iki egrinin kesisme nok-
talarindaki tegetleri dikse o egriler dik kesigi-
yorlar denir.]

r = 2a cos(¢p — 0) egrisini ¢iziniz. Burada 0 bir

sabit ac1 dlgtistidiir.
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25.

26.

2i:

28.

29.

Tiirev

m, n € Z" olmak iizere

Jx) =x" (1 -x)"

fonksiyonu veriliyor. Bu fonksiyonun [0,1]
araliginda Rolle teoreminin hipotezini sagla-
digmi gosteriniz. Teoremde adi gecen C nok-
tasinin [0,1] araligini % oraninda boldigini
gosteriniz.

ftx) = 1 —x?73 fonksiyonu [/, /] iizerinde siirek-
live f(-1)=f(1)=0dw. (-1, I)def(c)=0 olacak
sekilde bir f(c) = 0 olacak sekilde bir C nokta-
st var midir? Bu sonug Rolle teoremiyle ¢elisir

mi?

Rolle teoreminden yararlanarak
XCH+Hx2+x+1=0

denkleminin bir tek reel koke sahip oldugunu

gosteriniz.

ftx) = x?3 fonksiyonunun [/, 27] arahiginda
ortalama deger teoreminin kosullarini saglama-

digin fakat [/, 27] araliginda

(27 AED)

olacak sekilde bir x, noktasimn var oldugunu

gosteriniz.

-8 +1=0

denkleminin kag reel kokii vardir.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

y=x*+bx’+cx+d

egrisinin x = / de bir dénem noktasina sahip
olmasi i¢in b ne olmalidir? Burada b, ¢, d birer
sabit sayidir.

y=ax? + b? + cx+d (c = 0) egrisinin bir doniim
noktasina sahip olmadigini gosteriniz.

Bu doniim noktasinin apsisini hesaplayiniz.
Buldugunuz sonucu yorumlayiniz.

y =ax? + bx + ¢ (c = 0) egrisinin bir tek do-
nlim noktasina sahip oldugunu gosteriniz.

n € N olmak iizere, y = x" egrisinin en fazla
bir doniim noktasina sahip olabilecegini gos-
teriniz.

vy = |x| egrisi konveks midir?

[feift ve f'nin grafigi (0, + o) araliginda kon-
veks ise (— oo, + () araliginda da konveks mi-
dir?

fx) =x7 —448x + 310

egrisi x eksenini kag¢ noktada keser?

Yukarida f fonksiyonunun tiirevinin grafigi ve-
rilmistir.
Varsa f nin yerel ekstremum noktalarini bulu-

nuz.
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m BELIRSiZ INTEGRAL

Bir bakima tiirev alma isleminin tersi olan integral alma islemi fen ve miihen-
disligin en ¢ok ihtiya¢ duydugu matematik konulariin basinda gelir.

Bu boliimde belirsiz integral kavramini tanitacak, daha sonra cesitli integral

alma yontemlerini vermeye ¢alisacagiz.

Tirevi f{x) veya diferensiyeli f(x)dx olan F(x) ifadesine f{x) in belirsiz

integrali denir ve

[ fdx=F) (6.1)
seklinde gosterilir. Buna gore

Fo) = [ fdx = LF(x) = f(x)
olacaktir. Diger taraftan her sabitin tiirevi sifir oldugundan

LIF(x)+C]=f(x)

yazilabilir ki bu da f'(x) in integralinin F(x) + C seklinde de yazilabilece-
gini gosterir. Tamamen keyfi olan bu C sabitine integrasyon sabiti denir.
O halde (6.1) ifadesi

ff(x)dx =F(x)+C o %F{x} = f(x) (6.2)

seklinde yazilabilir. Demek ki f f(x)dx integralini hesaplamak demek tii-

revi f(x) olan fonksiyonu bulmak demektir.

ORNEK :

f 2xdx integralini hesaplayiniz.

Coziim : Bu integrali hesaplamak i¢in tiirevi 2x olan ifadeyi bulmak gerekir.

Bu ifadenin x° oldugunu tiirev kavramini incelerken gérmiistiik. Su halde
[ 2xdx=x?+C

olur.
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Simdi belirsiz integrallere ait bazi 6zellikleri inceleyelim.

Ozellik 1 : Her a reel sayisi igin
[af(x)dx=a [ f(x)dx 6.3)

dir. Yani integral i¢indeki sabit ¢arpan integralinin disina alinabilir. Bu 6zelli-

gin saglandigini Bolim 5 deki

dix[wF(x)]:a-%F(x)

tiirev alma kuralin1 kullanarak gosterebiliriz.
Ozellik 2 : Sonlu sayida terimlerin toplamindan olusan bir ifadenin integrali,
bu terimlerin ayr1 ayr1 integrallerinin toplamina esittir. Yani sonlu bir p dogal

sayisl igin
(1@ +£,0)+ o+, @)dx = [ f,(x)dx + [ f,(x)dx+ ..+ [ £, (x)dx (6.4)
dir. Ozellik 1 ve 2 gdzoniine almirsa a 1> @y -y p reel sayilar olmak tizere,

f[alfl(x)+a2f2(x)+...+anP(x)]dx
:al/ﬂ(x)deraszz(x)der...+apffp(x)dx

yazilabilir. Bu esitlik sonlu sayidaki toplamlar i¢in dogrudur. Sonsuz toplamlar
icin bu esitlik gerceklenmeyebilir.

Bir integral alma isleminde, integrali alinacak olan ifadenin hangi fonksiyonun
tiirevi oldugu goriilebiliyorsa, bu fonksiyona keyfi bir C sabiti eklemek sure-
tiyle integral alinmis olur. Buna gore, tiirev konusunda gordiigiimiiz bagintilar

yardimiyla agagidaki integral formiilleri yazabiliriz.

m+1
L fx’"dxzx +C (m#—])s' f d); =tanx+C

m+ 1 cos“x

2. /‘%=ln|x|+€ 9. Ijl_);z:ar('tanx+C=—arctotx+C1
3. x . @ 10. dx __ . e

fa dx = Ina +C f T arcsinx + C ar(u)sx+C1
4. fexdxz e*+C 11. fsinhxdxz coshx+C
5. fsinx dx =—cosx+C 12. fcoshxdx= sinhx + C
6. [ cosxdx =sinx+C 13. ax___ n(x++v1 +x2)+ C

/ I e
7. d); =—cotx+C

sin“x

Simdi bu formiillerden yararlanarak bazi integralleri hesaplayalim.
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ORNEK : f (9x2+ 6x + 3)dx integralini hesaplayiniz.

Coziim : [(9x2+6x+3)dx =9 [ x?dx+6 [ xdx+3 [ dx
3 2
=9 546 5 3+ C=33+ 32+ 3+ C

ORNEK : / (3cosx+x3! 2+2—]x)dx integralini hesaplayiniz.
Coziim : f(3c0sx+x3/2+%)dx=3fcosxdx+fx3/2dx+§f%
=3sinx+%x5/2+élnlxl+C

ORNEK : f (2sinhx + % ++v'x)dx integralini hesaplaymiz.
—x

o ] 3 _ . dx 1/2
Cozum.f(Zsmhx+m+x/})dX—2fsthdx+3fm+fx dx

= 2coshx + 3arcsinx + %x3/2 +C

ORNEK : f (2e°+3-5%+ 2 5) dx integralini hesaplayiniz.
X

1+
e 2 . dx
Coziim : f(2€x+3'5"+]+x2)dx—2fexdx+3f5"dx+2fI+x2
=2€x+i5x+2arctanx+C
In5

.. 2_
ORNEK : f XTZJCdx integralini hesaplayiniz.
X

2_
Coziim : f—x fo dx=fx3/2dx—2fx”2dx=%x5/2—%x3/2+c
X

ORNEK : Bir egrinin x apsisli noktasindaki tegetinin egimi 4x° — 2x + / dir.

Buegri (0, 1) noktasindan gegtigine gore, egrinin denklemini bulunuz.

Coziim : =432+ = y= | (@xP-2x+Ddx =
y Y

[\S]

4
y= 4-%—2-%+x+C:x4—x2+x+C

olur. Egri (0, 1) noktasindan gectiginden bu noktanin koordinatlart egri denk-
lemini saglar.

1=0-0+0+c = C=1
bulunur. Istenen egri denklemi

y=x{-x+x+1

olur.
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PROBLEMLER 6.1

1. Asagidaki esitlikleri saglayan f{(x) ifadesini bulu-

4 P4
COS "X Sin-x . o o
uz 4. f cos2x A% f cos oy 9% isleminin sonucunu he-
saplaymiz.

3
a. fxf(x)dx=%—x+xlnx+€

b. fe"f(x)dx = %x(sinx +cosx)+ C
; 5. y = f(x) egrisinin her bir (x, y) noktasindaki
c. f x? flx) dx= % (3inx—1)+C tegetinin egimi 2x — 3 dir. Bu egri (1, 4) nokta-

sindan gegctigine gore f(x) ifadesini bulunuz.

2. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

6. Tirevif'(x) =x° ve grafigi x +y =0 dogrusu-
a. [(Vx+x?)dx g [(1+x)"dx ;@ srngl r Y g

na teget olan f fonksiyonunu bulunuz.

b. f(2x2—5x+3)dx h.f(x3+])2x2dx

dx 7. f fonksiyonunun grafigi (0, /) noktasindan geg-
¢ f(]—x)3x/;dx l'f]-i—cost / .y -..g g.( ) . ,g..
mektedir. Egrinin her bir noktasindaki tegetinin
f x4+ 3245 2+ xv 1 +x2 egimi o noktanin koordinatlarinin g¢arpimina
. | T dx i | T¥——F=
¢ x? Vi1+x? esittir. / fonksiyonunun kuralini bulunuz.

3_ 42
d. 3x° —4x +3xdx Jf(

4 2
x2+1 cos?x 1+ x2> & 8. Tiirevi kendisine esit olan negatif bir / fonksiyo-

nuicin f(-1)=-1 ise f(0) nedir?

e. [(a+x)ds ke [ (552) ax

f. ,[ (sinx . - I_ > ) il /‘ Jx (1= Y%)ax 9. Ivmesisabit a degerine esit olan bir hareketlinin

¢t = 0 anindaki hiz1 V), baglangigtan uzakhigi s,

olsun. Bu hareketlinin ¢ anindaki hizinin

g [ +)ax mf (x+ D=V + Dax

V= Vo + at,
aldig1 yolun
1 52 . .
3. f(x)= P olduguna gore, ff‘l(x)dx integra- s=sp 4Vt % at?

lini hesaplayimiz.
olacagini gosteriniz.
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m INTEGRAL ALMA YONTEMLERI

Bazen integrali alinacak ifadenin (integrantin) hangi ifadenin tiirevi oldugu-
nu goérmek ¢ok zordur. Bunun i¢in bazi integrasyon yontemleri gelistirilmistir.

Simdi bu yontemlerden en kullanisli olanlarini verelim.

6.2.1. INTEGRASYONDA DEGISKEN DEGISTIRME

f f(x)dx integralinde, x = u(f) fonksiyonu tersi olan bir fonksiyon olmak {izere,
x = u(f) seklinde bir degisken degistirmesi yapildiginda f fu(t)u'(t)dt in-
tegrali elde edilir. Eger bu son integral alinabilirse, t = u/(x) konularak tekrar
ilk degigken olan x degiskenine doniiliir. Simdi bu anlattiklarimizi drneklerle

aciklamaya c¢alisalim.

ORNEK : f xv x — I dx integralini hesaplaymiz.

Coziim : x — ] = u? degisken degistirmesi yapilirsa, dx = 2u du olacagindan

3

5
xvx—ldx= (u2+1)u'2udu=2 (u4+u2)dt:2L+L +C
5 3

— )M+ 2(x- 14 C

=50 3

bulunur.

* . 2x—5
ORNEK : [ 2=

7 dx integralini hesaplayniz.

Coziim : x° — 5x — 7 =t denirse (2x — 5) dx = dt olur. Bu degerler yerine

konulursa,

2x—35 dt
f2—5x 7 fT=lnIzI+C=ln|x2—5x—7|+C

bulunur.

ORNEK : f é; ((;C)) dx integralini hesaplayiniz.
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Coziim : g(x) = ¢ degisken degistirmesi yapilirsa g '(x) dx = dt olacagindan

[ aem [l c= et

bulunur.

ORNEK : f(x3 +x)°(3x2+ 1) dx integralini hesaplayiniz.

Coziim : x> + x = 1 degisken degistirmesi yapilirsa (3x° + 1) dx = dt olaca-

gindan

3 9022 _ (9,1 10 _1(.3 10
f(x +x)” (3x +1)dx—ft dr =51 +C—]0(x +x) +C

bulunur.

Yukaridaki 6rneklerden de gordiigiimiiz gibi, her bir integrale ayr bir degisken
degistirmesi uygulanmaktadir. Fakat baz1 6zel tipte olan integraller vardir ki
bu integrallere uygulanacak degisken degistirmeleri bellidir. Bu 6zel degisken

degistirmelerden birkagini verelim.

1. Va?—x? den baska koklii ifade ihtiva etmeyen fonksiyonlarin integrali-
ni hesaplamak i¢in

X = a sint

degisken degistirmesi yapulir.

ORNEK : | ——==— integralini hesaplaymniz.
|ty integ play
Coziim : x = a sin t denirse dx = a cost dt olacagindan

f dx _ f acostdt _ f acos tdt
Va2 —x2 Va?—a?sin’t av'l — sin’t

=fdt2t+C:arcsin%+C

olur.

. . 1 . ..
ORNEK : f —mdx integralini hesaplayiniz.

Coziim : [ = ! = f T —dchx)z

yazilabilir. 2x = u denirse 2dx = du olacagindan,

f\/ a’zc )2:§f\/1du 2=§arcsinu+C=éarcsin2x+C
1—(2x —u

bulunur.
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. +/ . s
ORNEK : f «/Z——xz dx integralini hesaplayiniz.

Coziim : x = 2 sint degisken degistirmesi yapilirsa, dx = 2 cost dt olacagindan

x+1 2sint+ 1
‘2costdt =—2cost+t+C
fx/ fx/4 4sin?t

bulunur.

x =2 sint = % = sint = t = arcsin 5 oldugundan

f xt1 =—2cos (arcsm ) + arcsin
Vd4—x2 2 2

=—y4—x2 +arcsin%+C
olur.

2. vx?—a? den baska kéklii ifade ihtiva etmeyen fonksiyonlarin integrali-

ni hesaplamak icin
=2 veya x = acosht
X = ot ya x = acos

degisken degistirmesi yapilir.

ORNEK : f \/7 integralini hesaplayiniz.
X“—a

asml

Coziim : x = denirse dx =
COS

J

m dt olacagindan

_f asmt/cos t dt:édeZéH‘C
x«/x —a? 2
cost cos?t ¢

1 a
= garccos 3+ C

v a?+x? den baska koklii ifade ihtiva etmeyen fonksiyonlarin integras-
yonu igin

X =a tant
degisken degistirmesi kolaylik saglar.

ORNEK : f \/7 integralini hesaplayiniz.
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Céziim : x = 3 tant denirse dx = (3 /cos’t) dt olacagindan

dx 3/cos’t 1 cost 1 )
= dt=+5 —5-dt =+ | sin"“tcostdt
fxzx/x2+9 f9tanlx/9tanzt+9 Qf sin®t 9f
olur. sin t = u denirse cost dt = du olacagindan

fsin_zzcostdt:fu_zdu =—£+C dir. O halde

S S LT
2V x2+9 9 sin(arctan%) 9x

olur.

"ax+b seklindeki ifadeleri ihtiva eden fonksiyonlarin integralini hesap-

lamak i¢in n; kok kuvvetlerinin en kiigiik ortak katt p olmak iizere
ax+b=1t?
degisken degistirmesi yapilir.

ORNEK : f % dx integralini hesaplayniz.

Coziim : Kok kuvvetleri 2 ile 3 oldugundan EKOK (2,3) = 6 dir.
x+1=1°

degisken degistirmesi yapilirsa dx = 6 £ dt olacagindan

/ 3
[ xrltd +1 = ’;]» =6 [(t5+1)ar
_0,7,04u4
=2+t +C

bulunur.x + /=10 = $Yx+1=1 = t=(x+1)"% oldugundan

fvx-i— + 1 :g(x+])7/6+;( +1)2/3 C

olur.
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5. Trigonometrik fonksiyonlar cinsinden rasyonel olarak ifade edilen fonksi-
yonlarin integrasyonu igin, yarim agi yontemi denilen

x_
tan?—t

degisken degistirmesi yapilirsa

L2t 11— _ 2dt
sinx =—"——>, Cosx= 5 dx = 5
I+t I+t 1+t

olacagindan karsimiza t nin bir rasyonel ifadesinin integrali ¢ikar.

ORNEK : f L’”)dx integralini hesaplayiniz.

cosx(1 + cosx

20 pex=lztE g 2dt
1+12° 1+1% 1+12

o e X . .
Coziim : tan% =1 denirse sinx =

olacagindan

1+ sinx L <_ 2
fcos(]-l—cosx)dx -4 -[ ]+1_1)dt

:—t—Zln|1—t\+C=—mn%—2[n‘]—tan%‘-ﬁ-c
bulunur. 71

tan % =t doniligiimii baz1 durumlarda karsimiza ¢ok karisik integraller cika-
rabilir. Bu bakimdan bu doniisiimii uygulamadan 6nce su iki durumu kontrol
etmekte yarar vardir :

1. Eger sinx ve cos x inrasyonel ifadesi olan integrant sinx veya cosx in
tek fonksiyonu, yani sin x veya cosx yerine —sin x veya —cosx yazildiginda

integrant isaret degistiriyorsa diger biiyliklige ¢ demek uygun olur.

2. Eger integrant, sinx veya cosx in isareti degistirildiginde isaret degistir-

miyorsa fanx =t veya co tx =t degisken degistirmesi uygun olur.
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PROBLEMLER 6.2

a. fxexzdx

=3

5 fxz(] +x3)4dx
S

f]f7x4dx

d. fsinzx cos xdx

©

2

®

/ arctanx
1+x2

bad

f sinxdx
1+ cos?x

g. fx3v]—x2dx

2x+ 1
xZ+x+1

L fe_3xdx
i. f(exlz-i-e_x’z)dx
i [(3-2x)"dx

dx
ke f cos?5x

xdx
x24+1

1. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

m. f tan xdx

n. [0S 4
sin*x

0. /ecos"sinxdx

. 3
0. fe" x2dx

=

/‘ dx
“J x(1+Inx)

fevx
fxe_xzdx

=

w2
by

o

dx
s

-
.

/‘ sin2x dx
v 1—sinx

=

‘fJJZ—JCde
d.f%m
v [ &

| s

| aiia

2. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

_ I+sinx In2x
dx b.
a / (1 + cosx)sinx fxln4x

Cf Zxdx d f3¢x+ +1

3. Asagidaki integralleri, karsilarinda yazili donii-

stimler yardimiyla hesaplayiniz.

I S
22V x2-2

dx

m 9 x =—Int
dx _ 2
c. , x=In(l+t
v (1+7)
Zxdx
X , x=mh@#-1
¢ [ -1
dx
d. —_— t=1t
f sin®x  cos*x ’ anx
dx
e. ——  ,  t=tanx
f sinx cos3x
f. fsinSxdx , t=-cosx

4. a(sinx + cosx) + b (cosx —sinx) = 5 cosx + sinx

esitligini saglayan a ve b sayilarini bulunuz.
Bundan yararlanarak

S5cosx + sinx
=== x
sinx + cosx

integralini hesaplayniz.
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6.2.2. KISMi INTEGRASYON YONTEMI

u ile v, x degiskeninin birer fonksiyonu olsunlar. Bir ¢arpimin diferensiye-

linden
du-v)y=du-v+dv-u=
u-dv=du-v)—v-du

oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin integralini alirsak

/udv=u<vf'/‘v<du (6.5)

bulunur. Eger f vdu integralinin hesabi f u dv integralinin hesabindan daha
kolay ise bu yontem oldukca fayda saglar. Demek ki bu yontemi kullanmak
i¢in integral i¢ini u ve dv diye Oyle iki ¢arpana ayirmalidir ki, f v du integrali

f u dv integralinden daha kolay olsun.

ORNEK : f xsinxdx integralini hesaplayiniz.

Coziim : u =x, sinxdx =dv denirse du=dx, v= /sinxdx =—cosx olur.

O zaman (6.5) formiilii geregince
fxsinxdx=x~(—cosx)—f—cosxdx

=—XCcosx +fcosxdx =—xcosx+sinx+C

bulunur.

ORNEK : f Inxdx integralini hesaplayiniz.

dx

Coziim : Inx =u, dx=dv denirse du= -

, v=x olacagindan

flnxdx:xlnx—fx%:xlnx—x-i-C

bulunur.



Belirsiz Integral 221

ORNEK : f e cos bxdx integralini hesaplayiniz.

Coziim : u = e*, cosbxdx = dv denirse du = ae™ dx, v = é sin bx
olacagindan
fe“xc'os bxdx = % e sinbx — %feaxsin bxdx
olur. Son integrale ayni yontem tekrar uygulanirsa
f ax 1 oax; a ax a? ax
e™ cos bxdx = X sinbx + ﬁe cosbx — p/e cos bxdx

elde edilir. Son integral hesaplanmasi gereken integraldir. Bu integral esitligin

soluna gegilirse

2 2
a ;_zb e cos bxdx =ée“xsinbx+%e“xcosbx
e a’+b? . g
bulunur. Her iki taraf 2 ile boluniirse

ax bsinbx + acos bx

+C
a?+b?

e cosbxdx = e

esitligi elde edilir.

ORNEK : f xe* _ ix integralini hesaplayimniz
G )? & playimz.

Coziim : u = xe*, dy= —& denirse, du = (I + x) " dx, y=——1_
( ])2 x+ 1
X+
olacagindan
_xet o ox =1 [ 1 x g —__xe* x
f(x+])2dx—xe x+1 fx+1(]+x)e dx = x+1+fe dx
_ xeX o eX
——x+1+e"+C——x+1+C’

bulunur.
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PROBLEMLER 6.3

i. fx3e2"dx r. /-(lm;) dx

1. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz. . )
3. Asagidaki integralleri hesaplayiz.

a. farcsinxdx=x-arcsinx+v1—x2+C xarcsmx
a. fxe3"dxff

VI—x2
b. / eXdx=e*(x2—2x+2)+C
b. fxcosxdx g. fln(x2+1)dx
c. /sin(lnx)dx = %[sin(lnx) —cos(Inx)]|+C
—X
c. | arccosxdx , xe dx
d. fx3ex2dx=%x2ex2—%e’“2+c '[ “ '[ (x—])2

. xin(x®—1)dx h. [ sinVxdx
e. flenxdx=§x3lnx—éx3+c G f f

In(sinx)
3 a2
f. fxzsinxdx=—x2(:0sx+2xsinx+2tzosx+C d'f x7 In“x dx & / tanx

e. f xin’x dx
2. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

. 2 _3 .
. f Craade J- f G 4. Asagidaki integralleri hesaplaymiz. (Once uy-
gun bir degisken degistirmesi sonra kismi integ-
2x .
b. .[ e~ sin 3udx k. f cos(Inx)dx rasyon yontemi uygulayiniz.)
C fx3lnxdx L f(x2—2x+5)exdx a. fezxcose"dx c. fsianln(cosx)dx
X i 2 —X .
d. fe sinxdx mf(ax +bx+c)e¥dx b.f Inx Cis(lnx)dx c. fcosxln(] + sinx)dx
e. /e‘”‘sinbxdx flnx
2
f. f (lnx)"dx 0. / are cotxdx 5. P(x), n—ninci dereceden bir polinom olsun.
f P(x)e™ dx = e”‘x(P,(,f) _r (;) + r (3x) —+...>+C
g. [ x2e*dx 6./xln(x2dx I m- o m
esitliginin dogrulugunu gdsteriniz.
h. f x(x— 1) dx p. f P Bundan yararlanarak f x3e*dx integralini he-

saplayiniz.
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6.2.3. INDIRGENME (REKURANS) FORMULLERI

Kismi integrasyon metodu yardimiyla, yliksek dereceden bazi ifadelerin integ-

rali daha kiiciik dereceden bir ifadenin integraline doniistiiriilebilir. Bu yolla
yiiksek dereceli ifadelerin integrali kolayca hesaplanabilir. Simdi bu indirgeme

formiillerinden bazilarini ¢ikaralim.

I f sin" x dx, (n € N) integrali i¢in indirgeme formiilii :

f sin™ x dx = fsin”_lx-sinxdx =—sin""x cosx+(n— I)fsin”_zx'coszxdx
=—sin""x-cosx+(n— I)fsin”_zx(] — sin?x)dx
=—sin""x-cosx+(n— 1)/sin"_2xdx—(n—1)/sin”xdx

buradan
nfsin”xdx =—sin""lx-cosx+(n— I)fsin”’%cdx

olur. Her iki taraf n ye boliiniirse istenen

fsin”xdx:—%sin”_lx-cosx-l-n;]/sin”_zxdx (6.6)

indirgeme formiili elde edilir.

ORNEK : f sin*x dx integralini hesaplaymiz.

Coziim : Indirgeme formiiliinde » = 4 konulursa

fsin4x dxz—ésin3xcosx+%fsin2xdx

elde edilir. Yine ayni formiilde » = 2 alinirsa

/‘sinzxdx :—ésinxcosx +%fdx =—ésinxcasx +%

bulunacagindan

fsin4xdx :—ésin3xcosx + %(—ésinxcosx + %) +C

3xcosx — %sinxcosx + %x +C

1.
=— ZS’U’!
olur.

ORNEK : f sin’ xdx integralini hesaplayniz.
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Coziim : Indirgeme formiiliinde » = 5 almirsa
fsinsxdx =—§sin4x “cosx + %fsin%c dx

olur. Yine indirgeme formiiliinde » = 3 konursa

fsin3xdx =—§sin2xcosx+%fsinx dx

2

:—ésin XCOSX — %casx +C

elde edileceginden

2

fsin5x dx =—§sin4xcosx +%<—§sin XCOSX — %cosx)-i— C

4 . 8
4XCOSX——SH12XCOSX——COSX+C

Y
T s 15 15

olur.

Bu integrali baska yollardan hesaplamak da miimkiindiir. Bu yollardan biri su-

dur:

. . . . 2 .
fsmsxdxz fsm‘lx-smxdx:f(smzx) sinxdx

=f(1 —coszx)2sinxdx

yazilabilir. cos x =t degisken degistirmesi yapilirsa —sinx - dx = dt olacagin-

dan
fsinSxdx = f(] —z2)2(—dt):—f(1 —212+1*)dt
_(,_23 ﬁ)
= (Z 3t + 5 +C
=—(casx—gcos3x+ic035x)+c
3 5
bulunur..

IL f % , (n> 1) integrali igin indirgeme formili :

dx f dx . . 1 dx
= integralinde — =y, —=—=dy
cos"x cos" " 2x-cos?x & cos" " 2x cos?x

denirse du =(n— 2)%0&, v = tanx olacagindan
cos™ 1x
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dx _  tanx sin’x , _ sinx 1 —cos xdx
cos"x  cos" " 2x (n 2)f COS"Xd " cos" x / cos"
__sinx [ _
" cos"lx (n=2) cos” x fcos” 2x
olur. (n—2) / dx integrali esitligin soluna gegirilirse
’ cos"x ’
dx _  sinx _ dx
(n=1) cos"x  cos"1x +(n=2) cos" " 2x
elde edilir. O halde indirgeme formiilii
dx 1 sinx Ln- 2 dx (6.7)

cosx — n—1cosn—lxy  n—1J cosn—2x

olacaktir.

ORNEK : f ai’gx integralini hesaplayiniz.

Coziim : indirgeme formiiliinde » = 6 alnirsa

dx _ 1 sinx f
cos®x 5cosx 5 costx

bulunur. Yine indirgeme formiiliinde » = 4 konursa

dx 1 sinx . sinx |, 2
=3 3 3 3 +§tanx
cos*x cos3x cos?x 3 cosdx

bulunur. O halde

3 COS

dx 1 sinx [ 4(1 smx 2
= +%(3- tanx )+ C
fcosﬁx 5 cosdx 5( 3 anx)

1 sinx 4 sinx 8
= +—ztanx +C
5cosdx 15 cosdx

15

olur.

ORNEK : f cocfgx integralini hesaplayniz.

Céziim : indirgeme formiiliinde » = 3 almirsa

dx _ 1 sinx | 1 dx
cos’x  2cosix | 2J cosx
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elde edilir. Simdi / integralini hesaplayalim.

Cos X

1 (1+sinx> 2‘(1)7’;’; ]2

1 _ cosx\" cosx ) _ cos“x
cosx 1+ sinx tanx+—L 1
cosx anx T cosx
yazilabildiginden
tanx 1
cosx 2
cos=x
fcosx dx
lanx + o5
. / tanx
olur. tanx + 555 =t denirse (coszx cosx)dx dt olacagindan
/ tanx
dx _ [ cos? €OSX  rgp
fcosx—f dx—fT—lnle-C
tanx+ ;o5x
ln‘tanx-ﬁ- COSX ‘+C—l ‘ ];i—ossz)):x ‘+C
olur. Bu deger yerine konursa
dx _ 1 _sinx _l‘1+smx‘+c

cos3x 2 cos?x cosx

bulunur.

1. / sin"xcos™xdx (m, n € N) integrali i¢in indirgeme formili

fsin”xcos”’xdx = fsin”‘lxcos”'xsinx dx integralinde sin" ! x = u,

cos™ x sinx dx = dv denir ve kismi integrasyon yontemi uygulanirsa

R . 1 , 1 R
fsm" 1xcos’”xsmxdx=—m+lsm 1xcos””'lx-l-ﬁ sin~2xcos™* 2 xdx
— sin"~ lxcov’”Hx—i- Ifwn” 2x cos™x cos?x dx
m+1°
1 R n—1 - .
=—m+1sm” Ly cos’"“x-i-mfsm" 2x cos’"x(] — sinx)dx

1 o m+1 n—If . n—1 .
= — + — n— _ L n m
S 7sin"" x cos X 7)) sin 2x cos™x dx 7 ) sin"xcos X dx
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elde edilir. Son integral esitligin soluna gegirilirse
-1

n .
xcosm+1x+m sin

m+n

mrl sin"~ 1 n=2x cos™x dx

n m —
sinx cos dx =
X ax i

bulunur. Buradan

1
m+n

-1

sin™

xcos™t x4+ n—1

son m —
fsm xcos™x dx mFn

fsin”_zxcosmx dx (6.8)

bulunur.
ORNEK : I = f sin*x cos®x dx integralini hesaplaymiz.

Coziim : [ = fsin4x cos3x dx = fsin3x cos3x sinx dx integralinde

sindx = u, cos3x sinx dx = dv dersek

. . 1
du = 3 sin’x cosx dx, v= fcos%sznxdx =—Zcos4x

olacagindan

. . 1 . .
1= fszn3xcos3xsznxdx =—Zszn3xc0s4x+%/sm2xcossxdx

I . .
:—ZSIH3XC'OS4X+%/ SIHZXCOS3XL'052X dx

=—ésin3xc0s4x+%/sin2xcos3x(1 — sinx) dx

=—ésin3xcos4x+%/§in2xcos3xdx—%fsin4xcos3xdx

olur. Son integral esitligin soluna gecirilir ve her iki taraf ; ile ¢arpilirsa
f sin*x cos3dx =—1 sin3xcos*x + if sinx cos3 xdx
K 7 s 7] s

bulunur. Simdi son integrali hesaplayalim. Bu integral ayn1 yol tekrarlanarak

hesaplanabildigi gibi su sekilde de hesaplanabilir :
fsinzx cos3xdx = fsinzx(l — sinzx)cosx dx = f(sinzx — sin4x)cosx dx olur.

sinx =t denirse, cosx dx = dt olacagindan
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SN _((2_ 4y ,_13 15
/(smx sin x)cosxdx—f(t z)dt—j,t 5t +C

= ésin3x - ésinSX +C

bulunur. O halde

f sin*xcos3xdx = —%sin3xcos4x + %sirﬁx — %sin% + C dir.
IV. f tan"xdx (n € N) integrali i¢in indirgeme formilii

n=1 ise

Jranx e =[S gy = enx) __ du
=—ln\ u |+C=—ln\cosx\+C
olur.

n > 1 olsun.

ftan”xdx= ftan”_zx-tanzx dx = ftan”_zx(] + tan?x — 1) dx

=ftan”’2x~(]+lan2x)dx—ftan”’2xdx

= niltan”’lx—ftan"’zxdx
olur. Demek ki
ftan”x dx = niltan"”x—ftan"’zx dx (6.9)

dir. Simdi bununla ilgili bir 6rnek yapalim.

ORNEK : f tan*x dx integralini hesaplayiniz.

Coziim : /tan“xdx :f(tanzx tan? dx :fngx(I + tan?x — 1)dx
:fzan2x(1 +Zan2x)dx—ftan2xdx
= étan%c—f(] + tan?x — I)dx

= étan3x—tanx+x+C

olur.
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V. f (azi#)” (n e N) tipindeki integrallerin hesaplanmasi.

n =1 igin

dx 1 X
= —arctan -+ C
f A2+x2 a a

oldugunu biliyoruz.

n > 1 olsun.

f dx
(a2+x2)n_1
integralinde u = W dv = dx alinir, kismi integrasyon yontemi uy-
a+x
gulanirsa
dx  _ x _ x?
f (a2+x2)n*1 - (02+X2)n71 +(21’l 2)/ (a2+x2)" dx
X a’+x%—a?
=— 4+ (m-2) [ LT ax
(az-i-xz)'kl ( )[ (a2+x2)"
X dx 2 dx
=X 4+ (2m-2)[ —F———(2n-2)a? [ Py
(a®+x2)""" ( )f(a2+x2)n—l ( ) f(az_,_xz)”

bulunur. Son integral esitligin soluna gegirilir ve her iki taraf (2n — 2) @ ile

boliiniirse
dx X 2n—3
6.10
f(u2+x2) (2n—2)a?(a?2+x2)"" i (2n—2)a? (a®+x n_l ( )

bulunur.

ORNEK : f # integralini hesaplayiniz.

Coziim : Yukaridaki esitlikte n = 3, a = 2 alinirsa

f > 3_ 16/

(44 x2 ]6(4 +x
bulunur. Yine yukaridaki formiil son integrale uygulanirsa

f dx  _ X +i X +l dx
(4+x2)°  16(4+x2)7 16|8(4+x2) 8/ 4442
X 3x

3
= 2 _Arctan>+C
16(4 +x2)2 128(4+x2) 296 2

bulunur.
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VI. b2 =4ac <0 ve n€N olmak tizere

f¢
(ax2+bx+c)n

integralinin hesabi,

2 _ 2, b c\_ b \?  dac—b?
ax +bx+c—a<x +5x+5)—a<x+z) +7
oldugundan

b _ 4ac—b* _ ,
Xto, = 2 =k
denirse

f dx =Lf du
(ax2+bx+c)"  a") (u2+12)"

integrali elde edilir. n =1 1ise
dx 1 1 u
/ bt e a K arctan k+C
2ax+b

2
————arctan| ——=
v dac — b? < 4ac — b?

olur. n>1 olsun. (6.10) dan

>+c

f dx _ 1 u " 2n—3 du
(ax®+bx+c)"  @"|(n—2k2 (K2 +u?)"" " =2k (24 42)" !

bulunur. ¥ nun ve k nin degerleri yerine konur ve gerekli islemler yapilirsa,

n>1 igin

j‘ dx _ 2ax+b N 2a(2n—3) f dx 6.11)
(ax?+bx+¢)"  (n—1)(4ac—b?)(ax?+bx+¢)" " (n—1)(dac—b?)7 (ax2+bx+c)"™'

indirgeme formiilii elde edilir.

dx

ORNEK : f(x2_2x+2

2 integralini hesaplayiniz.

Coziim : (6.11)de n =2 alursa, a =1, b =-2 ve ¢ =2 oldugundan
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f dx _ x—1 +7f7
(x2—2x+2)2 2(x2—2x+2 2) x2—2x+2

" 2(x2 —2x+2) Zf(x N*+1
x—1 1
=L D etan(x- 1)+
2x2—2xt2) 277€ an{x—1)

olur.

Ax+B 2 . ..
VIIIL. ———=——dx (n€N, b*-4ac<0) integralinin hesabu.
/ (ax?+bx+c) x ) &

Ax+B A 2ax+ b Ab dx
—AXED = [ 2D g (B-LP) [
f(ax2+bx+c)n Zaf(ax2+bx+c)” * ( 2a)f(ax2+bx+c)n
A Ab dx
- +(B-52) [ ——&
2a(n—])(ax2+bx+c)n ! < Za)f(a»xz-*‘bx'i'c)n

yazilabilir. (6.11) den yararlanarak son integral hesaplanirsa

A (2AB — Ab)(2ax + b)

f (ax?

+bx+(‘

= n— I
2a(n— I)(ax?+bx +c) (n 1)2a(4ac=b?)ax?+ bx +¢)"" (6.12)

2a(2n—3)(2aB - /\b)f

2a(n—1)(4ac—b2) " !

ax +bx+c

indirgeme formiilii elde edilir.
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PROBLEMLER 6.4

1. Asagidaki indirgeme formiillerinin dogrulugunu D e f sinnx

sinx 4X olduguna goére n =2 igin

gosteriniz. Burada n dogal sayilar verilen esit-

likleri taniml1 kilan sayilardir. 2sin(n—1)x

L=—1—7*I._
n—1 n=2

= 79855 — n—1
a f dedn=ate "[ e esitliginin gergeklendigini gosteriniz.

1 .
b.fcos”xdx=ﬁsmxcos” cos" " 2x dx

3.1, :/L‘i’; olduguna gére n > I igin
dx _ =1 _cosx  ,n=2 dx I+x
sinx  n—1 gipn=lx n—1J gipn=2x

C=1
=511
n n—1 n—2
c. fcot"xdx—— Icot" fcot"_zxdx e T
esitliginin gergeklendigini gosteriniz.
n—2
d. [ e =hpeoslas [ G an
4. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.
sin"x m=1l sin”
“ /cosx B sin” x+f cosx a. fsin4xdx m.f(4—x2)3dx
cos"x —cos" T lx m—n+2 ( cos"x :
= = sin5x
fsin”x (n—])sin”’lx n—1 sin" 2y b. fcos7xdx n. fmdx
cos"x cos" " 'x m—1 [ cos™ *x 4
g. fsm o n)sin”"lx_m_” P dx c. fsin3xcos6xdx O.flx_:ixz
(a —xz) 2a*n n—1 )
b [ (2 2)" a = SGENT 4 0 [ =2) d. [ 1an’x dx 6. [ S g
cos x
L f(lnx)”alx=x(lnx)”—nf(lnx)"_ldx o [Scl(r)l;;c dx p. fcgij dx
sin’x
Xt +1
_ n n—1 5 2
lf (Inx)" - inx)" —n+]fx"(lnx) dx f. fcsoiilxxdx - szgiidx
j. fx cos axdx = [x sinax — nfx”’lsinaxdx] g. fcoc?g_ e 5 f(xlnx)3dx
X
k. fx”sinxdx=—x”cosx+nfx”_lcosxdx h. fcot4xdx 5 /x3cos2xdx



L /xlolnxdx t. f]j_6x2dx
5
i [sifgx - f4—3i€-x2 d

i J(Sh)

V. fx4 sinxdx

4
525 [l
cos’x cos3x
. fsm 25 Z'/ sinx dx

: f x™(Inx)" dx integrali i¢in bir indirgeme ba-
gintis1 bulunuz. Bundan yararlanarak asagida-

ki integralleri hesaplayniz.

a. f lnx b. f lnx

c. f&lnxdx c. fx2«/de
d. flenxdx e. fxslnzxdx
f. flensx g. fxs/zlnxdx
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n
6. 1 = 2 integrali icin
n fvxz—i-a & E

a.l,= ln|x+«/x2+a‘
b.1, = x2+a

x”‘Waz-i-a—n;]aI”_z

S|~

cl =

oldugunu gosteriniz.

7. f, tirevlenebilen bir fonksiyon ve f”'(x) = 0 ol-

sun.

a) Kismi integrasyon yonteminden yararla-
narak [ ’ flx)dx =bf(b)-af(@) ~ [ " xf (x)dx

oldugunu gosteriniz.
b) (a) dan yararlanarak y = f'(x) oldugunda

f‘l(y) dy ola-

[ £dx = by o) -aft@) - ﬂ :

cagini gosteriniz.

¢) f(a)=avef(b)=p olsun (b) den yararlanarak
[ =g e [ P

olacagini gosteriniz.
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6.2.4. BASIT KESIRLERE AYIRMA YONTEMI

P(x) ve O(x), birer polinom olsun. P(x) polinomunun derecesi Q(x) polino-

munun derecesinden biiytik ise,

Plx) R(x)
o) KD

yazilabilir. Burada K(x) bir polinomdur ve R(x) in derecesi O(x) in derecesin-

Px) seklinde bir rasyonel fonksiyonunun integrallen-

O(x) REx)

mesi payimnin derecesi paydasinin derecesinden kiigiik olan — =% seklinde bir

0(x) »

rasyonel fonksiyonun integrallenmesine indirgenir. Diger taraftan 0(x)

den kiigtiktiir. Su halde

ifadesi

b?—4ac <0 ve n> 1 olmak iizere

M N Ax+B ve Ax+B
Px+q ’ (px+q)" T ax’+bx+c (ax2+bx+¢)"

seklindeki bazi kesirlerin toplami seklinde yazilabilir. O héalde / % dx sek-
linde bir integral, n € N olmak iizere
dx dx Ax+B Ax+B
fK(x)dx,fpx+q, (px-i—q)n’ ax2+bx+cdx’ f(axz-i-bx-i-c)n

seklindeki integrallerin hesabina indirgenmis olur. Bu integrallerin nasil hesap-

landigin1 daha 6nce gérmiistiik.

ORNEK : f gdx] integralini hesaplayiniz.
w2—

Coziim : x> — ] = (x—I) (x + /) oldugundan

2 _ A B
XZ_]_x—1+x+1

esitligi saglanacak sekilde 4 ve B sabitlerini bulalim. Paydalar esitlenirse
2=Ax+1)+B(x-1)

elde edilir. Buradan da
2=A+B)x+A4-B

yazilabilir. Belirsiz katsayilar teoreminden
{A +B=0
A—-B=2
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denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimiinden 4 = I, B =—/ oldugu
goriiliir. 4 ve B nin bu degerleri yerine konursa

2 _ 11
x2—1 x—1 x+1

] —_— — —
S~ = [(+15-+2)ac=tnlx—1]-m|x+ 1]+ C= ln’x+I+C
bulunur.
. 2_
ORNEK : [-2X"=2x+9 ;. integralini hesaplayiniz.

(x—1)*(x+2)

2P-5x+9 _ A B . C
(x=1)2(x+2) *¥~1 (x—1)? x+2

Coziim :

olacak sekilde 4, B ve C sabitlerini bulalim. Paydalar esitlenirse
22 -5x+9=Ax-1)(x+2)+Bx+2)+ C(x - 1’ =

22 —5x+9=UA+Cx* +(A+B-2C)x-24+2B+C=

A+C=2
A+B-2C=-5
—2A+2B+C=9

sistemi elde edilir. Simdi bu denklem sistemini ¢dzelim. Birinci denklemden
C =2 — A olur. C nin bu degeri diger iki denklemde yerine konursa
{ 3A+B=-1
—3A+2B=7

bulunur. Bu iki denklem taraf tarafa toplanirsa 3B =6 = B =2 bulunur.

34+B=—-]1 = 34+2=-]1 = A=-]

ve
C=2-4=2-(-1)=3

olur. Bunlar yerine konursa
2x2 — 5x +9
(x=1)*(x+2)

3
x+2

5+ dx

=—ln\x—1\—ﬁ+3m\x+2\+c

()H-Z)3
x—1

2

=n T x—1

+C

bulunur.
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. 5x2 43 . ..
ORNEK : [ ————=——dx integralini hesaplaymiz.
f(2x+])(x2+4) ! & playimz

xA+3 A Bx+C
(2x+1)(x2+4) 2xt1  x2+4

Coziim :

olacak gekilde 4, B, C sabitlerini bulalim (Payda ikinci dereceden bir ifade
oldugu zaman, payn birinci dereceden genel bir ifade olduguna dikkat ediniz).

Paydalar esitlenirse
S+ 3=AX2+4H+Bx+CO)2x+ 1) =

5x+3=(A+2B’ +(B+2C)x+44+C=

A+2B=5
B+2C=0
4A+C=3

bulunur. Bu sistemin ¢éziimiinden
A=1 B=2 C=-1

bulunur. Bunlar yerine konursa

5x2+3 1 2x—1 dx 2x—1
= + = +
f(2x+1)(x2+4)dx f ey el L f2x+] g™
1 2xdx dx
=Sin|2x+ 1|+ [ 2 — [ 2
Zln‘ X ‘ fx2+4 x2+4

= éln‘ 2x+ 1 ‘ + ln(x2 + 4) —éarctan% +C

bulunur.

. 4 2 _
ORNEK : 2x% 4+ 2x—S5x+ 1

) >— dx integralini hesaplaymiz.
x(x +x+ ])

4 2 _
Cﬁzﬁm:zx +2x 5x+I:A+ Bx+C " Dx+E

x(x2+x+1)2 X (W x+) (x2+x+])2

yazilir ve katsayilari hesaplanirsa

A=B=D=1 C=-3 E=—4
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bulunur. O halde

2x* +2x - x+1 dx x — 3)dx (x—4)dx
jrims, gl

2
x(x +x+] xr+x+l x2+x+1)

_ 1 (2x+1)—7 (x—4)dx
_ln‘x|+2f Pt f(x +x+1)2

1 2x+1—-9
+— +x+1)- =
=l gt e D=3 o
1 7 dx 9 dx

ln\x|+—ln(x +x+1)= 2 Zhxtl 20 a7 rx+1 20 (2444 )?

=%ln(x4+x3+x2)— 2(x2+]x+1)_% x2+d§+1_g (x2+d;+ 1)?

:%ln(x4+x3+xz)—m—%arcmn 2%]
—%—Z@arcmn 2%] +C

= %ln(x4+x3 +x2)—m— %arctan 2%1 - 2(1(221—9:-{-)]) +

olur.

237
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PROBLEMLER 6.5

1. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gésteriniz. 3. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

x—2
A f Zl”‘x+2 i b.f (xzdx)3
x+2
b (x+ I)dx (x—2)¥10(x 4 3)72/15
’ fx3+x2—6x_ x1/6 +C x2+1 i dx
c.fx3+2x2+x gt']‘9«73-Hc
+
c. fx3(ixxzf)xdil=_xf]+§1n’§f”+c e i
e. | —————
fx +4x f(x+])(x2+])
2x+5 2 1 x+2
C. 7dx=ln(x +4x+13)+*arctan +C
fx2+4x+]3 3 3 f3x —x+1 . f 2dx
’ (x—])(x2+2x+1)
dx _ 1, | x+1
d- x2+7x+6_5ln‘x+6‘+c

4. Asagidaki integralleri 6nce bir degisken degistir-
2. Asagidaki integralleri hesaplayiniz. mesiyle rasyonel fonksiyonlarin integraline do-

niistiiriiniiz. Sonra integralleri hesaplayiniz.

afx 3)(x+2)

bf x dx f bf smtcostdt
(x+ I)(x+2)(x+3) 1+/— (1 + sint)(1 +sin2t)
dx x+2 siny dy e'dt
“ f(x+2)(x+])2 d- fx +x c.f cos®y+cosy—6 & -[ X 43¢0 +2
x dx 24 x+1 d cos 0do o dt
e. | ———— f. |=——=dx N s o N s v
/(x+1)2(x+2)2 /x(x2+1) f $in’0 + sin® — 2 / Ji+¥t
4
X dx
8 fx4_1dx ) 5/ dx B i P px+arctan%
asinpx+bcospx — px/(12+b2 n|tan 2
i x3+23§+7 J-f X = dx 1dus . Bund ' "
x°+x=—=2 (x+1) oldugunu  gosteriniz. undan yararlanara
asagidaki integrallerin degerini bulunuz.
Vatl 2x+1
k. f x+1 L /
dx 1
o — b. | ——dx
! f 3sinx+v3 cosx f sinx

—2x+4 x2+2x
m. [ ——————dx . dx
f(] +x2)(x—1)2 f(x+])2
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6.2.5. v ax2+ bx + ¢ iIFADESINi BULUNDURAN INTEGRALLER

f A integralinin hesabi.
vax?+bx+c

Bu integralin hesaplanmasi a, b, ¢ sayilarmin degerine gore degisir.
1. b2—4ac>0 ve a <0 isekok i¢i k?—u? haline doniistiiriilebilir.
/% = arcsin% +C
formiilii ile integral hesaplanir.
2. b’—4ac>0 ve a> 0 ise koki¢i u?—k? formuna getirilebilir.
[ /ﬁ (u+vu2=k2)+C
bagintisindan faydalanilarak integral hesaplanir.
3. b2—4ac <0 ve a> 0 ise kok i¢i u?—k? haline getirilir ve

fT 1412 n(u+vut—k*)+C

bagintisindan yararlanilir.

4. b’ —4ac =0 ve a> 0 ise ax’ + bx + ¢ bir tamkare olup, kok digina cikar.

ORNEK : f ﬁ integralini hesaplayiniz.

Coziim: X’ +2x+3=3-(?-2x)=4-(2-2x+1)=4—(x— 1)

oldugundan

_ .U _ . ox—1
2—Arcsm2+C—arcsm 3 +C

dx _ dx _ d
fx/—x2+2x+3 _f/4_(x_1)2 _f/4—

ORNEK : f ﬁ integralini hesaplayiniz.

Giziim : 2x2 — 3x + 1 =2 (x>~ x+§):2{<x_%>2_%}

rOf
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oldugundan

dx

dx 1
fm—ﬁfm
— fonl(x= ey e~

Z%Zn(4x—3+x/16x2—24x+8)+C

olur.

I _/ MXYN___ gy integralinin hesabu.

vax?+bx+c¢

_mxTn =M [ T “Tm g
Yax®>+bx+c 2a) ax+ bx+c

n
f mx+n m 2ax+2aﬁ

2ax+b mb
dX+(I’l—Z)

—m [ __zax+tb fL
2a) Vax?+ bx+c Yax*+bx+c
_m 2 mb dx
=" ax +bx+c+<n——> —_—
a 2a f«/axz-i-bx-i-c

olur. Son integral (I) tipinde bir integraldir. Bunun nasil hesaplandigimn bili-

yoruz.

ORNEK : f ﬁdx integralini hesaplayiniz.

Coziim :

/‘ x+3 dx=lf 2x+6 dx
VxZ42x+2 2 VxZ4+2x+2

ST By
2\ Vx4 +2 «/(x+1)2+1
=vVx242c+2+42m(x+ 1+Vx2+2x+2)+C

dx
I1I1.
f(n1x+n)«/ax2+bx+c

integralinin hesabi.

Bu integralde = ¢ donistimii yapilirsa (II) tipinde bir integral elde

R
mx+n
edilir.
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ORNEK : f W integralini hesaplayiniz.

Coziim : 1 =t denirse x = -t dx =—d—zt olacagindan
x+1 t t

f(x+1)d;x2+1:ﬂ—jtt+2z2 J—f( ) (é)
1

=- ‘ +/2—t+5 ‘+C__ﬁ I=x+/2(2+1)

x+1 +C

bulunur.

IV. P_(x), n inci dereceden bir polinom olmak iizere
/ P, (x)
vYax?+bx+c
seklindeki integrallerin hesaba.
0, _; (x), n—1 inci dereceden, bilinmeyen katsayili bir polinom ve A bir say1

olmak tizere

P (x)-dx d
- x)Vax2+bx+e+n [ —Z
fvax2+bx+c Qn_l( ) /x/axz-l-bx-l-c

yazilabilir. Yukaridaki esitlikte her iki tarafin tiirevi alinir ve x'lerin katsayilar1
esitlenirse O, ; (x) in katsayilar1 ile A sayisi bulunur. Is (I) tipindeki bir

integralin hesaplanmasina dondisiir.

. 4 2
ORNEK : f XA gy integralini hesaplayiniz.

Vx+4

4 2
Ciizﬁm:fx +dx dx=(ax3+bx2+cx+d)vx2+4+xf

dx
Vx2+4 Vx2+4

esitliginde iki tarafin tiirevi alinir, paydalar esitlenir ve x in kuvvetlerine gore
siralanirsa

x4+ 4x2 = 4ax? + 3bx3 + (2¢ + 12a) x2 + (8b + d)x + (4x + \)

elde edilir. Katsayilar karsilagtirilirsa
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_1
=2

bulunur. O halde
3
fx + 4 =X zzxx/x2+4—21n(x+«/x2+4)+c

\/x +4

1

b=0, C=§,

d=0 A=-2

olur.

dx
(x—p)"Vax?+bx+c

V. n €N olmak iizere f integralinin hesabu.

Bu integralde xi =1 dontigiimii yapilirsa (IV) tipinde bir integral elde

edilir.

dx
(x+])3vx2+2x

ORNEK : I = f integralini hesaplayiniz.

Coziim : ﬁ =¢ doniisiimii yapilirsa x = % = dx =—ti2 dt olacagindan

( ]> 2 dt
f\/ ]—t) f«/]—tz

bulunur. Bu (IV) tipinde bir integraldir.

12dt dt
=(At+B) JI=12+A =
f/ —Z ./ /1_Z2
12 2 —1 A
=AVI—12+(Ar+B + =
Vi—12 ( )M—ﬂ Vi-1?
2=-2A2 B+ A+h » A=—1, B=0 a=1

bulunur. O halde

2 dt 1 1 .
f =—=tV1—12 +Saresint+C
/] — [2 2 2

dir. Buna gore

/ dx _]_«/x2+2x

1 . 1
= — 5 arcsin| ———
(x+])3«/x2+2x 2 (x+])2 2 (X+I

)+c

olur.
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6.2.6. BINOM INTEGRALLERI

a ve b herhangi reel sayilar, p, ¢ ve r rasyonel sayilar olmak iizere

[ (a+bxr)? dx (6.13)

seklindeki integrallere binom integralleri denir.

I. ¢ tam sayiise, r ile p nin paydalarinin en kiigiik ortak kat1 & olmak
uzere

x =1

doniistimii yardimiyla integral rasyonel bir fonksiyonun integraline donii-
sur.

ORNEK : f 5 integralini hesaplayimiz.

1+3~7)

Coziim : f —/x’”z(] Fx13)72 gy oldugundan

~/>(]+3x/>)

r :—é, p =§ ve g =—2 dir, ¢ bir tamsay1 oldugundan

x=t0
doniisiimiinii yapmak gerekir. x = ¢ oldugunda dx = 6£° dt olacagindan

dx N 2dt (2 1)—1
ff(1+3xf)2_6f( 2—6f (1+t2)2 @

1+12)

6f1+22 f]jtﬂ)z 6arctant—6f

(1+ 12)
bulunur. S$imdi bu son integrali hesaplayalim.
f i 4d-tt2 integralinde, u = ﬁ ve dv = dt alinarak, kismi integrasyon
metodu uygulanirsa
dt t 2 dt 1 (1+12)-1
= +2 = +2 dt
1+1> 1+ f(1+,2)2 1412 f (1+12)?

1 dt dt
= +2 -2
1+12 1+12 f(]+,2)2

bulunur. Buradan
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1
+ = arctant+ C
1422 21+17 I+ 20+ 2

I i _ 1 ¢ 1[ di 1
(

bulunur. Bu deger yukarida yerine yazilirsa ve ¢ = x//® konursa

1/6
f/_(ldx%/_)zz ]jf 75 + 3arctan(x10) + C
x(1+¥x

bulunur.

II. ¢ bir tam say1 olmasin. (6.13) integralinde x” =y doniisiimii yapilirsa
%/(a +by)? y%:l_ldy (6.14)

integrali elde edilir. ipl tam say1 ise, ¢ nun paydast n olmak tizere

a+by=t"

degisken degistirmesi yapildiginda yukaridaki integral bir rasyonel fonksiyo-
r+1
p

nun integraline indirgenir. Su halde ¢ € Z ve €7 ise, g nun paydasi

n olmak tizere,

a+bxP = t"

degisken degistirmesini yapmak gerekir.

dx integralini hesaplayiniz.

ORNEK : f”*

N[~
hS]
1]
N}
<
(¢}
Q
1]
|~
=
[
o
AN
|
N
m
N
&
=

Coziim : Burada r=—5,

degisken degistirmesi yapilirsa

f Vg _sz Nar=L217-34+C
=%(1+4x/§)7/3—3(1+%)4/3+c

bulunur.
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ITI. Yukaridaki (6.13) integrali

a+by\? r+l,
f( yy>yp+‘i Ldy

r+1
p

formunda da yazilabilir. ipl ¢ 7 fakat +q €7 ise g nun pay-

das1 n olmak lizere

a+by:tn
y

dontigiimii ile integral bir rasyonel fonksiyonun integraline doniisiir.

Su halde ip] +¢ tamsay1 ise

ax? +b=1"

doniistimii ile rasyonel bir fonksiyonun integrali elde edilir.

ORNEK : I = f /m dx integralini hesaplayiniz.

Céziim : Verilen integral 1= f x2(14+¥x)""?ax seklinde yazilabilece-

ginden

r+1
p

ve ¢ :—% dir. +q=—1€7 oldugundan

\
Il
NS

hS|
Il
|~

x 1B +1=F

degisken degistirmesini yapmak gerekir. x = (£ — 1) 3 = dx = —61(F — 1y * dt

degerleri integralde yerine konuldugunda

__ M0 T A2 I
1=—6 [ r%dr=—6 S5+ C=3 et C
:g[ % 9/2+C

r+¥x

bulunur.
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PROBLEMLER 6.6

1. Asagidaki integralleri hesaplayniz.

dx dx
2Lf‘/xz—Zx—8 b.fv4x2—4x+5
dx dx
==l b=
dx dx
b emaes *pem

2. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

fx+1 bf xdx

v 2x — x2 VxZ—2x+5

/ Gf x+1 dx
«/8+2x x2 V2 —2x+x2

3. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

dx dx
ol v L s

o [—d dx
xv x2—2x

4. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

a [ A b, [ A
Val—x+1 V1—x?

C-f x3+1 d fx+x
VxZ—dx+1 VI1+x2

¢ f(x+1)«/x2+2x

5. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.
a [ 5A—
B SRRy

dx
b. | Gt

dx
o dx
¢ / (x+])3«/x2—x+]

2
d. x“+x+1 dx
fx x2—x+1

S

Asagidaki integralleri hesaplayniz.

=3/2

a [+ 2 i b.fﬁ

c. /L dIL
¥ 1+ x5 «/F%I—i-w

o /V% Ty
1+¥x Y(x2-1)?
e [t h [y 152
o f [ A
jo f ), [

dx
m [ i
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BOLUM PROBLEMLERI

Asagidaki integralleri hesaplay1- . f arcsm f 2. / dx
iz, Ve+I+¥x+1
R e < TN 6. [ & 30. [ V147 dx
[ oy ’C+1 f
dx _dx
2. 17.
f%_'_a f]+tanx 31. fx/i
x +2
dx dx
3. = 18. | —/——————
fx«/xz—l f2x2—4x+9 32.f(ex+1)3exdx
dx
4. —r—
fxcosz(lnx) 19. f 2x+2 3. | 75,7
dx
5. T dx .
x°+x Zo.fm 34.fexsme"dx
o J x/% 21 xdx
x(1 —x L
fv]—sz—x‘1
o fcos(lnx)dx ” i 36. flnx
f 2sinx +3cosx—5
8. fxcos2xdx 5 f _dx
cos>x dx
23’/ 1 —sinx 1+x
sinxdx
b a%+ cos?x dx 38. fliogzicsx
24’.[ 1+ 3sin2x
dx
10. fiz 39, [(_dx
(sinx + cosx) fox2+x—J

(1 + sinx)dx
S fsinx(] +2cosx)

1n. [ £=24 dx
eX+4 40'.[ 1+ sinx + cosx
26. [ £~
dx ﬁ
12. f 1+ sinx ¥ 41.[«/]+sinxdx
27 fivg_étxzdx
13, [ 98X g X 42. [ |xdx
sinx

xarcsmx
43[ AL

14. | ek N

x3+x2
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44.

45.

46.

47.

48.

49

50

51.

52.

53.

54.

56.

S

58.
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_dx
/ 2Vl +x—1

f sin v/ x dx
f sinx-e” 5% dx

x2 e sinxdx

x2dx
/ (

xz+])3/2

d
f x4—:cl6

)
Sin-x
5 ——5—dx
f 1+ sin%x

j’ dx

a?sin?x +b%cos?x

f o dx
(asinx +bcosx)?

dx
f 1 +acosx (a = 0)

f¢3—x2dx

SR

f@dx

[ Va2+5 ax

(ab

#0)

(a+#0)

dx
59. =
f Val+x+1

oy a2
60. [ LEZEZX gy
X

dx
61. .[ sinx + cosx

62. f 5smxdx

+4sinx

. dx (2,40
63'/ acosx+ bsinx (a®+p%#0)

a+tanx
64. / ]—atanx

65. [ e

a’cos?x —b2sin’x
dx
66. f 1+ cosx
dx
67. f 5+ 3cosx

dx
68. f 2+ sinx

sinxdx
69. f 1 +sinx

_ dx
0- / sinx(1 + sinx)

71.

72.

73.

/ Sinxcos x dx
a%cos?x +b2sin’x

dx
f X /x2n_02n

_[ (x +x]2)e_x "

dx
14 e e P EN

7S.

71.

78.

79.

81.

82.

83.

()

x2dx
f(

. 2
xsinx + cosx)

dx
f]+%

xdx
1 +xtanx

I

2
J
cosv x dx
/

f dx
(1 + sinx)*

sinx —5cosx
f e (X
sinx + cosx
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ARALIKLARIN PARCALANMASI

Xo

X X X3

X4

[@, b] araligim
a<x;<x,<..<x, ;<b (7.1)

ozelligini saglayan x,, x,, ..., x, ; noktalari yardimiyla n tane alt araliga
bolelim.

Uygunlugu saglamak i¢in a sayisimi x,, b sayisini da x, ile gosterelim.
P={xy, x;, %, .. %,_;,%,}
kiimesine [a, b] araligmin bir parcalanmasi veya boliintiisii denir.

[xp, x;) [x;, %], .., [x,_ ;. x,]

araliklarina [a, b] nin P parcalanmasina karsilik gelen kapal alt aralik-
lar,

(g xp)s (e x5) e (x,_ py X))
araliklarma da acik alt aralhiklar: ad1 verilir.

Axy =X =%
sayisina [x, , x;] aralimm boyu veya ol¢iisii denir. Alt araliklarin boy-
larinin en biiyligline P pargalanmasinin normu veya maksimal ¢capi denir,
| P| ile gosterilir. Su halde,

| Pl = maks {Ax, : k=12, .., n} (7.2)
dir. Eger tiim alt araliklarin boylar1 birbirlerine esit ise bu par¢alanmaya

diizgiin parcalanma adi verilir.

Yukaridaki tanimdan da anlasilacagi gibi, bir [a, b] araliginin sonsuz ¢oklukta

pargalanmasi vardir. Bu pargalanmalardan bazilarini karsilagtirmak miimkiin-

dir.

[a, b] araliginin iki pargalanmasit P, ve P, olsun. Eger P, C P, ise P,

parcalanmasi P, den daha ince veya daha siktir denir.
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ORNEK : [0, I] arahgmin iki par¢alanmasi

)

olsun. Bu iki par¢alanmay1 ve bu par¢alanmalarin normlarini karsilastiriniz.

A~
'\;lN
ENISY
N

1
P1={0,§,]} : P2:{0,

i
1P2|=2

Coziim: P, CP, oldugundan P,, P, den daha incedir. H P H =% K

oldugundan || P, ||z P, | dir.

Bir [a, b] araligmm P, ,P,, ..., P, pargalanmalart i¢in
pP,Ccp,C..CP, = HPIHZHquz... ZHPnH

olacagi agiktir. Yani par¢alanma inceldikge normu kiigiiliir. | 2| nin sifira yak-
lagsmas1 demek her bir alt araligin boyunun sifira yaklagsmasi ve dolayisiyla alt
araliklarin sayisi olan 7 nin +o degerine yaklagsmasi demektir. Bunun karsitt
dogru degildir. Yani n — +o olmast | | nin sifira yaklagmasin gerektirmez.

Ornegin

1 1 2 Ji k 1 n—1
p=fodi—(3) i =(3) e =(3) 1)
pargalanmasi gozoniine alindiginda V=2 igin | P| = é dir. Dolay1siyla

n— +oo i¢in |P| = % =0 dir.
Eger P parcalanmasi diizgiin ise bu taktirde

[P| =0 < n—+o

onermesi dogrudur.
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y#&v3 MERDIVEN FONKSIYONLARI

Ay
3 o—
2 —

D U S— » X
1 2 3 4

Belirli integral kavrami birgok degisik sekilde verilebilir. Bunlarin en yaygin
olan1 merdiven fonksiyonlar1 yardimiyla verilenidir. Bu nedenle bu kesimde

merdiven fonksiyonlarini tanitmaya calisacagiz.

s : [a, b] — R fonksiyonu bir merdiven fonksiyonudur. <> [a, b] nin 6yle
bir P pargalanmasi vardir ki s fonksiyonu [a, b] nin her acik alt aralig1

uizerinde sabittir.

Yukaridaki tanima gore, eger s bir merdiven fonksiyonu ise, herbir
k=1,2, .., n igindylebir s, sabitsayisivardirki x € (x,_,, x;) i¢in s(x) =s, dir.

s fonksiyonu [a, b] de tanimli oldugundan Xg Xpp oo X, noktalarinda da
tanimli olmalidir, fakat fonksiyonun bu noktalarda aldigi degerler s, sayila-
rindan biri olmak zorunda degildir.

[a, b] tzerinde tanimli merdiven fonksiyonlarinin kiimesi M [a, b] ile gos-

terilir.

ORNEK : s:[0, 41— R fonksiyonu

0, 0=<x<1 ise
é, x=1 ise
s(x): 1, 1<x=<2 ise
2, 2<x<3 ise
5 _ .
5 x=3 ise
3, 3<x=<4 ise

seklinde tanimlaniyor. Bu fonksiyonun grafigini ¢iziniz. Bu fonksiyon bir mer-

diven fonksiyonu mudur?
Coziim :
0<x<1 igin s(x)=0
1<x<2 i¢in s(x)=1
2<x<3 i¢in s(x)=2
3<x<4 i¢in s(x)=3
oldugundan bu fonksiyon bir merdiven fonksiyonudur. Grafik yanda verilmis-

tir.
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ORNEK : f(x)=][x] seklinde tanimlanan f: [-2, 2] — R fonksiyonu bir
merdiven fonksiyonu mudur?
Coziim : -2 <x<-] i¢in fix)=-2, =1 <x<0 i¢in flx)=-1, 0<x<I[ igin
fix)=0, 1 <x<2 igin fix) =1 dir. Su halde verilen fonksiyon bir merdiven

fonksiyonudur.

ORNEK : Posta ile génderilen kolilerden 3 kilograma kadar 7 TL, 5 kilogra-
ma kadar 9 TL, 10 kilograma kadar 10 TL ticret alinmaktadir. 10 kilograma
kadar olan her bir agirliga bir tagima ticreti karsilik getiren ve "Posta iicret
fonksiyonu" denilen fonksiyonun grafigini ¢iziniz. Bu fonksiyon bir merdiven
fonksiyonu mudur?

Coziim : Bu fonksiyonu £ ile gosterirsek x € (0,3) icin fix) =7, x €(3, 5) i¢in
fix) =9 ve xE (5, 10) icin flx) = 10 dur. O halde bu fonksiyon bir merdiven
fonksiyonudur. Grafik yanda ¢izilmistir.

7.2.1. MERDIVEN FONKSIYONLARININ INTEGRALI

Integral kavramini verirken 6nce merdiven fonksiyonlarinin integralini vere-

cek, daha sonra diger fonksiyonlarin integraline gececegiz.

s : [a, b] — R bir merdiven fonksiyonu, P = {xo, o oo xn} , [a, b] arali-

gini bir par¢alanmasi ve x € (x, _;, x;) i¢in s(x) = s, olsun.
b

fs(x)dx=lé:lskmk =5y (¥ = Xg)F o 5, (X, =X, _}) (7.4)

a

sayisina s merdiven fonksiyonunun a dan b ye kadar integrali denir, a ve

b sayilarina da integrasyon siirlari ad1 verilir.

Su halde bir s merdiven fonksiyonunun [a, b] araligindaki integralini bulmak
icin, fonksiyonun (x, ,, x,) araliklari {izerinde aldig1 s, degerleri ile bu ara-

liklarin uzunluklarmi ¢arpip elde edilen sayilari toplamalidir.

ORNEK :
0, 0=<x<1 ise
1 _ .
s(x) _lz x= 1 ise
1, 1<x<2 ise
2, 2=<x<3 ise

seklinde tamimlanan s : [0, 3] — R fonksiyonunun [0, 3] araligindaki integ-
ralini bulunuz.
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3
Coziim : [ s(x)dx=0(1—-0)+1(2=1)+2(3-2)=0+1+2=3
0

Ornekten de goriildiigii gibi, integralin degeri, fonksiyonun X, parcalanma

noktalarinda aldig1 degerlerden bagimsizdir.

Simdi merdiven fonksiyonlarinin integrallerinin 6zelliklerini gosteren bazi te-

oremler verelim.

Toplanabilme Ozelligi TEOREM 7.1

s, t€ M [a, b] ise

b b b
[ Is(o)+t(@)ldx= [ s(x)dx+ [ 1(x)dx

a a a

dir.

Ispat : [a, b] araliginda bir P = Xy X ..., X} pargalanmasi vardir ki x €

(X, _ p Xp) i6in s(x) =, ve «x) =1, dir.

Homogenlik Ozelligi TEOREM 7.2

sE M a, b] ve ¢cER olsun.
b b
fc-s(x)dx=c-fs(x)dx (7.6)

dir.
Ispat:x € (x; _ 1 x,) igin s(x) =, ise cs(x) = c s, dir. Buna gore
n

b
fc-s(x)dx=kz

b
n
1c"sk(xk—xk_l)= ckzlsk(xk—xk_1)= c-/s(x)dx
= = g

olur.
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Toplanabilme ve homogenlik 6zelliklerinden yararlanarak su teoremi verebi-
liriz.

Lineerlik Ozelligi TEOREM 7.3

s, tEM]Ja, b] ve ¢, c, ER ise

b b b
f[cl-s(x)-i-cz-t(x)]dx:clfs(x)dx-i—czft(x)dx (7.7)

a

dur.

Karsilastirma Ozelligi TEOREM 7.4

s, t€ M [a, b] olsun. Her x € [a, b]

b b
igin s(x)<1(x) = [s(x)dr< [ o(x)dx (7.8)

dur.

Ispat : Vx € (x; _ ;» x;) igin 5, <t dir, dolayisiyla

b n n b
/s(x)dx= > SpAx, < > tkAxk=/t(x)dx
o k=1 k=1

a

olur.

Integrasyon Arahgina Gore Toplanabilme Ozelligi TEOREM 7.5

SE M [a, b] ve a<c<b olsun.
b

c b
fs(x)dx= fs(x)dx-i—fs(x)dx (7.9)

a
olur.
Ispat : [a, ¢] araliginin bir parcalanmasi Py=[x(,x],, X [c, b] araliginin

bir par¢alanmasi P, =|x(, x{,..., x,,] olsun. Bu durumda

P=PUP,=[xy,X],.... X, =x{,x{,..,x,] pargalanmast [a, b] nin bir parga-
lanmasidir. Bu pargalanmanin noktalarini, X o Xps s Xy diye yeniden

indislersek P = {xo, Xy, s Xy ooy X } olur. s fonksiyonunun (xk_j, xk)

n+m

r

araliginda aldig1 deger s, (x;_}, x;) arahiginda aldigi deger s ise
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c b n m
/s(x)dx+/s(x)dx= > spAx+ > spAxy
o J k=1 k=1

n+m

n
:ZskAxk+ > SpAxy
k=1 k=n+1

ntm b
= kzlskAxk: fs(x)dx

a
olur. Yukaridaki (7.9) esitligi a < b < ¢ durumunda da dogrudur. Bunun ispa-

tin1 ileride verecegiz.

RIEMANN INTEGRALI

Bu boliimde, M [a, b] merdiven fonksiyonlar1 yardimiyla, [a@, b] de tanimli

reel ve sinirli fonksiyonlarin Riemann anlaminda integrallerini tanimlayacagiz.

£, [a, b] lizerinde tanimli ve sinirl bir fonksiyon olsun.

B b (7.10)
[ Ax)dx = Szf;]; { [ s(x)dx: s €M, b]}
b b

x)dx = sy, x)dx : a (7.11)
g/j( ) dx I;?Lft( Ydx: teM] ,b]]

sayilarina sirasi ile, Ust Darboux Integrali ve Alt Darboux Integrali denir.

b
Su halde /* fonksiyonunun {ist Darboux integrali, s = olmak lizere f s(x)dx

a

integrallerinin en biiytik alt sinir1, Alt Darboux integrali ise ¢ < f olmak lizere

b
f t(x) dx integrallerinin en kiigiik tist smiridir. Bu integraller igin
a

b b
[ Ax)dx < [ flx)dx (7.12)

olacagi agiktir.
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f:[a b] — R fonksiyonu simirh olsun. Eger
b b
[ fx)dx= [ fx)dx=1 (7.13)

ise f fonksiyonu [g, b] araliginda Riemann anlaminda integrallenebilir-
dir denir ve fonksiyonun bu integrali

b
[ Ax)dx

ile gosterilir.

Yukaridaki tanimi1 kullanarak bir fonksiyonun integralini hesaplamak ¢ok zor-

dur. Simdi integrali bagka tiirlii tanimlamaya ¢alisacagiz.

Ay f :la, b] = R fonksiyonu smurli olsun. [a, b] araliginin P = {x,, x,, ..., x,}

pargalanmast i¢in

M, =sup {f(x): x,_,;<sx=Xx;},

m,=inf {f(x): x,_;sx=x,}

a x; x x3 x4 b olsun.
Ust toplam " n
U(f,P)= Y MAx, (7.14)
\7 k=1
ve
n
A(f,P)= 2 m Ax, (7.15)
k=1

toplamlarina, sirast ile, f* fonksiyonunun P parcalanmasina karsilik gelen

Ust Darboux Toplam ve Alt Darboux Toplam ad1 verilir.

»X

a x; X, x3 x4 b
Alt toplam

TEOREM 7.6

f, [a, b] de tanimli sinirl bir fonksiyom ve P de [a, b] nin bir par¢alan-
mast olsun.

b
inf U(f, P) = ff(x )dx, supA(f,P)= [ f(x)dx (7.16)

dir. Burada 1nﬁmum ve supremum [a, b] araliginin tiim P pargalanmalari
tizerinden alinmaktadr.
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) b
Ispat : sup A(f, P) = f f(x) dx oldugunu gosterelim. [x, ,, x,] araliginda m,

a

sabit oldugundan x € (xk p X)) icin my = 1(x) yazallm Bu halde

sup A(f, P)= mp{f Ydx:t€M [a,b], t<f}= ff

bulunur. Benzer sekllde

b
infU(f, Py= [ flx)dx

oldugu gosterilebilir. Su halde
infU(f, P)=sup A(f, P)=1 (7.17)
ise
[ Ax)dx=1
dir.
ORNEK : f:[0,1]— R fonksiyonu

1, xrasyonel ise
flx)= :
0, x rasyonel ise

seklinde tanimlaniyor. Eger varsa f f(x) dx integralini hesaplayiniz.
0

Coziim : [0, /] araliginin herhangi bir par¢alanmast P olsun. Her par¢alanma

veher k=1,2, .., n igin
M, =sup {f(x):x€[x;,_px,]}=1
p=inf {fx):x€x_px ]} =0
dir. Dolayistyla

U P) = Z M Ax, = zz Ax,=1 = infU(fP) =1

A(f, P) = z mAx, = ZO Ax, =0 = sup A(f, P)=10

olur. O halde verilen fonksiyonun [0, /] araliginda integrali yoktur.
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Simdi alt ve iist Darboux toplamlarinin infimum ve supremumunu bulmada

yardimct olacak bir teoremi ifade ve ispat edecegiz.
-

TEOREM 7.7

P, ve P,, [a, b] arahigmnm iki pargalanmasi ve f: [a, b] — R fonksiyonu

sinirh olsun. P, P, dan daha ince ise
(@) A(f, Py = A(f, P)
o) U(fPy) = U(f,P)
dir.
Ispat : Ispat1 6nce su 6zel hal icin yapalim.

Py={xp,x;, s XX, X, b, Pr=Axy, X, 0 x XN X, )

olsun. P, C P, oldugu agiktr.

mk:inf{f(x):xe[xk_l,xk]} , Mk:sup{f(x):xe[xk_l,xk]}
m}(=inf{f(x):xe[xkfl,x*]} , M,;=sup{f(x):x€[xk71,x*]}

my = inf{f(x):xe[x *,xk]} , M]:=Sup{f(x):x€[x*,xk]}

denirse
’ 4 /< /!<
mpsmy ., mp<mg, Mk_Mk ve Mk_Mk

yazilabilir. Buna gore

k=1 n
A(f,P)= Azlml.Axi-i-m}((x*—xk71)+ml’;(xk—x*)+A > m;Am
i=

k=1 n
ZZmiAxi-l-mk(x*—xk_1)+(xk—x*)+ > m.Ax,

i=1 i=k+1
k=1 n n
= ZmiAx[-l-mk(xk—xk_l)-F > m;Ax; = Zm[Axi
i=1 i=k+1 i=1
=A(SFy)

elde edilir. Benzer yolla

U, p,)=UfP)
oldugu gosterilebilir.

Simdi kabul edelim ki P nin P, dan r tane fazla noktasi olsun. Bu noktalari

*

X7, X5,..., X ile gosterelim. [a, b] araliginin

r
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P =PyU{x}, Py=P Ufx}, o Po= P U )

7

parcalanmalarini gozoniine alirsak,
P,CP,CP,C..CP

yazabiliriz. Yukaridaki ispattan

esitsizlikleri, buradan da
A(f,Py) < A(f,P)

bagmtisi elde edilir. Benzer sekilde
U, Py = U(f, P)

oldugu gosterilebilir.

Bu teoremden yararlanarak su sonug ifade edilebilir.
SONUC

f:[a, b] = R simrl bir fonksiyon ve (P, ) de [a, b] araligmin pargalan-
malarinin artan bir dizisi (yani, n <m igin P, C P, ) olsun. (A(f, P,)) alt

toplamlar dizisi artan, (U, (f. P,)) st toplamlar dizisi azalandir.

f sinirh oldugunda Ust Darboux Toplamlari iistten simirli, Alt Darboux Top-

lamlart da alttan sinirhdir. Ciinkii m < f(x) =M ise her P pargalanmasi i¢in
m(b—a)<sA(f, P)<U(f, P) = M(b-a) (7.18)

yazilabilir. Dolayisiyla alt toplamlarin bir supremumu, iist toplamlarin bir in-

fimumu vardir.
my=inf{f(x): xEx,_;,. x5 ]}, My=sup {f(x): xE[x,_;.x]} ve
&, € [x;_ ;, x;] olsun. Her bir 7 igin

kzlmkAxk = kzl JE)Ax, = kz M Axy
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oldugundan
A(ﬁP)skf fE)A, < U/, P) (7.19)
=1

yazilabilir. P parg¢alanmasi inceldikge alt toplamlar artip, iist toplamlar azal-
digindan, gerek iist toplamlarin infimumunu hesaplarken gerekse alt toplamla-
rin supremumunu hesaplarken pargalanmay1 miimkiin oldugu kadar inceltmek
gerekir. P pargalanmasi, normu sifira gidecek sekilde, inceltildiginde alt top-
lamlar supremumuna, iist toplamlar infimumuna yaklasir. Dolayisiyla (7.79) da

H P H — 0 igin limit alinirsa

sup A(f, P)< lim f}l f(&)Ax, <inf U (f; P)

[P]-0k=
buradan da
b . 5
ff(x)dxsupzz"rio kz_:lf(E_,k)Akaff(x)dx (7.20)

bulunur. Buna gore, eger / fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilen bir
fonksiyon ise

b n
[ fx)dx=lim Y f(E,)Ax, (7.21)

[Pll-0 k=1

olur.

R(f, P) = Y, f(€;)Ax, toplamina f* fonksiyonunun P parg¢alanmasina
k=1

karsilik gelen Riemann Toplami denir.

Simdi integrallenebilen fonksiyonlar1 karakterize eden bir teorem verelim.

TEOREM 7.8

f :[a b] — R smirh fonksiyonunun [a, b] araliginda integrallenebilir

olmasi igin gerek ve yeter sart Ve > 0 igin
U(f,P)-A(f, P)<e (Riemann Sart1) (7.22)

kalacak sekilde [a, b] nin bir P par¢alanmasinin var olmasidir.
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b
ispat : f integrallenebilir ve f f(x)dx =1 olsun. Bu taktirde

a

InfU(f, P)=1
dir. infimum 6zelliginden, € > 0 verildiginde dyle bir P ; pargalanmasi vardir
ki

U, P) <1+ g (7.23)

olur. Ust toplamlar azalan oldugundan P ; den ince her P pargalanmasi igin
de (7.23) gerceklenir. Ayni sekilde

sup A(f, P) =1
olacagindan, supremum 6zelligi geregince dyle bir P, parcalanmasi vardir ki

A(f, Py >1 —% (7.24)

dir. Bu esitsizlik P, den daha ince her pargalanma igin de dogrudur.

P=P,UP, dersek P,CP ve P,CP olacagindan

U, P) <1+ A(f P> 1 -5

€
2 El
olur. Buradan

U, P)—A(f, P)<e
bulunur.

Riemann sart1 saglanmis olsun. Su halde her bir € > 0 i¢in dyle bir P parca-
lanmasi vardir ki

U(f, P)-A(f, P)< ¢

kalir. Alt ve iist Darboux integrallerinin tanimindan

b 5
AP s [ fx)dx< [ fx)dx <U(f, P)

yazilabilir. Su halde V ¢ > 0 i¢in

b b
0< [ flx)dx— [ flx)dx <U(f; P)~A(f, P) < ¢
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olur.

5 b
0< [ flx)dx— [ flx)dx <e

esitsizligi her € > 0 i¢in dogru oldugundan

5 b
[ Ax)dx= [ flx)dx=0

buradan da

b b
ff(x)dx:ff(x)dx

bulunur. Bu da f fonksiyonunun [a, b] de integrallenebilir oldugunu gosterir.

Simdi integrallenebilen fonksiyonlarin dzelliklerini veren bir teoremi verelim.

TEOREM 7.9

f ve g, [a, b] de integrallenebilen fonksiyonlar olsunlar

(a)a, pERise af ve Pg fonksiyonlarida [a, b] de integrallenebilir ve
b

b b
[ Tof(x)+Be(x)]dr = [ flx)dx+B [ g(x)dx (7.25)
olur.

b
(b) f =0 ise ff(x)dxzo dir.
(¢) f? integrallenebilir.

(d) f =0 ise JT integrallenebilir.
b

[ Ax)ax

a

b
(e) |f]integrallenebilir ve < f | Ax)|ax dir.

(f) f- g integrallenebilir.

Ispat : (a) o = 0 ise of sifir sabit fonksiyonu ve dolayisiyla merdiven fonk-
siyonu oldugundan integrallenebilirdir. Benzer sekilde 3 =0 ise g =0 olup
integrallenebilirdir. .= 0 ve B =0 olsun. f ve g integrallenebilir oldugun-

dan, V € > 0 igin 6yle bir P, par¢alanmasi vardir ki VP D P, icin
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b b
2 ) Axy [ fx)ax| < Zfaﬁ 2 o) Ax o [ )| < §
ve
n b n b
kgfﬁaAg—fgwﬁu<2&F$E;W@DAQ—Bfﬂ@dx<%
olur. Buradan da
b b
‘ g [of(x) ) A + B () Ax |~ ocff(x)dx-i-[ifg(x)dx
n b b
< kzl ocf(xZ)Axk—(x/f(x)dx + > Bg(xZ)Axk—Bfg(x)dx
<£+f-¢

olurkibuda o f+ fg fonksiyonunun integrallenebilir ve bunun integralinin

b b
o [ fx)dx+B [ g(x)dx

degerine esit oldugunu gosterir.

(b) f =0 olsun. f integrallenebilir oldugundan

b

Axp)Ax, = ff(x)dx

lim
Ipll-0k=1 .

n

dir. /= 0 oldugundan toplamdaki her bir f(x})Ax, terimi pozitif veya sifirdur.

b
Dolayisiyla f flx)dx=0 dir.

a
(c) f sabit fonksiyon ise /2 de sabittir ve dolayisiyla integrallenebilirdir. /' sa-
bit olmasi. Once kabul edelim ki /= 0 dir. sup {fix) :xE[a, b] } =M olsun.
integrallenebilir oldugundan & > 0 verildiginde [a, b] nin dyle bir P parga-

lanmas1 bulunabilir ki

U(f, P)-A(f, P) < 5=
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kalir, m, =inf{f(x): x€[x,_,;, x]}, M, =sup {f(x): xE[x,_, x]}
dersek

f=00ldugundan m? = inf{ f*(x): x € [x,_ x|}, M7 = sup{f*(x): x € [x,_, x,]}
dir. Boylece
U(f2, P) - A(f% P) = kZI(Mg —m2)Ax, = kZI(Mk +m ) (M, —my)Ax,

<MY (M~ m)Ax,=2M [U(f, P)~A(f, P) < 2M 55, =¢
k=1

olur. Su halde / =0 igin f? integrallenebilirdir.

Simdi f, [a, b] de integrallenebilen herhangi bir fonksiyon olsun.

m = inf {f(x) : x € [a, b]} dersek f—m =0 dir. Yukaridaki ispat tekrarlanarak

(f— m)? fonksiyonunun integrallenebilir oldugu gosterilebilir.
(f-myP=f2-2mf+m?=f>=(f-m)?’+2mf-m?

esitliginde (f—m)°, -2 mf ve m’ integrallenebilen fonksiyonlar olduklarin-

dan f? de integrallenebilirdir.

(d) f integrallenebilir oldugundan, ¥V ¢ > 0 i¢in dyle bir P pargalanmasi

vardir ki bu par¢alanma ve bundan ince herbir par¢alanma i¢in

U(f,P)—A(f,P)<€2
kalir. m, = inf {,/f(x): xe[xk_l,xk]}, Mk=sup{ fx): xe[xk_l,xk]}
ve A={k: M +m <e}, B={k: M, +m, =¢} olsun. Bu taktirde

n
2 (My—m)Ax, < 3 (M +my)Ax, <ek§AAka£kZIAxk:8(b—a),

keA keA

1
> (Mk_mk)Axk:k;B(M%“Lm%)Aka T, S St ; (M7 —m3)Ax,

<L S (mmd)a, = L0, (f, P -A(f, P)] < Le2=e
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olur. Buna gore,

U (ﬁ’P)_A(\/?’P>:kZZ:I(Mk_mk)Axk:kEA(Mk_mk)AXk—"_k;B(Mk_mk)Axk
<eglb—a)+e=elb—a+])

olur, ki bu /f nin integrallenebilir oldugunu gosterir.
(e) |f]=+f* oldugundan |f| integrallenebilirdir. Ciinkii / integrallenebilir

oldugunda (c) den /2 de integrallenebilirdir. /2= 0 oldugundan (d) geregince
J? = | fI integrallenebilirdir.

b
| /1 +f = 0 oldugundan (b) geregince f (| Ax) [+ f(x)) dx = 0, buradan da

b b

— [ Aaydx < [ | fx)|dx (7.26)

a

b
elde edilir. | | —f = 0 olacagindan f(\ f(x)|+f(x))dx = 0, buradan da
a

b
[ Ax)ax< []fx)]ax (7.27)

a

bulunur. (7.26) ve (7.27) esitsizliklerinden

b

< [\f(x)|dx

a

esitsizligi elde edilir.

(f) f ve g integrallenebilir oldugundan, (a) geregince, f—g ve f+ g integ-
rallenebilirdir. (c) den (f— g)° ve (f+ g)° fonksiyonlar1 integrallenebilirdir.

(a) dan é[( f+g)-(r- g)z] integrallenebilirdir. Diger taraftan

fg= ﬁ[(erg)z—(f—g)z]

oldugundan f- g de integrallenebilirdir.
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INTEGRALLENEBILEN FONKSiYON SINIFLARI

Bu kesimde Riemann anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarin dnemli bazi

siniflar1 verilecektir.

TEOREM 7.10

[a, b] araliginda siirekli her fonksiyon bu aralikta integrallenebilirdir.

Ispat : £, [a, b] de siirekli oldugundan diizgiin siireklidir. Yani V € > 0 igin 3

>0 oyleki |[x—x'| <0 esitsizligini saglayan x ve x' i¢in

f0) G < 55

kalir. Simdi [a, b] araliginin, | P| <& sartim saglayan P pargalanmasini
g6zontine alalim. Bu taktirde f nin [x, _,, x, ] araligindaki maksimum ve
minimumunu gosteren M, ve m, igin

€
Mk — mk < m
yazilabilir. Su halde

U(f, P)-A(f, P) = kZI(Mk—mk)Axk <pe kZIMk:ﬁ(b_a): e

olur. Riemann sart1 ger¢eklendiginden f fonksiyonu [a, b] araliginda integ-
rallenebilirdir.

TEOREM 7.10

[a, b] iizerinde parcali siirekli ve sinirli her fonksiyon [a, b] {izerinde

integrallenebilirdir.

Ispat : £ fonksiyonunun [a, b] arahigindaki siireksizlik noktalarinin sayis1 m
olsun. sup { f(x) : x € [a, b]} = M diyelim. ¢ > 0 verdiginde § sayisini da
4 Mm o, < ¢ kalacak sekilde segelim. [a, b] araligmin | Py = 8, sartinisaglayan
Py={xy, x;, ... x,} pargalanmasini géz6niine alalim.

Ay=1k: f,[x,_, x,] lzerinde siireklidir}, B,={/, 2, .., n} |4, diyelim.
Bu taktirde B, kiimesi en fazla 2m tane (siireksizlik noktalarinin x, nokta-

larindan bazilar1 olmasi durumunda) eleman ihtiva eder ve
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> Ax, <2m-§,
kKEB
dir. k€4, ise f: [x,_,;,x;,] — R siirekli ve dolayistyla diizgiin siireklidir. Boylece
Ve>0igin 36> 0 dyleki VAEA, ve [x—1] <0 sartimsaglayan Vx, rE€ [x,_;, x,;]
igin | fix) — fix)| < ¢ kalr. P = {t,, ¢;, .., t.} de [a b] aralignmn |[P|<3d

sartin1 saglayan, P, dan daha ince olan bir pargalanmasi olsun.
A={i: dk€A4, oyleki [t, ,, t,]1C[x,_,x.1}

ve
B={1,2.,r}14

diyelim. Eger i€ A ise M, =sup {f(x) . xE[t,_, 1,1} veinf{f(x):xEalt,_,t]} =m,

1

olmak lizere M;—m, < e kalir. Ayrica

> A= D Ax,

i€B kEB
dir. Boylece

U(f, P)—A(f, P) = 2 (M;=m)At;+ > (M;—m;)Ax,

i€eA i€EB

<e(b—a)+4Mmd, <e(b—a)+e=¢e(b—a+1)

olur. Riemann sart1 saglandigindan fonksiyon integrallenebilirdir.

TEOREM 7.12

[a, b] — R fonksiyonu monoton artan (veya azalan) ise f/ fonksiyonu [a, b]

de Riemann anlaminda integrallenebilirdir.

Ispat : f fonksiyonu monoton artan olsun. f sabit foksiyon ise ispat agiktir.
f sabit olmasm. Bu durumda f{(b) — f(a) > 0 dir. ¢ > 0 verilmis olsun [a, b]

araligmin dyle bir P = {x,, x,, ..., x, } pargalanmasini alalim ki

|P| <e/Lf(b)~f(a)]

bulunsun.
m,=inf(fx): xE[x, ,x. 1} =1, )
M, =sup (fix) : xE[x_px 1} =f(x_ )

olacagindan
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U(f, P)-A(f, P) = kgl(Mk_mk)Axk = kgl[f(xk)_f(xk—l)] Axy

2 [f(x) = f(xe-)]

S b)-fla) &,

= 0y fla) ) ~f(x0)]

m[f(b)—f(a)] =€

bulunur. Riemann sart1 gergeklendiginden f integrallenebilirdir.

f monoton azalan olsun. Bu taktirde — f monoton artandir. Dolayisiyla — f* in-
tegrallenebilirdir. Teorem 7.8 (a) dan —1. (—f) =f integrallenebilirdir.

Simdi 6nemli bir fonksiyon smifin1 kisaca tanitacak, daha sonra bu sinifa ait

fonksiyonlarin integrallenebilir oldugunu gosterecegiz.

f :la, b] — R fonksiyonu simirli salinimhdir < [a, b] nin her P pargalan-
mast i¢in

él\ Frg) —f(e )| <M (7.29)

kalacak sekilde en az bir M sayis1 vardir.

Supremum [a, b] nin tim P pargalanmalari iizerinden alinmak {izere

Sy (a,b) = sup kgl‘ F(x) —f(x-1)] (7.29)

genisletilmis reel sayisina f nin [a, b] araligindaki total salinimi adi ve-
rilir.

Su halde sf(a, b) < oo ise f fonksiyonu sinirlt salinimlidir.

TEOREM 7.13

f:[a, b] — R fonksiyonunun sinirli salinimli olmast igin gerek ve yeter sart

iki monoton artan fonksiyonun farki seklinde yazilabilmesidir.

Ispat : f foksiyonu [a, b] araliginda sinirli salmimli ve

asx=<sx'=sbh

olsun. f nin [x, x '] araligindaki total salinimini sf(x, x ") ile gosterirsek

(@ x) =309+ 55 )
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yazilabilir. Zira (7.30) da [x, x '] araligina ait ilgili toplamlarda x noktasini bir
boliim noktasi olarak alabiliriz. Su halde s,(a, x) monoton artan bir fonksi-

yondur. Simdi g : [a, b] — R fonksiyonunu

8(x) = s,(a, x) - flx) (7.31)
seklinde tanimlayalim. x ' > x i¢in

gx ) —gl) =s,(a. x)—f(x") = s,(a x) + fix)

=[s,(a x") =s,(a, )] = [fix ) = )] =5, (x, x ) = [fix ) —fx)]

2 [fix ) —f)l = [Ax ) —fn)] = 0
olacagindan g fonksiyonu monoton artan bir fonksiyondur. (7.31) den

Sx) = s,(a, x) - gx)

yazilabilir. Su halde f fonksiyonu iki monoton artan fonksiyonun farki sek-

linde yazilabilir.

Simdi kabul edelim ki f* fonksiyonu g ve /4 gibi monoton artan iki fonksi-
yonun farki seklinde yazilabilsin. /= g — & olsun. Once monoton artan bir

fonksiyonun siirli salinimli oldugunu gosterelim. g monoton artan olsun.
n n
$g(@ B) =sup 2 |&(x) = 8(xp—) | =5 2 8(x0) = 8(xi1) = 8(b) = g(a)

oldugundan simirhidir. Dolayisiyla g fonksiyonu smirl salinimlidir. Benzer
sekilde # fonksiyonunun da sinirli salinimli oldugunu sdyleyebiliriz. Diger

taraftan
35 [~ ]~ [exe )~ ]IS 2 (808 )|+ 3 hee) ()
< 4(6)g(a) + ()~ )

oldugundan g — 4 = f fonksiyonu sinirli salinimlidir.

[a, b] araliginda sinirli salinimli her fonksiyon Riemann anlaminda integ-
rallenebilirdir.
Ispat : £ smirli saliimli olsun. £ fonksiyonu, bir 6nceki teorem geregince,
monoton artan iki fonksiyonun farkl: sekilde yazilabilir f'=g— /% olsun. Teo-
rem 7.12 geregince g ve h fonksiyonlar: integrallenebilirdir. Teorem 7.9 dan

g — h integrallenebilirdir. Dolayisiyla f integrallenebilirdir.
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Simdi belirsiz integral ile belirli integral arasindaki iligkiyi veren ve integral

Hesabin Esas Teoremi denilen bir teoremi verecegiz.

Integral Hesabin Temel Teoremi TEOREM 7.14

f, [a, b] arahiginda tanimli ve Riemann anlaminda integrallenebilen bir

fonksiyon olsun. Eger her x € (a, b) igin
F'(x) =f(x)
olacak bicimde stirekli bir F : [a, b] — R fonksiyonu varsa
fb f(x)dx = F(b)—F(a) (7.32)
d1r.a

Ispat : [a, b] araligmin herhangi bir par¢alanmasi P = {xp, x;, .., x,} olsun.
Diferensiyel hesabin ortalama deger teoremi geregince

Flo) = Fly_ ) =F' (x) (0 =x,_ )
olacak sekilde en az bir §, € (x, _ , x;) noktasi vardir. Hipotezden,
F'(x) = fix) oldugundan her bir k=1, 2, ..., n i¢in

Fo) = Fx_ ) =f(XZ) Ax;

olacak bigimde en az bir (x) € (x;_,, x;) vardir. Buradan

n n
kgl [F(xk)_F(xk—l)]:kgl Axy) By
yazilabilir. Birinci tarafta gerekli sadelestirmeler yapilir ve x, =a, x, =b

yazilirsa

F(b) - Fa) = él A(x5) Ax,

eldeedilir. fintegrallenebiliroldugundan, | P | - 0 i¢in sagdakitoplam fnin [a, b]
araligindaki integraline yaklasir. Sol taraf ise P pargalanmalarindan bagim-
sizdir. Su halde

b
F(b)~Fla) = [ flx)dx
a
dir. Bu esitlige Newton — Leibniz formiilii adi verilir.

F(b) — F(a) ifadesi kisaca F(x)| semboliiyle gosterilir.

b
a
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NOT : F'(x) = fix) esitligini saglayan F* fopksiyonunu bulmak f* nin be-
lirsiz integralini bulmak demektir. Su halde f f(x)dx integralini hesaplamak
igin dnce f f(x)dx integrali hesaplanacak, sdhra bulunan F(x) ifadesinde x
yerine Once b st sinir1, sonra a alt sinir konulacak ve F(b) — F(a) farki he-

saplanacaktir.
Yukaridaki F fonksiyonuna f nin ilkeli de denir.

Zaman zaman karsilasacagimiz iki integral sdyle tanimlanir :

a

(1) [ fxyax=o,

a

) [ oyt =— [ fix)as
b

a

4
ORNEK : f %dx integralini hesaplayiniz.
x
i

v es . _ 1+\/; _ ) —3/2 _ i L
COZ“m-F(X)—f 2 dX—f(x +x732) dx = (x+0)
olacagindan

4
I+Vx , _ [(1,.,\_ _7
1f 2 dx = [<4+1> (1+2)] 7
olur.

Simdi, yukaridaki teoremin basit bir sonucu olan bir teoremi ifade edecegiz.
Bu teoremin ispati ¢ok kolay oldugundan, bir alistirma olarak okuyucuya bi-
rakilmistir.

TEOREM 7.15

f, [a, b] de integrallenebilen bir fonksiyon olsun.

(1)Integralin degeri integrasyon degiskeninden bagimsizdir, yani

b b b

[ fx)dx= [ fe)dr=..= [ flz)de (7.33)
ve a a a

b © b
2) [ fx)de= [ fx)dx+ [ fx)dx (7.34)
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7.4.1. PARCALI SUREKLI FONKSIYONLARIN INTEGRALI

f fonksiyonu [a, b] tlizerinde tanimli bir fonksiyon olsun.

a=cy<c;<c,<..<¢, ;<c¢,= b kosulunu saglayan sonlu sayidaki c;
noktalarinin bazi noktalarinda f* siirekli olmasin.

Eger herbir 7 igin [c;_,, ¢;] kapali aralig1 lizerinde siirekli ve (c;_,, ¢;) agik

arahiginda f{x) = F(x) olacak bigimde siirekli F; fonksiyonu varsa

[ rxas= 3 [ R
a 1= ci_y
olur.
ORNEK :

X%, 0<x=<2 ise
flx)=qx+i, 2<x<3 ise
2x, 3<x=<4 ise

5
fonksiyonu i¢in f f(x)dx integralini hesaplayiniz.

4
ORNEK : f | x2—4x+ 3|dx integralini hesaplayiniz.
-1

Coziim : Once f(x) = x° — 4x + 3 ifadesinin isaretini inceleyelim.

Tablodan da goriildiigii gibi —/ =sx</ ve 3=<x=4 igin x> —4x +3=0
dir. Dolayistyla bu araliklarda |x? — 4x + 3| = x? — 4x + 3 olur. / <x < 3 igin
x° — 4x + 3 < 0 oldugundan, bu aralikta |x> — 4x + 3| = — (x> — 4x + 3) dir.

Dolayistyla
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4 1 3 4
flx2—4x+3ldx= f|x2—4x+3Idx+f|x2—4x+3ldx+flx2—4x+3|dx
-1 -1 1 3

1 3 4
e f(x2—4x+3)dx—f(x2—4x+3)+f(x2—4x+3)dx
-1 1 3

_20,4,4_28
=3t373=3

olacaktir.

4
ORNEK : f xI*l gx integralini hesaplayiniz.
1
Coziim : < x <2 igin [x]=1, 2=<x<3 i¢in [x] =2, 3=x<4 igin

[x] = 3 oldugundan

4 2 3 4
fxﬂxﬂdxzfxdx+fx2dx+fx3dx
1 1 2 3

19 175 619

_3.,19 175 _619
=2t3t 4T

bulunur.

Simdi f nin F ilkel fonksiyonunun 6zelliklerini veren iki teoremi ispat edelim.

TEOREM 7.16

f, [a, b] — R fonksiyonu integrallenebilir olsun. [a, b] tlizerinde
X
F(x)= [ f(r)r (7.35)
a

esitligi ile tanimlanan F fonksiyonu f nin siirekli oldugu her noktada tii-
revlidir ve

F'(x) = fix)
dir.

Ispat : £ fonksiyonu x noktasinda siirekli olsun. / > 0 igin

x+h X
w—fw:ﬂf f(r)dr—ff(f)d’]‘f(’”

a

x+h

:é[ / f(t)dt}—f(X)

x+h x+h
yazilabilir. % f dx = 1 oldugundan f(x) = % f f(x)dt yazilabilir. Bu du-
X

rumda x



Belirtili Integral 275

x+h xth
w_f(x):%f f(t)dt—%f Ax)d
x+th

=5 ) [A)=fx)]de

1
h
X
olur. Her iki tarafin mutlak degeri alinirsa, Teorem 7.8 den

x+h

POt M ZFC) | <L) )t

ZEG) g

yazilabilir.f, x noktasindasiireklioldugundan V&> 0 i¢in 38>0 6yleki |t—x| <0
sartin1 saglayan her ¢ € [a, b] icin | 1) — fAAx)] < e kalir. & > § segersek
|t —x| <& olacagindan

F(x+ h}z —F(x) 1x)

bulunur ki, bu
lim F(x+h)—F(x)
ho Ot h

= f(x) (7.36)

oldugunu gosterir. Eger 4 < 0 ise, benzer yolla

. Flx+h)—F(x
i PRIy (737)

oldugu gosterilebilir. (7.36) ve (7.37) den

F(x) = flx)

bulunur.

TEOREM 7.17

Eger f:[a, b] — R fonksiyonu siirekli ise her x € [a, b] i¢in F'(x) = f{x)

olacak sekilde [a, b] lizerinde tiirevli bir /' fonksiyonu vardir.

Ispat : f siirekli oldugundan, x € [a, b] olmak iizere, her bir [, x] araliginda

integrallenebilirdir.

F(x)= fxf(t)a'z (7.38)

a

denirse, Teorem 7.16 den F her x noktasinda tiirevlidir ve F'(x) = f{x) dir.

(7.38) esitligi ile tamimlanan F fonksiyonuna f nin belirsiz integrali de denir.
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Simdi integral isareti altinda degisken degistirmemize imkan saglayan bir teo-

remi ispatlayalim.
-

TEOREM 7.1

@ : [a, b] — R siirekli tiireve sahip bir fonksiyon ve f de ¢ nin goriintii

kiimesi tizerinde siirekli ise :
b b
[ Ao(e)o ()= [ fx)dx (7.39)
a (a)

dir.

ispat : £ nin belirsiz integrali F olsun. Su halde
F'(x) = fix)

dir. G(x) = F((x)) denirse
G'(x) = F'(9(x)) - 9'(x) = flp(x)) ¢'(x)

bulunur. Buradan

b b
J flo(x)e'(x)dx = [ G'(x)dx = G(b) = Gla) (7.40)
bulunur.
b) o(b)
[ A= [ F(r)di=F(o(b)-F(o(a))=G(b)~Gla)  (7.41)
o(a) o(a)

olacagindan (7.40) ve (7.41) den (7.39) esitligi elde edilir.

1
ORNEK : f V1 —x?dx integralini hesaplaymz.
0

Coziim : f{x) = vI—x* dir. @(t) = sint alahm. sint = 0 =t =0 ve

sint=1=t= % oldugundan a =0 ve b = % dir.

A@(0)) =fAsint) = V1 —sin® 1 = cos®t =1 cost|

olur. 0<t < % icin cost = 0 oldugundan f{g(f)) = cost olur. Buna gore

%

1—x cos*tdt = (1+cos2t)dt = é(t+§sin2t) ) =

N~
o
\w\:

&
1]
S —uy

T
4
0

bulunur.
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/3
ORNEK : f v 1+x2 xdx integralini hesaplaymniz.

Céziim : [ + x? = ¢ denirse 2x dx =dt olur. x = 0 igin =1 ve x=+v3 icin t =4

olacagindan

/ 2 - / — 432 _7
Of I+xxdx Zlf rdr=3t { 3(8 1) 3
bulunur.

Bazi integralleri hesaplarken birden fazla degisken degistirmesi yapmak gere-

Zn(] +x )

ORNEK : A= f integralini hesaplayiniz.

Coziim : x = tan ¢ degisken degistirmesi yapilirsa,

A= In(1 + tan @) do

S
'\A»I?-l

P oldugundan

Integrali elde edilir. tan ¢ = cos

n T
4 4
A:/ln[cos(p-‘rsin(p | do — 0flncos(pd(p

bulunur. Slmdl son integrali ¢ = % 0 dontsiimiini yaparak hesaplayalim.

E

n n
f4 Incos @ do = f lncos > do= f4 JCR L] 9 + sin® do
0 0

(=]
\M:l

n(cos® +sin®) de — % Inv2

bulunur. Bu deger yukarida yerine konursa

|2

i 4
A:/ln[cos(p-l-sin(p]d(p—fln[case+sin6]d6+§ln/§
0 0

bulunur. Integralin degeri integral degiskenine bagli olmadigindan birinci ve

ikinci integraller esittir. Buna gore asagidaki esitlik yazilabilir.
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1
I+
f—ln( x)dxz%ln«/ =% in2
0

1+x2

ORNEK : 0 < o< 7 igin

T .
/ Xsinx dx = oL
0 V1 + tan®ousinx tano.

oldugunu gosteriniz.
Coziim : x = — ¢ donistimiini yapilirsa

P (n—1t)sin(n—1)

xsinx :f
1+ tan?asin®x 0 \/1 + tan? o sin’ (m—1)

T . T .
nf sintdt _ f tsint dt
0 V1+1an? ousint 0 Vi 2
T

—
Il
Ov\.:‘

+ tan®o.sin®t

_ f sint dt
=n | ——r——-1
0 1+ tan? o sin® ¢t

bulunur. O halde

T
Ef _sintdt
2 0 1+ tan?o.sin®t

olur. cost =-u deglsken degistirmesi ile

_ T

T2 f «/]—Hanoc(]—u)

bulunur. u = “in a degisken degistirmesi yapilirsa
sinoL .
=2 / arcsin® Slrlla
2 fana 22 tan o —si
—sinol ‘/1 9 sina
__n on
T 2tano (ot o) =7ag

elde edilir. Simdi o ya baz1 6zel degerler verelim. Ornegin o = % ise

f _oxsinx J‘C_2

V1+sin? x

bulunur. o ya buna benzer gesitli degerler verilebilir.

Bazi durumlarda f nin ilkeli olan F fonksiyonu bulunmadan da integral he-

saplanabilir. Simdi buna bir 6rnek verelim.
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3v sin?x dx
sin?x +¥ co

Yy
2
ORNEK : 1 = f T3 mtegralini hesaplayiniz.
0

Coziim : x = % —t donistimii yapilirsa

m
2
_/‘ 3«/ cos xdx
- 3/ 20 13/ 2.
0

cos x+ sin®x

bulunur. Verilen integral ile bu integral toplanirsa

¥ sin%x dx / ¥ cos?x dx
Ve

3«/sm x+3\/cos X 0S x+3x/sm X

cos x Sll’l X

=
-/

n

2

cos x+ sin? x f
+ 0

bulunur. Dolayisiyla Iz% diir.

ORNEK : f: [-a, a] = R fonksiyonu siirekli olsun.

a
(a) f tek fonksiyon ise f flx)dx =0 dir.

—a

a a
(b) f sift fonksiyonise [ flx)dx=2 [ flx)dx dir.
—a 0
Gosteriniz.

Coziim : 1= /qf(x) ff f (x)dx=1,+1, olsun.

I, integralinde x = —¢ degisken degistirmesi yapilirsa, integralin degeri degis-

kene bagli olmadigindan

b a a
— [ f=t)dr= [ f=t)de= [ fl=x)dx
0 0

a
yazilabilir. O halde

1= [ e+ f fmx)de = [ L)+ A=) d
0 0

olur.
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(a) f tek oldugunda fl=x) =—fx) olacaglndan

ff(xdx_[[() f(x) dx_dex 0
0

olur, ™

(b) f cift fonksiyon olsun. f(—x) = flx) oldugundan

a

f fx / ) + = )lde = [ 1)+ n)lae =2 [ e
0 0
bulunur.

Simdi de belirli integraller i¢in kismi integrasyon formiiliinii verelim.

TEOREM 7.19

f ve g, [a, b] araligi iizerinde siirekli ve [a b] de tiirevli olsunlar.

f Ax)g’ (x)dx = f(b)g(b f £l (7.42)
d1r.

ispat : d%[f(x)g(x)] =f"(x)g(x)dx = f(b)g(b)—f(a)g(a) oldugundan, integral

hesabin esas teoremi geregince

b
[ 1Ax)g" () + £ (x)g(x)]dx = f(b)g(b) ~ f(a)g(a)

yazilabilir. Buradan

b

[ fx)g (x)dx+ f F(x)g(x) dx = f(b)g(b) - fla)g(a)

a

olur. Su halde (7.42) bagintis1 dogrudur.

u = flx), v=g(x) yazilirsa, yukaridaki esitlik

b

b b
fudvzwv —f v du

a q

a
seklinde de ifade edilebilir.

e
ORNEK : f Inx dx integralini hesaplayiniz.
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Coziim : f(x) = Inx, g(x)=x alinirsa (7.42) den

e ¢ e e
flnxdx=x~lnxI—fdx=e~lne—].ln]—x dx =1
1 i ]

olur.

|
ORNEK : 1 = f (1—-x2)"dx integralini hesaplaymiz (n € N).
0

Coziim : x = sint degisken degistirmesi yapilirsa, (7.42) den

n n
1 2 2
f([—xz)ndx=/0052”+1xdx:f0052"x~cosxdx
0 0 0

TIZ

T

2

21 -1

= sinx cos? f n sin?x cos®~ 1x dx
0 0

(1 - coszx)cosz"_ Ly dx

n
2
cos?~lx dx—2n f cos+ 1y
0

olur. Buna gore
/i
2
f cos™Flx dx = 2n
0
yazilabilir. Son integral basa alinir ve her iki taraf 2n + / ile boliiniirse

L
2
cos*lxdx—2n f cos?* 1y dx
0

o
\I\J\F\

Sl

2n+1

cos xdx = f cos?lx dx

2n
2n+1
0

(=]
\N\ﬁ

indirgeme formiilii elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

7 7
2+ 1y gy = 2n -2 -3,
[ cos? lxdx =52 T2 [ cos?
0 0
n
2
__2n 2n—2 2n—4 2
=on+1 =1 2n—3"30f””d"
2
2n 2n—2 2n—4 2_2%(n)

T2n+12n—=12n=3"3" (2n+1)!
bulunur. Su halde
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1 2n 2
221 (nt)
2\ e =
J ==
0
olur.
Integral hesabin ortalama deger teoremi TEOREM 7.20

f ve g [a, b] araliginda tanimli ve g ile fg bu aralikta integrallenebilir
olsun. g, [a, b] lizerinde her yerde ayni isaretli ve f sinirliise [inff, sup f]

arahglnda Oyle bir k& sabiti vardir ki

f fx) g(x)dx =k f (7.44)

dir. Eger f fonk51y0nu [a, b] de siirekli ise [a, b] araligindaki en az bir
x, noktasi igin

b

b
[ ) g(x)dx = f(xg) [ g(x)dx (7.45)

a

olur.

Ispat : m =inf f ve M =supf diyelim. [a, b] araliginda g(x) = 0 olsun. Bu

taktirde

m - g(x) = flx) - g(x) = M - g(x)
yazﬂabilir Buradan

f dx<ff g(xdx<M[

elde edlhr. Su halde m ile M arasmda Oyle bir & sayist vardir ki

b b

[ Ax)g(x)dx =k [ g(x)ax

a a

olur. [a, b] tizerinde g(x) < 0 oldugunda ispat benzer sekilde yapilir.

£, [a, b] iizerinde siirekli oldugunda, sup f ile inf f arasindaki her degeri,
dolayistyla & sayisini, en az bir defa alir. Yani [a, b] de Oyle bir x, noktasi

vardir ki f{x,) = k dir. Bu deger yukarida k yerine yazilirsa
b
f Ax)g(x)dx = f(xg) [ gx)dx
a

esitligi bulunur ki bu ispat1 tamamlar.
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b
Eger f g(x)dx =0 ise (7.44) esitligi asikar olarak saglanir.
b
f g(x)dx#0 ise
a

b
/f(x (x)dx

k= fbg(x) N (7.46)

olur. Ozel olarak V x € [, b] igin g(x) = I alimrsa

(7.47)

bulunur. Bu degere f nin [a, b] araligindaki ortalama degeri veya varyansi

denir.

ORNEK : f(x) = 2 + sinx fonksiyonunun [—% %] araligindaki ortalama

degerini bulunuz. Fonksiyon bu degeri hangi noktada alir?

Coziim :

T

J_C:bia fz(2+sinx)dx=%[(2%—605%)—(—2%—c03_7n>]
n
2

olur. 2+sinx=2 = sinx=0 = x=0€ [—% %] oldugundan fonksiyon bu

ortalama degeri x, = 0 noktasinda alir.

TEOREM 7.21

f ve g, [a, b] lizerinde tanimli fonksiyonlar, g= 0, fg ile g integrallene-
bilir, / sinirli ve

ms<inff<ssupf<sM

] arahgmda oyle bir ¢ noktas1 vardir ki

[a,
b
[ #x)g(x)dx = m f g(x)dx + M f (7.48)

ise,

dir.
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ispat: G : [a, b)) — R fonksiyonu

X

b
x)=mfg(z)dz+M fg(z)dz

a

seklinde tanimlayalim. G siireklidir. (Bak. B6liim problemleri 10) ve

min g < G(b f dt</f tSbeg(t)dt
a

= G(a) < maksG
dir. G siirekli oldugundan minG ile maksG arasindaki her degeri en az bir

b
kere alir. f f(t)g(t)dt bu degerlerden biri oldugudan G fonksiyonu bu de-

a

geri de bir noktada alir. Yani 3¢ € [a, b] Oyle ki

b
= [ f0)g(e)ar
a
olur. Diger taraftan

=mf dt+Mf (t)adt

oldugundan
b c b
ff(t)g(z)dtzmfg(t)dt+Mfg(t)dz
bulunur.

Yukaridaki teoremde f azalan bir fonksiyon ise M = f{a) , m = f(b) alinabilir.
Bu durumda (7.48) esitligi,

b c b
[ #1)g(t)dr=1b) [ g(t)de+fa) [ g(r)adr (7.49)

biciminde yazilabilir. Benzer sekilde f artan ise

c b

b
[ He)g(e)de=fla) [ g(e)di+1(b) [ g(t)di (7.50)

a c

yazilabilir.
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BAZI LIMITLERIN INTEGRAL YARDIMIYLA HESABI

Bu kesimde bazi 6zel tipteki limitlerin integraller yardimiyla nasil hesaplana-

cagini gorecegiz.
TEOREM 7.22

Eger /' :[a, b] — R siirekli bir fonksiyon ise
b
)= [ flx)dx (7.51)

T 2=
n— oo

dur.

ispat : [a, b] aralizim n esit parcaya bolelim. Her bir alt araligin uzunlugu Ax = ==

a
aliirsa

dir. xz=a+kb;

boa)

olur. Sol taraf f nin [a, b] araligindaki integrali oldugundan (7.51) dogrudur.

lim Zf(xZ)Axk—

IPl-o

Ozel olarak a =0, b =1 alinirsa

1 (7.52)
Jim_ L Z A%)= [ (x)ax
0
bulunur.
. ] ( 1 2 n— )
ORNEK nl m gp\en +en+..+e n +en) liminitini hesaplayiniz.

bulunur.

ORNEK : p =2 igin Lim (ﬁ+ P j_ 5.t p] ) limitini hesaplayiniz.
o 1 1 1 (1 )i 1
COZum. m+m+...+ﬁ—<7n+1 7n+2+...+2n>

i i i I
+(2n+1+2n+1+ +3n>+ o
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< 1 a 1 a 1

_k§1n+k+k§ n+k +k§1( “ntk

p=1, 5 p—1 n

r=1 </§1 m+k r§1 ( kzz:l r+k)

oldugundan
o I LV 1
Jim (gt it ) = Z( WZ (k))
r=1 = ﬁ

:pz_:l ([ ! dx)zpz_: [in(r+ 1)=Inr]=lnp

bulunur.

Daha 6nce boliim 3 de (ﬁ +o _{_ AR ) dizisinin yakinsak oldugunu

gostermigtik. Simdi bu dizinin limitini bulalim.

. 1 1 1 1 1 1 1
lim <7 ) lim + +..+
n-oo\n+1 n+2 2n n—oo N ]+% 1_'_% 1_,_%
1
1 <& _ 1
EZ k = [ 7iy
= + o 0
1
=lnll+x!|
0
=n2—-Inl=In2
olur.

Bu sonug bir 6nceki 6rnekte p =2 konularak da bulunabilir.
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PROBLEMLER 7.1

Asagidaki esitliklerle tanimlanan fonksiyonlarin [/, 3] 7.

araligindaki integralini hesaplayiniz.

ORI BRI

b. f(x) = [~x] f.f(x) = [x]+ Hx + %ﬂ

e.f(x) = 2[x] g f(x)=[2x]

¢.f()=[x] & f(®)=[x]+[=x] )
d.f ) = [2x] hse0=[3]

b b
[ Ixlax+ [ [-x]dx=a-b

oldugunu gosteriniz.

¢ n(n—1)
VnEN igin f[[x]]dx= >

0

oldugunu gosteriniz.

X
x=0 i¢in f(x)= f [¢]dt olsun. f fonksiyonunun [0, 4]
0

araligindaki grafigini ¢iziniz.

2
[ Plax=5-v2-43
0
oldugunu gosteriniz.

9
a. f [[«/7 ]I dt integralini hesaplayiniz.
0

n2

b. Vn €N igin / ﬂﬁﬂdt=w
0

oldugunu gosteriniz.

integral tanimindan yararlanarak asagidaki integralleri

hesaplayniz.
1 1 1

a x dx b /xzdx c fx3dx
04 Oio 0

d. [ erdx e. [ 2%dx
0 0

Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

8
a. [ (V2x +¥x)de =192

0

6
b [ ¢x—2dx=%
2

1
x dx 9
| ==l
¢ / X2+ 3x+2 "'s

4
__dx  _, 4
d'éf x2—3x+2_ln3

1 3
x’dx _ m
"'Ofx8+z‘16

sn
4 .

i f sin2xdx __ _m

’ E costx +sintx 4
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. x
) f xlnx o2
@
T
4
k. ftanxdx 0
n
T4
a/3
/ dx __ 1
a’+x* 12a
a
a
2
X a
m [ s de=4(n-2)
0
P
x
. —F———=2—1In2
! sz Jox+1

]+azsin2x: 2/ 1+a2

p +3 dx—4 T
2+7
(14227 4
2
=Jl _ i
X dx—/}—§
[
sm(xn x) dx=1—cosl

9.  Asagidaki esitlikleri saglayan ¢ = 0 sayisini bulunuz.
@ [

a.fx(]—x)dx=0 b.f|x(]—x)|dx=0

0 0

2 <y < i
10. f(x)={x’ 0<x<1] z.se
2—x, 1<x=<2 ise

olduguna gore f f(x)dx integralini hesap-

layiniz.

11.  Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

1 |
a. f XM (1—x)"dx = fx”(]—x)mdx

0 0

1
1 x
dt dt
b. = >0
/]+t2 1/‘ 1+12 =0

12. f veg, [a, b] lizerinde integrallenebilir olsun.

Y x € [a, b] icin fix) =< g(x) ise

b b
/ Alx)dx f ) dx dir, gosteriniz.
a

a

13. f:[0, I1 — R fonksiyonu siirekli olsun. Asagidaki

bagintilarin dogrulugunu gosteriniz.

n

n 2
a./ f(sinx)dszff(sinx)dx

o
2

n
2 2

b.f flsinx) dx = ff(cosx
0 0

T
x - f(sinx) I%ffsmx dx
0

flsinx)cosx dx =0

s
O\:‘ O\:‘



14. f :[-a, a] — R fonksiyonu siirekli olsun.

Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gésteriniz.

a

o | £ax= [ 170 +r (oas
0

—a

b. faf(xz)dx=2faf(x2)dx
—a 0

® / xf (xz) dx =0

15. Siirekli 1 fonksiyonu ¢ift fonksiyon oldugunda

E

2
f(cosx)dx =2 f f (cosx)dx
0

I

o

0

olacagini gosteriniz.

16. Asagidaki esitliklerle tanimlanan f* fonksiyonlarinin
karsilarinda yazil1 araliklardaki ortalama degerini he-
saplaymiz. Ortalama deger teoreminde sozii gegen x,

noktasini bulunuz.

a. flx) = x2 [0, 1]
b. fix) =a + bcosx [, x]
c. fix) = sinx [0, «]
d. flx) = Vx [0, 4]

17. f: [a, b] — R siirekli ve Vx € [qa, b] igin f{x) = 0 olsun.

b
[ #x)dx=0 « Vx&lab] icin flx) =0

6nermesinin dogrulugunu gosteriniz.
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18. Asagidaki esitliklerle tanimlanan f fonksiyonlarmin
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[0, %] araligindaki integralini hesaplayiniz.

a. fix) = sin?" t 1 x b. fix) = sin” x

fx) = cos"x

19. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

a.lim(”+”+”+ ”)zE
n=oo\n2+1 n?>+4 n’+9 n*+n?) 4
n n/,2 n/,n—1
b_nlimm<l+ﬁ+ven+...+ve )ze_]
n—1I)x
. sin%-i—sin%-i—...-i—sin%-ﬁ-sin% 2
c. lim = =%
n— oo
N e L e L |
= >
o fim TS w7 (20)

5 O n n n
d#%ﬁ(”x/nu +/ ks +---+\/m)=2

)

. n T 2n (n—I)m
e. nlimo0 n (1 + cos o + cos5 - +..+ cos——

20. Asagidaki integralleri hesaplaymiz.

2 b
a.f‘x3—3x2+2x’dx b. f‘cos%‘dx
0 -7
T
c. flsinxfcosxldx
0
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oldugunu gosteriniz.

1
2
f cosxlnl

X dx integralini hesaplayiniz.

1
2

Ikinci dereceden dyle bir p polinomu bulunuz ki

1
p0) =p(l)=0 ve f p(x)dx = 1 olsun.
0

b
[ Ax)ax=

gosteriniz.

|
(b—a) f fla+(b—a)x]dx oldugunu
0

£, [a, b] tzerinde integrallenebilir olsun. k£ = 0 i¢in

b ] kb
J =g [ o5)a
a ka

oldugunu gosteriniz.

f siirekli bir tek fonksiyon oldugunda
T

f flcosx)dx =0
0
olacagini gosteriniz.

Siirekli f : [a, b] — R fonksiyonu igin

b
f f(x)dx =0 ise fonksiyonu (a, b) araligiin en az
a

bir ¢ noktasinda sifir degerini alir; gosteriniz.

D

10.

11.

SIE

bcos3x + asin’®

3 o 3
I=f acos’x+ bsin dx ve sin>x
cosx + sinx

cosx + sinx

o
\-M\?-\

integrallerini hesaplayiniz.

R fonksiyonu pozitif tanimli ve siirekli bir

S0 1] =

fonksiyon olsun.

 fx)
f =

mtegrahm hesaplaymiz.

f :[a, b] — R fonksiyonu [a, b] de integrallenebilir

olsun.

~ [ str)a

esitligi ile tanimlanan F  fonksiyonunun siirekli

oldugunu gosteriniz.

f fonksiyonu siirekli ve tersi bulunan bir fonksiyon

olsun.

Inx
| A=
0

olduguna goére f{x) ifadesini bulunuz.

12.

f, R tizerinde siirekli ve a < b olsun.

b
glx) = f fx+1)dt

olduguna gore g'(x) tiirevini bulunuz.
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13. x=1-cos’u degisken degistirmesi yardimiyla 19. f ve g, [a, b] lizerinde siirekli ikinci tiirevlere sahip
_1

_ : 2+x%
I_f (1—x> &

) fla) = g(a) =f(b) = g(b) = 0 oldugunda

integralini hesaplayiniz. & 5
[ (x)g (x)dx= [ f7(x)g(x)dx
14. x = sinu degisken degigfirmesi yardimiyla a a

1 5 esitliginin gergeklenecegini gosteriniz.
f xm (1 —x2)" dx = / sin™x cos?" Lxdu
0 0
oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak

1
f x3(1— xz)lo dx integralini hesaplayiniz.
0

fonksiyonlar olsun.

20. Asagidaki esitliklerden f{x) ifadesini bulunuz.

a.](x)=n(]+ff(l‘)dt) b. f(x):l—fxf(t)dt
1 0

15. f :[a b] araliginda integrallenebilen bir fonksiyon 21.  Asagidaki limitleri hesaplaymniz

olsun. [a, b] de

VX x D)
0 b .
f f(x)dx = ff(x)alx f sin(£3)dt (fe’zdt)
9 a. limO 073 b. xlimoo 0)(7
olacak sekilde bir 6 sayisinin varhigini gdsteriniz. - % f 222 gy
0

22. Asagidaki esitsizlik]erin dogrulugunu gosteriniz.

16. Asagidaki integralleri hesaplayiniz. P

Zrc
</ 5+ZCosx <?

T b. T
f ‘sinx—cosx‘dx f | sinx + cosx | dx
0 0

a.

1
b.3<f¢9+x2dx<m
0

17. a<b ve f, [a, b] lizerinde siirekli ise

b T - T
f[f(x)—f]dsz 23. fxf smx)dx—jf sinx)d.
0 0
a
oldugunu gosteriniz.
olacagini gosteriniz. Burada -,/ nin [a, b] araligindaki
f Bundan yararlanarak f w integralini

ortalama degeridir.

hesaplaymniz.
2 (m— DI g
18. a <b ve f, [a, b] lizerinde siirekli olsun. . T % . (mmi”) m ¢ift ise
’ f xsin™x dx = N
o (m—1)!! )
d 2 T mtekise
[ LAx)— k]
a oldugunu gosteriniz. Burada
integralini minimize eden & sabitini bulunuz. @n)ll=2-4-6-..(2n),

@n+ DN =1-3-5-..Cn+1)

dir.



25.

26.

27.

28.
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[0, 1] araliginin bir par¢alanmasi

1 2 3
Pnz{O,ﬁ,ﬁ,ﬁ,...,]}

dir. Vm > n i¢in P, nin P_ den daha ince oldugunu

gosteriniz.

[a, b] aralig1 tizerinde tanimli f'(x) = ¢ sabit fonksiyonu

veriliyor. Her P pargalanmasi i¢in
U(f, P)-A(f, P)=c (b—a)

olacagini gosteriniz.

P ve Q, [a, b] araligmimn her hangi iki parcalanmasi

olsun.
A(f, P)< U(f, P)

oldugunu gosteriniz. Burada f herhangi bir simirh

fonksiyondur.

f:[a, b] — R bir siirekli fonksiyon olsun.

b
a) flf(x)IdXZO@VXE[a,b] igin f(x) = 0 dur.
a
onermesinin dogrulugunu gosteriniz.

b)  Onermedeki mutlak deger kaldirldiginda dnerme

dogru olur mu? Cevabiniz evet ise ispatlaymniz.

Hayir ise bir karsit 6rnek veriniz.

29.

30.

31.

32.

A= {% ,nE N} olmak tizere
1, x€ Aise

0, x & A ise

fonksiyonu veriliyor.

Sflx) ={

a)  f,[a, b]iizerinde integrallenebilir mi?

1
b) f f(x)dx integralini hesaplaymiz.
0

£, [a, b] tizerinde stirekli bir fonksiyon olsun.
@
Ve € [a,b] igin ff(x)dx =0
0
olmasi i¢in gerek ve yeter sartin

Vx € [a, b] icin f'(x) = 0 oldugunu ispatlaymiz.

[0, 1] aralig1 n esit parcaya boliiniiyor. Bu pargalanmaya

gore f(x) = x fonksiyonu icin alt ve iist toplamlari

1
hesaplayiniz. f xdx = é oldugunu gosteriniz.
0

b2

53

sin’x
/7' 5 S+ dx
g Sin°x + cos’x

integralini hesaplayimiz.
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Belirli Integralin Uygulamalar

m ALAN HESABI

Eski Babiller, bir gember gibi dogru pargalartyla siirlandirilamayan diizlem-
sel bolgelerin alanlarmin tahmini ile uzun siire ilgilenmislerdir. Bu tip alanlarin

bulunmasina yonelik modern yaklasim belirli integrallerle yakindan iliskilidir.

8.1.1. KARTEZYEN KOORDINAT SiSTEMiINDE ALAN HESABI

a) y = f(x) egrisi; x = a, x = b dogrulari ve x— ekseni tarafindan sinwrlanan bélgenin alani

y=f{x)

y=£(x)

£, [a, b] araliginda pozitif taniml1 ve siirekli bir fonksiyon ve [a, b] araliginin
bir pargalanmasi1 P = {x, , x; , X, , ... , x,} olsun. Hesaplanmas: istenen alan,
yaklasik olarak, taban uzunluklari Ax, , yiikseklikleri f(x}) olan dikddrtgenle-
rin alanlar1 toplamma esittir. Burada x , (x, _,, x,) araliginda herhangi bir

noktadir. Su halde s6zkonusu boélgenin A alani i¢in
n
A= z f(xZ)Ax k
k=0

yazilabilir. Ax, araliklari ne kadar kiigiik segilirse, yani P pargalanmasi ne ka-

dar ince segcilirse yaklasiklik o kadar iyi olur. Buna gore

n
A= lim f(x7)Ax
IPl=0 &=o” F K

yazilabilir. Sag taraftaki limit, /' fonksiyonunun [a, b] araligindaki integrali

olacagindan

A= [ fedx (8.1)
bulunur.
[a, b] arahiginda f{x) < 0 ise s6z konusu dikdortgenlerin yiikseklikleri —f(x})

olacagindan

b
A= / —f(x)dx (8.2)
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olur.

(¢) Eger f fonksiyonu [a, b] araliginin bazi yerlerinde pozitif, baz1 yerlerinde
negatif ise fonksiyonun pozitif ve negatif oldugu bolgelerdeki alanlar ayr1 ayri
bulunup toplanir. Ornegin f fonksiyonu (a, ¢) araliginda pozitif, (c, b) araligin-

da negatif ise

A= /a(' f(x)dx—i—/cb—f(x)dx (8.3)

olacaktir. Buna gore, (8.1), (8.2), (8.3) formiilleri géz oniine alindiginda alan

formiilii olarak
b
A :fa | flx)|dx (8.4)

verilebilir.

Benzer sekilde, x = g(y) egrisi, y =c¢, y =d dogrular ile y—ekseni tarafindan

siirlanan diizlemsel bolgenin alant

A:fcd

olacaktir.

g(y)|dy (8.5)

ORNEK : y = 4x — x? egrisiyle x—ekseni arasinda kalan bolgenin alanini he-
saplayiniz.

Coziim: 4x— x> =0 = x(4-x) =0 =x,=0, x,=4
bulunur. Egri x—eksenini (0, 0) ve (4, 0) noktalarinda keser. Buna gore

4 4
34
A=0ff(X)dx=6/(4x—x2)dxzng_%J)

ORNEK : y =§ egrisix =1 ve x =t (t> 1) dogrulari ve x—ekseni tarafin-

dan siirlanan bolgenin alanini bulunuz.
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y=Inx

-1

Céziim : A= A() = ﬂé\dxzfgdx:zmmi:zm
1 1

olur. Su halde her bir ¢ sayisina pozitif bir A(z) sayist karsilik gelmek-
tedir. Bu alan /nt oldugundan logaritma fonksiyonu integral yardi-
miyla ve dolaysiyla A(#) alam1 yardimiyla tanimlanabilir. A(#) alani-
na ¢ nin dogal (tabii) logaritmas:t denir ve logaritmanin Ozellikleri bu
alanin 6zelliklerinden elde edilebilir. Ornegin, 4(1) = 0 oldugundan /nl= 0

oldugu soylenebilir.

ORNEK : y = Inx egrisi, y = 0, y = I dogrular1 ve y—ekseni tarafindan sinirla-

nan bdlgenin alanimi bulunuz.

Coziim : y = Inx < x = ¢’ oldugundan

1 1
A=0f‘ey‘dy=ofeydy:eyj)=e—eo=e—1

br? olur.

ORNEK : y = x? egrisi, x = —1, x = I dogrular1 ve x— ekseni tarafindan smnir-

lanan diizlemsel bdlgenin alanini hesaplayiniz.

Céziim : f (x) = x? egrisinin grafiginden de anlasilacag: gibi, x < 0 igin
f(x)=x3<0 vex>0 icin f(x)=x3>0 dir. Suhalde

A:[I|f(x)|d9€=£i|x3‘dx=[?_x3dx+£1x3m
x4 0
7!

1

=2

41
1 40

+

A~
A~

br? olur.

b) y =f(x), y = g(x) egrileriyle, x = a ve x = b dogrular: tarafindan sinirlanan bélgenin alani

(i) [a, b] araliginda f'(x) = g(x) ise, alanlarin hesaplanmasinda kullanilan dik-
dortgenlerin yiikseklikleri 4(x}) = f(x})— g(x}) olacagindan istenen alan, yak-

lasik olarak,

n

A=) h(xy)Ax, = Zn: [flxp) —g(x})]Ax,
k=1 k=1

olur.

P pargalanmasi ne kadar ince alinirsa yaklasiklik o derece iyi olur. Par¢alanma-
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- - i, (b
nin normu sifira yaklastirildiginda sag taraftaki ifadenin limiti f [f(x) = g(x)]dx
a
integrali olacagindan istenen alan

A= /a‘b [f(x) — g(x)]dx (8.6)

olur.

(b) [a, b) araliginda f (x) < g(v) ise h(x}) = g(x}) —f(x;) =—[ f(x}) ~ &(x})] ola-

cagimdan
A== [0 - glax = [ g0 pw)ax (8.7)

olur.
(c) [a, b] araliginin baz1 yerlerine f(x) < g(x), baz1 yerlerinde f(x) > g(x) ise
h(xy)= | Axg)—g(x}) ‘ olacagindan, sdozkonusu alan yine

A= [’| Fx) = g(x)|dx (8.8)

olacaktir. Suhalde [, b]araliginda f ve g nindurumlarineolursaolsun,y =f(x),
y = g(x) egrileri ile x =a, x = b dogrulari tarafindan siirlanan diizlem par-

casinin alani
A= ?| fe) = g (x)|dx (8.9)

olacaktir.

Benzer sekilde, x =u(y), x =v(y)egrileri, y =c ve y =d dogrulari tara-

findan smirlanan diizlemsel bdlgenin alaninin
d
A =f lu(y)—v(y)|dy (8.10)
c
olacagi aciktir.

ORNEK : y = x7 egrisi ile y = x dogrusu tarafindan sinirlanan diizlemsel bol-

genin alanimi bulunuz.

Coziim : S6z konusu alan yandaki sekilde gdsterilmistir. y = x7 egrisi ile
y =xdogrusu (-1, 1), (0, 0)  (1,1) noktalarinda kesisirler. Su halde buluna-
cak alan, y = x% egrisi, y =x, x = —/ ve x = I dogrular tarafindan sinirlanan
alan olacaktir. Sekilden de goriilecegi gibi (~/, 0) araliginda x* > x ve (0, 1)

arahiginda x > x3 tiir. Su halde
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A= [l o—xlie= [Pa- it [~

4 2 0 2 4\ 1
(2t a2 X2 a1 11
_(4 2>_'1+<2 4)&‘4*4—2

Alanlarin simetrik olusundan yararlanarak, sz konusu alan

1
_ e A _ 1,2
A_zof(x x)dx=2-4="%br

seklinde de hesaplanabilirdi.

Ay ORNEK : y = x? parabolii, bu parabole (/, /) noktasindan ¢izilen teget ve y—
y=x? ekseni tarafindan sinirlanan bdlgenin alanini bulunuz.
> x Coziim : Once y = x? egrisine (I, 1) noktasindan ¢izilen tegetin denklemini
bulalim.
y=2x-1
Y=y ="y (x—xp)
formiiliinden y — / =2 -1 (x — 1) = y = 2x — [ bulunur. Su halde problem
y = x? parabolii, y = 2x — I dogrusu ve y— ekseni dogrular1 tarafindan smirlanan
bolgenin alanin1 bulmaya indirgenir. Buna gore;
1 1 1
A =6/‘Ix2—(2x—1)ldx =6/(x2—2x+ 1)dx=0/(x—1)2dx=§(x—1)3j)=§
br? olur.
8.1.2. KUTUPSAL KOORDINATLARDA ALAN HESABI
Kutupsal koordinat sistemindeki denklemi r=f{¢)olan egriyi gbz oniine alalim.
r = f (o) egrisi ile ¢ = a ve ¢ =  dogrularn tarafindan sinirlanan diizlemsel
& ‘,;\@ bolgenin A alanini bulalim.
T
@ € [a, B] icin f () = 0 ve f bu aralikta siirekli olsun. @ = o ve ¢ = § dogru-
™ S ‘ larinin olusturdugu agiy1
S (P=a>x a:¢0<¢1<,,_<@n71<(pn26
0
seklinde parcalayalim.
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M =sup {f(@): €@, @1}
m=inf{f(@: oEo;, 9 l}
olsun. M, ve m, yarigapl daire dilimlerinin alanlar sirasi ile
% M} Ag, ve é m% Ag, oldugundan
kznllém%AckaA SkilM% Ap,
yazﬂal;ilir. [ stirekli oldug;undan integrallenebilirdir. Dolayisiyla alt ve {ist Ri-
emann-Darboux toplamlarinin | P |- 0 i¢in limitleri ayni olup é [ * P(g) do

integraline esittir. Su halde istenen A alani igin

_1 B, _1 (B,
A= | P@do=5 [ rdo (8.11)

yazilabilir.

ORNEK : r = a(l + cos @) kardiyoidi tarafindan smirlanan bolgenin alanini

bulunuz.

Coziim : Yandaki sekilde tarali olan bolgenin alani, istenen alanin yarisidir.

Buna gore
A=2% [T ag= " a>(1+cosj)? do
:azfon(] +2cosq+ cos?q)dy :%mﬂ

bulunur.

ORNEK : r = 2 ¢emberinin disinda, » = 2 (I + cos ¢) kardiyoidinin i¢inde
kalan bolgenin alanini bulunuz.

Coziim : [—% ) %] araliginda 2(1 + cos ¢) >2 oldugundan

T n
1 (2 1 (2
A=5 [2la=d(1+cosq)ldp=75 [ —[4—4(1+cos9)*|de
2 2
n n
ZZf; (ZCoscp+c0s2cp)dcp:4f02 (2cos @+ cos? ) do
2

n
=4f02[2c0scp+é(]+6052(p)dcp]=:rc+8

olur.
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ORNEK : Descartes Yaprag: denilen

Ay
K
2P =—
g ¥ +y3—3axy =0
. x egrisinin ilmegi tarafindan sinirlanan bdlgenin alanini bulunuz.
0
) Coziim : S6z konusu egrinin grafigi yanda verilmistir. Egrinin kutupsal koor-
\\O

dinat sistemindeki denklemini bulalim.

3acos @ sin@

3 cos3 © + 13 sin® © — 3a - in Q= =
cos’ @ sin> @ —3a-rcosrsing =0 =r o530 + im0

olur. Tarali kisim esas bolgenin yarisidir. (Neden ?)

n L, ) 2
o (4 o, o0 (4 SIN“Q-cosTQ
A=2-% de =9, a5 d!
2 £ rag=a £ (sin3@ + cos3)? ¢

olur. Pay ve payda cos® ¢ ile boliiniir ve tan ¢ = u degisken degistirmesi

yapilirsa
I tan?@ d
A=9a2 [* = 9q? [ U
“ vé (1+ tan (p)2 cos (p f(]+u3)2
3,2 3)-23.2 4 _ 3.2 -3 2
=3a /0 (1+u’)~=3u*du=-—3a (1+u) (I)—Za

bulunur.

ORNEK : r = 2 + 4 cos ¢ limagonunun iki ilmegi arasinda kalan bélgenin

alanini hesaplayimiz.

Coziim : Egrinin grafigi yanda verilmistir.

Ox— ekseninin {ist tarafindaki alan istenen alanin yarisidir. ¢ agist [0, ZTW] ara-

liginda degistikce (r, @) noktalart dis ilmek, [rc , 4%] araliginda degistikce i

ilmek tizerinde bulunur. Su halde istenen alan

] 2n ] 4n
—p 4L (3 2 . L [3 2
=2 {2 J7 rrde—5 [ d(p}
2n 4n
(3 ) 2 3 ! 2
—A (4+ 16 cos@+ 16 cos (p)d(p—# (4+ 16 cos ¢ + 16 cos* @) do

=(8n+6vV3)—(4n—6vV3)=4n+12V3

br? olur.
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8.1.3. EGRi DENKLEMLERININ PARAMETRIK OLARAK
VERILMESI DURUMUNDA ALAN HESABI

Parametrik denklemi, g tiirevlenebilir ve h siirekli olmak {izere,

{x=g(t)
y=nh(t)

olan bir C egrisi, x = a ve x = b dogrulari ile x— ekseni tarafindan sinirlanan

bolgenin alanini hesaplamak i¢in
b b
A:l If(x)ldx=£ ly | dx

integralini 7 cinsinden ifade etmek gerekir. y = h(¢), dx = g'(f) dt dir. ¢t nin a ve

b ye karsilik gelen degerlerine t, ve t, denirse

1)
A= [ @ @t (8.12)
4
olur.
.. X =acost
ORNEK : { bsi parametrik denklemiyle verilen elips tarafindan
y=bsint

cevrelenen bdlgenin alanini bulunuz.

Coziim : Once elipsin dortte bir parcasinin alanini bulalim.

T

x=0 icin t= 3, X=a icin t=0 olacagindan,

0
A:L blsint!|-(—asint)dt

)

E
:4ab£2 ]_ZOStht

=mab

o—n|a

_ a
=2ab (t 3 sm2t>

br? bulunur.



_ BOLUM S Belirli Integralin Uygulamalari

PROBLEMLER 8.1

1. Asagida denklemleri verilen egriler ile x—ek-
seni tarafindan sinirlanan diizlemsel bolgele-

rin alanini hesaplayiniz.

a)y=2+x—x° b) y =2x—x*

)y=x(x-1)(x-2)

2. y=sinx egrisi x =0 ve x = 2t dogrulari ve
x—ekseni tarafindan sinirlanan bdlgenin alani-

n1 hesaplayiniz.

3. y=[x],x =1, x = 2 ve x— ekseni tarafindan

siirlanan bolgenin alanini hesaplayiniz.

4. Asagidaki egriler tarafindan sinirlanan bolge-
lerin alanlarini hesaplayiniz.

2

a. y=x7 , y=%+2
b. y»=2x , x-y=4
c. x=y -4y , x=4-)°
dy=x—12x , y=x°

e.y=x> , y=x?
f. y=Vx,y=2v/x , y=x
g. y=vyx , y=x-2 , x=0

, y=0

O~

h.y=x?, y=x-1, y=
. y=cosx ,y=x+1,y=0
i y?=2x, x¥*=2y

joy=xi-2x*, y=2x*

k.y=|x|, y=x2—2

X 2 2 2 .
S.y=F vey=4-3x parabolleri tarafindan

sinirlanan boélgenin alanini hesaplayiniz.

2
egrisi ile y = x7 parabolii

6. y =
v 1+x2
tarafindan sinirlanan boélgenin alanini hesap-

laymiz.

7. y = sinx, y = cosx egrileri ile x = % ve x = %‘

dogrulari tarafindan sinirlanan bélgenin alani-

n1 bulunuz.

8. y = 4 — |x| egrisi, x—ekseni ve x = -2, x = 2
dogrular1 tarafindan sinirlanan bolgenin alani-

n1 bulunuz.

9. k€ N olmak iizere y = x¥ ile y = x**/

egrileri
veriliyor. Bu iki egri arasinda kalan bolgenin

n
alan1 A(k) olsun. Y A(k) ifadesini bulunuz. n
k=1
yeter derece biiyiik se¢ildiginde bu alanlarin

toplam1 hangi sayiya yaklagir?

10.Birinci bolgede, x% +)° =a’ ve x%+)? =57

2 2
¢emberleri ile %+ % = [ elipsi ¢iziliyor. Bu

elipsin ¢emberler arasindaki bolgeyi, alanlari

orani % olacak sekilde boldiiglinii gosteriniz.

1.y= é(x3 +x—2) egrisi, x=0, x=2 dog-
rulart ve x—ekseni tarafindan sinirlanan bolge-

nin alanimi bulunuz.



12.y = x3 — x egrisi ile bu egriye x = —/ absisli
noktada teget olan dogru arasinda kalan bol-

genin alanini bulunuz.

2

13.y = sin’x ve y = cos’x egrileri ile bunlarm

ardisik iki kesim noktasi arasinda kalan bolge-

nin alanini hesaplayiniz.

14.Asagidaki egriler tarafindan sinirlanan bolge-
lerin alanlarini bulunuz.
a. r=asin 3p (¢ yaprakli giil)
b. r=a cos 2 (dort yaprakli giil)
c.r=4+2cos ¢ (limagon)
d.r=a (1 -sin@) (kardiyoid)

e. ” =a’cos 2¢  (lemniskat)

15.r = JlIcos@| egrisi tarafindan sinirlanan bol-

genin alanini bulunuz.

16.r = 1 + 2 singp limagonunun i¢ ilmegi tarafin-

dan siirlanan boélgenin alanini hesaplayiniz.

17.r = @ Arsimet spiralinin [0, 2] araligindaki
pargast ile kutup ekseni tarafindan sinirlanan

bolgenin alanint bulunuz.

18.r = ap Arsimet spiralinin birinci ve ikinci

sarmal1 arasindaki bolgenin alanini bulunuz.

Belirli Integralin Uygulamalar

19.r =2sinp ve r=2cos ¢ g¢emberleri ara-

sinda kalan bolgenin alanini bulunuz.

20.7 = 2a cos 3 ¢ egrisinin i¢inde » = a g¢embe-

rinin diginda kalan bdlgenin alanini bulunuz.

21.r = 2a cos 2 @ giiliiniin iginde, r = v'2 a ¢em-
berinin diginda kalan bdlgenin alanini hesap-

laymiz.

22.7° = a’cos2q, 1’ = a’sin2q lemniskatlari ara-

sindaki ortak bdlgenin alanini bulunuz.

23.r =2 (I — cos @) kordiyoidinin disinda » =2
¢emberin iginde kalan bdlgenin alanini bulu-

nuz.

24. ’=4 cos2¢ lemniskatinin i¢inde r = V2 ¢em-
berinin disinda kalan bdlgenin alanini bulu-

nuz.

25.x = a(t—sint), y =a(l —cost) sikloidinin bir
yay1 ile x—ekseni tarafindan sinirlanan bolge-

nin alanini bulunuz.

26.x =acos’t, y=asin’t astroidi tarafindan

siirlanan bolgenin alanini bulunuz.

2
2 g .
27.(%) +(%)3 =1 egrisi tarafindan smirlanan

bolgenin alanint bulunuz.

303
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m YAY UZUNLUGU HESABI

AY

y=2c"?

11

N

8.2.1. KARTEZYEN KOORDINATLARDA YAY UZUNLUGU
HESABI

uzunlugunubulalim. [a, b]araligininbir diizgiin pargalanmas1 P={x, x,, ..., x,} ve
Xy, X7, Xgs e X, noktalarina karsilik gelen egri tizerindeki noktalarAn, Ay, A,
olsun. 4, , 4, noktalarini birlestiren egri pargasmin uzunlugu [4,_;, 4,] dogru
parcalarinin uzunluklari toplamina yaklasik olarak esittir. Par¢alanma ne kadar

ince yapilirsa, yaklagiklik o derece iyi olur.

Ay, \2
— 2 — k
Al =/ Axi + Ay = /1+<7:k> Ax,,

olacagindan, egrinin / uzunlugu igin
. a Ayk )2
= lim 1+ (— Ax
Ipll-o kgl A ¢
yazilabilir. fintegrallenebilir oldugundan
1= ["V1+ () dx (8.13)

bulunur.

ORNEK : y = 2x32 egrisinin x = 0 ve x = 1] apsisli noktalar1 arasinda kalan

parcasinin uzunlugunu hesaplaymiz.
Coziim :
y=1+22" =y =3xP=1+@") =1+9%

_[u _ 1 /2.0y — 2. 32 s
z_fo ¢1+9xdx_9f0 (1492 9dx = 57 (14903 | = 57(10°~ 1) = 74

birim olur.

ORNEK : x5 +y23 =423 Astroid egrisinin ¢evre uzunlugunu hesaplayimniz.

Coziim : Egrinin grafigi yanda verilmistir.
2 NIE

PR =02y =25

2 -13
S+ "

oldugundan
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273
_ a N2 g — g @ Y
1_4f0./1+(y) dx_4£ V1 d
2/3 4 213 2/3
X7 +y _ a /a
23 dx = 4f0 213 dx

a  _
=443 /0 x V3 dx = 6a

birim olur.

8.2.2. KUTUPSAL KOORDINATLARDA YAY UZUNLUGU HESABI

Kartezyen koordinatlarda y = f(x) denklemi ile verilen egrinin yay diferen-

siyelinin
dl =1+ (y')%dx

oldugunu biliyoruz.

dy
cody _dy do_ do

dx ~de dx T dx

de
olur. Diger taraftan
%Zr'cosq)—rsin(p, %zr’sin(p-i-rcosm
oldugundan

2 2
(%) +<%) =(r'cos(P—rsin(P)2+(r/5i”(P+rCOS(P)2:72+(r’)2

dir. Buna gore, yay diferensiyeli

dl=yr*+(r')?* do
olur. O hélde, egri tzerinde P(r;, o), Q(r, P) noktalarm birlestiren yayin

uzunlugu

8.14
= [* Ve e 19

olur.

ORNEK : r = a (I + cos ¢) kardiyoidinin ¢ = 0 ve ¢ =% dogrulart arasinda

kalan par¢asinin uzunlugunu bulunuz.
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A

\ Y
B
{

lP=?‘,‘: Ay
>r=2(1-cos<p)
<o
r=6cos¢
B
An
V=9

Céoziim : 72 = a? (1 + cos ©)? =a? (1 + 2 cos 9)? = a? (1 + 2 cos ¢ + cos® ¢)
(r')? =a? sin’ ¢

oldugundan
2+ @) =d? (1+2cos g+ cos’ ¢+ sin’ @) = 2a° (1 + cos @)

=24? <1 + ZCOSZ%— I) = 4a’cos? % = (2acos%>2

dir. Buna gore

W[

3 Y
3 - —_
cos ‘d(p

<2acos%)2 do = ZaJé’

-
=2af0

w|a
o—w[a

=2a

N[~

os2d0=2a-2sin2 1 =44
coszd(p—Za 25m2 =4a

olur.

ORNEK : r =2 (I — cos @) kardiyoidinin » =— 6 cos ¢ dairesi iginde kalan

parcasinin uzunlugunu bulunuz.

Céziim : Once bu iki egrinin kesim noktalarmi bulalim.

2 (1 —cos @) =—6 cos @ :>coscp=—é = @, = ZTR,(pzz%c

olur. Bu agcilara karsilik gelen uzunluk r = 3 tiir.O halde kesim noktalari

21

f 7) , B<3, 4775) noktalaridir. Diger taraftan

A<3

2
r2+(r’)2=4(]—200scp+cos2cp)+4sin2cp=8(]—coscp)=<4sin%)

oldugundan
4
T, 5 o 1
lzél 4sm7‘d(p=4 by smj‘d(pz—860552|n=]6-§=8
3 3

birim bulunur.
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8.2.3. PARAMETRIK DENKLEMLERi VERILEN EGRILERIN YAY
UZUNLUGUNUN HESABI

Parametrik denklemi
{x =g(t)
y=~h(1)

olan bir C egrisinin tizerindeki herhangi iki noktanin parametreleri t; ve t,

olsun. Bu iki noktay1 birlestiren egri parg¢asinin uzunlugunu bulmak istiyoruz.
Ax\2 | (Ay)?
A=Ay = ) (BE) +(D) ar

oldugundan C egrisinin yay diferensiyeli

dl = (%)2 + (%)Zdt = (x)2+ (y)2dt

olur. Dolay1siyla

lzf./(jc)2+(y)2dt (8.15)
7]
olacaktir.

.. X =cost
ORNEK : ] —n<t<n
y=t+sint

denklemiyle verilen egri pargasinin uzunlugunu bulunuz.

Céziim : x =—sint,  y= 1+ cost oldugundan

(x)2+(y)2=sint+ 1+ 2cost+cos’t=2(1 +cost)

=2(1 +20052%— 1>=4coszé= (2003%)2

t
<=<
=5=

ola

igin cos% > (0 olacagindan

P )2 n t o
= f <2COS§> dt=[n2cos§dt=4sm§ _|n=8
T

bulunur.
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PROBLEMLER 8.2

Asagida denklemleri verilen egrilerin, karsilarinda
apsisleri yazili noktalar arasinda kalan parcalarmin

uzunluklarini hesaplayiniz.

1 3
a.y:§(x2+2)2 S x;=0 , x,=3
b.y = x> ., x=0 , x,=5
c.y=(4—x23)32 s x,=0 , x,=8
d.y=%x3’2—%x”2 s =1, x,=4
e.y=3;—;+§ s =1, x,=2
f.y = (4—x3)3" s x;=0 , x,=8

Asagida denklemleri ve ug noktalarmin ordinatlari verilen
egri pargalarinin uzunluklarini hesaplaymiz.

1

13, 1 _ _
a.x=¢gy +2y , y=1 , y=2
T
b.x = In (secy) s y=0 |, y=3
1 1
c.x=2y2—§lny , y=1 , y=e

Parametre araliklar1  kargilarinda  verilen asagidaki

egrilerin uzunluklarini hesaplayiniz.
x = 2¢2

a. 3 ,—I=<st=s]
y=t

(
xz%t ]+t2+%ln(l‘+x/1+t2)

b. 1 , 0<t=<2
_2V2 3
y= 3 t
x =Rcost
c. ,0<st=a
y = Rsint

{x =a(t—sint)
4

x=2(l—cost
Q- ( ) 7[0; 231:]
y = 2sint
x = 312
d.{ , [0,V5]
y = 312
_ 1
x—2t 1
e. 4 , 10,2]
432
y_3t

sikloid egrisinin bir yaymnin uzunlugu-
y=a(t—cost

nu hesaplayniz.

Kutup agilarinin degisim aralig1 karsilarinda yazili olan,

asagidaki egri pargalarinin uzunlugunu hesaplayiniz.

a.r=4cos , 0=p=m
b.r=sin3% 0 <p=<3n
c.r=ﬁ —%&ps%
d.r=4sin2% B OSq)sZ

e.r=41+sin2¢ ) ()sq)s%

r =a e ® logaritmik spiralinin » = 2a ¢emberi iginde

kalan pargasinin uzunlugunu hesaplayiniz.

y= [ V-1 ar esitligiyle tanimlanan egrinin x, = /
ve x, = 3 apsisli noktalar1 arasinda kalan pargasinin

uzunlugunu hesaplaymiz.
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m HACIM HESABI
Bir kat1 cismin hacmini, integral yardimiyla, ¢esitli yollardan hesaplamak

miimkiindiir. Bu yontemlerden ticiinii bu kesimde vermeye c¢alisacagiz.

8.3.1. KESIT YONTEMI

Ug boyutlu uzaydaki bir D bdlgesinin (cisminin) su dzelliklere sahip oldugunu
kabul edelim :

Cisim [a, b] arali1 lizerine yerlestirilmis ve bu araliktaki herbir x noktasinda
x —eksenine dik olan diizlemle cismin A(x) arakesiti x in bir siirekli fonksiyo-
nudur.

P=1x,,x;,..,x,}, [a b] araliginin bir parcalanmas1 ve x} , [x,_, x,] ara-
ligimin herhangi bir noktasi olsun. Her x} noktasinda x eksenine dik olarak
cizilen diizlemler D cismini n parcaya boler. Her par¢acigin hacmi, yaklagik
olarak A(x}) kesit alani ile Ax, yiiksekliginin (kalinliginin) ¢arpimina esittir.

Dolayistyla D bolgesinin ¥ hacmi igin

n
V= Z A(xZ)Axk
k=1

yazilabilir. P ne kadar ince segilirse, yaklasiklik o kadar iyi olur. Buna gore

n
V= lim Y, A(x})Ax
[Pl-0 = KK

yazilabilir. Sagdaki toplam bir integral toplam oldugundan

V:lb Alx) dx (8.16)

bulunur.

ORNEK : Tepe noktasinin taban diizlemine olan uzakligi A birim olan bir

dairesel koni veriliyor. Taban yarigapt » olduguna goére bu koninin hacmini

bulunuz.

Coziim : K tepe noktasindan taban diizlemine indirilen dikmeye L diyelim.
Tabandan ¢ kadar yiikseklikten L ye dik ¢izilen diizlemin koni ile arakesiti yine
bir dairedir. Dairenin yarigapina p dersek, benzer iiggenlerden

B-tzt = perli-)
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H-t

olur. Bdylece kesitin alani

A==

ve dolayistyla koninin hacmi

birim kiip olur. Su halde bir koninin hacmi taban alani ile yiiksekliginin ¢arpi-

minin iigte birine esittir.

.. 2 2 2
ORNEK : x_2 + y_2 + Z—2 = | elipsoidinin hacmini bulunuz.
a c

Sy

Coziim : Elipsoidin y—eksenine dik y = ¢ diizlemiyle kesitleri, denklemi

[
[\$)
~
[\$)
[
(8]

X Z
St =1l—-—5 = + =1
a2 2 b2

2 2
olan elipstir. Bu elipsin eksen uzunluklari a,/ 1 — # ve ¢,/ 1 —# oldugun-

dan, alani

12 12 12
Alt)=m-a I—ﬁ-c j_ﬁ :nac<1—ﬁ>

birim kare olur. -b << b olacagindan

b _ b 2
V—f_bA(t)dt—:rcac f_b (1—ﬁ>dz

_ AR
= nac(t— %> Jb =3 mabc

bulunur. ¢ = b = ¢ ise elipsoid bir kiire olacagindan, yarigap1 a birim olan bir

kiirenin hacmi V = %mﬁ olacaktir.

ORNEK : x? +)? + 22 = 16 kiiresinin y =2 ve y =3 diizlemleri arasinda

kalan pargasinin hacmini bulunuz.
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Coziim : 2 < ¢ < 3 olmak {izere s6z konusu kiire parcasin1 y = ¢ diizlemiyle ke-

selim. Arakesit bir dairedir. Bu dairenin denklemi x? + zZ = 16 — # olacagindan
yarigapt r = v 16 —t? dir. Dolayisiyla kesitin alan1 A(z) = wr? = n(16 — t?) dir.
Bu durumda kiire parcasinin hacmi
_ [ _ 3 _ 2 _< _ﬁ)3_£
v=[CA@ di= [ w161 dr=al 1605 =3
birimkdip olur.

Bir diizlemsel bdlge bir eksen etrafinda dondiiriildiigiinde meydana gelen cis-
me bir donel cisim denir. Donel cisimlerin hacmi integral yardimiyla kolayca

8.3.2. DiISK YONTEMI

f fonksiyonu [a, b] araliginda pozitif tanimli ve integrallenebilir olsun.
v =f(x) egrisi; x =a, x =b dogrular1 ve x—ekseni tarafindan sinirlanan bolge-
nin x—ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cismin hacmini bulalim.

[a, b] araligm a =x,<x, <x,<..<x,=b bagintisin saglayan x, noktalart
yardimiyla n araliga bolelim. Herbir [x,_, , x,] araliginda bir x}, noktas1 sege-
lim. Yarigaplari /'(x}) ve yiikseklikleri Ax, olan disklerin (dairesel silindirlerin)
hacimleri toplami, yaklasik olarak, doénel cismin hacmine esittir. Par¢alanma

ne kadar ince olursa yaklagim o kadar iyi olur. Su halde donel cismin hacmi

n
V= lim > mf*(x})Ax,
IPl-0 k=1

yazilabilir. f integrallenebilir oldugundan f2? ve m f? fonksiyonlar: da in-
tegrallenebilirdir. Sag taraf w /2 fonksiyonunun [a, b] araligindaki integrali

olacagindan
V=nfhf2(x)dx (8.17)

bulunur.

Yukaridaki bagintida f'(x) ifadesi egri lizerinde apsisi x olan noktanin x—ekse-

nine (donme eksenine) olan uzakligidir.
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Ay
y=fx)
Jtx)-k
y=k
k
o
AY
y=1
0 > X
y=2x-x?
y
(‘ y:]
0 X
A
0

vy =f(x)egrisi, x =a, x =b, y =k dogrulan tarafindan sinirlanan bolge
vy = k dogrusunun bir tarafinda kalsin. Bu bolge, y = k ekseni etrafinda dondii-

rildiiginde meydana gelen donel cismin hacmi
v=n ["[fx)-k]* dx (8.18)

olur, zira egri tizerindeki bir (x, y) noktasinin donme ekseni olan y = k dogru-

suna olan uzakligt | f'(x) — k| kadardir.

ORNEK : y = 2x —x? parabolii, y = / dogrusu ve y—ekseni tarafindan sinirla-
nan bolge y = I dogrusu etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana gelen donel cismin
hacmini bulunuz.
Coziim :

- [! P (Y2 2 g (Y )

v_nfo [f(x)—k] dx—:rcfo (2x—x2-1) dx—:rcfo (x—1)* dx

ol si_m

=—ns(x—1) (I)— 5
olur.
x = g(y) egrisi, y = ¢ ve y = d dogrular ile y—ekseni tarafindan sinirlanan bol-
genin y—ekseni etrafinda donmesiyle elde edilen donel cismin hacminin

V=Jr,f{dg2(y) dx (8.19)

olacagi gosterilebilir.
[a, b] araliginda 0 < g(x) <f(x) olsun. y =f(x), y=g(x) egrileriile

x =a, x = b dogrulari tarafindan sinirlanan diizlemsel bdlgenin x—ekseni etra-

finda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel cismin hacmi

ven [ "1 2(x) — g2(x)] dx (8.20)
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olacaktir. Bu, ABFE bolgesinin x—ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen

hacimden ABCD bélgesinin dondiiriilmesiyle elde edilen hacmin ¢ikarilmasin-

dan, yani

nlhfz(x)dx—nlb 22 (x)dx

farkindan baska birsey degildir.

ORNEK : y =2x? + [ parabolii, x =—/ ve x =1 dogrular ile x—ekseni
tarafindan sinirlanan bdlge x—ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana gelen
donel cismin hacmini hesaplayiniz.

Coziim : ) .
v=n[1 (2x2+])2dx=n[1 (4x* + 462 + 1) dx

Uy g2 DS ST )1_£
J't.ZfO (4x*+ 4x +])dx—2:t(5x +3x7+x (|)— 75T

ORNEK : 0 < a < b olsun. Merkezi (0, b) de bulunan @ yarigapli dairenin
x—ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile elde edilen donel cismin (torun) hacmini

bulunuz.

(x)=b+~ a’—x2

Céziim : Verilen cemberin denklemix? + (y—b)? = a? dir. Bu esitlikten y cekilirse

E yp=be Va? =2 = f(x), y,=b —va?—x2 = g(x) bulunur. S6zii edilen bolge
gufb =b— a2

, x  yanda gosterilmistir. Buna gore istenen hacim

=T a

V= n[a [(b-i—vaz—xz)z—(b—x/az—xz)z] dx = 4mnb [a«/a2—x2dx
a a
T
=8bx /(;A va?—a%sin®tacost dt =2n2 a’b
birimkiip olur.
1Y y=x ORNEK : y=/x egrisiyle y = x dogrusu tarafindan smirlanan bolgenin
= x—ekseni etrafinda dondiirtilmesiyle meydana gelen donel cismin hacmini bu-
lunuz.
0 1 X
Coziim :
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\ Y
. y=fx)
> x
o| ia Yy Yk b
.—\

Kabuk (Silindirik Tabakalar) Yontemi |

vy =f(x), y = g(x) egrileri ile x = a ve x = b dogrular tarafindan sinirlanan
bdlgenin Oy—ekseni etrafinda dondiriilmesi ile meydana gelen donel cismin
hacmini bulalim.

[a, b] araliginin bir parcalanmasi
P= {x(), Xy, Xy, s X, g xn}

olsun. Her bir [x,_;, x, ] araliginda bir x} secelim. Boyu | f'(x}) — g(x} )|, eni
Ax; olan dikdortgenin Oy—ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen si-
lindirik tabakanin hacmi

A‘xk—l

+x
AV, =g —mag || fx;) — g (xp) | = 2m fk"|f(x?‘g("7c)‘”k

olur. Istenen ¥ hacmi, yaklasik olarak, bu AV, hacimlerinin toplamimna esittir.
Buna gore,
noolx, _;+Xx
Vaon Y M | f) - glxy) | Ax,
k=1
olur. Par¢alanma ne kadar ince alinirsa yaklagiklik o kadar iyi olur. | P |- 0
+
yapilirsa, M ~ x olacagindan

V:” ll”m 2n ) I 1 flx}) — g (x}) 1 Ax,
Pl|-o0

bulunur. Eger f—g integrallenebilir ise sag taraftaki limit

2% l b\ x[f(x)—g(x)]|dx integraline esit olacagindan
V=on fb [ fx)— g ()] | dx (8.21)

bulunur.

Benzer olarak x = u(y), x = v(y) egrileri y = ¢ ve y =d dogrular tarafindan
siirlanan diizlemsel bolgenin Ox—ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana

gelen donel cismin hacmi

V=2n [ !

olur.

ylu(y) =v(y)]|dy (8.22)



y=1

4
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y=Inx
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ORNEK : y=x? ile y?=x nparabolleri tarafindan smirlanan bolgenin
Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen donel cismin hacmini

bulunuz.

Coziim : S6z konusu bolge yandaki sekilde gosterilmistir. Ustteki egrinin

denklemi y = v x, alttaki egrinin denklemi y = x° oldugundan

V=2n 'V - de=2n [ (- 2?) dv= 35

olur.

ORNEK : y = Inx egrisi, y = I dogrusu ve koordinat eksenleri tarafindan si-
nirlanan diizlemsel bolgenin x—ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel

cismin hacmini bulunuz.

Coziim : y = [nx = x = ¢ dir.

1
v=2m [y ilu(y) - v(»idy

1 1
=2:ch£ Iyley—OIdyZZnJéyeydy

1
=2:rcey(y—])(|)=2n(])=2n

br3 bulunur.

ORNEK : y =2x, x =3 dogrulartile x ekseni tarafindan smirlanan iiggensel
bolgenin x = 4 dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cismin hac-

mini hesaplayiniz.

Coziim : Sozkonusu liggensel bolgede alinan bir noktanin dénme eksenine
olan uzaklig1 4 — x oldugundan hacim formiilinde x ¢arpani yerine 4 — x

gelecektir. Buna gore
V=2n f (4 x) 20 dx = 4 (2x° = Lx3) | = 36m
3770

olur.



_ BOLUM S Belirli Integralin Uygulamalari
PROBLEMLER 8.3

Bir cismin tabani yarigapt 2 cm olan bir dai-
redir. Cismin x eksenine dik diizlemlerle ara-
kesitleri birer kare olduguna gore, bu cismin

hacmini bulunuz.

Bir cismin x—eksenine dik diizlemlerle arake-
siti uzun ekseni kisa ekseninin iki katina esit
olan elipslerdir. Bu cisim x(0y—diizlemine pa-
ralel diizlemlerle kesildiginde elde edilen en
genis kesitin iist smirt y = §x2+ 1 parabolii-
diir. Bu cismin uzunlugunun 3 birim oldugu
bilindigine gore, hacmi nedir?

Tabani, bir kenar1 a birim olan kare ve yiik-
sekligi 4 birim olan piramidin hacmini kesit

yontemiyle hesaplaymiz.

Bir cisimxOy diizlemi tarafindan x? + y? = a?

dairesi boyunca kesilmektedir. Bu cismin
x—eksenine dik diizlemlerle elde edilen
kesitleri, bir kenar1 bu diizlemlerin daire
iizerinde ayirdigt kiriglere esit olan eskenar

iicgenlerdir. Bu cismin hacmini bulunuz.

Bir cismin tabani, eksen uzunluklar1 10 cm ve
8 cm olan bir elipstir. Bu cismin biiytik ekse-
ne dik diizlemlerle arakesiti, yiiksekligi 6 cm
olan birer ikizkenar tiggendir. Bu cismin hac-

mini bulunuz.

Asagidaki egri ve dogrular tarafindan sinirla-
nan bdlgelerin x—ekseni etrafinda dondiirtil-

mesiyle meydana gelen donel cismin hacmini

bulunuz.

ay=x2 ,x=0, x=2 , y=0
b.y=1-x* , x=0, x=1 , y=0
cy=x3 ,x=0, x=1 , y=0
¢. y=+x , x=0, y=1

dy=v2-x%2 , y=x, y=0

e.y=3x-x> , y=x
f. 2 =2px , x=h, y=0
g.xy=4 , x=1, x=4 , y=0

=2

.v-a)f=ax , x=0, y=2a

Ly=x*+2 , y==x*+10

Asagidaki egri ve dogrular tarafindan sinirla-
nan bolgelerin y—ekseni etrafinda dondiiriil-

mesiyle meydana gelen donel cismin hacmini

bulunuz.
a.y=17x2 o, x=0, x=1
b.y =x? , x=0, y=4
x2
c.y=a—"45 , xty=0
X2 »?
d?‘i‘ﬁ:]



10.

11.

Asagidaki egriler tarafindan sinirlanan bol-
gelerin karsilarinda yazili dogrular etrafinda
dondiirtilmesiyle meydana gelen donel cismin

hacmini bulunuz.

ay=x+x2,y=x’-1,x=0 ekseny=1
b.y=x*) ,y=-1 ,x=1 ekseny=2
c.y=4x-x2y=0 ekseny =4
dy=1-x2,y=-3 ekseny =—3
e. 2x=4-y? ,2x=y’—4 eksenx =-3
f.x:yz ,x:2—y2 eksenx =—1

y =x? + 1 egrisi ile bu egriye x = I apsisli
noktasindan ¢izilen teget ve x = 0 dogrusu ta-

rafindan sinirlanan bélgenin
a. Ox—ekseni

b. Oy—ekseni,

etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen cis-

min hacmini bulunuz.

y =sinx, y = cosx egrileri,x =0 ve x = % dog-
rular tarafindan smirlanan diizlemsel bolge-
nin Ox—ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde

edilen donel cismin hacmini bulunuz.

x?3 + 3?3 = 4?7 astroid egrisi tarafindan si-
nirlanan bolgenin Ox—ekseni etrafinda don-
diiriilmesi ile meydana gelen cismin hacmini

bulunuz.

Belirli Integralin Uygulamalar

12.

13.

14.

15.

X =a (t—sint),
y=a(l-cost)
sikloidinin bir yay1 ile Ox—ekseni tarafindan
smirlanan bolgenin Ox—ekseni etrafinda don-
diiriilmesiyle meydana gelen cismin hacmini

bulunuz.

Asagida egri ve dogrular tarafindan sinirlanan
bolgenin Ox—ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile
meydana gelen donel cisimlerin hacimlerini

kabuk metodu ile hesaplayiniz.

ay=x , x=0, x=2,y=0
c. y = sinx , x=10 ,x:%,y:()
dy==x+6 ,xy=35
eexy=2,xy=4,

f. y=éx

y = sinx, y = cosx egrileri ile x = 0, x= %
dogrulari tarafindan smirlanan diizlemsel bol-
genin Ox ve Oy—cksenleri etrafinda dondiirtil-
mesi ile meydana gelen cisimlerin hacimlerini

bulunuz.

r=a (1 + cosp) kardiyoidinin kutupsal eksen
etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen donel

cismin hacmini bulunuz.

317
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DONEL YUZEYLERIN ALAN HESABI

AY

B

Q_

P CT
Ai
| > X
0| K(x,0) R(x+Ax, 0)

AYy

Bilindigi gibi bir egri pargasi bir dogru etrafinda dondiiriildiigii zaman donel
ylizey denilen yiizeyler elde edilir. Bu kesimde bu tip ylizeylerin alanlarini he-

saplamaya ¢alisacagiz.

8.4.1. KARTEZYEN KOORDINATLARDA YUZEY ALANI HESABI

v = f(x) esitligi ile verilen egrinin [a, b] araligina karsilik gelen 4B parcasinin
Ox—ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen donel ylizeyin alanini he-
saplayalim.

[@, b] araliginda bir K(x, 0) noktas1 ile bir R(x + Ax, 0) noktasini alalim. Egrinin
P(x, f(x)) ve OQ(x + Ax, f (x + Ax)) noktalarin birlestiren pargasinin Ox—ckseni
etrafinda donmesiyle meydana gelen donel yiizeyin AS alani, [PQ] dogru par-
casinin donmesiyle meydana gelen donel yiizeyin (kesik koninin) yiizey alan-

lar1, yaklasik olarak esittir. Su halde;

anKI-;IQRI

AS = 2 -|PQ|=2nw\/(Ax)2+[f(x+Ax) —fx)]?

1) I HLf(x + Ax | fla+ Ax) = f(x)
=2r 2 \/I—i-[ Ax ] Ax

yazilabilir. Buna gore
AS LF(x) |+ F(x + Ax) | Flox+ Ax) — f(x)1?
85 _ oAk AL [, [ ook 8= o)

olur. Ax ne kadar kiigiik segilirse bu yaklasiklik o kadar iyi olur. /" tiirevlenebilir
oldugunda

S = 2m 1 f) 14 1+ ()]

olur. integral Hesabin Temel Teoreminden
S=2n fblf(x) W+ ()] dx=2x fb|y 11+ (y')? dx (8.23)
a a

bulunur. Benzer olarak, denklemi x = u(y), c¢=<y=d olan egri pargasinin

y—ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen donel yiizeyin alani



y

y=£x)

y=4 G0V

y=—1 3
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S=2n f(llll()')I\/l+[u'(y)]2dy:2nfdlxl 1+ (x')%dy (8.24)

olacaktir. 71

y =f(x), a =x =< b egri pargasinin y = k dogrusu etrafinda dondiiriilmesi ile
meydana gelen donel yiizeyin alantile y =f(x) —k, a <x=<b egri parcasi-
nin y = 0 (x—ekseni) dogrusu etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen donel

ylizeyin alani ayn1 olcaktir [ Yandaki sekillere bakiniz.]

Diger taraftan [f(x) —k]' =f'(x) olacagindan, y=f(x),a =x=<b egri
parcasinin y =k dogrusu etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen donel

ylizeyin alani olarak
s=2n ["1f) =k 1+ [ 0P dv=2n ["1y= k1Y T+ dx (825)

bulunur. Benzer diisiinceyle, x = u(y), ¢ <y =< d egri pargasinin x = p dogrusu

etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen doney yiizeyin alaninin

S=2n/d lu(y)—pl 1+[u’(y)]2dy=2nfd Ix—ply1+(x')%dy

oldugu gosterilebilir.

ORNEK : 92 = x(3 — x)? egrisinin ilmegini olusturan egrinin Ox—ckseni

etrafinda dondiriilmesiyle meydana gelen donel yiizeyin alanini hesaplaymiz.
Coziim : Egrinin grafigi yanda verilmistir. Dondiiriilen egri parcasi olarak
y= §(3 —x)¥x veya y =—§(3 —x)v'x egrilerinin [0, 3] arahgindaki parcala-
rin1 almak yeterlidir. y = é(.? —x)¥x egrisinin [0, 3] araligindaki pargasini Ox—

ekseni etrafinda dondiirelim.

SzZJth3 IyI«/]+(y’)2dx:2n£3§(3—x)«/; 326:/'_;] dx

:%463 (3—x)(x+1)dx=3n

bulunur.
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ORNEK : x? + y? = a2 ¢emberininx = b (b > a) dogrusu etrafinda dondii-

rilmesiyle meydana gelen donel yiizeyin (torun) alanini bulunuz.

Coziim : S6z konusu olan x =4 a?—y? ve x=—ya?>—y? egri parcalarinin

Ay -
b x = b dogrusu etrafinda donmesiyle meydana gelen donel ylizeylerin alanlari

toplamidir. Buna gore;

_ : |, S:Zn[z\_/fyz_b\\/%dyun[ﬂ/m—ﬂmcw

:27"15(‘/“2_)’2+b_‘/a2_y2+b)—az+yzdy

- a__dy _ ,
=4mab [a m = 4w ab Arcsin
=4mab (Arcsinl — Arcsin(— 1) = 4n ab(%-&- %)
=472 ab

olur.

Bilindigigibi, v/ 1 + (y')? dx, y = f(x) egrisinin; v I + (x')? dy de x=u(y) egrisinin
dl yay diferensiyelidir. Buna gore (8.23), (8.24), (8.25) ve (8.26) formiilleri

SZZIclblyIdl (8.27)
S=2n[d|x|dl (8.28)
S:Zn[ﬂy—kmz (8.29)
S=2n[dlx—p|dl (8.30)

seklinde de verilebilir.
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8.4.2. EGRi DENKLEMiNIN PARAMETRIK OLARAK VERILMESI
DURUMUNDA YUZEY ALANI HESABI

Egri par¢asinin denklemi

x=u(t)
t<t=<t
y=v(1) 1 2

seklinde verilmis olsun. Yiizey alanini veren formiilleri vermek i¢in (8.27) —
(8.30) formiillerini t parametresine gore yazmak yetecektir. Bilindigi gibi, egri
parametrik olarak verildiginde

dl =/ (x)*+ (3)% dt
dir. Su halde yukaridaki formiiller

s=2n [P1y1 /0 + () dr (8.31)
1

s=2n [P1x 1V @2+ 6 dr (8.32)
1
1y . .

S=2n[ ly— k1 (x)2+ ()2 dt (8.33)
1

s:antt2|x—p|./(5c)2+(y)2dt (8.34)
1

seklini alir. Bu integrallerin hesaplanmasinda x ve y yerine ¢ cinsinden degerle-

rinin konulmasi unutulmamalidir.

ORNEK : Parametrik denklemi
x=a(t—sint)
y=a(l—cost)
olan sikloid egrisinin bir yaymin Ox—ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meyda-

na gelen donel ylizey alanini bulunuz.

Coziim : Bir yayin ¢izilmesi i¢in ¢ parametresi [0, 2rt] araligini taramalidir. Buna

gore

2 N 0 2
S = 2n£ nIyI\/ (%)% + (y)2dt = 2n£ na(] —cost) «/az(] —cost)®+a%sin?t dt
2 2
=2na2£ n(] —cost)y2(1 —cost) dt = Znazﬁ 7r231'r1254/ 4sin2§ dt
2 2
=8na2£ nsin3%dZ=]6na2 ﬁnsin%du: ]6na2f0 n(l—coszu)sinu du
b
= I6ma?(— cosu+lcos3u) | :@sz
3 0= 3

olur.
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8.4.3. KUTUPSAL KOORDINATLARDA YUZEY ALANI HESABI

Egri par¢asinin denklemi

r=f(@), asesf

seklinde verilmis olsun. Bu durumda

di=+r*+(r')*de
oldugunu biliyoruz. x = r cos @, y =rsin @ oldugu da gdzoniine alinir-

sa, (8.27) den, verilen egri parcasmin kutup ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile

meydana gelen donel ylizeyin alani

(8.34)
S = 2nﬁ|rsm<p 12+ ()2 do

olacaktir. Ayn1 egrinin ¢ = % dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle meydana ge-

len donel yiizeyin alani (8.28) den

. (8.35)
S= 2nLB|rcosq> 2+ (r')2 do

olur.

ORNEK : r = a(I - cos ¢) kardiyoidinin iist yarisimin kutup ekseni etrafinda

dondirtilmesiyle meydana gelen donel yiizeyin alanini bulunuz.

Coziim : P+ (') =a’ (1 -cos @) +asin’ @

2
=2a? (1 — cos @) 44 sin® % = (Za sin %)

oldugundan
S= 27t£n|rsin(|>I‘Zasin%‘d(pzéma2 Jgn(] —coup)sin(psin%d(p

= 4na? £n4sin2 %sin% cos % sin % 2 [0)

N

2
sin Ta
5

|~

T . . T3
=16na2£ sm4%cos%d(p=32na2~ 5%é=

bulunur.



Belirli Integralin Uygulamalar

PROBLEMLER

Asagida denklemleri verilen egri parcalarinin
x—ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile meydana

gelen donel yiizeylerin alanlarini bulunuz.

a. y=§(xz+2)3/2 O<sx<3
b.y=x3 , O=sx=</
c. y=2vx s O<sx=<$8
d. y = sinx , O=sx=m

Asagida denklemleri verilen egri parcalarinin
y—ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile meydana

gelen donel yiizeyin alanini bulunuz.
a. y= % s O<sx=<+3

l=sx<2

Orijin ile (h, r) noktasini birlestiren dogru par-
casmin x—ckseni etrafinda dondiiriilmesi ile

meydana gelen koninin yanal alanini bulunuz.

Yarigapi a olan bir kiirenin yiizey alanini bulu-

nuz.

x? + y? = a? gemberinin [x,, x; + h] araligi-
na karsilik gelen parcasinin y—ekseni etrafinda
dondiiriilmesi ile meydana gelen kiire pargasi-

nin alanini bulunuz.

x?3 + y?3 = 4? Astroid egrisinin x—ekseni et-
rafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen donel
ylizeyin alanini bulunuz. Egri y ekseni etrafin-

da dondiirtildiigiinde yiizey alani degisir mi?

4x? + y? = 4 elipsinin iist yarismin y—ekseni
etrafinda dondiriilmesi ile meydana gelen do-

nel yiizeyin alanimi bulunuz.

Parametrik denklemi
x=2t2+1
0<t=<1
y =3t
olan egri pargasinin Ox—ekseni etrafinda dondii-
riilmesi ile meydana gelen donel yiizeyin alanini

bulunuz.

sikloid egrisinin bir yayinin

{x =a(t—sint)
y=a(l—cost)

a. y—ekseni
b. en yiiksek noktasinda teget olan dogru

etrafinda dondiirtilmesi ile elde edilen donel yii-

zeyin alanini bulunuz.

r = 2a cos @ egrisi ¢ = % dogrusu etrafinda
dondiirtildiigiinde meydana gelen doénel yiize-

yin alanini bulunuz.

r? = a’ cos’ ¢ lemniskatinin y—ekseni etrafin-
da dondiirtilmesiyle elde edilen donel yiizeyin

alanini bulunuz.



— BOLUM 8 Belirli Integralin Uygulamalari
BOLUM PROBLEMLERI

1. y=vix| egrisiyle x — 5y + 6 = 0 dogrusu 6 Ay

arasinda kalan bolgenin alanini bulunuz.

2. Asagidaki egriler tarafindan sinirlanan bolge- — W —

lerin alanlarini bulunuz.

a.y=4(1-x% , y=x*-1
. : : y = e sinx egrisiyle x—ekseni arasinda kalan
y=xf— 42 + = :
b.y=x'-dx"+4 , yox kapali bolgelerin alanlart S, S, S; ... olsun.
¢ y=- in - ) y=c 21+ ; (S,) dizisinin, ortak orani ¢™" olan bir geomet-
4 yo_8 PR rik dizi oldugunu gosteriniz.
YT N4 ’ Yo
y=x+1 , =cosx,y =0 o e
Y= At 7. r=12 cos3g giiliiniin i¢inde, » = 6 cemberinin
f.x=y"-1 , x=lylyl—y? disinda kalan bdlgenin alanini bulunuz.
g.x=y(1-y) , x=0,y=0
8. Kutupsal koordinatlara gecerek
(> +)?)% = 4x?)? egrisi tarafindan sinirlanan
3. 3% = (1 — x?)3 egrisi tarafindan simirlanan ka- bolgenin alanini bulunuz.

pal1 bolgenin alanini hesaplayniz.

9. Asagidaki egri par¢alarinin uzunluklarini he-

saplayimniz.
4. —2)? = x? egrisinin iki kolu ile x = 7 dog-
(v — 2)¢ = x* egrisinin iki kolu ile x og o y=%x5/4—%x3/4 ’ J<x<]6

rusu arasinda kalan bdlgenin alanini bulunuz.

b.y=£xVSec4t—1dt, —%Sxﬁ%
5. y=f(x)egrisiile [0, x] aralig1 arasinda kalan
bolgenin alan: . 2xy =y +48 2<y<4
Ax)=x=e"-2
c.x=cos2t , y=sin2t , OStS%
olduguna gore f(x) ifadesini hesaplaymiz.
d. y = In(sex) , 0<x< %
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10. y’= s 7 X egrisinin siirladig bolge x—ek-

11.

11.

12.

seni etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana gelen
cismin hacmini bulunuz.

(v —x)? = x3 egrisi ile x = I dogrusu tarafindan
smirlanan bolge x—ekseni etrafinda dondiirii-
litlyor. Meydana gelen donel cismin hacmini
bulunuz.

Asagidaki egriler tarafindan sinirlanan bol-
gelerin x—ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle

meydana gelen donel cisimlerin hacimlerini

bulunuz.

a. y=+vcosx ,y:0,x:0,x=%
b.y=«/;,y:2,x:0,y:0
c.y=x>+1Ly=—x+3

3/2,x:1,y:0

dy=x
e. y=vx+1,y=vx=1x=1,x=

f. y=cosx + sinx, g(x) = cosx—sinx, x =0, x =

NE]

Asagidaki egriler tarafindan simirlanan bdlge-
lerin y—ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olu-

san donel cisimlerin hacimlerini hesaplayiniz.

ay=vx ., y=0, y=x-2

b. y = sinx y=1 x=0

c y:% , x=1 , x=3 , y=0
X

d. y=x*vx?+1, x=1 , x=2 , y=0

Belirli Integralin Uygulamalar

13.

14.

Birinci bolgede x =y — )3, x = 1, y = I tara-
findan sinirlanan bolgenin asagidaki eksenler
etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen donel

cismin hacmini bulunuz.

a. x—ekseni b. y—ekseni
c.x=1 dy=1
Ay
y=sinx
y=c
» X
0 T

Yukaridakisekildey =sinxegrisi,x =0,x =m,y =c
dogrulart tarafindan sinirlanan tarali bolge y =
¢ dogrusu etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana ge-
len cismin hacminin minimum olmasi i¢in ¢ ne

olmalidir?

15. f [a, b] ilzerinde pozitif tanimli bir fonk-

16.

siyon olsun. y = f (x) egrisi, x = a, x

= b dogrulart ve Ox—ckseni tarafin-
dan sinirlanan bolge, ¢ < a olmak fizere,
x = ¢ dogrusu etrafinda dondiiriilityor. Olusan

donel cismin hacmini bulunuz.

y = x?, x—ekseni, y—ekseni ve x = I tarafindan
sinirlanan bolge x = —/ dogrusu etrafinda don-
diiriiliiyor. Meydana gelen donel cismin hac-

mini bulunuz.

325
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17.

18.

19.

Belirli Integralin Uygulamalar1

/ 1

x
Bir cismin x—eksenine dik diizlemlerle ara-
kesiti birer karedir. Bu karelerin iki kosesi

xZ + y? = I cemberi iizerinde bulunduguna

gore cismin hacmini bulunuz.

Yukarida bir dik dairesel silindir ile bir egik
dairesel silindir verilmistir. Bu silindirlerin ta-
ban yarigaplari ile yiikeklikleri ayn1 oldugun-

da hacimlerinin de ayn1 olacagini géteriniz.

L V3<r<2/2
y=t

egri parcasinin x—ckseni etrafinda donmesiyle

olusan donel yiizeyin alanini bulunuz.

20.

21.

DS

23.

y=2\1=a® " Ta

f(rksaort

x““» 0<x<1

egri parcasinin x— ekseni etrafinda dondiiriil-

mesiyle olugan donel yiizeyin alanini bulunuz.

Birinci bolgede y = 4 — x? parabolii, y—ekse-
ni ve y = [ dogrusu arasinda kalan bolgenin
y—ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana

gelen donel cismin hacmini bulunuz.

y= éxz egrisi, y—ekseni ve y = 1 dogrusu

tarafindan sinirlanan bolgenin.
a) y—ekseni

b) x—ekseni

¢) x =2 dogrusu

etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen do-

nel cismin hacmini hesaplayiniz.

y =4 — x2 egrisiyle x—ekseni tarafindan simir-

lanan bolgenin

a) y — ekseni
b)y=—1 dogrusu
c)y =5 dogrusu
d) x =3 dogrusu

etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen do-

nel cismin hacmini bulunuz.
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m SERI KAVRAMI

Bu boliimde analizde ¢ok genis uygulama alanlar1 olan sonsuz serileri ince-
leyecegiz. Sonsuz seriler kullanilarak & ve e gibi irrasyonel sayilara, mil-
yonlarca rakamdan olusan ondalik gosterimlerle yaklasmak miimkiin olacaktir.
Ayrica degisken katsayili diferensiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimleri seriler

yardimiyla bulunabilir.

Sifrelerin okunmasi, radar ve televizyon ekranlarinda goriilen goriintii dagi-
nikliklarinin giderilmesine kadar bir¢ok uygulamanin temelinde sonsuz seriler

vardir.

(a,) dizisi verilmis olsun. Genel terimi

s,=a;ta,t. +a,

seklinde tanimlanan (s,) dizisini gézoniine alalim. ((a,), (s,)) ikilisine seri
adi verilir. a, terimine, serinin genel terimi, (s,) dizisine de serinin kismi
toplamlar dizisi denir. Eger (s,) kismi toplamlar dizisi bir s sayisina ya-
kinsak, yani

lims,=s

ise ((a,, s,)) serisi yakinsak ve serinin toplami s dir denir. Yakinsan olma-

yan seriye traksak seri adi verilir.

Genel terimi @, olan yakinsak serinin toplami s ise, bu

Doa,=s
k=1
seklinde gosterilir. Demek ki > a, sembolii, yakinsak olan serinin toplamini

gostermektedir. Fakat alisilmig oldugu igin, seri ister yakinsak ister iraksak

00
olsun, genel terimi @, olanseri ) a, ile gosterilir.
k=1

1= {(ak)’ R yakmsak}

kiimesine yakinsak seri olusturan diziler kiimesi ad1 verilir. Buna gore
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(ay) Eve i a, yakmsaktir.
k=1
i a, ifadesindeki & degiskeni keyfi bir degiskendir. k£ yerine herhangi bir
k=1

degisken almabilir. Ornegin »" a, , > a,, 2. a, ayn serilerdir.
k=1 m=1 n=1

Bir seride, degiskenin / den baslama zorunlulugu da yoktur. Degisken her-

hangi bir tam sayidan baslayabilir. Ornegin i

(o]
5 ve Y, 3% da birer
k=3 k*—4 k=0

seridir. Eger degiskenin baslangic degeri belirtilmemisse baslangic degeri 1

olarak diistiniilecektir.

- = 1 1 1 1 1
RNEK : =ttt + + ..
ORNEK: 2. (e+7) " T2723%34 wns D) T s D+ 2)

serisinin karakterini (yakinsaklik durumunu) inceleyiniz.

Coziim : Serinin kismi toplamlar dizisinin genel terimi

] 1
N ﬁ'f‘ﬁ"‘..."‘

n=

1
n(n+1)

olacaktir.

I _
n(n+1) B

1
n+1

S|~

oldugundan

=l

~

~

2-

(9%}

I (1L I\, (L_1 L1
+"'+n(n+1)_<1 2>+<2 3>+"'+(’7 n+1>
olur. Bu esitlikte gerekli sadelestirmeler yapilirsa

g =7 1 _ n
“n n+l1 n+1

bulunur. /im s, = I oldugundan

5 1

kgl k(k+1)

olur. Su halde seri yakinsak ve toplami 1 dir.
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ORNEK : |a| < I olduguna gore, geometrik seri denilen

00

ad*l=I1+a+a’+. . +a" +at+a" T+
k=1

serisinin toplamini bulunuz.

n_l_]—a”
T I—a

Coziim: s, =1 +a+a’+..+a

ve |a| <1 i¢in lim a" = 0 oldugundan

/
—a

lims, = 7

olur. Dolayisiyla |a| < I igin

T l—a

iak—l, 1 9.1
k=1

esitligi elde edilir. 71

ORNEK : ) log(] + %) serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
k=1

e e . ] ] ] ]
Coziim : s, =log (1 +7)+ log(] +7>+ log(] +§>+ ot log(] +ﬁ)
2 3 4 +1
=10g7+log7+log§+...+lognn

2 3 4 +1
=log<7,7,§...nn >=log(n+1)

dir. /im s, = % oldugundan (s,) iraksak ve dolayisiyla kz_:l log(] + %) serisi
raksaktir. 71

s,=a,ta,+..+a, ;,*a,
ve

sn712a1+a2+... +an71

oldugundan, n =2 igin

Ay =Sy = Sn—1

dir. Eger ) a, serisi yakinsak ve toplam s ise
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nlimoo S, = nlimoo S, =S

olacagindan yakinsak bir seri i¢in asagidaki teoremin dogrulugu agiktir.

TEOREM 9.1

Yakinsak bir serinin genel teriminin limiti sifirdir.
Bu teoremin karsitt dogru degildir. Yani genel teriminin limiti sifir olan bir se-
rinin yakinsak oldugunu sdyleyemeyiz. Ornegin kijl lag(] + %) serisinin genel
teriminin limiti sifir oldugu halde bu seri raksaktir. O halde bu teoremden su

sekilde faydalanilabilir.

TEOREM 9.2

Eger bir serinin genel terimi sifira gitmiyorsa (limiti sifir degilse) bu seri

wraksaktir.

. 2
ORNEK : > % DL kgl:- ; serilerinin karakterlerini inceleyiniz.

Coziim : Verilen seriler raksak serilerdir. Ciinkd :

2
lim%=l¢0, lim2Vk=20=7120 ve lim3K— =320 dr

K2+1

k=1

Simdi bununla ilgili olan su teoremi ispatlayalim.

TEOREM 9.3

Yakinsak bir seride kalan terimin limiti sifirdir.



332

Seriler

. 00 (e

Ispat: > a,=s olsun. ) a,=s,+R, yazilabildiginden

k=1 k=1
s = nlimoo(sn-i-Rn)ﬂs = s+nl£mOo R, énlimooRn =0

olur. 1

Dizilerde yaptigimiz bazi islemler seriler i¢in de gecerlidir. Ornegin,

Zak=a ve Zbk=b:Z(ak+bk)=a+b
ve LER igin
> ha, = ha

dir. Gergekten,

00 n n n
kzl(ak+bk)= Jim Z (ak+bk)=nl£moo< Z a,+ Y. bk)

n n 00 00
= lim > a,+ lim > b= a,+ > b =a+b
k=1 k=1 k=1 k=1
ve
00 n n 00
> Aay = lim > Aay =N lim 2a,=k D a=\a
k=1 k=1 k=1 k=1

olur.
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PROBLEMLER 9.1

1. (a,) dizisi yakinsak ise teleskopik seri denilen

i i (Wn+2-2vn+1+V/n)=1-v2

o n=1
> (a,—ay, ) serisinin de yakinsak ve top- 1
k=1 & (=1 n+ ]
. o . .. -]'Z (()4_2):2
laminin a, — lim_a, olacagmi gosteriniz. p=1 e
n— oo
o . kY ln(]—%>=—ln2
2. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz. k=1 k

o) bi _n
1. ngl arctanﬁ— 7

NS

= 1
a. =
k; k(k+2)

S 1 _ 1
M 2 A T2 (nep) PP

- k; k(k + ]I)(k +2) i '
“ kgl m =1 3.  Sekildeki dortgenler birer
kare olup herbiri bir 6nce-
. i 22k +1 =1 kinin kenarlarinin orta nok- Q
=1 k2 (k+1) talar1 birlestirilerek olustu-
rulmustur.  En  distaki
d. kil (’H_—n]), =1 karenin bir kenarinin uzun-
lugu 6 cm ise sonsuz ¢okluktaki bu karelerin
o 4k_3k ¢evrelerinin uzunluklart toplami ka¢ cm dir?
e. PITI =z
o 7 ; 4 D 8 c
L2 Grpnapen T+p 270 ‘
@ k+1)k+3 2
= kzz:l n : (k-i)-(2)2 ) - ln? A B

ABCD eni 6¢cm, boyu 8 cm olan bir dikdort-
b S e = s T gendir. Diger sonsuz ¢okluktaki dortgenlerden
: kgl Sin“*0 = tan”e, (6 #(2k+1 )7) herbirinin késeleri, bir éncekinin kenarlarinm
orta noktalaridir. Tiim dortgenlerin cevreleri

toplami1 kag cm olur ?

LS (Kt 1—vVk)=+o
k=1
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5. 6 myiiksekten

6.

Seriler
W0

yiksekligin % si kadar ytikseliyor. Top durdu-

birakilan  bir

top yere car-

pmnca diistigi

gunda ka¢ m yol almis olur?

|r] <1 igin

< - 1
krk—l=—=—
kgl (]—r)2

oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak

asagidaki serilerin toplamini hesaplayiniz.

2%k +1
1 5k

Mg

>k < k
a. z ? b. z (—])k'? C.
k=1 k=0

k

n

7. (s,)= <5——) ., 2 a, serisinin kismi top-

n
3 k=1

lamlar dizisi olduguna gore a, genel terimini

ve D a, serisinin toplamii bulunuz.

Yakinsak bir serinin kismi toplamlar dizisinin
sinirlt olacagini gosteriniz. Kismi toplamlar

dizisi sinirl olan bir seri yakinsak midir?

Her a €R igin

i 3(a* = a*=1) (ak + ak-1)

=l - .. .
serisinin yakinsak oldugunu gosterip toplami-

n1 bulunuz.

10.

11.

12.

13.

Asagidaki serilerin 1raksak oldugunu gosteri-

niz.

Asagidaki serilerin yakinsak oldugunu gosterip

toplamini bulunuz.

00 lnk(k+2)
.k:l (k+1)2 .k:1 2k+1

. iwcﬂ—ﬁ . §(1+i>2
k=1 YKtk Py AVAREL

&, o e e .
kzl a, serisi igin

0 n k—1
Sn: Z A > On: Z <1_ n )ak
k=1 k=1

olsun.

Sits,+.ts, - = o<
a. o,=——=7——" olacagim gosteriniz.
b. > a, yakinsakise ). (] —%) a,

yakinsak midir?

F,=F,=1veF,, =

nimlanan ve Fibonacci dizisi denilen (F ) dizisi

F, , +F, biciminde ta-

icin

. I B |
Fn—an+1 Fn—an FnFn+1
3 1

b. =]
n=2 Fn—an+1
oo F

c. —arL—=2
n§2 FI‘l*an‘Fl

oldugunu gosteriniz.



Seriler 335

m POZITIF TERIMLIi SERILER

Biitiin serilerin kismi toplamlar dizisini hesaplayip yakinsakligini incelemek
miimkiin olmayabilir. Bu hallerde serinin yakinsaklig1 hakkinda birseyler s0y-
lemek icin yakinsaklik testleri (kriterleri) denilen bazi testler mevcuttur. Once
pozitif terimli seriler ve onlarla ilgili testleri verelim.

Her k dogal sayisi i¢in a, = 0 ise > a, serisine bir pozitif terimli seri

denir.

Pozitif terimli serilerin kismi toplamlar dizisi monoton artan oldugundan bu
serilerin yakinsak oldugunu gdstermek i¢in kismi toplamlar dizisinin sinirh
oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi bu seriler i¢in yakinsaklik testlerini ve-

relim.

Karsulastirma Testi TEOREM 9.3

Her k€N icin a, =20, b, =0 ve a =< C- b, olacak sekilde bir C sabiti

mevcut olsun.
1. >°b, yakinsak ise D a, yakinsaktir.

2. > a, waksak ise ) b, iraksaktir.

Ispat: 1.3 b»,=b olsun. kEN i¢in a, < C- b, oldugundan

a,+ta,+..+ta,<Cb,+b,+..+b)=C" Zbk C-b
olur. 3" a, serisinin kismi toplamlar dizisi monoton artan ve sinirl oldugundan

yakinsak ve dolayisiyla )" a, yakimsaktir.

2. > a, waksak olsun. O halde (a; +a,+... + a,) smirsizdir.
a,ta,+..+a,<CMb,+b,+..+b)

oldugundan (b; + b, +... +b,) dizisi smirsiz dolayisiyla iraksaktir. O halde
2. b, waksaktir.
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Bir serisinin bastan birka¢ teriminin alinip alinmamasi serinin karakterini

degistirmeyeceginden yukaridaki test soyle de verilebilir :

PEN ve k=p icin a, = C- b, olacak sekilde bir C sabit mevcut olsun.

1. > b, yakmsakise ». a, yakinsaktir.
k=1 k=1

00 00
2. > a, waksakise D b, 1aksaktr.
k=1 k=1

.. X cos?k — . ..
ORNEK : >’ k(k+ 1) serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
k=1

cos*k 1 .
<
Wkt 1) = kk+ ) 9°

Céziim : k€N igin cos? k < I oldugundan

serisi

5 1 < . . S cos’k
kzz:l—k h+1) yakinsak oldugundan (326. sayfadaki rnek) kgl Kkt D)

de yakinsaktir. 71

1L

Simdi karsilastirma testinde ¢ok kullanilan ve harmonik seri denilen kzl s

serisinin yakisaklik durumunu inceleyelim.

I) o =1 olsun. kzl % serisinin kismi toplamlar dizisi s, = / +é+ +% dir.

Bu dizi monoton artandir. Simdi bu dizinin sinirhi olup olmadigina bakalim.

B > 0 istenildigi kadar biiyiik bir say1 olsun. m > 2B ve n > 2™ segelim.

sn=]+§+§+...+%> 1+§+§+...+Zim
=(1+§)+(§+§)+<§+...+§)+...+<ﬁ+...+2im>
>Ieadeafe vomt L
:%+§+.. +é=mé=%>3

olur. s, istenildigi kadar biiyiik bir sayidan daha biiyiik oldugundan sinirsiz

ve dolayisiyla wraksaktir. O halde i % serisi 1raksaktir.
k=1
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L

II.a<] olsun. k< k = e

2% ve i % raksak oldugundan karsilastir-
k=1

o0
ma testi geregince o </ igin . ki‘x
k=1

serisi 1raksaktir.

I11. a > [ olsun. k"> n olacak sekilde » sayisini tesbit edelim. Bu tak-

tirde n > 1 igin

1 1 1
sn—ja"F§a+".+Za

20 T3] T ye T se T g TG 2r—1
1 1 —f 1 \* 1 1 1
<1+22—a+4-4—a+...+2’ (2,_1> 1+2a_1+4a_1+ (2’*1)0‘_1
1 L\
1 1\ VT _(20‘—1> 1
_I+20.71+(20(f1> + +(20(*1> 7— 1 1— 1
2&—1 Za—l

olur. Yani (s,) smirhdir. Dolayisiyla > kio‘ ,o. > 1 igin yakisaktir.
k=1

Demek ki kzl kia serisi a =< / i¢in wraksak o > / icin yakinsaktir.

.. x 2 \k
ORNEK : Y, (2k22k+ ]) serisinin karakterini inceleyiniz.
k=1

Coziim: V k€N icin

1 1

< 24+ ] <22+
1<2k = A2+ 1<2H+2k = — 5 —> -5 —

L 2k 2 _ _k__,
2k2+17 2k%+2k k+1

1
k+1

262 \K 1\ ko1
:(2k2+]> ><1_k+1> Sty Al oy

dir. > ﬁ serisi raksak oldugundan verilen seri raksaktir.
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Karsilastirma testinin limit formu TEOREM 9.4

2.a, ve > b, pozitif terimli seriler ve
o Yk _
Jim gE= 9.2)
olsun.
1.0 <y<+ow ise D a, ve Y b, serilerinin karakterleri aynidur.
2.y =0 ise ) b, yakinsak oldugunda ) a, yakimsaktir.
3.y =+ ve > b, iwaksakise > a, iraksaktr.

Ispat: 1.0 <y <o olsun. klim % =17 oldugundan her ¢ > 0 i¢in Ik, EN,
S by

Oyle ki her k> k, igin
ak <
TN

olur. Buradan da
Yoe<gh<yte = G-e)b<aq<q+eb
k

yazilabilir. € <y segilirse y—¢ > 0 olur. Kargilastirma testinden > a, ve

2.b, serilerinin ayni karakterde olduklar1 goriiliir.

2.y =0 olsun. Budurumda (%) birsifirdizisiolur. Oyleysehere > 0 i¢in Ik, EN
k
oyleki Vk >k, icin

Ay
b_k <e=aq,<e b,

olur. > b, yakinsak ise karsilastirma testinden ) a, yakisak olur.

3.y = +oo olsun. Bu durumda (%) dizisi sinirsiz bir dizidir. B > 0 istenildigi
k

kadar biiyiik bir say1 olsun. k > k, oldugunda
a
*>B = a,>B-b,

by

kalacak sekilde en az bir &, dogal sayis1 vardir. Karsilastirma testine gore
2.b, waksak ise ) a, iraksak olur.
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Eger yukaridaki teoremde kzlb , Serisi yerine kzl ki‘x harmonik serisi alinirsa

oldukea kullanish olan su test elde edilir.

Limit Testi TEOREM 9.5

> a, pozitif terimli bir seri ve
.
klimoo k*a, =y
olsun.
1.0=sy<+w ve a>/ise  a, yakmsaktur.

2.y>0 ve a=1 ise ) b, wraksaktm.

ORNEK: 3 — kK

2 5542 serisinin karakterini inceleyiniz.

3
AT klimw # = é ve o =2 > [ oldugundan verilen

Coziim : lim k2
koo

seri yakinsaktir.

ORNEK : serisinin karakterini inceleyiniz.
k§1 vk+1 Y

Coziim : Jim k172

— 00

ln—f] =4+ >0 ve o= % < I oldugundan verilen seri

raksaktir.

Simdi karsilastirma testlerinden ¢ikan baska testler verelim.

D' alembert Oran testi TEOREM 9.6

Pozitif terimli ) a, serisi i¢in

Gkt
lim =
k— oo ak
olsun. Eger

1.r<lise ) a, yakinsak
2.r>1ise ) b, wraksaktur.

3.r =1 ise slipheli durum vardir.
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ispat : 1. fim <AL=y < 1 olsun. Her ¢ > 0 igin 3k, €N dyleki Vk >k,

icin
v v
—— —r|<eolur. =r—-¢g< 4 <r+¢ bulunur. » + ¢ = p dersek k>
..a . - .
k, igin ?zzl <polur. r <1 ise & yeter derece kiigiik secilerek r + ¢ =p de

1 den kiigiik yapilabilir. O halde Jim a(’;—:l =r<lise 3p <1 ve Ik, EN

oyle ki Vk = k, igin

Lk+1< <] = <p-
a, P Ay =P 4

dir. O halde
ap 11 < pay

A +2<Pak+1

1y <Py gy (SEN)
yazilabilir. Bu esitlikler taraf tarafa ¢arpilirsa
A 45 <Py

bulunur. k, + s = k dersek
a, <pk*"o~ak‘

olur. a, bir sabit ve ». pk~*o serisi 0 =p < I i¢in yakinsak oldugundan
: k=1

Y. a, serisi yakisaktir.

2. lim aZ—Zl =r> I olsun. Her ¢ > 0 i¢in 3k, EN odyle ki Vk >k, i¢in

— 0

a
‘ﬂ_r

Ay

a 1.
<g=r—e< % < r+¢ olur. € yeter derece kiiciik secildi-

a
ginde r—¢ > I olacagindan k > k, i¢in Zzl > 1=a,,, > a, dir. O hal-

de (a; ) dizisinde a, dan sonraki terimleri monoton artandir. Dolayisiyla

lima,#0 = ). a, waksaktir.

|~

3. kzl - serisinin 1raksak, kzl é serisinin yakinsak oldugunu biliyoruz.
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]
. k+1 . k  _
klimoo 7 _klimwk+1_]
k
ve
1
2
+ 1 2
lim ( 1) = K-
o0 2 —o (k+1)

dir. Demek ki hem yakinsak hem de iraksak seriler igin  lim ag—:l = 1 olabil-
Lt

mektedir. Bundan dolay1 klim a, = ] oldugunda serinin karakteri hakkinda

— o0

birsey sOylenemez.

ORNEK : kz() % serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.

1
oo (k+D)! I
Coziim : kllﬁmo0 7= klimoo Tr1=-0<1
k!

oldugundan verilen seri yakinsaktir. Yakinsak olan bu serinin toplam1 e ile
gosterilir. Yani

S
e= Y
= k!
olmaktadir. Bolim 4 de
1\" 1 2 1
(1+L) > 14+ 5+ L=,

oldugu gosterilmisti. O halde
(1+1) <5, <e
yazilabilir. Buna gore

klimoo <1 +%)n <e 9.3)

olacaktir. Diger taraftan m > n igin
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%

2 q—1>

<n)i_n(n—])(n—Z)...(n—q-l—]) (1-4)1-2).(1-%

m

n™ m!-n4 m!

o

yazilabilir. Simdi ¢ sayisi sabit tutulup » — ° icin limit alinirsa

1\" 1 1
l’moo <1+ﬁ) = ]+]_!+2_/+ +?
olacaktir.

Vq €N igin bu esitsizlik saglandigindan m sayisi sinirsiz biiylitiildiigli zaman

da saglanir. O halde

. 1 1,1
lim <1+ﬁ)21+ﬁ+7+...=e 9.4)

dir. (9.3) ve (9.4) den
nlimoo (1 +%>n =e

bulunur.

<(1 +%>n> dizisinin limitinin 2 ile 3 arasindaki bir say1 olabilecegini goster-
mistik. Oyleyse e sayisi 2 ile 3 arasinda bir sayidir. e nin yaklagik degerini

bulmak i¢in kio % serinin bastan itibaren miimkiin oldugu kadar fazla sayida
terimini toplamak gerekir. Yaklasik olarak
e=2,71828...

yazilabilir.

.. x onpl s L. L.
ORNEK : > £ - serisinin karakterini inceleyiniz.
n=1 "
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- n+l, !
Cozim : i Gnet _ lim 2 (n+ D!

n— oo an n— oo (I’l+])”+l 2" n!
_ 2(n+I)n" non ]
T (n+1)"+1_,,’l"w2<n+]) _animoo(n+l>"
n
=2 lim —L=21=2<
(14 5)

& 2Mpl
oldugundan ) 2n:Z~ serisi yakinsaktir.
n=1

Cauchy Kok Testi i TEOREMY.7]
Pozitif terimli ) a, serisi igin
klimoo ’%/aT( =r
olsun. Eger
1. r<lise ) a, yakimsak,
2. r>lise ) b, waksak,

3. r=1 ise siipheli durum vardir.

Bu testin ispati tamamen D'alembert oran testine benzediginden bir alistirma
olarak okuyucuya birakilmistir.

. © k
ORNEK : > (§+ > serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.

k=1

bl N

— . . 1, 2\kk . 1,2 1 <
: kfa, = L2y = Li2)=4L -
Coziim : kZLm Ja klzﬁmoo (5 k) klirnoo (5 k> 5 <1 oldugundan ve

rilen seri yakinsaktir.

.. © K2
ORNEK : > (%) serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
k=1
[(k+ 1\ ke
P PR — gk _ 7 k
Coziim : klimw Ja, klimw ( % > klimm< X >

= lim (k1) tim (1 ) =es
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oldugundan verilen seri 1raksaktir.

Ar+1

lim a, = 1 olmast halinde oran testi sonug vermez. Bu durumda asagi-

k— o0

daki testler yardimci olabilir.

Kummer Testi TEOREM 9.8

2 a, bir pozitif terimli seri ve (P,) da
. ay
llm(Pkm—PkJrl):L
limiti var olacak sekilde bir pozitif dizi olsun.
1.L>0 ise ) a, yakinsaktir.

2.L<0 ve ZPL wraksak ise D a, iraksaktir.
k

Ispat: 1. L > 0 olsun. 0 < r < L olacak sekilde herhangi bir » say1s1 secelim.
Bu taktirde 6yle bir K sayisi vardir ki Vi =K igin

P, > 1

Tk _

At

buradan da
Pray =Py jap >ra

bulunur. Bu esitsizlikte & yerine K, K + [, ..., K + m — I yazildiginda esitsiz-
lik dogru olacagindan

Prag—Pg qag > rag,
Py iyag 1= Pryrlgir>rag

PK+m71aK+m71_PK+maK+m > Fagm,

olur. Esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa
K+m
Pyag =Py gy > 7 2.
k=K+1

bulunur. s, = a, +a, +... + a, denirse, yukaridaki esitsizlik

Prag =Py g im > T (Skem™Sk)

buradan da
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TSgam <TSg+tagPry—P

Ktm@kem < TSkt Pgag

yazilabilir. Béylece herbir m € N i¢in

Prag
r

Sgam <SSt
olur ki bu (s,) dizisinin Gstten siurli oldugunu, dolayisiyla D a, serisinin

yakinsak oldugunu gosterir.

2. L < 0 olsun. Bu taktirde oyle bir M sayisi vardir ki Vi = M igin

Pk —p . <0
ka,, k+1—

olur. Bu durumda Vk =M igin
PraysPri a

yazilabilir. Buradan Vn = M igin

1
PMaMsPM+1aM+Is...sPnan = anzPMaM P—n

yazilabilir. >’ PL wraksak oldugundan karsilagtirma testi geregince )" a,, irak-
n

sak olur.

ORNEK : 3 1-4-7..(3k—2)

DA 70(3k=2)
& 306-9..(3k) Censiin karakienintneeleymtz

Coziim: ¢ ;.4.7.(3k=2) 3.6-9.(3k+3) _ 3k+3
Aev1 3:6:9.(3k) 1-4-7.(3k+1) 3k+1

A
Arr1

lim =/ oldugundan oran testine gore birsey sdylenemez. Simdi P, = &

alarak Kummer testini uygulayalim.

ap o, 3k+3 _ k-1
Peagy  Pen =k g~k D=3y
oldugundan
. a, k=11
klimw(Pkm_Pk+l)—llmW—_§<0

dir. O halde verilen seri 1raksaktir.
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Raabe Testi TEOREM 9.9

2 a, pozitif terimli bir seri ve
; Dh+1 _
i 55— 1)=s
olsun.
1.s <-I ise ) a, yakmsaktm.

2.5 >—1 ise ) a, raksaktir.

Ispat:Yukaridakilimitinvarolmasiigin lim ZZI = /olmalidir. Kummertestinde

P, =k alinirsa su 6nerme elde edilir.

a
"lz'm(k- akk 1 —(k+1)) >0 ise Y a, yakimsak,
+

a
Zim(k»ak" 1 —(k+1))< 0 ise Y. a, aksaktir."
+

D+
) a, |(k+1Day—ka, _ (k+1) a, —k
Ay
a a
k( Z+1_1>+ kel
g k k s+l
=—lim a =—=7 = (s+1)

olur. O halde —(s + /) >0, yani s<-/ ise > a, serisi yakinsak, —(s +

1)< 0 yanis>—I ise D a, serisi iraksaktir.

2 & 135 1 .
ORNEK : ) % serisinin karakterini inceleyiniz.

- o a _1:35.(2k+1) 2-4-6..(2k)
ozum : k1 .
¢ im =g ==l 62k +2) 1-3 5.2k~ 1)
2k+1_
2k+2

= lim 1

oldugundan siipheli hal vardir.
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>—1

a
. k+1\_ g 2k+1 >_. -k _ 1
llm(le )—llmk<2k+2 1 _llm72k+2_ )

olur. Raabe testinden verilen seri rraksaktir.

Bertrand Testi TEOREM 9.10

(a,) pozitif terimli bir dizi ve

1

lna—

g k _

Jm e =4
olsun.

1.q <1 ise ) a, wraksak,

2.q>1 ise > a, yakinsaktir.

lni

Ispat:1.¢ < olsun. klim Takk = g < I olacagindan dyle bir k, sayisi vardir
ki, V k> k,igin

g I 1 I
k
W<1 = ll’lafk<lﬂk=> a7k<k=>ak>i

olur. Karsilastirma testinden ) a, iraksaktir.

2.9 > 1 olsun. I < a < g olacak sekilde bir a saysi segelim. Oyle bir &,

sayist vardir ki, V k> k; igin,

lni
i>0L =1n 1 >nk%=a <1
Ink — a )= k= (o

olur. Karsilastirma testinden »_a, yakinsaktir.

ORNEK : % serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
k=2 (Ink)"™*
Coziim :
L Ink?
) a . In(ink)" . 2Inkin(ink) .
Jim lnkk = lim == lim_ Ik = lim 2 In(lnk)=+00 > 1

oldugundan verilen seri yakinsaktir.
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Pozitif terimli ) a, serisi yakinsak ise bu > a,<°, wraksak ise > a,= ° bici-
minde gosterilebilir. Bu gosterim sadece pozitif terimli seriler igin kullanilir.

ve ispat edelim.

Benzerlik Testi TEOREM 9.11

(a,) pozitif ve monoton azalan bir dizi olsun.

> a, yakmsaktir < > 2"a,, yakimsaktir.
p=0

23]
Yani, D a, serisinin yakinsaklik durumu ile > 27a,, serisinin yakinsak-
p=0
lik durumu aynidir.

Ispat:s = zn: a, ve t,= ﬁ: 2%a,i olsun. n=27 igin
k=1 k=0
s,<a;t(aytaz) .t (2yp+ 2,01t 25011 )
<a,+2a,+4da,+ .. +a2p=tp:>sn<tp
olur. Aymi sekilde n > 27~/ icin
S, >a;ray+(azta) t(astag+a;+ag+ .. (a2, +ay-1)

>La+a,+2a,+ .+ 22 ay =L (a4 20y +day+ o+ 2P ay, )

yazilabilir. O halde s, > %z p—1 dir. Demek ki
1
flp—l < Sn < tp

dir. Buradan gortldiigii gibi (tp) sinirlt ise (s, ) smrl, (s, ) smirh ise
(tp) smirlidir. Dolayisiyla (tp) nin karakteri ile (s,) nin karakteri aynidir.

Biri yakinsak ise digeri de yakisaktir.
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ORNEK : > ﬁ serisinin yakimsaklik durumunu inceleyiniz.
k=2

| L g & S
Coziim : (—k n k) dizisi monoton azalan oldugundan kgz Ting Serisinin

karakteri ile

k1 _ 1§ 1
22 zklngk‘lnzk;k

serisinin karakterleri aynidir. Z% raksak oldugundan Zﬁ serisi de 1rak-

saktir.

Integral Testi TEOREM 9.12

(a,) pozitif ve monoton azalan bir dizi f* de [1, +°) araliinda monoton

azalan bir fonksiyon olsun. Her k€ N ig¢in

S (k) = ay

ise > a, serisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

( lf f(X)dx)

dizisinin sinirli olmasidir.
Ispat : f fonksiyonun grafigi sekildeki gibi olsun. r = 2 i¢cin ABCF bolgesinin

alam

J gas
r—1

dir. Bu alan ABCD dikdortgenin alanindan biiyiik, ABEF dikdortgeninin ala-
nindan kiigiiktiir.

Alan (ABCD) = |AB| - [BC|=1-f(r) =a,
Alan (ABEF) = |AB| - |AF|=1-/(r— 1)=a,_

oldugundan
,
a,< [ f@dx<a,_,
r—1
dir. » =2, 3, ..., n i¢in bu esitsizlikler yazilir ve taraf tarafa toplanirsa
n
a,+ta;+..+a,< ff(x)dx <a;ta,+..+a,_,
i
bulunur. Buradan da
n
Sp—a; < [ fx)de<s,_,
i

elde edilir.
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2. a, yakmsak ise (s, ;) yakinsak ve dolaysiyla smirlidir. Bu durumda

(ff(x)dx

dolaysiyla (s,) sinirh olur. Bu da 2. a, serisinin yakinsak oldugunu gosterir.

sinirlt olur. Karsit olarak bu dizi smirh ise (s, — a;) smirh ve

> a, yakinsak ve toplami s ise f f(x)dx) yakinsaktir. Bu dizinin limiti [ ise

1
s—a;sl=s bulunur. Buradan

Isssl-i-al

yazilabilir.

(o]
3 _n2 o o o v ..
ORNEK : > ne™" serisinin karakterini inceleyiniz.
n=1

Coziim : f(x) = xe ™’ fonksiyonu x = / i¢in monoton azalandir. Cilinkii
Fi@) = xe™ (2x+1)<0
dir. O halde bu seriye integral testi uygulanabilir.
n

IS PECT I
i/xexdx——zex{— 2

oldugundan verilen seri yakinsaktir.

serisinin yakinsak oldugunu gosterip

" X 1
ORNEK : ——
,Z:l k*+1

< % +§ esitsizliginin dogrulugunu gosteriniz.

'NE]
'NE!

n
o 1 o W T
Coziim : lf e ldx—arctann 57
oldugundan sinirli, dolayisiyla verilen seri yakinsaktir.

1= lim arctann— % = % - % = % oldugundan

T _ N 1 T
ZS]{;] k2+152+a1

olacaktir. a; = ﬁ =§ olacagindan yukaridaki baginti

bi¢iminde yazilabilir.
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PROBLEMLER 9.2

1 S
5 8 qasiled inii ini Pe serilerinin yakin-
1. Asagidaki serilerin karakterini inceleyiniz. 1223 (in k Ink ’ 23 [in(ink)]™* y
< 3k+1 S Ink 8 fnd 5
a. > m. Y 5 sak, serisinin raksak oldugunu
=1 k3 =1 K k§3 lnk)ln(l 2
. : & pap gosteriniz.
b Z 3n2 n. Z k+1
n=1 =1 ko2t
c i (22)0 0 i it 3 i serisi hangi p ler igin yakinsaktir?
A= (n)? =1 kVk & (ink)?
= 221(nt)? & (2n)
® 0.
ngl (Zn)/ ngl 2100
CREEI I B DR .
< (3n)! - 3k 4. z< Z —3 % esitsizliginin dogrulugunu gos-
X = op X k(3 -
n=1 (n!) n=1 termlz.
x  (n)’ & 10"
e r.
nz=:1 (3’1)/ nzz:l n!

= (1-3-5...(2n—1

5. 3

p
)) % serisinin p € N*
S ink 3 n! n=1
L2 S X T35.is]

2-4-6..(2n)

k=1 n=1 i¢in yakinsak oldugunu gdsteriniz.
& nn &, (2}1)/
EZ G M E G o _
6. Pozitif terimli ve yakinsak D a, serisi veriliyor.
00 2 00 . . e
h. Zl (”TH)" t. kzl k2 p >é i¢in ) ,/a, -nP serisinin yakimsak oldu-
= =

gunu gosteriniz.

7.3 IZ% serisinin o > 1 igin yakinsak, o < 1

icin 1raksak oldugunu gosteriniz.

e e k* 8. > a, bir pozitif terimli seri ve (b, ), bir b > 0

sayisina yakinsayan pozitif terimli bir dizi olsun.

S 1 & k!
k. kzl 2ik+1 v Zl (a+ I)(o+2)...(a+k)

- k= > a . serisinin yakisak olmasi i¢in gerek ve ye-
| i Ink i 1-3-5.(2k—1) 7 ter sart ) a, b, serisinin yakinsak olmasidir. Is-
=k L T246.(2k) 2k+1

patlaymiz.
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9. a, > 0 ve

> Ja, a,. <o olacagmi gosteriniz.

2.a, < o oldugunda

10.> a, pozitif terimli yakinsak bir seri olsun.
Asagidaki serilerin de yakinsak olacagini gos-

teriniz.

2
a, a

b'zl+an ¢y —5

]+an

a. ) a’

11.(a, ) artmayan bir dizi olsun. ) a, yakinsak
ise (na, ) bir sifir dizisidir, ispatlaymiz. Bu-
nun karsitt dogru mudur? (a,) pozitif terimli

monoton azalan bir dizi ve (n a,) sifir dizisi

degilse D a, serisinin karakteri i¢in ne soy-

lenebilir?

12.11. sorudan yararlanarak i L 1

. . .. on=1plty
nin karakterini inceleyiniz.

serisi-

13.0yle bir smirsiz (a , ) dizisi bulunuz ki

S a -
Y. 5 serisi yakisak olsun.
n=1

00

1
14. —
,Ez k(Ink)*

serisinin yakinsan olmasi igin
gerek ve yeter sartin o> 1 oldugunu gosteri-
niz.

15.0<sa, <M ve b=k’ oldugunda

a C . o . .
> b—k serisinin yakinsak olacagini gosteri-
k

niz.

16.

17.

18.

19.

20.

VkeN igin

a, >0 ve ) a, yakinsak oldugunda

>, ai serisinin 1raksak olacagini gosteriniz.
k

a, > 0 ve Z a,<oo = Za%<oo.
Onermesinin dogrulugunu gosteriniz.

Y al<o ise ) a, < oo mudur?

(F,) Fibonacci dizisi olsun.

R g 11,1
n; gr=ltl+5+3+5+.

serisinin yakinsak olup olmadigin1 arastiriniz.

o > 0 dir. o nin hangi degerleri i¢in

ak

|k

Mg

k

serisi yakinsaktir,

Genel terimi

a, =1 vea = ;Zii a, bagintismni sagla-

yan »_a, serisinin yakinsaklik durumunu ince-

leyiniz.
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m ALTERNE SERILER

Simdi, terimlerinin igareti ardigik olarak degisen ve Alterne Seriler adi veri-

len seriler i¢in bir yakinsaklik testi verelim.

Leibnitz Testi TEOREM 9.13

Eger
1.Her n=1 i¢in 0<a, ,=<a,
ve
2. Jim a, =0
ise bu taktirde Y. (—1)""'a, serisi yakinsaktir.
n=1
Ispat: > (-1"~ 1an serisinin kismi toplamlar dizisi (S,) olsun.
0<a,,;=a, oldugundan
Sy =(a,—a)) +(a3—a) +.. +(a,,_,—ay)
seklinde tammlanan (S,,) dizisi artan bir dizidir. S, genel terimi
Sy =a;—(a,—ag) —(ay—as) —... =(ay, =5, ) —ay,

seklinde de yazilabilir. Bu toplamdaki ilk terim hari¢ diger tiim terimler negatif

veya sifirdir. Dolayisiyla herbir n i¢in
Spw=ay
yazilabilir. su halde (S,,) dizisi simirhdir.
Monoton artan ve sinirli her dizi yakinsak oldugundan (S,,) yakinsaktir.
nlimoo Sop=1L
diyelim. L = a, olacaktir.
limS,, ,=Ilim[S, +a,,]
=lim S, +lima,,
=L +lima,,

dir. Diger taraftan (a,,) dizisi (a,) dizisinin bir alt dizisi oldugundan »
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lima,, =lima,=0
dir. Su halde,
limS,, ;=L

dir. Demek ki n ister tek ister ¢ift olsun (S, ) kismi toplamlar dizisi ayni bir L

sayisina yakinsamaktadir. Buna gore
Jim S, =L
dir. Su halde

> (—1)"_lan serisi yakinsaktir.

n=1

k=1

ORNEK: $ 0

3 alterne serisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.
k=1

e ] o e
Coziim : a, = ¢ almirsa 0 <a, , ; <a, ve lima, = 0 olur. Leibnitz kriterinden

verilen seri yakinsak olur.

Terimleri ) a, serisinin terimlerinin mutlak degerinden olusan »_la, | seri-

si yakinsak ise D a, serisi mutlak yakinsaktir denir. ) a, yakisak fakat

2 la, | waksak ise bu taktirde > a, serisi sarth yakinsaktir denir.

o (k-1
ORNEK : )’ % serisinin mutlak yakinsak olup olmadigini aragtiriniz.

k-1
_— -1
Coziim : (k)2

=L ve Zé serisi yakinsak oldugundan verilen seri

k2

mutlak yakisaktir.

o (_ 1k
ORNEK : )’ ( k] ) serisinin mutlak yakinsak olup olmadigini arastirmiz.
k=1

(=D*

Coziim : Verilen seri yakinsak fakat ‘ 3

x|~

o)
ve Y, T serisi iraksak ol-
K=1

x|~

dugundan verilen seri sartli yakinsaktir.
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Seriler icin genel yakinsaklik Prensibi TEOREM9.14

2 a, yakmsaktir < Ve>0 i¢in I3n,EN 6yleki m > n=n, igin

m

Zak

k=n+1

<e dm.

Ispat : s, =a; +a,+ ..+ a, olsun. Buna gére » a, serisinin yakinsak
olmasi igin gerek ve yeter sart (s, ) dizisinin yakinsak ve dolayisiyla Cauchy
dizisi olmasidir.

Buna gore serinin yakinsak olmastigin gerek ve yetersarther ¢ > 0 igin,m>n=n,
oldugunda |s,, —s,| < ¢ kalacak sekilde bir n, sayismin varolmasidir. s,, ve
s, yerine a, cinsinden degerleri yazilirsa

m

Zak

k=n+1

<e

bulunur.

TEOREM 9.15

Mutlak yakinsak her seri yakinsaktir.

Ispat: > a , mutlak yakimsak olsun. Bu durumda ) la, | yakinsaktir. Te-
orem 9.13 den, € > 0 verildiginde dyle bir n, bulunabilirki m > n = n,i¢in

m
> la,|<e
k=n+1

olur. Diger taraftan

m m
Z ag|= zl|ak‘

k=n+1 k=n+

oldugundan m >n =n, igin

m

Zak

k=n+1

<e

bulunur. Buda ) a, serisinin yakimsak oldugunu gosterir. 1

Mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin kiimesi [, ile gosterilir.
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Buna gore
11:{(%) : kgl\“k| < °°}

dir. Yukaridaki teoreme gore
L, Cy

olacaktir. Buradaki kapsama kesin bir kapsamadir. Baska bir deyisle /,, y nin bir

_1)"
n

oz alt kiimesidir. Gergekten > ( yakinsak fakat mutlak yakinsan degildir.

Bu nedenle

(E8er e (GF)es

dir.

TEOREM 9.16
Zan reel terimli bir serive n =1, 2, ... igin

:‘an‘-i-an :|an‘—an

Pn 4,

olsun.
1. > a, sarthyakmsakise D p, ve > g, serilerinin her ikisi de iraksaktir.

2. > a, mutlak yakinsak ise D p, ve D g, serilerinin her ikisi de yakin-

saktir ve
2 a,= 2 p,m 2 4,
n=1 n=1 n=1
olur.

ispat : Eger a,=0 ise p,=a, ve a,=0; a,=<0 ise p, =0 ve a, =-a,

olur. Ayrica her n€ N i¢in a, =p,—q, ve |a,| =p, +q, dir.

1. > a, sartliyakinsak, yani } a, yakinsak ve |a, | iraksak olsun. Eger > g,
yakinsak ise p, = a, + g, oldugundan »_ p, de yakinsak olurdu. Benzer se-
kilde ) p, yakinsak olsayd1 )" g, de yakinsak olurdu. Halbuki > p, ve >.q,
serilerinin yakinsak olmasi halinde, |a,| = p, + ¢, oldugundan Z‘ a, | yakimsak
olur. Halbuki ’|a, | iraksaktir. Su halde > p, ve > g, serilerinin her ikisi de

raksaktir.
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2. i |a,| yakinsak olsun. Teorem 9.15 den i |a,| yakinsaktir. Bu da
n=1 n=1

serilerinin, yani D p, ve ».q, serilerinin yakinsak olmasini gerektirir.
a,=p,—q, oldugundan
o]
DIEIED NI BED WD W
n=1 n=1 n=1 n=1

bulunur. 71

TEOREM 9.17

2. a, bir yakinsak seri olsun.

+a ST 1/ -

b1=a1+a2+...+aml, by,=a my+2 my

my+1

b, = am(n_l>+1+ +amn

ise Z b, serisi yakisak olup Z a, = Z b, dur.

Ispat: > a,=s,ve > b,=t, denirset, = s, olacagindan (¢ ) dizisi (s,)
k=1 k=1 n
dizisinin bir alt dizisidir. (s,) yakinsak ve limiti s ise (¢,) de yakisak ve limiti

s dir. Bagka bir deyisle > a, =sise D>, b, =s olur. 71
k=1 k=1

Yukaridaki teorem bize, yakinsak bir serinin terimlerinin parantezlere aliarak
gruplandirilabilecegin, yani
a,ta,+..+a,+..=(,ta,+..+a, ) (am gt +am2)+...

yazilabilecegini ifade etmektedir. Burada, terimler parantezlere alinirken te-

rimlerin sirasinin degismedigine dikkat edilmelidir.

S & (=0t - I o
ORNEK : ————=ys 1ise ——————~ = dir, gosteriniz.
kgl k kg (2k = 1)(2k) g

o=l Reliteld D

; oo
56° Z:: 2k — I)(Zk)

olur.



PROBLEMLER 9.3

1. Asagidaki serilerin yakinsaklik durumlarini in- 2. (a, ) monoton azalan bir sifir dizisi olsun.
celeyiniz.
o) k n k
kZO (=1) ak—kzo(—l) a,|<a,,,
& (=) N a1 (nh)?2m : )
a2 i 2 (=) , < o
neoy o+ 1 ne1 (2n) oldugunu gdsteriniz.

(o9
3. > (= I)k_ L Zierd 1 oldugunu gésteriniz.
k=1

& n n n—1 246 (2n) k(k+1)
= k.
b ,,;( DAEY ngl( ) 1-4-7..(3n-2)
© (_ n
&3 & ok L .. .
c. 2 Co;vl /nTI: L 2 (- I)k lem 4. ngo Mt ]) ™) serisi veriliyor. Bu serinin toplamu ilk
n=1 : k=1

5 terimin toplami ile yaklasik olarak ifade edildiginde

yapilan hata en fazla ne olur? (2. sorudan yararlaniniz.)

2 k=1 5. Asagidaki serilerin bastan itibaren ka¢ teriminin toplami

ile serinin toplami arasindaki fark 0,01 sayisindan kiigiik

e S S s ="' kalir?

n=1 4" n=1 n" 1
o B © _1)"_
D A Lo N B )
n ! n§1 1) n’+1 n§1 (2n—1)!
® sinny x (1)t
f. X~ o 2 Tk
n=l k=2 x =) Sil’l(Zn—])E
c Z cos ni 2
° n }’l2
n=1 n=1
OO
g Z (_Z)n—ll’l-i-/] o Z (_])k—l .
n=1 (2n!) 2 . i (1) LY (i
n=1 (Zn)-l ’ 2"
(35)
00 o0
h. Z_:l (- ])”_1 iz p- kzl (- ])kln<1 +%) 6. Asagidaki Onermelerden dogru olanlarmi ispatlayiniz.
" N Yanlis olanlara birer karsit 6rnek veriniz.
i (_5)n—1 i (_1)"“ n+3 a. Zan yakmsak ise Z(—I)"flan yakinsaktir.
: = n-n! " = n+5 n—1 )
b. Zan ve > (—1) a,, yakimsak ise Zan mutlak
1 yakinsaktir.
; ncosnx s i sm(n—i-j)n )
e 2 = logn ® Zan mutlak yakinsak ise Y. (—1)" a, mutlak

yakinsaktir.
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m HERHANGI TERIMLI SERILER

Simdiye kadar pozitif terimli seriler ve alterne seriler ile ilgili testler verdik.
Bu kesimde pozitif veya alterne olmasi gerekmeyen seriler i¢in bazi testler
verecegiz. Verilecek olan bu testler tiim seriler i¢in de gegerlidir. Once testlerin

ispatinda kullanacagimiz bir esitligin dogrulugunu gosterelim.

Abel Kismi Toplam Formiilii TEOREM 9.18

(a;) ve (b,) herhangi iki dizi ve

s,=a,ta,+..+a,, Ab =b, b, .,

n’

olsun.

n n—1
> apb,=s,b,+ > 5, Aby
= k=1

dir. %=

ispat : sy = 0 olarak tanimlansmn. Her k € N i¢in a; =5, —s,_, oldugundan

1
=s1(by=by)ts,(by=by)t . ts, (b, —b,)ts,b,
n—1 n—1
= Snanrklek(bk_ka) = Snbn+kz_:lskAbk
olur. 71
Albel kismi toplam formiiliinden su teorem kolayca ispatlanabilir.

TEOREM 9.19

n
(a,) ve(b,) dizileriigin s, = k21ak ,Ab, =b,—b, | olsun.
1. (s, b,) dizisi yakinsak
2. D s, Ab, serisi yakinsak

ise D a, b, serisi yakisaktir.



360

Seriler

Ispat : lim (s,b,) =1 ve i s, Ab, =5 olsun. Abel kismi toplam formiiliinden

n — oo i¢in limit alinirsa

n— oo

n n—1 ©
lim > agb, = lim (s,b,)+ lim > s Ab = D> ab =1+ s Ab, =l+s
k=1 e el = k=1 k=1
olur. Bu, > a, b, serisinin yakmnsak ve toplammimn / + s oldugunu gosterir. 1

ORNEK : (nc,) dizisi ve Y n(c,—c,,,) serisi yakinsak ise ) c, serisi de

yakinsaktir, gosteriniz.

Coziim : a;, = 1, b, = ¢, alip yukaridaki teoremi uygulayalim.
S,=1+1+..+1=n oldugundan (s, b,) = (nc,) olup yakinsaktir.
25, Ab, =D k(c, —c, ) serisi de yakinsak oldugundan
Dagb,=21-¢, =2 c, serisi de yakinsaktur.

Abel Testi TEOREM 9.20

1. > a, yakimnsak,
k=1
2. (b,) monoton ve sinirlt

ise > a,b, yakinsaktir.
K=1

Ispat: > a . yakinsakoldugundan (s,) =(a; +a,+... +a,) yakinsakvedolayistyla
sinirhidir. |s, | < M olsun. (b,) monoton ve smirli oldugundan yakinsaktir. O halde

(s, b,) yakinsaktir.
sy Ab, | = |s, | - |Ab, | = M |Ab, |

ve D IAb, | serisi ) (b, —b, ) veya X (b, —b,) teleskopik serilerinden
biri olacagindan yakmsaktir. Karsilagtirma testinden > s, Ab, mutlak yakin-
sak, dolayisiyla yakimsaktir. Bu durumda Teorem 9.19 un (1) ve (2) hipotezleri

saglanmis olur. Oyleyse Y a b, yakimsaktir.

ORNEK : > a , yakinsak ve o = 0 olsun. > a, k~* serisinin yakinsak oldu-

gunu gosteriniz.
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Coziim : Abel testine gore (b, ) = (K*) dizisinin monoton ve sinirl oldugunu
gostermek yeterdir.

1 1

>0
k* (k+1)*

oldugundan (b, ) monoton azalan bir dizidir. Vk= 17 igin 0 < ki‘l <[ olaca-

gindan (b, ) smirhdir. Abel testine gére > a, b, => a,k~* yakinsaktir.

[ ——T

Abeltestinde (b, ) dizisininmonotonluksartikaldirilamaz. Bagkabirdeyisle(b, )
o (_ \k

monoton olmadiginda Y a,b, yakimnsak olmayabilir. Ornegin ( k] )
k=1

serisi yakinsak ve (b, ) = ((—/)¥) dizisi siirl oldugu halde > a, b, = Z%

by=by ;=

serisi 1raksaktir.

Dedekind Testi TEOREM 9.21

(ay) ve (b,) herhangi iki dizi ve
s,=a,ta,+..+a,  Ab =b b,
olsun.
1. (s,) siurh
2. 2\ Ab; |<oo

3.limb, =0

ise > a, b, yakinsak ve
> a.b,= > 5, Aby
k=1 k=1
dir.
ispat : (s,) smirlive lim b, =0 oldugundan lims,b, =0 dir. Ayrica (s,)
siirlt oldugundan Vn € N igin |[s, | = M olacak sekilde bir M reel say1s1
vardir. Bu durumda
2|5 Ab [SMY|Ab, [ < oo

olurkibu > s,Ab, serisinin mutlak yakinsak ve dolayisiyla yakinsak oldu-

gunu gosteririr.
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Teorem 9.19 den ) a, b, serisinin yakisaklig1 gikar.

n n—1
> ayb,=s,b,+ > s, Ab,
k=1 k=1
Abel kismi toplam formiiliinde, » — o i¢in limit alinirsa
n n—1
D apb,= D s, Ab,
k=1 k=1

esitligi elde edilir.

k-1
ORNEK : Y, ( ]/Z serisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Coziim : 1.a, = (—1)*~! ve b, = % olsun.

1, n tek ise
s,=a,ta,ta;+..ta =1-1+1-1+-._.+(Iy =

0, n ¢ift ise
olacagindan |s, | = I dir. Su halde (s, ) smirhdur.

23] (e8] ] ] 00 ] -
2. k§1| Aby|= kgl‘ Ty ‘ = kglm =1 olacagindan yakinsaktir.

(Ornek 1.1)

3.limb, =lim % =0oldugundanDedekindtestigeregince > a, b, = >.(—=1)* " %

serisi yakinsaktir.

Dirichlet Testi TEOREM 9.22

n
(a,) ve (b,) dizileriigin s,= > a,, Ab, =b,—b,,  olsun.
k=1
1. (s, ) swmurh,
2. (b, ) azalarak sifira yakinsayan bir dizi
ise > a,b, yakinsaktir ve
> agb, = > s Aby
k=1 k=1

dir.

Ispat : Dedekind testinin hipotezlerinin gerceklendigini gostermek yeterlidir.
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1. Hipotezden (s, ) sinirlidur.

2. (b, ) azalan oldugundan
Z|Abk\ZZ\bk_kaFZ(bk_ka): by—limb,=b,

olup >’| Ab, | yakinsaktir.

3. Hipotezden /imb, = 0 dir.

Ohalde . a,b, serisi yakinsak ve toplam1 ) s, Ab, dir.
k=1 k=1

k=1
.. . x (=1 S
ORNEK : ¢ tamsay1 olmayan bir reel say1 olsun. . (kfc serisinin ya-
k=1
kinsak oldugunu gosteriniz.

1, n tek say1

n
CaZﬁm:ak:(*I)lP[ ve bk:k% olsun. s, = > (—])k_lz{

k=1 0, n ¢ift ise

oldugundan simirhdir. (b,) = (n = C) monoton azalan bir sifir dizisidir. Dirichi-

let testi geregince verilen seri yakinsaktir.

ORNEK : Y’ smkk(p serisinin her ¢ € R i¢in yakinsak oldugunu gosteriniz.
k=1

Coziim : a, = sinkg , b, = % diyelim. ¢, 7 nin tamkati ise tiim terimler sifir
olacagindan verilen seri yakinsak ve toplami sifirdir. ¢ = msw (m € Z) olsun.
. n . n+1
S5 Q- sin=5—¢

S, =8in@+sin2¢Q+ ... +sinng = )
sin

oldugundan

.n . n+1
Siny@-sin"5-0 |

¢ =
sin 2

[5n]= .
sin

i
2

dir. Su halde (s, ) sinurhdir. (b, ) = (%) monoton azalan bir sifir dizisi oldugun-

dan Dirichlet testi geregince verilen seri yakinsaktir.



PROBLEMLER 9.4

1.

. BV = {(a

00

S cosng cos ng
2 7 ve Z )

n=1 n=1

serileri veriliyor. Bi-
rinci serinin ¢ = 2msw (m € 7) ikinci serinin her

@ i¢in yakinsak oldugunu gosteriniz.

. (a, ) » monoton azalan bir sifir dizisi olsun.

Y.a,sinng ve Y a,cosng serileri yakinsak

midir?

. Abel testinden yararlanarak . %log (1 +%)

serisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.

. 2.a, yakinsak ve > |Ab, | < oo olsun. (b, ) di-

zisinin yakinsak oldugunu gosteriniz. > a, b,

yakinsak midir?

.s,=a,ta;+..+a, ve |x| <1 i¢in

=(1-x) D s,x" oldugunu gosteriniz.
n=0

()21 Aa; 1< oo} kiimesine sinurlt sali-
nmuml diziler kiimesi denir.

l,CBVCc

oldugunu gosteriniz. y ile BV kiimelerinin birbirine kis-
men Orttigiinii fakat birinin digerini kapsamadigini goste-

riniz.

Yo

10.

11.

Dirichlet testinden yararlanarak Leibnitz testini

ispatlayiniz.

Asagidaki serilerin yakinsaklik durumlarini inceleyiniz.

S ] k> & sink - sin(k?)
; kS k+1 b2 ik
SN | 3 < logn . nm
® z T SIN—57C0S—;— d. z sin—
=4 k 22k 22k 1 = n 4
S (D"
e Y, = (9>0)fz n+1s1n2

g. Zl lng - 7]’[

Zan ve an iki seri olsun.

n
c,= kzl agb, _, olmak iizere ch serisine Zan

ve 2 b, serilerinin arpimi denir.

Z (_r{)n

bulunuz.

serisinin kendisiyle ¢arpimi olan seriyi

21 (] + 4z +...+ %) Sy serisini yakisak yapan

2 n

n=

0 degerlerini bulunuz.

Abel Kismi Toplam formiiliinden yararlanarak

<> 1 s -
Z Elog 1 +E serisinin  yakinsak oldugunu
k=1

gosteriniz.



Seriler BOLUM 9 365

BOLUM PROBLEMLERI

Asagidaki serilerin yakinsaklik durumlarini inceleyi-

niz.
S 5" S 1o
a b.
nzz:l (Zn)-/ nzz:l (””)2
n! 1
e 2 700" .2 i

23 (nt)? a=1
o0 nn o0 _ 2

5 h. e

$ 2 it )® P

. i <2n+1)% ; i n2n
iy \Intl a1 (2n)"
X [/+21+..+(n—2)!

i Z . ( ) K Z (elln ])
n=1 . n=1

O n X 24 nl4np
El Gt Dn+2)(nt3) © ,El 27 n(n t 1)

C.

0<p<1igin Y p"¥n serisinin yakinsak oldugunu

gosteriniz.

.. < 1 < 1
0<q<p<1 igin E — O E —
n=1np_nq n=1pn_qn

serilerinin yakinsaklik durumlarini inceleyiniz.

serisinin

Pozitif @ ve b sayilari igin ) ﬁ

karakterini inceleyiniz.

Hangi o sayilar i¢in asagidaki seriler yakinsak olur?

a.Zn“(%—n_‘{_» b. Y. a"*n®

)

n(log n)a

Asagidaki serilerin karakterini inceleyiniz.

i 3 (%% -2751)
k=
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10.

11.

13.

14.

Seriler

.. ( 1 _1 ) . ..
a>e igin z an+a~n— 2) serisinin karakterini

inceleyiniz.

0<r<1 igin z rkVk  serisinin yakimsakhgin

inceleyiniz. Yakinsak ise toplamini bulunuz.

z a,, pozitif terimli yakisak bir seri ve K de bu

serinin kalan terimi olsun.

S (-1,

n=1

serisinin yakinsak olacagini gosteri-

niz.

Za , Dbozitif terimli wraksak bir seri ve (s) de bu

serinin kismi toplamlar dizisi olsun.

serisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Zan yakmsak ve (b,) bir sifir dizisi ise Z a.b,

yakinsak midir?

pozitif terimli yakinsak bir seri olsun.
n=1

00
21 a—ln =+oo olacagini gosteriniz. Bu problemin
n=

karsitinin dogru olmadigina dair bir 6rnek veriniz.

Oyle Za” ve an serileri bulunuz ki, Zan

yakinsak, b, < a, ve >, b, 1raksak olsun.

15.

16.

17.

18.

19.

la,| > 0 olsun.

| a
l.lim‘ arl
n

<1 ise Za ,, mutlak yakinsaktur.

a
2. lim‘ ot
_ n

>1ise D.a ,, Iraksaktir.

testini ispat ediniz.

Wﬂ/|an‘ =7 olsun.

I.r<1 ise Zan mutlak yakinsak
2.r>1 ise Zan iraksaktir.

tespitini ispatlayiniz.

a, genel terimi, [ <1 i¢in

o n ¢ift ise
a = ’

n - .
r=r, ntekise
bigiminde tanimlantyor. ) a ,, serisinin karakterini in-

celeyiniz.

a;=1 ve nz=1 igin an+l=#-anolsun.2an

serisinin karakterini inceleyiniz.

Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

o) n _l
> 35..-(2n+1) 2

n=1
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