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Tesekkiir

Matematikte bircok degisik kaynaktan “hos” fikirler se-
cilebilir. Bazi fikirler hafiza bankamizda kok salarken
bazilar1 da zaman i¢inde kaybolur. Bu kitap i¢in eglendirici
ara¢ ararken hafizamin en derin bdlgelerini dahi kazdim.
Muhtemelen bu kitapta kullandigim fikirleri edindigim, yiiz-
lerce kitab1 kaynak olarak gdstermem miimkiin degildir. Ay-
rica gecen on yillar boyunca bir¢ok iyi meslektasimdan ve
ogrenciden almis olabilecegim, bu kitapta yer alan fikirler
dolayisiyla onlara uygun bir sekilde tesekkiir etmem de miim-
kiin degildir. Ne var ki, Berlin’deki Humboldt Universite-
si’'nden DR. Ingmar Lehmann’a baz1 gelistirilmis fikirlerini
comertce sunmasindan otiirii tesekkiir etmek isterim. Ayrica
kitabin taslagini tashih etmelerinden 6tiirii Jacob Cohen, Da-
vid Linker ve Amir Dagan’a ve bazi teknik desteklerinden
otiiri Jan Siwanowicz tesekkiir ederim. Bununla beraber
Peggy Deemer’a taslagin son diizeltmesindeki 6zenli calis-
masi i¢in tesekkiir ederim. Bir ¢ok dikkat ¢ekici fikri ararken
ve bunlar en anlagilabilir hale sokmaya ¢aligirken, Barbara
Lowin’e bir 6rnek okuyucu olarak yaptig1 yardimlardan otii-
rii tabii ki tesekkiir ediyorum.

Alfred S. Posamentier
18 Ekim 2002






Giris

u kitap, Newyork Times’da yayinlanan, insanlara mate-

matigin kullanishligindan ziyade (ki genellikle bir ¢ok
durumda gencleri konuya motive etmek icin bu kullanilir,)
giizelligi ile insanlar biiyiilemek istegi sonucunda yazdigim
(2 Ocak 2002) makaleye gelen olaganiistii tepkilerden ilham
almistir. Okuyucuya bunun bir palindromik sayr oldugunu
belirterek onun dikkatini ¢ektigim 2002 yilinin sayisini kul-
landim ve sonra palindromik sayilarin bazi eglendirici 6zel-
liklerini ortaya koydum. Okuyucuya bu 2002 sayisinin car-
pimlarini aldirtmak suretiyle konuyu daha da ileri gotiirebilir-
dim; boylelikle de say1 sistemimizin bazi giizel (veya acayip)
iliskilerini ortaya gikarttirabildim. Ornegin, 2002’nin bazi se-
cilmis carpimlarina bakalim.

2002 carpt 4 esittir - 8.008
2002 carpr 37 esittir  74.074
2002 carpt 98 esittir  196.196
2002 carpt 123 esittir  246.246
2002 carpr 444  esittir  888.888
2002 carpt 555  esittir 1.111.110

Bu makalenin yaymlanmasindan itibaren bu fikri destek-
leyen, insanlarin gorebilecegi, matematigin giizelligini takdir
edebilecegi materyalleri ve yollar1 soran beg yiizden fazla
elekwonik posta ve mektup aldim. Umarim matematigin gii-
zelligini gosteren yollara karsi yogun istegi bu kitapla gidere-
bilmegi basaririm.

Sosyal bir ortamda biriyle karsilastifimda ve karsimdaki
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ilgi alanimin matematik oldugunu 6grendiginde, gururlu bir
ifade ile sdylenen: “Matematikte ¢ok kotiiydiim” climlesi ile
karg1 karsiya kaliyordum. Miifredattaki baska hicbir alanda
bir yetigkin basarisizligindan dolay: bu kadar 6viinmez. Ma-
tematikte basarisiz olmug olmak bir onursuzluk isaretidir. Pe-
ki bu niye boyledir? Ve neden bu kadar ¢ok insan matematik-
te bu kadar zayiftir? Bu yonelimi degistirmek i¢in ne yapila-
bilir? Bu sorunun cevabini verebilecek biri olsaydi, bu ulusun
egitim yildiz1 olurdu. Bizler sadece sorunun nereden kaynak-
landigina dair varsayimlarda bulunabilir ve bu bakis agisin-
dan bu sorunu ¢ézmegi umabiliriz. Bu problemin kdkeninde
bana gore matematige karsi gecmisten gelen sevgisizliktir.
Peki matematik neden bu kadar sevilmez? Matematigi kulla-
nanlar i¢in bir sorun yoktur, fakat kullanmayanlar i¢in bu ¢a-
lisma sahasi onlara zorluk ¢ikarabilir. Sonug olarak, matema-
tigin dogasindan getirdigi giizelligi ortaya koymaliyiz ki,
boylelikle giinliik alanda matematige ihtiya¢ duymayanlar bi-
le matematigi kullanishiligindan degil giizellifinden dolay1
takdir etmeye yonlenebilsinler. Iste bu, kitabin amacr; bir ¢ok
degisik alandan, ¢ok sayida ormek gostererek matematigin
giizelligine delil olusturacak yeterli kaniti sunmak, bu 6rnek-
leri gekici ve etkin kilabilmek icin ilk okuyusta anlagilabile-
cek kolaylikta olmalarini saglamaktadir.

Matematigin bu derece sevilmemesine neden olan toplum-
sal eksiklik nedir? En baslardan beri matematigin, ilerlemek
istedigimiz hemen her alan i¢in biiyiik 6nem arz ettigi bizle-
re sdylenirdi. Ne zaman ki bir ¢ocuk okulda matematikte iyi
olmak icin tesvik edilse, buna hep su ciimle eslik ettirilir:
“Eger ...... olmak istiyorsan matematige ihtiya¢ duyarsin.”
Kiiciik bir ¢cocuk i¢in heniiz bir kariyer hedefi sorun olmadi-
g1ndan bu uyari cogunlukla hi¢cbir anlam tagimaz. O halde bu
bos bir ifadedir. Bazen bir ¢ocuga matematikte iyi olmasi
sOylenir ya da .....” Bu da sadece cezadan kurtulmasini sagla-
yacak kadar ¢alisan bir ¢cocuk i¢in de siirekli bir etki tasimaz.
Matematige sadece ailesi daha fazla zorluk ¢ikarmasin diye
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Ozen gosterir.

Halk arasinda matematikteki bu popiilerlik noksanligini
ortaya ¢ikarmak icin, diger dallarda oldugu kadar matematik-
te basar1 gosteremeyen cocuklarin ebeveynlerine danisildi-
ginda, onlarin da ayni durumda olduklari anlagilmigtir. Bu ne-
gatif modelin de kiiciiklerde matematige kars1 ¢cok zararl et-
kileri olabilir.

Okul yonetimi igin ise, matematikteki basar1 okulun basa-
ris1 veya basarisizliginin bir gostergesidir. Okullar1 ulusal
standartlarla veya komsu okulun durumu ile kargilastirildi-
ginda iyi bir performans sergilemisse, o zaman rahat bir ne-
fes alabilirler. Diger yandan, okulun durumu bu karsilastir-
malar sonucunda pek iyi degilse bunu diizeltmek icin biiyiik
bir baski olusur. Genellikle bu okullar dgretmenlere sugu
atarlar. Cogunlukla okuldaki matematik ogretmenleri hizlica
hazirlanmis hizmet i¢i programla karst karsiya getirilir. Bu
programlar belirli 6gretmenlere uygulandigindan, 6grencinin
performansinda ¢ok fazla bir diizelme beklenemez. Okul ¢ev-
resi siklikla miifredatta (ders kitabinda) su¢ bulur ve biiyiik
bir degisimolacagiumuduyla eski olan degistirilir. Bu olduk-
ca tehlikeli olabilir, ¢iinkii miifredattaki ani degisim 0gretme-
nin bu yeni materyale yeterli hazirlanamamasina ve dolayi-
styla daha biiyiik zorluklarin olusmasina neden olabilir. Hiz-
met i¢i egitim programi 6gretmenin performansini diizeltecek
“sihirli bir formiil” ortaya koyuyorsa, biraz siipheci olmakta
fayda vardir. Ogretmenleri daha etkin hale getirmek uzun do-
neme yayilmis olduk¢a yogun bir cabayi gerektirir. Bir ¢cok
nedenden 6tiirii, bu olaganiistii derecede zor bir gorevdir. 11k
olarak, zayifligin nereden kaynaklandigini bulmak gerekir.
Bu, igerikteki genel bir zayiflik midir? Ogretmenlerin peda-
gojik yeteneklerinde mi eksiklik vardir? Ya da ogretmenler
basitgce motivasyon eksiligi mi ¢cekmektedirler? Veya sorun
biitiin bu faktorlerin bir kombinasyonu mudur? Sorun ne
olursa olsun, bu her bir matematik 6gretmeni tarafindan pay-
lasilan bir sorun degildir. O halde bu hizmet ici egitim prog-
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ramlarinin, 6gretmenlerin hemen her zayifligiyla basa ¢ikabi-
lecek sekilde yapilandirilmasi gerekliligini ortaya koyar. Ol-
sa bile bireysel diizlemdeki hizmet i¢i egitimler, organizas-
yon kaynakli ve maddi kaygilar yiiziinden ¢ok nadirdir. Ma-
tematik 6gretimini daha basarili kilmak i¢in matematik 6gret-
menlerinin performanslarini iyilestirmeye c¢alismak sorunun
sadece bir kismini ¢oziilebilir.

Uluslararasi kiyaslanan alanlarda iilkemiz oldukga alt sira-
lardadir. Bu yiizden politikacilar da matematiksel perfor-
manstaki bu diigiisiin nedenleriyle ugrasmaya baslamislardir.
“Egitim bakani1”, “egitim baskan1” veya/“egitim valisi” gibi
isimler adi1 altinda egitimsel zayifliklar1 gidermek i¢in fonlar
bulmaya c¢alismaktadirlar. Bu fonlarin biiyiik cogunlugu 6n-
ceden de bahsetmis oldugumuz hizmet i¢i egitim programla-
rin1 karsilamakta kullanilirlar. Etkinlikleri, yukarida da tartis-
mis oldugumuz nedenlerden otiirii sorgulamaya agiktir.

O halde okuldaki ¢ocuklarin matematik derslerinde geli-
sim gostermesini saglamak i¢in elimizden bagka ne gelir?
Halkin matematigi sadece bu olmaksizin bir ¢ok alanda ¢alis-
manin miimkiin olamayacag kullanigh bir alan olarak (ki bu
dogru bir ifade olsa bile) degil, giizel (eglenceli) bir alan ola-
rak kucaklamas: gerekir. Oncelikle ige birer yetigkin olarak
matematige dair yargilarinda belirli kararlara varmig ebe-
veynlerden baglamaliyiz. Her ne kadar matematige karsi ne-
gatif bir bakis acisina sahip yetigkinleri bu fikirlerinden cay-
dirmak zor olsa da, bu kitabin acik amaci budur. Tek sorun bu
hedefe nasil ulasilacagidir.

Matematik ile ozel olarak ilgilenmeyen veya bu konudan
korkup kacan birine, konular anlasilmasi kolay sekillerle an-
latilmalidir. Cok fazla agiklama gerektirmeyen bir bakista an-
lasilabilecek tiirden orneklerle konu ortaya konulmalidir.
Hatta 6rneklerin biiyiik ¢ogunlugunun gorsel olmasi oldukca
yararlidir. Konu ilerledikge yaratici olabilirler —veya olamaz-
lar. Matematigin dogasina has gercekten 6zel olan “vay” ce-
vabinin verdigi duyguyu hissetmelidirler. Bu, 6zellik kendini
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bir ¢ok degisik sekilde ortaya koyar. Bu, ¢ok basit bir prob-
lemde matematiksel ¢ikarimuin beklenilmeyecek derecede ba-
sit (veya zarif) bir sonuca gotiirdiigiinde olabilir. Sizi bu hay-
ret duygusu igine, sayilarin dogasinin bir gosterimi alabilir.
Belki de sezgisel olarak size inanilmaz goriinen bir geomet-
rik iligkidir. Olasilik da bu tip duygular1 uyandirabilecek go-
riingiilere sahiptir. GOsterim ne olursa olsun, sonug en etkin
ve hizli sekilde anlasilmalidir. Yeterli derecede bu tip goste-
rim sonucunda, okuyucu matematige karsi pozitif bir tutum
almaya baslar.

Tam bu duygu degisiminin oldugu zamanlarda yetiskin
okuyucu su soruyu sormaya baslar “Neden okuldayken bu tip
seyler bizlere 6gretilmedi?” Ne bu soruyu cevaplayabiliriz,
ne de gecmisi geri getirebiliriz. Ne var ki yetigkinleri mate-
matik i¢in birer 1yi niyet temsilcisi haline getirebilir ve daha
bilgili kilabiliriz. Boylelikle matematigin biiyiisiinii diger in-
sanlara —0zellikle gencglere— aktarabilirler. Bu sekilde de bel-
ki matematigin biiyiisiinii, matematige karst olusmus sosyal
onyargilar1 yok edip, matematigin sevilmesini ve takdir edil-
mesini saglayabiliriz. Ancak bdylelikle matematigin giizelli-
ginin takdirine ek olarak matematiksel basarida anlamli bir
degisim elde etmis oluruz.

Ilerideki makale ilk olarak New York Times'da 2 Ocak
2002 tarihinde yayinlanmustir.
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Efendim, ben 2002’yim

u an, 2002 y1linda, gecen
bin yildan beri hayat bo-
yu iki pallindromik yili tec-
riibe eden son nesiliz. Palin-
dromlar, matematikte iki
yonden de ayni okunan sayi-
lardir; 6rnegin 2002 ve 1991
gibi. Ingilizce dilinde olduk-
ca meshur palindromik keli-
meler “rotator” ve “reviver”
gibi ve ayrica ciimleler vardir
“Madam, I ‘m Adam” gibi.
Palindromik sayilar sade-
ce goriintiileri itibari ile hog
olmakla kalmazlar , ayrica
baz1 ilgin¢, meraklandirici
ozelligi de iizerlerinde barin-
dirirlar. Ornegin, bir say1 alin
tersten yazin ve bu iki sayiy1
toplayin ortaya yine bir pa-
lindromik sayr c¢ikar. Eger

yisal olarak giizel bir yil

David Goldin®
cikmazsa, ayni islemi tekrar
edin bir yerde bir palindro-
mik sayiya rastlarsiniz. Bu
sasirtici kesif matematikle il-
gilenmeyen ogrencilerin bile
dikkatini geker.

Ogretmenler 6grencilerin-
matematige ilgisini arttirmak
icin onun giizelligini ve 6zel-
likle bazi sayilarin biiyiisiini
vurgulamalidir. Fakat dona-
nimli matematik dgretmeleri
kisitli sayida mevcut ve bu-
giin matematik 68retimi kuru
ve sikici. Bu problem yeni
degil. Ilkokulda 6grencilerin
matematigin dogas: ve kendi
kabiliyetleri hakkinda ilk iz-
lenimlerini olugturduklar: za-
manda, matematik Ogretimi
tarih boyunca siradandi
Giiclii bir baslangi¢ olmadan,

(*) David Goldin, davidgoldin@interport.net.
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bu konuya ogrencinin ilgi
duymasi sansi oldukca dii-
siiktiir. Sorun goreceli olarak,
orta okulda 6gretimin de za-
yif olmasi sayesinde ortaya
cikiyor.

Alternatif sertifika prog-
ramlar1 yoluyla, orta okul
matematik 6gretmeni sayisi-
n1 artirmak amaciyla bir ¢cok
hizli diizenleme programlari
ilke capinda yayildi. New
York’ ta bu tiir bir program
katihimcilar1 oldukca etkindi-
ler, fakat buna karsin bir ¢o-
gu bir 6gretmenin sinifta sap-
tanmig planlara uymasindan
daha fazlasini yapmasina
olanak saglayacak derin ma-
tematiksel anlayisin eksiligi
icindedirler. Matematiksel
anlamda en iist seviyede et-
kin bir 6gretmen de 6grenci-
nin matematigi takdir etmesi-
ni veya ona ilgi duymasini
saglayacak kadar yetenekli
olmayabilir.

Matematiksel egitim al-
mis Ogrencilerin sayisindaki
eksiklerle daha da kétiilesen,
matematik Ogretmeni sayi-
sinda ulusal bir acik oldugu
zamanlarda, hizli ¢6ziimlerin
daha da ilerisine bakmaliyiz.
Ilkokul 6gretmenleri i¢in da-

ha yaratic1 ve daha iyi egitim
programlar1 kurmaliyiz. On-
lara bu konu ile ilgili daha
cok ders saati ayirmaliyiz. Ve
ogrenciler matematik dersini
takip etmeye basladiklarinda,
ogretmenlik meslegini, para-
sal agidan oldugu kadar, 6g-
retmene nasil Ogretmenlik
yapacagina dair daha fazla
yetki vererek cazip hale ge-
tirmeliyiz.

Amag, matematigi oziinde
cocuklar i¢in ilgin¢ kilmak-
tir. Her ne kadar dogru olsa
da diger alanlarda kullaniglh-
ligina dikkat cekerek mate-
matigi pazarlayamayiz. Ma-
tematige kars1 duyulan sevgi
onun kullanigh bir arag oldu-
gu soylenerek saglanmaz.
Ancak iyi bir 6gretmenin na-
sil matematiksel prensiplerin
ve sayilarin nasil calistifina
dair Ogrencinin merakini
uyandirmasi ile biiyiir. Mate-
matikte basarisiz olduklarini
hi¢ utanmadan dile getiren
yetigkinlerin yﬁzdesi, konu-
nun ne derece zararli oldugu-
na ve sayilarin biiyiisii hak-
kinda okullarda ne kadar az
bilgilendirildigimize dikkat
cekiyor. ]
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Onsiz

ertrand Russell bir keresinde, “matematik sadece dogru-

luga degil, yiiksek bir giizellige de sahiptir; dyle bir gii-
zellik ki, bir heykelin sahip olabilecegi ulvi derecede soguk
ve agurbasly, sadece en biiyiik sanatin sergileyebilecegi dere-
cede saf ve kati miikemmellige sahip” diye yazmustir.

Bu, Alfred Whitehead ile beraber katiyen bir sanat eseri
olarak sayilmayacag: gibi az ¢ok ulvi derecede giizel de sa-
yilmayan biiylik Principia Mathematica’nin yazari ile ayni
Russell olabilir mi? Peki neye inanacagiz?

ik olarak birkag yil 6nce okudugum Russel’in ifadesine
tamamen katildigimi belirterek baglamak isterim. Ne var ki
bu sonuca, yillar 6nce on veya on iki yaslarinda Platonik ka-
t1 cisimlerin (bunlar ¢okyiizlii denilen tiim yiizeyleri, kosele-
ri ve agilari eg olan ii¢ boyutlu sekillerdir —bunun gibi bes ta-
ne vardir) varligin ilk 6grendigimde varmistim. Eglendirici
matematik iizerine, i¢inde sirf bu bes ¢okyiizliiniin resimleri-
ni degil, ayrica yapimini olas: kilacak sekillerini de barindi-
ran bir kitap okumustum. Bu resimler bende ¢ok derin bir et-
ki biraktilar. Artik bu besinin de kagit modellerini yapmadan
rahat edemezdim. Bu benim matematige girisimdi. Gercekten
platonik cokyiizliiler ulvi bir giizelliktedirler (Russell’in de-
digi gibi) ve ayni zamanda ortaya koyduklar1 simetrilerin,
hem geometrik hem de cebirsel sonuglariyla beraber matema-
tikte de onemli etkileri olmustur. Bir bakima geometri ile ce-
biri birbirine baglayan baglant1 olarak degerlendirilebilirler.
Yetmis yil 6nce bu iligkinin 6nemini tam olarak anladigimi
iddia edemememe ragmen, bu ilk karsilasmanin matematikle
olan yetmig yillik agkimi tesvik ettifini sOylememin uygun
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olduguna inanityorum.

Bir diger karsilasmamizin zamanin sisi ile kaplanmig olsa
da egrilerle ilgili oldugunu netlikle hatirliyorum. Kitabimin
bir boliimiinde rastladigim basit bir egrinin (muhtemelen kar-
dioid veya sisoid) matematiksel tanimi ve sekli tarafindan bii-
yiillenmistim. Oyle ki, iki aylik yaz tatilinde ansiklopedide
bulabildigimce ¢ok egriyi derin bir sekilde kesfedene kadar
rahat edemezdim. Sonsuz gesitlilikte sekle ve anlatilmaz gii-
zellikte cebirsel 6zelliklere sahip olduklarini 6grendim.

Bu unutulmaz yazin baslarinda hemen her makalenin giri-
sinde belirtilen bir egrinin denkleminin ne anlama geldigini
muhtemelen anlayamamigtim. Ne var ki, iki ay boyunca giin-
de dort bes saat harcanirsa sonunda bir egri ile onun denkle-
mi, geometri ile cebir arasindaki, derin bir giizellikteki, iligki
ile ilgili bir anlayis elde edilir. Bu yolla analitik geometriyi
hi¢ zorlanmadan ve ¢aba harcamadan, aslinda her bir egri
—hepsi ¢ok giizel ve derin— gizli hazinelerini ortaya ¢ikardik-
ca daha bir zevkle 6grendim. Bu yazin, hi¢ unutamayacagim
bir yaz olduguna dair hala bir glipheniz var mi1?

Bu konular niye anlattim? Cliinkii, sizi cok dikkatli bir se-
kilde matematige yonlendirecek ¢ok hos bir kitabi okumak
lizeresiniz. Kimin neyi ilging bulacagini kestirmek gercekten
imkansizdir. Bana gore simetrik yapili kati cisimler ve egri-
lerdi; sizin i¢in belki tamamen farkli bir konudur. Yine de,
cok cesitli baslik ve konular ile bu kitapta herkes i¢in bir sey-
ler var. Dr. Alfred S. Posamentier ile bir¢ok ortak projede ¢a-
listik ve onun matematigin giizelliklerini hi¢ karsilasmamig
olanlara gosterme istegini gayet iyi biliyorum. O bunu, ol-
dukca hayranlik uyandiracak bir sevkle yapar. Bu durum, bu
kitapta hepsi oldukca biiyiileyici ve onun agik, anlagilir tem-
silleri ile tamimlanan konu basliklarindan baslayarak olduk¢a
net bir sekilde goriiliiyor.

Boylelikle bu kitapta —bu kitabin temel amaci— matemati-
gin giizelligine dair duygularinizi uyandirabilecek, anlasilabi-
lir bir bicimde sunulmus tiim materyallere sahip oluyorsunuz.
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Biitiin matematikg¢ilerin dilegi matematigin bu giizel lokma-
larini diger insanlarla da paylasabilmektir. Ben bu erken ma-
tematik sevgimi labratuvara tagidim ve bu bana birgok bilim
adaminin sahip olmadig1 bakis agis1 sagladi. Matematiksel
yapilara duydugum bu sevgi, on yillarca kimya g¢evresini
mesgul etmis problemleri ¢6zmemi sagladi. 1985°te Nobel
Kimya Odiilii ile calismalarimin 6diillendirilmesiyle ile sasir-
tic1 bir bicimde onurlandirildim. Sonradan Nobel Odiiliinii
kazanan ilk matematik¢i oldugumu 6grendim. Tiim bunlar
matematigin giizelligini erken yaslarda 6grenmis olmamin
bir sonucudur. Belki bu kitap size matematigin essiz giizelli-
gini sergiledigi yeni yollar agar. Bu kitabin tiirlii yollarla na-
sil yeni fikirler veya firsatlar sunabilecegi sizi sasirtabilir.

Dr. Herbert A. Hauptman

2002 Temmuz

Nobel Odiilii 1985

CEO ve Bagkan

Hauptman-Woodward Medical Research Institute
Buffalo, New York
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1

Sayilardaki Giizellik

Bir gazetenin ekonomi ve spor sayfalarinda tablo ya da
grafikler iizerinde sayilar gormeye aligkinizdir. Ister bir
niceligi temsil etmek icin olsun, isterse de bir sokag, adresi
ya da bir sayfayr numaralandirmak igin olsun sayilari, giinliik
yasamimizda siirekli olarak kullaniriz. Sayilari, onlarin bazi
sira dig1 Ozelliklerini gézlemlemeye hi¢ vakit ayirmadan kul-
laniriz. Yani, bir bahg¢enin iginde yiiriirken cicekleri koklamak
icin durmayiz ya da daha genel bir ifadeyle “hayatin tadina
varmay1z.” Sayilarin bu sira dis1 6zelliklerinin bazilarini ince-
lemek bize, genelde hepimizin sorgusuz sualsiz kabul ettigi bu
semboller hakkinda ¢ok daha genis bir kavrayig saglar.
Temelde iki tiir say1 6zellikleri vardir; onluk say: sistemi-
nin ‘“‘acayiplikleri” ve herhangi bir say: sisteminde gecerli
olanlar. Dogal olarak sondaki bize matematik hakkinda daha
1yi bir kavrayis sunarken, bastaki yalnizca, bir onluk say1 sis-
temi kullanmanin keyfi dogasina isaret eder. Giiniimiizde bil-
gisayarlarin temelleri ikilik bir sisteme(*) dayanirken, neden
onluk bir sistem kullandigimiz sorulabilir. Cevap agikca tarih-
seldir; hi¢ siiphe yok ki, parmaklarimizin sayisiyla ilintilidir.
Bakildiginda iki tiir gariplik goriiniiglerinde degil, sadece
kanitlanmalarinda farklilik gosterir. Bu kitap matematikgiler

(*) Onluk sistem sayilara, o saynin basamaklarina (sagdan sola dogru) 10’un
kuvvetlerini atayarak bir deger verir: 1, 10, 100, 1,000, 10’un kuvvetleri ola-
rak 100, 101, 102 ve 103 olarak yazilir; ikilik sistem ise sayilara, o sayinin ba-
samaklarina (sagdan sola dogru) 2’nin ardigik kuvvetlerini atayarak bir deger
verir ve kullanilan semboller 0 ve 1°dir. kilik sistemdeki 11010 sayisinin de-
geri 1(2) + 1(2°) + 0(2>) + 1(2") + 0(2°) = 26°dr.
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icin yazilmadigindan (ne var ki onlar da burada kendileri i¢in
bir seyler bulabilirler), kanitlamalar ve agiklamalar genel
okuyucu i¢in basit ve anlasilabilir tutulmustur. Bu baglamda,
bazi durumlarda agiklamalar okuyucuyu, goriingiiyii daha de-
rin olarak arastirilmaya ya da incelenmeye tesvik edebilir.
Ortaya konulan 6zellik ni¢in var sorusunu sormaya basladig-
niz an, igin igine girmissiniz demektir! Birinci boliimiin ama-
c1 da budur; sizi sonuglarla hayrete diisiirmek ve onlar sorgu-
lamaniz1 saglamak. Ac¢iklamalar sizi bazi sorularla bag basa
birakabilirse de, kendi bireysel arastirmalarinizi yapmaniz si-
zin ¢ok yarariniza olacaktir. Bu, var olan matematigi gercek-
ten kavramaya basladiginiz zamandir. Gergek 6grenme bu
“kigisel” arastirmalar siireci i¢inde meydana gelir. Kendinizi
bundan alikoymayin; bilakis yiireklendirin!

Her seyden ote, sayisal iligkilerin giizelligine dikkat edi-
niz. Daha fazla konusmadan sayilarin ve sayisal iligkilerin
diinyasindaki harikalara dogru yonelelim.

1.1 Sasirtic1 Say1 Modelleri 1

Belki de, matematigin giizelligini kavramaya baslamanin en
kolay yollarindan birisi, icinde barindirdigi biiyiileyici iligki-
lerin bazilarini incelemektir. Asagidaki aritmetik simetriler,
daha fazla aciklamaya gerek birakmiyorlar. Zaman zaman
matematigin cekiciligi, onun say1 sisteminin sasirtict ‘doga-
sinda yatar. Bakim ve tadini ¢ikarin!(*)

| | = 1
11 11 = 121
111« 111 = 12.321
I.111  » 1.111 = 1.234.321
I1.111 = 11.111 = 123.454.321

(*) Burada (¢) simgesini ¢arpim iglemini temsil etmesi i¢in kullaniyoruz; ¢iin-
kii bu sembol yaygin sekilde bu islemi gostermek i¢in kullanilmaktadur.
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« 111111 = 12.345.654.321
1.234.567.654.321
123.456.787.654.321
12.345.678.987.654.321

11111
111D « L1111l =

ILITLI1D « TL11LEID =
HLLL I « 1111 =

Dikkat ediniz; tiim sonuglar palindromdurlar. Simdi basgka bir

sevimli modele bakalim.

1 « 8+ 1 =29
12 « 8 + 2 = 98
123 « 8 + 3 = 987
1234 « 8 + 4 = 9.876
12345 « 8 + 5 = 98.765
123456 « 8 + 6 = 987.654
1.234.567 « 8 + 7 = 9.876.543
12.345.678 « 8 + 8 = 98.765.432
123.456.789 « 8 + 9 = 987.654.321

Bazen giizellik biraz kamufle edilmig bir halde bulunur.
76.923 ile iiretilen sayilarin farkli bir baglangi¢ noktasina sa-
hip ama ayn1 sirada olduguna dikkat ediniz (asagida). Bir bi-
rini takip eden her satirda, bir sonucun ilk rakami sona gider
ve bir sonraki sonucu olusturur. Diger taraftan rakamlarin si-

ras1 degismeden kalir.

76923 « 1 = 076923
76923 + 10 = 769.230
76923 « 9 = 692.307
76923 « 12 = 923.076
76923 « 3 = 230.769
76923 « 4 = 307.692

Asagidaki gafpmalarda, 76.923 ile elde edilen sayilar yukari-
dakilerden farklidir. Sonuglardaki sayilar ayni siraya sahiptir;
fakat baslangic noktalar: farkhidir. Yine, bir sonucun ilk raka-
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mu1 sona giderek bagka bir sonucu olusturur. Diger taraftan ra-
kamlarin sirast degismeden kalir.

76.923 + 2 = 153.846
76923 + 7 = 538.461
76.923 + 5 = 384.615
76.923 +11 = 846.153
76923 « 6 = 461.538
76923 « 8 = 615.384

Bir bagka ilging say1 142.857°dir. 2’den 8’e kadar sayilarla
carpildifinda ortaya cikan sonuglar sasirticidir. Asagidaki
carpimlara bakin ve ilgingligi tanimlaym.

142.857 « 2 = 285714
142.857 « 3 = 428.517
142.857 « 4 = 571428
142.857 « 5 = 714.285
142.857 « 6 = 857.142

Carpimlardaki simetriyi gorebiliyorsunuz; ama ayrica, ¢ar-
pimda goriilen rakamlarin ilk ¢carpanda da kullanildigina dik-
kat ediniz. Ayrica rakamlarin sirasini da géz niinde bulundu-
run. Baslangi¢ noktalar1 hari¢ ayni siradadirlar. Bunlar, kul-
landigimiz say1 sisteminin nefis tuhafliklarindan yalnizca ba-
zilandir. 142.857 ile ¢arpma iglemlerimize devam edersek
daha bagka garip sonuglar da aliriz. Su carpima bakin,
142.857 « 7 =999,999. Simdi bu nereden geldi?

Isler su carpimla daha da gizemli bir hal alir: 142.857
* 8 = 1.142.856. Eger milyonlar basamaginin rakamini
alip bunu birler basamaginin rakamina eklersek ortaya bi-
zim orijinal sayimiz c¢ikar (yani, 142.856 +1 = 142.857).

Bunlar tuhaf sonuglar iireten yalnizca birkag sayidir. Yine
de ilgi cekici bir yoldan matematikteki giizelligi akla getirir-
ler.
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1.2 Sasirtici1 Say1 Modelleri 2

Iste yine, bizim say1 sistemimizin dogasina dayali matematik-
sel tuhafliklara dmekler; matematigin gizli harikalara sahip
olduguna bir kanit daha. Ve yine buradaki biiyiileyiciligi or-
taya koymak icin fazla sdze gerek yok; ciinkii bu ilk bakista
belli oluyor. Sadece bakin, tadimi ¢ikarin ve bu inanmilmaz
ozellikleri arkadaslarinizla paylasin. Digerleri biraz yiireklen-
dirilmeye ihtiya¢ duyabilir! Modelleri kavramalarini saglayin
ve miimkiinse bunlar i¢in bir “agiklama” bulmalarin: isteyin.

12.345.679 « 9 = 111.111.111
12.345.679 « 18 =222.222.222
12.345.679 « 27 = 333.333.333
12.345.679 « 36 = 444.444.444
12.345.679 » 45 = 555.555.555
12.345.679 « 54 = 666.666.666
12.345.679 « 63 = 777.771.777
12.345.679 « 72 = 888.888.888
12.345.679 « 81 = 999.999.999

Asagidaki model tablosunda, carpimlarin ilk ve son rakamla-
rinin 9’un katlarina tekabiil ettigine dikkat ediniz.

987.654.321 « 9 =08 888 888 889
987.654.321 « 18 = 17 777 777 778
987.654.321 « 27 = 26 666 666 667
987.654.321 « 36 =35 555 555 556
987.654.321 « 45 = 44 444 444 445
987.654.321 « 54 = 53 333 333 334
987.654.321 « 63 = 62 222 222 223
987.654.321 « 72 =71 111 111 112
987.654.321 « 81 = 80 000 000 001

Sayr modelleri size matematikteki giizellikle ilgili bir bagka
kanit daha sunmaktadir.
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1.3 Sasirtict Say1 Modelleri 3

Yine say1 modelinin biiyiileyiciligi ortaya koymak i¢in fazla
soze gerek yok; ciinkii bu ilk bakista fark ediyor. Bunlardan
bazilar1 biraz kafanizi karigtirabilir. Fakat unutmayin: mate-
matigin, daha once belki de karsiniza ¢ikmamis bir yoniinii
kavramak i¢in daha yeni havaya girmeye basladik. Bunlari
inceleyin ve tadimi ¢ikarin.

0.9+1=1
1«e9+2=11
12«9+ 3 =111

123 «9+4 = 1.111
1.234 «9+5=11.111
12345+ 9+ 6= 111.111

123.456 «9 +7 = 1.111.111
1.234567 « 9+ 8 =11.111.111
12.345.678 « 9 + 9 = 111.111.111

Benzer bir siire¢ bagka bir ilging model olusturur.

0¢9+8=8
9¢9+7=288
98 +9 + 6 =888
987+ 9+ 5 =28.888
9.876 « 9 + 4 = 88.888
98.765 « 9 + 3 = 888.888
987.654 « 9 + 2 = 8.888.888
9.876.543 « 9 + 1 = 88.888.888
98.765.543 + 9 + 0 = 888.888.888

Simdi bu gizemli ¢arpimlarin verecegi modeli incelemek
mantikl olacak.
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138 = 8

11«88 = 968

111« 888 = 98.568

1.111 - 8,888 = 9.874.568
11,111 - 88.888 = 987.634.568
111,111 - 888.888 = 98.765.234.568
1,111,111 - 8.888.888 = 9.876.541.234.568
11,111,111 « 88.888.888 = 987.654.301.234.568
111,111,111 » 888.888.888 = 98. 765.431.901.234.568

1,111,111,111 - 8.888.888.888 = 9.876.543.207.901.234.568

Peki bu modeli nasil aciklayabilirsiniz?

1.4 Sasirtict Say1 Modelleri 4

Ve yine sozler agagidaki say1 modellerinin uyandirdig: etkiyi
anlatmakta yetersiz kalacak. Ne var ki bu sefer, cogu seyin 7,
11 ve 13’ilin carpimi olan 1.001 sayisina bagli oldugunu fark
edeceksiniz. Ayrica, eger 1.001’i iic basamakl bir say ile ¢ar-
parsak sonu¢ hos bir sekilde simetrik olur. Omegin, 987 »
1.001 = 987.987. Boylece, bu iliskiyi tersine gevirirsek, ii¢ ba-
samakli iki sayinin tekrarlanmasindan olusan alt1 basamakli
bir sayinin 7, 11 ve 13 ile béliinebildigi ortaya ¢cikar. Omegin;

b0 = 9] 949
e — 58 513

s = 49511

Ayrica, bu ilgin¢ 1.001 sayisindan bagka bir sonuca da vara-
biliriz; yani, ayn1 rakamdan olusan alt1 basamakli bir say1 her
zaman 3, 7, 11 ve 13 ile boliinebilir.
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uLt = 37,037

3

un = 15,873

7

= 10,101

i = g 547

Bulunabilecek diger baska iliskiler icin bu simetrik sayiy1
belki de biraz daha fazla incelemek isteyebilirsiniz.

1.5 Sasirtici Say1 Modelleri §

Iste yine karsimizda, say1 sistemimizin garip dogasina dayali
matematigin giizellifine dair birka¢c 6mek daha. Ve yine bu
modeller icin s6ze gerek yok. Bunlar, son boliimde ifade edil-
mis olan dzellige ve 9 sayisinin sira dis1 6zelligine dayaniyor.

999.999 « 1 = 0.999.999
999.999 « 2 = 1.999.998
999.999 « 3 =2.999.997
999.999 « 4 =3.999.996
999.999 « 5 = 4.999.995
999.999 « 6 = 5.999.994
999.999 « 7 = 6.999.993
999.999 « 8 =7.999.992
999.999 « 9 = 8.999.991
999.999 « 10 = 9.999.990

Yine 9 sayis1 baz1 giizel tuhafliklar sergiliyor.(*)

9.9= 8l
99 « 99 = 9.801
(*) 9 sayisinin kimi 6zellikleri, onun, taban olan 10 sayisindan 1 eksik olma-
sindan ileri gelmektedir.
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999 « 999 = 998.001
9.999 « 9.999 = 99.980.001
99.999 « 99.999 = 9.999.800,001
999.999 « 999.999 = 999.998.000.001
9.999.999 « 9.999.999 = 99.999.980.000.001

9 ile bu oyunlar1 oynarken, hi¢cbir rakamui tekrar etmeyen ve 9
ile carpildiginda hicbir rakami tekrar etmeyen dokuz haneli
bir say1 veren 8 haneli bir say1 bulmay1 deneyebilirsiniz.

Iste birkag olasilik:

81.274.365 « 9 = 731.469.285
72.645.831 « 9 = 653.812.479
58.132.764 « 9 = 523.194.876
76.125.483 « 9 = 685.129.347

1.6 Sasirtict Say1 Modelleri 6

Bu hos say: diizenlemeleri, sag tarafta giizelce ifade edilmis
olan belli bir simetriden faydalanir. Bunun en giizel kisminin
icgensel dizilisi oldugu goriilecektir. Belki siz de say1 model-
lerinin matematiksel anlamda giizel olan diizenlemelerini ge-
listirebilirsiniz.

1=1 =1

1=T

142+ 1 = 242 =2.+2=27

142434241 = 34343 =3.3=3
14243+443+2+1 = 4+4+4+4 =4.4=4
14+243+445+443+42+1 = 5+5+45+5+5 =5.5=5
14243+445+64+5+4+3+2+1 = 6+6+6+6+6+6 =6+6=6°
14+243+445+6+7+6+5+4+3+2+ | = T+7+7+7+7+7+7 =77=T
1+24344+5+6+7+8+7+6+5+4+3+2+1 = 8+8+8+8+8+8+8+8 =8+ 8 =8
1424344+ 5+6+T+8+9+8+7+6+5+4+3+2+1 = 9+9+9+9+9+9+9+9+9 =99 =9’



1.7 Hayretler Icinde Birakan Uslii Iliskiler

Say1 sistemimiz, i¢inde bir¢ok sira dis1 ozellik tagir. Bunlan
kesfetmeye calismak kesinlikle denemeye deger bir tecriibe
yasatacaktir insana. Kimi zaman bu iligkilere sans eseri rast-
lariz; kimi zaman da —6nseziye dayali— gayretli bir arayisin
ve denemelerin neticesidirler. Unlii matematikgi Carl Fried-
rich Gauss (1777-1855), iistiin aritmetik kabiliyetleri sayesin-
de (daha sonra teoremlerini kanitlamak icin ispatlayacagi) sa-
yilarla ilgili bir¢ok iliski kesfetmistir.

Su asagidaki iligkiye bir bakin ve neler oldugunu izah et-
meye caligin.

81 =(8+1)"=9?

Rakamlarin toplaminin karesini aldik. Simdi su asagidaki-
ne bakin:

4913 = (449+143)°’ = 17°

Her iki durumda da sayunizin rakamlarinin toplaminin bir iis-
stinii aldik ve sonucta elimize basladigimiz say1 gecti. Etki-
lendiniz mi? Oyle olmaniz gerekir; ciinkii bu gercekten ¢ok
carpicidir. Aslinda bu tip iligkiler bulmak herkesin harci de-
gildir.

Asagidaki liste size bu sira dis1 sayilarla ilgili bircok 6rnek
sunacaktir. Tadini ¢ikarin!

81 = @ 34.012.224 = 18§

8.303.765.625 = 45°

512 = 8 24.794911.296 = 54°

4913 =17 68.719.476.736 = 64°
5.832 = 1§

17.576 = 26° 612.220.032 = 18
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19.638 = 27° 10.460.353.203 = 27

27.512.614.111 = 317
2401 =T 52.523.350.144 = 34
234256 = 22! 271.818.611.107 = 43’
390.625 = 25* 1.174.711.139.837 = 53’
614.656 = 28’ 2.207.984.167.552 = 5%
1.679.616 = 36° 6.722.988.818.432 = 68
17.210.368 = 28’ 20.047.612.231.936 = 46
52.521.875 = 35° 72.201.961.339.552 = 54*
60.466.176 = 36 248.155.780.267.521 = 63
205.962.976 = 46°

20.864.448.472.975.628.947.226.005.981.267.194.447.042.584.001 .=
2072(]

Giizelligi anlatmak icin sdze gerek yok!

1.8 Harika Say Iliskileri

Kim demis sayilar harika sayi iligkileri olusturamazmusg diye?
Bu esi benzeri olmayan durumlarin bazilar size, “sayilarin”
ardinda gozle goriinenden daha fazla sey olduguna dair bir
his verebilir. Bu iligkileri sadece dogrulamanizi degil, ayn:
zamanda “giizel” olarak nitelendirilebilecek diger iligkileri de
bulmay: denemenizi tavsiye ederiz.

135 ve 175 sayilarina bakalim. Ilk bakista onlarin ortak bir
seye sahip olmadiklarin diisiineceksiniz. Ne var ki onlar bir-
cok niteligi olan sayilardan ikisidir. Rakamlarinin her birinin,
bir oncekinin bir fazlasi olacak sekilde iisleri alindiginda
olanlara bakiniz.

Dikkat ediniz ki, ardil iisleri alinmig sayilarin toplamu ori-
jinal say1ya esittir.
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135=1'+3*+5°
175=1'+7"+5°
518=5+1"+8
598=5'+9"+8°

Boyle sasirtic1 6zellige sahip dort haneli bir sayinin olup ol-
madigin1 sormak da bu durumda gayet dogaldur. Iste bu 6zel-
ligi dogrulayan birkag¢ omek.

1.306=1"+3*+0°+ 6*
1.676 =1'+ 6+ 7 + 6
2427 =2"+4+ 22+ 7*

Eger bu sayilarin sira dist oldugunu diisiiniiyorsaniz, muhte-
melen bir sonraki sayilarin 6zelliklerini goriince biiyiilene-
ceksiniz. Gergekten inanilmazlar. Usler ve sayilar arasindaki
iligkiye dikkat ediniz.(*)

3435=3+4'+3'+5°
438.579.088 =4*+3*+ 8 +5+ 7+ 9° +0° + 8 + &

Kim demis matematigin sergileyecek “giizellikleri” yok diye?
1.9 Sira Dis1 Say Iligkileri

Siklikla, nispeten kullanigsiz, ama yine de garipliginden do-
lay1 bir giizellik 6gesi tasiyan bilgilere rastlariz. Iste burada
sergiledigimiz sayilar arasindaki sira dis1 iligki de bunlardan
bir tanesi. Onlar1 pek fazla aciklamaya gerek yok. Sadece
keyfini ¢ikarin ve digerlerini bulmaya caligin.

Elimizde bulunanlar sayi ¢iftleri; bu sayilarin toplami ve
carpimu birbirinin tersidir.

Tkinci ornekte, 0" ifadesi matematikgiler tarafindan belirsiz olarak tanimlan-
mustir; ne var ki kolay adina (ve 6megimizin islemesi i¢in) biz ona 0 degerini
verecegiz.
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Iki say1 carpimlari toplamlar:

9 9 81 18
3 24 72 27
2 47 94 49
2 497 994 499

Bu sira dis1 6zelligi sergileyen bir baska say: ¢ifti bulabildi-
niz mi?

Elimizde bulunan 6nemli bir diger ilging iliski de, sira di-
stliginin icinde matematikte gercek bir giizelliginin var olabi-
lecegi hissini veriyor, bize. Bizde diisense onu bulmak zorun-

da olmamuz.
Iste burada elimizde, sayilarla, bu sayilarin rakamlarinin
faktoriyellerinin(*) toplami arasindaki simetri var.

1=1!
2=2!
145=1!+4! + 5!
40.585 =4! + 0! + 5! + 8! + 5! [0! = | oldugunu hatirla-

ym]

Bana oyle goriiniiyor ki bu tip bagka iligkiler bulunmuyor; bu
nedenle onerim, digerlerini bulmaya c¢alismakla zaman kay-
betmeyin.

1.10 Gizemli Esitlikler

Sira dis1 ya da gizemli iligkilerden bahsettigimize gore, ardin-
dan geleceklerin, listede iist siralarda olmasi gerekir. Ancak

(*) “!” faktoriyel isareti, faktoriyel isareti ile birlikte verilen sayinin ve bu sa-
yidan kiigiik olan tam sayilarin ¢arpimina esittir. Omegin 5! = (5)(4)(3)(2)(1) =
120, 8! = (B)(7)(6) (5)H)(3)2)(1) = 40.320 ve n! = (n)(n-1)(n-2)(n-3) ...
(3)(2)(1). Burada ¢arpma iglemi olarak parantez igaretini kullandigimiza dikkat
ediniz. )
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boyle bir durumda, gariplik biiyiileyici olabilir. Sizler muhte-
melen bunlarin neden boyle oldugunu 6grenmek isteyecesi-
niz. Sayilarla ilgili bu iligkilerin ortaya ¢ikmasini ne sagla-
maktadir? Bu soruya verilebilecek ustalikli cevaplar pek yok-
tur. Tek yapabilecegimiz olasiliklar1 bulmak ve sinirlamaktir.
Kimi zaman sayilar yapilan agiklamalardan daha fazlasini
soyler. Iste bu da boyle bir an. Su esitliklere bakin ve bunun
tadini ¢ikarin; ¢linkii onlar gercekten sira dist!

I'+6 +8'=15=2'+4'+9'
P+6%+8 =101 =2 +4+9

'+ 5+ 8 +12'=26=2'+3"10"+ 11!
P+5+8+12=234=2+3+10+11
P+5+8+12'=2366=2"+3+ 10"+ 1I*

I'+5'+8 +12'+18' +19'=63 =2"+ 3" +9' + 13' +16' + 20"
P+5+8+ 122+ 18+ 19" =919=22+3'+ 9 + 13+ 16"+ 20°
P+5°+8 +12°+ 18+ 19°=15.057 =2+ 3*+ 9* + 13* +16 +20°
F+5 48+ 12+ 18 + 19 +=260.755=2"'+3*+ 9 + 13* + 16' + 2(¢

Soylenebilecek fazla bir sey yok. Belki de “vay canina” en
uygunu olacak. Giizellik sira digilikta gizli.

1.11 Akill Almaz Say: 1.089

Bu baslik gercekten dikkate deger ozelliklere sahip bir say1y-
la ilgilidir. 11k olarak 1.089’un nasil olup da ansizin hi¢ bek-
lenmedik bir sekilde “firladigin1” gdsterecegiz ve daha sonra
bu sayiya farkli bir agidan bakacagiz.

Once size birler ve yiizler basamagi ayni olmayan ii¢ ba-
samakl1 bir say1 sectirecegiz ve asagidaki talimatlara uymani-
71 isteyecegiz.

Asagidaki talimatlar1 adim adim izleyin; bu sirada biz de
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her talimatin altinda onun sdyledigi seyi yapacagiz.

Uc basamakh herhangi bir sayi secin
(birler ve yiizler basamagi ayni olmayacak).

Simdi sizinle birlikte rastgele bir say1 segiyoruz: 825
Sectiginiz saymmin rakamlarinin yerlerini ters cevirin.
Sectigimiz sayinin rakamlarini ters ¢eviriyoruz: 528

1ki sayiy1 birbirinden ¢ikarin
(dogal olarak, kiiciigii biiyiikten ¢ikaririz).

Sonucu hesaplayalim: 825-528 = 297

Bir kez daha, cikan saymmn rakamlarimn yerlerini ter-
sine ¢evirin.

297’nin rakamlarinin yerini ters ¢evirirsek: 792
Simdi son iki sayiy: birbirleriyle toplayin.

Son iki say1y1 birbirleriyle topluyoruz: 297 + 792 = 1.089

Bizimkinden bagka bir sayiyla uygulamis olsaniz bile
elde ettiginiz sonucun bizimkiyle ayni olmasi gerekir.(*)

Muhtemelen saskinlik i¢indesiniz; ¢iinkii basta hangi sayi-
y1 secerseniz seg¢in bizimle ayni sonuca ulastiniz, 1.089.

Bu nasil olur? Bu, sayimizin “acayip bir 6zelligi” midir?
Hesaplamalarimizda bir hata m1 yaptik?

Onluk sistemin tuhafligin1 gosteren olan bir 6nceki kisim-
dan farkl: olarak, matematiksel bir acayipligin bu 6rnegi is-
lemlere dayanir. (Daha ilgili okurlar i¢in) bunun niye boyle
WMhesaplama hatas1 yaptiniz demektir; kontrol edin.
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oldugunu incelemeden 6nce, nefis bir say1 olan 1.089’un bir
baska o6zelligi ile daha sizi biiyiileyelim.

1.089’un ilk dokuz katina bir bakiniz.

1.089 « 1 =1.089
1.0892=2.178
1.089 « 3 =3.267
1.089 « 4 =4.356
1.089 « 5 =5.445
1.089 « 6 =6.534
1.089 « 7 =7.623
1.089 « 8 =8.712
1.089 « 9 = 9.801

Carpim arasindaki iliskiyi fark ettiniz mi? Dokuzuncu ve bi-
rinci carpimlara bakin (yani, 1.089 ve 9.801). Onlar birbirle-
rinin tersi. Sekizinci ve ikinci ¢arpimlar da (yani, 2.718 ve
8.712) birbirlerinin tersi. Iligki, palindromik bir say1(*) olarak
adlandirabilecegimiz 5.445’e kadar gidiyor ki bu da kendisi-
nin tersi.

Ozellikle dikkat ediniz ki, 1.089 « 9 = 9.801dir ki bu ori-
jinal sayinin tersidir. Ayni dzellik 10.989 « 9 = 98.901 ve ben-
zer sekilde 109.989 « 9 = 989.901 i¢in de dogrudur.

Fark etmigsinizdir; orijinal 1.089 sayisini, 10.989’u elde et-
mek icin ortasina 9 koyarak degistirdik ve bunu da genislete-
rek 109.989 elde etmek icin 1.089’un ortasina 99 sayisini yer-
lestirdik. Su sayilarin her birinin ayn1 6zellige sahip oldugunu
sonucu c¢ikarmak ¢ok hos olacaktir: 1.099.989. 10.999.989.
109.999.989. 1.099.999.989. 10.999.999.989 gibi.

Aslinda, dort ya da daha az basamaga sahip olan ve ken-
disinin herhangi bir kat1 kendisinin tersi olan sadece bir say1
daha vardir; bu say1 2.178°dir (tesadiife bakin ki bu 1.089 «
2’dir); ¢iinkii 2.178 « 4 = 8.712dir. Bunu, tipk: yukaridaki or-

Palindromik sayilardan boliim 1.16°da daha genis olarak bahsedecegiz.
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nekte oldugu gibi saymin ortasina 9’lar koyup aym ozellige
sahip sayilar bularak genisletseydik hos olmaz miydi? Evet,
su esitlikler dogrudur:

21.978 « 4 =87.912

219.978 « 4 = 879.912

2.199.978 « 4 = 8.799.912

21.999.978 « 4 = 87.999.912
219.999.978 « 4 = 879.999.912
2.199.999.978 « 4 = 8.799.999.912 v.b.

1.089 sayisinin yeterince hos 6zelligi yokmus gibi, alin size
1.089’u (bir sekilde) daha da yiicelten bir tane daha: Aslinda
burada 1.089’u iki par¢a halinde diisiinecegiz: 1 ve 89 olarak.

Simdi gelin herhangi bir say1 alalim ve bu saymnin rakam-
larinin karelerinin toplamimt aldigimizda neler olacagina bir
bakalim. Bu islemi tekrar tekrar yapalim. Her defasinda ol-
dukca ilging bir sekilde gorecegiz ki sonugta 1 ya da 89°a va-
riyoruz. Su orneklere bir goz atin.

30 sayisi ile bagliyoruz. Boylece n = 30 diyebiliriz ve sim-
di bu sayinin rakamlarinin karelerinin toplamini bulacagiz:

32+0°=9.9"=81. 8 +1°=65,6°+5*=61. 6+ 1= 37.
32+7°=58.5+8=89.8+9"=145 1"+ 4>+ 5 =42. 4°
+2=20.22+0°=4.4=16. I’+ 6’ =37.32+ 7=58. 5 +
8=89. ..

Bir kere 89 sayisina ulastigimizda dongii diyebilecegimiz bir
seye giriyoruz; ¢iinkii ne zaman islemi devam ettirsek tekrar
89 sayisina geri doniiyoruz. Simdi bunu 31 sayisiyla deneye-
lim.

n =731 olacak: 3+ 1’=10. '+ 0°=1 I’ =1
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Tekrar 1 sayist i¢in bir dongii olustu; her defasinda 1 sayisi-
na geri doniiyoruz.

Simdi 32 sayisin1 deneyecegiz; n = 32 olsun: 3* + 2% = 13.
1’+32=10.’+0°=1.1’=1

Simdin=33:32+3=18. 1>+ 8=65.6"+52=61. 6 +
1’=37.3+7"=585"+8"=89. 8 +9°=145. I’+ 4 + 5 =
42. 4 +2°=20.2°+0'=4.4"=16.1’+6°=37. 33+ 7* =
58.5*+ 82=89. ...

Simdi n = 80: 8 + 07 =64. 6’ + 4 =52. 5 + 22 =29. 2 +
9 =85.8+5=80.8+97=145. '+ 4+ 5 =42. 4 + 2!
=20.2°+0°=4.4=16. '+ 6 =37. 3+ 7" =58.57+ 8=
89. ...

Simdi n =81: 8+ 1’=65.6"+5°=61.6°+ 1’=37. 3% +
7°=58.5+8=89.8"+92=145. ’+ 4 + 5 =42, 4* + 2
=20.22+0°=44=16. ’+6°=37.3+T7=58.5+8=
89. ...

Simdi n = 82: 8"+ 2° =68, 6 + 8 = 100, I'+ 0 + 0° =1,
I’=1

Forn=85:8+5=89.8+9"=145.1"+4*+ 5 =42. 4
+2°=20.24+0=4.4=16.1"+6"=37.3+7"=58.5+
8 =89. ..

Simdji, sectigimiz bir ii¢ basamakli sayidan 1.089’u elde et-
mek icin rakamlar ters ¢evirdigimiz, 1.089 ile ilgili olan ori-
jinal tuhafliga geri donelim. Sectifimiz herhangi bir sayinin
bizi 1,089’a gétiirdiigiinii varsaymustik. Nasil emin olabiliriz?
Pekala, tiim olas1 li¢ basamakli sayilari, bunu dogrulayip dog-
rulamadigini gérmek i¢in deneyebiliriz. Bu olduk¢a zahmetli
ve pek de zarif olmayacaktir. Bu tuhafligin arastirilmasi, te-
mel cebir bilgisinden daha fazlasin1 gerektirmez. Bu fenome-
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ni merak eden okuyucular i¢in, bunun neden her zaman “isle-
digini” gosteren cebirsel agiklamaya sunacagiz.

Rastgele secilmis bir ii¢ basamakli say1yi, htu, 1004 + 10¢
+ u olarak ifade edecegiz; burada h yiizler basamagini, t on-
lar basamagini ve u birler basamagini temsil ediyor.

A > u(*) olsun; ya sectiginiz sayida ya da onun tersinde bu
boyle olacak.

Cikarma kisminda u — h < O olur; bu nedenle (¢cikarmanin
yapildigi saymnin) onlar basamagindan bir alinir ve bu birler
basamagini 10 + u yapar.

Cikarma isleminin yapilacag: iki saymn onlar basamag:
esit oldugundan ve ¢ikarmanin yapildigi sayinin onlar basa-
magindan 1 alindigindan bu basamagin degeri 10 (7 - 1) ola-
caktir. Cikarmanin yapildigi saymn yiizler basamag: (h -
1)’dir; clinkii onlar basamaginda c¢ikarma yapabilmek igin
yiizler basamagindan 1 alinmistir. Boylece onlar basamaginin
degeri 10 (- 1) + 100 = 10 (¢ + 9) olur.

Simdi ilk ¢ikarma iglemini yapabiliriz:

100 (k- 1) +10 (¢ +9) + (u+ 10)
100u + 10t + h

100(h - u - 1)+ 10(9) +u-h+10
Bu farkin rakamlarini ters ¢evirmek bize su sonucu verecek:

100(u - h + 10) + 109) + (h-u-1)
Simdi eger son iki ifadeyi toplarsak:
100 (9) + 10 (9+9) + (10-1) = 1.089
Onemle vurgulamak gerekir ki, cebir bize, numaralara bakil-

maksizin aritmetik siireglerin aragtiritlmasi imkanini verir.
1.089 sayina veda etmeden once, simdi bu garip sayiy1 da-

(*) < isareti “-dan kiigiik” ve > igareti “~dan biiyiik”” demektir.
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ha fazla incelemeye hevesli olan okurlar i¢in iki basamakli
sayilar arasinda yegane olan bir bagka tuhafligin daha var ol-
dugunu belirtmemiz gerekir; yani, 33° = 1.089 = 65° — 56°.

Artik 1.089 sayisinin goze ¢arpan bir giizelligi oldugu ko-
nusunda hem fikir olduk sanirim. Etkilendiniz mi?

1.12 Boyun Egmeyen Sayi 1

Dogadaki giizellige biiyiilii dedigimiz anlar vardir. Biiyii gii-
zel midir? Bazilari, bir sey gercekten sasirtici ve zarif ise
onun giizel oldugunu diigiiniir. Bu bakis acisindan simdi size
matematikteki “biiyiilii” bir 6zellige gosterecegiz. Bu, yillar-
ca matematikgcilerin akillarin1 kurcalamistir ve hi¢ kimse bu-
nun niye boyle oldugunu bilmemektedir.

Simdi size, rastgele sectiginiz herhangi bir sayiya su iki
kurali uygulamanizi sdyleyerek baglayalim.

Eger sayi tek ise onu 3 ile carpip 1 ekleyin.
Eger sayi cift ise onu 2’ye boliin.

Bu siireci siirekli tekrar ettiginizde, hangi sayiy1 secmis
olursaniz olun, sonunda 1’e ulasacaksiniz.

Gelin bunu rastgele sectigimiz 12 sayist ile deneyelim

12 ¢ift sayidir; bu nedenle onu 2’ye bélelim, 6.

6 da cift sayidir; bunu da 2’ye bolelim, 3.

3 tek sayidir; bu nedenle 3 ile carpip 1 ekleyelim, 3 ¢ 3 +
1 =10.

10 cift sayidir; bu nedenle onu 2’ye bolelim, 5.

5 tek sayidir; 3 ile carpip 1 ekleyelim, 16

16 cift sayidir; 2’ye bolelim, 8.

8 ¢ift sayidir; bu nedenle 2’ye bolelim, 4.



4 ¢ift sayidir; bu nedenle 2’ye bolelim, 2.
2 ¢ift sayidir; bu nedenle 2’ye bolelim, 1.

Hangi sayiyla baslarsak baglayalim (ki biz burada 12 ile
basladik) nihayetinde 1’e ulasacagimiza inanilmaktadir.

Bu gercekten sasirtict! Bunun gergekten calistifina kendi-
nizi inandirmak icin bagka sayilari da deneyin. Eger rastgele
sectigimiz say1 17 olsaydi 1’e ulagsmak i¢in 12 basamaga ihti-
yacimiz olacakti. 43 ile baglasaydik 29 basamak gerekecekti.

Gergekten bu tiim sayilar i¢in dogru mudur? Bu soru ma-
tematikgileri 1930’lardan beri mesgul etmis ve bu varsayimin
ispat1 i¢in biiylik parasal odiiller vaat edilmis olsa da su ana
kadar bir cevap bulunamamustir. “3#n + 1 Problemi” olarak bi-
linen bu problemin, yakin zamanlarda (bilgisayar kullanila-
rak) 10" —1’e kadar olan sayilar i¢in dogru oldugu gosterildi.

Sayilarin bu garip 6zelligi karsisinda saskina donmiis
olanlar icin, 1°den 20’ye kadar olan baslangi¢c noktalariyla
olusturulan dizileri gosteren bir sema sunacagiz. 1’den 20’ye
kadar olan sayilar yukaridaki kurallar1 takip

18 19

ederek yapacaginiz ilerlemenizde baglangic 7 \e

noktasi olabilirler. P
Fark etmissinizdir; her zaman sonugta 4-2-1 y/ \/ﬂ "
dongiisiine ulagiyorsunuz. Yani, 4’e ulagtiginiz- '~  #
da bu her zaman [’e ulasacaksiniz ve eger u/z: ”\W
I’den tekrar devam etmeyi denerseniz her za- e ad
man yine 1 ’e ulasacaksiniz demektir; ¢iinkii ku- n’\ ;los

rali uygulayarak [ 3 « 1 + 1 = 4], siirekli dongii ; \o
icinde kalmaktasiniz: 4-2-1. 7’
Bu garipligi inceleme konusunda hevesinizi ¢ ™/

kirmak istemeyiz; ama eger bunun her durum- s’\ /m;o
da dogru oldugunu ispatlayamazsaniz hayal ki- i
riklifina ugramamaniz igin sizi simdiden uyar- ’)‘
mak istiyoruz; ¢iinkii matematigin en biiyiik be- 7
yinleri bunu bir yiizyila yakin bir siiredir basa- /4:
ramadilar. i—1
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1.13 Miikemmel Sayilar

Matematik siklikla miilkemmel bir bilim olarak anildigina go-
re, gercekten matematikte bir miikkemmellik var midir? Sayi-
lar teorisindeki gelenege gore “miikemmel say1” adi verilen
bir varliga sahibiz. Bir sayiy1 miikemmel yapan sey nedir?
Eger bir say1 6z carpanlarinin toplamina esitse, matematikgi-
ler bu sayiyr “miikemmel” olarak adlandirirlar. (Bir saymnin
carpani, o sayinin bir bdlenidir ya da orijinal sayiy: tam ola-
rak bolen bir sayidir. Sayinin kendisi digindaki biitiin ¢arpan-
lar1 bir 6z carpandir. Omegin, 3, 12’nin bir 6z garpaniyken
12, 12 sayisinin 6z olmayan carpanidir.) En kiiciik miikem-
mel say1 6'dir; ¢linkii 6 = 1 + 2 + 3; yani tiim 0z carpanlari-
nin toplamidir.(*)

Bir sonraki miikemmel say1 28’dir; ¢linkii o da 6z ¢arpanla-
rinin toplamina esittir [28= 1 + 2 + 4 + 7 + 14]. Ve bir sonraki
miikemmel say1 496°dir; 4996 =1 +2+4+8+ 16+ 31 + 62 +
124 + 248; o da tiim 6z ¢arpanlarmnin toplamna esittir.

Ik dort miikemmel say: eski Yunanlilar tarafindan bilini-
yordu. Bunlar, 6, 28, 496, 8,128"dir.

Bir miikkemmel sayr bulmanin yolunu genellestirerek bir
teorem olarak ortaya koyan Oklid’ti. Onun teoremine gore,
eger 2*-1 bir asal sayi ise o0 zaman 2*'(2"-1) bir miikkemmel sa-
yidir; burada k bir dogal (ya da sayma sayis1) sayidir. Bu de-
mektir ki, ne zaman ki 2*-1 i¢in bize bir asal say1t veren bir &
degeri buluruz, o zaman bir miikkemmel say: olusturabiliriz.
Biitiin k& degerlerini kullanmak zorunda degiliz; ciinkii eger k

(*) Bu, ayni ii¢ saymnn toplami ve ¢arpimina esit olan tek sayidir: 6 =12«
3= 3! Aynca, 6 = V(13 + 23 + 33). Ayrica su da ¢ok hostur: 1/1 = 1/2 + 1/3 +
1/6. Ayni zamanda, 6’dan bahsederken sunu da‘sdyleyelim ki, hem 6 hem de
onun karesi 36 iiggen sayidir (bkz. Boliim 1.17).

Bir asal sayinin sadece iki ¢arpani vardir: 1 ve kendisi. Diger bir deyisle bas-
ka bir boleni yoktur.
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bir bilesik say1(*) ise 2*-1 de bir bilesik sayidir.(**)
Oklid’in miikemmel sayi iiretme formiiliinii kullanirsak
sunu elde ederiz:

k degerleri 2*! bir asal sayi oldugunda 2*-1(2'-1) degerleri
2 6
3 28
5 496
7 8.128
13 33.550.336
17 8.589.869.056
19 137.438.691.328

Inceledigimizde miikemmel sayilarin birkag 6zelligini fark
edebiliriz. Tiimii de 6 ya da 28 ile bitiyor gibi goriinmektedir
ve bunlardan 6nce bir tek sayili basamak bulunmakta. Ayrica
bunlar, ardil dogal sayilarin toplami olan iiggen sayilarin (bo-
lim 1.17’°ye bakiniz.) iiyeleri gibi goriiniiyorlar (yani, 496 =
1+2+3+4+ ... + 28 + 29 +30 + 31).

Bir adim daha ileri gidersek gorecegiz ki, 6’dan sonraki
her mikkemniel say1, 1° + 3 + 5 + 7 + 9° + 11° + ... serisinin
bir kismi toplamidir. Omegin, 28 = 1° + 3* ve 496 =, I° + 3°
+5+ 7

Tek olan bir miikemmel sayinin var olup olmadigini bilmi-

(*) Bilesik sayilar, 1'in disinda en az iki ¢arpani olan sayilardir.
Eger k = pgise, 0 zaman 2* — 1 = 2™ — = (2°-1) (27*" + 2"*? + .+ 1). Bu ne-
denle, 2 — 1 ancak k bir asal ise asal olabilir; ama asagidaki k degerlerinden de
goriilecegi gibi bu, & bir asal oldugunda 2‘ - 1’in asal olmasini garanti etmez.
[k 2 3 5 7 1 13
2k-1 3 7 31 127 2.047 8.191

(**) Burada 2.047 = 23 « 89 bir asal degildir ve varsayim bozar.
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yoruz; su ana kadar bir tane bulunamamistir. Giiniimiiz bilgi-
sayarlar1 sayesinde rahatlikla ¢cok daha biiyiik sayilar olustu-
rabiliyoruz. Eger isterseniz Oklid’in formiiliinii kullanarak
¢ok daha biiyiik miikkemmel sayilar bulabilirsiniz.

1.14 Arkadas Sayilar

Iki say1y1 arkadas yapan sey ne olabilir? Matematikgiler, bir
sayinin 6z bolenlerinin(*) (ya da carpanlarinin) toplaminin
diger bir sayiya ve bu diger sayinin 6z bolenlerinin toplami-
nin da birinci sayiya esit olmast halinde bu sayilara arkadas
(ya da literatiirde kullanildig sekliyle “dost” ) sayilar denme-
si gerektigine karar vermislerdir.

Kulaga karisik m1 geliyor? Aslinda hi¢ de oyle degil. Ge-
lin simdi en kiiciik arkadas say: ¢iftine bir goz atalim: 220 ve
284.

220’nin 6z bolenleri sunlardir: 1, 2,4, 5, 10, 11, 20, 22, 44,
55 ve 110. Bunlarin toplami, 1 +2+4+5+ 10+ 11 + 20 +
22 + 44 + 55 + 110 = 284'tiir.

284’iin bolenleri ise 1,2,4,71 ve 142’dir ve bunlarin topla-
mi da [+2+4+71+142 = 220’dir.

Bunlar bize bu iki sayinin arkadas sayiar olarak kabul
edilebilecegini gosterir.

Ikinci arkadas sayi cifti (Pierre de Fermat tarafindan kes-
fedilmislerdir) sunlardir: 17.296 ve 18.416.
17.296 = 2%« 23 « 47, ve 18.416 =2%s 1. 151

17.296’nin 6z ¢arpanlarinin toplamlart sunlardir:

(" Oz bolenler, sayimn, kendisi disindaki tiim garpanlar1 ya da bolenleridir.
Omegin 6’nin 6z bolenleri 1, 2 ve 3’tiir; ama 6 degildir.
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1+2+4+8+16+23+46+47+92+94 + 184 + 188
+ 368+ 376 +752+1.081 +2.162 +4.324 + 8.648 = 18.416.

18.416’nin ¢arpanlarinin toplamu ise soyledir: 1 +2 +4 +
8+ 16+ 1.151 +2.302 + 4.604 + 9.208 = 17.296.

Iste arkadas sayilara birkag 6rmek daha:

1.184 ve 1.210

2.620 ve 2.924

5.020 ve 5.564

6.232 ve 6.368

10.744 ve 10.856

9.363.584 ve 9.437.056
111.448.537.712 ve 118.853.793.424

Yukaridaki c¢iftlerin “arkadaslifin1” dogrulamak isteyebiliri-
siniz.

Uzmanlar i¢in, asagidaki metot arkadas sayi ciftlerini bul-
mak kullanilan metotlardan biridir:

o SR
Il

3.
3.
3. - 1 olsun.

n bir tamsay1 ve 2 2, ayrica a, b ve ¢’nin hepsi asal sayilar
oldugunda, bu durumda 2"ab ve 2" ¢ arkadas sayilardir.

(Dikkat ediniz ki n < 200 degerleri i¢in, n = 2,4 ve 7 bize
a, b ve c i¢in asal saylar verir.)

1.15 Baska Bir Arkadas Say Cifti
Her zaman sayilar arasindaki hos iligkileri arayabiliriz. Bir

onceki boliimde arkadas sayilar ciftlerini inceledik. Biraz ya-
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raticilikla sayilar arasinda bir baska “arkadaslik” iligkisi olus-
turabiliriz. Bunlarin bazilan gercekten hayranlik uyandirici-
dirlar! Omegin su sayilara bir bakin: 6.205 ve 3.869.

[1k bakista, gozle goriiniir bir iliski yokmus gibidir. Fakat
biraz sans ve hayal giicii ile bazi ¢cok ilging sonuglar elde ede-
biliriz.

6.205 = 38° + 69 ve 3.869 = 627 + 057

Dikkat ediniz ki, her sayiy1 rakam ciftlerine boldiik; bu
ciftlerin karelerini aldik ve diger sayiy1 vermek iizere bu so-
nuglar topladik.

Ayni 6zellige sahip baska sayilar da bulabiliriz. Su 6mege
bakin.

5.965 =77 + 06 ve 7.706 = 59° + 65°

Bu giizel modelleri géormenin verdigi haz disinda bu 6mekler-
de dyle ¢ok da fazla matematik yok. Ama yine de, iligki hay-
ret verici ve dikkate deger. Yeniden goriiyoruz ki, matematik
kendi i¢inde nice hazineler tasiyor.

1.16 Palindromik Sayilar

Ne yazik ki, kelime bulmacalar1 ve ¢apraz bulmacalar, mate-
matik bulmacalarina gore daha fazla ragbet gormektedirler.
Palindromlar, yani her iki yonde de ayni sekilde okunabilen
sozclikler ya da sayilar lizerine yazilan kitaplar gormiisiizdiir.
Her zaman zihinlerde palindromlarla ilgili yeni yeni bilmece-
ler gelistirilmekte. Peki ya palindromik sayilar? Tabi ki onla-
rinda bazi eglendirici yanlar vardir. Ilk basta palindromik
birkag sozciik ve ciimleyi inceleyelim. Iste eglendirici birkag
tanesi:
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Palindromik sayilar, her iki yonde de ayn sekilde okunan sa-
yilardir. Bu bizi, tarihlerin, simetrinin incelenmesi icin giizel
bir kaynak olusturduklarini diisinmeye gotiiriir. Omegin,
2002 bir palindromdur; tipk1 1991 gibi. Ekim 2001°de, Ame-
rikan tarzinda yazildiklarinda ortaya ¢ikan bircok palindrom
tarih vardir. 10 + 1 + 0l yada 10 + 22 + 0l ve digerleri. Av-
rupalilar palindrom tarihlerin en ilgincine 20 Subat 2002 saat
8:02 pm’de vardilar; ciinkii bu tarih 20.02, 20-02-2002 diye
yazilir. Bu tarih bizi diger palindromik tarihleri bulmaya tes-
vik eder adeta.

Biraz daha ilerlersek gorecegiz ki, 11’in ilk dort kuvveti
de palindromik sayilardir:

I1'=11

11*= 121
11°=1.331
11"'=14.641

Bir palindromik say1, bir asal say1 ya da bir bilesik say1 ola-
bilir. Omegin 151 bir asal palindromdur; ama 171 bir bilesik
palindromdur. 11’in disinda, asal bir palindromun basamak
sayisinin tek olmasi gerekir. Diger palindrom asallar1 bulma-
ya calisin.

Belki de en ilging seylerden bir tanesi de herhangi bir sa-
yidan bir palindrom sayinin nasil iiretilebilecegidir. Tek yap-
mamiz gereken siirekli, bir palindroma ulasana dek bir sayi-
ya onun tersini (yani, rakamlari ters sirada yazilmig sayiyi)
eklemektir.

Omegin, 23 sayisindan baslanarak bir palindroma bir ba-
samakta ulagilabilir:
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23 + 32 = 55, bir palindrom.

Ya da eger 75’ten baslanirsa bu iki basamak alabilir:
75+ 57 =132, 132 + 231 = 363, bir palindrom.
Ya da eger 86’tan baslanirsa bu ii¢ basamak alabilir:

86 + 68 = 154, 154 + 451 = 605, 605 + 506 = 1.111. bir
palindrom.

Baslangi¢ sayist 97 oldugunda bir palindroma ulagmak
icin gerekli basamak sayisi alti; 98 oldugunda ise bu say1 yir-
mi dorttiir.

196 sayisini kullanmamaya dikkat edin; ¢linkii bu sayi, bir
palindroma ulasmak konusunda sizin yeteneklerinizi tama-
miyla asacaktir.

Palindromik sayilarla ugrastigimizda karsimiza ¢ikan ¢ok
hos modeller vardir. Omegi palindromik kiipler iireten sayila-
rin kendileri de palindromiktirler.

Palindromik sayilarin diger o6zelliklerini bulmay: dene-
mekten ¢ok hoslanabilirsiniz(*) -- onlar gercekten oynamak
icin ¢ok giizellerdir.

1.17 Sekilsel Sayilarla Eglence

Sayilar geometrik sekiller alabiliriler mi? Sayilarin geometrik
bir sekli olmasa da, bazilar1 noktalarla ifade edilebilir ve bu
noktalar da bilinen bir geometrik seklin bi¢imini alabilir.
Simdi bunlardan bazilarina bakalim.

Dikkat ediniz ki, noktalar diizgiin ¢okgenlerin sekillerini
almaktadirlar.

(*) Palindromik sayilarla ilgili olarak: Teaching Secondary School Mathema-
tics: Techniques and Enrichment Units, 6. Basim, A.S. Posamentier ve J. Ste-
pelmen (Upper Saddle River, N.J.: Prentice Hall/Merrill, 2002), sayfa 257-58.
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1 5 12 22
Altigen Sayilar O @ @
1 6 15 28

Bu sekilsel sayilarin asagida yapacagimiz diizenlemelerin-
den, bu sayilarin bazi 6zelliklerini (bizim simdi yapacagimiz
gibi) kesfedebilmeniz gerekir. Bu sayilari birbirleriyle iligki-
lendirmek gercekten eglenceli olabilir. Omegin, n’inci kare
say1, n’inci ve (n-1)’inci liggen sayinin toplamina esittir. Bir
baska ornek ise, n’inci beggen sayinin, n’inci dortgen ve (-
1)’inci licgen sayinin toplamina esit oldugudur. Boyle daha
bir siirii bulunacak (ya da kesfedilecek!) iliski vardir.

Simdi size oblong (dikdortgene benzeyen) sayilan sunu-
yoruz; bu sayilar, n(n+1) seklinde ya da dikdortgensel nokta
dizileri seklide yazilabilen.sayilardir:
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Iste size oblong sayilarla ilgili baz iliskiler; ornekler bu-
rada verilmis olsalar da, bunlarin dogru olabilecegini goste-
ren ek omekleri de sizin bulmaniz gerekir. Konu hakkinda
iyice fikir sahibi olanlar bunlarin dogru oldugunu ispatlama-
ya ¢aligabilirler.

Bir oblong sayi, ardisik ¢ift sayilarin toplanudir.
Omek: 2 + 4 + 6 + 8 = 20.

Bir oblong sayi1 bir liggen sayinin iki katidir.
Ornek: 15 « 2 = 30

Iki ardisik karenin ve bunlar arasindaki oblong sayinin ka-

resini toplami bir kare sayidir.
Omek: 9 + 16 + 12° = 169 = 13

Iki ardistk oblong sayinin ve onlar arasindaki karenin iki
katinin toplamu bir kare sayidir.
Omek: 12+20+2+ 16 =64 =&’

Bir oblong sayi ile bir sonraki kare sayinn toplamu bir iig-

gen sayidir.
Ornek: 20 + 25 = 45

Bir kare sayinin ve bir sonraki oblong sayinin toplami bir
licgen sayidir.

Omek: 25 + 30 = 55

Bir say1 ve onun karesinin toplami bir oblong sayidir.
Omek: 9 + 81 = 90.

Burada sunulmusg olan diger sekilsel sayilarla ilgili bagka
baska iligkileri kesfetmek isteyebilirsiniz.
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1.18 Muhtesem Fibonacci Sayilar:

Matematikte, Fibonacci sayilarindan daha fazla matematigin
bir¢ok alanina s1izmis ¢ok fazla konu yoktur. Bunlar ilk olarak
Bat tarihinin en 6nemli kitaplarinin birinde ortaya ¢ikmuiglar-
dir. Bu kitap, Liber abaci, 1202’de Leonardo Pisano ya da Pi-
sa’l1 Leonardo tarafindan yazilmistir; bu sahis daha ¢ok Fibo-
nacci ya da Bonacci’nin oglu olarak (1180-1250)* olarak ta-
ninir; bu kitap, bizim onluk say: sistemimizin temelini olus-
turan Hindu-Arap rakamlarimin kullanildig: ilk Avrupa yayi-
nidir. Bu 6zelligi ile bile bir doniim noktasi olarak degerlen-
dirilebilir. Ne var ki, o ayni1 zamanda tavsanlarin sayisinin art-
masiyla ilgili “‘zararsiz” bir problemi de igerir. Unlii Fibonac-
ci sayilarmi olusturan, iste bu problemin ¢oziimiidiir. Bu
problem su sekilde ifade edilebilir:

Bir c¢ift tavsandan baslamirsa ve her ay her bir cift,
ikinci aydan sonra tiretken olacak olan bir tavsan
cifti tasirsa, bir yil sonra kag tane tavsan cifti ola-
caktir?

Bu problemden F ibonacci dizisi ortaya c¢ikar. Eger bir cift

(*) Fibonacci —~kendi adini Filius Bonacci olarak yazan Fibonacci daha bilinen
ismini almustir— ilk bilim adamlarindan beklenmeyecegi bir sekilde rahip de-
gildi; Islam diinyasim gezme sansini elde etmis olan bir tiiccard ve Arap diin-
yasmda okuyabildigi kadar matematiksel yaziyr okumustu. Liber abaci (1202
ve 1228’de yenilendi) kitabinda Hiristiyan diinyasina Hindu-Arap rakamlarin
ilk olarak tanitan odur; bu kitap olarak el yazmasi seklinde elden ele gezmis-
tir ve daha sonra 1857 yilinda Scritti di Leonardo Pisano adiyla basihmstir
(Rome: B. Buoncompagni). Kitap, bir ticaret matematigi derlemesidir; dogru-
sal ve kuadratik denklemleri, kare ve kiip kokleri ve Avrupa bakis agisindan
degerlendirilmis bir¢ok baghgi igerir. Bu kitap su ciimleyle baslar: “Buradaki-
ler Hintlilerin kullandig1 dokuz sekildir: 987 654 32 1. Bu dokuz sekille ve
0 sifir isaretiyle ki Arap¢a’da bu zefirum olarak isimlendirilir, asagida gosteri-
lecegi gibi her say1 yazilabilir.”” Buradan sonra o Avrupa ilk kez onluk sayi sis-
temini anlaur. (Not: zefirum kelimesi Arapga’daki as-sifr kelimesinden evril-
migstir; bu da Sanskrit sunya kelimesinden gelir ki bu kelime yaklagik besinci
yiizyilda Hindistan'da bosluk anlaminda kullanilmigtir.)

54



bebek tavsanin (B) bir ay icinde dol verebilen yetigkin tavsan-
lara (A) doniistiigiinii var sayarsak; o zaman su tabloyu olus-
turabiliriz:

Aylar ciftler eriskin bebek  Toplam
tavsan cift. tav. cift. ciftlerin
sayist sayisi tsayisi

A 1 0 1

Ocak 1 /

1 1 2

Subat 1 /A K

Mart 1 /A 1\3 ? 2 1 3

Nisan 1 /A }B /A ‘t‘ B\ 3 2 5

Mayis 1 A BAABABA_ 5 3 8

AN AN AN

Haz IABAABABAABAAB 8 5 13

Temmuz 13 8 21

Agus. 1 21 13 34

Ey!iil { 34 21 55

Ekim 1 55 34 89

Kasim 1 89 55 144

Aralik 1 144 89 233

Ocak 1 233 44 377

Her ay yasayan erigkin tavsanlarin sayis1 Fibonacci dizisi-

ni belirler:
1,1,2,3,5,8, 13,21, 34,55, 89, 144, 233, 337, ...

Eger f.’ye Fibonacci dizisinin »’inci terimi dersek; o zaman:

fi=1
fi=1
f=fitfi=l+1=2

fi=fi+fp=2+1=3
f=fitfi=3+2=5

fo=fo-1 + fa2, n > 3 bir tamsayi igin
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Yani, ilk iki terimden sonraki terim, bu ilk iki terimin top-
lamidir.

Bu diziyi boylesine muhtesem yapan seyin ne oldugu so-
rulabilir. Bir sebebi, Fibonacci sayilari ile (ister inanin, ister
inanmayin) Altin Oran(*) arasinda direk bir iligki vardir! Asa-
gi1daki, ardisik Fibonacci sayilarinin birbirlerine béliinmele-
riyle olusan oranlari inceleyin.

Ayrica, “Altin Kesit Uzerine Biraz Cebir” boliimiinde de
(bkz. Boliim 4.18) gorebileceginiz gibi, ¢’nin(**) ardisik
kuvvetleri bize Fibonacci sayilarini verir.

%ﬂ

L = 1.000000000
2 = 2.000000000
$ = 1.500000000
5 = 1.666666667
§ = 1.600000000
13 = 1.625000000
4 = 1.615384615
3 = 1.619047619
55 = 1.617647059

89 = 1.618218162

55

L4 - 1.617977528
233 _ 1.618055556

144

3 = 1.618025751

19 = 1.618037135
=1.618032787

G>

<O OO
!°°*|
o=

F=0g+1
0'=2¢+ 1
¢'=3¢6+2

(*) Alun Oran matematikteki en sira digt oranlardan birini ifade ctmektedir.
Kitabimizda Alun Oran’la ilgili daha fazla sey olacakur.
(**) ¢ Altin Oran’1 ifade eder.
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@’=50¢+3
=8¢ +5
=130+ 8

Baglant1 gayet agiktir. Katsayi ve sabitlere bakiniz. Orada Fi-
bonacci sayilarimi goreceksiniz. Bu gercekten ¢ok olagan di-
sidir; iki tamamiyla (goriiniiste) baglantisiz nesne, bir anda
birbirleriyle yakin iligki haline ge¢mektedir. Iste matematigi
boylesine goz alic1 yapan da budur.

1.19 Sonsuz Bir Dongiiye Girmek

Bu boliim, onluk say: sistemimizde ortaya ¢ikan sira disi bir
fenomeni ortaya koymaktadir. Sonuglara hayranlikla bakmak-
tan bagka yapabilecegimiz bir sey yok. Bu, her durum i¢in ka-
nitlayabilecegimiz bir sey olmasa da, heniiz bu olaymn ¢alig-
madigi bir say1 bulunamamistir. Bu, kendi i¢inde, bunun as-
linda her zaman dogru oldugunu gostermektedir. Eger ¢ikar-
ma yapmayi sevmiyorsaniz hesap makinesi kullanabilirsiniz.
Su basamaklar takip edin:

1. Dort basamakli bir say: segerck baglayin (fakat bu say1 ay-
n1 rakamlardan olusan bir say1 olmayacak)

2. Bu sayinin rakamlarini, olas: en biiyiik sayiy1 verecek se-
kilde yazin (bu, saymn rakamlarini biiyiikten kiictige dize-
ceginiz anlamna gelir)

3. Daha sonra, sayinin rakamlarini olas: en kiiciik sayiy: ve-
recek sekilde yazin (bu, sayinin rakamlarini kiigiikten biiyii-
ge dizeceginiz anlamina gelir)

4. Bu iki sayiyi birbirinden ¢ikarin (agiktir ki, kii¢iigii biiyii-
giinden ¢ikaracaksiniz)

5. Farki alin ve siirece devam edin; yeniden ve yeniden, ta ki
rahatsiz edici bir durum karginiza ¢ikana kadar. Sira dig1 bir
sey ortaya ¢ikmadan once sakin vazge¢meyin.



En sonunda 6.174 sayisina varacaksiniz; ya bir ¢ikarma is-
leminden sonra ya da birkag taneden sonra. Boyle oldugunda
da kendinizi sonsuz bir dongiiniin i¢inde bulacaksiniz.

Dongiiye ulastiginizda, islemin basinda rastgele bir say1
sectiginizi hatirlayin. Bu gercekten ¢ok sasirtici bir sonug de-
g1l midir? Bazi okuyucular bunu daha ayrintili bir sekilde in-
celemek isteyebilirler. Kimileri de saskinlik icinde sonuglara
bakakalacaklardir. Ne olursa olsun agiktir ki matematigin gii-
zelligi sizi biiyiilemistir.

Simdi bu 6mmegi, nasil oldugunu gdstermek icin rastgele
sectifimiz bir sayty1, 3.203 sayisini kullanarak uygulayalim.

Bu rakamlarla olusturulacak en biiyiik say1n: 3.320
Bu rakamlarla olugturulacak en kiigiik say1: 0,233
Bunlarin farki: 3.087

Simdi 3.087°i kullanarak siirece devam ediyoruz.
Bu rakamlarla olusturulacak en biiyiik sayr: 8.730
Bu rakamlarla olusturulacak en kiiciik sayi: 0,378
Bunlarin farki: 8.352

Yeniden, siireci tekrarliyoruz.

Bu rakamlarla olusturulacak en biiyiik sayn: 8.532
Bu rakamlarla olusturulacak en kiiciik sayi: 2.358
Bunlarin farkr: 6.174

Bu rakamlarla olusturulacak en biiyiik sayr: 7.641
Bu rakamlarla olusturulacak en kiigiik sayr: 1.467
Bunlarin farki: 6.174

Siirekli olarak 6.174 ile karsilastigimizdan, bu sekilde bir
dongii olusur. Hatirlayiniz ki, biz rastgele sectigimiz bir sa-
yiyla baslamistik ve simdi karsimiza her zaman 6.174 ¢ikiyor
ve bu da bizi sonsuz bir dongiiye sokuyor (yani, her zaman
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6.174’e geri doniiyoruz).

1.20 Ustel Bir Dongii

Bir sayinin, rakamlarinin kiiplerinin toplamina esit oldugunu
hayal edebilir misiniz? Bu sadece bes say1 i¢in dogrudur. Iste
karsinizda bu beg sira dis1 sayu.

1-1°=1

153 _1P+5+3'=1+125+27=153
370 _3*+7°+0°=27+343 +0=370
371 _3'+7+1°=27+343 +1 =371
407 _ 4 +0*+ 7' =64 +0+ 343 =407

Simdi bir an durun ve bu muhtesem sonuglart soyle bir in-
celeyin ve unutmayin ki, bu bes say1 bu olayin gerceklestigi
yegane sayilardir.

Bir saymin rakamlarinin kuvvetlerinin toplamint almak
oldukga ilging sonuglara gotiirebilir bizi. Bu prosediirii, nefis
(ve hig siiphe yok ki, sagirtict) bir teknige ulasmak icin genis-
letebiliriz; bu sizi, hem sayilarin kuvvetleri ile tekrar tanisik
hale getirip hem de sok edici bir sonuca ulagmaniza yardim
edebilir.

Herhangi bir say1 secin ve tipki yukarida yaptigimiz gibi
rakamlarinin kiiplerinin toplamini bulun. Tabii ki, yukaridaki
sayilar diginda, bulacaginiz sayr basladiginiz sayidan farkl
olacaktir. Bu, islemi her yeni toplamla tekrarlayin; ta ki bir
“dongiiye” girene kadar. Eger daha once rastladiginiz bir sa-
yiya tekrar rastlarsaniz bu bir dongiiye girmis oldugunuzu be-
lirtir. Bu, bir drmekle ¢cok daha acik bir hale getirecektir.

Simdi (rastgele sectigimiz) 352 sayist ile baglayalim ve
onun rakamlarinin kiiplerinin toplamini bulalim.
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352’nin rakamlarinin kiiplerinin toplami: 3* + 5' + 2* =27 +
125 + 8 = 160

Simdi bu toplami,160’1 kullanalim ve islemi tekrar ede-
lim:

160’1n rakamlarinin kiiplerinin toplamr: 1° + 6* + 0° = 1 +
216 +0=217.

Simdi islemi 217 ile tekrarlayalim:

217’nin rakamlarinin kiiplerinin toplami: 2° + '+ 77 =8 +
1+ 343 =352.

Siirpriz! Bu bizim bagladigimiz sayinin (352) aynisi

Eger kareleri almig olsaydik bunun daha kolay olabilece-
gini diistinmiis olabilirsiniz. Siirprize hazirlikli olun. Gelin
bunu 123 sayisi ile deneyelim.

123 ile baglayalim; rakamlarinin karelerinin toplamr: 1° +
2°+3¥=14+4+9=14.

1. Simdi 14’0 kullanalim; rakamlarimin karelerinin
toplami: ' +4* =1+ 16=17.

2. Simdi 17’yi kullanalim; rakamlarinin karelerinin
toplami: 1+ 7° =1 + 49 = 50.

3. Simdi 50’yi kullanalim; rakamlarinin karelerinin
toplami: 5° + 0 =25+ 0 =25,

4. Simdi 25’i kullanalim; rakamlarinin karelerinin
toplami: 2° + 5° =4 + 25 =29.

5. Simdi 29’u kullanalim; rakamlarimin karelerinin
toplam: 2° + 9° = 85.

6. Simdi 85’i kullanalim; rakamlarimin karelerinin
toplami: 8’ + 5° = 64 + 25 = 89.
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7. Simdi 89’u kullanalim; rakamlarinin karelerinin
toplami: 8 + 9° = 64 + 81 = 145.

8. Simdi 145’1 kullanalim; rakamlarimin karelerinin
toplami: 1’+4°+5° =1+ 16 + 25 =42,

9. Simdi 42’yi kullanalim; rakamlarinin karelerinin
toplamu: 4* + 2 = 16 + 4 = 20.

10. Simdi 20’yi kullanalim; rakamlarinin kareleri-
nin toplami: 2 + 0°=4 + 0 = 4.

11. Simdi 4’0 kullanalim; rakamlarmin karelerinin
toplami: 4° = 16.

12. Simdi 16’y1 kullanalim; rakamlarinin kareleri-
nin toplami: 1°+ 6° =1 + 36 = 37.

13. Simdi 37’yi kullanalim; rakamlarimin kareleri-
nin toplamr: 3° + 7° =9 + 49 = 58.

14. Simdi 58’i kullanalim; rakamlarimin karelerinin
toplami: 5* + 8 =25 + 64 = 89.

Son toplam olan 89’un 6. asamada goriildiigiine dikkat edi-
niz; boylece 14. Basamaktan sonra bir tekrarlanma ortaya ¢i-
kacaktir. Bu bizim bir dongiiye girdigimiz anlamina gelmek-
tedir.

Herhangi bir sayinin rakamlarinin kuvvetlerinin toplamla-
riyla denemeler yapmay: ve bunlarin ortaya ¢ikardigr ilging
sonuclar1 incelemeyi deneyebilirsiniz. Dongii modellerini
arayin ve orijinal sayinin dogasina gore dongiiniin genisligini
belirlemeye caligin.

Ne olursa olsun, bu sasirtict matematik biiyiisii burada su-
nuldugu gibi, bir eglence kaynagi ya da daha merakli okuyu-
cular i¢in ileri bir aragtirmanin kaynag: olabilir.

1.21 Faktoriyel Bir Dongi
Bu kiigiik etkileyici boliim, belli sayilarla ilgili sira digt bir

iligkiyi gozler oniine serecek. Fakat baslamadan once, fakto-
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riyel yazim seklini bir hatirlayalim. »n!’in tanimi soyledir: n!
=1e2e¢3e4 ... (n-1) * n.(*)

Simdi faktoriyel kavramini anladiginiza gore; 145 sayisi-
nin rakamlarinin faktoriyellerinin toplamni bulun.

1'+4!'+5'=1+24 + 120 = 145.

Siirpriz! Tekrar 145°e geri dondiik.

Yalnizca belirli sayilar i¢in, sayinin rakamlarinin faktori-
yellerinin toplami sayinin kendisine esittir.

Simdi bunu bir de 40.585 ile deneyelim.

Yani, 4! + 0! +5! + 8! +5! =24+ 1 + 120 + 40.320 + 120
=40.585

Bunun hemen hemen biitiin sayilar i¢in dogru olmasi ge-
rektigini diiglinliyor olabilirsiniz. Peki, bagka bir say1 dene-
yin. Muhtemelen ise yaramayacaktir. 871 ile basladigimizi
var sayalim.

Islemi kullanarak suna ulasacaksiniz: 8! + 7! + 1! = 40.320
+ 5.040 + 1 = 45.361. Bu noktada yanildiginiz: diisiinliyor
olabilirsiniz. Acele temeyin. Yontemi simdi de 45.361 sayisi-
na uygulayalim.

Bu su sonucu ortaya ¢ikarir: 4! + 5! + 31 + 6! + 1! =24 +
120 + 6 + 720 + 1 = 871. Bu bizim basladigimiz say1 degil
" 'miydi? Yeniden bir dongii olusturduk.

Eger bunu 872 ile tekrarlarsaniz, 8! + 7! + 2! = 40.320 +
5.040 + 2 = 45.362 sonucunu aliriz. Daha sonra iglemi yeni-
den tekrarlamak bize sunu verir: 4! + 5! + 3! + 6! + 2! =24 +
120 + 6 + 720 + 2 = 872. Tekrar bir dongiiniin igine girdik.

(*) “!” faktoriyel isarcti, faktoriyel isareti ile birlikte verilen sayimn ve bu sa-
yidan kiigiik olan tam sayilarin ¢arpimina esittir. Omegin 5! = (5)(4)(3)2)(1)
= 120, 8! = (B)(7)(6) (5)(4)(3)(2)(1) = 40.320 ve n! = (n)(n-1)(1n-2)(n-3) ...
(3)(2)(1). Burada ¢arpma iglemi olarak parantez isaretini kullandigimiza dik-
kat ediniz. Bu arada, 0! tamim geregi 1 ’e esittir (yani, matematikgiler islemle-
ri tutarlt halde tutmak i¢in bu konuda anlagma halindedirler).
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Bazi insanlar genellemeler yapma konusunda cok aceleci-
lerdir; 6yle ki, ornegin onlar soyle diisiiniirler, eger bir sayi-
nin rakamlarinin faktoriyellerin toplami seni ayn1 sayiya geri
dondiirmezse bir kez daha dene, o sayiya ulasacaksin. Ne var
ki 169 sayisini diislindiigiiniizde “baltay: tasa vurabilirsiniz.”
Iki kere tekrar etmek bir dongii olugturmaz. Bir defa daha de-
neyin. Bu sefer kesinlikle dongiiyii olusturacaksiniz ve oriji-
nal sayiya doneceksiniz.

Baslangi¢ Faktoriyellerin

Sayisi Toplami

169 1'+ 6! + 9 =363.601

363.601 3+6!+31+6!+0!+ 1! =6
+720+6+720+ 1+ 1 =1.454

1.454 '+4!'+5'+4!'=1+24+120+24
=169

Sonuglara ulagirken dikkatli olunuz. Bu faktoriyellerle ilgili
gariplik bulmaya ¢alismanizi gerektirecek kadar cok yaygin
degildir. Su anda “elimizin altinda” boyle dongiileri olan ii¢
grup bulunmaktadir. Biz bunlari, orijinal sayiya ulagsmak i¢in
yapilan tekrarlarin sayisina gore gruplandirabiliriz. Biz bu
tekrarlar1 “devirler” olarak adlandiriyoruz.

Iste numaralarimizin bu faktoriyel déngiiler icindeki dav-
raniglarina goére gruplanmalarinin bir 6zeti.

1 devir 1; 2; 145; 40._585
2 devir 871: 45.361 ve 872; 45.362
3 devir 169; 363.601; 1.454

Faktoriyel dongiilerle ilgili bu kiiciik ¢ekici tuhaflik eg-
lenceli olabilir; fakat dikkatli olmanizi onerim; cilinkii
2.000.000’dan 6nce boyle bir durum sergileyen baska bir sa-
y1 daha bulunmamaktadir. Bu nedenle beyhude bir ¢abayla
zamaninizi harcamayin. Bize sadece bu birkag giizelligi tak-
dir etmek diigiiyor.
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1.22 V2’nin Irrasyoneligi

V2’ nin irrasyonel oldugundan bahsettigimizde ne demek iste-
riz? Belki en dogru yol, onun Ingilizce’deki anlamina bak-
mak olacaktir.

[rrasyonel rasyonel olmayan demektir.

Rasyonel olmayan demek, onun, iki tamsayinin orani ola-
rak yazilamayacag1 anlamina gelmektedir.

Bir oran olarak yazilamaz demek, onun, bir bayag: kesir
olarak ifade edilemeyecegi anlamina gelmektedir.

Yani, hicbir kesir yoktur ki, 2+b = V2 olsun; burada « ve b
tam sayilardir.(*)

Eger bir hesap makinesi kullanirsak su sonucu alacag:z:

\2=1.41421356237309504880168872420969807856967
187537694807317667973799073247846210703885038753
4327641572...

Dikkat ediniz ki, rakamlar arasinda hicbir model yoktur; ra-
kam gruplari arasinda bile bir tekrar bulunmamaktadir. Bu,
tiim rasyonel kesirlerin bir rakamlar tekrarina sahip olacagi
anlamma mi gelir? Birka¢ bayagi kesri inceleyelim.

1 + 7=0.142857142857142857142857 ...; bu su sekilde
yazilabilir: 0.142857 (alti rakaml bir devir)(**)
Simdi de 1+109 kesrine bakalim:

1+109=0.00917431192660550458715596330275229357
798165137614678899082568807339449554128440366972
477064220183486...
(*) Tam sayilar, haurlayacagimz gibi, 0, pozitif ya da negatif olabilir.
(**) Rakamlardan olusan bir devir, ornekie oldugu gibi tekrar eden rakam
gruplaridir.
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Burada kesrin ilk 100 basamagini hesapladik ama higbir tek-
rar goremedik. Bu, kesrin irrasyonel oldugu anlamina mi ge-
lir? Bu bizim yukaridaki hos tanimimizi alt iist edecektir. De-
geri biraz daha kesin olarak hesaplamaya calisalim ve rne-
gin 12 basamak daha gidelim.

1+109=0.00917431192660550458715596330275229357
798165137614678899082568807339449541284403669724
77064220183486238532110091

Birden bire sanki bir tekrar ortaya cikiyormus gibi; ¢iinkii
0091 basta da vard:.

Eger220 basamaklik bir hesaplama yaparsak gorecegiz ki,
bu kesirde 108 rakamlik bir devir bulunmaktadir.

1+109=0.00917431192660550458715596330275229357
798165137614678899082568807339449541284403669724
7706422018348623853211009174311926605504587155963
30275229357798165137614678899082568807339449554 1
2844036697247706422018348623853211009174
Eger hesaplamanuz1 330 basamaga kadar gotiiriirsek periyot

daha agik olarak karsimiza cikacak.

1+109=0.00917431192660550458715596330275229357798
165137614678899082568807339449541284403669724770
6422018348623853211009174311926605504587155963302
752293577981651376146788990825688073394495412844
0366972477064220183486238532110091743119266055045
871559633027522935779816513761467889908256880733
944955412844036697247706422018348623853211009174

Boylece (kanitimiz olmasa da) bir bayag: kesrin, tekrar eden
rakamlardan olusan bir ondalik kars:lig1 oldugu sonucunu ¢i-
karabiliriz. Bazi, bizim de tanigik oldugumuz ¢ok bilinen ke-
sirler sunlardir:

65



1+3 =.33333333
1-13=0.0769230769230769230769230769230

Bu noktaya kadar gordiik ki, bir bayagi kesir, bazen ¢ok uzun
(1+109 ornegi) ya da bazen ¢ok kisa (1+3 6rnegi) olabilen ra-
kam periyotlarindan olusmus ondalik sayilara doniistiiriilebi-
liyor. Oyle gériiniiyor ki, biraz belirsiz de olsa, bir kesir de-
virli bir ondalik say1 verirken, bir irrasyonel say1 veremez.
Ama bu, bir irrasyonel saymnin bir kesir olarak ifade edileme-
yecegini kanitlamaz.

Iste size, gayretli (ve merakli) okuyucular icin, ¥2’nin bir
bayag1 kesir olarak ifade edilemeyecegini ve bu nedenle ta-
nim geregi irrasyonel oldugunu gosteren hos bir kanit.

Varsayalim k1, a+b sadelestirilmis bir kesir; bu, a ve b’nin
ortak carpani yok demektir.

Bu ispati olmayana ergi metoduyla yapacagiz; yani, dnce
bir versayim one siirecegiz; daha sonra bunun yanlis oldugu-
nu gosterecegiz ve bu da varsayimin tersinin dogrulugu gos-
terecek.

Varsayalim ki, a+b = V2. O zaman a*+b*= 2 ya da @* =
2b%dir; bu, a ya da ¢”nin 2 ile boliinebildigi anlamina gelir;
baska tiirlii yazarsak, a = 2r;(*) r bir tam sayidir.

O zaman 4r* = 2b* yada 2r’ = b

Boylece diyebiliriz ki, b ya da b* 2 ile boliinebilir.

Bu basta soyledigimiz, a ile b’nin hi¢bir ortak carpani
yoktur var sayimima aykiridir; bu nedenle diyebiliriz ki V2 as-
la bir bayagi kesir olarak ifade edilemez.

Ilk basta bu ispati anlamak bazilar1 i¢in biraz zor olabilir;
ama yavas, dikkatli ve adim adim takip onu, ¢ogu okuyucu
icin anlasilir kilacaktir.

(*) Herhangi bir ¢ift sayi, herhangi bir tam sayinin 2 kat olarak yazilabilir ya
da ifade edilebilir. Burada biz r tam sayisini kullaniyoruz.
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1.23 Ardisik Tam Sayilarin Toplamlari

Hangi sayilar ardigik tam sayilarin toplami olarak yazilabilir-
ler? Genel bir kural ortaya koymaya ¢alismadan 6nce, belki
baz1 deneyler yapmak istersiniz. Ornegin, ilk dogal sayilar-
dan bazilarini ardisik tam sayilarin toplami olarak yazmaya
calisin. Asagidaki listede biz size bazilarini sunuyoruz:

2 = not popsible 21=1+2+34+4+5+6
3=1+2 22=4+5+6+7

4 = not popsible 23=11+12

5=2+3 24=T7+8+9

6=1+2+3 25=12+13

7=3+4 26=5+6+7+8

8 = not popsible 27=8+9+10

9=4+5 28=1+2+34+4+5+6+7
10=1+2+3+4 29=14+15

11=5+6 30=4+5+6+7+8
12=3+4+5 31=15+16

13=6+7 32 = not popsible
14=2+3+4+5 33=10+ 11+ 12
15=4+5+6 34=7+8+9+10

16 = not popsible 35=17+18

17=8+9 36=1+2+3+4+5+6+7+38
18=5+6+7 37=18+19

19=9+10 38=8+9+10+11

20=2+3+4+5+639=19+20
40=6+7+8+9+ 10

Ne var ki, bu ardisik tam sayi1 toplamlari ile ilgili gosterimler
tek tip degillerdir. Ornegin 30 birden fazla sekilde ifade edi-
lebilir:

30=9+10+11yada30=6+7+8+0.
Tabloya s0yle bir bakmaniz size gosterecektir ki, 2’nin kuv-
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vetleri olan sayilar i¢in_boyle bir toplam mimkiin degildir.

Gergekten bu ¢ok ilging bir olgudur. Beklenebilecek bir
sey degildir. Bu ardisik say1 toplamlarinin listelerini yaparak
bazi ilging modelleri géremeye baslayabilirsiniz. A¢iktir ki,
ticgen sayilar ilk » dogal sayinin(*) toplamina esit olacaktir.
3 herhangi bir kati, 6rnegin 3n, her zaman su toplamla ifade
edilebilir: (n-1) + n + (n+1). Bagka modeller de kesfedebilir-
siniz. Isin eglenceli kismi budur (onun say1 modelleri ve ilis-
kilerini gormeyle ilgili 6gretici degeri bir yana).

Asirt titizler ve daha merakli ya da matematige hazirlikli
okuyucular i¢in (su ana kadar) varsayim olan ifademizi ispat-
layalim. Ilk basta ne zaman bir sayinin en azindan iki ardisik
pozitif tam sayinin toplami seklinde yazilabilecegini gostere-
cefiz.

Simdi gelin hangi degerlerin (iki ya da daha fazla) «’dan
b’ye ardisik pozitif tamsayilarin toplami (S) olarak alinabile-
cegini analiz edelim. (b > a)

S=a+ (a+]) + (a+2) + ..... (b-1) + b = (a+b=-2) (b-a+1)

Bu sonuca aritmetik serilerin toplami formiiliinii kullana-
rak ulagtik.t Daha sonra her iki taraf1 da iki ile ¢arparsak: 2S
=(a+b)y(b-a+1)

(a +b)ye xve(b—a+ 1)edeydersek, far ederiz ki, x ve
y tam sayilardir ve toplamlari, x + y = 2bh + | oldugundan x ve
y’'den birisi tek say: ve digeri ¢ift sayidir. Dikkat ediniz ki 2§
= xy’dir.

Durum 1. S 2’nin bir kuvvetidir.

Varsayalim ki, § = 2". Elimizde 2(2") = xy ya da 2""' = xy
vardir. 2" sadece, eger tek sayi 1 ise bir tek say: ve cift sayi-
nin carpimi olarak ifade edilebilir. E§er x = a + b = 1 ise, 0

(*) Unutmayin ki dogal sayilar sayma sayilandir: 1,2, 3,4, 5,6, ....
Bir aritmetik serinin toplami sudur: S = n/2(a +1); burada n terim sayist, & ilk
terim ve 1 son terimdir.
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zaman a ve b pozitif tam sayilar olamazlar. Eger y = b — a+1
=1 ise, o zaman a = b’dir ki bu da miimkiin degildir; o halde
S 2’nin bir kuvveti olamaz.

Durum 2. S 2’nin bir kuvveti degildir.

Varsayalim ki, S = m2"; burada m 1°den biiyiik bir tek sa-
yidir. Elimizde sunlar var; 2(m2") = xy ya da 722" = xy. Sim-
di oye pozitif a ve b tam sayillari bulacagiz ki, b > a ve S =
a + (a+1) + ... b olacak.

2" ve m esit degillerdir; ¢iinkii biri tek birisi de cifttir. Bu
nedenle biri digerinden biiyiiktiir. x’e daha biiyiik, y’ye ise da-
ha kii¢lik diyelim. Bu isimlendirme bize & ve b icin bir ¢6ziim
verir; b’ye pozitif bir tamsay1 degeri vererek x + vy =2b + 1;
a’ya pozitif bir tamsay1 degeri vererek x — y = 2a — 1 olur. Ay-
rica, y = b —a + 1 > 1’dir; boylece olmasi gereken sekilde b
> a’dir. a ve b’yi elde ettik.

Bu nedenle, 2’nin kuvveti olmayan herhangi bir S degeri

icin a ve b gibi pozitif tamsay1 degerleri bulabiliriz; oyle ki,
S =a+ (a+1) + ... b olacak sekilde.
Ozetlersek, bir say1 ancak ve ancak 2’nin kuvveti degilse, (en
az iki) pozitif tamsayinin toplami olarak ifade edilebilir. Bu
size gereksizmis gibi goriinebilir; ama biraz 6nce matemati-
gin hos yanlariyla ugrasarak bir seyler basardiginizi ve mate-
matigin giizelliklerini daha iyi anladiginizi fark etmeniz gere-
kir.
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2

Bazi Aritmatik Harikalar:

rtik hesap makinesi hepimizin elinde oldugundan, arit-
metigi agir bir yiik olarak gormemekteyiz. Soyle bir de-
gerlendirdigimizde hep belli baz1 aritmetik algoritmalari(*)
ezberlemek zorunda kaldigimizi, aritmetigin dogasi ve giizel-
ligini anlama firsatimizin pek olmadigini goriiyoruz. Aritme-
tik prosediirlerin i¢inde kisa yollar ve hantal aritmetik islem-
lerden kurtulmak icin kullanilan kimi “hileler” vardir. Orne-
gin, bir sayinin iyi bir sekilde gdzlemlenmesi, onun bolenleri-
ni bulma konusunda ¢ok yararli bir teknik olabilir. Ayrica,
carpmanin bazi alternatif sekilleri yararli olmanin yaninda eg-
lencelidir de. Her durumda, bunlar aritmetik konusuna hayat
verip konu hakkinda yeni fikirler elde etmemizi saglarlar.
Okuyacaginiz boliim, aritmetik islemlerin dogasinm anla-
manizi kolaylastiracak bazi eglenceli boliimler icermektedir.
Ornegin, “alfametik” hakkindaki boliim, ezberci aritmetik al-
goritmalarin Otesinde, basamak degeri sistemi lizerinde calis-
ma imkan verir. Bu boliimde gergekten egleneceksiniz; ciin-
kii olgunlasmis kavrayisinizi temel bir durum iizerine yogun-
lastiracaksiniz.
72 Kurali ile ilgili boliim 6zellikle yararlidir; eger bilesik
faizle ugrastyorsaniz ya da bilesik faiz etkisinin giicii ile ilgi-
li biraz bilgi istiyorsaniz. Bu kisimdan ne kadar sey 6grene-

(*) Bir algoritma adim admm giden bir problem ¢6zme prosediiriidiir; 6zellik-
le, yerlesik, tekrarlamall, bilgisayar tarafindan bir problemi sonlu bir basamak
sayisinda ¢ozmek igin gelistirilmis olan bir prosediir. Aritmetik algoritmalara
omek sayilan ¢carpma ve bolmeyle ilgili olan algoritmalardir.
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ceginiz sizin motivasyonunuza baghdir. Bu sadece bir algo-
ritma olarak telakki edilebilir ya da nasil isledigini kesfetmek
icin yakindan incelenebilir.

Oziinde bu boliim, aritmetiin uygulamalarinin gesitli
yonlerini okuyucuya sunar ve tek amaci kafasinda kotii bir
onyargi olusmus olan okuyucunun ilgisini konuya ¢ekmektir.

2.1 11’le Carpmak

Bir matematik “hile” ne kadar basitse, o kadar ¢ekici olmaya
egilimlidir. Iste size 11 ile arpmak igin ¢ok gekici bir yol. Bu
her zaman, kuvvetli matematik korkusuna sahip kisilerin asa-
bini bozacak bir yontemdir; ¢iinkii o kadar basittir ki bir he-
sap makinesine ihtiyacimiz bile yoktur!

Kural ¢ok basittir: /ki basamakli bir sayiyr 11 ile ¢arpmak
icin yalmzca iki rakanu toplayin ve bu toplanu iki rakanin
arasina koyun (tabii ki, asagida agiklandigi gibi uygun bir
“tagimayla” ).

Simdi bu teknigi deneyelim. Varsayalimki45°’i 11 ile ¢ar-
pacagiz. Kurala gore 4 ile 5’1 toplayalim ve ¢ikan sonucu 4
ile 5 arasina yerlestirelim ki sonug 495’tir.

Simdi durum biraz zorlasiyor. Varsayalim ki, rakamin top-
lam1 yine iki basamakli bir say1 ortaya ¢ikardi. Boyle bir du-
rumda ne yapacagiz? Artik elimizde ortaya yerlestirecegimiz
tek basamakl bir say1 yok. O zaman, eger elimizdeki toplam
9’dan biiyiikse toplamin birler basamagindaki sayiy1 11 ile ¢ar-
pilacak sayinin iki rakaminin arasina koyar, onlar basamagin-
daki say1y1 da ¢arpilan(*) sayinin yiizler basamagina eklenmek
lizere “tasiriz.” Simdi bunu 78 ¢ 11 carpiminda deneyelim.

(*) Carpilan, bagka bir sayi tarafindan, ¢arpan tarafindan ¢arpilan sayidir. Arit-
metikte, problemin nasil sunulduguna baglh olarak ¢arpan ve ¢arpilan yer de-
gistirebilir; ¢iinkii bunlann ikisi yer degistirdiginde sonu¢ degismeyecektir.
Omegin 2 x 3 ve 3 x 2.
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7+ 8 =15. 5’17 ile 8 arasina yerlestiriyoruz ve 1’1 7’ye
ekliyoruz; [7 + 1] (5] [8] ya da 858.

Dogal olarak 11 ile ¢carpma kuralinin iki basamakl sayilardan
daha biiyiik sayilar icin de dogru olup olmadigini sorabilirsiniz.

Simdi 12.345 gibi daha biiyiik sayilar1 11 ile carpmayi de-
neyelim.

Burada en sagdaki rakamdan basliyoruz; sagdan sola dog-
ru giderken her bir rakam ciftini birbirine ekliyoruz ve top-
lamlari sirayla soldaki en son numaraya gelene kadar yerles-
tiriyoruz.

11 +2][2+3)[3+4][4+5]5=135.795.

Eger herhangi bir rakam ¢iftinin toplami 9’dan biiyiikse, da-
ha 6nce bahsettigimiz prosediirii uyguluyoruz. Birler basama-
gin1 birakin ve onlar basamagmda say1yr yandaki, soldaki ¢if-
tin toplamina ekleyin; simdi boyle bir 6rnegi yapalim.

6.789’u 11 ile carpalim.

Simdi bu islemi adim adim yapalim (italik yazilan sayilar
tasinan sayilardir):

6[6+7](7+8][8+9]9 Sondaki rakamlar digindaki rakamlari
birbirleriyle toplayin

6{6+71[7+8[1719 8+9=17.

6[6+7)[7+8+11(7]9 1’1 (17°den) bir sonraki toplama
tasiyin.

6[6+71[16][719 7+8+1=16.

6[6+7+11[6](79 11 (16’dan) bir sonraki toplama
tastyin.

6[14] (6] (7119 6+7+1=14.

[6+7][4]1[6] (719 1’i (14’ten) bir sonraki toplama
tastyin.

[71[41 {61 (79 6 + 1 =7 ve sonug 74.679’dur.

73



Bu 11 ile ¢carpma kuralini arkadaslarinizla paylasmalisiniz.
Yalnizca sizin zekanizdan etkilenmeyecekler; ayni zamanda
bu kisa yolu 6grenmekten de ¢ok hoslanacaklardir.

2.2 Ne Zaman Bir Sayi 11 ile Boliinebilir?

En garip zamanlarda, bir sayinin 11’le boliiniip boliineme-
digi meselesi ¢ikar karsimiza. Eger elinizde bir hesap maki-
nesi varsa, problem kolayca ¢oziimlenebilir. Fakat her zaman
bu boyle olmayabilir. Ayrica, 11’le boliinebilirligi test eden
cok akillica bir “kural” bulunmaktadir ve ¢ekiciligi nedeniy-
le 6grenmeye degerdir.

Kural oldukga basittir: Eger almagsik rakam gruplarinin
toplamlarimin farklan 11 ile béliinebiliyorsa, orijinal say da
17 ile bolinebilir.

Bu biraz karisik gelmis olabilir; ama aslinda degildir. Bu
kuralin uygulanmasina bir bakalim. Almagik rakam grupla-
riyla kastedilen, sayinin bir ucundan baslayip birinci, iigiincii,
besinci vb. sayilar1 alarak birbirleriyle toplamaktir. Daha son-
ra ¢ift sayili olan rakamlar toplanir. Bu iki toplam birbirinden
cikarilir ve farkin 11 ile boliiniip boliinmedigine bakilir.

Sanirim bu en iyi bir Ornekle gosterilebilir. Simdi
768.614°ii 11°e boliinebilirlik agisindan test edecegiz.

Almagik rakam gruplarinin toplami goyledir: 7 + 8 + 1 =
16 ve 6 + 6 + 4 = 16. Bu iki toplamin farki 16 — 16 = 0’dir ki
bu 11’le boliinebilir.(*) Boylece 768.614 sayisinin 11’le bo-
linebilecegi sonucuna variriz.

Bagka bir ornek, bu prosediirle ilgili olan anlayisimzi kuv-
vetlendirmenizi saglayabilir. 918.082’nin 11’e béliiniip boliin-

(*) Hatirlayin ki 0=11 = 0. Ne var ki, 110 = belirsiz.
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medigini anlamak i¢in almasik rakamlarin toplamini bulalim:
9+8+8=25vel+0+2=3.

Bu iki toplamin farki 25 — 3 = 22’dir ki bu 11’le béliinebilir.
Boylece 918.082 sayisinin 11°le boliinebilecegi sonucuna va-
ririz.(*)

Simdi bu kuralla biraz pratik yapin. Bunu sadece yararl
bir sey olarak gérmeyeceksiniz; ayn1 zamanda matematigin
tutarlilifini ve giiciinii de fark edeceksiniz.

2.3 Ne Zaman Bir Say1 3 ya da 9 ile Boliinebilir?

Giinliik hayatta 6yle durumlar vardir ki, bir sayinin dogasini
anlamak oldukga yararl olabilir; 6zellikle bunu “kafanizda”
aniden yapabiliyorsamz. Omegin 71.22 dolar degerindeki bir
restoran faturasinin iice boliinmesi gerekebilir. Gercekte bol-
meye baslamadan once, faturanin gergekten iice boliiniip bo-

(*) Tlgili okuyucular i¢in bu kuralin niye isledigi ile ilgili burada kisa bir tar-
tigsma verilecektir. 10’luk say: sisteminde ab,cde sayisini diisiiniin; bu say1 soy-
le ifade edilebilir:

N=10'a + 10°h + 10%c + 10d + e = (11-1)*a + (11-1)’h + (11-1)c + (11-1)d + e
=[1IM +(-1)]la + [1IM + -1’]b + [1IM + (-1)’]c + [11 + (-1)]d + ¢
=1IM{a+b+c+dl+a—b+c—d+ e budabize, N'nin 11°e bo-

linebilirliginin & —b + ¢ —d + ¢’nin 11 ile boliinebilirligine bagh oldugu-

nu gosterir; bu ayni zamanda a — b + ¢ — d + e = (a+c+e) — (b+d)’ye yani al-
magtk olarak gruplanmis rakamlarin farkina esittir.

Not: 11M 11’in bir katina tekabiil eder.

Tlgili okuyucular i¢in bu kuralin niye isledigi ile ilgili buradakisa bir
tartigma verilecektir. 10’luk say1 sisteminde ab, cde sayisini diisiiniin; bu say:
soyle ifade edilebilir:

N =10+ [0°h + [0°c + 10/ + e = (9+1)4a + (9+1)°b + (9+1 yc +

O+1)d + ¢

=[OM + (1)*]la + [9M + (1)’1b + [OM + (1)’]c + [OM + (1)ld + e

=IlIMa+b+c+dl+a+b+c+d+e;buda bize, N'nin 9’a bo-
linebilirliginin a+b+c+d+e'nin9 ile boliinebilirligine bagh oldugu-
nu gosterir ki bu da rakamlarin toplamidir.

Not: 9M 9’un bir katina tekabiil eder.
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linemeyecegi —diisiinsel anlamda tabii ki— sorusu giindeme
gelebilir. Bunu belirlemek i¢in bir aritmetik kisa yol olsayd:
hos olmaz miyd1? Peki, iste matematik sizi kurtarmaya geli-
yor. Simdi siz bir sayinin 3’e ya da (bu da hediyesi) 9’a bolii-
niip boliinemedigi 6lgcen bir metot sunacagim.

Kural yine ¢ok basit: Eger bir sayinin rakamlarinin topla-
nmi 3’ e(yada 9 a) boliinebiliyorsa, sayinin kendisi de 3'e (ya
da 9’ a) boliinebilir.(*)

Iste bu kurali anlamaniz: saglayacak bir drnek.

Simdi 296.357 sayisini diisiinelim ve onu 3’e (ya da 9’a)
boliinebilirlik agisindan test edelim.

Rakamlarinin toplami, 2 + 9+ 6 + 3+ 5 + 7 = 32°dir ki bu
say1 3’e ya da 9’a bdliinmez.

Bu nedenle orijinal say1 3’le ya da 9’la béliinemez.

[ste bir basak 6mek: 457.875 sayisi 3’e ya da 9’a béliinebi-
lir mi? Rakamlarinin toplami1 4 + 5 + 7 + 8 + 7 + 5 = 36°dir(**)
ki bu 9’1a boliinebilir (ve tabii ki 3’le de béliinebilir); dyleyse
457.875 sayis1 3 ya da 9 ile boliinebilir diyebiliriz.

Son bir 6rmek: 27.987 3 ya da 9’la boliinebilir mi? Rakam-
larinin toplam1 2 + 7 + 9 + 8 + 7 = 33’diir ki bu 3’le béliine-
bilir fakat 9 ile boliinemez; dyleyse 27.987 sayisi 3 ile bolii-
nebilir 9’la boliinemez diyebiliriz.

Simdi bir saymnin 3 ya da 9’la béliiniip boliinemeyecegini
belirleme konusunda uzman oldugunuza gore 71.22 dolarhk
restoran faturasinin 3’e boliiniip boliinemeyecegi ile ilgili ori-
jinal sorumuza donebiliriz. Onu ii¢ esit parcaya bolebilir mi-

(*) Eger bir ihtimal, rakamlarinin toplaminin 3 ya da 9 ile boliinebildigi sizin
icin yeteri kadar agik degilse; o zaman bu sayinin da rakamlannin toplamini
alin ve 3 ya da 9 ile boliinebilirlige goziiniizle karan verene kadar isleme de-
vam edin. Bu arada, son iki basamagi 4 ile béliinebilen bir say: 4 ile boliinebi-
lir. Ayrica, son li¢ basamagi 8 ile boliinebilen bir say1 8 ile boliinebilir. Bu ku-
rali 2’nin daha biiyiik kuvvetleri igin genellestirebilirsiniz.

(**) Eger bir sayinin son iki rakami 25 boliinebiliyorsa o say1 25 ile béliinebi-
lir. Bu kural 2’nin kuvvetleriyle ilgili olana benzerdir. 2 ile 5 arasinda bir ilis-
ki sezebildiniz mi? Evet, onlar bizim say: sistemimizin tabani olan 10’un ¢ar-
panlaridir.
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yiz? 7+ 1 + 2 + 2 = 12 oldugundan 12 ii¢le boliinebilir; boy-
lece 71.22 de.

2.4 Asal Sayilarla Boliinebilirlik

Bir onceki boliimde bir sayinin 3 ya da 9 ile boliiniip boliine-
meyecegini belirleyen kiiciik, etkileyici bir teknigi sunduk
sizlere. Bircok kisi, bir rakamin son basamagina bakarak (ya-
ni, birler basamag1) bir sayinin 2 ya da 5 ile boliiniip béliine-
meyecegini sOyleyebilir. Yani, eger bir sayinin son rakami bir
cift sayi ise (0, 2, 4, 6, 8 gibi), o zaman o say1 2 ile boliinebi-
lir.(*) Benzer bir sey 5 i¢in gegerlidir: Eger incelenen sayinin
son basamag1 0 ya da 5 ise, o zaman say1 5 ile boliinebilir.}
O zaman su soruyu sorabiliriz: diger sayilarla ilgili boyle ku-
rallar var midir? Mesela asal sayilar?

Hesap makinesinin yaygin olarak kullanilmasindan bu ya-
na, hangi sayinin hangi sayiy: boldiigiiniin bulunmasi ile ilgi-
li pek bir problem kalmamuistir. Bolme islemini kolayca hesap
makinesinde yapabilirsiniz. Ne var ki, matematigi daha iyi
kavramak adina, boliinebilme kurallari, sayilarin dogasi ve
ozelliklerine dogru giden ilging bir “pencere” acar. Bundan
dolayi (digerlerinin arasinda), boliinebilme kurallar1 hala ma-
tematik 6§renimi konulari arasinda kendisine bir yer bulmak-
tadir.

Asal sayilarla ilgili boliinebilme kurallarinin bulunmasi her
zaman en kafa karistiric1 seylerden birisi olmustur. Bu 6zellik-
le, 2’den 6’ya kadar gelen hog boliinebilme testlerini takiben
ortaya ¢tkan 7 ile boliinebilme kurallari i¢in dogrudur.* Yakin-
da goreceginiz gibi, kimi asal sayilar igin gelistirilmis boliine-
bilme kurallar1 gercek bélme algoritmalart kadar ugrastiricidir;
yine de bunlar eglendiricidirler ve ister inanin ister inanmayin

(*) 6 ile boliinebilme kurali basitge 2 ve 3 ile boliinebilme kuralinin birlikte
kullanilmasidir —bir saymmn 6 ile boliinebilmesi icin her ikisi ile de boliinebil-
mesi gerekir.
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kimi zaman da yararhdirlar.
Gelin simdi 7 ile boliinebilme kuralina bakalim ve bunun
diger asal sayilar i¢in nasil genellestirilebilecegini inceleyelim.

7 ile boliinebilme kurali: Verilen sayinin son basamagin
silin. Bu sayiyi kalan sayidan iki kere ¢cikartin. Eer cikan sa-
yi 7 ile boliinebiliyorsa orijinal saytda 7 ile béliinebiliyor de-
mektir. Eger cikan sayi 7 ile boliinebilmenin tespiti i¢in ¢ok
biiyiikse, bu islem tekrar tekrar kullamlabilir.

Bu kuralin nasil isledigini bir 6rnek iizerinde gorelim. Var-
sayalim ki, 876.547’nin 7 ile boliiniip boliinmedigine bakmak
istiyoruz.

876.547 ile bashiyoruz ve birler basamagini, 7’yi siliyoruz;
daha sonra bunu ikiyle ¢arpip, 14, kalan sayidan ¢ikariyoruz;
87.654 — 14 : 87.640.

Bu sayinin 7’ye boliinlip boliinemeyecegi hakkinda bir
yorumu saylya bakip yapamayacagimizdan dolayi isleme de-
vam edelim.

87.640’la devam ediyoruz; birler basamagini, 0’1 silelim;
bunu ikiyle ¢arpalim, yine O, ve kalan sayidan g¢ikaralim;
8.764 - 0 : 8.764.

8.764 da bizim 7 ile boliinebilme ile ilgili yapacagimiz yo-
rumu kolaylastirmadi; dyleyse isleme devam edelim.

8.764 ile devam edelim; birler basamagindaki sayiyi sile-
lim, 4; bu say1y1 iki ile ¢arpip, 8, bu sayiy1 kalan sayidan ¢i-
karalim:

876 - 8 : 868.

Bu saymin 7’ye béliiniip boliinemeyecegi hakkinda bir
yorumu saylya bakip yapamayacagimizdan dolay: igleme de-
vam edelim.

868 elimizde olan sayi; birler basamagini silelim, 8, onun
iki katini, 16, elimizdeki sayidan ¢ikartalim; bdylece elimiz-
de, 86 — 16 = 70 olur; bu say1 7 ile boliinebilir. Bu nedenle
876.547 sayisinin 7 ile boliinebildigini sdyleyebiliriz.
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Asal sayilarla boliinebilme bahsimize devam etmeden on-
ce, bu kuralla biraz pratik yapmalisiniz; birkag rastgele say1
secip daha sonra da sonuglar1 hesap makinesi ile karsilastirin.

Simdi de matematigin giizelligine bakalim biraz. Bu pro-
sediiriin nasil ¢alistigini anlamak matematiksel agidan muhte-
sem bir seydir. Matematik genellikle bizim kanitlayamayaca-
gimiz seyler yapmaz.(*) Bu prosediirde olanlar1 anladiktan
sonra ne demek istedigimi daha iyi kavrayacaksiniz.

7 ile boliinebilirligi kanitlamak i¢in ¢esitli, olas1 (“attig1-
niz”’) son rakam durumlarini ve buna bagl olarak son raka-
min atilmasiyla olusan ¢ikarma islemini diisiiniin. Asagidaki
tablo size, ¢ikarilacak sayinin birler basamagini elde etmek
icin sondaki sayiy1 atip ikiyle ¢carpmanin nasil her durumda
7’nin bir katin1 verdigini gosterecek. Bu demektir ki, siz her
defasinda orijinal sayidan “7 kiimelerini” aliyorsunuz. Bu ne-
denle, eger kalan say1 7 ile boliinebiliyorsa, bu durumda ori-
jinal say1 da béliinecektir; ¢iinkii siz orijinal sayiyi1 ikiye bol-
diiniiz; oyle ki her iki kiime de 7’ye boéliinebiliyor; oyleyse
orijinal saymnin da béliinebilmesi gerekir.

Son Orijinalden Son Orijinalden
rakam cikarilacak say1 rakam cikarilacak say:

100+5=105=15+7
120+ 6=126=18+7
140+ 7=147=21+7
160 + 8 =168 =247
180 +9=189=27+7

1 20+1=21=3+7
2 40+2=42=6+7
3 60+3=63=9+7
4 80+4=84=12+7

O 0 N N W»n

13 1le boliinebilme kurali: Bu, 7 ile boliinebilme kuralin bir
benzeridir, 13, 7 ile yer degistirir; ama sildigimiz rakanun iki
katimi ¢citkarmak yerine her defasinda sildigimiz rakamin do-
kuz kati ¢ikaririz.

(*) Matematikte uygun bir dogrulama (ya da ispata) sahip olmayan bir kag fe-
nomen vardir; fakat bu, gelecekte bunlarin ¢oziimiinii bulamayacagiz demek
degildir. Fermat’nin varsayiminin kanitlanmasi 350 yil almigtir. Bu, birkag yil
once Dr. Andrew Wiles tarafindan yapilmustir.
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Simdi gelin 13’le boliinebilmeyi 5.616 sayisinda test ede-
lim.

5.616 ile baglayalim ve onun birler basamagim silelim; 6,
ve 6 ¢« 9 = 54’ii kalan sayidan ¢ikaralim:

561 — 54 =507

Bu saymin 13’e bdliiniip boliinemeyecegi hakkinda bir
yorumu sayiya bakip yapamayacagimizdan dolayi isleme de-
vam edelim.

507 ile baslayalim ve onun birler basamagini silelim; 7, ve
7 « 9 = 63’ii kalan sayidan ¢ikaralim:

50 - 63 =-13; bu sayi1 13 ile boliinebilir ve bu nedenle ori-
jinal sayininda 13 ile boliinebildigini sdyleyebiliriz.

9 “carpanini” belirlemek i¢in, 13’iin 1 ile biten en kiiciik
katini aradik. Bu 91°di; burada onlar basamagi birler basama-
ginin 9 katidir. Bir kez daha asagidaki tabloya bakip olasi son
rakam durumlarim1 ve buna bagli olarak son rakamin atilma-
siyla olusan ¢ikarma islemlerini diigiiniin.

Son Orijinalden Son Orijinalden
rakam c¢ikarilacak say: rakam c¢ikarilacak sayi
1 N+1=91=7+13 5 450 +5=455=35-13
2 180+2=182=14-13 6 540 +6=546=42+13
3 270+3=273=21+13 7 630 +7 =637 =49+13
4 360+4=364=28-13 8 720 + 8 =728=56-13
9 810 +9=819=63-13

Her durumda 13 bir ya da daha fazla kere orijinal sayidan ¢i-
kartilmaktadir. Bu nedenle eger kalan say1 13 ile boliinebili-
yorsa, orijinal say1 da bdliinebiliyor demektir.

17 ile boliinebilme: Son rakanu silin ve son rakanu 5 ile
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carptiktan sonra kalan sayidan ¢ikarin; ta ki sonugta ortaya
ctkan sayinin 17 ile boliiniip boliinemedigini belirleyene ka-
dar.

17 ile boliinebilme kuralini, tipki 7 ve 13 i¢in yaptigimiz
gibi kanitlariz. Prosediirdeki her bir asama sayidan “17 kii-
melerini” ¢itkarmamamizi saglar; ta ki biz géziimiizle sayinin
17 ile boliiniip boliinemeyecegine karar verene kadar.

Yukaridaki (7, 13 ve 17 i¢in) gelistirilmis olan 3 model si-
zi, daha biiyiik asal sayilarla boliinebilmenin test edilmesine
yarayan metotlar1 gelistirmeye yonlendirmis olmali. Asagida-
ki tablo, bir¢ok asal say1 i¢in silinecek olan rakamin kagla
“carpilmas1” gerektigini gostermektedir.

Boliinebilmenin test edilecegi sayr:7 11 13 17 19(*) 23 29 31 37 41 43 47
Carpan :2 1 9517 1626 311 4 3014

Bu tabloyu genisletmek isteyebilirsiniz. Bu eglencelidir ve
matematigi algilayisinizi kuvvetlendirecektir. Ayrica, boliine-
bilmeyle ilgili kurallar hakkindaki bilginizi bilesik (asal ol-
mayan) sayilara dogru genisletmek de isteyebilirsiniz. Asagi-
daki kuralin neden herhangi bir ¢arpanla degil de aralarinda
asal olan ¢arpanla ilgili oldugu sorusu, sizin sayilarin 6zellik-
leriyle ilgili kavrayisinizi keskinlestirecek bir seydir. Belki de
bu soruya verilebilecek en basit yanit, aralarinda asal ¢arpan-
larin bagimsiz kurallara sahip oldugu ama herhangi bir ¢arpa-
nin tek basina olmadigidir.

Bilesik sayilarla boliinme: Verilen bir sayi, bir bilesik say1
tarafindan, ancak verilen say1 onun her bir aralarinda asal ¢ar-
pani(**) tarafindan béliinebiliyorsa béliinebilir.

Asagidaki tablo bu kurali resmeder. Bu tabloyu 48’e kadar
tamamlamay1 deneyin.

(*) 19 i¢in bir baska ilging boliinebilme kurali vardir: yani, 19 igin test edile-
cek sayinin son rakamint silin ve onun iki katini kalan sayiya ekleyin; bu isle-
mi 19 ile boliinebilmeyi gérene kadar siirdiiriin.

(**) Tki say1, eger 1’den bagka ortak carpanlari yoksa aralarinda asaldur.
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Bolmeyi yapacak say: 6 10 12 15 18 21 24 26 28

Verilen sayinin 2,3 2,5 3,4 3,5 293,7 38 2,134,7
boliinmesi gereken sayilar

[ste simdi bu noktada, yalnizca elinizde boliinebilmeyle ilgi-
li genis bir kurallar listesi yoktur; ayni zamanda temel sayilar
teorisiyle ilgili de ilging bir kavrayis edinmis durumdasiniz.
Bu kurallar kullanarak pratik yapin (ta ki daha fazla agina
olana kadar) ve onluk tabandaki diger sayilarla ilgili de kural-
lar gelistirmeye calisin; bu kurallar1 diger tabanlara genelles-
tirmeye ¢alisin. Ne yazik ki, yer azlig1 daha yiiksek bir ilerle-
meyl burada engellemekte. Ama, acliginizi biraz olsun bastir-
digim1 umuyorum.

2.5 Rus Koyliisiiniin Carpma Metodu

Bir sOylenceye gore,ikisayiy1 carpmak i¢in Rus kéyliileri ol-
dukca garip ve belki de oldukga ilkel bir metot kullaniyorlar-
di. Aslinda bu oldukga basittir; ama bir o kadar da yorucudur.
Simdi gelin bu metoda bir goz atalim.

Varsayalim ki, 43 92 carpiminin sonucu bulma proble-
miyle kars: karsiyayiz:

Simdi gelin bu ¢arpma islemini beraber yapalim. iki ko-
lonlu bir tablo yapmakla ise bagliyoruz; ilk sirada ¢arpinun
iki liyesi bulunuyor. Asagida goreceginiz gibi 43 ve 92 kolon-
larin ilk sirasindadir. Ilk kolon bir sonraki say1y1 bulmak igin
her sayinin ikiyle ¢arpilmasiyla olusacak; diger kolon ise sa-
yilarin ikiye bdliinmesi ve kalanin atilmasiyla olusacak. Ko-
laylik olsun diye, ilk kolonumuz ikiyle ¢carpma kolonu, ikin-
ci kolonumuz ise ikiye bolme kolonu olacak. Dikkat ediniz
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ki, 23 gibi bir tek say1yi ikiye bolmek (ikinci kolondaki iiciin-
cii say1) 1 kalanmiyla birlikte bize 11°i verecek; burada basitge
1’1 atiyoruz. Artik ikiye bolme isleminin geri kalam daha acgik
hale gelmis olmali. [slem “ikiye bolme” kolonunda 1’e geldi-
gimiz zaman bitiyor.

[kiyle carpma  [kiye bélme

43 920

86 460

172 230
344 110
688 50
1.376 20
2.752 10

Ikiye bolme kolonundaki tek sayilari bulun (sagdaki kolon);
bu sayilarin ikiyle carpma (soldaki kolon) kolonundaki karsi-
liklarinin toplamini alin. Bunlar koyu olarak yazilmislardir.
Soldaki kolondaki koyu yazilmig sayilarin toplamu size 43 ve
92 sayilarimin ¢arpimini verecektir. Diger bir deyisle, Rus
koyliisiinlin carpma metoduyla sunu elde ederiz; 43 « 92 =
172 + 344 + 688 + 2.752 = 3.956.

Onceki ornekte ilk kolonu ikiyle carpma kolonu olarak,
ikinci kolonu ise ikiye bolme kolonu olarak belirlemistik. Biz
bu Rus koyliisii metodunu, ilk kolondaki sayilari ikiye bole-
rek ve ikinci kolondaki sayilar: da ikiyle carparak da uygula-
yabiliriz. Asagiya bakiniz.

Ikiyle bolme  Ikiyle carpma

043 92
021 184
010 368
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05 736
02 1.472
01 2.944

Carpmayi tamamlamak icin ikiye bolme kolonundaki tek sa-
yilart buluyoruz (koyu yazilmiglar); bu sayilarin yan kolon-
daki (ikiyle carpma) eslerinin toplamini aliyoruz. Bu bize su-
nu verir: 43 « 92 =92 + 184 + 736 + 2.944 = 3.956.

Bu ileri teknoloji ¢caginda, ¢arpma islemlerinizi Rus koy-
liisti metodunu kullanarak yapmaniz beklenmiyor. Ne var ki,
bu ilkel aritmetik sisteminin (ilkel bir algoritmanin 6rnegi)(*)
gercekte nasil isledigini anlamak eglenceli olsa gerek. Bu ¢e-
sit incelemeler yalnizca 6gretici degil, eglendiricidir de.

Iste yukaridaki carpma algoritmasinda yapilanlari gorii-
yorsunuz.

04392 =212+ 1)92)=21+184 + 92 =3.956

021184 =(10+2+1)(184) =10+ 368 + 184 = 3.864

10 « 368 = (5 +2 +0)(368) =5 + 736 + 0 = 3.680

05736 =(2+2+1)736) =2+ 1472 + 736 = 3.680

201472 =(12+0)(1.472)=1+2.944 + 0 = 2.944

012944 =(0+2+1)(2.944) =0 +2.944 = 2.944
3.956

Ikilik sisteme (yani; ikilik tabana) asina olanlar icin, Rus koy-
liisii metodunu asagidaki sekilde de ifade ederek aciklanabilir.
(43)(92) =12+ 02 +1¢2°+ 022+ 12" +1+2%092)
=2"e02 +2'92+2°¢92 +2°92
=92 + 184 + 736 + 2.944
=3.956

(*) Bir algoritma adim adim giden bir problem ¢dzme prosediiriidiir: 6zellik-
le, yerlesik, tekrarlamali, bilgisayar tarafindan bir problemi sonlu bir basamak
sayisinda ¢ozmek igin gelistirilmis olan bir prosediir. Aritmetik algoritmalara
ornek sayilart ¢arpma ve bolmeyle ilgili olan algoritmalardur.
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Rus koyliisii carpma metoduyla ilgili tartismamizi tam olarak
anlamis olun ya da olmayin, giiniimiizde ¢ogu insan ¢arpma-
y1 hesap makinesi ile yapiyor olsa da, sizin su anda en azin-
dan, okulda 6grendiginiz temel carpma algoritmasi hakkinda
daha derin bir kavrayisa sahip durumdasiniz. Daha bir¢cok
carpma algoritmasi vardir; ne var ki buradaki belki de en gi-
zemlilerinden biridir ve bu gizemlilikle biz, bize bdylesi al-
goritmalar yaratmak i¢in izin veren, matematigin yikilmaz tu-
tarliligini kavrayabiliriz.

2.6 21, 31, 41 ve Digerleri ile Hizh Carpma

Aritmeti8in ¢ogu algoritmalarin kullanilmasina baglhdir; yani
aritmetik hesaplamalarin yapilmasi i¢in kullanilan prosediir-
lere. Bu algoritmalar1 ilkokul yillarimizda 6grendigimizde,
onlarin neden calistiklarina aldirmaksizin kullanmistik. Gii-
nilimiiziin teknolojik olarak ¢ok ileri olan uygarligindan, bun-
larr anlamaya hi¢ mi hi¢ ihtiya¢ duymayiz. Bu algoritmalarin
aslinda nasil islediklerini anlamayi deneyerek cok hos vakit
gecirebilirsiniz. Asagidaki “yeni” algoritmay: diisiiniirseniz
ki belki bunu daha 6nce hi¢ gdormemissinizdir, tanigik olma-
diginiz bir algoritmaya kendinizi alistirma firsatina sahip ola-
caksiniz; daha sonra onun niye ¢alistigini agiklamayip acikla-
yamayacaginiza bakin. Algoritmaya bir kere alistiniz mi, go-
receksiniz ki, onu bu modele uyan diger sayilara da uygula-
yabiliyorsunuz. Burada sunulan o6mekler 21, 31 ve 41 ile
carpma algoritmalaridir. Bunlar 51, 61 ve bagka sayilara ge-
nisletmekte hicbir sorun yasamayacaksiniz. Bu kiigiik egzer-
sizi bitirdiginizde, ilkokul yillarinda ezbere Ogrendiginiz
standart algoritmalarin yapisiyla ilgili daha derin bir kavrayi-
sa malik olacaksiniz.

21 ile carpmak icin: Sayiy: iki ile carpin, daha sonra 10
85



ile carpin ve buna orijinal sayimuzi ekleyin.

Omek: 37’yi 21 ile arpalim.
37’yi ikiyle carparsak 74 eder; bunu 10’la carparsak 740
elde ederiz ve buna 37 eklersek sonug 777 dir.

31 ile carpmak i¢in: Sayiy: ii¢ ile carpin; daha sonra 10 ile
carpin ve buna orijinal sayimzi ekleyin.

Omek: 43’yi 31 ile carpalim.
43’ii licle carparsak 129 eder; bunu 10’la carparsak 1.290
elde ederiz ve buna 43 eklersek sonug 1.333’diir.

41 ile carpmak icin: Sayiy: dort ile ¢arpin; daha sonra 10
ile carpin ve buna orijinal sayinuzi ekleyin.

Omek: 47’yi 41 ile ¢arpalim.
47’yi dortle carparsak 188 eder; bunu 10’la carparsak
1.880 elde ederiz ve buna 47 eklersek sonug 1.927°dir.

Artik modeli tanidiginiza gore bunu diger sayilara genis-
letmeniz i¢in Oniiniizde hi¢bir engel bulunmamaktadir.

2.7 Zekice Toplama

Matematik tarihinde hep tekrarianan iinlii hikayelerden birisi
de iinlii matematik¢i Carl Friedrich Gauss’un hikayesidir; on
yasinda hocasi tarafindan verilen 1’den 100’e kadar olan sa-
yilarin toplami problemini kafasindan yaptigi soylenir. Gauss
cevabi kagit kalem kullanmadan bulmasina ragmen, sinifin
geri kalanmi bir saat ugrasmis ve dogru cevabi bulamamis-
tir.(*) Bu, hos bir hikdye olsa da ve genellikle her zaman hos

(*) E. T. Bell’in Men of Mathematics kitabina (New York: Simon & Schuster,
1937) gore Gauss’a verilen problem soyleydi: 81,927 + 81,495 + 81,693 + ...
+ 100,899; burada ardigik sayilar arasindaki ortak fark 198 ve terim sayisi
100°dii. Bugiin agizlarda 1°den 100’e kadar olan toplam dolagir; bu, ana fikri,
daha basit bir sekilde de olsa dogru olarak verir.
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bir reaksiyon aliyor olsa da, ayni zamanda bize aritmetik di-
zilerdeki sayilarin toplanmasiyla ilgili kiiciik, derli toplu bir
formiil de sunar.

Bir aritmetik dizi, aralarinda ortak bir fark olan ardisik sa-
yilardan olusmus bir say1 kiimesidir. Omegin, 2,4,6, 8, 10...
dizisi, ortak farkin 2 oldugu bir aritmetik dizidir. Asagidaki-
ler bagka aritmetik dizilere 6rneklerdir:

5, 10, 15, 20, 25, 30 ... (ortak fark 5)
7,11, 15, 19, 23, 27 ... (ortak fark 4)

Belki de en basit aritmetik dizi sudur: 1, 2, 3,4, 5 ... Bu sa-
yilar dogal sayilar olarak adlandirilirlar.

Bir sayr bile yazmadan ilk 100 dogal sayinin toplamini
bulmak i¢in Gauss’un yaptigl, sayilar ortaya ciktiklari sira
ile toplamak degildi; daha ¢ok onlar su sekilde toplamakti:

Ik say1 art1 son says,
Ikinci say1 ve sondan bir dnceki,
Uciincii say1 ve sondan iki onceki, vb.

Egerbunul +2 + 3 + ... + 98 + 99 + 100 toplamina uy-
gularsak sunu elde ederiz:

1+ 100=101
2+99 =101
3498 =101
4 +97 =101
50+ 51 =101

Dikkat ediniz ki her ¢iftin toplami 101°dir. Boylece 50 ciftin

toplami 50 « 101 = 5.050’dir.
Bu 6rnekten, bir aritmetik dizideki sayilarin toplamu ile il-
gili kullanigh bir formiil tiiretebiliriz. Diger bir degisle, bas-
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taki ve sondaki sayiyr toplariz ve bunu, dizideki sayilarin
adedinin yarist ile ¢arpariz. Bunu genellestirebiliriz ve n te-
rimli ve ilk terimi &, son terimi | olan bir aritmetik seri i¢in
(Gauss’un metodunu kullanarak) su formiilii yazabiliriz: Top-
lam = n+2 (a+l).

Burada, ¢ok kullanigl: bir matematiksel fermiiliin tiiretil-
mesinin ne kadar kolay olduguyla ilgili bir 6rege sahipsiniz;
bu formiil, ilk bakista acik olarak goriilemeyen nefis bir mo-
dele dayanmaktadir.

Simdi formiiliimiizii ilk 50 tek sayinin bulunmasi i¢in kul-
lanalim; yani, l +3 +5+ 7 + ... + 99. Toplam= 50+2 (1+99)
= 25 (100) = 2500.

2.8 Alfametik

Bat1 medeniyeti tarafindan (Arap medeniyetinden aldigi mi-
rasla) atilan 6nemli ilerici adimlardan biri, aritmetigimiz i¢in
basamak degeri sisteminin kullanilmasidir. Romen rakamla-
riyla calismak hem kullanissizdi, hem de bazi algoritmalar:
imkansiz hale getiriyordu. Hindu-Arap rakamlarinin ilk orta-
ya cikigl, daha once de belirttigimiz gibi, Fibonacci’nin
1202°deki Liber abaci adl kitabindaydi. Kullaniglilig1 bir ya-
na, basamak degeri sistemi bize, kendisini ve onunla kullan-
digimiz algoritmalart daha iyi anlamamizi saglayan eglenceli
bir matematik de sunabilir.

Uslamlama yeteneklerinizi bir toplama algoritmasina uy-
gulamaniz, matematiksel diisiincenizin gelismesinde ¢ok
onemli bir rol oynayabilir. Bu faaliyet, sayilarla ilgili yetene-
ginizi biraz zorlayabilir. Onu deneyin; ondan zevk alacaksi-
niz. Asagidaki 6rmegi inceleyin.

Asagidaki harfler, eger her bir harf tek bir rakami simgeli-
yorsa ve M sifira esit degilse, basit bir toplamanin rakamlari-
n1 simgelemektedir.
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SEND
+ MORE
MONEY

Bu toplamay1 gecerli hale getirmek i¢in, her bir harfin temsil
ettigi say1y1 bulun. Bir tek ¢6ziimiin oldugunu gosterin.

Bu faaliyetteki en onemli 6zellik analizdir; ayrica yapilan
uslamlamaya dikkati yogunlastirmak da c¢ok onemlidir. Ik
bakista bu cok zor bir gorevmis gibi gelebilir; fakat adim
adim giderseniz goreceksiniz ki, bu ¢cok 6gretici ve eglendiri-
cidir.

Iki dort rakamli sayinin toplami 19.998 den biiyiik bir sa-
y1edemez; bu nedenle M =1"dir.

Boylece sunu diyebiliriz;, MORE < 2.000 ve SEND <
10.000. Bunu MONEY < 12.000 takip eder. Boylece O ya 0
ya da 1’dir. Fakat 1 zaten kullanilmistir; 6yleyse O = 0°dur.

Simdi elimizde su var:

SEND
+10RE
I10NEY

Simdi MORE < 1.100’diir. Eger SEND 9.000’den kiiciikse,
MONEY < 10.100 demektir ki bu N = 0 demektir; fakat bu
olamaz; ¢iinkii O daha 6nce kullanilmigti. Bu nedenle SEND
> 9.000°dir ve boylece S = 9’dur.

Simdi elimizde su var:
9END

+10RE
IONEY

Problemi tamamlamak i¢in elimizde kalan rakamlar 2, 3, 4, 5,
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6, 7, 8°dir.

Gelin simdi birler basamagini inceleyelim. En yiiksek top-
lam 7 + 8 = 15°dir ve en kiigiik toplam 2 + 3 = 5°dir.

Eger D + E < 10 1se, D + E = Y’dir ve onlar basamagina
taginacak bir sey olmaz. Diger durumda D + E =Y + 10°dur
ve | onlar basamagina tasinir.

Bu argiimani onlar basamagina kaydirirsak sunu elde ede-
riz; eger onlar basamagindan yiizler basamagina bir sey tasin-
mazsa N+ R =E’diryada N + R = E + 10’dur ki bu durum-
da onlar basamagindan yiizler basamagina 1 taginir. Ne var
ki, eger yiizler basamagina bir sey tasinmiyorsa E + 0 = N dir
ki bu N = E demektir; fakat bu olamaz. Bu nedenle yiizler ba-
samagina 1 tasinmis demektir. Oyleyse N + R = E + 10’dur
veE+0+1=NyadaE+1=Ndi

N i¢in olan degeri bir dnceki denklemde yerine koyarsak
sunu elde ederiz: (E + 1) + R = E + 10; boylece R = 9 olur.
Fakat bu deger daha 6nce S icin kullanilmigt;; bu nedenle
farkli bir yaklagim denemeliyiz.

Boylece D + E =Y + 10 oldugunu varsayacagiz; ¢iinkii bir
cikmaz sokaga geldigimiz onlar basamagina agikg¢a 1’1 gotiir-
memiz gerekiyor.

Boylece onlar basamaginin toplami sunlar olabilir: 1 + 2 +
3<1+N+R<1+7+8 Nevarkieger1+N +R <10 olur-
sa, yiizler basamagina 1 gotiiremeyecegiz; yalnizca E = N du-
rumunda bu olabilir ama bu durumda miimkiin degildir. Sim-
di elimizde 1 + N + R = E + 10 var ve bu yiizler basamagina
gitmesi gereken 1°1 sagliyor.

Bunedenle 1 + E+ 0=NyadaE +1 =N.

Bunu yukaridaki denklemde (1 + N + R = E + 10) yerine
koyarsak bu bize 1 + (E+1) + R =E + 10 ya da R = 81 verir.

Simdi elimizde su var:

9END
+108E_
10NEY
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Kalan rakamlarin listesinden D + E < 14 oldugunu buluyoruz.

Boylece D + E =Y + 10 denkleminden dolay1 Y ya 2 ya
da 3°diir. Eger Y = 3 ise, o zaman D + E = 13’tiir ve bu de-
mektir ki, D ve E rakamlarn sadece 6 ve 7 olabilir.

Eger D =6 ve E =7 ise, bir 6nceki E + 1 = N denklemin-
den N = 8 bulacagiz; fakat bu olamaz; ¢iinkii R = 8 bulmus-
tuk zaten.

Eger D =7 ve E = 8 1se, o zaman bir 6nceki E + 1 = N
denkleminden N = 9 olacaktir ki bu miimkiin degildir; ¢linkii
S =9°dur.

Bu nedenle Y = 2’dir.

Simdi elimizde su var:

9END
+ 108E
IO0NE2

Boylece D + E = 12°dir. Bu sonuca ulagmanin tek yolu 5 ve
7’yi kullanmaktir.
Eger E =7 ise, yeniden E + 1 = N’den ¢eliskili bir sekilde
N = 8 olarak bulacagiz ki bu kabul edilemez.
Bu nedenle D =7 ve E = §’tir. Ve yeniden E + 1 = N denk-
lemini kullanarak N = 6 sonucunu buluruz.
Sonugta ¢oziimii bulduk:
9567
+1085
10652
Bu oldukg¢a zorlu faaliyet, toplama algoritmasinin kavranma-
sinda oldukga yararli olacaktir.

2.9 Giiliin¢ Hatalar

Ilkokul hayatimizda kesirleri sadelestirmeyi dgrenmisizdir.
Bunu dogru bir sekilde yapmak icin spesifik yollar vardir.
Akilli bir adam, kesirleri sadelestirmek i¢in daha kisa bir yol
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bulmus gibi goriiniiyor. Acaba hakli m1?
Bir kesiri sadelestirmesi istendiginde bunu $oyle yapmuis:
26 _2
65 5
Yani, dogru cevaba ulagmak i¢in yalnizca 6’lari sildi. Bu pro-
sediir dogru mudur? Diger kesirlere de uyarlanabilir mi? Eger
boyleyse ilkokul hocalarimiz bize c¢ok adaletsizce davrandi
demektir; ¢linkii yapmanin ¢ok kolay bir yolu var goriiniise
gore. Burada ne yapildigina bakalim ve genellestirilip genel-
lestirilemeyecegini gorelim.
E. A. Maxwell, Fallacies in Mathematics (Cambridge:
Cambridge University Press, 1959) adli kitabinda asagidaki
sadelestirmelere “giiliin¢ hatalar” adin1 vermigtir:

le_1 26_12

64 4 65 5
Belki de, biri kesir sadelestirmelerini bu sekilde yaptiginda
ve yine de dogru sonucu aldiginda, bu sizin giilmenize sebep

olabilir.
Bu giildiiriicii sadelestirmelere iki 6rmek daha:

18 -1
95 5
48-4-1
98 8 2

Bu noktada biraz sasirmus olabilirsiniz. Ilk reaksiyonunuz
muhtemelen, bunun, bu cesit iki rakaml sayilardan olusan
her kesire uygulanip uygulanamayacagidir. Bu tip bir sade-
lestirmenin isledigi baska bir (iki rakamli sayilardan olusan)
kesir bulabilir misiniz? Belki de 55+55 = 5+5 = 1 kesrini bir
ornek olarak verebilirsiniz. Bu 11’in iki basamakli tiim katla-
rt icin gecerlidir; ama biz bayagi kesirlerle ugrasacagiz (yani,
degeri 1’den az olanlarla).

Temel cebiri iyi olan okuyucular i¢in bu durumu “acikla-
yabiliriz”. Yani, neden sadece yukaridaki dort kesir (iki basa-

92



makli sayilardan olusan), bu tip sadelestirmenin uygulanabil-
digi kesirlerdir sorusunu.
10x + &
10a + y kesrini diigiiniin.

Yukandaki dort kesni diisiindiigiimiizde, a sadelestirildi-
ginde kesir x+y’ye esit oluyordu.
Bu nedenle, 10x + &« + 10& + y = x +y.
Buradan; y(18x+a) = x (10a+y)
10xy + ay = 10ax + xy

9xy + ay = 10ax
y (Ox+a) = 10ax
10ax

Ve boylece; y =

x+a

Bu noktada denklemi incelemeliyiz. x, y ve ¢’nin tam sa-
y1 olmasi zorunludur; g¢iinkii onlar bir kesrin payindaki ve
paydasindaki rakamlardir. Boylece gdrevimiz, hangi kesirli
olmayan y degerleri icin x ve & tamsayilarinin var oldugunu
bulmaktir.

Birgok cebirsel islemden kurtulmak igin, y = 10@ x + 9 x +
« denkleminden y degerleri iireten bir tablo ¢izmek isteyebilir-
siniz. Unutmayin ki, y, x ve & tek rakamli tam sayilar olmali-
dir. Asagidaki goreceginiz bu tablonun bir parcasidir. Dikkat
ediniz ki, x = & durumlan diglanmigtir; ¢iinkii x + y = I’dir.

xa |[1]2[3[4[5]6]..]09
1 50 e, 0,
14 15 18
2 100 120 _
23 24
150 | 150
32 33
360=8
45
9
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Onceki sayfada gordiigiiniiz tablo parcasi, kesirli olmayan
dort tane y degeri olusturmustur: iki tanesi, x = 1 ve a= 6 i¢in
y=4vex=2vea=6icn y=>5. Bu degerler sirasiyla 16 +
64 ve 26 + 65 kesirlerini olusturur. Geri kalan iki y degeri, x
=1 vea=9oldugunda y =5 ve x =4 ve a = 9 oldugunda y
= 8 degerleridir. Bunlar sirasiyla 19 + 95 ve 49 + 98 kesirle-
rini verir. Bunun sizi inandirmasi gerekir ki, dogru bir sade-
lestirmeye izin veren bu garip islem sadece iki basamakl ke-
sirler icinde sadece bunlara uygulanabilmektedir.

Simdi, daha fazla rakamdan olusan pay ve paydalardan te-
sekkiil etmis diger kesirlere, bu garip islemin uygulanip uy-
gulanamayacagini merak ediyorsunuzdur. Bu tip bir sadeles-
tirmeyi 499 + 998’de deneyin. Sunu bulmalisiniz: 499 + 998
=4+8=1<+2.

Bir kalip ortaya ¢tkmakta ve siz sunu fark etmis olabilirsiniz
ki,

49 = 499 = 4999 = 49999 = ...
98 998 9998 99998
16= 166= 1666= 16666= 166666 = ...

64 664 6664 66664 666664
19= 199= 1999 = 19999 = 199999 = ...
95 995 9995 99995 999995
26= 266 = 2666 = 26666 = 266666 = ...
65 665 6665 66665 666665

Hevesli okuyucular bu giiliing hatanin uzantilarini dogrula-
mak isteyebilir. Bu noktada, bu tip bir sadelestirmeye izin ve-
rebilen diger kesirleri de bulmak isteyen okuyucu asagidaki
kesirleri inceleyebilir. Bunlarin, sadelestirmenin dogruluguna
sizi ikna etmis ve digerlerini de bulmak i¢in heveslendirmis
olmas gerekir.

32_ 32 - 2
830 80 5
3B¥5_ 35 = 7
880 80 16
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138 18 _ 2
345 45 5
225= 25 = 3
770 70 14
l63_ 1
e 2

Bir¢ok onemli noktayr motivasyon saglayici bir sekilde
sunmak icin kullanilabilecek cebirsel bir uygulama saglamak
bir yana, kavram aym zamanda bize eglenceli aktiviteler de
sunmaktadir. Iste karsinizda daha fazla “giiliing hata”.

4 4 .5 4 _ 4 249 24 _ 1
o 4 W55 M4 gﬁg—‘gﬂz

4 —4 P _ 5 4N 4
PHYT T T 6OHH T 6 7777
_ 3 _ 6 _ 3
=1 ®m-:-%
47V _ 14 . T _ 8
468 — B8 34 ogyey¥ — 0
140857V __ 1 B7VYY 2 1 3 _3
I3 T3 [ 7777 J A HVHG: — 4

- B _ 3 4 — 4
WY 4 IR 4 FV4/s 5
4g§fgg_ 5 _5 4 __ 4 __ 2

T T 7 8 64157y — 6 T 8

=35 6 —6_3 499 _ 4

-t BR-i-t B

iy =

22%_§_§ 49999990% _ 4
8g40b4 — 8 T 4 /YT T 7

Bu kisim, temel cebirin, bir sayilar teorisi durumunu ince-
lemek i¢in nasil kullanilabilecegini ornekler ki bu ayni za-
manda da oldukca eglencelidir. Goriiyorsunuz; matematik na-
sil da hala birgok gizi i¢inde barindiriyor.
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2.10 Siradis1 Say1 9

Daha once de belirtildigi gibi, bugiin kullandigimiz Hindu-
Arap rakamlarinin Bat1 Avrupa’da ilk ortaya ¢ikisi Liber aba-
ci (New York: Springer Verlag, 2002) adli kitaptadir ki bu
1202°de Pisa’li Leonardo (Fibonacci olarak da bilinir) tara-
findan yazilmistir. Kendi isi diginda matematikten de biiyii-
lenmis olan bu tiiccar, Arap iilkeleri boyunca genis bir alani
gezmistir; bu sirada da yerel matematikeilerle ¢caligmistir. Bu
klasik kitabin ilk béliimiinde soyle der:

Bunlar Hindistanhlarin dokuz semboliidiir; 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1.
Bu dokuz sembolle ve Araplarm zefirum dedikleri O semboliiyle,
asagida da kanitlayacagimiz gibi istenilen her say1 yazilabilir.

Bu kitapla birlikte bu rakamlarmn kullanimi Avrupa’da ilk
defa halka acildi. Bundan 6nce Romen rakamlari kullanili-
yordu. Acikt1 ki, bu rakamlar hesap yapmak i¢in ¢ok hantal-
dilar.

Islam diinyasinda kullanilan aritmetik hesaplamalardan et-
kilenen Fibonacci, kitabinda ilk olarak “dokuzlarin silinme-
s1”(*) metodunu bir aritmetik kontrol olarak ortaya koydu.
Bugiin bile bu hala kullanighdir. Ne var ki, bununla ilgili hos
olan sey, siradan aritmetikte bile gizli bir biiyiiniin varliginin
gosterilmesidir.

Bu aritmetik kontrol prosediiriinii tartigmadan once, 9’la
bdlmeden kalanin nasil sayinin rakamlarinin toplamindan do-
kuzlarin ¢ikarilmasiyla benzerlik gosterdigini inceleyecegiz.
Gelin 8.768’in 9 ile boliinmesinden kalani bulalim; bolim
974 ve kalan 2’dir.

Bu kalan ayni1 zamanda 8.768 sayisinin rakamlarinin top-

(*) “Dokuzlarin atilmasi” cevabimizin bir olasilikla dogru olup olmadigini soy-
leyen bir aritmetik kontrol yontemidir. Bu islem, bir sayinin rakamlarinin top-
lamindan 9 kiimelerinin ¢ikarilmasim ya da belli bir sayida 9’un rakamlarin
toplamindan ¢ikarilmasini ya da tek bir rakam kalana kadar sayinin rakamlari-
nin toplamiyla olusan rakamlarin alinmasiyla saymnn kiigiiltiilmesini gerekti-
rir. Tim bunlar ayni rakamui (sayy1) iiretecektir.
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lamindan ““dokuzlarin silinmesi”yle de elde edilebilir: bu de-
mektir ki, biz rakamlarin toplamini bulacagiz; eger rakamla-
rin toplamu tek basamaktan yiiksekse, prosediirii bu sayi lize-
rinden tekrar edecegiz. Omegimize donersek, 8.768’in ra-
kamlarinin toplam1 29 (8 + 7 + 6 + 8 =29); boylece prosedii-
rii tekrar edelim. Tekrar dokuzlarin silinmesi prosediiriinii uy-
gulayalim: 2 + 9 = 11 ve tekrar: 1 + 1 =2 ki bu 8,768’in 9’la
boliinmesinden kalan sayidir.

Su ¢arpima bir bakin; 734 « 879 = 645.186. Biz bu islemi
bolmeyle(*) kontrol edebiliriz; ama bu olduk¢a uzun olacak-
tir. Ayni zamanda, bunun dogru olma olasiliginin var olup ol-
madigini “dokuzlarin silinmesiyle de” gorebiliriz. Her bir
faktorii, carpani, carpilani ve carpimi alin ve dokuzlar silin.
Her birinin rakamlarinin toplamini ta ki tek basamakli bir sa-
yiya ulagana kadar toplamaya devam edin. Tek basamakli sa-
yiya ulastifinizda carpanla carpilanin bu tek basamakli so-
nuclarini ¢arpin ve ¢arpimdan ulastiginiz rakamla ayni olup
olmadigina bakin. Gelin simdi bu prosediirii 645.186 carpi-
mini kontrol etmek i¢in kullanalim:

734 i¢in : 7+3+4=14vel+4=5
879 i¢in : 8+7+9=24ve2+4=6
645.186 igin: 6+4+5+1+8+6=30

5 ¢ 6 = 30 oldugundan ki 3’ii iiretir (dokuzlarin silinmesi: 3 +
0 = 3); carpimdan elde edilen sonugla aynidir; boylece cevap
dogru olabilir.

Pratik olsun diye bir baska ¢arpim i¢in dokuzlarin silinme-
s1 metoduyla “kontrol” yapacagiz:

56.589 « 983.678 = 55.665.354.342

56.589: S5+6+5+8+9=33; 23+3=6

983.678: 9+8+3+6+7+8=41;, 24+1=5
55.665354.342:5+5+64+6+5+3+5+4+3+4+2=48,24+8=
12;,1+2=3

(*) 645,198°1 879 ile bolersek, eger carpma dogruysa 734 verecektir.
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Dogru ¢arpima sahip olup olmadigimizi kontrol edelim: 6 ¢ 5
= 30. 3 + 0 = 3; bu ¢aprimdan elde edilen sonuca uymaktadir.

Ayn1 prosediir bir toplamin (ya da boliimiin) dogrulugu-
nun olasiligin1 kontrol etmek i¢in de kullanilabilir; toplami
(ya da boliimii) alin ve dokuzlari silin, toplamdan (ya da bo-
liimden) cikan bu “kalanlar1”, toplamin (ya da boliimiin) di-
gerinden kalanla karsilastirin. Eger cevap dogru ise bunlarin
ayni olmast gerekir.

9 sayis1 bir bagka sira dig1 6zellige sahiptir; bu 6zellik bi-
ze sasirticl bir carpma algoritmasini kullanabilmemizi saglar.
Bir parca karisik olsa da, onun calistigin1 gérmek ve bunun
neden boyle oldugunu anlamaya ¢aligmak yine de biiyiileyi-
cidir. Bu prosediir, iki veya daha fazla rakamlarin 9’la carpil-
masina yoneliktir.

1 Carpilanin birler basamagini 10-4=4
10’dan ¢ikarin.

2 Kalan rakamlarinin 9-5=4, 4+4=8
her birini 9-3=6, 6+5=11,1
(onlar basamagindan baslayin)  9-6=3, 3+3=6, 6+1=7
9’dan ¢ikarin ve sonucu 9-7=2, 2+6=8

carpilandaki bir 6nceki rakama
ekleyin (iki basamakli toplamlar
icin onlar basamagini bir
sonraki toplama tasiyin.)

3 Carpilanin en sonundaki 7-1=6
rakamindan bir ¢ikarin.

4 Istenilen ¢arpimi almak i¢in 687.186
sonuclar ters sirada yazin.

Prosediirii en 1yi baglam i¢cinde gorebiliriz: 76.354°il 9’la
carpin.
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Biraz hantal bir islem olsa da, hesap makinesiyle karsilastiril-
diginda bu algoritma sayilar teorisi hakkinda biraz kavrayis
saglamaktadir. Ama her seyin otesinde sasirticidir!

2.11 Ardisik Yizdeler

Insanlarin ¢ogu yiizde problemlerini asilmaz engeller olarak
diisiinmiistiir hep. Bu problemler, eger aym problem icinde
birden fazla yiizde islemi gerekiyorsa daha da iginden ¢ikil-
maz bir hal alir. Bu etkileyici kisim, bu bir zamanlar asilmaz
engeller olarak diisiiniilen seyi, yararli uygulamalara doniise-
bilen ve ardisik yilizde problemlerinin daha iy1 kavranmasini
saglayan zevkli aritmetik algoritmalarina doniistiirebilir. Bu
c¢ok 1yi bilinmeyen prosediir sizi biiyiileyecektir. Su problemi
inceleyerek baslayalim:

Bir palto almak isteyen Barbara su ikilemle karsilasir. Birbi-
riyle yan yana olan iki rakip finna aym marka paltoyu ayn
fiyatla ama farkl indirim seg¢enekleriyle sunmaktadir. A fir-
mas! yil boyunca tiim iiriinlerinde %10 indirim yapmaktadir;
ama o giin indirimli fiyatlarin tistiine %20 ek bir indirim da-
ha yapmugstir. B firmas: ise rckabetini siirdiirmek i¢in o giin
%30 indirim yapmustir. Barbara’nin segenekleri arasinda ne
kadarlik yiizde farki vardir?

Ik bakista fiyatlarda higbir fark olmadigini diisiinebilirsi-
niz; ¢iinkii 10+20=30’dur; yani her iki durumda da indirim
aynidir. Fakat biraz daha diisiiniirseniz bunun dogru olmadi-
gin1 goreceksiniz; ¢linkii A magazasinda %10 indirim orijinal
fiyat iizerinden; ama %20 indirim indirimli fiyat iizerinden
hesaplanirken, B magazasinda %30 indirim orijinal fiyat iize-
rinden hesaplanmaktadir. Simdi yanitlanacak soru sudur: A
ve B magazalarindaki indirim oranlar arasindaki yiizde farki
nedir?
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Diisiiniilebilecek bir prosediir, paltonun fiyatin1 100 lira
saymak, % 10 indirimi hesaplamak ki bu 90 lira eder ve diger
%20 indirimi (18 lira) hesaplayarak 72 liralik fiyata ulagsmak
olabilir. B magazasinda ise %30’luk bir indirim 100 liray1 70
liraya indirecektir; burada 2 liralik bir indirim farki, yani
%?2’lik bir indirim orani fark: vardir. Bu prosediir dogru ve
¢cok zor olmasa da, birazcik kullanigsizdir ve her zaman ola-
yin tam olarak kavranmasina izin vermez ya da sayilar her za-
man bu kadar basit degildir.

Ilging ve oldukca sira dist bir prosediir(*) eglenmeniz icin
sunulacaktir ve bu probleme yeni bir bakis saglayacaktir:

Iste karsinizda, fiyattaki iki (ya da daha fazla) ardigik in-
dirim (ya da artig1) fiyattaki tek bir indirim (ya da artiga) esit-
leyen mekanik bir metot (ya da algoritma).

(1) Her iki yiizdeyi de ondalik haline ¢evirin:
.20 ve .10

2) Her birini 1.00’dan ¢ikarin:

.80 ve .90 (fiyattaki bir artig i¢cin 1.00’a ekleyin)

(3) Farklar: carpin:
(.80)(.90) = .72

(4) Yukaridaki carpimi (yani, .72) 1.00’dan ¢ikarin:

1.00 - .72 = .28 ki bu birlestirilmis indirimi temsil eder
(eger 3. Basamagin sonucu 1.00’dan biiyiikse, bunu 1.00’dan
cikarin ve artig oranini bulun.)

Eger .28’ yiizde bicimine cevirirsek %28 degerini elde
ederiz ki bu ardisik %10 ve %20 indirimlerine esittir.

Bu bilesik %28’lik indirim, %30 indirimden %2 farklidir.

(*) Problemin ¢oziimiinden uzaklagsmamak i¢in bunun burada dogrulamasi ve-
rilmemistir; Ne var ki bu prosediiriin daha genis bir incelemesi igin okuyucu
suna basvurabilir: A. S. Posamentier ve J. Stepelman, Teaching Secondary
School Mathematics: Techniques and Enrichment Units (Columbus, Ohio:
Merrill/Prentice Hall, 6. Basim, 2002), syf. 272-74.
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Ayni prosediirii talkip ederek ikiden daha fazla ardigik in-
dirimleri de birlestirebilirsiniz. Buna ilaveten, ardisik artiglar,
bir indirimle birlesmis olsun ya da olmasin, ondalik hali
1.00’a eklenerek, indirimler 1.00’dan ¢ikartilarak ve prosedii-
re ayni sekilde devam edilerek bu prosediirle bir araya getiri-
lebilir. Eger ortaya ¢ikan sonug¢ 1.00’dan biiyiikse, yukarida-
ki problemden farkli olarak bu bir indirimi degil, toplamda
bir artig1 simgeler.

Bu prosediir oldukg¢a zor olan bir durumu kolaylastirmakla
kalmaz; ayn1 zamanda genel tabloyla ilgili bir kavrayis da sag-
lar. Ornegin su soruyu diisiiniin: “Yukaridaki alici igin 6nce
%20 ve sonra %10 indirim almak mi, yoksa dnce %10 sonra
%?20 indirim almak mi1 daha avantajlidir?”’ Bu soruya cevap he-
men ve sezgisel olarak verilebilir. Yine de biraz 6nce sunulan
prosediirii diislindiigiimiizde bu bize gosterir ki, hesaplama bir
carpma iglemi oldugundan, yani komiitatif bir islem oldugun-
dan, ikist arasinda bir fark olmadigint hemen bulabiliriz.

Su anda ardisik indirimleri, artiglan ya da her ikisinin bir
kombinasyonunu hesaplamak i¢in kullanilabilecek bir algo-
ritmaya sahipsiniz. Bu sadece kullanisli degil, ayn1 zamanda
hesap makinesinin uygunsuz oldugu durumlarda yiizdelerle
ugrasmak icin kullanabileceginiz kuvvetli bir aragtir. Eger fi-
yat once %10 arttirilip sonra %10 azaltilirsa fiyatla ilgili ne
diisiiniirsiiniiz? Prosediirii kullanmay1 deneyin. Yanit sizi ¢ok
sasirtacak!

2.12 Ortalamalar Gercekten Ortalama midir?

Beysbol vurus ortalamalari spor tartismalarinin igine girmig
olsa da, cok az insan bu “Beysbol vurus ortalamalarinin” ke-
limenin tam anlamiyla ortalama olmadigini fark eder: Onlar
aslinda yiizdelerdir. Bir¢ok insan, ozellikle bu kavrami agik-
lamaya caligtiktan sonra, fark etmeye baslar ki, bu bir “orta-
lamayla” —yani, aritmetik ortalama— kastedilen ortalama de-
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gildir. Ayni vurug ortalamasina sahip, ama bu ortalamalara
farkli isabet sayilariyla ulasmis olan iki oyuncu bulmak igin
yerel bir gazetenin spor sayfalarini aragtirmak yararl olabilir.
Burada hipotetik bir ornek kullanacagiz.

Iki oyuncu diisiiniin: David ve Lisa, her ikisinin de vurus
ortalamasi .667. David bu vurus ortalamasina 30 vurusta 20
isabet kaydederek, Lisa ise 3 vurusta 2 isabet kaydederek
ulastu.

Bir sonraki giin ikisi de ayni performansi gosterdi; 2 vu-
rusta 1 isabet (.500 vurug ortalamasi); giiniin sonunda her iki-
sinin de ayni vurus ortalamasina sahip oldugunu diisiinebilir-
siniz. Ortalamalarini hesaplayalim:

David simdi 20 + 1 = 21 isabet ve 30 + 2 = 32 vurus say1-
sina sahiptir; bu 21 + 32 = .656 vurus ortalamasi demektir.

Lisa ise simdi 2 + 1 = 3 isabet ve 3 + 2 = 5 vurus sayisina
sahiptir; bu 3 + 5 = .600 vurus ortalamasi1 demektir. Siirpriz!
Esit vurus ortalamasina sahip degiller.

Bir sonraki giinii de diisiinelim; o giin Lisa David’in yap-
tigindan cok daha yiiksek bir performans gosteriyor. Lisa 3
vurusta 2 isabet yaparken, David 3 vurusta 1 isabet yapiyor.
Simdi onlarin ortalamalar}m hesaplayalim:

David gimdi 21 + 2 = 22 isabet ve 32 + 3 = 35 vurus sayl-
sina sahiptir; bu 22 + 35 = .629 vurus ortalamasi demektir.

Lisa ise simdi 3 + 2 =5 isabet ve 5 + 3 = 8 vurus sayisina
sahiptir; bu 5 + 8 = .625 vurus ortalamasi demektir. Siirpriz!
Esit vurus ortalamasina sahip degiller.

Sagirtict bir sekilde, o giin Lisa’nin iistiin performansina
ragmen, onun basta David’le ayni1 olan vurus ortalamasi sim-
di daha diisiik.

“Ortalama” kelimesinin bu “yanlig kullanimindan” 6greni-
lecek daha ¢ok sey vardir; ama daha 6nemlisi, degisik agirlik-
taki cisimlerin ortalamasinin alinmasi kavrami anlasilabilir.
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2.13. 72 Kurah

Bu kitaptaki 6nceligim, uygulamalarinin giiciinden ¢ok, ma-
tematigin kendi icindeki giizelligi ortaya koymakti. Sanirim
bu boliim, 6ziinde her ikisini birden yapiyor. Simdi bir metot
sunacagim; bu metotta, belli bir yillik faizle bankaya yatirdi-
giniz paranizin ne kadar zamanda ikiye katlandigini bulmaya
calisacagiz. Agiktir ki bunu bilmek giizeldir; ama bunu size
aciklamami saglayan sey kuralin sira digilif1. Tadini ¢ikarin.
Bu kural “72 kurali” olarak adlandirilir; ¢iinkii bu sayiya da-
yanmaktadir. Yakinda goreceksiniz.

“72 kuralina” gore, kabaca ifade edersek, paraniz eger
%r’lik bir yillik faizle bankaya yatirdirsa 72 | r yida ikiye
katlanacaktir.

Boylece, 6rmegin, %8’lik bir yillik faizle paramizi yatirir-
sak, bu para 72 + 8 = 9 yilda ikiye katlanacaktir. Benzer se-
kilde %6’lik bir yillik faizle paramizi yatirirsak, bu para 72 +
6 = 12 yilda ikiye katlanacaktir.

Ilgili okuyucular bunun neden bdyle oldugunu ve ne kadar
kesin oldugunu 6grenmek isteyeceklerdir. Asagidaki tartisma
bunu agiklamaktadir. ’

Bunun isleyip islemedigini ya da nigin isledigini aragtir-
mak i¢in 6nce bilesik faiz formiiliinii hatirlayalim: A =P (1+r
+ 100)n; burada A ortaya ¢ikan paray:, P yatirilan parayi, n
zamamn ve %r yillik faizi ifade eder. '

A = 2P oldugunda ne oldugunu incelememiz gerekiyor.
O zaman yukaridaki denklem su hale gelir: 2 = (1+ r +
100)”

Bunu su takip eder: n = log2 + log(1+r + 100)

Simdi bilimsel bir hesap makinesi yardimiyla yukaridaki
denklemden bir degerler tablosu yapalim:
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r n nr

1 69.66071689 69.66071689
3 23.44977225 70.34931675
5 14.20669908 71.03349541
7 10.24476835 71.71337846
9 8.043231727 72.38908554
11 6.641884618 73.06073080
13 5.671417169 73.72842319
15 4.959484455 74.39226682

Eger nr degerlerinin aritmetik ortalamasini (bildigimiz orta-
lama) alirsak, 72’ye ¢ok yakin bir say1 olan 72.04092314 de-
gerini elde ederiz; boylece “72 kuralimiz”, n zamanda % yil-
lik faiz altinda bir paranin ikiye katlanmasiyla ilgili olduk¢a
yakin bir 6l¢lim gibi goriinmektedir.

Hevesli bir okuyucu ya da oldukc¢a kuvvetli bir matematik
alt yapisina sahip olanlar, lice katlanma ya da dorde katlanma
konusunda da bir “kural” belirlemeye deneyebilir; kullanaca-
g1 metot bizim iki kat i¢in kullandigimiz metoda benzeyecek-
tir. Yukaridaki denklem (2) ‘k’ kat icin n = logk / log(1+r +
100) olacaktir; 6rnegin r = 8 igin n = 29.91884022 (logk) olur.

Boylece nr=239.35072118 logk ve k = 3 (ii¢ kat1) i¢in bi-
ze nr = 114.1993167 verir. Boylece diyebiliriz ki, paray: iice
katlamayla ilgili olarak “114 kuralina” sahibiz.

Ne var ki bu konuyu inceledikce gorecegiz ki, buradaki
asil mesele *“72 kuralinin” sizin yonetiminizde bir arag¢ oldu-
gudur ve eger onu genisletebilecek kadar ileri gidebildiyseniz
ne ala! Bu yararli kurall unutmayin. Bu kisimin ¢ogu para
mevzulanyla ilgilenenler i¢in hazirlanmigtir.

2.14 Bir Karekokii Bulmak

Nicin bir kisi hesap makinesi kullanmadan bir sayinin kare-
kokiinii bulmak ister? Tabii ki, hi¢ kimse boyle bir sey yap-
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maz. Ne var ki, baz1 merakh insanlar bir karekok bulunurken
aslinda neler yapildigini merak edebilirler. Bunlar siiregle il-
gili daha iyi bir kavrayis gelistirebilmislerdir ve en azindan
genelde hesap makinesinden bagimsiz olabilmislerdir. Genel-
likle okullarda 6gretilmeyen bir metot sunacagiz; ama kare-
kok hakkinda size oldukga iyi bir kavrama sansi sunacak. Bu
metodun giizelligi size, aslinda neler olup bittigini gosterebil-
mesidir. Bu metot ilk olarak 1960°da Ingiliz matematikg¢i Jo-
seph Raphson (ya da Ralphson) tarafindan, Analysis alquati-
onum universalis adl1 kitabinda Newton’a atfedilerek yayin-
lanmistir; bu nedenle Newton-Raphson metodu olarak bilinir.

Belki de bunu 6grenmenin en iyi yolu bir 6mekle goster-
mektir: Diyelim ki V27’yi bulmak istiyoruz. Asikardir ki, bu-
rada hesap makinesi kullanilacaktir. Ne var ki, bu degerin ne
olacagini tahmin etmek isteyebilirsiniz. Agiktir ki, bu V25 ile
V36 arasindadir ya da 5 ve 6 arasindadir ve 5’e daha yakindir.

Diyelim ki 5.2 dedik. Eger bu dogru karekok ise, o zaman
27’yi 5.2’ye boldiigiimiizde 5.2 elde etmemiz gerekir. Fakat
bu dogru degildir; ¢iinkii V27 = 5.2°dir.

Daha yaklasik bir sonug¢ ariyoruz. Bunu yapmak igin, su-
nu buluyoruz; 27 + 5.2 =(*) 5.192. 27 = 5.2 « 5.192 oldugun-
dan, bir ¢arpan (burada 5.2) V27°den biiyiik ve diger carpan
(burada 5.192) \27°den kiigiik olmalidir. Boylece V27 iki sa-
y1 arasina, 5.2 ve 5.192 arasina sikistirilmigtir; yani,

5.192 <27 < 5.2,

boylece ortalamay1 almak (5.196), V27'ye 5.2 ve 5.192°den
¢ok daha iyi bir yaklagimdir.

Siire¢ boylece devam eder; her defasinda bir ondalik basa-
mak ilave edilir ve daha iyi bir yakinlagsma saglanir. Yani,
5.192+5.196 + 2 = 5.194 oldugundan, o zaman 27 + 5.194 =
5.19831.

Boylece devam eden siire¢, tam kare olmayan bir sayinin

(*) = semboli “yaklasik olarak esittir” demektir.
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kare kokiiniin bulunmasiyla ilgili daha iyi anlayis saglar bize.

Bu islem biraz hantal olsa da, bir kare kokiin ne demek ol-
dugunu daha iyi temsil etmektedir. Hesap makinesi ortaya
¢cikmadan once, bu zarif metodun okullarda nigin dgretilme-
digi hala bir gizdir.
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3

Sasirtict Sonuglar: Olan Problemler

kullarda ogretilen matematigi diisiindiigiimiizde, ilk ak-

limiza gelen prombem ¢ozmektir. Ne var ki ¢oziilmesi
gereken problem, tipik ders kitaplarinda yer alan zor ve bas-
makalip problemlerle (ya da egzersizlerle) iliskilidir. Bu tip
bir problem ¢6zme, hayal giiciinden tamamen yoksundur. Ki-
mi insanlar bunu problem ¢6zme olarak bile nitelendirmezler.
Bunun yerine onlar bu tip problem ¢dzmeyi, degisik nicelik-
lerle ayni teknigi kullanmay: gerektiren egzersizler olarak de-
gerlendirirler. Gergek problem ¢6zme yaraticidir ve hayal gii-
cline bagl bir girisimdir; bu higbir sekilde matematikle sinir-
landirilamaz. Giinliik hayatimizda bu hep olan bir seydir. Ti-
yatroya ne kadar zamanda gidecegimizi belirlemek istedigi-
mizde, bir yere nasil ulasacagimizi hesapladigimizda, birini
kendi goriislerimize inandirmaya ¢alistigimizda, nasil ve ne
zaman bir caddeyi gececegimize baktigimizda ve bir mate-
matiksel problemi nasil ¢ézecegimizi diisiindiiglimiizde hep
problem ¢oziiyoruzdur. Giinlikk yasamda karsilastigimiz bu
tip durumlar problem ¢6zmenin gesitli bigcimleridir. Onem de-
receleri degisik olsa da, hepsi bir ¢6ziime ulasilmasi igin bir
stratejinin gelistirilmesini gerektirir.

Problem ¢6zme eglenceli de olabilir. Yani, eger bu yildiri-
c1 bir tecriibeye doniismezse. Insanlarin eglenceli buldugu
sey, kolayca anlasilan bir problemin —yani, goriiniiste inanil-
maz derecede basit olan bir problemin— geleneksel metotlar-
la kendisinin ¢oziilmesine izin vermemesidir; ama onu ¢6z-
mek icin sira dist bir yaklasim kullanildiginda onun sasirtici
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derecede (hemen hemen) 6nemsiz bir hale gelmesidir. Bura-
da sunulan bir¢ok problem i¢in durum boyledir. Hepsi ¢ok
kolay anlagilabilir ve akilci ¢oziimleri gordiigiiniizde ‘“‘vay ca-
nina!” demekten kendinizi alamayacaksiniz.

Oysa bunlarin ¢ogu en temel lise matematiginden baska
bir sey gerektirmemektedirler. Ayrica gerekli oldugunda ha-
tirlaticilar konulmustur. Simdi bunlarin icine dalin ve kendi-
nizin bir problem ¢6zme asig1 haline doniisiimiinii izleyin.

3.1 Akilct Uslamlama

Bir¢ok insan, bir problemle karsilastiginda genellikle ilkel
diisiinme bigimlerine bagvurmayi tercih eder. Zaman zaman
egitimli olanlar, bilingli bir sekilde daha 6nce ¢oziilmiig prob-
lemlerle benzerlik kurmaya ¢alisarak yeni problemde bunlar-
dan yararlanilip yararlanilamayacagini anlamaya galigirlar. I1-
kel yontemler kullanildiginda (ki biz bunlar1 “kdyliiniin yolu”
olarak da adlandirabiliriz) ¢eziim pek olasi degildir. Ortaya
ciksa bile, akilci bir uslamlamadan kaynaklanmis olan zarif
coziime (ki biz bunu “sairin yolu” olarak adlandirabiliriz) na-
zaran ¢ok daha fazla zaman alacaktir. Bunun giizel bir 6rnegi
asagidadir. Bu drnek size, egitimsiz bir diisiinmenin sizi nasil
da ¢oziime yaklastiramadigini gostermektedir.

Bir satrang tahtast ve her biri satrang tahtasindaki ikt kare
biiyiikliigiinde olan 32 domino tas: verilmis olsun; koseler-
deki karsilikl1 iki kare ortadan kaldirildiginda, 31 tane domi-
no tasinin satrang tahtasini nasil kaplayabilecegini gosterebi-
lir misiniz?

Soru ortaya konulur konulmaz, bir¢ok insan karelerin kaplan-
mastyla ilgili ¢esitli diizenlemeler deneyeceklerdir. Bu gercek
taslarla ya da bir tablo ¢izip tas koymayi temsil etmek lizere
her defasinda iki kareyi boyayarak gerceklestirilebilir. Cok
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uzun degil, bir siire sonra yilginlik kendisini gostermeye bas-
lar; ¢iinkii bu metot pek basarili olamaz.

Burada asil mesele orijinal soruya geri donmektir. Soruyu
dikkatli okudugumuzda gorecegiz ki, o bizden bu kaplamay:
yapmamizi istemiyor; sadece bunun yapilip yapilamayacag-
n1 soylememizi istiyor. Ne var ki, aldigimiz egitimden dolay1
genelde bu soru yanlis okunur ve “onu yap” olarak algilanir.

Biraz ongoriiniin bize yardimi olabilir. Kendinize soruyu
sorun: Eger bir domino tag: tahtaya konulursa hangi cesit ka-
reler kaplanir? Bir siyah kare ve bir beyaz kare konulan do-
mino tasiyla birlikte kapanmasi gerekir. Peki, bu kisaltilmis
tahtada esit sayida siyah ve beyaz kare var midir? Hayir! Be-
yaz kareler iki tane daha fazladir. Bu nedenle bu tahtay1 31 ta-
ne domino tasiyla kaplamak miimkiin degildir; ¢iinkii bunun
olmasi i¢in esit sayida siyah ve beyaz karenin olmasi gerekir.

Matematikte dogru sorular1 sormak ve sorulan soruyu dik-
katle incelemek, problem ¢ézmede basarili olmanin énemli
yonlerinden ikisidir. Bu boliim bize basit ama derin matema-
tiksel diislinmedeki giizelligi gostermektedir.

3.2 Sasirtict Cozim

Iste karsinizda oldukga basit bir problem ve onun daha da ba-
sit ¢ozlimii. Ama ¢ogu insanin bulacagi ¢6ziim bundan ¢ok
daha karmasik olacaktir. Ni¢in? Ciinkii onlar probleme psiko-
lojik olarak geleneksel agidan bakacaklardir: onun sunuldugu
ve goriindiigii sekilde. Problemi kendiniz ¢6zmeye c¢alisin
(asagidaki ¢oziime bakmayin) ve “cogunluktaki-¢oziiciiler”
grubuna girip girmediginizi 6grenin. Daha sonra sunulacak
¢oziim muhtemelen bir¢cok okuyucuyu biiyiileyecektir (ayni
zamanda gelecekle ilgili rehberlik de yapacaktr).

Tek elemeli (yenilen takim turnuva digi kalir) bir basketbol
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turnuvasinda 25 takim yarigmaktadir. Bir tumuva sampiyo-
nu ¢ikana kadar kag magin oynanmasi gerekmektedir?

Tipik olarak ¢ogunluktaki-¢oziiciiler (oynanan oyunlarin sa-
yisint kafalarinda tutarak) turnuvayi gozlerinde canlandirma-
ya baslayacaklardir; 12 takimdan iki grup yapip ilk turu oy-
natacaklardir; boylece 12 takim elenmis olacak (12 mag oy-
nanmuis olacak). Geri kalan 13 takimin 6’s1 diger 6’ya karsi
oynayacak; boylece geriye turnuvada 7 takim kalacak (18
mag oynanmis olacak). Bir sonraki turda geri kalan 7 takimin
3’i elenebilir (21 mag¢ oynanmis olacak). Geriye kalan 4 ta-
kim 2 mag¢ daha yaparak final mac¢ini hazirlar (23 mag¢ oynan-
muis olacak). Final mag¢i1 da 24. mactir.

Cogu insanin ilk denemede bulamayacagi, bu problemi
¢ozmenin bagka bir yolu ise yukarida yaptigimiz gibi kaza-
nanlara degil de kaybedenlere odaklanmaktir. Anahtar soruyu
soralim: 25 takimli bir miisabakada bir kazanan olmasi i¢in
ka¢ kaybedenin olmasi gerekir? Yanit basittir: 24 kaybeden.
24 kaybeden olmast i¢in ka¢ ma¢ oynanmalidir? Tabii ki 24.
Boylece cevabi bulmus oldunuz; kolayca elde ettik. Simdi,
¢ogu insan diigiinecektir; ni¢in bunu ben diisiinemedim? Ce-
vap sudur: bu, bizim aldigimiz egitim bi¢imine ve tecriibele-
rimize terstir. Probleme farkl: bir bakis a¢isindan bakma stra-
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tejisinin farkinda olmak kimi zaman inanilmaz yararlar sag-
layabilir bizlere; tipki burada oldugu gibi. Hangi stratejinin
calisacagi bilinemez; yalnizca bir tanesini deneyin ve goriin.
Bu o6mnekte biz, herkesin odaklandig1 seyin —kazananlarin—
tersine odaklandik. Kaybedenleri incelememiz bize ¢oziimii
yakalamamuz i¢in giizel bir yol agt1.

3.3 Bu Problemin Serefine I¢cmeyin

Okunmasi uzun bir problem bazi insanlarin i¢ine ne soruldu-
gunu dahi anlamama korkusunu salabilir. Simdiki problem
icin biraz okuma yapmamiz gerekse de, anlasilmasi oldukca
kolaydir ve dramatize bile edilebilir. Bir kere problemin yazi-
sint okumayi bitirdikten sonra anlasilmasi ¢ok kolay; ama ge-
leneksel araclarla ¢oziilmesi olduk¢a zordur.

Iste problemin giizelliginin geldigi yer burasidir. Ileride
sunulacak zarif bir ¢oziim —tabii ki beklenmedik olacak—
problemi bir anda 6nemsiz bir hale getirecektir. Ne var ki, bi-
zim geleneksel diisiince kaliplarimiz problem iizerine kafa
karistiran bir sis bulutu yerlestirecektir. Yilmayin. Zekice bir
deneme yapin. Miicadele edin biraz. Daha sonra da ¢oziimii
okuyun. Problemi ifade ederek basliyoruz.

Iki tane bir galonluk sisemiz var. Bir tanesinde bir kuart kir-
miz1 sarap, digerinde bir kuart beyaz sarap bulunuyor. Bir
kasik dolusu kirmizi sarab: aliyoruz ve beyaz sarabin icine
dokiiyoruz. Daha sonra bu karigimdan (beyaz ve kirmizi sa-
rap) bir kasik dolusu alip bunu kirmizi sarap sisesine dokii-
yoruz. Beyaz sarap sisesinde daha fazla mi sarap vardir; ya
da kirmizi sarap sisesinde daha fazla mi beyaz sarap vardir?

Bu problemi ¢dzmek icin herhangi bir geleneksel yolu dene-
yebiliriz —6rnegin lise yillarindan bildigimiz “karisim prob-
lemleri” yontemlerini—~ ya da daha akilci bir uslamlamayla
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¢oziime gidebiliriz; problemin asagidaki ¢oziimiine bakin.

Ilk sarap “taginmasinda” kasikta yalnizca kirmizi sarap
vardr. Ikinci sarap “taginmasinda” ise kagikta beyaz sarap ol-
dugu kadar “beyaz sarap sisesindeki” kirmizi saraptan da var-
dir. Bu baz1 okuyucularin biraz diisiinmesini gerektirebilir; ne
var ki sonucta bu “kavranacaktir”.

Anlasilmast en kolay ve en kuvvetli oldugu goriilecek
olan strateji u¢ noktalart kullanmaktir. Bu tip bir uslamlama-
y1 giinliik yasantimiz igcinde her zaman kullaniriz: “en kotii
durumda soyle soyle olursa, o zaman biz suna karar verebili-
riz ki...”

Simdi gelin yukaridaki problem icin bunu kullanalim. Bu-
nu yapmak i¢in kasik dolusu miktar1 biraz daha biiyiik olarak
diisiinecegiz. Acikga ortadadir ki, problemin, cevabi kullani-
lan nicelikten bagimsizdir. Boylece biz en ug niceligi kullana-
cagiz. Bu niceligi gelin tam bir kuart yapalim. Yani, problem-
de verilen yonergeleri takip edersek, ilk basta miktar: alaca-
g1z (bir kuart kirmizi sarap), bunu beyaz sarap sisesine doke-
cegiz. Simdi karisimda % 50 beyaz sarap, % 50 kirmizi sarap
var. Simdi bunun bir kuartin1 kirmizi sarap sisesine geri do-
kecegiz. Simdi iki sisedeki karisim da ayni. Bu nedenle, kir-
miz1 sarap sisesinde ne kadar beyaz sarap varsa, beyaz sarap
sisesinde de o kadar kirmizi sarap var.

Uc¢ durumun bir bagka bigimini de diigiinebiliriz; bu du-
rumda tagimayi yapan kagikta hicbir sey olmasin. Bu durum-
da sonu¢ hemen karsimiza ¢ikar: kirmizi sarap sisesinde ne
kadar beyaz sarap varsa, beyaz sarap sisesinde de o kadar kir-
muz1 sarap vardir; yani sifir!

Dikkatle sunulmus olan bu problemin, bireyin daha sonra-
ki matematik problemlerine yaklagimini degistirebilir ve giin-
liikk yasamdaki karar verme mekanizmalarini kuvvetlendire-
bilir.



3.4 Geriye Dogru Calismak

Kimi durumlar vardir ki, basit yaklasgimlar bir problemi ¢6z-
mek icin en iyi yol degildir. Bu matematikte oldugu kadar
giinlik yasam olaylarinda da boyledir. Ornegin, eger
19:30°da baslayacak bir filmi gormek istiyorsaniz ve sinema-
ya gitmeden once yapacak seylerinizin oldugunu biliyorsa-
niz, en iyi, ne zaman sinemaya gitmek icin hazir olmaniz ge-
rektigini hesaplamak i¢in 19:30’dan geriye dogru hesap yap-
maya baslarsimiz. 30 dakika yolculuk zamani, 1 saat aksam
yemegi siiresi, 15 dakika giyinme siiresi ve 45 dakika yapma-
niz gereken bir isi bitirme siiresi olarak yapmanz gerekenle-
ri ongorebilirsiniz. Bu, sinemaya gitmek i¢in 17°de hazirlan-
maya baglanmaniz gerektigi anlamina gelir.

Matematikte, geriye dogru calismanin sizi zarif bir ¢ozii-
me dogru gotiirdiigii bircok 6rnek bulunmaktadir. Buna en iyi
orneklerden bir tanesi biraz *‘sira dis1” bir problemdir; yine de
yalmzca birazcik temel cebir gerektirir. Simdi bu probleme
bir bakalim.

Eger iki sayinin toplami 2 ve bu sayilann ¢arpimi 3 ise, bu
iki saymnn terslerinin toplamm: bulun.

Bu probleme verilecek olan beklenir bir tepki, yukarida anla-
tilan durumu ifade eden denklemleri kurmaktir. Sunlar gor-
meyi bekleyebilirsiniz:

x+y=2vexy=3

Bu denklemleri ayn1 anda ¢6zmek igin verilecek reaksi-
yon, ilk denklemi y i¢in ¢ozmek, y = 2-x ve bunu ikinci denk-
lemde y’nin yerine koymaktir. Bu su sonucu doguracaktir:

x(2-x)=3yada
F¥—2x+3=0
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Bu kuadratik (sans eseri) ¢carpanlarina ayrilabilir degildir. Ku-
adratik formiil(*) ona uygulandiginda, koklerin kompleks sa-
yilar oldugunu goriiriiz. O zaman bu kompleks sayilarin ters-
lerinin toplami gerekmektedir. Cevap sonunda gelecektir; fa-
kat ona ulagsmak i¢in biraz cebir gerekli olacaktir. Siz yol bo-
yunca ilerleyerek sonunda sonuca ulasacak olsanmiz da, fark
edeceksiniz ki bu “kdyliiniin yoludur”; “sairin yolu” degil.
Geriye dogru ¢alismak, akilci bir alternatiftir ve sizden su
soruyu sormanizi ister: Nerede sonuca ulasacagim? Terslerin
toplami arandigina gore, sOyle bir sey karsimiza gikacaktir: 1
+x + 1 +y. Bu diisiinceyle devam edersek sunu sormaliyiz:
Buradan ne c¢ikabilir? Bir olastlik bu kesirlerin toplamidir;
yani, x+y <+ xy. Akill bir kisi hemen fark edecektir ki, ¢oziim
tam karsimizda durmaktadir. Orijinal denklemleri hatirlayi-
niz, x+y = 2 ve xy = 3. Bunlar bize, x+y + xy kesrinin pay ve
paydasinin degerlerini, yani 2 ve 3’ vermekteler. O zaman
baslangigtaki sorumuzun (problemin) cevabi 2 + 3’tiir. Gele-
neksel metottan ¢ok daha basit degil mi bu yaklasim? Boyle
etkili kisa yollar her zaman olas1 degildir; fakat problemleri
bu sekilde pratik yollarla ¢ozmenin getirdigi tecriibe size cok
1yl hizmet edebilir ve gelecekteki problemlerin ¢ok daha ba-
sitce geriye dogru ¢calisma stratejisi kullanilarak ¢6ziilmesini
saglayabilir. ‘

3.5 Mantiksal Diisiinme

Ilk bakista yildirict goriinen bir problem ortaya konuldugunda
ve daha sonra da —kolayca anlagilan— bir ¢6ziim sunuldugun-
da, genellikle bu basit ¢oziimii ni¢in kendimizin diisiinemedi-
gini merak ederiz hep. Aslinda, iizerimizde etki birakan prob-
lemler hep bu tiptendir ve bize gelecekteki (benzer) durumlar

(*) Kuadratik bir denklem ikinci dereceden bir denklemdir (yani, ondaki en
yiiksek iis degeri 2°dir) ve onun kokleri (ya da ¢oziimii) su kuadratik formiil
ile bulunur: x=(-bh+b*- dac) =+ 2a.
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icin yardimci olmasi gerekir. Iste size boyle bir problem.

Danny’nin bodrumundaki bir rafta ii¢ kutu var. Biri sadece
bes sentleri, biri sadece on sentleri ve sonuncusu da hem bes
sentleri hem de on sentleri igeriyor. Uzerinde “bes sentler”,
“on sentler” ve “karigik” yazan kagitlar kutularin iizerinden
diismiisler ve hepsi de yanlig kutulara geri yapistinlmglar.
Bu durumda Danny iglerine bakmadan, yanls isaretlenmis
kutularin birinden bir tane para ¢ekebilir ve daha sonra tiim
kutularin i¢inde ne oldugunu belirleyebilir. Danny hangi ku-
tudan se¢im yapmalidir?

Problemin i¢indeki “simetrinin” bizi sunu sdylemeye mecbur
biraktigini sdyleyebilirsiniz: “bes sentler” kutusu i¢in sdyle-
nebilecek her sey, “on sentler” kutusu i¢in de aymi sekilde
sOylenebilir. Boylece Danny bu kutularin herhangi birinden
bir para ¢ekerse, durum ayn: kalacaktir.

Bu nedenle arastirmamizi, “karisik” kutusundan para ce-
kersek ne olacag iizerine yogunlastirmaliyiz. Varsayalim ki
Danny “karigik” kutusundan bir bes sent ¢ekti. Bu kutu yan-
lis isaretlenmis oldugundan dolay: karisik kutusu olamaz ve
bu nedenle bes sentler kutusu olmasi gerekir. On sentlik ku-
tusu olarak isaretlenmis kutu gercekte on sentlikler kutusu
olamayacagmdan bu kutu da “kansik” kutusu olmalidir. Bu
da son kutunun on sentlikler kutusu oldugu anlamina gelir.
Muhtemelen problemin ne kadar kolay oldugunu diisiiniiyor-
sunuzdur —sonuca sahip oldugunuza gore. Bu 6rnek mantik-
sal diisiinmenin giizelligini ortaya koyar.

3.6 Bu Sadece Sizin \_’erileri
Organize Etmenizle Ilgili

Iste size (oldukca temel!) cebirle biraz tanisik olmanizi ge-
rektiren bir problem. Problem sunuldugunda simetri onu ol-
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dukgca basit gibi gosterecektir; ama bekleyin.
Iste problem:
Asagidaki ifadenin sayisal degerini bulun:

1oy -Lya-1ya-L S
( 4)(1 9)(1 16)(1 25)..( 225)

Genellikle bu soruya “diisinmeden” verilen tepki her ifade-
nin “basitlestirilmis” halini olusturmaktir. Yani, her bir paran-
tez icindeki ¢ikarma islemini yapmaktir (yani, 1 -1 +4=3 +
4); boylece karsimiza su ¢ikar:

3 15 24 224

(D)2 (3. (D

Her bir kesiri (hesap makinesi yardimiyla) ondalik bir sek-
le cevirmek ve (yeniden hesap makinesi ile) bunlar1 birbirle-
riyle carpmak alismamis bir sey degildir. Ne var ki, bu islem
gercekten cok hantal bir hesaplama yontemidir.

Alternatif bir metot, verileri farkli bir sekilde organize et-
mektir. Bu, probleme farkli bir acidan bakmamizi saglar ve
bir sekilde isimizi kolaylastiracak bir kalip bulma umudumu-
zu arttirabilir.

2ol yver Sl el Ay 2l
(1 43)(1 32)(1 43)(1 52) (- 15 —)

Simdi parantez icindeki ifadeleri, iki tam karenin farklari(*)
olduklarindan dolayi ¢arpanlarina ayirtyoruz; bu sunu iiretir:

(1 1)<1+ ) (1 - I)<1+ L) - ~)<1+jT>...
L 1y 1.1 1
(1 5 )(1+5 )..(1 13 )(1+15)

Simdi parantez i¢indeki toplamlar1 ya da ¢ikarmalar1 yaparak
sunu elde ediyoruz:

Lyc3y 2 Hy)y4 ) HHH (e
(2)(2)(3)(3)(4)(4)(5)(5)4--

(*) Iki tam kare farki su sekilde carpanlarina ayrilabilir: x> — y* = (x-y) (x+y).
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13y, 15 y,14 16
(DB

Bir kalip aciga ¢ikmustir; kesir ¢iftlerini ¢arpabiliriz ve ifade
edildigi gibi her defasinda 1 elde ederiz.

1 3y 453 3y 4
() (PHEH) () (P (4)(5)

6y 3 14,13 y (1514 16
(g 53X 14) (14)( 15) (15)

Sonug olarak elimizde su kalir: (1 + 2)(16 + 15) =8 + 15.
Burada, kullaniglt bir kaliba doniisen iyi organize edilmis
verilerin giiciinii goriiyorsunuz.

3.7 Dogru Bilgiye Odaklanmak

Birgok bilgiyi igeren bir problemle karsilagildiginda, marifet,
gerekli bilgiden uzaklastuilmamaktir,. Bazen de marifet,
problemin kosullarinin sizi yararli olmayacak bir bilgiye dog-
ru ¢cekmesine izin vermemektir. Sizden neyi bulmaniz isteni-
yorsa ona odaklanin ve bunun size yol gostermesine izin ve-
rin. Bu belki de en iyi su problemle 6meklenebilir.

Dolu bir 16 ons siscdeki sarap miktarin arttirmak isteyen Bar-
bara su prosediirii uygulamaya karar verir.

{lk giin yalmzca 1 ons sarap i¢ecek ve daha sonra bunun yerine
siseye su koyacak (yani, sarab1 suyla degistirmis olacak).

Ikinci giin kariggmdan 2 ons igecek ve tekrar sisenin kalanini
suyla dolduracak.

Ugiincii giin karigimdan 3 ons igecek ve tekrar sisenin kalanin
suyla dolduracak.

16 giin sisenin i¢indeki karisimin tamamin: iginceye kadar her
giin bu prosediirii tekrar edecek. Barbara toplamda kag¢ ons su i¢mis
olacaktir?
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Bu tip bir problemde ¢ikmaza girmek olduk¢a kolaydir. Kimi
tesebbiisler, her giin sisedeki sarap ve su oranini gosteren tab-
lolar yapmakla baslayacak ve Barbara’nin herhangi bir giin-
de igtigi sivilarin oranint hesaplamaya ¢alismakla devam ede-
cektir. Bunlar oldukg¢a kullanigsiz yollardir.

Bu problemi bagka bir bakis agisindan ¢ok daha rahat bir
sekilde sonuglandirabiliriz; yani, Barbara karisima her giin ne
kadar su ekledi? Sarabin miktariyla ugrasarak ¢ikmaza girip,
dikkatinizi dagitmayin. Nihayetinde (16. giinde) tiim siseyi
ictigine gore ve baslangicta hi¢ su olmadigina gore, siseye
koydugu tiim suyu i¢mis olmas: gerekir. Boylece sadece Bar-
bara’nin her defasinda koydugu su miktarini hesaplayacagiz.

Ik giin Barbara 1 ons su ekledi.

Ikinci giin Barbara 2 ons su ekledi.

Ugiincii giin Barbara 3 ons su ekledi.

15. giin Barbara 15 ons su ekledi (agiktir ki, 16. giin hi¢ su
eklememisti).

Bu nedenle Barbara’nin tiikettigi su miktari, onun her giin
ekledigi su miktarlarinin toplamina esittir; yani:

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+ -
15 = 120 ons.

Bu sonucun dogruluguyla birlikte, daha basit benzer bir prob-
lem de su sekilde diisiiniilebilir: Barbara toplamda ne kadar
stvi tiiketmistir? Tek yapmamiz gereken ictigi sarap miktari-
n1 da buna eklemektir; yani 16 ons. Boylece:

1+2+3+4+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+ 14 +
15+ 16-16 =136 ons.

Barbara 136 ons sivi tiiketmigtir; bunun 16 onsu sarap oldu-
guna gore geri kalani, 120 onsu su olmalidir. Bu ¢dzmesi ol-
dukca basit bir problemdir; yeter ki biz istenilen bilgiye odak-
lanalim ve diger bilgilerin dikkatimizi dagitmasina izin ver-
meyelim.
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3.8 Giivercin Yuvasi Prensibi

En iinlii (ama siklikla g6zden kagan) problem ¢6zme teknik-
lerinden birisi de giivercin yuvasi prensibi olarak adlandirilir.
En basit sekliyle, giivercin yuvasi prensibi sunu soyler: Diye-

-lim ki, 25 nesne ve bunlan koyacak 24 kutuya sahipsiniz; o
zaman en azindan bir kutu igine birden fazla nesne alacaktir.
Genel terimlerle soylersek, biz matematik cevresinde bunu
sOyle soyleriz: Eger k delige koymak icin k + 1 tane objeniz
varsa, o zaman en azindan bir tane deligin i¢inde 2 veya da-
ha fazla obje olacakutir.

Iste karstnizda giivercin yuvasi prensibinin nasil calistigi-
n1 gosteren bir omek.

Bir okulun genel ofisinde 6gretmenlere ait 50 tane posta ku-
tusu olsun. Bir giin postac1 6gretmenler i¢in 151 tane mek-
tup getirir. Tiim mektuplar dagitildiktan sonra, bir posta ku-
tusu digerlerinden bir fazla mektup aliyor. Onun alabilecegi
minimum mektup sayisi nedir?

Boyle problemlerle karsilasildiginda genellikle problemin
icinde “amagsizca debelenme” egilimi vardir; ciinkii genel-
likle nereden baglanilmas: gerektigi bilinmez. Bazen, tahmin
ve test etme burada igleyebilir. Ne var ki, bu tip problemler-
de tavsiye edilen yaklasim ug¢ noktalar1 diisiinmektir. Dogal-
dir ki, bir 6gretmenin gelen tiim mektuplar: almig olmast ola-
sidir; fakat bu garanti degildir.

Durumu en iyi sekilde degerlendirmek icin biz en u¢ du-
rumu diisiinecegiz; mektuplarin olabilecek en esit sekilde da-
g11d1g1 durumu. Bu durumda her 6gretmen 3 tane mektup ala-
caktir; fakat bir 6gretmen bunun disinda 151. mektubu da ala-
caktir. Bu nedenle en ¢ok mektubu alan kutunun alabilecegi
en az mektup sayist 4’tiir. Giivercin yuvasi prensibiyle gori-
riiz ki, 50 kutunun her biri 3 mektup alabilir; fakat 151. mek-
tup 50 kutudan birine yerlestirilmelidir.
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3.9 Balarisimin Ugusu

Problem ¢dzme, yalnizca eldeki problemi ¢6zmeyle bitmez. O
ayni zamanda, gesitli problem tiplerini ve daha da 6nemlisi
¢oOziim i¢in gerekli gesitli prosediirleri sunmay1 da igerir. Prob-
lem, ¢dziim i¢in gerekli teknigin sunulmasi igin bir aragtir. Bir
kisi problem ¢ozmeyi gercekte ¢oziim tiplerinden O6grenir;
clinkii coziilecek bir probleme yaklasimda kullanilacak en
onemli tekniklerden biri, kendine su soruyu sormaktir: Daha
once bu problemle karsilasmis miydim? Bunu akilda tutarak,
o6nemli bir “dersle” birlikte simdi bir problem sunulacaktir.
Problemi anlamak i¢in karsinizda olan gérece uzun bir yazi-
dan dolay1 miicadeleden vazge¢cmeyin. Coziimiin beklenme-
dik basitligi karsisinda sasiracaksiniz (ya da egleneceksiniz).

Chicago’dan New York’a giden 800 mil uzunlugundaki bir
tren yolunda hizmet veren iki tren (ayn: yol {izerinde), bir-
birlerine dogru hareket etmeye basliyorlar. Biri saatte 60 mil
hizla yol alirken, digeri saatte 40 mille gidiyor. Ayn1 zaman-
da, bir balarisi trenlerin birinin niinden saatte 80 mil hizla
diger yaklasan trene dogru harekete geciyor. Bu trene do-
kunduktan sonra istikametini ters gevirip bu sefer ilk trene
dogru harekete geciyor (yine saatte 80 mil hizla). Balarisi bu
ileri geri hareketine iki tren carpisip kendisini ezene kadar
devam ediyor. Ezilmeden once balarist ka¢ mil yol almigtir?

Teker teker balarisinin aldigi yollar1 hesaplamaya ¢alisma
egilimi dogaldir. Itk reaksiyon (lise matematiginden bildigi-
miz) linli iligkiye dayali olan denklemler kurmaktir: hiz ¢ar-
p1 zaman esittir yol. Ne var ki bu ileri geri hareketten dolay1
alinan yollar1 belirlemek ¢ok zordur ve bir siirii hesaplama
gerektirmektedir. Bunu yapmak fikri bile insana yilginlik ve-
rebilir. Bu yilginligin ortaya ¢ikmasina izin vermeyin. Balari-
sinin aldig1 yollarin her birini hesaplayabilseniz bile, yine de
problemi bu sekilde ¢ozmek ¢ok zordur.
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Cok daha zarif bir yaklasim daha basit benzer bir proble-
mi ¢ozmek olacaktir (kimileri de probleme farkli bir bakig
acisindan yaklastigimizi sdyleyebilirler). Balarisinin aldigi
yolu bulmaya calisacagiz. Eger balarisinin yolculuk zamani-
n1 bulabilirsek, balarisinin aldig1 yolu bulabiliriz; ¢iinkii zaten
*balansinin hizini biliyoruz. Denklemin iki parcasini elde ede-
rek, hiz « zaman = yol, iiclincii parcasina ulasacagiz. Boylece
hiz ve zaman elde ederek, cesitli yonlerde de olsa yola ulasa-
cagiz.

Balansinin yolculuk zamani kolayca hesaplanabilir; ¢iin-
kii o, iki tren (carpisana kadar) birbirine dogru ne kadar za-
man yaklasmiglarsa o kadar zaman hareket etmistir. Trenlerin
yolculuk zamanini, #’yi hesaplamak i¢in su denklemi kuruyo-
ruz: Birinci trenin aldig1 yol 60 t ve ikinci trenin aldig: yol
ise 40r . Iki trenin toplamda aldig1 yol ise 800 mildir. Bu ne-
denle 40 ¢t + 60 t = 800 ya da 100 ¢t = 800; boylece t = 8’dir;
yani, balarsi 8 saat yolculuk etmistir. $imdi balanisinin aldi-
g1 yolu bulabiliriz; hiz ¢arp1 zaman esittir yol formiiliinden, 8
x 8 = 640 mildir.

Problemin direk olarak soyledigi seyi yapmaya caligmak
tuzagina diismekten nasil kurtulacagimizi vurgulamak onem-
lidir. Giin gelir daha dolayli bir yol daha etkili bir hal alir. Bir-
cok sey bu ¢oziimden Ogrenilebilir. Gordiigiiniiz gibi boyle
etkili ¢cozlimler genelde geleneksel ¢coziimlerden daha etkili-
dirler; ciinkii “kaliplarin disinda diisiinmek” i¢in bize firsatlar
yaratirlar.

3.10 Ortak Merkezli Cemberleri Iliskilendirmek
Kullanilacak ¢6ziim problemin kendisinden daha 6nemlidir.
Bu konuya daha sonra tekrar donecegiz (sizi bekleyen siirpri-
zin zevkini kagirmamak igin).

Su probleme bakin:
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Iki ortak merkezli gember, asagida da gosterildigi gibi birbi-
rinden 10 birim uzakliktadir. Cemberlerin ¢evreleri arasin-
daki fark ne kadardir?

Bu problemin ¢oziilmesine uygulanacak geleneksel, en agik
¢Oziim, iki ¢emberin de ¢apin1 bulmaktir. Daha sonra da her
cemberin ¢evresini bulup iki degeri birbirinden ¢ikarilir. Cap-
lar verilmediginden bu problem biraz karigiktir. Kiiciik cem-
berin ¢apina d diyelim. O zaman biiyiik ¢cemberin cap1 d +
20(*) olacaktir. Boylece cemberlerin gevreleri sirasiyla 7ed ve
% (d + 20) olacaktir.
Cevreler arasindaki fark ise,

Tt (d + 20) - td = nd + 207 — nd = 207 olur.

Daha zarif ve oldukga etkili bir metot ise bir u¢ durumu
kullanmaktir. Bunu yapmak i¢in iki ¢emberden kiigiigiinii git-
tik¢e kiiciiltecegiz; ta ki “ekstrem bir kiigiikliige” ulasana ka-
dar; yani bir “nokta” olana kadar. Bu durumda, bir noktaya
kadar kiigiltiilmiig olan bizim kiiciik ¢emberimiz, biiyiik
gerﬁberimizin merkezi haline gelmistir. Boylece su anda iki

(*) Yani, kiigiik cemberin d capr arty, iki gember arasindaki uzaklik olan iki kere
10.
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cember arasindaki uzaklik basitge biiylik cemberin yarigapi
haline gelmistir. Iki cemberin gevreleri arasindaki fark (bagta
istenen), biiyiik cemberin ¢evresi(*) haline yani, 207 haline
gelmistir.

Her iki prosediir de ayni sonucu verse de, geleneksel me-
totla iki cemberin ¢evrelerinin farkini alirken ne kadar daha
cok emek harcandigina ve ug¢ bir noktay: diisiinerek (higbir
genellemeyle catismadan) problemi nasil da basit bir hale in-
dirgedigimize dikkat ediniz. Boylece burada da matematik
giizelligini, problemi ¢ozmede kullandigimiz metotlarda orta-
ya koymugtur.

3.11 Bariz Olam Kagirmayin

Iste size, ¢oziimii ortaya kondugunda sizi hayal kirikhigina
ugratacak bir problem (ciinkii neden boyle bariz bir ¢oziimii
goremedin diyeceksiniz). Bu aslinda, eger bir 6grenci Pisagor
teoremini daha Once gormiigse coziilebilecek bir problem.
Aslinda bu bilgi, genellikle zarif ¢éziimlerde bize yardimci
olabilir. Iste problem:

P, merkezi O olan bir dairenin iizerinde herhangi bir nokta-
dir. P’den, birbirine dik olan AB ve CD cizgilerine dogru dik
cizgiler ¢izilmistir; bu ¢izgiler E ve F noktalarinda bu birbi-
rine dik cizgilerle karsilagirlar. Eger ¢cemberin ¢ap: 8 ise

EF’nin boyu nedir?

Ogrendiklerimiz dogrultusunda burada Pisagor teoremini(**)
uygulamaya calisacagiz ve gorecegiz ki teoremi uygulaniak
icin “derli toplu” bir yol yok. Problemde bir adim geriye git-

(*) Bunu yapabiliriz; ¢iinkii bize herhangi bir ¢cemberin biiyiikliigii verilme-
mistir. 10 uzunlugunu korudugumuz siirece iki cemberi istedigimiz biiyiiklige
getirebiliriz.

(**) Clinkii kiigiik cember O ¢cevreye sahiptir.
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mek ve ona daha baska bir perspektiften bakmak su olguyu
ortaya koyacaktir: bir dortkenarh olan PFOE aslinda bir dik-
dortgendir (ii¢ agisinin dik oldugu bize verilmigtir). Bir dik-
dortgenin iki kosegeni de esit uzunlukta oldugundan FE
PO’ya esit olmalidir ki bu da ¢cemberin yarigapina, ¢apin ya-
risina, yani 4’e denktir.

Probleme bir bagka bakis acisi ise P noktasini ¢ok daha
kolay bir yerde almaktir; dmegin A noktasinda. Bu durumda
FE ve AO birbiriyle cakisacaktir (giinkii ¢aplar birbirine dik-
tir) ki AO ¢emberin yaricapidir.

Her iki ¢dziimde de muhtemelen kendinizi kaybettiniz. Bu
hem bir eglencenin hem de bariz olan1 kagcirmamanin giizel
bir dmegidir.

3.12 Goriiniiste Zor (Kolay)

Iste size kolay goriinen ama olmayan bir problem. Bu prob-
lem biitiin bir lise matematik departmanini sagkinliga ugrat-
mustir. Ne var ki ¢6ziim bir kere ortaya konunca soru olduk-
ca kolay bir hale gelir. Sonug, elbette ¢oziimii bastan goreme-
menin getirdigi rahatsizliktir. Iste karsinizda. Onu ikinci di-
yagrama bakmadan ¢6zmeye c¢alisin. Yoksa ¢Oziimii hemen
anlayacaksiniz. o
Asagidaki resimde E noktasi AB ve C noktasi FG iizerin-
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dedir. ABCD paralelkenannin alani 20 birim karedir. EFGD
paralelkenarinin alanini bulunuz.(*)

E

) o

1

Aslinda ¢oziim, herkesin bir anda bulabilecegi gibi olmasa
da, siradan bir lise geometri dersinde gosterilen araglarla ra-
hat rahat ¢oziilebilir. Asagidaki resimde de goriildiigii gibi bir
EC cizgisi cizerek ise baslayalim.

A E B

G

EDC ii¢geni ve ABCD paralelkenari ortak bir taban (56) ve
yiikseklik (E’den DC’ye cizilecek dikme) paylastiklarindan,
EDC ii¢geninin alani, ABCD paralelkenarinin alaninin yarisi-
na esittir.

(*) Pisagor teoremine gore bir dik liggenin a, b ve c kenarlar! arasinda (¢ bu-
rada hipoteniistiir) su iligki vardir: a*> + b*= ¢’

Genellikle bir paralelkenarin alaai, yiiksekligi ile tabaninin ¢arpilmasiyla bu-
lunur. Bu burada miimkiin degildir; bu nedenle bagka bir prosediiriin bulunma-
s1 gerekecektir.
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Benzer sekilde, EDC li¢geni ve EFGD paralelkenar: ortak
bir taban (ED) ve yiikseklik (C’den ED’ye cizilecek dikme)
paylastiklarindan, EDC ii¢geninin alani, EFGD paralelkena-
rinin alanmnin yarisina esittir.

Boylece, ABCD ve EFGD paralelkenarlarimin alanlar
EDC iiggenin alaninin iki kati olduguna gore, bu ikisinin
alanlarinin birbirine esit olmasi gerekir. Bu nedenle, hem
ABCD hem de EFGD paralelkenarlarinin alanlari 20 birimka-
redir. '

Bu sunulan ¢6ziim her zaman kullanilmasa da, hem etkili
hem de etkileyicidir.

Yine de bu problem, (genel kurallardan sapmadan) benzer
daha basit bir bagka yontemle zarif bir bicimde ¢oziilebilir.
Hatirlayin; baslangicta verilen sartlar, iki paralelkenarin ortak
bir tepe noktasina (D) sahip olmasi ve birinin tepe noktasinin,
E ve C’de goriildiigi gibi digerinin kenarinda olmasiydi.
Simdi varsayalim ki, C G ile ¢akisiyor ve E A ile ¢akisiyor.
Bu ¢akisma, bagta belirtilen sartlari saglar ve bunun netice-
sinde iki paralelkenar, iist iiste binerler. Boylece EFGD para-
lelkenarinin alani 20 birim karedir.

Bu ¢oziime de u¢ durumlarin kullanildig: bir 6mek goziiy-
le bakabiliriz. Yani, E noktasini AB iizerinde ama ug bir yer-
de, oregin A noktasinda. Benzer sekilde, C noktasini1 da G
lizerine yerlestirebiliriz. Bunlar baslangictaki sorumuzun
sartlarin1 saglarlar. Boylece, iki paralelkenarimiz cakistigin-
dan sorumuz ¢ok basit bir hal alir.

Basta problemin ne kadar zor oldugunu diisiindiigiiniizi
hatirliyor musunuz?

3.13 En Kotii Durum Senaryosu

Uc noktalarla akil yiiriitmek bazi problemlerin ¢oziilmesinde
oldukca kullanigh bir yoldur. Bu kimi zaman en kotii durum
senaryosu olarak da diisiiniilebilir. Bunu ifade etmenin en gii-
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zel yolu bir 6rnekle gostermektir. Simdi gelin bazi, giizel akil
yiiriitme stratejilerini gorelim.

Bir ¢cekmecenin iginde 8 mavi ¢orap, 6 yesil corap ve 12 si-
yah ¢orap vardir. Henry’nin bu ¢cekmeceden gérmeden mini-
mum ne kadar sayida ¢orap almas: gerekir ki elinde aym
renkte iki ¢orap oldugundan emin olsun?

“Aym renkte iki ¢corap oldugundan emin olsun” ibaresi prob-
lemin kalbini olusturmaktadir. Problem hangi renk corabin
olmasi gerektigini belirtmez; bu nedenle ii¢ renkten herhangi
biri olabilir. Bu problemi ¢ézmek i¢in “en kotii durum senar-
yosu” stratejisi kullanilabilir. Henry 6nce bir mavi ¢orap, son-
ra bir yesil corap ve daha sonra bir siyah ¢orap alir. Ne var ki
bunlarin higbirisi birbirine uymaz. (Haklisiniz, ilk iki ¢ekme-
de o ayni renkte bir ¢ift ¢ekebilirdi; ama problem “emin’ ol-
masindan bahsediyor). Dikkat ediniz ki, bir sonra ¢gekecegi
corap, bu elindeki ¢coraplardan birine mutlaka uyacaktir ve ar-
tik elinde bir ¢ift aym renk ¢orap olacaktir.

Ikinci bir probleme bakalim:

Bir ¢cekmecenin iginde 8 mavi ¢orap, 6 yesil corap ve 12 si-
yah ¢orap vardir. Evelyn’in bu ¢ekmeceden gormeden mini-
mum ne kadar sayida ¢orap almasi gerekir ki elinde iki siyah
corap oldugundan emin olsun?

Bu problem bir oncekine benzese de, onemli bir fark vardir.
Bu problemde belirli bir renk gereklidir. Bu nedenle, bir ¢ift
siyah corabin gelmesi garanti edilmelidir. Tekrar, tiimdenge-
limsel bir akil yiiriitmeyle “en kotii durum senaryosu’ strate-
Jjisini kullanalim. Varsayalim ki, Evelyn ilk basta biitiin mavi
coraplari (8), daha sonra biitiin yesil ¢oraplar: gekti (8). Siyah
coraplar hala gelmemistir. Simdi 14 tane ¢orabi vardir; ama
higbirisi siyah degildir. Ne var ki, daha sonra ¢ekecegi ¢corap-
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larin siyah olmasi gerekir; ¢ilinkii geriye sadece siyah corap-
lar kalmigtir. Iki siyah corap cektiginden emin olmak icin
Evelyn minimum 8 + 6 + 2 = 16 corap ¢ekmelidir. Bu tip
problemler iiretip ¢cozmeye ¢alisin. Eglenceli olabilir.
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4

Cebirsel Eglenceler

Cebiri bir eglence bigimi olarak gormek pek kolay olma-
yabilir. Kimileri cebirsel eglencenin tamamuyla bir zit-
liklar bilesimi oldugunu bile diisiinebilir. Bu béliimde, mate-
matigin dili olarak da adlandirilan cebir, eglendirmeye yone-
lik bir bakis acisiyla, sayilarin davraniglarindaki ve diger ma-
tematik alanlarindaki goriingiilerin aydinlatilmasinda kullani-
lacaktir. Omegin, aritmetik kisa yollar incelenmis, bazi sira
dis1 say1 iligkileri agiklanmig ve matematikteki bazi giizel
modeller ortaya konulmustur. Tiim bunlarin amaci, kendisini
okul yillarinda pek de bir ise yaramayan basma kalip egzer-
sizler biciminde gdsteren cebirin kullanimini yeni bir agidan
sizin goziiniizde degerlendirmeye aldirmaktir. Cebir okul
caglarinda kullanildiginda, genellikle rutin problemlerin ¢6-
ziimiine yarar. Burada biz cebiri, matematigin 6teki dallarini
kesfetmek icin kullaniyoruz. Ornegin Pisagor iicliileriyle ilgi-
li boliim, bu ¢ok popiiler say1 gruplariyla ilgili ¢ok derin bir
kavrayis saglar. Amag, cebiri kullanarak matematiksel iligki-
lerin aydinlatilmasinin nasil miimkiin olabildiginin gosteril-
mesidir. Cebirsel iglemlerin giizelliginin ortaya konulusuna
taniklik ederken son derece eglenecegimizi de garanti ediyo-
rum.
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4.1 Aritmetik Kisa Yollar
Olusturmak I¢in Cebiri Kullanmak

Varsayalim ki, 36” — 35% islemini yapmaniz gerekiyor. Tabii ki
bir hesap makinesiyle bu islem ¢ok kolay olurdu. Ne var ki
cevrenizde hesap makinesinin olmadigini diigiiniiyoruz. Basit
bir sekilde bu iglemi nasil yapardiniz?

[ki kare farkinin ¢arpanlara ayrilmasin kullanabiliriz:
X =y = (y)(x+y).

Bu bize sunu verir;

362 — 352 =(36-35) (36435) = (1) (71) =71

Dagilim ézelligi 8 « 67 isleminde bize yararli olabilir.
67’yi (70 - 3) ile yer degistirmek, bu islemi su sekilde tekrar
yazabilmemizi saglar: 8 (70 — 3) = 8 (70) — 8 (3) = 560 — 24
= 536.

Ya da 36 « 14 carpimini su sekilde tekrar yazabiliriz: 36
(10 + 4) =36 (10) + 36 (4) =360 + 144 = 504. Hesap maki-
nesinin yoklugunda, bu metotlar ¢arpma islemlerinin yapil-
masinda oldukga etkilidirler.

Aralarinda 4 fark olan sayilarin ¢arpilmasi konusu da ge-
nel anlamda (yani, cebirsel olarak) incelenerek basitce ¢o-
zlimlenebilir:

Iki say1 (x + 2) ve (x - 2) olarak ifade edilebilir. Bunlarin
arasindaki fark 4’tiir. Bunlarin ¢arpimi bize sunu verir: (x+2)
* (x - 2) = x> — 4. Boylece once sayilarin ortalamasini bulma-
liy1z, x, daha sonra bunun karesini alip 4 ¢ikarmaliyiz. Orne-
gin, 67 « 71 carpimina bunu uygulayalim. Ortalamay: buluyo-
ruz, 69. 69’un karesini aliyoruz, 4.761 ve bundan 4 ¢ikariyo-
ruz, 4.757. Bazi ¢carpmalar1 yapmak her zaman kolay olmaya-
bilir; ama bu 6rnek size 6grendiginiz cebirin kimi zamanlar-
daki “yararliligini” gostermektedir.
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[ki ardigik sayiyt birbiriyle carpma durumda su kuraldan
yararlanabiliriz: x (x + 1) = x*> + x. 23 « 24’e bunu uygulaya-
lim: 23% + 23 = 529 + 23 =552 olur ki bu geleneksel ¢carpma
algoritmasini yeni bir alternatif olusturur. Tekrar vurgulamak
gerekir ki, bunlar —kimi insanin onsuz yapamadigi— hesap
makinesinin yerini alabilecek seyler degillerdir.

Simdiye kadar kendi kisa yol algoritmalarinizi kesfetmeye
heveslenmisgsinizdir. Bu gercekten eglenceli olacaktir —bula-
caklariniz hesap makinesinin yerini almasa da!

4.2 Gizemli Say1 22

[lk olarak, bu béliim sizi biiyiileyecek ve sonucun nigin boy-
le oldugunu merak etmenizi saglayacaktir. Bu, cebrin yararli-
ligin1 gormeniz i¢in ¢ok giizel bir firsattir; ¢iinkii merakiniz
cebir kullanilarak giderilecektir.

Okuyucunun daha asagida verilen 6rnegi incelemeden 6n-
ce asagidaki yonergeleri calismasi gerekmektedir.

Tiim basamaklar: farkl ii¢c basamakli bir say1 se¢in. Bu ii¢
rakamla yazilabilecek biitiin iki basamakli sayilar1 olustu-
run. Daha sonra bu iki basamakli sayilarin toplamuni, ii¢ ba-
samakli sayimizin rakamlarinin toplamiyla bolin.

Herkesin ayni sonucu almasi gerekir, 22. Bu gercekten bii-
yiik bir “vay canmina!”’y1 hak ediyor.

Ormegin, 365 sayisini aldigimizi diisiiniin. Bu ii¢ rakamla
yazilabilecek biitiin iki basamakl sayilarin toplamini alin.

36 + 35 + 63 + 65 + 53 + 56 = 308.

Uc basamakli sayimizin rakamlarinin toplamini bulun,

3+6+5=14.

Ve karginizda 308 + 14 = 22.

Bu sira dis1 sonucu daha gayretli okuyucular igin analiz
edecegiz; sayilarin genel ifadesini yazarak basliyoruz.
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100x + 10y + =
Bu ii¢ rakamla yazilabilecek biitiin iki basamakli sayilarin
toplamini aliyoruz:

(10x + y) + (10y + x) + 10x + 2) + (10z + x) + (10y + 2) +

10z +y) =22x + 22y + 22z =22 (x + y + z)’dir;

ki lic basamakli saymnin rakamlarinin toplami tarafindan
boliindiigiinde, (x + y + z), ortaya ¢ikan say1 22’dir.

Bu temel problemle birlikte cebirle ilgili ¢ok kuvvetli bir
kavrayis elde etmis oluyoruz.

Bu boliimiin gosterdigi gibi, basit aritmetik fenomenlerin
aciklanmasinda ve matematigin giizelliginin ortaya konulma-
sinda cebrin kullanimi oldukga yararhdir.

4.3 Bir Garipligi Dogrulamak

Okul ¢aginin ilk yillarinda hepimize, cebirin yalnizca, mate-
matigi anlamak igin bir ara¢ oldugu sdylenmisti. Bu nedenle,
garip bir matematiksel fenomenle karsilastifimizda, bunu ce-
bir kullanarak agiklamaya caligmak oldukc¢a anlasilir bir sey-
dir. Bu boliimde de cebir kullanarak garip bir iligkiyi tespit
edecegiz:

9 ile biten iki basamakli bir sayi, rakamlarinin toplami ve
carpiminin toplami bigiminde ifade edilebilir.

Basitce ifade edersek: 9 ile biten herhangi iki basamakh
sayi: [rakamlarin carpimi] + [rakamlarin toplami].

Iste yukarida soylediklerimizin ornekleri:
=09+ (0+9)
19=(19)+(1+9)
29=(29)+(12+9)
39=(39+3B+9)
49=4+9+4+9)
9=(59+5+9)



69=(06+9)+(6+9)
T19=(T N+ (7T+9)
89=8+9+@+9)
9=9«N+0O+9)

Cebirin gercek avantajlarindan birisi de, onunla bir¢cok mate-
matiksel uygulamay: dogrulayabilmemizdeki kolayliktir.

Bu kaliptan ¢ok fazla biiyiilenmeyin; bunu sadece hedefe
giden bir arag olarak kullanacagiz, hedefin kendisi olarak de-
gil. Yani bu ifadeleri, cebrin matematiksel bir garipligi nasil
acikladigini gostermek i¢in kullanmak istiyoruz.

Tipik olarak iki basamakli bir sayiy1 10r + u seklinde ya-
zariz; burada u birler basamagini ve ¢ onlar basamagini gos-
termektedir. Rakamlarin toplami ¢ + u ve rakamlarin ¢arpimi
tu’dur.

Yukaridaki sartlar1 saglayan say1 = 10¢ + u = (tu) + (t + u)
10t =tu+1t
9t =tu
u=9 (r#0igin)(*)

Bu tartisma, iki basamakli sayilardan daha biiyiik sayilar i¢in
de iginizde bir merak uyandirmug olabilir. Ornegin:

109 =(10+9) + (10 +9)
119 =(11+9) + (11 +9)
129=(129)+ (12+9)

Gordiigiiniiz gibi burada, 9’un solundaki iki basamakl sayi-
lar onlar basamag: gibi diigiiniilmiistiir ve sonuglar aynidir.
Bu kural, birler basamagi 9 oldugu miiddet¢e herhangi bir sa-
yiya uygulanabilir. Peki, yukarida yaptigimiz cebirsel islem
daha biiyiik sayilar i¢in de gegerli midir? Bu genislemeyi ger-
ceklestirmek i¢in, yukaridaki cebirsel isleme kiiciik degisik-
likler eklemeniz gerekebilir.

(*) Bu durumda 1 = 0 icin de kural dogrudur.
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4.4 Sayilar Teorisi I¢in Cebri Kullanmak

Birgok sira dig1 say1 motifi ve say1iliskisi siklikla kafalari ka-
ristirmaktadir. Unlii Goldbach(*) varsayimi gibi bazilari (he-
niiz!) kanitlanamamuslardir bile. Bu varsayim sunu soyler:

2’den biiyiik her ¢ift sayi, iki asal sayinin toplamui seklinde
yazilabilir.

O ayni zamanda sunu da iddia etmistir:
S’ten biiyiik her tek sayi ii¢ asalin toplamu seklinde yazilabilir.

Son varsayim, o da kanitlanmamuig olsa da, ilki kadar bilinme-
mektedir. Bir hesap makinesi kullanarak bu varsayimlarin
dogrulugunu gorebiliriz. Bu sizin, varsayimlarda olan biteni
daha iyi kavramaniza yardimci olacak.

Simdi gelin “kanitlanabilir” bir iligki lizerinde duralim.

Bir arti herhangi ii¢ ardisik sayimn karelerinin toplam
her zaman 12 ile béliinebilir.

Buradaki giizellik, bunu ispatlamak icin kullanilan prose-
diiriin basitliginde kendisini gosterir. Ilk basta, ¢ift ve tek sa-
y1y1 ifade edebilecek bir yol bulmaliyiz. Bir n tamsayist igin,
2n her zaman bir ¢ift say1yi, bir sonraki 2n + 1 sayisi ise bir
tek sayiy1 ifade eder.

2n + 11 U¢ ardigik sayinin ortasindaki say1 varsayarak is-
lemimize basliyoruz. Bu durumda bir dnceki kiigiik tek say1
bunun 2 eksigi olacak, [2n + 1] — 2 = 2n — 1. Benzer sekilde
bir sonraki biiyiik tek sayr bunun 2 fazlasi olacak, [2n + 1] +
2 =2n + 3. Simdi dogru oldugunu gostermeye calistigimiz
ifade yazmaya haziriz.

Cn-1+@n+1+R2n+37+1=12n"+12n+ 12

(*) Christian Goldbach (1690-1764) tarafindan bir mektup d a tinlii matematik-
¢i Leonhard Euler’e 1742’de gonderilmigtir.
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=12(n*+n+1) = 12M , burada M bir tam say1y1 temsil et-
mektedir. (*)

Baylece, bu karelerin toplami art1 birin, her zaman 12’ye bo-
liinebildigi sonucunu ¢ikarabiliriz.

Bu ornekten yola ¢ikarak sayilar teorisindeki bagka aras-
tirmalara da yonlenebilirsiniz.

4.5 Sekilsel Sayilardaki Kahplar1 Bulmak

Daha once de dedigimiz gibi, sekilsel sayilar, asagida da gor-
diigiiniiz gibi, diizgiin ¢okgen bi¢iminde olan noktalarla tem-
sil edilebilen sayilardir. Bu sayilarla ilgili bir¢ok sasirtici ilig-

Uggen sayilar 1 3 6 10
‘e o o o
s 00 ® o 0o 0
. o o o o o o o o o
Dortgen sayllar . o o e o o * o o o
1 4 9 16

Besgen sayilar o @ @
® e o
1 5 12 2
Altigen sayilar Q @ @
*

1 6 15 28

(*) n bir tamsay1 oldugundan »* de bir tamsayi olmalidir; bu nedenle 7* + n + 1
de bir tamsay:dir. Kolaylik olsun diye bu tam sayiy1 M olarak ifade ediyoruz.
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ki bulunmaktadir. Burada sadece bir kaginigdsterecegiz; ama
umuyoruz ki siz de daha fazla arastirarak “benim” diyebile-
ceginiz iliskiler kesfedeceksiniz.

Asagidaki tabloyu inceleyin:

Ucgen Dortgen Besgen Altigen

Sayilar Sayilar Sayilar Sayilar
1 1 1 1 1
2 3 4 5 6
3 6 9 12 15
4 10 16 22 28
5 15 25 35 45
6 21 36 51 66
7 28 49 70 91
8 36 64 92 120
9 45 81 117 153
10 55 100 145 190
11 66 121 176 231
12 78 144 210 276
13 91 169 247 325
14 105 196 287 378
15 120 225 330 435
16 136 256 376 496
17 153 289 425 561
18 171 324 477 630
19 190 361 532 703
20 210 400 590 780

n  nn+)* =2 n2n0)=r’ +2  n(3n-1)+2 n(4n-2)=2

n satira geldigimizde olusan kaliba dayanarak, yedigen, sekiz-
gen ve dokuzgen vb. sayilarin genel bigimini belirleyebiliriz.

Bunlar n(5n-3) , n(6n-4), n(7n-5) vb.’dir.
2 2 2

(*) Bu suradan gelir: n(1n-[-1])/2 = n(n+1)/2.
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Daha once, iki ardisik dogal sayinin ¢arpimi olan oblong sa-
yilar1 tanitmustik; su bigimdelerdi:(*)

1e2=2

23=6
3¢4=12
45=20
56=30vb.

Simdi elinizde asagidaki iliskileri cebir kullanarak dogrulamak
ya da omeklerle kendinizi bunlarin aslinda dogru olduguna
inandirma segenekleri bulunmaktadir. Unutmayin, yalnizca ge-
nel bir ispat her durum i¢in gecerli bir ¢oziim ortaya koyabilir.

Bir oblong sayi, 2 ile baslayan ardisik ¢ift sayilarin topla-
mu olarak yazilabilir.
Ornek: 2 + 4 + 6 + 8 = 20.

Bir oblong sayi bir iicgen saymin iki katidur.
Omek: 15 +2 =30

Iki ardisik karenin ve bunlar arasindaki oblong sayinin
karesinin toplami bir kare sayidir.(**)

Ornek: 9 + 16 + 12 = 169 = 132

Iki ardigik oblong sayinin ve bunlar arasindaki kare sayi-
nin iki katinin toplami bir kare sayidwr.(***)

Ornek: 12 +20+ 2+ 16 = 64 = 8

Bir oblong sayinin bir sonraki kare sayinin toplanu bir ii¢-

(*) Iki ardistk sayimin garpimu.

(**) Bu olduk¢a zahmetli bir ispatur ve sizin igin burada sunuyoruz. ifade ce-
birsel olarak su sekilde gosterelim: n* + (n+1)* + [n(n+1)]>. Denklemi agip ben-
zer terimleri bir araya toplayalim. Bu bize sunu verir: 77 + i+ 2n + 1 + (7’ +
W =2n+2n+1+n+2 + 3 +2n+ 1= +n+ 1)~

(***) Aciktir ki bir kareye sahip olduk! Bu ispati size ¢arpanlara ayirmadaki
bir “numaray1” gostermek i¢in sunuyoruz. Su cebirsel ifadeye bakin: ri(n+1) +
(n+1)(n+2) + 2(n+1)*. Simdi bunlar1 (n+1) parantezine alalim:

(n+1) [n + (n42) + 2(n+1)] = (n+1) [(4n+4] = 4 (n+1)* ki bu da bir tam karedir.
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gen sayudir.
Ornek: 20 + 25 =45

Bir kare sayinin ve bir sonraki oblong sayinin toplami bir
licgen sayidir.
Ornek: 25 + 30 = 55

Bir sayi ile bu sayimin karesinin toplanu bir oblong sayidur.
Ornek: 9 + 81 =90

Iste karsinizda dogrulamak isteyebileceginiz birkag iliski.
Ise, spesifik orneklerle ve onlarin dogruluklarim kendinize
gostererek basliyalim; daha sonra cebir kullanarak ispatlama
asamasina gegin.

* Her tek kare say, bir iicgen sayinin sekiz kati ve 1’in
toplamudir.

* Her besgen says, li¢ liggensel sayinin toplamindan bii-
yiiktiir.

* Altigen sayilar, tek sayida noktadan olusan iliggensel
sayilara esittir.

Belki siz de bagka modeller bulmak istersiniz ve bunlarin
dogruluklarim kanitlarsimiz —cebirsel olarak tabii ki.

4.6 Bir Serinin Toplamim Bulmak I¢in
Bir Kahp Kullanmak

Bir serinin toplanmasi problemiyle karsilasan ¢ogu kisi, bir
seriyi toplamak icin her ne 6grenmislerse kullanarak direk
problemin igine atlarlar. Bu ciddi bir eziyet olabilir. Ayrica
hi¢ de zarif degildir!

Asagidaki, birgok etkileyici alternatifle ¢oziilebilecek du-
ruma bir goz atin ve asagidaki serinin toplanmasi problemini
cozmeye caligin:
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Loy 1 1 4 4+ 1
202 23 34 4950

Kullanilabilecek ilk yol bir kalibin olup olmadigina bakmak-
tir. Bir olasiligi inceleyelim:

I __1

1l .1 _ 2
12723773

1_+1 =._3~
233733
N S A

—

1 1 .1 .1 1 _n
127 23 Y3 T A5 e D) | bl

Bu modelden gordiigiimiiz, her serinin toplaminin, serilerde-
ki(*) son kesirlerin ¢arpanlarindan olugmus bir bayag: kesir
oldugudur; boylece 1 + 49.50 kesrinde biten serinin toplami-
nin su oldugu sonucuna varabiliriz:

I I EES T WO T

2e2 2¢3 34 4.5 4950 50

Burada pay ve payda, son kesrin paydasinin ¢arpanlaridir.

Bu seri i¢in bir bagka kalip, serideki her kesri asagidaki gi-
bi bir fark olarak gostererek elde edilebilir:

-1 1
2 1 2
o1 1
223 2 3
1o 1 1
3 3 4

1 -1 1

Bu denklemleri topladigimizda, sol taraf aradigimiz toplami
verir; sag taraftaki tiim kesirler (ikisi hari¢) ortadan kalkar

(*) Bayag) kesir, paydanin (asagidaki say1) paydan (yukaridaki sayi) biiyiik ya
da paya esit oldugu kesirdir.
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(¢linkii ~1 +2 + 1 +2 = 0 gibi sifir toplamlar olusur) ve su-
nu geride birakir; 1 + 1 -1+ 50 =49 + 50.

Bu pratik modelierin ¢ok sasirtici 6rnekleri her zaman soyle
bir reaksiyona sebep olacaktir: “Oo, ben bunu asla kendi ba-
sima yapamazdim.” Ne var ki bu kabul edilebilecek bir tepki
degildir; ¢iinkii pratik miikemmellestirir.

4.7 Cebrin Geometrik Goriinimii

Cebrin geometriyle olan iligkisi pek bilinmez. Zaman zaman
cebrin temellerinin saglamlastirilmasi, bu temellerin geomet-
rik bir bakis acisindan anlamli oldugunun gosterilmesiyle
gerceklestirilir. Daha da 6nemlisi, cebirsel esitlikleri geomet-
rik olarak gostermek eglencelidir. Burada gosterilen bir tane-
yi inceledikten sonra, kendiniz bagkalarini da gostermek iste-
yebilirsiniz.

Cebirsel esitlik(*) kavramu, ikinci derece terimleri goster-
mek icin alanlar ve birinci derece (ya da lineer) terimleri gos-
termek icin de dogrularin kullanilmasiyla geometrik olarak
ifade edilebilir. Boylece @* ve ab bir alan tarafindan, a ve b
ise bir dogru tarafindan temsil edilecektir. Simdi, (a+b)’ = &
+ 2ab + b’ esitliginin geometrik temsilini gostermekle ise
baslayacagiz.

a b
a a? ab
b ab b
Sekil 1

(*) Cebirsel esitlik, denklemin tim degisken degerleri igin esit olmasi durumu.
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Baslarken, kenarlari (a + b) olan bir kare ¢iziyoruz. Bu ka-
re, sekil 1°de de goriildiigii gibi, kare ve dikdortgenlere ayril-
malidir. Cesitli kenarlarin uzunluklar1 uygun bir sekilde ya-
zilmustir.

Her bolgenin alanim ¢ikarabilirsiniz. Parcalara boliinmiis ka-
renin dort pargasinin alaninin toplami, karenin kendi alanina
esit oldugundan su sonuca varacaksiniz:

(a+b)¥=d*+ab+ab+ b*=a*+ 2ab + b2(*)

Simdi de, a(b + ¢) = ab + ac esitligini geometrik olarak gos-
terecegiz. Baslarken, kenarlarinin uzunlugu a ve (b + ¢) olan
bir dikdortgen ¢iziyoruz. Daha sonra bu dikdortgen sekil 2°de
goriildiigii gibi pargalara ayrilmalidir. Kenarlarin uzunluklari
yazilmustir.

Sekil 2

Her bolgenin alanini hesaplamak oldukg¢a kolaydir. Parcalara
boliinmiis dikdortgenin iki parcasinin alaninin toplami, dik-
dortgenin kendi alanina egit oldugundan diyagram sunu gos-
terir: a(b + ¢) = ab + ac.

Su esitlige bakimiz: (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd.

Kenarlar1 (@ + b) ve (c + d) olan bir dikdortgen c¢iziniz.
Dikdortgenin sekil 3’te goriildiigii gibi parcalara ayrilmasi
gerekir. Kenarlarin uzunluklar: ve alanlarin biiyiikliikleri uy-

(*) Daha ince bir ispat, Oklid, Elemanlar, Kitap 2, Onerme 4’te bulunabilir.
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gun bir sekilde yazilmistir. Diger durumlarda oldugu gibi,
parcalara boliinmiis dikdortgenin dort pargasinin alaninin
toplami, dikdortgenin kendi alanina esittir.

a b
c ac bc
d ad bd
Sekil 3

Diyagram (sekil 3) (a + b)(¢c + d) = ac + ad + bc + bd esitli-
£ini resmeder.

Alanlarin kullanilmasi metodu bir¢ok cebirsel esitligin
gosterilmesinde kullanilabilir. Burada dogru yapilmasi gere-
ken sey, dortkenarhlarin ve yapilan béliimlenmelerin boyut-
larinin se¢ilmesidir.

Cebirsel esitlikleri alanlar olarak gosterme tekniginde iler-
ledikten sonra Pisagor teoremini diisiinebilirsiniz, @’ + b* = c*.
Aslinda bu bir esitlik olmasa da, alanlarin uygulanmasi hala
yerinde bir islemdir. Kenarlari (a + b) olan bir kare ¢iziniz.
Bu kareyi, sekil 4’te goriildiigii gibi dort benzer liggene ve bir
kareye boliiniiz. Kenarlarin uzunluklar isaretlenmistir.




Diyagram (sekil 4) sunu resmeder:

1. Alan DEFG = 4 (AGNM ii¢geninin alani) + alan KLMN

2. Bunedenle (@ + b)*=4(1 + 2 ab) + ~.

3. Eger (a + b)’ yerine yukarida ispatladigimiz esitligi ko-
yarsak sunu elde ederiz; a® + 2ab + b* = 2ab + c’.

Buradan basitge tabii ki su ¢ikar, a* + b’ = ¢?, istePisagor
teoremi. Olduk¢a temiz degil mi?

4.8 Altin Oranla Biraz Cebir

Matematigin giizelliginden bahsettigimizde, genelde dikdort-
genlerin en giizeli diigiiniiliir. Bu dikdortgenin, siklikla Altin
Dikdortgen olarak da adlandirilir, psikologlar tarafindan este-
tik acidan en rahatlatici dikddrtgen oldugu gosterilmistir
(5.11 bolimiine bakin). Biz Altin Dikdortgen’e cebirsel bir
acidan bakacagiz —yani, onun kenarlarinin oranina, Altin Ke-
sim ya da Altin Oran olarak da bilinir.(*)

Altin Oran sudur: 1-x + x = x + 1.

I¢ler dislar garpimi yaparsak: x* + x — 1 = 0’dir ve bu denk-
lemin koklerinden biri, x pozitif igin x = (V5-1) + 2’dir.

(5-1) + 2 =1 + ¢ diyelim.

Yalnizca g . 1 + ¢ = 1 degildir (beklenecegi gibi); ayn: za-
manda 1l -1+ ¢ = 1’dir.

Bu say1 bu iki iligkinin birden oldugu tek sayidir.(**)

Simdiye kadar ¢’nin degerinin ne oldugunu merak ediyor-
sunuzdur. Bir hesap makinesi yardimiyla bunu bulabiliriz:

@=1.61803398874989484820458684365638117720309179805 76...
Vel + 3=0.618033988749894848204586834365638117720309179 80576...

(*) Altin Oran, Altin Dikdortgen’in genisliginin uzunluguna oramna tekabiil
eder. Yani, genislik+uzunluk = uzunluk + (uzunluk+genislik).

(**} Meraklt okuyucular bunun dogru oldugunu gorebilir. Iste elde edilen so-
nug: 1+p = (V5 — 1)/2 oldugundan, o zaman @ = 2+(V5-1). (N5+1)+(V5+1) =
(5+1)=2.

g-1:g=(5+1):2 - (5~ D=2 =1.
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Yukarida da soyledigimiz gibi, farklarinin 1 olduguna dikkat
ediniz.

g’nin bircok degisik ozelligi vardir. Omegin su sonsuz
kesre bakin:

=1+ 1

1+

1+

1+

1+

1+

1+ ...

Bunu ispatlamak i¢in, sonsuz kesirlerde onu payda kesmenin
hicbir sey kaybettirmeyecegini fark etmeniz gerekir. Boylece
bu iglem bize sunu verir:

=1+ 1+ ¢kibuda Altin Orani iiretir.

Bir bagka ilging iligki birbirini takip eden sonsuz koklii say1-
larla ilgilidir.

\1+\1+\J1+\ﬂ+\/17+\/1+ﬁ+'—~\/1_ﬁ

Tim bu ¢ gosterimleri kolayca dogrulanabilir ve bu basit
benzer bir teknikle basarilir. Burada ikinciyi biz yapacagiz ve
birinciyi sizin yapmaniz i¢in birakacagiz.

¢_—::

zz\u 1+\ﬂ+\/1+\/1+\/1+\/m“1:—%‘.

Esitligin her iki tarafinin da karesini alalim.
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22=1+ |1+ 1+\!1+\/1+\/1+\/1+\/1+\/1+~-

Sonsuz kokler yerine x’1 yerlestirin; ¢linkii yukaridan da go-
receginiz gibi x bunlara esittir.

xX*=1+x

x*—x —1=0 ve bu durumda,

x = ¢; ¢linkii basta ¢’y1 bu denklemin kokii olarak tanim-
ladik.

Q) “nin kuvvetlerini aldigimizda olanlar1 gérmek biiyiileyicidir.
—N&n)_Vas Va4+1
2

g'=gep =¢(¢+l):o +8=(+1)+0=208+1

g =g e =(g+1)B+1)=9"+28=1(8+1) +28+1 =38+2

=9 =20+1)(8+1)+26°+30+1=28+1)+36+1=506+3
=g g’=28+1)28+1)=4¢’+ 40 +1 =4+ 1) + 48 + 1 =88 + 5

8 =0'6=(30+2)20+1)=68"+78+2=6(8+1)+76+2=138+8

Bu tablonun bir 6zeti bize, ¢’nin katsayilar1 (ayn1 zamanda
sabitler!) arasinda bir kalibin bulundugunu gosterir.

g =¢+]
@ =20 +1
@' =30 +2
#’=5¢+3

=8p+5
¢ =13¢ +8

¢’nin katsayilar1 ve sabitler Fibonacci sayilaridir (bdlim

1.18’e bakiniz).
Bu zamana geldigimizde muhtemelen Altin Oran’la kuru-
labilecek iligkilerin bir sonu olmadigini diisiiniiyorsunuzdur.
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Aslinda, haklisiniz! Kimi matematik c¢evreleri bu iligkiler
lizerine yogunlasmislardir. Bizim igin onlar matematikteki
giizelligin bir yoniinii olustururlar. Digerlerine gére de bun-
lar, ciddi matematik i¢in kimi firsatlar1 simgelerler.

4.9 Cebir Kullamsh Olmadiginda

Cebrin giiciinii ortaya koyan bir¢ok drnek gordiik. Ne var ki
kimi zaman probleme getirilecek cebirsel ¢oziim bir avantaj
olmayabilir. Su probleme bir bakalim:

Carpimu 120 olan dort tane ardisik say1 bulunuz.

Bu problemin altindan kalkmak i¢in kendinize birazcik za-
man verin. Bir¢ok insan hemen, bu problemi resmedecek bir
cebirsel denklem yazmaya kalkisacaktir. Ve denklem suna
benzeyecektir:
X+ 1D (x+2)(x+3)=120

Parantezlerden kurtulmamiz bizi tek degiskenli (kuartik bir
denklem) dérdiincii derece bir denklemle karst karstya birakir.

Bu dordiincii derece denklemi ¢dzmek yerine, cebirsel ol-
mayan bir ¢oziim tercih edilebilir. Akillica bir tahmin yapin
ve sonucun dogrulugunu kontrol edin: 2« 3«4« 5 =120. Bu
ornekten de gordiigiiniiz gibi, cebir kimi zaman kimi aritme-
tik iligkilerin gosterilmesi ve ispatlanmasi icin yararli olsa da,
her zaman en iyi yontem degildir. Bu kimileri i¢in ok edici
olabilir; ne var ki iste bu matematigin giizelligidir —pratik, ne
zaman hangi tekaigin uygun oldugunu bilmek.

4.10 Payday1 Rasyonellestirme

Bize (iyi cebir simflarinda), bir kesrin herhangi bir aritmetik
islem yapilirken rasyonel bir paydaya sahip olmasinin énem-
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li oldugu o6gretilmistir; ¢iinkii 6rnegin bir tamsayi ile bolme
yapmak bir irrasyonel say1 ile yapmaktan ¢ok daha kolaydir.
Ne yazik ki, payday: rasyonellestirmek pek bir amaci olama-
yan bir egzersiz gibi goriiniir siklikla. Bu igleme ihtiyaci olan
kimi uygulamalar vardir; ne var ki bir sekilde bu uygulama-
lar, prosediiriin yararlili1 konusunda yeterince ikna edici de-
gildir. Ama kimi uygulamalar vardir ki, (dramatik bir sekilde
olsa da) bu yararlilik iddiasinin dogrulugunu giizel bir sekil-
de ortaya koyar.

Asagida toplamini bulmanizi istedigimiz su seriye bir ba-
kin.

I ot ! 4+ L
2 32+V3 v3+\4 V2001472002 V2002+72003

Paydasi rasyonel olmayan bir kesirle pek bir sey yapamazsi-
niz; bu nedenle onu egdeger, paydasi rasyonel olan bir kesre
doniistirmenin yolunu bulmalisiniz. Bunu yapmak igin her
kesri onun degerini degistirmeyerek 1 ile ¢arptyoruz. 1’in al-
mas1 gereken sekil, hem payinda hem paydasinda, orijinal
kesrin paydasinin eslenigini barindiran kesirdir.(*)

Yukaridaki serideki kesirleri ayn ayr1 “rasyonellestirmek”
yerine, gelin genel bir yol olarak bunu tanimlayalim ve bu is-
lemi her kesir i¢in otomatik olarak yapip yapamayacagimiza
bakalim.

Bu serinin genel terimi 1 + (Vk + Vk+1) seklinde yazilabi-
fir.

Simdi bu kesrin paydasini rasyonellestirmek i¢in bunu (k
-Vk+1) + (Vk - Vk+1) formunda olan 1 ile carpacagiz ve su-
nu elde edecegiz:

1+ (Vk + Ve+1) o (Vk -kt 1) = (VE -Vt D) = (Vb - Vk+1) + -1

Yani, sunu bulduk: 1 + (Vk + Vk+1) = Vk+1 - Vk.

(*) & + Vb’nin eslenigi a - Vb’dir. Bunlarin carpimi 4* — b’dir; yani rasyonel bir
ifade.
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Bu bize serimizi su sekilde tekrar yazma firsatini verir:

(N2 -V + (V3 -V2) + (V4 - V3) + ... + (2002 - ¥2001) +
(2003 - V2002).

Bu terimleri tekrar gruplarsak gorecegiz ki, ikisi diginda hep-
si birbirini gotiirmektedir ve geriye su kalmaktadir:

V2003 — 1 ~ 44.754888 — 1 = 43.754888.
Iste burada payday1 rasyonellestirmenin amaci olamayan bir
egzersiz olmadigina tanik olmaktasiniz. Olduk¢a kullanighdir
ve bizi ¢ok giizel ¢oziimlere gotiirebilir.

4.11 Pisagor Ucliileri’

Ne zaman Pisagor teoreminin ad isitilse, akla o iinlii esitlik
gelir: @’ + b* = ¢*. Bu belki de okul matematiginde akilda en
¢ok kalan basgliklardan biridir. Genellikle bu ¢ok iinlii teore-
min ¢evresini saran bir¢ok giizel iligkiye yeterli dikkat veril-
mez. Pisagor teoremi Ogretilirken, ogretmenler d8rencilere,
bazi dik licgenlerin kenarlarini temsil eden bilinen siral iiglii-
leri tanimalarini (ve ezberlemelerini) 6giitlerler. Bu sirali(*)
licliiler grubunun bazilar1 Pisagor Ucliileri olarak bilinirler;

(3.4,5),(5,12,13) , (8,15,17) , (7,24,25)

Diger Pisagor iicliileri nasil bulunurlar? Bu okul matemati-
ginde nadiren bahsedilen bir basliktir — diizeltilmesi gereken
liziicii bir boglamiglik. Burada bunu Pisagor teoreminin cebir-
sel yoniinii gostermek icin yapacagiz. Dikkat: Asagidaki is-
patlar biraz zorlayicidir; bu nedenle kimi okuyucular buray:
atlayip ilerideki tabloya gidebilirler.

Ornegin icinde 11 olan bir Pisagor iigliisiiniin olup olma-

(*) Parantezlerdeki sira, (a,b.c), ¢* + b = ¢’ denklemine uygundur.
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digin1 6grenmek istiyorsunuz. Dogal olarak deneme ve yanil-
ma bir yontem olarak akliniza gelebilir; ama bu pek zarif bir
yaklasim degildir. Simdi bir Pisagor ii¢liisii olusturmak ve
gerekli teknigi bulmak i¢in bir yolculuga cikacagiz. Bu size
gercek matematik yapmanin getirdigi hos duyguyu yasatacak
ve ayni zamanda da yaklasim stilinin giizelligini de takdir
edeceksiniz.

Formiilleri gelistirmeden 6nce, ilk basta birkag basit “lem-
may1” (bunlar “yardimer” teoremlerdir) diisiinmemiz gereki-
yor.

Lemma 1: Bir tek sayinin karesi 8 ile boliindiigiinde kalan
1°dir.

Kanuit: £ bir tam say1 ise, bir tek sayiy1 2k+1 olarak goste-
rebiliriz. Bu sayinin karesi 2k + 1)* = 4k* + 4k + 1 = 4k (k +
1)+ 1.

k ve k + 1 ardisik olduklarindan bunlardan birisinin ¢ift ol-
mas!1 gerekir. Bu nedenle 4k (k+1) 8 ile boliinebilir. Boylece,
(2k + 1)* 8 ile boliindiigiinde kalan 1°dir.

Sonraki lemmalar goyledir.

Lemma 2: 1ki tek kare sayinin toplamu 8 ile boliiniirse ka-
lan 2’ dir.

Lemma 3: Iki tek kare saymin toplami bir kare say1 yapa-
maz.

Ispat: 1ki tek kare sayinin toplami 8 ile boliiniirse kalan 2
oldugundan toplam cifttir; ama 4 ile boliinemez. Bu nedenle
bu bir kare say1 olamaz.

Simdi Pisagor iigliileri i¢in formiiller gelistirmeye haziriz.
Varsayalim ki, (a, b, ¢) bir primitif(*) Pisagor ii¢liisiidiir. Bu
demektirkia ve b aralarinda asaldir.(**) Bu nedenle ikisi bir-
den cift olamaz. Peki ikisi birden tek olabilir mi?

(*) Tlkel Pisagor iigliisii 1’den baska ortak ¢arpani olmayan iigliidiir.
(**) Aralarinda asal, | ’den bagska ortak bolenleri olmadig: anlamma gelmekte-
dir. Eger a ve b’nin ortak boleni varsa, o zaman a’+b*’nin de vardir ki bu da
a.b ve ¢’nin ortak boleni oldugu anlamina gelmektedir —bir ¢eligki.
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Eger a ve b’nin her ikisi de tek ise, lemma 3’ten dolay1: @’
+ b*# % Bu, (a,b,c) bir Pisagor tigliisiidiir varsayimimizla ce-
lisir; bu nedenle a ve b’nin her ikisi de tek olamaz. Boylece
biri tek, biri ¢ift olmahdir.

Simdi a’y1 tek ve b’yi ¢ift varsayalim. Buna gore c tek ol-
malidir. @* + b* = ¢”’yi tekrar s0yle yazabiliriz:

b=t — &t
b*=(c+ a)(c - a)

Tek sayilarin fark: ve toplamu ¢ift say1 oldugundan, c + a = 2p
ve ¢ - a = 2q diyebiliriz (p ve g dogal sayilardir).(*)
Bunu ¢ ve c¢ i¢in ¢ozersek sunu elde ederiz

c=p+gvea=p—gq

Simdi p ve ¢’nun aralarinda asal olmalar: gerektigini gostere-
biliriz. p ve g’nun aralarinda asal olmadigini varsayalim: di-
yelim ki, g (¢ > 1) bir ortak ¢arpandir. O zaman g hem @’nin
hem de c’nin ortak ¢arpani olmalidir. Benzer sekilde, g hem
¢ + a’'nin hem de ¢ - a’nin ortak ¢arpani olmalidir. Bu g*’yi
b’ nin bir ¢arpan yapar; ¢iinkii b° = (¢ + a)(c - a)’dir. O za-
man g b’nin bir ¢arpani olmak zorundadir. O zaman g hem
a’nin hem b’nin hem de ¢’nin ortak ¢arpani olduguna gore
bunlar aralarinda asal olamazlar. Bu, bizim ilk bastaki
(a,b,c)’nin primitif Pisagor ilicliileri oldugu varsayimimizla
celisir. Boylece p ve g aralarinda asal olmalidirlar.

b cift oldugu icin, b’yi b = 2r olarak ifade edebiliriz.
Ama b* = (¢ + a) (¢ - a)’dir.

Bu nedenle b’ = (2p) (2q) = 4r”dir; bunu pq =/ takip eder.

Eger iki aralarinda asal dogal sayinin ¢arpimi (p ve g) bir

(*) Dogal sayilar sayma sayilaridir: 1,2,3,4,5 ...
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dogal sayinin karesi (r) ise, 0 zaman her biri bir dogal sayinin
karesi olmasi gerekir.

Bu nedenle p = m* ve g = n* diyelim; m ve n dogal sayilar-
dir. Bunlar aralarinda asal sayilarin ¢arpanlar1 olduklarindan
(p ve q), bunlar da (m ve n) aralarinda asal olmaldir.

a=p-qvec=p+ qoldugundan, bunu a = m* — n’ ve ¢
= m*+ n’ takip eder.

Ayrica, b = 2r ve b* = 4r* = 4pq = 4m’n® oldugundan, b =
2mn olur.

Ozetlersek, simdi elimizde Pisagor iicliilerini olusturmak
i¢in formiillerimiz var:

a=m'-n b =2mn c=m*+n?

m ve n sayilan ¢ift say1 olamaz; ¢iinkii onlar aralarinda
asaldir.(*) Her ikisi birden tek de olamaz; ¢iinkii bu ¢ = m* +
n* esitligini ¢ift yapacaktir ki, bunun imkansiz oldugunu daha
once gostermistik. Bu bir sayinin tek bir sayinin ¢ift oldugu
anlamina geldigine gore, b = 2mn, 4 ile boliinebilir. Bu ne-
denle higbir Pisagor ii¢liisii 3 asal sayidan olugamaz. Bu diger
Pisagor ii¢liisii iiyelerinin asal olamayacag1 anlamina gelmez.

Bir anliina iglemi tersine ¢evirelim. Birinin tek, birinin
cift oldugu, m ve n (m > n) aralarinda asal sayilarini diisiiniin.
Simdi biz (a, b, ¢) primitif Pisagor iigliisiinde a = m* - n*, b =
2mn ve ¢ = m* + n* oldugunu gosterecegiz.

Sunu cebirsel olarak gostermek ¢ok kolaydir:

(m* - )’ + 2mn)* = (M’ + n*)’,

denklemi, bu sayilarin bir Pisagor ii¢liisii oldugunu gosterir;
simdi gosterilmesi gereken (a, b, ¢) Pisagor ii¢liisiiniin primi-
tif oldugudur.

Varsayalim ki, a ve b’nin h > 1 bir ortak ¢arpani var. a tek

(*) Bu bize ilkel Pisagor tigliileri elde etme sansini verir. Bu Pisagor iigliileri-
nin 1’den bagka ortak ¢arpani yoktur.
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oldugundan 4 de tek olmalidir. a* + b* = ¢ oldugundan h ay-
n1 zamanda c¢’nin de ¢arpam olmalidir. Ayn1 zamanda A, (m” -
n*) ve (m*+ n*)’nin de ¢arpanlandir; onlarin toplami, 2m* ve
farki da, 2n°

h tek oldugundan, m* ve n*’nin ortak ¢arpamidir. Ne var ki
m ve n (sonug olarak m* ve n*) aralarinda asaldir. Bu nedenle
h ,m ve n’nin ortak ¢arpani olamaz. Bu ¢eliski, a ve b’nin ara-
larinda asal oldugunu kanitlar.

Primitif Pisagor ligliileri yaratmak igin bir formiil gelistir-
dikten sonra, eminim bunu kullanima sokmak istiyorsunuz-
dur. Asagidaki tablo size bazi kiigiik primitif Pisagor iigliile-
rini sunmaktadir.

Baz Primitif Pisagor Ucliileri

m n a b c
2 1 3 4 5
3 2 5 12 13
4 1 15 8 17
4 3 7 24 25
5 2 21 20 29
5 4 9 40 41
6 1 35 12 37
6 5 11 60 61
7 2 45 28 53
7 4 33 56 65
7 6 13 84 85

Tablonun hizli bir incelenmesi gosterecektir ki, bazi pri-
mitif Pisagor iicliileri (a, b, ¢) ¢ =b + | kalibim tasimaktadur.
Bu kalip igin m ve n arasindaki iligkiyi kesfedebilir misiniz?

Fark edeceginiz gibi, bu iigliiler i¢in m = n + 1’dir. Bunun
(tabloda olmayan) diger Pisagor iicliileri i¢cin de dogru oldu-
gunu gostermek icin, m = n + 1 diyelim ve bunun bir Pisagor
licliisii yapmastni saglayalim.

152



a=mt-n=n+1Y-nY=2n+1
b=2mn=2n(n+1)=2n*+2n
c=m?+n=n+1)P+n=2n"+2n+1

Aciktir ki, ¢ = b + 1’dir.

Baska bir dogal soru ise, ardistk dogal sayilardan olusan
tim primitif Pisagor ii¢liilerin bulunmasidir. Yukaridakine
benzer bir metot kullanilarak goriilebilir ki, bu sart1 saglayan
tek tiglii sudur; (3, 4, 5).

Bu uzun gelisimin ardindan simdi, Pisagor tigliileri ve te-
mel sayilar teorisi hakkinda ¢ok daha derin bir kavrayis elde
etmis durumdasiniz. Iste kimi azimli okuyucular i¢in ekstra
arastirilacak konular.

1. Tabloda olmayan 6 primitif Pisagor ii¢liisii bulunuz.

2. Her primitif Pisagor ii¢liisiiniin icinde 3’e boliinebilen
bir elemanin oldugunu gdésteriniz.

3. Her primitif Pisagor ii¢liisiiniin i¢inde 5’e boliinebilen
bir elemanin oldugunu gosteriniz.

4. Her primitif Pisagor ii¢liisiiniin elemanlarinin ¢arpimi-
nin 60’1n kat1 oldugunu gdésteriniz.

5. b* = a + 2 oldugu bir Pisagor ii¢liisii (a, b, ¢) bulunuz.
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Geometrik Harikalar

B u boliim digerlerinden daha uzun; ¢iinkii geometrinin gor-
sel etkisi, matematigin giizelliginin ortaya konulmasinda
¢ok basarili bir ara¢ ta ondan. Bu boliimiin biiyiik bir kismz sa-
dece lise geometrisinin en temel kisimlarinin hatirlanmasini ge-
rektiriyor (ispatsiz tabi ki!). Daha sofistike bir geometri bilgisi
gerektiren ornekler de, daha basit bir sekilde ele alinmgtir.

Birkag baslik geometrideki giizel bir degismezlik kavra-
min1 gozler Oniine seriyor. Bu, bazi1 durumlarda, bir seklin
kritik yonleri ayni kalirken diger parcalarinin degismesi de-
mektir. Yani, varsayalim ki bir ii¢genin yiiksekliklerinin bir
ortak noktada kesistigi olgusunu kabul ettik; istedigimiz se-
kilde liggen cizebiliriz ve bu hep dogru kalacaktir. Kural, kul-
landigimiz iicgenin sekline bagli olmaksizin degismezdir. Bu
degismezler bilgisayarda Geometer’s Sketchpad(*) adli prog-
ramin yardimiyla oldukga giizel bir sekilde gosterilebilir. Or-
negin, bir iicgenin ¢evrel cemberindeki(**) herhangi bir nok-
tadan licgenin kenarlarina (ya da onlarin uzantilarina) ¢izilen
dikmeler, bu kenarlar1 ayn1 dogru iizerinde olan ii¢ noktada
keserler (Simson degismezi).(***) Bumu, Geometer’s Sketc-
hpad ile ¢ok giizel bir sekilde gosterilebilir. Bunu, bu boliim-
de gosterebiliriz ¢esitli degismezlerden yalnizca biri.

(*) Geometer’s Sketchpad Key Curriculum Press tarafindan yayinlanmis
~www.keypress.com— ¢ok yonlii bir bilgisayar programudir.

(**) Bir ¢okgenin ¢evrel gemberi, onun tiim kdselerinin lizerinde olan bir gem-
berdir.

(***) Kolineer noktalar, aynt dogru iizerinde olan noktalardir.
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Pisagor teoreminin eglendirici bir siirii ispat1 vardir; kimi-
si bir sayfayr doldurur; kimisi inanilmaz derecede basittir;
bunlardan biri de eski Amerika bagkani James A. Garfield ta-
rafindan yapilmistir. Bu biiliimde biri de, sizden bazi aktivi-
teleri gerceklestirmenizi isteyen cesitli boliimler ¢ikacaktir;
ornegin, bir kalemi bir resim iizerinde “hareket ettirmek” ya
da uzun bir su bardagini 6l¢mek gibi. Bunlarin her biri bir sii-
rii sira dis1 6zelligi/fenomeni ortaya koyacaklardir.

Ayni sekilde bu boliim de bir siirii sira dig1 geometrik
ozellikle doludur; hepsini islenen konunun giizelligine isaret
etmektedir. Bunlar, okuyucunun bu béliimden en iyi sekilde
yararlanmasi i¢in yapilmistir. Bazi durumlarda ekstra arastir-
ma aydinlatici olabilir.

5.1 Bir Ucgenin Acilarmin Toplam

Herkes tarafindan bilinir ki, bir diizlemsel ii¢genin i¢ acilari-
nin toplami 180°’dir. Cogu kisi mutlaka bunun ne anlama gel-
digini bilir. Oklid¢i geometrinin temeli herkes tarafindan ra-
hatlikla anlagilabilir. Cogu insan bir tam doniis yapmanin 360
derece meydana getridiginden haberdardir. Genel olarak ka-
bul edilmesi ve kullanilmasi disinda bunda kutsal olan bir sey
yoktur. Yani, bir tam doniise 360 derece deme konusunda bir
ortak anlasmamiz vardir. Boylece yarim déniis 180derecedir.

Bir iiggenin agilarinin toplaminin bununla ne ilgisi vardir?
Bunu gostermenin en kolay ve ikna edici yolu, kagit bir ii¢-
genin ii¢ koseni kdgittan ayirmak ve onlari bir araya getirip
diiz bir ¢izgi olusturdugunu gormektir. Diiz bir ¢izgi, bir tam
doniisiin yarisini temsil eder; yani 180 yi.

Bir katlanma prosediirii kullanmak belki de daha derli top-
lu bir yol olacaktir. Kagittan rahatca kullanabileceginiz kadar
biiyiik bir ¢esitkenar iiggen(*) kesin. Daha sonra bir koseyi

(*) Cesitkenar bir ticgen, tiim kenarlar farkli uzunlukta olan liggendir.
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Sekil 1 Sekil 2

karg1 kenara degecek sekilde katlayin; dyle ki katlama ¢izgi-
si o kenara paralel olsun (sekil 1’e bakin).

#,

Sekil 4

Daha sonra geri kalan iki koseyi de birinci koseyle ortak
bir noktada birlesecek sekilde katlayin (sekil 2).gordiigiiniiz
gibi, iicgenin ii¢ acis1 birleserek diiz bir ¢izgi olusturuyorlar
ve boylece bu 180° demektir (sekil 3).

Ne var ki, neden bu katlama isleminin iiggenin li¢ kosesi-
ni kenarinda bir tek noktada bir araya getirdigini gostermek
de olduk¢a hostur. Bu fenomeni ispatlamak, bir iiggenin ig
acilarinin toplam: teoremini ispatlamakla esdegerdir.

Ilgili okurlar icin bu teoremin ispati, sekil 4’ii kullanarak
yapilan kagit katlama egzersiziyle birlikte yapilir. Tepe nok-
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tasinin paralel bir katlama ¢izgisinden(*) katlanmasi (yani,
DE // BC) ile M°de AF | ED olur. MF « AM oldugundan ya
da M AF’nin orta noktasi oldugundan, D ve E sirasiyla AB ve
AC’nin orta noktalardir; clinkii bir tiggenin (ya ABAF ya da
ACAF) bir kenarina paralel olan ve tiggenin bir ikinci kenari-
i da (AF) ikiye ayiran bir ¢izgi, liglincii kenarim da ikiye bo-
lecektir. Bundan sonra sunu gostermek kolaydir; AD z DF ve
DB DF oldugundan benzer sekilde EF = EC’dir; oyle ki, B
ve C’nin katlanmasi F’de birlesir ve B_F? diiz ¢izgisini olus-
turur.

5.2 Pentagram Acilar

Pentagram, geometrideki en ilging sekillerden biridir. Pisa-
gorcular onu kendi sembolleri olarak kullandilar. Diizgiin bir
pentagram Altin Oran’1 igerir (daha sonra hakkinda daha faz-
la sey ogreneceksiniz) ve bu halde Amerikan bayragini elli
kere siisler.

Biliyoruz ki, bir liggenin i¢ acilarinin toplam 180° ve bir
dortkenarlinin i¢ agilarinin toplamui ise 360°°dir. Peki ya pen-
tagramun i¢ agilarinin toplami nedir? Gostermek ¢ok kolay ol-
sa da, biitiin pentagramlarin i¢ agilarinin toplaminin ayni ol-
dugunu kabul edecegiz. Bu su demektir; once diizgiin bir
pentagramin agilarinin toplamini bulacagiz, daha sonra bunu
tiim pentagramlara genellestirecegiz. Bir kdsenin agisini bul-
dunuz mu sorunun cevabinin “kucagina diiseceksiniz”; ¢linkii
biitiin agilar1 benzerdir ve aralarinda nefis bir simetri vardir.

Ne var ki, bdyle bir baglantiyr yapmadigimizi asagidaki
diyagramdaki gibi “cirkin” rastgele ¢izilmis bir pentagramin
acilarinin toplamini bulmaya ¢aligtigimizi varsayalim.

(*) Hafizaniz1 tazelemek i¢in su sembolleri tanimlayalim: // “paraleldir” , L
“diktir”, = “benzerdir” ve ~ “denktir’” demektir.
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.&C Sekil 4

Bunu ucu A’ya yonelmis bir kalemi AC’ye koyarak belir-
leyebiliriz; onu Z£A istikametinde dondiiriiriiz, oyle ki simdi
AD’nin iizerinde ve ucu A ’y1 gdstermektedir. Daha sonra onu
ZD istikametinde déndiiriiriiz, 6yle ki simdi BD’nin iizerinde
ve ucu B’yi gostermektedir. Daha sonra onu £B istikametin-
de dondiiriiriiz, oyle ki simdi BE’nin iizerinde ve ucu B’yi
gostermektedir. Daha sonra onu ZE istikametinde dondiirii-
riiz, oyle ki simdi EC’nin iizerinde ve ucu C ’yi gostermekte-
dir. Son olarak onu ZC istikametinde dondiiriiriiz, oyle ki
simdi AC’nin iizerinde ve ucu C ’yi gostermektedir ki burada
kalem basladig: istikametin ters yoniindedir. Bu nedenle, ka-
lem basladig: istikametin ters yoniinde oldugundan ki bu 180°
derecelik bir doniisle aym seydir; pentagramin i¢ agilarinin
toplami (kaiemin agilari teker teker gecmesiyle goriildiigii gi-

? § ) § ; @
? §§ &) % f (4)
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' (5) ' )

bi) 180° derecedir.

Yeniden, a¢1 hareketleri dizisiyle kalemin dogrultusunun
nasil 180° degistigine dikkat ediniz.

Geometrik “ispatlar” karsisinda kendisini rahat hisseden-
ler i¢in asagidaki ispat sunulmustur. Su kavrami kabul ettigi-
mizi unutmayiniz: bir pentagramin i¢ agilarinin toplami bii-
tiin pentagramlarin i¢ agilarinin toplamiyla aynidir. Pentagra-
min tipi belirtilmedigine gore, pentagrami diizgiin ya da tiim
koseleri bir gemberin lizerinde varsayabiliriz. Her durumda
da, fark ederiz ki, agilarin her biri cemberin ¢evre agilaridir
ve kesilmis yayin(*) oOlciisiiniin yaris1 kadardir.

Sonug olarak sunu elde ederiz:

mZA=1+2mCD [bu, “A agisinin Ol¢iisii CD yayimin dlgii-
sliniin yarisina esittir” diye okunur]

msZB=1+2mED

mZC =1+2mAE

(*) Cevre agl, tepe noktasi ¢gemberin lizerinde olan agidir. Kesilmig yay, bir ag1-
nin kollar tarafindan “belirlenmis” bir cember yayidir. Bir ¢evre aginin dege-
11, kestig yayin olgiisiiniin yaris1 kadardir.
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msZD =1+2mAB
mZFE=1+2mBC

Eger bu esitlikleri toplarsak sunu elde ederiz
mZA + mLB + mZLC + mZD + mZE =
1+2m(CD+ED+AE+AB +BC)=1 +2+360°=180°

Yani, pentagramin agilarinin olgiilerinin toplami, bir cembe-
rinkinin yarisi kadardir, yani 180°. Bir kez daha dikkat ediniz
ki, daha uygun kosullarda sekli belirlenmemis bir pentagram
kullanmak gene! kurallar1 bozmamistir. Diger bir degisle,
seklimizi daha iyi bir sekilde idare edebilecegimiz bir hale
soktuk; ama bu iglem sirasinda hicbir sey kaybetmedik.

5.3 n Uzerine Bazi Kafa Kurcalayan Seyler

Ilkokul yillarimizdan beri 7 ile tanigigiz. Temel matematikte-
ki en popiiler formiiller 27w ve 17 (ve biz ne anlama geldi-
gini o6grendikten sonra bizimle uzun siiredir birlikte olan di-
gerleri) oldugundan m’nin ne demek oldugunu unutmus ve
hatirlatilmasina ihtiyacimiz olabilir. Bunu yapmanin en iyi
yolu, biraz etkileyici bir sey gdstermektir. Belki de asagidaki
“deney” bu ihtiyaci giderebilir.

Uzun ve ince bir silindir su bardagi alin. Bir arkadasiniza
cevresinin yiiksekliginden daha yiiksek olup olmadigini so-
run. Cam bardak oyle secilmelidir ki, yiiksekligi ¢cevresinden
daha biiyilik “goriinmelidir.” (Tipik bir uzun ince su bardag:
bunu karsilayacaktir.) Simdi arkadasiniza (bir ip kullanma-
dan) varsayimini test edip edemeyecegini sorun. Bir ¢embe-
rin ¢evresi ile ilgili formiilii ona hatirlatiniz: C = ntd (% kere
cap). Belki ®’nin 3.14 oldugunu hatirlayabilir; fakat biz daha
yuvarlak olarak 7’yi 3 alacagiz. Boylece ¢evrey. ¢apin 3 kati
olarak alacagiz ki bu kolayca bir kiirdan ya da kalemle “6l¢ii-
lebilir” ve daha sonra bardagin yiiksekligi boyunca isaretle-
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nebilir. Genellikle, dyle “gdriinmese” bile, ¢cevrenin yiiksek-
likten daha fazla oldugunu goreceksiniz. Bu kiigiik optik ya-
nilma 7’nin degerini gostermek acisindan ¢ok yararhdir.

Simdi gerc¢ek bir beyin sokuna geldi sira. « ile ilgili yeni
aciklamay1 kavramak i¢in, sunu bilmelisiniz ki, yakin zama-
na kadar matematik iizerine biitiin kitaplar, onun tarihte ilk
ortaya ¢ikiginda, yani Incil’de (Eski Ahit) onun 3 olarak alin-
digin1 soylemekteydi. Ne var ki yakin zamanda bir arastirma
calismasit bunun boyle olmadigini gostermektedir.(*)

Gizli bir kodun uzun siiredir kayip olan bir sirr1 ortaya ¢1-
karabilecegi diisiincesinden herkes hoglanir. Incil’deki 7’nin
degeri lizerine yapilan olagan yorumlamada da durum boyle-

(dir. Incil’de iki yer vardir ki, ayn1 ciimle gériiliir; bir kelime

disinda her yonden aynidir; bu kelimeler iki atifta farkh ya-
zilmigtir. Kral Solomon tapinagindaki bir kaynak ya da ces-
meden bahseden paragraflar 1. Krallar 7:23 ve 2. Tarihler. 4:2
boliimlerinde bulunabilir ve burada soyle yazar:

Dokme tungtan on arsin ¢apinda, bes arsin derinliginde, ¢ev-
resi otuz arsin yuvarlak bir havuz yaptird.

Burada tasvir edilen dairesel yapinin 30 argin ¢evreye ve 10
arsin ¢apa sahip oldugu sdyleniyor. (bir arsin, parmak ucun-
dan dirsege kadar olan uzunluktur.) Buradan fark ediyoruz ki
Incil ©’yi 3 kabul ediyor: 30 + 10 = 3. Bu agikg¢a 7’nin olduk-
ca ilkel bir yaklasik degeri. “Gaon of Vilna” (Vilna’nin zeka
pariltis1 anlamina gelir) unvanin alan biiyiik, ge¢ on sekizin-
ci yiizy1l modern Incil bilginlerinden biri olan haham Elijah
of Vilna (Polonya) ¢ok ilgin¢ bir kesif yapmistir; bu kesif,
eger matematik tarihi kitaplar1 Incil’in 7t sayisin1 3 aldigin
sOyliiyorlarsa hepsini yanliglayabilir. Elijah of Vilna fark et-
mistir ki, “cizgi uzunlugu” anlamina gelen Ibranice kelime
yukarida bahsedilen iki Incil boliimiinde farkl: bir sekilde ya-

(*) Alfred S. Posamentier ve Noam Gordon, “An Astounding Revelation on
the History of m” Mathematics Teacher 77 (January 1984): 52.
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zilmastir.

1. Krallar 7:23’te nmp olarak, ama 2. Tarihler 4:2’de ise 1p
olarak yazilmustir. Elijah, Ibrani alfabesindeki siralarina gore
Ibranice harflerine sayilarin verildigi (bugiin de kullanilan)
gematria adli Incil analiz teknigini, “¢izgi uzunlugu” kelime-
sinin iki farkli yazilis1 i¢in uygulamigtir ve sunlari bulmustur.

Harflerin degerleri sunlardir; p = 100, 1 =6 ve n = 5. Bu
nedenle “¢izgi uzunlugu” i¢in 1. Krallar 7:23’teki okunus
P =100+ 6+ 5 =111, ama 2. Tarihler 4:2’de ise 1p =6 +
100 = 106’dir. Daha sonra o bu iki degerin oranimi almigtir:
111+106 = 1,0472 (dort basamaga kadar); o bu degerin ge-
rekli diizeltme faktorii oldugunu diisiinmiistiir; ¢iinkii Incil’de
7'nin degeri olduguna inanilan 3 ile carpildiginda 3.1416 el-
de edilir; bu dort basamaga kadar dogru © degeridir! “Vay
canina” tipik bir tepkidir. Bu kavram: saglamlastirmak igin,
cesitli objelerin ¢apini ve ¢evresini bulup ¢evrenin ¢apa ora-
nina bakin. Muhtemelen dort basamak kesinlige ulasamaya-
caksiniz. Ayrnca, dort basamakli kesinlik sinirina ulasmak
i¢in bir¢ok 7 dl¢limiiniin ortalamasini alsaniz bile muhteme-
len yine de buna ulasamayacaksiniz.

5.4 Her Zaman Varolan Paralelkenar

Bir geometrik (6zelli§in ya da) teoremin giicii konusunda
kendinizi giizel bir sekilde inandirmak i¢in birka¢ “cirkin”
(yani, herhangi bir sekilde) dortkenarl ¢izmeye baglayabilir-
siniz. Daha sonra (dikkatli bir sekilde) dértkenarlinin her bir
kenarinin orta noktasini belirleyin. Eger sirayla bu noktalari
birlestirirseniz, her ¢izim karsiniza bir paralelkenar gtkara-
cak. Vay Canina! Bu nasil oldu? (Muhtemelen) bir¢ok fakl
dortkenarl: ile basladiniz. Ve sonugta, hepsinin iginde bir pa-
ralelkenar ortaya ¢ikti.
Iste birkag olasi sonug:
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Bu noktada sorulmasi gereken bir soru da, orijinal dortkenar-
linin parallelkenar: dikdortgen, eskenar dortgen ya da kare

olarak nasil sekillendigidir.
Deneme yanilma ya da durum analiziyle sunu kesfetmis

olmalisiniz:
Orijinal dortkenarlinin kosegenleri birbirine dik oldugun-

da paralelkenar bir dikdértgendir.

Orijinal dortkenarlinin kdsegenleri es oldugunda olusan para-
lelkenar bir egskenar dértgendir.

Orijinal dortkenarlinin kosegenleri es ve birbirine dik oldu-
gunda olusan paralelkenar bir karedir.
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Daha azimli okuyucular i¢in, Geometer’s Sketchpad adl bil-
gisayar programini tavsiye ediyoruz. Yukaridakilerin hepsi-
nin “gercekten dogru” oldugunu gormek isteyen okuyucular
icin kisa bir ispat sunulmugtur; bir lise geometri d6grencisi bu
ispat1 kolaylikla kavrayabilir.

Ispat taslag::

Ispat aslinda su teoreme dayanir: Bir iiggenin iki kenarinin
orta noktalarimi birlestiren bir dogru pargasi, ligiincii kenara
paraleldir ve onun yarist kadardir. Burada olan da aynen budur.

AADB’de AD ve AB’nin orta noktalar1 sirasiyla F ve G dir.

Bu nedenle FG//DB ve FG =2 + 1 BD ve EH//DB ve EH
=2+ 1BD’dir.

Bu nedenle @/E_H_ ve FG = EH’dir. Bu FGHE nin bir
paralelkenar oldugunu dogrular.

Ayrica, eger DB ve AC kosegenleri es ise, o zaman paralelke-
narin kenarlar da es olmalidir; ¢iinkii onlar orijinal dortke-
narlinin kosegenlerinin boyunun yansina esittir. Bu durum
bir eskenar dortgen olusumunu saglar.

Benzer sekilde, eger orijinal dortkenarlinin kosegenleri es
ve birbirine dikse, o zaman, paralelkenarin kenarlan c¢iftler
halinde kosegenlere paralel ve onlarin yarnsi kadar oldukla-
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rindan, paralelkenarin komsu kenarlari birbirine dik ve eg ol-
malidir ki bu onu bir kare yapar.

5.5 Alanlari ve Cevreleri Karsilastirmak

Alanlan1 ve gevreleri karsilagtirmak oldukga ustalik isteyen
bir istir. Verili bir ¢evre bir¢ok farkl alan ortaya koyabilir. Ve
verili bir alan‘bir¢ok farkli gevre tarafindan kapatilabilir. Or-
negin 20 birim cevreye sahip dikdortgenlerin farkh alanlar
olabilir.

A 6 B H : 9 1
L &
4 r *y
P 3 0
D C
5
§ R

ABCD dikdortgenin alani 24, ¢evresi 20’dir.
HIJK dikdortgenin alan1 9, cevresi 20’dir.
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PORS dikdoértgenin alani 25, ¢evresi 20°dir.

Belli bir ¢evreye sahip bir dikdortgenin kaplayabilecegi
maksimum alan, esit en ve boya sahip oldugunda, yani kare
oldugunda gerceklesebilecegi gosterilebilir.

Bunun tersi de dogrudur; verili bir alan igin bir dikdortge-
nin alabilecegi minimum ¢evre eni boyu esit oldugunda, yani
kare oldugunda miimkiindiir.

Benzer sekillerin alanlarini karsilagtirmak ilgingtir. Cem-
berleri diigiinelim.

Varsayalim ki, elinizde esit uzunlukta dort tane ipiniz var.

Birinci iple bir gcember yapalim.

Ikinci ipi, iki es par¢aya boliip bunlardan iki es gember ya-
palim.

Ucgiincii ipi, ii¢ es parcaya boliip bunlardan ii¢ es cember
yapalim.

Dordiincii ipi dort es pargaya boliip bunlardan dort es cem-

ber yapalim.
Bunlar asagida gosterilmistir. Dikkat ediniz ki, her es
cemberler grubunun toplam ¢evresi aynidir.

(2) OC

HOOE
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Cember, Cap, Her cemberin ¢emberlerin her ¢cemberin  Cem.

cevresi, cevrelerinin  alani alani
toplamy, toplami

P 12 12n 12n 361 36w

R 6 61 121 9n 181

Q 4 41 121 4n 121

S 3 3n 121 225t 9rm

Yukaridaki tablonun incelenmesi gosterecektir ki, her bir
cember grubunun ¢evrelerinin toplami aynidir; ama alanlari-
nin toplamlari farklidir. Ayni ipten ne kadar fazla cember ya-
parsak alan o kadar kiiciilmektedir. Bu tam da beklemedigi-
niz bir sey!

Yani, iki esit cember olusturulmusgsa, iki cemberin alanla-
rinin toplami bilyiik ¢emberin yarisidir. Benzer sekilde, dort
esit cember olusturulmugsa, dort cemberin alanlarinin topla-
mu1 biiylik cemberin dortte biridir.

Bu sezgiye aykir1 bir durumdur. Ne var ki, bir u¢ noktayi
diigiinerek, 100 tane esit cember olugturursak, gorecegiz ki bu
cemberlerin alanlarinin toplam: inanilmaz derecede kiiciik
olacak; biiyiik dairenin 100’de biri kadar.

Bu can sikici durumu agiklamaya calisabilirsniz. Size
alanlarin kargilagtirilmasi konusunda yeni bir perspektif ka-
zandiracak.

5.6 Eratosthenes Diinya’nin
Cevresini Nasil Olgtii?

Diinya’nin ¢evresini 6l¢mek bugiin inanilmaz derecede zor
degildir; fakat binlerce yil 6nce bu siradan bir yetenek degil-
di. Hatirlayiniz ki, “geometri” kelimesi “Diinya 6l¢limiinden”
koken alir. Oyleyse, bu mevzuyu en ilkel formu i¢inde diigiin-
mek uygun olur. Diinya’nin ¢evresinin ilk ol¢iimlerinden biri
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yaklagik 10 230 yillarinda Yunan mateamtikgi Eratosthenes
tarafindan gercgeklestirildi. Yaptig1 ol¢iimiin hata derecesi %2
kadardi. Bu 6l¢iimii yapmak i¢in paralel dogrulardaki i¢ ters
acilar kullanmagti.

Iskenderiye’de kiitiiphaneci olan Eratosthenes takvim
olaylar1 kayitlarina girebiliyordu. Yilin bir giinii 6glenleyin
Nil’in iizerindeki Syene (bugiin Aswan) adli bir kasabada Gii-
nes’in yere direk olarak geldigini kesfetti. Sonug olarak derin
bir kuyu tamamen aydinlaniyor ve yere dikilmis bir ¢ubuk
Giines 1s1inlarina paralel oluyor, hi¢ gblge yapmiyordu.

Ne var ki, aym1 zamanda Iskenderiye de bir cubuk golge
yaptyordu. O giin tekrar geldiginde Eratosthenes, ¢ubuk ve
cubuga gelen 151n tarafindan olusturulan agiy: (asagidaki se-
kilde £1) hesapladi. Bunun 7° 12’ ya da 360°’nin 1 + 50’si ol-
dugunu buldu.

Iskenderiye

_____

Merkez

Giines 1sinlari

Diinya

Giines 151nlarini paralel varsayarak, Diinya’nin merkezin-
deki acinin £1’e eg olmas: gerektigini biliyordu; bu nedenle
o da 360°’nin 1 /50’si olmaliydi. Syene ve Iskenderiye hemen
hemen ayni meridyen iizerinde oldugundan, Syene Giineg
1sinlarina paralel olan, ¢emberin yarigapi ilizerinde bulunma-
liydi. Eratosthenes boylece, Syene ve Iskenderiye arasindaki
mesafenin Diinya’nin ¢evresnin 1/50’s1 oldugu sonucuna var-
di. Syene ve Iskenderiye arasimin 5.000 Yunan stadyasi mesa-
fede olduguna inaniliyordu. Bir stadyum, bir Misir stadyumu-
nun ya da Olimpik stadyumun uzunluguna esitti. Bu nedenle
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Eratosthenes Diinya’nin uzunlugunun 250.000 Yunan stadya-
s1 ya da 24.660 mil oldugunu buldu. Bu 6l¢iim giiniimiizdeki-
lere oldukca yakindir. Iste size gercek geometri!

5.7 Diinya’min Cevresindeki Sasirtici Ip

Yukaridaki baslik size, sezgilerinizin her zaman dogruyu gos-
termedigini anlatmaktadir. Okuduklariniz sizi sasirtacak (hatta
sok edecek). Her zamanki gibi, durumu anlamak i¢in kendini-
ze biraz zaman taniyin ve daha sonra onunla miicadele etmeye
calisin. Ancak o zaman sonug, o keskin etkisini gosterecektir.

Diisiiniin ki, Diinya kiiresi ekvatordan sikica bir iple saril-
mis olsun. Ipin uzunlugu 24.900 mil olacaktir. Simdi ipi 1
yarda uzatiyoruz ve gevsek olan ipi ekvatorun ¢evresine yer-
lestiriyoruz; 6yle ki esit bir sekilde Diinya’y1 sarsin. Ipin alti-
na bir fare sigar m1?

Cevreler arasindaki uzakligi bulmanin geleneksel yolu,
caplar arasindaki farki bulmaktir. R ip tarafindan olusturulan
cevrenin (¢cevre C+1) yarigapl olsun ve r Diinya tarafindan
olusturulan ¢evrenin yarigapi olsun (¢evre C).

Bildigimiz ¢evre formiilii bize su sonucu verir:
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Ip

C =2nryada r=-C_

21
ve

- = _C+1
C+1=2nRyadaR= 5

Yarigaplar arasindaki farklari bulmamiz gerekiyor;

= CHl _C _ 1 _ ~571i
R—-r o 57 o .159 yarda = 5,7 ing

Vay canina! Farenin altindan siiriinerek ge¢mesi icin yalnizca
51 + 2inglik bir mesafe var.

Bunun ¢ok sagirtici bir sonug¢ oldugunu kabul etmelisiniz.
24900 millik ipi 1 yarda uzatirsak, ekvatorla arasinda yal-
nizca 5 21 ing kalird1!

Bu boliim, “ekstrem durumlar diisiinmek” olarak adlandi-
rabilecek giiclii bir problem ¢ézme teknigi i¢in oldukga uy-
gundur.

Baslangictaki problemi diisiinelim. Fark edeceginiz ki, ¢6-
zim Diinya’nin c¢evresinden bagimsizdir; ciinkii sonugta
Diinya’nin ¢evresi yoktur. Sadece sunu hesaplamamiz gere-
kir: 1 + 2m.

Iste size ekstrem durumlar kullanilarak yapilan harika bir
¢ozim:

Varsayalim ki, igteki daire ¢ok kiiciik; oyle kiigiik ki ¢ap1
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0 (yani, bir nokta halinde). Yarigaplar arasindaki farki bulma-
miz gerekiyor. R—r=R-0=R.

Oyleyse bulmamiz gereken tek sey, biiyiik cemberin yariga-
pudir, ardindan problem hemen ¢oziilecektir. Kiigiik cemberin
yaricapi 0 oldugundan biiyilik gember icin ¢evre formiiliinii uy-
gulayacagiz

C+1=0+1=2nRveR=1<+2m

Az once Ogrendikleriniz arasinda iki hazine bulunmaktadir.
[lk olarak, o inanilmaz sonucun ortaya koydugu ki, bu basta
hi¢ de beklenen bir sonug degildi. Ikinci olarak gelecekte kul-
lanilmak iizere kuvvetli bir problem ¢6zme teknigi kazandi-
niz.

5.8 Liinler ve Ucgen

Bir liin, iki dairesel yay tarafindan olusturulan (Ay’in genelde
aldig bicim olan) hilal benzeri sekildir. Bir dairenin alan diiz
cizgili(*) sekillerin alanlar ile eslestirilemez. Bu noktada sunu
sOylememiz gerekir ki, antik diinyanin en onemli ii¢ proble-
minden biri dairenin karelestirilmesiydi. Biz bugiin biliyoruz
ki, (isaretsiz bir cetvel ve pergelle) verili bir dairenin alanina
esit bir kare ¢izilemez. Ne var ki biz size, bir dairesel alanin bir
licgenin alanina esit oldugu hos bir 6rnek sunacagiz.

Ik 6nce Pisagor Teoremini hatirlayalim. O teoreme gore:

Bir dik iicgenin kenarlarinin karelerinin toplami hipotenii-
stin karesine egittir.

Bu ayni bi¢cimde su sekilde de ifade edilebilir.

Bir dik iicgenin kenarlart lizerindeki karelerin toplamu, hi po-
tentistin lizerideki kareye egittir.

(*) Diiz cizgili bir sekil, dogrular ile olusturulmus sekildir.
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Bu bir adim daha ileri gétiirebiliriz:

Bir dik ticgenin kenarlari iizerindeki karelerin alanlarinin
toplamu, hipoteniisiin iizerideki karenin alanina egittir.

Aslinda kolayca gosterilebilecegi gibi, kenarlarin iizerin-
deki kareler bagka sekillerle yer degistirebilirler. Oyleyse su-
nu soyleyebiliriz:

Bir dik ii¢genin kenarlar: iizerindeki benzer ¢okgenlerin
alanlarinin toplanu, hipoteniisiin lizerideki ¢okgenin alanina
esittir.

Bu, “benzer ¢okgenlerin” (tabii ki benzer) yarim daireler
oldugu 6zel bir durum i¢in yeniden soyle ifade edilebilir:

Bir dik ii¢genin kenarlart iizerindeki yarim dairelerin alan-
larimin toplamu, hipoteniisiin tizerideki yarum dairenin alani-
na egittir.

Boylece asagidaki ABC dik iiggeni i¢in yarim dairelerin
alanlari su sekilde birbirlerine baglidir:

Alan Q + Alan R = Alan P
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Varsayalim ki P’yi (AB’yi eksen olarak kullanarak) seklin
lizerinde dondiirelim. Soyle bir resim elde edecegiz.

Simdi iki yarim daire tarafinda olusturulmus olan liinlere
odaklanalim. Onlar L; ve L, olarak adlandiralim.

Daha once, Alan Q + Alan R = Alan P oldugunu gosterdik.
Yukaridaki resim i¢in su ayni iligki soyle yazilabilir:

Alan J| + Alan J, + Alan T = Alan L\ + Alan J| + Alan L, +
Alan J,

Eger Alan J, + Alan J;’yi her iki taraftan da ¢ikarirsak su
akil almaz sonucu elde ederiz:

Alan T =AlanL| + Alan L,

Yani, bir diiz cizgili sekli (iicgen) diiz ¢izgili olmayan sekil-
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lere (liinler) esitledik. Bu ¢ok sira disidir; ¢ilinkii dairesel se-
killerin her zaman = ile ilgili olduklar diisiiniiliir; ama dik-
dortgensel (ya da diiz ¢izgili) sekillerin olmadig: diisiiniiliir.

5.9 Her Zaman Varolan Eskenar Ucgen

Oklid geometrisindeki en sira digt iliskilerden birisi, Frank
Morley (yazar Christopher Morley’in babasi) tarafindan
1924°te yayimlanan teoremdir. Teoremini, Cambridge Univer-
sitesi'ndeki meslektaslariyla tartismig; ama Japonya’da oldugu
1924 yilina kadar yayinlamamusti. Bu teoremin giizelligini iyi
bir sekilde anlamak i¢in en iyisi onu Geometer’s Sketchpad
adli programda incelemeyi deneyin. Onu bu sayfalarda goste-
rebildigimiz kadar 1yi gostermeye calistik. Teoreme gore,

Bir iicgenin komgu agi trisektérleri(*) iic noktada kesisir ve

bir eskenar iicgen belirler.
Asagidaki sekle bakin, AABC herhangi bir liggendir.

(*) Burada bir iiggenin bir kenarina en yakin iki ag: trisektoriinden (bir agiy:
lice bolen ¢izgiler) bahsediyoruz.
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D, E ve F’nin, AABC ii¢geninin komsu trisektorlerinin ke-
sisme noktalart olduguna dikkat ediniz. Gordiigiiniiz kimse
yok gibi ADEF eskenar bir iiggendir. Vay canina! Bu eskenar
licgen herhangi bir sekilli licgende ortaya cikabilir. Geome-
ter’s Sketchpad programi size farkli AABC iiggenlerinde
ADEF’nin nasil hala eskenar iicgen olarak kaldigini giizel bir
sekilde gosterebtlir.

Bu sasirticr iligkiyi gérmeniz i¢in Geometer’s Sketchpad
tarafindan yaratabileceginiz birka¢ sekil. Bu gercekten geo-
metrideki en inanilmaz (yani, sasirtici) iligskilerden biridir ve
o sekilde sunulmahdir. Dikkatli olun; ispati Oklid geometri-
sindeki en zor ispatlardan biridir.(*)

(*) Birgok ispat surada bulunabilir: A. S. Posamentier ve C. T. Salkind, Chal-
lenging Problems in Geometry (New York: Dover, 1996), syf 158-61.
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5.10 Napolyon Teoremi

Cok az bir geometri bilgisiyle ispatlanabilecek — yine de go-
riiniiste ispatlanmasi zor olan— iligkilerden birisi de Napol-
yon’un adi tasiyan teoremdir. Giiniimiiz tarihgileri bunu Na-
polyon’un askeri miihendislerinden(*) birine atfetmektedir-
ler. Kolay olup da ispatlanmasi zor bir teorem nasil olur? Bu
bir ¢celigki gibi gelse de zorunlu olarak o sekilde degerlendi-
rildigini géreceksiniz. Aslinda bunu ispatlamak ¢ok yararldir
ve ispatin sonucunun —yani dogrulugu gosterilmis teoremin—
inanilmaz derecede yararli bircok uzantisi vardir. Diger bir
deyisle, ispat1 yapmak eglenceli olabilir (ya da en azindan bir
basar1 duygusu verir); ama bir kere sonuca ulastiimizda kar-
simiza gercekten hos “malzemeler” ¢cikmaya baglar.

Napolyon Teoremi: (Herhangi bir sekildeki) bir iicgenin her
bir kogsesini, bu kosenin baktigi kenarin iizerine cizilen eske-
nar tigcgenin tepe noktasina birlegstiren dogru parcalar: egtir.

(*) Bu miihendislerden birisi, 1785°’te askeri akademide matematikten sinav
olacak olan on alt1 yagindaki Napolyon Bonaparte ile tanisan iinlii matematik-
¢i Pierre-Simon de Laplace’d1.
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Yani, AADC, ABCE ve AABF eskenar liggenler ise, AE, BD
ve CF estirler. Bu durumun garip dogasina dikkat ediniz;
clinkii biz herhangi bir licgenle basliyoruz ve bu hali ayni ka-
liyor. Eger kendi licgeninizi ¢izerseniz, yine ayni durumla
karsilasacaksiniz. Cetvel ya da pergel ya da Geometer’s
Sketcpad bu is icin ¢ok uygundurlar; ne var ki sondaki daha
1yidir.

Bu teoremin sakladigi maceralara yelken agmadan once,
bu teoremin nasil ispatlandig: ile ilgili ipuclar1 vermek yarar-
11 olacaktir. Es olma durumunu gostermek icin yapilacak nu-
mara uygun iicgenleri belirlemektir. Bunlar kolayca belirle-
nemez. Bir ¢ift asagida gosterilmistir. Bu iki liggenin benzer-
ligi, AE ve BD’nin esligini ispatlamaktadir. Bunlar gibi diger
ticgenler de bulunarak, diger dogru pargalarinin esligi ispatla-
nabilir.

Bu sekilde birkag sira dig1 6zellik vardr. Omegin, dikkat et-
memis olabilirsiniz; AE, BD ve CF’de ayni zamanda aym
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yerde kesisirler (yani, ortak bir nokta icerirler). Bu kavram li-
se geometri derslerinde pek incelenmez. Tabii ki, sorgusuzca
kabul etmeyecegiz. Bu da kanitlanmalidir; fakat amaglarimiz
dolayisiyla ispatlamadan birakacagiz.(*)

O noktasi yalnizca li¢ dogru pargasinin ortak noktasi degil,
ayni zamanda orijinal licgendeki koselere olan uzakligin top-
laminin minimum oldugu tek noktadir. Bu siklikla ABC ii¢-
geninin minimum uzaklik noktas olarak adlandirilir. Uggenin
icindeki, bu nokta digindaki diger tiim noktalardan koselere
cizilen ¢izgilerin toplam uzunlugu hep bu minimumdan daha
fazladir.

Bu yetmezmis gibi, bu O noktasi, kenarlarin esit agilar
karsisinda oldugu tek noktadir. Yani, LAOC = mZLCOB =
m<ZBOA = 120°.

A

(o] B

Daha bitmedi! Bu ii¢ eskenar iicgenin merkez noktasini belir-
leyin. Bunu bir siirii degisik sekilde yapabilirsiniz. Ug yiik-
sekligin, a¢1 ortayin ya da kenar ortayin kesisim noktasini bu-
larak mesela. Bu noktalari birlestirmek ortaya bir eskenar iig-
gen cikaracaktir. Hatirlayin, basta rastgele bir (AABC) liggen
cizdik ve tiim bu nefis 6zellikler ortaya ¢ikti.

(*) Bu teoremin ve onun uzantilarinin ispat: igin bakimz: A. S. Posamentier,
Advanced Euclidean Geometry: Excursions for Secondary leachers and Stu-
dents (Emeryville, Calif: Key Collage Publications, 2002), bolim 4.
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Geometer Sketchpad gibi bir bilgisayar programi kullanarak
goreceksiniz ki, baslangictaki iicgenin seklinden bagimsiz
olarak, yukaridaki tiim iligkiler dogrudur. Su ilging¢ soruyu
kendinize sorabilirsiniz: Eger C noktasi AB’nin iizerinde ol-
sayd1 ve boylece orijinal ii¢geni ortadan kaldirsaydi ne olur-
du? Asagidaki sekle bakin.
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Allah Allah!; Eskenar KL M iiggenimiz hala duruyor! Belki de
daha sasirtict olan (olabilirse) bu teoremin genellestirilmesi-
dir. Yani, diyelim ki, rastgele ¢izdigimiz licgenin kenarlarina
uygun sekilde yerlestirilmis licgenler ¢izecegiz ve bunlarin
merkezlerini birlestirecegiz (bu sefer sececegimiz ‘“‘merkez-
ler” konusunda tutarli olmaliyiz —sentroid, ortasantr, insantr
vb.).(*) Ortaya cikacak sekil, bu ii¢ benzer iicgene benzer
olacaktir.

Geometer’s Sketchpad gibi programlar yardimiyla, rastge-
le sectigimiz ilicgenimizin kenarlar iizerine distan ¢izdigimiz
licgenler lizerine sdyledigimiz her sey, icten ¢izilen licgenle-
re de genisletilebilir.

Boylece bu basit teoremden, bircok yeni baginti ortaya
¢ikty; bunlarin bir cogu bagimsiz olarak kesfedilebilir —ozel-
likle, eger elinizde bir bilgisayar ¢izim programi varsa.

5.11 Altin Dikdortgen

Matematigin giizelliginden bahsettigimizde, bir¢ok sanatgi-
nin en giizel dikdortgen olarak niteledigi seyden de bahsede-
biliriz. Altin Dikdortgen olarak da adlandirilan bu sekil, cogu
psikolog tarafindan diger dikdortgenlere gore estetik agidan
en huzur verici olan olarak diisiiniiliir. Bu genellikle mimar-
likta ve sanatta kullanilmistir. Ornegin, Yunanistan, Atina’da-
ki Parthenon’un sekli Altin Dikdortgen’e dayanir. Klasik sa-
nattaki eserlere baktigimizda, Altin Dikdortgen’in ¢ok basat
oldugunu goriiriiz.

(*) Sentroid, bir iiggenin kenar ortaylarinin kesisme noktasidir. Ortasantr, bir
tiggenin yiiksekliklcrinin kesigme noktasidir. Insantr, bir iggenin a1 ortaylari-
nin kesisme noktasidir.
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Bir Altin Dikdortgen olusturmak icin ABEF Kkaresi ile bagli-
yoruz (asagidaki ilk sekle bakiniz). ABEF karesinin bir kena-
rinin orta noktasi M’yi belirleyin ve M E uzunlugunda bir ya-
rigap1 olan dairesel bir yayr M merkez olacak sekilde ¢izin.
Yayin AF uzantist ile kesistigi D noktasini bulun. Daha sonra
D noktasindan AD’ye dik bir dikme ¢ikarin ve bu, C nokta-
sinda BE ile birlegsin. ABCD dikdortgeni bir Altin Dikdort-
gen’dir. Bu bir cetvel ve pergelle yapilabilir ya da belki de
Geometer’s Sketchpad kullanabilirsiniz.
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Iste size Altin Dikdortgen’in hos bir uzantisi. Asagidaki gos-
terildigi gibi, eger Altn Dikdortgen iginde siirekli olarak ka-
reler olusturursak, ortaya ¢itkan dikdértgenlerin her biri Altin
Dikdortgen olur; yani bu bastaki dikdortgene benzerdir; ¢iin-
kii biitiin Altin Dikdortgen’ler benzerdir.

8 E G
N K p 7
S44 R
;4 e
4 M F T o

ABEF karesini ABGD Alun Dikdértgen’inden ¢ikarin ve
EGDF Altin Dikdortgen’ini elde edin.

EGJN karesini EGDF Alun Dikdoértgen’inden ¢ikarin ve
JDFN Altin Dikdortgen’ini elde edin.

PJDT karesini JDFN Alun Dikdortgen’inden ¢ikarin ve
TFNP Altun Dikdortgen’ini elde edin.

TFHQ karesini TFNP Altin Dikdortgen’inden ¢ikarin ve
HNPQ Altin Dikdortgen’ini elde edin.

HNKL karesini HNPQ Altin Dikdortgen’inden ¢ikarin ve
KPQL Altin Dikdortgen’ini elde edin.

KPRS karesini KPQL Altin Dikdortgen’inden ¢ikarin ve
SRQOL Altin Dikdortgen’ini elde edin.

Vb.
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Dikkat ediniz ki, her defasinda bir kare bir Altin Dikdort-
gen’den cikariliyor ve ortaya bir Altin Dikdortgen ¢ikiyor.

Yukaridaki resmi ¢izdiginizde asagida da gosterildigi gibi,
ceyrek dairesel yaylar ¢cizmelisiniz. Ortaya ¢ikacak resim asa-
g1 yukar1 logaritmik bir spiraldir.

8

En biiyiik iki Altin Dikddrtgen’in kdsegenlerini ¢izerek,
asagida da gosterildigi gibi spiralin bitim noktasini belirleye-
biliriz.

Eger bu sekli kesin bir sekilde ¢izerseniz, BD ve GF’nin di-
ger Altin Dikdortgen’lerin kosegenlerini de igerdigini gore-
ceksiniz. Ayrica BD 1 GF dir.

Benzer bir spiral, sirayla biiyiikten kiiciige her karenin or-
tas1 bulunarak ve asagidaki gibi ¢izilerek olusturulabilir:
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Bu dikdortgenle ilgili giizelliklerin bir sinir1 yok. Iste bu
yiizden ona Altin Dikddrtgen deniyor.

5.12 Kagit Katlama ile Olusturulan Altin Oran

Matematikte giizel olan bir¢ok sey vardir; ama giizellik her
zaman ilk bakista belli olmaz. Fakat bu Altin Oran i¢in gecer-
li degildir; ¢linkii hangi bicimde sunulursa sunulsun ilk bakis-
ta giizellik gozler oniine serilir. Altin Oran, bir dogru pargasi
belli bir noktayla bdliindiigiinde ortaya ¢ikan oran olarak ni-
telenebilir.

B P A

- - ry

AB dogru pargasi i¢in P onu AP ve BP dogru parcalarina bo-
ler (ya da ayirir) oyle ki, AP + PB =PB + AB. Bu oran gorii-
niise bakilirsa Misirlilar ve Yunanlilar tarafindan biliniyordu;

B P A

- - .

fakat ilk olarak Altin Oran seklinde isimlendirilmesi Leonar-
do Da Vinci tarafindan oldu; Leonardo Da Vinci Fra Luca Pa-
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cioli’nin bu konuyla ilgili De Divina Proportione (1509) ad-
L1 kitabina sekiller ¢izmisti.

Altin Oran’la ilgili bitmez tiikenmez giizellikler vardir.
Bunlardan bir tanesi oldukg¢a kolaydir; bir kisi yalnizca bir
parca kigidi katlayarak orani olusturabilir.

3 ya da 4 santim genisliginde k&gt bir serit alin ve bir dii-
gliim atin. Daha sonra asagida gosterildigi gibi diigiimii dik-
katli bir sekilde yassilastirin. Unutmayin ki, ortaya ¢ikacak
olan sekilin diizgiin bir besgen olmasi gerekiyor; yani tiim
acilar1 ve kenarlar1 ayni olan bir besgen.

</

Eger nispeten ince ve saydam bir kagit kullanip onu 1s18a
tutarsaniz; kosegenleri ile birlikte bir begsgen gormeniz gere-
kir.(*) Bu kosegenler Altin Oran’la birbirleriyle kesisirler.
(asag1 bakin).

Simdi asagidaki besgene daha yakindan bakalim. D nok-

tast AC’yi Altin Oran’la boler; yani DC -- AD = AD = AC’dir.
O zaman, AD dogru pargasinin uzunlugunun, kisa parcga

(*) Bu kosegenler diizgiin pentagram olarak adlandirilan beg koseli yildiz
olustururlar.
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(DC) ve tiim parganin (AC) orta orantilist oldugunu séyleye-
biliriz.

Bazi okuyucular i¢in Altin Oran’in degerini gostermek yarar-
I1 olacaktir. Bunu yapmak igin, tepe agist (£A) 36° olan bir
ABC ikizkenar liggeni(*) ile bagliyoruz. Simdi de ZABC’nin
BD agiortayin diisiiniin (asagidaki sekle bakin):

ms/DBC = m£ZABD = 36° oldugunu bulduk.
Bu nedenle AABC ~ ABCD’dir. AD = x ve AB = 1 diyelim.
AABC ve ABCD ikizkenar oldugundan BC = BD = AD = x’dir.

(*) Bir ikizkenar tiggen, iki kenan aym uzunlukta olan ii¢gendir.
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Yukaridaki benzerlikten: x + 1 = 1-x + x'dir.

Bu bize sunu verir: X’ + x—1 =0ve x = (\f5 — 1) + 2 (ne-
gatif kok AD uzunlugu icin kullanilamaz.)

(5-D+2=1=+9¢ oldugunu biliyoruz (b6lim 4.8’den).

AABC iiggeni icin kenar + taban orani = 1+ x = ¢’dir ki bu
Altin Oran’dir.

Bu nedenle bunu Alnin Uggen olarak adlandiririz.

5.13 Duzgiin Besgen, O Kadar da Degil

[saretsiz bir cetvel ve pergelle cizilebilecek en zor sekillerden
birisi diizgiin besgendir. Bunu yapmanin bir¢cok yolu olmasi-
na ragmen higbirisi de kolay degildir. Altin Oran’in orada ol-
dugunu bilerek kendi ¢izim tekniginizi gelistirebilirsiniz.
Yillardir miihendisler diizgiin bir besgen gibi goriinecek
bir seklin ¢izilmesiyle ilgili bir metot iizerinde ¢alistyorlar; ne
var ki dikkatli bir inceleme bunun birazcik diizensiz oldugu-
nu ortaya koyar.(*) Asagida sunulan metot, iinli Alman sa-
natc1 Albert Diirer tarafindan 1525 yilinda gelistirilmistir.
Asagidaki sekli takip ediyoruz. AB dogru parcasi ile bas-
layarak AB yaricapli bes cemberi su sekilde ¢iziyoruz:

1. A ve B noktalar1 merkez olacak sekilde ve O ve N’de ke-
sisecek sekilde cemberleri ¢izin.

2. Daha sonra Q merkezli cember A ve B cemberleriyle si1-
rasityla R ve S noktalarinda kesisecek sekilde ¢izilecektir.

3. ON, Q cemberi ile P noktasinda kesisecek.

4. SP ve RP, A ve B cemberleriyle sirasiyla £ ve C nokta-
larinda kesisecek.

5. E ve C noktalan merkez olacak sekilde AB yaricapl
D’de kesisen ¢cemberleri ¢izin.

(*) Hatalarin nerede bulundugu ile ilgili bir tartiyma igin bkz: Alfred S. Posa-
mentier ve Herbert A. Hauptman, 101 Great Ideas for Introducing Key Concepts
in Mathematics (Thousand Oaks, Calif.: Corwin Press, 2001), syf 141-46.
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6. ABCDE besgeni (varsayildigina gore) diizgiin bir bes-
gendir.

Besgen diizgiin “goriinse de”, ZABC bir derecenin 22 + 60’1
kadar daha biiyiiktiir. Yani, ABCDE’nin diizgiin bir beggen
olabilmesi i¢in her aginin 108° olmasi gerekir; ama biz
mZABC = 108.3661202° acgiya sahibiz. Bunu Geometer’s
Sketchpad ile ya da basitge bir parca kigida ¢izmeyi deneye-
bilirsiniz; regetesi olduktan sonra, bu sanat eserini ¢izmek ko-
lay olacaktir.
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5.14 Pappus Degismezi

Geometrideki en nefis iligskilerden biri, bir seyin seklinden
bagimsiz olarak iliski dogru kaldiginda olusur. Yani, telefon-
dan dinlenen talimatlara gore bir sekil ¢izildiginde; her seklin
¢izimi kisiden kisiye gore degisecek olsa da bir pargasi her
zaman ayni kalacaktir. Bunu degismez olarak adlandiririz.
Boyle bir durum bize, Collection(*) adli kitabinda (yaklasik
IO 300-350) Iskenderiyeli Pappus tarafindan gosterilmistir;
bu kitap o zaman geometride bilinenlerin bir derlemesiydi.
Gelin simdi onun bize biraktiklarina bir bakalim ve hayran
kalalim.

Herhangi iki ¢izgi ve bunlarin iizerinde herhangi bir yerde
li¢ nokta diigiiniin. Daha sonra birinci ¢izgide noktalar ikinci
cizgideki noktalarla birlestirin; ama karsilikli noktalar birles-
tirmekten sakinin; yani, birinci ¢izginin en sagindaki noktay-
la ikinci ¢izginin en sagindaki noktay: birlestirmeyin ve orta
noktalari da birbiriyle birlestirmeyin.

Yukaridaki sekilde ii¢ kesisim noktas: G, H ve [ isaretlen-
mistir. [ste sagirtict olan sey: gizgileri nasil gizerseniz ¢izin ya
da noktalar ¢izgiler ilizerinde nereye koyarsamiz koyun, G, H

(*) Bu, Collection’da lemma 13 ve 6nerme 139 olarak yazilmistir.
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ve I noktasi kolineerdir (yani, hepsi ayni dogru iizerinde bu-
lunurlar)!(*)

Bu sagirtict sonug geometrinin giizelliginin bir bagka ispa-
tidir. Bu sasirtict sonucun gergekligine iyice inanmak icin bir-
kag sekil daha ¢izmeyi deneyebilirsiniz.

5.15 Pascal Degismezi

1640°da, on alt1 yagindaki iinlii matematik¢i Blaise Pascal,
Essay pour les coniques isimli, bize kavrayis yiikli bir teo-
rem sunan bir sayfa uzunlugunda bir makale yayimladi.
Mysterium hexagrammicum olarak isimlendirdigi seye gore
bir konik kesimin(**) i¢ine cizilen bir altigenin karsit kenar-
larinin kesisim noktalar kolineerdi(***) (yani, ayni dogru
tizerindeydiler). Tartismamizi olabildigince basitlestirmek
icin en bilinen konik kesiti kullanacagiz: cember.

Cemberin i¢ine ¢izilmis (yani, tiim koseleri cemberin iize-
rinde) bir ABCDEF altigeni diisiiniin. Bunu bagimsiz olarak
ya bir kagit ilizerine ya da daha iyisi, Geometer’s Sketchpad
ya da benzer bir program kullanarak yapabilirsiniz. Burada
mesele, kargit kenarlarinin kesisimleri alinabilecek bir altigen
sekli ¢cizmektir —yani, karsit kenarlar1 paralel yapmayin.

Karsit kenar ciftleri ve (onlarin uzantilarinin) kesisimleri:

@ ve l—)—_l—f I noktasinda kesisir
B_C ve lz , H noktasinda kesigir
DC ve FA, G noktasinda kesisir

(*) Pappus teoreminin bir ispat1 i¢in bkz: Alfred S. Posamentier, Advanced
Euclidean Geometry: Excursions for Secondary Teachers and Students
(Emeryville, Calif: Key Collage Publications, 2002).

(**) Bir konik kesim, bir koniyi kesen bir diizlemle olusturulan bir egridir. Bu
bir ¢gember, elips, parabol ya da hiperbol olabilir.

(***) Pascal teoreminin bir ispati1 i¢in bkz: Alfred S. Posamentier, Advanced
Euclidean Geometry: Excursions for Secondary Teachers and Students
(Emeryville, Calif: Key Collage Publications, 2002)
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Dikkat ediniz ki, G, H ve I ayni dogru iizerindedir.

Iste karsimizda gember iizerine ¢izilmis farkl sekilli bir al-
tigen. Yine, sekilden bagimsiz olarak altigenin karsit kenarla-
rinin uzantilarinin kesisimleri ayni dogru iizerinde bulunmak-
tadir (yani, H, G ve I noktalar1 kolineerdir).

Eger bunu bir bilgisayarda yaparsaniz, altigenin sekli ne
olursa olsun, G, H ve I’nin ayni dogru iizerinde bulunacagini
goreceksiniz. Burada sasirtic1 olan sey, bu olaymn altigenin
seklinden bagimsiz olusudur. Altigeni, benzemeyecek sekilde
egri biigrii ¢izseniz bile, karsit kenarlarin nerede oldugunu ve
kdse noktalarinin ¢cember iizerinde nerede oldugunu bildigi-

193



niz siirece ayni1 dogru lizerinde olma olay1 bozulmayacaktir. V
yine bu, Geometer’s Sketchpad ile rahatlikla gosterilebilir.

Bir sonraki (biraz bozulmus) sekilde, basglangictaki altige-
nin kenarlarinin isaretleri aracilifi ile burada kullanilan alti-
geni tamimlayabilirsiniz. Karsit kenar ciftleri ve (onlarin
uzantilarinin) kesisimleri:

@ ve EE, I noktasinda kesisir
BCve EF, H noktasinda kesisir
DC ve FA, G noktasinda kesisir

Bu G, H ve I kesisim noktalar1 hdla ayni dogru iizerindedir.

Bu gercekten, yukaridaki sekilde olan seyin nedenini anlama-
ya sizi tegvik edebilecek sasirtici bir bagintidir.

5.16 Brianchon’un Pascal’in Fikrini
Dahiyane Bir Sekilde Genisletmesi

1806’da, yirmi bir yasinda, Ecole Polytecnique’de 6grenci
olan Charles Julien Brianchon (1785-1864) Journal de L' Eco-
le Polytecnique’de, daha sonra izdiisiimsel geometride konik
kesitlerin incelenmesine en temel katkilardan biri olacak bir
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makale yayinladi.(*) Onun ortaya koydugu ilerleme Pascal ’1n
bir sekilde unutulmus olan teoreminin ve onun sonuglarinin
yeniden ifade edilmesiydi; bu teoremden sonra Briachon ye-
ni bir teorem ortaya att1 ve daha sonra bu onun adini tagima-
ya basladi. “Bir konik kesitin ¢evresini saran bir altigenin ii¢
kosegeni aymi noktada kesisir” diyen Brianchon’un teore-
mi(**) Pascal’n teoremi(***) ile oldukc¢a benzerlik gosterir.
Pascal teoremi ile Brianchon’un kesfettigi sey arasindaki
iliskiyi tam olarak anlayabilmek i¢in ilk olarak, matematikte
dualite (ikilik) kavraminin ne oldugunu iyi anlamak gerekir.
Bir ifadedeki tiim anahtar kelimeler onlarin dual kelimeleri
tarafindan yer degistirildi§inde olusan ikinci ifade, birinci
ifadenin dualidir. Ornegin, nokta ve dogru; ayn1 dogru iizerin-
de olma ve tek noktada kesisme; ¢cemberin lizerinde olma ve
cemberin ¢evresinde olma; kenarlar ve koseler vb. dual keli-
melerdir. Iste karsimizda bir ikilik iligkisi. Nokta ve dogru te-
rimlerinin nasil yer degistirebildigine dikkat ediniz.

Iki nokta bir dogru belirler.
Iki dogru (kesisen dogrular tabii ki) bir nokta belirler.

Asagida Pascal teoremini ve onun yaninda da Brianchon teo-
remini goreceksiniz. Dikkat ediniz ki, Pascal’in ifadesindeki
kelimeler onlarin dual kelimeleri ile yer degistirdiginde orta-
ya Brianchon teoremi ¢ikiyor. Boylece, aslinda bu teoremler
birbirinin dual teoremleridir.

Pascal teoremi
Bir konik kesit iizerine ¢izilmis bir altigenin karsit ke-
narlarmin Kkesisim noktalar1 aym dogru iizerindedir.

(*) Izdiigiimsel geometri, izdiigiim durumunda degismeyen geometrik ozellik-
leri inceler.

(**) Brianchon teoreminin bir ispat1 i¢in bkz: Alfred S. Posamentier, Advan-
ced Euclidean Geometry: Excursions for Secondary Teachers and Students
(Emeryville, Calif: Key Collage Publications, 2002).

(***) D. E. Smith, ed., Source Book in Mathematics, (New York: McGraw-
Hill, 1929), syf 336.
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Asagidaki sekilde, ABCDEF altigeni bir ¢cemberin gevre-
sine ¢izilmigtir. Tipk: Pascal teoreminde oldugu gibi, yalniz-
ca basit bir konik kesiti, cemberi gbz oniine alacagiz. Brianc-
hon teoremine gore karsit koseleri igeren dogrular tek bir
noktada birlesmektedir. Bunun dogru oldugunu bir cemberin
cevresine cizilmis farkh sekilli altigenleri deneyerek gorebi-
lirsiniz. Bir kez daha, bu seklin basitliginin ve sonuglarinin
onun giizelligini nasil da yansittigin1 goriiyoruz.

Brianchon teoremi
Bir konit kesit cevresine c¢izilmis bir altigenin karsit ko-
selerinin birlesim noktalari tek bir noktadir.

[+

Bunu soyledikten sonra sunu da one siiriiyor; eger A, F ve
E ayni dogru iizerinde olacak sekilde hareket ettirilirlerse ki
bu durumda F noktas: teget noktasi olacak ve bir besgen olu-
sacaktir; ayni teorem gecerlidir. Yani, ABCDE ¢emberin ¢ev-
resine ¢izilmis bir beggen ise, o zaman CF, AD ve BE tek bir
noktada kesisir.
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Bir dakika durun ve yukaridaki altigenle ilgili durumun
miithigligine bakin ve kendinize bu iligkiyi kavramak i¢in bi-
raz zaman verin. Bu sizi kesinlikle daha fazla arastirma yap-
maya tesvik edecektir!

5.17 Pisagor Teoremi’nin Basit Bir Ispati

Matematikte en ¢ok bilinen iliskilerden birisi Pisagor teore-
midir. Okulda 6grendigi matematiksel olaylar icinde neden
yetigkinler en ¢cok bu formiilii akillarinda tutarlar? Acaba, bu
formiile alfabenin ilk ii¢ harfini vermemizden dolay: olabilir
mi? @’ + b* = ¢% tipki abeceyi 6grenmek gibi.

Aciktirki, Pisagor teoremi geometrinin bir cogunun ve tri-
gonometrinin tamaminin temelidir. Bu nedenle, yeni bir ispat
yapacak olan kimsenin, ispatinin Pisagor teoreminin kendisi
tarafindan ispatlanabilen bir bagintiya dayanmamasina dikkat
etmelidir. Trigonometride durum bdyledir. Pisagor teoremi-
nin higbir ispati trigonometrik bagintilara dayanamaz; ¢ilinkii
bu bagintilar Pisagor teoremine dayalidir ve eger bunu yapar-
sak bu dongiisel bir uslamlama olacaktir —gecerli degildir.

Simdi ispata gelelim. Oldukga basit; fakat su teoreme daya-
niyor: Eger bir cemberde iki kiris kesisiyorsa, bir kirisin par-
calarinin carpimy, diger kirisin parcalarinin ¢arpimina esittir.

Asagidaki sekilde, iki kesigen kirig i¢in bu teoremin anla-
mipeq=residi.
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Simdi, AB capli bir cemberi ve buna dik ED_kirigini diisii-

nelim.
A
b
cob

Bu sefer kesisen iki kirisin parcalarinin ¢carpimi bize sunu
verir: (c-b) (c+b) = a’.

O zaman ¢’ — b’ = @ olur ve bu nedenle @* + b* = ¢*’dir. Pi-
sagor teoremi tekrar kanitlanmistir. Onun yaymlanmasindan
sonra daha pek ¢ok ispat olsa da, 370 ispatin giizel bir derlen-
mesi 1940°da Elisha S. Loomis tarafindan yayinlanan The
Pythagorean Proposition adli kitaptir ve bu daha sonra Nati-
onal Council of Teachers of Mathematics tarafindan 1968’de
tekrar yaymlanmugtur.

- - o j
v

5.18 Pisagor Teoremini Katlamak

Ogrencilerin Pisagor teoremini kanitlamak i¢in yaptigi o mii-
cadelelerden sonra, diisiiniin ki bu iinlii teoremi sadece kagit
katlayarak ispatliyoruz. Ilk diisiinceniz herhalde “nigin ho-
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cam bana okuldayken bunlar1 gostermedi?” olacaktir. Giizel

bir soru. Bu belki de, ¢cogu yetigkinin ni¢in, matematigin gii-

zel bir sey oldugu ve icinde miithis zevkler tasidigi konusun-

da ikna edilmeleri gerektiginin sebeplerinden de birisidir.
Pisagor teoremi sudur:

Bir dik iicgenin kenarlarimin karelerinin toplamy (*) bu dik iic-
genin hipoteniisiiniin karesinin toplamina esittir.

ve sunu ortaya atiyoruz:
Bir dik iicgenin kenarlarindaki benzer ¢okgenlerin alanlarinin
toplamu, bu dik li¢genin hipoteniisiiniin iizerindeki ¢okgenin ala-

mna esittir.

ED—yl'jksekligi olan asagidaki iicgene bakiniz.

A

fod B

Dikkat ediniz ki, AADC ~ ACDB ~ AACB’dir. Yukaridaki
sekilde, AADC ve ACDB (sirasiyla, AC ve CB iizerinden)
AACB iizerine katlanmiglardir. Béylece aciktir ki; alan AADC
+ alan ACDB = alanAACB’dir. Eger katlanmis iicgenleri geri
acarsak (kendi lizerine katlanmiy AACB’yi de katarak), sunu
elde ederiz: bu bize benzer ¢cokgenlerle ilgili (burada licgen-
ler) Pisagor teoreminin uzantisimi gosterir: Bir dik iicgenin
kenarlarindaki benzer ¢cokgenlerin alanlarinin toplam, bu dik
licgenin hipoteniisiiniin lizerindeki ¢cokgenin alanina esittir.

(*) Burada karelerin alanlarindan bahsediyoruz; ilerde de dik tiggenlerin alan-
larindan bahsedecegiz.
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Bu oziinde kagit katlama ile Pisagor teoremini “kanitlar!”
Asagi bakiniz.

5.19 Bagkan James A. Garfield’in
Matematige Katkilari

Su iinlii soruyu sorarak basglayalim: Su ii¢ adamin ortak nok-
tas1 nedir: Pisagor, Oklid ve James A. Garfield (1831-1881),
Amerika Birlesik Devletleri’nin yirminci baskani.

Birkag dakikalik saskinliktan sonra, merakinizi bu ii¢ ada-
min da Pisagor teoremini ispatladigini soyleyerek giderece-
giz. I1k iki adamin bunu yapmasi pek de biiyiik bir siirpriz de-
gil; ama ya Garfield? O bir matematik¢i degildi. Matematik
egitimi almadi bile. Aslinda, onun geometri ¢aligmalar: Pisa-
gor teoreminin ispatini yayinlamadan yirmi beg y1l 6nce basg-
lamigt1 bu egitimde yalnizdi ve bu egitim resmi degildi.(*)

Temsilciler Meclisi’nin iiyesiyken temel matematikle “oy-
namay!” seven Garfield, bu teoremin hog bir ispatini buldu.
Daha sonra bu, 7 Mart 1876’da geometri dersi vermeye gitti-
gi Dartmouth Koleji’ndeki iki profesor tarafindan tegvik edil-
mesiyle New England Journal of Education’da yayinlandi.
Metin soyle baslar:

(*) 1851 ekiminde giinliigiine sunlari yazmistir: “Bugiin bir hoca ya da simif
olmadan geometri ¢aligmaya bagladim.”
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Ohio Kongre iiyesi General James A. Garfield’le yapilan ki-
sisel bir roportajda bize pons asinorum’un(*) asagidaki ispa-
t1 gosterilmigtir ki o buna bazi matematiksel eglenceler ve
diger iiyelerle yapti§: tartigmalar sirasinda rastlamustir. Bunu
daha o6nce gordiigiimiizii hatirlamiyoruz ve parti ayrime ol-
maksizin her iki meclisten iiyeleri de bir araya toplayacagi-
m diigliniiyoruz.

Garfield’in ispat1 aslinda oldukga basittir ve bu nedenle de
giizeldir. Giizellik genellikle basitliktedir. Ispatimiza iki dik
benzer dik iliggen (AABE = ADCE) cizerek basliyoruz; dyle
ki, asagidaki sekilde de gosterildigi gibi B,C ve E noktalan
ayni dogru iizerindedir ve daha sonra bir yamuk olusturuyo-
ruz. Dikkat ediniz ki, m£ZAEB + mZCED = 90° oldugundan
mZAED = 90°°dir ve bu AAED’yi bir dik iicgen yapar.

A

Yamugun alan1 = 2 + 1 (tabanlarin toplami) (yiikseklik)
=2+ 1(a+b) (a+b)
=2+1ad*+ab+2+1¥

Ug dik iiggenin alani (bu ayn1 zamanda yamugun alan-
dir):

(*) Bu bana yanhs bir referans gibi geliyor: ¢linkii biz, bir ikizkenar liggenin
taban agilarinin benzer oldugunun ispatini pons asinorum yani “aptallar kop-
riisii” olarak diigiiniiriiz.
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=2+lab+2+1lab+2+1¢

=ab+2+1¢

Simdi yamuk i¢in olan alanlar esitliyoruz.

2+1d+ab+2+1b=ab+2+1¢

2+1a+2+1b*=2+1 c*kibudabildigimiz a* + b* =
¢? denklemidir ve Pisagor teoremi olarak bilinir.

Pisagor teoreminin bugiin bilinen dort yiizden fazla ispati
vardir. Bazilari oldukga akillicadir; bazilar1 bayag zorlayici-
dir. Ne var ki higbirisi trigonometriyi kullanamaz. Bu neden
boyledir? Pisagor teoreminin trigonometriyi kullanarak hic-
bir ispat1 yapilamaz; ¢iinkii trigonometrinin kendisi Pisagor
teoremine dayalidir (ya da baghdir). Bu nedenle, trigonomet-
ri kullanarak onun dayandig: teoremi kanitlamaya ¢aligmak
dongiisel bir uslamlama siirecine girmek demektir. Bu en iin-
lii teoremin bir bagka ispatini bulmaya ¢alisacak misiniz?

5.20 Bir Dairenin Alam Nedir?

Size, bir dairenin alanimin A = 1 formiiliiyle bulundugu
“soylendi.” Biiyiik bir ihtimalle bu formiiliin nereden gelmis
olabilecegini ya da bunun diger kavramlarla olan iligkisini
kesfetmeye pek firsatiniz olmamigtir. Bunu yapmak ¢ok eg-
lenceli ve ayn1 zamanda 6grenilmis kavramlardan yenilerine
ulagma bakimindan da oldukc¢a 6greticidir. Bir paralelkenarin
alaninin bulunmasi formiiliinii hatirlayin (yani, onun yiiksek-
ligi ile tabaninin boliiniiyoruz). Bu formiille donanmuis olarak
size, dairenin alan1 formiiliiniin giizel bir dogrulamasini vere-
cegiz.

Bir kartona uygun boyutta bir daire ¢izerek basliyoruz.
Daireyi 16 parcaya boliin. Bu, her parcanin agisini 22,5 dere-
ce olarak belirleyerek ya da ilk 6nce onu ikiye, sonra dorde,
sonra sekize vb. bolerek de yapilabilir.



Yukarida gosterilen bu boliimler tek tek alinmali ve asagi-
da gosterilen sekilde yan yana dizilmelidir.

Bu yerlestirme bize gosteriyor ki, bir parallelkenara “ya-
kinsayan” bir sekle sahibiz. Yani, daireye daha fazla parcaya
bolersek, elimizde, kenarlar bozan yaylar diginda bir paralel-
kenara gittikce daha ¢cok benzeyen bir sekil olacak. Onu bir
paralelkenar varsayalim. Bu durumda tabanin uzunlugu 1 +
2C olacak burada C = 2n/’dir (C gevre ve r yaricaptir), Para-
lelkenarin alani onun yiiksekliginin (burada r) tabaniyla car-
pimudir. Bu nedenle, paralelkenarin alant = (1 + 2C)(r) =2 +
1 (2mr) (r) = mr¥’dir ki bu bir dairenin alam i¢in en ¢ok kulla-
nilan formiildiir.
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5.21 Iki Ucgenin Essiz Bir Yerlesimi

Okulda 6grendigimiz geometrinin ¢cogu sekillerin yerlestiril-
mesine dayanmaz. Yani, onlar bir diizlemde (bir kigt lizerin-
de) herhangi bir yere yerlestirilebilirler. Genellikle, diger se-
killere gore nereye yerlestirildikleri pek 6nemsenmez. Ne var
ki, inceleyecegimiz ¢ok dnemli bir konum bagintis1 vardir.
Aslinda bu baginti, 1648 yilinda Gérard Desargues (1591-
1661) tarafindan kesfedilen izdiisiimsel geometrinin temelini
olusturur.

Simdi iki licgeni diisiinecegiz; “karsilikli tepe noktalarr”
—aynt harfle isimlendirecegiz— karsilikli kenarlarini belirleye-
cek. Bunu her zaman akilda tutmakta fayda var. Bu iki liggen
cok spesifik bir sekilde konumlandirilacaklar ve onlarin se-
killeriyle (ya da gorece sekilleriyle) ilgilenmeyecegiz. Bu, li-
se geometri ¢alismalarinda kullanilan diisiincelerden oldukca
farkli olacaktr.

Herhangi iki tiggeni Oyle bir konuma yerlestirecegiz ki, bu
bize iicgenlerin her bir kosesini birlestiren dogrularin bir nok-
tada kesismesini saglayacak. Bu yetmezmis gibi, bu gercekles-
tirildiginde karsilikli kenarlarin ii¢ uzantis1 ayni dogru iizerine
gelmektedir. Simdi buna daha formel bir acidan bakalim.

Desargues’nin teoremi: Eger AA|B|C, ve AA,B,C, ii¢gen-
leri kargiliklar: koseleri birlestiren dogrulari, yani, A;A,,
BB, ve C\C,, tek bir noktada kesigecek sekilde konumlan-
dirilirlarsa, karsilikli kenarlarin uzantilar: ii¢ kolineer nok-

tada kesigir.

Sekilde, kargiliklar koseleri birlestiren dogrular, yani, mz»
31—8’2 ve 51—6%2, P noktasinda birlesirler.

Kargilikli kenarlarin uzantilan asagidaki gibi, A’, B’ ve C’
noktalarinda kesisirler:

1(3;82 ve l§lC ) dogrulart A’ noktasinda
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ﬁz > ve A;Cy dogrulan B’ noktasinda
ve 1 dogrular1 C’ noktasinda

ES

Bu gercekten dikkate degerdir; aslinda bunu daha da inanilmaz
yapabiliriz; ¢iinkii teoremin ters hali de dogrudur. Yani, Eger
AABCy ve AA,B,C, iiggenleri kargilikli kenarlarin uzantilari
ic kolineer noktada kesisecek sekilde konuwdlrﬂil‘arsa
karsiliklar1 koseleri birlestiren dogrular, yani, A;A,, BB, ve
EZ’ , tek bir noktada kesigir. Bu teoremi daha fazla incelemek
isteyen 0gretmenler i¢in sunu soyleyebiliriz. Bu teorem self-

dualdir. Yani, teoremin dual hali kendisinin tersidir.(*)

5.22 Eskenar Ucgende Bir
Degismez Uzaklik Noktasi

Eskenar liggenler en simetrik iiggenlerdir. A¢1 ortaylar, yiik-
seklikler ve kenar ortaylarin hepsi ayni dogru parcalaridir.
Basgka hicbir licgen bu 6zelligi gostermez. Bunlarin kesisim
noktalar1 gevrel ve i¢ teet cemberin merkezidir ve bu da es-
siz bir 6zelliktir. Bunlar ¢ok iyi bilinen 6zellikleridir. Cok iyi

(*) Bu teoremin bir ispat1 i¢in bkz: Alfred S. Posamentier, Advanced Euclide-
an Geomeiry: Excursions for Secondary Teachers and Students (Emeryville,
Calif: Key Collage Publications, 2002).
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bilinmeyen 6zelligi ise, bir eskenar liggen iginde segilen bir
noktanin kenarlara dik olan uzakliklarinin toplaminin sabit
oldugudur. Aslinda, bu uzunluk iiggenin yiiksekligine esittir.

Bunu kanitlamanin zarif (ve aym zamanda karmasik) bir
yolu “u¢” bir nokta almaktir. Alinacak “herhangi bir” nokta
kose noktasi olursa bu kolayca gosterilebilir. Her iki kenara
olan uzaklik sifirdir; geri kalan kenara olan uzaklik toplami-
miz olur ki, bu da yiiksekliktir.

Bunu daha klasik bir yolla da gosterebiliriz.

Bir eskenar iicgen icinde segilen bir noktamn kenarlara
dik olan uzakliklarimn toplaminin sabit oldugunu (ii¢genin
yiiksekligine egit oldugunu) kamtlamak istiyoruz.

Iste size yapmamuz gerekeni gosteren bir sekil.

r]

Bu ilging 6zelligin iki ispat1 burada verilmistir. Ik bastaki
her dik parcay: yiiksekligin bir parcasiyla karsilastirir ve di-
ger alan karsilastirmalariyla ilgilidir.

I'spat_l : Asagidaki AABC eskenar licgeninde, PR 1 AC,
PO 1 BC,PS L ABve AD 1BC'dir. P’den AB’ye paralel
bir ¢izgi ¢izelim; AD, AB ve AC ile G, E ve F’de karsilagsin
sirastyla.
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PGDQ bir dikdortgen oldugundan, PQ = GD. ET L AC ¢izin.

AAEF bir eskenar oldugundan, AG x ETdir (bir eskenar
iicgenin tiim yiikseklikleri esittir).

ET ile N'de bulusan PH | AC’yi ¢izin.

AEHP eskenar oldugundan, PS ve EN yiikseklikleri estir.

Bu nedenle gosterdik ki, PS + PR = ET = AG.

PO =GD ve PS + PR+ PQ = AG + GD = AD oldugun-
dan, bu verili bir iicgen i¢in bulunan sabittir.

ispat_Z: Asagidaki AABC eskenar ii¢geninde, PR 1 AC,
FQ_iBC, PS L_A?ve AD | BCdir.
PA, PB ve PC’yi asagidaki gibi ¢izin.

A

Alan AABC = alan AAPB + alan ABPC + alan ACPA
=2+1ABPS+2+1BCPO+2+1ACPR
AB =BC = AC oldugundan alan AABC =2 + 1 BC [PS + PQ + PR].
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Ne var ki AABC =2 + 1 BC AD.
Bu nedenle PS + PO + PR = AD ve bu verili bir iicgen icin
bulunan sabittir.

Biraz dnce yaptigimiz ispata bakiniz; bir eskenar liggen icin-
de secilen bir noktanin kenarlara olan dik olan uzakliklarinin
toplaminin sabit oldugunu gosterdik. Varsayalim ki, sectigi-
miz nokta iicgenin bir kenarinin lizerinde; ayni 6zellik gecer-
li olur muydu? Iste size bu yeni kavrami daha da genisletmek
igin bir firsat.

5.23 Dokuz Nokta Cemberi

Geometrideki en zevkli seylerden birisi kugkusuz, gercekte
birbiriyle iligkisiz goriinen noktalarin iligkilerini gostermek-
tir. Cok onemli bir kavramla basliyoruz; ayni dogru iizerinde
olmayan ii¢ nokta bir cember belirler. Yani, birisi ayn1 dogru
lizerinde olmayan ii¢ nokta sectiginde bunlar, bu ii¢ noktay1
icine alan tek bir gember belirler. Ayni cemberde bir dordiin-
cili nokta ortaya ¢ikarsa bu oldukca dikkate degerdir. Diisiiniin
ki, dokuz noktanin da ayni ¢cember iizerinde oldugunu goste-
riyoruz. Iste bu olaganiistiidiir! Verili herhangi bir iiggen igin
bu noktalar sunlardir:

— Kenarlarin orta noktalari,

— Yiiksekliklerin ayaklari(*) ve

— Ortasantr(**) ile koseler arasindaki dogru pargalarinin
‘orta noktalar.

Bunlarin aynm1 gember iizerinde olma gibi sasirtici bir ilis-
kileri vardir. Bu ¢ember, liggenin dokuz nokta cemberi olarak
adlandirilir.

(*) Bir yiiksekligin ayaklari, onun kenar ile kesistigi noktalardir.
(**) Ortasantr, bir iiggenin yiiksekliklerinin kesisme noktasidir.
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A [ F B

1765°de, Leonhard Euler, bu noktalarin altisinin, kenarlarin
orta noktalar1 ve yiiksekliklerin ayaklarinin ayni ¢ember iize-
rinde oldugunu ispatladi. Ama ancak 1820’de, Charles Julien
Brianchon ve Jean Victor Poncelet tarafindan konuyla ilgili
bir makale(*) yayinlandiginda geri kalan noktalarin da (orta-
santr ile koseler arasindaki dogru parcalarinin orta noktalarr)
ayni ¢cember lizerinde oldugu gosterilebildi. Bu makale teore-
min ilk tam ispatidir ve teorem “dokuz nokta ¢emberi” adini
ilk kez bu zaman almustir.

Dokuz nokta teoremi: Herhangi bir iicgende, kenarlarin or-
ta noktalar, yiiksekliklerin ayaklar: ve ortasantr ile kigeler
arasindaki dogru pargalarinin orta noktalar tek bir cember

tizerindedir.

Ispat: ispatla ilgili tartigmay basitlestirmek icin her parga-
sin1 bagka bir sekil lizerinde gosterecegiz. Sunu aklinizda tu-
tunuz ki, sekil 2’den 5’e kadar olan ¢izimler 1. seklin bir yo6-
niinii olusturmaktadir. Yani, asagidaki ilerleme yavas yavas
besinci sekle dogru yetkinlesir.

(*) Rechershes sur la determination d’ une hyperbole équilatéau moyen de qu-
artes conditions données (Paris, 1820).
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s Sekil 2

Yukaridaki sekilde, A’ , B’ ve C’ noktalari, AABC liggeninin
li¢c kenarinin orta noktalaridir ve karsilarinda bulunan kosele-
rin adlarini almiglardir. CF AABC’nin bir yiiksekligidir. A’B’
AABC’nin orta ¢izgisi oldugundan A’B’ll AB’dir. Bu nedenle
A’B’C’F’ dort kenarlist bir yamuktur. B’C’ de AABC’nin orta
cizgisidir; oyle ki, B’C’ =2 + 1 BC’dir. A’F ABCF dik li¢ge-
ninin kenar ortay1 oldugundan A’F = 2 + 1BC. Bu nedenle
B’C’ = A’F’dir ve A’B’C’F’ yamugu ikizkenardir.

Hatirlayacagin gibi, bir dortkenarlinin karsit acilar biitiin-
ler ise,* tipki ikizkenar yamukta oldugu gibi, dortkenarli cem-
berseldir.(**) Bu nedenle A’B’C’F’ dortkenarlisi cemberseldir.

Simdiye kadar, dokuz noktanin dordiinii bir ¢cember iizeri-
ne yerlestirdik.

. Sekil 3

Karnisikligr onlemek i¢cin AABC liggeninin (yukarida) ve AD
yiiksekligini tekrar ciziyoruz. Daha onceki aymi argiimani
kullanarak A’B’C’D’ dortkenarlisinin bir ikizkenar yamuk ve

(*) Tki aginin toplamu 180 derece ise bu agilar biitiinlerdir.
(**) Cembersel bir dortkenarli, dort kosesi de cember lizerinde olan bir dortke-
narldir. Bu ayrica, gember iizerine ¢izilmis dortkenarh olarak da adlandirilir.
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bu nedenle ¢cembersel oldugunu buluyoruz. Simdiye kadar,
dokuz noktanin besini bir ¢cember ilizerine yerlestirdik (yani,
A,B’,C’,D veF).

BE yiiksekligi i¢in (asagida) ayni argiiman tekrarlayarak
A’,B’ ve C noktalar gibi D, E ve F noktalarinin da ayn1 ¢cem-
ber iizerinde oldugunu sdyleyebiliriz. Bu alt1 nokta, Euler’in
bu sekille elde ettigi alt1 noktayla ayni.

H ortasantar1 (yliksekliklerin kesisim noktasy) ile, M
CH’nin (yukaridaki sekle bakiniz.) orta noktasidir. Bu neden-
le AAC H’nin orta noktasi olan B’M, AH’ye ya da AD yiiksek-
ligine paraleldir. B’C* AABC ii¢geninin orta ¢izgisi oldugun-
dan B’C’ || BC’dir. Bu nedenle, ZADC dik ag1 oldugundan,
ZMB’C’ de bir dik agidir. Boylece MB’C’F bir ¢cembersel
dortkenarhidir (karsit agilar biitiinlerdir). Bu, M noktasin B’,
C’ ve F noktalar tarafindan belirlenen ¢camberin iizerine yer-
lestirir. Simdi yedi noktamiz var.

Bu prosediirti, BH’nin (yukarida) orta noktasiyla, L noktasi
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ile tekrarliyoruz. Daha 6nce oldugu gibi, ZB’EL dik a¢1 oldu-
gundan, ZB’A’L de dik agidir. Bunedenle,B’, E, A’ ve L nok-
talar1 konsikliktir (karsit acilar biitiinlerdir). Simdi L noktasi-
n1 da elde ettigimize gore cemberimizde sekiz nokta vardir.

Cemberimizdeki son noktanin da yerini belirlemek igin,
AH’nin orta noktasini, K noktas: olarak diisiinecegiz. Daha
once de yaptigimiz gibi, ZA’DK’ye benzer olarak
ZA’B’K’nin de bir dik a¢1 oldugunu buluyoruz. Bu nedenle,
A’DKB’ dort kenarlis1 gcemberseldir ve K noktasi, tipki B, A’
ve D gibi aymi ¢ember ilizerindedir. Boylece dokuz spesifik
noktanin ayni ¢ember iizerinde oldugunu gosterdik. Bunlari
hafife almayin; gercekten mucizevilerdir.

5.24 Simson Degismezi

Matematik tarihindeki en biiyiik adaletsizliklerden bir tanesi,
ilk olarak Thomas Leybourn’un Mathematical Reposi-
tory’sinde (1799-1800) William Wallace tarafindan yayimla-
nan teoremin, olduk¢a yanlis bir sekilde, Oklid’in Elemanla-
ruun iinlii bir Ingiliz cevirmeni olan Robert Simson’a atfedil-
mesidir. Bizde bu tarihi hata ile tutarli olmak adina onu yan-
lis bir sekilde Simson teoremi olarak adlandiracagiz.

Bu teoremin giizelligi onun basitligindedir. Varsayalim ki,
koseleri bir ¢cemberin iizerinde olan bir liggen ¢izdiniz (bu her
zaman miimkiindiir; ¢iinkii ii¢ tane ayn1 dogru lizerinde olama-
yan nokta bir ¢cember belirler) ve ¢cemberde ligcgenin koseleri
olmayan bir nokta aldiniz. Bu noktadan kenarlarin her birine
bir dikme indirin. Bu dikmelerin kenarlarla kesistigi noktalar
(asagidaki sekilde X, Y ve Z) her zaman kolineerdir (yani her
zaman ayni dogru lizerinde bulunurlar). Bu ii¢ noktanin belir-
ledigi nokta siklikla Simson dogrusu olarak adlandirilir.

Bu, daha bicimsel olarak soyle ifade edilebilir:

1S
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Simson teoremi: Bir iicgenin cevrel cemberindeki herhangi
bir noktadan ti¢cgenin kenarlarina indirilen dikmelerin ayak-
lar kolineerdir.

Asagidaki sekilde P noktasi AABC’nin cevrel g@}beri
lizerindedir. Y’de WJ_A"C_‘,' Z’de PZ1AB ve X’te PXLBC dir.
Simson (yani Wallace) teoremine gore X, Y ve Z noktalari ko-
lineerdir. Bu dogru bazen Simson dogrusu olarak da adlandi-
rilir.

Bu teoremin ispatinin sira dist olan dogasi, onun burada size
sunulmasini saglamisti. Takip ctimeye calisin. Verdiginiz
emege degebilir. En 6nemlisi, teoremin ifade ettigi seyi anla-
mak i¢in zaman ayir.

fspat( *): LPYA £PZA nin biitiinleri oldugundan PZAY dort-
kenarlisi cemberseldir.(**) PA, PB ve PC’yi ¢izin.
Bu nedenle m<LPYZ = msPAZ M

Benzer sekilde, £PYC PXC’nin biitiinleri oldugundan
PXCY dortkenarlis1 gemberseldir,

(*) Simson teoreminin diger ispatlar1 i¢in bkz: A. S. Posamentier ve C. T. Sal-
kind, Challenging Problems in Geometry (New York: Dover, 1996), syf 43-45.
(**) Eger bir dortkenarhimin karsiliklt agilart biitiinler ise (yani, toplamlar1 180
derece ise), bu dortkenarli cemberseldir (yani, dort kosesi de bir cember lize-
rindedir).
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ve msPYX = mZPCB (II)

Ne var ki, PACB dortkenarlis1 da cemberseldir; ¢ilinkii ve-
rilen ¢evrel cemberin i¢cindedir ve bu nedenle

ve mZPYX = mZPCB (III)

(D), (D) ve (IIl)’den mLPYZ = m<LPYX dir ve boylece X, Y
ve Z kolineerdir.

Bu degismez, Geometer’s Sketchpad tarafindan giizel bir
sekilde ispatlanabilir. Orada bir sekil ¢izip ve ¢cemberin lize-
rinde noktay: istediginiz gibi hareket ettirerek P noktasinin
her bir konumunda ayni dogru iizerinde olma 6zelliginin na-
sil korundugunu gozlemleyebilirisiniz.

5.25 Ceva’min Oldukca Yararh Bagintisi

Lise geometrisinde en ¢cok atlanan kenulardan birisiayninok-
tada birlesme kavramidir. Bir¢cok durumda bu sorgusuz sual-
siz kabul edilir. Siklikla, bir iiggenin yiiksekliklerinin tek bir
noktada rastlagtigini varsayariz; yani, onlarin ortak bir kesis-
me noktasi vardir. Benzer sekilde, sorgulamadan bir liggenin
kenar ortaylarinin ya da a¢1 ortaylarinin da bir noktada kesis-
tigini diigliniiriiz. Dogrularin bir noktada kesigmeleri konusu,
temel geometri derslerinde goriildiiklerinden ¢cok daha fazla
ilgiyi hak eder. Bu varsayimlar1 saglam bir temele oturtmak
icin, oldukca yararl bir bagintiy1 kanitlayabiliriz. Bu, ilk ola-
rak Italyan matematik¢i Giovanni Ceva (1647-1734) tarafin-
dan yayinlanan(*) ve simdi onun adini tagiyan iinlii bir teore-
min yardimiyla yapilabilir. Bu bagint1 oldukea basittir ve cok
zor bir konuyu —ayni1 noktada kesisme — ¢ok daha az karma-
sik hale getirebilir.

Basit sekilde soylersek, Ceva tarafindan ortaya atilan ba-

(*) De lineis se invicem secantibus constructio (Milan, 1678).
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gintiya gore, eger elinizde bir ilicgenin tepe noktasini karsi ke-
nardaki herhangi bir nokta ile birlestiren, ayn1 noktada kesi-
sen ii¢ dogru parcasi varsa (asagidaki sekilde, AL, BM ve
CN), (bunlar tarafindan olusturulan) dogru pargalar: gruplari-
nin ¢arpimlari birbirine esittir ve bunun tersi de dogrudur. Ya-
ni, son durum bize sunu sodyler; eger dogru parcalar1 grupla-
rinin ¢arpimlari birbirine esitse, liggenlerin tepe noktalarin-
dan gecip bu dogru parcalarini belirleyen ¢izgiler tek bir nok-
tada kesigir. Sekle bakarak bunu gorebilirsiniz; dikkat edin;
ticgenin kenarlar1 boyunca dogru pargalar1 gruplarinin gar-
pimlar birbirine egittir: AN e BL+ CM =NB « LC * MA’dir;
¢iinkii AL, BM ve CN aym noktada kesisir.

Benzer sekilde, eger AN e BL « CM =NB + LC * MA ise, o
zaman AL, BM ve CN ayni noktada kesisir.
Bu, daha formel bir sekilde soyle ifade edilebilir:

Ceva teoremi:(*) AABC ii¢geninin A, B ve C koselerini ice-
ren ve kargsi kenarlarla sirastyla L, M ve N noktalarinda ke-
sisen ti¢c dogru parcasi tek bir noktada kesisir, ancak ve an-
cakAN /NB « BL/LC «CM /! MA =1 yadaAN « BL + CM
=NB « LC + MA.

(*) Ceva teoreminin ispati igin bkz: Alfred S. Posamentier, Advanced Euclide-
an Geometry: Excursions for Secondary Teachers and Students, syf. 27-31.
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Koselerden cikan dogru parcalarinin kenarlarla kesistigi ve
bir ortak noktada bulustugu iki olas1 durum s6z konusudur.
Bu durumlar, yukaridaki sekillerde resmedilmislerdir. {1k 6n-
ce sag taraftakini inceleyerek baslamak, teoremi dogrulamak
acisindan daha yararhdir.

Bu teoremi kabul ettigimize gore, bunu kullanabiliriz.
Simdi gelin daha once bahsettigimiz bagintilar nasil da kolay
bir sekilde ispatlanabildigini gorelim.

Bir liggenin kenarortaylarinin ayni noktada kesistiginin is-
patlanmasi problemiyle baslayacagiz. Normal olarak (yani,
Ceva teoreminin yardimi olmaksizin) bunun ispatin1 yapmak
oldukga zordur. Bundan dolay: genellikle bu ispat lise miifre-
datinda bulunmaz. Oysa ki bakin ne kadar da kolay bunu is-
patlamak.

Ispar: AABC ii¢geninde AL, BM ve CN kenarortaylardir.
Bundan dolayi, AN = NB, BL = LC ve CM = MA’d1r. Bu esit-
liklerin carpilmast bize sunu verir:

AN *BL « CM =NB + LC « MA ya da AN/NB « BL=-LC «
CM-+MA = 1.

Boylece, Ceva teoremini uygulayarak goriiriiz ki, AL, BM ve
CN ayni noktada kesisir.



A
M
B L
Ayni sekilde, bir tiggenin yiiksekliklerinin kesismesiyle il-
gili (temel geometri baglaminda sunulan) geleneksel ispat,
Ceva teoremi kullanilarak yapilanla karsilastirmak da yararl
olacaktir.

Ceva teoremini kullanarak ispatlayacagiz ki, bir liggenin
yiikseklikleri tek bir noktada kesisir.

c

A
A

M
.,
N M l
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Ispat: AABC iiggeninde AL, BM ve CN yiiksekliklerdir. Bu is-
patt yukaridaki her iki sekle bakarak da takip edebilirsiniz;
clinkii ayn1 ispat hem dar agili hem de genis acili liggen igin
gecerlidir.

AANC ~ AAMB; boylece AN/MA = AC/AB @
ABLA ~ ABNC; boylece BLINB = AB/BC In
ACMB ~ ACLA; boylece CM/LC = BC/AC III)

(D), (II) ve (III)’lin carpimi bize sunu verir:
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AN<MA ¢« BL+NB « CM+LC = AC+AB « AB+-BC »
BC+AC =1.

Bu yiiksekliklerin tek bir noktada kesistigini sdyler (Ceva te-
oremi araciligl ile).

Lise’de geometri derslerini alirken bu ¢ok kullanish teore-
mi bilseydiniz hos olmaz miydi1? Daha once sadece kabul et-
tigimiz seylerin ne kadar da kolay ispatlanamayabiliris. dik-
kat ediniz.

5.26 Asikar Bir Tek Noktada Kesisme

Ucgen igindeki biiyiileyici bir tek noktada kesisme olgusu, ilk
olarak Fransiz matematik¢i Joseph-Diaz Gergonne (1771-
1859) tarafindan ortaya konulmustur. Gergonne’un matema-
tik tarihinde ayr bir yeri vardir; ¢iinkii ilk olarak bir matema-
tik dergisinin (1810), Annales des mathématiques pures et
appliqués adli derginin kurucusu olmugtur. Dergi 1832 yilina
kadar aylik olarak yayinlanmis ve Annales del Gergonne ola-
rak taninmistir. derginin yaymn hayat1 boyunca, Gergonne, ¢o-
gu geometri lizerine yaklasik iki yiiz makale yayimladi. Ger-
gonne’un Annales’si izdiisiimsel ve cebirsel geometrinin ku-
rulmasinda ¢ok biiyiik bir rol oynamustir; ¢linkii o, zamaninin
biiyiik beyinlerine fikirlerini bir araya getirme firsat1 vermis-
tir. Biz burada Gergonne’u asagida ifade edilecek olan basit
bir teoremle hatirlayacagiz.

Bir iiggen ve bunun i¢ine ¢izilmis bir gemberimizin oldu-
gunu varsayalim. Uggenin koselerini cemberin teget noktala-
rina(*) birlestiren dogrular tek bir noktada kesigir.

Bu iicgendeki dogru parcalarinin ayn1 noktada kesisme
durumunu ispatlamak icin (bir 6nceki boliimdeki) Ceva teo-
remini kullanabiliriz.

(*) Bir dogrunun bir ¢cember ile sadece bir noktada kesigmesi durumu.
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Gergonne teoremi: Bir iicgenin kosesini ve bu licgen icine ¢i-
zilmig icteget cemberin karsi kenardaki teget noktasin bir-
lestiren dogru parcalart aym noktada kesisir. Bu kesisme
noktasi i¢genin Gergonne Noktasi olarak bilinir.

fspat: O cemberi, E, AC ve BC kenarlarina sirastyla N, M ve
L noktalarinda tegettir. Oyleyse, AN = AM, BL = BN ve CM
= CL’dir. Bu esitlikler soyle yazilabilir:

AN=AM =1,BL+BN =1 ve CM+CL =1.

A

I

L

Bu ii¢ kesri toplayarak sunu elde ederiz:

AN+AM « BL-BN « CM+CL =1
Bu nedenle, AN/AM « BL/BN » CM/CL =1 Ceva teoreminin
bir sonucu oldugundan (béliim 5.25°e bakimz), AL, BM ve
CN ayni1 noktada kesigirler. Bu P noktas1t AABC’nin Gergon-
ne Noktas1’dir. .

Derli toplu ve (gorece) basit! Ne var ki yine de pek bilin-
meyen bir olgu. Bu anlamasi kolay bagintilar geometriyi eg-
lenceli kiliyor, dyle degil mi?

5.27 Euler’in Cokyuzlileri

Giinlik kosusturmamiz iginde  geometrik sekillere siklikla
rastlariz. Ne var ki, i¢lerinde bulunan “gizli” kaliplari bulmak
icin onlar1 analiz etmekle yormayiz kendimizi. Bunlar olduk-
¢a aydinlatici olabilir. Bu tip kaliplari fark etmek ¢evrenizde-
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ki diinyayr kavrayiginizi daha
da derinlestirecektir. Leonhard

Euler on sekizinci yiizyilda, \
cokyiizliilerin(*) koseleri, yiiz-

leri ve kenarlan arasindaki nefis
bir bagintinin varligini kesfetti.

Siz de cesitli cokyiizliileri
belirleyip, onlarin koselerini
(V), yiizlerini (F) ve kenarlarim (£) sayip, bulgularinizi bir
tabloya koyarak bir kalibin olup olmadigina bakabilirsiniz.

Tiim bu sekiller i¢in su iliskinin gecerli oldugunu goérecek-
sinizz V+ F=E + 2.

Omegin kiipte bagint1 su sekilde dogrudur: 8 + 6 = 12 + 2.

Bir 6nceki sekilde, eger biz ¢okyiizliiniin icinden (yani bu-
rada kiipiin) bir iigyiizlii agisinin tiim kenarlarimi kesen bir
diizlem gecirirsek, cokyiizliiniin koselerinden birini ondan
ayirmis oluruz. Ama aynmi zamanda, ¢okyiizliiye 1 yiiz, 3 ko-
se ve 3 yeni kenar ekledik. Eger V 2 artar, F' | artar ve E 3 ar-
tarsa, V - E + F degismeden kalir.

Yani, V+ F=E+2=(8+2) + (6+1) = (12+3) + 2.

Herhangi bir ¢okyiizlii aciyla ayn1 sonucu alabiliriz. Yeni
cokyiizlii, ayni sayida kenar ve koseye sahip yeni bir yiiz ka-
zanacaktir. Bir kose kaybedip bir yiiz kazandigimizdan dola-
y1 V-E + F ifadesinde bir degisiklik olmayacaktir.

Euler’in formiiliiniin bir dortyiizliiye uygulandigini biliyo-
ruz (“kesik” piramitte V + F' = E + 2dogrudur; 4 + 4 =6 + 2).
Yukaridaki argiimandan su ¢ikacaktir ki, bu, bir ¢okyiizliiniin
bir kosesini ortadan kaldiran bir diizlemin onun i¢inden belli
bir defa gecirilmesiyle olusturulmus her sekle uygulanabilir.
Ne var ki biz bunu biitiin basit ¢okyiizliilere uygulamak isti-
yoruz. Ispatta ihtiyacimiz olan sey, V - E + F ifadesi agisin-
dan tiim ¢okyiizliilerin dortyiizliilere benzer oldugunu goster-

(*) Bir ¢okyiizlii katy bir cisimdir: dort ya da daha fazla ¢okgen yiizden mey-
dana gelmistir; Oyle ki, her iki yiiz kenarlar boyunca birlesir ve ii¢ ya da daha
fazla kenar koselerde birlesir. Kiip bir ¢okyiizlii 6rnegidir.
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mektir. Bunu yapmak i¢in matematigin topoloji(*) olarak ad-
landirilan yeni bir dalimi tartigmamiz gerekecek.

Topoloji geometrinin ¢cok genis bir seklidir. Euler’in teo-
reminin ispati bir topoloji problemidir. Bir sekil, kesme ya da
koparma disinda burma, kiiciiltme, cekme ve biikme araciligi
ile bagka bir sekle doniistiiriiliirse bu iki sekle topolojik ola-
rak es denilir. Donat ile ¢ay fincani topolojik olarak estir. Do-
natin ortasindaki delik ¢ay fincaninin kulpunun i¢i haline do-
nisir.

Topoloji lastik altlik geometrisi olarak adlandirilmigtir.
Eger bir ¢okyiizliiniin bir yiizii ¢cikartilirsa, geri kalan sekil bir
diizlemin bir bolgesine topolojik olarak es olacaktir. Sekli bir
diizlem iizerinde diiz olacak kadar gerebiliriz. Ortaya ¢ikan
sekil aym bi¢cim ya da biiyiikliikte olmayacaktir; ama onun s1-
nirlan korunacaktir. Kenarlar yeni ¢cokgen bolgelerin kenarla-
r1 olacaktir. Diiz sekilde ¢okyiizliide oldugu kadar kose ve ke-
nar olacaktir. Alinmis olan disinda ¢okyiizliiniin her bir yiizii
diizlemde bir cokgen bolgeye tekabiil edecektir. Her cokgen
kosegenler cizilerek licgenlere ya da iicgensel bolgelere ayri-
labilir. Bir kosegen cizildiginde kenar sayisini bir arttirmisg
oluruz; ama ayni1 zamanda yiizlerin sayisi da bir artar. Boyle-
ce V- E + F degeri degismeden kalir.

Bolgenin dis siirindaki iiggenler ya tipki asagidaki sekil-
de AABC’de oldugu gibi bolgenin sinirinda 1 kenara ya da
ADEF’de oldugu gibi sinirda 2 kenara sahip olacaktir. AABC
gibi licgenleri bir sinir kenarini ortadan kaldirarak yok edebi-
liriz. Sekilde bu AC’dir. Bu yiizlerin ve kenarlarmn sayisini 1
diisiiriir. Yine de, V - E + F degeri degismeden kalir. Eger
ADEF gibi smur iicgenlerini ortadan kaldirirsak kenarlar 2,
yiizleri 1 ve koseleri 1 diisiiriiriiz. Tekrar V - E + F degeri de-
gismeden kalir. Bu islem bir iicgen kalana kadar devam etti-
rilebilir.

(*) Topoloji, cekme ya’da egme gibi ¢esitli degisim durumlarinda sabit (ya da
degismez) kalan geometrik bigimlerin incelenmesidir.
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Tek bir iicgen 3 koseye, 3 kenara ve 1 yiize sahiptir. Bu ne-
denle V - E + F = 1’dir. Sonug olarak diizlem sekildeki V -E
+ F =1 6zelligi ¢okyiizliiniin bozulmasiyla elde edilmistir.
Bir yiiz ortadan kaldirildigindan ¢okyiizlii igin su sonuca va-
rabiliriz:

V-E+F=2

Bu islem herhangi bir ¢cokyiizliiye konveks olmasa bile uygu-
lanabilir. Bunun ni¢in basit olmayan ¢ok yiizliilere uygulana-
mayacagini gorebiliyor musunuz?

Bir yiiz ¢ikarildiktan sonra bir ¢okyiizliiyii bir diizlem ha-
line bozmaya alternatif bir yaklagim “bir yiizii bir noktaya kii-
ciiltmek” olarak adlandirilabilir. Bir yiiz bir nokta ile yer de-
gistirilirse, yiiziin n kenar1 ve n noktas: kaybedilir ve bir yiiz
kaybedilip bir nokta kazanilir (yiiz ile yer degistiren nokta).
Bu yine V - E + F degerini degistirmez. Bu islem 4 yiiz kala-
na kadar devam ettirilebilir. O zaman herhangi bir ¢cokyiizlii
bir dortyiizlii ile ayn1 V - E + F degerine sahiptir. Bir dortyiiz-
liiniin 4 yiizi, 4 kosesi ve 6 kenar1 vardir. 4 — 6 + 4 = 2.

Iste farkli bir geometri; gordiigiiniiz gibi o ayn1 zamanda
yepyeni zevkler de sunuyor sizlere.
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6

Matematiksel Paradokslar

atematikte paradokslar ve yanlis mantiklar genellikle

matematigin bazi yasa ya da kurallarinin ihlal edilme-
sinden otiirli meydana gelir. Bunlar kural ihlallerinin yani si-
ra, bize eglence malzemesi de olurlar ayni1 zamanda. Ne var
ki bu tip cabalar karsisinda kurallarin gerekliligini de belirt-
mek isteriz. Kimileri matematigin, disiplini tutarli halde tut-
mak icin, tutarsizliklar1 gérmezden geldigini diisiinebilir (bu
o kadar da haksiz bir iddia sayilmaz).

Bu boéliimde gorecegimiz paradokslarin matematigin bu
kurallarini sunmada ¢ok etkili araglar oldugu ortaya ¢ikacak-
tir; ¢linkii bu kurallarin ihlal edilmesi 1=2 ya da 1=0 gibi, ¢cok
“ilging” neticelere varacaktir. Ne sacma! Paradokslar eglen-
celidirler; ciinkii sizi fark ettirmeden imkansiz bir sonuca go-
tiriirler. Attiginiz her adim dogru oldugu halde, imkansiz bir
sonuca ulagmanizdan dolayr hayal kiriklifina ugrayabilirsi-
niz. Yine soyliiyorum; bu matematigin sinirlarini aragtirmak
icin ¢ok giizel bir yoldur. Sifirla bélme neden yasaktir? Ne-
den koklerin carpimi her zaman ¢arpimun kokiine esit degil-
dir? Bunlar bu boliimiin eglenceli bir sekilde isledigi sorular-
dan yalmizca bir kagidir. Unutmayin “gizemli” sonuglar, go-
riilmeye degerdir.
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6.1 Tum Sayilar Esit midir?

Bu boliimiin baslig1 akil almaz gibi goriinebilir. Fakat asagi-
daki ispattan da goreceginiz gibi, boyle olmayabilir de. Sim-
di kolayca kabul edebileceginiz bir kesirle baglayacagiz: x-1
+ x-1 = 1. Her bir satir temel cebir aracilig1 ile dogrulanabi-
lir. Sol kolunda sunulan cebirde higbir problem yoktur. Bu is-
pat1 satir satir okuyarak kendi yargilariniza ulasabilirsiniz.

x cinsinden x =1 oldugunda

=1 _ o _

a1 = =1

= :

=+l S_1+1=2

K]

T =ctte+l 8- 1+1+41=8
=gt 4+ o 141+1+1=4
gl gl 22241 8=141414 . +1=n

Yukarida x = 1 oldugunda 1, 2, 3, 4 .... n sayilarinin hepsi 0 +
0’a esit olur ki bu da onlarin hepsini birbirine esit kilar. Tabii
ki bu dogru olamaz. Bu nedenle O + 0’1 anlamsiz olarak ta-
nimlariz. Tipki burada oldugu gibi, seyleri anlamli ve tutarl
yapan bir seyi tanimlamak icin matematikte yaptifimiz sey
sagma ifadelerden kaginmaktir.

6.2 Negatif Olan Her Zaman
Pozitif Olan Esit Degildir

Sunu hatirlayin: V2 « V3 = V6. Buradan belki Su sonuca varir-
simz: Va » b = Vab.
Buradan carpma ve sadelestirme yapabilirsiniz: V-1 -1
Bu ifadeyi sadelestirmek icin su yapilabilir: V-1 « V-1 =(-
D(-1) =V+1 = 1.
Ya da su yapilabilir: V-1 « V-1 = (V-1)2 = -1.
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Her ikisi de dogru “goriinmektedir.” Fakat bu nasil olabi-
lir; kimi zaman +1, kimi zaman —1 sonucunu aliyoruz.

Eger her ikisi de dogruysa o zaman —1 = +1 olur; ¢iinkii
her ikisi de V-1 « V-1"e esittir. Agiktir ki bu dogru olamaz.

Oyleyse yanlis olan ne olabilir? Bir kez daha, matematigin
bir kuralini ihlal ettigimiz i¢in karsimiza bir mantiksizlik ¢ik-
mustir. Burada, (agik bir sebepten dolayr) Va » Vb = Vab denk-
lemini a ya da b’den en az birinin negatif olmadigi durumda
gecerli olarak tanimliyoruz. Bu, akabinde karisiklig1 giderir -
N-1eV-1=VEDED =N+l =1 1slemi yanlistir; ciinkii sim-
di tanimladigimiz duruma ters diiser; bunun yaninda V-1« -
1 =(N-1) 2 = -1 dogrudur.

6.3 Sifir Ile Bolmeniz Yasaktir

Her matematikgi sifirla bolmenin yasak oldugunu bilir. Aslin-
da bu, matematigin “on emir” listesinde en basta yer almali-
dir. Peki o zaman neden yasaktir bu? Biz matematikte, her se-
yin matematik diinyasinda derli toplu bir sekilde yerine otur-
dugu bir giizellik ve diizen anlayisina sahibizdir. Bu diizeni
bozan herhangi bir sey ortaya ¢iktiginda bunu basitge ihtiyac-
larimiz1 karsilayacak sekilde tanimlariz. Sifir ile bolmede de
olan budur. Bu “kurallarin” niye ortaya atildigini agiklayarak
bir kisi matematigin dogast hakkinda ¢ok derin bir kavrayisa
sahip olabilir. Simdi gelin bu “emri” biraz anlamli kilalim.

n + 0, n # 0 bolimiini digliniin. Sifirla bolmeme emrini
bilmeyen bir kisi oldugumuzu varsayip boliimiin ne olacagi
hakkinda fikir yiiriitelim (yani, tahmin edelim). Bu durumda,
tipki bolmenin dogru olup olmadigini kontrol ederken yapti-
gimuz gibi O « p’nin n’ye esit olup olmadigini kontrol edelim.
0 « p # n oldugunu biliyoruz; ¢iinkii O * p = 0’dwr. Bu neden-
le bu bolmenin bir sonucu olacak bir p béliimii yoktur. Bu se-
bepten dolay: sifir ile bolmeyi gecersiz saymaktayiz.

Sifirla bolmenin tanimlanmamasi gerektigini gosteren daha
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inandirici bir 8rnek de, bunun bizi nasil 1 # 2 esitliine zit bir

duruma gotiirdiigiinii gosteren ornektir. Gosterecegimiz sey,

eger sifirla bolme gecerli ise 1 2’ye esit olacaktir; ne sagmalik!
Iste 1’i 2’ye esitleyen “ispat”:

a = b diyelim.

O zaman @’ = ab [her iki tarafi a ile carpin]

at-b*=ab-b’ [her iki taraftan b’ ¢cikaralim]

(a + b) (a-b) = b (a-b) [¢arpanlara ayiralim]

a+b=> [a-b ile bolelim]

2b=b [b’yi a ile yer degistirelim;
clinkii basta @ = b dedik]

2=1 [Her iki tarafida b

ile bolelim]

(a-b) ile boldiigiimiiz asamada biz aslinda sifir ile bolme yap-
maktaydik; ¢iinkii @ = b ve a - b = 0 olur. Bu durum bizi se-
cimsiz bir sekilde sifirla bolme yapmamizi yasaklayan bir du-
ruma gotiiriir. Bu durumun incelenmesine biraz daha zaman
ayrrarak matematik hakkinda daha derin kavrayisa sahip ola-
caksiniz. Tabii ki o zaman zevk almaya baslayacaksiniz; ¢iin-
kii artik bir seyi “matematikte boyle olmasi1 gerektigi icin”
kabul etmeyi birakmaya baglayacaksiniz. Ancak bir konuyu
izleyen elestirel bir goz saghkli yorumlar: yapabilir.

6.4 Tiim Ucgenler Ikizkenardir

Zamanimizin biiyiik matematikgilerinden biri olan George
Pdlya, “Geometri, yanlis sekiller lizerinde dogru akil yiiriitme
bilimidir” demisti. $imdi “yanlis” sekiller iizerinde bizi im-
kinsiz sonuglara gotiiren bir kamitlamay1 inceleyecegiz. Ifa-
delerin kendileri bile tuhaf goriinmektedir. Sagma olan bir se-
yin ispatlanmasinin gosterilmesini egilimlerinize gore sinir
bozucu ya da biiyiileyici bulabilirsiniz. Yine de, “ispatin” her
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bir séylemini takip edip hatay1 bulmaya c¢alisin. Bu, Oklid’in
bile Elemaniar’inda tanim eksikliginden dolay1 ¢ozemeyece-
&1 bir seye dayanmaktadir.

Mannksal yanhghk: Herhangi bir ¢esitkenar liggen (yani, her
bir kenar1 farkli uzunlukta) ikizkenardir (yani, iki kenar bir-
birine esittir).

Cesitkenar AABC’nin ikizkenar oldugunu kanitlamak i¢in,
birkac keyfi dogru parcasi ¢cizmeliyiz. A?yi dik olarak ikiye
bolen cizgiyi ve ¢ ZC’nin aglortayint ¢izin. Onlarin kesisim
noktalarindan AC ve ¢B® ye dik olan, sirastyla D ve F’de bi-
ten dikmeleri ¢izin.

Dikkat edilmelidir ki, cesitli ¢esitkenar iicgenler icin yu-
karladaki tanimlamanin dort farkli olasiligi vardir. Sekil 1, CG
ve GE licgenin icinde bulusur:

Sekil 2, c G ve GE (simdi aslinda orta noktadlr) AB’de bu-
lusur.
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Sekil 3, CGve GE tiggenin diginda bulusur; ama GD ve
GF dikmeleri sirasiyla AC ve CB iizerine diigerler.

Sekil 3

Ve Sekil 4, CG've @gen@@mda bulugur; ama GD ve
GF dikmeleri sirasiyla CA ve CB ile iicgenin disinda bulusur.
c

NN Sekil 4

[~}

Bu mantiksal yanlishgin “ispat1” yukaridaki herhangi bir
sekille yapilabilir. “Ispat1” yukaridaki sekillerden biriyle (ya
da hepsiyle) takip edin.

Verilen: AABC bir gesitkenardir.

ispatlanacak: AC = AB ( ya da AABC bir ikizkenardir)
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Ispat: ZACG = £BCG ve dik £CDG ~ £CFG oldugun-
dan, ACDG = ACFG olur (KAA). Bu nedenle DG = FG ve
CD = CF. AG = BG (bir dogru parcasinin dik boleni iizerin-
deki bir nokta, dogru pargasinin bitis noktalarina esit uzaklik-
tadir) ve LADG ve £BFG dik agilar oldugundan, ADAG ~
AFBG (hipoteniis ayag1). Boylece DA = FB.

Buradan AC = BC cikar (1’den 3’e kadar olan sekillerde
toplam ve sekil 4’te ¢cikarma ile).

Bu noktada kafaniz karigmis olabilir ve belki de bu yanligh-
gin olmasina izin veren hatanin nerede oldugunu merak edi-
yorsunuzdur. Dikkatli bir incelemeyle sekillerde ¢ok belirgin
olmayan bir hata bulacaksiniz:

a. G noktasi liggenin disinda o/malidir.

b. Dikmeler iiggenin kenarlariyla birlestiginde, biri bir ke-
narla koselerin arasinda bir yerde bulusur; ama digeri bulus-
maz.

Oklid tarafindan kullanilan genel terimlerle bu ikilem bir
gizem olarak kalacaktir; ciinkii arada olma Elemanlar’da ta-
nimlanmamustir. Asagida, yukaridaki ispatta yanligliklarin ol-
dugunu ispatlayacagiz. Ispatimiz Oklid metotlarim kullanir;
ama bir arada olma tanimi kabul eder.

AABC’nin cevrel ¢cemberini cizerek ise baslayalim (sekil
5’e bakin). .

ZACB’nin aglortay1 AB’nin(*) orta noktast G’yi icermeli-
dir (¢iinkii, LACG ve LBCG es ¢evre agilardir). AB’nin dik
boleni AB’yi ikiye bolmelidir ve bu nedenle G’den gecer.
Boylece LACB’nin agiortay1 ve AB’nin dik boleni G nokta-
sinda liggenin disinda kesisir. Bu sekil 1 ve 2 olasiliklarini or-
tadan kaldinr.

Simdi ¢cemberin lizerine ¢izilmis ACBG dortkenarlisini diisii-

(*) AB, “AB yay1” demektir.



niin. Bir cemberin i¢ine ¢izilmis (ya da cembersel) bir dortke-
narlinin karsilikli acgilan biitiinler oldugundan, mZCAG +
mZCBG = 180°°dir. Eger ZCAG ve ZCBG dik acilar ise, o
zaman CG bir ¢ap olacak ve AABC ikizkenar olacaktir. Bu
nedenle, AABC gesitkenar oldugundan, ZCAG ve ZCBG dik
acilar degillerdir. Bu durumda biri dar biri genis olmalidir.
Diyelim ki, ZCBG dar ve ZCAG genistir. O zaman ACBG’de
CB iizerindeki ylikseklik iiggenin 1gerlsmde olmalidir; bunun
yaninda genis acili ACAG’de cA’ licgenin disinda olmalidir.
(Bu genellikle ispatlamadan kabul edilen bir seydir; fakat ko-
layca ispatlanabilir.) Dikmelerden bir ve sadece bir tanesinin
licgenin bir kenariyla koseler arasinda kesistigi olgusu hatalt
“ispat1” ortadan kaldirir.

Bu iinlii geometrik problemle ilgili etrafli tartismamiz, ge-
ometrinin kesinligi konusunda size gercek bir kavrayis suna-
caktir. Bu boliimiin verdigi zevk bir yana, bu ayn1 zamanda ol-
dukca oOgreticidir; ¢linkii bize noktalarin yerlerinin tanimlan-
masinin geregini gosterir ki bu genelde atlanilan bir konudur.
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6.5 Bir Sonsuz Seri Hatasi

Iste ¢ogu okuyucuyu saskinliga ugratacak bir problem. Ne
var ki “cevap” birazcik anlasilmasi zor bir karaktere sahiptir
ve yogun bir diisiinme gerektirebilir.

Yakinsak seri(*) kavramim gérmezden gelerek soyle bir
ikileme diisecegiz:

Diyelimki,S=1-1+1-1+1-1+1-1+..
=(1-1)+(1-1)+(1-1) + (1-1) + ...
=0+0+0+0+...
=0

Ne var ki, eger bunlar1 farkli gruplarsak sunu elde ederiz:

Diyelimki,S=1-1+1-1+1-1+1-1+..
=1-(1-1)-(-D-@0-1)-(1-1) - ...
=1-0-0-0-...
=1

Bu nedenle, ilk durumda S = O ve digerinde S = 1 elde et-
tigimize gore 1 = 0 sonucuna ulasabiliriz.

Bu argiimanda hatali olan sey nedir?

Eger yeterince rahatsiz olmadiysaniz bir de su argiimani
inceleyin:

Diyelimki,S=1+2+4+8+ 16 +32 + 64 + ... (1)
Burada agiktir ki S pozitiftir.

Ayni zamanda, S -1 =2 +4+8+16+32 +64+ ... (2)

Simdi (1) esitliginin her iki tarafin1 da 2 ile ¢arparsak su-

(*) Basit terimlerle soylersek, bir seri, belirli bir sonlu toplamaya yaklastyor
gibi goriiniiyorsa yakinstyor demektir. @megin, 1 +1 =2+ 1 =4 +1 =8 +1
+ 16+ 1+ 32+ .. serisi 2’ye yakinsar; ama | +1 +2+1+3+1+4+1+5
+ 1 + 6 + ... serisi sonsuza kadar biiylimeye devam eder.
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nu elde ederiz:
2S=2+4+8+16+32+64 + ... 3)

(2) numarayi (3) numarali denklemde yerine koyarsak bu
bize sunu verir:

2S=§5-1

Buradan S = -1 sonucunu ¢ikarabiliriz (her iki taraftan da
S’yi c¢ikararak).

Bu bizim -1 sayisina pozitif dememize sebebiyet verir;
clinkii daha 6nce S’nin pozitif oldugunu soylemistik.

Son mantiksal problemi agikliga kavusturmak i¢in bir ya-
kinsak serinin asagidaki dogru bicimlerini karsilastirabilirsi-
niz:

Diyelimki, S=1+1+2+1+4+1+8+1+16+ ..

Daha sonra sunu elde ederiz; 25=2+1+1+2+1+4+
1+8+1+16+..

Boylece 25 =2 + S ve S = 2 ki bu dogrudur. Buradaki fark
goriildiigii gibi yakinsak seri kavramidir; daha 6nceki 6rmegi-
mizde bir yakinsak seri yoktu ve bu nedenle daha 6nceki var-
sayimlarimiz gegerli degildi.

6.6 Aldatici1 Kenar Siisii

Bir atlasta, aradiginiz kasabanin sayfa sinirinin “biraz otesin-
de” olmasindan dolay1 sayfay1 ¢evirmek zorunda kalmaktan
dolay1 sinirlenmediniz mi hi¢? Atlaslarin cogunda, ¢ekici go-
riinsiinler diye harita sayfalarinin ¢evresine eklenmis kenar
siisleri bulunur. Bu bolgenin ne kadar tuttugunu merak ettiniz
mi hig?

Bunu kesfetmek muhtemelen sizinic¢in dikkatinizi gelistire-
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cek bir sey olacaktir; ama daha da 6nemlisi cevrenizdeki nicel
diinya hakkindaki duyarliginiz1 agacaktir. 8’e 10 ing¢ Olgiileri
olan bir atlas tasarlayalim. Makul bir kenar siisiiniin 2 + 1 in¢
genisligi vardir ve bu goze batmaz. Simdi durumu inceleyelim.

8

10 10

) C

Tiim sayfanin alani1 80 ing karedir ve haritanin alam 63 ing
karedir. Bu nedenle kenar bolgesinin alani; 80 — 63 = 17 ing
karedir. Bu, 17 + 80 = .2125 = % 21.25’e tekabiil eder; say-
fanin yaklagik 5’te biri! Bu “ise yaramaz” bolgenin alani say-
fanin %?20’sini kaplamasaydi daha iyi olmaz miydi? Daha bii-
yiik sayfa ve daha az fiyat olacakti muhtemelen. Ayrica, sini-
rin dtesinde olan yerler i¢in sayfay1 cevirmek zorunda kalma-
yacaktiniz.

Burada onemli olan sey cevrenizdeki nicel diinya hakkin-
da tetikte olmanizdir. Cevrenizde bu tip bir etkiyi yaratabile-
cek sayisiz drmek bulunmaktadir. Bu tip goziiniizii acan sas-
kinliklar eglencelidir de!
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6.7 Sasirtici Paradokslar

Paradokslar eglencelidirler ve i¢lerinde ¢ok onemli mesajlar
tasirlar. Bu eglenceler aracilifi ile dgrenilecek ¢ok sey vardir.

Iste size iizerinde diisiinebileceginiz bir seyler verebilen
paradokslar.

2 paund = 32 ons

2 + 1 paund = 8 ons

Her iki esitligi de carpalim.

(22 + 1) paund = (32 « 8) ons
ya da 1 paund = 256 ons!

Bu paradoks birimlerin dogru bir sekilde degerlendirilmeme-
sinden kaynaklaniyor ve en giizel su ornek incelenerek ce-
vaplanabilir.

2 fit = 24 ing
2+ 1fit=61ing

Bunlari ¢arparak sunu elde ederiz;
1 fit kare = 144 ing kare.

Bir bagka paradoks ise sudur:
1«0=2+0
ve biz biliyoruz ki 0 = 0.

Bu esitlikleri bolersek sunu elde ederiz;
1=2.

Burada da benzer bir kural goriiyoruz; O ile bélmemize 1zin
vermiyor ve eger bunu bozarsak sagma bir sonuca ulasiyoruz.

Paradokslarda verilen mesajlar1 agiklifa kavusturmak is-
tersek sunu diyecegiz ki, ne yaptiginizi bilmeden bir aritme-
tik islemin i¢ine dalmayiniz.
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6.8 Bir Trigonometrik Yanhshk

Pisagor teoreminin temelidir. Trigonometride bu kendisini su
sekilde ifade eder; sin’x + cos’x = 1. Hatirlayacaginiz gibi, eger
bir dik iicgen sin x ve cos x uzunlugunda kenarlara ve 1 uzun-
lugunda hipoteniise sahip ise, trigonometrik fonksiyonlar beli-
rir ve Pisagor teoremi sin’x + cos’x = 1 sonucunu iiretir.

Buradan, 4 = 0 oldugunu gosterebiliriz. Bunun dogru ola-
mayacagini biliyorsunuz! Oyleyse problemi bulmak size kali-
yor. Eger bulamazsaniz bunu bdliimiin sonunda sdyleyecegiz.

Pisagor esitligi 1 - sin’x = cos® x seklinde yazilabilir. Eger
her iki tarafinda kare kokiinii alirsak sunu elde ederiz;

cosx = (1-sin’x) 1 +2 )

Esitligin her iki tarafina da 1 ekleyelim

1 +cosx=1+(1-sin’x) 1 = 2(*%)

Simdi her iki tarafin da karesini alalim: (1 + cos x)* = [1 +
(1-sin’x) 1 + 2]

Simdi x = 180° oldugunda ne olduguna bir bakalim. Cos
180 ° = -1 ve sin 180° = 0’dur.

Bunlar1 denklemde yerine koyarsak sunu elde ederiz:

A-D2=[1+1-01 2]
Boylece, 0 = (1-1)*=4

0 # 4 oldugundan bir hata olmali. Nerede? Iste bir ipucu:

Eger x* = p’ ise 0 zaman x = +p ve x = -p’dir. Problem her
ikisini birden kullanmamizi istiyor olabilir. Bazen bunlardan
birisi ise yaramaz. Her iki tarafin kare kokiinii aldigimiz ba-
samag1 inceleyin. Suglu orada sizi bekliyor!

6.9. Anlayigh Limitler

Limit kavrami hafife alinmamalidir. Bu kavram kolayca yan-

*) x'*2=x oldugunu hatirlayin.



lis yorumlanabilecek kadar karmastk bir kavramdir. Kimi za-
man kavrami kusatan meseleler yeterince géze goriiniir degil-
dir. Bunlarin yanlig yorumlanmasi bazen ilging (belki de, ba-
kis aciniza bagl olarak komik) sonuglara gotiirebilir bizleri.
Asagidaki iki 6rmek bunu giizel bir sekilde resmeder. Ulasti-
g1z sonuclardan dolay: rahatsiz olmayin. Unutmayin bu bir
eglence. Onlar1 ayn olarak diisiiniip; sonra da baglantilarini
fark etmeye caligin.

Sekil 1. Acgikga goriilecegi gibi, koyu cizgilerle ¢izilmig
boliimlerin (“basamaklarin”) uzunlugu a + b’ye esittir.

e T
Y

o) b Q

Koyu c¢izgilerle ¢izilmis boliimlerin (“basamaklarin) uzun-
lugu, yatay ve dikey boliimleri toplayarak buldugumuzda a+b
oldugundan, basamaklarin sayis1 artsa da hala a+b olarak ka-
lacaktir. Burada bir ikilem ortaya ¢ikar; eger biz bu basamak-
lari, bunlar diiz bir ¢izgi olusturacak sekilde bir “limit” dege-
re kadar kiigiilttigiimiizde, bunun uzunlugu POQ ii¢geninin
hipoteniisiine egit olur. Buradan da PQ’nun a + b’ye esit ol-
dugu ortaya ¢ikar. Fakat biz Pisagor teoreminden biliyoruz ki,
PQ =a*+b?dir; a+b degildir. Sorun nerededir?

Hicbir sey yanlis degildir! Gergekten, gittikce kiigiilen ba-
samaklardan olusan kiimemiz, PQ diiz cizgisine gittikce daha
fazla yaklagsa da, sezgiye aykiri olarak bu, (yatay ve dikey)
basamaklarin toplammnin PQ’nun uzunluguna yaklasmasini
gerektirmez. Burada bir ¢eliski yoktur; sadece sezgilerimizde
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bir yanlis anlama vardir.

Bunu “agiklamanin” bir bagka yolu ise sunu 6ne siirmek-
tir. “Basamaklar” kiiciildiik¢e sayilari artar. Bir ug durum ola-
rak, (basamaklar i¢in) O uzunlugunda ve sonsuz sayida parga-
ya sahip oldugumuzu diigiinelim ki bu bizi O ¢ eo sonucuna
gotiiriir; fakat bu anlamsizdir!

Benzer bir durum su asagidaki 6rnekte ortaya ¢ikar.

Ornek 2. Bir sonraki sekilde, kiiciik yarim daireler biiyiik
yarim dairenin ¢apinin bir ucundan 6biir ucuna kadar uzanir.

A a b ¢ d ¢ B

Kiiciik yarim daire yaylarinin toplaminin biiyiik yarim da-
ire yayna esit oldugunu gostermek kolaydir. Yani, kiiciik ya-
rnim daire yaylarinin toplami=na + 2 + b + 2 + tc + 2 + nd
+2+me+2=n+2(@+hb+c+d+e)=n+2(AB) ki bu
da biiyiik daire yayina esittir. Bu boyle degilmis gibi “gdriin-
mektedir;” ama boyledir! Aslinda, kii¢iik yarim dairelerin sa-
yilarini arttirdik¢a (tabii ki, boyutlan kiiglilecektir) onlarin
toplami AB’ye yakinsiyor gibi “goriinmektedir” ama aslinda
bu dogru degildir.

Daha 6nceki durumla ayni sekilde, yarim dairelerden olu-
san kiime AB diiz ¢izgisinin uzunluguna yaklasir; ne var ki bu,
yarim dairelerin uzunluklarinin toplaminin limitin uzunluguna,
burada AB’nin uzunluguna yaklagsmasim gerektirmez.

Bu “goriiniirdeki limit toplam” sagmadir; ¢iinkii A ve B
noktasindaki en kisa uzunluk AB dogru parcasidir; AB yarim
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daire yay1 (bu da kiiciik yarim dairelerin toplamina esittir) de-
gildir. Bu, benzer drneklerle giizelce agiklanabilecek dnemli

bir kavramdir; bdylece gelecekteki yanlis yorumlamalardan
kaginilabilir.
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7

Hesaplama ve Olasilik

Giim'imiiz diinyasinda, matematik acisindan kompleks
olan hesaplama bicimleri, matematikte bilmemiz gere-
ken seylerin 6nemli bir pargasini olusturmaya baslamistir. Ar-
tik hi¢ olmadig kadar, olasilik kavrami okudugumuz seylerin
igine s1ziyor: gazeteler, dergiler, profesyonel raporlar vb. Do-
gal olarak, bu kavramlarin eglenceli yanlari1 da bulunuyor.
Burada inceleyeceklerimiz de bunlar zaten.

Omegin, aymn on iigiiniin en yiiksek olasilikla cuma giinii-
ne diistiigiini biliyor muydunuz ya da rastgele secilmis otuz
kisilik bir grup icinde iki kisinin ayn1 dogum giiniine sahip ol-
mast olasiligr nedir hi¢ diigiindiiniiz mii? Bunlar, isleyecegi-
miz konulardan bazilaridir. Bu béliim sizin igin, kisa, sirin ve
umuyoruz ki eglenceli olacak.

7.1 On Ugiincii Cuma

13 sayis1 her zaman sanssizlikla baglantili bir say1 olarak dii-
siniilmiistiir. On ii¢ ya da daha fazla kata sahip olan binalar-
da genel olarak 13 sayis1 kat numaralarinda atlanir. Bu 6zel-
likle asansorlerde kendini belli eder; ciinkii 13. kat i¢in bir
diigme bulunmaz. /3 sayisimin sanssizlikla bagdastirildigt
baska Orneklerde hatirlayabiliriz. Muhtemelen, bir ayin on
ligliniin cumaya gelmesinin kotii sans demek oldugunu hatir-
layacaksimiz. Bu muhtemelen, Isa’nin cuma giinii carmiha
gerilisine sebep olan Son Aksam Yemegi'nde on ii¢ kisinin
oldugu ile ilgili inangtan tiiremistir.
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Cuma giiniiniin ayn on ligline denk gelme olasiliginin di-
ger giinlerle esit oldugunu mu diisiiniiyorsunuz? Belki de
simdi ¢ok sasiracaksiniz; ama cuma giinii, diger giinlerden
daha sik bir bicimde ayin on ligiine rastlar.

Bu olgu ilk olarak B. H. Brown(*) tarafindan yayinlan-
mistir. O, Gregoryen takviminin 400 yilda bir tekrar eden bir
artik yillar modelini takip ettigini ifade etmistir. 4 yillik bir
dongiiniin i¢indeki giin sayis1 3 ¢ 365 + 366. Boylece 400 yil
icinde 100 (3 « 365 + 366) — 3 = 146.097. Yiizyil baslar1 400’e
boliinmediginde artik yi1l degildir; bu nedenle 3 cikariyoruz.
Bu toplam giin sayisi, tam olarak 7’ye boliinebilir. 400 yillik
bir dongiide 4.800 ay oldugundan ayin on ii¢ii 4.800 kez or-
taya cikar. Asagidaki tablo haftanin giinlerinin ayin on iigiine
gelme sikligini gostermektedir.

Haftanin  Giinleri 13’lerin sayisi Yiizde
Pazar 687 14.313
Pazartesi 685 14.271
Sali 685 14.271
Carsamba 687 14.313
Persembe 684 14.250
Cuma 688 14.333
Cumartesi 684 14.250

7.2 Hesaplamadan Once Iyi Diisiin

Siklikla bir problem bize o kadar kolay goziikiir ki, bir strate-
Ji gelistirmeden hemen ¢6zmeye kalkisiriz. Bu ani girisim ge-
nelde biraz diisiiniip bir strateji iiretenlere gore hig de zarif ol-
mayan bir ¢oziimle ortaya ¢ikmamiza sebebiyet verir. Iste si-
ze, calismaya baslamadan once yapilacak biraz kafa yormay-
la cok daha kolay bir sekilde ¢oziilebilecek iki problem.

(*) “Solution to Problem E36,” American Mathematical Monthly 40 (1933):
607.
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Toplami 999 olan tiim asal say: ¢iftlerini bulunuz.

Simdi kiminiz bir asal sayi listesi yapacak ve asal sayi ciftle-
rinin 999 edip etmedi8ine bakacak. Bu kesinlikle hem c¢ok za-
man kaybettirici hem de zorlayicidir ve tiim asal say1 ciftleri-
ni hesaba katip katmadiginizdan hi¢cbir zaman tam olarak
emin olamazsiniz.

Gelin problemi ¢6zmek i¢in biraz mantiksal akil yiiriitme
yapalim. Iki saymnn (asal ya da degil) toplaminin tek olmasi
i¢in, sayilardan birinin c¢ift olmasi gerekir. Bir tane cift asal
say1 olduguna gore, yani 2, toplami1 999 eden yalnizca bir asal
say1 ¢ifti olacaktir; 997 ve 2. Simdi bu gercekten ¢ok basit bir
hale geldi.

Hemen bir ikinci problem; 6n planlama ya da diizenli bir
diisiince teknigi onu ¢ok anlamli kilacaktir:

Bir palindrom, ileriye ve geriye dogru yazildiginda ayni sonucu
veren sayidir; yani, 747 yada 1.991. 1 ile 1.000 arasinda (1.000
de dahil) kag tane palindrom say1 vardir?

Bu probleme geleneksel yaklagim 1 ile 1.000 arasindaki tiim
sayilar1 yazmak ve bunlarin palindrom olup olmadiklarina
bakmaktir. Ne var ki bu kullanigsiz ve zaman kaybettiren bir
¢Oziim teknigidir ve birka¢ say1 kolaylikla atlanabilir.

Bu problemi daha hizli bir sekilde ¢ozebilmek igin bir ka-
lip bulup bulamayacagimiza bir bakalim.

Aralik Palindromlarin Sayist Toplam Say1
1-9 9 9
10-99 9 18
100-199 10 28
200-299 10 38
390-399 10 4.8
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Bir kalip goriiyoruz. Tam olarak, (99°dan sonra) her 100 say1
grubunda 10 tane palindrom var. Boylece, 10 tane 9 ya da 90
art1 1’den 99 olan sayilar igin 18 dersek, 1’den 1.000’e kadar
(1.000 de dahil) olan sayilar i¢inde toplam 108 palindrom el-
de ederiz.

Bu probleme bir bagka ¢6ziim yolu, verilerin daha uygun
bir sekilde organize edilmesiyle ilgilidir. Tiim tek haneli say1-
lar1 diisiiniin (kendinden-palindromlar). Boyle dokuz tane
vardir. Ayrica dokuz tane iki haneli palindrom vardir. Ug ba-
samakli palindromlar i¢in 9 tane “dig basamak” olasilig1 ve
10 tane “orta basamak”(*) olasilig1 vardir; boylece bunlardan
90 tane buluruz. Toplamda 1°den 1.000’e kadar (1.000 de da-
hil) olan sayilar i¢inde toplam 108 palindrom elde ederiz.

Slogan sudur: Once diisiin, daha sonra bir ¢éziime basla.

7.3 Degersiz Bir Artis

Varsayalim ki bir iginiz var ve %10’luk zam aldiniz. Daha
sonra igler 1yi gitmedi ve patronunuz maaginizda %10’luk bir
indirim yaptu. Ilk bastaki maaginiza mi1 déneceksiniz? Cevap
cok ilginctir (ve sagirticidir) HAYIR!

Bu kiiciik hikaye oldukga rahatsizlik vericidir; ¢linkii aym
yiizde artig ve azalisla baslanilan yere doniilmesi beklenir. Bu
sezgisel bir diisiincedir ama yanlistir. Bunu, belli bir miktar
para secerek ve asagida belirtilen yolu izleyerek gorebilirsi-
niz.

Mesela 100 dolarla baslayin. 100 dolar iizerinden %10 ar-
tist hesaplayin ki bu 110 dolardir. Simdi 110 dolar ilizerinden
%10 indirimi hesaplayin; bu 99 dolar eder —baslangi¢c mikta-
rindan 1 dolar daha azdir.

%10 indirimi 6nce ve %10 artig1 sonra hesaplasaydik so-
nug farkli olur muydu diye merak ediyor olabilirsiniz. Yine

(*) Sifir yalnizca orta basamak olabilir.
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100 dolar baslangi¢ alirsak dnce %10 indirimi hesaplayalim
ki bu 90 dolar eder. Daha sonra %10 artis1 hesaplayalim; 99
dolardaha onceki rakamla ayni. Boylece goriiyoruz ki sira bir
sey fark ettirmiyor.

Oldukca aldatict olan benzer bir durum bir kumarbazin
basina gelebilir. Su asagidaki durumu diigiiniin. Sezgilerini-
zin dogru olup olmadigini gérmek icin bir arkadasiniz iizerin-
de bunu deneyebilirsiniz.

Size bir oyun oynama sans: verilsin. Kurallar basit. Kapali
olarak 100 kart var. Bu kartlardan 55 tanesinde “kazandimz”
45 tanesinde “kaybettiniz” yaziyor. 10.000 dolar parayla
basliyorsunuz. Her kart ¢evrilisinde paranizin yarisini koy-
mak zorundasiniz; kartin soyledigini gore ya kaybedeceksi-
niz ya da kazanacaksiniz. Oyunun sonunda tiim kartlar acil-
mis olacak. Oyunun sonunda ne kadar paramz olacaktir?

Yukarida uyguladigimiz basit prensip burada da uygulana-
bilir. Agiktir ki, kaybedeceginizden on kere daha fazla kaza-
nacaksiniz; bu, 10.000 dolardan daha fazla parayla ayrilaca-
giniz goriintiisii verebilir. Asikar olan genelde yanlistir ve bu
giizel bir omektir. Diyelim ki ilk kartta kazandiniz; simdi
15.000 dolarmiz var. Ikinci kartta kaybettiniz; simdi 7.500
dolariniz var. Yani bir kere kazanip bir kere kaybetseydiniz de
7.500 dolariniz olacakti. Yani, her kazanip kaybetmede para-
nizin dortte birini kaybediyorsunuz. Boylece oyunun sonun-
da 10.000 « (3 + 4)* « (3 + 2)'* kadar paraniz olacak.

Bu 1.38 dolara esittir. Sasirdiniz m1?

7.4 Aymi Dogum Giinleri

Bu baslik matematikteki en sasirtici sonuglardan birisini size
sunmaktadir. Izleyecegimiz yontem, uzman olmayan kisileri
olasiligin giicli konusunda ikna etmenin en iyi yollardan biri-
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dir. Bu konunun sonuglari, eglenceli olmasi bir yana sizi, sez-
gileriniz konusunda siipheye diisiirecektir.

Varsayalim ki 35 6grencisi olan bir sinif igindesiniz. Iki s1-
nif arkadasinin dogum giinlerinin (yalnizca ay ve giin) ayni
olma sansinin (ya da olasiliginin) ne kadar oldugunu diisiinii-
yorsunuz? Sezgisel olarak, (artik yillar1 géz ardi ederek) 365
giinliik bir kiime i¢cinden, ayni dogum giiniine sahip 2 insanin
olasilif1 iizerine diisinmeye baslariz. Belki de bu 365°de
2°dir? Bu, 2 + 365 = 0.005479 = % 2 + 1 olasiliga esit ola-
caktir. Cok kiiciik bir sans.

Simdi “rastgele” secilmis 35 Amerika Birlesik Devletleri
baskanini diisiinelim. Cok sasiracaksiniz, ama iki tane ayni
dogum giiniine sahip baskan bulunmaktadir:

11. Bagkan James K. Polk (2 Ekim 1795) ve
29. Bagkan Warren G. Harding (2 Ekim 1865).

35 kisilik bir grup icin, iki kiginin ayni dogum giiniine sahip
olma olasiliginin 10°’da 8 ya da 8 + 10 = %80 oldugunu duy-
mak muhtemelen sizi sasirtacaktir.

Eger imkaniniz varsa, 10 tane 35 kisilik grup secerek ve on-
larin dogum tarihlerine bakarak kendi deneyinizi yapabilirsi-
niz. 30 kisilik bir grup i¢in ayni olma olasili1 10’da 7 ya da
bu, kurdugunuz bdyle 10 grubun 7’sinde bir dogum giinii ¢a-
kigsmasi olacak demektir. Bu muhtesem ve beklenmedik sonu-
ca hangi sebeple ulagilmaktadir ve dogru mudur? Bu, sezgile-
rimize aykir1 bir durum gibi goriinmektedir.

Merakinizi gidermek igin durumu ayrintilariyla incelece-
giz.

35 kigilik bir sinif diisiiniin. Segilen bir kisinin kendi do-
gum giinii ile cakigmasi olasilig1 hakkinda ne diisiiniirsiiniiz?
Bu bir kesinliktir; yani 1.

Bu su sekilde yazilabilir; 365 + 365.

Secilen diger bir 6grencinin bu 6grenciyle dogum giinii-
niin cakismamasi olasiligt 365-1 + 365 = 364 + 365°dir.

Secilen ligiincii bir 6grencinin bu 6grenciyle dogum giinii-
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niin ¢akismamasi olasiligl 365-2 + 365 = 363 + 365°dir.
Ayni dogum giiniine sahip olmayan 35 6grencinin olasili-
&1 bu olasiliklarin ¢arpimudir:

p =365 + 365 *365-1 + 365 « 365-2 + 365 « ... » 365-33 +
365 « 365-34 + 365.

Gruptaki iki 6grencinin ayn1 dogum giiniine sahip olmasi
(q) olasilig1 ve gruptaki iki 6grencinin aym1 dogum giiniine
sahip olmamasi olasiligi toplami kesinlik oldugundan bunla-
rin toplami 1 olmalidir; yani p + g = 1.

Bu durumda, ¢ =1 - 365 + 365 « 365-1 =+ 365 « 365-2 +
365 « ... e 365-33 + 365 . 365-34 + 365 ~
.8143832388747152. Diger bir degisle, rastgele secilmis 35
kisilik bir gruptaki iki 6grencinin ayni dogum giiniine sahip
olma olasilign 8 + 10°dan yiiksektir. 365 tane olasilik diisii-
niildiigiinde bu beklenmedik kadar yiiksek bir deger olarak
karsimiza ¢ikar. Merakli okuyucular olasilik fonksiyonun do-
gasini incelemek isteyebilir. Iste size rehberlik etmesi igin
birkag deger.

Gruptaki insan sayist Dogum giinii cakismasinin olasilig1.
10 .1169481777110776
15 .2529013197636863
20 411438835805799
25 .5686997039694639
30 .7063162427192686
35 .8143832388747152
40 .8912318098179490
45 9409758994657749
50 .9703735795779884
55 .9862622888164461
60 .9941226608653480
65 9976831073124921
70 99915957595651571
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“Hemen hemen kesin” durumuna ne kadar ¢abuk ulasildigina
dikkat ediniz. Yaklasik 60 kisilik bir sinif mevcuduna geldi-
gimizde, tablo bize iki 6grencinin ayn1 dogum giiniine sahip
olma olasiliginin neredeyse kesin (%99’dan yiiksek) oldugu-
nu soyliiyor.

Eger bunu ilk 35 bagkanin 6liim tarihleri i¢in yapsaydik
gorecektik ki, ikisi 8 Mart’ta (Millard Fillmore, 1874 ve Will-
liam H. Taft, 1930) ve iicii 4 Temmuz’da (John Adams ve
Thomas Jefferson, 1826 ve James Monroe, 1831) dlmiistiir.

Gordiigiiniiz gibi, yukaridaki sasirtict sonuglar, sezgileri-
mize giivenmenin o kadar da iyi bir sey olmadig1 konusunda
gozlerimizi agmaktadir.

7.5 Takvim Gariplikleri

Takvimler, 6grencileri matematikten zevk alacak hale getire-
bilmek icin kullanilabilecek c¢esitli eglenceli durumlari barin-
dirirlar — en azindan bunlar, onlar sayi iligkilerini aragtirma-
ya tesvik edebilir.

Omegin su takvim sayfasini diisiiniin; Ekim 2002.

Da 7 D 3 Do
1 5
6 7 8 12
13 14 15 19
20 21 22 26
27 28 29 30 31 }

Takvimde, herhangi dokuz tarihten olugan bir kare (3 x 3) se-
ciniz. Biz yukarida sectiklerimizi golgelendirdik. Golgeli
bolgedeki en kiiciik sayiya 8 ekleyin ve bunu 9 ile carpin. Ya-
ni, (9+8) » 9 = 153. Daha sonra golgelenmis matristeki orta
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siranin toplamim (51) 3 ile ¢arpin. Siirpriz! Daha onceki ce-
vapla ayni, 153. Ama nasil oldu? Iste birkag ipucu: Ortadaki
say1 9 golgeli sayinin ortalamasidir (ya da ortasidir). Orta ko-
londaki sayilarin toplamy, tiim sayilarin toplamimnin 1 + 3°diir.
Bu aragtirmanin olumlu sonuglari olacaktir.

Simdi takvim hakkinda daha derin bir kavrayisa sahip ol-
dugunuza gore,4/4,6/6,8/8, 10/ 10 ve 12 / 12°nin hep-
sinin haftanin ayni giiniine diisme olasilifinin ne oldugunu
diisiiniin. Kesinlikle diistinmeden verilen reaksiyon yaklasik
1 + 5 olacaktir. Yanlig! Olasilik 1°dir; bir kesinlik. Fakat sa-
strtict sonug nasil olabilir? Daha ayrintili bir inceleme tiim bu
tarihlerin arasinda dokuz hafta ara oldugunu size gosterecek-
tir. Boyle kiiciik, bilinen olgular, derinlerde gizli olan mate-
matik ilgisinin ortaya ¢ikmasina yardimei olacaktir. Takvime
yapilan yolculuk ilging siirprizlere gebedir.

7.6 Monty Hall Problemi
(“Let’s Make a Deal”)

Let's Make a Deal uzun zaman yayinlanmis ve ortaya sorun-
lu bir durum koyan bir televizyon programiydi. Rastgele se-
cilmis bir seyirci sahneye geliyor ve karsisina ii¢ tane kapi ¢1-
kariliyordu. Ve bir tanesini se¢mesi isteniyordu; kapilardan
birinin arkasinda araba, diger ikisinin arkasinda ise bir esek
bulunuyordu. Yalniz burada bir ilginglik vardr: Yarismaci bi-
rinci tercihini yaptiktan sonra sunucu, Monty Hall, secilme-
mis kapilarin birinin arkasindaki esegi kapiy1 acarak gosteri-
yordu (tabii ki hala iki kapr agilmamis durumda) ve yarigma-
crya (agilmamis) orijinal seciminde devam mi1 edecegi, yoksa
secimini degistirerek diger kapiy1 secmek mi istedigi sorulu-
yordu. Tam bu noktada, gerilimi yiikseltmek icin seyircilerin
yarist “degistir”, yarisi da “kal” diye bagirtyordu. Burada so-
ru, ne yapilmasi gerektigidir. Herhangi bir fark ortaya ¢ikacak
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mudir? Eger Oyleyse burada hangi stratejiyi kullanmak en
dogrusudur (yani, en yliksek olasilif1 verir)?

Simdi durumu adim adim inceleyelim. Cevap yavag yavas
ortaya ctkacak.

Kapilarin ardinda iki esek ve bir araba var.

Arabay1 almayr denemeniz gerekiyor. 3 numarali kapiy:

sectiniz diyelim.
| %

Monty Hall sizin segmediginiz kapilardan birini agiyor ve
esegi ortaya cikariyor.

1 2 3

1 2 3 orijinal se¢iminiz

S /?

Soyle soruyor: “Hala ilk sectiginiz kapida mi1 kalmak istiyor-
sunuz; yoksa diger kapiyr m1 se¢eceksiniz?”’

Secim yapmaniza yardim etmek i¢in bir u¢ durumu diisii-
nelim:

Ug kapr yerine 1.000 kapi oldugunu varsayalim.

1000 numarali kapry: segtiniz. Dogru kapiy1 se¢me olasi-
liginiz nedir?
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100000000,

Cok az bir olasilik; ¢iinkii dogru kapiyr bulma olasiliginiz
1 /1000°dir.

Arabanin diger kapilar arkasinda olma ihtimali nedir?

Cok yiiksek bir olasilik: 999 /1.000.

1 2 3 4 996 997 998 999
2 ) o 2 ) o 2 ) o
- 4 - = = = -

Bunlarin hepsi ¢ok yiiksek olasilikli kapilar.

Soldaki kapi, yani 1 numarali kap1 bir “cok yiiksek olasi-
liklr” bir kapidir.

Simdi soruyu cevaplamaya haziriz. Hangisi en 1yi se¢im-
dir:

0 1.000 numaral kapt (“cok az olasihikli kap1”) ya da

0 1 numarali kap: (“gok yiiksek olasilikli kap1”)
Cevap simdi agiktir. Biz, “cok yiiksek olasilikl’” kapiyr seg-
meliyiz; yani diger kapiya “gecmek” yarismaci agisindan da-
ha dogru bir stratejidir.

Uc kapili bir durumu analiz etmek yerine bir u¢ durum
kullanmak, dogru stratejiyi gelistirmemizde bize daha fazla
yararli olmustur. Prensip her iki durumda da aymdir.
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Bu problem bir¢cok akademik cevrede ve New York Times
ve diger yaymn organlarinda bir tartisma konusu olmustur.
John Tierney New York Times’ta s6yle yazmustir (21 Temmuz
Pazar 1991): “Belki de yalnizca bir illiizyondu; fakat bir an
icin bu, matematikgiler, Parade dergisinin okuyucular1 ve
Ler’s Make a Deal programinin hayranlar: arasinda ciddi tar-
tismalara yol acabilecek bir olay gibi goriinmiistii. Onlar tar-
tismaya, gecen eyliil, Marilyn vos Savant Parade dergisinde
bir bulmaca yayinladiktan sonra bagladilar. Her hafta “Ma-
rilyn’e Sorun” kosesinde okuyuculara hatirlatildigi gibi Ba-
yan vos Savant, Guinness Rekorlar Kitabr’na bilinen “En
Yiiksek 1@ derecesine sahip insan olarak girmigtir; fakat bu
durum bile, o, bir okuyucudan gelen bu soruyu cevapladigin-
da halki etkilememisti.” Dogru cevabi vermisti; ama bu, hala
matematikciler arasinda tartigilmaktadir.

7.7 Yaz1 ve Tura Beklentisi

Bu nefis konu size, akilci bir uslamlamanin en temel bigi-
miyle cebirsel bilgiyle birlikte “inanilmaz sekilde zor” bir
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problemi nasil kolay bir sekilde ¢cozmenize yardim edebilece-
gini gosterecek.
Su probleme bir bakin:

Karanlik bir odada bir masada oturuyorsunuz. Masada 12
bozukluk var; 5’inin tura yiizii yukarida ve 7’sinin yazi yiizii
yukarda. (Parlarin nerede oldugunu biliyorsunuz; bu neden-
le paralar ters ¢evirebilir ya da hareket ettirebilirsiniz; ama
karanlik oldugu i¢in paralarin ilk basta hangi yiizlerinin yu-
karda oldugunu bilmiyorsunuz.) Bozukluklar iki gruba ayi-
racaksiniz (muhtemelen bazilarini ¢evireceksiniz); isiklar
acildiginda her iki grupta da esit sayida tura olacak.

[k reaksiyonunuz “Saka yapiyor olmalisin!”, “Bozukluklarin
yiizlerini gérmeden birisi bunu nasil yapabilir ki?” olacaktir.
Iste burasi, akilci (ayn1 zamanda oldukga basit) bir cebrin ¢6-
ziim i¢in devreye girdigi yer.

Hadi hemen su isi bitirelim. Iste yapacagimz sey. (Belki
bunu 12 bozuklukla denemek istersiniz.) Bozukluklar sira-
styla 5 ve 7’lik iki gruba ayirin. Kiiciik gruptaki biitiin para-
lar ters c¢evirin. Simdi her iki grupta da ayni sayida tura var!
Hepsi bu! Bunun biiyii oldugunu diisiiniiyorsunuzdur. Bu na-
sil oldu ki? Peki, burada cebir bize neler oldugunu anlatacak.

Diyelim ki, karanlik odada paralari ayirdigimizda 7’lik
grupta h sayida tura oldu. O zaman 5’lik grupta 5-A turayada
5 — (5—h) = h tane yaz1 olacak. Kiiciik gruptaki tiim paralari
ters cevirdiginizde, (toplam 5 tane tura oldugundan) 5-% tura
yaz1 olur ve A yazi h tura olur. Simdi her iki grup da h tane tu-
ra igeriyor!
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3

Matematik Potpuri

Diger yedi boliimde kendine yeterince yer bulamayan bii-
tiin konular, bu baglik altinda olmalar1 gereken yere ka-
vusmuglardir. Matematige kars: sizi heyecanlandiracak bir-
cok hos konunun bir karistmini bu boliimde topladik. Fazla
onemli olmayan konular sona atilir diyerek kendinizi kandir-
mayin liitfen. Bu bolim tam aksini ispatlayacaktir.

Burada ilk olarak Albrecht Diirer’in Melencolia I’in de
goriilen en ilging sihirli karelerden biri ile karsilasacaksiniz.
Bunlar normal sihirli karelerin daha da otesinde ve iistiinde
bir siirii 6zellige sahiptirler. Dogada matematigin kendini
gostermesi ile karsilasacak ve iinlii ¢6ziilmemis problemlerle
(hayir, yiizyillardir ¢éziilememis bu problemleri ¢6zmenizi
beklemiyoruz.) tanisacaksiniz. Biiyiik bir olasilikla bu bolim
digerleri arasinda en eglencelisi olacaktir; ¢iinkii diger yedi
konu i¢inde kendine yer bulamamigstir bircok konuya bu bo-
limde yer verilmistir. Belki de bu boliime boliim bir demeliy-
dik.

8.1 Matematikte Miltkemmellik

Zaten her seyin milkkemmel oldugu bir konu olan matematik-
te, ne mikemmeldir? Yillar boyunca miikkemmel dikdértgen,
miikemmel say1, miikemmel kareler ve miikkemmel iicgeni ta-
nimlamus bircok degisik yazar ¢cikmistir. “Sizde, miikkemmel-
lik” listesine eklemede bulunmak isteyebilirsiniz. Bagka han-
gi matematiksel objeler “miikemmel” sifatin1 hak edebilir?
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Isterseniz miikemmel karelerle baglayalim. Bunlarin ol-
dukca bilinenleri: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, ... Bun-
lar kokleri dogal sayilar olan sayilardir: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9,10, ...

Miikemmel say: ise ¢arpanlarinin (saymnin kendisi harig)
toplamina esit olan sayidir. Ilk dort miikemmel say1 karginiz-
da:

6 [1+2+3]

28 (1+2+4+7+14]

496 [1+2+4+8+ 16+ 31 +62+ 124 + 248] ve
8128 [Bu, acilimi yazilmasi i¢in okuyucuya birakilmigtir.]

Miikemmel sayilar, antik Yunan (/ntroductio Arithmeticae,
yazan Nichomachus, {0 100) zamanindan beri biliniyordu.
Sasirtici bir bicimde Yunanlilar her bir basamak grubuna tam
bir miikemmel say1 diistiigiinii hissetmislerdi.

Bu ilk dort say1 bu varsayimi destekler nitelikte; mesela
tek basamakli sayilar arasinda tek milkemmel say1 6, iki ba-
samakl1 sayilar arasinda tek miikemmel say1 28, ii¢ basamak-
11 sayilar arasinda tek miikemmel say1 496 ve dort basamakli
sayilar arasinda tek miikemmel say1 8.128’dir. Peki bir sonra-
ki mitkkemmel saymin ka¢ basamakli olduguna dair tahmini-
niz nedir?

Biiyiik bir olasilikla bes basamaklidir diyeceksiniz. Bunun
da otesinde, mikkemmel sayilarla ilgili bagka varsayimlar ya-
pacak olursaniz, miikemmel sayilarin birler basamaginin de-
gismeli olarak 6 veya 8 olmasi gerektigi sonucuna varabilir-
siniz.

Aslina bakarsaniz bes basamakli bir miilkemmel say1 yok-
tur. Bu size az sayida iligki yardimiyla ¢ikarim yaparken dik-
katli olmaniz gerektigini 6gretmelidir. Bir sonraki miikkemmel
say1 8 basamaklidir: 33.550.336. Sonra bir sonraki miikem-
mel sayiya ulasmak icin biiyiik bir sigrama yapmaliyiz:
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8.589.869.056. Burada da sayinin birinci basamaginin degis-
meli olarak 6 ve 8 olacag: varsayimini (mantikli gériinmesi-
ne ragmen) ciiriitmiis olduk.(*) Bu erkenden tiimevarimsal
cikarim yapmakla ilgili iyi bir derstir.

Miikemmel dikdortgen ise alami sayisal olarak cevresine
esit olan dikdortgendir. Sadece iki tane miikemmel dikdort-
gen vardir; bir tanesi kisa kenari 3, uzun kenari 6 olan dik-
dortgen ve digeri de tiim kenarlari 4 olan karedir.

Ayrica miikemmel ii¢genler(**) de vardir. Bunlar da cev-
releri sayisal olarak alanlarina esit olan ii¢genlerdir. Dik ii¢-
genler i¢in alan ve ¢evre formiillerini birbirlerine esitleyerek
miikemmel dik liggenleri bulabilirsiniz. Dik iicgenler arasin-
da iki tane miikkemmel liggen vardir; bir tanesi 6, 8, 10 kenar
Olciilerine sahip olani bir digeri ise 5, 12, 13 kenar uzunluk-
larina sahip olamdir.

Dik olamayan liggenler arsinda ise ii¢ tane miikemmel ii¢-
gen vardir. Bunlarin kenar ol¢iisii uzunluklari 6, 25, 29; 7, 15,
20 ve 9, 10, 17 olanlardur.

Yukaridaki bu li¢ durum Heron formiilii(***) ile hesapla-
nabilir.

Bunun bize ne faydasi var? Matematikteki “miikemmelli-
§1” takdir etmemize olanak saglamak disinda pek az diyebili-
riz. Belki siz de matematikte “miikemmel” etiketine sahip ol-
may1 hak eden baska adaylar bulabilirsiniz.

(*) Miikemmel sayilarin formiilii su sekildedir:

Eger 2*-1 (k>I igin)asal bir say1 ise, o halde 2"'(2k-1) ¢ift bir milkemmel sayi-
dir.

(**)Bakiniz M. V. Bonsangue “In search of a Perfect Numbers” Mathematics
Teacher 92, no 1 (ocak 1999) ; 56-61

(***) Sadece kenarlar1 verilmis bir iiggenin alami formiilii [skenderiyeli He-
ron’a (M.0O.150)aittir. Alan= \/s(s-a)(s-b)(x—c') seklindedir, burada a, b, ¢ ke-
narlar s de ¢evrenin yarisidir(semiperimeter).
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8.2 Giizel Sihirli Kare

Sihirli karelerin hakkinda yazilmig pek ¢ok kitap vardir. Fa-
kat digerlerinden giizelligi ile ayrilan bir tane sihirli kare var-
dir. Bu tek o6zel kare, bir kare matristeki sayilarin “sihirli”
olarak degerlendirilebilmesi i¢in yeterli bircok ozellige sa-
hiptir. Bu sihirli kare bizlere normal matematik kanallarindan
degil; sanat yoluyla ulagmistir. Bu, Niinberg, Almanya’da ya-
sayan {inlii sanat¢t Albrecht Diirer (1471-1528) tarafindan
1514’te yapilmig bir graviiriin arka tarafinda resmedilmistir.

Sihirli kare, satirlar, siitunlari ve kdgegen iizerindeki say1-
larin toplami birbirlerine esit olan bir kare matristir. Albrecht
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Diirer’in bir¢ok ¢aligmasi, yapildig1 yil ile birlikte adinin bag
harfierinin birbiri ardina kendisi tarafindan imzalanirdi. Bu-
nu, su an resmin asag1 kisimlarinda bulabiliriz. Bu resmin
1514 yilinda yapildigindan bahsetmistik. Dikkatli bir okuyu-
cu matrisin en alt satirinda ortadaki iki hiicrenin yili resmet-
tigini fark edecektir. Gelin hep birlikte sihirli kareye daha ya-
kindan bakalim.

9 6 7T 12

4 (IS5 |14 | 1|

[lk 6nce bunun bir sihirli kare(*) olup olmadigindan emin
olalim. Hemen tiim satirlarindaki, siitunlarindaki ve kdsegen
iizerindeki sayilarin toplami birbirine esit mi diye bakalim.
Toplamlarinin 34 oldugu kolaylikla gériiliiyor. O halde bu sa-
yilardan olusmus kare matrisin “sihirli kare” olarak adlandi-
rilabilmesi i¢in gerekli tiim kogullar1 saghiyor. Hatta bu Diirer
sihirli karesi diger sihirli karelerin iizerlerinde tasidiklari
ozelliklerden daha fazlasini iizerinde barindiriyor. Bazilarini
burada siralayacagiz:

(*) 4’e 4 liik bir sihirli kare, her bir hiicreye 1 den 16 ya kadar olan sayilan dii-
zenli bir bigimde yazip sonrada kosegenler iizerindekilerin iizerleri ¢izilmek
suretiyle olugturulur. Her bir iizeri ¢izilmig say1 sonra toplandiginda 17 (hiicre
sayisinda bir fazla)eden tiimleyeni ile yer degistirilir. Ne var ki ,Diirer karesin-
de, resmin yapim tarihi alttaki ortadaki siitunlarda goriilsiin diye,ortadaki iki
siitunda yer degistirir.
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— Koselerdeki dort sayinin toplami 34 tiir.
16 +13+1 +4=34

— 2’ye 2’lik her bir karenin kosesi 34 toplamina sahiptir.

16+ 3+ 5+10=34
2+13+11+ 8=34
9+ 6+ 4+15=34
T+12+14+1=34

— 2’ye 2’lik karelerin merkezi 34 toplamina sahiptir.
10+11+6+7=34
— Kosegenler lizerindeki sayislarla kosegenler iizerinde ol-
mayan sayilarin toplamu birbirine esittir.
16+10+7+1+4+6+11+13=3+2+8+12+14
+15+9+5=068

— Kosegenler iizerinde bulunan sayilarin kareleri toplami
ile kosegenler lizerinde bulunmayan sayilarin kareleri topla-
mu1 birbirine esittir.

168+ 10+ 7P+ P+ 4+ 62+ 112+ 132=32 + 22+ 8 4+
12% +14° +15° +9% +5* = 748

— Kosegenler iizerinde bulunan sayilarin kiipleri toplami
ile kdsegenler iizerinde bulunmaya sayilarin kiipleri toplami
birbirine esittir.

1 +10+T+ 1P +4+6+1P+13=3+2°+8 +12°
+14 + 15+ 9 +5=9.248

— Kosegenler iizerinde bulunan sayilarin kareleri toplami
ile birinci ve iiciincii satirlarda bulunan sayilarin kareleri top-
lamu1 birbirlerine esittir.

16+ 10 +7+ PP +4+6°+11°+ 132 =16+ 3+ 2* +
13+ 9+ 6+ 7>+ 12° =748
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— Kosegenler iizerinde bulunan sayilarin kareleri toplami
ile ikinci ve dordiincii satirlarda bulunan sayilarin kareleri
toplamu birbirlerine esittir.

16+ 100 +7+ 1P+ 4 + 6+ 11+ 132 =5+ 100+ 11’ +
82+ 4>+ 15 + 14> + 12 =748

— Kosegenler iizerinde bulunan sayilarin kareleri toplami
ile birinci ve liglincii siitunlarda bulunan sayilarin kareleri
toplami birbirlerine esittir.

168+ 10+ 7+ P +4 +6+ 117+ 132= 16"+ 52+ 9> + 4
+ 22+ 112+ 77+ 14° =748

— Kosegenler iizerinde bulunan sayilarin kareleri toplami
ile ikinci ve dordiincii siitunlarda bulunan sayilarin kareleri
toplamu birbirlerine esittir.

16+ 10+ 7+ P+ 4 +6°+11°+ 133 =3+ 10"+ 6* +
157+ 137+ 8+ 12° +1° =748

« Su giizel simetrilere dikkatinizi cekmek istiyorum:
2+8+9+15=3+5+12+14=34
22+8+9+15 =3"+5+122+14°=374
2P+8+9+15 =3+5+12°+ 14 =4.624

— Her bir komgu sag ve sol say1 ciftleri su hos simetriyi
olusturuyor:
16+5=21 3+10=13 2+11=1313+8=21
9+44=13 6+15=217+14=2112+1=13

— Her bir komsu sag ve sol say1 ciftleri su hos simetriyi
olusturuyor:
16+3=19 2+13=15
5+10=15 11+8=19
9+6 =15 7+12 =19
4+15=19 14+1=1S5
Sihirli kare icinde daha baska giizel sekiller bulabilir mi-
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siniz? Unutmayin bu tipik bir sihirli kare degildir. Bir karenin
sthirli kare olabilmesi i¢in tek gereken satirlarindaki, siitunla-
rindaki ve kosegenlerindeki sayilarin toplaminin birbirlerine
esit olmasidir. Dikkatinizi ¢ekmigstir, Diirer’in sihirli karesin-
de gerekenden ¢ok daha fazla o6zellik var.

8.3 Coziillememis Problemler

Kim demis tiim matematik problemleri ¢oziildii diye? Mate-
matikte ¢oziilmemis problemlerin ¢cok 6nemli bir rolii vardir.
Bu problemleri ¢6zmek igin kollar1 sivayanlar, ¢abalar sonu-
cu degisik dallarda bir dnemli bulusa vesile olmustur. Cozii-
lememis —dilinyanin en parlak zekalar tarafindan— bir prob-
lem, ozellikle de anlasiimasi olduk¢a kolay oldugunda bunu
¢Ozebilir misin sorusunu sessizce sorarak ilgimizi cekme egi-
limindedir. Matematigin tarihini daha iyi anlaygbilmek igin
bu tiir ¢oziilememis problemlere bir goz atacagiz. Son yillar-
da iki defa gazetelerde matematik, uzun siiredir ¢oziilememis
iki problemin ¢oziimii sayesinde manset oldu.

Dort Renk Harita Problemi, Francis Guthrie’nin Ingilte-
re’de bulunan eyaletleri konu alan bir haritay1 boyamaya gi-
ristiginde bu is i¢in sadece dort rengin yeterli oldugunu fark
ettigi  1852’ye kadar dayaniyor. Kardesi Fredrick’e komsu
bolgeleri (yani tek bir noktay degil, ortak sinir1 paylasanlari)
farkli boyama yolu ile herhangi bir haritanin boyanmasi igin
dort rengin yeterli olacag diisiincesinin dogru olup olamaya-
cagin sordu. Fredrick Guthrie sonradan bu varsayimu {inlii
matematik¢i Augustus DeMorgan’a bildirdi. 1977°de ““dort
renk harita” problemi, bilgisayar kullanilarak tiim olas1 hari-
talar1 goz oniinde bulunduran ve asla dort renkten daha fazla-
sina ihtiya¢ olamayacagini, boylece ortak sinir1 tagiyan hic
bir eyaletin ayni renkle temsil edilmemis olacagini yayinla-
yan iki matematik¢i K. Appel ve W.Haken tarafindan ¢éziildii.

Daha yakin bir gecmigste ise, 23 Haziran 1993, Princeton
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liniversitesi matematik profesorlerinden Andrew Wiles, 350
yasindaki “Fermat’nin son teoremini** ispatlamayi basardigi-
n1 ilan etti. Ispattaki bazi hatalan diizeltilmesi fazladan bir y1-
lint da aldi; fakat yiizyillar boyunca bir¢ok matematikgiyi
mesgul eden bu rahatsiz edici problemi huzura kavusturdu.
Pierre de Fermat’'nin bir matematik kitabinin (Diophantus
‘Arithnetica’) kenarina not ettigi (1650) problem, Fermat’nin
oliimiinden sonra oglu tarafindan kesfedildi. Teoremin ifade-
sine ek olarak Fermat, bu ifadenin ispatinin satira sigmayacak
kadar uzun oldugunu belirtmistir; boylece gercekte bu ifade-
yi ispatlamay1 digerlerine birakmistir. Giinlimiizde Fer-
mat’nin gercekten bu ifadenin ispatina sahip veya bunun ge-
lecek nesil icin bir saka mahiyetinde olup olmadig: tartisma
konusudur. Bazilar1 ispat etmig olabilecegini, fakat bu ispatin
dogru olmadigini 6ne siirmektedirler. Her ne olursa olsun, su
tinlii teorem ne ifade ediyor bir bakalim.

Fermat’nin teoremi: x" + y" = z" ifadesinin n>2 kosulu icin
sifirdan farkli tamsayt ¢éziimii yoktur.(*)

Bu siire zarfinda, hala ¢cok fazla olan diger ¢6ziilmemis prob-
lemlerle ilgili dedikodular yapilmaya baslandi. Bunlarin i¢in-
den iki tanesi olduk¢a kolay anlasilan, fakat agikca ispat1 ol-
dukga zor problemler. Higbiri de heniiz ¢oziilemedi.

Prusyali matematik¢i Christian Goldbach (1690-1764),
1742’de iinlii Isvegli matematik¢i Leonhard Euler’e yazdigi
bir mektupta bugiin hala ispatlanamamuig alttaki ifadeyi gon-
derdi.

Goldbach varsayimi: 2’ den biiyiik her ¢ift sayi iki asal sa-
yun toplami olarak ifade edilebilir.

Burada bazi ¢ift sayilar1 ve bunlara tekabiil eden iki asal say1

(*) Diger bir degisle, x ve y degiskenleri i¢in bu denklemi saglayan, # <2 du-
rumu harig, hi¢bir dogal say1 degeri yoktur.
261



toplamini veriyoruz.

2’den biiyiik cift sayilar iki asal sayinin toplami

4 2+2
6 343

8 3+5
10 3+7
12 5+7
14 7+7
16 5+11
18 7+11
20 7+13
48 19429
100 3497

Buna daha fazla 6rnek ekleyebilir misiniz?

Goldbach’1n ikinci varsayimzi: 5’ten biiyiik her tek sayu, ii¢
asal sayinin toplamu olarak ifade edilebilir.

Gelin birlikte ilk birkag tek sayiya bir géz atalim:

5’ten biiyiik tek sayilar Ug tane asal sayinmn toplami
7 2+2+3
9 3+3+43
11 3+345
13 3+5+5
15 5+5+5
17 5+5+7
19 5+7+7
21 T+7+7
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51 3+17+31
77 5+5+67
101 15+7+89

Belki de burada kendini tekrar eden bir diizen bulmak ve di-
ger Ornekleri liretip liretemeyeceginizi gérmeyi dilersiniz.

Bu ¢oziilememis problemler yiizyillarca matematikgileri
umutlandirms, fakat sonuca ulastirnlamamstir ve higbir ¢o-
zliim bulunamams olsa da, hicbir karsit 6rnek bulunamadig:
icin gercek olduklarina dair daha c¢ok delil (bilgisayarlarin
yardimiyla) bulunmustur. Sasirtic1 bir bicimde bunlar ¢oze-
bilmek i¢in harcanan efor, sonunda eger bu itme giicii olma-
saydi sakl kalacak bir¢ok onemli kesfin oniinii agmigtir. Biz-
ler icin bunlar eglence kaynaklandir.

8.4 Beklenmedik sonug

Iste size eglenebilmemizi saglayacak bir 6rnek. 1, 2, 4, 8, 16

. dizisini goz Oniinde bulundurun. Acik¢a bir¢cok insan
16’dan sonra gelecek dizi elemaninin 32 oldugunu tahmin
edecek. Evet bu oldukga iyi bir tahmin. Ne var ki bir sonraki
elemanin (32 yerine) 31 oldugu duyuldugunda “yanlis” ¢18-
liklar biiyiik bir olasilikla etrafta yankilanacaktir.

Sagirtici olmasina ragmen bu dogru cevaptir ve 1, 2, 4, 8,
16, 31 ... kurallara uygun bir dizi olustururlar.

Su anki goérevimiz sizi bunun kurallara uygun bir dizi ol-
duguna dair ikna etmek. Eger bu geometrik bir sekilde yapi-
labilseydi, fiziksel doga oldukga ikna edici bir delil sunardi.
Bu isi daha sonra yapacagiz, fakat bu arada bu “sasurtic1” di-
zinin diger elemanlarini bulmaya ¢alisalim.

Farklardan olusan bir tablo olusturacagiz ve ise 31’e kadar
verilmis dizi ile baslayacagiz, sonra sekil olustukca geriye
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dogru calisacagiz.

Orijinal Dizi 1 2 4 8 16 31
[lk Fark 1 2 4 8 15
Ikinci Fark 1 2 4 7
Ugiincii Fark 1 2 3
Dordiincii Fark 1 1

Dérdiincii fark bize, sabit bir dizi veriyor, o halde islemi ter-
se dondiiriip (tabloyu ters ¢evirip), liglincii farki 4 ve 5 ile bir-
ka¢ adim daha genisletebiliriz

Dordiincii Fark 1 1 1 1

Ugiincii Fark 1 2 3 4 5

Ikinci Fark 1 2 4 7 11 16
{1k Fark 1 2 4 8 15 26 42

Orijinal Dizi 1 2 4 8 16 31 57 99

Koyu yazilmis sayilar iigiincii farki genigletip geriye dogru
yaptifimiz cakigsma sonucunda ortaya ¢iktilar. Boylelikle ve-
rilen dizide bir sonraki sayilar: 57 ve 99 dur. Genel terimin
dordiincii dereceden bir ifade olmasi gerekir; ciinkii sabiti el-
de edebilmek icin iicilincii farki gegmemiz gerekti. O halde

genel terim (z) #'-62°+ 23r*182+24 tiir.
24

Bu dizinin matematigin diger dallarindan bagimsiz oldugu
disliniilmemelidir.

Pascal liggenini goz oniinde bulundurun.(*)

(*) Bu iiggen, baslangigta ilk satira 1 , sonra ikinci satira 1,1 koyarak sekillen-
dirilir. Ugiinii satir ise 1leri basa ve sona koyup, ikinci satirdaki sayilarin top-
laminin(1+1=2) ortaya yazilmasi ile olusturulur. Dordiincii satir da aym se-
kilde elde edilir. 1 ler basa ve sona yerlestirilir ve 3ler yukaridaki sayilarin top-
lamlarindan(l+2=3, 2+1=3) tiiretilir.
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INS 10 10 5 1
I 6\15 20 15 6 1
I 7 21\35 35 21 7 1
1 8 28 56\70 56 28 8 1

Koyu yazilmig sayilarin sag tarafinda kalan sayilarin yatay
toplamlarini diisiinelim: 1, 2, 4, 8, 16, 31, 57, 99, 163. Bu bi-
zim yeni kurdugumu dizinin kendisidir.

Geometrik bir yorum sizi matematigin dogasindan getirdi-
g1 tutarliligl ve giizellifine ikna etmeye yardimci olacaktir.
Bunu yapabilmek i¢in bir cember lizerine konumlandiracagi-
miz noktalarla bir cemberin en fazla ka¢ bolgeye ayrlabile-
cegini gosterecek bir tablo hazirlayalim. Bunu ¢emberi bol-
melere ayirarak kendiniz denemelisiniz. Ug dogrunun bir yer-
de kesismemesine dikkat edin; yoksa bir bolge kaybedersiniz.

Cember iizerindeki Cemberin ayrildig:
nokta sayisi bolge sayisi

1 1

2 2

3 4

4 8

5 16

6 31

7 57

8 99

Simdi olaganiistii bir dizinin beklenmedik bircok alanda ken-
dini gosterdigini gordiiniiz; belki de biraz tatmin olmusgsu-
nuzdur.
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8.5 Dogadaki Matematik

Simdi matematikteki en giizel goriingiilerden bir tanesini ele
alacagiz. Bu konu gercekten tam bu boliime uygun bir konu;
clinkii matematikte diger bir¢ok konuya gore daha fazla ala-
na niifuz etmis bir konu bu. Liber abaci (1202) adli kitabinda
yer alan, tavsanlarin iiremelerini temel alarak Pisali Leonar-
do (bilinen adiyla Fibonacci)(*) tarafindan ortaya atilan bir
problemin direkt sonucu olan iinlii Fibonacci sayilarinin do-
gada daha bir¢ok uygulamasi vardir. flk bakista bu size rast-
lantisal gelebilir; fakat 6grendik¢e bu iinlii dizinin kendini
gosterdigi yerlerin ¢oklugu sizi de sasirtacak.

Fibonacci tarafindan ortaya atilan orijinal problem her y1-
gilan tavsan cifti sayisini sorar ve su dizinin olusmasini sag-
lar:

1,1,2,3,5, 8 13, 21, 34, 55, 89, 144,...

Fibonacci sayilarinin uygulamalariyla sizi etkili bir sekil-
de biiyiileyebilmek icin bir¢cok degisik ¢esitte cam kozalagy,
bir ananas, bir bitki (asag1 bakin) ve eger miimkiinse dogada-
ki diger spiral 6rneklere (6regin aygicegi) sahip olmalisiniz.
Her birindeki spiral sayis1 bir Fibonacci sayis1 olacaktir.

Fibonacci sayislari ile bir bitki (elinize bir bitki alin) iize-
rindeki yapraklar arasindaki iligkiyi belirleyebilir misiniz? Fi-
bonacci sayilarmin bakis agisindan bakarsak, iki nesne goz-
lemlenir: 1) bitkinin sapinda bulunan herhangi bir yapraktan
“benzer sekilde konumlanig” bir sonraki yapraga (yani iizerin-
de ve aynm yonde) gidene kadar (bitkinini sapinin etrafinda)
gectigimiz yaprak sayisi; ve 2) bir yapraktan bir diger “ayni
sekilde konumlanmis” yapraga gidene kadar yapilan doniis
sayist. Her iki durumda da bu sayilar, Fibonacci sayilaridir.

Yaprak diizenlemesi durumunda su gosterim kullanilir: 3

(*) Boliim 1.18’e bakiniz.
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/8 ki anlamu bir sonraki “benzer konumlanmis” yapraga iic
doniis ve sekiz yaprak sonunda varilmis. Genelde, eger r ile
doniis sayisini, s ile de “benzer konumlanmis” yapraga vara-
na kadar gecilen yaprak sayisin1 gosterirsek, r /s phyllotaxis
(bitkinin yapraklarinin diizeni) olacaktir.

Bu sekilde, bitkinin oran1 5/8’dir.

Cam kozalaklar: da bir Fibonacci uygulamasi teskil eder. Ko-
zalaktaki yapragimsi pargalar, daha az alana sikigtirilmig, de-
gisik bir yaprak olarak g6z 6niinde bulundurulur. Koza ince-
lenirken, iki spiral géze ¢arpar; biri sola dogru (saat yoniinde)
digeri saga dogru (saatin tersi yoniinde). Spirallerden biri da-
ha sert agilarla yiikselirken digeri daha kademeli hareket eder.
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Iki spirali de g6z oniine alip sayin. Her iki sonugta bir Fibo-
nacci sayisidir. Ornegin beyaz ¢cam kozalagi bes adet saat yo-
niinde sekiz adet de saat yoniiniin tersinde spirale sahiptir.
Baska kozalaklar bagka Fibonacci oranlarina sahip olabilir.
Eger sansiniz olursa, bir papatyay: veya aycicegini Fibonacci
oranlar1 nerede uygulanmis gérmek icin inceleyin.

Ardil Fibonacci sayilarinin oranlarinin Altin Oran’a yak-
lastigini fark ettik. (boliim 5.12’ye bakin)

Eger ardisik Fibonacci sayilarinin oranlarina yakindan ba-
karsak, onlarin ondalik degerlerini tahmin edebiliriz. Baslar-
daki Fibonacci oranlarr;

2 +3 =.666667
3 +5 =.600000

Sonra Fibonacci sayilarinin dizisi boyunca daha ilerledik-
¢e oranlar f’e yakinsamaya baslar:

89 + 144 = .618056
144 -+ 233 = .618026

AltinOran, f=.6180339887498948482045
8683436564....

Geometrik olarak, sekil 2°deki B noktast AC dogru parca-
sim1 Altin Oran AB / BC = BC /AC = 618034 seklinde ikiye
boler.

A B c

Sekil 2

Simdi, en /boy orani Altin Orana e/b=b / e + b esit olan bo-
yutlarda Altin Dikdortgen’lerden olusmus serileri géz oniin-
de bulunduralim.
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D
Sekil 3

4 M F T

Eger dikdortgen EF dogru pargas ile bir kare (ABEF) ve bir
Altin Dikdortgen (EFDC) olusturacak sekilde ikiye boliiniir-
se ve eger ayn1 yontemle ortaya ¢ikan Altin Dikdortgeni bo-
lersek, yukarda gosterildigi gibi ceyrek cemberler cizerek
“logaritmik spirali” meydana getirebiliriz. Boyle bir egriye
siklikla, ciceklerdeki tohum diizeninde veya siimiiklii bocek-
lerin ve midyelerin kabuklarinda rastlanir. Eger miimkiinse,
bu spiralleri gosterebilmek i¢in resimlerini bulmalisiniz.

Sekil 4

Dogadaki matematige bir baska 6rnek i¢in, ananasi diisiinebi-
lirsiniz. Burada ii¢ degisik sekilde besgenlerden olusmus spi-
raller vardir: tek yonde kademeli olarak kivrilan 5 spiralden
olusmus bir grup, ayn1 yonde daha sert agilarla kivrilan /3
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spiralli ikinci grup ve ters yonde kivrilan & spirallik ii¢lincii
grup. Her bir gruptaki spiral sayisi bir Fibonacci sayisidir. Se-
kil 5 sirali bicimde numaralandirilmis pullarla ananasin bir
temsilini gosteriyor. Bu sira her bir besgenin en alt besgene
gore olan uzakligina bagh olarak belirlendi. En alttaki O ola-
rak numaralandirildi; bundan bir iistteki 1 sayisi ile numara-
landirildi. Besgen 42’nin besgen 37’ye oranla biraz daha yu-
karda olduguna dikkat ediniz.

Sekil 5’teki ii¢ farkl spirallin en alttan baslayarak birbirleri
ile kesistikleri dikkatinizi ¢ekmistir. Bir spiral nazik agilar ya-
pan 0, 5, 10 vb. dizisidir. Ikinci spiral ise daha dik acilarla
ilerleyen 0, 13, 26, vb.’den dizisidir. Ugiincii spiral ise diger
iki spirale gore ters yonde yer alan 0, 8, 16, vb. den olusan di-
zidir. Her bir dizideki sayilarin ortak farklarini bulmaya ¢ali-
sabilirsiniz. Bu durumda farklar, 5, 8 ve 13’tiir ki bu sayilar,
Fibonacci sayilaridir. Degisik ananaslar degisik dizilere sahip
olabilir.

Daha sirin olmaktan ziyade bu uygulamalar1 daha degisik
bir sahaya tagimak icin erkek arilarin dogumlarim inceleye-
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lim. Erkek arilarin déllenmemis disi arilarin da dollenmis yu-
murtalardan c¢iktiklar1 olgusunu kabul edecegiz. Asagidaki
tablo erkek arilarin olusumunun takibinde yardimci olacak.

Artik bunun bir Fibonacci dizisi oldugu agik degil mi?

Daha dnceden de belirttigimiz gibi Fibonnaci sayilarinin
sonsuz sayida uygulamas: mevcuttur. Bu sadece bu uygula-
malarin ortaya c¢ikardigi heyecana bir 6rnektir.

8.6 Saatin Kollari

Saat, matematiksel uygulamalar i¢in ilging bir kaynak olustu-
rabilir. Diger disiplinlerdeki genel matematik uygulamalarina
nazaran bu uygulamalar daha matematik odaklidirlar. Mate-
matikle eglenmek i¢in saatler iyi birer kaynaktir.

Saat 4:00’den sonra akrep ile yelkovanin iist iiste geldigi
tam zamani bulmakla ise baglayalim. Bu problemin ¢oziimii-
ne yonelik ilk tepkiniz muhtemelen 4:20 cevabini vermek
olacaktir.

Bu dogru degildir; ciinkii yelkovan daha hizli bir sekilde
akreple beraber hareket eder. Uyanik bir okuyucu bu bilgiyi
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kullanarak cevabin 4:21 ila 4:22 civarinda olacag: tahminini
yapacaktir. Akrep bir aralik boyunca hareket ederken yelko-
van 12 aralik gececegini aklimizda bulundurmamiz gerekir.
Boylelikle akrep 4:21— 4:22 araligini tam 4:24’°te terk eder.
Ne var ki bu bizim tam iist iiste gelme ile ilgili asil sorumu-
zun cevabi degildir.

Bu durumu ayrintili olarak ele alabilmek i¢in, daha iyi bir
teknik gelistirelim. Oncelikle 4:20’nin yanli cevap oldugunu
anlamamuz gerekir; ciinkii akrep yelkovan hareket ettik¢e ha-
reketsiz kalmaz ve yelkovanin hareketine bagli olarak harekat
eder; buradaki hile 20’yi (yani yanlis cevabi) 12/11 ile ¢arpip
dogru cevap olan 4:21 9/11 elde etmektir.

Kollarin hareketini anlamanin bir yolu kollarin saatin ¢ev-
resinde birbirinden bagimsiz es hizlarda hareket ettiklerini
diisiinmektir. Saat lizerinde dakika araliklar1 (bundan boyle
aralik diyecegiz) zamani gosterdikleri gibi uzakligi gosterme
isine de hizmet ederler. Burada es hizlarda giden arabalarla
benzerlik kurulabilir (ilkokul cebir derslerinde sik goriilen
sozel sorular i¢in iinlii bir baglik). Bizim i¢in bir otomobilin
nispeten daha yavas giden bir otomobil ile kars1 karsiya gel-
mesi problemine benzer olacak.

Tecriibelerimiz bize saatte 60 mille giden bir arag ile ondan
20 mil ilerde olan ve saatte 5 mille giden bagka bir arag ile kar-
st karsiya gelmesi igin gerekli mesafeyi bulma problemi ile
benzerlikler kurmanin faydali olabilecegini gostermistir.

Simdi, saat 4:00’l baslangi¢ zamani olarak alalim. Bizim
problemimiz tam olarak saat 4:00’ten sonra yelkovanin ne za-
man akrebi yakalayacagidir. Akrebin hizina r diyelim o zaman
yelkovanin hiz1 12 r olur. Yelkovanin akrebin iizerine gelebil-
mesi i¢in, araliklar tarafindan belirlenen, mesafeyi artyoruz.

Bu mesafeye d aralik diyelim. O halde akrebin gidecegi
mesafe d-20 aralik olacak ciinkii akrep yelkovandan 20 aralik
onde baslayacaktir.
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Bunun i¢in gerekli zaman akrep igin d +12r ve yelkovan i¢in
d-20+r birbirlerine esittir.(*) O halde d+12r = d-20+<r ve bu-
radan d=12 +11 « 20 =21 9 /11 bulunur. Béoylelikle, yelkovan
akrebi, tam olarak 4:21 9+11 yakalar.

d=12+11 « 20 ifadesini goz oniinde bulundurun. Bu ifade-
deki 20 sayist eger akrebi sabit kabul etseydik yelkovanin
gecmek zorunda kalacag aralik sayisi idi. Ne var ki agik bir
sekilde yelkovan hareketsiz degildir. Boylece bu sayiy1 12/ 11
sayist ile carpmamuz gerekiyor, ¢linkii yelkovan 12/11 kat da-
ha uzaga hareket zorunda. Gelin bu kesre, 12/11, birlikte dii-
zeltme carpani diyelim.

Diizeltme carpanina biraz daha alisabilmek i¢in birkag ki-
sa ve basit problem secin. Ornegin saat 7:00 ile 8:00 arasinda
akrep ile yelkovanin iist iiste geldikleri tam vakti arayabilirsi-
niz. Burada oncelikle, akrebin sabit kaldigim diisiinerek, yel-
kovanin “12” pozisyondan akrebin bulundugu pozisyona ne
kadar yol alacagini belirlemeliyiz. Sonra bu araliklardan
meydana gelen mesafeyi, 35, diizeltme carpani, 12+11, ile
carpmaliyiz, sonug olarak kollarin iist iiste geldigi tam vaktin
7:38 2+11 oldugunu buluruz.

Bu yeni uygulama ile ilgili anlayisiniz1 daha da genislet-
mek icin, kol saati ile elektronik saati karsilastiran ve her 65

(*) re t = d, yani hiz ¢arp1 zamanin bize yolu verdigini hatirlayimniz.
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dakikada (elektronik saatle olciildiigiinde) bir kol saatinin
kollarinin iist iiste geldigini fark eden birini goz oniinde bu-
lundurun. Kol saati daha hizli mi, yavas mi1 yoksa tam mi?

Belki de bu problemi su sekilde diisiinmek istersiniz. Saat
12°de saatin kollar1 tam olarak iist iiste gelir. Bundan 6nce
gosterdigimiz yonteme gore kollar bundan sonra tam olarak
saat 1:05 5+11 de iist iiste gelirler ve yeniden tam olarak 2:10
10+11 de, bundan sonra tam olarak 3:16 4+11 de ve boyle de-
vam eder. Her seferinde iist iiste gelme pozisyonlar1 arasinda
65 5+11 dakikalik bir aralik vardir. O halde saat 5+11 dakika-
lik hata ile saati gostermektedir. Saatin ileri mi, yoksa geri mi
kaldigini bulabilir misiniz?

Bundan bagka “diizeltme ¢arpan1” yardimu ile kolaylasan
bazen zor ve bazen de ilging bir siirii problem vardir. Kolay-
likla kendi probleminizi olusturabilirsiniz. Ornegin, saat 8:00
ile 9:00 arasinda saatin kollarinin birbirine dik (aralarinda dik
ac1 olusturacak sekilde) konumlandiklari tam vakittin ne ol-
dugunu bulmaya ¢aligabilirsiniz.

Ayni sekilde, yelkovanin “12” pozisyonundan sabit akre-
be istenen aciyla konumlanabilmesi icin ge¢cmesi gereken
araliklar: belirleyebilirsiniz. Sonra bu say1yi diizeltme ¢arpa-
ni olan 12 + 11 ile ¢arpip tam gercek zamani elde edebilirsi-
niz. Ilk olarak yelkovanin saat 8:00 ile 9:00 arasinda kollarin
dik a¢1 yaptig1 konumu akrep sabit iken bulunuz (burada 25
aralik). Sonra bu 25 sayisim 12+11 ile ¢arparsaniz, 8:27
3+11sayisini elde edersiniz ki bu da akrep ile yelkovanin sa-
at 8:00’den sonra dik ag1 yaptig1 ilk konumdur.

Bu konuya cebirsel olmayan bir bakis ac¢isindan bakmak
isteyenler igin, iist liste gelmeler arasindaki 12+11 diizeltme
carpanin su sekilde ispatlayabiliriz;

Oglen vakti saatin kollarim diisiiniin. Ilerleyen 12 saat bo-
yunca (yani kollar gece yaris1 ayni pozisyona gelene kadar)
yelkovan 12 doniis yaparken akrep ile (gece yansini kapsa-
yan, fakat 6gleni icermeyen, 6glen kollar ayrilir ayrilmaz

274



(gece yarisini kapsayan, fakat 6gleni icermeyen, 6glen kol-
lar ayrilir ayrilmaz) baslayan 11 defa iist iiste gelecekler.

Her kol sabit bir oranla hareket ettiklerinden, her bir sa-
atin 12/11°de veya 65 5/22 dakikada iist iiste gelirler.
Bu diger durumlara genisletilebilir.
Normalde ¢ok zor goriinen saat problemleri icin bu basit
prosediirii uygulayarak sonuca ulagsmis olmaktan biiyiik bir
seving ve bagar1 hissi duymus olmalisiniz.

8.7 Diinyada neredesiniz?

Matematikte zihne doyurucu ve hos bir sekilde jimnastik yap-
tiran (tabii ki nazikge) eglenceler vardir. Bu boliim bu tiir bir
konum sunuyor. Nadiren géz oniinde bulundurulan birgok
matematiksel uzantilari1 (bunlarla daha sonra ilgilenecegiz)
olan oldukg¢a popiiler bir bulmacayla baslayacagiz. Bu biraz
uzun vadede kalic etkileri olan “kugbakisi” bir diisiince tar-
zin1 gerektirir. Gelin hep birlikte soruya bir goz atalim:

Diinya iizerinde nerede iseniz, bir mil giineye, sonra bir mil
doguya ve sonra bir de kuzeye yiiriidiigiiniizde basladiginiz
yere donersiniz?

Kuzey Kutbu

(Acik olarak
goriildiigii gibi,
Olcliye uygun
cizilmemigtir.)

Giiney Kutbu
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Genellikle, akilli 6grenciler deneme yanilma yontemi ile dog-
ru cevabi rahatlikla bulabilirler: Kuzey Kutbu. Bu cevabu test
etmek icin, Kuzey Kutbu’ndan harekete baslayin giineye bir
mil ve sonra doguya bir mil hareket edin. Bu sizi Kuzey Kut-
bu ile arasinda bir millik mesafe bulunan enlem c¢izgisi bo-
yunca harekat ettirir. Sonra bir millik kuzeye hareket sizi,
basladiginiz yere yani Kuzey Kutbu’na gétiiriir.

Bu problemle onceden kargilasmis olanlarimiz bir tiir ta-
mamlanmislik duygusu hissedebilir. Yine de biz, diinya iize-
rinde ayni “hareketleri” yaparak basladigimiz noktaya done-
bilecegimiz bagka yerler var m1? diye sorabiliriz. Cevap, bir-
cok insan i¢in sasirtic1 derecede yetecek kadar cok, evettir.

Giiney Kutbu’na en yakin ¢evresi bir mil olan enlem para-
lelinde bir ¢ember ¢izme yardimu ile baslama noktalarindan
olusmus bir kiime bulabiliriz. Bu ¢emberden bir mil kuzeye
(dogal olarak biiyiik cember boyunca) hareket edip bir bagka
enlem paralelinde cember olusturun. Bu ikinci enlem parale-
linde ¢cember bizim aradigimiz 6zelliklere sahiptir. Gelin he-
men deneyelim.

Kuzey Kutbu

(Acik olarak
gorildiigii gibi,
Olciiye uygun

1 mil cizilmemistir.)

Giiney Kutbu

Bu ikinci enlem paralelinde ¢cember lizerinden harekete bas-
layin (bir mil kuzeyde olanindan). Bir mil giineye hareket
edin (bu sizi birinci enlem paralelinde ¢izilmis cembere geti-
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rir) sonra bir mil doguya hareket edin (bu sizi ¢cember etrafin-
da dondiiriir) ve sonra da bir mil kuzeye gidin (bu harekette
sizi baslangi¢ noktaniza gotiiriir).

Diyelim ki birinci, bizim ¢evresi boyunca yiiriidiigiimiiz,
enlem paralelinde ¢izilmis birinci ¢emberin ¢evresi 1+2 mil
olsun. Yine de verilen direktifleri, bu cemberin ¢evresini iki
defa donerek, yerine getirebilirdik ve baslangic noktamiza
varabilirdik. Eger enlem paralelinde ¢izilmis birinci cemberin
cevresi 1+4 mil olsaydi sadece cemberi 4 defa donecektik ve
baslangi¢ noktasina bir mil kuzeye giderek varabilecektik.

Bu noktada oldukga biiyiik bir adim atarak bu durumu ilk
soruda verilen kosullar saglayan gercekte sonsuz sayida nok-
ta vardir genellemesine goétiirebiliriz! Bu noktalar kiimesi,
doguya 1 millik bir yiiriiyiisiin sizi yine basladiginiz noktaya
getirecegi, Giiney Kutbu’na en yakin 1+» uzunlugunda (ki, 1
millik yiiriiylis bu durumda n doniis gerektirir) bir cevreye sa-
hip enlem paralelinde ¢izilmis ¢ember tarafindan belirlenebi-
lirler. Geri kalan kisim bundan oncekinin aynisi, giineye 1
millik sonrada giineye 1 millik yiiriiylis. Kuzey Kutbunun ya-
kininda hareket eden enlem paralelinde cemberler yardimi ile
bu durum tekrarlanabilir mi? Elbette.

8.8 Kopriileri Ge¢cmek

Unlii Konigsberg Kopriileri problemi aglarla ilgili topolojik
problemin ¢ok hog bir uygulamasidir. Dogru uygulandiginda,
matematigin bir problemi pratik olarak nasil ¢ozdiigiinii goz-
lemlemek oldukga hostur. Problemle ile ugrasmaya girisme-
den, konu ile ilgili temel kavramlar1 hatirlatmamamiz gereki-
yor. Bastan sona kadar, asagidaki sekillerin lizerinden kursun
kalemle, hicbir parcalarini atlamadan, ayni yerden iki kere
gecmeden ve kaleminizi kaldirmadan ge¢cmeye calisin. Her
bir sekil i¢in, A, B, C, D, E noktalar: bitis noktalar1 olan yay
veya dogru parcalarinin sayisini belirleyin.
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Yukaridaki bes sekil gibi dogru pargalarindan ve / veya siirek-
li yaylardan olusan yapilara ag denir. Belirli bir tepe lizerinde
bitis noktasi bulunan yay veya dogru parcalarinin sayisina o
tepeninin derecesi denir. O halde bir noktada ii¢ dogru parca-
s1 veya yay birlesirse, bu noktanin (tepenin) derecesi 3’tiir.
Bu aglar iizerinde kursun kaleminizi alip, kaleminizi kal-
dirmadan ve ayni ¢izgi iizerinden birden fazla gecmeden se-
kil iizerinde hareket ettiginizde, iki direkt ¢ikt1 ile kargilagir-
siniz. Aglar eger 1) tepelerinin derecesi ¢ift sayi ise veya 2)
tek sayili tam iki tepeye sahipse, iizerlerinden bu kosullarda
hareket edilebilir. Bu iki ifade bunu anlatmaktadir:(*)

1. Baglantili bir agda cift sayida, tek sayida tepe derece-
sine sahip tepe vardir.

2. Baglantily bir ag, eger en ¢ok iki adet tek dereceli tepe-
ye sahipse, iizerinden gecilebilir.

(*) Bu teoremlerin ispat1 A.S. Posamentier ve J Stepelman Teaching Secndry
School Mathematics : Technics and Enrichment Units, 6th ed. (Colum-
bus,Ohio: Prentice Hall = Merill,2002) kitabinda bulabilirsiniz.
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Bu iki teoremi kullanarak iizerinden gecilebilen veya gecile-
meyen aglar ¢cizmege calisabilirsiniz.

Sekil 1’deki ag, bes adet tepeye sahip. B, C ve E tepeleri-
nin derecesi, bu noktalara ¢ift sayida ¢izgi gittiginden, ¢ift sa-
y1 ve A ve B tepelerinin derecesi, bu noktalara ii¢ ¢izgi gitti-
ginden, tek sayilidir. Sekil 1, tam iki adet tek sayida tepe de-
recesine sahip oldugundan ve diger tepelerinin dereceleri ¢ift
oldugundan, bu iizerinden gecilebilirdir. Eger A tepesinden
bagslar, sonra asagi D tepesine gider, sonra karsisindaki E te-
pesine gecer, tekrar A tepesine doner ve onun kargisindaki B
tepesine gecer ve son olarak da hareketimizi D tepesinde bi-
tirirsek, istenen rotay1 se¢mis oluruz.

Sekil 2°deki ag, bes tepeye sahip. C tepesi ¢ift say1 derece-
li tek tepe. A, B, E ve D tepelerinin dereceleri tek say1. Sonug
olarak, ikiden fazla tek sayi1 dereceli tepeye sahip oldugundan
bu ag lizerinden gegilemez.

Sekil 3°deki ag lizerinden gecilebilir, ciinkii iki adet ¢ift sa-
y1 dereceli tepeye ve tam iki adet de tek say1 dereceli tepeye
sahip.

Sekil 4’deki ag, bes adet ¢ift say1 dereceli tepeye sahip, do-
layisiyla iizerinden gegilebilir.

Sekil 5°teki ag, dort adet tek say:1 dereceli tepeye sahip ve
bu yilizden lizerinden gecilemez.

Konuyu daha da ilginglestirmek i¢in, iinli Konigsberg Kop-
riileri problemini goz oniinde bulundurun. On sekizinci yiiz-
yilda Pregel Nehri’nin iki kola ayrildig: yerde konumlanmuig
kiiciik Alman kenti Konigsberg, ilging bir ikilem ile karsi kar-
stya kaldi: Bir kisi yedi koprii lizerinden tam bir kez gecerek
sehir boyunca bir gezi gerceklestirebilir mi?
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1735°de iinlii matematik¢i Leonhard Euler (1707-1783) boyle
bir gezinin gercgeklestirilemeyecegini ispatladi. Bundan sonra-
ki acgiklamalarimiz, onceki ag calismamiz ile Konigsberg
Kopriileri probleminin ¢éziimiinii birbirine baglayacaktir.

Oncelikle aday1 A harfi ile gosterecegiz, nehrin sol yaka-
sin1 B ve sag yakasini da C harfi ile nehrin kollan arasinda
kalan diger bolgeyi de D harfi ile belirtecegiz. Eger Holtz’tan
baslayip Sohmede’ye ve sonra Honig, Kottel ve Griine iize-
rinden gecersek, asla Kramer lizerinden gecemeyiz. Diger
yandan Kramer’den baglayip Honig’e dogru yiiriisek sonra
Hohe, Kottel ve Sohmede ve Holt iizerinden gecersek, asla
Griine lizerinden gecemeyiz.

Konigsberg Kopriileri sorusu, sayfa 278°de sekil 5’teki
problemle aymidir. Gelin birlikte sekil 5 ve sekil 6’ya benzer-
likleri belirlemek icin bir goz atalim. Sekil 6 da yedi koprii
var ve sekil 5’te yedi adet dogru parcas: ve yay mevcut. Se-
kil 5’te her tepenin derecesi tek say1. Sekil 6’da eger D konu-
mundan baslarsak ii¢ adet se¢me sansimiz vardir: Hohe, K6-
nig veya Holtz. Sekil 5’te eger D tepesinden baslarsak gitmek
icin segmemiz gereken li¢ ayrintimiz vardir. Benzer durum
sekil 5°te ki A ve B tepesi ile sekil 6’da ki A ve B konumlar
arasinda da vardir. Bu ag iizerinden gecilemez.

Kopriileri ve adalar bir ag problemine ddniistiirmek araci-
1181 ile bu soruyu rahatca ¢ozebiliriz. Bu matematikte prob-
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lem ¢6zmekte kullanilan zekice bir yontemdir. Problemi daha
rahat kontrol edebileceginiz bir duruma getirebiliriz.

8.9 En Cok Yanhs Anlasilan Ortalama

Siipheci olmayan bir¢cok okura, ortalama gidis hiz1 saate 30
mil ve doniis hizi saate 60 mil olan bir turun ortalama hizi so-
rulunca, tiim yolculuk boyunca ortalama hizin saate (30+60 +
2=45 seklinde hesaplanan) 45 mil oldugunu diisiineceklerdir.
Ilk gorevimiz okuyucuyu bunun yanlis cevap olduguna ikna
etmektir. Yeni baslayanlar icin, iki hiz1 esit “agirlikta” deger-
lendirmenin adil olduguna mi inaniyorsunuz? Iki hiza farkl
uzunluktaki zaman sonucunda ulagildigini fark edebilirsiniz
ve gordiigiiniiz gibi bu hizlar, esit agirlikta degildir. Bu sizi
daha yavas, saatte 30 mille, hareket eden digerine gore iki kat
daha uzun zamanda bu yolu kat edecek, o halde turunu orta-
lama hizinda iki kat agirliga sahip olacak. Bu bizi su hesapla-
maya gotiiriir: 30+30+60 + 3 = 40 ki bu da dogru cevaptir.

Bu aciklama ile ikna olanlar, “eve” biraz daha yakin bir
seyler deneyin. On testin dokuzundan donem boyunca %100
yapmis ve sadece birinden %50 yapmis bir 0grencinin ne
hak ettigini degerlendirme sorusu sorulabilir. Ogrencinin per-
formansint %75(yani 100+50 =+ 2) olarak degerlendirmek adil
midir? Bu oneriye karg1 gosterilen tepkiler, iki nota uygun
agirhiklar: eklemek seklinde olacaktir. %100, %50’ye nazaran
dokuz kez daha fazla alinmigtir, o yiizden uygun agiligi alma-
lidir. O halde 6grencinin notu i¢in uygun hesaplama
9(100)+50 + 10 =95 seklinde olmalidir. Bu oldukga adil go-
riinmektedir.

Simdi dikkatli okuyucu, “Eger oranlar birbirlerinin bir ka-
t1 degilse ne olur?” diye sorabilir. Yukaridaki hiz problemin-
de, “gidis” ve ”doniis” zamani toplam zamani elde edebilmek
amaciyla bulunabilir ve sonra toplam yol ile birlikte “toplam
h1z”, ki bu aslinda ortalama hizdir, bulunabilir.
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Aslinda bundan daha etkin bir yontem vardir ve bu bolii-
miin an konusu budur. Harmonik dizinin(*) ortalamasi olan
harmonik ortalama adinda yeni bir kavram tanitacagiz. Har-
monik ismi belki de, harmonik dizinin /2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6,
1/7, 1/8,... seklinde oldugundan ve eger biri eline gitar telle-
rini alip bu baglantili uzunluktaki bu telleri birlikte calarsa ar-
monik bir ses ¢ikacagindan 6tiirii konulmustur.

Bu siklikla yanhis anlasilan ortalama (yani harmonik orta-
lama) biraz kafa karisiklifina neden olabilir. Bu durumdan
kurtulmak icin, bunun bize oran soruldugunda kullamildigini
unutmamamizdir. Ayni taban lizerinde harmonik ortalama he-
saplamak i¢in kullanigh bir formiile sahibiz. Yukaridaki du-
rumda, ortalamasin1 bulmak amaciyla sorulan hiz oranlari es
uzaklik (bir turun iki ayagi) ki bu es taban, icin gegerliydi.

a ve b gibi iki oran i¢in harmonik ortalama:

2ab
a+b

ve a, b, ¢ gibi li¢ oran i¢in harmonik ortalama 3abc + ab+
bc+ ac’dr.

Ilerledikce sistemin nasil bir degisim gosterdigini anlaya-
bilirsiniz, boylelikle a, b, c, d seklindeki dort deger icin har-
monik ortalama;

dabcd + abc+abd+acd+bced dir.

Bunu yukaridaki hiz problemine uygularsak bize su sonu-
cu verir:

23060 + 30+60 = 3600 + 90 = 40

Gelin, simdi hep birlikte su problemi diisiinelim:

(*) Harmonik dizi paydasindaki terimleri aritmetik (artarda gelen terimler ar-
sindaki, farkin sabit oldugu dizi) bir dizi olusturan dizidir. Aritmetik dizinin or-
talamasinin tersi ilgili harmonik dizinin ortalamadir ve buna harmonik ortala-
ma adi verilir. Harmonik ortalamayi tanimlamanin bir diger yolu da verilen sa-
yilarin terslerinin ortalamalarinin (yani aritmetik ortalama) tersleridir.
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Pazartesi giinii bir ucak New York’dan kalkip ve Washing-
ton’a saatte 300 millik bir hizla (hig riizgar yok) gidis doniis
sefer yapar. Diger giin, yani sali giinii, sabit hizla (saatte 50
millik hizla) riizgar (New York yoniinden Washington istika-
metinde) esmektedir. Pazartesi yaptig1 es hizla sali giini gi-
dis-doniis seferini tekrarliyor. Sali giinkii yolculuk daha az
mi, daha ¢cok mu yoksa es zaman mu alir?

Bu problem yavasca ve dikkatlice ¢oziilmelidir; hemen degi-
sen tek seyin ‘riizgarin destegi ve kostegi oldugunu goriiriiz’.
Diger biitiin kontrol edilebilen faktorler ayni: uzaklik, hiz
ayarlari, ugagin durumu vb... Beklenen cevap, ayn riizgar tu-
run iki ayagindan birinde hizi1 arttrp, digerinde de ayni hiz-
da yavaslattigindan iki gidis doniis ucusunun da ayni olmasi
gerektigidir.

“Riizgarli ugug” sirasinda ugusun iki ayaginin degisik hiz-
larda yapiliyor olmasi, bu ucgus hizlarinin esit agirliklara sa-
hip olmadif1 fikrini ortaya cikarir, ciinkii degisik zaman
uzunluklarinda gergeklesmislerdir. O halde, her bir ayak i¢in
zaman hesaplanmali ve uygun bir sekilde ilgili hizla oranlan-
malidir.

“Riizgarli ugug” i¢in harmonik ortalama kullanarak ortala-
ma hizi bulabiliriz.

Harmonik ortalama (2)(300+50)(300-50) +

(300+50)+(300-50) = (2)(350)(300) + 250+350= 291.667

ki bu goriildiigii gibi riizgirsiz ugusa nazaran daha az bir
hiz. Oldukga sasirtici!!!

Ortaya koyulan bu durum sadece kullanigl bir konu ol-
makla kalmiyor, ayrica sizi olduk¢a 6nemli bir kavram olan
agirlikli ortalama fikrine karsi duyarli kilmaya yardimci olu-
yor.
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8.10 Pascal Ucgeni

Muhtemelen sayilarin en iinlii licgensel diizenlemesi Pascal
—Blaise Pascal (1623-1662) anisina bu isim verilmistir— ii¢-
genidir. Her ne kadar bundan 6nce olasilikla beraber anlatil-
mus olsa da, bu alan diginda da bir¢ok ilging 6zelligi vardir.
Pascal liggenini diuha yakindan taniyabilmek i¢in kendinizin
de bir tane olusturmaniz1 6neriyorum.

1 ile baslayin sonra altina 1, 1 ve bundan sonraki her sati-
ra | ile baglayip 1 ile bitirin; listte sagdaki ve soldaki sayilari
birbiriyle toplayip diger sayilan elde edin. Bu sekilde yapti-
gimizda, asagidaki gibi bir sekle sahip olacagiz:

1
1 1
1 1+1 1
1 1+2 142 1
1 143 343 1+3 1

ki bu sonra sdyle olur:
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1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Olasilik da, Pascal iiggeni takibi ornek sonucunda ortaya ¢ik-

must1. Para atis1 yapacagiz ve her bir olayin meydana gelme
stkligini hesaplayacagiz.

ATILAN PARA SAYISI | TURA SAYISI | GRUPLAMA SAYISI

1 PARA 1 TURA 1
0 TURA 1

2 PARA 2 TURA 1
1 TURA 2
0 TURA 1

3 PARA 3TURA
2TURA
1 TURA
0 TURA

—_—) W) —

4 PARA 4 TURA
3 TURA
2 TURA
1 TURA
0 TURA

[ - N N

Her bir para atig1 sonucunda, gruplarin sayisi1 Pascal liggeni-
nin bir satirina tekabiil eder. Bu, para atiginda, bizi tam olarak
olasiliklar1 belirlemeye gotiiriir. Ornegin, dért para atigi sonu-
cunda tam olarak iki tura gelmesi olasithigi 6 + 1 + 4 + 6 + 4
+1=6+16=3 =+ 8dir. Siz de bu sonucu, para atiglarini ve
bu atislar sonucu olusan tablolar yardimi ile arastirmalisiniz.
Pascal iliggenini gercekten olaganiistii kilan sey, onun ma-
tematigin hemen her dalinda karsimiza ¢ikmasidir. Pascal lig-
geninde, oldukc¢a fazla sayida say iligkisi sergilenmektedir.
Sirf eglence i¢in, burada bunlardan bazilarindan bahsedece-
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giz. Burada birkag tanesini gozlemledikten sonra, belki siz de
Pascal liggeninin baz1 6zelliklerini bulmaya calisabilirsiniz.

Pascal iicgeninin satirlarindaki sayilarin toplami 2’nin
kuvvetlerini verir.

L 2

I Lo 2!

I 2 L 2?

1 3 3 L 2}

I 4 6 4 Tl 2¢

I 5 10 10 5 loiiiiiiiieeeeee 2’

1 6 15 20 15 6 luciiiniinicneenee, 2°

1 7 21 35 35 21 7  licroreirenenn, 2’

1 8 28 56 70 56 28 8 leiivivonnn 2
1 9 36 84 126 126 84 36 9 l......... 2’

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 2%

Eger her bir satirdaki sayiy1 bir basamak olarak kabul eder-
sek, yani 1; 11; 121; 1331...vb (ta ki altinc1 satirdan sonrasi-
n1 yeniden gruplayana kadar) 11’in kuvvetlerini bulursunuz.

L 1°

I L, '

102 T 11°

I 3 3 Ll 11°

I 4 6 4 Dl 11

I 5 10 10 5 T 1r

1 6 15 20 15 6 Il 11°

1 7 21 35 35 21 7 licinnn, 1

1 8 28 56 70 56 28 8 l.cooeennn 11°
1 9 36 84 126 126 84 36 9 l........ 11°
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1...... 11"

Bir sonraki diyagramda cizilen egik ¢izgi, dogal sayilar1 gos-
terir. Cizginin sag tarafinda ise (ona paralel) iicgensel sayila-
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n fark ederiz:1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45,...

Ucgenden, iiggensel sayilarin, dogal sayilarin toplamindan
nasil ilerledigini anlayabiliriz. Belirli bir noktaya kadar olan
dogal sayilarin toplami basit¢e, o saymin altina ve sagina
bakmakla bulunabilir (yani 1’den 7’ye kadar olan dogal sayi-
larin toplamini bulmak i¢in 7’nin altina ve sagina bakmamiz
yeterlidir ki burada da 28 sayis1 bulunur).

Simdi tam kare sayilar1 bulmaya c¢alisalim. Bunlar art ar-
da gelen iicgensel sayilarin toplami seklinde Pascal licgeni
icine gizlenmiglerdir: 1 + 3=4,3+6=9,6+ 10=16, 10 +
15=125,15+ 21 =36, vb.

Ayrica bu tam kare sayilarla dortlii gruplarin (igine gizlen-
mis) toplaminda da karsilasabilirsiniz:1 + 2+ 3 +3=9,3 +
346+4=16,6+4+10+5=25,10+15+6=36...vb
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Yukardaki Pascal iliggeninde ¢izilmis dogrular iizerindeki
sayilar1 topladiginizda, bu sayilarin, Fibonacci sayilar oldu-
gunu fark ettiginizde gercekten ¢ok sasiracaksiniz:

1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 55, 89, 144,...(bolim 1.18’e
bakiniz)

Pascal licgeninde gizli bircok say1 vardir. Besgensel sayi-
lart bulmaya calisin: 1, 5, 12, 22, 35, 51, 70, 92, 117, 145,...
(bakinmiz 1.17) Arazi oldukc¢a verimi. Bu sayilarin liggensel di-
zilimi dahilinde daha fazla hazineler bulma olasilig1 sinirsiz.

8.11 Her Sey Goreli

Bilim adami olmayanlar i¢in gorelilik pek de anlasilabilen bir
kavram degildir. Her ne kadar Albert Einstein ile 6zdeslesmis
olsa da, bir¢ok farkli uygulamalar1 vardir. Bazilari i¢in anla-
silmasi gii¢ bir kavram olabilir, bu yiizden yavasca ilerledik-
ce sabir ve destek idmami yapacagiz. Asagidaki problemle
baglayalim:

David akintiya kars: kiirek ¢cekerken, teknenin kenarindan ti-
kacini diisiiriir ve 10 dakika daha kiirek ¢cekmeye devam eder.
Sonra tikaci geri alabilmek amaciyla doner, tikag akinti yo-
niinde 1 mil ilerlemigken onu bulur. Akintinin hizi nedir?

Bu soruya cebir derslerindeki gibi geleneksel yénterﬁle yak-
lagmaktansa, olay: su sekilde diisiiniin: problem gorelilik fik-
ri yardim ile oldukga basitlestirilebilir.

David’i akintinin bulmasi ve yoniinde tagimasi veya akin-
t1 olmamas1 6nemli degildir. Biz sadece David ile tikacin ay-
rilmast ve bir araya gelmesi ile ilgileniyoruz. Eger akint1 ol-
masaydi, David’in tikaca dogru kiirek ¢ekmesi, tikactan
uzaklasirken kiirek ¢ekmesi ile ayni vakti alacakti. O halde
10 + 10 = 20 dakikaya ihtiya¢ duyacakti. Tika¢ bu 20 dakika
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icersinde 1 millik bir yol kat ettiginden, akintinin saate ki hi-
z1 3 mildir.

Yine de bu bazilar i¢in anlagilmasi kolay olmayan bir
kavramdir ve en iyisi onlar1 sakince diisiinebilmeleri i¢in yal-
niz birakmaktir. Giinliik yasamdaki diisiinme isleminde bir-
cok uygulama kullanigli uygulama alanina sahip oldugundan,
anlamak i¢in ¢aba harcamaya degen bir kavramdir. Bu, mate-

.....

8.12 Genellemeler Ispat Gerektirir

Birbiriyle tutarl bir siirii 6rnegin sizi genellemelere gotiirme-
si oldukca tesvik edici olabilir. Bircok durumda genellemeler
dogrudur, ama olmak zorunda da degildir. Carl Fredrich Ga-
uss, zekasin sayilar arasindaki iligkileri akildan bulmay: ve
hesaplamayi bazi teorilerini olustururken kullanmasiyla bili-
nirdi. Sonra bu varsayimlarini ispatladi ve matematik alanina
yaptig1 katkilar efsanevi bir boyuta ulagti. Sirf bir¢ok drnek
yapiya uyuyor diye sonuglar ¢ikarmadan once oldukc¢a ted-
birli davranmalisiniz. Ornegin, birden biiyiik her tek sayinin
bir asal say1 ve 2’nin bir kuvveti olarak yazilabilecegine dair
bir inang vard. lk birka¢ durumu inceledigimizde, bu varsa-
yumin gecerli oldugunu goriiriiz.

3=24+2
5=2'+3
7=2"+3
9=2*+5
11=2+3
13=2°+5
15=2"+7
17=2°+13
19=2'+3
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51=2°+19

125=2°+61

127 =7
129 =2°+ 97
125=2"+3

Bu durum 125’e kadar test ettigimiz biitiin sayilar i¢in gecer-
liydi idi, fakat 127’ ye vardigimizda hi¢bir ¢6ziim yoktu. Son-
ra ki sayilar icin bu bdyle devam etti. O halde, bu genellene-
mez. Sonuglara varmadan once dikkatli olmak gerekiyor
ozellikle de bir ispat yapamamugsak. Bu erken sonuglara var-
makla ilgili 1yi bir 6rnek. Her seyin 6tesinde ogreticidir.
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Son Soz

ger hicbir baghig1 atlamadan buraya kadar okumayi ba-

sardiysaniz, matematige geri kazandirilmigsiniz demek-
tir. Hatta bazi boliimleri atlayanlar bile matematigin giizel ol-
duguna ikna olmus olmalidirlar. Her seyin disinda bu kitabin
amaci bunu ispatlamakti. Kitabin girisinde de, bu kitabin ma-
tematikte zayif olmanin moda oldugu fikrini silmek amaclh
yapilandirildigini sdyledigimi hatirlarsiniz. Matematik digin-
da hicbir ders i¢in insanlar eksikliklerini kadar kolay dile ge-
tirmezler. Tiim ilkogretim miifredatin1 ve her alan icin top-
lumda matematiksel anlamda zarar gérmiig olanlar: bile tes-
vik edecek kolay anlagilan drnekleri secerek bu kitabin icine
dahil ettik. Gauss matematige bilimlerin kralicesi(*) derken,
o, diger disiplinlerdeki bilim adamlarinin onu kendi alanla-
rindaki kullanighiligina gore degerlendirebilecekleri bir bilim
hizmetcisidir demek istememigtir. Bu kitabi okurken, mate-
matigin diger disiplinler igin kullanighlifindan ¢ok, kendi
icinde hayranlik uyandiran bir bilim oldugunu fark etmigsi-
nizdir. Yine de toplumumuzda matematigin ¢aligma alanlari-
nin basinda gelmesinin sebebi onun kullanighiligidir, fakat
eger onun dogal yapisindaki giizelligi matematigi cekici ki-
larsa, cok daha kolay ve etkin bir sekilde 6gretilebilir.

(*) Carl Friedrich Gauss(1777-1855), tiim zamanlarin en biiyiik matematikgi-
lerinden biri, gegekte “Matematik Bilimlerin Kraligesidir ve Aritmetik de
Matematigin Kraligesidir. Genelde astronomi ve diger doga bilimlerine yardim
da bulunacak kadar algak goniilliiliik etse de birinci sira daima ona aittir.”
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Matematigin dogal giizelligini gésterme cabasi, bircok de-
gisik sekilde ortaya konuldu. Ilk olarak, iyi saklanan sirlar ha-
line gelmis ve diisiinme isleminin diger degisik sekillerini
gosterme amaciyla sundugumuz, oldukga hos aritmetiksel an-
lamda zekice iglemler vardi Say: sistemimiz dahilindeki ga-
riplikler bizlere gercekten ilging say: yapilar1 veya neredeyse
aciklanamaz goriingiiler sundular. Bunlar matematikte ger-
cekten hos seyler oldugunu ispatlamak ve sizleri hognut kil-
mak amaciyla sunulmustur. Buna ek olarak, matematigin ol-
dukca degisik, goriiniirde birbiriyle ilgisiz kollar1 arasinda
beklenmedik baglantilarla karsilasmak, her zaman i¢in olduk-
ca ilgi cekicidir. Omegin, matematigin birgok alanimi birbi-
riyle baglayan, Fibonacci sayilari, altin oran ve Pascal iicge-
ni bu zengin disiplinin i¢ten baglantilarini ortaya ¢ikaryor.
Beklenmedik fikri lizerinde dururken, daha genis bir bakig
acgisina dayal bir disiinme sekliyle sunulan bolim 4’teki
problemler, baz1 problemlerin yerlerini nasil zekice ¢oziimle-
re —Oyle ¢oziimler ki okuyucuyu hayretler icinde birakmakla
kalmayip ayrica onu bu degisik teknikleri uygulayabilecegi
omekler aramaya calismaya da tegvik etmistir— biraktigini
gostermigtir.

Geometri ile ilgili boliim, matematigin gorsel giizelligini
takdir edebilecegimiz bir boliimdiir. Degiskenler sasirtici ge-
killerde ortaya cikarlar. Elbette ki, bunlar en iyi, hareketli
gosterimlere imkan saglayan Geometer’s Sketchpad gibi bil-
gisayar programlari ile goriilebilir.

Miimkiin oldugunca (ve uygun oldukca) tarihsel notlar
verildi; boylelikle bu harika fikirlerin bir ¢cogu tarihsel bag-
lamda degerlendirilebilir. Insan varlig1, matematik tartismala-
rina dahil oldugunda, her zaman ilging bir seyler vardir.

Artik matematigi sevmege basladiginiza gore (son soze
kadar ulasmis olmaniz bunun bir kanitidir), matematikle ilgi-
li kitaplar toplamaya, onlar1 okuyup referans kaynag: olarak
saklamaya baslamalisiniz. Matematige karst artan sevginizin
pesinden ayrilmadikca sizi daha ileri gotiirecek, eglenceli
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matematikle ilgili bir¢cok kitap vardir. Giinliik gazetelerde
matematigin uygulamalariyla ilgili ustaca bir liste yaparak
kendinizi denemeyi aligkanlik haline getirebilirsiniz. Bunlar,
bir gazetecinin ¢ikarimlari, sunulan verilerin bir 6zeti, (yan-
lis) kullanilan veriler sonucu ¢arpitilan bir hikdye veya bazen
yazarin yazdiginin tam tersi anlama gelebilecek verilerin yan-
lis degerlendirmeleri olabilirler. 1987 yilinda, New York Ti-
mes’1 kizimla beraber okurken, Pisagor teoremini dayanak
alan gazetecinin yaptig1 bir hata ile karsilastik. Kizim editor-
lere bir diizeltme yazis1 gondermemde 1srar etti, ki ben de onu
dinledim. Burada hem makaleyi, hem de yazdigim mektubu
bulabilirsiniz. Bu beni sonradan olduk¢a dikkatli bir gazete
okuyucusu yapti. Ne zaman bir hata ile karsilagsam, cevap
vermekte olduk¢a hizli davraniyorum. Kitabin girisinde de
belirttigim gibi bu kitap New York Times’a 2 Ocak 2002 tari-
hinde yazdigim yorumlarima karsilik gelen bes yiiz mektup
sonucunda yazildi. Umarim bu, digerlerine de, gazete okuma-
lar1 ve matematigi dogru tutabilmek i¢in uygun oldugu yerde
onerilerde bulunmalar i¢in model olusturur. Artik bu yeni
olusturulmus matematik giiciiniizle, bu sizden beklenen en az
seydir.
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Reagan Ciftligi Gizerinde kil payi

Cizim sematiktir

[{e]]

Bagkanin Helikopteri,
ciftlige giderken, Santa
Barbara hava alanindaki
kontrol kulesi, kiigiik bir
ugagin onlara dogru
yaklastigini haber verdi.
Helikopter pilotu u¢adg 1 1
+ 2 mil énde fark etli ve
saga dogru hafif bir doniig

yapt.
w— Piper Archer, Baskan'in 300 feet
ciftliginin 150 fit (zerinde
yasak hava sahasinda
ugusuna devam etti.
Helikopterin 200-300 fit
solundan ve 150 fit

1501 maltmdan gecti.

Federal Havacilik ederal havacilik ku-
Kurumu Reagan’in rumu(*) “ciddi gii-
Helikopterini Kil Payi venlik tehdidi” ge-

Siyiran Pilotun rekcesiyle, bugiin Baskan

Lisansim Iptal Etti

Reagan’in helikopterinin
200 fit yakininda ucan kii-
ciik ucagin pilotunun li-

Muhabir sansini iptal etti. Pilotun,
Steven V. Roberts er olarak tanimlandigi
ve.... ]

New York Times 6zel haberi

New York Times'in 15 Agustos 1987°de 6n sayfasinda ¢ikan makalenin bir bolumi
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Kokpitte Pisagor’un Onemi
Editore:

Muhtemelen matematik 6gretmenlerine en ¢cok sorulan so-
rular, “Neden bunlar1 6grenmek zorundayi1z?” ve “Bunlari ne-
rede kullanacagiz?”’dir. Her ne kadar cevap, “New York Ti-
mes’ da hata diizeltmek” icin olmasa da, 6grencileri elestirel
okumaya yoneltmek ve sadece basilmis bir sayfada yayinlan-
d1 diye, her yazilanin direkt kabul etmemeyi 6gretmek agisin-
dan biiyiik rol oynar.

15 Agustos tarihinde on sayfanizda ¢ikan haberde, Santa
Barbara lizerinde 6zel bir ucagin Baskan Reagan’in ugagini
“200 fit” dahilinde kil pay1 kagirdigini yazmistiniz. Yayinla-
diginiz diyagramin basliginda ugagin helikopterin, minimum
200 fitlik yatay uzaklikla “200-300 fit solundan gectigini”
yazmistiniz. Hipoteniisii ugagi helikoptere ile arasindaki ger-
cek uzaklig1 verecek olan, 150 fitlik dikey uzaklik ile bir dik
licgen olusur. Lise matematiginden bir¢ok kisinin hatirlaya-
cag1 Pisagor teoremini (a’+ b’= ¢?) uygularsak, bu uzakligin
250 fit, “200 fit civarindan daha fazla” oldugunu buluruz.

Bu, matematigin degerini sorgulayan dgrencilere matema-
tik 6gretmenlerinin (hatta ebeveynlerin) dikkat cekmesi gere-
ken tiirde bir seydir.

Alfred S. Posatmnetier

Matematik Profesorii ve

City College Egitim Okulu Yardimci Dekani
New York 15 Agustos 1987

New York Times’a cevap olarak yazdigim 30 Agustos 1987 tarihli yazi.
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Sozliik

ALFAMETIK: Kelime kiimelerinin geleneksel aritmetik islemleri bi-
¢iminde yazildig: bir ¢esit matematik bulmacasi; burada alfabenin
harflerinin, islemin dogrulugunu saglayacak sekilde rakamlarla yer
degistirmesi gerekmektedir.

ALGORITMA: Belli bir sayida adim ile mekanik olarak bir problemi
¢6zme prosediirii.

ALTIN ORrAN: Bir dogru pargasinin iki bolimii arasindaki belli bir
oranti. Kii¢iik par¢anin biiyiige orani, bilyiik par¢anin biitiin dogru
pargasina oranna esitlenir ve bu oran =~ .618033988’e esittir.

ARALARINDA ASAL: 1°den bagka ortak ¢arpani olmayan sayilar.

ARKADAS (DosT) SAYILAR: Biri digerinin 6z bolenlerinin toplamina
esit olan iki say1.

ARITMETIK Dizi: Ik eleman disindaki diger elemanlarin arasindaki
farkin sabit oldugu sayi dizisi.

ARITMETIK SERI: Bir aritmetik dizideki terimlerin toplami. Bunun
formiillerinden biri sudur: S = #/2 (a+1); S, toplam; n terim sayisi;
a ilk terim ve | son terimdir.

AsAL SAYILAR: Kendisinden ve 1’den bagka sayiya boliinemeyen
sayl

BENZER COKKENARLILAR: Ayni sekle, fakat farkl biiyiikliige sahip
olabilen ¢okkenarlilar.

BILEgIK SAyr: Bir ve kendisinden bagka en az bir sayiya daha boli-
nebilen tam say1. Bu ayni1 zamanda 1 digindaki asal olmayan bir sa-
yidir da.
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Bir CEVRE ACININ KEgisTIGI YAY: KGsesi cemberin iizerinde olan
bir ac¢inin kollar: tarafindan olusturulan bir cember yay1.

BiR SAYININ CARPMAYA GORE TERSI: Bir sayinin ya da sonucun 1’i
bolmesiyle olusan, sayinin ¢arpimsal tersi. Omegin a<b’nin tersi
b+a’dir.

BIrR SAyiNIN TaBANt: Belli bir say1 sistemindeki rakamlarn sayisi.

BiR UCGENIN KENARORTAY!L: Bir iicgenin kosesinden karsi kenara
indirilen ve bu kenar1 ikiye bolen dogru parcasi.

BOLUNEBILIR: O kalani birakarak boliinebilme o6zelligi.

BUTONLER: Eger iki a¢inin toplam: 180 derece ise bu acilar biitiin-
lerdir.

CeBIRSEL EsiTLIK: Degiskenlerinin tiim degerleri icin dogru olan
cebirsel bir denklem.

CARPILAN: Bir carpmada diger bir sayi, ¢arpan tarafindan ¢arpilan
sayl.

CEMBERSEL DORTKENARLI: Tiim koseleri bir cember iizerinde olan
dortkenarli. Bu dortkenarhda karsiikli a¢ilarin toplamu biitiinlerdir
(yani, 180 derecedir).

CESITKENAR: Her bir kenan farkli uzunlukta olan iiggen.

CEVRE: Bir ¢emberin tam bir yayinin uzunlugu. Su formiil ile bulu-
nur: C =27r; r cemberin yaricapidir.

CEVREL CEMBER: Bir ¢okgenin tiim koselerinin iizerinden gegen
cember. Bazi ¢okgenlerin ¢evrel ¢emberleri yoktur. Tiim iiggenle-

rin ¢evrel ¢cemberleri vardir.

CiFT TARAFLI KosuL: Karsilikli bagimli iligki; “ancak ve ancak”
baglaci ile ifade edilir.
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CokkEeNARLL: Uggen, besgen ya da sekizgen gibi, i¢ ya da daha faz-
la dogru pargasi ile olusturulmus kapaly, iki boyutlu sekil.

CokyUzLU: Cokkenarllar ile olusturulmus kapals, ii¢ boyutlu sekil.

DEgisMEZ: Cesitli durumlarda degismeden kalan bir deger (ya da
iligki).
DENK: Bir ¢esit benzerlige sahip; 6zellikle uslamlama zincirlerinde

uygulamir. Omegin, “ikinci durumun ispati birinci durumunkine
denktir.”

DENKLIK: Cift kogullu, karsilikli bagimlr iligki.

Dizi: Elemanlari siitunlar ve satirlar seklinde dizilmis olan bilgi ya-
pist. Siklikla tablo da denir.

DoGAL SAYI: Sifirdan biiyiik olan bir tam say1.

DokuzLARI ELEME: Dokuzlari silerek bir aritmetik islemin dogrulu-
gunu test etme metodu.

DORT RENK PROBLEMI: (Bir nokta diginda) Ortak bir sinira sahip
olan bolgeler aym renkte olmayacak sekilde, bir diizlemdeki her-
hangi bir harita en az dort renk ile boyanabilir.

DUALITE: Geometride kimi ifade ¢iftlerinde bulunan iliski. ki ifa-
de, eger onlardaki anahtar kelimeler dual olanlar ile yer degistire-
biliyorsa dualdir. Oregin, nokta ve dogru; aym dogru iizerinde ol-
ma ve tek noktada kesisme; i¢ine ve disina ¢izilme ve kenarlar ve
koseler vb. dual kelimelerdir.

Es COKGENLER: Ayni sekle ve biiyiikliige sahip olan ¢okgenler.

ESkKENAR COKGEN: Tiim kenarlar esit uzunlukta olan ¢okgen. Eger
agilar de esit uzunlukta ise (es agili), o zaman ¢okgen diizgiin ¢ok-
gen olur.

Es MERKEZLIL: Ortak bir merkeze sahip olan.
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FAKTOR: Cebirde, bir ifadeyi kalansiz bolebilen bir ifade. Bir sayi-
y1 tam olarak bolebilen bir say1.

FAKTORIYEL: Birden belli bir sayiya kadar olan tam sayilarin ¢arpi-
m1. Ornegin “bes faktoriyel” (5! olarak yazilir) su ¢arpima esittir: 5
* 4¢3 e2¢1. Ayrica 0! 1’e esit olarak tammlanmustir.

FERMAT’NIN SON TEOREMI: Sifirdan farkli tiim tam sayilar ve n > 2
i¢in, x" + y" = z" denkleminin ¢odziimii yoktur.

FiBONACCI SAYILARL: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... seklinde devam eden ve
ticiincii terimden sonra, her bir terimi, kendisinden onceki iki teri-
min toplami olan say1 dizisi.

GENis AcL: Degeri 90 dereceden biiyiik, ama 180 dereceden kiigiik
olan agl.

GOLDBACH VARSAY1ML: 2°den biiyiik her ¢ift say1 iki asalin toplam
seklinde yazilabilir.

GUVERCIN YUVASI PRENSIBI: Eger n+1 nesne (giivercin) n kategori-
ye (yuvaya) dagitilirsa, en azindan bir kategorinin iki nesneye (gii-
vercine) sahip olacak olmasi 6zelligi.

HARMONIK ORTALAMA: Degerlerin terslerinin ortalamasinin tersi.
Aritmetik dizinin (yani, terimleri arasinda sabit bir fark olan dizi)
ortalamasinin tersi. Ornegin 2, 5 ve 10’un harmonik ortalamasi 3 +
(1 =241 +5+1 + 10) = 3.75%ir.

HERON’UN (HERO’NUN) FORMULU: Verili bir liggenin sadece kenar-
larimin  bilinmesiyle alaninin bilinmesini saglayan formiil. A =
\/[s(s—a)(s-b)(s-c)]; burada A alan, s yar1 ¢evre (¢evrenin yarisi) ve
a, b, c ticgenin kenarlarinin uzunlugudur.

HipoTENUS: Dik licgende dik ii¢cgenin karsisinda kenar. Ayrica bir
diik liggenin en uzun kenar1.

IKiLi SiSTEM SAYILARI Sayilan yalmzca 1 ve 0 kullanarak ifade et-
me yontemi. Ardisik basamaklar 2’nin artan kuvvetleridir (aynca

300



“ikilik taban” olarak da adlandirilir).
IKizKENAR UGGEN: Iki kenari esit olan tiggen.
INSANTR: I¢ teget cemberin merkezi. Agiortaylarin kesisme noktas.

IRRASYONEL SAYI: Tki tamsayinin boliimii olarak ifade edilemeyen
reel say1.

KARsISINDA OLMA: Otesinde, gerisinde ya da ona karsit bulunma.
Omegin bir ¢emberin kirisi, onun yaymnin karsisindadir ve bir iig-
genin agis1 onun bir kenarinin kargisindadur.

KOLINEER NOKTALAR: Ayn1 dogru iizerinde olan noktalar.
KompLEKS ESLENIK: Sadece imajiner kisminin isareti farkl: olan
kompleks say ciftleri; a + bi ve a - bi birbirlerinin eslenigidir; bu-
rada i =V-1.

KonNkAv: Konveksin tersi. Bkz. Konveks

Konik KEsim: Bir diizlem kesiti ve sonsuz bir ¢ift koni alinarak el-
de edilen egri ailelerinden biri. Konik kesimler paraboller, elipsler,

hiperboller ve ¢emberlerdir.

KONVEKS: Noktalar arasindaki her parcasini i¢ kisminda barindiran
bir sekil. Konkav bir seklin tersi.

KUADRATIK DENKLEM: ax* + bx + ¢ seklinde olan denklem.

KUADRATIK FORMUL: ax2 + bx + ¢ = 0 denkleminin ¢oziimii i¢in
kullamlan formiil: x = -b£\(b*4ac) + 2a.

LEMMA: Bir teoremin ispatinin bir pargasi olarak ifade edilip ispat-
lanmus kiigiik teorem. ’

LUN: Iki gember yayi tarafindan sinirlanmus, bir diizlemin ya da kii-
renin hilal bi¢gimli pargasi.
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Martris: Dikdortgen sekilli bir degerler tablosu.
MUKEMMEL SAYr: Kendi 6z ¢arpanlarinin toplamina esit olan say1.

ORTALAMA Hiz: Toplam yolun toplam zamana bdliinmesi. Ayrica
bkz. Harmonik ortalama.

ORrTAY: Bir geometrik sekli ikiye bdlen bir dogru pargasi, 151n ya da
dogru. Bir kogeden ¢ikip bir agiy1 iki es agiya bolen dogruya da agi-
ortay denir.

ORTAK CARPAN: Iki veya daha fazla sayiy1 kalansiz bolen sayi.
OrTASANTR: Uggende yiiksekliklerin kesisme noktast.

0Oz CarraN (Oz Bolen): Saymnin kendisi digindaki bir ¢arpami (ya
da boleni).

OzYINELEME: Bir elemanlar dizisini, sonlu sayida basamak igeren bir
formiil ya da kurala gore daha onceki bir eleman ya da elemanlar
iizerindeki islemle (sayilar ya da fonksiyonlar olarak) belirlemek.

PALINDROME: Diiz ve ters olarak ayni sekilde okunan bir sayi.

PARADOKS: Kabul edilmis onciillerden hareket edilerek gecerli bir
akil yiiriitme ile ulasilmig, kendisiyle ¢elisen onerme.

PisAGOR TEOREMiI: Bir diik iicgende, bacaklarin karelerinin toplami
hipoteniisiin karesinin toplamina esittir. Bu genellikle a*> + b* = ¢?
seklinde ifade edilir; burada a, b, c¢ dik tiggenin kenarlaridir.

PisaGor UGLUSU: Pisagor teroemini dogrulayan sayi iigliisii. Eger
sayilarin 1’den bagka ortak boleni yoksa bunlara Ilkel Pisagor Ug-
liisii denir.

RAKAMLARIN DEVRI: Siirekli tekrar eden rakamlar grubu.

RASYONEL SAYr: Sifira esit bir paydaya sahip olmamak kaydiyla ile
iki tam sayinin boliimii seklinde ifade edilen sayi.
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SENTROID: Bir geometrik seklin agirlik merkezi. Bu noktada bu se-
kil bir igne ucunda dengede durabilir. Bu nokta iiggende kenaror-
taylann kesisme noktasidir.

SiHirRl KARE: Kare sekilli bir say1 dizisi; siitunlardaki, satirlardaki
ve kosegenlerdeki sayilarin toplami aymidir.

SIMETRI: Bir diizleme, ¢izgiye ya da noktaya gore belli parcalarin ay-
n1 biiyiikliik, bi¢cim ve diizenlenme i¢inde bulunmalar1 durumu.

SEKILSEL SAYILAR: Bir noktalar dizisi ile diizgiin bir cokgen bigi-
minde ifade edilebilen bir tamsay1.

TaAM KARE: Herhangi bir sayinin kendisi ile ¢arpilmasi ile elde edi-
len say1.

TAMSAYILAR: Pozitif ve negatif sayilarla sifir1 igine alan say1 grubu.
TrOREM: Acik varsayimlara dayali olarak ispatlanabilen dnerme.
ToproLosi: Geometrinin, geometrik bigimlerin ¢ekme ya da biikme
gibi ¢esitli degisim durumlarinda sabit (ya da degismez) kalan 6zel-
liklerini inceleyen dali.

TRISEKTOR: Bir agiy1 li¢ es agiya bolen gizgiler.

‘Tomeir: Degerlerinin toplarm 90 derece olan iki agl.

UleainsEL SAYILAR: Eskenar bigimli nokta dizileri ile temsil edile-
bilen bir tam say1.

YAKINSAK SERILER: Sonlu bir toplama sahip olan seri.

YuksekIk: Bir cokgenin kogesinden karst kenara cizilen dikme.
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